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Résumé / SummaryVersion françaiseL'objetif de e travail est de proposer une nouvelle approhe pour la résolution duproblème de ontat unilatéral ave frottement de Coulomb tridimensionnel en méa-nique des solides. On s'intéresse à des systèmes dynamiques omposés de plusieurs orpspossédant un nombre �ni de degrés de liberté : rigides, ou déformables qui sont desapproximations spatiales de modèles ontinus. Le frottement entre les orps est modé-lisé en utilisant une formulation lassique de la loi de Coulomb. Après disrétisation entemps (ou approximation quasi-statique), on obtient à haque pas de temps un problèmeontenant des équations de omplémentarité sur un produit de �nes du seond ordre, etd'autres équations. Plusieurs méthodes de résolution ont été proposées pour di�érentesformulations équivalentes de e problème, en partiulier par Moreau, Alart et Curnier, etDe Saxé. En onsidérant les équations de omplémentarité omme elles des onditionsd'optimalité (KKT) d'un problème d'optimisation, on propose une reformulation équiva-lente nouvelle sous forme d'un problème de minimisation paramétrique onvexe oupléave un problème de point �xe. Grâe à e point de vue, on démontre l'existene desolutions sous une hypothèse assez faible, et véri�able en pratique. De plus, on peut sou-vent aluler e�etivement l'une de es solutions en résolvant numériquement l'équationde point �xe. Les performanes de ette approhe sont omparées à elles des méthodesexistantes.English versionThe aim of this work is to propose a new approah to the solution of 3D unilate-ral ontat problems with Coulomb frition in solid mehanis. We onsider dynamialsystems omposed of several bodies with a �nite number of degrees of freedom : rigidbodies, or deformable bodies whih are spatial approximations of ontinuous models.Frition between bodies is modelled using a lassial formulation of Coulomb's law. Aftertime disretization (or quasi-stati approximation), we get at eah time step a problemontaining omplementarity equations posed on a produt of seond order ones, plusother equations. Several methods have been proposed in the literature for di�erent equi-valent formulations of this problem, in partiular by Moreau, Alart and Curnier, and DeSaxé. Considering the omplementarity equations as optimality onditions (KKT) of anoptimization problem, we propose a new equivalent reformulation as a parametri onvexv



viminimization problem oupled with a �xed point problem. Thanks to this viewpoint, weprove the existene of solutions under a quite mild assumption whih an be hekedin pratie. Moreover, we an pratially ompute one of these solutions by solving nu-merially the �xed point equation. The performane of this approah is ompared withexisting methods.



Index des notations et abréviationsNotations
EY module d'Young
σ tenseur des ontraintes
t variable de temps
d dimension de l'espae physique (d = 2 ou 3)
n nombre de points de ontat
m nombre de degrés de liberté du système
A,B objets impliqués dans un ontats
e ou ei veteur unitaire normal orienté de B vers A (au i-ème ontat)
xN et xT omposantes normale et tangentielle (par rapport à e) du veteur x ∈ Rd

PN et PT projetion sur la droite normale et le plan tangent (par rapport à e)
q oordonnées généralisées du système (q ∈ Rm)
v vitesses généralisées (v = q̇ ∈ Rm)
u ou ui vitesses relatives de A par rapport à B (au i-ème point de ontat)
r ou ri fore de ontat exerée par B sur A (au i-ème point de ontat)
µ ou µi oe�ient de frottement (au i-ème point de ontat)
Kµ ou K �ne du seond ordre de paramètre µ ≥ 0 (K ⊂ Rd) orienté par e ;la notation allégée K ou Ki (au lieu de Kµ ou Kµi

) est utilisée lorsquela valeur de µ est laire d'après le ontexte
C ou C(e, µ) ensemble des ouples (u, r) satisfaisant une ertaine loi de frottement
C(e, µ) ensemble des ouples (u, r) ompatibles ave la loi de Coulomb
B(0, α) boule eulidienne de entre 0 et de rayon α
fAC,N et fAC,T parties normale et tangentielle de la fontion d'Alart et Curnier
ρN et ρT paramètres normal et tangentiel de la fontion d'Alart et Curnier
fAC fontion d'Alart et Curnier
s ∈ Rn

+ paramètre des problèmes d'optimisation paramètrique
T (s) produit des n ylindres de frottement de Tresa aux n points de ontat
PC(·) opérateur de projetion sur l'ensemble onvexe C
NC(x) �ne normal à l'ensemble onvexe C au point x
ũ vitesse modi�ée assoiée à u par le hangement de variable de De Saxé
K◦ �ne polaire d'un �ne onvexe fermé K
K∗ �ne dual (opposé du �ne polaire) d'un �ne onvexe fermé Kvii



viii
∂ (1) frontière d'un ensemble (∂S := S̄ \ int(S))(2) sous-di�érentiel d'une fontion onvexe
H,w données de l'équation inématique u = Hv + w
M, f données de l'équation dynamique Mv + f = H⊤r
S++
m �ne des matries symétriques dé�nies positives
W opérateur de Delassus (W = HM−1H⊤)
q terme onstant (q = w −HM−1f) dans l'équation u = Wr + q
Ec énergie inétique
Jac[·] matrie jaobienne
Diag(x1, xn) matrie diag. dont les éléments diag. sont x1, . . . , xn
E matrie dé�nie par E := Diag(µiei)
L produit artésien des n �nes de frottement Ki

J fontion � énergie � primale
C(s) et C̄(s) ensemble réalisable strit (resp. large) du problème primal
q(s) et p(s) valeur du problème primal (resp. dual)
F (·) fontion de point �xe, dans l'approhe proposée
ri intérieur relatif (d'un ensemble onvexe)
dom domaine d'une fontion
J∗(·) onjuguée de la fontion onvexe J
iC fontion indiatrie de l'ensemble (onvexe) C
∇[·] gradient
(H) hypothèse faible du résultat d'existene
(H̄) hypothèse forte du résultat d'existene
eH fontion exès de Hausdor�
∆H distane de Hausdor�
Λ ensemble de sous-niveau de J
∆ veteur de taille n dé�ni par ∆ := (δ, . . . , δ)
I ou Ik matrie identité (de taille k)
0m×n matrie nulle de taille m× n
fDS fontion de De Saxé
Φ notation générique pour la fontion que l'on herhe à annuler
H[·] matrie Hessienne
C matrie telle que CC⊤ = M (ex : déomposition de Choleski)
X veteur qui rassemble les inonnues (v, ũ, r)
ρDS paramètre de la fontion de De Saxé



ixAbréviationsLCP linear omplementarity problemQP quadrati programmingLP linear programmingSOCP seond order one programmingSOQP seond order quadrati programmingSeDuMi solveur SOCP disponible publiquementAC Alart et CurnierDS De SaxéGS Gauss-SeidelFB Fisher-BurmeisterH-pf méthode de Haslinger + point �xeNA-pf � notre approhe � + itérations de point �xeNA-Newton � notre approhe � + méthode de NewtonNA-Broyden � notre approhe � + méthode de Broyden (quasi-Newton)
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IntrodutionCette thèse traite des rapports entre l'optimisation non-régulière et la dynamiquenon-régulière à travers deux exemples : le ontat frottant de Coulomb en méanique etles méthodes de oupes en optimisation ombinatoire.
0.1 Simulation en méanique du ontatDans de nombreux domaines sienti�ques, et en partiulier en méanique, la simula-tion est devenue un outil aussi important et étudié que la théorie et l'expériene pouromprendre les phénomènes physiques. La onfrontation souvent réussie entre les résul-tats d'expérienes réelles et elles réalisées in silio ont donné su�samment on�aneaux herheurs et aux ingénieurs pour que la simulation soit largement utilisée dans lemilieu industriel, donnant naissane à de nombreux odes de alul sienti�que. Ces lo-giiels utilisent des tehnologies variées (méthode des di�érenes �nies, éléments �nis,volumes �nis, méthodes spetrales. . . pour ne iter que les plus élèbres) et permettentde reproduire la statique et la dynamique de nombreux systèmes méaniques ompor-tant des �uides et des solides rigides ou déformables, pour une large gamme de lois deomportement. Cependant, il subsiste bien des phénomènes physiques di�iles à modé-liser ou, même lorsqu'un modèle aeptable est disponible, à simuler. La méanique duontat, dont les aspets numériques sont l'objet de ette thèse, en fait partie : il s'agitde simuler la dynamique d'un ensemble de solides suseptibles de se touher, rebondirles uns sur les autres, glisser les uns à la surfae des autres, et. Il est don néessairede faire des hypothèses physiques pour modéliser les impats et le frottement. Plus ladesription retenue est �ne, plus les aluls à e�etuer sont lourds et plus on est limitédans la taille des systèmes physiques que l'on peut simuler. Il faut don faire un ompro-mis, qui dépend de l'appliation visée, entre le réalisme de la simulation (que l'on peutaméliorer en hoisissant un modèle plus �n, des shémas d'intégration en temps d'ordreplus élevé, des pas de temps plus petits, une arithmétique plus préise dans les alulssur ordinateur, et) et le oût de la simulation (il ne faut pas arriver à des équations quel'on ne sait pas du tout résoudre, ou dont le temps de résolution est trop important pourl'appliation voulue). 1



2 TABLE DES MATIÈRES0.1.1 Domaine de validité et appliationsDans la première partie ette thèse, nous étudions la simulation numérique d'un sys-tème de solides rigides ou déformables dont les impats sont supposés inélastiques ourégis par le modèle de Moreau [Mor88℄, et le frottement par le modèle de Coulomb (pro-posé vers 1780 par Charles Augustin Coulomb, 1736-1806). Cei restreint la généralitédes travaux aux situations où es modèles sont su�samment �ns pour apturer les phé-nomènes physiques que l'on désire étudier, et su�samment grossiers pour que les alulsprennent un temps raisonnable. L'expériene de Moreau [Mor88, Mor94, Mor03, Mor06℄et d'autres méaniiens suggère ependant que la méanique des matériaux granulaires,de la maçonnerie non-ohésive, et elle des robots par exemple, font partie des domainesd'appliation possibles du modèle étudié. On peut utiliser e modèle pour prédire ouontr�ler le mouvement, étudier les positions d'équilibre, et même pour extraire des in-formations inaessibles à l'expériene, omme la répartition des fores dans un tas depierres ou de sable. Dans d'autres as, le modèle proposé est moins bien adapté : parexemple, la ommunauté de l'informatique graphique est également très ative dans ledomaine de la simulation du ontat unilatéral ave frottement, mais ses exigenes sontrelativement di�érentes. Pour une appliation donnée, omme par exemple un jeu vi-déo, on peut onsidérer que la stabilité et la vitesse d'exéution de l'algorithme sont desritères plus importants que l'adéquation à un modèle physique.0.1.2 Non-régularitéLe problème peut être quali�é de non-régulier (ou non-lisse) pour di�érentes raisons,e qui le rend plus di�ile, à la fois en théorie et en pratique [Bro99℄, que la méaniquelagrangienne lassique où le mouvement n'est ontraint que par des liaisons bilatéralessans frottement. Quand le ontat unilatéral est pris en ompte, des ollisions ont lieu du-rant lesquelles le mouvement peut hanger très rapidement. Si les orps sont déformables,on peut envisager de aluler �nement les déformations au niveau du point de ontatet se passer d'une loi d'impat. Mais ette approhe néessite au minimum de ra�nerbeauoup la disrétisation temporelle, et n'est pas envisageable pour de gros systèmes, niquand les orps sont modélisés par des solides rigides. Pour ette raison, lorsqu'on étudiele mouvement ontinu, on modélise souvent les hos par des sauts instantanés de lavitesse. Par onséquent, la notion d'aélération doit être généralisée et étudiée dans desespaes de distributions, et non pas de fontions. Cei peut-être quali�é de non-régularitétemporelle. Le fait que la fore de frottement et la vitesse du point de ontat soient re-liées non pas par une fontion régulière, mais par une multifontion (loi de Coulomb) estappelée la non-régularité en loi.Dans e travail, on se onentre sur les aspets numériques et la simulation. De epoint de vue, nous adopterons les méthodes suivantes pour gérer les di�érentes souresde non-régularité.� Non régularité spatiale : les ontraintes unilatérales (deux objets ne peuvent pass'interpénétrer) sont modélisées diretement dans la loi de ontat, au niveau desvitesses : au niveau d'un point de ontat entre deux objets, la vitesse relative doit



0.1. SIMULATION EN MÉCANIQUE DU CONTACT 3appartenir à un demi-espae imposé.� Non-régularité en loi : les valeurs des fores et des vitesses à haque pas de tempssont alulées, onformément à la loi de Coulomb, par des algorithmes variés dontl'étude est l'objet prinipal de la thèse.� La non-régularité temporelle � impats, sauts dans les vitesses � est prise en omptepar un algorithme de type time stepping (e qui signi�e que la durée d'un pas detemps est hoisie à l'avane). Contrairement aux algorithmes dits event driven (oùl'on ajuste la durée des pas de temps), eux-i ne s'arrêtent pas à haque évènement.Autrement dit, il est possible ave es méthodes de traiter plusieurs ollisions enun seul pas de temps.0.1.3 Exemple introdutifL'exemple simple de méanique statique qui suit permet d'illustrer la notion de non-régularité spatiale (mais pas la non-régularité en loi, ni temporelle), d'exhiber le rapportétroit entre la méanique du ontat et l'optimisation sous ontraintes, et de montrerla di�érene entre les tehniques qui traitent les ontraintes de manière exate, ommeelles que nous allons utiliser, et les tehniques approximatives qui autorisent un ertaindegré de violation, omme la méthode de pénalisation. Le terme � exat � dans la phrasepréédente est abusif, puisqu'un ertain degré de pénétration est inévitable (même aveles tehniques dites exates), mais il est ouramment employé dans e as. On parle ausside méthodes � par ontraintes �, par opposition aux méthodes par pénalisation ou parimpulsions [MC95℄. Considérons don le problème statique suivant en dimension 1. Unemasse m est suspendue à un ressort de raideur k, dans le hamp de gravitation g ommesur la �gure 1. La masse ne peut pas desendre en-dessous du sol, éloigné de l'anragedu ressort d'une distane h.
u

g

h

Fig. 1 � Système masse-ressort ave ontrainte unilatéraleEn l'absene de ontrainte, la solution est u = mg
k . Supposons don que h ≤ mg

k . Onherhe les points d'équilibre statique, 'est-à-dire les minimums de l'énergie potentielle
Π(u) suivante

Π(u) =
1

2
ku2 −mgusous la ontrainte unilatérale c(u) := u− h ≤ 0. Autrement dit, il s'agit de résoudre unproblème d'optimisation quadratique onvexe sous ontrainte d'inégalité linéaire. Cei



4 TABLE DES MATIÈRESest un premier lien entre la méanique et l'optimisation. Il existe des manières exateset approhées pour résoudre e problème. L'approhe proposée par Lagrange onsisteà introduire un multipliateur λ pour haque ontrainte, et à résoudre, si possible, leproblème suivant :
Π′(u) + λc′(u) = 0 (1a)

λc(u) = 0 (1b)sous les ontraintes λ ≥ 0 et c(u) ≤ 0. Elle fournit les solutions exates du problèmestatique. Ii on peut résoudre e problème failement : l'équation (1b) impose que soit
λ, soit c(u) soit nul. Si λ = 0, on retrouve u = mg

k qui viole la ontrainte c(u) ≤ 0et n'est don pas solution. Si c(u) = 0, alors par dé�nition de c(·), on a u = h. Alorsl'équation (1a) donne λ = mg − kh ≥ 0, don la ontrainte λ ≥ 0 est satisfaite et ononstate que e problème possède une solution unique u = h, λ = mg−kh. On peut aussivoir ette méthode omme la reherhe d'un point-selle du lagrangien suivant
L(u, λ) := Π(u) + λ c(u).Illustrons maintenant l'approhe par pénalisation. Pour simpli�er, nous nous limitonsà une ontrainte bilatérale c(u) = 0. Cette approhe onsiste à modi�er la fontion énergiepotentielle de la manière suivante (ou d'une autre, il existe de nombreuses fontions depénalisation)
Π̃(u) := Π(u) +

µ

2
c(u)2et à minimiser Π̃. Physiquement, ette modi�ation revient à ajouter un ressort de raideur

µ qui relie la masse au sol. On peut résoudre le problème de minimisation, on trouve
u = mg+µh

k+µ . Si µ = 0, on retrouve évidemment la solution sans ontrainte (puisque
Π̃ = Π), et dans la limite µ −→ +∞ on retrouve la solution exate u = h. En pratique,on utilise une valeur �nie pour µ (le hoix de sa valeur n'étant pas du tout évident) et lafontion c(·) prend la valeur

c(u) = c(
mg + µh

k + µ
) =

mg − hk
k + µ

< 0don la ontrainte est violée : quand on utilise la méthode de pénalisation, les ontraintesunilatérales peuvent être (légèrement, si on s'y prend bien) violées. On peut aussi om-biner la méthode de Lagrange et elle par pénalisation, on obtient alors la tehnique ditedu � lagrangien augmenté � qui onsiste à herher un point-selle de la fontion
Laug(u, λ) = Π(u) +

µ

2
c(u)2 + λ c(u).Ces méthodes (multipliateurs de Lagrange, pénalisation, ou lagrangien augmenté)sont très di�érentes du point de vue théorique et numérique. La méthode des multi-pliateurs de Lagrange présente l'avantage d'être exate et l'inonvénient de néessiterl'introdution de variables supplémentaires, tandis que la méthode par pénalisation a
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F = −∇(J)

F

F

J F = −∇(J)

J

J = 0
u

u u

u

(J = +∞)

J = 1
2ku2

Fig. 2 � Analogie entre le potentiel assoié à un ressort et elui assoié à un mur
l'avantage de ne pas requérir de variable supplémentaire, mais n'est qu'une méthode ap-prohée ; elle néessite un ajustement déliat du paramètre de pénalisation µ, et provoquedans les simulations dynamiques des osillations parasites (non physiques) dues à l'intro-dution par les � ressorts � de pénalisation de modes de vibration rapides et arti�iels.Lorsque des multipliateurs sont utilisés, on parle parfois de méthodes par ontraintes,par opposition aux méthodes de pénalisation. Dans ette thèse on s'intéresse uniquementaux méthodes par ontraintes.Les méthodes par pénalisation di�èrent des méthodes par ontraintes par la régu-larisation qu'elles entraînent sur le problème. Par onséquent, les outils mathématiquesutiles à l'une ou l'autre approhe ne seront pas les mêmes. Tandis que l'approhe par pé-nalisation ramène le problème dans le domaine de la méanique régulière, pour laquelleles outils de l'analyse lassique su�sent, la méthode des multipliateurs de Lagrangeonserve au problème méanique son aratère non-régulier et il devient néessaire d'uti-liser les outils de l'analyse non-lisse, en partiulier de l'analyse onvexe. Cei peut êtreillustré par la généralisation de la notion de potentiel en méanique lassique. Puisquela méthode de pénalisation onsiste essentiellement à remplaer une ontrainte d'impé-nétrabilité par une fore très répulsive qui agit omme un ressort ontre la pénétration,poursuivons ette analogie : de la même manière que la fore −ku exerée par un ressortlinéaire de raideur k en réponse à une extension u dérive du potentiel 1

2ku
2, il est tentantde dérire la fore exerée par un mur impénétrable omme dérivant d'un potentiel. Ceimotive la notion de potentiel onvexe et de sous-di�érentiel , des notions qui généralisentla notion de potentiel et de gradient, omme l'illustre la �gure 2.
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Fig. 3 � Léonard de Vini0.2 Note historiqueL'étude expérimentale du phénomène de frottement, ses interprétations miroso-piques, et la formulation des lois et des modèles ont été réalisées essentiellement parLéonard de Vini, Guillaume Amontons, Charles-Augustin Coulomb et Leonhard Euler.Léonard de Vini (1452-1519, �gure 3) fut le premier à rapporter des expérienesquantitatives sur le frottement. Il réalisa des expérienes de frottement statique sur unplan inliné, dont il faisait varier l'angle, et a�rma que pour un objet donné, la fore defrottement était indépendante de la surfae de ontat. Il onstata la proportionnalitéentre le poids de l'objet et la fore de frottement, et mesura pour e oe�ient une valeurde 0.25 qu'il royait apparemment universelle (indépendante des matériaux en ontat).Guillaume Amontons (1663-1705) répéta l'expériene sur un plan horizontal ; il observale phénomène de frottement dynamique en exerçant une fore tangentielle ave un ressort(�gure 4, où le ressort D mesure la fore de frottement pendant le glissement relatif de Aet B, et le ressort C permet de faire varier la fore normale). Il a�rma, omme Léonardde Vini, que la fore de frottement était indépendante de la surfae de ontat, et ajoutaqu'elle était proportionelle à la fore normale. Il appela le oe�ient de proportionnalité� oe�ient de frottement � . Amontons étudia aussi la lubri�ation, observant que leoe�ient de frottement était le même pour toute paire de matériaux (il utilisait dufer, du plomb, du uivre et du bois) si l'interfae était préalablement enduite de graisse,avançant la valeur 0.3 pour le oe�ient en question.C'est Leonhard Euler (1707-1783, �gure 5) qui a�rma que les oe�ients de frot-tement statique et dynamique étaient en général di�érents. Il reprit les expérienes deLéonard de Vini, et proposa une interprétation mirosopique du phénomène de frotte-ment en onsidérant que des aspérités triangulaires en étaient la ause. En�n, Coulomb(1736-1806, �gure 6) réalisa un dispositif expérimental (�gure 7) apable de mesurer leoe�ient de frottement dynamique à di�érentes vitesses. Il observa que la fore de frot-
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AFig. 4 � Expériene d'Amontons

Fig. 5 � Leonhard Euler

Fig. 6 � Charles-Augustin Coulomb
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Fig. 7 � Expériene de Coulombtement était indépendante de la vitesse de glissement. Il s'intéressa aussi à la variationdu oe�ient de frottement statique en fontion du temps de repos entre les deux sur-faes en ontat, onstatant qu'il augmentait ave la durée du repos. Dans son ouvrage� Théorie des mahines simples, en ayant égard au frottement de leurs parties et à laroideur des ordages � (�gure 8), ses idées sont appliquées à la méanique des mahines3.Voii le début de l'introdution de et ouvrage, où l'on voit que Coulomb distinguaitnettement entre les oe�ients de frottement statique et dynamique. L'exemple �nal duvaisseau lané à l'eau sur un plan inliné prouve aussi qu'il avait onsiene du aratèreapproximatif et des limites de validité de sa théorie du frottement, observant que le oef-�ient de frottement (onsidéré omme onstant par la théorie) pouvait en réalité varierde 1/3 à moins de 1/14 pour une paire de matériaux donnée, en fontion de l'éhelle del'expériene.� M. Amontons, dans les Mémoires de l'Aadémie des Sienes pour 1699, paraît êtrele premier auteur qui ait herhé à évaluer le frottement et la roideur des ordes dansle alul des mahines. Il rut trouver, par ses expérienes, que l'étendue des surfaesn'entrait pour rien dans les frottements, dont la mesure dépendait uniquement de lapression des parties en ontat : il en onlut que, dans tous les as, le frottement estproportionnel aux pressions.La plupart des méaniiens suivirent les résultats de M. Amontons ; ependant M.Mushembreek trouva, dans plusieurs expérienes, que les frottements ne dépendaientpas uniquement de la pression, et que l'étendue des surfaes y in�uait. MM. de Camus,dans son Traité des fores mouvantes, et Désaguilliers, dans son Cours de Physique,s'aperçurent que le frottement d'un orps ébranlé était moins onsidérable que elui d'unorps que l'on voulait sortir de l'état de repos : mais ni l'un ni l'autre ne herhèrentà déterminer le rapport qui pouvait exister entre es deux espèes de frottement. M.l'abbé Bossut, dans son exellent Traité de Méanique, penhe pour le système de M.Amontons, qui donne une plus grande failité dans les aluls, et qui su�t dans la plupartdes as de pratique ; pourvu que l'on ait soin de distinguer le frottement dans les surfaesen mouvement, d'ave la fore qu'il faut employer pour détaher es mêmes surfaesaprès un ertain temps de repos. L'on voit, de plus, par les ré�exions qui préèdent le3Ce livre, tombé dans le domaine publi, a été numérisé et est disponible sur internet gratuitement.
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Fig. 8 � Couverture de la réédition d'un ouvrage de Coulomb



10 TABLE DES MATIÈRESalul du frottement des mahines dans la méanique de M. l'abbé Bossut, que e élèbreauteur a prévu, omme l'on pourra s'en onvainre par nos expérienes, e qui arriveraitrelativement à l'étendue des surfaes, aux pressions et aux vitesses dans les expérienesqui restaient à faire.Des essais faits en petit, dans un abinet de physique, ne peuvent pas su�re pournous diriger dans le alul des mahines destinées à soulever plusieurs milliers [si℄ ; pareque la moindre inégalité, le plus faible obstale plaé entre les surfaes, la ohérene dequelques parties plus ou moins homogènes, jettent la plus grande irrégularité dans lesrésultats. L'on exéute tous les jours dans nos ports une manoeuvre qui montre ombienpeuvent être fautives des onlusions sur le frottement, tirées des expérienes faites enpetit ; 'est elle de laner les vaisseaux à l'eau, sur un plan inliné de 10 ou 12 lignes parpied, e qui indique que le frottement n'est pas, dans ette opération, le quatorzième dela pression ; tandis qu'en faisant glisser, sous de petites pressions, un madrier de hênesur un autre madrier du même bois, on avait ru qu'il était le tiers de la pression. �Coulomb avait don ompris que de manière générale, les phénomènes à l'interfae �qui font l'objet de la siene appelée aujourd'hui tribologie � sont omplexes, et que saloi de frottement à un paramètre ne pouvait être utilisée que dans un ertain domainede validité qui dépend entre autre de l'éhelle de l'expériene.0.3 Problème de séparation et méthodes de oupesLa seonde partie de la thèse est onsarée à une étude plus théorique du problèmede séparation en analyse onvexe. Il onsiste à déterminer un hyperplan qui divise l'es-pae en deux demi-espaes ontenant respetivement un point et un ensemble onvexedonnés à l'avane (le point n'étant pas ontenu dans le onvexe). Ce problème apparaîten optimisation ombinatoire lorsqu'on veut séparer une solution approximative, et nonréalisable, d'un problème, de l'ensemble des points réalisables. La solution approhée esttypiquement obtenue par relaxation, omme dans le as de la résolution d'un programmelinéaire en nombres entiers à l'aide d'un algorithme de type � séparer et ouper � (branhand ut en anglais) dans lequel les solutions approhées sont obtenues en résolvant larelaxation linéaire du programme en nombres entiers. En général, il existe une in�nitéd'hyperplans séparateurs (ou oupes) possibles, et le problème est de générer les bons,en un ertain sens. En pratique, les bonnes oupes sont elles qui réalisent un ompromisfavorable entre le temps de alul néessaire pour les obtenir, et leur qualité que l'on me-sure de di�érentes manières (apaité à améliorer la valeur du problème relaxé, aratèrereux, e�aité sur une bibliothèque de tests après intégration dans un algorithme debranh-and-ut, et). On propose une méthode pour générer de bonnes oupes au senssuivant : profondes, au sens de la distane eulidienne, et qui exposent des faettes del'ensemble onvexe dont on herhe à séparer un point (lorsque et ensemble est poly-édral). Les outils utilisés ii sont eux de l'analyse onvexe et de l'optimisation ontinue.Ces méthodes ne s'appliquent pas seulement au as typique de la programmation entière,elles peuvent aussi être utilisées pour résoudre les problèmes de omplémentarité linéaires(LCP) tels que eux qui apparaissent dans le as du problème du frottement bidimen-



0.3. PROBLÈME DE SÉPARATION ET MÉTHODES DE COUPES 11sionnel et plus généralement dans d'autres problèmes de dynamique non-régulière. Parexemple, la situation de la �gure 1 illustre bien le aratère ombinatoire des problèmesde ontat unilatéral : soit λ = 0, soit u = h. Cette situation de omplémentarité esten fait assez générale, et apparaît également dans d'autres systèmes dynamiques ommeeux qui gouvernent l'évolution de ertains iruits életroniques [AB08℄.Organisation des hapitresAu premier hapitre, intitulé � Modèles d'impat et de frottement �, on introduit laloi de Coulomb qui est utilisée dans toute la suite. Le seond hapitre (� Dynamique non-régulière �) rappelle les méthodes de Lagrange et d'Euler pour établir des équations dumouvement pour un système méanique régulier (sans ontat ni frottement) ; on intègreensuite le modèle de ontat et frottement à es équations, puis on les disrétise pouraboutir au problème élémentaire (dit problème inrémental) dont la résolution permetde passer d'un pas de temps au suivant. Après es deux hapitres d'inspiration plut�tméanique, on onsare le troisième (� Résultat d'existene �) à une étude mathéma-tique du problème inrémental qui aboutit à un résultat d'existene de solution. Cettedémonstration d'existene nouvelle suggère de plus une méthode pratique pour résoudrele problème inrémental en résolvant une ertaine équation de point �xe. Le quatrièmehapitre (� Résolution pratique du problème inrémental �) est don essentiellement al-gorithmique, on y passe en revue les méthodes disponibles pour résoudre le problèmeélémentaire. En partiulier, une nouvelle méthode de résolution � qui s'appuie sur les dé-veloppements théoriques du hapitre 3 � est dérite. Le inquième hapitre (� Expérienesnumériques �) ontient les résultats des tests e�etués ave les di�érents algorithmes, etompare l'approhe proposée aux méthodes existantes.La seonde partie, qui aborde l'optimisation ombinatoire et l'analyse onvexe, om-mene au hapitre 6 (� Problème de séparation �) par la desription du problème degénération de oupes. En�n dans le hapitre suivant (� Méthode par déomposition enfaettes �), on présente une nouvelle approhe pour attaquer e problème, qui utilise desnotions d'analyse onvexe omme le polaire et le polaire inverse, et des notions d'optimi-sation ontinue omme un algorithme dû à Wolfe.
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Chapitre 1Modèles d'impat et de frottement
IntrodutionLa première étape pour simuler le omportement d'un système méanique est le hoixd'un modèle adapté à la nature et à l'éhelle des phénomènes physiques que l'on herheà reproduire. Pour de nombreuses appliations, la loi de Coulomb est un modèle de frot-tement aeptable : après avoir présenté quelques-unes des lois tribologiques qui lui fontonurrene, nous l'adopterons pour toute la suite de la thèse. Di�érentes formulationséquivalentes de ette loi seront aussi présentées.En e qui onerne les impats, dont il est di�ile de se passer lorsqu'on simuledes orps rigides, le problème est plus déliat. On doit hoisir une loi d'impat : quellesseront les vitesses après le ho, onnaissant les vitesses avant l'évènement ? La setion 1.1montre que la réponse dépend beauoup de la nature des objets onsidérés, en partiulierde leur géométrie, et qu'il n'y a pas de loi simple et possédant un large domaine devalidité. Pour ette raison, nous adopterons l'approhe pragmatique suivante : tous leshos seront supposés parfaitement inélastiques. Du point de vue numérique, ei nerestreint pas trop la généralité du propos : on peut toujours introduire failement uneloi d'impat de Newton à un paramètre (en utilisant la règle de Moreau) ou imposer audébut de haque pas de temps des impats alulés d'une manière ou d'une autre avantde reprendre le ours normal de la simulation.1.1 Modèles d'impatDans ette sous-setion, on étudie l'impat de deux barres déformables en une di-mension d'espae, a�n de omparer les préditions du modèle élastique linéaire et ellesdu modèle des solides indéformables (onsidéré omme plus grossier). Cet exemple estadapté de [Wri06℄. 15



16 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENT
v = 0v = v0

t < 0

O X

l1 l2

t = 0 v = v0 v = 0

Fig. 1.1 � Deux barres élastiques entrent en ollision1.1.1 Modèle élastique linéaireLes deux barres sont représentées sur la �gure 1.1. La barre de gauhe, de longueur l1,se déplae à vitesse v0 vers la barre de droite, de longueur l2, immobile. A l'instant initial
t = 0, les barres entrent en ollision. On s'intéresse au mouvement ultérieur, jusqu'à leurséparation au temps T . Les barres ont le même module d'Young EY . On note l := l1 + l2la longueur totale, et X ∈ [0, l] la oordonnée d'espae dans la on�guration de référene('est-à-dire à t = 0), omme sur la �gure 1.1. On note x(X) la position atuelle et
u(X) := x(X)−X le déplaement. Le tenseur des ontraintes est σ = EY

∂u
∂X . L'équationdu mouvement est

EY
∂2u

∂x2
= ρ

∂2u

∂t2'est-à-dire l'équation des ondes ave une vitesse de propagation c :=
√

EY

ρ . Ses solutionssont de la forme
u(X, t) = f(X − ct) + g(X + ct)où les fontions f et g sont à déterminer en fontion des onditions initiales et au bord.Ii, es onditions sont les suivantes.

∀X ∈ [0, l] u(X, 0) = 0 (1.1)
∀X ∈ [0, l1]

∂

∂t
u(X, 0) = v0 (1.2)

∀X ∈ [l1, l]
∂

∂t
u(X, 0) = 0 (1.3)

∀t ∈ [0, T ] σ(0, t) = 0 (1.4)
∀t ∈ [0, T ] σ(l, t) = 0 (1.5)
∀t ∈ [0, T ] σ(l1, t) ≤ 0. (1.6)L'équation (1.1) impose un déplaement nul à t = 0, 'est-à-dire que les barres ne sontinitialement pas déformées. L'équation (1.2) exprime que la barre de gauhe a une vitesseinitiale v0, et l'équation (1.3) que la barre de droite a une vitesse initiale nulle. Les
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f(s)

s
g(s)

5l1−5l1Fig. 1.2 � Les fontions f et g
ct

σ(l1, t)

0 2l1 6l14l1Fig. 1.3 � Contrainte σ(l1, t) au point de ontat des deux barreséquations (1.4) et (1.5) imposent l'absene de ontraintes sur les deux extrémités libres.En�n l'équation (1.6) est la ondition de ontat, qui dit que la ontrainte en X = l1doit être une ontrainte de ompression. Dès que ette ondition est violée, les barres seséparent.On peut exprimer es six ontraintes en termes des fontions f et g. Il vient
∀X ∈ [0, l] f(X) + g(X) = 0 (1.7)
∀X ∈ [0, l1] c(−f ′(X) + g′(X)) = v0 (1.8)
∀X ∈ [l1, l] c(−f ′(X) + g′(X)) = 0 (1.9)
∀t ∈ [0, T ] f ′(−ct) + g′(+ct) = 0 (1.10)
∀t ∈ [0, T ] f ′(l − ct) + g′(l + ct) = 0 (1.11)
∀t ∈ [0, T ] f ′(l1 − ct) + g′(l1 + ct) ≤ 0 (1.12)Si un ouple de fontions (f, g) est solution, alors pour tout α ∈ R, le ouple (f+α, g−α)est également solution. Les fontions f et g sont don dé�nies à une onstante près, et onpeut supposer que f(0) = 0. Sous ette hypothèse, on voit failement que les fontions fet g sont néessairement elles représentées sur la �gure 1.2. Elles sont ontinues, a�nespar moreaux, ave une pente alternativement de 0 et −v0

2c ou v0
2c . On a traé les fontions

f et g pour l2 = 2l1 sur la �gure 1.2, et sur la �gure 1.3 la ontrainte σ(l1, t) au point l1donnée par la formule
σ(l1, t) = f ′(l1 − ct) + g′(l1 + ct).On voit sur la �gure 1.3 que σ devient stritement positif en l1 au temps t = 4l1

c ,qui est don le temps T de �n d'impat (à et instant, les deux barres se séparent).



18 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENTMatériau Module d'Young Densité Vitesse prop. Temps impat
EY (MPa) ρ (kg/m3) c (m/s) T (s)aier 210000 8 162000 1e−5béton 30000 2.5 110000 2e−5bois de hêne 12000 0.9 115000 2e−5Tab. 1.1 � Quelques ordres de grandeur sur le phénomène d'impatQuelques ordres de grandeurs pour c et T (alulé pour l1 = 1, en mètres) sont donnésdans le tableau 1.1. On onstate que les vitesses de propagation sont de l'ordre de 105mètres par seonde, e qui signi�e que pour une taille aratéristique de l'ordre du mètre,la simulation de e système néessite des pas de temps signi�ativement inférieurs à

10−5 seonde. Cei signi�e aussi que dans les simulations de modèles rigides, le tempsd'impat peut être négligé lorsque le temps aratéristique du reste de la dynamique estsigni�ativement supérieur à 10−5 seonde.Le déplaement u dans les deux barres est représenté en t = 0, l1c , . . . ,
5l1
c (même sila séparation intervient à t = 4l1

c ) sur la �gure 1.4, toujours dans le as où l2 = 2l1.Le tableau 1.2 montre que juste après l'impat, la barre 1 est immobile et la barre 2 sedéplae à vitesse uniforme v0
2 . On peut aussi aluler le déplaement du point de ontatau ours de l'impat, qui vaut

u(l1, 4
l1
c

) = f(−3l1) + g(5l1) =
v0
c
l1.Si on prend de nouveau l1 de l'ordre du mètre, et v0 de l'ordre du mètre par seonde, ontrouve un déplaement du point d'impat de l'ordre de 10−5 mètre. Dans les simulations,il est don souvent légitime de négliger le déplaement dû aux impats.X 0→ l1 l1 → 2l1 l1 → 3l1

f ′(X − 4l1) 0 0 0

g′(X + 4l1) 0 v0
2

v0
2

∂u
∂t (X, 4

l1
c ) 0 v0

2
v0
2Tab. 1.2 � Vitesse avant et après impat1.1.2 Modèle rigideOn peut omparer es résultats à eux d'un modèle de solides rigides. Si on onsidèrele ho omme parfaitement élastique ('est-à-dire qu'il ne dissipe pas d'énergie), leséquations suivantes su�sent à déterminer les vitesses v1 et v2 des deux barres après le
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u u

ct = 4l1 ct = 5l1

u

t = 0

u

ct = 3l1

u

ct = l1

u

ct = 2l1X

X

X

X

X

XFig. 1.4 � Déplaement induit par la propagation des ondes élastiquesho
ρ l1v1 + ρ l2v2 = ρ l1v0 (1.13)

1

2
ρ l1v

2
1 +

1

2
ρ l2v

2
2 =

1

2
ρ l1v

2
0 . (1.14)L'équation (1.13) exprime la onservation de la quantité de mouvement, et (1.14) elle del'énergie. Après quelques aluls, on trouve que les vitesses après le ho sont v1 = l1−l2

l1+l2
v0et v2 = 2l1

l1+l2
v0, e qui est très di�érent de la prédition du modèle élastique selon lequella barre 1 est immobile et la barre 2 se déplae à vitesse uniforme v0

2 .1.1.3 Modèle de NewtonUne troisième possibilité onsiste à utiliser une loi d'impat empirique onnue sous lenom de � loi de Newton � , selon laquelle la vitesse normale relative après un impat estégale à l'opposé de la vitesse normale relative avant impat, multipliée par un oe�ientd'amortissement α ∈ [0, 1]. Les équations suivantes su�sent à déterminer les vitessesaprès le ho
ρ l1v1 + ρ l2v2 = ρ l1v0 (1.15)

v2 − v1 = αv0. (1.16)Après quelques aluls, il vient ette fois v1 = l1−αl2
l1+l2

v0 et v2 = (1+α)l1
l1+l2

v0.1.1.4 Valeur du oe�ient de restitution de NewtonEn utilisant le modèle élastique, on peut essayer de aluler la valeur du oe�ientde restitution α dans le modèle des barres élastiques. Autrement dit, en admettant quele modèle élastique soit plus �n que les modèles rigides, on peut l'utiliser pour alibrerla valeur de α de la loi de Newton. Supposons, pour réduire le nombre de as à étudier,que l2 ≥ 2l1. Alors on peut montrer que les fontions f ′, g′ et la vitesse v au moment dela séparation au temps T (v(X,T ) = −c(f ′(X − cT ) + g′(X + cT ))) prennent les valeurssuivantes.
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0 ≤ ct ≤ l1 l1 ≤ ct ≤ 3l1 3l1 ≤ ct ≤ 2l2 − l1

f ′ 0 0 0
g′ 0 v0/(2c) 0
v 0 v0/2 0Ainsi, la vitesse de la barre 2 après le ho est v0

2 sur une longueur 2l1 et 0 sur le reste desa longueur. Pour relier ette distribution de vitesse à la vitesse v2 dans le modèle rigide,on onsidère que v2 est la vitesse du entre de gravité de la barre 2, e qui donne
v2 =

1

ρ l2

∫ 3l1

l1

ρ
v0
2
dx =

l1
l2
v0et don le oe�ient de restitution α vaut

α :=
v2 − v1
v0

=
l1
l2
. (1.17)Ce oe�ient dépend don de la géométrie du système étudié, ii des longueurs l1 et

l2, et le modèle élastique ne fournit pas de valeur � universelle � pour α. Ce résultatest déourageant, au sens où il semble impossible de modéliser la ollision entre deuxsolides sans passer par un modèle déformable ave une disrétisation spatiale �ne desobjets, non seulement au niveau de la zone de ontat, mais aussi dans le reste du solidepuisque le phénomène d'impat met en jeu des ondes qui se propagent dans tout le solide.Autrement dit, l'élaboration d'un modèle général d'impat pour les solides indéformables,dépendant d'un petit nombre de paramètres, semble irréaliste.D'autre part, dans le modèle retenu, la � perte � d'énergie à l'impat vient uniquementde la propagation d'ondes élastiques dans les solides, qui ne la dissipent pas. Si on ra�naitla loi de omportement du matériau pour intégrer de la plastiité et de la visosité, lerésultat serait ertainement enore di�érent mais dépendrait sans doute moins de lagéométrie globale, puisque les déformations seraient alors loales et se propageraientmoins loin dans le solide à ause de l'amortissement. En revanhe, on déouvrirait peut-être une dépendane de α par rapport à la vitesse d'impat v0, dont la formule (1.17)est, de façon remarquable, indépendante.1.1.5 Loi d'impat retenueDans ette thèse, on s'intéresse au phénomène du frottement, pour lequel on retiendrale modèle (1.22) i-dessous, qui su�t à empêher l'interpénétration. En e sens, il estapable de produire des impats, mais il ne permet pas de modéliser les rebonds. Il s'agiten quelque sorte de la loi d'impat la plus � paresseuse �, qui ne produit que des hosinélastiques, et on aimerait enrihir le modèle ave une loi d'impat plus élaborée demanière à autoriser des rebonds. Cependant, les sous-setions qui préèdent montrentqu'il n'est guère possible de modéliser les impats de façon très générale, sans onsidérerla géométrie du système. Ave pragmatisme, on adoptera don pour nos simulations soitdes hos inélastiques, soit la règle de Moreau qui onsiste à� �xer un oe�ient de restitution α ∈ [0, 1],



1.2. MODÈLES DE FROTTEMENT 21� retenir à haque pas de temps la vitesse relative au point de ontat dans la diretionnormale, notée uoldN� et à remplaer pour haque point de ontat la vitesse u par la vitesse modi�ée
u+ αuoldN dans la loi de frottement.Ainsi, lorsqu'une impulsion de ontat a lieu, on a u + αuoldN = 0 (au lieu de u = 0),'est-à-dire u = −αuoldN . Une autre manière de voir ette tehnique est la suivante :si un objet entre en ontat ave un mur immobile, on � ment � au modèle en faisantomme si le mur se déplaçait vers l'objet à la vitesse αuoldN , puis on modélise le hoomme inélastique. On retrouve don de ette manière la loi d'impat de Newton à unparamètre pour les impats normaux. Au besoin, on peut ajouter de la même manière desimpats tangentiels. Cette loi phénoménologique n'est valide que pour des objets dont lagéométrie est prohe de elle de la sphère ; pour d'autres systèmes, elle peut provoquerla réation d'énergie dans le système par les fores de ontat et frottement [Str91℄.Une autre approhe possible est de traiter séparément les impats et le frottement,en appliquant au début de haque pas de temps des impats alulés d'une manière oud'une autre selon le système étudié, puis en avançant d'un pas de temps sans onsidérerles impats. En tout état de ause, nous ne nous préouperons plus des impats dans edoument.1.2 Modèles de frottementLes modèles utilisés pour dérire le phénomène de frottement dépendent de la naturedes matériaux en ontat. La tribologie, la siene du frottement, a pour objet de om-prendre e phénomène et de proposer des lois de omportement adaptées aux di�érentsmatériaux et à leurs di�érents états de surfae.Pour formaliser, identi�ons l'espae qui nous entoure à Rd (ave d = 2 ou 3) ensupposant qu'une base orthonormale y a été �xée, de sorte que le produit salaire usuelpeut être identi�é au produit salaire anonique de Rd. Les éléments de Rd sont notés

x = (x1, . . . , xd) et le d-uplet x est à son tour identi�é au veteur olonne x = [x1, . . . xd]
⊤.En un point de ontat donné, on onsidère la vitesse relative u ∈ Rd des deux objetsen ontat, et la fore de ontat r ∈ Rd. L'orientation est arbitraire, on appelle l'un dessolides A, l'autre B, et on dé�nit u omme la vitesse de B par rapport à A ; de même, rest la fore exerée par A sur B. Un modèle de frottement est la donnée d'un ensemble

C ⊂ Rd×Rd : on dit que le ouple (u, r) satisfait la loi de frottement lorsque (u, r) ∈ C.C'est la struture plus ou moins ompliquée de l'ensemble C qui détermine la di�ultéposée par la non-régularité en loi.La variable (u, r) est de dimension 2d et la dynamique du système impose a priori uneontrainte de dimension d. Pour que le problème soit raisonnable (autant d'équations qued'inonnues), il faut don que la loi de frottement impose une ontrainte � de dimension
d � : plus préisément, on aimerait que C soit une sous-variété de dimension d de R2d.Malheureusement, pour la loi de Coulomb, l'ensemble C n'est qu'une union de sous-variétés de dimension d. C'est e qu'on appelle la non-régularité en loi, qui provoque learatère non-régulier du problème.
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Fig. 1.5 � Une zone de ontat ave une in�nité de points, non polyédrale

(A)

(B)

uT

u

e

uN

Fig. 1.6 � Les orps Ai et Bi ave le plan tangent et la diretion normale1.2.1 Fores et vitesses loalesConsidérons un système méanique omportant un ertain nombre �ni n de ontatspontuels à un instant donné t.L'hypothèse du nombre �ni de points de ontat est très restritive, puisqu'elle in-terdit les situations où deux objets se touhent par une fae ou une arête. Lorsque lazone de ontat est polyédrale (un segment, un triangle, et) et que les orps sont in-déformables, on peut onsidérer que le ontat a lieu seulement aux points extrêmes dupolytope de ontat, et l'on se ramène failement à un nombre �ni de points de ontats[Bar89℄. Dans les autres as, pour une surfae de ontat non polyédrale omme sur la�gure 1.5 ou pour des objets déformables, l'approhe qui va être présentée ne s'appliquepas diretement. La solution la plus immédiate est de ne onsidérer qu'un nombre élevé,mais �ni, de points de ontats et de traiter le problème de manière approximative enignorant les autres.Dans ette setion seulement, on onsidère que le temps est �xé et la dépendane en
t n'est pas indiquée dans les notations. Pour haque ontat, étiqueté par i ∈ 1, . . . n,on note Ai et Bi les deux orps impliqués, et on suppose qu'ils sont su�samment lissesau voisinage de leur point de ontat pour qu'un veteur normal unitaire e et un plantangent ommun soit dé�nis sans ambiguïté, de sorte que (e, eT1

, . . . eTd−1
) forme une baseorthonormale, appelée la base loale (�gure 1.6). On note alors xN et xT les omposantesnormale et tangentielle d'un veteur x, dé�nies par

xN := x · e et xT := (x · eT1
, . . . , x · eTd−1

). (1.18)Noter que la dé�nition de xN et xT dépend de la base loale hoisie, et que lorsqueles orps ne sont pas lisses au point de ontat la diretion normale peut ne pas être
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Ai

Bi

Fig. 1.7 � La normale et la tangente au point de ontat sont mal dé�niesunique (�gure 1.7). On dé�nit aussi les matries de projetion sur la diretion normale
PN ∈ R1×d et sur le plan tangent PT ∈ Rd−1×d par

PN := [e]⊤ et PT := [eT1
, . . . , eTd−1

]⊤. (1.19)En�n, en prenant le orps Ai omme référene, on onsidère la vitesse relative loale uide Bi par rapport à Ai et la fore ri appliquées par Ai sur Bi.1.2.2 Modèle visqueuxCe modèle est paramétré par une onstante physique α ∈ R+. La loi s'érit simple-ment
r = −αu.Ce modèle a le mérite d'être simple et faile à utiliser. Il est parfois aeptable pour leontat entre un solide et un �uide, mais pas pour le ontat entre deux solides. En e�et,d'une part il n'empêhe pas l'interpénétration qui doit don être prévenue séparément(par exemple par des fores de pénalité), et d'autre part il ne apture pas le phénomènede seuil : une brique posée sur un plan inliné ne peut pas rester à l'équilibre sous l'e�etde son poids et de la fore de frottement visqueux. Par ontre, la struture extrêmementsimple de C (un hyperplan !) permet d'envisager des simulations rapides et de très grosproblèmes.1.2.3 Modèle de TresaCe modèle dépend aussi d'un paramètre physique onstant θ ∈ R+, et se formuleainsi� soit (adhérene) : ‖rT‖ ≤ θ et uT = 0� soit (glissement) : ‖rT‖ = θ et uT est opposé à rT

∃α ≥ 0 : rT = −αuT.Seule la partie tangente (rT, uT) est prise en ompte dans e modèle, l'interpénétra-tion doit don enore être empêhée à l'aide d'un modèle supplémentaire. Le phénomènede seuil est bien modélisé, il est don possible d'obtenir l'équilibre statique d'une briquesur un plan inliné (�gure 1.9). Par ontre, e modèle ne apture pas un autre phéno-mène important du frottement solide : l'augmentation de la fore tangentielle lorsque
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rT

uT = 0

rT

uTFig. 1.8 � Loi de frottement de Tresa
p

p

r

r

Fig. 1.9 � Le frottement de Tresa apture le phénomène de seuilla fore normale augmente. Autrement dit, deux objets possédant la même géométriemais des masses di�érentes pourraient être mis en glissement sur un sol horizontal par lamême fore de poussée. L'expériene indique plut�t qu'en général, la fore de frottementqui s'oppose au mouvement des objets lourds est plus grande que elle qui s'oppose aumouvement des objets légers. La loi de Tresa ne peut pas reproduire e omportement,ontrairement à la loi de Coulomb illustrée à la setion suivante.1.2.4 Modèle de Coulomb, formulation disjontiveLe bon modèle pour une appliation donnée est elui qui réalise le meilleur ompromisentre la préision du modèle (il doit ressembler autant que possible à la réalité) et sanéessaire simpliité (pour pouvoir envisager des aluls e�etifs sur ordinateur pourl'appliation visée). Nous supposerons que la loi de frottement de Coulomb est elle quiréalise e ompromis : elle est physiquement aeptable dans de nombreuses situationstout en restant su�samment simple à formuler pour qu'il soit envisageable de mener dessimulations, même de grande taille. Elle permet de apturer le phénomène de seuil. Ondé�nit le �ne du seond ordre, ou �ne de frottement , de oe�ient µ (0 ≤ µ ≤ ∞) etde diretion e par
K := {x : ‖xT‖ ≤ µxN}. (1.20)Noter que ette dé�nition dépend de la diretion normale e hoisie et du oe�ient µ,mais pas de la base hoisie dans le plan tangent. Le modèle historique de Coulomb estalors le suivant : aux points de ontat atifs, que l'on a supposé présents en nombre �nidans le système, la fore r exerée par un orps A sur un orps B et la vitesse relative
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r = 0 u = 0 uN = 0

r ∈ ∂Kµr ∈ Kµ

uN ≥ 0

adhérence glissementdécollageFig. 1.10 � Les trois as de la loi de Coulomb
u de B par rapport à A au niveau du point de ontat doivent véri�er (au moins) l'unedes ontraintes suivantes� déollage : r = 0 et uN ≥ 0,� adhérene : r ∈ K et u = 0,� glissement : r ∈ ∂K \ 0, uN = 0, uT 6= 0 opposé à rT :

∃α > 0, rT = −αuT = −αu.Ces trois as sont représentés sur la �gure 1.10. On remarque que e modèle n'autorise pasde fore attrative entre les objets ar rN est toujours positive (ei modélise le ontatse, sans adhérene, non ohésif). De plus, ette fore répulsive ne peut qu'empêherl'interpénétration (uN ≥ 0) et non pas faire déoller les objets (uN > 0 ⇒ rN = 0). Leproblème de la loi d'impat, qui permet de modéliser le rebond lors d'un ho, est ignoréonformément à la sous-setion 1.1.5.On pourrait enore enrihir le modèle : en réalité, la valeur de µ n'est pas onstanteen général, mais elle diminue ave la fore normale. C'est e qu'avait observé Coulombpour le ontat bois-bois, en mesurant une valeur de µ d'environ 0.3 en laboratoire (aveune petite fore normale) et d'environ 1
14 sur les hantiers navals (ave une fore normalebeauoup plus importante). D'autre part, on distingue souvent entre le oe�ient defrottement statique et le oe�ient de frottement dynamique, supposé plus faible. Plus�nement enore, on peut onsidérer que le oe�ient de frottement est une fontion(déroissante) de la vitesse de glissement. De nombreuses améliorations tribologiquessupplémentaires sont envisageables, au prix d'une omplexité roissante du modèle. Nousadopterons la loi de Coulomb à un seul paramètre µ identique pour le frottement statiqueet le frottement dynamique. La table 1.3 tirée de [Wri06℄ donne une idée de la valeur de

µ pour quelques paires de matériaux.On remarque aussi que la loi de Coulomb assure l'impénétrabilité au niveau des vi-tesses, en imposant une vitesse relative positive dans la diretion normale (uN ≥ 0). Onpeut voir ei omme la dérivée par rapport au temps de la ontrainte de non-pénétration,et le lemme de viabilité de Moreau [Mor88℄ montre que la ontrainte uN ≥ 0 su�t e�e-tivement à empêher l'interpénétration. Certains auteurs utilisent même une dérivationsupplémentaire et imposent une aélération relative normale positive en haque pointde ontat.



26 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENTMatériaux Coe�ient de frottement µbéton - béton 0.5 - 1béton - sable 0.35 - 0.6béton - aier 0.2 - 0.4métal - bois 0.3 - 0.65bois - bois 0.4 - 1aouthou - aier 0.15 - 0.65aier - aier 0.2 - 0.8aier - té�on 0.04 - 0.06aier - glae 0.015 - 0.03Tab. 1.3 � Quelques valeurs typiques de µ1.2.5 Disrétisation de la loi de CoulombDans ette thèse, on s'intéresse uniquement au problème de ontat dynamique dis-rétisé, et non pas au problème ontinu. Les inonnues seront don des vitesses u et desfores r disrétisées, identi�ées à des veteurs de Rnd si l'on simule un système à n pointsde ontat en dimension d. On érira ainsi
u = (u1, . . . , un) ∈ Rd × · · · × Rdoù les ui ∈ Rd seront les vitesses relatives disrétisées (ensées approher les vitessesrelatives du modèle ontinu) aux points de ontat, et
r = (r1, . . . , rn) ∈ Rd × · · · × Rdoù les ri ∈ Rd seront les impulsions disrétisées (ensées approher l'intégrale de lafore de ontat sur un pas de temps). Le r�le de la loi de frottement est de restreindrel'ensemble des ouples (ui, ri) ∈ Rd × Rd à un ensemble C, pour l'instant abstrait

∀i ∈ 1, . . . n : (ui, ri) ∈ C(ei, µi) ⊂ Rd × Rd. (1.21)L'ensemble C(e, µ) ontient les ouples (u, r) ompatibles ave la loi de frottement deCoulomb de oe�ient µ en un point de ontat où la normale est e. Pour le dé�nir pré-isément, on disrétise diretement le modèle de Coulomb ontinu de la manière suivante.Soit (u, r) ∈ Rd ×Rd ; les veteurs normaux et tangents rN, rT, uN et uT sont dé�nis par(1.18), K par (1.20), et on dé�nit C(e, µ) par
(u, r) ∈ C(e, µ) ⇐⇒





soit : r = 0 et uN ≥ 0soit : r ∈ K et u = 0soit : r ∈ ∂K \ 0, uN = 0,∃α > 0, rT = −αu.
(1.22)Sous ette forme disjontive, la ontrainte (u, r) ∈ C(e, µ) semble di�ilement exploitable.Cependant, on verra dans la setion suivante que ette ontrainte n'est pas une disjon-tion de trois as sans rapport les uns ave les autres, mais qu'elle possède au ontrairebeauoup de struture grâe à laquelle on parvient souvent à aluler e�etivement lesfores de frottement lors des simulations.



1.3. REFORMULATIONS DE LA LOI DE COULOMB 271.3 Reformulations de la loi de CoulombLe problème omplet auquel nous allons nous intéresser � (1.33) i-dessous � onsiste àtrouver un ouple (u, r) (plus éventuellement d'autres inonnues) qui satisfait d'une partla loi de Coulomb et d'autre part un autre jeu d'équations (inématiques et dynamiques).Dans ette thèse, es équations additionnelles seront supposées linéaires par rapport à u,
r et aux autres variables éventuelles, et 'est dans la satisfation de la loi de frottement(1.22) que se onentreront les di�ultés. Puisque la loi de frottement est formulée ommeune ontrainte disjontive à trois as pour haun des n ontats, on peut envisager detester haun des 3n as. Cei devient impratiable dès que n dépasse quelques unités.Heureusement, il est possible de reformuler la ontrainte (1.22) de manière plus pratique,� soit omme l'ensemble des zéros ou des points �xes d'une fontion (approhe fon-tionnelle),� soit, en faisant un hangement de variables, omme une ontrainte de omplémenta-rité onique (approhe par omplémentarité) ; de plus, en dimension 2, le problèmeomplet (1.33) i-dessous, onstitué par la loi de frottement (1.22) et les équationslinéaires additionnelles, se met sous la forme problème de omplémentarité linéaire(LCP).Les deux ingrédients de base pour e�etuer es reformulations sont la fontion d'Alart etCurnier [AC91℄ (sous-setion 1.3.1) et le hangement de variables de De Saxé [DSF98℄(sous-setion 1.3.3).1.3.1 Formulation d'Alart et CurnierOn �xe deux onstantes ρN, ρT > 0 (disons ρN = ρT = 1). On note PS la projetionsur un ensemble onvexe fermé S, et B(0, α) la boule eulidienne de rayon α, ii endimension d − 1, entrée en 0. Elle est vide lorsque α < 0. On dé�nit ensuite la partienormale de la fontion d'Alart et Curnier

fAC,N :

{
Rd × Rd −→ R

(u, r) 7−→ PR+(rN − ρN uN)− rN (1.23)et sa partie tangentielle
fAC,T :

{
Rd × Rd −→ Rd−1

(u, r) 7−→ PB(0, µ rN)(rT − ρT uT)− rT (1.24)ave par onvention, ∀y ∈ Rd−1, P∅(y) = 0d−1.Propriété 1.1. On peut reformuler (1.22) de la manière suivante
(u, r) ∈ C(e, µ) ⇐⇒ [fAC,N, fAC,T](u, r) = 0. (1.25)Démonstration. La démonstration est élémentaire dans haun des as, il su�t deles onsidérer tous. Montrons d'abord que (1.22) ⇒ [fAC,N, fAC,T](u, r) = 0. Dans le



28 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENTas du déollage, r = 0 et uN ≥ 0 don PR+(rN − ρN uN) = PR+(−ρN uN) = 0 = rN et
PB(0, µ rN)(rT−ρT uT) = PB(0,0)(rT−ρT uT) = 0 = rT. Dans le as de l'adhérene, u = 0 et
r ∈ K don PR+(rN− ρN uN) = PR+(rN) = rN et PB(0, µ rN)(rT − ρT uT) = PB(0, µ rN)(rT) =
rT. En�n dans le as du glissement, PR+(rN − ρN uN) = PR+(rN) = rN (ar uN = 0 et
rN ≥ 0) et PB(0, µ rN)(rT − ρT uT) = rT (ar rT ∈ ∂K et −ρT uT ∈ NB(0, µ rN)(rT).Réiproquement, si [fAC,N, fAC,T](u, r) = 0, montrons que (1.22) est véri�ée. Comme
fAC,T(u, r) = 0 on a rT ∈ B(0, µ rN) don r ∈ K. Comme fAC,N(u, r) = 0, on a rN ≥ 0et on distingue les as rN = 0 (*) et rN > 0 (**). Si rN = 0 (*) alors rT = 0 (ar
rT = PB(0, µ rN)(rT − ρT uT) = PB(0,0)(. . . ) = 0) et uN ≥ 0 (ar 0 = rN = PR+(−ρN uN)) eton est dans le as du déollage. Si rN > 0 (**) alors rN = PR+(rN − ρN uN) = rN − ρN uNdon uN = 0. On distingue de nouveau deux as : rT ∈ intB(0, µ rN) et rT ∈ ∂B(0, µ rN).Dans le premier as, rT = PB(0, µ rN)(rT − ρT uT) = rT − ρT uT don uT = 0, 'est le asde l'adhérene. Dans le seond as, r ∈ ∂K et uT ∈ NB(0, µ rN)(rT) don ∃α > 0 : rT =
−αuT, 'est le glissement. Cei ahève la démonstration.Les formules pour fAC,N et fAC,T sont expliites et peuvent être di�érentiées sur unepartie de leur domaine (pas partout ar e sont des fontions non-régulières), e quipermet d'utiliser l'algorithme de Newton pour reherher leurs zéros. La justi�ationthéorique de ette tehnique est déliate (aux points de non-régularité, l'itéré de Newtonn'est pas dé�ni) mais elle fontionne souvent bien en pratique (voir [AC91, CKPS98℄ etle hapitre 5).1.3.2 Formulation de HaslingerA partir de la formulation d'Alart et Curnier, on passe failement à elle proposéepar Haslinger. L'idée essentielle onsiste à onsidérer µrN omme un paramètre s ∈ R+ ;on introduit ensuite le demi-ylindre T (s) ⊂ Rd par

T (s) := {r ∈ Rd : rN ≥ 0, ‖rT‖ ≤ s}. (1.26)On a alors la aratérisation suivante de la loi de Coulomb.Propriété 1.2. On note NT (s)(r) le �ne normal à T (s) en r. Alors
(u, r) ∈ C(e, µ) ⇐⇒ [r ∈ T (µrN) et u ∈ −NT (µrN)(r)]. (1.27)Démonstration. Considérons de nouveau fAC,N et fAC,T dé�nies par (1.23) et (1.24).L'équation fAC,N(u, r) = 0 exprime exatement que rN ∈ R+ et uN ∈ −NR+(rN) ;l'équation fAC,T(u, r) = 0 signi�e que r ∈ B(0, µrN) et que u ∈ −NB(0,µrN)(r). En�nomme T (µrN) = R+ × B(0, µrN), [fAC,N, fAC,T](u, r) = 0 équivaut à r ∈ T (µrN) et

u ∈ −NT (µrN)(r).L'intérêt de ette reformulation est de faire apparaître le �ne normal à l'ensembleonvexe T (s), e qui favorise l'introdution des tehniques d'optimisation (algorithme



1.3. REFORMULATIONS DE LA LOI DE COULOMB 29d'Uzawa [HT83℄, itérations de point �xe [HKD04℄). Comme la struture de T (s) est trèssimple (en partiulier, le alul de la projetion sur T (s) est trivial), la résolution deproblèmes d'optimisation sur et ensemble est envisageable en pratique.1.3.3 Formulation de De SaxéDans ette sous-setion, on présente une approhe proposée par De Saxé [DSF98℄ quionsiste à e�etuer un hangement de variables après lequel la ontrainte (1.22) devientune ontrainte de omplémentarité onique du seond ordre. Introduisons le hangementde variable u→ ũ (voir la �gure 1.11) dé�ni par
ũ := u+ µ‖uT‖e. (1.28)Propriété 1.3. Soit

K∗ := −K◦ = {y : µ‖yT‖ ≤ yN}le �ne dual de K (où K◦ est le �ne polaire de K, [HUL01℄). La formulation (1.22) dela loi de Coulomb se rérit
K∗ ∋ ũ ⊥ r ∈ K. (1.29)Démonstration. De nouveau, on onsidère tous les as. Si (1.22) est véri�ée, alors

r ∈ K et uN ≥ 0 don ũ ∈ K∗, il su�t de véri�er que ũ ⊥ r. Dans les as du déollage(r = 0) et de l'adhérene (u = 0 don ũ = 0) 'est évident, et dans le as du glissementon a
ũ · r = uT · rT + µrN ‖uT‖ = −‖rT‖ ‖uT‖+ µrN ‖uT‖ = −µ ‖rN‖ ‖uT‖+ µrN ‖uT‖ = 0.Dans tous les as, (1.29) est véri�ée.Réiproquement, si (1.29) est véri�ée, on voit que uN +µ ‖uT‖ = ũN ≥ µ ‖ũT‖ = µuT(ar ũ ∈ K∗) don uN ≥ 0. On distingue trois as (*), (**) et (***). Si r = 0 (*) alors,omme uN ≥ 0, (1.22) est véri�ée (déollage). Si ũ = 0 (**) alors u = 0 et omme

r ∈ K par hypothèse, (1.22) est véri�ée (adhérene). En�n si ũ 6= 0 et r 6= 0 (***), alors
ũ ∈ ∂K∗ don uN = 0, et r ∈ ∂K \ {0}. De plus, 0 = ũ · r = uT · rT + µ rN ‖uT‖ don
µ rN ‖uT‖ = |uT · rT| ≤ ‖uT‖ ‖rT‖ = ‖uT‖µ rN. L'inégalité de Cauhy-Shwarz est uneégalité, e qui prouve que uT et rT sont olinéaires. Comme en�n uT ·rT = −µ rN ‖uT‖ < 0,ils sont en sens inverse et (1.22) est satisfaite (glissement). Cei ahève la démonstration.Dans la nouvelle � puissane �̃

u · r = u · r + µ ‖uT‖ rN,le terme supplémentaire µ ‖uT‖ rN est appelé le bipotentiel de De Saxé.
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Fig. 1.11 � Changement de variable u→ ũ1.3.4 Formulation par omplémentarité linéaire en dimension 2En dimension 2, on peut reformuler (1.22) omme une ontrainte de omplémentaritélinéaire sans passer par le hangement de variable non-linéaire u → ũ dé�ni par (1.28).De plus, la ontrainte de omplémentarité est posée diretement sur l'orthant positif. Enontrepartie, le nombre de variables est doublé : de (u, r) ∈ R4, on passe à R8. L'idée estde onsidérer le problème suivant : trouver (uN, uT, rN, rT, η+, η−, λ+, λ−) ∈ R8 tel que




rT = λ+ − λ− (a)
µ rN = λ+ + λ− (b)
uT = η+ − η− (c)

et 



0 ≤ uN ⊥ rN ≥ 0 (d)
0 ≤ λ− ⊥ η− ≥ 0 (e)
0 ≤ λ+ ⊥ η+ ≥ 0. (f)

(1.30)Propriété 1.4. Pour tout (u, r) ∈ R4, (u, r) ∈ C(e, µ) si et seulement s'il existe quatreréels η+, η−, λ+, λ− tels que (1.30) soit satisfaite.Démonstration. Soit (u, r) véri�ant (1.22). On pose λ+ = (rT + µ rN)/2 et λ− =
(−rT + µ rN)/2, ainsi que η+ = max(0, uT) et η− = −min(0, uT). Les trois égalités(1.30)-(a,b,) et les six inégalités dans (1.30)-(d,e,f) sont satisfaites. Il reste à véri�er lestrois onditions d'orthogonalité dans (1.30)-(d,e,f). Dans le as du déollage, r = 0 don
rN = λ+ = λ− = 0. Dans le as de l'adhérene, u = 0 don uN = η+ = η− = 0. Dans leas du glissement, uN = 0 et rT = ±µ rN don λ+ = 0 (si rT = −µ rN, et alors uT ≥ 0don η− = 0) ou λ− = 0 (si rT = +µ rN, et alors uT ≤ 0 don η+ = 0). Dans les troisas, les onditions d'orthogonalité dans (1.30)-(d,e,f) sont satisfaites.Réiproquement, s'il existe (uN, uT, rN, rT, η+, η−, λ+, λ−) satisfaisant (1.30), alors
uN ≥ 0 et r ∈ K ar rN ≥ 0 et rT ∈ [−µ rN, µ rN] d'après (1.30)-(a,b) et le fait que
λ+, λ− ≥ 0. De plus, si rN = 0 alors λ+ = λ− = 0 d'après (1.30)-(b) don rT = 0d'après (1.30)-(a). Ainsi (1.22) est satisfaite (déollage). Si rN > 0 alors uN = 0 d'après(1.30)-(d). De plus, (λ+, λ−) 6= (0, 0) d'après (1.30)-(b) et on distingue deux as selonque (*) λ+ 6= 0 et λ− 6= 0 ou (**) l'une des deux variables λ+ et λ− est nulle. Dans lepremier as (*), rT = λ+ − λ− ∈]− µ rN, µ rN, [ don r ∈ int(K) et η+ = η− = 0 d'après(1.30)-(e,f), don u = 0. Ainsi (1.22) est satisfaite (adhérene). En�n si (**) l'une desdeux variables λ+ et λ− est nulle, par exemple λ+ = 0, alors λ− = µ rN d'après (1.30)-(b)et rT = −µ rN d'après (1.30)-(a). D'autre part η− = 0 d'après (1.30)-(e) don uT ≥ 0 et(1.22) est enore satisfaite (glissement). Cei ahève la démonstration.



1.4. DIFFICULTÉS DU MODÈLE 311.4 Di�ultés du modèleDans ette setion, on présente le problème inrémental omplet (équation (1.33) i-dessous) dont la résolution est au oeur de ette thèse, et on tente d'évaluer sa di�ultéen le omparant à des problèmes bien onnus omme la programmation quadratique.La manière de onstruire e�etivement les données du problème inrémental pour unproblème méanique partiulier sera expliquée rapidement au hapitre suivant.1.4.1 Problème inrémentalA haque pas de temps on herhe les valeurs de trois veteurs inonnus : les vitessesgénéralisées v ∈ Rm (m étant le nombre de degrés de liberté), les fores aux n points deontat que l'on rassemble dans un seul veteur r ∈ Rnd, et les vitesses relatives u ∈ Rnden es n points. Dans le adre d'une inématique et d'une dynamique disrétisée linéaires,les vitesses généralisées sont reliées aux vitesses relatives par une relation � inématique �
u = H v + w (1.31)où H et w sont onnus, et aux fores par une relation � dynamique disrétisée �

M v + f = H⊤r (1.32)où la matrie de masseM et le veteur f sont onnus. En�n, on ajoute la loi de frottementen imposant la ontrainte (1.22). Le problème �nal, appelé problème inrémental , estdon : trouver (v, u, r) dans Rm+nd+nd tel que




M v + f = H⊤r
u = H v + w
(ui, ri) ∈ C(ei, µi) ∀i ∈ 1, . . . n.

(1.33)Tout au long de la thèse, on fera l'hypothèse que la matrie de masse est symétriquedé�nie positive.Hypothèse 1.1.
M ∈ S++

n .En éliminant v = M−1(H⊤r − f) de la deuxième équation, et en posant W :=
HM−1H⊤ et q := w −HM−1f , on voit que (1.33) est équivalent à trouver (u, r) dans
Rnd+nd tel que {

u = Wr + q
(ui, ri) ∈ C(ei, µi) ∀i ∈ 1, . . . n

(1.34)assorti de l'équation v = M−1(H⊤r−f). On utilisera dans la suite les deux formulations(1.33) et (1.34). La deuxième version (1.34) peut sembler plus attrayante dans la mesureoù le problème est de taille plus réduite grâe à l'élimination de v, mais en pratique ondispose rarement de W diretement et son alul par sa dé�nition W := HM−1H⊤ estoûteux. De plus, si M est souvent reuse en pratique, il est plus rare que W le soit.



32 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENT1.4.2 Cas sans ontatLorsqu'il n'y a auun ontat atif dans le système (n = 0), le problème revient àrésoudre un système linéaireM v+f = 0 dans lequel la matrie est dé�nie positive. C'estla situation habituelle en méanique lagrangienne régulière ; en pratique, la résolutionpeut être e�etuée par exemple par l'algorithme du gradient onjugué.1.4.3 Cas sans frottementLorsque tous les oe�ients de frottement sont nuls dans le système, (1.33) est unproblème de omplémentarité linéaire (LCP) qui onstitue des onditions néessaires etsu�santes d'optimalité pour un problème d'optimisation quadratique sous ontrainteslinéaires (QP). On peut don utiliser n'importe quel solveur de QP ou de LCP pour lerésoudre.Plus préisément, lorsque tous les oe�ients de frottement µi sont nuls, les variables
rT et uT disparaissent de la loi de frottement (1.22) ar rT est �xé à zéro et uT n'est plusontrainte. Quitte à e�etuer un hangement de base, on peut supposer que r = (rN, r⊤T )⊤(autrement dit que la omposante normale de r est égale à sa première oordonnée etsa omposante tangentielle est égale à ses d− 1 dernières oordonnées). On dé�nit alors
HN omme la matrie extraite de H en onservant seulement les lignes 1, d+1, 2d+1 . . .orrespondant aux omposantes normales, et on extrait de la même manière wN de w.Le problème (1.33) devient : trouver (v, u, r) tel que





M v + f = H⊤N rN
uN = HN v + wN
0 ≤ rN ⊥ uN ≥ 0.

(1.35)On reonnaît alors les onditions d'optimalité de Karush-Kuhn-Tuker du problème d'op-timisation quadratique suivant en la variable v seulement :
{

min 1
2v

⊤Mv + f⊤v
HNv + wN ≥ 0.

(1.36)Dans e as, on peut utiliser diretement un solveur quadratique pour résoudre le pro-blème (1.36) ou son problème dual, et obtenir la solution de (1.33). Comme les données
M , f , HN et wN sont quelonques, le problème inrémental (1.33) est don plus généralque la programmation quadratique.1.4.4 Non-uniité, non-existeneEn s'inspirant de l'exemple ouramment appelé � paradoxe � de Painlevé, on peutonstruire un exemple de problème très simple (un seul degré de liberté, un seul ontat,en dimension 2) et instrutif quant à l'existene et la nature des solutions de (1.33).On onsidère le système de la �gure 1.12. Le point xA se déplae sur l'axe Ox à vitesseimposée u0. Une barre rigide homogène de masse ν et de longueur l est artiulée au point
xA par une liaison pivot sans frottement. L'extrémité xB de la barre peut être en ontat
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h0
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uy
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Fig. 1.12 � Un exemple très simple de problème de ontatave le sol omme sur la �gure 1.12, ou déoller du sol si θ augmente. Autrement dit, leontat entre le sol et la barre est unilatéral. En as de ontat, le sol exere sur la barreune fore r, et on note u la vitesse de xB . Ce système possède un seul degré de liberté,paramétré par l'angle θ, et il est soumis au hamp de gravitation g selon l'axe Oy.L'évolution du système est gouvernée par l'équation
1

3
νl2θ̈ =

l

2
νg sin(θ) + l (rx cos θ + ry sin θ). (1.37)On disrétise ette équation en notant v la vitesse généralisée (approximation de θ̇) et v0sa valeur au pas de temps préédent. En approhant θ̈ par (v − v0)/h où h est la duréed'un pas de temps, on obtient le problème (1.33) ave

M =
1

3h
νl2, f = − l

2
νg sin θ − 1

3h
νl2v0, H = l

[
cos θ
sin θ

]
, w =

[
u0

0

]
. (1.38)En faisant varier la valeur des paramètres physiques et des onditions initiales, on peutproduire di�érentes situations intéressantes : plusieurs solutions distintes, une solutionunique, ou pas de solution du tout.Non-uniitéOn prend les valeurs suivantes : ν = 2, l = 1, g = 1 (noter que g > 0 don la gravitéest orientée vers le haut), h = 2/3, u0 = 1 et v0 = 0. On ne �xe pas les valeurs de µ et

θ, et on suppose que h0 < l de sorte que lors du ontat θ ∈]0, π/2[. Les données (1.38)deviennent
M = 1, f = − sin(θ), H =

[
cos(θ)
sin(θ)

]
, w =

[
1
0

]
. (1.39)et le problème inrémental (1.33) est





v = cos(θ)rx + sin(θ)ry + sin(θ)
ux = cos(θ)v + 1
uy = sin(θ)v

et (u, r) ∈ C(ey, µ). (1.40)



34 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENTLemme 1.2. Le problème (1.40) possède deux solutions si tan(θ) < µ, et une solutionunique sinon.Démonstration. Cherhons les solutions éventuelles du problème inrémental (1.40)en e�etuant à la main une reherhe énumérative (n = 1 don il n'y a que trois as).(1) Déollage : r = 0, don v = sin(θ) et uN = uy = sin(θ) ≥ 0 don ei est unepremière solution aeptable. (2) Adhérene : u = 0, ei est impossible. (3) Glissement :
uN = uy = 0 don v = 0, don u = (1, 0) et r doit véri�er les deux équations linéairessuivantes (i.e., la première équation de (1.40) et la ondition r ∈ ∂K ave rT opposé à
uT) {

cos(θ)rx + sin(θ)ry = − sin(θ)
rx + µry = 0

(1.41)qui possède une solution ave ry ≥ 0 si et seulement si tan(θ) < µ.On peut don avoir deux solutions au problème inrémental (1.33) ave les données(1.39). Intuitivement, les deux solutions sont raisonnables. La première onsiste à laisserdéoller le point xB sans exerer de fore sur lui ; puisque sa trajetoire naturelle (sansfore de ontat r) ne viole pas la ontrainte unilatérale, il est � inutile � qu'une fore deontat agisse. Dans la deuxième solution, la fore r exere un ouple sur la barre qui luipermet de ne pas déoller malgré sa vitesse de rotation initiale v0. Le ontat est maintenuet la barre se met à glisser. On remarque que la fore de frottement exere un ouplesur la barre dans le sens horaire (anti-trigonométrique) pare que l'angle θ = π/4 ≈ 0.78est plus petit que l'ouverture du �ne de Coulomb K (ii µ = 2 don l'ouverture du�ne est arctan(2) ≈ 1.11). Dans le as ontraire, lorsque l'angle θ est plus grand quel'ouverture du �ne K, la fore de frottement exere un ouple dans le sens anti-horaire(trigonométrique) et ette fore a tendane à faire déoller la barre et non pas à lamaintenir en ontat.Cette situation de non-uniité est gênante du point de vue théorique : lorsqu'elle seproduit, on peut soupçonner que notre modèle (hypothèse de orps parfaitement rigides,loi de frottement, et toutes les hypothèses faites) atteint ses limites de validité puisqu'ilne permet pas de prédire de manière déterministe l'évolution du système. Lors des simu-lations, on ne détete généralement pas l'existene de solutions multiples (l'algorithmes'arrête quand il en trouve une) ; faute de mieux, on suppose alors que l'algorithme va� naturellement � hoisir parmi les multiples solutions elle qui est � la plus prohe � dela solution préédente, utilisée pour initialiser l'algorithme.Toutefois, la non-uniité ave deux solutions isolées est inquiétante aussi du pointde vue numérique ; les approhes par optimisation que nous nous proposons d'étudierdans ette thèse ne béné�ieront pas de bonnes propriétés omme la onvexité puisquel'ensemble des solutions peut ne pas être onvexe. On peut don raindre que même lealul de l'une des solutions, lorsqu'il en existe, soit un problème di�ile. Au sujet desdi�ultés provoquées par la multipliité de solutions dans les problèmes de méaniquenon-régulière, on pourra onsulter [Mor06℄.



1.4. DIFFICULTÉS DU MODÈLE 35Non-existeneOn prend maintenant les valeurs suivantes dans (1.38) : ν = 2, l = 1, g = −1 (ettefois la gravité est dirigée vers le bas), h = 2/3, et v0 = 0. On ne �xe pas les valeurs de
u0, µ et θ, et on suppose enore que h0 < l. Les données (1.38) deviennent

M = 1, f = sin θ, H =

[
cos θ
sin θ

]
, w =

[
u0

0

]
. (1.42)et le problème inrémental (1.33) devient





v = cos(θ) rx + sin(θ) ry − sin θ
ux = cos(θ) v + u0

uy = sin(θ) v
et (u, r) ∈ C(ey , µ). (1.43)Lemme 1.3. Le problème (1.43) possède une solution unique lorsque

u0 ≤ 0 ou [u0 > 0 et tan θ > µ]et auune solution sinon.Démonstration. Cherhons de nouveau les solutions par inspetion des trois as pos-sibles dans la loi de Coulomb (1.22). (1) Déollage : r = 0 don v = − sin θ, don
uN = − sin(θ)2 < 0, impossible. (2) Adhérene : u = 0 est impossible. (3) Glissement :
uN = 0 don v = 0 et uT = u0. Si u0 ≤ 0 alors rT ≥ 0 doit être au bord du �ne.

{
cos(θ) rx + sin(θ) ry = sin(θ)
rx − µ ry = 0

(1.44)dont la solution unique véri�e bien ry = tan(θ)/(tan(θ) + µ) > 0 ; 'est une solutionaeptable. Sinon, si u0 > 0, alors rT ≤ 0 doit être au bord du �ne. On obtient lesystème linéaire {
cos(θ) rx + sin(θ) ry = sin(θ)
rx + µ ry = 0.

(1.45)La solution de e dernier système est ry = tan(θ)
tan(θ)−µ pour tan θ 6= µ (sinon, pas de solution).Cette valeur pour ry n'est solution que si elle est stritement positive, autrement dit leproblème possède une solution si et seulement si tan θ > µ.Cei est onforme à l'intuition : lorsque tan(θ) > µ, le ouple exeré par la fore defrottement agit sur la barre dans le sens anti-horaire, et permet de ompenser la fore degravité qui tend à faire pénétrer la barre dans le sol. Dans le as limite où tan(θ) = µ, lafore de ontat exere un ouple nul sur la barre et ne joue auun r�le. En�n, lorsque

tan(θ) < µ, la fore de ontat exere un ouple dans le sens horaire, qui ne ompensepas l'e�et de la gravité mais au ontraire l'aggrave. Il n'est don pas possible de trouverune fore de ontat qui empêhe la barre de pénétrer dans le sol, et le problème n'a pasde solution.
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Fig. 1.13 � Un problème d'équilibre statique ave un ontinuum de solutionsComme pour la non-uniité, ette situation de non-existene remet en ause notremodèle et ses hypothèses (orps rigides, loi de Coulomb, et). En pratique, il arrive queles algorithmes dédiés à la résolution du problème inrémental (1.33) éhouent, sans qu'ilsoit possible de dire si le problème n'admet pas de solution (dans e as, il faut remettreen ause notre modèle) ou s'il en existe (au moins) une mais que l'algorithme n'a pas étéapable de la trouver (dans e as, il faut améliorer notre algorithme). Dans les deux as,la question de savoir a priori si le problème (1.33) admet une solution est importante.Dans le hapitre 3, on donnera un ritère théorique pour répondre à ette question.1.4.5 Non-uniité ave ontinuum de solutionsUn deuxième problème très simple (deux ontats, trois degrés de liberté, en dimen-sion 2) illustre la possibilité de solutions multiples au problème (1.33) ; mais ette fois,il existe un segment de solutions, qui ne sont don pas isolées. Il su�t de onsidérerl'équilibre statique d'un arré rigide soumis à son poids p selon −Oy et posé sur un planen dimension 2 omme sur la �gure 1.13. On suppose que le plan exere deux fores rAet rB en xA et xB ave µ > 0 en es points. En disrétisant l'équation du mouvementomme dans la sous-setion (1.4.4), on trouve que la solution en fore n'est pas unique.Toutes les ombinaisons onvexes des ouples de fores (r1A, r
1
B) et (r2A, r

2
B) de la �gure1.13 sont solutions. Plus généralement, dès qu'un orps rigide possède deux points deontat frottant (µ > 0) ave un objet extérieur (omme le sol) ou ave un autre orpsrigide, e phénomène de oinement devient possible et il faut s'attendre à un ontinuumde solutions.Du point de vue numérique, ette situation est tout aussi inquiétante que la non-uniité de la sous-setion 1.4.4 où les deux solutions étaient isolées. Par exemple, si l'onalule les fores de ontat en herhant un zéro d'une ertaine fontion, la matriejaobienne de ette fontion ne sera ertainement pas inversible sur le ontinuum desolutions et on ne pourra pas utiliser la méthode de Newton.1.4.6 Caratère NP-ompletCette sous-setion est adaptée de [Bar91℄. On onsidère le système de la �gure 1.14.Le sole retangulaire de masse ms oulisse sans frottement selon l'axe Ox et subit unefore extérieure 2F0 dirigée selon −Ox. Les k + 2 barres rigides identiques de longueur

l portent une masse ν à leur extrémité xBi
, i ∈ 1, . . . k (ou xBg , xBd

pour les barres
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Fig. 1.14 � Un problème de ontat di�ile à résoudre !de gauhe et de droite). Elles sont artiulées par une liaison pivot parfaite située à leurextrémité supérieure Ai (ou Ag, ou Ad) à un point de mouvement imposé à vitesse u0 ; epoint se déplae selon Ox pour les barres d'indies i = 1, . . . k et selon Oy pour les deuxautres. Les barres d'indie i = 1, . . . k sont soumises à des fores extérieures f i dirigéesvers le haut exerées en xBi
. Les deux dernières barres ne sont soumises à auune foreextérieure. L'équation di�érentielle du mouvement pour la barre d'exposant i = 1, . . . kest
νl2θ̈i = cos(θ) rix + sin(θ) (riy + f i) (1.46)ave des relations similaires pour les barres de gauhe et de droite, et l'équation dumouvement du sole est
ms ẍs = −

l∑

i=1

rix − rgx − rdx − 2F0. (1.47)On disrétise es équations omme à la sous-setion 1.4.4 en introduisant un pas de temps
h et en approximant l'aélération angulaire θ̈i de la barre d'indie i par (vi − vi0)/h où
vi approxime θ̇i au pas de temps ourant et vi0 l'approxime au pas de temps préédent ;le même traitement est appliqué à vg et vd. La vitesse du sole selon Ox étant notée vs,le problème inrémental (1.33) met en jeu� la vitesse généralisée v := (v1, . . . , vk, vg, vd, vs),� les fores de ontat r := (r1, . . . rk, rg, rg) exerées par le sole sur les barres ; lesbarres exerent en retour des fores (−r1, . . . − rk,−rg,−rd) sur le blo,� et les vitesses relatives u := (u1, . . . uk, ug, ug) des barres par rapport au blo auxpoints de ontat.On prend les valeurs numériques suivantes : ν = 1/2, ms = 1, l =

√
2, θ = π/4, 1 = 1,

h = 1 et µ = 2 à tous les ontats ave des onditions initiales nulles vi0 = vg0 = vd0 =
vs0 = 0. Les valeurs des fores (f1, . . . , fk, F0) ∈ N\{0} ne sont pas presrites. L'équation
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vi = rix + riy + f i i = 1, . . . k

vg =−rgx + rgy
vd = rdx + rdy
vs =−∑k

i=1 r
i
x − rgx − rdx − 2F0.

(1.48)L'équation inématique disrétisée est
{
uix = vi − vs + 1
uiy = vi

(i = 1, . . . k),

{
ugx = vg − vs
ugy = vg + 1

, et {
udx = vg − vs
udy = vg + 1

. (1.49)On ajoute la loi de Coulomb à haque ontat
(ui, ri)i=1,...k ∈ C(ey , 2), (ug, rg) ∈ C(−ex, 2), (ud, rd) ∈ C(ex, 2). (1.50)Lemme 1.4. Soit f1, . . . fk, F0 ∈ N \ {0}. Le problème inrémental dé�ni par l'équationdynamique (1.48), l'équation inématique (1.49) et la loi de frottement (1.50) a unesolution si et seulement si

∃ (δ1, . . . δk) ∈ {0, 1}k :

k∑

i=1

δi fi = F0. (1.51)Démonstration. Supposons qu'une solution (v, u, r) au problème inrémental (1.48)-(1.49)-(1.50) existe. On s'intéresse au ontat en Bg. (1) Déollage : rg = 0 don vg = 0 et
ug = (−vs, 1) qui est aeptable seulement si vs ≥ 0. (2) Adhérene : ug = 0 don vg = −1et vs = 1 ≥ 0. (3) Glissement : ugx = 0 don vg+vs = 0. Si vs ≤ 0, on a ugy = 1−vs > 0, rgyest stritement négatif et au bord du �ne, don rg véri�e −rgx+rgy = −vs et 2rgx−rgy = 0,dont la solution est rgx = −vs > 0 : la fore de ontat n'est pas répulsive, 'est absurde,don vs ≥ 0. Dans les trois as (1-2-3), on a néessairement vs ≥ 0. Le même raisonnementsur le ontat symétrique en Ag montre que vs ≤ 0, don vs = 0. Revenons au ontaten xBg : la solution (1) en déollage est possible ave vg = 0, ug = (0, 1) et rg = 0 ; lasolution (2) en adhérene n'est pas possible (vs 6= 0) ; et la solution (3) en glissementn'est pas possible (on a montré que vs = 0, or vs ≤ 0 mène à une fore de ontatnon-répulsive). On a don néessairement vs = 0, vg = 0 et de la même manière vd = 0.On s'intéresse maintenant au ontat i ∈ 1, . . . n. (1) Déollage : ri = 0 don vi = f iet ui = (1 + f i, f i), ei est aeptable. (2) Adhérene : ui = 0 est impossible ar vs = 0.(3) Glissement : uiy = 0 don vi = 0 et uix = 1. La fore de ontat ri doit véri�er
rix + 2riy = 0 et rix + riy = −f i dont la solution est ri = (−2f i, f i) qui est aeptable(riy > 0 ar f i > 0). Il y a don deux solutions possibles, véri�ant rix = −2 δi f i ave
δi ∈ {0, 1}.En�n, intéressons-nous à l'équation dynamique du sole : 0 = vs = −∑k

i=1 r
i
x−2F0 =

2
∑k

i=1 δ
i f i− F0 don ∑k

i=1 δ
i f i = F0. Ainsi, si (v, u, r) est solution du problème inré-mental (1.48)-(1.49)-(1.50), alors le k-uplet (δi)i=1...k dé�ni par δi := − ri

x

2f i est solution du



1.5. PROBLÈMES ET TRAVAUX CONNEXES 39problème (1.51). Réiproquement, si (δi)i=1...k est solution de (1.51), la solution (v, u, r)onstruite i-dessus est solution du problème inrémental.Le problème de déision (1.51) s'appelle le problème de � somme de sous-ensembles �(subset sum en anglais) et on peut montrer qu'il est NP-omplet. Si on savait résoudreen temps polynomial le problème (1.48)-(1.49)-(1.50), on saurait aussi résoudre (1.51) entemps polynomial. Il est don peu probable que e soit possible : le problème inrémental,en toute généralité, est don extrêmement di�ile.Remarque 1.5. Le problème de la �gure 1.14 est très prohe de l'infaisabilité : uneperturbation in�me de la barre de gauhe (par exemple si le sole s'en approhait, mêmeave un vs < 0 minusule, ou si on exerçait sur elle un tout petit ouple négatif enlaissant le sole immobile) produit une situation de non-existene similaire à elle de lasous-setion 1.4.4. La barre de droite est dans la même situation. Ce problème est donmal posé, au sens où une perturbation in�me des données su�t à le rendre infaisable, etil n'est pas surprenant qu'il soit partiulièrement di�ile.1.4.7 Di�ultés prévisiblesRéapitulons : le problème (1.33) peut être un programme quadratique ordinaire,et il ontient omme as partiulier le problème � subset sum � qui est NP-omplet. Ilpeut admettre zéro, une, plusieurs ou une in�nité de solutions, dont ertaines peuventêtre isolées et d'autres former un ontinuum. Toutes es propriétés sont déourageantes,et 'est probablement pour ela que de nombreuses modi�ations et simpli�ations dumodèle de Coulomb ont été proposées (ertaines sont exposées dans la setion suivante1.5). Cependant, la rihe struture du problème inrémental (1.33) permet d'envisagerde nombreuses méthodes de résolution, et l'expériene prouve que es méthodes fon-tionnent bien en pratique et sont souvent apables de fournir une solution, même pourdes problèmes de grande taille. En e�et, les problèmes réels ne sont pas, en général, aussipathologiques que l'exemple de la �gure 1.14 i-dessus dont on a montré que sa résolutionrevenait à résoudre un problème NP-omplet. Malgré toutes les di�ultés théoriques quiviennent d'être itées, nous a�ronterons don diretement le problème (1.33).1.5 Problèmes et travaux onnexesPlusieurs problèmes de méanique du ontat sont prohes de elui qui nous inté-resse. Par exemple, d'autres modèles de frottement que la formulation (1.22) de la loide Coulomb peuvent être utilisés. Ou alors, on peut s'intéresser seulement à l'équilibrestatique du système, ou son évolution quasi-statique, en négligeant les e�ets inertiels.Cette setion passe don en revue quelques problématiques similaires à la n�tre.



40 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENT1.5.1 Autres modèles dits � de Coulomb �En raison des nombreuses di�ultés théoriques illustrées dans la setion préédente,et pare qu'il n'existe pas d'algorithme apable de trouver à oup sûr une solution au pro-blème inrémental (1.33) lorsqu'il en existe, e dernier est onsidéré omme un problèmedi�ile. Dans les appliations, en partiulier en informatique graphique où la vitesse etla robustesse des algorithmes sont des ritères déterminants, de nombreux modèles sim-pli�és plus ou moins similaires à la formulation impulsion-vitesse (1.22) ont été proposésa�n de rendre le problème inrémental plus faile.Lödstedt [Löt84℄ propose un modèle basé sur la programmation quadratique. Enremplaçant le �ne de Coulomb par un �ne polyédral (en dimension 3), Anitesu etPotra [AP97℄ proposent un modèle de frottement qui se formule omme un LCP bienstruturé qui peut être résolu e�aement. Bara� [Bar91℄ propose un algorithme qui� imite � d'une ertaine manière le omportement attendu de la loi de Coulomb. Laformulation de Kaufmann [KEP05℄ aboutit à un problème inrémental qui est un QPonvexe, omme dans le as sans frottement. De façon générale, les approximations dela loi de Coulomb appartiennent souvent à l'une des deux atégories suivantes : ellesqui la transforment pour faire apparaître de la onvexité (de manière à e que la forede frottement dérive d'un potentiel, on parle alors de frottement assoié) et elles qui lalinéarisent en remplaçant le �ne du seond ordre par un �ne polyédral.1.5.2 Statique et évolution quasi-statiqueSi on ne s'intéresse pas à la dynamique mais à la statique ou l'évolution quasi-statiquedu système, la formulation dite � gap-fore � de la loi de Coulomb est la plus similaireau modèle ontinu. Elle est formellement identique à la formulation (1.22), à ei prèsque les vitesses sont remplaées par les déplaements et que la omplémentarité est éritenon plus entre la fore et la vitesse, mais entre la fore et le gap dé�ni omme la distaneentre les deux objets en ontat potentiel. Bien que les variables soient di�érentes, onaboutit au même problème inrémental et les mêmes algorithmes peuvent être utilisés.1.5.3 Détetion de ollisionsAvant de s'attaquer au problème inrémental (1.33), il est néessaire d'assemblerles données H et w et de onnaître les normales ei aux points de ontat. Une étapepréalable à es aluls est don de déteter les ontats présents dans le système. Selon lareprésentation géométrique utilisée et la omplexité du système méanique, ette étapepeut être extrêmement oûteuse. De nombreux algorithmes et implémentations sont déjàdisponibles pour e problème et nous ne nous y intéresserons pas.1.5.4 Détetion de sous-systèmesS'il est possible de diviser le système en deux sous-systèmes indépendants (qui n'in-teragissent par auune de fore de ontat ou d'un autre type), il est possible de résoudrele problème inrémental en déouplant les di�érents sous-problèmes. Lorsque seules les



1.5. PROBLÈMES ET TRAVAUX CONNEXES 41fores de ontat sont ouplantes, ei revient à reherher une division en omposantesonnexes du graphe des objets en ontat.1.5.5 Problème ontinuDans toute ette thèse, on s'intéresse au problème en temps disret, à l'existene desolutions au problème inrémental, et à la manière de les aluler le as éhéant. Le pro-blème en temps ontinu est également intéressant, et les mêmes problèmes d'existene etd'uniité de trajetoire se posent ave les même onséquenes sur la validité ou l'invaliditédu modèle. Moreau [Mor99℄ expose une étude omplète d'un problème aadémique maistrès instrutif, le � proessus de ra�e � (sweeping proess, en anglais) qui illustre bien lesdi�ultés théoriques que pose l'étude de l'équation di�érentielle du mouvement assortied'une ontrainte unilatérale dans l'espae des oordonnées généralisées et d'une loi defrottement non-régulière. En raison des impats qui interviennent lorsqu'une ontrainteunilatérale devient ative, les trajetoires ne sont pas régulières. Plus préisément, on lessuppose ontinues mais pas C2, de sorte que les dérivées en temps doivent être prises ausens des distributions et les trajetoires herhées dans des espaes adaptés.



42 CHAPITRE 1. MODÈLES D'IMPACT ET DE FROTTEMENT



Chapitre 2Dynamique non-régulièreCe hapitre est onsaré aux équations de la méanique non-régulière en tempsontinu, non pas dans le but d'en faire une étude théorique, mais pour expliquer lesméthodes de onstrution pratique des données du problème inrémental grâe à la dis-rétisation en temps des équations ontinues.2.1 Équations du mouvementPlusieurs méthodes sont disponibles pour la mise en équations d'un système méa-nique. La méanique lagrangienne, très générale, est elle que nous exposerons le plus endétail, mais la méthode des � oordonnées maximales � et la méthode d'Euler seront aussiévoquées. D'autres tehniques de mise en équation et d'autres approhes, omme l'ap-prohe modale, sont aussi utilisables : il su�t que le système étudié possède un nombre�ni de degrés de liberté, et que l'on soit apable d'érire les équations dynamique etinématique disrétisées. On pourra onsulter [LB08℄ et [BL08℄ pour plus de détails.2.1.1 Approhe lagrangienneSystèmes méaniques lagrangiens réguliersOn onsidère un système méanique S en dimension d ave un nombre �nim de degrésde liberté paramétrés par un veteur q(t) ∈ Rm. Pour l'instant, seules les ontraintesbilatérales parfaites (i.e., sans frottement) sont autorisées dans le système. Les ontraintesunilatérales, éventuellement ave frottement, seront introduites plus tard. Le système estsoumis à des fores extérieures Fj quelonques (pontuelles, volumiques, onstantes oupas, et). On dé�nit les vitesses généralisées par
v(t) :=

dq

dt
(t) (2.1)et les équations du mouvement sont données par le formalisme de la méanique lagran-gienne, plus préisément par le prinipe des puissanes virtuelles ; en notant Ec(q, q̇)43



44 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE NON-RÉGULIÈREl'énergie inétique du système et Fj(s) les fores qui s'appliquent au point M(s) l'équa-tion de Lagrange s'érit
∂

∂t

(∂Ec
∂q̇

)
− ∂Ec

∂q
=

∑

j

∫

M∈S

(∂M
∂q

)⊤
dFj(M) (2.2)et sa forme générale, tous aluls faits ('est-à-dire après avoir expliité les dérivées etles intégrales dans (2.2)) est

M(q(t))
dv

dt
(t) + N(q(t),v(t)) + Fint(t,q(t),v(t)) = Fext(t). (2.3)La matrie M(q), appelée matrie de masse, ontient les masses et les moments d'inertie ;dans la plupart des appliations, on a M(q) ∈ S++

m (autrement dit, M(q) est symétriquedé�nie positive). Le veteur Fint représente les fores intérieures et le veteur Fext : R→
Rn représente les fores extérieures. En�n le veteur N(q,v) ontient des termes non-linéaires appelés aélérations gyrosopiques. Dans la suite, l'équation du mouvement(2.3) sera notée sous la forme plus ondensée

M(q(t))
dv

dt
(t) + F(t,q(t),v(t)) = 0, (2.4)où le veteur F rassemble les termes N, Fint et −Fext.Systèmes méaniques lagrangiens non-réguliersLes ontraintes unilatérales peuvent être introduites dans le système et modéliséessoit en utilisant des multipliateurs de Lagrange, soit les fores de ontat en haquepoint où une ontrainte unilatérale est ative ; nous adopterons la seonde approhe.En haque point de ontat i ∈ 1, . . . n, on étiquette les orps impliqués par Ai et Biet on note M i

A = M i
B le point de ontat, ave M i

A appartenant au orps A et M i
B auorps B. Supposons que les orps A et B appartiennent tous les deux au système S (paropposition à la situation où l'un des orps est un objet extérieur à la simulation, ommeun mur �xe jouant le r�le de onditions aux limites). Les paramètres q peuvent alors êtreutilisés pour déterminer la position de M i

A et M i
B

∃f iA, f iB : Rm −→ Rd : M i
A(t) = f iA(q(t)), M i

B(t) = f iB(q(t)). (2.5)En dérivant par rapport au temps, on peut déterminer leur vitesse
dM i

A

dt
= Jac[f iA](q(t)) v(t),

dM i
B

dt
= Jac[f iB](q(t)) v(t) (2.6)(où Jac[·] est l'opérateur Jaobien) et �nalement la vitesse relative ui(t) de Bi par rapportà Ai au point de ontat

ui(t) =
dM i

B

dt
− dM i

A

dt
= (Jac[f iB ]− Jac[f iA])(q(t)) v(t). (2.7)



2.1. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 45Inversement, l'un des objets (disons Ai) peut être extérieur à la simulation ave unmouvement imposé. Par exemple, il peut s'agir d'un mur �xe, ou d'un tapis roulant devitesse onstante, et. Dans e as, la vitesse de M i
A ne dépend pas de q, elle est imposéepar une fontion extérieure

M i
A(t) = f iA(t) (2.8)et la vitesse relative ui(t) de Bi par rapport à Ai au point de ontat est

ui(t) =
dM i

B

dt
− dM i

A

dt
= Jac[f iB ](q(t)) v(t)− d

dt
f iA(t). (2.9)Que les orps appartiennent tous les deux au système, ou que l'un des deux soit unélément extérieur, la relation entre les vitesses relatives et les vitesses généralisées estlinéaire ou a�ne. En rassemblant toutes les vitesses relatives loales ui(t)(i = 1, . . . n)en un seul veteur u(t) := (u1(t), . . . un(t)), ette relation peut être rérite sous formematriielle

u(t) = H(q(t))v(t) + w(t) (2.10)où le seond membre w(t) est nul lorsque les éventuels objets extérieurs à la simulationsont immobiles.On introduit la fore1 de ontat loale ri(t) exerée par Bi sur Ai et on rassembletoutes les fores de ontat loales dans un veteur r(t) := (r1(t), . . . rn(t)). Le prinipedes puissanes virtuelles fournit la nouvelle équation du mouvement
M(q(t))

dv

dt
(t) + F(t,q(t),v(t)) = H(t)⊤r(t). (2.11)Les équations (2.10)-(2.11) (inématique et dynamique), assoiées à la loi de Coulombontinue (sous-setion 1.2.4 du hapitre 1), forment le problème en temps ontinu.2.1.2 Coordonnées maximales et multipliateurs de LagrangeDans l'approhe lagrangienne présentée dans la sous-setion préédente, on utiliseautant de paramètres que le système possède de degrés de libertés. Pour ette raison, onappelle es paramètres les oordonnées réduites, ou oordonnées généralisées. La méthodedes oordonnées maximales onsiste au ontraire à utiliser plus de oordonnées que lenombre de degrés de liberté, et à imposer des fores de liaisons (appelées multipliateursde Lagrange) pour maintenir les ontraintes satisfaites. Par exemple, onsidérons endimension 2 un simple pendule rigide maintenu par une liaison pivot parfaite à sonextrémité.� On peut prendre omme paramètre l'angle θ que fait le pendule ave une diretiondonnée. C'est une approhe lagrangienne, ave un seul paramètre (une oordonnéeréduite). La liaison pivot est automatiquement satisfaite et la fore de liaison estéliminée.1Comme le mouvement est non-régulier, e devrait être une impulsion, modélisée par une distributionet non une fontion, pour autoriser les impats ; mais ette disussion ne fait pas partie de nos objetifs.



46 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE NON-RÉGULIÈRE� On peut aussi prendre trois paramètres pour orienter le pendule (par exemple,deux pour la position du entre de la barre et un pour l'angle qu'elle fait aveune diretion donnée). Pour maintenir la liaison pivot, on doit imposer des e�ortsde liaison, inonnus a priori, entre la barre et son point d'anrage. Par rapport àl'approhe lagrangienne, on a don deux paramètres en plus (trois au lieu d'un) etune ontrainte bilatérale de dimension deux à satisfaire, e qui impose d'ajouterdeux multipliateurs de Lagrange.Les avantages et inonvénients respetifs des deux approhes sont bien disutés dans[LB08, BL08, Bar96℄ ; e dernier artile ontient notamment un élairage intéressant surl'in�uene béné�que de l'approhe par multipliateurs sur la simpliité et la modularitédu ode informatique qui doit être produit pour implémenter la simulation. Les deuxparagraphes suivants résument e omparatif.L'approhe lagrangienne, pour ommener, néessite a priori des aluls de tailleplus réduite : en e�et, les fores de liaisons bilatérales parfaites sont éliminées automa-tiquement des équations, et le nombre de paramètres est réduit au nombre de degrésde liberté, il y a don moins d'inonnues que dans l'approhe par multipliateurs. Lors-qu'un système possède un grand nombre de oordonnées maximales et peu de degrés delibertés (système très ontraint), l'approhe lagrangienne est don a priori préférable.De plus, elle impose les ontraintes de manière intrinsèque, au sens où � par onstru-tion � auun point dans l'espae des on�gurations ne viole les ontraintes bilatéralesparfaites. Au ontraire, dans l'approhe par multipliateurs, seul un sous-ensemble del'espae des on�gurations est admissible, et 'est le r�le des multipliateurs de Lagrangede forer le système à rester dans e sous-ensemble. Au fur et à mesure que les erreurss'aumulent (erreurs dues à l'intégration en temps essentiellement, et dans une moindremesure, erreurs d'arrondi), la on�guration ourante s'éloigne de l'ensemble admissible.Ce phénomène de dérive doit alors être ompensé par des tehniques de stabilisationqui ompliquent nettement l'intégration en temps. De plus, pour limiter la dérive, onpeut être amené à hoisir des pas de temps plus petits que eux autorisés par l'approhelagrangienne.L'approhe par oordonnées maximales et multipliateurs de Lagrange, de son �té,est plus faile à mettre en oeuvre ar elle évite le travail qui onsiste à trouver un bonjeu de oordonnées réduites. Ce travail néessite une ertaine expertise, ou l'utilisationd'outils de alul symbolique, et dans ertaines situations (omme une ontrainte de type� deux surfaes lisses déformables doivent glisser sans frottement l'une sur l'autre �) ilest presque impossible de trouver un tel jeu de oordonnées réduites. Selon [Bar96℄, ilest aussi plus faile d'exploiter le aratère reux de la matrie de masse en utilisantdes oordonnées maximales. En�n, l'approhe par multipliateurs permet de gérer desontraintes non-holonomes, ontrairement à l'approhe lagrangienne.Si l'on hoisit d'utiliser les oordonnées maximales au lieu des oordonnées réduites,ou un mélange des deux, ela revient simplement à ajouter des degrés de liberté ausystème et des multipliateurs de Lagrange pour maintenir les ontraintes bilatérales. Onpeut remplaer le veteur des vitesses généralisées v par (v, λ) où le veteur λ représente



2.1. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 47les multipliateurs introduits, et la matrie de masse disrétisée devient de la forme
M =

[
M̄ J⊤

J 0

] (2.12)où M̄ ∈ S++
m et J est une matrie qui exprime les ontraintes bilatérales linéariséesen v. Les lignes de J sont supposées linéairement indépendantes, e qui signi�e queles ontraintes linéarisées ne sont ni redondantes, ni ontraditoires. Cette modi�ation(2.12) de la matrie de masse maintient son aratère symétrique et inversible, mais passon aratère dé�ni positif.2.1.3 Approhe eulérienneCas d'appliationLa méthode d'Euler di�ère essentiellement de la méthode de Lagrange par le paramé-trage du hamp de vitesses du système : au lieu de dé�nir les vitesses généralisées ommeles dérivées par rapport au temps des paramètres hoisis pour dérire le système (lesoordonnées généralisées), on les dé�nit par la donnée de la vitesse d'un point partiulierdu solide, et de son veteur rotation. Cette méthode ne s'applique don qu'aux solidesrigides.Lorsque le système onsidéré omporte des solides rigides non ontraints par desliaisons bilatérales (ou peu ontraints, ou � simplement � ontraints, de sorte qu'on soitapable d'exprimer les fores de liaison), la méthode d'Euler peut être préférable à laméthode de Lagrange pour érire les équations du mouvement. D'une part, elle permetd'obtenir une matrie de masse partiulièrement simple (diagonale et onstante au oursdu temps), et d'autre part la méanique eulérienne se prête bien au paramétrage del'orientation du solide par les quaternions au lieu des traditionnels angles d'Euler. Ceiest avantageux ar� les angles d'Euler permettent de représenter toutes les orientations d'un solide(ave redondane, une orientation donnée orrespondant à plusieurs valeurs desangles) ;� mais la donnée des angles d'Euler et de leur dérivée temporelle ne permet pas dereprésenter toutes les vitesses instantanées d'un solide ; pour ertaines valeurs desangles d'Euler, il existe des veteurs-rotation qui ne peuvent être représentés parauune valeur de la dérivée temporelle des angles d'Euler ; autrement dit, les anglesd'Euler sont satisfaisants pour représenter une simple orientation (statique) maispas pour représenter une orientation et un veteur rotation.Cei se traduit en pratique par une singularité arti�ielle (au sens où elle est introduitepar le paramétrage, et n'appartient pas intrinsèquement au problème méanique) quirend la matrie de masse semi-dé�nie positive mais pas dé�nie positive (e problèmeest parfois appelé gimbal lok en anglais, et � perte d'un degré de liberté � en français).Lorsque l'on ne peut pas s'assurer que les solides resteront éloignés de es on�gurationssingulières, omme 'est le as pour l'orientation d'un satellite ou elle d'un grain dansun tas de sable, il n'est don pas reommandé d'utiliser les angles d'Euler.



48 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE NON-RÉGULIÈREMéthode d'EulerPour étudier le mouvement d'un solide rigide S de masse m dans l'espae tridimen-sionnel, on onsidère un référentiel R dé�ni par son origine O et une base orthonormée
B := (u1, u2, u3) et un seond référentiel R′ dé�ni par O′ et B′ := (u′1, u

′
2, u

′
3). Le référen-tiel R est supposé inertiel (galiléen), tandis que R′ est un référentiel que l'on va hoisirlié au solide et qui ne sera don généralement pas inertiel. Le solide est onsidéré ommelibre, au sens où il dispose de ses six degrés de liberté ; si le solide est ontraint et quel'on veut tout de même utiliser l'approhe eulérienne, il faut être apable d'exprimer lesfores de ontraintes et de les intégrer aux équations du mouvement en les onsidérantomme des fores extérieures.Le solide possède six degrés de liberté, on va don former une équation di�érentielledu mouvement de dimension six, sous la forme de deux blos de dimension trois quiorrespondent intuitivement au mouvement de translation et de rotation respetivement.Les équations du mouvement de translation sont très simples ; on note aG l'aélé-ration du entre de gravité G du solide, et on onsidère l'équation de Newton (sommedes fore égale masse fois aélération), que l'on érit symboliquement dans le référentielinertiel R

df = (aM )/R dm (2.13)où dm est la masse d'une partiule, (aM )/R son aélération dans le référentiel inertiel Ret df l'ensemble des fores (intérieures et extérieures) qui lui sont appliquées. On intègre(2.13) sur tout le solide S pour obtenir
∑

Fext =

∫

S
df =

∫

S
(aM )/R dm = m (aG)/R (2.14)où les fores de liaison internes au solide n'apparaissent pas ar elles s'annulent deux àdeux. L'équation (2.14) a�rme que le mouvement du entre de gravité du solide S estle même que elui d'un point matériel qui serait positionné en G, a�eté de toute lamasse m du solide S et soumis aux fores extérieures Fext. Elle onstitue notre premièreéquation di�érentielle de dimension trois, l'équation du mouvement en translation.Considérons maintenant le mouvement de rotation ; on note ω le veteur rotation dela base B′ par rapport à la base B. La formule de Varignon, qui permet de relier la dérivéepar rapport au temps d'un veteur W quelonque dans les deux référentiels, s'érit

d

dt
(W )/B =

d

dt
(W )/B′ + ω ∧W. (2.15)On note sous la forme d'un indie /B ou /B′ la base dans laquelle le veteur est dérivépar rapport au temps ; de même, on note /R ou /R′ le référentiel dans lequel la positiond'un point est dérivée par rapport au temps. SoitM un point mobile quelonque, dont laposition dans le référentiel R est notée r := OM et la position dans le référentiel R′ estnotée r′ := O′M . Notons (vM )/R la vitesse de M dans R, et (vM )/R′ sa vitesse dans R′.En appliquant ette formule à W = r′, on obtient la formule de omposition des vitesses

(vM )/R = (vO′)/R + ω ∧ r′ + (vM )/R′ (2.16)



2.1. ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 49et en l'appliquant à
W = (vM )/R − (vO′)/R = ω ∧ r′ + (vM )/R′ , (2.17)on obtient la formule de omposition des aélérations

(aM )/R = (aO′)/R + (aM )/R′ +
d

dt
(ω)/R′ ∧ r′ + 2ω ∧ (vM )/R′ + ω ∧ (ω ∧ r′). (2.18)On hoisit maintenant de lier le référentiel R′ au solide S, et on prend pour M un pointmatériel de S. Ainsi, la position deM dans R′ est onstante, sa vitesse et son aélérationdans R′ sont don nulles. La formule de omposition des aélérations (2.18) devient

(aM )/R = (aO′)/R +
d

dt
(ω)/R′ ∧ r′ + ω ∧ (ω ∧ r′). (2.19)Puis on utilise de nouveau la formule de Newton (2.13) et on intègre sur tout le solide Sle moment des fores par rapport au point O. Autrement dit, on érit :

∫

S
r ∧ df =

∫

S
r ∧ (aM )/R dm (2.20)et on remplae (aM )/R par son expression simpli�ée (2.19) pour obtenir, après quelquesaluls et en notant I le tenseur d'inertie du solide S dans sa on�guration atuelle, laformule ∫

S
r ∧ df = m (O′G) ∧ (aO′)/R + I

d

dt
(ω)/R′ + ω ∧ (I ω). (2.21)Cette équation onstitue notre deuxième équation di�érentielle de dimension trois, l'équa-tion du mouvement en rotation. Si l'on hoisit O′ �xe dans R, ou si on prend O′ = G,(2.21) se simpli�e en ∫

S
df ∧ r = I

d

dt
(ω)/R′ + ω ∧ (I ω). (2.22)Notons symboliquement Mext le moment des fores extérieures, et notons abusivement(i.e. en ne préisant pas le référentiel) v̇G := d

dt(vG)/R et ω̇ := d
dt(ω)/R′ . En rassemblant(2.14) et (2.22), on obtient les équations d'Euler

{
mv̇G =

∑
Fext

I ω̇ + ω ∧ (I ω)=
∑Mext

(2.23)qui déterminent le mouvement (il faut bien sûr leur ajouter une équation di�érentielle quirelie les vitesses (vG, ω) aux paramètres hoisis pour dérire le système ; es paramètressont typiquement la position du entre de gravité du solide, et des angles d'Euler ouun quaternion unité pour paramétrer son orientation). Comme l'orientation du solide
S hange au ours du mouvement, son tenseur d'inertie I hange aussi. Cependant, latehnique usuelle est de représenter les veteurs qui interviennent dans les équations(2.21) ou (2.22) en les exprimant dans la base B′ liée au solide ; de ette manière, labase (mobile) suit le solide dans son mouvement et, bien que le tenseur d'inertie hange



50 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE NON-RÉGULIÈREau ours du mouvement, sa matrie relativement à la base B′ ne hange pas. On peutdon aluler la matrie du tenseur I une seule fois au début de la simulation, dans saon�guration de référene, et ne plus y revenir. Si de plus on hoisit d'orienter la base B′selon les diretions prinipales de S, alors la matrie d'inertie est diagonale. Par rapportà la méthode de Lagrange, la méthode d'Euler permet don d'obtenir une matrie demasse onstante et diagonale.Calul de l'orientation du solideLes équations d'Euler gouvernent l'évolution du veteur rotation ωR′/R (noté simple-ment ω), à partir de laquelle on voudrait aluler l'évolution de l'orientation du solide.Pour représenter ette orientation, on peut utiliser� les angles d'Euler (ψ, θ, φ),� la matrie de passage Q de la base �xe B à la base liée au solide B′,� ou un quaternion unité q.L'annexe B rappelle la dé�nition des angles d'Euler, et l'annexe C ontient les élémentsessentiels de la théorie des quaternions, utiles pour paramétrer l'orientation d'un so-lide. On trouvera dans es annexes la démonstration des trois formules suivantes, quipermettent de relier le veteur rotation à la dérivée en temps de (ψ, θ, φ), Q et q respeti-vement. En notant Ω le veteur des oordonnées de ω dans la base mobile B′, l'évolutionde la matrie de passage Q de B à B′ est gouvernée par
Q̇ = QS(Ω) ave S(Ω) :=




0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0


 . (2.24)La formule suivante (f annexe B) relie les oordonnées ω dans la base B du veteurrotation ωB′/B à la dérivée temporelle ȧ des angles d'Euler a := (ψ, θ, φ) :

ω = Mȧ ave Ma =




0 cosψ sin θ cosψ
0 sinψ − sin θ cosψ
1 0 cos θ


 . (2.25)On onstate que la matrie M est singulière lorsque sin θ = 0 (� gimbal lok �), e quifait que l'équation d'évolution des angles d'Euler (ψ, θ, φ) suivante peut ne pas avoir desens

ȧ = M−1
a ω. (2.26)En�n, on trouve en annexe C la formule d'évolution du quaternion unité q qui orrespondà la matrie Q :

q̇ = MΩq ave MΩ =
1

2




0 −Ω1 −Ω2 −Ω3

Ω1 0 Ω3 −Ω2

Ω2 −Ω3 0 Ω1

Ω3 Ω2 −Ω1 0


 . (2.27)



2.2. DISCRÉTISATION EN TEMPS 51Quel que soit le mode de représentation hoisi, on peut ainsi retrouver l'orientation dusolide à partir de l'évolution du veteur rotation par intégration d'une équation dif-férentielle ordinaire. Les avantages et inonvénients de haque méthode sont disutésdans l'annexe C ; une première di�érene essentielle onerne le nombre de paramètresutilisés pour paramétrer l'orientation du solide : 3 ave les angles d'Euler (e qui estminimal), 4 ave les quaternions et 9 ave les matries de rotation (la représentation estdon redondante dans es deux derniers as). Les angles d'Euler présentent l'inonvénientd'introduire une singularité arti�ielle (le � gimbal lok �), tandis que les quaternions etles matries de rotations sou�rent du problème de dérive au ours de l'intégration ; enintégrant par exemple l'équation (2.24) de manière approximative ave un shéma numé-rique quelonque, il est probable que la matrie Q obtenue après un ertain nombre depas de temps ne sera plus orthogonale.2.2 Disrétisation en tempsOn s'intéresse maintenant à l'étape de disrétisation temporelle, qui permet de passerdes équations dynamique et inématique ontinues aux équations disrétisées qui formentle problème inrémental.2.2.1 Méthode de MoreauOn onsidère un intervalle de temps [ti, tf ] de longueur δt . On suppose onnues desapproximations (qi, vi) des oordonnées et vitesses généralisées à ti, et on voudrait alulerleurs approximations (qf , v) au temps tf . Les notation sont elles de la sous-setion 2.1.1 ;on va traiter di�éremment les termes M, F, H et w d'une part (dont on suppose qu'ilsvarient de manière régulière) et les termes v, u et r d'autre part, pour lesquels des sautssont possibles.Pour disrétiser les termes réguliers, on introduit le temps moyen tm :=
ti+tf

2 et laposition moyenne qm := qi+
δt
2 vi (ette formule suppose que les vitesses généralisées sontles dérivées temporelles des oordonnées généralisées, omme en méanique lagrangienne ;lorsque e n'est pas le as, omme en méanique eulérienne, on l'adapte). On approximeensuite les termes réguliers M, F, H et w sur le pas de temps ourant par leur valeur en

(tm, qm) en posant
M := M(qm), F := F(tm, qm), H = H(tm, qm), w = w(tm, qm). (2.28)Puis on remplae l'aélération généralisée d

dtv(t) au ours du pas de temps ourant parune di�érene �nie
d

dt
v(t) ≈ vf − vi

δt
(2.29)et les variables non-régulières v, u et r par leur valeur approhée (inonnue) v, u, r autemps tf . En posant f := F − Mvi

δt , les équations (2.10)-(2.11) deviennent
Mv + f = H⊤r (2.30)
u = Hv + w (2.31)



52 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE NON-RÉGULIÈREqui sont exatement de la forme attendue dans (1.33).Remarque 2.1. On remarque que F (plus préisément, le terme Fint qui représente lesfores intérieures) peut dépendre de v ; omme on s'attend à des sauts dans les vitesses,don dans les vitesses généralisées v, il est possible que traiter F omme un terme réguliersoit déraisonnable. L'introdution de ette di�ulté supplémentaire rendrait le problèmeinrémental enore plus déliat, on préfère don supposer (en le véri�ant pour haque asd'appliation) que le terme F peut raisonnablement être lassé dans les termes réguliers,et on le note F(tm, qm) au lieu de F(tm, qm, vm).2.2.2 Préision des shémas de disrétisationEn raison de la nature non-régulière des fontions et des lois qui interviennent dansl'équation du mouvement, il est déliat de dé�nir une notion de solution ontinue, depréférene unique, par rapport à laquelle on pourrait mesurer l'erreur d'un shéma nu-mérique et étudier son impréision et sa dérive par rapport à la solution ontinue. Endehors de la tehnique empirique qui onsiste à réaliser une simulation ave un très petitpas de temps et à la onsidérer omme � la � solution exate pour étudier l'erreur om-mise lors des simulations ave un pas de temps plus grand, il semble que l'on dispose depeu de méthodes et de résultats pour étudier la préision des shémas de disrétisation.2.3 ExemplesQuelques systèmes méaniques ave ontat et frottement sont dérits dans ettesetion a�n de donner une idée des situations qu'il est possible de traiter, et de fournirdes problèmes-tests pour les méthodes numériques qui feront l'objet des deux hapitressuivants.2.3.1 Pendule doubleLa �gure 2.1 dérit un premier exemple très simple de système méanique ave ontatunilatéral et frottement ; il s'agit d'un pendule double suseptible de frotter ontre le solimmobile. L'annexe A ontient la mise en équation et la disrétisation en temps de esystème ; elle illustre don la tehnique générale de onstrution des données du problèmeinrémental.2.3.2 Systèmes multiorpsLes systèmes omposés de nombreux orps rigides, omme les milieux granulaires etles bâtiments en maçonnerie non-ohésive (�gure 2.2), sont une appliation historique etimportante de la méanique du ontat [Mor03℄. Il existe aussi de nombreuses appliationsen informatique graphique. Lorsqu'il n'y a pas de fore de liaison inonnue entre les orpsrigides, les équations d'Euler dérites à la sous-setion 2.1.3 su�sent à déterminer lemouvement. Il su�t de savoir aluler la matrie d'inertie de haun des objets.



2.3. EXEMPLES 53
h M1, m1
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Fig. 2.1 � Un pendule double ave frottement
Fig. 2.2 � Milieu granulaire et maçonnerie non-ohésive faite de blos rigides2.3.3 Élastiité linéaireSi l'on dispose d'un logiiel de alul par la méthode des éléments �nis, et que elogiiel permet d'exporter les données qu'il produit (géométrie, matrie de masse, matriede rigidité . . .), on peut traiter failement des problèmes de orps déformables en élastiitélinéaire. Par exemple, on peut onsidérer un arré élastique qui glisse ave frottementsur un plan sous l'e�et de fores extérieures (�gure 2.3). Comme la matrie de masseet la matrie de rigidité sont alors onstantes, il su�t de les faire assembler une seulefois et hors-ligne par le logiiel d'éléments �nis. Ensuite, le plus simple est d'imposer desfores de frottement au niveau des noeuds du bord du maillage pour lesquels le ontatunilatéral est atif. La détetion de es ontats atifs, et le alul des normales auxpoints de ontat peuvent être problématiques (on n'aborde pas e problème) ; mais ladisrétisation par le shéma de Moreau est ensuite direte et on aboutit de nouveau auproblème inrémental (1.33).2.3.4 Super héliesPour les expérienes numériques, on a aussi utilisé le modèle de tige élastique dit dessuper-hélies, proposé par F. Bertails [Ber06℄ en informatique graphique pour représen-

charge

réactionFig. 2.3 � Un arré déformable traté sur un plan



54 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE NON-RÉGULIÈREter les struture �nes omme les heveux. Grâe au ode déjà existant, les données duproblème inrémental étaient déjà quasi disponibles ; ela nous a permis d'expérimenterles algorithmes proposés sur des exemples variés, tout en évitant une bonne partie duoût de développement.2.3.5 Solution expliitePour ertains systèmes simples, omme un point matériel glissant ave frottement deCoulomb sur un plan inliné, on peut failement résoudre de manière exate les équationsdu mouvement ontinues. Cependant, dès qu'on onsidère des systèmes méaniques unpeu plus omplexes, il est rare qu'une solution analytique soit disponible. Dans [Spe75℄,une telle solution est présentée pour un problème de poinçon rigide ylindrique qui indenteun demi-espae élastique linéaire. Cet exemple peut servir de référene pour omparer lasolution obtenue par un ode de alul numérique à une solution exate. Sinon, on peutomparer qualitativement ses résultats numériques à eux déjà publiés, ou se ontenterd'évaluer l'erreur a posteriori après la résolution du problème inrémental.



Chapitre 3Résultat d'existeneCe hapitre présente une nouvelle formulation du problème inrémental (1.33) ommeun problème de point �xe non régulier. La nouveauté de l'approhe est de traiter direte-ment le modèle de frottement omme un problème d'optimisation onvexe paramétriquesous ontraintes de �ne du seond ordre, ouplé ave une équation de point �xe. Cetteformulation nouvelle nous permet de démontrer un résultat d'existene sous des hypo-thèses relativement faibles. Nous montrerons que es hypothèses sont en fait néessaires(et pas seulement su�santes) dans deux situations pour lesquelles on peut étudier � à lamain � l'existene de solutions. Il s'agit du as sans frottement (µ = 0 à tous les pointsde ontat) et d'un exemple très simple inspiré du problème lassique de Painlevé. Ons'intéressera aussi aux tehniques disponibles pour véri�er le ritère en pratique.3.1 Résultat d'existene de Klarbring et PangDans [KP98℄, Klarbring et Pang donnent les résultats d'existene les plus avanés(à notre onnaissane) pour le problème inrémental 1.33. La matrie de masse n'estsupposée que semi -dé�nie positive, et le �ne de frottement n'est pas néessairementdu seond-ordre ; lorsque e �ne est polyédral, un résultat spéi�que (théorème 4.4 de[KP98℄) est même disponible. Ave nos notations, et lorsque la matrie de masse M estdé�nie positive (omme on le suppose ii, hypothèse 1.1), le théorème 4.1 de [KP98℄ seréduit à e qui suit.Théorème 3.1. Si w ∈ (ker(H⊤) ∩ L)∗, alors il existe une solution au problème inré-mental.Comme on a (ker(H⊤) ∩ L)∗ = cl(Im(H) + L∗), l'hypothèse du théorème 3.1 estautomatiquement satisfaite si
∃v ∈ Rm : Hv + w ∈ L∗. (3.1)Cette hypothèse (3.1) va jouer un r�le entral dans tout e hapitre. Nous allons démon-trer (théorème 3.19) un résultat d'existene un peu moins fort que elui de Klarbring et55



56 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCEPang (ar nous supposeronsM dé�nie positive, et pare que nous ferons une hypothèse dequali�ation supplémentaire), mais en utilisant des tehniques di�érentes et plus simples(en partiulier, nous n'utiliserons pas la notion d'inéquation quasi-variationnelle). Deplus, l'étude théorique qui va suivre nous permettra de traduire la démonstration d'exis-tene sous la forme d'un nouvel algorithme de résolution du problème inrémental.3.2 Formulation par omplémentarité oniqueDans ette setion, on reformule le problème inrémental (1.33) du hapitre 1 ommeun problème d'optimisation onique paramétrique ouplé ave une équation de point �xe.On utilisera ensuite ette reformulation dans la setion Setion 3.3 pour établir le résultatd'existene.On rappelle l'hypothèse 1.1 selon laquelle la matrie de masse M du problème inré-mental est dé�nie positive.3.2.1 Contrainte de omplémentarité oniqueEn s'inspirant du bipotentiel de De Saxé [DSF98℄ évoqué en 1.3.3, on e�etue lehangement de variables ui → ũi dé�ni pour tout i = 1, . . . n par
si := ‖uiT‖ et ũi := ui + µisiei. (3.2)Remarque 3.2. Lorsque µi = 0, e hangement de variables est sans e�et. La � bonne �manière de faire onsiste à n'introduire si que si µi > 0, omme ela est fait dansl'artile en préparation qui reprend les résultats de e hapitre [ACLM09℄. Cependant,ela introduit des di�ultés tehniques supplémentaires que nous éviterons ii en faisantsimplement l'hypothèse suivante :

∀i ∈ 1, . . . n : µi > 0.Tous les résultats à venir dans e hapitre peuvent être adaptés au as où il existe desontats sans frottement.En posant ũ := (ũ1, . . . , ũn) ∈ Rnd, s := (s1, . . . , sn) ∈ Rn et E := Diag(µiei), onrérit le hangement de variables (3.2) sous la forme plus ompate
ũ = u+ Es.On va maintenant reformuler (1.33) en utilisant ũ et s. D'une part, l'équation inématique(1.31) se rérit

ũ = H v + w + E s. (3.3)D'autre part, la loi de Coulomb (1.22) est équivalente à la ontrainte de omplémentaritéonique (1.29) rappelée ii
∀i, (Ki)∗ ∋ ũi ⊥ ri ∈ Ki ⇐⇒ L∗ ∋ ũ ⊥ r ∈ L



3.2. FORMULATION PAR COMPLÉMENTARITÉ CONIQUE 57où le �ne L est dé�ni par L := K1×· · ·×KN ⊂ Rnd (les Ki étant les �nes de Coulombaux n points de ontat) et son �ne dual L∗ est L∗ = K∗
1 × · · · × K∗N. Le problèmeinrémental est don équivalent à : trouver (v, ũ, r, s) dans Rm+(nd)+(nd)+n tel que





M v + f = H⊤r
ũ = H v + w + E s
L∗ ∋ ũ ⊥ r ∈ L
si = ‖ũiT‖, pour tout i ∈ 1, . . . n.

(3.4)L'idée est maintenant d'extraire de (3.4) le problème de omplémentarité oniquesuivant, où s ∈ Rn est onsidéré omme un paramètre : trouver (v, ũ, r) dans Rm+(nd)+(nd)tel que 



M v + f = H⊤r
ũ = H v + w + E s
L∗ ∋ ũ ⊥ r ∈ L.

(3.5)Cette double manipulation (le hangement de variables u→ ũ et le fait de �xer la valeurde ‖ũiT‖ sous la forme d'un paramètre s) est motivée par la remarque suivante : (3.5)onstitue exatement les onditions d'optimalité d'un problème d'optimisation quadra-tique onvexe posé sur un produit de �nes du seond ordre (voir le théorème 3.5 i-dessous).3.2.2 Optimisation quadratique paramétrique du seond ordreOn introduit la fontion quadratique
J(v) :=

1

2
v⊤Mv + f⊤v. (3.6)Sahant que M est dé�nie positive, J est fortement onvexe. Il se trouve que ettefontion joue un r�le intrinsèque dans notre problème ; omme le prouve le théorème 3.5,elle apparaît dans le problème d'optimisation assoié à (3.5).Dé�nissons maintenant l'ensemble onvexe ouvert

C(s) := {v ∈ Rm : Hv + w + Es ∈ intL∗} (3.7)et l'ensemble onvexe fermé
C̄(s) := {v ∈ Rm : Hv + w + Es ∈ L∗}. (3.8)L'ensemble C̄(s) est exatement l'ensemble réalisable du problème (3.11) i-dessous, etl'ensemble C(s) est son intérieur. Ils seront tous les deux utilisés fréquemment dans lasuite, en partiulier à travers l'hypothèse

C(0) 6= ∅ (H)et l'hypothèse plus faible
C̄(0) 6= ∅. (H̄)Une propriété ruiale est la monotonie de la multi-appliation C̄(·).



58 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCELemme 3.3. Les multifontions C : Rn → Rnd et C̄ : Rn → Rnd sont roissantes : pour
s, t ∈ Rn tels que si ≤ ti pour tout i, on a C(s) ⊂ C(t).Démonstration. Soient s, t ∈ Rn tels que si ≤ ti et v ∈ C(s). On a don par dé�nition

Hv + w + Es ∈ intL∗. (3.9)De plus, (ti− si)ei ∈ Ki ar (ti − si) ≥ 0 et µiei ∈ Ki par onstrution. On a don aussi
E(t− s) ∈ L∗. (3.10)Combinant (3.9) et (3.10), on obtient (lemme III-2.1.6 de [HUL93℄, vol 1)

1

2
(Hv + w + Es) +

1

2
E(t− s) =

1

2
(Hv + w + Et) ∈ intL∗.Par dilatation d'un fateur 2, ei montre que v ∈ C(t). Le même raisonnement fontionnepour C̄(·).Un orollaire immédiat du lemme 3.3 est le suivant.Corollaire 3.4.

(H) ⇒ ∀s ∈ Rn
+, C(s) 6= ∅

(H̄) ⇒ ∀s ∈ Rn
+, C̄(s) 6= ∅.Dé�nissons maintenant le problème d'optimisation suivant

q(s) :=

{
min J(v) (quadratique, fortement onvexe)
Hv + w + Es ∈ L∗ (ontraintes oniques) (3.11)dont la valeur optimale dé�nit la fontion

q :

{
Rn −→ R ∪ {+∞}
s 7−→ val(3.11) (3.12)et le problème

p(s) :=

{
min 1

2r
⊤(HM−1H⊤)r + (w + Es−HM−1f)

⊤
r (quadratique, onvexe)

r ∈ L (ontraintes oniques)(3.13)dont la valeur optimale dé�nit la fontion
p :

{
Rn −→ R ∪ {−∞}
s 7−→ val(3.13). (3.14)



3.2. FORMULATION PAR COMPLÉMENTARITÉ CONIQUE 59On rappelle � voir l'équation (1.34) � qu'on a poséW := HM−1H⊤ et q := w−HM−1f ,de sorte que la fontion objetif de (3.13) se rérit
1

2
r⊤Wr + (q + Es)⊤r.Sous l'hypothèse (H̄), on dé�nit aussi les fontions

v :

{
Rn

+ −→ Rm

s 7−→ v(s) := argminv∈C̄(s) J(v)
(3.15)et

F :

{
Rn

+ −→ Rn

s 7−→ (‖ũ1T(s)‖, . . . , ‖ũnT(s)‖).
(3.16)qui seront utiles dans le suite (à partir du lemme 3.8).En fait, (3.11) et (3.13) sont duaux l'un de l'autre, et équivalents à (3.5).Théorème 3.5 (Dualité et problèmes quadratiques). On suppose M ∈ S++

m et on onsi-dère s tel que C(s) 6= ∅. Alors il existe une solution (¯̃u, v̄, r̄) de (3.5) et le ouple (¯̃u, v̄) estunique. Plus préisément, v̄ est la solution unique de (3.11), ¯̃u est déterminé par (3.3) et
r̄ est une solution de (3.13).De plus, la valeur optimale �nie q(s) de (3.11) et la valeur optimale �nie p(s) de(3.13) satisfont

q(s) + p(s) +
1

2
f⊤M−1f = 0. (3.17)Démonstration. L'existene d'une solution unique à (3.11) déoule diretement deshypothèses ; appliquons maintenant le théorème de dualité de Fenhel ([HUL93℄, 2.3.2p.63) à la somme J+ iC̄(s) (où iC̄(s)(·) désigne la fontion indiatrie de C̄(s)). Noter que

dom(J) = Rm, don l'hypothèse du théorème de Fenhel, à savoir
ri dom(J) ∩ ri dom

(
iC̄(s)

)
6= ∅est satisfaite automatiquement. Le théorème a�rme que

min
v∈C̄(s)

J(v) = − min
z∈Rm

J∗(z) +
(
iC̄(s)

)∗
(−z). (3.18)Des aluls direts donnent

J∗(z) =
1

2
(z − f)⊤M−1(z − f).D'autre part,

iC̄(s)(v) = iL∗(Hv + w + Es).



60 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCEOn utilise le théorème relatif à la onjuguée de la pré-omposition par une appliationa�ne ([HUL93℄ vol. 1, théorèmes 2.2.1 p.56 et 2.2.3 p.58) : sous l'hypothèse C(s) 6= ∅,on a
(iC̄(s))

∗(−z) = min
H⊤r=−z

(iL∗)∗(r)− (w + Es) · r

= min
H⊤r=−z

i−L(r)− (w +Es) · r

= min
−r∈L,H⊤r=−z

−(w + Es) · r

= min
r∈L,H⊤r=z

(w + Es) · r.

(3.19)
On a don, d'après (3.18)

min
v∈C̄(s)

J(v) = − min
z∈Rm

[J∗(z) + min
r∈L,H⊤r=z

(w + Es) · r]

= − min
r∈L,H⊤r=z

J∗(z) + (w + Es) · r

= −min
r∈L

J∗(H⊤r) + (w + Es) · r

= −min
r∈L

[
1

2
r⊤HM−1H⊤r + (w −HM−1f + Es)⊤r] − 1

2
f⊤M−1f.

(3.20)
Cei prouve que p(s) est �ni et démontre l'égalité (3.17). D'autre part, l'équation (3.21) i-dessous est une ondition néessaire et su�sante d'optimalité pour (3.11) : v est optimalsi et seulement si

−∇J(v) ∈ NC̄(s)(v). (3.21)Expliitons le membre de droite :
NC̄(s)(v) = ∂

(
iL∗ ◦(H ·+w + Es)

)
v

= H⊤∂iL∗(Hv +w + Es)

= H⊤NL∗(ũ)

(3.22)et en utilisant le fait que
NL∗(ũ) = −L ∩ ũ⊥on voit que (3.21) est équivalente à

Mv + f ∈ H⊤(L ∩ ũ⊥) ave ũ = Hv + w + Es. (3.23)Autrement dit, v est (l'unique) solution de (3.11) si et seulement s'il existe (r, ũ) tels que(3.5) soit véri�é. Cei prouve l'uniité de v, don elle de ũ, dans (3.5). Considérons en�nune solution r̄ de (3.13), et posons
v̄ := M−1(H⊤r̄ − f) et ¯̃u := Wr̄ + q + Es = Hv̄ + w +Es.



3.3. EXISTENCE D'UNE SOLUTION AU PROBLÈME INCRÉMENTAL 61L'optimalité de r̄ dans (3.13) implique ¯̃u ⊥ r̄ don
r̄ ∈ L ∩ ¯̃u

⊥
,et omme Mv̄+ f = H⊤r̄ on voit que v̄ satisfait (3.23) : 'est don la solution unique de(3.11).Le théorème i-dessous, qui est maintenant évident au vu du théorème 3.5, a�rmeque résoudre (3.4), don le problème inrémental, revient à résoudre l'équation de point�xe (3.24) i-dessous.Théorème 3.6. Soit s ∈ Rn

+ ; on suppose que C(s) 6= ∅, don F (s) est bien dé�nie par(3.16). Alors s est un point �xe de F , 'est-à-dire
F (s) = s (3.24)si et seulement si le quadruplet (v, r, ũ, s) (qui n'est pas unique) assoié à s par le théorème3.5 est solution de (3.4).Remarque 3.7 (Manipulation pratique des ontraintes du seond ordre). En utilisantdes astues lassiques (voir [BTN01℄ et le hapitre 4), les deux problèmes (3.11) et (3.13)peuvent être reformulés omme des problèmes SOCP (� seond order-one programs �)standards, 'est-à-dire des problèmes d'optimisation de la forme





min c⊤x (fontion-objetif linéaire )
Ax = b (ontraintes a�ne)
x ∈∏

j Kj (ontraintes oniques)où les Kj sont soit des �nes du seond ordre, soit des �nes polyédriques. Le problèmeSOCP a été beauoup étudié [AG03℄ et on dispose de odes e�aes pour le résoudre[Stu99℄. On peut aussi envisager d'utiliser des algorithmes spéi�ques qui exploitent lastruture de (3.11) et (3.13) [Ku07℄. On voit aussi que dans le as bidimensionnel (d = 2),(3.11) et (3.13) deviennent de simples programmes quadratiques (QP) pour lesquels onpeut utiliser tous les algorithmes usuels et leurs nombreuses implémentations.3.3 Existene d'une solution au problème inrémentalDans ette setion, on prouve le résultat d'existene prinipal. La ontribution essen-tielle de e hapitre est que, sous l'hypothèse (H̄), le problème de point �xe (3.24) admetune solution. Cette hypothèse admet une interprétation méanique simple : elle signi-�e qu'il doit être inématiquement possible qu'en haque point de ontat i, la vitesserelative ui appartienne à (Ki)∗ (voir la sous-setion 3.4.1).On prouve tout d'abord l'existene sous l'hypothèse (H) via une série de lemmestehniques (sous-setion 3.3.1), visant à appliquer le théorème de Brouwer. Pour passerde (H) à (H̄), on utilise ensuite un argument de perturbation.Quelques exemples d'appliations sont donnés dans la sous-setion 3.4.



62 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCE3.3.1 Existene d'un point �xeCommençons par quelques lemmes, qui aboutissent à la démonstration de la onti-nuité de F dé�nie à l'équation (3.16) i-dessous.Lemme 3.8 (Caratère borné). Sous l'hypothèse (H̄) ou l'hypothèse plus forte (H), lesfontions v et F dé�nies par (3.15) et (3.16) sont bien dé�nies et bornées.Démonstration. L'hypothèse (H̄) assure l'existene d'un v̄ ∈ C̄(0). D'après le lemme(3.3), C̄(s) est non vide pour tout s ≥ 0 ; (3.15) a don une solution unique v(s), et
J(v(s)) ≤ J(v̄) < +∞. Par oerivité de J , ei entraîne que v(·) est bornée. Le aratèreborné de F est ensuite immédiat ar ũT(s) = [Hv(s) + w]T.Lemme 3.9 (Convexité de la valeur optimale). Sous l'hypothèse (H̄), la fontion q : Rn →
R ∪ {+∞} dé�nie par (3.12) est onvexe sur Rn, et ontinue sur (R∗

+)n.Démonstration. On onsidère le sous-ensemble de Rn × R dé�ni par
Γ :=

{
(s, t) ∈ Rn × R : ∃v ∈ C(s) : J(v) ≤ t

}
.On va montrer que Γ est onvexe et fermé. Pour démontrer la onvexité, prenons α ∈

[0, 1], (s1, t1) et (s2, t2) dans Γ et onsidérons v1 et v2 qui leur sont assoiés. En utilisantla onvexité de L∗ et J , on voit que vα := αv1+(1−α)v2 satisfait vα ∈ C(αs1+(1−α)s2)et J(vα) ≤ αt1 + (1− α)t2 ; ainsi, α(s1, t1) + (1− α)(s2, t2) appartient à Γ.On prouve maintenant que Γ est fermé. Considérons une suite (sk, tk) ∈ Γ quionverge vers (s̄, t̄) ∈ Rn × R, et une suite assoiée (vk)k. Pour k assez grand, on a
tk ≤ 2t̄, don J(vk) ≤ 2t̄ ; ainsi la suite (vk)k est inluse dans un ensemble de sous-niveaude J . Par oerivité de J , on peut extraire une sous-suite (vk′)k′ qui tend vers v̄ ∈ Rm.En passant à la limite k′ → +∞ dans

vk′ ∈ C(sk′) et J(vk′) ≤ tk′ ,et en utilisant la fermeture de L∗ et la ontinuité de J , on voit que (s̄, t̄) appartient à Γ(et est assoié à v̄). Ainsi, Γ est un ensemble onvexe fermé.On observe maintenant que q(s) peut être rérit de la manière suivante
q(s) = min{t : (s, t) ∈ Γ}.Ainsi q est la fontion lower-bound de Γ ; le théorème IV-1.3.1 de [HUL93℄ montre que qest onvexe et semi-ontinue inférieurement sur Rn.Sous l'hypothèse (H̄), q est �nie sur Rn

+ ar son ensemble réalisable n'est pas vide.Ainsi Rn
+ est inlus dans le domaine de q, et ette fontion est don ontinue sur (Rn

+)∗d'après le théorème IV.2.1.2 de [HUL93℄ (qui a�rme qu'une fontion onvexe est ontinuesur l'intérieur relatif de son domaine).



3.3. EXISTENCE D'UNE SOLUTION AU PROBLÈME INCRÉMENTAL 63Remarque 3.10. Une autre manière de voir la onvexité de q est la suivante : la fontion
p dé�nie par (3.14) est lairement onave ('est un min, sur une famille indexée par r, defontions a�nes � don onaves � de s ; or on sait qu'un min de fontions onaves estonave). D'après l'équation (3.17), q est don onvexe ; mais et argument ne tient quesi C(s) 6= ∅ (ette hypothèse est faite dans le théorème 3.5) alors que la démonstrationqui vient d'être donnée pour le lemme 3.9 ne néessite pas ette hypothèse.Lemme 3.11 (Continuité de la solution optimale). Sous l'hypothèse (H), la fontion vdé�nie par (3.15) et la fontion F dé�nie par (3.16) sont ontinues sur Rn

+.Démonstration. Soit s̄ ∈ Rn
+ et Rn

+ ∋ sk → s̄ ; on veut montrer que v(sk)→ v(s̄). Soit
v̄ un point d'aumulation de la suite (v(sk))k (qui est bornée, d'après le lemme 3.8) ;onsidérons une sous-suite (v(sk′))k′ telle que v(sk′)→ v̄.En passant à la limite k →∞ dans l'inlusion Hv(sk) +w+Esk ∈ L∗ et en utilisantle fait que H est ontinue et L∗ est fermé, on obtient : Hv̄ + w + Es̄ ∈ L∗. Cei prouveque v̄ est réalisable pour (3.11) ave le paramètre s̄.D'autre part, la ontinuité de J implique

q(s′k) = J(v(sk′))→ J(v̄).Par ontinuité de q (3.9), on a aussi q(s′k)→ q(s̄), don J(v̄) = q(s̄) = J(v(s̄)).On vient don de montrer que v̄ est la solution unique de (3.11) ave le paramètre
s̄ : v̄ = v(s̄). Ainsi v(s̄) est l'unique point d'aumulation de la suite (v(sk))k qui, deplus, est bornée par le lemme 3.8. Cei prouve la ontinuité de v. Celle de F déouleimmédiatement de sa dé�nition (3.16) et de la dé�nition (3.2) de ũ.Nous sommes maintenant en mesure de démontrer notre résultat d'existene sousl'hypothèse (H).Théorème 3.12 (Existene d'une solution). On rappelle que M est supposée dé�niepositive (hypothèse 1.1). Si (H) est véri�ée, alors la fontion F dé�nie par (3.16) admetau moins un point �xe. Autrement dit, le problème de point �xe (3.4) et par onséquent(au vu du théorème 3.6) le problème inrémental (1.33) possèdent une solution.Démonstration. La fontion F (·) est positive et le lemme 3.8 montre qu'elle est bornée.Soit R ≥ 0 tel que ImF ⊂ Rn

+∩B(0, R). En partiulier, F (Rn
+∩B(0, R)) ⊂ Rn

+∩B(0, R).Le lemme 3.11 a�rme que sous l'hypothèse (H), F (·) est aussi ontinue. On peut donappliquer le théorème du point �xe de Brouwer à F sur Rn
+ ∩ B(0, R) pour obtenir lerésultat.On démontre ainsi de manière assez simple l'existene de solution au problème in-rémental sous l'hypothèse (H). La sous-setion suivante est onsarée au passage àl'hypothèse (H̄). Elle élaire les problèmes qui peuvent survenir lorsqu'on se passe de laquali�ation assurée par (H) : la dualité onique entre (3.11) et (3.13) n'a plus néessai-rement lieu, et une solution du problème de point �xe (3.24) peut ne pas orrespondre àune solution du problème inrémental.



64 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCE3.3.2 Argument de perturbationA�n de généraliser le théorème 3.12, nous nous intéressons aux propriétés de onti-nuité de la multi-appliation C̄(·). Commençons par rappeler les di�érentes notions deontinuité pour les multi-appliations [HUL93, RW98℄.La distane d(x, S) d'un point x à un ensemble onvexe fermé S est dé�nie par
d(x, S) := mins∈S ‖x − s‖. On dé�nit aussi l'exès d'un ensemble S1 par rapport à unensemble S2 par

eH(S1/S2) := sup{d(x, S2), x ∈ S1}et la distane de Hausdor� entre S1 et S2

∆H(S1, S2) := max
(
eH(S1/S2), eH(S2/S1)

)
.Une multi-appliation S : D ⊂ Rn → Rm est dite semi-ontinue extérieurement1 en

x̄ ∈ D lorsque pour tout ε > 0, il existe un voisinage N de x̄ dans D tel que pour tout
x ∈ N

S(x) ⊂ S(x̄) +B(0, ε) ou enore eH(S(x)/S(x̄)) ≤ ε.De la même manière, S est dite semi-ontinue intérieurement en x̄ ∈ D lorsque pourtout ε > 0, il existe un voisinage N de x̄ dans D tel que pour tout x ∈ N
S(x̄) ⊂ S(x) +B(0, ε) autrement dit eH(S(x̄)/S(x)) ≤ ε.De plus, S est dite ontinue en x̄ quand elle est à la fois semi-ontinue intérieurement etextérieurement en x̄. En�n S est dite fermée quand son graphe est fermé, 'est-à-dire

∀(xk)k ∈ D ave xk → x̄, ∀(vk)k ∈ S(xk) ave vk → v̄, x̄ ∈ D et v̄ ∈ S(x̄) (3.25)et bornée lorsque S(D) est un ensemble borné.Il est faile de montrer qu'une multi-appliation fermée et bornée est semi-ontinueextérieurement. Par ailleurs, une fontion (ordinaire) ontinue sur un ensemble ompatest uniformément ontinue sur et ensemble ; le résultat suivant généralise ette propriétéaux multi-appliations.Lemme 3.13. Soit S une multi-appliation fermée, bornée et semi-ontinue intérieure-ment dé�nie sur un ensemble ompat C. Alors S est uniformément ontinue sur C :
∀ ε > 0,∃ δ > 0, ∀x, y ∈ C, ‖x− y‖ ≤ δ ⇒ ∆H(S(x), S(y)) ≤ ε.Démonstration. On va montrer e résultat par l'absurde. Supposons qu'il existe ε > 0tel que pour tout k = 1, 2 . . . ave δk → 0 quand k → ∞, il existe xk et yk ave

‖xk − yk‖ ≤ δk et ∆H(S(xk), S(yk)) > ε. Cei signi�e que, pour tout k : soit il existe
uk ∈ S(xk) tel que d(uk, S(yk)) > ε ; soit il existe vk ∈ S(yk) tel que d(vk, S(xk)) > ε.1La terminologie � semi-ontinue supérieurement � est plus traditionnelle.



3.3. EXISTENCE D'UNE SOLUTION AU PROBLÈME INCRÉMENTAL 65Au moins l'une des deux suites uk et vk (disons uk) est in�nie, et quitte à hanger lesindies on peut supposer qu'elle est dé�nie pour tout k ∈ IN. Ainsi on a
d(uk, S(yk)) > ε pour tout k ∈ IN. (3.26)Comme C est ompat et S est bornée (don uk est bornée), on peut supposer (quitteà extraire une sous-suite) que xk → ℓ et uk → ū. La multi-appliation S étant ferméepar hypothèse, on a ū ∈ S(ℓ). Comme ‖xk − yk‖ → 0, on a aussi yk → ℓ. Pour ksu�samment grand, on a d(ū, S(yk)) ≤ ε/3 (grâe à la semi-ontinuité intérieure) et ona aussi ‖uk − ū‖ ≤ ε/3 (ar uk → ū). Ainsi

d(uk, S(yk)) ≤ d(uk, ū) + d(ū, S(yk)) ≤
2ε

3
< εe qui ontredit (3.26) et ahève la démonstration.Appliquons e résultat à notre multi-appliation C̄. Pour la borner, on introduit lamulti-appliation suivante

G :

{
Rn

+ −→ Λ

s 7−→ C̄(s) ∩ Λ,
(3.27)où Λ est l'ensemble onvexe et ompat (voir le lemme 3.8)

Λ := {v ∈ Rm : J(v) ≤ J(v(0))}.Commençons par une propriété élémentaire de G.Lemme 3.14. Le graphe de la multi-appliation G dé�nie par (3.27) est onvexe etfermé.Démonstration. Soient (s1, v1), (s2, v2) ∈ graph(G) et α ∈ [0, 1]. On a don u1 :=
Hv1 + w + Es1 ∈ L∗ et u2 := Hv2 + w + Es2 ∈ L∗. La onvexité de L∗ implique
αu1 + (1− α)u2 ∈ L∗. Autrement dit

H(αv1 + (1− α) v2) + w + E(αs1 + (1− α) s2) ∈ L∗,don (αv1 + (1 − α) v2) ∈ C̄(αs1 + (1 − α) s2). Par ailleurs, la onvexité de Λ impliqueque (αv1 + (1−α) v2) ∈ Λ, don α(s1, v1) + (1−α)(s2, v2) ∈ graph(G). Cei prouve quele graphe de G est onvexe.Soit maintenant sk ∈ Rn
+ ave sk → s̄ et vk ∈ G(sk) ave vk → v̄. Par dé�nition ona Hvk + w + Esk ∈ L∗ ; en vertu de la ontinuité de H et de la fermeture de L∗, on a

Hv̄ + w + Es̄ ∈ L∗. De plus Λ est fermé, don v̄ ∈ Λ. Finalement, v̄ ∈ G(s̄), don legraphe de G est fermé.Passons à la semi-ontinuité intérieure de G qui est la partie la plus di�ile, et utilisede façon ruiale le aratère monotone de la multi-appliation C̄.



66 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCELemme 3.15. Sous l'hypothèse (H̄), la multi-appliation G dé�nie par (3.27) est semi-ontinue intérieurement sur Rn
+.Démonstration. Soit s̄ ∈ Rn
+ et ε > 0. Il su�t de montrer que

∃δ > 0 : ∀s ∈ Rn
+, ‖s − s̄‖∞ ≤ δ ⇒ G(s̄) ⊂ G(s) +B(0, ε).Si s̄ = 0, ei est évident ar G est roissante. Sinon, soit χ := mini{s̄i : s̄i > 0} > 0.Soit aussi v̄ ∈ G(s̄) 6= ∅, et �xons v0 ∈ G(0) 6= ∅ ; on peut supposer que v0 6= v̄, sinon

v̄ ∈ G(0) ⊂ G(s) pour tout s ≥ 0 et il n'y a rien à montrer. On va démontrer que lavaleur
δ := min(χ,

χε

‖v0 − v̄‖
) > 0onvient ; noter que s̄i − δ ≥ 0 pour tout i tel que s̄i > 0. Formons maintenant uneombinaison onvexe

sα := (1− α) 0 + α s̄ = α s̄de 0 ∈ Rm et de s̄, où α ∈ [0, 1] est hoisi de manière à avoir sα ≤ s (don G(sα) ⊂ G(s))pour tout s ≥ 0 tel que ‖s− s̄‖∞ ≤ δ (�g. 3.1). On pose don α := 1− δ/χ, e qui assure
s̄

‖s− s̄‖∞ ≤ δ

δ

δ

sα := α s̄Fig. 3.1 � Choix de la valeur de αbien αs̄i ≤ s̄i − δ pour tout i tel que s̄i > 0 (pour les i tels que s̄i = 0, on a évidemment
αs̄i ≤ si pour tout s ≥ 0 quel que soit α ∈ [0, 1]).Posons maintenant vα := (1− α) v0 + α v̄ (ette notation étant bien ompatible aveelle de v0). En vertu de la onvexité du graphe de G (lemme 3.14), vα ∈ G(sα). Ainsi,pour tout s ≥ 0 tel que ‖s − s̄‖∞ ≤ δ on a vα ∈ G(s).Réapitulons ; on a �xé δ, puis pour tout v̄ ∈ G(s̄), on a onstruit vα qui appartientà G(s) pour tout s ≥ 0 tel que ‖s− s̄‖∞ ≤ δ. De plus v̄ = vα + (v̄ − vα) ave

‖v̄ − vα‖ = (1− α)‖v0 − v̄‖ =
δ

χ
‖v0 − v̄‖ ≤ ǫe qui ahève la démonstration.Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la ontinuité de G, qui sera utiliséedans la démonstration du lemme 3.17 i-dessous.



3.3. EXISTENCE D'UNE SOLUTION AU PROBLÈME INCRÉMENTAL 67Lemme 3.16. La multi-appliation G dé�nie par (3.27) est uniformément ontinue surtout ompat.Démonstration. D'après les lemmes 3.14 et 3.15, G est fermée et semi-ontinue inté-rieurement, et elle est manifestement bornée puisque G(s) ⊂ Λ pour tout s ∈ Rn
+. Lelemme 3.13 permet de onlure.Revenons à l'étude du problème inrémental. On suppose que les données H,w,E, µsatisfont l'hypothèse (H̄) mais peut-être pas l'hypothèse (H). L'argmin orrespondant

v(s) et la fontion F assoiée sont bien dé�nis par (3.15) et (3.16), mais pour l'instantnous n'avons pas démontré que F est ontinue. Nous allons le faire grâe à un argument deperturbation qui nous permettra de revenir au as préédemment étudié où l'hypothèse(H) est véri�ée. Une fois montrée la ontinuité de F , le théorème de Brouwer s'appliquede la même manière.Pour δ > 0, soit ∆ := (δ, . . . , δ) et wδ := w + E∆. Les données H,wδ, E, µ satisfontl'hypothèse (H) (on rappelle qu'on a supposé µi > 0 pour tout i, voir la remarque3.2) de sorte que l'argmin orrespondant vδ(s) est bien dé�ni et la théorie préédentes'applique : la fontion orrespondante Fδ est ontinue. On va montrer que Fδ(s)→ F (s)uniformément par rapport à s sur un ensemble ompat su�samment grand, prouvantainsi que F est ontinue sur e ompat. Pour ommener, on montre la onvergeneuniforme sur tout ompat de vδ(·) vers v(·).Lemme 3.17. Sous l'hypothèse (H̄), soient v et vδ omme i-dessus. Soit D ⊂ Rn
+ unensemble ompat.

∀ǫ > 0, ∃δ̄ > 0, ∀δ ∈ [0, δ̄], ∀s ∈ D : ‖vδ(s)− v(s)‖ ≤ ǫ.Démonstration. Sahant que J est fortement onvexe (hypothèse 1.1), il existe α > 0tel que pour tout s ∈ Rm
+ , pour tout δ > 0 et pour tout v ∈ Rm

J(v) ≥ J(vδ(s)) +∇J(vδ(s)) · (v − vδ(s)) + α‖v − vδ(s)‖2.Notons alors sδ := s+(δ, . . . , δ) ; si v ∈ G(s) ⊂ G(sδ), alors l'optimalité de vδ(s) implique
∇J(vδ(s)) · (v − vδ(s)) ≥ 0. On a don la ondition de roissane

η := α‖vδ(s)− v(s)‖2 ≤ J(v(s)) − J(vδ(s)). (3.28)De plus, J est lipshitzienne sur Λ ave une ertaine onstante de Lipshitz κ. Soit ǫ > 0 ;on pose
γ :=

αǫ2

κ
.L'uniforme ontinuité de G sur le ompat D (lemme 3.16) implique l'existene d'un

δ̄ > 0 tel que, pour tout δ ∈ [0, δ̄] et pour tout s ∈ D tel que sδ ∈ D, on a
G(sδ) ⊂ G(s) +B(0, γ).



68 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCEComme vδ(s) ∈ G(sδ), il existe don un ωδ ∈ G(s) tel que ‖ωδ−vδ(s)‖ ≤ γ. Introduisons
ωδ dans (3.28) ; on obtient

η ≤ [J(v(s)) − J(ωδ)] + [J(ωδ)− J(vδ(s))] ≤ J(ωδ)− J(vδ(s))ar J(v(s)) ≤ J(ωδ) par dé�nition de v(s), et �nalement
η ≤ κ‖ωδ − vδ(s)‖ ≤ κγen utilisant la propriété de Lipshitz. Vu la dé�nition de η, ei démontre que
‖vδ(s)− v(s)‖ ≤

√
κγ

α
= ǫet ahève la démonstration.Ce résultat de onvergene uniforme permet alors d'étendre le lemme 3.11 de onti-nuité de F .Lemme 3.18. Soit R ≥ 0 tel que ImF ⊂ B(0, R). Alors

Fδ(s) −→
δ→0

F (s)uniformément par rapport à s ∈ Rn
+ ∩B(0, R). En partiulier, F est ontinue sur Rn

+.Démonstration. Pour tout i ∈ {1, . . . n} on a
|F iδ(s)− F i(s)| = |‖ũiδ,T‖ − ‖ũiT‖|

≤ ‖ũiδ,T − ũiT‖
= ‖(ũiδ − ũi)T‖
≤ ‖ũiδ − ũi‖
≤ ‖ũδ − ũ‖
= ‖Hvδ(s) + w + E(s + ∆)− (Hv(s) + w + Es)‖
= ‖H(vδ(s)− v(s)) + E∆‖
≤ ‖H‖ ‖vδ(s)− v(s)‖+ ‖E‖ ‖∆‖.

(3.29)
Comme vδ(s) onverge vers v(s) uniformément par rapport à s (ave ‖s‖ ≤ R) quand δtend vers zéro, ei prouve la onvergene uniforme de Fδ vers F sur Rn

+ ∩B(0, R), donla ontinuité de F sur et ensemble. Comme R peut être hoisi arbitrairement grand, Fest ontinue sur Rn
+.On a don la généralisation suivante du théorème 3.12, qui a�rme l'existene d'unesolution au problème inrémental sous l'hypothèse faible (H̄).



3.3. EXISTENCE D'UNE SOLUTION AU PROBLÈME INCRÉMENTAL 69Théorème 3.19 (Existene d'un point �xe). Sous l'hypothèse 1.1 et si (H̄) est véri�ée,la fontion F dé�nie par (3.16) admet au moins un point �xe.Démonstration. F est ontinue d'après le lemme 3.18 et bornée d'après le lemme 3.8.La démonstration est identique à elle du théorème 3.12.La question est maintenant de savoir si la solution s du problème de point �xe or-respond à une solution du problème inrémental (autrement dit, si on peut appliquer lethéorème 3.6 bien que l'hypothèse C(s) 6= ∅ ne soit pas satisfaite).Théorème 3.20. On suppose que (H̄) est satisfaite ; soit v tel que u := Hv + w ∈ L∗.D'après le théorème 3.19, la fontion F dé�nie par (3.16) admet (au moins) un point �xe
s. Si s > 0, ou plus généralement si ui ∈ intΛ∗

µi pour tous les indies i tels que si = 0,alors il existe r tel que (v(s),Hv(s) +w, r) soit solution du problème inrémental.Démonstration. La démonstration est identique à elle du théorème (3.6) : si ui ∈
int Λ∗

µi pour tous les indies i tels que si = 0, alors l'optimum v(s) dans (3.11) estquali�é et il existe une solution duale r.Dans le as où l'un des si est nul et la quali�ation n'a pas lieu pour le �ne orrespon-dant, alors on ne peut pas onlure : il se peut qu'auun r (solution duale) orrespondantau ouple (v, u) (solution primale) n'existe, omme le prouve l'exemple suivant.Exemple 3.21. Soit m = 2, n = 1, d = 3 ; la omposante normale est la troisième(e = (0, 0, 1)) et le oe�ient de frottement est µ = 1. On onsidère les données suivantes :
M = I2, f =

[
0
1

]
, H =




1 0
0 1
1 0


 , w =



0
0
0


 .L'hypothèse (H) est satisfaite : ∃v = (0, 0): Hv +w = 0 ∈ L∗ ; les fontions v et F sontbien dé�nies par (3.15) et (3.16). En s = 0, on voit failement que

v :=

{
argmin(1

2‖v‖2 + v2)
v1 ≥ 0, v2 = 0

=

[
0
0

]de sorte que v(0) = 0, et F (0) = 0 : la fontion F admet un point �xe en 0. Pourtant, epoint �xe ne orrespond pas à une solution du problème inrémental : en e�et,
Mv(s) + f =

[
0
1

]
/∈ H⊤Lar on voit failement que H⊤L = (0, 0) ∪ R+

∗ × R.



70 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCECe exemple montre que lorsque seule l'hypothèse faible est satisfaite, l'équation depoint �xe peut posséder des solutions qui ne orrespondent pas à des solutions du pro-blème inrémental. Dans la mise en oeuvre pratique de ette tehnique, si on obtientnumériquement un point �xe de F qui ne satisfait pas les hypothèses du théorème 3.19, ilfaut don véri�er a posteriori l'existene de la solution duale r. En pratique, les problèmesarriveront alors dès l'évaluation de la fontion F au point litigieux, ar les algorithmesusuels éhoueront à résoudre le problème (3.11) (pourtant bien posé, mais non quali�é).Le hapitre suivant disute le problème de la reonstrution de la solution duale r à par-tir de la résolution du problème primal (3.11) (voir la remarque 4.20 et la sous-setion4.7.3).3.4 AppliationsDans ette setion, on applique le ritère d'existene2 à quelques situations simplesa�n d'illustrer son � mode d'emploi � et de montrer son large hamp d'appliation ; enpartiulier, on verra dans les sous-setions 3.4.2 et 3.4.3 deux exemples dans lesquels leritère d'existene est non seulement su�sant, mais aussi néessaire. Ce n'est malheu-reusement pas un as général, omme le prouve la sous-setion 3.4.4 : il arrive que leproblème inrémental possède une solution sans que (H̄) soit véri�é.3.4.1 Interprétation méaniqueL'hypothèse (H̄) exige qu'il soit inématiquement possible qu'en haque point deontat i, la vitesse relative appartienne à (Kµi,ei)∗ (le �ne dual du �ne de frottement).Cei est inattendu ; une hypothèse plus naturelle est la suivante
∃v ∈ Rm : ∀i ∈ 1, . . . n : [Hv + w]iN ≥ 0, (3.30)qui signi�e simplement qu'il doit être possible d'empêher la pénétration. Cei n'est pasle as, par exemple, pour le problème représenté sur la �gure 3.2 où un disque rigideest érasé entre le sol immobile et un plan mobile de vitesse u0 > 0. Quand tous les

u0Fig. 3.2 � Il est impossible d'éviter la pénétrationoe�ients de frottement sont nuls, l'hypothèse (H̄) est équivalente à l'hypothèse (3.30)(sous-setion 3.4.2), mais dans les autres as elle est stritement plus exigeante : ene�et, le fait qu'il soit inématiquement possible d'éviter la pénétration ne garantit pasl'existene d'une solution, omme le prouve l'exemple de Painlevé vu au hapitre 1.2Disons, elui de Klarbring-Pang, théorème 3.1, dont l'énoné est plus simple et plus puissant quenotre théorème 3.19.
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K∗

θ

K∗

K
K

θ

K∗

K

θ

arctan(µ)arctan(µ)arctan(µ)

u0 < 0 u0 > 0 et θ > arctan(µ) u0 > 0 et θ ≤ arctan(µ)Fig. 3.3 � Appliation de notre ritère à l'exemple de la barre de Painlevé3.4.2 Cas sans frottementLorsque le oe�ient de frottement µi est nul pour tous les ontats, la matrie Eest la matrie nulle et les variables s et ũ disparaissent du problème (3.4). Si (v, u, r) estsolution du problème (3.4), en partiulier v ∈ C̄(0) don (H̄) est véri�ée. Cei prouveque la ondition (H̄) est néessaire et su�sante dans le as sans frottement.On voit que dans e as, le ritère est trivial : il su�t de véri�er qu'il est inématique-ment possible d'éviter l'interpénétration (en e�et, L∗ est alors le demi-espae supérieuret u = Hv+w ∈ L∗ signi�e simplement que toutes les vitesses normales uiN sont positivesou nulles). Il est évident que e ritère est néessaire ; le théorème 3.19 a�rme qu'il estaussi su�sant (e que l'on peut voir diretement en onsidérant le fait que dans le assans frottement, le problème inrémental est un QP, voir (1.36)).3.4.3 Caratère néessaire sur l'exemple de PainlevéPour l'exemple de la barre de Painlevé, déjà étudié à la sous-setion 1.4.4, on saitaluler à la main les solutions du problème inrémental et on peut don les ompareraux onséquenes du théorème 3.19.On a vu que le problème inrémental (1.43) possède une solution si et seulement si
u0 ≤ 0 ou [u0 > 0 et tan θ > µ]. (3.31)De son �té, le théorème 3.19 a�rme qu'il existe une solution si
∃ v ∈ R ; (u0, 0) + (cos θ, sin θ) v ∈ K∗. (3.32)La �gure 3.3 représente les trois situations possibles. On voit que la ondition su�sante(3.32) est en fait équivalente à la ondition néessaire et su�sante (3.31) : sur et exemple,le théorème 3.19 donne don une ondition néessaire et su�sante.3.4.4 Contre-exemple au aratère néessaireLes deux sous-setions préédentes suggèrent que l'hypothèse (H̄) est peut-être uneondition néessaire et su�sante dans le as général, mais il n'en est rien : l'exemple quisuit, qui est enore une variante de la barre de Painlevé, montre une situation où unesolution au problème inrémental existe bien que ette hypothèse ne soit pas véri�ée.



72 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCEIl su�t de reprendre le problème inrémental (1.40), dans lequel la gravité est dirigéevers le haut (g = 1). Par rapport à (1.43), seul le signe du terme onstant f est modi�é(f = ± sin(θ)). Or, f n'intervient pas dans l'hypothèse (H̄). La sous-setion préédentemontre que si tan(θ) < µ, ette hypothèse n'est pas véri�ée ; pourtant, le lemme 1.2a�rme que deux solutions existent dans e as.Remarque 3.22. L'hypothèse (H̄) est purement inématique et ne dépend ni de lamatrie de masse M ni du terme f qui ontient les fores et les onditions initiales. Leritère du théorème 3.19 n'utilise don pas toute l'information disponible, et il n'est passurprenant qu'il ne onstitue qu'une ondition su�sante en général.3.4.5 Caratère intrinsèqueIndépendamment de la valeur de H et w, l'hypothèse (H̄) est véri�ée lorsqu'il estinématiquement possible d'imposer à haque ontat une vitesse relative qui appartienneà K∗
µ. En partiulier, si on peut imposer une vitesse nulle ou vertiale à haque pointde ontat, le ritère est véri�é et une solution existe. Ce ritère ne onerne don quela inématique du système, et pas son paramétrage : il est intrinsèque au système. Parexemple, le as où w est nul est rendu trivial par le théorème 3.19 : il su�t de prendre

v = 0 dans (H̄) (voir la sous-setion suivante). En général, ave les paramétrages usuels,les systèmes méaniques pour lesquels tous les objets extérieurs à la simulation sontimmobiles véri�ent w = 0. Cependant, si l'on prend un paramétrage qui dépend dutemps, on peut avoir w 6= 0 même lorsque les objets extérieurs sont immobiles. Danse as, prendre v = 0 ne su�t pas pour véri�er (H̄). Cependant, grâe au aratèreintrinsèque du ritère, on voit qu'une solution existe (et qu'il su�rait de hanger leparamétrage ou le référentiel pour avoir w = 0).3.4.6 Objets extérieurs en mouvement de solide rigideOn vient de voir que le problème inrémental admet toujours une solution lorsque lesobjets extérieurs à la simulation sont tous immobiles ; plus généralement, supposons queles objets extérieurs sont animés d'un mouvement de solide rigide : il su�t d'imposere même mouvement aux objets internes à la simulation pour que toutes les vitessesrelatives soient nulles, et que (H̄) soit satisfaite. Ainsi, dans les trois situations lassiquesreprésentées sur la �gure 3.4, il existe une solution au problème inrémental à haque pasde temps. Sur ette �gure, le premier shéma représente l'exemple très lassique d'unegrande quantité de solides (en général rigides) qui tombent d'un silo et forment un tassur le sol. Le silo et le sol étant immobiles, le problème inrémental admet toujours unesolution. Le deuxième shéma représente une expériene de plaque vibrante sur laquelleon a disposé des solides. La plaque étant animée d'un mouvement de solide rigide, unesolution existe à haque pas de temps. Le dernier shéma représente une expériene de� mahine à laver � : des solides sont disposés dans un tambour qui tourne ave unevitesse imposée. Là enore, le seul objet extérieur (le tambour) est animé d'un hamp devitesse de solide rigide, don une solution existe à haque pas de temps.
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Fig. 3.4 � Trois situations lassiques où le ritère s'applique3.4.7 Solides déformablesSupposons que le système est onstitué d'un solide déformable disrétisé en espae,et que ses degrés de liberté orrespondent à la position des noeuds d'un ertain maillage.Supposons de plus que la détetion de ollisions soit faite au niveau des noeuds et qu'onne délare pas plus d'une ollision par noeud. Alors, en haque point de ontat, il su�tde donner à haque noeud une vitesse vertiale (selon ei) pour que (H) soit véri�ée. Ceiprouve qu'il existe alors une solution au problème inrémental pour toute valeur de µ.Plus généralement, quand un système dispose de su�samment de degrés de libertépour qu'on puisse régler les vitesses relatives à tous les ontats indépendamment lesunes des autres en jouant sur les degrés de liberté, on peut imposer une vitesse relativedirigée selon ei et on obtient l'existene d'une solution à tous les pas de temps. Ce résultatd'existene inonditionnelle pour le problème disrétisé en temps et en espae lorsque lesystème est déformable est omparable à elui dû à Haslinger [Has83℄ dans le as statique.3.4.8 Conditions sur HOn peut donner des onditions su�santes de véri�ations de (H) et (H̄) en onsidé-rant seulement la matrie H, ou plut�t Ker(H⊤). Si les lignes de H sont linéairementindépendantes, on a

Ker(H⊤) = {0} = (ImH)⊥ (3.33)don ImH = Rnd. Par onséquent, l'intersetion ImH+w∩intL∗ n'est pas vide : (H) estsatisfaite. Cei prouve qu'une solution au problème inrémental existe, indépendammentde la valeur de w et des oe�ients de frottement µi.Une hypothèse plus faible que (3.33) est la suivante
Ker(H⊤) ∩ L = {0}. (3.34)Le orollaire 16.4.2 de [Ro70℄ a�rme que pour tous �nes onvexes fermés K1,. . . Kp ona

(K1 ∩ · · · ∩Kp)
◦ = cl(K◦

1 + · · ·+K◦
p).En prenant p = 2, K1 := Ker(H⊤) et K2 := L, on trouve

(Ker(H⊤) ∩ L)◦ = cl(ImH + L◦)
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(sol immobile)

(pelle mobile)

Fig. 3.5 � Deux objets extérieurs de vitesses di�érentesAinsi, si (3.34) est satisfaite, alors
cl(ImH + L◦) = {0}◦ = Rnddon ImH + L◦ = Rnd (un ensemble onvexe dense est égal à tout l'espae, omme onpeut le démontrer à partir du théorème de Carathéodory), et (H) est satisfaite.3.4.9 Nombre de ontats et nombre de degrés de libertéOn a vu dans la sous-setion préédente 3.4.8 que le problème inrémental admettoujours une solution lorsque H est surjetive. Comme H est de taille nd×m, ei n'estertainement pas véri�é lorsque nd > m, mais peut arriver si nd ≤ m.De plus quand le sous-espae vetoriel Im(H) n'est pas de dimension pleine, il ya intuitivement peu de hanes qu'il intersete L∗ − w ; en e�et, L∗ est inlus dans leproduit de n demi-espaes en dimension d et oupe don au maximum une fration 1/2ndu � volume disponible �.Le aratère non-surjetif de H implique aussi la non-injetivité de W . En partiulierquand nd > m, W est toujours singulière ; son onditionnement devient in�ni, e quipose des di�ultés supplémentaires aux algorithmes de résolution que nous verrons auhapitre 4. On soupçonne don une ertaine orrélation entre le rapport (nd)/m d'unepart, et la satisfation de (H) ou la � di�ulté � du problème d'autre part. Cei seraon�rmé par les expérienes numériques du hapitre 5.3.4.10 Quand le ritère ne s'applique pasLorsque le système méanique est plus ompliqué, par exemple s'il existe plusieursobjets extérieurs animés de vitesses di�érentes omme sur la �gure 3.5, il n'est pas possiblede véri�er le ritère de façon direte. Dans e as, on peut essayer de le véri�er par lealul, sur un ordinateur. La setion suivante montre omment e�etuer ette véri�ationen utilisant des algorithmes d'optimisation.3.5 Véri�ation du ritère par optimisationDans ette setion, on va voir omment il est possible d'appliquer le résultat d'exis-tene 3.19 en utilisant des aluls numériques pour véri�er les hypothèses (H̄) et (H).



3.5. VÉRIFICATION DU CRITÈRE PAR OPTIMISATION 75On suggère deux idées, qui onsistent à résoudre : l'une, un problème de faisabilité, etl'autre, un problème d'optimisation.3.5.1 Faisabilité ou optimisationLa véri�ation de l'hypothèse (H̄) onsiste à déterminer si l'intersetion d'un espaea�ne et d'un produit de �nes du seond ordre est vide ou non. Il s'agit don d'unproblème de faisabilité ; étant donnés H, w, les normales ei et les oe�ients µi, onherhe v ∈ Rm tel que
Hv + w ∈ L∗. (3.35)Dé�nissons également e := [(e1)⊤, . . . , (en)⊤]⊤, puis onsidérons le problème d'opti-misation {

max s
Hv − es+ w ∈ L∗ (3.36)Il existe s ≥ 0 tel que Hv + es+ w ∈ L∗ si et seulement si (H̄) est véri�ée. De même, ilexiste s > 0 tel que Hv + es+w ∈ L∗ si et seulement si (H) est véri�ée. Autrement dit,résoudre le problème (3.36) permet de véri�er les hypothèses du ritère d'existene :� si la valeur optimale de (3.36) est stritement négative, alors ni (H) ni (H̄) n'ontlieu� si ette valeur optimale est nulle, alors (H̄) a lieu mais pas (H)� en�n si ette valeur est stritement positive, (H) et (H̄) ont lieu toutes les deux.3.5.2 Notion de onditionnementLors de la résolution pratique de (3.36), on peut bien sûr arrêter l'algorithme dèsqu'une valeur stritement positive est atteinte (il n'est pas néessaire de terminer l'opti-misation). D'autre part, le as où la valeur optimale est exatement zéro est indétetableen pratique, puisque tous les aluls faits sur ordinateur sont approximatifs et que la va-leur s∗ issue de la résolution numérique de (3.36) n'est pas exatement égale à sa valeuroptimale. La situation est don plut�t la suivante (où δ > 0 est une une tolérane �xée).� Si s∗ ≤ −δ, on ne peut rien dire. Il est possible qu'une solution existe, mais on nesait pas le démontrer ; il n'est même pas sûr que le ritère d'existene soit violé :l'algorithme n'a peut-être simplement pas atteint une préision su�sante.� Si −δ < s∗ < δ, l'hypothèse (H̄) est peut-être véri�ée mais une petite perturbationdes données su�rait à e qu'elle ne le soit plus.� En�n si s∗ ≥ δ, une solution existe.Dans le troisième as, on a envie de délarer le problème � bien onditionné � ar ilontinuerait à posséder une solution malgré une petite perturbation des données. Cettenotion de onditionnement serait ependant imparfaite, ar l'hypothèse (H̄) n'est qu'uneondition su�sante d'existene. Il est possible qu'une solution existe sans que e ritèrene soit véri�é. Autrement dit, il arrive qu'on délare un problème � mal onditionné � defaçon exagérément pessimiste.



76 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCED'autre part, même quand (H̄) est une ondition néessaire et su�sante omme pourle problème de Painlevé de la sous-setion 3.4.3, ette notion de onditionnement estritiquable. Certes, lorsque seule l'hypothèse (H̄) est véri�ée mais pas (H) ('est-à-direlorsque u0 = 0 et tan θ = µ, voir la �gure 3.3), une minusule modi�ation des donnéesomme remplaer u0 = 0 par u0 = ε > 0 su�t à e que le problème n'admette plus desolution. Pourtant, on voit aussi sur la �gure 3.3 que pour u0 > 0 très petit et tan(θ)légèrement supérieur à µ, la valeur optimale de (3.36) vaut +∞ alors que le problèmesemble presque aussi mal onditionné que dans le as où u0 = 0 et tan(θ) = µ. Cei estdû au fait que v n'est pas ontraint dans (3.36) et peut prendre des valeurs extrêmes pourpermettre à s d'atteindre +∞ même lorsque le problème est, intuitivement, mal ondi-tionné. On propose don de borner v en imposant par exemple ‖v‖∞ ≤ R dans (3.36),où R est une onstante positive qui limite v à une valeur raisonnable (pour le problèmeméanique onsidéré). On propose don de onsidérer qu'un problème inrémental estd'autant mieux onditionné que la valeur optimale du problème suivant est grande




max s
Hv + Es+ w ∈ L∗

‖v‖∞ ≤ R.
(3.37)Ainsi, pour véri�er l'hypothèse (H) ou (H̄) du théorème 3.19 par le alul, on peut : soitrésoudre le problème de faisabilité (3.35), e qui est moins oûteux mais ne fournit pasd'information sur le onditionnement du problème ; soit résoudre le problème d'optimi-sation (3.37), e qui est plus oûteux mais permet de s'assurer que le problème possèdeune ertaine robustesse. Les deux sous-setions suivantes expliquent omment résoudreen pratique le problème de faisabilité (3.35) et le problème d'optimisation (3.37).3.5.3 Dimension 2Le �ne du seond ordre est ii polyédral et la ontrainte

x ∈ L∗se rérit trivialement sous forme de 2n ontraintes d'inégalité linéaires. Ainsi, véri�er(3.35) onsiste seulement à s'assurer qu'un ertain polyèdre n'est pas vide ; e problèmede faisabilité est lassique et on peut le résoudre en e�etuant par exemple la phase 1 del'algorithme du simplexe (qui permet de trouver une base réalisable).3.5.4 Dimension 3Une première idée que nous avons utilisée est d'attaquer le problème de faisabilitépar un algorithme de projetion. On peut par exemple résoudre
{

min 1
2‖v‖2

Hv + w ∈ L∗ (3.38)qui est un problème onnu (SOCLS, pour � seond-order one least squares � [Mal09℄).Il peut être résolu par exemple par un algorithme dual : on se ramène ainsi à minimiser



3.5. VÉRIFICATION DU CRITÈRE PAR OPTIMISATION 77sans ontraintes une fontion onvexe et C1. L'inonvénient de ette méthode est qu'ellene fournit en général qu'un point du bord, et ne permet don de véri�er que (H̄) maispas (H).Une autre idée très simple onsiste à remplaer L∗ dans (3.35) par un �ne polyédralinlus dans L∗. Si on parvient à résoudre le problème de faisabilité linéaire (e qui est faiten pratique ave un solveur LP), alors on résout du même oup le problème de faisabiliténon linéaire.En�n, si l'on préfère s'attaquer à (3.37) en dimension 3, il est néessaire de dispo-ser d'un solveur SOCP omme SeDuMi [Stu99℄ ; le oût de la véri�ation devient donnettement supérieur.Remarque 3.23. En dimension d = 2, le problème de faisabilité est linéaire : s'il n'admetpas de solution, alors le lemme de Farkas permet d'exhiber un erti�at prouvant que lepolyèdre orrespondant est vide. De plus, un tel erti�at est généralement fourni parles solveurs qui utilisent l'algorithme du simplexe. En revanhe en dimension d = 3,il n'est pas évident de produire un erti�at de non-satisfation lorsque le problème defaisabilité (3.35) n'a pas de solution. Supposons par exemple que l'on résout (3.38) par unalgorithme dual ; on arrête et algorithme lorsqu'on observe que la valeur de la fontionduale devient très grande, et on suppose alors que le problème dual est non borné, quele primal est infaisable et que (3.35) n'a pas de solution. Mais on ne peut pas en avoirla ertitude : en attendant plus longtemps, on aurait peut-être trouvé une solution auproblème dual.ConlusionEn reformulant le problème inrémental sous la forme (3.4) d'un problème d'optimi-sation onvexe � faile � ouplé ave une équation de point �xe, on obtient une démons-tration d'existene sous l'hypothèse (H̄). Cette hypothèse permet de traiter de nombreuxexemples (sous-setion 3.4), et elle est néessaire dans le as sans frottement et pour unertain nombre d'autres as partiuliers. De plus, lorsqu'on ne parvient pas à véri�erl'hypothèse (H̄) par le raisonnement, on peut reourir à une véri�ation par le alul enutilisant un ordinateur. En�n, puisqu'on dispose d'une ondition su�sante d'existene,on peut dé�nir une notion (imparfaite) de onditionnement : on délare un problème malonditionné lorsque la ondition su�sante d'existene est � presque insatisfaite �.La reformulation (3.4) semble être une bonne manière de onsidérer le problème inré-mental : sous ette forme, la démonstration du résultat d'existene est raisonnablementsimple et intuitive. En généralisant l'argument de perturbation, on pourrait sans doutegénéraliser le résultat d'existene au as où la matrie de masse est seulement semi-dé�nie(M ∈ S+
m au lieu de M ∈ S++

m ), mais e travail reste à réaliser.La reformulation proposée onsiste, au prix de l'introdution d'une variable supplé-mentaire s ∈ Rn, à diviser le problème inrémental en deux : une partie faile, onvexe,pour laquelle des algorithmes rapides et surtout robustes sont disponibles ; et une partiedi�ile (le problème de point �xe), de petite dimension, qui onentre les problèmes de



78 CHAPITRE 3. RÉSULTAT D'EXISTENCEnon-régularité et de non-onvexité. Ainsi, si l'on utilise notre reformulation pour e�etuerdes aluls pratiques, on peut espérer� d'une part, un gain de robustesse (puisque la partie qui peut éhouer est maintenantde taille plus réduite) ;� d'autre part, un gain de vitesse (puisqu'une grosse partie du problème est onvexeet peut être résolue e�aement).Le hapitre suivant est don onsaré à l'étude numérique du problème inrémental.Après avoir dressé un panorama des algorithmes existants, on proposera un algorithmenouveau basé sur la formulation (3.4).



Chapitre 4Résolution pratique du problèmeinrémentalCe hapitre dérit l'aspet algorithmique de la résolution du problème inrémental(1.33). Il ontient d'une part un état de l'art des tehniques numériques existantes à ejour et utilisées en pratique par les méaniiens du ontat (on pourra onsulter aussi[AB08℄ pour une liste de es méthodes), et d'autre part une approhe nouvelle basée surla formulation (3.4). On verra que de nombreuses méthodes numériques ont été proposéesdans la littérature pour résoudre le problème inrémental ; e hapitre est onsaré à leurlassi�ation en di�érentes familles. Cette lassi�ation pourra sembler parfois un peuarbitraire ; elle a été hoisie de manière à orrespondre à elle établie au hapitre 1 pourles di�érentes formulations équivalentes de la ontrainte (u, r) ∈ C(e, µ).Organisation du hapitreLa setion 4.1 traite du as partiulier de la dimension 2 (d = 2), dans lequel ondispose d'une reformulation du problème inrémental sous forme d'un problème de om-plémentarité linéaire (LCP).La setion 4.2 dérit les méthodes de résolution fontionnelles, 'est-à-dire elles quionsistent à transformer le problème inrémental en un système d'équations non linéaireset non régulières dont on reherhe ensuite un zéro. La méthode d'Alart et Curnier, quiattaque la reformulation fontionnelle dérite à la sous-setion 1.3.1 par l'algorithme deNewton, en fait partie. Cette méthode, dont d'autres versions similaires on été proposées(voir par exemple [CKPS98℄), est une référene pour le problème tridimensionnel. Onprésentera aussi les méthodes basées sur la reformulation de De Saxé (sous-setion 1.3.3)qui transforme le problème inrémental en un problème de omplémentarité du seondordre ; en introduisant une fontion de omplémentarité, on peut alors de nouveau seramener à un système d'équations non linéaires.La setion 4.3 est onsarée aux tehniques de résolution par optimisation, qui re-viennent à reformuler le problème inrémental omme un problème de minimisation aveou sans ontraintes. A e jour, es tehniques ne semblent pas ompétitives ave les ap-79



80 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALprohes fontionnelles, omme on le verra dans le hapitre suivant ; ependant, elles ontété enore relativement peu étudiées et e verdit n'est peut-être pas dé�nitif.La setion 4.6 dérit la méthode de Haslinger, qui revient à résoudre un problèmed'optimisation onvexe paramétrique ouplé ave un problème de point �xe. Elle présentedon une ertaine ressemblane ave elle que nous proposons dans la setion 4.7 et quionsiste à résoudre l'équation de point �xe (3.24) du hapitre préédent.En�n, la setion 4.8 explique la tehnique dite � de Gauss-Seidel � (en raison d'une er-taine ressemblane ave la méthode du même nom onsarée à la résolution des systèmeslinéaires), qui permet de résoudre le problème inrémental en résolvant itérativementune suite de problèmes de taille réduite, omme si le système ne omportait qu'un seulontat. Ce système réduit peut être résolu en utilisant n'importe laquelle des approhesgénérales dérites dans les setions 4.2 à 4.7.Ainsi, de nombreuses idées ont été proposées pour résoudre le problème inrémen-tal ; ependant, on s'attaque à un problème di�ile (on a vu par exemple son aratèreNP-omplet au hapitre 1) et dont les propriétés théoriques sont assez inonfortables, no-tamment à ause de l'absene de régularité et de onvexité : on ne dispose don pas pourl'instant de méthode satisfaisante pour le résoudre, même lorsqu'on sait (par exemplegrâe au théorème 3.19) qu'une solution existe, et les algorithmes existants (à l'exeptionde la méthode de Haslinger, sous ertaines hypothèses) ne sont malheureusement passoutenus par de solides garanties théoriques.On rappelle qu'en éliminant v dans l'équation dynamique Mv + f = H⊤r omme àl'équation (1.34) et en l'injetant dans l'équation inématique u = Hv + w, on obtient
u = Wr + q, ave W = HM−1H⊤ et q = w −HM−1f. (4.1)4.1 Méthodes spéi�ques à la dimension 2En dimension 2, on a vu au hapitre 1 qu'il est possible d'érire la loi de Coulomb(1.22) sous forme d'une ontrainte de omplémentarité linéaire, en introduisant des va-riables supplémentaires qui orrespondent intuitivement aux parties positives et négativesde la fore tangentielle rT et de la vitesse tangentielle uT. On va maintenant montrer quele problème inrémental omplet peut être reformulé omme un problème de omplémen-tarité linéaire (LCP), et disuter brièvement les méthodes disponibles pour le résoudre.4.1.1 Formulation LCPQuitte à e�etuer un hangement de base orthonormale, on peut supposer qu'entout point de ontat i, on a ui = (uiT, uiN). Autrement dit, on suppose que la premièreoordonnée de ui orrespond à sa omposante tangentielle, et sa seonde oordonnée à saomposante normale. On suppose de même que ri = (riT, riN). On note iT les indies desoordonnées tangentielles dans u et r ('est-à-dire les indies impairs) et iN les indies desoordonnées normales ('est-à-dire les indies pairs). On note ensuite uT := {uj , j ∈ iT}et uN := {uj , j ∈ iN} les oordonnées tangentielles et normales de u, et rT, rN, qT et qNelles de r et q. De même, on extrait de W les sous-matries WTT, WTN, WNT et WNN.



4.1. MÉTHODES SPÉCIFIQUES À LA DIMENSION 2 81En�n on pose D := diag(µi). En utilisant (1.30), on obtient failement la reformulationsuivante.Lemme 4.1. En posant
A :=




(WTN −WTTD) 2WTT In,n
(WNN −WNTD) 2WNT 0n,n

D −In,n 0n,n


 , b :=



qT
qN
0n,1


 (4.2)le problème inrémental (1.33) est équivalent au LCP suivant : trouver (x, y) dans R6ntel que 




y = Ax+ b
0 ≤ x ⊥ y ≥ 0
x = (rN, λ+, η−), y = (η+, uN, λ−)

(4.3)au sens où (v, u, r) est solution de (1.33) si et seulement s'il existe (η−, η+, λ−, λ+) telsque (4.3) soit véri�ée.Démonstration. On voit que résoudre le problème inrémental dans lequel on a éliminé
v est équivalent à trouver uT, uN, rT, rN, η−, η+, λ−, λ+ dans Rn qui satisfont





uT = WTT rT +WTN rN + qT
uN = WNT rT +WNN rN + qN
rT = λ+ − λ−
DrN = λ+ + λ−

uT = η+ − η−
0 ≤ λ− ⊥ η− ≥ 0
0 ≤ λ+ ⊥ η+ ≥ 0
0 ≤ uN ⊥ rN ≥ 0

(4.4)
On reformule (4.4) omme un LCP en éliminant les variables rT et uT grâe à

rT = λ+ − λ− = 2λ+ −D rN, et uT = η+ − η−.On obtient le système suivant.




η+ = η− +WTT (2λ+ −D rN) +WTN rN + qT
uN = WNT (2λ+ −DrN) +WNN rN + qN
λ− = DrN − λ+

0 ≤ λ− ⊥ η− ≥ 0
0 ≤ λ+ ⊥ η+ ≥ 0
0 ≤ uN ⊥ rN ≥ 0

(4.5)e qui ahève la démonstration.La théorie des LCP est très rihe, on pourra par exemple onsulter [CPS92℄. Unequestion naturelle, reliée à l'étude d'existene que nous proposons au hapitre 3, est



82 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALde savoir quand e LCP possède une solution, et quand elle est unique. On disposeen partiulier des dé�nitions et des théorèmes (donnés sans démonstration) qui suivent[CPS92℄.Dé�nition 4.2. On dit qu'une matrie arrée réelle est une P-matrie lorsque tous sesmineurs prinipaux sont stritement positifs.Théorème 4.3. Soit M ∈Mn(R) une P-matrie, et b ∈ Rn. Le LCP
y = Ax+ b, 0 ≤ x ⊥ y ≥ 0possède une unique solution.L'utilisation pratique de e théorème néessite malheureusement de onnaître tousles mineurs prinipaux, dont l'évaluation direte est trop oûteuse pour être e�etuée enpratique. De plus, on ne s'attend pas à e que le LCP (4.3) issu du problème inrémentaladmette une solution unique : on a vu au hapitre 1 que la multipliité de solutions estune situation ourante, notamment lorsqu'on manipule des solides rigides (la situationde non-existene de solution est également possible, mais elle est plus pathologique ; voirle hapitre 3).Dé�nition 4.4. On dit qu'une matrie arrée réelle M ∈ Rn×n est opositive lorsque
∀x ∈ Rn

+, x
⊤Mx ≥ 0.On dit que M ∈ Rn×n est stritement opositive lorsque

∀x ∈ Rn
+\{0}, x⊤Mx > 0.Théorème 4.5. Soit M ∈ Rn×n une matrie stritement opositive. Alors, pour tout

q ∈ Rn, le LCP
0 ≤Mx+ q ⊥ x ≥ 0a une solution.Théorème 4.6. Soit M ∈ Rn×n une matrie opositive, et soit q ∈ Rn. Si

∀v ∈ Rn, [v ≥ 0, Mv ≥ 0, v⊤Mv = 0]⇒ [v⊤q ≥ 0]alors le LCP
0 ≤Mx+ q ⊥ x ≥ 0a une solution.Ce dernier résultat, aompagné de aluls pénibles, permet de retrouver notre résul-tat d'existene 3.19 dans le as bidimensionnel (ou en 3D lorsque le �ne du seond ordreest remplaé par un �ne polyédral) ; voir [Ste98℄. On remarque d'ailleurs que l'hypothèsefaite sur q dans le théorème 4.6 ressemble à l'hypothèse (H̄) du hapitre 3 : il s'agit d'uneondition d'appartenane de q à un ertain �ne dual.



4.2. REFORMULATIONS FONCTIONNELLES 834.1.2 Résolution des LCPLes premiers algorithmes proposés pour résoudre les LCP, en partiulier eux quiapparaissaient omme onditions d'optimalité de programmes quadratiques (QP), sonttrès similaires à l'algorithme du simplexe utilisé pour résoudre les programmes linéaires([Fle87℄, hap. 10). Les tehniques plus réentes, quant à elles, utilisent des méthodes depoints intérieurs. Certains auteurs di�usent leurs implémentations, e qui permet de lesutiliser en boîte noire ; le solveur ommerial Path [DF95℄ est une référene.On peut iter la méthode de Dantzig-Wolfe, elle � des pivots prinipaux � (prinipalpivoting method) et l'algorithme de Lemke [LH64℄. Dans tous les as, des hypothèsessont néessaires pour assurer la onvergene de l'algorithme, la situation la plus agréableétant elle où la matrie du LCP est symétrique dé�nie positive ; dans e as, le LCPest équivalent à un QP fortement onvexe. Le LCP (4.3) ne véri�e malheureusement pasette hypothèse en général. Cependant, sous l'hypothèse (assez restritive) que w estnul, Stewart [Ste98, ST00℄ propose une reformulation LCP équivalente à (4.5) telle quel'algorithme de Lemke onverge toujours vers une solution (il en existe une ar l'hypo-thèse (H̄) est automatiquement satisfaite quand w = 0). Ce résultat utilise le théorème4.4.13 de [CPS92℄, qui a�rme que sous une ertaine hypothèse de non-dégénéresene,l'algorithme de Lemke fournit une démonstration onstrutive du théorème 4.6.4.2 Reformulations fontionnellesPassons maintenant au as général (d = 2 ou d = 3). On a vu au hapitre 1 qu'il estpossible d'exprimer la ontrainte (u, r) ∈ C(e, µ) sous forme fontionnelle f(u, r) = 0, où
f est di�érentiable presque partout ave une expression expliite pour sa matrie jao-bienne. Cei va nous permettre d'érire le problème (1.33) sous la forme d'un problème dereherhe de zéro d'une fontion, et d'envisager la résolution du système par les méthodesusuelles de résolution d'équations non-linéaires ; on itera la méthode du point �xe (laformulation d'Alart et Curnier et elle de De Saxé ave projetion prennent en e�et na-turellement la forme d'un problème de point �xe) et elle de Newton, mais la théorie deséquations non-linéaires est rihe et de nombreuses autres possibilités sont envisageables.Le problème majeur, en grande partie non résolu à e jour, onsiste à adapter la théoriedéveloppée dans le adre de l'analyse lisse à notre as où les fontions sont non-régulières.Un tel exemple d'adaptation est donné dans [CKPS98℄ qui dé�nit un algorithme dit � desemi-smooth Newton �.Les formulations fontionnelles sont� la formulation d'Alart et Curnier (sous-setion 4.2.1),� la formulation de De Saxé exprimée sous forme de projetion (sous-setion 4.2.2),que l'on peut voir omme un as partiulier du point suivant,� la formulation de De Saxé exprimée par une fontion de omplémentarité du se-ond ordre, omme la fontion de Fisher-Burmeister (sous-setion 4.2.3).



84 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTAL4.2.1 Formulation d'Alart et CurnierOn rappelle que la fontion d'Alart et Curnier est dé�nie aux équations (1.23) et(1.24) par les formules
fAC,N :

{
Rd × Rd −→ R

(u, r) 7−→ gN(u, r)− rN ave gN(u, r) := PR+(rN − ρN uN)et
fAC,T :

{
Rd × Rd −→ Rd−1

(u, r) 7−→ gT(u, r)− rT ave gT(u, r) := PB(0, µ rN)(rT − ρT uT)où ρN > 0 et ρT > 0 sont deux onstantes. On a vu au hapitre 1 que la ontrainte
fAC(u, r) := (fAC,N, fAC,T)(u, r) = 0 est équivalente à la loi de Coulomb (1.22). On adon trivialement le résultat suivant.Lemme 4.7. Le problème inrémental (1.33) est équivalent au système d'équations sui-vant : trouver (v, u, r) dans Rm+nd+nd





Mv −H⊤r + f = 0
Hv − u+ w = 0
fAC(u, r) = 0.

(4.6)La formulation fontionnelle (4.6) est un problème de reherhe de zéro d'un systèmed'équations non-linéaires et non régulières. L'annexe D détaille le alul de la matriejaobienne (quand elle existe) de la fontion d'Alart et Curnier fAC , e qui permetd'attaquer (4.6) à l'aide de la méthode de Newton. C'est ette tehnique qui onstitue laméthode originale d'Alart et Curnier.D'autre part, omme la fontion d'Alart et Curnier fAC s'érit naturellement sousla forme fAC = gAC − Q−1 I où Q est une matrie orthogonale et gAC := (gN, gT),on dispose d'une deuxième formulation équivalente du problème inrémental sous formed'une équation de point �xe. Cette nouvelle formulation (4.7) est très similaire à (4.6),mais elle suggère des méthodes de résolution di�érentes utilisant des algorithmes de point�xe.Lemme 4.8. Le problème inrémental (1.33) est équivalent au problème de point �xesuivant : trouver r ∈ Rd tel que
r = QgAC(Wr + q, r) (4.7)où Q := Diag([(P iN)⊤, (P iT)⊤]), et P iN et P iT sont les projetions sur la diretion normaleet le plan tangent au ontat i.Démonstration. Le problème inrémental est équivalent à, pour tout i

P iN ri = gN([Wr + q]i, ri) et P iT ri = gT([Wr + q]i, ri).



4.2. REFORMULATIONS FONCTIONNELLES 85En posant Qi := [(P iN)⊤, (P iT)⊤], ei se rérit (Qi)⊤ri = gAC([Wr+ q]i, ri) ou enore, enutilisant le fait que la matrie Qi est orthogonale, ri = Qi gAC([Wr + q]i, ri).Notre expériene (voir le hapitre 5) indique qu'il est beauoup plus robuste d'atta-quer l'équation (4.6) ave la méthode de Newton que l'équation (4.7) ave des itérationsde point �xe. D'autre part, omme on s'y attend, on n'observe pas de onvergene glo-bale : même lorsqu'une solution existe, il arrive qu'auune des deux tehniques ne latrouve (si elles sont � mal � initialisées). Il arrive aussi que la méthode de point �xe neonverge même pas loalement : même en lui donnant un exellent premier itéré, ellepeut éhouer. Quant à la méthode de Newton, elle se omporte mieux en pratique maismanque tout autant de justi�ations théoriques (voir tout de même [Ala97℄).4.2.2 Formulation de De Saxé ave projetionCette approhe n'est qu'un as partiulier (voir la remarque 4.11 i-dessous) de laméthode des fontions de omplémentarité exposée dans la sous-setion suivante, maiselle présente une ertaine analogie ave la méthode d'Alart et Curnier et onstitue unexemple introdutif aux fontions de omplémentarité générales. On la présente donséparément.On a vu au hapitre 1 que la loi de frottement pouvait être exprimée sous la forme
L∗ ∋ ũ ⊥ r ∈ L ave ũ dé�ni par (1.28). On a don trivialement le résultat suivant.Lemme 4.9. Soit ρDS > 0. Le problème inrémental (1.33) est équivalent au problèmede point �xe : trouver r ∈ Rnd tel que

PL(r − ρDS ũ(r)) = r. (4.8)Remarque 4.10. Comme ũ dépend de u par (1.28) et u est une fontion de r par (4.1),on se permet de noter ũ sous la forme ũ(r) d'une fontion de r.On dé�nit don la fontion fDS par
fDS :

{
Rnd −→ Rnd

r 7−→ PL(r − ρDS ũ(r))
(4.9)et on essaie de trouver un point �xe fDS ou d'annuler fDS − I. Comme pour la fontiond'Alart et Curnier, on peut tenter d'e�etuer diretement des itérations de point �xe :'est la méthode proposée par De Saxé et Feng [DSF98℄, sous le nom de � méthoded'Uzawa �. Cependant, l'expériene semble prouver que ette méthode n'est pas trèsrobuste, du moins sur les exemples que nous avons onsidérés (hapitre 5).En revanhe, la résolution de (4.8) par la méthode de Newton (qui néessite de di�é-rentier fDS, voir l'annexe D) fontionne bien en pratique. Son e�aité est omparableà elle de la méthode de Newton sur la formulation d'Alart et Curnier, et ses défautssont les mêmes (existene et inversibilité de la matrie jaobienne, ylage). Bizarrement,ette idée ne semble pourtant pas avoir été exploitée jusqu'à présent dans la littérature,sauf très réemment [JF08℄ pour résoudre le problème à un seul ontat.



86 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTAL4.2.3 Fontions de omplémentarité généralesPour utiliser des notations traditionnelles, on suppose dans ette sous-setion que
n = 1 et µ = 1, de sorte que le produit de �nes L est réduit à un seul �ne du seondordre K = K∗ (le �ne de Lorentz usuel). Tout e qui est dit ii est adaptable au asgénéral n ≥ 1 et µ ∈ [0,∞[. On dit que φ : Rn × Rn −→ Rn est une fontion deomplémentarité pour K lorsque, pour tout x, y dans Rn

x · y = 0, x ∈ K, y ∈ K ⇐⇒ φ(x, y) = 0. (4.10)On trouvera dans [FLT02℄ une tehnique générale pour onstruire de telles fontions deomplémentarité φ pour K en utilisant le formalisme des algèbres de Jordan. Outre ettefamille de fontions, on peut utiliser la fontion de Fisher-Burmeister
φFB(x, y) = x+ y −√x ◦ x+ y ◦ y (4.11)où l'opérateur ◦ représente le produit de Jordan assoié àK et la raine arrée est assoiéeà x 7→ x ◦ x (voir [FLT02℄ pour es notions). On peut don remplaer la ontrainte

K ∋ ũ ⊥ r ∈ K par la ontrainte fontionnelle φ(ũ, r) = 0 et utiliser la méthodede Newton omme préédemment, ave les mêmes problèmes théoriques liés à la non-régularité des fontions employées.Une autre approhe, par régularisation, onsiste à utiliser une approximation régulière(généralement, de lasse C1) φα de φ telle que, pour tout (x, y), la limite pontuelle
lim
α→0

φα(x, y)existe et soit une fontion de omplémentarité. L'approhe par régularisation onsistealors à résoudre de manière approhée le problème inrémental dans lequel φ est rempla-ée par φα, par exemple en e�etuant quelques itérations de la méthode de Newton, puisà faire déroître α. La di�ulté de la méthode réside dans le hoix des valeurs suessivesde α, et dans la résolution approhée du problème interne (à α �xé).Les méthodes de omplémentarité semblent relativement méonnues, ou en tout asinutilisées, dans la ommunauté de la méanique du ontat pour s'attaquer au problèmedu frottement en dimension 3, ave un �ne de frottement du seond ordre. L'artile ré-ent de Kanno, Martins et Pinto Da Costa [KMPdC06℄, qui utilisent le solveur (Matlab)de problème de omplémentarité onique d'Hayashi [HYF05℄, en est apparemment le seulexemple. Pourtant, de nombreux auteurs utilisent es méthodes (souvent en boîte noire,par exemple grâe au solveur Path [FM97℄) lorsque le problème de omplémentarité estlinéaire, soit pare qu'on se plae en dimension d = 2, soit pare que le �ne de Cou-lomb tridimensionnel est remplaé dans le modèle par un �ne polyédral. Une extensionnaturelle de es travaux serait don d'utiliser les fontions de omplémentarité et leursrégularisées également dans le as non-linéaire.Remarque 4.11. La méthode de De Saxé ave projetion est en fait un as partiulierde ette méthode générale, dans laquelle la fontion de omplémentarité hoisie est lafontion-résidu naturelle (� natural residual funtion � [FLT02℄)
φ(x, y) = PK(x− y)− x.



4.3. APPROCHES PAR MINIMISATION 874.3 Approhes par minimisationDans la setion préédente, on a vu plusieurs tehniques pour reformuler le problèmeinrémental omme un problème de reherhe de zéro d'une fontion non-régulière. Dansette setion, on s'intéresse aux reformulations qui onduisent à un problème d'opti-misation. On aura ainsi l'avantage de pouvoir stabiliser les algorithmes en assurant ladéroissane d'une fontion de mérite.On propose deux manières de produire de telles fontions de mérite : la première(sous-setion 4.3.1) aboutit à un problème d'optimisation sous ontrainte onique, tandisque la seonde (sous-setion 4.3.2) aboutit à un problème sans ontrainte.Une fois le problème inrémental reformulé omme un problème de minimisation, toutl'arsenal de l'optimisation peut être utilisé pour le résoudre, en prenant garde au fait queles résultats théoriques lassiques ne s'appliquent en général pas à ause du aratèrenon-régulier des fontions objetif employées. D'autre part, on a observé au hapitre 1que l'ensemble des solutions du problème inrémental n'était pas néessairement onvexe,don le problème d'optimisation assoié ne sera ertainement pas onvexe et on n'a pasd'espoir d'obtenir un résultat de onvergene globale.4.3.1 Minimisation du bipotentielOn utilise simplement le fait que r · ũ est positif sur L × L∗, et nul si et seulementsi r ⊥ ũ. Il su�t don de minimiser r · ũ sur L× L∗, ou enore de résoudre le problèmed'optimisation




min r · ũ(r) = u(r) · r +
∑n

i=1 µ
iriN‖uiT(r)‖ ave u(r) = Wr + q

uN(r) ≥ 0
r ∈ L

(4.12)où la ontrainte (linéaire en r) uN ≥ 0 impose ũ ∈ L∗. On a besoin d'un algorithme d'op-timisation non-linéaire apable de gérer la ontrainte de �ne du seond ordre r ∈ L et laontrainte d'inégalité linéaire uN(r) ≥ 0 ; la méthode SQP est un andidat naturel. Dansla même veine, on pourra onsulter aussi [AFMS08℄ où l'on se ramène à des problèmesave ontraintes de boîte.4.3.2 Fontions de mériteComme dans la sous-setion 4.2.3, on suppose ii que n = 1 et µ = 1. On dit que φest une fontion de mérite pour K = K∗ lorsque
φ(x, y) ≥ 0 et [ φ(x, y) = 0 ⇐⇒ K ∋ x ⊥ y ∈ K ]. (4.13)On peut onstruire une fontion de mérite en prenant (une fontion de) la norme d'unefontion de omplémentarité ; typiquement, on prend le arré de sa norme eulidienne.Une autre tehnique onsiste à élever au arré la fontion d'Alart et Curnier. On obtientun problème de moindres arrés sans ontrainte, non régulier et non onvexe mais que



88 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALl'on peut tout de même essayer de résoudre numériquement ave les tehniques usuellesde l'optimisation. C'est e que nous ferons au hapitre 5 onsaré aux expérienes numé-riques, en prenant pour φ la fontion de Fisher-Burmeister.A propos de l'utilisation de fontions de mérite pour résoudre les problèmes de om-plémentarité, on pourra onsulter aussi [CT05℄, [PC09℄ et l'artile de revue [FJ00℄.4.4 Approhes fontionnelles : aspets numériquesOn a vu dans la setion préédente plusieurs manières de reformuler le problèmeinrémental sous la forme d'un problème de reherhe de zéro (Φ(x) = 0, ave Φ dé�niepar exemple par (4.6)) ou un problème de point �xe (p(x) = x, ave p dé�nie par (4.7)ou (4.8)). Cette setion traite des algorithmes disponibles pour attaquer es formulationsfontionnelles.4.4.1 Méthode de NewtonLa méthode originale d'Alart et Curnier onsiste à herher une solution du système(4.6) à l'aide de la méthode de Newton. On peut envisager plusieurs implémentationsassez di�érentes de l'algorithme ; en partiulier, il est ertainement souhaitable d'éliminerla variable u du problème (4.6) grâe à la deuxième équation.Par ailleurs, il faut garder à l'esprit qu'auune des tehniques basées sur la méthode deNewton (appliquée à telle ou telle reformulation fontionnelle non-régulière) n'est onfor-tée par des fondements théoriques solides. La sous-setion D.1.4 montre par exemple quela situation où la matrie jaobienne de la fontion d'Alart et Curnier est bien dé�nie,mais pas inversible, n'est pas un as pathologique mais plut�t le as général.4.4.2 Reherhe linéaireOn onstate en pratique que même sur des exemples simples, et même lorsque les itérésde Newton sont tous bien dé�nis (la matrie jaobienne de Φ existe et est inversible), laméthode de Newton appliquée à (4.6) peut ne pas onverger ; on observe typiquement destrajetoires yliques. Pour lutter ontre e phénomène, on peut modi�er l'algorithme enlui ajoutant une reherhe linéaire sur la fontion objetif des moindres arrés, dé�niepar
g(x) :=

1

2
‖Φ(x)‖2.Cette idée est justi�ée par l'espoir que Φ soit di�érentiable en x ; dans e as, on disposedu lemme suivant qui assure la déroissane loale de g dans la diretion de Newton.Lemme 4.12. Soit Φ: U ⊂ Rn → Rm, U ouvert, et x ∈ U . On suppose que Φ estdi�érentiable en x et que J [Φ](x) est inversible. Alors la diretion de Newton, dé�nie par

dx := −Jac[Φ](x)−1Φ(x)est une diretion de desente.



4.5. APPROCHE PAR MINIMISATION : ASPECTS NUMÉRIQUES 89Démonstration. On a
∇g(x) · dx = (Jac[Φ](x)⊤Φ(x)) · (−Jac[Φ](x)−1Φ(x)) = −‖Φ(x)‖2et dx est une diretion de desente, à moins que x ne soit déjà une solution.Dans notre as, Φ n'est pas di�érentiable, mais on onnaît souvent bien sa strutureet elle est assez simple (penser à la fontion d'Alart et Curnier, par exemple). En faisantune étude spéi�que à la fontion Φ utilisée et en s'inspirant des tehniques et idées del'optimisation non-régulière, on pourrait peut-être trouver une diretion de desente dansle as où l'itéré ourant est un point de non di�érentiabilité. En e�et, même si la fontionn'est pas di�érentiable au point ourant, elle l'est au voisinage de e point, et on onnaîtalors expliitement les matries jaobiennes. Autrement dit, sous réserve que la fontionsoit lipshitzienne, on onnaît tout son sous-di�érentiel au sens de Clarke.4.4.3 ConvergeneOn verra au hapitre 5 qu'en pratique, l'algorithme d'Alart et Curnier ave reherhelinéaire s'avère souvent performant pour résoudre le problème inrémental. En revanhe,on ne dispose pas de résultat théorique de onvergene, même lorsqu'on fait l'hypothèseque les itérés de Newton sont tous bien dé�nis. La seule garantie que l'on possède estla suivante : lorsqu'on utilise une reherhe linéaire, on évite le problème du ylage. Enontrepartie, la reherhe linéaire peut se bloquer en retournant plusieurs fois de suite unpas mirosopique, indiquant que la diretion hoisie n'est pas une diretion de desente.4.4.4 Itérations de point �xeOn peut aussi envisager d'e�etuer des itérations de point �xe pour résoudre (4.7) ou(4.8), e qui évite les problèmes de dé�nition et d'inversibilité de la matrie jaobiennede Φ.La méthode de point �xe la plus simple pour résoudre l'équation de point �xe p(r) = ronsiste à e�etuer des itérations de la forme r← p(r), mais des variantes plus élaboréessont possibles. On onstatera au hapitre 5 que ette méthode onverge parfois (sur detrès petits problèmes et quand les oe�ients de frottement ne sont pas trop gros, engénéral) mais que ei est loin d'être toujours le as ; en général, elle diverge brutalement.Cette tehnique n'est don pas très séduisante ; ependant, utilisée pour résoudre les sous-problèmes à un seul ontat produits par la méthode dite � de Gauss-Seidel � (setion4.8 i-dessous), elle donne parfois de bons résultats.4.5 Approhe par minimisation : aspets numériques4.5.1 Fontions de mérite par moindres arrésRevenons à la sous-setion 4.3.2 ; numériquement, l'idée de minimiser g : x 7→ 1

2‖Φ(x)‖2au lieu d'annuler Φ n'est pas très séduisante. En e�et, elle revient essentiellement à ten-



90 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALter d'annuler ∇g(x) = Jac[Φ](x)Φ(x) au lieu d'annuler diretement Φ. L'évaluation dela fontion g et de ses dérivées est oûteuse : évaluer ∇g (un veteur) néessite a priorid'évaluer Jac[Φ] (une matrie), évaluer Jac[∇g] néessite de aluler les dérivées seondesde Φ, et. En pratique, il est rare que l'on puisse se permettre d'évaluer les dérivées se-ondes de Φ. On ne peut don aluler que le gradient de g et pas sa hessienne. Autrementdit, pour minimiser g en pratique� soit on utilisera une méthode d'optimisation générale d'ordre 1 (i.e., qui ne néessiteque le alul de ∇g), omme la méthode de quasi-Newton ;� soit on utilise une méthode spéi�que aux problèmes de moindres arrés, on pensealors à la méthode de Gauss-Newton.Remarque 4.13. Il y a tout de même un avantage à l'idée de minimiser g au lieud'annuler Φ : la fontion g peut être plus régulière que Φ. D'autre part, il arrive que l'onsahe aluler ∇g(x) = Jac[Φ](x)Φ(x) sans aluler expliitement Jac[Φ](x), 'est-à-direen ne faisant que des opérations sur des veteurs et pas sur des matries. C'est le aspour la fontion de Fisher-Burmeister [CT05℄ que nous utiliserons dans les expérienesnumériques du hapitre 5.4.5.2 Méthode de Gauss-NewtonOn rappelle la dé�nition d'un itéré de la méthode de Gauss-Newton pour minimiserla fontion de moindres arrés g.Dé�nition 4.14 (Méthode de Gauss-Newton). Le pas de Gauss-Newton Newton dxassoié à la fontion g et au point x est obtenu en négligeant les dérivées seondes de Φdans la matrie hessienne H[g](x) de g en x
H[g](x) = Jac[Φ](x)⊤Jac[Φ](x) +

∑

i

Φi(x)H[Φi](x) ≈ Jac[Φ](x)⊤Jac[Φ](x) =: H̃[g](x)et en alulant ensuite un pas de Newton standard ave ette matrie hessienne approhée
H̃[g](x), 'est-à-dire

dx := −(H̃[g](x))−1∇g(x) = −(Jac[Φ](x)⊤Jac[Φ](x))−1Jac[Φ](x)⊤Φ(x).Cette méthode est raisonnable lorsque l'on veut minimiser une fontion de moindresarrés g où le nombre de arrés (la dimension de Φ) est plus grand que le nombre deparamètres (la dimension de x). Ii, le nombre de arrés est le même que le nombre de pa-ramètres et on ne veut pas se ontenter de minimiser g mais bien l'annuler ; il est don pro-bablement maladroit d'utiliser la méthode de Gauss-Newton. En e�et, lorsque Jac[Φ](x)est arrée et inversible (ainsi le pas de Newton pour annuler Φ, soit −(Jac[Φ](x))−1Φ(x)est bien dé�ni) la méthode de Gauss-Newton fournit exatement le même pas que laméthode de Newton pour annuler Φ :
dx = −(Jac[Φ](x)⊤Jac[Φ](x))−1Jac[Φ](x)⊤Φ(x)

= −Jac[Φ](x)−1Jac[Φ](x)−⊤Jac[Φ](x)⊤Φ(x)

= −(Jac[Φ](x))−1Φ(x).



4.6. MÉTHODE DE HASLINGER 91Toutefois, e alul est fait de manière moins intelligente : le système linéaire à résoudrepour aluler le pas de Gauss-Newton
(Jac[Φ](x)⊤Jac[Φ](x)) dx = −∇g(x) (4.14)est à la fois moins reux et moins bien onditionné, en général, que le système à résoudrepour aluler le pas de Newton

Jac[Φ](x) dx = −Φ(x). (4.15)Les seuls avantages sont que� le système (4.14) est symétrique, ontrairement à (4.15), e qui permet d'utiliserdes algorithmes spéialisés pour le résoudre� la méthode de Gauss-Newton permet d'envisager sa variante dite de Levenberg-Marquardt, qui onsiste à remplaer H̃[g](x) par H̃[g](x) + λI où λ > 0 est uneonstante bien hoisie qui déroît au ours des itérations.Cette dernière idée rend néessairement H̃[g](x) inversible : elle permet don de ontour-ner le aratère singulier de la matrie Jac[Φ](x) qui fait perdre son sens à la méthodede Newton sur Φ.4.5.3 Méthode de quasi-NewtonSi l'on veut éviter de devoir évaluer la hessienne de g (e qui est oûteux) ou del'approher omme dans la méthode de Gauss-Newton (e qui dégrade le onditionnementet le aratère reux), il ne reste plus qu'à utiliser une méthode d'optimisation du premierordre omme la méthode de quasi-Newton.Asymptotiquement, on s'attend à e que ette méthode onverge super-linéairementsous réserve qu'au voisinage de l'optimum, la fontion objetif soit régulière et que samatrie hessienne soit dé�nie positive. Cependant, es hypothèses n'ont pas de raisond'être réunies dans nos appliations où la fontion objetif est non régulière. En pratiquela déroissane de l'objetif est très lente et on observe rarement la onvergene super-linéaire.Cependant, la méthode de quasi-Newton a tout de même deux avantages : d'une part,elle ne néessite pas de résoudre un système linéaire à haque itération mais seulementd'e�etuer un produit matrie-veteur, elle est don très éonome en aluls. D'autrepart elle possède des versions à mémoire limitée qui permettent de la rendre égalementéonome en mémoire1. Malgré tout, nos expérienes sur la fontion de Fisher-Burmeisterau hapitre 5 sont très déevantes, et un travail supplémentaire est néessaire pour savoirs'il est possible d'améliorer signi�ativement les performanes de ette méthode.4.6 Méthode de HaslingerIl existe plusieurs variantes [HT83, Has83, HKD04℄ de ette méthode, dont l'idée es-sentielle est de onsidérer la valeur de la fore normale (qui intervient dans le seuil de1L'idée de aluler des fores de ontat par une méthode d'optimisation à mémoire limitée a déjàété proposée dans [FWA07℄, ave un modèle di�érent.



92 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALfrottement) omme un paramètre. On présente ii elle qui onsiste à e�etuer des itéra-tions de point �xe, en l'adaptant à � notre � problème inrémental (1.34). On généralisela dé�nition (1.26) du demi-ylindre T (s) au as où n > 1 par
∀ s ∈ Rn

+ : T (s) :=

n∏

i=1

{ri ∈ Rd : riN ≥ 0, ‖riT‖ ≤ si}.En reprenant la formulation (1.27), on voit que le problème inrémental (1.34) est équi-valent à : trouver (u, r, s) dans Rnd+nd+n tel que




r ∈ T (s)
u = Wr + q ∈ −NT (s)(r)

si = µi riN pour tout i ∈ 1, . . . n.

(4.16)Les deux premières équations onstituent les onditions d'optimalité d'un programmequadratique sur T (s), et le problème (4.16) est équivalent à
r ∈ argmin

r∈T (s)

1

2
r⊤Wr + q⊤r (4.17a)

si = µi riN pour tout i ∈ 1, . . . n. (4.17b)On peut ensuite tenter de résoudre le problème inrémental de la manière suivante : onrésout (4.17a) à s �xé, e qui fournit une valeur pour r ; puis on met à jour la valeur de spar une itération de point �xe sur (4.17b), i.e. on e�etue si ← µiriN, et on reommene.Contrairement à la méthode de point �xe sur la formulation d'Alart et Curnier (4.7) ousur elle de De Saxé (4.8), ette tehnique fontionne extrêmement bien en pratiqueomme on le verra au hapitre 5.Remarque 4.15 (Cas sans frottement). Il n'est pas néessaire d'introduire de variablesupplémentaire si pour les ontats sans frottement : en e�et, (4.17b) lui imposeraittoujours une valeur nulle. L'équation de point �xe (4.17b) est don limitée aux ontatsfrottants, et les autres sont automatiquement éliminés du problème. En partiulier, si
µi = 0 pour tous les ontats, il su�t de résoudre une seule fois (4.17a) qui est un QP(et on retrouve le fait, vu à la sous-setion 1.4.3, que dans le problème inrémental sansfrottement est un QP). Cei est un argument très fort en faveur de ette approhe :dans le as faile, sans frottement, elle attaque le problème de la bonne manière, 'est-à-dire en résolvant le programme quadratique par minimisation. La méthode que nousproposons dans la setion suivante partage aussi ette propriété (mais e n'est pas le asdes méthodes vues jusqu'à présent, omme elle d'Alart et Curnier).Remarque 4.16 (Interprétation). Chaque itération interne de ette méthode � le alulde r dans (4.17a) à s �xé � peut-être vue omme la résolution du problème de frottementde Tresa ave un seuil s �xé. Cette tehnique onsiste don à résoudre une suessionde problèmes de Tresa en ajustant la valeur du seuil par des itérations de point �xe quivisent à satisfaire également la loi de Coulomb.



4.7. MÉTHODE PROPOSÉE 93Remarque 4.17 (Aspets numériques). Cette méthode est attrayante du point de vuenumérique pour les raisons suivantes.� A la �n de haque itération interne, on obtient u ∈ −NT (s)(r) don uN ≥ 0 ; onpourra don se ontenter d'une résolution tronquée du problème de point �xe sanspour autant introduire de pénétration dans le système. En revanhe, il peut enrésulter une violation de la ontrainte r ∈ L.� Le alul expliite de W n'est pas obligatoire ; pour résoudre (4.17a), il su�t desavoir multiplier par W , e qui ne néessite pas de l'assembler.� Cette méthode a été initialement proposée pour résoudre le problème de ontat sta-tique en élastiité, et dans e ontexte des démonstrations de onvergene existent :on peut montrer que la fontion de point �xe est ontratante. Malheureusement, leshypothèses néessaires pour l'assurer dépendent (entre autres hoses) du maillage[Has83℄. Il serait extrêmement intéressant de voir si la démonstration du ara-tère ontratant peut être adaptée à notre problème inrémental, et omment setraduisent ses hypothèses.4.7 Méthode proposée4.7.1 MotivationLorsqu'on introduit la variable ũ, le problème inrémental se formule omme unproblème de omplémentarité. Ces problèmes sont bien onnus en optimisation [FK98℄,ils apparaissent en partiulier dans les onditions d'optimalité de Karush-Kuhn-Tuker.Les méthode usuelles pour les résoudre sont elles que l'on a présentées : on introduit desfontions de omplémentarité omme la fontion de Fisher-Burmeister, des fontions demérite, on les régularise, et on les utilise dans des algorithmes de type � points intérieurs �,� entral path �, et. L'idée que nous défendons dans la setion suivante pour résoudre leproblème inrémental est d'e�etuer le heminement inverse, et de voir la ontrainte deomplémentarité (assortie de l'équation dynamique et de l'équation inématique) ommele problème d'optimisation onvexe (3.11)-(3.13) ouplé ave l'équation de point �xe(3.24). En e sens, notre méthode ne rentre dans auune des deux atégories i-dessus(reformulation fontionnelle et par optimisation), ou plut�t � omme la méthode deHaslinger dérite à la setion 4.6 � elle mélange les deux idées : une partie du problèmeest traitée par minimisation (elle s'y prête bien, pare qu'elle présente de la onvexité)et le reste par la méthode de Newton.Remarque 4.18. Comme pour la méthode de Haslinger (voir la remarque 4.15), le aspartiulier où tous les oe�ients de frottement sont nuls illustre l'intérêt de notre ap-prohe. Dans ette situation, le problème inrémental est équivalent à un QP onvexe ;voir l'équation (1.36). La méthode d'Alart et Curnier et ses variantes onsistent alors àrésoudre e QP en appliquant la méthode de Newton aux équations KKT (ou plut�t àune reformulation fontionnelle de es équations). Cei n'est ertainement pas la bonneméthode pour s'attaquer à un programme quadratique : il est plus raisonnable d'utiliserdes méthodes de minimisation omme la méthode � ative set � ou elle des points in-



94 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALtérieurs par exemple, omme ei est fait dans les solveurs spéi�ques aux QP. Or, 'estexatement e que fait notre méthode : dans le as où tous les µi sont nuls, le problèmed'optimisation (3.11) n'est plus ouplé à un problème de point �xe et notre méthodeonsiste à résoudre une seule fois un QP à l'aide d'un solveur adapté. Autrement dit,omme elle de Haslinger, notre approhe permet d'éliminer proprement les ontats sansfrottements du problème.Remarque 4.19 (Aspets numériques). L'attrait numérique de ette méthode est om-parable à elui de la méthode de Haslinger, exposé à la remarque 4.17.� A la �n de haque itération interne, on obtient ette fois r ∈ L ; en revanhe laontrainte uN ≥ 0 peut être violée.� Le alul expliite de W peut être évité de la même manière.� Par analogie ave la méthode de Haslinger, et au vu du suès des expérienes nu-mériques, on peut supposer que la fontion de point �xe F est � souvent � ontra-tante. Un travail supplémentaire est néessaire ii pour voir si e fait peut êtredémontré, et sous quelles hypothèses.On propose d'attaquer numériquement l'équation de point �xe (3.24) soit par desitérations de point �xe, soit par des itérations de l'algorithme de Newton. La mise enoeuvre de e programme néessite de savoir� évaluer la fontion de point �xe F , 'est-à-dire résoudre le problème d'optimisationonique (3.11) ou son dual (3.13)� di�érentier F (si l'on veut utiliser la méthode de Newton)� retrouver la solution omplète (v, ũ, r) à partir de la solution de (3.11) et (3.13)une fois que l'équation de point �xe F (s) = s est satisfaite.Dans toute ette setion, les notations sont elles du hapitre 3.4.7.2 Résolution du problème interneL'évaluation de F (s) pour une valeur donnée de s néessite de aluler ũ(s), e quirevient à résoudre l'un des deux problèmes (3.11) ou (3.13). Cei peut être fait à l'aided'algorithmes spéi�ques, au prix d'un oût de développement supplémentaire, ou enutilisant une reformulation sous forme d'un problème d'optimisation lassique (SOCP)pour lequel des odes existants sont disponibles. Selon nos expérienes, les gains obte-nus ave les algorithmes spéi�ques sont très importants et justi�ent largement l'e�ortde développement, mais l'approhe plus simple par reformulation SOCP est égalementdérite i-dessous.Algorithmes spéi�quesLe problème (3.13) est partiulièrement simple, puisque la ontrainte est de la forme
r ∈ L (où r est la variable) alors que le problème (3.11) est sous la forme g(v) ∈ L∗ (où vest la variable). En ontrepartie, la fontion quadratique que l'on minimise est fortementonvexe pour (3.11) alors qu'elle n'est que onvexe au sens large pour (3.13).



4.7. MÉTHODE PROPOSÉE 95Dans des expérienes préliminaires, nous nous sommes ontentés de résoudre (3.13)à l'aide d'un simple algorithme de desente de gradient ave projetion et reherhelinéaire d'Armijo, ave des résultats numériques bien meilleurs que eux obtenus ave laformulation SOCP i-dessous et le solveur SeDuMi. Il est probable que si l'on disposaitde méthodes plus sophistiquées, omme elles dérites dans [Ku07℄, l'amélioration seraitenore plus signi�ative. Dans les expérienes numériques du hapitre 5, on se ontenterade l'algorithme du gradient projeté pour résoudre (3.13).Remarque 4.20. L'algorithme du gradient projeté ne fournit qu'une solution au pro-blème dual (3.13), 'est-à-dire la valeur des fores ; en revanhe, un solveur omme Se-DuMi fournit un ouple de solutions primal-dual. La sous-setion 4.7.3 explique pourquoiette propriété est intéressante : dans le as où l'on résout numériquement le problèmeen v (3.11), elle permet de retrouver la valeur des fores r dans le système. Si l'on nedispose pas d'une telle solution duale, il faut se satisfaire d'une solution en vitesses (ũ, v)et de l'assurane qu'un veteur de fores r orrespondant existe.Reformulation SOCPLes deux problèmes (3.11) et (3.13), qui sont des programmes quadratiques sur le�ne du seond ordre (SOQP), peuvent être reformulés omme des problèmes linéairessur le �ne du seond ordre (SOCP).Lemme 4.21 (Reformulation SOCP du problème dual). Le problème (3.13) est équi-valent au programme linéaire sur le �ne du seond ordre suivant, dont les inonnues sont
(t, z, x, y, r) dans R1+1+m+1+nd :





min t
2 + b⊤r

z = t+1
2

y = t−1
2

Cx = H⊤r
(z, (x, y)) ∈ Kµ=1

r ∈ L

(4.18)
où b := w+Es−HM−1f et C est une matrie telle que CC⊤ = M . Autrement dit, r estsolution de (3.13) si et seulement s'il existe (t, x, y, z) tels que (t, x, y, z, r) soit solutionde (4.18).Démonstration. La fontion-objetif du problème (3.13) s'érit

1

2
r⊤HM−1H⊤r + b⊤r.E�etuons une déomposition de M sous la forme M = CC⊤ (par exemple la déompo-sition de Choleski). On a don M−1 = C−⊤C−1. La fontion-objetif devient

1

2
‖x‖2 + b⊤r



96 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALave x = C−1H⊤r. On utilise ensuite une astue [BTN01℄ qui onsiste à pousser leterme quadratique de la fontion-objetif dans les ontraintes en introduisant une variablesupplémentaire t soumise à
t ≥ ‖x‖2 ⇐⇒

(t+ 1

2

)2
≥

( t− 1

2

)2
+ ‖x‖2 ⇐⇒ t+ 1

2
≥ ‖

(
x,
t− 1

2

)
‖où on remarque que la dernière ontrainte est une ontrainte de �ne du seond ordre.Autrement dit, (3.13) devient (4.18) qui est un SOCP.Intéressons-nous maintenant au problème primal (3.11).Lemme 4.22. Le problème d'optimisation (3.11) est équivalent au programme linéairesur le �ne du seond ordre suivant, dont les inonnues sont (t, y, v) dans R1+m+m :





min t
(t, y) ∈ Kµ=1

Hv + w +Es ∈ L∗

y = C⊤v +C−1f

(4.19)où C est une matrie telle que CC⊤ = M .Démonstration. La fontion-objetif J(v) de (3.11) s'érit
J(v) =

1

2
v⊤Mv + f⊤v

=
1

2
[(C⊤v)⊤(C⊤v) + 2(C⊤v)⊤(C−1f)]

=
1

2
‖C⊤v + C−1f‖2 + cte.

(4.20)En posant y = C⊤v + C−1f et en introduisant la variable supplémentaire t soumise à
t ≥ ‖y‖, on obtient la reformulation SOCP (4.19) de (3.11).Remarque 4.23. Bien entendu, il n'est pas néessaire d'évaluer C−1 (qui apparaît dansles ontraintes) mais seulement C−1f , qui revient à résoudre un système triangulaire.Cette tehnique de reformulation SOCP n'est pas très rapide, mais elle présente deuxavantages : d'une part, il existe déjà des solveurs SOCP de bonne qualité (alors quenous ne onnaissons pas de solveur dédié aux SOQP (3.11) et (3.13) qui soit disponiblepubliquement). D'autre part, les solveurs SOCP (omme SeDuMi) ne fournissent engénéral pas seulement une solution primale, mais un ouple de solutions primal-dual.Grâe à ette propriété, il est possible de retrouver failement la valeur de r lorsqu'on arésolu le problème en v (3.11), ou la valeur de (v, ũ) lorsqu'on a résolu le problème en r(3.13). C'est à e problème que nous nous attahons maintenant.



4.7. MÉTHODE PROPOSÉE 974.7.3 Reonstrution des inonnues et évaluation de FProblème en r. La résolution du problème (3.13) fournit une valeur pour les foresde ontat r. A l'aide de la première équation du problème inrémental (1.33), on peutalors retrouver v en résolvant le système linéaire symétrique, en la variable v
Mv = (H⊤r − f) = cte.On retrouve ensuite u grâe à u = Hv + w, e qui permet d'évaluer F i(s) := ‖uiT(s)‖.Cependant, admettons que le programme qui résout (3.13) fournisse non seulementune solution primale, mais aussi une solution duale ; on aimerait retrouver diretementla valeur de ũ et v à partir de la solution duale sans avoir à résoudre un système linéaire.Problème en v. D'autre part, si l'on résout (3.11), on obtient la valeur de v (solutionprimale) qui su�t à aluler elle de ũ = Hv+w+Es et don à évaluer F . Cependant,si l'on parvient à résoudre l'équation de point �xe F (s) = s, on obtiendra seulement unesolution partielle (ũ, v) du problème inrémental, et l'assurane qu'un r orrespondantexiste. Ce n'est pas satisfaisant du point de vue méanique, ar on peut légitimement sedemander quelles sont les fores de ontat dans notre système.Cette situation est plus di�ile que pour le problème en r (3.13), où l'on devait� seulement � résoudre un système linéaire Mv = cte. On veut maintenant trouver r telque

H⊤r = Mv + f = cte et L ∋ r ⊥ ũ = cte ∈ L∗où v et ũ sont onnus. Il s'agit don de résoudre un problème qui omporte deuxontraintes linéaires (H⊤r = cte et r ⊥ ũ) et une ontrainte onique (r ∈ L) ; sa ré-solution n'est pas immédiate.On préférerait don là aussi obtenir diretement la valeur des fores à partir de lasolution duale de (3.11) alulée par le solveur en même temps que la solution primale.La sous-setion suivante est onsarée à ette reonstrution à partir des reformula-tions SOCP (4.19) et (4.18). Ce n'est qu'un exemple : quelle que soit la reformulationutilisée pour résoudre (3.11) et (3.13), on peut raisonnablement penser que la solutionduale du problème reformulé � ontiendra � d'une manière ou d'une autre la solutionomplète (v, ũ, r) de (3.5).4.7.4 Reonstrution à partir de la formulation SOCPConsidérons don de nouveau le problème (4.18) dans lequel on introduit des mul-tipliateurs omme i-dessous, dont on suppose que la valeur �nale est donnée par le



98 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALsolveur : 2 trouver une solution (t, z, x, y, r) dans R1+1+m+1+nd de




min t
2 + b⊤r

z = t+1
2 ←− δ ∈ R

y = t−1
2 ←− δ′ ∈ R

Cx = H⊤r ←− λ ∈ Rm

(z, (x, y)) ∈ Kµ=1 ←− (α, (β, γ)) ∈ Kµ=1

r ∈ L ←− ν ∈ L∗.

(4.21)
On va montrer que la valeur de ũ est donnée sans auun alul par elle de la variableduale ν. Malheureusement, on n'obtient pas diretement la valeur de v et il faut résoudrele système linéaire en M ; mais si l'on dispose d'une � bonne déomposition � CC⊤ de
M , e alul est rapide.Lemme 4.24. Soient (t, z, x, y, r) et (δ, δ′, λ, α, β, γ, ν) un ouple de solutions primal-dual de (4.21). Alors

v := M−1(H⊤r − f)est tel que (v, ν, r) résout (3.5).Démonstration. Par onstrution, on a t = ‖x‖2 à l'optimum. La ontrainte de �nedu seond ordre sur (z, (x, y)) est don saturée et (x, y) n'est pas nul (ar x = 0 implique
y = −1/2) don (z, (x, y)) n'est pas au sommet du �ne et le multipliateur assoié
(α, β, γ) est dé�ni à une onstante multipliative χ ≥ 0 près par

(α, (β, γ)) = χ(‖(x, y)‖,−z (x, y)

‖(x, y)‖ ).Par onstrution, ‖(x, y)‖ = z don (α, (β, γ)) = χ(z, (−x,−y)). D'autre part, l'équationd'optimalité s'érit



t
z
x
y
r




:




1/2
0
0
0
b




+




1/2
−1
0
0
0



δ +




1/2
0
0
−1
0



δ′ +




0
0
−C⊤

0
H



λ−




0
α
β
γ
ν




= 0.On en tire failement δ = −α, δ′ = −γ puis α + γ = 1. Cei �xe la valeur de χ :
1 = α + γ = χ(z − y) = χ don χ = 1 et α = z, β = −x et γ = −y. D'autre part,l'équation d'optimalité donne diretement λ = −C−⊤β = C−⊤x et b + Hλ = ν ; en2Dans ertains as pathologiques, il peut ne pas y avoir de solution duale même quand le primal estréalisable et admet un minimum; une hypothèse supplémentaire est requise, omme par exemple ellede Slater.



4.7. MÉTHODE PROPOSÉE 99utilisant le fait que x = C−1H⊤r, on a
ν = b+HC−⊤x

= b+HC−⊤C−1H⊤r

= HM−1H⊤r + w + Es−HM−1f

= HM−1(H⊤r − f) + w + Es

= Hv + w + Es

= ũ.

(4.22)
On a don bien diretement la valeur de ũ en posant ũ := ν. Ce résultat est assezintuitif, ar du point de vue méanique on s'attend bien à e que la variable duale assoiéeà la fore r soit la vitesse ũ (qui véri�e r ⊥ ũ).Considérons maintenant le problème (4.19), dans lequel on introduit des multiplia-teurs omme i-dessous, et on suppose toujours que leur valeur �nale est fournie par lesolveur : trouver une solution (t, y, v, ũ) dans R1+m+m+nd de





min t
(t, y) ∈ Kµ=1 ←− (α, β) ∈ Kµ=1

ũ ∈ L∗ ←− ν ∈ L
−ũ+Hv + w + Es = 0 ←− λ1 ∈ Rnd

−y + C⊤v + C−1f = 0 ←− λ2 ∈ Rm.

(4.23)Le résultat suivant est similaire au lemme 4.24, à ei près qu'une onstante multipliativeintervient : il dit que dans (3.11), dont la solution primale est v, on peut obtenir la valeurdes fores de ontat (une valeur possible, il n'y a pas uniité pour r) à partir de lasolution duale assoiée à la ontrainte ũ ∈ L∗.Lemme 4.25. Soient (t, y, ũ, v) et (α, β, ν, λ1, λ2) un ouple de solutions primal-dual de(4.23). Alors (v, ũ, ‖y‖ν) est solution de (3.5).Démonstration. L'équation d'optimalité s'érit



t
y
ũ
v


 :




1
0
0
0


 +




0
0
−I
H⊤


λ1 +




0
−I
0
C


λ2 −




α
β
ν
0


 = 0.On en tire diretement α = 1, λ2+β = 0, λ1+ν = 0, H⊤λ1+Cλ2 = 0 don H⊤ν = −Cβ.Par onstrution, t = ‖y‖ à l'optimum et la ontrainte de �ne (t, y) ∈ Kµ=1 est saturée.� Si ‖y‖ 6= 0, (t, y) ne se trouve pas au sommet du �ne et la variable duale (α, β) estdéterminée à une onstante multipliative près χ ≥ 0 par (α, β) = χ(‖y‖,−t y

‖y‖ ).Comme α = 1, on a χ = 1/‖y‖ et don β = −y/‖y‖. On en déduit
H⊤ν = −Cβ = C

y

‖y‖ =
Mv + f

‖y‖ .



100 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTAL� Si ‖y‖ = 0, alors y = 0 i.e. Mv + f = 0 don r = 0 est une solution possible.Autrement dit, une solution possible pour r est r = ‖y‖ν dans les deux as.Conformément à l'intuition, la solution duale assoiée à la ontrainte ũ ∈ L∗ fournitbien la fore r, via le fateur de proportionnalité onnu ‖y‖.4.7.5 Di�érentiation de FLa fontion F étant dé�nie par la formule F i(s) = ‖uiT(s)‖, 'est-à-dire de manièreplus expliite
F i(s) := ‖P iT (Hv(s) + w) ‖où P iT est la matrie de la projetion sur le plan tangent au i-ème ontat, on voit que

F est di�érentiable en s lorsque v est di�érentiable en s et que P iT (Hv(s) + w) est nonnul pour tout i. Comme v(s) est alulée omme solution d'un problème d'optimisationparamétrique qui dépend de s, on voudrait di�érentier v par rapport à s de la manièrelassique : en érivant les onditions d'optimalité (3.5) au point s ourant, en les li-néarisant par rapport à s (e qui donne (v, u, r) omme solution d'un système linéairedépendant linéairement de s) puis en inversant e système linéaire. C'est l'idée généraledu théorème des fontions impliites.Malheureusement ii, on sait que la solution r(s) n'est pas unique en général à s �xé,e qui signi�e que l'hypothèse d'inversibilité loale du théorème des fontions impliitesne sera pas satisfaite. Malgré ela, le problème posé est raisonnable : on ne s'intéressepas à la di�érentiation de (v, u, r) par rapport à s (qui n'aurait pas de sens, ar r(s)n'est pas dé�ni de manière unique) mais seulement à la di�érentiation de v(s) qui, lui,est dé�ni de manière unique. Autrement dit, il nous faudrait une version élaborée duthéorème des (multi-)fontions impliites pour pouvoir justi�er le alul de la jaobiennede F . Pour implémenter la di�érentiation de F , on se ontentera don du alul formelprésenté i-dessous, sans plus de justi�ation théorique.Linéarisation de la ontrainte de omplémentaritéDans (3.5) que l'on veut linéariser, les deux premières lignes sont déjà linéaires et latroisième est la ontrainte de omplémentarité
Ki ∋ ri ⊥ ũi ∈ K∗

i . (4.24)Pour pouvoir la linéariser, on la remplae par une ontrainte fontionnelle équivalente,omme
PK(ri − ũi)− ri = 0que l'on sait di�érentier expliitement (annexe E). Au voisinage de (¯̃u, r̄), on linéarisedon (4.24) par

(I− ∂PK
∂x

) dr +
∂PK
∂x

dũ = 0. (4.25)



4.7. MÉTHODE PROPOSÉE 101On pourrait maintenant essayer de aluler expliitement la matrie jaobienne de s →
v(s) en un ertain point s̄ pour lequel on onnaît la solution (v, u, r)(s) en utilisant l'idéedu théorème des fontions impliites : il su�rait de remplaer l'équation de omplémen-tarité (4.24) par sa linéarisation (4.25) dans (3.5) pour obtenir le système suivant, où
X := (v, ũ, r)

AX dX+As ds = 0, ave AX =



M 0 −H⊤

−H I 0

0
∂PK
∂x

(I− ∂PK
∂x

)


 et As =




0
E
0


 . (4.26)Si AX était inversible, on aurait en éliminant X

dX = −A−1
X As ds;autrement dit, on aurait la matrie jaobienne de s → X(s) dont on pourrait extrairela matrie jaobienne de s → v(s). Cependant, il y a deux problèmes : d'une part lamatrie A n'est pas inversible en général en raison du aratère multivoque de s→ r(s),et d'autre part on ne veut pas aluler la matrie jaobienne de v : tout e qui nousintéresse, in �ne, 'est le alul d'un pas de Newton pour l'équation F (s) = s. Cei nenéessite heureusement pas d'assembler la jaobienne de F , omme on va le voir.Calul d'un pas de NewtonOn voudrait maintenant aluler un pas de Newton pour l'équation F (s) = s. Onérit le système linéarisé en X = (v, ũ, r) et s :





F + dF = s+ ds (équation de Newton)
AX dX +As ds = 0 (KKT linéarisé)
F i dF i = (ũiT)⊤dũi (di�érentiation de F ). (4.27)En éliminant dF grâe à la dernière équation et en rassemblant les inonnues à gauheet les onstantes à droite, on obtient le système linéaire

{
−Diag((ũiT)⊤/F i) dũ+ ds = F − s
AX dX +As ds = 0.

(4.28)En admettant qu'on trouve une solution (dX, ds) au système linéaire (4.28), on obtientalors un nouvel itéré s+ ds, e qui ahève une itération de la méthode de Newton.Bien entendu, la solution r n'étant pas unique en général, le système (4.28) n'esten général pas inversible. On le résout don au sens des moindres arrés et on véri�e aposteriori la qualité de la solution obtenue. D'après nos expérienes, la solution trouvéeest toujours exellente. Cei est onforme ave l'intuition selon laquelle la non-uniité de
r n'exere pas d'in�uene néfaste grâe au fait que ette variable n'apparaît pas dans ladé�nition de la fontion F (F ne dépend que de ũ, qui est unique).



102 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTAL4.7.6 Interprétation géométriquePour shématiser, représentons la situation dans le plan (X, s). Le problème de om-plémentarité onique (3.5) peut être vu omme une ontrainte g(X, s) = 0 et la ontrainte
‖uiT‖ = si omme une ontrainte h(X, s) = 0. Les solutions herhées se trouvent à l'in-tersetion de es deux lignes de niveau (Figure 4.1). Notre méthode onsiste à e�etuer

X

h = 0

g = 0

s

solution

sn sn+1

ds

Xn

Xn+1

Fig. 4.1 � Vue shématiquela méthode de Newton en se restreignant au sous-ensemble {g(X, s) = 0} du plan (X, s).A haque fois qu'une nouvelle valeur de s est proposée par l'algorithme qui résout (3.24),que e soit une itération de point �xe, de Newton ou autre, le problème interne ramèneimmédiatement le point ourant sur la ourbe {g(X, s) = 0}.4.7.7 Cas bidimensionnelQuand d = 2, toutes les ontraintes sont linéaires et on peut théoriquement résoudrele problème en temps �ni : il su�t de le reformuler omme un LCP et de le résoudre aveun solveur énumératif (e qui prend en général un temps exponentiel). On pourrait roireque notre méthode itérative, qui a priori ne termine pas, est inadaptée pour résoudre untel problème.En réalité, en dimension d = 2 la solution v(s) du problème (3.11) est une fontiona�ne par moreaux de s ar les ontraintes de e problème quadratique sont linéaires etdépendent linéairement de s. Par onséquent, F est elle-même a�ne par moreaux ! Ceisigni�e que si la méthode de Newton appliquée à l'équation de point �xe F (s) = s trouvele � bon moreau �, elle onverge (de manière exate, en théorie) en une seule itération.Autrement dit, si la méthode onverge, elle le fait en un nombre �ni d'itérations.Cei n'est plus vrai, par ontre, si l'on essaie de résoudre l'équation F (s) = s ene�etuant des itérations de point �xe.4.8 Approhes loales et globalesLes méthodes présentées jusqu'à présent sont � globales �, en e sens qu'elles tententde résoudre le problème inrémental d'un blo, en e�etuant des itérations qui modi�enttoutes les variables (les fores à tous les points de ontat, par exemple) à la fois.



4.8. APPROCHES LOCALES ET GLOBALES 103Moreau [Mor88, Mor03℄, Jourdan-Alart-Jean [JAJ98℄ utilisent un algorithme qui ré-sout le problème du frottement � loalement �, 'est-à-dire ontat par ontat, et itèrejusqu'à e qu'une solution globale soit trouvée. Cette approhe évoque la méthode deGauss-Seidel pour résoudre les systèmes linéaires, dans laquelle on résout suessivementdes sous-systèmes plus petits, les autres variables étant �xées.4.8.1 Inonvénients des méthodes fontionnelles globalesLes méthodes fontionnelles globales, visant à annuler une ertaine fontion F quidépend de toutes les variables, ne fontionnent bien que sur ertains problèmes ; elle sonttrès e�aes [CKPS98℄ en partiulier sur les problèmes de orps déformables disrétiséspar la méthode des éléments �nis, e que l'on peut expliquer en partie par les résultatsthéoriques du hapitre 3 (voir la sous-setion 3.4.7). Cependant, sur d'autres systèmesméaniques parfois très simples (en partiulier lorsqu'on utilise des solides rigides), esméthodes ne sont pas robustes : leurs faiblesses théoriques (jaobienne mal dé�nie, non-inversible, diretion non-desendante, ylage) sont e�etivement renontrées en pratique.Voii deux manières de ontourner le problème.� On peut onserver l'idée de minimisation du ritère des moindres arrés ‖F‖2, enutilisant des algorithmes insensibles au aratère non-inversible de la jaobienne(ontrairement à l'algorithme de Newton sur F ) ; on a vu par exemple la méthodede Levenberg-Marquardt (sous-setion 4.5.2).� Résoudre le problème ontat par ontat, de manière itérative, en s'inspirant dela méthode de Gauss-Seidel pour la résolution des systèmes linéaires.La seonde idée est l'objet de la sous-setion suivante.4.8.2 Approhe ontat-par-ontat, dite � de Gauss-Seidel �L'idée onsiste à résoudre le problème inrémental de la manière suivante. On initia-lise r (ave la valeur des fores au pas de temps préédent ou en suivant une heuristiquequelonque), puis on résout le problème du frottement au ontat i seulement en mainte-nant les fores aux autres points de ontat �xées ; si les variables u et v on été éliminéesomme dans (1.34), e problème est de petite taille et peut être résolu très rapidement.On itère ensuite sur i jusqu'à onvergene, que l'on détete en s'assurant que les variablesne hangent plus d'une itération à la suivante (à une ertaine tolérane près). Comme lesfores ne sont a priori pas uniques, il est plus prudent de hoisir omme ritère d'arrêtla stabilisation des valeurs des vitesses. De nombreuses variantes de et algorithme sontenvisageables, par exemple elle qui suit.1. Initialiser r2. Tant que Niter ≤ Nitermax(a) uold ←Wr + q(b) Pour i = 1 . . . ni. ui ← (Wr + q)i



104 CHAPITRE 4. RÉSOLUTION PRATIQUE DU PROBLÈME INCRÉMENTALii. q̄i ← ui −Wiir
iiii. Trouver ri tel que (Wii r

i + q̄i, ri) ∈ C(ei, µi)() FinPour(d) unew ←Wr + q(e) Si ‖uold − unew‖ ≤ tol, sortir3. FinTantQueLa boule interne, au point 2-(b), met à jour la valeur de r en faisant une passe sur haundes points de ontats. A haque itération, un problème réduit à un seul ontat est résoluau point 2-(b)-iii. On e�etue ette résolution en utilisant n'importe laquelle des méthodesprésentées jusqu'ii (omme la méthode d'Alart et Curnier), que l'on initialise ave lavaleur ourante de ri. Cette résolution interne est très rapide (typiquement, quelquesitérations) et peut être tronquée. On verra au hapitre 5 que ette approhe est assezrobuste, mais peut s'avérer très lente. De plus, elle manque de fondement théorique etla onvergene n'en est pas garantie ; en pratique, elle est d'ailleurs régulièrement sujetteau problème du ylage.OrientationAvant de passer à l'implémentation, il faut enore spéi�er plusieurs parties ou pa-ramètres de haun des algorithmes dérits dans e hapitre : hoix du solveur interne,type de reherhe linéaire, nombre d'itérations internes maximum autorisées, initialisa-tion pour le redémarrage à haud, hoix des variables à éliminer (u ou v et u) dans lesystème linéaire qui alule le pas de Newton, et. Nous sommes loin d'avoir explorétoutes les possibilités, qui sont fort nombreuses. Cependant, nous avons implémenté unertain nombre de méthodes que nous espérons représentatives ; a�n d'évaluer les quali-tés de notre algorithme et de le omparer aux méthodes existantes, nous allons tester sarobustesse et sa rapidité dans le hapitre suivant sur des jeux de données variées.



Chapitre 5Expérienes numériquesA défaut de pouvoir omparer les qualités théoriques des algorithmes dérits dansle hapitre préédent, par manque de résultats de onvergene, nous allons mener danselui-i une étude empirique onsarée essentiellement à leur robustesse d'une part, etleur vitesse d'autre part. Selon le système méanique que l'on herhe à simuler, d'autresritères peuvent s'avérer pertinents ; par exemple, le aratère plus ou moins éonome enmémoire d'une méthode est ruial lorsqu'on s'attaque à des problèmes de grande taille.Pour limiter notre hamp d'investigation, nous restreindrons notre étude à deux famillesde problèmes-tests : des instanes aléatoires et des problèmes de tiges déformables. Tousles exemples onsidérés seront en dimension d = 3. En�n, tous les algorithmes serontimplémentés dans le même langage (Silab) et les tests faits sur la même mahine (unDell Preision 380 à 3GHz doté de 2 Go de mémoire vive).5.1 Problèmes-tests5.1.1 Problèmes lassiquesDans les nombreux artiles et ouvrages existants onsarés aux méthodes numériquespour les problèmes de ontat et frottement, on retrouve très souvent deux types deproblèmes-tests : les matériaux granulaires et les solides déformables en élastiité li-néaire. Dans le premier as, on onsidère un grand nombre de orps rigides (des sphères,dans le as le plus simple, parfois des polyèdres) soumis à la gravité en présene d'ob-jets extérieurs mobiles ou non, qui ontraignent leur position. Dans le deuxième as, ononsidère un objet disrétisé en espae par la méthode des éléments �nis, qui repose surle sol et est soumis à un hargement extérieur quelonque. Ces deux types de problèmes-tests ont l'avantage d'être assez simples à mettre en oeuvre. Pour les orps rigides, lamodélisation est immédiate (il su�t d'érire les équations d'Euler pour haque solide)tandis que pour les déformables, on peut tirer diretement les données du problème in-rémental d'un logiiel existant de alul par éléments �nis. De même, la détetion deollisions est très simple lorsqu'on onsidère uniquement des ontats point-plan (ommepour un objet déformable reposant sur le sol) ou entre deux sphères (il su�t de omparer105



106 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESla distane des entres à la somme des rayons) ; en revanhe elle devient plus déliatelorsqu'on onsidère un milieu granulaire formé de polyèdres.Ces problèmes de matériaux granulaires et d'élastiité linéaire sont intéressants, maisd'une part ils ont déjà été beauoup étudiés, et d'autre part ils sont très partiuliers etprésentent haun une aratéristique qui les rend plus � failes � (toutes proportionsgardées) que le as général : dans le as des granulaires, la matrie de masse est généra-lement bien onditionnée (à moins de onsidérer des objets élémentaires très allongés, oude tailles très di�érentes) ; dans le as des objets élastiques, si on ne délare de ontatqu'au niveau des noeuds, on sait que le ritère d'existene fort (H) du hapitre 3 est au-tomatiquement véri�é ; le problème possède néessairement une solution, et il est � loin �de l'infaisabilité. En�n, la matrie de masse est onstante dans les deux as au ours desitérations et même diagonale pour les matériaux granulaires, e qui rend le alul de W(équation (1.34)) pratiquement gratuit.Nous allons don nous onentrer sur deux familles de problèmes moins étudiés jusqu'àprésent dans la ommunauté de la méanique du ontat : les problèmes aléatoires et lesproblèmes de tiges.5.1.2 Instanes aléatoiresLes notations M , f , H, w, ei et µi sont toujours elles du problème inrémental(1.33) du hapitre 1. On onstruit des problèmes aléatoires de la manière suivante. Onhoisit le nombre de sous-systèmes méaniques et leur nombre de degrés de liberté. Pourhaque sous-système on génère aléatoirement une matrie de masse symétrique dé�niepositive (dont on peut hoisir le onditionnement pour rendre le problème plus ou moinsdi�ile). Cei permet de onstruire la matrie de masse globale M , à laquelle on assoieun veteur f aléatoire. Ensuite on hoisit aléatoirement des paires de sous-systèmes, quel'on délare en ontat. On génère aléatoirement les blos de H et w orrespondants,ainsi que la diretion normale ei et le oe�ient de frottement µi.Il ne reste qu'à spéi�er la loi de es tirages aléatoires. En l'absene de phénomènesous-jaent réellement aléatoire, rien ne permet de préférer une loi à une autre ; la seuleontrainte à respeter est que M soit dé�nie positive. Dans nos expérienes, nous avonsutilisé la loi uniforme pour générer les variables à valeurs dans un segment (les oe�ientsde frottements, tirés entre µmin = 0.2 et µmax = 0.8) et des lois gaussiennes pour générerhaune des variables salaires dé�nissant les autres données.La liste des instanes aléatoires de petite taille que nous avons utilisées est rapportéedans la table 5.1. Le nom, de la forme � alea-m-n �, ontient la valeur m du nombre dedegrés de liberté et elle n du nombre de points de ontat. On donne le nombre mss dedegrés de liberté des sous-systèmes, et leur nombre nss. La valeur du rapport (nd)/m estaussi indiquée, ar on soupçonne que le problème devienne plus di�ile quand e rapportaugmente, en partiulier s'il dépasse 1 (voir la sous-setion 3.4.9). La densité de Wdonne une idée de la taille du problème en mémoire, et son onditionnement est aussi unindiateur de la di�ulté du problème (en partiulier pour notre approhe, qui néessitede résoudre un programme quadratique de matrie W ). En�n, lorsque nous avons puvéri�er le ritère d'existene en utilisant l'une des méthodes proposées en 3.5, ei est



5.1. PROBLÈMES-TESTS 107Nom mss nss (nd)/m dens(W ) ond(W ) existenealea-42-5 6 7 0.36 0.76 1.1e+02 ouialea-48-8 6 8 0.50 0.50 5.2e+03 ouialea-54-11 6 9 0.61 0.40 3.6e+05 ouialea-60-14 6 10 0.70 0.47 5.9e+03 ouialea-66-17 6 11 0.77 0.33 4.2e+03 ouialea-72-20 6 12 0.83 0.31 7.3e+04 ouialea-78-23 6 13 0.88 0.30 1.1e+04 ouialea-84-26 6 14 0.93 0.25 4.1e+07 ouialea-90-29 6 15 0.97 0.25 9.1e+08 ouialea-96-32 6 16 1.00 0.25 1e+18 ?alea-102-35 6 17 1.03 0.20 2.7e+17 ?alea-108-38 6 18 1.06 0.19 7.6e+17 ?alea-114-41 6 19 1.08 0.19 9.3e+17 ?alea-120-44 6 20 1.10 0.18 3.5e+17 ?alea-126-47 6 21 1.12 0.18 6.6e+17 ?Tab. 5.1 � Instanes aléatoires de petite tailleindiqué par un � oui � dans la dernière olonne de 5.1. On dispose alors d'un erti�at quiprouve que l'hypothèse (H) est véri�ée. Inversement, si les tentatives de véri�ation duritère éhouent, on ne dispose pas d'un erti�at de non-validité du ritère. On indiquedon et éhe par � ? � plut�t que par � non � dans la dernière olonne de 5.1 (voir laremarque 3.23 du hapitre 3).5.1.3 Problèmes de tigesEn ollaboration ave F. Bertails, nous avons entrepris d'étendre le modèle de tigesdes super-hélies [Ber06, BAC+06℄ pour y intégrer le frottement de Coulomb modélisé par(1.22). Une super-hélie est une ourbe à une dimension de R3 formée par reollement
C1 d'une suession d'hélies. Chaque hélie est dérite par sa longueur, qui est �xée(ei modélise don une tige inextensible), et par ses trois degrés de liberté κ1, κ2 (en�exion) et τ (en torsion) omme sur la �gure 5.1. Une super-hélie formée de α moreauxdispose don de 3α degrés de liberté. Une desription préise de e modèle est donnée dans[Ber06℄, ave sa onstrution à partir du modèle de tige de Kirhho� (qui modélise une tigeinextensible et sans isaillement). Ce système possède des aratéristiques � extrêmes � :

κ1

κ2

τ

b)a)Fig. 5.1 � Une hélie et une super-hélie.



108 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESNom mss nss (nd)/m dens(W ) ond(W ) existenealea-750-100 6 125 0.40 0.04 1.4e+05 ouialea-1002-200 6 167 0.60 0.03 5.3e+05 ouialea-1122-300 6 187 0.80 0.02 2.4e+07 ouialea-1200-400 6 200 1.00 0.02 8.4e+18 ?alea-1248-500 6 208 1.20 0.02 5.7e+19 ?alea-750-100 15 50 0.40 0.09 1.9e+04 ouialea-1005-200 15 67 0.60 0.07 5.3e+04 ouialea-1125-300 15 75 0.80 0.06 5.7e+05 ouialea-1200-400 15 80 1.00 0.05 7.7e+18 ?alea-1245-500 15 83 1.20 0.05 7.6e+18 ?alea-756-100 36 21 0.40 0.18 1.1e+04 ouialea-1008-200 36 28 0.60 0.14 5e+04 ouialea-1116-300 36 31 0.81 0.13 6.2e+05 ouialea-1188-400 36 33 1.01 0.12 5.3e+18 ?alea-1260-500 36 35 1.19 0.11 3.4e+19 ?Tab. 5.2 � Instanes aléatoires de grande tailleles objets sont �ns et allongés, e qui impose l'usage de pas de temps assez petits pourempêher qu'ils se traversent. Chaque tige est parfaitement indéformable dans le senslongitudinal et, au ontraire, très souple en �exion et en torsion. En�n, la matrie demasse de haque objet élémentaire est pleine, H est souvent de rang faible, et W est malonditionnée en général (table 5.3).En revanhe, on onsidère des problèmes dans lesquelles le seul objet extérieur (lesupport auquel sont attahées les tiges) est en mouvement de solide rigide. On a donl'assurane qu'une solution existe au problème inrémental, omme on l'a vu à la setion3.4. Le oe�ient de frottement utilisé est µ = 0.2.5.2 Méthodes5.2.1 AlgorithmesNous avons implémenté les méthodes suivantes parmi elles passées en revue au ha-pitre 4 : la méthode d'Alart et Curnier, elle � d'Uzawa � sur le bipotentiel de De Saxé,la méthode de � Gauss-Seidel � (où les problèmes réduits à un seul ontat sont réso-lus à l'aide de la méthode d'Alart et Curnier) et elle de Haslinger (où les programmesquadratiques internes sont résolus par la méthode du gradient projeté, et le problèmeexterne par itérations de point �xe). Nous testons aussi une méthode moins onnue : laméthode de quasi-Newton sur la fontion de Fisher-Burmeister, qui représente les teh-niques par fontions de mérite. En�n notre approhe onsistant à résoudre l'équation depoint �xe (3.24) est implémentée de trois manières : par la méthode de Newton, elle



5.2. MÉTHODES 109Nom mss nss (nd)/m dens(W ) ond(W ) existenehair-54-4 18 3 0.22 1.00 3.3e+09 ouihair-54-5 18 3 0.28 1.00 1.6e+09 ·hair-36-3 18 2 0.25 1.00 5.7e+05 ·hair-54-9 18 3 0.50 1.00 2.4e+17 ·hair-54-9 18 3 0.50 1.00 6e+17 ·hair-90-8 18 5 0.27 0.75 1e+09 ·hair-90-13 18 5 0.43 0.76 2.8e+11 ·hair-90-13 18 5 0.43 0.76 1.3e+11 ·hair-90-12 18 5 0.40 0.62 1.1e+09 ·hair-108-17 18 6 0.47 0.75 3.8e+18 ·hair-108-18 18 6 0.50 0.52 2.6e+19 ·hair-108-16 18 6 0.44 0.55 9.7e+11 ·hair-90-20 18 5 0.67 0.78 1.5e+19 ·hair-108-15 18 6 0.42 0.64 5.2e+17 ·hair-126-22 18 7 0.52 0.48 3.5e+18 ouiTab. 5.3 � Problèmes de tige de petite taille
Nom mss nss (nd)/m dens(W ) ond(W ) existenehair-468-150 18 26 0.96 0.18 1.5e+20 ouihair-540-127 18 30 0.71 0.16 7.8e+19 ·hair-522-158 18 29 0.91 0.15 5.1e+20 ·hair-702-106 18 39 0.45 0.11 3.8e+19 ·hair-576-148 18 32 0.77 0.16 1.7e+20 ·hair-738-129 18 41 0.52 0.12 3.5e+19 ·hair-666-148 18 37 0.67 0.12 3.1e+20 ·hair-792-178 18 44 0.67 0.13 1.5e+20 ·hair-792-174 18 44 0.66 0.11 1.3e+20 ·hair-756-184 18 32 0.73 0.11 8.4e+19 ·hair-738-209 18 41 0.85 0.12 7.6e+19 ·hair-810-194 18 45 0.72 0.10 6.5e+20 ·hair-954-229 18 53 0.72 0.10 1.1e+20 ·hair-882-294 18 49 1.00 0.10 1.4e+21 ·hair-972-369 18 54 1.14 0.09 ? ouiTab. 5.4 � Problèmes de tige de grande taille



110 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESAbréviation MéthodeAC Méthode de Newton sur la formulation d'Alart et CurnierDS Méthode du point �xe sur la formulation de De SaxéGS Méthode de Gauss-Seidel en résolvant les problèmesinternes par la méthode d'Alart et CurnierFB Méthode de quasi-Newton (BFGS) sur la fontion deFisher-BurmeisterH-pf Méthode de point �xe sur la formulation de Haslinger ;QP internes résolus par gradient projetéNA-Newton Notre approhe, en utilisant la méthode de Newton ;QP internes résolus par gradient projetéNA-Broyden Notre approhe, en utilisant la méthode de quasi-Newton ;QP internes résolus par gradient projetéNA-pf Notre approhe, en utilisant la méthode du point �xe ;QP internes résolus par gradient projetéTab. 5.5 � Liste des méthodes évaluéesde quasi-Newton (méthode de Broyden) et elle du point �xe. L'ensemble des méthodesévaluées est résumé dans la table 5.5, ave des abréviations servant à les identi�er dansles tableaux de résultats à venir.En�n, pour tous les algorithmes, on élimine la variable v en alulant expliitement
W et q (équation (1.34) du hapitre 1). La sous-setion 5.3.7 disute de l'intérêt qu'ilpeut y avoir, au ontraire, à onserver ette variable.On peut ombiner les di�érentes formulations du problème inrémental et les diversestehniques de résolution de bien d'autres manières ; par exemple, on peut failement ap-pliquer la méthode de Newton et elle de Broyden à la formulation de Haslinger. Cepen-dant, les performanes de es deux variantes sont déjà rapportées pour notre approhe(NA-Newton et NA-Broyden) et nos expérienes ont montré que leur omportement étaitsensiblement le même lorsqu'on les applique à la méthode de Haslinger et à notre ap-prohe. On pourrait aussi utiliser la méthode de Newton sur la fontion de De Saxéau lieu de elle d'Alart et Curnier ; selon nos expérienes, on obtient dans les deux asdes résultats très similaires. On se permet don, pour ne pas alourdir la présentation desrésultats, de se limiter à l'étude des huit méthodes dérites par la table 5.5.5.2.2 ParamètresTous les algorithmes néessitent de régler des paramètres internes. Les valeurs rete-nues sont indiquées dans la table 5.6. Dans la formulation de De Saxé, on �xe ρ = 1. Cehoix arbitraire explique peut-être les performanes déevantes observées pour ette mé-thode, mais même en essayant empiriquement d'autres valeurs nous n'avons pas réussi àtrouver un réglage satisfaisant. On notera d'ailleurs que ρ n'est pas sans dimension. Pourla résolution interne du problème à un seul ontat dans la méthode de Gauss-Seidel, on



5.2. MÉTHODES 111Méthode Paramètre ValeurAC Reherhe linéaire Goldstein-Prie : pas initial 1Reherhe linéaire Goldstein-Prie : nb. iter. max. 25DS Paramètre ρ 1GS Tolérane sur le ritère d'AC interne 10−8Nombre d'itérations internes de Newton 15FB Reherhe linéaire de Wolfe : pas initial 1Reherhe linéaire de Wolfe : nb. iter. max. 12H-pf QP interne (gradient projeté) : nb. iter. max. 250QP interne (gradient projeté) : tol. sur ‖xn − xn+1‖ 10−10NA-Newton QP interne (gradient projeté) : nb. iter. max. 250QP interne (gradient projeté) : tol. sur ‖xn − xn+1‖ 10−10Reherhe linéaire d'Armijo : pas initial 1Reherhe linéaire d'Armijo : nb. iter. max. 12NA-Broyden QP interne (gradient projeté) : nb. iter. max. 250QP interne (gradient projeté) : tol. sur ‖xn − xn+1‖ 10−10(pas de reherhe linéaire)NA-pf QP interne (gradient projeté) : nb. iter. max. 250QP interne (gradient projeté) : tol. sur ‖xn − xn+1‖ 10−10Tab. 5.6 � Paramètres des di�érentes méthodes�xe la tolérane sur le ritère d'Alart et Curnier à 10−8 pour le problème interne (elleest à 10−6 pour le problème externe). Pour la résolution interne des programmes quadra-tiques par gradient projeté, on autorise au maximum 250 itérations internes (de gradientprojeté) et on arrête prématurément l'algorithme interne si la di�érene en norme entredeux itérés suessifs devient inférieure à 10−10. Ces valeurs ont été hoisies par essais eterreurs sur les jeux de problèmes dont nous disposons, et nous ne prétendons pas qu'ellessont judiieuses pour d'autres instanes.5.2.3 InitialisationPour les problèmes de tiges, issus d'une simulation, on initialise les inonnues aveleur valeur au pas de temps préédent � si on en dispose. En revanhe, si le ontat n'étaitpas atif au pas de temps préédent, on initialise à zéro. Pour les problèmes aléatoires,on initialise toutes les inonnues à zéro.5.2.4 Critère d'arrêtLes ritères d'arrêt naturels des di�érents algorithmes ne sont pas les mêmes. Parexemple dans notre méthode qui onsiste à résoudre l'équation de point �xe F (s) = s,on a envie d'arrêter l'algorithme lorsque ‖F (s) − s‖ devient petit ; en revanhe, dans laméthode d'Alart et Curnier qui onsiste à annuler fAC(u, r), on s'intéresse plut�t à la



112 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESvaleur de ‖fAC(u, r)‖. Pour uniformiser les di�érents ritères d'arrêt et pouvoir omparerla performane des di�érents algorithmes en fontion d'une même exigene de préision,on hoisit arbitrairement d'utiliser le ritère d'Alart et Curnier suivant pour tous lesalgorithmes : on stoppe les itérations lorsque
1

2nd
‖fAC(u, r)‖2 < ǫAC . (5.1)Noter la présene du nombre de ontats n au dénominateur pour normaliser par rapportà la taille du veteur fAC(u, r) ∈ Rnd. Il est possible que e hoix favorise la méthoded'Alart et Curnier, qui vise préisément à satisfaire e ritère ; par ontraste, dans lesautres méthodes la diminution de ‖fAC(u, r)‖ n'est qu'un sous-produit d'opérations quivisent à satisfaire un autre ritère.Dans toute la suite, la tolérane sur le ritère d'Alart et Curnier est �xée à ǫAC = 10−6.De plus, on limite le temps de alul à une valeur Tmax indiquée pour les di�érentesexpérienes.5.3 Expérienes5.3.1 Problèmes aléatoires de petite tailleConsidérons d'abord les problèmes de petite taille. On ompare tous les algorithmesen temps et en préision (table 5.7). On rappelle que le ritère d'arrêt est d'atteindreune préision de ǫAC = 10−6 dans (5.1), et on �xe la limite de temps à Tmax = 30s. Lestemps de aluls doivent être onsidérés ave une ertaine mé�ane en raison de l'usaged'un langage interprété omme Silab. Il vaut mieux onsidérer les temps de alul lesuns par rapport aux autres plut�t que s'intéresser à leur valeur elle-même.Les résultats rapportés dans la table 5.7 montrent lairement l'ine�aité de la teh-nique de point �xe sur la formulation de De Saxé (olonne 3, notée DS). Quelquesexpérienes su�sent à se onvainre que les résultats sont les mêmes en utilisant à laplae la fontion d'Alart et Curnier. Cette tehnique, utilisée ave un ertain suès dansla littérature pour résoudre les problèmes réduits à un seul ontat au sein d'une boulede Gauss-Seidel, ne réussit manifestement pas lorsqu'on onsidère des problèmes un peuplus gros. La tehnique des fontions de mérite (olonne 5, notée FB) est elle aussi priseen défaut très rapidement : elle ne parvient à résoudre que les deux premiers problèmes.L'expériene montre qu'en laissant su�samment de temps à l'algorithme, il parvient trèssouvent à trouver une solution ; mais ave une extrême lenteur.La méthode de Gauss-Seidel rend son plus mauvais résultat sur alea-48-8, ave unrésidu de l'ordre de l'unité. Elle parvient en général à s'approher ou à atteindre latolérane de 10−6. Cependant, elle atteint plus d'une fois sur deux la limite de tempset s'avère don lente, même sur des problèmes assez petits. Typiquement, elle réduitrapidement le résidu jusqu'à une valeur de 10−2 à 10−4, puis il faut attendre beauoupplus longtemps pour gagner les déimales suivantes. Il faut noter, pour la défense deette tehnique, qu'elle est partiulièrement pénalisée par le langage utilisé puisqu'ellee�etue de très nombreuses itérations (peu oûteuses) alors que la méthode d'Alart et



5.3. EXPÉRIENCES 113
Problème AC DS GS FBT(s) Pré. T(s) Pré. T(s) Pré. T(s) Pré.alea-42-5 0.13 5.2e-08 1.79 5.7e+121 0.50 1.0e-08 8.31 8.9e-17alea-48-8 30.00 1.2 2.48 2.7e+159 30.00 1.1 29.01 1.0e-15alea-54-11 0.47 4.9e-13 3.53 1.3e+193 1.10 6.7e-07 30.00 42alea-60-14 0.25 5.8e-09 3.95 1.7e+260 5.02 8.0e-07 30.00 5.3e+07alea-66-17 0.53 7.7e-11 4.91 4.1e+167 1.73 7.1e-07 30.00 1.6e+21alea-72-20 0.79 7.6e-09 5.40 5.8e+121 2.39 2.7e-07 30.00 2.0e+07alea-78-23 1.22 1.4e-13 6.06 1.5e+168 30.00 4.1e-03 30.00 8.1e+23alea-84-26 30.01 2.8e-02 7.79 Inf 30.00 6.2e-02 30.00 3.5e+08alea-90-29 4.49 2.7e-10 7.49 6.9e+161 30.00 8.0e-01 30.00 2.7e+13alea-96-32 0.92 1.6e-09 8.31 1.7e+71 4.19 6.2e-07 30.00 3.7e+26alea-102-35 1.40 6.1e-10 10.48 2.3e+282 3.03 1.2e-07 30.00 6.9e+34alea-108-38 30.01 1.8e-01 9.64 Nan 30.00 2.4e-05 30.00 8.8e+16alea-114-41 1.53 5.3e-08 11.01 Inf 30.00 7.9e-06 30.00 5.8e+11alea-120-44 4.39 1.8e-13 11.16 1.4e+71 30.00 7.7e-06 30.00 5.5e+12alea-126-47 3.64 7.2e-07 12.42 4.3e+190 30.00 1.0e-05 30.00 3.8e+12H-pf NA-Newton NA-Broyden NA-pfalea-42-5 0.32 2.0e-07 1.50 1.6e-12 0.46 2.0e-07 2.34 2.4e-07alea-48-8 6.23 7.5e-07 30.02 1.2e-03 11.56 1.0e-07 30.00 7.3e-05alea-54-11 1.33 7.0e-07 27.74 2.5e-07 2.34 1.5e-07 7.53 9.5e-07alea-60-14 0.70 2.7e-07 4.22 9.5e-09 1.41 7.9e-08 4.9 2.5e-07alea-66-17 0.25 3.7e-07 1.62 6.0e-11 0.25 2.6e-07 1.83 2.5e-07alea-72-20 0.49 6.3e-07 13.40 2.4e-8 1.04 4.7e-07 6.21 7.3e-07alea-78-23 0.94 1.3e-07 4.55 3.0e-10 4.15 5.5e-07 18.51 7.2e-07alea-84-26 1.19 5.3e-07 4.38 1.3e-09 13.54 5.5e-07 6.31 5.4e-07alea-90-29 3.12 8.1e-07 25.72 2.8e-09 12.45 4.7e-07 14.15 6.1e-07alea-96-32 0.76 8.5e-07 3.34 4.8e-10 1.24 3.7e-07 6.88 4.4e-07alea-102-35 0.67 2.7e-07 2.82 3.0e-07 3.95 2.0e-07 7.82 9.7e-07alea-108-38 1.68 3.4e-07 8.06 2.7e-07 2.51 5.6e-07 7.69 6.0e-07alea-114-41 0.75 5.6e-07 4.56 1.1e-11 2.51 4.3e-07 9.32 7.1e-07alea-120-44 0.70 5.1e-07 5.77 2.7e-11 2.35 2.6e-07 8.63 5.6e-07alea-126-47 1.34 7.3e-07 6.56 1.6e-09 5.55 6.4e-07 8.23 2.9e-07Tab. 5.7 � Performanes sur les problèmes aléatoires de petite taille



114 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESCurnier, par exemple, ne fait qu'une dizaine d'itérations (très oûteuses) en général. Dansun langage interprété omme Silab, haque passage dans la boule provoque un suroûtqui pénalise don partiulièrement la méthode de Gauss-Seidel. Cependant, il ne fautpas voir dans ette expliation la raison unique de sa lenteur : la onvergene de etteméthode (quand elle a lieu) est intrinsèquement lente. Par exemple sur alea-114-41, onatteint en 30s un résidu de 7.93 ∗ 10−6 mais même en patientant dix fois plus longtemps(300s), on ne parvient pas à passer sous la barre de 10−6 !La méthode d'Alart et Curnier s'avère un peu moins robuste que la préédente, arelle éhoue sur trois des quinze problèmes ; même en lui laissant plus de temps (quelquesminutes), elle ne parvient pas à les résoudre. En revanhe, on voit tout l'intérêt qu'il y a àutiliser la méthode de Newton : quand tout se passe bien, la onvergene est très rapide :d'une part les temps de alul sont assez petits par rapport aux autres méthodes, d'autrepart on atteint une préision très élevée. Le résidu est de l'ordre de 10−13 sur ertainsproblèmes, alors que la préision requise est 10−6 : ela signi�e que le résidu est passé deplus de 10−6 à environ 10−13 en une seule itération (e qui est une belle illustration dela onvergene quadratique de l'algorithme de Newton).Notre approhe, en utilisant des itérations de Newton (sixième olonne, notée NA-Newton) est assez robuste : elle n'éhoue que sur alea-48-8 (et elle parvient à résoudree problème à 10−6 près si on lui laisse quelques seondes de plus). Ave des itérationsde point �xe, les résultats sont similaires : on n'éhoue qu'une seule fois, de nouveau surle problème alea-48-8, en atteignant ependant une préision raisonnable de 7.31 ∗ 10−5(et on peut atteindre la préision requise de 10−6 en environ 45 seondes).En�n l'approhe de Haslinger ave des itérations de point �xe (H-pf) est supérieureà toutes les autres sur e jeu de problèmes. Elle résout toutes les instanes, en un tempsinférieur à la seonde sur 9 des 15 problèmes et sans exéder 6.23s dans le pire des as(sur alea-48-8, qui pose aussi problème à toutes les autres méthodes).5.3.2 Problèmes de tiges de petite tailleConsidérons maintenant les problèmes de tige de petite taille. Ces problèmes ont étéséletionnés au ours d'une simulation dans laquelle deux tiges emportées par leur élans'enroulent l'une ontre l'autre (�gure 5.2). On a onservé uniquement les problèmessur lesquels le solveur utilisé pour la simulation n'est pas parvenu à la tolérane requisedans le temps imparti ; il s'agissait d'une implémentation C++ de l'algorithme d'Alartet Curnier. On ne onsidère plus les méthodes DS et FB, dont l'ine�aité est démontrée
Fig. 5.2 � Deux super-hélies emportées par leur élan



5.3. EXPÉRIENCES 115par la table 5.7. Le ritère d'arrêt est toujours d'atteindre une préision de ǫAC = 10−6dans (5.1), et on �xe la limite de temps à Tmax = 10s. La méthode AC obtient d'assezmauvais résultats, e qui est normal ompte tenu de la manière dont les problèmes ontété séletionnés : elle produit dans la moitié des as un résidu de l'ordre de 10−2 à 1, aveun pi à 76 pour hair-108-16. La méthode GS se omporte de manière similaire. Sur esproblèmes, la robustesse des approhes par point �xe est manifeste. Les approhes NA-*atteignent systématiquement la préision requise en mois de 5 seondes. La méthode H-pf dépasse parfois e temps (6.68 sur hair-90-20, 9.52 sur hair-126-22) mais la préisionatteinte est stupé�ante : on obtient régulièrement un résidu entre 10−15 et 10−13 alorsque la tolérane est à 10−6 ! Cei serait moins étonnant si l'on employait une méthoded'ordre 2 ; mais ave des itérations de point �xe, e résultat est très impressionnant.Le nombre d'itérations externes néessaires pour y parvenir est typiquement de 4 ou 5seulement.5.3.3 Problèmes aléatoires de grande tailleConsidérons maintenant les problèmes de grande taille, en ommençant par les pro-blèmes aléatoires. On passe la limite de temps à Tmax = 100s, sans hanger le ritèred'arrêt. La dimension est telle que la méthode de Newton (utilisée par AC et NA-Newton)n'est pas ompétitive : l'assemblage et surtout la résolution des systèmes linéaires sonttellement oûteux que haque itération prend plusieurs minutes. Au ontraire, les ap-prohes GS et par point �xe (H-pf, NA-*) ne font que des itérations peu oûteuses et ilreste possible de faire plusieurs milliers ou dizaines de milliers d'itérations dans un tempsraisonnable. On ne onsidérera que les approhes H-pf et NA-*, ar la méthode GS at-teint systématiquement la limite de temps sur es gros problèmes. Elle parvient souventà ramener le résidu à une valeur assez faible, mais reste en dessous des performanes deses onurrentes.La table 5.9 aorde une ertaine supériorité à l'approhe NA-pf, qui n'atteint lalimite de temps que sur inq des quinze problèmes-tests, suivie de H-pf qui atteint lalimite de temps sur sept d'entre eux. La méthode de Broyden est ralentie par les alulssupplémentaires dûs aux mises à jour de la matrie de quasi-Newton ; omme on n'observepas la onvergene super-linéaire qui motivait son introdution, elle n'est pas ompétitive.5.3.4 Problèmes de tiges de grande tailleLes problèmes de tiges de grande taille ont été séletionnés de la même manière queeux de petite taille, au ours de simulations omme elle de la �gure 5.3 où l'on attaheun ertain nombre de tiges à un support �xe auquel on impose un mouvement rapide.Comme pour les problèmes aléatoires de grande taille, la méthode de Broyden ne produitpas le gain de préision qui motive son utilisation. Ses performanes sont pratiquementidentiques à elles de la méthode NA-pf, qui lui est don préférable. Quant à la méthodeH-pf, elle fournit des résultats d'une préision raisonnable, mais s'avère ette fois pluslente que la méthode NA-pf.



116 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES
Problème AC GS H-pfT(s) Pré. T(s) Pré. T(s) Pré.hair-54-4 10.01 2.6e-04 10.00 1.8e-03 0.30 4.0e-15hair-54-5 5.23 1.5e-08 0.70 4.0e-07 0.21 5.8e-08hair-36-3 10.01 4.4e-03 0.11 2.7e-21 0.24 3.2e-15hair-54-9 10.05 1.0e+00 10.00 3.7e-02 0.88 4.8e-14hair-54-9 10.05 1.2e+00 10.00 4.1e-02 0.85 1.7e-14hair-90-8 0.19 4.0e-08 0.27 5.6e-08 0.89 1.0e-13hair-90-13 4.06 4.2e-07 0.69 5.9e-07 0.82 1.3e-13hair-90-13 4.43 1.6e-07 0.32 5.3e-08 0.82 1.0e-13hair-90-12 0.12 2.2e-07 0.14 8.6e-07 0.48 1.8e-14hair-108-17 10.01 1.3e+00 10.00 2.3e-01 3.73 1.1e-12hair-108-18 1.00 2.7e-08 10.00 6.1e-02 2.05 3.7e-12hair-108-16 10.05 7.6e+01 10.00 8.7e-02 3.07 1.3e-12hair-90-20 10.01 1.9e-02 10.00 1.1e-02 6.68 8.3e-07hair-108-15 10.04 1.2e-02 10.00 2.1e+00 5.37 7.4e-13hair-126-22 10.03 2.6e-02 10.00 6.9e+00 9.52 9.3e-07Problème NA-Newton NA-Broyden NA-pfT(s) Pré. T(s) Pré. T(s) Pré.hair-54-4 0.36 9.6e-08 0.16 6.1e-08 0.42 6.1e-08hair-54-5 0.26 1.9e-08 0.16 1.0e-07 0.20 1.0e-07hair-36-3 0.06 3.3e-07 0.05 7.8e-10 0.07 3.3e-07hair-54-9 0.76 1.9e-06 0.42 5.2e-09 0.56 5.2e-09hair-54-9 0.33 1.7e-08 0.39 6.4e-09 0.52 6.4e-09hair-90-8 0.32 3.6e-07 0.25 2.8e-07 0.38 2.8e-07hair-90-13 0.23 1.7e-09 0.26 1.5e-07 0.39 1.5e-07hair-90-13 0.22 7.4e-08 0.26 4.2e-08 0.39 4.2e-08hair-90-12 0.33 9.2e-10 0.26 2.4e-08 0.39 2.4e-08hair-108-17 2.41 3.5e-07 1.63 9.3e-07 1.76 6.4e-07hair-108-18 2.39 6.6e-07 1.10 3.0e-07 1.24 3.0e-07hair-108-16 1.41 2.7e-07 0.94 6.2e-07 1.08 6.2e-07hair-90-20 0.37 9.7e-07 0.14 8.4e-07 0.28 8.4e-07hair-108-15 1.28 8.7e-07 1.35 7.4e-07 1.49 7.4e-07hair-126-22 4.26 4.9e-07 4.38 7.2e-07 4.25 7.4e-07Tab. 5.8 � Performanes sur les problèmes de tiges de petite taille



5.3. EXPÉRIENCES 117Problème H-pf NA-Broyden NA-pfT(s) Pré. T(s) Pré. T(s) Pré.alea-750-100 60.04 3.2e-03 53.08 1.0e-06 6.22 1.0e-06alea-1002-200 60.08 3.5e-03 19.42 9.9e-07 3.54 9.9e-07alea-1122-300 10.08 9.7e-07 60.31 2.7e-03 11.73 1.0e-06alea-1200-400 60.15 9.0e-04 60.52 7.5e-02 36.54 9.9e-07alea-1248-500 60.57 9.6e-03 60.54 3.2e-01 60.04 6.7e-03alea-750-100 4.17 1.0e-06 26.73 9.5e-07 3.58 9.6e-07alea-1005-200 6.43 9.9e-07 60.30 3.3e-04 6.19 1.0e-06alea-1125-300 14.90 9.8e-07 60.65 2.7e-02 18.49 1.0e-06alea-1200-400 47.65 9.8e-07 60.11 1.5e-01 60.72 1.2e-06alea-1245-500 60.69 2.0e-05 60.96 8.8e-02 60.60 3.5e-05alea-756-100 2.92 9.9e-07 46.64 1.0e-06 4.03 1.0e-06alea-1008-200 10.14 1.0e-06 60.29 5.7e-04 14.51 9.8e-07alea-1116-300 41.13 1.0e-06 60.53 1.6e-02 51.61 1.0e-06alea-1188-400 60.21 5.0e-05 61.79 2.2e-01 60.96 5.7e-04alea-1260-500 60.25 3.3e-02 62.83 3.4e-01 62.70 9.2e-02Tab. 5.9 � Performanes sur les problèmes aléatoires de grande tailleProblème H-pf NA-Broyden NA-pfT(s) Pré. T(s) Pré. T(s) Pré.hair-108-20 11.21 9.9e-07 4.36 9.9e-07 3.41 8.4e-07hair-360-63 60.11 1.2e-03 5.61 9.4e-07 4.07 9.1e-07hair-396-108 60.16 2.1e-05 1.24 1.0e-06 1.65 8.6e-07hair-270-86 14.69 1.0e-06 1.95 7.9e-07 2.21 7.1e-07hair-144-18 0.88 5.4e-07 0.47 6.8e-07 0.54 6.6e-07hair-126-15 14.69 4.8e-07 5.21 1.0e-06 6.46 9.4e-07hair-270-54 4.55 9.8e-07 1.83 1.0e-06 2.03 1.0e-06hair-378-90 6.08 8.9e-07 1.10 5.5e-07 1.45 8.2e-07hair-270-58 25.18 1.0e-06 1.62 8.0e-07 1.77 5.6e-07hair-90-23 1.31 5.9e-07 0.51 4.4e-07 0.58 4.2e-07hair-360-43 20.18 9.9e-07 3.36 1.0e-06 1.91 8.0e-07hair-126-21 2.26 9.6e-07 0.86 2.2e-07 0.92 6.2e-07hair-360-81 7.23 8.1e-07 2.01 8.7e-07 2.26 7.1e-07hair-378-94 18.20 9.7e-07 0.65 9.0e-08 0.97 9.0e-07hair-360-89 60.32 1.1e-04 3.23 1.0e-06 3.54 1.0e-06Tab. 5.10 � Performanes sur les problèmes de tiges de grande taille
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Fig. 5.3 � Simulation d'une hevelure5.3.5 Vitesse de onvergeneLes inonvénients de la méthode d'Alart et Curnier sont lairs : elle n'est pas trèsrobuste (il arrive que la reherhe linéaire se bloque dans un minimum loal ou pareque la diretion de Newton n'est pas desendante) et son oût en mémoire et en tempsdevient prohibitif sur les gros problèmes. Cependant, lorsque leur taille est limitée et que� tout se passe bien � au ours des itérations (la reherhe linéaire ne se bloque pas),on observe bien la onvergene super-linéaire attendue de la méthode de Newton. La�gure 5.4 montre l'évolution du résidu en fontion du temps sur un tel problème ; à ladernière itération, la méthode AC fait déroître le résidu de 10−6 à 10−14 ! La �gure 5.5montre au ontraire un exemple où la reherhe linéaire se bloque et la méthode ACn'atteint qu'un résidu d'environ 10−4. Sur e problème, seule la méthode NA-pf réussità atteindre la tolérane de 10−6 ; la méthode NA-Broyden se omporte quant à elle demanière partiulièrement instable. D'autre part, on observe bien une évolution monotonedéroissante du résidu ave la méthode AC.5.3.6 Temps de alul selon la taille du problèmeLorsqu'on s'intéresse à la simulation de problèmes de taille importante, il est naturelde vouloir estimer la omplexité du alul à e�etuer pour résoudre le problème inré-mental. Quand d = 2, on peut résoudre le problème en temps �ni et on voudrait estimerle nombre d'opérations élémentaires néessaires pour le faire. Quand d = 3, on ne disposepas d'algorithme qui termine, mais on peut se demander ombien d'opérations sont né-essaires pour arriver à une tolérane ǫAC donnée. Donner une réponse théorique à ettequestion de omplexité est malheureusement hors de portée : même dans le as le plus fa-ile, en 2D, le problème est NP-omplet. On se ontente don de quelques onsidérationsempiriques.La taille du problème dépend essentiellement des deux paramètres m (le nombre dedegrés de liberté) et n (le nombre de points de ontats). D'autre part, la di�ulté duproblème (et ses � hanes � d'avoir une solution) dépend de la valeur du rapport m/(nd)
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Fig. 5.4 � Évolution du résidu (m = 2250, n = 100)
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Fig. 5.5 � Évolution du résidu (m = 2250, n = 100)(sous-setion 3.4.9). Sur les �gures 5.6 et 5.7, on fait évoluer les deux paramètres m et

n ensemble en maintenant onstant le rapport (nd)/m à une valeur de 1/3 (problèmesplut�t failes) et 1 (problèmes di�iles) respetivement. Sur la �gure 5.8 en revanhe,
m = 1000 est �xé et n varie jusqu'à 500 (omme d = 3, on arrive alors à (nd)/m = 1.5).Pour tous les problèmes, la limite de temps était �xée à Tmax = 100s. Il est manifesteque les problèmes sont plus failes lorsque (nd)/m = 1/3 que lorsque (nd)/m = 1 : lestemps de aluls sont de l'ordre de 10 seondes dans le pire des as sur la �gure 5.6, loinsous la limite de temps, alors qu'ils atteignent régulièrement ette limite sur la �gure 5.7.De la même manière sur la �gure 5.8, on observe une nette augmentation du temps dealul (sans atteindre Tmax ependant) lorsque (nd)/m atteint 1 pour n ≈ 333.
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Fig. 5.6 � Temps de alul (se.) pour (nd)/m = 1/3
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Fig. 5.7 � Temps de alul (se.) pour (nd)/m = 1
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Fig. 5.8 � Temps de alul (se.) pour m = 10005.3.7 Élimination des vitesses généraliséesDans toutes les expérienes i-dessus, nous avons alulé expliitement W et q dans(1.34). Cependant, assembler la matrie W prend du temps, de l'espae et augmenteertainement les erreurs numériques. Pour toutes es raisons, il peut être préférable dene pas proéder à e alul.Dans les approhes H-pf et NA-*, la matrie W n'intervient que dans le problèmeinterne : il s'agit de minimiser une forme quadratique de matrie W sur un ertainensemble onvexe. Lorsque e problème est résolu par l'algorithme du gradient projeté,
W n'intervient que dans l'évaluation du gradient : il faut être apable d'évaluer le produit
Wr pour r quelonque.Au lieu d'assembler W , e�etuons seulement la déomposition de Choleski de M ;pour tout veteur r, on peut alors évaluer le produit Wr en alulant suessivement
y := H⊤r, puis z := M−1y grâe à la déomposition de Choleski, et �nalementWr = Hz.On se passe ainsi omplètement du alul et du stokage de W . Sur nos problèmes degrande taille, haque itération de gradient projeté ave ette tehnique est entre 2 et 5fois plus lente que lorsque W est alulée expliitement.5.3.8 In�uene de l'initialisationUne idée répandue parmi les méaniiens du ontat est que les algorithmes itératifs� hoisissent � parmi les multiples solutions éventuelles du problème inrémental ellequi est la plus prohe, en un ertain sens, de la solution du pas de temps préédent(utilisée pour initialiser l'algorithme). On observe ependant que ertaines solutions sontinstables : lorsqu'on initialise l'algorithme ave une valeur très prohe de ette solution, ilonverge vers une autre. C'est le as sur le problème de la barre de la sous-setion 1.4.4,lorsqu'il existe deux solutions en fore : rd = (0, 0) (déollement) et rg (glissement).



122 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESLa solution rd est stable pour l'algorithme AC, mais pas la solution rg : si on initialisel'algorithme ave rg+(0, ǫ) (ǫ > 0) on retourne vers rg, tandis que si on l'initialise ave rg+
(0,−ǫ) on onverge vers la solution éloignée rd. Cei peut être observé expérimentalementet montré par le alul.Cette observation est assez intuitive : la solution en glissement n'est pas stable, arsi on perturbe le système pour rompre l'adhérene due au glissement, alors le systèmepasse en déollement et la fore extérieure (dirigée vers le haut) éloigne irrémédiablementla barre du sol, empêhant la reprise du ontat.5.4 DisussionOn tire de e hapitre les onlusions empiriques suivantes.- La méthode de point �xe sur la fontion d'Alart et Curnier ou sur elle de De Saxé nefontionne presque jamais sur des problèmes à plusieurs ontats. Étrangement, elle estpourtant parfois su�sante pour être utilisée au sein d'une boule de Gauss-Seidel sur lesproblèmes à un seul ontat.- Notre implémentation de la méthode des fontions de mérite n'est pas e�ae du tout,sauf sur de très petits problèmes. Cette tehnique reste ependant peu étudiée et il estprobable qu'on puisse faire mieux.- Notre approhe ave des itérations de Newton (NA-Newton) présente à la fois les inon-vénients de la méthode d'Alart et Curnier (oût de l'assemblage et de la résolution dusystème linéaire sur les gros problèmes, di�ultés d'implémentation liées aux matriesreuses) et en partie eux de la méthode NA-pf (oût élevé de l'évaluation interne). Ellen'est don pas très séduisante.- La méthode de Gauss-Seidel est sans doute la plus étudiée et la plus utilisée dans lapratique. Ses avantages sont onnus : éonomie en mémoire, relative robustesse, failitéd'implémentation. Son inonvénient majeur est la lenteur de la onvergene, qui obligesouvent à se satisfaire d'une préision moyenne.- La méthode d'Alart et Curnier globale a été moins souvent étudiée dans la littérature,peut-être pare que son implémentation e�ae est non triviale : elle néessite de faireles aluls d'algèbre linéaire en utilisant des strutures de données et des algorithmesadaptés aux matries reuses. Sur les problèmes de petite et moyenne taille, tant quel'assemblage et la résolution du système de Newton ne sont pas exessivement oûteux,ette méthode est indubitablement la plus rapide : soit elle trouve très rapidement uneexellente solution (grâe à la onvergene super-linéaire de la méthode de Newton), soitelle se bloque tout aussi rapidement sans trouver de diretion de desente. La situationdésagréable où l'on ne trouve pas de solution arrive parfois, mais le résidu est souventassez faible et permet d'envisager de ontinuer la simulation.- Notre approhe ave des itérations de point �xe (NA-pf) présente les mêmes avantagesque la méthode de Gauss-Seidel (éonomie en mémoire, simpliité d'implémentation,robustesse) tout en étant en général plus rapide ; il faudrait ependant on�rmer e faiten ra�nant l'implémentation de es deux méthodes.



5.4. DISCUSSION 123- La méthode de quasi-Newton (méthode de Broyden) ne semble pas plus e�ae que elledu point �xe, e qui n'est pas surprenant vu le aratère non-régulier de la fontion quel'on herhe à annuler.- L'approhe de Haslinger ave des itérations de point �xe est d'une e�aité omparableà la n�tre (NA-pf).Notre nouvelle approhe NA-pf fait don à peu près aussi bien que la tehnique exis-tante H-pf, et en onstitue une sorte de omplément : en e�et, les problèmes sur lesquelselle éhoue ne sont en général pas les mêmes que eux sur lesquels H-pf éhoue. En dispo-sant de es deux méthodes, auxquelles on pourrait ajouter GS, on peut don attaquer lesproblèmes de grande taille en espérant qu'au moins l'une des trois atteindra la toléranerequise, et en ayant en tout as de grandes hanes d'atteindre un résidu � raisonnable �.Au ours d'une simulation, il est néessaire de résoudre typiquement plusieurs milliers defois le problème inrémental, et il su�t d'éhouer sérieusement sur l'un d'entre eux pourompromettre toute la suite du alul. Selon nos expérienes, l'usage des méthodes H-pf,NA-pf et GS o�re une ertaine garantie empirique que e as défavorable n'arrivera pastrop souvent.
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Conlusion de la première partieLa méanique du ontat est un domaine de reherhe très atif (ave les mots-lés� ontat mehanis �, on obtient 942 000 réponses sur le moteur de reherhe sienti�queGoogle Sholar, et � Coulomb frition � livre 64 500 résultats) dans lequel les méthodesnumériques ont démontré leur pertinene grâe aux travaux des méaniiens aadémiques.Cependant, leur di�usion dans le milieu industriel est enore faible, e que l'on peutertainement imputer à leur manque de robustesse et à la simpliité ou la taille réduite desinstanes que l'on sait traiter par rapport à la omplexité et la dimension des problèmesouramment renontrés en ingénierie. Ce défaut de �abilité est une onséquene diretedu hoix du modèle de frottement, qui mène à un problème inrémental dont on a observéle aratère NP-omplet et dont la résolution e�ae est très probablement hors de portéedans le as général.Fae à ette situation, il est tentant de hanger de modèle pour en adopter unevariante simpli�ée. Cependant, nous avons observé que les méthodes par optimisationparamétrique ouplée ave un problème de point �xe (H-pf et NA-pf) parviennent presquetoujours réduire le résidu jusqu'à une valeur � faible �. Parfois il déroît linéairementsans problème de onvergene apparent ; parfois il se stabilise à une valeur non nulle. Cedernier as peut arriver soit pare que l'on s'est approhé d'un point �xe mais qu'il n'estpas loalement ontratant omme sur la �gure 5.9, soit pare qu'on est prohe d'unesolution approximative mais pas néessairement d'un � vrai � point �xe. Dans tous les
y = f(x)

y = x

x

y

Fig. 5.9 � La fontion f n'est pas loalement ontratanteas, il est remarquable que le résidu laissé par les méthodes de point �xe soit toujoursassez faible en pratique, même lorsque la onvergene linéaire n'a pas lieu et que leylage apparaît ; la divergene brutale n'est quant à elle jamais observée, alors que 'estgénéralement le as lorsqu'on e�etue des itérations de point �xe sur d'autres formulationsomme elle d'Alart et Curnier ou elle de De Saxé. De plus, l'e�aité de es méthodespourrait enore être améliorée par un travail sérieux d'implémentation, par des tehniques125



126 CHAPITRE 5. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUESplus ra�nées pour le réglage automatique des paramètres des algorithmes, et. Puisquele problème inrémental semble plus faile lorsque nd < m, on pourrait imaginer destehniques de � splitting � (omme elle de Gauss-Seidel, qui divise le problème en sous-problèmes à un seul ontat) qui se ramènent à ette situation en traitant les ontats pargroupes. On peut aussi envisager de ombiner les approhes entre elles, par exemple enutilisant la tehnique des fontions de mérite pour � �nir le travail � lorsque le résidu laissépar les approhes par point �xe onverge vers une valeur non nulle. . . Les possibilités (et,malheureusement, la quantité de travail orrespondante) sont presque sans limite.Si l'on tient absolument à résoudre le problème inrémental de manière très préise,il faut être prêt à en payer le prix : elui d'un problème NP-omplet. Mais on peut aussise satisfaire d'une solution approximative dotée d'un résidu raisonnable, en se disant quele modèle de Coulomb étant lui-même approximatif, les solutions exates du problèmeinrémental n'ont pas de raison d'être méaniquement plus pertinentes que des solu-tions (su�samment) approhées. De plus, les solutions approhées véri�ent des ritèresphysiques importants :� elles véri�ent un ertain prinipe de dissipation maximum, au sens où elles sont is-sues � via le problème interne � de la minimisation d'une fontion qui a la dimensiond'une énergie ;� on a uN ≥ 0 pour H-pf, autrement dit on évite la pénétration ;� on a r ∈ L pour NA-pf, et r appartient bien au �ne de frottement.Pour toutes es raisons, nous onsidérons que les solutions approhées auxquelles mènentles approhes H-pf et NA-pf sont de bons andidats pour la simulation, par esseneapproximative, des systèmes méaniques réels. Bien entendu, seule la onfrontation avel'expériene permettra de savoir si e point de vue est justi�é.La méthode que nous proposons pour e problème possède des avantages théoriques ;en partiulier, elle élimine les ontats sans frottement du problème externe, et élimineaussi l'indétermination due au oinement en faisant disparaître les fores r (non-uniquesà s �xé) dans le problème interne. Autrement dit lorsqu'un ontinuum de solutions enfores existe, il orrespond à une solution isolée de l'équation de point �xe (3.24) quine porte que sur la norme des vitesses tangentielles. Par omparaison, l'approhe deHaslinger ou elle de Gauss-Seidel ne possèdent pas ette qualité ar elles itèrent surles fores. Dans leur ensemble, les di�érentes méthodes que nous avons implémentées ettestées se sont montrées apables de résoudre approximativement des problèmes variés.Dans le as où l'on tient absolument à trouver une solution de très bonne qualité duproblème inrémental, ou si les tehniques usuelles laissent un résidu inaeptable, alorsil est tentant � et même néessaire, au vu du aratère NP-omplet � d'utiliser des teh-niques inspirées par l'optimisation ombinatoire. En dimension d = 2, le problème est unLCP et il existe des méthodes de reherhe arboresente pour le résoudre [JFMR02℄. Onpourrait envisager de généraliser ette idée au as non linéaire (d = 3). Une telle méthodeserait ertainement lente ; mais omme les méthodes usuelles fontionnent souvent, onpeut espérer que l'approhe énumérative ne serait que rarement utilisée et ne servirait, enquelque sorte, qu'en dernier reours. Cette diretion de reherhe n'a jamais été exploréeà notre onnaissane, et onstitue don un hamp d'investigation omplètement vierge.



Deuxième partieMéthodes de oupes
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Chapitre 6Problème de séparationCe hapitre et le suivant onstituent essentiellement la tradution en français del'artile [Cad08℄.Le problème de séparation est de trouver un hyperplan a�ne, ou � oupe �, qui setrouve entre l'origine O et un ensemble onvexe donné Q dans un espae eulidien. Typi-quement, les oupes servent à ra�ner une relaxation donnée d'un problème d'optimisationen ajoutant à ses ontraintes une inégalité qui est valide pour l'ensemble réalisable dee problème, mais violée par la solution relaxée ourante. Une oupe est d'autant plusintéressante qu'elle ra�ne e�aement la relaxation : on s'intéresse don à elles quisont profondes, en un sens géométrique préis, et qui exposent une faette. Les as où laoupe la plus profonde peut être déomposée omme ombinaison onvexe de oupes quiexposent une faette sont aratérisés en utilisant le polaire inverse. Une desription ex-pliite du polaire inverse est donnée dans le as partiulier, ourant en pratique, où Q estun polyèdre disjontif. Cette desription est liée au ut generating linear program (CGLP,� programme linéaire de génération de oupes �) des tehniques dites lift-and-projet .IntrodutionLe problème de séparation est essentiel en optimisation ombinatoire, il apparaît parexemple dans le ontexte suivant :� une fontion doit être optimisée sur un ensemble � ompliqué � dans Rn, typique-ment un énorme ensemble de points entiers� e problème étant trop di�ile, on résout une relaxation plus simple� on veut ensuite séparer la solution relaxée de l'ensemble ompliqué, a�n d'améliorerla relaxation.Les hyperplans de séparation, appelés oupes dans la ommunauté de l'optimisationombinatoire, sont utilisés dans de nombreuses méthodes pratiques de résolution deprogrammes linéaires en nombres entiers, souvent à l'intérieur d'un algorithme de typeséparation-évaluation (� branh-and-bound � ). On s'intéresse aux oupes générales, quin'exploitent pas la struture partiulière des ontraintes à part leur linéarité. Un aperçugénéral des tehniques existantes pour générer de telles oupes peut être trouvé dans129



130 CHAPITRE 6. PROBLÈME DE SÉPARATION[Cor08℄. On s'intéresse aux oupes dites disjontives [Bal79℄, dont un exemple impor-tant sont les oupes lift-and-projet. La méthode présentée ii est similaire à la méthodelift-and-projet (ave des variables entières générales, pas néessairement 0-1, et des dis-jontions générales) de plusieurs façons. La di�érene prinipale est que, au lieu d'utiliserle CGLP pour générer une seule oupe, on l'utilise pour générer plusieurs oupes qui,ensemble, maximisent la profondeur. Pour ertains auteurs, la profondeur est synonymede violation. Ii, la profondeur est la distane géométrique entre l'hyperplan de oupeet le point à séparer, au sens d'une ertaine norme. On s'intéresse prinipalement à lanorme eulidienne, mais il est aussi possible en pratique d'utiliser les normes ‖ · ‖1 et
‖ · ‖∞.L'idée de maximiser la profondeur a été utilisée par E.A. Boyd [Boy93, Boy94, Boy95℄,qui suggère dans e but une méthode de sous-gradients à pas �xe. D'autre part, Balaset Perregaard [PB01℄ proposent une proédure pour générer une oupe lift-and-projetqui expose une faette en utilisant le CGLP. Ii, on reprend es deux idées et on proposede générer plusieurs faettes qui, ensemble, maximisent la profondeur au sens où ellesimpliquent la oupe la plus profonde. L'algorithme proposé dans e but n'a besoin qued'un orale qui résout le CGLP pour di�érentes fontions objetif, et il n'est pas basésur une méthode de sous-gradient mais sur un méanisme de génération de olonnes.La programmation disjontive et les oupes lift-and-projet ont souvent été étudiées([Bal79, CL06, RS02℄. . .) du point de vue de l'analyse onvexe, en utilisant les notionsd'ensembles polaires, de fontion d'appui et de onjugaison. Nous utiliserons aussi esnotions, ar elles o�rent une vision géométrique de la situation. L'idée essentielle pourtrouver des faettes d'un polyèdre onvexe Q qui le séparent de l'origine, est d'utiliser uneorrespondane préise entre les faettes de Q et les points extrêmes d'un autre ensembleonvexe dans l'espae dual : le polaire inverse de Q, noté Q−, introduit par Balas [Bal79℄.De plus, une faette est profonde lorsque le point extrême orrespondant est prohe del'origine dans l'espae dual. Ainsi, notre algorithme pour aluler des faettes profondesonstruit un ensemble de points extrêmes du polaire inverse dont l'enveloppe onvexeontient la projetion de l'origine sur Q−, au sens d'une ertaine norme. Comme on s'in-téresse à la norme eulidienne, le problème de projetion est un programme quadratique(QP). L'étude est ensuite partiularisée au as où Q est un polyèdre disjontif.Ce hapitre est organisé de la manière suivante. La setion 6.1 introduit l'objet prin-ipal, le polaire inverse d'un ensemble onvexe. La setion 6.2 suggère l'utilisation deoupes profondes et exposant des faettes. Une aratérisation de telles oupes est don-née en utilisant la projetion de l'origine sur le polaire inverse Q− dans l'espae dual, etsa déomposition en points extrêmes de Q−.6.1 Polaire inverse et �ne normal d'un ensemble onvexeRappelons d'abord quelques dé�nitions et propriétés. Soit Q ( Rn un ensembleonvexe fermé non vide, tel que O /∈ Q. On veut séparer O de Q. Les éléments de
Rn sont identi�és à des veteurs olonnes, et le produit salaire eulidien des veteurs xet y est noté x · y. On va utiliser la fontion d'appui σS : R → R ∪ +∞ d'un ensemble



6.1. POLAIRE INVERSE ET CÔNE NORMAL D'UN ENSEMBLE CONVEXE 131onvexe S ⊂ Rn :
σS(d) := sup

x∈S
d · x. (6.1)Pour un exposé détaillé de ette notion, et d'autres, dans la adre de l'analyse onvexe,on renvoie à [HUL01℄.Dé�nition 6.1 (Polaire inverse). Soit Q ( Rn un ensemble onvexe fermé non vide telque O /∈ Q. L'ensemble

Q− := {d ∈ Rn ; σQ(d) ≤ −1} = {d ∈ Rn ; ∀x ∈ Q : d · x ≤ −1} (6.2)est appelé le polaire inverse de Q.Cet ensemble, introduit par Balas [Bal79℄, est très pratique pour générer des oupes :en e�et, d sépare O et Q si et seulement si d ∈ Q− (à multipliation près par uneonstante stritement positive), par l'hyperplan d'équation
d · x = σQ(d). (6.3)On remarque que le membre de droite σQ(d) est la valeur de la violation de l'équationpar l'origine, que l'on herhe à séparer.Dé�nition 6.2 (C�ne normal). Soit Q ( Rn un ensemble onvexe fermé non vide telque O /∈ Q. L'ensemble

NQ := {d ∈ Rn ; σQ(d) ≤ 0} = {d ∈ Rn ; ∀x ∈ Q : d · x ≤ 0} (6.4)est appelé le �ne normal de Q.Il s'agit d'une petite généralisation de la notion de �ne normal (habituellement, ondemande O ∈ Q dans ette dé�nition). On remarque que ette dé�nition est très similaireà elle du polaire inverse Q− : le −1 du membre de droite a seulement été remplaé parun 0. Le �ne normal sera utile dans la desription de Q− grâe au lemme suivant :Lemme 6.3 (C�ne de réession). Soit Q ( Rn un ensemble fermé non vide tel que /∈ Q.Le �ne de réession de Q− est exatement NQ :
(Q−)∞ = NQ. (6.5)Démonstration. Par dé�nition de Q− et NQ on a Q− ⊂ NQ, don le �ne de réession

Q− est inlus dans (NQ)∞ = NQ. Réiproquement, ∀d1 ∈ Q− et ∀d2 ∈ NQ, on a :
∀t ≥ 0, ∀x ∈ Q, (d1 + td2) · (x − q) ≤ −1 don d1 + td2 ∈ Q−, e qui implique que
d2 ∈ (Q−)∞.La �gure 6.1 illustre les objets i-dessus. Le as où Q est (l'enveloppe onvexe ferméede) l'union de deux ensembles onvexes va apparaître dans la suite, on rappelle don lerésultat suivant [CL06℄.Lemme 6.4 (Polaire inverse d'une union). Soit Q0 et Q1 deux ensembles onvexes fermésnon vides de Rn, ave O /∈ Q := conv(Q0 ∪Q1). On a

Q− = Q−
0 ∩Q−

1 . (6.6)



132 CHAPITRE 6. PROBLÈME DE SÉPARATION
O

Q

Q−

NQ

Fig. 6.1 � C�ne normal et polaire inverse d'un polyèdre6.2 � Bonnes � oupesIl y a une in�nité de oupes possibles, et ette setion est onsarée à la manière deles hoisir. Un premier ritère naturel est que la oupe touhe Q, e qui �xe le membre dedroite omme dans (6.3). Cette setion introduit deux nouvelles exigenes : être profondeet exposer une faette.6.2.1 Coupes exposant des faettesLe as partiulier où Q est un polyèdre mérite une attention partiulière. On rappelleque, par dé�nition, une faette d'un polyèdre est une fae ('est-à-dire l'intersetion de
Q et d'un hyperplan d'appui) de dimension maximale, distinte de Q. Quand Q est unpolyèdre, ses faettes fournissent en un ertain sens la desription la plus onise de etensemble, omme l'explique le théorème suivant ([Sh86℄, hapitre 8).Théorème 6.5 (Représentation minimale d'un polyèdre). Soit Q ⊂ Rn un polyèdrede dimension pleine dérit par des inégalités non-redondantes Ax ≤ b. Alors Ax ≤ best l'unique représentation minimale de Q, à multipliation près des inégalités par dessalaires stritement positifs. De plus, il existe une orrespondane biunivoque entre lesfaettes de Q et les inégalités dans Ax ≤ b.Par onséquent, quand Q est un polyèdre, on s'intéresse partiulièrement aux oupesqui exposent une faette de Q. Cei motive le résultat suivant (théorème 6.2 de [CL06℄).Théorème 6.6 (Points extrêmes de Q−). Soit Q ( Rn un polyèdre tel que lin(Q) = Rnet O /∈ Q. Alors Q− est un polyèdre, et la fae de Q exposée par d ∈ Q− est une faettede Q si et seulement si

d∗ := − d

σQ(d)
(6.7)est un point extrême de Q−.



6.2. � BONNES � COUPES 133Remarque 6.7. Le théorème 6.6 n'est pas vrai sans l'hypothèse lin(Q) = Rn. Parexemple sur la �gure 6.2, en deux dimensions, l'enveloppe a�ne lin(Q) de Q est l'axedes x, qui n'est pas de dimension pleine. La diretion orthogonale Q⊥est l'axe des y et
Q− est invariant par translation selon l'axe des y, et il n'a don pas de point extrême.En théorie, ette di�ulté peut être ontournée en travaillant dans lin(Q) plut�t quedans Rn, mais en pratique on peut très bien ne rien savoir de lin(Q). Ce problème seraexaminé dans la setion 7.3.

QOQ−

Fig. 6.2 � Quand lin(Q) ( Rn . . .
6.2.2 Coupes profondesUne idée pour séletionner des oupes est de onsidérer en plus leur profondeur ,dé�nie omme la distane, pour une norme donnée, entre O est l'hyperplan de oupe.Cette idée est exploitée par Boyd [Boy93, Boy94, Boy95℄ qui a introduit les oupes deFenhel et réalisé des expérienes numériques en maximisant la profondeur au sens desnormes ‖·‖1, ‖·‖2 et ‖·‖∞. Tant les arguments théoriques que les expérienes numériquesdans [Boy95℄ initent à utiliser la norme eulidienne. Nos expérienes, pourtant, tendentà montrer que même la profondeur eulidienne est une mauvaise mesure de la qualitéd'une oupe, au sens où une oupe profonde au sens de la distane eulidienne n'est pasnéessairement une oupe qui fait remonter largement la valeur de la fontion objetif(voir la setion 7.4).Remarque 6.8 (Forme du polyèdre). L'approhe de Boyd, omme la n�tre, utilise seule-ment la possibilité de maximiser une fontion linéaire sur le polyèdre Q, et auune autreinformation onernant e polyèdre. La di�érene prinipale est que Boyd onsidère lepolyèdre d'un problème de sa-à-dos (� knapsak � ) pour Q, tandis que nous onsidè-rons un polyèdre disjontif. Cei hange la nature de l'orale qui optimise sur Q : dans[Boy93℄, haque appel de l'orale néessite de résoudre un problème de sa-à-dos (quiest souvent de petite taille, si le problème est su�samment reux) tandis que dans notreapprohe, on doit résoudre à haque appel de l'orale un programme linéaire lassique.



134 CHAPITRE 6. PROBLÈME DE SÉPARATIONLe lemme suivant montre que maximiser la profondeur d'une oupe qui sépare l'origined'un ensemble onvexe Q, au sens d'une norme N(·), revient à trouver un point de Q de
N -norme minimale. 'est-à-dire à résoudre : minx∈Q N(x).Lemme 6.9 (Existene d'une oupe la plus profonde). Soit Q ( Rn un ensemble onvexenon-vide tel que O /∈ Q, N(·) une norme quelonque, et q∗ la projetion de O sur Q pour
N(·). Alors :� il existe une oupe qui sépare O de Q de N -profondeur maximale,� sa profondeur est N(q∗),� la diretion de oupe est (à multipliation près par une onstane stritement posi-tive) un sous-gradient de N(·) en q∗.Démonstration. Par dé�nition, une oupe de profondeur au moins δ est un hyperplana�ne qui sépare Q et la boule BN (0, δ). Pour tout δ > N(q∗), Q∩int(BN (0, δ)) 6= ∅ donles deux ensembles ne peuvent pas être séparés. Pour δ = N(q∗), on a Q∩int(BN (0, δ)) =
∅ don les deux ensembles peuvent être séparés. Tout hyperplan de séparation est uneoupe de profondeur maximale. Comme la diretion de oupe est normale à l'ensemblede niveau de N(·) en q∗ (qui est exatement BN (0, N(q∗))), 'est un sous-gradient de
N(·) en q∗ à multipliation près par une onstante stritement positive ([HUL01, thm.D.1.3.5℄).Remarque 6.10 (Uniité dans le as eulidien). Le lemme 6.9 a�rme qu'une oupe deprofondeur maximale existe, mais elle n'est pas unique en général. Cependant, dans leas partiulier de la distane eulidienne (N(·) = ‖ · ‖2), on observe que la projetion estunique puisque ‖ · ‖22 est stritement onvexe, et le sous-gradient est également uniquepuisque ‖ · ‖22 est une fontion di�érentiable. Ainsi, la oupe eulidienne la plus profondeest unique.Un premier résultat de dualité ([Boy95℄ prop 2.3) a�rme que projeter O sur Q estéquivalent à maximiser la violation de la diretion de oupe sous ontrainte de norme(duale) N∗(·).Théorème 6.11 (Fenhel). Soit N(·) une norme quelonque sur Rn, N∗(·) sa normeduale, et Q un ensemble onvexe fermé. On onsidère

(P ) min
x∈Q

N(x) et (D) min
N∗(d)≤1

σQ(d). (6.8)Alors (P ) et (D) sont duaux :� si x est réalisable pour (P ) et d est réalisable pour (D), alors N(x) ≥ σQ(d),� si x est optimal pour (P ) et d est optimal pour (D), alors N(x) = σQ(d).Le théorème de Fenhel 6.11 a�rme que minimiser N(·) sur Q est équivalent à maxi-miser la violation de l'origine σQ(d) sous une ontrainte de normalisation sur N∗(d). Parexemple, la tehnique de Boyd [Boy93℄ ainsi que la méthode lift-and-projet [BCC93℄



6.2. � BONNES � COUPES 135onsistent à maximiser la violation de la ontrainte générée, sous une ontrainte de nor-malisation N∗(d) ≤ 1 où N∗(·) est une norme (ou plus généralement, une semi-norme[CS97℄).Remarque 6.12 (Normalisation linéaire). Quand la normalisation est polyédrale, leproblème d'optimisation résultant est linéaire : 'est le � ut generating linear program �(CGLP) [Cor08℄. Di�érentes ontraintes de normalisation ont été testées, ave un su-ès variable. Dans [CS97℄, la relation entre la normalisation hoisie dans le programmelinéaire dual et la relaxation orrespondante du programme linéaire primal est expliquéeen détails pour di�érentes normalisations.6.2.3 Lien ave la projetion sur Q−Le lemme suivant [CL06℄ a�rme que, par homogénéité positive, le problème de maxi-misation de la violation sous ontrainte de normalisation (minN∗(d)≤1 σQ(d)) est à sontour équivalent à la minimisation de la norme duale N∗(d) de la diretion de oupesous ontrainte que la violation soit su�sante, de sorte que le polaire inverse réapparaîtnaturellement.Lemme 6.13. Soit Q ( Rn un ensemble onvexe non-vide tel que O /∈ Q. On onsidère
λ1 := min

N∗(d)≤1
σQ(d) et λ2 := min

σQ(d)≤−1
N∗(d). (6.9)Alors λ1λ2 = −1, et les deux problèmes ont le même argmin (à multipliation près parune onstante stritement positive).Démonstration. Puisque O /∈ Q, λ1 < 0 et λ2 > 0. Soit d2 dans l'argmin de P2 :

N(d2) = λ2 et σQ(d2) = −1 (la ontrainte est néessairement ative, sinon d2 pourraitêtre amélioré par homothétie). Alors N(d2λ
−1
2 ) = 1, don d2λ

−1
2 est réalisable pour (P1),et σQ(d2λ

−1
2 ) = −λ−1

2 , e qui prouve que λ1 ≤ −λ−1
2 . Le même argument montre que

λ2 ≤ −λ−1
1 . Finalement, −1 ≤ λ1λ2 ≤ −1, et d2 est une solution de (P2) si et seulementsi d2λ

−1
2 est une solution de (P1).Bien qu'il ait été plus ourant de maximiser la violation (minN∗(d)≤1 σQ(d)) dansles études préédentes, nous avons hoisi l'autre option (minσQ(d)≤−1N

∗(d)). En e�et,dans notre appliation à la norme eulidienne, il semble plus naturel de minimiser unefontion quadratique (la norme eulidienne) sur un ensemble polyédral, plut�t que deminimiser une fontion polyédrale (la fontion d'appui σQ(·)) sur un ensemble dé�ni parune ontrainte quadratique.6.2.4 Distane eulidienneLe as de la distane eulidienne est notre appliation prinipale et jouit de propriétéspartiulières. La remarque 6.10 montre qu'il existe une unique oupe la plus profondepour la distane eulidienne, et le lemme 6.9 révèle l'importane de la projetion sur un



136 CHAPITRE 6. PROBLÈME DE SÉPARATIONensemble onvexe fermé. On rappelle la aratérisation suivante d'une projetion, quisera utilisée plus loin dans la setion 7.1.Lemme 6.14 (Caratérisation d'une projetion). Soit C un ensemble onvexe ferméet c∗ ∈ C. Alors c∗ est la projetion eulidienne de l'origine sur C si et seulement si
c∗ · c > ‖c∗‖2 pour tout c ∈ C.

O

Q

Fig. 6.3 � Coupe la plus profonde et faettes de QComme la norme eulidienne est auto-duale, le théorème de Fenhel 6.11 et le lemme 6.13se résument au lemme suivant, pour lequel on propose une démonstration simple.Lemme 6.15 (Dualité, as eulidien). Soit q∗ la projetion de O sur Q et d∗ sa projetionsur Q−. On a
d∗ = − q∗

|q∗|2 . (6.10)Démonstration. Par dé�nition, pour tout d ∈ Q−,
− 1 ≥ σQ(d) ≥ d · q∗ ≥ −‖d‖ ‖q∗‖ ⇒ ‖d‖ ≥ 1

‖q∗‖ . (6.11)Posons d∗ := − q∗

|q∗|2
: pour tout x ∈ Q,
d∗ · x = −q

∗ · (x− q∗ + q∗)

‖q∗‖2 = −q
∗ · (x− q∗)
‖q∗‖2 − 1;mais q∗ · (x− q∗) ≥ 0 (lemme 6.14). On a don prouvé que d∗ · x ≤ −1 pour tout x ∈ Q,don d∗ ∈ Q−. Comme |d∗| = 1

|q∗| , (6.11) prouve que d∗ est de norme minimale dans Q−.



6.2. � BONNES � COUPES 1376.2.5 Coupes profondes exposant des faettesLes deux propriétés introduites i-dessus pour une oupe, être profonde et exposerune faette, sont antagonistes. Par exemple, la �gure 6.3 montre que la oupe la plusprofonde (en trait plein) n'expose pas de faette ; et les deux oupes exposant des faettes(en trait pointillé) ne sont quant à elles pas très profondes. Néanmoins, à elles deux, ellesimpliquent la oupe la plus profonde.On suggère don de reherher des oupes qui, d'une part exposent des faettes, etd'autre part impliquent la oupe la plus profonde. Comme il est équivalent de projeter Osur Q pour N(·) et de projeter O sur Q− pour N∗(·), aluler des faettes impliquant laoupe la plus profonde au sens de N revient à aluler un ensemble de points extrêmesde Q− dont l'enveloppe onvexe ontient la N∗-projetion de l'origine d∗. Cei est l'objetdu hapitre suivant.
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Chapitre 7Méthode par déomposition enfaettesLe hapitre préédent a permis d'introduire le problème de séparation ainsi que lesobjets mathématiques néessaires à son étude. Dans e hapitre, on propose une nouvelleméthode de génération de oupes qui s'appuie sur l'idée de déomposition en faettes.La setion 7.1 est onsarée au problème du alul la projetion d'un point sur unensemble onvexe fermé, ainsi que la déomposition en point extrêmes. Un algorithme deprojetions suessives sur le polaire inverse est proposé, qui permet de aluler la déom-position en faettes de la oupe la plus profonde. La setion 7.2 donne une aratérisationde Q− quand Q est un polyèdre dérit expliitement ; la projetion et la déompositionpeuvent être e�etivement alulés dans e as. La setion 7.2.2 introduit la programma-tion disjontive et la setion 7.3 généralise la méthode de la setion 7.2 au as où Q estun polyèdre disjontif. Finalement, on propose un algorithme pour aluler des oupesdisjontives profondes et qui exposent des faettes pour la programmation entière. Desexpérienes numériques simples sont données dans la setion 7.4. Elles montrent om-ment es oupes se omportent en pratique par rapport à la oupe la plus profonde et laoupe la plus violée.7.1 Algorithme de projetionLe hapitre préédent a montré l'importane de la minimisation de la fontion qua-dratique ‖ · ‖22 (le arré de la distane eulidienne) pour aluler des oupes profondes ausens de ette distane. Elle a aussi montré l'importane de la déomposition de la pro-jetion en points extrêmes. Dans ette setion, on présente un algorithme pour résoudree problème (projeter et déomposer) où les points extrêmes sont générés par une suitede programmes linéaires. De plus, la setion 7.3 présentera une appliation dans laquellees programmes linéaires peuvent être e�etivement résolus.139



140 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTES7.1.1 AlgorithmeSoit C un ensemble onvexe fermé borné. L'algorithme suivant alule la projetion del'origine sur C par un méanisme de génération de olonnes, ou algorithme de projetionssuessives, illustré par la �gure 7.1. On remarque que, C étant borné, il possède un pointextrême, don l'initialisation a un sens.Algorithme 7.1 (Projetion par génération de olonnes). On hoisit un point extrême
d1 de C ; on pose k = 1.Étape 1 (Problème maître). On alule la projetion d∗k de l'origine sur l'enveloppeonvexe de d1, . . . , dk.Étape 2 (Appel à l'orale). On alule un point extrême dk+1 ∈ C en minimisant sur

C la fontion linéaire d 7→ d∗k · d.Étape 3 (Test d'arrêt). Si d∗k ·dk+1 < ‖d∗k‖2, on inrémente k et on retourne à l'étape 1.Sinon on s'arrête.
0

d̂2

d2d1 = d̂1

C

d̂1 · d = ‖d̂1‖2

Fig. 7.1 � Les deux premières itérations de l'algorithme 7.1L'étape 1 onsiste à résoudre pour α ∈ Rk

min
1

2

∥∥∥
k∑

i=1

αidi

∥∥∥
2
,

k∑

i=1

αi = 1 , αi > 0, i = 1, . . . , k . (7.1)N'importe quel algorithme de programmation quadratique peut être utilisé pour e pro-blème ; ependant, Ph. Wolfe en dérit un dans [Wol76℄, adapté à la forme (7.1). Lerésultat d'un tel algorithme est un ensemble de αi ; les di orrespondants sont des pointsextrêmes de C (par onstrution à l'étape 2).L'algorithme 7.1 est utilisable en pratique lorsqu'on dispose d'un orale pour mini-miser les fontions linéaires sur C. Cet orale doit retourner des points extrêmes.Remarque 7.2 (Variante sans QP). Dans sa formulation originale [Wol76℄, l'algorithmede Wolfe utilise expliitement la liste des points (ii les di) sur lesquels on projette.Cette liste est parourue lorsque l'algorithme a besoin de savoir quel est le plus petitdes X · d1, . . . , X · dk (pour un ertain X). Cette étape peut don être remplaée, dansnotre algorithme, par un appel à l'orale pour minimiser X · d sur C. Autrement, ditil n'est pas néessaire d'utiliser un solveur de QP : on peut implémenter diretement la



7.1. ALGORITHME DE PROJECTION 141variante i-dessus de l'algorithme de Wolfe, qui n'utilise qu'un solveur LP. C'est e quenous avons fait dans nos expérienes numériques.Si l'algorithme s'arrête à l'itération K, alors les étapes 2 et 3 impliquent que d∗K ∈ Cvéri�e d∗K ·d > ‖d∗K‖2 pour tout d ∈ C ; grâe au théorème 6.14, ei signi�e que d∗K est laprojetion de l'origine sur C. Supposons maintenant que l'algorithme 7.1 soit appliqué à
C = Q− et s'arrête à l'itération K. Dans le langage du hapitre 6, d∗K est la oupe la plusprofonde (théorème 6.15). De plus, un ertain nombre de oupes di ave αi > 0 seraientproduites, et elles exposeraient des faettes (théorème 6.6) ; omme d∗K =

∑
i αidi, ellesimpliqueraient la oupe la plus profonde. En un mot, 7.1 atteindrait les objetifs de lasetion 6.2. Cependant, l'identi�ation C = Q− viole le aratère intrinsèquement nonborné de Q− ; e problème sera l'objet de la sous-setion 7.1.3.7.1.2 ConvergeneLes dk+1 produits par l'étape 2 de l'algorithme 7.1 ne peuvent pas être l'un des

di préédents ; l'algorithme termine don si C a un nombre �ni de points extrêmes, equi est le as dans notre appliation à la programmation entière. Cependant, on donnela démonstration de onvergene suivante, plus intrinsèque, et qui montre le r�le del'hypothèse de ompaité de C.Lemme 7.3. En posant d(t) := d∗k + t(dk+1 − d∗k), on a pour tout t > 0

‖d(t)‖2 6 ‖d∗k‖2 − 2t‖d∗ − d∗k‖2 + t2‖dk+1 − d∗k‖2 .Démonstration. Dans le développement
‖d(t)‖2 = ‖d∗k‖2 + 2td∗k · (dk+1 − d∗k) + t2‖dk+1 − d∗k‖2 ,on sort le oe�ient de t > 0 : d'après la dé�nition de dk+1 à l'étape 2 (d∗ ∈ C !) :

d∗k · (dk+1 − d∗k) 6 d∗k · (d∗ − d∗k)
= d∗ · (d∗ − d∗k)− ‖d∗k − d∗‖2
6 −‖d∗k − d∗‖2 ,où la dernière inégalité vient du théorème 6.14 (d∗k ∈ C !).Théorème 7.4 (Convergene). La suite {d∗k} onverge vers d∗.Démonstration. Comme dk+1 et d∗k appartiennent au borné C, ‖dk+1 − d∗k‖2 6 Mpour un ertain M . Soit δ > 0 et soit Kδ l'ensemble de k tels que ‖d∗− d∗k‖2 > δ. Quitteà diminuer δ, on peut supposer δ/M 6 1 ; alors d(δ/M) appartient au segment [d∗k, dk+1]et, d'après l'étape 1 :

‖d∗k+1‖2 6 ‖d(t)‖2 6 ‖d∗k‖2 − 2tδ + t2M



142 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTESpour tout t ∈ [0, δ/M ]. En partiulier, pour t = δ/M :
‖d∗k+1‖2 6 ‖d∗k‖2 −

δ2

M
, pour tout k ∈ Kδ .La suite {‖d∗k‖2} est déroissante, don l'inégalité i-dessus ne peut avoir lieu que pourun nombre �ni de k : Kδ est un ensemble �ni.En d'autres termes, pour δ arbitrairement petit, ‖d∗− d∗k‖2 6 δ si k est su�sammentgrand ; ei signi�e que ‖d∗k − d∗‖2 → 0.7.1.3 L'hypothèse de ompaitéLorsque C n'est pas borné, la démonstration du théorème 7.4 suggère que l'algo-rithme 7.1 ne onverge pas en général. De plus, si C n'est pas borné, les fontions linéairespeuvent tendre vers −∞ sur C : l'étape 2 peut éhouer à produire un dk+1.De fait, la projetion d∗ n'est pas néessairement une ombinaison onvexe de pointsextrêmes : des rayons extrêmes peuvent être néessaires pour la déomposer. Dans notreontexte, ela orrespond aux as où la oupe la plus profonde ne peut pas être déompo-sée en faettes, omme sur la �gure 7.2. Les objets que l'algorithme 7.1 est ensé alulerpeuvent ne pas exister.

q∗

Q−

d∗

QFig. 7.2 � La oupe la plus profonde n'est pas déomposable en oupes de faettesIl semble possible de ontourner es problèmes en utilisant le aratère polyédral de
C : on peut alors érire

C =

p∑

i=1

αidi +

r∑

j=1

λjrj , (7.2)où α varie dans le simplexe unité et λ > 0. La projetion d∗ peut ainsi être dérite ommeune ombinaison de points extrêmes di et de rayons extrêmes rj. Ave des modi�ationsappropriées, l'algorithme 7.1 pourrait enore s'appliquer dans le as non borné maispolyédral, ave un orale qui renverrait soit un point extrême, soit un rayon extrêmeomme résultat de la minimisation d'une fontion linéaire.Cependant, les rayons extrêmes de C = Q− ne jouent pas un r�le aussi ruial queles points extrêmes, qui orrespondent à des faettes. De plus, des di�ultés numériquesexistent, omme l'illustre la �gure 7.3 :



7.2. CAS D'UN POLYÈDRE DÉCRIT PAR DES INÉGALITÉS 143� A la première itération, l'orale renvoie le rayon horizontal r2.� Ensuite d∗2 est la projetion de 0 sur d1 + r2.� Numériquement, d∗2 n'est pas exatement orthogonal à r2 et l'orale appelé en d∗2 peuttrès bien renvoyer r2 de nouveau (au lieu du point extrême d2).� A partir de là, l'algorithme 7.1 boule et ne termine pas.Pour ontourner ette di�ulté, une desription expliite des éléments de C dans (7.2)semble néessaire.
d∗

2

d2

d1 = d∗

1

r2 0CFig. 7.3 � Instabilité numérique dans le as non bornéLes raisons i-dessus expliquent pourquoi, dans notre appliation où C = Q− esttoujours non borné, nous allons borner arti�iellement C en ajoutant une ontrainte denormalisation. Remarquer que ette ontrainte de normalisation est très di�érente deelle utilisée dans les méthodes lift-and-projet. Dans notre as, la borne est seulementun paramètre de séurité pour assurer la onvergene de l'algorithme, dont le hoix nedoit pas � trop � (voir la remarque 7.22 i-dessous) hanger le résultat de l'algorithme.7.1.4 Utilisation d'un solveur QPUn inonvénient de ette approhe, du point de vue pratique, est le grand nombre deprogrammes linéaires qu'il peut être néessaire de résoudre au ours de l'algorithme deWolfe. En supposant que C est polyédral et qu'une desription appropriée est disponible(omme 'est le as dans notre appliation à la programmation disjontive, voir la se-tion 7.2.2), une solution possible pour aélérer les aluls est de aluler diretement d∗à l'aide d'un solveur QP. Ensuite, en initialisant l'algorithme de Wolfe ave la solution d∗(éventuellement en ajoutant la ontrainte d · d∗ ≤ ‖d∗‖2), seul un petit nombre d'appelsà l'orale LP serait néessaire puisque la projetion serait déjà alulée et que seule ladéomposition en points extrêmes resterait à déterminer.7.2 Cas d'un polyèdre dérit par des inégalitésOn suppose, dans ette setion, que Q est un polyèdre expliitement dérit par desinégalités. Nous allons aratériser le polaire inverse Q− omme l'enveloppe de ses pointsextrêmes et de ses rayons extrêmes.



144 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTES7.2.1 Caratérisation du �ne normalLe lemme suivant ([CL06℄, théorème 6.7), qui est une formulation du lemme de Farkas,aratérise le �ne normal de Q.Lemme 7.5 (Farkas). Soit Q = {x ∈ Rn ; Ax ≤ b} où m ∈ N, A ∈Mm,n(R) et b ∈ Rm.On suppose que Q 6= ∅ et O /∈ Q. Alors le �ne normal du polyèdre Q est
NQ = {d = A⊤u ; u ≥ 0 ; b · u ≤ 0}. (7.3)Autrement dit, NQ est l'image par A⊤ du �ne

K = {u ≥ 0 ; b · u ≤ 0}. (7.4)Remarque 7.6. Le lemme 7.5 n'est pas vrai sans l'hypothèse selon laquelle Q est nonvide. En pratique, ependant, on peut ignorer si Q est vide ou non. Ce problème estonsidéré dans la setion 7.3 et un ontre-exemple au lemme 7.5 sera donné lorsque
Q = ∅.Soit

I−= {i ∈ 1...m : bi < 0},
I0= {i ∈ 1...m : bi = 0},
I+= {i ∈ 1...m : bi > 0}.

(7.5)Le résultat suivant donne les rayons extrêmes de K dans (7.4) et des générateurs de NQ.Lemme 7.7 (Générateurs du �ne K). Soient I−, I0, I+ omme dans (7.5).1. Soit (e1, . . . , em) la base anonique de Rm. Les rayons extrêmes du �ne K sontexatement (à multipliation près par une onstante positive) les éléments de
E = {ei ; i ∈ I− ∪ I0} ∪ {bjei − biej ; (i, j) ∈ I− × I+}. (7.6)2. L'image par A⊤ de E génère le �ne normal NQ :

coneA⊤E = NQ. (7.7)Démonstration. L'équation (7.4) montre que les rayons extrêmes de K ⊂ Rm sontobtenus de la manière suivante :� on extrait de {e1, . . . , em, b} tous les sous-ensembles de m − 1 veteurs linéairementindépendants.� on résout le système linéaire orrespondant, produisant une droite de Rm. Cette droitene peut pas être ontenue dans K ar K ⊂ Rm
+ .� Si ette droite ne ontient que 0 omme point réalisable dans (7.4), le point extrême

0 ∈ K est produit, mais pas de rayon extrême.� Sinon, la demi-droite faisable est un rayon extrême de K.Pour extraire un (m− 1)-uplet, 'est-à-dire éliminer un ouple parmi les {e1, . . . , em, b},on a deux possibilités.



7.2. CAS D'UN POLYÈDRE DÉCRIT PAR DES INÉGALITÉS 145� Soit on élimine ei (i ∈ [1,m]) et b, alors les m− 1 veteurs restants ek ave k 6= i sontautomatiquement linéairement indépendants, et l'intersetion de K ave la demi-droite
R+ei n'est pas le singleton {0} si et seulement si ei · b ≤ 0.� Soit on élimine ei et ej (i 6= j). Dans e as, la famille est linéairement indépendante siet seulement si (ei · b, ej · b) 6= (0, 0) (on peut même supposer que ei · b 6= 0 et ej · b 6= 0sinon on est ramené au as préédent où la droite est dirigée par l'un des veteurs debase), et la droite déterminée par es (m− 1) veteurs est

{u = αei + βej ; u · b = 0}Un veteur direteur de ette droite est (b · ej)ei − (b · ei)ej . L'intersetion de K avela droite est non triviale si et seulement si b · ei et b · ej ont des signes opposés (on asupposé qu'ils étaient tous deux non nuls).L'équation (7.7) vient de NQ = A⊤K = A⊤ coneE = coneA⊤E.Remarque 7.8 (Problèmes reux). Comme les veteurs de E ne ontiennent qu'un oudeux oe�ients non nuls, les générateurs A⊤E de NQ alulés de ette manière sontdes lignes de A ou des ombinaisons linéaires de deux lignes de A (transposées). Si A estreuse, les générateurs le seront aussi.Remarque 7.9 (Nombre de générateurs). On onsidère le produit artésien de I− et
I+ et E possède a priori O(m2) éléments. Plus préisément, le nombre de générateursalulés est

|E| = |I−|+ |I0|+ (|I−|)(|I+|). (7.8)Cette tehnique nous fournit un ensemble de veteurs qui ontient les rayons extrêmesde NQ, mais aussi éventuellement des veteurs inutiles qui ne sont pas extrêmes.Exemple 7.10. Considérons pour Q le arré dont les quatre oins sont les points (-3,-1),(-3,1), (-1,-1) et (-1,1) omme sur la �gure 7.4. Soit
A =




0 1
1 0
0 −1
−1 0


 et b =




1
−1
1
3


 ,de sorte que I+ = {1, 3, 4} and I− = {2}. Les rayons extrêmes de K sont les veteurs

e2 = (0, 1, 0, 0), a21 = (1, 1, 0, 0), a23 = (0, 1, 1, 0) et a24 = (0, 3, 0, 1). Leurs images par
A⊤ sont respetivement (1, 0), (1, 1), (1,−1) et (2, 0). On voit que les rayons extrêmesde NQ sont donnés par le seond et le troisième veteurs ((1, 1) et (1,−1)) tandis que lesdeux autres ne sont pas extrêmes.
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(1)

(2)

(3)

(4) d2

d23

d21

d24Fig. 7.4 � Générateurs du �ne normal7.2.2 Caratérisation du polaire inverseQuand le polyèdre Q est de dimension pleine et qu'une desription par inégalités de
Q est disponible, les points extrêmes de Q− peuvent être trouvés failement.Lemme 7.11 (Points extrêmes de Q−). Soit Q ( Rn un polyèdre de dimension pleineexpliitement dérit pas un ensemble d'inégalités Ax ≤ b, ave O /∈ Q. On note ai leslignes de A.1. Si la desription Ax ≤ b est minimale, alors les points extrêmes de Q− sont exa-tement les

Pi := −a
⊤
i

bi
avec i ∈ I−. (7.9)2. Si la desription Ax ≤ b n'est pas minimale, les Pi dé�nis à l'équation (7.9)ontiennent tous les points extrêmes de Q−, plus des points qui appartiennent à

Q− mais ne sont pas extrêmes.Démonstration. Quand la desription Ax ≤ b deQ est minimale, on onnaît les faettesde Q. Une appliation du théorème 6.6 fournit le résultat. Quand la desription n'est pasminimale, on peut en extraire un sous-ensemble minimal d'inégalités qui fournissent lespoints extrêmes de Q−.Remarque 7.12 (Hypothèse de dimension pleine). En pratique, Q peut ne pas être dedimension pleine. On verra dans la setion 7.3 une manière de ontourner e problème.On peut maintenant établir un important théorème qui aratérise Q− quand Q estun polyèdre dé�ni par des inégalités.Théorème 7.13 (Caratérisation de Q−). Soit Q ( Rn un polyèdre de dimension pleinedérit expliitement par un ensemble d'inégalités Ax ≤ b, ave 0 /∈ Q. Soient I−, I0, I+dé�nis par (7.5), l'ensemble E dé�ni par (7.6) et les Pi pour i ∈ I− dé�nis au théo-rème 7.11. On a :
Q− = conv(Pi ; i ∈ I−) + coneA⊤E. (7.10)



7.2. CAS D'UN POLYÈDRE DÉCRIT PAR DES INÉGALITÉS 147Démonstration. Comme Q− est un polyèdre, il est la somme de l'enveloppe onvexede ses points extrêmes et de son �ne de réession (Q−)∞. Le théorème 7.11 donne lespoints extrêmes ; le théorème 6.3 a�rme que (Q−)∞ = NQ et le théorème 7.7 dit que
NQ = coneA⊤E.Les résultats établis jusqu'ii s'appliquent à la programmation disjontive, dé�niedans [Bal79℄.

Q

Q0 Q1

O

Fig. 7.5 � Programmation disjontiveDé�nition 7.14 (Programmation disjontive). Soient Q0 et Q1 deux polyèdres non videsde Rn, tels que O /∈ conv(Q0 ∪Q1). L'ensemble
Q = conv(Q0 ∪Q1)est un polyèdre [Bal79℄, appelé polyèdre disjontif (�gure 7.5). Une oupe qui sépare Ode Q est appelée une oupe disjontive.La sous-setion suivante illustre l'idée de la programmation disjontive. Elle est onsa-rée à un type partiulier de disjontions, appelées disjontions split.7.2.3 Disjontions splitConsidérons un problème de programmation linéaire en nombres entiers mixte, de laforme 




min c · x
(x1, . . . , xn) ∈ Zn

(xn+1, . . . , xn+p) ∈ Rp

Ax ≤ b
(7.11)où n, p,m ∈ N, A ∈ Mm,n+p(R), c ∈ Rn et b ∈ Rm. Les algorithmes utilisés en pratiquepour résoudre de tels problèmes utilisent souvent la relaxation linéaire suivante de (7.11) :





min c · x
(x1, . . . , xn+p) ∈ Rn+p

Ax ≤ b.
(7.12)



148 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTESqui est beauoup plus faile à résoudre. Le problème de la génération de oupes est deséparer une solution optimale x de (7.12) de l'ensemble réalisable dans (7.11). Soit R lepolyèdre relaxé :
R = {x ∈ Rn+p ; Ax ≤ b}et soit j ∈ 1 . . . n tel que xj /∈ Z (si un tel j n'existe pas, (7.11) est résolu). L'ensembleréalisable de (7.11) est entièrement ontenu dans l'union des deux polyèdres suivants

Q0= R ∩ {x ∈ Rn ; xj ≤ ⌊xj⌋}
Q1= R ∩ {x ∈ Rn ; xj ≥ ⌊xj⌋+ 1} (7.13)alors que x ne l'est pas (�gure 7.6). En supposant que x est un point extrême de R, il nepeut pas appartenir à conv(Q0∪Q1). Pour le séparer de l'ensemble réalisable dans (7.11),il su�t de le séparer de conv(Q0 ∪Q1).

x

Q0 Q1

Fig. 7.6 � Cas partiulier d'une disjontion split7.2.4 Polaire inverse d'un polyèdre splitRevenant au as étudié jusqu'ii où le point à séparer est l'origine O, onsidérons leproblème suivant : soit R ( Rn un polyèdre de dimension pleine dérit expliitement par
m inégalités ai · x ≤ bi (i = 1 . . . m) ou, sous forme matriielle, Ax ≤ b, tel que O soitun point extrême de R (en partiulier, b ≥ 0 puisque O est réalisable). Soient π ∈ Rn et
π0 < 0 < π1.Remarque 7.15. En relation ave la sous-setion préédente, O peut être vu omme latranslation de la solution relaxée ourante x, R omme la translation du polyèdre relaxé,et π omme le j-ème veteur de base.On introduit la disjontion

Q0 = R ∩ {x : π · x ≤ π0}
Q1 = R ∩ {x : π · x ≥ π1}



7.2. CAS D'UN POLYÈDRE DÉCRIT PAR DES INÉGALITÉS 149et soit Q = conv(Q0 ∪ Q1). Trouver une oupe disjontive pour x dans le problèmeoriginal (7.12) revient à séparer O et Q dans le problème translaté. Le théorème 7.16partiularise le théorème 7.13 lorsque Q est un polyèdre split, et donne une desriptionexpliite ompate de Q−.Théorème 7.16. On suppose que Q0 6= ∅, Q1 6= ∅ et on dé�nit
P0 = π

|π0|
, K0 = coneA⊤ + πb⊤

|π0|
,

P1 = − π
π1
, K1 = coneA⊤ − πb⊤

π1
.Alors Q−

0 et Q−
1 sont des �nes polyédraux translatés :

Q−
0 = P0 +K0 + πR+,

Q−
1 = P1 +K1 − πR+.Démonstration. On applique le théorème 7.13 àQ0 etQ1 en remarquant que O satisfaittoutes les ontraintes qui dé�nissent les Qi, sauf l'inégalité de split : I− dans (7.5) estun singleton, haque Q−

i a seulement un point extrême dérit par le théorème 7.11. Lenombre de générateurs donnés par le théorème 7.7 est
|E| = |I−|+ |I0|+ |I−| |I+| = 1 + |I0|+ |I+| = 1 +m.Ainsi la desription de Q0 et Q1, quand ils viennent d'une disjontion, est partiulière-ment simple puisque I− est un singleton. D'autre part, l'hypothèse Q0 6= ∅ et Q1 6= ∅ peutêtre di�ile à véri�er en pratique. Ce problème est onsidéré dans la sous-setion 7.3.3.Expliitement, on a

{
d ∈ Q− ⇐⇒ ∃ (u0, λ0, u1, λ1) ∈ R2m+2

+ tel que
d = (A⊤ + πb⊤

|π0|
)u0 + ( 1

|π0|
+ λ0)π = (A⊤ − πb⊤

π1
)u1 − ( 1

π1
+ λ1)π}.

(7.14)Notre objetif est d'implémenter un orale qui optimise des fontions linéaires d→ d0 · dsur d ∈ Q−, et la formulation (7.14) onvient. Il su�t de résoudre le programme linéaire




min d0 · d
d = (A⊤ + πb⊤

|π0|
)u0 + ( 1

|π0|
+ λ0)π = (A⊤ − πb⊤

π1
)u1 − ( 1

π1
+ λ1)π,

ui, λi ≥ 0.

(7.15)Cette desription linéaire a 2m + 2 variables dans R+ et n ontraintes d'égalité. Dansla sous-setion suivante, on explique omment e programme linéaire est relié au utgenerating LP de la méthode lift-and-projet.



150 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTESRemarque 7.17. La formulation (7.14) peut être interprétée de la manière suivante.Soit (ai)i=1...m les lignes de A. En ombinant les équations aix ≤ bi et π · x ≤ π0 (ave
π0 < 0), on voit que tout x ∈ Q0 satisfait

(a⊤i +
bi
|π0|

π) · x ≤ 0 et π · x ≤ π0. (7.16)Pour tous multipliateurs (u0, λ0) ≥ 0, l'inégalité
(

(A⊤ +
πb⊤

|π0|
)u0 + (

1

|π0|
+ λ0)π

)
· x ≤ −1− λ0|π0| ≤ −1 (7.17)est valide pour Q0 : si d est le veteur qui multiplie x dans (7.17), σQ0

(d) ≤ −1. Lemême argument est valable pour Q1. Finalement, tout d satisfaisant (7.14) satisfait aussi
d · x ≤ −1 pour tout x dans Q0 ∪Q1, don est une inégalité valide pour conv(Q0 ∪Q1).En un mot, d ∈ Q−.Remarque 7.18. On voit aussi dans (7.17) que 1 + λ0|π0| est la quantité par laquellel'origine viole la ontrainte orrespondant à (u0, λ0) ; de même pour 1 +λ1π1 et (u1, λ1).Pour obtenir une � oupe la plus profonde � au sens de lift-and-projet, 'est-à-dire uneoupe la plus violée, il su�t d'ajouter la ontrainte

ν = −1− λ0|π0| = −1− λ1π1(plus une ontrainte de normalisation) et de minimiser ν.Le lien entre le CGLP de lift-and-projet et notre orale est expliqué plus préisémentdans la sous-setion suivante.7.2.5 Lien ave lift-and-projetLa desription suivante de la méthode lift-and-projet pour les programmes 0-1 estadaptée de [Cor08℄. Soit P := {x ∈ [0, 1]n : Ax ≤ b} et S := {x ∈ {0, 1}n : Ax ≤ b}, avedes notations usuelles, et supposons sans perte de généralité que les ontraintes Ax ≤ bontiennent 0 ≤ x ≤ 1. On hoisit j ∈ {1, . . . n} et on onsidère l'ensemble (dérit par deséquations non linéaires) : {x ∈ [0, 1]n : xj(Ax− b) ≤ 0, (1− xj)(Ax− b) ≤ 0}. Ensuite,on linéarise les équations en substituant les nouvelles variables yi pour xixj , i 6= j et xjpour x2
j : en notant Aj la matrie A privée de sa j-ième olonne aj, ette substitutiondé�nit le polyèdre





Mj := { (x, y) ∈ [0, 1]2n−1 :
Ajy + (aj − b)xj ≤ 0,
Ax−Ajy − (aj − b)xj ≤ b}.

(7.18)Soit Q la projetion deMj sur l'espae des x : on a S ⊂ Q ⊂ P , don Q est une relaxationde l'ensemble réalisable S qui est au moins aussi bonne que P . Plus préisément, Q estexatement le polyèdre disjontif assoié à la disjontion split [xj = 0]∨ [xj = 1], ommel'a�rme le lemme suivant.



7.2. CAS D'UN POLYÈDRE DÉCRIT PAR DES INÉGALITÉS 151Lemme 7.19. Soit P0 := {x ∈ P : xj = 0} et P1 := {x ∈ P : xj = 1}. Alors
Q = conv(P0 ∪ P1).Démonstration. On introduit les nouvelles variables y′ et z′, et (7.18) se rérit





Q = { (x, y) ∈ [0, 1]2n−1 : ∃y′ ∈ P1, z
′ ∈ P0

x = xjy
′ + (1− xj)z′,

yi = xjy
′
i (i 6= j)}

(7.19)de sorte que x est expliitement érit omme une ombinaison onvexe de deux éléments
y′ ∈ P1 et z′ ∈ P0. La variable xj et son omplément 1−xj jouent le r�le de multipliateursonvexes.En utilisant le lemme de Farkas pour projeter Mj sur l'espae des x, on a

Q = {x ∈ [0, 1]n : d · x ≤ e, (d, e) ∈ C} (7.20)où
C = { (d, e) ∈ Rn+1 : ∃u0, u1 ≥ 0,

d = A⊤u0 + (aj − b) · (u1 − u0)ej ,
e = b · u0,
A⊤
j u0 = A⊤

j u1}.
(7.21)L'ensemble C ontient exatement les inégalités valides pour P . La méthode lift-and-projet onsiste à herher une inégalité dans C qui est violée le plus possible par unertain point à séparer x :

max
(d,e)∈C

d · x− e.Atteindre une valeur positive dans e problème de maximisation signi�e que l'inégalité
(d, e) sépare x et Q. Comme (u0, u1) dans (7.21) appartiennent à un �ne, il est néessairede tronquer e �ne par une ontrainte du type f(u0, u1) ≤ N (où f est une fontion,typiquement linéaire, et N une onstante) a�n que le problème d'optimisation n'atteignepas +∞. Soit C̃ l'ensemble obtenu en tronquant C par la ontrainte de normalisation ;la génération d'une oupe lift-and-projet onsiste à résoudre

max
(d,e)∈C̃

d · x− e (7.22)tandis qu'un appel à notre orale qui minimise des fontions linéaires de la forme d→ d0·dpour d ∈ Q− onsiste essentiellement à résoudre
min

(d,e)∈C̃, d·x−e≥1
d0 · d (7.23)Autrement dit, au lieu de maximiser la violation, on impose une violation minimum de 1et on minimise le produit salaire de la diretion de oupe ave un veteur donné d0 (dé-terminé par la génération de olonnes). On remarque que la ontrainte de normalisation



152 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTES
f(u0, u1) ≤ N dans (7.23) ne doit pas être trop forte, sinon auune oupe n'atteindrala violation minimum de 1 et l'ensemble réalisable sera vide. Dans la sous-setion 7.3.2,on propose une manière de résoudre e problème en hoisissant une ontrainte de nor-malisation qui assure que l'ensemble faisable ontienne au moins une oupe (la ouped'intersetion générée depuis la base ourante, dérite dans la sous-setion 7.2.6).Remarque 7.20. Finalement, il n'y a pas beauoup de di�érenes entre le CGLP delift-and-projet et notre orale qui optimise sur le polaire inverse (d'ailleurs, les deuxprogrammes linéaires sont obtenus en utilisant le même argument basé sur le lemme deFarkas). Notre desription est un peu plus géométrique, puisqu'elle fait apparaître Q−omme l'intersetion des deux �nes translatés Q−

0 et Q−
1 qui sont les polaires inversesdes polyèdres utilisés dans la disjontion.La di�érene prinipale est qu'en général, haque polyèdre disjontif possède m + 1ontraintes (m étant le nombre de ontraintes dans le problème original) à ause de laontrainte disjontive supplémentaire, de sorte que m+1 multipliateurs sont néessairespour haque polyèdre. C'est pourquoi (7.15) a 2m+ 2 variables. Dans le as partiulierd'une disjontion split pour un programme 0-1, ependant, les polyèdres disjontifs sontseulement soumis aux m ontraintes originales (la disjontion split est obtenue en �xantune variable à 0 ou 1, pas en ajoutant une ontrainte). C'est pourquoi (7.23) a 2mvariables.Une méthode due à Balas et Perregaard [PB03℄ permet de travailler ave seulement

m variables au lieu de 2m dans (7.22), réduisant ainsi le temps de alul. Elle pourraitêtre utilisée aussi dans (7.23).7.2.6 Une oupe partiulièreLa desription (7.14) de Q− permet de trouver un point partiulier de Q−, 'est-à-dire une oupe. Soit B ⊂ {1, . . . m} la base ourante de A, orrespondant au pointque l'on veut séparer. Autrement dit, on hoisit n ontraintes indépendantes qui sontatives à l'origine ; leur membre de droite est don nul : pour tout i ∈ B, bi = 0. On �xe
λ0 = λ1 = 0 et (u0)i = (u1)i = 0 pour tout i /∈ B, on a u0 ·b = u1 ·b = 0. L'équation (7.14)s'érit :

A⊤(u0 − u1) = −(
1

|π0|
+

1

π1
)π, ui ≥ 0. (7.24)On note AB la matrie A privée de ses lignes hors-base i /∈ B, don AB est une matriearrée inversible. Une solution du système i-dessus peut être obtenue en résolvant

A⊤
Bu = −(

1

|π0|
+

1

π1
)π, u ∈ Rn (7.25)qui a une solution unique, puisque B est une base ; en posant

u0 = max(u, 0) et u1 = −min(u, 0) (7.26)(et en omplétant ave des zéros pour les lignes hors-base de A) on obtient un pointréalisable. Cette oupe est appelée la oupe d'intersetion [Bal71℄ générée à partir de labase ourante.



7.3. ALGORITHME 153Remarque 7.21. Cette oupe simple peut être alulée assez rapidement (il su�t derésoudre un système linéaire), et donne une idée de la qualité de la disjontion hoisie[KC05℄. Elle peut être utilisée pour hoisir une diretion prometteuse avant de démarrerl'algorithme.7.3 AlgorithmeLes setions préédentes suggèrent de aluler des oupes splits en projetant l'originesur le polaire inverse, dans l'espae dual, tout en déomposant ette projetion ommeune ombinaison onvexe de points extrêmes, et d'utiliser es points extrêmes de Q−omme diretions de oupe. Mais avant d'utiliser ette approhe, onsidérons les di�ul-tés suivantes.� Le théorème 6.6 n'est pas vrai lorsque lin(Q) 6= Rn.� La aratérisation du �ne normal dans le théorème 7.7 est perdue si le polyèdreest vide.� L'algorithme 7.1 ne peut être utilisé que sur un polyèdre borné (un polytope) ;sinon, le programme linéaire de l'étape 2 peut être non borné.� Selon (7.14), Q− est dérit via les variables (u0, u1) ∈ R2m+2. Si le LP à l'étape2 de l'algorithme 7.1 a plusieurs solutions, une solution extrémale dans l'espaeétendu peut ne pas être extrémale dans Rn.7.3.1 Quand lin(Q) 6= RnQuand lin(Q) 6= Rn, le théorème 6.6 n'est pas vrai : les faettes de Q ne orrespondentplus à des points extrêmes de Q−. Théoriquement, ei peut être évité en travaillant dansl'espae eulidien lin(Q) au lieu de Rn. Dans les appliations, nous allons simplementignorer e problème et faire omme si lin(Q) était égal à l'espae entier1 Rn. Pour etteraison, Q− peut ne pas avoir de point extrême du tout : ependant, grâe à la ontraintede normalisation présentée dans la setion suivante, e as ne sera jamais renontré ar
Q− sera remplaé par un ensemble borné Q̃−.7.3.2 Contrainte de normalisationIl est lair d'après la dé�nition de Q− que et ensemble est non borné. Malheureu-sement, l'algorithme de projetions suessives ne fontionne que si le polyèdre est unpolytope, et nous devons don borner Q− arti�iellement d'une manière ou d'une autrepour utiliser notre méthode. La desription (7.14) suggère de borner Q− en le remplaçantpar Q̃−, dé�ni en bornant la somme des multipliateurs (omme ela est souvent fait dansla méthode lift-and-projet) :

m∑

i=1

(u0)i + λ0 +
m∑

i=1

(u1)i + λ1 ≤ N (7.27)1Ou lin(Q) = {Aex = be} si le problème a des ontraintes d'égalité Aex = be.



154 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTESoù N est une onstante de normalisation su�samment grande. Il su�t de aluler laoupe partiulière dérite dans la sous-setion 7.2.6 pour obtenir une valeur de N quiassure Q̃− 6= ∅. Plus préisément, il su�t de poser N :=
∑

i(u0)i+(u1)i ave les notationsde l'équation (7.26).Remarque 7.22 (Normalisation). En remplaçant Q− par Q̃−, on introduit de nouveauxpoints extrêmes qui ne orrespondent pas à des faettes de Q. Les oupes orrespondantesn'exposeront don pas de faette. Cei semble inévitable, puisqu'on a vu sur la �gure 7.2que la oupe la plus profonde n'était pas néessairement impliquée par des oupes defaettes. Si la déomposition en oupes de faettes est possible, alors le hoix de la nor-malisation est omplètement arbitraire (on obtiendra toujours des faettes qui impliquentla oupe la plus profonde, quelle que soit la normalisation) pourvu que N soit assez grand.Si, au ontraire, des rayons extrêmes de Q− sont néessaires pour déomposer la oupela plus profonde, alors le hoix de la normalisation importe : des normalisations di�é-rentes fourniront des oupes di�érentes, selon le point d'intersetion de la ontrainte denormalisation et du rayon extrême.La �gure 7.7 illustre le problème posé par la situation où lin(Q) 6= Rn et le r�le de laontrainte de normalisation. Q est dé�ni par les ontraintes ai · x ≤ bi (i = 1, . . . , 3) et
lin(Q) est l'axe horizontal. La projetion de O sur Q̃− est déomposée en une ombinaisononvexe des points A et B, et les deux oupes générées exposent la même faette F dupolyèdre Q.

O

a1

a2

a3
Q

A

B

F

Q−

Q̃−

Fig. 7.7 � Un exemple où lin(Q) 6= Rn7.3.3 C�ne normal d'un polyèdre videDans ette sous-setion, on montre que le lemme 7.5 n'est pas vrai sans l'hypothèseque le polyèdre est non vide. Soit n = 2 et
A =

(
1 0
−1 0

)
et b =

(
−1
−1

)
.



7.3. ALGORITHME 155Alors Q := {(x = (x1, x2) ∈ R2 ; Ax ≤ b} = ∅. L'ensemble des u ∈ R2
+ tels que b · u ≤ 0est simplement R2

+ et l'ensemble A⊤u pour de tels u est R × {0}. Si le lemme 7.5 étaitvrai dans e as, le �ne normal de Q serait R × {0}, mais omme Q est vide, son �nenormal est R2 tout entier.Dans notre situation, Q = conv(Q0 ∪ Q1) peut être supposé non vide (sinon le pro-blème de séparation n'a pas beauoup de sens). Cependant, Q0 ou Q1 (mais pas les deux)peuvent être vides, e qui est oûteux à véri�er en pratique. Cette di�ulté peut sansdoute être ignorée, ar si par exemple Q0 = ∅, de sorte que Q− = Q−
1 , peu importe quelensemble (appelons-le Q̄−

0 ) est obtenu par le lemme 7.5 à la plae de Q−
0 : les éléments de

Q̄−
0 ∩Q−

1 appartiendront à Q−
1 = Q−. Autrement dit, es éléments seront des inégalitésvalides pour Q, et dans notre appliation à la programmation entière, il n'y a pas derisque de ouper une solution réalisable.7.3.4 L'orale peut retourner un point non extrêmeDans l'algorithme 7.1, l'orale appelé à l'étape 2 doit retourner un point extrême de

Q−. Cependant, dans notre appliation à la programmation disjontive, ei ne peut pasêtre garanti. La situation de la �gure 7.8, où Q− est l'intersetion de deux �nes ommedans (7.14), peut avoir lieu. Tout le segment AB est optimal pour la minimisation de
x 7→ c · x sur Q−, et les points A, B et C (qui n'est pas extrême dans Q−) peuventtous les trois être retournés par le solveur qui minimise dans l'espae étendu, ave ladesription (7.14) de Q−. Ce problème, ependant, n'apparaît que dans des as trèspartiuliers et s'il a lieu, on ourt seulement le risque d'avoir dans la déomposition de laoupe la plus profonde une oupe qui n'expose pas de faette, mais au moins est valide.

Q−

c

A
C

B

Fig. 7.8 � Le point retourné par l'orale peut n'être pas extrême7.3.5 AlgorithmePour résumer, on propose la méthode suivante pour générer des oupes disjontives.� On onsidère un programme linéaire en nombres entiers mixte et on obtient un pointextrême x de sa relaxation linéaire (7.12). On hoisit une oordonnée i telle que xi n'est



156 CHAPITRE 7. MÉTHODE PAR DÉCOMPOSITION EN FACETTESpas entier alors que xi est ontraint à être entier dans (7.11). On peut aussi hoisir unedisjontion plus générale.� On alule la oupe d'intersetion assoiée à la base ourante (sous-setion 7.2.6).� A partir de ette oupe, on alule la oupe la plus violée (sous-setion 7.2.5).� A partir de la oupe la plus violée, on e�etue l'algorithme de projetions suessives(sous-setion 7.1) pour aluler la projetion de l'origine O sur Q̃− et sa déompositionen points extrêmes d1, . . . , dk de Q−.Pour �nir, on utilise les inégalités di ·x ≤ −1, i = 1, . . . , k omme oupes. Cet algorithmede génération de oupes est testé dans la setion suivante sur des instanes aléatoires deprogrammes linéaires en nombres entiers.7.4 Expérienes numériquesOn teste l'algorithme sur des instanes aléatoires de programmes linéaires en nombresentiers, en dimension n allant de 20 à 90 ave des matries pleines. On résout la relaxationLP pour obtenir la valeur optimale relaxée f , et on hoisit la variable la plus frationnelleomme diretion de split. On obtient (i) une oupe la plus violée (oupe lift-and-projet),(ii) la oupe la plus profonde au sens de la norme eulidienne, et (iii) la déompositionde la oupe la plus profonde en oupes de faettes. On ajoute es oupes à la matrie, eton obtient de nouvelles valeurs optimales relaxées f (i), f (ii) et f (iii). On reporte� l'amélioration relative de la fontion objetif ave nos oupes par rapport à la oupela plus profonde en % (= 100 (f (iii) − f)/(f (ii) − f),� l'amélioration relative de la fontion objetif entre la oupe la plus violée et laoupe la plus profonde en % (= 100 (f (i) − f)/(f (ii) − f)),� la profondeur relative entre la oupe la plus violée et la oupe la plus profonde en% (= 100 depth(i)/depth(ii)),� le nombre de oupes générées par notre algorithme,� le nombre d'appels à l'orale LP.Les résultats sont rassemblés dans la table 7.1, où le nom du problème ontient le nombrede variables et le nombre de ontraintes (m) en plus de la positivité des variables.On n'utilise pas de tehnique de renforement (e.g. Balas-Jeroslow [BJ80℄) : le but dees expérienes est seulement d'évaluer la qualité relative de la oupe la plus violée, dela oupe la plus profonde, et de nos oupes.A partir du tableau 7.1, on observe que la oupe la plus violée et nos oupes apportentune amélioration très importante de la fontion objetif par rapport à la oupe la plusprofonde, qui semble en général assez faible de e point de vue. De manière intéressante,les performanes de la oupe la plus violée et de nos oupes sont omparables en termed'amélioration de la fontion objetif (bien sûr, ei est biaisé par le fait qu'on ajouteune seule oupe d'un �té, et plusieurs de l'autre). On observe aussi que la oupe la plusviolée est en gros deux fois moins profonde que la oupe la plus profonde en général,et que le nombre d'appels à l'orale néessaires n'est pas beauoup plus grand que lenombre de faettes dans la déomposition.



7.4. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES 157Probl eme Wolfe/+prof. +viol./+prof. +viol./+prof #oupes #appels(obj. en %) (obj. en %) (prof. en %)n20-m20-s0 474.35 409.85 51.15 14 18n20-m20-s1 859.17 1037.70 60.70 14 15n20-m20-s2 100.00 100.00 77.91 14 15n30-m30-s0 865.46 866.85 52.57 25 26n30-m30-s1 374.86 457.82 63.42 20 22n30-m30-s2 107.81 107.81 6.11 22 23n40-m40-s0 100.00 100.50 61.61 29 30n40-m40-s1 333.48 147.95 60.60 29 57n40-m40-s2 2690.61 1565.30 47.39 29 35n50-m50-s0 362.31 362.31 60.95 37 38n50-m50-s1 350.37 427.96 58.50 39 40n60-m60-s0 100.76 100.00 59.84 42 43n70-m70-s0 100.00 100.01 52.95 55 86n80-m80-s0 8877.09 10593.63 50.03 65 70n90-m90-s0 460.21 434.84 49.35 67 135Tab. 7.1 � Résultats expérimentauxFinalement, nos oupes semblent apporter la même amélioration de la fontion ob-jetif que la oupe la plus violée, tout en étant environ deux fois plus profondes. Le prix àpayer est le oût de alul pour ré-optimiser plusieurs fois le CGLP, et l'ajout d'un grandnombre de oupes à la matrie ; de plus, es oupes sont pleines (i.e. pas reuses) en gé-néral. Cei suggère qu'une proédure est néessaire pour séletionner seulement quelquesoupes parmi les nombreuses qui sont générées. Une meilleure implémentation est aussinéessaire pour évaluer le ompromis entre le oût de la proédure et son e�aité ;ependant, on peut déjà tirer les onlusions suivantes.� Contrairement à une idée répandue, la oupe la plus profonde au sens de la normeeulidienne n'améliore pas tellement la fontion objetif. La oupe lift-and-projet,qui est aussi une oupe la plus profonde au sens d'une norme ou semi-norme � im-prévisible �, donne de bien meilleurs résultats. Il semble préférable d'utiliser une(semi-)norme adaptée à haque problème, omme dans la méthode lift-and-projet,plut�t qu'une norme déidée à l'avane (la norme eulidienne).� L'approhe proposée n'est pas attrayante du point de vue pratique. Le gain deprofondeur par rapport à la oupe lift-and-projet, observé dans les expérienes, estinsu�sant pour ompenser le suroût en alul lors des ré-optimisations suessivesdu CGLP, et l'ajout de nombreuses oupes à la matrie.Pour rendre ette approhe plus pratique, on pourrait déomposer une autre oupe don-née � et non pas la plus profonde � en faettes : par exemple la oupe la plus violée, ouelle qui améliore le plus la fontion objetif. Malheureusement, on ne sait pour l'instantpas tirer parti des idées développées dans e hapitre pour générer des oupes e�aes
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Conlusion de la seonde partieCette partie, plus abstraite que la première, onerne le problème de séparation enanalyse onvexe. On veut trouver de bons hyperplans qui séparent O du onvexe Q. Lepolaire inverse Q− de Q détermine les diretions de oupe, et de plus, quand Q est unpolyèdre, ses points extrêmes (à intersetion près ave un sous-espae vetoriel, si Q n'estpas de dimension pleine) orrespondent aux oupes qui exposent des faettes de Q. Deplus, le problème de projetion de O sur Q, pour déterminer la oupe la plus profonde,est équivalent au problème de projetion de O sur Q− au sens de la norme duale. Onsuggère don de projeter O sur Q− (au sens de la norme eulidienne) et la déompositionde ette projetion en points extrêmes de Q−. On utilise ensuite es points extrêmes pourgénérer des oupes qui séparent O et Q.Cette méthode s'applique à la programmation disjontive, qui permet de générer desoupes pour la programmation entière. Son importane théorique dans e ontexte peutêtre défendue, mais son utilité numérique est pour l'instant douteuse, même si des pistesd'améliorations sont envisageables. Une autre appliation de la programmation disjon-tive, plus diretement reliée aux préoupations de la première partie de ette thèse surla méanique non régulière, est l'étude des problèmes de omplémentarité. En e�et, eux-i se présentent souvent naturellement sous la forme d'une disjontion. Un programmede reherhe intéressant serait don d'appliquer les idées de l'optimisation ombinatoire(� branher, borner et ouper � � pour les synthétiser à l'extrême) aux problèmes dedynamique non-régulière. Nous espérons que es idées perdureront dans l'équipe Bipopet seront utilisées par ses membres pour l'étude des problèmes de méanique et d'éle-tronique qui les motivent. Nous leur en laissons le soin.

159
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Annexe APendule doubleCet exemple très simple est destiné à illustrer la méthode de mise en équation la-grangienne. Il omporte deux tiges rigides artiulées par des liaisons pivot parfaites etportant à leur extrémité des masses m1 et m2, omme sur la �gure 2.1 du hapitre 2. Cesystème à deux degrés de liberté est paramétré par q := (θ1, θ2). La position de M1 et
M2 est donnée par

M1 =

[
l1 sin(θ1)
−l1 cos(θ1)

]
, M2 =

[
l1 sin(θ1) + l2 sin(θ2)
−l1 cos(θ1)− l2 cos(θ2)

]
. (A.1)Les matries jaobiennes ∂

∂q (M1) et ∂
∂q (M2) sont

∂

∂q
(M1) =

[
l1 cos(θ1) 0
l1 sin(θ1) 0

]
,

∂

∂q
(M2) =

[
l1 cos(θ1) l2 cos(θ2)
l1 sin(θ1) l2 sin(θ2)

] (A.2)et l'énergie inétique Ec du système est
Ec :=

1

2
m1Ṁ

2
1 +

1

2
m2Ṁ

2
2

=
1

2
(m1 +m2) l

2
1 θ̇

2
1 +

1

2
m2(l

2
2 θ̇

2
2 + 2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2).

(A.3)On alule ensuite
∂

∂q̇
(Ec) =

[
(m1 +m2)l

2
1 θ̇1 +m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̇2

m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̇1 +m2l
2
2θ̇2

] (A.4)puis
d

dt
(
∂

∂q̇
(Ec)) =

[
(m1 +m2)l

2
1 m2l1l2 cos(θ1 − θ2)

m2l1l2 cos(θ1 − θ2) m2l
2
2

]
q̈

−m2l1l2 sin(θ1 − θ2)(θ̇1 − θ̇2)
[
θ̇2
θ̇1

] (A.5)161



162 ANNEXE A. PENDULE DOUBLEet
∂

∂q
(Ec) = m2l1l2 sin(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2

[
−1
1

]
. (A.6)Autrement dit, les di�érents termes de (2.2) sont

M =

[
(m1 +m2)l

2
1 m2l1l2 cos(θ1 − θ2)

m2l1l2 cos(θ1 − θ2) m2l
2
2

]
,

N = m2l1l2 sin(θ1 − θ2)
[
θ̇2
2

θ̇2
1

] et Fint = 0. (A.7)Il reste à aluler le travail virtuel des fores extérieures :
Fext =

( ∂

∂q
(M1)

)⊤
(m1g) +

( ∂

∂q
(M2)

)⊤
(m2g)

=

[
l1(m1 +m2)(cos(θ1)gx + sin(θ1)gy)

l2m2(cos(θ2)gx + sin(θ2)gy)

]
.

(A.8)Connaissant tous les termes M, N, Fint et Fext, on peut ensuite disrétiser l'équation deLagrange omme à la setion 2.2.



Annexe BAngles d'EulerLes angles d'Euler permettent de paramétrer l'orientation d'un repère par rapport àun autre dans R3. On rappelle ii leur dé�nition, et on présente le problème du �gimballok� ou perte d'un degré de liberté, qui motive l'introdution des quaternions dansl'annexe C.B.1 Dé�nitionOn onsidère un repère Oxyz où la base B = (x, y, z) est une base orthonormale. One�etue suessivement trois rotations.� La première rotation R(ψ, z), d'angle ψ autour de l'axe Oz, est appelée prées-sion. L'image du veteur x par ette rotation est appelée u. Le veteur rotationorrespondant est ψ̇z.� La deuxième rotation R(θ, u), d'angle θ autour de u, est appelée nutation. L'imagedu veteur z par ette rotation est appelée z′. Le veteur rotation orrespondantest θ̇u.

u
x

y

z

ψ̇

θ̇ψ

z′

θ

φ
φ̇

Fig. B.1 � Les angles d'Euler (ψ, θ, φ)163



164 ANNEXE B. ANGLES D'EULER� La troisième rotation R(φ, z′), d'angle φ autour de z′, est appelée rotation propre.Le veteur rotation orrespondant est φ̇z′.Le produit R de es trois rotations (dans et ordre), dé�ni par
R := R(φ, z′) ◦R(θ, u) ◦R(ψ, z) (B.1)permet de passer de la base B à la base d'Euler B′ = (x′, y′, z′). Le veteur rotation totalde B′ par rapport à B exprimé dans la base B est

ωR′/R = ψ̇z + θ̇u+ φ̇z′. (B.2)B.2 Perte d'un degré de libertéComme z = [0, 0, 1]⊤, u = [cosψ, sinψ, 0]⊤ et z′ = [sin θ sinψ,− sin θ cosψ, cos θ]⊤,la formule (B.2) se rérit
ωR′/R = M



ψ̇

θ̇

φ̇


 ave M :=




0 cosψ sin θ sinψ
0 sinψ − sin θ cosψ
1 0 cos θ


 (B.3)et le déterminant de la matrie M dé�nie dans (B.3) vaut sin θ : lorsque θ = 0[π], ellen'est don pas inversible. Dans e as, puisque Im(M) 6= R3, il existe des veteurs ωR′/Rdans R3 qui ne orrespondent à auune valeur de (ψ̇, θ̇, φ̇). Cei n'est pas physique (toutesles valeurs de ωR′/R dans R3 sont méaniquement possibles), 'est un problème arti�ielintroduit par le hoix des angles d'Euler pour paramétrer l'orientation de la base B′.B.3 Analogie méaniqueLe problème de singularité de la matrieM dans (B.3) est appelé gimbal lok ou �perted'un degré de liberté�. On peut le omprendre par une analogie ave le fontionnementd'un joint de Cardan : lorsque deux des axes du ardan sont alignés (l'hypothèse θ = 0[π]i-dessus signi�e préisément que les axes z et z′ de préession et de rotation propre sontalignés), ils autorisent tous les deux le même degré de liberté et il ne reste plus au ardanque deux degrés de liberté indépendants. Il esse don de jouer son r�le, et l'anneauintérieur ne peut plus adopter n'importe quel veteur rotation par rapport à l'anneauextérieur.Il existe plusieurs possibilités pour lutter ontre le problème du gimbal lok ; e dernierse traduit en pratique lors des simulations par l'apparition de matries de masse non-inversibles lorsque les angles d'Euler sont hoisis omme oordonnées généralisées etleur dérivée temporelle omme vitesse généralisée. Une solution possible est d'utiliserune matrie de rotation ; l'annexe C en présente une autre, onsistant à paramétrerl'orientation de B′ par rapport à B grâe à un quaternion unité.



Annexe CQuaternions et représentation desrotationsLes quaternions ont été introduits par Hamilton en 1843, ave l'intention de généra-liser la notion de nombre omplexe. Il réalisa ensuite que, tout omme la multipliationpar un nombre omplexe de norme 1 peut être vue omme une rotation plane dans C, laonjugaison par un quaternion peut être vue omme une rotation en dimension 3. En mé-anique du solide, on peut don paramétrer l'orientation d'un repère dans l'espae grâeà la donnée d'un quaternion. Par rapport à l'utilisation des angles d'Euler, on introduitune variable supplémentaire (paramétrage dans R4 au lieu de R3). En ontrepartie, onélimine le problème de singularité arti�ielle (�gimbal lok�) que posent les angles d'Eu-ler ; ela est néessaire lorsque la inématique ou les propriétés du système n'assurentpas que les on�gurations singulières seront évitées. Cet appendie, inspiré de [CR99℄,introduit la notion de quaternions et rassemble les propriétés essentielles qui permettentde les utiliser en méanique à la plae des angles d'Euler.C.1 Dé�nition et premières propriétésC.1.1 Dé�nitionDé�nition C.1 (Quaternions). Un quaternion q est un ouple formé d'un réel a et d'unveteur b de R3 :
q := (a, b) ∈ R× R3.On note indi�éremment q = (a, b) omme i-dessus, ou q = a + b. Pour expliiter lesomposantes bi du triplet b, on note q = ae0 + b1 e1 + b2 e2 + b3 e3.L'ensemble des quaternions est noté Q (tant qu'il n'y a pas d'ambiguïté ave l'en-semble des nombres rationnels). Le réel a est appelé la partie réelle de q et le veteur bsa partie imaginaire. Lorsque a = 0, on dit que q est un quaternion pur et on l'identi�eà un veteur de R3. L'ensemble des quaternions purs est noté Q0. Lorsque b = 0, onidenti�e q à un réel. Un quaternion quelonque est identi�é à un élément de R4, et la165



166 ANNEXE C. QUATERNIONS ET REPRÉSENTATION DES ROTATIONSbase (e0, . . . e3) est identi�ée à la base anonique de R4. On dé�nit ensuite les opérationssuivantes sur Q.Dé�nition C.2 (Opérations). On dé�nit omme suit les opérations d'addition, de multi-pliation, de onjugaison et la norme sur Q. Soient q = (a, b), q1 = (a1, b1) et q2 = (a2, b2)dans Q, on pose
q1 + q2 := (a1 + a2, b1 + b2) (C.1)

q1q2 := (a1a2 − b1 · b2, a1b2 + a2b1 + b1 ∧ b2) (C.2)
qc := (a,−b) (C.3)

‖q‖2 := qqc = qcq = (a2 + ‖b‖2, 0). (C.4)On remarque que la dé�nition de l'addition dans (C.1) est ohérente ave la notation
q = a + b de la dé�nition C.1, ave l'identi�ation du réel a au quaternion (a, 0) et duveteur b au quaternion (0, b). Cette identi�ation permet aussi de onsidérer la norme de
q omme un réel, et elle oïnide ave la norme eulidienne sur R4. On note Q1 l'ensembledes quaternions de norme 1, appelés quaternions-unité.C.1.2 PropriétésPropriété C.1. On véri�e failement les propriétés suivantes.� L'addition est assoiative et ommutative.� Le quaternion nul (0, 0) est élément neutre pour l'addition.� La multipliation est assoiative et non-ommutative.� Le quaternion 1 = (1, 0) est élément neutre à droite et à gauhe pour la multipli-ation.� La multipliation est distributive par rapport à l'addition.� Pour les éléments de base ei, les règles de multipliations sont

e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2; e2i = −1; eiej = −ejei (i 6= j).� Tout quaternion non-nul possède un unique inverse à gauhe et un unique inverseà droite, qui sont égaux. On note et élément q−1 et on a
q−1 =

(a,−b)
qqc

.� La norme du produit est égale au produit des normes :
‖q1q2‖ = ‖q1‖ ‖q2‖. (C.5)� Le onjugué d'un produit et égal au produit ommuté des onjugués :

(q1q2)
c = qc2q

c
1. (C.6)� L'ensemble Q muni de l'addition et de la multipliation forme un orps non-ommutatif.Les propriétés i-dessus su�sent pour e�etuer tous les aluls élémentaires dont nousaurons besoin dans la suite.



C.2. RÉFLEXIONS, ROTATION ET CONJUGAISON 167C.1.3 Opérateur de multipliationLa multipliation (à droite ou à gauhe) par un quaternion q �xé est une opérationlinéaire qui apparaît dans les équations d'Euler formulées ave des quaternions (sous-setion C.3.2 i-dessous). On va exprimer sa matrie dans la base anonique de R4. Soit
T gq l'opérateur de multipliation à gauhe par q, dé�ni par

T gq :

{
Q −→ Q

v 7−→ qvet T dq l'opérateur de multipliation à droite par q, dé�ni par
T dq :

{
Q −→ Q

v 7−→ vq
.Ces deux opérateurs sont identi�és à des endomorphismes de R4. La dé�nition (C.2) dela multipliation donne diretement leur matrie relativement à la base anonique de R4.On trouve

Mat(T gq ) =




q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0


 (C.7)et

Mat(T dq ) =




q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1
q3 q2 −q1 q0


 . (C.8)Lorsque q est un quaternion unité, les matries Mat(T gq ) et Mat(T gq ) sont orthogonales(e que l'on peut vérifer à la main) ; en e�et, les appliations T gq et T dq sont alors desisométries d'après (C.5).C.2 Ré�exions, rotation et onjugaisonLes quaternions purs étant identi�és à des veteurs de R3, toute appliation de l'en-semble des quaternions purs dans lui-même peut être vu omme une appliation de R3dans R3. Nous allons onstruire de ette manière les ré�exions par rapport à un plan,puis les rotations dans l'espae. On utilisera la formule du double produit vetoriel :

a ∧ (b ∧ c) = (a · c) b− (a · b) c. (C.9)



168 ANNEXE C. QUATERNIONS ET REPRÉSENTATION DES ROTATIONSC.2.1 Ré�exionsSoit n = (0, n) ∈ Q0. On dé�nit l'appliation
Sn :

{
Q0 −→ Q0

(0, v) 7−→ nvn
. (C.10)Un alul expliite montre que

∀v ∈ Q0, Sn(v) = (0, v′) ave v′ = v − 2n (n · v)qui, lorsque n est un veteur de norme 1, est exatement la formule d'une ré�exion ; ona don prouvé le théorème suivant.Théorème C.3 (Représentation des ré�exions vetorielles). Si n est un quaternion unitépur, l'appliation Sn dé�nie par (C.10), vue omme endomorphisme de R3, est la ré�exionvetorielle par rapport à l'hyperplan vetoriel orthogonal à n.C.2.2 RotationsIl est onnu que toute rotation de l'espae peut être déomposée sous la forme d'unproduit de deux ré�exions, omme le rappelle le résultat suivant. Soit n1 et n2 deuxveteurs unitaires de R3, et θ ∈ [0, 2π] l'angle (unique dans [0, 2π]) tel que n1·n2 = cos(θ2 ).Soit S1 la ré�exion vetorielle par rapport au plan vetoriel orthogonal à n1, de mêmepour S2 et n2. On va s'intéresser au produit R := S2 S1 ; si n1 et n2 sont olinéaires,
R = IR3 . Sinon, θ2 6= 0[π] et on pose p := 1

sin( θ
2
)
n1 ∧ n2. Ainsi p est un veteur unitaire.Théorème C.4. La omposée S2 S1 est la rotation d'angle θ autour de l'axe (orienté) p.Il faut faire attention à l'ordre des rotations : on applique d'abord S1, puis S2. Pourdéomposer une rotation donnée de paramètres (θ, p) omme produit de ré�exions, ilsu�t de trouver n1 et n2 (on voit failement qu'ils existent toujours, et ne sont pasuniques).On introduit les deux quaternions unité purs n1 := (0, n1) et n2 := (0, n2), et leurproduit q := n2n1 = −(cos(θ2 ), sin(θ2 ) p). Grâe au théorème C.3 de représentation desré�exions par les quaternions, on voit don que la rotation d'angle θ quelonque autourdu veteur unitaire p est l'appliation

Cq :

{
Q0 −→ Q0

v 7−→ n2(n1vn1)n2 = qvq−1(on a utilisé le fait que n−1
i = nci = −ni ar ni est un quaternion unité pur). Cetteappliation est appelée la onjugaison par q. On voit failement que Cq est une isométrieet qu'elle est invariante par homothétie de rapport non-nul sur q :

∀λ ∈ R∗, Cλq = Cq, (C.11)



C.3. EQUATIONS D'EULER 169en partiulier Cq ne dépend pas du signe de q, et de plus on peut se restreindre aux qua-ternions unités, pour lesquels q−1 = qc. Cei présente l'avantage de remplaer l'inversion
q−1 par une onjugaison qc, un peu plus rapide et moins sujette aux erreurs numériques.On aboutit don au théorème suivant.Théorème C.5. Soient θ ∈ R et p ∈ R3 un veteur unitaire. La onjugaison par lequaternion unitaire q = (cos(θ2), sin(θ2) p) est un endormorphisme de Q0 identi�é à larotation de R3 d'angle θ autour du veteur unitaire p.C.2.3 Conversion entre les représentationsOn dispose maintenant de trois manières de représenter une rotation donnée : parles angles d'Euler (annexe B), par une matrie du groupe spéial orthogonal (l'idée laplus naturelle) ou par un quaternion unité. On peut avoir besoin de passer d'une repré-sentation à l'autre, e qui représente six onversions possibles. Par exemple, lorsqu'onformule les équations du mouvement d'un solide en utilisant l'approhe eulérienne et enparamétrant son orientation par un quaternion unité q (sous-setion C.3.2 i-dessous),on obtient des équations di�érentielles qui donnent l'évolution de q au ours du temps.Pour représenter à l'éran la position du solide, on a parfois besoin de la matrie de rota-tion Q orrespondante (ertains odes de visualisation existants l'exigent). On ne donnedon ii que la formule qui nous intéresse, pour passer de q à Q, mais les inq autresonversions sont possibles aussi ave quelques aluls. On dé�nit d'abord la matrie S(p)de l'appliation x 7→ p ∧ x, 'est-à-dire

S(p) =




0 −p3 p2

p3 0 −p1

−p2 p1 0


 . (C.12)La formule de onversion de q à Q est donnée par le théorème suivant.Théorème C.6. Soit q un quaternion unitaire. Si q = ±1, la onjugaison par q estl'identité. Sinon, on pose θ := 2 arccos(q0) 6= 0[2π] et p := 1

sin( θ
2
)
q. La matrie Q de larotation assoiée à q par le théorème de représentation C.5 est

cos(θ)I3 + (1− cos(θ))p p⊤ + sin(θ)S(p). (C.13)C.3 Equations d'EulerLes équations d'Euler déterminent l'évolution du veteur rotation ω d'un solide S.On voudrait obtenir également l'orientation de S au ours du temps, représentée soitpar une matrie de rotation Q (sous-setion C.3.2), soit par un quaternion unité (sous-setion C.3.1). Pour ela, on établit une équation qui relie ω à Q̇ ou q̇, e qui permet deretrouver l'orientation du solide Q ou q par intégration en temps. Dans ette setion, lesdeux approhes sont exposées dans le but de montrer que l'approhe par les quaternions



170 ANNEXE C. QUATERNIONS ET REPRÉSENTATION DES ROTATIONSn'est pas plus ompliquée que elle utilisant des matries, et qu'elle est plus avantageusedu point de vue numérique.On onsidère un solide rigide S de masse m en mouvement dans l'espae, et un pointde référene O. On se donne deux bases orthonormales diretes B := (u1, u2, u3) et
B′ := (U1, U2, U3). On suppose que le référentiel (O,u1, u2, u3) est inertiel (galiléen), etque la base B′ est liée au solide. On notera x un veteur de l'espae, x ses oordonnéesdans la base B et X ses oordonnées dans la base B′.C.3.1 Formulation matriielleLes oordonnées de x dans les bases B et B′ sont reliées par l'équation

x = Q(t)X (C.14)où Q(t) est la matrie (orthogonale) de passage de la base ��xe� B à la base �mobile� B′.En dérivant (C.14) par rapport au temps, on obtient
ẋ = Q̇X +QẊ = Q̇Q⊤x+QẊ. (C.15)En dérivant par rapport au temps la relation QQ⊤ = I3, on voit que Q̇Q⊤ est anti-symétrique. Il existe don ω ∈ R3 tel que
∀x ∈ R3, Q̇Q⊤x = ω ∧ x. (C.16)Le veteur ω est appelé le veteur rotation de B′ par rapport à B, exprimé dans la base

B. Le veteur de l'espae orrespondant ω est parfois noté ωB′/B pour expliiter les bases
B et B′. L'équation (C.15) devient

ẋ = ω ∧ x+QẊ (C.17)e qui s'érit, dans la base B′ (en utilisant l'invariane du produit vetoriel par unetransformation orthogonale)
ẋ = Q(Ω ∧X + Ẋ). (C.18)Ces deux formules sont l'expression de la formule de Varignon, exprimée dans B pour(C.17) et dans B′ pour (C.18). Elle permet de relier la dérivée temporelle d'un veteur

x quelonque dans B à sa dérivée temporelle dans B′. En termes de veteurs de l'espaeet non plus de oordonnées, ette formule s'érit
d

dt
(x)/B = ωB′/B ∧ x +

d

dt
(x)/B′ . (C.19)En partant de la formule de Varignon, on déduit la formule de omposition des vitesses,puis elle des aélérations, et en�n les équations d'Euler (es aluls sont faits au hapitre2). On note vG la vitesse du entre de gravité G1, I la matrie d'inertie du solide S (danssa on�guration atuelle) exprimée dans la base B′ et qui est don onstante, fext les fores1En adaptant les équations, on peut prendre un autre point de référene que G.



C.3. EQUATIONS D'EULER 171extérieures et mext les moments des fores extérieures. On aboutit aux équations d'Euler(la première étant érite dans la base B et la seonde dans la base B′)
{
mv̇G=

∑
f

ext
I Ω̇ = (IΩ) ∧ Ω +

∑
M ext

(C.20)qui déterminent l'évolution de vG et Ω. Pour onnaître en outre la position et l'orientationdu solide au ours du temps, il faut également aluler la position g du entre de gravité
G et la matrie de rotation Q qui permet de passer de la base �xe B à la base mobile
B′. Soit S(Ω) la matrie de l'appliation X 7→ Ω ∧ X expliitée par l'équation (C.12) ;l'équation (C.16) s'érit alors Q̇Q⊤x = QS(Ω)Q⊤x ou enore Q̇ = QS(Ω). On peut donremonter de l'histoire de (vG, Ω) à la position et l'orientation (g, Q) du solide grâe auxéquations di�érentielles {

ġ = vG,

Q̇=QS(Ω).
(C.21)Cependant, ette tehnique onsistant à résoudre numériquement l'équation Q̇ = QS(Ω)est assez maladroite, pour deux raisons.� D'une part, on intègre une équation di�érentielle de dimension 9, alors que leparamétrage de l'orientation de B′ par rapport à B ne néessite que 3 degrés deliberté. On fait don un alul �trois fois trop oûteux�.� D'autre part, l'intégration numérique étant inexate, la matrie Q (qui devraitthéoriquement rester orthogonale) va dériver et s'éloigner de l'orthogonalité, desorte qu'elle représentera de moins en moins une matrie de passage ; ei néessited'utiliser des tehniques de stabilisation qui ompliquent l'intégration en temps.On pourrait lutter ontre le premier problème en érivant seulement trois équations di�é-rentielles sur les trois angles d'Euler, mais nous les avons exlus en raison des problèmesde singularité arti�ielle qu'ils introduisent. L'utilisation des quaternions permet de trou-ver un ompromis intéressant entre les angles d'Euler et la matrie Q :� la paramétrage de l'orientation par un quaternion unité q ne néessite qu'une équa-tion di�érentielle de dimension 4 (e qui est mieux que la dimension 9 de Q, maismoins bien que la dimension 3 des angles d'Euler) ;� le seul phénomène de dérive possible est que la norme de q s'éloigne de 1. Latehnique de stabilisation est immédiate (il su�t de diviser q par sa norme detemps en temps).Le paramétrage par un quaternion unité permet don d'éviter à la fois les phénomènesde dérive qui pénalisent le paramétrage par Q et la singularité introduite par les anglesd'Euler, au seul prix de l'introdution d'une variable supplémentaire (dimension 4 au lieude 3 ave les angles d'Euler). Cette approhe est exposée dans la sous-setion suivante.C.3.2 Formulation en terme de quaternionsSoient x et X les quaternions purs assoiés aux triplets x et X , et q le quaternionunité assoié à la matrie de rotation Q, de sorte que

x = qXqc. (C.22)



172 ANNEXE C. QUATERNIONS ET REPRÉSENTATION DES ROTATIONSEn dérivant ette équation par rapport au temps (de la même manière que nous avionsdérivé l'équation x = QX dans la setion préédente), on obtient
ẋ = q̇Xqc + qXq̇c + qẊqc = (q̇qc)x+ x(q̇qc)c + qẊqc. (C.23)En dérivant par rapport au temps l'équation ‖q‖2 = 1, on obtient le lemme suivant(qui est à omparer au fait que la matrie Q̇Q⊤ est anti-symétrique, obtenu en dérivantl'équation QQ⊤ = I3).Lemme C.7. Le quaternion q̇qc est un quaternion pur.On introduit don le quaternion pur v = q̇qc = (0, v) et l'équation (C.23) se rérit

ẋ− qẊqc = vx− xv = (0, 2v ∧ x). (C.24)On reonnaît la formule de Varignon (C.17) exprimée dans la base B, e qui permetd'identi�er le quaternion pur 2v au veteur rotation ω. On peut don remonter de l'his-toire de ω à elle du quaternion q grâe à l'équation di�érentielle de dimension 4

q̇ =
1

2
ωq =

1

2
qΩ =

1

2
Mat(T dΩ)q (C.25)où la matrie Mat(T dΩ) de l'appliation �multipliation à droite par Ω� est dé�nie àl'équation (C.8).Remarque C.8. En pratique, même si on fait tous les aluls en représentant l'orienta-tion par un quaternion, il faut parfois repasser en représentation matriielle pour dessinerà l'éran le mouvement du solide (par exemple, le langage OpenGL représente les rota-tions par des matries). On peut alors utiliser la formule (C.13) du théorème C.6 pourreonstruire la matrie Q.ConlusionLorsque les on�gurations singulières introduites par les angles d'Euler ne peuvent pasêtre évitées, omme 'est le as en simulation de matériaux granulaires, l'introdutiond'un quaternion unité permet d'éviter les singularités au prix d'une variable et d'uneontrainte supplémentaire. L'utilisation des quaternions n'est pas plus ompliquée queelle des angles d'Euler et le oût supplémentaire dû à l'augmentation de la dimensiondu problème est ompensé par la sérénité qu'apporte la ertitude de ne pas faire empirerarti�iellement le onditionnement de la matrie de masse.



Annexe DDi�érentiation des fontionsauxiliairesCette annexe rassemble les aluls, un peu pénibles, des di�érentielles de la fontiond'Alart et Curnier et de elle de De Saxé.D.1 Formulation d'Alart et CurnierD.1.1 Partie normaleOn rappelle que la fontion fN (partie normale de la fontion d'Alart et Curnier, voirl'équation (1.23)) est dé�nie par
fN :

{
Rd × Rd −→ R

(u, r) 7−→ PR+(PN r − ρN PN u)− PN roù ρN et ρT sont des onstantes stritement positives (disons, égales à 1) et on rappelleque PN ∈ R1×d et PT ∈ Rd−1×d sont les matries de projetion sur la diretion normaleet le plan tangent, dé�nies par (1.19).D'après sa dé�nition, fN est ontinue et a�ne par moreaux. Plus préisément, si
PN r − ρN PN u < 0, alors

fN(u, r) = −PN r, ∂fN
∂u

= 01×d,
∂fN
∂r

= −PNet sinon,
fN(u, r) = −ρN PN u, ∂fN

∂u
= −ρNPN, ∂fN

∂r
= 01×d.D.1.2 Partie tangentielleIntroduisons maintenant la fontion auxiliaire g par

g :

{
R× Rd−1 −→ Rd−1

(λ, y) 7−→ PB(0,λ)(y)173



174 ANNEXE D. DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS AUXILIAIRESave par onvention,
∀y ∈ Rd−1, P∅(y) = 0d−1.On distingue trois as, et après quelques aluls on trouve les formules suivantes pour lajaobienne de g.� Si ‖y‖ < λ, alors 




g(λ, y) = y,
∂g

∂λ
(λ, y) = 0d−1×1,

∂g

∂y
(λ, y) = Id−1.� Si ‖y‖ > λ > 0, alors





g(λ, y) = λ y
‖y‖ ,

∂g

∂λ
(λ, y) = y

‖y‖ ,

∂g

∂y
(λ, y) = λ

‖y‖(Id−1 − yy⊤

‖y‖2 ).� Si ‖y‖ > 0 > λ, alors 



g(λ, y) = 0d−1×1,
∂g

∂λ
(λ, y) = 0d−1×1,

∂g

∂y
(λ, y) = 0d−1×d−1.Dans les as limites (‖y‖ = λ, ‖y‖ = 0 et λ = 0), la fontion g n'est a priori pasdi�érentiable.On rappelle maintenant que la partie tangentielle de la fontion d'Alart-Curnier (1.24)est dé�nie par

fT :

{
Rd × Rd −→ Rd−1

(u, r) 7−→ PB(0,µPN r)(PT r − ρTPT u)− PT r'est-à-dire
fT(u, r) = g(µPN r︸ ︷︷ ︸

=:λ

, PT r − ρTPT u︸ ︷︷ ︸
=:y

)− PT r.En dérivant fT ave la formule de dérivation omposée (on néglige l'indie � T � pouralléger les notations) 



∂f

∂u
=
∂g

∂λ

∂λ

∂u
+
∂g

∂y

∂y

∂u
∂f

∂r
=
∂g

∂λ

∂λ

∂r
+
∂g

∂y

∂y

∂r
− PTon obtient, dans les trois as, les formules suivantes.



D.1. FORMULATION D'ALART ET CURNIER 175� Si ‖y‖ < λ, alors 



f(u, r) =−ρTPT u,
∂f

∂u
(u, r)=−ρTPT,

∂f

∂r
(u, r)= 0d−1×d.� Si ‖y‖ > λ > 0, alors





f(u, r) =λ y
‖y‖ − PT r,

∂f

∂u
(u, r)=−ρT λ

‖y‖ (Id−1 − yy⊤

‖y‖2 )PT,
∂f

∂r
(u, r)=µ y

‖y‖PN + λ
‖y‖ (Id−1 − yy⊤

‖y‖2 )PT − PT.� Si ‖y‖ ≥ 0 ≥ λ, alors 



f(u, r) =−PT r,
∂f

∂u
(u, r)= 0d−1×d,

∂f

∂r
(u, r)=−PT.D.1.3 Partiularisation à la dimension 2Les formules des sous-setions préédentes se simpli�ent en dimension d = 2, dans leas où ‖y‖ > λ > 0. En e�et, on a alors

y

‖y‖ = sign(y), Id−1 = I1 = 1,
yy⊤

‖y‖2 = 1.Don : si ‖y‖ > λ > 0, alors




f(u, r) =µPN r sign(y)− PT r,
∂f

∂u
(u, r)= 0,

∂f

∂r
(u, r)=µPN sign(y)− PT.D.1.4 Un résultat négatifCette sous-setion donne un exemple de situation très générale dans laquelle la mé-thode de Newton appliquée à la fontion d'Alart et Curnier n'a pas de sens, faute depouvoir inverser la matrie jaobienne. En admettant que la fontion d'Alart et Cur-nier fAC est di�érentiable au point (Wr + q, r), la matrie jaobienne de l'appliation

r → fAC(Wr + q, r) est
∂fAC
∂u

(Wr + q, r)W +
∂fAC
∂r

(Wr + q, r).



176 ANNEXE D. DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS AUXILIAIRESLa méthode de Newton n'a de sens que si ette matrie est inversible à haque itération.Or, ei n'est pas garanti, omme le montre l'exemple suivant. D'une part, la matrie
∂fAC
∂r

(Wr + q, r)est la matrie nulle lorsque r véri�e à la fois
rN − ρNuN ≥ 0 et ‖y‖ > λ > 0.D'autre part, W n'est pas inversible en général, omme le montre l'exemple suivant.Exemple D.1. Si le système méanique omporte deux ontats qui impliquent la mêmepaire de solides rigides, alors la matrie W est automatiquement singulière. En e�et,il existe des vitesses relatives inématiquement interdites (elles qui ne satisfont pasl'hypothèse de rigidité) et l'image de W (qui donne les vitesses relatives u par la formule

u = Wr + q) ne peut pas être égale à Rnd tout entier : W n'est don pas inversible.En utilisant l'exemple D.1, il est don faile de onstruire des systèmes méaniquestrès simples pour lesquels la méthode d'Alart et Curnier n'a pas de sens.Exemple D.2. Considérons un arré rigide, en dimension d = 2, posé sur un planimmobile omme sur la �gure D.1. On prend omme paramètres la position (x, y) de
r1 r2

~g

O
x

y
θ

Fig. D.1 � Un exemple très simple où W est singulièreson entre et son orientation θ. On délare deux points de ontat au niveau des deuxsommets du arré qui touhent le sol, ave les oe�ients de frottement µ1 = µ2 = 1.On suppose que la matrie de masse est M = I3, que la gravité (dirigée vers le bas) est
g = 1, et on disrétise ave un pas de temps h = 1. Les données du problème inrémentalsont alors

d = 2,m = 3, n = 2, µ = (1, 1),M = I3, w = 03×1, f = [0, 1, 0]⊤et
E =

[
0 0
1 1

]
, H =




1 0 1
0 1 −1
1 0 1
0 1 1


 .On remarque que le noyau de H⊤ (qui est aussi elui de W ) est la droite générée par

(1, 0,−1, 0), onformément à l'intuition : si l'on applique deux fores opposées et ho-rizontales r1 = (α, 0) et r2 = (−α, 0) aux deux oins du arré rigide, il n'en résulte



D.2. FORMULATION DE DE SAXCÉ 177auun mouvement. Initialisons maintenant l'algorithme ave la valeur r0 := (1, 6, 9, 8).On onstate que ette initialisation produit bien
∂fAC
∂r

(Wr + q, r) = 0et don que la matrie
∂fAC
∂u

W +
∂fAC
∂r

=
∂fAC
∂u

Wn'est pas inversible. L'algorithme de Newton éhoue à la première itération. Pourtant, eproblème admet une solution évidente (il su�t de prendre deux fores de ontat égalesqui ompensent la gravité). Cette solution est d'ailleurs trouvée en quelques itérations àpartir d'une autre initialisation (l'origine, par exemple).D.2 Formulation de De SaxéOn alule la matrie jaobienne de fDS dé�nie par (4.9) là où ei a un sens, 'est-à-dire lorsque ũ est di�érentiable en u et PL est di�érentiable en r − ρ ũ(r). La règle dedérivation omposée donne pour le i-ème blo de ette matrie
∂f iDS
∂r

=
∂PKi

∂ri
(
∂ri

∂r
− ρi ∂ũ

i

∂ui
W i) (D.1)où la jaobienne

∂PKi

∂x(de taille d× d) de la projetion sur le �ne du seond ordre est donnée dans l'annexe E,
∂ri

∂r
= [0d,(i−1)d, Id, 0d,(n−i)d],et pour uiT 6= 0

∂ũi

∂ui
= Id +

µi

‖uiT‖eiN(PT ui)⊤PT. (D.2)On a aussi notéW i (de taille d×nd) le i-ème blo diagonal deW . Ces formules permettentd'implémenter le alul de fDS de l'équation (4.9) et sa matrie jaobienne, quand elleexiste.
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Annexe EProjetion sur le �ne du seondordreL'opérateur de projetion sur le �ne du seond ordre apparaît naturellement dansl'étude du frottement de Coulomb ; elle apparaît par exemple dans la formulation de DeSaxé ave projetion (sous-setion 4.2.2). Nous allons aluler une formule expliite parmoreaux pour la projetion, et aluler sa matrie jaobienne sur haun des moreaux.E.1 Formule de projetionSoit d un entier naturel supérieur ou égal à 2, etK le �ne du seond ordre d'ouverture
µ ∈ [0,∞] dans Rd dé�ni par

K := {x1, . . . , xd : ‖(x1, . . . , xd−1)‖ ≤ µxd}. (E.1)Dans la suite, on notera xT := (x1, . . . , xd−1) et xN := xd par analogie ave les ompo-santes tangentielles et normales usuelles en méanique. Soit x ∈ Rd �xé. On s'intéresseau problème de minimisation
{

min f(r) := 1
2‖x− r‖2

r ∈ K ⇐⇒ g(r) := 1
2

∑d−1
i=1 (r2i )− µ2r2d ≤ 0.

(E.2)Il est onnu que e problème possède une unique solution r∗, appelée projetion de x surle onvexe K. D'une part, on a
x ∈ K ⇐⇒ r∗ = xet d'autre part

x ∈ K◦ = −K 1

µ
⇐⇒ r∗ = 0où K◦ est le �ne polaire de K. Supposons maintenant que x /∈ K ∪K◦, de sorte que r∗appartient à la frontière de K mais n'est pas nul. Alors

∇g(r) =

[
rT

−µ2 rN]179



180 ANNEXE E. PROJECTION SUR LE CÔNE DU SECOND ORDREdon le veteur n := ( rTµ ,−µrN) est un veteur normal sortant à K en r. Le problèmed'optimisation (E.2) est équivalent aux onditions d'optimalité suivantes




rT − xT =−λ
µrT

rN − xN =λµrN
‖rT‖ =µrN. (E.3)D'après la seonde équation, λµ = 1− xN
rN que l'on injete dans la première (rT(µ2+λµ) =

µ2xT) pour obtenir rT(1 + µ2 − xN
rN ) = µ2xT. On remplae dans ette équation rN par savaleur ‖rT‖

µ donnée par la troisième équation de (E.3), pour obtenir rT(1 + µ2 − µxN
‖rT‖) =

µ2xT. On prend ensuite la norme de ette équation, e qui donne ‖rT‖(1 + µ2 − µxN
‖rT‖) =

µ2‖xT‖ ou enore après quelques aluls rT = µ
1+µ2 (xN + µ‖xT‖). De ette dernièreéquation, et des formules rN = ‖rT‖

µ et rT = ‖rT‖ xT
‖xT‖ , on tire

rT =
µ

1 + µ2
(µ+

xN
‖xT‖)xT. (E.4)

rN =
1

1 + µ2
(xN + µ‖xT‖) (E.5)Ces formules permettent de aluler expliitement la projetion d'un point x sur le �ne

K. Il su�t de véri�er d'abord que l'on n'est pas dans l'un des deux as failes (x ∈ K et
x ∈ K◦), puis de aluler rN et rT ave (E.5) et (E.4).E.2 Di�érentielle de la projetionOn s'intéresse maintenant à la di�érentielle de l'appliation

PK :

{
Rd −→ Rd

x 7−→ r∗
(E.6)où r∗ est l'unique solution de (E.2). Si x ∈ K, r∗ = x, don sur l'ouvert int(K), l'opérateur

PK est l'identité et par onséquent sa di�érentielle est également l'identité. De même,sur int(K◦), r∗ = 0 et la di�érentielle de PK est l'appliation nulle. En�n, sur int(Rd \
(K ∪K◦)), on dispose des formules (E.5) et (E.5) que l'on peut di�érentier. Posons

f(x) :=

[
xT
‖xT‖
µ

] et α(x) =
µ

1 + µ2
(µ+

xN
‖xT‖) (E.7)de sorte que PK(x) = α(x) f(x). On a don

Jac[PK ](x) = α(x) Jac[f ](x) + f(x)∇α(x)⊤. (E.8)On trouve failement
Jac[f ](x) =

[
Id−1 0d−1,1
x⊤T

µ‖xT‖ 0

] (E.9)
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∇α(x) =

µ

1 + µ2

[
− xN

‖xT‖3xT
1

‖xT‖ ] (E.10)e qui donne
Jac[PK ](x) =

[
α(x)Id−1 − µ

1+µ2

xN
‖xT‖3 (xT x⊤T ) µ

1+µ2

xT
‖xT‖

( α(x)
µ‖xT‖ − xN

(1+µ2)‖xT‖2 )x⊤T 1
1+µ2

]
. (E.11)



182 ANNEXE E. PROJECTION SUR LE CÔNE DU SECOND ORDRE



Table des �gures1 Système masse-ressort ave ontrainte unilatérale . . . . . . . . . . . . . . 32 Analogie entre le potentiel assoié à un ressort et elui assoié à un mur . 53 Léonard de Vini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 Expériene d'Amontons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 Leonhard Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 Charles-Augustin Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 Expériene de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 Couverture de la réédition d'un ouvrage de Coulomb . . . . . . . . . . . . 91.1 Deux barres élastiques entrent en ollision . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.2 Les fontions f et g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.3 Contrainte σ(l1, t) au point de ontat des deux barres . . . . . . . . . . . 171.4 Déplaement induit par la propagation des ondes élastiques . . . . . . . . 191.5 Une zone de ontat ave une in�nité de points, non polyédrale . . . . . . 221.6 Les orps Ai et Bi ave le plan tangent et la diretion normale . . . . . . 221.7 La normale et la tangente au point de ontat sont mal dé�nies . . . . . . 231.8 Loi de frottement de Tresa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.9 Le frottement de Tresa apture le phénomène de seuil . . . . . . . . . . 241.10 Les trois as de la loi de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.11 Changement de variable u→ ũ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301.12 Un exemple très simple de problème de ontat . . . . . . . . . . . . . . . 331.13 Un problème d'équilibre statique ave un ontinuum de solutions . . . . . 361.14 Un problème de ontat di�ile à résoudre ! . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.1 Un pendule double ave frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532.2 Milieu granulaire et maçonnerie non-ohésive faite de blos rigides . . . . 532.3 Un arré déformable traté sur un plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533.1 Choix de la valeur de α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 663.2 Il est impossible d'éviter la pénétration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.3 Appliation de notre ritère à l'exemple de la barre de Painlevé . . . . . . 713.4 Trois situations lassiques où le ritère s'applique . . . . . . . . . . . . . . 733.5 Deux objets extérieurs de vitesses di�érentes . . . . . . . . . . . . . . . . 74183
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