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Dedecker et Florence Merlevède, pour m’avoir encadrée. Sous leur direction,
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lité et leur gentillesse, ce fut un atout indispensable ; Valérie Juvé, Philippe
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m’ont toujours soutenue, m’ont fait rire, même dans des moments difficiles.
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Chapter 1

Introduction et présentation
des résultats

L’objet de ma thèse encadrée par Jérôme Dedecker et Florence Mer-
levède, est consacré au comportement de certaines distances entre la mesure
empirique d’un processus stationnaire et sa loi marginale (distance type
Cramér-Von Mises ou type Wasserstein) dans le cas de variables aléatoires
dépendantes au sens large, incluant par exemple, certains systèmes dy-
namiques.

Dans ce chapitre, je reprends les principaux résultats obtenus dans les
chapitres 2, 3 et 4.

Dans un premier temps, je donne un Principe de Déviations Modérées,
sous des conditions projectives, pour une suite stationnaire de variables
aléatoires centrées à valeurs dans un Hilbert, que ce soit pour un processus
adapté ou non.

Puis, je m’intéresse au Théorème Limite Central (TLC) pour des suites
stationnaires ergodiques de variables aléatoires à valeurs dans L1, toujours
sous des conditions projectives.

L’étude de ces théorèmes limites pour des suites stationnaires de vari-
ables aléatoires à valeurs dans des espaces fonctionnels me permet d’aboutir
à des conditions suffisantes pour obtenir des résultats sur le comportement
asymptotique de statistiques du type Cramér-Von Mises ou distance de
Wasserstein pour certaines classes de suites dépendantes. En particulier,
les résultats sont appliqués à l’étude de systèmes dynamiques, ainsi qu’à
celle des processus linéaires.

Enfin, dans une dernière partie, afin de construire des intervalles de con-
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CHAPTER 1. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

fiance asymptotiques pour la moyenne d’une suite stationnaire à partir du
Théorème Limite Central, je propose un estimateur lissé de la densité spec-
trale, et j’étudie sous des critères projectifs, la consistance de cet estimateur.

Voici quelques notations et définitions très utiles pour la suite de cette
synthèse:

− (Ω,A,P) est un espace probabilisé.

− H est un espace de Hilbert séparable, muni de sa norme ‖.‖H issue du
produit scalaire < ., . >H et (el)l≥1, est la base orthonormale de H.

− Pour tout réel p ≥ 1, Lp(µ) = Lp(T, µ) est l’espace des fonctions réelles
µ-intégrables sur T, où µ est une mesure σ-finie et T un intervalle de

R, avec pour norme ‖.‖p,µ =
( ∫

T |x(t)|p µ(dt)
)1/p

. L∞(µ) désigne le

dual de L1(µ).

− Pour tout réel p ≥ 1, on note LpH l’espace des variables aléatoires à
valeurs dans H tel que ‖X‖p

LpH
= E(‖X‖pH) soit finie. Par exemple,

L1
H([0, 1]) est l’espace des fonctions Bochner intégrables à valeurs dans

H. De plus, ‖‖X‖H‖∞ désignera la L∞H -norme, c’est-à-dire le plus petit
réel u tel que P(‖X‖H > u) = 0.

− Pour tout p entier, ‖.‖p et ‖.‖∞ désignent respectivement la Lp-norme
et la L∞-norme, c’est-à-dire, pour toute variable aléatoire réelle X,
‖X‖p = E(|X|p)1/p et ‖X‖∞ est le plus petit réel u tel que P(|X| >
u) = 0.

− Une suite stationnaire de variables aléatoires (Xi)i∈Z est formalisée
par Xi = X0 ◦ Ti, où T : Ω −→ Ω est une transformation bijective
bimesurable préservant la mesure de probabilité P sur (Ω,A). Pour une
sous-tribu F0 vérifiant F0 ⊆ T−1(F0), posons Fi = T−i(F0), F−∞ =⋂
n≥0F−n et F∞ =

∨
k∈ZFk.

− Sn est la somme partielle et {Zn(t) : t ∈ [0, 1]} est le processus nor-
malisé définis respectivement par:

Sn =
n∑
j=1

Xj et Zn(t) =
1√
n

[nt]∑
i=1

Xi +
1√
n

(nt− [nt])X[nt]+1,

où [.] désigne la partie entière.
Le processus Zn(.) sera vu comme un élément de CH([0, 1]), ensemble
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1.1. MOTIVATIONS.

des fonctions continues de [0, 1] dans H. C’est un espace de Banach,
muni de la norme sup, ‖x‖∞ = sup {‖x(t)‖H : t ∈ [0, 1]}.

1.1 Motivations.

Considérons une suite stationnaire de variables aléatoires (Xi)i∈Z. In-
troduisons la fonction de répartition empirique,

∀ t ∈ R, Fn(t) =
1
n

n∑
i=1

1{Xi≤t},

et notons FX la fonction de répartition de X.
On est intéressé par le comportement asymptotique d’une quantité du

type

Dp,n(µ) =
(∫
|Fn(t)− FX(t)|p dµ(t)

)1/p
, (1.1)

pour p ≥ 1 et µ une mesure σ-finie telle que∫
R−

(FX(t))p µ(dt) +
∫

R+

(1− FX(t))p µ(dt) <∞.

Cette quantité est d’un intérêt particulier. Lorsque p = 2 et µ = dF , c’est
la statistique de Cramér-Von Mises. Si µ = λ[0,1] où λ[0,1] est la mesure de
Lebesgue sur [0, 1], c’est la distance de Kantorovitch.

Notons également (cf Dedecker et Merlevède [24]) que Dp,n(µ) peut
s’écrire comme le supremun du processus empirique sur une certaine classe
de fonctions,

Dp,n(µ) = sup
f∈Wq,1(µ)

∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

f(Xi)− E(f(Xi))
∣∣∣,

avec q le conjugué de p, et Wq,1(µ) est l’ensemble des fonctions vérifiant:{
f : f(t) = f(0) +

(∫
[0,t[

f ′(x)µ(dx)
)
1t>0 −

(∫
[t,0[

f ′(x)µ(dx)
)
1t≤0

et
(∫

R
|f ′(x)|q µ(dx)

)1/q
≤ 1
}
.

Pour p ≥ 2, sous certaines conditions de faible dépendance sur le proces-
sus (Xk)k∈Z, Dedecker et Merlevède ont étudié le comportement en loi de
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Dp,n(µ) (cf Théorème 2 [24]). Par ailleurs, ils ont établi une inégalité de
déviations (cf Théorème 1 [24]) faisant intervenir des coefficients de faible
dépendance sur (Xk)k∈Z.

Une des motivations du second chapitre est de compléter leurs résultats
lorsque p = 2, en utilisant un Principe de Déviations Modérées.

Le Chapitre 3 est consacré quant à lui au comportement en loi deD1,n(µ).
Le point commun de ces deux chapitres est le fait que Dp,n(µ) peut se

réécrire comme la norme d’une somme de variables aléatoires à valeurs dans
un espace fonctionnel, à savoir un espace de Hilbert (L2(µ)) lorsque p = 2,
et un espace de Banach (L1(µ)) lorsque p = 1. Ainsi, le Chapitre 2 est
consacré à l’étude du Principe de Déviations Modérées pour des variables
aléatoires à valeurs dans un Hilbert, et le Chapitre 3, à l’étude du com-
portement asymptotique en loi des sommes partielles de variables aléatoires
à valeurs dans l’espace L1(µ)).

Le Chapitre 4 a une motivation différente. Beaucoup de résultats ont
été obtenus depuis les travaux de Heyde [39] concernant l’étude du com-
portement asymptotique en loi des sommes partielles de variables aléatoires
réelles faiblement dépendantes, cependant la variance asymptotique étant
une quantité inconnue, je me suis intéressée à établir un estimateur de cette
variance et à étudier sa consistance sous des conditions de faible dépendance.

La suite de cette introduction présente les résultats principaux que j’ai
obtenus.

1.2 Principe de Déviations Modérées dans un Hilbert.

Rappelons tout d’abord la définition du Principe de Déviations Modérées,

Définition 1.1. (Dembo et Zeitouni [29])
Si (Tn)n≥1 est une suite de variables aléatoires définies sur l’espace de prob-
abilité (Ω,A,P), à valeurs dans un espace topologique E, muni de sa tribu
borélienne E, nous dirons que (Tn)n≥1 satisfait le Principe de Déviations
Modérées dans E, avec une fonction de taux I (I : E → [0,∞[, fonction
semi-continue inférieurement), si pour toute suite de réels positifs telle que
an ↓ 0 et nan → +∞, quand n → +∞, (Tn)n≥1 vérifie: pour tout borélien
A de E,

− inf{I(x);x ∈
◦
A} ≤ lim inf

n→∞
an log P

(√
anTn ∈ A

)
≤ lim sup

n→∞
an log P

(√
anTn ∈ A

)
Page 12



1.2. PRINCIPE DE DÉVIATIONS MODÉRÉES DANS UN HILBERT.

≤ − inf{I(x), x ∈ Ā},

où
◦
A (respectivement Ā) est l’intérieur (respectivement la fermeture) de A.

Ainsi, si Tn = n−1/2
∑n

i=1Xi, le Principe de Déviations Modérées est
un résultat intermédiaire entre le Théorème Limite Central, et le Principe
de Grandes Déviations. De plus, remarquons que la connaissance de la
variance présente dans le Théorème Limite Central nous donne directement
la fonction de taux du Principe de Déviations Modérées. Pour un processus
à valeurs dans un Hilbert, des résultats sur le Théorème Limite Central
ont déjà été démontrés par Dedecker et Merlevède [23], poursuivant ainsi le
travail sur les différences de martingales triangulaires de Jakubowski [43].

Concernant les variables aléatoires i.i.d. ou des tableaux triangulaires
de variables aléatoires i.i.d., à valeurs dans un Hilbert ou dans un Banach,
des résultats sur le Principe des Déviations Modérées ont été établis, en
particulier par de Acosta [1], Borovkov et Mogulskii [10] [11] et Ledoux [45].
Citons à titre d’exemple, le résultat suivant du à Ledoux [45],

Théorème 1.1. (Ledoux [45])
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un espace de Banach réel
séparable B, muni de sa norme ‖.‖B. Supposons que E(f(X)) = 0 et
E(f2(X)) < ∞, pour tout f de B′, et notons (H, |.|H) l’espace de Hilbert
autoreproduisant associé à la covariance de X. Désignons en outre par I
la fonctionnelle sur B définie par I(x) = |x|2H

2 ou +∞, selon que x appar-
tient ou non à H. Supposons que la famille {f2(X); f ∈ B′, ‖f‖sup ≤ 1} est
uniformément intégrable, où ‖f‖sup = sup

‖x‖B≤1
|f(x)|. Soit (an)n≥1 une suite

décroissante de réels positifs telle que an → 0, nan →∞, quand n tend vers
l’infini et vérifiant l’assertion suivante: il existe δ ∈]0, 1[ et A ≥ 1 tels que
pour tous entiers n, k ≥ 1, √

nk

ank
≤ Ak1−δ

√
n

an
.

Alors, pour que

lim sup
n→∞

an log P
(√an

n
Sn ∈ F

)
≤ − inf

x∈F̄
I(x),

pour tout fermé F de B, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
soient réalisées:
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CHAPTER 1. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

i)
√

an
n Sn −→n→∞ 0 en probabilité,

ii) il existe M > 0 tel que, quelque soit u > 0,

lim sup
n→∞

an log
(
nP
(
‖X‖B > u

√
n

an

))
≤ −u

2

M
.

Pour des différences de martingales triangulaires à valeurs dans Rd,
Puhalskii [56] établit le Principe de Déviations Modérées. Des extensions
aux variables aléatoires φ-mélangeantes ont été obtenues par Djellout [31] et
Gao [33]. Plus récemment, Dedecker, Merlevède, Peligrad et Utev [25] ont
établi le Principe de Déviations Modérées sous des conditions de faibles
dépendances pour des suites stationnaires de variables aléatoires réelles.
Citons leur résultat,

Théorème 1.2. (Dedecker, Merlevède, Peligrad et Utev [25])
Supposons que ‖X0‖∞ <∞ et que X0 est F0-mesurable. De plus, supposons
que

∞∑
n=1

‖E(Sn|F0)‖∞
n3/2

<∞, (1.2)

et qu’il existe σ2 ≥ 0 telle que

lim
n→∞

∥∥∥E(S2
n

n

∣∣∣F0

)
− σ2

∥∥∥
∞

= 0.

Alors, pour toute suite de réels positifs (an)n≥1 telle que an → 0 et nan →∞,
le processus normalisé Zn(.) satisfait le Principe de Déviations Modérées
dans CR([0, 1]) avec la fonction de taux Iσ(.) définie par

Iσ(h) =
1

2σ2

∫ 1

0
(h′(u))2 du,

avec σ > 0, h(0) = 0 et h est absolument continue sinon Iσ(h) =∞.

L’objectif du second chapitre est double. Est-il possible d’étendre aux
cas de variables aléatoires non adaptées le Théorème 1.2? Est-il possible de
l’établir dans le cadre de variables aléatoires à valeurs dans un espace de
Hilbert?

Avant de donner le résultat obtenu, rappelons une définition
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1.2. PRINCIPE DE DÉVIATIONS MODÉRÉES DANS UN HILBERT.

Définition 1.2. Un opérateur positif, auto-adjoint Γ sur H, sera appelé
un S(H)-opérateur, s’il est de trace finie, i.e, pour toute base orthonormale
(el)l≥1 de H,

∑
l≥1 < Γel, el >H<∞.

Posons également

AC0([0, 1],H) = {φ ∈ CH([0, 1]) : il existe g ∈ L1
H([0, 1])

tel que φ(t) =
∫ t

0 g(s) ds pour t ∈ [0, 1]}.

Voici le résultat obtenu,

Théorème 1.3. (Dede [17])
Supposons que ‖‖X0‖H‖∞ <∞. De plus, supposons que∑
n≥1

1
n3/2
‖‖E(Sn|F0)‖H‖∞ <∞ et

∑
n≥1

1
n3/2
‖‖Sn − E(Sn|Fn)‖H‖∞ <∞,

et qu’il existe Q ∈ S(H) telle que

i) pour tous k, l ∈ N∗,

lim
n→∞

∥∥∥ 1
n

E(< Sn, ek >H< Sn, el >H |F0)− < Qek, el >H

∥∥∥
∞

= 0,

ii)

lim
n→∞

∥∥∥ 1
n

E(‖Sn‖2H|F0)− Tr(Q)
∥∥∥
∞

= 0.

Alors, pour toute suite positive an telle que an → 0 et nan → ∞, le pro-
cessus Zn(.) satisfait le Principe de Déviations Modérées fonctionnel dans
CH([0, 1]) avec la bonne fonction de taux,

I(φ) =


∫ 1

0 Λ∗(φ′(t)) dt si φ ∈ AC0([0, 1],H)

+∞ sinon,

où Λ∗ est donnée, pour tout x ∈ H, par

Λ∗(x) = sup
y∈H

(< y, x >H −
1
2
< y,Qy >H).

Un des outils principaux pour la démonstration de ce Théorème est une
nouvelle inégalité de type Hoeffding pour des variables aléatoires non neces-
sairement adaptées à valeurs dans un espace de Hilbert (voir Théorème 2.2
Chapitre 2).
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1.3 Le TLC empirique dans L1(µ)

Ce chapitre est consacré à l’étude du comportement asymptotique en
loi de D1,n(µ) définie par (1.1), lorsque (Xi)i∈Z est une suite strictement
stationnaire de variables aléatoires réelles.

Dans le cas de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans L1(µ), nous
pouvons déduire du Corollaire 1 de Jain [42]

Théorème 1.4. (Jain [42])
Si la suite de variables aléatoires centrées i.i.d. X = (Xi)i∈Z, est à valeurs
dans L1(µ), alors le Théorème Limite Central a lieu si et seulement si∫
T ‖X1(t)‖2 dt <∞.

Le résultat principal du Chapitre 3 est le suivant:

Théorème 1.5. (Dede [18])
Supposons, que pour tout réel t, E(X0(t)|F−∞) = 0 presque sûrement, X0(t)
est F∞-mesurable et ∫

T
‖X0(t)‖2 µ(dt) <∞.

Posons P0(X(t)) = E(X(t)|F0)− E(X(t)|F−1) et supposons que∑
k∈Z

∫
T
‖P0(Xk(t))‖2 µ(dt) <∞.

Alors

n−1/2
n∑
i=1

X0 ◦ Ti −→
n→∞

G en loi dans L1(µ),

où G est une variable aléatoire gaussienne centrée à valeurs dans L1(µ), et
de fonction de covariance: pour tout (f, g) ∈ L∞(µ)× L∞(µ),

ΦG(f, g) = E
(
f
(∑
k∈Z

P0(Xk)
)
g
(∑
k∈Z

P0(Xk)
))

=
∑
k∈Z

Cov(f(X0), g(Xk)).

1.4 Applications aux distances.

Considérons une suite strictement stationnaire de variables aléatoires
réelles Y = (Yi)i∈Z et de fonction de répartition commune FY . Posons
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1.4. APPLICATIONS AUX DISTANCES.

F0 = σ(Yi, i ≤ 0). Nous notons Fn, la fonction de répartition empirique de
Y :

∀ t ∈ R, Fn(t) =
1
n

n∑
i=1

1Yi≤t.

Pour toute mesure de probabilité µ sur R, la variable aléatoire Xi = {t 7→
1Yi≤t − FY (t), t ∈ R} sera vue comme une variable aléatoire à valeurs soit
dans l’espace de Hilbert H = L2(R, µ), si nous souhaitons travailler sur
la distance de Cramér-Von Mises en particulier, soit dans L1(R, µ), pour
une étude de la distance de Wasserstein d’ordre 1, avec µ = λ mesure de
Lebesgue. Nous donnons par la suite, des conditions suffisantes pour le
Principe de Déviations Modérées dans L2(R, µ), ou pour la convergence en
loi dans L1(R, λ) du processus

√
n(Fn−FY ) dès que Y satisfait des conditions

de mélange faible.

1.4.1 Coefficients de mélange fort.

Nous ne décrivons ici que les coefficients de mélange utilisés dans la
thèse, à savoir le α-mélange et le φ-mélange. Ainsi, Rosenblatt [58] définit
le mélange fort, encore appelé α-mélange.

Définition 1.3. (Rosenblatt [58]) Pour deux sous σ-tribus B et C ⊂ A, est
définie la mesure de dépendance suivante

α(B, C) := sup
B∈B,C∈C

|P(B ∩ C)− P(B)P(C)|.

Puis, Ibragimov [41] définit le mélange uniforme ou φ-mélange.

Définition 1.4. (Ibragimov [41]) Soient deux sous σ-tribus B et C ⊂ A, on
a

φ(B, C) := sup
B∈B,C∈C,P(B)>0

|P(C|B)− P(C)|.

En pratique, dans le cas du φ-mélange (respectivement du α-mélange),
si Y est une variable aléatoire à valeurs dans un espace Polonais Y et si F
est une σ-algèbre, le coefficient de φ-mélange entre F et σ(Y ) est défini par

φ(F , σ(Y )) = sup
A∈B(Y)

‖E(1Y ∈A|F)− E(1Y ∈A)‖∞,

et respectivement

α(F , σ(Y )) = sup
A∈B(Y)

‖E(1Y ∈A|F)− E(1Y ∈A)‖1.
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Ainsi, à la suite strictement stationnaire de variables aléatoires (Xi)i∈Z, on
peut lui associer les suites suivantes de coefficients de dépendance;

φ(n) = φ(F0, σ(Xn)) et α(n) = α(F0, σ(Xn)),

où F0 = σ(Xj , j ≤ 0).
Les propriétés de ces coefficients ont été largement étudiées par Doukhan
[32] et Bradley [13] [14].
Le problème de ces coefficients fortement mélangeants est qu’il est difficile
de les calculer, et qu’ils ne prennent pas en compte certains processus. Ainsi,
le processus d’Andrews [4] défini ainsi

Exemple 1.1. Soit (ξn)n∈Z une suite de variables aléatoires i.i.d telle que
P(ξ1 = 1) = P(ξ1 = 0) = 1/2, alors la solution stationnaire (Xi)i∈Z de
l’équation

Xi =
1
2

(Xi−1 + ξi), pour tout entier naturel i ∈ Z,

n’est pas mélangeante au sens de Rosenblatt [58].

En effet, le calcul donne α(n) = α(σ(X0), σ(Xn)) = 1/4 pour tout entier
relatif n. Pour cette raison, Dedecker et Prieur [27] ont introduit des notions
de dépendance moins restrictives, et couvrant plus de modèles.

1.4.2 Le mélange faible.

Avant de donner les définitions des coefficients faiblement mélangeants,
rappelons que si x et y sont deux éléments de Rd, alors x ≤ y si et seulement
si xi ≤ yi pour tout 1 ≤ i ≤ d. Dedecker et Prieur [28] définissent ainsi φ̃ et
α̃,

Définition 1.5. Soit Y = (Y1, ..., Yk) une variable aléatoire à valeurs dans
Rk. Pour tout 1 ≤ i ≤ k et t ∈ R, soit gt,i(x) = 1x≤t−P(Yi ≤ t). Définissons
la variable aléatoire

b(F , Y1, ..., Yk) = sup
(t1,...,tk)∈Rk

∣∣∣ ∫ Πk
i=1gti,i(xi)PY |F (dx)−

∫
Πk
i=1gti,i(xi)PY (dx)

∣∣∣,
où PY |F (dx) = PY |F (dx1, ..., dxk) et PY (dx) = PY (dx1, ..., dxk), avec PY |F
la distribution de Y conditionnée par F .
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Pour une suite stationnaire (Yi)i∈Z, définissons les coefficients φ̃k et α̃k,
pour tout entier k ≥ 1, par

φ̃k(n) = max
1≤l≤k

sup
il>...>i1≥n

‖b(F0, Yi1 , ..., Yil)‖∞,

et
α̃k(n) = max

1≤l≤k
sup

il>...>i1≥n
‖b(F0, Yi1 , ..., Yil)‖1.

Pour simplifier, nous noterons par la suite indifféremment φ̃ pour φ̃1 et α̃
pour α̃1. Avec ces définitions, étudions le Principe de Déviations Modérées
pour le processus

√
n(Fn − FY ), puisque les variables aléatoires Xi = {t 7→

1Yi≤t − FY (t) : t ∈ R} peuvent être vues comme des variables aléatoires à
valeurs dans l’espace de Hilbert H := L2(R, µ) avec µ mesure de probabilité
sur R.

Proposition 1.1. (Dede [17])
Si ∑

n≥1

1√
n
φ̃2(n) <∞,

alors {
√
n(Fn(t)−FY (t)), t ∈ R} satisfait le Principe de Déviations Modérées

dans L2(R, µ) avec la fonction de taux,

∀ f ∈ L2(R, µ), I(f) = sup
g∈L2(R,µ)

(< f, g >L2(R,µ) −
1
2
< g,Qg >L2(R,µ)),

où Q est définie ainsi, pour tout (f, g) ∈ L2(R, µ)× L2(R, µ),

Q(f, g) =
∫

R2

f(s)g(t)C(s, t) µ(dt)µ(ds),

avec
C(s, t) =

∑
k∈Z

(P(Y0 ≤ s, Yk ≤ t)− FY (s)FY (t)).

Ainsi, nous en déduisons en appliquant le principe de contraction de
Dembo et Zeitouni [29], que la statistique de Cramér-Von Mises

√
n
(∫

R
(Fn(t)− FY (t))2 µ(dt)

)1/2
,

satisfait le Principe de Déviations Modérées dans R avec la fonction de taux,

∀ y ≥ 0, I?(y) =
1
2
y2

ν
,

Page 19



CHAPTER 1. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

où ν = max
k

(λk), et les λk sont les valeurs propres de l’opérateur de covari-

ance Q.
Si Yi ∈ [0, 1] et µ(dt) = dt, alors toujours par le principe de contraction

de Dembo et Zeitouni [29], nous en déduisons que la distance de Wasser-
stein d’ordre 1,

√
n‖Fn − FY ‖L1([0,1],µ) satisfait le Principe de Déviations

Modérées dans R+ avec la fonction de taux,

∀y ≥ 0, J(y) =
1
2

y2

σ(Z)

où Z est une variable aléatoire d’opérateur de covariance Q définie dans la
Proposition 1.1 et

σ(Z) = sup
‖g‖∞≤1

(
E
(∫ 1

0
g(t)Z(t) dt

)2)1/2
.

Maintenant, intéressons nous à la convergence dans L1(λ), avec λ, mesure
de Lebesgue. Si E(|Y1|) < ∞, la variable aléatoire Xi(.) = {t 7→ 1Yi≤t −
FY (t), t ∈ R} peut-être vue comme une variable aléatoire centrée à valeurs
dans L1(λ).

Dans le cas indépendant, del Barrio, Giné et Matrán [6] ont établi le
théorème suivant

Théorème 1.6. (del Barrio, Giné et Matrán [6])
Soit (Yi)i∈N, des variables aléatoires i.i.d. de distribution commune FY .
Posons

X(t) := 1Y >t − P(Y > t), −∞ < t <∞, (1.3)

et soit (Xi)i∈N, le processus obtenu en remplaçant Y par Yi dans (1.3). Alors
le processus n−1/2

∑n
i=1Xi =

√
n(Fn − FY ) converge en loi dans L1(R, λ)

(avec λ la mesure de Lebesgue) vers le processus B(FY (t)), t ∈ R, où B est
un pont brownien, si et seulement si

Λ2,1(Y ) :=
∫ ∞

0

√
P(|Y | > t) dt <∞. (1.4)

Notons que (1.4) est équivalente à∫ ∞
−∞

√
FY (t)(1− FY (t)) dt <∞.

Maintenant, si la suite stationnaire Y est φ̃-dépendante, alors on a:
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Proposition 1.2. (Dede [18])
Supposons que

∑
k≥1

√
φ̃(k)
k

<∞ et
∫ ∞

0

√
P(|Y | > t) dt <∞,

alors {t 7→
√
n(Fn(t)−FY (t)), t ∈ R} converge dans L1(λ) vers une variable

aléatoire gaussienne centrée de fonction de covariance: pour tout (f, g) ∈
L∞(λ)× L∞(λ),

ΦG(f, g) =
∫

R2

f(s)g(t)C(s, t) dt ds,

où
C(s, t) =

∑
k∈Z

(P(Y0 ≤ s, Yk ≤ t)− FY (s)FY (t)).

Avant de donner des conditions suffisantes quand la suite Y est α̃-
dépendante, nous rappelons que

Définition 1.6. Pour toute variable aléatoire positive, intégrable, définissons
la fonction quantile QY de Y , i.e. la fonction càdlàg inverse de la queue de
distribution x 7→ P(Y > x).

Proposition 1.3. (Dede [18])
Supposons que ∑

k≥1

1√
k

∫ α̃(k)

0

Q|Y |(u)
√
u

du <∞, (1.5)

alors la conclusion de la Proposition 1.2 reste vraie.

Remarquons que la Proposition 1.2 (respectivement la Proposition 1.3)
est encore vraie en mélange fort, i.e. en φ-mélange (respectivement en α-
mélange).

Dans les chapitres 2 et 3, nous verrons comment appliquer notamment
ces résultats aux systèmes dynamiques et aux processus linéaires.

1.5 Estimation de la densité spectrale

Supposons que nous disposons d’une suite stationnaire de variables aléatoires
réelles (Xi)i∈Z à valeurs dans L2, de moyenne µ. Cette suite est construite
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de la manière suivante, Xi = X0 ◦ Ti, où T : Ω −→ Ω est une transforma-
tion bijective bimesurable conservant la mesure de probabilité P sur (Ω,A).
Un élément A de A est dit invariant par T si T(A) = A. En notant I la
tribu des éléments invariants par T, nous supposons que la probabilité P
est ergodique, c’est-à-dire que si A ∈ I, alors P(A) = 0 ou 1. Une variable
aléatoire X0 sera dite régulière si E(X0|F−∞) = 0 presque sûrement, et X0

est F∞-mesurable.
Rappelons que nous définissons, pour tout i ∈ Z, l’opérateur de projec-

tion Pi sur L2 par,

Pi(X) = E(X|Fi)− E(X|Fi−1).

Concernant le comportement asymptotique de la suite des sommes partielles,
Heyde [39] (Hannan [37] pour le cas adapté) a montré que si X0 est régulière
et ∑

k∈Z
‖P0(Xk)‖2 <∞, (1.6)

alors
Sn − nµ√

n
−→ N

(
0,
∑
k∈Z

Cov(X0, Xk)
)

en loi.

Pour obtenir des intervalles de confiance asymptotiques pour la moyenne,
en utilisant le Théorème Limite Central, il nous faut donc un estimateur de
la série des covariances.

Définissons la densité spectrale,

f(θ) =
1

2π

∑
k∈Z

Cov(X0, Xk)eikθ, θ ∈ [−π, π].

En effet, la densité spectrale en zéro est égale (au facteur 2π près) à la série
des covariances. Nous étudions ainsi, plus généralement, l’estimation de la
densité spectrale, qui existe et est continue sous (1.6). En pratique, seules les
données X1, X2, ..., Xn sont connues, on utilise donc un estimateur naturel
de la covariance Cov(X0, Xk) donné par

γ̂k :=
1
n

n−|k|∑
j=1

(Xj − X̄n)(Xj+|k| − X̄n), 0 ≤ |k| ≤ (n− 1),

avec X̄n = n−1
∑n

j=1Xj .
Pour estimer la densité spectrale, on utilisera l’estimateur lissé, introduit
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par Bartlett [7], et défini par

fn(θ) =
1

2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂ke

ikθ, θ ∈ [−π, π], (1.7)

avec cn une suite d’entiers positifs telle que cn → ∞ et cn/n → ∞ quand
n → ∞. Nous supposons que K vérifie K(x) = 1 pour tout réel |x| ≤ 1, et
K(x) = 2− |x| pour tout réel 1 ≤ |x| ≤ 2, sinon K(x) = 0.

Sans prétendre à l’exhaustivit{e, nous pouvons citer Anderson [3], Brillinger
[15], Brockwell et Davis [16], Hannan [36] [37], Priestley [55]... Ils ont traité
des propriétés de cet estimateur, mais sous des conditions plus ou moins
restrictives sur le processus X. Anderson [3] suppose ainsi que les (Xk)k∈Z
ont des moments d’ordre 4, et que la somme des cumulants d’ordre au plus 4
est finie. En rajoutant des hypothèses sur le noyau de convergence, il obtient
une estimation de l’erreur quadratique entre l’estimateur lissé et la densité
spectrale, ainsi qu’une vitesse de convergence. Rosenblatt [59] considère des
processus α-mélangeants et ayant des moments d’ordre 2 finis. Blanke et
Merlevède [9] modifient l’estimateur lissé en travaillant sur un estimateur
lissé tronqué, toujours dans le cas d’un processus α-mélangeant et ayant des
moments d’ordre 2. Elles donnent sous ces hypothèses, l’erreur quadratique
ainsi qu’une vitesse de convergence. Hannan [37], quant à lui, travaille sur
des processus linéaires et suppose que F−∞ est triviale, ce qui entrâıne des
conditions de dépendance faible. Ses conditions sont très bien adaptées pour
l’analyse des séries temporelles et permettent de considérer aussi bien des
suites mélangeantes que des différences de martingales.

Nous montrons sous des conditions adéquates sur cn, que l’estimateur
lissé (1.7) converge vers f(θ) sous les mêmes hypothèses que celles données
par Heyde [39] pour que le Théorème Limite Central ait lieu.

Un premier résultat fondamental est sur la consistance de l’estimateur
lissé fn(θ) dans L1:

Théorème 1.7. Supposons que X0 est régulière et que (1.6) est vérifiée.
Supposons de plus que

cnE
(
|X0|2

(
1 ∧ cn

n
|X0|2

))
−→
n→∞

0. (1.8)

Alors
fn(θ) −→

n→∞
f(θ) dans L1. (1.9)

Par exemple, si la variable aléatoire X0 admet un moment d’ordre 4, la
condition (1.8) est vérifiée si c2n

n −→n→∞ 0.
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Dans la Section 4.3 du Chapitre 4, nous verrons comment appliquer
ce résultat via un Théorème Limite Central pour obtenir des régions de
confiance pour les paramètres dans un modèle de régression paramétrique.
Enfin, nous illustrerons ces résultats par des simulations.
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Chapter 2

Moderate deviations for
stationary sequences of
Hilbert-valued bounded
random variables

In this chapter, we derive the Moderate Deviation Principle for station-
ary sequences of bounded random variables with values in a Hilbert space.
The conditions obtained are expressed in terms of martingale-type condi-
tions. The main tools are martingale approximations and a new Hoeffding
inequality for non-adapted sequences of Hilbert-valued random variables.
Applications to Cramér-Von Mises statistics, functions of linear processes
and stable Markov chains are given. The content of this part is based on a
paper, published in Journal of Mathematical Analysis and Applications [17].

2.1 Introduction

Let H be a separable Hilbert space with norm ‖.‖H generated by an inner
product, < ., . >H, and (el)l≥1 be an orthonormal basis of H.

For the stationary sequence (Xi)i∈Z, of centered random variables with
values in H, define the partial sums and the normalized process {Zn(t) : t ∈
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[0, 1]} by

Sn =
n∑
j=1

Xj and Zn(t) =
1√
n

[nt]∑
i=1

Xi +
1√
n

(nt− [nt])X[nt]+1,

[.] denoting the integer part.
In this chapter, we are concerned with the Moderate Deviation Principle,

for the process Zn(.), considered as an element of CH([0, 1]), the set of all
continuous functions from [0, 1] to H. This is a separable Banach space under
the sup-norm ‖x‖∞ = sup{‖x(t)‖H : t ∈ [0, 1]}. More generally, we say that
a family of random variables {Zn, n > 0} satisfies the Moderate Deviation
Principle (MDP) in E, a separable metric space, with speed an → 0, and
good rate function I(.), if the level sets {x, I(x) ≤ α} are compact for all
α <∞, and for all Borel sets Γ of E,

− inf{I(x);x ∈
◦
Γ} ≤ lim inf

n−→∞
an log P(

√
anZn ∈ Γ)

≤ lim sup
n−→∞

an log P(
√
anZn ∈ Γ) ≤ − inf{I(x);x ∈ Γ̄}.

(2.1)

From now, we assume that the stationary sequence (Xi)i∈Z is given by
Xi = X0 ◦ Ti, where T : Ω 7−→ Ω is a bijective bimeasurable transforma-
tion preserving the probability P on (Ω,A). For a subfield F0 satisfying
F0 ⊆ T−1(F0), let Fi = T−i(F0). By ‖‖X‖H‖∞, we denote the L∞H -norm,
that is the smallest u such that P(‖X‖H > u) = 0.

When H = R, Dedecker, Merlevède, Peligrad and Utev [25] have re-
cently proved (see their Theorem 1), by using a martingale approximation
approach, that:

Theorem 2.1. Assume that ‖X0‖∞ < ∞, and that X0 is F0-measurable.
In addition, assume that

∞∑
n=1

‖E(Sn | F0)‖∞
n3/2

<∞,

and that there exists σ2 ≥ 0 with

lim
n−→∞

∥∥∥E(S2
n

n

∣∣∣F0

)
− σ2

∥∥∥
∞

= 0.

Then, for all positive sequences an → 0 and nan → ∞, the normalized
process Zn(.) satisfies the MDP in CR([0, 1]), with the good rate function
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Iσ(.) defined by

Iσ(h) =
1

2σ2

∫ 1

0

(
h′(u)

)2
du

if simultaneously σ > 0, h(0) = 0 and h is absolutely continuous, and
Iσ(h) =∞ otherwise.

The first aim of this chapter is to extend the above result to random vari-
ables taking their values in a real and separable Hilbert space H. Indeed,
having asymptotic results concerning dependent random variables with val-
ues in H allows for instance, to derive the corresponding asymptotic results
for statistics of the type

∫ 1
0 | Fn(t)−FY (t) |2 µ(dt) where FY (.) is the cumu-

lative distribution function of a strictly stationary sequence of real-valued
random variables (Yi)i∈Z and Fn(.) is the corresponding empirical distribu-
tion function (see Section 2.3.4).

On an other hand, since Theorem 2.1 is stated for adapted sequences,
the second aim of this chapter is to extend this result to non-adapted se-
quences.

To extend Theorem 2.1 to non-adapted sequences of Hilbert-valued ran-
dom variables, we use a similar martingale approach as done for instance
in Volný [62] for the Central Limit Theorem. In infinite dimensional cases,
the authors have essentially considered i.i.d. or triangular arrays of i.i.d.
random variables (see for instance de Acosta [1], Borovkov and Mogulskii
[10] [11], Ledoux [45], ...). However for dependent sequences with values in
functional spaces, there are few results available in the literature. Since our
approach is based on martingale approximation, we first extend Puhalskii
[56] results for Rd-valued martingale differences sequences to the H-valued
case (see Section 2.4.2). In Section 2.2.1, we derive a Hoeffding inequality
for a sequence of non-adapted Hilbert-valued random variables. Section 2.4
is dedicated to the proofs.

2.2 Main Results

We begin with some notations,

Notation 2.1. For any real p ≥ 1, denote by LpH the space of H-valued
random variables X such that ‖X‖p

LpH
= E(‖X‖pH) is finite. For example,

L1
H([0, 1]) is the space of H-valued Bochner integrable functions on [0, 1].
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2.2.1 A Hoeffding inequality

Firstly, we start by establishing a maximal inequality, which is obtained
through a generalization of the ideas in Peligrad, Utev and Wu [52].

Theorem 2.2. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞. For any x > 0, we have

P
(

max
1≤i≤n

‖Si‖H ≥ x
)
≤ 2
√
e exp

(
− x2

4n
(
‖‖X0‖H‖∞ + C∆

)2
)
, (2.2)

for some constant C > 0 and

∆ =
n∑
j=1

1
j3/2

(
‖‖E(Sj | F0)‖H‖∞ + ‖‖Sj − E(Sj | Fj)‖H‖∞

)
.

2.2.2 The Moderate Deviation Principle

Before establishing our main result, we need more definitions.

Definition 2.1. A nonnegative self-adjoint operator Γ on H will be called
an S(H)-operator, if it has finite trace, i.e., for some (and therefore every)
orthonormal basis (el)l≥1 of H,

∑
l≥1 < Γel, el >H<∞.

Let

AC0([0, 1]) = {φ ∈ CH([0, 1]) : there exists g ∈ L1
H([0, 1])

such that φ(t) =
∫ t

0
g(s) ds for t ∈ [0, 1]}.

Now, we give the extension of Theorem 2.1.

Theorem 2.3. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞. Moreover, assume that∑
n≥1

1
n3/2
‖‖E(Sn | F0)‖H‖∞ <∞ and

∑
n≥1

1
n3/2
‖‖Sn−E(Sn | Fn)‖H‖∞ <∞,

(2.3)
and that there exists Q ∈ S(H) such that

i. for all k, l in N∗,

lim
n−→∞

∥∥∥ 1
n

E(< Sn, ek >H< Sn, el >H| F0)− < Qek, el >H

∥∥∥
∞

= 0,

(2.4)
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ii.

lim
n−→∞

∥∥∥ 1
n

E(‖Sn‖2H | F0)− Tr(Q)
∥∥∥
∞

= 0. (2.5)

Then, for all positive sequences an with an → 0 and nan → ∞, the process
Zn(.) satisfies the functional MDP in CH([0, 1]) with the good rate function,

I(φ) =


∫ 1

0 Λ∗(φ′(t)) dt if φ ∈ AC0([0, 1])

+∞ otherwise,
(2.6)

where Λ∗ is given by:

Λ∗(x) = sup
y∈H

(
< y, x >H −

1
2
< y,Qy >H

)
. (2.7)

As an immediate consequence, we have:

Corollary 2.1. Under the same notations and assumptions of Theorem
2.3, we have that, for all positive sequences an with an → 0 and nan →∞,
n−1/2Sn satisfies the MDP in H with the good rate function, Λ∗ defined in
(2.7).

Since Tr(Q) < ∞, Q is a compact operator. If x ∈ Q(H), then there is
z ∈ H, such that x = Qz. Hence, the rate function is

∀ x ∈ Q(H), Λ∗(x) =
1
2
< z,Qz >H=

1
2
< z, x >H .

If x 6∈ Q(H), we have Λ∗(x) = +∞. In particular, if Q is injective, (λi)i≥1

are its eigenvalues, and (fi)i≥0 the associated eigenvectors, we can simplify
the rate function,

∀ x ∈ Q(H), Λ∗(x) =
1
2

∑
i≥1

1
λi
< x, fi >

2
H .

The following corollary gives simplified conditions for the MDP.

Corollary 2.2. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞. Moreover, assume that∑
n≥1

1√
n
‖‖E(Xn | F0)‖H‖∞ <∞ and

∑
n≥1

1√
n
‖‖X−n−E(X−n | F0)‖H‖∞ <∞,

(2.8)
and that for all i, j in N∗,
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1. for all k, l in N∗,

lim
n−→∞

‖E(< Xi, ek >H< Xj , el >H| F−n)−E(< Xi, ek >H< Xj , el >H)‖∞ = 0,

(2.9)

2.

lim
n−→∞

‖E(< Xi, Xj >H| F−n)− E(< Xi, Xj >H)‖∞ = 0. (2.10)

Then, the conclusion of Theorem 2.3 holds, with Q defined by

for all k, l ≥ 1, < ek, Qel >H=
∑
p∈Z

E(< X0, ek >H< Xp, el >H).

2.2.3 Functional law of the iterated logarithm

Throughout this section, let β(n) =
√

2n log log n, n ≥ 3. Let S̃n(.) be
the process {S̃n(t) =

∑[nt]
i=1Xi + (nt− [nt])X[nt]+1 : t ∈ [0, 1]}.

Theorem 2.4. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ < ∞. Assume in addition that
(2.3),(2.4) and (2.5) hold. Then, with probability 1, the following sequence{

ξn(.) =
S̃n(.)
β(n)

}
n≥1

is relatively compact in CH([0, 1]) and the set of its limit points is precisely
the compact set

K = {φ ∈ CH([0, 1]), such that 2I(φ) ≤ 1}.

Proof of Theorem 2.4. It can be proved by the arguments of the proof of
Theorem 3.1 in Hu and Lee [40] (see also Deuschel and Stroock [30]). �

2.3 Applications

2.3.1 φ-mixing sequences

Recall that if Y is a random variable with values in a Polish space Y and
if F is a σ-field, the φ-mixing coefficient between F and σ(Y ) is defined by

φ(F , σ(Y )) = sup
A∈B(Y)

‖E(1Y ∈A|F)− E(1Y ∈A)‖∞.
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For the sequence (Xi)i∈Z, let

φ1(n) = φ(F0, σ(Xn)) and φ2(n) = sup
i>j≥n

φ(F0, σ(Xi, Xj)).

Proposition 2.1. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞ and X0 is F0-measurable.
Then, for all x ≥ 0, we have

P
(

max
1≤i≤n

‖Si‖H ≥ x
)
≤ 2
√
e exp

(
− x2

4n‖‖X0‖H‖2∞
(
1 + 6C

∑
j≥1 j

−1/2φ1(j)
)2
)
,

(2.11)
for the same positive constant C defined in Theorem 2.2.

Proof of Proposition 2.1. Applying triangle inequality and changing the
order of summation, observe that∑

n≥1

1
n3/2
‖‖E(Sn | F0)‖H‖∞ ≤ 3

∑
n≥1

1√
n
‖‖E(Xn | F0)‖H‖∞.

Since E(X0) = 0, we have

‖‖E(Xn | F0)‖H‖∞ ≤ 2‖‖X0‖H‖∞φ1(n).

�
Next, we have a Moderate Deviation Principle.

Proposition 2.2. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞ and X0 is F0-measurable.
If ∑

n≥1

1√
n
φ1(n) <∞ and φ2(n) −→

n−→∞
0,

then the conclusion of Theorem 2.3 holds.

2.3.2 Functions of linear processes

In this section, we shall focus on functions of H-valued linear processes,

Xk = f
(∑
i∈Z

ai(εk−i)
)
− E

(
f
(∑
i∈Z

ai(εk−i)
))
, (2.12)

where f : H→ H, (ai)i∈Z are linear operators from H to H and (εi)i∈Z is a
sequence of i.i.d. H-valued random variables such that ‖‖ε0‖H‖∞ <∞.

The sequence (Xk)k≥1 defined by (2.12) is a natural extension of the
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multivariate linear processes. These types of processes with values in func-
tional spaces also facilitate the study of estimating and forecasting problems
for several classes of continuous time processes (see Bosq [12]).

We denote by ‖.‖L(H), the operator norm. We shall give sufficient condi-
tions for the Moderate Deviation Principle in terms of the regularity of the
function f .

Let δ(ε0) = 2 inf{‖‖ε0 − x‖H‖∞, x ∈ H} and define the modulus of con-
tinuity of f by

wf (h) = sup
‖t‖H≤h, x∈H

‖f(x+ t)− f(x)‖H.

Proposition 2.3. Assume that∑
i∈Z
‖ai‖L(H) <∞,

and that Xk is defined as in (2.12). If moreover∑
n≥1

1√
n
wf

(
δ(ε0)

∑
k≥n
‖ak‖L(H)

)
+
∑
n≥1

1√
n
wf

(
δ(ε0)

∑
k≤−n

‖ak‖L(H)

)
<∞,

(2.13)
then the conclusion of Theorem 2.3 holds.

In particular, if ‖ai‖L(H) = O(ρ|i|), 0 < ρ < 1, the condition (2.13) is
equivalent to ∫ 1

0

wf (t)
t
√
| log t|

dt <∞. (2.14)

For example, if wf (t) ≤ D| log t|−γ for some D > 0 and some γ > 1/2, then
(2.14) holds.

Remark: Under a Cramér type condition, Mas and Menneteau [49] were
interested in the MDP for the asymptotic behavior of the empirical mean
of X̄n = 1

n

∑n
k=1Xk, where for all n ≥ 1, Xn is an autoregressive process:

Xn =
∑∞

j=0 ρ
j(εn−j). Here, (εk)k∈Z is a sequence of i.i.d. Hilbert-valued

centered random variables satisfying a Cramér type condition and ρ is a
bounded Hilbert linear operator, satisfying

∑∞
j=0 ‖ρj‖L(H) <∞. They gave

also the MDP for the difference between the empirical and theoretical co-
variance operators.
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2.3.3 Stable Markov chains

Let (Yn)n≥0 be a stationary Markov chain of H-valued bounded random
variables. Denote by µ the law of Y0 and by K its transition kernel.
Let

Xk = f(Yk)− E(f(Yk)). (2.15)

For all Lipschitz functions g : H −→ H, let

Lip(g) = sup
x,y∈H

‖g(x)− g(y)‖H
‖x− y‖H

.

We writeK(g) andKn(g) respectively for the functions y 7→
∫
g(z)K(y, dz)

and y 7→
∫
g(z)Kn(y, dz) = E(g(Yn) | Y0 = y).

Proposition 2.4. Assume that the transition kernel K satisfies Lip(Kn(g)) ≤
CρnLip(g) for some ρ < 1 and any Lipschitz function g. If f is Lipschitz
and Xi is defined by (2.15), then the normalized process Zn(.) satisfies the
MDP in CH([0, 1]).

Let (Yn)n≥0 satisfying the equation Yn = F (Yn−1, ξn) for some measur-
able map F and some sequence (ξi)i≥0 of i.i.d. random variables independent
of Y0.

Corollary 2.3. Assume that for all x, y ∈ H, ‖‖F (x, ξ1)−F (y, ξ1)‖H‖L1(R,Pξ1 ) ≤
ρ‖x− y‖H with ρ < 1. If f is Lipschitz and Xi is defined by (2.15), then the
normalized process Zn(.) satisfies the MDP in CH([0, 1]).

Proof of Corollary 2.3. The condition: for all x, y ∈ H, ‖‖F (x, ξ1) −
F (y, ξ1)‖H‖L1(R,Pξ1 ) ≤ ρ‖x−y‖H with ρ < 1, implies that, for all f Lipschitz
function,

Lip(K(f)) ≤ ρLip(f).

Indeed, for all y in H, we get

K(f)(y) = E(f(Y1) | Y0 = y) = E(f(F (y, ξ1)) | Y0 = y) =
∫
f(F (y, z))Pξ1(dz).

Hence, for all x, y ∈ H, we derive

‖K(f)(x)−K(f)(y)‖H ≤
∫
‖f(F (x, z))− f(F (y, z))‖HPξ1(dz)

≤ Lip(f)‖‖F (x, ξ1)− F (y, ξ1)‖H‖L1(R,Pξ1 )
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≤ ρLip(f)‖x− y‖H.

It follows that
Lip(K(f)) ≤ ρLip(f),

so that
Lip(Kn(f)) ≤ ρnLip(f).

We conclude by applying Proposition 2.4. �

2.3.4 Moderate Deviation Principle for the empirical distri-
bution function in L2

Let Y = (Yi)i∈Z be a strictly stationary sequence of real-valued random
variables with common distribution function FY . Set F0 = σ(Yi, i ≤ 0). We
denote Fn, the empirical distribution function of Y :

∀ t ∈ R, Fn(t) =
1
n

n∑
i=1

1Yi≤t.

Note that for any probability measure µ on R, the random variable Xi =
{t 7→ 1Yi≤t − FY (t) : t ∈ R} may be viewed as a random variable with
values in the Hilbert space H := L2(R, µ). Hence to derive the MDP for
n(Fn − FY ) we shall apply Corollary 2.2 to the random variables (Xi)i≥1.
With this aim, we first recall the following dependance coefficients from
Dedecker and Prieur [28].

Definition 2.2. Let (Ω,A,P) be a probability space, let F be a σ-algebra of
A. Let Y = (Y1, ..., Yk) be a random variable with values in Rk. Let PY be
the distribution of Y and let PY |F be a conditional distribution of Y given
F . For 1 ≤ i ≤ k and t in R, let gt,i(x) = 1x≤t − P(Yi ≤ t). Define the
random variable

b(F , Y1, ..., Yk) = sup
(t1,...,tk)∈Rk

∣∣∣∣∣
∫ k∏

i=1

gti,i(xi)PY |F (dx)−
∫ k∏

i=1

gti,i(xi)PY (dx)

∣∣∣∣∣
with PY |F (dx) = PY |F (dx1, ..., dxk) and PY (dx) = PY (dx1, ..., dxk).

For the stationary sequence (Yi)i∈Z, define the coefficient φ̃k, for any
integer k ≥ 1, by

φ̃k(n) = max
1≤l≤k

sup
il>...>i1≥n

‖b(F0, Yi1 , ..., Yil)‖∞.
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Proposition 2.5. If ∑
n≥1

1√
n
φ̃2(n) <∞, (2.16)

then {
√
n(Fn(t) − FY (t)), t ∈ R} satisfies the MDP in L2(R, µ) with the

good rate function,

∀ f ∈ L2(R, µ), I(f) = sup
g∈L2(R,µ)

(
< f, g >L2(R,µ) −

1
2
< g,Qg >L2(R,µ)

)
,

(2.17)
where Q is defined as follows, for all (f, g) in L2(R, µ)× L2(R, µ),

Q(f, g) =
∫

R2

f(s)g(t)C(s, t)µ(dt)µ(ds)

with
C(s, t) =

∑
k∈Z

(P(Y0 ≤ s, Yk ≤ t)− FY (s)FY (t)).

If we use the contraction principle in Dembo and Zeitouni [29], with the
continuous function f : x 7−→ ‖x‖L2(R,µ), the Cramér-Von Mises statistics,

√
n
( ∫

R
(Fn(t)− FY (t))2 µ(dt)

)1/2
satisfies the MDP in R with the good rate function,

∀ y ≥ 0, I?(y) =
1
2

1
ν
y2,

where ν = max
k

(λk), the λk’s are the eigenvalues of the covariance function

Q.
Now we suppose that Yi ∈ [0, 1] and µ(dt) = dt. Always, by the contrac-

tion principle in Dembo and Zeitouni [29] with the continuous function,

u : L2([0, 1], µ) −→ R+

g 7−→ ‖g‖L1([0,1],µ),

we prove that the Kantorovitch distance
√
n‖Fn−FY ‖L1([0,1],µ) satisfies the

MDP in R+, with the good rate function,

∀ y ∈ R+, J(y) = inf{I(f), f ∈ L2([0, 1], µ), y = ‖f‖L1([0,1],µ)}.
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We deduce from the proof of Theorem in Ledoux [45] page 274, that

∀ y ≥ 0, J(y) =
1
2

y2

σ(Z)2
,

where Z is a random variable with covariance function Q defined in Propo-

sition 2.5 and σ(Z) = sup
‖g‖∞≤1

(
E
( ∫ 1

0 g(t)Z(t) dt
)2)1/2

.

By using a remark (8.22) in Ledoux and Talagrand [46] page 216, we also
have

lim sup
n−→∞

√
n‖Fn − FY ‖L1([0,1],µ)√

2n log logn
= σ(Z).

Remark: (2.16) is satisfied for a large class of dependent sequences. For in-
stance, it is verified for the class of expanding maps as considered in Dedecker
and Prieur [28].

2.4 Proofs

2.4.1 Hoeffding inequality’s proof

2.4.1.1 Technical propositions

The proofs of the following lemma and propositions use the same ideas
as in the proof of Theorem 1 in Peligrad, Utev and Wu [52] (see also Mackey
and Tyran-Kamińska [48]).

Lemma 2.1. Let (Zk)k∈Z be a stationary sequence of H-valued martingale
differences. For all integer n ≥ 1 and real p ≥ 1, we have

E
(

max
1≤i≤n

‖Z1 + ...+ Zi‖2pH
)
≤ 2p+1Γ(p+ 1) np‖‖Z1‖H‖2p∞. (2.18)

Proof of Lemma 2.1. We note here, Si =
∑i

k=1 Zk. Applying an inequality
given in Pinelis [53] (Theorem 3.5) and using stationarity, we have

E
(

max
1≤i≤n

‖Si‖2pH
)

=
∫ ∞

0
(2p)z2p−1P

(
max

1≤i≤n
‖Si‖H ≥ z

)
dz

≤ 2
∫ ∞

0
(2p)z2p−1 exp

(
− z2

2n‖‖Z1‖H‖2∞

)
dz.

By the change of variable u = z√
n‖‖Z1‖H‖∞

,∫ ∞
0

z2p−1 exp
(
− z2

2(
√
n‖‖Z1‖H‖∞)2

)
dz = np‖‖Z1‖H‖2p∞

∫ ∞
0

u2p−1 exp
(
−u

2

2
)
du.
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Next ∫ ∞
0

u2p−1 exp
(
− u2

2
)
du = 2p−1Γ(p).

Therefore, we conclude that

E
(

max
1≤i≤n

‖Si‖2pH
)
≤ 2p+1Γ(p+ 1) np‖‖Z1‖H‖2p∞.

�
The next proposition is a generalization of Lemma 2.1 to an adapted

stationary sequence.

Proposition 2.6. Let n, q be integers such that n ≥ 1, 2q−1 ≤ n < 2q.
Assume that ‖‖Z0‖H‖∞ < ∞, and Z0 is F0-measurable. Let Zi = (Z0 ◦
Ti)i∈Z. Then, for all real p ≥ 1,

E
(

max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
j=1

Zj

∥∥∥2p

H

)1/2p
≤ (2p+1Γ(p+1))1/2p√n

{
‖‖Z1−E(Z1 | F0)‖H‖∞+

5√
2

∆q

}
(2.19)

where

∆q =
q−1∑
j=0

1
2j/2
‖‖E(S2j | F0)‖H‖∞.

Proof of Proposition 2.6. The proof is almost identical to the proof of the
corresponding facts in Theorem 1 of Peligrad, Utev and Wu [52] if we replace
everywhere the absolute value | . | by ‖.‖H, and Cp is here, Cp = 2p+1Γ(p+1).
Also, we work with the L2p

H -norm. Consequently, we give here, only the
crucial inequalities. We note K = 5/

√
2. By triangle inequality, notice that

max
1≤i≤n

‖Si‖H ≤ max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

(
Zk−E(Zk | Fk−1)

)∥∥∥
H

+ max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

E(Zk | Fk−1)
∥∥∥

H
.

(2.20)
By the inequality for martingale differences (2.18), we get∥∥∥max

1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

(Zk − E(Zk | Fk−1))
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
n‖‖Z1 − E(Z1 | F0)‖H‖∞.

(2.21)
Moreover, if we start by writing, n = 2m or n = 2m+ 1, we have∥∥∥max

1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

E(Zk | Fk−1)
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤

∥∥∥ max
1≤l≤m

∥∥∥ 2l∑
k=1

E(Zk | Fk−1)
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
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+
∥∥∥ max

0≤l≤m
‖E(Z2l+1 | F2l)‖H

∥∥∥
2p
,

(2.22)

and ∥∥∥ max
0≤l≤m

‖E(Z2l+1 | F2l)‖H
∥∥∥

2p
≤ (m+ 1)1/2p‖‖E(Z1 | F0)‖H‖2p. (2.23)

For the first term of (2.22), we proceed as in the proof of Peligrad, Utev and
Wu [52], to get:

∥∥∥ max
1≤l≤m

∥∥∥ 2l∑
k=1

E(Zk | Fk−1)
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
m
{

4‖‖E(Z1 | F0)‖H‖∞

+K
√

2
(
∆q − ‖‖E(Z1 | F0)‖H‖∞

)}
.

(2.24)

Consequently, combining (2.20)-(2.24), we obtain the bound (2.19). �

The next proposition is the main tool allowing us to extend Proposi-
tion 2.6 to non-adapted stationary sequences of H-valued random variables.

Proposition 2.7. Let n, q be integers such that n ≥ 1, 2q−1 ≤ n < 2q.
Assume that ‖‖Z0‖H‖∞ < ∞, and E(Z0 | F−1) = 0. Then, for all real
p ≥ 1,

E
(

max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

Zk

∥∥∥2p

H

)1/2p
≤ (2p+1Γ(p+1))1/2p√n

{
‖‖E(Z0 | F0)‖H‖∞+

2√
2

∆′q
}

(2.25)
where

∆′q =
q−1∑
j=0

1
2j/2
‖‖S2j − E(S2j | F2j )‖H‖∞.

Proof of Proposition 2.7. Here also, the proof is widely inspired by the
proof of Theorem 1 in Peligrad, Utev and Wu [52] and we note always
Cp = 2p+1Γ(p + 1). We prove (2.25) by induction on n. For n = 1, q = 1,
we clearly have

‖‖Z1‖H‖2p ≤ ‖‖E(Z1 | F1)‖H‖∞ + ∆′1.
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Then, assume that the inequality holds for all n < 2q−1. Fix n such that,
2q−1 ≤ n < 2q. By triangle inequality, we obtain that

max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

Zk

∥∥∥
H
≤ max

1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

E(Zk | Fk)
∥∥∥

H
+ max

1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

(
Zk−E(Zk | Fk)

)∥∥∥
H
.

(2.26)
Since E(Z0 | F−1) = 0, we can use the inequality (2.18) for martingale
differences,

∥∥∥max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

E(Zk | Fk)
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
n‖‖E(Z0 | F0)‖H‖∞. (2.27)

Now, as in Peligrad, Utev and Wu [52], we write n = 2m or n = 2m+ 1, for
the second term in the right-hand side in (2.26),

max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

(
Zk − E(Zk | Fk)

)∥∥∥
H
≤ max

1≤l≤m

∥∥∥ 2l∑
k=1

(
Zk − E(Zk | Fk)

)∥∥∥
H

+ max
0≤l≤m

‖Z2l+1 − E(Z2l+1 | F2l+1)‖H,

(2.28)

and

max
0≤l≤m

‖Z2l+1 − E(Z2l+1 | F2l+1)‖2pH ≤
m∑
l=0

∥∥Z2l+1 − E(Z2l+1 | F2l+1)
∥∥2p

H .

(2.29)
For the first term in the right-hand side in (2.28), we apply the induction
hypothesis to the stationary sequence, Y0 = Z0−E(Z0 | F0)+Z−1−E(Z−1 |
F−1), for all j in Z, Yj = Y0 ◦ T2j , the σ-algebra G0 = F0, and the operator
T2. Notice that the new filtration becomes {Gi : i ∈ Z} where Gi = F2i.
Whence, we have

∥∥∥ max
1≤l≤m

∥∥∥ 2l∑
k=1

(
Zk − E(Zk | Fk)

)∥∥∥
H

∥∥∥
2p

=
∥∥∥ max

1≤l≤m

∥∥∥ l∑
k=1

Y0 ◦ T2k
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
.

Since m < 2q−1 and E(Y0 | G−1) = 0, we obtain by the induction hypothesis,

∥∥∥ max
1≤l≤m

∥∥∥ l∑
k=1

Y0 ◦ T2k
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
m
(
‖‖E(Y0 | G0)‖H‖∞ +

2√
2

∆′q−1(Y )
)
.

(2.30)
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But,
∥∥∥∥E(Y0 | G0)

∥∥
H
∥∥
∞ ≤ ‖‖Z0 − E(Z0 | F0)‖H‖∞ and rewriting,

∆′q−1(Y ) =
q−2∑
j=0

1
2j/2

∥∥∥∥∥∥ 2j∑
k=1

Yk − E
( 2j∑
k=1

Yk

∣∣∣G2j

)∥∥∥
H

∥∥∥
∞

=
q−2∑
j=0

1
2j/2
‖‖S2j+1 − E(S2j+1 | F2j+1)‖H‖∞

=
√

2(∆′q − ‖‖Z0 − E(Z0 | F0)‖H‖∞), (2.31)

we derive that∥∥∥ max
1≤l≤m

∥∥∥ l∑
k=1

Y0 ◦ T2k
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
m
(
‖‖Z0 − E(Z0 | F0)‖H‖∞ + 2∆′q

−2‖‖Z0 − E(Z0 | F0)‖H‖∞
)
.

Consequently, we conclude that∥∥∥max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

Zk

∥∥∥
H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

(√
n‖‖E(Z0 | F0)‖H‖∞ +

√
2m

2√
2

∆′q
)

≤ C1/2p
p

√
n
(
‖‖E(Z0 | F0)‖H‖∞ +

2√
2

∆′q
)
.

�
Now we give, the main proposition.

Proposition 2.8. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞, then, for all p ≥ 1,

E
(

max
1≤i≤n

‖Si‖2pH
)
≤ 2p+1Γ(p+ 1)np

(
‖‖X0‖H‖∞ +D

n∑
j=1

j−3/2‖‖E(Sj | F0)‖H‖∞

+D′
n∑
j=1

j−3/2‖‖Sj − E(Sj | Fj)‖H‖∞
)2p

(2.32)

where
7D = 40

√
2 + 27 and 7D′ = 24

√
2 + 12.

Proof of Proposition 2.8. We set K = 5√
2
, K ′ = 2√

2
and Cp = 2p+1Γ(p+ 1).

Let n and q be integers such that n ≥ 1 and 2q−1 ≤ n < 2q. Let

δn =
∑n

j=1 j
−3/2‖‖E(Sj | F0)‖H‖∞, δ′n =

∑n
j=1 j

−3/2‖‖Sj − E(Sj | Fj)‖H‖∞,
∆q =

∑q−1
j=0 2−j/2‖‖E(S2j | F0)‖H‖∞, ∆′q =

∑q−1
j=0 2−j/2‖‖S2j − E(S2j | F2j )‖H‖∞.
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We shall prove a slightly stronger inequality,∥∥∥max
1≤i≤n

‖Si‖H
∥∥∥

2p
≤ C1/2p

p

√
n(‖‖X1 − E(X1 | F0)‖H‖∞ +K∆q +K ′∆′q).

(2.33)
Note first that Vn = ‖‖E(Sn | F0)‖H‖∞ is a sub-additive sequence as proved
by Peligrad and Utev [50] in Lemma 2.6 (replace the L2-norm by the L∞H -
norm). The sequence (Vn)n≥0 verifies for all i, j in N∗,

Vi+j ≤ Vi + Vj .

Whence, using Lemma 2.5 in Appendix with C̃1 = C̃2 = 1, we get

∆q ≤
(4
√

2
7

+
16
7

)
δn.

On an other hand, the sequence V ′n = ‖‖Sn − E(Sn | Fn)‖H‖∞ verifies for
all i, j in N∗,

V ′i+j ≤ ‖‖Si+j − E(Si+j | Fi+j)‖H‖∞
≤ ‖‖Si − E(Si | Fi)‖H‖∞ + ‖‖Si+j − Si − E(Si+j − Si | Fi+j)‖H‖∞

+‖‖E(Si | Fi)− E(Si | Fi+j)‖H‖∞
≤ ‖‖Si − E(Si | Fi)‖H‖∞ + ‖‖Sj − E(Sj | Fj)‖H‖∞

+‖‖E(Si − E(Si | Fi) | Fi+j)‖H‖∞
≤ 2V ′i + V ′j .

Whence, using Lemma 2.5 in Appendix with C̃1 = 2 and C̃2 = 1, we have

∆′q ≤
(6
√

2
7

+
24
7

)
δ′n.

Setting k1 = 4
√

2
7 + 16

7 and k2 = 6
√

2
7 + 24

7 , we get

‖‖X1−E(X1 | F0)‖H‖∞+K∆q+K ′∆′q ≤ ‖‖X1‖H‖∞+(Kk1+1)δn+K ′k2δ
′
n.

Since (2.33) implies (2.32), it remains to prove (2.33).
By triangle inequality, we obtain that∥∥∥max

1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

Xk

∥∥∥
H

∥∥∥
2p
≤

∥∥∥max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

(
Xk − E(Xk | Fk)

)∥∥∥
H

∥∥∥
2p

+
∥∥∥max

1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

E(Xk | Fk)
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
. (2.34)

Page 41



CHAPTER 2. MODERATE DEVIATIONS FOR H-VALUED STATIONARY SEQUENCES

Applying Proposition 2.6, we derive∥∥∥max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

E(Xk | Fk)
∥∥∥

H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
n
(
‖‖E(X1 | F1)−E(X1 | F0)‖H‖∞+K∆∗q

)
(2.35)

where

∆∗q =
q−1∑
j=0

2−j/2
∥∥∥∥∥∥E( 2j∑

k=1

E(Xk | Fk)
∣∣∣F0

)∥∥∥
H

∥∥∥
∞

= ∆q.

On the other hand, Proposition 2.7 gives∥∥∥max
1≤i≤n

∥∥∥ i∑
k=1

(
Xk−E(Xk | Fk)

)∥∥∥
H

∥∥∥
2p
≤ C1/2p

p

√
n{‖‖E(X0−E(X0 | F0) | F0)‖H‖∞+K ′∆′∗q }

(2.36)
where

∆′∗q =
q−1∑
j=0

2−j/2
∥∥∥∥∥∥ 2j∑

k=1

(
{Xk−E(Xk | Fk)}−E(Xk−E(Xk | Fk) | F2j )

)∥∥∥
H

∥∥∥
∞

= ∆′q.

Combining (2.35) and (2.36) in (2.34), (2.33) follows. �

2.4.1.2 Proof of Theorem 2.2

Now, assume that p is an integer, and p ≥ 1.
Let

B = ‖‖X0‖H‖∞+
(
D

n∑
j=1

1
j3/2
‖‖E(Sj | F0)‖H‖∞+D′

n∑
j=1

1
j3/2
‖‖Sj−E(Sj | Fj)‖H‖∞

)
for some constants D > 0 and D′ > 0 defined in Proposition 2.8. We can
use the approach of the proof of Theorem 2.4 in Rio [57], because

E
(

max
1≤i≤n

‖Si‖2pH
)
≤ 2p+1p!B2pnp

≤ 2(2p− 1)!!(2nB2)p.

Consequently , if we use the notation of the proof of Theorem 2.4 in Rio
[57], the constant A is here,

A =
x2

4nB2
,
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and with the estimation given in Rio [57] (page 42),

P
(

max
1≤i≤n

‖Si‖H ≥ x
)
≤ 2
√
e exp(−A).

Taking C = max{D,D′}, we obtain exactly Theorem 2.2. �

2.4.2 MDP for martingale differences

Our main proposition is a generalization of a result of Theorem 3.1 in
Puhalskii [56] to H-valued random variables.

Proposition 2.9. Let an be a sequence of positive numbers satisfying an →
0 and nan → +∞. Let kn be an increasing sequence of integers going to
infinity and (dj,n)1≤j≤kn be a triangular array of martingale differences, with
values in H, such that

∀ 1 ≤ j ≤ kn, ‖‖dj,n‖H‖∞ ≤ βn
√
nan with βn −→

n→∞
0. (2.37)

Assume that, there exists Q ∈ S(H) such that:

i. for all k, l in N∗ and δ > 0,

lim sup
n−→∞

an log P
(∣∣∣ 1
n

kn∑
j=1

E(< dj,n, ek >H < dj,n, el >H| Fj−1,n)

− < Qek, el >H

∣∣∣ > δ
)

= −∞,
(2.38)

ii. for all δ > 0,

lim sup
n−→∞

an log P
(∣∣∣ 1
n

kn∑
j=1

E(‖dj,n‖2H | Fj−1,n)− Tr(Q)
∣∣∣ > δ

)
= −∞.

(2.39)

Then {Wn(t) = 1√
n

∑[knt]
j=1 dj,n+ 1√

n
(knt− [knt])d[knt]+1,n : t ∈ [0, 1]} satisfies

the MDP in CH([0, 1]) with speed an and the good rate function,

I(φ) =


∫ 1

0 Λ∗(φ′(t)) dt if φ ∈ AC0([0, 1])

∞ otherwise
(2.40)
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where Λ∗ is defined by

Λ∗(x) = sup
y∈H

(
< y, x >H −

1
2
< y,Qy >H

)
. (2.41)

Proof of Proposition 2.9. Firstly, we need some notations.

Notation 2.2. For all integer m ≥ 1, let Pm be the projection on the first
m components of the orthonormal basis, (ei)1≤i≤m, in H then

dmj,n = Pm(dj,n), rmj,n = (I − Pm)dj,n.

where I is the identity operator.

Let (dj,n)1≤j≤kn be a H-valued triangular array of martingale differences.
We start by proving that (dmj,n)1≤j≤kn , which is a Rm-valued triangular array
of martingale differences, satisfies the conditions of Theorem 3.1 of Pulhal-
skii [56] (see also Djellout [31], Proposition 1).

The conditions (2.37) and (2.38) imply conditions i) and ii) of Proposi-
tion 1 in Djellout [31].

Consequently, {Wm
n (t) = 1√

n

∑[knt]
j=1 d

m
j,n + 1√

n
(knt − [knt])dm[knt]+1,n : t ∈

[0, 1]} satisfies the MDP, with the good rate function, Im(.),

Im(φ) =


∫ 1

0 Λ∗m(φ′(t)) dt if φ ∈ AC0([0, 1])

∞ otherwise,

where Λ∗m is:

∀ x ∈ H, Λ∗m(x) = sup
y∈H

(
< Pmy, Pmx >H −

1
2
< Pmy,QPmy >H

)
.

By using Theorem 4.2.13 in Dembo and Zeitouni [29], it remains to prove,
that for any η > 0,

lim sup
m−→∞

lim sup
n−→∞

an log P
(

max
1≤j≤kn

√
an
n

∥∥∥ j∑
k=1

rmk,n

∥∥∥
H
> η

)
= −∞.

Notice that, for all η > 0,

an log P
(

max
1≤j≤kn

√
an
n

∥∥∥ j∑
k=1

rmk,n

∥∥∥
H
> η

)
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≤ an log
(
P
({

max
1≤j≤kn

√
an
n

∥∥∥ j∑
k=1

rmk,n

∥∥∥
H
> η

}
∩
{∣∣∣ 1
n

kn∑
k=1

E(‖rmk,n‖2H | Fk−1,n)

−
∞∑

p=m+1

< Qep, ep >H

∣∣∣ ≤ ε})+P
(∣∣∣ 1
n

kn∑
k=1

E(‖rmk,n‖2H | Fk−1,n)−
∞∑

p=m+1

< Qep, ep >H

∣∣∣ > ε
))
,

where ε > 0.
With the notations

A(n,m, η, ε) := P
({

max
1≤j≤kn

√
an
n

∥∥∥ j∑
k=1

rmk,n

∥∥∥
H
> η

}
∩
{∣∣∣ 1
n

kn∑
k=1

E(‖rmk,n‖2H | Fk−1,n)−
∞∑

p=m+1

< Q ep, ep >H

∣∣∣ ≤ ε}),
and

B(n,m, ε) := P
(∣∣∣ 1
n

kn∑
j=1

E(‖rmj,n‖2H | Fj−1,n)−
∞∑

p=m+1

< Q ep, ep >H

∣∣∣ > ε
)
,

we derive

anlog P
(

max
1≤j≤kn

√
an
n

∥∥∥ j∑
k=1

rmk,n

∥∥∥
H
> η

)
≤ an log

{
A(n,m, η, ε)+B(n,m, ε)

}
.

Now notice

an log(B(n,m, ε))

≤ an log
{
P
(∣∣ 1
n

∑kn
j=1 E(‖dj,n‖2H | Fj−1,n)− Tr(Q)

∣∣ > ε
2

)
+P
(∣∣ 1
n

∑kn
j=1 E(‖dmj,n‖2H | Fj−1,n)−

∑m
p=1 < Q ep, ep >H

∣∣ > ε
2

)}
.

Using (2.38) and (2.39), it follows

lim sup
m−→∞

lim sup
n−→∞

an log(B(n,m, ε)) = −∞.

With the notations

C(n,m, η) :=
{

max
1≤j≤kn

√
an
n

∥∥∥ j∑
k=1

rmk,n

∥∥∥
H
> η

}
,
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and

D(n,m, ε) :=
{∣∣∣ 1
n

kn∑
j=1

E(‖rmj,n‖2H | Fj−1,n)−
∞∑

p=m+1

< Q ep, ep >H

∣∣∣ ≤ ε},
applying Theorem 5.1 (inequality (5.2)), in Kallenberg and Sztencel [44] or
Theorem 3.4 in Pinelis [53] to the martingale difference,

Ui = rmi,n1{∑i
j=1 E(‖rmj,n‖H|Fj−1,n)≤n(ε+

∑∞
p=m+1<Qep,ep>H)},

we obtain that

an log P(C(n,m, η) ∩D(n,m, ε))

≤ an log(2) + an log
(

exp
(
− η2n

2an
(
nε+ n

∑∞
p=m+1 < Q ep, ep >H

)
+ 2

3anβn
√
nan
√
n η√

an

))
≤ an log(2)− η2

2ε+ 2
∑∞

p=m+1 < Q ep, ep >H +2
3βnη

.

Since Q has a finite trace, it follows

lim sup
m→∞

lim sup
n→∞

lim sup
ε→0

− η2

2ε+ 2
∑∞

p=m+1 < Q ep, ep >H +2
3βnη

= −∞.

Consequently, we conclude by Theorem 4.2.13, in Dembo and Zeitouni [29]
that {n−1/2

∑[knt]
j=1 dj,n + 1√

n
(knt − [knt])d[knt]+1,n : t ∈ [0, 1]} satisfies the

MDP in CH([0, 1]). The rate function is the same that the i.i.d. Gaussian
random variable with mean 0 and covariance Q, therefore equal to

∀ x ∈ H, Λ∗(x) = sup
y∈H

(
< y, x >H −

1
2
< y,Qy >H

)
.

�

2.4.3 MDP for stationary sequences

2.4.3.1 Proof of Theorem 2.3

The proof of Theorem 2.3 uses the same arguments as in the proof of
Theorem 1 in Dedecker, Merlevède, Peligrad and Utev [25], but for a H-
valued non-adapted sequences.
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Let mn = o(
√
nan), and kn = [n/mn] (where, as before, [x] denotes the

integer part of x).
We divide the variables in blocks of size mn and make the sums in each

block,

Xi,mn =
imn∑

j=(i−1)mn+1

Xj , i ≥ 1.

Then, we construct the martingales,

M
(mn)
kn

=
kn∑
i=1

(
E(Xi,mn | Fimn)− E(Xi,mn | F(i−1)mn)

)
:=

kn∑
i=1

Di,mn ,

and we define the process {M (mn)
kn

(t) : t ∈ [0, 1]} by

M
(mn)
kn

(t) := M
(mn)
[knt]

+
1√
n

(knt− [knt])D[knt]+1,mn .

Now, we shall use Proposition 2.9, applied with dj,n = Dj,mn , and verify the
conditions (2.38) and (2.39).

We start by proving (2.38). By stationarity, it is enough to prove that,
for all k, l ≥ 1,

lim sup
n−→∞

∥∥∥ 1
mn

E(< D1,mn , ek >H< D1,mn , el >H| F0)− < Qek, el >H

∥∥∥
∞

= 0.

(2.42)
But, we notice

E(< D1,mn , ek >H< D1,mn , el >H| F0)
= E(< E(X1,mn | Fmn), ek >H< E(X1,mn | Fmn), el >H| F0)

− < E(X1,mn | F0), ek >H< E(X1,mn | F0), el >H,

thus

‖E(< D1,mn , ek >H< D1,mn , el >H| F0)− < Qek, el >H ‖∞
≤ ‖E(< E(Smn | Fmn), ek >H< E(Smn | Fmn), el >H| F0)− < Qek, el >H ‖∞

+ ‖ < E(Smn | F0), ek >H< E(Smn | F0), el >H ‖∞.

By triangle inequality and Cauchy-Schwarz inequality, we have∥∥∥ 1
mn

E(< E(Smn | Fmn), ek >H< E(Smn | Fmn), el >H| F0)− < Qek, el >H

∥∥∥
∞
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≤ 1
mn
‖‖E(Smn | Fmn)− Smn‖H‖2∞

+
2
mn
‖‖E(Smn | Fmn)− Smn‖H‖∞‖

√
E(‖Smn‖2H | F0)‖∞

+
∥∥∥ 1
mn

E(< Smn , ek >H< Smn , el >H| F0)− < Qek, el >H

∥∥∥
∞
.

By using Lemma 2.5 in Appendix, and the hypothesis (2.4), we deduce
(2.42).

Now, to prove (2.39), by stationarity, we have to verify

lim sup
n−→∞

∥∥∥ 1
mn

E(‖D1,mn‖2H | F0)− Tr(Q)
∥∥∥
∞

= 0. (2.43)

Notice that

E(‖D1,mn‖2H | F0) ≤ E(‖Smn‖2H | F0)− ‖E(Smn | F0)‖2H,

thus∥∥∥ 1
mn

E(‖D1,mn‖2H | F0)−Tr(Q)
∥∥∥
∞
≤
∥∥∥ 1
mn

E(‖Smn‖2H | F0)−Tr(Q)
∥∥∥
∞

+
1
mn
‖‖E(Smn | F0)‖2H‖∞.

By using Lemma 2.5 in Appendix, and the hypothesis (2.5), we deduce
(2.43).

To finish the proof, it remains to prove, that for all δ > 0,

lim sup
n−→∞

an log P
(√an

n
sup
t∈[0,1]

‖S[nt] −M
(mn)
[knt]
‖H ≥ δ

)
= −∞ (2.44)

and

lim sup
n−→∞

an log P
(√an

n
sup
t∈[0,1]

‖(knt−[knt])D[knt]+1,mn−(nt−[nt])X[nt]+1‖H ≥ δ
)

= −∞.

(2.45)
(2.45) holds since mn = o(

√
ann) and the random variables are bounded.

We turn now to the proof of (2.44). Notice that

sup
t∈[0,1]

‖S[nt] −M
(mn)
[knt]
‖H ≤ sup

t∈[0,1]

∥∥∥ [nt]∑
i=[knt]mn+1

Xi

∥∥∥
H

+ sup
t∈[0,1]

∥∥∥ [knt]∑
i=1

(
Xi,mn − E(Xi,mn | Fimn)

)∥∥∥
H
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+ sup
t∈[0,1]

∥∥∥ [knt]∑
i=1

E(Xi,mn | F(i−1)mn)
∥∥∥

H

≤ o(
√
nan) + max

1≤j≤kn

∥∥∥ j∑
i=1

(
Xi,mn − E(Xi,mn | Fimn)

)∥∥∥
H

+ max
1≤j≤kn

∥∥∥ j∑
i=1

E(Xi,mn | F(i−1)mn)
∥∥∥

H
.

(2.46)

For the last term of the right-hand side in (2.46), we use the same arguments
as in the proof of Theorem 1 in Dedecker, Merlevède, Peligrad and Utev [25],
so we give only the proof of the non-adapted term, i.e. the second term of
the right-hand side of Inequality (2.46).

We apply Theorem 2.2 to the stationary sequence, Y0,mn = X0,mn −
E(X0,mn | F0), and Yi,mn = Y0,mn ◦ Timn . Notice that the new filtration
becomes {Gi, i ∈ Z} where G0 = F0, and Gi = T−(imn)(G0).
Consequently, we have

an log P
(√an

n
max

1≤j≤kn

∥∥∥ j∑
i=1

(
Xi,mn − E(Xi,mn | Fimn)

)∥∥∥
H
≥ δ
)

= an log P
(√an

n
max

1≤j≤kn

∥∥∥ j∑
i=1

Yi,mn

∥∥∥
H
≥ δ
)

≤ an log(2
√
e)− δ2

4 1
mn
E(n, δ)2

, (2.47)

where

E(n, δ) := ‖‖Smn−E(Smn | Fmn)‖H‖∞+C
∞∑
j=1

1
j3/2
‖‖Sjmn−E(Sjmn | Fjmn)‖H‖∞,

with C is the positive constant defined in Theorem 2.2.
We conclude by using Lemma 2.5 in Appendix, and the inequality (2.47)

converges to 0, when n→∞. �

2.4.4 Proof of Corollary 2.2

The proof of Corollary 2.2 uses the same arguments as in the proof of
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Corollary 2 in Dedecker, Merlevède, Peligrad and Utev [25] but for a non-
adapted stationary H-valued sequence.

By triangle inequality and changing the order of summation, (2.8) implies
(2.3).

2.4.4.1 A technical lemma

Lemma 2.2. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ < ∞. Let n be a diadic integer,
n = 2q. Then

‖E(‖Sn‖2H | F0)‖∞ ≤ n(‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q +
1
2

∆′q)
2 (2.48)

≤ n∆2
∞

where ∆q, ∆′q are, respectively, defined as in Proposition 2.6 and in Propo-
sition 2.7 and

∆∞ = ‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q +
1
2

∆′q.

Proof of Lemma 2.2. As in the proof of Proposition 2.1 in Peligrad and Utev
[50], we prove Lemma 2.2 by induction on q.

Obviously, (2.48) is true for q = 0. Assume now, that (2.48) holds for
all diadic integers n ≤ 2q−1.

Writing S2q = S2q−1 + S2q − S2q−1 , notice that

‖S2q‖2H = ‖S2q−1‖2H + ‖S2q − S2q−1‖2H + 2 < S2q−1 , S2q − S2q−1 >H .

By stationarity, we have

‖E(‖S2q‖2H | F0)‖∞
≤ 2‖E(‖S2q−1‖2H | F0)‖∞ + 2‖E(< S2q−1 − E(S2q−1 | F2q−1), S2q − S2q−1 >H| F0)‖∞

+ 2‖E(< E(S2q−1 | F2q−1), S2q − S2q−1 >H| F0)‖∞. (2.49)

The last term in (2.49) can be treated as in the proof of the corresponding
facts in Proposition 2.1 of Peligrad and Utev [50], if we replace everywhere
the product in R by < ., . >H, and the L2-norm ‖x‖2 by the infinite norm.
Consequently, we derive

‖E(< E(S2q−1 | F2q−1), S2q − S2q−1 >H| F0)‖∞

≤
√
‖E(‖S2q−1‖2H | F0)‖∞ 2(q−1)/2(∆q −∆q−1). (2.50)
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In the same way, since ‖‖S2q−1 − E(S2q−1 | F2q−1)‖H‖∞ = 2(q−1)/2(∆′q −
∆′q−1), we have

‖E(< S2q−1 − E(S2q−1 | F2q−1), S2q − S2q−1 >H| F0)‖∞

≤
√
‖E(‖S2q−1 − E(S2q−1 | F2q−1)‖2H | F0)‖∞

√
‖E(‖S2q − S2q−1‖2H | F0)‖∞

≤ ‖‖S2q−1 − E(S2q−1 | F2q−1)‖H‖∞
√
‖E(‖S2q−1‖2H | F0)‖∞

≤
√
‖E(‖S2q−1‖2H | F0)‖∞ 2(q−1)/2(∆′q −∆′q−1). (2.51)

By induction and combining (2.50) and (2.51), we conclude that

‖E(‖S2q‖2H | F0)‖∞

≤ 2× 2q−1(‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q−1 +
1
2

∆′q−1)2

+ 2× 2(q−1)/2(‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q−1 +
1
2

∆′q−1)× 2(q−1)/2(∆q −∆q−1)

+ 2× 2(q−1)/2(‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q−1 +
1
2

∆′q−1)× 2(q−1)/2(∆′q −∆′q−1)

≤ 2q(‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q +
1
2

∆′q)
2

≤ n(‖E(‖X1‖2H | F0)‖∞ +
1
2

∆q +
1
2

∆′q)
2.

�

2.4.4.2 Proof of Corollary 2.2

The proof splits in two parts, and uses the same arguments as in the
proof of Lemma 28 in Dedecker, Merlevède, Peligrad and Utev [25].

Lemma 2.3. Assume that ‖‖X0‖H‖∞ <∞.

i. Under (2.3) and (2.9), (2.4) holds.

ii. Under (2.3) and (2.10), (2.5) holds.

Proof of Lemma 2.3.The proofs of (i) and (ii) are quite similarly, so here we
prove only (ii).

Firstly, as in the proof of Lemma 28 in Dedecker, Merlevède, Peligrad
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and Utev [25], we prove by diadic recurrence (2.5). Let Sa,b = Sb − Sa.
Denote, for any t integer,

At,k = ‖E(‖St‖2H | F−k)− E(‖St‖2H)‖∞.

By stationarity, we have

A2t,k = ‖E(‖S2t‖2H | F−k)− E(‖S2t‖2H)‖∞
≤ 2‖E(‖St‖2H | F−k)− E(‖St‖2H)‖∞

+2‖E(< St, St,2t >H| F−k)‖∞ + 2 | E(< St, St,2t >H) | .

Moreover by Cauchy-Schwarz inequality and Lemma 2.2, we get that

A2t,k ≤ 2At,k + 4
√
‖E(‖St‖2H | F0)‖∞‖‖E(St | F0)‖H‖∞

+4‖‖St − E(St | Ft)‖H‖∞
√
‖E(‖St‖2H | F0)‖∞

≤ 2At,k + 4t1/2∆∞
{
‖‖E(St | F0)‖H‖∞ + ‖‖St − E(St | Ft)‖H‖∞

}
.

With the notation

Br,k = 2−r‖E(‖S2r‖2H | F−k)− E(‖S2r‖2H)‖∞ = 2−rA2r,k,

by recurrence, for all r ≥ m and all k > 0, we derive

Br,k ≤ Br−1,k + 2
−r+3

2 ∆∞{‖‖S2r−1 − E(S2r−1 | F2r−1)‖H‖∞ + ‖‖E(S2r−1 | F0)‖H‖∞}

≤ Bm,k + 2∆∞
{ r∑
j=m

2−j/2‖‖S2j − E(S2j | F2j )‖H‖∞ +
r∑

j=m

2−j/2‖‖E(S2j | F0)‖H‖∞
}

≤ Bm,k + 2∆∞{∆m,∞ + ∆′m,∞},

where

∆m,∞ =
∞∑
j=m

2−j/2‖‖E(S2j | F0)‖H‖∞ and ∆′m,∞ =
∞∑
j=m

2−j/2‖‖S2j−E(S2j | F2j )‖H‖∞.

By stationarity and triangle inequality,

‖E(‖S2r‖2H | F0)− E(‖S2r‖2H)‖∞
≤‖E(‖S2r‖2H − ‖Sk,k+2r‖2H | F0)‖∞ + ‖E(‖S2r‖2H | F−k)− E(‖S2r‖2H)‖∞,
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we have, for all integer r ≥ m+ 1,

2−r‖E(‖S2r‖2H | F0)− E(‖S2r‖2H)‖∞
≤Bm,k + 2∆∞(∆m,∞ + ∆′m,∞) + 2−r/2+2k‖E(‖X1‖2H | F0)‖1/2∞ ∆∞.

Consequently,

lim sup
r−→∞

2−r‖E(‖S2r‖2H | F0)− E(‖S2r‖2H)‖∞

≤ Bm,k + 2∆∞(∆m,∞ + ∆′m,∞).

Letting k → ∞, and using condition (2.10), it follows that lim
k−→∞

Bm,k = 0.

Next letting m→∞, and using condition (2.3), we then derive that

lim
r−→∞

2−r‖E(‖S2r‖2H | F0)− E(‖S2r‖2H)‖∞ = 0. (2.52)

To finish the proof, we use the diadic expansion n =
∑r−1

k=0 2kak, where
ar−1 = 1 and ak ∈ {0, 1}, as the proof of Proposition 2.1 in Peligrad and
Utev [50] in order to treat the whole sequence Sn, for 2r−1 ≤ n < 2r. We
then use the following representation,

Sn =
r−1∑
j=0

T2jaj where T2j =
nj∑

i=nj−1+1

Xi, nj =
j∑

k=0

2kak, n−1 = 0.

Notice that

1
n
‖E(‖Sn‖2H | F0)− E(‖Sn‖2H)‖∞

≤ 1
n

r−1∑
j=0

aj‖E(‖S2j‖2H | F0)− E(‖S2j‖2H)‖∞

+
1
n

r−1∑
i 6=j=0

aiaj‖E(< T2i , T2j >H| F0)− E(< T2i , T2j >H)‖∞. (2.53)

For the first term of the right-hand side in (2.53), we treat it as a diadic
integer,

lim
n−→∞

1
n

r−1∑
j=0

aj‖E(‖S2j‖2H | F0)− E(‖S2j‖2H)‖∞ = 0.

Suppose that i < j < r, we then have

‖E(< T2j , T2i >H| F0)− E(< T2j , T2i >H)‖∞
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≤‖E(< T2i − E(T2i | Fni), T2j >H| F0)− E(< T2i − E(T2i | Fni), T2j >H)‖∞
+ ‖E(< E(T2i | Fni), T2j >H| F0)− E(< E(T2i | Fni), T2j >H)‖∞. (2.54)

For the first term in the right-hand side in (2.54), we have by Cauchy-
Schwarz inequality,

r−2∑
i=0

r−1∑
j=i+1

‖E(< T2i − E(T2i | Fni), T2j >H| F0)‖∞

≤
r−2∑
i=0

r−1∑
j=i+1

‖‖T2i − E(T2i | Fni)‖H‖∞‖E(‖T2j‖2H | F0)‖1/2∞ .

By (2.52),
‖E(‖S2r‖2H | F0)‖1/2∞ = O(2r/2).

Hence, we get

r−2∑
i=0

r−1∑
j=i+1

‖E(< T2i − E(T2i | Fni), T2j >H| F0)‖∞

≤C1

r−2∑
i=0

‖‖T2i − E(T2i | Fni)‖H‖∞
r−1∑
j=i+1

2j/2

≤C2

r−2∑
i=0

‖‖T2i − E(T2i | Fni)‖H‖∞2r/2,

where C1 and C2 are positive constants.
Therefore, for all 2r−1 ≤ n < 2r, we obtain

1
n

r−2∑
i=0

r−1∑
j=i+1

‖E(< T2i − E(T2i | Fni), T2j >H| F0)‖∞

≤C22−r/2+1
r−2∑
i=0

2i/2
‖‖S2i − E(S2i | F2i)‖H‖∞

2i/2
.

As
∞∑
i=0

‖‖S2i − E(S2i | F2i)‖H‖∞
2i/2

<∞,

we conclude by Kronecker lemma that

lim
n−→∞

1
n

r−2∑
i=0

r−1∑
j=i+1

‖E(< T2i − E(T2i | Fni), T2j >H| F0)‖∞ = 0. (2.55)
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For the second term of the right-hand side in (2.54), we use the same ar-
guments as in the proof of Proposition 2.1 in Peligrad and Utev [50] by
replacing the product in R, by < ., . >H and the L2-norm by the infinite
norm. Consequently, we get

lim
n−→∞

1
n

∑
0≤i<j≤r−1

‖E(< E(T2i | Fni), T2j >H| F0)−E(< E(T2i | Fni), T2j >H)‖∞ = 0.

(2.56)
Combining (2.55) and (2.56), we conclude

lim
n−→∞

1
n

r−1∑
i 6=j=0

aiaj‖E(< T2i , T2j >H| F0)− E(< T2i , T2j >H)‖∞ = 0.

This proves (2.5). �

2.4.5 Proof of Proposition 2.3

Let ε′ be an independent copy of ε, and denote by Eε(.) the conditional
expectation with respect to ε. Define

Yn =
∑
i<n

ai(εn−i), Y ′n =
∑
i<n

ai(ε′n−i), Zn =
∑
i≥n

ai(εn−i), Z ′n =
∑
i≥n

ai(ε′n−i).

Then, taking Fl = σ(εi, i ≤ l), we have

‖‖E(Xn | F0)‖H‖∞ = ‖‖Eε[f(Y ′n + Zn)− f(Y ′n + Z ′n)]‖H‖∞
≤ wf

(
‖‖ε0 − ε′0‖H‖∞

∑
k≥n
‖ak‖L(H)

)
and

‖‖X−n − E(X−n | F0)‖H‖∞ = ‖‖Eε(f(Y−n + Z−n)− f(Z−n + Y ′−n))‖H‖∞
≤ wf

(
‖‖ε0 − ε′0‖H‖∞

∑
k≤−n

‖ak‖L(H)

)
.

Then the condition (2.8) is satisfied as soon as (2.13) holds.
As the proof of (2.9) is quite similar of the proof of (2.10), we only prove

(2.10).
We have for all integer p ≥ 0,

‖E(< Xi, Xi+p >H| F0)− E(< Xi, Xi+p >H)‖∞

≤ C
{
wf

(
‖‖ε0 − ε′0‖H‖∞

∑
k≥i
‖ak‖L(H)

)
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+wf
(
‖‖ε0 − ε′0‖H‖∞

∑
k≥i+p

‖ak‖L(H)

)}
, (2.57)

where C is a constant.
By (2.13) and Corollary 2.2, Proposition 2.3 holds. �

2.4.6 Proof of Proposition 2.4

Firstly, we give a technical lemma,

Lemma 2.4. If Lip(Kn(f)) ≤ CρnLip(f), then

‖‖E(f(Yk) | Y0)− E(f(Yk))‖H‖∞ ≤ 2‖‖Y0‖H‖∞CρkLip(f). (2.58)

Proof of Lemma 2.4. As

E(f(Yk) | Y0 = y)− E(f(Yk)) =
∫ (

Kk(f)(y)−Kk(f)(z)
)
µ(dz),

we deduce

‖‖E(f(Yk) | Y0 = y)− E(f(Yk))‖H‖∞ ≤
∥∥∥∫ ‖Kk(f)(y)−Kk(f)(z)‖Hµ(dz)

∥∥∥
∞

≤ Lip(Kk(f))
∥∥∥∫ ‖y − z‖Hµ(dz)

∥∥∥
∞

≤ CρkLip(f)
∥∥∥∫ ‖y − z‖Hµ(dz)

∥∥∥
∞
.

(2.59)

Observe that∥∥∥∫ ‖y− z‖Hµ(dz)
∥∥∥
∞
≤
∥∥∥∫ (‖y‖H + ‖z‖H

)
µ(dz)

∥∥∥
∞
≤ 2‖‖Y0‖H‖∞. (2.60)

Consequently, combining (2.59) and (2.60), we have

‖‖E(f(Yk) | Y0 = y)− E(f(Yk))‖H‖∞ ≤ 2‖‖Y0‖H‖∞CρkLip(f).

�
Proof of Proposition 2.4. We apply Corollary 2.2 to the following random
variables,

Xk = f(Yk)− E(f(Yk)), ∀ k ≥ 0.
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Since (Yn)n≥0 is a Markov chain, we have to prove that∑
k≥1

1√
k
‖‖E(Xk | F0)‖H‖∞ <∞.

By Lemma 2.4, we derive∑
k≥1

1√
k
‖‖E(Xk | F0)‖H‖∞ ≤ 2‖‖Y0‖H‖∞CLip(f)

∑
k≥1

1√
k
ρk <∞.

The proof of (2.9) is quite similar of the proof of (2.10), so we only detail
(2.10). If k > l, by triangle inequality

‖E(< Xk, Xl >H| F−n)− E(< Xk, Xl >H)‖∞
≤‖E(< f(Yk), f(Yl) >H| F−n)− E(< f(Yk), f(Yl) >H)‖∞

+ ‖E(< f(Yk),E(f(Yl)) >H| F−n)− E(< f(Yk),E(f(Yl)) >H)‖∞
+ ‖E(< E(f(Yk)), f(Yl) >H| F−n)− E(< E(f(Yk)), f(Yl) >H)‖∞.

Using Lemma 2.4, we get

‖E(< f(Yk),E(f(Yl)) >H| F−n)− E(< f(Yk),E(f(Yl)) >H)‖∞
≤‖‖E(f(Yl))‖H‖∞‖‖E(f(Yk) | F−n)− E(f(Yk))‖H‖∞
≤2C‖‖E(f(Y0))‖H‖∞‖‖Y0‖H‖∞Lip(f)ρk+n −→

n→∞
0,

and for k > l,

‖E(< f(Yk), f(Yl) >H| F−n)− E(< f(Yk), f(Yl) >H)‖∞
=‖E(< E(f(Yk) | Fl), f(Yl) >H| F−n)− E(< E(f(Yk) | Fl), f(Yl) >H)‖∞
=‖E(< Kk−l(f)(Yl), f(Yl) >H| F−n)− E(< Kk−l(f)(Yl), f(Yl) >H)‖∞
=‖K l+n(< Kk−l(f)(.), f(.) >H)(Y−n)− µ(K l+n(< Kk−l(f)(.), f(.) >H)(Y−n))‖∞
≤2C‖‖Y0‖H‖∞Lip(< Kk−l(f)(.), f(.) >H)ρl+n −→

n→∞
0.

Hence (2.10) holds. �

2.4.7 Proof of Proposition 2.5

We apply Corollary 2.2 to the random variablesXi = {t 7→ 1Yi≤t−FY (t) :
t ∈ R}. Since ∑

n≥1

1√
n
φ̃2(n) <∞ =⇒

∑
n≥1

1√
n
φ̃1(n) <∞,
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the condition (2.8) holds.
As the proofs of (2.9) and (2.10) are quite similar, we only detail the

proof of (2.10).
By Fubini, we have, for any i < j,

‖E(< Xi, Xj >L2(R,µ)| F0)− E(< Xi, Xj >L2(R,µ))‖∞

=
∥∥∥E(∫ (1Yi≤t − FY (t))(1Yj≤t − FY (t))µ(dt)

∣∣∣F0

)
− E

(∫
(1Yi≤t − FY (t))(1Yj≤t − FY (t))µ(dt)

)∥∥∥
∞

≤
∫
‖E((1Yi≤t − FY (t))(1Yj≤t − FY (t)) | F0)

− E((1Yi≤t − FY (t))(1Yj≤t − FY (t)))‖∞ µ(dt)

≤‖b(F0, Yi, Yj)‖∞ ≤ φ̃2(i).

Since
∑

n≥1 n
−1/2φ̃2(i) < ∞, φ̃2(i) −→

i−→∞
0, all the conditions of Corollary

2.2 are true.
From Dedecker and Merlevède [23], the L2(R, µ)-valued random variable√

n(Fn − FY ) converges stably to a zero mean L2(R, µ)-valued Gaussian
random variable G, with covariance function Q, given in Proposition 2.5.

We deduce that
√
n(Fn − FY ) satisfies the MDP in L2(R, µ), with the

good rate function

∀ f ∈ L2(R, µ), I(f) = sup
g∈L2(R,µ)

(< f, g >L2(R,µ) −
1
2
< g,Qg >L2(R,µ)).

�

2.5 Appendix

Lemma 2.5. Let (Uj)j≥0 be a sequence of positive reals such that U0 = 0
and Ui+j ≤ C̃1Ui + C̃2Uj. Let C = C̃1 + C̃2. Then,

1. For n, and r integers such that n ≥ 1, 2r−1 ≤ n < 2r, and p ≥ 1,

r−1∑
j=0

1
2j(p−1)

U2j ≤
C

(1− 2−p)

n−1∑
k=1

1
kp
Uk. (2.61)
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2. If
∑∞

k=1 k
−pUk <∞ for a p > 1, then

1
mp−1

∑
j≥1

1
jp
Ujm −→

m−→∞
0. (2.62)

In particular,
Um
mp−1

−→
m−→∞

0.

Proof of Lemma 2.5. Firstly, we prove (2.61). With this aim, we note that

UT ≤ C̃1Uk + C̃2UT−k,

so

(T + 1)UT ≤ C
T∑
k=0

Uk.

Thus, for n ≥ 2r−1, we get

r−1∑
j=0

U2j

2j(p−1)
≤ C

2r−1∑
k=1

Uk
∑
j:2j≥k

1
(2j + 1)2j(p−1)

≤ C

(1− 2−p)

n∑
k=1

Uk
kp
.

To prove (2.62), we write

1
mp−1

∞∑
j=1

Ujm
jp
≤ C

∞∑
k=1

Uk
∑

j:jm≥k

1
jp(jm+ 1)mp−1

≤ Ccp
∞∑
k=1

Uk
(k +m)p

−→
m→∞

0,

by the Fatou lemma since Uk(k+m)−p ↓ 0 as m→∞. Here, cp is a positive
constant depending on p. �
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Chapter 3

An Empirical Central Limit
Theorem in L1 for stationary
sequences

In this chapter, we derive asymptotic results for the L1-Wasserstein dis-
tance between the distribution function and the corresponding empirical
distribution function of a stationary sequence. Next, we give some applica-
tions to dynamical systems and causal linear processes. To prove our main
result, we give a Central Limit Theorem for ergodic stationary sequences of
random variables with values in L1. The conditions obtained are expressed
in terms of projective-type conditions. The main tools are martingale ap-
proximations. The content of this part is based on a paper, published in
Stochastic Processes and their Applications [18].

3.1 Introduction

The Kantorovich or L1-Wasserstein distance between two probability
measures P1 and P2 on R with finite mean, is defined by

d1(P1, P2) := inf
{∫
|x− y| dν(x, y) : ν ∈ P(R2) with marginals P1, P2

}
,

where P(R2) is the space of probability measures on R2.
Let Λ1 be the space of 1-Lipschitz functions. It is well known that d1
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can also be written as follows:

d1(P1, P2) =
∫
|F2(t)− F1(t)| dt = sup

f∈Λ1

∣∣∣ ∫ fdP1 −
∫
fdP2

∣∣∣,
where F1 (respectively F2) is the distribution function of P1 (respectively of
P2).

Let (Xi)i∈Z be a stationary sequence of real-valued random variables. In
this chapter, we are concerned with the Central Limit Theorem (CLT) for
the L1-Wasserstein distance, defined by∫

R
|Fn(t)− FX(t)| dt, (3.1)

where FX is the common distribution function of the variables Xi, and Fn
is the corresponding empirical distribution function (see Section 3.3).

In the literature, several previous works on the Kantorovich or L1-
Wasserstein distance, have already been done, for a sequence of i.i.d. random
variables X = (Xi)i∈Z (see for instance del Barrio, Giné and Matrán [6]).
Recall that if X has the distribution function FX , then the condition∫ ∞

−∞

√
FX(t)(1− FX(t)) dt <∞,

is equivalent to

Λ2,1(X) :=
∫ ∞

0

√
P(|X| > t) dt <∞.

In their Theorem 2.1, del Barrio, Giné and Matrán [6] prove that if (Xi)i∈Z
is i.i.d., then the processes

√
n(Fn − FX) converge in law in L1 to the

process {B(FX(t)), t ∈ R}, where B is a Brownian bridge, if and only if
Λ2,1(X) < ∞. Our main result extends Theorem 2.1 in del Barrio, Giné
and Matrán [6] to the case of stationary sequences, satisfying some appro-
priate dependence conditions.

Before giving the idea of the proof, let us introduce L1(µ) = L1(T, µ),
where µ is a σ-finite measure and T is a real interval, the Banach space of
µ-integrable real functions on T, with the norm ‖.‖1,µ, defined by ‖x‖1,µ =∫
T |x(t)|µ(dt). Let L∞(µ) be its dual space.

First, we give the Central Limit Theorem (CLT) for ergodic stationary
sequences of martingale differences in L1(µ) (see Section 3.4.1). Then, by
martingale approximation (see for instance Volný [61]), we derive a Central
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Limit Theorem for some ergodic stationary sequences of L1(µ)-valued ran-
dom variables satisfying some projective criteria. This result allows us to
get sufficient conditions to derive the asymptotic behavior of (3.1).

The chapter is organized as follows. In Section 3.2, we state our main
result. In Section 3.3, we derive the empirical Central Limit Theorem for
statistics of the type (3.1) for a large class of dependent sequences. In par-
ticular, the results apply to unbounded functions of expanding maps of the
interval, and to causal linear processes.

3.2 Central Limit Theorem for stationary sequences
in L1(µ)

From now, we assume that the ergodic stationary sequence (Xi)i∈Z of
centered random variables with values in L1(µ), is given by Xi = X0 ◦ Ti,
where T : Ω −→ Ω is a bijective bimeasurable transformation preserving
the probability P on (Ω,A). Let Sn =

∑n
j=1Xj , be the partial sums. For

a σ-algebra F0 of A, satisfying F0 ⊆ T−1(F0), let Fi = T−i(F0), F−∞ =⋂
n≥0F−n and F∞ =

∨
k∈ZFk.

Notation 3.1. For any integer p ≥ 1 and for any real-valued random vari-
able Y , we denote ‖.‖p, the Lp-norm defined by ‖Y ‖p = E(|Y |p)1/p, and
‖.‖∞ denotes the L∞-norm, that is the smallest u such that P(|Y | > u) = 0.

In the sequel, we identify the dual of L1(µ) with L∞(µ). More precisely,

Definition 3.1. If Z is an L1(µ)-valued random variable, then, for any
f ∈ L∞(µ), we denote f(Z) =

∫
T f(t)Z(t)µ(dt).

Moreover,

Definition 3.2. G is said to be an L1(µ)-valued Gaussian random variable
if for any f ∈ L∞(µ), f(G) is a real-valued Gaussian random variable,
and its covariance function, noted by ΦG, is defined by: for any (f, g) in
L∞(µ)× L∞(µ), ΦG(f, g) = E

(
f(G− E(G))g(G− E(G))

)
(see for instance

Araujo and Giné [5]).

Here is our main result:

Theorem 3.1. Assume that, for any real t, E(X0(t)|F−∞) = 0 almost
surely, X0(t) is F∞-measurable and∫

T
‖X0(t)‖2 µ(dt) <∞. (3.2)
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Let P0(X(t)) = E(X(t)|F0)− E(X(t)|F−1) and assume that∑
k∈Z

∫
T
‖P0(Xk(t))‖2 µ(dt) <∞. (3.3)

Then

n−1/2
n∑
i=1

X0 ◦ Ti −→
n→∞

G in law in L1(µ), (3.4)

where G is an L1(µ)-valued centered Gaussian random variable with covari-
ance function: for any (f, g) in L∞(µ)× L∞(µ),

ΦG(f, g) = E
(
f
(∑
k∈Z

P0(Xk)
)
g
(∑
k∈Z

P0(Xk)
))

=
∑
k∈Z

Cov(f(X0), g(Xk)).

(3.5)

As a consequence, we have

Corollary 3.1. Assume that (3.2) holds. Moreover, suppose that

∞∑
n=1

1√
n

∫
T
‖E(Xn(t) | F0)‖2 µ(dt) <∞ , (3.6)

and that
∞∑
n=1

1√
n

∫
T
‖X−n − E(X−n(t) | F0)‖2 µ(dt) <∞ . (3.7)

Then, the conclusion of Theorem 3.1 holds.

3.3 Applications to the empirical distribution func-
tion

Let Y = (Yi)i∈Z be a sequence of real-valued random variables. We de-
note their common distribution function by FY and by Fn the corresponding
empirical distribution function of Y :

∀ t ∈ R, Fn(t) =
1
n

n∑
i=1

1Yi≤t.

Let λ be the Lebesgue measure on R. If E(|Y1|) < ∞, the random
variable Xi(.) = {t 7→ 1Yi≤t − FY (t), t ∈ R} may be viewed as a centered
random variable with values in L1(λ).

Page 64



3.3. APPLICATIONS TO THE EMPIRICAL DISTRIBUTION FUNCTION

Notation 3.2. Let Z be a real-valued random variable and F a σ-algebra
of A. Let FZ|F be the conditional distribution function of Z given F .

With these notations, the following equalities are valid: for every k in Z,∫
T
‖P0(Xk(t))‖2 dt =

∫
T
‖FYk|F0

(t)− FYk|F−1
(t)‖2 dt, (3.8)

and
∫
T
‖E(Xk(t) | F0)‖2 dt =

∫
T
‖FYk|F0

(t)− FY (t)‖2 dt. (3.9)

3.3.1 Dependent sequences

As we shall see in this section, applying Corollary 3.1, we can derive
sufficient conditions for the convergence in L1(λ) of the process

√
n(Fn−FY ),

as soon as the sequence Y satisfies some weak dependence conditions. Set
F0 = σ(Yi, i ≤ 0). We first recall the following dependence coefficients as
defined in Dedecker and Prieur [27]: for any integer k ≥ 0,

φ̃(k) = sup
t∈R
‖P(Yk ≤ t | F0)− P(Yk ≤ t)‖∞ ,

and
α̃(k) = sup

t∈R
‖P(Yk ≤ t | F0)− P(Yk ≤ t)‖1 .

When the sequence Y is φ̃-dependent, the following result holds:

Proposition 3.1. Assume that

∑
k≥1

√
φ̃(k)
k

<∞ and
∫ ∞

0

√
P(|Y | > t) dt <∞, (3.10)

then {t 7→
√
n(Fn(t)−FY (t)), t ∈ R} converges in L1(λ), to an L1(λ)-valued

centered Gaussian random variable G, with covariance function: for any
(f, g) in L∞(λ)× L∞(λ),

ΦG(f, g) =
∫

R2

f(s)g(t)C(s, t) dt ds (3.11)

with
C(s, t) =

∑
k∈Z

(P(Y0 ≤ s, Yk ≤ t)− FY (s)FY (t)).
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Remark 3.1. Proposition 3.1 is also true with the φ-mixing coefficient of
Ibragimov [41], defined by

φ(k) := φ(F0, σ(Xk)) = sup
A∈B(R)

‖E(1Xk∈A|F0)− E(1Xk∈A)‖∞.

φ̃ is weaker than φ because we consider only the coarser set {]−∞, t], t ∈ R},
instead of B(R). Notice that this result contains the i.i.d. case, developed in
del Barrio, Giné and Matrán [6].

Before giving sufficient conditions when the sequence Y is α̃-dependent,
we first recall the following definition:

Definition 3.3. For any nonnegative and integrable random variable Y ,
define the quantile function QY of Y , that is the cadlag inverse of the tail
function x→ P(Y > x).

Proposition 3.2. Assume that

∑
k≥1

1√
k

∫ α̃(k)

0

Q|Y |(u)
√
u

du <∞, (3.12)

then the conclusion of Proposition 3.1 holds.

Remark 3.2. Notice that Proposition 3.2 is also true with strong α-mixing
coefficients of Rosenblatt [58], defined by

α(k) := α(F0, σ(Xk)) = sup
A∈B(R)

‖E(1Xk∈A|F0)− E(1Xk∈A)‖1.

α̃ is weaker than α because we consider only the coarser set {]−∞, t], t ∈ R},
instead of B(R). Notice also that (3.12) is equivalent to

∑
k≥1

1√
k

∫ ∞
0

√
α̃(k) ∧

√
P(|Y | > t) dt <∞. (3.13)

3.3.1.1 Application to expanding maps.

Let T be a map from [0, 1] to [0, 1] preserving a probability µ on [0, 1].
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Recall that the Perron-Frobenius operator K from L1(µ) to L1(µ) is defined
via the equality: for any h ∈ L1(µ) and f ∈ L∞(µ),∫ 1

0
(Kh)(x)f(x)µ(dx) =

∫ 1

0
h(x)(f ◦ T )(x)µ(dx).

Here we are interested by giving sufficient conditions for the convergence in
L1(λ) of the empirical distribution function associated to FY , where λ is the
Lebesgue measure, and the random variables (Yi)i∈Z are defined as follows:
for a given measurable function f , let

Yk = f ◦ T k . (3.14)

In fact since on the probability space ([0, 1], µ), the random variable (T, T 2, ..., Tn)
is distributed as (Zn, Zn−1, ..., Z1), where (Zi)i≥0 is a stationary Markov
chain with invariant measure µ and transition kernel K (see Lemma XI.3
in Hennion and Hervé [38]), the convergence in L1(λ) of the empirical dis-
tribution function associated to FY is reduced to the convergence of the
empirical distribution function associated to Ff(Z).

In this section we consider two cases: first the case of a class of BV-
contracting maps and secondly the case of a class of intermittent maps.

a) The case of BV-contracting maps. Let BV be the class of bounded
variation functions from [0, 1] to R. For any h ∈ BV , denote by ‖dh‖ the
variation norm of the measure dh. A Markov kernel K is said to be BV -
contracting if there exist C > 0 and ρ ∈ [0, 1[ such that

‖dKn(h)‖ ≤ Cρn‖dh‖. (3.15)

A map T is then said to be BV-contracting if its Perron-Frobenius operator
K is BV-contracting (see for instance Dedecker and Prieur [27], for more
details and examples of maps which are BV-contracting).

In this case, the following result holds:

Corollary 3.2. If T is BV-contracting and f is piecewise monotonic (with
a finite number of branches) from ]0, 1[ to R satisfying

∫∞
0

√
λ(|f | > t) dt <

∞, then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yk)k∈Z
where Yk is defined by (3.14).

Remark 3.3. In the particular case when f is positive and non-increasing
on ]0, 1[, with f(x) ≤ Dx−a for some a > 0 and D a constant, we get that∫ ∞

0

√
λ(|f | > t) dt ≤ C2

∫ ∞
1

1
t1/(2a)

dt,
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where C2 is a constant. Consequently, Corollary 3.2 holds as soon as a < 1
2

holds.

b) Application to intermittent maps. For γ in ]0, 1[, we consider the inter-
mittent map Tγ from [0, 1] to [0, 1], studied for instance by Liverani, Saussol
and Vaienti [47], which is a modification of the Pomeau-Manneville map
[54]:

Tγ(x) =
{
x(1 + 2γxγ) if x ∈ [0, 1/2[

2x− 1 if x ∈ [1/2, 1].

We denote by νγ the unique Tγ-invariant probability measure on [0, 1] and
by Kγ the Perron-Frobenius operator of Tγ with respect to νγ . For these
maps, we obtain the following result:

Corollary 3.3. For γ in ]0, 1[, let Tγ be the intermittent map defined above
and f is piecewise monotonic (with a finite number of branches) from ]0, 1[
to R, satisfying ∑

k≥1

1√
k

∫ ∞
0

1

k
1−γ
2γ

∧
√
νγ(|f | > t) dt <∞, (3.16)

then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yk)k∈Z where
Yk is defined by (3.14).

Remark 3.4. In the particular case when f is positive and non-increasing
on ]0, 1[, with f(x) ≤ Dx−a for some a > 0 and gνγ the density of νγ such
that gνγ (x) ≤ Vγx−γ where Vγ is a constant, we can prove that (3.16) holds
as soon as a < 1

2−γ does (see Section 3.4.8). In his comment after Theorem
3, Gouëzel [34] proved that if f(x) = x−a, then n−1/2

∑n
k=1(f ◦ T iγ − νγ(f))

converges to a normal law if a < 1/2− γ, and that there is a convergence to
a stable law (with a different normalization) if a > 1/2 − γ. This example
shows that our condition is close to optimality.

3.3.2 Causal linear processes

We focus here on the stationary sequence

Yk =
∑
j≥0

ajεk−j , (3.17)

where (εi)i∈Z is a sequence of real-valued i.i.d. random variables in L2 and∑
j≥0 |aj | < +∞.

Page 68



3.3. APPLICATIONS TO THE EMPIRICAL DISTRIBUTION FUNCTION

Corollary 3.4. Assume that, ε0 has a density bounded by K and that |a0| 6=
0. Moreover, assume that∑

k≥0

∫ |ak|2
0

Q|Y0|(u)
√
u

du <∞. (3.18)

Then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yk)k∈Z where
Yk is defined by (3.17).

Remark 3.5. Since
∑

j≥0 |aj | <∞, (3.18) is true provided that

∑
k≥0

∫ |ak|2
0

Q|ε0|(u)
√
u

du <∞. (3.19)

Proof of Remark 3.5. By using Lemma 2.1 in Rio [57], page 35, we have
that ∫ |ak|2

0

Q|Y0|(u)
√
u

du ≤
(∑
j≥0

|aj |
) ∫ |ak|2

0

Q|ε0|(u)
√
u

du.

Consequently since
∑

j≥0 |aj | <∞, (3.18) is true provided that

∑
k∈Z

∫ |ak|2
0

Q|ε0|(u)
√
u

du <∞. (3.20)

�
As a consequence, we get the following result

Corollary 3.5. Assume either Item 1 or 2 below:

1. for some r > 2, the i.i.d. random variables (εi)i∈Z are in Lr and ε0

has a density bounded by K. In addition |a0| 6= 0 and∑
k≥0

(k + 1)1/(r−1)|ak|(r−2)/(r−1) <∞. (3.21)

2. for some r > 2,

∀ x > 0, P(|ε0| > x) ≤
( c
x

)r where c is a positive constant ,

and ε0 has a density bounded by K. In addition |a0| 6= 0 and∑
k≥0

|ak|1−2/r <∞. (3.22)
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Then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yk)k∈Z where
Yk is defined by (3.17).

3.4 Proofs

3.4.1 Central Limit Theorem for L1(µ)-valued martingale dif-
ferences

We extend to L1(µ)-valued martingale differences, a result of Jain [42],
which is, for a sequence of i.i.d. centered L1(µ)-valued random variablesX =
(Xi)i∈Z, the Central Limit Theorem holds if and only if

∫
T ‖X1(t)‖2 µ(dt) <

∞.

Theorem 3.2. Let (mi)i∈Z be a sequence of stationary ergodic martingale
differences with values in L1(µ) such that, for any i ∈ Z, mi = m0 ◦Ti. We
note Mn =

∑n
i=1mi. Assume that∫

T
‖m0(t)‖2 µ(dt) <∞. (3.23)

Then
Mn√
n
−→
n→∞

G in law in L1(µ), (3.24)

where G is an L1(µ)-valued centered Gaussian random variable with covari-
ance operator: for any f in L∞(µ), ΦG(f, f) = E(f2(m0)).

Proof of Theorem 3.2. Before giving the proof, we recall some notations and
definitions used in the proof.

Notation 3.3. Using the notations of Jain [42], we consider for any real
separable Banach space B and its dual B′,

WM2
0 = {ν probability measures on B:

∫
|f |2 dν <∞,

∫
f dν = 0, ∀ f ∈ B′}.

Definition 3.4. If ν ∈WM2
0 , its covariance kernel Φν is given by: for any

(f, g) in B′ × B′,

Φν(f, g) =
∫
fg dν.
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Definition 3.5. µ ∈ WM2
0 is pregaussian if there is a Gaussian measure

ν, such that Φν = Φµ.

By the classical Linderberg’s theorem for stationary ergodic martingale
differences in Billingsley [8], n−1/2f(Mn) converges in law to the centered
Gaussian random variable Z in R, with variance E(f2(m0)), for each f ∈
L∞(µ). Now, we have to prove that the sequence of the distributions of
n−1/2Mn is relatively compact. As L1(µ) is of cotype 2 (for a definition see
for instance Jain [42] or Ledoux and Talagrand p. 245 [46]), we use the same
approach as in the proof of Theorem 6.4 in de Acosta, Araujo and Giné [2].
By stationarity, it follows that

E
([
f
(Mn√

n

)]2)
=

1
n

n∑
i=1

E([f(mi)]2) = E([f(m0)]2).

By Theorem 11 in Jain [42], if (3.23) holds, then m0 is pregaussian, so there
exists an L1(µ)-valued centered Gaussian random variable G (or a Gaussian
measure γ on L1(µ)), with covariance operator ΦG, such that, for any f in
L∞(µ),

E([f(G)]2) = ΦG(f, f) = E([f(m0)]2).

By Theorem 5.6 in de Acosta, Araujo and Giné [2], every centered Gaussian
measure on L1(µ), is strongly Gaussian which means that there exist a
Hilbert space H, a continuous linear map M : H → L1(µ) and a tight
centered Gaussian measure ν on H such that γ = ν ◦M−1. Therefore, we
can apply Theorem 6.2 [2], with

K = {ξ a probability measure on L1(µ) such that
Φξ(f, f) ≤ Φγ(f, f), for all f ∈ L∞(µ)},

so K is relatively compact. We have proved that the sequence of the distri-
butions of n−1/2Mn is relatively compact. �

3.4.2 Proof of Theorem 3.1

Before giving the proof, we recall a notation used in the proof.

Notation 3.4. Pi is the projection operator from L2 to Ji where Ji is the
orthogonal of Hi−1 in Hi, where Hi is the space of Fi-measurable and square
integrable random variables.
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We construct the martingale

Mn =
n∑
i=1

m0 ◦ Ti,

where m0 =
∑

k∈Z P0(Xk). Notice that (m0 ◦Ti)i∈Z is a sequence of station-
ary ergodic martingale differences. By triangle inequality and by assumption
(3.3), ∫

T
‖m0(t)‖2 µ(dt) =

∫
T

∥∥∑
k∈Z

P0(Xk(t))
∥∥

2
µ(dt)

≤
∑
k∈Z

∫
T
‖P0(Xk(t))‖2 µ(dt) <∞.

Applying Theorem 3.2, we infer that

1√
n
Mn −→

n→∞
G in law in L1(µ),

where G is an L1(µ)-valued centered Gaussian random variable such that
ΦG(f, f) = E([f(m0)]2), for any f ∈ L∞(µ).

To conclude the proof, it suffices to prove that

lim
n−→∞

∫
T

∥∥∥Sn(t)√
n
− 1√

n

n∑
i=1

m0(t) ◦ Ti
∥∥∥

2
µ(dt) = 0. (3.25)

The proof is inspired by the proof of Theorem 1 in Dedecker, Merlevède and
Volný [26]. By triangle inequality,∫

T

∥∥∥Sn(t)√
n
− 1√

n

n∑
i=1

m0(t) ◦ Ti
∥∥∥

2
µ(dt)

=
∫
T

∥∥∥Sn(t)√
n
− E(Sn(t) | Fn)√

n
+

E(Sn(t) | Fn)√
n

+
E(Sn(t) | F0)√

n

− E(Sn(t) | F0)√
n

− 1√
n

n∑
i=1

m0(t) ◦ Ti
∥∥∥

2
µ(dt)

≤
∫
T

∥∥∥Sn(t)√
n
− E(Sn(t) | Fn)√

n

∥∥∥
2
µ(dt)

+
∫
T

∥∥∥E(Sn(t) | Fn)√
n

− E(Sn(t) | F0)√
n

− 1√
n

n∑
i=1

m0(t) ◦ Ti
∥∥∥

2
µ(dt)
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+
∫
T

∥∥∥E(Sn(t) | F0)√
n

∥∥∥
2
µ(dt). (3.26)

It suffices to prove that each term on the right-hand side of Inequality (3.26)
tends to 0, as n tends to infinity. Let us first control the second term. Since

E(Sn(t) | Fn)− E(Sn(t) | F0) =
n∑
i=1

n∑
k=1

Pi(Xk(t)),

it follows that, by stationarity and orthogonality,∫
T

∥∥∥E(Sn(t) | Fn)− E(Sn(t) | F0)√
n

− 1√
n

n∑
i=1

m0(t) ◦ Ti
∥∥∥

2
µ(dt)

=
∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ n∑
k=1

P0(Xk−i(t))−m0(t)
∥∥2

2
µ(dt)

=
∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ n−i∑
j=1−i

P0(Xj(t))−m0(t)
∥∥2

2
µ(dt)

≤
√

2
[ ∫

T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) +

∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt)

]
.

(3.27)

Splitting the sum on i of the first term on the right-hand side of Inequality
(3.27), we get that, for any positive integer N < n,∫

T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt)

=
∫
T

√√√√ 1
n

N∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
+

1
n

n∑
i=N+1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt)

≤
∫
T

√√√√ 1
n

N∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) +

∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=N+1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt).

Since∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=N+1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) ≤

∫
T

√
1
n

(n−N)
( ∑
j≤−N

‖P0(Xj(t))‖2
)2
µ(dt)
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≤
∫
T

(
∑
j≤−N

‖P0(Xj(t))‖2)µ(dt)

≤
∑
j≤−N

∫
T
‖P0(Xj(t))‖2 µ(dt),

we infer by (3.3) that

lim
N→∞

lim sup
n→∞

∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=N+1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))‖22 µ(dt) = 0 .

Moreover, the monotone convergence theorem entails that∫
T

√√√√ 1
n

N∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) ≤ 1√

n

∫
T

N∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥

2
µ(dt)

≤ 1√
n

∫
T
N
∑
j≤−1

∥∥P0(Xj(t))
∥∥

2
µ(dt)

≤ 1√
n
N
∑
j∈Z

∫
T
‖P0(Xj(t))‖2 µ(dt).

Hence, for any positive integer N ,

lim
n→∞

∫
T

√√√√ 1
n

N∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) = 0.

Whence

lim
n→∞

∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ ∑
j≤−i

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) = 0.

In the same way, splitting the sum on i of the second term on the right-hand
side of Inequality (3.27), we derive that∫

T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt)

=
∫
T

√√√√ 1
n

n−N∑
i=1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
+

1
n

n∑
i=n−N+1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt)
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≤
∫
T

√√√√ 1
n

n−N∑
i=1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) +

∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=n−N+1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt).

Since∫
T

√√√√ 1
n

n−N∑
i=1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) ≤

∫
T

√
(n−N)

n

( ∑
j≥N+1

‖P0(Xj(t))‖2
)
µ(dt)

≤
∑

j≥N+1

∫
T
‖P0(Xj(t))‖2 µ(dt),

and∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=n−N+1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) ≤

∫
T

1√
n

n∑
i=n−N+1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥

2
µ(dt)

≤ N√
n

∫
T

∑
j∈Z
‖P0(Xj(t))‖2 µ(dt),

we deduce by (3.3), that

lim
n→∞

∫
T

√√√√ 1
n

n∑
i=1

∥∥ ∑
j≥n−i+1

P0(Xj(t))
∥∥2

2
µ(dt) = 0.

Consequently, we derive that

lim
n→∞

∫
T

∥∥∥E(Sn(t)√
n

∣∣∣Fn)− E
(Sn(t)√

n

∣∣∣F0

)
− 1√

n

n∑
i=1

m0(t) ◦ Ti
∥∥∥

2
µ(dt) = 0.

(3.28)
To prove that the last term of Inequality (3.26) tends to 0 as n tends to
infinity, we first write that∫
T

∥∥∥E(Sn(t)√
n

∣∣∣F0

)∥∥∥
2
µ(dt) ≤ 1√

n

∫
T

∥∥ N∑
k=1

E(Xk(t) | F0)
∥∥

2
µ(dt)

+
1√
n

∫
T

∥∥ n∑
k=N+1

E(Xk(t) | F0)
∥∥

2
µ(dt).

By orthogonality,∥∥ n∑
k=N+1

E(Xk(t) | F0)
∥∥2

2
=

n∑
k=N+1

n∑
l=N+1

E(E(Xk(t) | F0)E(Xl(t) | F0))
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=
n∑

k=N+1

n∑
l=N+1

E
( ∞∑
m=0

P−m(Xk(t))P−m(Xl(t))
)
.

Using Cauchy-Schwarz inequality and stationarity, it follows that

1
n

∥∥ n∑
k=N+1

E(Xk(t) | F0)
∥∥2

2
≤ 1

n

∞∑
m=0

n+m∑
k=N+m+1

n+m∑
l=N+1+m

‖P0(Xk(t))‖2‖P0(Xl(t))‖2

≤
( ∞∑
k=N+1

‖P0(Xk(t))‖2
)2
.

Consequently

1√
n

∫
T

∥∥ n∑
k=N+1

E(Xk(t) | F0)
∥∥

2
µ(dt) ≤

∞∑
k=N+1

∫
T
‖P0(Xk(t))‖2 µ(dt) ,

and by (3.3), it follows that

lim
N→∞

lim sup
n→∞

1√
n

∫
T

∥∥ n∑
k=N+1

E(Xk(t) | F0)
∥∥

2
µ(dt) = 0. (3.29)

On the other hand, by stationarity,

∥∥ N∑
k=1

E(Xk(t) | F0)
∥∥

2
=

∥∥ N∑
k=1

∑
i∈Z

E(Pi(Xk(t)) | F0)
∥∥

2

≤
N∑
k=1

(∑
i∈Z
‖Pi(Xk(t))‖2

)
≤ N

∑
i∈Z
‖P0(Xi(t))‖2 .

Hence by (3.3), we get that

lim
n→∞

1√
n

∫
T

∥∥ N∑
k=1

E(Xk(t) | F0)
∥∥

2
µ(dt) = 0 . (3.30)

Therefore, (3.29) and (3.30) imply that

lim
n→∞

∫
T

∥∥∥E(Sn(t)√
n

∣∣∣F0

)∥∥∥
2
µ(dt) = 0. (3.31)
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To prove that the first term of Inequality (3.26) tends to 0 as n tends to
infinity, we write that∫
T

∥∥∥Sn(t)√
n
− E

(Sn(t)√
n

∣∣∣Fn)∥∥∥
2
µ(dt) ≤ 1√

n

∫
T

∥∥∥ n−N∑
k=1

[Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥

2
µ(dt)

+
1√
n

∫
T

∥∥∥ n∑
k=n−N+1

[Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥

2
µ(dt).

By orthogonality,

∥∥ n−N∑
k=1

[Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)]
∥∥2

2

=
n−N∑
k=1

n−N∑
l=1

E([Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)][Xl(t)− E(Xl(t) | Fn)])

=
n−N∑
k=1

n−N∑
l=1

E
( ∞∑
m=n+1

Pm(Xk(t))Pm(Xl(t))
)
.

Consequently by using Cauchy-Schwarz inequality and stationarity,

1
n

∥∥∥ n−N∑
k=1

[Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥2

2
≤ 1

n

∞∑
m=n+1

n−N−m∑
k=1−m

n−N−m∑
l=1−m

‖P0(Xk(t))‖2‖P0(Xl(t))‖2

≤
(−(N+1)∑
k=−∞

‖P0(Xk(t))‖2
)2
.

Hence we get

1√
n

∫
T

∥∥∥ n−N∑
k=1

[Xk(t)−E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥

2
µ(dt) ≤

−(N+1)∑
k=−∞

∫
T
‖P0(Xk(t))‖2 µ(dt),

and by (3.3), it follows that

lim
N→∞

lim sup
n→∞

1√
n

∫
T

∥∥∥ n−N∑
k=1

[Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥

2
µ(dt) = 0. (3.32)

Also by stationarity,∥∥∥ n∑
k=n−N+1

[Xk(t)− E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥

2
=

∥∥∥ n∑
k=n−N+1

∞∑
m=n+1

Pm(Xk(t))
∥∥∥

2

Page 77



CHAPTER 3. AN EMPIRICAL CENTRAL LIMIT THEOREM IN L1

≤
n∑

k=n−N+1

( ∑
m∈Z
‖Pm(Xk(t))‖2

)
≤ N

∑
i∈Z
‖P0(Xi(t))‖2 .

Hence

1√
n

∫
T

∥∥∥ n∑
k=n−N+1

[Xk(t)−E(Xk(t) | Fn)]
∥∥∥

2
µ(dt) ≤ N√

n

∑
i∈Z

∫
T
‖P0(Xi(t))‖2 µ(dt).

(3.33)
Therefore, (3.32) and (3.33) imply that

lim
n→∞

∫
T

∥∥∥Sn(t)√
n
− E

(Sn(t)√
n

∣∣∣Fn)∥∥∥
2
µ(dt) = 0. (3.34)

By (3.28), (3.31) and (3.34), it follows that (3.25) holds. Consequently,
n−1/2Sn converges in law in L1(µ) to an L1(µ)-valued centered Gaussian
random variable with covariance operator, for any f ∈ L∞(µ),

ΦG(f, f) = E
(
f2(m0)

)
= E

((
f
(∑
k∈Z

P0(Xk)
))2)

.

To conclude, we prove that, for any (f, g) in L∞(µ)× L∞(µ),∑
k∈Z
|Cov(f(X0), g(Xk))| <∞, (3.35)

and
ΦG(f, g) =

∑
k∈Z

Cov(f(X0), g(Xk)). (3.36)

Clearly, it suffices to prove it for f = g. In that case, by using Corollary 1
in Dedecker, Merlevède and Volný [26], we know that (3.35) and (3.36) hold
as soon as ∑

k∈Z
‖P0(f(Xk))‖2 <∞. (3.37)

As f is a linear form on L1(µ) then f belongs to L∞(µ). It follows that

‖P0(f(Xk))‖2 = ‖f(P0(Xk))‖2 ≤ C(f)
∥∥∥∫

T
|P0(Xk)(t)|µ(dt)

∥∥∥
2

≤ C(f)
∫
T
‖P0(Xk)(t)‖2 µ(dt),

where C(f) is a constant depending on f . Consequently, (3.37) holds as
soon as (3.3) holds. This entails that (3.36) follows. �
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3.4.3 Proof of Corollary 3.1

We prove Corollary 3.1 with the same arguments as in the end of the
proof of Corollary 2 in Peligrad and Utev [51].

By stationarity and orthogonality, for all k in Z, we have

‖E(Xk(t) | F0)‖22 =
∥∥∥ 0∑
j=−∞

Pj(Xk(t))
∥∥∥2

2
=
∞∑
j=k

‖P−j(X0(t))‖22

and

‖X−k(t)−E(X−k(t) | F0)‖22 =
∥∥∥ ∞∑
j=1

Pj(X−k(t))
∥∥∥2

2
=
∞∑
j=1

‖Pj(X−k(t))‖22 =
∞∑

j=k+1

‖Pj(X0(t))‖22.

Now, applying Lemma A.2 in Peligrad and Utev [51], to ai := ‖P−i(X0(t))‖2,
it follows

∞∑
i=1

‖P−i(X0(t))‖2 ≤ 3
∞∑
n=1

n−1/2
( ∞∑
i=n

‖P−i(X0(t))‖22
)1/2

≤ 3
∞∑
n=1

n−1/2‖E(Xn(t) | F0)‖2, (3.38)

and then to ai := ‖Pi(X0(t))‖2,
∞∑
i=1

‖Pi(X0(t))‖2 ≤ 3
∞∑
n=1

n−1/2
( ∞∑
i=n

‖Pi(X0(t))‖22
)1/2

≤ 3
∞∑
n=1

n−1/2‖X−(n−1)(t)− E(X−(n−1)(t)|F0)‖2

≤ 3
∞∑
n=0

(n+ 1)−1/2‖X−n(t)− E(X−n(t)|F0)‖2

≤ 3‖X0(t)− E(X0(t)|F0)‖2 + 3
∞∑
n=1

n−1/2‖X−n(t)− E(X−n(t)|F0)‖2

≤ 3
∞∑
n=1

n−1/2‖X−n(t)− E(X−n(t) | F0)‖2 + 6‖X0(t)‖2. (3.39)

Therefore, by (3.38) and (3.39), we deduce that∑
k∈Z
‖P0(Xk(t))‖2 =

∞∑
k=1

‖P−k(X0(t))‖2 +
∞∑
k=1

‖Pk(X0(t))‖2 + ‖P0(X0(t))‖2
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≤ 3
∞∑
n=1

n−1/2
( ∞∑
i=n

‖P−i(X0(t))‖22
)1/2

+3
∞∑
n=1

n−1/2
( ∞∑
i=n

‖Pi(X0(t))‖22
)1/2

+ ‖P0(X0(t))‖2

≤ 3
[ ∞∑
n=1

n−1/2‖E(Xn(t) | F0)‖2 +
∞∑
n=1

n−1/2‖X−n(t)− E(X−n(t) | F0)‖2
]

+8‖X0(t)‖2.

Consequently, (3.6) and (3.7) imply (3.3). �

3.4.4 Proof of Proposition 3.1

We apply Corollary 3.1 to the random variables Xi(.) = {t 7→ 1Yi≤t −
FY (t), t ∈ R}.
Let

Z(t) =
FYk|F0

(t)− FY (t)
‖FYk|F0

(t)− FY (t)‖2
.

Obviously,

∀ t ∈ R, ‖E(Xk(t) | F0)‖2 ≤ ‖Xk(t)‖2 ≤
√
FY (t)(1− FY (t)). (3.40)

By Proposition 2.1 in Dedecker [20] and by (3.40), for any k in Z, we derive

‖FYk|F0
(t)− FY (t)‖2 = E

( FYk|F0
(t)− FY (t)

‖FYk|F0
(t)− FY (t)‖2

(FYk|F0
(t)− FY (t))

)
= Cov(Z(t), Xk(t))

≤ 2‖Z(t)‖2‖Xk(t)‖2
√
φ̃(k)

≤ 2
√
FY (t)(1− FY (t))

√
φ̃(k).

Consequently, we deduce that (3.6) holds as soon as (3.10) holds.
To end the proof, it remains to prove (3.11). Clearly, as (f, g) in L∞(λ)×

L∞(λ), and
∫

R ‖1Y0≤s−FY (s)‖2 ds <∞ (deduced by (3.10)), Fubini entails
that for any k ∈ Z,

Cov(f(X0), g(Xk)) =
∫

R2

f(t)g(s)Cov(1Y0≤t − FY (t),1Yk≤s − FY (s)) dt ds.
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Via Cauchy-Schwarz inequality and the monotone convergence theorem,∑
k∈Z

∫
R2

|f(t)||g(s)||Cov(1Y0≤t − FY (t),1Yk≤s − FY (s))| dt ds

≤C(f)C(g)
∑
k∈Z

∫
R2

∣∣∣ ∞∑
i=−∞

E(Pi(1Y0≤t)Pi(1Yk≤s))
∣∣∣ dt ds

≤C(f)C(g)
∫

R2

∑
k∈Z

∑
i∈Z
‖P0(1Yi≤t)‖2‖P0(1Yk+i≤s)‖2 dt ds

≤C(f)C(g)
(∑
k∈Z

∫
R
‖P0(1Yk≤s)‖2 ds

)(∑
k∈Z

∫
R
‖P0(1Yk≤t)‖2 dt

)
<∞,

where C(f) (respectively C(g)) is a constant depending on f (respectively
g). Indeed, by using the proof of Corollary 3.1 and (3.10), it follows that∑

k∈Z

∫
R
‖P0(1Yk≤t)‖2 dt <∞.

Therefore, we can still apply Fubini, for any (f, g) in L∞(λ)× L∞(λ),∑
k∈Z

Cov(f(X0), g(Xk)) =
∑
k∈Z

∫
R2

f(t)g(s)Cov(1Y0≤t − FY (t),1Yk≤s − FY (s)) dt ds

=
∫

R2

f(t)g(s)
∑
k∈Z

Cov(1Y0≤t − FY (t),1Yk≤s − FY (s)) dt ds

=
∫

R2

f(t)g(s)
∑
k∈Z

(P(Y0 ≤ t, Yk ≤ s)− FY (t)FY (s)) dt ds.

(3.5) entails that (3.11) follows. �

3.4.5 Proof of Proposition 3.2

We apply Corollary 3.1 to the random variables Xi(.) = {t 7→ 1Yi≤t −
FY (t), t ∈ R}.

By Hölder’s inequality for any k ≥ 0, we get

‖E(Xk(t) | F0)‖2 = ‖E(1Yk≤t | F0)− P(Yk ≤ t)‖2

≤
√
‖E(1Yk≤t | F0)− P(Yk ≤ t)‖1

√
‖E(1Yk≤t | F0)− P(Yk ≤ t)‖∞
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≤
√
α̃(k). (3.41)

Using (3.40) and (3.41),∫ ∞
−∞
‖E(Xk(t) | F0)‖2 dt ≤

∫
R

√
α̃(k) ∧

√
FY (t)(1− FY (t)) dt

≤
∫ ∞

0

√
α̃(k) ∧

√
1− FY (t) dt+

∫ 0

−∞

√
α̃(k) ∧

√
FY (t) dt

≤
∫ ∞

0

√
α̃(k) ∧

√
P(|Y | > t) dt.

Notice that√
α̃(k) ∧

√
P(|Y | > t) =

∫ 1

0
1
u≤
√

P(|Y |>t)1u≤
√
α̃(k)

du

=
∫ √α̃(k)

0
1u2≤P(|Y |>t) du

=
∫ √α̃(k)

0
1Q|Y |(u2)≥t du.

By Fubini and by a change of variable, we derive∫ +∞

0

√
α̃(k) ∧

√
P(|Y | > t) dt =

∫ ∞
0

(∫ 1

0
1
u≤
√

P(|Y |>t)1u≤
√
α̃(k)

du
)
dt

=
∫ √α̃(k)

0

(∫ ∞
0

1Q|Y |(u2)≥t dt
)
du

=
∫ √α̃(k)

0
Q|Y |(u

2) du =
1
2

∫ α̃(k)

0

Q|Y |(u)
√
u

du.

We deduce that (3.12) implies (3.6). The CLT holds, by applying Corollary
3.1. �

3.4.6 Proof of Corollary 3.2

Recall that to prove the convergence for the empirical distribution func-
tion of Y where (Yk)k∈Z is defined by (3.14), it suffices to show the conver-
gence in L1(λ) of the empirical distribution function of f(Z) where (Zi)i∈Z is
the stationary Markov chain with transition kernel K. Hence we shall prove
that f(Z) satisfies the conditions of Proposition 3.1. Since f is piecewise
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monotonic with a finite number of branches, say N , then f−1(] −∞, t]) is
the union of N disjoints sets, which are either an interval or the complement
of an interval. Consequently,

φ̃(F0, f(Zk)) ≤ 2Nφ̃(F0, Zk).

In addition, Dedecker and Prieur [27] proved that if (3.15) holds then

φ̃(F0, Zk) ≤ C1ρ
k,

with C1 a positive constant. This entails that (3.10) holds. �

3.4.7 Proof of Corollary 3.3

Proceeding as the beginning of the proof of Corollary 3.2, we have this
time to bound α̃(F0, f(Zk)). Once again, since f is piecewise monotonic
with a finite number of branches, say N , then f−1(] − ∞, t]) is the union
of N disjoints sets, which are either an interval or the complement of an
interval implying that

α̃(F0, f(Zk)) ≤ 2Nα̃(F0, Zk).

Recently, Dedecker, Gouëzel and Merlevède [22] proved in Proposition 1.12,
that there exists a constant Cγ , such that, for any positive integer k,

α̃(F0, Zk) ≤
Cγ

(k + 1)
1−γ
γ

. (3.42)

It follows that∫ ∞
0

√
α̃(k) ∧

√
νγ(|f | > t) dt ≤

√
2N
∫ ∞

0

√
Cγ

(k + 1)
1−γ
2γ

∧
√
νγ(|f | > t) dt.

Consequently, (3.13) holds as soon as (3.16) holds. �

3.4.8 Proof of Remark 3.4

Since the density gνγ of νγ is such that gνγ (x) ≤ Vγx−γ , we infer that

νγ(f > t) ≤ D
1−γ
a Vγ

1− γ
t−

1−γ
a , (3.43)
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where D and Vγ are positive constants. By Fubini and (3.43), we then get
that∫ +∞

0
k
− 1−γ

2γ ∧
√
νγ(|f | > t) dt =

∫ ∞
0

(∫ 1

0
1
u≤
√
νγ(|f |>t)1u≤k−

1−γ
2γ

du
)
dt

≤ K(γ, a)k
(
− (1−γ)

2γ

)(
− 2a

1−γ+1
)
,

where K(γ, a) is a constant.
Consequently, (3.16) holds as soon as a < 1

2 − γ does. �

3.4.9 Proof of Corollary 3.4

We apply Theorem 3.1 to the random variables Xk(t) = {t 7→ 1Yk≤t −
FY (t)}. Let Mi = σ(εk, k ≤ i). By the proof of Lemma 6 in Dedecker and
Merlevède [24],

‖FYk|M0
(t)− FYk|M−1

(t)‖2 ≤ K | a0 |−1| ak | ‖ε1 − ε0‖2. (3.44)

Moreover, we have

‖FYk|M0
(t)− FYk|M−1

(t)‖2 ≤ ‖FYk|M0
(t)− FY (t)‖2 + ‖FYk|M−1

(t)− FY (t)‖2
≤ 2

√
FY (t)(1− FY (t)).

We deduce that (3.3) holds as soon as∑
k∈Z

∫ ∞
0

(K | a0 |−1| ak | ‖ε1 − ε0‖2) ∧ (2
√

P(|Yk| > t)) dt <∞,

and it may be reduced to

∑
k∈Z

∫ ∞
0
| ak | ∧

√
P(|Yk| > t) dt <∞⇔

∑
k∈Z

∫ |ak|2
0

Q|Yk|(u)
√
u

du <∞.

Now, from Theorem 3.1, we infer that
√
n(Fn − FY ) converges in law to an

L1(λ)-valued centered Gaussian random variable G, with covariance func-
tion ΦG defined by (3.11). �
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3.4.10 Proof of Corollary 3.5

3.4.10.1 Proof of Item 1 of Corollary 3.5

To apply Corollary 3.4, it suffices to prove (3.19).
Firstly, recall that, if U is a uniform random variable on [0, 1], Q2

|ε0|(U)
and |ε0|2 have the same law.

We proceed as in Rio [57] p. 15. By Hölder’s inequality on [0, 1], it
follows that∑
k≥0

∫ |ak|2
0

Q|ε0|(u)
√
u

du =
∫ 1

0
Q|ε0|(u)

(∑
k≥0 1{u≤|ak|2}√

u

)
du

≤
(∫ 1

0
Q|ε0|(u)r du

)1/r(∫ 1

0

(∑
k≥0 1{u≤|ak|2}√

u

)r/(r−1)
du
)(r−1)/r

.

Using the same notations as in Dedecker and Doukhan [21], let

δ−1(u) =
∑
k≥0

1{u≤|ak|2} and f(x) = xr/(r−1).

We infer that

f(δ−1) =
∞∑
j=0

(f(j + 1)− f(j))1{u≤|aj |2}

=
∞∑
j=0

((j + 1)r/(r−1) − jr/(r−1))1{u≤|aj |2}.

Set Cr = r
r−1 . Since (j+ 1)r/(r−1)− jr/(r−1) ≤ Cr(j+ 1)1/(r−1), (3.19) holds

as soon as ∫ 1

0

∑
j≥0

(j + 1)1/(r−1)
1{u≤|aj |2}

u
r

2(r−1)

du <∞ ,

which is true provided that∑
j≥0

(j + 1)1/(r−1)|aj |
r−2
r−1 <∞.

�
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3.4.10.2 Proof of Item 2 of Corollary 3.5

We apply Corollary 3.4, so it suffices to prove (3.19).
Notice that, the quantile function Q|ε0|, here, is dominated by cu−1/r.

Thus, we derive ∫ |ak|2
0

Q|ε0|(u)
√
u

du ≤
∫ |ak|2

0

c

u1/2+1/r
du

≤ c
2r
r − 2

|ak|1−2/r.

Consequently, (3.19) holds as soon as (3.22) does. �
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Chapter 4

Estimation de la densité
spectrale

4.1 Introduction et Notations

Supposons que nous disposons d’une suite strictement stationnaire de
variables aléatoires réelles (Xi)i∈Z à valeurs dans L2 et de moyenne µ. Cette
suite est construite de la manière suivante, Xi = X0 ◦Ti, où T : Ω −→ Ω est
une transformation bijective bimesurable conservant la mesure de probabilité
P sur (Ω,A). Un élément A de A est dit invariant par T, si T(A) = A. En
notant I la tribu des éléments invariants par T, nous supposons que la
probabilité P est ergodique, c’est-à-dire que si A ∈ I, alors P(A) = 0 ou 1.

Avant de donner les motivations de notre travail, nous avons besoin de
quelques notations. En considérant F0, une sous-tribu satisfaisant F0 ⊆
T−1(F0), posons Fi = T−i(F0). Définissons également F−∞ =

⋂
k∈Z
Fk et

F∞ =
∨
k∈Z
Fk. Une variable aléatoire X0 sera dite régulière si E(X0|F−∞) = 0

presque sûrement, et X0 est F∞-mesurable. De plus, nous définissons, pour
tout i ∈ Z, l’opérateur de projection Pi sur L2, par

Pi(X) = E(X|Fi)− E(X|Fi−1).

Pour une variable aléatoire réelle Y , nous noterons par ‖Y ‖p la norme Lp et
‖Y ‖∞ est la L∞-norme c’est-à-dire le plus petit réel u tel que P(|Y | > u) = 0.
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Concernant le comportement asymptotique de la suite des sommes par-
tielles notées Sn =

∑n
i=1Xi, Heyde [39] (cf Hannan [37] pour le cas adapté)

a montré que si X0 est régulière et∑
k∈Z
‖P0(Xk)‖2 <∞, (4.1)

alors
Sn − nµ√

n
−→
n→∞

N
(
0,
∑
k∈Z

Cov(X0, Xk)
)

en loi. (4.2)

Notons que (4.1) entrâıne que
∑

k∈Z |Cov(X0, Xk)| <∞ (cf Dedecker, Mer-
levède et Volný [26]).

Pour obtenir des intervalles de confiance asymptotiques pour la moyenne,
en utilisant le Théorème Limite Central, il nous faut donc un estimateur de
la série des covariances.

Définissons la densité spectrale,

f(θ) =
1

2π

∑
k∈Z

Cov(X0, Xk)eikθ, θ ∈ [−π, π]. (4.3)

Celle-ci en θ = 0 et à un facteur 2π près, correspond exactement à la série
des covariances. Nous étudierons ainsi, plus généralement, l’estimation de la
densité spectrale, qui existe et est continue sous (4.1).

En pratique, seules les données X1, X2, ..., Xn sont connues, on utilise
donc un estimateur naturel de la covariance Cov(X0, Xk) donné par

γ̂k :=
1
n

n−|k|∑
j=1

(Xj − X̄n)(Xj+|k| − X̄n), 0 ≤ |k| ≤ (n− 1), (4.4)

avec X̄n = n−1
∑n

j=1Xj .
Pour estimer la densité spectrale, on utilisera l’estimateur lissé, introduit

par Bartlett [7], et défini par

fn(θ) =
1

2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂ke

ikθ, θ ∈ [−π, π], (4.5)

avec cn une suite d’entiers positifs telle que cn → ∞ et cn/n → 0 quand
n → ∞. Nous supposons que K vérifie K(x) = 1 pour tout réel |x| ≤ 1,
K(x) = 2− |x| pour tout réel 1 ≤ |x| ≤ 2, sinon K(x) = 0.

Dans la littérature, de nombreux articles et livres ont traité des pro-
priétés de cet estimateur sous des conditions plus ou moins restrictives sur
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le processus (Xi)i∈Z (Anderson [3], Brillinger [15], Brockwell and Davis [16],
Hannan [36], Priestley [55], ...). Anderson [3] suppose ainsi que les (Xk)k∈Z
ont des moments d’ordre 4, et que la somme des cumulants d’ordre au plus 4
est finie. En rajoutant des hypothèses sur le noyau de convergence, il obtient
une estimation de l’erreur quadratique entre l’estimateur lissé et la densité
spectrale, ainsi qu’une vitesse de convergence. Rosenblatt [59] considère des
processus α-mélangeants et suppose que les sommes des cumulants d’ordre
2 sont finies. Blanke et Merlevède [9] modifient l’estimateur lissé en tra-
vaillant sur un estimateur lissé tronqué, toujours dans le cas d’un processus
α-mélangeant et ayant des moments d’ordre 2. Elles donnent, sous ces hy-
pothèses, l’erreur quadratique ainsi qu’une vitesse de convergence. Hannan
[36] travaille sur des processus linéaires et suppose que F−∞ est triviale,
ce qui entrâıne des conditions de dépendances faibles. Shao et Wu [60] re-
gardent des processus non linéaires, avec une condition de dépendance faible
sur le processus (Xi)i∈Z qui implique la décroissance géométrique des cova-
riances du processus.

Notre objectif est le suivant : montrer que sous des conditions adéquates
sur cn, l’estimateur lissé (4.5) converge vers f(θ) sous les mêmes hypothèses
que celles données par Heyde [39] (cf Hannan [37] pour le cas adapté) pour
que le Théorème Limite Central ait lieu.

Les conditions introduites par Hannan [37] sont très bien adaptées pour
l’analyse des séries temporelles et permettent de considérer aussi bien des
suites mélangeantes que des différences de martingales.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la Section 4.2, nous établissons
la consistance de l’estimateur lissé. En application, nous obtenons des régions
de confiance pour les paramètres dans un modèle de régression paramétrique
(Section 4.3) que nous illustrons dans la Section 4.4 par des simulations. La
Section 4.5 est consacrée aux preuves.

4.2 Résultats principaux

Donnons notre résultat principal sur la consistance de l’estimateur lissé
fn(θ) dans L1 :

Théorème 4.1. Supposons que X0 est régulière et que (4.1) est vérifiée.
Supposons de plus que

cnE
(
|X0|2

(
1 ∧ cn

n
|X0|2

))
−→
n→∞

0. (4.6)
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Alors
fn(θ) −→

n→∞
f(θ) dans L1. (4.7)

Remarques 4.1.

1. Si X0 est dans L2, alors il existe cn →∞ tel que (4.6) ait lieu.

2. Supposons que la variable aléatoire X0 est telle que E(|X0|δ+2) < ∞
avec δ ∈]0, 2]. Puisque pour tout réel x, 1 ∧ |x|2 ≤ |x|δ, il vient que

cnE
(
|X0|2

(
1∧ cn

n
|X0|2

))
≤ cnE

(
|X0|2

c
δ/2
n

nδ/2
|X0|δ

)
≤ c

1+δ/2
n

nδ/2
E(|X0|δ+2).

Donc nous devons choisir cn tel que c
1+δ/2
n

nδ/2
−→
n→∞

0.
En particulier, si la variable aléatoire X0 admet un moment d’ordre
4, alors la condition sur cn est c2n

n −→n→∞ 0.

3. En utilisant le Corollaire 2 de Peligrad et Utev [51], la condition (4.1)
est également satisfaite dès que

∞∑
k=1

1√
k
‖E(Xk|F0)‖2 <∞ et

∞∑
k=1

1√
k
‖X−k − E(X−k|F0)‖2 <∞.

(4.8)
Posons F0 = σ(Xi, i ≤ 0). Si X0 est une variable aléatoire centrée F0-
mesurable, (4.8) donne des conditions intéressantes pour des suites de
variables aléatoires faiblement dépendantes. Celles-ci pourront être ap-
pliquées aux systèmes dynamiques.
D’abord, rappelons les définitions des coefficients faiblement mélangeants,
introduits par Dedecker et Prieur [27] : pour tout entier k ≥ 0,

φ̃(k) = φ̃(F0, Xk) = sup
t∈R
‖P(Xk ≤ t|F0)− P(Xk ≤ t)‖∞,

et
α̃(k) = α̃(F0, Xk) = sup

t∈R
‖P(Xk ≤ t|F0)− P(Xk ≤ t)‖1.

Si (Xi)i∈Z est φ̃-dépendante et est dans Lp avec p ∈ [2,+∞[, alors,
par l’inégalité de Hölder,

‖E(Xk|F0)‖2 ≤ ‖E(Xk|F0)‖p ≤ sup
Z∈B p

p−1
(F0)

E(ZXk) ≤ 2φ̃(k)
p−1
p ‖X0‖p,
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DES SÉRIES TEMPORELLES

où pour tout q ∈]1, 2], nous notons Bq(F0), l’ensemble des variables
aléatoires Z, F0-mesurables telles que ‖Z‖q ≤ 1.
Nous en déduisons que si

∞∑
k=1

1√
k
φ̃(k)

p−1
p <∞, (4.9)

alors (4.8) est vérifiée.
Notons QX la fonction inverse généralisée de x 7→ P(|X| > x). Si
(Xi)i∈Z est α̃-mélangeante et vérifie, il existe r ∈]2,+∞[, tel que P(|X| ≥
t) ≤ t−r, alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz suivie de l’inégalité
de Rio (Théorème 1.1 [57]), nous obtenons

‖E(Xk|F0)‖2 = sup
Z∈B2(F0)

E(ZXk) ≤ 2
(∫ α̃(k)

0
Q2
Xk

(u) du
)1/2

.

Or ∫ α̃(k)

0
Q2
Xk

(u) du ≤
∫ α̃(k)

0

1
u2/r

du ≤ α̃(k)1−2/r.

D’où, si
∞∑
k=1

α̃(k)1/2−1/r

√
k

<∞,

alors (4.8) est vérifiée.
Remarquons que toute cette dernière remarque est encore vraie en
mélange fort.

Le Théorème 4.1 combiné au Corollaire 1 de Dedecker, Merlevède et
Volný [26] donne le résultat suivant

Corollaire 4.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.1 et si f(0) > 0, alors

Sn − nµ√
2nπ|fn(0)|

−→
n→∞

G en loi, (4.10)

où G est une variable aléatoire gaussienne standard.

4.3 Estimation des paramètres dans un modèle de
régression pour des séries temporelles

Soit (Xi)i∈Z une suite stationnaire de variables aléatoires centrées dans
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L2. Posons Fi = σ(Xj , j ≤ i).
Considérons le modèle de régression paramétrique suivant,

Yi = β0 + β1αi +Xi, (4.11)

où β = (β0, β1) ∈ R2, et (αi)i∈Z est une suite déterministe.
Dans ce contexte, nous allons rappeler d’abord le Théorème Limite Cen-

tral dû à Hannan [37], et vérifié par l’estimateur des moindres carrés des
paramètres du modèle (4.11). Pour se faire, nous avons besoin de quelques
notations :

An =

 1 α1
...

...
1 αn

 et Yn =

 Y1
...
Yn

 .

Nous noterons également ᾱ = n−1
∑n

i=1 αi, Ȳn = n−1
∑n

i=1 Yi, et (An)kl,
le coefficient de la k-ième ligne et de la l-ième colonne de An.

L’estimateur des moindres carrés β̂ est

β̂ =
(
β̂0

β̂1

)
, où β̂1 =

∑n
i=1(Yi − Ȳn)(αi − ᾱ)∑n

i=1(αi − ᾱn)2
et β̂0 = Ȳn − β̂1ᾱ.

Ce qui peut-être simplifié par

β̂ = (A′nAn)−1A′nYn,

où le prime désigne la transposée.
En outre, nous supposons, comme dans Hannan [36] et [37], que la suite

(αi)i∈Z satisfait les conditions

i. lim
n→∞

∑n
i=1 α

2
i =∞,

ii. lim
n→∞

αn√∑n
i=1 α

2
i

= 0,

iii. lim
N→∞

∑N−p
i=1 (An)ik(An)(i+p)l√∑N
i=1(An)2ik

√∑N
i=1(An)2il

= ρkl, pour 1 ≤ k, l ≤ 2.

Dans notre cas, les ρkl sont des constantes indépendantes de p. R est la
matrice dont les coefficients sont les ρkl. De plus, R est supposée inversible.

Sous ces conditions, Hannan [37] montre que :

Théorème 4.2. (Hannan [37], Théorème 2)
Supposons que F−∞ triviale et que X0 est F∞-mesurable. Si (4.1) est satis-
faite, alors ( √

n 0

0
√∑n

i=1 α
2
i

)
(β̂ − β) −→

n→∞
G en loi,
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DES SÉRIES TEMPORELLES

où G est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de matrice
de covariance, définie par

(∑
k∈Z Cov(X0, Xk)

)
R−1R′R−1.

Remarquons que Hannan [37] a montré ce théorème dans le cas adapté,
mais que sa preuve peut-être transposée au cas non adapté.

En outre, la somme des covariances, présente dans la matrice de cova-
riance du Théorème Limite Central (Théorème 4.2) de Hannan [37], corres-
pond à 2πf(0), où f est définie par

f(θ) =
1

2π

∑
k∈Z

Cov(X0, Xk)eikθ, θ ∈ [−π, π].

En pratique, pour obtenir des ellipsöıdes de confiance, il nous faut un es-
timateur de f(θ). Pour cela, considérons l’estimateur f?n(θ) de f(θ) défini
par

f?n(θ) =
1

2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂?ke

ikθ, θ ∈ [−π, π], (4.12)

avec

γ̂?k :=
1
n

n−|k|∑
j=1

(Yj − β̂0 − β̂1αj)(Yj+|k| − β̂0 − β̂1αj+|k|).

Nous allons montrer que

Proposition 4.1. Sous les mêmes conditions que dans le Théorème 4.1,

∀ θ ∈ [−π, π], ‖f?n(θ)− f(θ)‖1 −→
n→∞

0. (4.13)

En combinant la Proposition 4.1 et le Lemme de Slutsky dans le Théorème
4.2, il vient

Corollaire 4.2. Sous les mêmes conditions que dans le Théorème 4.2 et
f(0) > 0, on a,

1√
2π|f?n(0)|

( √
n 0

0
√∑n

i=1 α
2
i

)
(β̂ − β) −→

n→∞
G en loi,

où G est une variable aléatoire gaussienne centrée et de matrice de cova-
riance R−1R′R−1.
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4.4 Simulations

4.4.1 Les modèles

Considérons le modèle suivant

Yi = β0 + β1αi +Xi. (4.14)

Afin d’illustrer nos résultats, nous allons étudier trois modèles différents
modélisant la suite (Xi)i∈Z. De plus, la suite (αi)i∈Z ci-dessus sera de la
forme, pour tout i ∈ Z, αi = iγ avec γ > 0, et vérifie (i)− (iii) de Hannan
[37]. La matrice associée R définie dans la Section 4.3, est

R =

(
1

√
2γ+1
γ+1√

2γ+1
γ+1 1

)
.

4.4.1.1 Le modèle d’Andrews [4].

Soit (εi) une suite stationnaire de variables aléatoires satisfaisant le
modèle d’Andrews [4], 2εi+1 = εi + ξi+1, où ε0 suit une loi uniforme sur
[0, 1] et (ξi)i∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli
de paramètre 1/2. Ainsi, la suite stationnaire (Xi)i∈Z vérifie, pour tout i ∈ Z,
Xi = εi − 1/2. Posons Fj = σ(ξi, i ≤ j).

Nous voulons appliquer le Corollaire 4.2. Pour se faire, remarquons que

ε0 =
∑
i≥0

1
2i+1

ξ−i. (4.15)

Comme les variables aléatoires (ξi)i∈Z sont indépendantes, nous déduisons
de (4.15) que∑
k∈Z
‖P0(Xk)‖2 =

∑
k∈Z
‖P0(εk)‖2 =

∑
k∈Z
‖P−k(ε0)‖2 ≤

∑
k≥0

1
2k+1

‖ξ0−E(ξ0)‖2 < +∞.

Donc (4.1) est vérifiée.
Les variables aléatoires sont bornées donc admettent un moment d’ordre 4,
d’où cn doit vérifier c2n

n → 0 quand n→∞.
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4.4.1.2 Exemple des différences de martingales.

(Xi)i∈Z est une suite stationnaire de différences de martingales construites
de la manière suivante : pour tout i ∈ Z, Xi = (ξi+1 − 1

2)εi, où (εi)i∈Z et
(ξi)i∈Z sont les variables aléatoires définies et construites comme dans la
Section (4.4.1.1). Xi est ainsi Fi+1-mesurable et

E(Xi|Fi) = E((ξi+1 − 1/2)εi|Fi) = εiE(ξi+1 − 1/2) = 0.

Appliquons le Corollaire 4.2 aux variables aléatoires (Xi)i∈Z. Par l’indépendance
des (ξi)i∈Z et par (4.15), il vient que∑

k∈Z
‖P0(Xk)‖2 = ‖X0‖2 <∞.

Les variables aléatoires (Xi)i∈Z étant bornées, elles admettent donc un mo-
ment d’ordre 4, d’où cn doit vérifier c2n

n → 0 quand n→∞.

4.4.1.3 Exemple sur des variables aléatoires non bornées.

Soit (εi)i∈Z une suite stationnaire de variables aléatoires définie comme
dans le modèle d’Andrews [4] (Section 4.4.1.1). (Xi)i∈Z est dans cette section
une suite stationnaire de variables aléatoires non bornées centrées construites
ainsi, pour tout i ∈ Z, Xi = 1/(εi)1/5 − 5/4. Posons toujours Fj = σ(ξi, i ≤
j).

Afin de démontrer (4.1), nous vérifions la condition de φ̃-mélange (4.9)
sur les (Xi)i∈Z. Dans le cas du modèle d’Andrews [4], la suite stationnaire de
variables aléatoires (εi)i∈Z est φ̃-mélangeante, avec φ̃(F0, εk) = φ̃(k) ≤ 2−k.
Comme φ̃ est stable par toute transformation monotone, la suite stationnaire
de variables aléatoires (Xi)i∈Z est φ̃-dépendante. Plus précisément, Dedecker
et Prieur [27] ont montré que dans le cas d’une transformation monotone,

φ̃(F0, Xk) ≤ φ̃(F0, εk).

Comme (εi)i∈Z est φ̃-dépendante et à valeurs dans Lp, p ∈ [2,+∞[, nous
vérifions bien que

∞∑
k=1

φ̃(F0, Xk)
p−1
p

√
k

≤ ∞.

De plus, E(|X0|4) < ∞, nous en déduisons comme précédemment que cn
doit vérifier c2n

n → 0, quand n→∞.
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4.4.2 Illustrations

D’abord, nous travaillons sur le modèle centré d’Andrews [4] (Section
4.4.1.1). La figure 4.1 représente le nuage de points pour les 50 premiers
termes, (Yi)i∈Z définis par le modèle (4.14) lorsque β0 = 2, β1 = 3 et αi =

√
i.

Puis, la suite (αi)i∈Z sera prise égale à αi =
√
i, αi = i et αi = i2. Ces trois

suites (αi)i∈Z vérifieront bien les conditions de Hannan [37].

Figure 4.1 – Nuage de points et courbe théorique pour αi =
√
i dans le cas du modèle

d’Andrews (Section 4.4.1.1).

Si nous souhaitons obtenir des régions de confiance pour les paramètres
du modèle de régression (4.14), nous avons besoin d’estimer la somme des
covariances. Pour cela, considérons l’estimateur f?n(θ) de la densité spectrale
f(θ) définie par (4.12). Les matrices R associées respectivement à la suite
(αi)i∈Z, sont

R√i =
(

1 2
√

2/3
2
√

2/3 1

)
, Ri =

(
1

√
3/2√

3/2 1

)
, etRi2 =

(
1

√
5/3√

5/3 1

)
.

(4.16)
Les figures Fig 4.2- Fig 4.8 représentent des régions de confiance de

niveau 95%. Avant de donner la construction des régions de confiance, in-
troduisons quelques notations. Soit

Fν = R−1
ν R′νR

−1
ν avec ν =

√
i, i, i2,

et Pν la matrice obtenue par la décomposition de Cholesky , i.e P ′νPν = Fν .
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Le système paramétré des équations de l’ellipsöıde se déduit de

β̂ +

 √
2π|f?n|
n 0

0
√

2π|f?n|∑n
i=1 α

2
i

P ′ν

( √
rδ cos(θ)√
rδ sin(θ)

)
. (4.17)

où rδ est le δ-quantile de la fonction de répartition du χ2 à deux degrés de
liberté. Ici δ sera pris égal à 0.95.

Pour certaines figures, en particulier sur l’axe des ordonnées, nous voyons
à plusieurs reprises le même nombre. En effet, Matlab ne peut traiter des
données avec une précision de 10−5. Pour remédier à ce défaut de précision,
nous avons choisi de représenter par une croix, la vraie valeur de β, i.e (2, 3)
pour vérifier qu’elle se trouve bien à l’intérieur de la région de confiance
tracée.

Figure 4.2 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn , pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et
αi =

√
i.

Page 97



CHAPTER 4. ESTIMATION DE LA DENSITÉ SPECTRALE

Figure 4.3 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et
αi =

√
i.

Figure 4.4 – Le cas limite représentant une région de confiance de niveau 95% pour
cn = n7/16 au rang n = 1000 dans Sn, pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et
αi =

√
i.
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Figure 4.5 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et αi = i.

Figure 4.6 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et αi = i.
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Figure 4.7 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et αi = i2.

Figure 4.8 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et αi = i2.
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Afin de comparer le rôle joué par la taille de la fenêtre cn, nous déterminons
combien de fois la vraie valeur de β se trouve à l’intérieur de la région de
confiance pour N = 25000 simulations. D’après le Corollaire 4.2, le ratio de-
vrait être proche de 95%. Pour le rang dans Sn, n sera pris égal à n = 1000
ou à n = 5000. Voici le résultat obtenu pour le ratio avec cn = n1/4 comme
taille de fenêtre,

H
HHH

HHn
αi √

i i i2

1000 0.9357 0.9377 0.9363
5000 0.9437 0.9466 0.9480

et avec cn = n7/16,

H
HHH

HHn
αi √

i i i2

1000 0.8974 0.8970 0.8966
5000 0.9326 0.9322 0.9315

Nous constatons que plus le rang n de Sn dans (4.17) est important, plus le
ratio est proche de 95%, ce qui est cohérent car le Théorème Limite Central
est un théorème asymptotique. Les résultats avec cn = n7/16 sont beaucoup
moins bons que pour cn = n1/4. Par son écriture, f?n(θ) est une combinaison
linéaire d’environ cn estimateurs de la covariance. Il est clair que plus n est
grand, plus les coefficients d’autocovariance empiriques γ̂?k seront proches de
Cov(X0, Xk). Mais ceci est contrebalancé par le nombre croissant de cova-
riances à estimer puisque cn est une fonction croissante de n. Il s’agit donc
du problème classique : compromis biais-variance pour un estimateur.
Regardons le biais, d’après la preuve de la Proposition 4.1, il suffit de regar-
der ‖f(θ)− E(fn(θ))‖1. Or

‖f(θ)− E(fn(θ))‖1 ≤
4cn
n

∑
k∈Z
|E(X0Xk)|+ 2

∑
cn≤|k|

|E(X0Xk)|.

Comme cn
n → 0 quand n tend vers l’infini, le terme prépondérant dans la

majoration du biais est
∑

cn≤|k| |E(X0Xk)|. Ici, |E(X0Xk)| ≤ C2−|k|, avec C
une constante. Nous en déduisons que |E(X0Xk)| décroit géométriquement
vers zéro. Cela implique que f est C∞ et par conséquent le terme de biais
décroit rapidement vers 0, même si cn croit lentement. Nous pouvons donc
penser que le compromis biais-variance se fait pour des suites cn assez lentes,
ce qu’il serait bon de montrer de façon théorique. Ceci explique nos résultats.
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Ensuite, nous travaillons avec la suite stationnaire (Xi)i∈Z de différences
de martingales définies à la Section 4.4.1.2. Notre étude est semblable à la
précédente. Tout d’abord, nous donnons le nuage de points formé par les 50
premiers termes (Yi)i∈Z définis par le modèle (4.14), lorsque β0 = 2, β1 = 3
et αi =

√
i. La suite (αi)i∈Z est ensuite prise égale à αi =

√
i, αi = i et

αi = i2. Ces trois suites vérifient bien les conditions de Hannan [37].

Figure 4.9 – Nuage de points et courbe théorique pour αi =
√
i dans le modèle des

différences de martingales (Section 4.4.1.2).

Si nous souhaitons obtenir des régions de confiance pour l’estimation
des paramètres du modèle de régression (4.14), nous avons besoin d’esti-
mer la somme des covariances. Pour cela, prenons l’estimateur de la densité
spectrale f?n(θ) définie par (4.12).

Page 102



4.4. SIMULATIONS

Figure 4.10 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle des différences de martingales et
αi =

√
i (Section 4.4.1.2).

Figure 4.11 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle des différences de martingales et
αi =

√
i (Section 4.4.1.2).
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Figure 4.12 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle des différences de martingales et
αi = i (Section 4.4.1.2).

Figure 4.13 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle des différences de martingales et
αi = i (Section 4.4.1.2).
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Figure 4.14 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle des différences de martingales et
αi = i2 (Section 4.4.1.2).

Figure 4.15 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle des différences de martingales et
αi = i2 (Section 4.4.1.2).
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Pour comparer le rôle joué par les cn, nous déterminons le nombre de
fois que la vraie valeur de β est à l’intérieur de la région de confiance
pour N = 25000 simulations. Le ratio devrait être proche de 95%. Comme
précedemment, nous donnons les résultats pour un rang n dans Sn égal à
n = 1000 ou à n = 5000, et pour αi =

√
i, αi = i ou αi = i2.

Voici les résultats du ratio selon la taille de la fenêtre, si cn = n1/4,

H
HHH

HHn
αi √

i i i2

1000 0.9336 0.9338 0.9333
5000 0.9450 0.9457 0.9461

et si cn = n7/16,

H
HHH

HHn
αi √

i i i2

1000 0.8970 0.8906 0.8938
5000 0.9294 0.9294 0.9280

Les remarques sont celles déjà faites pour le modèle d’ Andrews [4] (Sec-
tion 4.4.1.1). Seulement, dans le modèle des différences de martingales, nous
connaissons un autre estimateur exact de la somme des covariances obtenu
par le théorème L1-ergodique, i.e

f�n =
1
n

n∑
k=1

(Yk − β̂0 − β̂1αk)2.

Nous souhaitons comparer les deux procédures liées aux deux estimateurs
suivants f?n(θ) et f�n(θ). Pour cela, nous déterminons le nombre de fois
que la vraie valeur de β est à l’intérieur de la région de confiance pour
N = 25000 simulations, avec la procédure liée à l’estimateur f�n(θ). Comme
précédemment, nous donnons des résultats au rang n, dans Sn, avec n = 1000
ou n = 5000, et pour αi =

√
i, αi = i ou αi = i2.

HHH
HHHn
αi √

i i i2

1000 0.9474 0.9498 0.95
5000 0.9482 0.9506 0.9509

Nous pouvons remarquer que ce résultat est meilleur que le précédent puisque
le ratio 95% est atteint dès n = 1000. Par notre méthode, nous estimons
toutes les covariances, même celles qui sont nulles, donc nous rajoutons de
l’erreur, ce qui n’est pas le cas par la seconde méthode puisque nous n’esti-
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mons que E(X2
0 ).

Pour finir, nous regardons le modèle de variables aléatoires non bornées
(Xi)i∈Z (Section 4.4.1.3). Comme précédemment, nous donnons le nuages
de points des 50 premiers termes (Yi)i∈Z, construit selon le modèle (4.14)
lorsque β0 = 2, β1 = 3 et αi =

√
i.

Figure 4.16 – Nuage de points et courbe théorique pour αi =
√
i dans le modèle de

variables aléatoires non bornées.

Figure 4.17 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle de variables aléatoires non bornées et
αi =

√
i (Section 4.4.1.3).
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Figure 4.18 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle de variables aléatoires non bornées et
αi =

√
i (Section 4.4.1.3).

Figure 4.19 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle de variables aléatoires non bornées et
αi = i (Section 4.4.1.3).

Enfin, nous donnons les tableaux des ratios pour des régions de confiance
de niveau 95%. Les conclusions que nous en tirons sont semblables à celles
faites précédemment.
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Figure 4.20 – Région de confiance de niveau 95% pour cn = n7/16, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sn, pour le modèle de variables aléatoires non bornées et
αi = i (Section 4.4.1.3).

Voici les résultat du ratio selon la taille de la fenêtre si cn = n1/4,

HH
HHHHn

αi √
i i i2

1000 0.9377 0.9154 0.9169
5000 0.9461 0.9403 0.9400

et si cn = n7/16,

HHH
HHHn
αi √

i i i2

1000 0.8946 0.8804 0.8800
5000 0.9316 0.9248 0.9245
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4.5 Preuves

4.5.1 Preuve du Théorème 4.1

Notons, pour tout entier |k| ≤ n− 1,

γ̂∗k :=
1
n

n−|k|∑
j=1

(Xj − µ)(Xj+|k| − µ), (4.18)

où µ = E(X0), et définissons f∗n(θ) comme suit,

f∗n(θ) :=
1

2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂∗ke

ikθ, θ ∈ [−π, π]. (4.19)

Sans perte de généralité, nous pouvons choisir 2cn ≤ n− 1.
Pour montrer (4.7), il suffit de montrer que

f∗n(θ) −→
n→∞

f(θ) dans L1. (4.20)

En effet, puisque K est à support compact sur [−2, 2] et majoré par 1, par
l’inégalité triangulaire, on a

‖fn(θ)− f∗n(θ)‖1 =
1

2π

∥∥∥ ∑
|k|≤2cn

K
( |k|
cn

)
[γ̂k − γ̂∗k ]eikθ

∥∥∥
1

≤ 1
2π
‖γ̂0 − γ̂∗0‖1 +

2
2π

2cn∑
k=1

‖γ̂k − γ̂∗k‖1. (4.21)

Par (4.1), remarquons que

‖γ̂0 − γ̂∗0‖1 = ‖X̄n − µ‖22 ≤
1
n

∑
k∈Z
|Cov(X0, Xk)| −→

n→∞
0. (4.22)

Également, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et par stationnarité,

2cn∑
k=1

‖γ̂k − γ̂∗k‖1 ≤
2cn∑
k=1

∥∥∥(X̄n − µ)
1
n

n−k∑
i=1

(Xi+k − µ)
∥∥∥

1

+
2cn∑
k=1

∥∥∥(X̄n − µ)
1
n

n−k∑
i=1

(Xi − X̄n)
∥∥∥

1
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≤
2cn∑
k=1

‖X̄n − µ‖2
∥∥∥ 1
n

n−k∑
i=1

(Xi+k − µ)
∥∥∥

2

+
2cn∑
k=1

‖X̄n − µ‖2
∥∥∥ 1
n

n−k∑
i=1

(Xi − X̄n)
∥∥∥

2

≤
2cn∑
k=1

‖X̄n − µ‖2
∥∥n− k

n
(X̄n−k − µ)

∥∥
2

+
2cn∑
k=1

‖X̄n − µ‖2
∥∥∥ 1
n

n−k∑
i=1

(Xi − µ)
∥∥∥

2

+‖X̄n − µ‖22
2cn∑
k=1

n− k
n

(4.23)

D’où
∑2cn

k=1 ‖γ̂k − γ̂∗k‖1 = O
(
cn
n

)
et donc converge vers 0.

Puisque lim
n→∞

‖fn(θ)− f∗n(θ)‖1 = 0, il suffit bien de prouver (4.20).
Pour se faire, soit m un entier tel que 1 ≤ 2m ≤ 2cn ≤ n − 1. Définissons,
pour tout i ∈ Z,

X̃i,m := E(Xi|Fi+m)− E(Xi|Fi−m).

Soit
f̃mn (θ) :=

1
2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
ˆ̃γk,meikθ, θ ∈ [−π, π],

où

ˆ̃γk,m :=
1
n

n−|k|∑
j=1

X̃j,mX̃j+|k|,m.

Nous allons montrer que

lim
m→∞

lim sup
n→∞

‖f∗n(θ)− f̃mn (θ)‖1 = 0 (4.24)

et
lim
m→∞

lim sup
n→∞

‖f̃mn (θ)− E(f̃mn (θ))‖1 = 0. (4.25)

Pour montrer (4.24), définissons

S∗n(θ) =
n∑
k=1

(Xk − µ)eikθ et S̃mn (θ) =
n∑
k=1

X̃k,me
ikθ.
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Ainsi, nous avons

1
n
‖S∗n(θ)− S̃mn (θ)‖22 ≤ 2

n

∥∥∥ n∑
k=1

(
Xk − E(Xk|Fk+m)

)
eikθ
∥∥∥2

2

+
2
n

∥∥∥ n∑
k=1

E(Xk − µ|Fk−m)eikθ
∥∥∥2

2
. (4.26)

En utilisant la régularité de X0, nous obtenons par orthogonalité

1
n

∥∥∥ n∑
k=1

(
(Xk − E(Xk|Fk+m)

)
eikθ
∥∥∥2

2

=
1
n

∥∥∥ n∑
k=1

∞∑
j=k+m+1

Pj(Xk)eikθ
∥∥∥2

2

≤ 1
n

∞∑
j=m+2

( n∑
k=1

‖Pj(Xk)‖21{k≤j−m−1}

)2

≤
(−(m+1)∑

r=−∞
‖P0(Xr)‖2

)2
. (4.27)

De façon similaire,

1
n

∥∥∥ n∑
k=1

E(Xk − µ|Fk−m)eikθ
∥∥∥2

2

≤
( ∞∑
k=m

‖P0(Xk)‖2
)2
. (4.28)

Donc (4.1) entrâıne que

lim
m→∞

lim sup
n→∞

1
n

∥∥∥S∗n(θ)− S̃mn (θ)
∥∥∥2

2
= 0. (4.29)

Par ailleurs, posons

I∗n(θ) =
1

2πn
|S∗n(θ)|2 =

1
2π

n−1∑
k=1−n

γ̂∗ke
ikθ,

et

Ĩmn (θ) =
1

2πn
|S̃mn (θ)|2 =

1
2π

n−1∑
k=1−n

ˆ̃γk,meikθ.
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Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

‖I∗n(θ)− Ĩmn (θ)‖1 =
1

2πn
‖|S∗n(θ)|2 − |S̃mn (θ)|2‖1

≤ 1
2π

1√
n
‖S∗n(θ)− S̃mn (θ)‖2

(‖S∗n(θ)‖2√
n

+
‖S̃mn (θ)‖2√

n

)
.

(4.30)

Donc en utilisant (4.29) et le fait que
√
n
−1‖S∗n(θ)‖2 ≤

∑
k∈Z ‖P0(Xk)‖2, il

vient
lim
m→∞

lim sup
n→∞

‖In(θ)− Ĩmn (θ)‖1 = 0. (4.31)

Comme

‖f∗n(θ)− f̃mn (θ)‖1 =
∥∥∥∫

R
K̂(u)

(
I∗n

( u
cn

+ θ
)
− Ĩmn

( u
cn

+ θ
))

du
∥∥∥

1

≤
(∫

R
|K̂(u)| du

)
‖I∗n(θ)− Ĩmn (θ)‖1, (4.32)

avec K̂(.) la transformée de Fourier de K, (4.31) entrâıne (4.24).
Par l’inégalité triangulaire, il vient

‖fn(θ)− f(θ)‖1 ≤ ‖fn(θ)− f̃mn (θ)‖1 + ‖f̃mn (θ)− E(f̃mn (θ))‖1
+‖E(f̃mn (θ))− E(fn(θ))‖1 + ‖E(fn(θ))− f(θ)‖1

≤ 2‖f̃mn (θ)− f∗n(θ)‖1 + 2‖f∗n(θ)− fn(θ)‖1
+‖f̃mn (θ)− E(f̃mn (θ))‖1 + ‖E(fn(θ))− f(θ)‖1.

Or, comme cn −→
n→∞

∞ et lim
u→0

K(u) = 1,

lim
n→∞

‖E(fn(θ))− f(θ)‖1 = 0,

donc il suffit de montrer (4.25). Sans perte de généralité, nous supposons
que θ = 0. Réécrivons

f̃mn =
2

2π

n−1∑
k=1

K
( k
cn

) 1
n

n−k∑
j=1

X̃j,mX̃j+k,m +
1

2πn

n∑
i=1

X̃2
i,m,

il vient

‖f̃mn − E(f̃mn )‖1 ≤ 2
2π

∥∥∥ n−1∑
k=1

K
( k
cn

) 1
n

n−k∑
j=1

(
X̃j,mX̃j+k,m − E(X̃j,mX̃j+k,m)

)∥∥∥
1
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+
1

2π

∥∥∥ 1
n

n∑
i=1

X̃2
i,m − E(X̃2

0,m)
∥∥∥

1

≤ 2
2π

∥∥∥ 1
n

n∑
i=2

i−1∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)(
X̃i,mX̃j,m − E(X̃i,mX̃j,m)

)∥∥∥
1

+
1

2π

∥∥∥ 1
n

n∑
i=1

X̃2
i,m − E(X̃2

0,m)
∥∥∥

1
. (4.33)

Par le Théorème L1-ergodique, nous avons

lim
m→∞

lim sup
n→∞

∥∥∥ 1
n

n∑
i=1

X̃2
i,m − E(X̃2

0,m)
∥∥∥

1
= 0.

Ainsi, pour prouver (4.25), il suffit de démontrer que

lim
m→∞

lim sup
n→∞

∥∥∥ 1
n

n∑
i=2

i−1∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)(
X̃i,mX̃j,m−E(X̃i,mX̃j,m)

)∥∥∥
1

= 0.

(4.34)
Comme

1
n

n∑
i=2m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
E(X̃i,mX̃j,m) = 0,

nous obtenons que

∥∥∥ 1
n

n∑
i=2

i−1∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)(
X̃i,mX̃j,m − E(X̃i,mX̃j,m)

)∥∥∥
1

≤
∥∥∥ 1
n

n∑
i=2

i−1∑
j=(i−2m+1)∨1

K
( i− j
cn

)(
X̃i,mX̃j,m − E(X̃i,mX̃j,m)

)∥∥∥
1

+
∥∥∥ 1
n

n∑
i=2m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
X̃i,mX̃j,m

∥∥∥
1

≤
∥∥∥ 1
n

2m−1∑
k=1

n−k∑
i=1

K
( k
cn

)(
X̃i,mX̃i+k,m − E(X̃i,mX̃i+k,m)

)∥∥∥
1

+
∥∥∥ 1
n

n∑
i=2m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
X̃i,mX̃j,m

∥∥∥
1
. (4.35)
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Pour le premier terme dans le membre de droite de l’inégalité (4.35), le
Théorème L1-ergodique nous donne∥∥∥ 1

n

2m−1∑
k=1

n−k∑
i=1

K
( k
cn

)(
X̃i,mX̃i+k,m − E(X̃i,mX̃i+k,m)

)∥∥∥
1

≤
2m−1∑
k=1

∥∥∥ 1
n

n−k∑
i=1

(X̃i,mX̃i+k,m − E(X̃0,mX̃k,m))
∥∥∥

1
−→
n→∞

0. (4.36)

Donc, il suffit de montrer que le second terme du membre de droite de
l’inégalité (4.35) satisfait

lim
m→∞

lim sup
n→∞

∥∥∥ 1
n

n∑
i=2m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
X̃i,mX̃j,m

∥∥∥
1

= 0. (4.37)

D’abord par l’inégalité triangulaire, il vient∥∥∥ 1
n

n∑
i=2m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
X̃i,mX̃j,m

∥∥∥
1

≤
2m∑
l=1

∥∥∥ 1
n

[n/2m]−1∑
r=1

X̃2rm+l,m

2(r−1)m+l∑
j=(2rm+l−2cn)∨1

K
(2rm+ l − j

cn

)
X̃j,m

∥∥∥
1

+
∥∥∥ 1
n

n∑
i=2[n/2m]m+1

X̃i,m

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
X̃j,m

∥∥∥
1
. (4.38)

Pour le second terme du membre de droite de (4.38), par l’inégalité de
Cauchy-Schwarz et par stationnarité, nous obtenons que∥∥∥ 1

n

n∑
i=2[n/2m]m+1

X̃i,m

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

K
( i− j
cn

)
X̃j,m

∥∥∥
1

≤ 1
n

n∑
i=2[n/2m]m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

‖X̃i,mX̃j,m‖1

≤ 1
n

n∑
i=2[n/2m]m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

‖X̃0,m‖22

≤4
1
n

n∑
i=2[n/2m]m+1

i−2m∑
j=(i−2cn)∨1

‖X0‖22
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≤16m
cn
n
‖X0‖22 −→n→∞ 0. (4.39)

En utilisant les idées développées par Dedecker [19] dans sa preuve du
Théorème 1, nous traitons le premier terme du membre de droite de (4.38).
Ainsi, nous introduisons quelques notations supplémentaires,

Notation 4.1. Soit la fonction ϕ définie par ϕ′(0) = ϕ(0) = 0 et ϕ′′(t) =
(1 − |t|)1{|t|<1}, c’est-à-dire la fonction symétrique telle que, pour t ≥ 0,
ϕ(t) = 1

6(1− t)31{t<1} + 1
2 t−

1
6 .

Posons

Z(r, n,m) :=
1
n

[n/2m]−1∑
r=1

X̃2rm+l,m

2(r−1)m+l∑
j=(2rm+l−2cn)∨1

K
(2rm+ l − j

cn

)
X̃j,m.

Pour démontrer que le premier terme dans (4.38) est négligeable, il suffit de
montrer que

lim
m→∞

lim sup
n→∞

E(ϕ(Z(r, n,m))) = 0. (4.40)

En effet, pour tout ε > 0, par la croissance de ϕ, il existe une constante C
telle que

E(|Z(r, n,m)|) ≤ C E(ϕ(Z(r, n,m))1{|Z(r,n,m)|>ε}) + E(|Z(r, n,m)|1{|Z(r,n,m)|<ε})
≤ C E(ϕ(Z(r, n,m))) + ε par la positivité de ϕ. (4.41)

Pour montrer que (4.40) est négligeable, nous utiliserons les deux lemmes
élémentaires suivants.

Lemme 4.1. Nous avons l’inégalité suivante sur ϕ,

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)− hϕ′(x)| ≤ ψ(h), (4.42)

où
ψ : h 7→ |h|21{|h|≤1} + (2|h| − 1)1{|h|>1}.

Preuve du Lemme 4.1. Puisque ϕ est continue et dérivable au voisinage
de zéro, en appliquant la formule de Taylor, nous obtenons les majorations
suivantes,

|ϕ(x+ h)− ϕ(x)− hϕ′(x)| ≤ 1
2
|h|2sup

u∈R
|ϕ′′(u)| ≤ 1

2
|h|2,

et, par l’inégalité triangulaire,

|ϕ(x+h)−ϕ(x)−hϕ′(x)| ≤ |ϕ(x+h)−ϕ(x)|+|h||ϕ′(x)| ≤ 2|h|sup
u∈R
|ϕ′(u)| ≤ |h|.

Nous obtenons bien l’inégalité (4.42). �
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Lemme 4.2. Nous avons également, pour tout réel x,

|x|(1 ∧ |x|) ≤ ψ(x) ≤ 2|x|(1 ∧ |x|).

Preuve du Lemme 4.2. Nous avons le graphe suivant Figure 4.21.

Figure 4.21 – Encadrement de la fonction ψ.

A partir de maintenant, on cherche à établir (4.40). Il vient

E(ϕ(Z(r, n,m)))

=
[n/2m]−1∑

i=1

E
([
ϕ
( 1
n

i∑
q=1

X̃2qm+l,m

2(q−1)m+l∑
j=(2qm+l−2cn)∨1

K
(2qm+ l − j

cn

)
X̃j,m

)

− ϕ
( 1
n

i−1∑
q=1

X̃2qm+l,m

2(q−1)m+l∑
j=(2qm+l−2cn)∨1

K
(2qm+ l − j

cn

)
X̃j,m

)])

≤
[n/2m]−1∑

i=1

∣∣∣E(ϕ′( 1
n

i−1∑
q=1

X̃2qm+l,m

2(q−1)m+l∑
j=(2qm+l−2cn)∨1

K
(2qm+ l − j

cn

)
X̃j,m

)

× 1
n
X̃2im+l,m

2(i−1)m+l∑
j=(2im+l−2cn)∨1

K
(2im+ l − j

cn

)
X̃j,m

)∣∣∣
+

[n/2m]−1∑
i=1

E(|A(i,m)|21{|A(i,m)|≤1} + (2|A(i,m)| − 1)1{|A(i,m)>1})),

(4.43)
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où

A(i,m) :=
1
n
X̃2im+l,m

2(i−1)m+l∑
j=(2im+l−2cn)∨1

K
(2im+ l − j

cn

)
X̃j,m.

Par définition, (X̃i,m)i∈Z vérifie

E(X̃2im+l,m|F2im+l−m) = 0.

Donc, nous en déduisons

E(ϕ(Z(r, n,m))) ≤
[n/2m]−1∑

i=1

E(|A(i,m)|21{|A(i,m)|≤1}+(2|A(i,m)|−1)1{|A(i,m)>1})).

Pour l’étude du second terme dans le membre de droite de (4.43), posons

B(i, j,m, l) :=

[
(2(i− 1)m+ l)−

(
(2im+ l − 2cn) ∨ 1

)
+ 1
]

n
K
(2im+ l − j

cn

)
X̃2im+l,mX̃j,m.

En utilisant la convéxité de ψ et le lemme 3 de Dedecker [19], nous avons
que

E
(
ψ(A(i,m))

)
≤ 1[

(2(i− 1)m+ l)−
(
(2im+ l − 2cn) ∨ 1

)
+ 1
]

2(i−1)m+l∑
j=(2im+l−2cn)∨1

E
(
ψ(B(i, j,m, l))

)
≤2

1[
(2(i− 1)m+ l)−

(
(2im+ l − 2cn) ∨ 1

)
+ 1
]

2(i−1)m+l∑
j=(2im+l−2cn)∨1

E
(2cn
n
|X̃0,m|2

(
1 ∧ 2

cn
n
|X̃0,m|2

))
≤8

cn
n

E
(
|X̃0,m|2

(
1 ∧ cn

n
|X̃0,m|2

))
. (4.44)

Donc (4.40) sera vraie si

lim
m→∞

lim sup
n→∞

cnE
(
|X̃0,m|2

(
1 ∧ cn

n
|X̃0,m|2

))
= 0. (4.45)

Pour montrer (4.45), remarquons que

cnE
(
|X̃0,m|2

(
1 ∧ cn

n
|X̃0,m|2

))
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≤4cnE
(
|E(X0|Fm)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|Fm)|2

))
+ 4cnE

(
|E(X0|Fm)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|F−m)|2

))
+ 4cnE

(
|E(X0|F−m)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|Fm)|2

))
+ 4cnE

(
|E(X0|F−m)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|F−m)|2

))
. (4.46)

Pour le premier et le dernier termes de (4.46), nous utilisons la convexité de
ψ. Ainsi,

cnE
(
|E(X0|Fm)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|Fm)|2

))
≤ nE

(
ψ
(
E(
cn
n
|X0|2|Fm)

))
≤ nE

(
E
(
ψ
(cn
n
|X0|2

)∣∣∣Fm))
≤ nE

(
ψ
(cn
n
|X0|2

))
≤ 2cnE

(
|X0|2

(
1 ∧ cn

n
|X0|2

))
.

(4.47)

De façon similaire,

cnE
(
|E(X0|F−m)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|F−m)|2

))
≤ 2cnE

(
|X0|2

(
1 ∧ cn

n
|X0|2

))
.

(4.48)
Pour le second terme de (4.46), toujours par la convexité de ψ, nous obtenons
que

nE
(cn
n
|E(X0|Fm)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|F−m)|2

))
≤nE

(cn
n

E(|X0|2|Fm)
(
1 ∧ cn

n
E(|X0|2|F−m)

))
≤nE

(
ψ
(
E(
cn
n
|X0|2|F−m)

))
≤2cnE

(
|X0|2

(
1 ∧ cn

n
|X0|2

))
. (4.49)

Comme g : x 7→ 1∧ x est une fonction concave sur R∗+ et ψ est une fonction
convexe, nous obtenons que

cnE
(
|E(X0|F−m)|2

(
1 ∧ cn

n
|E(X0|Fm)|2

))
≤nE

(cn
n

E(|X0|2|F−m)E
(
g
(cn
n

E(|X0|2|Fm)
)∣∣∣F−m))

≤nE
(cn
n

E(|X0|2|F−m)g
(
E
(cn
n

E(|X0|2|Fm)
∣∣∣F−m)))
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≤nE
(cn
n

E(|X0|2|F−m)
(
1 ∧ cn

n
E(|X0|2|F−m)

))
≤nE

(
ψ
(cn
n

E(|X0|2|F−m)
))

≤2cnE
(
|X0|2

(
1 ∧ cn

n
|X0|2

))
. (4.50)

En tenant compte des majorations précédentes, (4.45) est donc vérifiée dès
que (4.6) vraie. �

4.5.2 Preuve de la Proposition 4.1

Rappelons que si

fn(θ) =
1

2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂ke

ikθ, θ ∈ [−π, π],

avec

γ̂k :=
1
n

n−|k|∑
j=1

XjXj+|k| =
1
n

n−|k|∑
j=1

(Yj − β0 − β1αj)(Yj+|k| − β0 − β1αj+|k|).

Alors, le Théorème 4.1 donne que

lim
n→∞

‖fn(θ)− f(θ)‖1 = 0.

Le problème ici, est que nous ne connaissons que les données (Yi)i∈Z. Par
conséquent, il reste à montrer que

lim
n→∞

‖f?n(θ)− fn(θ)‖1 = 0. (4.51)

Remarquons que

‖f?n(θ)− fn(θ)‖1 ≤
∥∥∥ 1

2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂?ke

ikθ − 1
2π

∑
|k|≤n−1

K
( |k|
cn

)
γ̂ke

ikθ
∥∥∥

1

≤ 1
2π

∑
|k|≤2cn

‖γ̂?k − γ̂k‖1. (4.52)

Puisque cn satisfait cn/n → 0 quand n → ∞, pour montrer (4.51), il suffit
de prouver que

‖γ̂k − γ̂?k‖ = O
( 1
n

). (4.53)
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Comme β̂0 = Ȳn − β̂1ᾱ, il vient que

γ̂k − γ̂?k =
8∑
i=1

Ii,n, (4.54)

où

I1,n :=
1
n

(Ȳn − β0 − β1ᾱ)
n−|k|∑
j=1

(Yj+|k| − β0 − β1αj+|k|),

I2,n :=
1
n

(β̂1 − β1)
n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ)(Yj+|k| − β0 − β1αj+|k|),

I3,n :=
1
n

(Ȳn − β0 − β1ᾱ)
n−|k|∑
j=1

(Yj − β0 − β1αj),

I4,n :=
1
n

(β1 − β̂1)
n−|k|∑
j=1

(ᾱ− αj+|k|)(Yj − β0 − β1αj),

I5,n :=
1
n

(Ȳn − β0 − β1ᾱ)2[|k| − n],

I6,n :=
1
n

(Ȳn − β0 − β1ᾱ)(β1 − β̂1)
n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ),

I7,n :=
1
n

(Ȳn − β0 − β1ᾱ)(β1 − β̂1)
n−|k|∑
j=1

(αj+|k| − ᾱ),

I8,n :=
1
n

(β1 − β̂1)2

n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ)(ᾱ− αj+|k|).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons à majorer les bornes
suivantes

‖Ȳn − β0 − β1ᾱ‖2 et ‖β̂1 − β1‖2, (4.55)

puis

∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(Yj+|k| − β0 − β1αj+|k|)
∥∥∥

2
et
∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(Yj − β0 − β1αj)
∥∥∥

2
, (4.56)
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ainsi que

∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(αj−ᾱ)(Yj+|k|−β0−β1αj+|k|)
∥∥∥

2
et
∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(ᾱ−αj+|k|)(Yj−β0−β1αj)
∥∥∥

2
,

(4.57)
et enfin

∣∣∣ n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ)
∣∣∣, ∣∣∣ n−|k|∑

j=1

(ᾱ− αj+|k|)
∣∣∣ et

∣∣∣ n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ)(ᾱ− αj+|k|)
∣∣∣. (4.58)

Comme Yi = β0 + β1αi +Xi, remarquons, par stationnarité, que

‖Ȳn − β0 − β1ᾱ‖2 ≤
1√
n

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|.

De plus, il vient

‖β1 − β̂1‖2 = E
(∣∣∣β1 −

∑n
i=1(αi − ᾱ)(Yi − Ȳn)∑n

i=1(αi − ᾱ)2

∣∣∣2)1/2

=
1[∑n

i=1(αi − ᾱ)2
] E
(∣∣∣ n∑

i=1

[(αi − ᾱ)(−β0 − ᾱβ1 + Ȳn)− (αi − ᾱ)Xi]
∣∣∣2)1/2

≤

∣∣∣∑n
i=1(αi − ᾱ)

∣∣∣∑n
i=1(αi − ᾱ)2

‖Ȳn − β0 − β1ᾱ‖2 +
1∑n

i=1(αi − ᾱ)2
E
(∣∣∣ n∑

i=1

(αi − ᾱ)Xi

∣∣∣2)1/2
.

D’un côté, ∣∣∣ n∑
i=1

(αi − ᾱ)
∣∣ ≤ √n

√√√√ n∑
i=1

(αi − ᾱ)2,

nous en déduisons donc que∣∣∣∑n
i=1(αi − ᾱ)

∣∣∣∑n
i=1(αi − ᾱ)2

‖Ȳn − β0 − β1ᾱ‖2 ≤
1√∑n

i=1(αi − ᾱ)2

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|.

(4.59)
D’un autre côté, par stationnarité et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

1∑n
i=1(αi − ᾱ)2

E
(∣∣∣ n∑

i=1

(αi − ᾱ)Xi

∣∣∣2)
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=
1∑n

i=1(αi − ᾱ)2

n−1∑
p=1−n

n−|p|∑
i=1

(αi − ᾱ)(αi+|p| − ᾱ)E(X0Xp)

≤
n−1∑
p=1−n

√∑n−|p|
i=1 (αi − ᾱ)2

√∑n−|p|
i=1 (αi+|p| − ᾱ)2∑n

i=1(αi − ᾱ)2
|E(X0Xp)|

≤
∑
p∈Z
|E(X0Xp)|. (4.60)

Nous concluons par (4.59) et par (4.60),

‖β1 − β̂1‖2 ≤
2√∑n

i=1(αi − ᾱ)2

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|. (4.61)

De plus, nous avons par stationnarité, que

∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(Yj+|k| − β0 − β1αj+|k|)
∥∥∥

2
≤
√
n

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|. (4.62)

De même,

∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(Yj − β0 − β1αj)
∥∥∥

2
≤
√
n

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|. (4.63)

En outre, par stationnarité et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
que

∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ)(Yj+|k| − β0 − β1αj+|k|)
∥∥∥

2
≤

√√√√ n∑
i=1

(αi − ᾱ)2

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|.

(4.64)
De même,

∥∥∥ n−|k|∑
j=1

(αj+|k| − ᾱ)(Yj − β0 − β1αj)
∥∥∥

2
≤

√√√√ n∑
i=1

(αi − ᾱ)2

√∑
p∈Z
|E(X0Xp)|.

(4.65)
De l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que

∣∣∣ n−|k|∑
j=1

(αj − ᾱ)(αj+|k| − ᾱ)
∣∣∣ ≤ n∑

i=1

(αi − ᾱ)2.
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Les majorations ci-dessus des bornes (4.55)-(4.58) apparues en utilisant
l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans (4.54), montrent que

‖γ̂k − γ̂?k‖1 ≤ C
1
n

∑
p∈Z
|E(X0Xp)|,

avec C une constante. Ainsi, (4.53) et donc (4.51) sont vérifiées. �

4.6 Annexe : Simulations à l’aide de Matlab

Construction des suites (αi)i∈Z
Pour αi =

√
i

function alpha=alphasqrt(n)
alpha=zeros(1,n) ;
for j=1 :n
alpha(j)=sqrt(j) ;
end
alpha ;
end

Pour αi = i
function alpha=alphacl(n)
alpha=zeros(1,n) ;
for j=1 :n
alpha(j)=j ;
end
alpha ;
end

Pour αi = i2

function alpha=alphacarre(n)
alpha=zeros(1,n) ;
for j=1 :n
alpha(j)=j∧2 ;
end
alpha ;
end

Simulations des modèles
Pour le modèle d’Andrews
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function P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta)
P=zeros(1,n) ;
delta=rand(1,n)<p ;
X=zeros(1,n) ;
epsilonzero=rand(1) ;
X(1)=1/2∗(epsilonzero+delta(1)) ;
for j=1 :n-1
X(j+1)=1/2∗(X(j)+delta(j+1)) ;
end
X ;
Xzeros=X-1/2∗ones(1,n) ;
for j=1 :n
P(j)=mu+beta∗alpha(j)+Xzeros(j) ;
end
end

Pour le modèle des différences de martingales
function P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta)
P=zeros(1,n) ;
delta=rand(1,n)<p ;
X=zeros(1,n) ;
epsilonzero=rand(1) ;
X(1)=1/2∗(epsilonzero+delta(1)) ;
L=zeros(1,n) ;
for j=1 :n-1
X(j+1)=1/2∗(X(j)+delta(j+1)) ;
end
L(1)=(delta(1)-1/2)∗epsilonzero ;
for j=1 :n-1
L(j+1)=(delta(j+1)-1/2)∗X(j) ;
end
L ;
for j=1 :n
P(j)=mu+beta∗alpha(j)+L(j) ;
end
end

Pour le cas de variables aléatoires non bornées
function P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta)
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P=zeros(1,n) ;
delta=rand(1,n)<p ;
X=zeros(1,n) ;
Z=zeros(1,n) ;
epsilonzero=rand(1) ;
X(1)=1/2∗(epsilonzero+delta(1)) ;
for j=1 :n-1
X(j+1)=1/2∗(X(j)+delta(j+1)) ;
end
X ;
for j=1 :n
Z(j)=1/(X(j)∧(1/5)) ;
end
Zok=Z-5/4 ;
for j=1 :n
P(j)=mu+beta∗alpha(j)+Zok(j) ;
end
end

Simulation de la densité spectrale
Le noyau
function K=noyau(x)
if (abs(x)>=2)
K=0 ;
elseif (abs(x)<=1)
K=1 ;
else
K=-abs(x)+2 ;
end
end

Estimation de la densité spectrale
function M=festim(n,c,X)
gamma=zeros(1,n-1) ;
Knoyau=zeros(1,n-1) ;
V=1/n ∗sum(X)∗ones(1,n) ;
U=X-V ;
T=transpose(U)*U ;
for k=1 :n-1
gamma(k)=1/n∗sum(diag(T,k)) ;
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end
GAMMA=[fliplr(gamma) 1/n*sum(diag(T,0)) gamma] ;
for k=1 :n-1
Knoyau(k)=noyau(k/c) ;
end
KNOYAU=[fliplr(Knoyau) 1 Knoyau] ;
F=KNOYAU.∗GAMMA ;
M=1/(2∗pi)∗sum(F) ;
end

Estimateur des moindres carrés
function Z=hatbeta(X,alpha)
q=length(alpha) ;
T=ones(1,q) ;
Y=[transpose(T) transpose(alpha)] ;
Z=(transpose(Y) ∗ Y)∧(-1)∗transpose(Y)∗transpose(X) ;
end

Ellipsöıde de confiance
dans le cas du modèle d’Andrews pour αi =

√
i

function E=ellipseconfiancesqrt(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphasqrt(n) ;
R=[1 2∗sqrt(2)/3 ; 2∗sqrt(2)/3 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas du modèle d’Andrews pour αi = i
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function E=ellipseconfiancecl(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas du modèle d’Andrews pour αi = i2

function E=ellipseconfiancecarre(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas de différences de martingales pour αi =
√
i
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function E=ellipseconfiancesqrtmart(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphasqrt(n) ;
R=[1 2∗sqrt(2)/3 ; 2∗sqrt(2)/3 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas de différences de martingales pour αi = i
function E=ellipseconfianceclmart(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas de différences de martingales pour αi = i2
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function E=ellipseconfiancecarremart(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas de variables aléatoires non bornées pour αi =
√
i

function E=ellipseconfiancesqrtnonborne(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphasqrt(n) ;
R=[1 2∗sqrt(2)/3 ; 2∗sqrt(2)/3 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas de variables aléatoires non bornées pour αi = i
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function E=ellipseconfianceclnonborne(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ; U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

dans le cas de variables aléatoires non bornées pour αi = i2

function E=ellipseconfiancecarrenonborne(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1)∗ones(1,n) ;
M=festim(n,c,X) ;
A=[sqrt(n)/sqrt(2∗pi∗abs(M)) 0 ; 0 T/sqrt(2∗pi∗abs(M))] ;
E=H+A∧(-1)∗U∗[sqrt(r) ;0] ;
for t=1 :L
E=[E H+A∧(-1)*U∗[sqrt(r)∗cos(2∗pi∗t/L) ;sqrt(r)∗sin(2∗pi∗t/L)]] ;
end
end

Obtention des ratios
dans le cas du modèle d’Andrews pour αi =

√
i
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function Z=regionconfiancesqrt(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphasqrt(n) ;
R=[1 2∗sqrt(2)/3 ; 2∗sqrt(2)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas du modèle d’Andrews pour αi = i
function Z=regionconfiancecl(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
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B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas du modèle d’Andrews pour αi = i2

function Z=regionconfiancecarre(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des différences de martingales pour αi =
√
i

function Z=regionconfiancesqrtmart(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphasqrt(n) ;
R=[1 2∗sqrt(2)/3 ; 2∗sqrt(2)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
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for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des différences de martingales pour αi = i
function Z=regionconfianceclmart(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des différences de martingales pour αi = i2
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function Z=regionconfiancecarremart(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ; X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des variables aléatoires non bornées pour αi =
√
i

function Z=regionconfianceclnonborne(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
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else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des variables aléatoires non bornées pour αi = i
function Z=regionconfianceclnonborne(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des variables aléatoires non bornées pour αi = i2

function Z=regionconfiancecarrenonborne(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
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r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=2∗pi∗r∗abs(M)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des différences de martingales mais avec l’estimateur f♦
n pour

αi =
√
i

function Z=regionconfiancesqrtmartautreestim(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphasqrt(n) ;
R=[1 2∗sqrt(2)/3 ; 2∗sqrt(2)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
S=1/n∗sum(X.∧2) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=r∗abs(S)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des différences de martingales mais avec l’estimateur f♦
n pour
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αi = i
function Z=regionconfianceclmartautreestim(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacl(n) ;
R=[1 sqrt(3)/2 ; sqrt(3)/2 1] ;
c=n∧(7/16) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
S=1/n∗sum(X.∧2) ;
if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=r∗abs(S)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end

dans le cas des différences de martingales mais avec l’estimateur f♦
n pour

αi = i2

function Z=regionconfiancecarremartautreestim(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacarre(n) ;
R=[1 sqrt(5)/3 ; sqrt(5)/3 1] ;
c=n∧(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.∗alpha)) ;
F=R∧(-1)∗transpose(R)∗R∧(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;
for i=1 :N
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;
X=P-H(2,1)∗alpha-H(1,1) ;
S=1/n∗sum(X.∧2) ;
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if [U(2,2)∗(mu-H(1,1))∗sqrt(n)-T∗(beta-H(2,1))∗U(1,2)]∧2
+[T∗U(1,1)∗(beta-H(2,1))-sqrt(n)∗U(2,1)∗(mu-H(1,1))]∧2<=r∗abs(S)∗det(U)∧2
B(i)=1 ;
else B(i)=0 ;
end
end
Z=sum(B)/N ;
end
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[20] Dedecker, J. (2004). Inégalités de covariance. C. R. Math. Acad. Sci.
Paris. 339, No. 7, 503-506.

[21] Dedecker, J. and Doukhan, P. (2003). A new covariance inequality and
applications. Stochastic Processes and their Applications 106, 63-80.
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