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Chapter 1

Introduction et présentation
des résultats

L’objet de ma these encadrée par Jérome Dedecker et Florence Mer-
levede, est consacré au comportement de certaines distances entre la mesure
empirique d’un processus stationnaire et sa loi marginale (distance type
Cramér-Von Mises ou type Wasserstein) dans le cas de variables aléatoires
dépendantes au sens large, incluant par exemple, certains systémes dy-
namiques.

Dans ce chapitre, je reprends les principaux résultats obtenus dans les
chapitres 2, 3 et 4.

Dans un premier temps, je donne un Principe de Déviations Modérées,
sous des conditions projectives, pour une suite stationnaire de variables
aléatoires centrées a valeurs dans un Hilbert, que ce soit pour un processus
adapté ou non.

Puis, je m’intéresse au Théoréeme Limite Central (TLC) pour des suites
stationnaires ergodiques de variables aléatoires & valeurs dans L', toujours
sous des conditions projectives.

L’étude de ces théoremes limites pour des suites stationnaires de vari-
ables aléatoires a valeurs dans des espaces fonctionnels me permet d’aboutir
a des conditions suffisantes pour obtenir des résultats sur le comportement
asymptotique de statistiques du type Cramér-Von Mises ou distance de
Wasserstein pour certaines classes de suites dépendantes. En particulier,
les résultats sont appliqués a I’étude de systemes dynamiques, ainsi qu’a
celle des processus linéaires.

Enfin, dans une derniere partie, afin de construire des intervalles de con-

Page 9



CHAPTER 1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

fiance asymptotiques pour la moyenne d’une suite stationnaire a partir du
Théoreme Limite Central, je propose un estimateur lissé de la densité spec-
trale, et j’étudie sous des critéres projectifs, la consistance de cet estimateur.

Voici quelques notations et définitions tres utiles pour la suite de cette
synthese:

(©, A, P) est un espace probabilisé.

H est un espace de Hilbert séparable, muni de sa norme ||. || issue du
produit scalaire < .,. >p et (e;);>1, est la base orthonormale de H.

Pour tout réel p > 1, LP(u) = LP(T, i) est 'espace des fonctions réelles
pu-intégrables sur T, ou p est une mesure o-finie et T un intervalle de

1/
R, avec pour norme ||.||,, = (fT | ()P ,u(dt)) g Lo°(u) désigne le
dual de L!(p).

Pour tout réel p > 1, on note L% I’espace des variables aléatoires a
valeurs dans H tel que || X[}, = E(||X||f;) soit finie. Par exemple,
H

Li;([0, 1]) est espace des fonctions Bochner intégrables & valeurs dans
H. De plus, |||| X ||m|le désignera la LgP-norme, c’est-a-dire le plus petit
réel u tel que P(|| X ||m > u) = 0.

Pour tout p entier, ||.||, et ||.|| désignent respectivement la LP-norme
et la L°°-norme, c’est-a-dire, pour toute variable aléatoire réelle X,
1X|l, = E(|X[P)/P et || X |0 est le plus petit réel u tel que P(|X| >
u) = 0.

Une suite stationnaire de variables aléatoires (X;);cz est formalisée
par X; = Xgo T/, ou T : Q — € est une transformation bijective
bimesurable préservant la mesure de probabilité P sur (€2,.4). Pour une
sous-tribu Fy vérifiant Fy C T~1(Fy), posons F; = T~ Fy), Foo =
mnzo f_n et Foo = \/keZ Fk

Sy, est la somme partielle et {Z,(t) : t € [0,1]} est le processus nor-

malisé définis respectivement par:

[n1]

ZX et Z ZX + [nt])X[nt]+1’

ou [.] désigne la partie entiere.
Le processus Z,(.) sera vu comme un élément de Cp([0, 1]), ensemble
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1.1. MOTIVATIONS.

des fonctions continues de [0,1] dans H. C’est un espace de Banach,
muni de la norme sup, ||z||co = sup {||z(¢)||lm : ¢t € [0,1]}.

1.1 Motivations.

Considérons une suite stationnaire de variables aléatoires (X;)iez. In-
troduisons la fonction de répartition empirique,

VieR, F Zl{X<t}a

et notons F'x la fonction de répartition de X.
On est intéressé par le comportement asymptotique d’une quantité du

e 1/p
= ([ 150~ Ex 0P dutt)) (11)

pour p > 1 et u une mesure o-finie telle que

[ By atan+ [ (0= Pl ) <o
- +
Cette quantité est d’un intéret particulier. Lorsque p = 2 et u = dF', c’est
la statistique de Cramér-Von Mises. Si p = Ajg 1] ot Ag,q] est la mesure de
Lebesgue sur [0, 1], ¢’est la distance de Kantorovitch.

Notons également (cf Dedecker et Merlevede [24]) que D, ,(u) peut
s’écrire comme le supremun du processus empirique sur une certaine classe
de fonctions,

Dpnlu) = sup \fo (F(X3))

JEW g 1(p)

9

avec ¢ le conjugué de p, et Wy 1(p) est 'ensemble des fonctions vérifiant:

{f : f(t) = f(0)+ < f’(m)u(dm)) liso — ( ” f’(x)u(dx)>1t§0

ot ([ 1r@nan)" <1},

Pour p > 2, sous certaines conditions de faible dépendance sur le proces-
sus (Xg)kez, Dedecker et Merlevede ont étudié le comportement en loi de

[0,¢]
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Dy (1) (cf Théoreme 2 [24]). Par ailleurs, ils ont établi une inégalité de
déviations (cf Théoreme 1 [24]) faisant intervenir des coefficients de faible
dépendance sur (Xx)gez-

Une des motivations du second chapitre est de compléter leurs résultats
lorsque p = 2, en utilisant un Principe de Déviations Modérées.

Le Chapitre 3 est consacré quant & lui au comportement en loi de Dy ,,(p).

Le point commun de ces deux chapitres est le fait que D, (u) peut se
réécrire comme la norme d’une somme de variables aléatoires a valeurs dans
un espace fonctionnel, & savoir un espace de Hilbert (L2(p)) lorsque p = 2,
et un espace de Banach (L!(x)) lorsque p = 1. Ainsi, le Chapitre 2 est
consacré a I’étude du Principe de Déviations Modérées pour des variables
aléatoires a valeurs dans un Hilbert, et le Chapitre 3, a ’étude du com-
portement asymptotique en loi des sommes partielles de variables aléatoires
a valeurs dans I'espace L!(u)).

Le Chapitre 4 a une motivation différente. Beaucoup de résultats ont
été obtenus depuis les travaux de Heyde [39] concernant ’étude du com-
portement asymptotique en loi des sommes partielles de variables aléatoires
réelles faiblement dépendantes, cependant la variance asymptotique étant
une quantité inconnue, je me suis intéressée & établir un estimateur de cette
variance et a étudier sa consistance sous des conditions de faible dépendance.

La suite de cette introduction présente les résultats principaux que j’ai
obtenus.

1.2 Principe de Déviations Modérées dans un Hilbert.

Rappelons tout d’abord la définition du Principe de Déviations Modérées,

Définition 1.1. (Dembo et Zeitouni [29])

Si (Ty)n>1 est une suite de variables aléatoires définies sur 'espace de prob-
abilité (0, A,P), a valeurs dans un espace topologique E, muni de sa tribu
borélienne £, nous dirons que (Ty,)n>1 satisfait le Principe de Déviations
Modérées dans E, avec une fonction de taux I (I : E — [0,00], fonction
semi-continue inférieurement), si pour toute suite de réels positifs telle que
an | 0 et na, — 400, quand n — +oo, (T),)n>1 vérifie: pour tout borélien
A de &,

—inf{I(x);z € ;1} < liminf a, logP(\/@Tn € A)

< limsup a, log]P’(\/anTn € A)
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1.2. PRINCIPE DE DEVIATIONS MODEREES DANS UN HILBERT.

< —inf{l(z),r € A},

[e] —
ot A (respectivement A) est lintérieur (respectivement la fermeture) de A.

Ainsi, si T, = n~1/2 Yo, Xi, le Principe de Déviations Modérées est
un résultat intermédiaire entre le Théoreme Limite Central, et le Principe
de Grandes Déviations. De plus, remarquons que la connaissance de la
variance présente dans le Théoreme Limite Central nous donne directement
la fonction de taux du Principe de Déviations Modérées. Pour un processus
a valeurs dans un Hilbert, des résultats sur le Théoreme Limite Central
ont déja été démontrés par Dedecker et Merlevede [23], poursuivant ainsi le
travail sur les différences de martingales triangulaires de Jakubowski [43].

Concernant les variables aléatoires i.i.d. ou des tableaux triangulaires
de variables aléatoires i.i.d., & valeurs dans un Hilbert ou dans un Banach,
des résultats sur le Principe des Déviations Modérées ont été établis, en
particulier par de Acosta [1], Borovkov et Mogulskii [10] [11] et Ledoux [45].
Citons a titre d’exemple, le résultat suivant du & Ledoux [45],

Théoréme 1.1. (Ledoux [45])

Soit X wune wvariable aléatoire a wvaleurs dans un espace de Banach réel
séparable B, muni de sa norme ||.||g. Supposons que E(f(X)) = 0 et
E(f%(X)) < oo, pour tout f de B, et notons (H,|.|rr) lespace de Hilbert
autoreproduisant associé a la covariance de X. Désignons en outre par I
la fonctionnelle sur B définie par I(x) = # ou 400, selon que x appar-
tient ou non a H. Supposons que la famille {f*(X); f € B, || fllsup < 1} est

uniformément intégrable, ot ||f|sup = sup |f(z)|. Soit (an)n>1 une suite
[zlls<1

décroissante de réels positifs telle que a, — 0, na, — 0o, quand n tend vers
Uinfini et vérifiant l’assertion suivante: il existe 6 €]0,1[ et A > 1 tels que
pour tous entiers n,k > 1,

ks
Qpk an
Alors, pour que

limsup an, loglP(,/a—nSn € F) < —inf I(x),
n—00 n zel

pour tout fermé F de B, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
sotent réalisées:
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i) \/ 525 — 0 en probabilité,

i) il existe M > 0 tel que, quelque soit u > 0,

n u?
limsup ay, log (nP(HXHIB% > Uy /*)) < ——.
n—o00 Qp, M

Pour des différences de martingales triangulaires & valeurs dans RY,
Puhalskii [56] établit le Principe de Déviations Modérées. Des extensions
aux variables aléatoires ¢-mélangeantes ont été obtenues par Djellout [31] et
Gao [33]. Plus récemment, Dedecker, Merlevede, Peligrad et Utev [25] ont
établi le Principe de Déviations Modérées sous des conditions de faibles
dépendances pour des suites stationnaires de variables aléatoires réelles.
Citons leur résultat,

Théoréme 1.2. (Dedecker, Merlevéde, Peligrad et Utev [25])
Supposons que || Xo|loo < 00 et que Xg est Fo-mesurable. De plus, supposons
que

E(
Z IE(Sn|Fo)lloe < o0, (1.2)

0372
et qu’il existe o > 0 telle que
52
lim [B(22| %) —0*| =o.
n—oo n 0

Alors, pour toute suite de réels positifs (an)n>1 telle que a,, — 0 et na, — oo,
le processus mormalisé Zy,(.) satisfait le Principe de Déviations Modérées
dans Cr([0,1]) avec la fonction de taux 1,(.) définie par

1
307 | (W@)?au

avec o > 0, h(0) =0 et h est absolument continue sinon I,(h) = co.

Io(h) =

L’objectif du second chapitre est double. Est-il possible d’étendre aux
cas de variables aléatoires non adaptées le Théoreme 1.27 Est-il possible de
I’établir dans le cadre de variables aléatoires a valeurs dans un espace de
Hilbert?

Avant de donner le résultat obtenu, rappelons une définition
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1.2. PRINCIPE DE DEVIATIONS MODEREES DANS UN HILBERT.

Définition 1.2. Un opérateur positif, auto-adjoint I' sur H, sera appelé
un S(H)-opérateur, s’il est de trace finie, i.e, pour toute base orthonormale
(6[)[21 de H, lel < Tey, e >p< 0.

Posons également

ACo([0,1],H) = {¢ € Cy([0,1]) : il emiste g € Liz([0,1])
tel que ¢(t) = fgg(s) ds pourt € [0,1]}.

Voici le résultat obtenu,

Théoréme 1.3. (Dede [17])
Supposons que ||| Xo|lu||lco < 00. De plus, supposons que

1 1
> 37 IE(Sa|Fo) oo < 00 et > 3 I8 = E(SnlFn) il < oo,

n>1 n>1
et qu’il existe Q € S(H) telle que

i) pour tous k, | € N*,

1
lim H*E(< Sny el >H< Sn, e >u |[Fo)— < Qeg, e >m H =0,
n—oolln oo
ii)
. 1

tim || ~E(1S,3170) - THQ)||_ =o0.

n—ooll n o)
Alors, pour toute suite positive a, telle que a, — 0 et na, — oo, le pro-
cessus Zy(.) satisfait le Principe de Déviations Modérées fonctionnel dans
Cu([0,1]) avec la bonne fonction de tauz,

JEA (@ () dt si d € ACH([0, 1], H)
I(¢) =

+00  sinon,

ot A* est donnée, pour tout x € H, par

1

A(@) =sup (< y,2 >u —5 <y, Qy >mu)-
yeH

Un des outils principaux pour la démonstration de ce Théoréeme est une

nouvelle inégalité de type Hoeffding pour des variables aléatoires non neces-

sairement adaptées a valeurs dans un espace de Hilbert (voir Théoréeme 2.2
Chapitre 2).
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CHAPTER 1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

1.3 Le TLC empirique dans L!(p)

Ce chapitre est consacré a I'étude du comportement asymptotique en
loi de Dy, (p) définie par (1.1), lorsque (X;)icz est une suite strictement
stationnaire de variables aléatoires réelles.

Dans le cas de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans L'(u), nous
pouvons déduire du Corollaire 1 de Jain [42]

Théoréme 1.4. (Jain [42])
Si la suite de variables aléatoires centrées i.i.d. X = (X;);cz, est a valeurs

dans L(u), alors le Théoréme Limite Central a lieu si et seulement si
Jo X1 (®)[|2 dt < oo.

Le résultat principal du Chapitre 3 est le suivant:

Théoréme 1.5. (Dede [18])
Supposons, que pour tout réel t, E(Xo(t)|F-oo) = 0 presque sirement, Xo(t)

est Foo-mesurable et
[ 100t <
(t)Fo) —

Posons Py(X(t)) = E(X E(X(t)|F-1) et supposons que

S [ IR <
kEZ

Alors
71/22)( oT' — G en loi dans L' (p),

n—00
=1

ot G est une variable aléatoire gaussienne centrée a valeurs dans L(p), et
de fonction de covariance: pour tout (f,g) € L (u) x L>®(u),

a(f,9) =E(F( D Ro(xi))g( Y Ro(xn)) = 3 Cov(f(X0), (X))
kEZ kEZ
1.4 Applications aux distances.

Considérons une suite strictement stationnaire de variables aléatoires
réelles Y = (Y;)iez et de fonction de répartition commune Fy. Posons
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1.4. APPLICATIONS AUX DISTANCES.

Fo = o(Y;,i <0). Nous notons F,, la fonction de répartition empirique de
Y:

1 n
VEER, Fy(t) =~ D 1y
=1

Pour toute mesure de probabilité p sur R, la variable aléatoire X; = {t —
ly,<t — Fy(t),t € R} sera vue comme une variable aléatoire & valeurs soit
dans D'espace de Hilbert H = L2Z(R, z1), si nous souhaitons travailler sur
la distance de Cramér-Von Mises en particulier, soit dans L'(R, ), pour
une étude de la distance de Wasserstein d’ordre 1, avec 4 = A mesure de
Lebesgue. Nous donnons par la suite, des conditions suffisantes pour le
Principe de Déviations Modérées dans L?(R, 11), ou pour la convergence en
loi dans L' (IR, \) du processus /n(F,,—Fy) dés que Y satisfait des conditions
de mélange faible.

1.4.1 Coefficients de mélange fort.

Nous ne décrivons ici que les coefficients de mélange utilisés dans la
these, a savoir le a-mélange et le ¢-mélange. Ainsi, Rosenblatt [58] définit
le mélange fort, encore appelé a-mélange.

Définition 1.3. (Rosenblatt [58]) Pour deux sous o-tribus B et C C A, est
définie la mesure de dépendance suivante

a(B,C):= sup |P(BNC)—P(B)P(C)|.
BeB,CeC

Puis, Ibragimov [41] définit le mélange uniforme ou ¢-mélange.

Définition 1.4. (Ibragimov [41]) Soient deuz sous o-tribus B et C C A, on
a

¢(B,C) = sup IP(C|B) = P(C)|.
BeB,CeC,P(B)>0

En pratique, dans le cas du ¢-mélange (respectivement du a-mélange),
si Y est une variable aléatoire a valeurs dans un espace Polonais ) et si F
est une o-algebre, le coefficient de ¢-mélange entre F et o(Y") est défini par

¢(F,0(Y))= sup [[E(lyea|lF) —E(lyea)lo,
AeB(Y)

et respectivement

a(F,o0(Y)) = sup [E(lyea|lF)—E(Lyea)l:.
AeB(Y)
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Ainsi, a la suite strictement stationnaire de variables aléatoires (X;);ez, on
peut lui associer les suites suivantes de coefficients de dépendance;

¢(n) = ¢(Fo,0(Xn)) et a(n) = a(Fo,0(Xn)),

ou Fo=0(X;,j <0).

Les propriétés de ces coefficients ont été largement étudiées par Doukhan
[32] et Bradley [13] [14].

Le probleme de ces coefficients fortement mélangeants est qu’il est difficile
de les calculer, et qu’ils ne prennent pas en compte certains processus. Ainsi,
le processus d’Andrews [4] défini ainsi

Exemple 1.1. Soit ({,)nez une suite de variables aléatoires i.i.d telle que
P& = 1) = P(& = 0) = 1/2, alors la solution stationnaire (X;)icz de
[’équation

1
X; = §(XZ-,1 + &), pour tout entier naturel i € Z,

n’est pas mélangeante au sens de Rosenblatt [58].

En effet, le calcul donne a(n) = a(o(Xy),0(X,)) = 1/4 pour tout entier
relatif n. Pour cette raison, Dedecker et Prieur [27] ont introduit des notions
de dépendance moins restrictives, et couvrant plus de modeles.

1.4.2 Le mélange faible.

Avant de donner les définitions des coefficients faiblement mélangeants,
rappelons que si z et y sont deux éléments de R%, alors z < y si et seulement
si x; < y; pour tout 1 <4 < d. Dedecker et Prieur [28] définissent ainsi ¢ et
@,

Définition 1.5. Soit Y = (Y1, ..., Yy) une variable aléatoire a valeurs dans
RF. Pour tout 1 <i <k ett € R, soit g, ;(x) = 1<, —P(Y; < t). Définissons
la variable aléatoire

b(F,Y1,..,Yy) = sup
(t1,--- tx ) ERF

/ I8 gy, 1(e) Py () — / ISy gy, s() Py (do)|.

ot Py r(dr) = Py z(dry, ..., dzy) et Py(dr) = Py(dry, ..., dv), avec Pyr
la distribution de Y conditionnée par F.
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Pour une suite stationnaire (Y;);ez, définissons les coefficients ggk et ay,
pour tout entier k > 1, par

5 = 5 b(Fo, Y, ... Y;
or(n) max ¢,>..b.1i§12n 16(Fo, Yy, oy Yi) )|l 0o

et
v prm— ; e ; .
O[k(n) 1H<1la<}$€ il>ns.l;pi1> ||b(‘: 07)1,17 7§7,l)||1

Pour simplifier, nous noterons par la suite indifféremment d~> pour ¢~>1 et &
pour &1. Avec ces définitions, étudions le Principe de Déviations Modérées
pour le processus /n(F, — Fy), puisque les variables aléatoires X; = {t —
ly,<; — Fy(t) : t € R} peuvent étre vues comme des variables aléatoires a
valeurs dans I'espace de Hilbert H := L2(R, ) avec  mesure de probabilité
sur R.

Proposition 1.1. (Dede [17])
Si

Z \}ﬁég(n) < 00,

alors {/n(F,(t)—Fy(t)),t € R} satisfait le Principe de Déviations Modérées
dans L2(R, 1) avec la fonction de tauz,

1
v f € LQ(Ra /’L)7 I(f) = Sup (< f?g >L2(R,p,) _5 < ngg >L2(]R,/L))7
9eL2(R,p1)

ot Q est définie ainsi, pour tout (f,g) € L%(R, u) x L2(R, u),

Qt.) = [ | F&at0(. ) n(dtu(as)

avec

Cls,t) = Y (B(Y0 < 5,Yi < 1) — Fy () Fy(1).
keZ

Ainsi, nous en déduisons en appliquant le principe de contraction de
Dembo et Zeitouni [29], que la statistique de Cramér-Von Mises

1/2

Vir( [ (Bute) = Fr(e)? utdn) "

satisfait le Principe de Déviations Modérées dans R avec la fonction de taux,

1y2
v Yy 2 07 I*(y) = 577
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CHAPTER 1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

ouv = mkax()\k), et les A\ sont les valeurs propres de 'opérateur de covari-

ance Q.

SiY; € [0,1] et u(dt) = dt, alors toujours par le principe de contraction
de Dembo et Zeitouni [29], nous en déduisons que la distance de Wasser-
stein d’ordre 1, \/n||F, — Fy||pi(jo,) satisfait le Principe de Déviations
Modérées dans R, avec la fonction de taux,

y2

o(Z)

Yy >0, J(y) =

N

ol Z est une variable aléatoire d’opérateur de covariance @ définie dans la
Proposition 1.1 et

1
o(Z) = ngipSIOE( /0 g1 Z (1) dt>2>l/ ’

Maintenant, intéressons nous & la convergence dans L ()), avec A\, mesure
de Lebesgue. Si E(]Y1]) < oo, la variable aléatoire X;(.) = {t — 1ly,<; —
Fy (t),t € R} peut-étre vue comme une variable aléatoire centrée & valeurs
dans L()).

Dans le cas indépendant, del Barrio, Giné et Matréan [6] ont établi le
théoreme suivant

Théoréme 1.6. (del Barrio, Giné et Matrdn [6])
Soit (Y;)ien, des variables aléatoires i.i.d. de distribution commune Fy.
Posons

X(t):=1lys —P(Y >t), —o0 <t < 00, (1.3)

et soit (X;);en, le processus obtenu en remplagantY parY; dans (1.3). Alors
le processus n~ V23" | X; = \/n(F, — Fy) converge en loi dans L'(R,\)
(avec A la mesure de Lebesgue) vers le processus B(Fy (t)), t € R, ou B est
un pont brownien, si et seulement si

Aot (Y) = /OOO VP> 1) dt < oo, (1.4)

Notons que (1.4) est équivalente a

oo
/ VFy()(1 — Fy(t)) dt < .
—0oQ
Maintenant, si la suite stationnaire Y est g?)—dépendante, alors on a:
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1.5. ESTIMATION DE LA DENSITE SPECTRALE

Proposition 1.2. (Dede [18])
Supposons que

Z <ooet/ V(Y| >t)dt < o0,

k>1

alors {t — /n(F,(t) — Fy(t)),t € R} converge dans L*(\) vers une variable
aléatoire gaussienne centrée de fonction de covariance: pour tout (f,g) €
Loo(A) x L2 (N),

Bo(f.0) = [ F9)a()C(s.0)dt ds,

C(s,t) =Y (P(Yo < 5,Yy <t) — Fy(s)Fy (t)).
keZ

Avant de donner des conditions suffisantes quand la suite Y est a-
dépendante, nous rappelons que

Définition 1.6. Pour toute variable aléatoire positive, intégrable, définissons
la fonction quantile Qy de Y, i.e. la fonction cadlag inverse de la queue de
distribution © — P(Y > x).

Proposition 1.3. (Dede [18])

Supposons que
a(k) () )
|) |

alors la conclusion de la Proposition 1.2 reste vraie.

k>1

Remarquons que la Proposition 1.2 (respectivement la Proposition 1.3)
est encore vraie en mélange fort, i.e. en ¢-mélange (respectivement en a-
mélange).

Dans les chapitres 2 et 3, nous verrons comment appliquer notamment
ces résultats aux systemes dynamiques et aux processus linéaires.

1.5 Estimation de la densité spectrale

Supposons que nous disposons d’une suite stationnaire de variables aléatoires
réelles (X;);cz & valeurs dans L2, de moyenne . Cette suite est construite
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de la maniere suivante, X; = XpoT? ou T : Q@ —  est une transforma-
tion bijective bimesurable conservant la mesure de probabilité P sur (£2, .A).
Un élément A de A est dit invariant par T si T(A) = A. En notant Z la
tribu des éléments invariants par T, nous supposons que la probabilité P
est ergodique, c’est-a-dire que si A € Z, alors P(4) = 0 ou 1. Une variable
aléatoire Xy sera dite réguliere si E(Xy|F_o) = 0 presque stirement, et Xg
est Foo-mesurable.

Rappelons que nous définissons, pour tout ¢ € Z, 'opérateur de projec-
tion P; sur L? par,

Pi(X) = E(X|F;) — E(X|Fi—1).

Concernant le comportement asymptotique de la suite des sommes partielles,
Heyde [39] (Hannan [37] pour le cas adapté) a montré que si Xg est réguliere
et

D IP(X)l2 < oo, (1.6)

keZ

alors

Sn —np .
— T s N0, Cov(Xp, X, loi.
Tn ( ;Z ov(Xo k)) en loi

Pour obtenir des intervalles de confiance asymptotiques pour la moyenne,
en utilisant le Théoréme Limite Central, il nous faut donc un estimateur de
la série des covariances.

Définissons la densité spectrale,

1 k6
F0) =5 k%cov(xo,xk)e , 0 e [—m, 7).

En effet, la densité spectrale en zéro est égale (au facteur 27 pres) a la série
des covariances. Nous étudions ainsi, plus généralement, ’estimation de la
densité spectrale, qui existe et est continue sous (1.6). En pratique, seules les
données X1, Xo, ..., X;, sont connues, on utilise donc un estimateur naturel
de la covariance Cov(Xp, X}) donné par

n—|k|
. 1 v

n 4
Jj=1

g '
avec X, =n"" 3 0 Xj.
Pour estimer la densité spectrale, on utilisera I’estimateur lissé, introduit
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1.5. ESTIMATION DE LA DENSITE SPECTRALE

par Bartlett [7], et défini par

ful(0) = Zi 3 K(L’j)fykeike, 0 € [—m,x, (1.7)

™
|k|<n—1

avec ¢, une suite d’entiers positifs telle que ¢, — oo et ¢,/n — oo quand
n — oo. Nous supposons que K vérifie K(x) = 1 pour tout réel |z| <1, et
K(x) =2 — |z| pour tout réel 1 < |z| < 2, sinon K(z) = 0.

Sans prétendre & I’exhaustivit{e, nous pouvouns citer Anderson [3], Brillinger
[15], Brockwell et Davis [16], Hannan [36] [37], Priestley [55]... Ils ont traité
des propriétés de cet estimateur, mais sous des conditions plus ou moins
restrictives sur le processus X. Anderson [3] suppose ainsi que les (Xy)kez
ont des moments d’ordre 4, et que la somme des cumulants d’ordre au plus 4
est finie. En rajoutant des hypotheses sur le noyau de convergence, il obtient
une estimation de ’erreur quadratique entre I'estimateur lissé et la densité
spectrale, ainsi qu’'une vitesse de convergence. Rosenblatt [59] considere des
processus a-mélangeants et ayant des moments d’ordre 2 finis. Blanke et
Merlevede [9] modifient l'estimateur lissé en travaillant sur un estimateur
lissé tronqué, toujours dans le cas d’un processus a-mélangeant et ayant des
moments d’ordre 2. Elles donnent sous ces hypotheses, I’erreur quadratique
ainsi qu'une vitesse de convergence. Hannan [37], quant a lui, travaille sur
des processus linéaires et suppose que F_, est triviale, ce qui entraine des
conditions de dépendance faible. Ses conditions sont tres bien adaptées pour
I’analyse des séries temporelles et permettent de considérer aussi bien des
suites mélangeantes que des différences de martingales.

Nous montrons sous des conditions adéquates sur c,, que l'estimateur
lissé (1.7) converge vers f(6) sous les mémes hypotheéses que celles données
par Heyde [39] pour que le Théoreme Limite Central ait lieu.

Un premier résultat fondamental est sur la consistance de I’estimateur

lissé f,(0) dans L':

Théoréme 1.7. Supposons que X est réguliere et que (1.6) est vérifiée.
Supposons de plus que

an(|X0|2(1 A %"\XO\Q)) —0. (1.8)
Alors
fn(6) —_ f(0) dans L. (1.9)

Par exemple, si la variable aléatoire Xy admet un moment d’ordre 4, la

2
oy . s e s « C
condition (1.8) est vérifiée si == — 0.
n—oo
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Dans la Section 4.3 du Chapitre 4, nous verrons comment appliquer
ce résultat via un Théoreme Limite Central pour obtenir des régions de
confiance pour les parametres dans un modele de régression paramétrique.
Enfin, nous illustrerons ces résultats par des simulations.
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Chapter 2

Moderate deviations for

stationary sequences of
Hilbert-valued bounded
random variables

In this chapter, we derive the Moderate Deviation Principle for station-
ary sequences of bounded random variables with values in a Hilbert space.
The conditions obtained are expressed in terms of martingale-type condi-
tions. The main tools are martingale approximations and a new Hoeffding
inequality for non-adapted sequences of Hilbert-valued random variables.
Applications to Cramér-Von Mises statistics, functions of linear processes
and stable Markov chains are given. The content of this part is based on a
paper, published in Journal of Mathematical Analysis and Applications [17].

2.1 Introduction

Let H be a separable Hilbert space with norm ||. || generated by an inner
product, < .,. >p, and (e;);>1 be an orthonormal basis of H.

For the stationary sequence (X;);cz, of centered random variables with
values in H, define the partial sums and the normalized process {Z,(t) : t €
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[0,1]} by
[nt]

Sn = ZX and  Zy( = - ZX - \} — [nt]) X1,

7=1

[.] denoting the integer part.

In this chapter, we are concerned with the Moderate Deviation Principle,
for the process Z,(.), considered as an element of Cy(][0,1]), the set of all
continuous functions from [0, 1] to H. This is a separable Banach space under
the sup-norm ||z||cc = sup{||z(¢)|jm : t € [0,1]}. More generally, we say that
a family of random variables {Z,,,n > 0} satisfies the Moderate Deviation
Principle (MDP) in E, a separable metric space, with speed a,, — 0, and
good rate function I(.), if the level sets {z,I(x) < a} are compact for all
a < 00, and for all Borel sets I' of F,

—inf{I(z);z € 12} < liminf a, log P(y/anZ, €T)
< limsup a, log P(y/a,Z, €T) < —inf{l(z);z € T}.
(2.1)

From now, we assume that the stationary sequence (X;);cz is given by
X; = Xoo T, where T : Q — Q is a bijective bimeasurable transforma-
tion preserving the probability P on (2,.4). For a subfield Fy satisfying
Fo C T YF), let Fi = T™4(F). By ||| X|lmllcc, we denote the LE-norm,
that is the smallest u such that P(|| X ||z > u) = 0.

When H = R, Dedecker, Merlevede, Peligrad and Utev [25] have re-
cently proved (see their Theorem 1), by using a martingale approximation
approach, that:

Theorem 2.1. Assume that || Xo|lco < 00, and that Xo is Fo-measurable.
In addition, assume that

E(Sn | Fo)llo
ZH | Fo)lloe _

n3/2
and that there exists o2 > 0 with

i () -] =0

Then, for all positive sequences a, — 0 and na, — oo, the normalized
process Zn(.) satisfies the MDP in Cgr([0,1]), with the good rate function
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1,(.) defined by

1
L(h) = ;2/0 (W (w))? du

if simultaneously o > 0, h(0) = 0 and h is absolutely continuous, and
I,(h) = oo otherwise.

The first aim of this chapter is to extend the above result to random vari-
ables taking their values in a real and separable Hilbert space H. Indeed,
having asymptotic results concerning dependent random variables with val-
ues in H allows for instance, to derive the corresponding asymptotic results
for statistics of the type fol | B, (t) — Fy(t) |? p(dt) where Fy(.) is the cumu-
lative distribution function of a strictly stationary sequence of real-valued
random variables (Y;);cz and F,,(.) is the corresponding empirical distribu-
tion function (see Section 2.3.4).

On an other hand, since Theorem 2.1 is stated for adapted sequences,
the second aim of this chapter is to extend this result to non-adapted se-
quences.

To extend Theorem 2.1 to non-adapted sequences of Hilbert-valued ran-
dom variables, we use a similar martingale approach as done for instance
in Volny [62] for the Central Limit Theorem. In infinite dimensional cases,
the authors have essentially considered i.i.d. or triangular arrays of i.i.d.
random variables (see for instance de Acosta [1], Borovkov and Mogulskii
[10] [11], Ledoux [45], ...). However for dependent sequences with values in
functional spaces, there are few results available in the literature. Since our
approach is based on martingale approximation, we first extend Puhalskii
[56] results for R%-valued martingale differences sequences to the H-valued
case (see Section 2.4.2). In Section 2.2.1, we derive a Hoeffding inequality
for a sequence of non-adapted Hilbert-valued random variables. Section 2.4
is dedicated to the proofs.

2.2 Main Results

We begin with some notations,

Notation 2.1. For any real p > 1, denote by LY, the space of H-valued
random variables X such that || X||7, = E(|X|[g) 4s finite. For example,
H

Li([0,1]) ds the space of H-valued Bochner integrable functions on [0, 1].
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2.2.1 A Hoeffding inequality

Firstly, we start by establishing a maximal inequality, which is obtained
through a generalization of the ideas in Peligrad, Utev and Wu [52].

Theorem 2.2. Assume that ||| Xo|lm|lcc < 00. For any x > 0, we have

22
P( max ||Si||m > z) < 2veexp [ — , 2.2
<1§’§”H ” ) ( 4“(H||X0||HHOO+CA)2> 22

for some constant C > 0 and

"1
A= Z W(”HE(SJ | Fo)llwlloo + (11155 = E(S; | Fi)llalloo)-
j=1

2.2.2 The Moderate Deviation Principle

Before establishing our main result, we need more definitions.

Definition 2.1. A nonnegative self-adjoint operator I' on H will be called
an S(H)-operator, if it has finite trace, i.e., for some (and therefore every)
orthonormal basis (e);>1 of H, Y~y <Te;, e >m< oo.

Let

ACy([0,1]) = {¢ € Cu([0,1]) : there exists g € Li([0,1])
¢
such that ¢(t) = / g(s)ds for t € [0,1]}.
0
Now, we give the extension of Theorem 2.1.
Theorem 2.3. Assume that ||| Xo||lullco < 0o. Moreover, assume that

1 1
> 3 IIE(Sn | Fo)llalleo < oo and > —32 IS0 —E(Sn | Fn)llillee < oo,

n>1 n>1
(2.3)
and that there exists Q € S(H) such that

i. for all k, I in N*,

1
lim HEE(< S’n,ek >u< S’n,el >H’ fo)— < Qek,el >H H = 0,
%

n—~aoo
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| nhjlmH%E(HSnH%ﬂ | Fo) — TT(Q)H =0. (2.5)

[e.9]

Then, for all positive sequences a, with a, — 0 and na, — 0o, the process
Zn(.) satisfies the functional MDP in Cy([0,1]) with the good rate function,

Jo A% (@ (1)) dt if ¢ € ACo([0,1])
I(¢) = (2.6)

400 otherwise,

where A* is given by:

1
A*(:Jc):sup(<y,az > —3 <y,Qy >H). (2.7)
yeH

As an immediate consequence, we have:

Corollary 2.1. Under the same notations and assumptions of Theorem
2.8, we have that, for all positive sequences a, with a, — 0 and na, — oo,
n~128, satisfies the MDP in H with the good rate function, A* defined in

(2.7).

Since Tr(Q) < oo, @ is a compact operator. If z € Q(H), then there is
z € H, such that z = (Qz. Hence, the rate function is

1 1
Ve Q(H), A*(x):§ <z,Qz >H:§ <z, >H.

If + ¢ Q(H), we have A*(z) = +o0. In particular, if @ is injective, (A;)i>1
are its eigenvalues, and (f;)i>o the associated eigenvectors, we can simplify
the rate function,

. 1 1
Ve H), A (x):52y<x,fi>%1.
i>1 "

The following corollary gives simplified conditions for the MDP.

Corollary 2.2. Assume that ||| Xo|/m|/c < 00. Moreover, assume that

1 1
> %HIIE(Xn | Fo)llallos < 00 and Y WIIHX—n—E(X—n | Fo)llmlleo < o0,

n>1 n>1
(2.8)
and that for all i, j in N*,
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1. for all k, 1 in N*,

lim ||E(< Xi,ek >u< Xj,el >H’ f_n)—E(< Xi,ek S>u< Xj,el >H)Hoo = 0,
n—s00
(2.9)

nh—>nloo”E(< Xi, Xj >u| Fon) —E(< X3, Xj >H)||oc = 0. (2.10)

Then, the conclusion of Theorem 2.3 holds, with @ defined by

fO’f’ allk, 1 >1, < 6k,Q€l >H= ZE(< Xo, ep >u< Xp,el >1HI)-
PpEZ

2.2.3 Functional law of the iterated logarithm

Throughout this section, let 3(n) = v/2nloglogn, n > 3. Let S,(.) be
the process {S,(t) = X" X; + (nt — [nt]) Xp4r : ¢ € 0, 1]}

Theorem 2.4. Assume that ||| Xo|lm|lcc < o00. Assume in addition that
(2.3),(2.4) and (2.5) hold. Then, with probability 1, the following sequence

{én(') N ZTE?(”L)) }TLZl

is relatively compact in Cy(]0,1]) and the set of its limit points is precisely
the compact set

K ={¢ e Cu([0,1]), such that 2I(¢) < 1}.
Proof of Theorem 2.4. It can be proved by the arguments of the proof of
Theorem 3.1 in Hu and Lee [40] (see also Deuschel and Stroock [30]). O
2.3 Applications
2.3.1 ¢-mixing sequences
Recall that if Y is a random variable with values in a Polish space ) and
if F is a o-field, the ¢-mixing coefficient between F and o(Y") is defined by

o(F,0(Y)) = sup [E(lyea|F)—E(lyeca)lco-
AeB(Y)
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For the sequence (X;);ez, let

$1(n) = ¢(Fo,0(Xy)) and ¢2(n) = sup ¢(Fo, o(Xi, Xj)).

1>5>n

Proposition 2.1. Assume that |||| Xo||ullec < 00 and Xo is Fo-measurable.
Then, for all x > 0, we have

x2

P( xmax [|Siflw > =) < 2v/eexp (— ; el R
1<isn 4”H||X0||H||go(1+6CZ]‘21371/2¢1(‘7))

2.

(2.11)

for the same positive constant C defined in Theorem 2.2.
Proof of Proposition 2.1. Applying triangle inequality and changing the
order of summation, observe that

> s IES: | Fo)lallse < 33 = NIECa | Fo)lzll-

n>1 n n>1 \/ﬁ

Since E(Xy) = 0, we have

IEXn | Fo)llalloo < 2[[[[ Xollellcor (12)-

O
Next, we have a Moderate Deviation Principle.

Proposition 2.2. Assume that |||| Xo|lullec < 00 and Xo is Fo-measurable.
If

1
Zﬁqﬁl(n) <00 and ¢a(n) — 0,

n—o0
n>1

then the conclusion of Theorem 2.3 holds.

2.3.2 Functions of linear processes

In this section, we shall focus on functions of H-valued linear processes,
X, = f(Zai(ek_,;D —E(f(Zai(ek_i)», (2.12)
i€ 1€

where f: H — H, (a;);ez are linear operators from H to H and (g;);cz is a
sequence of i.i.d. H-valued random variables such that ||||eo||m|/co < 00-
The sequence (Xj)g>1 defined by (2.12) is a natural extension of the
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multivariate linear processes. These types of processes with values in func-
tional spaces also facilitate the study of estimating and forecasting problems
for several classes of continuous time processes (see Bosq [12]).

We denote by ||.|[ ), the operator norm. We shall give sufficient condi-
tions for the Moderate Deviation Principle in terms of the regularity of the
function f.

Let 0(g9) = 2inf{]||le0 — z||ft|/c0, z € H} and define the modulus of con-
tinuity of f by

wy(h) = sup |f(z+1) = f(z)]u
ltha<h, z€H

Proposition 2.3. Assume that

> llaill gy < oo

1EZL

and that Xy, is defined as in (2.12). If moreover

1 1
—=wr(d(e0) ) llaxll + 2 —=wr|d(e0) [lal| < o0,
Z\/ﬁ f( €0 ; k L(H)> %\/ﬁ f( €o Z ke L(]HI))

n>1 k<—-n
(2.13)
then the conclusion of Theorem 2.3 holds.

In particular, if [a;||@m) = O(p), 0 < p < 1, the condition (2.13) is

equivalent to
1
t
/ W g < oo (2.14)
0

t/| logt|
For example, if w¢(t) < D|logt|™" for some D > 0 and some v > 1/2, then
(2.14) holds.

Remark: Under a Cramér type condition, Mas and Menneteau [49] were
interested in the MDP for the asymptotic behavior of the empirical mean
of X,, = %Ezzl X, where for all n > 1, X, is an autoregressive process:
Xn = 32520 (en—j). Here, (ex)rez is a sequence of ii.d. Hilbert-valued
centered random variables satisfying a Cramér type condition and p is a
bounded Hilbert linear operator, satisfying Z;')io 107 || L.ery < oo. They gave
also the MDP for the difference between the empirical and theoretical co-
variance operators.
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2.3.3 Stable Markov chains

Let (Y)n>0 be a stationary Markov chain of H-valued bounded random
variables. Denote by u the law of Yy and by K its transition kernel.
Let

Xip = f(Yi) — E(f (Yi))- (2.15)
For all Lipschitz functions g : H — H, let

. g{x) — g9\y)|llm
Lin(o) — sup 192 =90l
z,ycH Hx - ZUHH

We write K (g) and K™ (g ) respectively for the functions y — [ g(z)K (y, dz)
and y — [ g(2)K"(y,dz) = E(g(Yn) | Yo = v).

Proposition 2.4. Assume that the transition kernel K satisfies Lip(K™(g)) <
Cp"Lip(g) for some p < 1 and any Lipschitz function g. If f is Lipschitz
and X; is defined by (2.15), then the normalized process Zy(.) satisfies the
MDP in Cx([0, 1)).

Let (Yy,)n>0 satisfying the equation Y,, = F(Y,_1,&,) for some measur-
able map F' and some sequence (§;);>o of i.i.d. random variables independent
of Yjp.

Corollary 2.3. Assume that for all x, y € H, ||||F($,61)—F(y,61)||H||L1(R7P§1) <
pllx —y|lm with p < 1. If f is Lipschitz and X; is defined by (2.15), then the
normalized process Zy(.) satisfies the MDP in Cy([0,1]).

Proof of Corollary 2.3. The condition: for all z, y € H, ||||F(z,&) —
F(y,gl)”HHLl(I&p&l) < pllx —yl||m with p < 1, implies that, for all f Lipschitz
function,

Lip(K(f)) < pLip(f).
Indeed, for all y in H, we get

K(f)(y) =E(f(Y) | Yo =y) =E(f(F(y,&)) | Yo =y) = /f(F(y7Z))P§1(dZ)-

Hence, for all x, y € H, we derive

() () = K(F) (W)l

IN

/ 1F(F(z,2)) — F(F(y, =) P, (d2)
Lip(f)l[| ' (, 51) F(y,&)|lullu ®p,,)

IN
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< pLip(f)llz - ylu-

It follows that
Lip(K(f)) < pLip(f),
so that
Lip(K"(f)) < p"Lip(f).

We conclude by applying Proposition 2.4. O

2.3.4 Moderate Deviation Principle for the empirical distri-
bution function in L2

Let Y = (Y;)iez be a strictly stationary sequence of real-valued random
variables with common distribution function Fy. Set Fy = o(Y;,7 < 0). We
denote Fj,, the empirical distribution function of Y:

VteR, Fy Zly<t

Note that for any probability measure p on R, the random variable X; =
{t — 1ly,<; — Fy(t) : t € R} may be viewed as a random variable with
values in the Hilbert space H := L?(R, ). Hence to derive the MDP for
n(F, — Fy) we shall apply Corollary 2.2 to the random variables (X;);>1.
With this aim, we first recall the following dependance coefficients from
Dedecker and Prieur [28].

Definition 2.2. Let (2, A, P) be a probability space, let F be a o-algebra of
A. Let Y = (Y1,...,Yx) be a random variable with values in RE. Let Py be
the distribution of Y and let Py |z be a conditional distribution of Y given
F. For1 <i<kandt inR, let gi(x) = 1,<t — P(Y; < t). Define the
random variable

b(F,Y1,...Yy) = sup

(tl IR 7tk eRk

/Hgtl,z i)Py7(dz) — /Hgtl,z )Py (dz)

with Py r(dz) = Py |£(dz1, ..., dzt) and Py (dz) = Py (dw1, ..., dvy).
For the stationary sequence (Y;)icz, define the coefficient QB;@, for any
integer k > 1, by

— W(Fo.Yi o Yi )l
Pr(n) max ”>S‘i§1>n” (Fo,Yiy, - Ya)|loo
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Proposition 2.5. If

3 \}ﬁ&z(n) < o0, (2.16)

then {v/n(F,(t) — Fy(t)), t € R} satisfies the MDP in L*(R, i) with the
good rate function,

1
vaL2(R’:U’)7 I(f): sSup (<f7g>L2(R,,u) _§<ngg >L2(R,u))a
gELQ(R,/J,)
(2.17)

where Q is defined as follows, for all (f,g) in L2(R, p) x L2(R, p),

QF) = [ F6)al)C(s.0) ulatyn(ds)

with
C(s,t) =Y (P(Yo < 5,Yy <t) — Fy(s)Fy (t)).
keZ

If we use the contraction principle in Dembo and Zeitouni [29], with the
continuous function f : x +— |[[z[|L2(g, ), the Cramér-Von Mises statistics,

N /R (Fult) — Fy(1))? u(dt)) 2

satisfies the MDP in R with the good rate function,

11
Vy>0, I*"(y) = 5;@/2,

where v = m’?x()\k), the Ag’s are the eigenvalues of the covariance function

Q.
Now we suppose that Y; € [0,1] and pu(dt) = dt. Always, by the contrac-
tion principle in Dembo and Zeitouni [29] with the continuous function,

w:L2([0,1],n) — Ry
g = ||g||L1([O,1]“u)7

we prove that the Kantorovitch distance /n||Fy, — Fy||p1(o,1],,) satisfies the
MDP in R, with the good rate function,

Vyée Ry, J(y) = lnf{l(f)vf € LZ([Oa ]-]nu’)v Y= HfHLl([O,l},p,)}'
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We deduce from the proof of Theorem in Ledoux [45] page 274, that

2

1y

where Z is a random variable with covariance function @ defined in Propo-

2\ 1/2
sition 2.5 and (Z) = sup (E(fol g(t)Z(t) dt) ) :
lglloo<1
By using a remark (8.22) in Ledoux and Talagrand [46] page 216, we also

have JilEy— F
m _
lim sup 150 = Fyllutqoapm _ o(2).
n—s00 v2nloglogn
Remark: (2.16) is satisfied for a large class of dependent sequences. For in-
stance, it is verified for the class of expanding maps as considered in Dedecker

and Prieur [28].

2.4 Proofs

2.4.1 Hoeffding inequality’s proof
2.4.1.1 Technical propositions

The proofs of the following lemma and propositions use the same ideas
as in the proof of Theorem 1 in Peligrad, Utev and Wu [52] (see also Mackey
and Tyran-Kaminska [48]).

Lemma 2.1. Let (Zy)kez be a stationary sequence of H-valued martingale
differences. For all integer n > 1 and real p > 1, we have

E(f??éznzl + ...+ Zz'||]%1p> < 2PMID(p 4 1) ||| Z1||m]| %2 (2.18)
Proof of Lemma 2.1. We note here, S; = 22:1 Zy. Applying an inequality
given in Pinelis [53] (Theorem 3.5) and using stationarity, we have

oo
o) - [ e{amgisinz )
max || Sillx ; (2p)z pax || Sifle = z ) dz

2

> 2p—1 <
< 2/ (2p)z“P~" exp ( - —) dz.
0 201 Z1]|mll%

3 — z
By the change of variable u = NS

2 U2

o0 [oe)
2p—1 z _.p 2p 2p—1
z exp (— ) dz = nP|||| Z1 || ml| / u exp (——) du.
/0 2(vl[1 Z1 )2 < Jo =3)
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Next - )
/ u?exp (— %) du = 271 (p).
0
Therefore, we conclude that

E(max [ Si12) <270+ 1) w1212

O

The next proposition is a generalization of Lemma 2.1 to an adapted
stationary sequence.

Proposition 2.6. Let n, q be integers such that n > 1, 2971 < n < 29,
Assume that ||| Zo||lullecc < o0, and Zy is Fo-measurable. Let Z; = (Zy o
T%)icz. Then, for all real p > 1,

‘ 2p\ 1/2p
B(max]| S z[)) ™ < @) gl z-EE | Rl
(2.19)
where
g—1 1
B0 =3 G llIE(Sy | Fo)lel
]:

Proof of Proposition 2.6. The proof is almost identical to the proof of the
corresponding facts in Theorem 1 of Peligrad, Utev and Wu [52] if we replace
everywhere the absolute value | . | by ||.||m, and C,, is here, C, = 2P (p+1).
Also, we work with the LIQHIp -norm. Consequently, we give here, only the
crucial inequalities. We note K = 5/v/2. By triangle inequality, notice that

<

s 51 < |3 (202 | )]+
(2.20)

By the inequality for martingale differences (2.18), we get

< G,/*"Val|1 2y — E(Zy | Fo)luloo-

(2.21)

S (2 - Bz )|

‘ max

1<i<n HH2p

Moreover, if we start by writing, n = 2m or n = 2m + 1, we have

ez, < loml e,
=1 k=1

’ max
1<I<m

1<i<n 2p 2p

Page 37

iE(Zk | fk,l)HH.
k=1

A}



CHAPTER 2. MODERATE DEVIATIONS FOR H-VALUED STATIONARY SEQUENCES

+H max [E(Zoi1 | o) s ”
(2.22)

and

| e IEZor | P, < (m+ DB ] Follllp (2:2)

For the first term of (2.22), we proceed as in the proof of Peligrad, Utev and
Wu [52], to get:

21
1/2
iz | oE A ], < GVl | 2ol
+EV2(Ag — 1E(Z1 | Fo)llirll ) }-

(2.24)

Consequently, combining (2.20)-(2.24), we obtain the bound (2.19). O

The next proposition is the main tool allowing us to extend Proposi-
tion 2.6 to non-adapted stationary sequences of H-valued random variables.

Proposition 2.7. Let n, q be integers such that n > 1, 2971 < n < 29,
Assume that ||| Zollmllec < o0, and E(Zy | F—1) = 0. Then, for all real
p=1,

i 2p\ 1/2p 11 1/2
B | o] ,) = ey vadis Zo\foﬂ'H”w*f o)
(2.25)
where
!/ qil 1
A=Y 72182 = E(Sa | Foi) oo
§=0

Proof of Proposition 2.7. Here also, the proof is widely inspired by the
proof of Theorem 1 in Peligrad, Utev and Wu [52] and we note always
Cp, = 2PTT(p + 1). We prove (2.25) by induction on n. For n =1, ¢ = 1,
we clearly have

N Zyllexll2p < HE(Z1 | F2)llelloo + A7
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Then, assume that the inequality holds for all n < 297!, Fix n such that,
2¢-1 < p < 29, By triangle inequality, we obtain that

ZE Zi | Fr) H + max

1<i<n

ZZkH 112?2; (Zk_E(Zk | ]:k))HH'

max
1<i<n

(2.26)
Since E(Zy | F-1) = 0, we can use the inequality (2.18) for martingale
differences,

H max
1<i<n

S EZ | F)| ]|, < CValIEE | Pl (227)
=1

Now, as in Peligrad, Utev and Wu [52], we write n = 2m or n = 2m + 1, for
the second term in the right-hand side in (2.26),

DT E I e

1<i<n 1<i<m

+Or<nax ”Z2l+1 E(Zout1 | Forsr)|m,

(2.28)

and

Jnax 1Zo141 — E(Zors1 | Foren) |7 < Z | Z2141 — E(Zai41 | -7:21+1)H§f-
1=0

(2.29)
For the first term in the right-hand side in (2.28), we apply the induction
hypothesis to the stationary sequence, Yy = Zog—E(Zy | Fo)+Z-1 —E(Z_1 |
F_1), for all j in Z, Y; = Yy o T#, the o-algebra Gy = F, and the operator
T2. Notice that the new filtration becomes {G; : i € Z} where G; = F;.
Whence, we have

21 l
2= 82| 70 |, = s | o w607,
Jimes |32 2 =1 7], = s | 200w,

Since m < 297! and E(Yy | G_1) = 0, we obtain by the induction hypothesis,

2 /

ﬁ q—l(Y))'

(2.30)

| max | v o]l < & Vm(IIED | Golsllc +

1<Ii<m
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But, 5% | G0) sl < 111%0 ~ E(Z | o) sllc and rewriing,
=2 27 24
1Y) = WHHZY’“_E(ZYk)QQj)“H“oo
j=0 k=1 k=1
q_2 1
= > WH”SQH-I - E(S2J'+1 | ~7:2J'+1)HHH00
=
= V2(AL — 120 — E(Zo | Fo)lmllss), (2.31)

we derive that
l
2k 1/2p . /
| masx. ];Yoo@r Ll < G vm(izo —E(Zo | Fo)lllo + 22,

=2|[[1Z0 — E(Zo | Fo)lsll)-

Consequently, we conclude that

%

>z,

k=1

C/2 (VnllIE(Zo | Fo)llmllo + v2m

IN

[ mas
1<i<n

2
ﬁAq)

2
CL 2 /n(1E(Zo | Fo)llulloo + ﬁA’q).

2p

IN

Now we give, the main proposition.
Proposition 2.8. Assume that ||| Xol||m|ec < 00, then, for allp > 1,
n
E(max ||Si#) < 270+ Dn? (|1 Xollloe + D> 52 IIES | Fo)lilloe

1<4 -
J=1

+D' Y7185 —E(S; | Fluloo) (2.32)
j=1

where

7D = 40V2+27 and 7D’ =24v2 4 12.
Proof of Proposition 2.8. We set K = %, K' = % and Cp, = 2PT1T(p + 1).
Let n and ¢ be integers such that n > 1 and 297! < n < 29. Let

o = Z?:%j‘?f/Qll\lE(SjIfo)llmlloo, Oy = Z?:%j_?/2‘|||sj_E(Sj|‘7:j)||H”00a
Ay = I 27PIESy | Fo)lllloo, A = 32970 279211Se — E(Sas | Foi )zl
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We shall prove a slightly stronger inequality,

| e i, < €372 vmQIIXs = B | Follle + KA + KA.

1<i<n
(2.33)
Note first that V,, = [|[|E(Sy | Fo)l|lmlleo is a sub-additive sequence as proved
by Peligrad and Utev [50] in Lemma 2.6 (replace the L?-norm by the LgF-
norm). The sequence (V},),>0 verifies for all i, j in N*,

Viej < VitV

Whence, using Lemma 2.5 in Appendix with Cy=0Cy= 1, we get

On an other hand, the sequence V) = ||||S, — E(Sn | Fn)llmllco verifies for
all 4, j in N*,

Viii < Siss —E(Sitj | Firs)lmlloo

< IS =E(Si | Fi)llmlloo + ISi+s — Si — E(Sit+j — Si | Firj)lmlloo
+IECS; | Fi) — E(S; | Fisj)llmlloo

< |I1Si —E(Si | Fo)llmlloo + 1185 — E(S; | F5)llmlloo
+ES: —E(S; | Fi) | Fitj)llmlloo

< 24V

Whence, using Lemma 2.5 in Appendix with Cy =2 and Cy = 1, we have

6v3

sy (4

24
+ 7)5;.
Setting k1 = 4—‘7/5 + % and ko = 6—\7/5 + %, we get
11X —E(X1 | Fo)llulloo+ K Ag+K'AY < [ X1llmlloc + (K k1 +1)0n+ K'ksdy,.

Since (2.33) implies (2.32), it remains to prove (2.33).
By triangle inequality, we obtain that

%

7
< _
e [ 20|, < e || 2 o~ Bxe 1 A,
k=1 k=1
E(X H H (2.34
+H1r£§§>§1 ; X | 7, [, (239
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Applying Proposition 2.6, we derive

SEX | F)| ], < O Va(IIEG | 7B | Fo)lallotKA;)
k=1

‘ max
1<i<n

(2.35)

where

q—1 27
8= 2l E mofr) ] = 20

=

On the other hand, Proposition 2.7 gives

Zi: (X —E(Xg | fk))HHH

’ max
1<i<n

2p

(2.36)
where

Al = quﬂ””” i ({Xk—E(Xk | Fi)}-E(Xu—E(Xi | F) | )| || = A%
=0 k=1

Combining (2.35) and (2.36) in (2.34), (2.33) follows. O

2.4.1.2 Proof of Theorem 2.2

Now, assume that p is an integer, and p > 1.
Let

n

"1 1
B = H||X0||H||oo+(DZ W\IIIE(SB | -7:0)||HH00+D/Z jg,ﬁHIISJ—E(Sj | fj)IIHHoo>
j=1 j=1

for some constants D > 0 and D’ > 0 defined in Proposition 2.8. We can
use the approach of the proof of Theorem 2.4 in Rio [57], because

2P\ < 9ptl 1 B2p,P
E(lrg%ﬁ]SZHH) < 2P plBPn
< 2(2p — DN(2nB?)P.

Consequently , if we use the notation of the proof of Theorem 2.4 in Rio

[57], the constant A is here,
72

A=
AnB?’
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and with the estimation given in Rio [57] (page 42),

IP’( max || Si|lg > g;) < 2\/eexp(—A).

1<i<n

Taking C' = max{D, D'}, we obtain exactly Theorem 2.2. O

2.4.2 MDP for martingale differences

Our main proposition is a generalization of a result of Theorem 3.1 in
Puhalskii [56] to H-valued random variables.

Proposition 2.9. Let a,, be a sequence of positive numbers satisfying a, —
0 and na, — +oo. Let k, be an increasing sequence of integers going to
infinity and (djn)1<j<k, be a triangular array of martingale differences, with
values in H, such that

V1<j<kp, ||||dj,n||HHoo < ﬂn\/ na, with By, njc:o 0. (2'37)

Assume that, there exists Q € S(H) such that:

i. for all k, I in N* and 6 > 0,

n——~o0

k
1 n
lim sup a, logP(‘E E E(< djm,er >u < djn, e >u| Fj—1,n)
j=1

— < Qer, e >u ’ > 5) = —00,
(2.38)

7i. for all 6 >0,

k
. | & )
limsup a, logP(|~ Z;E(de,nHH | Fi-1) = THQ)| > 6) = —occ.
]:

(2.39)

Then {Wa(t) = = S djy + 2= (it = [knt]))dig 1.0+ £ € [0, 1]} satisfies

the MDP in Cy([0,1]) with speed a,, and the good rate function,

Jo A*(' (1)) dt if ¢ € ACo([0, 1])
I(¢) = (2.40)
oo otherwise

Page 43



CHAPTER 2. MODERATE DEVIATIONS FOR H-VALUED STATIONARY SEQUENCES

where A* is defined by

) 1
AN(z) =sup(<y,z > —5 <y,Qy >u ). (2.41)
yeH 2

Proof of Proposition 2.9. Firstly, we need some notations.

Notation 2.2. For all integer m > 1, let P™ be the projection on the first
m components of the orthonormal basis, (€;)1<i<m, in H then

iy, = P"™(djn), ri, = I = P")djn.
where I is the identity operator.

Let (djn)i<j<k, be aH-valued triangular array of martingale differences.
We start by proving that (d?n)lg j<kn, Which is a R™-valued triangular array
of martingale differences, satisfies the conditions of Theorem 3.1 of Pulhal-
skii [56] (see also Djellout [31], Proposition 1).

The conditions (2.37) and (2.38) imply conditions ¢) and i) of Proposi-
tion 1 in Djellout [31].

Comsequently, {W7(t) = J= Y1 dm 4+ L (kut — [kat])dr? ) it €
[0,1]} satisfies the MDP, with the good rate function, I,,(.),

Jo N (&9 (1)) dt if ¢ € ACo([0,1])

oo otherwise,

* ot
where Ay, is:

1
VeeH, A (z)= sup( < P™y, Pz >y —3 < P™y,QP™y >u )
yeH

By using Theorem 4.2.13 in Dembo and Zeitouni [29], it remains to prove,
that for any n > 0,

J
la
lim sup limsup a,, lo IP’( ma il E i > ):—oo.
p p an 10g 1§j§)1§n n £ k.n - n

m—00 nN——0o0

Notice that, for all n > 0,

a
an log }P’< max 4/ —
1<5<kn n

J
2 : m
rk,n

>
W)
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k
1 ~ 2
<ap log (B({ max (/7| Zrm n{|> 3 E(E I | Ficr)

>}
1 kn 0
- Z < Qepyep >a | < e} )+P(| ;E(Hr,@nniﬂ [ Feia)= Y. <Qepey>u|>¢)),

p:m+1 p=m+1

where € > 0.
With the notations

A(n,m,n,e) := P<{1g%}1§n Thon s 77}
kn B 0
{\fZE Il Fern) = S <Qepepm|<e}),

- p=m+1

and

B(n,m,e) = P(’liE(HrmHQ | Fyoin) — i <Qepep>u|>e)
nj:1 R Jj—1n = py €p ~H )

we derive
i

anlog P(lg%)’in\/; Zrznn 0 17) < aylog {A(n,m,n,e)+B(n,m,e)}.

Now notice

an log(B(n,m,¢))
< aplog {P(‘ E(HdJnHH | Fi—1,n) — Tr(Q)‘ > %)

kn
+P(|% Ej:l E(Hd;nn”n%ﬂ | Fi—1n) — Z?:l <Q ep,ep >H ’ > %)}
Using (2.38) and (2.39), it follows
limsup limsup a,, log(B(n,m,c)) = —oc.
m—0o0 n——aoo

With the notations

comn = {2 o5,
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and
1 =

D, €)= {| S Bl | Froin) = D2 <Qepep>u| <ef,
j=1 p=m+1

applying Theorem 5.1 (inequality (5.2)), in Kallenberg and Sztencel [44] or
Theorem 3.4 in Pinelis [53] to the martingale difference,

o em .
Ui =Tind sy B el 10) <n(er 55201 <Qepmep>m)}
we obtain that

an log P(C(n,m,n) N D(n,m,e))

n°n

< aplog(2) + aplog (exp ( -
2

< aplog(2) — :
" 2e + 22;‘;”1“ < Q ep,ep > —i—%ﬂnn

Since @ has a finite trace, it follows

2
. . . Ui
limsup limsup limsup — = —
m— oo n—oo e—0 2e + 2 z;im+1 < Q €p, Ep >H —|—%ﬂn7]

Consequently, we conclude by Theorem 4.2.13, in Dembo and Zeitouni [29]
that {n—1/2 ngz"f] djn + ﬁ(knt — [knt])dg, 41,0 : t € [0,1]} satisfies the
MDP in Cy([0,1]). The rate function is the same that the i.i.d. Gaussian
random variable with mean 0 and covariance @), therefore equal to

1
VaeH, A'(z) =sup( <y,z >n —5 < Y, Qy >m ).
yeH

2.4.3 MDP for stationary sequences
2.4.3.1 Proof of Theorem 2.3

The proof of Theorem 2.3 uses the same arguments as in the proof of
Theorem 1 in Dedecker, Merlevede, Peligrad and Utev [25], but for a H-
valued non-adapted sequences.
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Let m,, = o(y/nay,), and k, = [n/m,] (where, as before, [z] denotes the
integer part of x).

We divide the variables in blocks of size m,, and make the sums in each
block,

1My
Xima = .  Xj,i>L
j=(i—1)mp+1

Then, we construct the martingales,

=

n

M = (E(Xigm, | Fimn) = E(Xign, | Fityma))

n

@
ol
—

n

= Di’mrm

s
Il
i

and we define the process {M]g:ln")(t) 1t €10,1]} by
(mn) (mn) 1
My, (¢ == My W+ ﬁ(’fnt = [Fnt]) Dot 41,m,-

Now, we shall use Proposition 2.9, applied with d;,, = D;,,, and verify the
conditions (2.38) and (2.39).

We start by proving (2.38). By stationarity, it is enough to prove that,
forall k, [ > 1,

1
lim sup Hij(< DLmn’ek Sp< Dlﬁmn,el >H] .7:0)— < Qeg, e >u H = 0.
B o0

n—-mamo
(2.42)
But, we notice

E(< Dl,mnv e >u< Dl,mnv (] >H’ fo)
= E(< EX1m, | Finn) ex >u< E(X1m, | Fn,), e >ul Fo)
— < E(X1,m, | Fo)ex >u< E(X1m, | Fo), e >H,

thus

IE(< D1m,,,ex >H< D1m,, e >u| Fo)— < Qex,er >H ||l
< E(< E(Sm, | Fnn)s ek >H< E(Sm, | Finn)s et >ul Fo)— < Qer, €1 >H [loo
+ H < E(Smn ‘ fo),ek >u< E(Smn ‘ .7-"0),61 >H Hoo

By triangle inequality and Cauchy-Schwarz inequality, we have

1
| (< E(Sun | Fon)ser < E(Sm | Fon,)s e 1] Fo)= < Qenyer > |
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< *IIHE( o | Fnn) = S 1]l

J— _ 2
+ mnHIIIE(Sm | Finn) SmRIIHHooH\/E(HSmnIIH | Fo)lloo

1
+ H7E(< S s €k >H< Sm,,» €l >]H[’ fo)— < Qeg, e >n H
o0

By using Lemma 2.5 in Appendix, and the hypothesis (2.4), we deduce
(2.42).
Now, to prove (2.39), by stationarity, we have to verify

lim sup H—JE 1Dy, 1% | Fo) — Tr(Q)HOO — 0. (2.43)

n—-aoo

Notice that

E(| D1l | Fo) < E(lISrm, Iz | Fo) — IE(Sim, | Fo)lli,

thus
| 2D [ | 70)=T5(Q)| < |7 B | F)-TH@)]_+ B, | o)l

By using Lemma 2.5 in Appendix, and the hypothesis (2.5), we deduce
(2.43).
To finish the proof, it remains to prove, that for all § > 0,

lim sup ay, log}P’<1 [ — sup ||Snt M[(km;])HH > 5) = —00 (2.44)

n—-s00 T ¢efo,1

and

. Gn
s a1 P (42 50 5] D1, ~ 0= X s > 6) = =
n—s00 telo,

(2.45)

(2.45) holds since m,, = o(y/apn) and the random variables are bounded.
We turn now to the proof of (2.44). Notice that

[nt]

sup 1S~ MMl < sup X;
tel0,1 t€[0,1] i=[knt]mn+1
[knt]
+ sup Z (Xi,mn E(X’L mp, | Emn))H
t€[0,1] =1
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[knt]
+t21[él’)1}H ; E(Ximn | Fi-1ymn) ’H

J
>~ Kim, = EKim, | Fam,)) |

’H'

< o(y/na,) + max

1<j<kn

J

#,2, | SZEKime | Fcayn)

(2.46)

For the last term of the right-hand side in (2.46), we use the same arguments
as in the proof of Theorem 1 in Dedecker, Merlevede, Peligrad and Utev [25],
so we give only the proof of the non-adapted term, i.e. the second term of
the right-hand side of Inequality (2.46).

We apply Theorem 2.2 to the stationary sequence, Y., = Xom, —
E(Xom, | Fo), and Y, = Yom, © T%mn_ Notice that the new filtration
becomes {G;,i € Z} where Gy = Fo, and G; = T—(mn)(Gy).

Consequently, we have
J
> Kimn = EXigm, | Fim,))|, 2 9)
i=1

a
Qn log]P’( — max
n 1<j<kn
1=
J
2 Yim,
i=1

a
:anlogIP’< — max
N 1<j<kn

52
4-LE(n,0)?’

29)

< anlog(2ve) - (2.47)

where

=1
E(n,0) := [||Sm, —E(Sm, \fmn)HHHooJrCZW!H\Sy‘mn—E(Sjmn | Fima)Hll0os
j=1

with C' is the positive constant defined in Theorem 2.2.

We conclude by using Lemma 2.5 in Appendix, and the inequality (2.47)
converges to 0, when n — oco. g

2.4.4 Proof of Corollary 2.2

The proof of Corollary 2.2 uses the same arguments as in the proof of
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Corollary 2 in Dedecker, Merlevede, Peligrad and Utev [25] but for a non-
adapted stationary H-valued sequence.

By triangle inequality and changing the order of summation, (2.8) implies
(2.3).

2.4.4.1 A technical lemma

Lemma 2.2. Assume that ||||Xo|lmllcc < 00. Let n be a diadic integer,
n =29. Then

A

1 1
IESAlE | Folllo < nUENX | Folloo + 580 + 546) (248)

< nAZ

where Ay, A’q are, respectively, defined as in Proposition 2.6 and in Propo-
sition 2.7 and

1 1
Ao = [E(IX1llfy | Fo)lloo + 58 + 525

Proof of Lemma 2.2. As in the proof of Proposition 2.1 in Peligrad and Utev
[50], we prove Lemma 2.2 by induction on gq.

Obviously, (2.48) is true for ¢ = 0. Assume now, that (2.48) holds for
all diadic integers n < 2971,

Writing Soq = Syq—1 4 S2q¢ — Sge-1, notice that

1212 = 180 1% + 1S2s — o112 +2 < Spu 1, 820 — Sa 1 >
By stationarity, we have

IE((1S24 F | Fo)lloo
< 2|[E([|S20-1 15 | Fo)lloo + 2IE(< Sag-1 — E(Sag—1 | Faa-1), 520 — Spa-1 >al| Fo)lloo
+ 2||E(< E(Syq-1 | Faa-1), S2a — Sga—1 >m| Fo)l|co- (2.49)

The last term in (2.49) can be treated as in the proof of the corresponding
facts in Proposition 2.1 of Peligrad and Utev [50], if we replace everywhere
the product in R by < .,. >y, and the L?-norm ||z||2 by the infinite norm.
Consequently, we derive

HE(< E(SQqA ’ .’/tgqfl), Soq — qu—l >H’ fo)”oo
< \/IIE(IISQMH%H | Fo)lloo 297 D2(Ag = Ag1). (2.50)
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In the same way, since |[|[[Sgs-1 — E(Soa-1 | Faos—1)|lm|lcc = 2(‘7_1)/2(A’q =
Aj_1), we have

||E(< S2q—1 - ]E(SQq—l ‘ f2q—1)752q - qu—l >H| fO)HOO
< VIEIS25-1 — E(Sgut | Fou) [ | Fodlloor/IE(IS2s — Spamtl1f | Fo)lloo
< 11Sa-1 — E(Sai-1 | Form) oo/ IEIS20-1 12 | Fo)lloe

< VIS0t 1 | Folloe 2007 0/2(2 — Ay). (2.51)

By induction and combining (2.50) and (2.51), we conclude that

IE(]S2s lE | Fo)lloo
B 1 1
< 25 2 H(B(| Xl | Folloo + 5 A1 + 5A%1)?

_ 1 1 -
+ 2 x 2@ D2 E( X1 | Fo)lloo + iAq,l + §A;—1) x 2@ V/2(A, — A,_y)
_ 1 1 -
+2 5 20D (E(IX I | Fo)lloo + 580-1 + 585 -1) x 207D/2(AL — A7)
1 1
< 21Xl | Follloo + 580 + 540)°

1 1
< n(IE(I1 X1 lf | Fo)lloo + 28+ iA;)Q.

2.4.4.2 Proof of Corollary 2.2

The proof splits in two parts, and uses the same arguments as in the
proof of Lemma 28 in Dedecker, Merlevede, Peligrad and Utev [25].
Lemma 2.3. Assume that ||| Xo||lullc < 00.

i. Under (2.3) and (2.9), (2.4) holds.

it. Under (2.3) and (2.10), (2.5) holds.

Proof of Lemma 2.3.The proofs of (i) and (i7) are quite similarly, so here we
prove only (7).
Firstly, as in the proof of Lemma 28 in Dedecker, Merlevede, Peligrad
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and Utev [25], we prove by diadic recurrence (2.5). Let S, = Sp — S,.
Denote, for any t integer,

Aer = IE(ISeE | F-r) — E(ISe1E) loo-
By stationarity, we have

Agrr = [[E(1S2t 17 | Foi) — E(I[Sat 7)o
< 2B Sl | F-r) — E(ISelIE) lloo
+2HE(< St, St72t >H‘ f—k)”oo + 2 ’ E(< St,StQt >]HI) | .

Moreover by Cauchy-Schwarz inequality and Lemma 2.2, we get that

Anp < 2At,k+4\/HE(H5tH%!fo)HooHHE(St!fo)HHHoo

41|15 — E(Se | F2) lzallooy/ IEAIStIE | Fo)lloo
< 20k + 42 A {|IIE(S | Fo)llilloo + 11Se — (St | Fo)lllloc}-

With the notation
By, = 27" |[E(IS2r Iy | F-#) — E(IS2r [8)lloc = 27" Aorr,
by recurrence, for all r > m and all k£ > 0, we derive

By < B Aoo{l[l[S2r-1 = E(Sar-1 | For-1)lmlloc + [E(S2r-1 [ Fo)llalloo }

< Bmp+20 {Z 27921y — E(Sas | Fos)llaalloo + Y 2792 [[[|E(Sy Ifo)IIHHoo}

Jj=m

< Bm,k + 2A00{Am,00 + Am,oo}7

where

o) o0
Ao = > 277 ||E(Sys | Fo)lmlloo and Afy oo = >~ 27772(|[1S25 —E(Sas | Fos) szl o
j=m =
By stationarity and triangle inequality,
IE(Sar [l | Fo) —E(IIS2 1)l
<IEIS2rllfr — ISk g2l | Fodlloo + IEIS2 l1F | F-r) — E(llS2r ) lloos
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we have, for all integer r > m + 1,

27 E(IS2r 1 | Fo) — E([1S2r 1) lloc
B 2800(Bmoo + A oc) + 27 RIE( X1 | 7o) 137 Ao

Consequently,
lingip 27| E([|S2r 1% | Fo) — E(IIS2- 1)l
< Bm,k + 2A<>O(Am,<>0 =+ Alm,oo)

Letting & — oo, and using condition (2.10), it follows that klim B,k = 0.
—0Q

Next letting m — oo, and using condition (2.3), we then derive that

tim 27712 I | Fo) — E(1S2r 13 0 = 0. (2.52)
To finish the proof, we use the diadic expansion n = ’,;;%) 2%y, where

ar—1 = 1 and a; € {0, 1}, as the proof of Proposition 2.1 in Peligrad and
Utev [50] in order to treat the whole sequence S, for 2"~! < n < 2". We
then use the following representation,

r—1 nj J
Sp = ZTQjaj where T,; = Z Xi, nj = Z2kak, n_y =0.
J=0 i=nj_1+1 k=0

Notice that

1
~JIE(Sali% | Fo) — EC1SullE)lloc

r—1

1
< > B2 1E | Fo) — (IS 1) lloo
=0
1 r—1
+ ﬁ Z aiajHE(< T2¢,T2j >H’ fo) — E(< TQi,sz >H)”oo' (2.53)
i#5=0

For the first term of the right-hand side in (2.53), we treat it as a diadic

integer,
r—1

.1
Jim = 7 ag|E(1S [ | Fo) — E(1155: )]l = 0.
=0

Suppose that ¢ < j < r, we then have

IE(< Ty, Tyi >m| Fo) — E(< Tos, Toi >m)lleo
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<NE(< Toi = E(Tyi | F,), Tos >u| Fo) — E(< Toe — E(Toi | Fn,), Tos >w) oo
+ HE(< E(T2i ’ fni),TQj >H’ .7:()) — E(< E(TQi ’ fni),TQj >]H[)Hoo- (2.54)

For the first term in the right-hand side in (2.54), we have by Cauchy-
Schwarz inequality,

r—2 r—1
|E(< T — E(Tys | Fn,)s Tos >ml Fo)lloo
=0 j=i+1
r—2 r—1
< 11Tt — BT | Fouy)llstlloo 1B T2 (1 | Fo)lI52-
1=0 j=1+1

By (2.52),
(| Sar I | Fo)lls = O27/3).
Hence, we get

r—1

r—2
Z Z H]E(< TQ" - E(TQ" ’ fni)7T2j >H‘ :FO)HOO
i= 0j—i+1

<012HHTzz E(Tyi | Fo)llalloo Z 2//?

Jj=i+1
<CzZHIITzz E(Tyi | Fo)lizlloc2™/?,

where C7 and C5 are positive constants.
Therefore, for all 2"~ < n < 2", we obtain

r2r1

*Z > B Ty = BTyt | Fo,), Tos >l Fo)loo
=0 j=1+1

r—2
<2 /2 ZQi/Q [|[|S2: — E(Sy | 7:2z)||IHIHoo

2
=0 21/

Z 15 = E(Sy: | Folllmlloo
2i/2

we conclude by Kronecker lemma that

r—2 r—1
nhgloonig 2; |E(< Ty — E(Tyi | Fu,). Tos >ul Fo)lloe = 0. (255)
% Jj=t
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For the second term of the right-hand side in (2.54), we use the same ar-
guments as in the proof of Proposition 2.1 in Peligrad and Utev [50] by
replacing the product in R, by < .,. >g and the L%-norm by the infinite
norm. Consequently, we get

. 1
im — > (< E(Ty | Fu,), Tos >ul Fo)—E(< E(Tyi | Fy), Tos >1) oo = 0.

0<i<j<r—1

(2.56)
Combining (2.55) and (2.56), we conclude
1 r—1
lim — Z aiajHE(< Ty, Th; >H‘ Fo) — E(< Ty, Tt >H)Hoo =0.
n—soon
i#j=0
This proves (2.5). O

2.4.5 Proof of Proposition 2.3

Let ¢’ be an independent copy of €, and denote by E.(.) the conditional
expectation with respect to €. Define

Vo= aileni), Yy =Y aileh i), Zn = aileni), Zp = Y ai(ep_,)-
i<n i<n i>n i>n

Then, taking F; = o(g;,7 < 1), we have

NEXy | Fo)llalle = [E[f(Yy 4 Zn) — f(Yn + Zp)]llElloo
< wi(llleo — epllulloo Y lakllza)
k>n
and
NX—p —E(Xn | Fo)lulloe = E(f(Yor+ Z-n) = f(Z-n + Y )El o
< wi(llleo = hllEllon Y llarlnem).
k<-n

Then the condition (2.8) is satisfied as soon as (2.13) holds.

As the proof of (2.9) is quite similar of the proof of (2.10), we only prove
(2.10).

We have for all integer p > 0,
IE(< X3, Xivp >ul Fo) — E(< X, Xigp >8)l|oo

< c{wr(llleo ~ eblalloo 3 lowlzcn)

k>i
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+wy (llleo — hllmlloo Y- Nanlizan)},  (2:57)

k>i+p

where C' is a constant.
By (2.13) and Corollary 2.2, Proposition 2.3 holds. O

2.4.6 Proof of Proposition 2.4

Firstly, we give a technical lemma,

Lemma 2.4. If Lip(K"(f)) < Cp"Lip(f), then

HE (V) | Yo) = E(f(Yi)) sl oo < 2[[[1Yoll]locCo*Lin(f). (2.58)

Proof of Lemma 2.4. As

B((Ye) | Yo =) ~ BU) = [ (K*()w) - K¥(()n(dz),
we deduce
IEGOR) Yo =9) - EGODlale < || [IKHOW) - K lantas)|
Lip(* (1) || [y = slantas)|

CoLip(f) || [ Iy~ slhantaz)| .
(2.59)

IA

IN

Observe that

| [ 1o stutaa)]| <] [ (ol + lzlia)ta=)]| < 200¥ollee 200
Consequently, combining (2.59) and (2.60), we have

ES (V) | Yo = y) — E(f(Ya))llzzlloo < 201[YollzzllooCo"Lin(f).

O
Proof of Proposition 2.4. We apply Corollary 2.2 to the following random
variables,
X = f(Yx) —E(f(Yk)), Vk=>0.
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Since (Y;,)n>0 is a Markov chain, we have to prove that
1

> INEX | Fo)llalleo < oo

E>1 vk

By Lemma 2.4, we derive
Z ||||IE Xie | Fo)lulloo < 20l1Yo sl oo CLip(f) > fp < oo.
k>1 E>1

The proof of (2.9) is quite similar of the proof of (2.10), so we only detail
(2.10). If £ > [, by triangle inequality

|IE(< Xk, X; >u| Fon) — (< Xk, X1 >1) |0

<IE(< f(Ye), f (V) >ul Fon) = E(< f(Ye), f(YD) >1) [l
+ [E(< f(Yk),E(f (1)) >H\ Fon) = E(< f(Y), E(f (V1)) >m)lleo
+ [E(< E(f(Yk)), f (Y1) >u| F-n) — E(<E(f(Ye)), f(Y1) >8)]loo-

Using Lemma 2.4, we get

IE(< £(Yi). E(FOYD) ] Fon) — E(< (V). E(F(¥) >8]l
<IE Dol B (Vi) | Fon) ~ B (V) il
2O E(F(¥) el | ¥o el Lin (£ — 0.

and for k > [,

[B(< f(Y), f(V1) >m| Fon) — B(< f(Ya), F(V1) >m) oo
F), f(YV) >ul Fon) = E(SE(f(Ye) | F0), F(Y1) >m)lloo

=[E(< E(f(Y) |
=[|E(< K*UH(YN), F(V1) >u| Fon) — E(< KU M), F(V) >1)]oo
=[|K* (< K*H () ), F() >m) (Y=r))loo

() >E) (Vo) = p(KH (< KN,
<20|[[¥olllloeLin(< K*(£)(), £() >m)p™*" — 0.

—0Q

Hence (2.10) holds. O

2.4.7 Proof of Proposition 2.5

We apply Corollary 2.2 to the random variables X; = {t — 1y, <;—Fy (¢) :
t € R}. Since
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the condition (2.8) holds.

As the proofs of (2.9) and (2.10) are quite similar, we only detail the
proof of (2.10).

By Fubini, we have, for any 7 < j,

IE(< Xi, Xj >remul Fo) — E(< Xiy, Xj >12mu) lloo
2 ( [ it = By @)y, — By (0) )| 7o)
~5( [ @ya = Fr(O) 1y, — Fy @) ntan))|

S/IIE((lmgt = Fy (8))(1y;< = Fy (1)) | Fo)

—E((lv;<t = Fy (1)) (1y; <t — Fy (t)))lloo p(dt)
<[I6(Fo, Yi, Y) oo < ().

o)

Since ), 5 n~2¢y(i) < o0, ¢a(i) — 0, all the conditions of Corollary

1—>00
2.2 are true.

From Dedecker and Merlevede [23], the L?(R, i1)-valued random variable
Vn(F, — Fy) converges stably to a zero mean L?(R,u)-valued Gaussian
random variable G, with covariance function @, given in Proposition 2.5.

We deduce that /n(F, — Fy) satisfies the MDP in L?(R, u), with the
good rate function

1
v f € LQ(Ra M)a I(f) = Sup (< f:g >L2(R7u) _5 <9, Qg >L2(R,u))'
g€L?(R,u)

O

2.5 Appendix

Lemma 2.5. Let (Uj)j>o0 be a sequence of positive reals such that Uy = 0
and UiJrj < C1U; + CQU]'. Let C =C1 4+ Cy. Then,

1. Forn, and r integers such thatn >1,2""1 <n < 2", andp > 1,

—_

r— n—1
1 C 1
20 VY = (129 ; [T (2:61)

B
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2. If > 72 kPU, < 00 for a p > 1, then
1 1
i>

In particular,
Un

mpP

- — 0.
T m—0o0

Proof of Lemma 2.5. Firstly, we prove (2.61). With this aim, we note that

Ur < CY Uy + CoUrp_y,

SO T
(T+1)Ur <CY Us
k=0
Thus, for n > 2", we get
r—1 2r—1 n
Uy, 1 C Uk
: SCY Up > = : < -
= 2i(p—1) = i (27 +1)20(=1) = (1 —27p) = fp

To prove (2.62), we write

1 U > 1 = U
Zjm - < _ Yk N
mp~1 Z P CZ U Z JP(jm + 1)ymp~—t — Ccpz (k +m)P m—oo 0
J=1 k=1 Jigm>k k=1

by the Fatou lemma since U (k+m)™P | 0 as m — oco. Here, ¢, is a positive
constant depending on p. O
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Chapter 3

An Empirical Central Limit
Theorem in L! for stationary
sequences

In this chapter, we derive asymptotic results for the L!-Wasserstein dis-
tance between the distribution function and the corresponding empirical
distribution function of a stationary sequence. Next, we give some applica-
tions to dynamical systems and causal linear processes. To prove our main
result, we give a Central Limit Theorem for ergodic stationary sequences of
random variables with values in L!. The conditions obtained are expressed
in terms of projective-type conditions. The main tools are martingale ap-
proximations. The content of this part is based on a paper, published in
Stochastic Processes and their Applications [18].

3.1 Introduction

The Kantorovich or L'-Wasserstein distance between two probability
measures P and P, on R with finite mean, is defined by

di(Py, P3) := inf { / |z — y|dv(z,y) : v € P(R?) with marginals Pj, P>},

where P(R?) is the space of probability measures on R2,
Let Ay be the space of 1-Lipschitz functions. It is well known that d
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can also be written as follows:

Pl,PQ /’FQ ‘dt = sup
feEM

[ sari~ [ gar

where F (respectively F3) is the distribution function of P; (respectively of
Py).

Let (X;)iez be a stationary sequence of real-valued random variables. In
this chapter, we are concerned with the Central Limit Theorem (CLT) for
the L!'-Wasserstein distance, defined by

/ Fu(t) — Fx (1)) dt, (3.1)

where F'x is the common distribution function of the variables X;, and F;,
is the corresponding empirical distribution function (see Section 3.3).

In the literature, several previous works on the Kantorovich or L'-
Wasserstein distance, have already been done, for a sequence of i.i.d. random
variables X = (X;);ez (see for instance del Barrio, Giné and Matran [6]).
Recall that if X has the distribution function Fx, then the condition

/ VEx(t)(1 = Fx(t)) dt < oo,

is equivalent to

A21 / P ’X’>t dt<OO

In their Theorem 2.1, del Barrio, Giné and Matran [6] prove that if (X;)icz
is i.i.d., then the processes \/n(F, — Fx) converge in law in L' to the
process {B(Fx(t)),t € R}, where B is a Brownian bridge, if and only if
A21(X) < oo. Our main result extends Theorem 2.1 in del Barrio, Giné
and Matran [6] to the case of stationary sequences, satisfying some appro-
priate dependence conditions.

Before giving the idea of the proof, let us introduce L!(u) = LY(T, p),
where p is a o-finite measure and T is a real interval, the Banach space of
p-integrable real functions on T, with the norm ||.||1 ,, defined by ||z, =
Jp [z (t)] u(dt). Let L () be its dual space.

First, we give the Central Limit Theorem (CLT) for ergodic stationary
sequences of martingale differences in L!(u) (see Section 3.4.1). Then, by
martingale approximation (see for instance Volny [61]), we derive a Central

Page 62



3.2. CENTRAL LIMIT THEOREM FOR STATIONARY SEQUENCES IN L(u)

Limit Theorem for some ergodic stationary sequences of L!(ju)-valued ran-
dom variables satisfying some projective criteria. This result allows us to
get sufficient conditions to derive the asymptotic behavior of (3.1).

The chapter is organized as follows. In Section 3.2, we state our main
result. In Section 3.3, we derive the empirical Central Limit Theorem for
statistics of the type (3.1) for a large class of dependent sequences. In par-
ticular, the results apply to unbounded functions of expanding maps of the
interval, and to causal linear processes.

3.2 Central Limit Theorem for stationary sequences
in L'(u)

From now, we assume that the ergodic stationary sequence (X;);cz of
centered random variables with values in L!(p), is given by X; = Xg o T¢,
where T : Q@ — € is a bijective bimeasurable transformation preserving
the probability P on (€2, 4). Let S, = Z?Zl X, be the par‘pial sums. For
a o-algebra Fy of A, satisfying Fo C T }(Fp), let F; = T H(Fy), Fove =
Notation 3.1. For any integer p > 1 and for any real-valued random vari-
able Y, we denote ||.|p, the LP-norm defined by ||Y]|, = E(|Y|P)'/?, and
Il denotes the L°-norm, that is the smallest u such that P(]Y| > u) = 0.

In the sequel, we identify the dual of L!(x) with L>(u). More precisely,

Definition 3.1. If Z is an L'(u)-valued random variable, then, for any
f e L®(n), we denote f(Z) = [1 f(£)Z(t)u(dL).
Moreover,

Definition 3.2. G is said to be an L'(u)-valued Gaussian random variable
if for any f € L>®(u), f(G) is a real-valued Gaussian random variable,
and its covariance function, noted by ®q, is defined by: for any (f,g) in

L (u) x L® (), ®¢(f,9) =E(f(G - E(G))g(G — E(G))) (see for instance
Araujo and Giné [5]).

Here is our main result:

Theorem 3.1. Assume that, for any real t, E(Xo(t)|F-oc) = 0 almost
surely, Xo(t) is Foo-measurable and

/T 1 Xo(t) 12 u(dt) < oo. (3.2)
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Let Py(X(t)) = E(X(t)|Fo) — E(X(t)|F-1) and assume that

> [ IRCX©)nldt) < . (3.3)
kEZ T
Then .
n~1/2 ZXO oT" — G in law in L'(u), (3.4)

¢ n—o0
=1

where G is an L' (u)-valued centered Gaussian random variable with covari-
ance function: for any (f,g) in L*>(u) x L>®(u),

a(f.9) = E(F( 3 Ro(xe))a( 3o Po(Xn) ) = D Cov(F(Xo), g(Xi).
kEZ keZ keZ

(3.5)
As a consequence, we have

Corollary 3.1. Assume that (3.2) holds. Moreover, suppose that
— E(X,,(t f(] Q,Udt < 00, 3.6
;\/ﬁTH(() )2 p(dt) (3.6)

and that

— X ., —EX_,() | Fo QMdt < 00. 3.7
nz::ﬁ/ﬁT” (X—n(t) | Fo)ll2 u(dt) (3.7)

Then, the conclusion of Theorem 3.1 holds.

3.3 Applications to the empirical distribution func-
tion

Let Y = (Y;)icz be a sequence of real-valued random variables. We de-
note their common distribution function by Fy and by F;, the corresponding
empirical distribution function of Y:

1
VteR, Fn(t) = ﬁ Z 1Yi§t-
i=1

Let A be the Lebesgue measure on R. If E(]Y;]) < oo, the random
variable X;(.) = {t — 1ly,<; — Fy(t),t € R} may be viewed as a centered
random variable with values in L!()).
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Notation 3.2. Let Z be a real-valued random variable and F a o-algebra
of A. Let Fz 7 be the conditional distribution function of Z given F.

With these notations, the following equalities are valid: for every k in Z,

/ | Po(Xk(0)|odt = / | Py () — Frpe, (8)]l2dt, (3.8)
T

and [ B0 | Fladt = [ 1P - Fr(ladt. (39)
3.3.1 Dependent sequences

As we shall see in this section, applying Corollary 3.1, we can derive
sufficient conditions for the convergence in L!()) of the process v/n(F, —Fy),
as soon as the sequence Y satisfies some weak dependence conditions. Set
Fo = o(Y;,i < 0). We first recall the following dependence coefficients as
defined in Dedecker and Prieur [27]: for any integer k£ > 0,

o(k) = sup [P(Y <t Fo) = P(Yr < t)lloo
€

and
a(k) = su]g IP(Yr <t]|Fo)—P(Yr <t)|1.
te

When the sequence Y is ¢-dependent, the following result holds:

Proposition 3.1. Assume that

Z < oo and / V(Y| >t)dt < o0, (3.10)

k>1

then {t — /n(Fn(t) — Fy(t)),t € R} converges in LY(\), to an L*(\)-valued
centered Gaussian random variable G, with covariance function: for any

(f,9) in L=(A) x L*(X),

g) = /R F(8)g()C (s, ) dt ds (3.11)
with

C(s,t) = Z(P(YO <8, Y, <t)— Fy(s)Fy (1))
kez
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Remark 3.1. Proposition 3.1 is also true with the ¢-mixing coefficient of
Ibragimov [41], defined by

¢(k) := ¢(Fo,0(Xk)) = sup [[E(Lx,ealFo) — E(1x,eca)loo-
A€EB(R)

¢ is weaker than ¢ because we consider only the coarser set {]—oo,t],t € R},
instead of B(R). Notice that this result contains the i.i.d. case, developed in
del Barrio, Giné and Matrdn [6].

Before giving sufficient conditions when the sequence Y is &-dependent,
we first recall the following definition:

Definition 3.3. For any nonnegative and integrable random wvariable Y,
define the quantile function Qy of Y, that is the cadlag inverse of the tail
function x — P(Y > z).

Proposition 3.2. Assume that
1 a(k) u
3 / Qi) 4, - 50, (3.12)
=1 VE Jo Vu
then the conclusion of Proposition 3.1 holds.

Remark 3.2. Notice that Proposition 3.2 is also true with strong a-mizing
coefficients of Rosenblatt [58], defined by

a(k) == a(Fo,0(Xk)) = sup [[E(1x,ecalFo) —E(lxea)llr-
A€B(R)

& is weaker than « because we consider only the coarser set {]—oo,t],t € R},
instead of B(R). Notice also that (3.12) is equivalent to

Z\}E/OOO Va(k) AP(Y] > t)dt < oo, (3.13)

k>1

3.3.1.1 Application to expanding maps.

Let T' be a map from [0, 1] to [0, 1] preserving a probability x on [0, 1].
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Recall that the Perron-Frobenius operator K from L!(u) to L'(u) is defined
via the equality: for any h € L'(x) and f € L>(u),

1 1
/ (Kh) () f (2) () = / h(a)(f o T) (x)u(da).
0 0

Here we are interested by giving sufficient conditions for the convergence in
L' ()\) of the empirical distribution function associated to Fy, where A is the
Lebesgue measure, and the random variables (Y;);cz are defined as follows:
for a given measurable function f, let

Y= foTk. (3.14)

In fact since on the probability space ([0, 1], i), the random variable (T, T?, ..., T™)
is distributed as (Zy, Zn—1, ..., Z1), where (Z;);>0 is a stationary Markov
chain with invariant measure p and transition kernel K (see Lemma X1.3

in Hennion and Hervé [38]), the convergence in L!(\) of the empirical dis-
tribution function associated to Fy is reduced to the convergence of the
empirical distribution function associated to Fy(z).

In this section we consider two cases: first the case of a class of BV-
contracting maps and secondly the case of a class of intermittent maps.

a) The case of BV-contracting maps. Let BV be the class of bounded
variation functions from [0, 1] to R. For any h € BV, denote by ||dh|| the
variation norm of the measure dh. A Markov kernel K is said to be BV-
contracting if there exist C' > 0 and p € [0, 1] such that

[dK" (h)[| < Cp"||dh]. (3.15)

A map T is then said to be BV-contracting if its Perron-Frobenius operator
K is BV-contracting (see for instance Dedecker and Prieur [27], for more
details and examples of maps which are BV-contracting).

In this case, the following result holds:

Corollary 3.2. If T is BV-contracting and f is piecewise monotonic (with

a finite number of branches) from ]0,1[ to R satisfying [;° /A(|f] > t) dt <

00, then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yi)kez
where Yy, is defined by (3.14).

Remark 3.3. In the particular case when f is positive and non-increasing
on 10, 1], with f(x) < Dx~® for some a > 0 and D a constant, we get that

o (o @) 1
/0 \/)\(|f|>t)dt§02/l i
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where Cy is a constant. Consequently, Corollary 3.2 holds as soon as a < %
holds.

b) Application to intermittent maps. For « in |0, 1], we consider the inter-
mittent map T from [0, 1] to [0, 1], studied for instance by Liverani, Saussol
and Vaienti [47], which is a modification of the Pomeau-Manneville map
[54]:
[ x(142727) ifxe(0,1/2]
Ty(@) = { 20 —1  ifxe1/2,1].
We denote by v, the unique 7T-invariant probability measure on [0, 1] and
by K, the Perron-Frobenius operator of T, with respect to v,. For these

maps, we obtain the following result:

Corollary 3.3. For~ in ]0,1[, let T, be the intermittent map defined above
and f is piecewise monotonic (with a finite number of branches) from 10, 1]
to R, satisfying

f/ — > dt < s, (3.16)

k>1

then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yy)rez where
Y. is defined by (3.14).

Remark 3.4. In the particular case when f is positive and non-increasing
on ]0,1[, with f(x) < Dz~ for some a > 0 and g, the density of v, such
that g, () < V,x™7 where V, is a constant, we can prove that (3.16) holds
as soon as a < %—7 does (see Section 3.4.8). In his comment after Theorem
3, Gouézel [34] proved that if f(x) = =2, then n~ /23" 7_ (fo T —vy(f))
converges to a normal law if a < 1/2 —~, and that there is a convergence to
a stable law (with a different normalization) if a > 1/2 —~. This ezample
shows that our condition is close to optimality.

3.3.2 Causal linear processes

We focus here on the stationary sequence

Y = Zajsk_j, (3.17)
Jj=0

where (£;);ez is a sequence of real-valued i.i.d. random variables in L? and
>0 laj] < +oo.
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Corollary 3.4. Assume that, €9 has a density bounded by K and that |ag| #
0. Moreover, assume that

|ag|? Q‘Y()'
. (3.18)
>

Then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yy)rez where
Y} is defined by (3.17).

Remark 3.5. Since ;5 a;| < oo, (3.18) is true provided that

|ag|?
Z/ Q‘EO' . (3.19)

k>0

Proof of Remark 3.5. By using Lemma 2.1 in Rio [57], page 35, we have

that
| Q)vy|(u) K Qo) (1)
| f (2 las) / va

3>0

Consequently since ). [a;| < oo, (3.18) is true provided that

|ag|?
Z/ Q“EO' . (3.20)

kEZ

As a consequence, we get the following result
Corollary 3.5. Assume either Item 1 or 2 below:

1. for some r > 2, the i.i.d. random variables (¢;)icz are in L™ and £
has a density bounded by K. In addition |ag| # 0 and

> (k+ DV Day |2/ 0D < oo, (3.21)
k>0

2. for somer > 2,
Vx>0, P(eg| >x) < (g)r where ¢ is a positive constant,
and g9 has a density bounded by K. In addition |ag| # 0 and
> ap" " < 0. (3.22)

k>0
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Then the conclusion of Proposition 3.1 holds for the sequence (Yy)rez where
Yy is defined by (3.17).

3.4 Proofs

3.4.1 Central Limit Theorem for L'(u)-valued martingale dif-
ferences

We extend to L!(u)-valued martingale differences, a result of Jain [42],
which is, for a sequence of i.i.d. centered L!(u)-valued random variables X =
(Xi)icz, the Central Limit Theorem holds if and only if [ || X1(t)[|2 p(dt) <
00.

Theorem 3.2. Let (m;);cz be a sequence of stationary ergodic martingale
differences with values in L' (u) such that, for any i € Z, m; = mgo T*. We
note M,, =Y, m;. Assume that

[ ottt < oc. (3.23)
T

Then M

Mn ; n L

NG —_ G in law in L (u), (3.24)
where G is an L'(u1)-valued centered Gaussian random variable with covari-
ance operator: for any f in L®(u), ®a(f, f) = E(f*(mo)).

Proof of Theorem 3.2. Before giving the proof, we recall some notations and
definitions used in the proof.

Notation 3.3. Using the notations of Jain [42], we consider for any real
separable Banach space B and its dual B,

WMZ = {v probability measures on B: /|f|2du < 00, /fdl/ =0,V feB}.

Definition 3.4. Ifv € WMS, its covariance kernel ®, is given by: for any
(f.9) in B’ x B,

%mmzfmw
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Definition 3.5. u € WM(? s pregausstan if there is a Gaussian measure
v, such that ®, = ®,.

By the classical Linderberg’s theorem for stationary ergodic martingale
differences in Billingsley [8], n~'/2f(M,) converges in law to the centered
Gaussian random variable Z in R, with variance E(f2(my)), for each f €
L°(u). Now, we have to prove that the sequence of the distributions of
n~1/2M,, is relatively compact. As L'(u) is of cotype 2 (for a definition see
for instance Jain [42] or Ledoux and Talagrand p. 245 [46]), we use the same
approach as in the proof of Theorem 6.4 in de Acosta, Araujo and Giné [2].
By stationarity, it follows that

e([7(32)]) = igmﬂmi)m — E((f (mo)]?).

By Theorem 11 in Jain [42], if (3.23) holds, then my is pregaussian, so there
exists an L!(j1)-valued centered Gaussian random variable G (or a Gaussian
measure v on L'(p)), with covariance operator ®¢, such that, for any f in
L (),

E([f(G)?) = @c(f, f) = E([f (mo)]*).

By Theorem 5.6 in de Acosta, Araujo and Giné [2], every centered Gaussian
measure on L!(u), is strongly Gaussian which means that there exist a
Hilbert space H, a continuous linear map M : H — L!(u) and a tight
centered Gaussian measure v on H such that v = v o M~!. Therefore, we
can apply Theorem 6.2 [2], with

£ = {¢ a probability measure on L' (1) such that
Pe(f, f) < Dy(f, f), for all f e L>(u)},

so R is relatively compact. We have proved that the sequence of the distri-
butions of n~1/2M,, is relatively compact. O

3.4.2 Proof of Theorem 3.1

Before giving the proof, we recall a notation used in the proof.

Notation 3.4. P; is the projection operator from L? to J; where J; is the
orthogonal of H;_1 in H;, where H; is the space of F;-measurable and square
integrable random variables.
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We construct the martingale

n
M, = Z mo © Tia
i=1
where mo = ), ., Po(X}). Notice that (mq 0T%);cz is a sequence of station-

ary ergodic martingale differences. By triangle inequality and by assumption
(33),

tMmMMM=]NZMMWWW

keZ

< % [ IR0 udt) < .

kEZ
Applying Theorem 3.2, we infer that

1
~——=M, — G inlaw in L(p),

\/ﬁ n—oo

where G is an L!(u)-valued centered Gaussian random variable such that

O (f, f) = E([f(mo)]?), for any f € L*(u).
To conclude the proof, it suffices to prove that

nn_gloo/T H S\’}%) - \/15 Zzn;mo(t) o Ti“zu(dt) ~0. (3.25)

The proof is inspired by the proof of Theorem 1 in Dedecker, Merlevede and
Volny [26]. By triangle inequality,

/i
“

Su(t) 1 < ;
o 7 (0o T e

Sn(t) _ E(Sn(t) | fn) + E(Sn(t) | fn) + E(Sn(t) ‘ fO)
Vi Vin Vn Vin

E(Su() | Fo) 1 ¢ ;
S b PILICLEY WL

Sn(t)  E(Sn(t) | Fn)

S/T) 7 NG ‘Qu(dt)
E(‘sn(t) | j:n) E(Sn(t) ‘ -7:) 1 - 7
+ TH NG - Jn 0 —\/ﬁ;mo(t)o'l' 2u(dt)
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/H |f° H u(dt). (3.26)

It suffices to prove that each term on the right-hand side of Inequality (3.26)
tends to 0, as n tends to infinity. Let us first control the second term. Since

E(Sn(t) | Fn) — t) | Fo) = ZZP Xp(t

=1 k=1

it follows that, by stationarity and orthogonality,

[ HE(&@M)J—;@( W(0) | F) Zmo o et
-/ J ZlHZPoXk ()3 ()

- /TJiZ S R 0) — mo®)] u(a)
=1

Jj=1—1

[/J ZHZPO (0))][; (d /J ZH > RG],

=1 j<—i =1 j>n—i+1

(3.27)

Splitting the sum on 4 of the first term on the right-hand side of Inequality
(3.27), we get that, for any positive integer N < n,

/I‘ %ZH Z PO(Xj(t))H;u(dt)

:/T z;H;PO ||2+— %:IHZ:PO )| ()

i=1 j<—1i i=N+1 j<—i

Since

</ \:LZN:HZPO(XJ-@))HZM(CZD I J > 1 A0 i)

/J > 1Y A o) nn < /T\/:J”— (D IR

1=N+1 j<—1 j<—N
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< [P0 (X5(£))[l2) p(dt)

/];N 0 H

< [P0 (X5(£)) |2 (dt),
j;N/ 0 2 M

we infer by (3.3) that

lim nmsup/T % ST PoX )13 u(dt) =

e nmeo i=N4+1  j<—i

Moreover, the monotone convergence theorem entails that

s ZIE Rl < 2 [ 15 moslyun
<=/ NJ;HPO 50|, n(dt)
< fNZ / | Ro(X; (1) ).

Hence, for any positive integer IV,

N
dim [ ST ST R 0 =

T i=1  j<—i

Whence

Jim fZHZPo £)|[ w(dt) = 0.

T =1 j<—1

In the same way, splitting the sum on ¢ of the second term on the right-hand
side of Inequality (3.27), we derive that

/ \izu S RG] )

i=1  j>n—it+l

SR EDNIP T IR IS o D AT

=1  j>n—i+l i=n—N+1 j>n—i+l
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/J SIY Rl >+/TJ;i > At

=1 j>n—i+1 i=n—N+1 j>n—i+l

Since

n—N

/TJiLZ ST R[5 )

i=1  j>n—i+l

IN

/T (n;N)< > ||P0(Xj(t))”2)ﬂ(dt)

J=2N+1

(X5 ()2 (i),

INA
(]
T
B

and

i=n—N+1 j>n—i+l i=n— N+1 j>1’L i+1

< /ZHPO )12 p(dt),

JEZ

/TJvll Y R @)a@ < /f Po(X; (D) || po(dt

we deduce by (3.3), that

lim J ZH ST R(X(1)]|; udt) = 0.

=1 j>n—i+1

Consequently, we derive that

i, [ [(520) -3(504) - LS miner]
(3.28)

To prove that the last term of Inequality (3.26) tends to 0 as n tends to
infinity, we first write that

/HE ‘fo (RZCONE f/HZEXk | Fo) ||, uldt)

(dt) = 0.

= LS B | A, )
k=N+1
By orthogonality,
I ZEXk ’fOHQ = Z ZE t) | Fo)E(Xi(t) | Fo))
k=N+1 k=N+1I=N-+1
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- ¥ ¥ E(ZP,m(Xk(t))P,m(Xl(t))>.

k=N+11=N+1  m=0

Using Cauchy-Schwarz inequality and stationarity, it follows that

n+m n+m
H Z k(t) | Fo) H; < *Z Z Z | Po(Xk(t))ll2]| Po(Xi(t))]l2
k=N-+1 m=0 k=N+m+1I1=N+1+m
> 2
< (X2 IRG®)2)
k=N+1
Consequently
= LIS B 1 s < S [ RGO zato.
k=N+1 k=N+1
and by (3.3), it follows that
]\}E)noohrrlnsolép \F/ H (Xk(t) |f0)||2u(dt) = 0. (3.29)
k=N-+1

On the other hand, by stationarity,

HZEXk (7l = 122 2 BB [ o),

AN VAN
2M
]
:5@
!
E

1E€EL
Hence by (3.3), we get that
1 N
lim / E(Xk(t) | Fo)l|, u(dt) =0. (3.30)
e 12 "

Therefore, (3.29) and (3.30) imply that

S\/(ﬁt) ‘f())HQM(dt) ~0. (3.31)

n—oo
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To prove that the first term of Inequality (3.26) tends to 0 as n tends to
infinity, we write that

ISR =G

‘Q,u(dt) < \/15/ HniN[Xk(t) — E(Xk(t) | Fn)]
A PPICC R E I

( pu(dt).
N+1

%)

|, pla)

By orthogonality,

n—N
137 1Xk(8) — E(Xk(2) | F2)]|f3

k=1

n—N n—N

=Y > E([Xk(t) — E(Xk(t) | F)IIXu(t) — B(X(t) | Fu)])
NN

= E( Y Pu(Xi(t)Pu(Xi(1))) -
k=1 [=1 m=n+1

Consequently by using Cauchy-Schwarz inequality and stationarity,

n—N n—N-mn—N-m
1 2
Uo7 < 25 S S IRG)IRE@):
k=1 mn+1k1ml1m
—(N+1) ,
< (3 IBEO
k=—o0
Hence we get
—(N+1)
/HZXk )| 7 e < 3 /\Po X4 (1)) 2 )
and by (3.3), it follows that
lgnoo 117rln_)scgp \F/ H Z X (t (Xk(t) | Fn)] ‘2/L(dt) =0. (3.32)

Also by stationarity,

| > mo-Exo s, - | X P,

k=n—N+1 k=n—N+1m=n+1
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n

< D (X IPaa®)ll)
k=n—N+1 meZ
< NYIPR(Xi(®))ll2-
i1€EZ
Hence
N
7Ll 3 pao-Bee 2l s < 257 [ IR,
(3.33)
Therefore, (3.32) and (3.33) 1rnply that
nlin;o/ H f :) fn> ‘Q;L(dt)zo. (3.34)

By (3.28), (3.31) and (3.34), it follows that (3.25) holds. Consequently,
n~1/28,, converges in law in L'(u) to an L!(u)-valued centered Gaussian
random variable with covariance operator, for any f € L (u),

a(f, f) = E(f2(mo) =E(( (ZPO X )) ):

To conclude, we prove that, for any (f,g) in L>(u) x L*(u),

> " [Cov(f(Xo), g(Xx))| < o0, (3.35)
keZ

and

= > Cov(f(Xo), 9(X)). (3.36)

kEZ

Clearly, it suffices to prove it for f = g. In that case, by using Corollary 1
in Dedecker, Merlevede and Volny [26], we know that (3.35) and (3.36) hold

as soon as

> P (£(Xk))ll2 < oo (3.37)
keZ

As f is a linear form on L!(x) then f belongs to L>(u). It follows that
IR = IRl < o) [ IRl ],

< o) /T 1 Po (X)) ]2 (),

where C(f) is a constant depending on f. Consequently, (3.37) holds as
soon as (3.3) holds. This entails that (3.36) follows. O
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3.4.3 Proof of Corollary 3.1

We prove Corollary 3.1 with the same arguments as in the end of the
proof of Corollary 2 in Peligrad and Utev [51].
By stationarity and orthogonality, for all k in Z, we have

IE(Xk(t) | o) ||2—H Z )| —ZHP (Xo(t) I3
and
1X 4 (0-EC4(t) | )3 = | S Bx )|, = S IR @B = Y IR
j=1 j=1 J=k+1

Now, applying Lemma A.2 in Peligrad and Utev [51], to a; := || P—;(Xo(?))]|2,
it follows

SIPLo@l: < 33 w2 (3 IPcoo)
i=1 n=1 i=n
< 3 n PE(XA() | Fo)la, (3.38)

and then to a; := ||Pi(Xo(¢))|2,

§|H(Xo(t))||2 < 3§n—1/2(i||H<Xo<t>>||%)l/2
< 3§;nf1/2ux,(n,n<t> ~ E(X_uny 1)1 Fo)]
< 3Zn+ )X n(t) — E(X-n ()1 F0) 2
< 3)Xo(t) — E(Xo(t)|F0) |2 + sin—mnxn(t) — E(X_a(8)|F0) 2
< B n X ()~ B0 Folle + 61X (339)

Therefore, by (3.38) and (3.39), we deduce that

D IP(Xe@)ll2 = ZIIP_ (Xo(8))ll2 + Y 1P(Xo(®)ll2 + | Po(Xo(t))l|2

keZ k=1
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< 3% 0 (L IPatxonig)

n=1 i=n

133 02 (S IRmE)” + IR xo)l
n=1 =n

< B[ VPEX () | Fo)lla + Y0 IX n(t) = E(X (D) | Fo)ll2]

n=1 n=1

+8/[ Xo(t)]l2-
Consequently, (3.6) and (3.7) imply (3.3). O

3.4.4 Proof of Proposition 3.1

We apply Corollary 3.1 to the random variables X;(.) = {t — 1y;<; —

Fy(t),t S R}
Let F t Fy(t
Z(t) = Yol 7o (t) — Fy (t) .
| Fy, 17, (t) — Fy (8|2
Obviously,

VieR, [EXk(t) | Folll2 < [Xn(®)l2 < V()1 - Fy(t).  (3.40)
By Proposition 2.1 in Dedecker [20] and by (3.40), for any k in Z, we derive

b ~F
Mﬁﬁw_ﬂ@h_‘“wﬁfﬁ—ﬁgk

Cov(Z(t), Xi(t))

(P (t) - Fr ()

< 2 Z(0) a1 Xk )21/ B(k)
< 2/F(t)(1 - Fy(t)\/ (k).

Consequently, we deduce that (3.6) holds as soon as (3.10) holds.

To end the proof, it remains to prove (3.11). Clearly, as (f, g) in L>(\) x
L>*(X), and [; [|1y,<s — Fy (s)|2ds < oo (deduced by (3.10)), Fubini entails
that for any k € Z,

Cov(f(Xo),9(Xk)) = - f()g(s)Cov(ly,<t — Fy (1), ly,<s — Fy (s)) dt ds.
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Via Cauchy-Schwarz inequality and the monotone convergence theorem,

> / FOllg()ICov(Lyyze — Py (1), Tyyca — Fy (s)] di s

keZ

Z/ ‘ Z E(Pi(Ly,<t) P, (1Yk<s))‘dtd8
keZ
/ SO IR (yi<o)llallPo(Lys <o)l dt ds
R? k€EZ i€l
Z/ | Po(ly,<s) ‘2ds Z/ | Po(1y, <) ‘th)
keZ keZ

<00,

where C(f) (respectively C'(g)) is a constant depending on f (respectively
g). Indeed, by using the proof of Corollary 3.1 and (3.10), it follows that

/ HP() 1Yk<t)H2 dt < oo.
keZ

Therefore, we can still apply Fubini, for any (f,g) in L>(\) x L>®(A),

> Cov(f( (Xp) = Z/ F()g(s)Cov(lyy<t — Fy (), 1y,<s — Fy(s)) dt ds
keZ keZ
= f(®)g(s) Z Cov(ly,<t — Fy (1), 1y,<s — Fy(s)) dtds
R? ke
= [ F000) S (B0 < 1.Y5 < ) — B (O () de s,
R? keZ
(3.5) entails that (3.11) follows. O

3.4.5 Proof of Proposition 3.2

We apply Corollary 3.1 to the random variables X;(.) = {t — 1y,<; —
Fy(t), tc R}
By Holder’s inequality for any k& > 0, we get

(X% (2) | Fo)ll2 IE(Ly,<t [ Fo) = P(Yi < 1)]2

IN

VIELy<t | Fo) = BV < 1/ IE(y,<t | Fo) — PV < )]
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< a(k). (3.41)

Using (3.40) and (3.41),

A

|G | Rl < [ VAT A VE O = B d
/ Va(k) A1 — Fy(t) dt+/ Va(k) A/ Fy(t)dt
/0 Vak) AVER(Y| > t)dt

IN

IN

Notice that

1
\/Oé(k) A\ \/P(|Y| > t) = /0 1U§ 1P’(|Y|>t)1u§\/o~m du

&)
= /0 L2<p(y|>t) du

a(k)
= /0' 1Q\Y\(u2)2t du.

By Fubini and by a change of variable, we derive

+o00 oo 1
a(k) A IP’Y>tdt:/ /1 1 —du | dt
O VamAVEVTE e = ([ 1, et am )
/ak)
= / (/ 1Q|Y|(u2)>td>
0 0

o m 2 _ 1 a(k Q|Y|(u)

We deduce that (3.12) implies (3.6). The CLT holds, by applying Corollary
3.1. U

3.4.6 Proof of Corollary 3.2

Recall that to prove the convergence for the empirical distribution func-
tion of Y where (Y})rez is defined by (3.14), it suffices to show the conver-
gence in L'()) of the empirical distribution function of f(Z) where (Z;);ez is
the stationary Markov chain with transition kernel K. Hence we shall prove
that f(Z) satisfies the conditions of Proposition 3.1. Since f is piecewise
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monotonic with a finite number of branches, say N, then f~!(] — oo, ]) is
the union of N disjoints sets, which are either an interval or the complement
of an interval. Consequently,

O(Fo, [(Z1)) < 2N(Fo, Z1).-
In addition, Dedecker and Prieur [27] proved that if (3.15) holds then
O(Fo, Zk) < Crpt,

with C} a positive constant. This entails that (3.10) holds. O

3.4.7 Proof of Corollary 3.3

Proceeding as the beginning of the proof of Corollary 3.2, we have this
time to bound &(Fy, f(Zx)). Once again, since f is piecewise monotonic
with a finite number of branches, say N, then f~!(] — 0o,t]) is the union
of N disjoints sets, which are either an interval or the complement of an
interval implying that

a(Fo, f(Zy)) < 2Na(Fo, Zy,).

Recently, Dedecker, Gouézel and Merlevede [22] proved in Proposition 1.12,
that there exists a constant C, such that, for any positive integer k,

Cy

d(]:()v Zk:) S 1—v
(k+1)

(3.42)

It follows that

/Fm/ |f|>t)dt<r/ —Y A ([ f] > ) dt

(k+ 1
Consequently, (3.13) holds as soon as (3.16) holds. O

3.4.8 Proof of Remark 3.4

Since the density g, of v, is such that g, () < V,277, we infer that

DTV, 1o

n(f >0 < T (3.43)
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where D and V, are positive constants. By Fubini and (3.43), we then get
that

+o0 14 [e%e) 1
/O K AJug(If] >t dt = /0 (/O 1, VW(‘f|>t)1ugk_%du>dt

Kk 50

IN

where K (v, a) is a constant.
Consequently, (3.16) holds as soon as a < % — = does. O

3.4.9 Proof of Corollary 3.4

We apply Theorem 3.1 to the random variables Xy (t) = {t — 1y, < —
Fy(t)}. Let M; = o(eg, k < i). By the proof of Lemma 6 in Dedecker and
Merlevede [24],

1Byt () = Frpm, (Dll2 < K [ ao [T ag | [ler = eoll2. (3.44)
Moreover, we have

1 Fvigats () = Fripaas Ol < 11yt (0 = By (0)ll2 + [ By (1) = Fr (8)]2
< 2y/Fy(t)(1 - Fy(t)).

We deduce that (3.3) holds as soon as

Z/(KmOﬂth—%MA@Pmﬂ>mﬁ<w
kez”0

and it may be reduced to
o0 i Qv | (w)
Z/ |akym/1@(|yk|>t)dt<oo<:>z/ Crlt g oo
kez’0 kez’0 Vi

Now, from Theorem 3.1, we infer that \/n(F,, — Fy) converges in law to an
L!(\)-valued centered Gaussian random variable G, with covariance func-
tion ®¢ defined by (3.11). O
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3.4.10 Proof of Corollary 3.5
3.4.10.1 Proof of Item 1 of Corollary 3.5

To apply Corollary 3.4, it suffices to prove (3.19).
Firstly, recall that, if U is a uniform random variable on [0, 1], Q|2€O‘(U )

and |eg|? have the same law.
We proceed as in Rio [57] p. 15. By Holder’s inequality on [0, 1], it
follows that

Z/I ak? Q|5\;£ ) _ /01 Q|50(u><2k20 f/%<akl2}>du

k>0
</01 Qeo|(u)" du) 1/r(/01 <2k20 b{g<ak|2}>r/(r—1) du) (,,_1)/7”'

Using the same notations as in Dedecker and Doukhan [21], let

M) = guciap2y and f(z) = 2"/,

k>0

IN

We infer that

Y = DG+ = FO))ugia, iy

<.
Il
o

(G + 07D — Ty

<
Il
o

|
.Mg

Set C, = -“5. Since (j +1)/("=D — j7/"=1) < O, (j + 1)/~ (3.19) holds

as sSoon as
< 2
/ Z]+1 1/(r—1) Liu< |a]‘}du<oo
>0 u2(r—1)

which is true provided that

S G+ DY D < oo

Jj=0
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3.4.10.2 Proof of Item 2 of Corollary 3.5

We apply Corollary 3.4, so it suffices to prove (3.19).
Notice that, the quantile function Q, here, is dominated by cu T,

Thus, we derive
lax|? lax|?
/ Qleo|(w) du < / c
0 Ju 0 wl/2+1/r

2r
r—2

IN

C

Jag 21"

Consequently, (3.19) holds as soon as (3.22) does. O
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Chapter 4

Estimation de la densité
spectrale

4.1 Introduction et Notations

Supposons que nous disposons d’une suite strictement stationnaire de
variables aléatoires réelles (X;);cz & valeurs dans L? et de moyenne p. Cette
suite est construite de la maniere suivante, X; = XgoT? ou T : Q — Q est
une transformation bijective bimesurable conservant la mesure de probabilité
P sur (2, A). Un élément A de A est dit invariant par T, si T(A) = A. En
notant Z la tribu des éléments invariants par T, nous supposons que la
probabilité P est ergodique, c’est-a-dire que si A € Z, alors P(A) =0 ou 1.

Avant de donner les motivations de notre travail, nous avons besoin de
quelques notations. En considérant Fy, une sous-tribu satisfaisant Fy C

T—1(F), posons F; = T~ H(F). Définissons également F_o, = (| F et
keZ
Fs = V Fi. Une variable aléatoire Xy sera dite réguliére si E(Xo|F_o) =0
keZ
presque surement, et Xy est Foo-mesurable. De plus, nous définissons, pour

tout i € Z, I'opérateur de projection P; sur L2, par

P(X) =E(X|F) — E(X|Fi—1).

Pour une variable aléatoire réelle Y, nous noterons par ||Y||, la norme L? et
IIY ||oo est la L*°-norme c’est-a-dire le plus petit réel u tel que P(|Y| > u) = 0.
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Concernant le comportement asymptotique de la suite des sommes par-
tielles notées S, = > ; X;, Heyde [39] (cf Hannan [37] pour le cas adapté)
a montré que si Xy est réguliere et

D IPo(Xi)l2 < oo, (4.1)

keZ
alors g
On —RE ,/\/'(O, ZCOV(Xo,Xk)) en loi. (4.2)
\/ﬁ n— o0 ez

Notons que (4.1) entraine que >, ., |Cov(Xo, Xj)| < co (cf Dedecker, Mer-
levede et Volny [26]).

Pour obtenir des intervalles de confiance asymptotiques pour la moyenne,
en utilisant le Théoréeme Limite Central, il nous faut donc un estimateur de
la série des covariances.

Définissons la densité spectrale,

£(6) = % k%cov(xo,xk)eik‘), 6 [~ xl. (4.3)
S

Celle-ci en 8 = 0 et a un facteur 27 pres, correspond exactement a la série
des covariances. Nous étudierons ainsi, plus généralement, I’estimation de la
densité spectrale, qui existe et est continue sous (4.1).

En pratique, seules les données X7, Xo, ..., X}, sont connues, on utilise
donc un estimateur naturel de la covariance Cov(X, Xj) donné par

n—|k|
== 3 (X X)Xy — Xn), 0 <(n—1),  (44)

j=1
avec X, =n~' 30 X;.

Pour estimer la densité spectrale, on utilisera ’estimateur lissé, introduit
par Bartlett [7], et défini par

fa(0) = 2i > K(‘i’)@keik@, 0 € [, 7, (4.5)

T
kl<n—1

avec ¢, une suite d’entiers positifs telle que ¢, — oo et ¢,/n — 0 quand
n — o00. Nous supposons que K vérifie K(x) = 1 pour tout réel |z| < 1,
K(z) =2 — |z| pour tout réel 1 < |z| < 2, sinon K(z) = 0.

Dans la littérature, de nombreux articles et livres ont traité des pro-
priétés de cet estimateur sous des conditions plus ou moins restrictives sur
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le processus (X;)iez (Anderson [3], Brillinger [15], Brockwell and Davis [16],
Hannan [36], Priestley [55], ...). Anderson [3] suppose ainsi que les (Xy)kez
ont des moments d’ordre 4, et que la somme des cumulants d’ordre au plus 4
est finie. En rajoutant des hypotheses sur le noyau de convergence, il obtient
une estimation de ’erreur quadratique entre I'estimateur lissé et la densité
spectrale, ainsi qu’une vitesse de convergence. Rosenblatt [59] considere des
processus a-mélangeants et suppose que les sommes des cumulants d’ordre
2 sont finies. Blanke et Merlevede [9] modifient 'estimateur lissé en tra-
vaillant sur un estimateur lissé tronqué, toujours dans le cas d’un processus
a-mélangeant et ayant des moments d’ordre 2. Elles donnent, sous ces hy-
potheses, 'erreur quadratique ainsi qu’une vitesse de convergence. Hannan
[36] travaille sur des processus linéaires et suppose que F_, est triviale,
ce qui entraine des conditions de dépendances faibles. Shao et Wu [60] re-
gardent des processus non linéaires, avec une condition de dépendance faible
sur le processus (X;);ez qui implique la décroissance géométrique des cova-
riances du processus.

Notre objectif est le suivant : montrer que sous des conditions adéquates
sur ¢, l'estimateur lissé (4.5) converge vers f(6) sous les mémes hypotheses
que celles données par Heyde [39] (cf Hannan [37] pour le cas adapté) pour
que le Théoreme Limite Central ait lieu.

Les conditions introduites par Hannan [37] sont tres bien adaptées pour
I’analyse des séries temporelles et permettent de considérer aussi bien des
suites mélangeantes que des différences de martingales.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la Section 4.2, nous établissons
la consistance de ’estimateur lissé. En application, nous obtenons des régions
de confiance pour les parametres dans un modele de régression paramétrique
(Section 4.3) que nous illustrons dans la Section 4.4 par des simulations. La
Section 4.5 est consacrée aux preuves.

4.2 Reésultats principaux

Donnons notre résultat principal sur la consistance de I'estimateur lissé
fn(6) dans L :

Théoréme 4.1. Supposons que X est réguliere et que (4.1) est vérifiée.
Supposons de plus que

an(|X0|2(1 A %‘\Xo\?)) — 0. (4.6)

n—oo
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Alors
fn(0) — f(0) dans L. (4.7)

n—oo

Remarques 4.1.

1. Si Xo est dans L2, alors il existe ¢, — oo tel que (4.6) ait lieu.
2. Supposons que la variable aléatoire Xq est telle que E(|Xo|*t?) < oo
avec § €0,2]. Puisque pour tout réel x, 1 A |x|> < |z|?, il vient que

E(]X ’2(1/\@‘)( ‘2)> <e (]X ’2 5/ X ) cl+6/2 E(|Xo[+2)

1+6/2
Donc nous devons choisir ¢, tel que W — 0.
n—oo

En particulier, si la variable aléatoire Xy admet un moment d’ordre

2
.y . C
4, alors la condition sur ¢, est 2 — 0.
" n—oo

3. En utilisant le Corollaire 2 de Peligrad et Utev [51], la condition (4.1)
est également satisfaite dés que

Z ”E Xk‘f(])HQ < o0 et Z \/>HX k= E(X,k’fo)”z < 0.

(4.8)
Posons Fo = 0(X;,i < 0). Si Xg est une variable aléatoire centrée Foy-
mesurable, (4.8) donne des conditions intéressantes pour des suites de
variables aléatoires faiblement dépendantes. Celles-ci pourront étre ap-
pliquées aux systemes dynamiques.
D’abord, rappelons les définitions des coefficients faiblement mélangeants,
introduits par Dedecker et Prieur [27] : pour tout entier k > 0,

o(k) = ¢(Fo, X)) = sup IP(X% < t[Fo) — P(Xg < t)|lco;
€

et
a(k) = a(Fo, Xk) = su]g |IP(Xy < t|Fp) — P(Xg < t)]1.
te

Si (X;)icz est ¢-dépendante et est dans LP avec p € [2, +o0], alors,
par linégalité de Holder,

IE(Xi|Fo)ll2 < IE(Xk|Fo)ll, < sup  E(ZXy) < 28(k) 7 HXoHpv
Z€eB p (Fo)
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DES SERIES TEMPORELLES

ou pour tout q €]1,2], nous notons By(Fy), l’ensemble des variables
aléatoires Z, Fo-mesurables telles que || Z]|4 < 1.
Nous en déduisons que si

e N et
—o(k) » < oo, (4.9)

alors (4.8) est vérifice.

Notons Qx la fonction inverse généralisée de x — P(|X| > z). Si
(X)icz est a-mélangeante et vérifie, il existe r €]2, +oo], tel que P(| X| >
t) < t7", alors par linégalité de Cauchy-Schwarz suivie de l'inégalité
de Rio (Théoréme 1.1 [57]), nous obtenons

a(k) ) 1/2
Bl = sw Bzx)<2( [ Q)"
ZeBa(Fo) 0

Or

a(k) a(k) 1
/ Q%, (u) du < / ——du < a(k)
0 o uT
D’ou, si

i d(k)l/Q—l/r
— < 00,
= VR

alors (4.8) est vérifiée.
Remarquons que toute cette derniére remarque est encore vraie en
mélange fort.

Le Théoreme 4.1 combiné au Corollaire 1 de Dedecker, Merlevede et
Volny [26] donne le résultat suivant

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 4.1 et si f(0) > 0, alors

_Snzmp — G en loi, (4.10)
2nm| fn (0)] n—ee

ou G est une variable aléatoire gaussienne standard.

4.3 Estimation des parametres dans un modele de
régression pour des séries temporelles

Soit (X;)icz une suite stationnaire de variables aléatoires centrées dans
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L2 Posons F; = o(Xj,j <1).

Considérons le modele de régression paramétrique suivant,
Yi = Bo + frai + Xi, (4.11)

ot B = (Bo,B1) € R?, et ()icz est une suite déterministe.

Dans ce contexte, nous allons rappeler d’abord le Théoreme Limite Cen-
tral di & Hannan [37], et vérifié par l'estimateur des moindres carrés des
parametres du modele (4.11). Pour se faire, nous avons besoin de quelques
notations :

1 a1 Y1
A, = S et Y, = :
1 a, Y,

Nous noterons également & =n"1 3"  a;, Y, =n 1 Y0 | Vi, et (A,
le coefficient de la k-iéme ligne et de la [-iéme colonne de A,,.
L’estimateur des moindres carrés [ est

o (B Yooy - SR EO )

i (i — ap)?
Ce qui peut-étre simplifié par

/3 = (A%An)_lA;zYm

ou le prime désigne la transposée.
En outre, nous supposons, comme dans Hannan [36] et [37], que la suite
(v )iz satisfait les conditions

i lim Z?:l 0[12 = 00,
n—oo
i, lim —=%2— =0
n—o0 i1 0] ’
e 1 N=P(Ap)ir(An) e
i, lim 2=l )i = = pri, pour 1 <k, [ <2.

N=oco \/S (An)2 /S (An)3
Dans notre cas, les pg; sont des constantes indépendantes de p. R est la
matrice dont les coefficients sont les pg;. De plus, R est supposée inversible.

Sous ces conditions, Hannan [37] montre que :

Théoréme 4.2. (Hannan [37], Théoréme 2)
Supposons que F_o triviale et que Xo est Foo-mesurable. Si (4.1) est satis-

faite, alors
Vi 0 : |
( 0 S o2 (6—-75) — G en loi,
i=1%
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ou G est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de matrice
de covariance, définie par (Zk;ez COV(XO,Xk))R_lR'R_l.

Remarquons que Hannan [37] a montré ce théoréme dans le cas adapté,
mais que sa preuve peut-étre transposée au cas non adapté.

En outre, la somme des covariances, présente dans la matrice de cova-
riance du Théoreme Limite Central (Théoréme 4.2) de Hannan [37], corres-
pond a 27 f(0), ou f est définie par

1 ik0
f(0) = o ;ZCOV(XO,Xk)e , 0 € —m, .

En pratique, pour obtenir des ellipsoides de confiance, il nous faut un es-
timateur de f(6). Pour cela, considérons l'estimateur f}(6) de f(0) défini
par

* . 1 ‘k| 2% ik0
£0) =50 3 (G )it 0 el (412)
|k|<n—1
avec
L o .
AE = - D (Y= Bo = Bray)(Yisk = Bo = Bregy)-
j=1

Nous allons montrer que

Proposition 4.1. Sous les mémes conditions que dans le Théoréme 4.1,

V0 e [=mml], £20) = f(O)lr — 0. (4.13)

n—oo

En combinant la Proposition 4.1 et le Lemme de Slutsky dans le Théoréeme
4.2, il vient

Corollaire 4.2. Sous les mémes conditions que dans le Théoréme 4.2 et

f(0) >0, on a,
1 vn 0 A |
m ( 0 Z?:l Oz? ) (B=0) nj(;oGen loi,

ou G est une variable aléatoire gaussienne centrée et de matrice de cova-

riance R-'R'R~1.
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4.4 Simulations

4.4.1 Les modéles

Considérons le modele suivant
Y; = B0+ Biay + X;. (4.14)

Afin d’illustrer nos résultats, nous allons étudier trois modeles différents
modélisant la suite (X;);ez. De plus, la suite (o;);ez ci-dessus sera de la
forme, pour tout i € Z, a; =17 avec v > 0, et vérifie (i) — (iii) de Hannan
[37]. La matrice associée R définie dans la Section 4.3, est

1 V2y+1
R = y+1
RV 2’Y+1 1
y+1

4.4.1.1 Le modéle d’Andrews [4].

Soit (g;) une suite stationnaire de variables aléatoires satisfaisant le
modele d’Andrews [4], 26;41 = &; + &i+1, ou £ suit une loi uniforme sur
[0,1] et (&)icz est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli
de parametre 1/2. Ainsi, la suite stationnaire (X;);ez vérifie, pour tout i € Z,
X; =¢e; —1/2. Posons Fj = o(&;,i < j).

Nous voulons appliquer le Corollaire 4.2. Pour se faire, remarquons que

1
0= b (4.15)
>0

Comme les variables aléatoires (&;);ez sont indépendantes, nous déduisons
de (4.15) que

1
D IPo(Xill2 = IPo(er)llz = D [1P-k(eo)ll2 < D oprlléo—E(&) 2 < +oo.
keZ keZ keZ k>0

Donc (4.1) est vérifiée.
Les variables aléatoires sont bornées donc admettent un moment d’ordre 4,

2
d’olu ¢, doit vérifier %" — 0 quand n — oo.
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4.4.1.2 Exemple des différences de martingales.

(X5)icz est une suite stationnaire de différences de martingales construites
de la maniere suivante : pour tout i € Z, X; = (§4+1 — )51, ou (&;)icz et
(&)icz sont les variables aléatoires définies et construites comme dans la
Section (4.4.1.1). X; est ainsi F;i-mesurable et

E(Xi|Fi) = E((&iv1 — 1/2)eil Fi) = &iE(&i+1 — 1/2) = 0.

Appliquons le Corollaire 4.2 aux variables aléatoires (X;);cz. Par 'indépendance
des (&;);ez et par (4.15), il vient que

> 1P (X2 = | Xoll2 < oo.
keZ
Les variables aléatoires (X;);ez étant bornées, elles admettent donc un mo-

2
N . s . c
ment d’ordre 4, d’ott ¢, doit vérifier -» — 0 quand n — oc.

4.4.1.3 Exemple sur des variables aléatoires non bornées.

Soit (¢;)icz une suite stationnaire de variables aléatoires définie comme
dans le modele d’Andrews [4] (Section 4.4.1.1). (X;)iez est dans cette section
une suite stationnaire de variables aléatoires non bornées centrées construites
ainsi, pour tout i € Z, X; = 1/(£;)"/> — 5/4. Posons toujours F; = o(&,i <
J)- 3

Afin de démontrer (4.1), nous vérifions la condition de ¢-mélange (4.9)
sur les (X;);ez. Dans le cas du modele d’Andrews [4], la suite stationnaire de
variables aléatoires (¢;);cz est ¢-mélangeante, avec ¢(Fo,ep) = d(k) < 275,
Comme q~5 est stable par toute transformation monotone, la suite stationnaire
de variables aléatoires (X;);cz est ¢-dépendante. Plus précisément, Dedecker
et Prieur [27] ont montré que dans le cas d'une transformation monotone,

O(Fo, Xi) < &(Fo,ex)-

Comme (g;)icz est $-dépendante et A valeurs dans LP, p € [2, +00], nous
vérifions bien que

kicg Fo, Xk) pl

De plus, E(|Xo|*) < oo, nous en déduisons comme précédemment que ¢,

2
. s_o. C
doit vérifier = — 0, quand n — oo.
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4.4.2 Illustrations

D’abord, nous travaillons sur le modele centré d’Andrews [4] (Section
4.4.1.1). La figure 4.1 représente le nuage de points pour les 50 premiers
termes, (Y;);ez définis par le modele (4.14) lorsque By = 2, 1 = 3 et a; = V/i.
Puis, la suite (a;);ez sera prise égale a a; = \ﬁ, a; =1 et a; = i%. Ces trois
suites (o )iez vérifieront bien les conditions de Hannan [37].

point cloud and theoretical line for n=50, a\pha‘=sqrt(i), beta0=2 and beta, =3
24

221

20r

& X
— theoretical line

0 5 10 15 20 258 30 3 40 45 50

FIGURE 4.1 — Nuage de points et courbe théorique pour a; = v/7 dans le cas du modele
d’Andrews (Section 4.4.1.1).

Si nous souhaitons obtenir des régions de confiance pour les parametres
du modele de régression (4.14), nous avons besoin d’estimer la somme des
covariances. Pour cela, considérons l'estimateur f¥(0) de la densité spectrale
f(6) définie par (4.12). Les matrices R associées respectivement & la suite
(eti)iez, sont

R 1 2v2/3 R 1 V32 R 1 5/3
viT\2v2/3 1 T vEe 1 )T Ve 1 )
(4.16)
Les figures Fig 4.2- Fig 4.8 représentent des régions de confiance de
niveau 95%. Avant de donner la construction des régions de confiance, in-
troduisons quelques notations. Soit

—1 / —1 .. D
F,=R,'R R,' avec v =+/i,i,i?,

et P, la matrice obtenue par la décomposition de Cholesky , i.e P, P, = F,,.
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Le systeme paramétré des équations de l’ellipsoide se déduit de

. \/@ 0 I ( /75 cos(0) ) (4.17)
0 sndily |7\ Vrssin(6)

i=1""4

ol r5 est le d-quantile de la fonction de répartition du x? a deux degrés de
liberté. Ici § sera pris égal a 0.95.

Pour certaines figures, en particulier sur ’axe des ordonnées, nous voyons
a plusieurs reprises le méme nombre. En effet, Matlab ne peut traiter des
données avec une précision de 107°. Pour remédier & ce défaut de précision,
nous avons choisi de représenter par une croix, la vraie valeur de 3, i.e (2, 3)
pour vérifier qu’elle se trouve bien a l'intérieur de la région de confiance
tracée.

elipsoid for n=1000, alpha=sqr(i), beta=2, beta,=3, ¢ =n puiss 1/4 ellipsoid for n=5000, alpha=sqr(i}, beta=2, beta,=3, ¢ =n puiss 1/4
3005 ——— —— 3.001 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3.004—\/«\ ey }
% (™
3008} N\ S 1 aoo |
N S N
3002 E ] A\
B My NN
3001} \\\ R . 3l N \\
ES N
3l N, W B 1 N R
B \\ g N
N N
29991 T LS 1 29008 \ N\
N % N
Yy \ N \
29081 . N L LS
S N\ %
2097F . X 7 2.999- Ry \\
N \ 9 N
- \ % \
2006t 1
e \\
2995 ‘ ‘ ‘ —

2.9985
1

19 192 194 186 198 2 202 204 206 208 21 96 1.98 2 2.02 2.04 2.06 208 21

FIGURE 4.2 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n'/%, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S, , pour le modele d’Andrews (Section 4.4.1.1) et

ai:\ﬁ.
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ellipsoid for n=1000, a\pha‘=sqn(i)‘ betao=2. beta,,=3, ¢=n puiss 7/16 ellipsoid for n=5000, alpha=sqrt(i), beta =2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16
T T T

3.008 ‘ ‘ ; 00—
4 S
10004\ e
30061 - S
\ N
e 3.0002- \ L9
3004 i .
N TRy 3t % 3 AN
% S N N
002\ \\ 2908 N\ \
\ N N \
% \\
3t N b \ 2999 N '
\\ \ 29994 R \\
2998+ \\ \\ . % .9
N M 2.9992¢ R \\
| 5 % | &Y
2.9% e % .l T |
) \a_j
29004 : * * * : 2.9988 T —
19 195 2 205 21 215 22 197 198 199 2 201 202 203 204 205 206 207

FIGURE 4.3 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n’/*, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sy, pour le modele d’Andrews (Section 4.4.1.1) et

Cti:\ﬂ.

ellipsoid for n=1000, a\phq:sqrt(n, belaD:Z, beta.I:S, € =N puiss 716
3.006 T T T

30051, — ]
30040 ~ ]

3.0037

3002 % g ]

3001 > ]

2999~ g 3

29981

2997

e, |
T

I I I
186 188 19 192 194 196 198 2 202 204

FIGURE 4.4 — Le cas limite représentant une région de confiance de niveau 95% pour
Cn = n’/1% au rang n = 1000 dans S,, pour le modele d’Andrews (Section 4.4.1.1) et

a,:\/i
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elliosoid for n=1000, a\pha‘=i, setaG=2, beta1=3‘ ¢.=n puiss 1/4 ellipsoid for n=5000, alpha‘=i beta0=2, beta‘|=3, c=n puiss 1/4
3.0002 T T T T T T T T 3 T T T T T T T T
3.0001 1 3t |
30001F 1 s
| B [ s 7
\ N ™
3L \\ e, 1 \ \\\
\\ s, i k Y ]
3r R 1
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AN N E
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P \\ 3r \\ 4
2.9999- s b &
M \\ Ty \\
“~ \ ~ N
> \ L Mk \ |
29998 P ) {8
o & J
29398 I I I I I I I I 3 | I | I I I I I
19 192 194 196 198 2 202 204 206 208 196 197 198 199 2 201 202 203 204 205

FIGURE 4.5 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sy, pour le modele d’Andrews (Section 4.4.1.1) et a; = i.

ellipsoid for n=1000, alpha‘=t betaD=2, beta‘|=3, ¢ =npuiss 7/16 ellipsoid for n=5000, a\pha‘=i, beta0=2, betaw=3, c.z=n puiss 7/16
3.0002 T T T T T T T T 3 T T T T T T T T
3.0002- 3 b
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( N
\ \\\ FEE
3.0001 .y S 3L { by |
\ . 4 T,
% S R 5
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N
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o \ Sq Y
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, Y X Y \
2.9999- S \] 3r e, 4 1
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2.9909 s s s s \ s s s 3 ‘ ‘ ‘ s s il / s
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FIGURE 4.6 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n"/1%, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sy, pour le modele d’Andrews (Section 4.4.1.1) et a; = i.
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ellipsoid for n=1000, aIpha:\z, beta0=2, beta‘|=3, ¢,=n puiss 1/4

3 T T T T T T T T T

YAl

/
3 \ oy

\ \
3 \ \\

\\ \\
N\
3 \\ \\
\\ 3

ellipsoid for
3 T T

n=5000, alpha‘=12, betao=2, beta|=3, c;zn puiss 1/4

3 . I . .
19 192 194 196 198 2

202 204 206 208 21

3 I I I I . L
197 198 199 2 201 202 203 204 205

FIGURE 4.7 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,,, pour le modele d’Andrews (Section 4.4.1.1) et o;; = 2.

ellipsoid for n=1000, alpha‘=i2. beta0=2. beta1=3, ¢.=n puiss 7/16

ellipsoid for n=5000, a\pha\=\2, beta0=2, beta‘l=3, ¢ =N puiss 7116
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FIGURE 4.8 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n

7/ 16 respectivement au

rang n = 1000 et n = 5000 dans S, pour le modeéle d’Andrews (Section 4.4.1.1) et a;; = i2.
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Afin de comparer le role joué par la taille de la fenétre ¢,, nous déterminons
combien de fois la vraie valeur de 3 se trouve a l'intérieur de la région de
confiance pour N = 25000 simulations. D’apres le Corollaire 4.2, le ratio de-
vrait étre proche de 95%. Pour le rang dans S,,, n sera pris égal a n = 1000
ou & n = 5000. Voici le résultat obtenu pour le ratio avec ¢, = n'/4 comme
taille de fenétre,

Y i 2
1000 | 0.9357 | 0.9377 | 0.9363
5000 | 0.9437 | 0.9466 | 0.9480

n

et avec ¢, = n7/16,

Yl Vi i 2
1000 | 0.8974 | 0.8970 | 0.8966
5000 | 0.9326 | 0.9322 | 0.9315

n

Nous constatons que plus le rang n de S,, dans (4.17) est important, plus le
ratio est proche de 95%, ce qui est cohérent car le Théoreme Limite Central
est un théoréme asymptotique. Les résultats avec ¢, = n™/16 sont beaucoup
moins bons que pour ¢, = n'/4. Par son écriture, £5(6) est une combinaison
linéaire d’environ ¢, estimateurs de la covariance. Il est clair que plus n est
grand, plus les coefficients d’autocovariance empiriques 4} seront proches de
Cov(Xo, Xi). Mais ceci est contrebalancé par le nombre croissant de cova-
riances a estimer puisque ¢, est une fonction croissante de n. Il s’agit donc
du probleme classique : compromis biais-variance pour un estimateur.

Regardons le biais, d’apres la preuve de la Proposition 4.1, il suffit de regar-

der [|f(6) = E(fn(6))]1. Or

4cp,

1£(0) —=E(fa(0)1 < =D [E(XoXk)| +2 > [E(XoXy)].

k€EZ cen <|k|

n

Comme <* — 0 quand n tend vers I'infini, le terme prépondérant dans la
majoration du biais est 3. - [E(XoXg)|. Ici, [E(XoXg)| < C27 1kl avec C
une constante. Nous en déduisons que |E(X¢X})| décroit géométriquement
vers zéro. Cela implique que f est C'° et par conséquent le terme de biais
décroit rapidement vers 0, méme si ¢, croit lentement. Nous pouvons donc
penser que le compromis biais-variance se fait pour des suites ¢, assez lentes,
ce qu’il serait bon de montrer de fagon théorique. Ceci explique nos résultats.
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Ensuite, nous travaillons avec la suite stationnaire (X;);cz de différences
de martingales définies a la Section 4.4.1.2. Notre étude est semblable a la
précédente. Tout d’abord, nous donnons le nuage de points formé par les 50
premiers termes (Y;);cz définis par le modele (4.14), lorsque fy = 2, $1 =3
et a; = Vi. La suite (cvi)iez est ensuite prise égale & o; = Vi, a; =i et
a; = i2. Ces trois suites vérifient bien les conditions de Hannan [37].

point cloud and theoretical line for n=50, alpha‘=squ(i), betao=2 and betaw=3

24

S

8 4 © X d
. — theoretical line

0 5 10 15 20 25 30 3% 40 45 50

FIGURE 4.9 — Nuage de points et courbe théorique pour a; = v/i dans le modéle des
différences de martingales (Section 4.4.1.2).

Si nous souhaitons obtenir des régions de confiance pour l'estimation
des parametres du modele de régression (4.14), nous avons besoin d’esti-
mer la somme des covariances. Pour cela, prenons ’estimateur de la densité
spectrale f*(6) définie par (4.12).
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ellipsoid for n=1000, a\phal=sqn(i) beta0=2‘ beta I=3, c.=n puiss 1/4 ellipsoid for n=5000, a\pha|=5qn(i), beta0=2‘ beta I=3' c=n puiss 1/4
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FIGURE 4.10 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,, pour le modele des différences de martingales et
a; =i (Section 4.4.1.2).

elipsaid for n=1000, alpha=sqrt(), betag=2, beta,=3, ¢ =n puiss 7118 ellpsoid for =500, alpha=sar(), beta =2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16
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FIGURE 4.11 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n'/'%, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sy, pour le modele des différences de martingales et
a; =i (Section 4.4.1.2).
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ellipsoid for n=1000, alphaﬂ be!ao=2, beta|=3‘ €, =N puiss 4 ellipsoid for n=5000, a\pha‘=i, betaO=2, beta1=3, ¢ =n puiss 1/4
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FIGURE 4.12 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n'/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,, pour le modele des différences de martingales et
a; =1 (Section 4.4.1.2).

ellipsoid for n=1000, alpha=i, beta =2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16 ellipsoid for n=5000, alpha=i, beta =2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16
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FIGURE 4.13 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n'/%, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans S, pour le modele des différences de martingales et
a; =1 (Section 4.4.1.2).
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ellipsoid for n=1000, a\pha‘=i2, beta0=2, beta1=3, c.=n puiss 1/4 ellipsoid for n=5000, alpha‘=12, beta0=2, beta|=3, ¢ =n puiss 1/4
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FIGURE 4.14 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,, pour le modele des différences de martingales et
a; = 1% (Section 4.4.1.2).

ellipsoid for n=1000, alpha‘=i2 beta =2, beta =3, ¢ =n puiss 7/16 ellipsoid for n=5000, a\pha].=iz, beta;=2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16
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FIGURE 4.15 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n'/'%, respectivement
au rang n = 1000 et n = 5000 dans Sy, pour le modele des différences de martingales et
a; = i% (Section 4.4.1.2).
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Pour comparer le réle joué par les c¢,, nous déterminons le nombre de
fois que la vraie valeur de [ est a l'intérieur de la région de confiance
pour N = 25000 simulations. Le ratio devrait étre proche de 95%. Comme
précedemment, nous donnons les résultats pour un rang n dans .S, égal a
n = 1000 ou & n = 5000, et pour o; = Vi, o =i ou o; = 2.

Voici les résultats du ratio selon la taille de la fenétre, si ¢, = n'/4,

AR i 2
1000 | 0.9336 | 0.9338 | 0.9333
5000 | 0.9450 | 0.9457 | 0.9461

et sic, = n7/16

AR i i2
1000 | 0.8970 | 0.8906 | 0.8938
5000 | 0.9294 | 0.9294 | 0.9280

n

Les remarques sont celles déja faites pour le modele d’ Andrews [4] (Sec-
tion 4.4.1.1). Seulement, dans le modele des différences de martingales, nous
connaissons un autre estimateur exact de la somme des covariances obtenu
par le théoreme L'-ergodique, i.e
fa= = zn:(yk — o — Bra)?.
n

k=1

Nous souhaitons comparer les deux procédures liées aux deux estimateurs
suivants f¥(0) et f°(#). Pour cela, nous déterminons le nombre de fois
que la vraie valeur de 8 est a l'intérieur de la région de confiance pour
N = 25000 simulations, avec la procédure liée a l'estimateur f;(#). Comme
précédemment, nous donnons des résultats au rang n, dans S,,, avec n = 1000

ou n = 5000, et pour o; = \/ZT, a; =i ou a; =i2.

Y| Vi i i2
1000 | 0.9474 | 0.9498 | 0.95
5000 | 0.9482 | 0.9506 | 0.9509

n

Nous pouvons remarquer que ce résultat est meilleur que le précédent puisque
le ratio 95% est atteint des n = 1000. Par notre méthode, nous estimons
toutes les covariances, méme celles qui sont nulles, donc nous rajoutons de
Ierreur, ce qui n’est pas le cas par la seconde méthode puisque nous n’esti-
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mons que E(X?).

Pour finir, nous regardons le modele de variables aléatoires non bornées
(Xi)iez (Section 4.4.1.3). Comme précédemment, nous donnons le nuages
de points des 50 premiers termes (Y;);ez, construit selon le modele (4.14)
lorsque Gy =2, f1 =3 et a; = Vi.

point cloud and theoretical line for n=50, alpha=sart(i), beta,=2 and beta =3
24 T T T T T T T T T

22

201 o a

X

theoretical line

4 I I I
15

FIGURE 4.16 — Nuage de points
variables aléatoires non bornées.

20

elliosoid for n=1000, alpha‘=sqrt(i), betao=2‘ beta‘|=3, ¢,=n puiss 114

25

30

35

40

45

50

et courbe théorique pour «; = Vi dans le modele de

ellipsoid for n=5000, alpha]=sqn(i)‘ beta0=2 belaw=3, ¢=n puiss 1/4
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FIGURE 4.17 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n1/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,,, pour le modele de variables aléatoires non bornées et
ai =i (Section 4.4.1.3).
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ellipsoid for n=1000, alphg=sart(i}, beta;=2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16 ellipsoic for n=5000, alpha=sart(i), beta =2, beta =3, ¢ =n puiss 716
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FIGURE 4.18 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n7/16, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,,, pour le modele de variables aléatoires non bornées et
a; = /i (Section 4.4.1.3).

ellipsoid for n=1000, alpha=i, beta,=2, beta =3, ¢ =n puss 1/4 elipsoid for n=5000, alpha=i, beta;=2, beta,=3, ¢, =n puiss 1/4
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FIGURE 4.19 — Région de confiance de niveau 95% pour ¢, = n'/4, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans Sy, pour le modele de variables aléatoires non bornées et
a; =1 (Section 4.4.1.3).

Enfin, nous donnons les tableaux des ratios pour des régions de confiance
de niveau 95%. Les conclusions que nous en tirons sont semblables & celles
faites précédemment.
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ellipsoid for n=1000, alpha=i, beta =2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16 ellipsoid for n=5000, alpha=i, beta =2, beta,=3, ¢ =n puiss 7/16
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FIGURE 4.20 — Région de confiance de niveau 95% pour c,, = n7/16, respectivement au
rang n = 1000 et n = 5000 dans S,,, pour le modele de variables aléatoires non bornées et
a; =i (Section 4.4.1.3).

Voici les résultat du ratio selon la taille de la fenétre si ¢, = n'/4,
Yl Vi i 2
n
1000 0.9377 | 0.9154 | 0.9169
5000 0.9461 | 0.9403 | 0.9400
et sic, = n7/16

Yl i 2

1000 0.8946 | 0.8804 | 0.8800

5000 0.9316 | 0.9248 | 0.9245
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4.5 Preuves

4.5.1 Preuve du Théoreme 4.1

Notons, pour tout entier |k| < n — 1,

n—|k|

A== > (X = ) (X — 1),
j=1

ou = E(Xp), et définissons f;¥(f) comme suit,

gy . L KN 2x iko
INGOES Py W; IK(Cn>'yke , 0€[—mm].

Sans perte de généralité, nous pouvons choisir 2¢, <n — 1.
Pour montrer (4.7), il suffit de montrer que

f5(0) — f(0) dans L.

n
n—oo

(4.18)

(4.19)

(4.20)

En effet, puisque K est a support compact sur [—2,2] et majoré par 1, par

I'inégalité triangulaire, on a

150 - 500 = 5= 3 K (5]

|k|<2¢n

2cn,

IN

k=1

Par (4.1), remarquons que

~ ~ % 4 1
€

1
— A0 =%+ = A=A (421
oo = all + 5= I3 = il (4.21)

(4.22)

Egalement, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par stationnarité,

2¢n 2¢n n—=k

N R - 1
ZH%_'le < Z (Xn_ﬂ)g Z(Xz‘Jrk—M)Hl
k=1 k=1 i=1
2cn n—=k

2
k=1
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2¢n ~ 1 n—k
< Y 1R sl - Yo Kir = )|
k=1 =1
2¢n 1 n—k
3 1% = pll|- DX - X
k=1 =1
2cn n—k
< 31K = el Kk = )
k=1
2¢n 1 n—k
3 1% = pll2| > S - )|,
k=1 =1

2¢n

— n—k
HXn—pld ) ——  (423)
k=1

Dot 32 |3k — 47l = O(%) et donc converge vers 0.
Puisque lim || fn(0) — f(0)]|1 = 0, il suffit bien de prouver (4.20).
n—oo
Pour se faire, soit m un entier tel que 1 < 2m < 2¢, < n — 1. Définissons,
pour tout ¢ € Z,

Xim = E(Xi| Fixm) — B(Xi| Fim).

Soit . "
) = — Y (Cf)%meme, 6 clml,
|k|<n—1 "
ol
. ok
Vo 1= — 3mX j|kl,m-
n <
7=1
Nous allons montrer que
lim limsup ||£5(0) — ™), =0 (4.24)
m—o0  n_soo
et R ~
lim limsup || f7*(6) — E(f7"(0))[l1 = 0. (4.25)
m—0o0  n—oco
Pour montrer (4.24), définissons
$5(0) = S (X5 — et et S(0) = 3 K e,
k=1 k=1
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Ainsi, nous avons

2

IS0 = SO < 7|5 (%A

2| — 2
ST R — ulF, ’“’H . (4.26
ME (X =l Fm)e™| . (4.26)

En utilisant la régularité de Xy, nous obtenons par orthogonalité

LIS (06— B A )™
k=1

=12 X e
k=1 j=k+m+1
(o]

<Y (IRl )

j=m+2 k=1
—(m+1)

<( X IR

r=—00

2
. (4.27)

De facon similaire,
1« 0|2
L _ ik
al DB = )™,
k=1
s 2
<( X IRx)lz) (4.28)
k=m
Donc (4.1) entraine que

. : 1
lim limsup —
m—oo pnosco N

S*(6) — sm(e)H —0. (4.29)

Par ailleurs, posons

" 2mn' " o0 k=
k=1—n
et .
o) = 5er =1 Y deet
" 2’ " s Pt o
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Par Iinégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

1:0) = L (0)lh - = L|||L572(t9)|2—|5’7’Z‘(9)!2H1

(4.30)

IN

11 IS
2r/n' "

Donc en utilisant (4.29) et le fait que \/7771”5’,’;(0)”2 <D okez 1Po(Xg)|l2, il
vient

Jim_ Tim sup 11,(0) — I™(8)||1 = 0. (4.31)
Comme
ORI RO %w) in (Cn+9)>duH

< /\K )| ) |5(6) — I (0) . (4.32)

avec K(.) la transformée de Fourier de K, (4.31) entraine (4.24).
Par I'inégalité triangulaire, il vient

1Fa(0) = FO)l < [1£a(0) = £ Ol + [1£7(8) = E(FT(0)) 11
~ +\|E(fm( ) = E(fa(6 ))Hl+ IE(fn(6)) — f(O)l1
20 £;(6) = fa (Ol + 211.£5(6) — ful(0)]l1
+I 3 (0) — E(f (6 ))I!1+ IE(fn(6)) = f(O)l1-

Or, comme ¢, — ooct lim K (u) =1,
n— u—0

IN

lim [[E(f.(6) — £(8)] =0,

n—oo

donc il suffit de montrer (4.25). Sans perte de généralité, nous supposons
que 6 = 0. Réécrivons

2 ENIS o ¢ 1 o
= g K (G ) 2o Koyt + 50 3 K
k=1 J=1 i=1
il vient
~ ~ 9 n—1 N1 n—k _ _ _ ~
1 =BG < o[ E(S) S Rim&iikm — EEimKenm) |
k=1 =1
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|- E(X3,0)], (4.33)
Par le Théoréme L'-ergodique, nous avons
lim limsup H—ZX Xom)H =0.

m—00 n—o0

Ainsi, pour prouver (4.25), il suffit de démontrer que

lim limsup Hf Z Z K(l — ]) ()N(Z-,mf(j,m —E(Xi7m)~(j7m)) H =0.
m—oo n_oo 72j 2% Cp,

Comme
i—2m

Z 3 K(i;j)E(Xi,ij,m)zo,

1=2m+1 j=(i—2¢c,)V1

3\*—‘

nous obtenons que

s () i~ B )|

1=2 j=(i—2cn)V

I N o
<H*Z Z K( - )(Xi,ij,m—E(X@ij,m))Hl
=2 j=(i—2m+1)V
1 i—2m i—j ~ ~
[ > Y E(T) R,
i=2m+1 j=(i—2cn)V1

2m—1n—k

<l X Zw(C) Finionm — BT

NESS 3 k(D)%) (435)

7’:2m+1] ( QCn)V
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Pour le premier terme dans le membre de droite de l'inégalité (4.35), le
Théoreme L'-ergodique nous donne

2m—1n—k

Hf Z ZK( ) Xi,mf(Hk,m — E(Xi,m)?i+k,m))ul

< Z H* Z(Xi,mXiJrk,m — E(XQka’m))H — 0. (436)

1 n—oo

Dong, il suffit de montrer que le second terme du membre de droite de
I'inégalité (4.35) satisfait

n i—2m . .
lim limsup H% D K(Z_J)X,-vm)?jvalzo. (4.37)

m—0o0
e i=2m41 j=(i—2c,)V1

D’abord par I'inégalité triangulaire, il vient

P\ e =
23 K|
Cn 1

1=2m+1 j=(i—2cn)V

[n/2m]—1 2(r—1)m+l

SEY S 3 sy,

j=(2rm+1—2cp)V1

n i—2m . .
BT s 3 KD e

1=2[n/2m]m+1 j=(i—2cn)V1

Pour le second terme du membre de droite de (4.38), par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et par stationnarité, nous obtenons que

1 n ~ 1—2m Z—j ~
I X & X K(TE)w,

1=2[n/2m]m+1 j=(i—2cn)V1
1 n i—2m ~ ~
SE Z [ Xim X jm| |1

i=2[n/2m]m+1 j=(i—2cn)V1

1—2m

=D DD DI b

i=2[n/2m]m+1 j=(i—2c,)V1

n i—2m

YLD DR D P
7

=2[n/2m]m+1 j=(i—2cp)V1
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<16m || Xo[2 — 0. (4.39)
n n—oo

En utilisant les idées développées par Dedecker [19] dans sa preuve du
Théoreme 1, nous traitons le premier terme du membre de droite de (4.38).
Ainsi, nous introduisons quelques notations supplémentaires,

Notation 4.1. Soit la fonction ¢ définie par ¢'(0) = ¢(0) = 0 et ¢"(t) =
(1 = [t)1¢j<1y, c’est-a-dire la fonction symétrique telle que, pour t > 0,
p(t) = %(1 — )3 ey + st — %-

Posons
[n/2m]—1 2(r—1)m+l .
1 - 2rm+1—j\ &
Z(r,n,m) = - Z Xorm+im | Z K<T)X"m.
r=1 j=(2rm+l—2cy)V1

Pour démontrer que le premier terme dans (4.38) est négligeable, il suffit de
montrer que

lim limsup E(¢(Z(r,n,m))) =0. (4.40)

m—00 n—oo
En effet, pour tout € > 0, par la croissance de ¢, il existe une constante C
telle que

E(|Z(r,n,m)]) < CE(p(Z(r,n,m))1{ 20 mnm)>ey) + EUZ(r,n,m) |11 20m,m)1<c})
<

C E(p(Z(r,n,m))) + ¢ par la positivité de .
Pour montrer que (4.40) est négligeable, nous utiliserons les deux lemmes
élémentaires suivants.
Lemme 4.1. Nous avons l’inégalité suivante sur o,

o(x + h) — p(x) — he'(x)| < p(h), (4.42)

ot
b h (AP n<ay + @R = 1)1gas1y.

Preuve du Lemme 4.1. Puisque ¢ est continue et dérivable au voisinage
de zéro, en appliquant la formule de Taylor, nous obtenons les majorations
suivantes,

1 1
o(z + h) — () — h¢'(2)| < §|hl28ug " (w)] < S |hl%,
ue

et, par I'inégalité triangulaire,

[plath) —p(a)~hg(2)] < p(a+h)—p(a)+1hll¢ ()] < 2l ()] < A

Nous obtenons bien I'inégalité (4.42). O
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Lemme 4.2. Nous avons également, pour tout réel x,
|[Z|(LA[z]) < p(x) < 2Jz|(1A 2)).
Preuve du Lemme 4.2. Nous avons le graphe suivant Figure 4.21.

encadrement de la fonction psi

gL —- = abs(x)'min(1,abs(x)) T
\ v fonction psi / /
gk \\ 5 — — — 2*abs(x)*min(1,abs(x)) // /|
\ i \ 4 //
T X & #
\ \ // /
%
6 \\ | ;
N % Ko
50 Py
i . / //
4r . \\ i /
. \ // / 2
3t ~ N, &
N, N // Pl
ok % \ \“ 7 ” e
N /

FIGURE 4.21 — Encadrement de la fonction .

A partir de maintenant, on cherche a établir (4.40). Il vient

E(p(Z(r;n,m))

[n/2m]—1

)
1 i
n

2(g—1)m+l

2gqm +1—3j

S S S ()
i=1 q=1 j=(2gm-+1—2cn)V1 "
= 2(g—1)m+1 5 [ s
- SO(E X2qm+l7m Z K<%>Xmm)b
q=1 j=(2gm-+1—2cn)V1
[n/2m]—1 i—1 2(g—1)m+l1 L
B S e o S L
i=1 q=1 j=(2gm+1—2cp)V1 "
2(>i—1)m-+1 _ .
XlXQim—i—l,m Z K M>Xj,m)‘
n j=(2im+1—2cn)V1 “n
[n/2m]—1
+ > E(AGm)PLagmy<iy + (2IAGE M) = Dgagms13));
i=1

(4.43)
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ou
2(i—1)m+1 . .
. 1 Zim+1—-7\ &
A(va) T gX2zm+l,m Z K<T>X3,m
G=(2im+1—2¢n)V1
Par définition, (X@m)iez vérifie
E(X2im+l,m|f2im+l—m) =0.
Donc, nous en déduisons
[n/2m]—1

E(p(Z(r,n,m) < > BIAGmM) P am) <1y +2IAG m) = 1)1 aGm)=13))-

i=1

Pour I’étude du second terme dans le membre de droite de (4.43), posons

@u—1mm+n—(@nn+l—2%)vn+4]K<%m+w—j>~ .

B(i,j, m,l) = [ X2im+l,ij,m

n Cn

En utilisant la convéxité de v et le lemme 3 de Dedecker [19], nous avons
que

E(4(A(i,m)))
1
= [(2(i — )m +1) = ((2im + 1 — 2¢,) V1) + 1]
2(i—1)m+I1

> E(¢(B(i, j,m,1)))

j=(2im+1—2¢n)V1

<2 !
“[@E-1)m+1) = (2im+1—2c,) V1) +1]
2(i—1)m+l1 9 .
> E(C 1 XomP(1A 25 Ko )
n n
j=(2tm+1—2c,)V1
<8 (| Kol (1A 2 Xoml?)). (4.44)

Donc (4.40) sera vraie si
lim lim sup cnIE(]X07m]2(1 A i"|f(0,m|2)) = 0. (4.45)
n

m—00 n—oo

Pour montrer (4.45), remarquons que
~ C ~
B (1 Xoml*(1A 2| Xom[?))

Page 118



4.5. PREUVES

§4cn]E<|E(Xo|fm)|2(1 A ClIE(Xolfm)IQ))
i 4an<]E(Xo!f (1A *\E(Xo\f— )| ))
+ 4an<\E(XO\F_m)\ (1A ;! (Xolfm)IZ))
+ 4an<\E(XO\F_m)\2(1 A %!E(Xo!f—m)\2)>- (4.46)

Pour le premier et le dernier termes de (4.46), nous utilisons la convexité de
1. Ainsi,

E(IB(XolFn) (14 ZE(XolF)?))

IN
3
&=
—
=
=
13
5
_w
e
N

IAN A
3 03
= =
N
< =
—~~
T
3|8
ks
N
A
N—
N—

IN

20,JE(|X0|2(1 A %\XO\Q)).
(4.47)
De facon similaire,
Cp, Cn
E(|EQX0lF-m) (1 A EXo|F_m) ) ) < 2eaB (1Kol (1A 2 1Xo]%)).
(4.18)

Pour le second terme de (4.46), toujours par la convexité de 1, nous obtenons
que

n[E( B0 |Fa) (LA B | o)) )

/\

UE(| X0 Fon) (1A (1 Xol*|F-m)) )
gnE( ( (21X P1F-m))
§2an<|X0|2(1 A %”|X0|2)). (4.49)

Comme g : x — 1 Ax est une fonction concave sur RY et ¢ est une fonction
convexe, nous obtenons que

E(\E(Xo\f_m)|2(1 A %”!E(Xo!fm)I?))
< (ZE(Xo P m)E (9 ZE(XoEn) ) |[Fm))
< (B (| Xo ! F-m)g (B B Xo ! Fn) | Fom) ))
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<nE( (X0 Fom) (1A (X0’ F-m))
<nkE (v (" E(| Xo’|F-1n)))
§2an(]X0]2(1 A %\X0\2)>. (4.50)

En tenant compte des majorations précédentes, (4.45) est donc vérifiée des
que (4.6) vraie. O

4.5.2 Preuve de la Proposition 4.1

Rappelons que si

f®) == 3 K('f’):ykeik@, 0 €[~

™ lkj<n-1
avec
1 n—|k| 1 n—|k|
A 1= - Z XX = - Z (Y; = Bo — Braj) (Yjp k) — Bo — Brajpi)-
j=1 =1

Alors, le Théoreme 4.1 donne que
Tim [|£a(6) — F(O)l]1 = 0.

Le probleme ici, est que nous ne connaissons que les données (Y;);cz. Par
conséquent, il reste & montrer que

T [[2(0) ~ fa(®)]]1 = 0. (4.51)
Remarquons que

1050 < s ¥ k(B Loy w(Wem)

|k|<n—1 |k|<n—1

1 . .
- > 1Ak =l (4.52)
|k|<2cn,

IN
|

Puisque ¢, satisfait ¢,/n — 0 quand n — oo, pour montrer (4.51), il suffit

de prouver que
. . 1
1 = 4 = O (=) (4.53)
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Comme Bo =Y, - ﬁld, il vient que

ou

Il,n

I3,n

I4,n

IS,n

I6,n

I?,n

I8n

)

1 _
U

1
n

1 _
w0

SlIl— 3= 3l

1 _
w0

@

(81
(Y

(Ya

8
Yk — 'AW: = Z Ii,na (4.54)

n—|k|

— Bo — f@) Z Ytk — Bo — Bravjp k)
7j=1

n—|k|

= B1) Y (e = @)Y — Fo = Bragy ),

j=1

3
N
o

— Bo — Bra) (Y — Bo — Braj),

1

3
i
=
<.
Il

—B1) Y (a— o) (Y — Bo — Buay),

1

<.
Il

— Bo — Bra)?[|k| — n],

n—|

k|
—Bo—P1a)(Br— B1) > (o — @),
=1

||
— Bo — p1a)(B1 — B1) Z (Qjppp — @),
j=1

Z_: (@— ajyp)-

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons a majorer les bornes

suivantes

puis

n—|k|

H Z Ytk — Bo — Brcvjp k) H et H Z (Y; — Bo — 10@)‘

1Y — Bo — Bral2 et [|B1 — Billa, (4.55)

n—|k|

(4.56)
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ainsi que
n—|k| n—|k|
H Z (Y| = Fo— 51t k) H et H Z =) (Yi—Bo— ﬁlag)HZ,
(4.57)
et enfin
n—|k| n—|k| n—|k|
‘ Z ‘, Z (@ — ajpp) ‘ et ) Z (a — aj+|k|)‘ (4.58)
j=
Comme Y; = Gy + B1a; + X;, remarquons, par stationnarité, que
= 1
Y, — Bo—Bialz2 < — |E(X0Xp)|.
H o< 75 [ 2 B,
De plus, il vient
_ A _ S (o —@)(Y; — V) 12\ 1/2
181 =Bl = (‘51 " (- a)? )
= — (‘Z —Bo —apy + V) — (o — @)
[z 1<az - a)’]
‘ Zz 1 al - O[)‘ 1 -~
< ‘= ¥ = o = Braills + =5 B(| Do (e
> (i — a)? > i (i —@)? ( Z

D’un coté,
n n
‘ S (i —a)| < v | S (ai - a)?
i=1 i=1
nous en déduisons donc que

Y (e - a)|
> i (o —a)?

1Yy, — Bo — Bral2 <

1
— ) |E(XoX))|
Vi (e — @)? z%
(4.59)
D’un autre coté, par stationnarité et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

s —ap B D -ax()
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n—1 n—|p|
1
=S (i = @) (@ippp| — @)E(XoXp)
S (i — a)? p;n ; +lpl P
n—1 \/Z Ip\(al \/Z n—|p \ (s pp| — @)
p=1-n = 1 ‘
<Y E(Xo X)) (4.60)
pEZ
Nous concluons par (4.59) et par (4.60),
A 2
181 = Bill2 < —= = [E(XoXp)]- (4.61)
V2 i (@i — @)’ 2
De plus, nous avons par stationnarité, que
n—|k|
| 2 @ = o= Bragw||, < v, [ IE0X,). (4.62)
j=1 peZ

De méme,

n—|k|

H > (V5= b - ﬂlaﬂ')HQ < \/ﬁ\/m. (4.63)
J=1 pEZ

En outre, par stationnarité et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
que

n—|k|
H Z (Yigip) — Bo — /Blaj+|k|)H2 < Z |E(XoX
€z
’ (4.64)
De méme,
n—|k|

H Z ]+|k| Y Bo —

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que

n—|k| n
S (@ = @) ey - 6)] < D (@i - a)?,
j=1 i=1
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Les majorations ci-dessus des bornes (4.55)-(4.58) apparues en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (4.54), montrent que

R . 1
9% — Akl < C; Z [E(X0Xp)l,
PEZL

avec C' une constante. Ainsi, (4.53) et donc (4.51) sont vérifiées. O

4.6 Annexe : Simulations a ’aide de Matlab

Construction des suites (;)cz
Pour o; = Vi

function alpha=alphasqrt(n)
alpha=zeros(1,n) ;

for j=1 :n
alpha(j)=sqrt(j) ;
end

alpha ;

end

Pour a; =1
function alpha=alphacl(n)
alpha=zeros(1,n) ;

for j=1 :n
alpha(j)=j ;
end

alpha ;

end

Pour a; = i?

function alpha=alphacarre(n)
alpha=zeros(1,n) ;

for j=1 :n
alpha(j)=j’2;
end

alpha ;

end

Simulations des modéles
Pour le modeéle d’Andrews
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function P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta)
P=zeros(1,n) ;

delta=rand(1,n)<p;

X=zeros(1,n) ;
epsilonzero=rand(1) ;
X(1)=1/2«(epsilonzero+delta(l)) ;
for j=1 :n-1
X(G+1)=1/2%(X(j)+delta(j+1)) ;
end

X;

Xzeros=X-1/2xones(1,n) ;

for j=1 :n
P(j)=mu+betaxalpha(j)+Xzeros(j) ;
end

end

Pour le modéle des différences de martingales
function P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta)
P=zeros(1,n) ;

delta=rand(1,n)<p;

X=zeros(1,n) ;

epsilonzero=rand(1) ;
X(1)=1/2«(epsilonzero+delta(l)) ;
L=zeros(1,n) ;

for j=1 :n-1
X(j+1)=1/2%(X(j)+delta(j+1)) ;

end

L(1)=(delta(1)-1/2)+epsilonzero ;

for j=1 :n-1
L(j+1)=(delta(j+1)-1/2)*X(j) ;

end

L;

for j=1 :n

P(j)=mu+betaxalpha(j)+L(j) ;

end

end

Pour le cas de variables aléatoires non bornées
function P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta)

Page 125



CHAPTER 4. ESTIMATION DE LA DENSITE SPECTRALE

P=zeros(1,n) ;

delta=rand(1,n)<p;
X=zeros(1,n) ;

Z=zeros(1,n) ;
epsilonzero=rand (1) ;
X(1)=1/2«(epsilonzero+delta(l)) ;
for j=1 :n-1
X(G+1)=1/2+x(X(j)+delta(j+1)) ;

end

X;

for j=1 :n
Z(j)=1/X(GIN/8)) ;

end

Zok=7Z-5/4 ;

for j=1 :n
P(j)=mu+betaxalpha(j)+Zok(j) ;
end

end

Simulation de la densité spectrale
Le noyau

function K=noyau(x)
if (abs(x)>=2)

K=0 ;

elseif (abs(x)<=1)
K=1;

else

K=-abs(x)+2;

end

end

Estimation de la densité spectrale
function M=festim(n,c,X)
gamma=zeros(1,n-1) ;
Knoyau=zeros(1,n-1) ;

V=1/n *sum(X)+*ones(1,n) ;
U=X-V;

T=transpose (U) *U ;

for k=1 :n-1

gamma (k)=1/n*sum(diag(T,k)) ;

Page 126



4.6. ANNEXE : SIMULATIONS A L’AIDE DE MATLAB

end

GAMMA=[fliplr(gamma) 1/n*sum(diag(T,0)) gamma] ;
for k=1 :n-1

Knoyau(k)=noyau(k/c) ;

end

KNOYAU=[fliplr (Knoyau) 1 Knoyaul ;
F=KNOYAU.*GAMMA ;

M=1/(2xpi)*sum(F) ;

end

Estimateur des moindres carrés

function Z=hatbeta(X,alpha)

g=length(alpha) ;

T=ones(1,q) ;

Y=[transpose(T) transpose(alpha)] ;

Z=(transpose(Y) * Y)A(-1)xtranspose(Y)xtranspose(X) ;
end

Ellipsoide de confiance

dans le cas du modéle d’Andrews pour o; = Vi

function E=ellipseconfiancesqrt(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphasqrt(n) ;

R=[1 2%sqrt(2)/3; 2*xsqrt(2)/3 1] ;

c=n/N(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) xRN (-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1l,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; O T/sqrt(2+pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1) xUx [sqrt (z) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AN(-1)xUx [sqrt (r)*cos(2xpixt/L) ;sqrt(r)*sin(2xpixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas du modéle d’Andrews pour o; =1
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function E=ellipseconfiancecl(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1];

c=n/N(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.s*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; O T/sqrt(2*pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1)*Ux [sqrt (r) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AN(-1)*Ux [sqrt (r)*cos (2«pi*t/L) ;sqrt(r)*sin(2xpixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas du modéle d’Andrews pour o; = i°

function E=ellipseconfiancecarre(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1] ;

c=n"(7/16) ;

T=sqrt (sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; 0 T/sqrt(2*pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1) #Ux[sqrt (r) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AN(-1)*Ux [sqrt (r)*cos(2xpixt/L) ;sqrt(r)*sin(2xpixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas de différences de martingales pour o = \/i
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function E=ellipseconfiancesqrtmart(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphasqrt(n) ;

R=[1 2xsqrt(2)/3; 2xsqrt(2)/3 1] ;

c=n/N(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R)*RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; O T/sqrt(2+pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1)xUx [sqrt (r) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AA(-1)*Ux[sqrt (r)*xcos(2+pixt/L) ;sqrt(r)*sin(2xpixt/L)1] ;
end

end

dans le cas de différences de martingales pour o; =1

function E=ellipseconfianceclmart(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 11;

c=n/N(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1l,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; O T/sqrt(2+pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1) xUx [sqrt (z) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AN(-1)xUx [sqrt (r)*cos(2xpixt/L) ;sqrt(r)*sin(2xpixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas de différences de martingales pour a; = i?
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function E=ellipseconfiancecarremart(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1];

c=n/N(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.s*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; O T/sqrt(2*pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1)*Ux [sqrt (r) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AN(-1)*Ux [sqrt (r)*cos (2«pi*t/L) ;sqrt(r)*sin(2xpixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas de variables aléatoires non bornées pour o; = Vi
function E=ellipseconfiancesqrtnonborne(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphasqrt(n) ;

R=[1 2%sqrt(2)/3; 2xsqrt(2)/3 1];

c=n"(7/16) ;

T=sqrt (sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt(2xpixabs(M)) 0; 0 T/sqrt(2*pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1) #Ux [sqrt (r) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AN(-1)*Ux [sqrt (r)*cos(2xpixt/L) ;sqrt(r)*sin(2*xpixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas de variables aléatoires non bornées pour o; =1
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function E=ellipseconfianceclnonborne(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1] ;

c=n/N(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R)*RN(-1) ; U=transpose(chol(F)) ;
r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)+alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt (2+pixabs(M)) 0; 0 T/sqrt(2«pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1)*Ux [sqrt (zr) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AA(-1)*Ux[sqrt (r)*cos(2+pixt/L) ;sqrt(r)*sin(2+pixt/L)]1] ;
end

end

dans le cas de variables aléatoires non bornées pour a; = i?
function E=ellipseconfiancecarrenonborne(L,n,mu,beta,p)
alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1];

c=n"(7/16) ;

T=sqrt (sum(alpha.x*alpha)) ;

F=R/A(-1)«transpose (R)*RA(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)+alpha-H(1,1)*ones(1,n) ;

M=festim(n,c,X) ;

A=[sqrt(n)/sqrt (2xpixabs(M)) 0; 0 T/sqrt(2«pixabs(M))] ;
E=H+AN(-1)*Ux [sqrt (z) ;0] ;

for t=1 :L

E=[E H+AA(-1)*Ux [sqrt (r)*cos (2*pixt/L) ;sqrt(r)*sin(2*pixt/L)]1] ;
end

end

Obtention des ratios
dans le cas du modéle d’Andrews pour o; = Vi
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function Z=regionconfiancesqrt(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphasqrt(n) ;

R=[1 2xsqrt(2)/3; 2xsqrt(2)/3 1] ;

c=n’(1/4) ;

T=sqrt (sum(alpha.xalpha)) ;
F=RA(-1)*transpose (R)*RA(-1) ;

U=transpose (chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)*(mu-H(1,1))*sqrt(n)-T*x(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*xU(1,1) % (beta-H(2,1))-sqrt (n)*xU(2,1)*x (mu-H(1,1) )] A2<=2*pix*r*xabs (M)*det (U) "2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas du modéle d’Andrews pour c; =i

function Z=regionconfiancecl(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1];

c=n"(7/16) ;

T=sqrt (sum(alpha.xalpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN (-1) ;

U=transpose (chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)*(mu-H(1,1))x*sqrt(n)-T*x(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*U(1,1) *(beta-H(2,1))-sqrt (n)*xU(2,1)* (mu-H(1,1))JA2<=2*pix*r*xabs (M) *det (U) "2
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B(i)=1;

else B(i)=0;
end

end
Z=sum(B) /N ;
end

dans le cas du modéle d’Andrews pour a; = i?

function Z=regionconfiancecarre(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1] ;

c=n"(1/4) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulp(n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)*(mu-H(1,1))*sqrt(n)-T*x(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*xU(1,1) *(beta-H(2,1))-sqrt (n)*U(2, 1) *x (mu-H(1,1))]A2<=2x*pi*r*abs (M) *det (U) A2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des différences de martingales pour o = \/i
function Z=regionconfiancesqrtmart(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphasqrt(n) ;

R=[1 2xsqrt(2)/3; 2xsqrt(2)/3 1] ;

c=n"(1/4) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R)*RN(-1) ;

U=transpose (chol(F)) ;
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for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)+«(mu-H(1,1))*sqrt(n)-Tx(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*xU(1,1)x(beta-H(2,1))-sqrt (n)*U(2,1) * (mu-H(1,1))]A2<=2%pixr*rabs (M) «det (U) "2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des différences de martingales pour a; =1
function Z=regionconfianceclmart(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1] ;

c=n"(1/4) ;

T=sqrt (sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RN(-1)xtranspose (R)*RN(-1) ;
U=transpose(chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)*(mu-H(1,1))*sqrt(n)-Tx(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T+xU(1,1)x(beta-H(2,1))-sqrt (n) *xU(2, 1) * (mu-H(1,1) )] A2<=2xpixrkabs (M) *xdet (U) A2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des différences de martingales pour o; = i°
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function Z=regionconfiancecarremart(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1];

c=n"(1/4) ;

T=sqrt (sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1)xtranspose (R)*RA(-1) ;

U=transpose (chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpmart(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;_ X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;
M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)x(mu-H(1,1))*sqrt(n)-Tx(beta-H(2,1))xU(1,2)]A2
+[T*U(1,1) *(beta-H(2,1))-sqrt (n)*xU(2, 1) *x (mu-H(1,1)) ] A2<=2x*pi*r*abs (M) *det (U) A2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des variables aléatoires non bornées pour o; = Vi
function Z=regionconfianceclnonborne(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1];

c=n/"(1/4) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) #transpose (R)*RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)+alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)*«(mu-H(1,1))*sqrt(n)-Tx(beta-H(2,1))*U(1,2)]12
+[T*xU(1,1) *(beta-H(2,1))-sqrt (n)*xU(2, 1) *x (mu-H(1,1))]A2<=2x*pi*r*abs (M) *det (U) A2
B(i)=1;
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else B(i)=0;
end
end
Z=sum(B) /N ;
end

dans le cas des variables aléatoires non bornées pour o; =1
function Z=regionconfianceclnonborne(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1];

c=n"(1/4) ;

T=sqrt (sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RN(-1)xtranspose (R)*RN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)x(mu-H(1,1))*sqrt(n)-T*x(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T+xU(1,1)x(beta-H(2,1))-sqrt (n) *U(2,1) * (mu-H(1,1) )] A2<=2xpixrkabs (M) *xdet (U) A2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des variables aléatoires non bornées pour o; = i>
function Z=regionconfiancecarrenonborne(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;
alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1] ;
c=nN(1/4) ;
T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;
F=RA(-1)*transpose (R)*RA(-1) ;
U=transpose (chol(F)) ;

for i=1 :N
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r=qchisq(0.95,2) ;
P=modelemulpnonborne(n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

M=festim(n,c,X) ;

if [U(2,2)*(mu-H(1,1))*sqrt(n)-T*x(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*xU(1,1) % (beta-H(2,1))-sqrt (n)*xU(2, 1) * (mu-H(1,1)) ] 2<=2x*pi*r*abs (M) *det (U) A2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des différences de martingales mais avec lestimateur O pour
o =i

function Z=regionconfiancesqrtmartautreestim(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphasqrt(n) ;

R=[1 2xsqrt(2)/3; 2xsqrt(2)/3 1] ;

c=n"(1/4) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=RA(-1) *transpose (R)*RN(-1) ;

U=transpose (chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)+*alpha-H(1,1) ;

S=1/n*sum(X.A2) ;

if [U(2,2)*«(mu-H(1,1))*sqrt(n)-Tx(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*xU(1,1)x(beta-H(2,1))-sqrt (n)*xU(2,1) * (mu-H(1,1))]/2<=r*abs(8) xdet (U) "2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des différences de martingales mais avec l’estimateur f$ pour
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a; =1

function Z=regionconfianceclmartautreestim(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacl(n) ;

R=[1 sqrt(3)/2; sqrt(3)/2 1];

c=nN(7/16) ;

T=sqrt(sum(alpha.x*alpha)) ;

F=R/(-1)+transpose (R)*RAN(-1) ;

U=transpose(chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;
H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)+*alpha-H(1,1) ;

S=1/n*sum(X.A2) ;

if [U(2,2)+«(@mu-H(1,1))*sqrt(n)-T+(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*U(1,1)*(beta-H(2,1))-sqrt (n)*U(2,1) * (mu-H(1,1) )] 2<=r*abs(S) xdet (U) "2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end

dans le cas des différences de martingales mais avec [’estimateur f,? pour
oy = i2

function Z=regionconfiancecarremartautreestim(N,n,mu,beta,p)
B=zeros(1,N) ;

alpha=alphacarre(n) ;

R=[1 sqrt(5)/3; sqrt(5)/3 1];

c=n/(1/4) ;

T=sqrt (sum(alpha.xalpha)) ;

F=RA(-1) xtranspose (R) *RN(-1) ;

U=transpose (chol(F)) ;

for i=1 :N

r=qchisq(0.95,2) ;

P=modelemulpmart (n,alpha,p,mu,beta) ;

H=hatbeta(P,alpha) ;

X=P-H(2,1)*alpha-H(1,1) ;

S=1/n*xsum(X.N2) ;
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if [U(2,2)*(mu-H(1,1))*sqrt(n)-T*x(beta-H(2,1))*U(1,2)]A2
+[T*xU(1,1)*(beta-H(2,1))-sqrt (n)*U(2, 1) *x(mu-H(1,1)) ] A2<=r*abs (S)*xdet (U) "2
B(i)=1;

else B(i)=0;

end

end

Z=sum(B) /N ;

end
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