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✹✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✹✳✸✳✷ ◆♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ✺✺

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✺✳✷ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✷✳✶ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✺✳✷✳✷ ❉❋❚ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✺✳✷✳✸ ▲❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✺✳✷✳✹ ◆✉❝❧❡❛r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✺✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✺✳✸ ❆t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❧♦✇❡r ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✺✳✸✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✺✳✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺✳✹ ❙tr❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✼✼

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✼✾

❆ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛ ✽✶

❇ ❆ ❦❡② r✉❧❡✿ ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡ ✽✺

❈ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐t❛❡ ❞❡ ◆✳ ❱❛st ✭❋r✮ ✽✼



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✐✐✐

❉ ▲✐st❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ◆✳ ❱❛st ✭❋r✮ ✾✼
❉✳✶ P❛♣✐❡rs rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡

❞❡s ❙♦❧✐❞❡s ■rr❛❞✐és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
❉✳✷ P❛♣✐❡rs rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ❈❊❆✲❉❆▼ ✶✵✵

❊ ●❡♥❡r❛❧ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✵✸
❊✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸





❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶

✵✳✶ ❘és✉♠é ✭❋r✮

▼♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ▲❛❜✲
♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s ■rr❛❞✐és ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❈❊❆✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦é❧❡❝✲
tr♦♥✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✲s❛♥s
♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉st❛❜❧❡✲ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧❛♥t ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✲♦✉ ❞és❡①❝✐t❛t✐♦♥✲ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❝♦✉✈r❡✿

• ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❤♦rs ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✲ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❀

• ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ét❛t ❡①❝✐té✱ ❛❜♦r❞é❡s s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❡❝tr♦✲
s❝♦♣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡❀

• ▲❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ ❧❡✉r ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✱
❡t ❧❡✉rs ❡✛❡ts s✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦✉ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐✲
q✉❡✳

❈❡s ét✉❞❡s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡♥s✐❢ ❡t ❧✬❛❝❝ès ❛✉①
♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✉ ●r❛♥❞ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ●❊◆❈■✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧é ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡✳
❉❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❞❡s ♦①②❞❡s
♥♦♥ ❝♦rré❧és r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ t✐t❛♥❡ ❚✐❖2 ❡t ❧❛ ③✐r❝♦♥❡ ❩r❖2

s♦♥t ❞é❝r✐ts✳ ❊♥s✉✐t❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ❈✉2❖
❡t ❧❛ ③✐r❝♦♥❡ ❩r❖2✳ ❏✬② ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r
❧❡ ♥♦②❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐t♦♥✐q✉❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❛❧❝✉❧s
♠❡♥és s✉r ❧❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡ s♦♥t r❛♣♣❡❧és✳



✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✵✳✷ ❆❜str❛❝t

▼② ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ▲❛❜✲
♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s ■rr❛❞✐és✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡ ❈❊❆✱ t♦ ♥✉❝❧❡❛r r❡✲
s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t♦ ♥❛♥♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
r❡❧❛①❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦✈❡rs ✿

• ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s❀

• ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇✲
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s❀

• ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣✉t❡r
t✐♠❡ ❢r♦♠ ❜✐❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ●❊◆❈■ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ■ r❡❝❛❧❧ ✜rst ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t✐t❛♥✐❛ ❚✐❖2 ❛♥❞ ③✐r❝♦♥✐❛ ❩r❖2 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦①✐❞❡s✳
❚❤❡♥ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♣r♦✉s ♦①✐❞❡ ❈✉2❖
❛♥❞ ♦♥ ③✐r❝♦♥✐❛ ❩r❖2 ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆ ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❝❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✱ ❛♥❞ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❇4❈ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♥t❡①t❡ ✭❋r✮
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✶✳✶ ❇✉t ❣é♥ér❛❧

▼♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ▲❙■
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❈❊❆✱ ❞❛♥s
❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝✲
t✐❢ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✲s❛♥s ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉st❛❜❧❡✲ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥trô❧❛♥t ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✲♦✉
❞és❡①❝✐t❛t✐♦♥✲ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❝♦✉✈r❡✿

• ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❤♦rs ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✲ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❀

• ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ét❛t ❡①❝✐té✱ ❛❜♦r❞é❡s s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❡❝tr♦✲
s❝♦♣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡❀

• ▲❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ ❧❡✉rs ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s✱
❡t ❧❡✉rs ❡✛❡ts s✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦✉ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐✲
q✉❡✳

❈❡s ét✉❞❡s r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡♥s✐❢ ❡t ❧✬❛❝❝ès ❛✉①
♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✉ ●r❛♥❞ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ●❊◆❈■✳

✶✳✷ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣é♥ér❛❧ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤✲
♦❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ❥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦✉ ❉❋❚ ❬✶❪✳ ❏✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉ss✐ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s à ◆✲❝♦r♣s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❬✷❪ ✲♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✱ ❝♦♥✲
st❛♥t❡s é❧❛st✐q✉❡s✲ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱
❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❉❋❚✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s st❛t✐q✉❡s t❡❧❧❡s ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✉
rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ✲❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ❬✸❪✲✱ ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s t❡❧ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❬✹✱ ✺❪ q✉✐ ❡♥tr❡ ❡♥ ❥❡✉ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐té ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬✹✱ ✻❪✲ r❡q✉✐èr❡♥t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭❉❋P❚✮ ❬✸❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✲♦✉ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✲ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ✭❚❉❉❋❚✮ ❬✼✱ ✽❪✳

❈❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✱ ❡t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞❡♥✲
s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s✐té✳ ▲❡s ❡✛❡ts à ◆✲❝♦r♣s s♦♥t r❛ss❡♠✲
❜❧és ❞❛♥s ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❛♥s
❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✲❧❡ ♥♦②❛✉
❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♦✉ ❝❡ ♥♦②❛✉✳ ❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡✱ ❛✉q✉❡❧ ❥✬❛✐ ♣❛rt✐❝✐♣é ❬✾❪✱ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❞❡
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❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❚❉❉❋❚ ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ◆✲❝♦r♣s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✳

❆❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡ ❬✶✵❪✿

✐ ▲❡s ❜❛♥❞❡s ✐♥t❡r❞✐t❡s ✭❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ét❛ts
♦❝❝✉♣és ♣❛r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ét❛ts ✈✐❞❡s✮
❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❉❋❚ ❞❛♥s ❧❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ✐s♦❧❛♥ts s♦♥t très
❢♦rt❡♠❡♥t s♦✉s✲❡st✐♠é❡s✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬é❝❤❛♥❣❡
❡t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡①❛❝t ✲❡t ✐♥❝♦♥♥✉✲ ❛ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té q✉❛♥❞ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ◆ à ◆±✶ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❊✭◆✮✲❊✭◆±✶✮✱ ♦ù ❊ ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❛ ❉❋❚
♥✬❛ ♣❛s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦♦♣♠❛♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍❛rtr❡❡✲
❋♦❝❦ ❬✶✸❪✳ ❈❡tt❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡st ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ✭▲❉❆✮ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé
✭●●❆✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ❜❛sé❡s ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡①❛❝t ❞❡ t②♣❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦✱ ♣rés❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ ✲♣❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●❲ ❬✶✸✱ ✶✹❪✲ ❡st r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ✐♥t❡r❞✐t❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❤②❜r✐❞❡s ✭❇✸▲❨P✱ P❇❊✵✮ s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ●●❆ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ▲❉❆✳

✐✐ P♦✉r ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♥❡✉tr❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡
q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐té ❛✈❡❝ ❧❡ tr♦✉ q✉✬✐❧ ❧❛✐ss❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧✉✐ ✲❧❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐✲
t♦♥✐q✉❡s ❬✶✵❪✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱
❡t s❡s ❡✛❡ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts ♣❛r ✉♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡✛❡❝t✐❢ ❬✶✺✕✶✽❪✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts

• P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ét❛t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❀

• P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝r❛♥t❛❣❡ ǫ−1✱ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥✲
✈❡rs❡✱ ✧✐♥❣ré❞✐❡♥t✧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ◆✲❝♦r♣s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡
✷✮✳

• P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ✲rè❣❧❡ ❞✬♦r ❞❡ ❋❡r♠✐ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇✮✳

✶✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ③✐r❝♦♥❡ ✭❝❢✳ ❆♥✲
♥❡①❡ ❆✮ s♦♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞♦♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✈❛ s❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❞❛♥s ❧❡s t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s ✿ ❝ér❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ré❛❝t❡✉rs ♥✉❝❧é❛✐r❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
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■❱✱ ❛❧❧✐❛❣❡s r❡♥❢♦r❝és ♣❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬♦①②❞❡s✱ ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r
❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❥♦✉❡ ✉♥
rô❧❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ❞✐s♣❡♥s❡ ♣❛s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❝❛r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉t✐❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❈❊❆ s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❡✉r
♠❛✐❧❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦✉ ♣❛r ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ✸d ✳ ❙✉r ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧➹ ❝© s❡❧♦♥ tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
q✉❡ ❥❡ ♣❛ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ r❡✈✉❡✳

❆✈❡❝ ❧❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❥✬❛✐ ❛❜♦r❞é ✉♥ ❝❤❛♠♣
❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳
P✉✐s✱ s✉r ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P❡t✐t❡✱ ❥✬❛✐ ❝♦♠❜✐♥é ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❛❝q✉✐s❡s s✉r ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱ ❡t ❥✬❛✐ ❛✐♥s✐
❛✈❛♥❝é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❞❛♥s ❧❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ♠❡♥é ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
✈❡✐❧❧❡ s✉r ❧❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡✱ ♠❛tér✐❛✉① q✉✐ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ r❡✲
❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❛♥❝✐❡♥♥❡ ❛♣♣♦rt❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ à ❧✬éq✉✐♣❡
q✉❡ ❥✬❛♥✐♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ❝✐t❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❉✮ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✳

✶✳✸✳✶ ❊①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦①②❞❡s✳

▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷
❡t ✹✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡①♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳ ❏❡
❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡♥ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ✜❧ ❝♦♥✲
❞✉❝t❡✉r✳

❆ ♠♦♥ ❛rr✐✈é❡ ❡♥ ✷✵✵✵✱ ❧❡ ▲❙■ ét❛✐t ✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞❡s é❧❡❝✲
tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐♠♣✉❧sés ♣❛r ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣ ✭❈◆❘❙✮✱ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞❡ t❤é♦r✐❡✳ ❏✬② ❛✐ ❛❜♦r❞é ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉r
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❈❊❆ ❡♥ ♠❡♥❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
à ❞❡s ♦①②❞❡s ❞❡ ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✱ ❚✐❖2 ❡t ❩r❖2✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❥✉sq✉❡✲❧à ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs t❡❧ ❧❡
s✐❧✐❝✐✉♠✱ ♦♥t ♥é❝❡ss✐té ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡s ♦①②❞❡s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ −ℑ(ǫ−1) ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s
❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ✲❧❡s ♣❧❛s♠♦♥s✳ ❊♥ ❚❉❉❋❚✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

−ℑ(ǫ−1) = −ℑ(1 + vχ),χ = χ0 + χ0(v + fxc), ✭✶✳✶✮

♦ù v ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦✉❧♦♠❜✐❡♥✱ χ0 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t fxc ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛
été ❝♦♠♣❛ré à ❞❡s ♠❡s✉r❡s très ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❞❡ ❚✐❖✷ ❬✶✾❪ ♣❛r P✳ ❙❝❤❛tts❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❱✐❡♥♥❡
❡♥ ❆✉tr✐❝❤❡✳ ❏✬❛✐ ♠♦♥tré ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉①
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χ0v ❞❛♥s ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❧♦❝❛❧✐sés ✸p✳ P✉✐s ❥✬❛✐ ❝♦❧✲
❧❛❜♦ré à ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦❝❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ré♣♦♥s❡
❞❡ ♥❛♥♦t✉❜❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❬✷✵❪✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡s✱ ❡♥ ❝♦❡♥❝❛❞r❛♥t ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙✳ ❇♦tt✐ ❬✷✶✕✷✸❪✳

❏✬❛✐ ❡♥s✉✐t❡ tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠ ❛✈❡❝ ▲✳ ❉❛s❤ ❡t P❤✳
❇❛r❛♥❡❦✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧✲
❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ▼✳ ❈❤❡②♥❡t ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬❊❧❡❝tr♦❝❤✐♠✐❡
❡t ❞✬❊❧❡❝tr♦♠ét❛❧❧✉r❣✐❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❝r✐st❛❧❧✐♥❡s ❞❡
❩r❖2 ❬✷✹❪ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s
❝❡s ♦①②❞❡s ❬✷✺✱ ✷✻❪✳ ❏✬❡♥ ❛✐ ❝♦♥❝❧✉ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❚❉❉❋❚ ♣♦✉r ❧❛ s♣❡❝tr♦✲
s❝♦♣✐❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❞é❣❛❣é ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✶✳✹✳

❏✬❛✐ ❝♦❧❧❛❜♦ré ❛✈❡❝ ▼✳ ■③q✉✐❡r❞♦✱ ❋✳ ❙✐r♦tt✐ ✭❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❙❖▲❊■▲✮ ❡t ◆✳
❇❛rr❡tt ✭❈❊❆✲❉❘❊❈❆▼✲❙P❈❙■✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❋✳
❇r✉♥❡✈❛❧ s✉r ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ❝✉✐✈r❡✱ ❝♦❡♥❝❛❞ré❡ ❛✈❡❝ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s
❞❡ ♣❤♦t♦é♠✐ss✐♦♥ rés♦❧✉❡ ❡♥ ❛♥❣❧❡ ♦✉ ❆❘P❊❙ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡✱ ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❉❋❚ ❝♦♠♠❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❏✬❛✐ ♦r✐❡♥té ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❋✳
❇r✉♥❡✈❛❧ ✈❡rs ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ❬✷✼❪ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❝r❛♥t❛❣❡ ǫ−1✳
▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❬✷✽❪ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❈✉2❖ ❡t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ❬✷✾❪✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ q✉❛s✐✲♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✐✛èr❡ ♣❡✉ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋❚✱
❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❙✐✱ ❆❧✱ ❆r ❬✸✵❪ ♦✉ ❈✉2❖ ❬✷✾❪✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛
r❡♥❞✉ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❉❋❚✱ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s

s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✳

▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇ ❡t ❞❛♥s ❧❡s
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐té❡s✳

▲❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞és❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts t❛♥t ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❛♥s ❧❡s ♥❛♥♦❞✐s♣♦s✐t✐❢s✳ ❖r✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳

❏✉sq✉✬à ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ét❛✐t é✈❛❧✉é ❞❛♥s ❧❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs
❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❥✉stés s✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣♦st❞♦❝ ❞❡ ❏✳ ❙❥❛❦st❡ ❛ ♣❡r♠✐s
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡
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❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❤♦♥♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✜♥✐ ❬✺❪✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧
❛ été ♠❡♥é ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ Pr♦❢✳ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té Pé❞✲
❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❚♦♠s❦✱ ❘✉ss✐❡✳ ❏✬❛✐ ♦r✐❡♥té ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ✈❡rs ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ rés♦❧✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❬✺✱ ✸✶❪✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞♦♥✲
♥❡♥t ❛❝❝ès ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① t❡❧ ❧❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥✳

❉❛♥s ❧❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♠✐♥✐♠❛ ✭✈❛❧❧é❡s✮ ❞❛♥s
❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛✉① ♣❤♦♥♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ✜♥✐❡ ♣❡r♠❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❧é❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❡t ❝♦♥✲
trô❧❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ●❛❆s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tré q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ à ✶✵✪ ♣rès ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❧é❡ Γ à ❧❛ ✈❛❧❧é❡ X ✱ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ●✉♥♥ ❬✸✷❪✳ ❈❡❝✐ ❡st
✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① é❝❛rts tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ●❛P✱ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈✐❡ ❞❡
❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ r❡❝t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡❧s
♣❤♦♥♦♥s ❧✐♠✐t❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t♦♥ ❬✺❪✳

❈❡s s✉❝❝ès ❞✉s ❛✉① tr♦✐s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳

✶✳✸✳✸ ❊t✉❞❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦r❡✳

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐✈✐té ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s
❬✸✸✱ ✸✹❪✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts ♣✉❜❧✐és s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❜♦r❡ 10❇ ❡st ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❜s♦r❜❡✉r ❞❡ ♥❡✉tr♦♥ ❡t ❝❡❧❛ ❛
✐♥✐t✐é ♠♦♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❜♦r❡ ❡t ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❇✱ ❈✱ ◆ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉❧tr❛❞✉rs à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❝♦✈❛❧❡♥t❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❈✐t❛♥t ✭❡t tr❛❞✉✐s❛♥t✮ ❘✳❇✳ ❑❛♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪✱ ✧❧❡s ❝♦♠♣♦sés r✐❝❤❡s ❡♥
❜♦r❡ ✭...✮ s♦♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① très ❞✉rs q✉✐ ♠ér✐t❡♥t ❞❡s ét✉❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✧✳
❯♥❡ ❢♦rt❡ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ❧✐❡✉ s✉r ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛✉ ❏❛♣♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡sq✉❡❧s
❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ♠❡♥és ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡ ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✻✕✹✵❪✱ ❥♦✉❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ rô❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❡♥ ❡✛❡t ✐♥tér❡ssé❡ ✲ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❘✳
▲❛③③❛r✐✱ ❏✳▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐ ❡t ●✳ ❩ér❛❤✱ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❞✉ ❜♦r❡ ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✻✱ ✸✼❪ ❡t ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❬✸✽✕✹✵❪✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❜✐❡♥
❝✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♦❜t❡♥✉s
s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❡s✉ré❡s
❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❘❛♠❛♥ ❡t ❡♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡✱ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❧❡✈❡r
❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡
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❞❡ ❜♦r❡ ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈✱
❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐❝♦s❛è❞r❡ ❇11❈p ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❈❇❈✳ ❈❡ q✉✐ ♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❘❡❢✳ ❬✹✶❪✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉✲
❝❧é❛✐r❡✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛♥t ❛✈❡❝ ❋✳ ▼❛✉r✐✱ ❞❡ ❧✬■▼P▼❈ ✲■♥st✐t✉t ❞❡ ▼✐♥ér❛❧♦❣✐❡
❡t ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡s ▼✐❧✐❡✉① ❈♦♥❞❡♥sés✲ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■ P✳▼✳ ❈✉r✐❡✱ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈ q✉❡ ❥✬❛✈❛✐s ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❡♥✲
❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡ ❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✽✕✹✵❪✱ ❛ été ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ét✉❞❡s ❬✹✷❪✱
❡t ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é ❬✹✷❪✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ❜♦r❡ ♣✉r à ❤❛✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠ét❛❧❧✐s❡
❡t ❞❡✈✐❡♥t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❬✹✸❪✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❡♥❝♦r❡ à ❧✬ét❛t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡ ❇28 ✈❡♥❛♥t ❞✬êtr❡ ❞é❝♦✉✲
✈❡rt❡ ❬✹✹❪✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❞✐t ♣♦✉r ❝❡ ♠❛tér✐❛✉ q✉❡
❧❡ ❞♦♣❛❣❡ ♣❛r ❞❡s tr♦✉s ❧❡ r❡♥❞ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ à ♣r❡ss✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ✉♥ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❇❈❙✱
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❣❇2 ❬✻❪✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ré❝❡♥t❡ ❬✹✺✕✹✼❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té s♦✉❧è✈❡ ✉♥ ✐♥térêt ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡t
q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❡✳ ❏✬❛✐ ré❝❡♠♠❡♥t ❬✹✽❪ ❝❛❧❝✉❧é✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏❡❧❡♥❛ ❙❥❛❦st❡ ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❈❡s é♥❡r❣✐❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡
❢❛ç♦♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡ ét✉❞✐és ♦♥t ✉♥❡ t❡♥✲
❞❛♥❝❡ à s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❜♦r❡ ✰ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ❆ ♣❛rt ❧❡ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é s❡✉❧❡♠❡♥t ❝✐♥q str✉❝t✉r❡s q✉✐ s♦♥t st❛❜❧❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡
❢♦r♠❡r ❬✹✽❪ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ♠ét❛st❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❇13❈2✱
❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ✐❝♦s❛è❞r❡ ❇12 ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❈✲❇✲❈✳ ◆♦✉s ❡♥
❛✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❛st❛❜✐❧✐té ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❇13❈2✳ ❊❧❧❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
♠♦♥♦❝r✐st❛❧❧✐♥✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❇4❈ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✬❍✉❣♦♥✐♦t ✭❍❊▲✮ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s ✭❍❊▲ ≈ ✶✼ ●P❛✮✱ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡ r❡st❡ ❞é❧✐❝❛t❡ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t rés✐st❡r à ❧❛ ♣r♦♣✲
❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥✲
t❛❧❡s ré❝❡♥t❡s ❬✹✾✱ ✺✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♠ê♠❡
❞❡ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣r✐s ✿ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❡rt❡
❞❡ rés✐st❛♥❝❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
❬✺✵❪✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥t❡sté❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣ér✐✲
❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣❛❝ts ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s s✉r ❝✐❜❧❡s ❬✹✾❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱
❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡
❝♦♠♣r✐s❡✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ttr✐❜✉é❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❤②s✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉
❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈✱ ♦✉ à ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❬✹✾❪✳
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❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♠♦r♣❤✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇4❈ ❛ été s✉❣❣éré à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛✐♥s
❞❡ ❇4❈ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦❜✲
s❡r✈é❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❬✺✵❪✳ ❈❡s ③♦♥❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été
♦❜s❡r✈é❡s ❧♦rs ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♥❛♥♦✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❬✺✶❪✱ ♦✉ s✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✺✵ ●P❛ ❬✺✷❪✳
▲❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❞♦♠♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡s ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♠♦r♣❤✐s❛t✐♦♥
q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❡t ❞✉ ❝❛r❜♦♥❡ ❛♠♦r♣❤❡ ❬✺✶❪✱ ❞✬❛✉tr❡s ② ✈♦✐❡♥t ❞✉ ❝❛r❜✉r❡
❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈ ❛♠♦r♣❤❡ ❬✺✵✱ ✺✷✱ ✺✸❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r
❝✐❜❧❡s ❞❡ ❱♦❣❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ ♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s ❛♠♦r♣❤❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❛ ♣❡r♠✐s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉s
très ❤❛✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡ st❛❜❧❡s ❬✹✽❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡s ❞❡ ❜♦r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❈❇❈
✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡✳
❈❡❧❛ ♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s été ét✉❞✐é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡

✐ ❇4❈ t❡❧ q✉❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t s♦✉t❡♥✐r ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
✶ ▼❜❛r s❛♥s ❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳

✐✐ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝✉♥❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦♣r✐été✬s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❛r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❈✲❈ ✭❝❤❛î♥❡ à
❞❡✉① ❛t♦♠❡s✮✳

◆♦tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✈❛ à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣❛♣✐❡r très ré❝❡♥t ❬✺✷❪
s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧❡ ♣❧✐❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❈✲❇✲❈ ❡t ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❇4❈ ♣✉r✳ ◆♦s ♣r❡♠✐❡rs ré✲
s✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧❡ ❞é♠❡♥t❡♥t ❝❡s
rés✉❧t❛ts✳ ❈❡ ❞é❜❛t ✉♥ ♣❡✉ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✿ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛❧❧✐❡r ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ t❡♥✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥
❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪ ❧❛
♠❛✉✈❛✐s❡ t❡♥✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ◆♦s
ét✉❞❡s ❡♥ ❝♦✉rs s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s à ❝❧❛r✐✜❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✳

✶✳✹ Pr♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à q✉❛tr❡ ❛♥s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣é♥ér❛❧ ❞♦♥♥é ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✉♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ été ♣❡✉ é✈♦q✉é❡ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❉❋❚
❞❛♥s s❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✳

❏✬❛✐ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣❤❛s❡
♦❜s❡r✈é❡✱ ❞❛♥s ❞❡s ♠ét❛✉① t❡❧s ❧❡ t✐t❛♥❡ ♦✉ ❧❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠✱ ♦✉ ✉♥ ♦①②❞❡ t❡❧
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q✉❡ ❚✐❖2✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♦♥t tr♦✉✈é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ③✐r❝♦♥❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜♥ ❞❡
❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ❡rr♦♥é✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝✐tés
s♦♥t très ♣❡t✐t❡s✳

▼♦♥ ❤②♣♦t❤ès❡✱ é❧❛❜♦ré❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❱✳ ❚r✐♥✐té ◗✉éq✉❡t s✉r ❧❡ t✐✲
t❛♥❡ ❬✺✹❪✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré❡ ❛✈❡❝ ▼❛r❝ ❍❛②♦✉♥ ❡t ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❚♦❧❡❞❛♥♦✱ ❡t ❛♣rès
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs❡s ♣❡rs♦♥♥❛❧✐tés✱ ❡st q✉❡
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❉❋❚ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s é❧❡❝✲
tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳ ❆❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❛✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❜❛sé s✉r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❡①❛❝t ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛♠❜✐t✐❡✉s❡✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ré❡❧❧❡s
❞✐✣❝✉❧tés✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
très ♣ré❝✐s❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❱✳ ❚r✐♥✐té✱
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❤❡r❝❤❡✉r❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t à ❚❤❛❧ès✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✽ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ P❇❊✵ à ❜❛s❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❡①❛❝t ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛
♣❤❛s❡ α✳ ❏✬❛✐ ❡♥ ♣r♦❥❡t ❞✬ét✉❞✐❡r s✬✐❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐✈❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❝❛❧❝✉❧é❡✳

▲❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s ❜♦r✉r❡s ✭s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮ ✈♦♥t s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡✳ ❇4❈
❡st très ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬❛r♠❡♠❡♥t✳ ❙❛ ❞✉r❡té ✈✐❡♥t ❥✉st❡
❛♣rès ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞✐❛♠❛♥t✱ ❡t ♣❡r♠❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ ❝♦✉♣❡ ❡t ❞❡ ❜❧✐♥❞❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré✢é❝❤✐ à ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❞✉r❡té ❡t ❞❡ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡♥ ❞♦♣❛♥t ❡♥ tr♦✉s ❧❡ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❬✻❪✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡ s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té✱ q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❧♦rs ❞✉ ❞♦♣❛❣❡✳ ❈❡
❞♦♣❛❣❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞✉r❡té ❡t s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞✉r❡té
❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡ ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r✳ ❯♥ ♣r♦❥❡t ❢r❛♥❝♦✲❥❛♣♦♥❛✐s ❛✈❡❝ ❑♦✉♥
❙❤✐r❛✐✱ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖s❛❦❛✱ ❛ ❞é♠❛rré✱ ♣♦✉r ❞♦♣❡r ❧❡ ❜♦r❡ ✲❤②♣♦t❤ès❡
♥✐♣♣♦♥❡ ❬✺✺❪✲ ♦✉ ❧❡ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ✲❤②♣♦t❤ès❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❬✻❪ ✳ ▲❡ ❞♦❝t♦r❛♥t
❥❛♣♦♥❛✐s ❍❛r✉❤✐❦♦ ❉❡❦✉r❛ ❛ été r❡ç✉ ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❡t s❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ♣❡♥✲
❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦✐s ❛✉ ▲❙■ ❡♥ ✷✵✵✾✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❡s ❜♦r✉r❡s ✭s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮ ✈♦♥t s❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡s
❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡ r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✉① ❧❛❝✉♥❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❞ét❡❝t❡r ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s✳ ❯♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❙❝✐❡♥❝❡s ❈❤✐♠✐q✉❡s ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✭❏✳❋✳ ❍❛❧❧❡t
❡t ▲✳ ▲❡ P♦❧❧ès✮ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❚✳ ▼♦r✐ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭❙❡♥✐♦r ❘❡s❡❛r❝❤❡r ❛✉ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡
✭◆■▼❙✮✱ ❲P■ ▼❛t❡r✐❛❧s ◆❛♥♦❛r❝❤✐t❡❝❤t♦♥✐❝s ❈❡♥t❡r ✭▼❆◆❆✮✱ ❙❡♥✐♦r ❖♣✲
❡r❛t✐♦♥s ❖✣❝❡r✱ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❖✣❝❡✱ ◆■▼❙✱ ❚s✉❦✉❜❛ ✸✵✺✲✵✵✹✹✱ ❏❛♣❛♥✱ ❡t ❣✉❡st



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❊❚ ❈❖◆❚❊❳❚❊ ✭❋❘✮

❙❝✐❡♥t✐st✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② P♦❧✐❝② ✭◆■❙❚❊P✮
❞✉ ◆■▼❙✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥❥❡✉ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ t❡♥✉❡ s♦✉s ❝❤♦❝ ❞❡ ❝❡s
♠❛tér✐❛✉①✱ ❡♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❞♦♣❛♥ts ❛♣♣r♦♣r✐és✳

▲✬ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞és❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮ ✈❛ ❝♦♥t✐♥✲
✉❡r✱ ❡t ❝❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❛ s❡ r❡♥❢♦r❝❡r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❣râ❝❡ ❛✉ r❡❝r✉t❡♠❡♥t
♣❛r ❧❡ ❈◆❘❙ ❞❡ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❡♥ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✽✳ ❈❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡
❛ r❡ç✉ ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ❧✬❆◆❘ ♣❛r ❧❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t P◆❆◆❖ ✷✵✵✽ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆❈✲
❈❆❚❚❖◆❊✱ ❛✈❡❝ ❋✳ ▼❛✉r✐ ✭■▼P▼❈ ✲■♥st✐t✉t ❞❡ ▼✐♥ér❛❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ P❤②s✐q✉❡
❞❡s ▼✐❧✐❡✉① ❈♦♥❞❡♥sés✲ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■ P✳▼✳ ❈✉r✐❡✳✮✱ ❡t ◆❛t❛❧✐♦ ▼✐♥❣♦
✭❈❊❆ ●r❡♥♦❜❧❡ ✲ ▲■❚❊◆✮✳

❈❡s ét✉❞❡s ✈♦♥t ❞❡✈♦✐r êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠ ❡t ❛✉① ✐s♦❧❛♥ts✱
♠❛tér✐❛✉① ❞✬✐♥térêt ❛✉ ❈❊❆✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ tr❛♥s♣♦rt
t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡st ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❝❤❛✉✛❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♣r♦❥❡t ✿

✐ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ ③♦♥❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❝❛r ❝❡s ♣❤♦♥♦♥s s♦♥t
❛❝❝♦♠♣❛❣♥és ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡✳

✐✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝réé ♣❛r ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s
♦♣t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦❧❛✐r❡s ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❋rö❤❧✐❝❤✮✳

✐✐✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲
♣❤♦♥♦♥✱ ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❞❡s s✉♣❡rrés❡❛✉①✱ ♣✉✐s s✉r ❞❡s ✜❧s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝✲
t❡✉rs✳

❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣♦✐♥ts s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ ❏✳ ❙❥❛❦✲
st❡ ❛✉ ❈◆❘❙✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❲❛♥♥✐❡r ❞❡✈r❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭▼✳ ❈❛❧❛♥❞r❛✱ ■▼P▼❈ ✲ ❯♥✐✲
✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■ P✳▼✳ ❈✉r✐❡✮✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❲❛♥♥✐❡r s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✉t✐❧✐sé❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ ●❲✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❬✺✻✱ ✺✼❪✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✭s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮✱ ❡t ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✬✐♥térêt✱ ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❚❉❉❋❚✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❬✺✽❪✳ ❙❡❧♦♥ ♠♦✐✱ ❧✬✐♥térêt à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦❧③♠❛♥♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t ✭❛✉q✉❡❧ ♥♦s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t✮ ❡t ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❤ér❡♥t ❬✺✾❪✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛t♦♠✐q✉❡s✳
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▲✬❛♠❜✐t✐♦♥ à t❡r♠❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ♣r♦✲
❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✿ ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦
❞❡s ❡✛❡ts ❞✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡s ❞é❢❛✉ts ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

✶✳✺ P❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♣r♦♣r❡ à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t✳

P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡♥tér✐♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❡st ♥♦tr❡
❧❛♥❣✉❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ r❡❣r♦✉♣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥ ❚❉❉❋❚✱
❡t q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❏✬❛✐ ✈♦✉❧✉
r❡❞ér✐✈❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts✱ ♥✬❛②❛♥t tr♦✉✈é ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ ▼♦♥ s♦✉❤❛✐t ❡st q✉❡ ❝❡s ♥♦t❡s s♦✐❡♥t ✉t✐❧❡s
❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❥❡✉♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉❡ ❥✬❡♥❝❛❞r❡r❛✐✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❞❡s ♦①②❞❡s ♥♦♥ ❝♦rré❧és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ ❚❉❉❋❚✱ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♦✉ ❘P❆✱ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡
✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✜♥❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s é❧❡❝✲
tr♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝r✐st❛❧ ♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s
❝r✐st❛❧❧✐♥❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡✳ ❏✬② ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❡①❝✐t♦♥✐q✉❡s ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ rés✉♠❡ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❛❧❝✉❧s ♠❡♥és s✉r ❧❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡
❜♦r❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ é❝r✐t s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡
✐♥✈✐té❡ ❛✉ ✶✻th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇♦r♦♥✱ ❇♦r✐❞❡s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞
▼❛t❡r✐❛❧s ❙❡♣t❡♠❜❡r ✼✲✶✷ ✱ ✷✵✵✽✱ ▼❛ts✉❡✱ ❙❤✐♠❛♥❡✱ ❏❛♣❛♥✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡①❡s✱ ❥❡ ❞é❝r✐s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧❛ ③✐r❝♦♥❡
✭❆♥♥❡①❡ ❆✮✱ ❥❡ r❡❞ér✐✈❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬♦r ❞❡ ❋❡r♠✐ ✭❆♥♥❡①❡ ❇✮✱ ❥❡ ♣ré❝✐s❡ ♠♦♥
❝✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐t❛❡ ✭❆♥♥❡①❡ ❈✮ ❡t ♠❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❆♥♥❡①❡ ❉✮✱ ❛✈❛♥t
❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ❡t
❞❡s s✉✐✈❛♥ts✳
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✶✳✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❬✶❪ ❲✳ ❑♦❤♥✳ ◆♦❜❡❧ ▲❡❝t✉r❡s✱ ❈❤❡♠✐str② ✶✾✾✻✲✷✵✵✵✳ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜❧✐s❤✐♥❣
❈♦✳✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✷✵✵✸✳

❬✷❪ ❘✳ ❖✳ ❏♦♥❡s ❛♥❞ ❖✳ ●✉♥♥❛rss♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✐ts ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦s♣❡❝ts✳ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢ ▼♦❞❡r♥ P❤②s✐❝s✱ ✻✶✿✻✽✾✱ ✶✾✽✾✳

❬✸❪ P✳ ●✐❛♥♥♦③③✐✱ ❙✳ ❞❡ ●✐r♦♥❝♦❧✐✱ P✳ P❛✈♦♥❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣❤♦♥♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✹✸✿✼✷✸✶✱ ✶✾✾✶✳

❬✹❪ ❋✳ ▼❛✉r✐✱ ❖✳ ❩❛❦❤❛r♦✈✱ ❙✳ ❞❡ ●✐r♦♥❝♦❧✐✱ ❙✳●✳ ▲♦✉✐❡✱ ❛♥❞ ▼✳▲✳ ❈♦❤❡♥✳ P❤♦♥♦♥
s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❡❧❧✉r✐✉♠ ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳

▲❡tt✳✱ ✼✼✿✶✶✺✶✱ ✶✾✾✻✳

❬✺❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❛♥❞ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲
♣❤♦♥♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t✐♠❡s ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ●❛❆s ❛♥❞ ●❛P✳
P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✾✾✿✷✸✻✹✵✺✱ ✷✵✵✼✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t② ❢♦r t❤❡ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✽ ✐ss✉❡ ♦❢ ❱✐rt✉❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯❧tr❛❢❛st ❙❝✐❡♥❝❡✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈❥✉❧tr❛❢❛st✳♦r❣✳
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❬✷✽❪ ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧✳ ❊❝❤❛♥❣❡ ❡t ❈♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡s

❙♦❧✐❞❡s✱ ❞✉ ❙✐❧✐❝✐✉♠ à ❧✬❖①②❞❡ ❈✉✐✈r❡✉①✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●❲ ❡t ❛✉✲❞❡❧à✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ P❛❧❛✐s❡❛✉✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✺✳
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❬✷✾❪ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✱ ▼✳ ■③q✉✐❡r❞♦✱ ❋✳ ❙✐r♦tt✐✱ ❛♥❞
◆✳ ❇❛rr❡tt✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉2❖✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✼✿✷✻✼✻✵✶✱ ✷✵✵✻✳ ❛♥❞ r❡❢❡r❡r❡♥❝❡s ❤❡r❡✐♥✳

❬✸✵❪ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊✛❡❝t ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦♥ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✐❞s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✹✿✵✹✺✶✵✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✶❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛st✳ ■♥t❡r✈❛❧❧❡② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ●❛❆s✿ ❛❜

✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ❆✱ ✽✻✿✸✵✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✷❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛st✳ ❡♠♣❤❆❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞② ♦❢ Γ − X ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ●❛❆s ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✹✿✷✸✺✷✶✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✸❪ ◆✳ ❱❛st✳ Pr♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ❜♦r❡ α ❡t ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈✳ P❤❉
t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✾✾✽✳

❬✸✹❪ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✳ Pr♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ❜♦r❡ α ❡t ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡
❇4❈✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✱ ❋r❛♥❝❡ ❡t r❛♣♣♦rt ❈❊❆✲❘✲✺✽✹✷✱
✶✾✾✾✳

❬✸✺❪ ❘✳❇✳ ❑❛♥❡r✱ ❏✳❏✳ ●✐❧♠❛♥✱ ❛♥❞ ❙✳❍✳ ❚♦❧❜❡rt✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ s✉♣❡r❤❛r❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✵✽✿✶✷✻✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✸✻❪ ◆✳ ❱❛st✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ●✳ ❩ér❛❤✱ ❏✳ ▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❆✳ P♦❧✐❛♥✱ ❏✳❈✳ ❈❤❡r✈✐♥✱ ❛♥❞
▼✳ ●r✐♠s❞✐t❝❤✳ ▲❛tt✐❝❡✲❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ α✲❜♦r♦♥ ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳ ❙t❛t✳ ❙♦❧✳ ✭❜✮✱ ✶✾✽✿✶✶✺✱ ✶✾✾✻✳

❬✸✼❪ ◆✳ ❱❛st✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ●✳ ❩ér❛❤✱ ❏✳ ▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❆✳ P♦❧✐❛♥✱ ▼✳ ●r✐♠s❞✐t❝❤✱ ❛♥❞
❏✳ ❈✳ ❈❤❡r✈✐♥✳ ▲❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ α✲❜♦r♦♥ ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳
❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✼✽✿✻✾✸✱ ✶✾✾✼✳

❬✸✽❪ ❘✳ ▲❛③③❛r✐✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❏✳▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛ ❉❛❧ ❈♦rs♦✳ ❙tr✉❝✲
t✉r❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❇4❈ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳ P❤②s✳

❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✸✿✸✷✸✵✱ ✶✾✾✾✳

❬✸✾❪ ❘✳ ▲❛③③❛r✐✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❏✳▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛ ❉❛❧ ❈♦rs♦✳ ❊rr❛t✉♠✿
str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❇4 ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳ P❤②s✳
❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✺✿✹✶✾✹✱ ✷✵✵✵✳

❬✹✵❪ ◆✳❱❛st✱ ❏✳▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❙✳❇❛r♦♥✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉❛❧ ❈♦rs♦✳ ❆t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ α✲❜♦r♦♥ ❛♥❞ ❇4❈ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳ ❈♦♠♣✳

▼❛t✳ ❙❝✐✳✱ ✶✼✿✶✷✼✱ ✷✵✵✵✳

❬✹✶❪ ●✳ ❋❛♥❝❤✐♥✐✱ ❏✳❲✳ ▼❝❈❛✉❧❡②✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈❤❤♦✇❛❧❧❛✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✱ ✾✼✿✵✸✺✺✵✷✱
✷✵✵✻✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡r s♦♥t ❡rr♦♥és✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡
❇12✲❈✲❈✲❈ ❡st q✉❛s✐ ✐♥❡①✐st❛♥t❡ s❡❧♦♥ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✳

❬✹✷❪ ❋✳ ▼❛✉r✐✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❛♥❞ ❈✳ ❏✳ P✐❝❦❛r❞✳ ❆t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❇4❈
❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❢r♦♠ ❛ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳

▲❡tt✳✱ ✽✼✿✵✽✺✺✵✻✱ ✷✵✵✶✳
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❬✹✸❪ ▼✳ ■✳ ❊r❡♠❡ts✱ ❱✳ ❱✳ ❙tr✉③❤❦✐♥✱ ❍✳ ▼❛♦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏✳ ❍❡♠❧❡②✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✸✿✷✼✷✱
✷✵✵✶✳

❬✹✹❪ ❆✳ ❘✳ ❖❣❛♥♦✈✱ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❞ ❨✳ ▼❛ ❈✳ ●❛tt✐ ❛✱ ❈✳ ❲✳ ●❧❛ss✱ ❩✳ ▲✐✉✱ ❚✳ ❨✉✱
❖✳ ❖✳ ❑✉r❛❦❡✈②❝❤✱ ❛♥❞ ❱✳ ▲✳ ❙♦❧♦③❤❡♥❦♦✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✺✼✿✽✻✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✹✺❪ ❏✳❊✳ ❙❛❛❧✱ ❙✳ ❙❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❩✳✲❑✳ ▲✐✉✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡
✈✐❛ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ✾✶✿✷✸✶✾✶✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✻❪ ❆✳ ▼❛s❛❣♦✱ ❑✳ ❙❤✐r❛✐✱ ❛♥❞ ❍✳ ❑❛t❛②❛♠❛✲❨♦s❤✐❞❛✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✸✿✶✵✹✶✵✷✱
✷✵✵✻✳
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❬✹✽❪ ◆✳ ❱❛st✱ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✳ ❇♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✷✵✵✾✳ ❘❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✸
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❬✺✶❪ ❉✳ ●❤♦s❤✱ ●✳ ❙✉❜❤❛s❤✱ ❈✳❍✳ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❨✳❑✳ ❨❛♣✳ ❙tr❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ ❜♦r♦♥ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❜♦r♦♥ ✐❝❛r❜✐❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥✳
❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✾✶✿✵✻✶✾✶✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✺✷❪ ❳✳◗✳ ❨❛♥✱ ❩✳ ❚❛♥❣✐✱ ▲✳ ❩❤❛♥❣✱ ❏✳❏✳ ●✉♦✱ ❈✳◗✳ ❏✐♥✱ ❨✳ ❩❤❛♥❣✱ ❚✳ ●♦t♦✱ ❏✳▼✳
▼❝❈❛✉❧❛②✱ ❛♥❞ ▼✳❲✳ ❈❤❡♥✳ ❉❡♣r❡ss✉r✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦r♣❤✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❝r②st❛❧
❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✶✵✷✿✵✼✺✺✵✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✸❪ ❳✳◗✳ ❨❛♥✱ ❲✳❏✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ▼✳❲✳ ❈❤❡♥✳ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ♣r❡ss✉r❡✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ✽✽✿✶✸✶✾✵✺✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✹❪ ❱✳ ❚r✐♥✐té✳ ❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ t✐t❛♥❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②✲
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ P❛❧❛✐s❡❛✉✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✺❪ ❍✳ ❉❡❦✉r❛✱ ❑✳ ❙❤✐r❛✐✱ ❛♥❞ ❍✳ ❑❛t❛②❛♠❛✲❨♦s❤✐❞❛✐✳ ❱❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ α✲
r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ ❜♦r♦♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞♦♣✐♥❣✳ ❏✳ P❤②s✳ ❈♦♥❞✳ ▼❛tt❡r✱ ✶✾✿✸✻✺✱
✷✵✵✼✳

❬✺✻❪ P✳ ❯♠❛r✐✱ ●✳ ❙t❡♥✉✐t✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛r♦♥✉✳ ❇r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t②✲
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❝♦♥❞✲♠❛t✴✵✽✶✶✳✶✹✺✸✳

❬✺✼❪ ❉✳❘✳ ❍❛♠❛♥♥ ❛♥❞ ❉✳ ❱❛♥❞❡r❜✐❧t✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✾✿✵✹✺✶✵✾✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✽❪ ❇✳ ❲❛❧❦❡r✱ ❆✳ ▼✳ ❙❛✐tt❛✱ ❘✳ ●❡❜❛✉❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t②✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣②✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✻✿✶✶✸✵✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✾❪ ❑✳ ❇✉r❦❡✱ ❘✳ ❈❛r✱ ❛♥❞ ❘✳ ●❡❜❛✉❡r✳ ❉❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✼✿✶✹✻✽✵✸✱ ✷✵✵✺✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❆ ❦❡② q✉❛♥t✐t② ✿ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ■ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

❲❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞ r❛♣✐❞❧② ✈❛r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t❡st✲❝❤❛r❣❡ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
✜❡❧❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δVbare ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✭❍❛rtr❡❡✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧
δVHartree t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳
❚❤❡ ❍❛rtr❡❡ ✜❡❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠ ❬✻✵❪✳

■♥st❡❛❞✱ ■ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫ̃ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡
❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

▲✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ②✐❡❧❞s✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
✭❛♣♣❧✐❡❞✮ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δVbare ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δV ❛t t❤❡ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ̃−1 ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❦❡② q✉❛♥t✐t② ❧✐♥❦✐♥❣ δVbare ❛♥❞ δV
❬✻✵✕✻✷❪✱

δV (r, r′, t) =

∫

ǫ̃−1(r, r′, t)δVbare(r
′, t)dr′. ✭✷✳✶✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ■ ✇✐❧❧ st❡♣ ❜② st❡♣ ❞❡r✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛♥❞ s❤♦✇
❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳



✷✵
❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❆ ❑❊❨ ◗❯❆◆❚■❚❨ ✿ ❚❍❊ ■◆❱❊❘❙❊ ❖❋ ❚❍❊

▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ ❉■❊▲❊❈❚❘■❈ ❋❯◆❈❚■❖◆

✷✳✶ ●r♦✉♥❞ st❛t❡

▲❡t H (0) ❜❡ t❤❡ ✭♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ s♣❛❝❡✮ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞

H (0)|ψ
(0)
nk >= ε

(0)
nk |ψ

(0)
nk >, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ε(0) ❛♥❞ ψ(0) ❛r❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ H (0) ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❜❛♥❞ ✐♥❞❡① n ❛♥❞ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞✐❡❞ s②st❡♠✱
♦r s✐♠♣❧② ❜❡ ❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡
♦❢t❡♥ ❡①♣r❡ss❡s H (0) ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮
❬✻✸✱ ✻✹❪✱✇❤❡r❡ ✐t ❝♦♥s✐sts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲
✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ VIe ✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

H (0) =
−~

2

2m
∇2 + VIe + Vscf , ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ ~ ✐s P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t ✭❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✷π✮✱ ❛♥❞ m t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛ss✳
VIe ✐s ♦❢t❡♥ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✻✺❪✱ ❛♥❞ Vscf

❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ VHartree ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ Vxc ✳

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

|φ
(0)
nk (t) >= e−iε

(0)
nk

t
~ |ψ

(0)
nk > . ✭✷✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ |φ(0)(t) > ❢♦r♠s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥♣❡r✲
t✉r❜❡❞ s②st❡♠ ❬✻✻❪✳

✷✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢✳ ❬✻✻❪✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ δV (t)✱
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥② st❛✲
t✐♦♥❛r② st❛t❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t✐♦♥❛r②
st❛t❡ |ψ

(0)
nk > t♦ ❛♥② ♦t❤❡r st❛t❡✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s ❬✻✻❪✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
|ψ

(0)
nk > ✐s ❛ ♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤✐s

st❛t❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ δV (t) ✐♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt
t✐♠❡✿ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ t✐♠❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t st❛② ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |ψ(0)

nk >✱
✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳
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▲❡t ✉s ❝❛❧❧ δV (r, t) t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✭❛♣♣❧✐❡❞✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δVbare ♣❧✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ δVscf ✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δVHartree ♣❧✉s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ δVxc ✿

δV (r, t) = δVbare(r, t) + δVHartree(r, t) + δVxc(r, t). ✭✷✳✺✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s H(t) = H (0) + δV (t)✱ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

i~
d |ψ(t)

dt
= H(t)|ψ(t) > . ✭✷✳✻✮

❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ st❛✲
t✐♦♥❛r② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✳ ✷✳✹ ❬✻✻❪✳

|ψ(t) >=
∑

nk

anke
−iε

(0)
nk

t
~ |ψ

(0)
nk > . ✭✷✳✼✮

✷✳✸ ❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②

❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ank ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ✜rst✲♦r❞❡r✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❛❞s

|ψ(t) >=
∑

nk

a
(0)
nk e−iε

(0)
nk

t
~ |ψ

(0)
nk > +

∑

nk

a
(1)
nk (t)e−iε

(0)
nk

t
~ |ψ

(0)
nk > + ... ✭✷✳✽✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳ ✷✳✻ t♦ ③❡r♦th ♦r❞❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ③❡r♦t❤✲♦r❞❡r a
(0)
nk

❜❡✐♥❣ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❖♥❡ ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤ ❡q✳ ✷✳✻ t♦ ✜rst✲♦r❞❡r

i~
∑

nk

da
(1)
nk (t)

dt
e−iε

(0)
nk

t
~ |ψ

(0)
nk >=

∑

nk

a
(0)
nk e−iε

(0)
nk

t
~ δV (t)|ψ

(0)
nk > . ✭✷✳✾✮

Pr♦❥❡❝t✐♥❣ ♦♥t♦ < ψ
(0)
mk′| ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

a
(1)
mk′(t) =

−i

~

∑

nk

a
(0)
nk

∫ t

t0=0

e−i(ε
(0)
nk

−ε
(0)

mk′
) τ

~ < ψ
(0)
mk′|δV (τ)|ψ

(0)
nk > dτ . ✭✷✳✶✵✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❡q✳ ✷✳✶✵ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
♣❡rt✉r❜✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
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✷✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢✳ ❬✻✵❪ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥
❛♥❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✐✳❡✳✱

δVbare(r, t) = (δVbaree
iωt + c .c .)eαt , ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ eαt ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ α ✇❤✐❝❤
❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s✇✐t❝❤ ♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ c .c . st❛♥❞s ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ t❡r♠✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ♠♦r❡♦✈❡r s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✭✐♥ s♣❛❝❡✮
s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✻✵✕✻✷❪✱

δVbare(r, t) = δVbare(q, r,ω)e−i(q.r−ωt)eαt + c .c ., ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s 2π/|q|✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r
❧❡♥❣t❤ |q| ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r ❧❡♥❣t❤ |G|✳

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✱ ❛❧s♦ t✐♠❡
♣❡r✐♦❞✐❝✱

δV (t) = (Fe iωt + F †e−iωt)eαt . ✭✷✳✶✸✮

❲✐t❤ F = F q = F 0(q, r,ω)e−i(q.r)✱ ❡q✳ ✷✳✶✸ r❡❛❞s

δV (r, t) = [F 0(q, r,ω)e−i(q.r−ωt) + F 0 †(q, r,ω)e i(q.r−ωt)]eαt . ✭✷✳✶✹✮

❖♥❡ ❡①♣r❡ss❡s F 0 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡s ❞✉❛❧
t♦ r ❛♥❞ t✱

X (r, t) =

∫

dω
∑

G

X (G,ω)e−iG.re iωt ✭✷✳✶✺✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❛✐♥ r❛♣✐❞❧②
✈❛r②✐♥❣ t❡r♠s ✇✐t❤ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r q + G

δV (r, t) =
∑

G

[F 0(q,ω,G)e−i(q+G).r+iωt) + F 0 ∗(q,ω,G)e i(q+G).r−iωt)]eαt .

✭✷✳✶✻✮
▲❡t ✉s ❝❛❧❧

Fq
mk′nk(t) = (e iωt < ψ

(0)
mk′|F

q|ψ
(0)
nk >

ε
(0)
nk − ε

(0)
mk′ − ~ω − i~α

+ e−iωt < ψ
(0)
mk′|F

q †|ψ
(0)
nk >

ε
(0)
nk − ε

(0)
mk′ + ~ω − i~α

)eαt .

✭✷✳✶✼✮
❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳ ✷✳✶✵ ②✐❡❧❞s

a
q (1)
mk′ (t) =

∑

nk

a
(0)
nk [e−i(ε

(0)
nk

−ε
(0)

mk′
) t

~ Fq
mk′nk(t) −Fq

mk′nk(t0 = 0)], ✭✷✳✶✽✮
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❛♥❞ t❤✉s

|ψq(t) >=
∑

nk

a
(0)
nk e−iε

(0)
nk

t
~ |ψ

(0)
nk > +

∑

nkmk′

a
(0)
mk′(t)[e

−iε
(0)

mk′
t
~ Fq

nkmk′(t) − e−iε
(0)
nk

t
~ Fq

nkmk′(t0 = 0)]|ψ
(0)
nk

✭✷✳✶✾✮

✷✳✺ ❩❡r♦th ♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① r❡❛❞s

ρq(t) = |ψq(t) >< ψq(t)|. ✭✷✳✷✵✮

❚♦ ③❡r♦th ♦r❞❡r✱ ♦♥❡ ❤❛s✱ ✇✐t❤ |ψq(t) > ❢r♦♠ ❡q✳ ✷✳✶✾✱

ρ(0) =
∑

nkmk′

a
(0) ∗
mk′ a

(0)
nk e−i(ε

(0)
nk

−ε
(0)

mk′
) t

~ |ψ
(0)
nk >< ψ

(0)
mk′|, ✭✷✳✷✶✮

✇✐t❤ ❬✻✵❪

ρ(0)|ψ
(0)
pk” >= f (0)(ε

(0)
pk”)|ψ

(0)
pk” >=

∑

nk

a
(0) ∗
pk” a

(0)
nk e−i(ε

(0)
nk

−ε
(0)
pk”)

t
~ |ψ

(0)
nk >, ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ f (0)(ε
(0)
pk”) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❛s

< ψ
(0)
lk1
|ρ(0)|ψ

(0)
pk2

>= f (0)(ε
(0)
pk2

)δlk1;pk2
, ✭✷✳✷✸✮

♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥

a
(0) ∗
pk2

a
(0)
lk1

e
−i(ε

(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ = f (0)(ε

(0)
pk2

)δlk1;pk2
. ✭✷✳✷✹✮

❊q✳ ✷✳✷✹ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✻ ❋✐rst ♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①

❖♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❡q✳s ✷✳✶✾ ❛♥❞ ✷✳✷✵

ρq (1) =
∑

nkmk′pk”

a
(0) ∗
mk′ a

(0)
pk”[e

−i(ε
(0)
pk”−ε

(0)

mk′
) t

~ Fq
nkpk”(t)−

e−i(ε
(0)
nk

−ε
(0)

mk′
) t

~ Fq
nkpk”(t0 = 0)]|ψ

(0)
nk >< ψ

(0)
mk′| + c .c . ✭✷✳✷✺✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡♥ r❡❛❞✱ ✉s✐♥❣ ❡q✳ ✷✳✷✹✱

< ψ
(0)
lk1
|ρq (1)|ψ

(0)
pk2

> =

f (0)(ε
(0)
pk2

)[Fq
lk1pk2

(t) − e
−i(ε

(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ Fq

lk1pk2
(t0 = 0)]+

f (0)(ε
(0)
lk1

)[Fq ∗
pk2lk1

(t) − e
−i(ε

(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ Fq

pk2lk1
(t0 = 0)]. ✭✷✳✷✻✮
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❘❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ❡q✳ ✷✳✶✸✱ δV q(r, t) = (F qe iωt + F q †e−iωt)eαt ✱ t❤❡ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ F q ❛♥❞ F q † ♦♣❡r❛t♦rs r❡❛❞

< ψ
(0)
lk1
|ρq(1)|ψ

(0)
pk2

>= eαt I
q
0 +

eαte iωt [f (0)(ε
(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)]
< ψ

(0)
lk1
|F q|ψ

(0)
pk2

>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

− ~ω − i~α
+

eαte−iωt [f (0)(ε
(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)]
< ψ

(0)
lk1
|F q †|ψ

(0)
pk2

>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

+ ~ω − i~α
. ✭✷✳✷✼✮

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ I
q
0 t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❛t ✐♥✐t✐❛❧

t✐♠❡ t0✱ ✜rst ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛♥✐s❤✱
a
q (1)
nk (t0 = 0) = 0 ❛♥❞ ρq (1)(t0 = 0) = 0✱

I
q
0 = −e

−i(ε
(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ [f (0)(ε

(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)]

(
< ψ

(0)
lk1
|F q|ψ

(0)
pk2

>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

− ~ω − i~α
+

< ψ
(0)
lk1
|F q †|ψ

(0)
pk2

>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

+ ~ω − i~α
). ✭✷✳✷✽✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ s✇✐t❝❤ ❛t t0 = −∞ ✭eαt → 0✮
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② I

q
0 ✈❛♥✐s❤✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✐♥ ❡q✳ ✷✳✷✼ ❛r❡
❦❡② q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s χ0✱ χ ❛♥❞ ǫ̃−1✳ ❚♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡
✧▲✐♥❡❛r ❘❡s♣♦♥s❡✧ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✳✼ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠

■♥ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ < ψ
(0)
lk1
|F q|ψ

(0)
pk2

> r❡❛❞
∑

G

F 0(G,q,ω)
∑

G1

ψ
(0)
pk2

(G1)
∑

G2

ψ
(0) ∗
lk1

(G2)

∫

dre−i(q+G).re−i(k1+G1).re i(k2+G2).r.

✭✷✳✷✾✮
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

δ(k2 + G2 − k1 − G1 − q − G), ✭✷✳✸✵✮

❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠

k2 = k1 + q + G, ✭✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ G ✐s ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❯♠❦❧❛♣♣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ s✉♠ ✭G 6= 0 ✮✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❬✻✷❪✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ k2 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❡q✳
✷✳✸✶✳
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✷✳✽ ■♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②

❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② δnq(r, t) ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠
♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ r❡❛❞s

(−e)δnq(r, t) = Tr [ρq (1)(−e)δ(r − r̂)], ✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡ r̂ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ −e ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳
❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲

t✐♦♥s ✭❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥✮ ②✐❡❧❞s

δnq(r) =< r|ρq (1)|r >

=
∑

lk1pk2

< r|ψ
(0)
lk1
>< ψ

(0)
lk1
|ρq (1)|ψ

(0)
pk2

>< ψ
(0)
pk2

|r >

=
∑

lk1pk2

ψ
(0) ∗
pk2

(r) < ψ
(0)
lk1
|ρq (1)|ψ

(0)
pk2

> ψ
(0)
lk1

(r). ✭✷✳✸✸✮

δnq ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

δnq(r, t) = δn0 + δnq(r)e iωteαt + δnq†(r)e−iωteαt , ✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡ δn0 r❡❛❞s
δn0 =

∑

lk1pk2

ψ
(0) ∗
pk2

(r)ψ
(0)
lk1

(r)eαt I 0
q , ✭✷✳✸✺✮

❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✹✱ δnq(r) r❡❛❞s

δnq(r) =
∑

lk1pk2

ψ
(0) ∗
pk2

(r)ψ
(0)
lk1

(r)[f (0)(ε
(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)]
< ψ

(0)
lk1
|F q|ψ

(0)
pk2

>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

− ~ω − i~α

✭✷✳✸✻✮

✷✳✾ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✻✼❪✳ ❊①♣❛♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✱ ✐t ❧✐♥❦s t❤❡
✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δV q

Hartree ✿

∇2
r δV

q
Hartree(r, t) = −4πe2δnq(r, t). ✭✷✳✸✼✮

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛✲
t✐♦♥✱ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❡r♠s ✇✐t❤ ✇❛✈❡✈❡❝✲
t♦r q + G ✭❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✮✱

δV q
Hartree = (F q

Hartreee
iωt + c .c)eαt , ✭✷✳✸✽✮



✷✻
❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❆ ❑❊❨ ◗❯❆◆❚■❚❨ ✿ ❚❍❊ ■◆❱❊❘❙❊ ❖❋ ❚❍❊

▼■❈❘❖❙❈❖P■❈ ❉■❊▲❊❈❚❘■❈ ❋❯◆❈❚■❖◆

F
q
Hartree =

∑

G

F 0
Hartree(q,G,ω)e−i(q+G).r, ✭✷✳✸✾✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✻ r❡❛❞s

δnq(r) =
∑

G

δn(q + G,ω)e−i(q+G).r. ✭✷✳✹✵✮

■♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛s

F 0
Hartree(q,G,ω)|q + G|2 = 4πe2 δn(q + G,ω). ✭✷✳✹✶✮

❋♦r ❛♥② G ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦t❤❡r t❤❛♥ G = 0✱ ♦♥❡ ❤❛s

δn(q + G,ω) = F 0
Hartree(q,G,ω)

|q + G|2

4πe2
. ✭✷✳✹✷✮

❋♦r ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭q = 0✮ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ G = 0✱ δn(q+G,ω) = 0✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❤❛s ♥♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥t ✲ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳

✷✳✶✵ ❘❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ0

❘❡♣❧❛❝✐♥❣✱ ✐♥ ❡q✳ ✷✳✸✸✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ρq (1) ✇✐t❤ ❡q✳ ✷✳✷✼✱ ❛♥❞
❞❡✜♥✐♥❣ I 0 ❛♥❞ χ0 ❛s

δn(q + G,ω) =
∑

G′

F 0(q,G′,ω)χ0(q + G,q + G′,ω)+

∑

G′

F 0 ∗(q,G′,ω)χ0(q + G,−q − G′,−ω)

+
∑

G′

F 0(q,G′,ω)I 0(q + G,q + G′,ω) +
∑

G′

F 0 ∗(q,G′,ω)I 0(q + G,−q − G′,−ω),

✭✷✳✹✸✮

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ I 0 t❡r♠✱ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❧✐♠✐t
t0 = −∞✱ ✱

I 0(q + G,q + G′,ω) = −
∑

lk1pk2

e
−i(ε

(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ [f (0)(ε

(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)]

< ψ
(0)
lk1
|e i(q+G).r|ψ

(0)
pk2

>< ψ
(0)
pk2

|e−i(q+G′).r|ψ
(0)
lk1
>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

− ~ω − i~α
. ✭✷✳✹✹✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ0 r❡❛❞s
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χ0(q + G,q + G′,ω) =

∑

lk1pk2

[f (0)(ε
(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)]
< ψ

(0)
lk1
|e i(q+G).r|ψ

(0)
pk2

>< ψ
(0)
pk2

|e−i(q+G′).r|ψ
(0)
lk1
>

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

− ~ω − i~α
.

✭✷✳✹✺✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ0 ❧✐♥❦s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✸✳

✷✳✶✶ ❘❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦♥❡ ❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ s✉❝❤ ❛s ✿

δn(q + G,ω) =
∑

G′

δVbare(q,G′,ω)χ(q + G,q + G′,ω)+

∑

G′

δV ∗
bare(q,G′,ω)χ(q + G,−q − G′,−ω)

+
∑

G′

δVbare(q,G′,ω)I (q + G,q + G′,ω) +
∑

G′

δV ∗
bare(q,G′,ω)I (q + G,−q − G′,−ω),

✭✷✳✹✻✮

✇❤❡r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✷✳✶✷✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♦✈❡r ❛
✉♥✐t ❝❡❧❧✱ s♦ t❤❛t

δVbare(q,G,ω) = δ(G, 0)δVbare(q,ω). ✭✷✳✹✼✮

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♦♥❡ ❤❛s

F 0(q,G,ω) = δVbare(q,G,ω) + F 0
Hartree(q,G,q,ω) + F 0

xc(q,G,ω), ✭✷✳✹✽✮

✇❤❡r❡ F 0
Hartree ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✹✷✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δVxc [δn(G)] ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❬✻✽❪ ♦r t❤❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❬✻✾❪✱ t❤❡ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ fxc ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

fxc(r, t) =
δVxc(r, t)

δn(r′, t′)
δ(r − r′)δ(t − t ′) ✭✷✳✹✾✮
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s♦ t❤❛t
δVxc(r, t) = fxc(r, t)δn(r, t). ✭✷✳✺✵✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥
s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳

❯s✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡q✳ ✷✳✹✷ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❛t

F 0(q,Gω) = δVbare(q,G,ω)+
∑

G′

[
4πe2

|q + G′|2
δ(G′−G)+fxc(G

′−G)]δn(q+G′,ω).

✭✷✳✺✶✮

❲❡ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ❡q✳s ✷✳✹✸ ❛♥❞ ✷✳✹✻ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✳ ✷✳✺✶✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❡r♠ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ t❤❡
❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❧✐♠✐t✱

I (q + G,q + G′,ω) = I 0(q + G,q + G′,ω)+

I 0(q + G,q + G′,ω)
∑

G”

[
4πe2

|q + G”|2
δ(G′ − G”) + fxc(G

′ − G”)]χ(q + G′,q + G”,ω).

✭✷✳✺✷✮

❋♦r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ✱ ♦♥❡ ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ ❉②s♦♥✲❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✼✵❪

χ(q + G,q + G′,ω) = χ0(q + G,q + G′,ω)+

χ0(q + G,q + G′,ω)
∑

G”

[
4πe2

|q + G”|2
δ(G′ − G”) + fxc(G

′ − G”)]χ(q + G′,q + G”,ω).

✭✷✳✺✸✮

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ0 ✭❡q✳ ✷✳✹✺✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❦❡r♥❡❧ fxc ✭❡q✳ ✷✳✹✾✮✳

✷✳✶✷ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ̃−1

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ δVbare ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ δV ✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ❢❛❝t ✭❡q✳s ✷✳✸✹ ❛♥❞ ✷✳✹✵✮ t❤❛t

δn(q + G,ω) =
∑

G′

δVbare(G
′,q,ω)χ(q + G,q + G′,ω), ✭✷✳✺✹✮

s♦ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✶ r❡❛❞s

F 0(q,G,ω)) =
∑

G′

δVbare(q,G′,ω){δ(G − G′)+

∑

G”

[
4πe2

|q + G”|2
δ(G − G”) + fxc(G − G”)]χ(q + G”,q + G′,ω)}. ✭✷✳✺✺✮
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❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ̃−1 ✐s t❤❡ ❦❡② q✉❛♥t✐t②✱

ǫ̃−1(q + G,q + G′,ω) = δ(G − G′)+
∑

G”

[
4πe2

|q + G”|2
δ(G − G”) + fxc(G − G”)]χ(q + G”,q + G′,ω), ✭✷✳✺✻✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥
③♦♥❡✳

ǫ̃−1 ❧✐♥❦s✱ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r②st❛❧

F 0(q,G,ω) =
∑

G′

δVbare(q,G′,ω)ǫ̃−1(q + G,q + G′,ω). ✭✷✳✺✼✮

✷✳✶✸ ▲✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡

■♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t❤❡♦r② r❡❛❞ ❬✻✵✕✻✷❪

δVtot(r,ω) =

∫

ǫ̃−1(r, r′,ω)Vbare(r
′,ω)dr′. ✭✷✳✺✽✮

δn(r,ω) =

∫

χ0(r, r′,ω)δVtot(r
′,ω)dr′, ✭✷✳✺✾✮

δn(r,ω) =

∫

χ(r, r′,ω)Vbare(r
′,ω)dr′. ✭✷✳✻✵✮

■♥ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ✐♥ t✐♠❡ ✇❡r❡ ♦♠✐tt❡❞✳
χ0 r❡❛❞s

χ0(r, r
′,ω) =

∑

i ,j

(fi − fj)
ψi(r)ψ

∗
j (r)ψj(r

′)ψ∗
i (r

′)

ωij − ω − i~α
, ✭✷✳✻✶✮

✇❤❡r❡ i ❛♥❞ j ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡ ❜❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ✇❛✈❡
✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ωij = εi − εj ✳

✷✳✶✹ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥

❡♥❡r❣②✲❧♦ss s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❲❤❡♥ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐❞❡s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❛t♦♠s✱ ✐t ❜❡❤❛✈❡s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♠❛ss✳ ■❢ ✐ts ♠❛ss ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛ss✱
❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤
❛t♦♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❧❛st✐❝ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦t❤ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t✐♦♥
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♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❬✻✼❪✳

■♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✲
❧♦ss s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❡❛♠ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ t❤✐♥ s❛♠♣❧❡✱
❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❜♦t❤ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ q✉❛s✐✲❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦♥♦♥✱ ♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥s ❬✼✶❪✳

❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❢❛❝❡s ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜✐❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t♦♦ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞
✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✼✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❊❊▲❙ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❢♦r ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍✉❜❜❛r❞ ❬✼✸❪✱ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✈❡r② ❜✐❣✱ ♦♥❡ ❝❛♥
tr❡❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ❛s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ t❤❡s❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② v ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳
❆t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✼✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫqav ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s ♥♦✇ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✱ ❢♦r P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱

ǫav (t,q)∇2
r V (r, t) = −4πe2nq(r, t), ✭✷✳✻✷✮

✇❤❡r❡ n = eδ(r − vt) ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t② ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t✐♠❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ q✳

❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥s
r❡❛❞s ✿

∂2σ

∂Ω∂ω
= D

4πǫ0
(eπa0)2

ℑ(
−1

qǫavq
) ✭✷✳✻✸✮

✇❤❡r❡ ǫav = ǫav (ω = Eloss, q) ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ D ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ a0 ✐s t❤❡ ❇♦❤r r❛❞✐✉s✱
❛♥❞ q ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r✳ ✲ℑ(ǫ−1

av ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Eloss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫav (ω,q) ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

ǫav (ω,q) =
1

ǫ−1(q + G,q + G′,ω)G=G′=0

, ✭✷✳✻✹✮
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✇❤❡r❡ ǫ−1 ✐s ♥♦✇ ❢♦r ❛ t❡st✲❝❤❛r❣❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

ǫ−1(q + G,q + G′,ω) = δ(G − G′) +
4πe2

|q + G|2
χ(q + G,q + G′,ω). ✭✷✳✻✺✮

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡q✳ ✷✳✺✻ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡q✳ ✷✳✻✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✭✶❦❡❱✲✶▼❡❱✮ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥
❡①❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝r②st❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐♥ ❡q✳ ✷✳✻✺ ❬✼✹❪✳ ❊❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❬✻✻❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ t❡st✲❝❤❛r❣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✳ ✷✳✻✺ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡q✳ ✷✳✺✻ ❝❛♥ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛t ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐s ♥♦t ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥
❛♥② ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✿ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr❛

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ✸d ♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s ✐s ❛ ✈❡r②
✐♠♣♦rt❛♥t s✉❜❥❡❝t✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✸d ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ t❛s❦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❧❡❛✈❡s ❛♣❛rt t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✭❉❋▼❚✮
❬✼✺❪✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❩r❖2 ❛♥❞ ❚✐❖2✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✸d ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❡♠♣t②✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❩✐r❝♦♥✐❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳

■♥ t❤❡s❡ ♦①✐❞❡s ♥♦ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r✳
■t ✐s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡♦r② ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡s❡
♦①✐❞❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ❡①♣❧❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr❛✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ r❡s✉❧ts
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠② ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ❬✶✾✱ ✷✹✱ ✷✻❪✳ ■ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♠❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s✳

✸✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✸✳✶✳✶ ❚❤❡♦r②

❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s
χ0 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✺ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛s ❛ s✉♠
♦✈❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ st❛t❡s✳ ❲❡ t❛❦❡ ❞❡♥s✐t②
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❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❛s ♦✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱
✇✐t❤ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ψi ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ωij = εi −εj ❜❡✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❋❚ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r st❛t❡s ψi ❛♥❞ ψj ✿

χ0(q + G,q + G′,ω) =
∑

i ,j

(fi − fj)
< ψj |e

i(q+G).r|ψi >< ψi |e
−i(q+G′).r′|ψj >

ωij − ω − i~α
,

✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ❉❋❚ st❛t❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs fi ,j ❛r❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t②✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ χ ❜② χ0✱
t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
χ0 ❛s❬✷✹❪

ǫ−1
RPA(q + G,q + G′,ω) = δ(G − G′) +

4πe2

|q + G|2
χ0(q + G,q + G′,ω). ✭✸✳✷✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞
❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s❬✻✾❪

ǫRPA(q + G,q + G′,ω) = δ(G − G′) −
4πe2

|q + G|2
χ0(q + G,q + G′,ω). ✭✸✳✸✮

✸✳✶✳✷ ❘❡s✉❧ts ✐♥ ③✐r❝♦♥✐❛

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ■ r❡♣♦rt t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ ❢♦r ❝✉❜✐❝ ❩r❖2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❘P❆ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ✿ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ǫ1 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ǫ2 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝✲
tr✉♠✮ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣❛♥❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s −■♠(ǫ−1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ǫ2/(ǫ21 + ǫ22)✳
❚❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳

❋✐rst❧②✱ ■ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❡①t❡♥❞s ✉♣ t♦ ✶✽✳✺
❡❱✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ǫ ❜❡❤❛✈❡s ♠❛✐♥❧② ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❬✼✻❪✳
■t ✈❛♥✐s❤❡s ✭❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✮ ❛r♦✉♥❞ ✽✳✽ ❛♥❞ ✶✻✳✺ ❡❱✴ ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ǫ2 s❤♦✇s ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ǫ1 ✈❛♥✐s❤❡s ✭❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❛t ✶✸✳✼ ❛♥❞ ❛t ✶✻✳✺ ❡❱ ✭♥♦t
s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧② s❤♦✇s t✇♦ ♣❡❛❦s ❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠ ǫ2✱ t❤❡ str♦♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ✾✳✺ ❡❱ st❡♠s ❢r♦♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ t❤❡ ❊g st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜❡②♦♥❞
✾✳✺ ✉♣ t♦ ✶✻ ❡❱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ ❚2g

st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛t ✶✻ ❡❱ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ ❆1g ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ■ s❡❡ t❤❛t ❛❜♦✈❡ ✷✽ ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠ 4p

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ǫ1 ❛❧s♦ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ tr✐♣❧❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✿ ✐t ✈❛♥✐s❤❡s ✭❢r♦♠
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♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛t ✸✵✳✹✱ ✸✷✳✽ ❛♥❞ ✸✹✳✵ ❡❱✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ǫ2 s❤♦✇s str♦♥❣
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t ✸✵✳✺ ❡❱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✷✳✾ ❛♥❞ ✸✹✳✶ ❡❱✳ P❡❛❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ǫ1 ✈❛♥✐s❤❡s ✭❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❛t ✸✶✳✺✱ ✸✸✳✹
❛♥❞ ✸✼✳✼ ❡❱✳

❚❤✐r❞❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡
♣❧❛s♠♦♥s ❛♥❞ t❤❡ 4p ♣❧❛s♠♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ✶✻ t♦ ✷✽ ❡❱✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✷✷ ❛♥❞ ✷✽ ❡❱✱ ǫ1 ❛♥❞ ǫ2 ❛r❡
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ǫ1 ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ǫ2✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ♣❡❛❦ ❛t ✷✹✳✾ ❡❱ ✇❤✐❝❤ ■
❛ss✐❣♥ ♥♦t t♦ ♣❧❛s♠♦♥s ❜✉t t♦ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✿ ❚❤❡
♣❧❛s♠♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤✐s ♣❡❛❦✳ ❙✉❝❤
❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ǫ1 ❛♥❞ ǫ2 ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❊❊▲❙ ♦❢ r✉t✐❧❡ ❚✐❖2 ❬✶✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ♥♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❖ 2s ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✭ǫ1 ✈❛♥✐s❤❡s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✳✵ ❡❱✱ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✹✳✼
❡❱✮ ❜✉t ❛r❡ ♦✈❡r✇❤❡❧♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ǫ1 ❛♥❞ ǫ2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ❛t ✷✹✳✾ ❡❱✳

✸✳✷ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts

✸✳✷✳✶ ❚❤❡♦r②

❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ ✜rst ❤❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ χ0✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ ✭❡q✳ ✷✳✺✸✮✳ ❚❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✳ ✷✳✻✺✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❧✐♠✐t ✐s t❛❦❡♥ ✭❡q✳ ✷✳✻✹✮✳

❚❤❡ ✇❛② ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ✇❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦✛✲
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts G = G′ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❛tr✐❝❡s χ0✱ χ ❛♥❞ ǫ−1 ✐♥ ♠❛tr✐①
✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❡qs✳ ✷✳✺✸ ❛♥❞ ✷✳✻✹✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❬✻✷❪✳

❚❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬✼✼✕✼✾❪✳

✸✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡✲
s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❩r❖2✱ ✹p st❛t❡s ❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ❧✐❦❡✱ ❜✉t t❤❡② ✧❢❡❡❧✧ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❞♦ ❤②❜r✐❞✐③❡ s❧✐❣❤t❧②❬✷✹❪✳ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣ ❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡
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❊◆❊❘●❨ ▲❖❙❙ ❙P❊❈❚❘❆

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❝✉❜✐❝ ❩r❖2 ✿ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t q❂0 ✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧ ✿
r❡❛❧ ♣❛rt✳ ❈❡♥t❡r ✿ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ✿ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦❧✐❞
❧✐♥❡s ✿ ❘P❆ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✿ ❘P❆ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡
r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✮
❛r❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♦❢ ❍❲❍▼ ✭❤❛❧❢ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠✮
♦❢ ✵✳✶ ❡❱ ✭r❡s♣✳ ✵✳✺ ❡❱✮✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✻❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚✐❖2 ✿ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸p ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥s✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ✿ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ✿ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✳
❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞✳

t❤❡ ✧s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✧ ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ✭❩r❖2✮ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦♥ ǫ1 ❛♥❞ ǫ2 ❛r❡ ✇❡❛❦ ❜❡❧♦✇ ✷✺ ❡❱✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞r❛s✲
t✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ tr✐♣❧❡ p ♣❧❛s♠♦♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥✳
■♥ ❩r❖2✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ❢♦r♠❡r❧② ❛t ✸✶✳✺ ❡❱ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❜②
✶✳✹ ❡❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✻✳✹ ❡❱ ✭✦✮✳

✸✳✷✳✸ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣②

▲❛r❣❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ q✉❛s✐✲❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡
s✐♠✐❧❛r❧② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✸p ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ r✉t✐❧❡ ❚✐❖2 ❬✶✾❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
r✉t✐❧❡ ✐s ❛ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❝r②st❛❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ♦♥❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ♣❡r♣❡♥✲
❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✱ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮✳ ▲♦❝❛❧
✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❊❊▲❙ s♣❡❝tr✉♠ t❛❦❡♥ ❢♦r ❛ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❛①✐s ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✱
r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤✉s ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❤❡ ❊❊▲❙
s♣❡❝tr❛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✹✵✲✻✵ ❡❱ r❛♥❣❡ ✐♥
r✉t✐❧❡ ❚✐❖2 ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✳

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚✐❖2 ✿ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ✜♥✐t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❉❛s❤❡❞ ✿
❘P❆ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥s❡rt✱ ❞❛s❤❡❞ ✿ ❘P❆
✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✾❪✳

❛♥❣❧❡ β ❬✽✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❛ ❝✉❜✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

I (E ) ∝ −π■♠
[

ε−1 ln

(

1 +
β2

θ2
E

)]

, ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ θE = E❧♦ssm/~
2k2

0 ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧♦ss E❧♦ss✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛ss m ❛♥❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r k0 ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✧✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥✧ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✶✾✱ ✷✹❪✳

❲❤❡♥ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ❛t ♠✐❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ p ♣❧❛s♠♦♥s ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱
❜♦t❤ ✐♥ r✉t✐❧❡ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ✐♥ ③✐r❝♦♥✐❛ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❛t ✶✷✲✶✹ ❡❱ ✐s ❤♦✇❡✈❡r t♦♦ ✇❡❛❦ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✮✳ ❚❤✐s
♠✐❣❤t ♣❛rt❧② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❡❛❦ ✭③❡r♦ ❧♦ss ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❆t
✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r✱ t❤✐s ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ♣❛rt❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠
❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❘P❆ ❬✽✶❪✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘P❆ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✱
❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡✿ c✲❩r❖2✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✿ t✲❩r❖2✳
❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ m✲❩r❖2✳ ❚❤❡ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♦❢
❍❲❍▼ ♦❢ ✵✳✺ ❡❱✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳

✸✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧

♣❤❛s❡s

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② s❡❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊❊▲❙ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❊▲❙ s♣❡❝tr❛ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❬✷✹❪✳

■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❧❛s♠♦♥✭s✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ 4p ♣❧❛s♠♦♥s ❞✐✛❡r ❜♦t❤ ✐♥ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦✇
♣r❡ss✉r❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ♦r✐❣✐♥s ✿
❢♦r t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♣❧❛s♠♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛r✐s❡s ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡s ❬✷✹❪✳ ❋♦r t❤❡ 4p ♣❡❛❦ ✭N2,3 ❡❞❣❡✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❜r♦✉❣❤t
✐♥ ✈✐❛ t❤❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✱ ♣❛rt❧②
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ♥♦t ②❡t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ❜❡ s❡❡♥✱ ♣❛rt❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣r♦✇ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♦r t❡tr❛❣♦♥❛❧ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧s✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❝♦r❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
♥❡❛r✲❡❞❣❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❬✽✷✱ ✽✸❪ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ t❡①t✮ ❢♦r ♣✉r❡ ③✐r❝♦♥✐❛✿ ✭❛✮ ♠♦♥♦✲
❝❧✐♥✐❝✱ ✭❜✮ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✭❝✮ ❝✉❜✐❝ ♣❤❛s❡s✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❉❛s❤❡❞
❧✐♥❡✿ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ■♥s❡rt✿ t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❱♦✐❣t ♣r♦✜❧❡✿ ●❛✉ss✐❛♥ ♦❢ ❍❲❍▼
♦❢ ✶ ❡❱✱ ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❲❍▼ ♦❢ ✶ ❡❱✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
❝✉❜✐❝ ③✐r❝♦♥✐❛ ✐s ②ttr✐❛ st❛❜✐❧✐③❡❞✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳
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✸✳✺ ❚❤❡ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛

❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❊❊▲❙

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ■ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ❊❊▲❙ s♣❡❝tr❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❘P❆ ❛t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r q ❢♦r ❩r❖2 ✐♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ♠❛♥② s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❘P❆
✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❬✶✵❪✳

■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ q = 0 ❊❊▲❙ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ✐♥✲
❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s
❛t ✜rst s✐❣❤t ✐♥tr✐❣✉✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ❬✶✵❪✳

❊❊▲❙ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✿

−ℑ[ lim
q→0

v0(q)χ00(q,ω)], ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ v0 ✐s t❤❡ G = 0 ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ χ00 ✐s t❤❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✷✳✻✺ ❛♥❞ ✷✳✹✺✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡
❘P❆✱ ❊q✳ ✷✳✺✸ ❜❡❝♦♠❡s ✿

χ = χ0 + χ0vχ, ✭✸✳✻✮

❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ v ❡♥t❡r ✐♥ ❊q✳ ✸✳✻✱
t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ G = 0 ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦♥❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

−ℑ[ lim
q→0

v0(q)X̃00(q,ω)], ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ X̃ ✈❡r✐✜❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉②s♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

X̃ = χ0 + χ0v̄ X̃ , ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ ♦♥❧② t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥t❡r ✿

v̄(G = 0) = 0, ✭✸✳✾✮

v̄(G) = v(G). ✭✸✳✶✵✮

❊①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❊▲❙ s♣❡❝tr❛ ✇❤❡r❡❛s ✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
s♣❡❝tr✉♠❬✽✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥✲
t❛✐♥s ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥



✹✷
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❊◆❊❘●❨ ▲❖❙❙ ❙P❊❈❚❘❆

❛♥② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘P❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥❡❛r t❤❡ ♣❧❛s✲
♠♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ s❤✐❢t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
s❡❧❢✲❡♥❡r❣② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈❡ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠✱
s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②✲
❧♦ss s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡
❢♦r ❊❊▲❙✱ ❜♦t❤ t❤r♦✉❣❤ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ❩r❖2 ❛♥❞ ❚✐❖2 ❛♥❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❣r♦✉♥❞s✳ ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✱ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s❡♠✐✲❝♦r❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ❚✐❖2 ❛♥❞
❈✉2❖ ❬✷✻❪✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✿ ♦♣t✐❝❛❧
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♦❢
③✐r❝♦♥✐❛ ✭s❡❡✳ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❛❦❡♥ ❛t ✈❛r✐♦✉s
❧❡✈❡❧s ❬✷✻❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ❈✉2❖ ✇✐t❤
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜❡②♦♥❞ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡♦r② ❬✷✽✕✸✵❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠❡❛✲
s✉r❡s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱

α(ω) =
ωℑ(εM(ω))

n1(ω)c
, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ❧✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t②✱ ω ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ♣❤♦t♦♥✱ n1 ✐s
t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ℑ(εM(ω)) ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s

εM(ω) = lim
q→0

1

ε−1
G=0G ′=0(q,ω)

. ✭✹✳✷✮

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳

✹✳✶ ❲✐t❤✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ ❜❡
♣r♦♠♦t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡✳ ■♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✇❡ ✇r✐t❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥

εM ≈ 1 − vχ0(G = G′ = 0;q → 0), ✭✹✳✸✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳



✹✹
❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✿ ❖P❚■❈❆▲

❆❇❙❖❘P❚■❖◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ εM r❡❛❞s✿

ℑ(εM(ω)) =
4π

ω2

∑

v ,c

|〈ψc | − iA.∇|ψv〉|
2δ(ω − εc + εv) ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ −iA ·∇ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ A ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ tr❡❛t t❤✐s t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐♣♦❧❛r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✹ ❛r❡ ❇❧♦❝❤ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✳

❚❤✐s ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡
tr❡❛ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✺ ♦r
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✶ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t G = G′ = 0;q → 0✱
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ0 ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✵ ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡
♦❢ ❡q✳ ✹✳✹✳

✹✳✶✳✶ ❏♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❆s ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s εi ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❏❉❖❙✮

∑

v ,c δ(ω − εc − εv)✱ ✇❤❡r❡
εv ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✱ ❛♥❞ εc ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛
st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts |〈ψc |− iA ·∇|ψv〉|

2 ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t②

ℑ(ǫ❏❉❖❙(ω)) =

∑

v ,c δ(ω − εc + εv)

ω2
, ✭✹✳✺✮

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❩r❖2 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✱ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❏❉❖❙ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✳

❚❤❡ ❏❉❖❙ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❝✐r❝❧❡ s②♠❜♦❧s✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❜❡t✇❡❡♥ ✻ ❛♥❞ ✽ ❡❱✱ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✾✕✸✸ ❡❱✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡❞✳

✹✳✶✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❏❉❖❙ ✐s t♦
tr❡❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇✐t❤
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✳



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✿ ❖P❚■❈❆▲
❆❇❙❖❘P❚■❖◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✹✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❩r❖2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❘P❆ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ❘P❆ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❏❉❖❙ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❋r❡♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✹❪✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞
✷✵ ❡❱✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✻❪✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ✐♥❤♦✲
♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ♦r ✇✐t❤ ♠❡t❛❧❧✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❆♠♦♥❣ r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥❡ ❝❛♥
❝✐t❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♥❛♥♦t✉❜❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❛♥♦t✉❜❡ ❛①✐s ❬✷✵✱ ✽✺❪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts |〈ψf | − iA · ∇|ψi〉|
2 ✐♥ ❊q✳ ✹✳✹

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❤✐s ✐s ♦❢
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♠♦♥♦❝r②st❛❧ ❛♥❞ ✇❛♥ts t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✳

❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱
❛r❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣r❡❛t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳



✹✻
❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✿ ❖P❚■❈❆▲

❆❇❙❖❘P❚■❖◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚

✹✳✷ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡♦r②

❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ε(r, r′,ω) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞✱ ❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts εGG′(q,ω) ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✻ ❬✻✵✕✻✷❪✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✻✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

ε−1
GG(q,ω) = 1 + v(q + G)χGG(q,ω), ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ χ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✶✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ χ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❉②s♦♥✬s
❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✸ ♦r ✸✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡
✭❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ▲❋❊ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬✼✼✕✼✾❪ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✷✳

✹✳✷✳✶ ▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✳
■♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
t❡r♠ v ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✶✳

❲❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❡♥t✐r❡❧② ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦♥❣✲
r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✐✳❡✳ vG=0(q)✮✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱
✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳
εG=0,G′=0✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ❘P❆ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳

❖♥❝❡ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ vG(q) ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts εG,G′ 6=G✖t❤✉s
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❥✉st ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❧♦s❡r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡② ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛
❢♦r ♦✉r tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡
♣❧♦tt❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❩r❖2 ❛❣❛✐♥st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘P❆
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❍❛rtr❡❡ ❧♦❝❛❧✲✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡♠✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡② ❛❧s♦ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②
r❡❣✐♦♥✱ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✽ ❡❱✳
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■♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ q ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥
❚✐✵2 ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ q ❬✶✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

✹✳✷✳✷ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ❡✛❡❝ts

❋♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢ts t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✸✱ ✶✹❪ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ✉s✉❛❧❧② ✐t ✐s ♥♦t
s✉✣❝✐❡♥t ❬✶✵❪✳

❚❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❉❋❚✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ vxc(r) ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r
Σ(ω, r, r′)✿

HKSψn(r) − vxc(r)ψn(r) +

∫

d3r′Σ(ω, r, r′)ψn(r
′) = εQP

n ψn(r). ✭✹✳✼✮

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② Σ(ω, r, r′) ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
ω = εQP

n ✳ ■t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ W = ǫ−1v ✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ GW ❢♦r
t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✼✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❉❋❚✳

■♥❝❧✉❞✐♥❣ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ❉❋❚
❜❛♥❞❣❛♣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▲❉❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♠✉❝❤ t♦♦ s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❡♠✐ss✐♦♥ ❣❛♣✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉♣♦♥ ✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✵❪✳ ❆
●❲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ✐♥ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❩r❖2 ❣✐✈❡s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✺✳✹ ❡❱
❬✽✻❪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ▲❉❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✻❡❱ ❬✷✹❪✳

❲❤❡♥ ✸d ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❧❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ●❲ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝✐❡♥t✱ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❢♦r ❈✉2❖ ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❆
GW ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ②✐❡❧❞s ✶✳✸ ❡❱✱ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✷✳✶✼
❡❱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ−1✱ t♦ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞
❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ W ✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✷✼❪✱ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❞✉r✐♥❣ ❤✐s P❤❉✳ t❤❡s✐s ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈❖❍❙❊❳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ❣❛♣ ♦❢ ❈✉2❖ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✷✳✹ ❡❱ ✐♥ t❤❡ s❝❢ ❈❖❍❙❊❳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✷✳ ❡❱ ✐♥
t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❈✉2❖ ✇✐t❤♦✉t ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘P❆ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ❉❋❚ ❧❡✈❡❧ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❛t
t❤❡ GW ❧❡✈❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ●❲ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✽✼❪ ✭✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✽❪✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❢❛❝t✱ ■ s❤♦✇ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✻ ❛♥❞ ✹✳✷✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✻ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❛t t❤❡ ❉❋❚✲▲❉❆
❧❡✈❡❧✱ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶❀ ❛t t❤❡ GW ❧❡✈❡❧❀ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✸✵❪✳ ❖♥❧② ❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ❡❞❣❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛r♦✉♥❞
✷✳✺ ❡❱✮✳

❋♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ GW ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s
✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❛ ♠❛❥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜r♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❜② ❡①❝✐t♦♥✐❝
❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❊▲❙ s♣❡❝tr✉♠ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✸✳✺✮✱ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♣❛rt ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❘P❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦❞✐❢② ❛♥ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✿ ❖P❚■❈❆▲
❆❇❙❖❘P❚■❖◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✹✾

✹✳✸ ❊①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✐s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥✐❝❡❧②
❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❜② ❆❧❜r❡❝❤t ✐♥ ✐ts P❤❉ t❤❡s✐s ❬✼✾❪✳ ■ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡
r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✳ ■t ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r ❛ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ♣♦❧❛r✐s❛❜✐❧✐t② P

P = P0 + P0ΞP ✭✹✳✽✮

Ξ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝t ✭t❤❡ ❧♦❝❛❧
✜❡❧❞ ♦❢ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s❝r❡❡♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ W ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✽ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲
❤♦❧❡ ♣❛✐r ❡♥❡r❣② ♣❧✉s t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞
s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡✮ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ Ξ ✿

Hexc
cv ;c ′v ′ = (εc − εv)δvv ′δcc ′ − iΞcv ;c ′v ′ . ✭✹✳✾✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② Eλ ❛♥❞ ✇❛✈❡❢✉♥t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Acv
λ

❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡❞ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs Hexc ✱

Hexc
e1,h1;e2;h2

Ae2,h2
λ

= EλA
e1,h1
λ

, ✭✹✳✶✵✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ei ❧❛❜❡❧s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ❛♥❞ hi ❧❛❜❡❧s
❛ ❤♦❧❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s |ψvψc >✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
|ψvψc >✱ ✇❤❡r❡ |ψv > ❛♥❞ |ψc > ❛r❡ ✭s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✮ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❋❚
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✼✾❪

Ψλ(r, r
′) =

∑

(c,v)

Ac,v
λ
ψ∗

c (r)ψv(r
′). ✭✹✳✶✶✮

■♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞
❈♦✉❧♦♠❜ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❬✼✾❪

ℑ(εM(ω)) = 2π lim
q→0

vG=0(q)
∑

λ

|
∑

v ,c

|〈ψc | − iA.∇|ψv〉A
cv
λ
|2δ(ω − Eλ + iα).

✭✹✳✶✷✮
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❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Acv
λ

♠✐① t❤❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥ ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡✳

▲✐♠✐t✐♥❣ Ξ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝t ✭❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts✮ ✐s str✐❝t❧② ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡
s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ Ξ ✐♥❞✉❝❡s ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦t✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
♦❢ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r s✲p
❜♦♥❞❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈✉2❖ ✭♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛♦♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t GW ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ (εc − εv)δvv ′δcc ′ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❇r✉♥❡✈❛❧ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ ❣♦ ♦♥❡ st❡❡♣ ❢✉rt❤❡r ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ d ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ǫ−1 ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ W ✳ ❲❤❡♥ ǫ−1 ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Ξ ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✐♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛s❡✮✳

✹✳✸✳✶ ▼♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡
✈❡r② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❦❡r♥❡❧ ❛s α

|q|2
✱ ✇✐t❤ α ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r

❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❬✾❪✳

■♥ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt α

|q|2
✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✶

F 0(q,Gω) = δVbare(q,G,ω)+
∑

G′

[
4πe2

|q + G′|2
δ(G′ − G) + fxc(G

′ − G)]δn0(q + G′,ω),
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❈✉2❖ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts
✇✐t❤ ✭❛✮ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●❲ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉❋❚ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ǫ−1

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ (εc − εv)δvv ′δcc ′ ✭❞♦t ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮❀
✭❜✮ ❚❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡❧❢ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ●❲ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
(εc−εv)δvv ′δcc ′ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ♦r ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ❛♥❞ ǫ−1 ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
❢♦r ♣❡❛❦ ❆ ✿ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❞♦ts✮ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ●❲ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❡①✲
❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✽✼❪ ✭✜❧❧❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋r♦♠
❘❡❢✳ ❬✷✾❪✳
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②✐❡❧❞✐♥❣

F 0(q,Gω) = δVbare(q,G,ω)+
∑

G′

[
4πe2

|q + G′|2
δ(G′ − G) + fxc(G

′ − G) +
4παe2

|q + G′|2
δ(G′ − G)]δn0(q + G′,ω).

✭✹✳✶✸✮

■♥ ✐ts st❛t✐❝ ❢♦r♠✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❘②❞❜❡r❣ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡
s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ✐♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝✲
tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❬✾❪✳

❊①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡
♦♣❡r❛t♦r ❬✽✽❪✳ ■❢ t❤✐s ✐s s♦✱ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✳✾ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦♥❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ ✭q = 0✮ ❛♥❞ G = 0✱ ♦♥❡ ❤❛s δn(q+G,ω) = 0✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❤❛s ♥♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✲ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❞❡♥s✐t② ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ lim

q→0

∫

[n(r)− < n >]e−iq.r → 0✳

■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠♦❞❡❧ α

|q|2
s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✹✳✶✸ ✐t ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② δn(q,G → 0,ω)✳

❆ r❡❝❡♥t ❛tt❡♠♣t ❜② ♠②s❡❧❢ ❛♥❞ ▼❛r❝♦ ❙❛✐tt❛ ✭■▼P▼❈ ✲■♥st✐t✉t ❞❡
▼✐♥ér❛❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡s ▼✐❧✐❡✉① ❈♦♥❞❡♥sés✲ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■
P✳▼✳ ❈✉r✐❡✮ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❚❉❉❋P❚ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
❘❡❢✳ ❬✺✽❪ ❤❛s ❢❛✐❧❡❞✳ ■♥ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❉P ♣r♦❣r❛♠ ♣❛❝❦❛❣❡ ✉s❡❞ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✾❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

■♥ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❦❡r♥❡❧ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾❪
❛♠♦✉♥ts t♦ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❛❦❡♥ ❛s ❛❞✐❛❜❛t✐❝✳ ■ ❛♠
♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

✹✳✸✳✷ ◆♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❡✛❡❝ts

■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t δn0 ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✺ ✐♥ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✼✳

❉❡✜♥✐♥❣ ✜rst t❤❡ q✉❛♥t✐t② A ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ δn0 ✭❡q✳ ✷✳✸✺✮ ❛♥❞ ✐♥
δnq(r) ✭❡q✳ ✷✳✸✻✮ ✱ ♦♥❡ ❤❛s

Alk1pk2
(r) =

Blk1pk2

ε
(0)
pk2

− ε
(0)
lk1

− ~ω − i~α
, ✭✹✳✶✹✮



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✿ ❖P❚■❈❆▲
❆❇❙❖❘P❚■❖◆ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚ ✺✸

✇✐t❤ B ❡q✉❛❧s t♦

Blk1pk2
(r) = ψ

(0) ∗
pk2

(r)ψ
(0)
lk1

(r)[f (0)(ε
(0)
pk2

) − f (0)(ε
(0)
lk1

)] < ψ
(0)
lk1
|F q|ψ

(0)
pk2

> . ✭✹✳✶✺✮

❘❡✇r✐t✐♥❣ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ δn0 ❧❡❛❞s t♦
∑

G

|(q + G)|2 F 0
Hartree(q,G,ω)e−i(q+G).re iωteαt + c .c . = ✭✹✳✶✻✮

4πe2
∑

lk1pk2

Alk1pk2
(r)eαt(e iωt − e

−i(ε
(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ ) + c .c ., ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠s e
−i(ε

(0)
lk1

−ε
(0)
pk2

) t
~ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♥♦♥❛❞✐❛❜❛t✐❝ t❡r♠s✳

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t

lim
q,G→0

|(q + G)|2 F 0
Hartree(q,G,ω) = 4πe2 lim

q,G→0
δn(q + G,ω)+ ✭✹✳✶✽✮

4πe2

~ω
lim

q,G→0

∑

lk1pk2

Blk1pk2
(G) ✭✹✳✶✾✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ t♦
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✿

4πe2

~ω
lim

q,G→0

1

|(q + G)|2

∑

lk1pk2

Blk1pk2
(G). ✭✹✳✷✵✮

❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ❤❛s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r α

|q|2
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢r✉✐t❢✉❧ ✐♥

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝ts ❬✾❪✳

❲❤❡t❤❡r s✉❝❤ ❛ ♥♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✽✾❪ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t✉s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ✈❡r②
♠❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ▲❛st❧②✱ ■ ❤❛✈❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❦❡r♥❡❧ α

|q|2
✱ ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳





❈❤❛♣t❡r ✺

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣r✐♥t ❬✹✽❪✳ ■t ✐s ❛ r❡✈✐❡✇ ❛rt✐❝❧❡ ♦❢
♠② ✇♦r❦ ♦♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✶✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇♦r♦♥✱ ❇♦r✐❞❡s ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❡♣t❡♠❜❡r ✼✲✶✷ ✱
✷✵✵✽✱ ▼❛ts✉❡✱ ❙❤✐♠❛♥❡✱ ❏❛♣❛♥✳ ■ ❛♠ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r❡s❡♥t ♥❡✇ r❡s✉❧ts ♦♥
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥
✷✵✪ ❛t✳ ❈✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❏❡❧❡♥❛ ❙❥❛❦st❡
❛♥❞ ❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✳
✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❢r♦♠✲✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s
t♦♦❧ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳❬✶✱ ✻✸✱ ✻✹❪ ❚❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r r❡❧② ♦♥ ❉❋❚✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❉❋❚
❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❉❋❚ ♠❛♣s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ ❛ s②s✲
t❡♠ ♦❢ ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❉❋❚ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ ❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❡r♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✿ ✭✐✮ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥♦♥✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
♦♥❡s❀ ✭✐✐✮ ❛❧❧ ♠❛♥②✲❜♦❞✐❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✲ s✉❝❤ ❛s
P❛✉❧✐✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✲ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❍❛rtr❡❡ ❡♥❡r❣② ✭t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥✲
❡r❣② ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✮✳

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❉❆✮✱ ❡❛❝❤ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✇♦✉❧❞ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ❛t t❤❡
s❛♠❡ ❞❡♥s✐t②✳❬✾✵❪ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ s✉❝❤
❛s ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❛❣r❡❡ ❡①tr❡♠❡❧②



✺✻
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❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙

✇❡❧❧ ✲✇✐t❤✐♥ ✶✪✲ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✳ ■t ✐s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ♣♦✐♥t✐♥❣
♦✉t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t♦❞❛②✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♠✐s✜t✳❬✶✵❪

❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❜❡②♦♥❞ ▲❉❆ ❛r❡ t❤✉s r❡q✉✐r❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭●●❆✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤
❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳❬✻✽❪ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ Veq✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts Cijkl ✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✭❉❋❚✮ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② E ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r εij ✱ ✇❤❡r❡ i , j , k ❛♥❞ l ❛r❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ✐♥❞❡①❡s

Cijkl =
1

Veq

(

∂2E

∂εij∂εkl

)

ε=0

. ✭✺✳✶✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡
Veq ♠❛❦❡s t❤❡ ❡rr♦r ❜❛r ♦♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✇✐t❤✐♥ ▲❉❆✳❬✺✹❪ ◆✉✲
❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮ ✐s ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧②
♣r♦❜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ❡①✲
t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
s❤✐❢t t❡♥s♦r ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ●●❆s ❞♦ s❤♦✇ ❛ ♠♦r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❉❆✳❬✾✶✕
✾✸❪ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ●●❆s ❬✾✹✱ ✾✺❪ ❢♦r ♦✉r ◆▼❘ r❡s✉❧ts s♣❡❝tr❛
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✳

❆♠♦♥❣ ❦♥♦✇♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❋❚✱ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❡♥❡r❣② ❣❛♣s ✐♥ ✐♥s✉❧❛t♦rs
❛♥❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❜❡②♦♥❞ ❉❋❚ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❊♥❡r❣② ❣❛♣s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❡♥❡r❣② t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳❬✶✸✱ ✶✹✱ ✸✵❪

❊①❝✐t❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ♦❢ ❉❋❚✳ ❚❤❡② ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❡✐t❤❡r
❜② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❚❉❉❋❚✮✱❬✼✱ ✽❪ ♦r ❜② t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❙❛❧♣❡t❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✐t
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳❬✶✵✱ ✷✾❪ ❚❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss r❡❧② ♦♥ ❉❋❚✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ♦r
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❦❡② q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ②❡t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞②
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ♦①✐❞❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧②



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊
❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙ ✺✼

♦❝❝✉♣✐❡❞ 3d ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳❬✼✺❪ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ✈❛♥❛❞✐✉♠ ❞✐♦①✐❞❡✳❬✾✻✱ ✾✼❪

❇❡✐♥❣ sp ❜♦♥❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❜♦r♦♥✲r✐❝❤ s♦❧✐❞s ✭❇❘❙✮ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❉❋❚ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❝r②s✲
t❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❇❘❙ ✐s r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❘3̄m s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡
❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ♣❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣❧✉s ♦♥❡ ♠✉❧t✐✲❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥✳ ❊❛❝❤ ❛t♦♠ ✐♥
t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✐s t❤❡ ❛♣❡① ♦❢ ❛ ♣❡♥t❛❣♦♥❛❧✲❜❛s❡❞ ♣②r❛♠✐❞✳ ❚✇♦ ❝r②st❛❧❧♦✲
❣r❛♣❤✐❝ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✳
■♥ ♣♦❧❛r s✐t❡ p✱ ♦♥❡ ❛t♦♠ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t t✇♦✲❝❡♥t❡r p✲p ❜♦♥❞ t♦ ♦♥❡
❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐t❡ e✱
t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ❛t♦♠ ✐s ❜♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❡♥❞ ❛t♦♠ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥
t❤❛t ❧✐♥❦s ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s❡♥t
❧✐❦❡ ✐♥ α✲❜♦r♦♥✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ s♦❧✐❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝❤❛✐♥ ♣❡r
✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛t♦♠✐❝ ✲ ❛s ✐♥ ❇12P2 ❛♥❞ ❇12❆s2 ✲ ♦r tr✐❛t♦♠✐❝
❧✐❦❡ ✐♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ♠❛❦❡s ❜♦r♦♥✲r✐❝❤ s♦❧✐❞s ✇✐❞❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
❢✉❧❧❡r❡♥❡s✱ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ♦❢t❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞✳ ❉✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝②✱❬✾✽✕✶✵✵❪ ❛ ✏st❛♥❞✐♥❣ ❛❧♦♥❡✑ ❇12✱ ❇11❈
♦r ❇10❈2 ♥❡✉tr❛❧ ❝❧✉st❡r ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤✉s ❇❘❙ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❢✉❧❧❡r❡♥❡ ❝r②st❛❧s✳❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐✲
t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❜♦♥❞s ❜② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
♥❡✐t❤❡r α✲❜♦r♦♥ ♥♦r ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ✇✐t❤ ✷✵ ✪ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ✭❇4❈✮ ❛r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s✳ ◆❡✐t❤❡r ❞♦ t❤❡② ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❜♦♥❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✏str♦♥❣❡r✑
t❤❛♥ t❤❡ ✐♥tr❛✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ♦♥❡s✳❬✸✾✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷❪ ■❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❜♦r♦♥✲r✐❝❤ s♦❧✐❞s
❢♦r♠ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✈❛❧❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✜❝✐❡♥❝② t❤❛t ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦ t❤❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠✳

❚❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ sp ❜♦♥❞✐♥❣ ✐s ❜② ❢❛r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ sp ❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥
❞✐❛♠♦♥❞ ♦r ♦t❤❡r ❝♦✈❛❧❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① sp ❜♦♥❞✐♥❣✳

✺✳✷ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈ ❢r♦♠ ✜rst

♣r✐♥❝✐♣❧❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ r❡✈✐❡✇ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡
❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t♦ r❡s✉❧ts ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳
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❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪✳
❙❡✈❡♥ ❞✐st♦rt❡❞ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡
✈❡❝t♦rs ✭♥♦t s❤♦✇♥✮ ❧✐♥❦ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❝❡♥t❡rs✳ ❇❧❛❝❦ ❜❛❧❧s ✿ ❛t♦♠s ❛t t❤❡ p

♣♦❧❛r s✐t❡✳ ▲✐❣❤t ❣r❡② ❜❛❧❧s ✿ ❛t♦♠s ❛t t❤❡ e ❡q✉❛t♦r✐❛❧ s✐t❡✳ ❉❛r❦ ❣r❡②
❜❛❧❧s ✿ ❛t♦♠s ❛t ❝❤❛✐♥ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❡♥❞s✳ P♦❧❛r ❛t♦♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
❜♦♥❞❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥t t✇♦✲❝❡♥t❡r p✲p ❜♦♥❞s✳
❊q✉❛t♦r✐❛❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛t♦♠ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr✐❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥✳
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❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇12❈3 ✭❇4❈✮ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✺ ❛t♦♠s
✐♥ ❢♦✉r ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s✐t❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❚✇♦ s✐t❡s ❢♦r♠ ❛ ❞✐s✲
t♦rt❡❞ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ s✐t❡s✱ ✇✐t❤ ✻ ❛t♦♠s ♣❡r s✐t❡✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ s✐t❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ tr✐❛t♦♠✐❝ ❝❤❛✐♥
✭♦♥❡ ❛t♦♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡♥❞s ✭t✇♦ ❛t♦♠s✮✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢r♦♠
t❤❡ t✇❡❧✈❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ 13❈ ♥✉❝❧❡✉s ✐s
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ 11❇ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳❬✶✵✸✱ ✶✵✹❪ ❆t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡✲
❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❈✲❇✲❈ ❛♥❞ t❤❛t
♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳❬✶✵✺✱ ✶✵✻❪ ❆s t❤❡ ❳✲r❛②
❢♦r♠ ❢❛❝t♦r s❝❛❧❡s ❧✐❦❡ Z 2✱ ✇❤❡r❡ Z ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs
❢♦r ❧✐❣❤t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❇ ❛♥❞ ❈ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦r♦♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳ ❚❤❡
♣✐❝t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ✿ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ s✐t❡s✱ ✇✐t❤ ❛
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✭❇x❈1−x✮

p
6✭❇y❈1−y ✮e6✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ 0.93 ≤ x ≤ 1 ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡ ❛♥❞ 0.74 ≤ y ≤ 0.86 ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧
s✐t❡✳❬✶✵✻✱ ✶✵✼❪

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡
✇✐t❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✵✪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ str✉❝t✉r❛❧
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❋❚✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ♣s❡✉❞♦♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✹✷❪✳

✺✳✷✳✶ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♦✉r str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ✷✵✪ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ✶✺ ❛t♦♠s✱ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❜②
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❖♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ bipolar

♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤✐rt② ❛t♦♠s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳
■♥ t❤❡ polar ✭r❡s♣✳ bipolar✮ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❈✲❇✲❈ ❛♥❞ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥
❤❛s ♦♥❡ ✭r❡s♣✳ t✇♦✮ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✭s✮ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✳ ■♥ t❤❡ equatorial

♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❈✲❇✲❈ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛✲
t♦r✐❛❧ s✐t❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❈✲❈✲❈
❛♥❞ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ♣✉r❡ ❜♦r♦♥ ✭chain ♠♦❞❡❧✮✱ ♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
s♦♠❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❈✲❈✲❇ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❈✲❇✲❈ ✭disordered

chain ♠♦❞❡❧✮✳ ❆ ❧❛st ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❇✲r✐❝❤ ❝❤❛✐♥ ❈✲❇✲❇ ✭❇✲rich chain

♠♦❞❡❧✮ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳

❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛
♦✛❡rs s✐① ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡
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❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙

♦❜s❡r✈❡❞ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧✳ ■♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛s
t♦♦ ❧❛r❣❡ s✉♣❡r❝❡❧❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐st♦r✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ s②♠♠❡tr② t♦ ❛ ❜❛s❡✲❝❡♥t❡r❡❞ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❝❡❧❧✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✺✳✷✳✷ ❉❋❚ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ polar ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❛s
♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ bipolar ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s s❡❝♦♥❞✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❤✐❣❤❡r ❜②
✵✳✷✺ ❡❱ ♣❡r ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✷✺✵✵ ❑✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❉❋❚ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛✲
t♦r✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ chain ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ disordered chain ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇✲rich
chain ♠♦❞❡❧✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❈✲❇✲❈✳ ❊①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ equatorial

❛♥❞ chain ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
disordered chain ❛♥❞ ❇✲rich chain ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉♥st❛✲
❜❧❡ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ r♦✇s ✻ ❛♥❞ ✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ✈❛r✐♦✉s str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s
✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✸ ❦❝❛❧✴♠♦❧ ✭✶✵ ♠❡❱✴❛t♦♠✮✳❬✶✵✽❪
❆s ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ✶✵ ♠❡❱ ♣❡r
❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❝❤❛♥❣❡✳ ❈r②st❛❧ ♣❤❛s❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ❛♠♦✉♥t ❝❛♥
❤❛r❞❧② ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✇r♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ ▲❉❆ ❛♥❞ ✐♥ ●●❆ ✭♥♦t s❤♦✇♥✱ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪✮ ✇✐t❤✐♥ ✷✵ ♠❡❱
♣❡r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ▲❉❆
❛♥❞ ●●❆ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❜②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ▲❉❆✳ ❚❤✐s ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜✉✐❧t✲✐♥ ✐♥ t❤❡
●●❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱❬✶✵✾❪ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜♦t❤ ✐♥ ▲❉❆ ❛♥❞ ✐♥
●●❆ ✇♦rt❤ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ●●❆
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s t❡♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
t♦ ❢❛✈♦r t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t②✳❬✶✶✵❪ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡♥❡r❣②
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜♦t❤ ✐♥ ▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡rr♦r ❜❛r ✇❤❡♥
t❤❡ ❝r②st❛❧ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦✉r
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❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙ ✻✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❡❱✮ ♣❡r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ polar ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✹✷❪✳

▼♦❞❡❧ ❈❤❛✐♥ ■❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❡❱✮
Polar ❈✲❇✲❈ ❇11❈p ✭✵✮
Bipolar ✭❈✲❇✲❈✮2 ❇10❈2

p ✰ ❇12 ✵✳✷✹
Equatorial ❈✲❇✲❈ ❇11❈e ✵✳✺✸
Chain ❈✲❈✲❈ ❇12 ✶✳✵✺
Disordered chain ❈✲❈✲❇ ❇11❈p ✷✳✺
❇✲rich chain ❈✲❇✲❇ ❇10❈2

p ✸✳✾

str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ❬✹✷❪✮✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ❇4❈ ❛r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛st✐♥❣❧②
r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♣✉r❡ ❝❛r❜♦♥
♦r ♦❢ ♣✉r❡ ❜♦r♦♥ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss r♦❜✉st✳ ●r❛♣❤✐t❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥
❞✐❛♠♦♥❞ ❜② ✶✹✺ ♠❡❱✴❛t♦♠ ✐♥ ❉❋❚✲●●❆✱❬✶✶✶❪ ✇❤❡r❡❛s ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞
♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ❣r❛♣❤✐t❡ ✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ❜② ♦♥❧② ✶✺ ♠❡❱✳❬✶✶✶❪ ❩❡r♦✲♣♦✐♥t
♠♦t✐♦♥ ♠✐❣❤t r❡✈❡rs❡ t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣✉r❡ ❝❛r❜♦♥ ♣♦❧②♠♦r♣❤s ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛❝✲
t✉❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳❬✶✶✷❪ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡ ❢♦r
❣r❛♣❤✐t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ▲❉❆ ♥♦r ✐♥ ●●❆✳❬✶✶✸✕✶✶✼❪

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❜♦r♦♥✱ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧s✱ α✲❇12 ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ♣❡r❢❡❝t ✶✵✺✲❛t♦♠s✲β✲❜♦r♦♥ ✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆✳❬✹✻❪
❘❡❝❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡
♦❢ α✲❜♦r♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ α✲ ❛♥❞ β✲❜♦r♦♥ ♦❢ ✻✽
♠❡❱ ♣❡r ❛t♦♠ ✐♥ ▲❉❆ ❛♥❞ ♦❢ ✷✺ ♠❡❱ ♣❡r ❛t♦♠ ✐♥ ●●❆✱ ❜♦t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
t❤❛t α✲❇12 ✐s ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳❬✶✶✽❪ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆ ✐s
✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✹✸ ♠❡❱ ♣❡r ❛t♦♠ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s
❛♥ ❡rr♦r ❜❛r ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ❞❡❢❡❝t❡❞
β✲❜♦r♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳❬✹✻✱ ✶✶✾✕✶✷✸❪ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ♣❡r❢❡❝t α✲❜♦r♦♥ ✐s ❛t ♠♦st ✷✵ ♠❡❱✴❛t♦♠✱ ❢❛r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡rr♦r ❜❛r ♦❢ ✹✸ ♠❡❱✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡
❧✐♠✐t ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣✉r❡ ❝❛r❜♦♥ ♦r ♣✉r❡ ❜♦r♦♥ ♣♦❧②♠♦r♣❤s ❞❡✲
s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ ▲❉❆ ❛♥❞ ●●❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳
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✺✳✷✳✸ ▲❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❧❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❬✸✽❪ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❢♦r t❤❡ polar ✱ equatorial ❛♥❞ chain ♠♦❞❡❧s
✭❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t✲
t✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❍❛rtr❡❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ♣❤♦♥♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ s♦ t❤❛t✱ ❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✏r✐❣✐❞❧② s❤✐❢t✑ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠♦t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦
❡✳❣✳ ✈❛❧❡♥❝❡✲❢♦r❝❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♣❤♦♥♦♥ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❬✸✽❪ ❢♦r ✐♥❢r❛r❡❞ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✷✹❪✳ P❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥
❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ polar ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ equatorial ♠♦❞❡❧✱
t❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡❛r ✹✵✼ ❝♠−1✳ ❚❤✐s ✐s ❛
✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❝❡♥t❡r ❛t♦♠ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛①✐s✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ chain ♠♦❞❡❧
♦♥❡s ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦❜s❡r✈❡❞
❛r♦✉♥❞ ✶✺✻✵ ❝♠−1 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲
❡♥❞ ❛t♦♠s ✈✐❜r❛t❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ✭ungerade ✈✐❜r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
✐s ❜② ❢❛r ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ❈✲❈✲❈ ✭P❛♥❡❧ ❛✮ t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s
❈✲❇✲❈ ✭P❛♥❡❧s ❜ ❛♥❞ ❝✮✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ chain ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ✿ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈✲❈✲❈ ❝❤❛✐♥s ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr❛✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ polar ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❞✮
❛ ✜t ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊u ❛♥❞ ❆2u

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t✳ ❖✉r ✜t ✐s ✐♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

■❢ ♥♦t s✐❧❡♥t✱ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❇4❈ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❘❛♠❛♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r
✐♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✐s ❛♥
✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥tr❡✳ ❚❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s
✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥❢r❛r❡❞ ❛❝t✐✈❡ ✭✉♥❣❡r❛❞❡ ❊u ❛♥❞ ❆2u ♠♦❞❡s✮
♦r ❘❛♠❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✭❣❡r❛❞❡ ❊g ❛♥❞ ❆1g ♠♦❞❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❤♦♥♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞
♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② ❞✐s♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❬✸✽❪ ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ■♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇4❈ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✽❪✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✿
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳❬✶✷✹❪ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ chain ♠♦❞❡❧ ✭♣❛♥❡❧
❛✮❀ equatorial ♠♦❞❡❧ ✭♣❛♥❡❧ ❜✮❀ polar ♠♦❞❡❧ ✭♣❛♥❡❧ ❝✮✳ P❛♥❡❧ ❞ ✿ s♣❡❝tr✉♠
❢♦r t❤❡ polar ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊u ❛♥❞ ❆2u ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❤❛s
❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠✐①t✉r❡
♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭s❡❡ t❡①t✮✳



✻✹
❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊

❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t✇♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛t ✹✽✶ ❝♠−1 ❛♥❞ ✺✸✹ ❝♠−1 ❝❛♥ ❜❡
s✐♥❣❧❡❞ ♦✉t✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❜♦♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✹✽✶
❝♠−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❡♥❞ ❛t♦♠s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✺✸✹ ❝♠−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ α✲❜♦r♦♥ ❛♥❞ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❤❛r♠♦♥✐❝✳❬✸✼❪

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ♦t❤❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ t❤❡
s♠❛❧❧ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡❛❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡s
❛r❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ polar ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ✐♥ t❤❡ equatorial ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ equatorial ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❇4❈✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ♥♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ❜❡❧♦✇ ✹✵✵ ❝♠−1 ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❘❛♠❛♥ ♣❡❛❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❜❡❧♦✇ ✹✵✵ ❝♠−1 ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✷✺✕✶✷✼❪ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳❬✸✽❪ ■❢ ω ✐s t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡s ❧✐❦❡ ❛ ω4 ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣❤♦♥♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝❤❡❝❦ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛❣❛✐♥st str✉❝t✉r❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ✿ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✈❛♥✐s❤
✐♥ ❝❧❡❛♥ s❛♠♣❧❡s✳

✺✳✷✳✹ ◆✉❝❧❡❛r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈ ❛s ❛
❈✲❇✲❈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ❇11❈p ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✳ ❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❡❡♥ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛
❞♦ s❤♦✇ ❛ ❧❛r❣❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ❛♥❞✴♦r str✉❝✲
t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts✳❬✹✷❪

❚❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢t ♦❢ 13❈ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✷✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✷✽✕✶✸✵❪ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r ❛❜♦✉t t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❛r♦✉♥❞ ✶ ❛♥❞ ✽✷ ♣♣♠✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✇♦r❦ r❡♣♦rts ❛ s✐❣♥❛❧ ❛t ✶✵✶ ♣♣♠✳❬✶✷✽❪ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞
t❤❡ ❜❡st r❡s♦❧✈❡❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
❛ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉t❡ ♦❢ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐s♦r✲
❞❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇4❈ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✽❪✳ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ✿
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳❬✶✷✺❪ ▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧ ✿ t❤❡♦r② ❢♦r chain✱ polar ❛♥❞ equatorial ♠♦❞❡❧s
✐♥ s✉❜♣❛♥❡❧s ❛✱ ❜✱ ❛♥❞ ❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✿ ❊g ♠♦❞❡✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✿
❆1g ♠♦❞❡✳

❖✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ polar ❛♥❞ bipolar ♠♦❞❡❧s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐❣♥❛❧s ✈❡r② ✇❡❧❧✳ P❡❛❦s ❛r♦✉♥❞ ✶ ❛♥❞ ✽✷ ♣♣♠ ❝♦♠❡ ❢r♦♠
❝❤❛✐♥✲❡♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡s ♦❢ t❤❡
✐❝♦s❛❤❡❞r❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭polar ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ bipolar ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①✲
♣❧❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ✶✵✶ ♣♣♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✷✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛
❞✐✛❡r❡♥t s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤❡♥ t✇♦ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛r❡ s✉❜st✐✲
t✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱
t❤❡ ❢❛✈♦r✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐s ✐♥ ❛♥t✐♣♦❞❛❧ ♣♦❧❛r
♣♦s✐t✐♦♥s✳❬✹✷❪ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥ts ♦❢ ♣✉r❡ ❇12 ✐❝♦s❛✲
❤❡❞r❛ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ equatorial ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡
t❤❡♦r② t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❝❤❛✐♥✲❡♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✾✳✶ ♣♣♠
✭❚❛❜❧❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ 11❇ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛s ❛ s❤♦✉❧❞❡r ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢ts ❢♦r t❤❡ equatorial ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❆t ✈❛r✐❛♥❝❡
✇✐t❤ t❤✐s ✜♥❞✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇s ❛ s❤♦✉❧❞❡r ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢ts✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ polar ♠♦❞❡❧✳❬✶✸✶❪ ❚❤✐s ❛❧✲
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❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧
s✐t❡ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❊♥❡r❣❡t✐❝s✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛ t❤✉s
❛❣r❡❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛
❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢t ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✷✸✹ ♣♣♠ ✐♥ t❤❡ 13❈ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐s
♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✷✮✳ ❊♥❡r❣❡t✐❝s✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛ ❛❣r❡❡
♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❈✲❈✲❈ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛ ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❈✲
❇✲❈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ❇11❈p ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✳ ❆ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❤❛✈❡ ❛ ❇10❈

p
2 ♦r ❛ ❇12

❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ❇11❈p✱
✷✳✺✪ ❛r❡ ❇10❈2 ❛♥❞ ✷✳✺✪ ❛r❡ ❇12 ♦♥❡s✳❬✹✷❪

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❇4❈ ✿ 13C ◆▼❘ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢ts✱ δTMS ✭♣♣♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✷✽✕✶✸✵❪✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❛❦ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t ✶✵✶✳✸ ♣♣♠ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✷✽❪✳ ❚❤❡♦r② ✿ ♠♦❞❡❧s ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❚❤❡♦r②
❘❡❢✳ ❬✶✷✾❪ ❘❡❢✳ ❬✶✸✵❪ ❘❡❢✳ ❬✶✷✽❪ Bipolar Polar Equatorial Chain

✶✸±✶✺ ✲✵✳✻ ✶✳✵ ✲✶✳✼ ✫ ✲✶✳✶ ✲✸✳✾ ✫ ✶✳✸ ✵✳✽ ✫ ✾✳✾ ✶✾✳✾
✭✻✻✳✼✪ ✮ ✭✼✺✳✻✪✮ ✭✻✻✳✾✪✮ ✭❆❧❧ ♠♦❞❡❧s ✿ ✻✻✳✼✪ ✮
✽✺±✶✵ ✼✾ ✽✶✳✾ ✽✶✳✻ ✼✾✳✶ ✷✸✸✳✽
✭✸✸✳✸✪ ✮ ✭✷✹✳✹✪✮ ✭✸✶✳✹✪ ✮ ✭❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✿ ✸✸✳✸✪ ✮

✶✵✶✳✸ ✶✵✵✳✽ ✫ ✶✵✹✳
✭✶✳✼✪✮ ✭✸✸✳✸✪✮

✺✳✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ◆▼❘ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❝t✉r❡ ❢♦r
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈ ✿ ❛ ❈✲❇✲❈ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ❇11❈p ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤
♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❈ ❛t♦♠ ❛t t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s
❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✿ ❈✲❈✲❈ ❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❛♠♦r♣❤✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s❤♦❝❦✲✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳❬✹✶❪



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊
❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙ ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❇4❈ ✿ 11B ◆▼❘ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❤✐❢t s♣❡❝tr✉♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s
❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✸✶❪ ❛♥❞ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ polar ✱ equatorial ❛♥❞ chain ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠
❘❡❢✳ ❬✹✷❪✳



✻✽
❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊

❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙

▲❛st❧②✱ ❇10❈
p
2 ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛s ❞❡❢❡❝ts ✐♥ s♦♠❡ ❇4❈ s❛♠♣❧❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ✷✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ❇10❈
p
2✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❇12 ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ✐s ✐♥✲
❢❡rr❡❞ ❜② ✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❇12 ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ✐♥ ❇4❈ s❛♠♣❧❡s✳

✺✳✸ ❆t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t

❧♦✇❡r ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳

❆t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇4❈✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❧♦✇❡r
❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ♥♦r ❛r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡
st❛❜✐❧✐t✐❡s✳❬✶✸✷❪

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
s❡✈❡r❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢
❜♦r♦♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚r♦✉❧❧✐❡r✲▼❛rt✐♥ s❝❤❡♠❡✳❬✶✸✸❪
❋♦r ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✱ ❜♦r♦♥ ❛♥❞ ❞✐❛♠♦♥❞✱ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✉♣ t♦ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❝✉t♦✛
♦❢ ✹✵ ❘② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s s❡t✳ ❚❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✇❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ✸✷ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇❛s
♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ✭❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✮✱ ❛♥❞ ✶✵
♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇❛s r❤♦♠❜♦❤❡❞r❛❧ ✭e.g . ❢♦r α✲❜♦r♦♥ ♦r ❜♦r♦♥ ❝❛r✲
❜✐❞❡s ✇✐t❤ ❇12 ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✮ ♦r ❝✉❜✐❝ ✭❞✐❛♠♦♥❞✮✳ ❈❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❛①❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✺✳✸✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ α✲❜♦r♦♥ ✭r❡s♣✳ ❞✐❛♠♦♥❞✮ ✐s t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡
♣♦❧②♠♦r♣❤ ♦❢ ♣✉r❡ ❜♦r♦♥ ✭r❡s♣✳ ❝❛r❜♦♥✮ ✇✐t❤✐♥ ❉❋❚✲▲❉❆ ❢♦r ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡
♣❤❛s❡s ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ ❋✐rst❧②✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ α✲❜♦r♦♥ + ❞✐❛✲
♠♦♥❞✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s st❛❜❧❡ ❛t ✵ ❑ ✇❤❡♥ ✐ts ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E f ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ α✲❜♦r♦♥ +
❞✐❛♠♦♥❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ E f ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ ♠❛♥② str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ st❛❜❧❡✳❬✶✸✹❪ ❆t ✷✵✪
❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❤❡ polar ♠♦❞❡❧ ❇4❈p ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✲
❡r❣②✳ ❆t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✶✸ ✪ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❇13❈2 ✐s t❤❡ ♠♦st
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❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙ ✻✾

st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❇12 ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❈✲❇✲❈ ❝❤❛✐♥✳ ❆
♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❇4❈p ❛♥❞ ❇13❈2✱ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ✐s ❛❧s♦ st❛❜❧❡
✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✱ ✶✻✳✼ ❛t✳ ❈ ✪✮✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ♦✉r str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛❣❛✐♥st ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✐♥t♦ ❇4❈p + α✲❜♦r♦♥ ✭❢♦r ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✵✪✮ ♦r
❇4❈p + ❞✐❛♠♦♥❞ ✭❢♦r ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵✪✮✳ ❙✉r♣r✐s✲
✐♥❣❧②✱ ♥♦ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ st❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✹✳ ❋♦r ❇13❈2✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ E f

B4C
❂✼ ♠❡❱ ♣❡r ❛t♦♠✳ ❖✉r r❡s✉❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦

♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✲✷✶ ♠❡❱✴❛t♦♠ ❛t ✵ ❑ ❛♥❞ ✲✾ ♠❡❱✴❛t♦♠ ❛t ❛♠❜✐❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✸✷❪ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❇4❈p ❛♥❞ ❇13❈2 ✐s ❛❧s♦ ♠❛r❣✐♥❛❧❧②
✉♥st❛❜❧❡ ✭❊f

B4C
❂ ✼ ♠❡❱✴❛t♦♠✱ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✇✐t❤✐♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭s❡❡ s✉❜s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥✲❝❡♥t❡r ❛t♦♠ ❜② ❛ ✈❛❝❛♥❝② ✐♥ ❇4❈p ♦r ✐♥ ❇13❈2 ②✐❡❧❞s
t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✷✶✳✸ ♦r ✶✹✳✸ ✪ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡
❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ α✲❜♦r♦♥ + ❞✐❛♠♦♥❞ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
✐♥t♦ ❇4❈p + α✲❜♦r♦♥ ♦r ❇4❈p + ❞✐❛♠♦♥❞ ✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥❧② ❇4❈p ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐♥
♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦✉r ♦t❤❡r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡
✉♥❞❡r ❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✿ ✭✐✮ ❛t ✵ ❑✱ t❤❡② ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡
t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❇4❈p + α✲❜♦r♦♥ ♦r ❇4❈p + ❞✐❛♠♦♥❞ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮❀
✭✐✐✮ ❡♥tr♦♣② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❢❛✈♦r t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ❛♥
❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍❛✈✐♥❣ ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✲
❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α✲❜♦r♦♥ + ❞✐❛♠♦♥❞ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✱ t❤❡ ❢♦✉r ♣❤❛s❡s ❝♦✉❧❞
♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❡①✐st ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡✱ ❧✐❦❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞♦❡s❀ ♦r ❛s ❞❡✲
❢❡❝ts ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧ ♦❢ ❇4❈p✱ ❛s ❇10❈

p
2 ❞♦❡s ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥

✺✳✷✳✹✮✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ✉♥st❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s✱❬✶✸✹❪ ♦✉r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α✲❜♦r♦♥ + ❞✐❛♠♦♥❞ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳❬✹✺✱ ✶✷✵✱ ✶✸✷❪ ❙❡❝♦♥❞ ✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r ❇4❈p✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ ❝♦♠❡ ❜♦t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❢♦r s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r
✭r♦✇ ✷✮ ❛♥❞ t❤❡ bipolar ♠♦❞❡❧ ✭r♦✇ ✸✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r♦❛❞✲
❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s t❤❛t s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r
✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆▼❘ ❞❛t❛ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ bipolar ♠♦❞❡❧ ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❞❡❢❡❝t ✐♥ ❛❝t✉❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳
❖✉r ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ✭❚❛✲
❜❧❡ ✺✳✺✱ r♦✇ ✷✮ ✐s t♦ ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s✉❝❤ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✭r♦✇ ✷✮✳
■♥ ❢❛❝t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❇11❈p ✰ ❇11❈p✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞
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❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❡ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐✲
❝❛❧ ❇11❈p ✰ ❇11❈p′

✭r♦✇ ✷✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ bipolar

♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❇10❈

p
2 ✰ ❇12 ✭r♦✇ ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s

♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❚❛❜❧❡
✺✳✺✱ r♦✇s ✷ ❛♥❞ ✸✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ♦✉r st✉❞② ♦❢ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ❧❛❝❦s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧s✱
❛♥❞ t❤❛t ❧❛r❣❡r ❝❡❧❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞❀ ♦r t❤❛t s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ♠✐❣❤t
❜❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❧❡ss ❢❛✈♦✉r❡❞ t❤❛♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳

❆t ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✵✪✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥✲
❡r❣② ❢♦r t❤❡ equatorial ❛♥❞ chain ♠♦❞❡❧s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✷ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ r♦✇s ✹ ❛♥❞ ✺✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤
❤✐❣❤❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ bipolar ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡♠✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ disordered chain ❛♥❞
❇✲rich chain ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡✐r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ r♦✇s ✻ ❛♥❞ ✼✮✳

❆t ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ ✷✵✪✱ ❛❧❧ ♦✉r ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦✉r ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ♥♦t
❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡ ♦r ❛s ❞❡❢❡❝ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥s❡rt✐♦♥
♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s✐t❡s ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥✲
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜♦r♦♥✲r✐❝❤ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ r♦✇s ✶✸
❛♥❞ ✶✼✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❛t♦♠ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳❬✶✸✺❪ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛s
❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ r♦✇s ✽ ❛♥❞ ✶✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦r♦♥ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛ ❛❝❝♦♠♠♦✲
❞❛t❡ ♦♥❡ ❛t♦♠ ❛t t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❝❡♥tr❡✳

✺✳✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲✐❦❡ ❇4❈✱ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❧♦✇ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧② ❛r❡ ♠✐①✲
t✉r❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❆t ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦t❤❡r t❤❛♥ ✷✵✪✱
t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❣✉✐❞❡s t♦✇❛r❞s ❛
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ✏✐♥✲
tr✐♥s✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✭✳✳✳✮ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❢❛✈♦r✲
❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ str✉❝t✉r❡s✑❬✶✸✻❪ ❧❛❝❦s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✉r♣r✐s❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❇4❈p ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ + α✲❜♦r♦♥ ♦r ❇4❈p + ❞✐❛♠♦♥❞ ✭❚❛❜❧❡



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊
❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙ ✼✶

✺✳✹✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s r♦✉t❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇13❈2 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❇4❈p + α✲❜♦r♦♥
❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ r♦✉t❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ♦❢
❇13❈2✳❬✶✸✼❪ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ st❛❜✐❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ s❤♦✉❧❞ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳

◆▼❘ ❞❛t❛ ✐s ❝r✉❝✐❛❧❧② ❧❛❝❦✐♥❣ ❢♦r ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❧♦✇ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✷✽❪ ②✐❡❧❞❡❞ ❞❛t❛
♦♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ✶✸✳✸ ❛♥❞ ✶✵✪ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t s❤♦✇❡❞ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧s ❜❡s✐❞❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❇4❈p✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢
t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦s ❤♦✇❡✈❡r ❜❛r❡❧② ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✸✳✸ ❛♥❞ ✶✵✪ ❛t♦♠✐❝
❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s ✜♥❣❡r✲
♣r✐♥ts ♦❢ ❜♦r♦♥✲r✐❝❤ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▼❘ t❡❝❤♥✐q✉❡
❤❛s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐♥❝❡ ✶✾✾✶✱ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✳ ❉❋❚✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
♠❛t✉r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ♦❞❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛r❡ ♠❡t❛❧s ✐♥ ❛♥② ❜❛♥❞ t❤❡♦r②✳
❈♦♥tr❛st✐♥❣❧②✱ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳❬✶✸✼❪ ❲❡
t❤✐♥❦ t❤❛t ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦♦ s❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❆ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ♦♥ ❝❧❡❛♥ s❛♠♣❧❡s ✐s ❧❛❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❲❡
s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛❦❡s ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s
✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

✺✳✹ ❙tr❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❆♠♦♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❢♦r ❜♦r♦♥
❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❧♦✇ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❇13❈2 ✐s t❤❡ ❢❛✈♦✉r✐t❡ ♦♥❡✳ ❆s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ❇12 ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡
❈✲❇✲❈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠❛❦❡s ✐t ♠❡t❛❧❧✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ❇4❈
✐s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✳ ❇13❈2 ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❇4❈ ❝r②st❛❧ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡
❤♦❧❡ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❛♥② ❜❛♥❞ t❤❡♦r② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❉❋❚ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❇13❈2 ✐s ❛ ♠❡t❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐
❧❡✈❡❧ ❛r❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♦✉r ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝
✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❜ ✐♥✐t✐♦✳❬✻✱
✾✶❪ ❇② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✽✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ✵✳✾ ✐♥ ▼❣❇2✳❬✻❪ ❚❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❞❡♥s✐t②



✼✷
❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊

❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ st❛❜❧❡ ❬✶✸✹❪ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t T = ✵ ❑✱ E f

✭♠❡❱✴❛t♦♠✮✳ ❋✐rst ❝♦❧✉♠♥ ✿ ♠♦❞❡❧ ♥❛♠❡ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❙❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✿
❝❛r❜♦♥ ❝♦♥t❡♥t✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ polar ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ✭r❡s♣✳ ❝❤❛✐♥✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭r❡s♣✳ ♦✉t
♦❢✮ ❜r❛❝❦❡ts✳ ❱ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ✈❛❝❛♥❝②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✿ E f ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ▲❉❆
❢♦r ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ α✲❇12 + ❞✐❛♠♦♥❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
♦❢ ♣✉r❡ ❝❛r❜♦♥ ♦r ❜♦r♦♥ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳

▼♦❞❡❧ ❛t✳ ✪ ❈ ▼❛t❡r✐❛❧s ❚❤✐s ✇♦r❦ ❚❤❡♦r② ❊①♣✳

✶✵✵ ●r❛♣❤✐t❡ ✲✷✹[1]❀✵[2] ✲✸✺±✶✵[5]

✶✵✵ ❉✐❛♠♦♥❞ ✵
✷✶✳✹ ✭❇11❈p✮❈✲❱✲❈ ✲✶✺ ✲✶✶[2]

Polar ✷✵ ❇4❈p ✲✶✷✶ ✲✶✶✷[2]✱✲✶✵✾[3][4] ✲✽✽±✸[6]

✭✶✶✾±✷✹✮[7]

✶✻✳✼ ✭❇11❈p✮❈✲❇✲❈✰✭❇12✮❈✲❇✲❈ ✲✾✹ ❬✲✾✷✱✲✽✹❪[4]

✶✹✳✸ ✭❇12✮❈✲❱✲❈ ✲✷✵ ✲✸✺[2]❀ ✲✸✸[4]

✶✸✳✸ ✭❇12✮❈✲❇✲❈ ✲✼✹ ✲✽✶[2]✱ ✲✼✾[4]

✵ α✲❇12 ✵ ✵[2]

❬✶❪ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇✐t❤ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s✱ ❘❡❢✳ ❬✶✶✸❪✳
❬✷❪ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛♥❞ α✲❇12 ✐♥ ●●❆✱ ❘❡❢✳ ❬✹✺❪✳
❬✸❪ ▲❉❆✱ ❘❡❢✳ ❬✶✸✷❪✳
❬✹❪ ●●❆✱ ❘❡❢✳ ❬✶✷✵❪✳ ❙q✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢♦r E

f ✳
❬✺❪ ❈✐t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✶✸❪✳
❬✻❪ ❊♥t❤❛❧♣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ✵ ❑❬✶✸✽❪✳
❬✼❪ ❊♥❡r❣② ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛♠❜✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❘❡❢✳ ❬✶✸✾❪✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✇✐t❤ E f
B4C

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ▲❉❆ ❢♦r ❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❇4❈p + ❞✐❛♠♦♥❞ ❢♦r ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✵
✪✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❇4❈p✰α✲❜♦r♦♥ ❢♦r ❛ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✵ ✪✳

▼♦❞❡❧ ❛t✳ ✪ ❈ ▼❛t❡r✐❛❧s ❊f
B4Cp+α−B12

∆❊f
B4Cp+diamond

✷✶✳✹ ✭❇11❈p✮❈✲❱✲❈ ✶✵✹
Polar ✷✵ ❇4❈p ✵ ✵

✶✻✳✼ ✭❇11❈p✮❈✲❇✲❈✰✭❇12✮❈✲❇✲❈ ✼
✶✹✳✸ ✭❇12✮❈✲❱✲❈ ✻✻
✶✸✳✸ ✭❇12✮❈✲❇✲❈ ✼



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ❖◆ ❚❍❊
❙❚❆❇■▲■❚❨ ❖❋ ❇❖❘❖◆ ❈❆❘❇■❉❊❙ ✼✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❯♥st❛❜❧❡ ❬✶✸✹❪ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② E f ✭♠❡❱✴❛t♦♠✮
❢r♦♠ α✲❇12 + ❞✐❛♠♦♥❞✳ ❙q✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢♦r ❊f ✳
❈♦❧✉♠♥ ✶ ✿ ♠♦❞❡❧ ♥❛♠❡ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ♦r r♦✇ ♥✉♠❜❡r✳ ❈♦❧✉♠♥ ✷ ✿ ❝❛r❜♦♥
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❈♦❧✉♠♥s ✸ ❛♥❞ ✹ ✿ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❱ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ✈❛❝❛♥❝②✳ ❈♦❧✉♠♥ ✺ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✻ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ t❤❡
✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❛t♦♠ ❛t ✐ts ❝❡♥tr❡✳

▼♦❞❡❧ ♦r ❛t✳ ✪ ❈❤❛✐♥ ■❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ■♥t❡r✲ ■❝♦✳ ❚❤✐s ❚❤❡♦r②
r♦✇ ♥✉♠❜❡r ❈ st✐t✐❛❧ ❝❡♥t❡r ✇♦r❦

✷✻✳✼ ❈✲❇✲❈ ❇10❈2 ✶✶✼

✭r♦✇ ✷✮ ✷✵ ✭❈✲❇✲❈✮2 ❇11❈
p✰❇11❈

p′

❬✲✶✶✼✱✲✽✶❪ ❬✲✶✵✾✱✲✼✵❪[1]

❇✐♣♦❧❛r ✷✵ ✭❈✲❇✲❈✮2 ❇10❈2
p✰❇12 ✲✶✶✸

❊q✉❛t♦r✐❛❧ ✷✵ ❈✲❇✲❈ ❇11❈
e ✲✽✹ ✲✼✹[1]

❈❤❛✐♥ ✷✵ ❈✲❈✲❈ ❇12 ✲✸✽
❉✐s♦r❞❡r❡❞ ✷✵ ❈✲❈✲❇ ❇11❈

p ✺✺
❝❤❛✐♥

❇✲r✐❝❤ ❝❤❛✐♥ ✷✵ ❈✲❇✲❇ ❇10❈
p
2 ✶✷✼

✭r♦✇ ✽✮ ✶✽✳✽ ❈✲❇✲❈ ❇12 ❈ ✻✹✽

✶✺✳✹ ❈✲❱✲❱ ❇11❈
p ✶✹✹[2]

✶✹✳✸ ❈✲❇✲❱ ❇11❈
p ✹✽[2]

✶✹✳✸ ❇✲❱✲❈ ❇11❈
p ✻✷[2]

✶✸✳✸ ❇✲❇✲❈ ❇11❈
p ✹✺[2]

✭r♦✇ ✶✸✮ ✶✷✳✺ ❈✲❇✲❈ ❇12 ❇ ✹✾
✭r♦✇ ✶✹✮ ✶✷✳✺ ❈✲❇✲❈ ❇12 ❇ ✺✵✹

✶✷✳✺ ♥♦♥❡ ❇11❈✰❇10❈2 ✺✼✾
✶✶✳✶ ❈✲❇✲❈ ❇11❈✰❇12 ✾✸

✭r♦✇ ✶✼✮ ✶✵✳ ❈✲❱✲❈ ❇12 ❇6 ✸✺✺

✽✳✸ ♥♦♥❡ ❇11❈
p ✶✷✼[2]

✼✳✼ ❇✲❱✲❱ ❇11❈
p ✷✶✷[2]

✼✳✼ ❱✲❇✲❱ ❇11❈
p ✷✶✷[2]

✼✳✹ ❈✲❇✲❈ ❇12✰❇12 ✼✺

✼✳✶ ❈✲❇✲❱ ❇12 ✻✺[2]

✼✳✶ ❇✲❱✲❈ ❇12 ✻✼[2]

✼✳✶ ❇✲❇✲❱ ❇11❈
p ✶✶✾[2]

✼✳✶ ❇✲❱✲❇ ❇11❈
p ✶✶✾[2]

✻✳✼ ❈✲❱✲❱ ❇12 ✼✼[2]

✻✳✼ ❇✲❇✲❈ ❇12 ✶✹[2]❀ ✶✻[1]❀ ✲✺✽[3]❀

✻✳✼ ❇✲❇✲❇ ❇11❈
p ✼✺[2]

❬✶❪ ●●❆✱ ❘❡❢✳ ❬✶✷✵❪✳
❬✷❪ ❋r♦♠ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛♥❞ ❇12 ✐♥ ●●❆✱ ❘❡❢✳ ❬✹✺❪✳
❬✸❪ ▲❉❆✱ ❘❡❢✳ ❬✶✸✷❪✳
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♦❢ st❛t❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊❧✐❛s❤❜❡r❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✱
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♠♦st❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳

❚❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
♥♦✇ ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✹✵✱ ✶✹✶❪ ■♥ ♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐♥
▼❝ ▼✐❧❧❛♥ ❢♦r♠✉❧❛✳❬✻❪ ❲❤❡♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❛❦❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
▼❣❇2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✼✳✻ ❑✱ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡
✸✵✳✼ ❑ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ▼❣❇2✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ❇13❈2 ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❚❝ ♦❢ ▼❣❇2✱ ❛♥❞ t❤❛t s✉♣❡r❝♦♥✲
❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❇12 ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
s②♥t❤❡s✐s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts
t♦ ❤❡❛✈✐❧② ❞♦♣❡❞ α✲❜♦r♦♥✱ ✐ts ❚❝ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❚❝ ♦❢
❤❡❛✈✐❧② ❞♦♣❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞✱ s✐❧✐❝♦♥ ♦r s✐❧✐❝♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✱ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❉❋❚✲▲❉❆ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇13❈2 ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
✭❡❱✮ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ P❤♦♥♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❇13❈2 ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻❪✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✿ t♦t❛❧
❉❖❙✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✿ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳
❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✿ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛❝t✉❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇4❈✳ ❖❜✲
s❡r✈❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ◆▼❘ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r ♠♦❞❡❧ ✿
♦♥❡ ❇11❈p ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❈✲❇✲❈ ❝❤❛✐♥ ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝t✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ s✉❜st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r s✐t❡✱ ✐s ❛ ❇10❈

p
2 ✐❝♦s❛❤❡❞r♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ◆▼❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❇12 ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❣r❡❡♠❡♥t ♠♦r❡♦✈❡r ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❣r❡❛t ❝♦♥✜✲
❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉❋❚ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ ✷✵✪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t ✈❡r② ❢❡✇ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❜❡✐♥❣
♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❜❧♦❝❦s ❢♦r ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❛t ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❧♦✇❡r
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✿ ❊❧✐❛s❤❜❡r❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✻❪✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✿
❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

t❤❛♥ ✷✵✪✳ ❚❤✐s ❣♦❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ✐♥tr✐♥s✐❝ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ str✉❝t✉r❡✳
❘❛t❤❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❇4❈p + α✲
❜♦r♦♥ ♦r ❇4❈p + ❞✐❛♠♦♥❞✳ ❇② s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❝t✉❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝❧❡❛♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜♦r♦♥
❝❛r❜✐❞❡s ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✵✪✳

▲❛st❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✐♥ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ♠❡t❛❧✱ ❇13❈2✱ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ▼❣❇2✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❤❡❛✈✐❧② ❞♦♣❡❞ α✲❜♦r♦♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❤❡❛✈✐❧② ❞♦♣❡❞ s✐❧✐❝♦♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇♥ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✱ t❤❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
✇❛②s ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ✇❤✐❝❤ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹ ♦❢ t❤✐s ❍❉❘ t❤❡s✐s✱ ■ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ t♦♦❧s
❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t♦ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts t❤❛t s❤♦✇s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr❛
❛♥❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✳ ■ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♦①✐❞❡s✳
■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛❝❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣❤♦t♦❡✲
♠✐ss✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ ✐ts ❛❝t✉❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t
❛❜♦✉t t❤❡ ❆❘P❊❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❝✉♣r♦✉s ♦①✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳ ❬✷✾❪ ■ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛t✉r✐t②✱ ❛ ❧♦t ❛
✇♦r❦ ✐s st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t✉r✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♣❤♦t♦❝✉rr❡♥t✱ ❞❡s♣✐t❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❬✶✹✷❪✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲❝✐t❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ✜rst❧② t♦
r❡❛❝❤ ❛ ❞❡❡♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ s❡❝✲
♦♥❞❧② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✉♥❞❡r ❛♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇❤② t❤❡② ❞♦ s♦✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ■ ❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s✱ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ■ ❛♠ ❛ s♣❡✲
❝✐❛❧✐st ♦❢✳ ■ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦
♦❝❝✉r ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ❤♦✇ s✉❝❤ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣
❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ✇❤② t❤❡② ❞r❛st✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♦♥❣♦✐♥❣ ✇✐t❤ ❉r✳ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✳ ■♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ❜② t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❚❤❡ t❤✐r❞ s✉❜❥❡❝t ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❢✉t✉r❡ ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲
♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤✐s t♦♣✐❝s ❛s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐✲
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❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳❬✺✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✶✹✸❪ ❖♥❣♦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❆❈❈❆❚❚❖◆❊ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✱ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡
♠❛t✉r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
s♦♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❉❘ t❤❡s✐s ♦❢ ♠② ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦r ❉r✳ ❏❡❧❡♥❛ ❙❥❛❦st❡✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❤♦♥♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r
❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t
st❡♣ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦♥♦♥ ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ✭❧♦♥❣
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮ ❛♥❞ t❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s ♦❢ ■✉r✐✐ ❚✐♠r♦✈ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✇♦r❦✐♥❣✳ ■ ❤♦♣❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝✐t❡❞ ❛s t❤❡② t❤♦✉❣❤t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡✱ ❛♥❞ ■
❛♣♦❧♦❣✐③❡ ✐❢ t❤✐s ✐t ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ■ ❞❡❡♣❧② t❤❛♥❦ Pr♦❢❡ss♦r ❯❧❢ ✈♦♥ ❇❛rt❤ ❢♦r
❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❛♥❞ ❏✐❧❧ ❈♦tt✐♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❊♥❣❧✐s❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❯❧❢ ✈♦♥ ❇❛rt❤✱ Pr♦❢✳ ●✐✉❧✐❛ ●❛❧❧✐
❛♥❞ ❉r✳ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉❡❧❡r✉❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t
❛♥❞ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ❥✉r② ♦❢ t❤✐s ❍❉❘✳ ■ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ▼❛r✐❛ ❈❤❛♠❛rr♦
❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❝❤❛✐r t❤❡ ❥✉r②✱ ❛♥❞ ❉r✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❈♦❧❧✐❡① ❛♥❞ ❉r
●✉✐❧❧❛✉♠❡ P❡t✐t❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❥✉r② ♦❢ t❤✐s ❍❉❘✳
■ t❤❛♥❦ ❉r✳ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P❡t✐t❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s
■rr❛❞✐és✱ ❢♦r ❤✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛st ♥✐♥❡ ②❡❛rs✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛

❩✐r❝♦♥✐✉♠ ❞✐♦①✐❞❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ ❩r✲❖ ❬✶✹✹✱ ✶✹✺❪✳

❩✐r❝♦♥✐❛ ✭❩r❖2✮ ✐s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤
str❡♥❣t❤ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ✐ts ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ st❛t✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ε0 ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ❬✶✹✻❪✳ ❩✐r✲
❝♦♥✐❛ t❤✉s s❤♦✇s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉s❡s ✐♥
❝❡r❛♠✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ str❡♥❣t❤❡♥ ❙✐❈ ❝❡r❛♠✐❝s ❬✶✹✼❪✮✱ ♦r ❛s
❛♥ ♦①②❣❡♥ s❡♥s♦r ✐♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s ❬✶✹✽❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t
❝❛t❛❧②t✐❝ s✉♣♣♦rt ♠❡❞✐✉♠ ❬✶✹✾❪✳ ■t ✐s ♥♦✇ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❤❛❢♥✐❛✱
❛s ❛ ❣❛t❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ♠❡t❛❧✲♦①✐❞❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡✈✐❝❡s ❬✶✺✵✱ ✶✺✶❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ③✐r❝♦♥✐❛ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❛❞✐❛t✐♦♥✲r❡s✐st❛♥t ❝❡r❛♠✐❝s
❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥ ❬✶✺✷✱ ✶✺✸❪✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥❞✉str②✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣❛ss✐✈❛t✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥
✐♥❣r❡ss ✐♥ ♣r❡ss✉r❡ t✉❜❡s✳ ❆ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❩r❖2 ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐ ✭♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r❧② ❛❝t✐♥✐❞❡s✮✱ ❛♥❞ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ t♦ ❢♦r❝❡ ❛ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❢♦r♠
♥♦♥✲r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞♦♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛♥❞ ②❡t st❛❜❧❡ ③✐r❝♦♥✐❛ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤s
♦❢ ♣✉r❡ ③✐r❝♦♥✐❛ ✭❝✉❜✐❝✱ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♦r ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡s✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r
♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♦①✐❞❡s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
st✉❞✐❡s✳

❆t ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡s✱ ③✐r❝♦♥✐❛ ❞✐s♣❧❛②s t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ✿ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝✱ t❡tr❛❣♦♥❛❧
❛♥❞ ❝✉❜✐❝✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛✱ ❛ ❜❛❞❞❡❧❡②✐t❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❛ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ✐s st❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✶✹✽✵ ❑ ❬✶✺✹❪✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝
✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r ❩r❖2 ✉♥✐ts ✭♠✲❩r❖2✱ ❋✐❣✳ ❆✳✶✭❝✮✮✳ ❆t ✶✹✽✵ ❑✱ ♠♦♥✲
♦❝❧✐♥✐❝ ③✐r❝♦♥✐❛ ✭♠✲❩r❖2✮ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠❛rt❡♥s✐t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦
tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ❬✶✺✺❪ ✭t✲❩r❖2✱ ❋✐❣✳ ❆✳✶✭❜✮✮✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ✷✻✺✵ ❑✱ ❛ ❞✐s♣❧❛❝✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t✲❩r❖2 ❛♥❞
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t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✢✉♦r✐t❡ ♣❤❛s❡ ✭c✲❩r❖2✱ ❋✐❣✳ ❆✳✶✭❛✮✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬✶✺✹✱ ✶✺✻❪✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡♥ st❛❜❧❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✾✽✸ ❑ ❬✶✹✹❪✳

❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠ ❛t♦♠ ✐s Z ❂ ✽ ✐♥ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞
t❡tr❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ Z ❂ ✼ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡✳

■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ r✉t✐❧❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ Z ❂ ✻✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ st❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❚✐❖2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐s♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇✐t❤ ③✐r❝♦♥✐❛✳ ■ ✉s❡❞
t❤❡ r✉t✐❧❡ ♣❤❛s❡ ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ③✐r❝♦♥✐❛
❛♥❞ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡ ♦❢
③✐r❝♦♥✐❛✳

■♥ ♠② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✿ t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱
t❤❛♥ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝✉❜✐❝ ♦♥❡ ❬✷✹❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ●✳ ❩❛♥✲
③♦tt♦ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❞r❛✇♥ ♠② ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
♦rt❤♦r♦♠❜✐❝ ♣❤❛s❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦✲
❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ♦♥❡ ❬✶✺✼❪✳ ❖♥❡
❝♦✉❧❞ t❤❡♥ s✉s♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♦rt❤♦r♦♠❜✐❝ ♣❤❛s❡ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛s ❛♥ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ✭♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝✱ ♦rt❤♦r♦♠❜✐❝✱ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞
❝✉❜✐❝ ❝r✐st❛❧✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r❞❡r ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝✱ t❤❡♥ t❡tr❛❣♦♥❛❧
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝✉❜✐❝ ♣❤❛s❡✳

▼② ♣❡rs♦♥❛❧ ✈✐❡✇ ✐s t❤❛t ❉❋❚ ❢❛✐❧s ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s s♦♦♥ ❛s ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r❡s ❝r✐st❛❧ ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ■ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❩r✱ ❚✐✱ ❚✐❖2✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❩r❖2✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❧❛r✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❉❋❚ ❢❛✐❧s ✭❛❧s♦✮
✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛✱ ♦r ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ ✬❣✉❡ss✬ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✇❤❡♥ r❛✐s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡①
s②st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ♦❢ ❉❋❚✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ❢♦✉r ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ③✐r❝♦♥✐❛✳ ✭❛✮
❝✉❜✐❝ ❩r❖2❀ ✭❜✮ t❡tr❛❣♦♥❛❧ ❩r❖2❀ ✭❝✮ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❩r❖2❀ ✭❞✮ ③✐r❝♦♥✐❛ ✐♥ t❤❡
❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ r✉t✐❧❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❛r❣❡ s♣❤❡r❡ ✿ ③✐r❝♦♥✐✉♠ ❛t♦♠✳ ❙♠❛❧❧ s♣❤❡r❡ ✿
♦①②❣❡♥ ❛t♦♠✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦①②❣❡♥ s✐t❡s ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛❞❡s✳ ❋r♦♠ ❬✷✹❪✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❆ ❦❡② r✉❧❡✿ ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡

■♥ t❤✐s ❛♥♥❡① ■ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❋❡r♠✐✬s ❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡✳

❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s ♥♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ❢♦r ♦✉r s②st❡♠ t♦ ♠❛❦❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
|ψ

(0)
nk > t♦ ❛♥♦t❤❡r ✜♥❛❧ st❛t❡ |ψf > ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢✳ ❬✻✻❪✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ❜❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ❛♥❞ ❛❞✐❛❜❛t✲
✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤❡❞ ❛t t✐♠❡ t = −∞ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ~ω✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛t
✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ε(0)

nk ✱ ✐✳❡✳ a
(0)
nk = 1 ❛♥❞

a
(0)
pk′ = 0 ❢♦r p 6= n ♦r k′ 6= k✳

❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ✐♥ ❡q✳ ✷✳✶✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❛r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t
♦♥❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ε(0)

f = ε
(0)
nk + ~ω✳

❚❤❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ✷✳✶✵ t❤❡♥ r❡❛❞s

a
(1)
f (t) =

−i

~

∫ t

t0=−∞

e−i(ε
(0)
nk

−ε
(0)
f

) τ

~ < ψ
(0)
f |F q †|ψ

(0)
nk > e−iωteαtdτ , ✭❇✳✶✮

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

a
(1)
f (t) =

e−i(ε
(0)
nk

−ε
(0)
f

+~ω+i~α) t
~

ε
(0)
nk − ε

(0)
f + ~ω + i~α

< ψ
(0)
f |F q †|ψ

(0)
nk > . ✭❇✳✷✮

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ψ(0)
nk t♦ st❛t❡s ψ(0)

f ✇❤♦s❡
❡♥❡r❣② ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ dνf r❡❛❞s

dwf ;nk = |a
(1)
f (t)|2dνf , ✭❇✳✸✮

✇❤❡r❡

|a
(1)
f (t)|2 =

| < ψ
(0)
f |F q †|ψ

(0)
nk > |2e2αt

(ε
(0)
nk − ε

(0)
f + ~ω)2 + (~α)2

. ✭❇✳✹✮
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❖♥❡ ❤❛s

d |a
(1)
f (t)|2

dt
dνf =

2α| < ψ
(0)
f |F q †|ψ

(0)
nk > |2e2αt

(ε
(0)
nk − ε

(0)
f + ~ω)2 + (~α)2

. ✭❇✳✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

limx→0
x

π(ǫ2 + x2)
= δ(ǫ), ✭❇✳✻✮

♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t

limα→0
d |a

(1)
f (t)|2

dt
=

2π

~
| < ψ

(0)
f |F q †|ψ

(0)
nk > |2δ(ε

(0)
nk − ε

(0)
f + ~ω) ✭❇✳✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❛r t✐♠❡ ✉♥✐t ❛♥❞ ♣❛r st❛t❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❋❡r♠✐✬s
❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡

dwf ;nk

dνf

=
2π

~
| < ψ

(0)
f |F q †|ψ

(0)
nk > |2δ(ε

(0)
nk − ε

(0)
f + ~ω) ✭❇✳✽✮



❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐t❛❡ ❞❡ ◆✳ ❱❛st ✭❋r✮
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◆♦♠ ✿ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❆❙❚
P♦st❡ ✿ P❤②s✐❝✐❡♥♥❡✱ ❈❤❡r❝❤❡✉r❡

❊①♣❡rt s❡♥✐♦r ❈❊❆
❆❣❡ ✿ ✹✸ ❛♥s
■♥❞✐❝❡ ❍ ✿ ✶✷ ✭❛✉ ✽ ❛✈❡✐❧ ✷✵✵✾✮
❍❉❘ ✿ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ♣ré✈✉❡ ❧❡ ✶✸ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾
❊♠❛✐❧ ✿ ♥❛t❤❛❧✐❡✳✈❛st❅♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳❡❞✉
❚❡❧✳ ✿ ✰✸✸ ✶ ✻✾ ✸✸ ✹✺ ✺✶

■✳ ❉♦♥♥é❡s ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡s ■■✳ ❊t❛t ❝✐✈✐❧
❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ✿ ❈❊❆ ✲ ❉❙▼ ✲ ■❘❆▼■❙ ▲✐❡✉ ❞❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ✿ ▲✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡

▲❛❜♦✳ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s ■rr❛❞✐és ◆❛t✐♦♥❛❧✐té✿ ❋r❛♥ç❛✐s❡
❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡

■■■✳ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬❡①♣❡rt✐s❡
P❤②s✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ▼❛t✐èr❡ ❈♦♥❞❡♥sé❡
❊t✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
▼ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭❉❋❚✮✱
❤tt♣✿✴✴♥♦❜❡❧♣r✐③❡✳♦r❣✴♥♦❜❡❧❴♣r✐③❡s✴❝❤❡♠✐str②✴❧❛✉r❡❛t❡s✴✶✾✾✽✴❦♦❤♥✲❧❡❝t✉r❡✳❤t♠❧

❡t ❛✉✲❞❡❧à ✭❡✛❡ts à ◆✲❝♦r♣s✮ ♣♦✉r

• ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
• ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❞és❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥ ✲ ♣❤♦♥♦♥

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡ ❈❊❆✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ✿

• ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ t✐t❛♥❡ ❡t ❞✉ ③✐r❝♦♥✐✉♠
• ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞❡s ♦①②❞❡s ❞❡ ♠ét❛✉① ♥♦❜❧❡s ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❚✐❖2✱
❩r❖2✱ ❈✉2❖ ♣❛r ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ♣❤♦t♦é♠✐ss✐♦♥✱
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡

• ❧❡s s♦❧✐❞❡s r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦r❡
• ❧❡s ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡s

❙♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡ ❡t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦r❡

■❱✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥
✶✸ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❞✐r✐❣❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✳ ❡t ▼✳ ❈✉r✐❡
✶✾✾✹✲✶✾✾✽ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ✭P❛r✐s ❱■✮

❙❝✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✭♠❡♥t✐♦♥ ❢é❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ❥✉r② à ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té✮
✶✾✽✼✲✶✾✽✽ ❉✐♣❧ô♠❡ ❞✬ét✉❞❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s

❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲✐❧❧❡ ■✱ ❝✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❱✐❧❧❡♥❡✉✈❡ ❞✬❆s❝q✱ ❋r❛♥❝❡
P❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t s♦❧✐❞❡ ✭♠❡♥t✐♦♥ ❜✐❡♥✮

✶✾✽✸✲✶✾✽✽ ❉✐♣❧ô♠❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ■❙❊◆✱ ■♥st✐t✉t ❙✉♣ér✐❡✉r ❞✬❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✉ ◆♦r❞✱
▲✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❖♣t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t s♦❧✐❞❡✳
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❱✳ P❛r❝♦✉rs ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧
✷✵✵✽✲ ❊❝❤❡❧♦♥ ❊✺ ❞✉ ❈❊❆ ✭éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✮
✷✵✵✼✲ ❊①♣❡rt s❡♥✐♦r ❈❊❆
✷✵✵✵✲ ❈❤❡r❝❤❡✉r à ❈❊❆✲❉❙▼✲❉❘❊❈❆▼✲▲❙■
✶✾✾✶✲✷✵✵✵ ❈❤❡r❝❤❡✉r à ❈❊❆✲❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▼✐❧✐t❛✐r❡s

❈❡♥tr❡ ❞✬❊t✉❞❡s ❞❡ ▲✐♠❡✐❧✲❱❛❧❡♥t♦♥ ♣✉✐s ❞❡s ❇r✉②èr❡s ❧❡ ❈❤ât❡❧
❈❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ✿ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❈❛r P❛r✐♥❡❧❧♦✱ str✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞❡ rés❡❛✉

✶✾✾✺✲✶✾✾✼ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼❛r♥❡ ▲❛ ❱❛❧❧é❡✱ ❈❤❛♠♣s s✉r ▼❛r♥❡
❚r❛✈❛✉① ❞✐r✐❣és ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✹✵ ❤❡✉r❡s✴❛♥✮

❱■✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s

✲ ❈❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❥✬❛✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥ é❧❡❝tr♦♥ ❡①❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
q✉✐ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❤♦♥♦♥s ❞❡ ❝♦✉rt❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳
◗✉❛tr❡ ❛rt✐❝❧❡s ♦♥t été é❝r✐ts ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛✈❡❝ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱
♣♦st❞♦❝✱ ❡t ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té Pé❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❚♦♠s❦✱
❘✉ss✐❡✱ ✈✐s✐t❡✉r ❛✉ ▲❙■✳

❖r✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡st ré❞✉✐t❡✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♥❛♥♦♠étr✐q✉❡✱ ❧❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❞❡✈✐❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt
t❤❡r♠✐q✉❡✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉① ♣❤♦♥♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ♥♦s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❋✳ ▼❛✉r✐ ❡t ▼✳ ▲❛③③❡r✐✱ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ▼✐♥ér❛❧♦❣✐❡ ❡t
❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡s ▼✐❧✐❡✉① ❈♦♥❞❡♥sés✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■ P✳ ❡t ▼✳ ❈✉r✐❡✱ ❡t
◆❛t❛❧✐♦ ▼✐♥❣♦✱ ❞✉ ❈❊❆✲▲■❚❊◆✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t
❆◆❘✲P◆❆◆❖✷✵✵✽ ❆❈❈❆❚❚❖◆❊✳

✲ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① à ❜❛s❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❛ ♠❡♥é à ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖s❛❦❛✱
❏❛♣♦♥✱ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝❡s s♦❧✐❞❡s s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ❏❡ ✈❛✐s r❡❝❡✈♦✐r ❧❡
❞♦❝t♦r❛♥t ♥✐♣♣♦♥ ❍✳ ❉❡❦✉r❛ ❛✉ ▲❙■ ❝✐♥q ♠♦✐s ❡♥ ✷✵✵✽✲✷✵✵✾✳ ▲❡
❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ■✉r✐✐ ❚✐♠r♦✈ ❡st ♣ré✈✉ à ❧❛ r❡♥tré❡ ✷✵✵✾✱ s♦✉s
rés❡r✈❡ ❞❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

✲❊♥✜♥✱ ❥❡ s✉✐s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡s
❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❥❡ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❛t ❉●❆ ♣♦✉r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ t❡♥✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♣r♦❣rès ❡st ❡♥
❝♦✉rs s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❧❛❝✉♥❡s ❞❛♥s ❧❛ t❡♥✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ❞♦♥t
❧✬ét✉❞❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡♥é❡ ❛✈❡❝ ❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✳

❱■■✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ P◆❆◆❖✲✷✵✵✽ ❆❈❈❆❚❚❖◆❊ ✭✷✵✵✾✲✷✵✶✷✮✱
✲❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ▲❙■✳

❉❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ◆❆◆❖◗❯❆◆❚❆ ✭✷✵✵✹✲✷✵✵✼✮✱
✲ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❡t ❛✉① r❡✈✉❡s ❞❡ ♣r♦❥❡t à ❇r✉①❡❧❧❡s
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♠t✳②♦r❦✳❛❝✳✉❦✴♥❛♥♦q✉❛♥t❛✳



✾✵ ❆PP❊◆❉■❳ ❈✳ ❈❯❘❘■❈❯▲❯▼ ❱■❚❆❊ ❉❊ ◆✳ ❱❆❙❚ ✭❋❘✮

❙✉✐t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✿

❉❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ◆❆◆❖◗❯❆◆❚❆✱

✲P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✹ éq✉✐♣❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
✧■s♦❧❛t❡ ❛ ✵✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ✳✳✳✮ ❛♥❞ ❝♦♥q✉❡r ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✧✳

✲❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ❯✳ ❱♦♥ ❇❛rt❤ ❡t ❏✳ ❙❥❛❦st❡✮ s✉r ✧s♦❝✐❡t② ✐ss✉❡s✧✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✧❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
s♦❝✐❡t❛❧ ✐ss✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♥❞❡r ❜❛❧❛♥❝❡✱ ❡t❤✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✱ s❝✐❡♥t✐✜❝ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
❢❛♠✐❧② ✐ss✉❡s✱ ❝♦♥tr❛❝t q✉❡st✐♦♥s✱ ♠❡♥t♦r✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t tr❛✐♥✐♥❣✱ ❛❧❧ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝❛r❡❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ②♦✉♥❣ r❡s❡❛r❝❤❡rs✧✳

❱■■■✳ ❘❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

❈♦♥tr❛ts

✲ ❈♦♥tr❛t ❆◆❘ P◆❆◆❖ ✷✵✵✽ ❆❈❈❆❚❚❖◆❊✱ ✧❆❜ ✐♥✐t✐♦ ❈♦✉♣❧❡❞ ❈❤❛r❣❡ ❆♥❞ ❚❤❡r♠❛❧
❚r❛♥s♣❖rt ✐♥ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❊s✧✳ ❋✐♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦st❞♦❝ ✸✵ ♠♦✐s✱ ✷✵✵✾✲✷✵✶✷ ✭❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✮✳

✲ ❈♦♥tr❛t ❉●❆ s✉r ✧❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❝❛r❜✉r❡s ❞❡ ❜♦r❡✧✳
❋✐♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦st❞♦❝✱ ✷✵✵✽✲✷✵✵✾ ✭❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✮ ❡t ✷✵✵✼✲✷✵✵✽ ✭❏✳ ❙❥❛❦st❡✮✳

✲ ❈♦♥tr❛t ❡✉r♦♣é❡♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ◆❛♥♦q✉❛♥t❛
❋✐♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦st❞♦❝ ❞❡ tr♦✐s ❛♥s✱ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❉❡❝✳ ✷✵✵✹✲✷✵✵✼✳

✲ P♦st❡s ❞✬❛❝❝✉❡✐❧ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈✐s✐t❡s ❞❡ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ♣❡♥❞❛♥t
✶✽ ♠♦✐s ré♣❛rt✐s s✉r ✷✵✵✹✲✷✵✵✾✳

✲ ❈♦♥tr❛t ❈❊❆✲❉❊◆✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❈P❘ ■❙▼■❘ ✲❈♦♥tr❛t Pr♦❣r❛♠♠❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
✧■❙♦❧❛♥ts✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥✧ s✉r ❧❡s ✧❡①❝✐t❛t✐♦♥sé❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ③✐r❝♦♥❡ ❩r❖✷✧✳
❋✐♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦st❞♦❝ ❞❡ ✷✹ ♠♦✐s✱ ✷✵✵✷✲✷✵✵✺ ✭P❤✳ ❇❛r❛♥❡❦✱ ▲✳ ❉❛s❤✮✳

✲ ❈❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡✱ ♣r♦❥❡t ❛✉ ❝♦♥s❡✐❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❞✉ ❈❊❆✲❉❙▼✱ ♣r♦❥❡t ♣✾✸✳
✧❙tr✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✿ ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✧✳

✲ ❉❡♣✉✐s ✷✵✵✽✱ ♣r♦❥❡t ✷✷✶✵ ❛✉ ●r❛♥❞ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ✭●❊◆❈■✮
✧❙tr✉❝t✉r❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ♣r♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✿ ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✧✳

❉✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❤ès❡ ✿

❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✿ ❞és❡①❝✐t❛t✐♦♥✐
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✱ ■✳ ❚✐♠r♦✈✱ ❞é♠❛rr❛❣❡ ♣ré✈✉ à ❧❛ r❡♥tré❡ ✷✵✵✾✳
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❙✉✐t❡ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✿
❈♦❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❤ès❡s ✿
✲ ❆❝❝✉❡✐❧ ❞❡ ❍✳ ❉❡❦✉r❛✱ ❞♦❝t♦r❛♥t ❞✉ ◆❛♥♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❈❡♥t❡r✱
❚❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ■♥❞✉str✐❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭■❙■❘✮✱ ❖s❛❦❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❏❛♣❛♥✱
❡♥✈♦②é ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❞✉ ❜♦r❡ ❡t ❞✉ ❜♦r❡ ❞♦♣é✱
✭◆♦✈ ✷✵✵✽✲❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✾ ❡t ❏✉✐♥✲❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾✮✳

❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ t✐t❛♥❡✱ ❱✳ ❚r✐♥✐té ◗✉éq✉❡t✱
❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✷✵✵✻✮✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♠♣r✐♠❡r✐❡✳♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳❢r✴❚❤❡s❡s✴❋✐❧❡s✴❚r✐♥✐t❡✳♣❞❢

❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙♦❧✐❞s✱ ❢r♦♠ ❙✐❧✐❝♦♥
t♦ ❈✉♣r♦✉s ♦①✐❞❡✿ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✱
❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✷✵✵✺✮✳

❙❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r
s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✱ ❙✳ ❇♦tt✐✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P❛✈✐❛✱ ■t❛❧✐❡ ✭✷✵✵✷✮✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
✸✷ ♣❛♣✐❡rs ❞❛♥s ❞❡s ❥♦✉r♥❛✉① à r❡❢❡r❡❡✭s✮✱ ❞♦♥t ✽ ❛rt✐❝❧❡s ❞❛♥s P❤②s✐❝❛❧
❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs ❡t ✽ ❛rt✐❝❧❡s ❞❛♥s P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✳
✷✶ ❛rt✐❝❧❡s ❞❡♣✉✐s ♠♦♥ à ❛rr✐✈é❡ à ❈❊❆✲❉❙▼✳

❇r❡✈❡ts ✿ ♥é❛♥t
▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ❥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ s♦♥t s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡ ●◆❯✳

■♥✈✐t❛t✐♦♥s ✿
❑❡②♥♦t❡ ❧❡❝t✉r❡ ❛✉ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ▼❡❡t✐♥❣ ❞✉ ✶✺è♠❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥ ■♥t❡r❝❛❧❛t✐♦♥ ❈♦♠♣♦✉♥❞s✱ ■❙■❈ ✶✺✱ à ❇❡✐❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❡✱ ✶✵✲✶✺ ▼❛✐ ✷✵✵✾✳

P❛♣✐❡r ✐♥✈✐té à ✧✶✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇♦r♦♥✱ ❇♦r✐❞❡s
❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ▼❛t❡r✐❛❧s✧✱ à ▼❛ts✉❡✱ ❏❛♣♦♥✱ ✼✲✶✷ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳

❘❡✈✉❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t à ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ✸è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ◆❛♥♦q✉❛♥t❛✱ ❆✉ss♦✐s✱ ✷✷ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✱ ❡①♣♦sés
❞é❧é❣✉és à ❏✳ ❙❥❛❦st❡ ✭▲❙■✮ ❡t ❆✳ ❈❛str♦ ✭❇❡r❧✐♥✮✳

❘❡♥❝♦♥tr❡ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❞✉ ●r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✧▼✐❝r♦ ❡t ◆❛♥♦t❤❡r♠✐q✉❡✧
▲②♦♥✱ ✻ ❏✉✐♥ ✷✵✵✼✱ ♦r❛❧ ✐♥✈✐té s✉r ✧❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ ét✉❞❡s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✧✳

❈♦♥❣rès ❛♥♥✉❡❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❢r❛♥ç❛✐s ♣♦✉r ❧❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s✿
❈❛❡♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✸✲✶✺ ▼❛rs ✷✵✵✼✱ ♦r❛❧ ✐♥✈✐té s✉r
✧❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ ét✉❞❡s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✧✳

✧▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❈♦✉rs❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✧✱
❚✉t♦r✐❛❧ ✧❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♠❛tt❡r ❛t t❤❡ ♥❛♥♦✲s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✧✱
❈❊❈❆▼ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✸✲✶✼ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✱ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ à ❞♦♥♥❡r ❞❡✉① ❝♦✉rs✳
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❙✉✐t❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s ✿

❘❡✈✉❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t à ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❊✉r♦♣é❡♥♥❡✱ ✷è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞✉ rés❡❛✉
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ◆❛♥♦q✉❛♥t❛✱ ❇r✉①❡❧❧❡s✱ ✷✸ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✱ ✉♥ ❡①♣♦sé s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
❞❡ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧✬❡q✉✐♣❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦✲❝♦♦r❞♦♥♥é❡✳

❲♦r❦s❤♦♣ ✧❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝✲s❝❛❧❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡s✧✱
▲✐❧❧❡✱ ✷✻✲✷✼ ❆✈r✐❧ ✷✵✵✻✱ ♦r❛❧ ✐♥✈✐té s✉r ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✿
❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛✧✳

❘❡✈✉❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t à ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ✶èr❡ ❛♥♥é❡
❞✉ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ◆❛♥♦q✉❛♥t❛✱ ❇r✉①❡❧❧❡s✱ ✸✵✲✸✶ ❆♦ût ✷✵✵✺✱
✉♥ ❡①♣♦sé s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ q✉❡ ❥❡
❝♦✲❝♦♦r❞♦♥♥❡ ❡t ✉♥ ❡①♣♦sé s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ s♦❝✐❛❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡✳

■❈❈▼❙❊ ✷✵✵✹✿ ✧■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡s
❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✷✵✵✹✱ ❱♦✉❧✐❣♠❡♥✐✲❑❛✈♦✉r✐✱ ●rè❝❡✱ ✶✾✲✷✸ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✱
❙②♠♣♦s✐✉♠ s✉r ✧♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♦✉t✲♦❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❝❡ss❡s✧✱ ❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞❡ ♣❡rt❡
❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳

❘❡♥❝♦♥tr❡ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ❘és❡❛✉ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✉r♦♣é❡♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❚r❛✐♥✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦
◆❆◆❖❆▼✱ P❛r✐s✱ ✺✲✼ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹✱ ❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ❧❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞❡ ♣❡rt❡
❞✬é♥❡r❣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳

❉■P❈ ❲♦r❦s❤♦♣ ✧▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛t s✉r❢❛❝❡s✧✱
❙❛♥ ❙❡❜❛st✐❛♥✱ ❊s♣❛❣♥❡✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✱ ❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ✧❆♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s✧✳

■❈❚P✲Ps✐❦ ✇♦r❦s❤♦♣ ✧❆❜✲✐♥✐t✐♦ ♠❛♥②✲❜♦❞② t❤❡♦r② ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✧✱
❚r✐❡st❡✱ ■t❛❧✐❡✱ ❆♦ût ✷✵✵✸✱❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ✧❆♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧✧✳

Pr♦❥❡❝t ■◆❚❆❙✱ ▼♦s❝♦✉✱ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✷✱ ❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ✧❆❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞s✧✳

❙é♠✐♥❛✐r❡ ✐♥✈✐té à ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ❞❡ P❛r✐s✱ ❈❤ât❡♥❛②✲▼❛❧❛❜r②✱ ❏✉✐♥ ✷✵✵✷✱ s✉r ❧❡s
▼ét❤♦❞❡s ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✧✳

❈♦♥❣rès ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣✱ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✶✳
❈♦❧❧♦q✉❡ ✧▼❛tér✐❛✉① ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①tr♠ês✧✱ ❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ✧❊t✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦
❞❡s ♠❛tér✐❛✉① s♦✉s ❤❛✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧✬ét❛✐♥✱ s♣❡❝tr❡
❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞✉ ❜♦r❡ ❛❧♣❤❛✧✳

❲♦r❦s❤♦♣ ✧❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ✜rst✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ♣❤②s✐❝s✧✱
▼✐r❛✢♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❙✐❡r❛✱ ❊s♣❛❣♥❡✱ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✵✱ ❡①♣♦sé ✐♥✈✐té s✉r ✧❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❇4❈ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✧✳
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■❳✳ ❊①♣❡rt✐s❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
❘❛♣♣♦rt❡✉r ❞❡s ❥♦✉r♥❛✉① ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧s ✿

◆❛t✉r❡ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱
P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ▲❡tt❡rs✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❇✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str②✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❊❧s❡✈✐❡r✮✱ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♠❛❣❛③✐♥❡✱
❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ P❤②s✐❝❛ ❇✱ ❙✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s ❛♥❞ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱
P❤②s✐❝❛ ❙t❛t✉s ❙♦❧✐❞✐ ❘❛♣✐❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ✱ ❍✐❣❤ Pr❡ss✉r❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭❚❛②❧♦r✫❋r❛♥❝✐s✮✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ✿ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ s❡r✐❡s✳

❘❛♣♣♦rt❡✉r ❞❡s t❤ès❡s ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ✿

✲ ▼✳ ❩❡♠③❡♠✐ ✧◆❛♥♦✲✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ▼❛t✐èr❡ ❯❧tr❛✲❉✉r❡✧
✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▼❛tér✐❛✉① ❡t P❤é♥♦♠è♥❡s ◗✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ✼✱ ✷✵✵✻✮✳

✲ ❙✳ ●❛❧❛♠✐❝✲▼✉❧❛♦❡r♦✈✐❝ ✧❊❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛
♦❢ r❛r❡ ❣❛s s♦❧✐❞s✧✱ ✭❚r✐♥✐t② ❝♦❧❧❡❣❡✱ ❉✉❜❧✐♥✱ ✷✵✵✹✮✳

❏✉r②s ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❞❡ ♠❛st❡r ✿

✲ ❊①❛♠✐♥❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❞✬❆✳ ◆❛ss♦✉r ✧❊t✉❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s
❛❧❧✐❛❣❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ■■✲❱■ ❡t ■■■✲❱ ✧✱ ✭❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❱❡r❧❛✐♥❡✱ ▼❡t③✱ ✷✵✵✽✮✳

✲ ❊①❛♠✐♥❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❞✬❊✳ ●❛✉❞r② ✧❙tr✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉✲t♦✉r ❞❡s
✐♠♣✉r❡tés ❞❛♥s ❧❡s ❣❡♠♠❡s ét✉❞✐é❡ ♣❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧s ❛❜ ✐♥✐t✐♦✧
✭❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✱ ✷✵✵✹✮✳

✲ ❊♥ ✷✵✵✼✱ ♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❥✉r② ♣rés✐❞é ♣❛r Pr♦❢✳ ▼✐❝❤è❧❡ ●✉♣t❛✱ ❞✉ ♠❛st❡r ■◆❙◆❚
✧▼❛tér✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❙tr✉❝t✉r❡s ❡t ❧✬❊♥❡r❣✐❡✧ s✉r ✧❘é❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥✐❝❦❡❧
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♦♥ ✉r❛♥②❧❡ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t❤é♦r✐q✉❡✧✱ ❡t s✉r
✧❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❡t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦①②❞❡s
❞✬✉r❛♥✐✉♠ ♣❛r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦✧✳

❈♦✲♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✿

❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✾✿ ✧❚❤❡r♠♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s♣♦rt✿ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞✱
♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✧✱ ❈❊❈❆▼✱ ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✉✐ss❡✳

❆♦ût ✷✵✵✽✿ ❏♦✉r♥é❡s ❞❡ ❧❛ ▼❛t✐èr❡ ❈♦♥❞❡♥sé❡ ❏▼❈✶✶✱ ❙tr❛s❜♦✉r❣
▼✐♥✐❝♦❧❧♦q✉❡ ✧▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✧✳

✷✵✵✷✲✷✵✵✺✿ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡✱ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ◆❆◆❖◗❯❆◆❚❆ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❡♥ ✷✵✵✺ ✿ ✧✹✵ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡❧❢✲❡♥❡r❣②✧
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢③✲❥✉❡❧✐❝❤✳❞❡✴✐✛✴●❲✷✵✵✺

✷✵✵✹ ✿ ✧Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r✧✱
❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✹✱ ●✐❢✲s✉r✲❨✈❡tt❡ ✭❋r❛♥❝❡✮✳
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❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡ts ✿

❘❛♣♣♦rt❡✉s❡ ❞❡ ❧✬❯❙ ❆r♠② ❘❡s❡❛r❝❤ ❖✣❝❡ s✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦r❡ ✭✷✵✵✻✮✳

❉❡♣✉✐s ✷✵✵✸✱ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦ss✐❡r ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s ❛✉ ●❊◆❈■ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
s✉r ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✉ ❈◆❘❙ ✭■❉❘■❙✮ ❡t✴♦✉ ❞❡ ❧✬❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r
✭❈■◆❊❙✮✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠✐té t❤é♠❛t✐q✉❡ P❤②s✐q✉❡✱ ❈❤✐♠✐❡ ❡t Pr♦♣r✐étés ❞❡s
▼❛tér✐❛✉① ✭❈❚✾✮✳

❳✳ ❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡

❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✧▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❈♦✉rs❡ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✧✱
❚✉t♦r✐❛❧ ✧❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♠❛tt❡r ❛t t❤❡ ♥❛♥♦✲s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱
♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✧✱ ❈❊❈❆▼ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✸✲✷✼ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✻✱
✐♥✈✐t❛t✐♦♥ à ❞♦♥♥❡r ❞❡✉① ❝♦✉rs ✭q✉❛tr❡ ❤❡✉r❡s✮✳

❊♥ ✶✾✾✺✲✶✾✾✼✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼❛r♥❡ ▲❛ ❱❛❧❧é❡
❚r❛✈❛✉① ❞✐r✐❣és ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✹✵ ❤❡✉r❡s✴❛♥✮

❙t❛❣✐❛✐r❡s r❡ç✉s ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s ■rr❛❞✐és ✿

✲ ◆❡✐s♠♦♥ ❋❛❤é✱ ✧❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠✧✱
st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✳ ❡t ▼✳❈✉r✐❡ ✧▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❡t
❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦rs ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✧✱ ▼❛rs✲❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✼
✭❝♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❏✳ ❙❥❛❦st❡ ❡t ◆✳ ❱❛st✮✳

✲ ❳❛❜✐❡r ❩✉❜✐③❛r❡tt❛✱ ✧❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ét❛ts ❞❡ s❡♠✐❝♦❡✉r ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❜❛♥❞❡s ❡t ét✉❞❡ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥✧✱ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ ✧▼❛tér✐❛✉①
❡t str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥❡r❣✐❡✧✱ ❋é✈r✐❡r✲❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✻
✭❝♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❏✳ ❙❥❛❦st❡ ❡t ◆✳ ❱❛st✮✳

✲ ❚✐♣❤❛✐♥❡ ❚❊❙❙❖◆✱ ✧❊t✉❞❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛❧ ❞❡ ③✐r❝♦♥✐✉♠ ❡t ❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ❩r❖2✧✱
st❛❣❡ ❞❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ▼❛✐✲❏✉✐♥ ✷✵✵✹
✭❝♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ▲✳ ❉❛s❤ ❡t ◆✳ ❱❛st✮✳

✲ ❏♦sé ❚❖❘❘❊❙✱ ✧❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ t✐t❛♥❡ ❚✐2❖3✧✱
st❛❣❡ ❞❡ ▼❛îtr✐s❡ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈✳ P❛r✐s ❙✉❞✱ ▼❛✐✲❏✉✐♥ ✷✵✵✹✳

✲ ❱✐r❣✐♥✐❡ ◗✉éq✉❡t✱ ✧❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ t✐t❛♥❡ ❚✐❖2✧✱
st❛❣❡ ❞✉ ❉❊❆ ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡s ▼❛tér✐❛✉① ✭P❛r✐s ✻✮ ❡t st❛❣❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❞❡
❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s✱ ▼❛✐✲❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✸✳

✲ ❘é♠✐ ❇r❛✐✈❡✱ ✧❊t✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ t✐t❛♥❡ ❚✐2❖3✧✱
❧✐❝❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛❣✐stèr❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬❖rs❛②✱ ✶❡r ♠❛✐✲✶✺ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✵✸✳

✲ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ✧❊t✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ❤étér♦str✉❝t✉r❡s ●❛❆s✴❆❧❆s✧✱ st❛❣❡ ❞✉ ❉❊❆ ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡s ▼❛tér✐❛✉① ✭P❛r✐s ✻✮
❡t st❛❣❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ❈❡♥tr❛❧❡ P❛r✐s✱ ▼❛✐✲❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✷✳



❆PP❊◆❉■❳ ❈✳ ❈❯❘❘■❈❯▲❯▼ ❱■❚❆❊ ❉❊ ◆✳ ❱❆❙❚ ✭❋❘✮ ✾✺

❳■✳ ❉✐✈❡rs

▲❛♥❣✉❡s
❆♥❣❧❛✐s✱ ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ✐t❛❧✐❡♥✱ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❥❛♣♦♥❛✐s ❞❡♣✉✐s ❙❡♣t✳ ✷✵✵✼

▼❡♠❜r❡
✲ ❞❡ ❧✬❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✽✱
✲ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ✶✾✾✼✱
✲ ✭é❧✉❡✮ ❞✉ ❝♦♥s❡✐❧ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s ■rr❛❞✐és✱
✲ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✧❋❡♠♠❡s ❡t ❙❝✐❡♥❝❡s✧ ❢♦♥❞é❡ ♣❛r ❈❧❛✉❞✐♥❡ ❍❡r♠❛♥♥✱
♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❢❡ss❡✉r❡ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ à ❧✬❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧✉tt❡r
❝♦♥tr❡ ❧❡s ♣ré❥✉❣és s✉r ❧❡s ❝❛rr✐èr❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✉ ❢é♠✐♥✐♥✳

❈♦♠♣ét❡♥❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❞❡s ❈❡♥tr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♥❛t✐♦♥❛✉① ■❉❘■❙ ❡t ❈❊❆✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ✭◆❊❈✮ ❡t✴♦✉ ♣❛r❛❧❧è❧❡s
✭❝❧✉st❡r ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❖♣t❡r♦♥✮❀ ♣♦st❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s♦✉s ❯◆■❳✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❉

▲✐st❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ◆✳ ❱❛st
✭❋r✮

❊♥tr❡ ❝r♦❝❤❡ts ❡st ✐♥❞✐q✉é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❞❛♥s ■❙■ ✇❡❜
♦❢ s❝✐❡♥❝❡✱ ❛✉ ✽ ❆✈r✐❧ ✷✵✵✾✳
■♥❞✐❝❡ ❍✿ ✶✷✳
✶✸ ♣❛♣✐❡rs s♦♥t ❝✐tés ✶✷ ❢♦✐s ❡t ♣❧✉s✱ ✶✷ ♣❛♣✐❡rs ❧❡ s♦♥t ✶✹ ❢♦✐s ❡t ♣❧✉s
❊♥ ❝♦✉❧❡✉r ✈❡rt❡✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✐t❛t✐♦♥ ❛✉ ✷✺ ◆♦✈✳ ✷✵✵✼✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ét❛✐t
❍ ❂ ✾✳

❉✳✶ P❛♣✐❡rs rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ❙♦❧✐❞❡s

■rr❛❞✐és

✸✹✮ ❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❥❛❦st❡ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❛t
❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✳ ❊♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳

✸✸✮ ◆✳ ❱❛st ✭✷✵✵✽✮✳ ❊t✉❞❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s
♠❛tér✐❛✉①✳ ❉♦❝✉♠❡♥t ❞✬❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❞✐r✐❣❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ✭✷✵✵✾✮✳

✸✷✮ ◆✳ ❱❛st✱ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞②✳ ❇♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡s ❢r♦♠ ✜rst
♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✷✵✵✾✳ ❆rt✐❝❧❡
❞❡ r❡✈✉❡ ❛✈❡❝ ✸ r❛♣♣♦rt❡✉rs✳ ❙♦✉s ♣r❡ss❡✳

✸✶✮ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❛♥❞ ❊✳ ❇❡tr❛♥❤❛♥❞② ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❛♥❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❛t ✷✵✪ ❝❛r❜♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✿
❛♥ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞②✳ ❊♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳

✸✵✮ ❬✵❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❛♥❞ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞② ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❧✐♥❡✇✐❞t❤ ✐♥ ●❛❆s ✉♥❞❡r
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ●❛P✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡✱ ✶✷✽✿✶✵✵✹✱ ✷✵✵✽✳
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✷✾✮ ❬✶❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❛♥❞ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t✐♠❡s ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
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❜② t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r t❤❡ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✽ ✐ss✉❡ ♦❢
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❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐❝♦r❡ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
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❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ●❛❧❧✐✉♠ ❆rs❡♥✐❞❡ ❛♥❞ ■■■✲❱ ●r♦✉♣ ❘❡❧❛t❡❞ ❈♦♠♣♦✉♥❞s
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●❛❆s✿ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ❆✱ ✽✻✿✸✵✶✱ ✷✵✵✼✳
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✐♥t❡r✈❛❧❧❡② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ●❛❆s ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱
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✷✸✮ ❬✶✺❪ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊✛❡❝t ♦❢
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✐❞s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✹✿✵✹✺✶✵✷✱
✷✵✵✻✳
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✷✷✮ ❬✸❪ ▲✳❑✳ ❉❛s❤✱ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ❱✐r❣✐♥✐❡ ❚r✐♥✐té✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ❛♥❞
▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✿ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ③✐r❝♦♥✐❛ ❩r❖2✱ t✐t❛♥✐❛ ❚✐❖2 ❛♥❞
❝✉♣r♦✉s ♦①✐❞❡ ❈✉2❖✳ ❈♦♠♣✳ ▼❛t✳ ❙❝✐✳✱ ✸✽✿✹✽✷✱ ✷✵✵✻✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦♠♠❛ts❝✐✳✷✵✵✺✳✵✾✳✵✶✵

✷✶✮ ❬✶❪ ❱✳●✳ ❚②✉t❡r❡✈ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛st✳ ▼✉r♥❛❣❤❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❢♦r t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♠♣✳ ▼❛t✳ ❙❝✐✳✱ ✸✽✿✸✺✵✱ ✷✵✵✻✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❝♦♠♠❛ts❝✐✳✷✵✵✺✳✵✽✳✵✶

✷✵✮ ❬✶✻❪ ❋✳ ❙♦tt✐❧❡✱ ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ❆✳● ▼❛r✐♥♦♣♦✉❧♦s✱ ▲✳ ❉❛s❤✱ ❙✳ ❇♦tt✐✱
❱✳ ❖❧❡✈❛♥♦✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❆✳ ❘✉❜✐♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❚❉❉❋❚ ❢r♦♠
♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ s♦❧✐❞s✿ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥t✳ ❏✳ ◗✉❛♥t✳
❈❤❡♠✳✱ ✶✵✷✿✻✽✹✱ ✷✵✵✺✳
❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✷✴q✉❛✳✷✵✹✽✻
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❈❤❡②♥❡t✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥❡r❣②✲❧♦ss s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❩r❖2 ③✐r❝♦♥✐❛✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱
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✐♥✐t✐♦ ❛♥❞ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✳ P❤②s✳
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❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ❞♦♣✐♥❣ ❜♦r♦♥ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱
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✐♥s✉❧❛t♦rs✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✷✿✶✾✺✾✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✾❪ ◆✳ ❱❛st✱ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✱ ❱✳ ❖❧❡✈❛♥♦✱ P✳ ❙❝❤❛tts❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❏♦✉✛r❡②✳
▲♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t✐t❛♥✐✉♠ ❞✐♦①✐❞❡ ❚✐❖2✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✽✿✸✼✻✵✶✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✵❪ ❆✳●✳ ▼❛r✐♥♦♣♦✉❧♦s✱ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✱ ❆✳ ❘✉❜✐♦✱ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛st✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦ss
s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✿ ❞❡♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✐♥t❡rt✉❜❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✶✿✵✹✻✹✵✷✱ ✷✵✵✸✳

❬✷✶❪ ❙✳ ❇♦tt✐✱ ◆✳ ❱❛st✱ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✱ ❱✳ ❖❧❡✈❛♥♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❈✳ ❆♥❞r❡❛♥✐✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ ●❛❆s✴❆❧❆s s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳
▲❡tt✳✱ ✽✾✿✷✶✻✽✵✸✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✷❪ ❙✳ ❇♦tt✐✳ ❙❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥

s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P❛✈✐❛✱ ■t❛❧✐❡✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✸❪ ❙✳ ❇♦tt✐✱ ◆✳ ❱❛st✱ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✱ ❱✳ ❖❧❡✈❛♥♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❈✳ ❆♥❞r❡❛♥✐✳ ❆❜ ✐♥✐t✐♦

❛♥❞ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s✉♣❡r❧❛tt✐❝❡s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱
✼✵✿✵✹✺✸✵✶✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✹❪ ▲✳❑✳ ❉❛s❤✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇❛r❛♥❡❦✱ ▼❛r✐❡✲❈❧❛✉❞❡ ❈❤❡②♥❡t✱ ❛♥❞
▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss s♣❡❝tr♦s❝♦♣②
♦❢ ❩r❖2 ③✐r❝♦♥✐❛✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✼✵✿✷✹✺✶✶✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✺❪ ❋✳ ❙♦tt✐❧❡✱ ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ❆✳● ▼❛r✐♥♦♣♦✉❧♦s✱ ▲✳ ❉❛s❤✱ ❙✳ ❇♦tt✐✱ ❱✳ ❖❧❡✈❛♥♦✱
◆✳ ❱❛st✱ ❆✳ ❘✉❜✐♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❚❉❉❋❚ ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ s♦❧✐❞s✿ t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥t✳ ❏✳ ◗✉❛♥t✳ ❈❤❡♠✳✱ ✶✵✷✿✻✽✹✱ ✷✵✵✺✳
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❬✷✻❪ ▲✳❑✳ ❉❛s❤✱ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ❱✐r❣✐♥✐❡ ❚r✐♥✐té✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛
❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✿ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ③✐r❝♦♥✐❛ ❩r❖2✱ t✐t❛♥✐❛ ❚✐❖2 ❛♥❞ ❝✉♣r♦✉s ♦①✐❞❡ ❈✉2❖✳
❈♦♠♣✳ ▼❛t✳ ❙❝✐✳✱ ✸✽✿✹✽✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✼❪ ❙✳ ❋❛❧❡❡✈✱ ▼✳ ✈❛♥ ❙❝❤✐❧❢❣❛❛r❞❡✱ ❛♥❞ ❚✳ ❑♦t❛♥✐✳ ❆❧❧✲❡❧❡❝tr♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
●❲ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❙✐✱ ▼♥❖✱ ❛♥❞ ◆✐❖✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱
✾✸✿✶✷✻✹✵✻✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✽❪ ❋✳ ❇r✉♥❡✈❛❧✳ ❊❝❤❛♥❣❡ ❡t ❈♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡s

❙♦❧✐❞❡s✱ ❞✉ ❙✐❧✐❝✐✉♠ à ❧✬❖①②❞❡ ❈✉✐✈r❡✉①✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●❲ ❡t ❛✉✲❞❡❧à✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ P❛❧❛✐s❡❛✉✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✺✳

❬✷✾❪ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✱ ▼✳ ■③q✉✐❡r❞♦✱ ❋✳ ❙✐r♦tt✐✱
❛♥❞ ◆✳ ❇❛rr❡tt✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♦❢ ❈✉2❖✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✾✼✿✷✻✼✻✵✶✱ ✷✵✵✻✳ ❛♥❞ r❡❢❡r❡r❡♥❝❡s ❤❡r❡✐♥✳

❬✸✵❪ ❋❛❜✐❡♥ ❇r✉♥❡✈❛❧✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛ ❘❡✐♥✐♥❣✳ ❊✛❡❝t ♦❢
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✐❞s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✹✿✵✹✺✶✵✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✶❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛st✳ ■♥t❡r✈❛❧❧❡② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ●❛❆s✿ ❛❜
✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ❆✱ ✽✻✿✸✵✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✸✷❪ ❏✳ ❙❥❛❦st❡✱ ❱✳ ❚②✉t❡r❡✈✱ ❛♥❞ ◆✳ ❱❛st✳ ❡♠♣❤❆❜ ✐♥✐t✐♦ st✉❞② ♦❢ Γ − X

✐♥t❡r✈❛❧❧❡② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ●❛❆s ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇✱ ✼✹✿✷✸✺✷✶✻✱
✷✵✵✻✳

❬✸✸❪ ◆✳ ❱❛st✳ Pr♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ❜♦r❡ α ❡t ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡ ❇4❈✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✾✾✽✳

❬✸✹❪ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❱❛st✳ Pr♦♣r✐étés ✈✐❜r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ❜♦r❡ α ❡t ❞✉ ❝❛r❜✉r❡ ❞❡ ❜♦r❡
❇4❈✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■✱ ❋r❛♥❝❡ ❡t r❛♣♣♦rt

❈❊❆✲❘✲✺✽✹✷✱ ✶✾✾✾✳

❬✸✺❪ ❘✳❇✳ ❑❛♥❡r✱ ❏✳❏✳ ●✐❧♠❛♥✱ ❛♥❞ ❙✳❍✳ ❚♦❧❜❡rt✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ s✉♣❡r❤❛r❞
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✵✽✿✶✷✻✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✸✻❪ ◆✳ ❱❛st✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ●✳ ❩ér❛❤✱ ❏✳ ▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❆✳ P♦❧✐❛♥✱ ❏✳❈✳ ❈❤❡r✈✐♥✱ ❛♥❞
▼✳ ●r✐♠s❞✐t❝❤✳ ▲❛tt✐❝❡✲❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ α✲❜♦r♦♥ ❢r♦♠ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✳ P❤②s✳ ❙t❛t✳ ❙♦❧✳ ✭❜✮✱ ✶✾✽✿✶✶✺✱
✶✾✾✻✳

❬✸✼❪ ◆✳ ❱❛st✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ●✳ ❩ér❛❤✱ ❏✳ ▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❆✳ P♦❧✐❛♥✱ ▼✳ ●r✐♠s❞✐t❝❤✱ ❛♥❞
❏✳ ❈✳ ❈❤❡r✈✐♥✳ ▲❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ α✲❜♦r♦♥ ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✼✽✿✻✾✸✱ ✶✾✾✼✳

❬✸✽❪ ❘✳ ▲❛③③❛r✐✱ ◆✳ ❱❛st✱ ❏✳▼✳ ❇❡ss♦♥✱ ❙✳ ❇❛r♦♥✐✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛ ❉❛❧ ❈♦rs♦✳
❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐❝♦s❛❤❡❞r❛❧ ❇4❈ ❜♦r♦♥ ❝❛r❜✐❞❡✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✸✿✸✷✸✵✱ ✶✾✾✾✳
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