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RESUME

On introduit une nouvelle structure algébrique qui formalise bien les problemes
de reconstruction, assortie d’une conjecture qui permettrait de traiter directe-
ment des symétries. Le cadre fournit par cette étude permet de plus d’en-
gendrer des relations qui ont lieu entre les nombres de sous-structures, et
d’une certaine facon, la conjecture formulée affirme qu’on les obtient toutes.
De plus, la généralisation des résultats précédemment obtenus pour la recon-
struction permet de chercher a en apprécier les limites en recherchant des
cas ou ces relations sont optimales. Ainsi, on montre que les théoremes de
V.Miiller et de L.Lovasz sont les meilleurs possibles en exhibant des cas
limites. Cette généralisation aux algebres d’invariants, déja effectuée par
P.J.Cameron et V.B.Mnukhin, permet de placer les problemes de recon-
struction en tenaille entre d’une part des relations (fournies) que l'on veut
exploiter, et des exemples qui établissent I'optimalité du résultat. Ainsi, sans
aucune donnée sur le groupe, le résultat de L.Lovasz est le meilleur possible,
et si I'on considere 'ordre du groupe, le résultat de V.Miiller est le meilleur
possible.
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TITRE en Anglais
On algebraic and combinatorial aspects of the subgraphs of a graph.

RESUME en Anglais

A new algebraic structure is described, that is a useful framework in which
reconstruction problems and results can be expressed. A conjecture is made
which would, provided it is true, help to address the problem of symmetries.
A consequence of the abstract language in which the theory is formulated is
the expression of relations between the numbers of substructures of a struc-
ture (for example, the number of subgraphs of a given type in a graph).
Moreover, a generalisation similar to the one achieved by P.J.Cameron and
V.B.Mnukhin of the results of edge reconstruction to invariant algebras is
stated. Examples are then provided to show that the result of L.Lovasz is
best possible if one knows nothing about the underlying group, and that the
result of V.Miiller is best possible if one knows only the order of the group.
Thus, reconstruction problems are set in a theory that generates relations
to address them, and at the same time, provides examples establishing the
sharpness of the theorems.

MOTS CLES en Anglais
reconstruction, graphs, Ulam’s conjecture, subsets, invariant algebras, posets,
groups acting on posets, binomial coefficients
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Introduction

Etant donné une structure quelconque, on peut se demander si elle peut
étre identifiée a partir de ses composants. Pour que ce probleme ait un sens,
il faut naturellement que les composants soient utiles a plusieurs structures.
Ainsi on est amené a formuler un probleme de reconstruction, en définissant
une classe de structures, dotée d’une notion de sous-structure. Pour alimenter
le coté générique des briques de base, on dote I’ensemble des structures d’une
action de groupe compatible avec la notion de sous-structure. C’est donc
naturellement vers la notion de groupe agissant sur un ensemble partiellement
ordonné (poset) que l'on va se tourner en suivant cette approche.

Alinsi, on est amené a définir un probleme de reconstruction générique de
fagon formelle :

Probléme 1. Etant donné un ensemble partiellement ordonné fini P, muni
de 'action d’un groupe G, compatible avec la structure de poset, c’est a dire :
si AC B eto € G, alors 0(A) C o(B), et un ensemble d’orbites Oy, ..., O,
de P sous l'action de G, peut-on identifier l'orbite a laquelle appartient un
élément A de P par le nombre d’éléments de chacune des O; inclus dans A ?

En théorie des graphes, ce cadre générique est motivé par la conjecture
de reconstruction formulée par S.M.Ulam et P.J.Kelly ([6], [26]). On rappelle
ici I’énoncé de cette conjecture, ainsi que quelques résultats. On pourra se
reporter a [2] pour un excellent apergu de la théorie des graphes, ainsi qu’a [1]
pour le détail des résultats déja obtenus sur les conjectures de reconstruction.

Si G est un graphe sur ’ensemble de sommets {1,...,n}, on peut, pour
chaque sommet ¢, considérer le graphe obtenu en retirant de G toutes les
arétes incidentes a ¢. L’ensemble de tous les types de graphes obtenus de
cette facon a partir de G, comptés avec multiplicités, est appelé le deck de

G.

Conjecture 1 (Ulam). Si G est un graphe sur au moins trois sommets, alors
le type de G est uniquement déterminé par son deck.

Une autre conjecture plus faible concernant les arétes est due a F.Harary
([5]). Si G est un graphe, on peut, pour chaque aréte a de G, considérer le
graphe obtenu en retirant a de G. L’ensemble de tous les types de graphes
obtenus de cette fagon a partir de G, comptés avec multiplicités est appelé
le deck-aréte de G.



Conjecture 2 (Harary). Si G est un graphe ayant au moins quatre arétes,
alors le type de G est uniquement déterminé par son deck-aréte.

Pour la Conjecture 2, divers résultats ont été obtenus, notamment :

Proposition 1 (Lovasz). Un graphe sur n sommets est aréte-reconstructible

D

st il a strictement plus de "(% arétes.

Proposition 2 (Miiller). Un graphe surn sommets est aréte-reconstructible
si il a plus de 1+ logan! arétes.

En revanche, pour la reconstructibilité associée a la Conjecture 1 on sait
qu'un graphe est reconstructible si et seulement si son complémentaire 1’est.
On sait aussi que les graphes non connexes sont reconstructibles [7], que le
nombre de cycles hamiltoniens est reconstructible, et donc aussi le polynome
caractéristique.

Enfin, on sait que la conjecture de Ulam-Kelly implique celle de Harary.

Au titre des généralisations, on peut noter que la conjecture de sommet-
reconstruction pour les digraphes est fausse (Stockmeyer [22]).

On développe ici I'approche mentionnée plus haut qui met en avant le
groupe de permutations agissant sur un poset P qui est ici celui des par-
ties d'un ensemble. Il est probable que des résultats et méthodes soient
généralisables a un poset quelconque, mais la complexité du probleme dans
le seul cas du poset booléen impose la plus grande humilité pour ce qui est
du cas général.

On remarque que l’ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur
P est en bijection avec l'espace vectoriel réel formel défini sur P grace a la
relation d’inclusion (une base de cet espace est formée par les applications
pg : A— 181 AC B, 0sinon) et que cet espace est naturellement muni
d’une structure d’algebre grace a la multiplication dans R, correspondant a
I'opération union.

On pose donc S, I'algebre formée par 'espace vectoriel réel P muni de
l'opération bilinéaire union, qui est en bijection avec £ (P,R). Cette algebre
a déja fait I'objet de travaux importants et une partie des résultats présentés
ici (celle qui traite du calcul et des premieres propriétés) n’est qu'une re-
formulation de considérations effectuées par d’autres (voir par exemple [9],
[4],[12], et [14]).



Il est ainsi possible d’exprimer les fonctions qui, a un ensemble A, asso-
cient le nombre d’éléments d’une orbite O; inclus dans A, comme des éléments
de S, : ce sont en fait les po,, sommes des applications pp pour B parcourant

O;.

La structure d’algebre de S,, définie de cette maniere traduit le probleme
de reconstruction générique (Probleme 1) en ce sens qu'un probléeme de re-
construction par les O; est vrai si et seulement si les pp, engendrent 1'algebre
des invariants S¢ du groupe G.

Il est clair que I’ensemble des polynomes reconstructibles est contenu
dans 8¢, et 'l existe un groupe H plus grand que G qui stabilise les O;,
contenu dans S. Deux cas sont possibles : soit I'algébre engendrée par les
po, est 'algebre des invariants d’un certain groupe, auquel cas on obtient le
meilleur résultat possible de reconstruction, soit ce n’est pas le cas. Ainsi, on
est naturellement amené a se demander sous quels criteres une sous-algebre
de &, est 'algebre des invariants d'un certain groupe GG. Une réponse a cette
question ramenerait I’étude d’un probleme de reconstruction au fait de savoir

si l'algebre engendrée par les pp, vérifie ces criteres.

Il est clair que toute algebre d’invariants vérifie certaines propriétés,
comme par exemple :

e étant donné deux orbites O; et Oy, le nombre d’éléments de O qui
contiennent un représentant de O, est indépendant du représentant
choisi. On peut traduire ceci par la stabilité des algebres d’invariants

sous 'opération :
() -1
= i€S jes\i
e étant donné une orbite O; 'ensemble des complémentaires des éléments

de O est aussi une orbite. On peut traduire ceci par la stabilité des
algebres d’invariants sous l'opération :

€S Jj¢s
On conjecture ici que, réciproquement, toute sous-algebre de S,, invariante
par 0 et [ est I'algebre des invariants d'un certain groupe H.

L’essentiel de ce travail est le résultat de tentatives infructueuses de
démonstration de cette conjecture qui reste a ce jour irrésolue.



Il est intéressant de remarquer que les objets introduits dans ce but perme-
ttent d’expliciter tres convenablement les résultats de L.Lovész et V.Miiller,
et de proposer des pistes pour de nouveaux résultats.

En effet, on peut remarquer qu’une sous-algebre de S,, est une algebre
d’invariants, si et seulement si elle est stable par les applications des Comy(&,,),
espaces vectoriels des applications linéaires h de S®* dans S, telles que

Vo6&, coh=ho(0®0o®...Q0)
b

c’est a dire qu'une sous algebre A de S, est une algebre d’invariants si et
seulement, si

Comy(&,)(A%%) C A

On cherchera donc a exprimer les applications de Comy(&,,) grace aux
trois opérations dont on dispose, c’est a dire 9, C, et la multiplication.

Si on s’intéresse aux nombres (g;) d’éléments d’une orbite O, inclus
dans un représentant quelconque d’une orbite O; on peut remarquer que les
matrices de ces trois opérations peuvent s’exprimer grace au nombres (g;) Il
est donc clair que les relations de dépendance qui existent entre ces opérateurs
fournissent immédiatement des relations entre ces coefficients. Ces relations
sont d’un intérét évident pour les problemes de reconstruction, en effet, on
peut traduire tous les résultats existants en termes de relations polynomiales,
valables dans toute algebre d’invariants. Un probleme de reconstruction est
facilement traduisible par la possibilité d’égalité entre certaines lignes de
coefficients. On s’intéresse également a la généralisation aux algebres stables
par O et G (digébres), pour lesquelles on généralise les résultats de Lovasz et
Miiller sur la reconstruction. Comme on ’a déja remarqué, cette approche
met en valeur le groupe sous-jacent aux problemes de reconstruction, aspect
qui a déja fait I'objet de travaux par P.J. Cameron, V.B. Mnukhin, ce qui
permet de donner des limites a ces résultats, et on montre ici que sous leurs
hypotheses, ils sont les meilleurs possibles.

Ce travail se termine par la description de cas particuliers intéressants
comme ceux des graphes et des digraphes, et 'on remarquera que le cas des
graphes présente une particularité intéressante : en effet dans ce cas on peut
montrer que le groupe de symétries sous-jacent est celui d’un seul élément.
Dans, ce cadre, la conjecture sur les algebres stables par 0 et [ présente des
liens tres intéressants avec la Conjecture 1. On s’intéresse donc aux digebres
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engendrées par un seul élément, cas particulier qui s’avere toutefois difficile
et pour lequel la conjecture reste indémontrée.

Dans le cadre plus général d'une action de groupe sur ’ensemble par-
tiellement ordonné des sous-ensembles d’un ensemble, de nombreux résultats
ont été obtenus, dont le fameux théoreme de Livingstone et Wagner([10]). On
pourra par exemple citer [17], [21], [3]. Des travaux présentant des similarités
ont aussi été effectués, par exemple [24], [25], [19], et enfin [20] qui présente
un théoreme dont I’'énoncé ressemble fort a la conjecture originale présentée
ci-dessus.

Le chapitre 1 concerne la théorie générale associée aux algebres stables par
0 et C, elle met en place une structure de blocs qui correspond a celle d’orbites
dans le cas des algebres d’invariants, et détaille diverses regles de calculs et
outils relatifs aux digebres. Ce cadre algébrique abstrait a été forgé pour
donner une rigueur nécessaire aux résultats naturels, et s’il est intéressant du
point de vue esthétique, et fonctionnel (en ce sens qu’il engendre ex-nihilo des
relations), son intérét principal réside dans le fait qu’il fut & maintes reprises
un langage de validation performant.

Le chapitre 2 concerne les coefficients (8;), et les relations qui les re-
lient, on y fait le lien avec les travaux et résultats précédents qui sont
intégrés dans la théorie des digebres par le biais des relations polynomiales
entre coefficients. L’aspect reconstructif de ces résultats y est volontairement
sous-représenté, en effet il s’agit surtout de mettre en évidence les relations
polynomiales, et d’intégrer les travaux précédents dans un traitement plus
systématique et élaboré de ’ensemble des relations polynomiales entre les
(g;) On y établi également une petite classification de ces relations, dans
le but de mettre en évidence ce que chaque résultat apporte d’un point de
vue strictement formel. Contrairement a celui de L. Lovész, le résultat de V.
Miiller ne figure toutefois pas dans cette étude, en effet il repose plus sur une
interprétation que sur une nouvelle relation. Son expression est reportée dans
le chapitre 3, le lecteur intéressé pourra sans peine imaginer que ce résultat
s'integre bien dans le cadre proposé.

On exprime dans le chapitre 3 des problemes de reconstruction généraux
comme indiqué ci-dessus, pour lesquels les résultats de V.Miiller et de L.Lovasz
sont valides, et ’on montre des cas ou ces résultats sont les meilleurs pos-
sibles. On présente ensuite les cas particuliers des graphes et des digraphes,
et 'on montre les liens qui existent entre la conjecture de Ulam, la conjec-
ture présentée ci-dessus sur les algebres stables par 0 et U, et en particulier
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le cas intéressant des digebres engendrées par un élément, dans lequel la
reconstruction par les sommets trouve sa place.

Une annexe présente les caractéristiques des algebres d’invariants de pe-
tits ordres, dont on a vérifié qu’elles sont les digebres pour les tres petits cas.
On y pioche au fil de I'eau quelques digebres remarquables, notamment des
exemples de digebres non équivalentes ayant pourtant le méme jeu de coef-
ficients. Les exemples limites des résultats de L.Lovasz et V.Miiller y sont
aussi représentés. Ils peuvent servir d’exemple a tout moment au lecteur
qui pourra y vérifier les résultats présentés, ou quelque autre intuition per-
sonnelle. On y montre aussi les cardinalités non reconstructibles pour un
probleme de reconstruction par les arétes généralisé au sens de P.J. Cameron
et V.B Mnukhin.
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Chapitre 1
Digebres

Dans toute cette partie, n est un nombre entier fixé supérieur ou égal a
un. On consideére I'ensemble {1,...,n} des nombres entiers de 1 a n, ainsi
que lensemble de ses parties : P ({1,...,n}).

1.1 Algebre d’incidence, fonctions polynomi-
ales, et actions de groupes

1.1.1 Algebre d’incidence

Définition 1. On note S, l'algébre résultant du quotient de l’algébre de
polynomes sur n indéterminées Rlxy, ..., x,] par Uidéal engendré par les

polyndomes &3 — x1,x3 — Ta, ..., Tp — Tp.

Pour mettre 'accent sur le produit dans S,, on le notera parfois p - ¢ en
lieu et place de pq.

Il est clair que S,, est un R-espace vectoriel de dimension 2" dont une
base est formée par les

psznﬂfi, ousSeP{l,...,n})

ics
On a donc par convention py = 1, et pour tout couple de sous-ensembles

13



Aet Bde{l,...,n}, pa-ps = paus.- On notera dans toute la suite |S| le
cardinal de S.

Définition 2. Si A et B sont des sous-ensembles de {1,...,n}, on définit
pa(B) comme étant égal a 1 si A est contenu dans B, et a 0 sinon. On
obtient ainsi un isomorphisme d’algébre entre S,, et I'ensemble des fonctions
a valeurs réelles sur P ({1,...,n}).

Proposition 3. Soit p € S,,, alors
p(S)=0,VSC{l,....n} & p=0

Preuve : Soit

p= Y, apa €S,

AC{1,...,n}

sip#0,il existe C C{1,...,n} tel que
ac#0etVD t.q D CC, ap=0

On a alors p(C) = a¢ # 0, la réciproque est évidente. O

1.1.2 Caracteres et sous-algebres de S,

Proposition 4. Si ¢ est un morphisme d’algebre non nul de S, dans R,
alors il existe S C {1,...,n} tel que

(b(p)zp(S), Vpes,

Preuve : On a pour toute partie A de {1,...,n} : ¢(pa) = ¢(pa?) = ¢(pa)?
donc ¢(pa) vaut soit 0 soit 1. De plus pour toutes les parties A et B de

{1,...,n} , on a é(pa)¢(ps) = ¢(paps) = é(paus). Donc l'ensemble des
parties A telles que ¢(p4) = 1 est stable par union et on a :

si AC B alors ¢(pg) =1= ¢(pa) =1

On en déduit que l'ensemble des parties A telles que ¢(pa) = 1 est
I'ensemble des parties d’un certain sous-ensemble S de {1,...,n}.

Réciproquement, pour toute partie S de {1,...,n}, 'application de S,
dans R qui a p associe p(.S) est un morphisme d’algebre. O
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Proposition 5. Si A est une sous-algébre de S, contenant 1, alors il existe
une partition P de P ({1,...,n}) telle que

A={p €8, tq. VP, eP V(A B)eP pA) =pB)}

Remarque 1. On peut donc dire que les caractéres de S, (i.e. les mor-
phismes d’algébre de S, dans R) trient les sous-algébres.

Preuve : On définit une relation d’équivalence sur P ({1,...,n}) par :
ARB < p(A) = p(B), Vp € A

Cette relation partitionne P ({1,...,n}) en blocs Py, ..., P,. On va montrer
que pour tout bloc P, il existe un polynéme ¢; de A tel que ¢;(A) = 1 si
A€ P; et ¢;(A) =0 sinon.

Supposons tout d’abord que A soit engendrée par un seul polynome p.
Alors si A est un élément de P; on prend

G = HngPi (p—p(T))
Z HT¢P¢ (p(A) — p(T))

Dans le cas général, comme A est de dimension finie, il existe py, ..., ps
des générateurs de A, et alors les blocs de A sont les intersections de ceux
des algebres engendrées par p;, par ps, par ..., par ps. Il suffit ensuite de
considérer le produit des g; obtenus. O

Remarque 2. La construction qui précede est une interpolation de Lagrange.
On verra dans la suite l'usage qu’on en fait pour construire les idempotents
de lalgebre S,,. L’usage de cette construction dans ce but est bien connue en
algébre commutative, le lecteur interressé pourra se reporter a [14] comme
premiere référence bibliographique.

Remarque 3. Réciproquement, toute partition de P({1,...,n}) définit une
unique sous-algébre de S, d’ot le corollaire suivant :

Corollaire 1. Il y a un nombre fini de sous-algeébres de S,,.

Preuve : Elles sont en bijection avec les partitions de P({1,...,n}). O
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1.1.3 Actions de groupes

Le groupe des permutations G,, de 1,...,n agit de maniere naturelle sur
S, comme un groupe d’isomorphismes d’algebre défini par :

0T =Tou), 0 € Gy,

En effet, on obtient pour tout sous-ensemble A de {1,...,n}, o (pa) =
Po(ay avec 0 (A) = {o(a), a € A}. On a donc bien, pour tout couple de
sous-ensembles A et B de {1,...,n}, 0 (pa-pB) = 0 (pauB) = Po(aup) =
o (pa) - o (pB).

Définition 3. Etant donné un sous-groupe G de &,,, I’ensemble :
S¢C={pecS, tq oc-p=p VoeG}

est une sous-algebre de S,,. On ['appelle sous-algebre d’invariants de G. Les
éléments de SY sont appelés invariants de G, et on parlera donc parfois
d’ensemble des invariants de G pour désigner SC.

L’objet de ce chapitre est une tentative de caractérisation des sous-algebres
de §,, qui sont des sous-algebres d’invariants.

1.2 Digebres

1.2.1 Définition

Définition 4.
e On appelle dérivation et on note O l'application linéaire de S,, dans S,

définie par :

€S i€S jeS\i

c’est a dire :

0 (ps) =D ps\

i€S

16



e On appelle complémentation et on note G Uapplication linéaire de S,
dans S,, définie par :
€S ¢S
c’est a dire :
C(ps) = pse
On a alors par convention d(py) = (1) = 0 et C(py) = C(1) = pp1,._ny-

Remarque 4. Le complémentaire de l’ensemble S dans {1, ... ,n} sera noté
S¢ dans toute la suite.

Proposition 6. 0 est un isomorphisme et 0? = Id.
Preuve : A partir de la définition et du fait que la complémentation est
d’ordre 2. O

Proposition 7. Soit S C{1,...,n}, on a :

0"(ps)= D klpa V=0

ACS
|Al=|S|-k

Il s’agit tout simplement de compter combien il y a de facons d’enlever
successivement k éléments de ’ensemble S pour obtenir un certain ensemble
ACS.

Preuve : par récurrence sur k :
e si k=0 les deux membres de ’équation valent pg.

17



e On a

8k+1(Ps) = 808’“(;05)

= > Kopa)

ACS
|Al=[S]—k

S SHN I it 1
BCS BCACS

|B|=[S]—k—1 \|A[=|S]-k

= > (ISI-|Bl)klps

BCS
|Bl=|S]—k—1

= > (k+1)ps

BCS
|B|=|S|—k—1

Corollaire 2. 0 est un endomorphisme nilpotent d’indice n+1.

Définition 5. On appelle digebre une sous-algébre non vide, non réduite a
{0} de S,,, qui est stable par dérivation et par complémentation.

Remarque 5. Pour étre précis, on devrait parler de n-digebre, ou de digébre
d’ordre n. On omettra néanmoins de préciser le n lorsque le contexte l'indique
clairement. Dans tout ce chapitre, n est un entier fixé. Les trois opérations
de dérwation, complémentation, et multiplication sont indispensables a la
définition, comme on le verra p37.

EXEMPLES :
e Il est clair que S, est une digebre.
e si n=3, l'algebre S3 est formée par les combinaisons linéaires sur les
vecteurs
]_, Ty, Lo, T3, T1TL2,T1X3, TaX3, T1X2T3

Soit D l'ensemble des combinaisons linéaires sur les vecteurs

1, o1 + 22, T3, 172, T173 + Tax3, T1T2T3

18



on a la table de multiplication :

* / 1 1+ Xo XT3 T1X2 r3r1 + | T1T2%3
Tax3
1 1 T+ o XT3 T1T2 T3T1 + | T1T9x3
Tol3
1+ T2 T+ X9 T1+To+ | 13 + 25(71372 r1T3 -+ 2371372]?3
27179 T3 ToTz +
2l‘1[L‘21‘3
T3 T3 T1r3 + | T3 T1T9T3 | T1T3  + | T1T2l3
To2T3 Tol3
T1T2 T1T2 2[L‘1[L‘2 T1T9T3 1T 2l‘1[L‘21‘3 T1T9X3
T3r1 + || v3w1 4+ | Ty 4+ | vix3 4 | 2012003 | 11Xz + | T1X273
TaT3 TaT3 ToT3 + | ToT3 T3 +
2[L‘1[L‘2l‘3 2l‘1[L‘21‘3
T1T9T3 T1T2X3 2[L‘1[L‘2l‘3 T1T9X3 T1T2T3 2l‘1[L‘21‘3 1193
Donc D est une sous-algebre de S3. On a de plus :
(1) = 0
(.Tl —+ SCQ) = 2
d(x3) = 1
O (r172) = 11+ X9
0 (.Tlng -+ .T2$U3) = x1+x9+ 25(?3
0 (z122w3) = X102 + 2103 + To23
et :
( = I17T2%3
(!E1 +x2) = T1T3+ TaT3
( T3) = T1d2
(561372 = I3
C (IE1$3 + xox3) = T1+ T2
(l‘lfL‘Ql‘g =1

Donc D est en plus stable par dérivation et par complémentation : c¢’est

une digebre.
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1.2.2 Premieres propriétés

Définition 6. On note l I’endomorphisme de S,, défini par

Proposition 8. VS C {1,...,n}, on a :

:ZPA

ACS

Preuve : D’apres la Proposition 7 pl7,

R S TS

k=0 ’ k=0 ACS ACS
|Al=|S|—k

Proposition 9. Pour tout entier r non nul, on a :
nok
N
B k!
k=0
Preuve : Sir # 0 et s # 0, alors

n_o ok noogio
i) (55) - £
=0

=0 k=0 =0
2n m pkgm—k
B Za Zk!(m—k)'

_ amm . km—k
_Z k'm ol e

La proposition est vraie pour r = 1, donc par récurrence pour tout r > 1
grace au calcul ci-dessus. Ce méme calcul montre que

(zn: (_k—ll)ka’f> ol=1Id
k=0 ’
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La proposition est donc vraie pour r = —1, et par suite pour tout » < —1
par récurrence. O

Corollaire 3. [ est un isomorphisme de S,,.

Preuve : on a d’apres la Proposition 9 p20 :

-1 _ . (_1)kk
l _Z - 0

k=0

Proposition 10. [l existe des nombres rationnels ay, ..., a,+1 tels que :

n+1

0= Z azl"
r=1
Preuve : D’apres la Proposition 9 p20, sir > 1 :

I = - Tkak
_ZH
k=0

Il faut donc choisir les ay, ..., a,y; de telle facon que :
”Z“ i { 1sik=1
a,r’ = :
— 0 sinon

C’est a dire :

1 1 - 1 a 0
1 2 -+ n+1 9 1
r2n - (n41)" Gni1 0

Ceci est toujours possible grace a l'inversion de la matrice de Vander-
monde considérée. O

Corollaire 4. Si V est un sous-espace vectoriel de S,, alors V est stable par
0 si et seulement si V est stable par 1.
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Corollaire 5. Une digébre est une sous-algébre non vide, non réduite a {0}
de S, qui est stable par 1 et par C.

Définition 7. On note € l’endomorphisme de S, défini par
e(x) =Coltol(x)
De plus, si x = pg, on notera esg = € (pg).

Proposition 11. Une digébre est une sous-algebre non vide, non réduite a
{0} de S, qui est stable par € et par C.

Preuve : D’apres le Corollaire 5 p22, D est une digebre si, et seulement si D
est stable par [ et par 0. Comme [ est un isomorphisme, il est clair que D est
stable par [ si et seulement si D est stable par [~ O

Proposition 12. L’ensemble {5 : S C{l,...,n}} est une base de S,.

Preuve : e est un isomorphisme, comme composé d’isomorphismes. O

Proposition 13.

es =y (=) ¥lpy

ADS

Preuve : Par définition :

~(=DF
s = ) k! Lo (pse)
k=0 '
= =% > pa
k=0 ACs®
|A[=]5¢—k
= (1% > ps
k=0 BoS
|BI=TS |+
L
B2S

Proposition 14. ¢5(T) =1 si S =T et 0 sinon.
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Preuve :

es(T) = Y (=1 ¥pu(T)

ADS

LD DI

A t.q. SCACT

B 1siS=T
n 0si S#AT
O
Proposition 15. Pour tout polynome p de S, on a :
p-er =p(Ter
Preuve : D’apres la Proposition 3 pl4, il suffit de vérifier que :
VS C{l,...,n}, p(S)er(S) = p(T)er(S)
D’apres la Proposition 14 p22, on a :
_ @) siS=T _
p)er(s) = { BT 20T pmats)
O
Proposition 16. Si S et T' sont deux parties de {1,...,n}, on a :
ceom ] €8 st S=T
ST 1 0 sinon
Preuve : D’apres la Proposition 15 p23
es-ep =¢eg(T)er
On conclut grace a la Proposition 14 p22. O

Remarque 6. La définition des € rentre dans le cadre des algébres de Mobius,
telles que définies par V.B.Mnukhin ([14]). Ils représentent une base de
lalgebre S, dans laquelle le produit correspond au produit de Kronecker, ce
qui facilite grandement les calculs.
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Corollaire 6. Si By et By sont deux ensembles de sous-ensembles de {1,...,n},

alors :
(ng).(zeT): T e

SeB; TeBsy UeB1NB2

Proposition 17.

PS:Z€A

ADS

On remarque que ceci n’est qu'une inversion de Mdébius de la Proposition
13 p22.

Preuve : On sait que les €4 forment une base de S,,, donc il existe des coef-

ficients o tels que
bs = Z a%ea

AC{1,...,n}
On doit alors avoir
_ s _ s
bs-er = QAEAET = Qip ET
Ag{lyvn}

d’apres la Proposition 16 p23, et

e(T) s SCT
bs-er :pS<T>8T - { O( ) smon_

d’apres la Proposition 15 p23. On a donc

1 si SCT
a§~={ S ops= Y e

0 sinon
T t.q. SCT

Proposition 18. Si D est une digebre, alors D contient les polynomes

Z DA, kE{On}

A t.q. |Al=k

Remarque 7. On obtient ainst le fait que toute digebre contient [’algébre
des invariants du groupe symétrique, c’est a dire Sn.
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Preuve : D est une digebre, donc il existe

p= Z apen #0 €D

AC{1,...,n}

D’apres la Proposition 16 p23 :

p2 = Z aisA D
AC{1,...,n}

donc :

e p?) = Z a%pa €D

AC{1,...,n}

Posons k = maxz {r t.q. JA C {1,...,n} t.q. |A| =1 et as # 0}. Alors

ko™l (p?) = Z Elo? | pp € D
AC{l,...,n} t.q. |Al=k

Donc 1 = py € D qui est stable par C donc P{1,...ny € D. Il ne reste plus
qu’a remarquer que :

1

sl

F(pa,.my) = Z pa, se€{l...n}

A t.q. |Al=n—s
U

Définition 8. I est clair que ["intersection de deux digebres est une digébre
non réduite a {0} d’aprés la Proposition 18 p24. On peut donc parler de
digebre engendrée : si S est un sous-ensemble de S,,, on définit la digebre
engendrée par S comme étant la plus petite digébre (au sens de l'inclusion)
contenant S.

EXEMPLE : si n = 3, la digebre engendrée par x;z5x3 est formée par les
combinaisons linéaires des vecteurs

1,21 + 2o + @3, 2179 + To2x3 + T173, T1T2T3
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1.2.3 Systeme de blocs d’une digebre

Définition 9. On appelle bloc d’une digebre D une partie B non vide de
P({1,...,n}) telle que :
1.

ZPSED

SeB

2. B est minimal pour cette propriété :

VCCB, C#0 Y ps ¢ D

sec

Proposition 19.
1. L’ensemble des blocs d’une digébre D forme une partition de P({1,...,n}).

2. L’ensemble des polynomes ep = ) gcpes , ou B parcourt I’ensemble
des blocs de D, est une base de D comme R-espace vectoriel.

3. L’ensemble des polynomes pp = ) q.pps , ou B parcourt I'ensemble
des blocs de D, est une base de D comme R-espace vectoriel.

Preuve :

1. Soient B; et By deux blocs de D. Alors B; N By = (). En effet sinon, on
a ) gep €5 €D et Y gep, €5 € D car D est stable par e. Donc d’apres
le Corollaire 6 p24 :

(o) (zo)- ¥ o
SeB; TEB2 UeB1NBy
Comme D est stable par €%, on a ZUGBlﬂBQ pu € D, c’est a dire que

B et By ne sont pas minimaux.

On remarque finalement que pour tout sous ensemble S de {1,...,n},
il existe un bloc de D qui contient S, d’apres la Proposition 18 p24.

2. D’apres la Proposition 5 pl5 on sait qu’il existe une partition P =

(Py,...,Ps) de P({1,...,n}) telle que
D={p €S8, tq VP eP V(A B)eP plA)=pB)}

Pour chacun des P;, on pose ¢; = > 5 p, €. Alors d’apres la Proposi-
tion 15 p23 on a :
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En effet, d’apres la Proposition 15 p23, pour tout polynome p, on a
P ¢ = Y pep P(B)ep. On en déduit donc que p a la méme valeur ¢;
sur tous les éléments du bloc P; si et seulement si le polynome p - ¢q; est
un multiple du polynome g;, et plus précisément ¢;¢;.

Comme ¢? = ¢; on a ¢; € D. Il ne reste plus qu'd remarquer par
évaluation que, pour tout polynome p appartenant a D, p s’écrit comme
une combinaison linéaire réelle des polynomes g; :

> peai=> pBi)g=p
i=1 =1

Comme les £g sont indépendants (Proposition 12), et les P; disjoints,
les ¢; sont indépendants. On remarque au passage que les P; sont ex-
actement les blocs de D.

3. On vient de voir que l'ensemble des polynomes g = > ¢ .pes , Ou
B parcours l’ensemble des blocs de D, engendre D comme R-espace
vectoriel. Comme £7! est un isomorphisme qui stabilise D, il envoie
une base de D vers une base de D.

O

Définition 10. On parlera de systeme de blocs de D pour désigner l’ensem-
ble des blocs de D. De plus, si B est un bloc, on note pp = Y ,.ppa €t

€B = EAEB €a-

Proposition 20. Si D; et Dy sont deux digebres telles que Dy C Dy, alors
les blocs de Dy sont contenus dans ceux de D;.

Preuve : Si B est un bloc de Dy, alors

ZPA€D1§D2

AeB
Donc B est une réunion de blocs de Ds. O
Corollaire 7. Tous les sous-ensembles de {1,...,n} contenus dans un bloc

B d’une digebre D sont de méme cardinalité.

Preuve : D’apres la Proposition 18 p24, si D est une digebre, alors D contient
la digebre dont les blocs sont les :

{4, tq |Al=k}, ke{l...n}
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EXEMPLE : Si A est un sous-ensemble de {1,...,n}, alors on va montrer
que les blocs de la digebre engendrée par le polynome p4 sont les

B, ={U CA{1,...,n}tq. U =re|ANnU| =1}

Pour tout 7 € {1...,n} et tout I € {1,...[A[},on pose ¢.1 = > scp  Ps
Alors : ’

i E(Qr,l) = Qn—r,|A|-1
® Jg)=n—|Al=r+l+1) g1+ (A = 1+1) G111

s (Y ),
Quv * qrl = le (U,l) (u — v, — l) qi.j

n
Jj=1...|4]

ou ( J l) est le nombre de fagons d’exprimer un ensemble a j éléments

)

comme 'union d’un de ses sous-ensembles a v éléments et d’un de ses
sous-ensembles a [ éléments, c’est a dire :

e )G 2 ()
Donc 'espace vectoriel ghl endre parTbs qi,l est ! e {ggbzr} .

Réciproquement,

C]z,z:ZPU ZPU \A| )8|AH( pa)

UEBLJ UCA
U=t

d’apres la Proposition 7 p17, donc ¢;; appartient a la digebre engendrée par
pa-

De la méme facon,

_ |Ac|—1
qio = ZPU ZPU |A| )8 Clpa)

U€eB; UCA®
|Ul=l

appartient a la digebre engendrée par p4.

Il ne reste plus qu’a remarquer que

Gi= > PU=Qu 1o Vr>I
UeBr,l

appartient a la digebre engendrée par p4.

Remarque 8. La digebre engendrée par pa est l'algebre des invariants du
stabilisateur de A.
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1.2.4 Exemple emblématique

On a vu précédemment (1.1.3 p16) que le groupe des permutations S,
de {1,...,n} agit de maniere naturelle sur S,, comme un groupe d’isomor-
phismes d’algebre définis par :

0T =Tou), 0 € Gy,
Proposition 21. Les 0 € 6, définis en 1.1.3 p16 sont des homomor-
phismes de digebre, au sens ot :
1. ce sont des homomorphismes d’algébre de S, dans S,.

2. onacod=0o0
3. etocgol=Co0

Preuve :
1. Par définition de ’action de &,, sur S,,.
2.
oodps) = | [
i€S jeS\i
= > 1 =w
i€S jes\i
= Jdooa(ps)
3.

aol(ps) = o|]]x

Jgs

= H Lo(5)
j¢s
= Co U(Ps)
O

Proposition 22. Tout homomorphisme de digébre est soit nul, soit injectif.
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Preuve : Le noyau d’'un homomorphisme de digebre est soit réduit a {0}, soit
une digebre, auquel cas il contient 1 = py (d’apres la Proposition 18 p24) et
est en plus un idéal de S,,, ¢’est donc tout S,,. O

Proposition 23. Tout isomorphisme de digebre est l'un des o définis a la

Proposition 21 p29.

Preuve : Soit ¢ un isomorphisme de digebre. On a alors

(25(8581“) = ¢(5S)¢(5T) VS,T

donc si l'on pose ¢(e5) = > ,afea, ona:ay € {0,1} et afal =0VS #T.
Comme ¢ est un isomorphisme ¢ permute les g, en effet si o # 0 et ap # 0
avec A # B alors on aurait o’y = 0 et a5 = 0 pour tout T différent de S, ce
qui contredit le fait que ¢ est un isomorphisme. De la méme facon ¢ permute

les pg car ¢ o€ = € 0 ¢. On doit de plus avoir ¢(psur) = é(ps)é(pr) donc
®(pp) = pp- On a enfin

00 ¢ (pray) = 000 (paiy) = d(po) = o

Donc ¢ (p{l,i}) = P{x}, Pour un certain k. On a ainsi ¢ qui permute les x;,
et donc ¢ est I'un des o ci-dessus. O

Proposition 24. L’ensemble des invariants de G est une digébre notée
D(G). Le systeme de blocs de cette digebre est [’ensemble des orbites de l'ac-
tion naturelle de G sur P ({1,...,n}).

Preuve : Le fait que D(G) soit une digebre résulte immédiatement de la
Proposition 21 p29. O

L’intérét des digebres réside dans la réciproque de cette proposition, c’est
a dire :

Conjecture 3. Si D est une digebre, alors D est une algébre d’invariants.

1.3 Commutants

Dans cette partie, on développe des outils de calcul dans le but d’attaquer
la conjecture ci-dessus.
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1.3.1 Structures d’incidence

Dans cette section, on décrit les orbites de &,, sur P ({1,...,n})F, c’est
a dire la facon dont le groupe des permutations d’un ensemble agit sur les
k-uplets de ses sous-ensembles. Il est clair que, par exemple, pour que deux
paires d’ensembles soient dans la méme orbite, il faut que les cardinaux des
ensembles correspondent deux a deux, mais aussi que les cardinaux des in-
tersections correspondent. Ceci se généralise facilement de la fagcon suivante :

Définition 11. On dit que deux éléments S = (Sy,...,Sk) etT = (T1,...,Ty)
de P({1,...,n})* ont la méme structure d’incidence si pour toute partie J

de{1,...,k}, ona:
s =T

jed jed

Cette relation partitionne P({1,...,n})* en classes d’équivalence qu’on ap-
pelle structures d’incidence de P({1,...,n})k.

Alternativement, le terme structure d’incidence d’ordre k désignera la
fonction p de P ({1,...,k}) dans N, telle que

s

jed

VI, p(J) =

pour un représentant S de la structure d’incidence. Par convention, on pose
p(0) = n. Ainsi on pourra dire que la structure d’incidence d’ordre 2 de

(Al, Ag) est
{1} — [A4]
pid 2|4y
{]_, 2} = |A1 N A2|
Si (Ay, As) appartient a la structure d’incidence p, on note (Aq, As) b p.

Proposition 25. Les structures d’incidences d’ordre k sont les fonctions
de P({1,...,k}) dans N telles que :

VIC{L... kb Y (=D)HMu(@) =0

LC{1,....k}
LDJ

Si de plus on note
poo T Y (=)EYI(L)

LDJ

31



alors i(J) est le cardinal de () S; N () S pour tout représentant S de la
j€J i¢J
structure d’incidence p d’ordre k, et pour toute sous-partie J de {1,... k}.

Preuve : Soit S un représentant d’une structure d’incidence d’ordre k, et

posons pour toute partie J de {1,...,k}, f(J) =] S;N () S¢|. Alors il est
jeJ igJ
clair que pour tout J,

n)= > S

JCLC{1,...k}

Par inversion de Md6bius, on obtient :

(=Y (=DH (L)

JCLC{1,...k}

Comme f(J) est toujours positif, on a nécessairement

S (YE (L) =0

JCLC{1,...k}

pour toute structure d’incidence p, et cette quantité représente bien le car-
dinal de I’ensemble mentionné. Réciproquement, si g est une fonction de
P ({1,...,k}) dans N telle que :

VIC{L... kLa() = > (=) V(L) =0

JCLC{1,...k}

alors on peut trouver une famille de 2¥ ensembles disjoints A;, J C {1,...,k}
telle que |A;| = h(J), VJ. En effet on a vu que n = p (@) = >, h(L). En
posant T; = Uz‘ng{1 _____ k) Aj pour tout i, alors la famille T" a la structure
d’incidence p (T F p). O

k

Proposition 26. Les structures d’incidence de P({1,...,n})" sont les or-

bites de l'action naturelle de &,, sur P({1,...,n})*.

Preuve : Soient deux éléments S = (S1,...,5) et T = (T4,...,T}) de

P({1,...,n})* ayant la méme structure d’incidence. Alors
As| - A
i=1 i=1

32



Supposons que S; = ()i, S; # 0 : alors T, = (., T; # 0 et les deux
éléments " = (S;, 51\ Sty ..., Sk \ S¢) et TV = (T, Ty \ Ty, ..., T, \ T;) de
P({1,...,n})* ont la méme structure d’incidence.

Donc il suffit de prouver que quelque soit k, si deux éléments S =
(S1,...,Sk) et T = (Ty,...,Tx) de P({1,...,n})* ont la méme structure
d’incidence avec S; = (), alors il existe une permutation o de &,, telle que

On appelle profondeur de S = (S, ..., Sk) le nombre

p:mm{rz1t.q.VJ§{1...k}t.q.|J|:r, |ﬂSj|:0}

jed

On procede pour tout k par récurrence sur p :

e Sip=1lalors S=T=(0,...,0).

e Supposons le résultat vrai pour tout k et pour tout p < f, et soit
S =(Sy,...,S) et T =(T1,...,T;) deux éléments de P({1,...,n})*
ayant la méme structure d’incidence et une profondeur f + 1.

On pose :

S=(SnS1<i<j<kS\ |J Si=1..k)
j=1..k
J#i
et
T=(TnT,1<i<j<kT\ |J Ti=1..k)
j=1..k
J#i
Alors S et T ont la méme structure d’incidence et une profondeur f.
Donc il existe une permutation o de &, telle que o(S,) = T, Vu. Il ne
reste plus qu’a remarquer que o(S) =T
0

n+2k—1

22 1Y) structures d’incidence d’ordre k sur {1,...,n}.

Proposition 27. Il y a (

Preuve : On a vu dans la Proposition 25 p31 que les structures d’incidence
sont en bijection avec les fonctions i de P ({A4,...,k}) dans N telles que

>_scq..k (J) =n cest & dire avec les compositions de n en 2 entiers. Le

.. . ~ -1 .
nombre de compositions de n en [ entiers est connu pour étre ("ﬁl ), ce qui

clot la preuve. O
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1.3.2 Commutant

On a déja défini quelques opérations supplémentaires sur les digebres,
par exemple [ et €, et remarqué qu’on pouvait s’en servir pour reformuler
la définition de celles-ci. On s’attache dans cette section a définir la sous-
algebre d’endomorphismes de S, engendrée par 0 et U, qui se trouve, et ce
n’est pas un hasard, étre l’ensemble des applications qui commutent avec
tous les éléments de G&,,.

Définition 12. On note Com(S,,) l'ensemble des applications linéaires h de
S, dans S, telles que
Vo e€G&,, hoo=0o0oh

Définition 13. Si A; et Ay sont deux sous-ensembles de {1,...,n}, on pose
E4, 4, Uapplication linéaire de S, dans lui méme qui envoie pa, Sur pa, et

ps sur 0 si S # Aj.

La famille de fonctions ainsi définie forme une base de 1’espace vectoriel
L (S,,) des applications linéaires de S,, dans lui méme.

Proposition 28. Les
EN = Z EA1—>A2

(A17A2)|_M

ou p parcours l’ensemble des structures d’incidences d’ordre 2, forment une
base de Com(S,,).

Preuve : Etant donné un couple (A;, A;) de sous ensembles de {1,...,n}, et
une permutation o € &,,, on remarque que oo E4, 4,00 1 = Eo(a)—o(As)-
Donc si

> AaranFa-a,
(A1,42)

est un élément de Com(S,,), alors on a Ag(4,),0(42)) = A(a,,4,) Pour tout
couple (A;, Ay). D’apres la Proposition 26 p32, ’ensemble des couples (C, D)
tels qu’il existe un élément o de S,, tel que o(A;) = C et 0(Az) = D est
exactement la structure d’incidence de (A;, Ay), ce qui montre la Proposition.

]

Remarque 9. Dans les calculs, on notera parfois Ey;, l'application E,
lorsque 1 est d’ordre 2, et

o k=pu({1})
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o 1= u({2})
o r=p({1.2})

On note id = 0 o C Iidentité de S,, et idj 1'application de S, dans lui-
méme qui envoie pg sur lui-méme si |S| = k et sur zéro sinon. Il est clair que
toutes ces applications sont dans Com(S,,). De plus, d’apres le Corollaire 7
p27, elles stabilisent toute digebre.

Proposition 29. Com(S,,) est le plus petit sous-espace vectoriel (au sens
de linclusion) de L (S,,S,) contenant 9, C et les idy, qui soit stable par o.
De plus, si D est une digebre, alors :

Com(6,,)(D) C D

Preuve : Soit ‘H Dlespace engendré par 9, C et les id; (par combinaisons
linéaires et par o). Il est clair que H C Com(&,,) car ce dernier contient
0, C et les idy, et est stable par combinaisons linéaires et par o.

D’apres la Proposition 28 p34, il s’agit de montrer que les applications
E,, sont dans H. En effet les applications de H stabilisent toute digebre D.

D’apres la Proposition 7 pl17, on a :

0 si|S] <
& (ps) = AEC:S Npa si|S|>1
A5~

Donc &' oidy = I! By ;1 51, c'est & dire que les Ej ;¢ ou s est plus petit
que k sont dans H.

On a A°N B¢ = (AU B)¢, donc b o Ey;, o0 envoie un ensemble A de

taille n — k sur les ensembles B de taille n — [ tels que r = |A° N B¢| =
[([AUB) | = n—|(AUB)| = n—|A|l — |B| +|AnN B| c’est a dire que
Co Eiir ol = n—kn—ln—k—i+r- DONC grace a ce qui précede, les Fj ;1 ou s

est plus grand que k sont dans H.
Finalement, si r est plus petit que k et que [, on a :

S
Er,l,r o Ek,r,r = E (T‘) Ek,l,s

s>r

Donc quels que soient k,l, et v, £}, € H et L, stabilise toute digebre
D. O
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On peut en fait obtenir mieux :

Proposition 30. Com(S,,) est le plus petit sous-espace vectoriel (au sens
de Uinclusion) de L (S,,S,) contenant 0 et C qui soit stable par o.

Preuve : 11 s’agit de montrer que les Ej;, peuvent étre obtenus grace a 0 et
C, au moyen de compositions et de combinaisons linéaires. On se propose de
le démontrer par récurrence sur k, pour k variant de 0 a n.

e Sik=0,alorsr =0, et ona

n!?

0" 'olod"olb=—~—F
(=1 0,1,0
e Supposons le résultat vrai pour tout k strictement inférieur a j. Alors
pour tout u strictement inférieur a j, on sait engendrer les

j
o r
Eujucd =Y <u) Ejjr

r=u

En particulier, pour u = 7 — 1, I'application
w=FEjjja+ L= Ejjj+jid;

On remarque que w? = (n — 2)E; ;-1 + j(n — j)id; + 4F; ; jo.
D’autre part, on sait aussi engendrer, dans le cas u = j—2, 'application
©=Ejjj2+(j = DEjj-1 + (3)id;.
0 4 1
Comme la matrice | 1 n—2 j—1 | est de déterminant j2, on
.. . i(i—1
jojln—j) L
en conclut que 'on peut retrouver 'application id; lorsque 7 > 0.
Il ne reste plus qu’a remarquer pour conclure que

min(j,!)
Cod"0lod "o id; = Z (i) Ejis

S=T

O

Com(6,,) étant stable par transposition, il est légitime de chercher a
appliquer la théorie des x-algebres afin de profiter de sa semi-simplicité. Ceci
est aussi I'occasion de revenir sur la définition des digebres en montrant que
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les trois opérateurs sont nécessaires : on a défini les digebres a l'aide de
trois opérations : 0,C et la multiplication. On se propose ici de montrer que
chacune d’elle est nécessaire, c¢’est a dire que les deux autres ne suffisent pas
a définir la structure de digebre.

multiplication et O

On peut considérer les polynomes engendrés par ps si A est un sous-
ensemble strict de S = {1,...,n} : ce sont les > yca py, pour k variant de

U=k
0a|Al
maultiplication et C

Comme contre exemples, on peut citer {py, ps} pour S > 2, ou encore
{Py, D4, Pac, ps} pour un ensemble A de cardinal strictement compris entre 1
et |S| > 3, ou méme généraliser ceci avec plusieurs ensembles : si Ay, ..., A,
sont des sous-ensembles de S, alors les pg ou B est I'un des :

4n(4 Jcs

JjeJ jgd
forment une algebre stable par C.

Ceto

On a vu que O et [ engendrent Com (&,,) en tant que sous-algebre de
L(S,). Com (G,,) est stable par transposition (dans la base formée des pg
par exemple), c’est donc une *-algebre, et on a les deux propriétés suivantes :

e Tout sous-espace stable par 0 et 0 admet un supplémentaire stable :
son orthogonal. Autrement dit Com (&,,) est semi-simple.

e Com (&,,) est égal a son bicommutant, autrement dit toute application
linéaire qui commute avec d et G appartient a la sous-algebre de L (S,,)
engendrée par les permutations de G,,. On peut peut-étre avoir ceci en
considérant que l’algebre de groupe est semi-simple.

Il est donc envisageable de décomposer S,, en sous-espaces vectoriels sta-

bles par O et 0. Cette décomposition n’est en rien unique, on exhibe ici une
décomposition qui n’est pas totale.

Pour tout entier k compris entre 0 et n, on pose :

Vi = ﬂkerEi,kJ

i7j
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Proposition 31. On a alors :
o sik> 7%, alors Vi = Vn_p

o sik <1<3%, alors Vi C Vy

Preuve :

e Onalo Eik; = Ein_ki_j, de plus C est inversible, donc Eiki(p)=0
si et seulement si £, ;—;(p) = 0.
o v i—u\ (n—i—k+u ) :

e BiproEi, = Zu:max(o,i—f—l—n) (Ufu) (lfkvaru)Ekavu’ donc on obtient
facilement les E; ;, ; en fonction des Ejy ; o F;;, par un systéme trian-
gulaire, pourvu que [ < n —1i. Sil <, alors les I,_; 1, ; s’expriment en
fonction des Ej o E)_;;,, donc on peut conclure en considérant que

Eirj=Fn_ikjo C. Finalement, si l >n —i et [ > i, alors [ > n/2.

O

On remarque aussi que l'orthogonal Vy de V, est SO, l'algébre des
invariants du groupe symétrique. En effet pour tout polynome p de S,
et tout entier k compris entre 0 et n, on a Eyoo(p) = (pr,p) Do, avec

=y t.q. U=k PU-
On peut donc établir une décomposition stable de S, :

nq

Sn — SS” P @ Wk; avec Wk = Vk+1 \ Vk

k=0
I est clair que SS" est irréductible pour Com (S,,), en effet quel que soit
p vecteur non nul de S, Com (G,,) - p = S°".

Il n’'en est pas de méme pour les Vj, par exemple si l'on considere la
digebre D3 d’ordre 3 qui est l'algebre des invariants pour une transposition,
on obtient :

Dy =80 < Py + P2y — 2p(3), P12y T P23y — 2pf12) >

Ainsi, D3 se décompose en deux sous espaces simple pour Com (S,,), dont le
deuxiéme est inclus strictement dans W;.

On voit donc que les W, sont des espaces stables par C et 0, mais pas
par multiplication. Finalement, il est clair que la décomposition partielle ci-
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dessus vaut pour toutes les digebres D, c’est a dire que :

n_q

D=5 o@ WnD)

k=0

Remarque 10. Cette décomposition des digeébres en somme directe de noy-
aux est tres librement inspirée des travaux autour du théoréme de Livingstone
et Wagner ([10]), entre autres le travail de Maurice Pouzet [17] (voir aussi

[21]).

1.3.3 Commutants d’ordres supérieurs

Il s’agit dans cette section de prendre en compte la multiplication, qui
est un opérateur binaire sur S,, comme on l’a fait pour 9 et C dans la sec-
tion précédente. On remarque la encore, que la multiplication a de bonnes
propriétés par rapport aux éléments de &, et le principal résultat de cette
section est la Proposition 33 p40, qui donne un nouveau résultat de génération
par 9, G, et la multiplication. Il s’agit ici d’une attaque de la conjecture 3
p30 a travers une version qui met en jeu les applications qui commutent avec
les éléments de G,,, cette démarche sera détaillée dans la prochaine section.

Etant donné un entier strictement positif £, on considere

SH=8,9...98,
————
k

le produit tensoriel de k£ copies de S,,.

C’est un R-espace vectoriel de dimension 2*” dont une base est formée
par les

Ps=Dps, @...0ps,, ouS € PH{L,... . n}H"

Etant donné deux entiers positifs & et , on peut définir I'ensemble £ (SSE”’“, Sl )
des applications linéaires de S®* dans S%!, qui est un espace vectoriel, et a
I'intérieur de ce dernier Com, (&,,) le sous-espace vectoriel des applications
linéaires h de S¥* dans S%' telles que

Voe6,, (0®0®...00)oh=ho(0®0®...®0)
0 &
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Définition 14. On pose Ea,... A,)—(B,,...B,) l'application linéaire de Sffk dans
Sfl qui envoie pa, @ ... Qpa, Surpp, Q... pp, et ps, @ ... ps, sur 0 si
S # A.

La famille ainsi définie forme une base de l'espace vectoriel £ (S2*, S')
des applications linéaires de S2* dans S'.

Proposition 32. Les

B, = > Eay...a)~(Bi....B)
(A1,es Ak, Br,., Br)Fp

ou p parcourt l’ensemble des structures d’incidence d’ordre k + 1, forment
une base de Comk(&,,).

Preuve : de la méme facon que pour la Proposition 28 p34, étant donné un
k-uplet A et un [-uplet B de sous ensembles de {1,...,n}, on remarque que
coFE4 . goo !t = Es(4)—o(B)- Donc si Z(AB) Aa,B)Ea—p est un élément de
Com(6,,), alors on a Ay (a),0(8)) = A(4,) pour tout couple (A, B). D’apres la
Proposition 26 p32, ’ensemble des couples (C, D) tels qu'il existe un élément
o de 6, tel que o(A) = C et 0(B) = D est exactement la structure d’inci-
dence de (A, B), ce qui montre la Proposition. O

La section précédente décrit donc Com}(&,) = Com(&,) et montre que
ce dernier est engendré par 0, C, et les idj.

Comy(&,,) et Com:(&,,)

Définition 15. On note m la multiplication de S,,. Il est clair que c’est un

élément de Comi(S,,).

De plus, quelque soit h une application de Comy(&,) et j, k,[ trois ap-
plications de Com(&,,) il est clair que joho (k®1) est aussi une application
de Comy(&,,).

Proposition 33. Comy(&,,) est le sous-espace vectoriel de L (S7*,82') en-
gendré par les

jomo (k®1l), avecjk,l € Com(S,)
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Preuve : On peut considérer que 7, k, et [ sont des applications du type

cs— Y ersi|S| =k
T t.q.

Crly . |T|=t
o |TNS|=r

€g — 0 sinon.

on a alors :

al,a2,a3
€k,a3,r3 © M O (eal,kﬂ’l ® 602&?"2) (5A1 ® 5142 E Zk rl,rg,rg A17 Ay, A3) €43
ol
0 si |A;] # a; pour 'un des i = 1,2,3

al,a2,as3 _
b (A1 A2, As) = { [{U €{1,....,n} t.q. U =k, |UNA;| =r;i=1,2,3}]| sinon

Il s’agit donc de montrer que la fonction indicatrice d’une structure d’in-
cidence quelconque s’exprime comme une combinaison linéaire des 7.

Soit U tel que :

U] =k
|UﬂA1| = "M

|UﬂA2| = T9

|UﬂA3| = T3

On a alors :

r+re—k < | UNA; N A

T‘1+’I“3—/{3 S |UﬂA1ﬂA3|

T‘2+’I“3—/{3 S |UﬂA2ﬂA3|

T1—|—T2+7’3—]€ S |UﬂA1ﬁA2ﬂA§|+|UﬂA1ﬁA§ﬂA3|

+HUNATN Ay N Ag| +2|UN A N Ay N As

On a donc Z,1%% (Ay, Ay, A3) # 0 seulement si :

k,ri,r2,rs
T1+T2—k S |A1ﬂA2|
ri+r3—k < AN As|
ro+13—k < Ay N As|
’I"1+’I"Q+T3—k’ S |A1ﬂA2ﬂA§|+|A1ﬂA§ﬂA3|

FAS N Ay N Ag| + 2| A N Ay N As|
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De plus, le cas d’égalité est valide, c’est a dire que si (A, As, A3) sont
trois ensembles de cardinaux respectifs aq, as, et a3 tels que :

ri+re—k = AN Ay
ri+rs—~k = ‘AlﬂA3|
ro+1r3—Fk = ‘A2ﬂA3|
ridrebrs—k = |A N Ay N AS| + Ay N ASN A

FIAS N Ay N Ay + 2| A1 N Ag N As|

alors on a Z; %% (A, Ay, Az) # 0.

k,r1,m2,73

En effet si on pose V = (A; N Az) U (A2 N A3) U (A; N Aj3), alors :
\VIi=2(ri+mr+r—k) —(r+ro—k)—(ri+rs—Fk)—(ro+rs—k)=k
VNA|=(1+r+rs—Fk)—(re+rs—k)=nr
VNAg|=(ri+rotrs—k)—(ri+rs—k)=nr
‘VﬁAgg‘ = (T1—|—T2—|—T3—/{7) — (7’1"‘7“2 —/{7) =73

Donc en ordonnant les structures d’incidence d’ordre 3 telles que |A;| =
ai, |As| = ag,[A3] = a3, et les fonctions Z;"™  dans un ordre conven-
able, on obtient un systeme triangulaire bien défini qui donne les indicatrices
recherchées. O

Corollaire 8. Pour toute digebre D :

Coml(&,) (D ® D) = D

Preuve : D’apres ce qui précede, Comy(S,,) (D ® D) C D. Pour I'inclusion
dans l'autre sens, il suffit de remarquer que pour tout bloc B de D, on a
m(€B®z—:B) = £B.

O

Le cas de Com?}(&,,) est entierement symétrique, et on montrera ainsi
facilement que ce dernier est ’espace vectoriel engendré par les

(k®l)oAoj, avecjk,l € Com(S,)

ou A est I'application symétrique de m, c’est a dire ’application qui envoie
£g sur €g @ eg pour toute partie S de {1,...,n}.
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Com;(&,,), Comy(&,,), et Com?(&,,)

On pourrait imaginer obtenir ces trois espaces vectoriels de fonctions de
facon naturelle a partir de la dérivation, de la complémentation, et de la
multiplication grace au trois espaces suivants :

e Le sous-espace vectoriel H? de Com2(&,,) engendré par les composées
d’une fonction de Com}(&,,) puis d'une fonction de Com?(&,,).

e Le sous-espace vectoriel H} de Com3(&,,) engendré par les composées
d’une fonction de id ® Comy(&,,) puis d'une fonction de Com(&,,).

e Le sous-espace vectoriel H3 de Com?(Gn) engendré par les composées
d’une fonction de Com?(&,,) puis d'une fonction de id ® Com?(&,,).

Les égalités d'un de ces espaces avec son commutant associé sont équivalentes,
cela ne fait que traduire le fait que certaines fonctions engendrent Com) (&,, ).
La Proposition suivante montre que c’est faux en général :

Proposition 34. Sin > 20, H3 est strictement inclus dans Com3(S,,).

Prewve : L'identité de S, ® S, est bien une application de Comj(&,,), mais
elle n’est pas incluse dans H3. En effet si 'on pose id = Y, hyly avec pour
tout ¢, h; € Com}(&,,) et I, € Com}(&,,), alors pour tout couple d’ensembles
B et By :
PB, @ PB, = Z hy ol (pB, ® pB,)
t

autrement dit pour tout couple By, Bo, il existe des éléments x; de S,,, et des
fonctions h; de Comi(&,,), telles que

PB, ®p32 = Z h’t (xt>
t

Ceci est impossible, en effet S, est, on 'a vu, de dimension 2" et Com?(S,,)
a pour dimension le nombre de structures d’incidence d’ordre 3 (d’apres la
Proposition 32 p40), c’est a dire (";’7) d’apres la Proposition 27 p33. On en
déduit que I'image de S,, par Com}(&,,) est de dimension inférieure ou égale

a ("?7) 2", ce qui est strictement inférieur a la dimension de S, x S, (i.e. 4")
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si n est supérieur ou égal a 20, en effet dans ce cas :

[CHANNE )~ nln(2) — (7
In o Zln(n+z) nln(2) — In(7!)

7 7
— Zm(zo +i) + Zln (1 + Zo_f?) —nIn(2) — In(7")

< Zln 20 4 ) +Z”_ 20 — (n —20)In(2) — 20In(2) — In(7!)
< (n—20) ( 2)) +3 (20 +4) — 20 In(2) — In(71)

J

v~ N~

<0 <0

1.3.4 Une conjecture équivalente sur les commutants

On a vu que les Com’, (&,,) sont partie prenante de la structure de digebre,
en effet les trois opérations de dérivation, complémentation, et multiplication
engendrent notamment Com] et Comj, mais pas les commutants d’ordre
supérieur. On se doute bien que cette idée de génération est au coeur de
la Conjecture 3 p30, on peut en fait la reformuler totalement en terme de
commutants :

Conjecture 4. St D est une digebre, alors pour tout entier k supérieur ou
égal a 1 :

Comy,(S,,)(D**) C D
Proposition 35. Les Conjectures 3 p30 et 4 p44 sont équivalentes.
Remarque 11. L’étude de la section précédente montre que la propriété de

la Congecture 4 p44 est vraie si k =1 ou k = 2.

Preuve : 1l est clair que la Conjecture 3 p30 implique la Conjecture 4 p44.
Il s’agit donc de prouver que si pour tout entier k supérieur ou égal a 1

Comy(6,)(D%) C D
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alors D est une algebre d’invariants.

Soient C et D deux parties de {1,...,n}. On veut montrer que 1'une des
deux conditions suivantes est vérifiée :

e C et D ne sont pas dans un méme bloc de D

e il existe 0 € G, tel que o(C) = D et o stabilise tous les blocs de D.

Soit A;,i € {1,...,2"} la famille des sous-ensembles de {1,...,n}, pour
tout 7, B; le bloc de D qui contient A;, et r I'entier tel que A, = C. On pose

on

P=Q)A €8
=1

On définit ensuite ¢ 'application de S¥?" dans S, qui & pa, ®. . .®@pa,, associe
pa, si (Aq, ..., Ayn) & la méme structure d’incidence que P, et 0 sinon. Il est
clair que cette application est un élément de Comsy, (S,,).

Donc si la Conjecture 4 p44 est vraie, ¢ (pg, ® ... ® pp,,) est un élément

de D. De plus :
c(Z p51®...®p5k> =pc+...

SiEBi

Comme ceci est contenu dans D, le deuxieme membre contient pp.

On en déduit qu'il existe une famille Cj,i € {1...2"} de sous-ensembles
de {1,...,n} telle que
e les familles A et C ont la méme structure d’incidence,

e quel que soit 7, les ensembles A; et C; sont dans un méme bloc de D,
o C.=0D.

Finalement, le passage de A a C' est une permutation de {1,...,n}, car
on a vu que les structures d’incidence sont les orbites de ’action naturelle de
S,, (Proposition 26 p32). O

Au vu de la preuve, on ne se sert que du cas k = 2", c’est a dire du fait
que si D est une digebre, alors :

Comy (&,)(D?') € D

Il est clair que ceci implique la méme propriété pour les k plus petits, en effet
on peut toujours ”"oublier” un argument, c’est a dire sommer sur tous les
parametres le concernant. En revanche on peut se demander ce qui se passe
lorsque £ est plus grand que 2" : il est clair que D est alors une digebre, mais
est-il possible de "rebatir” Comy(S,,) (k > 2") a partir de Comgn (&,,) ?
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En fait, Com(S,,) n'existe pas vraiment si k& > 2", car d'une certaine
facon il y a au plus 2" arguments distincts : on sait qu'une base de Com*(&,,)
est indexée par les structures d’incidence de taille k£ + 1. Pour toute structure
d’incidence p d’ordre 2™ sur {1, ..., n}, et tout représentant (Si,...,Sy) de u,
il existe des sous-ensembles Ay, ..., A, de {1,... k} telsque Vi,j € Ag, S; =
S;. Il est facile de voir que les Ay, ..., A, sont indépendants du représentant
de u choisi. On peut donc engendrer Comy(S,,) avec Coman (S,,) et quelques
multiplications.
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Chapitre 2

Coefficients des digebres,
Relations polynomiales

Dans toute cette partie, on utiliseras la notation €2 pour désigner I’ensem-
ble {1,...,n}. On notera |A| le nombre d’éléments de A si A est un sous-
ensemble de €2, ou le nombre d’éléments d’'un de ses représentants si A est
un bloc d'une digebre D. Le nombre de sous-ensembles de () formant le bloc
A sera quant a lui noté fA.

2.1 Coefficients des digebres

On a vu que chaque digebre est munie d'un systeme de blocs, qui en
supposant que la Conjecture 3 p30 soit vraie, représente les orbites de son
groupe d’automorphismes sur P (). Il existe une notion d’incidence entre ces
blocs, qui transmet la notion d’inclusion dans &,, au quotient que représente
une digebre, plus précisément, :

Proposition 36. Si By et By sont deux blocs d’une digébre D, et A un
élément de By donné, alors le nombre d’éléments de By qui sont inclus dans A
est indépendant du représentant A choisi. On note (g;)p ce nombre, ou plus

simplement (g;) lorsque le contexte indique clairement dans quelle digebre
on se trouve.

Remarque 12. Jusqu’ici, on a noté (Z) le coefficient binomial qui représente
le nombre de fagons de choisir k éléments dans un ensemble a n éléments. La
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similarité des notations est voulue, en effet les deux interprétations coincident
dans la digébre des invariants du groupe symétrique S dont les blocs (c’est
a dire les orbites) sont constitués par les ensembles de méme cardinalité, et
ou par conséquent un nombre suffit pour décrire un bloc.

Preuve : Soient B; et By deux blocs d’une digebre D, de cardinalités respec-
tives kq et kg avec ky < kq. Considérons 'application F, de §,, dans lui-méme,
qui envoie pour tout sous-ensemble S de Q, pg sur ) , t.q. scaDa. Cette ap-
plication est un élément de Com (&,,), donc on a F(pp,) € D, et donc quel
que soit ’élément A du bloc Bj, le nombre d’éléments de B, qui sont inclus
dans A est indépendant du représentant A choisi. O

Proposition 37. Soit (By,..., By) une liste des blocs d’une digébre D, et
M la matrice k X k dont le coefficient (i,7) est (g?). Alors M est la matrice

de ColoC (voir la définition 6 p20 pour 1) dans la base (pg,,...,ps,)-

Preuve : On a vu a la Proposition 8 p20 que pour tout S contenu dans (2,

on a :
l(ps) = ZPA
ACS
donc :
Cololps) = Z Da
A t.q. SCA

On en déduit donc que si B; est un bloc de D,

Cotolpn) =2, > PAZi(?)PBi

SeBj; A t.q. SCA i=1

O

Pour toute digebre D sur n éléments, on peut ordonner ses s blocs par car-
dinalité croissante, de facon a ce que le bloc en position i soit le complémentaire
du bloc en position s-i. Dans la base de D ainsi formée, la matrice de [ s’ex-
prime tres simplement comme une antidiagonale de 1, et la matrice de ColoC
examinée ci-dessus est triangulaire inférieure, avec des 1 sur la diagonale. Ce
genre de base n’est évidemment pas unique en général, mais reste fort sympa-
thique. En effet si on suppose donné la matrice de Colo( dans une telle base,
alors on dispose évidement de la matrice de C, et par conséquent de toutes les
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matrices des applications de Com (&,,) que I'on peut obtenir par composition
comme on a vu a la Proposition 29 p35. De plus, la multiplication des blocs
est facilement accessible, en effet :

Proposition 38. Si (B, ..., By) sont les blocs d’une digébre D, alors pour

tout 1,5, on a :
S Bk;
PB; " PB; = Z ( _ ‘)ka
k=1 Bi, B;

() =50 (5) (5) (5)

Preuve : D’apres la Proposition 17 p24 on a :

o =3 (py)en v =X (5 )on

A J

avec

Donc

PB,PB; = Z <2)

A

Comme de plus

)pB
B
On a
(B[ A A
TYTEDY (Z(—U'B' . <A) (3) (BA)) Ps
B A ! J
O
Remarque 13. La proposition ci-dessus définit implicitement (B?%j) comme

le nombre de fagons d’écrire un élément du bloc By comme une réunion d’un
élément du bloc B; et d’un élément du bloc Bj, et affirme qu’il est indépendant
du représentant choisi. Ceci a déja été mis en évidence par W.L.Kocay [8]
dans le cadre de la reconstruction des graphes.

L’ensemble de la structure d’une digebre se trouve donc résumé dans cette
matrice de coefficients qui représente ColoC dans une bonne base. En effet on
vient de voir qu’elle fournit les trois opérations nécessaires a établir la struc-
ture de digebre. Il est donc naturel de penser que la donnée de cette matrice
décrit uniquement une digebre, c’est a dire qu’elle définit une sous-algebre
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de R[zy,..., 1)/ < 22 — 21,22 — x5,...,2% — 1, >, stable par O et par C,
a isomorphisme pres. On peut déja se demander si les autres opérations que
représentent les applications linéaires des Comy(S,,) peuvent étre reconstru-
ites a partir des coefficients comme on I'a fait pour la multiplication. Pour
cela, il faut bien sur supposer qu’elle stabilisent toute digebre, c’est a dire
que la Conjecture 4 p44 est vraie. La proposition suivante traduit ce que l'on
sait déja sur Com(&,,) et Comy(S,,) :

Proposition 39. 5i D est une digebre et k vaut 1 ou 2, alors
Comy(6,) (D) € D

et on peut calculer les matrices des applications linéaires de Comy(S,,) re-
streintes a D®F a partir de la matrice des coefficients mentionnée ci-dessus.

Il est intéressant de constater que la seule preuve dont on dispose pour
prouver que Comy(&,,)(D%?) C D fournit directement le calcul des matrices
associées. Par ailleurs, la généralisation de cette proposition a tous les k
implique la Conjecture 4 p44, et se trouve étre en méme temps équivalente
au fait que la donnée de la matrice de coefficients décrit uniquement une
digebre a isomorphisme pres. En effet il n’est pas difficile de voir que le
calcul d'une application de ComS,(&,,) bien choisie dans une base de D"
décrit explicitement la facon dont 2" ensembles forment D.

Une question plus faible que de savoir quelles sont toutes les digebres
(les algebres d’invariants?) est donc de savoir quels sont les jeux de coeffi-
cients possibles. Il est clair que certaines relations doivent exister entre les
trois opérations de dérivation, complémentation, et de multiplication, tout
simplement parce que ces relations existent dans S,,, et doivent donc se trans-
mettre a ses sous-algebres. Ces relations auront bien évidemment lieu dans
les Com, (&,,) étudiés plus haut, et fourniront ainsi les générateurs d'un idéal
de relations polynomiales qui doivent étre vérifiées par les coefficients d’une
digebre tels que décrit ci-dessus.

Avant de procéder plus avant vers ses relations, on peut remarquer que
la stabilité par les deux opérations 0, U n’est pas nécessaire a la définition de
coefficients. D’apres les Proposition 5 p15 et 19 p26, on sait que la structure
d’algebre de §,, définit une structure de blocs qui correspond aux ensembles
sur lesquels une sous-algebre prend toujours une valeur constante. On détaille
dans la section suivante les conditions a réunir pour définir une matrice de
coefficients raisonnable.
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2.2 c-algebres

Soit D une digebre d’ordre n, et A un sous-ensemble de Q = {1,...,n}.
D est alors une sous-algebre de S,,, 'algebre des polynomes sur les variables
x1,...,2T,. 1l est possible de définir des digebres d’ordre |A| avec comme
ensemble de base A, en prenant une variable pour chaque élément de A, ce
qui engendre une algebre de polynomes que 'on note S4. On pose alors h
I’application de §,, dans S4 qui envoie pg sur lui-méme si S est contenu dans
A, et sur 0 sinon. Alors h4 (D) est stable par €4 et par la multiplication dans
S4, mais n’est pas toujours une digebre :

e h (D) est stable par multiplication, en effet ha (p-q) = ha (p)-ha (q),
car pour tous ensembles S, T, S UT est inclus dans A si, et seulement
si S et T sont inclus dans A. On a donc hy (ps - pr) = ha (ps) - ha (pr)
pour tout couple S, T, et on peut conclure par linéarité.

e On a vu qu’une base de D en tant qu’espace vectoriel est donnée par
les pp, ou les B; sont les blocs de D. Pour montrer que ha (D) est
stable par e, il suffit donc de montrer que pour tout bloc B; de D,

€4 ohy (ZBE&_ pB) appartient a h4 (D).

On a:
a4 ohy <ZPB> = €4 ZPB
BEB,’ BEB,’
BCA

_ Z Z 1)ULy,

BCA BCUCA

= Z(—l)‘UHB‘pU {BeB;tq BCU}
UCA

Comme D est une digebre, tous les éléments d'un bloc B; contiennent
le méme nombre d’éléments de B;, donc

ey ohy (Z p3> = Z(—1)Bj—|8i|<§j) 3 n

BeB; J UCA
UGBJ'

= > (-1)BIE <§j> ha (ps,)

- 7
J
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e Dire que hy (D) est une digebre équivaut a dire que c’est un espace
stable par complémentation. A supposer que la conjecture soit vraie,
ceci équivaut au fait que pour tout couple U;, Us; de sous-ensembles
de A inclus dans un méme bloc de D, il existe une permutation des
éléments de A qui stabilise tous les polynomes de ha (D), et qui envoie
Uy sur U,. Ceci peut arriver, par exemple lorsque D est ’algebre des
invariants de G,,.

Mais ce n’est pas toujours le cas, ceci suppose en effet que les complémentaires
de Uy et U,y dans A soient isomorphes dans h (D). Il est clair que ces
derniers peuvent ne pas étre isomorphes dans D.

Par exemple, si D est l'algebre des invariants du groupe de permu-
tations {id, (1,2)(3,4)} sur quatre éléments, et A est le sous-ensemble

{1,2,3},alorsonaha (D) = {ps, ppy + P2}, Py P2y Pls) P23y P2t}

En revanche, en supposant que D est une algebre d’invariants, et que A
est stable par le groupe, h4 (D) est une digebre. Dans tous les cas, on peut
toujours définir une matrice de coefficients pour h4 (D) : ce n’est autre que
la sous-matrice de celle de D dont les lignes et les colones correspondent aux
blocs de D qui contiennent au moins un élément inclus dans A.

Définition 16. On appelle e-algebre une sous-algebre non vide, non réduite
a {0} de S, qui est stable par e.

On vient de voir que les e-algebres ne sont pas forcément des digebres,
en effet pour qu'une e-algebre soit une digebre, il faut et il suffit qu’elle soit
stable par complémentation. On peut également considérer comme contre

exemple l'algebre formée par les multiples de p4 pour un certain ensemble
A.

De la méme fagon que pour les digebres, on peut définir une structure de
blocs, ainsi que les coefficients associés. Il faut toutefois noter que si les blocs
d'une e-algebre sont toujours disjoints, il ne partitionnent plus forcément

P ().

Proposition 40. Etant donné deuz blocs By et By d’une e-algébre £, et A
un élément de By donné, alors le nombre d’éléments de By qui sont inclus

dans A est indépendant du représentant A choisi. On note toujours (g;)g ce

nombre, ou plus simplement (g;) lorsque le contexte indique clairement dans
quelle e-algebre on se trouve.

Preuve : 11 suffit de remarquer que 'application F utilisée dans la preuve de
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la Proposition 36 p47 n’est autre que l'inverse de ¢, en effet :

Boslps) = 3 (—)M9IEG,)

A tg. SCA

D NG D DR
A t.q. SCA B t.q. ACB

= Y0 > (-1
B A t.q. SCACB

= DPs

O

Proposition 41. Réciproqguement, si p est une partition de P ({1,...,n})
telle que tous les éléments A d’un bloc By contiennent le méme nombre

d’éléments d’un bloc B, alors les {ZAepi pa, Pi € p} forment une -algébre.

Preuve : 1l est clair que les {E Acp; €4, Pi € p} forment une algebre. Il suffit

1

de montrer que c’est un espace stable par e~ : soit p; € p, alors

dopa =D, D e

A€p; A€ep; B t.q. ACB

-2

B

O

On peut montrer que si m est une e-algebre, alors h4(m) aussi. Ceci ouvre
la voie a I’énumération des e-algebres a permutation pres, ainsi que de leurs
matrices de coefficients. Malheureusement, le probleme reste doublement ex-
ponentiel.

Avant de passer a I’étude systématique des relations que ’on peut obtenir,
on peut déja s’intéresser aux relations, plus ou moins évidentes, qui peuvent
étre établies entre les coefficients, intégrant de fait toute 1’étude précédente
dans une série de résultats relatifs aux problemes de reconstruction.

2.3 Relations connues

Certaines relations sont immédiates, par exemple :
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e Si Hy,...,H, sont tous les blocs de cardinalité &, alors

()= (%)

e Si|G|>|H|ona (g;) =1si By = By, et 0 sinon.

En regardant ce qui se passe avec le complémentaire, on peut aussi trouver

certaines relations, par exemple, il est clair que (g) = (gc)

Proposition 42. Plus généralement, pour tout couple d’éléments G et H,
Q\(H [\ (G
H)\G¢) \G/\H

Preuve : Considérons le graphe biparti dont les sommets sont formés par les

éléments du bloc de G et ceux du bloc de H, un élément H étant relié a un
élément de G si le premier est inclus dans le second.

Blocde G

Ao
K0 \\
l/‘f?ﬂ" Bloc de H

Alors les éléments du bloc de G ont tous le méme nombre de voisins (g)
Deux ensembles sont dans le méme bloc si et seulement si leurs complémentaires
le sont, et on a de plus H C G si et seulement si G¢ C H¢, donc les éléments
du bloc de H ont tous le méme nombre de voisins (gi) Le nombre d’arétes

de ce graphe est donc :
Q\ (H®\  [(Q\ (G
H)\G¢) \G/\H

O

Diverses relations supplémentaires entre les coefficients sont déja connues,
elles proviennent de I’étude du probleme de reconstruction, mais s’appliquent
au cas général. Un des premiers résultats des travaux sur la reconstruction
est le suivant :
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Proposition 43 (Lemme de Kelly). Si Hy,..., H, sont les blocs de cardi-
nalité |G| — 1, on a

(r) == () ()

pour tout bloc H tel que |H| < |G.

On peut généraliser facilement :

Proposition 44. Si Hy,..., H, sont les blocs de cardinalité k, on a

Gl —H[\ (G _zp: G\ (Hi
k—|H| J\H) < \H/)\H
pour tout H tel que |H| < k.
Pour démontrer cette proposition, il suffit de considérer qu’un élément du

bloc de H inclus dans G est inclus dans exactement ('f‘__l}ﬁ ‘) sous-ensembles
a k éléments de G.

Une jolie propriété de la matrice des coefficients d’une digebre a été mise
en évidence par V.B.Mnukhin [12] :

Proposition 45. Si M est une matrice de coefficients d’une digébre D, on
a, pour tout k dans Z et tout couple (G, H) de blocs de D :

G
k — _ 1|G|-|H|
My =k ( H)

avec la convention 0° = 1

Preuve : Soit M, 1la matrice dont le coefficient G, H est kl¢I-14] (g) Alors on
a avec la convention considérée, My = Id I'identité de ’algebre des matrices,
et pour tout k différent de 0, M A = M. 1. En effet le coefficient G, H du
produit M A est

(MyA)o =Y KW (CU?) (g)
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ol la somme porte sur tous les blocs U de D, ce qui en fixant un représentant

g du bloc G donne
U
_ lgl=1U]
(MyA)g.n = E k9 (H)

UCyqg

ol la somme porte sur tous les sous-ensembles U de g.

(MyA)am = Z lo= 101 Z Livemy

UCyg VCU
— ka'ﬂ{\/zH} Z LUl
VCg VCUCqg
lgl—IVI
— |V
= S Ky Y <Ig| | I)k_r_v
VCg r=0 r
1 lgl=IV|
— Zklglf\V\ﬂ{VzH} <1+E) (2.1)
VCg
VCg

= (k+ 1)l <§) (2.3)

En considérant qu’avec la convention 0° = 1 , les équations 2.1 p56, 2.2 p56,
et 2.3 pb6 restent valables.

Comme on a My = A et MyA = M, pour tout k, c’est facilement vrai
pour k = 0, et la proposition résulte d'une induction dans les deux sens. [

Proposition 46. Les relations (entre les coefficients d’une digébre) fournies
par les Propositions 43 p55, 44 pdd, et 45 pb5 sont équivalentes.

Preuve :
e [l est clair que la Proposition 44 p55 implique la Proposition 43 p55,
il suffit de prendre k& = |G| — 1. Pour la réciproque, on procede par
récurrence sur r = |G| — k. Lorsque r = 1, on retrouve le cas de la

Proposition 43 pb5, donc la récurrence est initialisée. Supposons les
relations vérifiées jusqu’a r, alors :

() e ™) -2 (o) ()

)
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ou les H; sont les blocs de cardinalité |G| — r. D’apres la Proposition
43 pbb, on a alors

() = = () (3)

si les F)j sont les blocs de cardinalité |G| —r — 1. En regroupant les deux
équations, on obtient :

(o) (e a™) = S () () ()
() G ) 1= =m0 =32 () 20 () ()

j=1 i=1
C’est a dire, par application de ’hypothese de récurrence au rang r
pour les (g) :

J

() o ) 0ot =r == () =0 ()

J=1

Soit au final :

() (e 0 1) -2 () ()

Ce qui acheve la preuve de ’équivalence de la Proposition 44 p55 et de
la Proposition 43 pb5.
e Supposons vérifiées les relations de la Proposition 44 p55. Alors avec
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M. 1la matrice dont le coefficient G, H est k:'G‘*|H‘(fI), on a

(M- M)y = %:k|c|U<CU¥) <I(§)

|G|

2 () ()
SR ()

_ (g) z; k(G|—H|)—i<|G|;|H|)

e (6)

e Dans l'autre sens, on se propose de montrer que pour tout k, si Hy, ..., H,
sont les blocs de cardinalité k, on a

() () -2 () ()

pour tout H tel que |H| < k.
Si les relations de la Proposition 45 p55 sont vérifiées, alors quel que

soit [, on a
G G\ /U
|G|—|H] _ |G|—|U]
e () =3 (1) ()
C’est a dire :

|GZZ—|;H (|G| ; |H|)Z|G’—|H—i <§) ) G|§|_i5G|—HI—i lEl%lH <g) (IE;)

Comme ceci est valable pour tout [, I'identification des deux polynomes
fournit le résultat souhaité.
O

Finalement, on peut examiner un résultat tres connu sur les problemes

de reconstruction : la preuve par Lovasz [11] que les graphes sur n som-

mets possédant strictement plus de "(%

1 R N )
) arétes sont arétes-reconstructibles
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(voir aussi [18], [17]). Il est de prouver ce résultat en utilisant seulement les
relations ci-dessus, et une nouvelle relation facile :

Proposition 47. Si A et B sont deux blocs d’une digébre D, alors le nombre
de facons d’écrire 'ensemble total 2 comme union d’un élément de A et d’un

elément de B est :
Q Ay A
A B) \A)\Bec

On peut alors reformuler le résultat de Lovasz, qui est valable dans toutes
les digebres :

Proposition 48. Si D est une digeébre sur n éléments dont les blocs sont

Bi,...,Bs et A, B sont deuzr sous-ensembles de §1 de cardinalité k > 7,
tels que pour tout bloc B; de cardinalité strictement inférieure a k on ait

(g,) = (g), alors A et B sont inclus dans un méme bloc.

Preuve : Elle repose sur le lemme suivant, que 1’on pourrait appeler “relation
de Lovasz”.

Lemme 1. 57D est une digébre surn éléments dont les blocs sont By, ..., B,

alors quels que sotent U et V' deux sous-ensembles de €2 :

LB O
D N

En posant U =V = A puis U = A et V = B dans le lemme ci-dessus, on
obtient la Proposition. O

Preuve du lemme : On a

sl - s (8 ()




O

De plus, on a déja vu des relations a l'intérieur de Com (&,,) lorsqu’on
a étudié les digebres, la liste n’a pas d’importance, puisque l'on peut écrire
toutes les matrices de ses éléments.

2.4 De nouvelles relations ?

2.4.1 Relations d’ordre O

On a vu a la Proposition 28 p34 que les :

E.= Y Eap

(A,B)Fp

ou pu parcours ’ensemble des structures d’incidences d’ordre 2, forment une

base de Com(S,,).

Il est facile de voir que les matrices de ces derniers s’expriment en fonction
des coefficients, en effet on a vu a la Proposition 29 p35 que Com(&,,) est
engendré par 0, U et les idj et la loi de composition o. Plus précisément, si
|G| =let |H| =k, alors :

5 () B = 2 (1) (i)

s U
|Ul=r

Bririe.m = ;(—1)U|r(\g\) (g) (;U[)

Il est clair que Ej;, est nulle si k 4+ 1 —1r > n ou si » > k ou encore si
r > [. Ces deux derniers cas sont inclus dans 1’équation ci-dessus, on obtient
donc les relations polynomiales :

s rrioron S0 (€)(0) <

U

On a donc
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2.4.2 Relations d’ordre 1

On peut établir une loi de composition entre les E, facilement grace a
Com3(&,,). En effet si on pose :

Ek,l,ro ik,j — g }/i,j,k,l,t,rEi,l,t
t

ou Y, r1tr est le nombre de sous-ensembles C' de €, de cardinalité k, qui
forment la structure d’incidence suivante :

e [ANC| =
e | BNC|=r

avec un couple A, B de sous-ensembles donnés de €2, de cardinalités re-
spectives i et [ tels que |[A N B| = t, alors ce nombre peut étre calculé de la
fagon suivante : si (A, B, C') vérifie les conditions ci-dessus, alors on a :

o |Al =i
o |[Bl=1
o |C|=k
o [ANC| =
e | BNC|=r
e |[ANB|=t

si on suppose de plus que |[AN BN C| = s, alors on doit avoir :

CNA°N B¢ est un sous-ensemble de cardinalité k—j —r+s de AN B¢
C' N AN B¢ est un sous-ensemble de cardinalité j — s de AN B¢

C N A°N B est un sous-ensemble de cardinalité r — s de A°N B

C N AN B est un sous-ensemble de cardinalité s de AN B

Les quatre ensembles A°NB°, ANB¢, A°‘NB, et ANB forment une partition de
Q2 de cardinalités respectives n—i—1I1+t, i —t, [—t, et t, donc réciproquement,
étant donné A et B de cardinalités respectives i et [ et d’intersection de taille
t, tout ensemble C vérifiant les quatre conditions ci-dessus convient. On en
déduit donc que

t - )
n—it—1+t 11—t [—t t

}/'i. r = E . .
7]7k7l7t7 g <kj—] —T+S) (] _S> (T_S) (S)
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2.4.3 Relations d’ordre 2

De la méme facon, on peut chercher les relations qui ont lieu pour les
fonctions de Com3(&,). On a vu qu'une base de cet espace vectoriel est
formée par les E,, ot p est une structure d’incidence d’ordre trois. De plus,
on sait que la famille

{Ek,ag,rg omo (Eal,k,rl X Eag,k,rg) }

est génératrice de 'espace vectoriel Comy(&,) (voir Proposition 33 p40).
On n’a besoin, pour exprimer les F,, que des fonctions paramétrées par
ai,as,as,m1,7ra,13 et k, tels que :

o u(0) =

. (1)) = a

e u({2}) = a

o u({3}) =as

.,u({]_ 2})—7"1+T2 k
.,u({]_ 3})—7"1+T3 k‘
.,u({Q 3})—7‘2+T3 k‘

® ,u({l 3})—T1—|—T2—|—T3—2]€

est une structure d’incidence, c’est a dire que d’apres la Proposition 25
p31 , elle vérifie :

VIC{L... kb > ()M >0

JCLC{1,...k}

On obtient donc :

) ,u({]_ 2 3}) —’I"1+7"2+7"3—2k’>0

o u({2.3}) — p({1,2,3}) =k — 1, >0

o n({1,3}) —p({1,2,3}) =k —r, 20

o n({1,2}) = ul({1,2,3}) =k —ry > 0

o u({3}) — p({1,3}) — n({2,3}) + n({1,2,3}) =az —r3 = 0

o u(12)) = pu({1,2}) — u({2.31) + p({1,2,3)) = ay — 1 > 0

o u({1)) = pu({1,3}) — n({L1.2}) + u({1,2,3)) = a — 11 > 0

o 1(0) — p({1}) — p({2}) — n({3}) + p({1,2}) + n({1,3}) + n({2,3}) -

w{1,2,3})=n—a;—azs—az—k+r +ro+r3>0
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Remarquons que I'on sait déja que pour tout ¢ = 1, 2, 3, on doit évidement
avoir, n > k > r; < a; < n, c’est a dire que les Ej 4, ,, ne sont pas nulles. On
obtient donc deux relations supplémentaires :

T‘1+T‘2+T‘3 > 2]{3

n—%k > a+ay+az3—1r —ry—rs3

La premiere équation traduit le fait qu’on s’intéresse uniquement aux
intersections d’au moins deux ensembles, alors que la deuxieme concerne le
fait que les sous-ensembles qu’on laisse ne s’intersectent pas.

Comme on s’y attend, ces dernieres relations sont plus faibles, en effet on
doit avoir n — k > a; —r; +as — o + a3 — r3 > 0, et pour tout i = 1,2, 3,
n—a;>k—ri+ . (aj—r;)>0.

Donc les fonctions en n,aq, as, ag, r1, 72,73, k qui violent au moins 1'une
des inégalités de la liste tout en vérifiant celles ci-dessus sont inutiles : elles
s’expriment comme combinaisons linéaires des autres. Remarquons que cela
implique d’avoir des relations entre les fonctions Z de la preuve de la Propo-
sition 33 p40, ce sont celles qui ont lieu dans ’algebre symétrique.

2.4.4 Relations d’ordre quelconque, tests

On a vu dans la premiere partie qu’il est impossible d’utiliser la méme
technique pour exprimer tous les E, lorsque 'ordre de la structure d’incidence
i est au moins quatre. Néanmoins, on peut penser qu’il existe des relations de
dépendance linéaire entre les fonctions de Coml, (&,,) que I'on sait exprimer
grace aux coefficients.

Se pose alors la question de savoir si ce processus peut-étre stoppé, c’est
a dire si 'on peut espérer obtenir un ensemble fini de relations polynomiales
entre les coefficients. Etant donné une matrice de coefficients, ces derniers
étant en nombre fini, il est clair que tout idéal de relations polynomiales qui
les relient est noethérien donc admet un nombre fini de générateurs. Dans
I'absolu, si 'on pouvait exprimer toutes les applications des Comy(S,,) en
fonction des coefficients, on aurait probablement une preuve de la Conjecture
4 p44, mais on serait aussi assuré d’obtenir un systeme complet de relations.
Ceci n’est malheureusement pas possible, en effet il existe des digebres ayant
la méme matrice de coefficients, mais qui ne sont pas isomorphes par per-
mutation. Or les applications de Coman(S,,) permettent, on 1’a vu sans la
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preuve de la Proposition 35 p44, de retrouver l'incidence des éléments des
blocs, et donc d’identifier une digebre a permutation pres.

Le plus petit exemple, parmi les algebres d’invariants est d’ordre 8§, il y
en a deux couples présentés en annexe.

Remarque 14. A priori, ceci ne remet pas en cause la Conjecture 4 p44,
en effet ce n’est pas parce qu’on ne peut exprimer un opérateur en fonction
d’opérateurs stabilisants connus, que cet opérateur ne stabilise pas. A titre
d’exemple simple, on pourra considérer les sous espaces vectoriels de R? sta-

11 . 1
bles par [ 01 ] :ils sont stables par { 00

} qui n’est pourtant pas dans

l’algebre engendrée par } On trouve ici un lien intéressant avec le

1

0 1
théoreme du bicommutant de von Neumann, qu’on a déja apercu a travers
les x-algebres p36.

Finalement, a-t-on vraiment obtenu de nouvelles relations ? Pour le savoir,
il suffit de chercher des exemples de matrices vérifiant certaines relations mais
pas d’autres, ce qui étaie une classification dont une bonne partie a déja été
effectuée dans la Proposition 46 p56.

La matrice suivante vérifie les relations de complément, et de Kelly,
Mnukhin, mais pas celle de Lovasz :

10 0 00 0 00 0 00
1 1.0 00 0 00 0 00
121 00 0 00 0 00
12 0 10 0 00 0 00
13 3 01 0 00 0 00
13 3 00 1 00 0 00
13 3 00 0 10 0 00
14 6 00 4 01 0 00
14 6 00 4 00 1 00
1 51000 1000 5 10
|1 6 15 0 0 20 0 0 15 6 1 ]

(@)
g



contrairement a, par exemple :

100 0 0 0 00 0007
11000000000
12100000000
12010000000
13031000000
13120100000
13030010000
1415 1211000
142 40400100
152 8 26 2 4110
|16 312 4 12 4 12 3 6 1

La matrice suivante vérifie les relations de Kelly, Mnukhin, Lovész (sous
une forme dépourvue de division), pourtant elle ne ressemble pas a une ma-
trice de coefficients de digebre :

e S S e G S e
T = W W NN = O
o O = O O = O O

DN W R, O O O

- O = O O O O
o O = O O O o O
g =) O O O o o o
_ O O O O O o o

10 10

On peut vérifier que par exemple, les coefficients de Fs 5 o sur la troisieme
colonne sont tous nuls, ce qui contredit le fait que F5 29 0 Fs 52 contient des
termes de la forme E5 5, qui ne sont pas tous nuls sur la troisieme colonne.
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Chapitre 3

Digebres engendrées par un
élément, application aux
problemes de reconstruction

On formalise un probleme de reconstruction de la maniere suivante :
Etant donné un ensemble partiellement ordonné S muni de l'action d'un

groupe G respectant l'ordre, et un ensemble de fonctions fi, ..., f, définies
sur les orbites de S pour G, peut-on identifier une orbite O a partir des
valeurs prises par les fonctions fi,..., f, sur O7

Dans ce travail, I’ensemble S est restreint aux parties d'un ensemble ) =
{1,...,n}, et par conséquent le groupe G sera donc un sous-groupe de S,,.
L’ensemble d’arrivée des fonctions fi,..., f, n’a pas d’importance, ce qui
importe ce sont les points qu’elles séparent. Comme ’ensemble de définition
que 'on considere est fini, on pourra toujours se ramener a un ensemble
d’arrivée de taille suffisante, on choisit le corps R des nombres réels.

On a vu dans la premiere partie que les fonctions

» 'S»—>{ 1siACS
A -

0 sinon

forment une base de I'ensemble £ des applications de P (£2) dans R. On peut
donc ramener les fonctions fi,..., f, a des éléments de S,, c’est a dire de la
digebre Rlxy, ..., 2,/ < 23 — 21, 2% — 29, ..., 22 — 1, >.

Le probleme de reconstruction se ramene alors a celui de savoir si 1’algebre
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engendrée par les éléments fi, ..., f, de S, c’est a dire I'algebre des fonctions
qui séparent les méme points que fi,..., f,, est une algebre d’invariants.
En effet il est clair que tout sous-groupe G de &,, qui laisse invariant les
fonctions fi,..., f, laissera invariante l'algebre qu’ils engendrent. Il s’agit
donc de savoir si les fi, ..., f, engendrent SY.

Une réponse positive a la Conjecture 3 p30 ramenerait la question a celle
de savoir si l'algebre engendrée par les fi,..., f, est une digebre. On peut
donc considérer un sous-probleme de reconstruction :

Etant donné un ensemble d’éléments fi,-... fp de S, a quelle(s) condi-
tion(s) engendrent-t-ils une algebre qui est une digebre ?

3.1 Une conjecture de reconstruction générale

P.J.Cameron [4] a proposé une généralisation de la conjecture de recon-
struction par les arétes a I’ensemble des algebres d’invariants, que 'on étend
facilement aux digebres :

Définition 17.

e FEtant donné un groupe G agissant sur un ensemble 2, on dit que deux
sous-ensembles A et B de €) sont G-isomorphes si il existe un élément
o de G tel que o(A) = B.

e On dit que deuz sous-ensembles U et V' sont G-hypomorphes si il existe
une bijection ¢ de U vers V telle que pour tout élément u de U, U\ {u}
et V\ {¢(u)} sont G-isomorphes.

e On dit qu’un sous ensemble S de Q) est G-reconstructible si tout sous-
ensemble G-hypomorphe a S est G-isomorphe a S.

Le probleme de reconstruction généralisé est donc de savoir quelles peu-
vent étre les cardinaux des ensembles non reconstructibles.

Le résultat de Miiller se généralise, de méme que celui de Lovasz comme
on l'a déja vu plus haut :

Proposition 49. Si D est une digébre sur n éléments dont les blocs sont
By,...,Bs, et si A, B sont deux sous-ensembles de 2 de méme cardinalité
k, tels que pour tout bloc B; de cardinalité strictement inférieure a k on ait :
(gi) = (gi), et tels que k > 1+ log, (2), alors A et B sont contenus dans un
meme bloc.
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Preuve : Pour tout couple d’ensembles U et V| et tout nombre entier r, on

pose: e i<_1)e<3i>r <€<Bi>) %

i=1 r (Bi)
On a alors ) G7 v = 1. De plus, sous les hypotheses du théoreme,
(")
Q
(4)

Z,A - TB,A = (_1)6(1{)4

On obtient donc
9¢e(A)
@ - DNCA—Crul <Y Gha+ )Y Gip=2
A r r r
O
(5,)(5,)

Remarque 15. On remarque la réapparition de la quantité ZBie(Bi):r ()
B

qui apparaissait déja dans le preuve de Lovdsz. A ce sujet, il est intéressant
de noter que les G,y sont exactement les Ey. ., v,y définis plus haut, et que
les quantités précédentes leur correspondent par inversion de Mobius.

Dans le cas des algebres d’invariants, ce résultat est connu sous la forme
suivante : les ensembles de cardinal k > 1 + log, |G| sont reconstructibles,
ou |G| est l'ordre du groupe sous-jacent, qui est une conséquence directe
de la formulation précédente. Il est amusant de noter que pour le groupe
symétrique de €2, la borne obtenue est 1+log, n!, ce qui est asymptotiquement
moins bonne que celle de Lovasz.

Il existe des digebres d’ordre 2p avec des ensembles de cardinal p non
reconstructibles. Par exemple, on peut considérer 1’algebre des invariants du
groupe de permutations dont les générateurs sont les :

{(1,2)(2i+1,2i+2) i=1.p—1}

Les deux ensembles A = {1,3,5,...,2p — 1} et B = {2,4,6,...,2p} des
nombres impairs et pairs ne sont pas dans la méme orbite (donc pas dans le
méme bloc). En effet il suffit de considérer pour chaque ensemble S de taille
p le nombre 7(S) : résidu modulo 2 du nombre d’éléments impairs supérieurs
ou égaux a trois. On remarque que les ensembles :

e U contient 1 et (U) =0 ou U contient 2 et 7(U) =1
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e U contient 1 et 7(U) =1 ou U contient 2 et r(U) =0
sont disjoints et stables par tous les générateurs du groupe, de plus ils
séparent A et B.

Malgré cela, A et B ont les mémes types de sous-ensembles, en effet, si
U est un sous-ensemble de A de cardinal ¢ < p, on associe a U un unique
sous-ensemble V' de B de la maniere suivante : pour chaque élément ¢ de U,
on ajoute i + 1 a V. Il est clair que chaque sous-ensemble V' ainsi obtenu
provient d’'un seul et unique antécédent U. Il suffit donc de montrer que dans
tout les cas, U et V sont dans une méme orbite. On applique successivement
a U toutes les permutations de la forme (1,2)(u,u+ 1) pour chaque élément
u de U différent de 1 (elles commutent). On obtient ainsi un ensemble qui est
soit V, soit (1,2)(V). Dans ce dernier cas, comme ¢ < p, il existe un nombre
impair j n’appartenant pas a U (donc j + 1 n’appartient pas a V'), donc il
suffit d’appliquer la permutation (1,2)(j,j + 1) pour obtenir V.

Cet exemple est facilement adaptable en digebre d’ordre 2p+ 1 contenant
des ensembles de cardinal p non reconstructibles, en effet il suffit de considérer
le méme groupe agissant sur I’ensemble des nombres compris entre 1 et 2p+1.
(On ne peut pas considérer des ensembles de cardinal p + 1, car les orbites
de cardinal p sont déja séparées).

On peut remarquer que l'ordre du groupe est 2"7". En effet on a déja vu

qu’il était commutatif, engendré par "T_Q générateurs d’ordre 2. On a donc

1 +log, (G) = 5. Le méme groupe est donc aussi un cas limite du théoreme
de Miiller.

On peut méme ajouter que ceci permet de générer tous les cas limites du
théoreme de Miiller, il suffit d’ajouter un certain nombre d’éléments " fictifs”,
sur lequel le groupe n’a aucun effet.

On peut alors se demander quels sont les parametres du groupe, autre
que son ordre, qui peuvent avoir une influence. Il est tres facile d’établir un
résultat complet de non 2-reconstructibilité, en effet :

Proposition 50. Les orbites de taille 2 pour G sont reconstructibles si et
seulement si ny, = W, ou ny et ny représentent respectivement les nom-
bres d’orbites de G sur les ensembles ayant 1 ou 2 éléments.

Cette trivialité est bien un résultat sur le groupe au sens ou, d’apres
la formule de Pélya, si Fix(g) est le nombre d’éléments de 2 fixés par la
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permutation g :

ny = é > Fix(g)

geG

1y = é 3 <<Fi>;(g)) | Fix(¢?) = Fix(g))

geG

Pour ce genre de probleme, il y a donc deux facons de profiter de la
structure de digebre :
e Vouloir montrer qu'une algebre engendrée est une digebre, alors en
supposant, que la conjecture 3 soit vraie, c’est une algebre d’invariants.
e Profiter des relations obtenues pour obtenir de meilleurs résultats.

3.2 Graphes non orientés

3.2.1 Reconstruction par les sommets

On ne considérera que des graphes simples, qui seront de plus vus comme
des sous-graphes de K, le graphe complet sur n sommets, dont on a numéroté
les sommets de 1 an. C’est a dire qu’on considere un graphe comme une partie
des arétes de K,,. De méme, un sous-graphe d’un graphe G est une partie de
I’ensemble des arétes de G. On utilisera donc la notation @ pour désigner le
graphe sans aréte.

Si G est un graphe, on peut pour chaque sommet ide {1,...,n} considérer
le graphe obtenu en retirant de G toutes les arétes incidentes a i. LL’ensemble
de tous les types de graphes obtenus de cette fagon a partir de G, comptés
avec multiplicités est appelé le deck de G.

Conjecture 5 (Ulam). Si G est un graphe sur au moins trois sommets, alors
le type de G est uniquement déterminé par son deck.

On associe a chaque aréte {u,v} de K, une variable zy, ,j. On peut alors
considérer G,, 'algebre résultant du quotient de I’algebre de polynoémes sur (Z)
indéterminées Rlx(12},. .., Tfn1,}] par I'idéal engendré par les polynomes

Ty — T2 Tsy — T3} Tl 1) — Tin-1m)-
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Il est clair que G,, est un R-espace vectoriel de dimension 92(3) dont une
base est formée par les

pa = H T{uw}, OU G est un graphe
{u,v}eE(G)

Le groupe symétrique G,, agit naturellement sur les sommets de K, par
renumérotation. Ceci induit une action sur les arétes de K,, par o - {u,v} =
{o(u),o(v)}. On a donc une inclusion de &,, dans le groupe des permutations
des arétes, et donc une sous-digebre 7,, associée dans G,,, dont les blocs sont
les types de graphe a isomorphisme pres.

Définition 18. On note &, l’algébre engendrée par les polynomes correspon-
dant aux types de graphes ayant au moins un sommet isolé.

Proposition 51. Les blocs de &, sont formés par les graphes ayant le méme

deck.

Corollaire 9. La Conjecture 1 p7 est équivalente a T, = &,.

En effet si 7,, = &,, alors tout polynome pig correspondant a un type
de graphe [G] s’exprime algébriquement en fonction des polynémes corre-
spondant aux types de graphes ayant au moins un sommet isolé. Donc si un
graphe a un deck de type [G], il contient le méme nombre de sous-graphes
isomorphes a [G] qu'un élément de [G], comme il a en particulier le méme
nombre d’arétes, c’est donc un élément de [G].

Réciproquement, si la Conjecture 1 p7 est vraie, alors la valeur pig(A)
est uniquement déterminée par les valeurs pirj(A), ou T est un type de
graphe ayant au moins un sommet isolé. On en déduit que pg s’exprime
algébriquement en fonction des pir), ou T est un type de graphe ayant au
moins un sommet isolé.

Corollaire 10. Le type [G] est reconstructible si, et seulement si €(pia))
appartient a &,.
Définition 19. On note o
g=>_1lzun
i=1 j=1
J#i

Proposition 52. Si o est une permutation des arétes de K,, alors o est
induite par une permutation des sommets si et seulement si 0-g =g

71



Preuve : 1l est clair que si o est induite par une permutation des sommets,
alors o - g = g. Réciproquement, si 0 - g = g alors o permute les

n
€ = H T i 5}
j=1
j#i

On note 7 la permutation de {1,...,n} telle que o - e; = e,;. Alors o est
induite par 7. O

Si la Conjecture 3 p30 est vraie, alors il suffirait de montrer que &,, est une
digebre pour prouver la conjecture d’Ulam (1 p7) : en effet il est clair que &,
est incluse dans 7,. On aurait alors que &, est une algebre d’invariants. Son
groupe d’automorphismes associé contient évidemment &,,, de plus comme
g est dans &,, on aurait égalité.

On peut déja dire que &, est une algebre, de plus le fait quun graphe et

son complémentaire aient le méme deck fournit la stabilité par e o (o e~ !.

On n’aurait en fait pas besoin de la Conjecture 3 p30, il suffirait de la
démontrer dans ce cas particulier, c’est a dire :

Conjecture 6. La digebre engendrée par g est T,,.

Proposition 53. La conjecture d’Ulam (1 p7) pour tout n implique la Con-
jecture 6 p72 pour tout n.

Preuve : D’apres la Proposition 18 p24, 1 et Z{W}GE(G) T{uwy sont inclus
dans la digebre engendrée par g. On va montrer par récurrence sur le nombre
de sommets non-isolés de G' que pg est dans la digebre engendrée par g.

Supposons que tous les ps soient engendrés par g si G a au plus t-1
sommets non-isolés, et soit H un graphe ayant t sommets non-isolés. D’apres
la conjecture d’Ulam au rang t, dans 7;, les pg ou GG a au plus t-1 sommets
non-isolés, engendrent py. C’est a dire que, dans 7;, py s’exprime comme
un polynome en fonction des pg, ou G a au plus t-1 sommets non-isolés. La
méme combinaison polynomiale ¢ des pg ou G a au plus t-1 sommets non-
isolés dans 7, donne py plus une combinaison linéaire de py ou U a plus de
t sommets non-isolés. (En effet le coefficient sur ps du produit des pp, est
le méme dans toute algebre contenant ces derniers : il s’agit du nombre de
facons d’écrire A comme une réunion des B;).
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Il ne reste plus qu’a constater qu’on peut "filtrer” les termes supplémentaires
en :
e fabriquant le polynome p; correspondant au cliques de taille ¢ grace a
des intersections,
e multipliant £(c) par € o l(p;),

e appliquant 1.

3.2.2 Reconstruction par les arétes

Si G est un graphe, on peut pour chaque aréte a de G considérer le graphe
obtenu en retirant a de G. L’ensemble de tous les types de graphes obtenus de
cette fagon a partir de G, comptés avec multiplicités est appelé le deck-aréte

de G.

Conjecture 7 (Harary). Si G est un graphe ayant au moins quatre arétes,
alors le type de G est uniquement déterminé par son deck-aréte.

Avec les notations employées ci-dessus, il est équivalent de dire que dpg =
Opg si et seulement si H et G sont de méme type, autrement dit dans un
méme bloc de 7,. Ce probleme s’inscrivant naturellement dans le probleme
général de la Définition 17, et ses résultats ayant déja été traités, on ne le
détaille pas plus.

3.3 Graphes orientés

3.3.1 Reconstruction par les sommets

Les digraphes ne sont pas reconstructibles par les sommets : Stockmeyer
[22] a exhibé une suite de contre-exemples qui montrent que les tournois ne
sont pas reconstructibles par les sommets.

On peut regarder ce qui se passe pour les petits cas :

1. sur trois sommets : le groupe d’automorphismes est clair : il s’agit des
permutations des arétes qui préservent les paires opposées. L’algebre
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engendrée par les polynomes correspondants aux graphes sur deux som-
mets est donc une digebre, mais le groupe des symétries est plus grand
que celui attendu.

. sur quatre sommets : ’ensemble de polynomes formé par les digraphes
ayant le méme deck n’est pas une digebre, en effet s’il est bien stable
par complémentaire, il ne I'est pas par dérivation. Les deux digraphes
suivants ont le méme deck :

B

On peut vérifier qu’ils sont les seuls a avoir ce deck.

Ils ne contiennent pas de copie du premier graphe ci-dessous, mais ils
contiennent tous les deux une copie du deuxieme

L1 L]

Ces deux graphes ont pourtant aussi le méme deck. Donc en dérivant le
polynome somme des deux premiers graphes, on obtient un polynome
qui contient le quatrieme graphe, mais pas le troisieme. On n’obtient
donc pas une digebre.

Remarque : le groupe d’automorphismes des types de digraphes sur
quatre sommets dont un isolé est réduit au groupe des permutations
des quatre sommets.

3.4 Digebres engendrées par un élément

Le probleme de reconstruction des graphes par les sommets présente un

cas intéressant de la conjecture sur les digebres dans le cas ou le groupe sta-
bilisateur est celui d’un seul polynome. On a vu que dans ce cas, la conjecture
implique que la digebre est engendrée par un élément : 'un de ses blocs. On
s’'intéresse dans cette section a ce cas particulier de la conjecture, ¢’est a dire :

Conjecture 8. Si D est une digébre engendrée par un de ses blocs, alors D
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est une algebre d’invariants.

On a déja vu que la digebre engendrée par pa, ou A est un ensemble,
est bien I'algebre des invariants pour le groupe de permutations qui stabilise
A. Il est clair que cette propriété est aussi vérifiée pour deux ensembles,
c’est a dire : si A et B sont deux ensembles de méme cardinalité, alors la
digebre engendrée par ps + pp est l'algebre des invariants pour le groupe
de permutations qui stabilise la paire A, B, c’est a dire la digebre dont les
blocs sont constituées d’ensembles formant une structure d’incidence donnée
avec A et B ou avec B et A. En effet, ces blocs sont tout simplement les
E, (pa,pB) + E, (pp,pa) lorsque p parcourt 'ensemble des structures d’in-
cidence d’ordre 3. En d’autres termes, la digebre engendrée par p4 + pp est
tout simplement Comjy (&,,) (pa + P, pa + 5).

Que se passe-t-il si A et B n’ont pas la méme cardinalité ? Dans ce cas
on peut facilement obtenir p4 et pg, et le méme raisonnement que ci-dessus
s’applique pour donner cette fois ci I’algebre des invariants pour le groupe de
permutations qui stabilise A et B, c’est a dire la digebre dont les blocs sont
constituées d’ensemble formant une structure d’incidence donnée avec A et
B.

Le cas de trois ensembles est intéressant, en effet on a vu que dans ce
cas, on ne sait pas si Coms (&,,) "stabilise” toute digébre. On met en lumiere
ici la possibilité, jusqu’a maintenant ignorée, d’utiliser plusieurs fois le méme
élément de D : étant donné une application A de Com:lS (6,,), et trois éléments
P1, P2, p3 de D, on aurait voulu montrer que h(pq, pa, p3) est un élément de
D.

On peut penser & construire, grace a 9, G (c'est a dire Com (&,)), et
la multiplication (donc au total, tout Coms(&,,)), une application h de
Comy, (6,,), avec k plus grand que 3, telle que, par exemple

~

h'<p17p17p17p27p27p27p37p3) = h(p17p27p3)

On se place ici dans un cadre différent, mais cette idée y transparait, et vient
apporter quelques arguments en faveur de la conjecture 3.

Soit donc trois ensembles A;, Ay, et A3 qui forment un seul bloc d’une
digebre, c’est & dire que pour toute partie J de {1,2, 3}, le nombre

(AN ()4

jed Jj¢J
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ne dépend que du nombre d’éléments de J.

On pose ¢ = pa, + pa, + pa,- On veut montrer que la digebre < g >
engendrée par g est la sous algebre des polynomes invariants par les permuta-
tions qui stabilisent le triplet (A, As, A3). On peut décrire cette sous-algebre
par ses blocs qui sont formés par les sous-ensembles U de €2 qui forment une
structure d’incidence donnée avec un triplet d’ensembles composé de A;, A,
et Ag.

Lemme 2. < q > contient les
1' pAlﬂAQ +pA10A3 +pA2ﬂA3
2. paynag + Pajnag + Dasnas + Dasnag + Pasnas + Pasnage

3. Pacnag + Dagnag + Pagnag

Preuve :
L. gNg—q=2(pana, +Panas + Pasnas)
2. ¢°Nq =3+ pajnag + Panag + Panas + Pagnag + Pasnac + Pagnage
3. ¢°Nq° — q° =2 (pacnag + Pacnag + Pagnas)

Lemme 3. < g > contient les
1. pa;nAynAs
2. PAsnAnAs T DAInAsnAs T PAnAsNAS
3. PainAgnAg T DAsnAnAg T DAsnAgnA,

4. PAsnAgNAS

Preuve :

L. gNgNqg=q+06 panana; +6(Pana, +Pasnas + Pasnas)

2. ¢°NqNq=4q+2(Pasnasnas + Painagnas + Painasnag) + Panag +
PaynAg T Dasnae + Pasnag + Pasnac + Pagnase + 3

3. ¢°Ng°Nq = 3+4 ¢°+2 (Pasnasnag + Pasnaonag + Pacnagnas) +Pasnag +
DANAS T DAsnAs + DAsnAg T PAznAs + PAznAS

4. ¢°Nq° NG =6 pacnagnag + 6 (Pana, + Painas + Pasnas) + 4

[

Lemme 4. < ¢ > contient les rqp = Y, pu ou la somme porte sur les U
tels que :
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|UNAg| =0

U N Ag(g) N AJ(3)| =a

U0 Avea)| = b

|U N A§(2) N Ao(3)| =0

pour une permutation o de {1,2,3}, et un entier strictement positif a.

(e

Preuve : Un tel U est de cardinalité b. Soit h 1’élément de Comj(&,) qui
envoie une paire d’ensembles distincts X, Y de méme cardinalité que les A;
et dont l'intersection est de méme cardinalité que les A; N A; vers la somme
des €7 pour les ensembles Z de cardinal b tels que :

e [ UNXNY|=a

e [ UNXNY|=0

o UNXNY =0

Soit [ I’élément de Com (&,,) qui envoie un ensemble X de méme cardi-
nalité que les A; vers la somme des €z pour les ensembles Z de cardinalité b
dont l'intersection avec X est vide.

Alors e7! (I(q) - h(gq, q)) fournit le polynome recherché. O

Lemme 5. < ¢ > contient les s, = Y ;pu ou la somme porte sur les U

tels que :

[UN As1) N Ag(z)| =0

U N As) N Agz)| =0

U N Agy N Ago) N Ag 5 =

U N Ay NAG ) NAG )| =
) A >=

N
N

|Uﬂ£ﬂﬂAh)

[ ]
S
D
I
Q.
D)
I
Q
S
D)
I
Qo
@
Il
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. ) > 3 _
Preuve : D’apres le Lemme 3 p76, < ¢ > contient p; = PAsnANA; DA NASNAs T
PA1nAsnAg €6 P2 = Panasnas + PAsnA,nAg + DAsnAgnA;s -

Soit I; l'application de Com (&,,) qui envoie un ensemble X de méme
cardinalité que A{ N Ay N Az vers la somme des pz pour les ensembles Z de
cardinalité a inclus dans X, et I I'application de Com (&,,) qui envoie un
ensemble X de méme cardinalité que A{ N A5 N As vers la somme des py
pour les ensembles Z de cardinalité b inclus dans X. Alors 1 (p1) Nla(p2) =
Tab + Sa,b- H

Lemme 6. < ¢ > contient les Wa, ay.a5.b1,000s = 2y Pu 0 la somme porte
sur les U tels que :
[ ] |UﬂA1ﬁA2ﬂA3| =0
|UﬂA§(1)ﬁAU( )|
U0 Agr) N AG o) N Ags)|
jun Az(l) N Ag(z) N Aé(:s)‘
)

U N AS N AS N A =0
pour une permutation o de {1,2,3}.

Preuve : On a

i J
Sa1,b1 * Sas,by = E Qi.j + Way,a2,0,b1,b2,0
1,01 2,02 a17a2 b17b2 J 1,a2 1,02

)
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Ou (tsu) est le nombre de facon de décomposer un ensemble a s éléments en
union d'un ensemble a ¢t élément et d’'un ensemble a u éléments.
De la méme facon :

v J
Sa1,b1 * Saz,be * Sazbs = E ( ) < )Qi,j
— \d1, G2, a3 b1, by, b3

27.]

‘ j
* wm 0,7,b3,0
izj (al’a’Q) <b1,b2) 3,U,7,03
‘ j
Wi q .
: ; (al’ a3) <b1, 1)3) ,02,0,5,b2,0

i J
Wi q j
* ; (a27 a3) <bz7 53) 0103010

+Wa, ,a2,a3,b1,b2,b3

O

Proposition 54. La digebre < q > engendrée par q est la sous algébre des

polynomes invariants par les permutations qui stabilisent le triplet (Ay, Ag, As),
c’est a dire < q > contient les Y ; pu ou la somme porte sur les U tels que :

|UﬂA1ﬂA2ﬂA3| = Qo

UNA;,NA

) ( )

) ( )
|UﬂAU(1) NnA ( y N Ag(B)
|UNAg nA, o(2) N Ag (5| =
|UﬂA ﬂA ﬂA0(3) = 03
|UmACmACmAC| = by

pour une permutation o de {1,2,3}.

Preuve : Soit 1y I'application de Com (&,,) qui envoie un ensemble X de
méme cardinalité que A; N Ay N Ag vers la somme des pz pour les ensembles
Z de cardinalité aq inclus dans X, et mg 'application de Com (&,,) qui envoie
un ensemble X de méme cardinalité que A{ N AS N A§ vers la somme des py
pour les ensembles Z de cardinalité by inclus dans X. Alors

lO (pAlﬁAgﬂAg) Mo \PASNASNAS ) - wa1,a2,a3,b1,b2,b3
1 2 3

est le polynome recherché. On remarquera pour conclure qu’on a utilisé au
total 36 fois ¢ pour pouvoir obtenir un élément quelconque de la digebre
engendrée. 0
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Remarque 16. Dans le cas des graphes, on veut montrer que la digébre est
engendrée par un élément, lequel provient d’un bloc dont trois éléments dis-
tincts ont toujours une intersection nulle. Cette propriété remarquable n’aide
pourtant pas vraiment a la simplification du calcul.

FIN
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Annexe A

Digebres de petits ordres

A.1 Digebres simples

Il est facile de produire des digebres par produit direct :

Proposition 55. S5i D et £ sont deux digébres d’ordres respectifs n et m, on
définit la digébre produit d’ordre n 4+ m en posant :

Do&=(vp) 1(q), pe&, qeFy

ou
o v est ['unique homomorphisme de digebre de S,, dans S, qui envoie
€T; Sur x;.
o 7 est l'unique homomorphisme de digébre de S,, dans Sy, qui envoie
XTi SUT Ty

Preuve : En procédant de cette maniere, on obtient bien une digebre, en
effet, pour tout élément p de £ et tout élément ¢ de F,
e d(v(p)-7(q)) =vodp)- 7(q) +v(p) 7o0d(q)

e C(v(p)-7(q)) =vol(p)-70C(q)
0

Il est facile d’obtenir la matrice de coefficients de D ® £ en fonction de
celles de D et £, en effet les blocs de D ® £ sont en bijection évidente avec les
éléments du produit cartésien de ceux de D et de £. Dans le cas ou D et £

81



sont des algebres d’invariants, D ® £ est 1’algebre des invariants du ”produit
cartésien” de Aut(D) par Aut(E).

Les digebres produit se décomposant facilement, on est donc amené a
ne considérer que les digebres indécomposables, qui seront naturellement af-
fublées de I'attribut simple.

Définition 20. Une digebre D d’ordre n est dite décomposable s’il existe
une partition non triviale (Vy, V) de {1,...,n} telle que

o V) (donc Vy) est le seul élément de son bloc (il est ”stable”).
e Si By, est l’ensemble des blocs de D dont tous les éléments sont inclus
dans Vi (et respectivement pour By, ), alors les blocs de D sont les :

{UU‘/, UEBl,VEBQ}, Blelgvl, BQEBV2
dans le cas contraire, elle est dite simple.

Proposition 56. Lindice de reconstructibilté de DRE est égal au mazximum
des indices de reconstructibilité de D et de &.

Pour clore ce travail, on présente la liste des algebres d’invariants de petits
ordres accompagnées de leurs matrices de coefficients, ainsi que des cardinaux
des orbites non reconstructibles. Cette liste a été construite facilement grace
au logiciel gap.

A.2 Algebres d’invariants d’ordre 1

Il n’y en a qu’une seule : celle du groupe trivial, dont la matrice est [1].

A.3 Algebres d’invariants d’ordre 2

Il y en a deux :

e celle du groupe trivial, dont la matrice est , qui n’est

— = =
—_ O = O
—_ = O O
_ o O O

pas simple.
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e celle du groupe symétrique a deux éléments, dont la matrice est

—_ =
N = O

qui est simple.

A.4 Algebres d’invariants d’ordre 3

Il y a trois algebres d’invariants, dont une est simple :

Group( [ (1,2,3) ])

Group( [ (1,3,2), (1,2) ] ) [1]
1000 {}
1100 {1}.{2}.{3}
1210 {1,2}.{2,3},{1,3}
1331 {1,2,3}

A.5 Algebres d’invariants d’ordre 4

Il y a huit algebres d’invariants, dont quatre sont simples :

Group( [ (1,3)(24)]) [1,2]
100000000 0] {
1100000000 {1}.{3}
1010000000 {2},{4}
1111000000 {1,2},{3,4}
1200100000 {13}
1110010000 {14},{2,3}
1020001000 {2.4}
1211110100 {1,2,3},{1,3,4}
1121011010 {1,2,4},{2,3.4}
1222121221 | {1,2,3.4}
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Group( [ (1,4)(2,3), (1.3)(2.4) ] ) [1,2]

1000000 0
1100000 {1},{4},{3}.{2}
1210000 {1,2}.{3,4}
1201000 {1,3},{2,4)
1200100 {1,4},{2,3)
1311110 {1,2,3},12,3,4}.{1,3.4},{1,2,4}
1422241 {1,2,3.4)
Group( [ (1,2)(3,4), (1,3,2,4) | )
Group( [ (13)(2:4), (1L4)(23), (12)] ) 1,2]
(100000 0O
110000 {1}.{2},{3}.{4}
121000 {1,2},{3.4)
120100 {1,3},{2,4}.{2,3} {14}
131210 {1,2,3},{1,2,4},{2.3.4},{1,3,4}
(142441 {1,2,3.4}
Group( [ (1,3)(2,4), (1,4)(2,3), (2,4,3) | )
Group( [ (1,3)(24), (1.4)(23), (214,3), (1,2) ] ) [1]
1 0000 {}
11000 {1},{3},{2},{4}
12100 {1,2},{3,4},{1,4},{2,3},{1,3},{2,4}
1 3310 {1,2,3},{1,3,4},{1,2,4} {2,3,4}
1 46 41 {1,2,3,4}

A.6 Algebres d’invariants d’ordre 5

Il y a onze algebres d’invariants, dont deux sont simples :
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Group( [ (1,2,3,4,5) ] )

Group( [ (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4) | ) (1, 2]
(1.0 00000 0]
1 10000O0O0
12100000
12010000
13211000
13120100
14332210
| 1555555 1|
{}
{1}3.{2},{3},{4}.{5}
{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{1,5}
{1,3},{2,4},{3,5},{1,4},{2,5}

{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{1,4,5},{1,2,5}
{1,2,4} {2,3,5},{1,3,4},{2,4,5},{1,3,5}
{1,2,3,4},{2,3,4,5},{1,3,4,5} {1,2,4,5},{1,2,3,5}
{1,2,3,4,5}

Group( [ (1,2,3,4,5), (2,5)(3,4), (2,3,5,4) | )
Group( [ (1,2,3,4,5), (3,4,5) ] )

SymmetricGroup( [ 1 .. 5] ) [1]
(1.0 0 0 0 0]
110 0 00
12 1 0 00
13 3 1 00
14 6 4 10
(1510 10 5 1
{}
{1}.42},{3},{5}.{4}

{1,2},{2,31.{1.5}{1,3},{3,4},{4.5}.{3.5}.{1.4}.{2,4}.{2,5}
{1,2,3},42,3.4},{1,4,5},{1,3,5},{3,4,5},{2,3,5}.{1,2,5} {1,2.4} {2.,4,5} {1,3,4}
{1,2,34},{2,3,4,5},{1,3,4,5},{1,2,3,5},{1,2,4,5}

{1,2,3.4,5}
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A.7 Algebres d’invariants d’ordre 6

Il y a trente cinq algebres d’invariants, dont dix neuf sont simples :

Group( [ (1,2)(34)(5,6) ] ) [1.2]
Group( [ (1,2,3)(4,5,6) | ) [1,2]
Group( [ (3,4)(5,6), (1,2)(5,6) | ) [1,3]
Group( [ (3,4)(5,6), (1,2)(3,5,4,6) | ) [1,2,3]
Group( [ (3,4)(5,6), (1,2)(3,5)(4,6) ] ) [1,2]
Group( [ (5,6), (1,2)(3:4) ]) [1,2]
Group( [ (1,2,3)(4,5,6), (1,4)(2,6)(3,5)]) [1,2]
Group( [ (1,2,3)(4,5,6), (2,3)(5,6) ] ) [1,2]
Group( [ (1,2)(3,4)(5,6), (1,3,5)(2,4,6) ] ) [ 1,2, 3 ]
Group( [ (5,6), (3,4), (1,2)(3,5)(4,6) | ) [1,2]
Group( [ (3,4)(5,6), (3,5)(4,6), (1,2)(5,6) ] ) [1,2,3]
Group( [ (3,4)(5,6), (1,2)(5,6), (1,3,5)(2,4,6) ] ) (1,2,3]
Group( [ (1,2)(3,4)(5,6), (1,3,5)(2,4,6), (3,5)(4,6) | ) [1,2]
Group( [ (4,5,6), (1,2,3), (1,4)(2,5)(3,6)])

Srou | (583 (12, GO0 (1, 3. 9(3,0))

Group( [ (4,5,6), (4,6), (1,2,3), (2,3), (1,4)(2,5)(3,6)]) [1,2]
Group( [ (5,6), (3.4), (1,2), (1,3,5)(2,4,6) ] ) (1,2,3]
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Group( [ (3,4)(5,6), (1,2)(5,6), (1,3,5)(2,4,6), (3,5)(4,6) | )

(1,2

, 3]

Group( [ (3:4)(5,6), (1.2)(5,6), (1,3,5)(2,4,6), (3,5,4,6) ] )

Group( [ (5,6), (3,4), (1,2), (1,4,5)(2,3,6), (3,5)(4,6) ] ) [1,2]
Group( [ (1,2,3,4,6), (1,4)(5,6) ] ) [1,3]
Group( [ (1,5,3,6,4), (1,6)(2,4), (3,4,6,5) | )

Group( [ (1,2,3,4,5), (4,5,6) ] )

SymmetricGroup( [1..6]) (1]
A.8 Algebres d’invariants d’ordre 7

1l y a cinquante et une algébres d’invariants, dont dix sont simples :

Group( [ (5,6,7), (1,2)(34) ] )

Gronpt 636 (61, 0960 ]) L2
Group( [ (1,2,3,4,5,6,7) ] ) [1,2,3]
Group( [ (4,5)(6,7), (4,6)(5,7), (1,2,3)(5,6,7) | ) [1,3]
Group( [ (1,2,3,4,5,6,7), (2, 7)( 3,6)(4,5)]) [1,2]
Group( [ (3,4,5,6,7), (4,7)(5,6), (1,2)(4,5,7,6) ] ) [1,3]
Group( [ (1,2,3,4,5,6,7), (2,3,5)(4,7,6) ] ) [1,3]
Group( [ (4,5)(6,7), (4,6)(5,7), (1,2,3)(5,6,7), (2,3)(6,7) ] ) [1,3]
Group( [ (1,2,3,4,5,6,7), (2,3,5)(4,7,6), (2, 7)(3,6)(4,5)]) [1,3]
Group( [ (1,2,3,4,5,6,7), (1,2)(3,6) | ) [1,3]
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Group( [ (1,2,3,4,5,6,7), (5,6,7) ] )
SymmetricGroup( [1..7]) [1]

A.9 Algebres d’invariants d’ordre 8

Il y a 168 algebres d’invariants, dont 86 sont simples. Parmi elles, on

trouve :
Group( [ (5,6)(7.8), (3.4)(7,8), (3.5,7)(4,6,8), (5,7)(6.8), (1,2)(7.8) ] ) [1,2,4]
Group( [ (7.8), (5.6), (3.4), (3,6,7)(4,5.8), (1, 2)( 5, 7)(6,8)]) [1,2,4]
et
Group( [ (7.8), (5.6), (3.4), (3.6,7)(45.8), (1,2)]) [1,2,3]
Group( [ (7.8), (3.4)(5.6), (1,2)(5,6), (1,3.5)(2.4,6), (3,5)(4.6) ] ) [1,2,3]

qui sont les deux seuls couples d’algebres d’invariants non isomorphes par
une permutation de Gg ayant méme matrice de coefficients.

On remarque aussi par exemple, pour son manque de reconstructibilité :

Group( [ (5,6)(7.8), (1,2)(3.4), (1, 3,2, 4)(5,7,6,8) ] ) 1,2,3,4]
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x-algebre, 37
G-hypomorphes, 67
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e-algebre, 52
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Cameron, 67
complémentation, 17

dérivation, 16

digebre, 18

digebre décomposable, 82
digebre engendrée, 25
digebre simple, 82

ensemble des invariants, 16
homomorphisme de digebre, 29
invariants, 16

Lovasz, 59

Miiller, 67

sous-algebre d’invariants, 16
structure d’incidence, 31
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