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Chapitre 1

Introduction

Soy aria, endecha, tonada,
soy Mahoma, soy Lao-Tsé,
soy Jesucristo y Yahvéh,

soy la serpiente emplumada,
soy la pupila asombrada
que descubre como apunta,
soy todo lo que se junta
para vivir y sofiar:

soy el destino del mar:

soy un nifio que pregunta.

-Silvio Rodriguez (jotra vez!)

La deuxiéme loi de la thermodynamique soutient que l’entropie des sys-
temes physiques isolés augmente toujours au cours du temps. Ainsi, 1'état
statistique d’un systeme isolé et composé d'un grand nombre de particules
devrait converger, pour des temps grands, vers un certain état d’entropie maxi-
male. Cet état doit étre forcément un état d’équilibre thermodynamique, et il
est typiquement caractérisé par un seul parametre, a savoir, sa température. E]Ce—
pendant, on est entouré de plein de systemes physiques qui s’auto-organisent,
dont notamment les étres vivants. Alors, sil’on ne veut pas mettre en question
la deuxieme loi, ces systémes ne doivent pas étre isolés, et leur comportement
doit dépendre de fagon cruciale de ce fait. Les systemes qui tombent dans cette
catégorie recoivent le nom de systémes ouverts et, de maniere attendue, leur
étude est trés important dans presque tous les domaines de la science et la
technologie modernes.

L’étude des systéemes ouverts présente des difficultés conceptuelles et tech-
niques. D’abord, au moins en principe, on peut considérer de fagon conjointe

1. Dans cet introduction on ne rentre pas dans les détails de ces états qui, mathématiquement,
regoivent le nom d’éfats KMS, mais on fait une exposition concise dans la Section Il faut
préciser qu’il y a aussi des situations ot1 d’autres parametres sont nécessaires, tels que les potentiels
chimiques.
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le systéme en étude et son environnement, en retrouvant un systéme complet
qui est isolé et devrait converger, donc, vers un état d’équilibre thermodyna-
mique. Ainsi, le comportement potentiellement spectaculaire que peut exhi-
ber un systéme ouvert est, en principe, un phénomene transient, dont 1’étude
mathématique directe n’est pas évidente & réaliser. En conséquence, au lieu
d’étudier des régimes transients, on considere des systemes physiques idéaux
qui peuvent agir comme des sources ou puits infinis d’énergie, en transformant
ces régimes transients en régimes stationnaires. Ceci nous mene aux concepts
de réservoir et d’état stationnaire hors équilibre, les deux concepts centraux
dans l'approche adoptée des problemes de la mécanique quantique loin de
I'équilibre.

Alors, par systéme ouvert on comprend la donnée d’un petit systéme, ou
systéme de référence, et son environnement. On suppose que 1’environnement
est tellement “grand” par rapport au petit systeme, que le fait d’étre en contact
avec lui ne modifie pas son comportement : il ne perd pas, et ne gagne pas non
plus, énergie. Il peut étre dans un état d’équilibre, mais il est fort intéressant,
comme on le verra par la suite, de considérer le cas ot1 il se compose de plusieurs
sous-systemes dits réservoirs, tous aussi “grands”, qui se trouvent initialement
dans un état d’équilibre, mais chacun a sa propre température. L'idée est d’étu-
dier les configurations stationnaires du systeme complet qui, par construction,
ne sont plus nécessairement a 1'équilibre thermodynamique.

Dans cette introduction on fera un résumé du développement de ces idées,
en exposant certains résultats connus, et conduisant au sujet central de cette
these : I’étude perturbative des systémes d’interactions répétées.

Réservoirs et retour a I’équilibre

Un réservoir est un systéme physique infiniment grand, en équilibre ther-
modynamique. Cette définition, en toute sa généralité, n’est pas mathémati-
quement rigoureuse, mais la notion de réservoir est plutét physique, et on se
contente, donc, d’avoir des exemples concrets. Toutefois, on demande d’un ré-
servoir la propriété de, suite a une perturbation locale de son état, se relaxer
au cours du temps en convergent a nouveau vers 1’état d’équilibre du départ.
Ce comportement, connu comme retour i I'équilibre, semble étre incompatible
avec le caractére réversible des lois microscopiques, et on s’attend a 1’obser-
ver seulement lorsque la limite thermodynamique a été prise. En fait, quand
le volume et le nombre de particules d’un systéme divergent tout en laissant
la densité constante, I'information peut “échapper vers l'infini”, en expliquant
l'irréversibilité du systéme a la limite.

Soyons plus précis, en utilisant le cas concret de la chaine XY. Dans cette
exemple, on suppose que sur chaque point de Z il y a un atome a deux ni-
veaux ou spin, dont I'état est décrit par un vecteur dans C2. La construction
mathématique du réservoir résultant est comme suit (voir [16, Chapter 6.2]) :

2. Le destin thermodynamique de 1'univers tout entier fait encore 1'objet de débats et, dans cette
theése, on prends un point de vue pragmatique en choisissant d’ignorer ce genre de questions.



1. A chaque ensemble fini A C Z on associe une algeébre matricielle d’ob-
servables Aj. La famille {AA} est naturellement un systeme dirigé, et la
complétion de sa limite inductive par rapport a la norme induite est une
C*-algebre, qu’on désigne par A.

2. Pour construire la dynamique de A on spécifie '’hamiltonien de chaque
spin et leur interaction, dont la forme précise n’est pas pertinente ici, sauf
par le fait qu’on met en interaction seulement les spins qui sont sur des
sites voisins. Ainsi, 'évolution pour des temps courts d’une observable
local ne dépends pas de 1'algebre Ay dans laquelle on fait les calculs,
pourvu que A contienne tous les sites pertinents. Ce fait permet de dé-
finir I’évolution compléte sur A, qui est un groupe fortement continu
d’automorphismes {a'}.

3. Finalement, on démontre 1’existence, pour tout § > 0, d'un unique état
KMS wg pour {a'}, qui représente 1'équilibre thermique de la chaine a
température inverse . La preuve de ce fait n’est absolument pas triviale.

Alors, ayant une construction précise du systeme, on peut énoncer la propriété
de retour a l'équilibre, démontre par Araki [4] : si w est un état normal par
rapport a wg, alors lim;_,« w(at(a)) = wg(a), pour tout a € A. La condition de
normalité exprime mathématiquement le fait que w doit étre un état “proche”
de wg.

NESS et production d’entropie

L’étude mathématique des états stationnaires hors équilibre ou NESS, pour
“non-equilibrium steady states”, a été commencé en 1999, quand Ruelle [42] a
proposé une définition exploitable pour des systémes dynamiques classiques,
qui a été ensuite généralisée par lui méme au cas quantique [43]. Moralement,
pour construire des NESS on met ensemble plusieurs réservoirs a différente
température, on les fait interagir au moyen d’'un petit systeme, et on attend
un temps infini jusqu’a obtenir un état stationnaire; il faut dire, cependant,
que l'exécution de cet algorithme n’est absolument pas une démarche ma-
thématique simple. Ce genre de construction entre dans le cadre de 'étude
perturbative d’un systéme dynamique quantique, en considérant le couplage
entre réservoirs et petit systeme comme une perturbation du produit de leurs
dynamiques libres (voir la Sous-section . Ainsi, I’existence de NESS peut
s’attaquer au moyen de la théorie de la diffusion. Une exposition compléte de
ces idées se trouve dans [5].

Pour illustrer la construction décrite ci-dessus, reprenons 'exemple de la
chaine XY. On prend comme systeme de référence 1’ensemble des spins dans
l'intervalle Ay = {=N,...,N} C Z, et on le découple du reste de la chaine en ob-
tenant trois sous-systemes indépendants : les chaines semi-infinies aux bouts,
et le systeme de référence. La construction décrite dans la section précédente
s’applique aussi aux chaines semi-infinies, ce qui donne les systémes dyna-
miques quantiques (Ar, {atL}, wr) et (AR,{aﬁz},a)R), oll w;, et wg sont des états
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KMS pour les dynamiques correspondantes, disons a températures inverses fr
et Br, respectivement. On remarque que la propriété du retour a I'équilibre est
établie aussi pour ces chaines semi-infinies [16, Chapter 6.2]. Ainsi, on obtient
le systeme dynamique quantique

(A {af), wo) = (AL ® AN ® Ag, {a} ® oy ® al}, wL ® wn ® wr),

ott (An, {a)}, wn) est le systeme dynamique qui décrit les spins dans Ay, 1'état
initial wy étant donnée par la trace (Ay est une algebre matricielle). Finalement,
soit V € Al’hamiltonien d’interaction entre les sites —-N—1 et —N, plus celui entre
les sites N et N + 1, de facon telle que la dynamique {a'} obtenue en perturbant
le générateur de {af} pari[V, -] est la dynamique originale de la chaine XY. Dans
ces conditions, Aschbacher et Pillet [6] ont démontré qu’il existe un unique
NESS wg, g, associé a I'état initial wp, qui est indépendant de N et invariant
par translations, et qui satisfait, de plus, lim;_. wo(a'(a)) = wg, g, (a), pour tout
a € A.Si B = PR, alors wg, g, est'unique état KMS a température inverse f; de
la chaine entiere, en accord avec le résultat d’Araki sur le retour a ’équilibre de
ce systeme. Quand w; # wg 1’état obtenu n’est plus KMS.

Physiquement, ce qui distingue les états stationnaires hors équilibre de
I'état d’équilibre thermique est la production d’entropie. Ainsi, ce concept est
central en mécanique statistique hors équilibre, et pourtant on ne dispose pas
encore d'une définition physique completement générale. Néanmoins, pour les
NESS Jaksic et Pillet [33] ont proposé une définition mathématique satisfaisante,
qui exploite I'existence d’un état de référence “naturel”. Elle est basée sur la
notion d’entropie relative d’Araki entre le NESS et 1’état de référence, et a été
utilisé dans plusieurs exemples concrets pour établir la stricte positivité de la
production d’entropie des NESS (particuliérement, pour I'état wg, 4, décrit dans
le paragraphe précédent quand f;, # fr [6]).

Dynamiques effectives markoviennes

En théorie des systémes ouverts on s’intéresse souvent seulement au com-
portement du petit systéme, et un des problemes fondamentaux est celui de
trouver des descriptions de la dynamique qui ne fassent pas référence a I'en-
vironnement. Pour le faire en partant de premiers principes, on suppose que
l'état de I'environnement est connu et on prend une trace partielle par rapport a
lui, en obtenant une matrice densité restreinte au systeme de référence. Ensuite,
on peut dériver une équation maitresse généralisée pour cette matrice densité
restreinte, dans le cas ol1 le couplage entre systéeme de référence et environne-
ment est une perturbation locale de la dynamique libre. Cette dérivation, due a
Nakajima, Prigogine, Résibois et Zwanzig, donne lieu a une équation intégro-
differentielle. Or, 'expérience avec des situations physiques concretes montre
que, souvent, les modeles markoviens sont les plus adaptés, du fait de combiner
la simplicité inhérente a une évolution donnée par un semigroupe d’applica-
tions completement positives avec des prédictions suffisamment réalistes. Ces



modeles doivent, donc, émerger comme des dynamiques effectives sous cer-
tains régimes particuliers de parametres. Un régime pour lequel ceci est le cas
est celui ot le couplage A entre petit systéme et environnement tends vers zéro,
comme van Hove [47] I'a montré en 1955. 1l se trouve que cette limite donne,
aprés une certaine renormalisation, un semigroupe de contractions. Dans le
cas de dimension finie, ce semigroupe est, en fait, un semigroupe markovien
quantique [30]. La preuve repose sur la caractérisation de Lindblad [38] des
générateurs de semigroupes continus en norme d’applications completement
positives. Malheureusement, on ne dispose pas encore d'une généralisation de
ceci aux semigroupes markoviens quantiques arbitraires.

Introduisons le régime de couplage faible de fagon plus précise. Quand le
couplage A — 0, la dynamique du petit systeme converge vers la dynamique
libre et les effets de I'interaction avec I’environnement ne sont négligeables que
pour des temps longs. Pour étudier ces effets, on note, en utilisant la série de
Dyson, que les changements dans la dynamique du petit systéme attribuables a
'environnement sont d’ordre A2, et I'échelle de temps intéressante est s = #/A2.
A cette échelle, la dynamique restreinte se décompose en deux parties : une
premiere partie rapide, avec temps caractéristique d’ordre A?, qui provient de
la dynamique libre; et une deuxiéme partie lente, avec temps caractéristique
d’ordre 1, qui contient les effets de I'interaction. Dans la limite A — 0, ces
deux dynamiques se découplent. La partie lente, dite limite de van Hove, est
un semigroupe de contractions agissant sur 1’algebre d’observables du petit
systéme; la partie rapide devient du bruit, raison pour laquelle ce régime est
aussi appelé limite stochastique [2]. L'étude mathématique de la limite de van
Hove a été commencé par Davies [24, 25] en 1974. Puis, Accardi, Frigerio et Lu
[1] ont montré, en 1990, que dans le méme régime il est possible d’obtenir une
dynamique effective qui tient compte des réservoirs aussi, ce qui a été repris
sous un point de vue différent en 2007 par Dereziniski et de Roeck [28, 29].

La limite de van Hove fournit une approche exploitable a la thermodyna-
mique hors équilibre; la théorie ainsi obtenue est appelle parfois thermodyna-
mique FGR, pour “Fermi golden rule” (voir, par exemple, [30])). Elle a été explorée
par Lebowitz et Spohn [37] en 1978, qui ont récupéré notamment les relations
d’Onsager en théorie de réponse linéaire et ont obtenu aussi des expressions
pour la production d’entropie. Néanmoins, la validité physique de 'approche
repose sur la supposition que I'état asymptotique w, du petit systéme converge,
quand A — 0, vers1’état asymptotique de la limite de van Hove. Un exemple ot1
ceci est connu est celui d’une chaine finie d’oscillateurs harmoniques classiques,
couplée aux deux bouts a des chaines semi-infinies initialement dans des états
d’équilibre a températures inverses f3; et fr, respectivement. Dans ce cas, la
convergence du systéme complet vers un état stationnaire w, a été établie dans
[45], ainsi que le fait que lim) o w) = wp, ®Wyy®wg,, Ol wp, et wg, sont les états
d’équilibre des chaines semi-infinies et wyy est 1’état stationnaire de la limite
de van Hove.
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Systemes d’interactions répétées

La caractéristique fondamentale d'un systeme de référence ouvert, celle qui
est a la base de tous les phénomenes thermodynamiques intéressants qu’il peut
exhiber, est le fait d’étre en contact avec un systeme externe qui induit un flot
stationnaire d’énergie a travers lui. Les systemes d'interactions répétées, ou SIRs
dorénavant, sont le modéle le plus simple qu’on puisse concevoir a avoir cette
propriété (ils ont un caractere markovien par construction), tout en gardant une
grande flexibilité (en fait, tout lindbladien peut étre obtenu comme générateur
de la dynamique d’un SIR dans une certaine limite de temps continu, voir [8]]).
Dans ces modeles, le flot stationnaire d’énergie est induit tout simplement en
faisant interagir le petit systéme avec les éléments d’une chaine de systémes
externes, un par un et pendant une durée de temps finie, en les laissant partir
apres vers l'infini. Des SIRs apparaissent de fagon naturelle dans plusieurs
situations concrétes, dont notamment en optique quantique [39] our ils servent
a modeliser le MASER a un atome [50]. Dans cette expérience on fait interagir
le champ électromagnétique dans une cavité avec une succession d’atomes
qui se trouvent dans un état connu, ce qui permet, par exemple, de tester les
aspects les plus fins de l'interaction entre matiere et lumiere. Dans un esprit
plus concret, ils servent a préparer des états de Fock bosoniques [17], auquel
cas il est important de savoir quel pourrait étre le comportement asymptotique
du petit systeme [52]. Et, troisiemement, on peut mentionner qu’ils fournissent
une fagon de construire des dilatations de semigroupes complétement positifs
(page B5), au moyen de la théorie des bruits quantiques [7, 131} [13]. Dans cette
théorie le réservoir est un modele effectif avec la propriété de donner lieu & des
semigroupes markoviens quantiques pour I'évolution restreinte au systeme de
référence, ce qui fournit une justification a 1'utilisation d’équations de Langevin
comme modele des systémes ouverts; on parlera brievement du sujet dans la
Section5.2]

Dans le contexte des SIRs il y a plusieurs régimes perturbatifs. En fait, le
parametre qui contrdle la nature perturbative d’un régime est la combinaison
A%7, ol A est la constante de couplage entre systeme de référence et réservoir
et 7 est le temps que chaque élément de chaine individuel passe en interaction
avec le systeme de référence. Alors, il y a trois régimes perturbatifs, classifiés
par le comportement de 7 : soit il reste fini, soit il converge vers 0, soit il diverge
vers l'infini. Ce troisieme régime & un comportement oscillatoire en 7, comme
on peut le voir dans des exemples concrets (voir la Sous-section[6.3.2). Les deux
premiers régimes ont été étudiés par Attal et Joye [8], qui démontrent l'existence
de limite de van Hove pour tous les deux, sous I'hypothése que les espaces de
Hilbert tant du petit systeme que de I'élément de chaine sont de dimension
finie. Ils étudient aussi le régime © — 0 avec A%t constant, qui a la propriété
intéressante suivante : les données du modéle peuvent étre ajustées de fagon
telle que la dynamique effective limite soit celle générée par n’importe quel
lindbladien prédéterminé. Quant au comportement asymptotique en temps,
Bruneau, Joye et Merkli [20] ont démontré, quand l'espace de Hilbert du petit
systeme est de dimension finie et sous certain hypothese d’ergodicité, que n'im-



porte quel état initial d’un SIR converge vers un état T-périodique, déterminé
de fagon unique par les données du modele. En vue de cette périodicité, on a
décidé de l'appeler cycle limite au lieu d’état asymptotique, en conformité avec
l'usage en théorie des systéemes dynamiques.

Résultats de cette theése

Les résultats en passe d’étre exposés ont été publiés dans [49]. Le premier
objectif de ce travail était de généraliser les théoremes dans [8] sur l'existence
de limite de van Hove pour les SIRs. On a formulé le probleme dans le cadre
des algebres de von Neumann. Pour le régime 7 = constant et A — 0, on a
utilisé ’approche d’extrapoler a tout t € R, le semigroupe discret qui donne
I’évolution restreinte au petit systéme et aux temps ¢t = 0, 7, 27,... Une fois ceci
fait , il suffit d’appliquer les théorémes de Davies pour obtenir des conditions
suffisantes pour l’existence de limite de van Hove. L'extrapolation est faite par
moyen du calcul fonctionnel holomorphe, qui peut étre utilisé quand le spectre
de I'opérateur qui fait évoluer le petit systeme de t = 0 jusqu’a t = T n’est pas
dense dans le cercle unité S' C C. Le résultat obtenu est énoncé au Théoréme
Cette approche a l’avantage d’étre conceptuellement propre, mais ne donne
pas un résultat optimal, comme on l’argumente dans la Sous-section En
outre, il n’est pas pratique dans le régime © — 0 et A2t — 0, car le semigroupe
résultant dépendrait de 7. Toutefois, on est capable de démontrer 1'existence
de limite de van Hove pour ce régime et calculer explicitement son générateur,
sous certaines hypotheses de continuité du couplage par rapport a 1’évolution
libre du systeme de référence plus un élément de chaine. La méthode n’est pas
une généralisation directe de celle dans [8]], qui est adaptée seulement au cas de
dimension finie et repose sur une analyse perturbative a deux parametres ; elle
consiste, en fait, a réduire le probléeme encore a une application des théorémes
de Davies en regroupant les termes d’erreur judicieusement (Lemme [6.5). Le
résultat obtenu est énoncé au Théoreme[6.6]

Ensuite, on s’est intéressé a relier les éventuels états asymptotiques de la
dynamique réduite et sa limite de van Hove. Ce probleme peut étre étudié de
facon abstraite dans le cadre de la théorie de perturbations de semigroupes,
ce qu’on fait dans la Section Dans ce contexte, 1'égalité a ordre zéro dans
le parametre de perturbation des états asymptotiques impliqués se réduit a la
continuité d"un projecteur spectral que ’on peut toujours assurer en dimension
finie (Lemme[4.8) grace a la structure supplémentaire d'un semigroupe comple-
tement positif. Dans ce cadre général on peut énoncer un résultat d’un intérét
indépendant : 1’existence d’un état asymptotique unique pour la dynamique
effective en régime perturbatif implique la méme propriété pour la dynamique
perturbée, pourvu que le parameétre de perturbation soit suffisamment petit
(Théoréme [4.10). L’extension de ces résultats au cas de dimension quelconque
est un probleme intéressant, dont la solution doit faire appel a la machinerie de
théorie de perturbation analytique en dimension infinie.

A ce moment, un certain point technique attire notre attention. Les résultats
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décrits dans le paragraphe précédent appartiennent a la théorie de perturbation
analytique de matrices. L'exemple qu’on a utilisé pour explorer ces questions
était celui d’un couplage linéaire par des opérateurs de création et annihilation
auniveau de l’élément de chaine, tel que dans [8]. Ce couplage donne lieu a une
dynamique restreinte analytique en A? et la théorie développée s’applique, mais
le cas général ne tombe pas dans ce cadre. Alors, dans la littérature il est habituel
de supposer que le terme d’ordre 1 dans le développement en puissances de A
de la dynamique restreinte s’annule. L’interprétation de cette supposition est
que la dynamique du petit systéme est modifié par la perturbation seulement
par un couplage avec l'environnement et non pas par une altération de sa
dynamique libre. Dans la Sous-section[5.1.2on argumente qu’une perturbation
qui ne modifie pas non plus la dynamique libre de I’environnement donne lieu
aundéveloppement en puissances de A sans aucun terme impair. Quand ceci est
le cas on dit que le couplage est d’interaction pure, et dans la méme sous-section
on donne une condition suffisante, physiquement significative, pour 'avoir.

L’application des résultats décrits aux SIRs est faite dans la Section [6.2] No-
tons que, a I’échelle de temps de la limite de van Hove, la périodicité d"un éven-
tuel cycle limite ne se voit pas et 1’état asymptotique, sl existe, est constant. Ce
qu’on démontre est que 'existence d’état asymptotique pour cette dynamique
implique I’existence de cycle limite pour la dynamique originale, et, sauf pour
la dépendance en temps qui doit étre réincorporée, quand ces états existent ils
coincident a ordre zéro dans le parametre de perturbation. Ces résultats sont
énoncés aux Théoreme 6.8|et Théoreme[6.1T} On remarque que le régime 7 — 0
et A2t — 0 demande plus de travail, car il exige ’analyticité de la dynamique
restreinte comme fonction de A?t.

Autres résultats

On finit cette introduction en mentionnant quelques autres résultats obtenus
récemment pour les SIRs. D’abord, le modele peut évoluer vers des versions
probabilistes, ol1 I'interaction entre petit systeme et élément de chaine est aléa-
toire et de méme pour I’état initial des éléments de chaine [21]], ce qui conduit a
I’étude de produits infinis de matrices aléatoires [18]. En outre, un aspect trop
restrictif de notre modéle pour plusieurs applications physiques est la supposi-
tion que le couplage entre petit systéme et élément de chaine est donné par un
opérateur borné. Quelques résultats ont été obtenus pour le modele de Jaynes-
Cummings [22], pour lequel le systeme de référence est de dimension infinie et
le couplage est non-borné. Finalement, on mentionne que la modélisation du
MASER & un atome peut étre rendue plus réaliste par 1'ajout du réservoir ott
le petit systéme vit. Un étude du modeéle mathématique résultant est fait dans
[19].



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Rappel sur les algeébres de von Neumann

Les contenus de cette section sont standards. On renvoie le lecteur a 1'ou-
vrage [15] pour les preuves des résultats énoncés.

2.1.1 Définition et propriétés élémentaires

Soit H un espace de Hilbert. On désigne par B(H) l'ensemble des opérateurs
linéaires bornés x : H — H. Mise a part la topologie induite par la norme, on
a plusieurs autres topologies d’intérét dans B(H).

Definition 2.1. Si {x;};e; C B(H) est une suite généralisée, on dit qu’elle converge:

1. Fortement si [|x;&]| converge, pour tout & € H.

2. Faiblement si (n, x;&) converge, pour tout &, n € H.
3. Ultrafaiblement si ) jon{mk, Xiéx) converge, pour tout paire de familles
{Ehen, (Midken € H telles que e (€I + [I7xll?) < co.
Remarque 2.2. Notons qu’on peut faire agir B(H) sur H ® K pour n’importe
quel autre espace de Hilbert %, en utilisant le morphisme d’algebres involutives
1t : B(H) — B(H ® K) donnée par
A()(E B ) = (1) @ 1.

Prenons le cas K = (*(N). Une famille {&len € H telle que Yo 1€k < o0
donne lieu a un vecteur

®=25k®ekeﬂ®t’2(ﬂ\l),

keN

ou {erJren et la base canonique de 2(N). Si {itken € H est aussi telle que
Yhen IMkl? < 00 et W = ¥ ion 1k @ €, alors

(W, (x @ 1)D) = ) (1, XE0).

keN
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Ainsi, on voit que la topologie ultrafaible de B(H) n’est rien d’autre que la
restriction & B(H) ® 1 de la topologie faible dans B(H ® £2(IN)). On peut vérifier,
par contre, que la topologie ultrafaible est stable sous cette construction, ce qui
insinue qu’elle est une topologie plus naturelle que la topologie faible dans le
contexte des algebres d’opérateurs. On accumulera, au parcours de ce chapitre
et le suivant, des raisons qui soutiennent ce point de vue.

Definition 2.3. On dit qu'une sous-algebre de B(H) est involutive si elle est
fermée par l'involution x € B(H) +— x* € B(H). Alors :

1. Une C*-algebre (concrete) A sur H est une sous-algebre involutive de
B(‘H) qui est fermée en norme.

2. Une algebre de von Neumann M sur H est une sous-algebre involutive
de B(H), qui contient I’opérateur identité, et qui est fermée par rapport a
la topologie ultrafaible.

L'utilisation de la topologie ultrafaible dans la définition des algebres de
von Neumann a un certain degré d’arbitrarité, car une sous-algebre involutive
M C B(H) qui contient I'identité satisfait

M fortement fermé < M faiblement fermé < M ultrafaiblement fermé.

Notons aussi qu'une algebre de von Neumann est une C*-algebre, mais 1'affir-
mation réciproque n’est pas valable.

Definition 2.4. Le commutant d’une algebre de von Neumann M C B(H) est
I'ensemble
M’ ={a e B(H) :ab=ba, Vb e M}.

Soit M une algébre de von Neumann. Il se trouve que son commutant M’
est aussi une algebre de von Neumann. En plus, M = M” et, en fait, une sous-
algebre quelconque de B(H) est une algebre de von Neumann si, et seulement
si, elle est égale a son double commutant.

Sur I'ensemble d’opérateurs autoadjoints de M, qu’on désigne par My, C M,
on peut définir la relation d’ordre

x>0 aeM:x=aa.

La propriété d’étre positif est équivalente a avoir un spectre contenu dans
[0, +oo[. Maintenant, prenons une suite généralisée{x;}ic; € My, croissante et
bornée par rapport a cette relation d’ordre. La complétude ultrafaible permet
de conclure qu’une telle suite converge et admet, donc, un supremum dans M.

Definition 2.5. Soient M et N des algebres de von Neumann, et prenons une
fonction linéaire f : M — N, pas forcément bornée. Elle est dite :

1. Positive si f(x) > 0, pour tout x > 0.
2. Normale si elle est positive et respecte les supremums, dans le sens que

flsupx;) = sup f(x),

pour toute suite généralisée croissante et bornée {x;};cs.
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L’existence de supremum pour les suites généralisées croissantes et bornées
caractérise la topologie de M de fagon intrinseque, c-est-a-dire, sans faire appel
a l'espace de Hilbert sur lequel M agit. En particulier, une fonction positive est
normale si, et seulement si, elle est ultrafaiblement continue.

Il existe un calcul fonctionnel borélien sur M, expression par laquelle on
veut dire qu'il est possible de donner un sens a f(x) € M, pour x € M normal et
f € L*(R), tout en respectant les structures d’algebre involutive et du spectre.
Plus explicitement, pour tout f, g € L*(R), A € C et x € M normal, on a que :

L (f +Ag)(x) = f(x) + Ag(x).

2. (f8)(x) = f(x)g(x).

3. f(x) = f(x)", ou f = f(.

4. f(o(x)) = o(f(x)), otr o(-) désigne le spectre de son argument.

Pour construire ce calcul fonctionnel, on commence avec le calcul fonctionnel
holomorphe
00 = 5 [ dC OG-0,
i J,

défini pour toute fonction f, holomorphe sur un ouvert simplement connexe
U C C contenant le spectre de x. Pour appliquer la formule, il faut choisir une
courbe y C U qui entoure o(x), mais le résultat est indépendente du choix.
Ce calcul fonctionel peut étre étendu a des fonctions continues sur o(x), par
densité par rapport a la norme lflle = sup AEJ(X)I (). A son touF, on étend le
calcul continu a des fonctions mesurables et bornées en les écrivant comme
supremum de suites croissantes et bornées de fonctions continues. Une des
applications de cette construction est le théoréme spectral pour opérateurs
normaux bornées : la mesure spectrale associée a x € M est Py(A) = xa(x), ou
Xxa est la fonction indicatrice de 'ensemble A C R.

2.1.2 Le prédual

Considerons 'algebre L¥(RR). Elle agit sur 'espace de Hilbert H = L*(R)
par multiplication, ce qui nous permet de la voir comme sous-algebre de B(H).
Alors, la topologie faible de L®(R) — B(H) est, par définition, la topologie
+-faible de L*(R) = L!(R)*, ce qui montre que L*(R) est une algébre de von
Neumann. Comme on le rappelle ici, le fait d’étre isomorphe au dual d'un
espace de Banach n’est pas une particularité de cette algebre de von Neumann.

Soit H un espace de Hilbert, et considerons 1’espace de matrices a trace

LY(H) = {p € B(H) : Trlp| < oo}.

Celui-ci est un espace de Banach par rapport a la norme ||pll; = Tr|pl, et ses
éléments induisent des fonctions linéaires et bornées B(H) — C par

x € B(H) - Tr(px) € C,  [Tr(px)| < lipllxlix|.
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Maintenant, on veut voir que B(H) = LY(H)". En fait, si f € (L'(H))", on
considere la forme sesquilinéaire

& =1, &EneH.

Gréce au théoreme de répresentation de Riesz, il existe un opérateur a € B(H)
tel que (&, 1) = (&, an), et on peut vérifier que, par continuité, f(p) = Tr(pa) pour
tout p € LY(H).

L'isomorphisme B(H) = L}(H)" nous donne, a priori, une n-eéme topologie
dans B(H) : 1a topologie *-faible par rapport a cette dualité. Une suite généralisée
{xitier € B(H) converge *-faiblement si et seulement si

Tr(px;) converge, Yp € L' (H).

Mais toute paire de familles {i ke, {Mitken € H tels que Y e €I + 11kl? < o0
donne lieu a une matrice a trace

p=Y 1€k,

keN

et Tr(px;) = Yren{Mk Xi&k). Inversement, tout matrice a trace peut s’écrire sous
cette forme en diagonalisant les opérateurs autoadjoints p+p* et p—ip*. Ainsi, la
topologie *-faible n’est rien d’autre que la topologie ultrafaible, et on peut mon-
trer en plus que les formes linéaires ultrafaiblement continues sont exactement
celles de la forme x + Tr(px), avec p € LY(H).

Maintenant, soit M une sous-algébre involutive de B(H). On définit M
comme I’ensemble des p € L}(H) tels que

Tr(px) =0, VYxeM.

Il se trouve que M, est un sous-espace fermé en norme de L!(H) et
(LYH)/ML) = (ML)* = {x € BEH) : Te(px) = 0, ¥p € ML),
Mais (M, )* est la fermeture *-faible de M dans L!(H)*. On conclut que, si M est
une algebre de von Neumann, alors elle est isomorphe, comme espace de Ba-
nach, au dual de L'(H)/M, . Ce résultat peut étre exprimé de facon intrinséque
(sans faire appel a H), en observant que l'espace
M. = {w € M : w est ultrafaiblement continue} (2.1)

est isomorphe a L'(H)/M, . Ainsi, M = (M.)".

Definition 2.6. Soit M une algebre de von Neumann. Le predual de M est
l'espace défini dans (2.1).
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2.1.3 La construction GNS

La construction GNS établit une correspondance entre une certaine classe
de représentations (modulo conjugaison par unitaire) et I’ensemble des états
d’une algebre involutive. Ici, on l'introduira dans le cadre d’algebres de von
Neumann. Pour1’établir, on rappelle d’abord certains concepts dont on a besoin.

Definition 2.7. Une représentation d'une algebre de von Neumann M est un
morphisme d’algebres involutives © : M — B(H), qui est normal, et tel que
(1) =1.

Remarque 2.8. Soit m : M — B(H) une représentation d’'une algebre de von
Neumann M. Comme l’existence de supremum pour tout suite généralisée
croissante caractérise les sous-algebres ultrafaiblement fermées de B(H), on
voit que I'image (M) est automatiquement une algebre de von Neumann.

Definition 2.9. Soit M C B(H) une algebre de von Neumann.
1. Un vecteur Q € H est dit cyclique si MQ = H, et il est dit séparant si

aQd=0 implique a=0,

pour touta € M.

2. S’il existe un vecteur Q € H cyclique et séparant pour M, alors on dit que
M est standard sur H.

Remarque 2.10. Un vecteur Q € H est cyclique/séparant pour M si, et seulement
si, il est séparant/cyclique pour M’. Ainsi, M est standard sur H si, et seulement
si, M’ est standard sur H.

Soit m : M — B(H) une représentation d"une algebre de von Neumann M,
et supposons qu’il existe un vecteur Q € H cyclique pour 7(M). Dans ce cas on
dit, avec un petit abus de notation, que la représentation 7 est cyclique. Sans
perte de généralité, on peut supposer que Q est unitaire et définir, donc, 1’état

w(a) = (€, m(a)C),

qui est ultrafaiblement continu car 7 et (€2, (-)Q) le sont. La construction GNS,
due a Gelfand, Naimark et Segal, va dans I’autre sens : elle associe a chaque état
normal w, une représentation 7 : M — B(H), unique a conjugation par unitaire
pres, et un vecteur unitaire Q € H tel que :

1. Q est cyclique pour n(M).
2. w(a) = (Q, n(a)QY), pour touta € M.

Ainsi, les concepts d’état et de représentation cyclique sont équivalents.

L’idée de la construction est tres simple : faire agir M sur elle méme par
multiplication a gauche. Alors, la forme linéaire positive w : M — C induit une
forme sesquilinéaire et semi-définie positive sur M par

(a,b) = w(a'b).
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On obtient 'espace de Hilbert H en séparant et complétant M par rapport a
cette forme, c-est-a-dire qu’on prends le quotient Hy = M/{a € M : w(a*a) = 0}
et on le complete par rapport a la norme I[all> = {a,a), ot [a] € H, désigne la
classe d’équivalence de a € M. 1l se trouve que les opérateurs

n(a)[b] = [ab],

définis sur le domaine dense H{;, sont bornés et admettent des extensions
uniques a tout H, qu’on désigne encore par 7(a). Ceci donne la representation
voulue. Le vecteur Q = [1] € H est cyclique et satisfait w(a) = (Q, n(a)Q). La
normalité de 7t suit de celle de w (voir [15, théoréme 2.4.24]).

Pour ameliorer I'intuition voyons qu’est-ce que la construction GNS donne

w(a) = Tr(pa), avec p = Y1y p{ié) (€il (voir I'annexe [B| pour un rappel de cette
notation, utilisé librement le long de la these). Les opérateurs

le)(ejleM, i,jefl,..., n}
forment une base de M, et I'action gauche de M sur lui méme peut s’écrire
(@) &) (nl = la&) {nl.

Comme toutes les topologies sont équivalentes en dimension finie, on voit que
I'espace H est générée par {le;)(ej| : i,j € {1,...,n}}. Il est, donc, isomorphe
a C" ® C" et on l'identifiera avec lui dorénavant. Sous cette identification, le
produit scalaire de H correspond a la trace sur M :

(i ®ej, e @ 1) = dydj = Trl(len) (e) (lex) ¢eul))-

La representation GNS consiste a faire agir M sur le premier facteur de C" ® C".
Le commutant de 11(M) est tout simplement M, mais agissant sur le deuxieme
facteur de C" ® C". En termes des matrices |£) (| € M, celle-ci est ’action droite

' (@)1&) (nl = 1&) (mla” = |&) Can] .
L'état Tr(pa) correspond au vecteur Q = i y/pie; ® €; € H, car
Q@) =T((}" Vel el (), vBlaen <eil)) = Y piceisaen
i=1 j=1 i=1

= Tr(pa).

Remarque 2.11. Cet exemple montre que |Q)(Q| € B(H) n’appartient pas a
'algebre (M) € B(H). En fait, siv € C",

) (Q(vee) = Z Z VPipj(€j ® €, 0@ €1)€; ®€;

i=1 j=1
n

= Z Vpipilei, v)ei ® €,
i1

qui n’est pas un élément de C" ® €.
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Remarque 2.12. 11 est possible de définir les C*-algebres de facon abstraite,
comme étant les algebres involutives A qui sont aussi des espaces de Banach
dont la norme satisfait

la*all = |lal®, Va € A.

La construction GNS, qui marche mutatis mutandis pour ces objets, montre que
cette catégorie d’objets n’est pas plus générale que celle introduite dans la dé-
finition [2.3] Il est, néanmoins, convenable d’avoir une description intrinseque,
au sens d’étre indépendante de I'espace de Hilbert o1 A agit. Puis, on pourrait
définir aussi les algebres de von Neumann comme étant ces C*-algebres qui
admettent un prédual. Ce point de vue donne lieu a la notion des W*-algebres.
Pour une exposition de ce sujet, voir [44].

La représentation GNS associé a un état sur une C*-algebre permet de définir
une notion importante de proximité dans I’ensemble d’états.

Definition 2.13. Soient A une C*-algebre et 7 : A — B(H) une représentation
de A sur un espace de Hilbert H. On dit qu'un état ) sur A est normal par rapport
a 1 ¢'il existe une matrice densité p € L(H) telle que n(a) = Tr(pm(a)), pour tout
a € A. De méme, on dit que 7 est normal par rapport a un autre état w s’il est
normal par rapport a la représentation GNS correspondante.

2.2 Dynamique quantique

On commencera par rappeler la formulation de Schrodinger de la méca-
nique quantique, dans laquelle 1’état d'un systéme est un vecteur dans un
espace de Hilbert, et on profitera pour introduire les matrices densité et 1'équi-
libre thermodynamique. Apres, on généralisera cette formulation au cadre des
algébres de von Neumann, ce qui permet de travailler avec des systémes a
un nombre infini de degrés de libérté. Pour une introduction complete a la
mécanique quantique dirigée vers les mathématiciens voir [46]. Quant a la
mécanique quantique statistique, une introduction des concepts physiques se
trouve dans [34] et, pour le coté mathématique, on renvoie le lecteur vers [16].
Dans les trois volumes [9, [10, [11] on trouve un traitement complet du sujet
des systemes ouverts, avec introductions concises aux outils mathématiques
nécessaires.

2.2.1 Formulation dans un espace de Hilbert
Mécanique quantique élémentaire

La formulation de la mécanique quantique la moins disruptive avec l'intui-
tion classique est celle donnée en termes des forctions d’onde. Sous ce point de
vue, dli a Schrodinger, 1’état d'un systeme quantique est un vecteur unitaire &
dans un espace de Hilbert /. Une observable est représentée par un opérateur

1. Ceci est relié au théoreme de Stone, dont on ne parlera pas dans cet ouvrage.
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autoadjoint T : dom T € ‘H — H, dont le spectre o(T) est 'ensemble de valeurs
possibles aprés mesure. La mesure de probabilité des valeurs de 'observable T
quand le systéme est dans 'état £ est

pr(dA) = IPr(dA)EIPR, 22)

ou Pr est la mesure a valeurs projecteurs associée a T par le théoréme spectral.
Ainsi, on peut écrire I'espérance de T dans I’état & comme

Eq(T) = f | MEPIEAND = (€T,
a(T)

Alors, I’énergie du systéme est représenté par un opérateur autoadjoint H :
domH € ‘H — H, qui regoit le nom de hamiltonien. Dans cette situation, 1'état
du systeme évolue selon l'équation de Schrodinger

d _
ige=He, <0 =< (23)

Exemple 2.14. Pour une particule classique décrite par les coordonnées généra-
lisées g € IR" et le hamiltonien classique (g, p), on prends

H =L R"), H=xQP)

oil les vecteurs d’opérateurs Q et P sont définis par

Q@ = 1E@),  (PiE)g) = —ia%aq).

Notons que [P, Q] = —i. Le probleme survenant quand l'expression ¢ (Q, P) est
ambigue a cause de la non-commutativité des opérateurs Q; et P; fait partie du
probleme de quantification, dont on ne s’occupera pas dans cette these.

La solution de 1'équation de Schrédinger (2.3) est &(t) = e 'HE. Ainsi, la
valeur espérée au temps t d'une observable représentée par 1'opérateur A est
donnée par

(£(t), AL(t) = (e71E, AeTE) = (£, €M ATE),
eton voit qu'il est possible de prendre aussi le point de vue de Heisenberg, selon le-

quel I'opérateur A évolue au cours du temps tandis que I'état & reste immuable.
Formellement, I'équation différentielle pour 1’évolution d"une observable est

%A(t) =i[H A], A@0)=A4, (2.4)

et la solution est A(t) = ef Ae i,
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Matrices densité

Soit H l'espace de Hilbert qui décrit la configuration d"un certain systeme
physique, et supposons que, en fait, on n’a qu'une distribution de probabilité
pour son état & € H. Disons, par clarté, qu'avec probabilité p; le systeme se
trouve dans l'état &;, o1 ) ;e pi = L et||&]| = 1. Comme la mécanique quantique
est, de toute facon, une théorie probabilistique, on dit toujours que le systeme
est dans un état, mais cette fois un état statistique. Maintenant, I’espérance d"une
observable, représentée par un opérateur T sur H, est

Ep,e)(T) = Z piEg (T) = Z pil&i, TE)).

ieN i€N

Remarque 2.15. Une superposition statistique d’états n’est pas la méme chose
qu’une superposition “cohérente” Y. &ifll Yien &ill, ot Uinformation sur les
phases relatives des fonctions d’onde est conservée.

On peut traiter les états statistiques et les états vecteurs de fagon unifiée, en
considerant I'opérateur connu comme matrice densité

p=Y pilé (&l € LI(H),
ieN
ou L!(H) désigne I'espace de Banach d’opérateurs a trace sur H. En fait,

]E{Pi,fi} (T) = Tr(pT)r

puisque (&, T&;) = Tr(|&) (&I T). Ainsi, on identifie I'ensemble détats statis-
tiques avec l'ensemble d’opérateurs a trace positifs, c’est-a-dire ceux dont le
spectre est contenu dans [0, +ool.

Si I’état initial du systéme est une matrice densité p € L'(H), alors I'éspe-
rance d'une observable T évolue au cours du temps selon

Y prIE®) o) = Y pie g (&l e
€N ieN
— e_ith(O)eitH.

p(t)

L’équation différentielle que satisfait p(t) est donc %p(t) = —i[H, p(0)].

Equilibre thermodynamique

D’apres l’étude physique du comportement des systémes dans la limite ther-
modynamique, I'état d’équilibre d"un systeme quantique est la matrice densité
qui maximise son entropie, soumise a des restrictions physiques qui dépendent
du probleme en considération. Pour 'introduire il nous faut, d’abord, la notion
mathématique de l'entropie d’un état, due a von Neumann.
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Definition 2.16. Soit H un espace de Hilbert et p € L'(H) un opérateur positif.
L'entropie (de von Neumann) de p est le nombre réel

5(p) = Tr(plog p),
ot plog p € L(H) est défini par calcul fonctionnel.

Remarque 2.17. Cette définition garde une relation proche avec celle de I'en-
tropie de Shannon, utilisée en théorie de I'information. Ceci motive a interpré-
ter 'entropie comme mesure de 1'ignorance sur l'état vecteur du systeme, ne
connaissant que la matrice densité p.

Maintenant, considérons un systéme physique décrit par 1’espace de Hilbert
H et I'hamiltonien H : dom H € H — H. Pour emmener le systéme a son état
d’équilibre, on le laisse échanger de I'énergie avec un réservoir a température
inverse . Quand le systéme a atteint I'état d’équilibre, la valeur espérée de
I'énergie Tr(pH) est une constante. Pour trouver cet état on résout le probleme

max{S(p) : p € L}(H) et Tr(pH) = constant],

en obtenant la matrice densité de Gibbs

e PH

P = oo (2.5)

Ici, la constante § s’identifie avec la température inverse du systeme et doit
coincider, évidemment, avec la température inverse du réservoir. Cette déri-
vation dépend de plusieurs suppositions physiques; mathématiquement, on
considere le fait que 1’état d’équilibre thermique a température inverse f soit
donné par comme un postulat de la thermodynamique.

Remarque 2.18. 1l y a d’autres quantités physiques, mise a part I'énergie, qui
peuvent varier du fait que le systeme est en contact avec un réservoir : par
exemple, le nombre de particules d"une certaine espéce. La procédure décrite
en haut pour obtenir 1’état d’équilibre se généralise aisément a cette situation,
cas auquel il faut rajouter un parametre analogue a  qui s’interpréte comme
étant le potentiel chimique, voir [34].

2.2.2 Formulation dans une algébre d’opérateurs

Dans la section précédente on a introduit la mécanique quantique a la Schro-
dinger, en utilisant le concept de fonction d’onde et, conséquemment, en partant
d’un espace de Hilbert et un hamiltonien. Pour les systémes physiques avec
un nombre fini de degrés de liberté on sait comment choisir ces objets, et 1'ap-
proche est completement satisfaisante. Mais quand on considere une théorie de
champs, le choix d’espace de Hilbert n’est pas si évident a priori et on doit s’en
remettre a I’approche de Heisenberg, qui souligne dés le début la structure algé-
brique de 'ensemble des observables et non pas une représentation préférée de
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celui-ci, arbitrairement choisie.E]Ceci nous mene a commencer avec une algebre
d’observables, qui peut étre une algebre de von Neumann ou, plus générale-
ment, une C*-algebre, puis définir la dessus I'évolution temporelle comme étant
un groupe d’automorphismes avec les propriétés de continuité adéquates, et
finalement représenter les états physiques par des états sur I'algébre choisie.

Notons que, une fois choisi 1’état, la construction GNS permet d’obtenir une
représentation sur un espace de Hilbert. Dans le cas d’une théorie de champs
libre, on obtient ainsi un espace de Fock, mais les états stationnaires d'une
théorie avec interactions ne donnent pas lieu a des représentations de Fock, et
onne dispose pas d'un moyen de construire la théorie en partant d'un espace de
Hilbert. Ceci est aussi vrai pour les systémes de spins, dont les degrés de liberté
sont infinis mais discrets. Ainsi, I’approche algébrique n’est pas seulement une
question de convenance ou de choix esthétique, mais un aspect fondamental
dans I'étude des systemes physiques quantiques.

Groupes a un parametre d’automorphismes

Definition 2.19. Soit A une algeébre involutive. Un groupe a un parametre
d’automorphismes {a}icr est une fonction a : R — Aut(A), ot Aut(A) est le
groupe d’automorphismes de A, telle que

1. CYO = IdA.
2. a*at = a®*, pour tout s, t € R.

Soit A une algebre d’opérateurs et {a'} un groupe a un parametre d’auto-
morphismes de A. Typiquement, on aura une topologie préférée dans A : la
topologie de la norme si A est une C*-algebre, et la topologie ultrafaible si A
est une algebre de von Neumann. Il est naturel, donc, de demander que les
trajectoires

teRm al(a) e A

soient continues, pour tout 2 € A. Quand cette propriété est vraie, on dit que
{a'} est fortement continu, ou ultrafaiblement continu, selon le cas. Cette pro-
priété de continuité permet d’établir I'existence d"un générateur, ¢’est-a-dire une
application linéaire 6 : domo € A — A, fermée et avec domaine dense, telle
que

6(a) = lim %(at(u) ~a),

pour tout a € dom 6. Ici, la limite existe par rapport a la topologie choisie, selon
le cas. L'existence de ce générateur est une propriété de A vue comme espace
de Banach et ne dépend pas de sa structure algébrique, mais dans ce cas on
peut dire aussi que 6 est une dérivation, au sens que :

1. dom 0 est une sous-algebre involutive de A.

2. Pour les systémes avec un nombre infini de degrés de liberté il y a plusieurs représentations
inéquivalentes de 1’algebre d’observables.
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2. Pour touta,b € dom 6,
o(ab) = 6(a)b + ad(b), o(a”) = O(a)".

Notons, en particulier, que 6(1) = 0.
Exemple 2.20. Soit H un espace de Hilbert et Hdom H € ‘H — H un opérateur
autoadjoint. Le groupe a un parametre défini par

at(x) — eiter—itH
est ultrafaiblement continu, et son générateur est, formellement, la dérivation

o(x) = i[H, x].

Etats KMS

La généralisation des états de Gibbs a I'approche algébrique est due a Kubo,
Martin et Schwinger. Pour l'introduire, soit H un espace de Hilbert et H un
opérateur autodajoint sur H tel que e, avec B > 0, est a trace. Le groupe
d’automorphismes de ce systeme est donné par a'(x) = elfixe™ !, et il admet
une prolongement analytique a des temps imaginaires. En utilisant ceci, on
note que, grace a la cyclicité de la trace, la matrice densité pg = e P/ Tre " a

la propriété

Tr(ppy) = = Tr(e "'xy) = w5 Tr(@P(x)ey)
1 . .
- ~BH 1,18 (%)) = ip
Tropr e T yat(x)) = Tr(ppya®(x)).

Definition 2.21. Soient M une algebre de von Neumann et {a'} un groupe a
un parametre, ultrafaiblement continu, d’automorphismes de M. Alors, on dit
qu’'un état w € M., est B-KMS pour {a'} si, pour tout x,y € M, il existe une
fonction analytique F, ,(C), définie sur la bande {0 < Im C < 8} € C, qui satisfait
les conditions au bords

imF, ,(f + is) = fx), UHmPF,,(t+is) = w( ,
Lim y(t+is) = w(ya' (x)) sl;rﬁl y(t+is) = w(@ (X)y)

pour toutt € R.

Remarque 2.22. Quand un état w est f-KMS, on écrit w(yac(x)) au lieude F, ,(C),
et on a I'égalité w(xy) = w(ya®(x)).

Théoreme 2.23. Soient M une algébre de von Neumann et w € M, un état cyclique et
séparant. Alors, il existe un unique groupe ultrafaiblement continu d’automorphismes
de M, dit groupe modulaire et désigné par {A'}er, tel que w est un état KMS pour
Tui, avec p = —1.

Definition 2.24. Soit M une algebre de von Neumann et {a'} un groupe ul-
trafaiblement continu d’automorphismes de M. On dit qu'un état w € M., est
modulaire s'il est KMS pour {a'}, avec = —1. Quand M n’est pas munie d’un
groupe d’automorphismes préféré, alors on dit que w est modulaire simplement
s’il est cyclique et séparant.
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2.3 Introduction aux systemes ouverts

On profite & ce moment d’introduire de facon informelle les systemes ou-
verts dans le cadre des espaces de Hilbert (pour une discussion précise voir la
sous-section ol ’on adopte 'approche algébrique). Un systéme ouvert
est défini par son petit systeme, son réservoir, et leur interaction. Les états du
petit systeme et du réservoir sont des vecteurs dans des espaces de Hilbert
qu’on désignera par Hs et Hg, respectivement. On suppose que ces systémes,
lorsqu’ils sont isolés I'un par rapport a l’autre, évoluent selon des dynamiques
dites libres, générées respectivement par des hamiltoniens Hgs et Hg. L'espace
de Hilbert du systeme composé est le produit tensoriel Hs ® Hr (voir I’annexe
et la page [27); il est naturellement équipé d’une évolution libre qui est le
produit des évolutions libres des composantes, c’est-a-dire qu’elle est générée
par Hs + Hr.

Remarque 2.25. En toute rigueur, 'opérateur Hg agit sur Hs et non pas sur
Hs ® Hg. Une affirmation analogue est valable pour Hy et, donc, la somme
Hs + Hg n’a pas de sens—méme s'il s’agissait d’opérateurs bornés, mais dans
cette introduction le niveau de rigueur sera assez bas. Néanmoins, dés qu’on
a un opérateur H sur un espace de Hilbert H, on le fait agir sur les produits
tensoriels H ® K et K ® H, pour n'importe quel autre espace de Hilbert K, par
H ® Idg et Idg ® H, respectivement. Cette licence rend la notation beaucoup
plus simple sans produire de confusion.

On suppose que 'interaction entre petit systeme et réservoir est donnée par
un opérateur V sur Hs ® Hg; donc, I'évolution de Schrodinger du systeme
complet est donnée par le groupe d’opérateurs unitaires

EeHs @ HRr — e_it(HS+HR+V>cf € Hs @ Hg.

L’évolution de Heisenberg, a son tour, est donnée par le groupe d’automor-
phismes de B(Hs ® Hg)

x € B(Hs ® Hg) — elt(Hs+HHr+V) yo=itlHs+Hr+V) ¢ B(Hs ® Hg),

dont le générateur est i[Hs + Hg + V,-].

Ensuite, on voudrait étudier I’évolution du petit systéme sans faire aucune
référence au réservoir. Pour ce faire, I’espace de Hilbert Hs ne sert pas : dans le
cadre étudié, les affirmations du genre

supposons que I'état du petit systeme est Es € Hs

n’ont pas de sens, car le systéme complet est, en général, dans un état intriqué
£=Y Mg @& € Hs @ He,
ieN

ol les constantes A; sont normalisées de facon telle que [|£]| = 1. En utilisant une
procedure a la Gram-Schmidt sur le deuxiéme facteur, sans perte de généralité
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on peut supposer que

£=) hiEs®ek,

i€eN

ot {ek}ien est une base orthonormal de Hg, les ég € Hs sont des vecteurs
unitaires (en générale pas orthogonaux), et Y ;o |Ail* = 1. Mais il n’existe pas de
bon moyen d’associer un vecteur &5 € Hs a cette superposition. On pourrait
espérer que la situation serait différente si I’état initial était factorisable, mais on
montre que "unitaire e #Hs*Hx+V) transforme des états factorisables en des états
intriqués quand V n’est pas trivial, et donc le probleme est incontournable. La
solution consiste a considerer la matrice densité

ps = Y IR IEE) (L)
i€eN
(voir I’annexe [B| pour une introduction a cette notation), qui a la propriété
de reproduire les valeurs moyennes correctes pour les observables du petit
systéme :
Tl'(psxs) = (E, XSE>, VXS € B(ﬂs).

Considérons le cas plus général ou le systeme complet est dans un état
statistique, c’est-a-dire une matrice densité p € Ll(‘H ® K). Par définition, ces
matrices ont la forme

p=Y oY Al oY Al wel| = Y piditulel) cmlehy e,

ieN 'jeN jeN i,jkeN

o p; > 0pourtouti € N, Yien pi = 1, ||£é|| = 1pourtoutje N, et ngNl/\,-jF =1
pour tout i € N. Maintenant, la matrice densité

ps =Y pilAijP1EL) (€Ll € L (Hs)

i,jeEN

produit encore les mémes valeurs moyennes que 1’état original pour les obser-
vables du petit systeme. On dit que pg est la trace partielle Trr(p), et ses éléments
de matrice peuvent étre calculés selon la formule

(&L Trr(p)E2y = ) (L@ ek), p(d @eh), Vel e Hs.

keN

On définit, de fagcon analogue, une trace partielle Trs par rapport a s, et on
trouve que
Trgg = Trg Trg = Trg Trg,

ce qui peut s’interpreter comme un théoreme type Fubini (par clarté, on a noté
par Trsg la trace sur Hs ® Hr). L'analogie avec les intégrales s’étend plus loin;
par exemple, on a que

Trr(xsy) = xs Ter(y)
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quand xs € B(Hs) et y € B(Hs ® Hg).
Maintenant, on peut écrire 1’évolution restreinte au petit systeme : la matrice
densité a l'instant ¢ est

ps(b) = TrR(e—it(H5+HR+V) peit(Hs+HR+V)), (2.6)

ou p € LY(Hs ® Hy) est la condition initiale. Sous le point de vue de Heisenberg,
pour xs € B(Hs) on a

TI'S(,OS(t)xS) — TI.SR(peit(Hs+HR+V)xSe*it(H5+HR+V))

et en supposant, par simplicité, que p = pspr avec ps € L' (Hs) et pr € LY(Hg)
(en général elle est, en fait, une combination convexe de termes comme celui-ci),
alors

Trs(ps(t)xs) = Trs(Ps TrR(PReit(Hs+HR+V)xse_it(H5+HR+V)))~

Ainsi, on voit que

xs(t) — TrR(pReit(Hs+HR+V)xSe_it(HS+HR+V)).

Remarque 2.26. En général, il n’est pas possible d’obtenir ps(tf) comme solution
d’une équation différentielle, car il s’agit d’une évolution avec mémoire. On
verra dans la sous-section que ps(t) résout, en fait, une équation intégro-
différentielle.
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Chapitre 3

Processus de Markov
quantiques

D’un point de vue abstrait, la théorie quantique est basée sur une géné-
ralisation dite non-commutative ou, naturellement, quantique, de la théorie des
probabilités. Dans cette section on rappelle le langage mathématique nécessaire
pour prendre ce point de vue, en mettant l'accent sur la généralisation des pro-
cessus de Markov, qui est particulierement important en théorie des systéemes
ouverts quantiques. Une introduction a ce point de vue algébrique sur la théorie
de probabilités, ainsi qu’aux processus de Markov quantiques, se trouve dans
[41]. Pour la théorie de l'information quantique on renvoie le lecteur vers [40].

3.1 Probabilités quantiques

En théorie des probabilités “classiques” on étudie des espaces mesurés
(E, 8B, u), ot E est un ensemble, 8 C P(E) une tribu et i : 8 — R, une mesure
avec u(E) = 1. Une variable aléatoire est une fonction mesurable X : E — R,
et I’ensemble de variables aléatoires bornées L*(E) est une algebre de Banach.
Maintenant, si 'on regarde L*(E) comme ensemble d’opérateurs agissant sur
‘H = L*(E) par multiplication, on obtient une algebre de von Neumann com-
mutative; ce point de vue permet de penser a la théorie des algebres de von
Neumann comme étant une généralisation non-commutative de la théorie des
probabilités. Dans le cas commutatif, la mesure de probabilité p donne 1’état
w:L¥(E) > C,

w(x) = [ ude) X(0)

et on voit qu'un état de réference est I'analogue de u dans cette généralisation.
Notons que, grace au Théoreme de convergence monotone, cet état est normal.

25
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3.1.1 Distributions de probabilité et non-commutativité

Classiquement, la distribution de probabilité d'une variable aléatoire X dé-
finie sur 1'espace mesuré (E, B, i) est la mesure

px=poX™, (3.1)

définie pour les sous-ensembles mesurables de R. Dans le cas X € M € B(H),
cette distribution est construite de la fagon suivante :

px(dx) = w(Px(dx)), (3.2)

ou Px est la mesure a valeurs projecteurs associée a X par calcul fonctionnel
(on suppose que X = X", ce qui généralise la condition X : E — ]R).E] Quand
M = L*(E), (8.2) se réduit a (3.1) car Px([s, t]) = x[s1(X) = xx-1(s) €t

wo X, 1) = fE 1(de) X 1o (@ = w(Px((s, 1),

Notons que est bien la distribution utilisée en mécanique quantique pour
I'observable X.

Prenons deux variables aléatoires classiques X et Y'; elles ont une distribu-
tion conjointe, donnée par la mesure de probabilité sur R

pxy =po (X, N7, (X, Y)(e) = (X(e), Y(e))- (3.3)

Cette construction n’a pas d’analogue non-commutatif. Pour obtenir une distri-
bution conjointe il faudrait construire 4 la main une mesure a valeurs projecteurs
Pxy sur IR? telle que

PX=fPX,Y('/dy)r PY=fPX,Y(dx/')-
R R

Quand X et Y commutent, on a le choix évident Pxy(dx, dy) = Px(dx)Py(dy)
qui donne la distribution conjointe (3.3), mais autrement Px(dx)Py(dy) n’est
pas un projecteur. Ceci permet de comprendre ce qu'on a perdu en passant du
commutatif au non-commutatif.

Remarque3.1. 1l est possible de définir la distribution conjointe de deux variables
aléatoires qui ne commutent pas sil’on se permet de considérer des mesures a
valeurs opérateurs positifs et non pas seulement projecteurs [26].

1. Rappelons que Py peut étre construite en utilisant le calcul fonctionnel borelien, par

Px(A) = xa(X), ACRR



3.1. PROBABILITES QUANTIQUES 27

3.1.2 Produits tensoriels

La généralisation de la notion d’espace de probabilité produit est le pro-
duit tensoriel d’algebres de von Neumann. Pour convenance, on a inclus une
exposition courte des aspects purement algébriques de cette construction dans
I'annexe [A] Rappelons, d’abord, que le produit tensoriel de deux espaces de
Hilbert H et K est défini comme la complétion du produit algébrique H ®q1; K
par rapport a son produit scalaire naturel, obtenu par bilinearité a partir de

(E1®@ M, E2@ M) = (&1, &) M, 2)-

Ensuite, soient M C B(H) et N C B(K) deux algebres de von Neumann. Il existe
une inclusion naturelle

M ®a1g N C B(H) ®a1y B(K) — B(H @ K),
ce qui permet de définir I’algebre de von Neumann produit
M®N = (M®uz N)’,

ol le prime désigne, comme d’habitude, le commutant.

Exemple 3.2. Si M = L*(R™) et N = L*(IR") on démontre aisément, en utilisant
la complétude ultrafaible, que

M@®N = L*(R" xR").

Remarque 3.3. D’un point de vue esthétique, il est préférable de travailler avec
des W*-algebres au lieu des algébres de von Neumann. Dans ce cas, la question
nous interpelle de savoir sile produit tensoriel dans la catégorie des W*-algebres
est une notion bien définie, ce quin’est pas évident parce que le produit tensoriel
de deux C*-algebres n’est pas toujours unique. Il se trouve que la réponse a cette
question est positive, et, en particulier, le produit tensoriel de deux algebres de
von Neumann est une notion indépendante des représentations choisies, pour
autant qu’elles soient normales (voir la définition [2.5|et la remarque Pour
une exposition courte du sujet des produits tensoriels le lecteur peut consulter
[15], et un traitement encore concis mais plus complet se trouve dans [51]).

Finalement, mentionnons le cas du produit tensoriel entre fonctions li-
néaires. Soient T; : M; — Nj, i € {1,2}, deux applications entre algebres de
von Neumann. Alors, on peut définir

T, ® 7T, : M ®alg M, - N; ®alg N> — N1 ® Ny,
et le probleme est celui d’étendre cette application a tout M; ® M. Quand T et

T, sont continus par rapport aux topologies ultrafaibles respectives, ceci peut
toujours se faire et, en plus, de fagon unique.
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3.2 Canaux quantiques

Considérons un processus dynamique classique non-deterministe ; pour le
modéliser, on utilise certains applications naturelles entre espaces de probabilité
dites canaux, pour leur usage en théorie de l'information. Un cas typique est
le suivant : on a un espace mesuré de départ (E, B, de) et un espace mesuré
d’arrivée (F, Br,df), et chaque point ¢ € E est envoyé vers un point de F selon
une probabilité de transition P(e, df) telle que :

1. e € E— P(e, Br) € R, est mesurable, pour tout Br € Br.
2. fP(e, df) =1, pour toute € E.

Remarque 3.4. En théorie de 'information, on suppose que les points de E sont
des messages envoyés a travers un canal. Chaque fois qu’on envoi un message
e € E, le message recu est un point f € F, distribué selon la probabilité P(e, df).

Soient (E, B, de) et (F, B, df) deux espaces mesurés et P(e, d f) une probabilité
de transition avec densité p(e, f), c’est-a-dire que P(e, df) = p(e, f)df. En passant
a travers le canal décrit par P(e, df), une densité de probabilité p € L!(E) subit
la transformation

p i S(p) = fE de p(@ple, ).

Notons que S : LY(E) — L!(F) préserve la positivité et la norme L! des fonc-
tions positives. Son adjoint T = S* : L®(F) — L*(E), qui transforme variables
aléatoires au lieu de densités, est une application normale et positive avec
T(1) = 1. Ce point de vue est celui qui convient pour faire la généralisation au
cas non-commutatif.

3.2.1 Complete positivité

En passant au cas non-commutatif, une subtilité sans analogue classique
a lieu : il existe des transformations positives et normales T : M — N entre
algebres de von Neumann M et N telles que

T® IdB(fH) :M®B(H) > N®B(H)

n’est pas positive, méme avec H = C2. Ceci est problématique du point de vue
del'interprétation :la positivité est essentielle pour l'interprétation probabiliste,
et le produit tensoriel sert a décrire plusieurs systémes simultanément. Si 1’on
se trouve avec ce genre de transformations comme modeles physiques, alors on
ne pourrait pas accepter que le systéme étudié soit dans un état intriqué avec
un autre systeme externe. Ceci n’est pas admissible dans le cadre des systéemes
ouverts. On définit, donc, la notion de compleéte positivité.

Definition 3.5. Soient M et N des algebres de von Neumann. Une application
T : M — N est dite completement positive si

T®IdMn(c) MM, (C) > NoeM,(C)
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est positive, pour tout n € IN. Si, de plus, elle est normale et T(1) = 1, on dit
qu’elle est un canal quantique.

Théoréme 3.6 (Stinespring). Soient M une algébre de von Neumann, i un espace
de Hilbert, et T : M — B(K) une application complétement positive telle que T(1) = 1.
Alors, a conjugation unitaire preés, il existe un unique espace de Hilbert H, une
representation 7 : M — B(H) pas forcément normale, ef une isométrie V : K — H
telles que

T(x) =V'nx)V, nMVK =H.
Si T est normale, alors, a fortiori, 7 est normale aussi.

La Définition 3.5 s’applique sans modification aux C*-algebres; quant au
Théoréme de Stinespring, il reste valable si M est une C*-algebre avec unité et,
de plus, le morphisme 7 dont I’existence est assurée dans I'énoncé respecte les
unités.

Remarque 3.7. Comme conséquence de la représentation de Stinespring on voit

que lanorme de T est toujours 1. En général, sil’on ne suppose pasque T(1) = 1,
alors ||T]| = |IT(1)]| (voir [36, lemma 5.3]).

La proposition suivante est un critere qui établit la compléte positivité dans
les cas le plus simples.

Proposition 3.8 (Arveson). Si T : M — N est positive et N est commutative, alors
T est complétement positive (voir [41]).

Remarque 3.9. En particulier, les états sont complétement positifs, ce qui met en
évidence que le Théoréme de Stinespring est une généralisation de la construc-
tion GNS. En effet, considérons un état quelconque w : M — C; l'isomé-
trie V : C — H, dont l'existence est assurée par le théoréme, est 1'inclusion
A eC - AQ e H, oi1 Q est le vecteur cyclique correspondant a w. La représen-
tation résultante est normale si, et seulement si, w est normal.

Une propriété fondamentale, du point de vue de la modélisation physique,
est le fait que les canaux quantiques sont stables sous les opérations de produit
tensoriel et composition.

Proposition 3.10. Si T; : M; — N;, avec i € {1,2}, sont complétement positives et
normales, alors Ty ® T : My ® My — Ny ® N, est compleétement positive et normale.
Si N1 = My, alors ToT1 : My — N, est aussi complétement positive et normale.

Démonstration. L’assertion pour la composition de canaux suit directement des
définitions. Pour le produit tensoriel, on renvoie le lecteur a [14, Corollary
11.9.7.3] et [14, Paragraphe I11.2.2.5]. m|

3.2.2 Espérances conditionnelles

La classe certainement la plus importante d’applications complétement po-
sitives, est celle des espérances conditionnelles. Rappelons d’abord le cas clas-
sique : soit (E, B, 1) un espace de probabilité et A C B une sous-tribu. A chaque
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variable aléatoire X : E — IR on peut associer, de fagon unique modulo équi-
valence presque partout, une fonction E(X | A) : E — R avec les propriétés
suivantes :

1. E(X | A) est mesurable par rapport a ‘A.
2. Pour tout B € A,

[ atder x(0 = [ utde) Bx 1 70,
B B
L'application
E(- | A): L°(E, B, ) — L™(E, A, 1)
est positive, et satisfait E(1 | A) = 1 ainsi que
E(fg| A) = fE(g|A), VfeL”(E Au),gecLl”E, B u.
On prend ces trois propriétés pour faire la généralisation au cas non-commutatif.

Definition 3.11. Soient N C M deux algebres de von Neumann. Une application
linéaire [E : M — N regoit le nom d’espérance conditionnelle si elle satisfait :

1. E: M — N est complétement positive.

2. E1)=1.

3. E(axb) = alE(x)b, pour touta,b € N et x € M.
Exemple 3.12. Pour construire une espérance conditionnelle, on peut prendre
I'analogue non-commutatif d"une intégration partielle sur un espace produit :
soient Mg € B(H;) et Mg C B(Hg) deux algebres de von Neumann. Soit aussi

wgr € (MR). un état, et considérons I'inclusion Ms®1 € Ms® My et 'application
E : Ms ® Mg = Mg ® Mg donnée par

Xs ® XR wR(xR)(xs ® 1), Vxs € Mg, xg € Mg.

Elle est bien définie parce qu’on peut I'écrire comme composition

Idmg®wr (1

E=Ms®Mrp ——— Ms®C = Ms — Ms ® Mg,

ce qui montre aussi qu’elle est completement positive et normale. Dans le
langage plus concret des traces partielles, elle s’écrit

E(x) = Tre((1® pr)x), x € Ms ® Mg,

ot pr € B(HR) est 'opérateur positif a trace tel que wg(xg) = Trr(prXR)-
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3.3 Processus de Markov classiques

Un processus stochastique classique en temps discret est une chaine infinie
Xo,Xj, ... de variables aléatoires dont les corrélations statistiques peuvent étre
arbitrairement compliquées. Il est, en principe, déterminé par sa loi, qui est
une mesure de probabilité sur I'ensemble de réalisations possibles {x,},en. On
désigne cette ensemble par E; si les variables aléatoires X; prennent des valeurs
réelles, alors E = RN et on obtient'espace de probabilité (E, B, P), ou B ¢ P(RN)
est la tribu borélienne de RN équipé avec la topologie produit.

Ce cadre est trop général et, typiquement, on suppose que le processus n’a
pas de mémoire. Pour exprimer cette condition de fagon mathématique, on
définit les tribus

Fn=0{Xo,..., Xy} C B

générées par les observables du processus jusqu’au temps 1. Alors, le processus
est markovien si
P{Xyu41 € B| Fu} = P{Xy11 € B| X3},

pour tout borélien B C R et n € IN.

Remarque 3.13. Rappelons que la tribu générée par une famille de fonctions
mesurables sur un espace mesuré (E, B, P) est I'intersection de toutes les sous-
tribus de 8B par rapport auxquelles les fonctions en question sont mesurables.

Pour construire un processus de Markov, on commence souvent avec une
fonction de transition

P(x/B) ZP{Xn-H eBl}{}’l :x}/

ce qui suffit, grace a la propriété markovienne et le théoreme de consistance de
Kolmogorov (voir, par exemple, [48]), pour reconstruire completement la loi.

Remarque 3.14. Noter que P(x, B) définit un canal.

Remarque 3.15. En général, la fonction de transition P{X,.1 € B | X, = x} peut
dépendre de n. Quand ceci n’est pas le cas, on dit que le processus est homogene
(en temps), ce qui est souvent une hypothése physiquement raisonnable. Ici,
on considérera seulement des processus homogenes.

Maintenant, soit f € L*(IR) une observable (classique), c’est-a-dire une fonc-
tion mesurable qu’associe un nombre réel a chaque état initial x € R. On peut
la faire évoluer au cours du temps, dans l’esprit du cadre de Heisenberg en
mécanique quantique, par I'équation

fon (@) = fR P, dn)fuly) = T(L)@).

L'application T : L*(R) — L*(IR) est positive et préserve 1’observable unité
1 € L*(R), 1(x) = 1. Ainsi, si l'on se limite a étudier I’évolution des observables,
on est ramené a I'étude des puissances {T"},en—o11, dans le cas non-commutatif
et en temps continu, des semigroupes a un parametre de canaux quantiques
M — M, ot M est une algebre de von Neumann.
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3.4 Semigroupes markoviens quantiques

Avant d’introduire les semigroupes markoviens quantiques on a besoin de
certaines définitions.

Definition 3.16. Soit X un espace de Banach. Un semigroupe (a un parametre)
{T'}ter, est une fonction T : Ry — B(X) telle que :

1. T° = Idy.
2. T°T' = T°*, pour tout s, t € R,.

3.4.1 Propriétés de continuité

Definition 3.17. Soient X unespace de BanachetT : R, — B(X) unsemigroupe.
On dit que {T"} est fortement continu s'il est continu pour la topologie forte de
B(X), c’est-a-dire la topologie de la convergence ponctuelle en norme. Si X
admet un predual X, C X*, alors on dit que {T"} est +faiblement continu quand il
est continu pour la topologie de la convergence ponctuelle *-faible.

Remarque 3.18. Ily a plusieurs autres choix de topologie. En particulier, il semble
que la topologie faible de B(X), c’est-a-dire la topologie de la convergence
ponctuelle faible, soit une omission importante. Néanmoins, il se trouve que
les semigroupes faiblement continus sont automatiquement fortement continus
(voir [15, Corollaire 3.1.8]).

Soit X un espace de Banach et T : R, — B(X) un semigroupe. S'il est
fortement continu, alors les opérateurs

(T X =X

définissent un semigroupe *-faiblement continu. Dans l’autre sens, supposons
que X = (X.)" avec X. € X* espace de Banach, et que chaque (T")* laisse X,
invariant. Alors, on désigne par T! la restriction de (T%)* a X., et on l'appelle
preadjoint de T'. Ainsi, on obtient le semigroupe

T.: R,y — B(X.).
Si T est #-faiblement continu, par définition T, est faiblement continu, et a
fortiori fortement continu (voir la Remarque[3.18).
Exemple 3.19. Si H est un espace de Hilbert et H : domH € H — H un
opérateur autoadjoint, on peut définir le groupe d’automorphismes de B(H)
T! : x € B(H) - eflxe ™ ¢ B(H).

Il se trouve que T : R — B(B(H)) est *-faiblement continue. De méme, on peut
définir . '

St:pe LY (H) - e ™Hpel™ e LI (H).
Maintenant, S : R — B(L!(H)) est fortement continu, et on obtient que (S')* = T*
sous l'identification L'(H)* = B(H) donné par la trace.
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Exemple 3.20. Soit M une algebre de von Neumann et T : R, — B(M) un semi-
groupe d’opérateurs ultrafaiblement continus (ce qui est le cas, en particulier,
si il est un semigroupe de canaux quantiques). La forme linéaire

x5 (T (p)(x) = p(T' (1))

est normale pour p normal; ainsi, (T*)* laisse M. invariant et le semigroupe
preadjoint T, : R, — B(M.) est bien défini.

Finalement, on rappelle que la continuité forte (resp. *-faible) d"un semi-
groupe T : R, — B(X) implique l'existence d'un générateur, c’est-a-dire, une
application linéaire L : domL C X — X, fermée en norme (resp. *-faiblement)
et avec domaine dense en norme (resp. *-faiblement), telle que la limite

L(x) = lim %(Tt(x) ~x)

existe en norme (resp. *-faiblement), pour tout x € dom L (voir [15, Proposition
3.1.6]). On finit avec la définition des semigroupes markoviens quantiques.

Definition 3.21. Soit M une algebre de von Neumann. Un semigroupe markovien
quantique est un semigroupe ultrafaiblement continu T : Ry — B(M) tel que T*
est un canal quantique, pour tout ¢ € R,.

3.4.2 Générateur de Lindblad

Soient M une algebre de von Neumann et T : R, — B(M) un semigroupe
markovien quantique avec générateur L : domL € M — M. Si x; = T'(x,) avec
xo € dom T, alors x; résout 'équation différentielle

%xt = L(x)/
(voir [27, Lemma 1.3]) qui regoit le nom d’équation maitresse adjointe. Rappelons
que les semigroupes markoviens quantiques ont toujours un semigroupe pread-
joint, donc on peut passer au cadre de Schrodinger en trouvant que p; = T:(po)
satisfait ’équation
d
ar’”

qui est, naturellement, "équation maitresse.

= L*(pt)/

Remarque 3.22. Le semigroupe {(T")*} est uniquement déterminé par 'opérateur
L*| Dy ou

D= {17 €M :lim %((Tf)*(n) - n) existe en norme}

(voir [27, Theorem 1.36]). Ainsi, le générateur du semigroupe {T'} est la restric-
tion de L* au sous-espace D N M..
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La question qu’on se pose, et a laquelle il n’est que partiellement répondu
dans le théoréme suivant [38]], est quel type d’opérateurs L sont ceux qui appa-
raissent comme générateurs des semigroupes markoviens quantiques.

Théoreme 3.23 (Lindblad). Soit T : Ry — B(M) un semigroupe markovien quan-
tique. S'il est continu en norme, alors son générateur a la forme

L(x) = i[H, x] + %%([v;,x]vn +Vilx, Vi), (3.4)

oit la somme converge ultrafaiblement, H et les V,, sont bornés, H est autoadjoint, et
Yonen Vi Vi converge ultrafaiblement.

Remarque 3.24. Un semigroupe est continu en norme si, et seulement si, son gé-
nérateur est un opérateur borné—ce qui exclut beaucoup de cas physiquement
intéressants. Le traitement en toute généralité reste encore un probléme ouvert.

Un opérateur du type est appelé lindbladien. Notons que le premier
terme dans est le générateur d'un groupe d’automorphismes de M et
correspond, dong, a la partie conservative de la dynamique. Le deuxiéme terme
est le responsable des effets dissipatifs.

3.4.3 Convergence a la stationnarité

Definition 3.25. On dit qu’'un semigroupe markovien quantique {T'}cr, sur
une algeébre de von Neumann M est relaxant ou converge a la stationnarité s'il
existe un unique état stationnaire wy € M. tel que

T!(x) — w(¥)1, YreM

Remarque 3.26. Pour motiver cette définition il faut passer a la représentation
de Schrodinger (T} o1, évidemment, la convergence vers un état asymptotique
unique signifie que T!(w)(x) = w(T'(x)) = wo(x), pour tout w € M, et x € M.
En particulier, T'(x) converge faiblement vers une limite P(x) qui définit un
projecteur P : M — M. On note que P(x) doit étre un multiple de l'identité, car
autrement w(P(x)) ne serait pas indépendant de w ; ainsi, T*(x) — wy(x)1. Réci-
proquement, la convergence de T vers un projecteur de rang 1 (dont I'image
doit étre C1 car T'(1) = 1) implique que T!(w) converge *-faiblement vers un
unique état asymptotique.

Remarque 3.27. La convergence a la stationnarité est un notion plus forte que
celle du retour a I'équilibre, définie pour les systéemes dynamiques quantiques
(M, {a'}, wp) ot M est une algebre de von Neumann, {a'} un groupe ultrafaible-
ment continu d’automorphismes et wy un état normal et invariant pour {a'}.
On dit qu’un tel systéme retourne a 1’équilibre si, pour tout état w normal par
rapport a wy et tout a € M, on a que lim;_, w(a'(a)) = wo(a).

Evidemment, si le semigroupe n’est pas dissipatif, il ne peut pas étre
relaxant; maintenant, rappelons que {T'};cr, est un semigroupe d’automor-
phismes si, et seulement si, son générateur L est une dérivation. Motivé par
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ce fait, on définit la dissipation d’un semigroupe markovien quantique avec
générateur L par
Dr(x) = L(x*x) — x*L(x) — L(x")x.

Notons que Dy (1) = 0, car T*(1) = 1. Le résultat suivant est da a Frigerio [32].

Théoréme 3.28. Soit L : dom L C M — M le générateur d'un semigroupe markovien
quantique {T'}ier, et supposons que Dy (x) = 0 si, et seulement si, x = A1 avec A € C.
Alors, {T'}er, est relaxant.

Remarque 3.29. Si L est un lindbladien, alors ’hypothese sur D; est équivalente
ala condition {V,, : n € N} = C1 (voir [37]).

3.4.4 Dilatations

Soient M et N deux algebres de von Neumann, E : M — N une espérance
conditionnelle et {a'} un groupe d’automorphismes de M. Si E et {a'} satisfont
la condition

Eoa' = Ea'E, Vi>0,

alors les opérateurs
Tt = ]Eat|N N> N (3.5)

définissent un semigroupe markovien quantique. Réciproquement, sil’on com-
mence avec un semigroupe markovien quantique {T*}, on dit qu'une espérance
conditionnelle [E : M — N et un groupe {a'} d’automorphismes de M tels que
'équation (B.5) est vraie, donnent une dilatation de {T*}. Une question naturelle
est, dong, si tout semigroupe markovien quantique admet une dilatation.

Ce probleme peut étre résolu par moyen de la théorie des bruits quantiques,
comme on l'exposera trés brievement dans la Section [5.2]; la solution est une
construction qui donne, en plus, une interprétation probabiliste aux termes qui
apparaissent dans le générateur de Lindblad de {T*}. Elle est assez importante
du point de vue de la modélisation physique, puisque la solution d"une équa-
tion de Heisenberg est toujours un groupe d’automorphismes, et la dilatation
obtenue au moyen des bruits quantiques permet de regarder la perte d’infor-
mation inhérente a un semigroupe markovien quantique comme provenant de
I'interaction du systéme avec un environnement en équilibre thermique.
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Chapitre 4

Ftude asymptotique de
semigroupes perturbés

Dans ce chapitre, on fait un rappel des éléments concernant la théorie de
perturbations d’opérateurs et semigroupes dont on a besoin. D’abord, on pré-
sente la série de Dyson, qui permet d’établir 1’existence d"un semigroupe per-
turbé quand la perturbation du générateur libre est un opérateur borné. Elle
a l'avantage de démontrer, au méme temps, que le semigroupe résultant est
une fonction analytique du parametre de perturbation—une propriété qui sera
cruciale par la suite. Puis, pour rendre I'exposé raisonnablement auto-contenu,
on fait un rappel sur la théorie des perturbations analytiques d'une matrice.
Ensuite, on expose l'idée de la limite de van Hove [47], développée mathémati-
quement par Davies [24], qui porte sur I'obtention d"une dynamique effective
a partir d’'un groupe d’isométries perturbé, lorsqu’on se trouve dans un ré-
gime de couplage faible. Finalement, quand la perturbation est analytique et le
groupe est matriciel, on montre comment relier I'éventuel état asymptotique de
cette dynamique effective avec celui de la vrai dynamique. Ce résultat original
(Théoreme [4.10) est a la base de notre approche, développé dans la Section [6.2]
a l'existence de cycles limites pour les systémes d’interactions répétées.

4.1 Série de Dyson

La série de Dyson permet d’exprimer un groupe perturbé d'unitaires sur
un espace de Hilbert en termes du groupe original et de la perturbation. Alors,
méme si la solution d’une équation de Schrodinger est toujours donnée par
un groupe de ce type, quand on travaille avec des systemes ouverts il devient
nécessaire de passer a une description statistique, en utilisant soit le cadre de
Heisenberg, soit des matrices densité. Cela signifie que 'on doit étudier le
cas plus général des semigroupes de transformations completement positives
d’une algebre de von Neumann M ou, ce qui est pratiquement équivalent,

37
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d’isométries de son prédual M.. Ici, on commence par dériver formellement le
résultat dans le cadre d’espaces de Hilbert, et on énonce apres la généralisation
pour semigroupes #-faiblement continus sur un espace de Banach.

Soit H un espace de Hilbert et H : domH C H — H un opérateur au-
toadjoint. On s’intéresse au groupe d’unitaires {7} ,cr. Pour travailler avec
perturbations du genre H + V, o1 V est autoadjoint, il est souvent utile de se
mettre dans le cadre d’interaction, c’est-a-dire, étudier 1’évolution temporelle de

&, = eitfeitH Vg

Dans le cadre de Heisenberg, ceci s’écrit
X = (elt(H+V) e—ltH)xo(eltHe—lt(H+V))

La famille des unitaires Y; = e*Ve 1 qui permet d’obtenir 1’évolution

perturbé a partir de’évolution libre, regoitle nom de cocycle ; elle a les propriétés
1. Yo=1,
2. Yo = Yo(ebHYe7H).

En dérivant, on trouve que

%Yt — ieit(H+V)(H + V)e—itH _ ieit(H+V)He—itH
— ieit(H+V) Ve—itH

= IY[ Vf!

ou V; = ef'Ve " Ainsi,
¢
Y =1 +if ds Y V. (4.1)
0

On peut réécrire cette équation de la fagon suivante, qui recoit le nom de formule

. . ¢ . .
de Duhamel : e*H+V) — eitH = [7 ds e*HV)Velt=9H Elle s’écrit plus souvent, en
remplagant ¢ par —f, comme

t
e—it(H+V) _ e—itH — lf ds e—is(H+V)Ve—i(t—s)H. (42)
0

Cette formule reste valable, mutatis mutandis, dans plusieurs cas plus géné-
raux, dont notamment quand —iH est le générateur d"un semigroupe fortement
continu dans un espace de Banach et V est borné—un résultat qu’on aura l'oc-
casion d’utiliser.

Maintenant, pour mettre en évidence la nature perturbative de I'expression
qu’on va dériver, on écrit ¢V au lieu de V. En utilisant I'équation de fagon
récursive, on arrive a la série de Dyson

R t t t
Y=Y (o) f dh f dy - f dty Vi, Viy -+ Vi,
n=0 0 h tn-1
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On peut démontrer la convergence de cette expression dans le cadre plus gé-
néral du résultat suivant.

Théoréeme 4.1. Soient X un espace de Banach avec predual X. et A : domA C
X — X le générateur d'un semigroupe »-faiblement continu {T'}ier, . Considérons la
perturbation A(e) = A + €B, oit B € B(X). Alors, A(e) est aussi le générateur d’'un
semigroupe »-faiblement continu {T'(€)}her, , qui satisfait

t t t
Te)=T'+) & f dt f dty - f dt, T"BT"™"B... BT" 1 BT,
n>1 0 3 tn1

Ici, les intégrales sont définies ponctuellement dans la topologie *-faible et donnent une
série convergente pour tout € > 0.

Remarque 4.2. Pour les semigroupes *-faiblement continus il existe toujours des
constantes M > 1 et B > 0 tels que || T'|| < Mef! (voir [15, Proposition 3.1.3]).
Ainsi, le n-éme terme

¢ ¢
T}i:l = f dtl e f dtn Ttl BTtZ_tlB e BTtYl_tn—l BTt—fn
0 -1
dans la série de Dyson satisfait
i < Byt
ITll < —M™ eIBII".

Dong, I'erreur apres sommation de n — 1 termes est bornée par

t k—n
e"teft Z %M””HBH" =: Pl £, (et)e"t", (4.3)
k>n :

o f, : Ry — R, est une fonction continue croissante.

4.2 Perturbation analytique d’une matrice

Rappelons qu’une matrice A € M,,(C) a une décomposition spectrale unique

A= i/\ipi"'Nir

i=1

oll les A; sont des valeurs propres toutes différentes, et les projecteurs spectraux
P; (qui ne sont pas forcément orthogonaux) et nilpotents N; satisfont

m

PiPj=064 Y Pi=1, Ni=PNi=NpP;
i=1
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Les P; peuvent étre obtenus par calcul fonctionnel holomorphe, selon

L _o!
Pi= g [ a0 @4

ol y; est une courbe réguliere qui enferme la valeur propre A; en lisolant
du reste du spectre. Le but de cette section est d’étudier le comportement
de ces valeurs propres et projecteurs spectraux quand la matrice A dépend
analytiquement d'un parametre z € C. La référence classique a ce sujet est [35].
Soit A : Q — M, (C), avec Q C C ouvert et borné, une fonction analytique.
L’équation caractéristique det(A(z) — A) = 0 peut s’écrire sous la forme

P(A;z) = A"+ a, 1A + - +a9(z) = 0,

otl chaque a;(z) appartient a 'anneau A(Q2) de fonctions analytiques sur Q.
On supposera, d’abord, que P(A; z) est irréductible comme élément de A(Q)[A].
I1 est bien possible que ses coefficients soient constants, et dans ce cas A(z) a
un nombre fixe de valeurs propres différentes, toutes indépendantes de z; au-
trement, le discriminant D(z), étant un élément non-nul de A(Q), ne s’annule
que dans un nombre fini de points dits exceptionnels. Ainsi, la matrice A(z) a
n valeurs propres différentes—sauf aux points exceptionnels oti leur nombre
est strictement inférieur. Ces valeurs propres sont des fonctions analytiques a
chaque point non-exceptionnel z; autour d'un point exceptionnel, qu’on sup-
posera égal a 0 sans perte de généralité, ils s’arrangent en groupes

(M@ je s, pal, Zp,‘ =n,

dont chaque élément peut s’écrire en série de Puiseux
Aij(z) = ap + a2+ ¥, w = PP (4.5)

Ces séries n’ont pas de puissances négatives parce que le coefficient d’ordre n
dans P(A;z) est 1, ce qui implique la continuité de ses zéros comme fonctions
de z. Si tous les p; sont égaux a 1, tout ce qui a lieu au point exceptionnel est un
croisement de valeurs propres; si, par contre, il existe des p; > 1, alors il s’agit
d’un point de branchement.

Pour passer au cas général, onrappelle que l’anneau A(Q)[A] est un domaine
de factorisation unique; ainsi,

N
P;2) = [ [ Pirs ™,
i=1

ol les Pi(A;z) € A(Q)[A] sont irréductibles. En appliquant les résultats du
paragraphe précédent a chaque facteur, on trouve que, sauf dans un ensemble
fini de points exceptionnels, la matrice A(z) a un nombre constant m < n de
valeurs propres qui sont des fonctions analytiques de z a chaque point non-
exceptionnel, et autour de chaque point exceptionnel s’arrangent en groupes
{Aij(z) : j € {1, ..., pil}, X pi = m, dont chaque élément s’écrit comme dans @.5).
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Maintenant, on examine la structure des projecteurs spectraux autour d'un
point exceptionnel qu’'on supposera égal a 0 sans perte de généralité. Grace
a (.4), les projecteurs spectraux sont des fonctions analytiques en n'importe
quel point z suffisamment proche de 0. De méme que les valeurs propres,
ils s’arrangent en groupes {P;j(z) : j € {1,...,p;}}, correspondant précisément
aux groupes {A;; : j € {1,...,p;}}, dont les membres s’écrivent comme série de
Laurent en z!'/7/. On peut démontrer, encore en utilisant et certaines bornes
élémentaires, qu’ils divergent au plus comme z™* avec a > 0; ainsi,

= . k .
Py@) = Y Plwz"), @ =¥, (4.6)
k=ko

Théoréme 4.3. Autour d'un point de branchement, la série contient forcément
des puissances négatives.

Une preuve de ce résultat, dti a Butler [23], peut se trouver aussi dans [35]
Théoreme I1.1.9].

4.3 Dynamique effective en régime perturbatif

Soit A le générateur d"un groupe fortement continu d’isométries d"un espace
de Banach X. Si B € B(X), alors A + €B est encore le générateur d'un groupe
fortement continu, et on veut étudier

e!@+B)  poure < 1. 4.7)
En fait, on aura besoin du cas un peu plus général ou A = A(e), mais il est
convenable de commencer avec une dépendancelinéaire. La théorie développée
ici sera utile dans la Sous-section o1, d’apres van Hove [47], on montre
comment obtenir une dynamique effective markovienne a partir d’un systeme
ouvert qui interagit faiblement avec son environnement.

On s’intéresse au groupe a l'échelle de temps s = ¢t; on suppose
que s = O(1), c'est-a-dire, t = O(1/¢). A cette échelle, I’évolution libre devient
oscillatoire et il faut la factoriser : on voudrait trouver un semigroupe généré
par un certain opérateur B tel que

oS(A+eB)/e _ esA/sesB“ +0(1), ex1, (4.8)

ouo(1) est petit pour une topologie adaptée. Tous les résultats dans cette section,
sauf pour le Corollaire |4.6|qui est une généralisation triviale du Théoreme
sont dus a Davies et leur démonstration peut se trouver dans [27].

On commence par un calcul formel. En passant en représentation d’interac-
tion, la série de Dyson donne

s/e
QS(A+£B)/£Q_SA/S =1+ gf d51 eS]ABe—SlA +e,
0
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et on s’attend a ce que les termes d’ordre supérieur ne contribuent pas a la
limite ¢ — 0. En plus, quand ¢ < 1 et s est plus petit qu'un certain sy > 0
arbitraire mais fixe, il est vraisemblable que

: 1 (T
s A+eB)/eg=sAle — 1 4 ¢ |im T dt e*Be™™ + o(1).

—00 0

Ceci nous motive a considérer 1’ansatz

1 T
B = lim = | dt e Be 4, (4.9)
—00 O

Notons que Bf est la moyenne de B par rapport a 'évolution libre e, ce qui est
intuitivement raisonnable. Quand dim X < oo on trouve, par calcul fonctionnel,

que
n

BY = Z P.BP;,
i=1

ou les P; sont les projecteurs spectraux de A. Ceci montre que B? est, en quelque
sorte, la partie de B qui commute avec A—interprétation que reste valable pour
autant que la limite existe au sens fort. En fait, on a le résultat suivant.

Proposition 4.4. Si la limite (4.9) existe au sens fort, alors elle commute avec A [27)
Theorem 5.11]. En plus, on peut assurer son existence si :

1. A admet un ensemble total de vecteurs propres [27, Lemma 5.7].

2. X est un espace de Hilbert et B est compact (au cas au BY est aussi compact) [27,
Lemma 5.9].

Cette proposition nous permet de mieux comprendre 1'équation (4.8) : elle
se vérifie quand l'évolution libre et l'interaction découplent a la limite ¢ — 0. La
partie libre, dont I’échelle de temps naturelle est t = O(1), devient oscillatoire ;
quant a l'interaction, qui est tout ce qui reste a 'échelle t = O(1/¢), elle est
capturée par ce qu’on appelle la limite de couplage faible ou limite de van Hove. Le
résultat principal est le suivant.

Théoreme 4.5. Soient X un espace de Banach, A : domA € X — X le générateur
d’un groupe fortement continu d’isométries, et B € B(X). Supposons que

1 (T
— f dt e Be A
T Jo

converge fortement, quand T — oo, vers un opérateur B € B(X). Alors, pour tout
so>0etxelX,

lim sup
e=0 s€[0,50]

' es(A+sB)/se—sA/e _ eth)x” =0.
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Corollaire 4.6. Soient X un espace de Banach, A : domA C X — X le générateur
d’un groupe fortement continu d’isométries, et B : R — B(X) une application continue
en norme. Supposons que la limite

T
B(0)* = s-lim % dt e B(0)e™
0

T—o0

existe. Alors, en définissant A(e) = A + eB(¢), on a que

lim sup | e/ egmsAle _ eSB(O)u)x” =0

€20 e[0,50] ’
pour tout sy > 0 et x € X.
Démonstration. 1l suffit, grace a I'inégalité triangulaire, de montrer que

sA(e)/ e s(A+eB(0))/e

=0.

lim sup ||e —e
]

e=0 s€[0,50

Pour ce faire, on note que la formule de Duhamel donne

S
esA(s)/e _ es(A+eB(0))/e — f dSl eslA(e)/s{B(E) _ B(O)}e(sfsﬂ(AJrsB(O))/s
0

s1A(e)/e JA+eB(0)/e

et, par continuité de B(¢), il reste a voir seulement que tant e que el
sont bornés en norme, uniformément en s € [0,sy] et ¢ < 1. Mais ceci est une
conséquence directe de la Remarque 4.2} qui donne

HeslA(E)/‘g” — ”esl(A/€+B(é'))H <1+ Z i—llz”B(é)”k
k>1

et une borne similaire pour e¢-s)(“A+eBO)/¢, m

4.4 Comportement en temps long

Considérons le groupe {e"4¥)} généré par une fonction réguliere A : R —
M,,(C). L'aspect peut-étre le plus intéressant de la dynamique lente effective
{esAO) Rk est que son générateur A’(0)f, comme il est bien connu en théorie
de perturbations, est 'opérateur qui capture, au premier ordre en ¢, les chan-
gements dans le spectre de A(e) pour ¢ = 0. Dans cette section on montre
les implications de ce fait par rapport a la relation des limites lim;_,, /4 et
lim, . e4'©", Notons qu’avoir une relation, quelle qu’elle soit, n’est pas com-
pletement trivial puisque I'approximation

b
QtA©) o ot etB(0)

n’estbonne que pour t = O(1/¢). La généralisation de ces résultats en dimension
quelconque reste a explorer dans 'avenir.
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Envisageant 1’application aux SIRs, on se place d’abord dans le cadre de
temps discret. On suppose, donc, qu’on a une fonction analytique T : ]—¢&, &o[ —
M,(C), qui jouera le role de e, telle que 1 € spec T(¢) et ||T(¢)]| = 1. On com-
mence par rappeler le fait élémentaire suivant, qui caractérise la convergence
de T(e)" quand n — oo.

Proposition 4.7. Soit T € M, (C). Alors, T" — P # 0si et seulement si spec(T) C D?,
spec(T) N St = (1}, 1 est semisimple et P est son projecteur spectral. Ici, D*> = {z € C :
|z < 1} et S = 9D2.

Démonstration. SiT" — P, alors le rayon spectral de T est au plus 1, et spec(T) C
D?. Necéssairement P est un projecteur, et TP = P d’ot1 1 € spec(T). Si TE = €&
avec 0 ¢ 2nZ, alors T"¢& ne converge pas, et donc spec(T) N S! = {1}. Finalement,
soit PTP = P+ N avec N # O nilpotent satisfaisant NP = PN = N. Il existe £ € C"
et k > 0 tels que N¥& # 0 mais N¥*1& = 0, et sans perte de généralité on peut
supposer que k = 1 (autrement, remplacer & par N¥1&). Alors,

T"E = &+ nNE

et encore T" ne converge pas.
Dans l'autre sens, soit U C D? un ouvert tel que

spec(T) N U = spec(T) \ {1}.

Soit aussi f : C — C la fonction identité f(z) = z, prenons une fonction holo-
morphe g : C — Ctel que ¢(1) = 1 et glspecr)nu = 0 (par example un polyndme),
et définissons P = g(T). Comme la valeur propre 1 est semisimple, PT = TP = P
et T = P+ T(1 - P), ot en utilisant des propriétés du calcul fonctionelle holo-
morphe,
spec(T(1 - P)) = (f(1 — g))(spec(T)) = spec(T) N UL

En plus, f* — 0 uniformement sur les compacts de U, et encore par calcul
fonctionnel holomorphe T" = P + (T(1 - P))" = P + f*(T(1 - P)) — P. O

Maintenant on énonce le lemme sur lequel repose le résultat de la section.

Lemme 4.8. Soit T : ]-¢&o, &o] = M,(C) une fonction analytique et, pour chaque
€ € ]—eq, eol, soit P(e) le projecteur spectral associé a 1 € specT(g). Supposons que
T(e)* —— P(e) quand € > 0. Alors,

n—oo

1. 0 € spec P(0)T"(0)P(0). Désignons par Q au projecteur spectral associé.
2. P(0)Q = QP(0), donc P(0)Q est aussi un projecteur.
3. P(0*) = lime\ o P(¢) existe et est un sous-projecteur de P(0)Q.
Démonstration. Soit T la continuation analytique de T a un voisinage complexe
Q) € C de l'origine. On veut montrer e 0 n’est pas un point de branchement
4.2

de 1 € spec T(0) (voir la Sous-section |4.2). Comme les points exceptionnels sont
isolés, on peut supposer qu’il existe m fonctions analytiques

P;: Q\]-00,0] = M,(C),
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qui sont en fait les projecteurs spectraux de T, tels que
P(©) = )" P(0).
i=1

Maintenant, un de ces projecteurs spectraux, disons P; =: P, doit correspondre
a la valeur propre 1 et doit étre, ainsi, une prolongement analytique de P.
Ensuite supposons, par contradiction, que 0 est un point de ramification de 1
d’ordre p—1 > 1. Dans ce cas 1a, le Théorémeassure que P admets une série
de Laurent en puissances de z1P contenant, nécessairement, des puissances
strictement négatives. Néanmoins, par continuité de la norme, on obtient que

IP(e)] = lim [T ()"l < liminf | T(e)" = 1.

Ceci implique, en se rapprochant a travers 1’axe réel positif, que

lim [PO)] = 1.
lim |IP(O)]

Mais ceci est une contradiction, et on conclut que 0 n’est pas un point de ra-
mification de 1. En particulier, P peut étre encore étendue comme continuation
analytique de Py ¢, définie dans un voisinage complexe de 0, et P(0") existe.
Notons que P(0*) = P(0) est un sous-projecteur de P(0) et, en particulier, com-
mute avec lui.

En utilisant P(z), chaque & € P(0*)C" donne lieu a un choix analytique
&(z) = P(z)&o de vecteurs propres de T(z) avec valeur propre 1. Comme le terme
d’ordre 1 en z dans I'équation T(z)&(z) = &(z) est

T(0)&"(0) + T'(0)&o = £'(0),
en premultipliant par P(0) on trouve que P(0)T"(0)P(0)&y = 0. Ainsi,
P(0")C" C ker P(0)T’(0)P(0), (4.10)

et, en particulier, 0 € spec P(0)T"(0)P(0). Soit Q le projecteur spectral associé ; le
fait que Q commute avec P(0) suit du fait qu’il est obtenu par calcul fonctionnel
a partir de P(0)T"(0)P(0), qui, lui méme, commute avec P(0).

Pour finir, il nous reste a démontrer que P(0*) est un sous-projecteur de
P(0)Q, c’est-a-dire que

P(0") = P(0")P(0)Q = QP(0)P(0").

Alors, en sachant que P(0*) est un sous-projecteur de P(0), il suffit de voir que
P(0*) est un sous-projecteur de Q. On commence par 1'égalité

P(0%) = QP(0*).

Elle suit du fait que, grace a l'inclusion (.10), Q& = &y pour tout & € P(07)C".
Pour obtenir I'égalité P(0*) = P(0*)Q, on applique le méme raisonnement a
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la fonction analytique (réelle) T(e)*. En effet : elle satisfait les hypotheses du
lemme; le projecteur spectral de 1 € spec T(¢)* est P(¢)*; et on obtient que

d . e
% TE =TO"

On peut conclure que P(0*)* = Q*P(0*)". O
Remarque 4.9. Notons que, par analyticité de P, on a que P(¢) = P(0%) + O(¢)
pour ¢ > 0.

Théoreme 4.10. Soit A : R — M,(C) analytique, avec A(0) anti-hermitienne,

ker A(e) # {0} et ||e*®)|| = 1. Soit A(0) = Y axPy la décomposition spectrale de
A(0) (en particulier, les a sont deux-a-deux différents), et supposons que

SLPAOP __,

$—00

avec Tr Q = 1. Alors, il existe un g9 > 0 tel que

QA — Q+0(), Vee 10, &o] .

Démonstration. Ecrivons
specA(e) = {ai(e) : i€ {0,...,m}},

avec 4; : R — C continue pour tout i. Comme le noyau de A(¢) est non-trivial,
on peut supposer que 49 = 0. On a le développement

ai(e) = a;(0) + ePi); + O(e*7),

ol A; est un valeur propre de ) PyA’(0)Pk et p; € IN est I'ordre de ramification
de 4,(0).
Rappelons que 'hypothese esZ 4" OP« —— (3 est équivalente a
S—00

speC(Z PkA’(O)Pk) \{0} C {A €C:Rel <0},

0 € spec). PyA’(0)Py étant un valeur propre semisimple (en fait, simple car
TrQ = 1) et Q son projecteur spectral. Ainsi, il existe un &g tel que, sauf si
i =0, Rea;(¢) < 0, pour tout 0 < ¢ < . Ceci assure que "4¢) converge vers le
projecteur spectral de 0 € spec A(¢), qu’on désignera P(¢). Maintenant, on peut
utiliser le Lemme 4.8 avec T(¢) = e®), en obtenant que P(¢) = P(0%) + O(e),
pour tout 0 < € < ¢p.

Finalement, notons que

d
P_
%4

eA<£>P0 = P()i
€le=o de

1
{1ee f ds 404/ (04 + O(e) je Oy
e=0 0

= PyA’(0)P,.

Ainsi, encore par le Lemme P(0*) est un sous-projecteur du projecteur
spectral de Q. Mais TrQ = 1, donc P(¢) = Q + O(¢), pour 0 < ¢ < &. O



Chapitre 5

Systemes quantiques ouverts

Considérons un systeme ouvert, composé d’un petit systeme S et un réser-
voir R (voir I'introduction pour une exposition des généralités au sujet des sys-
temes ouverts). Pour bien mettre en contexte le sujet de ce travail (les systemes
d’interactions répétées ot SIRs), on exposera le cas autonome, c’est-a-dire, oti
lI'interaction entre petit systeme et environnement est constante. On étudiera
la structure de I’évolution restreinte et du terme d’interaction, puis la limite de
couplage faible. Ensuite, on profitera pour parler brievement des bruits quan-
tiques et, finalement, on introduira les SIRs. Nos résultats principaux au sujet
des SIRs seront donnés dans le chapitre suivant.

5.1 Le cas autonome

5.1.1 Modéle et équation maitresse

Soient Mg € B(Hs) et Mg € B(Hg) deux algebres de von Neumann, repré-
sentant les observables petit systeme S et son reservoir R, respectivement. Leur
produit tensoriel M = Mg ® Mg, qui est défini comme la cloture faible du pro-
duit tensoriel algébrique Ms ®.; Mr C B(Hs ® Hp), represente les observables
du systeme composé S + R. Quand xs € Ms et xg € Mg, il est parfois commode
d’écrire

X5+ Xg, xsxg aulieude x5®1g+ 1s® xR, X5 ® xg.

Cetabus de langage est inoffensif, parce qu’on peut toujours remplacer Mg et Mg
par les algebres de von Neumann isomorphes Ms®1r et 1s®Mg, respectivement.
Autrement dit, parler d"un systeme physique qui peut étre decomposé en deux
sous-systemes veut dire, mathématiquement, que son algebre d’observables M
admet deux sous-algebres Mg et Mg, qui commutent entre elles, et qui générent
M au sens que M = (Mg U Mg)”.

Maintenant, soient

as: R — Aut(Ms), ag: R — Aut(Mg)

47
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des groupes *-faiblement contintis d’automorphismes, correspondants aux dy-
namiques libres de S et R, respectivement. Ils sont générés par des dérivations
qu’on désignera par 0s : dom s € Mg — Mg et Og : dom O6r € Mg — Mg. Ra-
pellons que par continuité *-faible on veut dire que t a)(ozts(x)) est continue,
pour tout x € Mg et w € (Ms)., et de méme pour ag. On peut étendre {ats} et
{ak} a tout M par

al(xsxr) = a(xs)xr, ag(xsxr) = xsak(xr), Vxs € Ms, xg € M.
ou, en termes des générateurs,
0s(xsxr) = 0s(xs)xr, Or(X¥sxr) = xsOr(Xr), VYxs € Ms,xr € MRg.
Ainsi, on peut définir I’évolution libre du systéme complet S + R par
afy = agak = akas,

ce qui donne encore un groupe fortement continu, dont le générateur oy :
domoy € M — M coincide avec 6s + Or quand la somme est bien définie.
Typiquement, il existe des opérateurs autoadjoints Hs et Hy tels que

6S(x) = i[HS/x]/ 6R(x) = i[HR/ x]

pour tout x dans un domaine adéquat, et donc 6o(x) = i[Hs + Hg, x] quand x
appartient a ce domaine. Ensuite, on met S et R en interaction en perturbant
le générateur de I'évolution libre. On considérera seulement des perturbations
de la forme

o) = 0o +i/\[V,-], VeM,

pour lesquelles la propriété de générer un groupe *-faiblement continu d’auto-
morphismes {&} est assurée par le Théoreme

Soit wr un état de référence du reservoir, qu'on suppose invariant pour
{a%}. On considére normalement des reservoirs composés d'un ou plusieurs
bains thermiques, chacun dans un état §-KMS par rapport a 1’évolution libre
(cas auquel wg est leur état produit). On construit I'espérance conditionnelle
E:M— Ms

E(xsxr) = wr(xr)xs, xs € Ms,xs € Mg

(voir 'Exemple[3.12). L'évolution restreinte de S est donc donnée par
T'(xs) = E(a,(xs)), xs € Ms. (5.1)

Notons que la famille {T*} ne définit pas un semigroupe; elle a des termes de
mémoire, comme on va le voir ensuite.

Remarque 5.1. Gréce a la construction GNS on peut toujours supposer que
wr(xr) = (Qr, xrQR), pour tout xg € M. Dans ce cas la, pour tout x € M on
a que E(x) ® |Qr) (Qr| = PxP, ot P = 1 ® |Qg) (Qg|. Alors, on peut considérer
I’évolution

&s(t) = Pe TV g4(0),
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en identifiant Hs = Hs ® Qg. Ce semigroupe n’est pas équivalent a la “vraie”
évolution restreinte, écrite pour des matrices densité, et donnée par (2.6). En fait,

en supposant que ps(0) = [£5(0)) (Es(0)] = TrR(ps(O) ®|Qgr) (QRI), les espérances
(Es(t), x5E5(1)) = (£5(0) ® Qg (7 (xs @ [Qr) (Qr)E"HY))£5(0) @ Qg ),
Trs(ps(Bxs) = Tes(ps(0) ® [Qr) (Qrl e V) (x5 @ 1g)el 1Y)
= <55(0) ® Qg, (e_it(HW) (xs ® 1R)eit(H+V))§s(0) ® QR)

ne coincident pas forcément.

Soit x; = (IEaa)(xo), avec xg € Mg. Pour obtenir 1’équation que x; satisfait, on
considere {a' } comme perturbation du semigroupe généré par

5y = 69 +iAE[V,-]E + iA(Id — E)[V,-](Id — E), (5.2)
qui sera dénoté {a', }.
Remarque 5.2. Notons que

(ELV, 1E)(x) = E(IV, E)]) = [E(V), E()],

pour tout x € M. Comme Id — [E n’est pas une espérance conditionnelle, on n’a
pas une simplification analogue pour (Id — E)[V,-](Id - E).

Il est important d’observer que {@)} ne mélange pas le sous-espace Ms =
E(M) avec son complémentaire (Id —E)(M). En utilisant la formule de Duhamel,
on trouve que

t
=) =1 [ dn (@ LY, 10 - B o),

ainsi que
((1d - B)a} )(xo) = ((Id - E)} )(xo) — iA f dt, (@7(1d - E)[V, -JEa? )(xo)

=_1)\f dtz( A ~2(Id - E)[V,]E )(xtz)-

En mettant ces deux équations ensemble et puis en dérivant, on obtient I'équa-
tion maitresse généralisée (en version adjointe) de Nakajima, Prigogine, Rési-
bois et Zwanzig :

t
Sr= ) -2 [ ds K, 53)
ar ;

ot le noyau intégral {K!} est donné par

t
K, = fo ds E[V,-](d - E)&,(Id — E)[V, ]E.

Il s’agit d'une équation intégro-differentielle, donc elle ne décrit pas un proces-
sus de Markov quantique.



50 CHAPITRE 5. SYSTEMES QUANTIQUES OUVERTS

5.1.2 Sur la structure du terme d’interaction

En identifiant une partie de 'évolution temporelle de S + R comme étant
la partie libre, il est sous-entendu que la perturbation V ne devrait pas contenir
des termes qui ne soient pas vraiment d’interaction, au sens qu’ils modifient la
dynamique de S et R de facon isolée, sans créer une véritable interdépendance.
Par exemple, un terme qui appartient a Ms modifiera la dynamique de S sans
toucher R. Mais, comment définir cette notion ? Pour la part du petit systeme,
c’est assez simple grace a I'espérance conditionnelle : il suffit de supposer que
E(V) = 0, hypothese qui figure souvent dans la littérature. Quant au réservoir,
on n’a pas de condition analogue car le projecteur Id — [E n’est pas une espé-
rance conditionnelle et son image n’est pas M. La situation est essentiellement
asymétrique.

Supposons que [E(V) = 0. Alors, E[V, -]E = 0 et I'équation maitresse généra-
lisée prends la forme

t
ixt = 8o(x;) + /lzf ds K (x).

Notons, en particulier, que les premiéres corrections a 1’évolution libre de S,
d’ordre A?, sont dues a une propagation d’effets type

Ai[V,] R Ai[V,] S.

S
Néanmoins, le développement de {K’} en série de puissances contient, en gé-
néral, des termes d’ordre impair en A; intuitivement, ces termes la doivent

provenir d"une propagation comme, par exemple,

Ai[V,] A[V,] A[V,]

S R R S,

s’il s’agit d’un terme d’ordre 3. On prendra comme définition opérationnelle de
perturbation d’interaction pure au fait de ne pas donner lieu a ce genre de termes.
Mais il n"apparait pas clairement comment assurer cette propriété, mise a part
la condition

(Id - B)[V,-]0d - E) = 0

qui n’a pas d’interprétation physique évidente et dont la vérification dans des
modeles concrets n’est pas directe. Dans ce travail, on utilisera la solution dé-
crite dans le paragraphe suivant. On note qu’il ne s’agit pas d’'une décision
capricieuse : elle aura des conséquences au moment d’étudier la relation entre
les états asymptotiques d'un SIR et sa limite de couplage faible (voir la sec-
tion[6.2), du fait que dans ce cas l’évolution restreinte sera une perturbation
analytique en A% de I’évolution libre.

Pour commencer, supposons que

V=pVl-p+QA-p)Vp, (54)

oli p € Mg € M est un projecteur invariant par rapport a {af,}. La signification
dynamique de (5.4) est que l'interaction se produit seulement par des échanges
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entre états de pHr et (1 — p)Hp reliés avec une perturbation locale du systeme
de référence. Une interaction de ce type ne devrait pas produire des termes
impairs dans le développement de x; en puissances de A. Pour vérifier que ceci
est bien le cas on note, d’abord, les deux faits suivants.

Propriété 1. Pour tout x € M, on a que

E(x) = E(pxp) + E((1 - p)x(1 - p)).

Démonstration. Rappelons qu’on suppose que wr est un état d’équilibre ther-
modynamique, ¢’est-a-dire, un produit d’états KMS. Admettons, par simplicité,
que wg est B-KMS par rapport a {at}, le cas général de plusieurs réservoirs a
températures différentes étant une généralisation immédiate. Comme p € Mg
est invariant pour {a%}, pour tout x5 € M et xg € Mg on trouve que

E(pxsxr) = wr(pxr)xs = wR(XRa;f(P))xs
= wr(xrp)xs = E(xsxrp).
Le résultat énoncé en découle aisément. O
Propriété 2. Soient
Mo =pMQ1 -p)& (1 -p)Mp, M =pMp® (1 -p)M(1 - p).

Par rapport a la décomposition M = My ® My, l'opérateur [V,-] : M — M est hors-
diagonal. Autrement dit,

[V, 1Mo) € My, [V, 1(M1) € M.
Démonstration. 1l s’agit d"un calcul direct. o

Ces deux propriétés impliquent que les termes impairs dans la série de
Dyson

0 t t
Bjo) =)+ ) [ e [ dny B[V, 405 (8, 1 7, )
n=1v0 tn

s’annulent. Notons qu’elles impliquent aussi que E(V) = 0. Les mémes argu-
ments s’appliquent quand V est une somme

V= Z piV(L—pi) + 1 -p)Vp;,

i=1
ott les p; € Mg C M sont des projecteurs invariants pour {a}}, deux-a-deux
orthogonaux.
Remarque 5.3. Grace a la construction GNS, on peut toujours supposer que
wr(x) = (Qr, xQg), avec Qg € H. On note que le projecteur |Qr) (Qr| n’appar-
tient pas a Mg, et donc ne peut pas jouer le role de p dans (5.4).

Remarque 5.4. Le terme d’interaction utilisé par Attal et Joye dans [8] peut étre
mis sous la forme (5.4).
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5.1.3 Production d’entropie

Soit M une algebre de von Neumann dotée d"un groupe d’automorphismes
{a'} généré par 6. Quand on a une décomposition

0= 60 + 1[‘//]/

on peut définir une notion de production d’entropie due a la perturbation V.
Elle est basée sur la notion d’entropie relative des états stationnaires de la
dynamique compléte par rapport a un état de référence libre.

Supposons qu’on a un état de référence naturel wy pour I'évolution générée
par O, dite évolution libre. Les états stationnaires hors équilibre associés a V et wy
sont les points d’accumulation, pour la topologie *-faible, de suites généralisées
ala forme

1t
(a))t:?fdsa)oas, teR,,
0

ol w est un état initial normal par rapport a wy. Soit w. un tel état stationnaire,
disons

1 (" .
Wy =w*—limt—f dswoa®, i€l
i Jo
avec I un ensemble dirigé. On définit la production d’entropie de w, par

1 v

s(@+) = ~lim {S(@ o a'; wo) ~ S(w; o)},
i

oll S(w; wo) est 'entropie relative d’ Araki qui, au cas ot w et wg sont des matrices

densité, peut étre calculée par

S(w; wp) = — Tr(a)(log w —log a)o)).

Quand wy est un état modulaire pour {aé} et V € dom 6y, Jaksic et Pillet [33] ont
démontré la formule de production d’entropie

t
S(a) o [Xt; a)()) = S(a); a)()) - j(; dty w(oc“ (Ov)), oy = 60(V), (55)

et ainsi s(w+) = w+(oy). L'opérateur oy recoit le nom d’observable de production
d’entropie. En développant ces idées on retrouve la théorie de réponse linéaire
incluant, notamment, les relations de réciprocité d’Onsager et le théoreme de
fluctuation-dissipation de Kubo. Une introduction complete peut se trouver
dans [5].

5.1.4 Limite de van Hove

L’étude des systemes ouverts en partant des premiers principes, dans 'esprit
qu’on a montré jusqu’ici, regoit le nom d’approche hamiltonienne. Néanmoins,
dans plusieurs situations pratiques cette approche n’est pas la meilleure, du
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fait qu’il mene a des équations trop complexes et que, au moins dans certains
situations particulieres, on s’attend a ce que des modeles markoviens effectifs
soient adéquats. Quand on travaille directement avec un modéle de ce type on
dit qu’on suit 'approche markovienne. Maintenant on montre, d’aprés Davies,
que la dynamique effective du régime de couplage faible A — 0 est, apres une
certaine renormalisation, un semigroupe de contractions.

On commence avec quelques calculs formels. On suppose que E(V) = 0.
Comme A < 1, on garde seulement le premier terme en A dans 1’équation (5.3),
en obtenant

t
ixt = 0o(x;) — A? f ds K (xs),
dt 0

t
K} = fo ds E[V,-](Id — E)aj(Id — E)[V, ‘] E.

Ensuite, on voudrait négliger les termes de mémoire. Sur des arguments phy-
siques, ceci devrait étre adéquat quand le noyau K décroit suffisamment vite
par rapport a I’échelle caractéristique de temps de x;, et dans ce cas on s’attend
a ce que l'approximation de Born soit bonne :

d 00
axt ~ 60(xt) — /\Z(j; ds K(S))(Xt)
=: 00(x) — AK(xy).

La fagon précise dont cette approximation doit étre comprise implique deux
subtilités. La situation est similaire a celle traité dans la Section : il faut
travailler a 1’échelle de temps s = A?t, et puis passer au cadre d’interaction
parce qu’a cette échelle la dynamique libre devient oscillatoire. Il se trouve, a
la fin, que la “perturbation effective” n’est pas K, mais l'opérateur L dans le
Théoreme qui suit [27, Theorem 5.18], voir aussi [37].

Théoréme 5.5. On utilise toutes les notations introduites dans la Sous-section
et on fait I'hypothese IE(V) = 0. Soit

s/A2
L = f ds o E[V,](d - B (1d - E)[V, ]E.
0

Supposons que, pour chaque sy < oo, il existe une constante C telle que

sup |ILi]l < C.

s€[0,50]

Supposons, en plus, qu’il existe un opérateur L € B(Ms) tel que lim, o ||L5 — LI = 0,
de facon indépendante de s < co. Alors, pour tout sy < oo,

|1E o5 _ ess=A2L)/ 22
A

lim sup =0. (5.6)

A=0 s€[0,50]
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Remarque 5.6. Pour obtenir le générateur de la dynamique effective dans le
régime A — 0 il suffit d’apliquer, ensuite, le Théoreme Il faut dire que
les hypothéses sur L n’ont pas une signification physique apparente, mais
elles sont reliés a la décroissance des autocorrélations de V. Comme exemple,
considérons le cas ot1 le réservoir est un gas idéal en équilibre et le couplage V
est linéaire, c’est-a-dire de la forme V = VsV, avec Vs € Mg et Vi € Mg. Alors,
la condition

|a)R(a§z(VR)VR)| < C(1+ 1)+,

pour certain ¢ > 0 et tout ¢ > 0, est suffisante pour obtenir la conclusion (5.6),
voir [37]. On note que ce cas est particulierement simple grace au fait que la
les auto-corrélations d’ordre supérieur sont toutes déterminées par la fonction
a deux points a)R(a%(VR)VR), voir [16, Section 5.2.3].

5.2 L’équation de Hudson-Parthasaraty

Dans cette section, on introduit trés brievement un modele qui peut étre
vu comme cas particulier de systéme ouvert autonome, mais qu’il est avanta-
geux de regarder d'un point de vue assez différent, comme étant une version
non-commutative d’équation différentielle stochastique dont I'inconnue est le
cocycle qui relie I’évolution libre avec 1’évolution couplée—voir la Section
Dans ce formalisme, le réservoir est essentiellement un champ bosonique non-
relativiste ;I'interaction est un couplage linéaire avec des opérateurs de création,
annihilation et conservation ; et on trouve pour le cocycle mentionné I'équation
de Hudson-Parthasaraty. Cette construction garde une relation assez proche
avec les systemes d’interactions répétées et, en fait, peut étre retrouvé comme
limite de temps continu, dans un régime non-perturbatif, d’'un tel systeme [12].
Elle a aussi la vertu de donner une interprétation dynamique aux termes qui
apparaissent dans le générateur de Lindblad d"un semigroupe markovien quan-
tique. Le sujet est assez technique et on ne rentrera pas dans ses subtilités. On
utilisera librement le langage des espaces de Fock (opérateurs de création et
annihilation, états cohérents et seconde quantification).

On utilise la notation de la section précédente. L'espace Hx sera 'espace
de Fock bosonique ¥ = F1(L? ® K), ot L? = L*(R) et K est un espace de
Hilbert. Si, par exemple, K = L*(IR®), alors les vecteurs de ¥ peuvent étre vus
comme champs bosoniques scalaires définis sur I'espace-temps non-relativiste
R*. Ainsi, il est naturel de considérer sur F l’évolution libre {U};} obtenue par
seconde quantification a partir du groupe de translations

@ NHE) = fle+1), felAR)@K.

Cette évolution définit, comme d’habitude, le groupe d’automorphismes {a}}
de My = B(T)

Dans l’ensemble des opérateurs non-bornés sur H = Hs ® Hg, toute famille
{X;} ne définit pas un processus stochastique admissible, a cause de la structure
temporelle de Hr = F. Les processus qui la respectent sont dits processus
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adaptés. Pour définir cette notion, prenons un instant de temps quelconquet € R.
L'espace 7, ses éléments étant des histoires de vecteurs dans 7 (%), admet une
décomposition comme produit tensoriel dont les facteurs peuvent s’interpréter
comme représentant I’histoire jusqu’a t, et a partir de t. Plus précisément, soient

Fiy = Full2(~00, ) ®K), Fps = Ful(l2(t, ) ® K).

On a l'isomorphisme ¥ = ¥y ® ¥;, donnée pour des vecteurs cohérents e®f,
fel*®K, par

e®f = @®fl-wi @ @it |
Plus généralement, si Fisy = F+(L*(s,t) ® K), alors F = F5) ® Fis ® Fi- No-
tons aussi que les inclusions L%(s,t) < L? obtenues en prolongeant par zéro
induisent, par exponentiation, des inclusions %), Fis,q, Fit <= F -

Definition 5.7. On dit qu'un processus {X(t)} est adapté si, pour tout £ € F,
f€L2®‘Kett€lR,ona:

L X(H(&®@e®fI1) e Hs @ Fy,
2. X(t)(E®@e®) = {X(t)(E @ /o) @ el
Remarque 5.8. Cette définition n’est pas rigoureuse quand les opérateurs {X(t)}

ne sont pas bornés, mais ici on ne rentrera pas dans des problémes de domaine.

Ensuite, on définit certains processus dits élémentaires. Rappelons qu’a chaque
f € L? ® K on associe les opérateurs de création et annihilation a'(f), a(f) sur
I'espace de Fock bosonique . Soit {x;}ien € K une base orthonormale; en
physique théorique il est habituel d'utiliser les expressions formelles

ai(t) = a(® @ k), a(t) =a' (6 ® i),

ol O; est une delta de Dirac au point t € R. Ces objets peuvent étre vus comme
distributions a valeurs opérateurs non-bornés et, toujours formellement, on a

=Y, [ de oo, 50 = 50, 57)

ieIN

ainsi qu’une expression équivalente pour a'(f). Alors, on définit les processus de
création, annihilation et conservation par

t t t
A}L(t):jo‘dsaf(s), A,-(t)zf)dsa,-(s), A,-]-(t):jo‘dsaf(s)aj(s).

respectivement. On les voit comme opérateurs sur H, comme d’habitude, en
les faisant agir sur la deuxiéeme composante du produit tensoriel; on obtient,
ainsi, des processus adaptés. A;(f) et Af(t) sont donnés rigoureusement par
la définition formelle (5.7); quant a A;;(t), il peut étre défini en termes de
générateurs des groupes de transformations de jauge

®f 1 ®Uf
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ot f € [?®K, e®f € F est un état cohérent et U € B(L? ® K) est un unitaire (on
renvoie le lecteur a la littérature).

A la base du calcul stochastique quantique sont les intégrales stochastiques
par rapport aux processus élémentaires.

Definition 5.9. Soit { {L;.(t)} 11, j € IN} une famille de processus adaptés. On dit
qu’elle est stochastiquement intégrable si

fot ds EZN i) (e e e®f)H2 (1 + ||f(s)||2) <o,

pourtout j€IN,t >0, € Hset f e [>®K.

A nouveau, cette définition peut s’appliquer telle qu’elle est seulement aux
processus bornés. Quoi qu’il en soit, quand la famille {{L;(t)} 1 4,j € IN} est
stochastiquement intégrable il est possible de donner un sens a 'intégrale

t
X(b) = X(0) + fo {Lg(s)ds + Y Li(dAfe) + Y L0dAs) + Y Lj.(s)dAij(s)},

ieN ieN i,jeEN

de fagon telle que {X(#)} soit, lui aussi, un processus adapté. Comme dans le cas
classique, il y a certaines regles pratiques pour manipuler ces intégrales, dont
notamment une table de Ito pour les produits de processus élémentaires. Ces
régles permettent, par exemple, de dériver un produit de processus adaptés
(formule quantique de Ito). On omettra tous ces développements; le lecteur
intéressé peut consulter [7, 131} [13].

On est en mesure d’introduire 1'équation de Hudson-Parthasaraty. Soient
H, V; et W;; des opérateurs sur Hs, qu’'on supposera bornés pour simplifier
I'exposé, tels que :

1. H=H",

2. Yien V;Vi converge fortement,

3. Yken Wi, Wij = Ygen W,-kW;k = 0;j, ou les sommes convergent fortement.

Alors, soit K = iH - § Y V:V;. I’équation de Hudson-Parthasaraty est

dY() = Y(t){KdtJrZ VAt - Y ViwgdA i+ Y (W,-]-—(Si]')d/\i]-(t)}. (.8)
i€EN i,jeN i,jeN

Ici on identifie, comme d’habitude, B(Hs) = B(Hs) ® 1g € B(Hs ® Hg). Pour

donner un sens précis a cette équation on intégre des deux cotés, en admettant

que fot dY(s) = Y(t) — Y(0). Evidemment, une solution doit étre telle que les
processus a droite soient stochastiquement intégrables.

Théoreme 5.10. Il existe un unique processus adapté {Y ()}, avec Y(0) = 1, qui résout
I'équation (5.8). En plus, chaque Y (t) est unitaire et le processus est fortement continu
ent.
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A ce moment, on note la ressemblance entre la formule de Duhamel et
'équation de Hudson-Parthasaraty (5.8). En fait, I’analogie est compleéte parce
que, formellement, les opérateurs dA:.r(t) = a?(t) et dA;(t) = a;(t) sont dans le
cadre d’interaction par rapport a I'évolution libre {a} :

al(t) = af(al @), @) = ap(ai(0)).
Compte tenu de ce fait, le résultat suivant n’est pas trés surprenant.

Proposition 5.11. La solution Y(t) de est un cocycle par rapport a {al,}, c’est-a-
dire que
Y(s + 1) = Y(s)ag(Y(H) = YEURY (U

Ainsi, la famille {U'}, avec U" = UL Y (t)", est un groupe fortement continu d'unitaires
sur H.

Ainsi, I'équation de Hudson-Parthasaraty, telle qu’on 1'a écrite, décrit un
systéme quantique dont 1’évolution d’observables est donnée par le groupe
d’automorphismes af(x) = U~'xU". Si le réservoir est dans I'état initial Q = e,
alors I’évolution restreinte aux observables du petit systeme est le semigroupe
markovien quantique T = Ed!, ot E = Idy, ® (Q,(-)Q). En termes de ses
éléments de matrice, elle s’écrit

(&, T'@)n) =(U'(E®Q),xU'(n® Q).
Si Wij = 6 dans (5.8), on trouve que le générateur de Lindblad de {T"} est

: 1 . .
L@ =ilH,x] + 5 Y (Vi xIVi + V;lx, Vil),
ieN
ce qui montre que tout semigroupe markovien quantique généré par un lind-
bladien admet une dilatation. L'équation (5.8) donne, aussi, une interprétation
physique possible aux opérateurs V; dans le lindbladien.

Remarque 5.12. Sil’état initial du réservoir n’est pas () mais un autre vecteur co-
hérent e®/, les observables du petit systéme évoluent encore selon une équation
maitresse, dont le générateur dépend cette fois du temps. Dans des situations
encore plus générales (matrices densité) I'évolution restreinte ne satisfait pas
d’équation fermée.

Remarque 5.13. On a utilisé 1’équation de Hudson-Parthasaraty pour décrire
le cocycle Y(t), mais les observables x; = U 'xoU" € B(H) satisfont aussi une
équation du méme genre, qui peut étre obtenue en utilisant les regles du calcul
stochastique quantique.

5.3 Systemes d’interactions répétées

Les systemes d’interactions répétées sont, comme on1’a mentionné dans 'in-
troduction, des modeéles simples mais flexibles, pour lesquels le flot d’énergie
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caractéristique des états stationnaires hors équilibre est induit par l'interaction
du petit systéeme avec une chaine d’éléments indépendants. IIs peuvent étre
vus comme version généralisée, mais en temps discret, de la théorie des bruits
quantiques (voir la Section[6.3). On les introduira d’abord en postulant du dé-
part la forme qui prends leur évolution, sans autre justification que l'intuition
physique, et on laissera les aspects techniques d"une dérivation hamiltonienne
de cette évolution pour la sous-section[5.3.2]

5.3.1 Le modeéle

Le cas du MASER a un atome [50] est exemplaire et on 1"utilise pour intro-
duire la notation dans un cadre concret. La, le petit systeme S est un champ
électromagnétique, décrit par une algebre Mg et son groupe d’automorphismes
{a'}, avec générateur Os. On suppose que S est confiné dans une boite comple-
tement isolée de I'environnement, sauf par deux petits trous a travers desquels
certains atomes du type & passent un par un, en restant a l'intérieur pour une
période de temps fixe T > 0. En général, chaque sous-systéme & regoit le nom
d’élément de chaine ; génériquement, ils sont décrits par une algebre Mg avec son
évolution libre {a%}, générée par Og. Tous les atomes & sont préparés dans le
méme état wg, et 'interaction entre champ et atome prend toujours la méme
forme : on suppose qu’elle est donnée par un couplage V € M = Ms ® Mg. On
prend le point de vue que M;s et Mg sont des sous-algeébres de M qui commutent
entre elles, telles que M = (Ms U Mg)”. Comme dans la section précédente, on
définit 1’évolution libre du systeme S + & par

t_ bt
ay = Qg

On désignera par { } le groupe d’automorphismes de M générée par
6) =05+ O + IA[V,]

Notons que les observables du systéme complet ne sont pas celles de M ; il
serait plus rigoureux de construire 1’algébre d’observables de la chaine entiere
et décrire l'interaction en termes d'un opérateur V = V(t) qui serait, en fait,
constant par morceaux. Du point de vue de la notation, ceci est compliqué
a rédiger et on le fera dans la section suivante; physiquement, par contre, il
est évident qu'il n’est pas nécessaire de traiter tous les éléments de la chaine
simultanément : il suffit de faire interagir le systéme avec un élément de chaine
générique pendant un temps 7, et puis de recommencer.

Donc, on considere les observables de Mg comme celles de 1'élément de
chaine avec lequel le petit systeme est en train d’interagir. On suppose que
le systeme complet démarre en f = 0, moment ot S commence a interagir
avec la premiere copie de &. L'évolution temporelle, jusqu’au moment ot S
commence a interagir avec la copie suivante, est donnée par . Pour avoir
plus de clarté dans la dérivation de la formule pour I’évolution restreinte, il
est utile de supposer que les éléments de la chaine sont, en fait, tous dans des
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états différents, disons w¥ pour le k-eme élément. En définissant 1’espérance
conditionelle
Ei :xsxp e M > a)’é(xg)xs € Mg,

I’évolution restreinte a partir de t = 0 et jusqu’a ¢ € [0, 7] est donnée par
T (A, 7) = E1a.

De méme, I’évolution restreinte a partir de t = 7 etjusqu’a t € [t,27] est donnée
par T%"*(A, 1) = Epa! ", et pour I'obtenir en partant de t = 0 jusqu’a t € [z,21],
il faut multiplier le premier morceaux a droite par le deuxiéme morceaux :

(A, 1) = (Eraf )(Eaa ).

En général, sit = nt +t; avec t; < 1, alors T A, 7) = (]Ela; e ]Em})]EnHa'} et,

si a)’,f: = wg pour tout k, on trouve finalement
T(A,7) = T(A, 1)"Ea’}, (5.9)

oll, avec un petit abus de notation, T(A, 1) = Ea} et E = E;. Comme on va
considerer toujours 1’évolution restreinte a partir de t = 0, on écrira souvent
T'(A, 7) au lieu de T%(A, 1) ; aussi, parfois on omettra la dépendance en A et T
en écrivant tout simplement T".

Notons le caractére essentiellement markovien de 1’évolution donnée par
(5.9). Dans la sous-section suivante on justifiera, avec un modéle hamiltonien
non-autonome, cette évolution temporelle obtenue de fagon aprioristique.

5.3.2 Version hamiltonienne

Le premier pas pour exhiber la dynamique (5.9) comme solution d"un mo-
dele hamiltonien est de construire 1’algebre d’observables de la chaine. La, il
s’agit de donner sens a un produit tensoriel infini d"algebres de von Neumann.

L'algebre de la chaine

Rappelons que le produit tensoriel entre deux algebres de von Neumann
est bien défini comme algebre de von Neumann, et est indépendant de la
représentation choisie. Ceci permet de considérer simultanément n’importe
quel nombre fini d’éléments de chaine, mais pas la chaine toute entiere. La
premiere approche pour résoudre ce probleme est de considérer le systéeme
inductif

Mg > MrOMpg > Mg ®@Mp Mg — -+,

ot I'inclusion (Mg)®" < (Mg)®"*D est donnée, pour des tenseurs simples, par

Xp® @ (@ ®x)® 1.
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Alors, la limite inductive h_r)n(ME)@’” est une algebre, et en plus elle est naturel-
lement dotée d"une norme parce que ces inclusions sont, en fait, des isométries.
On peut vérifier qu’on obtient une C*-norme, c’est-a-dire que

llxgxrll = llxgIP, Vg € im(Mg)™".

Ainsi, par complétion, on peut définir la C*-algeébre M. Le probleme de cette
approche est qu’il n’est pas clair que Mg soit une algebre de von Neumann.

Remarque 5.14. En ce moment, il parait nécessaire de justifier I'insistance a tra-
vailler avec des algebres de von Neumann au lieu de C*-algebres. Concernant
le petit systeme, ceci s’explique par le fait que le couplage avec un systéme
externe, suivi de I'application d"une espérance conditionnelle pour obtenir une
évolution restreinte, forcent a considérer la complétion ultrafaible de 1’algebre
d'observables.[] Quant a l'algebre du réservoir, elle pourrait bien étre une C*-
algébre, mais si son état de référence ne donne lieu, par construction GNS, a un
état normal sur 'algebre de von Neumann enveloppante correspondante, alors
I'espérance conditionnelle associée ne serait pas normale, avec la conséquence
quel’évolution restreinte obtenue ne serait pas un semigroupe markovien quan-
tique, telle qu’on les a définie dans le chapitre

Le choix évident est la représentation GNS associée a wg, qui est fidele et
séparante car wg est un état KMS sur chaque sous-réservoir (rappelons que R
peut étre composé de plusieurs sous-réservoirs, chacun dans un état KMS a sa
propre température). Dorénavant, on supposera que Mg — B(HE) est déja la
représentation KMS associée a wg, c’est-a-dire qu’il existe un vecteur cyclique
et séparant Qf € He tel que wr(x) = (Qg, xQp). Ceci nous permet de construire
I'espace de Hilbert Hc sur lequel Mc va agir, en prenant la limite inductive du
systéeme d’espaces de Hilbert

Hg > He @ Hr > HeQHE QHg — -+,
ol les inclusions sont données par
E1®-®&, 51(®"'®5n)®QE~

Les produits scalaires de chaque terme H®" passent a la limite, et par complétion
on obtient Hr. Les produits infinis

Réa=aenesH8-,

keN

ot & = Qf sauf pour un nombre fini d’indices k, forment, par définition,
un ensemble total dans Hr qu’on désignera par Dg. On définit, aussi, Qr =
QrR0Qr R0 --- € Hp.

1. Tout comme le fait que la dynamique dans le cadre de Schrodinger ne peut s’exprimer qu’en
termes de matrices densité.
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Dans B(Hz) il y a une copie de Mg pour chaque n € IN; plus précisement,
on a des inclusions j, : Mg — B(Hg) données par

) () & = (R &) @ xet 0 (R &) (5.10)
keIN k<n k>n

L’algebre d’observables de la chaine est, donc, le double commutant

M= (| nn)) < B,

nelN

Elle est naturellement équipée de I'état de réference wg(x) = (Qg, xQg). Notons
qu’un produit formel infini

® X = H Je(xk),  xk € Mg,

keIN kelN

définit bien un opérateur Dx € Hr — Hr quand xQp = Qp sauf pour un
nombre fini d’indices k.

L’évolution libre

Maintenant, on doit définir le produit formel af, = al ® al. ® ---. Pour ce
faire, on profite encore de la représentation Mr C B(Hg). Rappelons que, du fait
que la représentation Mg C B(Hg) est standard, il existe un unique opérateur
autoadjoint Lg : dom Lg € He — He tel que

ocfg(xg) =ellexpe e ot LyQp = 0.

Ceci nous permet de considerer le groupe d'unitaires

- @ Qe

keN keN
qui est bien défini parce que e 'Lt est unitaire et e '£Qr = Q. A son tour, ceci
nous donne le groupe d’automorphismes de B(Hz)

ak(xg) = elrxpe i,

Proposition 5.15. {a},} donne, par restriction, un groupe *-faiblement continu d’au-
tomorphismes de Mg.

Démonstration. D’abord, pour tout t € R fixe, afz laisse Mg invariante parce
qu’il est ultrafaiblement continu et laisse invariant chaque j,(Mg). Quant a la
continuité *-faible, pour tout xg € My et tout paire de suites &, 1 € Hr telles

que ZkeN(HEkllz + ||7]k||2) < 00, on doit démontrer que

s Z < &, JRUR xR e ifLr 'Yk>

keN
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est continue. Chaque terme dans la somme est continu parce que {e7 L%} est un
groupe fortement continu, et donc il suffit de voir que la série est convergente,
uniformement en t. Mais ceci est bien le cas, car

D (e e e ) < 3 el 1l el

k=N k=N

xzll
< 555 Y (1P + lid?) — o. :
k>N

Alors, on définit Msg = Ms ® My et le groupe *-faiblement continu a"‘SR 0=

ag ® af, dont le générateur est
551{[0 =05 ® IdMR + IdMs ® i[LR, ] (5.11)

Malheureusement, on doit recharger la notation avec le sous-indice SR, car on
aura besoin des définitions analogues pour le systeme avec une chaine finie,
dont I'algebre d’observables est Ms ® ME".

L’évolution couplée restreinte

Pour perturber le générateur 6sgo de 1'évolution libre, il faut définir un
opérateur V(t) € Mgr qui agisse sur la copie correcte de Mg < Mg, en utilisant
les inclusions j,, : Mg < Mg. Soit, d’abord, k = k(t) l'unique entier qui satisfait

te [k, (k(t) + 1)1].
On définit
V(t) = (Idu; ® fkn)(V) € Msr.
Alors, I’évolution couplée des observables dans Msr est générée par la dériva-
tion dépendante du temps

Osr,a = Osro +1A[V(), ] : dom dsro € Msg — Msk.

Le probleme qui définit cette évolution ne peut pas se poser en termes d'une
équation différentielle car V/(f) n’est pas continu; ainsi, on le formule de fagon
intégrale : les observables satisfont I’équation

t
Xt — Xg = f ds 65R,A(xs).
0

La solution de cette équation est donnée par la famille a deux parametres d’auto-
morphismes obtenue par composition de 1’évolution dans chaque intervalle de
la forme [kz, (k + 1)7[. Plus précisément, étant donnés 1, t, € R,,soientn,m € N
les uniques entiers tels que t; € [(n — 1)t,nt[ et t, € [(n + m)7, (n + m + 1)7[. On
définit

alit? = ent=t)OsroHAV D) gTOsr0HAV e, D) |

SR,A
cee eT(ésR,O+iA[V1!+;n—1r'])e(tZ_(n+m)T)(6SR,0+i)‘[V;Hrm']), (512)
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ott Vi = (Idp, ® jip)(V) et chaque {ef®sx+iMVi-D} est le groupe *-faiblement
continu d’automorphismes de Msg donné par le Théoreme Notons que
pour t; > 0 et x € Mg fixes, la fonction
bt
ty = agp’ (%)

est *-faiblement continue, et du méme en échangeant les roles de t; et f,.

On est, finalement, en position de définir I’évolution restreinte du petit
systeme : elle est donnée par la famille +-faiblement continue de transformations
stochastiques

T%(A,7) = ]ESRag}; A (5.13)

oulEsg = IdMs &® Wg.

Remarque 5.16. Soit p = 1®|Qg) (Qr| € B(Hs @ Hg). On peut identifier Idy, ® wg
avec le projecteur x — pxp, pourvu qu’on idéntifie Ms ® |[Qr) (Qr| avec Ms.

Caractere markovien

A ce point, on a deux définitions de T%/(A, 1), données par les équations
et (5.13). Le fait qu’elles coincident est une justification de la définition
aprioristique qui, par contre, est intuitivement correcte et a I’avantage
d’étre beaucoup plus simple que (5.13).

0,kt

or (- ® 1g) coincide avec T(A, 7)F, oil

Proposition 5.17. L’opérateur (Idm, ® wr)a
T(A, 1) = (Idy, ® a)E)OZ:éE,A(- ® 1g).

Ici, {a,. |} est le groupe d’automorphismes de Mg ® Mg généré par Os + O +iA[V,].

t
SE,A

Démonstration. Cette preuve est, au moins du point de vue physique, une tri-
vialité difficile a écrire rigoureusement. On fera de notre mieux pour mettre en
évidence la structure sans se perdre dans les details.

Il est utile de regarder seulement les premiers 7 éléments de chaine, qui sont
clairement les seuls a jouer un rdle si t; < < nt. On définit

= ® @ ME = Mg,

E, : ®xk € Mg — Ha)E(xk) ®xk e M®",

kelN k>n k<n

et on note que, pour t; < t; < 17, le systéme complet se décompose en deux
parties

Ms ® Mg = (Ms ® ME") ® Mg
qui évoluent de fagon indépendante :

ty,ta —h

t,t; t
R = Ogpey ®ag

Agpa =
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N bb
ol agpy

) est générée par
8s ® Idyer + Iy, ® (O ® Idyger + -+ + Idyger ® O ) + [ En(V(1), |-

On a, ainsi, le diagramme commutatif suivant, qui n’est qu’une expression du
fait que af,(1) = 1 et wr(l) = 1:

Hty

(24
Ms ® Mp ——— Ms ® Mg

Idy ®
oty

[ IdMS ®FE,
®n serin ®n
Ms & M&" —" Mg @ MS".

Ce diagramme dit, en particulier, que

(dps, ® WR)a%™ (x5 ® 1g) = (Idpt, ® )%™ (x5 ®18")

SR,A SE",A
— eny 0,7 (n-1)t,nt ®n
= (Idps ® Wy )aSE,,,A Qg ) (xs ®1%").

Maintenant, on note que

om 0T  _ 0t ®(n—1)
(IdMs ® wg )aSE",A = (IdMs ® wE)(XSE,/\(IdM5®ME ®wp ),
car ag’bf,, AT, ® (ozg)@’(”‘l) et w est aj-invariant, i.e. wgal. = wp. De méme,

-1 -2
(Idmgem; ® 0F" ags: | = (duem, ® wp)ags  (dygye ® w2y,

et inductivement on trouve que

n

(Idy, ® wr)agy’ (xs ® 1) = {H(IdM@M?(H) ® wg)ag’(gg”“}(xs ®1%"). (5.14)
k=1

Ensuite on évalue 'expression (5.14). Considérons d’abord

(d

n-1) & wE)O((n_l)T'm(XS ® 1?”).

Ms@M SEn,A

(n-1)t,nt
SE",A
pres, isomorphe a af, , ® (a£)®"~V. Plus précisement, si X1, : ME" — M2" est

SE’/\ . . .
l'automorphisme qu’échange les premiére et derniere copies de Mg, alors

Notons que «a est, a I'ordre des facteurs dans le produit tensoriel M‘g’”

Al N = (Idy, ® )(afe , ® (@) ) (Ida, ® T ).



5.3. SYSTEMES D’INTERACTIONS REPETEES 65

Ainsi, on trouve que

1)z,
(IdMS®M?<n—1)®CL)E)0£$5",))\T e (xs ® 1?")

= (Idy gpee-n ® wi)(Idy; ® ZL,,)(QEE’A ® (a2)®("’1))(xs ©197)
= (Idygppeon ® @e)(Idmg @ 1) (s © 1p) © 15077)

= (Idys ® wE ® IdM‘?‘"’”)<O‘§E,A(xS ®1r) ® 1?(11—1))

= ((du, ® wp)agy , (s ® 1)) @ 177 = 2 @ 1707,

(n-2)t,(n-1)t

A , s
De méme, I'application de (Id, a2 ® WE) SEM1 4

axg® 129(”_1) donne

’ -2 2 ®(n—2
((1du; ® we)ay , (v ©1p)) @ 157 = ((Idy, ® we)ay , (- ® 1p)) (xs) @ 1572,
Inductivement, on finit avec le résultat énoncé. m]

Remarque 5.18. Cette preuve est purement algebrique et reste valable en toute
généralité : la dimension des algébres concernées ne joue aucun role, de méme
que la fagon dont on couple S et & (le groupe {atSEl 1} pourrait étre donné par une
perturbation non-bornée du générateur de la dynamique libre, par exemple).
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Chapitre 6

Approche perturbative des
systemes d’interactions
répétées

Ayant introduit les SIRs dans le chapitre precédent, on entreprends leur
étude asymptotique. On identifiera, d’apres Attal et Joye [8], deux régimes de
couplage faible et on démontrera, sous certaines hypotheses, 'existence d'une
limite de van Hove pour chacun de ces régimes. Ensuite, dans le cas de petit
systeme de dimension finie, on reliera, en utilisant les resultats du Chapitre
M} Tétat asymptotique de la limite de van Hove avec celui de la dynamique
originale. Et, finalement, on fera quelques remarques a propos de ces résultats
en se servant d'une famille d’exemples qui généralise le cas étudie dans [§].

Pour faciliter la lecture on rappelle les notations introduites dans la sec-
tion précédente : les observables conjointes du petit systéme S et un élément
de chaine abstrait & forment l'algébre de von Neumann M, qui est équipée
d’une dynamique libre {a}}. On distingue les sous-algebres Ms, Mg € M d’ob-
servables de S et &, respectivement, qui commutent mutuellement et génerent
M. On suppose que la dynamique libre se factorise : o) = atat, ou {«}} est un
groupe d’automorphismes de M; généré par 6;, i € {S, E}. On désigne l'état de
référence de & par wg ; on suppose qu’il est un produit d’états KMS et on définit
I'espérance conditionnelle

E:xsxp e M a)s(x;g)xs € Ms, xs5€ Mg, xg € Mg.

Finalement, on considére la perturbation {a/,} de la dynamique libre, générée

par
6A=65+65+1A[V,-], VeM.

Si chaque élément de chaine interagit avec S pendent un temps 7 > 0 fixe,
la dynamique restreinte est la famille de transformations stochastiques {T"}

67
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donnée par
T' = T'(A,7) = (Ea})"Ea’,

ol t = nt +t, avec t; € [0,7[. Sur le terme d’interaction V on fait '’hypothese
cruciale suivante :

(H1) Il existe des projecteurs py, ..., p, € Mg, invariants par {a%}, tels que

V=Y pV-p)+1-p)Vp:

i=1

L'opérateur T(A, 7) a les propriétés suivantes :

1. Pour 7 fixe, la série de Dyson montre qu’il est analytique comme fonction
de A.

2. Grace a I'Hypothese 1 elle est, en plus, une fonction paire de A—voir la
sous-section

3. Etant une composition de canaux quantiques, il est un canal quantique.

6.1 Régimes d’intéraction faible

Schématiquement, notre probléeme est I'étude asymptotique d"un opérateur

de la forme
n
(Pe"@1Ppy! ~ [(1 + 7O(A*1))e™ ], 6.1)
ou P est un projecteur, A le générateur d'un groupe d’isométries, B une per-
turbation et n € IN. Notons donc que le parametre qui determine la nature
perturbative ou non du régime est le produit ¢ = A%7; ainsi, on identifie trois

régimes perturbatifs différents :

1. 7 reste constant, cas auquel A doit tendre vers zéro.

2. 7 — 0. Maintenant, A peut converger vers zéro, rester borné ott méme
diverger—pourvu que A%t — 0.

3. 71— coet A2 — 0.

On traitera les deux premiers cas. Le troisieéme, qui est a priori hors de la portée
de notre methode, semble osciller avec 7 (le cas spin-spin, qu’on traitera dans
la Sous-section[6.3.2] en donne une certaine évidence).

Pour identifier I'échelle de temps adéquate dans chacun de ces régimes,
on note que I'approximation devient inutile, vraisemblablement, quand
n ~ 1/(A*1?)—c’est-a-dire, quand t = nt ~ 1/e. Ainsi, I'’échelle adéquate est
s = ¢t (avec s fini), indifféremment du régime en considération.



6.1. REGIMES D’INTERACTION FAIBLE 69

6.1.1 Lerégime 7 constantet A — 0

Pour appliquer le Théoréme[4.5/au cas des interactions répétées, on se foca-
lise d’abord sur la dynamique aux temps multiples entiers de 7, c’est-a-dire, sur
les puissances de T(A, 7). Le seul probleme est celui d’interpoler le semigroupe
{T(A, 7)"}uen a temps continu. Notez bien qu’on ne fait pas d’hypotheése sur le
type des algeébres de von Neumann Ms et M.

Théoreme 6.1. Admettons I’"Hypothese (H1), ainsi que :

(H2a) Le spectre de a% n'est pas dense dans le cercle S' € C.

Soit T C C une courbe avec deg(I'’;0) = 0 qui entoure le spectre de o, prenons une
branche du logarithme analytique a 'intérieur de I, et définissons

— 1 _ T\-1
Ag = 5 frdz log(z)(z —ag)™.

On note que A est borné. Finalement, soit a7 = fOT dy ft: dt, [agl(V), [agz(V), 1] et
SUpposons que :
(H3a) La limite forte

1 (7
(Ea})* = ngglf [) dt e Eaje 0

existe.

—S(Ea;)”

Alors, T3 = e : Mg — M est un semigroupe de contractions et il satisfait

lim sup |(TLS/(AZT)J0¢;TLS/(/\ZT)J - Tsz)x” =0,

A=0 s€[0,s0]

pour tout sy > 0. Ici, | -] est la partie entiére de son argument.

Démonstration. Rappelons que T(A, t) = Eaj|m, donc T(0,7) = af et il existe
un ¢ > 0 tel que la courbe T entoure le spectre de T(A, T), pour tout A? < e.
Définissons A : ]—¢, e[ = B(M) par

A(N?) = % frdz log(z)(z — T(A, 7))7%,

ce qui donne une fonction analytique parce que la dépendance de T en A est
quadratique. En supposant que

T
A(0) = sT—lim% f dt e A’(0)e o
—00 0

SA’(0)E

existe, le Théoréme en fournirait la conclusion avec Ty =e . Ainsi, on

doit démontrer que A’(0)" existe et est égal a —(lEozé)h. Pour ce faire, on utilise la
série de Dyson, qui donne le développement

T(A,7) = af — A’Eajal + O(A%)
=: af + A’T, + O(A*).
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Ainsi,
1 (7.1
A'(0) = sT-l_i)ng f(; dt 5 frdz log(2)(z — at) e Tre ™™ (z — af)™!
= L fdz log(z)(z — ozg)_l(s—liml fT dt et Tze_tAU)(z — ozg)_1
0

::rh f dz log(z)(z — al)2 = Cf

= (-Eajal)la;" = —(Eaj)".

log(z)

zsz

L’ordre des intégrales peut étre renversé parce que l'intégrand et le domaine
d’intégration sont tous les deux bornés ; le méme argument justifie I’échange
entre limite forte et intégrale complexe. Quant a la limite forte, elle existe par
hypotheése. m|

Remarque 6.2. Les projecteurs spectraux de Ag (qui est toujours borné) ne sont
pas forcément ceux de ds, donc {T:} et {ats} ne commutent pas forcément. Un
cas extréme serait celui d'un oscillateur harmonique avec spectre d’énergie
{2rnn/t : n € N}; si 'on prend logre'’ = logr + it avec t € ]-m, [, alors on
trouve Ag = 0 et (]Eoz;)h = Eaj.

Remarque 6.3. Dans [8], Attal et Joye démontrent le Théoreme [6.1|quand Hs et
‘HE sont de dimension finie, en résolvant explicitement 1’équation

T(A,7) = "+ 1 O(A%, (6.2)

oll Ap et A; sont les inconues. Notre méthode est, essentiellement, la méme.
Notons que I'utilisation du calcul fonctionnel rend les choses simples mais ne
donne pas un résultat optimal, car en dimension infinie il est bien possible que
I’équation admette une solution, méme si le spectre de o est dense dans
le cercle unité (voir la Sous-section [6.3.1).

Ce théoreme permet, en fait, de comprendre le comportement de {T*(A, 7)}
pour A < 1ett < 1/A% quelconque; autrement dit, la restriction aux temps
multiples entiers de 7 est superflue.

Corollaire 6.4. Avec les mémes hypotheses et notations du Théoremel6.1} le semigroupe
de contractions To : Ms — Ms satisfait aussi

lim sup
A=0 se|l Os ol

' TS//\2 ;S//\ Tsff) || =0, VS() > 0.

Démonstration. En fait, en écrivant s/A? = nt + t; avec n = |s/(A%1)], on a

/A2 —s[A? _ ho~(nt+h)
T ag Tox ”T(/\ 7)"Eajag fo“

< T, a5 = Tl + [T, o (g™ — Tdur)as™ ||
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Le premier terme est controlé par le Théoréme[6.T) alors que, en utilisant la série
de Dyson et la Remarque le deuxieéme est borné par

[E@? - af)|| < £(A21)A%7. o

6.1.2 Lerégimet — 0et At — 0

Ce régime est analytiquement plus délicat parce qu’il faut contréler la dé-
pendance de I'erreur en 7 tandis que A>T — 0. Dans [8]], Attal et Joye démontrent
une adaptation de la version en dimension finie du Théoréeme [§.5| pour atta-
quer ce probleme, mais il n’est pas du tout évident que cette adaptation puisse
se faire aussi en dimension infinie. Nous prenons une approche différent, qui
consiste essentiellement a regrouper les termes d’erreur pour pouvoir appliquer
le Théoreme[4.5] directement.

Lemme 6.5. Soient Ag, 79 > 0 des constantes données. On dit que A et T sont
admissibles si
te[0,t], A%relo, /\STo].

Supposons qu'il existe une constante Cy > 0 telle que, pour tous les A et T admissibles,
[T(1, 7) = {1 + A222Ag)af| < CoA?<?,
oit A1 € B(Ms) est tel que t +— a;tAmtS est continue en norme. Alors, encore pour
tous les A et T admissibles,
sup ”Ts/(/\ZT) _ es(65+/\2rA1)/(/\27)” — O(T),

0<s<sp
oil sg > 0 est arbitraire.

Démonstration. Grace a la série de Dyson avec ¢ = A%T,
T
T(A, 7) — e"Os+V'7A) = {)\212A1 - Azfcj(; dt agtAlatS}ag +EA, 1),

oty en utilisant la fonction f, définie dans (4.3),

IE(A, 1)l < CoA?T® + fH(A*1?)(A%1)*7* = O(A*T2).
De plus, comme ¢ > ag'Ajaf est continue, fOT dt aj'Araf = TA; + O(7?) et on
conclut que, pour tous les A et T admissibles,

”T(/\, T) _ eT(és+A2’cA1)|

otl la constante C; dépend seulement de Cy, A, 79 et A;. Maintenant, un déve-
loppement télescopique montre que

< Cl/\z’lj,

T(A/ T)m - [eT(és+A2TA1):I’n

i T(A, T)k*1 (T(A, T) — e +/\27A1))[ef(éerAzTAl)]m—k
k=1

<m ||er(65+AZIA1)||m O()\2’[3).
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Mais on a aussi, cette fois en utilisant la série de Dyson avec ¢ = A272, que
||e’T(65+)\2TA1)|| <1+ G2, G = fi(A21Y),
d’ou
[T, oy [er 2 a9]"| < Csyr(1 + Coa2e?ylae”
< Cy507e% 0BIH+CAT/(? O(x).
Ainsi, en écrivant s/(A21) = mT + t; avec m = |s/(A71)?], on obtient

TS/(AZ’E)_[ eT(asmzml)r/ (A7

_ ”T(/\, T)m(a? _ et1(65+A2TA1))H + ”(T(A, " - emr(65+/\2TA1))et1(65+A2TA1)

< AN + O(0)(1 + Ai(A2TH)AT?),
qui est un O(t) pour tous les A et T admissibles. O
Théoreme 6.6. Admettons I’"Hypothese (H1), ainsi que :

(H2b) L'applicationt € R — ag[V, -]aat € B(M) est continue en norme.
(H3b) La limite forte

1 (T
(E[V, J?)? ZST_E{-?]_"IO dt atE[V, Pag’

existe.

Prenons une paire quelconque de suites t,, A, > 0 telles que T, — 0 et A1, — 0.
Alors, le semigroupe T3, = e~ 3V . Mg — Mg satisfait

. s/(A2Ty) o, ~5/(AZTa) _ s
fim s (o (05T~ o
IIxll<1

)x)(Ms)*,Mg =0,

pour tout p € (Ms). et 59 > 0.

Démonstration. Notons d’abord que, par continuité de t — af)[V, ']0‘5 t

T T 2
[Fan [ diagivaas et = S+ 0@,
0 t

car la composition d’opérateurs linéaires B(M) X B(M) — B(M) est continue en
norme. Ainsi, en utilisant la série de Dyson et la parité de T(A, T) en A, on trouve
que

T\, 7) = IE{l + (i/\)z(%Z[V, P 0(13))}045 +O(N4th)

/\2 2
_ {1 - SRR, -]z}a; + 02,
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ot on a utilisé les faits que Ea)) = aLE et que O(A*7?) est, en fait, O(A?7%) quand
A < Ct7'2. Pour appliquer le Lemmel6.6]il reste a démontrer que

2
te aLE[V, a5 = B(af[V, Jag') E

est continue, ce qui est direct par hypothese.
Pour conclure, il faut démontrer que le groupe *-faiblement continu

olOs— T EV, ) : Mg — Mg

admet un predual, qui serait fortement continu, et lui appliquer le Théoréeme
Mais on sait que 65 admet un prédual (le générateur du groupe fortement
continu (ats)*), et donc il suffit de voir que (E[V,]*)" : M; — Mg laisse le
sous-espace de fonctions ultrafaiblement continues invariant. Alors, pour ceci
il suffit que E[V,-]* : Mg — Mj soit continue ultrafaible-ultrafaible, et comme [E
est en fait positif et normal, tout ce qu’on doit démontrer est que les opérateurs
Ms — M de multiplication a droite et a gauche par des éléments de M sont
continus ultrafaible-ultrafaible. Mais rappellons que la topologie ultrafaible est
générée par la famille de seminormes

x> Y & 2]

nelN

ou &, 1, € H sont tels que Y,en(I€al* + [I74l7) < o, d’ott on voit que les
opérateurs de pre-multiplication et post-multiplication par éléments de B(H)
sont continus ultrafaible-ultrafaible. La preuve est finie. ]

Remarque 6.7. Dans le cas de petit systeme et élément de chaine finis, ’hypothese
sur la continuité de aé[V, Jag " est toujours vérifiée et donc ce théoreme est bien
une généralisation de celui dans [8].

6.2 Cycle limite

Dans cette section on supposera que I'algébre de von Neumann Ms est de
type finie I,—c’est-a-dire, isomorphe & M,,(C). Dans ce cas, tout semigroupe est
automatiquement continu en norme. Rappelons, aussi, qu'un semigroupe {T*}
a la propriété de converger a la stationnarité si, et seulement si,

T — P P(x) = w4 (x)1.

Dans notre cas, par la structure du modele, on s’attend plutét a avoir conver-
gence vers un cycle limite ; ceci dit, dans le régime de van Hove la convergence
vers un cycle limite ne peut se traduire que par la convergence a la stationnarité.

6.2.1 Approche perturbative de I’existence

On appliquera les résultats de la Section[f.4pour relier I'éventuelle conver-
gence a la stationnarité de {Téff} avec l'éxistence de cycle limite pour {T*(A, 7)}.
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Le régime A — 0

Théoreme 6.8. Supposons que Ms est de type fini I, et que la dynamique effective {T}
donnée par le Théoréme |6.1| converge, quand s — oo, vers un projecteur P € B(Ms)
de rang 1. Alors, il existe un Ag > 0 et, pour tout |A| < Ag, une famille t-périodique
d'états {w',} telle que

o(T' (4, D)) - @} (x) —0,

pour tout état initial w € (Ms). et x € Ms. De plus,
t 1 t 2
i@ =~ Te(Pa(x)) + O(A2l).

Démonstration. D’apres la preuve du Théoréme [6.1] (dont les hypotheses sont
toujours satisfaites en dimension finie), on peut écrire T(A, T) = e avec
At ]=¢go, &0l = B(Ms) = M,2(C) analytique. Alors, une application directe du
Théoreme donne

T(A, 7)¢ — P+ O(A?) =: P(A?).

Comme 1 € M;s est un point fixe de T(A, 7), 'image de P(A?) est C1 C Ms. Le
résultat suit avec

1
o' (x) = - Tr(P(A2)ar, (x))-
Notons que | (x) est T-périodique car
P(A%)a’ (x) = P(A*)T(A, 1)x = P(A%)x. O

Remarque 6.9. L'état x > 1 Tr(Park(x)) est aussi 7-périodique parce que P com-
mute avec a et PMs = C1 € Ms.

Le régime 7 — 0 et A%t — 0

Cerégime présente une difficulté supplémentaire, provenante des faits que :

1. T(A,7) ne peut pas étre vue comme fonction de ¢ = A?t; ainsi, pour
utiliser le Théoreme il faut d’abord paramétrer analytiquement les
convergences T — 0, A“t — 0.

2. Une fois compris le besoin du pas précédent, on doit encore démontrer
qu’on peut écrire T(A(¢), (e)) = e™©4), avec A analytique.

Lemme 6.10. La fonction T : (A, 1) € R? s Ee™@®HMVD € B(Ms) = M,(C) peut
s’écrire, pour T suffisamment petit, comme

T()\, ,.[) — eTF(AZI,T),

oit F : R* — B(Ms) est analytique dans un voisinage de (0,0) et F(0,0) = Os.
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Démonstration. En fait, on a e développement convergent

o o .o
eT(bg+1/\[V,-]) — Z % Z(l/\’f)k Z 630[‘/’ ]51;1 .. 6;11«1[‘/’ _]60%,
n=0 k=0 la|=n—k

ott le multi-indice o appartient 8 N1 et |a| = Zf-;o a;. Apres composition avec
E, les termes avec k impaire s’annulent et on obtient

oo |n/2]
Eet@sHAVD — 1 4 Z Z %Tnﬂn(i A2 T,

n=1 m=0

Tn,m =E Z 6?0[‘/’ '](3(;1 .. 532%1 [V, ']622'".

|a|l=n—2m
Maintenant, si A et T sont suffisamment petits, la série logarithmique

S (LN Ln/2)

y = (ZZ%T”W(M%)"’T,W)N
N=1

n=1 m=0

converge, et puis n’a pas de terme de degré 0 en 7; ainsi, elle montre I’exis-
tence d’une fonction F qui est analytique et satisfait e %0 = T(A, 7). Notons,
finalement, que T1 = 6s, donc F(0,0) = 6s. ]

Théoréme 6.11. Soient A(e) et 1(¢), avec € € R, deux parametrisations méromorphes
de A et T telles que

AMe)rt(e) =€, 1(e) p— 0.
&£
Supposons que Mg est de type fini I, et que la dynamique effective {T;} donnée par le
Théoremel6.6|converge, quand s — oo, vers un projecteur P € B(Ms) de rang 1. Alors,

il existe un €y > 0 et, pour tout ¢ < &y, une famille t(¢)-périodique d’états {w'} telle
que

o(T'()) - i (v) — 0,
pour tout état initial w € (Ms). et x € M. De plus,
1
wh(x) = - Tr(Pay(x)) + O(e?ll).

Démonstration. Soit F(A*t, 7) la fonction analytique donnée par le Lemme
et considerons la famille de groupes

t @O, Ade) = F(A(e)1(e), (e)).
Notons que A(¢) est analytique. On veux démontrer que

Tsz — 112% esA(s)/ee—sA(O)/sl (63)
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Alors, fixons s > 0 et soit m(e) = [s/(A(e)7(¢))?], de fagon que
s/(A(e)*t(€)) = m(e)t(e) + ti(e), 0 < t1(e) < T(e).

Dorénavant, on omettra la dépendance en € de m, A, 7 et t; (ce qui ne devrait
pas étre source de confusions). Ecrivons

||T(A, )" g™ - Tfo”

Lorsque ¢ — 0, le premier terme s’annule grace au Théoréme [6.6 et par le fait
qu’on travaille en dimension finie. Le deuxiéme est égal a

/(A%7) —s/(A%T)
T ag — Togt

— 2
+ ”T(/\, oY — TR

||0("LS1 — ]Eoc;1 — 0.
e—0

Ensuite, comme T(A, 7)"a ™" = e"tA€) g=mTA0) ot

”esA(s)/ee—sA(O)/s _emTA(s)e—mTA(O) ”

— ||emTA(s)(etlA(e)eftlA(O) _ 1)e7mIA(O)||

< @°SUPlize, AN ”ehA(é‘)e—tlA(O) - 1” 5 0,
>0
on trouve que, effectivement, 1’équation (6.3) est vraie. En conséquence, par
unicité des deux, limites et générateurs de semigroupes, —%(]E[V, T8 = A7(0)".
Maintenant on peut appliquer le Théoreme pour conclure qu’il existe un
g9 > 0 tel que

T(Ae), (o) — P+ O(E?) = P&,

pour tout ¢ € ]—¢p, g[. La preuve se termine de la méme fagon que celle du
Théoremel6.8 m]

Remarque 6.12. Comme on demande que 7(¢) soit analytique autour de 0, on
peut également supposer que 1(¢) = ¢€", avec n > 1. Maintenant, la restriction
A(e)*1(e) = e—qui semble étre essentielle a notre approche—implique que

Ae) = e4=M/2

(restreignant encore davantage n a étre impair), ce qui montre que notre théo-
réme ne peut s’appliquer a un régime oti les deux, A et 7, tendent vers zéro.

Remarque 6.13. Soit € € ]—¢y, ¢g[. La convergence

w(TH—nT (x)) n_}_oo) wé(x)

montre que w; dépend de A(é) et 7(£), mais ne dépends pas du choix des
paramétrages A(¢) et ().



6.2. CYCLE LIMITE 77

Cette derniere remarque suggere que le Théorémepourrait s’énoncer de
meilleure fagon, sans faire référence aux paramétrages. A cet effet, on pourrait
considérer 1’ensemble

U {A@, () s e e1-eo, eol,
paramétrages
admissibles
ol ¢y dépend, lui méme, du paramétrage. Néanmoins, il nous manque une
description de cet ensemble quine fasse appel aux paramétrages ; c’est pourquoi
on a préféré énoncer le théoreme tel qu’on l'a fait.

6.2.2 Production d’entropie

On fait un détour maintenant pour parler brievement de la production
d’entropie pour les SIRs. Toutes les assertions dans cette sous-section sont
démontrées dans [20].

Supposons que le systeme de référence S converge vers la stationnarité,
c’est-a-dire que T(A, 7)f converge, quand k — oo, vers un projecteur P avec
Tr P = 1. Soit w, € (Ms). I'état défini par

wi(x) = %Tr(P(x))

(rappelons que dans cette section S est de dimension 1 < o0). Notre objectif est
calculer le taux asymptotique de production d’entropie du systéme complet.
Pour le faire, on choisi un état de référence ws € (Ms). et on définit wg = Ws®wg.
Alors, on s’intéresse a

1 . |
ds. = tlgglo ?{S(a) 0 gy i wo) = S(w; a)o)}/

ol S(w; wo) est 1'entropie relative d’Araki et w € M, est un état normal par
rapport a wg. On supposera que ws est un état -KMS pour {a%}, mais les calculs
peuvent se faire en supposant que ws est fs-KMS avec s # f5, et les résultats
sont indépendantes de f3s.

Avant de continuer, il est convenable de noter que 1’énergie totale d"un SIR
ne reste pas constante au cours du temps : quand ¢t = k7 avec k € IN, I’énergie
potentielle du couplage entre S et le k-eme élément de chaine disparait, tandis
que l’énergie potentielle du couplage entre S et le (k+ 1)-eme élément de chaine
apparait (ces changements d’énergie peuvent s’attribuer a ’agent externe qui
mets et sors les éléments de chaine en interaction avec S). On définit donc

AE(R) = o (Vi = Vi), Vi = (dy, ® ji)(V),

ol ag’é/ , et jk sont donnés par les équations (5.12) et (5.10), respectivement.
On est en mesure d’énoncer le résultat. En utilisant la formule de production

d’entropie (5.5), on trouve que

S(w o ag ,;@o) = S(w; wo) = Bw(AE(H) — aly ,(Viny) + V1),
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ou I'entier m(t) est défini par t = m(t)t + t1, t1 € [0, 7[, et AE(t) = ZZL(? AE(k).

Ainsi, en définissant dE, = limye T

en moyenne

w(AE(t)), on voit qu’on a la deuxiéme loi

1
dE+ - ‘Eds+.

Ces quantités peuvent se calculer explicitement. En fait, on peut démontrer que

t—oo

. 1 i
hma)(AE(t)):;a)Jr(AEQ, AE, = fo dt Eady ,(9sro(V1)),

ol1 Osg 0 est donnée par I'équation (5.11).

6.3 Une famille d’exemples

Dans cette section on généralise au cas de dimension infinie la famille
d’exemples considérée dans [8], qui peut étre vue comme version en temps
discret et dimension finie des bruits quantiques. Le régime 1 — 0 avec A%t
constante, qui n’est pas perturbatif et ne rentre pas dans le cadre de cette these,
est assez intéressant dans ce cas particulier : tout lindbladien peut étre obtenu
comme générateur de la dynamique effective correspondante.

On supposera que les dynamiques de S et & sont données par des hamilto-
nians Hs et Hg, respectivement, qui ont un spectre purement ponctuel. Soient

0=Hh'<h; <---, i€(SE}

1 [

ses valeurs propres; on notera par {eg} et {efE} deux bases orthonormales de
Hs et He correspondantes. Le vecteur e% =: w sera vu comme état vide, et on
supposera que l'interaction V ne donne lieu qu’a des processus de création et
annihilation au nivel de I’élément de chaine. De fagon précise, soit a; = |w) (€|
'opérateur d’annihilation associé a €;.. On note, pour référence ultérieure, que
pour touti, j # 0

aia; =0, aiaj = leg)(epl, 64
aa; =0, aid; = bij |w) wl. .

Alors, on suppose que V a la forme
V=Y Via+ Vi,
i=1
pour certains V; € B(Hs). Notons que, si p = |w) {(w|, alors

V=pV1-p+QQ-pVp,
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donc V satisfait I'hypothese (H1). Pour qu’elle soit bornée, on peut supposer
que Y21 IVill? < oo, car dans ce cas

IV(Es® &I = Z(Vi*és ®aiép + ViEs ®ai"E, Vi"Es ®@a;Ep + Vs ®ﬂj*55>
ij

= Y (Vi&s, Vi EsKEr, ebXel, &e) + ) (Viks, Vigs)w, E)P
W i
2
< (Y mieshiel, el) + NelPleel? Y vie

<lest{ (Y ViR ) (Y ke o)) + 1 Y Vi)

=20igs @ &P ) Vil < oo.

6.3.1 Existence de dynamique effective quand A — 0

Dans cette sous-section on donne corps ala Remarque[6.3] Le lemme suivant,
qui est une généralisation triviale de [8, Lemme 3.4], permet d’en tirer, dans
certains cas, les conclusions du Théoreme|6.1]en résolvant (6.2) directement.

Lemme 6.14. Pour T > 0 fixe, soit {e'%0} un groupe *-faiblement continu d’isométries
tel que o, = ™. Supposons qu'il existe un certain Ay € B(Ms) satisfaisant

E f dt f dty a} [V, Jaz [V, Jag ™ = f ds e A e, (6.5)
0 t 0

Alors, pour tout ty > 0 il existe une constante C = C(ty) telle que
sup “T(A, T)" — e”T(AUMZAl)” < CAZ.
0<n<to/A?

Démonstration. D’abord, les hypotheses sur Ag et A; assurent, grace a la série
de Dyson, que

T(A, 7) — e™tA) = o1,
Ceci montre, en utilisant la méme somme télescopique que dans le preuve du

Lemmel[6.5] que

HT(A' )" — [eT(Ao+A2A1)]n

n
= T\, 1) Y(T(A, 1) — et Ao+224D)[@rldo+A?A) n—k
|3 7000, - o]

< nmax{|IT(A, 1)l lle™* 4|} O(a%).
Maintenant, notons que max{ IT(A, DI, IIeT(AU“\ZAl)II} <1+ O(A?). Ainsi, en sup-
posant que n < t/ A2, on obtient
||T( A7) — em(AUmZAl)” < Cito )\2(1 +Co Az)” < Cito A2eh log(1+C,A2)/A2

< CitgA%eSh, O
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Pour appliquer ce lemme il faut choisir Ag. La condition e™ = ag laisse

beaucoup de liberté (c’est le choix du logarithme de a%). Sous nos hypothéses
sur le spectre de Hg, on a que

ag = Z e Py,
A€[0,27t/7]

otl le projecteur P, est non-nul pour une quantité dénombrable de A € [0, 27/ 7].
En fait, ' .
Pae) =) Tr(lel) (eblx)leb) ¢ell,
(i,j)eDa

out 'ensemble D) € IN X N est donné par
Dy ={(i, j) € Nx N : il — I = A (mod 2m/7)}.
En choissisant Ay = ), iAP,, on peut exprimer A; formellement en termes de

ses éléments de matrice par rapport a la decomposition Hs = P, P1Hs; on
trouve que PyA P, = ¢y, PAT2Py, ou

T T
= [ dn [ diaf [Vl v 4
0 ty

id —ip .
A i sid# W,
Cp =4 €™ —elt
e ™t autrement.

Dans le cas de dimension finie, cette formule donne une solution ; si, par contre,
dim Hs = oo, il faut assurer que la somme

Z C/\‘uP)\TZP‘u
Au

soit convergente au sens fort.

Remarque 6.15. Le critere de Schur-Holmgren (voir [3, Lemma C.3]) établit que,
si

max{sup Y IPAAPllsup Y ||PAA1Py||} <C<w,
A u H A

alors A; = Y, A PjpA1P, est une somme fortement convergente, qui définit un
opérateur A; € B(Hs), de norme ||A1|| < C. Comme on peut estimer la norme
de P,T,P, en termes de “[V, ‘]PAH et ||[V, ‘|P,,||, on peut se convaincre que, pour
chaque 7 > 0 fixe, il est toujours possible, au moins en principe, de trouver des
conditions ad-hoc sur les V; € B(H;) pour que le critere de Schur-Holmgren soit
satisfait. Ces conditions vont dépendre du degré de divergence des constantes

A=ip
eitd — eitl

[V, 1P|

IV, 12,
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Si le spectre de Hs est equi-espacié (i.e., si S est un oscillateur harmonique),
disons, par exemple, que ki = i, alors tout dépendra des propriétés, en tant
que nombre irrationnel, de 7/(27). Evidemment, le probleme devient assez
complexe dés que le spectre de Hg n’est pas si simple.

6.3.2 Le cas spin-spin

Dans le cas le plus simple d"un systeme d’interactions répétées, tant le petit
systéeme comme 1’élément de chaine sont des spins, i.e. Hs = Hg = C2. On

prend hs = (8 g), hg = (8 2) etV = (Z Z) L'hamiltonien du systeme Hs ® H

est, dong,
0 1) _fa b 0 0\ _(a ¢
orvionsaf) Yot Yerll Yoft 3
Finalement, on suppose que la chaine est initialement en équilibre thermique a
temperature inverse 3 ; c’est-a-dire, que

(xoo xm) _ Xpo t+ x1ePE

10 X11)  1+efE

La dynamique effective correspondante, quand A — 0, a été explicitement
calculée dans [8]. Quant au cycle limite, son existence est établie, sous certains
hypotheses, dans [20], ot il est aussi calculé explicitement a premier ordre en
A%, Dans cette sous-section on montre comment récupérer ces derniers résultats
a partir du Théoreme

Pour faire des calculs, soit {€g, €1} la base canonique de C? et considérons
la base de M(C) constitué par les opérateurs uy = |ex) (€1, ot k,I € {0,1}. Il se
trouve que

aé(uoo) = Uoo, CYtg(”Ol) = eitsu()l,

ak(u10) = e Suyp, ag(un1) = .
En supposant que '™ # e71™5, les projecteurs spectraux de s : M(C) — M,(C)

sont
Py = Poo + P11, Py =Py, P_=Py,

ou Py = Tr(uzl(‘))ukl. Notons que si S # 0 et 7 est assez petit, alors el™S % 7i75,
Comme ons’intéresse al’état asymptotique de la dynamique effective quand
A — 0, on doit calculer la projection spectrale sur le noyau de

Sett = —(Eaj)?
= —PoayPy — P_azP_ — P ajP,

oll, comme avant,

3= [ dn [ dnm,law,
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Maintenant, si {ug1| Oefr [ti01) et (u10l Oeft l1110) Ne s’annulent pas, ce projecteur
spectral est essentiellement celui de Pydeflp,m,(c). En identifiant PoM,(C) = C?
a travers de la base {uqo, 111}, cet opérateur est la matrice 2 x 2

(uool Oefe o) (ool et l411)
(ui1| Oete lto0) (111 Ot lu11) ]

Mais 0 = 0e(1) = Oefr(ugo + U11), et ainsi cette matrice a la forme (fgl _o(zo ), avec

0o = (uool Oeft [U00) €t 01 = (11| Oete [1111). Le projecteur spectral sur son noyau est

1 01 0o
Q_60+61 (61 60)’

et il se trouve que

-2 _ 1—-cost(E-S5) 1—cost(E+S)
_ BE|p|2 2 }
00 = Ty {e W —F—sr T gz J
-2 1-cost(E-S) _ 1-cost(E+YS)
S50 = { bR BE| 2 }
1 e\ Eoer T M e

Nous sommes en position de donner des conditions simples pour garantir
I'existence d’état asymptotique pour la limite faible et de lui calculer explicite-
ment. Ceci, en conjonction avec le Théoreme nous permet de retrouver la
conclusion a propos de I’état asymptotique dans [20, Théoreme 3.4].

Proposition 6.16. Supposons que S # 0 et |b|* + |c|* # 0, et soit {T:} la dynamique
effective du Théoreme[6.1} Alors, il existe un to > 0 tel que

1 00 O
S
a)(Teff(x)) s—>_o)o (S() + 61 Tr (( 0 60) x) 7

pour tout état initial w : Mg — C, x € Mg et T < 1.

Démonstration. Soit x = (;Eg’g o ) € M. Les calculs ci-dessus montrent que, sous
réserve d’avoir convergence,

eS5eff (X) N

(519(00 + 603(11 1 0
t—oo 60 + 61 ’

01

Il reste a voir que, pour 7 assez petit, on a en fait convergence.
Par rapport a la base {ugo, 111, ti01, 110},

60 0o 0 0

S = -5 O 0 0

off 0 0 (uot|Oet luor) 0
0 0 0 (u1ol Oeff [u10)

Les valeurs propres de cette matrice sont

0, 60 + 61, (o1l Oeft [tio1) et {uiol Oest 11107 ,
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et on doit vérifier que, hormis 0, leur partie réelle est strictement negative.
Comme [b]> + [c[*> # 0, on a que &y + 61 = Re(8p + 61) < 0. Quant aux autres,
jusqu’a l'ordre 72 on trouve que

rewinabor = e {s 30 2)-(0 )

_[;E(a b)( E)_e-ﬁE(‘OC “Zd)(g 2‘)}01

{lal® + b + Icf? + |dP* - 2ad

(9]

__T
2(1 + ePE)
+ e PE(jaP + b + | + |dP — 2ad)]

72
< —-(IbP +1e?) <0

, o _
Re (u10] Oeft [110) = Z(TTe‘ﬁE) {(6‘1 ;‘) (d i a _OC) - (JE a —OE) (i Z)

—BE a b E O_ _ a—PE c 0 @ E_

e (c d)(d— -5)"¢ \a-a —lo dJf,
2

-7

= 3ol
+ e-ﬁ’5(|a|2 + B + | + |df? - 2ad)}

lal* + [b* + |c* + |d]* — 2ad

< _772(|b|2 + ) <. o

Remarque 6.17. Quand un petit systeme interagit de facon effective avec un
réservoir a température 1/8, on s’attend a ce qu’il y ait une thermalisation,
c’est-a-dire que le systéme complet converge vers un état asymptotique f-KMS
par rapport a la dynamique perturbée. Ainsi, il est naturel de se demander si
I’état asymptotique w = w, de la dynamique effective {T;.} converge, quand
T — oo, vers un état f-KMS par rapport a la dynamique libre. Comme on le
voit immédiatement dans cet exemple, ceci n’est pas le cas : Oy et 61 ont un
comportement oscillatoire avec 7. Toutefois, il serait un probléme intéressant

o T
d’étudier limr_, o % fo dt w;,.
Remarque 6.18. Dans [20], il est démontré que la production d’entropie asymp-
totique de ce systeme est strictement positive quand

b,c+0, t(E-S),7(E+S)¢2nZ.
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Annexe A

Produits tensoriels
algébriques

Soit X un ensemble quelconque. On désigne par CX l'espace vectoriel com-
plexe de fonctions X — C, muni de la somme et produit scalaire ponctuelles

(f +8)x) = f(x) +8(x),  (Af)(x) = Af(v), (A1)

ot f,g € CX¥ et A € C. Alors, soit Y un autre ensemble et prenons f € CX
et ¢ € C¥; une facon intuitive d’introduire les produits tensoriels consiste a
considérer la fonction a deux variables

(x,y) eXXY = f(x)3(y) €C,

qu’on désigne par f ® g.
Remarque A.1. Quand X et Y sont des ensembles infinies, les fonctions de

C*Y ne peuvent pas toujours s’écrire comme combinaisons linéaires du genre
Y, fi®gi, avec fie CXetg €C.

Definition A.2. Soient X et Y deux ensembles quelconques. On définit leur
produit tensoriel algébrique CX ®,1, C' comme étant le sous-espace de C**¥ généré
par

{feg: feCX geC).

Remarque A.3. Cette définition marche aussi pour des sous-espaces de CX et CY.
Par exemple, on peut définir, de la méme fagon, le produit tensoriel algébrique
C(X) ®aig C(Y) € C(X X Y), ot X et Y sont des espaces topologiques compacts et
C(-) désigne I’ensemble de fonctions continues sur son argument.

La définition est complétement générale, car tout espace vectoriel est
isomorphe a un espace de fonctions sur un ensemble, en utilisant une base de
Hamel du méme. Elle a, néanmoins, la desavantage de ne pas étre “naturelle”,
au sens de dépendre, a priori, de la fagon dont on représente un espace vectoriel
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abstrait comme espace de fonctions sur un ensemble. La définition “officielle”,
décrite en bas, est équivalente mais moins intuitive.

Regardons le cas de fonctions dans C-1 ’est-a-dire, de vecteurs v € C"
en identifiant v avec la fonction i +— v;. Par définition, le produit v ® w de deux
vecteurs v, w € C" est caractérisé par la collection de nombres

(viw))i jeqt, ..}

qu’on identifie comme vecteur de C" ou matrice de M,,(C), cas par cas selon
convenance. Grace a la dimension finie, toute collection de nombres (a;;); jef1,...)
peut s’écrire comme combination linéaire (finie) de tenseurs v ® w. On peut
considérer aussi le cas plus général ouv € C",w € C™" et donc

0 ® w € Cnm = Mnm(C) = an(C)

On voit que I'objet v ® w peut representer plein de choses, et celle ci est une
des avantages des produits tensoriels. Néanmoins, il vaut mieux de garder les
distances : on considére v ® w comme élément d"un espace vectoriel qu'on dé-
signera par C" ®,; C", et qui est isomorphe a C"". L'espace M,,,(C) a beaucoup
plus de structure et, méme s’il est encore vrai que C" ®,1 C" = M,,;,(C) comme
espaces vectoriels, 'isomorphisme

C" ®qig (C")" = M, (C)

est plus précis, car il est un isomorphisme d’espaces de fonctions linéaires
C" — C" out'on associe a v ®@ w* € C" ® (C™)" la fonction linéaire
ueC" - ovw(u)eC".
Maintenant on prends un point de vue plus abstrait et on donne une dé-
finition de V ®,; W pour des espaces vectoriels V et W sans representation

privilégé comme espaces de fonctions complexes. Notons que le produit tenso-
riel CX x CY — C**¥, défini par (A]), satisfait aux propriétés suivantes :

L(fi+£)®8=/®g+/®g
2. f®(g1+g2)=f®g1 +f®g2.
3. (A)eg=Af®g) =fe(1g).

Ceci nous motive a définir, avec un abus inoffensif de notation,
V ®ug W =C[V xW]/I,

ou C[V x W] est 'espace vectoriel des combinaisons linéaires finis des symboles
{(v, W)}vevwew et son sous-espace I est généré par les éléments de la forme

(Av1 + 03, w) = Aoy, w) — (v2,w), (v, Awy + wp) — A(v, wr) — (v, W),
ol {v,v1,v2} €V, {w, wy, wy} € WetA € C. La composition

VXW o CIV X W] = V@, W
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donne un produit bilinéaire qu’on désigne aussi par v ® w (et qui joue, en fait,
le méme role que celui dans I'équation (A.I) mais cette fois est défini de fagon
canonique). Ce produit n’est pas injective mais presque :

vQw=0 => v=00uw=0.

Il n’est pas non plus surjective mais encore presque : son image génere V ®,; W.
Ces propriétés sont, en fait, tout ce qu’on peut exiger d'une fonction bilinéaire,
comme la proposition suivante le montre.

Proposition A.4. Pour toute fonction bilinéaire f : VX W — E, il existe une unique
fonction linéaire f : V ®u; W — E telle que le diagramme suivant commute :

VXW — V @y W
/

E.

Cette propriété universelle caracterise l'objet ® : VX W — V ®,, W, et
peut étre utilisé comme définition. Elle est tres utile pour démontrer propriétés
élémentaires, comme par exemple que

(u ®alg V) ®alg W=Uu ®alg (V ®alg W) =U ®alg 14 ®alg W,

etque (u®V)@w = u® (VW) = u®vw. Elle montre aussi que les concepts de
fonction bilinéaire VXW — E et fonction linéaire V®,, W — E sont équivalents.

Le produit tensoriel d’espaces vectoriels nous permet de généraliser 1'idée
original du produit de fonctions a valeurs complexes (f ® g)(x,y) = f(x)g(y).
En fait, soient f : X — Eet g: Y — F deux fonctions sur des ensembles X et Y,
maintenant a valeurs dans les espaces vectoriels E et F, respectivement. Alors,
on peut définir

(f®8 y) = f(x) @8-

5i X et Y sont eux mémes des espaces vectoriels et f et g sont linéaires, alors la
propriété universelle nous dit qu’il existe une unique fonction linéaire

x@y - (f®Q)xy) = fx)®g(y),

qu’on désigne encore par f ® g. Cet objet est un élément de 1’ensemble de
fonctions linéaires X ®,15 Y — E ®,15 F, qu’on désigne L(X ®ayg Y, E ®,15 F). Mais
les ensembles L(X, E) et L(Y, F) sont aussi des espaces vectoriels, et donc on a
deux définitions de f ® ¢ : 1'une comme élément de L(X ®ayg Y, E®,15 F) et l'autre
comme élément de L(X, E) ®.; L(Y, F). Heuresement, la propriété universelle
nous dit qu’il existe une application linéaire (qui dans ce cas doit étre injective)

L(Xr E) ®a1g L(Y/ F) - L(X ®alg Y, E ®alg F)

qui envoi f ® g € L(X,E) ®ag L(Y,F) vers f ® ¢ € L(X ®,15 Y, E ®ag F). Bref, les
deux facons de regarder ce produit tensoriel sont compatibles. Ecrivons-le dans
un énoncé complet et concise.
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Proposition A.5. Soient X, Y, E et F des espaces vectoriels. 1l existe une inclusion
L(X,E) ®ug LY, F) — L(X ®uig Y, E ®qiq F), donnée par

(f®QIx®Y) = f(x)®gYy).



Annexe B

La notation bra-ket de Dirac

Le long de la these on utilise parfois la notation bra-ket de Dirac, qu’on
explique ici par convenance. Soit H un espace de Hilbert. Grace ou produit
scalaire de H, chaque vecteur & € H induit une application linéaire et continue
ts : H — C définie par

neH - L(n) =& ).

Alors, on note cette application par £ = (£|. Si I'on écrit |n) au lieu de 71, on
trouve la formule

@El(m) =&,

dont habituellement le coté gauche s’écrit tout simplement (£|n). C’est a cause
de ceci que les physiciens préferent la notation (:|-) pour le produit scalaire des
espaces de Hilbert. Ils appellent “bras” aux vecteurs (&| € H* et “kets” aux
vecteurs |n) € H, de fagon telle que leur “produit” donne un “braket” (&|n).
Dans le cas H = C" il existe une distinction similaire qui est plus familiere
pour les mathématiciens : on appelle “vecteurs colonne” aux éléments de C",
et “vecteurs file” aux éléments de (C")*. On a l'application anti-linéaire de
transposition et conjugaison complexe

U1
eC" > (0q,...,0,) € (C"Y,
Un

qui est ’anti-isomorphisme canonique (C")* = C" induit par le produit scalaire
canonique de C". Le “bra” joue le méme role : il est la bijection anti-linéaire

Cl:EeH = (& eH

induite par le produit scalaire (-, -). Quant au “ket”, il est plut6t juste une
notation convenable, surtout quand on considere la possibilité d’écrire des
formules du genre

Ala) = alay,
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ou A représente un opérateur, la variable a représente un élément générique de
son spectre, et, en supposant en fait que a est une valeur propre, |a) représente
le vecteur propre associé. On pourrait dire donc que |-) est une application
définie sur le spectre d'un opérateur, a valeurs dans I'ensemble de ses vecteurs
propres généralisés. Pour formaliser ce point de vue il faut utiliser la théorie
des “rigged Hilbert spaces”, mais ceci tombe complétement en dehors du cadre
de cette these.
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