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Préfae
Les séries hronologiques à valeurs entières sont fréquemment utilisées dans la pratique.Citons quelques exemples : nombre des transations hebdomadaires d'un titre boursier, latempérature quotidienne à Rennes pendant et été, le alibrage d'un fruit donné, et biend'autres.Avant la �n des années 70 de telles observations étaient traitées par des modèles réels(par exemple, ARMA, VAR, ARCH,...) bien onnus dans la littérature, sans tenir omptede la nature entière de es observations.Une première tentative de modélisation des séries hronologiques à valeurs entières est dueà Jaobs & Lewis (1978). Leur modèle peut être dérit omme une ombinaison linéairealéatoire de variables aléatoires i.i.d. disrètes.Plus tard, des auteurs tels MKenzie (1985), Al-Osh & Alzaid (1987) et bien d'autres ontintroduit des lasses de modèles qui possèdent les mêmes strutures de orrélation que desmodèles réels, tout en respetant la partiularité entière des séries observées.En e�et, pour onstruire tels modèles les auteurs ont remplaé la multipliation usuelle dansles modèles réels (par exemple dans un modèle AR(p)) par un opérateur d'aminissement(par exemple l'opérateur d'aminissement binomial de Steutel & Van Harn (1979)).Cependant, e remplaement fait apparaître plusieurs ontraintes limitant l'utilisation derésultats déjà onnus pour les modèles réels.Au ours de ette thèse, notre intérêt s'est tourné uniquement vers la reherhe des nou-velles lasses de modèles autorégressifs à valeurs entières. Dans e but, nous nous sommesbasés sur l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près, pour onstruire le modèle RINAR(p)(pour p-order rounded integer-valued autoregressif). L'idée de la onstrution de e dernierest simple, il su�t de ensurer (en utilisant l'opérateur d'arrondi) la fontion de régressionlinéaire d'un proessus AR(p) ayant omme bruit une suite de variables aléatoires entréesi.i.d. à valeurs dans Z. v



viAinsi, par onstrution les modèles proposés exploitent un domaine rarement examiné : lamodélisation des séries hronologiques à valeurs entières ayant des observations négatives.Notons qu'en général les proessus basés sur les opérateurs d'aminissement sont appropriéspour la modélisation des séries hronologiques à valeurs entières positives, en partiulierles séries de omptage. Par ailleurs, omparés aux modèles existants dans la littérature esnouveaux modèles possèdent plusieurs avantages.Après une brève présentation de quelques modèles autorégressifs à valeurs entières baséssur les opérateurs d'aminissement, nous susitons leurs limitations, et nous argumentonsl'introdution de la nouvelle lasse de modèles basés sur l'opérateur d'arrondi (Chapitre 1).Nous traitons, dans le Chapitre 2, le modèle RINAR du premier ordre. Le modèle RINARd'ordre supérieur est examiné dans le Chapitre 3. Dans le Chapitre 4, nous étudions le mo-dèle RINAR vetoriel approprié pour analyser les séries hronologiques à valeurs entièresmultivariées. Le Chapitre 5 est onsaré à l'étude du modèle RINAR entré. Finalement,dans le Chapitre 6, nous présentons le modèle PRINAR dédié à l'analyse des séries hro-nologiques à valeurs entières positives.Il est toujours aisé d'être logique. Il est presque impossibled'être logique jusqu'au bout. Albert Camus
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Chapitre 1
IntrodutionSommaire1.1 Les opérateurs d'aminissement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Quelques modèles basés sur les opérateurs d'aminissement . . 61.2.1 Le modèle INAR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.2 Le modèle INAR(p)-AA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2.3 Le modèle INAR(p)-DL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.2.4 Le modèle GINAR(p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2.5 Le modèle MGINAR(p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.3 Contributions de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.3.1 Critiques des modèles basés sur les opérateurs d'aminissement . 131.3.2 Intérêts des modèles introduits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.3.3 Plan de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16Dans ertaines situations il devient néessaire de traiter les séries hronologiques à va-leurs entières. Ces dernières peuvent se produire dans beauoup de domaines, par exemple,dans la théorie d'assurane, la médeine, les systèmes de �les d'attente, les ommunia-tions, la �abilité, la météorologie, et bien d'autres. Les proessus de omptage sont desexemples de es séries hronologiques et e qu'ils omptent di�ère d'un proessus à l'autre.Ceux-i peuvent être les nombres d'aidents, patients, vitimes de rime, messages trans-mis, erreurs détetées, et ainsi de suite (voir par exemple, Johansson (1996, [36℄), Freeland(1998, [25℄), Ye et al. (2001, [65℄), Pokropp et al (2006, [56℄), Lambert and Liu (2006, [45℄),Jung et al. (2006, [37℄) et Weiÿ(2008, [62℄)).Au premier regard, l'analyse de telles séries hronologiques peut présenter quelquesdi�ultés. Si l'analyse est basée sur quelques modèles stohastiques, les modèles doivent1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONre�éter la partiularité entière de la série observée. Pour ette raison, nous préférons ne pasonsidérer, à titre d'exemple, un proessus autorégressif à valeurs réelles, pour analyser detelles observations. Rappelons que les modèles lassiques tels ARMA, ARCH et d'autres,bien onnus dans la littérature, génèrent des observations réelles (voir Brokwell et Davis(2002, [12℄)).La reherhe des modèles stohastiques pour des observations à valeurs entières a dé-butée à la �n des années 1970. Jaobs & Lewis (1978 et 1983, [32℄ [33℄ et [34℄) ont introduitla première lasse de modèles, notée DARMA. Cette dernière peut être dérite ommeune ombinaison linéaire aléatoire de variables aléatoires i.i.d. disrètes. L'approhe deJaobs-Lewis peut être onsidérée omme analogue à elle de Box-Jenkins dans laquellela ombinaison linéaire des valeurs réelles est remplaée par un mélange probabiliste. Lesproessus DARMA permettent de traiter les proessus prenant un nombre �ni de valeurset, plus partiulièrement, les séries binaires.Les premiers proessus stohastiques à valeurs entières dont les propriétés sont similairesà elles des modèles réels lassiques sont dus à MKenzie (1985, [50℄) et Al-Osh & Alzaid(1987, 1990, [2℄, [6℄). Ces modèles sont basés sur l'opérateur de Steutel & Van Harn (1979,[59℄). Dans Al-Osh & Alzaid (1990, [6℄), le proessus INAR(p) (pour proessus AR(p) à va-leurs entières) possède une struture de orrélation similaire à elle du proessus ARMA(p,p-1). Du & Li (1991, [21℄) ont suggéré une autre spéi�ation du modèle INAR(p) dontla struture de orrélation est identique à elle du proessus AR(p) standard. Gauthier
& Latour (1994, [30℄) et Latour (1998, [47℄) ont onsidéré une version plus générale dumodèle, noté GINAR(p), basée sur l'opérateur généralisé de Steutel & Van Harn. Latour(1997, [46℄) a introduit le modèle MGINAR(p), basé sur l'opérateur matriiel généralisé deSteutel & Van Harn, pour les séries hronologiques à valeurs entières multivariées.Les modèles à moyenne mobile à valeurs entières, notés INMA(q), sont basés aussi surl'opérateur de Steutel & Van Harn. Le proessus INMA a été étudié par MKenzie (1988,[52℄). Al-Osh & Alzaid (1988, 1991, [3℄, [4℄) ont proposé une autre spéi�ation. Pour uneomparaison entre les deux spéi�ations, nous nous référons à Brännäs et Hall (2001, [9℄).Pour une revue réente sur les modèles de série hronologique à valeurs entières possédantla même struture de orrélation que la lasse ARMA, nous nous référons à Kedem etFokianos (2002, [44℄), MKenzie (2003, [53℄) et Jung et Termayne (2006, [40℄).Par ailleurs, nous mentionnons les réents traveaux de Ferland et al. (2006, [24℄) oner-nant la lasse de modèles GARCH à valeurs entières, et Doukhan et al. (2006, [19℄) où ils



1.1. LES OPÉRATEURS D'AMINCISSEMENT 3traitent le modèle bilinéaire simple à valeurs entières. Ces modèles sont basés sur l'opérateurd'aminiissement généralisé.Dans e hapitre, nous introduisons les opérateurs d'aminissement, en partiulier l'opé-rateur d'aminissement binomial de Steutel & Van Harn (1979, [59℄). À la suite, nous énon-çons quelques lasses de modèles autorégressifs à valeurs entières, basés sur les opérateursd'aminissement : notamment, les modèles INAR(p), les modèles GINAR(p) et les modèlesMGINAR(p). En onséquent, nous itons les limites de es modèles et nous présentons lesmotivations et les intérêts d'introduire une nouvelle lasse de modèles autorégressifs à va-leurs entières, basés sur l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près.Finalement, nous donnons le plan de la thèse.1.1 Les opérateurs d'aminissementPour obtenir une struture de orrélation analogue à elle de la lasse ARMA, beauoupde modèles utilisent des opérations d'aminissement.L'opérateur d'aminissement (thinning operator) le plus onnu est elui de Steutel &Van Harn (1979, [59℄). Ce dernier est appelé l'opérateur d'aminissement binomial.Dé�nition 1.1.1. (L'opérateur ◦ de Steutel & Van Harn). Soit (ξk) une suite de variablesaléatoires indépendantes, identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre
a ∈ [0, 1] et indépendante de Z, une variable aléatoire à valeurs entières positives.L'opérateur d'aminissement, noté ◦, est dé�ni par

a ◦ Z =

Z
∑

k=1

ξk.Nous appelons la suite (ξk) une série de omptage. Par onséquent, onditionnellementà Z la variable aléatoire a ◦ Z suit une loi binomial de paramètres Z et a.Pour l'interprétation de l'opérateur d'aminissement binomial, onsidérez une populationde taille Z, à un moment t. Si nous observons la même population à un moment postérieur,dit t + 1, alors la population peut être diminuée, pare que ertains individus sont mortsentre les moments t et t+ 1. Si les individus meurent indépendamment les uns des autres,et si la probabilité de mourir entre t et t+1 est égale à 1−a pour tous les individus, alors lenombre des survivants est donné par a ◦Z. Maintenant, nous donnons quelques propriétés



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONde base de l'opérateur d'aminissement binomial.


























E[a ◦ Z] = a E[Z],

V [a ◦ Z] = a2 V [Z] + a (1 − a) E[Z],

cov[a ◦ Z,Z] = a V [Z].

(1.1)Pour une preuve expliite de es dernières et bien d'autres propriétés nous nous référons àFreeland (1998, [25℄) et da Silva (2005, [14℄).En fait, le onept d'aminissement binomial a été introduit pour adapter les termes dela lasse des distributions auto-déomposables disrètes, notée DSD (disrete self-deomposable).Rappelons qu'une distribution sur R est dite auto-déomposable ou de lasse L si sa fon-tion aratéristique ϕ satisfait (voir par exemple, Lukas (1970, [48℄), page 161)
ϕ (t) = ϕ (α t) ϕα (t), t ∈ R et α ∈ [0, 1], (1.2)où ϕα est une fontion aratéristique. Cei implique que, pour les variables aléatoiresorrespondantes, nous avons

X
d
= α X

′

+Xα ave α ∈ [0, 1], (1.3)où X ′ et Xα sont indépendantes et X ′ a la même distribution que X.Dé�nition 1.1.2. Une distribution sur N ave une fontion génératrie P est dite DSD si
P (z) = P (1 − a+ az)Pa(z) |z| ≤ 1; a ∈ [0, 1], (1.4)ave Pa une fontion génératrie.Dé�nition 1.1.3. Une variable aléatoire Z à valeurs dans N est dite DSD si pour tout

a ∈ [0, 1], il existe une variable aléatoire disrète εa, indépendante de a ◦ Z, telle que
Z

d
= a ◦ Z + εa. (1.5)Nous pouvons mentionner ii que la lasse DSD est une sous-lasse assez large de lalasse des distributions disrètes in�niment divisible dé�nie omme suit.Dé�nition 1.1.4. Soit Z une variable aléatoire à valeurs dans N. Sa fontion génératrie

PX(z) est dite in�niment divisible si (PX(z))
1

n est elle-même une fontion génératrie pourtout n ∈ N∗.



1.1. LES OPÉRATEURS D'AMINCISSEMENT 5Feller (1968, [23℄) a montré qu'une distribution sur N est in�niment divisible, si etseulement si elle est une distribution de Poisson omposée.Notons que beauoup de distributions, y ompris binomial Négative, Poisson et Poissongénéralisée (les propriétés de ette distribution ont été étudiée par Consul (1989, [13℄) etAmbagaspitiya et Balakrishnan (1994, [8℄)), appartiennent à la lasse des distributionsDSD (voir Zhu and Joe (2003, [67℄)). En partiulier, ette dernière ontient la lasse desdistributions disrètes stables et tous es éléments sont unimodales (voir Steutel & VanHarn (1979, [59℄)).Pour adapter le onept d'aminissement binomial à di�érents types d'interprétationsou des proessus, quelques modi�ations onernant les hypothèses de la Dé�nition 1.1.1ont été proposées. Brännäs and Hellström (2001, [10℄) ont proposé de tenir ompte de ladépendane entre les indiateurs de la série de omptage (ξk) de la Dé�nition 1.1.1, puisquees indiateurs peuvent représenter des individus dans le même milieu maro-éonomiqueet don a�etés de la même façon.Une autre généralisation de l'opérateur d'aminissement binomial a été proposée par La-tour (1998, [47℄). Ii, les éléments de la série de omptage ξk de la Dé�nition 1.1.1 sontdes variables aléatoires à valeurs dans N de moyenne a ∈ [0, 1] et variane �nie λ (voirSetion 1.2.4). Cette opération est onnue sous le nom d'aminissement généralisé. Ellepeut être interprétée omme un proessus de reprodution qui permet aux individus dese reproduire plus d'une fois (omme dans le as d'aminissement binomial) : les ξk dé-signe le nombre de desendants d'une ertaine personne, y ompris éventuellement etindividu lui-même. L'opérateur d'aminissement généralisé omprend l'aminissement bi-nomial omme as partiulier (λ = a (1−a)), ainsi que l'opérateur d'aminissement étendu(extended thinning) proposé par Zhu and Joe (2003, [67℄). Notons qu'en utilisant l'opéra-teur d'aminissement étendu, les auteurs (2003, [67℄) ont dé�ni la lasse des distributionsdisrètes auto-déomposable généralisée, notée DSD (γ) où γ ∈ [0, 1[. Notons que, leslasses DSD (0) et DSD ont les mêmes propriétés et tous les éléments de la lasse DSD(γ) sont in�niment divisibles. De plus, l'opérateur d'aminissement généralisé possède lesmêmes propriétés que l'opérateur d'aminissement binomial.D'autre part, Joe (1996, [35℄) et Zheng et al. (2007, [66℄) ont proposé d'étendre le oneptd'aminissement en permettant au paramètre a de la Dé�nition 1.1.1 d'être aléatoire lui-même. Ainsi, l'opération d'aminissement résultante est dite d'aminissement à oe�ientaléatoire (random oe�ient thinning).



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.2 Quelques modèles basés sur les opérateurs d'aminisse-mentLa première lasse de modèles autorégressifs à valeurs entières, notée INAR, a étéintroduite par MKenzie (1985, [50℄) et Al-Osh & Alzaid (1987, 1990, [2℄, [6℄).Dé�nition 1.2.1. Soit {Xt}t∈Z
, une suite de variables aléatoires à valeurs entières posi-tives ; {εt}t∈Z

, une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs entières positives p ∈ N∗ et
{aj}j∈{1,2,··· ,p}, une suite de onstantes telles que ∀ j, 0 ≤ aj < 1 (ap > 0).Alors, {Xt}t∈Z

est un proessus INAR(p) si
Xt =

p
∑

j=1

aj ◦Xt−j + εt, ∀ t ∈ Z. (1.6)1.2.1 Le modèle INAR(1)Le modèle INAR(1) a été étudié par Al-Osh & Alzaid (1987, [2℄). Ainsi, e dernier estdé�ni par
Xt = a ◦Xt−1 + εt, ∀ t ∈ Z,où le bruit (εt) est une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans N, ave Eεt = λ et

V (εt) = σ2. Ainsi, nous avons
a ◦Xt−1 =

Xt−1
∑

k=1

ξk, (1.7)où (ξk) est une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées selonune loi de Bernoulli de paramètre a ∈ [0, 1], indépendante de Xt−1 et (εt) est indépendantede (ξk). Par onséquent, (a ◦Xt | Xt) suit une loi binomial de paramètres Xt et a.Nous pouvons onsidérer une réalisation Xt omme ayant deux omposantes : les élémentssurvivants deXt−1, ave une probabilité de survie a pour haun, et les éléments qui entrentdans le systeme, dans l'intervalle ]t− 1, t] (le terme d'innovation εt). Ainsi, le modèleINAR(1) peut être onsidéré omme un proessus de branhement de Galton-Watson aveimmigration. Pour une dé�nition et un développement historique de e dernier, nous nousréférons à Heyde et Seneta (1972, [31℄). Finalement, le modèle INAR(1) est également liéà la �le d'attente M/M/∞ (voir MKenzie (1988, [52℄)).Ave es interprétations, le modèle INAR(1) s'applique à de nombreuses situations dansla pratique. À titre d'exemple, Xt peut dérire le nombre de lients. εt dérit les nouveauxlients, et Xt−1 −a ◦Xt−1 est le nombre de lients qui ont été perdus à la �n de la dernière



1.2. QUELQUES MODÈLES BASÉS SUR LES OPÉRATEURS D'AMINCISSEMENT7période. Brännäs et al. (2002, [11℄) ont utilisé ette approahe pour modéliser le nombredes lients d'un h�tel.Sous l'hypothèse 0 ≤ a < 1, la stationnarité d'INAR(1) est assurée.Les moments du premier et seond ordre du modèle sont
EXt =

λ

1 − a
et V (Xt) =

σ2 + λa

1 − a2
. (1.8)De plus, beauoup de ses propriétés sont similaires à elles du proessus AR(1) standard.En partiulier, la fontion d'autoorrélation (ACF) vaut

ρ(k) ≡ corr (Xt,Xt−k) = ak, ∀ k ∈ N. (1.9)Ainsi, l'estimateur de Yule-Walker pour le paramètre a n'est autre que le oe�ient d'au-toorrélation empirique de premier ordre, .à.d.,
â = ρ̂(1) (1.10)L'estimation de Yule-Walker de λ est basée sur le moment du premier ordre, .à.d.

λ̂ = X̄(1 − â), où X̄ est la moyenne empirique. (1.11)La prévision à un pas à l'instant T , basée sur l'espérane onditionnelle, est linéaire (ommepour un AR(1) réel) et donnée par
X̂T+1 = E (XT+1 | FT ) = aXT + λ, où FT = σ {XT ,XT−1, · · · } . (1.12)Finalement, la probabilité de transition du proessus INAR(1) est donnée par
P [Xt+1 = k | Xt = l] =

min(k,l)
∑

j=0





l

j



 aj(1 − a)l−jP(εt = k − j). (1.13)D'autre part, Al-Osh & Alzaid (1988, [5℄) ont alulé la fontion génératrie de Xt

PXt(s) = PX0
(1 − at + ats)

t−1
∏

k=0

Pε(1 − ak − aks), |s| ≤ 1, (1.14)où Pε est la fontion génératrie de ε1. Puisque E[ε1] <∞, la limite limt→∞ PXt(s) existeet vaut
PX(s) =

∞
∏

k=0

Pε(1 − ak − aks), |s| ≤ 1. (1.15)Par ailleurs, à partir de la Dé�nition 1.2.1 (pour p = 1) il est simple de véri�er que
PX(s) = Pε(s)PX(1 − a+ as), (1.16)



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONoù X est une variable aléatoire ayant omme distribution la loi stationnaire du proessusINAR(1). D'autre part, l'équation (1.16) est liée à la dé�nition de la lasse des distributionsauto-déomposables disrètes, notée DSD (voir Setion 1.1). Ainsi, nous onstatons que ladistribution marginale du modèle stationnaire INAR(1) est un élément de la lasse DSD.Notons que, Al-Osh & Alzaid (1987, [2℄) ont présenté la loi marginale du modèle INAR(1)en fontion des termes du bruit (εt),
Xt

d
=

∞
∑

j=0

aj ◦ εt−j . (1.17)Ainsi, sous l'hypothèse où εt suit une loi de Poisson de paramètre λ (.à.d. εt  Po(λ),
Eεt = V (εt) = λ), la loi stationnaire de la haîne de Markov (Xt) est aussi de Poissonde paramètre λ

1 − a
. Par onséquent, EXt = V (Xt) =

λ

1 − a
et e modèle sera appeléPoINAR(1). Pour d'autres propriétés onernant e dernier, nous nous référons à Freeland(1998, [25℄), Freeland et MCabe (2004, 2005, [26℄, [27℄) et Weiÿ(2008, [63℄).Une loi de Poisson n'est pas toujours appropriée à la modélisation et l'analyse desséries hronologiques à valeurs entières. C'est pare que la moyenne et la variane de ladistribution de Poisson sont égales et que ette propriété n'est pas toujours véri�ée pourdes données réelles. Autres distributions marginales possibles pour le proessus stationnaireINAR(1) sont la loi binomial Négative (voir par exemple, Al-Osh et Aly (1992, [1℄), Zhuet Joe (2006, [68℄), et Weiÿ(2008, [64℄)), la loi géométrique (voir par exemple, MKenzie(1986, [51℄) et Risti¢ et al. (2008, [58℄)), et la loi de Poisson généralisée (voir Alzaid etAl-Osh (1993, [7℄)).Soit X1, · · · ,Xd une série hronologique à valeurs dans N, la loi marginale peut êtreidenti�ée à l'aide de l'histogramme, et l'ordre du modèle ave la fontion d'autoorréla-tion empirique. D'ailleurs, Jung et Tremayne (2003, [39℄) ont fourni des approhes pourexaminer la dépendane entre les observations.Une fois que le modèle INAR(1) a été identi�é omme approprié pour la série hrono-logique X1, · · · ,Xd, l'estimation des paramètres du modèle peut être faite, entre autres,par les trois approhes suivantes : la méthode des moments (MM), les moindres arrésonditionnel (MCC), et le maximum de vraisemblane (MV). Pour une étude ompara-tive détaillée des propriétés et les performanes de es derniers et d'autes di�érents typesd'estimateurs nous nous référons à Jung et al. (2005, [38℄).



1.2. QUELQUES MODÈLES BASÉS SUR LES OPÉRATEURS D'AMINCISSEMENT91.2.2 Le modèle INAR(p)-AAMaintenant, nous onsidérons le proessus INAR(2), dé�ni par
Xt = a1 ◦Xt−1 + a2 ◦Xt−2 + εt, ∀ t ∈ Z,où le bruit (εt) est une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans N, ave Eεt = λ et

V (εt) = σ2, 0 ≤ a1 < 1 et 0 < a2 < 1. Par suite, nous avons
a1 ◦Xt−1 =

Xt−1
∑

k=1

ξ1k et a2 ◦Xt−2 =

Xt−2
∑

k=1

ξ2k, (1.18)où la série de omptage (ξ1k) (resp. (ξ2k)) est une suite de variables aléatoires indépen-dantes, identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre a1 (resp. a2) etindépendante de Xt−1 (resp. Xt−2). De plus, (εt) est indépendante de (ξ1k) et (ξ2k).Le hoix des séries de omptage est ruial pour déterminer la struture de orrélation duproessus. Ainsi, nous distinguons deux di�érentes spéi�ations.Le modèle INAR-AA, a été introduit par Al-Osh & Alzaid (1990, [6℄).Ce dernier est une extension direte du proessus INAR(1). Pour assurer la stationna-rité du modèle les auteurs supposent que a1 + a2 < 1. Ii, onditionnellement à Xt leveteur (a1 ◦ Xt, a2 ◦ Xt,Xt − a1 ◦ Xt − a2 ◦ Xt) suit une loi Trinomiale de paramètre
(Xt; a1, a2, 1 − a1 − a2). C'est une extension naturelle multivariée de l'hypothèse équiva-lente dans le proessus INAR(1) où (a ◦Xt | Xt) B(Xt, a).Il en déoule que le modèle INAR(p)-AA possède une struture de orrélation similaireà elle du proessus ARMA(p, p-1). Sous l'hypothèse où εt suit une loi de Poisson deparamètre λ, la loi stationnaire de la haîne de Markov (Xt) est aussi de Poisson de pa-ramètre λ

1 − a1 − a2
. Par onséquent, EXt = V (Xt) =

λ

1 − a1 − a2
, e modèle sera appeléPoINAR(2)-AA. L'ACF du proessus est donnée par

ρ(1) = a1 et ρ(k) = a1 ρ(k − 1) + a2 ρ(k − 2), pour k ≥ 2. (1.19)Alors, les estimateurs de Yule-Walker pour les paramètres a1 et a2 sont
â1 = ρ̂(1) et â2 = ρ̂(2) − ρ̂(1)2. (1.20)Par onséquent, l'estimation de Yule-Walker de λ est

λ̂ = X̄(1 − â1 − â2), où X̄ est la moyenne empirique. (1.21)



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONLa fontion de la moyenne onditionnelle (régression) de e modèle est non-linéaire.
E (Xt | Ft−1) = λ

[

1 + (a1 + Ua1a2)
p(y − 1, z)

p(y, z)
+ a2

p(y, z − 1)

p(y, z)
+ Ua2

1

p(y − 1, z − 1)

p(y, z)

]

,où
Ft−1 = σ(Xt−1,Xt−2, · · · ), U = (1 − a1 − a2)

−1et
p(y, z) ≡ P(Xt−1 = y,Xt−2 = z) = exp [λ(a1 − 2)U ]

min(y,z)
∑

i=0

[λU(1 − a1)]
y+z−2i (λUa1)

(y − i)! (z − i)! i!
.1.2.3 Le modèle INAR(p)-DLDu & Li (1991, [21℄) ont présenté une nouvelle spéi�ation du proessus INAR(2),noté INAR(2)-DL. Ii, les auteurs supposent que les séries de omptage (ξ1k) et (ξ2k) sontindépendantes. Le proessus INAR(2)-DL est stationnaire si a1 + a2 < 1.De plus, ils montrent que

EXt =
λ

1 − a1 − a2
.Cependant, la variane V (Xt) n'est pas en général égale à λ/(1 − a1 − a2).Par onséquent, la distribution marginale de (Xt) n'est plus de Poisson si le bruit (εt) l'est.Par ontre, la struutre de orrélation du proessus INAR(p)-DL est identique à elle duproessus AR(p) réel.Alors, les estimateurs de Yule-Walker pour les paramètres a1 et a2 sont

â1 = ρ̂(1)

[

1 − ρ̂(2)

1 − ρ̂(1)2

] et â2 =
ρ̂(2) − ρ(1)2

1 − ρ̂(1)2
. (1.22)Ainsi, l'estimation de Yule-Walker de λ est

λ̂ = X̄(1 − â1 − â2), où X̄ est la moyenne empirique. (1.23)De plus, la fontion de régression du modèle INAR-DL est linéaire
E (Xt | Ft−1) = a1Xt−1 + a2Xt−2 + λ. (1.24)Notons que le problème de l'estimation des paramètres d'un tel proessus fut abordé indé-pendamment par Gauthier (1991, [29℄).



1.2. QUELQUES MODÈLES BASÉS SUR LES OPÉRATEURS D'AMINCISSEMENT111.2.4 Le modèle GINAR(p)Dans le but d'enrihir la lasse de modèles autorégressifs permettant l'analyse des sérieshronologiques à valeurs entières, Gauthier & Latour (1994, [30℄) Dion et al. (1995, [18℄)et Latour (1998, [47℄) ont onsidéré une version plus générale du modèle INAR(p), notéGINAR(p), basée sur l'opérateur généralisé de Steutel & Van Harn (1979, [59℄).Dé�nition 1.2.2. (L'opérateur d'aminissement généralisé, noté a⋆). Soit Z une variablealéatoire à valeurs entières positives ; ξ, une variable aléatoire à valeurs entières positives demoyenne �nie a et de variane �nie λ et (ξk) une suite de variables aléatoires indépendantesentre elles, indépendantes de Z et distribuées selon la même loi que ξ.Alors, l'opérateur a⋆ est dé�ni par
a ⋆ Z =

Z
∑

j=1

ξk.La suite (ξk) est aussi une série de omptage. De plus, supposons que b⋆ est un autreopérateur d'aminissement généralisé de Z, basé sur une série de omptage (ψk).Les opérateurs a⋆ et b⋆ sont indépendants si, et seulement si, les séries de omptage (ξk)et (ψk) sont mutuellement indépendantes.Dé�nition 1.2.3. Soit {Xt}t∈Z
, une suite de variables aléatoires à valeurs entières posi-tives ; {εt}t∈Z

, une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs entières positives de moyenne�nie µε et de variane �nie σ2
ε ; p ∈ N∗ et {aj}j∈{1,2,··· ,p}, une suite de onstantes tellesque ∀ j, 0 ≤ aj < 1 (ap > 0) et ∑p

j=1 aj < 1. Alors, {Xt}t∈Z
est un proessus GINAR(p) si

Xt =

p
∑

j=1

aj ⋆ Xt−j + εt, ∀ t ∈ Z. (1.25)Ii, toutes les séries de omptage (ξjk)k∈N∗ assoiées à aj⋆ pour j = 1, 2, · · · , p sontindépendantes entre elles et indépendantes de εt. Elles sont de moyenne �nie aj et devariane �nie λj. De plus, les auteurs (1994, [30℄) n'exigent pas qu'elles soient de typeBernoulli, e qui distingue nettement leurs résultats de eux de Du& Li (1991, [21℄). Leproessus GINAR(p) possède une struture de orrélation identique à elle d'un proessusAR(p) réel.Sous l'hypothèse ∑p
j=1 aj < 1, le proessus GINAR(p) est stationnaire. Notons que Dionet al. (1995, [18℄) ont également établi la stationnarité du GINAR(p). Ces derniers ontutilisé la théorie des proessus de branhement multi-type.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONAinsi, les moments de premier et seond ordre du proessus GINAR(p) sont
EXt =

µε

1 −∑p
j=1 aj

= µX . (1.26)et
V (Xt) = µX

p
∑

j=1

λj +

p
∑

j=1

ajγ(j) + σ2
ε , où γ(j) = cov(Xt,Xt+j),∀ t ∈ Z. (1.27)Conernant l'estimation des paramètres de e proessus, les auteurs (1994, [30℄) ont donnédes résultats similaires aux résultats de Du& Li (1991, [21℄).De plus, Latour (1998, [47℄) a montré que le orrélogramme, et par la suite la densitéspetrale, lorsque elle-i existe, du proessus GINAR(p) (et par onséquent le proessusINAR(p)-DL) oïnident ave eux d'un proessus AR(p) réel.En e�et, e fait n'est pas lairement délaré dans la littérature. À titre exemple, dans Du&Li (1991, [21℄) il est érit qu'un proessus INAR(p) est similaire à un proessus AR(p). Deplus, Latour (1998, [47℄) a donné quelques remarques onernant l'estimation des moindresarrés onditionnelle des paramètres. Notons que, les propriétés du modèle GINAR(p)ont été étudiées aussi par Da Silva et Oliveira (2005, 2006, [16℄, [17℄) et Da Silva et DaSilva (2006, [15℄). De plus, Drost et al. (2008, [20℄) ont fourni un estimateur e�ae desparamètres, et en partiulier, ont montré que le modèle GINAR(p) (et par onséquent leproessus INAR(p)-DL) possède la propriété de la normalité asymptotique loale (LAN).1.2.5 Le modèle MGINAR(p)Latour (1997, [46℄) a introduit le modèle MGINAR(p), pour analyser les séries hro-nologiques à valeurs entières multivariées. Ce dernier est basé sur l'opérateur matriielgénéralisé de Steutel & Van Harn.Dé�nition 1.2.4. (L'opérateur matriiel d'aminissement généralisé, noté A⋆).Soit A⋆ = {aij⋆}1≤i,j≤d

une matrie d × d d'opérateurs d'aminissement généralisés. Soit
Z un veteur de variables aléatoires à valeurs entières positives de dimension d. L'e�et de
A⋆ sur Z = (Z1, · · · , Zd)

τ , noté A ⋆ Z, est dé�ni par
A ⋆











Z1...
Zd











=











∑d
j=1 a1j ⋆ Zj...

∑d
j=1 adj ⋆ Zj











.Ii, tous les opérateurs {aij⋆}1≤i,j≤d sont mutuellement indépendants.



1.3. CONTRIBUTIONS DE LA THÈSE 13Dé�nition 1.2.5. Soit {Xt}t∈Z
, une suite de veteurs de variables aléatoires à valeursentières positives de dimension d ; p ∈ N∗ et {Aj⋆}j∈{1,2,··· ,p}, une suite d'opérateurs ma-triiels mutuellement indépendantes ; {εt}t∈Z

, une suite de veteurs de dimension d devariables aléatoires i.i.d. à valeurs entières positives ; de arré integrable ; indépendantes detous les opérateurs. Alors {Xt}t∈Z
est un proessus MGINAR(p) si

Xt =

p
∑

j=1

Aj ⋆ Xt−j + εt, ∀ t ∈ Z.Latour (1997, [46℄) a donné les onditions de stationnarité et de ausalité d'un telproessus et a montré que la fontion d'autoovariane du MGINAR(p) est identique à elledu proessus autorégressif vetoriel standard à valeurs réelles, noté VAR(p). Il en déduit quele proessus MGINAR(P) n'est autre qu'un proessus VAR(p). Par onséquent, la densitéspetrale est diretement trouvée et donne une bonne idée de la struture stohastique deMGINAR(p). Par suite, l'auteur (1997, [46℄) a onsidéré l'estimateur des moindres arrésonditionnels pour estimer les paramètres du modèle et a montré la onsistane et lanormalité asymptotique de l'estimateur.1.3 Contributions de la thèseAu ours de ette thèse, notre attention s'est portée uniquement sur les modèles au-torégressifs à valeurs entières. Dans les paragraphes suivants, nous évoquons les limitesdes modèles, basés sur les opérateurs d'aminissement, mentionnés préédemment. Nousprésentons une nouvelle lasse de modèles autorégressifs à valeurs entières, basés sur l'opé-rateur d'arrondi à l'entier le plus près. Nous présentons les intérêts et les motivationsd'introduire ette dernière. Finalement, nous fournissons un plan de notre travail.1.3.1 Critiques des modèles basés sur les opérateurs d'aminissementLes modèles autorégressifs à valeurs entières basés sur les opérateurs d'aminissementsou�rent de plusieurs handiaps.� Leur struture d'innovation est omplexe, dépendant non seulement du bruit, maiségalement du hoix des séries de omptage. Expliitement, nous onsidérons le modèleINAR(2) dé�ni par
Xt = a1 ◦Xt−1 + a2 ◦Xt−2 + εt, ∀ t ∈ Z,



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONoù 0 ≤ a1 < 1, 0 < a2 < 1 et 0 < a1 + a2 < 1. Nous rappelons que
a1 ◦Xt−1 =

Xt−1
∑

k=1

ξ1k et a2 ◦Xt−2 =

Xt−2
∑

k=1

ξ2k,où la série de omptage (ξ1k) (resp. (ξ2k)) est une suite de variables aléatoires in-dépendantes, identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre a1(resp. a2) et indépendante de Xt−1 (resp. Xt−2). Ainsi, si (ξ1k) et (ξ2k) sont mu-tuellement indépendantes, alors le modèle INAR(2) possède la même struture deorrélation qu'un AR(2) réel (voir Setion 1.2.3). Par ontre, Si nous supposons uneertaine dépendane entre les séries de omptage la struture de orrélation du pro-essus INAR(2) devient identique à elle d'un ARMA(2,1) réel (voir Setion 1.2.2).� À ause de l'opérateur d'aminissement, es modèles ne peuvent pas produire desautoorrélations négatives. Plus préisément, nous onsidérons le modèle INAR(1)dé�ni par
Xt = a ◦Xt−1 + εt, ∀ t ∈ Z.Rappelons que e dernier possède la même struture de orrélation qu'un AR(1) réel.En partiulier,

ρ(1) = a ∈ [0, 1[ .Ainsi, si nous disposons d'une série hronologique à valeurs entières ave ρ̂(1) < 0,alors le modèle INAR(1) n'est approprié pour analyser ette série.� En général, leur prévision à un pas basée sur l'espérane onditionnelle (la fontionde régression) est une valeur réelle. Ainsi, ette dernière n'appartient pas au supportentier des observations de la série. À titre d'exemple, pour le proessus GINAR(p)(par onséquent pour le proessus INAR(p)-DL) la prévision, à l'instant T , basée surla fontion de régression est donnée par
X̂T = E[XT | FT−1] =

p
∑

j=1

ajXT−j + λ,où FT−1 = σ {XT−1, · · · } et Eεt = λ. X̂T n'est don en pratique jamais entière.1.3.2 Intérêts des modèles introduitsLa plupart des modèles autorégressifs à valeurs entières existants dans la littérature ontpour but de modéliser des séries hronologiques à valeurs entières positives, en partiulier lesséries de omptage. Dans le adre de ette thèse, notre intérêt s'est tourné vers la reherhe



1.3. CONTRIBUTIONS DE LA THÈSE 15des modèles autorégressifs à valeurs entières qui peuvent produire aussi des observationsnégatives.Pourquoi des modèles sur Z ?Une réponse naturelle et direte est que les séries hronologiques à valeurs entièresayant des observations négatives sont aussi fréquentes dans la pratique. À titre d'exemple,dans la Setion 2.7 nous traitons la série des taux de variation annuels de la populationSuédoise entre 1750 et 1849 où les observations varient entre −27 et 16.D'autre part, supposons que nous disposons d'une série hronologique à valeurs entièrespositives où nous détetons par exemple des �utuations saisonnières. Pour éliminer la sai-sonnalité des observations (et ainsi rendre la série stationnaire) nous utilisons la tehniquede di�éreniation. Ainsi, nous sommes amenés à étudier une série hronologique à valeursentières possédant des observations négatives.Par ailleurs, supposons que nous disposons d'une série hronologique à valeurs entières po-sitives assez élevées, nous souhaitons réduire les variations de es observations tout en engardant leur nature entière. En d'autres termes, en utilisant des tehniques similaires auentrage dans le as des observations réelles, nous aboutissons à des observations entières àfaibles variations qui osillent autour de 0. Enore une fois, nous sommes amenés à traiterune série hronologique à valeurs entières possédant des observations négatives.Le modèle RINARPour générer des observations à valeurs entières, nous envisageons l'opérateur d'arrondià l'entier le plus près. Ce dernier est souvent utilisé pour réolter des observations entièresà partir des données réelles (par exemple, les données météorologique).Ainsi, nous introduisons le modèle suivant
Xt = 〈

p
∑

j=1

αjXt−j + λ〉 + εt, (1.28)où 〈·〉 représente l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près, (εt) est une suite de variablesaléatoires i.i.d. entrées à valeurs dans Z, λ et les αj sont des paramètres réels.Ce modèle est appelé RINAR(p) (pour Rounded INteger-valued AutoRegessif).Notons que l'opérateur d'arrondi peut être interprêté omme une fontion de ensure surle modèle AR(p) réel et λ omme la moyenne du bruit non-entré (ε′t = εt + λ).



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONLes avantages du modèle introduitComparé aux modèles autorégressifs à valeurs entières basés sur les opérateurs d'amin-issement le modèle RINAR présente quelques avantages.� Sa struture d'innovation est simple, générée uniquement par le bruit (εt).� Par onstrution RINAR(p) peut analyser des séries hronologiques ave des valeursnégatives, une situation qui n'est ouverte par auun modèle INAR.� Sa prévision à un pas, basée sur l'espérane onditionnelle, est donnée par
X̂T = E (XT | Xs, s ≤ T − 1) = 〈

p
∑

j=1

αjXT−j + λ〉.Cette dernière est une valeur entière par onstrution du modèle.� Nous verrons également que le modèle RINAR(p) peut produire des autoorrélationsaussi rihes que elles d'un AR(p) réel, y ompris les autoorrélations négatives.1.3.3 Plan de la thèseL'introdution de nouvelles lasses de modèles autorégressifs à valeurs entières présentel'objet de nos reherhes au ours de ette thèse. Dans e but, nous nous sommes basés surl'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près qui nous semble assez intuitif et naturel pourgénérer des observations à valeurs entières. Les modèles proposés dans ette thèse exploitentun domaine rarement examiné : la modélisation des séries hronologiques à valeurs entièresayant des observations négatives. Par ailleurs, omparés aux modèles existants dans lalittérature es nouveaux modèles possèdent plusieurs avantages. Ainsi, la thèse est organiséde la manière suivante.L'étude théorique du modèle arrondi autorégressif à valeurs entières du premier ordre,RINAR(1), fait l'objet du Chapitre 2 de ette thèse. Ainsi, après une présentation despropriétés de l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près, nous introduisons le modèleRINAR(1). Ensuite, nous donnons les onditions de stationnarité et d'ergodiité de eproessus. Spéi�quement, nous signalons que omme pour un proessus AR(1) réel, lavaleur absolue du oe�ient de régression doit être inférieure stritement à 1. Par ailleurs,nous présentons quelques propriétés générales du modèle introduit. En partiulier, nousnous intéressons aux aluls de la moyenne et des oe�ients d'autoorrélation du proessusRINAR(1) stationnaire. Nous mentionnons qu'à ause de l'opérateur d'arrondi un alulexpliite de es paramètres n'est pas possible. Cependant, nous arrivons à enadrer es



1.3. CONTRIBUTIONS DE LA THÈSE 17paramètres en fontion de leurs valeurs homologues dans le as d'un proessus AR(1) réel.D'autre part, nous examinons le problème d'identi�abilité, dû aussi à l'opérateur d'arrondi,et la onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés proposé pour l'estimation desparamètres du modèle. Dans la suite, nous proposons une méthode numérique pour alulere dernier. Finalement, nous analysons deux exemples de série hronologique à valeursentières bien onnus, ave le proessus RINAR(1).Le Chapitre 3 est onsaré à l'étude du modèle arrondi autorégressif à valeurs entièresd'ordre supérieur, noté RINAR(p). Ce dernier est une extension naturelle et direte du mo-dèle RINAR(1) étudier dans le Chapitre 2. En premier lieu, nous imposons des onditionspour assurer la stationnarité et l'ergodiité du proessus. Ensuite, nous proposons l'esti-mateur des moindres arrés pour estimer les paramètres du modèle RINAR(p). Puis, nousexaminons le problème d'identi�abilité, dû à l'opérateur d'arrondi, et la onsistane de edernier. Par ailleurs, nous proposons une méthode numérique pour aluler l'estimateur desmoindres arrés. Cette dernière n'est autre qu'une généralisation de la méthode numériqueonsidérée dans le Chapitre 2. Pour en �nir, nous présentons une appliation réelle traitéeave un modèle RINAR(p).Dans le Chapitre 4 nous étudions le modèle RINVAR dédié à l'analyse des sérieshronologiques à valeurs entières multivariées. En partiulier, nous nous onentrons surle modèle du premier ordre, noté RINVAR(1). Premièrement, nous donnons les onditionsde stationnarité et d'ergodiité du proessus. Ensuite, nous examinons le problème d'iden-ti�abilité, dû à l'opérateur d'arrondi, et la onsistane de l'estimateur des moindres arrésproposé pour estimer les paramètres du modèle . D'autre part, nous proposons une méthodenumérique pour aluler l'estimateur des moindres arrés. Nous terminons le hapitre parune appliation réelle traitée ave un modèle RINVAR(1).L'étude du modèle arrondi entré autorégressif à valeurs entières du premier ordrefait l'objet du Chapitre 5. Ce dernier est appelé RINAR(1) entré et permet d'analyserdes séries hronologiques à valeurs entières dont les observations osillent autour de 0(et ainsi de moyenne nulle). La stationnarité et l'ergodiité de e modèle sont assuréesdans les mêmes onditions que elles pour le modèle RINAR(1). Le RINAR(1) entré nepossède pas un problème d'identi�abilité. Ainsi, l'estimateur des moindres arrés onsidérépour l'estimation du paramètre du modèle est fortement onsistant. Nous introduisons deshypothèses supplémentaires qui assurent que la moyenne du modèle RINAR(1) entré estnulle. Notons que e modèle sou�re des mêmes problèmes tehniques que pour le modèle



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONRINAR(1). En partiulier, nous n'arrivons pas à aluler expliitement es oe�ientsd'autoorrélation mais nous pouvons les enadrer. Par ailleurs, nous proposons une méthodenumérique pour aluler l'estimateur des moindres arrés. Suite à une étude de simulationqui ompare les oe�ients d'autoorrélation du modèle RINAR(1) entré et eux d'unAR(1) réel, nous distinguons deux omportements di�érents dépendant de la nature dubruit onsidéré (grand ou petit). Finalement, nous omparons le modèle RINAR(1) entréétudié dans e hapitre et le modèle RINAR(1) reentré.Dans le Chapitre 6, nous introduisons un proessus autorégressif du premier ordrebasé sur l'opérateur d'arrondi pour analyser des séries hronologiques à valeurs entièrespositives, noté PRINAR(1). En premier lieu, nous introduisons les onditions qui assurent lapositivité, la stationnarité et l'ergodiité de e modèle. Par la suite, nous donnons le résultatprinipal onernant la onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés onsidérépour estimer les paramètres du modèle. Puis, nous étudions les propriétés générales dumodèle. En partiulier, nous trouvons des enadrements pour sa moyenne et ses oe�ientsd'autoorrélation. Suite à une étude de simulation onernant es deniers, nous remarquonsbeauoup de détails urieux dans le as où bruit utilisé est petit. Finalement, nous donnonsles onditions néessaires pour que la loi stationnaire du proessus PRINAR(1) possède unsupport �ni.
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20 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)
Pour générer des observations à valeurs entiéres nous onsidérons l'opérateur d'arrondià l'entier le plus près. Ce hapitre est onsaré à l'étude théorique du modèle RINAR(1)(pour rounded integer-valued autoregressive), basé sur l'opérateur d'arrondi.Dans le premier paragraphe nous présentons quelques propriétés utiles de l'opérateurd'arrondi à l'entier le plus près. Dans le deuxième paragraphe, nous introduisons le modèleRINAR(1), nous donnons les onditions de stationnarité et d'ergodiité du proessus. Parsuite, dans le troisième paragraphe, nous présentons quelques propriétés générales du mo-dèle. En partiulier, nous nous intéressons aux aluls des oe�ients d'autoorrélation duproessus RINAR(1) stationnaire. Dans le quatrième paragraphe, nous examinons le pro-blème d'identi�abilité, dû à l'opérateur d'arrondi, et la onsistane forte de l'estimateur desmoindres arrés proposé pour l'estimation des paramètres du modèle. Dans le inquièmeparagraphe, nous proposons une méthode numérique pour aluler e dernier. Finalement,dans les deux derniers paragraphes, nous analysons deux exemples de série hronologiqueà valeurs entières bien onnus, ave le proessus RINAR(1).

2.1 Quelques dé�nitionsNous introduisons dans e paragraphe diverses notations, dé�nitions et propriétés quisont utilisées dans la suite de e hapitre. Tout d'abord, rappelons les notations lassiquessuivantes
N = {x ∈ Z : x ≥ 0} , N∗ = {x ∈ Z : x > 0} et Z− = {x ∈ Z : x ≤ 0} .

〈·〉 représente l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près. Soit a un nombre réel.Notons que la valeur 〈a〉 est lairement dé�nie partout, sauf si a = k + 1
2 , où k ∈ Z.Par onvention, nous prenons pout tout k ∈ N et p ∈ Z−

〈k +
1

2
〉 = k + 1 et 〈p− 1

2
〉 = p− 1 (voir Figure 2.1). (2.1)De plus la fontion arrondi, dé�nie sur R et à valeurs dans Z, est impaire.
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Fig. 2.1 � La fontion arrondiSoit {a} la partie frationnaire du nombre réel a, nous avons don {a} ∈ [0, 1[.Ii, nous onsidérons que la partie frationnaire d'un réel négatif est égale à elle de savaleur absolue (voir Figure 2.2), .à.d.
∀ a ∈ R, {a} = {−a} = {|a|} , par exemple {1.23} = {−1.23} = 0.23. (2.2)
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Fig. 2.2 � La fontion partie frationnaire



22 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)La fontion signe, notée s, est dé�nie par
s(a) =











1, si a ≥ 0,

−1, si a < 0.

(2.3)Soit [a] la partie entière de a ∈ R, par exemple [2.8] = 2 et [−1.8] = −1 (voir Figure 2.3).Il en résulte, pour tout a ∈ R,
a = [a] + s(a) {a} . (2.4)
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Fig. 2.3 � La fontion partie entièreAinsi, pour tout a ∈ R, nous trouvons
a = 〈a〉 + s(a)

(

{a} − 11{a}≥ 1

2

)

. (2.5)Le lemme suivant rapporte quelques propriétés générales. Ce dernier est une onséquenedirete des équations (2.4) et (2.5).



2.1. QUELQUES DÉFINITIONS 23Lemme 2.1.1. Soient x ∈ R, k ∈ Z et a, b ≥ 0.1. |〈x〉 − [x] | = 11{x}≥ 1

2

.2. |〈x〉 − x| ≤ 1
2 .3. |〈x〉| = 〈|x|〉 ≤ |x| + 1

2 .4. 〈x+ k〉 = k + 〈x〉.5. 〈a+ b〉 = c+ 〈{a} + {b}〉, où c = 〈a〉 + 〈b〉 − 11{a}≥ 1

2

− 11{b}≥ 1

2

.6.
{a+ b} = {{a} + {b}} =











{a} + {b} , si {a} + {b} < 1,

{a} + {b} − 1, si {a} + {b} ≥ 1.7. 〈a〉 = [a] + 〈{a}〉.8.
〈a+ b〉 = [a+ b] + 〈{{a} + {b}}〉 =



















































[a+ b] , si 0 ≤ {a} + {b} < 1

2
,ou 1 ≤ {a} + {b} < 3

2
,

[a+ b] + 1, si 1

2
≤ {a} + {b} < 1,ou 3

2
≤ {a} + {b} < 2.9. Si [a] = [b], alors

〈a〉 − 〈b〉 = 〈{a}〉 − 〈{b}〉 =



















































0, si {a} < 1

2
et {b} < 1

2
,ou {a} ≥ 1

2
et {b} ≥ 1

2
,

1, si {a} ≥ 1

2
et {b} < 1

2
,

−1, si {a} < 1

2
et {b} ≥ 1

2
.10. Supposons 〈a〉 = 〈b〉 et {a} ∈

[

0,
1

2

[. Nous distinguons deux as :� Si [a] = [b], alors {b} ∈
[

0,
1

2

[.� Si [a] = [b] + 1, alors {b} ∈
[

1

2
, 1

[.11. Supposons que 〈a〉 = 〈b〉 et {a} ∈
[

1

2
, 1

[. Nous distinguons deux as :� Si [a] = [b], alors {b} ∈
[

1

2
, 1

[.� Si [a] = [b] − 1, alors {b} ∈
[

0,
1

2

[.



24 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)2.2 Stationnarité et ergodiité du proessus RINAR(1)Le proessus arrondi à valeurs entières autorégressif de premier ordre, noté RINAR(1),a été introduit par Kahour & Yao (2009, [43℄) pour analyser des séries hronologiques àvaleurs entières.Dé�nition 2.2.1. Soit (Ω,A,P) un espae probabilisé. Le proessus {Xt, t ∈ Z} est dit unproessus RINAR(1) si pour tout t, il possède la présentation suivante
Xt = 〈αXt−1 + λ〉 + εt, (2.6)où 〈·〉 représente l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près, (εt) est une suite de variablesaléatoires i.i.d. entrées à valeurs dans Z, dé�nie sur (Ω,A,P), λ et α sont des paramètresréels.Notons que l'opérateur d'arrondi peut être interprêté omme une fontion de ensuresur le modèle AR(1) et λ omme la moyenne du bruit non-entré (ε′t = εt + λ).Comme le bruit (εt) est une suite de variables aléatoires i.i.d., le proessus (Xt) dé�nipar (2.6), forme une haîne de Markov homogène ave un espae d'états E = Z et uneprobabilité de transition

π (x, y) = P {ε1 = y − f(x, θ)} , x, y ∈ E, (2.7)où la fontion de régression f(x, θ) = 〈αx+λ〉, pour tout x ∈ E et θ = (α, λ) ∈ Θ, l'espaedes paramètres.Proposition 2.2.1. Soit θ = (α, λ) ∈ Θ �xé. Supposons que :1. La haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;2. pour un ertain k > 1, E|εt|k < +∞ ;3. |α| < 1.Alors,1. (Xt) possède une unique mesure de probabilité invariante, notée µ. De plus, µ possèdeun moment d'ordre k.2. Pour tout x ∈ E et f ∈ L1(µ) nous avons
1

n

n
∑

k=1

f(Xk) −→ µ(f), Px p.s.où Px représente la probabilité onditionnelle P (· | X0 = x).



2.2. STATIONNARITÉ ET ERGODICITÉ DU PROCESSUS RINAR(1) 25Preuve. Pour tout x0 ∈ E = Z nous dé�nissons la mesure empirique par :
µn(·) =

1

n

[

π1(x0, ·) + · · · + πn(x0, ·)
]

,où πn représente la probabilité de transition de la haîne de Markov en n pas.L'idée de la preuve est de montrer que ette suite de mesure de probabilité (µn) possèdeune sous-suite qui onverge vers une ertaine mesure de probabilité µ.Par onstrution, ette limite sera la mesure de probabilité stationnaire de la haîne deMarkov (Xt). Nous dé�nissons sur E = Z la fontion V par :
x 7→ V (x) = |x|k, où k > 1.Comme V est positive et lim

|x|→∞
V (x) = ∞, V est don une fontion de Lyapunov.Ainsi, d'après l'inégalité de Minkowski, nous obtenons

πV (x)
1

k =
(

Ex|〈αX0 + λ〉 + ε1|k
)

1

k

≤ Ex

(

|f(X0; θ)|k
) 1

k
+ c

= Ex

(

|〈αX0 + λ〉|k
) 1

k
+ c.où c = (E|ε1|k)

1

k <∞, d'après l'hypothèse 2. De plus, nous avons
|f(X0; θ)| = |〈αX0 + λ〉| ≤ |αX0| + |λ| + 1

2
.Il en résulte

πV (x)
1

k ≤ |α||x| + b = |x|
(

|α| + b

|x|

)

,où b = c+ |λ| + 1
2 . Par onséquent,

πV (x)

V (x)
≤
(

|α| + b

|x|

)k

.Comme |α| < 1, nous obtenons
lim sup
|x|→∞

πV (x)

V (x)
≤ |α|k < 1. (2.8)Par suite, nous obtenons l'équivalene suivante

lim sup
|x|→∞

πV (x)

V (x)
≤ a0 = |α|k < 1 ⇔ πV (x) ≤ γ V (x) + δ, où 0 ≤ γ < 1 et δ <∞. (2.9)Il en déoule

lim sup
n

µnV ≤ l <∞.



26 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Le ritère de Lyapunov est satisfait. Ainsi, la suite (µn) est tendue et pour tout point limite
µ nous avons µV ≤ l <∞ (voir Du�o [22℄, 1997, Prop. 2.1.6, p. 41).Par suite, µ est une mesure π-invariante. De plus d'après l'hypothèse 1, (Xt) est unehaîne de Markov réurrente positive et par onséquent µ est unique. La onlusion 2 de laproposition est une onséquene direte du théorème ergodique lassique pour les haînesde Markov.Les hypothèses de la Proposition 2.2.1 sont toutes naturelles et aisément véri�ées. Parexemple, si la loi du bruit εt harge tous les points de E = Z, .à.d. ∀k ∈ Z, P {ε1 = k} > 0,l'hypothèse 1 onernant l'irrédutibilité de la haîne est assurée. Notons que l'hypothèse3 est équivalente à la ondition qui assure la stationnarité du modèle AR(1) réel.D'autre part, notons que le support de la mesure de probabilité invariante µ est l'espae desétats E = Z de la haîne (Xt). En d'autres termes, pour tout x ∈ Z, nous avons µ(x) > 0.2.3 Propriétés du proessus RINAR(1)Dans e paragraphe nous supposons que les hypothèses de la proposition 2.2.1 sontsatisfaites. Par onséquent le proessus RINAR(1) dé�ni par (2.6) est stationnaire.Rappelons que µ représente la mesure invariante de e dernier.Ainsi, nous notons

m = EXt, ∀ t ∈ Z et ρ(k) =
cov(Xt,Xt+k)

V (Xt)
, ∀ t ∈ Z et k ∈ N.À ause de l'opérateur d'arrondi l'étude de la loi stationnaire et du orrélogramme dumodèle RINAR(1) est ompliquée. À titre d'exemple, nous n'arrivons pas à aluler ex-pliitement la moyenne m ou le oe�ient d'autoorrélation du premier ordre ρ(1) duproessus.Nous donnons i-dessous quelques enadrements pour es paramètres du proessus.Proposition 2.3.1. Sous les hypothèses de la Proposition 2.2.1, nous avons

λ− 1
2

1 − α
≤ m ≤ λ+ 1

2

1 − α
. (2.10)Preuve. Nous dé�nissons le proessus suivant

Wt = s(αXt + λ)
(

{αXt + λ} − 11{αXt+λ}≥ 1

2

)

, ∀ t ∈ Z. (2.11)



2.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS RINAR(1) 27Ainsi, RINAR(1) peut être érit sous la forme suivante
Xt = αXt−1 + λ−Wt−1 + εt. (2.12)Il est simple de véri�er que |Wt| ≤ 1

2 . De plus, omme (Xt) est stationnaire, le proessus
(Wt) l'est aussi. Par onséquent,

(1 − α)EXt = λ− EWt,par suite
|EXt −

λ

1 − α
| =

|EWt|
1 − α

≤
1
2

1 − α
.Il en résulte,

λ− 1
2

1 − α
≤ m ≤ λ+ 1

2

1 − α
.Don, d'après (2.10), nous avons

m (1 − α) − 1

2
≤ λ ≤ m (1 − α) +

1

2
(2.13)Notons que si λ ∈ Z, nous obtenons

λ = 〈m(1 − α)〉. (2.14)Nous remarquons que |λ| ≤ 1
2 est une ondition néessaire mais pas su�sante pour que

m = 0. Don si |λ| ≤ 1
2 , alors l'inéquation (2.10) devient

|m| ≤ 1

1 − α
.Don,



























si α→ 0, alors |m| ≤ 1,si α→ −1, alors |m| ≤ 1
2 ,si α→ 1, alors 1

1−α
→ ∞.Proposition 2.3.2. Supposons que les hypothèses de la Proposition 2.2.1 soient véri�ées.Si m ∈ Z, alors pour tout j ∈ N∗

| ρ (j) − αj | ≤ 1

2

j−1
∑

i=0

|α|i.



28 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Preuve. Nous onsidérons le proessus entré Yt = Xt −m (EYt = 0). Comme m ∈ Z, leproessus (Yt) est à valeurs dans Z. Ce dernier peut être érit sous la forme suivante
Xt −m = 〈α(Xt−1 −m) + αm+ λ〉 −m+ εt, (2.15)et par suite

Yt = 〈αYt−1 + αm+ λ〉 −m+ εt. (2.16)Finalement, omme m ∈ Z, nous obtenons
Yt = 〈αYt−1 + c〉 + εt, (2.17)où |c| = |λ−m(1−α)| ≤ 1

2 . Rappelons que εt est indépendante de Ft = σ {Xt,Xt−1, · · · }.Ainsi, omme ∀ t ∈ Z,EYt = 0 et |Yt| ≤ Y 2
t , nous obtenons

cov(Yt, Yt+1) = αV (Yt) + EYt(〈αYt + c〉 − (αYt + c)). (2.18)Notons que |〈x〉 − x| ≤ 1
2 , pour tout x ∈ R. Par onséquent,

|ρ(1) − α| =
|EYt(〈αYt + c〉 − (αYt + c))|

V (Yt)
≤ 1

2

E|Yt|
EY 2

t

≤ 1

2
. (2.19)Maintenant, supposons que j = 2. Nous avons,

cov(Yt, Yt+2) = cov(Yt, 〈αYt+1 + c〉 + εt+2)

= cov(Yt, 〈αYt+1 + c〉)

= cov(Yt, αYt+1 + c+ 〈αYt+1 + c〉 − (αYt+1 + c))

= α cov(Yt, Yt+1) + EYt(〈αYt+1 + c〉 − (αYt+1 + c)).Ainsi, d'après (2.18), nous obtenons
cov(Yt, Yt+2) = α2V (Yt) + αEYt(〈αYt + c〉 − (αYt + c))

+ EYt(〈αYt+1 + c〉 − (αYt+1 + c)).Don,
|ρ(2) − α2| ≤ 1

2

E|Yt|
EY 2

t

(1 + |α|)

≤ 1

2
(1 + |α|) .



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 29Proposition 2.3.3. Supposons que les hypothèses de la Proposition 2.2.1 soient véri�ées.Si m 6∈ Z, alors pour tout j ∈ N∗

| ρ (j) − αj | ≤ 1

2

(

1 +
µ([m])

Σ′

) j−1
∑

i=0

|α|i,où µ est la loi stationnaire du proessus (Xt), [·] représente l'opérateur partie entière,et Σ
′

=
∑

i6=[m] µ(i)|i−m|.Preuve. Ii, le proessus (Yt), dé�ni par (2.16), est à valeurs dans R.Par suite ∀ t ∈ Z, |Yt| 
 Y 2
t . Pour tout j ∈ N∗, d'après la preuve de la Proposition 2.3.2,nous avons
|ρ(j) − α| ≤ 1

2

E |Xt −m|
E (Xt −m)2

j−1
∑

i=0

|α|i.Il est lair que si Xt = [m], alors |Yt| = | [m] −m| < 1 et par suite |Yt| > Y 2
t .Nous avons,

E |Xt −m| = µ([m]) | [m] −m| + Σ
′

,où Σ
′

=
∑

i6=[m] µ(i)|i−m|. Ainsi, nous obtenons
E |Xt −m| ≤ Σ

′

(

1 +
µ([m])

Σ
′

)D'autre part, nous avons
E (Xt −m)2 = µ([m]) ([m] −m)2 + Σ.où Σ =

∑

i6=[m] µ(i) (i−m)2. De plus, nous avons Σ
′ ≤ Σ ≤ E (Xt −m)2.Don,

E |Xt −m|
E (Xt −m)2

≤ 1 +
µ([m])

Σ′
.

2.4 Estimation des paramètresDans e paragraphe nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés pour estimer lesparamètres du proessus RINAR(1). À ause de l'opérateur d'arrondi l'identi�ablité dumodèle n'est pas standard. Nous distinguons deux as dépendants de la nature de la vraievaleur du paramètre α. Par suite, nous examinons la onsistane forte de l'estimateur desmoindres arrés pour les deux as.



30 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Nous onsidérons le modèle RINAR(1) dé�ni par
Xt = 〈αXt−1 + λ〉 + εt = f(Xt−1; θ) + εt, (2.20)ave f(x; θ) = 〈αx+ λ〉 et θ = (α, λ) ∈ θ, ompat sous-ensemble de ] − 1, 1[×R.Quelques notations sont néessaires. Soient θ0 = (α0, λ0) la vraie valeur du paramètre θ et

Pθ0
la distribution de la probabilité de la haîne (Xt) sous le vrai modèle.De plus, toute onvergene p.s.−→ signi�e une onvergene p.s. sous Pθ0,x, e qui se tientindépendamment de l'état initial x.Soient X0,X1, · · · ,Xn des obsevations du proessus RINAR(1). Pour l'estimation duparamètre θ, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés dé�ni par

θ̂n = arg min
θ∈Θ

ϕn(θ), (2.21)où
ϕn(θ) =

1

n

n
∑

t=1

[Xt − f(Xt−1; θ)]
2 . (2.22)Soit l'hypothèse suivante.Hypothèse [H1℄1. Sous Pθ0

, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible,2. Pour un ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞,3. α0, la vraie valeur de α, appartient à l'intervalle ]−1, 1[,4. l'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble de ]−1, 1[ × R.Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Don, sous Pθ0
et d'après la Proposition 2.2.1, (Xt) possèdeune unique mesure invariante µθ0

telle que µθ0
(| · |k) < ∞ ave k ≥ 2. Il en résulte que lahaîne double (Yt) ave Yt = (Xt−1,Xt) possède des propriétés similaires.Son noyau de transition Πθ0

est égale
Πθ0

((x, z), (x′, z′)) = πθ0
(z, z′)11z=x′ , (x, z), (x′, z′) ∈ E2,où πθ0

est la probabilité de transition de la haîne (Xt) sous le vrai modèle.La haîne (Yt) a aussi une unique mesure invariante σθ0
= µθ0

⊗ πθ0
, .à.d.

σθ0
((x, z)) = µθ0

(x)πθ0
(x, z), (x, z) ∈ E2. (2.23)



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 31Comme µθ0
(| · |k) <∞, il s'ensuit σθ0

(‖ · ‖k) <∞ pour toute norme ‖ · ‖ sur E2.Soient les fontions :
gθ (y) = [z − f(x; θ)]2 , ∀ y = (x, z) ∈ E2 et θ ∈ Θ. (2.24)

K(θ) = σθ0
gθ(·), ∀ θ ∈ Θ. (2.25)Soit Pn la mesure empirique générée par les observations Y1, · · · , Yn

Pn(y) =
1

n

n
∑

i=1

11Yi=y, y = (x, z) ∈ E2 = Z2.Par onséquent, d'après (2.22), la fontion de ontraste ϕn est égale
ϕn (θ) = Pngθ(·) (2.26)et par suite

θ̂n = arg min
θ∈Θ

Pngθ(·). (2.27)Lemme 2.4.1. Pour tout θ ∈ Θ, nous avons1. |f(·; θ)|2 ∈ L1(µθ0
).2. gθ(·) ∈ L1(σθ0

).Preuve. Dans la preuve suivante, nous notons par c une onstante générique dont la valeurexate peut hanger pendant le développement mathématique.Rappelons que pour tout a ∈ R, nous avons |〈a〉| = 〈|a|〉 ≤ |a| + 1
2 .Comme Θ est ompat, pour tout x ∈ E = Z, nous avons

|f(x; θ)| = |〈αx+ λ〉| = 〈|αx+ λ|〉

≤ |αx+ λ| + 1

2
≤ |α||x| + |λ| + 1

2

≤ c (1 + |x|).Par onséquent, |f(x; θ)|2 ≤ c (1 + |x|2). Ainsi, omme k ≥ 2 et µθ0
(| · |k) <∞,la première onlusion est véri�ée.Maintenant, pour tout y = (x, z) ∈ E2 = Z2, nous avons

|z − f(x; θ)| = |z − 〈αx+ λ〉| ≤ c (1 + (|x| + |z|))

= c (1 + ‖y‖1).Ainsi, gθ(y) = |z − f(x; θ)|2 ≤ c (1 + ‖y‖2
1). Ainsi, omme k ≥ 2 et σθ0

(‖ · ‖k) < ∞, pourtoute norme sur E2, la deuxième onlusion est véri�ée.



32 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Soit G = {gθ, θ ∈ Θ} la lasse des fontions de ontraste, indexée par Θ ompat.D'après la preuve préédente, Pour tout θ ∈ Θ et y ∈ E2, nous avons
gθ(y) ≤ A(y), (2.28)où

A(y) = c (1 + ‖y‖2) ave c est une onstante. (2.29)La fontion A s'appelle la fontion enveloppe de la lasse G.La proposition suivante nous donne la limite de la fontion de ontraste ϕn, où la onver-gene se tient uniformément sur Θ.Proposition 2.4.1. Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Don, pour tout θ ∈ Θ,1. ϕn (θ)
p.s.−→ K(θ) ;2. K(θ) −K(θ0) = µθ0

(

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2
).De plus, nous avons

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0.Preuve. La première onlusion est simple à véri�er. Comme Pn
p.s.−→ σθ0

et, d'après leLemme 2.4.1, gθ ∈ L1(σθ0
), nous obtenons
ϕn (θ) = Pngθ

p.s.−→ σθ0
gθ = K(θ).Rappelons que σθ0

= µθ0
⊗πθ0

, où πθ0
est la probabilité de transition de la haîne (Xt)sous le vrai modèle. De plus,

∑

j∈E

j πθ0
(i, j) = E [X1 | X0 = i] = f(i; θ0).Ainsi, pour la deuxième onlusion, nous avons

K(θ) −K(θ0) =
∑

(i,j)∈E2

σθ0
(i, j)(gθ((i, j)) − gθ0

((i, j))).

=
∑

(i,j)∈E2

σθ0
(i, j)(f(i; θ)2 − f(i; θ0)

2) − 2
∑

(i,j)∈E2

σθ0
(i, j)j(f(i; θ) − f(i; θ0)).

=
∑

i∈E

µθ0
(i)(f(i; θ)2 − f(i; θ0)

2) − 2
∑

i∈E

µθ0
(i)(f(i; θ) − f(i; θ0))

∑

j∈E

πθ0
(i, j)j.

=
∑

i∈E

µθ0
(i)(f(i; θ)2 − f(i; θ0)

2) − 2
∑

i∈E

µθ0
(i)(f(i; θ) − f(i; θ0))f(i; θ0).

=
∑

i∈E

µθ0
(i)(f(i; θ) − f(i; θ0))

2.

= µθ0

(

(f(·; θ) − f(·; θ0))2
)

.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 33Finalement, notre but est de montrer la onvergene uniforme sur Θ, .à.d.
sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0.Soit q > 0 �xé. Rappelons que la fontion A, dé�nie par (2.29), est la fontion enveloppede la lasse des fontions de ontraste G = {gθ, θ ∈ Θ}.Don, pour tout θ ∈ Θ, nous trouvons
|ϕn(θ) −K(θ)| = |(Pn − σθ0

)gθ|

= |(Pn − σθ0
)gθ11‖y‖<q + (Pn − σθ0

)gθ11‖y‖>q|

≤ |(Pn − σθ0
)gθ11‖y‖<q | + Pn(|gθ|11‖y‖>q) + σθ0

(|gθ|11‖y‖>q)

≤ |(Pn − σθ0
)gθ11‖y‖<q | + Pn(A(y)11‖y‖>q) + σθ0

(A(y)11‖y‖>q).Nous notons, pour tout y ∈ E2, py = σθ0
(y) et pn

y = Pn(y). De plus,
|(Pn − σθ0

)gθ11‖y‖<q | = |
∑

‖y‖<q

gθ(y)(p
n
y − py)|

≤
∑

‖y‖<q

A(y)|pn
y − py|.Cela signi�e que

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| = sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)gθ| ≤

∑

‖y‖<q

A(y)|pn
y − py| + (Pn + σθ0

)(A(y)11‖y‖>q).Nous avons pn
y → py presque sûrement, quand n→ ∞. Par suite, la somme �nie

∑

‖y‖<q

A(y) |pn
y − py| → 0, p.s.Ainsi,

lim sup
n

sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)gθ| ≤ 0 + 2σθ0

(A(y)11‖y‖>q), p.s.En prenant q ր ∞, nous obtenons presque sûrement,
lim sup

n
sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)gθ| = 0.Dans les paragraphes suivants nous traitons le problème d'identi�abilité du modèle duà l'opérateur d'arrondi. Nous onstatons deux as dépendants du oe�ient de régression

α0.Notamment, si α0 est rationnel, il y a une manque d'identi�abilité autour de λ0.Par la suite, nous dé�nissons sur l'espae des paramètres Θ la distane d par
d (θ, θ

′

) = max
{

|α− α
′ |, |λ− λ

′ |
}

, ∀ θ, θ′ ∈ Θ. (2.30)



34 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)2.4.1 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quand leoe�ient de régression α0 est irrationnelRappelons que θ0 = (α0, λ0) est la vraie valeur du paramètre θ du modèle RINAR(1).La proposition suivante aborde la question d'identi�abilité des paramètres de e dernierpour le as où α0 est irrationnel.Proposition 2.4.2. Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Si α0 ∈ R\Q, alors pour tout θ ∈ Θ

f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ E ⇐⇒ θ = θ0.Preuve. Notre but est de montrer que si α0 ∈ R\Q, alors
〈αx+ λ〉 = 〈α0x+ λ0〉, ∀ x ∈ E ⇒ α = α0 et λ = λ0.L'idée de la preuve est de véri�er que si θ 6= θ0 alors il existe x0 ∈ E tel que

f(x0; θ) 6= f(x0; θ).Notons que pour tout a, b ∈ R, nous avons
||〈a〉 − 〈b〉| − |a− b|| ≤ |(〈a〉 − 〈b〉) − (a− b)| ≤ 1,et par suite

|〈a〉 − 〈b〉| ≥ |a− b| − 1.Comme Θ est ompat, il existe B > 0 tel que |λ| ≤ B. Par onséquent, pour tout
x ∈ E = Z, nous obtenons

|f(x; θ) − f(x; θ0)| = |〈αx+ λ〉 − 〈α0x+ λ0〉|

≥ |(α− α0) x+ (λ− λ0)| − 1

≥ |α− α0||x| − |λ− λ0| − 1

≥ |α− α0||x| − 2 B − 1.Si α 6= α0, alors il existe x0 ∈ E = Z tel que |f(x0; θ) − f(x0; θ0)| > 0,'est une ontradition. Ensuite, pour x0 = 0, f(0; θ) = f(0; θ0) implique que 〈λ〉 = 〈λ0〉.Ainsi, sans utiliser le fait que α0 ∈ R\Q, nous avons
α = α0 et 〈λ〉 = 〈λ0〉.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 35Rappelons que {a} repésente la partie frationnaire de a ∈ R. Maintenant, nous supposonssans perte de généralité, α0 > 0 λ ≥ λ0 ≥ 0 et {λ} , {λ0} ∈
[

0, 1
2

[.Il se déoule,
|λ− λ0| = λ− λ0 = {λ} − {λ0}et

f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ E ⇒ 〈{α0x} + {λ}〉 = 〈{α0x} + {λ0}〉, ∀ x ∈ E. (2.31)Comme α0 ∈ R\Q, ({α0x})x∈Z
est dense dans [0, 1[. Si {λ} 6= {λ0}, alors il existe x0 ∈ Ztel que

{α0x0} + {λ0} <
1

2
et {α0x0} + {λ} ≥ 1

2
.C'est une ontradition ave (2.31).Lemme 2.4.2. Soit x0 ∈ N∗ �xé, la fontion α −→ {αx0}, dé�nie sur R et à valeurs dans

[0, 1[, est ontinue en α0 si α0 ∈ R\Q.Preuve. x0 ∈ N∗ �xé. Nous avons, {αx0} = |αx0| − [ |αx0| ], où [·] est la fontion partieentière. Alors la fontion {·} : R → [0, 1[, dé�nie par α → {αx0}, est disontinue en α si
αx0 ∈ Z. Par onséquent, si α0 ∈ R\Q, alors α −→ {αx0} est ontinue en α0.Quelques rappels sont néessaires. Supposons que [H1℄ soit véri�ée, alors d'après laProposition 2.4.1 nous avons,

K(θ) −K(θ0) = σθ0
[gθ(·) − gθ0

(·)] = µ
θ0

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2 , (2.32)où
gθ(y) = [z − f(x; θ)]2 , ∀ y = (x, z) ∈ E2,et

f(x; θ) = 〈αx+ λ〉, ∀ x ∈ E et θ = (α, λ) ∈ Θ.Proposition 2.4.3. Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Si α0 ∈ R\Q, alors pour tout (su�-samment petit) ε > 0, nous avons
inf

θ∈Θε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θε = {θ : d(θ, θ0) ≥ ε}.



36 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Preuve. Rappelons que le support de la mesure stationnaire du proessus (Xt) est E = Z.D'autre part, notons que les deux omposantes du paramètre θ ne possédent pas les mêmesr�les. Pour ela, nous distinguons trois situations pour l'événement Θε.Ainsi, notons que Θε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, où
Γ1 = {θ ∈ Θ, |α− α0| ≥ ε} , (2.33)

Γ2 = {θ ∈ Θ, |α− α0| < ε, |λ− λ0| ≥ ε, 〈λ〉 6= 〈λ0〉} , (2.34)et
Γ3 = {θ ∈ Θ, |α− α0| < ε, |λ− λ0| ≥ ε, 〈λ〉 = 〈λ0〉} . (2.35)Nous allons montrer

inf
θ∈Γi

|K(θ) −K(θ0)| > 0, i = 1, 2, 3.L'idée de la preuve est basée sur l'équation (2.32). Alors, le but est de trouver x0 ∈ Etel que
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| > 0, uniformément sur Γi, i = 1, 2, 3.1. Nous onsidérons le premier as, θ = (α, λ) ∈ Γ1. Comme Θ est ompat, il existe

A > 0 et B > 0 tels que |α| ≤ A < 1 et |λ| ≤ B. Par suite,
|f(x; θ) − f(x; θ0)| ≥ |α− α0||x| − 2B − 1 ≥ ε|x| − 2B − 1.Par onséquent, il existe x0 > 0 tel que ∀ |x| ≥ x0, nous avons

|f(x; θ) − f(x; θ0)| ≥
ε

2
|x|, uniformément sur Γ1.Il en déoule, puisque le support de µθ0
n'est pas borné,

inf
θ∈Γ1

|K(θ) −K(θ0)| ≥
∫

|x|≥x0

(
ε

2
x)2µθ0

(dx) > 0.2. Pour θ ∈ Γ2, 〈λ〉 6= 〈λ0〉 don |〈λ〉 − 〈λ0〉| ≥ 1. Comme 0 appartient au support de
µθ0

, nous prenons x0 = 0 et par suite
|f(0; θ) − f(0; θ0)| = |〈λ〉 − 〈λ0〉| ≥ 1.Par onséquent,

inf
θ∈Γ2

|K(θ) −K(θ0)| > 0.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 373. Pour θ ∈ Γ3, nous supposons sans perte de généralité, α0 > 0 et λ0 ≥ 0.Nous distinguons quatres as dépendants de la position de la partie frationnairede λ0 et λ :(a) Cas A : {λ0} ∈
[

0, 1
2

[ et λ ≥ λ0.(b) Cas B : {λ0} ∈
[

1
2 , 1
[ et λ ≥ λ0.() Cas C : {λ0} ∈

[

0, 1
2

[ et λ ≤ λ0.(d) Cas D : {λ0} ∈
[

1
2 , 1
[ et λ ≤ λ0.� Cas A : {λ0} ∈

[

0, 1
2

[ et λ ≥ λ0. Ii, il est simple de véri�er que
{λ} ∈

[

0,
1

2

[ et λ− λ0 = {λ} − {λ0} ≥ ε. (2.36)Don, le but est de trouver x0 ∈ N tel que
{α0x0} + {λ0} <

1

2
, (2.37)et pour α su�samment prohe de α0 et tout λ tel que |λ− λ0| ≥ ε, nous trouvons

{αx0} + {λ} ≥ 1

2
. (2.38)Soit ε su�sament petit, tel que {λ0} + ε < 1

2 . Comme ({α0x})x∈N est dense dans
[0, 1[, il existe x0 ∈ N tel que

| {α0x0} − (
1

2
− {λ0} −

ε

2
)| < ε

4
. (2.39)Par suite l'inégalité (2.37) est immédiatement véri�ée. De plus, pour e même

x0 ∈ N �xé, la fontion α→ {αx0} est ontinue en α0 (voir Lemme 2.4.2).Ainsi, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε, tel que ∀ |α− α0| ≤ η nous trouvons






[αx0] = [α0x0],

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε
4 .

(2.40)Ainsi, d'après (2.36) (2.39) et (2.40), nous obtenons
{αx0} + {λ} = {αx0} − {α0x0} + {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} .

≥ −ε
4

+ ε+ (
1

2
− ε

2
− ε

4
) =

1

2
.



38 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Don, l'inégalité (2.38) est véri�ée.Finalement, ∀ θ ∈ Γ
′

3 = {θ ∈ Γ3, |α − α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous trouvons
f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 〈αx0 + λ〉 − 〈α0x0 + λ0〉,

= 〈[αx0] + 〈λ〉 + {αx0} + {λ}〉 − 〈[α0x0] + 〈λ0〉 + {α0x0} + {λ0}〉,

= [αx0] + 〈λ〉 + 〈{αx0} + {λ}〉 − [α0x0] − 〈λ0〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉,

= 〈{αx0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉,

= 1.� Cas B : {λ0} ∈
[

1
2 , 1
[ et λ ≥ λ0. Nous distinguons deux as :� Si {λ} ∈

[

1
2 , 1
[. Il est simple de véri�er que

λ− λ0 = {λ} − {λ0} ≥ ε. (2.41)Ii, le but est de trouver x0 ∈ N tel que
{α0x0} + {λ0} <

3

2
, (2.42)et pour α su�sament prohe de α0 et tout λ tel que |λ− λ0| ≥ ε

{αx0} + {λ} ≥ 3

2
. (2.43)Soit ε su�sament petit, tel que {λ0}+ε < 1. Comme ({α0x})x∈N est dense dans

[0, 1[, il existe x0 ∈ N tel que
| {α0x0} − (

3

2
− {λ0} −

ε

2
)| < ε

4
. (2.44)Par suite, l'inégalité (2.42) est immédiatement véri�ée. D'autre part, pour emême x0 ∈ N �xé, la fontion α → {αx0} est ontinue en α0 (voir Lemme2.4.2). Ainsi, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε, tel que ∀ |α− α0| ≤ η nous trouvons







[αx0] = [α0x0],

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε
4 .

(2.45)Par onséquent, d'après (2.41) (2.44) et (2.45), nous obtenons
{αx0} + {λ} = {αx0} − {α0x0} + {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} .

≥ −ε
4

+ ε+ (
3

2
− ε

2
− ε

4
) =

3

2
.Don, l'inégalité (2.43) est véri�ée.Ainsi, ∀ θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α− α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous trouvons
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| = |〈{αx0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉| = 1.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 39� Si {λ} ∈
[

0, 1
2

[, il en déoule
λ− λ0 = 1 + {λ} − {λ0} ≥ ε et [λ] = [λ0] + 1, (2.46)où [·] est la partie entière. Pour le même x0 du as préédent, nous retrouvons(2.44) et (2.45). Finalement, d'après (2.46), nous obtenons

{αx0} + {λ} = {αx0} − {α0x0} + {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} ,

≥ −ε
4

+ ε− 1 + (
3

2
− ε

2
− ε

4
) =

1

2
.Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 〈αx0 + λ〉 − 〈α0x0 + λ0〉,

= 〈[αx0] + [λ] + {αx0} + {λ}〉

− 〈[α0x0] + [λ0] + {α0x0} + {λ0}〉,

= ([αx0] − [α0x0]) + ([λ] − [λ0])

+ (〈{αx0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉),

= 1.� Cas C : Nous supposons que {λ0} ∈
[

0, 1
2

[ et λ ≤ λ0. Nous distinguons deux as.� Le adre le plus intéressant à examiner est quand 〈λ0〉 = 〈λ〉 = 0.Par onséquent, nous trouvons,
λ0 = {λ0} ∈

[

0,
1

2

[ et λ =











{λ} si 0 ≤ λ ≤ λ0 <
1
2 ,

−{λ} si − 1

2
< λ < 0 ≤ λ0 <

1
2 .Par onséquent, {λ} ∈

[

0, 1
2

[ et
|λ− λ0| =











{λ0} − {λ} si λ ≥ 0,

{λ0} + {λ} si λ < 0.Ainsi, nous distinguons deux as :� Supposons que 0 ≤ λ ≤ λ0 <
1
2 . Ii,

{λ0} et {λ} ∈
[

0,
1

2

[ (2.47)et
|λ− λ0| = λ0 − λ = {λ0} − {λ} ≥ ε. (2.48)



40 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Notre but est de trouver x0 ∈ N tel que
{α0x0} + {λ0} ≥ 1

2
(2.49)et pour α su�sament prohe de α0 et tout λ tel que |λ− λ0| ≥ ε

{αx0} + {λ} < 1

2
. (2.50)Comme ({α0x})x∈N est dense dans [0, 1[, il existe x0 ∈ N tel que

| {α0x0} − (
1

2
− {λ0} +

ε

2
)| < ε

4
. (2.51)Par onséquent,

1

2
+
ε

4
< {α0x0} + {λ0} <

1

2
+

3ε

4Notons que, pour e même x0 ∈ N �xé, la fontion α→ {αx0} est ontinue en
α0 (voir Lemme 2.4.2). Par onséquent, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que
∀ |α− α0| ≤ η, nous trouvons







[αx0] = [α0x0],

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε
4 .

(2.52)D'après (2.47) (2.48) (2.51) et (2.52), nous obtenons
{αx0} + {λ} = {αx0} − {α0x0} + {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} .

<
ε

4
− ε+

1

2
+

3ε

4
=

1

2
.Finalement, ∀ θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α− α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous obtenons
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| = |〈αx0 + λ〉 − 〈α0x0 + λ0〉|

= |〈{αx0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉| = 1.� Maintenant, nous supposons que −1

2
< λ < 0 ≤ λ0 <

1
2 . Nous avons,

{λ0} , {λ} ∈
[

0,
1

2

[ et λ = −{λ} . (2.53)Par onséquent, nous trouvons
|λ− λ0| = λ0 − λ = {λ0} + {λ} ≥ ε. (2.54)Ensuite, nous prenons le même x0 du as préédent. Don,
1

2
+
ε

4
< {α0x0} + {λ0} <

1

2
+

3ε

4
(2.55)



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 41De plus, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que ∀ |α− α0| ≤ η, nous avons






[αx0] = [α0x0],

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε
4 .

(2.56)D'après (2.53) (2.54) (2.55) et (2.56), il en déoule
{αx0} − {λ} = {αx0} − {α0x0} − {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} .

<
ε

4
− ε+

1

2
+

3ε

4
=

1

2
.Finalement, ∀ θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α− α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous obtenons
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| = |〈αx0 + λ〉 − 〈α0x0 + λ0〉|

= |〈{αx0} − {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉| = 1.� Nous suppposons que {λ0} ∈
[

0, 1
2

[, λ ≤ λ0 et 〈λ0〉 = 〈λ〉 ≥ 1.Nous distinguons deux as :� Si {λ} ∈
[

0, 1
2

[. Alors, 0 ≤ {λ} ≤ {λ0} < 1
2 et |λ− λ0| = {λ0} − {λ} ≥ ε.L'étude de e as est similaire à elle du as où 0 ≤ λ ≤ λ0 <

1
2 traitéepréédemment.� Si {λ} ∈

[

1
2 , 1
[. Alors, nous avons

[λ0] − [λ] = 1 et par onséquent |λ− λ0| = 1 + {λ0} − {λ} ≥ ε. (2.57)Ii, par les mêmes arguments utilisés préédemment, il existe x0 ∈ N tel que
| {α0x0} − (

1

2
− {λ0} +

ε

2
)| < ε

4
. (2.58)De plus, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que ∀ |α− α0| ≤ η, nous avons







[αx0] = [α0x0].

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε
4 .

(2.59)En utilisant (2.57) (2.58) et (2.59), nous obtenons
{αx0} − {λ} = {αx0} − {α0x0} − {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} .

<
ε

4
+ 1 − ε+

1

2
+

3ε

4
=

3

2
.Don, ∀ θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α− α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous obtenons
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| = | [λ] − [λ0] | = 1.



42 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)� Cas D : {λ0} ∈
[

1
2 , 1
[ et λ ≤ λ0. Il est simple de véri�er que

{λ} ∈
[

1

2
, 1

[ et |λ− λ0| = λ0 − λ = {λ0} − {λ} ≥ ε (2.60)Ainsi, en utilisant les mêmes arguments préédents, il existe x0 ∈ N tel que
| {α0x0} − (

3

2
− {λ0} +

ε

2
)| < ε

4
. (2.61)Il en déoule,

{α0x0} + {λ0} ≥ 3

2De plus, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que ∀ |α− α0| ≤ η, nous avons






[αx0] = [α0x0].

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε
4 .

(2.62)Par onséquent, d'après (2.60) (2.61) et (2.62), nous trouvons
{αx0} + {λ} = {αx0} − {α0x0} + {λ} − {λ0} + {α0x0} + {λ0} .

<
ε

4
− ε+

3

2
+

3ε

4
=

3

2
.Finalement, ∀ θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α − α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous obtenons
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| = |〈{αx0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉| = 1.Alors, nous déduisons qu'il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε et une onstante e0 > 0, telque uniformément sur Γ

′

3 nous avons |f(x0; θ) − f(x0; θ0)| ≥ e0 > 0.Pour θ ∈ Γ
′′

3 = Γ3\Γ
′

3 = {θ ∈ Γ3 : |α− α0| > η} les mêmes argument pour Γ1 peuventêtre appliqués ii et par suite il existe d0 > 0 tel que
inf

θ∈Γ
′′

3

|K(θ) −K(θ0)| ≥ d0 > 0.

Théorème 2.4.1. Supposons que1. α0, la vraie valeur de α, est un nombre irrationnel appartenant à l'intervalle ]−1, 1[ ;2. Sous Pθ0
, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;3. Pour un ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞ ;4. L'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble ]−1, 1[ × R.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 43Alors, l'estimateur des moindres arrés θ̂n de θ0 est fortement onsistant, .à.d.
θ̂n

p.s.−→ θ0.Preuve. Rappelons que, D'après la Proposition 2.4.1 et 2.4.3, nous avons
sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0et
inf

θ∈Θε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θε = {θ : d(θ, θ0) ≥ ε} et d est la distane sur l'espae des paramètres Θ dé�nie par
d(α,α

′

) = |α− α
′ |, ∀ α,α′ ∈ Θ.Ainsi, en utilisant le Théorème 5.7 de Van Der Vaart (1998, [61℄), nous obtenons que

θ̂n → θ0 presque sûrement.2.4.2 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quand leoe�ient de régression α0 est rationnelTout d'abord, nous donnons quelques expliations néessaires pour omprendre le pro-blème d'identi�abilité du modèle RINAR(1), quand α0 est rationnel.Soit α0 = p
q
< 1, où p ∈ Z q ∈ N∗, p et q sont premiers entre eux (p ∧ q = 1).Rappelons que {a} représente la partie frationnaire de a ∈ R.Pour tout p tel que |p| < |q| et pour toute valeur de x ∈ Z, la suite ({α0x})x∈Z

ne prendqu'un nombre �ni de valeurs : {0,
1

q
, · · · , q − 1

q

}, .à.d.Im [({α0x})x∈Z

]

=

{

0,
1

q
, · · · , q − 1

q

}

.Nous distinguons deux as :� Si q est pair, alors 1

2
∈ Im [({α0x})x∈Z

]. Par onséquent, la subdivision de l'inter-valle [0, 1[ en q intervalles de taille 1

q
, montre que 1

2
est un point frontière de deuxintervalles  q2 − 1

q
,
1

2



 et 1

2
,

q

2
+ 1

q



. En d'autres termes, il y a q
2
intervalles avantet après 1

2
.Maintenant, supposons que a et b appartiennent à l'un de q intervalles de la subdi-vision, tels que a 6= b (voir Figure 2.4), nous obtenons

∀ x ∈ Z, 〈{α0x} + a〉 = 〈{α0x} + b〉 et 〈{α0x} − a〉 = 〈{α0x} − b〉. (2.63)
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q = 4

0 1
4

1
2

3
4

1
b

a
b
b

Fig. 2.4 � La subdivision de l'intervalle [0, 1[ en 4 intervalles de taille 1
4� Si q est impair, alors 1

2
6∈
{

0,
1

q
, · · · , q − 1

q

}. Don, la subdivision de l'intervalle [0, 1[en q intervalles de taille 1

q
, montre qu'ii 1

2
est le entre de l'intervalle 〈q2〉 − 1

q
,
〈q
2
〉
q



.Ainsi, l'équation (2.63) n'est plus véri�ée. Par exemple, pour q = 5 (voir Figure 2.5),soient a, b ∈ [1
5 ,

2
5

[ tels que a = 0.23 et b = 0.36. Alors, pour x0 = 1 et p = 1,nous avons
〈{α0x0} + a〉 = 〈1

5
+ 0.23〉 = 0 6= 〈{α0x0} + b〉 = 〈1

5
+ 0.36〉 = 1.

q = 5

b

0 1
5

2
5

1
2

3
5

4
5

1
b

a
b

b

Fig. 2.5 � La subdivision de l'intervalle [0, 1[ en 5 intervalles de taille 1
5Maintenant, nous introduisons une nouvelle subdivision de l'intervalle [0, 1[en q + 1 intervalles. Le premier est [0, 1

2q

[, les q − 1 prohaines intervalles sont
[

i

2q
,
i+ 2

2q

[ pour i = 1, 3, · · · , q, · · · , 2q − 3 et le dernier est [2q − 1

2q
, 1

[.Pour ette subdivision, 1

2
est un point frontière de deux intervalles [q − 2

2q
,
1

2

[ et
[

1

2
,
q + 2

q

[. En d'autres termes, il y a 〈q
2
〉 intervalles avant et après 1

2
dont un detaille 1

2q
et les autres sont de taille 1

q
(voir Figure 2.6).De plus, supposons que a et b appartiennent à l'un des q + 1 intervalles de ettenouvelle subdivision, tels que a 6= b, nous obtenons

∀ x ∈ Z, 〈{α0x} + a〉 = 〈{α0x} + b〉 et 〈{α0x} − a〉 = 〈{α0x} − b〉. (2.64)
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Fig. 2.6 � La nouvelle subdivision de l'intervalle [0, 1[, ave q = 7Notons que, l'équation (2.63) (resp. (2.64)) doit être véri�ée dans le as où q est pair (resp.impair), pour prouver la proposition suivante.Proposition 2.4.4. Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Si α0 = p
q
, où p ∈ Z q ∈ N∗, p et qsont premiers entre eux (p ∧ q = 1), alors

f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ E ⇐⇒ α = α0 et λ ∈ I0,où I0 est un intervalle de taille 1

q
autour de λ0 tel que
I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ0〉} .La loalisation de I0 dépend de la parité de q et de la position de {λ0}, la partiefrationnaire de λ0, sur l'intervalle [0, 1[. Rappelons que d'après la disussion préédente,la parité ou l'imparité de q impose deux di�érentes subdivision de [0, 1[.Ainsi, nous distinguons deux as :� Supposons que q est pair. Il existe k0 ∈ {0, 1, · · · , q − 1} tel que
{λ0} ∈ i0 =

[

k0

q
,
k0 + 1

q

[ (2.65)Ainsi, nous dé�nissons
I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ0〉 et {λ} ∈ i0} . (2.66)Par exemple, soit q = 4. Supposons λ0 = 2.52, alors 〈λ0〉 = 3 et {λ0} = 0.52.Par suite, nous trouvons

i0 =

[

1

2
,
3

4

[ et I0 = {λ, 〈λ〉 = 3 et {λ} ∈ i0} = [2.5, 2.75[ .Notons que si λ0 = −2.52, alors
I0 = {λ, 〈λ〉 = −3 et {λ} ∈ i0} = ]−2.75,−2.5] .� Supposons que q est impair. Nous remarquons trois sous-as :



46 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)� Si {λ0} ∈
[

0,
1

2q

[, alors I0 est dé�ni par
I0 =































































[

[λ0] − 1 +
2q − 1

2q
, [λ0] +

1

2q

[

, si [λ0] ≥ 1,

[

− 1

2q
,

1

2q

[

, si [λ0] = 0,

]

[λ0] −
1

2q
, [λ0] + 1 − 2q − 1

2q

]

, si [λ0] ≤ −1.

(2.67)
Par exemple, soit q = 5. Supposons λ0 = 1.08, alors {λ0} = 0.08 et [λ0] = 1.Par suite, nous trouvons

{λ0} ∈
[

0,
1

10

[ et I0 = [0.9, 1.1[ .Notons que si λ0 = −1.08, alors
I0 = ]−1.1,−0.9] .� Si {λ0} ∈

[

1

2q
,
2q − 1

2q

[, alors il existe k0 ∈ {1, 3, · · · , q, · · · , 2q − 3} tel que
{λ0} ∈ i0 =

[

k0

2q
,
k0 + 2

2q

[

. (2.68)Ainsi, nous dé�nissons
I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ0〉 et {λ} ∈ i0} . (2.69)Par exemple, soit q = 5. Supposons λ0 = 4.49, alors 〈λ0〉 = 4 et {λ0} = 0.49.Par suite, nous trouvons

i0 =

[

3

10
,
1

2

[ et I0 = {λ, 〈λ〉 = 4 et {λ} ∈ i0} = [4.3, 4.5[ .Notons que si λ0 = −4.49, alors
I0 = {λ, 〈λ〉 = −4 et {λ} ∈ i0} = ]−4.5,−4.3] .� Si {λ0} ∈

[

2q − 1

2q
, 1

[, alors I0 est dé�ni par
I0 =































[

[λ0] +
2q − 1

2q
, [λ0] + 1 +

1

2q

[

, si λ0 > 0,

]

[λ0] − 1 − 1

2q
, [λ0] −

2q − 1

2q

]

, si λ0 < 0.

(2.70)



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 47Par exemple, soit q = 5. Supposons λ0 = 8.98, alors {λ0} = 0.98, 〈λ0〉 = 9 et
[λ0] = 8. Par suite, nous trouvons

{λ0} ∈
[

9

10
, 1

[ et I0 = [8.9, 9.1[ .Notons que si λ0 = −8.98, alors
I0 = ]−9.1,−8.9] .Preuve. Soit

A0 =

{

θ = (α, λ) ∈ Θ, α = α0 =
p

q
et λ ∈ I0

}

,où I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ0〉 et {λ} ∈ i0}. Rappelons que λ0 la vraie valeur du paramètre λappartient à I0 et i0 est dé�ni en fontion de la parité de q et la position de la partiefrationnaire de λ0 sur l'intervalle [0, 1[.Notons que pour tout a ∈ R, nous avons a = [a] + s(a) {a}, où [·] représente la fontionpartie entière et s(·) est la fontion signe.Soit θ ∈ A0. Il en déoule, {λ} et {λ0} ∈ i0, s(λ) = s(λ0) et [λ] = [λ0].Par onséquent, pour tout x ∈ Z, nous avons
f(x; θ) − f(x; θ0) = 〈α0x+ λ〉 − 〈α0x+ λ0〉

= 〈s(α0x) {α0x} + s(λ0){λ}〉 − 〈s(α0x) {α0x} + s(λ0){λ0}〉.Nous distinguons quatre as :� Supposons que s(α0x) = 1 et s(λ0) = 1. Ainsi, pour tout x ∈ Z, nous obtenons
f(x; θ)− f(x; θ0) = 〈{α0x} + {λ}〉 − 〈{α0x} + {λ0}〉.Par suite, d'après (2.63) (resp. (2.64)) dans le as où q est pair (resp. impair),nous avons

f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ Z.� Supposons que s(α0x) = −1 et s(λ0) = −1. Rappelons que pour tout a ∈ R, nousavons 〈−a〉 = −〈a〉. Ainsi, pour tout x ∈ Z, nous obtenons
f(x; θ) − f(x; θ0) = − (〈{α0x} + {λ}〉 − 〈{α0x} + {λ0}〉) = 0.� Supposons que s(α0x) = 1 et s(λ0) = −1. Nous avons,

f(x; θ)− f(x; θ0) = 〈{α0x} − {λ}〉 − 〈{α0x} − {λ0}〉.



48 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Ainsi, d'après (2.63) (resp. (2.64)) dans le as où q est pair (resp. impair),nous obtenons
f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ Z.� Supposons que s(α0x) = −1 et s(λ0) = 1. Nous avons,

f(x; θ)− f(x; θ0) = − (〈{α0x} − {λ}〉 − 〈{α0x} − {λ0}〉) .Ainsi, nous trouvons
f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ Z.Maintenant, notre objetif est de montrer que pour tout θ = (α, λ) ∈ Θ,

〈αx+ λ〉 = 〈α0x+ λ0〉, ∀ x ∈ Z ⇒ θ ∈ A0Soit θ 6∈ A0. Nous distinguons trois as :� Supposons que α 6= α0. Pour e as nous nous référons à la preuve de la Proposition2.4.2. Ainsi, alors il existe x0 ∈ Z tel que |f(x0; θ) − f(x0; θ0)| > 0.� Supposons que α = α0 et 〈λ〉 6= 〈λ0〉. Il existe x0 ∈ Z tel que α0x0 =
p

q
x0 ∈ Z.Par onséquent, nous obtenons {α0x0} = 0. Ainsi,

|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| = |〈λ〉 − 〈λ0〉| ≥ 1.� Supposons que α = α0, 〈λ〉 = 〈λ0〉 et λ 6∈ I0. Pour simpli�er les notations, noussupposons sans perte de généralité α0 > 0 et λ ≥ λ0 ≥ 0.Premièrement, nous onsidérons le as où q est pair. Rappelons qu'il existe
k0 ∈ {0, · · · , q − 1} tel que

i0 =

[

k0

q
,
k0 + 1

q

[

.Nous distinguons trois as :� Si i0 ⊂
[

0,
1

2

[. Comme λ ≥ λ0 et {λ} 6∈ i0, il est lair qu'ii q ≥ 4 et k0 6= q

2
− 1.Ainsi, {λ} ∈

[

0,
1

2

[ et {λ} > {λ0} ({λ} > i0). Don, il existe x0 ∈
{

1, · · · , q
2
− 1
}tel que

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 〈{α0x0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉 = 1.Par exemple, pour q = 4, nous avons i0 =

[

0,
1

4

[ et par suite {λ} ∈
[

1

4
,
1

2

[.Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} =
1

4
et par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 49� Si i0 ⊂
[

1

2
, 1

[ et {λ} ∈
[

1

2
, 1

[. Comme λ ≥ λ0 et {λ} 6∈ i0, il est lair qu'ii q ≥ 4et k0 6= q − 1. Ainsi, nous avons {λ} > {λ0} ({λ} > i0) et par onséquentil existe x0 ∈
{q

2
+ 1, · · · , q − 1

} tel que
f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 〈{α0x0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉 = 1.Par exemple, pour q = 4, nous avons i0 =

[

1

2
,
3

4

[ et par suite {λ} ∈
[

3

4
, 1

[.Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} =
3

4
et par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 ⊂
[

1

2
, 1

[ et {λ} ∈
[

0,
1

2

[. Ainsi, [λ] = [λ0] + 1. Don, pour tout x ∈ N,nous avons
f(x; θ)− f(x; θ0) = 〈{α0x} + {λ}〉 − 〈{α0x} + {λ0} − 1〉.Comme q est pair, alors il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} = 1

2 . Par onséquent,
f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.Notons que q = 2 est un as partiulier. Si {λ0} ∈ i0 =

[

0,
1

2

[, alors sous leshypothèses λ ≥ λ0 ≥ 0 et 〈λ〉 = 〈λ0〉, nous avons
{λ} ∈ i0.Si {λ0} ∈ i0 =

[

1

2
, 1

[, alors
{λ} ∈

[

0,
1

2

[ et [λ] = [λ0] + 1.Par suite, il existe x0 ∈ Z tel que {α0x0} = 1
2 . Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.Maintenant, nous onsidérons le as où q est impair et {λ0〉 ∈
[

1

2q
,
2q − 1

2q

[.Rappelons qu'il existe k0 ∈ {1, 3, · · · , q, · · · , 2q − 3} tel que
i0 =

[

k0

2q
,
k0 + 2

2q

[

.Pour simpli�er les notations, nous posons q = 5. Rappelons que λ ≥ λ0, 〈λ〉 = 〈λ0〉et {λ〉 6∈ I0. Ainsi, nous distinguons les as suivants :



50 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)� Si i0 ⊂
[

0,
1

2

[. Comme λ ≥ λ0, alors
i0 =

[

1

10
,

3

10

[ et {λ} ∈
[

3

10
,
1

2

[Par suite, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} = 1
5 . Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 =

[

1

2
,

7

10

[ et {λ} ∈
[

7

10
,

9

10

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} = 4
5 .Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 =

[

1

2
,

7

10

[ et {λ} ∈
[

9

10
, 1

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} = 3
5 .Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 =

[

7

10
,

9

10

[ et {λ} ∈
[

9

10
, 1

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} = 3
5 .Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 =

[

1

2
,

7

10

[ (resp. [ 7

10
,

9

10

[) et {λ} ∈
[

3

10
,
1

2

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que
{α0x0} =

1

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 =

[

1

2
,

7

10

[ (resp. [ 7

10
,

9

10

[) et {λ} ∈
[

1

10
,

3

10

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que
{α0x0} =

2

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si i0 =

[

1

2
,

7

10

[ (resp. [ 7

10
,

9

10

[) et {λ} ∈
[

0,
1

10

[. Ainsi, il existe x0 ∈ Ntel que {α0x0} =
3

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.Maintenant, supposons que {λ0} ∈
[

9

10
, 1

[. Rappelons que λ ≥ λ0 ≥ 0 et
λ 6∈ I0 =

[

[λ0] +
2q − 1

2q
, [λ0] + 1 +

1

2q

[. Ainsi, nous notons deux as possible :



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 51� Si {λ} ∈
[

3

10
,
1

2

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} =
1

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si {λ} ∈
[

1

10
,

3

10

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} =
2

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.Finalement, supposons que {λ0} ∈
[

0,
1

10

[ et [λ0] ≥ 1 (resp. [λ0] = 0). Par suite,nous avons
I0 =

[

[λ0] − 1 +
2q − 1

2q
, [λ0] +

1

2q

[ (resp. I0 =

[

− 1

10
,

1

10

[). Ainsi,� Si {λ} ∈
[

3

10
,
1

2

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} =
1

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Si {λ} ∈
[

1

10
,

3

10

[. Ainsi, il existe x0 ∈ N tel que {α0x0} =
2

5
. Par onséquent,

f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.Lemme 2.4.3. Soit x0 ∈ N∗ �xé, tel que x0 6= kq pour tout k ∈ N. la fontion α −→ {αx0},dé�nie sur R et à valeurs dans [0, 1[, est ontinue en α0 =
p

q
, où p ∈ Z q ∈ N∗ et p∧ q = 1.Preuve. Soit x0 �xé. Nous avons, {αx0} = |αx0| − [ |αx0| ], où [·] est la fontion partieentière. Alors la fontion {·} : R −→ [0, 1[, dé�nie par α −→ {αx0}, est disontinue en αsi αx0 ∈ Z. Par onséquent, si α0 =

p

q
et x0 6= kq pour tout k ∈ N, alors α0x0 6∈ Z.Ainsi, α −→ {αx0} est ontinue en α0.Rappelons que sous [H1℄ et d'après la Proposition 2.4.1 nous avons,

K(θ) −K(θ0) = σθ0
[gθ(·) − gθ0

(·)] = µ
θ0

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2 ,où
gθ(y) = [z − f(x; θ)]2 , ∀ y = (x, z) ∈ E2et

f(x; θ) = 〈αx+ λ〉, ∀ x ∈ E et θ = (α, λ) ∈ Θ.De plus, d est la distane sur Θ dé�nie par
d (θ, θ

′

) = max
{

|α− α
′ |, |λ− λ

′ |
}

, ∀ θ = (α, λ), θ
′

= (α
′

, λ
′

) ∈ Θ.



52 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Nous posons,
A0 = {θ, α = α0 et λ ∈ I0} . (2.71)Rappelons que θ0 ∈ A0. Soit θ∗ ∈ A0. D'après la Proposition 2.4.4, nous avons

K(θ∗) −K(θ0) = µ
θ0

[f(·; θ∗) − f(·; θ0)]2 = 0. (2.72)Proposition 2.4.5. Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Si α0 =
p

q
, où p ∈ Z q ∈ N∗ et

p ∧ q = 1, alors pour tout (su�samment petit) ε > 0, nous avons
inf

θ∈Θ0
ε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θ0
ε = {θ : d(θ,A0) ≥ ε}.Preuve. Pour simpli�er les notations, nous onsidérons le as où q est pair.Don, il existe k0 ∈ {0, 1, · · · , q − 1} tel que

{λ0} ∈ i0 =

[

k0

q
,
k0 + 1

q

[

.Par suite,
I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ0〉 et {λ} ∈ i0} et A0 = {θ, α = α0 et λ ∈ I0} .Nous distinguons trois as pour l'événement Θ0

ε. Nous posons, Θ0
ε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, où

Γ1 = {θ, |α− α0| ≥ ε} , (2.73)
Γ2 = {θ, |α− α0| < ε, d(λ, I0) ≥ ε, 〈λ〉 6= 〈λ0〉} , (2.74)et
Γ3 = {θ, |α− α0| < ε, d(λ, I0) ≥ ε, 〈λ〉 = 〈λ0〉} . (2.75)Notons que,

d(λ, I0) = inf
λ∗∈I0

|λ− λ∗|.L'idée de la preuve est basée sur l'équation (2.32). Alors, le but est de trouver x0 ∈ Etel que
|f(x0; θ) − f(x0; θ0)| > 0, uniformément sur Γi, i = 1, 2, 3.1. Nous onsidérons le premier as, θ ∈ Γ1. Comme Θ est ompat et le support de µθ0n'est pas borné, alors il existe x0 > 0 tel que ∀ |x| ≥ x0, nous avons

|f(x; θ) − f(x; θ0)| ≥ ε
2 |x|, uniformément sur Γ1. Ainsi,

inf
θ∈Γ1

|K(θ) −K(θ0)| ≥
∫

|x|≥x0

(
ε

2
x)2µθ0

(dx) > 0.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 532. Suppososns que θ ∈ Γ2. Pour x0 = 0, nous avons
|f(0; θ) − f(0; θ0)| = |〈λ〉 − 〈λ0〉| ≥ 1.Ainsi,

inf
θ∈Γ2

|K(θ) −K(θ0)| > 0.3. Nous onsidérons le as où θ ∈ Γ3. Nous supposons sans perte de généralité que
α0 =

1

q
> 0 et λ0 ≥ 0. Nous avons,
{λ0} ∈ i0 =

[

k0

q
,
k0 + 1

q

[ et par suite I0 =

[

[λ0] +
k0

q
, [λ0] +

k0 + 1

q

[

.Nous distinguons quatre as dépendants de la position de la partie frationnaire de
λ0 et elle de λ :(a) Cas A : i0 ⊂

[

0, 1
2

[ et λ ≥ λ0.(b) Cas B : i0 ⊂
[

1
2 , 1
[ et λ ≥ λ0.() Cas C : i0 ⊂

[

0, 1
2

[ et λ ≤ λ0.(d) Cas D : i0 ⊂
[

1
2 , 1
[ et λ ≤ λ0.� Cas A : i0 ⊂

[

0,
1

2

[, λ ≥ λ0. Il est simple de véri�er qu'ii
q ≥ 4, {λ} ∈

[

0,
1

2

[

, k0 ∈
{

0, 1, · · · , q
2
− 2
} et {λ} ≥ k0 + 1

q
.Par suite,

d(θ,A0) = d(λ, I0) = inf
{λ∗}∈i0

{λ} − {λ∗} ≥ ε. (2.76)Ainsi, il existe l ∈ {k0 + 1, · · · , q
2
− 1
} tel que {λ} ∈

[

l

q
,
l + 1

q

[.Soit x0 =
q

2
− l �xé. Alors, pour tout {λ∗} ∈ i0 nous obtenons

{α0x0} + {λ∗} <
1

2
, (2.77)et d'après (2.76) nous trouvons

{α0x0} + {λ} ≥ 1

2
+ ε. (2.78)Comme x0 =

q

2
− l 6= kq où k ∈ N, d'après Lemme 2.4.3, la fontion α → {αx0}est ontinue en α0 =

p

q
. Ainsi, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que ∀ |α− α0| ≤ ηnous trouvons







[αx0] = [α0x0].

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε.
(2.79)



54 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)D'après (2.79) et (2.78) nous trouvons
{αx0} + {λ} = ({αx0} − {αx0}) + ({αx0} + {λ})

≥ −ε+ (
1

2
+ ε) =

1

2
.Alors, pour tout θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α− α0| ≤ η(ε, α0, λ0)}, nous avons
f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.� Case B : i0 ⊂

[

1
2 , 1
[ et λ ≥ λ0. Nous distinguons deux sous-as :� Supposons que {λ} ∈

[

1

2
, 1

[. Ii, il est simple de véri�er que
q ≥ 4, k0 ∈

{q

2
, · · · , q − 2

}

, et {λ} ≥ k0 + 1

q
.Par onséquent,

d(θ,A0) = d(λ, I0) = inf
{λ∗}∈i0

{λ} − {λ∗} ≥ ε. (2.80)Ainsi, il existe x0 ∈
{

q
2 + 1, · · · , q − 1

} tel que pour tout {λ∗} ∈ i0 nous avons
{α0x0} + {λ∗} <

3

2
, (2.81)et d'après (2.80) nous trouvons

{α0x0} + {λ} ≥ 3

2
+ ε. (2.82)Comme x0 6= kq où k ∈ N, la fontion α→ {αx0} est ontinue α0 = p

q(voir Lemme 2.4.3). Alors, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que ∀ |α − α0| ≤ ηnous obtenons






[αx0] = [α0x0].

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε.
(2.83)d'après (2.83) et (2.82) nous trouvons

{αx0} + {λ} = ({αx0} − {αx0}) + ({αx0} + {λ})

≥ −ε+ (
3

2
+ ε) =

3

2
.Alors, pour tout θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α − α0| ≤ η(ε, α0, λ0)} nous avons
f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 1.



2.4. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 55� Supposons que {λ} ∈
[

0,
1

2

[. Ii, il est simple de véri�er que
q ≥ 2, et k0 ∈

{q

2
, · · · , q − 1

}

.Par onséquent, nous avons
d(λ, I0) = inf

{λ∗}∈i0
{λ} − {λ∗} + 1 ≥ ε et [λ] = [λ∗] + 1. (2.84)Ainsi, pour x0 = q

2 et pour tout {λ∗} ∈ i0 nous avons
1 ≤ {α0x0} + {λ∗} <

3

2
. (2.85)De plus, d'après (2.84), nous trouvons

{α0x0} + {λ} ≥ 1

2
+ ε. (2.86)Pour e x0 �xé, la fontion α→ {αx0} est ontinue en α0 = p

q(voir Lemme 2.4.3). Alors, il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε tel que ∀ |α − α0| ≤ ηnous obtenons






[αx0] = [α0x0].

| {αx0} − {α0x0} | ≤ ε.
(2.87)D'apès (2.87) et (2.86) nous trouvons

{αx0} + {λ} = ({αx0} − {αx0}) + ({αx0} + {λ})

≥ −ε+ (
1

2
+ ε) =

1

2
.Ainsi, pour tout θ ∈ Γ

′

3 = {θ ∈ Γ3, |α− α0| ≤ η} nous trouvons
f(x0; θ) − f(x0; θ0) = 〈αx0 + λ〉 − 〈α0x0 + λ0〉,

= 〈[αx0] + [λ] + {αx0} + {λ}〉

− 〈[α0x0] + [λ0] + {α0x0} + {λ0}〉,

= ([αx0] − [α0x0]) + ([λ] − [λ0])

+ (〈{αx0} + {λ}〉 − 〈{α0x0} + {λ0}〉)

= 1.Les as C et D peuvent être traités de façon similaire, ave un bon hoix de x0 et αsu�samment prohe de α0. Alors, nous déduisons qu'il existe η = η(ε, α0, λ0) ≤ ε etune onstante e0 > 0 tels que uniformément sur Γ
′

3 nous avons
|K(θ) −K(θ0)| ≥ e0 > 0.



56 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Pour θ ∈ Γ
′′

3 = Γ3 \ Γ
′

3 = {θ ∈ Γ3, |α − α0| > η, 〈λ〉 = 〈λ0〉} les mêmes argumentspour Γ1 peuvent être appliqués ii et par suite il existe d0 > 0 tel que
|K(θ) −K(θ0)| ≥ d0 > 0.

Théorème 2.4.2. Supposons que1. α0, la vraie valeur de α, est un nombre rationnel appartenant l'intervalle ]−1, 1[, où
α0 =

p

q
, ave p ∈ Z q ∈ N∗ et p ∧ q = 1 ;2. Sous Pθ0
, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;3. Pour un ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞ ;4. L'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble ]−1, 1[ × R.Alors,

d(θ̂n, A0)
p.s.−→ 0, où A0 = {θ ∈ Θ, α = α0 et λ ∈ I0} .En d'autres termes, α̂n est fortement onsistant tandis que λ̂n onverge vers un intervallede taille 1

q
ontenant λ0.Preuve. Rappelons que, d'après la Proposition 2.4.1 et 2.4.5, nous avons

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0et
inf

θ∈Θ0
ε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θ0
ε = {θ : d(θ,A0) ≥ ε}. La onlusion θ̂n → θ0 presque sûrement résulte par des argu-ments standards de la théorie des M-estimateurs (voir par exemple, Van Der Vaart (1998,[61℄), Théorème 5.7).



2.5. MÉTHODE NUMÉRIQUE POUR CALCULER θ̂N 572.5 Méthode numérique pour aluler θ̂nSoient X0,X1, · · · ,Xn des observations du proessus RINAR(1). Notre objetif est detrouver une méthode numérique pour aluler l'estimateur des moindres arrés dé�ni par
θ̂n = arg min

θ∈Θ
ϕn(θ),où

ϕn(θ) =
1

n

n
∑

t=1

[Xt − f(Xt−1; θ)]
2 =

1

n

n
∑

t=1

[Xt − 〈αXt−1 + λ〉]2 .La prinipale di�ulté pour le alul de θ̂n provient de la disontinuité de la fontion deontraste. Les méthodes lassiques, omme la desente du gradient, ne sont pas valables.Dans ette setion, nous proposons un algorithme basé sur la reherhe dihotomique su-essive.En premier lieu, nous expliquons l'idée de et algorithme dans un adre simple.Soit h une fontion réelle irrégulière dé�nie sur R, appelée la fontion objetive.Notre but est de trouver
θ̂n = arg min

θ∈[a,b]
h(θ).Soit θ0 notre point de départ. Ainsi, l'intervalle initial de reherhe est [a, b].Ainsi, nous notons a0 = a, b0 = b et N0 = b0 − a0. Par suite, le passagede l'étape i à i+ 1, pour i = 0, 1, · · · , se fait de la manière suivante :Soient ci = θi+ai

2 et di = θi+bi

2 . Nous alulons h(ci), h(θi) et h(di).Ensuite, selon le minimum de es derniers, nous distinguons trois as (voir Figure 2.7) :� Si h(θi) < min{h(ci), h(di)}, alors ai+1 = ci, θi+1 = θi et bi+1 = di.� Si h(ci) < min{h(θi), h(di)}, alors ai+1 = ai, θi+1 = ci et bi+1 = θi.� Si h(di) < min{h(θi), h(ci)}, alors ai+1 = θi, θi+1 = di et bi+1 = bi.Le proessus s'arrête à l'étape i+ 1 si Ni+1 = bi+1 − ai+1 ≤ 0.001.
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b bb

ai bici diθiÉtape i
ai+1 bi+1

b

θi+1

b

1er as
2ème as
3ème as

ai+1 bi+1θi+1

b

bi+1
ai+1 θi+1

Fig. 2.7 � Le passage de l'étape i à i+ 1 pour la reherhe dihotomique.2.5.1 InitialisationComme le proessus RINAR(1) est inspiré du modèle AR(1) réel, nous proposons pourle point de départ de l'algorithme θ̂0 = (α̂0, λ̂0), l'estimateur de Yule-Walker du paramètre
θ = (α, λ). Ainsi, nous avons

α̂0 = ρ̂ (1) et λ̂0 = X̄n (1 − α̂0).Ii, ρ̂(1) est le oe�ient d'autoorrélation empirique du premier ordre et X̄n est la moyenneempirique.2.5.2 Reherhe dihotomique suessiveComme le paramètre θ possède deux omposants, la transition de θ̂k = (α̂k, λ̂k) à
θ̂k+1 = (α̂k+1, λ̂k+1), pour k = 0, 1, · · · , se fait en deux phases. Ainsi, nous appliquonsune reherhe dihotomique suessive sur α puis sur λ.Dans la première phase nous �xons λ̂k. Par suite, une reherhe dihotomique sur αnous onduit à la nouvelle valeur α̂k+1. Ii, nous utilisons ]−1, 1[ omme intervalle initial



2.5. MÉTHODE NUMÉRIQUE POUR CALCULER θ̂N 59de la reherhe. Ainsi, nous notons left = −1, right = 1 et range = |right − left |. Soientmid-left =
left + α̂k

2
et mid-right =

α̂k + right
2

, où mid-left et mid-right représententrespetivement les milieux à gauhe et à droite de α̂k.Puis, nous alulons les valeurs suivantes :
ϕn

(mid-left , λ̂k

)

, ϕn

(

α̂k, λ̂k

) et ϕn

(mid-right , λ̂k

)

.Selon le minimum de es dernières, left , α̂k, et right hangent leurs valeurs atuelles.Par exemple, Si ϕn

(

α̂k, λ̂k

) est le minimum, alors left prend la valeur de mid-left et rightprend elle de mid-right . Par suite, le proessus s'arrête quand range ≤ 0.001.Le pseudo-ode suivant dé�ni la reherhe dihotomique utilisée pour aboutir à α̂k+1.l e f t <− −1;r i gh t <− 1 ;range <− 2 ;mid_left <− ( l e f t + previous_alpha ) / 2 ;mid_right <− ( r i gh t + previous_alpha ) / 2 ;while range > 0.001 dobeginV_1 <− Phi_n ( alpha_k , lambda_k ) ;V_2 <− Phi_n ( mid_left , lambda_k ) ;V_3 <− Phi_n (mid_right , lambda_k ) ;i <− j suh that V_j i s min (V_1, V_2, V_3)ase i of1 : begin l e f t <− mid_left ; r i gh t <− mid_right end ;2 : begin r i gh t <− alpha_k ; alpha_k <− mid_left end ;3 : begin l e f t <− alpha_k ; alpha_k <− mid_right end ;range <− abs ( r i gh t − l e f t )end ;Dans la deuxième phase, nous �xons α̂k+1. Par suite, une reherhe dihotomique sur
λ nous onduit à la nouvelle valeur λ̂k+1. Ii nous proposons [ λ̂0 − 5 |λ̂0|, λ̂0 − 5 |λ̂0|

]omme intervalle initial de la reherhe, lequel nous semble assez large pour ouvrir laplupart des situations.Ainsi, nous notons left = λ̂0 − 5 |λ̂0|, right = λ̂0 + 5 |λ̂0| et range = |right − left |.Soientmid-left =
left + λ̂k

2
etmid-right =

λ̂k + right
2

, oùmid-left etmid-right représententrespetivement les milieux à gauhe et à droite de λ̂k.



60 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Puis, nous alulons les valeurs suivantes :
ϕn (α̂k+1,mid-left) , ϕn

(

α̂k+1, λ̂k

) et ϕn (α̂k+1,mid-right) .Selon le minimum de es dernières, left , λ̂k, et right hangent leurs valeurs atuelles.En�n, le proessus s'arrête quand range ≤ 0.001. Le pseudo-ode suivant dé�ni la reherhedihotomique utilisée pour aboutir à λ̂k+1.l e f t <− lambda_0 − 5 | lambda_0 | ;r i gh t <− lambda_0 + 5 | lambda_0 | ;range <− 10 | lambda_0 | ;mid_left <− ( l e f t + previous_lambda ) / 2 ;mid_right <− ( r i gh t + previous_lambda ) / 2 ;while range > 0.001 dobeginV_1 <− Phi_n ( alpha_k+1 , lambda_k ) ;V_2 <− Phi_n ( alpha_k+1 , mid_left ) ;V_3 <− Phi_n ( alpha_k+1 , mid_right ) ;i <− j suh that V_j i s min (V_1, V_2, V_3)ase i of1 : begin l e f t <− mid_left ; r i gh t <− mid_right end ;2 : begin r i gh t <− lambda_k ; lambda_k <− mid_left end ;3 : begin l e f t <− lambda_k ; lambda_k <− mid_right end ;range <− abs ( r i gh t − l e f t )end ;Ainsi, nous atteignons la (k + 1)ème itération.La reherhe s'arrête quand les résultats de deux itérations onséutives sont trèsprohes. Plus préisément, nous nous arrêtons à la kème itération si
d
(

(α̂k, λ̂k), (α̂k+1, λ̂k+1)
)

= max
{

|α̂k+1 − α̂k|, |λ̂k+1 − λ̂k|
}

≤ 0.001. (2.88)Notons que, dans le as général, e ritère d'arrêt est satisfait après peu d'itérations.À la �n des itérations, nous obtenons le ouple (α̂n, λ̂n) qui minimise la fontion objetif(de ontraste) ϕn.Nous tenons à mentionner que l'estimation de Yule-Walker θ̂0 = (α̂k, λ̂k) qui représentele point de départ de notre reherhe est en général une très bonne proposition initiale denotre algorithme de minimisation.Pour ela, nous pensons que l'intervalle initial λ̂0 ± 5|λ̂0| proposé pour la reherhe des
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λ̂k est plus que su�sant. Clairement, sans une si bonne estimation initiale, nous pouvonsemployer une autre stratégie plus sophistiquée que elle proposée pour dé�nir l'intervalleinitial de la reherhe à haque itération, voir par exemple Press & al. (2007, [57℄).

2.5.3 Étude de simulationNotre objetif est d'illustrer les performanes de la méthode hoisie pour aluler θ̂n.Pour ela, nous simulons 500 observations du proessus RINAR(1), ave θ0 = (α0, λ0) �xé.Pour obtenir un bruit entré à valeurs dans Z, nous onsidérons deux suites ξt et ηt in-dépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de paramètre µ, et nous posons
εt = ξt − ηt. Puis, en utilisant l'algorithme indiqué préédemment, nous alulons θ̂n.Après 500 répétitions indépendantes, nous alulons la moyenne et l'éart-type des suitesdes estimations obtenues {α̂n,i, 1 ≤ i ≤ 500} et {λ̂n,i, 1 ≤ i ≤ 500

}, et dessinons leurs his-togrammes.Ii nous proposons trois jeux de paramètres orrespondant au hoix de trois di�érentesvaleurs de θ0. Notons qu'inévitablement, les α0 utilisés pour les simulations sont rationnels.Par onséquent, omme prévu par le Théorème 2.4.2, la onsistane de l'estimateur desmoindres arrés θ̂n doit être jugée en fontion d'une �utuation inévitable autour de λ0.



62 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)� Cas A : α0 = −0.4 et λ0 = 1.44.Don, α0 = p
q
où p = −2 et q = 5 est impair. Ainsi, nous avons {λ0} = 0.44 ∈

i0 =
[

3
10 ,

5
10

[ et par suite I0 = [1.3, 1.5[. La moyenne des α̂n,i est −0.4075 et leuréart-type est 0.0454. D'ailleurs, la moyenne des λ̂n,i est 1.3988 et leur éart-type est
0.1626. Notons que la moyenne des estimations de λ appartient à l'intervalle I0.Les �gures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.
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Fig. 2.8 � L'histogramme des (α̂n,i)1≤i≤500 ave n = 500 et α0 = −0.4.
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Fig. 2.9 � L'histogramme des (λ̂n,i

)

1≤i≤500
ave n = 500 et λ0 = 1.44.



2.5. MÉTHODE NUMÉRIQUE POUR CALCULER θ̂N 63� Cas B : α0 = −0.2 et λ0 = −2.96.Don, α0 = p
q
où p = −1 et q = 5 est impair. Ainsi, nous avons {λ0} = 0.96 ∈ i0 =

[

9
10 , 1

[ et par suite I0 = [−2.9,−3.1[. La moyenne des α̂n,i est −0.2038 et leur éart-type est 0.0545. D'autre part, la moyenne des λ̂n,i est −2.9953 et leur éart-type est
0.1861. Notons que la moyenne des estimations de λ appartient à l'intervalle I0.Les �gures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.
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Fig. 2.10 � L'histogramme des (α̂n,i)1≤i≤500 ave n = 500 et α0 = −0.2.
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Fig. 2.11 � L'histogramme des (λ̂n,i

)

1≤i≤500
ave n = 500 et λ0 = −2.96.



64 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)� Cas C : α0 = 0.3 et λ0 = 5.65.Don, α0 = p
q
où p = 3 et q = 10 est pair. Ainsi, nous avons {λ0} = 0.65 ∈ i0 =

[

6
10 ,

7
10

[ et par suite I0 = [5.6, 5.7[. La moyenne des α̂n,i est 0.3032 et leur éart-typeest 0.0426. D'ailleurs, la moyenne des λ̂n,i est 5.6105 et leur éart-type est 0.3459.Notons que la moyenne des estimations de λ appartient à l'intervalle I0.Les �gures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.
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Fig. 2.12 � L'histogramme des (α̂n,i)1≤i≤500 ave n = 500 et α0 = 0.3.
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ave n = 500 et λ0 = 5.65.



2.6. ANALYSE DES DONNÉES D'O'DONOVAN 65Rappelons que le bruit εt est la soustration de deux variables aléatoires indépendantesqui suivent une loi de Poisson de paramètre µ. Ainsi, pour tout t ∈ Z, nous avons
Eεt = µ− µ = 0,et
V (εt) = 2 µ.Dans ette setion, nous avons onsidéré que le bruit est grand (.à.d. µ≫ 1

2
) et |λ0| ≫

1

2
.Notons que dans e as, l'estimateur de Yule-Walker θ̂0 des paramètres, qui onstitue lepoint de départ de notre algorithme, est onsidéré omme signi�atif. En d'autres termes,l'estimateur des moindres arrés θ̂n alulé suivant notre algorithme doit être très prohede θ̂0.2.6 Analyse des données d'O'DonovanDans ette setion, nous présentons une première appliation à des données réelles.Il s'agit de 70 observations repésentant des résultats onséutifs d'un proessus himique,soure : O'Donovan (1983, [55℄).
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TimeFig. 2.14 � 70 observations provenant des résultats onséutifs d'un proessus himique,soure : O'Donovan.



66 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)Notons que toutes les observations sont positives, elles varient entre 17 et 66.De plus, la moyenne empirique est 49.6857 et la variane empirique est 84.7403.Les Figures 2.15 et 2.16 nous donnent respetivement les fontions d'autoorrélation empi-rique simples (ACF) et partielles (PACF). D'après l'ACF, nous onstatons que le oe�ientd'autoorrélation empirique du premier ordre est signi�atif. Cependant, le oe�ient d'au-toorrélation empirique du seond ordre est presque signi�atif. Nous avons, ρ̂ (1) = −0.588et ρ̂ (2) = 0.272. De plus, nous remarquons alternane des signes entre les oe�ients d'au-toorrélations empiriques du premier et seond ordre, et les oe�ients d'ordre supérieurtendent vers zéro rapidement. D'après le PACF, nous pouvons voir que seulement le oef-�ient d'autoorrélation partiel du premier ordre est sigini�atif. Ainsi, O'Donovan (1983,[55℄) suggère un modèle AR(1) réel. Par suite, nous proposons le proessus RINAR(1)pour analyser les données. A�n de omparer les modèles proposés, nous réservons les 60premières observations pour estimer les paramètres et les 10 dernières pour omparer lesperformanes de prévision.
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Fig. 2.15 � ACF des 70 observations d'O'Donovan.
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Fig. 2.16 � PACF des 70 observations d'O'Donovan.2.6.1 Le modèle AR(1) d'O'DonovanPour analyser es observations, O'Donovan (1983, [55℄) propose le modèle AR(1) suivant
Xt = aXt−1 + b+ εt, ∀ t ∈ Z.Pour estimer les paramètres du modèle, l'auteur utilise l'estimateur de Yule-Walker.Ainsi, nous avons

â = ρ̂ (1) = −0.6242, b̂ = X̄n(1 − â) = 80.5067 (pour les 60 premières observations),où ρ̂(1) est le oe�ient d'autoorrélation empirique du premier ordre et X̄n est la moyenneempirique. La �gure suivante montre les diagnostis basés sur les résidus obtenus tels queleur ACF et le test de Ljung-Box. Ces derniers on�rment le hoix du modèle AR(1).
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Fig. 2.17 � Test sur les résidues obtenus en utilisant AR(1) pour modéliser les donnéesd'O'Donovan.Soit T un instant �xé. La prévision à un pas X̃T+1, basée sur la fontion de régression,est donnée par
X̃T+1 = âXT + b̂. (2.89)En général, la valeur de X̃T+1 est réelle. Le passage au support disret de la série estfailement obtenu en arrondissant à l'entier le plus près, .à.d.
X̃T+1 = 〈âXT + b̂〉. (2.90)Le tableau suivant nous donne les résultats de prévision sur les 10 dernières observationsde la série. Rappelons qu'à l'instant 60, nous avons X60 = 43.Instant 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70Vraie valeur 48 44 49 44 49 69 40 54 58 49Valeur de prévision 54 51 53 50 53 50 37 56 47 44



2.6. ANALYSE DES DONNÉES D'O'DONOVAN 692.6.2 Ajustement à un modèle RINAR(1)Maintenant, nous proposons le modèle RINAR(1) suivant
Xt = 〈αXt−1 + λ〉 + εt, ∀ t ∈ Z.Pour estimer les paramètres du modèle, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés

θ̂n = (α̂n, λ̂n) dé�ni par (2.21) et (2.22). Pour aluler θ̂n, nous utilisons l'algorithmeproposé dans la setion 2.5.Ainsi, nous obtenons
θ̂n = (α̂n, λ̂n) = (−0.625, 80.749).Les résidus du modèle (voir Figure 2.18) sont dé�nis par

ε̂t = Xt − 〈α̂nXt−1 + λ̂n〉, ∀ t = 2, · · · , 60La moyenne empirique des résidus est 0.0847 et leurs éart-type est 7.214.Les �gures 2.19 et 2.20 nous donnent respetivement l'ACF et le PACF des résidus obtenus.Notons que tous les oe�ients ne sont pas signi�atifs. Par suite, les résidus peuvent êtreintreprétés omme un bruit blan.
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Fig. 2.18 � Les résidus obtenus en utilisant le proessus RINAR(1).
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Fig. 2.19 � ACF des résidus.
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Fig. 2.20 � PACF des résidus.



2.7. ANALYSE DES TAUX DE VARIATIONANNUELS DE LA POPULATION SUÉDOISE71La prévision à un pas X̂T+1, basée sur la fontion de régression, est donnée par
X̂T+1 = 〈α̂nXT + λ̂n〉. (2.91)Notons que X̂T+1 est une valeur entière diretement. Le tableau suivant nous donne lesrésultats de prévision sur les 10 dernières observations de la série.Instant 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70Vraie valeur 48 44 49 44 49 69 40 54 58 49Valeur de prévision 54 51 53 50 53 50 38 56 47 442.6.3 Comparaison et ommentairesUne analyse basée sur des modèles stohastiques doit tenir ompte de la nature entièrede la série observée. Typiquement, un proessus AR(1) standard ne garantit pas ettepartiularité.D'autre part, omme le oe�ient d'autoorrélation du premier ordre est de signe négatif,le proessus INAR(1) ne peut pas modéliser la série présente.D'ailleurs, nous notons que la valeur alulée de l'estimateur des moindres arrés

θ̂n =
(

α̂n, λ̂n

), suivant la reherhe dihotomique, est très prohe du point de départde l'algorithme θ̂n =
(

â, b̂
) qui n'est autre que l'estimateur de Yule-Walker du modèleAR(1) proposé par O'Donovan.Cei explique les performanes de prévision presque identiques des deux modèles (les pré-visions sont identiques, sauf la 7ème où RINAR(1) améliore la prédition d'une unité).2.7 Analyse des taux de variation annuels de la populationSuédoiseDans ette setion, nous présentons une deuxième appliation à des données réelles.Il s'agit des taux de variation (par millier d'habitants) annuels de la population Suédoiseentre 1750 et 1849, notés Pt, soure : Thomas (1940, [60℄).Bien que ette variation de la population doit être en général à valeurs réelles, les tauxenregistrés sont des valeurs arrondies (sur une éhelle de mille).



72 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)La Figure 2.21 nous montre les observations. Ainsi, nous remarquons que ette sériepossède des valeurs négatives. Les observations varient entre −27 et 16, la moyenne empi-rique est 6.69 et la variane est 34.559. La Figure 2.22 nous donne l'ACF et le PACF de lasérie. La déroissane géométrique des oe�ients d'autoorrélation simple et le fait que leoe�ient d'autoorrélation partiel du premier ordre est signi�atif justi�ent le hoix d'unproessus AR(1) pour modéliser ette série.
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Fig. 2.22 � ACF et PACF des taux de variation annuels de la population Suédoise.A�n de omparer les modèles proposés pour analyser ette série, nous réservons les 80premières observations pour estimer les paramètres et les 20 dernières pour omparer lesperformanes de prévision.



74 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)2.7.1 Ajustement à un modèle AR(1)En premier lieu, nous proposons le modèle AR(1) suivant
Pt = a Pt−1 + b+ εt, ∀ t ∈ Z.Pour estimer les paramètres du modèle, nous utilisons l'estimateur de Yule-Walker. Ainsi,

â = ρ̂ (1) = 0.4505, b̂ = P̄n(1 − â) = 3.337 (pour les 80 premières observations),où ρ̂(1) est le oe�ient d'autoorrélation empirique du premier ordre et P̄n est la moyenneempirique.La prévision à un pas, à l'instant T + 1, basée sur la fontion de régression et suivied'une étape �nale d'arrondi, est égalẽ
PT+1 = 〈âPT + b̂〉.Pour les 20 dernières observations de la série, l'erreur quadradique (resp. absolue) moyennedes prévisions est donnée par

EQM =
1

20

100
∑

t=81

(

Pt − P̃t

)2
= 5.8, EAM =

1

20

100
∑

t=81

|Pt − P̃t| = 2.1.2.7.2 Ajustement à un modèle RINAR(1)Maintenant, dans le but d'analyser ette série, nous proposons le modèle RINAR(1)suivant
Pt = 〈α Pt−1 + λ〉 + εt, ∀ t ∈ Z.Pour estimer les paramètres du modèle, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés

θ̂n = (α̂n, λ̂n) dé�ni par (2.21) et (2.22). Pour aluler θ̂n, nous utilisons l'algorithmeproposé dans la setion 2.5. Ainsi, nous obtenons
θ̂n = (α̂n, λ̂n) = (0.469, 3.559).Les résidus du modèle (voir Figure 2.23) sont dé�nis par

ε̂t = Pt − 〈α̂n Pt−1 + λ̂n〉, ∀ t = 2, · · · , 80La moyenne empirique des résidus est −0.265 et leur éart-type est 5.553.La �gure (2.24) nous donne l'ACF et le PACF des résidus obtenus.Notons que tous les oe�ients ne sont pas signi�atifs. Par suite, les résidus peuvent êtreintreprétés omme un bruit blan.
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Fig. 2.24 � ACF et PACF des résidus.



76 CHAPITRE 2. LE MODÈLE RINAR(1)La prévision à un pas, à l'instant T + 1, basée sur la fontion de régression, est égale
P̂T+1 = 〈α̂n PT + λ̂n〉.Pour les 20 dernières observations de la série, l'erreur quadradique (resp. absolue) moyennedes prévisions est donnée par

EQM =
1

20

100
∑

t=81

(

Pt − P̂t

)2
= 4, EAM =

1

20

100
∑

t=81

|Pt − P̂t| = 1.7.2.7.3 L'approhe de MCleary & HayMCleary & Hay (1980, [49℄) ont analysé à la fois la série d'indie de réolte de lapopulation suédoise (Swedish Harvest Index) et les taux de variation de la populationentre 1750 et 1849. En fait, l'indie de réolte est onsidéré omme une mesure brute de laprodution alimentaire, a une forte in�uene sur les taux de variation de la population.Pour es deux séries, les auteurs ont proposé un modéle MA(1) réel. Ainsi, pour la sérieprésente le modèle proposé est
Pt − µ = β1 εt−1 + εt,ave µ et β1 deux paramètres réels. Pour estimer es derniers nous utilisons le logiiel R.Ainsi, nous obtenons

β̂1 = 0.4307 et µ̂ = 6.075 (la moyenne empirique des 80 premières observations)Soit FT = σ {PT , PT−1, · · · }. La prévision à un pas, à l'instant T + 1, basée sur la fontionde régression (ésperane onditionnelle) et suivie d'une étape �nale d'arrondi, est égale à
P̆T+1 = E [PT+1 | FT ] = 〈µ̂〉 = 6.Pour les 20 dernières observations de la série, l'erreur quadradique (resp. absolue) moyennedes prévisions est donnée par

EQM =
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|Pt − 6| = 3.65.



2.7. ANALYSE DES TAUX DE VARIATIONANNUELS DE LA POPULATION SUÉDOISE772.7.4 Comparaison et ommentairesToute analyse de ette série, basée sur des modèles stohastiques doit tenir ompte de lanature entière des observations. Typiquement, un proessus AR(1) (resp. MA(1)) standardne garantit pas ette partiularité.D'autre part, omme ette série possède des observations négatives, auun proessusbasé sur l'opérateur d'aminiissement peut modéliser la série (en partiulier INAR(1) etINMA(1)).La Figure 2.25 montre les résultats de prévision de RINAR(1) et AR(1) pour les 20dernières observations de la série.Comparées aux performaes du modèle AR(1), les prévisions du proessus RINAR(1) sontdi�érentes en 8 points et respetent plus les variations de la série. De plus, notons quel'erreur quadratique (resp. absolue) moyenne déroît de 5.8 (resp. 2.1) à 4 (resp. 1.7).D'ailleurs, les résultats de prévision du modèle RINAR(1) sont bien meilleurs queeux du modèle MA(1) proposé par MCleary & Hay, l'erreur quadratique (resp. abso-lue) moyenne sur les 20 dernières observations déroît de 18.75 (resp. 3.6) à 4 (resp. 1.7).
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Fig. 2.25 � Les 20 dernières observations des taux de variation de la population Suédoiseet leurs prévisions basées sur les modèles RINAR(1) et AR(1).
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Chapitre 3
Le modèle RINAR(p)
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j sont rationnels . . . . . . . . . 953.3 Méthode numérique pour aluler θ̂n . . . . . . . . . . . . . . . . 1043.3.1 Initialisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1043.3.2 Reherhe dihotomique suessive . . . . . . . . . . . . . . . . . 1043.3.3 Une expériene de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1063.4 Analyse des données de Fürth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1103.4.1 Le modèle INAR(2) de Jung & Termayne . . . . . . . . . . . . . 1113.4.2 Ajustement à un modèle RINAR(2) . . . . . . . . . . . . . . . . 112Dans e hapitre nous examinons le modèle arrondi à valeurs entières autorégressifd'ordre p, noté RINAR(p). Ce dernier est une extension direte et naturelle du proessusRINAR(1) examiné dans le Chapitre 2. Notons que, le modèle RINAR(p) a été étudié parKahour (2009, [42℄).Dans le premier paragraphe, nous donnons les onditions de stationnarité et d'ergodi-ité du proessus. Dans le deuxième paragraphe, nous proposons l'estimateur des moindresarrés pour estimer les paramètres du modèle RINAR(p). Puis, nous examinons le pro-blème d'identi�abilité, dû à l'opérateur d'arrondi, et la onsistane de e dernier.79



80 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Dans le troisième paragraphe, nous proposons une méthode numérique pour aluler l'es-timateur des moindres arrés. Finalement, dans le quatrième paragraphe, nous présentonsune appliation réelle traitée ave un modèle RINAR(p). Notons que dans e hapitre nousgardons les mêmes notations et dé�nitions que dans le Chapitre 2.3.1 Stationnarité et ergodiité du modèle RINAR(p)Dé�nition 3.1.1. Soit (Ω,A,P) un espae probabilisé. Le proessus {Xt, t ∈ Z} est dit unproessus RINAR(1) si pour tout t, il possède la présentation suivante
Xt = 〈

p
∑

j=1

αjXt−j + λ〉 + εt, (3.1)où 〈·〉 représente l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près, (εt) est une suite de variablesaléatoires i.i.d. entrées à valeurs dans Z, dé�nie sur (Ω,A,P), λ et les αj sont des para-mètres réels.Ce modèle représente une extension naturelle du proessus RINAR(1) étudié dans leChapitre 2. Ainsi, notons que l'opérateur d'arrondi peut être interprêté omme une fontionde ensure sur le modèle AR(p) et λ omme la moyenne du bruit non-entré (ε′t = εt + λ).L'étude du proessus RINAR(p) peut être e�etuée par le biais du proessus vetorielsuivant
Yt =

















Xt

Xt−1...
Xt−p+1

















=

















〈∑p
j=1 αjXt−j + λ〉

Xt−1...
Xt−p+1

















+

















εt

0...
0

















. (3.2)Comme le bruit (εt) est suite de variables aléatoires i.i.d., le proessus (Yt) dé�ni par (3.2),forme une haîne de Markov homogène ave un espae d'états E = Zp et une probabilitéde transition
π(x, y) = P(ε1 = y1 − 〈

p
∑

j=1

αjxj + λ〉) 11y2=x1,··· ,yp=xp−1
, ∀ x = (xj), y = (yj) ∈ E. (3.3)Rappelons que, pour tout x = (x1, · · · , xp) ∈ Rp, nous avons ‖x‖1 = |x1| + · · · + |xp|.De plus, pour toute mesure µ et toute fontion g sur E, nous posons

µ(g) =

∫

g(x)dµ(x) =
∑

i∈E

g(i)µ(i).



3.1. STATIONNARITÉ ET ERGODICITÉ DU MODÈLE RINAR(P) 81D'autre part, pour tout n ∈ N∗, nous avons
(πn g) (x) = E [g(Xt+n) | Xt = x] , ∀ t ∈ Z

= Ex [g(Xn)] ,où Ex [·] représente l'espérane onditionnelle E [ · | X0 = x].Proposition 3.1.1. Supposons que :1. La haîne de Markov (Yt) est irrédutible ;2. pour un ertain k > 1, E|εt|k < +∞ ;3. ∑p
j=1 |αj | < 1.Alors,1. (Yt) possède une unique mesure de probabilité invariante, notée µ ayant un momentd'ordre k.2. Pour tout x ∈ E et f ∈ L1(µ) nous avons

1

n

n
∑

k=1

f(Yk) −→ µ(f), Px p.s.où Px représente la probabilité onditionnelle P (· | Y0 = x).Preuve. Tout d'abord, nous dé�nissons sur E les fontions ϕ et V par
x 7→ ϕ(x) =











|x1|...
|xp|











, x 7→ V (x) = (

p
∑

j=1

|xj|)k = (‖x‖1)
k .Comme V est positive et lim

|x|→∞
V (x) = ∞, V est don une fontion de Lyapunov.Soit "≤" une relation d'ordre partiel sur Rp dé�nie par

x ≤ y ⇐⇒ |xj | ≤ |yj|, ∀j = 1, · · · , p,pour x = (xj) et y = (yj). Soient
A =





|α1| · · · |αp|
Ip−1 0



 et B =

















|b|
0...
0

















,



82 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)où Ip−1 est la matrie d'identité d'ordre p− 1 et b est une onstante.Ainsi, nous avons
x ≤ y =⇒











A ϕ(x) +B ≤ A ϕ(y) +B,

‖x‖1 = ‖ϕ(x)‖1 ≤ ‖ϕ(y)‖1 = ‖y‖1.Rappelons que, pour tout a ∈ R, nous avons
|〈a〉| = 〈|a|〉 ≤ |a| + 1

2
.Par onséquent, nous trouvons

|Xt| = |〈
p
∑

j=1

αjXt−j + λ〉 + εt| ≤
p
∑

j=1

|αj ||Xt−j | + |λ| + |εt| +
1

2
.Soit

ζt =

















|λ| + |εt| + 1
2

0...
0

















,Don, nous obtenons
ϕ (Yt) ≤ A ϕ (Yt−1) + ζt,Ainsi pour tout n ∈ N∗, nous trouvons par itération

ϕ (Yt+n) ≤ Anϕ (Yt) +An−1ζt+1 +An−2ζt+2 + · · · +Aζt+n−1 + ζt+n.Par suite,
‖ϕ (Yt+n)‖1 ≤ ‖Anϕ (Yt) +An−1ζt+1 + · · · +Aζt+n−1 + ζt+n‖1

≤ ‖Anϕ (Yt)‖1 + ‖An−1ζt+1‖1 + · · · + ‖Aζt+n−1‖1 + ‖ζt+n‖1

≤ ‖Anϕ (Yt)‖1+ ||| An−1 |||1 ‖ζt+1‖1 + · · ·+ ||| A |||1 ‖ζt+n−1‖1 + ‖ζt+n‖1,où ||| · |||1 est la norme matriielle assoiée à la norme ‖ · ‖1. Il en déoule,
V (Yt+n) = (‖Yt+n‖1)

k = (‖ϕ (Yt+n)‖1)
k

≤
(

‖Anϕ (Yt)‖1+ ||| An−1 |||1 ‖ζt+1‖1 + · · ·+ ||| A |||1 ‖ζt+n−1‖1 + ‖ζt+n‖1

)k
.Don,

((πnV ) (x))
1

k ≤
(

Ex

[

‖Anϕ (Y0)‖1+ ||| An−1 |||1 ‖ζt+1‖1 + · · ·+ ||| A |||1 ‖ζt+n−1‖1 + ‖ζt+n‖1

]k
) 1

k



3.1. STATIONNARITÉ ET ERGODICITÉ DU MODÈLE RINAR(P) 83Notons que, pour tout j ∈ {1, · · · , n}, ‖ζt+j‖1 = |εt+j | + |λ| + 1

2
.Ainsi, omme E|εt|k <∞, nous avons

b =
(

E [‖ζt+j‖1]
k
)

1

k
<∞, ∀ j ∈ {1, · · · , n} .Par onséquent, d'après l'inégalité de Minkowski, nous obtenons

((πnV ) (x))
1

k ≤
(

Ex‖Anϕ (Y0)‖k
1

) 1

k
+ Sn(A) b

= ‖Anϕ (x)‖1 + Sn(A) b

≤||| An |||1 ‖x‖1 + Sn(A) b,où
Sn(A) =||| An−1 |||1 + · · ·+ ||| A |||1 +1,Notons que, pour toute norme matriielle ||| · |||, nous avons ||| An ||| 1

n−→ ρ(A) quand
n→ ∞, où ρ(A) est le rayon spetral de A.Sous l'hypothèse ∑p

j=1 |αj | < 1, nous avons ρ(A) < 1. Don, il existe n0 ∈ N∗ tel que
∀ N ≥ n0, nous avons ||| AN |||= α

′

< 1. Par suite, d'après le ritère de Cauhy, nousobtenons que la série ∑ ||| Ai |||1 est onvergente.Ainsi, nous trouvons
((

πNV
)

(x)
)

1

k ≤ α
′‖x‖1 + β = ‖x‖1

(

α
′

+
β

‖x‖1

)et par suite
(

πNV
)

(x)

V (x)
≤
(

α
′

+
β

‖x‖1

)k

,où α′

< 1 et 0 < β <∞. Par onséquent, il existe N ∈ N∗ (N ≥ n0) tel que
lim sup
‖x‖1→∞

πNV (x)

V (x)
≤ |α′ |k < 1.Pour tout x0 ∈ E = Zp nous dé�nissons la mesure empirique par :

µn(·) =
1

n

[

π1(x0, ·) + · · · + πn(x0, ·)
]

,où πn représente la probabilité de transition de la haîne de Markov (Yt) en n pas.Finalement, nous obtenons
lim

n→∞
sup µnV ≤ l <∞.La haîne de Markov (Yt) véri�e le ritère de Lyapunov, ave V omme fontion de Lyapu-nov. Ainsi, (µn) est une suite tendue et pour tout point limite µ, nous avons µV ≤ l <∞



84 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)(voir Du�o [22℄, proposition 2.1.6). Alors, µ est une mesure π-invariante. De plus, nousavons que la haîne de Markov (Yt) est irrédutible. Il en résulte que ette dernière soitréurrente positive et par onséquent µ est l'unique mesure invariante, ave µV < ∞. Laonlusion 2 de la proposition est une onséquene direte du théorème ergodique lassiquepour les haînes de Markov.Notons que l'hypothèse 3 est équivalente à la ondition néessaire qui assure la sta-tionnarité du modèle AR(p) réel. D'autre part, notons que le support de la mesure deprobabilité invariante est l'espae des états E = Zp de la haîne (Yt). En d'autres termes,pour tout x ∈ Zp, nous avons µ(x) > 0.3.2 Estimation des paramètresTout d'abord, nous donnons quelques notations rappels et dé�nitions.Soit x = (x1, · · · , xp)
τ ∈ Rp. Rappelons que ‖x‖1 =

∑p
j=1 |xj |. Nous assoions à la norme

‖ · ‖1 sur Rp, une norme sur (Rp)2 dé�nie par
|z| = ‖y1‖1 + ‖y2‖1, ∀ z = (y1, y2) ∈ (Rp)2.Nous dé�nissons l'arrondi du veteur x, noté 〈x〉, par

〈x〉 = (〈x1〉, · · · , 〈xp〉)τ ∈ E = Zp.Soit θ = (α1, · · · , αp, λ) ∈ Θ ⊂ (]−1, 1[)p × R. Par la suite, nous onsidérons que l'espaedes paramètres Θ est ompat. Nous dé�nissons la fontion de régression, notée f , par
f(x; θ) = f(x1, · · · , xp; θ) = 〈

p
∑

j=1

αjxj + λ〉. (3.4)Ainsi, le modèle RINAR(p) peut être érit sous la forme suivante
Yt =

















f(Yt−1; θ)

Xt−1...
Xt−p+1

















+

















εt

0...
0

















. (3.5)Soient
M =





α1 · · ·αp

Ip−1 0



 , ξ =

















λ

0...
0

















et ηt =

















εt

0...
0

















, (3.6)



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 85où Ip−1 est la matrie identité d'ordre p − 1. Finalement, RINAR(p) s'érit de la manièresuivante
Yt = F (Yt−1; θ) + ηt, (3.7)ave

F (x; θ) = 〈M x+ ξ〉, ∀ x ∈ E = Zp. (3.8)Soient θ0 = (α∗
1, · · · , α∗

p, λ
∗) la vraie valeur du paramètre θ et Pθ0

la distribution de laprobabilité de la haîne (Yt) sous le vrai modèle. De plus, toute onvergene p.s.−→ signi�eune onvergene p.s. sous Pθ0,x, e qui se tient indépendamment de l'état initial x.Soient X−p+1, · · · ,X0, · · · ,Xn des observations du proessus RINAR(p).Pour l'estimation du paramètre θ, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrésdé�ni par
θ̂n = arg min

θ∈Θ
ϕn(θ), (3.9)où

ϕn(θ) =
1

n

n
∑

t=1

(Xt − f(Yt−1; θ))
2 =

1

n

n
∑

t=1

(‖Yt − F (Yt−1; θ)‖1)
2. (3.10)Soit l'hypothèse suivante.Hypothèse [H2℄1. Sous Pθ0

, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;2. Pour un ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞ ;3. ∑p
j=1 |α∗

j | < 1, où α∗
j est la vraie valeur de αj pour tout j ∈ {1, · · · , p} ;4. L'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble de (]−1, 1[)p × R.Supposons que [H2℄ soit véri�ée. Don, sous Pθ0

et d'après la Proposition 3.1.1, (Yt) possèdeune unique mesure invariante µθ0
telle que µθ0

(| · |k) <∞ ave k ≥ 2.Il en résulte que la haîne double (Zt) ave Zt = (Yt−1, Yt) possède des propriétés similaires.En partiulier, la haîne (Zt) possède aussi une unique mesure invariante σθ0
= µθ0

⊗ πθ0
,.à.d.

σθ0
(z) = µθ0

(x) πθ0
(x, y), ∀ z = (x, y) ∈ E2 = (Zp)2,où πθ0

est la probabilité de transition de la haîne (Yt) sous le vrai modèle.De plus, omme µθ0
(‖ · ‖k

1) < ∞, il s'ensuit σθ0
(| · |k) < ∞, où | · | est la norme sur (Rp)2



86 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)assoiée à la norme ‖ · ‖1 (dé�nie sur Rp).Soient les fontions :
gθ(z) = (‖y − F (x; θ)‖1)

2, z = (x, y) ∈ E2, θ ∈ Θ, (3.11)et
K(θ) = σθ0

gθ, θ ∈ Θ. (3.12)Soit Pn la mesure empirique générée par les observations Z1, · · · , Zn

Pn(z) =
1

n

n
∑

i=1

11Zi=z, z = (x, y) ∈ E2.Par onséquent, d'après (3.10), la fontion de ontraste ϕn est égale
ϕn (θ) = Pngθ (3.13)et par suite,

θ̂n = arg min
θ∈Θ

Pngθ. (3.14)Lemme 3.2.1. Pour tout θ ∈ Θ, nous avons
gθ ∈ L1 (σθ0

) .Preuve. Rappelons que pour tout a ∈ R, nous avons |〈a〉| = 〈|a|〉 ≤ |a| + 1
2 .Dans la preuve suivante, nous notons par c une onstante générique dont la valeur exatepeut hanger pendant le développement mathématique.Pour tout x = (x1, · · · , xp)

τ ∈ E, nous avons
F (x; θ) = 〈M x+ ξ〉 =

















f(x; θ)

〈x1〉...
〈xp−1〉

















,

où
f(x; θ) = 〈

p
∑

j=1

αj xj + λ〉.



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 87Comme Θ est ompat, il existe B > 0 tel que |λ| ≤ B. Ainsi, nous obtenons
‖F (x; θ)‖1 = |f(x; θ)| + |〈x1〉| + · · · + |〈xp−1〉|

= 〈|
p
∑

j=1

αj xj + λ|〉 + 〈|x1|〉 + · · · + 〈|xp|〉

≤ (1 + |α1|) |x1| + · · · + (1 + |αp−1|) |xp−1| + |αp||xp| + |λ| + p

2

≤ (1 + |α1|) |x1| + · · · + (1 + |αp−1|) |xp−1| + |αp||xp| +B +
p

2

≤ c (1 + ‖x‖1).Par suite, pour tout z = (x, y) ∈ E2, nous avons
‖y − F (x; θ)‖1 ≤ ‖y‖1 + ‖F (x; θ)‖1

≤ c (1 + ‖x‖1 + ‖y‖1)

= c (1 + |z|),où | · | est la norme sur (Rp)2 assoiée à la norme ‖ · ‖1 dé�nie sur Rp.Il en résulte, pour tout z ∈ E2,
gθ(z) = (‖y − F (x; θ)‖1)

2 ≤ c (1 + |z|2). (3.15)Comme σθ0
(| · |k) <∞, où k ≥ 2, nous trouvons

gθ ∈ L1 (σθ0
) .La proposition suivante nous donne la limite de la fontion de ontraste ϕn, où laonvergene se tient uniformément sur Θ.Proposition 3.2.1. Supposons que [H2℄ soit véri�ée. Don, pour tout θ ∈ Θ,1. ϕn (θ)

p.s.−→ K(θ) ;2. K(θ) −K(θ0) = µθ0

(

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2
).De plus, nous avons

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0.Preuve. � La première onlusion est simple à véri�er. Comme Pn
p.s.−→ σθ0

et d'aprèsle Lemme 3.2.1, gθ ∈ L1(σθ0
), nous obtenons

ϕn (θ) = Pngθ
p.s.−→ σθ0

gθ = K(θ).



88 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)� Maintenant, notre objetif est de montrer que la fontion K(θ) véri�e
K(θ) −K(θ0) = µθ0

(

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2
)

.Pour ela, nous allons montrer que
ϕn (θ)− ϕn (θ0)

p.s.−→ µθ0

(

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2
)

.Les notations et les dé�nitions suivantes seront utilisées dans le reste de ette preuve.Soit F = (Fn)n≥0 la �ltration naturelle assoiée au proessus RINAR(p),où Fn = σ(εt, 0 ≤ t ≤ n) pour tout n ∈ N∗, et F0 est la σ−algebre dégénérée.Si (Mn) est une martingale de arré intégrable par rapport à F , nous notons par
([M ]n) son proessus roissant dé�ni par

[M ]0 = 0, [M ]n = [M ]n−1 + E(‖ [M ]n − [M ]n−1 ‖2
1 | Fn−1) pour n ≥ 1.Soit [M ]∞ = lim[M ]n. Sur {[M ]∞ <∞}, nous avons Mn

p.s.−→ M∞, où M∞ est unevariable aléatoire �nie. En revanhe, sur {[M ]∞ = ∞}, nous obtenons Mn

[M ]n

p.s.−→ 0(voir Du�o [22℄, Théorème 1.3.15, p. 20).Rappelons que, sous le vrai modèle θ0, nous avons
Yt = F (Yt−1; θ0) + ηt.Nous posons,

∆Ft−1 = F (Yt−1; θ0) − F (Yt−1; θ). (3.16)Ainsi, nous trouvons
ϕn(θ) − ϕn(θ0) =

An

n
+
Bn

n
, (3.17)ave

An =
n
∑

t=1

‖∆Ft−1‖2
1 et Bn = 2

n
∑

t=1

(ηt | ∆Ft−1), (3.18)où (· | ·) est le produit salaire assoié à la norme ‖ · ‖1.Notons que,
∆Ft−1 =

















f(Yt−1; θ0) − f(Yt−1; θ)

0...
0

















.



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 89Il en résulte que,
An =

n
∑

t=1

(f(Yt−1; θ) − f(Yt−1; θ0))
2 et Bn = 2

n
∑

t=1

εt(f(Yt−1; θ) − f(Yt−1; θ0)).(3.19)Comme Θ est ompat, il existe B > 0 tel que |λ| ≤ B. Soit c une onstante génériquedont la valeur exate peut hanger pendant le développement mathématique.Ainsi, pour tout x ∈ E, nous avons
|f(x; θ)| = |〈

p
∑

j=1

αj xj + λ〉| = 〈|
p
∑

j=1

αj xj + λ|〉

≤ |α1||x1| + · · · + |αp||xp| + |λ| + 1

2

≤ |α1||x1| + · · · + |αp||xp| +B +
1

2

≤ c (1 + ‖x‖1).Ce qui implique que
(f(x; θ))2 ≤ c (1 + ‖x‖1)

2.Par onséquent, omme µθ0
(‖ · ‖k

1) <∞ où k ≥ 2, nous obtenons
f(·; θ) ∈ L1(µθ0

).Ainsi, en utilisant le théorème ergodique sur la haîne (Yt), nous trouvons
An

n

p.s.−→ µθ0

(

(f(·; θ) − f(·; θ0))2
)

. (3.20)Nous posons,
Mn =

Bn

2
=

n
∑

t=1

εt(f(Yt−1; θ) − f(Yt−1; θ0)). (3.21)Il est simple de véri�er que (Mn) est une martingale de arré intégrable par rapportà F . Son proessus roissant, noté ([M ]n), est dé�ni par
[M ]n =

n
∑

t=1

(f(Yt−1; θ) − f(Yt−1; θ0))
2 E|εt|2. (3.22)Ainsi, presque sûrement nous avons

[M ]n
n

−→ µθ0

(

(f(·; θ) − f(·; θ0))2Γ
)

≥ 0, où Γ = E|εt|2 <∞.Il en déoule,
Mn

n

p.s.−→ 0.Par suite,
Bn

n

p.s.−→ 0.



90 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)� Finalement, notre but est de montrer que
sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0.Rappelons que, pour tout θ ∈ Θ, nous avons
ϕn (θ) = Pngθ et K(θ) = σθ0

gθ,où Pn est la mesure empirique engendrée par les observations Z1 = (Y1, Y0), · · · ,
Zn = (Yn, Yn−1) et σθ0

est la mesure invariante de la haîne (Zt).Soit G = {gθ, θ ∈ Θ} la lasse des fontions de ontraste, indexée par Θ ompat.D'après la preuve du Lemme 3.2.1, Pour tout θ ∈ Θ et z ∈ E2, nous avons
gθ(z) ≤ A(z), (3.23)où

A(z) = c (1 + |z|2), (3.24)ave c est une onstante et | · | est la norme sur (Rp)2 assoiée à la norme ‖·‖1 dé�niesur Rp. De plus, nous avons A ∈ L1(σθ0
). Ainsi, la fontion A s'appelle la fontionenveloppe de la lasse G.Soit q > 0 �xé. Ainsi, pour tout θ ∈ Θ, nous avons

|ϕn(θ) −K(θ)| = |(Pn − σθ0
)gθ|

= |(Pn − σθ0
)gθ11|z|<q + (Pn − σθ0

)gθ11|z|>q|

≤ |(Pn − σθ0
)gθ11|z|<q| + Pn(|gθ|11|z|>q) + σθ0

(|gθ|11|z|>q)

≤ |(Pn − σθ0
)gθ11|z|<q| + Pn(A(z)11|z|>q) + σθ0

(A(z)11|z|>q).Nous posons,
pz = σθ0

(z) et pn
z = Pn(z).Alors,

|(Pn − σθ0
)gθ11|z|<q| = |

∑

|z|<q

gθ(z)(p
n
z − pz)|

≤
∑

|z|<q

A(z)|pn
z − pz|.Don, nous obtenons

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ)−K(θ)| = sup
θ∈Θ

|(Pn−σθ0
)gθ| ≤

∑

|z|<q

A(z)|pn
z −pz|+(Pn +σθ0

)(A(z)11|z|>q).



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 91Comme pn
z → pz presque sûrement quand n→ ∞, alors la somme �nie

∑

|z|<q

A(z)|pn
z − pz|

p.s.−→ 0.Par onséquent,
lim sup

n→∞
sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)gθ| ≤ 0 + 2σθ0

(A(z)11|z|>q), p.s.En prenant q ր ∞, nous obtenons presque sûrement,
lim sup

n
sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)gθ| = 0.Comme pour le modèle RINAR(1), l'identi�abilité du modèle RINAR(p) n'est passtandard à ause de l'opérateur d'arrondi. Dans les deux paragraphes suivants nous traitonse problème. Nous onstatons deux as dépendants des oe�ients de régression α∗

j .Notamment, si tous les oe�ients α∗
j sont rationnels, il y a une manque d'identi�abilitéautour de λ∗, la vraie valeur du paramètre λ.Par la suite, nous dé�nissons sur l'espae des paramètres Θ la distane d par

d(θ, θ
′

) = max
{

|αj − α
′

j |, 1 ≤ j ≤ p, |λ− λ
′ |
}

, (3.25)pour tout θ = (α1, · · · , αp, λ), et θ′

= (α
′

1, · · · , α
′

p, λ
′

) ∈ Θ.3.2.1 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quand unau moins des oe�ients de régression α
∗
j est irrationnelDans ette setion, nous supposons qu'il existe au moins j ∈ {1, · · · , p} tel que

α∗
j ∈ R\Q, et nous examinons le problème d'identi�abilité du modèle dans e as.Proposition 3.2.2. Supposons que [H2℄ soit véri�ée. S'il existe au moins j ∈ {1, · · · , p}tel que α∗

j est irrationnel. Alors, pour tout θ ∈ Θ,
f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x = (xi) ∈ E = Zp ⇐⇒ θ = θ0.Preuve. Notre objetif est de montrer que s'il existe au moins j ∈ {1, · · · , p} tel que

α∗
j ∈ R\Q, alors pour tout θ = (α1, · · · , αp, λ) ∈ Θ nous avons
〈

p
∑

i=1

αixi + λ〉 = 〈
p
∑

i=1

α∗
i xi + λ∗〉, ∀ x = (xi) ∈ E =⇒ λ = λ∗ et αi = α∗

i , ∀i = 1, · · · , p.



92 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)L'idée de la preuve est de montrer que si θ 6= θ0 alors il existe y0 ∈ E = Zp tel que
f(y0; θ) 6= f(y0; θ0). Tout d'abord, nous supposons que α1 6= α∗

1.Cei implique que |α1 − α∗
1| > 0. Comme Θ est ompat, il existe B > 0 tel que |λ| ≤ B.De plus, il existe x0 ∈ Z tel que

|α1 − α∗
1||x0| − 2B − 1 > 0.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Nous avons,

|f(y0; θ) − f(y0; θ0)| = |〈α1x0 + λ〉 − 〈α∗
1x0 + λ∗〉|

≥ |α1 − α∗
1||x0| − 2B − 1 > 0.Ainsi, s'il existe i ∈ {1, · · · , p} tel que αi 6= α∗

i , alors il existe y0 ∈ E tel que
|f(y0; θ) − f(y0; θ0)| > 0.De plus, si y0 = 0E , alors

f(y0; θ) = f(y0; θ0) =⇒ 〈λ〉 = 〈λ∗〉.Par suite, sans utiliser l'hypothèse d'irrationalité de l'un des oe�ients de régression,nous trouvons
f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ E ⇒ 〈λ〉 = 〈λ∗〉 et αi = α∗

i pour tout i = 1, · · · , p.Maintenant, pour simpli�er les notations, nous supposons que j = 1. Ainsi, nous avons
α∗

1 ∈ R\Q. De plus, rappelons que {·} représente la partie frationnaire.Nous supposons, sans perte de généralité, α∗
1 > 0, λ ≥ λ∗ ≥ 0. Nous distinguons trois as.� Supposons que {λ∗} ∈

[

0,
1

2

[. Il en déoule,
{λ} ∈

[

0,
1

2

[ et λ− λ∗ = {λ} − {λ∗} ≥ 0.Comme α∗
1 ∈ R\Q, alors ({α∗

1x})x∈Z est dense dans [0, 1[. Ainsi, si {λ} 6= {λ∗}, alorsil existe x0 ∈ Z tel que
{α∗

1x0} + {λ} ≥ 1

2
et {α∗

1x0} + {λ∗} < 1

2
.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Nous trouvons

f(y0; θ) − f(y0; θ0) = 〈α∗
1x0 + λ〉 − 〈α∗

1x0 + λ∗〉

= 〈{α∗
1x0} + {λ}〉 − 〈{α∗

1x0} + {λ∗}〉

= 1.



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 93� Supposons que {λ∗} ∈
[

1

2
, 1

[ et {λ} ∈
[

1

2
, 1

[. Il en résulte,
λ− λ∗ = {λ} − {λ∗} ≥ 0.Ainsi, si {λ} 6= {λ∗}, alors il existe x0 ∈ Z tel que

{α∗
1x0} + {λ} ≥ 3

2
et {α∗

1x0} + {λ∗} < 3

2
.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Nous obtenons

f(y0; θ) − f(y0; θ0) = 〈{α∗
1x0} + {λ}〉 − 〈{α∗

1x0} + {λ∗}〉

= 1.� Supposons que {λ∗} ∈
[

1

2
, 1

[ et {λ} ∈
[

0,
1

2

[. Ainsi,
[λ] = [λ∗] + 1 et λ− λ∗ = 1 + {λ} − {λ∗} ≥ 0.Ainsi, il existe x0 ∈ Z tel que
{α∗

1x0} + {λ} ≥ 1

2
et {α∗

1x0} + {λ∗} < 3

2
.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Nous avons

f(y0; θ) − f(y0; θ0) = 1 + 〈{α∗
1x0} + {λ}〉 − 〈{α∗

1x0} + {λ∗}〉

= 1.Proposition 3.2.3. Supposons que [H2℄ soit véri�ée. S'il existe au moins j ∈ {1, · · · , p}tel que α∗
j est irrationnel. Alors, pour tout (su�sament petit) ε > 0, nous avons

inf
θ∈Θε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θε = {θ : d(θ, θ0) ≥ ε}.Avant de montrer ette proposition, nous donnons quelques rappels néessaires.Supposons que [H2℄ soit véri�ée, alors d'après la Proposition 3.2.1 nous avons,
K(θ) −K(θ0) = σθ0

[gθ(·) − gθ0
(·)] = µ

θ0

(

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2
)

. (3.26)Soit x0 ∈ N∗ �xé, la fontion α −→ {αx0}, dé�nie sur R et à valeurs dans [0, 1[, est ontinueen α0 si α0 ∈ R\Q.



94 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Preuve. Rappelons que les omposantes du paramètre θ ne possédent pas les mêmes r�les.Pour ela, nous distinguons trois situations pour l'événement Θε.Ainsi, notons que Θε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, où
Γ1 = {θ ∈ Θ,∃ i ∈ {1, · · · , p} , |αi − α∗

i | ≥ ε} , (3.27)
Γ2 = {θ ∈ Θ,∀i ∈ {1, · · · , p} , |αi − α∗

i | < ε, |λ− λ∗| ≥ ε, 〈λ〉 6= 〈λ∗〉} , (3.28)et
Γ3 = {θ ∈ Θ,∀i ∈ {1, · · · , p} , |αi − α∗

i | < ε, |λ− λ∗| ≥ ε, 〈λ〉 = 〈λ∗〉} . (3.29)Nous allons montrer
inf
θ∈Γi

|K(θ) −K(θ0)| > 0, i = 1, 2, 3.L'idée de la preuve est basée sur l'équation (3.26). Alors, l'objetif est de trouver y0 ∈ Etel que
|f(y0; θ) − f(y0; θ0)| > 0, uniformément sur Γi, i = 1, 2, 3.� Nous onsidérons le premier as, θ ∈ Γ1. Pour simpli�er les notations, nous supposonsque i = 1. Ainsi, nous avons |α1 − α∗

1| ≥ ε > 0. Comme Θ est ompat, il existe uneonstante B > 0 tel que |λ| ≤ B. De plus, il existe x0 ∈ Z∗ tel que
ε|x0| − 2B − 1 > 0.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Nous avons

|f(y0; θ) − f(y0; θ0)| ≥ ε|x0| − 2B − 1

> 0.D'ailleurs pour tout y = (x, 0, · · · , 0) ∈ E tel que |x| ≥ |x0| nous avons
µ

θ0

(

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2
)

> 0 uniformément sur Γ1. Il en déoule, puisque le supportde µθ0
n'est pas borné,

inf
θ∈Γ1

|K(θ) −K(θ0)| > 0.� Supposons que θ ∈ Γ2. Ii, nous avons 〈λ〉 6= 〈λ∗〉. De plus, la valeur absloue de lasoustration de deux entiers di�érents est supérieur ou égale à 1, .à.d.
|〈λ〉 − 〈λ∗〉| ≥ 1.Soit y0 = 0E = (0, 0, · · · , 0). Ainsi, nous trouvons

|f(y0; θ) − f(y0; θ0)| = |〈λ〉 − 〈λ∗〉| ≥ 1.
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inf

θ∈Γ2

|K(θ) −K(θ0)| > 0.� Finalement, nous onsidérons le dernier as, θ ∈ Γ3. Pour simpli�er les notationsnous supposons, sans perte de généralité, α∗
1 ∈ R\Q. Soient

E
′

= {x = (x1, · · · , xp)
τ ∈ E, x1 ∈ Z et xi = 0, ∀ i = 2, · · · , p}et

Λ = {θ ∈ Θ, |α1 − α∗
1| < ε, |λ− λ∗| ≥ ε, 〈λ〉 = 〈λ∗〉} .D'après la preuve de la Proposition 2.4.3, pour tout θ ∈ Λ, il existe x0 ∈ Z tel que

|〈α1x0 + λ〉 − 〈α∗
1x0 + λ∗〉| > 0.Sur E′ , le modèle RINAR(p) atuel devient un proessus RINAR(1) ave le oe�ientde régression α∗

1 ∈ R irrationnel.Ainsi, pour tout θ ∈ Γ3, il existe y0 = (x0, 0, · · · , 0)τ ∈ E′ ⊂ E tel que
|f(y0; θ) − f(y0; θ0)| = |〈α1x0 + λ〉 − 〈α∗

1x0 + λ∗〉| > 0.Par suite,
inf

θ∈Γ3

|K(θ) −K(θ0)| > 0.Théorème 3.2.1. Supposons que [H2℄ soit véri�ée. S'il existe au moins j ∈ {1, · · · , p}tel que α∗
j est irrationnel. Alors, l'estimateur des moindres arrés est fortement onsistant,.à.d.

α̂n → α0, Pα0
− p.s.Preuve. La onlusion θ̂n → θ0 presque sûrement résulte d'après les Propositions 3.2.1 et3.2.3, par des arguments standards de la théorie des M-estimateurs (voir par exemple VanDer Vaart (1998, [61℄), Théorème 5.7).3.2.2 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quandtous oe�ients de régression α

∗
j sont rationnelsDans ette setion, nous supposons que tous les oe�ients de régression, sous le vraimodèle, sont rationnels. Cei implique que, pour tout j ∈ {1, · · · , p}, nous avons

α∗
j =

aj

bj
, où aj ∈ Z bj ∈ N∗ et aj ∧ bj = 1.



96 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Soient x = (x1, · · · , xp)
τ ∈ E = Zp et α0 = (α∗

1, · · · , α∗
p). Dans la suite, 〈· | ·〉 représentele produit salaire usuel. Ainsi, nous avons

〈α0 | x〉 =

p
∑

i=1

α∗
i xi =

1
∏p

j=1 bj

(

p
∑

l=1

Alxl

)

, (3.30)où
Al = al

p
∏

j=1,j 6=l

bj . (3.31)D'après le théorème de Bézout, nous obtenons
A1Z + · · · +ApZ = dZ, (3.32)où d = A1 ∧ · · · ∧Ap est le P.G.C.D. de A1, · · · , Ap. Alors, il existe y ∈ Z tel que

p
∑

i=1

α∗
i xi = ν0y, (3.33)ave

ν0 =
d

∏p
j=1 bj

∈ ]−1, 1[ . (3.34)Notons que le numérateur et le dénominateur de ν0 ne sont pas néessairement premierentre eux. Ainsi, nous réérivons ν0 ave sa forme de fration irrédutible
ν0 =

a

b
, (3.35)où a ∈ Z, b ∈ N∗ et a ∧ b = 1.Proposition 3.2.4. Supposons que [H2℄ soit véri�ée. Soit θ = (α∗

1, · · · , α∗
p, λ) ∈ Θ.Si pour tout j ∈ {1, · · · , p}, nous avons α∗

j =
aj

bj
, où aj ∈ Z bj ∈ N∗ et aj ∧ bj = 1.Alors,

f(y; θ) = f(y; θ0), ∀ y ∈ E ⇐⇒ 〈ν0x+ λ〉 = 〈ν0x+ λ∗〉, ∀ x ∈ Z.Preuve. Soit y = (x1, · · · , xp)
τ ∈ E. Alors, d'après (3.33) (3.34) et (3.35), il existe x0 ∈ Ztel que ∑p

i=1 α
∗
i xi = ν0x0. Par suite,
f(y; θ) = f(y; θ0) =⇒ 〈

p
∑

i=1

α∗
i xi + λ〉 = 〈

p
∑

i=1

α∗
ixi + λ∗〉

=⇒ 〈ν0x0 + λ〉 = 〈ν0x0 + λ∗〉.D'autre part, soit x ∈ Z. D'après (3.34), nous avons ν0x =
d

∏p
j=1 bj

x.De plus, d'après (3.32), il existe y0 = (x1, · · · , xp)
τ ∈ E tel que

d x = A1 x1 + · · · +Ap x1.
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ν0x =

1
∏p

j=1 bj
(A1 x1 + · · · +Ap x1) =

p
∑

i=1

α∗
i xi = 〈α0 | y0〉.Ainsi,

〈ν0x+ λ〉 = 〈ν0x+ λ∗〉 =⇒ 〈
p
∑

i=1

α∗
i xi + λ〉 = 〈

p
∑

i=1

α∗
i xi + λ∗〉

=⇒ f(y0; θ) = f(y0; θ0).Proposition 3.2.5. Supposons que [H2℄ soit véri�ée et pour tout j ∈ {1, · · · , p}, nousavons α∗
j =

aj

bj
, où aj ∈ Z bj ∈ N∗ et aj ∧ bj = 1. Alors, pour tout θ ∈ Θ,

f(y; θ) = f(y; θ0) ∀ y ∈ E ⇐⇒ αj = α∗
j , ∀ j ∈ {1, · · · , p} , et λ ∈ I0,où I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ∗〉}. De plus, e dernier est de taille 1

b
, où b est le dénominateur de ν0dé�ni par (3.34) et (3.35).Avant de montrer la proposition i-dessus, quelques préisions sont néessaires.La loalisation de I0 dépend de la parité de b et de la position de la partie frationnaire de

λ∗ (.à.d. {λ∗}) sur l'intervalle [0, 1[. Ainsi, nous distinguons deux as :� Supposons que b est pair. Alors, I0 est dé�ni par (2.65) et (2.66).� Supposons que b est impair. Nous remarquons trois sous-as :� Si {λ0} ∈
[

0,
1

2b

[, alors I0 est dé�ni par (2.67).� Si {λ0} ∈
[

1

2b
,
2b− 1

2b

[, alors I0 est dé�ni par (2.68) et (2.69).� Si {λ0} ∈
[

2b− 1

2b
, 1

[, alors I0 est dé�ni par (2.70).Notons que, pour rester ompatible ave les notations du hapitre présent, il su�t deremplaer q par b et λ0 par λ∗ dans les équations préédentes.Maintenant, nous détaillons le as où b est pair. Ainsi, il existe k0 ∈ {0, 1, · · · , q − 1}tel que
{λ∗} ∈ i0 =

[

k0

b
,
k0 + 1

b

[ (3.36)Par suite, nous dé�nissons
I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ∗〉 et {λ} ∈ i0} . (3.37)



98 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Ii, nous donnons un exemple numérique. Nous onsidérons le modèle RINAR(4) ave
α0 = (α∗

1, α
∗
2, α

∗
3, α

∗
4) =

(

3

25
,
3

8
,
1

5
,−1

4

) et λ∗ = 2.5.D'après (3.31), nous obtenons
4
∏

j=1

bj = 800, A1 = 480, A2 = 1500, A3 = 800 et A4 = −1000.Alors, nous avons d = A1 ∧A2 ∧A3 ∧A4 = 20. Don, d'après (3.34), nous trouvons
ν0 =

20

800
.La forme irrédutible de ν0 est

ν0 =
a

b
=

1

40
= 0.025.Par onséquent, b = 40 est pair. De plus, nous avons {λ∗} = 0.5 et 〈λ∗〉 = 3.Don, en utilisant la subdivision de l'intervalle [0, 1[ en 40 intervalles de taille 1

40
,nous trouvons

{λ∗} ∈ i0 = [0.5, 0.525[et
I0 = [2.5, 2.525[.Preuve. D'après la preuve de la Proposition 3.2.2, pour tout θ ∈ Θ, nous avons

f(y; θ) = f(y; θ0), ∀ y ∈ E ⇒ 〈λ〉 = 〈λ∗〉 et αi = α∗
i pour tout i = 1, · · · , p.Soit

Ξ = {θ ∈ Θ, αi = α∗
i ∀ i = 1, · · · , p et λ ∈ I} , où I = {λ, 〈λ〉 = 〈λ∗〉} .Ainsi, d'après la Proposition 3.2.4, pour tout θ ∈ Ξ, nous avons

f(y; θ) = f(y; θ0), ∀ y ∈ E ⇐⇒ 〈ν0x+ λ〉 = 〈ν0x+ λ∗〉, ∀ x ∈ Z.Par suite, d'après la preuve de la Proposition 2.4.4, nous déduisons que I est de taille 1

b(I ≡ I0). D'autre part, soit
Ξ0 = {θ ∈ Θ, αi = α∗

i ∀ i = 1, · · · , p et λ ∈ I0} .



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 99Rappelons que, d'après le théorème de Bézout, pour tout y = (x1, · · · , xp)
τ ∈ Eil existe x ∈ Z tel que ∑p

i=1 α
∗
i xi = ν0x. Soit θ ∈ Ξ0.Ainsi, ∀ y ∈ E nous avons

|f(y; θ) − f(y; θ0)| = |〈
p
∑

i=1

〈α∗
i xi + λ〉 − 〈α∗

i xi + λ∗〉|

= |〈ν0x+ λ〉 − 〈ν0x+ λ∗〉|

= 0.Soient α0 = (α∗
1, · · · , α∗

p) et y0 = (x1, · · · , xp)
τ ∈ E. Rappelons que, d'après le théorèmede Bézout, il existe x0 ∈ Z tel que

〈α0 | y0〉 =

p
∑

j=1

α∗
jxj = ν0x0 =

a

b
x0.Lemme 3.2.2. La fontion α = (α1, · · · , αp) −→

{

∑p
j=1 αjx

0
j

}, dé�nie sur Rp et à valeursdans [0, 1[, est ontinue en α0 si x0 6= mb, où m ∈ N (x0 n'est pas un multiple de b).Preuve. Soit y0 = (x1, · · · , xp)
τ ∈ E �xé. La fontion α −→ {〈α | y0〉}, dé�nie sur Rp, estdisontinue en α0 si 〈α0 | y0〉 ∈ Z. D'autre part, nous avons

〈α0 | y0〉 =
a

b
x0.Il en résulte, omme x0 6= mb, 〈α0 | y0〉 6∈ Z.Quelques rappels et notations sont néessaires. Nous posons,

E0 =
{

θ ∈ Θ, αj = α∗
j ∀ j = 1, · · · , p et λ ∈ I0

}

= {α0} × I0 où α0 = (α∗
1, · · · , α∗

p).Notons que θ0 = (α∗
1, · · · , α∗

p, λ
∗) ∈ E0. Sous [H2℄ et d'après la Proposition 3.2.1 nousavons,

K(θ)−K(θ0) = µ
θ0

[f(·; θ) − f(·; θ0)]2 .D'autre part, d est la distane sur Θ est dé�nie par
d (θ, θ

′

) = max
{

|α1 − α
′

1|, · · · , |αp − α
′

p|, |λ − λ
′ |
}

,pour tout θ = (α1, · · · , αpλ), θ
′

= (α
′

1, · · · , α
′

p, λ
′

) ∈ Θ.Soit θ∗ ∈ E0. D'après la Proposition 3.2.5, nous avons
K(θ∗) −K(θ0) = µ

θ0
[f(·; θ∗) − f(·; θ0)]2 = 0.



100 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Proposition 3.2.6. Supposons que [H2℄ soit véri�ée et pour tout j ∈ {1, · · · , p}, nousavons α∗
j =

aj

bj
, où aj ∈ Z bj ∈ N∗ et aj ∧ bj = 1. Alors, pour tout (su�sament petit)

ε > 0, nous avons
inf

θ∈Θ0
ε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θ0
ε = {θ : d(θ,E0) ≥ ε}.Preuve. Pour simpli�er la présentation, nous supposons que b, le dénominateur de ν0, estpair. Ainsi, il existe k0 ∈ {0, 1, · · · , q − 1} tel que

{λ∗} ∈ i0 =

[

k0

b
,
k0 + 1

b

[

.Par suite, nous avons
I0 = {λ : 〈λ〉 = 〈λ∗〉, {λ} ∈ i0} et E0 = {α0} × I0.Nous distinguons trois situations di�érentes pour l'événement Θ0

ε = {θ : d(θ,E0) ≥ ε}.Ainsi, nous avons Θ0
ε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, ave

Γ1 = {θ : ∃ i ∈ {1, · · · , p} , |αi − α∗
i | ≥ ε} , (3.38)

Γ2 = {θ : ∀i ∈ {1, · · · , p} , |αi − α∗
i | < ε, d(λ, I0) ≥ ε, 〈λ〉 6= 〈λ∗〉} , (3.39)et

Γ3 = {θ : ∀i ∈ {1, · · · , p} , |αi − α∗
i | < ε, d(λ, I0) ≥ ε, 〈λ〉 = 〈λ∗〉} . (3.40)Notons que

d(λ, I0) = inf
λ∗∈I0

|λ− λ∗| ≤ |λ− λ∗|.Nous allons montrer
inf
θ∈Γi

|K(θ) −K(θ0)| > 0, i = 1, 2, 3.L'idée de la preuve est de trouver y0 ∈ E tel que
|f(y0; θ) − f(y0; θ∗)| > 0, uniformément sur Γi, i = 1, 2, 3.� Pour θ ∈ Γ1 ∪ Γ2, d'après la preuve de la Proposition 3.2.3, nous avons

inf
θ∈Γ1∪Γ2

|K(θ) −K(θ0)| > 0.� Nous onsidérons le as où θ ∈ Γ3. Ii, pour simpli�er les notations, nous supposonssans perte de généralité λ∗ ≥ 0 (par onséquent I0 ⊂ R+), et ν0 =
1

4(.à.d. b = 4). Nous distinguons quatres as dépendants de la position de la partiefrationnaire de λ∗ et λ :



3.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 1011. Cas A : {λ∗} ∈
[

0, 1
2

[ et λ ≥ λ0.2. Cas B : {λ∗} ∈
[

1
2 , 1
[ et λ ≥ λ0.3. Cas C : {λ∗} ∈

[

0, 1
2

[ et λ ≤ λ0.4. Cas D : {λ∗} ∈
[

1
2 , 1
[ et λ ≤ λ0.� Cas A : nous avons
{λ∗} ∈ i0 =

[

0,
1

4

[ et {λ} ∈
[

1

4
,
1

2

[

.Par onséquent,
d(θ,E0) = d(λ, I0) = inf

λ∗∈I0
|λ− λ∗| = inf

{λ∗}∈i0
{λ} − {λ∗}.Soit x0 = 1 �xé. D'après le théorème de Bézout, il existe y0 = (x1, · · · , xp)

τ ∈ Etel que
p
∑

i=1

α∗
i xi = ν0x0 =

1

4
.Ainsi, pour tout {λ∗} ∈ i0 (en partiulier pour {λ∗}), nous avons

{

p
∑

i=1

α∗
i xi

}

+ {λ∗} = {ν0x0} + {λ∗} =

{

1

4
x0

}

+ {λ∗} =
1

4
+ {λ∗} <

1

2
(3.41)et

{

p
∑

i=1

α∗
i xi

}

+ {λ} = {ν0x0} + {λ} =
1

4
+ {λ} ≥ 1

2
+ ε. (3.42)Comme x0 = 1 n'est pas un multiple de b = 4, d'après le Lemme 3.2.2, lafontion α → {

∑p
i=1 α

∗
i xi} est ontinue en α0 = (α∗

1, · · · , α∗
p). Ainsi, il existe

η = η(ε, ν0, λ
∗) ≤ ε tel que ∀ j = 1, · · · , p |αj − α∗

j | ≤ η nous avons






[
∑p

j=1 αjxj ] = [
∑p

j=1 α
∗
jxj ].

|
{

∑p
j=1 αjxj

}

−
{

∑p
j=1 α

∗
jxj

}

| ≤ ε.
(3.43)Don, d'après (3.42) et (3.43), nous obtenons







p
∑

j=1

αjxj







+ {λ} =











p
∑

j=1

αjxj







−







p
∑

j=1

α∗
jxj









+











p
∑

j=1

α∗
jxj







+ {λ}





≥ −ε+ (
1

2
+ ε) =

1

2
.



102 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Ainsi, nous trouvons
f(y0; θ) − f(y0; θ0) = 〈

p
∑

j=1

αjxj + λ〉 − 〈
p
∑

j=1

α∗
jxj + λ∗〉

=





p
∑

j=1

αjxj



−





p
∑

j=1

α∗
jxj



+ 〈λ〉 − 〈λ∗〉

+ 〈







p
∑

j=1

αjxj







+ {λ}〉 − 〈







p
∑

j=1

α∗
jxj







+ {λ∗}〉

= 1.Les autres as peuvent être traités de façon similaire, ave un hoix onvenable de x0et α = (α1, · · · , αp) su�samment prohe de α0 = (α∗
1, · · · , α∗

p). Alors, nous déduisonsqu'il existe η = η(ε, ν0, λ
∗) ≤ ε et une onstante e0 > 0 tels que uniformément sur

Γ
′

3 =
{

θ ∈ Γ3, |αj − α∗
j | ≤ η, ∀ j = 1, · · · , p

}, nous avons
|K(θ) −K(θ0)| ≥ e0 > 0.Pour θ ∈ Γ

′′

3 = Γ3 \ Γ
′

3 = {θ ∈ Γ3,∃i ∈ {1, · · · , p} tel que |αi − α∗
i | > η}, les mêmesarguments pour Γ1 peuvent être appliqués ii et par suite il existe d0 > 0 tel queuniformément sur Γ

′′

3 , nous trouvons
|K(θ) −K(θ0)| ≥ d0 > 0.Théorème 3.2.2. Supposons que [H2℄ soit véri�ée et pour tout j ∈ {1, · · · , p}, nous avons

α∗
j =

aj

bj
, où aj ∈ Z bj ∈ N∗ et aj ∧ bj = 1. Alors,

d(θ̂n, E0)
p.s.−→ 0, où E0 = {α0} × I0.En d'autres termes, α̂n est fortement onsistant tandis que λ̂n onverge vers un intervallede taille 1

b
ontenant λ∗.Preuve. La onlusion d(θ̂n, E0) −→ 0, presque sûrement, résulte des Propositions 3.2.1et 3.2.6 par les mêmes arguments utilisés dans la preuve du Théorème 3.2.1.Soit A un intervalle dans R, nous notons par |A| la taille de A.Dans le hapitre 2, nous avons vu que pour un modèle RINAR(1) ave un oe�ient derégression α0 =

a0

b0
, où a0 ∈ Z b0 ∈ N∗ et a0 ∧ b0 = 1, la taille de l'intervalle I0 est 1

b0
.
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1

2
l'intervalle I0 atteind la taille maximale (|I0| =

1

2
).Ii, une question naturelle se pose :Pouvons-nous réduire, ave un modèle d'ordre supérieur (p > 1) la taille de l'intervalle I0 ?Pour répondre à ette question, nous onsidérons le modèle RINAR(2) ave

α∗
1 =

a1

b1
et α∗

2 =
a2

b2
.Ainsi, nous avons

ν0 =
d

b1b2
=
a

b
où d = a1b2 ∧ a2b1 et a ∧ b = 1.Par onséquent, nous obtenons

|I0| =
1

b
.Comme b divise a(b1b2) et a ∧ b = 1, alors b divise b1b2 (b ≤ b1b2). Il en déoule

1

b1b2
≤ 1

b
= |I0|.SurE′

= {(x, y) ∈ Z2, y = 0}, le modèle RINAR(2) présent devient un proessus RINAR(1)ave α∗
1 omme oe�ient de régression. Par onséquent, nous obtenons un ensemble I0,1tel que |I0,1| =

1

b1
. En revanhe, sur E′′

= {(x, y) ∈ Z2, x = 0} , RINAR(2) devientun proessus RINAR(1) ave α∗
2 omme oe�ient de régression. Par onséquent, nousobtenons un ensemble I0,2 tel que |I0,2| =

1

b2
. Ainsi,

I0 ⊆ I0,1 ∩ I0,2.Cei implique que
|I0| ≤ |I0,1 ∩ I0,2| ≤ min{ 1

b1
,

1

b2
}.Finalement,

1

b1b2
≤ |I0| ≤ min{ 1

b1
,

1

b2
}.Notons que, sous l'hypothèse |α∗

1|+|α∗
2| < 1, si la valeur absolue d'un des deux oe�ents est

1

2
, alors l'autre est stritement inférieur à 1

2
. Dans e as, la taille maximale de l'intervalle

I0 est stritement inférieur à 1

2
.Par onséquent, en augmentant l'ordre de l'autorégression p, nous pouvons e�etive-ment nous attendre à une rédution de l'intervalle I0 où le paramètre λ reste identi�able.



104 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)3.3 Méthode numérique pour aluler θ̂nPour aluler l'estimateur des moindres arrés, nous généralisons l'algorithme proposédans le hapitre 2. Ainsi, l'algorithme généralisé possède deux étapes. La première onsisteà préiser un point de départ signi�atif. Puis, l'algorithme ontinue par des étapes dereherhe dihotomique suessives.3.3.1 InitialisationComme le proessus RINAR(p) est inspiré du modèle AR(p) réel, nous proposons pourle point de départ de l'algorithme θ̂0 = (α̂1,0, · · · , α̂p,0, λ̂0), l'estimateur de Yule-Walker duparamètre θ = (α1, · · · , αp, λ). Ainsi, nous avons










α̂1,0...
α̂p,0











= R̂−1
p ρ̂p et λ̂0 = X̄n(1 −

p
∑

j=1

α̂j,0),où R̂p = [ρ̂(i− j)]pi,j=1 est la matrie d'autoorrélation empirique ave ρ̂p = (ρ̂(1), · · · , ρ̂(p))τet X̄n est la moyenne empirique.3.3.2 Reherhe dihotomique suessivePour simpli�er les notations, nous posons p = 2. Ainsi, le passage de (α̂1,k, α̂2,k, λ̂k) à
(α̂1,k+1, α̂2,k+1, λ̂k+1) se fait en p+ 1 = 3 phases.Dans la première phase nous �xons α̂2,k et λ̂k. Par suite, nous e�etuons une reherhedihotomique sur α1 qui onduit à la nouvelle valeur α̂1,k+1. Ii, nous utilisons ]−1, 1[omme intervalle initial de la reherhe. Le pseudo-ode suivant dé�ni la reherhe diho-tomique utilisée pour aboutir à α̂1,k+1.l e f t <− −1;r i gh t <− 1 ;range <− 2 ;mid_left <− ( l e f t + previous_alpha ) / 2 ;mid_right <− ( r i gh t + previous_alpha ) / 2 ;while range > 0.001 dobeginV_1 <− Phi_n ( alpha_1 , k , alpha_2 , k , lambda_k ) ;V_2 <− Phi_n ( mid_left , alpha_2 , k , lambda_k ) ;V_3 <− Phi_n (mid_right , alpha_2 , k , lambda_k ) ;



3.3. MÉTHODE NUMÉRIQUE POUR CALCULER θ̂N 105i <− j suh that V_j i s min (V_1, V_2, V_3)ase i of1 : begin l e f t <− mid_left ; r i gh t <− mid_right end ;2 : begin r i gh t <− alpha_1 , k ; alpha_1 , k <− mid_left end ;3 : begin l e f t <− alpha_1 , k ; alpha_1 , k <− mid_right end ;range <− abs ( r i gh t − l e f t )end ;Dans la deuxième phase nous �xons α̂1,k+1 et λ̂k. Par suite, nous e�etuons une re-herhe dihotomique sur α2 qui nous onduit à la nouvelle valeur α̂2,k+1. Ii, nous utilisonsaussi ]−1, 1[ omme intervalle initial de la reherhe. Le pseudo-ode suivant dé�ni la re-herhe dihotomique utilisée pour arriver à α̂2,k+1.l e f t <− −1;r i gh t <− 1 ;range <− 2 ;mid_left <− ( l e f t + previous_alpha ) / 2 ;mid_right <− ( r i gh t + previous_alpha ) / 2 ;while range > 0.001 dobeginV_1 <− Phi_n ( alpha_1 , k+1 , alpha_2 , k , lambda_k ) ;V_2 <− Phi_n ( alpha_1 , k+1 , mid_left , lambda_k ) ;V_3 <− Phi_n ( alpha_1 , k+1 , mid_right , lambda_k ) ;i <− j suh that V_j i s min (V_1, V_2, V_3)ase i of1 : begin l e f t <− mid_left ; r i gh t <− mid_right end ;2 : begin r i gh t <− alpha_2 , k ; alpha_2 , k <− mid_left end ;3 : begin l e f t <− alpha_2 , k ; alpha_2 , k <− mid_right end ;range <− abs ( r i gh t − l e f t )end ;Dans la dernière phase, nous �xons α̂k+1 et α̂2,k+1. Par suite, nous e�etuons unereherhe dihotomique sur λ qui nous onduit à la nouvelle valeur λ̂k+1. Ii nous proposons
[

λ̂0 − 5 |λ̂0|, λ̂0 − 5 |λ̂0|
] omme intervalle initial de la reherhe, lequel nous sembleassez large pour ouvrir la plupart des situations. Le pseudo-ode suivant dé�ni la reherhedihotomique utilisée pour trouver à λ̂k+1.l e f t <− lambda_0 − 5 | lambda_0 | ;r i gh t <− lambda_0 + 5 | lambda_0 | ;



106 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)range <− 10 | lambda_0 | ;mid_left <− ( l e f t + previous_lambda ) / 2 ;mid_right <− ( r i gh t + previous_lambda ) / 2 ;while range > 0.001 dobeginV_1 <− Phi_n ( alpha_1 , k+1 , alpha_2 , k+1 , lambda_k ) ;V_2 <− Phi_n ( alpha_1 , k+1 , alpha_2 , k+1 , mid_left ) ;V_3 <− Phi_n ( alpha_1 , k+1 , alpha_2 , k+1 , mid_right ) ;i <− j suh that V_j i s min (V_1, V_2, V_3)ase i of1 : begin l e f t <− mid_left ; r i gh t <− mid_right end ;2 : begin r i gh t <− lambda_k ; lambda_k <− mid_left end ;3 : begin l e f t <− lambda_k ; lambda_k <− mid_right end ;range <− abs ( r i gh t − l e f t )end ;Ainsi, 'est la �n de la (k + 1)ème itération. L'algorithme s'arrête quand les résultats dedeux itérations onséutives sont très prohes. En d'autres termes, nous arrêtons à la ièmeitération si
d(θ̂i, θ̂i+1) = max

{

|α̂1,i − α̂1,i+1|, |α̂2,i − α̂2,i+1|, |λ̂i − λ̂i+1|
}

≤ 0.001. (3.44)En général, e ritère d'arrêt est satisfait après peu d'itérations. À la �n des itérations,nous obtenons le veteur (α̂1,n, α̂1,n, λ̂n) qui minimise la fontion objetif (de ontraste)
ϕn, dé�nie par (3.10).3.3.3 Une expériene de simulationNotre objetif est d'illustrer les performanes de la méthode hoisie pour aluler θ̂n.Pour ela, nous simulons 500 observations du proessus RINAR(4), ave une vraie valeur
θ0 = (α∗

1, α
∗
2, α

∗
3, α

∗
4, λ

∗) �xée. Pour obtenir un bruit entré à valeurs dans Z, nous onsi-dérons deux suites ξt et ηt indépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson deparamètre µ, et nous posons εt = ξt − ηt.Puis, en utilisant l'algorithme indiqué préédemment, nous alulons θ̂n.Après 500 répétitions indépendantes, nous alulons la moyenne et l'éart-type des suitesdes estimations obtenues {α̂1n,i, 1 ≤ i ≤ 500}, {α̂2n,i, 1 ≤ i ≤ 500}, {α̂3n,i, 1 ≤ i ≤ 500},
{α̂4n,i, 1 ≤ i ≤ 500} et {λ̂n,i, 1 ≤ i ≤ 500

}, et dessinons leurs histogrammes.Nous prenons θ0 = (
3

25
,
3

8
,
1

5
,−1

4
,
5

2
). Notons que ette valeur de θ0 a été utilisée dans la
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ν0 =

1

40
= 0.025, I0 = [2.5, 2.525[ et |I0| = 0.025.Le tableau suivant nous donne la moyenne et l'éart-type des suites des estimationsobtenues.
θ0 moyenne éart-type

α∗
1 = 0.12 0.1204 0.0473

α∗
2 = 0.375 0.3687 0.0439

α∗
3 = 0.2 0.1932 0.0425

α∗
4 = −0.25 −0.2472 0.0454

λ∗ = 2.5 2.538 0.2766Les �gures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.
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Fig. 3.1 � L'histogramme des (α̂1n,i)1≤i≤500 ave n = 500 et α∗
1 = 0.12.
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Fig. 3.2 � L'histogramme des (λ̂2n,i

)

1≤i≤500
ave n = 500 et α∗

2 = 0.375.
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Fig. 3.3 � L'histogramme des (λ̂3n,i

)

1≤i≤500
ave n = 500 et α∗

3 = 0.2.
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Fig. 3.4 � L'histogramme des (λ̂4n,i

)

1≤i≤500
ave n = 500 et α∗

4 = −0.25.
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Fig. 3.5 � L'histogramme des (λ̂4n,i

)

1≤i≤500
ave n = 500 et λ∗ = 2.5.Notons que, dans ette étude de simulation, nous avons onsidéré que le bruit est grand(.à.d. µ≫ 1

2
). De plus, nous avons aussi λ∗ ≫ 1

2
. Notons que dans e as, l'estimateur deYule-Walker θ̂0 des paramètres, qui onstitue le point de départ de notre algorithme, estonsidéré omme signi�atif.



110 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)En d'autres termes, l'estimateur des moindres arrés θ̂n alulé suivant notre algorithmedoit être très prohe de θ̂0.3.4 Analyse des données de FürthDans ette setion, nous présentons une appliation à des données réelles. La série deFürth, initialement publié dans [28℄, ontient 505 omptes qui répresentent le nombre despiétons observés toutes les 5 seondes, voir Figure 3.6. Cet ensemble de données est bienonnu dans la littérature des proessus de branhement, voir Mills & Seneta (1989, [54℄).Les omptes varient entre 0 et 7. La moyenne des observations est 1.59 et sa variane est
1.51. La Figure 3.7 montre l'ACF et PACF empiriques des données.Notons que les oe�ients d'autoorrélation partiels du premier et seond ordre sont signi-�atifs. De plus, le premier est positif tandis que le seond est de signe négatif.
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Fig. 3.6 � Les données de Fürth.
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Fig. 3.7 � L'ACF et le PACF de la série Fürth.3.4.1 Le modèle INAR(2) de Jung & TermaynePour analyser ette série, Jung & Termayne (2006 , [40℄) ont proposé le modèle INAR(2)dé�ni par
Xt = a1 ◦Xt−1 + a2 ◦Xt−2 + b+ εt,où a1, a2 ∈ [0, 1[ et (εt) une suite de variables i.i.d. à valeurs dans N.Les auteurs ont onsidéré les deux spéi�ations de la lasse INAR d'ordre supérieur àun, étudiées dans le Chapitre 1. Rappelons que, es spéi�ations dépendent du hoix desséries de omptage assoiées à a1 et a2.� Pour la spéi�ation de Al-Osh & Alzaid (1990, [6℄), notée INAR(2)-AA, ils ob-tiennent
â1 = 0.664, â2 = −0.119, et b̂ = 0.723.� Pour la spéi�ation de Du & Li (1991, [21℄), notée INAR(2)-DL, ils trouvent
â1 = 0.808, â2 = −0.214, et b̂ = 0.646.Auune des spéi�ations utilisées ne rapporte un modèle satisfaisant, pare que la valeurestimée de a2 est négative e qui n'est pas autorisé dans un modèle INAR.D'ailleurs, Jung & Termayne ont proposé aussi le modèle INMA(2) introduit parMKenzie (1988, [52℄) et dé�ni par

Xt = b1 ◦ εt−1 + b2 ◦ εt−2 + b+ εt, où b1, b2 ∈ [0, 1[ .



112 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)Ainsi, les estimations de Yule-Walker des paramètres sont
b̂1 = 1.008, b̂2 = 0.961, et b̂ = 0.536.Une di�ulté prinipale ii est que l'estimation du premier paramètre d'aminissement b1n'appartient pas à l'espae des paramètres admissibles [0, 1[.3.4.2 Ajustement à un modèle RINAR(2)En premier lieu, en utilisant le logiiel R, nous allons herher un modèle autorégressifréel pour analyser les données de Fürth. D'après l'ACF, voir Figure 3.7, nous onstatonsque les oe�ients du premier et seond ordre sont plus signi�atifs que les autres. D'aprèsle PACF, voir Figure 3.7, nous pouvons dire que seulement les oe�ients du premier etseond ordre sont signi�atifs.D'autres part, nous proposons un modèle AR(2)
Xt = a1 Xt−1 + a2 Xt−2 + b+ εt.Les estimations Yule-Walker des paramètres sont 0.808 pour a1 (s.e.0.0434), −0.214 pour

a2 (s.e.0.0435), et 0.646 pour b (les mêmes estimations des paramètres du modèle INAR(2)-DL). Notons que, a1 et a2 sont signi�atifs. De plus, la valeur AIC est égale à 1328.99.Maintenant, nous onsidérons le modèle AR(3) suivant
Xt = a1Xt−1 + a2Xt−2 + a3Xt−3 + b+ εt.Les estimations Yule-Walker des paramètres sont 0.828 pour a1 (s.e.0.0442), −0.292 pour

a2 (s.e.0.0561), 0.0986 pour a3 (s.e.0.0443), et 0.578 pour b. Notons que, a3 n'est passigni�atif. De plus, la valeur AIC assoiée au modèle AR(3) est 1326.05.Cette dernière est très prohe de la valeur AIC assoiée au modèle préédent. Ainsi, lemeilleur modèle autorégressif réel pour analyser les données présentes est d'ordre 2.Par suite, pour analyser les données de Fürth, nous proposons le modèle RINAR(2)suivant
Xt = 〈α1Xt−1 + α2Xt−2 + λ〉 + εt. (3.45)A�n d'examiner les performanes de e modèle, nous réservons les 400 premières obser-vations pour estimer les paramètres et les 105 dernières pour omparer les résultats deprévision.Pour estimer les paramètres du modèle, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés
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θ̂n = (α̂1,n, α̂1,n, λ̂n) dé�ni par (3.9) et (3.10). Pour aluler θ̂n, nous utilisons l'algorithmeproposé dans la setion 3.3.Ainsi, nous obtenons

θ̂n = (α̂1,n, α̂2,n, λ̂n) = (0.818,−0.23, 0.697).Soit T un instant �xé. La prévision à un pas X̂T+1, basée sur la fontion de régression, estégale
X̂T+1 = 〈α̂1,nXT + α̂2,nXT−1 + λ̂n〉. (3.46)La �gure 3.8 nous montre les erreurs de prévision dé�nies par
ε̂T+1 = XT+1 − X̂T+1, 400 ≤ T ≤ 504
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Fig. 3.8 � Les erreurs de prévision ε̂T+1 = XT+1 − X̂T+1, 400 ≤ T ≤ 504, provenant dumodèle RINAR(2).Alors, l'erreur moyenne absolue est
EMA =

1

105

504
∑

T=400

|ε̂T+1| = 0.743. (3.47)D'autre part, les résidus du modèle sont dé�nis par
ε̃t = Xt − 〈α̂1,nXt−1 + α̂2,nXt−2 + λ̂n〉, 2 ≤ t ≤ 400. (3.48)



114 CHAPITRE 3. LE MODÈLE RINAR(P)La valeur EMA n'est su�sament satisfaisante, e qui implique que d'autres modèles dela lasse RINAR pourraient être envisagés. Cependant, l'utilisation du modèle RINAR(2)est plus naturelle que les modèles préédemment proposés par Jung & Termayne (2006, [40℄). En partiulier, le modèle estimé est ompatible ave le domaine de dé�nition desparamètres.Finalement, pour véri�er la validité du modèle proposé, nous simulons 1000 observationsdu proessus RINAR(2) ave θ0 = θ̂n, notamment
Xi = 〈0.818 Xi−1 − 0.23 Xi−2 + 0.697〉 + εi.Ii, le bruit (εi) est dé�ni omme la di�érene de deux variables aléatoires i.i.d. suivant uneloi de Poisson de paramètre µ. Ainsi, nous avons Eεi = 0 et V (εi) = 2 µ.Le paramètre µ est déterminé de la manière suivante. La moyenne quadratique des résidusest

1

309

400
∑

t=2

ε̃t = 0.834.Ainsi, nous prenons
µ =

0.834

2
= 0.417.Les �gures suivantes nous donnent l'ACF et le PACF empiriques de la série simulée.
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Fig. 3.9 � ACF empirique de la série simulée du modèle RINAR(2), ave θ0 = θ̂n =

(0.818,−0.23, 0.697).
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Fig. 3.10 � PACF empirique de la série simulée du modèle RINAR(2), ave θ0 = θ̂n =

(0.818,−0.23, 0.697).Ainsi, il est lair que les premiers pas de l'ACF (resp. PACF) empiriques de la sériesimulée du proessus RINAR(2) sont très prohes de eux de la série Fürth, voir Figure3.7. le modèle proposé peut reproduire l'ACF et PACF empirique des données réelles.
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Chapitre 4
Le modèle RINVAR(1)
Sommaire4.1 Stationnarité et ergodiité du modèle RINVAR(1) . . . . . . . 1184.2 Estimation des paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1224.2.1 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quandhaque ligne de la matrie M0 possède un oe�ient irrationnel . 1274.2.2 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quandtous les oe�ients de la matrie M0 sont rationnels . . . . . . . 1304.2.3 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quand aumoins une ligne de la matrie M0 possède au moins un oe�ientirrationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1344.3 Méthode numérique pour aluler θ̂n . . . . . . . . . . . . . . . . 1374.4 Analyse des taux de variation et les indies de réolte annuelsde la population Suédoise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1384.4.1 L'approhe de MCleary & Hay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1394.4.2 Ajustement à un modèle RINVAR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . 1404.4.3 Comparaison et ommentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142Dans e hapitre nous étudions le modèle RINVAR, l'extension direte et naturelle duproessus RINAR(p) examiné dans le Chapitre 3, pour analyser les séries hronologiquesmultivariées. En partiulier, nous nous onentrons sur le modèle du premier ordre, notéRINVAR(1) (pour rounded integer-valued vetorial autoregressive). Ce dernier a été étudiepar Kahour (2009, [41℄).Dans le premier paragraphe, nous donnons les onditions de stationnarité et d'ergodi-ité du proessus. Dans le deuxième paragraphe, nous proposons l'estimateur des moindres117



118 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)arrés pour estimer les paramètres du modèle RINVAR. Puis, nous examinons le problèmed'identi�abilité, du à l'opérateur d'arrondi, et la onsistane de e dernier. Dans le troi-sième paragraphe, nous proposons une méthode numérique pour aluler l'estimateur desmoindres arrés. Finalement, dans le quatrième paragraphe, nous présentons une applia-tion réelle traitée ave un modèle RINVAR(1). Notons que dans e hapitre nous gardonsles mêmes notations et dé�nitions que dans les Chapitres 2 et 3.4.1 Stationnarité et ergodiité du modèle RINVAR(1)Dé�nition 4.1.1. Soient (Ω,A,P) un espae probabilisé et d ≥ 2. Le proessus
{Xt = (X1,t, · · · ,Xd,t), t ∈ Z} est dit un proessus RINVAR(p) si pour tout t, il possède laprésentation suivante

Xt = 〈
p
∑

j=1

MjXt−j + λ〉 + εt, (4.1)où (Mj)j=1,··· ,p est une olletion �nie de matrie d'ordre d (.à.d. Mj ∈ Md (R) , ∀ j =

1, · · · , p), λ = (λ1, · · · , λd)
τ ∈ Rd, 〈·〉 représente l'opérateur d'arrondi à l'entier le plusprès, et (εt) est une suite de variables aléatoires vetorielles entrées i.i.d., à valeurs dans

Zd, dé�nie sur (Ω,A,P).Nous onsidérons que la série hronologique vetorielle de dimension d ≥ 2 suivante
Xt =

















X1,t

X2,t...
Xd,t

















, (4.2)est générée par le proessus RINVAR(1) dé�ni par
Xt = 〈MXt−1 + λ〉 + εt, (4.3)où

M = (αij) pour 1 ≤ i, j ≤ d, λ =

















λ1

λ2...
λd

















, et εt =

















ε1,t

ε2,t...
εd,t

















. (4.4)De plus, (εt) est une suite de variables aléatoires vetorielles entrées i.i.d., à valeurs dans
Zd et de matrie de variane-ovariane Γ.



4.1. STATIONNARITÉ ET ERGODICITÉ DU MODÈLE RINVAR(1) 119Soit x = (x1, · · · , xd)
τ ∈ Rd. Rappelons que l'arrondi du veteur x, noté 〈x〉, est dé�ni par

〈x〉 = (〈x1〉, · · · , 〈xd〉)τ ∈ Zd.De plus, nous avons ‖x‖1 = |x1| + · · · + |xd| et (‖x‖2)
2 = |x1|2 + · · · + |xd|2.Comme le bruit (εt) est une suite de variables aléatoires i.i.d., le proessus (Xt) dé�nipar (4.3), forme une haîne de Markov homogène ave un espae d'états E = Zp et uneprobabilité de transition

π(x, y) = P(ε1 = y − 〈M x+ λ〉) ∀ x = (xj), y = (yj) ∈ E. (4.5)Notons que, pour toute mesure µ et une fontion g sur E, nous avons
µ(g) =

∫

g(x)dµ(x) =
∑

i∈E

g(i)µ(i).De plus, pour tout n ∈ N∗ et x ∈ E, nous avons
(πn g) (x) = E [g(Xt+n) | Xt = x] , ∀ t ∈ Z

= Ex [g(Xn)] ,où Ex [·] représente l'ésperane onditionnelle E [ · | X0 = x].Soit k ≥ 2 �xé. Nous dé�nissons sur E la fontion ψ par
x = (x1, · · · , xd)

τ 7→ ψ(x) =











|x1|k...
|xd|k











. (4.6)Proposition 4.1.1. Supposons que :1. La haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;2. E [ψ(εt)] <∞, .à.d. E|εj,t|k < +∞, 1 ≤ j ≤ d, où k ≥ 2 ;3. Le rayon spetral de A = |M | = (|αij |) est stritement inférieur à 1.Alors,1. (Xt) possède une unique mesure de probabilité invariante, notée µ. De plus, µ possèdeun moment d'ordre k.2. Pour tout x ∈ E et f ∈ L1(µ) nous avons
1

n

n
∑

k=1

f(Xk) −→ µ(f), Px p.s.où Px représente la probabilité onditionnelle P (· | x0 = x).



120 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Preuve. nous dé�nissons sur E les fontions ϕ et V par
x 7→ ϕ(x) =











|x1|...
|xp|











, x 7→ V (x) = (

p
∑

j=1

|xj |)k = (‖x‖1)
k .Comme V est positive et lim

|x|→∞
V (x) = ∞, V est don une fontion de Lyapunov.Soit "≤" une relation d'ordre partiel sur Rd dé�nie par

x ≤ y ⇐⇒ |xj| ≤ |yj|, ∀j = 1, · · · , p,pour x = (xj) et y = (yj). Rappelons que, pour tout a ∈ R, nous avons
|〈a〉| = 〈|a|〉 ≤ |a| + 1

2
.Ainsi, pour tout j ∈ {1, · · · , d}, nous obtenons

|〈
d
∑

k=1

αjkXk,t−j + λj〉 + εj,t| ≤
d
∑

k=1

|αjk||Xk,t−j | + |εj,t| + |λj | +
1

2
.Par onséquent, nous trouvons

ϕ (Xt) ≤ Aϕ (Xt−1) + ζt,où
A = |M | = (|αij |) et ζt =













|ε1,t| + |λ1| +
1

2...
|εd,t| + |λd| +

1

2













.Ainsi pour tout n ∈ N∗, nous trouvons par itération
ϕ (Xt+n) ≤ Anϕ (Xt) +An−1ζt+1 +An−2ζt+2 + · · · +Aζt+n−1 + ζt+n.Par suite, omme ‖ · ‖1 est fontion roissante sur (R2,≤), nous obtenons

‖ϕ (Xt+n)‖1 ≤ ‖Anϕ (Xt)‖1+ ||| An−1 |||1 ‖ζt+1‖1 + · · ·+ ||| A |||1 ‖ζt+n−1‖1 + ‖ζt+n‖1,où ||| · |||1 est la norme matriielle assoiée à la norme ‖ · ‖1. Par onséquent,
((πnV ) (x))

1

k ≤
(

Ex

[

‖Anϕ (X0)‖1+ ||| An−1 |||1 ‖ζt+1‖1 + · · ·+ ||| A |||1 ‖ζt+n−1‖1 + ‖ζt+n‖1

]k
)

1

kNotons que, pour tout j ∈ {1, · · · , n}, ‖ζt+j‖1 = ‖εt+j‖1 + ‖λ‖1 +
d

2
.Ainsi, omme Θ est ompat et E|εi,t|k < +∞, 1 ≤ i ≤ d, nous avons

b =
(

E [‖ζt+j‖1]
k
) 1

k
<∞, ∀ j ∈ {1, · · · , n} .



4.1. STATIONNARITÉ ET ERGODICITÉ DU MODÈLE RINVAR(1) 121Par onséquent, d'après l'inégalité de Minkowski, nous obtenons
((πnV ) (x))

1

k ≤||| An |||1 ‖x‖1 + Sn(A) b,où
Sn(A) =||| An−1 |||1 + · · ·+ ||| A |||1 +1,Comme ρ(A) < 1, il existe n0 ∈ N∗ tel que ∀ N ≥ n0, nous avons ||| AN |||= α

′

< 1. Parsuite, d'après le ritère de Cauhy, nous obtenons que la série ∑ ||| Ai |||1 est onvergente.Ainsi, nous trouvons
((

πNV
)

(x)
)

1

k ≤ α
′‖x‖1 + β = ‖x‖1

(

α
′

+
β

‖x‖1

)et par suite
(

πNV
)

(x)

V (x)
≤
(

α
′

+
β

‖x‖1

)k

,où α′

< 1 et 0 < β <∞. Par onséquent, il existe N ∈ N∗ (N ≥ n0) tel que
lim sup
‖x‖1→∞

πNV (x)

V (x)
≤ |α′ |k < 1.Cei implique que

lim
n→∞

sup µnV ≤ l <∞,où µn(·) est la mesure empirique de la haîne de Markov (Xt).Ainsi, le ritère de Lyapunov est satisfait (voir Du�o [22℄, 1997, Prop. 2.1.6, p. 41).Alors, (Xt) possède une mesure invariante µ tel que µ V <∞. De plus, (Xt) est irréditible.Il en déoule, (Xt) est réurrente positive et par suite µ est unique.La deuxième onlusion de la proposition résulte diretement du théorème ergodique las-sique des haînes de Markov.



122 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)4.2 Estimation des paramètresTout d'abord, nous présentons quelques notations et rappels néessaires.Nous assoions à la norme ‖ · ‖1 sur Rd, une norme sur (Rd)2 dé�nie par
|z| = ‖y1‖1 + ‖y2‖1, ∀ z = (y1, y2) ∈ (Rd)2.Soit θ = (M,λ) ∈ Θ ⊂ Md (]−1, 1[) × Rd, où M = (αij)1≤i,j≤d et λ = (λ1, · · · , λd)

τ ∈ Rd.Notons que l'espae des paramètres Θ est ompat.Soit x = (x1, · · · , xd)
τ ∈ Rd. Pour tout i ∈ {1, · · · , d}, nous notons

αi = (αi1, · · · , αid) et fi(x;αi, λi) = 〈
d
∑

j=1

αijxj + λi〉. (4.7)Par suite, nous avons
M = (α1, · · · , αd)

τ . (4.8)Rappelons que,
〈x〉 = (〈x1〉, · · · , 〈xd〉)τ ∈ E = Zd.Nous dé�nissons la fontion de régression du modèle RINVAR(1) par
F (x; θ) = 〈Mx+ λ〉, x ∈ E. (4.9)Ainsi, RINVAR(1) peut être érit sous la forme suivante

Xt = F (Xt−1; θ) + εt =











f1(Xt−1;α1, λ1)...
fd(Xt−1;αd, λd)











+











ε1,t...
εd,t











. (4.10)Don, Pour tout i ∈ {1, · · · , d}, nous avons
Xi,t = fi(Xt−1;αi, λi) = 〈

d
∑

j=1

αijXj,t−1 + λi〉 + εi,t. (4.11)Soit θ0 = (M0, λ0) la vraie valeur du paramètre θ du modèle RINVAR(1),ave λ0 = (λ∗1, · · · , λ∗d)τ et M0 = (α∗
ij)1≤i,j≤d = (α∗

1, · · · , α∗
d)

τ , où α∗
i = (α∗

i1, · · · , α∗
id)pour tout i ∈ {1, · · · , d}. Soit Pθ0

la distribution de la probabilité de la haîne (Yt) sousle vrai modèle. De plus, toute onvergene p.s.−→ signi�e une onvergene p.s. sous Pθ0,x, equi se tient indépendamment de l'état initial x.



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 123Soient X0,X1, · · · ,Xn des observations du proessus RINVAR(1).Pour l'estimation du paramètre θ, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrésdé�ni par
θ̂n = arg min

θ∈Θ
ϕn(θ), (4.12)où

ϕn(θ) =
1

n

n
∑

t=1

(‖Xt − F (Xt−1; θ)‖2)
2. (4.13)Soit l'hypothèse suivante.Hypothèse [H3℄1. Sous Pθ0

, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible.2. E [ψ(εt)] <∞, .à.d. E|εj,t|k < +∞, 1 ≤ j ≤ d, où k ≥ 2.3. Le rayon spetral de A = |M | = (|αij |) est stritement inférieur à 1.4. L'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble de Md (]−1, 1[) × Rd.Supposons que [H3℄ soit véri�ée. Don, sous Pθ0
et d'après la Proposition 4.1.1, (Xt) possèdeune unique mesure invariante µθ0

telle que µθ0
(| · |k) <∞ ave k ≥ 2.Il en résulte que la haîne double (Yt) ave Yt = (Xt−1,Xt) possède des propriétés similaires.En partiulier, la haîne (Yt) possède aussi une unique mesure invariante σθ0

tel que
σθ0

(| · |k) <∞, où | · | est la norme sur (Rd)2 assoiée à la norme ‖ · ‖1 (dé�nie sur Rd).Soient les fontions :
gθ(z) = (‖y − F (x; θ)‖2)

2, z = (x, y) ∈ E2, θ ∈ Θ, (4.14)et
K(θ) = σθ0

gθ, θ ∈ Θ. (4.15)Soit Pn la mesure empirique générée par les observations Y1, · · · , Yn

Pn(y) =
1

n

n
∑

i=1

11Yi=y, y = (x, z) ∈ E2 = Z2.Par onséquent, d'après (4.13), la fontion de ontraste ϕn est égale
ϕn (θ) = Pngθ (4.16)et par suite

θ̂n = arg min
θ∈Θ

Pngθ. (4.17)



124 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Lemme 4.2.1. Pour tout θ ∈ Θ, nous avons� (‖F (·; θ)‖2)
2 ∈ L1(µθ0

).� gθ ∈ L1(σθ0
).Preuve. Dans la preuve suivante, nous notons par c une onstante générique dont la valeurexate peut hanger pendant le développement mathématique.Pour tout x = (x1, · · · , xd)

τ ∈ E, d'après (4.10), nous avons
‖F (x; θ)‖1 =

d
∑

i=1

|fi(x;αi, λi)|,Rappelons que, pour tout a ∈ R, nous avons |〈a〉| = 〈|a|〉 ≤ |a| + 1

2
.Ainsi, pour tout i ∈ {1, · · · , d}, nous trouvons

|fi(x;αi, λi)| = |〈
d
∑

j=1

αijxj + λi〉| ≤
d
∑

j=1

|αij ||xj | + |λi| +
1

2
.Comme Θ est ompat, nous avons

‖F (x; θ)‖1 ≤ c (1 + ‖x‖1).Alors, omme sur Rd les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sont équivalentes, nous obtenons
(‖F (x; θ)‖2)

2 ≤ c (1 + ‖x‖2
1)Don, omme µθ0

(‖ · ‖k
1) <∞ où k ≥ 2, la première onlusion est véri�ée.Par suite, pour tout z = (x, y) ∈ E2, nous avons

‖y − F (x; θ)‖1 ≤ ‖y‖1 + ‖F (x; θ)‖1

≤ c (1 + ‖x‖1 + ‖y‖1)

= c (1 + |z|),où | · | est la norme sur (Rd)2 assoiée à la norme ‖ · ‖1 dé�nie sur Rd.Il en déoule,
gθ(z) ≤ c (1 + |z|2). (4.18)Don, omme σθ0

(| · |k) <∞ où k ≥ 2, la deuxième onlusion est véri�ée.



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 125Proposition 4.2.1. Supposons que [H3℄ soit véri�ée. Don, pour tout θ ∈ Θ, nous avons1. ϕn(θ)
p.s.−→ K(θ) ;2. K(θ) −K(θ0) = µθ0

(‖F (·; θ) − F (·; θ0)‖2)
2.De plus,

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0.Preuve. Rappelons que ϕn(θ) = Pngθ et K(θ) = σθ0
gθ. Don, omme Pn

p.s.−→ σθ0
etd'après le Lemme 4.2.1 gθ ∈ L1(σθ0

), la première onlusion est véri�ée.Par suite, nous avons
ϕn(θ) − ϕn(θ0) =

An

n
+
Bn

n
,ave

An =
n
∑

t=1

(‖∆Ft−1‖2)
2, Bn = 2

n
∑

t=1

〈εt | ∆Ft−1〉,où ∆Ft−1 = F (Xt−1; θ0) − F (Xt−1; θ) et 〈· | ·〉 est le produit salaire assoié à la norme
‖ · ‖2. D'après le Lemme 4.2.1, nous avons (‖F (·; θ)‖2)

2 ∈ L1(µθ0
). Ainsi, en utilisant lethéorème ergodique sur la haîne de Markov (Xt), nous trouvons

An

n

p.s.−→ µθ0
(‖F (·; θ) − F (·; θ0)‖2)

2.Nous posons,
Mn =

Bn

2
.Il est simple de véri�er que (Mn) est une martingale de arré intégrable par rapport à F =

(Fn)n≥0 la �ltration naturelle assoiée au proessus RINVAR(p), où Fn = σ(εt, 0 ≤ t ≤ n)pour tout n ∈ N∗, et F0 est la σ−algebre dégénérée. Le proessus roissant assoié, noté
([M ]n), est dé�ni par

[M ]n =

n
∑

t=1

(∆Ft−1)
τ Γ ∆Ft−1,où Γ est la matrie de variane-ovariane de εt. Ainsi, nous avons

[M ]n
n

p.s.−→ µθ0
((∆Ft−1)

τ Γ ∆Ft−1) ≥ 0,Il en résulte, Mn

n

p.s.−→ 0 et par onséquent Bn

n

p.s.−→ 0 (voir Du�o [22℄, Théorème 1.3.15, p.
20). Alors, nous avons

K(θ) −K(θ0) = µθ0
(‖F (·; θ) − F (·; θ0)‖2)

2 .



126 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)D'autre part, d'après la preuve du Lemme 4.2.1, la lasse des fontions de ontraste
G = {gθ, θ ∈ Θ} possède une fontion enveloppe, notée A et dé�nie par

A(z) = c (1 + |z|2), ∀ z ∈ E2où c est une onstante et | · | est la norme sur E2 assoiée à la norme ‖ · ‖2.Soit q > 0 �xé. Nous posons,
pz = σθ0

(z) et pn
z = Pn(z).Alors, nous obtenons

sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| ≤
∑

|z|<q

A(z)|pn
z − pz| + (Pn + σθ0

)(A(z)11|z|>q).Comme pn
z → pz presque sûrement, nous trouvons

lim sup
n→∞

sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)g| ≤ 0 + 2σθ0

(A(z)11|z|>q), p.s.En prenant q ր ∞, nous obtenons presque sûrement,
lim sup

n
sup
θ∈Θ

|(Pn − σθ0
)g| = 0.Comme pour le modèle RINAR(p), l'identi�abilité du proessus RINVAR(1) n'est passtandard à ause de l'opérateur d'arrondi. Dans les paragraphes suivants nous traitons eproblème. Ainsi, nous distinguons trois as dépendants des oe�ients α∗

ij de la matrie
M0.Nous dé�nissons sur l'espae des paramètres Θ la distane d par

d(θ, θ
′

) = max
{

|αij − α
′

ij |, 1 ≤ i, j ≤ d; |λk − λ
′

k|, 1 ≤ k ≤ d
}

, (4.19)où θ = (M,λ) et θ′

= (M
′

, λ
′

) ave M = (αij), λ = (λj), M
′

= (α
′

ij) et λ = (λ
′

j).Quelques rappels sont néessaires. Soient x = (x1, · · · , xd)
τ ∈ E et θ = (M,λ) ∈ Θ,ave M = (αij)1≤i,j≤d et λ = (λ1, · · · , λd)

τ . Pour tout i ∈ {1, · · · , d}, soient λi la ièmeomposante du veteur λ et αi = (αi1, · · · , αid) la ième ligne de la matrie M .De plus,
fi(x;αi, λi) = 〈

d
∑

j=1

αijxj + λi〉 et par suite F (x; θ) =











f1(x;α1, λ1)...
fd(x;αd, λd)











.



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 1274.2.1 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quandhaque ligne de la matrie M0 possède un oe�ient irrationnelDans e paragraphe, nous supposons que pour tout i ∈ {1, · · · , d}, il existe au moins
j ∈ {1, · · · , d} tel que αij ∈ R\Q.Proposition 4.2.2. Soit i ∈ {1, · · · , d} �xé. Supposons que [H3℄ soit véri�ée. S'il existeau moins j0 ∈ {1, · · · , d} tel que α∗

ij0
est irrationnel. Alors,

fi(x;αi, λi) = fi(x;α
∗
i , λ

∗
i ), ∀ x ∈ E ⇐⇒ (αi, λi) = (α∗

i , λ
∗
i ).Preuve. Nous nous référons à la preuve de la Proposition 3.2.2.Corollaire 4.2.1. Supposons que [H3℄ soit véri�ée. Si haque ligne de la matrie M0possède au moins un oe�ient irrationnel. Alors, pour tout θ ∈ Θ, nous avons

F (x; θ) = F (x; θ0) ∀ x ∈ E ⇐⇒ θ = θ0.Preuve. Nous avons,
F (x; θ) = F (x; θ0), ∀ x ∈ E ⇔ fi(x;αi, λi) = fi(x;α

∗
i , λ

∗
i ), ∀ i ∈ {1, · · · , d} , x ∈ E.Ii, pour tout i ∈ {1, · · · , d}, il existe au moins ji ∈ {1, · · · , d} tel que αiji

est irrationnel.Ainsi, d'après la Proposition 4.2.2, nous obtenons
F (x; θ) = F (x; θ0), ∀ x ∈ E ⇔ (α1, λ1) = (α∗

1, λ
∗
1), · · · , (αd, λd) = (α∗

d, λ
∗
d)

⇔ θ = θ0.Quelques rappels sont néessaires. Supposons que [H3℄ soit véri�ée, alors d'après laProposition 4.2.1, nous avons
K(θ) −K(θ0) = µθ0

(‖F (·; θ) − F (·; θ0)‖2)
2 (4.20)La distane d sur l'espae des paramètres Θ est dé�nie par

d(θ, θ
′

) = max
{

|αij − α
′

ij |, 1 ≤ i, j ≤ d; |λk − λ
′

k|, 1 ≤ k ≤ d
}

, ∀ θ, θ′ ∈ Θ.D'autre part, soit x0 �xé. Rappelons que {·} représente la fontion partie frationnaire.Ainsi, la fontion α → {α x0} dé�nie sur R et à valeurs dans [0, 1[, est ontinue en α0 si
α0 ∈ R\Q.



128 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Proposition 4.2.3. Supposons que [H3℄ soit véri�ée. Si haque ligne de la matrie M0possède au moins un oe�ient irrationnel. Alors, pour tout (su�sament petit) ε > 0,nous avons
inf

θ∈Θε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où
Θε = {θ : d(θ, θ0) ≥ ε} .Preuve. Nous distinguons trois situations pour l'événement Θε. Ainsi, notons que

Θε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, où
Γ1 =

{

θ : ∃ i0, j0 ∈ {1, · · · , d} , |αi0j0 − α∗
i0j0

| ≥ ε
}

, (4.21)
Γ2 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, · · · , d} , |αij − α∗
ij| < ε, ∃ l0 ∈ {1, · · · , d} |λl0 − λ∗l0 | ≥ ε, 〈λl0〉 6= 〈λ∗l0〉

}

,(4.22)et
Γ3 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, · · · , d} , |αij − α∗
ij| < ε, ∃ l0 ∈ {1, · · · , d} |λl0 − λ∗l0 | ≥ ε, 〈λl0〉 = 〈λ∗l0〉

}

.(4.23)Nous allons montrer
inf
θ∈Γi

|K(θ) −K(θ0)| > 0, i = 1, 2, 3.L'idée de la preuve est basée sur l'équation (4.20). Alors, le but est de trouver y0 ∈ Etel que
‖F (y0; θ) − F (y0; θ0)‖2 > 0, uniformément sur Γi, i = 1, 2, 3.� Nous onsidérons le as où θ ∈ Γ1. Pour simpli�er les notations, nous supposons que

i0 = j0 = 1. Ainsi, nous avons |α11 − α∗
11| ≥ ε.Comme Θ est ompat, il existe B > 0 tel que |λi| ≤ B, ∀ i ∈ {1, · · · , d}. De plus, ilexiste x0 ∈ Z∗ tel que

|x0| ε− 2 B − 1 > 0.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Ainsi, nous avons
‖F (y0; θ) − F (y0; θ0)‖1 =

d
∑

i=1

|fi(y0;αi, λi) − fi(y0;α
∗
i , λ

∗
i )|

≥ |f1(y0;α1, λ1) − f1(y0;α
∗
1, λ

∗
1)|

= |〈α11 x0 + λ1〉 − 〈α∗
11 x0 + λ∗1〉|

≥ |α11 − α∗
11||x0| − 2 B − 1

≥ |x0| ε− 2 B − 1 > 0.



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 129Comme sur Rd les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sont équivalentes, alors nous avons
‖F (y0; θ) − F (y0; θ0)‖2 > 0.� Nous onsidérons le deuxième as, θ ∈ Γ2. Soit y0 = 0E = (0, · · · , 0)τ ∈ E.Ainsi, nous avons

‖F (y0; θ) − F (y0; θ0)‖1 =

d
∑

i=1

|〈λi〉 − 〈λ∗i 〉|,

≥ |〈λl0〉 − 〈λ∗l0〉|,

≥ 1.Comme sur Rd les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sont équivalentes, alors nous trouvons
inf

θ∈Γ2

|K(θ) −K(θ0)| > 0.� Maintenant, nous traitons le dernier as, θ ∈ Γ3. Pour simpli�er les notations, noussupposons que l0 = 1. Ainsi, nous avons |αij − α∗
ij | < ε pour tout i, j ∈ {1, · · · , d},

|λ1 − λ∗1| ≥ ε et 〈λ1〉 = 〈λ∗1〉. Par hypothèse, haque ligne de la matrie M0 possèdeau moins un oe�ient irrationnel. Supposons que α∗
11 soit le oe�ient irrationnelde la première ligne de M0. Ainsi, nous avons

|α11 − α∗
11| < ε, |λ1 − λ∗1| ≥ ε et 〈λ1〉 = 〈λ∗1〉,ave α∗

11 ∈ R\Q. D'après la preuve de la Proposition 2.4.3, il existe x0 ∈ Z tel que
|〈α11x0 + λ1〉 − 〈α∗

11x0 + λ∗1〉| > 0.Soit y0 = (x0, 0, · · · , 0) ∈ E. Ainsi, nous obtenons
‖F (y0; θ) − F (y0; θ0)‖1 =

d
∑

i=1

|fi(y0;αi, λi) − fi(y0;α
∗
i , λ

∗
i )|

≥ |f1(y0;α1, λ1) − f1(y0;α
∗
1, λ

∗
1)|

= |〈α11 x0 + λ1〉 − 〈α∗
11 x0 + λ∗1〉| > 0.Théorème 4.2.1. Supposons que [H3℄ soit véri�ée. Si haque ligne de la matrie M0possède au moins un oe�ient irrationnel. Alors, l'estimateur des moindres arrés θ̂n de

θ0 est fortement onsistant, .à.d.
θ̂n

p.s.−→ θ0.



130 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Preuve. Rappelons que, d'après la Proposition 4.2.1 et 4.2.3, nous avons
sup
θ∈Θ

|ϕn(θ) −K(θ)| p.s.−→ 0et
inf

θ∈Θε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θε = {θ : d(θ, θ0) ≥ ε}. La onlusion θ̂n → θ0 presque sûrement résulte par des argu-ments standards de la théorie des M-estimateurs (voir par exemple Van Der Vaart (1998,[61℄), Théorème 5.7).4.2.2 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quandtous les oe�ients de la matrie M0 sont rationnelsDans e paragraphe, nous supposons que pour tout i, j ∈ {1, · · · , d}, nous avons
α∗

ij =
aij

bij
, où aij ∈ Z, bij ∈ N∗ et aij ∧ bij = 1.Pour mieux omprendre e as, nous �xons i ∈ {1, · · · , d}. Puis, nous supposons que tousles oe�ients de la ième ligne sont rationnels. Ainsi, pour tout j ∈ {1, · · · , d}, nous avons

α∗
ij =

aij

bij
, où aij ∈ Z, bij ∈ N∗ et aij ∧ bij = 1.Quelques rappels du Chapitre 3 sont néessaires. Soit y = (x1, · · · , xd)

τ ∈ E = Zd. Ainsi,nous obtenons
d
∑

j=1

α∗
ijxj =

1
∏d

j=1 bij

(

d
∑

l=1

Ailxl

)

, (4.24)où
Ail = ail

d
∏

j=1,j 6=l

bij . (4.25)D'après le théorème de Bézout, nous obtenons
Ai1Z + · · · +AipZ = diZ, (4.26)où di = Ai1 ∧ · · · ∧Aip est le P.G.C.D. de Ai1, · · · , Aip. Par onséquent, il existe x ∈ Z telque

d
∑

i=1

α∗
ijxj = νix, (4.27)ave

νi =
di

∏d
j=1 bij

. (4.28)



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 131Notons que le numérateur et le dénominateur de νi ne sont pas néessairement premiersentre eux. Ainsi, nous réérivons νi ave sa forme de fration irrédutible
νi =

ai

bi
, (4.29)où ai ∈ Z, bi ∈ N∗ et aij ∧bij = 1. Soit θ = (M,λ) ∈ Θ, oùM = (αij) et λ = (λ1, · · · , λd)

τ .Rappelons que, pour tout i ∈ {1, · · · , d}, αi = (αi1, · · · , αid) représente la ième ligne de lamatrie M et λi est la ième omposante du veteur λ.Proposition 4.2.4. Soit i ∈ {1, · · · , d} �xé. Supposons que [H3℄ soit véri�ée et pour tout
j ∈ {1, · · · , d}, α∗

ij =
aij

bij
où aij ∈ Z, bij ∈ N∗ et aij ∧ bij = 1. Alors,1. fi(y;α

∗
i , λi) = fi(y;α

∗
i , λ

∗
i ), ∀ y ∈ E ⇐⇒ 〈νix+ λi〉 = 〈νix+ λ∗i 〉, ∀ x ∈ Z.2. fi(y;αi, λi) = fi(y;α

∗
i , λ

∗
i ), ∀ y ∈ E ⇐⇒ αi = α∗

i et λi ∈ Ii,0,où Ii,0 = {λ ∈ R, 〈λ〉 = 〈λ∗i 〉}. De plus, e dernier est de taille 1

bi
, où bi est le déno-minateur de νi dé�ni par (4.28) et (4.29).Preuve. Nous nous référons à la preuve de la Proposition 3.2.4 et elle de la Proposition3.2.5.Notons que la loalisation de Ii,0 dépend de la parité de bi et de la position de la partiefrationnaire de λ∗i sur l'intervalle [0, 1[. Ainsi, nous distinguons quatre as :1. Supposons que bi est pair. Alors, Ii,0 est dé�ni par (2.65) et (2.66).2. Supposons que bi est impair et {λ∗i } ∈

[

0,
1

2bi

[. Alors, Ii,0 est dé�ni par (2.67).3. Supposons que bi est impair et {λ∗i } ∈
[

1

2bi
,
2bi − 1

2bi

[. Alors, Ii,0 est dé�ni par (2.68)et (2.69).4. Supposons que bi est impair et {λ∗i } ∈
[

2bi − 1

2bi
, 1

[. Alors, Ii,0 est dé�ni par (2.70).Notons que, pour rester ompatible ave les notations du hapitre présent, il su�t deremplaer q par bi et λ0 par λ∗i dans les équations préédentes.Corollaire 4.2.2. Supposons que [H3℄ soit véri�ée. Si tous les oe�ients de la matrie
M0 sont rationnels. Alors, pour tout θ ∈ Θ, nous avons

F (x; θ) = F (x; θ0) ∀ x ∈ E ⇐⇒M = M0 et λ ∈ I0 = (I1,0, · · · , Id,0)
τ .Preuve. Nous avons,

F (x; θ) = F (x; θ0), ∀ x ∈ E ⇔ pour tout i ∈ {1, · · · , d} , fi(x;αi, λi) = fi(x;α
∗
i , λ

∗
i ), ∀ x ∈ E.



132 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Ii, pour tout i, j ∈ {1, · · · , d}, nous avons α∗
ij =

aij

bij
où aij ∈ Z, bij ∈ N∗ et aij ∧ bij = 1.Ainsi, d'après la Proposition 4.2.4, nous obtenons

F (x; θ) = F (x; θ0), ∀ x ∈ E ⇔ α1 = α∗
1 et λ1 ∈ I1,0, · · · , αd = α∗

d et λd ∈ Id,0,

⇔M = M0 et λ ∈ I0.Ainsi, I0 est un veteur d'intervalles. La loalisation de e dernier dépend de la paritéde haque bi et de la position de haque {λ∗i }.Ii, nous détaillons le as où pour tout i ∈ {1, · · · , d}, bi est pair. Don, ∀ i ∈ {1, · · · , d},il existe ki,0 ∈ {0, 1, · · · , bi − 1} tel que
{λ∗i } ∈ Ji,0 =

[

ki,0

bi
,
ki,0 + 1

bi

[

. (4.30)Par suite, nous dé�nissons
Ii,0 = {λi : 〈λi〉 = 〈λ∗i 〉 et {λi} ∈ Ji,0} . (4.31)En d'autres termes, pour tout i ∈ {1, · · · , d}, nous trouvons

Ii,0 =































[

[λ∗i ] +
ki,0

bi
, [λ∗i ] +

ki,0 + 1

bi

[ si λ∗i ≥ 0,

]

[λ∗i ] −
ki,0 + 1

bi
, [λ∗i ] −

ki,0

bi

] si λ∗i < 0,

(4.32)où [·] représente la fontion partie entière. Par onséquent, nous avons
I0 =











I1,0...
Id,0











. (4.33)Quelques notations et rappels sont néessaires. Nous posons,
E0 = {θ ∈ Θ, αi = α∗

i , ∀ i ∈ {1, · · · , d}, et λ ∈ I0} = M0 × I0.Notons que θ0 = (M0, λ0) ∈ E0. Sous [H3℄ et d'après la Proposition 4.2.1, nous avons
K(θ) −K(θ0) = µθ0

(‖F (·; θ) − F (·; θ0)‖2)
2 .D'autre part, soit θ∗ = (M0, λ∗) ∈ E0. D'après la Proposition 4.2.4, nous trouvons

K(θ∗) −K(θ0) = µθ0
(‖F (·; θ) − F (·; θ0)‖2)

2 = 0.



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 133Proposition 4.2.5. Supposons que [H3℄ soit véri�ée et pour tout i, j ∈ {1, · · · , d},
α∗

ij =
aij

bij
où aij ∈ Z, bij ∈ N∗ et aij ∧ bij = 1. Alors, pour tout (su�sament petit) ε > 0,nous avons

inf
θ∈Θ0

ε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où Θ0
ε = {θ ∈ Θ, d(θ,E0) ≥ ε}.Preuve. Nous distinguons trois situations pour l'événement Θ0

ε. Ainsi, notons que
Θ0

ε = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, où
Γ1 =

{

θ : ∃ i0, j0 ∈ {1, · · · , d} , |αi0j0 − α∗
i0j0

| ≥ ε
}

, (4.34)
Γ2 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, · · · , d} , |αij − α∗
ij | < ε,∃ l0 ∈ {1, · · · , d} d(λl0 , Il0,0) ≥ ε, 〈λl0〉 6= 〈λ∗l0〉

}

,(4.35)et
Γ3 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, · · · , d} , |αij − α∗
ij | < ε,∃ l0 ∈ {1, · · · , d} d(λl0 , Il0,0) ≥ ε, 〈λl0〉 = 〈λ∗l0〉

}

.(4.36)L'idée est aussi basée sur l'équation (4.20). Ainsi, le but est de trouver x0 ∈ E tel que
‖F (x0; θ) − F (x0; θ0)‖ > 0, uniformément sur Γi, i = 1, 2, 3.� Pour θ ∈ Γ1 ∪ Γ2. Alors, par les mêmes arguments utilisés dans la preuve de laProposition 4.2.3 pour les sous-ensembles équivalents, nous obtenous

inf
θ∈Γ1∪Γ2

|K(θ) −K(θ0)| > 0.� Finalement, nous onsidérons le as où θ ∈ Γ3. Pour simpli�er les notations, noussupposons que l0 = 1. Ainsi, en partiulier, nous avons
|α1j − α∗

1j | < ε, ∀ j ∈ {1, · · · , d} , d(λ1, I1,0) ≥ ε et 〈λ1〉 = 〈λ∗1〉.Soit y = (x1, · · · , xd)
τ ∈ E. Nous trouvons,

‖F (y; θ) − F (y; θ0y)‖1 =

d
∑

i=1

|fi(y, αi, λi) − fi(y, α
∗
i , λ

∗
i )|,

≥ |f1(y, α1, λ1) − f1(y, α
∗
1, λ

∗
1)|,

= |〈
d
∑

j=1

α1jxj + λ1〉 − 〈
d
∑

j=1

α∗
1jxj + λ∗1〉|.



134 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Soit Θ0 un ompat sous-ensemble de ]−1, 1[d×R. De plus, nous supposons Θ0 ⊂ Θ,.à.d. pour tout δ = (β1, · · · , βd, γ)
τ ∈ Θ0 et θ = (M,λ) ∈ Θ, où M = (αij) et

λ = (λ1, · · · , λd)
τ ∈ Rd, il existe 0 < A < 1 et B > 0 tels que

|βi| ≤ |αij | ≤ A et |γ| ≤ |λj | ≤ B, ∀ i, j ∈ {1, · · · , d} .D'autre part, nous posons
Γ0

3 =
{

θ = (β1, · · · , βd, γ)
τ ∈ Θ0, |βj − α∗

1j | < ε, ∀ j ∈ {1, · · · , d}, d(γ, I1,0), et 〈γ〉 = 〈λ∗1〉
}

.Sur Γ0
3 et d'après la preuve de la Proposition 3.2.6, nous obtenons

inf
θ∈Γ3

|K(θ) −K(θ0)| > 0. �

Théorème 4.2.2. Supposons que [H3℄ soit véri�ée et pour tout i, j ∈ {1, · · · , d}, nousavons α∗
ij =

aij

bij
, où aij ∈ Z bij ∈ N∗ et aij ∧ bij = 1. Alors,
d(θ̂n, E0)

p.s.−→ 0, où E0 = {M0} × I0, ave I0 =











I1,0...
Id,0











.En d'autres termes, α̂n est fortement onsistant tandis que λ̂n onverge vers un intervallede taille 1

b
ontenant λ∗.Preuve. La onlusion d(θ̂n, E0) −→ 0, presque sûrement, résulte des Propositions 4.2.1et 4.2.5 par les mêmes arguments utilisés dans la preuve du Théorème 4.2.1.4.2.3 La onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés quand aumoins une ligne de la matrie M0 possède au moins un oe�ientirrationnelFinalement, nous onsidérons le as appelé mixte où au moins une ligne de la matrie

M0 possède au moins un oe�ient irrationnel et tous les oe�ients des autres lignes sontrationnels. Ainsi, il est lair que le résultat de onsistane attendu ii n'est autre qu'unmélange des résultats obtenus dans les Théorèmes 4.2.1 et 4.2.2.Pour simpli�er la présentation, nous onsidérons d = 2, la première ligne de la matriedeM0 possède un oe�ient irrationnel, et tous les oe�ients de la deuxième ligne de M0



4.2. ESTIMATION DES PARAMÈTRES 135sont rationnels. Expliitement, nous posons
M0 = (α∗

ij) =





a b

c1
d1

c2
d2



 , où a ∈ R\Q et λ0 =





λ∗1

λ∗2



 . (4.37)De plus, nous dé�nissons
ν =

e

d1d2
, ave e = c1d2 ∧ c2d1. (4.38)Nous notons que le numérateur et le dénominateur de ν ne sont pas néessairement premiersentre eux. Ainsi, nous réérivons νi ave sa forme de fration irrédutible

ν =
p

q
, où p ∈ Z, q ∈ N∗ et p ∧ q = 1. (4.39)Sans perte de généralité, nous supposons que q est pair. Ainsi, il existe k2,0 ∈ {0, · · · , q − 1},tel que
λ∗2 ∈

[

k2,0

q
,
k2,0 + 1

q

[

= J2,0. (4.40)Par suite, nous dé�nissons
I2,0 = {λ : 〈λ〉 = 〈λ∗2〉, {λ} ∈ J2,0} . (4.41)Finalement, nous notons

E
′

0 = M0 × I
′

0, (4.42)où
I
′

0 =
{

(λ1, λ2)
τ ∈ R2 : λ1 = λ∗1 et λ2 ∈ I2,0

}

. (4.43)Proposition 4.2.6. Supposons que [H3℄ soit véri�ée, M0 soit dé�nie par (4.37) et q ledénominateur de ν dé�ni par (4.38) et (4.39) soit pair. Alors, pour tout (su�sament petit)
ε > 0, nous avons

inf
θ∈Θ′

ε

|K(θ) −K(θ0)| > 0,où
Θ

′

ε =
{

θ : d(θ,E
′

0) ≥ ε
}

.Preuve. Nous distinguons inq situations pour l'événement Θ
′

ε. Ainsi, notons que
Θ

′

ε = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4 ∪ Λ5, où
Λ1 =

{

θ : ∃ i0, j0 ∈ {1, 2} , |αi0j0 − α∗
i0j0

| ≥ ε
}

, (4.44)
Λ2 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, 2} , |αij − α∗
ij | < ε, |λ1 − λ∗1| ≥ ε, 〈λ1〉 = 〈λ∗1〉

}

, (4.45)
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Λ3 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, 2} , |αij − α∗
ij | < ε, |λ1 − λ∗1| ≥ ε, 〈λ1〉 6= 〈λ∗1〉

}

, (4.46)
Λ4 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, 2} , |αij − α∗
ij| < ε, d(λ2, I2,0) ≥ ε, 〈λ2〉 = 〈λ∗2〉

}

, (4.47)et
Λ5 =

{

θ : ∀ i, j ∈ {1, 2} , |αij − α∗
ij| < ε, d(λ2, I2,0) ≥ ε, 〈λ2〉 6= 〈λ∗2〉

}

. (4.48)Ainsi, pour tout i ∈ {1, · · · , d}, en utilisant les preuves des Propositions 4.2.3 et 4.2.5,il existe yi,0 ∈ E tel que
‖F (yi,0; θ) − F (yi,0; θ0)‖1 > 0, uniformément sur Λi.Théorème 4.2.3. Supposons que [H3℄ soit véri�ée, M0 soit dé�nie par (4.37) et q ledénominateur de ν dé�ni par (4.38) et (4.39) soit pair. Alors,

d(θ̂n, E
′

0)
p.s.−→ 0, où E0 = {M0} × I0, ave I0 =





λ∗1

I2,0



 ..Preuve. La onlusion d(θ̂n, E
′

0) −→ 0, presque sûrement, résulte des Propositions 4.2.1et 4.2.6 par les mêmes arguments utilisés dans la preuve du Théorème 4.2.2.



4.3. MÉTHODE NUMÉRIQUE POUR CALCULER θ̂N 1374.3 Méthode numérique pour aluler θ̂nSoient X0,X1, · · · ,Xn des observations du proessus RINVAR(1), dé�ni par (4.3) et(4.4). Rappelons que, pour tout i ∈ {0, 1, · · · , n}, nous avons
Xi =

















X1,i

X2,i...
Xd,i

















.Notre objetif est de trouver une méthode numérique pour aluler l'estimateur des moindresarrés dé�ni par
θ̂n = arg min

θ∈Θ
ϕn(θ),où

ϕn(θ) =
1

n

n
∑

t=1

(‖Xt − F (Xt−1; θ)‖2)
2 (4.49)

=
1

n

n
∑

t=1

|X1,t − f1(Xt−1;α1, λ1)|2 + · · · + 1

n

n
∑

t=1

|Xd,t − f1(Xt−1;αd, λd)|2. (4.50)Soit Θ0 un ompat sous-ensemble de ]−1, 1[d × R. De plus, supposons que pour tout
δ = (β1, · · · , βd, γ)

τ ∈ Θ0 et θ = (M,λ) ∈ Θ, où M = (αij) et λ = (λ1, · · · , λd)
τ ∈ Rd,il existe 0 < A < 1 et B > 0 tels que

|βi| ≤ |αij | ≤ A et |γ| ≤ |λj | ≤ B, ∀ i, j ∈ {1, · · · , d} .Ainsi, la reherhe de θ̂n revient à aluler pour tout i ∈ {1, · · · , d}

(α̂i, λ̂i) := arg min
(αi,λi)

1

n

n
∑

t=1

|Xi,t − fi(Xt−1;αi, λi)|2. (4.51)Pour ela, nous utilisons le même algorithme de reherhe dihotomique proposé dans laSetion 3.3, pour aluler l'estimateur des moindres arrés des paramètres d'un modèleRINAR(d).



138 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)4.4 Analyse des taux de variation et les indies de réolteannuels de la population SuédoiseDans ette setion, nous présentons une appliation à des données réelles.Il s'agit des taux de variation (par millier d'habitants) et les indies de réolte (Harvestindex) annuels de la population Suédoise entre 1750 et 1849, notées respetivement Pt et
ht, soure : Thomas (1940, [60℄).La série Pt a été étudiée dans la Setion 2.7. Ainsi, nous rappelons que les observations deette dernière varient entre −27 et 16 (voir Figure 2.21), sa moyenne empirique est 6.69 etsa variane empirique est 34.559. De plus, l'ACF et le PACF empiriques de Pt sont donnéesdans la Figure 2.22.À l'origine, les indies de réolte étaient évalués sur une éhelle de demi-point ave un soretotal de mauvaises réoltes égal à zéro et de réolte surabondante égal à neuf. Pour éviterdes observations telles 3.5, nous ra�nons l'éhelle de ette série en multipliant par 2 toutesles observations. Ainsi, les indies de réolte annuels ht varient entre 0 et 18 (voir Figure4.1). La moyenne empirique de ht est 10.51 et sa variane empirique est 27.787. La Figure4.2 nous donne l'ACF et le PACF empiriques de la série ht.

The Harvest index data
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Fig. 4.1 � Les indies de réolte annuels de la population Suédoise, ht ,1750 − 1849.
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Fig. 4.2 � ACF et le PACF empirique de la série ht.4.4.1 L'approhe de MCleary & HayMCleary & Hay (1980, [49℄) ont analysé les séries entrées P̄t = Pt − EPt et h̄t =

ht − Eht. Pour es deux séries, les auteurs ont proposé séparament un modéle MA(1) réel.



140 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)Ainsi,
h̄t = (1 + θ1B) at, P̄t = (1 + β1B) bt, (4.52)où θ1 et β1 sont des paramètres réels, (at) et (bt) sont deux suites de bruit entrées.Pour onsidérer une interation possible entre les deux séries, les auteurs ont examinél'hypothèse suivante : La roissane de la population Suédoise au ours du sièle 1750−1849pourrait être expliquée presque exlusivement en fontion de la prodution agriole (lesindies de réolte). Ainsi, après l'examen de la fontion de orrélation roisée CCF entreles séries, ils ont proposé le modèle d'interation suivant :

P̄t = w0 h̄t−1 +Nt, (4.53)où w0 est un paramètre réel et (Nt) est un bruit entré. En fait, une analyse des résidussuggère le modèle AR(1) pour le bruit.Par suite, nous avons
Nt = (1 − φ1B)−1ξt, (4.54)où φ1 est un paramètre réel et ξt est un bruit entré.Cei mène au modèle suivant

P̄t = w0 h̄t−1 + (1 − φ1B)−1ξt. (4.55)Ou d'une manière equivalente, nous trouvons
P̄t = φ1 P̄t−1 + w0 (h̄t−1 − φ1 h̄t−2) + ξt. (4.56)Finalement, nous obtenons

Pt = φ1 Pt−1 + w0 (h̄t−1 − φ1 h̄t−2) + δ + ξt, (4.57)où δ = (1− φ1) (EPt −w0 Eht). Ainsi, la forme du modèle aboutit à une onlusion que laroissane de la population et les indies de réolte sont liés par l'équation
Pt = 0.46 Pt−1 + 0.826 (ht−1 − 0.46 ht−2) − 1.075 + ξt. (4.58)4.4.2 Ajustement à un modèle RINVAR(1)Notons que dans la Setion 2.7 nous avons proposé, pour analyser la série Pt, le modèleRINAR(1) suivant

Pt = 〈0.469Pt−1 + 3.559〉 + εt. (4.59)



4.4. ANALYSE DES TAUX DE VARIATION ET LES INDICES DE RÉCOLTE ANNUELS DE LA POPULATION SUÉDOISE141D'autre part, l'ACF et le PACF empiriques de la série ht (voir Figure 4.2) justi�entl'utilisation d'un modèle AR(1) réel (les oe�ients du premier ordre sont les seuls signi�-atifs). Ainsi, pour analyser la série des indies de réolte, nous proposons omme pour lasérie Pt, un modèle RINAR(1). Par suite, en utilisant l'algorithme proposé dans la Setion2.5 pour aluler l'estimateur des moindres arrés des paramètres du modèle RINAR(1),nous obtenons
ht = 〈0.353 ht−1 + 7.108 〉 + εt. (4.60)Nous passons maintenant à une étude multivariée pour analyser les interations entreles deux séries. D'après l'approhe MCleary & Hay, le taux de variation de la populationSuédoise à l'instant t dépend de son taux à l'instant t − 1 et des indies de réolte auxinstants t− 1 et t− 2. Ainsi, nous onsidérons le modèle VAR(1) réel suivant
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. (4.61)Don, en utilisant le logiiel R, nous estimons et analysons les paramètres du modèle (4.61).Les diagnostiques de e dernier indiquent que les oe�ients b1, c1, b2 et f ne sont pas signi-�atifs. Expliitement, nous trouvons b̂1 = −0.170 (s.e.0.109), ĉ1 = −0.073 (s.e.0.09149),
b̂2 = −0.04212 (s.e.0.108) et f̂ = −0.42323 (s.e.1.29746).Ainsi, nous obtenons

ht = a1 ht−1 + e+ εt,1, (4.62)
Pt = a2 ht−1 + c2 Pt−1 + εt,2. (4.63)A partir de ette analyse préliminaire, nous proposons pour les deux séries le modèleRINVAR(1) suivant





ht

Pt



 =

〈





α11 0

α21 α22









ht−1

Pt−1



+





λ1

0





〉

+





ε1,t

ε2,t



 . (4.64)Ainsi, en utilisant l'algorithme proposé dans la Setion 4.3 pour aluler l'estimateur desmoindres arrés du modéle 4.64, nous obtenons
α̂11 = 0.353, α̂21 = 0.380, α̂22 = 0.433, et λ̂1 = 7.108. (4.65)En partiulier, le modèle d'interation entre les séries est dé�ni par

Pt = 〈0.380 ht−1 + 0.433 Pt−1〉 + ε2,t. (4.66)



142 CHAPITRE 4. LE MODÈLE RINVAR(1)4.4.3 Comparaison et ommentairesNotons que la série des taux de variation de la population Suédoise possède des valeursnégatives. Ainsi, la série hronologique bivariée Xt = (Pt, ht)
τ ne peut pas être analyséepar un modèle MGINAR qui est basé sur l'opérateur d'aminiissement généralisé et dé�nisur N.A�n de omparer les performanes de prévision des modéles (4.58) et (4.66), proposéspour analyser l'interation entre les séries, nous dé�nissons

P̂t,1 = 0.46 Pt−1 + 0.826 ht−1 − 0.378 ht−2 − 1.075, ∀ t = 3, · · · , 100 (4.67)et
P̂t,2 = 〈0.380 ht−1 + 0.433 Pt−1〉, ∀ t = 3, · · · , 100. (4.68)Ii, P̂t,1 (resp.P̂t,2) représente la prévision à un pas de Pt, basée sur la fontion de régression,provenant du modèle (4.58) (resp. (4.66)).Notons que P̂t,1 est en général une valeur réelle. Le passage au support disret de la sérieest failement obtenu en arrondissant à l'entier le plus près, .à.d.

P̂t,1 = 〈0.46 Pt−1 + 0.826 ht−1 − 0.378 ht−2 − 1.075〉, ∀ t = 3, · · · , 100. (4.69)Notons que le modéle de MCleary & Hay dépend de trois paramètres φ1, w0 et δ. D'autrepart, le modéle RINVAR(1) dépend seulement de deux paramètres. La Figure 4.3 nousmontre les vraies valeurs de la série Pt et leurs prévisions P̂t,1 et P̂t,2. L'erreur quadradiquemoyenne des prévisions des deux modèles est dé�nie par
EQMi =

1

20

100
∑

t=3

(

Pt − P̂t,i

)2
, pouri = 1, 2.Ainsi, omparée au modèle proposé par MCleary & Hay et dé�ni par (4.58), l'erreurquadradique moyenne des prévisions déroît de 3.7755 à 2.8775.
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Fig. 4.3 � Les taux de variation de la population Suédoise et leurs prévisions basées sur lemodèle de MCleary & Hay et elles basées sur le modèle RINVAR(1).
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Chapitre 5
Le modèle RINAR(1) entré
Sommaire5.1 Quelques dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1465.2 Étude du modèle RINAR(1) entré . . . . . . . . . . . . . . . . 1485.2.1 Stationnarité et ergodiité du proessus RINAR(1) entré . . . . 1495.2.2 Estimation du paramètre α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1495.3 Propriétés du proessus RINAR(1) entré . . . . . . . . . . . . 1505.3.1 Comparaison ave un AR(1) entré . . . . . . . . . . . . . . . . . 1535.3.2 Étude de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1555.4 Méthode numérique pour aluler α̂n . . . . . . . . . . . . . . . 1605.5 Le modèle RINAR(1) reentré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163Ce hapitre est onsaré à l'étude théorique du modèle RINAR(1) entré, basé surl'opérateur d'arrondi. Ce dernier représente un as partiulier du modèle RINAR(1) étu-dié préédemment. Le RINAR(1) entré est utilisé pour analyser des séries hronologiquesde moyenne nulle . Dans le premier paragraphe, nous donnons quelques dé�nitions et nota-tions utilisées tout au long du hapitre. Dans le deuxième paragraphe, nous introduisons lemodèle RINAR(1) entré, nous donnons les onditions de stationnarité et d'ergodiité duproessus et nous étudions la onsistane forte de l'estimateur des moindres arrés onsi-déré pour estimer les paramètres du modèle. Dans le troisième paragraphe, nous présentonsquelques propriétés du modèle. Par suite, dans le quatrième paragraphe, nous proposonsune méthode numérique pour aluler l'estimateur des moindres arrés. Finalement, dansle inquième paragraphe, nous omparons le modèle RINAR(1) reentré et le proessusRINAR(1) entré. 145



146 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉ5.1 Quelques dé�nitionsPremièrement, nous dé�nissons la fontion planher "�oor", la partie frationnaire etla fontion arrondi et nous notons ertaines propriétés de haune.Dé�nition 5.1.1. la fontion planher "�oor" pour un nombre réel x, notée ⌊x⌋, est unefontion qui renvoie le plus grand nombre entier inférieur ou égal à x. Formellement,
⌊x⌋ = max {n ∈ Z | n ≤ x} .Par exemple : ⌊2.8⌋ = 2, ⌊−0.4⌋ = −1, et ⌊−2.3⌋ = −3. Pour un réel positif x, ⌊x⌋ est lapartie entière de x (voir Figure 5.1).
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b Fig. 5.1 � La fontion "�oor"Dé�nition 5.1.2. La fontion x− ⌊x⌋, aussi érit omme x mod 1, ou {x}, s'appelle lapartie frationnaire de x. Par exemple : {3.1} = 0.1 et {−2.8} = 0.2 (.à.d. si x < 0 alors
{x} = 1 − {|x|}, voir Figure 5.2).
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Fig. 5.2 � La fontion partie frationnaireQuelques propriétés générales :1. ⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋ + 1.2. ⌊⌊x⌋⌋ = ⌊x⌋.3. 0 ≤ {x} < 1.4. {{x}} = {x}.5. x = ⌊x⌋ + {x}.6. La fontion "�oor" n'est pas ontinue, mais elle est semi-ontinue supérieur.7. Soient k ∈ Z et x ∈ R, ⌊k + x⌋ = k + ⌊x⌋.8. ⌊x⌋ + ⌊−x⌋ =







0 si x ∈ Z.

−1 sinon.9. {x+ 1
2

}

=
{

x− 1
2

}10. Soient x et y deux réels,� ⌊x+ y⌋ = ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + ⌊{x} + {y}⌋.� {x+ y} = {{x} + {y}}.Remarque 5.1.1. L'arrondi d'un nombre réel x à l'entier le plus près, noté 〈x〉 (voirFigure 5.3), peut être exprimé omme
〈x〉 = ⌊x+

1

2
⌋.



148 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉQuelques propriétés générales :1. 〈x〉 = x+ 1
2 −

{

x+ 1
2

}.2. 〈x〉 = ⌊x⌋ + ⌊{x} + 1
2⌋.3. x− 1

2 < 〈x〉 ≤ x+ 1
2 .4. Soient k ∈ Z et x ∈ R, 〈k + x〉 = k + 〈x〉.5. 〈〈x〉〉 = 〈x〉.6. Soient x et y deux réels, 〈x+ y〉 = ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + ⌊{x} + {y} + 1

2⌋.
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Fig. 5.3 � La fontion arrondi5.2 Étude du modèle RINAR(1) entréNous introduisons un nouveau modèle basé sur l'opérateur d'arrondi, appelé le RI-NAR(1) entré (pour entered �rst-order rounded integer-valued autoregressive proess).Notons que, e modèle présente un as partiulier du proessus RINAR(1) introduit dansle hapitre 2.Dé�nition 5.2.1. Soit (Ω,A,P) un espae probabilisé. Une série de variables aléatoires
{Xt, t = 0,±1,±2, · · · } forme un proessus RINAR(1) entré si pour tout t ∈ Z,

Xt = 〈αXt−1〉 + εt, (5.1)où 〈·〉 représente l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près, (εt) est une suite de variablesaléatoires i.i.d. entrées à valeurs dans Z, dé�nies sur (Ω,A,P) et indépendantes de Ft−1 =

σ {Xt−1,Xt−2, . . .}, et α est un paramètre réel.



5.2. ÉTUDE DU MODÈLE RINAR(1) CENTRÉ 149Notons qu'il est sous-entendu par entré que EXt = 0, ∀ t ∈ Z. En revanhe, à ausede l'opérateur d'arrondi, ette propriété n'est pas une onséquene automatique.Nous reviendrons sur e point dans la Setion 5.3.5.2.1 Stationnarité et ergodiité du proessus RINAR(1) entréLe proessus (Xt), dé�ni par (5.1), forme une haîne de Markov homogène ave unespae d'états E = Z et une probabilité de transition
π (x, y) = P {ε1 = y − 〈αx〉} , x, y ∈ E. (5.2)En appliquant Proposition 2.2.1, nous avons la proposition suivante qui nous donne lesonditions de stationnarité et d'ergodiité du proessus RINAR(1) entré.Proposition 5.2.1. Supposons que :1. La haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;2. pour un ertain k > 1, E|εt|k < +∞ ;3. |α| < 1.Alors,1. (Xt) possède une unique mesure de probabilité invariante, notée µ. De plus, µ possèdeun moment d'ordre k.2. Pour tout x ∈ E et f ∈ L1(µ) nous avons

1

n

n
∑

k=1

f(Xk) −→ µ(f), Px p.s.où Px représente la probabilité onditionnelle P (· | X0 = x).5.2.2 Estimation du paramètre αNous adaptons la même démarhe que dans le Chapitre 2 (Setion 2.4). Le problème estplus simple ii puisque le paramètre λ disparaît. De même, il n'y a plus lieu de distinguerles as "α rationnel" et "α irrationnel".Soit Θ l'espae des paramètres du modèle RINAR(1) entré. Ce dernier peut être éritsous la forme suivante
Xt = 〈αXt−1〉 + εt = f(Xt−1;α) + εt, (5.3)



150 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉave f(x;α) = 〈αx〉, où x ∈ Z et α ∈ Θ ⊂ ] − 1, 1[, f est appelée la fontion de régressiondu modèle.Soient X0,X1, · · · ,Xn des observations du proessus RINAR(1) entré. Pour l'estima-tion du paramètre α, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés dé�ni par
α̂n = arg min

α∈Θ
ϕn(α), (5.4)où

ϕn(α) =
1

n

n
∑

t=1

(Xt − f(Xt−1;α))2 . (5.5)Quelques notations sont néessaires. Soient α0 la vraie valeur du paramètre et Pα0
est lamesure de probabilité de la haîne (Xt) sous le vrai modèle. De plus, toute onvergene p.s.−→signi�e une onvergene p.s. sous Pα0,x, e qui se tient indépendamment de l'état initial x.Faisons les hypothèses suivantes.Hypothèse [H0℄1. Sous Pα0

, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;2. pour un ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞ ;3. α0, la vraie valeur de α, appartient à l'intervalle ]−1, 1[ ;4. l'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble de ]−1, 1[.En partiulier, nous trouvons le théorème suivant.Théorème 5.2.1. Supposons que [H0℄ soit véri�ée. Alors, l'estimateur des moindres arrésest fortement onsistant, .à.d.
α̂n → α0, Pα0

− p.s.5.3 Propriétés du proessus RINAR(1) entréÀ ause de l'opérateur d'arrondi, le bruit entré et |α0| < 1 ne su�sent pas pourassurer que EXt = 0. Par ailleurs, nous n'arrivons toujours pas à aluler expliitement leoe�ient d'autoorrélation du premier ordre du proessus RINAR(1) entré.Tout d'abord, faisons les hypothèses suivantes.



5.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS RINAR(1) CENTRÉ 151Hypothèse [A℄1. α0, la vraie valeur de α, est un nombre irrationnel ;2. le bruit εt possède une loi symétrique sur E = Z.Proposition 5.3.1. Supposons que les hypothèses [A℄ et [H0℄ soient véri�ées. Alors,1. La loi stationnaire µα0
est symétrique sur E = Z, par onséquent EXt = 0 ;2. |ρ(1) − α0| ≤ 1

2 .De plus, pour tout j ≥ 2, nous avons
|ρ(j) − αj

0| ≤
1

2

j−1
∑

i=0

|α|i. (5.6)Preuve. Rappelons que le vrai modèle est dé�ni par
Xt = 〈α0Xt−1〉 + εt = f(Xt−1;α0) + εt,ave f(x;α0) = 〈α0x〉, ∀ x ∈ E = Z. Notre premier objetif est de montrer que l'uniquemesure invariante µα0

de la haîne (Xt) est symétrique sur Z.Ainsi, pour tout x ∈ Z, nous avons
f(−x;α0) = 〈−α0x〉 = ⌊−α0x+

1

2
⌋ = ⌊−(α0x− 1

2
)⌋.Comme α0 est un nombre irrationnel, alors α0x− 1

2 6∈ Z et par suite
⌊−(α0x− 1

2
)⌋ = −(⌊α0x− 1

2
⌋ + 1).Don, nous trouvons

f(−x;α0) = −
(

⌊α0x− 1

2
⌋ + 1

)

= −
(

α0x− 1

2
−
{

α0x− 1

2

}

+ 1

)

= −
(

α0x+
1

2
−
{

α0x− 1

2

})

.Rappelons que, pour tout a ∈ R, {a− 1
2

}

=
{

a+ 1
2

}. Ainsi, nous avons
f(−x;α0) = −

(

α0x+
1

2
−
{

α0x+
1

2

})

= −⌊α0x+
1

2
⌋

= −〈α0x〉

= −f(x;α0).



152 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉPar onséquent, la fontion de réegression f est impaire.De plus, d'après l'hypothèse [A℄, εt et ηt = −εt possèdent la même loi.Maintenant, nous onsidérons le proessus W = (Wt) = (−Xt). Ainsi, nous avons
Wt = −f(Xt−1;α0) − εt = f(−Xt−1;α0) + ηt = f(Wt−1;α0) + ηt.Don, les lois stationnaires de Xt et Wt oïnident. Par suite, µα0

est symétrique.Maintenant, nous alulons ρ(1), le oe�ient d'autoorrélation du premier ordre du pro-essus, dé�ni par
ρ(1) = corr (Xt,Xt+1) =

cov (Xt,Xt+1)

V (Xt)
, ∀ t ∈ Z.Comme εt est indépendante de Ft−1 = σ {Xt−1,Xt−2, . . .} et EXt = 0, il s'ensuit

cov (Xt,Xt+1) = cov (Xt, 〈α0Xt〉 + εt+1)

= EXt〈α0Xt〉

= α0EX
2
t + EXt(〈α0Xt〉 − α0Xt).Rappelons que ∀ x ∈ R, |x− 〈x〉| ≤ 1

2 et |Xt| ≤ X2
t , ∀ t ∈ Z. Par onséquent,

|ρ(1) − α0| ≤ E|Xt||〈α0Xt〉 − α0Xt|
EX2

t

≤ 1

2

E|Xt|
EX2

t

≤ 1

2
.Supposons que j = 2. Nous avons,

cov (Xt,Xt+2) = cov (Xt, 〈α0Xt+1〉 + εt+2)

= cov (Xt, 〈α0Xt+1〉)

= cov (Xt, α0Xt+1 + 〈α0Xt+1〉 − α0Xt+1)

= α0 cov (Xt,Xt+1) + EXt (〈α0Xt+1〉 − α0Xt+1)

= α0

(

α0EX2
t + EXt (〈α0Xt〉 − α0Xt)

)

+ EXt (〈α0Xt+1〉 − α0Xt+1) .Alors,
|ρ(2) − α2

0| =
|α0EXt (〈α0Xt〉 − α0Xt) + EXt (〈α0Xt+1〉 − α0Xt+1) |

EX2
t

≤ 1

2
(|α0| + 1) .



5.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS RINAR(1) CENTRÉ 153Maintenant, nous onsidérons le proessus RINAR(1) suivant
Xt = 〈α0Xt−1 + λ0〉 + εt.De plus, nous supposons que les onditions qui assurent la stationnarité et l'ergodiité dee proessus sont véri�ées (voir Setion 2.2). Par suite, nous posons m = EXt, ∀ t ∈ Z.Rappelons que |λ0| ≤ 1

2 est une ondition néessaire mais non su�sante pour que lamoyenne du modèle m soit nulle. D'autre part, si m ∈ Z (en partiulier m = 0), alors lesoe�ients d'autoorrélation du RINAR(1) (voir Setion 2.3), omme eux du RINAR(1)entré, véri�ent l'inégalité suivante
|ρ(j) − αj

0| ≤
1

2

j−1
∑

i=0

|α|i, ∀ j ≥ 1.5.3.1 Comparaison ave un AR(1) entréDans ette setion, nous omparons un proessus AR(1) entré à valeurs réelles et lemodèle RINAR(1) entré ayant le même oe�ient de régression.Soit le proessus AR(1) suivant
Yt = α0Yt−1 + λ+ εt, (5.7)où (εt) est une suite de variables aléatoires i.i.d. entrées et V (εt) = σ2.Ainsi, pour tout t ∈ Z, nous trouvons

EYt =
λ

1 − α0
et V (Yt) =

σ2

1 − α2
0

. (5.8)Rappelons que, sous l'hypothèse |α0| < 1, e proessus peut être érit omme un modèleMA(∞). Expliitement, nous avons
Yt = λ

∞
∑

j=0

αj +
∞
∑

j=0

αjεt−j . (5.9)Soit le proessus RINAR(1) entré suivant
Xt = 〈α0Xt−1〉 + εt,où (εt) est suite de variables aléatoires i.i.d. entrées et à valeurs dans Z et de variane σ2.Maintenant, nous supposons que les hypothèses [A℄ et [H0℄ soient véri�ées.Ainsi, le proessus (Xt) est stationnaire et ergodique. De plus, sa mesure invariante est



154 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉsymétrique sur E. En d'autres termes, nous obtenons EXt = 0, ∀ t ∈ Z.D'autre part, pour tout x ∈ R, nous avons
〈x〉 = ⌊x+

1

2
⌋ = x+

1

2
−
{

x+
1

2

}

,où {·} représente la partie frationnaire. Ainsi, le proessus RINAR(1) entré, peut êtreérit sous la forme suivante
Xt = α0Xt−1 +

1

2
− Zt−1 + εt, (5.10)ave Zt−1 =

{

α0Xt−1 + 1
2

}. Notons que le proessus (Zt) est aussi stationnaire.Don, d'après (5.10), nous obtenons
(1 − α0) EXt =

1

2
− EZt−1 + EεtAinsi, omme EXt = 0 et Eεt = 0, nous trouvons

∀ t ∈ Z, EZt =
1

2
. (5.11)De plus, pour tout t ∈ Z, nous avons

0 ≤ Zt =

{

{α0Xt} +
1

2

}

< 1 et Zt =











{α0Xt} + 1
2 , si 0 ≤ {α0Xt} < 1

2 ,

{α0Xt} − 1
2 , si 1

2 ≤ {α0Xt} < 1.Notons que la distribution de Zt est mixte, en d'autres termes elle est ontinue sur [0, 1
2

[et ]1
2 , 1
[ et disrète en 1

2 . Expliitement, nous avons
P(Zt =

1

2
) = P(Xt = 0) + · · · = µα0

({0}) + · · · 6= 0.En itérant l'équation (5.10), nous obtenons
Xt = εt + α0 εt−1 + · · · + αk

0 εt−k

+
1

2
+
α0

2
+ · · · + αk

0

2

− Zt−1 − α0 Zt−2 − · · · − αk
0 Zt−k−1.Comme |α0| < 1 et (Xt) est stationnaire (par onséquent ∀ t ∈ Z, EX2

t est une onstante),nous en déduisons qu'au sens de la onvergene dans L2 (par le ritère de Cauhy),nous avons
Xt =

1

2

∞
∑

j=0

αj
0 +

∞
∑

j=0

αj
0εt−j −

∞
∑

j=0

αj
0Zt−j−1 (5.12)

=

∞
∑

j=0

αj
0εt−j +

∞
∑

j=0

αj
0

(

1

2
− Zt−j−1

)

. (5.13)
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E



Xt −
1

2

K
∑

j=0

αj
0 −

K
∑

j=0

αj
0εt−j +

K
∑

j=0

αj
0Zt−j−1





2

= α2K+2
0 EX2

t−(k+1) → 0, lorsque k → ∞.Maintenant, nous omparons les deux proessus (Xt) et (Yt). Nous distinguons deux as :� Si λ = 0, alors EYt = EXt = 0 et
|Xt − Yt| = |

∞
∑

j=0

αj
0

(

1

2
− Zt−j−1

)

| (5.14)
≤ 1

2 (1 − |α0|)
. (5.15)� Si λ = 1

2 , alors EYt =
1

2 (1 − α0)
et

|Xt − Yt| = |
∞
∑

j=0

αj
0Zt−j−1| (5.16)

≤ 1

(1 − |α0|)
. (5.17)D'autre part, d'après (5.10), nous avons

V (Xt) = V (α0Xt − Zt) + σ2,

= α2
0V (Xt) + V (Zt) − 2α0 cov(Xt, Zt) + σ2,

= α2
0V (Xt) + V (Zt) − 2α0EXtZt + σ2.Comme |α0| < 1, alors

V (Xt) =
σ2

1 − α2
0

+
V (Zt) − 2α0EXtZt

1 − α2
0

. (5.18)Ainsi, nous obtenons
|V (Xt) − V (Yt)| =

|V (Zt) − 2α0EXtZt|
1 − α2

0

. (5.19)5.3.2 Étude de simulationLe RINAR(1) entré est inspiré du modèle AR(1) réel. Rappelons que les oe�ientsd'autoorrélation théoriques d'un proessus AR(1), ayant α0 omme oe�ient de régres-sion, sont donnés par
ρ(k) = αk

0 , ∀ k ≥ 1. (5.20)Ii, notre but est de omparer les fontions d'autoorrélation d'un RINAR(1) entré etun AR(1) possédant le même oe�ient de régression α0. Pour ela, nous proédons par



156 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉsimulation. Pour obtenir un bruit entré à valeurs dans Z, nous onsidérons deux suites ξtet ηt indépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de paramètre µ, et nousposons εt = ξt − ηt. Ainsi, nous distinguons deux as : µ ≫ 1 et 0 < µ < 1
2 orrespondantrespetivement à un grand et petit bruit.Cette notion du bruit est relative à sa variane V (εt) = 2 µ. Plus préisément, d'aprèsl'inégalité de Bienaymé-Thebyhev, nous avons

P
[

|εt| ≤ k
√

2 µ
]

≥ 1 − 1

k2
, ∀ k > 0.Par exemple, pour µ =

1

2
et k = 10, nous avons P [εt ∈ {−10, · · · , 0, · · · , 10}] ≥ 0.99.� Cas 1 : Nous simulons 1000 observations du proessus RINAR(1) entré,ave α = 0.83 et µ = 9.453 (grand bruit).
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Fig. 5.4 � Les observations simulées du RINAR(1) entré, ave α0 = 0.83 et µ = 9.453Les observations i-dessus montrent que les valeurs osillent autour de 0, omme pourun proessus AR(1) entré réel. Par suite, nous omparons les oe�ients d'autoor-rélation théoriques d'un AR(1) standard (ave α0 = 0.83), dé�nis par (5.20), et lesACF empiriques de la série simulée.
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Fig. 5.5 � ACF de la série simulée
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Fig. 5.6 � ACF théorique d'un AR(1) ave α0 = 0.83Nous remarquons que les ACF empiriques de la série simulée possèdent la mêmedéroissane exponentielle que les ACF théoriques du proessus AR(1) ayant le même



158 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉoe�ient de regréssion α0.� Cas 2 : Nous simulons 1000 observations du proessus RINAR(1) entré,ave α0 = 0.83 et µ = 0.1274 (petit bruit).
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Fig. 5.7 � Les observations simulées du RINAR(1) entré, ave α0 = 0.83 et µ = 0.1274Les observations i-dessus ont un omportement partiulier. Comme le bruit est petitet à ause de l'arrondi, les valeurs restent souvent invariantes sur une longue périodede temps.Ainsi, rappelons que Eεt = 0 et V (εt) = 2µ ≈ 0.25. Soit a > 0, d'aprés l'inégalité deBienaymé-Thebyhev, nous avons
P
(

−a
√

2µ < εt < a
√

2µ
)

≥ 1 − 1

a2
.� Pour a = 2, nous obtenons

P (εt = 0) ≥ 0.75.� Pour a = 4, nous trouvons
P (εt ∈ {−1, 0, 1}) ≥ 0.9375.De plus, pour tout x, y ∈ Z, nous avons

π(x, y) = P (Xt+1 = y | Xt = x) = P (ε1 = y − 〈α0x〉) , ∀ t ∈ Z.



5.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS RINAR(1) CENTRÉ 159Don,
P (Xt+1 = 0 | Xt = 0) = P (ε1 = 0) ≥ 0.75.Comme α0 = 0.83 > 1
2 , nous avons

P (Xt+1 = −1 | Xt = −1) = P (Xt+1 = 1 | Xt = 1) = P (ε1 = 0) ≥ 0.75.De plus, 2α0 = 1.66 et par onséquent 〈2α0〉 = 2 et 〈−2α0〉 = −2, nous obtenons
P (Xt+1 = −2 | Xt = −2) = P (Xt+1 = 2 | Xt = 2) = P (ε1 = 0) ≥ 0.75.

0 5 10 15 20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Lag

A
C

F

Series  RINAR1

Fig. 5.8 � ACF de la série simuléeLa déroissane des ACF empiriques de la série simulée est plut�t a�ne, elle ressembleplus à elle des ACF théorique d'un AR(1) ave un oe�ient de régression assez élevé(par exemple α0 = 0.95).Finalement, nous onstatons que pour le as où le bruit est grand le oe�ient d'auto-orrélation du premier ordre empirique, ρ̂(1), est une bonne estimation pour le paramètrede regréssion α0.En revanhe, pour le as où (εt) est petit, la dépendane entre les variables est plus forte.Par onséquent, nous remarquons que ρ̂(1) est éloigné de α0.Ainsi, les résultats obtenus pour les deux as sont ompatibles ave la onlusion 2 de laProposition 5.3.1.



160 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉ5.4 Méthode numérique pour aluler α̂nDans ette setion, nous supposons que [A℄ et [H0℄ soient véri�ées. Quelques rappelssont néessaires. SoientX0,X1, · · · ,Xn des observations provenant du proessus RINAR(1)entré,
Xt = 〈αXt−1〉 + εt.Pour estimer α, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés α̂n, dé�ni par
α̂n = arg min

α∈Θ
Pngα,où Pn est la mesure empirique engendrée par Y1, Y2, · · · , Yn, ave Yt = (Xt−1,Xt),et gα est dé�nie par

gα ((x, y)) = (y − 〈αx〉)2, ∀ (x, y) ∈ E2 = Z2.À ause de l'arrondi, la fontion de ontraste gα est irrégulière. Par onséquent, lesméthodes numériques lassiques pour aluler α̂n, omme la desente de gradient, ne sontpas valables.En revanhe, sous les hypothèses [A℄ et [H0℄, nous avons


























−1 < α < 1,et
ρ(1) − 1

2 ≤ α ≤ ρ(1) + 1
2 .Pour aluler α̂n, nous proposons une simple méthode probabiliste. Il s'agit de hoisiruniformément K valeurs (par exemple K ≥ 1000) {αk, 1 ≤ k ≤ K}, sur l'intervalle obtenupar intersetion de ]−1, 1[ et [ρ(1) − 1

2 , ρ(1) + 1
2

]. Puis, nous alulons Pngαk
pour haunede es K valeurs. Soit αk0

tel que Pngαk0
= min {Pngαk

, 1 ≤ k ≤ K}.Finalement, nous obtenons α̂n = αk0
.Validation par une étude de simulationNotre objetif est d'illustrer les performanes de la méthode hoisie pour aluler α̂n.Pour ela, nous simulons 1000 observations du proessus RINAR(1) entré, ave α0 �xé.Pour obtenir un bruit entré à valeurs dans Z, nous onsidérons deux suites ξt et ηt in-dépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de paramètre µ, et nous posons

εt = ξt − ηt.



5.4. MÉTHODE NUMÉRIQUE POUR CALCULER α̂N 161Puis, en utilisant la méthode indiquée préédemment ave K = 1000, nous alulons α̂n.Après 500 répétitions indépendantes, nous alulons la moyenne et l'éart-type de la suitedes estimations obtenues {α̂n,i, 1 ≤ i ≤ 500}, et dessinons leurs histogrammes.Préédemment, nous avons distingué deux as relativement au bruit du modèle.Ainsi, si e dernier est grand le oe�ient d'autoorrélation du premier ordre est prohede α0. Par onséquent, α̂n doit être prohe de ρ̂(1).En revanhe, si le bruit est petit ρ(1) est éloigné de α0. Ainsi, α̂n s'éarte de ρ̂(1).Ii, nous restons �dèle au jeu de paramètres onsidéré dans l'étude de simulation de lasetion 5.3.2.� Cas du grand bruit : α0 = 0.83 et µ = 9.453.La �gure i-dessous montre la répartition des estimations obtenues. La moyenne desestimations, notée ¯̂αn, est égale 0.823 et l'éart-type est 0.016.

0.75 0.80 0.85 0.90
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

Histogramme des estimations obtenues

Fig. 5.9 � Histogramme des estimations de α0 = 0.83 (ave grand bruit)D'autre part, notons que la moyenne des oe�ients d'autoorrélations du premierordre, notée ¯̂ρ(1), est égale à 0.821 et l'éart-type est 0.019. Don, ave un grandbruit, nous pouvons dire que ρ̂(1) est un bon estimateur de α0, omme pour un



162 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉAR(1) réel.� Cas du petit bruit : α0 = 0.83 et µ = 0.1274.Les �gures suivantes montrent respetivement la répartition des oe�ients d'auto-orrélation empiriques du premier ordre et des estimations obtenues.
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Fig. 5.10 � Histogramme des ρ̂k(1), 1 ≤ k ≤ 500
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Fig. 5.11 � Histogramme des estimations de α0 = 0.83 (ave petit bruit)



5.5. LE MODÈLE RINAR(1) RECENTRÉ 163Notons que ¯̂ρ(1) = 0.93 et l'éart-type est de 0.008. Par onséquent, dans le as dupetit bruit, il est lair que le oe�ient d'autoorrélation du premier ordre empiriquen'est pas un bon estimateur de α0. En revanhe, nous avons ¯̂αn = 0.832 et l'éart-typedes estimations obtenues est égale 0.001.5.5 Le modèle RINAR(1) reentréSoient X1, · · · ,Xn des observations à valeurs entières. Le proédé habituel de entragede ette série hronologique semble inapproprié pour une modélisation à valeurs entières.En e�et, la moyenne empirique m̂ = X̄n est généralement non entière. Par onséquent, leproessus Yt = Xt − m̂ ne rentre pas dans le adre des modèles onsidérés.Dès lors que le proessus RINAR(1),
Xt = 〈αXt−1 + λ〉 + εt,a été légitimé pour modéliser la série hronologique X1, · · · ,Xn (par exemple, en testant siles résidus peuvent être onsidérés omme un bruit blan), une question naturelle se pose :Pouvons-nous, omme dans le as d'un AR(1) réel, nous ramener de maniére systématiqueà l'étude d'une série entrée ?Autrement dit, est-e-que le proessus RINAR(1) reentré, Yt = Xt − m où m = EXt,possède la même forme qu'un proessus RINAR(1) entré ?Plus expliitement, sous l'hypothèse m ∈ Z∗, avons-nous
Yt

?
= 〈αYt−1〉 + εt.Ainsi, nous avons

Xt −m = 〈α (Xt−1 −m) + α m+ λ〉 −m+ εt.Comme m ∈ Z∗, nous trouvons
Yt = 〈αYt−1 + c〉 + εt, (5.21)où c = λ−m (1 − α). D'après la Proposition 2.3.1, nous avons

|c| ≤ 1

2
. (5.22)Par dé�nition, le proessus (Yt) est entré. De plus, d'après la preuve de la Proposition2.3.2, les oe�ients d'autoorrélation de e dernier possédent les mêmes enadrements que



164 CHAPITRE 5. LE MODÈLE RINAR(1) CENTRÉle proessus RINAR(1) entré. En partiulier, nous avons
|ρ (1) − α| ≤ 1

2
.Finalement, sous l'hypothèse m ∈ Z, le proessus RINAR(1) reentré présente quelquesavantages. En e�et, si les observations de la série hronologique en question sont assezélevées, le proessus (Yt) permet de traiter des observations à faibles variations et osillantautour de 0. D'autre part, le paramètre de la onstante c du proessus RINAR(1) reentrévarie entre −1

2
et 1

2
. Ainsi, nous proposons θ̂0 = (α̂0, ĉ0) = (ρ̂ (1), 0) omme point dedépart de l'algorithme utilisé pour aluler l'estimateur des moindres arrés (voir Setion2.5), onsidéré pour estimer les paramètres du modèle.Maintenant, nous supposons que m 6∈ Z et les observations de la série hronologiquesoient assez élevées. Ainsi, les observations du proessus (Yt) ne sont plus entières. Enrevanhe, nous pouvons envisager d'autres proessus à valeurs entières dont la moyenneest faible mais pas forément nulle, les observations varient autour de 0, et les oe�ientsd'autoorrélation possèdent les mêmes enadrements que eux d'un proessus RINAR(1).À titre d'exemple, nous pensons au proessus Mt = Xt − me où me est la médiane desobservations de la série. De plus, la médiane est bon estimateur de la moyenne ayant engénéral la même nature entière de la série.Autrement, nous pouvons onsidérer le proessus suivant

Wt = Xt − 〈m〉.Notons que e dernier est à valeurs entières et |EWt| = |m′ | = |m− 〈m〉| ≤ 1

2
.D'autre part, le proessus (Wt) peut être érit sous la forme suivante

Wt = 〈αWt−1 + c1〉 + εt, (5.23)où c1 = λ− 〈m〉 (1 − α). De plus, omme −1 < α < 1, nous avons
|c1| = |λ−m (1 − α) +m (1 − α) − 〈m〉 (1 − α)|

≤ |λ−m (1 − α)| + |m (1 − α) − 〈m〉 (1 − α)|

≤ 1

2
+

1

2
(1 − α) <

3

2
.Les oe�ients d'autoorrélation du proessus (Wt) possèdent les mêmes enadrements queeux d'un modèle RINAR(1) ave une moyenne non entière (voir Propostion 2.3.3).



Chapitre 6
Le modèle PRINAR(1)
Sommaire6.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1666.2 Étude théorique du proessus PRINAR(1) . . . . . . . . . . . . 1676.3 Propriétés du proessus PRINAR(1) . . . . . . . . . . . . . . . 1686.3.1 Le proessus PRINAR(1) reentré . . . . . . . . . . . . . . . . . 1716.3.2 Étude de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1726.4 Support de la loi stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177Dans e hapitre, nous proposons un proessus autorégressif basé sur l'opérateur d'ar-rondi pour analyser des séries hronologiques à valeurs entières positives .Dans le premier paragraphe, nous introduisons le modèle PRINAR(1). Dans le deuxièmeparagraphe, nous donnons le résultat prinipal onernant la onsistane forte de l'estima-teur des moindres arrés onsidéré pour estimer les paramètres du modèle. Dans le troisièmeparagraphe, nous étudions les propriétés générales du modèle. Par suite, dans le quatrièmeparagraphe, nous donnons les onditions néessaires pour que la loi stationnaire du pro-essus possède un support �ni.
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166 CHAPITRE 6. LE MODÈLE PRINAR(1)6.1 IntrodutionTout d'abord, notons que nous gardons les mêmes notations et dé�nitions que dans lehapitre préédent, notamment la fontion planher "�oor", la fontion partie frationnaireet la fontion arrondi. Soit le modèle suivant
Xt = 〈αXt−1〉 + εt, t ∈ Z, (6.1)où (εt) une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans N, ave Eεt = µ (par exemple,

εt  Po(µ)), et α est un paramètre réel positif. Nous appelons e modèle PRINAR(1)(pour positive �rst-order rounded integer-valued autoregressive).Notons que, sous l'hypothèse α ≥ 0, la positivité du proessus est assurée, .à.d.
∀ t ∈ Z,Xt ≥ 0 =⇒ Xt+1 ≥ 0.Alors, à première vue le proessus PRINAR(1) ne peut pas produire des autoorrélationsnégatives.D'autre part, la prévision à un pas, basée sur l'espérane onditionnelle, est donnée par

X̂T+1 = E (XT+1 | FT ) = 〈αXT 〉 + µ, (6.2)où FT = σ {XT ,XT−1, · · · }. Notons que X̂T+1, pour un RINAR(1) entré par exemple, estdiretement une valeur entière. Ii, X̂T+1 est plut�t une valeur réelle.Le passage au support disret de la série est failement obtenu en arrondissant à l'entier leplus près, .à.d.
X̂T+1 = 〈〈αXT 〉 + µ〉 = 〈αXT 〉 + 〈µ〉. (6.3)Remarquons que, pour 0 < µ < 1

2 , nous obtenons
X̂T+1 = 〈αXT 〉. (6.4)Don dans e as, µ n'a auun e�et sur la prévision à un pas, basée sur l'espérane ondi-tionnelle.Ainsi, malgré que sa moyenne est non nulle, le modèle PRINAR(1) ave un petit bruitpossède une formule de prévision à un pas identiques à elles d'un RINAR(1) entré.Notons que, sous l'hypothèse Θ ⊂ [0, 1[ × N∗, en partiulier µ est entier, le proessusPRINAR(1) dé�ni par (6.1) peut être érit sous la forme suivante

Xt = 〈αXt−1 + µ〉 + ε
′

t, t ∈ Z, (6.5)



6.2. ÉTUDE THÉORIQUE DU PROCESSUS PRINAR(1) 167où ε′t = εt − µ est bruit entré et à valeurs dans Z.Par suite, il est lair que le modèle présent représente un as partiulier du modèle RI-NAR(1). De plus, la prévision à un pas donnée par (6.2) est diretement une valeur entière.6.2 Étude théorique du proessus PRINAR(1)L'étude de la stationnarité, l'ergodiité, et la onsistane de l'estimateur des moindresarrés du proessus PRINAR(1) est similaire à elle du modèle RINAR(1) du Chapitre 2.Ii, nous introduisons quelques notations et annonçons le résultat prinipal.PRINAR(1) peut être érit sous la forme suivante
Xt = 〈αXt−1〉 + µ+ ε

′

t = f(Xt−1; θ) + ε
′

t, (6.6)où ε′t = εt − µ (Eε′t = 0) et f(x; θ) = 〈αx〉 + µ, ∀ x ∈ N ave θ = (α, µ) ∈ Θ ⊂ R+ × R+∗.Soient θ0 = (α0, µ0) la vraie valeur du paramètre et Pθ0
est la mesure de probabilité de lahaîne (Xt) sous le vrai modèle. De plus, toute onvergene p.s.−→ signi�e une onvergene

p.s. sous Pθ0,x, e qui se tient indépendamment de l'état initial x.Le fait que la onstante µ soit hors de l'opérateur d'arrondi présente un avantage parrapport au modèle RINAR(1) du hapitre 2. En partiulier, le proessus PRINAR(1) n'apas de problème d'identi�ablité.Ainsi, pour tout θ ∈ Θ, nous obtenons
f(x; θ) = f(x; θ0), ∀ x ∈ Z ⇐⇒ θ = θ0.Soient X0,X1, · · · ,Xn des observations du proessus PRINAR(1). Pour l'estimation duparamètre θ, nous onsidérons l'estimateur des moindres arrés dé�ni par

θ̂n = arg min
α∈Θ

ϕn(θ), (6.7)où
ϕn(θ) =

1

n

n
∑

t=1

(Xt − f(Xt−1; θ))
2 . (6.8)



168 CHAPITRE 6. LE MODÈLE PRINAR(1)Théorème 6.2.1. Supposons que :1. Sous Pθ0
, la haîne de Markov (Xt) est irrédutible ;2. pour un ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞ ;3. α0, la vraie valeur de α, appartient à l'intervalle [0, 1[ ;4. l'espae des paramètres Θ, est un ompat sous-ensemble de [0, 1[ × ]0,∞[.Alors, Le proessus (Xt) est stationnaire et possède une unique mesure invariante, notée

µθ0
telle que

µθ0
| · |k <∞.De plus, l'estimateur des moindres arrés θ̂n est fortement onsistant, .à.d.

θ̂n → θ0, Pθ0
− p.s.6.3 Propriétés du proessus PRINAR(1)Comme pour la lasse RINAR, l'opérateur d'arrondi ause des di�ultés pour l'étudethéorique du proessus PRINAR(1). Il est lair qu'un laul expliite de la moyenne oudes oe�ients d'autoorrélation n'est pas possible. Malgré tout, nous arrivons à borneres derniers en utilisant les proporiétés de la fontion arrondi et elles de la fontion partiefrationnaire.Sur la moyenne :Rappelons que, pour tout a ∈ R, nous avons

〈a〉 = ⌊a+
1

2
⌋ et ⌊a⌋ = a− {a} ,où 〈·〉 représente la fontion arrondi, ⌊·⌋ la fontion planher "�oor", et {·} la partie fra-tionnaire.De plus, nous trouvons

|a− 〈a〉| ≤ 1

2
et 0 ≤ {a} < 1.Dans la suite, nous supposons que les hypothèses du Théorème 6.2.1 sont véri�ées.Notons que, ave les mêmes préédentes notations, le vrai proessus PRINAR(1) peut être



6.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS PRINAR(1) 169érit sous la forme suivante
Xt = 〈α0Xt−1〉 + εt,

= ⌊α0Xt−1 +
1

2
⌋ + εt,

= α0Xt−1 +
1

2
− Zt−1 + εt,où Zt =

{

α0Xt + 1
2

} et Eεt = µ0. Ii, les proessus (Xt) et (Zt) sont stationnaires, paronséquent
(1 − α0)EXt =

1

2
− EZt + Eεt = µ0 +

1

2
− EZt.Comme 0 ≤ Zt < 1 et 0 ≤ α0 < 1, nous obtenons

|EXt −
µ0

1 − α0
| =

|EZt − 1
2 |

1 − α0
<

1
2

1 − α0
. (6.9)Rappelons que µ0

1 − α0
n'est autre que la moyenne d'un proessus AR(1) réel, où α0 est leoe�ient de régression et µ0 représente la moyenne du bruit assoié.Maintenant, posons m = EXt, ∀ t ∈ Z. Nous distinguons deux as :� Si le bruit est petit, 0 < µ0 <

1
2 , alors

0 < m <
µ0 + 1

2

1 − α0
<

1

1 − α0
. (6.10)Ii, la borne supérieur 1

1 − α0
dépend juste de α0.� Si le bruit est grand, µ0 ≫ 1, alors
µ0 − 1

2

1 − α0
< m <

µ0 + 1
2

1 − α0
. (6.11)Par onséquent,

m (1 − α0) −
1

2
< µ0 < m (1 − α0) +

1

2
. (6.12)De plus, si µ0 ∈ N∗, nous obtenons

µ0 = 〈m(1 − α0)〉. (6.13)Sur le orrélogramme :Comme m = EXt 6= 0, le alul du oe�ient d'autoorrélation du premier ordre duPRINAR(1) est ompliqué. Soit le proessus entré (Yt), où Yt = Xt −m qui a le mêmeorrélogramme que (Xt). Nous distinguons deux as.



170 CHAPITRE 6. LE MODÈLE PRINAR(1)� Supposons que ∀ t ∈ Z,EXt = m ∈ N∗. Il est lair que le proessus Yt = Xt −m està valeurs dans Z et entré (.à.d. EYt = 0 et |Yt| ≤ Y 2
t ,∀ t ∈ Z). Ainsi, Nous avons

Xt = 〈α0Xt−1〉 + εt,

Xt −m = 〈α0(Xt−1 −m) + α0m〉 −m+ εt.Alors,
Yt = 〈α0Yt−1 − c〉 + εt, où c = m (1 − α0) et Eεt = µ0. (6.14)Par suite,

cov(Xt,Xt+1) = cov(Yt, Yt+1) = α0V (Yt) + EYt(〈α0Yt − c〉 − (α0Yt − c)).Comme |a− 〈a〉| ≤ 1
2 , pour tout a ∈ R, nous trouvons

|ρ(1) − α0| =
|EYt(〈α0Yt − c〉 − (α0Yt − c))|

V (Yt)
≤ 1

2

E|Yt|
EY 2

t

≤ 1

2
. (6.15)� Supposons que ∀ t ∈ Z,EXt = m ∈ R+∗. Ii, le proessus entré (Yt), où Yt = Xt−m,n'est plus à valeurs dans Z (.à.d. |Yt| 6≤ Y 2

t ,∀ t ∈ Z) et nous pouvons l'érire sousla forme suivante
Yt = 〈α0Yt−1 + α0m〉 + µ0 −m+ ε

′

t, (6.16)où ε′t = εt − µ0. Ainsi, nous avons
|ρ(1) − α0| =

|EYt(〈α0Yt + α0m〉 − (α0Yt + α0m))|
V (Yt)

≤ 1

2

E|Yt|
EY 2

t

=
1

2

E|Xt −m|
E(Xt −m)2

.(6.17)Rappelons que [x] est la partie entière du nomble réel x. Il en déoule,
E|Xt −m| = µθ0

([m]) ε+ Σ
′

= Σ
′

(

1 +
µθ0

([m]) ε

Σ′

)et
E(Xt −m)2 = µθ0

([m]) ε2 + Σ,où µθ0
est la mesure de probabilité stationnaire de la haîne (Xt),

0 < ε = |[m] − m| < 1, Σ
′

=
∑

i6=[m] µθ0
(i)|i − m|, et Σ =

∑

i6=[m] µθ0
(i)(i − m)2.Comme Σ

′ ≤ Σ ≤ E(Xt −m)2, nous obtenons
E|Xt −m|

E(Xt −m)2
≤
(

1 +
µθ0

([m])

Σ′

)

.Par onséquent,
|ρ(1) − α0| ≤

1

2

(

1 +
µθ0

([m])

Σ′

)

. (6.18)



6.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS PRINAR(1) 1716.3.1 Le proessus PRINAR(1) reentréSoient X1, · · · ,Xn des observations à valeurs entières positives modélisées par un pro-essus PRINAR(1). Le proédé habituel de entrage de ette série hronologique sembleinapproprié pour une modélisation à valeurs entières. En e�et, omme m ∈ R+∗, le proes-sus entré Yt = Xt −m ne rentre pas dans le adre des modèles onsidérés.Nous distinguons deux as :� Supposons que m ∈ N∗. Alors, le proessus (Yt), dé�ni par (6.14), est évidemententré et à valeurs dans Z. Ce dernier dépend de trois paramètres α0, c = m (1−α0)et µ0. De plus, il est lair qu'il ne possède pas la même représentation qu'un modèleRINAR(1). Par ontre, es oe�ents d'autoorrélation ont les mêmes enadrementsque eux d'un modèle RINAR(1) de moyenne entière (par onséquent du proessusRINAR(1) entré). En partiulier, nous avons
|ρ(1) − α0| ≤

1

2
.De plus, sous l'hypothèse µ0 ∈ N∗ et d'après (6.5) (6.13) et (6.14), le proessus entré

(Yt) s'érit
Yt = 〈α0Yt−1 + c1〉 + ε

′

t, (6.19)où |c1| = |µ0 − c| = |〈c〉 − c| ≤ 1
2 et ε′t = εt − µ0 (un bruit entré à valeurs dans Z).Le modèle présent (6.19) possède la même représentation qu'un proessus RINAR(1).� Maintenant, supposons que m ∈ R+∗ et m ≥ 1

2 (〈m〉 ≥ 1). Ii, nous proposons leproessus (Wt), où Wt = Xt − 〈m〉. Ce dernier peut être érit sous la forme suivante
Wt = 〈α0Wt−1 − c

′〉 + εt, où c′ = 〈m〉(1 − α0) et Eεt = µ0. (6.20)Il est lair que le proessus (Wt) est à valeurs dans Z mais il ne possède pas la mêmereprésentation qu'un modèle RINAR(1). D'autre part, sa moyenne est donnée par
|EWt| = |m− 〈m〉| ≤ 1

2
,et ses oe�ients d'autoorrélation possèdent les mêmes enadrements que eux d'unRINAR(1) de moyenne non entière.Par ailleurs, sous l'hypothèse µ0 ∈ N∗ et d'après (6.5) (6.13) et (6.20), le proessus

(Wt) s'érit
Wt = 〈αWt + c

′

1〉 + ε
′

t, (6.21)



172 CHAPITRE 6. LE MODÈLE PRINAR(1)où c′1 = µ0 − c
′ et ε′t = εt − µ (un bruit entré à valeurs dans Z).Ce dernier possède la même représentation qu'un modèle RINAR(1).Notons que, omme 0 ≤ α0 < 1, nous trouvons
|c′1| = |µ0 −m (1 − α) +m (1 − α) − 〈m〉 (1 − α)|

≤ |µ0 −m (1 − α)| + |m (1 − α) − 〈m〉 (1 − α)|

≤ 1

2
+

1

2
(1 − α) < 1.6.3.2 Étude de simulationAu ours de notre étude nous onstatons que le as du modèle PRINAR(1) assoié àun petit bruit représente beauoup de uriosité.Tout d'abord nous rappelons que, sous l'hypothèse 0 < µ0 <

1
2 , nous avons

0 < m <
1

1 − α0
et 













|ρ(1) − α0| ≤
1

2
, si m ∈ N∗

|ρ(1) − α0| ≤
1

2

(

1 +
µθ0

([m])

Σ
′

)

, sinon .Pour mieux omprendre e as nous proédons par simulation. Soit α0 et µ0 les vraiesvaleurs des paramètres du modèle. Nous onsidérons une loi de Poisson de paramètre µ0pour le bruit (.à.d. εt  Po(µ0) et Eεt = µ0). Puis, nous simulons 1000 observations duproessus PRINAR(1).Nous proposons deux jeux de paramètres. pour le premier, nous assoions au petit bruitun oe�ient de régression (α0) faible. Pour le deuxième, nous onsidèrons α0 >
1
2 .� α0 = 0.25 et µ0 = 0.04 :Les observations i-dessous varient entre 0 et 1. Elles ressemblent à un exempled'informations binaires. Le petit bruit et l'opérateur d'arrondi assurent une faibledépendane entre les observations. Pour ela, nous remarquons que les valeurs res-tent invariantes et égales à 0 sur longue plaque de temps, le passage à des valeurssupérieures dépend don du bruit et de α0. La moyenne empirique est égale 0.039,l'éart-type est 0.193, et la médiane est 0. Notons que,

0 < m̂ =

∑1000
i=1 Xi

1000
= 0.039 <

1

1 − α0
=

4

3
.
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Fig. 6.1 � 1000 observations simulées du proessus PRINAR(1) ave α0 = 0.25 et µ = 0.05Les �gures suivantes donnent respetivement l'ACF et le PACF empiriques de lasérie simulée. Nous onstatons qu'auune autoorrélation n'est signi�ative. Ainsi, sinous ne tenons pas en ompte la nature entière des observations, ette série peut êtreinterprétée omme un bruit blan.
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Fig. 6.2 � ACF de la série simulée
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Fig. 6.3 � PACF de la série simulée� α0 = 0.78 et µ0 = 0.33 :Les observations i-dessous varient entre 2 et 7. La moyenne empirique est égale
2.442, l'éart-type est 0.679 et la médiane est 2. Notons que,

0 < m̂ = 2.442 <
1

1 − α0
= 4.54 et 〈m̂〉 = mediane = 2.
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Fig. 6.4 � 1000 observations simulées du proessus PRINAR(1) ave α0 = 0.78 et µ = 0.33



6.3. PROPRIÉTÉS DU PROCESSUS PRINAR(1) 175Rappelons que proessus PRINAR(1) forme une haîne de Markov homogène aveun espae d'états E = N et une probabilité de transition
π(x, y) = P {ε1 = y − 〈α0x〉} , ∀ x, y ∈ N.Ainsi, omme α0 = 0.78, nous avons

P {Xt+1 = 2 | Xt = 2} = P {ε1 = 0} = exp(−µ0) ≈ 0.72.et
P {Xt+1 = 3 | Xt = 3} = P {Xt+1 = 3 | Xt = 2}P {ε1 = 1} = exp(−µ0) µ0 ≈ 0.24.Les �gures suivantes donnent respetivement l'ACF et le PACF empiriques de la sériesimulée.
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Fig. 6.5 � ACF de la série simulée
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Fig. 6.6 � PACF de la série simuléeLa déroissane géométrique des ACF empiriques et le fait que la fontion d'autoor-rélation partielle du premier ordre soit l'unique valeur signi�ative justi�ent le hoixd'un proessus AR(1) pour modéliser les observations. Ainsi, soit le modèle suivant
Xt = a0 Xt−1 + b0 + εt.Les estimateurs Yule-Walker des paramètres sont

â0 = ρ̂(1) = 0.3895 et b̂0 = m̂(1 − â0) = 1.491.Il est lair que θ0 = (â0, b̂0) n'est pas une bonne estimation du paramètre θ = (α, µ)du modèle PRINAR(1).D'autre part, rappelons que la prévision à un pas basée sur la fontion de régression,suvie par l'arrondi (pour revenir au support entier des observations) est donnée par
X̂T+1 = 〈â0XT + b̂0〉, ∀ T ∈ Z.Soit t0 un instant �xé. Nous remarquons que :� Si Xt0 = 2 et Xt0+1 = 2, alors

X̂t0+1 = 〈2 (0.3895) + 1.491〉 = 2 = Xt0+1;



6.4. SUPPORT DE LA LOI STATIONNAIRE 177� Si Xt0 = 3 et Xt0+1 = 3, alors
X̂t0+1 = 〈3 (0.3895) + 1.491〉 = 3 = Xt0+1;� Si Xt0 = 2 et Xt0+1 = 3 ou Xt0 = 3 et Xt0+1 = 2, alors

|Xt0+1 − X̂t0+1| = 1.Ainsi, nous dé�nissons
X̂t = 〈â0Xt−1 + b̂0〉, ∀ t = 2, · · · , 1000.L'éart moyen absolue est dé�ni par
EMA =

∑1000
i=2 |Xt − X̂t|

999
= 0.461.L'erreur quadratique moyenne est donnée par

EQM =

∑1000
i=2 |Xt − X̂t|2

999
= 0.559.Don, nous onstatons que les performanes de prévision du proessus AR(1) sontplut�t bonnes.6.4 Support de la loi stationnaireIi, nous admettons que les hypothèses du Théorème 6.2.1 sont véri�ées. Désormais,nous donnons les onditions néessaires pour que la loi stationnaire, notée µθ0

, de la haîne
(Xt) possède un support �ni.Proposition 6.4.1. Soit A ∈ N∗ �xé. Supposons que supp(εt) = [0, A]. Alors, supp(µα0

) ⊆
[0, B] où B est un entier tel que B ≥ 1 + 2A

2(1 − α0)
.Preuve. Rappelons que supp(εt) = [0, A], .à.d. εt ≤ A,∀ t ∈ Z. Notre objetif est demontrer que le support de µθ0

est �ni. Tout d'abord, nous �xons t0 ∈ Z et supposons que
Xt0 ≤ B et B ∈ N tel que B ≥ 1 + 2A

2(1 − α0)
. Ainsi,

Xt0+1 = 〈α0Xt0〉 + εt0+1 ≤ α0Xt0 +
1

2
+A ≤ α0B +

1

2
+A ≤ B.Par suite,

∀ t ∈ Z,Xt ≤ B ⇒ Xt+1 ≤ B.



178 CHAPITRE 6. LE MODÈLE PRINAR(1)Maintenant, nous posons B0 = ⌈ 1 + 2A

2(1 − α0)
⌉, où ⌈x⌉ est le plus petit entier supérieur ouégale à x.Ainsi, si X0 = B0, alors ∀ t ≥ 1 nous avons Xt ≤ B0. Soit µn la mesure empirique engedréepar X1, · · · ,Xn, dé�nie par

µn =
1

n

n
∑

i=1

11Xi
.Le support de µn est [0, B0]. Par onséquent, pour tout c 6∈ {0, · · · , B0},

µθ0
(c) = lim

n→∞
µn(c) = 0.

Détaillons plus en avant la borne B de la proposition préédente.� Si α0 = 0, alors ∀ t ∈ Z nous avons Xt = εt. Par suite, nous obtenons B = A+ 1.� Si 0 < α0 <
1
2 , alors 1 + 2A

2(1 − α0)
< 1 + 2A. ainsi, il su�t de prendre B = 1 + 2A.� Si 1

2 ≤ α0 < 1, alors il existe k(α0) ≥ 2 tel que α0 ≤ 2k − 1

2k
, e qui implique que

1 + 2A

2(1 − α0)
≤ k (1 + 2A). Par onséquent, il su�t de prendre B = k(1 + 2A).Maintenant, nous onsidérons que le bruit εt suit une loi de Poisson de paramètre µ0(.à.d. εt  Po (µ0)). Soit a ∈ N∗, d'après l'inégalité de Bienaymé-Thebyhev, nousobtenons

P (µ0 − a
√
µ0 < εt < µ0 + a

√
µ0) ≥ 1 − 1

a2
.Soit a = 10 et 0 < µ0 = 0.01 < 1

2 (le bruit est petit). Nous obtenons,
P ( εt ∈ {0, 1} ) ≥ 0.99.Ii, nous onstatons que dans e as le bruit est onentré sur l'intervalle [0, A], où A = 1.� Si 0 < α0 = 0.32 < 1

2 , alors nous déduisons que (Xt) est plut�t onentrée surl'intervalle [0, B], où B = 1 + 2A = 3 (P ( Xt ∈ {0, 1, 2, 3} ) ≥ 0.99).� Si α0 = 0.78, alors il existe k(α) = 3 tel que α ≤ 2k−1
2k

. Ii, nous déduisons quela haîne (Xt) est plut�t onentrée sur l'intervalle [0, B], où B = k (1 + 2A) = 9(P ( Xt ∈ {0, · · · , 9} ) ≥ 0.99).



Conlusion et perspetives
La modélisation des séries hronologiques à valeurs entières est un domaine sienti�queassez réent. La plupart des modèles qui existent dans littérature sont apppropriés pouranalyser séries hronologiques à valeurs entières positives, en partiulier les séries de omp-tage. Ces modèles sont basés sur les opérateurs d'aminissement et possèdent quelqueslimitations.En revanhe, l'utilisation de l'opérateur d'arrondi à l'entier le plus près pour générer desobservations à valeurs entières paraît naturelle. Ainsi, omparée aux modèles autorégressifsbasés sur les opérateurs d'aminissement, la lasse RINAR introduite au ours de ettethèse possède plusieurs avantages. Plus préisément, les modèles RINAR ont une strutured'innovation simple, générée uniquement par le bruit. Par onstrution, la lasse RINARpeut produire des séries hronologiques à valeurs entières ayant des observations négatives.D'autre part, les modèles RINAR peut produire des autoorrélations aussi rihes que ellesd'un AR(p) réel, y ompris les autoorrélations négatives. De plus, la prévision à un pas,basée sur l'espérane onditionnelle (fontion de régression), est une valeur entière paronstrution des modèles.Pour assurer la stationnarité et l'ergodiité du proessus RINAR(1), nous supposonsque la valeur absolue du oe�ient de régression est stritement inférieur à 1. Cette hy-pothèse est similaire à elle qui garantit la stationnarité du modèle AR(1) réel. À ausede l'opérateur d'arrondi, l'identi�abilité du proessus RINAR(1) a un omportement nonstandard. Ainsi, nous distinguons as : Si la vraie valeur du oe�ient de régression estirrationnelle, le problème d'identi�abilité n'apparaît pas. Par onséquent, l'estimateur desmoindres arrés des paramètres est fortement onsistant. Si la vraie valeur du oe�ientde régression est rationnelle, alors le oe�ient de régression est identi�able mais le pa-ramètre de la onstante l'est pas. Ainsi, l'estimateur des moindres arrés des paramètresonverge presque sûrement vers une olletion de points ayant le premier omposant �xé179



180 CONCLUSION ET PERSPECTIVESet égale à la vraie valeur du oe�ient de régression, tandis que le deuxième omposantvarie dans un intervalle ontenant la vraie valeur du paramètre de la onstante et de tailleproportionnelle au dénominateur de la vraie valeur du oe�ient de régression. La taillemaximale de et intervalle est égale à 1

2
. Notons que ette �utuation autour du paramètrede la onstante n'a pas d'in�uane sur la pévision. Le modèle d'ordre supérieur RINAR(p),est une extension direte du proessus RINAR(1). Nous mentionnons que dans le as oùtous les vraies valeurs des oe�ients de régression, la taille maximale de l'intervalle de�utuation du paramètre de la onstante est inférieure à 1

2
. Par suite, le modèle vetorielRINVAR est une généralisation du proessus RINAR d'ordre supérieur. En e�et, l'étuded'un proessus RINVAR(1), dédié à la modélisation d'une série hronologique vetoriellede dimension p et à valeurs entières, revient à examiner p modèles RINAR(p) totalementséparés. Le modèle RINAR(1) entré est un as partiulier du proessus RINAR(1), où leparamètre de la onstante est nulle. Ce modèle ne possède pas de problème d'identi�abilitéet par onséquent l'estimateur des moindres arrés de son paramètre est fortement onsis-tant. Le modèle PRINAR(1) est onsaré à l'analyse des séries hronologiques à valeursentières positives. Comme son paramètre de la onstante est hors de l'opérateur d'arrondi,le PRINAR(1) n'a pas un problème d'identi�abilité et par onséquent l'estimateur desmoindres arrés des paramètres est fortement onsistant.Les modèles introduits au ours de ette thèse ont plusieurs atouts : une simple onstru-tion, des onditions de stationnarité et d'ergodiité plus générales que elles pour les mo-dèles basés sur les opérateurs d'aminiissement, et des résultats satisfaisants onernantla onsistane des estimateurs des moindres arrés. Cependant, à ause de l'opérateurd'arrondi, l'étude théoriques de ertaines propriétés des modèles est ompliquée. À titred'exemple, pour un RINAR(1) stationnaire, nous n'arrivons pas à aluler expliitementla moyenne m = EXt. Toutefois, nous pouvons la trouver l'enadrement suivant,

|m− λ

1 − α
| ≤ 1

2 (1 − α)
,où α est le oe�ient de régression et λ est le paramètre de la onstante. Rappelons que

λ

1 − α
n'est autre que la moyenne d'un modèle AR(1) réel ayant les mêmes paramètres.Par ailleurs, pour un proessus RINAR(1) entré (m = EXt = 0) stationnaire, le alulexat de es oe�ients d'autoorrélation ρ(k) n'est pas possible. Cependant, pour ρ(1)par exemple, nous trouvons l'enadrement suivant,

|ρ(1) − α| ≤ 1

2
,



181où α est le oe�ient de régression du modèle RINAR(1) entré. Notons que, pour unAR(1) réel ayant le même oe�ient de régression, nous avons ρ(1) = α.Soient X1, · · · ,Xn des observations à valeurs entières. Du point de vue pratique, unequestion naturelle se pose :Comment nous validons le hoix d'un proessus RINAR pour modéliser es observation ?En premier lieu, nous traçons les oe�ients d'autoorrélation empiriques simples (ACF)et partiels (PACF). Nous analysons es oe�ients omme si les observations sont à va-leurs réelles. À titre d'exemple, nous examinons la déroissane des ACF et le nombre desoe�ients PACF signi�atifs. Si par exemple, nous onstatons que le proessus AR(1) estapproprié, nous pouvons en déduire que le RINAR(1) est bon andidat pour modéliser lasérie. Ainsi, nous alulons l'estimateur des moindres arrés en utilisant la méthode numé-rique proposée dans le Chapitre 2. Ensuite, nous véri�ons si les résidus obtenus peuventêtre interpréter omme un bruit blan (auune orrélation (ACF et PACF) des résidus n'estsigni�ative). Autrement, nous pouvons simuler des observations d'un proessus RINAR(1)ayant omme paramètres les valeurs alulées de l'estimateur des moindres arrés. Ensuite,nous traçons les ACF et les PACF de la série simulée et nous les omparons ave eux dela série X1, · · · ,Xn.Notons que, pour toutes les appliations réelles introduites au ours de ette thèse, lavaleur alulée de l'estimateur des moindres arrés du modèle RINAR(p) par l'algorithmede la reherhe dihotomique, est assez prohe de elle de l'estimateur de Yule-Walkerdu modèle AR(p) qui représente le point de départ de et algorithme. Cei explique lesperformanes de prévision souvent analogues de es modèles. Nous mentionnons qu'engénéral les valeurs de prévision d'un modèle AR(p) sont réelles. Ainsi, nous onsidéronsune opération d'arrondi �nale pour retrouver le support entier des observations.L'état atuel de nos travaux laisse entrevoir de nombreuses perspepetives.1. Améliorer ertains résultats� Pour tous les modèles proposés au ours de ette thèse nous supposons que lebruit (εt) est une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans Z. Une questionse pose : Pouvons-nous a�aiblir ette hypothèse ? En d'autres termes, il s'agit detrouver les onditions de stationnarité et d'ergodiité de es modèles dans le as où
(εt) est un bruit blan. Il est lair que sous ette hypothèse nous devons abandonnerl'aspet Markovien.



182 CONCLUSION ET PERSPECTIVES� Pour assurer la stationnarité et l'ergodiité du modèle RINAR(p), nous imposonsque la somme des valeurs absolues des oe�ients de régression soit stritementinférieur à 1. Cei implique que le rayon spetral de la matrie |A| suivante soitstritement inférieur à 1,
|A| =





|α1| · · · |αp|
Ip−1 0



 ,ave Ip−1 la matrie d'identité d'ordre p− 1. Dorénavant, nous souhaitons étendreette ondition et retrouver elle qui garantit la stationnarité d'un AR(p) réel. Pluspréisément, nous voulons que le rayon spetral de la matrie A soit stritementinférieur à 1. Par ailleurs, dans le as du modèle RINVAR(1), nous visons aussique le rayon spetral du oe�ient de régression soit stritement inférieur à 1.� Dans le adre de l'étude des propriétés générales du modèle RINAR(1) entréstationnaire, nous trouvons les enadrements suivants pour es oe�ients d'auto-orrélation
|ρ(j) − αj | ≤ 1

2

j−1
∑

i=0

|α|i, ∀ j ∈ N∗.À l'avenir, nous espérons trouver des bornes plus �nes. Pour ela, nous pensonsexploiter à titre d'exemple, la β-mélangane du proessus. Cette propriété n'a pasété annonée au ours de nos travaux.2. Développer quelques aspets inexploités� L'étude de simulation dédié au modéle RINAR(1) entré (resp. PRINAR(1)), nousmontre l'existene de deux as dépendant du hoix du bruit onsidéré. Ainsi, nousonstatons qu'ave un grand bruit le oe�ient d'autoorrélation empirique dupremier ordre est assez prohe du oe�ient de régression. Cependant, quand lebruit est petit es deux valeurs s'éloignent. De plus, les observations des sériessimulées sont à faibles variations et restent souvent invariantes sur une longueplaque du temps. À titre d'exemple, ave un jeu de paramètre bien préis, le modèlePRINAR(1) produit des observations binaires. Ainsi, nous souhaitons expliquerthéoriquement es omportements.� Pour assurer la positivité, la stationnarité et l'ergodiité du modèle PRINAR(1),nous supposons que son oe�ient de régression soit stritement ompris entre 0et 1. Ainsi, nous visons lari�er la question suivante :Est-e que e modèle peut produire des autoorrélations négatives ?



183Notons que dans le as d'une réponse insatisfaisante, le proessus PRINAR(1)perd un des prinipaux avantages de la lasse des modèles autorégressifs basés surl'opérateur d'arrondi.� Supposons que le support du bruit du modèle PRINAR(1) (resp. RINAR(1)) sta-tionnaire est borné. Ainsi, nous obtenons que la loi stationnaire du proessus l'estaussi. Cei néessite l'emploi d'autres tehniques que elles proposées au ours deette thèse, pour prouver la onsistane de l'estimateur des moindres arrés.� L'étude du modèle RINVAR(1), dédié à l'analyse d'une série hronologique ve-torielle de dimension p à valeurs entières, revient à traiter p modèles RINAR(p)séparés. Cei grâe à la dé�nition de l'opérateur arrondi et au fait que tous lesomposants ont le même support. À l'avenir, nous souhaitons examiner le as oùun au moins de es omposants a un support borné.3. Étudier la vitesse de onvergene de l'estimateur des moindres arrésA�n de ompléter notre étude dédiée au proessus RINAR(1), notre intérêt s'esttourné vers l'étude de la vitesse de onvergene de l'estimateur des moindres arrés,onsidéré pour estimer les paramètres du modèle. Ce travail, mené en ollaborationave Saumard, A.1, est en ours de préparation. Dans la suite, nous itons quelques-uns des arguments prinipeaux utilisés pour aboutir à un tel résultat.Rappelons que, le modèle RINAR(1) stationnaire est dé�ni par
Xt = 〈αXt−1 + λ〉 + εt = f(Xt−1; θ) + εt,où θ = (α, λ) ∈ Θ l'espae des paramètres ompat et sous-ensembble de ]−1, 1[×R.Soit θ0 = (α0, λ0) la vraie valeur des paramètres du modèle, µ la mesure invariantede e proessus (sous θ0), et G = (gθ)θ∈Θ, où gθ((x, y)) = (y − f(x; θ))2, (x, y) ∈ Z2,la lasse des fontions de ontraste. L'estimateur des moindres arrés θ̂n peut êtreprésenté de la manière suivante

g
θ̂n

= arg min
gθ∈G

Pngθ, (∗)où Pn est la mesure empirique assoiée à la haîne double Yt = (Xt−1,Xt) ayant
P omme mesure invariante (sous θ0). Notons que, la dé�nition (∗) nous donne
Pn(g

θ̂n
− gθ0

) ≤ 0. Comme les fontions de ontraste sont irrégulières, les tehniquesusuelles basées sur la dérivabilité de es fontions sont désormais inadaptées.1Adrien Saumard : IRMAR, université de Rennes 1.



184 CONCLUSION ET PERSPECTIVESAinsi, pour ontr�ler la vitesse de onvergene nous utilisons des méthodes non pa-ramétriques basées sur les proessus empiriques.Tout d'abord, nous montrons que le proessus RINAR(1) est β-mélangeant (voir,Mokkadem, A.2 (1990)) et que G est une lasse de sous-graphes de Vapnik-Chervonenkis(VC-subgraph lass), voir par exemple, van der Vaart, A. W. & Wellner, J. A.3 (1996)et Dudley, R. M.4 (1999)). Ensuite, nous utilisons une tehnique de ontr�le du supre-mum du proessus empirique par entropie universelle pour les données mélangeantes,développée par Doukhan, P., Massart, P. & Rio, E.5 (1994) puis Rio, E.6 (1998).Finalement, grâe à ette tehnique nous ontr�lons à distane �nie la taille de l'es-pérane du supremum du proessus empirique sur la lasse G, et don le risque qua-dratique moyen de la série estimée à l'instant n (le modèle sous θ̂n) notée X̂n, parrapport à la vraie série hronologique inonnue (le modèle sous θ0), notée X0.En e�et, le lien entre es deux quantités est donné par le simple alul suivant :
E
[

µ(X̂n −X0)
2
]

= E
[

µ(f(·; θ̂n) − f(·; θ0))2
]

,

= E
[

P (g
θ̂n

− gθ0
)
]

,

≤ E
[

(P − Pn)(g
θ̂n

− gθ0
)
]

, d'après l'équation (∗),

≤ 1√
n

E

[

sup
gθ∈G

|αn(gθ − gθ0
)|
]

,où αn =
√
n(P − Pn).

2Propriétés de mélange des proessus autorégressifs polynomiaux. Ann. Inst. H. Poinaré Probab. Sta-tist. v. 26, no. 2, p. 219�260.3Weak onvergene and empirial proesses. With appliations to statistis, Springer-Verlag, New York.4Uniform entral limit theorems, Cambridge University Press.5The funtional entral limit theorem for strongly mixing proesses. Ann. Inst. H. Poinaré Probab.Statist. v. 30, no. 1, p. 63�82.6Proessus empiriques absolument réguliers et entropie universelle. Probab. Theory Related Fields v.111, no. 4, p. 585�608.



1854. Introduire d'autres modèlesLa lasse des modèles RINAR est inspirée des modèles autorégressifs réels. En e�et,l'opérateur d'arrondi est onsidéré omme une ensure sur la fontion de régressionlinéaire d'un modèle AR. Dorénavant, nous proposons d'appliquer la même philo-sophie à la lasse des modèles ARCH/GARCH. En réalité, les séries �nanières devariation et à valeurs entières, omme dans le as à valeurs réelles, forment une suitede bruit blan. Les modèles du type autorégressifs introduits au ours de ette thèsedeviennent ainsi inadaptés. Il est alors naturel d'adapter la onstrution ARCH/GARCH au ontexte de valeurs entières.
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Résumé :Dans ertaines situations il devient néessaire de traiter les séries hronologiquesà valeurs entières. Au premier regard, l'analyse de telle série peut présenter quelquesdi�ultés, notamment si l'analyse est basée sur quelques modèles stohastiques. Cesmodèles doivent re�éter la partiularité entière de la série observée. De nombreusestentatives ont été faites pour dé�nir des modèles qui peuvent être utilisés pourdérire les séries hronologiques à valeurs entières. La plupart des modèles proposéssont basés sur l'opérateur d'aminissement et possédent les mêmes propriétés queles modèles à valeurs réelles bien-onnus dans la littérature.L'objetif de ette thèse est d'étudier les modèles autorégressifs à valeurs entières.Nous introduisons une nouvelle lasse de modèles basés sur l'opérateur d'arrondi. Parrapport aux modèles existants, la nouvelle lasse a plusieurs avantages : strutured'innovation simple, oe�ients de régression ave des signes arbitraires, valeursnégatives possibles pour la série hronologiques et pour la fontion d'autoorrélation.Nous étudions la stationnarité des modèles et la onsistane forte de l'estimateur desmoindres arrés proposé pour estimer les paramètres. Nous analysons quelques sérieshronologiques à valeurs entières bien-onnues ave les modèles introduits.Mots lefs : Séries hronologiques à valeurs entières, opérateur d'aminissement,opérateur d'arrondi, identi�abilité, estimateur des moindres arrés, onsistane forte.Abstrat :In many pratial situations we deal with integer-valued time series. The analysisof suh a time series present some di�ulties, namely where the analysis is basedon some stohasti models. These models must re�et the integer peuliarity of theobserved series. Many attempts have been made to de�ne some models whih anbe used to desribe integer-valued time series. Most of the proposed models arebased on the thinning operator and they have the same properties as the real-valuedmodels well-known in the literature.The aim of this thesis is to study the integer-valued autoregressive models. Weintrodue a new lass of models based on the rounding operator. Compared to theexistent models, the new lass has several advantages : simple innovation struture,autoregressive oe�ients with arbitrary signs, possible negative values for time se-ries and for the autoorrelation funtion.We study the stationarity of the models and the strong onsisteny of the leastsquares estimator proposed to estimate the parameters. We analyze some well-knowntime series with the introdued models.Key words : Integer-valued time series, thinning operator, rounding operator, iden-ti�ability, least squares estimator, strong onsisteny.


