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Préface

Les séries chronologiques a valeurs entiéres sont fréquemment utilisées dans la pratique.
Citons quelques exemples : nombre des transactions hebdomadaires d’'un titre boursier, la
température quotidienne & Rennes pendant cet été, le calibrage d’un fruit donné, et bien

d’autres.

Avant la fin des années 70 de telles observations étaient traitées par des modeéles réels
(par exemple, ARMA, VAR, ARCH,...) bien connus dans la littérature, sans tenir compte
de la nature entiére de ces observations.

Une premiére tentative de modélisation des séries chronologiques a valeurs entieres est due
a Jacobs & Lewis (1978). Leur modeéle peut étre décrit comme une combinaison linéaire
aléatoire de variables aléatoires i.i.d. discrétes.

Plus tard, des auteurs tels McKenzie (1985), Al-Osh & Alzaid (1987) et bien d’autres ont
introduit des classes de modeéles qui possédent les mémes structures de corrélation que des
modeéles réels, tout en respectant la particularité entiére des séries observées.

En effet, pour construire tels modeéles les auteurs ont remplacé la multiplication usuelle dans
les modeles réels (par exemple dans un modele AR(p)) par un opérateur d’amincissement
(par exemple 'opérateur d’amincissement binomial de Steutel & Van Harn (1979)).
Cependant, ce remplacement fait apparaitre plusieurs contraintes limitant 'utilisation de

résultats déja connus pour les modéles réels.

Au cours de cette these, notre intérét s’est tourné uniquement vers la recherche des nou-
velles classes de modéles autorégressifs a valeurs entiéres. Dans ce but, nous nous sommes
basés sur 'opérateur d’arrondi a U'entier le plus prés, pour construire le modéle RINAR(p)
(pour p-order rounded integer-valued autoregressif). L’idée de la construction de ce dernier
est simple, il suffit de censurer (en utilisant I'opérateur d’arrondi) la fonction de régression
linéaire d’un processus AR(p) ayant comme bruit une suite de variables aléatoires centrées

i.i.d. a valeurs dans Z.



vi

Ainsi, par construction les modeles proposés exploitent un domaine rarement examiné : la
modélisation des séries chronologiques & valeurs entieéres ayant des observations négatives.
Notons qu’en général les processus basés sur les opérateurs d’amincissement sont appropriés
pour la modélisation des séries chronologiques & valeurs entiéres positives, en particulier
les séries de comptage. Par ailleurs, comparés aux modeéles existants dans la littérature ces
nouveaux modéles possédent plusieurs avantages.

Aprés une bréve présentation de quelques modeéles autorégressifs a valeurs entiéres basés
sur les opérateurs d’amincissement, nous suscitons leurs limitations, et nous argumentons
I'introduction de la nouvelle classe de modeéles basés sur I'opérateur d’arrondi (Chapitre 1).
Nous traitons, dans le Chapitre 2, le modéle RINAR du premier ordre. Le modele RINAR
d’ordre supérieur est examiné dans le Chapitre 3. Dans le Chapitre 4, nous étudions le mo-
dele RINAR vectoriel approprié pour analyser les séries chronologiques a valeurs entiéres
multivariées. Le Chapitre 5 est consacré & 1’étude du modéle RINAR centré. Finalement,
dans le Chapitre 6, nous présentons le modéle PRINAR dédié a ’analyse des séries chro-

nologiques a valeurs entiéres positives.

Il est toujours aisé d’étre logique. Il est presque impossible

d’étre logique jusqu’au bout.

Albert Camus
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Chapitre 1

Introduction
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1.1 Les opérateurs d’amincissement . . . . . . . . . ... .00 3
1.2 Quelques modéles basés sur les opérateurs d’amincissement . . 6
1.2.1 Lemodéle INAR(1) . ... .. ... ... .. .. ... .. ... 6
1.2.2 Le modéle INAR(p)-AA . . . . ... ... 9
1.2.3 Lemodéle INAR(p)-DL . . .. ... . ... ... ... ..... 10
1.2.4 Le modéle GINAR(p) . .. .. ... . ... ... ... . ..... 11
1.2.5 Le modéle MGINAR(p) . . . . ... . ... ... .. .. ... . 12
1.3 Contributionsdelathése. . ... ... ... ... ......... 13
1.3.1 Critiques des modéles basés sur les opérateurs d’amincissement . 13
1.3.2 Intéréts des modéles introduits . . . . . . . ... ... L. 14
1.3.3 Plandelathése . .. .. ... .. .. .. .. ... 16

Dans certaines situations il devient nécessaire de traiter les séries chronologiques & va-
leurs entiéres. Ces derniéres peuvent se produire dans beaucoup de domaines, par exemple,
dans la théorie d’assurance, la médecine, les systémes de files d’attente, les communica-
tions, la fiabilité, la météorologie, et bien d’autres. Les processus de comptage sont des
exemples de ces séries chronologiques et ce qu’ils comptent difféere d’un processus a 'autre.
Ceux-ci peuvent étre les nombres d’accidents, patients, victimes de crime, messages trans-
mis, erreurs détectées, et ainsi de suite (voir par exemple, Johansson (1996, [36]), Freeland
(1998, 25]), Ye et al. (2001, [65]), Pokropp et al (2006, [56]), Lambert and Liu (2006, [45]),
Jung et al. (2006, [37]) et Weif(2008, [62])).

Au premier regard, I'analyse de telles séries chronologiques peut présenter quelques

difficultés. Si ’analyse est basée sur quelques modéles stochastiques, les modéles doivent
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refléter la particularité entiére de la série observée. Pour cette raison, nous préférons ne pas
considérer, a titre d’exemple, un processus autorégressif a valeurs réelles, pour analyser de
telles observations. Rappelons que les modéles classiques tels ARMA, ARCH et d’autres,
bien connus dans la littérature, générent des observations réelles (voir Brockwell et Davis

(2002, [12])).

La recherche des modéles stochastiques pour des observations & valeurs entiéres a dé-
butée a la fin des années 1970. Jacobs & Lewis (1978 et 1983, [32] [33] et [34]) ont introduit
la premiére classe de modeles, notée DARMA. Cette derniére peut étre décrite comme
une combinaison linéaire aléatoire de variables aléatoires i.i.d. discrétes. L’approche de
Jacobs-Lewis peut étre considérée comme analogue a celle de Box-Jenkins dans laquelle
la combinaison linéaire des valeurs réelles est remplacée par un mélange probabiliste. Les
processus DARMA permettent de traiter les processus prenant un nombre fini de valeurs

et, plus particuliérement, les séries binaires.

Les premiers processus stochastiques a valeurs entiéres dont les propriétés sont similaires
a celles des modeles reéels classiques sont dus & McKenzie (1985, [50]) et Al-Osh & Alzaid
(1987, 1990, [2], [6]). Ces modéles sont bases sur 'opérateur de Steutel & Van Harn (1979,
[59]). Dans Al-Osh & Alzaid (1990, [6]), le processus INAR(p) (pour processus AR(p) a va-
leurs entiéres) posséde une structure de corrélation similaire a celle du processus ARMA (p,
p-1). Du & Li (1991, [21]) ont suggéré une autre spécification du modele INAR(p) dont
la structure de corrélation est identique & celle du processus AR(p) standard. Gauthier
& Latour (1994, [30]) et Latour (1998, [47]) ont considéré une version plus générale du
modele, noté GINAR(p), basée sur I'opérateur généralisé de Steutel & Van Harn. Latour
(1997, [46]) a introduit le modeéle MGINAR(p), basé sur l'opérateur matriciel généralisé de
Steutel & Van Harn, pour les séries chronologiques & valeurs entiéres multivariées.
Les modeéles & moyenne mobile a valeurs entiéres, notés INMA(q), sont basés aussi sur
lopérateur de Steutel & Van Harn. Le processus INMA a été étudié par McKenzie (1988,
[52]). Al-Osh & Alzaid (1988, 1991, [3], [4]) ont proposé une autre spécification. Pour une
comparaison entre les deux spécifications, nous nous référons a Brannés et Hall (2001, [9]).
Pour une revue récente sur les modéles de série chronologique a valeurs entiéres possédant
la méme structure de corrélation que la classe ARMA, nous nous référons & Kedem et
Fokianos (2002, [44]), McKenzie (2003, [53]) et Jung et Termayne (2006, [40]).
Par ailleurs, nous mentionnons les récents traveaux de Ferland et al. (2006, [24]) concer-

nant la classe de modeles GARCH a valeurs entiéres, et Doukhan et al. (2006, [19]) o ils
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traitent le modele bilinéaire simple & valeurs entiéres. Ces modéles sont basés sur I'opérateur
d’aminicissement généralisé.

Dans ce chapitre, nous introduisons les opérateurs d’amincissement, en particulier ’opé-
rateur d’amincissement binomial de Steutel & Van Harn (1979, [59]). A la suite, nous énon-
cons quelques classes de modéles autorégressifs & valeurs entiéres, basés sur les opérateurs
d’amincissement : notamment, les modeéles INAR(p), les modéles GINAR(p) et les modeles
MGINAR(p). En conséquent, nous citons les limites de ces modéles et nous présentons les
motivations et les intéréts d’introduire une nouvelle classe de modéles autorégressifs & va-
leurs entiéres, basés sur 'opérateur d’arrondi a I’entier le plus pres.

Finalement, nous donnons le plan de la thése.

1.1 Les opérateurs d’amincissement

Pour obtenir une structure de corrélation analogue a celle de la classe ARMA, beaucoup
de modéles utilisent des opérations d’amincissement.
L’opérateur d’amincissement (thinning operator) le plus connu est celui de Steutel &

Van Harn (1979, [59]). Ce dernier est appelé 'opérateur d’amincissement binomial.

Définition 1.1.1. (L’opérateur o de Steutel & Van Harn). Soit (&) une suite de variables
aléatoires indépendantes, identiqguement distribuées selon une loi de Bernoulli de parameétre
a € [0,1] et indépendante de Z, une variable aléatoire a valeurs entiéres positives.

L’opérateur d’amincissement, noté o, est défini par

Z
aoZ =Y &.
k=1

Nous appelons la suite () une série de comptage. Par conséquent, conditionnellement
a Z la variable aléatoire a o Z suit une loi binomial de paramétres Z et a.
Pour l'interprétation de 'opérateur d’amincissement binomial, considérez une population
de taille Z, & un moment ¢. Si nous observons la méme population & un moment postérieur,
dit £ + 1, alors la population peut étre diminuée, parce que certains individus sont morts
entre les moments ¢ et £t + 1. Si les individus meurent indépendamment les uns des autres,
et si la probabilité de mourir entre ¢ et 41 est égale & 1 —a pour tous les individus, alors le

nombre des survivants est donné par a o Z. Maintenant, nous donnons quelques propriétés
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de base de 'opérateur d’amincissement binomial.

Ela o Z] = a E[Z],
Viao Z] =a? V[Z] +a (1 —a) E[Z], (1.1)
covlao Z,Z] = a V[Z].

Pour une preuve explicite de ces derniéres et bien d’autres propriétés nous nous référons a
Freeland (1998, [25]) et da Silva (2005, [14]).

En fait, le concept d’amincissement binomial a été introduit pour adapter les termes de
la classe des distributions auto-décomposables discrétes, notée DSD (discrete self-decomposable).
Rappelons qu’'une distribution sur R est dite auto-décomposable ou de classe L si sa fonc-

tion caractéristique ¢ satisfait (voir par exemple, Lukacs (1970, [48]), page 161)
o ()= (0 t) gu (t), tERetac(0], (12)

ol ¢, est une fonction caractéristique. Ceci implique que, pour les variables aléatoires

correspondantes, nous avons
XZaX +X,avecac [0, 1], (1.3)
ot X' et X, sont indépendantes et X' a la méme distribution que X.
Définition 1.1.2. Une distribution sur N avec une fonction génératrice P est dite DSD si
P(z)=P(l—a+az)P,(2) |2| <1; a€l0,1], (1.4)
avec P, une fonction génératrice.

Définition 1.1.3. Une wvariable aléatoire Z a wvaleurs dans N est dite DSD si pour tout

a € [0,1], il existe une variable aléatoire discréte €,, indépendante de a o Z, telle que
d
Z=a0Z+¢g,. (1.5)

Nous pouvons mentionner ici que la classe DSD est une sous-classe assez large de la

classe des distributions discrétes infiniment divisible définie comme suit.

Définition 1.1.4. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N. Sa fonction génératrice
1 A . .. .
Px(z) est dite infiniment divisible si (Px(z))™ est elle-méme une fonction génératrice pour

tout n € N*,
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Feller (1968, [23]) a montré qu’une distribution sur N est infiniment divisible, si et

seulement si elle est une distribution de Poisson composée.

Notons que beaucoup de distributions, y compris binomial Négative, Poisson et Poisson
généralisée (les propriétés de cette distribution ont été étudiée par Consul (1989, [13]) et
Ambagaspitiya et Balakrishnan (1994, [8])), appartiennent & la classe des distributions
DSD (voir Zhu and Joe (2003, [67])). En particulier, cette derniére contient la classe des
distributions discrétes stables et tous ces éléments sont unimodales (voir Steutel & Van

Harn (1979, [59])).

Pour adapter le concept d’amincissement binomial a différents types d’interprétations
ou des processus, quelques modifications concernant les hypothéses de la Définition 1.1.1
ont été proposées. Brannids and Hellstrom (2001, [10]) ont proposé de tenir compte de la
dépendance entre les indicateurs de la série de comptage (£) de la Définition 1.1.1, puisque
ces indicateurs peuvent représenter des individus dans le méme milieu macro-économique
et donc affectés de la méme facon.
Une autre généralisation de 'opérateur d’amincissement binomial a été proposée par La-
tour (1998, [47]). Ici, les éléments de la série de comptage & de la Définition 1.1.1 sont
des variables aléatoires & valeurs dans N de moyenne a € [0,1] et variance finie A (voir
Section 1.2.4). Cette opération est connue sous le nom d’amincissement généralise. Elle
peut étre interprétée comme un processus de reproduction qui permet aux individus de
se reproduire plus d'une fois (comme dans le cas d’amincissement binomial) : les & dé-
signe le nombre de descendants d’une certaine personne, y compris éventuellement cet
individu lui-méme. L’opérateur d’amincissement généralisé comprend ’amincissement bi-
nomial comme cas particulier (A = a (1—a)), ainsi que 'opérateur d’amincissement étendu
(extended thinning) proposé par Zhu and Joe (2003, [67]). Notons qu’en utilisant 'opéra-
teur d’amincissement étendu, les auteurs (2003, [67]) ont défini la classe des distributions
discretes auto-décomposable généralisée, notée DSD () ou v € [0,1[. Notons que, les
classes DSD (0) et DSD ont les mémes propriétés et tous les éléments de la classe DSD
(7) sont infiniment divisibles. De plus, I'opérateur d’amincissement généralisé posséde les
mémes propriétés que I'opérateur d’amincissement binomial.
D’autre part, Joe (1996, [35]) et Zheng et al. (2007, [66]) ont proposé d’étendre le concept
d’amincissement en permettant au paramétre a de la Définition 1.1.1 d’étre aléatoire lui-
méme. Ainsi, Popération d’amincissement résultante est dite d’amincissement a coefficient

aléatoire (random coefficient thinning).
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1.2 Quelques modéles basés sur les opérateurs d’amincisse-

ment

La premiére classe de modeéles autorégressifs a valeurs entiéres, notée INAR, a été

introduite par McKenzie (1985, [50]) et Al-Osh & Alzaid (1987, 1990, [2], [6]).

Définition 1.2.1. Soit {X;},.,, une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres posi-
tives ; {€¢},cq, une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs entiéres positives p € N* et
{aj}je{l,Z,---,p}’ une suite de constantes telles que ¥V 5,0 < aj; <1 (a, >0).

Alors, {Xt},cp est un processus INAR(p) si

p
X;=> ajoXy j+e, Vtel (1.6)
j=1

1.2.1 Le modéle INAR(1)

Le modele INAR(1) a été étudié par Al-Osh & Alzaid (1987, [2]). Ainsi, ce dernier est
défini par
Xi=aoX;1+¢, VteZ,

ou le bruit (¢;) est une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N, avec Ee; = X et

V(e;) = o2, Ainsi, nous avons
Xi1

aoXi 1= &, (1.7)
k=1

ou (&) est une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées selon
une loi de Bernoulli de paramétre a € [0, 1], indépendante de X;_; et (&) est indépendante
de (). Par conséquent, (ao X; | X;) suit une loi binomial de parametres X; et a.
Nous pouvons considérer une réalisation X; comme ayant deux composantes : les éléments
survivants de X;_1, avec une probabilité de survie a pour chacun, et les éléments qui entrent
dans le systeme, dans lintervalle |t — 1,¢] (le terme d’innovation ;). Ainsi, le modeéle
INAR(1) peut étre considéré comme un processus de branchement de Galton-Watson avec
immigration. Pour une définition et un développement historique de ce dernier, nous nous
référons a Heyde et Seneta (1972, [31]). Finalement, le modele INAR(1) est également lié
a la file d’attente M /M /oo (voir McKenzie (1988, [52])).

Avec ces interprétations, le modele INAR(1) s’applique a de nombreuses situations dans
la pratique. A titre d’exemple, X; peut décrire le nombre de clients. g; décrit les nouveaux

clients, et X;_1 —ao X;_1 est le nombre de clients qui ont été perdus & la fin de la derniére
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période. Brannés et al. (2002, [11]) ont utilisé cette approache pour modéliser le nombre
des clients d’un hotel.
Sous I'hypothése 0 < a < 1, la stationnarité d’INAR(1) est assurée.

Les moments du premier et second ordre du modéle sont

2
pY
et V(X;) = 20

IEXt:l—a 1—a2 "’

(1.8)

De plus, beaucoup de ses propriétés sont similaires a celles du processus AR(1) standard.

En particulier, la fonction d’autocorrélation (ACF) vaut
p(k) = corr (X¢, X;—p) = a¥, ¥V k €N, (1.9)

Ainsi, I'estimateur de Yule-Walker pour le parameétre a n’est autre que le coefficient d’au-

tocorrélation empirique de premier ordre, c.a.d.,
a=p(l) (1.10)
L’estimation de Yule-Walker de A est basée sur le moment du premier ordre, c.a.d.

A= X(1-a), ou X est la moyenne empirique. (1.11)

La prévision a un pas a I'instant T', basée sur I’espérance conditionnelle, est linéaire (comme

pour un AR(1) réel) et donnée par
Xry1 =E(Xry1 | Fr) =aXr + X, ou Fr=o{Xp, X7 1, }. (1.12)

Finalement, la probabilité de transition du processus INAR(1) est donnée par

min(k,l) I ' '
PXepi=k| Xy =1= > a’(1 —a)P(e; = k — j). (1.13)
=0 J

D’autre part, Al-Osh & Alzaid (1988, [5]) ont calculé la fonction génératrice de X;

t—1
Px,(s) = Px,(1 —a' +d's) [[ P-(1 - d* = d¥s), |s| <1, (1.14)
k=0

ou P. est la fonction génératrice de 1. Puisque E[e;] < oo, la limite lim;—, Px,(s) existe

et vaut

o0
Px(s) = [[ P-(1 —a* —d¥s), |s| <1 (1.15)
k=0
Par ailleurs, a partir de la Définition 1.2.1 (pour p = 1) il est simple de vérifier que

Px(s) = P-(s)Px(1 — a+ as), (1.16)
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oul X est une variable aléatoire ayant comme distribution la loi stationnaire du processus
INAR(1). D’autre part, ’équation (1.16) est liée a la définition de la classe des distributions
auto-décomposables discrétes, notée DSD (voir Section 1.1). Ainsi, nous constatons que la
distribution marginale du modéle stationnaire INAR(1) est un élément de la classe DSD.
Notons que, Al-Osh & Alzaid (1987, |2]) ont présenté la loi marginale du modeéle INAR(1)

en fonction des termes du bruit (g¢),
[e.e]
X2y doe . (1.17)
§=0

Ainsi, sous 'hypothése ou €; suit une loi de Poisson de paramétre A (c.a.d. e; ~> Po(\)

Y

Y

Ee; = V(ey) = M), la loi stationnaire de la chaine de Markov (X;) est aussi de Poisson

A
. Par conséquent, EX; = V(X;) = 1 et ce modele sera appelé
—a —a

PoINAR(1). Pour d’autres propriétés concernant ce dernier, nous nous référons a Freeland

(1998, [25]), Freeland et McCabe (2004, 2005, [26], [27]) et Weik(2008, [63]).

de paramétre

Une loi de Poisson n’est pas toujours appropriée a la modélisation et ’analyse des
séries chronologiques a valeurs entiéres. C’est parce que la moyenne et la variance de la
distribution de Poisson sont égales et que cette propriété n’est pas toujours vérifiée pour
des données réelles. Autres distributions marginales possibles pour le processus stationnaire
INAR(1) sont la loi binomial Négative (voir par exemple, Al-Osh et Aly (1992, [1]), Zhu
et Joe (2006, [68]), et Weifs(2008, [64])), la loi géométrique (voir par exemple, McKenzie
(1986, |51]) et Risti¢ et al. (2008, [58])), et la loi de Poisson généralisée (voir Alzaid et
Al-Osh (1993, [7])).

Soit X1,---, Xy une série chronologique & valeurs dans N, la loi marginale peut étre
identifiée & 1’aide de I’histogramme, et ’ordre du modéle avec la fonction d’autocorréla-
tion empirique. D’ailleurs, Jung et Tremayne (2003, [39]) ont fourni des approches pour

examiner la dépendance entre les observations.

Une fois que le modele INAR(1) a été identifié comme approprié pour la série chrono-
logique X7, -+, Xg4, l'estimation des paramétres du modéle peut étre faite, entre autres,
par les trois approches suivantes : la méthode des moments (MM), les moindres carrés
conditionnel (MCC), et le maximum de vraisemblance (MV). Pour une étude compara-
tive détaillée des propriétés et les performances de ces derniers et d’autes différents types

d’estimateurs nous nous référons a Jung et al. (2005, [38]).
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1.2.2 Le modéle INAR(p)-AA

Maintenant, nous considérons le processus INAR(2), défini par
Xi=a10Xy 1+ayo0Xy 9+¢e, VteELZ,

ou le bruit (g;) est une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans N, avec Ee; = X et

V(e;) =02, 0<a; <1et0<ap< 1. Par suite, nous avons

Xt,1 Xt72
aoX,1=) &petazoX, o= o, (1.18)
k=1 k=1

ou la série de comptage (£1x) (resp. (§2x)) est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramétre ay (resp. as) et
indépendante de X;_1 (resp. X;_2). De plus, (&) est indépendante de (&1) et (§ar)-
Le choix des séries de comptage est crucial pour déterminer la structure de corrélation du
processus. Ainsi, nous distinguons deux différentes spécifications.

Le modele INAR-AA, a été introduit par Al-Osh & Alzaid (1990, [6]).
Ce dernier est une extension directe du processus INAR(1). Pour assurer la stationna-
rité du modele les auteurs supposent que a; + as < 1. Ici, conditionnellement & X; le
vecteur (ay o Xy, a9 0 Xy, Xy — aj o Xy — ag o X;) suit une loi Trinomiale de paramétre
(Xt;a1,a9,1 —ay — az). C'est une extension naturelle multivariée de ’hypothése équiva-
lente dans le processus INAR(1) ou (a o X; | Xy) ~ B(Xy,a).
Il en découle que le modele INAR(p)-AA posséde une structure de corrélation similaire
a celle du processus ARMA(p, p-1). Sous 'hypothése o & suit une loi de Poisson de

parametre A, la loi stationnaire de la chaine de Markov (X;) est aussi de Poisson de pa-

A
ramétre —— . Par conséquent, EX; = V(X;) = ——, ce modéle sera appelé
— a1 — ay 1—a1—(12
PoINAR(2)-AA. L’ACF du processus est donnée par
p(1) =a; et p(k) = a1 p(k—1) + a2 p(k —2), pour k > 2. (1.19)

Alors, les estimateurs de Yule-Walker pour les paramétres a; et as sont
ar = p(1) et @ = p(2) — p(1)2. (1.20)

Par conséquent, I'estimation de Yule-Walker de \ est

A= X(1—aj —as), o X est la moyenne empirique. (1.21)
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La fonction de la moyenne conditionnelle (régression) de ce modéle est non-linéaire.

E (X, | Fiot) = A |14 (a1 + Uanap)28 12 4 POZ 7D prpply— 122D
p(y, 2) p(y, 2) p(y, 2)
ou
Fia=0(Xi 1, X490, ),U=(1—a; —az)" !
et

min(y,z)

—a y+z—21 a
p(y,2) =P(Xem1 =y, X2 = 2) = exp[Mar —2)U] ) P\U((ly — z’l)?](z - z)l(/le -
=0 ’ T

1.2.3 Le modéle INAR(p)-DL

Du & Li (1991, [21]) ont présenté une nouvelle spécification du processus INAR(2),
noté INAR(2)-DL. Ici, les auteurs supposent que les séries de comptage (£1x) et (£25) sont
indépendantes. Le processus INAR(2)-DL est stationnaire si a; + a2 < 1.

De plus, ils montrent que

A
EX, =

Cl-—a—ay

Cependant, la variance V(X;) n’est pas en général égale & A\/(1 — a1 — a2).

Par conséquent, la distribution marginale de (X;) n’est plus de Poisson si le bruit (g;) I’est.
Par contre, la strucutre de corrélation du processus INAR(p)-DL est identique a celle du
processus AR(p) réel.

Alors, les estimateurs de Yule-Walker pour les parameétres a; et as sont

o [1-5(2) . p(2) — p(1)?
ap = p(1) [f} et g = —————. (1.22)
1—p(1)2 1—p(1)?
Ainsi, I'estimation de Yule-Walker de A est
A= X(1—ay —ag), ou X est la moyenne empirique. (1.23)

De plus, la fonction de régression du modéle INAR-DL est linéaire

E(Xy | Fie1) = a1 Xio1 + aaXp2 + A (1.24)

Notons que le probleme de I'estimation des paramétres d’un tel processus fut abordé indé-

pendamment par Gauthier (1991, [29]).
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1.2.4 Le modéle GINAR(p)

Dans le but d’enrichir la classe de modéles autorégressifs permettant 'analyse des séries
chronologiques a valeurs entiéres, Gauthier & Latour (1994, [30]) Dion et al. (1995, [18])
et Latour (1998, [47]) ont considéré une version plus générale du modele INAR(p), noté
GINAR(p), basée sur l'opérateur généralisé de Steutel & Van Harn (1979, [59]).

Définition 1.2.2. (L’opérateur d’amincissement généralisé, noté ax). Soit Z une variable
aléatoire a valeurs entiéres positives; £, une variable aléatoire a valeurs entiéres positives de
moyenne finie a et de variance finie X et (§) une suite de variables aléatoires indépendantes
entre elles, indépendantes de Z et distribuées selon la méme loi que &.

Alors, lopérateur ax est défini par

Z
a*Zszk.
j=1

La suite (&) est aussi une série de comptage. De plus, supposons que bx est un autre
opérateur d’amincissement généralisé de Z, basé sur une série de comptage ().
Les opérateurs ax et bx sont indépendants si, et seulement si, les séries de comptage (i)

et (¢y) sont mutuellement indépendantes.

Définition 1.2.3. Soit {X;},.,, une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres posi-
tives ; {€¢},cy, une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs entiéres positives de moyenne

finie pe et de variance finie 02 ; p € N* et {a;} une suite de constantes telles

JE{1,2, p}’
que V¥ 3,0 < a; <1 (ap > 0) et Z?:l aj < 1. Alors, {Xi},c, est un processus GINAR(p) si

p
Xt:Zaj *Xt—j+€ta Vitel. (125)
j=1

Ici, toutes les séries de comptage (§;i)ren+ associées a a;x pour j = 1,2,--- ,p sont
indépendantes entre elles et indépendantes de e;. Elles sont de moyenne finie a; et de
variance finie A;. De plus, les auteurs (1994, [30]) n’exigent pas qu’elles soient de type
Bernoulli, ce qui distingue nettement leurs résultats de ceux de Du& Li (1991, |21]). Le
processus GINAR(p) posséde une structure de corrélation identique & celle d’un processus
AR(p) reel.

Sous 'hypotheése 25:1 a; < 1, le processus GINAR(p) est stationnaire. Notons que Dion
et al. (1995, [18]) ont également établi la stationnarité du GINAR(p). Ces derniers ont

utilisé la théorie des processus de branchement multi-type.
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Ainsi, les moments de premier et second ordre du processus GINAR(p) sont

He
EX; = —<——— = ux. (1.26)
1 - Z?:l aj
et
p p
V(X)) =px Y N+ a;y(j) + 02, ouy(j) = cov(Xy, Xpy),V t € Z. (1.27)
j=1 j=1

Concernant 'estimation des paramétres de ce processus, les auteurs (1994, [30]) ont donné
des résultats similaires aux résultats de Du& Li (1991, [21]).

De plus, Latour (1998, [47]) a montré que le corrélogramme, et par la suite la densité
spectrale, lorsque celle-ci existe, du processus GINAR(p) (et par conséquent le processus
INAR(p)-DL) coincident avec ceux d’un processus AR(p) réel.

En effet, ce fait n’est pas clairement déclaré dans la littérature. A titre exemple, dans Du&
Li (1991, [21]) il est écrit qu'un processus INAR(p) est similaire & un processus AR(p). De
plus, Latour (1998, [47]) a donné quelques remarques concernant 'estimation des moindres
carrés conditionnelle des paramétres. Notons que, les propriétés du modele GINAR(p)
ont été étudiées aussi par Da Silva et Oliveira (2005, 2006, [16], [17]) et Da Silva et Da
Silva (2006, [15]). De plus, Drost et al. (2008, [20]) ont fourni un estimateur efficace des
parameétres, et en particulier, ont montré que le modeéle GINAR(p) (et par conséquent le

processus INAR(p)-DL) posséde la propriété de la normalité asymptotique locale (LAN).

1.2.5 Le modéle MGINAR(p)

Latour (1997, [46]) a introduit le modeéle MGINAR(p), pour analyser les séries chro-
nologiques & valeurs entiéres multivariées. Ce dernier est basé sur l'opérateur matriciel

généralisé de Steutel & Van Harn.

Définition 1.2.4. (L’opérateur matriciel d’amincissement généralisé, noté Ax).

) — .. ; ) 5 ) . . L. -, .
Soit Ax = {alﬂ*}lgz‘,jgd une matrice d X d d’opérateurs d’amincissement généralisés. Soit
Z un vecteur de variables aléatoires a valeurs entiéres positives de dimension d. L’effet de

Ax sur Z = (Z1,-++ ,Zq)", noté Ax Z, est défini par

Z oy a1 * 2
A * : = :
Za >y agi* Z

Ici, tous les opérateurs {aij*}lgi,jgd sont mutuellement indépendants.
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Définition 1.2.5. Soit {X;},.,, une suite de vecteurs de variables aléatoires a valeurs

entiéres positives de dimension d; p € N* et {A;*} une suite d’opérateurs ma-

j€{1727"'7p}’
triciels mutuellement indépendantes ; {€¢},o,, une suite de vecteurs de dimension d de
variables aléatoires i.1.d. a valeurs entiéres positives ; de carré integrable ; indépendantes de

tous les opérateurs. Alors {Xi},., est un processus MGINAR(p) si

p
X, = ZAj*Xt_j +e&, VteZ

j=1
Latour (1997, [46]) a donné les conditions de stationnarité et de causalité d’un tel
processus et a montré que la fonction d’autocovariance du MGINAR(p) est identique a celle
du processus autorégressif vectoriel standard a valeurs réelles, noté VAR(p). Il en déduit que
le processus MGINAR(P) n’est autre qu'un processus VAR(p). Par conséquent, la densité
spectrale est directement trouvée et donne une bonne idée de la structure stochastique de
MGINAR(p). Par suite, 'auteur (1997, [46]) a considéré 'estimateur des moindres carrés
conditionnels pour estimer les paramétres du modeéle et a montré la consistance et la

normalité asymptotique de 'estimateur.

1.3 Contributions de la thése

Au cours de cette thése, notre attention s’est portée uniquement sur les modéles au-
torégressifs 4 valeurs entiéres. Dans les paragraphes suivants, nous évoquons les limites
des modeéles, basés sur les opérateurs d’amincissement, mentionnés précédemment. Nous
présentons une nouvelle classe de modeéles autorégressifs a valeurs entiéres, basés sur 'opé-
rateur d’arrondi a l'entier le plus prés. Nous présentons les intéréts et les motivations

d’introduire cette derniére. Finalement, nous fournissons un plan de notre travail.

1.3.1 Critiques des modéles basés sur les opérateurs d’amincissement

Les modéles autorégressifs a valeurs entiéres basés sur les opérateurs d’amincissement
souffrent de plusieurs handicaps.

— Leur structure d’innovation est complexe, dépendant non seulement du bruit, mais

également du choix des séries de comptage. Explicitement, nous considérons le modéle

INAR(2) défini par

Xi=a10Xy 1+a0Xy 9o4¢6, VEEZ,
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o10<a;<1,0<as<1let0<a;+as <1. Nousrappelons que

Xt,1 Xt72
a1 o Xy_1 = E et ago Xy 9= E &k
k=1 k=1

ou la série de comptage (£1x) (resp. (€2x)) est une suite de variables aléatoires in-
dépendantes, identiquement distribuées selon une loi de Bernoulli de paramétre a;
(resp. az) et indépendante de X;_q (resp. X;_2). Ainsi, si ({1x) et (§2x) sont mu-
tuellement indépendantes, alors le modeéle INAR(2) posséde la méme structure de
corrélation qu’un AR(2) réel (voir Section 1.2.3). Par contre, Si nous supposons une
certaine dépendance entre les séries de comptage la structure de corrélation du pro-
cessus INAR(2) devient identique a celle d'un ARMA(2,1) réel (voir Section 1.2.2).
A cause de l'opérateur d’amincissement, ces modéles ne peuvent pas produire des
autocorrélations négatives. Plus précisément, nous considérons le modéle INAR(1)
défini par
Xi=ao0Xy 1+¢, VtelZ.

Rappelons que ce dernier posséde la méme structure de corrélation qu'un AR(1) réel.
En particulier,

p(1) =a€0,1].

Ainsi, si nous disposons d’une série chronologique a valeurs entiéres avec p(1) < 0,
alors le modéle INAR(1) n’est approprié pour analyser cette série.

— En général, leur prévision a un pas basée sur I'espérance conditionnelle (la fonction
de régression) est une valeur réelle. Ainsi, cette derniére n’appartient pas au support
entier des observations de la série. A titre d’exemple, pour le processus GINAR(p)
(par conséquent pour le processus INAR(p)-DL) la prévision, a I'instant 7', basée sur
la fonction de régression est donnée par

P
Xp =E[Xr | Froa] =) _a;Xp_j + )\,
j=1

ou Fro1 =0{Xp_1,---} et Eey = \. Xrp n'est donc en pratique jamais entiére.

1.3.2 Intéréts des modéles introduits

La plupart des modéles autorégressifs a valeurs entiéres existants dans la littérature ont
pour but de modéliser des séries chronologiques a valeurs entiéres positives, en particulier les

séries de comptage. Dans le cadre de cette thése, notre intérét s’est tourné vers la recherche
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N

des modéles autorégressifs & valeurs entiéres qui peuvent produire aussi des observations

négatives.

Pourquoi des modéles sur Z?

Une réponse naturelle et directe est que les séries chronologiques & valeurs entiéres
ayant des observations négatives sont aussi fréquentes dans la pratique. A titre d’exemple,
dans la Section 2.7 nous traitons la série des taux de variation annuels de la population
Suédoise entre 1750 et 1849 oul les observations varient entre —27 et 16.

D’autre part, supposons que nous disposons d’une série chronologique a valeurs entiéres
positives ol nous détectons par exemple des fluctuations saisonniéres. Pour éliminer la sai-
sonnalité des observations (et ainsi rendre la série stationnaire) nous utilisons la technique
de différenciation. Ainsi, nous sommes amenés a étudier une série chronologique a valeurs
entiéres possédant des observations négatives.

Par ailleurs, supposons que nous disposons d’'une série chronologique & valeurs entiéres po-
sitives assez élevées, nous souhaitons réduire les variations de ces observations tout en en
gardant leur nature entiére. En d’autres termes, en utilisant des techniques similaires au
centrage dans le cas des observations réelles, nous aboutissons & des observations entiéres a
faibles variations qui oscillent autour de 0. Encore une fois, nous sommes amenés & traiter

une série chronologique & valeurs entiéres possédant des observations négatives.

Le modéle RINAR

Pour générer des observations & valeurs entiéres, nous envisageons l'opérateur d’arrondi
a l'entier le plus prés. Ce dernier est souvent utilisé pour récolter des observations entiéres
a partir des données réelles (par exemple, les données météorologique).
Ainsi, nous introduisons le modéle suivant
p
X = <Z o Xy j + A) + e, (1.28)
j=1
ou (-) représente I'opérateur d’arrondi a I'entier le plus preés, (;) est une suite de variables
aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans Z, A et les a;; sont des parameétres réels.
Ce modele est appelée RINAR(p) (pour Rounded INteger-valued AutoRegessif).
Notons que I'opérateur d’arrondi peut étre interprété comme une fonction de censure sur

le modele AR(p) réel et A\ comme la moyenne du bruit non-centré (e, = &, + \).
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Les avantages du modéle introduit

Comparé aux modéles autorégressifs a valeurs entiéres basés sur les opérateurs d’amin-
cissement le modéle RINAR présente quelques avantages.
— Sa structure d’innovation est simple, générée uniquement par le bruit ().
Par construction RINAR(p) peut analyser des séries chronologiques avec des valeurs
négatives, une situation qui n’est couverte par aucun modéle INAR.

— Sa prévision a un pas, basée sur I’espérance conditionnelle, est donnée par

p
Xp=EXr | Xe,s<T-1)=_ a;Xr_j+\).
j=1
Cette derniére est une valeur entiére par construction du modéle.

Nous verrons également que le modéle RINAR(p) peut produire des autocorrélations

aussi riches que celles d’'un AR(p) réel, y compris les autocorrélations négatives.

1.3.3 Plan de la thése

L’introduction de nouvelles classes de modéles autorégressifs & valeurs entiéres présente
I’objet de nos recherches au cours de cette thése. Dans ce but, nous nous sommes basés sur
Iopérateur d’arrondi & 'entier le plus prés qui nous semble assez intuitif et naturel pour
générer des observations & valeurs entiéres. Les modéles proposés dans cette thése exploitent
un domaine rarement examiné : la modélisation des séries chronologiques a valeurs entiéres
ayant des observations négatives. Par ailleurs, comparés aux modéles existants dans la
littérature ces nouveaux modeéles possédent plusieurs avantages. Ainsi, la thése est organisé
de la maniére suivante.

L’étude théorique du modeéle arrondi autorégressif a valeurs entiéres du premier ordre,
RINAR(1), fait I'objet du Chapitre 2 de cette thése. Ainsi, aprés une présentation des
propriétés de l'opérateur d’arrondi a l'entier le plus prés, nous introduisons le modéle
RINAR(1). Ensuite, nous donnons les conditions de stationnarité et d’ergodicité de ce
processus. Spécifiquement, nous signalons que comme pour un processus AR(1) réel, la
valeur absolue du coefficient de régression doit étre inférieure strictement & 1. Par ailleurs,
nous présentons quelques propriétés générales du modeéle introduit. En particulier, nous
nous intéressons aux calculs de la moyenne et des coefficients d’autocorrélation du processus
RINAR(1) stationnaire. Nous mentionnons qu’a cause de l'opérateur d’arrondi un calcul

explicite de ces parameétres n’est pas possible. Cependant, nous arrivons a encadrer ces
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parameétres en fonction de leurs valeurs homologues dans le cas d'un processus AR(1) réel.
D’autre part, nous examinons le probléme d’identifiabilité, di aussi a 'opérateur d’arrondi,
et la consistance forte de ’estimateur des moindres carrés proposé pour l’estimation des
paramétres du modeéle. Dans la suite, nous proposons une méthode numérique pour calculer

ce dernier. Finalement, nous analysons deux exemples de série chronologique & valeurs

entiéres bien connus, avec le processus RINAR(1).

Le Chapitre 3 est consacré a ’étude du modéle arrondi autorégressif a valeurs entiéres
d’ordre supérieur, noté RINAR(p). Ce dernier est une extension naturelle et directe du mo-
dele RINAR(1) étudier dans le Chapitre 2. En premier lieu, nous imposons des conditions
pour assurer la stationnarité et 1’ergodicité du processus. Ensuite, nous proposons l’esti-
mateur des moindres carrés pour estimer les paramétres du modéle RINAR(p). Puis, nous
examinons le probléme d’identifiabilité, di a 'opérateur d’arrondi, et la consistance de ce
dernier. Par ailleurs, nous proposons une méthode numérique pour calculer I’estimateur des
moindres carrés. Cette derniére n’est autre qu'une généralisation de la méthode numérique
considérée dans le Chapitre 2. Pour en finir, nous présentons une application réelle traitée

avec un modele RINAR(p).

Dans le Chapitre 4 nous étudions le modéle RINVAR dédié & D'analyse des séries
chronologiques & valeurs entiéres multivariées. En particulier, nous nous concentrons sur
le modeéle du premier ordre, noté RINVAR(1). Premiérement, nous donnons les conditions
de stationnarité et d’ergodicité du processus. Ensuite, nous examinons le probléme d’iden-
tifiabilité, di & l'opérateur d’arrondi, et la consistance de ’estimateur des moindres carrés
proposé pour estimer les parameétres du modéle . D’autre part, nous proposons une méthode
numérique pour calculer 'estimateur des moindres carrés. Nous terminons le chapitre par

une application réelle traitée avec un modele RINVAR(1).

L’étude du modeéle arrondi centré autorégressif a valeurs entiéres du premier ordre
fait 'objet du Chapitre 5. Ce dernier est appelé RINAR(1) centré et permet d’analyser
des séries chronologiques a valeurs entiéres dont les observations oscillent autour de 0
(et ainsi de moyenne nulle). La stationnarité et 1'ergodicité de ce modeéle sont assurées
dans les mémes conditions que celles pour le modéle RINAR(1). Le RINAR(1) centré ne
posséde pas un probléme d’identifiabilité. Ainsi, 'estimateur des moindres carrés considéré
pour I'estimation du paramétre du modéle est fortement consistant. Nous introduisons des
hypotheéses supplémentaires qui assurent que la moyenne du modeéle RINAR(1) centré est

nulle. Notons que ce modeéle souffre des mémes problémes techniques que pour le modeéle
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RINAR(1). En particulier, nous n’arrivons pas a calculer explicitement ces coefficients
d’autocorrélation mais nous pouvons les encadrer. Par ailleurs, nous proposons une méthode
numérique pour calculer I'estimateur des moindres carrés. Suite & une étude de simulation
qui compare les coefficients d’autocorrélation du modeéle RINAR(1) centré et ceux d'un
AR(1) réel, nous distinguons deux comportements différents dépendant de la nature du
bruit considéré (grand ou petit). Finalement, nous comparons le modéle RINAR(1) centré
étudié dans ce chapitre et le modele RINAR(1) recentré.

Dans le Chapitre 6, nous introduisons un processus autorégressif du premier ordre
basé sur l'opérateur d’arrondi pour analyser des séries chronologiques & valeurs entiéres
positives, noté PRINAR(1). En premier lieu, nous introduisons les conditions qui assurent la
positivité, la stationnarité et I’ergodicité de ce modéle. Par la suite, nous donnons le résultat
principal concernant la consistance forte de 1’estimateur des moindres carrés considéré
pour estimer les paramétres du modéle. Puis, nous étudions les propriétés générales du
modeéle. En particulier, nous trouvons des encadrements pour sa moyenne et ses coefficients
d’autocorrélation. Suite & une étude de simulation concernant ces deniers, nous remarquons
beaucoup de détails curieux dans le cas ou bruit utilisé est petit. Finalement, nous donnons
les conditions nécessaires pour que la loi stationnaire du processus PRINAR(1) posséde un

support fini.
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Pour générer des observations a valeurs entiéres nous considérons 'opérateur d’arrondi
a l'entier le plus pres. Ce chapitre est consacré a I'étude théorique du modeéle RINAR(1)

(pour rounded integer-valued autoregressive), basé sur I'opérateur d’arrondi.

Dans le premier paragraphe nous présentons quelques propriétés utiles de 'opérateur
d’arrondi a 'entier le plus prés. Dans le deuxiéme paragraphe, nous introduisons le modéle
RINAR(1), nous donnons les conditions de stationnarité et d’ergodicité du processus. Par
suite, dans le troisiéme paragraphe, nous présentons quelques propriétés générales du mo-
deéle. En particulier, nous nous intéressons aux calculs des coefficients d’autocorrélation du
processus RINAR(1) stationnaire. Dans le quatriéme paragraphe, nous examinons le pro-
bléme d’identifiabilité, dii & 'opérateur d’arrondi, et la consistance forte de ’estimateur des
moindres carrés proposé pour l’estimation des parameétres du modeéle. Dans le cinquiéme
paragraphe, nous proposons une méthode numérique pour calculer ce dernier. Finalement,
dans les deux derniers paragraphes, nous analysons deux exemples de série chronologique

a valeurs entiéres bien connus, avec le processus RINAR(1).

2.1 Quelques définitions

Nous introduisons dans ce paragraphe diverses notations, définitions et propriétés qui
sont utilisées dans la suite de ce chapitre. Tout d’abord, rappelons les notations classiques

suivantes
N={ze€Z:2>0}, NN={rxe€Z:2>0} et Z ={x €Z:2<0}.

(-) représente l'opérateur d’arrondi & entier le plus prés. Soit a un nombre réel.
Notons que la valeur (a) est clairement définie partout, sauf si a =k + %, ou k € Z.

Par convention, nous prenons pout tout k € Net p € Z~
1 1 N
(k;—l—§> =k+1let (p—§> = p— 1 (voir Figure 2.1). (2.1)

De plus la fonction arrondi, définie sur R et a valeurs dans Z, est impaire.
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Fig. 2.1 La fonction arrondi
Soit {a} la partie fractionnaire du nombre réel a, nous avons donc {a} € [0, 1].

Ici, nous considérons que la partie fractionnaire d'un réel négatif est égale & celle de sa

valeur absolue (voir Figure 2.2), c.a.d.

VaeR, {a} ={—a}={|a|]}, par exemple {1.23} = {-1.23} =0.23. (2.2)

SN

FiG. 2.2 La fonction partie fractionnaire
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La fonction signe, notée s, est définie par

1, sia>0,

s(a) = (2.3)
-1, sia<0.
Soit [a] la partie entiére de a € R, par exemple [2.8] = 2 et [-1.8] = —1 (voir Figure 2.3).
Il en résulte, pour tout a € R,
a=[a] + s(a){a}. (2.4)
o —<
o —=

Fia. 2.3 La fonction partie entiére
Ainsi, pour tout a € R, nous trouvons

a = (a)+ s(a) ({a} - ]1{(1}2%) . (2.5)

Le lemme suivant rapporte quelques propriétés générales. Ce dernier est une conséquence

directe des équations (2.4) et (2.5).
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Lemme 2.1.1. Soient z € R, k € Z et a,b > 0.
1 |(@) — ]| = Lo
2. |(z) —z| < 3.
3. [(z)| = (|al) < |o] + 3.
4. (x+k)y=k+ (x).

5. (a+b) =c+ ({a} +{b}), oi c={a) + (b) = Uy =Tyt

{a} + {b}, si {a} +{b} <1,

{a+0b} ={{a} +{b}} =
{a} + {0} =1, si {a}+{b}>1.

7. (a) = [a] + {{a}).

[a + b], 3i0§{a}+{b}<%,

(a+b) =[a+b]+({{a} +{b}}) = .
[a+b] + 1, si§§{a}—|—{b}<1,

9. Si [a] = [b], alors

1 1
) — et {b —
0, sz{a}<2e{}<2,

—

ou {a}zé et {b}2§
(@) = (b) = {a}) = {{b}) = !
1, si{a}> 3 et {b} <

l\.')lr—‘ [\DlH

1
-1, si{a} < 5 et {b} >

[\’)lH

10. Supposons (a) = (b) et {a} € [ [ Nous distinguons deux cas :
1
2

~ Sila] =[b ,alors{b}E[ [
!

— Si[a] = [b] + 1, alors {b} € [ [
11. Supposons que (a) = (b) et {a} € B, 1 [ Nous distinguons deux cas :
1
— Si [a] = [b], alors {b} € [5, 1 [

Si [a] = [b] — 1, alors {b} € [0, : [

o1 < fa} + {0} < 5,

ougg{a}—l—{b}<2.

23
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2.2 Stationnarité et ergodicité du processus RINAR(1)

Le processus arrondi & valeurs entiéres autorégressif de premier ordre, noté RINAR(1),
a été introduit par Kachour & Yao (2009, [43]) pour analyser des séries chronologiques a

valeurs entiéres.

Définition 2.2.1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Le processus {Xy,t € Z} est dit un

processus RINAR(1) si pour tout t, il posséde la présentation suivante
Xi = (aXi1 + ) + &4, (2.6)

ot (-) représente l'opérateur d’arrondi a 'entier le plus prés, (e4) est une suite de variables
aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans Z, définie sur (Q, A, P), X et « sont des parameétres

réels.

Notons que l'opérateur d’arrondi peut étre interprété comme une fonction de censure
sur le modele AR(1) et A comme la moyenne du bruit non-centré (g; = g, + \).

Comme le bruit (;) est une suite de variables aléatoires i.i.d., le processus (X;) défini
par (2.6), forme une chaine de Markov homogéne avec un espace d’états E = Z et une

probabilité de transition

W(xvy):P{glzy_f(x>9)}v z,y € E, (27)

ou la fonction de régression f(z,0) = (ax+ \), pour tout € E et 0 = (a, \) € O, I'espace

des paramétres.

Proposition 2.2.1. Soit 0 = (a, \) € © fizé. Supposons que :
1. La chaine de Markov (X3) est irréductible ;
2. pour un certain k > 1, Eley|* < +o0;
3. |al < 1.
Alors,
1. (Xy) posséde une unique mesure de probabilité invariante, notée p. De plus, (1 posséde
un moment d’ordre k.

2. Pour tout v € E et f € L'(u) nous avons

n

LY I) — al) s

k=1

ou P, représente la probabilité conditionnelle P (- | Xo = x).
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Preuve. Pour tout zg € E = Z nous définissons la mesure empirique par :

fin(+) = % [ (20, ) + - - + 7(x0,-)] ,

ou 7" représente la probabilité de transition de la chaine de Markov en n pas.

25

L’idée de la preuve est de montrer que cette suite de mesure de probabilité (u,) posséde

une sous-suite qui converge vers une certaine mesure de probabilité pu.

Par construction, cette limite sera la mesure de probabilité stationnaire de la chaine de

Markov (X;). Nous définissons sur E = Z la fonction V par :
i V(z)=|z[F, on k>1.

Comme V est positive et ‘ l‘im V(x) = 00, V est donc une fonction de Lyapunov.
Tr|—0o0

Ainsi, d’aprés l'inégalité de Minkowski, nous obtenons

R‘\»—t
=

( (aXo 4+ A) +51|)

. (1100 +c

1
—E, (|<aX0 + A)\’“) fte
ol ¢ = (E|€1\k)% < 0o, d’apres 'hypotheése 2. De plus, nous avons
1
17(X0:0)| = [{aXo + M| < |aXol + A+ 3.

Il en résulte

Comme || < 1, nous obtenons

) 7wV (x)
lim sup
|z|—o00 V('T)

Par suite, nous obtenons I’équivalence suivante

< la|* < 1.

|4
limsup7r (z) <a=l|a)ff <lerV(@)<y V(@) +d on0<y<letd<oo.

|z|—o0 V(x)
I en découle

limsup .,V <1 < 0.
n

(2.9)
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Le critére de Lyapunov est satisfait. Ainsi, la suite (u,,) est tendue et pour tout point limite
w nous avons puV <[ < oo (voir Duflo [22], 1997, Prop. 2.1.6, p. 41).

Par suite, p est une mesure 7-invariante. De plus d’aprés I’hypothése 1, (X;) est une
chaine de Markov récurrente positive et par conséquent p est unique. La conclusion 2 de la
proposition est une conséquence directe du théoréme ergodique classique pour les chaines

de Markov. O

Les hypothéses de la Proposition 2.2.1 sont toutes naturelles et aisément vérifiées. Par
exemple, si la loi du bruit &, charge tous les points de £ = Z, c.a.d. Vk € Z, P{e; = k} > 0,
I’hypothése 1 concernant l'irréductibilité de la chaine est assurée. Notons que I’hypothése
3 est équivalente a la condition qui assure la stationnarité du modeéle AR(1) réel.

D’autre part, notons que le support de la mesure de probabilité invariante y est 1’'espace des

états £ = Z de la chaine (X;). En d’autres termes, pour tout = € Z, nous avons p(x) > 0.

2.3 Propriétés du processus RINAR(1)

Dans ce paragraphe nous supposons que les hypothéses de la proposition 2.2.1 sont
satisfaites. Par conséquent le processus RINAR(1) défini par (2.6) est stationnaire.
Rappelons que u représente la mesure invariante de ce dernier.

Ainsi, nous notons

cov (X, Xek)

m=EX;, VteZetplk)= VX))
t

. VteZetkeN.

A cause de l'opérateur d’arrondi 1’étude de la loi stationnaire et du corrélogramme du
modeéle RINAR(1) est compliquée. A titre d’exemple, nous n’arrivons pas & calculer ex-
plicitement la moyenne m ou le coefficient d’autocorrélation du premier ordre p(1) du
processus.

Nous donnons ci-dessous quelques encadrements pour ces paramétres du processus.

Proposition 2.3.1. Sous les hypothéses de la Proposition 2.2.1, nous avons

1—

>

1 1

1 A+ 1

2 <m< by (2.10)
11—«

Q

Preuve. Nous définissons le processus suivant

W = s(aX; + ) ({aXt TAY - n{axth%) L Vtel (2.11)
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Ainsi, RINAR(1) peut étre écrit sous la forme suivante

Xi=aXs 1+ A=W 1 +¢&. (212)

Il est simple de vérifier que |[W| < % De plus, comme (X;) est stationnaire, le processus

(W) Pest aussi. Par conséquent,

(1-a)EX; =\ — EW,,

par suite
A [EWA| 3
EX, — = < .
T
Il en résulte,
A— 1L A+ L
2 <m< + 2
l-a™ 71—«
O
Donc, d’aprés (2.10), nous avons
1 1
m(l—a)—ig)\ﬁm(l—a)+§ (2.13)
Notons que si A € Z, nous obtenons
A= (m(l—a)). (2.14)

Nous remarquons que |\ < % est une condition nécessaire mais pas suffisante pour que

m = 0. Donc si [A| < 1, alors I'inéquation (2.10) devient

1

Im| < :
11—«

Donc,

st — 0, alors |m| <1,
sia — —1, alors |m| < %,
sia— 1, alors —L

T—a — OQ.

Proposition 2.3.2. Supposons que les hypothéses de la Proposition 2.2.1 soient vérifiées.

Sim € Z, alors pour tout j € N*

114
0 () —ad | <2 ol
1=0
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Preuve. Nous considérons le processus centré Y; = X; —m (EY; = 0). Comme m € Z, le

processus (Y;) est a valeurs dans Z. Ce dernier peut étre écrit sous la forme suivante
Xi—m=((Xi—1 —m)+am+ ) —m+ e, (2.15)

et par suite

YVi=(aYi_1+am+ ) —m+e. (2.16)
Finalement, comme m € Z, nous obtenons

Y; = (aYi1 + o) + &, (2.17)

ou e = A=—m(l—a)| < % Rappelons que ¢; est indépendante de F; = 0 { X4, X1, }.

Ainsi, comme V t € Z,EY; = 0 et |Y;| < Y;2, nous obtenons
cov(Yy, Yiy1) = aV (V) + EY ((aY: + ¢) — (aY; + ¢)). (2.18)

Notons que |(z) — x| < %, pour tout x € R. Par conséquent,

(1) - of = SEY(OYe 4 0) (@Yt o) 1EN 1
V(Y,) S2EY2 — 2

(2.19)
Maintenant, supposons que j = 2. Nous avons,

cov(Ys, Yiia) = cov(Yy, (aYip1 +¢) + €142)
— cov (Y, {a¥ir1 + )
— cov (Vi aYiss + ¢+ (Vi +6) — (Vi +0)

= acov(Yy, Viy1) + EYi((aYiqr + ¢) — (aYiq1 +¢)).
Ainsi, d’aprés (2.18), nous obtenons

cov(Yy, Yip2) = o’V (Y)) + oBY;((aY; + ¢) — (@Y} + ¢))

+ EY,((aYis1 +¢) — (a¥is1 +0)).

Donc,

1E|Y}]
2 EY?

p(2) — o] < (1+al)

IN

S (1t lal).
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Proposition 2.3.3. Supposons que les hypothéses de la Proposition 2.2.1 soient vérifiées.
Sim & 7, alors pour tout j € N*

Lm0
lp(G)—o | <5 (14+=572) D laf,
2 ) ;
=0
ot p est la loi stationnaire du processus (Xy), [-] représente l'opérateur partie entiére,

et £ =30 gy H(D)]i —m].

Preuve. Ici, le processus (Y;), défini par (2.16), est a valeurs dans R.
Par suite V t € Z, |Y;| & Y2. Pour tout j € N*, d’aprés la preuve de la Proposition 2.3.2,

nous avons
1 IE |Xt
pU) =l < 5E 0, T Z|

1 est clair que si X; = [m], alors |Y;| = | [m] — m| < 1 et par suite |Y;| > Y;2.
Nous avons,
E [X; —m| = p([m]) |[m] —m| +3,

/

ou X =37, ) #(4)[i — m|. Ainsi, nous obtenons

B x| <3 (14 250)

D’autre part, nous avons
E (X¢ —m)® = p([m]) ([m] —m)® + X.

o X =3 1(d) (1 — m)?. De plus, nous avons ¥ < ¥ < E (X, —m)?2.
Donc,
E ‘Xt — m|
E (X, —m)? >

2.4 Estimation des paramétres

Dans ce paragraphe nous considérons l’estimateur des moindres carrés pour estimer les
paramétres du processus RINAR(1). A cause de I'opérateur d’arrondi l'identifiablité du
modéle n’est pas standard. Nous distinguons deux cas dépendants de la nature de la vraie
valeur du paramétre «. Par suite, nous examinons la consistance forte de 'estimateur des

moindres carrés pour les deux cas.
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Nous considérons le modeéle RINAR(1) défini par
Xi = (aXi 1+ A) +e = f(Xi1;0) + &, (2.20)

avec f(z;0) = (ax + \) et 8 = (o, A) € 0, compact sous-ensemble de | — 1, 1[xR.
Quelques notations sont nécessaires. Soient 6y = (ap, \g) la vraie valeur du parameétre 6 et
Py, la distribution de la probabilité de la chaine (X;) sous le vrai modéle.
De plus, toute convergence 2, signifie une convergence p.s. sous Py, ., ce qui se tient
indépendamment de I’état initial x.

Soient Xg, X1, , X, des obsevations du processus RINAR(1). Pour I'estimation du

paramétre 6, nous considérons I'estimateur des moindres carrés défini par

0, = arg min ¢, (0), (2.21)
JS(C]
ol
on(®) = - 31X~ F(Xews6)P. (2.22)
t=1

Soit 'hypothése suivante.

Hypothése [H1]

[a—y

. Sous Py, la chaine de Markov (X;) est irréductible,

[\)

. Pour un certain k > 2, Elg;|¥ < 400,

3. ap, la vraie valeur de «a, appartient a l'intervalle |—1,1],

S

. I'espace des paramétres ©, est un compact sous-ensemble de |—1,1[ x R.

Supposons que |[H1]| soit vérifiée. Donc, sous Py, et d’aprés la Proposition 2.2.1, (X;) posséde
une unique mesure invariante g, telle que pg, (| - |¥) < oo avec k > 2. Tl en résulte que la
chaine double (Y;) avec Y; = (X¢—1, X;) posséde des propriétés similaires.

Son noyau de transition Iy, est égale
HGO((xa Z)v (33,? Z,)) = Ty (Z? Z,)]lzzx/a (1'7 Z)’ (.1‘/, Z,) S E2’

ol 7, est la probabilité de transition de la chaine (X;) sous le vrai modéle.

La chaine (Y;) a aussi une unique mesure invariante og, = pg, ® 7g,, c.a.d.

090((33>Z)) = ,UG()('T)WGO('TVZ)? (.1‘,2) € E2' (2'23)
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Comme pig, (] - |¥) < o0, il s’ensuit oy, (|| - ||¥) < co pour toute norme | - || sur E2.

Soient les fonctions :

90 (y) = [z — f(x;0)]>, Vy=(2,2) € E® et 0 € O. (2.24)
K((g) = 0'9099('), vV oeo. (2.25)
Soit P, la mesure empirique générée par les observations Yp,--- .Y},

1 n
Pu(y) =~ lyimy, y=(2,2) € B> =7".
=1

Par conséquent, d’aprés (2.22), la fonction de contraste ¢,, est égale

¢n (0) =Pnga(-) (2.26)
et par suite
0,, = argminP,gg(-). (2.27)
/e

Lemme 2.4.1. Pour tout 6 € ©, nous avons
1 |f(50) € L' (ugy)-
2. go() € L'(09,).
Preuve. Dans la preuve suivante, nous notons par ¢ une constante générique dont la valeur
exacte peut changer pendant le développement mathématique.
Rappelons que pour tout a € R, nous avons [(a)| = (|a|) < |a| + 3.
Comme O est compact, pour tout x € E = Z, nous avons
[f(2;0)] = [{(az + X)| = (laz + A])
1 1
< ‘Oéaf+)\|+§ < ‘06H33|+|)\|+§
<ec (14 |z|).
Par conséquent, |f(x;60)2 < ¢ (1 + |z|?). Ainsi, comme k > 2 et g, (| - |¥) < oo,
la premiére conclusion est vérifiée.
Maintenant, pour tout y = (x,2) € E? = Z2, nous avons
|2 = fa;0)] = [z = (ax + A < e (14 (Jz] +[2])
— e (1+ ylh).

Ainsi, go(y) = |2 — f(2;0)> < ¢ (1 + ||ly||?). Ainsi, comme k > 2 et ag,(]| - |¥) < oo, pour

toute norme sur E?, la deuxiéme conclusion est vérifiée. [l
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Soit G = {gg, 0 € ©} la classe des fonctions de contraste, indexée par © compact.

D’aprés la preuve précédente, Pour tout § € © et y € E?, nous avons

90(y) < Aly), (2.28)
ou
A(y) = ¢ (1 + ||y||?) avec ¢ est une constante. (2.29)

La fonction A s’appelle la fonction enveloppe de la classe G.
La proposition suivante nous donne la limite de la fonction de contraste ¢, oi la conver-
gence se tient uniformément sur ©.
Proposition 2.4.1. Supposons que [H1] soit vérifiée. Donc, pour tout 6 € O,
1. ¢, (0) 25 K(0) ;
2. K(6) = K (60) = o, ([F(56) = f(60)).
De plus, nous avons

p-s
sup |, (0) — K(0)] — 0
o€
Preuve. La premiére conclusion est simple a vérifier. Comme P, 22, og, et, d’apres le
Lemme 2.4.1, gy € L'(0g,), nous obtenons
p.S.
¥n (‘9) =Prgs — 06,99 = K(H)

Rappelons que og, = pig, ® mg,, O 7, est la probabilité de transition de la chaine (X;)

sous le vrai modéle. De plus,

> i maoin§) =E[X1 | Xo=1i] = f(i; 0).
jeEE

Ainsi, pour la deuxiéme conclusion, nous avons

K(@O)—K(60)= Y 0oa,(i,5)(90((i,5)) — o, ((i, 5)))-

(z‘,j)eE2
= > o9 (6, 5)(f(5:0)° = f(i:600)%) =2 Y 09, (i,4)5(f(i:0) — £(i360))-
(4,5)€ B2 (i,j)€E?

= 1o (1) (f(550)* = F(6:60)%) — 2> gy (i)(F(5:0) — £(5560)) > 7 (i)
1€l 1€l jerE

= g, (i) (f(i:0)% — f(i3600)%) — 2> gy (i)( — f(i360)) f (i3 6p).
1€l 1€l

= 1o, (i) (f (i3 0) — f(i360))*.

el

= pg, ((f(50) = f(5600))%).
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Finalement, notre but est de montrer la convergence uniforme sur ©, c.a.d.

sup | (6) — K (0) =50
€0

Soit ¢ > 0 fixé. Rappelons que la fonction A, définie par (2.29), est la fonction enveloppe
de la classe des fonctions de contraste G = {gg, 0 € ©}.

Donc, pour tout # € ©, nous trouvons

lon(0) — K(0)] = [(Pn — 00,)90]

Pr = 090)90 |1y <q + (Prn — 05) 9011y >q

)
)
)
)

IN

P — 39,) 90 Ly <q| + Pr(l9610y)>q) + 6, (1961 Ljjy)>q)

(
(
(
< (P = 060) 901y <l + Pr(A@) L)y 5q) + 000 (AW) Ly >q)-

Nous notons, pour tout y € E?, p, = gg,(y) et py = Pu(y). De plus,

[(Pn = 00)) g0 Ljy<ql = | Y 90()(py — py)]
lyll<a
llyll<q

Cela signifie que

sup [ipn (8) — K (8)] = sup |(By — 0g,)g0] < D AW)lpy — pyl + (Br + 0,) (A(Y) Ljy5o)-
0cO 0cO lvll<q

Nous avons py — py presque sirement, quand n — oco. Par suite, la somme finie

> A) Ipy —pyl — 0, pes.
llyll<q

Ainsi,

lim sup Sup |(Pr, — 09)90] < 0+ 206, (A(Y)Ljjy|>q)s P-S-
n €O

En prenant ¢ / °°, nous obtenons presque stirement,

limsup sup |(P,, — og,)g0| = 0.
n USS)

0

Dans les paragraphes suivants nous traitons le probléme d’identifiabilité du modéle du
a l'opérateur d’arrondi. Nous constatons deux cas dépendants du coefficient de régression
Q.
Notamment, si ag est rationnel, il y a une manque d’identifiabilité autour de Ag.

Par la suite, nous définissons sur I'espace des paramétres © la distance d par

d(9,9/):max{|a—a/|,\)\—)\l\}, v 0,0 co. (2.30)
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2.4.1 La consistance forte de ’estimateur des moindres carrés quand le

coefficient de régression o est irrationnel

Rappelons que 0y = (g, Ag) est la vraie valeur du paramétre § du modele RINAR(1).
La proposition suivante aborde la question d’identifiabilité des paramétres de ce dernier

pour le cas oll oy est irrationnel.
Proposition 2.4.2. Supposons que [H1] soit vérifiée. Si oy € R\Q, alors pour tout 0 € ©
flx;0) = f(z;00), V€ E < 0 =0,.
Preuve. Notre but est de montrer que si ag € R\Q, alors
(ax + A) = (o + A\o), Ve € E= a=apet A= A.
L’idée de la preuve est de vérifier que si 6 # 6 alors il existe xg € F tel que

f(wo;0) # f(wo;0).

Notons que pour tout a,b € R, nous avons

[{a) = (O)f = la = bl < [({a) = (b)) = (a = D) <1,

et par suite

() = (B)] > a—b] - L.

Comme O est compact, il existe B > 0 tel que |A\|] < B. Par conséquent, pour tout

x € E =7, nous obtenons

|f(230) — f(2;00)] = [{ax + A) — (@oz + Ao)|
> [(a—ap) 2+ (A= Ao)| 1
> |la— apllz| — A= Ao — 1

> |l — apllz] —2 B — 1.

Si a # «, alors il existe zg € E = Z tel que | f(x0;0) — f(x0;00)| > 0,
c’est une contradiction. Ensuite, pour zo = 0, f(0;0) = f(0;6p) implique que (A) = (\g).

Ainsi, sans utiliser le fait que ap € R\Q, nous avons

a=ap et (A\) = (Ag).
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Rappelons que {a} repésente la partie fractionnaire de a € R. Maintenant, nous supposons
sans perte de généralité, ag >0 A > Ao > 0 et {A},{\o} € [0, 3].
Il se découle,

A= Ao[ =A== {A} = {Xo}
et
f(z;0) = f(x;6p), Vo e E= ({ax} +{\}) = {aoz} +{No}), Vz € E. (2.31)

Comme ag € R\Q, ({aoz}),cz est dense dans [0, 1[. Si {A} # {Ao}, alors il existe zg € Z
tel que

N —

1
{a0$0} + {)\0} < 5 et {Oé0$0} + {)\} >
C’est une contradiction avec (2.31). O

Lemme 2.4.2. Soit xg € N* fizé, la fonction o« — {axo}, définie sur R et a valeurs dans

[0, 1[, est continue en ag si ag € R\Q.

Preuve. o € N* fixé. Nous avons, {azo} = |azo| — [ |azg| |, ont [-] est la fonction partie
entiere. Alors la fonction {-} : R — [0, 1[, définie par @ — {axp}, est discontinue en « si

axg € Z. Par conséquent, si ag € R\Q, alors @« — {axg} est continue en «y. O

Quelques rappels sont nécessaires. Supposons que [H1| soit vérifiée, alors d’aprés la

Proposition 2.4.1 nous avons,

K(0) — K(00) = 0, [90(-) — g0, ()] = 15, [fF(0) = £(:160)]7, (2.32)
90(y) = [z — f(:0)]°, Vy = (x,2) € B2,
et

f(z;0) =(az+N), Vz e Eet 0= (a,\) €06.

Proposition 2.4.3. Supposons que [H1] soit vérifiée. Si oy € R\Q, alors pour tout (suffi-

samment petit) € > 0, nous avons

Aud K (6) — K(6h)] >0,

ot ©, ={6:d(0,6y) > ¢c}.
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Preuve. Rappelons que le support de la mesure stationnaire du processus (X;) est E = Z.
D’autre part, notons que les deux composantes du paramétre 6 ne possédent pas les mémes
roles. Pour cela, nous distinguons trois situations pour I’événement ©..

Ainsi, notons que O, =T'1 U, U T3, on

Iy :{969,‘Oé—0é0| 25}, (233)
Iy :{9€@,|CM—O£0| <€,‘)\—)\0‘ > &, <)\> =+ <)\0>}, (234)

et
Ty = {0 €0, |a—aol <& A= to| =2 (A) = (o)} (2.35)

Nous allons montrer

inf |K(0) — K (6 , =1,2,3.
01£F¢| () (0)|>07 ? ,2,3

L’idée de la preuve est basée sur I’équation (2.32). Alors, le but est de trouver zp € E
tel que

|f(x0;6) — f(xo;6p)] > 0, uniformément sur I';, ¢ =1,2,3.

1. Nous considérons le premier cas, § = (o, A) € I';. Comme © est compact, il existe

A>0et B>0 tels que |a]| < A < 1et |\ < B. Par suite,
|f(x;0) — f(z;00)] > | — apl|z] —2B — 1> ¢|z| — 2B — 1.
Par conséquent, il existe zg > 0 tel que V |z| > x, nous avons
|f(x;0) — f(z;60)] > g\aﬂ, uniformément sur I'y.
Il en découle, puisque le support de pp, n’est pas borné,

. €
inf |K(6) — K(6o)| > / (zx)%pg, (dx) > 0.
0el'y ‘:17‘2$0 2

2. Pour § € I'y, (X) # (Ag) donc [(A) — (Ao)| > 1. Comme 0 appartient au support de

Ig,, nous prenons xg = 0 et par suite

1£(0;0) = f(0;:60)] = [(A) = (ho)| = 1.

Par conséquent,

Oléler |K(0) — K(6p)| > 0.
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3. Pour 0 € I's, nous supposons sans perte de généralité, ag > 0 et A\g > 0.

Nous distinguons quatres cas dépendants de la position de la partie fractionnaire

de Ag et A :

- Cas A : {\} € [0, %[ et A > \g. Ici, il est simple de vérifier que
1
{A\} € [0, 3 [ et A—Xo={A\} —{\o} > e (2.36)
Donc, le but est de trouver xg € N tel que
1
{aozo} +{Ao} < 3, (2.37)
et pour « suffisamment proche de ag et tout A tel que |\ — X\g| > €, nous trouvons

{azo} +{A} > -. (2.38)

DN | =

Soit ¢ suffisament petit, tel que {\o} + ¢ < 3. Comme ({apz})zen est dense dans

[0, 1], il existe zp € N tel que

[ {aozo} — (5 — o} — DI < = (2.39)

Par suite l'inégalité (2.37) est immédiatement vérifiee. De plus, pour ce méme

xo € N fixé, la fonction o — {axp} est continue en g (voir Lemme 2.4.2).

Ainsi, il existe n = n(e, ap, Ao) < ¢, tel que V | — app| < m nous trouvons

[awo] = [0 o],

[{azo} — {aozo}| < 5

(2.40)

Ainsi, d’apres (2.36) (2.39) et (2.40), nous obtenons

{azo} + {A\} = {azo} — {aozo} + {A} — { Mo} + {aoxo} + { Mo}

> Shet( )
—_—— & .
- 4 2 2 4 2
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Donc, l'inégalité (2.38) est vérifiée.

Finalement, ¥ 6 € Ty = {0 € T'3, |a — ag| < 71(e, ag, \g)}, nous trouvons

f(xo; 9) — f(xo; (90) = <Oé$0 + )\> - <Oé0$0 + )\0>,
= (lazo] + (A) + {axo} + {A}) — ([aozo] + (Ao) + {aozo} + {Ao}),
= [awo] + (A) + {azo} + {A}) = [aozo] — (Ao) = {aozo} + {Ao}),
= ({azo} +{A}) = Haozo} + {Ao}),
=1.

Cas B : {Ao} € [3,1] et A > Xg. Nous distinguons deux cas :

Si{A\} € [%, 1[. Il est simple de vérifier que
A— )\0 = {)\} — {)\0} > e (2.41)

Ici, le but est de trouver xy € N tel que

{aozo} + {Ao} < g (2.42)

et pour « suffisament proche de ag et tout A tel que |A — \g| > ¢
3
{azo} + {1} > 3" (2.43)

Soit € suffisament petit, tel que {A\g}+e < 1. Comme ({apz})zen est dense dans

[0, 1], il existe zp € N tel que
3 € €
S C o) -9 <Ll 2.44
oo} - (G — Do} = ) < 2 (244

Par suite, l'inégalité (2.42) est immédiatement vérifice. D’autre part, pour ce
méme zo € N fixé, la fonction @« — {axp} est continue en o (voir Lemme

2.4.2). Ainsi, il existe n = n(e, ag, A\g) < €, tel que V |a — ap| < 1 nous trouvons

[axo] = a0,
[{azo} — {aozo} | < 5

Par conséquent, d’aprés (2.41) (2.44) et (2.45), nous obtenons

(2.45)

{azo} + {A\} = {azo} — {apxo} + {A\} — { Ao} + {aozo} + { Mo} .

Donc, l'inégalité (2.43) est vérifiée.

Ainsi, V 0 € Ty = {# € T'3, |a — ag| < n(e, ag, \o)}, nous trouvons

|/ (20;0) = f(z0;60)| = [({azo} + {A}) = ({aozo} + {Mo})| = 1.
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Si {A} € [0, 5[, il en découle
A—do=1+{\ = o) >eet [N = +1, (2.46)

ou [-] est la partie entiére. Pour le méme zy du cas précédent, nous retrouvons

(2.44) et (2.45). Finalement, d’aprés (2.46), nous obtenons

{azo} +{A} = {azo} — {aozo} + {A} — {Ao} + {aozo} + {No},

Par conséquent,

f(x0;0) — f(wo;60) = (azo+A) — (aozo + Ao),
= (loxo] + [A + {azo} +{A})
— (laozo] + [Ao] + {aozo} + {Xo}),
= (lozo] — [aomo]) + ([A] — [Xo])
+ (({azo} +{A}) — {aozo} +{Ao})),
= 1.

Cas C : Nous supposons que {A\o} € [0, %[ et A < X\g. Nous distinguons deux cas.
Le cadre le plus intéressant a examiner est quand (Ag) = (\) = 0.
Par conséquent, nous trouvons,

{A} st 0<A< N <3,

1
Aoz{)\o}e[o,§[et>\: )
—{\} si—§<)\<0§)\o<%.

Par conséquent, {\} € |0, %[ et

Do} — A} si A>0,
A= Aol =

{M}+{A} si A<O.
Ainsi, nous distinguons deux cas :
— Supposons que 0 < A < A\g < % Ici,

Do} et {A\} e [0%[ (2.47)

et

‘)\—Ao‘ :)\0—)\:{)\0}—{)\} > e (2.48)
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Notre but est de trouver xg € N tel que

1
{aozo} + {do} 2 5 (2.49)
et pour « suffisament proche de ag et tout A tel que |\ — A\g| > &
1
{azo} + {2} < 3 (2.50)
Comme ({apz})zen est dense dans [0, 1], il existe xg € N tel que
1 € €
—(=—A{A — —. 2.51
[ {aowo} = (5 = {o} + )l < S (251)

Par conséquent,

1 ¢ 1 3
§+Z<{aoxo}+{>\o}<§+z

Notons que, pour ce méme xy € N fixé, la fonction a — {axp} est continue en
ag (voir Lemme 2.4.2). Par conséquent, il existe n = (e, ag, \g) < € tel que

Y |a — ap| <, nous trouvons

[axo] = [apo],

[{azo} — {aozo} | < 5

(2.52)

D’apres (2.47) (2.48) (2.51) et (2.52), nous obtenons

{azo} + {A\} ={axo} — {aozo} + {1} — { Mo} + {aoxo} + { Mo}

<€_€+1+3€_1
4 2 4 2

Finalement, ¥V 0 € T = {0 € T3, |a — ao| < (e, @, Ao)}, nous obtenons

|f(x0;0) — f(z0;60)] = [{azo + A) — (aoxo + o)
= |({azo} + {A}) — {aozo} + {Ao})| = 1.

. 1
Maintenant, nous supposons que ~5 <A< N < % Nous avons,

1
{M},{\} € [0, 5[ et A =—{A}. (2.53)
Par conséquent, nous trouvons
‘)\—)\0‘ :)\0—)\:{)\0}+{)\} > E. (254)

Ensuite, nous prenons le méme xy du cas précédent. Donc,

1 ¢ 1 3¢
5+ 7 < f{oom}+{o} <5+ (2.55)
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De plus, il existe n = n(e, ap, A\g) < € tel que V |a — ap| < n, nous avons

[azo] = [aoo],

(2.56)
[{azo} — {aozo}| < %

D’aprés (2.53) (2.54) (2.55) et (2.56), il en découle

{azo} —{A} = {axo} — {aozo} — {A} — {Ao} + {aozo} + {No}-

<z~: +1+35_1
1Ty Ty

Finalement, ¥V § € T’y = {0 € T's, |a — ag| < (e, ag, o)}, nous obtenons

[f (o3 0) — f(zo; 00)| = [{awo + A) = (aomo + Ao)
= [({azo} = {A}) = ({aozo} + {Moh)| = 1.
— Nous suppposons que {Ao} € [0, 5[, A < A et (Aog) = (A) > 1.
Nous distinguons deux cas :
Si{A} e [0,5[ Alors, 0 < {2} < {Xo} < 2et [A—Xo|={No}—{A}>e
L’étude de ce cas est similaire & celle du cas o1 0 < A < Ao < % traitée

précédemment.

Si{A\} € [%, 1[. Alors, nous avons
[Ao] — [A] =1 et par conséquent |A — Xo| =1+ {Xo} — {\} > €. (2.57)
Ici, par les mémes arguments utilisés précédemment, il existe zg € N tel que
[ {aomo} — (5~ Do} + D)l < 5 (2.58)
apxo} — (= — = —. .
070 2 05+ 3 1
De plus, il existe n = n(e, ap, A\o) < € tel que V |a — ap| < n, nous avons

[azo] = [cozo). (2.59)
‘ {a.l‘o} — {060900} | < %

En utilisant (2.57) (2.58) et (2.59), nous obtenons

{azo} — {A} = {azo} — {aozo} — {A\} — {0} + {aozo} + {No}-

<Cy1oeqlyE?
4 2 4 2

Donc, ¥V 6 € Ty = {# € I's, |a — ap| < n(e, ap, Ao)}, nous obtenons

|f (w03 0) = f(wo; 6o)| = [[A] = [Ao] [ = 1.
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Cas D : {\o} € [%, 1] et A < Ag. I est simple de vérifier que
1
{A\} € [5,1[ et [N=Xo|=X—A={ N} —{A\}>¢ (2.60)

Ainsi, en utilisant les mémes arguments précédents, il existe 2y € N tel que

3 € €
— (= — - —. 2.61
{aozo} = (5 — Do} + 5)I < 2 (261)
Il en découle,
3
{aozo} + { Mo} > 3

De plus, il existe n = n(e, ap, Ao) < € tel que V |a — ap| < n, nous avons

[axo] = [apxo).

[{axo} — {aozo} | < 1

(2.62)

Par conséquent, d’aprés (2.60) (2.61) et (2.62), nous trouvons

{azo} +{A\} = {azo} — {awozo} + {A} — { Ao} + {aozo} + {No}-

CRRPUNE: NS R
4 2 4 2

Finalement, ¥ 6 € Ty = {6 € T's, |a — ag| < (e, g, Ag) }, nous obtenons

|/ (203 0) = f(zo; 60)| = [({azo} +{A}) = ({aozo} + {Ao})| = 1.

Alors, nous déduisons qu'il existe n = n(e, ap, A\g) < € et une constante ey > 0, tel
que uniformément sur I'y nous avons | f(zo; 0) — f(zo;60)| > o > 0.
Pour § € Ty = [3\T'y = {# € '3 : |a — ag| > n} les mémes argument pour 'y peuvent

étre appliqués ici et par suite il existe dy > 0 tel que

inf |K(0)— K(6y)| > do > 0.
9eTy

Théoréme 2.4.1. Supposons que
1. «ap, la vraie valeur de o, est un nombre irrationnel appartenant a Uintervalle |—1,1[;
2. Sous Py, , la chaine de Markov (X;) est irréductible ;
3. Pour un certain k > 2, Eley|* < 400 ;

4. L’espace des paramétres ©, est un compact sous-ensemble |—1,1[ x R.
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Alors, l'estimateur des moindres carrés 0, de 0y est fortement consistant, c.d.d.

A D.S.
911 — 90.

Preuve. Rappelons que, D’apres la Proposition 2.4.1 et 2.4.3, nous avons
p.s.
sup | (0) — K(0)] — 0
0co

et

A K (6) — K(6h)] >0,

ou O, = {0:d(0,0y) > e} et d est la distance sur I'espace des paramétres © définie par
da,a) =la—a'|, Va,a €0.

Ainsi, en utilisant le Théoréme 5.7 de Van Der Vaart (1998, [61]), nous obtenons que

0, — 6y presque stirement. O

2.4.2 La consistance forte de ’estimateur des moindres carrés quand le

coefficient de régression o, est rationnel

Tout d’abord, nous donnons quelques explications nécessaires pour comprendre le pro-
bléme d’identifiabilité du modele RINAR(1), quand «q est rationnel.

Soit ay = % <1,oupé€ZqeN* pet qsont premiers entre eux (p A q = 1).
Rappelons que {a} représente la partie fractionnaire de a € R.
Pour tout p tel que |p| < |q| et pour toute valeur de x € Z, la suite ({aox}), e, ne prend

, . -1
qu’un nombre fini de valeurs : {0, —,--- | q—}, c.a.d.

q q
q—l}
b ) q .

1 e
— Si g est pair, alors 5 € Im [({apz}),ez]- Par conséquent, la subdivision de linter-

im [({a0r}).cx] = {0,

=

Nous distinguons deux cas :

1 1
valle [0, 1] en ¢ intervalles de taille —, montre que 3 est un point frontiére de deux
q

intervalles | =——, = | et <£——|. En d’autres termes, il y a g intervalles avant
q

et aprés 5
Maintenant, supposons que a et b appartiennent a l'un de g intervalles de la subdi-

vision, tels que a # b (voir Figure 2.4), nous obtenons

VaeZ, ({ar} +a) = ({aox} +0) et {apr} —a) = {aox} —0). (2.63)
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q=4 L
a b3
——fe o —
0 1 3 1
4 4

F1G. 2.4 — La subdivision de I'intervalle [0, 1[ en 4 intervalles de taille 5

1 1 -1
— Si g est impair, alors 3 & {O, — q_} Donc, la subdivision de l'intervalle [0, 1]
q q
1 1 -1 (3)
en ¢ intervalles de taille —, montre qu’ici 3 est le centre de I'intervalle L |:
q
Ainsi, ’équation (2.63) n’est plus vérifiée. Par exemple, pour ¢ = 5 (voir Flgure .5),

soient a,b € [5,5[telsquea—0236tb—036 Alors, pour zg =1 et p =1,

nous avons

({0} +a) = (3 +0.28) = 0# ({apmo} +b) = (5 +0.36) =

=

q=5
ap 1
e ——
0 r 2 3 4 1
5 5 5 5

Fic. 2.5 La subdivision de I'intervalle [0,1[ en 5 intervalles de taille £

Maintenant, nous introduisons une nouvelle subdivision de U'intervalle [0, 1]
1
en ¢ + 1 intervalles. Le premier est [O, % [, les ¢ — 1 prochaines intervalles sont
q
T i+ 2
2¢" 2q

2q —1
[pouri:l,S,--- ,q, -+ ,2q — 3 et le dernier est [QQ—,l .
q

1 -2 1
Pour cette subdivision, 3 est un point frontiére de deux intervalles [QQ—, 5[ et
q
1 g+2 . . 1
[5, 4Tz [ En d’autres termes, il y a <g> intervalles avant et aprés 3 dont un de
q

taille % et les autres sont de taille — (voir Figure 2.6).
q q
De plus, supposons que a et b appartiennent & 1'un des ¢ + 1 intervalles de cette

nouvelle subdivision, tels que a # b, nous obtenons

VaelZ ({ax} +a) = {aoz} +b) et {apz} —a) = ({aoz} — D). (2.64)
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1 3 5 1 9 11 13
14 14 14 2 14 14 14
F—e—F—eo—F—o—Ff—o oo
0 1 2 3 4 5 6 1
7 7 7 7 7 7

F1G. 2.6 — La nouvelle subdivision de I'intervalle [0, 1[, avec ¢ =7

Notons que, I’équation (2.63) (resp. (2.64)) doit étre vérifiée dans le cas o ¢ est pair (resp.

impair), pour prouver la proposition suivante.

Proposition 2.4.4. Supposons que [H1] soit vérifiée. Si ag =L, oup e Z q € N*, p et q

q’

sont premiers entre euz (p A q = 1), alors
flz;0) = f(z;6p), Vee E<= a=qp et A € Iy,
. . |
ot Iy est un intervalle de taille — autour de Mg tel que

Io =X (A) = (ho)} -

La localisation de Iy dépend de la parité de ¢ et de la position de {A\g}, la partie
fractionnaire de Ao, sur l'intervalle [0, 1[. Rappelons que d’apreés la discussion précédente,
la parité ou I'imparité de ¢ impose deux différentes subdivision de [0, 1].

Ainsi, nous distinguons deux cas :

— Supposons que ¢ est pair. Il existe kg € {0,1,--- ,q — 1} tel que
ko ko+1
{No} €ip = [—O, i [ (2.65)
q q
Ainsi, nous définissons
To= {0 () = (o) et {A} €io} (2.66)

Par exemple, soit ¢ = 4. Supposons \g = 2.52, alors (\g) = 3 et {A\g} = 0.52.

Par suite, nous trouvons
. 13 .
0 = |:§, Z|: et Iy = {)\, <)\> =3et {)\} S Zo} = [25,275[ .
Notons que si A\g = —2.52, alors
To={\(\) = =3 et {A} €ip} =]-2.75,—2.5] .

Supposons que ¢ est impair. Nous remarquons trois sous-cas :
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1
- Si{\o} € [O, % [, alors Iy est défini par
q

i 2 — 1 1
_ — >
_[/\0] 1+—=5 . s [Mo) + % [, si [Ao] > 1,
1 1
=4 |-—— = i ol = 2.67
0 502 [7 si [Ag] =0, (2.67)
] 1 29 —11 .
_ _ < 1.
| [Ao] 2%’ [Ao] +1 % } , st [A] £ -1

Par exemple, soit ¢ = 5. Supposons \g = 1.08, alors {\g} = 0.08 et [A\g] = 1.

Par suite, nous trouvons
1
{No} € 10,—| et Iy =[0.9,1.1].
10
Notons que si A\g = —1.08, alors
Iy =]-1.1,-0.9].

1 2¢g-1
Si {0} € [2—, q2 [, alors il existe kg € {1,3,--- ,¢q,--- ,2q — 3} tel que
q q

, ko ko +2
A =|—= . 2.68
Dok e [QQ’ 2q [ (269
Ainsi, nous définissons
Ip ={\, (\) = (Xo) et {A} €ip}. (2.69)

Par exemple, soit ¢ = 5. Supposons \g = 4.49, alors (A\g) =4 et {\o} = 0.49.

Par suite, nous trouvons

o= | =, 1 [ et Iy={\, (\) =4 et {A\} €ig} =[4.3,4.5].

3
107 2
Notons que si A\g = —4.49, alors

Io={\(\) = —det {A}€ig} =]—4.5,-4.3].

2qg —1
- Si{\o} € [ q ,1[, alors I est défini par
[ 2g—1 17
o] + =2 Dol #1450, 50 >0,
Iy = (2.70)
1 1 2 — 11
M) —1——,[ o] — i A .
o = 1= g0 o) = 2= sida <0
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Par exemple, soit ¢ = 5. Supposons A9 = 8.98, alors {Ao} = 0.98, (Ag) = 9 et

[Ao] = 8. Par suite, nous trouvons
9
Ao} € |51 et o = [89,9.1].

Notons que si Ag = —8.98, alors

Preuve. Soit

ou Inp = {A\, (A) = (A\o) et {A\} €ip}. Rappelons que A\ la vraie valeur du paramétre A
appartient a Iy et ig est défini en fonction de la parité de ¢ et la position de la partie
fractionnaire de Ag sur l'intervalle [0, 1].

Notons que pour tout a € R, nous avons a = [a] + s(a) {a}, on [-] représente la fonction

partie entiére et s(-) est la fonction signe.
Soit # € Ag. Il en découle, {\} et {Xo} € ig, s(A) = s(Xo) et [A] = [Ao].

Par conséquent, pour tout x € Z, nous avons

f(x;0) — f(x;600) = (apx + ) — (apx + No)

= (s(a0z) {aor} + s(ho){A}) — (s(aoz) {@0z} + 5(Ao){Ao})-

Nous distinguons quatre cas :

Supposons que s(apx) = 1 et s(Ag) = 1. Ainsi, pour tout x € Z, nous obtenons

f(@;0) = f(z;00) = {aor} + {A}) — {aoz} + {o})-

Par suite, d’apres (2.63) (resp. (2.64)) dans le cas ol ¢ est pair (resp. impair),

nous avons

f(2:0) = f(2:600), ¥ z € Z.

Supposons que s(apx) = —1 et s(A\g) = —1. Rappelons que pour tout a € R, nous

avons (—a) = —(a). Ainsi, pour tout z € Z, nous obtenons

f(@;0) = f2;00) = — ({aox} + {A}) — ({aoz} + {Ao})) = 0.

Supposons que s(apz) =1 et s(Ag) = —1. Nous avons,

f(@;0) = f(z;00) = {aor} — {A}) — ({aoz} = {Xo})-
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Ainsi, d’apres (2.63) (resp. (2.64)) dans le cas o ¢ est pair (resp. impair),
nous obtenons

f(2:0) = f(2:600), ¥ z € Z.

— Supposons que s(apz) = —1 et s(Ag) = 1. Nous avons,

f(@;0) = fz;00) = — ({aor} = {A}) — ({aoz} = {Xo})) -

Ainsi, nous trouvons

f(x;0) = f(z;00), YV z € Z.
Maintenant, notre objectif est de montrer que pour tout 8 = (o, \) € O,
(ax+ ) = (apz+ Xo), Ve €Z=0¢€ A

Soit @ ¢ Ag. Nous distinguons trois cas :
— Supposons que a # «q. Pour ce cas nous nous référons a la preuve de la Proposition
2.4.2. Ainsi, alors il existe 29 € Z tel que |f(zo;0) — f(z0;60)] > 0.
— Supposons que o = ag et (A) # (Ng). Il existe zg € Z tel que agzg = Sxo €.

Par conséquent, nous obtenons {apzo} = 0. Ainsi,

|f (203 0) — f(20; 60) = [(A) = (Ao)| = 1.

Supposons que a = ag, (A) = (Ag) et A € Iy. Pour simplifier les notations, nous
supposons sans perte de généralité ag > 0et A > g > 0.
Premiérement, nous considérons le cas ol g est pair. Rappelons qu’il existe

ko € {0, -+ ,q — 1} tel que

)

, [k:o k0+1[
wn=|— .
q q

Nous distinguons trois cas :

1
Siig C [0, 3 [ Comme X\ > Ao et {A\} € ip, il est clair qu'ici ¢ > 4 et ko # % —1.

-

N [

1
Ainsi, {\} € [O, 5 [ et {A} > {Ao} ({A} > ip). Donc, il existe 2y € {1, cee

tel que

f(@o;0) — f(xo;60) = {awowo} +{A}) — {aowo} +{Ao}) = 1.
1 11
Par exemple, pour ¢ = 4, nous avons iy = [0, 1 [ et par suite {\} € {Z, 3 [

Ainsi, il existe zp € N tel que {apzo} = 1 et par conséquent,

f(xo;0) — f(xo;6p) = 1.
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1 1
~ Siig C [5, 1 [ et {\} € [5, 1 [ Comme A > Ag et {A} & ip, il est clair qu’ici ¢ > 4
et ko # ¢ — 1. Ainsi, nous avons {A\} > {A\o} ({\} > io) et par conséquent
il existe xg € {g +1,---,q— 1} tel que

f(@o;0) = f(x0;60) = ({aozo} +{A}) — aozo} + {Ao}) = 1.
. 13 . 3
Par exemple, pour ¢ = 4, nous avons g = 31 et par suite {\} € vk 1].

Ainsi, il existe zp € N tel que {apxo} = 1 et par conséquent,
f(@o;6) — f(2o;60) = 1.

1
Si i C B, 1 [ et {A\} € [0, 3 [ Ainsi, [A] = [Ao] + 1. Donc, pour tout z € N,

nous avons
f(@;0) = f(x;60) = ({aox} + {A}) = ({aor} + {Ao} = 1)
Comme ¢ est pair, alors il existe zg € N tel que {apzo} = % Par conséquent,
f(@o;0) — f(zo;60) = 1.

1
Notons que ¢ = 2 est un cas particulier. Si {\} € ip = [O, 5 [, alors sous les

hypothéses A > \g > 0 et (A) = (\g), nous avons
{)\} € 1p.
: . 1
Si{o} €ip= [5, 1 [, alors
1
{\} € [O, 5[ et [A\] = [ o]+ 1.
Par suite, il existe zg € Z tel que {apzo} = % Par conséquent,

f(x0§ 0) - f(l“o; 90) =1.

1 2q—1[

Maintenant, nous considérons le cas ol ¢ est impair et {\g) € [2 -
q q

Rappelons qu’il existe kg € {1,3,--- ,q, -+ ,2q — 3} tel que
. ko ko 4+ 2
= |——|.
0 2¢" 2q
Pour simplifier les notations, nous posons ¢ = 5. Rappelons que A > Ao, (\) = (\g)

et {\ Iy. Ainsi, nous distinguons les cas suivants :
0 )
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1
— Siig C [0, D) [ Comme A\ > )\, alors

1 3 3 1
ih= | —. = | et 2 -
‘0 [10’10[ et {A}e [10’2[
Par suite, il existe g € N tel que {apxo} = % Par conséquent,

f(x0;0) — f(z0;00) = 1.

2710 107 10

Par conséquent,

1
- Siig= [ 7 [ et {\} € [1 9 [ Ainsi, il existe zp € N tel que {apxo} = %.

f(w0;0) — f(wo;00) = 1.

17 9
— Siidg = [5, 0 [ et {\} € [E’ 1 [ Ainsi, il existe =g € N tel que {agzo} = 2.
Par conséquent,

f(x0;0) — f(z0;00) = 1.

et {\} € [13

79
107 10
Par conséquent,

,1 [ Ainsi, il existe zg € N tel que {apxo} = %

f(x0;0) — f(z0;00) = 1.

1 7 7 9 3 1
CSiig = |=. -~ L2 2 2|, Ainsi. il exi |
Si 1 [2, 10 [ (resp [10, 10 [) et {A\} € [10, 2[ insi, il existe zg € N tel que

{apzo} = 5 Par conséquent,

f(w0;0) — f(wo;00) = 1.

9 1

. 1 7 7 3 C e
Siig = [5, 0 [ (resp. [E’ i [) et {\} € [E’ . [ Ainsi, il existe zg € N tel que

{apzo} = B Par conséquent,

f(w0;0) — f(wo;00) = 1.

.. 17 79 1 T
Siig = [5, 0 [ (resp. [1—0, i [) et {\} € [0, 0 [ Ainsi, il existe g € N

tel que {apxo} = 5 Par conséquent,

f(x0;0) — f(z0;00) = 1.

9
Maintenant, supposons que {A\g} € [E, 1 [ Rappelons que A > g > 0 et

2g —1

A Iy = |[ho] + %

1
(Aol + 14+ % [ Ainsi, nous notons deux cas possible :
q
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(3 1 1
- Si{A\} e 102 [ Ainsi, il existe xg € N tel que {agzo} = 5 Par conséquent,
f(@0;0) — f(zo;60) = 1.
. 1 3 o 2 )
Si{A\} € 01l Ainsi, il existe zp € N tel que {apzo} = 5 Par conséquent,

f(w0;0) — f(wo;00) = 1.

1
Finalement, supposons que {\o} € [0, 10 [ et [Ag] > 1 (resp. [Ao] = 0). Par suite,

nous avons

2 —1 1 11
Ip = |[Mo] — 1 A — Iy = |——,—1). Ainsi,
0 [[ 0 + 2% ; [Mo] + 2% [ (resp. Io [ 10° 10 [) msi,
1 1
- Si{A\} e [%, 5 [ Ainsi, il existe xg € N tel que {agzo} = 5 Par conséquent,

f(zo;0) — f(zo;60) = 1.
: 3 e 2 ;
- Si{A\} e [—, 10 [ Ainsi, il existe zg € N tel que {apxo} = 5 Par conséquent,

f(z0;0) — f(wo;60) = 1.
O

Lemme 2.4.3. Soit xog € N* fizé, tel que ¢ # kq pour tout k € N. la fonction o« — {axo},

définie sur R et a valeurs dans [0, 1], est continue en oy = 2—), oup€Z qgeN etpANg=1.
q

Preuve. Soit zg fixé. Nous avons, {axg} = |axg| — [ |azg| ], ou [-] est la fonction partie
entieére. Alors la fonction {-} : R — [0, 1], définie par o« — {axo}, est discontinue en o
si axg € Z. Par conséquent, si og = p et xg # kq pour tout k € N, alors agxg & Z.

q

Ainsi, @« — {axo} est continue en «y. O

Rappelons que sous [H1] et d’apres la Proposition 2.4.1 nous avons,

K(0) — K(60) = 00, [90(-) — 900 ()] = ptg, [F(50) = f(560)]7,
90(y) = [z — f(z;0))*, Yy = (x,2) € E?

et
flz;0)=(ax+A), Ve e Eet = (a,\) €0.

De plus, d est la distance sur © définie par

d (6,6 :max{|a—a’|,u—x|}, V0= (a0 =, \)eeo.
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Nous posons,

Ay = {9,0& =aqp et A€ I()} . (271)

Rappelons que 0y € Ap. Soit 0, € Ay. D’aprés la Proposition 2.4.4, nous avons
K(6.) — K(60) =y, [f(56.) — f(500)]° = 0. (2.72)

Proposition 2.4.5. Supposons que [H1] soit vérifiée. Si ag = B, o p € Z q € N* et
q

pAq =1, alors pour tout (suffisamment petit) ¢ > 0, nous avons

inf |K(0) — K(6y)| >0,
i, [K(0) K (0o)

ot ©Y = {0 :d(0, Ag) > e}

Preuve. Pour simplifier les notations, nous considérons le cas ol ¢ est pair.

Dong, il existe kg € {0,1,--- ,¢g — 1} tel que

. ko k}0+1|:
Ao} €19 = [—, .
{ 0} 0 q q

Par suite,
Iy = {)\, ()\> = <>\0> et {)\} S 20} et Ag = {9,0& =apet A€ I()} .

Nous distinguons trois cas pour ’événement ©. Nous posons, 00 = I'; UT, U T3, ou

Py = {0,]a—aol >} (2.73)
I', = {9, ‘Oé — Oéo‘ < E,d()\,[(]) > g, <)\> 75 <)\0>}, (274)

et
T3 = {0, ]a — ao| < &,d(\ o) > &, (\) = (o)} - (2.75)

Notons que,
d(\ Ip) = inf |A— A
o) el | +
L’idée de la preuve est basée sur I'équation (2.32). Alors, le but est de trouver zyp € E

tel que

|f(z0;0) — f(zo;00)] > 0, uniformément sur I';, i=1,2,3.

1. Nous considérons le premier cas, § € I'1. Comme © est compact et le support de pg,
n’est pas borné, alors il existe xg > 0 tel que V || > x, nous avons

|f(2;0) — f(z;00)] > §|z|, uniformément sur I';. Ainsi,

9
inf |K(0) — K(6p)| > —x) g, (dx) > 0.
ng VK ©) = K0 > [ (o) ()
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2. Suppososns que 6 € I'y. Pour xg = 0, nous avons

£(0;0) = f(0;00)| = [(A) = (do)| = 1.
Ainsi,

nf [K(8) ~ K(60) > 0.

3. Nous considérons le cas ou € € I's. Nous supposons sans perte de généralité que

1
ag = — > 0et A\p > 0. Nous avons,
q

ko k 1 k
{No} €ip= [;O, 0;_ [ et par suite Iy = [[Ao] + ?0 [Ao] +

Nous distinguons quatre cas dépendants de la position de la partie fractionnaire de

ko+1

Ao et celle de A :
(a) 03]

(b) Cas B :ig C [3.1] et A > Ao.
(c) Cas C :ig C [0,3] et A < Ao

(d) Cas D :ip C [5,1]

— Cas A :ig C [0, % [, A > Ag. Il est simple de vérifier qu’ici

ko+1

1 q
> — R Y >
g>4, (\) e [0,2[, k:oe{o,l, . 2} et {\} >
Par suite,
d(6, Ag) = d(\ Ip) = inf {A}— A} > e (2.76)
{A«}€io

I 1+1
Ainsi, il existe [ € {k:o +1,--- ,g — 1} tel que {\} € [—, L[
qa q

Soit zg = g — [ fixé. Alors, pour tout {\.} € ip nous obtenons

1
{aozo} +{M} <5, (2.77)
et d’apres (2.76) nous trouvons
1
{Oé0$0} + {)\} > 5 + €. (278)

Comme xy = % — 1 # kqou k € N, d’aprés Lemme 2.4.3, la fonction a@ — {azg}

est continue en agp = L Ainsi, il existe n = n(e, ag, Ao) < € tel que V |a — ag| <7
q
nous trouvons

[azo] = [apxo].

[{azo} — {apzo} | <e.

(2.79)
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D’aprés (2.79) et (2.78) nous trouvons

{azo} +{A} = ({awo} —{awo}) + ({axo} + {A})

1 1

Alors, pour tout § € T'y = {0 € T's, |a — ag| < (e, ag, Ag)}, nous avons

f(x0;0) — f(z0;00) = 1.

— Case B : 49 C [%, 1[ et A > Ag. Nous distinguons deux sous-cas :

1
— Supposons que {\} € [5, 1 [ Ici, il est simple de vérifier que

ko +1
9247 koe{ga'”uq_2}7et {)‘}Z 0t .
q

Par conséquent,

d(0,Ay) = d(\ Ip) = inf {A} —{\} >e (2.80)
{A«}€i0
Ainsi, il existe zg € {% +1,---,q— 1} tel que pour tout {\.} € ip nous avons
3
{Oé0$0} + {)\*} < 5, (281)

et d’aprés (2.80) nous trouvons
3
{aozo} + {\} > 5 te (2.82)

Comme z¢ # kq ou k € N, la fonction o — {axg} est continue o = g

(voir Lemme 2.4.3). Alors, il existe n = n(e, ap, Ag) < € tel que V | — ap| < 7
nous obtenons
[azg] = [aozo]-

{azo} — {apzo} | <e.

(2.83)

d’aprés (2.83) et (2.82) nous trouvons

{azo} +{A} = ({awo} —{axo}) + ({azo} +{A})
3 3
> —e+(5+e) =5

Alors, pour tout 8 € T'y = {0 € T's, | — ag| < (e, ap, Ag)} nous avons

f(20;0) — f(z0;00) = 1.
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1
— Supposons que {\} € [0, 5 [ Ici, il est simple de vérifier que

9227 et k:O € {37 7q_]—}
Par conséquent, nous avons

A0D) = inf D} =} 1z eer N =[]+ L (2.84)

Ainsi, pour zg = § et pour tout {\.} € ip nous avons
3
1< {Oéoio} + {)\*} < 5 (285)
De plus, d’apres (2.84), nous trouvons

{apzo} +{\} > % +e. (2.86)

Pour ce xzg fixé, la fonction o — {aajo} est continue en ag = g

(voir Lemme 2.4.3). Alors, il existe n = n(e, a0, Ag) < € tel que V | — ap| < 7

nous obtenons

[azg] = [aozo]-
[{azo} — {aowo} | <e.

D’apés (2.87) et (2.86) nous trouvons

(2.87)

{azo} +{A} = ({awo} —{awo}) + ({axo} + {A})

1 1
—s+(§+s):§.

v

Ainsi, pour tout € T'; = {# € I's, | — ap| < 1} nous trouvons

f(x0;0) — f(wo;60) = (azo+ A) — (aozo + Ao),
= (laxo] + [A] + {azo} + {A})
— ([eozo] + [Ao] + {aozo} +{Ao}),
= ([awo] = [eowo]) + ([A] = [Ao])
+ (({axo} + {A}) = ({aozo} + {Ao}))
= 1

Les cas C et D peuvent étre traités de fagon similaire, avec un bon choix de z¢ et «
suffisamment proche de «y. Alors, nous déduisons qu’il existe n = n(e, ag, A\g) < € et

. , /
une constante ey > 0 tels que uniformément sur I'; nous avons

[K(0) — K(6o)| = eo > 0.
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Pour § € Ty = 3\ Ty = {0 € T'3,|a —ag| > n, (\) = (\o)} les mémes arguments

pour I'y peuvent étre appliqués ici et par suite il existe dg > 0 tel que

[K(6) — K(6o)| > do > 0.

Théoréme 2.4.2. Supposons que
1. «ap, la vraie valeur de «, est un nombre rationnel appartenant lintervalle |—1,1[, ou
aozg, avecpeZ qgeN* etphNqg=1;
2. Sous Py,, la chaine de Markov (Xy) est irréductible ;
3. Pour un certain k > 2, Eley|F < +o0;

4. L’espace des paramétres ©, est un compact sous-ensemble |—1,1] x R.

Alors,
d(0n, Ag) 250, o Ag={0€O,a=aqag et e Iy}.

En d’autres termes, G, est fortement consistant tandis que A\, converge vers un intervalle

1
de taille — contenant \g.

Preuve. Rappelons que, d’apreés la Proposition 2.4.1 et 2.4.5, nous avons

S

sup ¢, (0) — K(6)] == 0
06

et

inf |K(0) — K(6y)| >0,
it [K(0) ~ K (6o)

oi1 ©Y = {0 :d(0, Ap) > €}. La conclusion 6,, — 6 presque siirement résulte par des argu-

ments standards de la théorie des M-estimateurs (voir par exemple, Van Der Vaart (1998,

[61]), Théoreme 5.7). O
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2.5 Meéthode numérique pour calculer 6,

Soient Xg, X1,--- , X, des observations du processus RINAR(1). Notre objectif est de

trouver une méthode numérique pour calculer I’estimateur des moindres carrés défini par

0,, = arg min o, (0),
0cO

ou

La principale difficulté pour le calcul de én provient de la discontinuité de la fonction de
contraste. Les méthodes classiques, comme la descente du gradient, ne sont pas valables.
Dans cette section, nous proposons un algorithme basé sur la recherche dichotomique suc-

cessive.

En premier lieu, nous expliquons I'idée de cet algorithme dans un cadre simple.
Soit h une fonction réelle irréguliére définie sur R, appelée la fonction objective.
Notre but est de trouver

0, = argmin h(0).
0€(a,b]

Soit 0y notre point de départ. Ainsi, I'intervalle initial de recherche est [a, b].

Ainsi, nous notons ag = a, bg = b et Ny = by — ag. Par suite, le passage

de I'étape i a7+ 1, pour : =0,1,---, se fait de la maniére suivante :
Soient ¢; = % et d; = @ Nous calculons h(c;), h(0;) et h(d;).

Ensuite, selon le minimum de ces derniers, nous distinguons trois cas (voir Figure 2.7) :
— Si h(6;) < min{h(c;), h(

— Si h(e;) < min{h(6;), h(

Si h(dz) < min{h(ﬁi), h(CZ‘)}, alors a1 = 91‘; 9i+1 =d; et bi+1 =b;.

i)}, alors ajp1 = ¢, 041 = 0; et by = d;.

S

i)}, alors ajp1 = a;, 041 = ¢; et by = 6;.

Le processus s’arréte a I'étape ¢ + 1 si N1 = biy1 — a1 < 0.001.
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. @i Gi 91 dz bz
Etape ¢  F . . . !
P it “ 01 bigr

ler cas : . ] :

. D Qitl D01 S bigr
2éme cas o ] :

. D01 04 C b
3éme cas o 1

Fi1G. 2.7 — Le passage de I’étape ¢ & i + 1 pour la recherche dichotomique.

2.5.1 Initialisation

Comme le processus RINAR(1) est inspiré du modele AR(1) réel, nous proposons pour
le point de départ de ’algorithme 90 = (&o, 5\0), I’estimateur de Yule-Walker du parameétre

0 = (a, A). Ainsi, nous avons
Go=p (1) et Ao =X, (1 — o).

Ici, p(1) est le coefficient d’autocorrélation empirique du premier ordre et X, est la moyenne

empirique.

2.5.2 Recherche dichotomique successive

Comme le paramétre 6 posséde deux composants, la transition de ék = (G, j\k) a
ék+1 = (g1, j\kJ’,l), pour £k =0,1,---, se fait en deux phases. Ainsi, nous appliquons
une recherche dichotomique successive sur « puis sur A.

Dans la premiére phase nous fixons j\k Par suite, une recherche dichotomique sur «

nous conduit a la nouvelle valeur éy;. Ici, nous utilisons |—1, 1] comme intervalle initial
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de la recherche. Ainsi, nous notons left = —1, right = 1 et range = |right — left|. Soient
) left + & o &y + right . o
mid-left = % et mad-right = %, ou mid-left et mid-right représentent

respectivement les milieux a gauche et a droite de d&y.

Puis, nous calculons les valeurs suivantes :

P

©n (mid—left, S\k) s On (olk, j\k> et vn (mid—mﬁght,

Selon le minimum de ces derniéres, left, Qg, et right changent leurs valeurs actuelles.
Par exemple, Si ¢, (dk, 5\k> est le minimum, alors left prend la valeur de mid-left et right

prend celle de mid-right. Par suite, le processus s’arréte quand range < 0.001.

Le pseudo-code suivant défini la recherche dichotomique utilisée pour aboutir & dgq.

left <— —1;
right <— 1;
range <— 2;
mid left <— ( left + previous alpha ) / 2;
mid_right <— ( right + previous_alpha ) / 2;
while range > 0.001 do
begin
V 1 <— Phi n (alpha k , lambda k);
V_2 <— Phi_n (mid_left , lambda_k);
V_ 3 <— Phi n (mid right , lambda k);
i <— j such that V_j is min (V_1, V_2, V_3)
case i of
1 : begin left <— mid_ left; right <— mid_right end;
2 : begin right <— alpha k; alpha k <— mid left end;
3 : begin left <— alpha_ k; alpha k <— mid_ right end;
range <— abs ( right — left )

end;

Dans la deuxiéme phase, nous fixons &x1. Par suite, une recherche dichotomique sur
A nous conduit a la nouvelle valeur Aj1. Ici nous proposons [ Ao — 5 |Xol, Ao —5 |l
comme intervalle initial de la recherche, lequel nous semble assez large pour couvrir la
plupart des situations.

Ainsi, nous notons left = Ao — 5 |Xo|, right = Ao+ 5 |Xo| et range = |right — left|.
left + Mg A + right
2

respectivement les milieux a gauche et a droite de Ag.

Soient mid-left = et mid-right = , ou mid-left et mid-right représentent
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Puis, nous calculons les valeurs suivantes :

On (Gpg1, mid-left) , pp (dk+175\k) et on (Gky1, mid-right) .

Selon le minimum de ces derniéres, left, S\k, et right changent leurs valeurs actuelles.
Enfin, le processus s’arréte quand range < 0.001. Le pseudo-code suivant défini la recherche

dichotomique utilisée pour aboutir a 5\k;+1-

left <— lambda_0 — 5 |lambda_ 0];
right <— lambda 0 + 5 |lambda 0];
range <— 10|lambda_0];
mid left <— ( left + previous lamhbda ) / 2;
mid_right <— ( right + previous_lambda ) / 2;
while range > 0.001 do
begin
V 1 <— Phi n (alpha k+1 , lambda k);
V_2 <— Phi_n (alpha_ k+1 , mid_left);
V 3 <— Phi n (alpha k+1 | mid right);
i <— j such that V_j is min (V_1, V_2, V_3)
case i of
1 : begin left <— mid_ left; right <— mid_right end;
2 : begin right <— lambda k; lambda k <— mid left end;
3 : begin left <— lambda_k; lambda_k <— mid_right end;
range <— abs ( right — left )

end;

Ainsi, nous atteignons la (k + 1)®™€ itération.
La recherche s’arréte quand les résultats de deux itérations consécutives sont trés
k,éme

proches. Plus précisément, nous nous arrétons a la itération si

d ((ak, M), (Qnpas xkﬂ)) = max {\dk+1 — G, Ao — xk\} < 0.001. (2.88)

Notons que, dans le cas général, ce critére d’arrét est satisfait aprés peu d’itérations.
A la fin des itérations, nous obtenons le couple (éy, )A\n) qui minimise la fonction objectif
(de contraste) ¢y,.

Nous tenons & mentionner que ’estimation de Yule-Walker éo = (g, j\k) qui représente
le point de départ de notre recherche est en général une trés bonne proposition initiale de
notre algorithme de minimisation.

Pour cela, nous pensons que lintervalle initial A\g & 5|A\g| proposé pour la recherche des



2.5. METHODE NUMERIQUE POUR CALCULER 0y 61

Ak est plus que suffisant. Clairement, sans une si bonne estimation initiale, nous pouvons
employer une autre stratégie plus sophistiquée que celle proposée pour définir l'intervalle

initial de la recherche & chaque itération, voir par exemple Press & al. (2007, [57]).

2.5.3 Etude de simulation

Notre objectif est d’illustrer les performances de la méthode choisie pour calculer én
Pour cela, nous simulons 500 observations du processus RINAR(1), avec 6y = (ag, Ao) fixé.
Pour obtenir un bruit centré a valeurs dans Z, nous considérons deux suites & et n; in-
dépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de paramétre u, et nous posons
e = & — m¢. Puis, en utilisant ’algorithme indiqué précédemment, nous calculons én
Apres 500 répétitions indépendantes, nous calculons la moyenne et I'écart-type des suites
des estimations obtenues {d,, ;,1 < i < 500} et {5\7”, 1<i< 500}, et dessinons leurs his-
togrammes.

Ici nous proposons trois jeux de paramétres correspondant au choix de trois différentes
valeurs de 6y. Notons qu’inévitablement, les g utilisés pour les simulations sont rationnels.
Par conséquent, comme prévu par le Théoréeme 2.4.2, la consistance de l'estimateur des

moindres carrés 6,, doit étre jugée en fonction d'une fluctuation inévitable autour de Ag.
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Cas A : ag = —0.4 et \g = 1.44.

Donc, oy = g ol p = —2 et ¢ = 5 est impair. Ainsi, nous avons {\o} = 0.44 €
ip = [1%, 1%[ et par suite Iy = [1.3,1.5[. La moyenne des &, ; est —0.4075 et leur
écart-type est 0.0454. D’ailleurs, la moyenne des j\nﬂ- est 1.3988 et leur écart-type est
0.1626. Notons que la moyenne des estimations de A appartient a 'intervalle .

Les figures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.

=
o

©

IN

)
O |

N

T T T T T T T T T
-0.55 -0.50 -0.45 -0.40 -0.35 -0.30 -0.25 -0.20

F1G. 2.8 — L’histogramme des (d”»i)1§i§500 avec n = 500 et g = —0.4.
3.07
2.0;
1.5;
1.0;
0.5;
1 —] [
000.8 ‘ ‘ 1‘,0 ‘ ‘ 1.‘2 ‘ 1‘,4 1‘.6 ‘ ‘ 1‘,8 ‘ ‘ 2‘.0 ‘ 2.2

~

Fi1G. 2.9 — L’histogramme des </\m-

i) avec n = 500 et Ao = 1.44.
1<i<500
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Cas B:ag=—-0.2 et \g = —2.96.

Donc, ap = g oup = —1et ¢ =>5 est impair. Ainsi, nous avons {\o} = 0.96 € iy =
[1%, 1[ et par suite Iy = [-2.9,—3.1[. La moyenne des &, ; est —0.2038 et leur écart-
type est 0.0545. D’autre part, la moyenne des j\nz est —2.9953 et leur écart-type est
0.1861. Notons que la moyenne des estimations de A appartient a 'intervalle .

Les figures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.

07!—,7‘ —

T T T T T T T T T T T T T T
-0.40 -0.35 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05 -0.00

F1a. 2.10 — L’histogramme des (dn7i)1§ig500 avec n = 500 et og = —0.2.
25
2.0
1.5
0.5

~

FiG. 2.11 - L'histogramme des (/\m-

i) avec 1 = 500 et Ao = —2.96.
1<2<500
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Cas C: ag = 0.3 et )\0 = 5.65.

Donc, ag = g ol p = 3 et ¢ = 10 est pair. Ainsi, nous avons {A\o} = 0.65 € iy =
[1%, 1—70[ et par suite Ip = [5.6,5.7[. La moyenne des &, ; est 0.3032 et leur écart-type
est 0.0426. D’ailleurs, la moyenne des j\nﬂ- est 5.6105 et leur écart-type est 0.3459.

Notons que la moyenne des estimations de A appartient & 'intervalle Ij.

Les figures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.

F1G. 2.12 — L’histogramme des (&, ;) o avec n.= 500 et ap = 0.3.

1<4<50
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Fi1G. 2.13 — L’histogramme des (5\7”) avec n = 500 et Ay = 5.65.
1<i<500
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Rappelons que le bruit &; est la soustraction de deux variables aléatoires indépendantes

qui suivent une loi de Poisson de paramétre p. Ainsi, pour tout ¢t € Z, nous avons
Ee, =p—p=0,

et
v (Et) =2 M-

Dans cette section, nous avons considéré que le bruit est grand (c.a.d. p > %) et |Ao| > %
Notons que dans ce cas, 'estimateur de Yule-Walker éo des paramétres, qui constitue le
point de départ de notre algorithme, est considéré comme significatif. En d’autres termes,
Pestimateur des moindres carrés 6, calculé suivant notre algorithme doit étre trés proche

de é().

2.6 Analyse des données d’O’Donovan

Dans cette section, nous présentons une premiére application a des données réelles.
Il s’agit de 70 observations repésentant des résultats consécutifs d’un processus chimique,

source : O'Donovan (1983, [55]).

Series O_Donovan

0 10 20 30 40 50 60 70

Time

Fia. 2.14 70 observations provenant des résultats consécutifs d'un processus chimique,

source : O’Donovan.
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Notons que toutes les observations sont positives, elles varient entre 17 et 66.
De plus, la moyenne empirique est 49.6857 et la variance empirique est 84.7403.
Les Figures 2.15 et 2.16 nous donnent respectivement les fonctions d’autocorrélation empi-
rique simples (ACF) et partielles (PACF). D’apres I’ACF, nous constatons que le coefficient
d’autocorrélation empirique du premier ordre est significatif. Cependant, le coefficient d’au-
tocorrélation empirique du second ordre est presque significatif. Nous avons, p (1) = —0.588
et p(2) = 0.272. De plus, nous remarquons alternance des signes entre les coefficients d’au-
tocorrélations empiriques du premier et second ordre, et les coefficients d’ordre supérieur
tendent vers zéro rapidement. D’aprés le PACF, nous pouvons voir que seulement le coef-
ficient d’autocorrélation partiel du premier ordre est siginificatif. Ainsi, O'Donovan (1983,
[55]) suggére un modeéle AR(1) réel. Par suite, nous proposons le processus RINAR(1)
pour analyser les données. Afin de comparer les modéles proposés, nous réservons les 60
premiéres observations pour estimer les paramétres et les 10 derniéres pour comparer les

performances de prévision.

Series O_Donovan

1.0

ACF
0.0

Lag

Fi1c. 2.15 ACF des 70 observations d’O’Donovan.
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Series O_Donovan

T
o
. | | H‘ ‘ ‘ 1
o I ‘ ‘ Y‘
w
o
<
s o
£ o
c |
<
<
<
[]
©
p
! T T T
5 10 15
Lag

F1G. 2.16 — PACF des 70 observations d’O’Donovan.

2.6.1 Le modéle AR(1) d’O’Donovan
Pour analyser ces observations, O'Donovan (1983, [55]) propose le modéle AR(1) suivant
Xi=aXi_1+b+e, VEeZ.

Pour estimer les paramétres du modéle, 'auteur utilise ’estimateur de Yule-Walker.

Ainsi, nous avons
a=p(1)=-06242, b= X,(1—a)=80.5067 (pour les 60 premiéres observations),

ou p(1) est le coefficient d’autocorrélation empirique du premier ordre et X, est la moyenne
empirique. La figure suivante montre les diagnostics basés sur les résidus obtenus tels que

leur ACF et le test de Ljung-Box. Ces derniers confirment le choix du modele AR(1).
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Standardized Residuals
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F1G. 2.17 — Test sur les résidues obtenus en utilisant AR(1) pour modéliser les données

d’O’Donovan.

Soit T" un instant fixé. La prévision & un pas Xp41, basée sur la fonction de régression,
est donnée par

Xy = aXp +b. (2.89)

En général, la valeur de XTH est réelle. Le passage au support discret de la série est

facilement obtenu en arrondissant & I’entier le plus prés, c.a.d.
Xry1 = (aXp +b). (2.90)

Le tableau suivant nous donne les résultats de prévision sur les 10 derniéres observations

de la série. Rappelons qu’a l'instant 60, nous avons Xgg = 43.

Instant 61 | 62| 63|64 |65| 66|67 68|69 |70

Vraie valeur 48 | 44 149 | 44 | 49 | 69 | 40 | 54 | 58 | 49

Valeur de prévision || 54 | 51 | 53 | 50 | 53 | 50 | 37 | 56 | 47 | 44
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2.6.2 Ajustement a un modéle RINAR(1)

Maintenant, nous proposons le modéle RINAR(1) suivant
X = <04th1 + )\> +e, VteEZ.

Pour estimer les paramétres du modéle, nous considérons I'estimateur des moindres carrés
6, = (dn,j\n) défini par (2.21) et (2.22). Pour calculer 6,,, nous utilisons I’algorithme
proposé dans la section 2.5.

Ainsi, nous obtenons

On = (i, M) = (—0.625,80.749).
Les résidus du modele (voir Figure 2.18) sont définis par
& =X — (@nXi—1 4+ M), VE=2,--- .60

La moyenne empirique des résidus est 0.0847 et leurs écart-type est 7.214.
Les figures 2.19 et 2.20 nous donnent respectivement I’ACF et le PACF des résidus obtenus.
Notons que tous les coefficients ne sont pas significatifs. Par suite, les résidus peuvent étre

intreprétés comme un bruit blanc.

Les résidus du modéle RINAR(1)

0

residus_odonovan
-5

-10
Il

-15
Il

-20
|

Index

Fi1a. 2.18  Les résidus obtenus en utilisant le processus RINAR(1).
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Les résidus du modele RINAR(1)

“H‘H‘H‘ll“ E—
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Fi1G. 2.19 — ACF des résidus.
Les résidus du modele RINAR(1)
1 ‘ | l ‘
| i |
; 77777777 — \77777777\777777777\ 77777777 — \77
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Fi1c. 2.20 — PACF des résidus.
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La prévision a un pas X741, basée sur la fonction de régression, est donnée par
X711 = (Gn X1 + Ap). (2.91)

Notons que X741 est une valeur entiere directement. Le tableau suivant nous donne les

résultats de prévision sur les 10 derniéres observations de la série.

Instant 61 | 62| 63|64 |65| 66|67 |68 69|70
Vraie valeur 48 | 44 149 | 44 | 49 | 69 | 40 | 54 | 58 | 49

Valeur de prévision || 54 | 51 | 53 | 50 | 53 | 50 | 38 | 56 | 47 | 44

2.6.3 Comparaison et commentaires

Une analyse basée sur des modéles stochastiques doit tenir compte de la nature entiére
de la série observée. Typiquement, un processus AR(1) standard ne garantit pas cette
particularité.

D’autre part, comme le coefficient d’autocorrélation du premier ordre est de signe négatif,
le processus INAR(1) ne peut pas modéliser la série présente.

D’ailleurs, nous notons que la valeur calculée de D'estimateur des moindres carrés
én = (dn,;\n), suivant la recherche dichotomique, est trés proche du point de départ
de I'algorithme én = (d, B) qui n’est autre que l'estimateur de Yule-Walker du modéle
AR(1) proposé par O’Donovan.

Ceci explique les performances de prévision presque identiques des deux modeles (les pré-

visions sont identiques, sauf la 7€ ou RINAR(1) améliore la prédiction d’une unité).

2.7 Analyse des taux de variation annuels de la population

Suédoise

Dans cette section, nous présentons une deuxiéme application & des données réelles.
Il s’agit des taux de variation (par millier d’habitants) annuels de la population Suédoise
entre 1750 et 1849, notés Py, source : Thomas (1940, [60]).
Bien que cette variation de la population doit étre en général & valeurs réelles, les taux

enregistrés sont des valeurs arrondies (sur une échelle de mille).
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La Figure 2.21 nous montre les observations. Ainsi, nous remarquons que cette série
posséde des valeurs négatives. Les observations varient entre —27 et 16, la moyenne empi-
rique est 6.69 et la variance est 34.559. La Figure 2.22 nous donne I’ACF et le PACF de la
série. La décroissance géométrique des coefficients d’autocorrélation simple et le fait que le
coefficient d’autocorrélation partiel du premier ordre est significatif justifient le choix d’un

processus AR(1) pour modéliser cette série.

Series Swedish population rates

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Time

Fi1aG. 2.21 — Les taux de variation annuels de la population Suédoise, 1750 — 1849.



2.7. ANALYSE DES TAUX DE VARIATION ANNUELS DE LA POPULATION SUEDOISE73

Series Swedish_population_rates

0.8 1.0
1

0.6

ACF
0.4
1

0.2

0.0

Lag

Series Swedish_population_rates

Partial ACF

0.1

0.0

FiG. 2.22 — ACF et PACF des taux de variation annuels de la population Suédoise.

Afin de comparer les modeéles proposés pour analyser cette série, nous réservons les 80
premiéres observations pour estimer les paramétres et les 20 derniéres pour comparer les

performances de prévision.
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2.7.1 Ajustement a un modéle AR(1)
En premier lieu, nous proposons le modele AR(1) suivant
Pr=aP_1+b+e, Ve
Pour estimer les paramétres du modéle, nous utilisons l'estimateur de Yule-Walker. Ainsi,
a=p (1) =0.4505, b= P,(1—a)=23.337 (pour les 80 premiéres observations),

ou p(1) est le coefficient d’autocorrélation empirique du premier ordre et P, est la moyenne
empirique.
La prévision & un pas, a 'instant T + 1, basée sur la fonction de régression et suivie

d'une étape finale d’arrondi, est égale
Pry1 = (aPr +10).

Pour les 20 derniéres observations de la série, 'erreur quadradique (resp. absolue) moyenne

des prévisions est donnée par

100 100

1 N2 1 -
EQM:TOtzsjl(Pt—Pt) =58, EAMZ%;;I\B—HI:ZL

2.7.2 Ajustement & un modéle RINAR(1)

Maintenant, dans le but d’analyser cette série, nous proposons le modele RINAR(1)

suivant

Po={(a P14+ N\ +e, VteZ.

Pour estimer les paramétres du modéle, nous considérons I'estimateur des moindres carrés
0, = (G, \n) défini par (2.21) et (2.22). Pour calculer 6,, nous utilisons ’algorithme

proposé dans la section 2.5. Ainsi, nous obtenons
Or, = (Gns An) = (0.469, 3.559).
Les résidus du modeéle (voir Figure 2.23) sont définis par
ér=P, —(an Py + M), VE=2,---,80

La moyenne empirique des résidus est —0.265 et leur écart-type est 5.553.
La figure (2.24) nous donne I’ACF et le PACF des résidus obtenus.
Notons que tous les coefficients ne sont pas significatifs. Par suite, les résidus peuvent étre

intreprétés comme un bruit blanc.
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Les résidus du modéle RINAR(1)
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F1a. 2.23  Les résidus obtenus en utilisant le processus RINAR(1).
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F1c. 2.24 — ACF et PACF des résidus.
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La prévision & un pas, a 'instant T' 4 1, basée sur la fonction de régression, est égale
Pri1 = (an Pr+Ap).

Pour les 20 derniéres observations de la série, 'erreur quadradique (resp. absolue) moyenne

des prévisions est donnée par

1 100 .2 1 100 A
EQM:%t%(B—Pt) — 4, EAM:2—0t28:1|Pt—Pt|:1.7.

2.7.3 L’approche de McCleary & Hay

McCleary & Hay (1980, [49]) ont analysé a la fois la série d’indice de récolte de la
population suédoise (Swedish Harvest Index) et les taux de variation de la population
entre 1750 et 1849. En fait, I'indice de récolte est considéré comme une mesure brute de la
production alimentaire, a une forte influence sur les taux de variation de la population.

Pour ces deux séries, les auteurs ont proposé un modéle MA (1) réel. Ainsi, pour la série

présente le modéle proposé est
P—p=0 e +e,

avec p et B deux parameétres réels. Pour estimer ces derniers nous utilisons le logiciel R.

Ainsi, nous obtenons
Bl = 0.4307 et 1 = 6.075 (la moyenne empirique des 80 premiéres observations)

Soit Fpr = o {Pr,Pr_1,---}. La prévision a un pas, a l'instant 7'+ 1, basée sur la fonction

de régression (ésperance conditionnelle) et suivie d’une étape finale d’arrondi, est égale a
Pri1 =E[Pri1 | Fr] = (i) = 6.

Pour les 20 derniéres observations de la série, I’erreur quadradique (resp. absolue) moyenne

des prévisions est donnée par

1 100 N2 1 100 )
EQM = — (P—P) — — S (P, —6)? = 1875,
Q 20;81 , — B 2028)1@ 6)° = 18.75

100 100

1 9 1
FAM = — P — Pl =— P, — 6] = 3.65.
20%\1, | 201;:81|t 6] = 3.65
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2.7.4 Comparaison et commentaires

Toute analyse de cette série, basée sur des modeéles stochastiques doit tenir compte de la
nature entiére des observations. Typiquement, un processus AR(1) (resp. MA(1)) standard
ne garantit pas cette particularité.

D’autre part, comme cette série posséde des observations négatives, aucun processus
basé sur l'opérateur d’aminicissement peut modéliser la série (en particulier INAR(1) et
INMA(1)).

La Figure 2.25 montre les résultats de prévision de RINAR(1) et AR(1) pour les 20
derniéres observations de la série.

Comparées aux performaces du modeéle AR(1), les prévisions du processus RINAR(1) sont
différentes en 8 points et respectent plus les variations de la série. De plus, notons que
Verreur quadratique (resp. absolue) moyenne décroit de 5.8 (resp. 2.1) & 4 (resp. 1.7).

D’ailleurs, les résultats de prévision du modéle RINAR(1) sont bien meilleurs que

ceux du modele MA(1) proposé par McCleary & Hay, l'erreur quadratique (resp. abso-

lue) moyenne sur les 20 derniéres observations décroit de 18.75 (resp. 3.6) a 4 (resp. 1.7).
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Fia. 2.25 Les 20 derniéres observations des taux de variation de la population Suédoise

et leurs prévisions basées sur les modéles RINAR(1) et AR(1).
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Chapitre 3

Le modéle RINAR(p)

Sommaire

3.1 Stationnarité et ergodicité du modéle RINAR(p) ... ... .. 80
3.2 Estimation des paramétres . . . . . . . . ... 00w e ... 84

3.2.1 La consistance forte de I'estimateur des moindres carrés quand un
au moins des coefficients de régression o est irrationnel . . . . . 91

3.2.2 La consistance forte de l'estimateur des moindres carrés quand
tous coefficients de régression o sont rationnels . . .. ... .. 95
3.3 Meéthode numérique pour calculer én ................ 104
3.3.1 Imitialisation . . . . .. . ... ... 104
3.3.2 Recherche dichotomique successive . . . . . ... ... ... ... 104
3.3.3 Une expérience de simulation . . . . .. ... ... ... ..... 106
3.4 Analyse des donnéesde Fiirth . . . . ... ... .......... 110
3.4.1 Le modeéle INAR(2) de Jung & Termayne . . . . . ... ... .. 111
3.4.2  Ajustement & un modéle RINAR(2) . ... ... .. ... .... 112

Dans ce chapitre nous examinons le modeéle arrondi a valeurs entiéres autorégressif

d’ordre p, noté RINAR(p). Ce dernier est une extension directe et naturelle du processus

RINAR(1) examiné dans le Chapitre 2. Notons que, le modéle RINAR(p) a été étudié par

Kachour (2009, [42]).

Dans le premier paragraphe, nous donnons les conditions de stationnarité et d’ergodi-

cité du processus. Dans le deuxiéme paragraphe, nous proposons I’estimateur des moindres

carrés pour estimer les parameétres du modéle RINAR(p). Puis, nous examinons le pro-

bléme d’identifiabilité, di a I'opérateur d’arrondi, et la consistance de ce dernier.

79
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Dans le troisiéme paragraphe, nous proposons une méthode numérique pour calculer I'es-
timateur des moindres carrés. Finalement, dans le quatriéme paragraphe, nous présentons
une application réelle traitée avec un modeéle RINAR(p). Notons que dans ce chapitre nous

gardons les mémes notations et définitions que dans le Chapitre 2.

3.1 Stationnarité et ergodicité du modéle RINAR(p)

Définition 3.1.1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Le processus {Xy,t € Z} est dit un

processus RINAR(1) si pour tout t, il posséde la présentation suivante

P
X = <Z Oéth_j + )\> + &¢, (3.1)
j=1

ou (-) représente 'opérateur d’arrondi a l’entier le plus preés, (e;) est une suite de variables

aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans Z, définie sur (2, A,P), X et les aj sont des para-

metres réels.

Ce modele représente une extension naturelle du processus RINAR(1) étudié dans le
Chapitre 2. Ainsi, notons que 'opérateur d’arrondi peut étre interprété comme une fonction
de censure sur le modele AR(p) et A comme la moyenne du bruit non-centré (g; = ; 4 \).

L’étude du processus RINAR(p) peut étre effectuée par le biais du processus vectoriel

suivant
Xt (Z?:l antfj + /\> Et
Xi 1 Xt 0
Y; = = + (3.2)
Xipt1 Xi—p1 0

Comme le bruit (g¢) est suite de variables aléatoires i.i.d., le processus (Y;) défini par (3.2),

forme une chaine de Markov homogéne avec un espace d’états £ = ZP et une probabilité

de transition
P
m(@,y) =Pler =y1 — O ajwj + A) Lyymay o gy 1 ¥ @ = (25),y = (y;) € E. (33)
j=1

Rappelons que, pour tout z = (z1,--- ,z,) € RP, nous avons ||z|[y = |z1]| + - + |zp|.

De plus, pour toute mesure p et toute fonction g sur £, nous posons

uig) = / o@)du(z) = 3 g(i)uli).

<D
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D’autre part, pour tout n € N* nous avons

(" g) (2) = E[g(Xtyn) | Xo = 2], VI €Z

= Eq [9(Xn)],

ou E, [] représente I'espérance conditionnelle E| - | X = z].

Proposition 3.1.1. Supposons que :
1. La chaine de Markov (Y;) est irréductible ;
2. pour un certain k > 1, E|ey|F < +o00;
3. Z?:l laj| < 1.

Alors,

1. (Y}) posséde une unique mesure de probabilité invariante, notée p ayant un moment

d’ordre k.

2. Pour tout v € E et f € L'(u) nous avons

- Zf(yk) — u(f), P p.s.

n
k=1

ot P, représente la probabilité conditionnelle P (- | Yy = z).
Preuve. Tout d’abord, nous définissons sur E les fonctions ¢ et V' par

|1 )
: k k
s = |, ae V)= lm) = ()"
j=1
||
Comme V est positive et lim V(z) = 0o, V est donc une fonction de Lyapunov.

|z|—o0

Soit "<" une relation d’ordre partiel sur RP définie par

pour z = (z;) et y = (y;). Soient

a ...a O
U R T R
Ip—l 0 .
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ou I, est la matrice d’identité d’ordre p — 1 et b est une constante.

Ainsi, nous avons

Ap(z)+ B <Ay + B,
< y=—

e = lle@) e < el = [yl

Rappelons que, pour tout a € R, nous avons
1
@) = {lal) < lal + 5.

Par conséquent, nous trouvons

p p
1
X0l = 132 a5+ X+ 21l < D lagl1Xemg] + 1A+ et + 5.
7j=1 7j=1
Soit
Al + lee] + 5
0
Ct = . )
0

Donc, nous obtenons
e (V) <Ae (Vim1) + G,
Ainsi pour tout n € N*, nous trouvons par itération

@ (Yign) S A% (V) + A" ' Gy1 + A" 2o+ + Aliin—1 + G-

Par suite,

o YVign)llt < A% (Y2) + A" a4+ 4 Altgn—1 + Ceanllt
<A (Yl + 1A "l + -+ + |AG4n—1ll1 + [|Genlln

< 14" Vo)l 11T A"l el + -+ 1] ANl IGern—tlle + I Genlls,

ou ||| - [||1 est la norme matricielle associée a la norme || - ||;. I en découle,

V(Yirn) = (Yitnll)" = (I Yern)ll)*

— k
< (14" o)l 111 A"l Gkl + -+ A IGern—tllt + [Genll) ™

Donc,

el

((T"V) (2))* < (Em (14 (Yol 1 A" 1l IGerall + -+ NIF A [l [G+n—1lls + ||<t+nH1]k>

==
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1
Notons que, pour tout j € {1, n}, [l = leves| + A1 + 5.

Ainsi, comme E|g;|¥ < 0o, nous avons

1
k)% .
b:(E[HCt-F]Hl]) <OO,V]€{1,"',’I7,}.
Par conséquent, d’aprés l'inégalité de Minkowski, nous obtenons

((x"V) @) < (Ball A" ()IF)" + Sul4) b
= A" (@)]l + Sa(4) b
<A™ o 2l + Sa(4) b,

ou

Sn(A) =A™ [l -+ Al +1,

Notons que, pour toute norme matricielle ||| - |||, nous avons ||| A" H\%—> p(A) quand
n — 00, ou p(A) est le rayon spectral de A.
Sous I'hypothese 3% o] < 1, nous avons p(A) < 1. Don, il existe ng € N* tel que
VY N > ng, nous avons ||| AV |||= @' < 1. Par suite, d’aprés le critére de Cauchy, nous
obtenons que la série Y ||| A’ |||1 est convergente.
Ainsi, nous trouvons
(V) @) <ol +6 = ol (o + 1)
et par suite ( Nv) @ 5 i
T x /

o< ()

ol o <1et0< < oco.Par conséquent, il existe N € N* (N > ng) tel que

N
lim sup m

<la'|F<1.
Iz)i—oe  V(Z)

Pour tout xg € E = ZP nous définissons la mesure empirique par :

Loy
pn() = n [ﬂ (o,") + -+ + 7" (@0, )] )
ou 7" représente la probabilité de transition de la chaine de Markov (Y;) en n pas.
Finalement, nous obtenons

lim sup w,V <1< 0.
n—oo

La chaine de Markov (Y}) vérifie le critére de Lyapunov, avec V' comme fonction de Lyapu-

nov. Ainsi, (u,) est une suite tendue et pour tout point limite p, nous avons pV <1 < oo



84 CHAPITRE 3. LE MODELE RINAR(P)

(voir Duflo [22]|, proposition 2.1.6). Alors, u est une mesure 7-invariante. De plus, nous
avons que la chaine de Markov (Y;) est irréductible. Il en résulte que cette derniére soit
récurrente positive et par conséquent p est 'unique mesure invariante, avec uV < oco. La
conclusion 2 de la proposition est une conséquence directe du théoréme ergodique classique

pour les chaines de Markov. [l

Notons que 'hypothese 3 est équivalente a la condition nécessaire qui assure la sta-
tionnarité du modeéle AR(p) réel. D’autre part, notons que le support de la mesure de
probabilité invariante est 'espace des états E = ZP de la chaine (Y;). En d’autres termes,

pour tout z € ZP, nous avons u(x) > 0.

3.2 Estimation des paramétres

Tout d’abord, nous donnons quelques notations rappels et définitions.
Soit = (x1,--- ,x,)" € RP. Rappelons que ||z|; = ?:1 |z;|. Nous associons & la norme

| - [l1 sur RP, une norme sur (RP)? définie par
|2l = gl + llgall, ¥ 2 = (y1,92) € (RP)
Nous définissons l'arrondi du vecteur x, noté (), par
() = ((x1), -+, (xp))" € E=T7P.

Soit 6 = (a1, ,ap,A) € © C (]—1,1[)? x R. Par la suite, nous considérons que Pespace

des paramétres © est compact. Nous définissons la fonction de régression, notée f, par

P
F@:0) = flaroo2p30) = (Y ajaj + X). (34)
j=1
Ainsi, le modéle RINAR(p) peut étre écrit sous la forme suivante
f(Yio1;0) £t
X1 0
Y, = ' +| |- (3.5)
Xt—pt1 0
Soient
A Et
o 0 0
M = ;&= et 7 = ; (3.6)

I,1 0
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ot I,_q est la matrice identité d’ordre p — 1. Finalement, RINAR(p) s’écrit de la maniére

suivante
Yy = F(Yi-1;0) + 1, (3.7)
avec
F(z;0) =M z+¢), Ve e E=17P. (3.8)
Soient 6y = (af,--- ) Ol A*) la vraie valeur du parametre 6 et Py, la distribution de la

probabilité de la chaine (Y;) sous le vrai modeéle. De plus, toute convergence N signifie
une convergence p.s. sous Py, ,, ce qui se tient indépendamment de I’état initial x.
Soient X_p, 11, -+, Xo, -, Xy des observations du processus RINAR(p).

Pour I'estimation du paramétre 6, nous considérons I’estimateur des moindres carrés

défini par
0,, = arg min o, (0), (3.9)
0cO
ol
1o 1 ¢
pnl0) = = 3" (Xi— [0 = - S (Wi - FOi®))® (310)
t=1 t=1

Soit I’hypothése suivante.

Hypothése [H2|

1. Sous Pyg,, la chaine de Markov (X;) est irréductible

2. Pour un certain k > 2, Elg;|F < 400

3. Z?:l laf| <1, ot @ est la vraie valeur de a; pour tout j € {1, ,p};

4. T’espace des parameétres O, est un compact sous-ensemble de (]—1,1[)” x R.
Supposons que [H2] soit vérifiee. Donc, sous Py, et d’apres la Proposition 3.1.1, (Y;) possede
une unique mesure invariante pg, telle que pg, (| - |¥) < oo avec k > 2.

Il en résulte que la chaine double (Z;) avec Z; = (Y;_1, Y;) posséde des propriétés similaires.

En particulier, la chaine (Z;) posséde aussi une unique mesure invariante og, = pg, ® Tg,,

c.a.d.

09,(2) = oo (z) oy (2,y), ¥ 2 = (x,y) € E* = (Z¥)?,

ol 7, est la probabilité de transition de la chaine (Y;) sous le vrai modéle.

De plus, comme g, (|| - [|¥) < 00, il s’ensuit o, (| - |¥) < oo, oi1 | - | est la norme sur (R?)?
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associée a la norme || - ||; (définie sur RP).

Soient les fonctions :

90(2) = (ly = F(2:0)|h)?, z = (a,y) € B>, § €6, (3.11)
et
K(8) = 0p,99, 0 € O. (3.12)
Soit P, la mesure empirique générée par les observations Z1,--- ,Z,

1 n
Pu(z) = =Y lz-s 2= (a,y) € B~
=1

Par conséquent, d’aprés (3.10), la fonction de contraste ¢,, est égale

¢n (0) =Prgo (3.13)
et par suite,
0, = argmin P, gy. (3.14)
0eO

Lemme 3.2.1. Pour tout 6 € ©, nous avons
go € Lt (090) .

Preuve. Rappelons que pour tout a € R, nous avons |(a)| = (|a|) < |a| + 3.
Dans la preuve suivante, nous notons par ¢ une constante générique dont la valeur exacte
peut changer pendant le développement mathématique.

Pour tout = (z1,--- ,2p)” € E, nous avons

ou
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Comme O est compact, il existe B > 0 tel que |A| < B. Ainsi, nous obtenons
[F (5 0) |l = |f (25 0)| + [{z1)[ + - - + [{zp-1)]|
P
= (1> x+ A+ (Jz1l) - 4 ()
j=1
p
< (L +foa]) |z + -+ (A +fap-1]) fep-a] +lepllzp| + A + 3

p
< (L +foa]) |21 + -+ A+ fap-1]) fepa] + lapllzyp| + B + 5

< e (L [lzfl).
Par suite, pour tout z = (z,y) € E?, nous avons

ly = F(z;0) [l < [lylls + [ F(2; 0)[1x

<c (14 [lzll +llyll)

=c (1+12)),
oil | - | est la norme sur (RP)? associée & la norme || - ||; définie sur RP.
Il en résulte, pour tout z € E?,
2
90(2) = (ly = F(2:0)1)* < e (1 +|2]). (3.15)

Comme oy, (] - |¥) < 00, oil k > 2, nous trouvons

go € Ll (0’90) .
O

La proposition suivante nous donne la limite de la fonction de contraste @,, o la

convergence se tient uniformément sur ©.

Proposition 3.2.1. Supposons que [H2] soit vérifiée. Donc, pour tout 6 € O,
L n (0) 7 K(0) ;

2. K(8) — K(00) = o, (I£(50) = F(:00)]).
De plus, nous avons

sup |5 (0) — K(0)] 25 0.
0cO

N . . N p.s. .
Preuve. La premiére conclusion est simple a vérifier. Comme P, — oy, et d’aprés

le Lemme 3.2.1, gy € L!(0y,), nous obtenons

Y

Pn (0) = P,g¢ R 00090 = K(H)
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Maintenant, notre objectif est de montrer que la fonction K (@) vérifie

K (6) = K (80) = pay (1£(50) = F(:60))%)

Pour cela, nous allons montrer que

@0 (6) = o (00) 2 pugy (I1(50) = F(360))%) -

Les notations et les définitions suivantes seront utilisées dans le reste de cette preuve.
Soit F = (Fp)n>o la filtration naturelle associée au processus RINAR(p),
ou F, = o(e,0 <t <n) pour tout n € N*, et Fy est la c—algebre dégénérée.

Si (M,,) est une martingale de carré intégrable par rapport & F, nous notons par

([M],,) son processus croissant défini par
(Mo =0, (M= My +E(| My — M1 |2 | Fat) pourn>1.

Soit [M]so = lim[M],,. Sur {[M]s < 00}, nous avons M, ¥% M., ot M. est une

variable aléatoire finie. En revanche, sur {{M]s = 0o}, nous obtenons [ 2%
n
(voir Duflo [22], Théoréme 1.3.15, p. 20).
Rappelons que, sous le vrai modele 6y, nous avons
Yy = F(Yi—1;00) + ne.
Nous posons,
AFy = F(Y-1;60) — F(Yi-130). (3.16)
Ainsi, nous trouvons
A, B
0) — pn(b)) = — + —, 3.17
Pn () — en(bo) n + n ( )
avec
n n
A =D [AF 4} et By=2) (| AF, 1), (3.18)
t=1 t=1
ou (- | -) est le produit scalaire associé a la norme || - ||;.

Notons que,
f(Yi-15600) — f(Yi-1:0)

0
AF, 1=
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Il en résulte que,

n
Ay =Y (f(Yio130) = F(Yi1;60))% et Bn—QZEt J(Yee150) = f(Yiz1560)).
= (3.19)
Comme O est compact, il existe B > 0 tel que |A| < B. Soit ¢ une constante générique
dont la valeur exacte peut changer pendant le développement mathématique.

Ainsi, pour tout x € E, nous avons
P P
1F(@:0)] = 1Oy a+ N = (> ey x5+ A)
j=1 J=1

< Janllan] + -+ lallapl + 1A+ 5
< Jonllan] + -+ lollapl + B+ 3
¢ (L4 [lzfl1)-
Ce qui implique que
(f(2:0)* < ¢ (1 +[|z])*.
Par conséquent, comme gg, (|| - |¥) < oo ot k& > 2, nous obtenons

F(:0) € L' (1y).

Ainsi, en utilisant le théoréme ergodique sur la chaine (Y;), nous trouvons

o2 ((40) = FG00))2). (3.20)

Nous posons, .
My = 28 = 37 el (Vi36) — F(¥i1:60)) (3.21)

t=1

Il est simple de vérifier que (M,,) est une martingale de carré intégrable par rapport

a F. Son processus croissant, noté ([M],), est défini par
n
= (f(Yi1;0) = f(Yio1500))* Eler|*. (3.22)
t=1

Ainsi, presque sirement nous avons

[M]n,

— gy ((f(:0) = f(:60))°T) >0, on I =Ele]* < 0.

Il en découle,
n

Par suite,
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Finalement, notre but est de montrer que
p.s.
sup |¢n(0) — K(0)] — 0.
0O
Rappelons que, pour tout § € ©, nous avons

©n (0) = Prge et K(0) = 04,90,

ou [P, est la mesure empirique engendrée par les observations Z; = (Y1,Yp),- -,
Zn, = (Yn,Yn_1) et op, est la mesure invariante de la chaine (Z;).
Soit G = {gg, 0 € O} la classe des fonctions de contraste, indexée par © compact.

D’aprés la preuve du Lemme 3.2.1, Pour tout § € © et z € E?, nous avons
go(2) < A(2), (3.23)
ou
A(z) = c (14 |2%), (3.24)
avec ¢ est une constante et |- | est la norme sur (RP)? associée & la norme ||-||; définie
sur RP. De plus, nous avons A € L!(0g,). Ainsi, la fonction A s’appelle la fonction

enveloppe de la classe G.

Soit ¢ > 0 fixé. Ainsi, pour tout # € ©, nous avons

lon(0) — K(0)] = [(Pn — 0g)90]
= |(Pn — 00y)901)21<q + (Pn — 00,) 9011254
< |(Pr = 000)90 1 2 )<l + Pr(lgo| 12 15q) + 005 (190] 1 2)54)
< (Pr = 00y) 901121 <g| + Pr(A(2)11215¢) + 00, (A(2)L2)5g)-

Nous posons,

Alors,

(P — 00)) 900 121<ql = | D 90(2) (07 — )]

A
N
S
N
=
s

Donc, nous obtenons

sup |n (6) — K (6)] = sup| (P —09,)90] < D A(2)|p% =] + (Pr 05, (A(2) Ljz[5g)-
0cO 0cO l2|<q



3.2. ESTIMATION DES PARAMETRES 91

Comme p? — p, presque siirement quand n — oo, alors la somme finie

> AP —pa| = 0.

lz[<q
Par conséquent,
lim sup sup |(P, — 7g,)g0] < 0+ 209, (A(2)1|;|54), -5
n—oo 0cO
En prenant ¢ " °°, nous obtenons presque stirement,
limsup sup |(P,, — 0g,)g0| = 0.
n 0cO

O

Comme pour le modéle RINAR(1), I'identifiabilité du modéle RINAR(p) n’est pas

standard & cause de 'opérateur d’arrondi. Dans les deux paragraphes suivants nous traitons

*

ce probléme. Nous constatons deux cas dépendants des coefficients de régression a;

*

7 sont rationnels, il y a une manque d’identifiabilité

Notamment, si tous les coefficients «
autour de \*, la vraie valeur du parameétre .

Par la suite, nous définissons sur l'espace des paramétres © la distance d par
d(e,a’):max{\aj—a;\,1gj gp,\A—X|}, (3.25)

pour tout § = (v, ,ap, A), et 9/:(0/1,--~ ,a N ) € O.

p7

3.2.1 La consistance forte de I’estimateur des moindres carrés quand un

au moins des coefficients de régression o est irrationnel

Dans cette section, nous supposons qu'il existe au moins j € {1,--- ,p} tel que

aj € R\Q, et nous examinons le probléme d’identifiabilité du modéle dans ce cas.

Proposition 3.2.2. Supposons que [H2] soit vérifiée. S’il existe au moins j € {1,--- ,p}

tel que o est irrationnel. Alors, pour tout 8 € O,
f(x;0) = f(x;00), Ve =(x;) e E=7F < 0 =0y.

Preuve. Notre objectif est de montrer que s’il existe au moins j € {1,---,p} tel que

o € R\Q, alors pour tout 6 = (a1, ,ap,A) € © nous avons

p P
<Zaixi+)\>=(2af$i+)\*>, Ve=(r)eE= A A=XNeto=q,Vi=1--,p
i=1 i=1
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L’idée de la preuve est de montrer que si 6 # 6 alors il existe yg € E = ZP tel que
f(y0;0) # f(yo;6p). Tout d’abord, nous supposons que oy # aj.
Ceci implique que |a; — aj| > 0. Comme O est compact, il existe B > 0 tel que |\ < B.

De plus, il existe xg € Z tel que
lag — af||zo] —2B — 1> 0.
Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Nous avons,
|f(y0;0) — f(yo; 00)| = [{eamo + A) — {ajzo + A7)
> |lag — afl|zo| —2B —1> 0.
Ainsi, sl existe ¢ € {1,--- ,p} tel que oy # @, alors il existe yo € E tel que

| f (403 0) — f (03 60)| > 0.

De plus, si yg = 0, alors

F(o;0) = f(yo; 00) = (A) = (\").

Par suite, sans utiliser 'hypothése d’irrationalité de 'un des coefficients de régression,

nous trouvons
f(z;0) = f(z;6p), Vo € E= (\) = (\*) et a; =aj pour tout i =1,--- ,p.

Maintenant, pour simplifier les notations, nous supposons que j = 1. Ainsi, nous avons
a; € R\Q. De plus, rappelons que {-} représente la partie fractionnaire.
Nous supposons, sans perte de généralité, aj > 0, A > A\* > 0. Nous distinguons trois cas.

1
— Supposons que {\*} € [O, 3 [ Il en découle,

1

{A} € [0,5[ et A= X" ={A} - {\"} >0.
Comme of € R\Q, alors ({afx})zez est dense dans [0, 1[. Ainsi, si {\} # {\*}, alors
il existe g € Z tel que

{afzo} + () > 3 et {afao} + (N} < 5.
Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Nous trouvons

f(yo; ) = f(yo;60) = (7o + A) = (ajzo + A7)
=

{aq@o} +{A}) — ({aqzo} + {A7])
= 1.
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1 1
— Supposons que {\*} € [5, 1 [ et {A\} € [5, 1 [ Il en résulte,
A=A ={A={N\} >0
Ainsi, si {A} # {\*}, alors il existe zg € Z tel que
{ajzo} +{\} > 3 et {ajzo}+{\} < 3
Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Nous obtenons
F(o:0) = f(yo; 60) = {a1zo} +{A}) — ({ajze} +{A"})
=1.
1 1 -
Supposons que {\*} € [5, 1 [ et {\} € [0, 3 [ Ainsi,
N =[]+ Tet A A =14 (A} — (A} >0
Ainsi, il existe xg € Z tel que
{ajzo} +{\} > 5 et {ajzo} +{\'} < 3"
Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Nous avons

f(yo;0) = f(yo;60) = 1+ ({eqzo} +{A}) = ({aqzo} + {A7})
=1.
U

Proposition 3.2.3. Supposons que [H2] soit vérifiée. S’il existe au moins j € {1,--- ,p}

tel que a;f est irrationnel. Alors, pour tout (suffisament petit) € > 0, nous avons

inf |K(6)— K(6
it |[K(6) = K(60)] >0,

ou O, = {0 :d(0,6p) > ¢}.

Avant de montrer cette proposition, nous donnons quelques rappels nécessaires.

Supposons que [H2] soit veérifiée, alors d’aprés la Proposition 3.2.1 nous avons,

K(0) = K(80) = 0, 90() = 90, ()] = 1, (IF(30) = F(00)) . (3.26)

Soit zp € N* fixé, la fonction o« — {ax}, définie sur R et & valeurs dans [0, 1], est continue

en o si ag € R\Q.
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Preuve. Rappelons que les composantes du paramétre 6 ne possédent pas les mémes roles.
Pour cela, nous distinguons trois situations pour 1’événement ©..

Ainsi, notons que ©, =I'y UT, UT'3, onl

Mh={eco,3ic{l, - ,p},|las —aj| > e}, (3.27)
FZ :{9€®7vll € {17 7p}7|a’i_a'ﬂ <€7‘)‘_)‘*| ZE7<)‘> 7é <)‘*>}7 (328)

et
Is={0ec0,Vie{l, .- ,p},|a; —a]| <&, A=A >e,(\) =(\")}. (3.29)

Nous allons montrer

inf |K(0) — K(6)] >0, i=1,2,3.
oer;

L’idée de la preuve est basée sur I'équation (3.26). Alors, I'objectif est de trouver yg € E
tel que

|f (yo;0) — f(yo;6p)| > 0, uniformément sur I';, i=1,2,3.

Nous considérons le premier cas, § € I'y. Pour simplifier les notations, nous supposons
que ¢ = 1. Ainsi, nous avons |a; — af| > e > 0. Comme O est compact, il existe une

constante B > 0 tel que |[A| < B. De plus, il existe z¢ € Z* tel que
elxg| —2B —1 > 0.
Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Nous avons

| f(y0:0) — f(yo:00)| > €lxo| —2B — 1

> 0.

D’ailleurs pour tout y = (z,0,---,0) € E tel que |z| > |z¢| nous avons
I, ([f(7 0) — f(+ 90)]2) > 0 uniformément sur I';. Il en découle, puisque le support
de pg, n’est pas borné,

inf |K(0) — K(0 .
nf [K(0) = K(60)] >0

— Supposons que 6 € I's. Ici, nous avons (A) # (A*). De plus, la valeur absloue de la

soustraction de deux entiers différents est supérieur ou égale a 1, c.a.d.
(A = A =1
Soit yo = 0g = (0,0,---,0). Ainsi, nous trouvons

[ (yo; 0) — f(yo; bo)| = [(A) — (AT)[ = 1.
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Donc,

eléler |K(0) — K(6p)| > 0.

— Finalement, nous considérons le dernier cas, 8 € I's. Pour simplifier les notations

nous supposons, sans perte de généralité, aj € R\Q. Soient
E ={z= (21, ,2p) €L, ;1 €Zetx; =0, Vi=2,---,p}

et
A={0€0,la; —at| <& A= N[ >e, (\) = (\)}.

D’apres la preuve de la Proposition 2.4.3, pour tout 8 € A, il existe zg € Z tel que
{120 + A) — (afzo + A*)| > 0.

Sur E', le modele RINAR(p) actuel devient un processus RINAR(1) avec le coefficient
de régression aj € R irrationnel.

Ainsi, pour tout 6 € I's, il existe yp = (z0,0,--- ,0)" € E' C E tel que

|f(y0; 0) — f(y0;00)| = [{a1zo + A) — (afxo + A*)| > 0.

Par suite,

inf |K(0) — K .
nf [K(0) = K (60)| >0

0

Théoréme 3.2.1. Supposons que [H2] soit vérifiée. S’il existe au moins j € {1,--- ,p}
tel que a;f est irrationnel. Alors, I'estimateur des moindres carrés est fortement consistant,
c.a.d.

&y — g, Poy —D.s.

Preuve. La conclusion 6,, — 6 presque strement résulte d’aprés les Propositions 3.2.1 et
3.2.3, par des arguments standards de la théorie des M-estimateurs (voir par exemple Van

Der Vaart (1998, [61]), Théoreme 5.7). O

3.2.2 La consistance forte de l’estimateur des moindres carrés quand

tous coefficients de régression o} sont rationnels

Dans cette section, nous supposons que tous les coefficients de régression, sous le vrai

modele, sont rationnels. Ceci implique que, pour tout j € {1,--- ,p}, nous avons

@
a-:b—J, ot aj € Z b; € N et aj Abj =1.
J
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Soient z = (331"" 7xp)T €EE=17Fet Qg = (Of{v"' ,Oé*

»). Dans la suite, (- | -) représente

le produit scalaire usuel. Ainsi, nous avons

1 P
(ag | x) Za T = p 7 (Z Alajl> , (3.30)
[Tj=1b; =1
ol
P
Ar=a ] b (3.31)
J=1j#l
D’apres le théoréme de Bézout, nous obtenons

AT+ -+ AYZ = dZ, (3.32)

otd=A; N---NApestle PG.CD. de Ay,---, Ay Alors, il existe y € Z tel que

p
Zaf%‘ = oy, (3.33)
=1
avec
d
=1

Notons que le numérateur et le dénominateur de 1y ne sont pas nécessairement premier

entre eux. Ainsi, nous réécrivons vy avec sa forme de fraction irréductible

(3.35)

vy =

g’
ota€Z,beNetandb=1.

Proposition 3.2.4. Supposons que [H2] soit vérifice. Soit 6 = (af, -, a5, \) € ©.

Si pour tout j € {1,--- ,p}, nous avons aj = %, ot aj € Zb; e N* eta; Nbj =1.
j
Alors,
f(y;0) = f(y;6p), Vye E < (vpz+ \) = (npx + \*), V z € Z.

Preuve. Soit y = (z1,--- ,xp)" € E. Alors, d’apreés (3.33) (3.34) et (3.35), il existe ¢ € Z

tel que Z _1 05 x; = voT. Par suite,

f(y:0) = fy:60) = Za i+ A) = Za i + )

= (vozo + A) = (vozo + \).

. d
D’autre part, soit x € Z. D’aprés (3.34), nous avons vpxr = ARG
j=1%Jj
De plus, d’aprés (3.32), il existe yo = (z1,--- ,2p)" € E tel que

dx=A4A; .1‘1+"'+Ap.1‘1.



3.2. ESTIMATION DES PARAMETRES 97

Il en résulte

voxr =

1 =~ .
pib-(Al Tyt Ap m) = Zaﬂ?z‘ = (a0 | yo)-
j=10j —

Ainsi,
(vor + A) = (pzr + \*) = Zaazz—k)\ Za@—i—)\

= f(y0;6) = f(yo; 0o)-
O

Proposition 3.2.5. Supposons que [H2] soit vérifie et pour tout j € {1,--- ,p}, nous

i
avons aj = b—J, ot aj € Z bj € N* et aj Nb; = 1. Alors, pour tout § € O,
J

f(y;0) = f(y;00) Vy € E = aj=qaj, Vje{l,--- ,p}, et A € Iy,

1
ou In = {\, (\) = (\*)}. De plus, ce dernier est de taille i ou b est le dénominateur de vy
défini par (3.34) et (3.35).

Avant de montrer la proposition ci-dessus, quelques précisions sont nécessaires.
La localisation de Iy dépend de la parité de b et de la position de la partie fractionnaire de
A* (c.a.d. {A*}) sur lintervalle [0, 1[. Ainsi, nous distinguons deux cas :
— Supposons que b est pair. Alors, Iy est défini par (2.65) et (2.66).
Supposons que b est impair. Nous remarquons trois sous-cas :

1
Si {A\o} € |0, % [, alors I est défini par (2.67).
: (1 20—1 o
Si{A\o} € % o | alors Iy est défini par (2.68) et (2.69).
, (92— 1 o
- Si{\} € T 1|, alors Iy est défini par (2.70).

Notons que, pour rester compatible avec les notations du chapitre présent, il suffit de
remplacer q par b et \g par \* dans les équations précédentes.
Maintenant, nous détaillons le cas ou b est pair. Ainsi, il existe kg € {0,1,--- ,¢ — 1}

tel que

ko ko+1
0 fot [ (3.36)

{N}edp= [?, 5

Par suite, nous définissons

To= {0 (N = (\) et {A} €ig). (3.37)



98 CHAPITRE 3. LE MODELE RINAR(P)

Ici, nous donnons un exemple numeérique. Nous considérons le modéle RINAR(4) avec

3 31 1) et \* = 2.5.

20 = (aag.05,00) = (. 550

D’aprés (3.31), nous obtenons
4
H b; =800, A; =480, Ay =1500, A3=800 et Ay= —1000.
j=1

Alors, nous avons d = A; A As A Az A Ag = 20. Donc, d’aprés (3.34), nous trouvons

o
"0~ 800
La forme irréductible de v est
a 1
= - =— =0.025.
I 5= 10 0.025

Par conséquent, b = 40 est pair. De plus, nous avons {\*} = 0.5 et (\*) = 3.

Donc, en utilisant la subdivision de l'intervalle [0, 1] en 40 intervalles de taille 10
nous trouvons

{\*} €ig = [0.5,0.525]

et

Iy = [2.5,2.525].
Preuve. D’apres la preuve de la Proposition 3.2.2, pour tout 8 € ©, nous avons
f(y;0) = f(y;60), Vye E= (\) =(\) et a; =] pour tout i =1,--- ,p.

Soit

E={0e€eOaq=aVi=1,--- ,pet XTI}, on I ={\{\)=(\)}.
Ainsi, d’aprés la Proposition 3.2.4, pour tout 8 € Z, nous avons
f(y;0) = f(y;600), Vye E <= (vpxr + \) = (vox + "), Yz € Z.

, " . a1
Par suite, d’aprés la preuve de la Proposition 2.4.4, nous déduisons que I est de taille 7

(I = Iy). D’autre part, soit

E0={0€0,0,=0a; Vi=1,--- ,pet A€ Ip}.
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Rappelons que, d’aprés le théoréme de Bézout, pour tout y = (z1,--- ,z,)" € E
il existe x € Z tel que Zle ofx; = vox. Soit 6 € Zp.

Ainsi, V y € E nous avons

p

£ (y30) = £y 00)| = [ (ofmi + A) — (afz; + A*)]

=1

= [{vox + A) — (vpx + )|

=0.
O
Soient ag = (af, -+ ,ap) et yo = (1, -+ ,7p)" € E. Rappelons que, d’aprés le théoréme
de Bézout, il existe xg € Z tel que
P a
(a0 | yo) =Dy = vowo = 5 %0
i=1

Lemme 3.2.2. La fonction a = (aq, -+ , o) — {Z?:l ajajg-)}, définie sur RP et a valeurs

dans [0, 1], est continue en ag si xg # mb, ot m € N (xg n’est pas un multiple de b).

Preuve. Soit yg = (x1,--- ,xp)" € E fixé. La fonction o — {(a | yo)}, définie sur RP, est

discontinue en oy si (ag | yo) € Z. D’autre part, nous avons

a
(a0 [ yo) = 7 xo.

11 en résulte, comme xg # mb, (ag | yo) & Z. O
Quelques rappels et notations sont nécessaires. Nous posons,
Ey={0€0,aj=a;Vj=1---,pet XeIp} ={ao} x Ip ot ag = (af,- - , o).

Notons que 0y = (aj, - ,a;,\*) € Ep. Sous [H2] et d’aprés la Proposition 3.2.1 nous

avons,
K(0) = K(00) = g, [£(:6) = f(5600)]".
D’autre part, d est la distance sur © est définie par
d (079,) = max{|a1 - O/1|7 e ?|ap - CM;)|, ‘)‘ - A,‘} s

pour tout 6 = (aq,- - ,ap)\),Q/ = (all,~~~ ,a;,,/\/) € 0.

Soit 0, € Ey. D’apres la Proposition 3.2.5, nous avons

K(6.) = K(00) = pty, [f(-:6.) = f(5:60))° = 0.
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Proposition 3.2.6. Supposons que [H2] soit vérifiée et pour tout j € {1,--- ,p}, nous

a; .
avons o = b—J, o aj € Z b; € N* et a; Nb; = 1. Alors, pour tout (suffisament petit)
J

e > 0, nous avons

inf |K(0) — K(6y) >0,
it [K(0) K (6o)

ot ©Y = {0 :d(9, Ey) > ¢e}.
Preuve. Pour simplifier la présentation, nous supposons que b, le dénominateur de 1/, est
pair. Ainsi, il existe kg € {0,1,--- ,q — 1} tel que

i k‘o k‘o—i—l
A* = |2 .
Ny o [b’ b [

Par suite, nous avons
Iy = {)\ : <)\> = <)\*>, {)\} S io} et By = {Oéo} x Ip.

Nous distinguons trois situations différentes pour 'événement Y = {0 : d(0, Eq) > €}.

Ainsi, nous avons @2 =TI ulyul's, avec

Ty={0:3i€{L,p},la; —af| > ¢}, (3.38)
Ty ={0:Vie{l, - p},|ai—ai| <edXIp) >e (A) £ N}, (3.39)

et
Ty ={0:Vie{l,--,p},|ai — i <e,d\ o) > e, (A) = (A)}. (3.40)

Notons que

A To) = inf A= < A=A,

Nous allons montrer

inf [K(0) — K(6y)| > 0,i = 1,2, 3.
oer;

L’idée de la preuve est de trouver yg € F tel que
|f(y0;0) — f(yo;0«)| > 0, uniformément sur I';,i = 1,2,3.
Pour § € 'y UTy, d’apreés la preuve de la Proposition 3.2.3, nous avons

inf |K(0) — K(6 .
inf K (0) = K(00)| >0

Nous considérons le cas ou 6 € I's. Ici, pour simplifier les notations, nous supposons
sans perte de généralité \* > 0 (par conséquent Iy C RT), et vy = 1
(c.a.d. b = 4). Nous distinguons quatres cas dépendants de la position de la partie

fractionnaire de \* et \ :
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1. Cas A : {A*} € [0,5[ et A > Xo.
2. Cas B: {\*} € [3,1[ et A > Ao.
3. Cas C: {\*} € [0, 3 et A < Ao
4. Cas D : {A*} € [5,1[ et A < Xo.

Cas A : nous avons
1 11
* N = — ot -, = .
{\*} €4 [0,4[9{)\}6[4,2[
Par conséquent,

A0, By) = d(\Tp) = inf A= A|= inf {A}—{A)
I {)\*}Gio

P 0

Soit zg = 1 fixé. D’aprés le théoreme de Bézout, il existe yo = (z1,--- ,2p)" € E

tel que

P 1
oz, = vorg =
E iTi = =
4
i=1

Ainsi, pour tout {\.} € ip (en particulier pour {A\*}), nous avons

p
{Zlax} + O} =l + 0 = {qao b+ ) = FH A< B

et
"L 1 1
D ajmip +{A} = {wwo} + {A} = 25 +e (3.42)
i=1
Comme zg = 1 n’est pas un multiple de b = 4, d’aprés le Lemme 3.2.2, la
fonction o — {>.?_, afz;} est continue en oy = (af,--- ;). Ainsi, il existe
n=mn(e,vo,\") <etelqueVj=1---,pla; —aj] <nnous avons

[Z?:l ajas] = [Z?:l O‘;xj]-

\ {25:1 ajl‘j} - { - a}xj} I<e. (3.43)

Donc, d’aprés (3.42) et (3.43), nous obtenons

P P P P
Zaja:j + {\} Zajxj — Za;fl‘j + Za;xj +{\}
Jj=1 j=1 j=1 j=1

1 1
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Ainsi, nous trouvons

p p
Fyo:0) — flyoi00) = ajry+A) — (O oz + A
]=1 ]
P
= > agmi| = D ada| + () = ()
j=1 j=1

+ Za]x] +{\}) — Za xj o+ {A))

Les autres cas peuvent étre traités de facon similaire, avec un choix convenable de zq
et a = (ay,- -+, ap) suffisamment proche de ag = (a7, - -+ , aj). Alors, nous déduisons
qu’il existe n = n(e,vp, \*) < € et une constante ey > 0 tels que uniformément sur

F;) = {0 € F37|aj _a;‘ S m, vj = 17 7p}7 nous avons
K (6) — K(6y)] > co > 0.

Pour € Ty = 3\ T3 = {# € T3,3i € {1,---,p} tel que |oy — af| > n}, les mémes
arguments pour I'; peuvent étre appliqués ici et par suite il existe dy > 0 tel que

uniformément sur I‘g., nous trouvons
K (0) — K(60)] > do > 0.
O

Théoréme 3.2.2. Supposons que [H2] soit vérifiée et pour tout j € {1,--- ,p}, nous avons

py
aj = #, o aj € Z bj € N* et aj Nb; = 1. Alors,
j

d(én,Eo) & 0, ol E() = {CMQ} X I(].

En d’autres termes, &, est fortement consistant tandis que A, converge vers un intervalle

de taille % contenant \*.

Preuve. La conclusion d(6,, Ey) — 0, presque stirement, résulte des Propositions 3.2.1

et 3.2.6 par les mémes arguments utilisés dans la preuve du Théoréme 3.2.1. [l

Soit A un intervalle dans R, nous notons par |A| la taille de A.
Dans le chapitre 2, nous avons vu que pour un modéle RINAR(1) avec un coefficient de

1
régression g = %, oun ag € Z by € N* et ag A bg = 1, la taille de I'intervalle Iy est b
0 0
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1 1
Ainsi, si ag = 3 I'intervalle I atteind la taille maximale (|Ip| = 5)

Ici, une question naturelle se pose :
Pouvons-nous réduire, avec un modeéle d’ordre supérieur (p > 1) la taille de U'intervalle I ?

Pour répondre a cette question, nous considérons le modéle RINAR(2) avec

ai a
aj=— et aj;=—.
by ba
Ainsi, nous avons
d a R
vpy=—=- ou d=abgANasby et aAb=1.
biba b

Par conséquent, nous obtenons

1
|lo| = 7

Comme b divise a(b1b2) et a A b =1, alors b divise b1by (b < b1by). Il en découle

Sur E' = {(z,y) € Z* y = 0}, le modele RINAR(2) présent devient un processus RINAR(1)
avec o] comme coefficient de régression. Par conséquent, nous obtenons un ensemble Ij 1
tel que |Ip | = % En revanche, sur E' = {(x,y) € Z* z = 0} , RINAR(2) devient
un processus RINAR(1) avec of comme coefficient de régression. Par conséquent, nous

1

obtenons un ensemble Iy o tel que |Ipo| = o Ainsi,
2

Iy C 1o N1ppo.

Ceci implique que

R |
[ Io| < [{o1 N Ip2| < min{—, —}.
b1 by
Finalement,
1 11
< |Inl < min{—. =Y.
biby — |Io| < mln{bl’ b2}

Notons que, sous 'hypothése |af|+|as| < 1, si la valeur absolue d'un des deux coefficents est
%, alors l'autre est strictement inférieur a % Dans ce cas, la taille maximale de I'intervalle
Iy est strictement inférieur a 5

Par conséquent, en augmentant I'ordre de I'autorégression p, nous pouvons effective-

ment nous attendre & une réduction de l'intervalle Iy ol le paramétre A reste identifiable.
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3.3 Meéthode numérique pour calculer 0,

Pour calculer I'estimateur des moindres carrés, nous généralisons 'algorithme proposé
dans le chapitre 2. Ainsi, 'algorithme généralisé posséde deux étapes. La premiére consiste
a préciser un point de départ significatif. Puis, 'algorithme continue par des étapes de

recherche dichotomique successives.

3.3.1 Initialisation

Comme le processus RINAR(p) est inspiré du modele AR(p) réel, nous proposons pour

le point de départ de I'algorithme 90 = (G1,0, ", Qp0, 5\0), I’estimateur de Yule-Walker du
parameétre 6 = (aq,--- ,op, A). Ainsi, nous avons
Q1,0

P
=R, Mo et do=Xn(1-) dj0),
. J=1
@p,0
ol Rp = [p(i — j)]f,j:l est la matrice d’autocorrélation empirique avec p, = (p(1),--- , p(p))”

et X,, est la moyenne empirique.

3.3.2 Recherche dichotomique successive

Pour simplifier les notations, nous posons p = 2. Ainsi, le passage de (&1, Ga k. j\k) a
(G115 2 ot 1, 5\k+1) se fait en p + 1 = 3 phases.

Dans la premiére phase nous fixons dq j, et 5\k Par suite, nous effectuons une recherche
dichotomique sur oy qui conduit & la nouvelle valeur &y g41. Ici, nous utilisons |—1,1]
comme intervalle initial de la recherche. Le pseudo-code suivant défini la recherche dicho-

tomique utilisée pour aboutir a &y gx41.

left <— —1;

right <— 1;

range <— 2;

mid left <— ( left + previous alpha ) / 2;

mid _right <— ( right + previous_ alpha ) / 2;

while range > 0.001 do

begin
V 1 <— Phi n (alpha 1,k , alpha 2,k , lambhda k);
V_2 <— Phi_n (mid_left , alpha 2,k , lambda_ k);
V 3 <— Phi n (mid right , alpha 2,k , lambhda k);
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i <— j such that V_j is min (V_1, V_2, V_3)
case i of
1 : begin left <— mid_ left; right <— mid_right end;
2 : begin right <— alpha 1 k; alpha 1,k <— mid left end;
3 : begin left <— alpha_ 1,k; alpha 1,k <— mid_right end;
range <— abs ( right — left )

end;

Dans la deuxiéme phase nous fixons &j ;41 et A;. Par suite, nous effectuons une re-
cherche dichotomique sur ap qui nous conduit a la nouvelle valeur &z j1. Ici, nous utilisons
aussi |—1, 1] comme intervalle initial de la recherche. Le pseudo-code suivant défini la re-

cherche dichotomique utilisée pour arriver & &g j41-

left <— —1;
right <— 1;
range <— 2;
mid left <— ( left + previous alpha ) / 2;
mid_right <— ( right + previous_alpha ) / 2;
while range > 0.001 do
begin
V 1 <— Phi n (alpha 1,k+1 , alpha 2,k , lambda k);
V_2 <— Phi_n (alpha_ 1,k+1 , mid_left , lambda_ k);
V 3 <— Phi n (alpha 1,k+1 , mid right , lambda k);
i <— j such that V_j is min (V_1, V_2, V_3)
case i of
1 : begin left <— mid_ left; right <— mid_right end;
2 : begin right <— alpha 2, k; alpha 2,k <— mid left end;
3 : begin left <— alpha_ 2,k; alpha 2,k <— mid_right end;
range <— abs ( right — left )

end;

Dans la derniére phase, nous fixons dy41 et dgp41. Par suite, nous effectuons une
recherche dichotomique sur A qui nous conduit a la nouvelle valeur 5\k+1- Ici nous proposons
Xo—5 |5\0|, o —5 \5\0| ] comme intervalle initial de la recherche, lequel nous semble
assez large pour couvrir la plupart des situations. Le pseudo-code suivant défini la recherche

dichotomique utilisée pour trouver a Agyq.

left <— lambda_0 — 5 |lambda_ 0];
right <— lambda 0 + 5 |lambda 0];
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range <— 10|lambda_0];
mid left <— ( left + previous lamhbda ) / 2;
mid_right <— ( right + previous_lambda ) / 2;
while range > 0.001 do
begin
V_ 1 <— Phi n (alpha 1,k+1 , alpha 2,k+1 , lambda k);
V_2 <— Phi_n (alpha_1,k+1 , alpha 2,k+1 , mid_left);
V_3 <— Phi_n (alpha 1,k+1 | alpha 2,k+1 , mid right);
i <— j such that V_j is min (V_1, V_2, V_3)
case i of
1 : begin left <— mid_ left; right <— mid_right end;
2 : begin right <— lambda k; lambda k <— mid left end;
3 : begin left <— lambda_k; lambda_k <— mid_right end;
range <— abs ( right — left )
end;
Ainsi, c’est la fin de la (k + 1)éme itération. L’algorithme s’arréte quand les résultats de

deux itérations consécutives sont trés proches. En d’autres termes, nous arrétons a la i¢™M€
itération si

d(@z, 92'4_1) = max{|0?17i — OAZLZ'_H‘, |@27i — OAé27Z‘+1‘, |5\2 — 5\i+1|} S 0.001. (3.44)

En général, ce critére d’arrét est satisfait aprés peu d’itérations. A la fin des itérations,

nous obtenons le vecteur (& p, &1, A,) qui minimise la fonction objectif (de contraste)

¢n, définie par (3.10).

3.3.3 Une expérience de simulation

Notre objectif est d’illustrer les performances de la méthode choisie pour calculer O,
Pour cela, nous simulons 500 observations du processus RINAR(4), avec une vraie valeur
0o = (of, a3, a3, aj, \*) fixée. Pour obtenir un bruit centré a valeurs dans Z, nous consi-
dérons deux suites & et 7, indépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de
parameétre u, et nous posons €; = & — 1.

Puis, en utilisant 1’algorithme indiqué précédemment, nous calculons én

Apres 500 répétitions indépendantes, nous calculons la moyenne et I'écart-type des suites
des estimations obtenues {1y ,1 <4 <500}, {Gon:,1 <@ <500}, {dsn,,1 < i <500},
{6un,i,1 < i <500} et {S\nﬂ-,l <i< 500}7 et dessinons leurs histogrammes.

Nous prenons g = (%, UL 5) Notons que cette valeur de 8y a été utilisée dans la
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Section 3.2.2. Ainsi, rappelons qu’ici

1
W = 5 = 0025, Io = [2.5,2.525[ et |Io] = 0.025.

107

Le tableau suivant nous donne la moyenne et I'écart-type des suites des estimations

obtenues.

Les figures suivantes nous donnent les histogrammes des estimations obtenues.

Fia. 3.1

fo moyenne | écart-type
o =0.12 0.1204 0.0473
a; = 0.375 0.3687 0.0439
az = 0.2 0.1932 0.0425
oy = —0.25 ||| —0.2472 0.0454
A" =25 2.538 0.2766

—

L’histogramme des (&1, ;)

1<4<500

avec n = 500 et o] = 0.12.
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Fic. 3.2 L’histogramme des (5\2,”

)

) avec n = 500 et a5 = 0.375.
1<4<500

FiGc. 3.3 L’histogramme des (5\371,2-) avec n = 500 et aj = 0.2.
1<i<500
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T T T T
-0.30 -0.25 -0.20

avec n = 500 et aj = —0.25.

)

Fic. 3.4 L’histogramme des (5\4,”)
1<:<500

1.2:
10]
0.8{
0.6:
0.4:
02]
0.07 ’\7 \ \ \ \ — ﬁﬁw
18 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6
FiG. 3.5 — L’histogramme des (5\4,171-) avec n = 500 et \* = 2.5.
1<i<500

Notons que, dans cette étude de simulation, nous avons considéré que le bruit est grand
1 1 o
(cad. pu> 5) De plus, nous avons aussi A* > 3 Notons que dans ce cas, l'estimateur de

Yule-Walker 90 des parameétres, qui constitue le point de départ de notre algorithme, est

considéré comme significatif.
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En d’autres termes, 'estimateur des moindres carrés 6,, calculé suivant notre algorithme

doit étre tres proche de éo.

3.4 Analyse des données de Fiirth

Dans cette section, nous présentons une application a des données réelles. La série de
Fiirth, initialement publié dans 28], contient 505 comptes qui répresentent le nombre des
piétons observés toutes les 5 secondes, voir Figure 3.6. Cet ensemble de données est bien
connu dans la littérature des processus de branchement, voir Mills & Seneta (1989, [54]).
Les comptes varient entre 0 et 7. La moyenne des observations est 1.59 et sa variance est
1.51. La Figure 3.7 montre ’ACF et PACF empiriques des données.

Notons que les coefficients d’autocorrélation partiels du premier et second ordre sont signi-

ficatifs. De plus, le premier est positif tandis que le second est de signe négatif.

Furth data.

furth

o -

100 200 300 400 500

Time

Fi1G. 3.6 — Les données de Fiirth.
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Series furth Series furth
o
3
© |
3
©
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o | 3
g
w
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Fi1G. 3.7 L’ACF et le PACF de la série Fiirth.

3.4.1 Le modéle INAR(2) de Jung & Termayne

Pour analyser cette série, Jung & Termayne (2006 , [40]) ont proposé le modéle INAR(2)
défini par

Xt:(ll Othl +a20Xt,2+b+€t,

ol aj,ag € [0,1] et (g¢) une suite de variables i.i.d. a valeurs dans N.
Les auteurs ont considéré les deux spécifications de la classe INAR d’ordre supérieur a
un, étudiées dans le Chapitre 1. Rappelons que, ces spécifications dépendent du choix des
séries de comptage associées & ay et as.

Pour la spécification de Al-Osh & Alzaid (1990, [6]), notée INAR(2)-AA, ils ob-

tiennent

a1 = 0.664, Gy = —0.119, et b = 0.723.
Pour la spécification de Du & Li (1991, [21]), notée INAR(2)-DL, ils trouvent
a1 = 0.808, Gy = —0.214, et b = 0.646.

Aucune des spécifications utilisées ne rapporte un modéle satisfaisant, parce que la valeur
estimée de ay est négative ce qui n’est pas autorisé dans un modéle INAR.

D’ailleurs, Jung & Termayne ont proposé aussi le modéle INMA(2) introduit par
McKenzie (1988, [52]) et défini par

Xi=biogi1+byoeso+b+e, ot b,by € [0, 1[.
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Ainsi, les estimations de Yule-Walker des paramétres sont
b1 = 1.008, by = 0.961, et b= 0.536.

Une difficulté principale ici est que 'estimation du premier paramétre d’amincissement by

n’appartient pas a l’espace des paramétres admissibles [0, 1].

3.4.2 Ajustement a un modéle RINAR(2)

En premier lieu, en utilisant le logiciel R, nous allons chercher un modéle autorégressif
réel pour analyser les données de Fiirth. D’aprés ’ACF, voir Figure 3.7, nous constatons
que les coefficients du premier et second ordre sont plus significatifs que les autres. D’aprés
le PACF, voir Figure 3.7, nous pouvons dire que seulement les coefficients du premier et
second ordre sont significatifs.

D’autres part, nous proposons un modele AR(2)
Xi=a1 Xy 1+ax X4_2+b+¢y.

Les estimations Yule-Walker des paramétres sont 0.808 pour a; (s.e.0.0434), —0.214 pour
as (s..0.0435), et 0.646 pour b (les mémes estimations des parameétres du modele INAR(2)-
DL). Notons que, a; et as sont significatifs. De plus, la valeur AIC est égale a 1328.99.

Maintenant, nous considérons le modéle AR(3) suivant
Xt = alXt,1 + (12th2 + (13th3 +b+ Et.-

Les estimations Yule-Walker des paramétres sont 0.828 pour a; (s.e.0.0442), —0.292 pour
as (s..0.0561), 0.0986 pour ag (s.e.0.0443), et 0.578 pour b. Notons que, ag n’est pas
significatif. De plus, la valeur AIC associée au modele AR(3) est 1326.05.
Cette derniére est trés proche de la valeur AIC associée au modeéle précédent. Ainsi, le
meilleur modéle autorégressif réel pour analyser les données présentes est d’ordre 2.

Par suite, pour analyser les données de Fiirth, nous proposons le modeéle RINAR(2)

suivant

X = (X1 +aaXi—o+ A) +&4. (3.45)

Afin d’examiner les performances de ce modéle, nous réservons les 400 premiéres obser-
vations pour estimer les parameétres et les 105 derniéres pour comparer les résultats de
prévision.

Pour estimer les paramétres du modéle, nous considérons I'estimateur des moindres carrés
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O = (G, Q1 s Ap) défini par (3.9) et (3.10). Pour calculer 8, nous utilisons 1’algorithme
proposé dans la section 3.3.
Ainsi, nous obtenons

O = (G1n, G, An) = (0.818,—0.23,0.697).

Soit T un instant fixé. La prévision & un pas X741, basée sur la fonction de régression, est
égale

X1 = (G n X7 + G2 n X171 + An)- (3.46)

La figure 3.8 nous montre les erreurs de prévision définies par

éry1 = Xpy1 — X1, 400 < T < 504

The forecast errors of the 105 last observations.

F1G. 3.8 — Les erreurs de prévision éry1 = Xpy1 — XT+17 400 < T < 504, provenant du

modele RINAR(2).

Alors, 'erreur moyenne absolue est

504
1 Z .
T=400

D’autre part, les résidus du modéle sont définis par

&= X; — (10 Xio1 + G2 Xioo 4 An), 2 <t < 400. (3.48)
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La valeur EM A n’est suffisament satisfaisante, ce qui implique que d’autres modeéles de
la classe RINAR pourraient étre envisagés. Cependant, 'utilisation du modéle RINAR(2)
est plus naturelle que les modeéles précédemment proposés par Jung & Termayne (2006
, [40]). En particulier, le modéle estimé est compatible avec le domaine de définition des
parameétres.

Finalement, pour vérifier la validité du modeéle proposé, nous simulons 1000 observations

du processus RINAR(2) avec 0y = 6,,, notamment
X; = (0.818 X;_1 — 0.23 X;_o + 0.697) + &;.

Ici, le bruit (g;) est défini comme la différence de deux variables aléatoires i.i.d. suivant une
loi de Poisson de parameétre p. Ainsi, nous avons Ee; =0 et V(g;) = 2 p.
Le parameétre p est déterminé de la maniére suivante. La moyenne quadratique des résidus

st 400
1

— > & =03834
309 £

Ainsi, nous prenons

834
= % = 0.417.

Les figures suivantes nous donnent I’ACF et le PACF empiriques de la série simulée.

Simulated RINAR(2) process.

1.0

ACF

0.4

0.0

FiG. 3.9 — ACF empirique de la série simulée du modele RINAR(2), avec 6y = 0, =
(0.818,—-0.23,0.697).



3.4. ANALYSE DES DONNEES DE FURTH 115

Simulated RINAR(2) process.

0.6

0.4

Partial ACF
0.2

0.0

-0.2

FiG. 3.10 — PACF empirique de la série simulée du modele RINAR(2), avec 6y = 6, =
(0.818,—0.23,0.697).

Ainsi, il est clair que les premiers pas de ’ACF (resp. PACF) empiriques de la série
simulée du processus RINAR/(2) sont trés proches de ceux de la série Fiirth, voir Figure

3.7. le modele proposé peut reproduire I’ACF et PACF empirique des données réelles.
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Le modéle RINVAR(1)
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Dans ce chapitre nous étudions le modele RINVAR, I'extension directe et naturelle du

processus RINAR(p) examiné dans le Chapitre 3, pour analyser les séries chronologiques

multivariées. En particulier, nous nous concentrons sur le modéle du premier ordre, noté

RINVAR(1) (pour rounded integer-valued vectorial autoregressive). Ce dernier a été étudie

par Kachour (2009, [41]).

Dans le premier paragraphe, nous donnons les conditions de stationnarité et d’ergodi-

cité du processus. Dans le deuxiéme paragraphe, nous proposons ’estimateur des moindres

117
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carrés pour estimer les paramétres du modéle RINVAR. Puis, nous examinons le probléme
d’identifiabilité, du & I'opérateur d’arrondi, et la consistance de ce dernier. Dans le troi-
siéme paragraphe, nous proposons une méthode numérique pour calculer 'estimateur des
moindres carrés. Finalement, dans le quatriéme paragraphe, nous présentons une applica-
tion reelle traitée avec un modeéle RINVAR(1). Notons que dans ce chapitre nous gardons

les mémes notations et définitions que dans les Chapitres 2 et 3.

4.1 Stationnarité et ergodicité du modéle RINVAR(1)

Définition 4.1.1. Soient (2, A,P) un espace probabilisé et d > 2. Le processus
{Xe = (Xu4, -+, Xayr),t € Z} est dit un processus RINVAR(p) si pour tout t, il posséde la

présentation suivante

P
X; = <Z Mth,j + )\> + &¢, (4-1)

j=1
o1l (Mj)j:1 .. p st une collection finie de matrice d’ordre d (c.a.d. M; € My (R), V j =
L-,p), A= (A1, , M) € RY, () représente lopérateur d’arrondi a Uentier le plus

pres, et (e¢) est une suite de variables aléatoires vectorielles centrées i.i.d., a valeurs dans

d 5 ;
7%, définie sur (2, A,P).
Nous considérons que la série chronologique vectorielle de dimension d > 2 suivante

X1t

)

X
x=| ", (4.2)

Xat

)

est générée par le processus RINVAR(1) défini par

Xp = (MXy 1+ ) + &, (4.3)
ou
A1 €1,
. A2 2t
M = (ay;) pour 1 <i4,5 <d, A= . , et gp = _ . (4.4)
Ad Edt

De plus, (g¢) est une suite de variables aléatoires vectorielles centrées i.i.d., a valeurs dans

7% et de matrice de variance-covariance T.
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Soit & = (x1,--- ,24)" € R% Rappelons que I'arrondi du vecteur x, noté (x), est défini par
<33> = ((.1‘1>, Tt <xd>)7— € Zd‘

De plus, nous avons ||z|j1 = 1] + -+ + |zg| et (||z]2)? = |21]* + -+ + 24|
Comme le bruit (;) est une suite de variables aléatoires i.i.d., le processus (X;) défini
par (4.3), forme une chaine de Markov homogéne avec un espace d’états E = ZP et une

probabilité de transition
m(z,y) =Pler=y—(Max+ ) Vaz=(z),y=(y;) € E. (4.5)

Notons que, pour toute mesure p et une fonction g sur E, nous avons

u@z/mmmmziy@m»

i€ER
De plus, pour tout n € N* et x € E, nous avons
(7" g9) (x) = E[g(Xt4n) | Xe =2], VIEZ

= Eq [9(Xn)],

ou E; [-] représente 1'ésperance conditionnelle E| - | Xo = z].
Soit k > 2 fixé. Nous définissons sur E la fonction ¢ par
1 |F
x=(z1,- ,2q) — Y(x) = : . (4.6)
|zal®
Proposition 4.1.1. Supposons que :
1. La chaine de Markov (Xy) est irréductible ;
2. E[Yp(er)] < 00, c.a.d. Blej |F < +00, 1< <d, ot k>2;
3. Le rayon spectral de A = |M| = (Joyj|) est strictement inférieur a 1.

Alors,

1. (Xy) posséde une unique mesure de probabilité invariante, notée p. De plus, p posséde

un moment d’ordre k.

2. Pour tout v € E et f € L'(u) nous avons

n

> F(Xe) — pu(f), Py ps.

k=1

SRS

ou P, représente la probabilité conditionnelle P (- | xo = x).
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Preuve. nous définissons sur E les fonctions ¢ et V' par

|71] »

r—pl@)=| |, V(e ZI% (Ilzlh)*

|y
Comme V est positive et | l|1m V(x) = 00, V est donc une fonction de Lyapunov.
T|—00

Soit "<" une relation d’ordre partiel sur R? définie par
pour z = (x;) et y = (y;). Rappelons que, pour tout a € R, nous avons

1

)] = {lal) < lal + 5.

Ainsi, pour tout j € {1,---,d}, nous obtenons

d d
1
\(; Xk i—j + Aj) + €54 < ; il [ Xk =5 + lesel + 1A + 5

Par conséquent, nous trouvons
@ (Xi) < Ap (Xe-1) + Gy
ol
1
el + Al + 5
= [M| = (lag]) et G =
1
leal +[Aal + 5

Ainsi pour tout n € N*, nous trouvons par itération

© (Xpan) < A0 (Xp) + A" W1 + A" G+ -+ + AGgno1 + Cn

2

Par suite, comme || - ||; est fonction croissante sur (R?, <), nous obtenons

le (Xern)ll < 140 (Xl 11 A7 {1 6ol + -+ AT NGern—tll + Gnll,y

ou ||| - |||1 est la norme matricielle associée a la norme || - ||;. Par conséquent,

1
k

(V) @) < (Ba (147 o)l 1Al el + =+ A Il + Ieanln] )

. d
Notons que, pour tout j € {1, n}, Gl = lewss s + A + 5.

Ainsi, comme © est compact et E‘Ei7t|k < 400, 1 <14 < d, nous avons

b= (EllGsl*)" < oo, ¥je 1, ,n}.
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Par conséquent, d’aprés l'inégalité de Minkowski, nous obtenons
1
(@ V) ()= <[l A" |l[1 [[z]ly + Sn(A) b,

ol
Sn(A) = A7 [l -+ {1 Al +1,
Comme p(A) < 1, il existe ng € N* tel que YV N > ng, nous avons ||| AV |||= o’ < 1. Par

suite, d’apres le critére de Cauchy, nous obtenons que la série ) ||| A® |||1 est convergente.

Ainsi, nous trouvons

N ; o ||z = |z o B
(V) @) < el +9 = el (o +2-)

et par suite

(7NV) () o B k
V() << *ua:nl)’

ot <1et0<f < oo. Par conséquent, il existe N € N* (N > ng) tel que

N
lim sup r Viz) <la'|F <1

lalli—eo V(@)
Ceci implique que

lim sup p,V <1 < o0,
n—oo

ol fip(+) est la mesure empirique de la chaine de Markov (X).

Ainsi, le critére de Lyapunov est satisfait (voir Duflo [22], 1997, Prop. 2.1.6, p. 41).
Alors, (X;) posséde une mesure invariante u tel que p V' < oo. De plus, (X;) est irrédictible.
Il en découle, (X;) est récurrente positive et par suite u est unique.

La deuxiéme conclusion de la proposition résulte directement du théoréme ergodique clas-

sique des chaines de Markov. [l
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4.2 Estimation des paramétres

Tout d’abord, nous présentons quelques notations et rappels nécessaires.

Nous associons & la norme || - ||; sur R?, une norme sur (R%)? définie par

2l = llyalls + llyall, ¥ 2 = (y1,32) € (RT)?.

Soit 0 = (M, )\) €O C My (]—1, 1[) X Rd, ou M = (aij)lgi,jgd et A = ()\1, s ,)\d)T e R4
Notons que I'espace des paramétres © est compact.
Soit = (x1,--- ,24)" € R%. Pour tout i € {1,--- ,d}, nous notons
d
o = (aﬂ, cee 7aid) et fz(d?, «;, /\z) = <Z QT + )\z> (47)
j=1
Par suite, nous avons
M= (ay, - ,aq)" (4.8)
Rappelons que,
<x> = (<$1>7 U 7<xd>)7— €eb= Zd‘
Nous définissons la fonction de régression du modéle RINVAR(1) par
F(z;0) = (Mx+\), x € E. (4.9)
Ainsi, RINVAR(1) peut étre écrit sous la forme suivante
fi(Xi—1501, A1) €1,
Xt =F(X4-1;0) + e = : + : (4.10)
fa(Xi—15 0a, Ad) Ed,t
Donc, Pour tout i € {1,--- ,d}, nous avons
d
Xi,t = fi(Xt—IS Qi )\z) = <Z Oéinj7t_1 + >\z> + 5i,t' (4.11)
j=1
Soit 0y = (My, \o) la vraie valeur du parametre § du modeéle RINVAR(1),
avec Ao = (A7, -+, A7)7 et Mo = (O‘?j)léi,jéd =(af, - ,ap)7, ot af = (afy, -, 05y)
pour tout ¢ € {1,--- ,d}. Soit Py, la distribution de la probabilité de la chaine (Y;) sous

. R p.S. . .
le vrai modele. De plus, toute convergence — signifie une convergence p.s. sous Py, ,, ce

qui se tient indépendamment de I’état initial x.
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Soient Xy, X1, -+, X, des observations du processus RINVAR(1).

Pour I'estimation du paramétre 6, nous considérons I'estimateur des moindres carrés

défini par
0,, = arg min o, (0), (4.12)
/e
ol
1 n
on(0) = = > (11X = F(Xi-1:0)[[2)*. (4.13)
t=1

Soit I’hypothése suivante.

Hypothése [H3]

1. Sous Py,, la chaine de Markov (X;) est irréductible.
2. E[Y(er)] < 00, c.ad. Elegji|¥ < 400, 1< j <d, ou k> 2.
3. Le rayon spectral de A = |M| = (Jo;|) est strictement inférieur a 1.

4. L’espace des paramétres ©, est un compact sous-ensemble de My (]—1,1[) x RY.

Supposons que [H3] soit vérifice. Donc, sous Py, et d’apres la Proposition 4.1.1, (X;) posséde
une unique mesure invariante pg, telle que pg, (| - |¥) < oo avec k > 2.

Il en résulte que la chaine double (Y;) avec Yy = (X;_1, X}) posséde des propriétés similaires.
En particulier, la chaine (Y;) posséde aussi une unique mesure invariante oy, tel que

09, (| - |¥) < 00, o1 | - | est la norme sur (R%)? associée a la norme || - ||; (définie sur R?).

Soient les fonctions :

90(2) = (ly = Fx:0)[l2)%, 2 = (z,y) € E*, 0 €6, (4.14)
et
K(8) = op,90, 0 € O. (4.15)
Soit P, la mesure empirique générée par les observations Yp,--- .Y},

1 n
P (y) = Ez]l}/i:y? y=(x,2) € E? =72
=1

Par conséquent, d’aprés (4.13), la fonction de contraste ¢,, est égale

¢n (0) = Prgo (4.16)

et par suite
6,, = argminP,,gy. (4.17)
o€
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Lemme 4.2.1. Pour tout 6 € ©, nous avons
(IFC:0)112)? € L (nay)-
- gp € LI(O'GO).

Preuve. Dans la preuve suivante, nous notons par ¢ une constante générique dont la valeur
exacte peut changer pendant le développement mathématique.

Pour tout « = (x1, -+ ,24)" € E, d’apreés (4.10), nous avons
d

I (3 0)lle = D | files ea, M),
=1

1
Rappelons que, pour tout a € R, nous avons |[(a)| = (|a]) < |a| + 3

Ainsi, pour tout ¢ € {1,--- ,d}, nous trouvons
d d 1
| fi(z; i, Ni)| = |<Z iy + Ai)| < Z Jviglla;| + il + 5.
7j=1 7=1
Comme O est compact, nous avons
[1F(z:0)l1 < ¢ (14 [l]l)-
Alors, comme sur R? les normes || - ||1 et || - ||2 sont équivalentes, nous obtenons

(1F (3 0)l12)* < ¢ (1 + |l2lff)

Donc, comme g, (|| - ||¥) < oo oit k > 2, la premiére conclusion est vérifice.

Par suite, pour tout z = (z,y) € E?, nous avons

ly = F(z;0)[l1 < [lyllx + [1F (2 0)]1

<c (L4 [lzll + llylh)

= c (L+]2)),
oil | - | est la norme sur (R?)? associée a la norme || - [|; définie sur RY.
Il en découle,
g0(2) < e (1+2*). (4.18)

Donc, comme ag, (| - |¥) < oo oit k > 2, la deuxiéme conclusion est vérifiée. O
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Proposition 4.2.1. Supposons que [H3] soit vérifiée. Donc, pour tout 0 € ©, nous avons
L pn(0) =5 K(0) ;

2. K(0) — K(6o) = pg, (||IF(-:0) — F(+500)|2)*.
De plus,
sup [ (0) — K (0)] == 0.
0cO

Preuve. Rappelons que ¢, (8) = P,gg et K(8) = 0g,99. Donc, comme P, L op, et
d’apres le Lemme 4.2.1 gy € Ll(ago), la premiére conclusion est vérifiée.

Par suite, nous avons

A B
Pn(6) = on(b0) = "+ =2,

avec

Z IAF1[l2)%  Bn=2) (e | AFi-1),

t=1
ou AF,_1 = F(X—1;6p) — F(X¢—1;0) et (- | -) est le produit scalaire associé a la norme
|l - l2. D’aprés le Lemme 4.2.1, nous avons (||F(:;0)]|2)> € L'(ug,). Ainsi, en utilisant le

théoreme ergodique sur la chaine de Markov (X;), nous trouvons

An .S.
— 22 16, (|1 F(530) — F(+560)]]2)2

Nous posons,

11 est simple de vérifier que (M,,) est une martingale de carré intégrable par rapport a F =
(Fn)n>0 la filtration naturelle associée au processus RINVAR(p), ou F,, = (e, 0 <t <n)
pour tout n € N*, et Fg est la o—algebre dégénérée. Le processus croissant associé, noté

([M]y), est défini par

n

[M],, = Z(Athl)T I' AF;q,
=1

ou I est la matrice de variance-covariance de ;. Ainsi, nous avons

M 8.
Mo 2,y (AR T AR >0,

M, ps. B, ps.
Il en résulte, —2 2% 0 et par conséquent — 2% 0 (voir Duflo [22], Théoréme 1.3.15, p.
n n

20). Alors, nous avons

K(9) = K(60) = pgo (IF(-30) = F(560)[|2)* -
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D’autre part, d’aprés la preuve du Lemme 4.2.1, la classe des fonctions de contraste

G = {g9, 0 € ©} posséde une fonction enveloppe, notée A et définie par
A(z)=c (14 |2]*), V 2z € E?

oil ¢ est une constante et |- | est la norme sur E? associée a la norme || - [|.

Soit ¢ > 0 fixé. Nous posons,

P2 = 0g,(2) et pi =Pp(z).

Alors, nous obtenons

sup en(0) = K(0)] < D AL = pal + (Pr+ 0) (A(2) L js)-

|z[<q
Comme p?! — p, presque slirement, nous trouvons
limsup sup |(Py, — 09,)g[ < 0+ 209, (A(2)1L);)54), p-s.
n—oo #cO
En prenant ¢ " °°, nous obtenons presque stirement,

limsup sup |(P,, — 0g,)g| = 0.
n €O

O

Comme pour le modele RINAR(p), I'identifiabilité du processus RINVAR(1) n’est pas

standard a cause de l'opérateur d’arrondi. Dans les paragraphes suivants nous traitons ce

probléme. Ainsi, nous distinguons trois cas dépendants des coefficients afj de la matrice

My.

Nous définissons sur I'espace des paramétres © la distance d par

d(0,0') = max{|aij — a1 <ij <di =N 1<k < d} : (4.19)
ot 0 = (M,\) et 6 = (M, X) avec M = (a5), A= (N;), M = (a;;) et A= (A
Quelques rappels sont nécessaires. Soient x = (z1, -+ ,24)” € F et § = (M,)\) € O,
avec M = (ayj)i1<ij<d et A = (A1,---,Ag)7. Pour tout i € {1,--- ,d}, soient \; la jeme
composante du vecteur X et a; = (a1, , 4q) la #€M€ figne de la matrice M.
De plus,
4 fi(z; a1, A1)
filxzyai, N) = (Z a;jxj + A;) et par suite F'(z;6) =
j=1

fa(@; g, Ag)
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4.2.1 La consistance forte de ’estimateur des moindres carrés quand

chaque ligne de la matrice M, posséde un coefficient irrationnel

Dans ce paragraphe, nous supposons que pour tout ¢ € {1,--- ,d}, il existe au moins

je{l,---,d} tel que a;; € R\Q.

Proposition 4.2.2. Soit i € {1,--- ,d} fizé. Supposons que [H3] soit vérifiée. S’il existe

au moins jo € {1,--- ,d} tel que ayj, est irrationnel. Alors,
filzsai, Ni) = fi(z; 0, A)), Vo € B <= (a;, i) = (o, \]).
Preuve. Nous nous référons & la preuve de la Proposition 3.2.2. O

Corollaire 4.2.1. Supposons que [H3] soit vérifiée. Si chaque ligne de la matrice My

posseéde au moins un coefficient irrationnel. Alors, pour tout 0 € ©, nous avons
F(z;0) = F(x;60p) V x € E <= 6 = 0.
Preuve. Nous avons,
F(x;0) = F(x;0p), Ve € E< fi(z;ai,N) = file;al ,A)), Vie{l,--- ,d},z € E.

Ici, pour tout i € {1,--- ,d}, il existe au moins j; € {1,--- ,d} tel que oy, est irrationnel.

Ainsi, d’aprés la Proposition 4.2.2, nous obtenons

F(z;0) = F(z;600), V2 € E % (a1,A\1) = (a1, A1), (ad, Aa) = (ag, Ag)

& 0 = 0.
U

Quelques rappels sont nécessaires. Supposons que [H3| soit vérifiée, alors d’aprés la

Proposition 4.2.1, nous avons
K(0) = K(00) = pa, (|1F(-50) = F(-5600)||2)* (4.20)
La distance d sur 'espace des paramétres © est définie par
d(6,0') = max{\aij — A 1< j <dih = N1 <k < d} V6,0 co.

D’autre part, soit xg fixé. Rappelons que {-} représente la fonction partie fractionnaire.

Ainsi, la fonction o« — {a 2o} définie sur R et a valeurs dans [0, 1], est continue en ag si

ap € R\Q
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Proposition 4.2.3. Supposons que [H3] soit vérifiée. Si chaque ligne de la matrice M
posséde au moins un coefficient irrationnel. Alors, pour tout (suffisament petit) € > 0,

nous avons

inf |K(0) — K
Jud [K(0) = K(0o)] >0,

ol
©:. ={0:d(0,00) > ¢} .
Preuve. Nous distinguons trois situations pour I'événement ©.. Ainsi, notons que

O.=I1uUl'yuTlys, on

Ty ={0: Jig,jo € {1, ,d},|ovigjo — Oyl > €}, (4.21)

i0jo! =
o= {0: Vije L d},lay—ahl <o Floe {Lo by — Nol > & ) # ()
(4.22)
et
L3 ={0:Vije{l, - d},|ay—oj <e Jloe{l,-d} Ny =N | =&, (Ny) = () }-
(4.23)
Nous allons montrer
eiélrfi |K(0) — K(6p)] >0, i=1,2,3.
L’idée de la preuve est basée sur I'équation (4.20). Alors, le but est de trouver yy € E
tel que
Il E (yo;60) — F(yo;6p)||2 > 0, uniformément sur I';,i = 1,2, 3.
Nous considérons le cas ou 8 € I'y. Pour simplifier les notations, nous supposons que
ip = jo = 1. Ainsi, nous avons |ag; — aj;| > €.
Comme O est compact, il existe B > 0 tel que |\;| < B, Vi€ {1,---,d}. De plus, il
existe xg € Z* tel que
|zgle—2 B —1>0.
Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Ainsi, nous avons
d
IF (y0; 6) — F(yo; 60)llx = Y _ 1£i(wo; i, i) — Filwos o, AY))
i=1
> | f1(yo; a1, A1) = fi(yo; a1, A7)
= [{a11 2o + A1) — {aq; zo + A7)
> law —aqy [zl =2 B -1

> |zl e—2B—1>0.
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Comme sur R? les normes || - ||; et || - [|2 sont équivalentes, alors nous avons

I1F'(yo; &) — F'(yo; 0o)ll2 > 0.

Nous considérons le deuxiéme cas, § € I's. Soit yg = 0g = (0,--- ,0)” € E.

Ainsi, nous avons
d
I1F (903 0) — F (50 60) [l = D [(N) — (A,
i=1

> ‘(Alo> - <>\?<0>|’
1.

v

Comme sur R? les normes || - ||; et || - |2 sont équivalentes, alors nous trouvons

Oléler |K(0) — K(6p)| > 0.

— Maintenant, nous traitons le dernier cas, 8 € I'3. Pour simplifier les notations, nous
supposons que lp = 1. Ainsi, nous avons |o;; — afj| < € pour tout i,j € {1,---,d},
A1 — AJ| > € et (A1) = (A}). Par hypothése, chaque ligne de la matrice My possede
au moins un coefficient irrationnel. Supposons que aj; soit le coefficient irrationnel

de la premiére ligne de M. Ainsi, nous avons
lann —aqy| <&, [A = ATl Z € et (A1) = (A7),
avec aj; € R\Q. D’aprés la preuve de la Proposition 2.4.3, il existe xg € Z tel que
[{a1120 + A1) — (o120 + AT)| > 0.

Soit yo = (x0,0,---,0) € E. Ainsi, nous obtenons

d
IF (y0; 6) — F(yo; 60)llx = Y _ 1£i(wo; i, i) — Filyos o, AY))
=1

> | fi(yo; a1, A1) = fi(yos a7, A7)

= [{a11 xo + A1) — (af; o + AT)| > 0.
O

Théoréme 4.2.1. Supposons que [H3] soit vérifiée. Si chaque ligne de la matrice My
posséde au moins un coefficient irrationnel. Alors, l'estimateur des moindres carrés 0,, de

0y est fortement consistant, c.a.d.
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Preuve. Rappelons que, d’apreés la Proposition 4.2.1 et 4.2.3, nous avons

sup @, (0) — K (6)] ==
06

et
inf |K(0) — K(6
91695| () (0)|>07

ou ©, = {0 :d(0,6y) > e}. La conclusion 6,, — 6y presque siirement résulte par des argu-
ments standards de la théorie des M-estimateurs (voir par exemple Van Der Vaart (1998,

[61]), Théoreme 5.7). O

4.2.2 La consistance forte de 1’estimateur des moindres carrés quand

tous les coefficients de la matrice M, sont rationnels

Dans ce paragraphe, nous supposons que pour tout 4,5 € {1,--- ,d}, nous avons
x _ iy 3 as €7. bieN' et aAbi—=1
0y = F’ ou ajj € 4, ij € et ag; i; = L.
i
Pour mieux comprendre ce cas, nous fixons ¢ € {1,--- ,d}. Puis, nous supposons que tous
les coefficients de la i™€ ligne sont rationnels. Ainsi, pour tout j € {1,--- ,d}, nous avons
L= o Z, by €N* bij =1
Q;; ==, ou Qij € 4, ij € et a;; Nboj; = 1.
i
Quelques rappels du Chapitre 3 sont nécessaires. Soit y = (21, -+ ,2q4)” € E = Z%. Ainsi,

nous obtenons

d 1 d
Zafjxj ==a (Z Ailxl> s (4.24)
j=1 [[i=10i; \iT

ou 4
Ay = ay H bij- (4.25)
J=1,j#
D’aprés le théoréme de Bézout, nous obtenons

oud; = Ay N+ N Ay est le P.G.C.D. de A;1,--- , Ajp. Par conséquent, il existe z € Z tel

que
d
Zafjxj = vz, (4.27)
i=1
avec

d
[T=1 bij



4.2. ESTIMATION DES PARAMETRES 131

Notons que le numérateur et le dénominateur de v; ne sont pas nécessairement premiers

entre eux. Ainsi, nous réécrivons v; avec sa forme de fraction irréductible

W:%, (4.29)

ot a; € Z, by € N* et a;; A\bjj = 1. Soit = (M, ) € ©, ou M = (a;) et A= (A1, ,Ag)".
Rappelons que, pour tout i € {1,--- ,d}, a; = (a1, , vjq) représente la i€ Jigne de la

matrice M et \; est la i®™€ composante du vecteur \.

Proposition 4.2.4. Soit i € {1,--- ,d} fizé. Supposons que [H3] soit vérifiée et pour tout
jef{l,---,d}, ag; = ZTZj ot a;j € Z, by; € N* et a;j ANbjj =1. Alors,
1. filysal, i) = fily;0f,Af), Vye E<= (vix+ ) = (vig+ X)), Ve € Z.
2. filysai, Ni) = fily; 07, A7), Vy € B <= a; =0 et \; € L,
o Iio ={X € R, (\) = (\))}. De plus, ce dernier est de taille b%, ot b; est le déno-
minateur de v; défini par (4.28) et (4.29).

Preuve. Nous nous référons a la preuve de la Proposition 3.2.4 et celle de la Proposition

3.2.5. 0

Notons que la localisation de I; o dépend de la parité de b; et de la position de la partie

fractionnaire de A} sur l'intervalle [0, 1[. Ainsi, nous distinguons quatre cas :
1. Supposons que b; est pair. Alors, I; o est défini par (2.65) et (2.66).
1
2. Supposons que b; est impair et {\'} € [0, % [ Alors, I; o est défini par (2.67).
%

1 2b—1
. Supposons que b; est impair et {\I} € [— -

20, 2b;
et (2.69).

w

[. Alors, I; o est défini par (2.68)

%; — 1
2b;

Notons que, pour rester compatible avec les notations du chapitre présent, il suffit de

4. Supposons que b; est impair et {\'} € [ , 1 [ Alors, I; o est défini par (2.70).

remplacer ¢ par b; et A\g par A} dans les équations précédentes.

Corollaire 4.2.2. Supposons que [H3] soit vérifiée. Si tous les coefficients de la matrice

My sont rationnels. Alors, pour tout 6 € O, nous avons
F(.Z‘79) = F(J},Q()) VeeE< M=Myet e ly= (IL(),"' ,Id70)7-.
Preuve. Nous avons,

F(z;0) = F(x;00), Yo € E< pour tout i € {1,--- ,d}, fi(x;ai,Ni) = fi(z;a7, X)), Vo e E.
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L

Ici, pour tout 4,5 € {1,--- ,d}, nous avons o

i
— ou a;; € 74,
Ainsi, d’aprés la Proposition 4.2.4, nous obtenons

F(x;0) = F(x;0p), Ve € E< a1 =aj et \y €, ,ad:o@ et A\g € 140,

S M = My et A € .

bij € N* et Qjj /\bij =1.

0

Ainsi, Iy est un vecteur d’intervalles. La localisation de ce dernier dépend de la parité

de chaque b; et de la position de chaque {\!}.

Ici, nous détaillons le cas o pour tout ¢ € {1,--- ,d}, b; est pair. Donc, Vi € {1,--- ,d},

il existe k;p € {0,1,--- ,b; — 1} tel que

() € o= |52 2
Par suite, nous définissons

I@o = {)\z : <)\z> = <)\Z<> et {)\z} € JLQ} .

En d’autres termes, pour tout i € {1,--- ,d}, nous trouvons
[ k; kig+1] .
A+ N =] s
I bi bi |
Lip=
1 kio+1 kio]l .
- =5 -] s
] bi bi |
ou [-] représente la fonction partie entiére. Par conséquent, nous
Io
Iy =
Iq0

Quelques notations et rappels sont nécessaires. Nous posons,

EOZ{HEG,CMZ':CM:, VZE{L ,d}, et)\EI()}:M()XIo.

<0,

avons

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Notons que 0y = (Mo, Ag) € Ep. Sous [H3] et d’apres la Proposition 4.2.1, nous avons

K(0) — K(6o) = pg, (|1 F(-:0) — F(-560)[12)* -

D’autre part, soit 0, = (My, A\«) € Ey. D’apres la Proposition 4.2.4, nous trouvons

K(8.) = K(60) = gy (IF(-:6) = F(560)]12)°

=0.
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Proposition 4.2.5. Supposons que [H3[ soit vérifiée et pour tout i,j € {1,--- ,d},

s _
aj; = b—” o a;j € Z, bij € N* et a;j ANby; = 1. Alors, pour tout (suffisament petit) e > 0,
]

nous avons

inf |K(0) — K(6y)| >0,
i [K(0) — K(00)

0i ©0 = {0 € ©,d(0, Fy) > ¢}

Preuve. Nous distinguons trois situations pour I'événement ©2. Ainsi, notons que

@2:F1UF2UF3, ou
Ty ={0:3ig,jo € {1,--+ ,d},|aip, — of ;| > €}, (4.34)

F? = {9 Vv Za] € {17 ,d},|0éij - a:]| < 573 lO € {17 7d}d()‘loa-[lo,0) > €, <)‘lo> 7é <)‘70>}7
(4.35)

et

L3={60:Vije{l, - ,d},|oj— af;| <e,Flp e {1, -, dyd(Ny, Ly0) > & (N) = (ALY}
(4.36)

L’idée est aussi basée sur I'équation (4.20). Ainsi, le but est de trouver xg € E tel que
| F(x0;0) — F(xo;6p)|| > 0, uniformément sur I';,i = 1,2, 3.

Pour 8 € T'y UTy. Alors, par les mémes arguments utilisés dans la preuve de la
Proposition 4.2.3 pour les sous-ensembles équivalents, nous obtenous

peinf | |K(6) — K(6o)] > 0.

— Finalement, nous considérons le cas ou 6 € I's. Pour simplifier les notations, nous

supposons que lg = 1. Ainsi, en particulier, nous avons
‘alj - ai]‘ <¢g, Vj € {17 o 7d}7 d()‘lu-[l,O) >eet <)‘1> = <)‘T>

Soit y = (x1,--- ,x4)" € E. Nous trouvons,

d
I (y;0) — Fy; 6ow)lln = D |fily, cin M) = fily, of A,
=1

> |f1(y’0517)\1) - fl(yvoqv)‘?)"
d

d
=1 s+ A1) = O afjay + A
j=1 j=1
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Soit ©p un compact sous-ensemble de |—1, 1[d x R. De plus, nous supposons 0y C O,
c.a.d. pour tout § = (B1,---,84,7)" € Og et = (M,\) € ©, ot M = (o) et
A=A, , )" €R? il existe 0 < A < 1et B> 0 tels que

‘ﬁl| < |aij| <Aet |7‘ < |)‘J‘ < Bv VZ,] € {1? 7d}
D’autre part, nous posons

FO = {9 = (ﬁl"" 7ﬂd’7)7— € 60’ |ﬁj - CML‘ <g, Vj € {1’ ’d}7d(7’jl,0)’ et <7> = <>\>{>} .
Sur Fg et d’aprés la preuve de la Proposition 3.2.6, nous obtenons

inf |K(0) — K(6 . O

Jnf |K(0) — K(0)| >0

0

Théoréme 4.2.2. Supposons que [H3] soit vérifiée et pour tout i,j € {1,---,d}, nous

s
avons o; = L on a;; € Z bjj € N* et a;j Abj; = 1. Alors,

J ..
)

d(0,, Eo) 250, ot Ey = {Moy} x Iy, avec Iy =

Iy

En d’autres termes, &, est fortement consistant tandis que A, converge vers un intervalle

1
de taille 7 contenant \*.

Preuve. La conclusion d(6,,, Ey) — 0, presque stirement, résulte des Propositions 4.2.1

et 4.2.5 par les mémes arguments utilisés dans la preuve du Théoréme 4.2.1. O

4.2.3 La consistance forte de I’estimateur des moindres carrés quand au
moins une ligne de la matrice M, posséde au moins un coefficient

irrationnel

Finalement, nous considérons le cas appelé mixte o au moins une ligne de la matrice
My posséde au moins un coefficient irrationnel et tous les coefficients des autres lignes sont
rationnels. Ainsi, il est clair que le résultat de consistance attendu ici n’est autre qu’un
meélange des résultats obtenus dans les Théorémes 4.2.1 et 4.2.2.

Pour simplifier la présentation, nous considérons d = 2, la premiére ligne de la matrice

de My posséde un coefficient irrationnel, et tous les coefficients de la deuxiéme ligne de M



4.2. ESTIMATION DES PARAMETRES 135

sont rationnels. Explicitement, nous posons

a b I
My = (af;) = , ou ac€R\Q et A= . (4.37)

a e A%

di do 2

De plus, nous définissons
e
v=——, avec e=cydyAcads. (4.38)
dids

Nous notons que le numérateur et le dénominateur de v ne sont pas nécessairement premiers

entre eux. Ainsi, nous réécrivons v; avec sa forme de fraction irréductible

I/:B, ounpeZ,qe N etphg=1. (4.39)
q
Sans perte de généralité, nous supposons que ¢ est pair. Ainsi, il existe ko g € {0,--- ,q — 1},
tel que
koo koo+1
N € [ﬂL [ = Jo. (4.40)
q
Par suite, nous définissons
Ioo = {X: (A) = (A2), {A} € Jap}- (4.41)
Finalement, nous notons
Ey = My x I, (4.42)
ou
Ip={(\,22)" €R?: A = Al et Ay € Inp). (4.43)

Proposition 4.2.6. Supposons que [H3] soit vérifiée, My soit définie par (4.37) et q le
dénominateur de v défini par (4.38) et (4.39) soit pair. Alors, pour tout (suffisament petit)

e > 0, nous avons

inf |K(0) — K(6y)| > 0,
0co’

o

o, = {ezd(e,E{)) 25}.

.. . . . Lo, ’ ..
Preuve. Nous distinguons cinq situations pour I’événement O,. Ainsi, notons que

0. =A UA UA3UAL U A5, oul
Ay = {0:3do,j0 € {1,2}, vigjo — i) > €1, (4.44)

Ao ={0:Vije{1,2}, |oy; —ajj] <e,|h — A =&, (A1) = (A])}, (4.45)
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Ag={0:Vi,j€{1,2},]aij — ofj| <&, |\ = Aj| > e, (M) # (A])}, (4.46)

Ay ={0:Vije{1,2},|oy; — afj] <e,d(Xo, Ir0) >, (Aa) = (A3)}, (4.47)
et

As = {9 Vi, j € {1,2} s |Oéij — Oé;kj| < 5,d()\2,[270) > €, ()\2> 75 <)\§>} . (4.48)

Ainsi, pour tout ¢ € {1,--- ,d}, en utilisant les preuves des Propositions 4.2.3 et 4.2.5,

il existe y; 0 € E tel que
| F(yi,050) — F(yi,0;00)|l1 > 0, uniformément sur A;.
O

Théoréme 4.2.3. Supposons que [H3] soit vérifiée, My soit définie par (4.37) et q le

dénominateur de v défini par (4.38) et (4.39) soit pair. Alors,

. A

d(0,, Ey) 2200, on By = {Mp} x Iy, avec Iy = !
I

Preuve. La conclusion d(én,E(;) — 0, presque stirement, résulte des Propositions 4.2.1

et 4.2.6 par les mémes arguments utilisés dans la preuve du Théoréme 4.2.2. [l
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4.3 Meéthode numérique pour calculer 0,

Soient Xo, X1, -, X, des observations du processus RINVAR(1), défini par (4.3) et

(4.4). Rappelons que, pour tout ¢ € {0,1,--- ,n}, nous avons
X1,
Xo
X; =
Xa

Notre objectif est de trouver une méthode numérique pour calculer 'estimateur des moindres
carrés défini par

6, = arg min o, (6),
0cO

ou

n
Z 1X;: — F(X;-1;0)]|2)° (4.49)
i .

Z Xi4 = [ilXe-1;01, M) + '+EZ|Xd,t — [i(Xe15a0, M) P, (4.50)
o =1

Soit ©p un compact sous-ensemble de |—1, 1[d x R. De plus, supposons que pour tout
6= (ﬂl,"' ,ﬂd,’Y)T €0Opet = (M,)\) €0, ou M= (aij) et A\ = ()\1,"' ,)\d)T c Rd,

il existe 0 < A < 1 et B > 0 tels que

Ainsi, la recherche de én revient a calculer pour tout ¢ € {1,--- ,d}
(G, Ai) = arg(mln —Z Xt — fi(Xpo1; 00, N2 (4.51)
aZ? Z

Pour cela, nous utilisons le méme algorithme de recherche dichotomique proposé dans la
Section 3.3, pour calculer I'estimateur des moindres carrés des paramétres d’'un modéle

RINAR(d).
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4.4 Analyse des taux de variation et les indices de récolte

annuels de la population Suédoise

Dans cette section, nous présentons une application & des données réelles.

Il s’agit des taux de variation (par millier d’habitants) et les indices de récolte (Harvest
index) annuels de la population Suédoise entre 1750 et 1849, notées respectivement P; et
h, source : Thomas (1940, [60]).

La série P; a été étudiée dans la Section 2.7. Ainsi, nous rappelons que les observations de
cette derniére varient entre —27 et 16 (voir Figure 2.21), sa moyenne empirique est 6.69 et
sa variance empirique est 34.559. De plus, I’ACF et le PACF empiriques de P; sont données
dans la Figure 2.22.

A P’origine, les indices de récolte étaient évalués sur une échelle de demi-point avec un score
total de mauvaises récoltes égal a zéro et de récolte surabondante égal a neuf. Pour éviter
des observations telles 3.5, nous raffinons I’échelle de cette série en multipliant par 2 toutes
les observations. Ainsi, les indices de récolte annuels h; varient entre 0 et 18 (voir Figure
4.1). La moyenne empirique de h; est 10.51 et sa variance empirique est 27.787. La Figure

4.2 nous donne 'ACF et le PACF empiriques de la série h;.

The Harvest index data

o [
-
B 9
[}
2
[
T
o
o

0 20 40 60 80 100

Time

FiGa. 4.1 Les indices de récolte annuels de la population Suédoise, h; ,1750 — 1849.
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ACF of the Swedish Harvest Index data.
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Il
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0.4
|

0.0 0.2
L

PACF of the Swedish Harvest Index data.

0.3

0.2

Partial ACF
0.1

0.0

-0.1
Il

Fi1G. 4.2 — ACF et le PACF empirique de la série h;.

4.4.1 L’approche de McCleary & Hay

McCleary & Hay (1980, [49]) ont analysé les séries centrées P, = P, — EP; et hy =

ht — Eh;. Pour ces deux séries, les auteurs ont proposé séparament un modéle MA (1) réel.
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Ainsi,

hy=(1+6B)a;, P =(1+pDB)b, (4.52)

ou 01 et B sont des paramétres réels, (a;) et (by) sont deux suites de bruit centrées.

Pour considérer une interaction possible entre les deux séries, les auteurs ont examiné
I’hypothése suivante : La croissance de la population Suédoise au cours du siécle 1750— 1849
pourrait étre expliquée presque exclusivement en fonction de la production agricole (les
indices de récolte). Ainsi, aprés 'examen de la fonction de corrélation croisée CCF entre

les séries, ils ont proposé le modeéle d’interaction suivant :
P, = wg hy—1 + Ny, (4.53)

ol wy est un parametre réel et (V) est un bruit centré. En fait, une analyse des résidus
suggere le modele AR(1) pour le bruit.
Par suite, nous avons

Ny = (1—¢1B)7 ¢, (4.54)

ol ¢ est un paramétre réel et & est un bruit centré.

Ceci méne au modéle suivant
Py=wo hy—1 + (1 — $1B) 7', (4.55)
Ou d’une maniére equivalente, nous trouvons
Py =1 Py +wo (he—1 — ¢1 hy—2) + & (4.56)
Finalement, nous obtenons
Py =¢1 Py +wo (b1 — ¢ hy—z) + 6+ &, (4.57)

oud = (1-¢1) (EP, —wy Ehy). Ainsi, la forme du modeéle aboutit & une conclusion que la

croissance de la population et les indices de récolte sont liés par ’équation

P, =0.46 Pr_y + 0.826 (hy—y — 0.46 hy_y) — 1.075 + &. (4.58)

4.4.2 Ajustement 4 un modéle RINVAR(1)

Notons que dans la Section 2.7 nous avons proposé, pour analyser la série F;, le modéle
RINAR(1) suivant
P, = (0.469P;_1 + 3.559) + &;. (4.59)
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D’autre part, ’ACF et le PACF empiriques de la série h; (voir Figure 4.2) justifient
l'utilisation d'un modele AR(1) réel (les coefficients du premier ordre sont les seuls signifi-
catifs). Ainsi, pour analyser la série des indices de récolte, nous proposons comme pour la
série P;, un modeéle RINAR(1). Par suite, en utilisant I’algorithme proposé dans la Section
2.5 pour calculer Iestimateur des moindres carrés des paramétres du modéle RINAR(1),

nous obtenons

he = (0.353 hy_1 +7.108 ) + &;. (4.60)

Nous passons maintenant & une étude multivariée pour analyser les interactions entre
les deux séries. D’aprés 'approche McCleary & Hay, le taux de variation de la population
Suédoise a l'instant ¢ dépend de son taux a l'instant £ — 1 et des indices de récolte aux

instants ¢ — 1 et ¢ — 2. Ainsi, nous considérons le modéle VAR(1) réel suivant

i ar b1 hi—1 e Et,1
hiy | = 1 00 hiee |+ 0 |+] 0o |- (4.61)
P ay by c2 Py f 4,2

Donc, en utilisant le logiciel R, nous estimons et analysons les paramétres du modele (4.61).
Les diagnostiques de ce dernier indiquent que les coefficients by, ¢1, bo et f ne sont pas signi-
ficatifs. Explicitement, nous trouvons b; = —0.170 (5.€.0.109), & = —0.073 (s..0.09149),
by = —0.04212 (5.€.0.108) et f = —0.42323 (s.€.1.29746).

Ainsi, nous obtenons
ht=a1 hy_1+e+ €t,15 (4.62)

Py =as hy—1 +ca Po_1 + €10 (4.63)

A partir de cette analyse préliminaire, nous proposons pour les deux séries le modéle

RINVAR(1) suivant

h Qo 0 hi_ A €
¢ :< 11 =) 1 >+ EN (4.64)
Py Qo1 (22 P 0 €9,

Ainsi, en utilisant ’algorithme proposé dans la Section 4.3 pour calculer 'estimateur des

moindres carrés du modéle 4.64, nous obtenons
d11 = 0.353, A1 = 0.380, diop = 0.433, et A\, = 7.108. (4.65)
En particulier, le modeéle d’interaction entre les séries est défini par

Py = (0.380 hy_y +0.433 P,_1) + e9,. (4.66)



142 CHAPITRE 4. LE MODELE RINVAR(1)

4.4.3 Comparaison et commentaires

Notons que la série des taux de variation de la population Suédoise posséde des valeurs
négatives. Ainsi, la série chronologique bivariée Xy = (P, hy)™ ne peut pas étre analysée
par un modéle MGINAR qui est basé sur 'opérateur d’aminicissement généralisé et défini

sur N.

Afin de comparer les performances de prévision des modéles (4.58) et (4.66), proposés

pour analyser l'interaction entre les séries, nous définissons

P,1 =046 P,_; +0.826 hy_y — 0.378 hy_o — 1.075, ¥ t = 3,--- ,100 (4.67)
et
Pio=1(0.380 hy_1 +0.433 P,_y), ¥Vt =3,---,100. (4.68)

Ici, Pt,l (resp.f’t,g) représente la prévision a un pas de P, basée sur la fonction de régression,
provenant du modele (4.58) (resp. (4.66)).
Notons que ]5“ est en général une valeur réelle. Le passage au support discret de la série

est facilement obtenu en arrondissant a l’entier le plus prés, c.a.d.
Pm = (0.46 P,—1 + 0.826 hy—1 — 0.378 hy_o — 1.075), V¢t =3,---,100. (4.69)

Notons que le modéle de McCleary & Hay dépend de trois paramétres ¢, wq et 6. D’autre
part, le modéle RINVAR(1) dépend seulement de deux paramétres. La Figure 4.3 nous
montre les vraies valeurs de la série P; et leurs prévisions ]51571 et ]%72. L’erreur quadradique

moyenne des prévisions des deux modéles est définie par

1 loo s
EQM; = 20 Z (Pt — Ptz) , pouri = 1,2.
t=3

Ainsi, comparée au modele proposé par McCleary & Hay et défini par (4.58), lerreur

quadradique moyenne des prévisions décroit de 3.7755 & 2.8775.
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Fi1aG. 4.3 — Les taux de variation de la population Suédoise et leurs prévisions basées sur le

modeéle de McCleary & Hay et celles basées sur le modeéle RINVAR(1).
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Chapitre 5

Le modéle RINAR(1) centré
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Ce chapitre est consacré a l'étude théorique du modele RINAR(1) centré, basé sur

Popérateur d’arrondi. Ce dernier représente un cas particulier du modeéle RINAR(1) étu-

dié précédemment. Le RINAR(1) centré est utilisé pour analyser des séries chronologiques

de moyenne nulle. Dans le premier paragraphe, nous donnons quelques définitions et nota-

tions utilisées tout au long du chapitre. Dans le deuxiéme paragraphe, nous introduisons le

modele RINAR(1) centré, nous donnons les conditions de stationnarité et d’ergodicité du

processus et nous étudions la consistance forte de ’estimateur des moindres carrés consi-

déré pour estimer les parameétres du modeéle. Dans le troisieme paragraphe, nous présentons

quelques propriétés du modele. Par suite, dans le quatriéme paragraphe, nous proposons

une méthode numérique pour calculer ’estimateur des moindres carrés. Finalement, dans

le cinquiéme paragraphe, nous comparons le modéle RINAR(1) recentré et le processus

RINAR(1) centreé.
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5.1 Quelques définitions

Premiérement, nous définissons la fonction plancher "floor", la partie fractionnaire et

la fonction arrondi et nous notons certaines propriétés de chacune.

Définition 5.1.1. la fonction plancher "floor" pour un nombre réel x, notée |x|, est une

fonction qui renvoie le plus grand nombre entier inférieur ou égal o . Formellement,

|z] =max{ne€Z|n<uz}.

Par exemple : |2.8] =2, [-0.4] = —1, et [—2.3] = —3. Pour un réel positif x, |z| est la

partie entiére de x (voir Figure 5.1).

F1G. 5.1 — La fonction "floor"

Définition 5.1.2. La fonction x — |z|, aussi écrit comme x mod 1, ou {z}, s’appelle la
partie fractionnaire de x. Par exzemple : {3.1} = 0.1 et {—2.8} = 0.2 (c.a.d. si x < 0 alors
{z} =1—{|z|}, voir Figure 5.2).
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LA

Fia. 5.2 La fonction partie fractionnaire

Quelques propriétés générales :

1.

10.

lz] <z <|z|+1

0<{z} <1
{{a}} = {x}.
x = |z] +{z}.
La fonction "floor" n’est pas continue, mais elle est semi-continue supérieur.
Soient k€ Zet x € R, |k+z] =k+ |z].
0 si xz € Z.

lz] + 2] =

—1 sinon.

{z+3}t={2-3}

Soient z et y deux réels,

- e +y) = z] + ly] + [{a} +{y}].
{z+y} ={{=z} +{y}}.

Remarque 5.1.1. L’arrondi d’un nombre réel x a lentier le plus prés, noté (x) (voir

Figure 5.3), peut étre exprimé comme
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Quelques propriétés générales :
1L () =a+3—{z+1}.
2. (2) = =] + [{a} + 4.
3.x—3<(z)<z+1i.

4. Soient ke Zetz e R, (k+x) =k + (x).

6. Soient z et y deux réels, (x +y) = |z] + y] + [{z} + {y} + 3.

FiG. 5.3 — La fonction arrondi

5.2 Etude du modéle RINAR(1) centré

Nous introduisons un nouveau modéle basé sur l'opérateur d’arrondi, appelé le RI-
NAR(1) centré (pour centered first-order rounded integer-valued autoregressive process).
Notons que, ce modeéle présente un cas particulier du processus RINAR(1) introduit dans

le chapitre 2.

Définition 5.2.1. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Une série de variables aléatoires

{Xy,t =0,£1,£2,---} forme un processus RINAR(1) centré si pour tout t € Z,
Xt = <OéXt_1> + &¢, (51)

ot (-) représente l'opérateur d’arrondi a 'entier le plus prés, (e4) est une suite de variables
aléatoires i.i.d. centrées a valeurs dans Z, définies sur (2, A, P) et indépendantes de Fr_1 =

o{Xi—1,Xi—9,...}, et o est un parameétre réel.
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Notons qu’il est sous-entendu par centré que EX; = 0, V ¢t € Z. En revanche, & cause
de l'opérateur d’arrondi, cette propriété n’est pas une conséquence automatique.

Nous reviendrons sur ce point dans la Section 5.3.

5.2.1 Stationnarité et ergodicité du processus RINAR(1) centré

Le processus (X;), défini par (5.1), forme une chaine de Markov homogéne avec un

espace d’états £ = Z et une probabilité de transition
7w (z,y) =P{e1 =y — (ax)}, =,y € E. (5.2)

En appliquant Proposition 2.2.1, nous avons la proposition suivante qui nous donne les

conditions de stationnarité et d’ergodicité du processus RINAR(1) centré.

Proposition 5.2.1. Supposons que :
1. La chaine de Markov (X;) est irréductible ;
2. pour un certain k > 1, Eley|* < +o00;
3. |al < 1.

Alors,

1. (Xy) posséde une unique mesure de probabilité invariante, notée . De plus, p posséde

un moment d’ordre k.

2. Pour tout v € E et f € L'(u) nous avons

n

Z f(Xg) — u(f), Pps.

k=1

SRS

ou P, représente la probabilité conditionnelle P (- | Xy = z).

5.2.2 Estimation du paramétre «

Nous adaptons la méme démarche que dans le Chapitre 2 (Section 2.4). Le probléme est
plus simple ici puisque le parameétre A disparait. De méme, il n’y a plus lieu de distinguer
les cas "« rationnel" et "« irrationnel".

Soit © I'espace des parameétres du modéle RINAR(1) centré. Ce dernier peut étre écrit

sous la forme suivante

Xy = <aXt_1> + & = f(Xt_l; a) + &g, (5.3)
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avec f(z;a) = (ax), otz € Zet a € © C | —1,1], f est appelée la fonction de régression
du modéle.
Soient Xg, X1, -+, X, des observations du processus RINAR(1) centré. Pour I'estima-

tion du paramétre «, nous considérons I’estimateur des moindres carrés défini par

Gy = arg g1€11®1 on(a), (5.4)
ou
pulo) = = 37 (X~ f(Xi ;) (5.5)
t=1

Quelques notations sont nécessaires. Soient aq la vraie valeur du parametre et P, est la

TP, A . R p.S.
mesure de probabilité de la chaine (X) sous le vrai modéle. De plus, toute convergence —
signifie une convergence p.s. sous P, », ce qui se tient indépendamment de I’état initial .

Faisons les hypothéses suivantes.

Hypothése [HO|
1. Sous Pg,, la chaine de Markov (X;) est irréductible ;
2. pour un certain k > 2, E|e;|* < +o0;
3. ap, la vraie valeur de «, appartient a l'intervalle |—1,1[;

4. l'espace des paramétres ©, est un compact sous-ensemble de |—1,1].

En particulier, nous trouvons le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.1. Supposons que [HO] soit vérifiée. Alors, l'estimateur des moindres carrés

est fortement consistant, c.a.d.

Gn — g, Poy —p.s.

5.3 Propriétés du processus RINAR(1) centré

A cause de Popérateur d’arrondi, le bruit centré et |ag| < 1 ne suffisent pas pour
assurer que EX; = 0. Par ailleurs, nous n’arrivons toujours pas a calculer explicitement le
coefficient d’autocorrélation du premier ordre du processus RINAR(1) centré.

Tout d’abord, faisons les hypothéses suivantes.
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Hypothése [A]

1. ay, la vraie valeur de «, est un nombre irrationnel ;

2. le bruit &; posséde une loi symétrique sur £ = Z.

Proposition 5.3.1. Supposons que les hypothéses [A] et [HO] soient vérifiées. Alors,
1. La loi stationnaire po, est symétrique sur ¥ = Z, par conséquent EX; =0 ;
2. 1(1) — | < 3.

De plus, pour tout j > 2, nous avons
g
p() =gl < 5 lal" (5.6)
i=0
Preuve. Rappelons que le vrai modéle est défini par
Xy = (@ Xi-1) + &0 = f(Xi—150) + &1,

avec f(z;0) = (apx), V 2 € E = Z. Notre premier objectif est de montrer que 'unique
mesure invariante p,, de la chaine (X;) est symétrique sur Z.
Ainsi, pour tout x € Z, nous avons

f(=z500) = {~a02) = |~agz + 3] = [~(a0z — )]

Comme aq est un nombre irrationnel, alors apgz — % ¢ 7 et par suite

1

[0z — 5)] = ~(laoz — 3] +1).

Donc, nous trouvons

Rappelons que, pour tout a € R, {a - %} = {a + %} Ainsi, nous avons

s = (o foun 1))

1
= —Laol‘ + §J

= —(apz)

= —f(l“;ao)'



152 CHAPITRE 5. LE MODELE RINAR(1) CENTRE

Par conséquent, la fonction de réegression f est impaire.
De plus, d’aprés U'hypothése [A], &; et n; = —e&; possédent la méme loi.

Maintenant, nous considérons le processus W = (W;) = (—X;). Ainsi, nous avons

Wy = —f(Xi—1;00) —er = f(=X—1500) + e = f(Wi—15 c0) + 1

Donc, les lois stationnaires de X; et W; coincident. Par suite, pq, est symétrique.
Maintenant, nous calculons p(1), le coefficient d’autocorrélation du premier ordre du pro-

cessus, défini par

cov (X, Xey1)

p(1) = corr (Xy, Xp41) = V(Xy)

, VteZ.
Comme ¢; est indépendante de Fy_1 = 0 { X1, X;—9,...} et EX; =0, il s’ensuit

cov (X¢, Xir1) = cov (Xy, (o Xy) + €041)
= EXt<Oé0Xt>

= EX} + EX; ({0 Xy) — 0 Xy).

Rappelons que V 2 € R, |z — (z)| < et |X;| < X?, V t € Z. Par conséquent,

E‘XtH(CM()Xt>—CM()Xt| < EE‘Xt‘ 1
EX? = 2EX?Z — 2

p(1) — o] <
Supposons que j = 2. Nous avons,

cov (Xy, Xit2) = cov (Xy, (a0 Xit1) + €r42)
= cov (X, (@0 X¢41))
= cov (Xy, apXit1 + (a0 Xit1) — aoXit1)
= agcov (X¢, Xet1) + EXy ((apXiq1) — apXiy1)

= ag (EX} + EX; ((a0Xt) — aoXe)) + EX; ({0 Xe1) — a0 Xis1) -

Alors,

o |CMOEX,§ (<Oé0Xt> - CMQXt) + EXt ((aoXt+1> - aoXtJrl) |
- EX?

p(2) — ag]

< 5 (Jao[ +1).

N =
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Maintenant, nous considérons le processus RINAR(1) suivant
X = <a0Xt_1 + )\0> + &¢.

De plus, nous supposons que les conditions qui assurent la stationnarité et I'ergodicité de
ce processus sont vérifiées (voir Section 2.2). Par suite, nous posons m = EX;, V t € Z.

Rappelons que |[Ag| < % est une condition nécessaire mais non suffisante pour que la
moyenne du modeéle m soit nulle. D’autre part, si m € Z (en particulier m = 0), alors les

coefficients d’autocorrélation du RINAR(1) (voir Section 2.3), comme ceux du RINAR(1)

centré, vérifient I'inégalité suivante
) 1 -t
p(j) —agl < 5 ) lal, V=1
2
i=0

5.3.1 Comparaison avec un AR(1) centré

Dans cette section, nous comparons un processus AR(1) centré a valeurs réelles et le
modele RINAR(1) centré ayant le méme coefficient de régression.

Soit le processus AR(1) suivant

Yi =aoY 1+ A+e, (5.7)

oil (g¢) est une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées et V(g;) = o2.

Ainsi, pour tout ¢t € Z, nous trouvons

0.2

A
EY; = 0 et V(Vy) =

— Qg 1l -«

. (5.8)

Rappelons que, sous 'hypothése |ag| < 1, ce processus peut étre écrit comme un modeéle

MA (o0). Explicitement, nous avons

o o0
Y, = )\Zaj + Zajst_j. (5.9)
5=0 j=0

Soit le processus RINAR(1) centré suivant

Xt = (o Xi—1) + &,

oil (g;) est suite de variables aléatoires i.i.d. centrées et & valeurs dans Z et de variance 0.

Maintenant, nous supposons que les hypothéses [A] et [HO| soient vérifiées.

Ainsi, le processus (X;) est stationnaire et ergodique. De plus, sa mesure invariante est
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symétrique sur F. En d’autres termes, nous obtenons EX; =0, V t € Z.

D’autre part, pour tout « € R, nous avons

(x>:Lx+%j:x+%—{x+%},

ou {-} représente la partie fractionnaire. Ainsi, le processus RINAR(1) centré, peut étre

écrit sous la forme suivante
1
X =g X1+ 57 Zi—1 + €y, (5.10)

avec ;1 = {OéoXt—1 + %} Notons que le processus (Z;) est aussi stationnaire.

Donc, d’aprés (5.10), nous obtenons
(1—-w) EXy = % —EZ;_1 + E¢&;
Ainsi, comme EX; = 0 et Eg; = 0, nous trouvons
Vtez, IEZt:%. (5.11)
De plus, pour tout ¢ € Z, nous avons

1 {ao X} + 3, si 0<{aoX;} < 3,
0§Zt:{{a0Xt}+§}<1etZt: 2 2
{OéoXt} — %, si % < {aoXt} < 1.

Notons que la distribution de Z; est mixte, en d’autres termes elle est continue sur [0, %[

et ]%, 1[ et discréte en % Explicitement, nous avons

IP’(Zt:%):IP’(tho)—i—---:uao({O})—I—---;«éO.

En itérant I’équation (5.10), nous obtenons

Xi=er4+ape 1+ +af e

1 o of
LR A
~Zy 1=y Do — - — O Zp_por.

Comme |ag| < 1 et (X;) est stationnaire (par conséquent V t € Z, EX? est une constante),
nous en déduisons qu’au sens de la convergence dans L? (par le critére de Cauchy)

Y

nous avons

1 > el
X = 5 ZO Oé% + z; aégt,j - ZO Q%Zt,]’,1 (512)
J= J= J=

R /1
= ZO&%Et,j + ZO&% (5 — thl) . (513)
=0 =0
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En effet, nous trouvons

2

K K K
1 ' j ' 2K 4277 12
E | X; — 3 E 0 al — E Oa%&?t,j + E ) aQZi—j—1| =g EX} (k1) — 0, lorsque k — oo.
j= j= j=

Maintenant, nous comparons les deux processus (X;) et (Y;). Nous distinguons deux cas :

SiA=0,alors EY; = EX; =0 et

[e.e]
(1
X —Yil =)o (5 - Zt—j—1> | (5.14)
=0
1

< 59.15
=21~ Joa) 19
o 1
- SiA=g3,alors BY; = —————— et
2 (1 — Oé())
0 .
|Xe = Vil = [ ) o Zuj| (5.16)
§=0
1
<. (5.17)
(1 —Jaol)
D’autre part, d’aprés (5.10), nous avons
V(Xy) = V(agXs — Z4) + 02,
= adV(Xy) + V(Zy) — 20 cov(Xy, Zt) + 02,
= a2V(Xy) + V(Z) — 200E X Z; + 0.
Comme |ag| < 1, alors
2 V(Z) — 200EX; Z,
V(X)) = 5 o V%) — 200BXeZy (5.18)
—af 1—aj
Ainsi, nous obtenons
V(Z;) — 200EX Z
V() - V()| = L2 2008 X0 ] (5.19)

1-— a%
5.3.2 Etude de simulation

Le RINAR(1) centré est inspiré du modéle AR(1) réel. Rappelons que les coefficients
d’autocorrélation théoriques d’un processus AR(1), ayant ag comme coefficient de régres-
sion, sont donnés par

p(k)=af, Vk>1. (5.20)

Ici, notre but est de comparer les fonctions d’autocorrélation d'un RINAR(1) centré et

un AR(1) possédant le méme coefficient de régression ag. Pour cela, nous procédons par



156 CHAPITRE 5. LE MODELE RINAR(1) CENTRE

simulation. Pour obtenir un bruit centré a valeurs dans Z, nous considérons deux suites &
et 1y indépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de parameétre u, et nous
posons €, = & — n;. Ainsi, nous distinguons deux cas : > let 0 < pu < % correspondant
respectivement a un grand et petit bruit.

Cette notion du bruit est relative & sa variance V(e;) = 2 p. Plus précisément, d’aprés

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous avons
1
P[|€t‘§k\/2/ﬁ} 21—, Yk>0.

1
Par exemple, pour p = 3 et k = 10, nous avons P[g, € {—10,---,0,---,10}] > 0.99.
— Cas 1 : Nous simulons 1000 observations du processus RINAR(1) centré,

avec a = 0.83 et p = 9.453 (grand bruit).

10

RINAR1
0
Il

-10
Il

-20
L

0 200 400 600 800 1000

Time

F1G. 5.4 — Les observations simulées du RINAR(1) centré, avec ag = 0.83 et pu = 9.453

Les observations ci-dessus montrent que les valeurs oscillent autour de 0, comme pour
un processus AR(1) centré réel. Par suite, nous comparons les coefficients d’autocor-
rélation théoriques d'un AR(1) standard (avec oy = 0.83), définis par (5.20), et les

ACF empiriques de la série simulée.
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ACF
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Fia. 5.5 ACF de la série simulée
ACF d’'un AR(1) avec alpha = 0.83
NN |
T T T T
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Lag

ACF théorique d'un AR(1) avec ap = 0.83
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Nous remarquons que les ACF empiriques de la série simulée possédent la méme

décroissance exponentielle que les ACF théoriques du processus AR(1) ayant le méme
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coefficient de regréssion ay.
Cas 2 : Nous simulons 1000 observations du processus RINAR(1) centré,

avec ag = 0.83 et u = 0.1274 (petit bruit).

RINAR1
0
Il

0 200 400 600 800 1000

Time
Fi1G. 5.7 — Les observations simulées du RINAR(1) centré, avec ag = 0.83 et p = 0.1274

Les observations ci-dessus ont un comportement particulier. Comme le bruit est petit
et a cause de ’arrondi, les valeurs restent souvent invariantes sur une longue période
de temps.

Ainsi, rappelons que Ee; = 0 et V(e;) = 2u = 0.25. Soit a > 0, d’aprés l'inégalité de

Bienaymeé-Tchebychev, nous avons

1
IP’(—a 2u<5t<a\/2u) >1-=.
a

— Pour a = 2, nous obtenons

P (g, = 0) > 0.75.

Pour a = 4, nous trouvons
P(ey € {—1,0,1}) > 0.9375.
De plus, pour tout x,y € Z, nous avons

m(x,y) =P (X1 =y | Xe=2)=P(e1 =y — (apz)), YVt EZ.
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Donc,

P(X1=0| X =0) =P (e =0) > 0.75.
Comme ag = 0.83 > %, nous avons
P(Xpp1=—1|Xy=-1)=P(Xyy1=1|Xy=1)=P(eg =0) >0.75.
De plus, 2c9p = 1.66 et par conséquent (2cg) = 2 et (—2ap) = —2, nous obtenons

P(Xt+1 = -2 | Xt = —2) :P(Xt+1 =2 ‘ Xt :2) :P(€1 :0) 2075

Series RINAR1

0.6 0.8 1.0
Il Il

ACF

0.2

0.0

Fic. 5.8 — ACF de la série simulée

La décroissance des ACF empiriques de la série simulée est plutot affine, elle ressemble
plus a celle des ACF théorique d’'un AR(1) avec un coefficient de régression assez élevé
(par exemple ap = 0.95).

Finalement, nous constatons que pour le cas ot le bruit est grand le coefficient d’auto-
corrélation du premier ordre empirique, p(1), est une bonne estimation pour le paramétre
de regréssion «y.

En revanche, pour le cas o (g;) est petit, la dépendance entre les variables est plus forte.
Par conséquent, nous remarquons que p(1) est éloigné de ay.
Ainsi, les résultats obtenus pour les deux cas sont compatibles avec la conclusion 2 de la

Proposition 5.3.1.
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5.4 Meéthode numérique pour calculer &,

Dans cette section, nous supposons que [A] et [HO] soient vérifiées. Quelques rappels
sont nécessaires. Soient Xg, X1, -+ , X, des observations provenant du processus RINAR(1)

centré,

X = (aXt_1> + E¢.

Pour estimer «, nous considérons ’estimateur des moindres carrés ¢&,,, défini par
) "y
& = argmin P, g,,
[e1<(C)

ou P, est la mesure empirique engendrée par Y1,Ys, -+ Y, avec YV; = (Xy—1, X})

Y

et g, est définie par

ga ((2,9)) = (y = (ax))?, ¥ (z,y) € B> =77,

A cause de l'arrondi, la fonction de contraste g, est irréguliére. Par conséquent, les
méthodes numériques classiques pour calculer ¢&,,, comme la descente de gradient, ne sont
pas valables.

En revanche, sous les hypothéses [A] et [H0|, nous avons
-1<a<l,
et

p(l) — 5 <a<p(l)+

NO[—
DO

Pour calculer &,,, nous proposons une simple méthode probabiliste. Il s’agit de choisir
uniformément K valeurs (par exemple K > 1000) {ay,1 < k < K}, sur 'intervalle obtenu
par intersection de |—1,1[ et [p(1) — 3, p(1) + 3]. Puis, nous calculons P, g,, pour chacune
de ces K valeurs. Soit oy, tel que Ppnga,, = min {Pngo,,1 <k < K}.

Finalement, nous obtenons &, = ay,.

Validation par une étude de simulation

Notre objectif est d’illustrer les performances de la méthode choisie pour calculer &,.
Pour cela, nous simulons 1000 observations du processus RINAR(1) centré, avec ag fixé.
Pour obtenir un bruit centré a valeurs dans Z, nous considérons deux suites & et n; in-

dépendantes de variables i.i.d. suivant une loi de Poisson de paramétre u, et nous posons

et =& — M-
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Puis, en utilisant la méthode indiquée précédemment avec K = 1000, nous calculons &,.
Apres 500 répétitions indépendantes, nous calculons la moyenne et ’écart-type de la suite
des estimations obtenues {&y;,1 < i < 500}, et dessinons leurs histogrammes.

Précédemment, nous avons distingué deux cas relativement au bruit du modéle.
Ainsi, si ce dernier est grand le coefficient d’autocorrélation du premier ordre est proche
de ap. Par conséquent, &, doit étre proche de p(1).
En revanche, si le bruit est petit p(1) est éloigné de ag. Ainsi, &, s’écarte de p(1).
Ici, nous restons fidéle au jeu de paramétres considéré dans I'étude de simulation de la
section 5.3.2.

— Cas du grand bruit : g = 0.83 et = 9.453.

La figure ci-dessous montre la répartition des estimations obtenues. La moyenne des

estimations, notée &y, est égale 0.823 et I’écart-type est 0.016.

Histogramme des estimations obtenues

0.75 0.80 0.85 0.90

F1G. 5.9 — Histogramme des estimations de ag = 0.83 (avec grand bruit)

D’autre part, notons que la moyenne des coefficients d’autocorrélations du premier
ordre, notée p(1), est égale a 0.821 et I'écart-type est 0.019. Donc, avec un grand

bruit, nous pouvons dire que p(1) est un bon estimateur de ag, comme pour un
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AR(1) réel.
Cas du petit bruit : ap = 0.83 et = 0.1274.
Les figures suivantes montrent respectivement la répartition des coefficients d’auto-

corrélation empiriques du premier ordre et des estimations obtenues.

F1G. 5.10 — Histogramme des pg(1), 1 < k < 500

Histogramme des estimation obtenues
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Fi1G. 5.11 — Histogramme des estimations de ag = 0.83 (avec petit bruit)
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Notons que p(1) = 0.93 et I'écart-type est de 0.008. Par conséquent, dans le cas du
petit bruit, il est clair que le coefficient d’autocorrélation du premier ordre empirique
n’est pas un bon estimateur de ag. En revanche, nous avons &,, = 0.832 et 1'écart-type

des estimations obtenues est égale 0.001.

5.5 Le modéle RINAR(1) recentré

Soient Xy, --- , X,, des observations a valeurs entiéres. Le procédé habituel de centrage
de cette série chronologique semble inapproprié pour une modélisation a valeurs entiéres.
En effet, la moyenne empirique 7 = X,, est généralement non entiére. Par conséquent, le
processus Y; = X; — m ne rentre pas dans le cadre des modéles considérés.

Dés lors que le processus RINAR(1),
Xt =(aXi1+ ) +e,

a été légitimé pour modéliser la série chronologique X7, --- , X, (par exemple, en testant si
les résidus peuvent étre considérés comme un bruit blanc), une question naturelle se pose :
Pouvons-nous, comme dans le cas d'un AR(1) réel, nous ramener de maniére systématique
a I’étude d’une série centrée ?

Autrement dit, est-ce-que le processus RINAR(1) recentré, V; = Xy —m ou m = EXy,
posséde la méme forme qu’un processus RINAR(1) centré ?

Plus explicitement, sous 'hypothése m € Z*, avons-nous
7
}/t = <04Y;571> + &¢.
Ainsi, nous avons
Xi—m={(a(Xim1 —m)+am+ ) —m+e.
Comme m € Z*, nous trouvons
Y = (aYi1 +¢) + &4, (5.21)
o ¢ =X—m (1 —«). D’apres la Proposition 2.3.1, nous avons

] < 5. (5.22)

N =

Par définition, le processus (Y;) est centré. De plus, d’aprés la preuve de la Proposition

2.3.2, les coefficients d’autocorrélation de ce dernier possédent les mémes encadrements que
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le processus RINAR(1) centré. En particulier, nous avons

lp (1) —al <

Finalement, sous I'hypothése m € Z, le processus RINAR(1) recentré présente quelques
avantages. En effet, si les observations de la série chronologique en question sont assez
élevées, le processus (Y;) permet de traiter des observations a faibles variations et oscillant
autour de 0. D’autre part, le paramétre de la constante ¢ du processus RINAR(1) recentré
varie entre —% et % Ainsi, nous proposons 6y = (ég,é) = (p (1),0) comme point de
départ de l'algorithme utilisé pour calculer I'estimateur des moindres carrés (voir Section
2.5), considéré pour estimer les paramétres du modéle.

Maintenant, nous supposons que m ¢ Z et les observations de la série chronologique
soient assez élevées. Ainsi, les observations du processus (Y;) ne sont plus entiéres. En
revanche, nous pouvons envisager d’autres processus a valeurs entiéres dont la moyenne
est faible mais pas forcément nulle, les observations varient autour de 0, et les coefficients
d’autocorrélation possédent les mémes encadrements que ceux d'un processus RINAR(1).
A titre d’exemple, nous pensons au processus My = X; — me oil me est la médiane des
observations de la série. De plus, la médiane est bon estimateur de la moyenne ayant en
général la méme nature entiére de la série.

Autrement, nous pouvons considérer le processus suivant

Wt = Xt - (m>
. X . / 1
Notons que ce dernier est & valeurs entiéres et |[EWy| = |m | = |m — (m)| < 3
D’autre part, le processus (W;) peut étre écrit sous la forme suivante
W = (aWt_1 + 01> + &¢, (5.23)

ot ¢ = A — (m) (1 — ). De plus, comme —1 < o < 1, nous avons

il = A =—m(1l—-—a)+m (1—a)—(m) (1—-a)]

<PA=m A -a)|+|m (1 —-a)=(m)(1-a
11

3
<i4i(1- °.
_2+2( oz)<2

Les coefficients d’autocorrélation du processus (W;) possédent les mémes encadrements que

ceux d'un modeéle RINAR(1) avec une moyenne non entiére (voir Propostion 2.3.3).
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Dans ce chapitre, nous proposons un processus autorégressif basé sur I’'opérateur d’ar-

rondi pour analyser des séries chronologiques a valeurs entiéres positives.

Dans le premier paragraphe, nous introduisons le modéle PRINAR(1). Dans le deuxiéme

paragraphe, nous donnons le résultat principal concernant la consistance forte de I'estima-

teur des moindres carrés considéré pour estimer les paramétres du modeéle. Dans le troisiéme

paragraphe, nous étudions les propriétés générales du modele. Par suite, dans le quatriéme

paragraphe, nous donnons les conditions nécessaires pour que la loi stationnaire du pro-

cessus posseéde un support fini.
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6.1 Introduction

Tout d’abord, notons que nous gardons les mémes notations et définitions que dans le
chapitre précédent, notamment la fonction plancher "floor", la fonction partie fractionnaire

et la fonction arrondi. Soit le modéle suivant
Xt = <OéXt71> +&, te€ Z, (61)

ou (g¢) une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans N, avec Ee; = p (par exemple,
e ~» Po(p)), et o est un paramétre réel positif. Nous appelons ce modéle PRINAR(1)
(pour positive first-order rounded integer-valued autoregressive).

Notons que, sous 'hypothése o > 0, la positivité du processus est assurée, c.a.d.
thZ,XtZO:Xt+1 > 0.

Alors, a premiére vue le processus PRINAR(1) ne peut pas produire des autocorrélations
négatives.

D’autre part, la prévision a un pas, basée sur I’espérance conditionnelle, est donnée par
X141 =E(Xpy1 | Fr) = (aX1) + 4, (6.2)

ou Fr = o {Xp,Xr_1,--- }. Notons que XT+1, pour un RINAR(1) centré par exemple, est
directement une valeur entiére. Ici, XTH est plutdt une valeur réelle.
Le passage au support discret de la série est facilement obtenu en arrondissant & l’entier le

plus pres, c.a.d.

Xri1 = ((aXr) + p) = (@X7) + (). (6.3)

Remarquons que, pour 0 < g < %, nous obtenons
X141 = (aX7). (6.4)

Donc dans ce cas, p n’a aucun effet sur la prévision a un pas, basée sur 'espérance condi-

tionnelle.

Ainsi, malgré que sa moyenne est non nulle, le modéle PRINAR(1) avec un petit bruit

posséde une formule de prévision a un pas identiques a celles d’'un RINAR(1) centré.
Notons que, sous I'hypothése © C [0,1] x N*, en particulier p est entier, le processus

PRINAR(1) défini par (6.1) peut étre écrit sous la forme suivante

X =(aXy 1 +p)+e, teZ, (6.5)
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N / . 2 N
ol g, = ¢ —  est bruit centré et a valeurs dans Z.
Par suite, il est clair que le modéle présent représente un cas particulier du modéle RI-

NAR(1). De plus, la prévision a un pas donnée par (6.2) est directement une valeur entiére.

6.2 FEtude théorique du processus PRINAR(1)

L’étude de la stationnarité, 'ergodicité, et la consistance de I'estimateur des moindres
carrés du processus PRINAR(1) est similaire a celle du modéle RINAR(1) du Chapitre 2.
Ici, nous introduisons quelques notations et annoncons le résultat principal.

PRINAR(1) peut étre écrit sous la forme suivante
X = {0Xi) +p+ey = f(Xe136) + 2, (6.6)

ou g, =& — p (Bep = 0) et f(2;0) = (ax) + p, ¥ o € N avec § = (a,u) € © C Rt x Rt
Soient 6y = (o, po) la vraie valeur du parametre et Py, est la mesure de probabilité de la
chaine (X;) sous le vrai modéle. De plus, toute convergence 2, signifie une convergence
p.s. sous Py, ,, ce qui se tient indépendamment de 1'état initial .

Le fait que la constante p soit hors de 'opérateur d’arrondi présente un avantage par
rapport au modéle RINAR(1) du chapitre 2. En particulier, le processus PRINAR(1) n’a
pas de probléme d’identifiablité.

Ainsi, pour tout 6 € ©, nous obtenons
f(z;0) = f(x;6p), Vo € Z <=0 =06.

Soient Xy, X1,---,X,, des observations du processus PRINAR(1). Pour estimation du

paramétre #, nous considérons I'estimateur des moindres carrés défini par

0 = argmin ¢, (6), (6.7)

ou
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Théoréme 6.2.1. Supposons que :
1. Sous Py,, la chaine de Markov (X) est irréductible ;
2. pour un certain k > 2, Eley|* < +o0;
3. «ap, la vraie valeur de «, appartient a l'intervalle [0, 1];
4. Uespace des parameétres O, est un compact sous-ensemble de [0, 1] x ]0, 0o].

Alors, Le processus (X;) est stationnaire et posséde une unique mesure invariante, notée

o, telle que

/’LGO‘ ) |k < 0.

De plus, lestimateur des moindres carrés 0, est fortement consistant, c.a.d.

0, — 0o, Py, —p.s.

6.3 Propriétés du processus PRINAR(1)

Comme pour la classe RINAR, l'opérateur d’arrondi cause des difficultés pour 'étude
théorique du processus PRINAR(1). II est clair qu’un clacul explicite de la moyenne ou
des coefficients d’autocorrélation n’est pas possible. Malgré tout, nous arrivons & borner
ces derniers en utilisant les proporiétés de la fonction arrondi et celles de la fonction partie

fractionnaire.

Sur la moyenne :

Rappelons que, pour tout a € R, nous avons

(o) =la+ 3] et la] =a~ {a},

ou () représente la fonction arrondi, |-| la fonction plancher "floor", et {-} la partie frac-
tionnaire.

De plus, nous trouvons

1
|a—(a>|§§et0§{a}<1.

Dans la suite, nous supposons que les hypothéses du Théoréme 6.2.1 sont vérifiées.

Notons que, avec les mémes précédentes notations, le vrai processus PRINAR(1) peut étre
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écrit sous la forme suivante
X = (aoXi—1) + €4,
1
= o X1 + §j + &4,
1
= apXi_1 + 3 Zi—1 + €4,

ou Z; = {aoXt + %} et Ee; = po. Ici, les processus (X;) et (Z;) sont stationnaires, par

conséquent

1 1
(1 - Oéo)EXt = 5 —EZt—i-EEt = Mo + 5 —EZt

Comme 0 < Z; < 1et 0<ap < 1, nous obtenons

Ho |:|EZt_%| 3

EX; — .
| t 1—CMO 1—CMO

(6.9)

1—CMO

Rappelons que 1 HO pest autre que la moyenne d’un processus AR(1) réel, ol o est le

— g
coefficient de régression et pg représente la moyenne du bruit associé.
Maintenant, posons m = EXy, V ¢t € Z. Nous distinguons deux cas :

Si le bruit est petit, 0 < pg < %, alors

+3 1
0<m< T2 . (6.10)
1-— [67)) 1-— (&7}
Ici, la borne supérieur ] dépend juste de «p.
—
Si le bruit est grand, pug > 1, alors
1 1
Ho — 3 Ho + 5
<m < ——=. 6.11
1-— (675} m 1-— (7)) ( )
Par conséquent,
1 1
m(l—ao)—§<ﬂo<m(1—ao)+§. (6.12)
De plus, si pg € N*, nous obtenons
po = (m(1 — ayp)). (6.13)

Sur le corrélogramme :

Comme m = EX; # 0, le calcul du coefficient d’autocorrélation du premier ordre du
PRINAR(1) est compliqué. Soit le processus centré (Y;), on ¥; = Xy —m qui a le méme

corrélogramme que (X;). Nous distinguons deux cas.
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Supposons que V t € Z, EX; = m € N*. 1l est clair que le processus Y; = X; — m est

a valeurs dans Z et centré (c.a.d. EY; = 0 et |Y;| < Y2V t € Z). Ainsi, Nous avons

Xt = (o Xi—1) + &4,

Xt —m = <CMO(Xt,1 — m) + a0m> —m + &;.

Alors,
Yi = (apYi—1 —¢) + &4, onc=m (1 — ap) et Egy = pp. (6.14)

Par suite,
cov(Xt, Xev1) = cov(Yy, Yiq1) = aoV (Yy) + EY;({aoY: — ¢) — (oY — ¢)).

Comme |a — (a)| < 3, pour tout a € R, nous trouvons

EYi((ao¥i — ) —(a¥i — )] (L1EM| 1 0
V(Yy) 2EY? 2

p(1) — ag| =
Supposons que V t € Z,EX; = m € R**. Ici, le processus centré (Y;), ou Y; = Xy —m,
n’est plus & valeurs dans Z (c.a.d. |Y;| £ Y2,V t € Z) et nous pouvons I’écrire sous

la forme suivante

Y; = (agYi_1 + aom) + pio — m + &y, (6.16)

N / . .
ou &, = & — Ho- AIHSI7 nous avons

| (1) — ‘ _ ‘EY;“O‘OY;? + a0m> - (O‘OY% + Oéom))‘ < EE‘YH _ 1 E‘Xt - m|
P 0 V(Y,) =2EY2  2E(X,—m)?
(6.17)

Rappelons que [z] est la partie entiére du nomble réel z. Il en découle,

E|X; —m| = gy ([m]) £ + % = % (1 + %)
et

E(X: — m)2 = MQO([m]) e+ 2,

ou pg, est la mesure de probabilité stationnaire de la chaine (X;),
0<e=|ml—m| <1, % =3 pHe@)]i —ml et B =3, 1o )i —m)>
Comme ¥’ < % < E(X; —m)?, nous obtenons

BX —ml _ (), ()

E(Xt - m)2 by
Par conséquent,

p(1) — a0l < (1 n M) | (6.18)
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6.3.1 Le processus PRINAR(1) recentré

Soient X71,---, X, des observations & valeurs entiéres positives modélisées par un pro-
cessus PRINAR(1). Le procédé habituel de centrage de cette série chronologique semble
inapproprié pour une modélisation & valeurs entiéres. En effet, comme m € R™*, le proces-
sus centré Y; = X; — m ne rentre pas dans le cadre des modéles considérés.

Nous distinguons deux cas :

— Supposons que m € N*. Alors, le processus (Y;), défini par (6.14), est évidement
centré et a valeurs dans Z. Ce dernier dépend de trois paramétres g, ¢ = m (1 — )
et pg. De plus, il est clair qu’il ne posséde pas la méme représentation qu’un modéle
RINAR(1). Par contre, ces coefficents d’autocorrélation ont les mémes encadrements
que ceux d'un modeéle RINAR(1) de moyenne entiére (par conséquent du processus

RINAR(1) centré). En particulier, nous avons

[p(1) — ol <

De plus, sous 'hypothése pg € N* et d’apres (6.5) (6.13) et (6.14), le processus centré
(Yy) s’écrit

Y; = (Oé()th_l + Cl> + 6;, (6.19)
ot |e1| = o — ¢ = |{c) — | < 4 et €, = &1 — o (un bruit centré a valeurs dans 7).
Le modele présent (6.19) posséde la méme représentation qu’un processus RINAR(1).

Maintenant, supposons que m € R™* et m > % ((m) > 1). Ici, nous proposons le

processus (W), o Wy = X; — (m). Ce dernier peut étre écrit sous la forme suivante
Wi = (agWi—y — ¢ ) +&p, ot ¢ = (m)(1 — ag) et Eey = puo. (6.20)

Il est clair que le processus (W}) est a valeurs dans Z mais il ne posséde pas la méme

représentation qu'un modele RINAR(1). D’autre part, sa moyenne est donnée par

[EW:| = [m — (m)] <

)

N | —

et ses coeflicients d’autocorrélation possédent les mémes encadrements que ceux d’un
RINAR(1) de moyenne non entiére.
Par ailleurs, sous I'hypothése pg € N* et d’apres (6.5) (6.13) et (6.20), le processus
(W) s’écrit

W, = (aW; + ¢1) + &y, (6.21)
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N ’ / ’ . 20N
ol ¢; = fip — ¢ et g, =& — p (un bruit centré a valeurs dans Z).
Ce dernier posséde la méme représentation qu’un modele RINAR(1).

Notons que, comme 0 < ag < 1, nous trouvons

lea| = luo =m (1= @) +m (1—a) = (m) (1-a)
<lpo—m (I —a)f+[m (1 —a) = (m) (1 -a)|
1

1
<-4+ —-(1- 1.
f2+2( a) <

6.3.2 Etude de simulation

Au cours de notre étude nous constatons que le cas du modele PRINAR(1) associé a
un petit bruit représente beaucoup de curiosité.

Tout d’abord nous rappelons que, sous I'hypothese 0 < pg < %, nous avons

1
1 Ip(1) — a0l §§, si m € N*
lp(1) — | < 3 1—|—T , sinon .

Pour mieux comprendre ce cas nous procédons par simulation. Soit ag et pg les vraies
valeurs des paramétres du modéle. Nous considérons une loi de Poisson de paramétre g
pour le bruit (c.a.d. e, ~ Po(ug) et Ee; = pp). Puis, nous simulons 1000 observations du
processus PRINAR(1).
Nous proposons deux jeux de paramétres. pour le premier, nous associons au petit bruit
un coefficient de régression (ag) faible. Pour le deuxiéme, nous considérons ag > 1.
ag = 0.25 et o =0.04 :
Les observations ci-dessous varient entre 0 et 1. Elles ressemblent & un exemple
d’informations binaires. Le petit bruit et l'opérateur d’arrondi assurent une faible
dépendance entre les observations. Pour cela, nous remarquons que les valeurs res-
tent invariantes et égales a 0 sur longue plaque de temps, le passage & des valeurs
supérieures dépend donc du bruit et de ay. La moyenne empirique est égale 0.039,
I'écart-type est 0.193, et la médiane est 0. Notons que,

oYX, 1 4
0<m= 1000 _0'039<1—a0 3
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F1G. 6.1 — 1000 observations simulées du processus PRINAR(1) avec ag = 0.25 et o = 0.05

Les figures suivantes donnent respectivement ’ACF et le PACF empiriques de la

série simulée. Nous constatons qu’aucune autocorrélation n’est significative. Ainsi, si

nous ne tenons pas en compte la nature entiére des observations, cette série peut étre

interprétée comme un bruit blanc.
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F1G. 6.3 — PACF de la série simulée

ap = 0.78 et g =0.33 :
Les observations ci-dessous varient entre 2 et 7. La moyenne empirique est égale

2.442, I'écart-type est 0.679 et la médiane est 2. Notons que,

0<m=2442 <

= 4.54 et (1) = mediane = 2.
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F1G. 6.4 — 1000 observations simulées du processus PRINAR(1) avec ag = 0.78 et . = 0.33
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Rappelons que processus PRINAR(1) forme une chaine de Markov homogéne avec

un espace d’états ¥ = N et une probabilité de transition
m(x,y) =P{e1 =y — ()}, Vx,y € N.
Ainsi, comme g = 0.78, nous avons
P{Xit1=2| Xy =2} =P{e; =0} = exp(—po) = 0.72.
et
P{Xi1=3|X:=3}=P{Xy41=3| X, =2}P{e; =1} = exp(—po) po ~ 0.24.

Les figures suivantes donnent respectivement I’ACF et le PACF empiriques de la série

simulée.
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Fi1G. 6.5 ACF de la série simulée



176

CHAPITRE 6. LE MODELE PRINAR(1)
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F1G. 6.6 PACF de la série simulée

La décroissance géométrique des ACF empiriques et le fait que la fonction d’autocor-
rélation partielle du premier ordre soit I'unique valeur significative justifient le choix

d’un processus AR(1) pour modéliser les observations. Ainsi, soit le modéle suivant
Xy =ag X414+ by + &
Les estimateurs Yule-Walker des paramétres sont
i = p(1) = 0.3895 et by = (1 — o) = 1.491.

Il est clair que 6y = (ao, I;O) n’est pas une bonne estimation du paramétre 6 = (a, )

du modele PRINAR(1).
D’autre part, rappelons que la prévision a un pas basée sur la fonction de régression,

suvie par 'arrondi (pour revenir au support entier des observations) est donnée par
X1 = (@Xr +bo), VT € Z.

Soit £y un instant fixé. Nous remarquons que :

- S5i Xy, =2 et Xyy41 = 2, alors

Xipr1 = (2 (0.3895) +1.491) = 2 = X; 4 1;
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Si Xy, = 3 et X441 = 3, alors
Xipa1 = (3 (0.3895) +1.491) = 3 = X; 41
Si Xy =2et Xyp41 =3 ou Xy, =3 et Xyy41 = 2, alors
| Xio41 — Xigr1] = 1.
Ainsi, nous définissons
Xy = (a0 Xy—1 + bo), Yt =2,--,1000.

L’écart moyen absolue est défini par

1000 %
. X — X,
EMA = iz K Z Xl e
999
L’erreur quadratique moyenne est donnée par
D20 1X — X
EQM = == = 0.559.
@ 999

Donc, nous constatons que les performances de prévision du processus AR(1) sont

plutét bonnes.

6.4 Support de la loi stationnaire

Ici, nous admettons que les hypothéses du Théoréme 6.2.1 sont vérifiées. Désormais,
nous donnons les conditions nécessaires pour que la loi stationnaire, notée pg,, de la chaine

(Xt) posséde un support fini.

Proposition 6.4.1. Soit A € N* fizé. Supposons que supp(e;) = [0, A]. Alors, supp(fta,) C
1+2A

0, B] ou B est un entier tel que B > —————.
[0, B] ou B est un entier tel que B > 50 — )
Preuve. Rappelons que supp(e;) = [0, 4], c.a.d. e < A,V t € Z. Notre objectif est de

montrer que le support de py, est fini. Tout d’abord, nous fixons ¢y € Z et supposons que
1+2A

XtOSBetBGNtelqueBZm

. Ainsi,

1 1
Xio+1 = (0 Xt) +etg+1 < Xy, + 3 + A< oB+ 3 +A<B.

Par suite,

VteZ,XtSB:>Xt+1§B.
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1+2A
2(1 = ao)

Maintenant, nous posons By = [ 1, ou [z] est le plus petit entier supérieur ou

égale a z.
Ainsi, si Xg = By, alors V¢t > 1 nous avons X; < By. Soit u, la mesure empirique engedrée

par Xq,---,X,, définie par

Le support de p, est [0, By]. Par conséquent, pour tout ¢ & {0,---, By},

poo(c) = lim pin(c) = 0.

Détaillons plus en avant la borne B de la proposition précédente.
— Si ag =0, alors V ¢t € Z nous avons X; = g;. Par suite, nous obtenons B = A + 1.

+ 24

———— < 1+ 2A. ainsi, il suffit de prendre B =1+ 2A4.
2(1 — Oé())

Si0<ap < %, alors

2k

2
- Si % < ap < 1, alors il existe k(ap) > 2 tel que ap < , ce qui implique que

1424
ﬁ <k (1+2A). Par conséquent, il suffit de prendre B = k(1 + 2A).
—ap

Maintenant, nous considérons que le bruit g; suit une loi de Poisson de paramétre pg
(c.a.d. g4 ~ Po (ug)). Soit a € N*, d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous

obtenons
1

(o—a\/ < g < pota/u ) 1—a—

Soit @ =10 et 0 < o = 0.01 < 3 (le bruit est petit). Nous obtenons,
P(e €{0,1} ) > 0.99.

Ici, nous constatons que dans ce cas le bruit est concentré sur l'intervalle [0, A], o A = 1.

-Si0<a=032< %, alors nous déduisons que (X;) est plutot concentrée sur
l'intervalle [0, B], o B=1+24=3 (P( X; € {0,1,2 3} ) > 0.99).
Si ap = 0.78, alors il existe k(a) = 3 tel que a < % . Ici, nous déduisons que
la chaine (X;) est plutot concentrée sur 'intervalle [0, B], ot B=k(14+24)=9

(P( X €{0,---,9} ) >0.99).



Conclusion et perspectives

La modélisation des séries chronologiques & valeurs entiéres est un domaine scientifique
assez récent. La plupart des modéles qui existent dans littérature sont apppropriés pour
analyser séries chronologiques a valeurs entiéres positives, en particulier les séries de comp-
tage. Ces modeéles sont basés sur les opérateurs d’amincissement et possédent quelques

limitations.

En revanche, 'utilisation de 'opérateur d’arrondi a I’entier le plus prés pour générer des
observations & valeurs entiéres parait naturelle. Ainsi, comparée aux modéles autorégressifs
basés sur les opérateurs d’amincissement, la classe RINAR introduite au cours de cette
these posséde plusieurs avantages. Plus précisément, les modéles RINAR ont une structure
d’innovation simple, générée uniquement par le bruit. Par construction, la classe RINAR
peut produire des séries chronologiques a valeurs entiéres ayant des observations négatives.
D’autre part, les modeles RINAR peut produire des autocorrélations aussi riches que celles
d'un AR(p) réel, y compris les autocorrélations négatives. De plus, la prévision a un pas,
basée sur espérance conditionnelle (fonction de régression), est une valeur entiére par

construction des modéles.

Pour assurer la stationnarité et I'ergodicité du processus RINAR(1), nous supposons
que la valeur absolue du coefficient de régression est strictement inférieur & 1. Cette hy-
pothése est similaire & celle qui garantit la stationnarité du modéle AR(1) réel. A cause
de l'opérateur d’arrondi, I'identifiabilité du processus RINAR(1) a un comportement non
standard. Ainsi, nous distinguons cas : Si la vraie valeur du coefficient de régression est
irrationnelle, le probléme d’identifiabilité n’apparait pas. Par conséquent, ’estimateur des
moindres carrés des paramétres est fortement consistant. Si la vraie valeur du coefficient
de régression est rationnelle, alors le coefficient de régression est identifiable mais le pa-
ramétre de la constante ’est pas. Ainsi, 'estimateur des moindres carrés des parameétres

converge presque siirement vers une collection de points ayant le premier composant fixé

179
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et égale a la vraie valeur du coefficient de régression, tandis que le deuxiéme composant
varie dans un intervalle contenant la vraie valeur du paramétre de la constante et de taille
proportionnelle au dénominateur de la vraie valeur du coefficient de régression. La taille

. . 1 .
maximale de cet intervalle est égale a 7 Notons que cette fluctuation autour du parameétre
de la constante n’a pas d’influance sur la pévision. Le modeéle d’ordre supérieur RINAR(p),
est une extension directe du processus RINAR(1). Nous mentionnons que dans le cas ou
tous les vraies valeurs des coefficients de régression, la taille maximale de intervalle de
fluctuation du paramétre de la constante est inférieure & % Par suite, le modele vectoriel
RINVAR est une généralisation du processus RINAR d’ordre supérieur. En effet, ’étude
d'un processus RINVAR(1), dédié a la modélisation d’une série chronologique vectorielle
de dimension p et a valeurs entiéres, revient a examiner p modéles RINAR(p) totalement
séparés. Le modele RINAR(1) centré est un cas particulier du processus RINAR(1), ou le
paramétre de la constante est nulle. Ce modéle ne posséde pas de probleme d’identifiabilité
et par conséquent ’estimateur des moindres carrés de son paramétre est fortement consis-
tant. Le modéele PRINAR(1) est consacré a I’analyse des séries chronologiques a valeurs
entiéres positives. Comme son paramétre de la constante est hors de I'opérateur d’arrondi,
le PRINAR(1) n’a pas un probléme d’identifiabilité et par conséquent l’estimateur des
moindres carrés des paramétres est fortement consistant.

Les modéles introduits au cours de cette thése ont plusieurs atouts : une simple construc-
tion, des conditions de stationnarité et d’ergodicité plus générales que celles pour les mo-
déles basés sur les opérateurs d’aminicissement, et des résultats satisfaisants concernant
la consistance des estimateurs des moindres carrés. Cependant, & cause de l'opérateur
d’arrondi, I'étude théoriques de certaines propriétés des modéles est compliquée. A titre
d’exemple, pour un RINAR(1) stationnaire, nous n’arrivons pas a calculer explicitement

la moyenne m = EX;. Toutefois, nous pouvons la trouver I’encadrement suivant,

A < 1
l—a' " 2(1-a)

Im —

ou « est le coefficient de régression et A est le paramétre de la constante. Rappelons que

1 n’est autre que la moyenne d'un modele AR(1) réel ayant les mémes paramétres.
-«
Par ailleurs, pour un processus RINAR(1) centré (m = EX; = 0) stationnaire, le calcul
exact de ces coefficients d’autocorrélation p(k) n’est pas possible. Cependant, pour p(1)

par exemple, nous trouvons I’encadrement suivant,

)

N —

p(1) —af <
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ou « est le coefficient de régression du modeéle RINAR(1) centré. Notons que, pour un
AR(1) réel ayant le méme coefficient de régression, nous avons p(1) = a.

Soient X71,---,X,, des observations & valeurs entiéres. Du point de vue pratique, une
question naturelle se pose :

Comment nous validons le choixz d’un processus RINAR pour modéliser ces observation ?
En premier lieu, nous tragons les coefficients d’autocorrélation empiriques simples (ACF)
et partiels (PACF). Nous analysons ces coefficients comme si les observations sont a va-
leurs réelles. A titre d’exemple, nous examinons la décroissance des ACF et le nombre des
coefficients PACF significatifs. Si par exemple, nous constatons que le processus AR(1) est
approprié, nous pouvons en déduire que le RINAR(1) est bon candidat pour modéliser la
série. Ainsi, nous calculons 'estimateur des moindres carrés en utilisant la méthode numé-
rique proposée dans le Chapitre 2. Ensuite, nous vérifions si les résidus obtenus peuvent
étre interpréter comme un bruit blanc (aucune corrélation (ACF et PACF) des résidus n’est
significative). Autrement, nous pouvons simuler des observations d’un processus RINAR(1)
ayant comme paramétres les valeurs calculées de I'estimateur des moindres carrés. Ensuite,
nous tracons les ACF et les PACF de la série simulée et nous les comparons avec ceux de
la série X1, -, X,,.

Notons que, pour toutes les applications réelles introduites au cours de cette thése, la
valeur calculée de I'estimateur des moindres carrés du modéle RINAR(p) par ’algorithme
de la recherche dichotomique, est assez proche de celle de 'estimateur de Yule-Walker
du modele AR(p) qui représente le point de départ de cet algorithme. Ceci explique les
performances de prévision souvent analogues de ces modéles. Nous mentionnons qu’en
général les valeurs de prévision d’'un modele AR(p) sont réelles. Ainsi, nous considérons
une opération d’arrondi finale pour retrouver le support entier des observations.

L’état actuel de nos travaux laisse entrevoir de nombreuses perspepectives.

1. Améliorer certains résultats
— Pour tous les modéles proposés au cours de cette thése nous supposons que le
bruit (g;) est une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z. Une question
se pose : Pouvons-nous affaiblir cette hypothése? En d’autres termes, il s’agit de
trouver les conditions de stationnarité et d’ergodicité de ces modéles dans le cas ou
(e¢) est un bruit blanc. Il est clair que sous cette hypothése nous devons abandonner

I’aspect Markovien.
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Pour assurer la stationnarité et 'ergodicité du modéle RINAR(p), nous imposons
que la somme des valeurs absolues des coefficients de régression soit strictement
inférieur a4 1. Ceci implique que le rayon spectral de la matrice |A| suivante soit

strictement inférieur a 1,

(el el
I,1 0

avec I,_1 la matrice d’identité d’ordre p — 1. Dorénavant, nous souhaitons étendre
cette condition et retrouver celle qui garantit la stationnarité d'un AR(p) réel. Plus
précisément, nous voulons que le rayon spectral de la matrice A soit strictement
inférieur a 1. Par ailleurs, dans le cas du modéle RINVAR(1), nous visons aussi
que le rayon spectral du coefficient de régression soit strictement inférieur a 1.
Dans le cadre de I'étude des propriétés geénérales du modele RINAR(1) centré
stationnaire, nous trouvons les encadrements suivants pour ces coefficients d’auto-
corrélation

j—1

. T ; . «
p() — o[ < 5D lof', VieN.
i=0

A Tavenir, nous espérons trouver des bornes plus fines. Pour cela, nous pensons
exploiter a titre d’exemple, la S-mélangance du processus. Cette propriété n'a pas

été annoncée au cours de nos travaux.

2. Développer quelques aspects inexploités

— L’étude de simulation dédié au modéle RINAR(1) centré (resp. PRINAR(1)), nous

montre 'existence de deux cas dépendant du choix du bruit considéré. Ainsi, nous
constatons qu’avec un grand bruit le coefficient d’autocorrélation empirique du
premier ordre est assez proche du coefficient de régression. Cependant, quand le
bruit est petit ces deux valeurs s’éloignent. De plus, les observations des séries
simulées sont & faibles variations et restent souvent invariantes sur une longue
plaque du temps. A titre d’exemple, avec un jeu de paramétre bien précis, le modeéle
PRINAR(1) produit des observations binaires. Ainsi, nous souhaitons expliquer
théoriquement ces comportements.

Pour assurer la positivité, la stationnarité et Pergodicité du modele PRINAR(1),
nous supposons que son coefficient de régression soit strictement compris entre 0
et 1. Ainsi, nous visons clarifier la question suivante :

Est-ce que ce modéle peut produire des autocorrélations négatives ?
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Notons que dans le cas d’une réponse insatisfaisante, le processus PRINAR(1)
perd un des principaux avantages de la classe des modéles autorégressifs basés sur
I'opérateur d’arrondi.

Supposons que le support du bruit du modéle PRINAR(1) (resp. RINAR(1)) sta-
tionnaire est borné. Ainsi, nous obtenons que la loi stationnaire du processus l'est
aussi. Ceci nécessite ’emploi d’autres techniques que celles proposées au cours de
cette thése, pour prouver la consistance de ’estimateur des moindres carrés.
L’étude du modele RINVAR(1), dédié a l'analyse d’une série chronologique vec-
torielle de dimension p & valeurs entiéres, revient a traiter p modeles RINAR(p)
séparés. Ceci grace a la définition de l'opérateur arrondi et au fait que tous les
composants ont le méme support. A Pavenir, nous souhaitons examiner le cas oil

un au moins de ces composants a un support borné.

3. Etudier la vitesse de convergence de ’estimateur des moindres carrés
Afin de compléter notre étude dédiée au processus RINAR(1), notre intérét s’est
tourné vers I’étude de la vitesse de convergence de 'estimateur des moindres carrés,
considéré pour estimer les paramétres du modeéle. Ce travail, mené en collaboration
avec Saumard, A.!, est en cours de préparation. Dans la suite, nous citons quelques-
uns des arguments principeaux utilisés pour aboutir & un tel résultat.

Rappelons que, le modele RINAR(1) stationnaire est défini par
Xy = <OéXt_1 + )\> + & = f(Xt_l; 9) + &¢,

ou 6 = (a, \) € © I'espace des paramétres compact et sous-ensembble de |—1,1] x R.
Soit By = (ag, A\g) la vraie valeur des paramétres du modeéle, p la mesure invariante
de ce processus (sous 6p), et G = (gp)oco, on go((z,y)) = (y — f(2;0))?, (z,y) € Z2,
la classe des fonctions de contraste. I’estimateur des moindres carrés én peut étre
présenté de la maniére suivante
g4, = argmin P, gy, (%)
90€G

ou P, est la mesure empirique associée a la chaine double Y; = (X;_1, X}) ayant

P comme mesure invariante (sous 6p). Notons que, la définition (%) nous donne
Pn(gén — gg,) < 0. Comme les fonctions de contraste sont irréguliéres, les techniques

usuelles basées sur la dérivabilité de ces fonctions sont désormais inadaptées.

! Adrien Saumard : IRMAR, université de Rennes 1.
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Ainsi, pour controler la vitesse de convergence nous utilisons des méthodes non pa-
ramétriques basées sur les processus empiriques.

Tout d’abord, nous montrons que le processus RINAR(1) est S-mélangeant (voir,
Mokkadem, A.? (1990)) et que G est une classe de sous-graphes de Vapnik-Chervonenkis
(VC-subgraph class), voir par exemple, van der Vaart, A. W. & Wellner, J. A.? (1996)
et Dudley, R. M.* (1999)). Ensuite, nous utilisons une technique de controle du supre-
mum du processus empirique par entropie universelle pour les données mélangeantes,
développée par Doukhan, P., Massart, P. & Rio, E.® (1994) puis Rio, E.% (1998).
Finalement, grace & cette technique nous contrélons a distance finie la taille de I’es-
pérance du supremum du processus empirique sur la classe G, et donc le risque qua-
dratique moyen de la série estimée a l'instant n (le modeéle sous én) notée Xn, par
rapport a la vraie série chronologique inconnue (le modeéle sous ), notée Xj.

En effet, le lien entre ces deux quantités est donné par le simple calcul suivant :

B (% = X0)*| = B [u((58.) - £(:60)7].
= E [P(gén - 990)} ;
< E [(P o P”‘)(gén - 990)} , d’apres I'équation (x),

1

—= E | sup |an(g0 — 90,)!|
\/ﬁ ge€G " 0

IA

ou a,, = /n(P — Fy).

*Propriétés de mélange des processus autorégressifs polynomiaux. Ann. Inst. H. Poincaré Probab. Sta-

tist. v. 26, no. 2, p. 219 260.
3Weak convergence and empirical processes. With applications to statistics, Springer-Verlag, New York.
*Uniform central limit theorems, Cambridge University Press.
®The functional central limit theorem for strongly mixing processes. Ann. Inst. H. Poincaré Probab.

Statist. v. 30, no. 1, p. 63 82.
SProcessus empiriques absolument réguliers et entropie universelle. Probab. Theory Related Fields v.

111, no. 4, p. 585 608.
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4. Introduire d’autres modéles

La classe des modeéles RINAR est inspirée des modéles autorégressifs réels. En effet,
l'opérateur d’arrondi est considéré comme une censure sur la fonction de régression
linéaire d’un modéle AR. Dorénavant, nous proposons d’appliquer la méme philo-
sophie & la classe des modéles ARCH/GARCH. En réalité, les séries financiéres de
variation et & valeurs entiéres, comme dans le cas a valeurs réelles, forment une suite
de bruit blanc. Les modéles du type autorégressifs introduits au cours de cette thése
deviennent ainsi inadaptés. Il est alors naturel d’adapter la construction ARCH/

GARCH au contexte de valeurs entiéres.
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Résumé :

Dans certaines situations il devient nécessaire de traiter les séries chronologiques
a valeurs entiéres. Au premier regard, 'analyse de telle série peut présenter quelques
difficultés, notamment si I'analyse est basée sur quelques modéles stochastiques. Ces
modéles doivent refléter la particularité entiére de la série observée. De nombreuses
tentatives ont été faites pour définir des modeéles qui peuvent étre utilisés pour
décrire les séries chronologiques a valeurs entiéres. La plupart des modéles proposés
sont basés sur 'opérateur d’amincissement et possédent les mémes propriétés que
les modéles a valeurs réelles bien-connus dans la littérature.

[’objectif de cette thése est d’étudier les modéles autorégressifs a valeurs entiéres.
Nous introduisons une nouvelle classe de modéles basés sur 'opérateur d’arrondi. Par
rapport aux modéles existants, la nouvelle classe a plusieurs avantages : structure
d’innovation simple, coefficients de régression avec des signes arbitraires, valeurs
négatives possibles pour la série chronologiques et pour la fonction d’autocorrélation.
Nous étudions la stationnarité des modéles et la consistance forte de I’estimateur des
moindres carrés proposé pour estimer les paramétres. Nous analysons quelques séries
chronologiques a valeurs entiéres bien-connues avec les modéles introduits.

Mots clefs : Séries chronologiques a valeurs entiéres, opérateur d’amincissement,
opérateur d’arrondi, identifiabilité, estimateur des moindres carrés, consistance forte.

Abstract :

In many practical situations we deal with integer-valued time series. The analysis
of such a time series present some difficulties, namely where the analysis is based
on some stochastic models. These models must reflect the integer peculiarity of the
observed series. Many attempts have been made to define some models which can
be used to describe integer-valued time series. Most of the proposed models are
based on the thinning operator and they have the same properties as the real-valued
models well-known in the literature.

The aim of this thesis is to study the integer-valued autoregressive models. We
introduce a new class of models based on the rounding operator. Compared to the
existent models, the new class has several advantages : simple innovation structure,
autoregressive coefficients with arbitrary signs, possible negative values for time se-
ries and for the autocorrelation function.

We study the stationarity of the models and the strong consistency of the least
squares estimator proposed to estimate the parameters. We analyze some well-known
time series with the introduced models.

Key words : Integer-valued time series, thinning operator, rounding operator, iden-
tifiability, least squares estimator, strong consistency.



