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La 
lasse RINARMotivationExemples :Nombre de 
as d'une 
ertaine maladieNombre des transa
tions quotidiennes d'un titre boursierNombre mensuel d'a

idents mortels sur une autorouteTempérature quotidienne à Rennes pendant 
et étéEt bien d'autres ...Domaines d'appli
ation :Méde
ine (épidémiologie)Finan
e et é
onomieAssuran
e et �abilitéMétéorologieEt bien d'autres ...



La 
lasse RINARMotivationPolio, États-UnisDonnées mensuelles entre Janvier 1970 et Dé
emebre 1983
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kwell et Davis (1991)℄
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La 
lasse RINARINAR Vs. RINARL'opérateur de Steutel et Van Harn (1979) :Soit Z ∈ N, une variable aléatoire; a ∈ [0, 1]

a ◦ Z =

Z
∑

k=1

ξk,où (ξk) suite i.i.d. Bernoulli(a), indépendante de Z, série de
omptageLe modèle INAR(p):
Xt =

p
∑

j=1

aj ◦ Xt−j + εt,où (εt) i.i.d. N, indépendantes de toutes les séries de 
omptage



La 
lasse RINARINAR Vs. RINARPropriétés des INAR
INAR(1) fon
tion d'auto
orrélation identique à 
elle du
AR(1) réel (
f. Al-osh et Alzaid [2℄, 1987)Pour p > 1, deux di�érentes spé
i�
ations :

INAR(p) − AA fon
tion d'auto
orrélation similaire à 
elledu ARMA(p, p − 1) réel (
f. Al-osh et Alzaid [3℄, 1990)
INAR(p) − DL fon
tion d'auto
orrélation identique à 
elledu AR(p) réel (
f. Du et Li [4℄, 1991)



La 
lasse RINARINAR Vs. RINARLimitations des INAR :Une stru
ture d'innovation forte 
omplexe : (εt) et séries de
omptageLes INAR ne peuvent pas produire des auto
orrélationsnégativesLes INAR ne peuvent pas modéliser des séries
hronologiques à valeurs entières ave
 desobservations négatives



La 
lasse RINARINAR Vs. RINARLe modèle RINAR(p) :
Xt = 〈

p
∑

j=1

αjXt−j + λ〉 + εt,où
〈x〉 l'arrondi de x ∈ R à l'entier le plus près,
(εt) i.i.d. Z, E[εt] = 0Remarques :
λ paramètre de dé
entrage
〈·〉 opération naturelle pour passer des nombres réels auxentiers



La 
lasse RINARINAR Vs. RINARAvantages des RINAR :Une stru
ture d'innovation forte simple : (εt) seulLes RINAR peuvent produire des auto
orrélationsnégativesLes RINAR peuvent modéliser des séries 
hronologiquesave
 des valeurs négativesLa prévision à un pas, basée sur l'espéran
e 
onditionnelle,est entière et donnée par
X̂T = E (XT | Xs, s ≤ T − 1) = 〈

p
∑

j=1

αjXT−j + λ〉



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Plan de la présentation1 Motivation2 INAR Vs. RINAR3 Le modèle RINAR(1)Stationnarité et ergodi
itéQuelques propriétésEstimation des paramètresVariations du modèleExemple de 
orrélogrammeMéthode numérique pour 
al
uler EMCUne appli
ation réelle4 Le modèle RINAR(p)5 Le modèle RINVAR(1)6 Perspe
tives7 Quelques référen
es



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)RINAR(1) est dé�ni par
Xt = 〈α Xt−1 + λ〉 + εt = fθ(Xt−1) + εt, t ∈ ZFon
tion de régression fθ(x) = 〈α x + λ〉, x ∈ Z et

θ = (α, λ) ∈ ΘComme (εt) est i.i.d., (Xt) est une 
haîne de Markovhomogène sur E = Z ave
 noyau de transition
π (x, y) = P {ε1 = y − fθ(x)} , x, y ∈ E



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Stationnarité et ergodi
itéProposition :Soit θ = (α, λ) ∈ Θ �xé. Supposons que :1 (Xt) est irrédu
tible2 E|εt|k < +∞, pour un 
ertain k ≥ 13 |α| < 1Alors,
(Xt) possède une unique loi invariante, notée µ. De plus, µpossède un moment d'ordre kPour tout x ∈ E et f ∈ L1(µ) nous avons

1

n

n
∑

k=1

f(Xk) −→ µ(f), Px p.s.où Px représente la probabilité 
onditionnelle P (· | X0 = x)



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Stationnarité et ergodi
itéRésumé de la preuve :
V : x 7→ |x|k, où k ≥ 1, fon
tion de LyapunovComme |α| < 1 et E|εt|k < +∞, nous obtenons

lim sup
|x|→∞

πV (x)

V (x)
< 1 ⇔ πV (x) ≤ γ V (x) + δ,où 0 ≤ γ < 1 et δ < ∞.

lim supn µnV < ∞, où µn est la mesure empirique de (Xt)

(µn) est une suite tendue et pour tout point limite µ nousavons µV < ∞

(Xt) est irrédu
tible, µ est unique



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Quelques propriétésSoit (Xt) le pro
essus RINAR(1) stationnaire. Nous notons,
m = EXt et ρ(k) =

cov(Xt,Xt+k)

V (Xt)
, ∀ t ∈ Z, k ∈ NProposition :

|m − λ

1 − α
| ≤ 1

2 (1 − α)Ainsi, nous avons
m = 0 ⇒ |λ| ≤ 1

2
, λ = 0 ⇒ |m| ≤ 1

2 (1 − α)

λ ∈ Z ⇒ λ = 〈m (1 − α)〉



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Quelques propriétésProposition :Si m ∈ Z, alors
| ρ (k) − αk | ≤ 1

2

k−1
∑

i=0

|α|iSi m 6∈ Z, alors
| ρ (k) − αk | ≤ 1

2

(

1 +
µ([m])

Σ′

) k−1
∑

i=0

|α|i,où µ est la loi stationnaire de (Xt), [·] partie entière,
Σ

′

=
∑

i6=[m] µ(i)|i − m| = E [|Xt − m|] − µ([m]) |[m] − m|



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresQuelques notations
θ0 = (α0, λ0) la vraie valeur du paramètre θ

Pθ0 la distribution de probabilité de (Xt) sous le vraimodèleToute 
onvergen
e p.s.−→ signi�e une 
onvergen
e presquesûre sous Pθ0Hypothèse [H1℄1 Sous Pθ0 , (Xt) est irrédu
tible2 pour un 
ertain k ≥ 2, E|εt|k < +∞3 Θ ⊂ ]−1, 1[ × R, 
ompa
t



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresConséquen
es
(Xt) possède une unique loi invariante µθ0 telle que
µθ0(| · |k) < ∞ ave
 k ≥ 2

Yt = (Xt−1,Xt) possède aussi une unique loi invariante Ptelle que P (‖ · ‖k) < ∞ pour toute norme ‖ · ‖ sur E2 = Z2Soient X0,X1, · · · ,Xn des obsevations du pro
essus RINAR(1).L'estimateur des moindres 
arrés est dé�ni par
θ̂n = arg min

θ∈Θ

1

n

n
∑

t=1

[Xt − fθ(Xt−1)]
2 = arg min

θ∈Θ
Pngθ,

Pn est la mesure empirique générée par Y1, · · · , Yn

gθ (z) = [y − fθ(x)]2, ∀ z = (x, y) ∈ E2 et θ ∈ Θ



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresProblème d'identi�abilité :Soient θ = (α, λ) ∈ Θ et {x} la partie fra
tionnaire de x ∈ R

fθ = fθ0, µθ0 − p.s. ⇔ 〈αx + λ〉 = 〈α0x + λ0〉, ∀ x ∈ Z

⇒ α = α0, 〈λ〉 = 〈λ0〉Si α0 ∈ R\Q, alors ({α0x})x∈Z
dense dans [0, 1[ et par suite

λ = λ0Si α0 = p
q
, où p ∈ Z q ∈ N∗, p ∧ q = 1, alors

∀ x ∈ Z, {α0x} ∈
{

0,
1

q
,
2

q
, · · · ,

q − 1

q

} et par suite
λ ∈ I0 ∋ λ0, |I0| =

1

q



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresProblème d'identi�abilité :Exemple : supposons que α = α0 =
1

4
et λ ≥ λ0 = 2.2I
i, q = 4 et {λ0} = 0.2 ∈ i0 =

[

0,
1

4

[ (〈λ〉 = 〈λ0〉 = 2)
0

{λ0}
1
4

1
2

3
4

1
bFigure: La subdivision de l'intervalle [0, 1[ en 4 intervalles de taille 1

4

fθ = fθ0, µθ0 − p.s. ⇒ 〈{α0x}+ {λ}〉 = 〈{α0x}+ {λ0}〉, ∀ x ∈ Z

I0 = {λ, 〈λ〉 = 〈λ0〉 et {λ} ∈ i0} = [ 2; 2.25 [ , |I0| = 0.25 =
1

4



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresSoit d distan
e sur Θ, ∀ θ = (α, λ), θ
′

= (α
′

, λ
′

) ∈ Θ,
d (θ, θ

′

) = max
{

|α − α
′ |, |λ − λ

′ |
}Théorème :Supposons que [H1℄ soit véri�ée.Si α0 ∈ R\Q, alors

θ̂n
p.s.−→ θ0Si α0 = p

q
, où p ∈ Z q ∈ N∗, p ∧ q = 1, alors

d(θ̂n, A0)
p.s.−→ 0, où A0 = {α0} × I0



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresÉtapes de la preuveLGNU : supθ∈Θ |(Pn − P )gθ|
p.s.−→ 0

∀ θ ∈ Θ, y ∈ Z2, gθ(y) ≤ A(y) = c (1 + ‖y‖2) ∈ L1(P )Soit q > 0 �xé,
sup
θ∈Θ

|(Pn − P )gθ| ≤
∑

‖y‖<q

A(y)|Pn(y) − P (y)|

+ (Pn + P )(A(y)11‖y‖≥q)Comme Pn(y)
p.s.−→ P (y), nous avons

lim sup
n

sup
θ∈Θ

|(Pn − P )gθ| ≤ 2P (A(y)11‖y‖≥q), p.s.En prenant q ր ∞, nous obtenons
lim sup

n

sup
θ∈Θ

|(Pn − P )gθ| = 0, p.s.



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Estimation des paramètresÉtapes de la preuveBonne dis
rimination du 
ontraste limite :Pour tout (su�samment petit) ε > 0,si α0 ∈ R\Q, alors
inf

θ∈Θε

|P (gθ − gθ0
)| > 0, où Θε = {θ : d(θ, θ0) ≥ ε}si α0 = p

q
, où p ∈ Z q ∈ N∗, p ∧ q = 1, alors

inf
θ∈Θ0

ε

|P (gθ − gθ0
)| > 0, où Θ0

ε = {θ : d(θ, A0) ≥ ε}Arguments standards de la théorie des M-estimateurs



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Variations du modèleUn modèle totalement identi�able :
Xt = 〈αXt−1〉 + εt,où (εt) i.i.d. Z, E[εt] = λThéorème :Supposons que [H1℄ soit véri�ée. Alors, θ̂n

p.s.−→ θ0Cas intéressant : λ ∈ Z (en parti
ulier, λ = 0)Si Θ ⊂ [0, 1[× ]0,∞[ 
ompa
t et (εt) i.i.d. N, nous obtenonsun modèle à valeurs entières positives, le pro
essusPRINAR(1)



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Variations du modèleNous 
onsidérons le modèle suivant
Xt = 〈αXt−1〉 + εt,

(εt) i.i.d. 
entrées dans Z, pour k ≥ 2, E|εt|k < ∞,
α ∈ Θ ⊂ ]−1, 1[ 
ompa
t et (Xt) est irrédu
tibleHypothèse [A℄1 εt possède une loi symétrique sur E = Z2 α0 ∈ R\Q

E [Xt] = 0, ∀ t ∈ ZCe modèle est appelé RINAR(1) 
entré



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Exemple de 
orrélogrammeNous 
onsidérons le modèle RINAR(1) 
entré Xt = 〈αXt−1〉+ εtConséquen
es
m = E [Xt] = 0 ∈ Z

∀ k ∈ N∗, | ρ (k) − αk | ≤ 1

2

∑k−1
i=0 |α|iNous simulons 1000 observations ave
 :

α0 = 0.83 +
π

800
, εt = At − Bt, où At, Bt, i.i.d. Po(ν)Grand bruit, ν ≫ 1Petit bruit, 0 < ν ≤ 1

2



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Exemple de 
orrélogrammeCas 1 : α0 = 0.83 +
π

800
et ν = 9.453

Time

R
IN

A
R

1

0 200 400 600 800 1000

−
20

−
10

0
10

20

Figure: Les observations simulées



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Exemple de 
orrélogramme
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 α = 0.83



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Exemple de 
orrélogrammeCas 2 : α0 = 0.83 +
π

800
et ν = 0.127
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lasse RINARLe modèle RINAR(1)Exemple de 
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Figure: (1) ACF empirique de la série simulée (2) ACF théorique AR(1) ave
 α = 0.83



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Méthode numérique pour 
al
uler EMC
X0,X1, · · · ,Xn des observations du pro
essus RINAR(1)

θ̂n = arg min
θ∈Θ

1

n

n
∑

t=1

[Xt − 〈αXt−1 + λ〉]21 Point de départ : θ̂0 = (α̂0 = ρ̂(1), λ̂0 = X̄n(1 − α̂0))2 Transition de θ̂k = (α̂k, λ̂k) à θ̂k+1 = (α̂k+1, λ̂k+1)

λ̂k �xé, re
her
he di
hotomique su

essive sur α, ave

]−1, 1[ intervalle de re
her
he
α̂k+1 �xé, re
her
he di
hotomique su

essive sur λ, ave

[

λ̂0 − 5 |λ̂0|, λ̂0 + 5 |λ̂0|
] intervalle de re
her
he3 Critère d'arrêt : max

{

|α̂k+1 − α̂k|, |λ̂k+1 − λ̂k|
}

≤ 0.001



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Méthode numérique pour 
al
uler EMCValidation de l'algorithmeSimulation de 500 observations du pro
essus RINAR(1),ave
 θ0 = (α0, λ0) �xé et εt = At − Btoù At, Bt, i.i.d. Po(ν), ave
 ν ≫ 1Cal
ul de θ̂n ave
 l'algorithmeAprès 500 répétitions, nous obtenons {α̂n,i, 1 ≤ i ≤ 500} et
{

λ̂n,i, 1 ≤ i ≤ 500
}



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Méthode numérique pour 
al
uler EMCValidation de l'algorithmeExemple : α0 = −0.4, λ0 = 1.44 et ν = 6.23

¯̂αn = −0.4075 (s.e. 0.045) et ¯̂
λn = 1.3988 (s.e. 0.162)
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La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Une appli
ation réelleAnalyse des taux de variation annuels de la population Suédoise 1750-1849.Sour
e : [M
Cleary et Hay, 1980℄
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La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Une appli
ation réelleAnalyse des taux de variation annuels de la population Suédoise 1750-1849
80 premières observations pour l'estimation et 20 dernièresensemble test pour la prévision
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La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Une appli
ation réelleAnalyse des taux de variation annuels de la population Suédoise 1750-1849Ajustement à un AR(1) réel :
Xt = aXt−1 + b + ηt

â = ρ̂ (1) = 0.4505, b̂ = X̄n(1 − â) = 3.337Prévision à un pas (suivie d'arrondi) : X̃T+1 = 〈âXT + b̂〉

EQM =
1

20

99
∑

T=80

(

XT+1 − X̃T+1

)2
= 5.8et

EAM =
1

20

99
∑

T=80

|XT+1 − X̃T+1| = 2.1



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Une appli
ation réelleAnalyse des taux de variation annuels de la population Suédoise 1750-1849Ajustement à un RINAR(1) :
Xt = 〈αXt−1 + λ〉 + εt

θ̂n = (α̂n, λ̂n) = (0.469, 3.559)Prévision à un pas : X̂T+1 = 〈α̂nXT + λ̂n〉

EQM =
1

20

99
∑

T=80

(

XT+1 − X̂T+1

)2
= 4et

EAM =
1

20

99
∑

T=80

|XT+1 − X̂T+1| = 1.7



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(1)Une appli
ation réelleAnalyse des taux de variation annuels de la population Suédoise 1750-1849
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ation réelle4 Le modèle RINAR(p)5 Le modèle RINVAR(1)6 Perspe
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es



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(p)Nous 
onsidérons le modèle RINAR(2) :
Xt = 〈α1Xt−1 + α2Xt−2 + λ〉 + εt, t ∈ ZFon
tion de regression fθ(z) = 〈α1 x + α2 y + λ〉,où z = (x, y) ∈ Z2 et θ = (α1, α2, λ)Conditions de stationnarité et d'ergodi
ité :

(Xt,Xt−1) est irrédu
tible
(εt) possède un moment d'ordre k ≥ 2

|α1| + |α2| < 1

θ = (α1, α2, λ) ∈ Θ, 
ompa
t sous-ensemble de ]−1, 1[2 × R



La 
lasse RINARLe modèle RINAR(p)1 θ0 = (α1,0;α2,0;λ0) vraies valeurs des paramètres du modèle2 θ̂n l'estimateur des moindres 
arrés3 L'identi�abilité du modèle a un 
omportementnon-standardSi α1,0 =
a1

b1

et α2,0 =
a2

b2

, où a1 ∧ b1 = 1 et a2 ∧ b2 = 1,alors
θ̂n

p.s.−→ E0, E0 = {(α1,0; α2,0)} × I0 (λ0 ∈ I0)De plus,
1

b1b2

≤ |I0| ≤ min

{

1

b1

,
1

b2

}Si α1,0 (ou α2,0) est irrationnel, alors
θ̂n

p.s.−→ θ0



La 
lasse RINARLe modèle RINVAR(1)Plan de la présentation1 Motivation2 INAR Vs. RINAR3 Le modèle RINAR(1)Stationnarité et ergodi
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La 
lasse RINARLe modèle RINVAR(1)Soit Xt =

(

X1,t

X2,t

). Nous 
onsidérons le modèle RINVAR(1) :
Xt = 〈MXt−1 + λ〉 + εt = Fθ(Xt−1) + εt,où

θ = (M,λ),M =

(

α11 α12

α21 α22

)

, λ =

(

λ1

λ2

)

, εt =

(

ε1,t

ε2,t

)Par suite,
{

X1,t = 〈α11X1,t−1 + α12X2,t−1 + λ1〉 + ε1,t

X2,t = 〈α21X1,t−1 + α22X2,t−1 + λ2〉 + ε2,t

θ0 = (M0, λ0) vraie valeur, M0 = (α0
i,j) et λ0 =

(

λ0
1

λ0
2

)



La 
lasse RINARLe modèle RINVAR(1)Conditions de stationnarité et d'ergodi
ité :
(Xt) est irrédu
tible
(εt) possède un moment d'ordre k ≥ 2

ρ(A) < 1, où A = |M | =

( |α11| |α12|
|α21| |α22|

)L'identi�abilité du modèle :Chaque ligne de la matri
e M0 possède au moins un
oe�
ient irrationnel (θ̂n
p.s.→ θ0)Tous les 
oe�
ients de M0 sont rationnels(θ̂n

p.s.→ M0 ×
(

I0,1

I0,2

))Une ligne de M0 a au moins un 
oe�
ient irrationnel etl'autre ne possède que des 
oe�
ients rationnels(θ̂n
p.s.→ M0 ×

(

λ0
1

I0,2

))
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La 
lasse RINARPerspe
tivesL'étude de la vitesse de 
onvergen
e de l'estimateur desmoindres 
arrés, θ̂n, pour le pro
essus RINAR(1)Travail en 
ours ave
 Adrien Saumard
g
θ̂n

= arg min
gθ∈G

Pngθ,

G = (gθ)θ∈Θ, où gθ((x, y)) = (y − fθ(x))2, (x, y) ∈ Z2

(Xt) est β−mélangeante
G est une VC-
lasse de sous-graphes

Eµθ0
(f

θ̂n
− fθ0)

2 ≤ 1√
n

E

[

sup
gθ∈G

|αn(gθ − gθ0)|
]

,où αn =
√

n (P − Pn)Contr�le du supremum du pro
essus empirique par entropieuniverselle pour les données mélangeantes



La 
lasse RINARPerspe
tivesTrouver la loi asymptotique de l'estimateur des moindres
arrésExaminer l'innovation linéaire du pro
essus RINAR(1)Étudier la stationnarité et d'ergodi
ité sous l'hypothèsed'un bruit blan
Améliorer les 
onditions de stationnarité et d'ergodi
itépour RINAR(p) et RINVAR(1)Expliquer théoriquement le 
omportement du
orrélogramme du RINAR(1) en fon
tion du 
hoix du bruit(grand ou petit)Combiner le prin
ipe d'arrondi et les modèlesARCH/GARCH pour des séries 
hronologiques à valeursentières



La 
lasse RINARQuelques référen
esPlan de la présentation1 Motivation2 INAR Vs. RINAR3 Le modèle RINAR(1)Stationnarité et ergodi
itéQuelques propriétésEstimation des paramètresVariations du modèleExemple de 
orrélogrammeMéthode numérique pour 
al
uler EMCUne appli
ation réelle4 Le modèle RINAR(p)5 Le modèle RINVAR(1)6 Perspe
tives7 Quelques référen
es



La 
lasse RINARQuelques référen
esM
Kenzie, E. (1985). Some simple models for dis
rete variate time series. WaterResour
es Bulletin, Volume 21, P. 645-650.Alzaid, A. A. and Al-Osh, M. (1987). First-order integer-valued autoregressive(INAR(1)) pro
ess. J. Time Ser. Anal., volume 8, P. 261-275.Alzaid, A. A. and Al-Osh, M. (1990). An integer-valued pth-order autoregressivestru
ture (INAR(p)) pro
ess. J. Appl. Probab., volume 27, P. 314-324.Du, J.-G. and Li, Y. (1991). The integer-valued autoregressive (INAR(p)) model. J.Times Ser. Anal., Volume 12, P. 129-142.Ka
hour, M. and Yao, J.F. (2009). First-order rounded integer-valued autoregressive(RINAR(1)) pro
ess. J. Times Ser. Anal., Volume 4, P. 417-448.Ka
hour, M. (2009). p-order rounded integer-valued autoregressive (RINAR(p)) pro
ess.Preprint, University of Rennes 1.Ka
hour, M. (2009). First-order rounded integer-valued ve
torial autoregressive(RINVAR(1)) pro
ess. Preprint, University of Rennes 1.


	Motivation
	 INAR Vs. RINAR
	Le modèle RINAR(1)
	Stationnarité et ergodicité
	Quelques propriétés
	Estimation des paramètres
	Variations du modèle
	Exemple de corrélogramme
	Méthode numérique pour calculer EMC
	Une application réelle

	Le modèle RINAR(p)
	Le modèle RINVAR(1)
	Perspectives
	Quelques références

