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2 Chapitre 1. Introduction

On s’intéresse dans cette these a ’estimation des parametres de transport de solutés
dans un milieu poreux peu perméable, d’un point de vue théorique et appliqué, en lien avec
le stockage des déchets nucléaires a vie longue en couche géologique profonde. Ce premier
chapitre introductif est organisé comme suit. Dans le premier paragraphe, nous présentons
le contexte général du projet de these. Le paragraphe suivant traite du contexte scientifique.
La troisieme partie introduit les modeles mathématiques qui seront utilisés dans la suite.
Le quatrieme paragraphe aborde ’estimation de parametres a proprement dit. La derniere
partie présente le travail réalisé sur l'identification de zones.

1.1 Contexte général

1.1.1 Le stockage des déchets nucléaires : enjeux, outils et difficultés

Depuis le début des années 1990, la protection de ’environnement est devenue une
préoccupation collective. La question des déchets (au sens large) est quotidienne et touche
chaque individu tant sur le plan professionnel que familial. Les enjeux liés a ces problemes
résident principalement dans la gestion des ressources en eau et la maitrise des pollutions
souterraines.

Parmi ces déchets, la problématique de la gestion des déchets nucléaires est devenue
durant ces dernieres années une préoccupation importante de la société. Il devient en effet
nécessaire de trouver une solution durable au stockage des déchets nucléaires, résidus des
activités civiles et militaires, afin de préserver notre environnement. Ces déchets ayant
une longue durée de vie, il convient de leur trouver une solution appropriée respectant les
contraintes de stureté. L’objectif de la gestion des déchets est de protéger 'homme et son
environnement contre toute émission ou dissémination de matieres dangereuses.

En France, I’Andra” travaille depuis longtemps sur le sujet et a pour mission d’étudier,
de concevoir, d’exploiter et de surveiller les centres de stockage des déchets radioactifs
en protégeant a long terme I’homme et ’environnement de I'impact des déchets. L’Andra
étudie notamment des solutions de gestion durable pour les déchets qui restent aujourd’hui
sans filiere industrielle de gestion. Pour ce faire, elle s’appuie sur les mathématiques ap-
pliquées afin de trouver les solutions les mieux adaptées. En effet, le seul moyen de prédire
le comportement des déchets en sous-sol sur plusieurs milliers d’années est de réaliser des
simulations numériques fiables du transport de radionucléides en milieu souterrain. Dans
I’hypothese ou des radioéléments dangereux seraient relachés dans la biosphere, on doit
pouvoir disposer de toutes les informations nécessaires a la compréhension des circons-
tances du relachement et d’en connaitre les proportions.

Les principales difficultés liées au probleme de stockage sont de plusieurs ordres :

— la premiere est d’ordre scientifique et technique : comment assurer la streté du sto-
ckage sur le long terme? De plus, la récupération, le traitement et l'interprétation
des données issues du laboratoire souterrain sont assez lourds. Les modeles sont com-
plexes, les simulations (directes et inverses) demandent donc une grande capacité de
calcul des ordinateurs et des méthodes numériques adaptées ;

— la deuxieme est d’ordre financiere : le colit de ce travail est énorme, tant en moyen
humains (chercheurs, ingénieurs, techniciens), qu’en matériel (construction du labo-
ratoire de Bure ou les tests sont effectués, carottages, instruments de mesure, moyens

*Agence Nationale pour la gestion des Déchets RadioActifs
1/7 rue Jean Monnet, Parc de la Croix Blanche, 92298 Chatenay-Malabry.
Voir 'URL http://www.andra.fr/
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informatiques). Il se pose également la question du cout du stockage qui est payé par
I’ensemble de la société et qui ne doit pas nuire a sa stureté.

1.1.2 Les différents types de déchets

La classification des déchets se fait par rapport aux caractéristiques des déchets en
fonction de leur activité et de la durée de vie des radionucléides. Pour les différentes
catégories de déchets, I’Andra étudie puis met en ceuvre des solutions de gestion adaptées.

On distingue traditionnellement trois types de gestion pour les déchets HAVL corres-
pondant aux trois axes de la loi de 1991 (cf. section 1.1.3) : Pentreposage en surface, la
transmutation-incinération, le stockage en site profond. Ces trois voies sont actuellement
explorées en France par I’Andra et le CEA. Le stockage en couche géologique profonde
est la solution de référence pour les déchets a haute ou moyenne activité a vie longue
(HA-VL ou MA-VL), voir notamment [86]. On parle de déchets & vie courte pour ceux
contenant des isotopes avec une période radioactive (temps nécessaire pour qu'un élément
radioactif perde la moitié de son activité par désintégration naturelle) inférieure a 30 ans,
de déchets a vie longue pour les autres. Les caractéristiques de la couche d’argilites du
Callovo-Oxfordien étudiée sont susceptibles de garantir la streté du stockage. L’Andra ex-
plore donc les propriétés de ces argilites dans son laboratoire souterrain de Meuse/Haute
Marne construit au milieu de la couche du Callovo-Oxfordien & 500 m de profondeur (figure
1.1).

A T'inverse des déchets de tres faible activité qui atteignent un niveau d’activité proche
de la radioactivité naturelle en quelques dizaines d’années, les déchets de haute activité
a vie longue nécessitent d’étre confinés pendant des durées de I'ordre du million d’années
avant de retrouver une radioactivité équivalente a celle du milieu naturel. Le stockage
doit donc garantir une stireté a tres long terme. Ces déchets sont conditionnés en vue de
leur entreposage puis de leur stockage, c¢’est-a-dire qu’ils sont solidifiés pour ceux qui se
présentent sous forme dispersable, puis placés dans des conteneurs en béton ou en acier.
Ces conteneurs, aussi appelés colis, varient selon les déchets auxquels ils sont destinés
mais le principe général reste toujours le méme : les déchets sont mis dans une matrice
généralement composée de ciment et/ou de bitume.
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1.1.3 Les lois de 1991 et 2006 et le role de I’Andra

Suite aux études menées par I’Andra dans le cadre de la loi de 1991 (dite loi “Bataille”)
et présentées dans le rapport remis fin 2005 au gouvernement, le parlement francgais a voté
la loi n°2006-739 du 28 juin 2006 relative a la gestion durable des matieres et des déchets
radioactifs. Cette loi précise les recherches et les études relatives aux déchets de haute
activité (HA) et de moyenne activité a vie longue (MA-VL) et renforce le positionnement
de I’Andra comme responsable de la gestion durable de tous les déchets radioactifs produits
par la France. Les principales évolutions des missions de I’Andra concernent :

— le pilotage des recherches sur ’entreposage,

— la conception, 'implantation et la gestion des entreposages et stockage,

— la prise en charge des déchets et des sites orphelins (mission de service public).

Le Dossier 2005 ([8]) conclut a la faisabilité du stockage géologique réversible dans
les argilites similaires a celles du Callovo-Oxfordien. C’est sur la base des éléments de ce
dossier, des conclusions du CEA sur les deux autres axes de recherche (la transmutation-
incinération et 'entreposage de longue durée) et d'un débat public, qu’a été promulguée
la loi de 2006 qui confirme les trois axes de recherche pour la gestion des déchets HA et
MA-VL : la séparation et la transmutation des éléments radioactifs a vie longue, confié
au CEA, le stockage réversible en couche géologique profonde et I'entreposage, confiés a
I’Andra.

Le projet de loi précise les jalons des études. Pour la séparation et la transmutation,
devront étre arrétées, en 2012, les perspectives industrielles liées aux recherches sur la qua-
trieme génération de réacteurs. Pour le stockage réversible en couche géologique profonde,
il est prévu de réunir en 2015 tous les éléments nécessaires a une autorisation avec la tenue
d’un débat public en 2012. Quant au centre de stockage éventuel, sa date de mise en service
est fixée a 2025, ce qui est compatible avec le calendrier de production des déchets a haute
activité et a vie longue issus du cycle nucléaire francgais.

Le texte apporte également deux éléments essentiels dans des domaines non couverts par
la loi de 1991. D’'une part, il propose une véritable gestion nationale pour les déchets, mais
aussi pour les matieres radioactives, valorisables ou non, en instituant le plan national de
gestion des déchets radioactifs. D’autre part, il donne un cadre législatif au démantelement
des installations nucléaires.

1.1.4 Le stockage en couche géologique profonde

Le concept de stockage étudié par I’Andra pour les déchets HAVL est basé sur le
stockage dans les argilites du meéme type que celles du Callovo-Oxfordien situées au labo-
ratoire souterrain de Meuse/Haute Marne entre 420 et 550 métres de profondeur. Treés peu
perméable, la couche d’argile d’une épaisseur de 130 m présente des propriétés de rétention
des radioéléments importantes. L’age de la formation, sa stabilité tectonique, la profondeur
d’implantation du stockage permettent d’envisager une grande stabilité de ces propriétés
favorables, aux échelles de temps étudiées ici (de 1’échelle du millier d’années a celle de
plusieurs centaines de milliers d’années).

L’eau est a la fois le principal facteur de corrosion des colis de déchets radioactifs
et du relachement consécutif des radioéléments qu’ils contiennent, et le vecteur de leur
transport dans la barriere géologique. Une fois dissous dans I'eau, les radioéléments seront
transportés par diffusion/dispersion et convection & travers les couches géologiques. On voit
donc que la couche d’argile a le double role de retarder le contact de I'eau avec les colis et
la contamination de la biosphere (et donc de laisser le temps & de nombreux isotopes de
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se désintégrer).

Dans ce contexte, le stockage doit étre congu pour s’opposer a la circulation d’eau,
limiter le relachement des radionucléides et les immobiliser a l'intérieur du stockage lui-
meéme, retarder et atténuer la migration des radionucléides qui auraient été relachés par
les déchets et préserver les propriétés favorables du milieu en limitant les perturbations.

L’architecture du stockage envisagée se définit sur plusieurs niveaux. Le stockage se
décompose en plusieurs zones destinées a recevoir différents types de déchets. Chaque zone
est composée de modules qui sont reliés par des galeries de liaison et traversés par des
galeries d’acces. Les modules sont constitués d’alvéoles (figure 1.2) connectées aux galeries
d’acces et contiennent les colis a stocker. Les alvéoles sont des cavités souterraines creusées
dans la formation géologique, leur architecture précise varie selon la zone de stockage pour
s’adapter au type de déchets recus et a leur conditionnement. La conception du stockage
vise a minimiser 'extension verticale du stockage afin de pouvoir s’insérer dans la couche
d’argile du Callovo-Oxfordien et de maximiser les épaisseurs d’argilites situées au-dessus
et au-dessous du stockage.

Bouchon d'argile :
- Barriére de confinement

Bouchon de béton :
- Maintien mecanique

Galerie d'accés

C.IM.0SES.04.0553.D

F1G. 1.2 — Structure d’un module

1.2 Contexte scientifique

Le travail de la these s’inscrit dans le contexte du projet de stockage en formation
géologique profonde de déchets radioactifs haute et moyenne activité et vie longue (HA-
MAVL). L’objectif fondamental de la gestion a long terme de ces déchets est de protéger,
sur une tres grande durée, I’homme et I'environnement des risques de contamination. La
simulation sur de grandes échelles d’espace et de temps, et notamment la simulation des
écoulements et du transport des radionucléides est un outil important pour évaluer la
streté et 'impact du stockage sur les personnes et leur environnement.
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1.2.1 Problématiques liées au stockage des déchets a haute et moyenne acti-
vité et a vie longue

Le stockage des déchets nucléaires en site profond nécessite une bonne maitrise des
lois de diffusion/dispersion des radioéléments dans les couches géologiques. Pour cela,
la modélisation mathématique doit prendre en compte certains mécanismes comme par
exemple la dissolution/précipitation, la filiation des especes, I'adsorption. Les méthodes
numériques que nous utiliserons doivent donc étre adaptées aux modeles physiques et
mathématiques décrivant ces phénomenes.

La simulation numérique, a grande échelle et sur une longue période, du transport
de radionucléides en couche géologique profonde pose de nombreux probléemes. On peut
tout d’abord mentionner les difficultés liées aux hétérogénéités du domaine de calcul. Ces
hétérogénéités existent a plusieurs échelles en espace. A 1’échelle la plus grande, elles sont
causées par les changements de couches géologiques. Cela correspond a des changements
dans les propriétés hydrogéologiques des roches qui composent ces couches, provoquant,
par exemple, des variations de perméabilité ou de coefficients de diffusion-dispersion de
plusieurs ordres de grandeur. Ces hétérogénéités se traduisent par des discontinuités dans
les ceefficients des équations au passage d'une couche géologique a l'autre. Cependant,
certaines quantités physiques restent continues : les débits en eau, la pression et les flux
de contaminants.

La durée des simulations constitue une autre difficulté. En effet, celle-ci est en général
longue car les écoulements souterrains et la diffusion des radionucléides sont lents (en
comparaison avec ce qui se passe en surface ou dans 'air). Dans le cas des déchets a haute
activité et a vie longue, la durée de simulation peut aller jusqu’a un million d’années.
Cette durée est alors choisie de sorte que le maximum de I'impact potentiel du stockage
sur I’environnement soit dépassé et puisse étre évalué. Dans de telles échelles de temps,
les colis seront corrodés et des radionucléides seront relachés dans le stockage. Il est donc
essentiel de pouvoir évaluer la propagation des radionucléides s’ils venaient a étre libérés
dans le milieu géologique. Ces résultats n’étant pas accessibles par des voies expérimentales,
il est nécessaire de résoudre un modele mathématique complexe que nous présenterons dans
la section 1.3.

Notre étude doit aussi prendre en compte la zone endommagée lors du forage des galeries
et des alvéoles de stockage et il faut donc caractériser les propriétés hydrauliques et de
transport de ces zones et des matériaux (béton par exemple) utilisés pour construire les
ouvrages d’entreposage. On peut effectivement s’attendre a avoir des valeurs de parametres
différentes dans cette zone par rapport a la zone saine. Enfin, on doit également mentionner
les problemes concernant les incertitudes sur les données, issues de forages a 500 m sous
terre, et leur impact sur les résultats, ainsi que ’analyse de la sensibilité des résultats par
rapport a nos parametres.

1.2.2 Le laboratoire souterrain et ’expérimentation DIR

L’expérimentation DIR — Diffusion de traceurs Inertes et Réactifs — appartient au pro-
gramme de recherche multidisciplinaire engagé par I’Andra pour étudier les caractéristiques
et le comportement des argilites de la formation du Callovo-Oxfordien du site de Meuse/Hau-
te Marne pour le stockage des déchets radioactifs. L’objectif de cette expérimentation est
d’améliorer la compréhension des mécanismes de transfert des radionucléides dans les ar-
gilites et d’évaluer les valeurs des ses parametres de diffusion qui sont nécessaires aux
analyses de sureté et aux études de faisabilité d'un stockage.

Le Callovo-Oxfordien est une couche sédimentaire d’argilites de 130 m d’épaisseur en-
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viron. Cette roche est saturée en eau et sa porosité est comprise entre 10 et 20 %. Depuis
1994, les différentes campagnes d’expérimentation ont montré la faiblesse des flux convectifs
au sein de la formation du Callovo-Oxfordien, et n’a pas mis en évidence de discontinuité
susceptible d’étre le siege d’écoulements significatifs. En conséquence, le principal facteur
du transport des radionucléides est la diffusion moléculaire.

Le principe d’'un essai de diffusion in situ est le suivant : des traceurs en solution sont
mis en contact avec le milieu géologique a partir d’'une chambre de test constituée d'une
section de forage délimitée par des obturateurs. La concentration en traceurs dans la section
d’essai est suivie sur une année environ.

Les traceurs dans 'expérience DIR sont de trois types :

— les traceurs inertes, comme l’eau tritiée, donnent acces aux seules propriétés de
géométrie de la porosité de la roche et donc au ceefficient de diffusion effectif,

— les traceurs anioniques, comme le chlorure, repoussé par les milieux argileux, donnent
acces a l'effet conjoint de la diffusion et de la porosité accessible a la diffusion,

— les cations retenus par la roche donnent acces a 'effet conjoint de la diffusion et de
la rétention chimique.

Concernant la récupération des données de I'expérimentation DIR, on peut préciser
que la concentration est mesurée par ’analyse de 1’eau contenue dans la roche ou dans la
chambre d’injection. La pression est directement mesurable a 'aide d'un trasducteur de
pression. Si la porosité est aussi une quantité directement mesurable, les incertitudes sur
la valeur de ce parametre sont liées a sa variabilité spatiale : on ne peut en effet mesurer
la porosité qu’en un nombre limité de points.

1.2.3 Probléme inverse et mesures

Une problématique qui n’a pas encore été abordée est celle concernant les mesures. En
effet, tous les parametres de notre modele mathématique (1.3) ne sont pas directement
mesurables lors des expérimentations (ou alors des mesures sont disponibles mais en quan-
tités insuffisantes), ce qui nécessite de mettre en ceuvre des techniques de résolution des
problemes inverses afin de les identifier. Nous reviendrons plus en détails sur les problemes
inverses dans la section 1.4.

Dans cette these, nous avons utilisé des données synthétiques (i.e. auto simulées) afin
de valider les méthodes employées. L’avantage d’utiliser des données synthétiques est que
I’on peut comparer la porosité et le champ de diffusion obtenus en résolvant le probleme
inverse avec la porosité et le champ de diffusion initiaux (qui sont en pratique inconnus),
construire des données perturbées aléatoirement et ainsi évaluer la précision des méthodes
numériques mises en ceuvre. Les données de concentration utilisées different pour chaque
cas-test mis en ceuvre et sont exposées dans le chapitre 5. Une des perspectives de notre
travail est ’application des méthodes présentées dans ce document aux mesures relevées
dans 'expérience DIR et qui consistent en des mesures de concentration recueillies dans
la chambre d’injection tout au long de 'expérience, ainsi que des mesures au temps final
obtenues par un sur-carottage (cf. chapitre 7).

1.3 Modeles physiques et mathématiques

Dans cette these, nous avons considéré les problemes liés au transport de radionucléides
en milieu poreux. Pour modéliser ce type de phénomene, nous utilisons un modele de
convection-diffusion /dispersion en milieu poreux non déformable et peu perméable (écoule-
ment Darcéen). Le principal phénomeéne de transport dans le Callovo-Oxfordien étant la dif-
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fusion moléculaire, nous définirons les parametres nécessaires pour décrire ce phénomene :
le ceefficient de diffusion, noté D ; la porosité accessible a la diffusion, w et le ceefficient de
retard R, égal a 1 dans le cas des traceurs non retardés chimiquement.

Nous évoquerons également les équations d’écoulement méme si notre étude porte sur
le transport. En effet, les modeles d’écoulements servent de base aux modeles de transport,
il nous semble donc nécessaire de les mentionner afin d’avoir une bonne compréhension de
tous les phénomenes en jeu. Une littérature abondante existe sur les problemes en milieu
poreux, on peut citer par exemple Alboin et al. [2, 3], Apoung et al. [9], Chavent et al.
[38], de Dieuveleult et al. [44], Jaffré [63, 64].

Dans toute la suite, on notera €2 le domaine d’étude.

1.3.1 Les écoulements en milieu poreux saturé

Définition 1.1 (Milieu poreux) Un milieu poreur est un milieu composé d’une matrice
solide et d’espaces vides (les pores) pouvant étre occupés par de l'air, de 'eau ou d’autres
fluides. On peut caractériser un milieu poreux par deux grandeurs : sa porosité et sa
perméabilité.

Dans notre contexte, on s’intéressera uniquement au cas d’un milieu saturé en eau, c’est-
a-dire dans lesquels tous les vides sont remplis d’eau. Les sols peuvent donc étre assimilés
a des milieux poreux contenant une certaine proportion d’eau. La migration des especes
chimiques dans les sols se fait par le biais de I’eau qu’ils contiennent : les especes chimiques
sont dissoutes dans l’eau et les sols perméables permettent la circulation de l'eau et des
especes. On peut distinguer deux types de contributions essentielles dans la migration
d’une espece : d'une part un mouvement d’ensemble porté par la circulation de I'eau dans
le milieu (convection) et d’autre part une tendance a homogénéiser la concentration. Cette
tendance provient de deux mécanismes distincts : la dispersion cinématique et la diffusion
moléculaire. Selon la nature des especes et du milieu, d’autres phénomenes peuvent encore
influencer la migration.

Par la suite, la roche poreuse est observée a une échelle telle que les pores sont tres
petits par rapport a 1’échelle retenue, ce qui permet de considérer le milieu comme continu.

Définition 1.2 (Porosité) La plupart des roches contiennent naturellement un certain
pourcentage de vide, qui peut étre occupé par de [’eau ou des polluants : c’est ce qu’on
appelle la porosité. La porosité w est constituée par les espaces libres qui existent entre les
grains de la roche ou par les fissures créées par les mouvements tectoniques de la crote
terrestre. La porosité mesure donc le rapport de volume entre la roche et le vide.

Pour caractériser la porosité d’un milieu géologique, il convient de définir un volume
élémentaire représentatif dont la taille permet de déterminer une valeur moyenne de la
porosité telle que les effets dus a la variation de la taille des pores soient négligeables.
La taille du volume représentatif doit également garantir que les variations des parametres
d’un volume a un autre peuvent étre approchées par des fonctions continues et correspondre
aux échelles de dimension des instruments mesurant les valeurs des parametres. Ce concept
de volume représentatif permet de représenter le domaine géologique par un milieu poreux
équivalent maillé par “un certain nombre de points” pour lesquels les propriétés physiques
du milieu sont approchées par des grandeurs moyennes traduisant, a 1’échelle du volume
entourant chaque point, les hétérogénéités du milieu géologique.

Définition 1.3 (Perméabilité) La notion de perméabilité k quantifie l'influence de la géo-
métrie de la matrice solide sur la vitesse d’écoulement des fluides dans la roche. Elle dépend
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de la porosité w, des liaisons entre les pores et de la nature des fluides. Dans le cas général,
k est un tenseur.

Définition 1.4 (Conductivité hydraulique) La conductivité hydraulique K du milieu po-
reuzr est définie comme le rapport entre la perméabilité et la viscosité de [’eau. Selon la
loi de Darcy, le tenseur de conductivité hydraulique est le rapport entre le fluz volumique
d’écoulement de l’eau, aussi appelé vitesse de Darcy q, et le gradient en pression.

On considere que le milieu est hétérogene, i.e. les valeurs de porosité, perméabilité et
diffusion ne sont pas constantes. Le modele mathématique de I’écoulement est le suivant

oh
sa——l—v.q = f
¢ (1.1)

q = —KVh

ou s est un ceefficient de stockage spécifique, h(z,t) la charge piézométrique, f(z,t) est un
terme source et K dénote le tenseur de conductivité hydraulique qui s’écrit sous la forme

k
_rry (1.2)
,u

avec k le tenseur de perméabilité, g la gravité, p la densité du fluide et p la viscosité du
fluide.

La premiere équation exprime la conservation de la masse d’eau. Comme nous considérons
un écoulement incompressible, la densité volumique du fluide est constante dans le temps
et dans l'espace. La deuxieme équation est appelée loi de Darcy. Elle traduit le fait que
la vitesse de Darcy est proportionnelle au gradient de pression. Celle-ci n’est valable que
sous certaines conditions : de faibles vitesses (permettant de négliger l'inertie du fluide) et
des milieux qui ne sont pas trop hétérogenes.

Comme 'équation d’écoulement est indépendante de la concentration, on peut la traiter
en premier et de résoudre ensuite de facon séparée I’équation de transport. Pour certains
contaminants, il est possible que la viscosité dépende de la concentration, mais on suppose
généralement que les radionucléides sont présents en quantités suffisamment petites pour
que l'influence de leur concentration sur la viscosité soit négligeable.

1.3.2 Le transport de radionucléides en milieu poreux saturé

Pour décrire le transport d’especes chimiques en milieu poreux, il convient de définir
quelques mécanismes de base et ceux spécifiques a la propagation d’especes chimiques telles
que les radionucléides.

Définition 1.5 (Convection ou advection) La convection est le mécanisme le plus intuitif
de déplacement, il consiste en [’entrainement des éléments en solution par le fluide qui se
déplace.

Définition 1.6 (Dispersion cinématique) La variation des vitesses en amplitude et en
direction a petite échelle, due a la microstructure du milieuw poreux, entraine une dilution
du soluté appelée dispersion cinématique.

Définition 1.7 (Diffusion moléculaire) La diffusion moléculaire est un phénoméne phy-
sique lié a lagitation moléculaire. Contrairement a la dispersion cinématique, il peut étre
mdépendant de la convection.
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Définition 1.8 (Sorption) Le cas idéal de la convection-diffusion pure est rarement ren-
contré en pratique et il est par exemple fréquent que le soluté intéragisse avec la matrice du
malieu poreuz : on parle alors de sorption. il existe différents types de sorption, on peut par
exemple citer l'adsorption qui consiste en ['accumulation d’éléments sur linterface entre
la solution et le solide.

Définition 1.9 (Décroissance radioactive) La décroissance radioactive est la réduction du
nombre de noyaux radioactifs (instables) dans un échantillon. La décroissance radioactive
se produit jusqu’a ce que tous les noyauz de [’échantillon soient stables.

Définition 1.10 (Filiation) La filiation exprime le fait qu’un radionucléide pére peut for-
mer en se désintégrant d’autres radionucléides moins instables.

Les phénomenes tels que la propagation de concentration en milieu poreux sont décrits
par des équations aux dérivées partielles qui relient les parametres (porosité, diffusion) a la
variable d’état (concentration). Le modele mathématique complet exprime la conservation
de la masse de chaque radionucléide et se compose d’une équation pour la partie dissoute
(1.3) et d'une équation pour la partie précipitée (1.4).

Le transport du radionucléide 7 en phase liquide est modélisé par I’équation de bilan
suivante

J

ol w(x) est la porosité du milieu, R; le ceefficient de retard du radionucléide ¢, C;(z,t) la
concentration du radionucléide 7 dissout dans 1’eau, D;(z) le tenseur de dispersion/diffusion,
q(z) désigne la vitesse de Darcy, \; le coefficient de décroissance radioactif associé au ra-
dionucléide ¢, j décrit I’ensemble des peres du radionucléide 7, o;; est la fraction du radio-
nucléide j se désintégrant en le radionucléide i, S;(z,t) est le terme d’échange entre les
phases solides et liquides et @Q;(x,t) le terme source, dépendant du contenu et de 1'état de
la barriere ouvragée.

L’équation de transport (1.3) contient
, . , oC;
* un terme d’accumulation noté wR;—,

ot
* un terme de diffusion-dispersion V.(D;.VC;), un terme d’advection V.(q C}),

* un terme de décroissance radioactive \; wR; C;, un terme de filiation E oij \jwR; C;.
J

L’équation de bilan en phase solide s’écrit

O[(1 = w) fi]

ou f; est la concentration de radionucléide i précipitée dans la matrice rocheuse.
La loi d’échange entre les phases liquides et solides est donnée par

0 sifi=0etC;<C™

1 sinon

Si = Qi(cisat — Cl)dl avec 51 = { (15)

olt p; est la constante cinétique de précipitation/dissolution et C ' la concentration de
saturation du radionucléide i. La loi d’échange entre les deux phases (1.5) exprime la
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prise en compte de la précipitation par isotope. On peut en effet constater pour certains
contaminants un phénomene de précipitation : la concentration dissoute ne peut pas
dépasser un certain seuil C;*" au-dela duquel les radionucléides en surnombre précipitent,
c’est-a-dire qu’ils se fixent sur la matrice rocheuse sous forme solide. A I'endroit ou un
contaminant a précipité, sa concentration en phase liquide est localement constante, égale
a la concentration de saturation C'***. I’échange entre la phase liquide et la phase solide
est quantifié par un ceefficient d’échange constant pour un radionucléide donné.

Remarque 1.1 La loi d’échange (1.5) n'est pas différentiable par rapport aux concentra-
tions auz points ot f; =0 et C; = C*.

Dans la suite, nous utiliserons un modele simplifié : on ne tiendra pas compte de la

filiation, c’est-a-dire que le terme Z oi; \jwR; C; disparait et donc les équations pour les

J
différents types de radionucléides seront indépendantes. On considérera également des ra-
dionucléides qui ne précipitent pas. Si ’on ne considere qu’'un seul radionucléide, ’équation
(1.3) devient alors

J(wRC)
ot
Le coefficient de diffusion D s’exprime comme la somme d’un terme de diffusion molécu-

laire effectif D, dépendant de la porosité w et du ceefficient de diffusion moléculaire D,, et
d’'un terme D* dépendant de la vitesse de Darcy

—V.(D.VC —qC) + AwRC — Q = 0. (1.6)

D=D,+ D" (1.7)

Le ceefficient D, s’écrit sous la forme D, = wD,, et le terme D™ est une matrice, plus
précisement c’est un tenseur symétrique du second ordre, qui s’écrit en deux dimensions
sous la forme

2

orllll + (ex —an) i (an —an) i
Dt = » 2 (1.8)
(o — ap) 7= arllql| + (ap — ar) %=
llql| llql|

ou «y, est la dispersivité longitudinale et ap la dispersivité transversale.

Remarque 1.2 Le calcul préalable de la vitesse de Darcy q est nécessaire pour pouvoir
résoudre [’équation de transport, i.e. nous avons a résoudre (1.1) dans Q0 avec des condi-
tions initiales et aux limites appropriées avant de résoudre (1.6).

1.4 Présentation du probléeme inverse

Certains ccefficients, appelés aussi parametres, intervenant dans un modele mathéma-
tique sont inaccessibles expérimentalement. On parle d’identification, ou d’estimation de
parametres, lorsque 'on cherche a déterminer la valeur de ces parametres a partir des
mesures et des sorties d'un modele mathématique : c’est ce qu'on appelle résoudre un
probléme inverse.
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1.4.1 Estimation des parametres de transport

La premiere partie de notre travail est d’estimer les parametres (coefficients) de trans-
port de 'équation de convection-diffusion (1.6), c’est-a-dire le coefficient de diffusion avec
son anisotropie et la porosité accessible a la diffusion.

Un des objectifs de la these consiste donc a développer un outil numérique d’estimation
de parametres (probleme inverse) de transport a I’échelle métrique. Ce travail nécessite
dans un premier temps de réaliser une étude bibliographique des méthodes de résolutions
applicables pour l'identification des parametres hydrauliques et de transport d’un milieu
poreux. L’accent sera mis en particulier sur les différentes méthodes d’optimisation dans
le cadre de méthodes déterministes. Dans un second temps, il s’agit de mettre en ceuvre
I’outil proprement dit de résolution de problemes inverses. Le milieu géologique pourrait
présenter une zone endommagée avec variation des parametres de porosité et de diffusion,
il faudra donc en tenir compte dans la modélisation du domaine.

Nous formulerons tout d’abord le probleme inverse de facon théorique en écrivant
I’équation adjointe de I’équation de transport. La spécificité du travail sera d’utiliser la
technique de zonation qui consiste a considérer le milieu comme un ensemble de zones
homogenes, pour chacune desquelles les ceefficients seront estimés®. L’approche choisie
pourra étre appliquée a des expériences dans des milieux dont 1’échelle d’espace peut étre
tres différente. La zonation, dans le cas de l'expérience DIR, devra prendre en compte la
zone endommagée par le forage. La démarche adoptée consistera en premier lieu a identifier
les ceefficients dans des zones fixées a partir de mesures de concentrations. Pour cela, on a
développé le code adjoint du code de diffusion-convection.

1.4.2 Identification de zones

Apres avoir considéré que la structure du milieu était connue dans la partie I (esti-
mation des parametres), la seconde partie du travail consiste & essayer d’identifier cette
structure, c¢’est-a-dire de définir des zones du domaine ou les parametres de transport iden-
tifiés peuvent étre considérés comme constants. Pour cela, on essaye de déplacer les zones
et éventuellement d’en créer de nouvelles. Cette approche est particulierement intéressante
(tant sur le plan scientifique que sur le plan technique) car nous sommes confontés a ce type
de configuration dans la pratique. Nous essayerons donc dans le chapitre 6, partant d’une
configuration géologique inconnue, d’arriver a retrouver les zones ainsi que les parametres
associés a cette zone.

Les outils développés dans la partie identification de parametres sont réutilisés ici.
En pratique, nous identifierons les coefficients dans chaque maille ce qui nous permettra,
en regroupant les mailles ou les parametres peuvent étre considérés comme égaux, de
définir des zones et de vérifier qu’elles permettent d’obtenir une solution cohérente avec
les “mesures”. Comme cette méthode requiert une valeur de parametre par maille, nous
avons du développer un préprocesseur pour passer de données par zones a des données par
maille.

1.4.3 Aspect implémentation

Le code de résolution du probleme de transport qui sert de base a ce travail est le logiciel
Traces [62] (Transport RéActif de Contaminant dans les Eaux Souterraines) écrit essen-
tiellement en fortran 90. Nous utiliserons également la plate-forme de simulation Alliances

Il s’agit la d'un choix de représentation du domaine d’étude. Il n’est pas lié¢ a la
formulation théorique du probléme inverse.
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dont le langage de programmation est en python. La plate-forme Alliances, développée par
I’Andra en partenariat avec le CEA et EDF, permet d’exploiter pour la simulation des
écoulements et du transport en milieu poreux, trois codes de calcul : Porflow, Cast3m et
Traces (cf. chapitre 2, section 2.3). Notre choix s’est porté sur Traces car ce code développé
par I'Institut de Mécanique des Fluides et des Solides (IMFS) a Strasbourg et modifié par
I’Andra dans le cadre du projet Alliances est adapté a notre type de probleme et disponible
en code source.

Il a cependant fallu completement réadapter ce code afin de pouvoir dans un remier
temps le différentier correctement avec le logiciel de différentiation automatique Tape-
nade [92] développé a 'INRIA Sophia-Antipolis par 1’équipe Tropics. Tapenade est un
générateur automatique de code que nous présenterons plus longuement au chapitre 4. Les
changements et les ajouts opérés dans le code sont nombreux : réécriture et transforma-
tion de certaines parties, implémentation de la fonction cout du probléeme inverse, création
de fichiers de données en binaire pour ne pas avoir d’erreur d’arrondis, programmation
des routines et des interfaces de résolution du probleme d’estimation de parametres et
d’identification de zones, etc. Dans un second temps, nous avons ajouté des morceaux de
code afin de faire le lien entre les différents parametres du programme : fonction cott,
gradient et minimiseur. A cet effet, nous avons intégré au code le minimiseur N2QN1 [69]
de telle sorte qu'une fois la fonction cout calculée par Traces et le gradient calculé avec
Tapenade, ceux-ci sont directement injectés dans N2QN1 qui commence son processus de
minimisation. Un des avantages du code ainsi remanié est sa capacité a traiter aussi bien
le probleme d’estimation de parametres que le probleme d’identification de zones.

Nous avons également mis au point une interface avec Matlab permettant de traiter les
résultats et de récupérer des images et des films de bonne qualité.

1.5 Plan du mémoire

La premiere partie de ce mémoire est consacrée au probleme direct du transport de
radionucléides en milieu poreux. Nous présentons (Chapitre 2) les modeles mathématiques
ainsi que les différentes méthodes numériques employées. Nous introduisons également le lo-
giciel Traces et la plate-forme Alliances sur lesquels les calculs ont été faits et nous exposons
les résultats des simulations. La seconde partie du travail est ensuite destinée a ’estima-
tion de parametres. Le Chapitre 3 est dédié a I’étude de ’estimation des parametres. Nous
rappelons tout d’abord les principes de base du controle optimal, puis nous expliquons
en détails la résolution théorique et numérique de notre probleme inverse. Le Chapitre 4
présente les différentes techniques de calcul des dérivées et 'outil de différentiation auto-
matique Tapenade que nous avons utilisé pour calculer le gradient de la fonction cotit. Le
Chapitre 5 traite les résultats numériques obtenus dans cette partie sur des applications
aux problemes de I’Andra.

Nous nous penchons ensuite dans la troisieme partie sur I'identification de zones. Dans
le Chapitre 6, nous rappelons dans un premier temps les méthodes existantes pour l'iden-
tification de zones et dans un deuxieme temps nous présentons la résolution du probleme
de zonation sur les applications définies au Chapitre 2. Enfin, le Chapitre 7 fait la synthese
du travail accompli et ouvre des perspectives de recherche.
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Avant de présenter la résolution numérique des équations d’écoulement et de diffusion-
convection, il convient de définir ce qu’on appelle par probleme direct : on dit résoudre un
probléme direct (par opposition au probleme inverse, cf. section 3.1) lorsqu’on cherche
a déterminer 1'évolution du champ de concentration dans 1’équation (1.6) étant donnés les
conditions initiales et aux limites ainsi que les parametres de porosité w et de diffusion D.
Cela revient donc a résoudre un probleme au sens “classique”.

Dans le chapitre 1, nous avons présenté le modele mathématique des équations de
transport de radionucléides et d’écoulement en milieu poreux saturé. Nous revenons dans
ce chapitre sur ces équations et nous présentons les modeles numériques associés. Nous
n’écrirons pas ici les formulations variationnelles de ces équations, ce n’est en effet pas le
but de notre étude.

Le chapitre est organisé comme suit : nous rappelons tout d’abord les équations d’état
puis nous introduisons les schémas numériques qui ont servi a la discrétisation. Ensuite,
nous expliquons le fonctionnement de la plate-forme Alliances et du code Traces et nous
finissons par présenter le probleme que nous considérons et exposer les résultats numériques
du probleme direct.

2.1 Les équations d’état

2.1.1 L’équation d’écoulement

Le but de ce paragraphe est de présenter succinctement ’équation d’écoulement afin
d’avoir une bonne compréhension de I’équation de transport. On s’intéresse a un écoulement
dans un milieu saturé en eau, c’est-a-dire dans lequel tous les vides sont remplis d’eau. Le
modele mathématique de I’écoulement est le suivant

oh

g = —K.Vh (2.2)

ou s est un ceefficient de stockage spécifique, h(z,t) la charge piézométrique, f(z,t) est un
terme source et K dénote le tenseur de conductivité hydraulique. L’équation (2.1) exprime
la conservation de la masse d’eau et la deuxieme équation (2.2) représente la loi de Darcy.
En deux dimensions, le tenseur K est de la forme

Kxa: Ka:y

K = . 2.3
Koy Kyy (23)

Etant donné que nous considérons un probleme d’hydraulique saturé en régime perma-
nent, il suffit de calculer une fois le champ de vitesse de Darcy avant de résoudre le probleme
de transport seul. En pratique, on se donnera (cf. résultats numériques du chapitre 5) di-
rectement un champ de vitesse pour I’écoulement plutot que de résoudre 'équation de
Darcy munie de conditions aux limites en charge hydraulique.

Remarque 2.1 En hydraulique transitoire, la vitesse de Darcy couple 'hydraulique et le
transport.
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2.1.2 L’équation de transport

Les contaminants s’échappant des colis sont dissous dans I’eau. Leur déplacement dans
la barriere ouvragée puis la barriere géologique est dit d'une part au déplacement global de
I'eau, quantifié par la vitesse de Darcy (du point de vue des contaminants, c’est la vitesse
de convection) et d’autre part au phénomene de diffusion qui exprime la tendance des
concentrations dissoutes a devenir homogenes. Le rapport entre la vitesse de diffusion des
contaminants et le gradient de concentration est le tenseur de diffusion, qui est la somme
d’un tenseur de diffusion moléculaire (scalaire) dépendant de la nature du contaminant
considéré et d'un tenseur de diffusion (plein) dépendant de la vitesse de Darcy. Le transport
d’un polluant dépend en premier lieu des caractéristiques de I’écoulement qui le transporte.
Une approximation précise du champ de vitesse est donc nécessaire.

Comme annoncé dans 'introduction, nous utiliserons un modele simplifié* : on ne tien-
dra pas compte de la filiation, les équations pour les différents types de radionucléides seront
donc indépendantes. On considérera également des radionucléides qui ne précipitent pas
(par exemple I'lode 129). Sil’on ne considere qu'un seul radionucléide, 1’équation a la forme
suivante

I(wRC)

5~ VAD.VC —qC) + AwRC - Q =0. (2.4)

Le tenseur de diffusion D s’exprime comme la somme d’un terme de diffusion moléculaire
effectif D, et d’un terme D* dépendant de la vitesse de Darcy

D =D, +D* (2.5)

avec D, = wD,,, D,, est le ceefficient de diffusion moléculaire et D* s’écrit en deux dimen-
sions sous la forme

2

9z 429
OéTHQHJr(aL—OéT)m (aL—aT)m
D= y p (2.6)
(ap — ap) 7= arllgl| + (ap — ar) ==
lq]| llql|

avec «p, la dispersivité longitudinale et a7 la dispersivité transversale. Dans les applica-
tions numériques, on ne prendra pas en compte I'influence de la vitesse de Darcy i.e. la
matrice D* sera nulle. La matrice de diffusion sera donc réduite au ceefficient de diffusion
moléculaire effectif.

2.2 Discrétisation des équations

2.2.1 Introduction
2.2.1.1 Eléments finis mixtes hybrides

L’idée de base des méthodes mixtes (EFM) est d’approcher simultanément la fonction
d’état et son gradient. Elles ont été présentées pour la premiere fois par Meissner [78].

*Les résultats de la these s’appliquent sans probleme au modeéle prenant en compte la
filiation.
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L’élaboration mathématique et numérique a été réalisée par Raviart & Thomas [83] et
Thomas [95].

Avec la méthode des EFM associée a un espace de Raviart-Thomas de plus bas degré,
on aboutit a un systéeme matriciel symétrique mais non-défini positif. Pour remédier a cet
inconvénient, une nouvelle formulation a été introduite : la méthode des éléments finis
mixtes hybrides (EFMH). Le systeme matriciel est transformé en un systéme matriciel
symétrique défini positif dont les inconnues sont des multiplicateurs de Lagrange. Ils sont
introduits pour réaliser I’hybridation et s’interpretent comme des traces de la fonction
d’état sur les arétes (resp. les faces) des éléments en 2D (resp. en 3D). Pour plus de
précisions, on peut se référer aux travaux de Nédélec [79], Brezzi & Fortin [24] et Arnold &
Brezzi [10], a Farhloul & Serghini Mounim [49] pour une formulation EFMH des équations
de convection-diffusion et enfin & Roberts & Thomas [85] pour une vision globale de la
question.

2.2.1.2 Eléments finis discontinus de Galerkin

En 1973, Reed & Hill [84] introduisent la premiere méthode discontinue de Galerkin
(EFDG) pour les équations hyperboliques. Depuis cette date, il y a eu un développement
constant des méthodes de Galerkin qui a permis la mise au point d’'un grand nombre
de méthodes pour les problemes hyperboliques et assimilés. Dans les années 1970, et
indépendamment des travaux de Reed & Hill, des méthodes de Galerkin utilisant des
éléments finis discontinus ainsi que de nombreuses variantes furent proposées et étudiées
pour la résolution des équations paraboliques et elliptiques. Ces méthodes sont généralement
appelées interior penalty methods (IPM) et leur développement est resté indépendant des
méthodes de Galerkin pour les équations hyperboliques.

Concernant les EFDG, on peut mentionner les travaux de Arnold et al [11], Brezzi et
al [25], le livre de Thomée [96] et le papier de Cockburn et al [42] évoquant ’évolution des
méthodes EFDG et leur interaction avec les volumes finis.

Pour les équations d’advection-diffusion, on peut se référer a Siegel et al. [88] pour une
solution utilisant une combinaison d’éléments finis discontinus et d’éléments finis mixtes.

2.2.2 Discrétisation de I’équation d’écoulement

L’équation du flux a été discrétisée a ’aide des EFMH. Elle est donnée naturellement
en formulation mixte : elle couple I’équation de la conservation de masse (2.1) avec la loi de
Darcy (2.2). La formulation mixte est particulierement appropriée pour ce modele, car elle
donne une approximation directe de la vitesse de Darcy. En effet, notre intérét n’est pas
dans la charge h mais dans la concentration C, et dans I’équation du transport qui donne
la concentration, c¢’est la vitesse de Darcy ¢ qui intervient et non pas la charge. La méthode
des différences finies et les méthodes classiques d’éléments finis donnent, en premier lieu,
une approximation de la charge qui est dans un second temps différentiée pour donner
I’approximation de la vitesse de Darcy qui est utilisée dans ’équation du transport. Cette
différentiation est une source d’erreur et la précision est réduite. La méthode d’éléments
finis mixtes-hybrides produit non seulement ’approximation de la pression et de la vitesse
mais aussi une approximation de la trace de pression sur les interfaces du maillage. Grace
a cette méthode, nous disposons de la trace de la pression aussi bien que la trace normale
de la vitesse sur les interfaces entre les sous-domaines.

Pour résoudre le probleme d’écoulement, nous utilisons (comme pour le probleme de
transport) le code de calcul Traces [62] que nous présentons dans la section 2.2.3.
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Schémas numériques

Les EFMH utilisés dans le code de calcul Traces sont définis par les fonctions de base
de l'espace Raviart-Thomas de plus bas degré (ordre 0). Pour un élément E de nb cotés,
les fonctions de base w; sont définies de maniere générale par

/ w;.ng; dr = d;;, j=1,...,nb (2.7)
Ej

ou Ej est le coté de I'élément F, ng; est le vecteur sortant normal a F;. On définit par gg
la vitesse de Darcy dans I’élément E et on a

nb

ou Qp; représente le flux a travers chaque coté de I'élément E, les flux sortants étant
de signe positif. On discrétise maintenant la loi de Darcy et I’équation de conservation
séparément et ensuite par substitution, on construit un systéme d’équations ayant la charge
moyenne par coté pour inconnues principales.

La loi de Darcy est écrite de la maniere suivante

Kx K:cy

Kgl.qE = —Vh, avec Kg = K K
Ty y

(2.9)

ou K représente le tenseur de conductivité hydraulique (en 2D). On écrit ensuite (2.9)
sous forme variationnelle

/(KElqE).w@-dx:—/ Vh.aw; dx (2.10)
E E

et en utilisant les propriétés des fonctions de base, (2.10) devient

ZQE (/w (K wj)dx> =hp —Thg, (2.11)

ou hg est la charge moyenne dans la maille £/ et Thg, la charge moyenne sur le coté i. On
définit la matrice B de la fagon suivante

By, = / wi (K ;) do. (2.12)
E

On peut alors réécrire (2.11) sous forme matricielle

nb
> Bp, Q, = hy — Thy,. (2.13)

J=1

Les flux a travers chaque coté sont donnés par

Qr, —ZB (he — Thg,). (2.14)
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L’équation de conservation de la masse (2.1) est écrite sous forme intégrale

oh
/E (5 i V.q— f) dE =0, (2.15)

ah nb
soit  |E|sp a—f ~> Qp —F5 =0 (2.16)
j=1

ot |E| est l'aire de 'élément E, sp est 'approximation de s et F3 le terme source associé
a ’élément F.

La continuité de la charge h et des flux entre deux éléments adjacents E et E’ est
assurée par

Th, = Thy, (2.17)
Qp, + Qg = 0. (2.18)

Pour terminer le schéma en espace, il reste a réaliser 'hybridation des équations. Les
différentes étapes de substitution sont les suivantes :

1. les flux dans I’équation de conservation (2.1) sont remplacés par leur expression
obtenue lors de la discrétisation de la loi de Darcy (2.9),

2. la charge moyenne hg dans I’élément est exprimée en fonction des charges moyennes
sur les cotés Thg, (2.11) a partir de I’équation de conservation,

3. les flux Qp; sont remplacés par leur expression en charge (2.14) obtenue lors de la
discrétisation de la loi de Darcy dans I’équation de continuité des flux (2.18),

4. Iéquation en charge moyenne par coté est calculée en remplacant la charge moyenne
par son expression obtenue a 1’étape 2 dans 1’équation décrivant la conservation en
flux (2.16).

Remarque 2.2 Le discrétisation ci-dessus est faite dans le cas 2D. Pour 'avoir en 3D,
il suffit de remplacer les termes coté par face et aire par volume.

En ce qui concerne le schéma en temps, il est implicite sauf pour le terme de décroissance
ou on utilise un #-schéma. Pour plus de précisons, on renvoie a Hoteit & Ackerer [62] et
aux theses Andra de Vincent Martin [76] et Estelle Marchand [73] pour les formulations
mathématiques et numériques des équations d’écoulements.

L’utilisation des éléments finis mixtes hybrides permet

> une définition a priori du champ de vitesse a 'aide des fonctions de base de 1’espace
de Raviart-Thomas,

> un calcul simultané de la charge et du champ de vitesse,

> d’assurer la continuité des flux a travers les facettes,

> l'utilisation de maillage non structuré (2D ou 3D).

La méthode des éléments finis mixtes hybrides donne, dans le cas de I’hydrodynamique,
un calcul précis des champs de vitesse. Cependant, a maillage égal, son inconvénient est
un nombre d’inconnues plus grand (une par facette).

2.2.3 Discrétisation de I’équation de transport : le code Traces

L’opérateur de transport est la somme de plusieurs opérateurs : la diffusion-dispersion,
I’advection, la décroissance radioactive. La technique de séparation d’opérateurs permet de
ramener le probleme de transport a la résolution d’une suite de problemes correspondant a
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chacun des opérateurs. Ceci permet en particulier de discrétiser différemment ’advection et
la diffusion-dispersion et d’utiliser également des pas de temps différents pour la diffusion-
dispersion et pour ’advection de sorte que ces pas de temps correspondent a 1’échelle de
temps de ces différents phénomenes.

L’équation (2.4) est linéarisée par la méthode du point fixe de Picard ([19]) et coupée

en deux (splitting) comme ci-dessous :

(
n+1,k Cn+1,k+1 - Rn,k Cn,k

W <Radv adv A adv adv> — A(t’ C«n,k) (219)
b = cpti (220)

Rn—l—l,k Cn+1,k+1 - ank Cn-’k
W( N d“) = B(t,C"TH) (2.21)

\

ou k est l'indice d’itération, R" = R"(C") (dans le cas ou le coefficient de retard n’est pas
constant), A(t,C') = =V.(¢C), B(t,C) =V.(DVC) — Aw RC et adv désigne I'advection

et dis désigne la dispersion. Le critere d’arrét est donné par

<e,+e, Cm+1,k+1

, (2.22)

n+1,k+1 n+1,k
C - C

2

oil £, (= 1071%) est I'erreur absolue et ¢, (~ 107'?) 'erreur relative.

Dans I"équation (2.4), nous avons séparé le flux de concentration en sa partie diffusive
A(t,C) et en sa partie convective B(t, C'). Cette séparation permet d’utiliser une méthode
d’éléments finis discontinus de Galerkin ou une méthode EFMH pour A(t,C) alors que
B(t,C) sera obtenu par une méthode EFMH (on construit un systéme d’équations ayant
pour principales inconnues la concentration moyenne par aréte). En général, on utilise un
schéma implicite pour la partie diffusive et le terme de décroissance radioactive, et un
schéma explicite pour la partie convective, avec éventuellement des pas de temps différents
pour ses deux parties (plus petits pour la partie convective).

Remarque 2.3 D’autres méthodes de linéarisation existent, par exemple la méthode de
Newton, 'avantage de la méthode Picard réside dans sa simplicité.

Remarque 2.4 La séparation d’opérateurs est également utile pour les problémes ou la
convection est importante.

Le code de simulation Traces [62] (Transport RéActif de Contaminant dans les Eaux
Souterraines) que j’utilise a été developpé par I'Institut de Mécanique des Fluides et des
Solides (IMFS) a Strasbourg et par I’Andra. Ce programme, écrit en Fortran 90, simule le
flux et le transport en milieu poreux saturé. Le code Traces a été intégré dans la plate-forme
de calcul Alliances développée par I’Andra en partenariat avec le CEA et EDF. Traces est
basé sur le schéma numérique (2.19)-(2.20)-(2.21).

La version de Traces réalisée a I'IMFS utilisait un schéma implicite pour la partie
diffusive et le terme de décroissance, et un schéma explicite pour la partie convective,
avec éventuellement des pas de temps différents pour ces deux parties (plus petits pour la
partie convective). L’Andra a ajouté un schéma implicite basé sur les éléments finis mixtes
hybrides pour la partie convective. La formulation implicite pour la convection nous donne
des temps de calculs raisonnables.
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Schémas numériques

On rappelle ici les grandes lignes de la méthode des EFDG pour la partie hyperbolique

oC
— =—-V.(qC 2.23
==V (223)
de I’équation (2.4).
La concentration C' est approchée par un espace de fonctions bilinéaires discontinues

o;
Cp(z,t) = ZOJZE o (2.24)
=1

oil nn est le nombre de nceuds de 1'élément E et C' la valeur de C' au neeud i dans E.

L’équation hyperbolique (2.23) est écrite en formulation variationnelle

oC

— o dr = —/ V.(qC)p dx. (2.25)
g Ot E

On note par C'}" la variation linéaire de la concentration sur le coté A (A C OE, avec
OF la frontiere de E) a l'intérieur de 1'élément E et par C 3" la variation linéaire de C
sur A a 'extérieur de E. La discrétisation temporelle est d’ordre deux et est basée sur un
schéma explicite simplifié de Runge-Kutta. Pour chaque élément F, les principales étapes
de résolution sont

At
Etape 1 : calcul entre [t,t + 7]

in,n

Cn+1/2_ n C
L d :/ 1.V dr — / St d 2.2
/E A2 0" dx EqC’E Ve~ dx ZQE,A A 0" do (2.26)

ACOE A

avec ¢ une fonction test sur E, Qg 4 le flux a travers le coté A par rapport a sa normale
extérieure ng 4 (sign(Qp.a) = sign(q.ng.a)) et |A| est la longueur du coté A.

Etape 2 : calcul de 6E+1 en utilisant les valeurs amont

Cin ou out,n+1/2

627“ —Cg E n+1/2 E A E
= dr = .V dr — E Q _ d 2.27

ACOE
Les flux convectifs sont calculés avec les valeurs amonts de C sur les cotés de A. Le
choix entre C'}' et C9™ dépend du signe de Qg 4, avec C'}' pour un flux sortant.

Etape 3 : calcul de CE‘H par stabilisation de la solution avec des limiteurs de pentes

Le schéma numérique est stabilisé avec des limiteurs de pentes multidimensionnels afin
d’éviter les oscillations. Pour assurer 'unicité de la solution, on impose a Cg“ d’étre le
plus proche possible de C5"'. Ainsi, afin de déterminer C5"', on résout alors un probleme
de minimisation a nn dimensions en utilisant la méthode du point selle.

La solution obtenue vérifie le principe du maximum discret. La résolution en temps
étant explicite, le respect de la CFL est obligatoire.

Remarque 2.5 Tout comme pour les éléments finis mixtes hybrides, la masse est conservée
localement.
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2.3 Plateforme de calcul Alliances

2.3.1 Définition & Historique

Une plate-forme de simulation est un logiciel rassemblant tous les outils nécessaires a
une simulation et capable d’effectuer le pré-traitement, les calculs et le post-traitement.
Le pré-traitement fait référence aux outils nécessaires a la conception d’un probleme : la
géométrie et le maillage. La géométrie est définie via un logiciel de CAO (Conception As-
sistée par Ordinateur) tandis que le maillage est défini via un mailleur. Le post-traitement
fait référence aux outils nécessaires a la visualisation et a ’analyse des résultats de la
simulation. Alliances (Atelier Logiciel. d’Intégration, d’ANalyse et de Conception pour
I'Entreposage et le Stockage) a été créé afin de permettre I’étude du stockage et de 1’en-
treposage des déchets radioactifs a des échelles de temps importantes. La plate-forme est
en constante évolution depuis sa création en 2002 avec 1'ajout continue de nouvelles fonc-
tionnalités et de nouveaux modules.

Alliances comprend de nombreux modules qui lui permettent de s’appliquer dans des
différents domaines :

— hydraulique et transport ;

— transport réactif et couplage thermique;

— thermo hydraulique multiphasique;

— thermo hydro mécanique des argilites ;

— couplage colis environnement ;

— couplage chimie mécanique;

— analyse d’incertitude et de sensibilité probabiliste.

2.3.2 Fonctionnement de la plate-forme

L’utilisateur cherche a résoudre avec Alliances un probleme donné, hydraulique ou
transport, avec un code numérique disponible dans la plate-forme. Pour cela, il devra
définir (i.e. mettre en route) trois objets distincts : un “probleme”, un “module” et un
“composant”. La notion de composant est relativement simple : les composants sont les
représentants des codes intégrés dans la plate-forme. Informatiquement parlant, ce sont
les interfaces python permettant de passer les données d’un probléeme aux codes de calcul,
puis de lancer le calcul. Il y a actuellement trois codes intégrés dans Alliances pour traiter
les problemes cités plus haut :

* le code Castem (Cast3m) du CEA,

x le code Porflow qui est un code commercial vendu par la société Acri,

* le code Traces écrit par I'Institut de Mécanique des Fluides et des Solides (IMFS)

de Strasbourg.

Chacun de ces codes est interfacé avec Alliances, via une interface implémentée par code
et par probleme. Dans une utilisation classique, la mise en route du composant de calcul
se fait via les modules. Les modules sont intercalés entre les problemes et les composants
et servent a présenter a l'utilisateur une interface commune pour tous les composants
qui implémentent la résolution du probleme donné. Dans Alliances, on distingue deux
types de problemes : ceux dont la résolution ne fait intervenir qu'un code de calcul et
ceux qui sont couplés au sein d’Alliances et qui font intervenir deux codes de calcul a
chaque itération de chaque pas de temps d’un calcul (problemes dits couplés) comme
les problemes chimie-transport ou hydraulique-transport. Pour ces problemes couplés, les
modules réalisent effectivement le couplage entre les composants (les codes). Tandis que
pour les probléemes non couplés, les modules n’agissent qu’en transférant les données depuis
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le probleme vers le composant choisi par 'utilisateur.

Le modele de données d’Alliances est constitué des éléments (entités) suivants :

x Maillages et Champs qui regroupent les méthodes et données d’importation et d’échange
de maillage et de champs entre modules. Les maillages, les zones (appelées supports)
définies sur ces maillages ainsi que les champs de valeurs (champs de charge, pres-
sion ou concentration) s’appuient sur la librairie Med de Salomé. Alliances traite
aussi bien les maillages structurés que non-structurés. On peut également faire des
opérations simples sur les champs.

x Points, Vecteurs, Tenseurs et Tables, objets d’échange pour les données indépendantes
d’un maillage. Les Tables désignent un ensemble de colonnes de valeurs, et sont tres
utilisées pour définir par exemple des données physiques, sources, et/ou conditions
aux limites variables dans le temps. Les sorties de type flux ou évolutions en un point
sont récupérées sous forme de tables dans un probleme instationnaire.

x Données physiques : on se limitera a celles relatives aux études hydrauliques et de
transport généralisé, elles sont regroupées en deux classes : les lois physiques et les
quantités physiques (scalaires, vecteurs, tenseurs),

x Méthodes et données de définition d’un probleme physique : type de probleme, condi-
tions intiales et aux limites, matériaux, sources, sorties attendues, etc.

Salomé Modules

Applicati
‘ Geometry H Mesh HVisquizuiion H Bupervisionl EEIBCERER

ANUIKA dara basis

Salomé Core . _ Coupled Moduiss
Stud _ = 1 B_as.i'c Modules
| Sampling ‘ |  Statisti ‘ I Thermo Hydraulic ‘

CALOME | Hydrauic | | Transpot | | Chemisty | | Waste |
| ==

F1G. 2.1 — Architecture d’Alliances

2.3.3 Maillages & Post-traitement

Les maillages ont été générés avec le logiciel Gmshwrapper [50] mis au point par Pierre-
Antoine Faure lors d'un stage de Master sous la direction d’Alain Dimier au sein de I’Andra.
Ce logiciel encapsule en python le logiciel Open Source Gmsh. Il permet de générer un
fichier de maillage au format Med, format créé par EDF a partir d'une base HDF™.

Pour le post-traitement, nous avons utilisé I'interface Salomé présente dans la plate-

"HDF, Hierarchical Data Format : format développé par le NCSA (National Center for Supercomputing
Applications) pour aider les scientifiques & travailler et échanger des données graphiques ou numériques.
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forme Alliances et également le logiciel scientifique Matlab par l'intermédiaire de scripts
que nous avons Créés.

2.4 Implémentation

Définition 2.1 On désigne par variables d’entrées du code les arguments du programme
informatique dont la valeur est connue avant l’exécution de cette routine.

Définition 2.2 On désigne par variables de sorties du code les arguments du programme
informatique dont la valeur est modifiée aprés exécution de celle-ci.

Définition 2.3 On appelle routine un morceau de programme composé de fonctions (en-
semble d’instructions réalisant une certaine tache).

2.4.1 Le code Traces

Traces a été intégré a la version 1.2 de la plate-forme de calcul en novembre 2004.
Pour lancer l'exécutable Traces a partir d’un terminal, il faut préciser en entrée deux
arguments : le nom du fichier de maillage et le type de calcul demandé (hydraulique,
transport, hydraulique + transport, hydraulique transitoire). L’écriture d’un script python
qu’on lance au sein de la plate-forme Alliances reste le moyen le plus simple de générer les
fichiers d’entrées.

L’architecture de Traces est la suivante (cf. figure ci-dessous) : le programme princi-
pal se nomme traces, il appelle la routine traces0O qui, en fonction du type de calcul
demandé, appelle soit la routine comp_hydro pour résoudre I’hydraulique soit la routine
comp _trans qui elleeméme appelle la routine comp _specie afin de résoudre le probleme
de transport pour chaque espece.

!
/ N\,
(COMP TRANS) (COMP HYDRO)

!
(COMP SPECIE)

F1G. 2.2 — Architecture de Traces

La version de tracesO fournie par I’Andra faisait la boucle en temps et procédait a
I’écriture des sorties dans des fichiers. Afin de faciliter la différentiation automatique du
code Traces (cf. chapitre 4) et de limiter les sources d’erreurs, nous avons séparé la routine
principale tracesO en plusieurs routines : traces(O ne fait plus que la boucle en temps
(partie calculatoire), onetimestep fait le calcul sur un pas de temps et calcul_traces fait
la partie lecture/écriture de fichiers. Nous avons rajouté la routine fct_cout qui calcule la
fonction cotlt et nous désignons par cost la valeur de la fonction cott (variable de sortie
du code).
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!
/ N\
(ONETIMESTEP)

|
FCT_COUT

F1G. 2.3 — Structure du fichier traces0.f90

D’autres fichiers que nous ne présentons pas ici ont également été modifiés afin d’avoir
une version de Traces plus adaptée pour la partie différentiation automatique du code
(chapitre 4).

Remarque 2.6 La routine fect_cout est appelée deux fois dans tracesO car la fonction
cotut (3.2) associée au probléeme inverse (3.1) est la somme de deuz termes : un terme
correspondant a l’intégration en temps et un terme correspondant a l’instant final.

2.4.2 La plate-forme Alliances

En général, les différents arguments constituant un probleme sont définis au préalable,
pour plus de lisibilité du script notamment. Un ordre raisonnable de définition de ces
données est le suivant :

—_

= = = = =
B~ w N = O

R A e

. définition des especes (en transport) ;

définition des données sur les especes (en transport) : la décroissance/filiation ;
définition des parametres matériaux (intrinseques et matériaux/especes) ;
création des matériaux ;

chargement du maillage ;

récupération des zones et des frontieres;

création des régions (association zones/matériaux) ;

spécification du type de probleme:;

définition des conditions initiales ;

définition des conditions aux limites;

. définition des instants de calcul ;
. définition des sources (s’il y a lieu);
. définition des sorties attendues (concentration, flux, etc.);

. création du probleme d’hydraulique en saturé ou du probleme de transport généralisé

en passant ’ensemble des données en argument.

2.5 Position du probleme

Nous allons maintenant préciser les caractéristiques physiques et la géométrie des do-
maines considérés afin de formuler un modele complet pour la simulation du transport
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de radionucléides. Le modele choisit par I’Andra pour le dossier 2005 ([8]) a validé I'ap-
proximation du milieu et du stockage par des couches horizontales, on se limitera donc
a une description bidimensionnelle du probleme. L’objectif étant de caractériser un com-
portement global et de valider une approche théorique sur ce comportement, la géométrie
envisagée est simplifiée en négligeant certains détails de l'installation (galeries, alvéoles,
puits, etc.) et du milieu géologique.

2.5.1 Cadres et objectifs de notre travail

Comme nous 'avons expliqué dans le chapitre 1, I’Andra étudie la possibilité de stocker
les déchets nucléaires de haute activité (HA) et de moyenne activité a vie longue (MA-VL)
en couche géologique profonde. Le laboratoire de Bure dans la Meuse/Haute Marne, dont
la configuration du sous-sol est donnée par la figure 2.4, a été créé dans ce but. La couche
argileuse du Callovo-Oxfordien (Cox), située a 500 m de profondeur et mesurant 130 m
d’épaisseur, est susceptible d’accueillir le stockage.

Barrois

Kimmeéridgien: \ /

Callovo g g
Dogger

Fi1Gc. 2.4 — Représentation du milieu géologique

Afin d’étudier I’évolution d’un stockage et de son environnement sur des échelles de
temps hors du champ de l'expérience (jusqu’a plusieurs centaines de milliers d’années), il
convient d’utiliser des outils adaptés tels que la simulation numérique. L’évaluation de la
stureté du stockage s’appuie notamment sur la simulation des écoulements et du transport
de radionucléides dans le milieu géologique. L’objectif de ce travail est de pouvoir appliquer
les résultats obtenus dans cette these a 'expérience DIR. Dans ce but, nous avons défini
des cas-tests en liaison avec les équipes de I’Andra afin de valider les méthodes utilisées.
Dans cette optique, nous avons mis au point avec les équipes de I’Andra, deux cas-tests 2D
correspondant a des situations physiques réalistes que nous présentons dans le paragraphe
suivant.

2.5.2 Présentation des cas-tests

Le radionucléide considéré est 1'iode 129 dont la période radioactive est de 15,7 millions
d’années et le ccefficient de décroissance radioactive vaut A = log(2)/1,57.107 an™". La
gamme de valeur des parametres associée a I'iode pour le Cox est présentée dans le tableau
ci-dessous.
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D (m*/s) ap(m) ar(m) w R
Callovo-Oxfordien ~ 5.10712 7 0,7 005 1

TaB. 2.1 — Ceefficients pour ’Tode 129

Les parametres de porosité et de diffusion sont définis par zones ou ils sont considérés
comme constants, on dit que la variabilité spatiale des parametres du systeme est pa-
ramétrée par zones.

La géométrie du premier cas-test, appelé cas-test “colis”, est réprésentée sur la figure
2.5 : il modélise un colis contenant des radioéléments (£25) placé dans une couche géologique
(€1). Le second, appelé cas-test “réel” (car proche de I'expérience DIR), peut modéliser le
sous-sol du laboratoire de Bure : le trou représentant le forage (cf. figure 2.6), le domaine
Qs le colis, le domaine 23 la zone endommagée par le forage et la zone €2; la roche. Les
valeurs des parametres sont données par le tableau 2.2 : partie gauche pour le cas-test
“colis” et partie droite pour le cas-test “réel”.

D (m?/s) w R

D (m*/an) w R

0 1wt 02 1
0, 1076 10 1
O3 10710 0,3 1

Q 951007 0,3 1
0 2.1074 1073 1

TAB. 2.2 — Ceefficients de diffusion/dispersion, de porosité et de retard

La valeur de la porosité dans 2y (zone d’injection) pour le cas-test “réel” a volontai-
rement été fixée a une valeur elevée afin de rendre disponible tres rapidement les radio-
nucléides a la frontiere de la zone endommagée.

2.5.2.1 Cas-test “colis”

Le domaine €2 est découpé en deux zones et mesure 60 m de longueur par 40 m de
largeur. La zone €2y mesure 20 m de longueur par 10 m de largeur. Les valeurs de diffusion
ont été choisies proches de la valeur réelle du Callovo-Oxfordien pour §2; et proche des
valeurs des couches géologiques voisines du Callovo-Oxfordien pour s (cf.tableau 2.1).
On impose un flux (non nul) sur la fontiere I'p et une concentration initiale nulle dans .

Dans la suite, on calculera les valeurs de concentration dans le colis a tous les pas de
temps et sur la droite A (en pointillée rouge sur la figure 2.5) a I'instant final pour calculer
la fonction cotut du probleme inverse. Les valeurs de sorties du code seront par la suite
considérées comme des mesures (données) pour l'identification.
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I'y
A
Diffusion D, porosity 1
Ty 0 Ty
Diffusion D2, porosity wl
(),
I's “ Flux imposé > ['s

Flux imposé sur I'p
qp = —1071% (mol/an)

F1G. 2.5 — Représentation du domaine © (60 m x 40 m)

2.5.2.2 Cas-test “réel”

La figure 2.6 donne la géométrie du domaine du cas-test “réel”. Le choix de la géométrie
est totalement en accord avec la figure 2.7 qui montre une partie du dispositif expérimental
(la chambre de diffusion) de I'expérience DIR. Le domaine 2 est divisé en trois zones et
mesure 0,4 m de longueur par 2 m de largeur, la zone {2, mesurant 8 cm de longueur par
10 cm de largeur et €23 ayant une largeur de 2 cm. Les droites 7,7 = 1,...,3 (en poin-
tillées rouges sur la figure 2.6) représentent les endroits ou la concentration sera mesurée a
Iinstant final pour calculer la fonction cotut de notre probleme inverse. Les sorties du code
seront (comme pour le cas-test “colis”) considérées comme des mesures pour le probleme
d’identification.

Packar 1

Packar 2

F1G. 2.6 — Représentation du domaine 2 (0,4 m Fi6. 2.7 = Chambre de diffusion

X 2 m)
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Nous avons traité seulement le cas 2D alors que la géométrie du vrai probleme est en
3D (axisymétrique). Cependant, cela ne remet pas en cause la démarche adoptée mais cela
nous a permis de gagner du temps calcul.

2.6 Résolution du probleme

Dans les applications qui suivent, la vitesse de Darcy est nulle. On aura donc a résoudre
un probleme de diffusion pure (pas de convection). La géométrie et les dimensions des deux
cas-tests sont définis a la section 2.5.2.

2.6.1 Cas-test “colis”

On note la frontiere 02 de Q et on a 92 =T'y UT'sUT'p (cf figure 2.5). On impose un
flux de —107'% mol/an sur la frontiere I'p et le terme source @Q de ’équation (1.6) est nul.
Les conditions initiales et aux limites sont les suivantes

C(t,x) =0 sur 'y
Ct=0 =0 Q
(t=0,2) SR 998) ! DVO(tz)m = 0 sur g (2.29)
C(t=0,z) = 0 sury 16
DVC(t,x)n = -10 sur I'p

Le domaine € a été maillé avec gmsh, il contient 2742 éléments (figure 2.8) dont 2500
triangles ou quadrangles pour la grande zone (£21) et 242 rectangles pour le colis (£25).

Fi1G. 2.8 — Domaine €2 maillé avec 2742 éléments
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La simulation s’est déroulée sur 1000 ans avec des pas de temps d'une demi-année. On
peut voir le résultat de la simulation sur la figure 2.9. Les ccefficients de diffusion étant
assez faibles, la diffusion dans la zone du colis n’est pas trés importante : on voit en effet
que la concentration n’a pas completement atteint le haut du colis.

CONCENTRATION of 1129 1000, -

-4.749—?3

3.55e-13

| 237e-13

Fi1G. 2.9 — Visualisation de la concentration obtenue avec Salome a l'instant final

1.18e-13

2.38e-18

2.6.2 Cas-test “réel”

On définit 2 = Q. UQy U Q3 et I' = 0€2. On prend comme conditions initiales et aux
limites

{C’(t:O,x) = 0 surQUQ;

Ct=0,z) = 1 sur( (2.30) DVC(t,x)n = 0sur' (2.31)

Le probleme étant symétrique, nous le résolvons uniquement sur la moitié du domaine
qui a été maillé avec 1996 éléments. On prend le terme source () nul dans I’équation (1.6)
et on part d’'une concentration de 1mol/m?® dans la zone d’injection €2, qu’on laisse évoluer
sur 1000 jours (pas de temps d’une demi-journée). On peut voir le résultat sur la figure
2.10 : la concentration a légerement diminué dans le colis mais elle a cependant atteint le
bord droit du domaine.
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Pas de temps2001
1

0

F1G. 2.10 — Visualisation de la concentration obtenue avec Matlab a I’instant final
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Les profils 3D de concentration (figures 2.11, 2.12 et 2.13) représentent ’évolution au
cours du temps de la concentration sur les trois droites v;,7 = 1,...,3 : sur I'axe des z
nous avons les valeurs de concentration, sur I’axe des abscisses nous avons le temps et sur
I’axe des ordonnées nous avons la premiere composante d’espace x pour les figures 2.11 et
2.12 et la deuxieme composante d’espace y pour la figure 2.13. Le temps est représenté a
chaque pas de temps d’une demi-journée, la concentration évolue donc de t =0 a t = 1000
jours ce qui correspond a la numérotation de 0 a 2000 sur les figures. On a également
représenté la solution sur tous les pas de temps d’espace (de longueur 0,2 cm) du maillage,
la composante z pouvant aller de 0 & 0,2 m et la composante y de 0 & 2 m (cf. section
2.5.2.2). Les profils horizontaux (cf. figure 2.6) vont du bord droit du colis au bord droit
du domaine (de 0,04 & 0,2 m) et le profil vertical (cf. figure 2.6) va du bord du colis au bas
du domaine (de 1,1 & 0 m).

Sur les figures, on voit bien la décroissance exponentielle de la diffusion qui est plus ou
moins forte suivant les zones (les changements de pente correspondent aux changements de
zones). Ces résultas sont bien en accord avec la physique et avec ce qu’on pouvait attendre.

8§ 064" "¢
©
£ 05 105
[iF]
2
oA {04

0

z : 500
2% 5 1000

75 1500
2000
X temps

Fia. 2.11 — Profil de concentration sur la ligne horizontale v; d’équation y =1
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FiG. 2.12 — Profil de concentration sur la ligne horizontale v d’équation y = 0,9
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F1a. 2.13 — Profil de concentration sur la ligne verticale 3 d’équation z = 0
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Avant de présenter les méthodes de résolution des probléemes inverses, il convient de
définir ce qu’on appelle par probleme inverse : on dit résoudre un probléme inverse
(par opposition au probleme direct, cf. chapitre 2) lorsqu’on cherche a déterminer les
parametres de porosité w et de diffusion D dans 1’équation (1.6) connaissant les conditions
initiales et aux limites ainsi que les valeurs de concentrations.

Dans ce chapitre, nous rappelons dans un premier temps les différentes méthodes de
résolution des problemes inverses et les bases du controle optimal avant d’écrire formelle-
ment les équations de transport adjointes. Dans un second temps, nous passons a 1’étude
numérique du probleme inverse.

Dans toute la suite, on note w = (w1, ..., wy), D = (D1, ..., D,) et K = (w, D) le vecteur
des parametres. On pose N = 2p.

3.1 Introduction

3.1.1 Etat de ’art

Une littérature abondante existe sur la résolution des problémes inverses, on peut citer
I'ouvrage de synthese [21] qui fait suite a un travail & I’Observatoire Frangais des Techniques
Avancées et en particulier le chapitre «Des apports du contréle optimal» de Jacques Blum.
Un workshop a également été organisé en novembre 2002 pour faire ’état de l'art sur le
theme «Problemes inverses et analyse d’incertitudes» dans le cadre du GNR MoMaS avec
les partenaires de I’Andra et du CEA™.

On peut également se référer a Kern [65] pour une approche générale sur les problemes
inverses, aux travaux de Mc Laughlin et Townley [77] pour les méthodes d’inversion, Sun
[90] pour des problémes inverses en milieu poreux et De Marsily et al [45] pour les problemes
inverses en hydrogéologie et Chavent et al. [37] pour une estimation des perméabilités rela-
tives en milieu poreux. Il faut mentionner Cartalade et al [30] dans le cadre de I'estimation
des parametres de transport ou de diffusion en milieu poreux et dans 'approche par réseaux
de neurones pour 'identification des ceefficients de diffusion [29]. Enfin citons Clément et
al [41] pour l'analyse de sensibilité de la solution de I’équation aux dérivées partielles
par rapport aux coefficients a estimer a 1’aide de I’algorithme de décomposition en valeurs
singulieres.

Pour résoudre notre probleme inverse, on utilisera des méthodes déterministes ou encore
méthodes variationnelles basées sur la minimisation d'un critere en général quadratique.
Ces méthodes trouvent leur fondement mathématique dans la théorie du controle optimal
de Lions [70], appliquée a l'estimation de parametres comme dans Chavent [33]. Il existe
aussi des méthodes de type probabilistes pour résoudre un probleme inverse comme ex-
posé dans Tarantola [93]. Quelle que soit la méthode de résolution employée, la solution
est obtenue en utilisant une approche identique. En effet, un critere est souvent défini pour
mesurer la différence entre valeurs calculées et valeurs mesurées : I'objectif est de trou-
ver I'ensemble des parametres qui minimisent le critere. Il reste a choisir une technique
appropriée pour minimiser la fonction cout. De nombreuses approches existent pour faire
une telle minimisation ([23, 40, 61] et cf. section 3.3) : nous avons choisi d’utiliser des
algorithmes qui requierent le calcul du gradient (dérivées de la fonction cout par rapport
aux parametres).

Nous pouvons souligner que les méthodes inverses dépendent du type de paramétrisation
choisie pour caractériser les parametres a identifier dans le probleme direct. Dans le cas

*http://www.gdrmomas.org/Activites /2002 /Documents/WORKSHOP _control.doc
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de l'identification de parametres, plusieurs méthodes peuvent étre utilisées : méthode de
zonation (ou I'on suppose les ceefficients constants par zones), méthode d’interpolation (ap-
proximation polynomiale), etc. Dans notre cas, la représentation du milieu géologique nous
a amené a paramétrer le systeme par zones. Ce choix est raisonnable puisque le systeme est
naturellement paramétré par zones. La méme méthode s’applique dans le cas des strates
géologiques en milieu naturel [26] ou l'on pourra envisager une zonation horizontale (cf.
figure 2.4).

3.1.2 Cadres et objectifs de notre travail

Nous devons faire des simulations du transport des radionucléides afin de déterminer
I'impact d'une éventuelle propagation de ces éléments dans le sous-sol. La modélisation de
I’écoulement et du transport en milieu poreux autour du stockage exige de connaitre les
parametres physiques des différents couches géologiques. Parmi ces parametres, la porosité
et la diffusion ne sont pas directement accessibles par des mesures, c¢’est pourquoi nous
devons résoudre un probleme inverse pour les identifier.

3.1.2.1 Les objectifs

La premiere partie de notre travail est d’estimer les ceefficients de transport a partir de
mesures de concentration. La spécificité de ’approche choisie est d’utiliser la technique de
zonation qui consiste a considérer le milieu comme un ensemble de zones homogenes, pour
chacune desquelles les ceefficients seront estimés. Cette approche pourra étre appliquée a
des expériences dans des milieux dont ’échelle d’espace peut étre tres différente. Le forage,
dans le cas de I'expérience DIR et du cas-test “réel”, implique bien stur une identification
des ccefficients a la fois dans la zone endommagée et dans la zone saine. Dans un premier
temps, on commencera par identifier les coefficients dans des zones fixées. Pour cela, on a
été amené a développer le code adjoint du code de diffusion-convection. En effet, le code
adjoint nous donnera acces au gradient de la fonction cotit dont nous avons besoin dans la
résolution du systeme d’optimalité (cf. paragraphe 3.2.3). Dans un deuxieme temps, on se
préoccupera de déplacer les zones et éventuellement d’en créer de nouvelles (cf. chapitre

6).

3.1.2.2 Les données a notre disposition
Expériences jumelles

Nous allons travailler sur des données synthétiques : on choisit tout d’abord des valeurs
précises pour le ceefficient de diffusion et la porosité et on calcule la concentration qui
en résulte (noté C,ps) en résolvant le probleme direct. Ensuite, on cherche a retrouver ces
coefficients a partir des valeurs de concentration observées. L’avantage de cette méthode
est que l'on peut comparer la porosité et le champ de diffusion obtenus par la méthode
inverse avec la porosité et le champ de diffusion initiaux (qui sont en pratique inconnus)
ce qui permettra de valider les méthodes utilisées.

Dans les deux cas-tests qui nous intéressent, les données de concentration observées
sont de deux types : des mesures de concentration recueillies dans la chambre d’injection
tout au long de I'expérience ainsi que des mesures obtenues au temps final.

3.1.2.3 Identifiabilité

La question se pose toujours, de fagon théorique et pratique, de savoir si les mesures
sont suffisantes pour estimer les parametres que 1'on cherche et comment I'incertitude sur
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les mesures se répercute sur les parametres estimés. Les questions de stabilité et d’identi-
fiabilité sont donc au cceur de 'estimation de parametres et sont intimement liées au choix
de la paramétrisation. Nous avons réalisé de nombreuses simulations dans le chapitre 5
pour essayer d’y répondre.

3.2 Etude théorique du probleme inverse

Dans ce chapitre, nous présentons le probleme inverse d’identification de parametres en
milieu poreux pour une équation de convection-diffusion. Nous chercherons la solution d'un
probleme type controle optimal connaissant une distribution de la solution en différents
points de l'espace et du temps. A cet effet, nous écrirons I’équation adjointe de (1.6).
L’état adjoint permettra alors de déterminer le gradient d’une fonction cott définie en
fonction des parametres a identifier. Les observations seront générées par le modele direct
(on parle de données synthétiques) ce qui permettra, connaissant les valeurs des ceefficients
a identifier, de valider les méthodes utilisées.

Notre probleme inverse se formulant comme un probléme d’optimisation (cf. section
3.1), nous rappelons ici les grandes lignes de la théorie du controle optimal qui nous servira
par la suite.

3.2.1 Rappels de contrdle optimal

Principe

Dans la théorie du controle optimal, le modele peut étre décrit par une équation
d’évolution non linéaire (ce modele peut étre la version discrétisée en espace, par la méthode
des différences finies par exemple, d’'un modele d’équation aux dérivées partielles) de la
forme

dC
—- = F(C().K), te[0T], CeH (3.1)
c) = U

oi1 C' est la variable d’état appartenant & un espace de Hilbert H (H = L*(0,T;R™)), K le
vecteur des parametres appartenant a un espace de Hilbert IC, F' un opérateur différentiel
non linéaire de H x K dans H qu’on supposera (en général) différentiable. On supposera
que l'ensemble de parametres admissibles P est un espace de Hilbert et que P = K. On
désigne par O l'espace de Hilbert des observations. On ne précise pas plus les espaces
fonctionnels associés (ce n’est effectivement pas le but de I’étude). Lors des applications
numériques, O sera nécessairement un espace de dimension finie. Nous supposons que pour
K € K et C € H fixés, le probleme de Cauchy (3.1) admet une solution unique C' = C(K).

Nous devons tenir compte des mesures qui sont a notre disposition, nous les représente-
rons par une application linéaire, notée M; (appelée opérateur d’observation) de notre
fonction d’état C' a valeurs dans O pour la partie temporelle de la fonction cotit et par une
application linéaire, notée M, (appelée opérateur d’observation a 'instant final) de notre
fonction d’état C' a valeurs dans U pour le terme portant sur 'intant final. On définit une
fonction cout J de P dans R (ou critere d’erreur) qui calcule I’écart entre solution calculée
par le modele (3.1) d’une part et une observation “temporelle” C° € O x [0,T] et une
observation au temps final Cf | € U d’autre part

T
J(K) = a/ 1My C = Coll3 dt + B[ Mo O(T) — Gl (3.2)
0
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oit ||.||* est la norme euclidienne usuelle et «, 3 des ceefficients réels généralement appelés
poids. La fonction cout J contient
T

2 \ . /’
— un terme « | My C — C°||, dt ou les valeurs de concentration sont calculées dans

0
un domaine donné a plusieurs instants,

— un terme 3 HM2 c(T) — analH Z ot les valeurs de concentration sont prises a l'instant
final.

On pose alors le probleme de controle optimal suivant :
Probleme 3.1 Trouver K* = (w*, D*) € P tels que

J(K) = Inf J(K) (3.3)

ou J est donné par (3.2) et C est associé a K par (3.1).

Remarque 3.1 Sans hypothéses sur lopérateur F et sur l'opérateur d’observation M,
Poptimum K™ peut ne pas exister ou ne pas étre unique. Pour plus de détails sur la
résolution des problémes de contréle optimal, on renvoie au livre référence de Lions [70].

Remarque 3.2 Nous limitons nos rappels au cas de la dimension finie.

De fagon générale, lorsque J est différentiable, une condition nécessaire pour que K*
soit solution de (3.3) dans le cas sans contraintes est donnée soit par 1’équation d’Euler-
Lagrange

VJ(E") =0 (3.4)

oJ 0J

avec VJ = (8_(4)7 8_D

T
> , et dans le cas avec contraintes par I'inégalité variationnelle

(VJ(K*),v— K*) >0, Yo € P. (3.5)

La fonction cout J dépend de K par I'intermédiaire de C', c’est la différence avec un
probleme “classique”de minimisation. La détermination de V.J permet de mettre en ceuvre
des méthodes d’optimisation de type descente. La méthode directe consiste a dériver C' par
rapport & K, ce qui revient a dériver 1’équation (1.6) par rapport a chaque composante de
K et donc a écrire autant d’équations linéarisées que de parametres a identifier. Ce procédé
devient d’autant plus cotiteux que le nombre de parametres est grand. C’est pourquoi, dans
la suite nous allons présenter (et utiliser) la méthode de 1’état adjoint qui permet de calculer
le gradient en intégrant 1’équivalent de deux fois le modele direct.

3.2.2 Le modele linéaire tangent

Si on note K une perturbation sur K alors cette pertubation permet de définir la dérivée
directionnelle J de la fonction cout J dans la direction K

T
J(K:K) = 20 / (M, C — C° M, C) dt + 28 (M C(T) — C%. My O(T)) (3.6
0
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ot C désigne la dérivée de Gateaux du modele direct (3.1). Alors C est solution de
’équation (3.7) appelée modele linéaire tangent

dC OF\ ~ (OF\ ~ _
il (%)C+ (8_K> K, tel0,T], CeH (3.7)
C() = 0

. [OF oF , . y .
ou 9C et K représentent respectivement 'opérateur Jacobien de F' par rapport
a C et par rapport a K.

Par définition du gradient, on a
J(K,K) = (VJ(K), K). (3.8)

Une fagon de déterminer le gradient (c’est-a-dire toutes ses composantes) est de faire
une pertuArbation unitaire sur chaque parametre, en maintenant les autres constants, et de
calculer J. Ceci implique qu'il faut résoudre (3.7) autant de fois qu’il y a de parametres.
Dans notre cas, il y a plusieurs parametres (autant que de zones) a identifier et il faut
faire appel au gradient dans un algorithme de minimisation. On comprend donc tres vite
que le cott (calcul et espace mémoire) de cette démarche devient vite élevé. On introduit
donc dans la suite une méthode de calcul du gradient qui nécessite seulement une
intégration du modele direct et une intégration d’une équation associée au modele
linéaire tangent, indépendamment du nombre de parametres de controle.

3.2.3 Introduction de I’état adjoint

La méthode de ’état adjoint consiste a voir ’équation d’état (3.1) comme une contrainte
d’égalité reliant la variable d’état C' (la concentration) aux parametres w et D (variables
de controle). C' est donc supposé a priori indépendant de K = (w, D).

Le probleme inverse consiste a retrouver le parametre K qui reproduirait au mieux les
mesures C° et C§ | : ceci correspond au probleme de minimisation (3.3). Nous résolvons
ce probleme de minimisation par un algorithme de descente (cf. section 3.3), nécessitant
le calcul du gradient de la fonctionnelle cott (3.2) que nous allons obtenir par la méthode
de I’état adjoint.

3.2.3.1 Approche lagrangienne

Nous considérons alors le multiplicateur de Lagrange P associé a I’équation (3.1),
qui est ici une fonction test (dépendant du temps et de 'espace) de H. Notons qu’a ce stade,
la valeur de la variable adjointe P n’est pas encore fixée. Nous formons le Lagrangien du
probleme en additionnant la fonction cout (3.2) et le produit scalaire de P par 1’équation
(3.1) qu’on integre sur [0,7]. Nous obtenons l'expression

T
L=L(CK;P) = a/ 1M, C — |2 dt + 3| Mo C(T) — CLalll;,
0

+ /OT <% ~ F(C,K), P> dt. (3.9)
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Ce Lagrangien est une fonction a valeurs dans R que nous supposons étre Gateaux-
dérivable par rapport aux trois variables C, K et P. On rappelle la définition de Gateaux-
dérivée :

Définition 3.1 (Gateaus-dérivée ou dérivée directionnelle) Soit ¢ une application de RY
dans R de variable v. On dit que ¢ est G-dérivable dans la direction w, si la limite

~ v+ 0w) — pv
B, w) = fim ( 0) p(v)

existe et si application @' (v) : w — P(v,w) est linéaire continue de RY dans R. Si c’est
le cas, alors on pourra noter
P, w) = (Ve(v), w)

ot Vp(v) est le gradient de de ¢ par rapport a v.

Quand C(K) est solution de 1’équation d’état (3.1), nous avons
J(K)=L(C(K), K;P). (3.10)

Nous supposons que l'application K —— C(K) est différentiable (cf. Lions [70]) et on
poursuit notre résolution formelle du probleme (3.3) en calculant alors la Gateaux-dérivée
par rapport a K dans les deux membres de I’équation précédente. Nous arrivons a la
relation

oL

. —ar _
J = %(C’(K),K, P)C + a—K(C(K),K, P)K pour tout P. (3.11)

Nous choisissons le multiplicateur de Lagrange P de telle sorte que le premier terme de
I’équation précédente soit nul, i.e.

oL

50 (C(K), K; P) = 0. (3.12)

Cette égalité se réécrit (apres intégration par parties) de la fagon suivante

T " " T /dp ~
2a/ (3,0~ €2 M, CY dt +26 (My O(T) — Chy, My C(T)) —/ <E’C> dt
0 0

+ <P(T), 5(T)> - /OT < (g—g> C, P> dt = 0. (3.13)

Comme nous sommes dans un espace de Hilbert, nous pouvons introduire les opérateurs

E *
adjoints de M7 et (g_C) dans (3.13)

dt’
+ <P(T), 5(T)> - /OT < (g—g)* P, 6> dt = 0. (3.14)

Soit encore

20 /OT <M1*(M1(J —C°), 5> dt + 283 (M (M, C(T) — CL..), C(T)) — /OT <d—P (7> dt

P OF\" . )

—P(T) = 26M; (MyC(T) — Cg,.)

(3.15)
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L’équation (3.15) est appelée équation adjointe (ou modele adjoint) et la variable P est
'état adjoint de C'. Ainsi si I'état C' est solution de (3.1) et I’état adjoint P est solution
de (3.15), le gradient de la fonction cout vaut

dJ 0L

T = SZ(CK), K3 P). (3.16)

On pose Vi J = g—[i et on déduit de (3.9) et (3.11) que

TOF\"

Le gradient de J est donné par la formule (3.17) et on constate qu’il se calcule par
intégration rétrograde du modele adjoint (équation (3.15)).

Remarque 3.3 On a identifi¢ les espaces de Hilbert H, IC et O avec leurs duauz.

Remarque 3.4 Si on avait voulu identifier la condition initiale et/ou les conditions aux
limites (comme c’est le cas en météorologie ou en océanographie, voir par exemple [60]),
on aurait procédé exactement de la méme maniére en calculant un ou deux gradient(s)

supplémentaire(s).

La solution K™ du probleme (3.3) est donnée en résolvant le systéme suivant

% — F(C(),K), tel0,T], CeH
co =1U
dp B 8F * B . B o (318)
- = (80) P—2aM{(M, C—-C°), tel0,T]
—P(T) = 28M; (MyC(T) — Chy)
\ VKJ = 0

appelé systeme d’optimalité.

Remarque 3.5 En pratique on ne résout pas directement le systéme d’optimalité (3.18),
mais on utilise un algorithme de descente dans la direction du gradient.

Les domaines d’application de ces méthodes de controle optimal a des problemes d’iden-
tification pour des systemes régis par des edp sont multiples et variés. On peut citer en
assimilation de données pour la météorologie et 1'océanographie Auroux & Blum ([12]),
Blum et al. (article dans Handbook of Numerical Analysis [94]), Le Dimet et Talagrand
([68]), Courtier et Talagrand ([43]), Luong ([72]), Blum (][20]) pour la physique des plas-
mas, De Marsily ([45]) en hydrogéologie, Chavent ([32, 33, 34]) et Tarantola ([93]) pour les
méthodes d’inversion, Cartalade et al. ([29, 30]), Mc Laughlin et al. ([77]), Sun ([90]) et
Carrera ([28]) pour les écoulements et le transport en milieu poreux, Plessix et al. ([82])
pour la géophysique interne.

Remarque 3.6 Cette méthode de calcul pour obtenir l’état adjoint est dite lagrangienne.
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3.2.3.2 Approche “linéarisée”

Une autre approche est possible, elle utilise le modele linéaire tangent déduit du probleme
direct (cf. section 3.2.2). Ces deux approches sont totalement identiques et conduisent aux
mémes résultats. Pour obtenir 1’équation adjointe de (3.1), on introduit ’état adjoint P
et on prend le produit scalaire de (3.7) avec P, on somme sur Uintervalle [0, 7] et apres
intégration par parties (du méme genre que (3.13)) et identification des linéarités par rap-
port & K dans (3.8), on retrouve que P est solution de (3.15) et que le gradient de J est
donné par (3.17) c’est-a-dire que I’état adjoint du probleme non linéaire est le méme que
I’état adjoint du probleme linéarisé.

3.2.3.3 Régularisation

Le probleme inverse inverse étant instable, une technique courante consiste a le régulari-
ser. En pratique, on rajoute un terme a la fonction cott, par exemple on peut prendre un
terme contenant la différence au sens des moindres carrés entre les parametres calculés
et une ébauche de ces parametres (puisqu’en pratique on ne connait pas les parametres
observés). Ce terme agit comme un terme de régularisation au sens de Tikhonov [97]
(c’est la méthode la plus classique pour régulariser). On peut aussi imaginer un terme de
régularisation portant non plus sur les parametres eux mémes mais sur leurs dérivées afin
d’avoir une certaine régularité sur ces fonctions. On peut également mentionner I'approche
multi-échelle ou multi-grille [39, 71], la régularisation au sens BV (pour conserver les dis-
continuités), au sens de la norme L* du gradient ou des normes spécifiquement appropriées
au probleme physique concerné (norme de la divergence pour un probleme de méca fluide,
etc.). On peut se référer a [35] pour une étude faisant le lien entre les différentes techniques
de régularisation et la notion de probleme quadratiquement bien posé.

Ainsi, en suivant la méme démarche que précédemment, on constate que si ’on rajoute
des termes de régularisation a la fonction cott, le systeme adjoint associé a cette nouvelle
fonctionnelle reste inchangé. Par contre, le gradient lui prend en compte ces nouveaux
termes régularisants.

Dans la suite, nous ne prendrons pas en compte le terme de régularisation. En effet,
dans notre cas les parametres sont constants par zones, il n’y a pas d’oscillations possibles
et donc pas de terme de régularisation a rajouter pour lisser la solution [48].

3.2.4 Obtention formelle de I’équation de transport adjointe

Nous voulons identifier les parametres de transport (diffusion et porosité) du modele
mathématique (1.6) connaissant une distribution de la solution en différents points de
I'espace et a différents temps de simulation. Nous allons ci-dessous formuler le probleme de
controle optimal et écrire les équations adjointes pour les deux cas-tests définis au chapitre
2. Afin d’obtenir I’état adjoint, nous utiliserons la méthode dite lagrangienne exposée dans
la section 3.2.3.1.

3.2.4.1 Cas-test “colis”

On rappelle les notations introduites dans la section 2.6.1 et on se réfere a la figure 3.1 :
* Q:Q]_UQQ et GQ:FNUFSUFD,

* 7 désigne l'interface entre les deux domaines €2y et s,

* 3 désigne le domaine dans lequel on mesure la concentration a 'instant final,

* le terme source S dans 1’équation (1.6) est nul,

* on prend comme conditions initiales et aux limites (2.28)-(2.29), i.e.
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C(t,x) =0 sur I'y
DVC(t,z).n 0 sur I'g
DVC(t,z)n = gqp(t,x) surp

C(t=0,z) = 0 sur{y
C(t=0,z) = 0 sur)y

avec les conditions de transmission suivantes

(DVC.m)|y+ (DVCns)|, = 0 (3.19)
(@)l + ()], = 0 (3.20)

ou ny est le vecteur normal unitaire extérieur a §2; et ny est le vecteur normal unitaire
extérieur a €)y. Sur vy, nous avons n; = —ny et donc la quantité D VC'.n est continue a
I'interface. De méme, la concentration C' est continue a 'interface.

I'n

|

Diffusion D1, porosity c2l

FN S!] I"N

Diffusion D2, porosity 2

0,

Flux imposé I's

Flux imposé sur I'p

Fi1G. 3.1 — Domaine

La fonction cout J est définie par

J(C(w, D)) = a /0 / [C(t, ) — Cops(t, )] do dt +0 /Z [C(T, ) — Cops(T, )] dx

J/

'

() (k)

(3.21)
ou « et [ sont des poids qu’on ajuste pour que les deux termes (7) et (k) de la fonction
colt soient du méme ordre. Le terme (7) correspond a la partie intégrée en temps et le
terme (k) a l'instant final.

Le Lagrangien de notre probleme est donné par

£((w,D),C), P) = J(C)+/OT/QwR8tCdedt—/OT/QV.(DV(J)dedt

)
T T
+/ /V.(qC’)Pd:EdH—/ /)\wRPCd:Bdt. (3.22)
Jo Ja 0o Jo
(1)
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On découpe les termes () et (u) sur £ et Qs

T T T
—/ /V.(DVC)Pd:):dt:—/ v.(Dvc)Pda:dt—/ / V.(DVC) P dz dt
0 Q 0 Ql 0 Q2
(3.23)

/T/V.(QC)dedt:/T ) V.(qC)dedt+/T ) V.(qC)Pdxdt.  (3.24)

On calcule la partie droite de (3.23)

T
—/ / V.(DVC)Pdzdt / / (VC.VP) dxdt—/ / DVC.ny Pdodt
0 951 (951 FNUFSU’V
— —/ / V.(DVP)Cdxdt—/ / DVCony Pdodt
0 Q1 0 I'yUul'sUy

T
+/ / DVPn,Cdodt
I'yUl'sUy

T
V. (DVP)Cd:cdt+/ DV Py Cdodt
N 0o Jrg

T

T
/ / D (VCmy P —VPn, C)dodt
0

/ DVC.n; Pdodt.
I'n
(3.25)

De méme

T T
—/ / V.(DVC)Pdxdt = —/ / V.(DVP)C dzdt
0 QQ 0 Q2

¥

T
—/ /D (VCng P —VPnyC)dodt. (3.26)

0

~

/ (Pgp — DV PnyC)dodt

I'p

Donc le terme (3.23) devient

T T T
—/ /V.(DVC’)Pda:dt = —/ V.(DVP) Cdmdt—l—/ DYV Pn,Cdodt
0o Jo 0o Ja 0

s

T T
—/ / PqD—DVPngC)dadt—/ DYVC.ny Pdodt
0 FD 0 l_‘N

T
+/ (DVPny + DVPny)Cdodt.
0

(3.27)

On calcule la partie droite de (3.24)

T T T
/ V.(qC)Pdxdt = —/ / q.VPC’dxdt—i—/ / gn, PCdodt
0 (951 0 (951 0 FNUF5U’Y

T T
= —/ / q¢.VPCdx dt—l—/ / qgny PCdodt. (3.28)
0 Q1 0 T'suy
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De méme

T T T
/ V(¢C)Pdxdt = —/ / q.VPC’da:dt—i—/ / q.ny PCdodt. (3.29)
0 Qo 0 Qo 0 I'pUy

Donc le terme (3.24) devient

T T T
/ /V.(qC)dedt = —/ /q.VPC’da:dt—i—/ /(q.n1+q.n2)PCdadt
0o Ja 0o Ja 0o Jy

T T
+/ / q.nQPC’dadt—l—/ / qgny PCdodt. (3.30)
0 Jrp 0 JI's

Le Lagrangien (3.22) s’écrit donc
T
£((w,D),C), P) — J(C’)—/ /wRatPCd:cdt+/wRP(T,x)C(T,x)dx
0 Q Q

T T
—/ /V.(DVP)Cdxdt+/ /(DVP.n1+DVP.n2)Cdadt
0 Q 0 b

T

T
—l—//DVPnlC'dadt / DYVCny Pdodt
I's o Jry
T
// (Pqp(t,z) — DVPngC)dadt—/ /qVPCdxdt
0

T
+/ / qngPCdadt—l—/ / q.n PCdodt
I'p FS
+/ / AwR P Cdx dt. (3.31)
o Jo
On prend I'état adjoint P nul sur I'y, on dérive le Lagrangien (3.31).
oL ~ o0J
(%,@ - (ao / /wR@tPCda:dtJr/QwRP(T ) C(T, ) dz

—/ /V.(DVP)Cda:dtJr/ /(DVP.n1+DVP.n2)Cdadt
0 Q 0 ¥

T

T
—I—/ DVPn Cdo dt+/ DV Pny,Cdodt

T T
[ [avréasa+ [ [ qnrcara
o Ja o Jrp

T T
—I—/ / q.anC’dadt+/ /)\wRPC'dxdt. (3.32)
0 I's 0 Q
La Gateaux-dérivée de J par rapport a C' vaut
<§é = Qa/ / (t,2)—Copsl(t, x)]C(t x)do dt+25/ (T, 2)—Cops(T, x)]C(T x)dz.
(3.33)

Si C(K) est solution de F(C; K) =0, on a alors que

%(C(K) PK)5C+%(C(K),P;K)5K. (3.34)

J(K)=L(C(K),P;K) et 6&J= 0K
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On cherche I'état adjoint P tel que

%(C(K), P;K)6C =0 VéC, (3.35)
de sorte que l'on ait
oJ oL
Il vient alors
—wRGP —-V.(DVP)—qVP+AwRP =0 (3.37)

avec pour conditions finales et aux limites

( P(t,x) = 0 sur 'y,
DYV Pns+qgns P = 0 surl'p,
DVPny+qn, P = 0 surl,
(3.38)
—(DVPn;+DVPny) = 2a[C(t,x) — Cus(t,x)] sur -,
—~Rw P(T, ) = 2B[C(T,x) — Cos(T, x)] dans X,
| —Rw P(T,x) = 0 dans Q\X.
En utilisant (3.22) et (3.36), on obtient pour expression des gradients
(8J ~) T ~
—,w) = (RO,C+ ARC)Pwdxdt (3.39)
3(,0 0 QO
(ﬂ 15) - /T/vcvpf)dxdt (3.40)
oD’ S Ja '

Une fois le gradient calculé, il ne reste plus qu’a le transmettre a 'optimiseur pour
commencer la minimisation. Nous expliquons en détails dans la section 3.3 l'algorithme
numeérique mis en ceuvre et nous présentons les résultats obtenus.

Remarque 3.7 Les parametres étant considérés constants par zones, l'intégrale en espace
dans les relations (3.39) et (3.40) ne portent plus que sur la zone considérée.

3.2.4.2 Cas-test “réel”

Nous procédons de la méme maniere que dans le paragraphe précédent pour obtenir
le gradient de la fonction cotut par rapport aux parametres a identifier. On rappelle les
notations introduites dans la section 2.6.2 et on se réfere a la figure 3.2 :
* QZglLJQQUQ:), et 8Q:F:F1UF2UF3,
* on note d€); = I'y U3 la frontiere de €y, I'y désigne la frontiere extérieure et I'j3
I'interface entre €2; et g3,

* on note 0€)y = I'y U I'y3 la frontiere de €2y, I's désigne la frontiere extérieure et ['og
I'interface entre {25 et 3,

* on note 9€23 = '3 UT'13 U 'y la frontiere de €23, I'3 désigne la frontiere extérieure,
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* les domaines ~;, ¢ = 1,2,3 désigne les trois zones ot on mesure la concentration a
I’instant final®,

* le terme source S dans I'équation (1.6) est nul,

* on prend comme conditions initiales et aux limites (2.30)-(2.31), i.e.

C(t=0,z) = 0 surQUQ;
DVC(t,z)n = 0 surl

Ct=0,z) = 1 sury

avec les conditions de transmission suivantes

(D VC.n1)|p13 + (D VC’.ng)|p13 =0 (3 41)
(q‘n1)|F13 + (q'n?))‘rm =0 .
(q‘n2)|F23 + (q'n3)|F23 =0 '

ou ny est le vecteur normal unitaire extérieur a €2y, no est le vecteur normal unitaire
extérieur a {2y et ng est le vecteur normal unitaire extérieur a €23. Sur I'i3, nous avons
ny = —ng et sur ['y3, ng = —ng. Ainsi, la quantité D VC.n (avec n vecteur normal unitaire
extérieur a I') est continue aux interfaces et il en est de méme pour la concentration C'.

L=
e
-

|

L=
o’

]
e’
-
ot

F1G. 3.2 — Domaine

*Pour simplifier ’étude, on a pris dans ce paragraphe pour ~; (i = 1,2,3) des zones au
lieu de droites comme sur la figure 2.6.
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La fonction cout J est définie par

J(C(w, D)) :a/o /Q [C(t,x)— Cops(t, ) dxdt+ﬂ2/ (T, z) — Cops(T, ZE)}Qd:L‘.

N 4
~~

(o) ()

(3.43)

Comme dans la section précédente, o et 3 sont des poids qu’on ajuste pour que les
deux termes (o) et (¢) de la fonction cout soient du méme ordre.

Le Lagrangien de notre probleme est donné par (3.22) : on découpe les termes () et
(1) sur Qp, Oy et O3

T T
/ /v (DVC)Pdrdt = / V.(DVC) Pdxdt — / / V.(DVC) P dz dt
0 Q4 0 Qo

T
/ V.(DVC) P dx dt (3.44)
0

Q3

T T T
/ /V.(qC)dedt = / V.(qC’)Pda:dt+/ V.(qC)Pdxdt
0 Q 0 Q1 0 QQ

T
+ / V.(qC) Pdx dt. (3.45)
0 Q3

On calcule la partie droite de (3.44)

T T T
—/ / V.(DVC)Pdrdt = / / D(V(J.VP)dxdt—/ / DVC.ny Pdo dt
0 Q1 0 (951 0 ' ul'ys
T

T
.DVP)C'dxdt—/ / DVC.ny Pdodt
I'ulhys

DYV Pn,Cdodt

1UlN3

Q1
971

_/ v
0
T
o
0 I
T T
—/ V.(DVP)Cd:pdt+/ DVPn, Cdodt
OT 0 I
I

D(VCiny P—VPn,C)dodt
13

(3.46)

De méme

T T
—/ / V.(DVC)Pdzdt = — /V.(DVP)Cdxdt+/ DV P.nyCdo dt
Qs 0 Qo 0 I's
I23

h
/

(3.47)
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T T T
—/ / V.(DVC)Pdrdt = —/ / V.(DVP)Cdxdt+/ DV Py Cdodt
0o Jos 0o Ja, 0o Jr;
T
—/ / D (VC.ing P —VPn3C)dodt.
0 T'13UlM23
(3.48)
Ainsi le terme (3.44) s’écrit
T T
—/ /V.(DVC)Pdmdt = / V.(DVP) C’dmdt+/ /DVPnC’dadt
0 Q 0 Q
T
I3
0T
/ D (VPnyC+ VPnsC)dodt.
a3
(3.49)

On calcule la partie droite de (3.45)

T
/ / V.(qC)Pdxdt = / / qVPCd:BdIH—/ / qg.ny PCdodt. (3.50)
0 951 Q4 I ul'ys

De méme
T T T
/ / V.(qC)Pdxdt = —/ / q.VPC’dmdt—i—/ / q.ng PCdodt. (3.51)
0 Qo 0 Qo 0 TaUl'23
T T T
/ V.(qC)Pdxdt = —/ / q.VPC'dxdt+/ / qg.ns3 P Cdodt.
0 Qs 0 Q3 0 I'sul’'13Ul23

(3.52)

Donc le terme (3.45) devient
T T T
/ /V.(qC)dedt = —/ /q.VPCda:dt+/ /q.nPC’dadt. (3.53)
o Jo 0o Jo o Jr
Le Lagrangien (3.22) s’écrit donc
T
L(((w,D),C),P) = J(C)—/ /wR@tPC'dxdt+/wRP(T,m)C(T,x)dw
L o e e
/ /V.(DVP)Cd:cdt+/ /DVP.nCdadt
Q o Jr
INE]
/ D(VPTLQC‘I’VPTLgC)dUdt—/ /qVPC’dxdt
I3

/anC’dadt—l—/ /)\wRPCd:cdt (3.54)
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Dot
oL ~ 0J
<_ac’0) - (ac / /wR@tPCdxdtJr/QwRP(T ) C(T, z) do

_/ /vva)édde/ [ pvPuCioa
0 Q 0 r

T
— / D (VP +VPn3)Cdodt
T3

/ D(VPn2+VPn3)C’dadt—/ /qVPCdxdt
T2

/ /anC’dadt+/ /)\wRPC'dxdt (3.55)

La Gateaux-dérivée de J par rapport a C' vaut

J 5) = 204/0 /92 [C(t,I)—Cobs(t,x)]é(t,x) dx dt+2ﬁizl /Z [C(T, 2)—Clops (T, x)}é(T, x)dx.

(3.56)
L’équation adjointe s’exprime sous la forme
0 dans Q; U Q3,
—wROP —V.(DVP)—qVP+AwRP = (3.57)
—20(C' — Cpps) dans Q.
avec pour conditions finales et aux limites
( DVPn—+qnP = 0 surl,
DVPm + DVPn3 = 0 sur Flg,
DVPny+ DVPng = 0 sur sy, (3.58)
—RwP(T,x) = 20B[C(T,x) — Cups(T,x)] dans v Uys Uys,
(| —Rw P(T,x) = 0 dans Q\(71 U~y U~s).
On obtient pour expression des gradients
aJ T _
(—, w) - (R9,C + ARC) P& dx dt (3.59)
(%) 0 Q
0J ~ r ~
<—, D) - VCO.VP D da dt (3.60)
oD 0o Ja

Remarque 3.8 On remarque que les calculs de l’adjoint dans les deux cas-tests sont si-
milaires et qu’on obtient la méme expression pour les gradients. Par contre, les conditions
finales et aux limites n’étant pas les mémes dans les deux cas-tests, on constate que les
équations adjointes (3.37)-(3.38)et (3.57)-(3.58) sont différentes (on note en particulier
Uapparition d’un terme source dans l’équation adjointe (3.57)).
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Comme nous 'avons déja signalé dans la section 3.2.2, la méthode de 1'état adjoint
prouve son efficacité lorsque le nombre de parametres devient important. Dans les cas-tests
présentés, nous avons au plus 6 parametres a identifier. Cependant, la méthode mise en
place est indépendante du nombre de parametres et permet donc de traiter des problemes
avec un grand nombre de parametres en résolvant seulement deux systemes d’edp. Elle
trouvera pleinement sa justification dans la partie sur 'identification de zones (cf. chapitre
6).

3.3 Etude numérique du probleme inverse

3.3.1 Introduction

Pour résoudre numériquement le probleme de contréle optimal (3.18) afin de reconsti-
tuer les parametres de transport, nous avons pour la minimisation le choix entre utiliser
des algorithmes sans gradients et des algorithmes avec gradients. Les algorithmes sans gra-
dients (algorithmes génétiques, simplexe, etc.) permettent de minimiser des fonctionnelles
dont la forme peut étre tres complexe. Notamment, ces méthodes ne s’arrétent pas dans
des minima locaux mais permettent d’obtenir un minimum global de la fonction cott. En
revanche, ce type d’approche nécessite un grand nombre d’évaluations de la fonction cout
qui peuvent vite devenir cotiteux en temps de calcul si cette derniere est issue d’un cal-
cul numérique. C’est pour cette raison que dans la suite nous utiliserons la technique de
minimisation au sens des moindres carrés qui requiert le calcul du gradient de la fonction
cotit.

La plupart de ces algorithmes de minimisation (sans contraintes) reposent sur une
méthode dite de descente : en partant d’'un point quelconque de 'espace, 1'algorithme
construit une suite de points dont le but est de converger vers le controle optimal en
faisant diminuer le plus rapidement possible la fonction coiit calculée en ces points. La
direction liant deux points successifs est appelée direction de descente. Cette direction est
calculée par l'algorithme grace aux directions du gradient et aux valeurs de la fonction
cout évaluée en différents points. Ces algorithmes requierent a chaque itération le calcul
du gradient de la fonction cott par rapport aux parametres de controle.

3.3.2 Le code adjoint

A ce stade du manuscrit, le lecteur pourrait s’attendre, apres avoir écrit les équations
adjointes continues (3.37) et (3.57) du modele direct (1.6) pour les deux cas-tests définis
dans la section précédente, a ce que 'on discrétise ces équations adjointes en vue de leur
implémentation informatique. Ce n’est pas I'approche que nous avons choisi. En effet, en
pratique les équations adjointes continues ont peu d’utilité et de plus “coder a la main” ces
équations est une tache longue et fastidieuse. De plus, si I'on ne prend pas ’adjoint du
systeme direct discrétisé, on risque d’observer une divergence de l'algorithme de minimi-
sation. C’est pourquoi, nous avons choisi de différentier automatiquement le code Traces
afin d’obtenir directement le code adjoint.

Le code adjoint a donc été entierement obtenu par différentiation automatique du code
direct Traces avec le logiciel Tapenade [92] ce qui a notamment permis d’automatiser la
procédure d’obtention du gradient. Nous avons également opté pour cette stratégie car
cela nous permet de calculer le gradient de facon tres précise ce qui est nécessaire pour
la résolution de notre probleme inverse. Une fois le code différentié, nous aurons acces au
gradient de la fonction cotit que nous transmettrons ensuite a 1’algorithme de minimisation.
Nous reviendrons plus longuement sur cette partie dans le chapitre suivant.



3.3 Etude numérique du probleme inverse 53

3.3.3 Rappels sur les méthodes d’optimisation

La fonctionnelle J et ses dérivées calculées par Tapenade sont ensuite injectées dans un
optimiseur qui permet d’obtenir au cours d’une itération donnée des valeurs des parametres
qui rendent la fonctionnelle J inférieure a celle calculée a l'itération précédente. Ainsi en
notant x; le vecteur des parametres a l'itération k, 'optimiseur fournit a l'itération k + 1
la valeur xy; telle que

J(C(zp41)) < J(C(ar)).

Pour générer un nouveau point xx,; a partir du point courant z;, nous cherchons tout
d’abord une direction de descente dj, (avec le gradient) a partir de I'itération courante puis
on effectue une recherche linéaire qui consiste a chercher le long de cette direction une
nouvelle itération pour laquelle la valeur de la fonctionnelle est plus petite. L’algorithme
génere un nombre limité de longueur de pas a4 le long de cette direction jusqu’a ce qu’il
en trouve un qui approxime le minimum de la relation suivante

J(zp, + ag di) = Egﬂ%J(mk + pdy). (3.61)

Au nouveau point z 1, une nouvelle direction de recherche et une nouvelle longueur de
pas sont calculées et le processus est répété. Les algorithmes d’optimisation se distinguent
par le choix de la direction et du pas, i.e. en choisissant dj, et oy (le pas) a l'itération k
dans la relation

Tpy1 = T + o dk (362)

Dans la plupart des algorithmes de minimisation, la direction de descente dj s’écrit
sous la forme

dyp = —B;'VJy (3.63)

oll By, est une matrice symétrique et non singuliere. Dans le cas de la méthode de Newton,
B est exactement la matrice Hessienne V2.J,. Les méthodes qui utilisent la direction
de Newton ont un taux rapide de convergence locale. Le principal inconvénient de cette
méthode réside dans le calcul explicite de la matrice des dérivées secondes qui est souvent
une étape cotiteuse et peu précise tandis que dans les méthodes de type quasi-Newton, By,
est une approximation de la matrice Hessienne qui est mise a jour a chaque itération. Ces
méthodes ont 'avantage de ne pas calculer la Hessienne et de converger rapidement. Les
mises a jour utilisent le fait que les gradients fournissent une information sur la dérivée
seconde de J le long de cette direction ainsi que la formule suivante

V2Jk+1<xk+l — l’k) ~ VJk+1 — VJk (364)

Les algorithmes de quasi-Newton évitent la factorisation de By a chaque itération en
mettant a jour son inverse Wj. Le calcul de dj, est alors effectué en utilisant d, = —W,V J,
ce qui peut étre implémenté en effectuant une multiplication matrice-vecteur qui est plus
simple a réaliser que la mise en ceuvre de la formule (3.63).

Cependant, les méthodes de quasi-Newton ne sont pas directement applicables aux
problemes dans lesquels interviennent de nombreux parametres a cause de 'approximation
de la Hessienne (ou de son inverse), habituellement dense, qui augmente la taille mémoire
et le temps de calcul. Quand le nombre de parametres est elevé, on utilise des méthodes
de quasi-Newton a mémoire limité qui ont l'avantage d’étre peu cotiteuses, robustes et
faciles a implémenter. Les approximations des Hessiennes peuvent étre alors mémorisées
sous formes compactes de quelques vecteurs de longueur n (le nombre d’inconnues du
probléme).
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3.3.4 Description de I’algorithme de minimisation

Dans l'optique d’utiliser des méthodes de quasi-Newton a mémoire limité, nous avons
essayé l'algorithme de minimisation M1QN3 de Gilbert & Lemaréchal [54] de 'INRIA. Cet
algorithme utilise la formule BFGS (3.66) (resp. BFGS inverse (3.67)) due a Broyden, Flet-
cher, Goldfarb et Shanno qui fournit une facon d’évaluer récursivement une approximation
du Hessien (resp. de 'inverse du Hessien) au point xj. Cependant, les essais n’ont pas été
concluants car le minimiseur autorisait des points tests x ol les ccefficients pouvaient étre
négatifs. Pour pouvoir minimiser sous contrainte de positivité des ceefficients, nous nous
sommes tournés vers l'algorithme N2QN1 de Lemaréchal & Panier [69] qui est un optimi-
seur avec contraintes de bornes et avec lequel nous avons eu de meilleurs résultats. N2QN1
utilise une méthode de quasi-Newton, dite de BFGS et une stratégie de contraintes actives
dite a la Rosen-Goldfarb. La méthode de type quasi-Newton est en réalité une méthode
de type gradient car elle utilise seulement les variations du gradient de la fonction cout J
a minimiser entre deux itérés successifs pour obtenir 'information sur le Hessien.

On rappelle qu’on veut résoudre le probleme de minimisation (3.3), i.e.

min J(z
{ binf S x S bsup (365)

olt bins € RY et bsup € RY sont les bornes. On note I ensemble des indices des bornes
jugées actives au point courant (i € I si x; =~ (bint); ou T; = (bsyp)i). On désignera par
7 = (Wi, D) le point courant, By, est 'approximation courante de 'Hessien V2J(xy,), Hy,
est I'approximation courante de l'inverse de I'Hessien V2J(z;) "' et G, = V.J(x;) est le
gradient de la fonction cotut J au point xy, calculée pour le produit scalaire (.,.). Enfin,
on pose Sy = Tpi1 — Tk et yp = Gri1 — Gg. On rappelle les formules de BFGS et BFGS
inverse (BFGS)

(Bisk) ® (Bysy) n Uk @ Yk

BFGS(Bk+1,yk,Sk) = Bk - <Sk Bk3k> <yk 3k> (366)
BEGS(Hyst, vs, 5¢) — (1 - M) Ho[ 1= Y8k 5O 360
(Yks Sk) (ks Sk) Yk Sk)

avec s, y € R™ et ® 'opérateur linéaire défini par
®: R™xR™ — L(R™)
(s,9)  — [s®y]
qui a tout w € R™ associe [s ® yl.w = (y,w)s.
On donne aussi la formule du gradient projeté, dont la i®™® composante vaut
(VJ(I’))Z si (binf)i <z < (bsup)i

(VJ(z)); st @ = (bing)i (3.68)
(VJ(2)] st 2= (bsup)i

olt pour f € R, fT =max(0, f) et f~ = max(0, —f).

On peut résumer 'algorithme de minimisation par le schéma suivant
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Algorithme 3.1 Minimisation

1: Données : point de départ zg
2: A chaque itération de I'algorithme, le point z; € R™ est connu et on effectue
3: calcul de la direction de déplacement di en xzjp en résolvant le probleme

1
min VJ(zp) d, + = dL B, d
(zr)" dg 5 e Br di (3.60)

d; =0, pour 1 €1

4: recherche linéaire sur le segment réalisable porté par la direction dj ainsi calculée
5: modification de By par la formule (3.66).
6: Avant de retourner & ’étape 1, on révise I de la fagon suivante

- si la recherche linéaire a buté sur une nouvelle borne, on insere ’indice de cette borne
dans I ;

- si aucune borne nouvelle n’a été rencontrée, soit on garde le méme I, soit on lui retranche
un indice de bornes si cela en vaut la peine.

TAB. 3.1 — Algorithme de minimisation

Le but de 'algorithme est de trouver un x; en lequel le gradient projeté est nul, c¢’est-
a-dire que les conditions de Kuhn-Tucker sont vérifiées.

Critere d’arrét

N2QN1 s’arréte lorsque la valeur moyenne des composantes projetées du gradient par
rapport aux variables adimensionnées x;/dxmin; (ou drmin est un vecteur de taille N
dont la valeur est fixée & 107°°) devient inférieure & la variable epsabs que nous avons fixé
a 107

Remarque 3.9 On utilise le produit scalaire euclidien (.,.) donné par (x,y) = z'y =
Z x;y; et donc le gradient de J est formé des dérivées partielles 0J/0x; pouri=1,... n.
i=1

Remarque 3.10 Avec le produit scalaire euclidien, la matrice dans la base canonique
(€:)1<i<n du produit tensoriel [u @ v] s’écrit [u.v'].

Remarque 3.11 Les formules de type BFGS et BFGS inverse ont la propriété de conser-
ver le caractére défini positif de By, et Hy, si et seulement si (yx, Sg) est positif, ce qui assure
que dy, est effectivement une direction de descente.

3.3.5 Implémentation

Comme nous 'avons expliqué dans l'introduction, nous avons du réadapter le code
Traces afin de pouvoir le différentier correctement avec le logiciel Tapenade [92]. Les chan-
gements opérés dans le code sont nombreux : réécriture et transformation de certaines
parties, implémentation de la fonction cott du probléeme inverse, création de fichiers de
données en binaire pour ne pas avoir d’erreur d’arrondis, programmation des routines et

Y

inter résolution du problem imation rametr identi ion

des interfaces de résolution d obleme d’estimation de parametres et d’identification de
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zones, etc. Une partie de ces modifications a pu étre faite grace a Tapenade qui s’est révélé
étre un tres bon débuggeur. De plus, les échanges avec 1’équipe Tropics de 'INRIA Sophia-
Antipolis ont permis de faire nettement évoluer le logiciel de différentiation. Une fois cette
phase de développement terminée, nous avons intégré au code le minimiseur N2QN1 de
telle sorte qu'une fois la fonction cout calculée par Traces et I'adjoint obtenu avec Tape-
nade, nous en déduisons la valeur du gradient qui est, avec la valeur de la fonction cott,
directement injectée dans N2QN1. Un des avantages du code ainsi remanié est sa capacité
a traiter aussi bien le probleme d’estimation de parametres que le probleme d’identification
de zones.
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Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment calculer efficacement le gradient
en continu par la méthode de 1’état adjoint. Nous allons voir ici comment calculer le
gradient de la fonction cout numériquement. Il est en effet important de différentier un
probleme discrétisé et non pas de discrétiser un probleme différentié parce que les opérations
de discrétisation et de différentiation ne commutent pas. Nous avons pris le parti de ne
pas écrire les équations adjointes discretes, nous retenons juste qu’il est préférable de
prendre 'adjoint du systeme direct discrétisé. Dans le cas contraire, on risque d’observer
une divergence de 'algorithme de minimisation. C’est pourquoi nous avons choisi de dériver
le code direct par différentiation automatique.

4.1 Généralités sur le calcul des dérivées

4.1.1 Introduction

La différentiation automatique permet de générer automatiquement un programme cal-
culant les dérivées d’une fonction a partir d’'un programme informatique. Le code d’op-
timisation de la fonctionnelle cott nécessite ’écriture de deux procédures : I'une résout
le probleme direct et calcule la fonction cout (c’est le code Traces) et l'autre calcule le
gradient de la fonction cofit.

Le calcul des dérivées pourrait étre effectué par différences finies mais cette méthode
est couteuse en temps surtout quand le nombre de parametres de controle est élevé et le
choix de la longueur du pas est difficile. De plus, cette approche ne permet pas de calculer
exactement le gradient mais de facon approchée et cela conduit a une optimisation peu
précise du probleme. En effet, pour une bonne convergence des algorithmes d’optimisation,
nous devons calculer exactement le gradient de la fonction cout et nous ne pouvons pas
atteindre ce niveau de précision de cette facon. Nous pourrions, en vue d’obtenir le code
adjoint, différentier le modele direct continu, puis le discrétiser et 'implémenter dans un
programme. Mais une telle mise en ceuvre est plus adaptée pour les petits modeles, car
cela nécessite beaucoup de temps.

Nous choisissons donc de calculer excatement le gradient de la fonction cout par différen-
tiation automatique du code source. Cette méthode semble étre la meilleure fagon de dériver
le code rapidement et sans erreur.

Apres avoir rappelé les différentes facons de calculer des dérivées, nous donnerons le
principe général de la différentiation automatique des programmes. Nous expliquerons
ensuite comment nous obtenons le code adjoint en utilisant le générateur automatique de
codes Tapenade [92] puis le gradient de la fonction cott.

4.1.2 Les différentes méthodes de calcul des dérivées

Nous rappelons ici les différentes techniques pour évaluer la dérivée d’une fonction
cout J dépendant de la concentration C' du radionucléide (variable d’état) par rapport
aux parametres de controle K = (w, D), dans le cas ou J(K,C(K)) dépend de K par
I'intermédiaire de la concentration C' qui est solution de I’équation aux dérivées partielles
(2.4). On peut réécrire I’équation (2.4) soit sous la forme E(K,C(K)) = 0 avec

BE(C;K) == 0,(wRC) — V.(D.NC — qC) + \wRC — 8 (4.1)
soit sous la forme (3.1) avec
F(O{t);K)=(wR)™(V.(D.VC —qC) - AwRC + S). (4.2)

Les formules (4.1) et (4.2) seront utilisées dans la suite pour simplifier les expressions.
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4.1.2.1 Différences finies

La méthode des différences finies est sans doute la technique la plus connue pour calculer
des dérivées discretes. Cependant, cette méthode n’est pas exacte. En effet, on a besoin dans
notre cas de calculer la dérivée de la fonction J(K) par rapport a K, on K = (w, D) € R".
Or, pour calculer une des N composantes du vecteur gradient, il nous faut calculer la limite

0J J(K +ee;, C(K +¢e;)) — J(K,C(K))

(4.3)

olt e; est un vecteur de la base canonique de RY, ce qui revient & calculer au premier ordre
soit (formule des différences finies décentrées a droite)

dJ _ J(K +ee;, C(K +ee;)) — J(K,C(K))

R~ 4.4
soit (formule des différences finies décentrées a gauche)
dJ _J(K,C(K))— J(K —ee;, C(K — ee;)) (4.5)

dKZ 9
Afin d’avoir une meilleure approximation de la dérivée, on pourrait utiliser la formule
des différences finies centrées a la place de (4.4), i.e.
dJ _ J(K +ee;,C(K +¢e;)) — J(K —ee;, C(K — ee;))
dKZ - 2e ’
Cependant, ce calcul est trés cotiteux (le nombre des évaluations est proportionnel a

N) et il n’est pas précis. Il faut en effet trouver la valeur optimale de & pour avoir une
valeur précise de la dérivée.

(4.6)

Expériences numériques

Pour bien comprendre les inconvénients liés a la méthode des différences finies, nous
calculons les trois rapports (différences finies décentrées a droite et a gauche et différences
finies centrées) pour la fonction logarithme au point 1 avec des valeurs de e de plus en plus
petites. On peut voir les résultats sur la figure 4.1.

Les courbes du haut représentent la différence entre le taux d’accroissement (ta) de la
fonction logarithme autour du point (1,log(1)) et la valeur exacte de la dérivée de log x au
point 1 en fonction du pas des différences finies compris entre 1072 et 10™* pour la courbe
de gauche et entre 1071% et 107 pour la courbe de droite. La courbe en bas & gauche donne
I’évolution de la différence relative entre le taux d’accroissement et la dérivée. La courbe
en bas a droite montre le nombre de décimales communes entre le taux d’accroissement et
la dérivée de log z au point 1. Ce nombre est d’abord croissant (on s’approche de la limite)
puis décroissant (il devient trop faible devant la précision du calcul). En général, un ordre
de 6 & 8 décimales communes est encourageant. Ici, on observe un maximum de 11 (resp.
9) décimales communes pour les différences centrées (resp. décentrées) pour une valeur du
pas compris entre 1077 et 1075 (resp. 107 et 107%).

On remarque que les courbes présentent a chaque fois un palier, mais il est difficile de
prévoir ou se trouvera ce palier (sans avoir calculé plusieurs taux d’accroissements) et de
dire pour quelle valeur de € ce palier est optimal. On gardera en téte que les différences
divisées ne sont pas le meilleur moyen pour évaluer des dérivées mais restent cependant
un bon outil pour vérifier le calcul des dérivées générées automatiquement.



60

C

hapitre 4. Différentiation automatique

|(ta(L,h)-1)/1|

ta(1,h)-1

10°

10

10

10

10

= centree
——droite
——gauche

10 10 10 10

-8

-10

-12
10

=——centree
= droite
——gauche

-15

-10 -5

10 10 10°

ta(1,h)-1

nombre de decimales communes

-2

x10°

= centree
——droite
= gauche

12

11

10 10 10 10 10

=——centree
H===droite g
——gauche

FiG. 4.1 — Différences finies pour log x au point 1
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4.1.2.2 Méthode de la variable complexe

Afin d’éviter les erreurs dues a la soustraction dans (4.4) et (4.6), on peut utiliser
la méthode de la variable complexe [89]. La fonction cott J est a valeurs réelles et en
supposant qu’elle soit analytique, on remplace dans (4.6) ce; par ie avec i = v/—1 et on
écrit

J(K +ig, O(K +ig)) = J(K,C(K)) +ie—= — ——— — i——— + 0o(c"). (4.7)

En prenant la partie imaginaire des deux cotés de I’égalité (4.7), il vient

Im[J(K +ie,C(K +1ie))] dJ e*d*J
: =K~ gars toE) (48)

c’est-a-dire
Im[J(K +ie, C(K + ig))] N dJ

€ T dK

Le cout de cette méthode reste néanmoins proportionnel a V.

Expériences numériques

Si on veut calculer comme a la section 4.1.2.1, la dérivée de la fonction logarithme au
point zg = 1, la formule (4.9) devient

dlog(x) (20) = Imllog(x + ic)]
dz o €
dlog(x) 1 g2 9

Le membre de droite de (4.10) dépend de €, on le note r(¢) et on obtient pour différentes
valeurs de ¢ le tableau suivant

€ r(e) € r(e)
1071 0,996666666666667 | 1077 0,999999999999997
1072 0,999966666666667 | 1078 1,000000000000000
1073 0,999999666666667 | 1077 1,000000000000000
107% 0,999999996666667 | 107'°  1,000000000000000
107> 0,999999999966667 | 10~ 1,000000000000000
1076 0,999999999999667 | 10712 1,000000000000000

TaB. 4.1 — Méthode de la variable complexe

4.1.2.3 Linéarisation

Pour réduire l'influence de e, une approche utilisée dans le calcul variationnel est de
calculer avec les différences finies uniquement les dérivées partielles. Ainsi, si on note 0 K =
ge; et 0C' = g COK la variation de C', on obtient par linéarisation de E(K,C(K)) =0
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2—550 - —g—iéK ~ —[E(K +cK;, C(K +¢K;)) — E(K,C(K))] (4.11)

On calcule ensuite la variation totale du gradient de J par rapport a K

dJ 9]  9JaC

ik~ ox Yacor (4.12)

oC
ou les dérivées partielles sont calculées par différences finies sauf Ele qui est obtenue en

résolvant (4.11). Cependant, comme pour les deux méthodes précédentes, le cotit du calcul
reste toutefois proportionnel a la taille du vecteur K.

4.1.2.4 Meéthode de I’état adjoint

On a vu dans le chapitre 3 que la méthode de I'état adjoint permettait, en résolvant
seulement deux systemes d’équations aux dérivées partielles, d’obtenir le gradient de la
fonction cott. Si on prend comme modele (3.1) avec F' définit par (4.2), alors le gradient
est donné par la formule (3.17)

0J T (OF\"
= = — | Pdt.
=), (%) P
On voit que le cotit est proportionnel a la taille de la variable d’état et a la taille du

parametre de controle et qu'il reste a évaluer le terme — (par exemple par différences

0K

finies ou par différentiation automatique).

En pratique, la bonne approche consiste a discrétiser I’équation d’état, 'implémenter
dans un programme informatique (c’est le code Traces) et ensuite différentier ce code
(et donc les équations discretes) en mode inverse par différentiation automatique. Cette
méthode est étroitement liée a 'état adjoint ([52, 57, 92])* et nous permet de calculer le
gradient de facon exacte. C’est cette technique que nous utiliserons par la suite.

On aurait aussi pu, en vue d’obtenir le code adjoint, définir un Lagrangien discret
et les équations adjointes discretes associées aux équations discretes du code direct et
ainsi calculer un gradient discret qui aurait été exact. Cependant, cette méthode est tres
longue a mettre en place et toute modification du code source entraine une modification
du code adjoint. C’est pour cette raison que nous avons choisi d’automatiser la procédure
d’obtention du code adjoint.

4.2 Différentiation automatique du code par Tapenade

4.2.1 Généralités sur la différentiation automatique

Définition 4.1 On appelle variables dépendantes les variables de sorties dont on veut les
dérivées.

Définition 4.2 On appelle variables indépendantes les variables d’entrées par rapport auz-
quelles les variables de sorties seront différentiées.

Définition 4.3 On appelle variables actives des variables dépendantes ou indépendantes.

*Ces trois références nous donnent les grands principes de la différentiation automatique (définitions, temps
mémoire, coiit, etc...) et comparent différents outils de différentiation.
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Pour dériver tout ou partie d'un code, il convient d’abord d’identifier les variables
actives, qui sont celles par rapport auxquelles on va dériver, et les variables passives qui
y interviennent. Les variables actives sont tout simplement celles qui sont modifiées. Par
exemple, les variables d’état C' (la concentration) et h (la charge) sont actives. A chaque
variable active ¢ (appelée variable directe) on associe une variable tangente d¢.

4.2.1.1 Principe de la dérivation automatique

Dans ce paragraphe, on explique la fagon de procéder sur un exemple pour générer le
code tangent et le code adjoint. On considere la ligne de code suivante :

r=ay+ b+ cf(t) +d (4.13)

ou x, y, z et t sont les variables actives, a, b, ¢ et d sont des variables passives et f est une
fonction au moins C*. Le code tangent doit permettre de calculer 6z au premier ordre,
lorsque toutes les variables actives ¢ sont perturbées en ¢ 4+ d¢. On commence donc par
perturber la ligne (4.13) :

z+0r = aly+dy)+b(z+062)*+cf(t+6t)+d
= a(y+6y) +b(2* + 2202 + (02)*) + c(f(t) + 5tf(t) + o(6t)) + d. (4.14)

Puis on ne garde que les termes d’ordre au plus 1, et enfin on soustrait x pour avoir :
dx = ady + 2bz0z + cf'(t)ot. (4.15)

Le code tangent est le code d’évolution des variables tangentes et on peut remarquer
qu’il fait intervenir les variables directes, qui devront donc étre stockées, des que celles-ci
interviennent de maniere non-linéaire. Finalement, pour une ligne de code faisant intervenir
des fonctions aux moins C', dériver un code revient & un simple calcul de différentielle.
Les difficultés commencent lorsque les fonctions qui interviennent ne sont plus dérivables.

Le code adjoint est obtenu par transposition du code tangent. Comme précédemment,
nous ne rentrons pas dans les détails et nous nous contenterons d’illustrer 'idée générale
sur un exemple. Pour transposer la ligne (4.15), on Iécrit sous forme matricielle :

ox 0 a 2bz cf'(t) dx
oy 01 0 0 oy
_ (4.16)
0z 00 1 0 0z
ot 00 O 1 ot
Puis on transpose (4.16)
z* 0 000 x*
Y a 1 00 y*
= (4.17)
z" 26z 0 1 0 *
£ cf'(t) 0 0 1 £

ol ¢" est appelé variable adjointe de ¢. Enfin on revient au code en ligne, en exécutant les
instructions (4.17) dans l'ordre inverse, de la derniére ligne a la premiere, i.e.
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= t"+cf'(t)”
Zf = X4+ 2bzz”
" % ¥ 4.1
Yy = Yy tax ( 8)
¥ = 0

Les quatre lignes (4.18) sont appelées code adjoint de la ligne (4.13).
On peut résumer 'obtention du code adjoint en trois étapes

1. dériver les instructions,

2. inverser l'ordre des instructions,

3. transposer chaque instruction.

4.2.1.2 Difficultés

Les principales difficultés résident dans la non dérivabilité (éventuelle) de certaines
fonctions et la gestion de la mémoire du code adjoint. Nous venons de voir dans (4.15) et
(4.18) que lorsque le code direct n’est pas linéaire, les valeurs des variables directes sont
requises dans les codes tangent et adjoint. Pour obtenir ces valeurs au fur et a mesure de
I'exécution du code tangent (puis du code adjoint) il existe plusieurs possibilités :

1. stocker toutes les valeurs en mémoire, ce qui est possible si les vecteurs ne sont pas
de trop grande taille;

2. écrire toutes les valeurs dans des fichiers sur le disque de la machine, et les consulter
au fur et a mesure en accédant au disque, ce qui augmente le temps de calcul ;

3. recalculer les valeurs au fur et a mesure, ce qui peut étre aussi extrémement cotiteux ;

4. écrire une partie des valeurs sur le disque, les consulter au fur et & mesure et recalculer
les valeurs intermédiaires non stockées ;

5. écrire une partie des valeurs sur le disque, les consulter au fur et a mesure et les
interpoler pour approcher les valeurs intermédiaires non stockées.

Le choix de la méthode dépend bien siir de la taille du probleme et de ses particularités,
notamment son caractere faiblement ou fortement non linéaire. Il faut garder a ’esprit que
les acces au disque prennent beaucoup de temps et que les points 1 et 5 doivent étre
préférés des que possible. En ce qui concerne Tapenade, il privilégie 'approche 2, tout en
proposant des évolutions vers ’approche intermédiaire 4.

4.2.2 Présentation de Tapenade

Tapenade est le successeur d’Odyssée qui fut développé par I'équipe Safir de 'INRIA
Sophia-Antipolis. L’outil Tapenade, développé par 1'équipe Tropics a I'INRIA [92], calcule
les dérivées directionnelles (mode tangent) et les gradients d'un code écrit en fortran 77
ou en fortran 90/95.

La différentiation automatique ([52, 57, 59]) est une technique pour évaluer les dérivées
d’'une fonction définie par un programme informatique. La différentiation automatique,
comme les différences divisées, demande seulement le programme original P. Mais a la
place d’exécuter P sur plusieurs jeux d’entrées, le logiciel de différentiation construit un
nouveau programme augmenté P, qui calcule les dérivées analytiques le long du pro-
gramme original. Ce nouveau programme est appelé le programme différentié. Chaque fois
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que le programme original prend la valeur X en entrée, le programme différentié prend une
valeur supplémentaire dX, la différentielle de X.

P(X +edX) — P(X)

~ P'(X).dX

Tapenade est basée sur la transformation de source®, qui consiste a ajouter au pro-
gramme les nouvelles variables, tableaux, et structures de données qui contiendront les
dérivées, et a ajouter les nouvelles instructions qui calculent ces dérivées. Le programme
qui en résulte peut étre compilé en un code efficace. D’autres logiciels, comme ADOL-
C [1], sont basés sur la surcharge d’opérateurs qui consiste a dire au compilateur que
chaque nombre réel est remplacé par une paire de nombres réels, le deuxieme prenant la
différentielle. Pour plus d’informations sur la maniere dont sont calculées les dérivées, on
renvoie au site de I’équipe Tropics http://www-sop.inria.fr/tropics/.

Tapenade peut fonctionner en mode tangent (dérivées directionnelles) et en mode in-
verse (gradients). Nous allons détailler ces deux modes dans les paragraphes suivants.

4.2.2.1 Fonctionnalités de Tapenade

En différentiation automatique, on identifie les programmes avec des séquences d’ins-
tructions, elles-mémes identifiées avec des fonctions composées. Précisement, la séquence
d’instructions

Iy Io; ... Ip — 15 Ip;
est identifiée a la fonction :

f:fpofp—lo"'ofl'

Le code direct peut donc étre représenté par une séquence d’instructions. Si on prend
K comme vecteur d’entrée, le code de simulation Traces est identifié a

1 Ip J
K 25 fi(K) 2 fyo fi(K) 25 oo 2 f(K) = fyo---0 i(K) S e
ou ¢ € R est la valeur de la fonction cout J(K).
**x Mode tangent

En mode tangent, le programme différentié est juste une copie du programme original,
les instructions contenant les dérivées sont insérées avant chaque instruction qui implique
des variables actives.

Pour une sortie ¢ = J(K) = Jo fpo fp—10---0 fi(K) du code direct, le code tangent
retourne (formellement)

b = TP FoEp1)-Fyr (K 2) ... LK) 6K (4.19)

oules K,, n = 1,....,p — 1, sont les valeurs des variables juste apres avoir exécuté les
n premieres fonctions (on pose Ko = K) et les f/, n = 1,....,p — 1, sont les matrices
Jacobiennes.

Le code tangent doit permettre de calculer la variation cotut dc associé a une variation
0K du parametre. On a la relation suivante liant le gradient a la variation § K

Se = (VJ(K),0K). (4.20)

*On peut également citer le compilateur TAMC [91] pour le langage fortran.
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Donc si on prend 0K = ¢; ou e; est le ™ vecteur de base, alors la formule (4.20)

nous donne la i composante du gradient. Cette méthode nécessite N intégrations (la
longueur de K) du code tangent et une intégration du code direct.

*+x Mode inverse

En mode inverse, le programme généré par Tapenade calcule le gradient de la fonction
cott. Partant du code tangent (4.19), on obtient que

de = J(FE))-fy(Kp1)-fy1(Kpa) .. fi(FKo) 6K (4.21)
= (T U)) Sy (Kpr)-fypr(Kps) - f1(Ko) 6, 1) (4.22)
= (f(EKp1)- Sy (Kps) - f1(K0) 0K, T (F(K)) 1) (4.23)
= (0K, (K" - ()] [T (f (K))] "D (4.24)

Finalement avec (4.20), on arrive a

VI(K) = [f{(Eo)]" - [y (K- )] [T (FE)) L. (4.25)

Cependant, on observe que les K, sont requis dans l'ordre inverse du calcul. Si le
programme original réécrit une partie des K, le programme différentié doit les restaurer
avant qu'ils soient utilisés par f, ;(K,).

4.2.2.2 Checkpointing

Tapenade utilise la stratégie “Store All” : les K, sont restaurés a partir d’une pile
en cas de besoin. Cette pile est remplie au cours d’une exécution préliminaire du pro-
gramme, appelé le “balayage avant”, qui stocke les variables additionnelles dans la pile
juste avant qu’elles ne soient réécrites. On peut voir sur la figure 4.2 qu’avant chaque
instruction du balayage avant, des valeurs sont sauvées (points noirs) et qu’elles sont res-
taurés (points blancs) juste avant leurs instructions dérivées correspondantes pendant le
“balayage arriere”.

F 1 ] 1 )
. - i L 2 L S i . L & . H—.—.L-zijb-
fme
l e s S = = = o i e e e e
AN T %

Fic. 4.2 — Stratégie “Store All”

Cette stratégie a besoin d’un compromis particulier, appelé checkpointing, entre le
stockage et le “recalcul” pour étre vraiment rentable. Le checkpointing consiste a sélectionner
une partie du programme, et a ne pas stocker les valeurs écrasées par cette partie, au prix
d’une mémorisation supplémentaire de I’'état complet du programme, que nous appelons
une “photo”. Le checkpointing semble étre la meilleure solution pour gérer la mémoire.

Le résultat du checkpointing sur la partie P avec le mode Store All est montré sur le haut
de la figure 4.3. La photo (gros point noir) mémorise I’état du programme juste avant P ce
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qui nécessite de dupliquer I'exécution de P et engendre donc un cott supplémentaire. La
partie du bas de la figure 4.3 montre I’exécution du programme quand il y a de nombreux
points de controle imbriqués : moins de valeurs sont mémorisées, mais il en cotite des photos
et des exécutions supplémentaires.
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Fia. 4.3 — Checkpointing

4.2.2.3 Utilisation de Tapenade

Il faut préciser a Tapenade plusieurs choses avant de différentier le code :

— la routine dans laquelle se trouve la fonction a dériver (dans notre cas c’est traces0) ;

— les variables d’entrées, qui dans notre cas sont la porosité et le coefficient de diffusion,
et la variable de sortie, i.e. la valeur de la fonction cott (la variable par rapport a
laquelle on va dériver) ;

— le mode (tangent ou adjoint).

Apres les différentes étapes décrites ci-dessus, on lance Tapenade qui analyse tout
d’abord les routines (avec un parser fortran) ce qui lui permet d’avoir I’architecture du
code ainsi que les dépendances entre les routines et les variables. A la suite de ca, Tape-
nade garde les routines dont il a besoin et commence la différentiation du code a proprement

dit.

Remarque 4.1 Tapenade rajoute la lettre “d” aux variables différentiées en mode tangent
et la lettre “b” en mode adjoint ainst que le terme “_d” aux noms des routines différentiées
en mode tangent et le terme “_b” en mode adjoint.

4.2.2.4 Code adjoint généré par Tapenade

Si on reprend la structure du code Traces (cf. section 2.4.1), on a comme architecture
du code adjoint de Traces un diagramme similaire au diagramme 2.2.

Remarque 4.2 Les routines traces et calcul traces n’apparaissent pas dans [’arbores-
cence du code adjoint de Traces car elles ne sont pas différentiées. En effet, aprés analyse
du code, Tapenade n’a trouvé dans ces routines aucune ligne de code a dériver, il ne les a
donc pas prises en compte lors de la différentiation.
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F1G. 4.4 — Architecture du code adjoint de Traces

!
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(FCT_COUT B)

F1G. 4.5 — Structure du fichier traces0_b.f90

Gradients

Pour générer le code adjoint, on lance Tapenade en mode inverse : celui-ci nous renvoie
les routines différentiées, la routine de téte étant tracesO_b (figure 4.4). Le gradient de
la fonction cott est alors accessible dans la variable costb de la routine fct_cout_b (cf.
section 2.4.1 et remarque 4.1). Une fois le gradient de la fonction cout calculé, il ne reste
plus qu’a le transmettre a I'optimiseur pour commencer la minimisation.

Le tableau 4.2 donne les grandes lignes de l'algorithme de résolution numérique du
probléme inverse qui a été mis en place au chapitre 3.

Algorithme 4.1 Résolution numérique du probléeme inverse

1: Données (entrées du code) : vecteur zg := (w, D)
while VJ(zy) # 0 do

o

3 call traces(
4: J(zp) = cost
5:  call tracesO_b
6: VJ(x) = costb
7. Tester la convergence
- si le minimum est atteint, stop
- sinon xp41 = T — B,;1VJ(xk) et retour a 1’étape 3
8: end do

TAB. 4.2 — Algorithme de résolution numérique du probléme inverse
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4.3 Du point de vue numérique

4.3.1 Validation des codes générés automatiquement

Afin de valider le code adjoint, i.e. vérifier que le gradient obtenu avec le code adjoint
généré par Tapenade est juste, on fait généralement le “test du gradient”. C’est une fagon
de comparer la valeur du gradient calculée par le code adjoint a celle obtenue par les
différences divisées. Si on prend notre vecteur des parametres K € RY et §K € RY avec
|0K]| =1, on a

J(K+6K)—J(K)=(VJ(K),dK)+o(|]|0K|)). (4.26)
Si pour toute direction de perturbation 6 K, on vérifie

J(K + e6K) — J(K)

") = TR OK) | o

1 (4.27)

alors le test du gradient est satisfait. Ce test permet de savoir si le code adjoint four-
nit un calcul exact du gradient. En regardant les valeurs calculées (pour une direction
donnée) dans le tableau 4.3, on peut étre confiant sur la valeur du gradient obtenue avec
le générateur automatique de code Tapenade. On voit en effet que pour les valeurs de e
comprise entre 10~" et 107, le rapport r(¢) est quasiment égal & 1. A partir de 107, on
est lié a la précision machine, il n’est donc pas étonnant d’obtenir des valeurs aberrantes
pour € < 10717,

Il est tres important de faire ce test avant d’utiliser un algorithme de minimisation
car transmettre un gradient faux ou imprécis a 'optimiseur ne permet pas de converger
vers la solution du probleme. De plus, les sources d’erreurs provenant de la résolution
numérique des probléemes inverses peuvent étre assez nombreuses (cf. section 5.1), il est
donc nécessaire d’étre sur des valeurs numériques du gradient.

€ r(e) € r(e)
107°  0,1639988539827272 107 1,0001224546473169
1075 0,7476895636206117 1071 0,9993793587795462
1077 0,9668650856806020 10710 1,0148354227477239
1078 0,9965739403864012 10717 1,1169131116352610
107 0,9996562197586708 107 0,4538619958621305
10719 0,9999656160742779 1071 9,4485815502207180
107 0,9999965826243937 10720 2.8882127009408310
10712 1,0000010094292604 1072 16,504072576804750
1071 0,9999999531686156 10722 0,0

TAB. 4.3 — Précision du test du gradient
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4.4 Conclusion

4.4.1 Résumé

Dans ce dernier paragraphe, nous résumons 1’étude qui a été faite sur I'estimation de
parametres (chapitre 3) par un diagramme (figure 4.6) qui retrace le cheminement suivi.

Méthode de
Modele direct Modele adjoint

I’état adjoint
«—— Discrétisation
Tapenade

Code direct Code adjoint
(D.A) b

@ Gradient

FiG. 4.6 — Diagramme de résolution du probleme inverse

4.4.2 Discussion sur la différentiation automatique

Tapenade est un outil efficace pour obtenir des dérivées directionnelles ou des gradients
car il permet la production automatique des dérivées et des instructions adjointes. En
outre, la différentiation automatique peut étre un outil tres intéressant pour vérifier une
différentiation manuelle. Cependant, les codes produits par différentiation automatique
n’utilisent généralement pas la mémoire de 'ordinateur de maniere tres efficace. La sauve-
garde du modele direct est le probleme majeur. Il faut également préciser que dans notre
cas la différentiation automatique a bien fonctionné mais il y a eu beaucoup de travail pour
arriver a obtenir un code adjoint correct ainsi qu'un gradient juste (cf. chapitre 1 section
1.4.3, chapitre 2 section 2.4.1, chapitre 3 section 3.3.5).

Actuellement, le code tangent prend (en moyenne) environ 3 fois le temps de calcul du
code direct et le code adjoint 7 fois. Une future étape de notre travail consisterait donc a
optimiser la méthode de checkpointing en utilisant 1’algorithme binomial de Griewank &
Walther [55] qui nous donnerait un compromis optimal entre le temps et la consommation
mémoire.
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Afin de tester la validité de la méthode présentée dans le chapitre 3 et de voir les pos-
sibilités et les limites de I'algorithme, nous avons effectué un grand nombre de simulations
que nous présentons dans ce chapitre. Apres un paragraphe introductif, nous exposons les
résultats obtenus pour les deux cas-tests définis au chapitre 2.

5.1 Généralités

Nous avons généré les données de concentration avec le code direct. On parlera ainsi de
données synthétiques pour les distinguer des données réelles issues de mesures expérimen-
tales (comme pour l'expérience DIR). C’est a partir de ces données de concentration qu’on
essaye de déterminer la diffusion et la porosité. Comme nous ’avons mentionné dans le
chapitre 1, I'avantage d’utiliser des données synthétiques est que I'on peut comparer la
porosité et le champ de diffusion obtenus en résolvant le probleme inverse avec la porosité
et le champ de diffusion initiaux (qui sont en pratique inconnus). Ce travail est absolument
indispensable puisque dans un premier temps il va nous servir a valider les méthodes
employées et dans un second temps les équipes de I’Andra 'utiliseront pour I'inversion sur
les données réelles issues du laboratoire souterrain de Bure.

La premiere chose a faire, avant de commencer les tests, est de vérifier le calcul du
gradient obtenu par différentiation automatique en comparant sa valeur avec celle calculée
par différences finies. Nous avons obtenu des valeurs tres satisfaisantes pour la validation
du gradient et nous renvoyons a la section 4.3.1 du chapitre 4 pour les résultats. Cette
validation est importante pour plusieurs raisons, la principale étant que si 'on transmet
un gradient imprécis a 'optimiseur, I’algorithme risque de ne pas converger vers la solution
du probleme. De plus, 'algorithme peut “tomber” dans un minimum local et ne plus en
sortir, le probleme direct peut étre mal formulé, les données peuvent étre en quantité
insuffisantes pour identifier les parametres, etc. Pour toutes ces raisons, il est important
de valider le gradient afin de mieux cerner les problemes rencontrés.

On teste dans cette section les performances de I’algorithme d’inversion dans différentes
simulations numériques. Nous traiterons pour chacun des deux cas-tests le cas de données
synthétiques non bruitées puis le cas de données synthétiques bruitées.

5.2 Résultats numériques

5.2.1 Cas-test “colis”

On rappelle que le domaine considéré mesure 60 m de longueur par 40 m de largeur et
qu’il est constitué de deux zones dont 1'une (zone bleue) contient le colis (le radionucléide).
Les valeurs des parametres (constants par zones) sont données par la derniere colonne du
tableau 5.1. La diffusion est exprimée en m?/an et la porosité est sans unité. La fonction
colit est exprimée par la formule (3.21). Les poids « et § ont été fixés a 1.

La résolution du probleme direct permet d’obtenir les valeurs de concentration a tous
les pas de temps dans €2y et les valeurs a l'instant final dans 3, qui a été réduit pour
les mesures a une droite située a 20 m du bord supérieur du rectangle (cf figure 2.5). La
simulation s’est effectuée sur 1000 ans avec un pas de temps de calcul de 15 ans. Ce sont
ces données de concentration que l'algorithme va essayer d’ajuster en modifiant au cours
des itérations les parametres du modele.
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5.2.1.1 Données non bruitées

Le nombre de parametres a identifier s’éleve a quatre : un parametre de diffusion et de
porosité par zone. Les résultats de 'inversion sont exposés dans le tableau 5.1 : la deuxieme
colonne montre les valeurs initiales données au minimiseur, la troisieme colonne présente les
parametres identifiés et la derniere colonne rappelle les valeurs réelles. Le tableau montre
que l'identification a parfaitement fonctionné. L’algorithme a nécessité 57 itérations pour
converger vers la bonne solution.

La recherche des parametres de diffusion s’est réalisée entre les valeurs 1072 m?/an
(borne inférieure) et 107" m?/an (borne supérieure) et ceux de porosité entre 0,01 % et
100 %. Leurs évolutions au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cout et du
gradient, sont présentées sur la figure 5.1.

Parametres initiaux identifiés réels
D, 0.001 9,4999999999.10~7 9,5.10~"
D, 0,001 0,0002000000 0,0002
w1 0,1 0,0009999999 0,001
Wy 0,1 0,3000000000 0,3

TAB. 5.1 — Valeurs identifiées pour le cas-test “colis” sans bruit

Plusieurs autres tests ont été réalisés en partant d’autres données initiales. L’algorithme
a également convergé vers la solution exacte entre 40 et 100 itérations suivant les valeurs
de départ.
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Remarque 5.1 La minimisation s’arréte dans ['un des cas suivants :
— le nombre mazximal d’itérations a été atteint,
— N2QNT1 est tombé sur l'un de ces critéres d’arrét,
— le pas de descente est devenu trop petit,
— la direction de descente n’en est plus une.

5.2.1.2 Données bruitées

On se donne maintenant des données synthétiques bruitées. La loi de distribution choisie
pour la génération du bruit est une loi uniforme, de moyenne nulle, et normalisée a la méme
taille que les observations. C’est une loi simple qui a I’avantage d’étre facile a implémenter.
Le bruit est donc au départ normalisé a la méme taille que les observations puis on applique
un ceefficient multiplicatif pour régler le niveau du bruit, proportionnellement aux données,
avec un rapport ajustable (dans le test ci-dessous, il a par exemple été fixé a 5%).

La recherche des parameétres de diffusion s’est réalisée entre les valeurs 1072 m?/an
(borne inférieure) et 10~ m?/an (borne supérieure) et ceux de porosité entre 0,01 % et 100
%. L’algorithme a tourné un peu plus longtemps (83 itérations) que dans le cas sans bruit
(57 itérations) mais il n’a pas réussi a converger complétement vers la solution puisque
seuls les parametres de la zone 25 ont été correctement identifiés.

Il n’est pas étonnant que les parametres dans €y (zone la plus grande) soient mal
identifiés, on a en effet moins d’informations dans cette zone du a un phénomene de diffusion
assez lent et aux mesures faites seulement a 'instant final sur une droite éloignée du colis.
Mais, comme on le verra dans la suite, le fait de mettre des poids adaptés permettra de
rééquilibrer les deux termes de la fonction cott et ainsi d’avoir une meilleure identification
des parametres (cf. section 5.2.2.1). De plus, le bruit a été généré de la méme maniere dans
les trois zones, c’est-a-dire qu’il y a (pour un bruit de 5%) une erreur sur la concentration
comprise entre 0 et 0,05. Donc proportionnellement, il y a tres peu de bruit dans le colis
(0.05 sur des valeurs de concentration de l'ordre de 1, c’est tres faible) et beaucoup plus
loin du colis (1a ou la concentration est quasi nulle), il y a un bruit treés grand.

Parametres initiaux identifiés réels
D, 0.001 1,0000000000.107**  9,5.1077
D, 0,001 0,0002025143 0,0002
Wy 0,1 1,0225269332.107° 0,001
Wo 0,1 0,3042499904 0,3

TAB. 5.2 — Valeurs identifiées avec un bruit de 5%

L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cott
et du gradient, est présentée sur la figure 5.2.
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5.2.2 Cas-test “réel”

Le probléme étant symétrique (comme pour le probleme direct), nous le résolvons uni-
quement sur la moitié du domaine. On rappelle que le domaine mesure 0,4 m de longueur
par 2 m de largeur et qu’il est constitué de trois zones. La diffusion est exprimée en m?/s
et la porosité est sans unité. La fonction cout est exprimée par la formule (3.43).

La résolution du probleme direct permet d’obtenir les valeurs de concentration a tous
les pas de temps dans €2, et les valeurs a I'instant final dans les domaines v;,7 = 1, ..., 3, qui
ont été réduits pour les mesures a deux droites horizontales d’équation y = 1 et y = 0,9
et une droite verticale d’équation x = 0 (cf figure 2.6). La simulation s’est effectuée sur
1000 jours avec un pas de temps de calcul d’'une demi-journée. Ce sont ces données de
concentration que 'algorithme va essayer d’ajuster en modifiant au cours des itérations les
parametres du modele.

5.2.2.1 Données non bruitées

Cas non “adimensionné”

Nous essayons dans un premier temps d’identifier les six parametres : un parametre
de diffusion et de porosité par zone. Les poids « et 3 ont été fixés a 1. La recherche des
parametres de diffusion s’est réalisée entre les valeurs 1072 m?/an (borne inférieure) et
107% m?/an (borne supérieure) et ceux de porosité entre 10 % et 2000 %. L’algorithme de
minimisation a tourné pendant 36 itérations sans arriver a converger. Les valeurs obtenues
sont données dans le tableau 5.3.

Parametres initiaux identifiés réels
Dy 1,1.107%  9,7113117670.107*2 1,0.107"*
D, 1,1.107%  1,1000000000.107¢ 1,0.107°
Dy 9,0.107'"  1,6260743312.107*° 1,0.107%
w1 0,21 0, 2100000000 0,2
Wo 11,0 11, 000000000 10
ws 0,29 0, 2900000000 0,3

TAB. 5.3 — Identification des 6 parametres

La derniere colonne du tableau montre que la diffusion n’a pas été correctement iden-
tifiée et que la porosité n’a pas bougé de sa valeur initiale. D’autres tests ont été réalisés
en partant de données initiales différentes. L’algorithme n’a pas réussi a retrouver les pa-
rametres réels.

Remarque 5.2 Dans de nombreuses simulations, le minimiseur a souvent commencé par
ajuster les valeurs de diffusion avant celles de porosité.

Ce test n’ayant pas été concluant, nous avons décidé de prendre pour valeurs intiales
les valeurs réelles des parametres dans les zones {2y (zone d’injection) et 23 (zone endom-
magée). Les résultats sont exposés dans le tableau ci-dessous. L’algorithme de minimisation
n’a éffectué que 7 itérations sans arriver a converger : la valeur de diffusion D; identifiée
n’est pas celle recherchée et la valeur de porosité w; est restée bloquée a sa valeur initiale.
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Parametres initiaux identifiés réels
D 1,5.107"  9,6624324494.107'2 1,0.107"
D, 1,0.107%  9,9999999999.10~" 1,0.107°
Dy 1,0.107'% 9,9578195668.10~ " 1,0.1071°
w1 0,21 0, 2100000000 0,2
Wo 10 10, 000000000 10
ws 0,3 0, 3000000000 0,3

TAB. 5.4 — Identification des 2 parametres de la zone )

La différence d’ordre de grandeur entre les coefficients de diffusion et de porosité étant
trés grande (de 10° & 10'?), elle peut avoir une influence sur les composantes du gradient
de la fonction cotut et donc sur le choix de la direction de descente de l'algorithme de
minimisation. C’est pourquoi, nous avons essayé¢ d’identifier les ccefficients de diffusion et
de porosité séparément (en fixant dans les deux cas 'autre parametre a sa valeur réelle).
Nous sommes partis avec les mémes conditions initiales que dans le premier test (i.e. avec
des valeurs proches de celles recherchées). Pour la porosité, ’algorithme a convergé en 31
itérations vers la bonne solution (tableau 5.5) et pour la diffusion, I’algorithme a convergé
en 28 itérations (tableau 5.6).

Parametres initiaux identifiés réels
w1 0,21 0,20000000006250 0,2
Wy 11,0 10,0000000073096 10
w3 0,29 0, 30000000038500 0,3

TAB. 5.5 — Identification de la porosité

Parametres initiaux identifiés réels
D, 1,1.107%  1,0000043918.10~* 1,0.107"*
D, 1,1.107%  1,1000000000.107¢ 1,0.107°
Dy 9,0.107" 9,9998884949.10~ ' 1,0.1071

TAB. 5.6 — Identification de la diffusion

Cas “adimensionné”

Comme nous ’avons expliqué dans le paragraphe précédent, les ordres de grandeur entre
les coefficients de diffusion et de porosité étant tres grands, nous ne pouvons pas identifier
les six parametres en méme temps. Nous nous sommes également apercus au cours des
tests que nous n’arrivions pas a identifier les parametres de la zone 2. Ce constat n’est pas
rédhibitoire car {25 constitue la zone d’injection du radionucléide, nous connaissons donc les
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quantités introduites dans cette région. Pour cette raison, on se préoccupera seulement
des zones 1 et 3 dans la suite.

N’ayant pas beaucoup de parametres a identifier (au maximum six), nous voudrions
pouvoir les déterminer ensemble sans avoir a résoudre deux problemes de minimisation
(un pour la diffusion et un pour la porosité). Dans ce but, nous avons adimensionné les
parametres dans ’équation (1.6). Ainsi, la vitesse de Darcy et le terme source étant nuls,
nous avons posé

D = 100D (5.1)
A= 10710 :
t = 10"¢ (5.3)
107! dans 0,2 dans
avee D' = <10 dansQy (5.4) w = <10 dansy (5.5)
1 dans Q23 0,3 dans €3

ce qui nous permet d’avoir les valeurs des quatres parametres a identifier (Dy, D3, wy et
ws) proches de l'unité.

Dans toute la suite, on assimilera D & D’ et on fixe les valeurs dans 5 & 10 pour la
porosité et & 10* pour la diffusion. On prend comme poids pour la fonction cotit (3.43)

40 x 2000

a=1let = 103

ou 40 désigne le nombre de mailles ot on mesure la concentration a tous les instants dans
(25, 103 le nombre de mailles ou on mesure la concentration a I'instant final sur les droites
v; avec i = 1,...,3 et 2000 le nombre de pas de temps de la simulation. Ces nouveaux
poids permettent d’avoir les deux termes de la fonction coiut du méme ordre (cf figure 5.3).

A partir de ces nouvelles données, nous relancons une minimisation. L’algorithme a
convergé apres 82 itérations. Les résultats sont exposés dans le tableau ci-dessous : nous
sommes partis de valeurs initiales assez éloignées des valeurs réelles et on voit que l'iden-
tification a parfaitement fonctionné.

Parametres initiaux identifiés réels
Dj 5107 0,0999999999 0,1
D; 1.107%  0,9999999999 1,0
w1 5.107%  0,1999999999 0,2
w3 2.10*  0,3000000000 0,3

TAB. 5.7 — Identification dans les zones 1 & 3

L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cout
et du gradient, est présentée sur la figure 5.3.

Dans la suite, on ne traite plus que le cas dit “adimensionné” puisqu’il donne des
résultats satisfaisants. Dans toutes les simulations qui suivent, la recherche des parametres
de diffusion s’est réalisée entre les valeurs 107> m?/an (borne inférieure) et 10> m?/an
(borne supérieure) et ceux de porosité entre 0,01 % et 1000 %.



80 Chapitre 5. Estimation de parametres

Remarque 5.3 Grace a l'adimensionnement des paramétres et au choix adapté des poids
de la fonction cout, on a obtenu de meilleurs résultats.
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Fic. 5.3 - En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
des 2 parametres de porosité. En bas a gauche : évolution de la fonction cotit en échelle semi-log
(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant a ’état final est en bleu et le cout
total est en cyan). En bas a droite : évolution des 4 composantes du gradient en échelle semi-log.
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5.2.2.2 Données bruitées

Définition 5.1 La solution de ['tnversion est stable si elle est continue par rapport aux
données, i.e. une petite erreur sur les données entraine une petite erreur sur la solution.

Bruit absolu

Dans cette section, on utilise le méme bruit que pour le cas-test “colis” 7.e. suivant une
loi uniforme, de moyenne nulle, et normalisée a la méme taille que les observations.

Dans le cas d’'un bruit de 3%, 'algorithme a convergé en 79 itérations et les résultats
(tableau 5.8) montrent que la solution est bien approchée dans le cas d'un bruit de faible
amplitude. L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction
cout et du gradient, est présentée sur la figure 5.4.

En regardant le tableau ci-dessous, on remarque que le ceefficient de porosité ws est
moins bien identifié que les autres. La zone endommagée {23 est tres mal observée donc des
qu’il y a du bruit ce parametre est plus difficilement identifiable.

Parametres initiaux identifiés réels
D, 5.107*  0,0991029048 0,1
D; 2.107%  0,9411616874 1,0
w1 5107 0,1919263062 0,2
ws 2.107%  0,2349933192 0,3

TAB. 5.8 — Identification dans les zones 1 & 3 avec un bruit de 3%

Remarque 5.4 Dans tous les tests qui suivent, seule la valeur de ws n’a pas bien été
identifiée.

Remarque 5.5 Comme pour le cas-test “colis”, le bruit a été généré de la méme maniere
dans les trois zones, i.e. proportionnellement il y a toujours trés peu de bruit dans le colis
et un bruit élevé loin du colis.
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Fi1G. 5.4 — En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
des 2 parametres de porosité. En bas a gauche : évolution de la fonction cott en échelle semi-log
(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant & 1’état final est en bleu et le cott
total est en cyan). En bas a droite : évolution des 4 composantes du gradient en échelle semi-log.



5.2 Résultats numériques

83

Dans le cas d'un bruit de 5%, I'algorithme a convergé en 80 itérations et les résultats
(tableau 5.9) montrent que les parameétres estimés sont proches des parametres synthétiques
(excepté pour ws). L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la
fonction cout et du gradient, est présentée sur la figure 5.5.

TAB. 5.9 — Identification dans les zones 1 & 3 avec un bruit de 5%

Parametres initiaux identifiés réels
D’ 5107 0,0983638494 0,1
A 1.1072  0,9025316218 1,0
w1 5.107%  0,1865508366 0,2
w3 2.107%  0,1929961117 0,3

La zone endommagée 23 étant tres mal observée, on constate qu’en augmentant le bruit
les parametres associés a cette zone sont moins bien identifiés que ceux de la zone 1.

Diffusion
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FiG. 5.5 — En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
des 2 parametres de porosité. En bas a gauche : évolution de la fonction cott en échelle semi-log
(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant & 1’état final est en bleu et le cott
total est en cyan). En bas a droite : évolution des 4 composantes du gradient en échelle semi-log.
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Bruit relatif

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait nos tests avec un bruit généré “globa-
lement” ce qui pouvait donner des mesures non significatives dans la zone loin du colis
(concentration faible, bruit grand). Dans cette section, nous générons un bruit par rapport
a la concentration locale : si par exemple le bruit est de 5%, on aura pour une concentra-
tion de 1mol/m® un bruit de 'ordre de 0.05 sur la concentration et pour une concentration
de 10~*mol/m? un bruit de I'ordre de 0.05 x 10™*. De cette maniére, lorsqu’on a peu de
concentration on génere peu de bruit et ainsi I'influence du bruit est a peu pres la méme
partout ce qui devrait dégrader les performances dans toutes les zones de la méme facgon.
On présente dans cette section plusieurs tests réalisés avec un bruit croissant.

Dans le cas d’un bruit de 3%, l’algorithme a convergé en 81 itérations et les résultats
(tableau 5.10) montrent que la solution est bien approchée. On remarque que les coefficients
dans le tableau ci-dessous sont mieux identifiés que dans le cas du bruit absolu sauf pour
ws. L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cotut
et du gradient, est présentée sur la figure 5.6.

Parametres initiaux identifiés réels
D, 5107*  0,1011234413 0,1
D; 1.1072  0,9721319375 1,0
w1 5.107%  0,2028821108 0,2
ws 2.107%  0,2244285879 0,3

TAB. 5.10 — Identification dans les zones 1 & 3 avec un bruit de 3%

Remarque 5.6 Toutes les simulations réalisées montrent que dés qu’il y a du bruit (absolu
ou relatif), ws est difficilement identifiable.

Dans le cas d’un bruit de 5%, I'algorithme a convergé en 85 itérations et les résultats
(tableau 5.11) montrent que la solution est bien approchée. On peut observer que les
valeurs des parametres identifiés sont encore tres satisfaisantes (toujours excepté pour ws).
L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cout et
du gradient, est présentée sur la figure 5.7.

Parametres initiaux identifiés réels
D! 5.107%  0,1018767983 0,1
D, 11072 0,9552432582 1,0
w1 5.107%  0,2049359853 0,2
w3 2.107%  0,1729395267 0,3

TAB. 5.11 — Identification dans les zones 1 & 3 avec un bruit de 5%
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Fi1c. 5.6 — En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
des 2 parametres de porosité. En bas a gauche : évolution de la fonction cotit en échelle semi-log
(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant a ’état final est en bleu et le cout
total est en cyan). En bas a droite : évolution des 4 composantes du gradient en échelle semi-log.
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Fic. 5.7 - En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
des 2 parametres de porosité. En bas a gauche : évolution de la fonction cotit en échelle semi-log
(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant a ’état final est en bleu et le cout
total est en cyan). En bas a droite : évolution des 4 composantes du gradient en échelle semi-log.
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Dans les deux tests qui suivent, nous avons voulu voir les limites de 1’algorithme en
augmentant le bruit de fagon significative : le premier test a été réalisé avec un bruit de
10% et le second avec un bruit de 20%.

Dans le cas d'un bruit de 10%, l'algorithme a tourné pendant 84 itérations et les
résultats (tableau 5.12) montrent que la solution reste assez bien approchée. On peut ob-
server que les valeurs des parametres identifiés sont encore satisfaisantes (toujours excepté
pour ws).

Parametres initiaux identifiés réels
D’ 5.107%  0,1037084265 0,1
D, 11072 0,9223621477 1,0
w1 5.107°  0,2103435819 0,2
w3 2107  0,0491742038 0,3

TAB. 5.12 — Identification dans les zones 1 & 3 avec un bruit de 10%

L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cott
et du gradient, est présentée sur la figure 5.8.

Dans le cas d’un bruit de 20%, l'algorithme a itéré 65 fois sans toutefois converger
vers les bonnes valeurs. On observe que les parametres dans le tableau 5.13 sont beaucoup
moins bien identifiés par rapport aux autres simulations, ce qui n’est pas tres étonnant
avec un bruit aussi élevé. En ce qui concerne ws, sa valeur a changé au cours des itérations
pour se bloquer a la borne inférieure donné au minimiseur.

Parametres initiaux identifiés réels
D, 5.107%  0,0867632329 0,1
D; 1.107%  0,6758693924 1,0
w1 51073 0,1737230736 0,2
ws 2107 1.1074 0,3

TaAB. 5.13 — Identification dans les zones 1 & 3 avec un bruit de 20%

L’évolution des parametres au cours des itérations, ainsi que celle de la fonction cott
et du gradient, est présentée sur la figure 5.9.
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Fic. 5.8 — En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
des 2 parametres de porosité. En bas a gauche : évolution de la fonction cotit en échelle semi-log
(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant a ’état final est en bleu et le cout
total est en cyan). En bas a droite : évolution des 4 composantes du gradient en échelle semi-log.
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F1c. 5.9 — En haut a gauche : évolution des 2 parametres de diffusion. En haut a droite : évolution
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(la partie temporelle est en magenta, la partie correspondant a ’état final est en bleu et le cout
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5.3 Conclusion des tests

Nous avons choisi d’approcher les parametres recherchés par des fonctions constantes
par zones, ce qui semble étre dans notre cas assez judicieux. Ces tests synthétiques ont
permis de valider ’approche par état adjoint dont la partie théorique a été développée au
chapitre 3. Ils ont également mis en évidence la nécessité d’adimensionner les parametres
pour les deux cas-tests, I'importance des observations a l'instant final pour le cas-test
“colis”et la difficulté d’identifier la porosité dans la zone endommagée pour le cas-test
“réel”.

Ces cas-tests ont été choisis en liaison avec les équipes de I’Andra afin de représenter
des problemes physiques réels. Les résultats dans le cas de données non bruitées se sont
révélés tres satisfaisants aussi bien pour le cas-test “colis” que pour le cas-test “réel”. En
ce qui concerne I'identification avec données bruitées, les résultats obtenus pour le cas-test
“colis” sont en adéquation avec les observations disponibles c¢’est-a-dire qu’on a une bonne
identification des coefficients dans la zone la plus observée et une identification incorrecte
dans la zone la moins observée. Pour le cas-test “réel”, les résultats obtenus avec un bruit
absolu sont corrects et ils sont légerement meilleurs avec un bruit relatif. Les tests ont
prouvé la stabilité de la solution du probleme inverse.

Pour terminer, nous abordons dans ce paragraphe 'analyse de sensibilité. Nous parle-
rons tout d’abord de 'analyse de sensibilité des mesures par rapport aux parametres. A
cet effet, on peut citer Clément et al. [41] pour I'analyse de sensibilité d'une équation de
diffusion 1D, article de Marchand et al. [74] ainsi que la these de Marchand [73] pour
une analyse de sensibilité probabiliste (type Monte Carlo) et déterministe pour un modele
d’écoulement 3D et un modele écoulement-transport 2D. En ce qui nous concerne, nous
avons pu quantifier la sensibilité des parametres dans nos différents cas-tests. En effet,
si on regarde les évolutions du gradient de la fonction cott par rapport aux parametres
(figures 5.1 & 5.9), on remarque que le probleme est plus sensible (et donc dépendant) a la
diffusion qu’a la porosité. On voit également que les deux parametres sont plus sensibles
dans la roche 2; que dans la zone endommagée 23, on a d’ailleurs eu de meilleurs résultats
d’identification dans la zone 1 que dans la zone 3.
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Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a ’estimation de parametres connais-
sant la géométrie exacte du domaine. On cherche ici, partant d’une configuration géologique
modifiée, a retrouver la configuration géologique exacte (celle qui a permis de générer les
données synthétiques du probleme direct) en identifiant les parametres qui ont pour sup-
port ces zones. En regroupant ensuite par isovaleurs les ccefficients identifiés, nous aurons
la configuration recherchée. Ces tests sont tres importants puisqu’en pratique le nombre et
la position exacte des sous-domaines sont inconnus.

En ce qui concerne les données (synthétiques), nous avons utilisé pour les observations
les valeurs de concentration générées avec la zonation exacte du domaine dans les cas sans
bruit et avec bruit. Pour le bruit, nous avons également utilisé le bruit généré avec la
zonation exacte du domaine.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord les diverses méthodes de résolution des
problemes d’identification de zones. Nous exposons ensuite les résultats numériques obtenus
lors de nos différents tests. La derniere section fait une synthese du travail accompli.

6.1 Introduction

Concernant 'identification de zones, on peut citer plusieurs méthodes, qui ont d’ailleurs
déja fait I'objet de recherches qui se poursuivent au sein du theme «Problemes inverses et
analyse de sensibilité» du GNR MoMasS :

- méthode des indicateurs de raffinement qui consistent a découper de facon «optimale»

une des zones en deux parties distinctes,

- méthode d’optimisation de forme basée sur la méthode des lignes de niveau ou level

sets,

- méthode d’optimisation topologique, qui consiste a étudier I’évolution d’un critere en

ajoutant un trou au domaine.

La méthode des indicateurs de raffinement et de déraffinement (cf. les travaux de Ben
Ameur et al. [15, 16, 17], Chavent & Bissel [36], Hayek et al. [60]) consiste a introduire
une partition du domaine appelée partition de paramétrisation dont les parties de formes
diverses correspondent a des zones ou les ceefficients a estimer sont constants. Les degrés de
liberté des parametres a identifier sont en nombre égal au nombre de parties de cette parti-
tion. A chaque parametre ajouté a la paramétrisation initiale correspond un indicateur de
raffinement. Ces indicateurs, qui s’obtiennent par des calculs simples (utilisant le gradient
de la fonction cott), sont en fait des multiplicateurs de Lagrange associés a des contraintes
relatives au probleme considéré. A ces indicateurs de raffinement correspondent également
des indicateurs de déraffinement qui permettent de refusionner des zones au cours de 1’op-
timisation si le découpage a été trop fin.

La méthode d’optimisation de forme, comme utilisée par Allaire et al. dans [4, 5, 6],
consiste a rechercher une fonction caractéristique au lieu de rechercher des zones, les deux
problemes étant équivalents. Cependant, comme ce probleme est non différentiable, une
solution consiste a remplacer la fonction caractéristique qui prend ses valeurs dans {0, 1}
par une fonction qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0,1], la faire évoluer au fil de
I'optimisation, puis & seuiller ou prendre une ligne de niveau (level set, par exemple 1/2 si
on travaille dans [0, 1]) pour décider si une maille est dans une zone ou l'autre. On peut
également citer comme référence Bendsge [18], Wang et al. [98].

Concernant la méthode d’optimisation topologique [31], ¢’est un peu la méme idée que
pour l'optimisation de forme type level set, sauf qu’on garde les fonctions caractéristiques
dans {0, 1} mais on rend le probléeme différentiable en ne considérant que des perturbations
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infinitésimales (par exemple une boule de rayon ). On ne fait varier les domaines, ou la
fonction caractéristique, que d’une maille a la fois et on calcule la variation du critere
(la fonction cott) par rapport a cette petite variation et on récupere un gradient, dit
toplogique. La ou il est le plus négatif, on fera diminuer de facon optimale le critere en
faisant changer une maille de zone (cf. Garreau et al. [51] et Guillaume & Sid Idris [58]).
Ce genre de technique marche tres bien pour la détection de zones homogenes dans les
images (Auroux & Masmoudi [13]), pour la restoration d’images (Belaid et al. [14]) ou
pour la détection d’inhomogénéités dans un matériau (Amstutz et al. [7]).

Comme nous 'avons expliqué dans le chapitre 1, nous avons privilégié dans ce travail, la
mise au point d’un outil adaptable a différentes situations. C’est pour cette raison que nous
avons utilisé la méme méthode que pour I'identification de parametres et que nous n’avons
pas retenu la méthode des indicateurs de raffinement et les méthodes d’optimisation de
formes car il fallait pouvoir remailler le domaine (ou faire évoluer les zones) a chaque
itération ce qui n’est pas prévu dans le code Traces ou la génération du maillage est faite
“a la main” et la gestion des zones est déclarée des le départ en dur dans le code. Nous
avons donc travaillé sur un maillage fixe et un nombre de zones fixés. Ceci étant, les trois
méthodes présentées dans ce paragraphe sont tout a fait adaptées a notre probleme et
pourraient faire I'objet d’un futur travail (cf. chapitre 7).

6.2 Etude numérique

Dans ce chapitre, nous travaillons avec la géométrie du cas-test “réel”. Nous avons di
modifier le fichier de maillage en fonction de la zonation de nos différents tests. Le cadre
de travail est le méme que pour l'identification de parametres.

6.2.1 Premiers tests

Une premiere action consiste, a partir du maillage actuel, a modifier la zone endom-
magée (23 (en I'agrandissant) et & considérer que tous les éléments de cette nouvelle zone
ont des parametres de diffusion et de porosité différents puis de lancer I'identification sur
tous ces parametres afin de voir comment le systeme se recale (ce qui revient a identifier
les ceefficients par maille).

La nouvelle zone endommagée comprend 440 mailles (et donc 440 zones), il y a ainsi
880 parametres a estimer (comme pour l'identification de parametres on identifie pas les
ceefficients dans le colis). La configuration géologique exacte du domaine est donnée par la
figure 6.1 et la nouvelle zonation par la figure 6.2. Sur la figure 6.1, on voit trois zones : la
zone 1 (ou ;) dite zone “loin”, la zone 2 (ou §2y) correspondant au colis et la zone 3 (ou
23) représentant la zone endommagée. Sur la figure 6.2, on a toujours la zone 1 (mais plus
petite que sur la figure 6.1), le colis en zone 2 et la nouvelle zone endommagée (élargie sur
une partie de I'ancienne zone 1) qui comprend 440 zones.

Dans les deux tests qui suivent, on va donc partir de la configuration modifiée (figure
6.2) en identifiant les ccefficients par maille pour essayer de retrouver la zonation exacte
(figure 6.1).
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Zones
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0 1 0
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FiG. 6.1 — Configuration exacte FiG. 6.2 — Configuration modifiée

6.2.1.1 Premiere expérience

Nous avons initialisé les ceefficients avec les valeurs ci-dessous.

Diffusion initiale Porosité initiale
l)i 0,2 w1 0,15
Dg a D£142 0, 6 w3 a w442 0, 25

TAB. 6.1 — Valeurs initiales des parametres

Etant donné qu’il y a beaucoup de parametres a identifier, la convergence de 1'algo-
rithme est assez lente (méme en partant de valeurs intiales proches des valeurs exactes).
On voit sur les figures 6.3 et 6.4 que I'identification des parametres (et donc des zones) est
en bonne voie. Cependant, les évolutions de la fonction cotit et du gradient sur les figures
6.5 et 6.6 montrent que 'algorithme n’a pas terminé la minimisation et nécessiterait des
itérations supplémentaires. Nous avons effectivement bloqué la minimisation a 1000 simu-
lations (pour des raisons de cout et de temps de calcul) et N2QN1 s’est arrété lorsqu’il a
atteint cette borne.

On remarque également qu’au-dessus de la droite horizontale v, (cf. chapitre 2 figure
2.6), on a aucune information sur la concentration. En effet, on a simplement des observa-
tions au temps final pour les zones 1 & 3 (zone endommagée et roche), il est donc possible
d’estimer les cecefficients qui sont dans un voisinage proche de la droite mais il sera quasi-
ment impossible d’identifier ceux qui se trouvent au-dessus (situés a peu pres entre 1,2 et
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2 m de hauteur). On observe effectivement sur les figures 6.3 et 6.4 qu’au voisinage du colis
on retrouve des valeurs de diffusion et de porosité proches de la réalité, ce qui montre que
I’algorithme fonctionne bien dans les parties observées. Pour étendre aux zones non ob-
servées, il faut ajouter de I'information a priori pour régulariser le probleme : ¢’est ce qu’on
fait dans le paragraphe 6.2.2 en précisant que les zones recherchées sont “cylindriques”, ce
qui permet d’étendre I'identification aux zones plus loin du colis.

Diffusion - iteration1 Diffusioh — iter‘:a.ti-:-n'z:-'-ﬁ
! 1
09 0.9 0.4
08 0.8 0.8
| bk Fa0.7
r10-6 0.6 -0 B
1105 r0.3 0.5
104 0 0.4
03 0.2 0.z
02 0.z 0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0

FiG. 6.3 — Diffusion a l'itération 1, Diffusion a I’itération 947, Diffusion réelle
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Porosite — iterationt Porosite — iteration 47
0.28 0.25 T 025
%2 02 L
=~ " PR 0,15
0.1 01 -
e @0 0.05 005
0 0 .

F1G. 6.4 — Porosité a 'itération 1, Porosité a 'itération 947, Porosité réelle
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F1aG. 6.5 — Evolution de la fonction cout (la partie FiG. 6.6 — Evolution du gradient

temporelle est en magenta, la partie correspon-
dant a I’état final est en bleu et le cout total est
en cyan)
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6.2.1.2 Deuxiéme expérience

Nous sommes dans la méme configuration que l'expérience précédente et nous avons
initialisé les coefficients avec les valeurs ci-dessous.

Diffusion initiale Porosité initiale
D] 0,2 w1 0,1

TAB. 6.2 — Valeurs initiales des parametres

Nous avons laissé tourner 1’algorithme de minimisation plus longtemps, le critere d’arrét
ayant été fixé a 3000 simulations. N2QN1 a itéré 2501 fois et s’est arrété sur le nombre
maximal de simulations permis. Comme pour la premiere expérience, il faudrait encore
laisser évoluer I'algorithme car on voit sur les figures 6.9 et 6.10 que la minimisation n’est
pas terminée. En effet, on observe qu’autour de la zone colis les valeurs des parametres ne
sont pas totalement identifiées mais qu’elles se rapprochent néanmoins des valeurs réelles.

En comparant les évolutions de la fonction cotit et du gradient (figures 6.7 et 6.8) a
celles du premier test (figures 6.5 et 6.6), on constate que la minimisation s’est poursuivie
correctement de l'itération 947 a 2501.

1’ ‘ ‘ ‘ ‘ cout total 10 ‘ ‘ ‘ ——norme du gradienj
——cout1 o
——cout 2 10 ¢
1072}
107
g 10*4 \ B % 103MU%W
s " s 107k M
w0l ] W«u MNMW K
. y 1 | WM MMWM WWW MWM
al u \~\f\\/\ | 10k |1
1075 500 1000 1500 2000 2500 3000 07 500 1000 . 15?0 2000 2500 3000
Iterations erations
F1G. 6.7 — Evolution de la fonction cott F1G. 6.8 — Evolution du gradient

Ce test a permis de montrer que 'identification des parametres par maille était possible.
Le processus est cependant tres lent a cause du grand nombre de ccefficients a identifier et
du caractere mal posé du probleme. Il faudrait surement régulariser la fonction cott pour
avoir un probleme bien posé et accélérer la convergence. La régularisation ne pourra venir
que des informations physiques dont on dispose sur le probleme (cf. le paragraphe suivant
6.2.2).
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Diffusion — itera’[ion11 Diffusion — iter*a.tin:lnI:BST"
0.9 0.4
0.8 0.z
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406 -0 6
0.5 0.5
0.4 F0.4
0.3 0.z
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0
Diffusion = ikeration2 501
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P07 F=0.7
10 0.6
F0 .3 F-0.5
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0 ]

Fic. 6.9 — En haut a gauche : Diffusion a l'itération 1. En bas & droite : Diffusion a 'itération
1857. En bas a gauche : Diffusion a 'itération 2501. En bas a droite : Diffusion réelle.
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Porosite - iteration1 Paorosite — iteration 1857
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Fi1ag. 6.10 — En haut a gauche : Porosité a l'itération 1. En bas a droite : Porosité a l'itération
1857. En bas a gauche : Porosité a I'itération 2501. En bas a droite : Porosité réelle.
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6.2.2 Cas concentrique

Afin de prendre en compte la réalité du milieu et le type de modélisation qui repose sur la
définition de “couches” a peu pres concentriques (structure radiale) autour du creusement,
nous avons mis au point avec les équipes de I’Andra un cas-test avec 7 zones dont 5 sont
concentriques (figure 6.12). On peut voir sur la figure 6.12 que la zone loin est toujours
rétrécie par rapport a la figure 6.11 et porte le numéro 1, le colis est toujours en zone 2 et
I’ancienne zone endommagée élargie correspond aux zones concentriques 3 a 7.

D’un point de vue physique, il y a une sorte de symétrie de révolution autour du forage,
c’est pourquoi on est amené a chercher des zones de cette forme. De plus, il y a peu de
parametres donc on peut essayer d’identifier les ceefficients de cette fagon pour regrouper
ensuite les zones par valeurs proches.

Zones Zones
2 3 2 7
1.8 28
6
1.6 26
1.4 2.4
=15
1.2 2.2
1 -2 4
0.8 1.8
3
0.6 E41.6
0.4 1.4
2
0.2 1.2 0.2
0 1
0o 01 02 % o1 o2 |
F1G. 6.11 — Configuration exacte FiG. 6.12 — Configuration modifiée

6.2.2.1 Données non bruitées
Validation de la méthode

Afin de valider la méthode, nous commencons par un premier test avec des valeurs
initiales proches des valeurs réelles. Il y a 12 parametres a identifier : un parametre de
diffusion et de porosité par zone (sachant que comme dans le chapitre 5, la zone 2 est
fixée). La recherche des parametres de diffusion s’est réalisée entre les valeurs 107> m?/an

(borne inférieure) et 10* m?/an (borne supérieure) et ceux de porosité entre 0,01 % et
1000 %.

Les résultats de I'inversion sont exposés dans le tableau 6.3 : pour chaque parametre, la
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deuxieme colonne montre les valeurs initiales données au minimiseur, la troisieme colonne
présente les parametres identifiés et la derniere colonne rappelle les valeurs réelles. Le
tableau montre que l'identification a parfaitement fonctionné. L’algorithme a nécessité 179
itérations pour converger vers la bonne solution. Les évolutions de la fonction cotit et du
gradient au cours des itérations sont présentées sur les figures 6.15 et 6.16. La figure 6.13
(resp. 6.14) montre la diffusion (resp. la porosité) a I'itération 1 puis a l'itération finale et
enfin la diffusion (resp. la porosité) réelle.

Diffusion initiale identifiés réels Porosité initiale identifiés réels
D 0,15 9,9999999998.1072 0,1 w1 0,1 0,1919263062 0,2
D} 0,5 0,9999999999 1,0 w3 0,35 0, 3000000000 0,3
D} 0,5 0,9999999999 1,0 Wy 0,35 0,2999999999 0,3
Dy 0,5 9,9999999998.1072 0,1 ws 0,35 0,2000000000 0,2
Dy 0,5 9,9999999998.1072 0,1 we 0,35 0,1999999999 0,2
Dt 0,5 9,9999999998.1072 0,1 w7 0,35 0,1999999999 0,2

TAB. 6.3 — Identification dans les zones 1, 3,4, 5,6 & 7

Diffusion - iterationt
am: 1
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08
F0.7
106

r105

F10.4
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0

Driffuzion — iterstion 179

F0.6

Fa0.5

0.3

oA

0.8

F0.6

Fa0.a

0.z

FiG. 6.13 — Diffusion a l'itération 1, Diffusion & I'itération 179, Diffusion réelle
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Porosite - iterationt Pora=ite — iterationi 7
0.28 0.25 0.25
--0.2 -a0.2 F0.2
FH0.1E 0,15 F0.15
0.1 0.1 0.1
0.08 0.05 0.05
0 0 0

Fi1G. 6.14 — Porosité a l'itération 1, Porosité a l'itération 179, Porosité réelle
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FiG. 6.15 — Evolution de la fonction cott Fi1G. 6.16 — Evolution du gradient
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Second test

Dans ce deuxieme test, nous partons de données initiales assez éloignées des valeurs
réelles. Le tableau 6.4 montre que l'identification a bien fonctionné (légeérement mieux
pour la diffusion). L’algorithme a nécessité 270 itérations pour converger vers la bonne
solution. Les évolutions de la fonction cout et du gradient au cours des itérations sont
présentées sur les figures 6.19 et 6.20. La figure 6.17 (resp. 6.18) montre la diffusion (resp.
la porosité) a Iitération 1 puis a U'itération finale et enfin la diffusion (resp. la porosité)
réelle.

Diffusion initiale identifiés réels Porosité initiale identifiés réels
D} 5,0.107%  9,9992118456.1072 0,1 w1 5,0.107%  0,1999880262 0,2
D} 1,0.1072  0,9999968747 1,0 w3 2,0.107% 0,3079328776 0,3
D) 1,0.1072  1,0013370402 1,0 wy 2,0.107%  0,2846903435 0,3
DL 1,0.1072  9,9941973516.1072 0,1 ws 2,0.107%  0,2170407572 0,2
Dj; 1,0.107%  0,1001078536 0,1 we 2,0.107%  0,1834338674 0,2
D’ 1,0.1072  0,1000217588 0,1 wr 2,0.107%  0,2074470012 0,2

TAB. 6.4 — Identification dans les zones 1, 3,4, 5,6 & 7

Les résultats sont légerement moins bons (par rapport au premier test ou les données
initiales étaient proches des valeurs réelles) mais on distingue encore treés nettement les
deux “zones” recherchées parmi les cinq zones concentriques ou la diffusion et la porosité
sont quasi constantes.

D’autres tests ont été réalisés en partant de différentes données initiales. L’algorithme
a également convergé vers la solution apres environ 150 itérations pour des valeurs initiales
proches des valeurs réelles et environ 250 itérations pour des valeurs initiales éloignées. On
constate donc que 'algorithme est sensible a la position du point de départ (convergence
plus rapide pour des valeurs initiales proches des valeurs réelles) et que l'algorithme a
besoin de plus d’itérations pour converger par rapport a l'estimation de parametres (ou il
n'y avait que 3 zones).
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F1G. 6.17 — Diffusion a 'itération 1, Diffusion a 'itération 270, Diffusion réelle
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FiG. 6.18 — Porosité a l'itération 1, Porosité a l'itération 270, Porosité réelle
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6.2.2.2 Données bruitées

Dans ce paragraphe, nous utilisons le bruit “relatif” généré au chapitre 5 section 5.2.2.2
pour l'identification de parametres. On présente plusieurs tests réalisés avec un bruit crois-
sant.

Dans le cas d'un bruit de 3%, ’algorithme a itéré pendant 283 itérations et les résultats
(tableau 6.5) montrent que la solution est bien approchée pour la diffusion. En effet, sur
la figure 6.21 on voit bien a l'itération finale les trois zones recherchées. Pour la porosité
(tableau 6.6), on constate que les coefficients ws, ws et w; ne sont pas aussi bien identifiés
que les autres ce qui ne permet pas d’arriver a la configuration géologique réelle (figure
6.22). Cependant, une réponse peut étre apportée a cet inconvénient (cf. section 6.3).

Les évolution de la fonction cotit et du gradient sont présentées sur les figures 6.23 et
6.24.

Diffusion initiale identifiés réels
D, 5,0.107* 9,5819317524.107% 0,1
Dj 1,0.107%  0,9503963679 1,0
D, 1,0.107% 0,9872350915 1,0

DL 1,0.1072 9,8664397796.1072 0,1
Dj, 1,0.107% 9,8621005507.1072 0,1
D 1,0.107% 9,7722807371.1072 0,1

TAB. 6.5 — Identification de la diffusion avec un bruit de 3%
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Porosité initiale identifiés réels
w1 5,0.107% 0, 1871781095 0,2
ws 2,0.107% 9,9999999999.10~° 0,3
Wy 2,0.107%  0,4455885768 0,3
ws 2,0.1073 0,2190823028 0,2
We 2,0.107 0,1482577474 0,2
wr 2,0.107% 0, 3208699000 0,2

TAB. 6.6 — Identification de la porosité avec un bruit de 3%

Diffusion - iteration1 Diffusion — il:erradi-:-nE‘EE
1 1
09 0.4 oA
08 0.z 0.8
Lo 7 S P07
-10.6 -0 6 10
L4005 Fa05 F0.3
F10.4 =0 .4 F0 .4
03 0.z 0.3
02 0.z 0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0

Fia. 6.21 — Diffusion a 'itération 1, Diffusion a I'itération 283, Diffusion réelle
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Porosite - iterationt Porozite — iteration223
0.28 0.25 0.25
--0.2 Fa0.2 F0.2
L4018 --i0.15 P05
0.1 0.1 0.1
0.0E 0.05 0.05
0 0 ]

F1G. 6.22 — Porosité a l'itération 1, Porosité a 'itération 283, Porosité réelle
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F1G. 6.23 — Evolution de la fonction cotut F1G. 6.24 — Evolution du gradient
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Dans le cas d'un bruit de 5%, ’algorithme a itéré pendant 299 itérations et les résultats
(tableau 6.7) montrent que la solution est toujours bien approchée pour la diffusion. Comme
dans le cas du bruit de 3%, on observe encore a l'itération finale les trois zones recherchées
(figure 6.25). Pour la porosité, on constate de nouveau que les coefficients ws, ws et wy sont
mal identifiés ce qui ne permet pas d’arriver a la configuration géologique exacte (figure
6.26). Néanmoins, comme dans le cas d’un bruit de 3%, une réponse peut étre apportée a
cet inconvénient (cf. section 6.3).

Les évolutions de la fonction cout et du gradient sont présentées sur les figures 6.27 et

6.28.

Diffusion initiale identifiés réels Porosité initiale identifiés réels
D} 1,0.107% 9,3847204159.1072 0,1 wi 5,0.107%  0,1814660222 0,2
D} 5,0.1073  0,9232612745 1,0 w3 4,0.107% 1,0.1073 0,3
D) 5,0.107%  0,9487703310 1,0 wy 4,0.107%  0,2764578564 0,3
DL 5,0.107%  9,8557550324.107% 0,1 ws 4,0.1073  0,3026078948 0,2
Dy, 5,0.1073  9,5695267349.1072 0,1 we 4,0.1073  0,2038192260 0,2
D’ 5,0.107% 9,6787129162.1072 0,1 wy 4,0.107% 0,3027834741 0,2

TAB. 6.7 — Identification dans les zones 1, 3, 4, 5, 6 & 7 avec un bruit de 5%

Diffusion - iterationt
1

09

08

106

r10.5

F10.4

0.2

0.1

0

Driffuzion — iterstion299
1

0.9

0z

0.y

F0.6

Fa0.5

L0 4

0.3

0.2

0.1

0

oA

0.8

0.7

F0.6

Fa0.a

0.4

0.z

0.2

0.1

0

F1a. 6.25 — Diffusion a 'itération 1, Diffusion a l'itération 299, Diffusion réelle
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Porosite — iteration? Forosite — iterationz299
0.2 0.25 0.25
0.2 0.2 T2
F=0.1& F0.15 F0. 13
0.1 0.1 P
0.0% 0.05 0.05
0 0 0

F1G. 6.26 — Porosité a l'itération 1, Porosité a 'itération 299, Porosité réelle
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Fi1G. 6.27 — Evolution de la fonction cott Fi1G. 6.28 — Evolution du gradient

Remarque 6.1 On constate qu’avec un bruit pas trop élevé (< a 5%), lalgorithme reste
tres performant pour identifier les deux zones.

Comme pour 'identification de parametres, nous avons voulu voir, dans les deux tests
qui suivent, les limites de I’algorithme en augmentant le bruit de facon significative.

Dans le cas d’un bruit de 10%, ’algorithme a itéré pendant 186 itérations et les résultats
(tableau 6.8) montrent que la solution est encore satisfaisante pour la diffusion. On dis-
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tingue a l'itération finale sur la figure 6.29 quatre zones dont deux sont tres proches, on
peut donc considérer (en regroupant ces deux zones) que I'on a bien retrouvé la configu-
ration géologique réelle. Pour la porosité (tableau 6.9), bien que la plupart des ccefficients
soient proches des valeurs rélles (w, ws, wg et wr), on constate sur la figure 6.30 que I'on
est pas arrivé a retrouver les zones recherchées.

L’évolution de la fonction cotit et du gradient est présentée sur les figures 6.31 et 6.32.

Diffusion initiale identifiés réels
D! 5,0.107* 0, 1088427693 0,1
Dj 1,0.107% 0,9329235000 1,0
D), 1,0.1072 0,8226169260 1,0
DL 1,0.107% 0,1082165413 0,1
Dj 1,0.1072 0, 1307609280 0,1

D, 1,0.107% 9,4241919088.107* 0,1

TAB. 6.8 — Identification de la diffusion avec un bruit de 10%

Porosité initiale identifiés réels
w1 5,0.1073 0, 2220867447 0,2
ws 2,0.107% 9,9999999999.10~° 0,3
Wy 2,0.107% 6,9115608392.107%2 0,3

ws 2,0.107% 0,1723855118 0,2
We 2,0.107% 0, 2306095996 0,2
wr 2,0.107%  0,2088383375 0,2

TAB. 6.9 — Identification de la porosité avec un bruit de 10%



6.2 Etude numérique

111

Diffusion - iteration1 [riffusion — iteration 126
1 1

0.9 0.9 0.9
08 0.2 0.3
£=0.7 0.7 L7
Ld06 06 06
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
03 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0

F1G. 6.29 — Diffusion a l'itération 1, Diffusion a I'itération 186, Diffusion réelle

Porosite — iterationt Forasite — iteration 86
0.28 0.25 0.25
0.2 0.2 0.2
F0aE .15 = 015
0.1 0.1 0.1
0.08 0.05 0.05
0 0 ]

F1G. 6.30 — Porosité a l'itération 1, Porosité a 'itération 186, Porosité réelle



112 Chapitre 6. Identification de zones

6
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Dans le cas d’un bruit de 20%, ’algorithme a itéré pendant 121 itérations et les résultats
(tableau 6.10) montrent que seuls D] et D7, ont été correctement identifiés. On voit sur la
figure 6.33 qu’on est loin de la configuration exacte. Pour la porosité (tableau 6.11), on
constate également que les ccefficients identifiés ne sont pas bons et donc comme pour la
diffusion, on a pas réussi a retrouver la configuration géologique exacte (figure 6.34). Ces
résultats ne sont pas du tout surprenant dans la mesure ot le bruit est tres élevé.

L’évolution de la fonction cotit et du gradient est présentée sur les figures 6.35 et 6.36.

Diffusion initiale identifiés réels
D, 5,0.107* 0, 1212964685 0,1
Dj, 1,0.1072 0,5795504455 1,0
D, 1,0.1072 0,6047805905 1,0
DL 1,0.107* 0,3165127860 0,1
Dj, 1,0.1072  8,4095729074.107% 0,1
D, 1,0.1072 0,1027340394 0,1

TAB. 6.10 — Identification de la diffusion avec un bruit de 20%

Porosité initiale identifiés réels

w1 5,0.107% 0,2676178231 0,2
ws 2,0.107%  7,2659746084.107* 0,3
Wy 2,0.107% 9,0478753448.10™° 0,3
ws 2,0.107% 9,9999999999.107° 0,2
We 2,0.107% 7,2476646531.107° 0,2
wr 2,0.107% 1,5985330457.107% 0,2

TAB. 6.11 — Identification de la porosité avec un bruit de 20%
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Diffusion - iteration1 Diffusion — ikerstion 1121
1 1
09 0.4 oA
0.8 0.z 0.8
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-10.6 -0 6 10
0.5 F-0.5 F0 .3
0.4 =0 .4 F0 .4
0.3 0.z 0.3
02 0.z 0.2
0.1 0.1 0.1
0 0 0

Fic. 6.33 — Diffusion a l'itération 1, Diffusion & I'itération 121, Diffusion réelle
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0 0 ]

F1G. 6.34 — Porosité a l'itération 1, Porosité a 'itération 121, Porosité réelle
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FI1G. 6.35 — Evolution de la fonction cotut F1G. 6.36 — Evolution du gradient

6.3 Conclusion des tests

Nous avons appliqué dans ce chapitre la méthode d’identification de parametres a notre
probleme d’identification de zones (cf. chapitre 1 et section 6.1). Les résultats obtenus (no-
tamment sur le cas concentrique) ont montré la validité de la méthode employée. Ces tests
ont également mis en évidence, tout comme pour 'estimation de parametres, l'importance
des observations (cf. section 6.2.1).

Les cas-tests ont été choisis en liaison avec les équipes de I’Andra (comme dans le
chapitre 5) afin de représenter des problemes physiques réels. Les premiers tests réalisés
au début de ce chapitre ont montré que l'identification des parametres par maille était
possible mais que ce procédé était trop cotiteux en mémoire et en temps. Une régularisation
a été apportée en considérant des zones concentriques autour du forage (cf. section 6.2.2).
On aurait également pu rajouter un terme régularisant au sens BV (pour conserver les
discontinuités) ou au sens de la norme L* du gradient (cf. chapitre 3, section 3.2.3.3).

Les résultats dans le cas concentrique avec des données non bruitées se sont révélés
tres satisfaisants aussi bien avec des valeurs initiales proches des valeurs réelles qu’avec
des valeurs initiales éloignées. En ce qui concerne l'identification avec données bruitées, les
résultats obtenus sont bons pour la diffusion jusqu’a 10% ce qui nous a permis de retrou-
ver la configuration géologique recherchée. Pour la porosité, nous nous sommes apergus
au cours des différents tests que nous n’arrivions pas a identifier correctement toutes les
composantes de ce parametre (et donc les zones). Cependant, il pourrait étre possible de
regrouper les zones en accord avec les valeurs de diffusion (qui est plus rapidement identifiée
que la porosité), ce qui permettrait, partant de cette nouvelle configuration, d’identifier a
nouveau la porosité et d’arriver a de meilleurs résultats.
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Conclusion et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans cette these a différents aspects de l'identification de
parametres en milieu poreux saturé. Dans un premier temps, nous avons étudié 1'aspect
identification de parametres a zones fixées puis, dans un second temps, nous avons utilisé
ce travail pour résoudre le probleme d’identification de zones.

Le point de départ de cette these répond a ’expression de besoins de I’Andra pour la re-
cherche de méthodes numériques et le développement d’outils sur le theme de I'estimation
de parametres dans des couches géologiques profondes puisque les expériences en labora-
toire ou en milieu naturel menées ne permettent pas d’évaluer les ceefficients de diffusion et
de porosité directement. L’objectif a été de mettre au point la théorie mathématique pour
résoudre le probleme d’identification de ces parametres puis de retrouver les zones dont ces
coefficients sont le support. La partie théorique a ensuite été implémentée informatique-
ment et plusieurs tests, préalablement choisis en liaison avec les équipes de 1’Andra, ont
été effectués afin de pouvoir apprécier la méthode congue et développée. L’'interprétation
physique des résultats obtenus a été primordiale et a constitué le fil conducteur de ce
projet.

L’idée a été de créer un outil flexible qui puisse s’appliquer aussi bien aux essais sur
échantillons (a une échelle d’espace de l'ordre du centimetre) qu’aux mesures effectuées
dans l'expérience DIR (Diffusion de traceurs Inertes et Réactifs) au laboratoire de Bure
(pour laquelle I'ordre de grandeur est le metre) ou encore aux mesures en milieu naturel
dans un cadre géologique sur des échelles de la centaine de metres. Dans le prolongement
des travaux réalisés au sein du theme Problemes inverses et analyse de sensibilité du GNR
MoMaS, nous avons utilisé la technique de zonation qui consiste a décomposer le milieu
en zones homogenes dans lesquelles les ccefficients ont été identifiés. Pour cela, nous avons
travaillé au développement du code adjoint du code de transfert par diffusion-dispersion-
convection Traces en collaboration avec 1’équipe Tropics de 'INRIA Sophia-Antipolis. La
zonation, dans le cas-test “réel” (proche de I'expérience DIR), a pris en compte la zone
endommagée par le forage. Le calage de l'outil a d’abord été effectué a zones fixées, puis,
dans un second temps, 'identification de zones a été réalisée.

On s’est limité a travailler sur des problemes 2D (au lieu du 2D axisymétrique), cepen-
dant cela ne remet pas en question la démarche suivie mais nous a permis de gagner en
temps calcul par rapport au 3D. De plus, I'étape de résolution du probleme en 2D était
quasiment nécessaire (et plus facile & mettre ceuvre en 2D qu’en 3D) pour vérifier et valider
la méthode avant de passer au 2D axisymétrique ou au 3D. Nous avons eu aussi bien dans
le cas de 'estimation de parametres que dans l'identification des zones des résultats tres
satisfaisants avec des données bruitées et non bruitées, ce qui est encourageant pour la
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résolution en 3D.

L’analyse de sensibilité du résultat de l'identification de parametres par rapport aux
erreurs sur les mesures telle qu’exposée dans [67] n’a pas été traitée car elle nécessitait le
calcul de I'adjoint au second ordre qui est assez lourd. Si ’analyse de sensibilité montre
que 'erreur sur les résultats est du méme ordre que l'incertitude sur les mesures alors la
méthode d’identification donnera satisfaction.

Concernant l'identification de zones, une perspective de travail (apres celle évoquée dans
la conclusion du chapitre 6) serait de mettre au point une méthode itérative permettant
de modifier les zones a chaque étape et qui consisterait a

- identifier les ccefficients dans toutes les zones,

- regrouper des zones par ccefficients proches,

- réitérer le processus en identifiant les ccefficients dans les nouvelles zones (ou il y en

a moins).

On pourrait également tester la méthode des indicateurs de raffinement et la méthode
d’optimisation topologique. Il serait en effet intéressant, lors d’un futur travail, de com-
parer la précision et D'efficacité de notre méthode avec ces deux techniques, d’autant plus
qu’aucune des deux n’a encore été employée pour résoudre ce type de probleme.

Ce travail nous encourage a continuer les tests numériques sur le modele (1.3) en tes-
tant le cas convectif (vitesse de Darcy non nulle) avec un terme de filiation. On pourrait
aussi imaginer rajouter une zone a la configuration du cas-test “réel” en divisant la zone
endommagée en deux : une zone pour la partie fracturée et une zone pour la partie fis-
surée. L’objectif principal reste clairement a court terme de passer a la géométrie 3D
du cas-test “réel” et d’utiliser, des qu’elles seront disponibles, les données réelles issues de
I'expérimentation DIR. L’utilisation des données réelles est d’autant plus importante qu’on
sera en mesure, en confrontant les résultats a I'expérience, de valider (resp. invalider) la
représentation du modele qu’on s’est fixé.



Annexe A

Nomenclature des grandeurs
physiques

Symbole Description Dimension

w Porosité Adimensionné
R Facteur de retard Adimensionné
h Charge hydraulique L

P Pression M.L7'. 772
g Gravité M.T™?

i Viscosité du fluide M.LtTt
p Densité du fluide M.L73

q Vitesse de Darcy LTt

C Concentration M.L73

s Coefficient de stockage L!

S Terme source M.L73 71771
k Perméabilité L?

K Conductivité hydraulique LT

ar Dispersivité longitudinale L

ar Dispersivité transversale L

D, Coeflicient de diffusion effectif 21!
D,, Coeflicient de diffusion moléculaire 21!

A Coeflicient de décroissance radioactive Tt

0 Constante cinétique de précipitation/dissolution 7!

TAB. A.1 — Valeurs des grandeurs physiques
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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a ’estimation des parametres de transport
de solutés dans un milieu poreux peu perméable, d'un point de vue théorique et appliqué,
en lien avec le stockage des déchets nucléaires a vie longue en couche géologique profonde.
La problématique de la gestion des déchets nucléaires est devenue durant ces dernieres
années une préoccupation importante de la société. Les modeles mathématiques utilisés
pour le stockage des déchets en site profond sont basés sur les équations d’écoulement et
de transport en milieu poreux. Ces modeles nécessitent de connaitre les parametres phy-
siques des différentes couches géologiques. Ces parametres (porosité et diffusion) n’étant
pas accessibles directement, nous avons étudié, dans un premier temps, ’aspect identifica-
tion de parametres a zones fixées. Pour résoudre notre probleme inverse, nous avons utilisé
des méthodes déterministes (ou variationnelles) basées sur la minimisation d’un critere
(ou fonction cotit) quadratique, 'objectif étant de trouver I’ensemble des parametres qui
minimisent le critere. Nous avons décomposé le milieu en zones homogenes dans lesquelles
les coefficients ont été identifiés (technique de zonation). Pour cela, nous avons différentié
le code de convection-diffusion Traces avec le logiciel de différentiation automatique Ta-
penade afin d’obtenir le code adjoint de Traces. Dans un second temps, nous avons utilisé
ce travail pour résoudre le probleme d’identification de zones. On a cherché, partant d’une
configuration géologique modifiée, a retrouver la configuration géologique réelle en identi-
fiant les parametres qui ont pour support ces zones. En regroupant ensuite par isovaleurs
les coefficients identifiés, nous avons obtenu la configuration recherchée.

Mots-clés : déchets nucléaires, équations d’écoulement et de transport, porosité, diffu-
sion, milieu hydro-géologique, probleme inverse, état adjoint, estimation de parametres,
zonation, méthodes numériques, Traces, Tapenade.

Summary

In this work, we are interested in estimating solute transport parameters in a porous me-
dium whith a low permeability, from a theoretical and applied point of view in connection
with the storage of long-lived nuclear waste in deep geological layer. In recent years, the
problem of nuclear waste management has become a major concern of society. The mathe-
matical models used for storing waste in deep level are based on the flow and transport
equations in porous media. These models require the knowledge of the physical parameters
of the different geological layers. Since those parameters (porosity and diffusion) are not
directly accessible by measurements, we studied firstly the aspect of parameters identifi-
cation in fixed areas. To solve this inverse problem, we used deterministic (or variational)
methods based on the minimization of a quadratic criterion (or cost function) with the
objective of finding all the parameters that minimize the criterion. We have broken down
the media in homogeneous areas in which the coefficients have been identified (zonation
technique). For this, we differentiated the convection-diffusion code Traces with the auto-
matic differentiation software Tapenade to get the adjoint code of Traces. In a second step,
we used this work to solve the zones identification problem. Starting from a modified geo-
logical configuration, we searched for the actual geological configuration by identifying the
parameters whose supports are these zones. Then, by grouping the identified coefficients
by isovalues, we obtained the real configuration.

Keywords : nuclear waste, flow and transport equations, porosity, diffusion, hydro-geological
media, inverse problem, adjoint state, parameter estimation, zonation, numerical methods,
Traces, Tapenade.
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