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Notations

Sauf pécision contraire, on retrouvera dans cemoire les notations ci-dessous.

m Calcul tensoriel et differentiel
Tenseur d’ordre 0 en caraee fin : Coefficient de Poissan module d’Youngg, . ..
Tenseur d’'ordre 1 en car&ce gras minuscule latin : champ deptcement, position
Xy o
Tenseur d’ordre 2 en car@&ce gras minuscule grec : champ de contrasntia deformation
€, ...
Tenseur d’ordre sw@yieur en gras majuscule : la compliarke. . .

A produit vectoriel
produit simplement contragt
produit doublement contraet

O gradient
0s partie synétrique du gradient
div divergence

u | derivée premere deu par rapport au tempgs
a dérivee seconde de par rapport au temgs
S’il n’y a pas d’ambigiité, les produits contrags sont omis.

m Notations algebrique
Vecteur en minuscule gras et composantes entre crochateuveffort

i

=1 = fj}"i
Matrice en majuscule gras entre crochet et composantes@ntrhets : matrice de masse
J_|m 0

[—

fi=1T | transpoé de[fi ]

[

[Mi]T | transpoé de[Mj]

Mi]~% | inverse dgM]
Mi] trace dgM]

Tr
] matrice identié

Dans le cas il est péci€ que les expressions sont desters, on omettra les crochets
pour aleger lecriture.
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Notations

Vi
m Notations topologiques
0A frontiere deA
A\ B Aprivé deB

dAou mes A| mesure d&\

m Notations sur les ensembles

O

{xe x;P}
XUy
XNy
XXy
X+
Xy

ensemble de€els
sous ensemble desc X vérifiant la proprete P
union dex et de?”
intersection dex et de?
produit carésien des ensemblgset
somme des ensembléset

somme directe des ensemblést

m Notations sur les fonctions

f|x

trace def surx

fi | i'"®M€composante du vectetir

m Notations des espaces fonctionnels
SoitQ un ouvert deé1", I' une partie d@Q, I un ouvert dd1 et X un espace de Hilbert.

I'1lx

( 5 )X
cH(1)

norme naturelle sux
produit scalaire naturel suf
espace des fonctiosfois continument difrentiables sur
espace”(I) aveck conditions initiales nulles
espace de Lebesgue
espace de Sobolev d’ordre 1
{xe HY(Q);xr = u}
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Introduction

Au sein du CEA, dans le cadre des projeSISPROy», « QSHA » et « CASHIMA »,
on s’interessea la tenue de structureggie civile sollicite par un @sisme. Les ddats
engendes par un 8isme peuvenktre de diferentes natureséboulements, glissements
de terrain, lig@faction et tassements difentiels du sol. On peut voir par exemple sur la
figure (1) un @dat de type ligéfaction qui a eu lieu en 1976 Niigata (Japon) lors d’'un
seisme d’amplitude 7.5 surdchelle de Richter.

FiG. 1. PRenonene de ligéfaction (Niigata,1976)

La mocklisation d’'un prol@me de sismique I'échelle egionale reste encore au-
jourd’hui un cefi en depit des performances n@mques actuelles. En effet, une telle
mocklisation doit prendre en compte une topographie compleepdr exempla la
présence d’'un massif montagneux eglgtrogereite du sol. En outre, des non-éariges
apparaissent dans le sol ou au niveau de la structure. Toegedlifficules nenenta
I élaboration de @thodes numriques sophistiges.

Parmi ces rathodes, I'approche probablement la plus ##igeste la thode des
différences finies [Kelly 76, Virieux 86]. Cette approchéta utilisee pour simuler des
seismesa I'echelle egionale. Toutefois, des difficék significatives surviennengs qu'’il
s’agit de moéliser une topographie complexe ou un mili&@&nogene. La nethode des
elements de frondéire reste une approche énéssante pour incorporer des variations to-
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2 Introduction

pographiques importantes dBchez-Sesma 79, Bonnet 95]. Cependant, cette approche
devient vite inabordable d’'un point de vue naigue @s que I'on introduit plusieurs
domaines avec un niiau different. Quant aux Bthodeselements finis, plus parti-
culierement la rathode de€léments spectraux [Komatitsch 98], elles surmontent avec
suces les difficules mentionaes pecddemment. Toutefois cesétihodes ne sont pas
adapéesa la mocklisation de la rupture dans lesgmaériaux. Il existe bieevidemment
plusieurs stradgies concernant lesé@thodestlements finis pour introduire une fissure.
Les plus notables sont lagthode deslements cobsifs [Molinari 06] et la nethode
XFEM [Moés 99]. Ces rethodes ne sont pas adegs dans notre cas du fait qu’elles
ne mocklisent pas I'aéa microstructurel desegmaériaux. Pour ce faire, deséthodes

a I'echelle microscopique sont adaesa la moalisation de I'teterocereéité a I'echelle

du grain dans les@pmaériaux. L'ensemble de cesathodes se nomm éthode des
Elements Discrets Jusqua lors, ces rathodes rétaient pas utilises pour le dimension-
nement de structure du fait que leur utilisateonetteéchelle @cessite lagsolution d’'un
problemea grand nombre de lib&s dont le ct de calcul est prohibitif avec les moyens
de calcul actuel. Mais avec I'ar@e des rathodes mulé@chelles, on peutasormais envi-
sager l'utilisation, du moins localement, de cesthodesa I'é€chelle structurale.

Sans l'utilisation de rathodes muléchelles, on cons@tea I'échelle de la structure
des matriaux homo@réiss. Quant aux nonleariés, elles sont consitees de fagon
continue via des mates d’endommagement [Kachanov 58], de plag&tifiitalphen 87]
ou autres... Cependant, ce type de &lmtion n'est pas assezéuis pour pedire la te-
nue de la structure pour des raaauxa forte feterogeréité au niveau microscopique tels
gue les @omakriaux ou encore les composites. En observant que les effetsstructu-
rels n'ont seulement qu’un effet local sur la structure clixtgg on peut par cogguent
envisager de&krire I'ensemble du probine en utilisant deu&chelles de regsentation.
D’une part, une premreéchelle dite grosere ou macroscopique congre un matriau
homogneélastique sur I'ensemble du domaine. D’autre part, unersoechelle dite
fine ou microscopique prend en compte localement &srbgereités microstructurelles
ainsi que les racanismes nonlérires.

Parmi 'ensemble des stégies multéchelles, il existe plusieursathodes pour en-
richir localement le champs solution. Nous pouvons &ertorier en deux cagories :
les methodes de@&composition de I'espace fonctionnel et lesthodes de&composition
de domaine. Parmi lesé@thodes de &composition de I'espace fonctionnel senthrque
la Variational Multiscale Method (VMM) [Hughes 95] et laBridging Scale Method
(BSM) [Wagner 03]. L'icee de base de ces ségies est de@omposer le champ solu-
tion en une partie macraify) et micro (i), ce qui nous donne un champ glohat=
um + uy. La VMM permet d’enrichir localement le champ solution dahaquelement
fini par I'intermédiaire d’'une solution analytique ou d’une solution sermadgtique. Cette
méthode est gréralement utiliée pour des probmes continus. Quaatla BSM, elle re-
prend l'idee de base de la VMM en l'adaptant pour un couplage contionnatique.
L'inconvénient majeur de ces stegfies est qu’elles engendrent un siiitcourerique
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Introduction 3

important ce qui limite I'inérét du couplage. Par comguent, nous ne nous sommes
pas oriengs vers ce type de steggie. L'autre catgorie de str@gie multéchelle se base
sur des réthodes de @composition de domaine avec ou sans recouvrement [Farhat 9
Ben Dhia 98]. Les rathodes de&composition de domainégarent legchelles par sous-
domaine. Elles sont igtessantes car elles permettent de mettre en placéswiation pa-
rallele. De plus, I'introduction d’une interfa@da jonction des sous-domaines [Maday 89]
permet de grer des maillages incompatibles. De ces deux types dégtat nous @fe-
rerons les rathodes avec recouvrement ou plunéthode Arlequin qui par I'introduc-
tion d'une zone de transition permettent d’obtenir une lmgie pEcision nunérique
[Xiao 04].

Toutefois, I'aspect muléichelle ne seéduit pas au niveau spatial. Il existe plusieurs
straégies qui permettent d’introduire plusie@shelles au niveau temporel. Entre autres,
la méthode de dcomposition de domaine temporel permet de palisdir un calcul par
paquets de pas de temps [Lions 01, Farhat 03]. Cettbade permet de&partir la charge
de calcul sur plusieurs processeurs. Une autre approcHeape sur des prokimes
décompoés spatialement est laathode multipas de temps de [Combescure 01]. Elle
permet d’affecter un pas de temps diffnt sur chacun des sous-domaines.

La premere partie de ce travaiesidea mettre en place une stegie de couplage
continu-continu en partant des concepts de base detlaode Arlequin sur des praishes
d’élastodynamique. L'originaktdu travail propos consisté limiter le raccord des champs
sur le bord de la zone de recouvrement. Cela permetdeudrea moindre cat le
probleme d’interface vis-vis des rathodes existantes [Ben Dhia 98, Xiao 04]. La suite
de notreétude repose essentiellemaninontrer nurariguement que ce type de raccord
n'a pas d'influence notable sur I'erreur narigque pour le type de pralrnes trais.
Pour ce faire, nous avons du mettre en place un indicatearediefiable qui se base
sur une prol@matique bien connue pour les preivles de couplage : I'apparition d’ondes
fantdomes. La suite de ce travail a consiatdeterminer les paraétres de la rathode de
couplage qui permettent de limiter I'apparition de cé&pbirene.

Une autre part de ce travail deese est dtendre I'aspect mulichellea la compo-
sante temporelle. Pour ce faire, nous avons mis en placén@msade esolution multi-pas
de temps en se basant sur les travaaligs par [Combescure 01]. Sur cettértmtique,
nous observons que ce &rha est dissipatif. Cela nous a areardevelopper un nouveau
prédicteur sur les champs d’interface permettant de lim@plarition de ce panonene.

La troisieme partie de ce travail a congiatetendre la strégie de couplageayelopee
dans le cadre continu-continu au cadre continu-discretc&point, nous avons utiksle
fait que I'on peut associer un maillag&ment fini constita de triangles au pavage de Vo-
ronoi du maillageelement discret pour construire de fagon simple le protd d’interface.
Nous proposons une approche de couplage qui corssist@imiser la partie microsco-
pique du modle discret visa-vis du moeéle continu. Cela permet de limiteeEart entre
les moekles ce qui a pour coaguence de minimiser I'apparition des ondesdargs. Par
la suite, nous validons nugniquement cette approche.

Ce document s’organise en trois chapitres :
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Introduction

— Le premier chapitre constitueefude bibliographique de ceamoire. Tout d’abord,
on s’interess& la modtlisation des gomaériaux ainsi qu’aux diffrentes rathodes
numériques assoees. Puis, on dresse état de I'art non exhaustif des stgtes
multiechelles en espace et en temps.

— Le second chapitre traite du couplage entre @eglcontinus dans un cad¥asto-
dynamique. On s’irdressex I'eécriture sous forme variationnelle du couplage, puis
a sa disaetisation. Enfin, on &veloppe une stragie de esolution permettant un
sous-cyclage temporel.

— Le troiseme chapitrétend la stratgie de couplagécrite dans un cadre continu au
couplage entre mades discret et continu.
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6 Etat de I'art

1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de mettre en avant les choategiiques effectils pour
simuler la propagation d’'onde dans un milieu constile ggomaériaux. Dans un premier
temps, on dresse une analyse des principales classe&odwériaux. A partir de cette
analyse, nous avons retenu deux approche£ngoes appropees. La prengire néthode
décrite est la rathode deg&lements discrets. Elle se base sur une appro@smstopique
du probeme délastodynamique. La seconde est lathode de€lements spectraux et
correspond plutt a une approche macroscopique. L'approeléenent discret &crit bien
le comportement. Toutefois, elle @@ cher d’'un point de vue nugrique. Une revue des
stragégies multechelles en temps et en espace est donc peep@&3 ce qui concerne I'as-
pect spatial, nousatrivons quelques stégies de couplage que nous avons regeespen
deux cakgories : les rathodes de &@&composition de I'espace fonctionnel et lesthodes
de cecomposition de domaine. En ce qui concerne I'aspect tezhpmus @crivons deux
approches : les thodes de@omposition de domaine temporel et lesthodes de sous-
cyclage.

2 Les geomagriaux

2.1 Introduction

Les geomaériaux cesignent I'ensemble des ngaiux d’origine naturelle tels que les
sols et les roches ou d’origine artificielle tels que letons et les enr@s bitumeux. Les

géomakriaux sont consties de grains qui interagissent entre eux. Le comportement de

ces makriaux est tes divers. La complexdtde celui-ci est essentiellemerédia sa forte
héterogereite.

Echelle macroscopique | Echelle nésoscopique Echelle microscopique

FiG. 1.1: Repésentation des di#fente€chelles [Peyrot 06]
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Parmi les rethodes nurriques permettant la simulation du comportemeatamique
des ggomaériauxémergent deux approches de ralisation. D’une part, les mades mi-
croscopiques maaisent la physique des micro-fissurations, des inclusidespores, des
frottements entre grains. D’autre part, les rle$ macroscopiques traduisent les modi-
fications microscopiques par un comportement macroscegiqmo@réis via des lois
de comportement pouvant inclure par exemple de la plastidé 'endommagement ou
de la viscosk. Il est ineressant de se situan’échelle macroscopique (figure 1.1) parce
gue cela permet d'utiliser une melisation continue.

Une autre approche consisdeutiliser une modlisation discete. La moélisation
discrete se situe@réeralemena I'échelle nesoscopique. Cette melisation se dit dis@te
car elle s’'ineresse aux mouvements de chaque grain ou d’un ensemblerkeqmrasi@re
comme une engindependante.

2.2 Description du comportement des gomagériaux

Afin de mieux diférentier lechelle macroscopique de&€helle microscopique, nous
décrivons le comportement des@maériaux sous ces deux angles.

2.2.1 Le keton etles roches

Ici, nous rassemblons dans une seule classeéimb et les rochestant dong que
ces makriaux ont sensiblement leéme comportement. Tout d’abord, nous centrons notre
analyse sur le comportemer&abulant d’'un chargement en compression, puis en traction
d’un béton ou d’'une roche. Dans le cas d’un chargement en compnessi retrouve les
principaux nécanismes suivants comme illussur la figure 1.2 :

— Phase de serrage (0) : Cette phase adiée faibles niveaux de contraintes. L'appli-
cation de la charge provoque une fermeture progressiveates pt microfissures
préexistantes du matiau.

— Phase likaire (1) : Cette phase correspoada phasetlastique. Celle-ci s'are
plus rigide que la phase de serrage.

— Phase d’endommagement (2) : Cette phase traduit 'appadtun endommage-
ment diffu du makriau. Elle se caraetise par un amorcage ou une ouverture des
microfissures.

— Phase de propagation de la microfissuration (3) :&lsutide cette phase constitue
le véritable point de @part de la rupture. A partir de cetat de contrainte, il y a
developpement duéseau fissural. Les microfissures se joignent pour donner des
macrofissures.

— Comportement post-pic (4) : Il estgit essentiellement par le frottement entre les
fragments.

Dans le cas d’'un chargement en traction, le comportemensteglie en deux phases

comme illusté sur la figure 1.2 :
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8 Etat de I'art

— Phase (0’) : On observe un comportemengdiime avec perte possible de raideur
pré-pic di a la cecolesion de la matrice avec le granulat et I'apparition de micro
fissures.

— Phase (1) : Les microfissures en se reliant font apfrarane macrofissure qui
donne lieua un perte de rigidi structurale.

o4
(0)
1) _
Compression Traction
©) 7 ;
(1)
g
@ (3

FiG. 1.2: Comportement uniaxial type d’urebon ou d’'une roche [Ramtani 90]

Les moelesémanant de ces observations au niveau macroscopiquélastuplasti-
gues (ou viscelastoplastiques) en compression et fragiles en tracRour étre plus
précis, on peut de surditgrendre en compte un mel d’endommagement [Mazars 84].
Les mocakles de plasticit permettent d’avoir une description désarmations ireversibles.
Les moatles d’endommagement permettent, quaeatix, de prendre en compte les pertes
de rigidite lieesa I'apparition d’un eseau de microfissurations.

Au niveau microscopique ces @honenes se repsenteront par un metké de rupture
fragile. Au niveau résoscopique, on peut choisir de facon gugivalente un mage
elastoplastique ou de rupture fragile.

2.2.2 Plenomeénologie du comportement des sols

Les sols se efinissent comme un niiau constité de grains interagissant avec une
faible colesion. lls se caraetisent souvent par une forte por@siui provoque chez
ces matriaux des dformations ireversibles sous chargement hydrostatique correspon-
danta une éduction importante de la porasitlls se caraéfrisent aussi sous chargement
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déviatorique par une phase contractante suivie d’'une phase maériau se éformea
volume plastique constant ou se dilate. Pour ces deux typebatgement, &nergie dis-
sipée dans le métiauévolue en fonction de la surface de contact entre les graims:

un chargement hydrostatique, la surface de contact augmainisi que Energie dis-
sipée, on a donc uacrouissage positif. Pour un chargemegnidtorique, au deld’'une
certaine @formation, le sol finit par se&ormer sans variation de volume avec une sur-
face de contact intergranulaire constante. Awadkl chargementé&viatorique, on peut
observer dans les essais des localisationséfierchations accompages d’une forte di-
latance. Dans ces zones, la surface de contact entre gnaiimaidnt, il y a diminution de

I’ énergie dissipe et donc adoucissement. Un des premiersatesdjui permet de prendre
en compte les comportements des sols est leetecdam-Clay modié [Burland 68] qui

est un moeéle poroplastiqué cing pararatres. Le nombre de paraines est peelewe,
cela permet de caraaier ce moéle comme simple. La contractance ou la dilatance sont
des moteurs macroscopiques @eka la fermeture des pores ou le roulement des grains
entre eux qui corresponde@des notions microscopiques.

2.2.3 Conclusions sur les maogles

Les mockles de plasticit ontéte cevelopg@sa I'origine pour les retaux [Halphen 87],
pour repésenter desaformations ireversibles importantes devant lefarmation€lasti-
gues. Ces mazles homogreisent des pdnonenes microscopiques dissipatif$ échelle
macroscopique.

On observe aussi I'apparition de nds d’'endommagement pour prendre en compte
les pertes de rigidet La notion d’endommagemené introduite par [Kachanov 58] afin
de modctliser la rupture par fluage dans destaux en prenant en compte latdriation
progressive du matiau. Par la suite, [Lemaitre 74] oatendu cette notioa la rupture
ductile. Enfin, [Mazars 844tendit I'application de ces metks aux btons. La necanique
de 'endommagement est fole sur I'introduction d’'une nouvelle variable interne &pr
sentative de Btat de égradation. L&tat de 'endommagement modifie les cagsistiques
élastiques.

La prise en compte des phonenes de compactiorénessite I'ajout d’une variable
interne : I'indice de porosit [Burland 68].

On peut remarquer aussi que le comportement en dynamiqugedesaériaux va-
rie. On observe que l&sistance de ceux-ci augmente pour des vitessegfdenthtion
importantes [Schatz 73, Mariotti 94] .

L'utilisation de ces modles engendre nueniquement des @nonenes dits de lo-
calisation» dans le cas d’'un adoucisseme%% (< 0). Dans ce cas, la rigiditapparente
est regative ce qui donne un praithe mal pos. La congéquence nugrique est une
concentration de contrainte locale qui déite releea une caraéristique physique telle
gu’une longueur interne correspondantune zone endommae. Il existe diferentes
méthodes pour prendre en compte cette longueur interne telsdgs moédles d’en-
dommagement non local [Pijaudier-Cabot 87] ou l'introdoictd’un pararatre de vis-
cosi€ [Needleman 88] qui permetten&déndrea une zone caragtistique le penonene.
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Une autre approche, laéthode du gradient par [de Borst 95], consiateffectuer un
développement de Taylor sur le mad d’endommagement non local [Pijaudier-Cabot 87].
La prise en compte de discontinesttelles que des fissures ou des inclusi@teasite

la mise en place de @thodes ddiees telles que la @thode XFEM [Mds 99] ou encore
la GFEM [Strouboulis 00]. Ces @thodes combinent une approdiement fini standard
avec la nethode de partition de l'urét[Babuska 97]. Cela permet d’enrichir localement
le champ de solution avec des termes moggutiers. Enfin, la rathode de€léements
cohésifs [Molinari 06] permet de restitueréihergie dissipe par fragmentation via une
description fine du milieu. Une autre approche consistensi@rer des champs discrets
qui autorisent de ce fait naturellement I'apparition desufies.

3 Une mocklisation discrete : La méthode deselements
discrets

3.1 Les differents mocklesélements discrets

La méthode deglements discrets est une famille détmodes nur@riques souvent uti-
lisees pour tude des gomaériaux. Elle fut introduite par [Cundall 71]. Cetteathode
se dit discete dans le sensimn consiére que chaque particule constitue une eatpart
entiere. On s’inéresse au mouvement de chaque particule interagissantesgoisines.
Chaque particule repsente physiquement le mouvement d’un grain ou d’'un ensetebl
grains.

Historiqguement, on peut remarquer que parmi lethudestlements discrets exis-
tantes, leévolution de ces gthodes edttroitement keea la repesentation ciamatique de
celles-ci. Par la suite, nous allongdtire la néthode deg&lements discrets en les classant
selon la richesse de leur descriptionéimatique. Dans un premier temps, noésritons
les moekles n'incluant que des translations que nous appelldbistsct Element Me-
thod puisque celui-ci s’aére la gepse de I'ensemble des ce&timodes, puis lekattice
modelgparce qu'ils incluent en plus des translations des rotatiBhenfin, les moglesa
particules éformables qui incluent en plus une description de@fodnation locale des
particules. Bien entendu, la classification que nous offoaessous n’est pas limitative
car certains magles serond la charnére de ces trois classes.

Afin de décrire chaque maie, on considére une collection de particulgs),,i =
1---N}, ou O désigne le centre de masse du domain@ssoct a la particule ek; sa
position dans le regreR_choisi au pealable. On dcrit le mouvement des particules avec
leséquations de la dynamique. Pour des raisons de comendiditriture, on se situe dans
le cas bidimensionel, comme illuéta la figure 1.3.
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FiG. 1.3: Repésentation de la mise é@guation du moéle discret

En ce qui concerne les mekés discrets, I'interaction entre particules s’effeqhae
I'intermédiaire d’un lien entre les particuled et O; mocklise en pointile a la figure
1.3. Afin d'introduire simplement les lois relativésces liens, on introduit le vecteur

XX oy . . dt
n= X=X ett son vecteur assaeiorthogonal direct. Par la suite, on annétdes gran-
deurs projetes sum et o' celles sutt. Il est aussi Bcessaire d’introduire des grandeurs

géonetriques tels quela distance initialg|x; — X;||.

3.1.1 Distinct Element Model (DEM)

Initialement, laDistinct Element Method@iCundall 71, Cundall 79] permet d’obtenir
pour chaque particule leéglacement en translation que I'on natepour la particule
i. Son utilisation est ada@¢ pour des milieux granulaires sans lianén&alement, les
lois d’interaction sont des ressorts en paxallavec des amortisseurs. La description du
mockle se fait par I'interradiaire des lois suivantes :
MYt = 3 FiG + FEX (1.1)

—l
J

- [M]i= {rg r?u} est la matric&lementaire de masse assm®a la particuleO, avec

m :/ pdxetp la densié.
Ay

- F'j”ji est 'effort d’interaction de la particul®; avec la particuled;.
Par la suite, on notg;j 'interstice entre la particul@; et la particule0;. Celui-ci
est la distance entre les particules seloans le cas de particules circulaires, on
agij = x? —X'—ri—rj ourj etr; sont respectivement les rayons des particules
O et O;. Pour des formes de particules plus complexes, le calctinderkticeg;;
devient plus cateux.
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12 Etat de I'art

Dans le cas d’'un made de Cundall [Cundall 71, Cundall 79], les efforts d’interac-
tion sont (figure 1.4) :
( [FiNtN] e ol [u—u  [c, O] [uP—un
. R I - i j I j
sioy<c: | ke = | i {u%—ua-Ho | [u}—uﬂ

L ]!

sigjj >c:

Eintt| — |0
\ . L= - .. N

ou les pararatresky, ki, ¢, et ¢, sont obtenus empiriquement. Quant au partaen

c, il définit la colesion entre les particules. Dans le ca<o- 0, la loi est coksive

et c définit le seuil de rupture. Dans le cas ©= 0, on retrouve une loi de contact.

Fjlﬂti : _0}

NN

FIG. 1.4: RepésentatiorDistinct Element Model

Il existe bien entendu d’autres malds concernant les lois d’interaction entre par-
ticules comme les gthodesMolecular Dynamicsou les lois d’interaction sont
repiesenées par des forces normalesrigant de potentiels [Rapaport 04] ou en-
core la nethode NSCDNon Smooth Contact Dynamjddean 01, Moreau 94]to
on minimise l'inter@rétration des particules avec des lois discontinues. Paur de
raisons de stabil& nunerique, ces r@thodes exigent des sminas d’inégration im-
plicites.

— FeXlast I'effort exérieur impogé A la particuled;.

m Bilan et limitations

L'utilisation de cette rethode reste adagda des milieux sans matrice. Cettétinode
est aussi utilise pour d’autres types de réabux que les gomaériaux. Par exemple, on
peut simuler I'aide de celle-ci kcoulement de grangs dans un silot. Par contre, ce type
d’approche ne permet pas de natider assez pcig€ment des milieux casifs comme
des roches.
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3.1.2 Les’Lattice models’

Les moales dcrits ici [Herrmann 90, Schlangen 97, van Mier 97, Delaplaga,
Delaplace 07] sont plus riches puisqu’ils permettent dagineen compte leé@placement
en translatioru et en rotatiorf. Geréralement, les lois d’interaction entre particules sont
des ressorts ou des poutres. La description dueteosk fait par 'interradiaire des lois

suivantes :

MYt = 3 FG + R (1.2)
]
16 = 3 M+ Mt (1.3)
]
ou
- [M]i = m 0 est la matric&lementaire de masse assm®a la particuleO, avec

0
m = [, pdxetp la densié.
— li estle moment d'inertie quadratique avec= [, p||X —X; |%dx
- F'jrlt)i etM}Ti sont respectivement I'effort et le moment d’'interactionaparticule
O; avec la particuled,.
On retrouve gréeralement ces types de loi :
— Ressort / Amortisseur ( figure 1.5(a) ) :

i n_yn JL—y
FUM e 00 0 1% Y] few o0 o0 o]0
int t Kl X uf — U uf — U
i | 12 12 [ _ Ji
vint | Lo % Srda r-al | g 0 0 ]| g
(1.4)

ou les pararatreskn,k;,gt,Cn,Ct €try sont obtenus empiriquement.
— Poutre (figure 1.5(b) ) :

. ul — g
MM a2 0 0 0 g
Fintt :_Fl’ 0 126 6 | |7 " (1.5)
vint [ 2 [0 6 42 22 !
=l eJ

ou Ep est le module de poutre atle ratio entre la section et le moment qua-
dratique de la poutrea(= IA). La sectionA est obtenue partir de la surface de
contact entre les particulést j. Ces paramtres matriaux peuvenétre obte-
nus de facon empirique. On rappelle ici gueorrespond la surface de contact
entre les particuleset j. Quantal, il s'agit de la distance entre les centres de

masse de ces deux particules.
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(@) (b)

FiIG. 1.5: RepgésentatiorLattice model

On remarque que le comportement local est identique entneagble poutre et un
mocele ressort [Chang 01], en choisissakyt = El—pA, ki = 12|Ep' etg = ?
— FeXt ot M8Xt sont respectivement les efforts et moment&egtrs impossa la

particuleq;.

m lllustration num érique

Dans le cadre de cettegbe, nous avons utiésun Lattice model[Delaplace 06b]
constitie de poutres comme gseng precedemment. Nous avoreproue cette nethode
sur le cas test de double fissuratioggené a la figure 1.6 [Nooru-Mohamed 92] pour un
cas test en statique. A cette occasion, un solveur optiratél propog [Delaplace 09]. Il
s’agit de solliciter urechantillon de bton comportant au palable deux fentes. De cette
facon, on observa I'échelle macroscopique I'apparition de deux fissures.édseiltat
numerique est illuse a la figure 1.7(b).

Fic. 1.6: Cas test de double-fissuration
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.
X
)

-

recr foce £ T IR
load-path 4c (47-06)

(a) Faces exg@rimental (b) Résultat DEM

Fic. 1.7: Résultats sur le cas test de double-fissuration

A partir des essais egpimentaux effecteis par Nooru-Mohamed [Nooru-Mohamed 92]
sur ce cas test 1.6, nous observons une bonnélation entre I'exgrience et le@sultat
obtenu nurariguement avec la @thodeclement discret de tyfdeattice mode[Delaplace 06a].

m Bilan et limitations

L'utilisation d’'une nethodeglement discret de typeattice modekst adag#e pour les
géomaeriaux avec ou sans liant. Pour ce type de aledon peut prendre en compte des
phénonenes de rupture en supprimant un lien entre deux particeles sine loi seuil
correspondant le mieux au néaiau traié.

3.1.3 Les moelesa particules deformables

Il existe destlements discrets plus riches que ledtice model On rajoute des com-
posantes enaformation au niveau de chaque particule [Mariotti 07]. €elfformation
peutétre prise en compte soit par un champ mod&dal methodWilliams 85]) ou soit
par un chamgglement fini Finite-Discrete element methgilunjiza 04a))

m lamodal methodWilliams 85] est la prenére nethodea prendre en consgdation
la deformation des particules. Elleégrit de cette fagon :

ijj—l—mj(;JJZUj :/(m-t([;]dr—f— N R@dQ (1.6)
j i

ou:mj= fAi p(gT(g dQ tels quef, p(pJT(ndQ = m;Jij etwj correspondh la pulsation
du mode caraétrise par@;. Les modesa frequence nulle correspondent aux modes de

Straggies de couplage discret-continu en dynamique explicite



16 Etat de I'art

corps rigide de la particule. En se restreignant seuleders modes, on obtient lwat-
tice model t et R correspondent respectivement aux efforts surfaciqueslatmiques
extérieurs.

m la Finite-Discrete element methdtunjiza 04a, Munjiza 04b] est une &hode
elements discretstochaque particule esg&tbrmable et moelisee par une disétisati-
on élements finis comme illugra la figure 1.8(d). Le contact entre particules extg
Soit par un Lagrangien, soit paépali€. Lesélements finis utiliés pour écrire les par-
ticules sont simples, triangle en 2D étraledre en 3D. De cette mane, on eduit le
colt nunérique de détection du contact. Le principal incogmient de cette Bthode est
son cait nunrérique. D’apes [Munjiza 04a], si on respecteelolution de la courbe de
Moore en terme de&leloppement informatique, cetteethode pourré&tre utilie pour
des probdmes de structure dans 25 ans. Ici,a@ment discret peugtre aussi simple
gu’un élement fini ou une structure congpé. Cette rathode revient dona utiliser une
méthodeglément fini avec une sous-structuratid@rant le contact.

m Bilan

On remarque que la@hode deglements discrets@volue d’'une néthode édiee aux
matriaux granulaires (sables, enrochement) vers dethades de typdodal method
qui prennent en compte la cesion du milieu ainsi que laéflormation de chaque parti-
cule. Les modlesa particules dformables permettent de par leur richessémiatique
de moctliser une large gamme dégmaériaux.

3.2 Choix de la forme et de la taille des particules

La forme et la taille des particulegependévidemment de I'application en vue. Le
gabarit des particules peut varier de I'ordre détra pour un enrochement au milkdne
pour les grains de sable ou gravier dans letbs. Bien entendu, rien n’interdit d’uti-
liser des particules de forme quelconque. Cependantetiection du contact entre ces
particules risque &tre plus cateux. C’est d’ailleurs pour cette raison que certains ap-
proximent ggonmetriquement leur forme avec des disques 1.8(a) ou des swgabqyes
[Williams 89] 1.8(b). L'utilisation de disques pose un pleme grérique pour éfinir
la porosié car un assemblage de disque laisse un grand espace deleslesiperqua-
driques permettent dé&duire cette difficuét. Pour un magriau plus compact, on utilise
géréralement une repsentation polygonale de Voronoi 1.8(c). Pour une @fisdtion
concave de la forme des particules,Hmite-Discrete element methd#lunjiza 04a]
illustré a la figure 1.8(d) semble apprope.
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Ox O ®

(@)

Fic. 1.8: Les differentes formes @dléments discrets

3.3 Sur la detection du contact

Toute la difficule dans ce type de @&hode est deérifier les conditions d’interstice
entre chaque particule. Le @bde calcul @épend de la forme des particules. A la figure
1.8, les formes possibles des particules sont eEspar ordre croissant dultale calcul
de \erification des conditions d'interstice.

Il existe toute une batterie d’algorithmes sur la recherdaecontact dont un des
plus efficace est e®(N) [Munjiza 04a, Muller 96], @ N est le nombre de particules.
Il consistea utiliser une grille de supports qui constituent des celuLa prengreétape
consistea ranger les particules dans les cellules. La secétajge consista cetecter les
contacts entre les particules d’une cellule et des celitdesnes.

4 Lamodelisation continue : une approcheeléements spec-
traux

Le mockle continu est le made le plus couramment utibsen nécanique des milieux
continus. Il permet de traduire le comportement physiquesdm cadre ma#matique
clairement identi.

4.1 Position du probeme continu

Dans notre cas, la description du nételcontinu est constiée desquations de base
de I'élastodynamique appli@es au domaine étudeQ x [0, T| repesent a la figure
(2.9).

Le domaine cetudeQ est bor@, connexe et Lipschitz dg? (d=1,2 ou 3 : dimen-
sion du probdme). Les inconnues du prébhe sont le @placements et le tenseur des
contrainteso. Ce domaineé&ponda unéquilibre dynamique e une loi de comporte-
ment maériau cara@rise par le tenseur de complian&ePar la suite, la complianc®
est assoé a la loi de Hooke A(Ou) = ATr Ju+ p%u ) ou A ety sont les paragtres
matriau de Lara. Les conditions limites sont impess de facon com@mentairedQ =
M'u @), soit par un éplacement imp@sug surly, soit par un effort impasgq surlg.
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Quant aux forces volumiques, elles sont prises en comptie pamefy. Des conditions
initiales en @placementip et en vitess& sont impoges afin que le probleme soit bien
po% au sens de Cauchy.

dd re

Ud

/>

FIG. 1.9: Repésentation du made continu

Le probEme n&écanique sous forme continue est al@gitrpar I'ensemble deésquations
suivantes avea € U eto € 7.
— Conditions limites :
U=ugsurfy x[0,T] (1.7)

on=gqSurlg x[0,T] (1.8)
ou n est le vecteur normal extieur au bord du domair.
— Equation dequilibre dynamique :
div o +fq = pl dansQ x [0, T] (1.9)
— Loi de comportement :

o =A(Ou) dansQ x [0, T| (1.10)

ou A est un tenseur d’ordre 4 bansynetrique et éfini positif.
— Espaces fonctionnels :

d(d+1)

ol - U={ue C%([0,T;HY(Q)Y)|ury «[o.T] = Ud, Ujt—o = Uo etly_o = Vo}
| T={ccl?(Q) 7z |6 =0}
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4.2 Approximation par la méethode deslements spectraux

La méthode deslements spectraux @€ cevelopge par A.T. Patera dans le do-
maine de la racanique des fluides [Patera 84]. Elle abida fois la convergence des
méthodes spectrales et la flexil#liles nethodeslements finis. D. Komatitsch a repris
cette neéthode pour I'appliquea des prol#mes de sismique [Komatitsch 98]. Bien que
la méthode de€léments spectraux peétre appligéea un large panel de prabhes,
nous allons nous iBtesser plus particéiementa son application dans le domaine de
I elastodynamique. La @thode de<lements spectraux est unecthodeéléement fini
[Zienkiewicz 05, Hughes 87] avec quelques particudsritA partir du prol@me continu
enoné& peccdemment, on obtient la formulation variationnelle épldcement (1.11).

On cherches € U;VW e Up :

/va+A(Du):Dde:/ gdvdr-l—/fdde (1.11)
Q e Q

ol Up = {u e C*([0, T;HNQ)?) /ujry x o1 = O}

Afin d’effectuer la discetisationélement fini, on introduit la partitioneQe surQ. Sur
cette partition, on approxime le charap I'aide des fonctions de formg. La fonction
de formeqf* est le polydme de Lagrange d’ordre assoc@ au nceudx’) de I'element
Qe. Afin de pouvoir effectuer l'irégration sur chaquelémentQg, on introduit le scema
d'integration en dimensiod caracérise par I'ensemble des doublo(lsﬁ(d),xﬁ). wﬁ(d)
correspond au poid d'iggration au point de quadratug dans lelementQe.

La discetisationélement fini donne le probme discret suivant :

On cherchéu] € 09N qui verifie :

Mijbj +Kjjuj =T (1.12)

ou :
p+1

- Mjj; = g Z p(Xg) (uk qq F(Xi )@ () est la matrice de masse.

(p+1)¢
- Kijj = g Z A(D@F(xy)) : Dgf(xi) est la matrice de raideur.
(p+1)(d Y (p+1)¢

d—1)
—f = OJﬁ(
696%&: kzl
teur des efforts.
La particularieé de la neéthode de€lements spectraux par rapport aukthodes des
elements finis standarceside dans le choix de fonctions de forme d'orétee les-

guelles sont centes via des polydmes de Lagrange aux points de quadrature dérseh

Ja( g Z cok Dq( (X )@F(xE) est le vec-
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d'intégration de Gauss-Lobatto-Legendgg(kg) = [I]). Cela permet d’obtenir une ma-
trice de masse diagonad¢ant doni que :

p+1)

(p+1)
g ()9 (xic) = [1] (1.13)
e k=1

Le sctema de quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre est @mscti’ordre p — 1.
On remarque que la mise sous forme diagonale de la matriceadsemgcessite une
légere sous iregration. Cela n’engendre pas defidience de rang ou autrement dit de
modea énergie nulle sur lesléments.

m lllustration num érique

Dans le cadre de cettegbe, nous avons imganené la methode de€lements spec-
traux a l'aide de I'architectures LMTpp » [Leclerc 08] qui permet d’'allier le langage
« CPP» et « PYTHON ». Nous comparons ici la performance nemgue des rethodes
SEM avec les rathodefléments finis standardstravers le cas test de Lamb [Lamb 03]
préseng en Annexe A et la solution nurgrique est illusteea la figure (1.10).

Capteur

Amplitude du
déplacement (m)

t=0.3s
2.0e-6
1.5e-6
t =0.5s
1.0e-6
t=0.7s 5.0e-7
0

FIG. 1.10:Repesentation de la solution ni@rmque au proldme de Lamb

Afin de comparer les Bthodes, on prend comme exié I'erreur en solution au capteur
(figure 1.10).
h
Suplu—u
erreur= M (1.14)
sup|ul
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avecu etu" qui sont respectivement la solution analytique et étique du prok#me.
On compare ici le temps de calcul pour un temps de propagdésrondes dans le
milieu de 2 secondes, pour un€me erreur nugrique inerieurea 1%. Cela nous donne :

Type delements Q1 Q2 S3 S4 S5
Taille des mailles (m) 2 12 25 40 60
Nombre de degrs de libe | 4.0e6| 3.3e6| 2.3e5| 1.6e5| 1.1e5
Temps de calcul (min) 2973 | 148 | 65 64 59

TaB. 1.1: Comparaison des @hode£lements finis

avec pour le étail de la discgtisation :
— Q1 :élement fini standaré forme rectangulaire et interpolation d’ordre 1.
Q2 :element fini standard forme rectangulaire et interpolation d’ordre 2.
S3 :element spectral d'ordre @ forme rectangulaire.
S4 :element spectral d'ordre & forme rectangulaire.
— S5 :élement spectral d’ordre & forme rectangulaire.
De cetteetude, on en@duit qu’il est inéressant d’utiliser uglément spectral d’ordre
eleve de facoma résoudre notre probimea moindre cét. Toutefois, on remarque I’
partir de I'ordre 3 le gain temporel n’est plus significatif.

m Bilans et limitations

En terme de convergence, l@&thode degléments spectraux est@messante via vis
des nethode£léments finis standards puisque I'on sait degfHughes 87] que I'estima-
tion d’erreur donngju — ¥ @ilii[| 2(q) = O(hP|[u]|_2()) avech le dianetre maximal sur
la partitionUeQe et p I'ordre polynomial. En outre, I'obtention de fagon natilgel’'une
matrice de masse diagonale permet de mettre en place @madate solution temporelle
explicite ce qui est irressant au niveau @onunerique. Notons aussi que cett@tinode
se peéte biem la paraklisation [Fisher 90].

5 Quelques nethodes de couplage

Cette partie dresse uetat de I'art non exhaustif des stgies de couplage. Les
straggies pesenges ici sont regrowges en deux cagories : les rathodes de @& omposi-
tion de I'espace fonctionnel et lesatihodes de &composition de domaine. Celles-ci sont
dites multechelles du fait qu’elle permettent toutes deux &geser le€chelles.

5.1 Les nethodes de écomposition de I'espace fonctionnel

Les nmethodes deé&composition de I'espace fonctionnel chercheedéterminer la so-
lution d’un probBmeu sous la forme d’'une somme= uM +u™. En pro&dant de cette
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facon, on chercheM etu™ dans des espaces fonctionnelsétiints. On associe respecti-
vement ces espaces solutiankespace macroscopique et I'espace microscopique.

5.1.1 The bridging scale method

The bridging scale methd#Vagner 03, Tang 06] fut propéspour coupler des simu-
lations continues avec des simulations atomistiques. @#thode s’applique en parti-
culier a des prol#mes localement nonkaires. Le proleime se dcompose en trois sous
domaines (voir figure 1.11) :

— Q¢ : domaine du continuum disetise avec la rethode deg&léments finis (EF) qui

caracérise l'eéchelle grossire du prol®me.

— Qp : domaine du discret disetis€ avec la rethode de dynamique n@sulaire
(DM) qui caracérise I'échelle fine. Ce domaine est un patch recouvggntlans la
zone ai on veut avoir une approche noréaire.

— Qg : zone volumique la jonction deQ¢ et deQp, discietisee avec des particules
de DM. Celle-ci comprend une couche de une ou deux particplesiges atomes
fantbmes.

— :
atomes fantbmes atomes d'interface

FiG. 1.11:Repesentation de la Bridging Scale Method [Tang 06]

Le premier outil @cessaire pour mettre en place cetéthode est un projected@ qui
permet de projeter les champs expesdans une base DM dans la base EF. On a alors
uEF = T(UMD)

ou P est ckfini par :

P(u) = Argmin,,(u—Nw) M (u—Nw) = N(NTMAN)"INTM au avecM 5 la matrice
de masse DM dtl la matrice des fonctions de forme EF expgiux lieux des particules
DM. La projection? permet de passex I'échelleélement fini le champ de dynamique
moléculaire par une homégeisation au moindre ca&ponderee par la masse des parti-
cules.

Le second ingedient de cette Bthode est léme history kernedjui permet de&gulari-
ser temporellement le chanopau niveau de la zon@g [Dreher 08]. Letime history ker-
nel © est une approximation de la fonction de Green agsaxia partie temporelle du
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probleme.

En ce qui concerne lgsolution du proldme nécanique. Danf¢ \ Qp, on ésout
normalement avec la @hodeélement fini. Dan€p, on imposeu®™ = P(uM). Dans

Qo |Qp
f_ZG, on imposeu%\g = TT(UE)FG).-{- Cog- La c_:orrectioanG est obtenue en utilisant le
time history kernelSon expression est la suivante :
Clag = O*Ma g, +0Buly (0) + Ul (0) (1.15)

m Bilan et limitations

La Bridging scale method permet de coupler la DM avec les HE.Eponda une
problématique usuelle sur les stegies de couplagee.'atténuation des ondes famhes.
Toutefois, I'utilisation dutime history kerneteste une ogration relativement ddeuse
puisque que I'on doit effectuer un produit de convolutiorlB). Dans cette &thode, le
probleme est §réralement suppédinéaire au niveau de l'interface.

5.1.2 The variational multiscale method

Cette néthode introduite par Hughes [Hughes 95] est un paradigmagitant de
mockliser un prol#me en sous-grilles chacune repentant unéchelle et d’estimea
posterioril’erreur du probéme. La structure de la&thode reste simple, elle consiste
decomposer sous forme d’'une somme le champ recbérch- U+ u’) ou ici U est Esolu
numeriguement par la Bthode deg&léments finis ( EF ), at’ est obtenu analytiquement.
Genreralementi repieésente echelle grossire, tandis que’ repiesente chelle fine mais
aussi I'erreur de Bchelle grossire. Afin de fixer les ides sur la rathode, nous allons
illustrer celle-ci sur un proime aux conditions limites. Soit un domaife= 09 borré
parl” lequel est suffisamenégulier Epondant au probme suivant :

Trouveru: Q — [ tel que

{ Lu= f dansQ (1.16)

u=gsurl

ouf:Q~— [Oetg: Il — O sont des fonctions dodes. On consireraL comme
un operateur diferentiel. La mise en place de cetté@tmode nous agmea résoudre le
probleme variationnel suivant :

B(Ww,0,g) =L(W,g) vw (1.17)

(1.18)
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L* est 'operateur diferentiel adjoint assogia £ et g’ est une approximation de la
fonction de Green assd@cau probéme (1.16). Lapproximation dg peut se faire soit par
projection sur un ensemble de fonctions bulles sur chatimeent fini ou I'utilisation de
la fonction de Green exacte sur cha@l&ment fini [Hughes 95].

m Bilan et limitations

La méthode variationnelle muéichelle permet d’agliorer la qualié de la solution
d’'un probEme de récanique et d’estimer I'errewa posteriorisachant que le calcul du
produit de convolution avec les fonctions de Green entrameout nurérique sup-
mentaire. Le cadre d’application de cettétitode est difficilement applicable aux prebl
mes non-ligaires.

5.2 Les nethodes de écomposition de domaine

La decomposition du proBlme se fait dans ce cas au niveau du domaine. On peut asso-
ciera chaque domaine umehelle diferente. Le principe de 'ensemble de cestihodes
est d’assurer la contin@tdes champa I'interface entre chaque sous-domaine.

5.2.1 Les nethodes de @écomposition de domaine sans recouvrement

Les approches de couplagepenkes dans cette section s’'inspirent degthodes de
décomposition de domaine sans recouvrenggaiblies dans le cadre de l&oanique des
milieux continus. On fait&férence ici aux rathodes @velopges dans un cadre continu
comme FETI (Finite Element Tearing and Interconnectingyenain place par [Farhat 91],
ou encore la BDD (Balancing Domain Decompositioayelopg par [Mandel 96]. L'in-
teret de ces raethodes de @composition de domaine est de rendre paliahble le cal-
cul, ce qui rend possible de gros calculs. Quant aux incabiliiggs de disd@tisation
au niveau de linterface, elles sonérges par I'utilisation de la Bthode des mortiers
[Maday 89, Bernardi 93].

L'ensemble de ces @thodes utilise un solveuitatif se basant sur le gradient conjégu
L'introduction de l'echelle grosgre se fait au niveau de l'interface par une approxima-
tion moins fine du prol@me d’interface que la disetisation de dpart. On se contente
géréralement des mouvements de corps rigides. Cela a pour effebgager I'informa-
tion principale dans I'ensemble de la structure et dfamer la vitesse de convergence de
I'algorithme de esolution.

Ce type de strégie aéte applique pour des proimes de couplage dynamique éallaire

/ element fini par [Xiao 04]. L'auteur identifie I'apparition dides fanbmes au niveau de
I'interface. Il explique que les &guences du made discret non regsentables par le
mockle continu sontéflechies au niveau de l'interface.
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m Bilan et limitations

Ce type de rathode est particidrement efficace dans le cadre de la statique. Pour le
probleme de couplage qui nous énésse (couplage continu/discret), it monté que
ces néthodestaient moins performantes que legsthodes avec recouvrement [Xiao 04].

5.2.2 La methode Arlequin

La méthode Arlequin, prop&e par Ben Dhia [Ben Dhia 98, Xiao 04], permet d’avoir
une analyse plus fine dans une zone @&'i@t En restant dans le cadre d’'un peaile
d’élastodynamique commegseng a la section 4.1, il est effeddune @composition de
domaine avec recouvrement tel que cela est ilesia figure 1.12.

= Q©)

Ud

F1G. 1.12:Position du prol#me Arlequin

L'id ée est alors de chercher un coufilé?,u(®) constite d’une solution grossie
surQW et d’une solution fine su2(® obtenue par raffinement du maillage ou&ioration
du mockle de comportement.

Le probeme est dfini par :
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On (cherchgu® u@ x©) tel que v(vV, v 1(©)

m(1)<U(l)7V(l))+ (1)(u(1),v(1))+b(>\°,v(l)) - |(l)(v(1))
m@ (4@, v@) + k(2)(u(2),v(2)) _ b(A(C ),v@) = 1)
b(u® —u@, (9) - 0

) (U, (i) = /Q(i)a(i)pu(i)v(i)dQ
D vy = /Q . BOK (0% : 0vidQ
b(u,v) = /Q(C) uv + 205 : OSv
/ B0 gavl)dr + / pifavida
Me Qi

—
=
—~~
<
>
=
N—

ou:

¢ est un paramtre homognea une longueurgnalisant les termes en gradient.
{ai}i=12 et{Bi}i=12 sont des partitions de l'uréitrelatant le ralange de maoéle.

m Bilan et limitations

Dans I'analyse ma#tmatique de la gthode Arlequin que I'on retrouve dans la&ge
de G. Rateau [Rateau 03], il est manimue ce proime admet une solution unique
puisqu’il vérifie le treoeme de Brezzi [Brezzi 74]. La pertinence désultats de cette
méthode se base sur le choix de la zone de colagelu parargtre/, de{a;}i—1 2 et de
{Bi}i=12 les fonctions de por&tation. Cette rathode est iiressante dans le sensalle
autorise le recouvrement. Cela permet de prendre en comptaaiages gonetrique-
ment incompatibles. Elle permet de surcroit de coupler degetas continus &s differents
tels que des poutres avec des plaques. Par ailleurs, daadreedune couplage continu
/ discret, I'introduction d’'une zone de transition permé&inieliorer les performances
numerigues en terme d’erreur [Xiao 04, Rousseau 09].

6 Les methodes multéchelles en temps

Dans un prol#me de récanique, la description des@gtonenes peugtre consiéree
avec diferentesechelles temporelles.
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6.1 Methode de @ecomposition de domaine temporel

Ce type de rathode, introduite par [Lions 01] sous le nom deé&uoh en temps pa-
raréel» puis reprise par [Farhat 03], permet de profiter d’'une agchitre paraéle pour la
disctétisation en temps d’'ureguation dévolution. On consiére uneequation dévolution
du premier ordre (1.19) avec une condition initiale.

{ u+Au=f sur[0,T] (1.19)

u(0) = up C.l.
ou u etf peuventétre des scalaires ou des vecteuré efst une application liaire.
Up est la condition initiale assa@ au prol#me. .
Tout d’abord, on introduit une grille grogseUs; = [0, T] avecs; = [t',t'*1] sur chaque
intervalle §; comme illusté a la figure 1.13. Puis, on introduit une grille fine sur chaque
intervalle.

grille grossere
0 fi+1 ti> t

Y

'Si — [ti’ti+'1]

grilleine

FiG. 1.13:Repksentation de la disgtisation pour la rathode« paraéel»

L’'algorithme de ésolution est #&ratif d’indicateurk. On note les variables se rappor-
tanta la grille grossrey et celle se rapportart la grille finey . L'algorithme prend la
forme suivante :

Initialisation : _
Résolution de (1.19) sur la grille grosse qui nous donng,_, pour approximation de
u(t').

Boucle iterative : k=0,1,...

Etape 1:
Résolution sur chaque grille fing du probbme (1.20) avec pour condition initiaye .
Yl +AyL=f sur[0,T] L2
Etape 2 :
Détermination des sauts : S o
D= Y M) =it (1.21)
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Etape 3:
Détermination de la correctiag, sur la grille grossire en ésolvant le prot@me :
t+AC=0 sur[0,T]
o (t%) =« C.l. (1.22)

Ck(T') =(t'~) + Al Conditions de raccord

On remarque qué(t) a une egularié definie au sens des distributions.
Etape 4 :
Mise a jour de la solution sur la grille grosse :

Vi1 =Yk M) +C(t)) (1.23)
m Bilan et limitations

Cette néthode permet de mettre en place une &giat de esolution paraélle en
temps. Cette approche est applicabldes prol#mes paraboliques. Pour des peshés
hyperboliques, il &t monté par [Farhat 03] que des @honenes parasites apparaissent
et rendent inconsistante laétiode.

6.2 Methode multi-pas de temps ou sous-cyclage

L’ approche multi-pas de temps gsenke ici, aéte introduite par A. Combescure dans
[Combescure 01]. Cette&thode s’appliqgu@ un probéme de récanique dcompoé en
sous-domaines par une approche duale. Elle permet derde@siema temporel ashuat
pour un sous-domaine avec son pas de temps propre.

Mr

fq

Ud

FiIG. 1.14:ProbEme &compoé en sous-domaines

Consicérons un proléme &compoé en deux sous-domain@st etQ(? sepag par
linterfacel” (voir figure 1.14). Au domain@(), on associe le pas de temfs’) tel que
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At(Y) = mAt(2 avecm entier.

La decomposition de domaine par une approche duale noémairesoudre le
probleme discetise suivant :

M@Du® L KOy@® =1 L cDT )
232 LK@y =2 L c@ )
COLD L c@y@ —g
ot (i) et u®) sont le vecteur aétération et le vecteur @lacement sur le sous-
domaineQ() et X est le vecteur des efforts d'interface $urM W, KO, c() etf() sont

respectivement la matrice de masse, la matrice de raigsunatrices de projection et les
efforts exérieurs sur le sous-domaigg!.

(1) (1) ¢

g ‘
At
Ao Aj Am t
R R :
At :

FIG. 1.15:Reéepartition de la dis@tisation temporelle sur chaque sous-domaine

La résolution temporelle s’effectuel’'aide d’un scema de Newmark caraaise par
les parardtresy!) et Bl [Hughes 87] assoés au sous-domain@(). On introduit la

notationug') =u®(jat®) comme illusté sur la figure (1.15). Par soucis de simpégit
lintervalle de temps utilig est[0,At(D)]. Leffort d’interface \ est discétise sur la grille
temporelle la plus find,e.enAt(2. Le sctema de Newmark &trit ainsi :

W, =P 4 pOa02g0),

a, =P 0y,

avec les pedicteurs
F’u(-i):ugi)%—At(i) W4 At (——B ) s (1.24)

Pul’ = ol + At (1 —yD)yu)
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Afin de eparer les difficults dans le calcul multi-pas de temps, on effectu@tathpo-
sition ug') = ug')’f +u§')". La notatione:’ désigne la partie libre du champ. Quanta
notatione’', elle cesigne la partie &§e du champ. Cela nous anea résoudre sur chaque
sous-domaine de fagon iapgendante :

0Kk Oul (1.25)
avec :M® =MO 4 pMHAH2K (),
Puis, on étermineX; 1 :

Lo fw®, +cw® (1.26)

1 de@ it
HAj = —[(1- D)cOwd 4+ 2 J

k

avecH etwgm qui sont efinis selon le choix de la condition de contirgu@u niveau
de l'interface :

— en ceplacement :

H=y;p0atM2chH(H-1c®T (1.27)
— envitesse : i § "y
D,t _p g i i),
wy =P 07 yOAG) (1.28)
H=y;,yOathcOHmO-1cOT
— en acélération :
| i+
H=y;,cOMO-1cOT (1.29)

On note que [Combescure 01Faonise un raccord en vitesse pour assurer la s&bilit
du sclema pour n'importe quel séma de Newmark.

. . ()] .
Ensuite, on e}termlneug'}r’1 en esolvant :

MOl = clxj, (1.30)
Et enfin, on assemble :

ol =o' ol (1.31)
m Bilan

Cette nethode multi-pas de temps permet de coupler plusieurs dousines avec
des sckmas de&solution temporelle approgs. La stabilié de ce scbma aete demontée
rigoureusement dans [Gravouil 01]. Le&mes auteurs proposent une extension de cette
méthodea des prol@mes nonlibaires dans [Combescure 01]. Il estme possible de
mettre en place une stégfie de eduction de moele localement [Faucher 04a, Faucher 04b].
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7 Bilan

A travers la pesentation des&pmaériaux, nous avons mis en avant la compkexie
leurs comportements. Les malds utilisa I'echelle macroscopique sont obteaysartir
de I’homogeréisation du comportementéroscopique. Nous@ierons utiliser un mogle
mésoscopigue qui permet de prendre en compted&sdtgneites makriaux ainsi que les
discontinuiés dues I'apparition de fissures.

Le choix que nous avons effeéest d'utiliser la rathode degléments discrets parce
gu’elle traduit directement le comportement désipaériauxa I'échelle nésoscopique,
ce qui permet d’obtenir un comportement pluggs. Toutefois, comme nous I'avons
vu, cette nethode reste inabordable d’'un point de vue gtigque sur un calcul de struc-
ture. Une stragie usuelle dans ce cas de figure est d’utiliser uathode deé&solution
multiéchelle. En effet, I'utilisation d’'un made microscopique sur I'ensemble de la struc-
ture est rarementéatessaire. C’est pour cette raison que I'on souhaite emtiér notre
probleme en dis@tisant d’'une part la zone d'iaet avec la rethode deglements discrets
et le reste de la structure avec un ratedcontinu. De cette fagcon, oaduit consiérable-
ment le cdit nunérique.

Parmi I'ensemble des@hodes de couplagé&crites dans ce chapitre, une stigie se
basant sur une @thode de dcomposition de domaine semble la plus judicieuse. En effet
les methodes de @&omposition de I'espace fonctionnel semblent inagpipour deux
raisons. Tout d’abord, les deux midds coexistent dans une zone cgigt. Dans ce cas,
le mockle grossier au niveau du patch perturbe la solution gladta@gendre un surtb
numérique. Ensuite, afin d’obtenir une bonne consistance, @&hatdes acessitent la
resolution de prol@mes annexes ateux via la @termination d’une fonction de Green.
Finalement, on s’irdressera pldt a une néthode de dcomposition de domaine de type
Arlequin du fait gu’elle autorise le recouvrement et perpeat congquent le traitement
de maillages gonetriguement incompatibles.

De la méme fagonj.e. afin de Eduire le cat de calcul, nous nous sommes orant
vers des stragies multechelles en temps. En ce qui concerne &hnde parael, nous
I'avonsécarée de nos choix car elle pose des peobés d’'inconsistance pour les préles
d’élastodynamique qui nous @éressent. Du fait que I'on ait choisi auparavant une ap-
proche par dcomposition de domaine, il padraaturel que notre approche meatthelle
se base sur uneéthode de sous-cyclage.

Dans la suite du document, nouggentons nos travaux suivant deux axes donnant

lieu a deux chapitres distincts :

— Le chapitre 2 dcrit 'approche de couplage entre deux maled continus. Les as-
pects concernant la mise en place deédaaimposition de domaine avec recouvre-
ment sont pgsenés. L originali du travail propos consiste limiter le raccord des
champs seulement sur le bord de la zone de recouvrement.tien woeévolution
du sclema de esolution multi-pas de temps esépenge.
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Etat de I'art

— Le chapitre 3 gesente quard lui I'extension de la rathode de couplage continu-
continu pésenge dans le chapitre 2 un couplage discret-continu. Les aspects
concernant son implantation sonepengs.
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1 Introduction

Dans la plupart des pradrines de racanique, plusieurs phonenes physiques non-
linéaires (fissuration, endommagement, plagticit) doiventetre pris en constation.
La nécessit de prendre en compte ceseplonenes @épend de la finesse désolution
désiee. En épit des performances n@mques actuelles, traiter un prebhe necanique
de grande envergure eatement nonligaire reste utopique d’un point de vue renque.
Apres avoir obse®que les panonenes nonligaires restent locaks, plusieurs stragies
multiéchelles onéte mises en place afin de faire faweette difficule. Plusieurs d’entre
elles ontéte decrites dans le chapitreguédent.

L'objectif du travail pesené dans ce chapitre est d’'introduire une formulation de
couplage efficace entre deux approches continues ayant atiode de disétisation
différente. Nous nous limiterons dans le cadre de ce chapikes prol@mes lireaires. Ce
travail constitue un point deggart pour le couplage continu / discret expasi chapitre
3. Lintérét de cette approche est qu’elle permet de travailler ecamique des milieux
continus @1 le cadre matbmatique est clairemengfini. Lapproche que nous propo-
sons ici s'inspire de la Bthode Arlequin appligee auxéquations de &lastodynamique
[Ben Dhia 98, Xiao 04]. Cette stiagie permet de coupler des nabels en introduisant une
zone de transition aussi appad zone de couplage. L'introduction de cette zone permet
notamment de @ er des maillages incompatibles en terme d’espaces dxrippations et
de geonetrie.

Notre travail a consigta étendre la strégie Arlequin [Ben Dhia 98] au cadre dyna-
mique, couplant deux meades continus de disetisations diférentes. Le premier enjeu
réside dans l'amlioration des performances en terme detae calcul nurarique. En ef-
fet, le cdit de calcul des ggrateurs de couplage ainsi queéaalution du proldme coup
s’avere prohibitif pour un prol@me de dynamique transitoire quéaessite laé&solution
d’'un probEme d’interfacex chaque pas de temps. Pour ce faire, nous avons mis en place
un couplage se limitant au bord de la zone de couplage au liesodplage volumique
habituel [Ben Dhia 98]. Banmoins, il s'agit de s’assurer que ce type de couplage ne
déteriore pas la @cision nurérique. Le second enjeu de notre travailta de mettre en
place une strégie de esolution multi-pas de temps en se basant sur les traligas
par [Combescure 01]. Sur ce point, nous proposons uensalt’ordre pluglee permet-
tant d’antliorer la consistance du seima de @solution temporelle.

La premere section de ce chapitre se consaritecriture de la formulation varia-
tionnelle du prol#me coup# en partant desquations de base de l&ganique. Dans une
seconde section, nous nouséirgssons au choix des espaces d’approximation des quan-
tités d'interface du proBme de couplage. Puis, une section est cogsaclextension
de I'aspect muléchelle sur la composante temporelle. Enfin, nous illusttarstraggie
numerigue sur un cas test 1D, ainsi que sur un cas test 2D.
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2 Une formulation de couplage continu-continu

Dans cette partie, nous nouséntéssons |'écriture de la formulation de couplage
sous forme variationnelle en partant @egiations de lastodynamique. Par la suite, on
consickre un prol®me de racanique soumis aux hypeétses des petites perturbations.

2.1 Préliminaires

Afin de pouvoir mettre en place la formulation de couplagessotme variationnelle,
on s'interesse tout d’abord la mise en place d’'une formulation variationnelégrique
pour un probdme de dynamique.

On consi@re un domaine étudeQ borré pardQ, connexe et Lipschitz dg repon-
dant aux lois de Elastodynamique. Le borK) est partitiong parl g et 5 tels que
0Q =Ty @®lMg®la Iy etlg correspondent respectivement au bord du domaiheu
sont impoges les conditions de Dirichlet et de Neumann. Enfirguon consiére qu'il
y a une in@terminatiora la fois sur le chargement et la ématique. Cette frorgre nous
permettra par la suite de mettre en place le protd coupd. Le probéme est re@seng
a la figure 2.1 et se&toule sur l'intervalle de temgds= [0, T].

Ug Od

Mg

e

FIG. 2.1: ProbEme péliminaire

La formulation forte du prol@me nous agnea determiner le @placement et la
contrainteo, lesquels sont suffisameréguliers et @rifient lesequation suivantes :
— Conditions limites :

U=uUgsurlyxl on=ggsurlgxl on=Asurl¢xl (2.1)

ou n est le vecteur unitaire normabQ.
— Equation déquilibre dynamique :

div o +fq = pt dansQ x | (2.2)
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— Loi de comportement :
o = A(C°u) dansQ x | (2.3)

— Conditions initiales :

Ult—o =Up U|t=o = Vp dansQ (2.4)

ou ug correspond aux&placements imp@s sur le bordr, fq est la force volumique
dansQ, gq est 'effort surfacique impdssurlg. Ici, on introduit surl 5 le multiplica-
teur de Lagrange qui est une inconnue et assimilal@lain effort surfacique. La masse
volumique du milieu est nétp. Le comportement du m@atiau est caraétis par une
complianceA qui traduit un comportement lgaire de celui-ci.

A partir de la formulation forte c@demmenécrite, on obtient une formulation va-
riationnelle de ceéquations.

Trouver(u,A) € G&(1;HE,(Q,Ty)?) x H=2(I'4)d tel que :

mMq (U, V) +Ka (U, V) —br (A, V) = fa(V) +dry(v), YW e U (2.5)
avec

mQ(u,v):/pu.de : kQ(U,V):/A(DSU>:DSVdQ , br.(A,v)= [ Awdl
Q Q Me

fQ(v):/fd.de : grg(v):/ gg.vdl
Q Mg

U= H(}(Q, Fu)d est un espace vectoriel.

On remarque queng, ko et br, sont bilireaires continues et qui, et gr, sont
linéaires continues. En outre, ce pranle est mal p@&au sens d’Hadamagtant dong
gu'il existe une inétermination suA.

2.2 Position du probkeme de couplage

Dans cette section, on s’eressea la mise en place de la formulation de couplage
dans un cadre dynamique.
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r

c C

FiGc. 2.2: ProbEme de eference

On reprend le prokime de &férence continienon@ dans le premier chapitie la
section 4.1 auquel on appliqgue unecomposition de domaine avec recouvrement.

On consi@re alors un domaine etudeQ borreé paroQ, connexe et Lipschitz de
09 decompoé en deux sous-domain€s= QM UQ®@. On noteQ; = QW N Q@ |a
zone de recouvremer®.) = Q0) \ Qc, T8 = 0Q.NAQ le bord exérieur de la zone de
recouvrement; . = dQ. \ 'S son bord inérieur. On introduit les interfacds’ = a0l N
Fic entreQ((;') et Q. et I'interface comptel ; = ré” U FEZ) (voir figure 2.2 ). Lintervalle
de temps estnétl = [0, T|.

Le probEme nécanique est gouvegrpar 'ensemble desquations suivantes :

— Conditions limitesi(e {1,2}) :

u =ugsurfyx1 oWnl =gy surlg x| (2.6)

Equation déquilibre dynamiquei (€ {1,2}) :

div o) +f4 = pt dansQ® x | (2.7)
— Loi de comportement € {1,2}) :
o) = A(0%u) dansQ® x | (2.8)

— Conditions initialesi(e {1,2}) :

u(i)h:o — U(()I) dansQ®) U(i)|t:O — Vg) danso () (2.9)

— Conditions de continut:
ul =u@ surr, (2.10)
(oM —o@)n© =0 surr, (2.11)
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ol p est la masse volumiqug; est I'effort volumique o) etu(’) sont respectivement
le tenseur des contraintes de Cauchy etdpla@cement assdtiau domaineQ(‘). K est
le tenseur de Hookeyy est I'effort surfacique impcissurl'g(rg) = rgman) etrgg =
FgNrg), uqg estle @placement impassurl , tel quel NI g = 0. Afin que le probkme
soit bien poé temporellement, on a introduit les conditions initialgset vp. n¢ est le

vecteur normal unitaire orieéendngl) versQ. pour I’interfacerél) et orient deQ. vers

Q((;z) pour I’interfacer((;z).

2.3 Ecriture de la formulation faible
Dans un premier temps, on introduit une partition de lesitrQc :

(a¥,a®) = (a,1-a)

ol o €]0, 1] est une constantedéini surQe.

Q.uUQ®@

Q.uo@ e

Fic. 2.3: Sommation des formulations

Apres sommation de la formulation (2.5) obtenue dans le proglpéliminaireécrite
surQ et la partitiona® €]0,1[ de celle-ci suQ (illustration figure 2.3), on obtient la

formulation variationnelle suivante :

Trouveru® € 1) = c(1;HE, (QD,Ty)9) tel que :

D @0 )+ a0 WD v) = 10() + 060 (00ne,v) W e 1l = HE@D, )
(2.12)
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aveced = g2 —1:

m(u® v) = ng>(u(i),v) +a®mg (u®,v)
(", v) =a o (u,v)+alag, (ul,v)
1D (v) = fou (v) +0rn(v) +a(fo,(v) +90 (V)
bW (eWne,v) = a® /r(c) oWne.vdr 4 al )/r(cl)a(l)nc.vdr

b® (0 ®ne,v) =a@ [ oPnevdr +a [ oPngvdr
e re

Puis, on introduit I'effort d’interface\ surl" . défini comme suit :

2)

—aWle@n,

A“—t(:z)

Gracea la condition de continuten effort (2.11), on peuécrire bl (o(Ine, v) =
be(A,v). En outre, la contrainte de contineitirematique peuétre écrite sous forme
faible en introduisant un espace de multiplicateurs dedragg sur l'interfacé ..

/r U® —u@)pudr =0, VueH ()

Le probEme coup? que nous cons@terons par la suite consistérouver le @placement
u® dans le sous-domair@™®, le deplacement(® dans le sous-domair@? et les
efforts d’interface\ solution de la formulation de couplage suivante :

Trouver( ul ),u(z),)\> e U x U@ x W tels que

mO (A, v) +a® u®,v) = 10(v) +be(A,v), Vve u (2.13)
(i v) +a? (@ v) = 1D(v) —be(Av), Ve U2
be( 1, U u ()) 0, ueW

ol W =H"2(Iy).
m Remarque

Cette formulation comporte deux point&sl Le premier consisteeffectuer une par-
tition sur la zone de recouvremef), sur I'ensemble des @pateurs. Le second point
concerne l'introduction d’'un ggrateur de couplag® qui conduita un couplage sur I'in-
terfacel ¢ par I'intermédiaire de I'effort d’'interface\.
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2.4 Ecriture du probléme coupé sous forme discete

Soit ‘llr(]i) et M4, les espaceslements finis appropEs eth]i> la discétisationélement
fini correspondante s@(). Cette discetisation néne au proléime discret suivant :

MOGD KOy — 1) 4 c®T )
M@u@ LK@y =2 _c@T (2.14)
cOy _c@y@ —g

ou i) etulV) sont respectivement les champs discrets df&ation et de éplacement
sur le sous-domain@(), X est le vecteur des efforts asseail'interfacel . M1, K1),
C et f(l) sont respectivement la matrice de masse, la matrice deuraids matrices
de projection et les efforts extieurs sur le sous-domaimﬁ'). lls s’écrivent, en omettant
I'indice h qui préecise I'approximation @orétrique et en conservant la notation en gras
afin de prendre en compte les éiféntes directions du champ dans I'espace :

(i)

N S U
o | (2.15)
(0 g2 el o /r sear
avec i
M= [ poleldeo i K= [ A : 09 de
’ ’ (2.16)

ff’yz/Q)Pfdtﬁﬁi)dwjt/ygd(ﬁﬁi)dv

ou (pg), @ sont respectivement M€ fonction de forme de la basgement fini des
espacedl. et M,

2.5 Ecriture du probleme coupé sous forme lagrangienne

A partir du probéme discret (2.14), nous allonétérminer la forme lagrangienne as-
socke. Lecriture sous cette forme nous permet d’'identifier le®diifits termeénergti-
gues.

Le probeme discret greedemmentcrit revienta réaliser un éveloppement d’Euler-
Lagrange sur I'expression suivante du lagrandien

L= Z[%U(i)TM(i)U(i)—%u(i)TK(i)u(i)+u(i)Tf(i)]+?\T(C(l)u(1)—C(Z)u(z))/ (2.17)
Sl — wi) Em
T v

On identifie bien ici dans ce lagrangien les termegmergie suivants :
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- TO =1uOTM Oy | terme assoéia I'energie ciktique du domain@().
— v = 1yOTK Oy, terme assoéia I'energie interne du domairi’).

- WO =uT() terme assoéiaux efforts extrieurs su().

— Eint = AT(COu® — cPu@), terme assoéia I'energie d'interfacé .
On remarque qu’en faisant apptira la partitiona (), on obtient :

=2 L0080 0.0 4 gy (2.18)
i<T2

avec L) — %u(i)TM (i), 000,(1) _ %u(i)TK(i),wu(i) +yTfolMguiw,
L()-© est le lagrangien ass@cau sous-domain® dans I'espace teﬂtlr(]i). L écriture
sous cette forme fait appat@ une partition ereénergie assoéea une discgtisation se

rapportant aux sous-domaineg) etQc.

3 Discréetisation des o@rateurs de couplage

La formulation du prot#me discret telle qu’elle egicrite en (2.14) permet naturel-
lement de prendre en compte des incompatéslinaillage par I'interiadiaire du mul-
tiplicateur de Lagrange\. L'introduction de celui-ci permet d’assurer la contigudes
champsa l'interface sous forme faible. L'approche utéisici s’appellenortar method
et fut introduite par [Maday 89].

Dans I'étude qui suit, on porte notre @@t sur la disaetisation du raccord qui permet
de coupler la description grogse que I'on associe au sous-doma@@) et la descrip-
tion fine que I'on associe au sous-domaf®@ sur des prol@mes de dimension 2. On
utilise une discetisationélements spectraux d’ordre 5 pour le sous-dom&iffé et une
disciétisation avec deslements triangulaires leaires pour le sous-domaif®? comme
illustré a la figure 2.4.

Du fait que la disdgtisation du proldme est fike sur chague sous domaine, nous
nous inéressons plét ici a la discetisation des interfaces. Le choix de I'espace d’'ap-
proximation des multiplicateurs de Lagrang, est primordial puisqu’il conditionna
priori I'erreur nunérique assoéie au recollage des champs. En effet, nous devons garan-
tir que le saut de@&placemena l'interface s’annule. Un choix naturel, en ce qui concerne
I'approximation des oprateurs de couplag€(® et C(?), est d'utiliser une approxima-
tion parélements likaires ou une approche paEléments spectraux d’ordre 5 au niveau
de l'interface. Ce choix nous permet d’avoir au moins la caibpéé du maillage d'in-
terface avec un des deux maillages.
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FiG. 2.4:llustration d’'un probéme discetise

3.1 Interfaces discitisees avec deslements spectraux d’ordre 1

La premere approche que nous proposons ici consastdiliser des fonctions de
forme linéaire pour I'interface avec une @gration de Gauss-Lobatto-Legendre d’ordre O
[Patera 84]. Comme nous I'avons digpedemment, I'inérét de cette approche est gu’elle
permet d’avoir compatibilé du maillage d’interface avec la restriction du maillé&é>
Autrement dit :¢'® = Trr_@® comme nous pouvons voir sur la figure 2.5. Par la suite,
nous verrons que cette approche estriessante parce qu’elle permet éduire le cat
de calcul des ograteurs de couplage.

On rappelle que dans ce cas legmgieurs de couplage ont la forme suivante :

cy’ = /r oM pPdr etcl? = /r P p2dr et (2.19)

Apres application du s@ma d’inegration de Gauss-Lobatto-Legendre, on obtient en
utilisant la notation indicielle I'expression suivantesdggrateurs de couplage :

Dy = ¢|(1) (X) wx etCP)y = dygox (2.20)
ou xk est I'ensemble des nceuds du maillage d’interface éds poids assoes au scema
d’intégration. En d’autres termes, correspond aux points d’iagration etwy est la
somme en ce point du produit du poids du é&stia de quadrature par le jacobien des
elements adjacents.

En injectant les expressionsgeedemment obtenues dans le sysé discret (2.14),
cela nous amnea resoudre le systme suivant :

MI((?U,(;) +Kl(<i) (1) z) +<;bk (x|)u)| Al
'V'|(<|)U|( )+Kl(<|)u|( ) f( )2 PPN
o () wxul” — 5kl(0ku|(( =0
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¢
>
Ao
e
>

FiG. 2.5: lllustration de la disdtisationa I'interface pour 'ordre 1

On remarque que :

o7 () - duwu =04 ¢ (xu — sgu =0

On peut alors effectuer le changement d’inconoyd; = ), ce qui nous permet
d’obtenir le systme suivanéquivalent sur les quangis cirematiques :

1)..(1 1) (1 1 1
L o

Cette simplification du sgimea réesoudre permet de supprimer leggtions d’inégra-
tion dans le calcul des @épateurs de couplage, ce quicale consi@rablement le dat de
calcul puisque @dsormais on a :

CWy = oM (x) etCPy = &g (2.22)

Notons que de cette facon, on ne calcule pas le multiplicade Lagrange\, mais
cela n'a pas vraiment d'importance puisque les inconnuésa@us ineressent sont les
quantiés cirematiques.
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3.2 Interfaces discitisees avec deslements spectraux d’ordre 5

La seconde approche que nous proposons ici corgigliscétiser I'interface avec
desélements spectraux d’ordre 5 en respectant la compaililitmaillage comme cela
est illusté a la figure 2.6. Danc ce cag® = Trr_ @Y. On rappelle que dans ce cas les
opérateurs de couplage ont la forme suivante :

= /r o7 g dr etc) = /r B2 M dr (2.23)

Apres application du s@ma d’inegration de Gauss-Lobatto-Legendre, I'expression des
opérateurs de couplage devient en utilisant la notation ialikc:

CWy = dox etC?y = ¢|(2)<Xk)(0k (2.24)

ou xx est 'ensemble des nceuds du maillage d'interfaceéds poids assoes au scekma
d’intégration.
En effectuant la iame &marche que dans le casdaire, on obtient :

CWy =gy etC?yy = ¢|(2) (%) (2.25)

FiG. 2.6: lllustration de la disa@tisationa I'interface pour I'ordre 5
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Cette approche permet, tout comme dans le cas de l'inteipol@éaire, de @duire
le calt de calcul des ggrateurs de couplage.

3.3 Bilan

Dans cette partie, nous avons propdgux approches de digtisation de I'interface.
Pour ces deux approches, nous proposons &chection du cat de calcul des ggrateurs
de couplage en se ramenantin probéme discetise eéquivalent (2.21). Notons que les
opérateurs de couplage dans le casl'mterface et le sous-domaine ont des maillages
conformes sont diagonaux et garantissent par@gunsnt la localé du couplage.

Pour nos deux configurations de disttsation de l'interface, la condition de stallit
est \erifiee. Ceci garantit que le prarhe est bien p@&set que par coregjuent il n'y a pas
d’'indétermination suA. On peut seéferer aux travaux de [Maday 89, Bernardi 93] pour
s’'en assurer.

Finalement, nous avons progodeux approches de digtisation de l'interface qui
permettent deaduire le cdt de calcul et garantit la stab#ide la projection de Mortier. Il
nous resté étudier I'erreur nurarique assoéea chacune des approximations du champs
d’interface. Cela fait I'objet de la section 6.

4 Laresolution

Jusqua lors, nous nous sommesénesgsa l'aspect spatial du couplage, de sa mise
en place sous forme variationneesa discetisation. [Esormais, on s'iliressea la
discietisation de la composante temporelle, ainsaggé mise en place dans une architec-
ture multi-moatle. On rappelle qu’un made se @finit par une formulation &canique
ainsi que par sa disetisation qu’elle soit spatiale ou temporelle. Dans no&g, ©ous
avons deux mades. L'un a pour supportépretrique le domain€®V, l'autre le do-
maineQ(?. Par la suite, on @sente par ordre chronologique des travaux la mise en place
de la Eesolution paraélle entre les magles. Dans ce cas, la digtisation temporelle est
la méme pour chaque metk. Puis, afin dtendre I'aspect mubichelle au domaine tem-
porel, on se propose de diétiser la composante temporelle avec une approche multi-pa
de temps.

Assez souvent, chaque nwd utilise dans la &solution d’'un prol#me coupd est
assoct a un code inépendant. L'objectif de I'algorithme desolution globale est de
préserver au maximum cette iependance. Pour ce faire, nous mettons en place une
stragégie de éesolution paradlle entre les magles. En outre, on rappelle que chacun
des codes, du fait que I'on utilise une distisation pagléments spectraux, permet une
résolution explicite. La&alisation de cet algorithme doit garder cet avantage.
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Tout d’abord, rappellons que la&edomposition de domaine que nous avons mis en
place pecdemment nous aenea resoudre le proeime discetise suivant :

1) _ 1) cOTy
M@ 1K@y —§2 _c@Ty (2.26)
CcOyD _c@y®@ =0

ou i) et ul) sont le vecteur ad&teration et le vecteur&lacement sur le sous-
domaineQ() et X est le vecteur des efforts d'interface surM (), K, c() et f() sont
respectivement la matrice de masse, la matrice de raldmmatrlces de projection et les
efforts exérieurs sur le sous-domaigg!.

Afin de mettre en place un cadre dssolution explicite, nous choisissons uné&tia
d’intégration temporelle aux défences centes dans chacun des sous-domaines. Le
pas de temps asséca cette dis@tisation temporelle est ro\t. Aussi, le champ de
deplacement approxieu!) pris au pas de tempdt est noé ug') ~ul(jAt). Le sctema
nous donne les approximations temporelles suivantes [eBI8T] :

{ ug'll— §)+Atu§)+% ug)

0, = ol 8@y ),
I+

(2.27)
H—l - u] + 2
En consi@rant que les conditions initiales im@es dans chaque m&ld \érifient :

cOul! =c@ul? et cWull) =c@u? (2.28)

Il s’en suit que le systme (2.26) en utilisant lesquations (2.27) , sous la condition
(2.28) estquivalenta :

e ICOPTEY
M@ %+)1+K() g+)1_f%+)1+c( >T>\,+1
M@ 1+K() H—l_fJ+1 cl? Ajt1 (2.29)
c<1>u§21 c@ul? =0

Apres condensation de ce Sste sur l'interfacé ¢, on obtient :

.. 1
M@ J+1+c<> A+1_ J( —K() Uj7a (2.30)
J

HAj 1= CcWulYy —c@u

avec : . .
— l'opérateur condetgs:H = CUMD-1c)" L c@Mm@-1c@
— les aceléerations obtenues en considnt I'interface libre d’ efforts

)] = MO KO,

Straggies de couplage discret-continu en dynamique explicite



La résolution 47

Calculs préliminaires
Détermination des dgateurs M () etK (1)

Assemblage de I'dgrateur conderés; H = ZC M -1cOT

Initialisation deué), ug) etu()

Détermination de\o : HX\g = Z e chMO-2(£0) _k Oyl
i=

0

H B H /2 H . H . .
Détermination deiy) : MMi!) =) — K Dul) 4 eDcHT x,

Boucle:j=0,...,m-1

Y Y

U, = u® 4 gy 22 W, = y® | @0 4 8222
Pt — ) 4 (0 P02 — 2 4 A2

Résolution :M (1 )ugi)'l = fgi)l— K(l)uﬁ)l Resolution M@'?:f =2 _k@y?

j+1 j+1
ujJrl uj+1

ProbEme d’interface
(1), . (2),f
HAj=CDilYy —c@ul?,

>\j+1v

Y
Resolution M D 51) = CWTAj 4 R(’—:‘solutionl\/l(z)"gi)’lI = _C@Txj,
Assemblageu(l) =gVt +u(l)I Assemblageu() =@ +u( )
O e ot T @ P a0
Ujy =" U7+ S5l Uiy =" 07 + 800

>T —-

FIG. 2.7: Algorithme de &solution mono-pas de temps

La troisiemeéquation de (2.30)&finit le probEme d’interface. Concernant kasolution
du probEme complet, on précle pagtape :
1. On calcule tout d’ abordgj’l et U§+)1 Pour cela, on&soud les deux pregres
équations de (2.30) en congéidnt\j 1 =0. La notatiore: ' signifie que l'interface
est consiérée libre d’efforts.

2. on esoud HAj,1 = CHulY; — c@ul?y'. Cela nous donnaj 1.
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3. On injecteAj1 dans les deux premieséquations de (2.30). Cela nous donne

, , (1) L (2)
finalement les solutions pourﬁJrl et

L'algorithme de ésolution tel qu'’il est exp@sici necessite une inversion sur chaque
mockle. Dans ce cas de figure, ce type @mgtions est rentable d’un point de vue temporel

du fait que les matrices de masse sont diagonales. Enfigptithime de &solution est
préseng a la figure 2.7.

5 lllustration num érique sur un probleme 1-D

Désormais, oretudie la pertinence deséthodes pesenkes pecdemment sur un
cas test simple : la propagation d’ondes de traction-cosswa dans une poutre. Il nous
a paru inéressant d@tudier les rethodes pFsenkes pecdemment sur ce cas test pour
deux raisons. D’une part, ce preiohe a une solution analytique. D’autre part, le peoié
ne comportant qu’'une dimension spatiale, Eattation @onetrique des ondes fames
n'a pas lieu. En effet, en dimension 2 la propagation des ®edeealise sur un support
circulaire ce qui donne unetdroissance efa de I'amplitude des ondes.

L’ étude se droule de la facon suivante. Avant tout, on positionne tEbj@me que
nous allonsetudier. Puis, on effectue urg¢ude parartrique de la rathode de couplage
dévelopgee. Il s’en suit une comparaison de n@&veloppements avec laatihode Arle-
quin [Ben Dhia 98].

5.1 Position du probeme poutre

On s’interessea la ©solution d’'un prol#@me de propagation d’ondes de traction-
compression dans une poutre sur laquekdeaeffectiee une décomposition de domaine
avec recouvrement comme illusth la figure (2.8). La poutre con&gke a une longueur
L = 20m. On associe au sous-domai@@' la longueurL() et au recouvremer®(© la
longueurL(©. La longueur_(1) est fixe & 10m pour I'ensemble destudes.

o® 02
Ud

<V

FIG. 2.8: ProbEme poutre dcompoé en sous-domaines
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La poutre épond alors aurquations du probine d’onde exp@&ses ci-dessous :

VXt dug,t) =0 (2.31)

\

ou u est le champ scalaire déplacement le long de la poutrecest la €lérité des
ondes. La solutiod ce probéme est connuevt €]0, 5[, on au(x,t) = ug(t + *:5). Elle
est repesenke a l'instantt = 20s sur la figure 2.9 pour unéplacement imp@sug en
demi-sinus de demigriodeT = 2sdont I'expression est la suivante :

vt <0 ug(t) =0
VO<t<T uw(t)=3(1—cogdl)) (2.32)
Vt>T Ug(t) =0
1,2; |
0,2; |
0 ‘ ':‘3 ‘ 1‘0 ‘ 1‘5 ‘ 20

Abscisse le long de la poutre (m)

FiG. 2.9: Solution du prol#me poutre
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Apres application de la &thode de couplage au prebie poutre, lagsolution de ce
probeme revien& chercher les champs scalaitg® (€ UV = ¢g(1;HY(QW)) ) etu@

(e u? = g(1;HE,(QM,x=L)) ) solution de la formulation variationelle suivante :

Trouver(u() U)\)e‘u()x‘ZJ(ZXWtelsque v(<1> vi?) u)eﬂél)xﬂéz)xw
(

m( )( i1 ),vl))+k(1)(u( ) (1 )) be(A, vl ))
m@ (2, (2>)+k(2)(u(2),v<2) = —be(A\, V1)
be(p, i —i@) =0
(2.33)
ou :
m(i)(u(i),v(i)):fQ Qe ptity 'dQ+fQ al) u(i)v(i)dQ
N i) i i) (i) gy
KOOV = [ o0 B SO + [y aVELE M0 d0 (2.34)

be(A, V1)) :)\lv()(L(l) L) + A (LD)
ald =a et a@=1-qa

On cEfinit les espaceﬂél) et u(()z) comme les espaces vectoriels assscespecti-
vement aux espacedV) et 1@, Linterface est éfinie par deux point siés enx =
L@ — L@ etx = LD, LD est fixe pour 'ensemble destudesa 10m. Le multiplicateur
de Lagrange est alorefini discetement A = (A1,A2). La densié linéiquep ainsi que

la rigidité E sont fixeesa I'unité. De ce fait, on obtient un&teritec = \/% égalea l'unité.

m Discrétisation du probleme
On effectue une partition avec deements spectraux sur chacun des sous-domaines
Q@ et Q. On a choisi d'utiliser, pour illustrer la @thode, de€lements spectraux
d'ordre 5 surQ) et desélements spectraux d’ordre 1 s@? dont les fonctions de
formes sont ref@sengsa la figure (2.10).
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: ; : ; ; ; ; ; : ; :
12l — fonctions de forme ] 12l — fonctions de forme
O points d'ingration ] L O points d'inégration

L L L 1 L 1 L 1 L L L L 1 L L L L L
0 0,2 04 0,6 0,8 1 0 0,2 04 0,6 0,8 1

Abscisse sur Blement deé&ference Abscisse sur Blement de &ference

(a) Ordre 1 (b) Ordre 5

FiGc. 2.10:Fonctions de forme surdlement de &ference

Afin de seulement s’ilresser I'aspect spatial de la diggisation, nous allons uti-
liser pour 'ensemble des calculs un éalie mono-pas de temps ausic= 5.0e3s. En
effet, le pas de temps critique &stalle A At¢ = 7.9e3s pour la discétisation la plus fine
h=0.025m. Quant au temps étude, il est de 290. Il correspond au temps de propagation
de I'onde le long de la poutre.

m Analyse des esultats

Le fait d'imposer un condition limite en demi-sinus commeis@ouvons Vvoir sur la
figure 2.9 permet de localiseehergie. De cette facon, on peut observer si le transfert
de I'énergie entre les deux sous-domaines s’effectue correateffan se basant sur les
expressions disetes de Energie obtenua la section 2.5, on propose le er¢ d’erreur
enénergie suivant :

£(2.08

[t=20s

erreur= (2.35)

ref
Ici, E,gf st I'€nergie totale contenue dans la poudtiénstantt = 20s. Son expression
est obtenue analytiquement :

E o — E/Lu(x 205)2dx+3/Ld—”(x 205)2dx—/2u 2t (2.36)
ef=2 /o 2Jo dx’ ~Jo @ '

(2)
Quanta E|(t2:)’2%; ,

domaineQ® & linstantt = 20s. Ce criere d’erreur nous permet de visualis@rlergie
non transmise par l'interface de couplagkinstantt = 20s, i.e.a un instant a I’ énergie
est cengeétre totalement locak® dans le sous-domaigEY. Ainsi, ce crire mesure

z

I’ énergie assoee aux ondes fadines.

il corresponda la valeur nurarique de lenergie contenue dans le
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Dans letude nurarique de cette athode de couplage, il hous a paruemgssant
d’etudier I'influence de la longueur de coupldd®, ainsi que I'influence du parasirea
en fonction de la disétisation dans chaque sous-domaine. Par la suite, on rspteate
vem(%mhl eth, les paramtres de dis@tisation spatiale ass@s aux sous-domain€s?
etQ'<.

5.2 Etude paranetrique de la méthode ceveloppee

m Sur l'influence de la longueur de couplage

Dans cetteétude, nous nous iatessonsa l'influence de la longueur de couplage
pour differents types de disgtisation. Ici, nous fixons pour I'ensemble détlide la
discietisationh; = 0.5m sur Q) et faisons varier la disétisationh, surQ(@. En outre,
nous avons fait le choix arbitraire de fixer la valeurcda % L'influence de ce paragire
fait I'objet de la prochainétude.

0,25

erreur (%)
o
T

=]

i

3}
T

0,05

FiIG. 2.11:Etude parargtrique de la longueur de couplage

Les resultats obtenus pour cetude sont exp@sa la figure 2.11. La courbeef
illustre I'erreur pour un couplage entre deux retebélements spectraux d’ordre 5. Elle
traduit I'erreur d’approximation du meéde sans erreur de couplage puisque les deux
moceles sont identiques Dans un premier temps, on remarqueogueine disatisation
trés grossire dan€2(@ (ici h, = 0.1) augmenter la longueur de coupldd® gérere plus
d’erreur. Toutefois, on observe que pour une diisation raisonnablie, la longueur de
couplage ne grere pas d’erreur. En effet, I'erreur esténfeurea la courbaef qui relate
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I'erreur d’approximation pour le made grossier &lements spectraux d’ordre 5). Cela
implique tout simplement que la digtisation suf(? est meilleure que la disetisation
ref.

Finalement, on peut congder que pour une plage usuelle de disisation la longueur
de couplage n’a pas d’influence notable.

m Sur l'influence du parametre a

Un autre paramtre susceptible de modifier I'erreur de couplage est lempetraa.
Ici, nous avons effecuuneétude paramtrique pour un large panel de distisation sur
QW et Q@ pour differentes valeurs de. L'ensemble desésultats obtenus est illutr
sur les figures (ad (k). A partir de cesésultats, il nous est possible determiner pour
chaque champ de digtisation(hy, hy) I' @écart type en erreur sar. Cela fait I'objet du
graphe expasa la figure (1).

log(erreur)
\

log(erreur)
\

16 ;g

-2
-2.2
-2.4
26 _5g

log(hy) oo log(hy)

(a) a =0.0001 (b)a=01

log(erreur)
)

log(erreur)
)

oghy) log(hy)

(c)a=0.2 (d)a=0.3
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log(erreur)

log(erreur)

log(erreur)

log(erreur)

log(erreur)

26
log(hz) log(hz)

(g a=0.6 (h)ya=0.7

log(erreur)
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log(erreur)
)
log(Ecart type)
\ \

(k) a =0.999 () Ecart type

FIG. 2.12:Etude de I'influence du parastrea

De cetteétude, on observevidemment que I'apparition des ondes tanes diminue
si on discetise finement sur chaque sous-domaine. A partir du grapgtesea la figure
(), on observe que la dispersion est faible. Finalementhtex dea n'implique pas de
différence notable au niveau de la convergence.

5.3 Etude numérique de la meéthode Arlequin

Dans cette section, on s'&resse la esolution de notre probime poutre exp@sa la
section 5.1 avec la éthode Arlequin. D’apss les travaux effecés par [Zammali 05], la
formulation variationnelle s’exprime dans le cagsent de la fagon suivante :

Trouver (u(l),u(z),)\> e UV x U@ x Wtels que V (v(l),v(z),u> e ul? x uP x w
D (6 VD) KO (U, vD) = bo(h, Vi)
M2 (62 V@) 1+ KO (U2 ,v2) = —b (A VD)
be(uu® —ul@) =0

(2.37)
ou :
m(i)([j(i),v(i)) — fQ(i)\Q(c) pU(i)v(i)dQ+fQ(C) a(i)pu(i)v(i)dQ
i i i () g i () gy
k(')(u('),v(')) - fQ(i)\Q(C) Eddedd—de—i_fQ(C)a(l)Eded—de (2.38)

: . )
bco\,V(')) = fQ<C> ()‘V(I) +g23_?)\(%LX)dQ
ald =a et a@=1-aqa

La particularié de cette approche visvis de la Btre eside dans le choix d'une in-
terface volumique pour le couplage entre les deux&rexsl Afin de erifier la condition
de stabilieé du tleoeme de Brezzi, laggularie du champ d’interface dodétre prise telle
que =H(QO).
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Avant tout, on observe que le fait de choisir une interfacemaue implique, vis
a vis de notre approche, un suiitalans le calcul des é@pateurs de couplage et dans
la résolution du prol@me d’interface. Les paratres egissant cette athode sont tout
comme nous la longueur de couplalg® ainsi que la partitiorn. Par ailleurs, cette
méthode introduit un paragtre/ pour adimensionner les termes en gradient dans le cal-

cul des ograteurs de couplage. Nous nousriessons ica I'étude de l'influence des
paranetres/ et L(©).

T 0,3 T T T
~—~ ~—~
\o GT@hZiO.lm \o GT@hziO'lm
o | 2 =K | o 2 =N _
= T3k ohi = Sl
S S
q) 0,2 — q) 0,2 —
p o
S S
] 0,15 — ()] 0,15 ,
0,1+ — 0,11 —
0,05 — 0,05 -
L — | L [ —
0 1 | L . 0 | | L
[ 1 2 3 4 0 1 2 3 4
L(© L(©
(&) ¢=0m (b) £=0.5m
—~2 ‘ ‘ —~ : ‘
\O — hzfo.lm \O — hsz.lm
[=) oM =0 o | SOMm =y _
< 3k =0 o Z3l b
ST S
() @ %2 i
- S
S S
o L q)0.157 —
0,1 -
0,5+~
0,05 -
% b % 5 4 % i : 5 4
L(© L)
() £=1m (d) £ =1m(zoom)
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S < o
L i — =0
1 S (EEE f
867 — 8 02 -
- S
S | S
C) Dos- 4
ar T L
01— _
e |
0,05~ |
00 4 00 ' ‘1 ' ‘2 ‘3 4
L(©
(e) {=2m () £=2m(zoom)

FiG. 2.13:Etude de la longueur de couplage sur lethode Arlequin

A partir des courbes (& (f), on observe que le raccord Arlequin est meilleuf est
petit. Cela reviena dire que le raccord de typhé(Q.), i.e. sans @nalisation sur les termes
en gradient, est un meilleur raccord volumique pour un gnolel de dynamique explicite.
Enfin, on observe une meilleure convergence du raccord iiriete typel 2(Q.) vis a vis
du raccord sur le bord que nous proposons pour desatiisations grossres. Toutefois,
en ce qui concerne les niveaux d’erreur, ils sont cknma ordre de grandeur que ceux
obtenus avec notre stéggie.

Finalement, on peut dire que la&thode Arlequin permet de coupler les deux &led
avec une erreur admissible qui ssmeétre identique la rotre. Tout bien consite, il est
préferable d’utiliser notre stragie puisqu’elle permet de limiter le @bnunérique. En
effet, dans notre approche kesolution du prolime d’interface n’admet que deux degr
de liberés. Tandis que pour I'approche Arlequin, le perbe d’interface comprend au-
tant d'inconnues que de dégrde liber® compris sur la zone de recouvrement.

Toutefois, il semble important de rappeler que la s Arlequin &té congue pour
coupler des mogles de dimensions dédfentes (ex : poutre-plague, néde contrainte
plane - poutre ...) et que legsultats que nous avancons ici ne se prononcent absolument
pas pour ce cadre d’application.

6 Etude 2D des diferents raccords de couplage

A présent, on s'irgressea l'influence dans le choix du raccord entre les &led
sur I'erreur nurérigue et le temps de calcul. De ceéteide, on en &duira I'approche
la plus performante pour raccorder les deux eled. Pour ce faire, on dresse wetade
comparative selon deux axes. Tout d’abord, étedninera I'erreur de couplage as&®i
a 'amplitude erenergie des ondes famhes. Ensuite, on s’iatesse au temps de calcul.
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6.1 Position du probkeme

On s’interessea la iesolution d’un prol#me bidimensionnel lequel estcbmpoé en
deux sous-domaine®™® et Q2 comme illusté & la figure 2.14. Le domaine conéié
a une forme rectangulaire de longueur 20 m et de largeur 2 rmoha de recouvrement
Q. entre les sous-domain€s? et Q(? se situe entre les abscisses de 9 m et 10 m. L'en-
semble du domaineepond auxequations de &lastodynamique soumis aux hypeses
de ceformation plane.

y (m) Q. Fe
A My
i N g = et
o L o —
- x(m)
0 9 10 20

Fic. 2.14:Cas test 2-D

Concernant la disétisation du protime, on disdtise le domain€¥) avec des
elements spectraux quadrangulaires d'ordre 5 cariaetpar le diamtre h;. Quant au
domaineQ(?), il est discétise avec deglements spectraux forme triangulaire d’ordre 1
de diangetreh,. Pour le choixh; = 1 m eth, = 0.2 m, la figure 2.15 illustre le maillage.

ch /\[‘C

NN

‘ T°h AR RRR AR R RRRRRRRARRRRRRRRRRRRRARR
1 (N N NN N ANRNNRAT NN

FiG. 2.15:Maillage du cas test 2-D

Dans cetteetude, nous envisageons le raccord au niveau de la zonealesrement
Q. sous deux angles. D’'une part, noetsidions le raccord comme il a f@ire expoé
dans ce chapitre. Nous le camisons par la suite de raccord sur le bord. Ensuite, nous
le comparons au raccord Arlequin lequel est exqanka section 5.2.2.

L’ étude propase ici ne peuétre exhaustive, mais il nous pérsuffisant détudier ces
guatres types de couplage pour dresserainde compte :

m Cas 1: Le raccord est effe@wsur le bord. Dans ce cas, dratise deux types de
disctétisation :
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— Type 1 : Linterface utilise une disgtisation lireaire sous-irégiee (section 3.1).
Rappelons que les épateurs de couplage sont les suivants :

Wy = @Y () etC®y = 8y (2.39)

— Type 2 : Linterface utilise une disetisationélements spectraux d’ordre 5 (section
3.1). Rappelons que les @pteurs de couplage sont les suivants :

Cly =3 etC@y = (H(Z) (%) (2.40)

m Cas 2: Le raccord est Arlequin (cf 5.2.2). Linterface de agdl est 'ensemble de
la zone de recouvremef) et se base sur le maillage as&@a QE,Z). L’ étude du raccord
s’articule autour du choix dé

— Type 3 : On choisit = 0 m. Dans ce cas, les emateurs de couplage s’expriment :

cw— /Q L9Yg%daetc? — [ ¢2¢g2do (2.41)

Ql
— Type 4 : On choisif = 1 m. Dans ce cas, les eteurs de couplage s’expriment :

c — / ) GV @ 1 205¢ : 592 dQ
Q C

et
c@ — / . §Pg? 1+ 2052 - T5¢2d0 (2.42)
Q C

6.2 Analyse des esultats

Afin de pouvoir dresser une analyse pertinente éssltats nur@riques, on souhaite
discerner facilement les ondes famtes. Pour ce faire, on cherca®btenir une solution
analytiquea notre prol®me sous forme d’ondes planes se propageant dans la longueur
du domaine. Cela nous impose le choix d'un coefficient de paoissil et des conditions
limites sur le bord gauche ou droit du domaine.

Par soucis de simpli@t on fixea I'unité la densi p, ainsi que le module d’YounB.

Cela nous donne une vitesse des ondes Iongitudinaieﬁ = 1m/s. Finalement, on a
. . . . . 2
comme solution analytique sur I'ensemble du domaine ersidsainug = e "1 :

U =e Nt ot =0 (2.43)

ou uy etuy sont respectivement la solution egplacement selon 'axe dest desy.

Pour les iémes raisons que dans le cas test 1-D (cf section 5.1 ), ongede criere
d’erreur erénergie suivant :

(2,08
E\t:ZOS

erreur= (2.44)

ref
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Ici, E;ef est I'energie totale contenue dans le domd&neson expression est obtenue
2
analytiquement. QuanﬁtE|(t2:)’2%§ , il correspond la valeur nurarigue de lenergie conte-
nue dans le domair@éz) al'instantt = 20s. Cette expression permet de mesurenérgie
assocdee aux ondes fadines.

6.3 Résultats nuneriques

Sur le cas test priedemment @seng, nous avonsali® uneétude paramtrique sur
guatre types de couplage en fonction de la @#ssation. Celle-ci s’iréressea leur in-
fluence sur I'erreur d’'une part et d’autre part au temps deutdl’'ensemble dessultats
sont rassemBk dans les tableaux qui suivent. Enfin, une sysghde cesésultats est
reali€ a la figure (2.16).

Discrétisations hy =1.0 m eth, =2.010 1 m
Type 1 2 3 4
Erreur (%) 6.21| 26.4| 3.78 77.8
Temps de Calcul (s) 13 | 13 | 17 19
Discrétisations hi = 1.0 meth, =1.010 I m
Type 1 2 3 4
Erreur (%) 3.31| 23.3| 3.57 87.1
Tempsde Calcul (s) 23 | 21 | 74 89
Discrétisations h;y = 1.0m eth, = 5.010 2 m
Type 1 2 3 4
Erreur (%) 3.59| 23.8| 3.94 | 89.58
Temps de Calcul (s) 63 | 55 | 1342| 1642

h; =1.0m ethy = 0.2m hy = 1.0m eth, = 0.1m h; = 1.0m ethy = 0.05m

1009 100% 100%

0% o0% 90%

80% 80% BO%H

0% 70% TS mType 4
60% 6096 B0% O Type 3
e 509% 509 M Type 2
40% 408 a0 E Type 1
20% 30% 3%

20% 2006 20%

10% 10% 10%

0%
Erreur Temps de calcul Erreur Temps de calcul Erreur Temps de calcul

FIG. 2.16:Etude pararatrique du raccord en 2-D

De cetteétude, on remarque que 'erreur est minimale pour un coepdaglype 1 et
3. Le couplage Arlequin de type Be. ba$ sur un produit scalaire d&(Q.), est néme
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meilleur pour une faible disétisation. En outre, et contre toute attente, le coupladg Ar
quin de Type 4 &alis a partir d’'un produit scalairel!(Q¢) ne remplit pas correctement
sa fonction de recollement des champs. En effet, du faitegieekmes en gradient sur le
champs sont pris en compte via ceéogiteur, on s'attendadgtde meilleurs&sultats. Mais
les oerateurs de couplage ne sont pas célswxactemerétant dond que la quadra-
ture est obtenua partir du maillage triangulaire. On pourrait @iorer significativement
les performances du collage de type 4 en augmentant I'orliguddrature du séma
d’intégration. Toutefois, cela engendre uritde calcul sup@mentaire. De ce fait, nous
nous contentons des collages de type 1 et 3 qui donnengsigitats satisfaisants en terme
d’erreur.

On s’interesse @sormaisa I'influence de ces quatre types de couplage sur le temps
de calcul. On observe naturellement que le raccord des chample bord permet de
reduire consiérablement le temps de calcul. Le gain en temps de calculiest daible
nombre de de@s de liber@ au niveau de l'interface de couplage. En effet, le temps de
calcul di au calcul des ggrateurs de couplage et l'inversion du peahke d'interface
en est considrablementé&duit. Pour conclur@ partir de cette&tude nurdrique sur les
différents raccords de couplage, nouscmnisons I'utilisation d’un raccord sur le bord de
type 1 du fait que cela permet d’obtenir dans un premier teumgserreur de couplage
sensiblemenéquivalente au couplage Arlequin de Type 3 et dans un se@ngst de
limiter le temps de calcul global.

7 Reésolution par une approche multi-pas de temps

Du fait que I'on ait choisi auparavant une approche pagomnposition de domaine
duale, il paré naturel que notre approche melthelle en temps se base sur urethmde
de sous-cyclage. Les travaux de recherche eféscpar [Combescure 01] ggené au
chapitre 1 constituent notre point démhrt. On rappelle que le pr@phe d’'interface est
le suivant :

HAj = —[(1— lm)dl)wf})’f +Lciw _c@w!

2).f
m i

(2.45)
avecH etwgi)’f qui sont efinis selon le choix de la condition de contirgéu niveau
de linterface :
— en ceplacement :

.t _p 0 i 241,
wi =P+ pUat2ag, (2.46)
H = y;pMatM2cHmO-1cOT
— envitesse : i 0 i
i), p i
wi =P g yOAG (2.47)
H= z,W)At(')C(')M(')—lc(')T
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— en aceélération :

(i),f . ().f
Wit =g (2.48)
H=5,cOMO-1ci)T

Quanta m, il définit le nombre de sous-cyclage effeetdans un grand pas de temps.
Ici, on choisitAt™ pour le pas de temps grossier tel it€) = mAt(2). On remarque que
cette approche permet deeglire le second membre du prebie d’interface en interpolant
linéairement. Combescure et Gravoughaonterent dans [Combescure 02] la stabilite
cet algorithme dans le cas d’une condition de contéeit vitesse au niveau de l'interface,
tant que chaque sous-domairéifie sa propre condition de stabdit

7.1 Introduction

La méthode propaspar [Combescure 01] permetétfe conservative eenergie quel-
gue soit la condition de contin@itthoisie au niveau de l'interface pour un &sta mono-
pas de temps. Cependant, dans le cas d’uareelmulti-pas de temps, cett@thode est
dissipative.

m Proposition
Nous pensons que cette dissipation estaluae inconsistance dugaticteur du proldme
d’interface. L'objectif du travail qui suit est d’astiorer la consistance du seima multi-
pas de temps afin de limiter la perteedergie. Pour ce faire, on propose d’enrichir I'in-
terpolation du second membre en l'interpolant dans uneteasgorelle du second ordre.
Cette ojeration récessite dans notre cas le stockage d’un vecteur @mmpitaire()@’lf
vis a vis de I'approche propése par [Combescure 01]. Cela n’engendre pas un &urco
numerique consquent et nous aéme au proliime d’interface suivant :

j2 Wl((1)7f+w(l)7f ()7f (1)7f

. 1
HAj = —c <—(%—Wﬁ_)’1 HE(%HWQ +C@w?

(2.49)
ot H etw'’"" sont cfinis selon le choix de la condition de contiruiu niveau de
l'interface (2.46,2.47,2.48).
Sur la figure 2.17, on peut visualiser de quelle facon I'appe que nous proposons
differe de celle&laboée par [Combescure 01].
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wA ordre 1
k+10j+1 -
/" \ ordre 2

1),f
W|(<1)’ %>.Wl(<+)1

WI((l),f

I
/

(k—1)at@at@

FIG. 2.17:Repgsentation de la disetisation temporell@ I'interface

m Algorithme de résolution

Les nethodes de disétisation spatiale utileses dans chaque sous-domaine nous donne
naturellement une matrice de masse diagonale. Paeqagst, on utilise le sé&ma d'in-
tegration aux diférences ceres dans chaque sous-domaiyié & 3 et () = 0). Cela
permet de mettre en place un cadre @sotution explicite localement dans chague sous-
domaine. Toutefois, dans ce cas, on ne peut pas choisir umktiom de continué en
déplacement au niveau de I'interface ehe 0. Il faudrait modifier le scma initial pour
pouvoir [ealiser ce type de condition.

L'algorithme de ésolution est grseng a la figure 2.18. On note que le prebie
d’interface recessite la mise en place d’un solveur. Nous avons mis ee plaur cette
résolution un gradient conjuguOn introduit les notations suivantes qui €ifint selon
I'ordre d’interpolation choisi au niveau de l'interface :

— pour l'ordre 1:

sj=1-1 (2.50)
tj=1
J m
— pour l'ordre 2 :
rj= %n(%z— 1)
Sj=1- JW (2.51)
tj = m(1+ )

Straggies de couplage discret-continu en dynamique explicite



64

Formulation de couplage continu-continu

Calculs préliminaires
Détermination des dgateurs M) etK ()

Assemblage de I'dgrateur conderés: H = ZC MO-1cOT
Initialisation deu!’, o etu()

0 Up
Détermination dé\g : HAg = Z ecim (i)*l(fg) - K(i)ug))
i<T2
Détermination deiy) : MMi!) =) — K Dul) 4 eDchT x,
Boucle :k=0,...
Boucle:j=0,....m—1
(1) (1) - (1) ®2..(1) 2 2 . (2 (22,.(2
Ugyq = Uy + At o + A=y ugjlz 5 )+At(2)u§ )+At7u§ )
i) _ gf? 4 g o @ 222
Resolution M ®(Y;" =Y, —k @, Resolution :M @)%y = f§+)1 2

. (1), f . (2),f
il V iy

ProbEme d’interface

f
HAj+1=Cl )[r1+1W|(< )1 +SJ+1W|(<) +tJ+lW|(<+)1] C@w 5+)1

¢ Am Ajt1

Resolution MDY — c@T y

k+1
Assemblaget’]l((i)1 = Uf(i)’lf + ufigll Assemblageuiﬁl = uﬁﬁl + u§+)1'
o (L) (D st e (1) .
Uy =" U + 55Uy uf?l = uﬁ oy >u§2+)1

Résolution M (2){j 52+)1| =-C@T\j

‘ Sij=m < * Sij#m

T

FiG. 2.18: Algorithme de esolution multi-pas de temps
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7.2 Position du cas test

Afin d’analyser la pertinence de ces &atas multi-pas, on se propose de traiter un
problemea un seul ded@r de liberé ou scalaire comme illu&a la figure 2.19.

A k(1)

z u
;WW m
4

1

1

] || u(2
2

j‘_/\/\/\/\/\/— m —
1

1

2 k()

FIG. 2.19:ProbEmea un seul degr de liberé

m Détermination de la solution analytique

L'application du Principe Fondamental de la Dynamiguehacun des solid€4) et
(2) nous areénea résoudre le systne suivant :

i@ — _KOUD |,
mi® — _K@u@ 4 f,_,

u — 4@ (2.52)
Cl.

aveckd etk(@ les raideurs des ressorts liant respectivement les sdflidest (2) au
bati. Quanta f1_.p, il corresponda I'effort d’interaction du solidd1) sur le solide(2)
resultant de I'encastrement quéme aussa la condition ciématique (V) = u@). Puis,
C.l. note les conditions initiales.

on poseu® = u®@ = u, w2 = K 22 — k% ot ) = f-1 Cela nous permet de
ramener le sysime déquation (2.52% cetteequation diférentielle :

U+ wcu=0
avecw = M
En choisissant les conditions initiales (Cu(p) = 0 etu(0) = w, on obtient la solution
analytique suivante :
Uref(t) = sin(owt)
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m Discrétisation du probleme scalaire
La mise en place de lagthode de&solution multi-pas de temps, ainsi que le disisation
a l'aide d'un sclema aux diferences centies degquations (2.52) nous permet d’obtenir
I'ensemble degquations qui suivent. Dans ce cas, chaque sous-domaiesgonca un
solide.

Dans le sous-domair@® :
A, D+ a4 B
2 e e o5

U|(<+)1 + W20y = An

Dans le sous-domair@? :

U2 4@ 2
U%Jr)lz i _|_(2) i _|_2 i (2.54)
Ujpq+ w22 1+1:—)‘J+1
Et le probEme d'interface :
HAj =~y — s — " wi? (2.55)

ou on a selon le choix de la condition de contiguail niveau de l'interface en prenant
AtD = mAt etAt(? = At :
— condition en vitesse :

(i),f _p ) Atded2 (i)
Wi =y — U
] ] 2 ] (2.56)
1
{ H= (rg )
— condition en agelération :
ng),f _ l.j(_i),f
] j+1 (2.57)
H=2

L’ écriture sous cette forme nous permet de dresseetude paramtrique sur les
différents paragtresw, w@, At etm. Nous allonsetudier successivement le gtha
mono-pas de temps, puis multi-pas de temps. On note que €ahépaluer le pas de
temps critique de ce prairine de facon simplat. = %

Enfin, nous imposons les conditions initiales suivantesafinle probdme soit bien
pos et puiss@tre compak a la solution analytique,gf -

1 -(1
Uéz) =0 Uéz) = 0 (2.58)
u? =0 u? = ox
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7.3 Résultats nuneriques

m Validation de I'approche mono-pas de temps
Dans cette section, nous allons tenter de valider 'apg@chmono-pas de temps. L' ob-
jectif est de erifier que I'approche d’ordre 2 que nous proposons condesvgropretes
de consistance et de stal@litPour ce faire, nous dressons @hade sur I'influence du pas
de tempat et de la pulsationd®. Pour I'ensemble des courbes qui vont suivre, on note

1 . .
“ﬁe)f la solution analytique du prodme.
4 — @ 4 W@
oY) Ut
st W _y@ ] . W _y@
3 3

0 5 10 15 20 25 30 35 40 ] 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps (s) Temps (s)

(a) Sckema en vitesse d'ordre 1 (b) Schkema en vitesse d’ordre 2
5 5
4 — @ 4 [T ¢ )
e e
ref ref
st U _y@ st L W@ @
£ £
Q Q
s 3
=3 o
@ @
o o
ok 2

L L . L L L
30 35 40 0 5 10 15

L L L
0 5 10 15

20 25 30 35 40
Temps (s)

(c) Sclema en adglération d’ordre 1 (d) Sctema en adelération d’ordre 2

20 P
Temps (s)

Fic. 2.200m=1,0V =1, ®? = 1 etAt = 0.5At,
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4 —_— u<1}

D,

ref

K N u® —y@

€
]
<
[=X
@
la}

L L
0 5 10

20 25 30 35 40
Temps (s)

(a) Sclema en vitesse d’'ordre 1

4 U
D)
ref

K N u® —y@

Déplacement

L L
30 35 40

L L
0 5 10

20 2
Temps (s)

(c) Sctema en adglération d’ordre 1

Déplacement

4 —

NeS

ref

s U@ _y@

£
[
Q
<
o
g9
a

L L
0 5 10

20 25 30 35 40
Temps (s)

(b) Sctema en vitesse d’ordre 2

L L
30 35 40

L L
[¢] 5 10

20 2
Temps (s)

(d) Sctema en acdelération d’ordre 2

Fic. 2.21:m=1,0Y =1, 0@ = 1 etAt = 0.1At,
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Déplacement

Déplacement

équivalents tant en terme de consistance que stabi effet, les courbes sont abso-

4 4»7u<1)
D,
ref
B N [ u® —y@
ob
.-‘. X = & F = 0 N ) * T X i T = F F R B
"iﬂ";' A = O i £ PR OA
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g A R EEEEEEE
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(c) Sctema en adglération d’ordre 1
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0 1w
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(b) Sctema en vitesse d’ordre 2
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e
ref
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0 1w
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(d) Sctema en acdelération d’ordre 2

Fig.2.222m=1, 0V =1, w? = 10 etAt = 0.1At,

m Interpr étation des €sultats asso@sa I'approche mono-pas de temps
A partir des courbes (2.20,2.21 et 2.22), orifle que ces s@mas sont strictement

20

lument identiques quelque soit le jeu de pagamesiAt etw'?. Ces stragies de couplage
sont consistantes car la diminution du pas de teftpsnplique la convergence vers la

solution analytiqueu(l)

ref

Par ailleurs, on observe que le saut @pldcement linter-

faceu — u(@ est nullea tout instant quelque soit le sama utili€. Cela nous assure la
stabilitt de chacune de cesthodes.
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m Validation de 'approche multi-pas de temps
Désormais, nous nous éressons aux stégies multi-pas de temps. A travergtlide

qui va suivre, nous allonséderminer I'influence du jeu de par&mmesAt et w? sur ces
sclemas.

5 5
af - u® 1 af E—
e ey
ref ref
st U _y@ 1 . U —y@
£ £
Q Q
g g
=3 =3
@ @
a a
2 2
% 2 4 6 10 12 m 16 18 20 % 2 . s 10 12 m 16 18 20
Temps (s) Temps (s)
(a) Sclema en vitesse d’'ordre 1 (b) Sctema en vitesse d’ordre 2

14

L u®
12t (1)
Uref
S [ u® —y@

Déplacement
Déplacement

L L L L L L L L L
14 16 18 20 0 2 4 6 14 16 18 20

L L L
0 2 4 6

o 1
Temps (s)

(c) Sctema en adglération d’ordre 1 (d) Sctema en acelération d’ordre 2

0 1
Temps (s)

FIG. 2.23:m=2,wY =1, w? = 10 etAt = 0.5At,
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Déplacement

Déplacement
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(d) Sctema en acdelération d’ordre 2

Fig. 2.24:m=2, 0V =1, w? = 10 etAt = 0.1At,
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T A F T FFF & & AR
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FIG. 2.25:m= 10,0 = 1, w? = 10 etAt = 0.1At,

m Interpr étation des €sultats asso@sa I'approche multi-pas de temps
Tout d’abord, on dresse ugtude des s@mas en a@lération. Les figures (2.23c, 2.24c et
2.25c) permettent deavifier les ésultats obtenus par Combescure et Gravouil sur la non-
vérification de la stabilé du scikma en adglération dans un cadre multi-pas de temps.
Dans cette configuration, on observe que le sautapgadement l'interfaceu® — u(@
est strictement croissant en fonction du temps ce qui traden l'instabilit. Bien qu’une
discietisation plus fine permet de limiter I'apparition de c&pbnene, nous ne pouvons
utiliser ce scema. En outrea partir des figures (2.23d, 2.24d et 2.25d), nous obser-
vons que le sadma en acdelération d’ordre 2 est strictemegtuivalent au s@ma en
acceleration d’ordre 1. Il est par coaquent éconseilk d'utiliser ce schma.

Désormais, nous nous éressons aux séimas multi-pas de temps en vitesse. Nous
observons sur les courbes (2.23 a b, 2.24 a b et 2.25 a b) qet&raegies sont stables.
En effet, le saut de@placement au niveau de l'interfag®) — u(® est en moyenne nul
au cours du temps. Par ailleurs, on observe aux figures (B,21a3a et 2.25a) une nette
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attenuation en amplitude dueglacement. Toutefois, on remarque que (2.23b et 2.25b)
illustre bien I'anelioration dua I'augmentatiora I'ordre 2 du prot#me d’interface, pour
des pas de temps assez petits.

m Bilan
L'ensemble desasultats pesenés dans cettetude se reistreignent au cadre d’un peoie
scalaire. Il faudrait pour confirmer I'ensemble de cesuttats ealiser uneetude analy-
tique, ainsi qu’une extension de casidesa des prol#mes de plus grande envergure. Par
ailleurs, dans le cadre de notéude, nous utilisons la @hode deg€lements spectraux
laquelle est une gthodegleément fini d’ordreeleve. On note qu'il existe une discordance
d’ordre entre le scdma de dis@tisation en espace et celui en temps car on utilise un
sckema de Newmark (ordre 2 powyr= %). Dans le cas @sent, nous devrions utiliser
un sclema de dis@tisation temporelle plugleve dans le domaine digise avec des
eléments spectraux. Cela engendredgaloppement d’'une @thode deé&solution multi-
pas de temps ne se limitant pas auxé&uhs de Newmark.

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons propase stratgie permettant de coupler deux ap-
proches continues ayant une ditgsation diferente. Cette approche permet de prendre
en compte des incompatibéi$ au niveau du maillage. Lincompatibdiest compite
puisqu’elle est grée au niveau de laggnetrie et de la dis@tisation. Elle est prise en
compte d’un point de vueapmetrique par l'autorisation du recouvrement et d’'un point
de vue de la disétisation par I'utilisation d’'une projection de Mortier. @ernant la
projection de Mortier, nous avons projgateux approches de digtisation de l'interface
qui permettent toutes les deux daluire le cdt de calcul du proléme d’interface.

Enfin,a la suite de diffrents tests nuamiques, nous avons pu montrer la faibégpdn-
dance de la stragie visa-vis des diférents paragtres de couplage. Aussi, ustude
comparative avec la @athode Arlequin [Ben Dhia 98] nous assure que I'on obtient le
méme niveau d’erreur pour une charge de calcul significairen@duite.

En ce qui concerne I'aspect temporel, nous av@vetbpe une stragie de esolution
multi-pas de temps en se basant sur les travaux effeqgtar [Combescure 01]. Dans cette
approche, nous proposons uigularisation du prokime d’interface afin de limiter I'ef-
fet de dissipation @&nergie du au sé&ma multi-pas de temps.
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Chapitre 3

Une strategie de couplage
continu-discret
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1 Introduction

Désormais, les gthodes de couplage entre natel continu et discret sont de plus
en plus utili€es pouktudier les panonenes locaux tels que la fracture. Cette &iya
permet d’obtenir uné&sultat pecis en utilisant le moins possible le nabel discret. En
effet, le mo@le continu offre une solution certes gr@ssi maisa moindre ca@t vis a vis
des moeles discrets. La stragie propoge consiére que le domaine assé@u moele
continu permet d’'imposer des conditions limites au domaiiseret. De tels magles
sont appeds multechelle dans le sensiachacun des deux mebkks a uneachelle de
repesentation diférente.

Une difficult connue dans la mise en place de ce type deégimtest I'appari-
tion d'onde fanbme au niveau de la zone de collage entre les deuxetasdDoll 76,
Adelman 76]. Ces ondes sont dites fames du fait qu’elles ont un non sengcanique
et qu’elles apparaissent pour des raisons puremenéngues. Elles sont bien entendu
indésirables et on peut expliquer leur apparition par le fa# tps hautes &guences
du mockle discret ne peuvent pé&sre repesenkes dans le made continu et sont par
congquent eflechiesa I'interface. Il existe dja plusieurs strégies dans la litrature qui
permettent de coupler ces n&ds en limitant ce gmonene. On a pu voir dans le pre-
mier chapitre la Bridging Domain Method de [Xiao 04] et la Biiingy Scale Method de
[Wagner 03] qui sont de€ponses cette prol@matique.

Dans ce chapitre, nous proposons une &tyiatde couplage entre un nee discret et
continu en se basant sur la formulation de couplage cortimiinu expoé dans le second
chapitre de cette #se. L'ensemble des travauwépengs ici consist@ adapter la stragie
ecrite entre deux maides continus dans ce cas de figure. En particulier, nouslabsia
construction du proBime couplant une métisationélements spectraux avec laethode
desélements discrets. On tirera parti des particldaridle chacune de ce€thodes afin
d’obtenir un algorithme deasolution optimal.

La section qui suit @sente les deux metks discret et continu en se ramenanine
formulation discete. Par la suite, on @sentera la stragie de couplage. Et enfin, nous
illustrerons la nethodea travers diférents cas test nuariques.

2 Description des moeles

Le probEme que I'on souhaiteesoudre est disetise d’une part avec deslements
spectraux recouvrant le domaif> et d’autre part avec défements discrets recouvrant
le domaineQ(P). Le couplage estéalis & travers une zone de recouvrement entre ces
deux domaine©) = Q' N Q(P). On peut voir lllustration d’un prok#me type sur la
figure 3.1. On se situe pour des raisons de simplidéns le cas bidimensionnel.
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/
QLSJ/

FiG. 3.1: ProbEme coup? discétise

2.1 Le mockle discret

Le mockle discret consigre le mouvement de chaque particule obtesapartir d’'un
pavage de Voronoi sur 'ensemble du domaid®). Chacune de ces particules a une
forme polygonale et est réléa ses voisines par des liens qui traduisent laés@n du
milieu. La figure 3.2 illustre ce madie. On note que dans le casles efforts d’interaction
observables au niveau du liegghssent un seuil critiquefini par le maériau utilis, la
suppression du lien meédise la rupture.

/ /

FIG. 3.2: Repésentation du mazle discret

Dans ce sysfime constita de particules comme illugtrci-dessus, le lagrangier?
assodt au moele discret a pour expression la forme suivante :

D D D
Loo = Too) = Voo (3.1)

ou T&D) et V&D) correspondent respectivememt’énergie cigtiqgue eta I'energie
potentielle du modle discret dans le domair@P). On a pour expression dechergie
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cinétique :
z 2mHu.||2 2162 (3.2)

avecu; le deplacement en translation @tla rotation dans le plan de la particuleainsi
guem etlj la masse et le moment d’inertie quadratique de la particule
L'expression de Energie potentielle a la forme suivante :

Vi = VI — Vot (3.3)

ou vggg} corresponch I'énergie inérieur du systme particulaire assimilabi une
énergie de éformation ou d’interaction entre particule%;é}%’)‘t correspond quari lui a
I énergie attribée au systme via des efforts ou moments @sieurs.

Nous avons choisi d’'utiliser un metk discret de typéattice Model Dans ce cas,
I'interaction entre chaque particule correspond au @®goutre d’Euler-Benoulli. Cela
nous donne pour expression‘«zlgti,g‘)t en se eferrant au chapitre 1 :

Vae =3 > FiMui+ M6 (3.4)

ou j désigne I'ensemble des particulesdsa chaque particule
En ce qui concerne I'expression \ig(%’)‘t, on aévidemment :

viet=y FeXlu;+ M, (3.5)
|

A partir de cefquations, on peut se ramerefexpression suivante désergies en
utilisant une notation matricielle :

T0o = 3UPITMB ) [UP]+ 3[6P] 1D, [6°]
VDo = 4[uPITKB o [uP] — [0 5 ]T[UP] + 5[6]GB (7] — [m Q@)F[GD}H@(Z]; sg@[uD]
ou: '

— uP et@P sont les vecteurs rassemblant respectivemenépkdements et rotations
de chaque particule.

-M §D2<D> etl gD2<D) sont respectivement les matrices assemblant les massestets de
chaque particule. Notons que ces deux matrices sont dikgomr@ qui permet de
mettre en place naturellement un 8ofa de &solution explicite.

— KB(D) , et G p) Sont respectivement les matrices assemblant les raideurs e
déplacement le couplage en raideur degldcements et rotations et les raideurs en
rotation traduisant la ca@sion du milieu.

- fB(D) et mB(D) sont les vecteurs traduisant respectivement les effonisostents

exterieurs.
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2.2 Le mockle continu

Le mockle continu est le male le plus couramment utiBsen nécanique. Il permet
de traduire le comportement physique dans un cadreamatique clairement identi
Dans notre cas, la description du nétel continu est constiee de€quations de base de
' elastodynamique appliges au domaine étudeQ(S.

Ce domaineé&ponda unéquilibre dynamique &t une loi de comportement néatau
caracérisee par la loi de Hooke.

En se eferrant aux@sultats du chapitre 2, on obtient pour expression du Laigan
LS assod® au moeéle continu ap¥s une dis@tisation par la réthode deg&lements spec-
traux :

s _ TS s
Lo = Tas +Vais (3.7)
Ici, Lg(s) déesigne le lagrangien du melk continu disd&tis avec de€léements spec-

traux sur le domain@(®, QuantéT5(5> etV&S), ils correspondent respectivemeritex-
pression dis@te de Ienergie cigtique et de Energie potentielle ass@&au domaine
Q). Leur expression comgle est la suivante :

Tos = 3lUSTME [0S
(3.8)
Vg(s> = %[US]TKE(S) [us] - [f?)@]T[US]

oti u® est le champ de&blacement recheréhQuanaiM? ¢ K3 g etf? ¢, ils corres-
pondent respectivemeatla matrice de masse, la matrice de raideur et au vecteuf-des e
forts exérieurs obtena partir d'une dis@&tisationelements spectraux du melé continu
sur le domain€(®. Leur expression esédhillee au chapitre 1.

3 La méthode de couplage

Dans cette partie, nous allonétdiller la mise en place du couplage entre le ated
discret et continu. Celle-ci se base sur les travaux efésctians le cadre d’'un couplage
continu-continu.

3.1 Mise en place du probéme coupé

Dans cette rathode de couplage, on reprend &ade base que I'on peut retrouver
dans la réthode Arlequin. Dans un premier temps, éalise une dcomposition de do-
maine avec recouvrement. A chaque domaine sont @&ssoespectivement un melé
discret et continu. Puis, afin@tre conservatif eBnergie au niveau de la zone de recou-
vrementQ) | on introduit le paramtrea (€0, 1[).

Concernant le raccordement des champs, noafequns assurer la continéitdes
champs seulement sur le bord de la zone de recouvrementdEmeius avons vu dans le
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chapitre pecedent que cela permet desoudrea moindre cat. Pour cela, on introduit un
effort d’'interface aussi app@ multiplicateur de Lagrange. Celui-ci permet d’'imposer
la condition de continué cinematique au niveau de l'interface. Nous assurons seulement
la continui® sur les champs deedlacement, sans conéi@r la rotation des particules.

On obtient alors I'expression suivante du Lagrangien sardémble du probme qui
permet de lier les deux metes :

L= sz + ngm +aldy + (1— o)L, + AT(CEuS—cPuP) (3.9)
ol on a introduitQs” = Q9 QW et QP = 0P\ QW)

Le developpement d’Euler-Lagrange du lagrandierous donne I'ensemble dequa-
tions suivantes :

MOGOS L KOy®S =i L cOT )
M D@ 4 K(®)yd) 4 BMDO)TYD) — §(D) _ c((O)T )
(D

|(D)§(D) | g(D) <>+ (D)D) — m(®)
Oy _cdyd —o

ot o9 designe les termes correspondant au éedontinu disd@tise avec deglements
spectraux e»®) ceux se ramenant au mild élement discret. La partition em sur la
zoneQW) nous andnea construire les darateurs de cette facon :

S _MS S . S _kS S
MU_MQ@MMQ@ , KU_KQ(CS)MKQ(J)
S _ ¢S S
(S = ng5> +afy,

M D) — 'V'ng +(1-a)MB, ; KPI= Kgéo) +(1-a)K2

(3.10)
|(D) — |§D2<D) 4+ (1—0()I£D)(J) - G0 = G(Dz@) +(1—- O()GB@

C C

D) _ pDb D

C

f®) = ngng) +(1- a)ngxJ) ; mP = mKDI(cD) +(1- O()ng)(J)

3.2 Details sur la construction des ograteurs de couplage

Dans cette section, nous noustirgssona la construction des @pateurs de couplage
C® etC(P), Dans un premier temps, il esteessaire d'introduire une troishe entié &

Straggies de couplage discret-continu en dynamique explicite



La méthode de couplage 81

part entere : I'interfacel . comme elle peuétre illustéea la figure (3.3). Pour ce faire,
on noteQO, le centre de masse de la particul&t on cefinit :

Fe={00Vi,j e QY 3 € 9QDN\0Q: | MOi| <&, |MOj|| <€}  (3.11)

ou € est cefinit comme le pas moyen de digtisation dans le maillaggdément discret
au voisinage deQ® \ 0Q. En d’autres termes, l'interfade. est 'ensemble des segments
010; dansQU) reliant chaque particule se situant au plus proche@ié) \ 9Q.

\
TS,
XSS PRI

— Y

S

FiG. 3.3:Zoom sur la zone de recouvrement du pesbé coup discétise

Désormais, il s’agit de&finir les oferateur de couplage. Dans un cadre de couplage
continu-continu, nous avons :
— la matrice de passage du nédelelements spectraux|’interface :
i = Jr 6 ar
— la matrice de passage du nébelelements discreta l'interface :
R - I P aar
ou @, ¢P) etl® sont les fonctions de formes assees respectivemeata discétisa-
tion élements spectrauglements discrets et de I'interface.
La difficulté dans la construction de cesépgteurs @side dans le fait gqu'’il n’existe pas
a proprement dit de fonction de forng) pour lesélements discrets. En remarquant
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que la polygonalisation de Voronoi qui constitue le ma#la@ment discret dar@®) se
base sur une triangulation de Delaunay, on peut facilemssuicéer au maillagélement
discret une dis@&tisationélement fini.

Des lors, nous faisons le choix de réepenter fictivement le mete discret au niveau
de l'interface par des fonctions chapeauxles points de collocation sont les centres de
masse des particules (figure 3.4). Par ailleurs, nous avaisice repesenter les quan-
tites au niveau de l'interface par des fonctions chapeaux sas¢mble des centres de
masseelement discret contenus sur l'interface (figure 3.4).

DEM

D D
(P|(o ) <P|(o+)1

p p+1
Interface

FiG. 3.4:Interpolation sur l'interface

En faisant cette hypo#ise, nous sommes en mesure de calculer cestgurs. Puis,
en utilisant les @sultats obtenua la section 3.1 du chapitre 2, on peut s’affranchir des
opérations d’inégration. Finalement, on obtient I'expression suivanteaterateurs d’in-
terface :

— la matrice de passage du nébelelements spectrauxl'interface :

(S _ oS

Cpa =@ (Xa) ] -

ou lesxq sont les coordorges des centres de masseésitaur I'interface.
— la matrice de passage du nébelelements discreta l'interface :

(D)
Cpg = Opq
0ou Opq est le symbole de Kronecker.
L'ensemble des matrices de passage sont 8xkous forme sparsé d la pesence
d’'un grand nombre deézo dans chacune d’entre elles. Léthode sparse permet de li-

miter le calt de stockage ainsi que lel@munrérique assoéi aux o@rations matricielles.
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On peut seéferrera I'ouvrage de [Tewarson 73] pour de plus ampletads.

m Bilan
La construction des @pateurs de couplage seatisent en deugtapes :
1€"€ étape : Construction de l'interface
Cetteétape consista établir une liste de noeuds sisisur l'interface{ Oy}. Ces nceuds
Oq correspondent aux centres de masses des part@atesnts discrets appartenaritc.
Leurs coordongées sont n@&esxg.

26MEatape : Construction des oprateurs de couplage

Cette phase peutre eali®e de facon paralle pour chacun des melks. Concernant
la construction deC® assodke au modle continu, on &alise une boucle sur chaque
element spectral appartenar®). Puis, pour chaque ncepdie ceslements, on calcule

'ensemble despE,S) (Xq) pour chaque nceud de l'interface. Quana la construction de
C(®) assodke au modle discret, elle consiste simplemenétablir la connectivé des

nceuds sités sur l'interface aux particules sies dan€)(®).

4 Reésultats nuneriques

Dans cette section, on s’Bresse I'analyse du prol@me de couplage. Pour ce faire,
on met en place un cas teédastodynamique permettant de mettre en exergue les perfor
mances de la Bthode de couplage en terme d’erreur.

4.1 Position du cas test

Afin d’analyser la pertinence de la stgte de couplage, on s'ietessea la eponse
élastodynamique d’'un milieu ramea un probémea deux dimensions sur I'hypatke
des @formations planes. Dans le cadre d’un mledcontinu, le mariau utili® corres-
ponda une rocheapondanta la loi de Hooke et ayant pour caragstiques magriaux :
un module d’Younge de 188 GPa un ccefficient de Poissonde Q25 et une dengt
massiquep de 2200kg/m?®. Le cas test a une forme rectangulaire, laquelle est iélestr
la figure 3.5. Ses dimensions sont de 1@@®ur la longueur et de 5@pour la largeur.

Fd(t)

FiGc. 3.5: ProbEme de &ference

Ce milieu est soumia une pression surfacique uniforme @®fq(t) (figure 3.6). La
pressionky(t) est un ceneau de @riode 0ls. Le spectre fquenciel de cette fonction
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est complet. De cette facon, cela permet d’obtenir uneyaaalomptte en fequence du
couplage.

Fd) 4

\

FIG. 3.6: Pression appligee sur le bord du domaine

Ce cas test ne permet pas d’obtenir de fagcon simple une@ohnalytique. C’est pour
cette raison que nous lésolvons nurariguementa I'aide de la nethode de£lements
spectraux. En effet, la @thode de€lements finis nous assure la convergence pour ce
probleme pour des pas de digtisations spatiale et temporelle assez fins. A partir de
cela, nous avonséadermire une solution deéference sur un cetre de stagnation de la
solution visa vis du pas de disétisation. Cette solution est 1é®L o €t est obtenue pour
un pas de disétisation de 1m. Elle permet par la suite de mesurexdart en solution
du mockle discret, ainsi que du prashe coup?, par rapport au made continu. Il s’agit
déesormais de construire une fonctionnelléadirt pertinente nous permettant de mesurer
la difference en solution des meldsa partir de cette solution déféerence.

m Construction de la fonctionnelle décart de mockle

Le moctle discret est un made pragmatiquei.e. il se base sur des observations
experimentales. Nousésirons raccorder ce melg au moéle continu. Pour ce faire, il
est recessaire que ces deux nateb soient proches au sens d’une mesure. Tout I'objet du
travail qui suit consista cefinir une fonctionnelle permettant de mesuréecért entre ces
deux moeles.

La méthode desléments discrets fournit un champ solution discret. En desut
termes, le champ deéglacement solution n’esééini qu’en chaque centre de masse des
particules. A partir de la solution continuggs, on cefinit unécart de moeéle local noé
g de la particule :

P ) — Upegit)|
8 = "o g0

(3.12)

ol uP est le vecteur @placement assde la particuld etx; la position de celle-ci.
On peut d’ailleurs observer la figure 3.7 une carte &cart local pour un calc@lément
discret pour un pas de digtisation moyen de.85m. Sur cette figure, échelle de couleur
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correspond au module du champ local. A partir de celle-ciemEduit que lEcart de
mockle se localise principalement au lieu d'imposition desditions limites.

U DEM: 9.05443e-145 0.015567

U ref : 4.30447e-45 0.0154239
;lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII[
Ecart : 4.65927e-43 0.0782623

. '

FiGc. 3.7: Carte décart local

A partir de cela, on éfinit I'écart globaW sur 'ensemble du probme moélisé par
deséléments discrets par rapport au retacontinu par :

vt E(t) = % (3.13)

ou N est le nombre de particules.

4.2 ldentification des paranetres magriaux du modele discret

Precedemment, nous avongfihi une fonctionnelle permettant de mesurécért en
solution entre le magle discret et continu. Nous savons que dans le cas d'urelmod
continu €pondant la loi de Hooke, I'exprience nous fournit le module d’Yourigy le
coefficient de Poissom et la densié massique. Concernant le maze discret de type
Lattice Mode] le maériau est caraéti pour le domain&lastique par le module de
poutreEp, l'inertie rameréea et la densié massique. On peut seéféerer au chapitre 1
pour de plus amplesatails sur ces paragtres.

Afin que le moele discret cogle avec le moele continu, nous allons identifier les
paranetresEp eta a partir de la fonctionnelle dcartE. La densié massique du mexde
discret est la rame que celle du made continu. Elle ne @écessite par cogguent pas
d’identification. On obtient alors le prainine d’optimisation suivant :

vt , (Ep,@)= Argmin E(t)
(Ep7a)
La résolution d’un tel proliime est coteux. En effet, il @cessite une campagne de
calculs deE(t) a differents instants Par congquent, nous avongali€ I'identification

(3.14)
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seulement l'instantt = 150msen consi@érant qua cet instant, les ondes ont parcouru
une distance suffisante dans le milieu pour que I'analyséleepertinente.

m Etude paramétrique
On effectue un&tude paramtrique sur lecart de moéle en fonction dép et a. Pour
cetteétude, nous avons choisi un pas de ditisation spatiale moyen den®t un pas de
temps de Ams Les esultats sont illusésa la figure 3.8.

il
i
o

i
i

1
i

Fi1G. 3.8: Identification du modle discret
A partir de cetteetude, on en&duit que le choix optimal est :

Ep=2915GPa , a=045 (3.15)

Il est possible d’automatiser ce processus en utilisantgorithme d’optimisation de
type Newton ou encore BFGS [Avriel 03].
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m Convergence du moele discret

Une fois les paragtres matriaux du modle discret étermire, il s’agit de montrer
gue le moele converge au sens dédart de moéle cefini en (3.13). Etant dorinque les
deux moeles sont conceptuellement @ifénts, cela n’assure pas une convergence au sens
strict du moele discret vers le made continu mais pldt que I'ecart entre les mades
est proche. Par la suite, on s&néssex la stabilie eta I'erreur du choix des parastres
matriaux troues pecdemment sur &cart de modle cfini en (3.13). @sormais, nous
allons observer nuériquement le comportement du nébdel en terme d’erreur et de sta-
bilité. Cela fait I'objet d’'unettude parartrique. Leétude de I'erreur consisi étudier
I'influence de la dis@tisation spatialé sur I'ecart de moéle . Quant I'étude de la sta-
bilité, elle consist@ étudier I'influence de la forme des particules séchrt¥. On peut
modifier la forme des particules pour un pas de @igsationh donré en faisant varier la
semence duérérateur de nombre&@htoire du maillage que I'on noje Chaque position
du centre de masse des particules éségp quasi-aatoirement par laggjuence de Sobol
[Sobol 67]. L'interet de cette&squence est qu’elle permet d’avoir ueguidistribution des
particules.

On peut voir une illustration du maillage d’'un car(Im= 1m) pour unh donré
(h=0.1m) et differents maillagesareres akatoirement la figure suivante :

FiG. 3.9: Convergence du mede discret

Nous avons &ali® uneétude paramtrique sur le pas de digrsationh pour une
famille de maillage que I'on notéy;} aveccard(x;) = R R est le nombre de maillages
gérérés akatoirement. Le choiR = 100 nous a semelsuffisant posteriorietant dong
le carackre continu desasultats obtenus. &tude de I'erreur reviergtétudier I'influence
de I'ecart de modle moyen :

1 in l'lJXi (h)
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ou Wy, (h) est I'ecart de modle pour le maillage; avec pour pas de diggtisation
moyenh. Quanta I'étude de la stabilt, nous allons regarder l'influence sugdart type
de I'écart de modle Wy, (h) défini comme suit :

N \/ Yy (Wyi (h) = W(h))? (3.17)

$(h) = -

Les esultats obtenus sont ex@ss la figure 3.10
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FIG. 3.10:Convergence du made discret

m Interpr étation

A partir de la courbe 3.10, orévifie que |écart de moéle diminue avec le pas de
disciétisation spatiah. L' écart de modle moyen¥(h) converge vers ugcart constant
avec le moéle continu. Ceécart constant rafte que la partie microscopique ap@apar
les heterogeréiteés microstructurelles ne sont pascdtes par le mogle continu. Quana
I écart type de Bcart de moéle LAP(h), il converge vers @ro. Cela assure que pour des
maillages fins la solution obtenue nepnd pas duarérateur de maillage. En d’autres
termes, le moele discret converge vers une solution unique quand le pdiscdétisation
est suffisament fin irgpendamment du maillagéigré.
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4.3 Analyse du probEme coupé

On s’interesse @sormaisa 'analyse du prol@me coupd. Pour ce faire, on disetise
le probEme pésengé peccdemment (Cf figure 3.5) avec deements spectraux et des
elements discrets. La partie gauche du domaine estédisz® avec deglements spec-
traux. Tout au long de &tude qui suit, le pas de di&tisation spatiale dans le domaine
continu est de 2%. Lesélements spectraux choisis sont d’ordre 5. Le domaine continu
occupe les 250 premiersatres de la structure. Quainta discétisationelements discrets,
elle occupe les 775 derniersatnes de la structure. De cette facon, la zone de recouvre-
ment a une dimension de 2fpar 50n. On noteh le pas de dis@tisation dans le domaine
discret. Il fait 'objet d’uneétude paramtrique.

Cela nous donne dans le cas d’'une difisation spatiale moyenne dans le domaine
discret de @5mle maillage illuste a la figure 3.11.
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FiG. 3.11:Probeme de couplage disise

Concernant laé&solution temporelle, elle estali€e via une strégie mono-pas de
temps. Pour toutes l&tudes qui vont suivre, le pas de temps wikst de Ams Le fait
de ne pas changer le pas de temps pour chatjgke permet de conserver |&me erreur
du sctema de @ésolution temporelle.

Dans le cadre d’'un probine cougd, la zone d’'inérét correspond au domaine né@ige
par deselements discrets. En effet, le domaine continu sert seulemeémposer les
bonnes conditions limites sur le bord du domaine discrett fenjeu du couplage consiste
a transmettre correctement les ondes d’un domaifeutre.

Dans le cas d’'un probme puremertlastique, comme cela est le cas ici, on coaed
comme solution deéférence la solution du prodine complet avec une melisation
continue. De cela, nous en avoreddit une fonctionnelle écart entre ces deux mel@s.
Ici, la zone disogtisee seulement avec deements discrets correspond au domzmé@
(QP\ Q7). Par congquent, on éfinit I écart de modle dans le cas du prashe coupd :

Y geq €(150 mg
N

ou O est le centre de masse de la partiqut N est le nombre de particules contenues

dansQP. Cette fonctionnelle corresporidl’amplitudeénergtique des ondes faes.

L' écart de modle W est calcud a I'instantt = 150ms A cet instant, les ondes se sont

suffisamment propdgs dans le domaine discret pour que I'analyse soit peténen

W=

(3.18)
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m Etude paramétrique

Dans un premier temps, on effectue w@wiade param@trique sur le paragtrea et le
pas de dis@tisation spatiale moyen dans le domaine diderén trace alors sur la courbe
3.12 I'eécart de moédle en fonction de eth.
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FiG. 3.12: Etude pararatrique suit eth

De cetteétude, on en &duit que le paragtre a n'a pas d’influence sur &cart de
mocele (amplitudeenergtique des ondes fairhes) quelque soit la digtisationh dans
le domaine discret. Par ailleurs, on remarque que I'angditdes ondes fabines di-
minue quand I'on dis@tise plus finement. Finaleme@&tant dond quea n’a pas d’in-
fluence sur I'apparition des ondes famtes, on pgconise d’utiliser ura proche de &
afin que le conditionnement du prelhe d’interface soit optimal. Enfin, il estoessaire
de discetiser finement dans le domaine discret afin que les ondesrsantettent cor-
rectement d’un domaina l'autre. On remarque que comme dans le cas d’'un pnobl
discéti seulement avec dédements discrets,dcartW fluctue en fonction du pas de
discretisationh avant de stagner.
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m Comparaison des moélisations

Désormais, nous allongterminer comment le prodine coup corele avec le proléime
purement discret. En effet, dans un cadreaid nous utiliserions sur tout le préphe la
méthode deg&léments discrets. Pour une raison dataaunerique, cela semble inappro-
prié. Dans ce qui suit, nous nousénessona la difference entre ces deux solutions. Pour
ce faire, on étermine lécart de modle discret sur le probme discetise seulement avec
deséléments discrets sur le domaine correpondalatzond)éD) du probEme coup que
I'on note WP. Puis, on la compare ave@tart que I'on notéP® obtenu dans le cas du
probleme coug@. Comme peccdemment pour le probme discret, on&alise unettude
de Monte Carlo sur 100 maillages difents. Les@sultats sont expés en moyennei®
et WP ) et enécart type ¥ et WP ) A la figure 3.13. Lensemble dettude g&te meré en
consiceranta = 0.5.
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FiG. 3.13:Etude comparative des melés

A partir de cette courbe, on ereduit que I'on obtient une solution proche en terme
d’écart de moéle pour ces deux métisations pour des disetisation assez fine. &tart
type (@C etyP ) tend vers 0, cela nous assure I'urédite la solution pour une digtrsation
assez fine quelque soit le maillage. On remarque que la@oldti probéme coup# est
plus proche du magle continu que celle du prairhe discret. Cela implique quetart
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de mockle du moeéle coupé est borg par le moéle discret. On peut expliquer cette
difféerence par linterradiaire de la figure 3.7. On remarque sur cette figure ceeait
local se localise aux lieux d'imposition des conditionsites. On en éduit qu'il est
préféerable d'utiliser un moele coupé pour imposer correctement les conditions limites
au probéme discret.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en place unegimtie couplage continu-discret.
L'approche propose ici permet vis-vis des réthodes existantes [Wagner 03, Xiao 04]
de limiter le cait de calcul @ au couplage. En outre, I'architecture de la @lezhtion du
couplage autorise le recouvrement des domaines @ssochaque moglisation, ainsi
gue la mise en place d'uné&solution para#le. A travers I'analyse nuemique de la
méthode de couplage, nous nous sommes pagiartient intresgsa 'apparition des
phénonenes inésirables tels que les ondes famies. Pour ce faire, nous avatabli une
fonctionnelle décart de moéle qui permet de mesurer la pertinence du couplage. A par-
tir des Esultats nurariques, on ené&tuit que lesé@sultats obtenua partir du prok#me
coupk sont aussi pertinents que ceux obteaymartir d’'une modlisationélements dis-
crets compate.
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Ce travail s’est principalement apgugur le couplage de meliks par @composition
de domaine avec recouvrement en introduisant une partigoenergie sur la zone de
transition. Le premier point a consésh étendre cette strdgie aux prol#mes délasto-
dynamique. Loriginalié du travail propos ici consistea limiter le raccord des champs
sur le bord de la zone de transition entre les alesl. Cela a pour objet déduire le
colt de calcul assoeiau probéme d’'interface. Nous avons apgoune attention toute
particulierea demontrer que cette nouvelle s&gte permet de limiter le € nunérique
tout en conservant une erreur nemgue acceptable. Pour ce faire, nous avetabli un
indicateur d’erreur se basant sur I'erreuraarergie assoee aux ondes fadies.

La suite de notre travail a consésa étendre cette stragjie établie dans un cadre
continu-continu au couplage de n@dés discret et continu. Sur ce point, nous avons ex-
ploité les atouts de chacunes de ceshmodes afin de construire un pretvie d’interface
qui nécessite un dd de calcul faible tant au niveau de la construction qu'axeanil de
la résolution. Dans ce cas, nous avons prépos approche de couplage qui consiste
a minimiser la partie microscopique du nabel discret visa-vis du moeéle continu. Cela
permet de limiter ecart entre les mades, et donc de minimiser I'apparition des ondes
fantomes. Toutefois, d’autres approches restent possiblaslipater I'apparition de ce
phénonene comme la prise en compte des rotations dans les corsditeooontinui au
niveau de l'interface ou encore I'introduction de la rekéo@a au niveau du multiplicateur
de lagrange. On peut seferer aux travaux de [Rousseau 09] pour de plus am@tslsl

Le dernier attrait de ce travail s’est attéch I'extension de I'approche mudtthelle
au domaine temporel. Pour ce faire, nos travaux se sobatstsas les rathodes de sous-
cyclage temporel. Une attention parti@rk s’est poée sur la stabilé et la consistance
de cette straégie. Cela nous a amea proposer une nouvelle interpolation sur I'interface
temporelle afin d’ar@liorer la consistance du seima multi-pas de temps. Sur ce point,
nous pouvons envisagerédendre ce type de stegfiea des scama diférents que ceux
de Newmark. En effet, les @hode£lements spectraux sont degtimode£léments finis
d’ordre eleve qui recessite des sémas en temps d’ordideve pour limiter la disparé
de I'ordre entre I'espace et le temps.
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Annexe A

Annexe A : Cas test de Lamb

1 Présentation du probeEme

Le probEme de Lamb est un test classique pour mesurelagion d’'une rethode
de moctlisation pour la propagation des ondesaaniques. Celui-ci conséde un demi-
espace homameelastique, avec une force en un point de la surface. Il edistesolution
analytiquea ce probkme [Lamb 03]. Naturellement, on sera a@arcomparer nos solu-
tions EF avec la solution analytique afin de valider notre @hed

yt

I
F(t) /
T C x
£ Q
N
77‘ 4 km -

Fic. A.1: Domaine détude
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Caracéristiques du prolime :
— densié p = 2200kg/m?
— module d’YoungE = 18.8 GPa
— coefficient de Poissow = 0.25
Par la suite, on noteraet i les coefficients de Lae

L'analyse des sismogrammes obsesa San Francisco &t Nice nous montre bien
gue I'on retrouve lors deéssmes des &quences allant jusgaenviron 30 Hz :

0.08- — San Francisco A
— Nice

o
o
>

©
=}
=

Amplitude (m)

0.02

. : —_ —_ .
0 20 40 60 80 100
Fréquence (Hz)

FiG. A.2: Spectrogramme

Cela justifie le fait que nous utilisons une force source de fgpction de Rickers :
F(t) = —Alwe(t —tg)2 — 1]e @10’

En effet, celle-ci nous donne 'opportud@itle pouvoir électionner la bande degfquence
avec laquelle on veut effectuer notre calcul. laj,repesente la pulsation centrale qui est
prisea 145 Hz etAI'amplitude de I'effort qui ici est prisa 10e5 Newton.

2 Formulation forte du probl eme

On noteraQ le domaineélastique” le bord du domaine dt= [0, T]| l'intervalle de
temps sur lesquels se situent nditede. Le prol@dme sécrit :
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— Conditions initiales :

du
VM e Q _o=0et— =0 A.l
R R T (A1)
— Equations c&quilibre :
. d?u
divo = pW dansQ (A.2)
on=FE(t)dc surl’ (A.3)
— Relation de comportement :
0 = Ag(u) : 1+ 2pe(u) (A.4)
1 T
avece(u) = 5 (Hu+(Bu)") (A.5)

3 Reésolution analytique
A partir deséquations (A.2), (A.4) et (A.5), on obtien&juation de Cauchy-Navier
Suivante :

2
2+ Ngraddivu) — prot(roty) = p 2 (A6)

Pour simplifier Iecriture de ce probime, nous allons&tomposer notre champ deplace-
mentu en la somme d'un champ isochore et d’'un champ irrotationnelsgnt deux
champs supgimentaires del;(Q)3 et forment par corexjuent une base.

u = gradp+ roty (A.7)
En explicitantu avec (A.7) dans (A.6), on obtient :

d’gradp  d’roty
(2H-+A)grad Ag) + Hot(AY) = p— 7= +P— 37—

Ce qui nous armene apes identification aukquations :

d?g
Ap=E-—
o e (A.8)
Y
MY =5
T dt2

Etant don@ que le massi® est infini dans la direction on consi@rera @sa present
gue le probdme \erifie les hypotkses de &formation plane suivantes :

Oe
Uy = e =0 (A.9)
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: A2 .
Par la suite, nous noterons les constantes J; Het Cs= \/g qui toutes deux,

nous le verrons ulrieurement, relatent respectivement la vitesse de patipagdes
ondes longitudinale et transversale.

En prenant en considation que I'on est purement propagatif setat que I'on a une
singularieé en« y = 0 », on cherchera une solution de la forme :

o= f(y)e®-“) etH = h(y)e(@~“) avecH composante selande .

En explicitantp et Y dans (A.8), cela nous ane auxequations suivantes :

f+af=0
{ §+Bh 0 (A.10)

oliia =9 8 B= 7
A present deux S|tuat|ons s’imposent :

— o > 0 et > 0onades ondes de volume. qui se propagent dans la directign
Celles-ci sont plus connues sous le nom d’onde de compressidionde de ci-
saillement.

Et on obtient une solution du type :

{ = Agd B Vay-wt) | p d(Ex+yay-—ar)

H = Byd @~ vBy—at) 4 g, d(@x+v/By—at) (A.11)

— 0o <0etB <0 on a des ondes de surface. qui s'aténuent dans la direction
y. Celles-ci sont plus connues sous le nom d’onde de Rayleigteffeatue une
petite simplificationetant dong que I'on est seulement propagatifete long de
la surfacd™, ce qui nous agnea :

{ Q= AeV—aydE(x—Crt)

H — Be V- BYd&(x—Crt) (A12)

ou la constanteg vérifie I'équation suivante qui est obterapartir de la condition
de bord libre (A.3) :

(

On notera que la constantg relate la vitesse de propagation des ondes de Ray-
leigh.

CRr CRr CR.4 Cr Cs
C—S)Z{(C—S)G—S(CS) + (24— 16(0._) )(0—8)2—16(1—(07_)2))}:0 (A.13)

Remarque : La solution analytique avec second membre s’obtient pardthode de
Cagniard-de Hoop. Cetteathode permet de trouver les fonctions de Green correspon-
dant au prol#me délastodynamique que I'on a pu voirggedemment. Il ne reste ca’
effectuer un produit de convolution, de facon purement éninpie, entre ces fonctions
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et le second membre et nous obtenons la solution analytigyeabeme. C’est celled
méme que nous utiliserons par la suite poérifier nos esultats nurariques.

On notera que I'on pourra trouver par la suite dans le cadiegehéral des prokimes
de sismique diffrents autres types d’ondes que I'on ne retrouve pas dangbd&me de
Lamb telles que les ondes de Stoneley qui sont des ondes paps@gent la surface de
I'interface de deux milieux di#frents et les ondes de Love que I'on peut rencontrer quand

Ry

il existe une couche superficielle de pr@iielastique diférente.
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