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discret-continu en dynamique explicite
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1.2 Comportement uniaxial type d’un béton ou d’une roche [Ramtani 90] . . 8
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3.4 Interpolation sur l’interface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 82
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Notations

Sauf pŕecision contraire, on retrouvera dans ce mémoire les notations ci-dessous.
Calcul tensoriel et différentiel

Tenseur d’ordre 0 en caractère fin : Coefficient de Poissonν, module d’YoungE, . . .
Tenseur d’ordre 1 en caractère gras minuscule latin : champ de déplacementu, position
x, . . .
Tenseur d’ordre 2 en caractère gras minuscule grec : champ de contrainteσ, la d́eformation
ǫ, . . .
Tenseur d’ordre suṕerieur en gras majuscule : la complianceA, . . .
∧ produit vectoriel
· produit simplement contracté
: produit doublement contracté
∇ gradient
∇s partie syḿetrique du gradient
div divergence
u̇ dérivée premìere deu par rapport au tempst
ü dérivée seconde deu par rapport au tempst

S’il n’y a pas d’ambigüıté, les produits contractés sont omis.

Notations alǵebrique
Vecteur en minuscule gras et composantes entre crochets : vecteur effort

[f j→i] =

[

f j→i
x

f j→i
y

]

Matrice en majuscule gras entre crochet et composantes entre crochets : matrice de masse

[M i] =

[
mi 0
0 mi

]

[f j→i]T transpośe de[f j→i]
[M i]

T transpośe de[M i]
[M i]

−1 inverse de[M i]
Tr [M i] trace de[M i]
[I ] matrice identit́e

Dans le cas òu il est pŕeciśe que les expressions sont discrètes, on omettra les crochets
pour alĺeger l’́ecriture.
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vi Notations

Notations topologiques
∂A frontière deA
A\B A privé deB
dAou mes A mesure deA

Notations sur les ensembles
ℜ ensemble des réels
{x∈ X ;P} sous ensemble desx∈ X vérifiant la propríet́eP
X ∪Y union deX et deY
X ∩Y intersection deX et deY
X ×Y produit cart́esien des ensemblesX etY
X +Y somme des ensemblesX etY
X ⊕Y somme directe des ensemblesX etY

Notations sur les fonctions
f|X trace def surX

fi iièmecomposante du vecteurf

Notations des espaces fonctionnels
Soit Ω un ouvert deℜn, Γ une partie de∂Ω, I un ouvert deℜ etX un espace de Hilbert.
‖ ‖X norme naturelle surX
( , )X produit scalaire naturel surX
C k(I ) espace des fonctionsk fois continument diff́erentiables surI
C k

0(I ) espaceC k(I ) aveck conditions initiales nulles
L2(Ω) espace de Lebesgue
H1(Ω) espace de Sobolev d’ordre 1
H1

u(Ω,Γ) {x∈ H1(Ω);x|Γ = u}
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Introduction

Au sein du CEA, dans le cadre des projets« SISPRO», « QSHA» et« CASHIMA »,
on s’int́eressèa la tenue de structure génie civile sollicit́ee par un śeisme. Les d́eĝats
engendŕes par un śeisme peuvent̂etre de diff́erentes natures :éboulements, glissements
de terrain, liqúefaction et tassements différentiels du sol. On peut voir par exemple sur la
figure (1) un d́eĝat de type liqúefaction qui a eu lieu en 1976̀a Niigata (Japon) lors d’un
séisme d’amplitude 7.5 sur l’échelle de Richter.

FIG . 1: Ph́enom̀ene de liqúefaction (Niigata,1976)

La mod́elisation d’un probl̀eme de sismiquèa l’échelle ŕegionale reste encore au-
jourd’hui un d́efi en d́epit des performances numériques actuelles. En effet, une telle
mod́elisation doit prendre en compte une topographie complexe due par exemplèa la
présence d’un massif montagneux et l’hét́eroǵeńeité du sol. En outre, des non-linéarit́es
apparaissent dans le sol ou au niveau de la structure. Toutesces difficult́es m̀enentà
l’ élaboration de ḿethodes nuḿeriques sophistiqúees.

Parmi ces ḿethodes, l’approche probablement la plus utilisée reste la ḿethode des
diff érences finies [Kelly 76, Virieux 86]. Cette approche aét́e utilisée pour simuler des
séismes̀a l’échelle ŕegionale. Toutefois, des difficultés significatives surviennent dès qu’il
s’agit de mod́eliser une topographie complexe ou un milieu hét́erog̀ene. La ḿethode des
éléments de frontière reste une approche intéressante pour incorporer des variations to-
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2 Introduction

pographiques importantes [Sànchez-Sesma 79, Bonnet 95]. Cependant, cette approche
devient vite inabordable d’un point de vue numérique d̀es que l’on introduit plusieurs
domaines avec un matériau diff́erent. Quant aux ḿethodeséléments finis, plus parti-
culièrement la ḿethode deśeléments spectraux [Komatitsch 98], elles surmontent avec
succ̀es les difficult́es mentionńees pŕećedemment. Toutefois ces méthodes ne sont pas
adapt́eesà la mod́elisation de la rupture dans les géomat́eriaux. Il existe bieńevidemment
plusieurs strat́egies concernant les méthodeśeléments finis pour introduire une fissure.
Les plus notables sont la méthode deśeléments coh́esifs [Molinari 06] et la ḿethode
XFEM [Moës 99]. Ces ḿethodes ne sont pas adaptées dans notre cas du fait qu’elles
ne mod́elisent pas l’aĺea microstructurel des géomat́eriaux. Pour ce faire, des méthodes
à l’échelle microscopique sont adaptéesà la mod́elisation de l’h́et́eroǵeńeité à l’échelle
du grain dans les ǵeomat́eriaux. L’ensemble de ces méthodes se nommeMéthode des
Elements Discrets. Jusqu’̀a lors, ces ḿethodes n’́etaient pas utiliśees pour le dimension-
nement de structure du fait que leur utilisationà cettéechelle ńecessite la ŕesolution d’un
probl̀emeà grand nombre de libertés dont le côut de calcul est prohibitif avec les moyens
de calcul actuel. Mais avec l’arrivée des ḿethodes multíechelles, on peut désormais envi-
sager l’utilisation, du moins localement, de ces méthodes̀a l’échelle structurale.

Sans l’utilisation de ḿethodes multíechelles, on considèreà l’échelle de la structure
des mat́eriaux homoǵeńeiśes. Quant aux nonlińearit́es, elles sont considéŕees de façon
continue via des mod̀eles d’endommagement [Kachanov 58], de plasticité [Halphen 87]
ou autres... Cependant, ce type de modélisation n’est pas assez précis pour pŕedire la te-
nue de la structure pour des matériauxà forte h́et́eroǵeńeité au niveau microscopique tels
que les ǵeomat́eriaux ou encore les composites. En observant que les effetsmicrostructu-
rels n’ont seulement qu’un effet local sur la structure complète, on peut par conséquent
envisager de d́ecrire l’ensemble du problème en utilisant deux́echelles de représentation.
D’une part, une premièreéchelle dite grossière ou macroscopique considère un mat́eriau
homog̀eneélastique sur l’ensemble du domaine. D’autre part, une secondeéchelle dite
fine ou microscopique prend en compte localement les hét́eroǵeńeités microstructurelles
ainsi que les ḿecanismes nonlińeaires.

Parmi l’ensemble des stratégies multíechelles, il existe plusieurs ḿethodes pour en-
richir localement le champs solution. Nous pouvons les répertorier en deux catégories :
les ḿethodes de d́ecomposition de l’espace fonctionnel et les méthodes de d́ecomposition
de domaine. Parmi les ḿethodes de d́ecomposition de l’espace fonctionnel se démarque
la Variational Multiscale Method (VMM) [Hughes 95] et laBridging Scale Method
(BSM) [Wagner 03]. L’id́ee de base de ces stratégies est de d́ecomposer le champ solu-
tion en une partie macro (uM) et micro (uµ), ce qui nous donne un champ globalu =
uM +uµ. La VMM permet d’enrichir localement le champ solution danschaquéelément
fini par l’intermédiaire d’une solution analytique ou d’une solution semi-analytique. Cette
méthode est ǵeńeralement utiliśee pour des problèmes continus. Quantà la BSM, elle re-
prend l’idée de base de la VMM en l’adaptant pour un couplage continu-atomistique.
L’inconvénient majeur de ces stratégies est qu’elles engendrent un surcoût nuḿerique
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important ce qui limite l’int́er̂et du couplage. Par conséquent, nous ne nous sommes
pas orient́es vers ce type de stratégie. L’autre cat́egorie de stratégie multíechelle se base
sur des ḿethodes de d́ecomposition de domaine avec ou sans recouvrement [Farhat 91,
Ben Dhia 98]. Les ḿethodes de d́ecomposition de domaine séparent leśechelles par sous-
domaine. Elles sont intéressantes car elles permettent de mettre en place une résolution pa-
rallèle. De plus, l’introduction d’une interfaceà la jonction des sous-domaines [Maday 89]
permet de ǵerer des maillages incompatibles. De ces deux types de stratégies, nous préfé-
rerons les ḿethodes avec recouvrement ou plutôt méthode Arlequin qui par l’introduc-
tion d’une zone de transition permettent d’obtenir une meilleure pŕecision nuḿerique
[Xiao 04].

Toutefois, l’aspect multiéchelle ne se réduit pas au niveau spatial. Il existe plusieurs
strat́egies qui permettent d’introduire plusieurséchelles au niveau temporel. Entre autres,
la méthode de d́ecomposition de domaine temporel permet de paralléliser un calcul par
paquets de pas de temps [Lions 01, Farhat 03]. Cette méthode permet de répartir la charge
de calcul sur plusieurs processeurs. Une autre approche applicable sur des problèmes
décompośes spatialement est la méthode multipas de temps de [Combescure 01]. Elle
permet d’affecter un pas de temps différent sur chacun des sous-domaines.

La premìere partie de ce travail résideà mettre en place une stratégie de couplage
continu-continu en partant des concepts de base de la méthode Arlequin sur des problèmes
d’élastodynamique. L’originalité du travail propośe consistèa limiter le raccord des champs
sur le bord de la zone de recouvrement. Cela permet de résoudreà moindre côut le
probl̀eme d’interface vis-̀a-vis des ḿethodes existantes [Ben Dhia 98, Xiao 04]. La suite
de notreétude repose essentiellementà montrer nuḿeriquement que ce type de raccord
n’a pas d’influence notable sur l’erreur numérique pour le type de problèmes trait́es.
Pour ce faire, nous avons du mettre en place un indicateur d’erreur fiable qui se base
sur une probĺematique bien connue pour les problèmes de couplage : l’apparition d’ondes
fantômes. La suite de ce travail a consisté à d́eterminer les param̀etres de la ḿethode de
couplage qui permettent de limiter l’apparition de ce phénom̀ene.

Une autre part de ce travail de thèse est d’́etendre l’aspect multiéchelleà la compo-
sante temporelle. Pour ce faire, nous avons mis en place un schéma de ŕesolution multi-pas
de temps en se basant sur les travaux réaliśes par [Combescure 01]. Sur cette thématique,
nous observons que ce schéma est dissipatif. Cela nous a amené à d́evelopper un nouveau
prédicteur sur les champs d’interface permettant de limiter l’apparition de ce ph́enom̀ene.

La troisìeme partie de ce travail a consistéàétendre la stratégie de couplage dévelopṕee
dans le cadre continu-continu au cadre continu-discret. Sur ce point, nous avons utilisé le
fait que l’on peut associer un maillageélément fini constitúe de triangles au pavage de Vo-
ronoi du maillagéelément discret pour construire de façon simple le problème d’interface.
Nous proposons une approche de couplage qui consisteà minimiser la partie microsco-
pique du mod̀ele discret vis-̀a-vis du mod̀ele continu. Cela permet de limiter l’écart entre
les mod̀eles ce qui a pour conséquence de minimiser l’apparition des ondes fantômes. Par
la suite, nous validons nuḿeriquement cette approche.

Ce document s’organise en trois chapitres :
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– Le premier chapitre constitue l’étude bibliographique de ce mémoire. Tout d’abord,
on s’int́eressèa la mod́elisation des ǵeomat́eriaux ainsi qu’aux diff́erentes ḿethodes
numériques associées. Puis, on dresse unétat de l’art non exhaustif des stratégies
multiéchelles en espace et en temps.

– Le second chapitre traite du couplage entre modèles continus dans un cadreélasto-
dynamique. On s’int́eressèa l’écriture sous forme variationnelle du couplage, puis
à sa discŕetisation. Enfin, on d́eveloppe une stratégie de ŕesolution permettant un
sous-cyclage temporel.

– Le troisìeme chapitréetend la strat́egie de couplagéecrite dans un cadre continu au
couplage entre modèles discret et continu.
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6 Etat de l’art

1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de mettre en avant les choix strat́egiques effectúes pour
simuler la propagation d’onde dans un milieu constitué de ǵeomat́eriaux. Dans un premier
temps, on dresse une analyse des principales classes de géomat́eriaux. A partir de cette
analyse, nous avons retenu deux approches numériques appropriées. La première ḿethode
décrite est la ḿethode deśeléments discrets. Elle se base sur une approche mésoscopique
du probl̀eme d’́elastodynamique. La seconde est la méthode deśeléments spectraux et
correspond plut̂ot à une approche macroscopique. L’approcheélément discret d́ecrit bien
le comportement. Toutefois, elle coûte cher d’un point de vue nuḿerique. Une revue des
strat́egies multíechelles en temps et en espace est donc proposée. En ce qui concerne l’as-
pect spatial, nous décrivons quelques stratégies de couplage que nous avons regroupées en
deux cat́egories : les ḿethodes de d́ecomposition de l’espace fonctionnel et les méthodes
de d́ecomposition de domaine. En ce qui concerne l’aspect temporel, nous d́ecrivons deux
approches : les ḿethodes de d́ecomposition de domaine temporel et les méthodes de sous-
cyclage.

2 Les ǵeomat́eriaux

2.1 Introduction

Les ǵeomat́eriaux d́esignent l’ensemble des matériaux d’origine naturelle tels que les
sols et les roches ou d’origine artificielle tels que les bétons et les enrobés bitumeux. Les
géomat́eriaux sont constitúes de grains qui interagissent entre eux. Le comportement de
ces mat́eriaux est tr̀es divers. La complexité de celui-ci est essentiellement liéeà sa forte
hét́eroǵeńeité.

Echelle macroscopique Echelle ḿesoscopique Echelle microscopique

FIG . 1.1:Repŕesentation des différenteśechelles [Peyrot 06]
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Les ǵeomat́eriaux 7

Parmi les ḿethodes nuḿeriques permettant la simulation du comportement mécanique
des ǵeomat́eriauxémergent deux approches de modélisation. D’une part, les modèles mi-
croscopiques mod́elisent la physique des micro-fissurations, des inclusions, des pores, des
frottements entre grains. D’autre part, les modèles macroscopiques traduisent les modi-
fications microscopiques par un comportement macroscopique homoǵeńeiśe via des lois
de comportement pouvant inclure par exemple de la plasticité, de l’endommagement ou
de la viscosit́e. Il est int́eressant de se situerà l’échelle macroscopique (figure 1.1) parce
que cela permet d’utiliser une modélisation continue.

Une autre approche consisteà utiliser une mod́elisation discr̀ete. La mod́elisation
discr̀ete se situe ǵeńeralement̀a l’échelle ḿesoscopique. Cette modélisation se dit discr̀ete
car elle s’int́eresse aux mouvements de chaque grain ou d’un ensemble de grains consid́eŕe
comme une entité ind́ependante.

2.2 Description du comportement des ǵeomat́eriaux

Afin de mieux diff́erentier l’́echelle macroscopique de l’échelle microscopique, nous
décrivons le comportement des géomat́eriaux sous ces deux angles.

2.2.1 Le b́eton et les roches

Ici, nous rassemblons dans une seule classe les bétons et les rocheśetant donńe que
ces mat́eriaux ont sensiblement le même comportement. Tout d’abord, nous centrons notre
analyse sur le comportement découlant d’un chargement en compression, puis en traction
d’un béton ou d’une roche. Dans le cas d’un chargement en compression, on retrouve les
principaux ḿecanismes suivants comme illustré sur la figure 1.2 :

– Phase de serrage (0) : Cette phase a lieuà de faibles niveaux de contraintes. L’appli-
cation de la charge provoque une fermeture progressive des pores et microfissures
préexistantes du matériau.

– Phase lińeaire (1) : Cette phase correspondà la phaséelastique. Celle-ci s’av̀ere
plus rigide que la phase de serrage.

– Phase d’endommagement (2) : Cette phase traduit l’apparition d’un endommage-
ment diffu du mat́eriau. Elle se caractérise par un amorçage ou une ouverture des
microfissures.

– Phase de propagation de la microfissuration (3) : Le début de cette phase constitue
le véritable point de d́epart de la rupture. A partir de cetétat de contrainte, il y a
développement du réseau fissural. Les microfissures se joignent pour donner des
macrofissures.

– Comportement post-pic (4) : Il est régit essentiellement par le frottement entre les
fragments.

Dans le cas d’un chargement en traction, le comportement se distingue en deux phases
comme illustŕe sur la figure 1.2 :
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– Phase (0’) : On observe un comportement linéaire avec perte possible de raideur
pré-pic d̂u à la d́ecoh́esion de la matrice avec le granulat et l’apparition de micro-
fissures.

– Phase (1’) : Les microfissures en se reliant font apparaı̂tre une macrofissure qui
donne lieùa un perte de rigidit́e structurale.

ε

σ

Compression Traction

(0’)

(1’)

(0)

(1)
(2)

(3)(4)

FIG . 1.2:Comportement uniaxial type d’un béton ou d’une roche [Ramtani 90]

Les mod̀elesémanant de ces observations au niveau macroscopique sontélastoplasti-
ques (ou viscóelastoplastiques) en compression et fragiles en traction.Pour être plus
précis, on peut de surcroı̂t prendre en compte un modèle d’endommagement [Mazars 84].
Les mod̀eles de plasticit́e permettent d’avoir une description des déformations irŕeversibles.
Les mod̀eles d’endommagement permettent, quantà eux, de prendre en compte les pertes
de rigidit́e liéesà l’apparition d’un ŕeseau de microfissurations.
Au niveau microscopique ces phénom̀enes se représenteront par un modèle de rupture
fragile. Au niveau ḿesoscopique, on peut choisir de façon quasi-équivalente un mod̀ele
élastoplastique ou de rupture fragile.

2.2.2 Ph́enoménologie du comportement des sols

Les sols se d́efinissent comme un matériau constitúe de grains interagissant avec une
faible coh́esion. Ils se caractérisent souvent par une forte porosité qui provoque chez
ces mat́eriaux des d́eformations irŕeversibles sous chargement hydrostatique correspon-
dantà une ŕeduction importante de la porosité. Ils se caractérisent aussi sous chargement
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déviatorique par une phase contractante suivie d’une phase où le mat́eriau se d́eformeà
volume plastique constant ou se dilate. Pour ces deux types de chargement, l’énergie dis-
sipée dans le matériauévolue en fonction de la surface de contact entre les grains.Pour
un chargement hydrostatique, la surface de contact augmente, ainsi que l’́energie dis-
sipée, on a donc uńecrouissage positif. Pour un chargement déviatorique, au delà d’une
certaine d́eformation, le sol finit par se déformer sans variation de volume avec une sur-
face de contact intergranulaire constante. Au delà du chargement déviatorique, on peut
observer dans les essais des localisations de déformations accompagnées d’une forte di-
latance. Dans ces zones, la surface de contact entre grains diminuant, il y a diminution de
l’ énergie dissiṕee et donc adoucissement. Un des premiers modèles qui permet de prendre
en compte les comportements des sols est le modèle Cam-Clay modifíe [Burland 68] qui
est un mod̀ele poroplastiquèa cinq param̀etres. Le nombre de paramètres est peúelev́e,
cela permet de caractérier ce mod̀ele comme simple. La contractance ou la dilatance sont
des moteurs macroscopiques reliéesà la fermeture des pores ou le roulement des grains
entre eux qui correspondentà des notions microscopiques.

2.2.3 Conclusions sur les mod̀eles

Les mod̀eles de plasticit́e ontét́e d́evelopṕesà l’origine pour les ḿetaux [Halphen 87],
pour repŕesenter des d́eformations irŕeversibles importantes devant les déformationśelasti-
ques. Ces mod̀eles homoǵeńeisent des ph́enom̀enes microscopiques dissipatifsà l’échelle
macroscopique.

On observe aussi l’apparition de modèles d’endommagement pour prendre en compte
les pertes de rigidité. La notion d’endommagement aét́e introduite par [Kachanov 58] afin
de mod́eliser la rupture par fluage dans des métaux en prenant en compte la détoriation
progressive du matériau. Par la suite, [Lemaitre 74] ontétendu cette notioǹa la rupture
ductile. Enfin, [Mazars 84]́etendit l’application de ces modèles aux b́etons. La ḿecanique
de l’endommagement est fondée sur l’introduction d’une nouvelle variable interne repré-
sentative de l’́etat de d́egradation. L’́etat de l’endommagement modifie les caractéristiques
élastiques.

La prise en compte des phénom̀enes de compaction nécessite l’ajout d’une variable
interne : l’indice de porosité [Burland 68].

On peut remarquer aussi que le comportement en dynamique desgéomat́eriaux va-
rie. On observe que la résistance de ceux-ci augmente pour des vitesses de déformation
importantes [Schatz 73, Mariotti 94] .

L’utilisation de ces mod̀eles engendre nuḿeriquement des phénom̀enes dits de« lo-
calisation» dans le cas d’un adoucissement (dσ

dǫ < 0). Dans ce cas, la rigidité apparente
est ńegative ce qui donne un problème mal pośe. La conśequence nuḿerique est une
concentration de contrainte locale qui doitêtre relíeeà une caractéristique physique telle
qu’une longueur interne correspondantà une zone endommagée. Il existe diff́erentes
méthodes pour prendre en compte cette longueur interne tels que des mod̀eles d’en-
dommagement non local [Pijaudier-Cabot 87] ou l’introduction d’un param̀etre de vis-
cosit́e [Needleman 88] qui permettent d’étendrèa une zone caractéristique le ph́enom̀ene.
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Une autre approche, la ḿethode du gradient par [de Borst 95], consisteà effectuer un
développement de Taylor sur le modèle d’endommagement non local [Pijaudier-Cabot 87].

La prise en compte de discontinuités telles que des fissures ou des inclusions nécessite
la mise en place de ḿethodes d́edíees telles que la ḿethode XFEM [Möes 99] ou encore
la GFEM [Strouboulis 00]. Ces ḿethodes combinent une approcheélément fini standard
avec la ḿethode de partition de l’unité [Babuska 97]. Cela permet d’enrichir localement
le champ de solution avec des termes moins réguliers. Enfin, la ḿethode deśeléments
coh́esifs [Molinari 06] permet de restituer l’énergie dissiṕee par fragmentation via une
description fine du milieu. Une autre approche consisteà consid́erer des champs discrets
qui autorisent de ce fait naturellement l’apparition des fissures.

3 Une mod́elisation discr̀ete : La méthode deséléments
discrets

3.1 Les différents mod̀eleséléments discrets

La méthode deśeléments discrets est une famille de méthodes nuḿeriques souvent uti-
lisées pour l’́etude des ǵeomat́eriaux. Elle fut introduite par [Cundall 71]. Cette méthode
se dit discr̀ete dans le sens où on consid̀ere que chaque particule constitue une entité à part
entìere. On s’int́eresse au mouvement de chaque particule interagissant avecces voisines.
Chaque particule représente physiquement le mouvement d’un grain ou d’un ensemble de
grains.

Historiquement, on peut remarquer que parmi les méthodeśeléments discrets exis-
tantes, l’́evolution de ces ḿethodes est́etroitement líeeà la repŕesentation cińematique de
celles-ci. Par la suite, nous allons décrire la ḿethode deśeléments discrets en les classant
selon la richesse de leur description cinématique. Dans un premier temps, nous décrirons
les mod̀eles n’incluant que des translations que nous appelleronsDistinct Element Me-
thod puisque celui-ci s’av̀ere la geǹese de l’ensemble des ces méthodes, puis lesLattice
modelsparce qu’ils incluent en plus des translations des rotations. Et enfin, les mod̀elesà
particules d́eformables qui incluent en plus une description de la déformation locale des
particules. Bien entendu, la classification que nous offronsci-dessous n’est pas limitative
car certains mod̀eles seront̀a la charnìere de ces trois classes.

Afin de d́ecrire chaque mod̀ele, on consid̀ere une collection de particules{Oi, i =
1· · ·N}, où Oi désigne le centre de masse du domaine∆i assocíe à la particule etxi sa
position dans le rep̀ereR choisi au pŕealable. On d́ecrit le mouvement des particules avec
leséquations de la dynamique. Pour des raisons de commodité d’écriture, on se situe dans
le cas bidimensionel, comme illustré à la figure 1.3.
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O e1

e2

Oi

xi

O jt

n

R ∆i

FIG . 1.3:Repŕesentation de la mise enéquation du mod̀ele discret

En ce qui concerne les modèles discrets, l’interaction entre particules s’effectuepar
l’intermédiaire d’un lien entre les particulesOi et O j mod́elisé en pointilĺe à la figure
1.3. Afin d’introduire simplement les lois relativesà ces liens, on introduit le vecteur
n =

xj−xi
‖xj−xi‖ et t son vecteur associé orthogonal direct. Par la suite, on annote•n les gran-

deurs projet́ees surn et •t celles surt. Il est aussi ńecessaire d’introduire des grandeurs
géoḿetriques tels quel la distance initiale‖xj −xi‖.

3.1.1 Distinct Element Model (DEM)

Initialement, laDistinct Element Method[Cundall 71, Cundall 79] permet d’obtenir
pour chaque particule le déplacement en translation que l’on noteui pour la particule
i. Son utilisation est adaptée pour des milieux granulaires sans liant. Géńeralement, les
lois d’interaction sont des ressorts en parallèle avec des amortisseurs. La description du
mod̀ele se fait par l’interḿediaire des lois suivantes :

[M ]iüi = ∑
j

Fint
j→i +Fext

i (1.1)

où :

– [M ]i =

[
mi 0
0 mi

]

est la matricéelémentaire de masse associéeà la particuleOi avec

mi =
Z

∆i

ρdx et ρ la densit́e.

– Fint
j→i est l’effort d’interaction de la particuleO j avec la particuleOi.

Par la suite, on notegi j l’interstice entre la particuleOi et la particuleO j . Celui-ci
est la distance entre les particules selonn. Dans le cas de particules circulaires, on
a gi j = xn

j − xn
i − r i − r j où r i et r j sont respectivement les rayons des particules

Oi etO j . Pour des formes de particules plus complexes, le calcul de l’intersticegi j

devient plus côuteux.
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Dans le cas d’un mod̀ele de Cundall [Cundall 71, Cundall 79], les efforts d’interac-
tion sont (figure 1.4) :





si gi j ≤ c :

[

F int n
j→i

F int t
j→i

]

=

[
kn 0
0 kt

][
un

i −un
j

ut
i −ut

j

]

+

[
cn 0
0 ct

][
u̇n

i − u̇n
j

u̇t
i − u̇t

j

]

si gi j > c :

[

F int n
j→i

F int t
j→i

]

=

[
0
0

]

où les param̀etreskn, kt , cn et ct sont obtenus empiriquement. Quant au paramètre
c, il définit la coh́esion entre les particules. Dans le cas où c > 0, la loi est coh́esive
etc définit le seuil de rupture. Dans le cas où c = 0, on retrouve une loi de contact.

Oi

O j

∆i

FIG . 1.4:RepŕesentationDistinct Element Model

Il existe bien entendu d’autres modèles concernant les lois d’interaction entre par-
ticules comme les ḿethodesMolecular Dynamicsoù les lois d’interaction sont
repŕesent́ees par des forces normales dérivant de potentiels [Rapaport 04] ou en-
core la ḿethode NSCD (Non Smooth Contact Dynamics) [Jean 01, Moreau 94] òu
on minimise l’interṕeńetration des particules avec des lois discontinues. Pour des
raisons de stabilité nuḿerique, ces ḿethodes exigent des schémas d’int́egration im-
plicites.

– Fext est l’effort ext́erieur impośe à la particuleOi.

Bilan et limitations

L’utilisation de cette ḿethode reste adaptéeà des milieux sans matrice. Cette méthode
est aussi utiliśee pour d’autres types de matériaux que les ǵeomat́eriaux. Par exemple, on
peut simuler̀a l’aide de celle-ci l’́ecoulement de granulés dans un silot. Par contre, ce type
d’approche ne permet pas de modéliser assez préciśement des milieux coh́esifs comme
des roches.

Strat́egies de couplage discret-continu en dynamique explicite
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3.1.2 Les ”Lattice models”

Les mod̀eles d́ecrits ici [Herrmann 90, Schlangen 97, van Mier 97, Delaplace 06a,
Delaplace 07] sont plus riches puisqu’ils permettent de prendre en compte le d́eplacement
en translationu et en rotationθ. Géńeralement, les lois d’interaction entre particules sont
des ressorts ou des poutres. La description du modèle se fait par l’interḿediaire des lois
suivantes :

[M ]iüi = ∑
j

Fint
j→i +Fext

i (1.2)

Ii θ̈i = ∑
j

Mint
j→i +Mext

i (1.3)

où :

– [M ]i =

[
mi 0
0 mi

]

est la matricéelémentaire de masse associéeà la particuleOi avec

mi =
R

∆i
ρdx et ρ la densit́e.

– Ii est le moment d’inertie quadratique avec :Ii =
R

∆i
ρ‖x−xi‖2dx

– Fint
j→i etMint

j→i sont respectivement l’effort et le moment d’interaction dela particule
O j avec la particuleOi.
On retrouve ǵeńeralement ces types de loi :
– Ressort / Amortisseur ( figure 1.5(a) ) :






F int n
j→i

F int t
j→i

Mint
j→i
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i − u̇t
j

θ̇i

θ̇ j







(1.4)
où les param̀etreskn,kt ,gt ,cn,ct et rt sont obtenus empiriquement.

– Poutre (figure 1.5(b) ) :






F int n
j→i

F int t
j→i

Mint
j→i




=

EpA

al3





al2 0 0 0
0 12 6l 6l
0 6l 4l2 2l2











un
i −un

j
ut

i −ut
j

θi

θ j







(1.5)

où Ep est le module de poutre eta le ratio entre la section et le moment qua-
dratique de la poutre (a = A

I ). La sectionA est obtenuèa partir de la surface de
contact entre les particulesi et j. Ces param̀etres mat́eriaux peuvent̂etre obte-
nus de façon empirique. On rappelle ici queA correspond̀a la surface de contact
entre les particulesi et j. Quantà l , il s’agit de la distance entre les centres de
masse de ces deux particules.
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OiOi

O j O j

∆i∆i

(a) (b)

FIG . 1.5:RepŕesentationLattice model

On remarque que le comportement local est identique entre unmod̀ele poutre et un
mod̀ele ressort [Chang 01], en choisissant :kn =

EpA
l , kt =

12EpI
l etgt =

EpI
l .

– Fext et Mext sont respectivement les efforts et moments extérieurs impośes à la
particuleOi.

Illustration num érique

Dans le cadre de cette thèse, nous avons utilisé un Lattice model[Delaplace 06b]
constitúe de poutres comme présent́e pŕećedemment. Nous avonséprouv́e cette ḿethode
sur le cas test de double fissuration présent́e à la figure 1.6 [Nooru-Mohamed 92] pour un
cas test en statique. A cette occasion, un solveur optimal aét́e propośe [Delaplace 09]. Il
s’agit de solliciter uńechantillon de b́eton comportant au préalable deux fentes. De cette
façon, on observèa l’échelle macroscopique l’apparition de deux fissures. Le résultat
numérique est illustŕe à la figure 1.7(b).

Ud

FIG . 1.6:Cas test de double-fissuration
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Une mod́elisation discr̀ete : La méthode deśeléments discrets 15

(a) Facìes exṕerimental (b) Résultat DEM

FIG . 1.7:Résultats sur le cas test de double-fissuration

A partir des essais expérimentaux effectúes par Nooru-Mohamed [Nooru-Mohamed 92]
sur ce cas test 1.6, nous observons une bonne corrélation entre l’exṕerience et le ŕesultat
obtenu nuḿeriquement avec la ḿethodéelément discret de typeLattice model[Delaplace 06a].

Bilan et limitations

L’utilisation d’une ḿethodéelément discret de typeLattice modelest adapt́ee pour les
géomat́eriaux avec ou sans liant. Pour ce type de modèle, on peut prendre en compte des
phénom̀enes de rupture en supprimant un lien entre deux particules selon une loi seuil
correspondant le mieux au matériau trait́e.

3.1.3 Les mod̀elesà particules déformables

Il existe deśeléments discrets plus riches que lesLattice model. On rajoute des com-
posantes en d́eformation au niveau de chaque particule [Mariotti 07]. Cette d́eformation
peutêtre prise en compte soit par un champ modal (Modal method[Williams 85]) ou soit
par un chamṕelément fini (Finite-Discrete element method[Munjiza 04a])

la modal method[Williams 85] est la premìere ḿethodèa prendre en considération
la déformation des particules. Elle s’écrit de cette façon :

mj ü j +mjω2
j u j =

Z

∂∆ j

tφj dΓ+
Z

∆ j

Rφj dΩ (1.6)

où : mj =
R

∆ j
ρφT

j φj dΩ tels que
R

Ω ρφT
j φidΩ = mjδi j et ω j correspond̀a la pulsation

du mode caractériśe parφ j . Les modes̀a fréquence nulle correspondent aux modes de
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corps rigide de la particule. En se restreignant seulementà ces modes, on obtient unLat-
tice model. t et R correspondent respectivement aux efforts surfaciques et volumiques
ext́erieurs.

la Finite-Discrete element method[Munjiza 04a, Munjiza 04b] est une ḿethode
éléments discrets où chaque particule est déformable et mod́elisée par une discrétisati-
on éléments finis comme illustré à la figure 1.8(d). Le contact entre particules est géŕe
soit par un Lagrangien, soit par pénalit́e. Leséléments finis utiliśes pour d́ecrire les par-
ticules sont simples, triangle en 2D et tétrah̀edre en 3D. De cette manière, on ŕeduit le
coût nuḿerique de d́etection du contact. Le principal inconvénient de cette ḿethode est
son côut nuḿerique. D’apr̀es [Munjiza 04a], si on respecte l’évolution de la courbe de
Moore en terme de d́eveloppement informatique, cette méthode pourrâetre utiliśee pour
des probl̀emes de structure dans 25 ans. Ici, unélément discret peut̂etre aussi simple
qu’un élément fini ou une structure complète. Cette ḿethode revient donc̀a utiliser une
méthodéelément fini avec une sous-structuration gérant le contact.

Bilan

On remarque que la ḿethode deśeléments discrets áevolúe d’une ḿethode d́edíee aux
mat́eriaux granulaires (sables, enrochement) vers des méthodes de typeModal method
qui prennent en compte la cohésion du milieu ainsi que la déformation de chaque parti-
cule. Les mod̀elesà particules d́eformables permettent de par leur richesse cinématique
de mod́eliser une large gamme de géomat́eriaux.

3.2 Choix de la forme et de la taille des particules

La forme et la taille des particules dépendévidemment de l’application en vue. Le
gabarit des particules peut varier de l’ordre du mètre pour un enrochement au millimètre
pour les grains de sable ou gravier dans les bétons. Bien entendu, rien n’interdit d’uti-
liser des particules de forme quelconque. Cependant, la détection du contact entre ces
particules risque d’être plus côuteux. C’est d’ailleurs pour cette raison que certains ap-
proximent ǵeoḿetriquement leur forme avec des disques 1.8(a) ou des superquadiques
[Williams 89] 1.8(b). L’utilisation de disques pose un problème ǵeńerique pour d́efinir
la porosit́e car un assemblage de disque laisse un grand espace de vides.Les superqua-
driques permettent de réduire cette difficult́e. Pour un matériau plus compact, on utilise
géńeralement une représentation polygonale de Voronoi 1.8(c). Pour une modélisation
concave de la forme des particules, laFinite-Discrete element method[Munjiza 04a]
illustré à la figure 1.8(d) semble appropriée.
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(a) (b) (c) (d)

FIG . 1.8:Les différentes formes d’éléments discrets

3.3 Sur la d́etection du contact

Toute la difficult́e dans ce type de ḿethode est de v́erifier les conditions d’interstice
entre chaque particule. Le coût de calcul d́epend de la forme des particules. A la figure
1.8, les formes possibles des particules sont classées par ordre croissant du coût de calcul
de v́erification des conditions d’interstice.

Il existe toute une batterie d’algorithmes sur la recherchede contact dont un des
plus efficace est enO(N) [Munjiza 04a, Muller 96], òu N est le nombre de particules.
Il consisteà utiliser une grille de supports qui constituent des cellules. La premìereétape
consistèa ranger les particules dans les cellules. La secondeétape consistèa d́etecter les
contacts entre les particules d’une cellule et des cellulesvoisines.

4 La modélisation continue : une approchéeléments spec-
traux

Le mod̀ele continu est le mod̀ele le plus couramment utilisé en ḿecanique des milieux
continus. Il permet de traduire le comportement physique dans un cadre math́ematique
clairement identifíe.

4.1 Position du probl̀eme continu

Dans notre cas, la description du modèle continu est constituée deśequations de base
de l’élastodynamique appliquées au domaine d’étudeΩ × [0,T] repŕesent́e à la figure
(1.9).

Le domaine d’́etudeΩ est borńe, connexe et Lipschitz deℜd (d=1,2 ou 3 : dimen-
sion du probl̀eme). Les inconnues du problème sont le d́eplacementu et le tenseur des
contraintesσ. Ce domaine ŕepondà unéquilibre dynamique et̀a une loi de comporte-
ment mat́eriau caract́eriśee par le tenseur de complianceA. Par la suite, la complianceA
est associé à la loi de Hooke (A(∇u) = λTr ∇u + µ∇su ) où λ et µ sont les param̀etres
mat́eriau de Laḿe. Les conditions limites sont imposées de façon complémentaire (∂Ω =
ΓU

L

ΓF ), soit par un d́eplacement imposéud surΓU , soit par un effort impośegd surΓF .
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Quant aux forces volumiques, elles sont prises en compte parle termefd. Des conditions
initiales en d́eplacementu0 et en vitessev0 sont impośees afin que le probleme soit bien
pośe au sens de Cauchy.

Ω

ΓU

ΓF

ud

gd

FIG . 1.9:Repŕesentation du mod̀ele continu

Le probl̀eme ḿecanique sous forme continue est alors régit par l’ensemble deśequations
suivantes avecu ∈U etσ ∈ T .

– Conditions limites :
u = ud surΓU × [0,T] (1.7)

σn = gd surΓF × [0,T] (1.8)

où n est le vecteur normal extérieur au bord du domaineΩ.
– Equation d’́equilibre dynamique :

div σ + fd = ρü dansΩ× [0,T] (1.9)

– Loi de comportement :

σ = A(∇u) dansΩ× [0,T] (1.10)

où A est un tenseur d’ordre 4 borné, syḿetrique et d́efini positif.
– Espaces fonctionnels :

où :

{

U = {u ∈ C2([0,T];H1(Ω)d)|u|ΓU×[0,T] = ud,u|t=0 = u0 et u̇|t=0 = v0}
T = {σ ∈ L2(Ω)

d(d+1)
2 |σT = σ}
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4.2 Approximation par la méthode deśeléments spectraux

La méthode deśeléments spectraux áet́e d́evelopṕee par A.T. Patera dans le do-
maine de la ḿecanique des fluides [Patera 84]. Elle allieà la fois la convergence des
méthodes spectrales et la flexibilité des ḿethodeśeléments finis. D. Komatitsch a repris
cette ḿethode pour l’appliquer̀a des probl̀emes de sismique [Komatitsch 98]. Bien que
la méthode deśeléments spectraux peutêtre appliqúee à un large panel de problèmes,
nous allons nous intéresser plus particulièrement̀a son application dans le domaine de
l’ élastodynamique. La ḿethode deśeléments spectraux est une méthodeélément fini
[Zienkiewicz 05, Hughes 87] avec quelques particularités. A partir du probl̀eme continu
énonće pŕećedemment, on obtient la formulation variationnelle en déplacement (1.11).

On chercheu ∈U;∀v ∈U0 :

Z

Ω
ρüv+A(∇u) : ∇vdΩ =

Z

ΓF

gdvdΓ+
Z

Ω
fdvdΩ (1.11)

où :U0 = {u ∈ C2([0,T];H1(Ω)d)/u|ΓU×[0,T] = 0}
Afin d’effectuer la discŕetisationélément fini, on introduit la partition∪eΩe surΩ. Sur

cette partition, on approxime le champu à l’aide des fonctions de formeφe
i . La fonction

de formeφe
i est le polyn̂ome de Lagrange d’ordrep assocíe au nœud(xe

i ) de l’élément
Ωe. Afin de pouvoir effectuer l’int́egration sur chaquéelémentΩe, on introduit le sch́ema

d’intégration en dimensiond caract́eriśe par l’ensemble des doublons(ωe(d)
k ,xe

k). ωe(d)
k

correspond au poid d’intégration au point de quadraturexe
k dans l’́elémentΩe.

La discŕetisationélément fini donne le problème discret suivant :

On cherche[u] ∈ ℜdN qui vérifie :

M i j ü j +K i j u j = f i (1.12)

où :

– M i j = ∑
Ωe

(p+1)d

∑
k=1

ρ(xe
k)ω

e(d)
k φe

i (x
e
k)φ

e
j (x

e
k) est la matrice de masse.

– K i j = ∑
Ωe

(p+1)d

∑
k=1

ωe(d)
k A(∇φe

i (x
e
k)) : ∇φe

j (x
e
k) est la matrice de raideur.

– f i = ∑
∂Ωe∩∂ΩF

(p+1)(d−1)

∑
k=1

ωe(d−1)
k gd(x

e
k)φ

e
i (x

e
k)+∑

Ωe

(p+1)d

∑
k=1

ωe(d)
k fd(x

e
k)φ

e
i (x

e
k) est le vec-

teur des efforts.
La particularit́e de la ḿethode deśeléments spectraux par rapport aux méthodes des

éléments finis standard réside dans le choix de fonctions de forme d’ordreélev́e les-
quelles sont centrées via des polyn̂omes de Lagrange aux points de quadrature du schéma
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d’intégration de Gauss-Lobatto-Legendre (φe
i (x

e
k) = [I ]). Cela permet d’obtenir une ma-

trice de masse diagonaleétant donńe que :

∑
Ωe

(p+1)d

∑
k=1

φe
i (x

e
k)φ

e
j (x

e
k) = [I ] (1.13)

Le sch́ema de quadrature de Gauss-Lobatto-Legendre est un schéma d’ordre 2p−1.
On remarque que la mise sous forme diagonale de la matrice de masse ńecessite une
lég̀ere sous int́egration. Cela n’engendre pas de déficience de rang ou autrement dit de
modeà énergie nulle sur leśeléments.

Illustration num érique

Dans le cadre de cette thèse, nous avons implément́e la ḿethode deśeléments spec-
traux à l’aide de l’architecture« LMTpp » [Leclerc 08] qui permet d’allier le langage
« CPP» et « PYTHON». Nous comparons ici la performance numérique des ḿethodes
SEM avec les ḿethodeśeléments finis standardsà travers le cas test de Lamb [Lamb 03]
présent́e en Annexe A et òu la solution nuḿerique est illustŕeeà la figure (1.10).

t = 0.3s

t = 0.5s

t = 0.7s

déplacement (m)

2.0e-6

1.5e-6

1.0e-6

5.0e-7

0

Amplitude du

Capteur

FIG . 1.10:Repŕesentation de la solution numérique au probl̀eme de Lamb

Afin de comparer les ḿethodes, on prend comme critère l’erreur en solution au capteur
(figure 1.10).

erreur=
supt |u−uh|

supt |u|
(1.14)
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Quelques ḿethodes de couplage 21

avecu etuh qui sont respectivement la solution analytique et numérique du probl̀eme.
On compare ici le temps de calcul pour un temps de propagationdes ondes dans le

milieu de 2 secondes, pour une même erreur nuḿerique inf́erieureà 1%. Cela nous donne :

Type d’́eléments Q1 Q2 S3 S4 S5
Taille des mailles (m) 2 12 25 40 60
Nombre de degrés de libert́e 4.0e6 3.3e6 2.3e5 1.6e5 1.1e5
Temps de calcul (min) 2973 148 65 64 59

TAB . 1.1:Comparaison des ḿethodeśeléments finis

avec pour le d́etail de la discŕetisation :
– Q1 :élément fini standard̀a forme rectangulaire et interpolation d’ordre 1.
– Q2 :élément fini standard̀a forme rectangulaire et interpolation d’ordre 2.
– S3 :élément spectral d’ordre 3̀a forme rectangulaire.
– S4 :élément spectral d’ordre 4̀a forme rectangulaire.
– S5 :élément spectral d’ordre 5̀a forme rectangulaire.
De cettéetude, on en d́eduit qu’il est int́eressant d’utiliser uńelément spectral d’ordre

élev́e de façoǹa ŕesoudre notre problèmeà moindre côut. Toutefois, on remarque qu’à
partir de l’ordre 3 le gain temporel n’est plus significatif.

Bilans et limitations

En terme de convergence, la méthode deśeléments spectraux est intéressante vis̀a vis
des ḿethodeśeléments finis standards puisque l’on sait d’après [Hughes 87] que l’estima-
tion d’erreur donne‖u−∑i φiui‖L2(Ω) = O(hp‖u‖L2(Ω)) avech le diam̀etre maximal sur
la partition∪eΩe et p l’ordre polynomial. En outre, l’obtention de façon naturelle d’une
matrice de masse diagonale permet de mettre en place un schéma de ŕesolution temporelle
explicite ce qui est int́eressant au niveau coût nuḿerique. Notons aussi que cette méthode
se pr̂ete bieǹa la paralĺelisation [Fisher 90].

5 Quelques ḿethodes de couplage

Cette partie dresse uńetat de l’art non exhaustif des stratégies de couplage. Les
strat́egies pŕesent́ees ici sont regrouṕees en deux catégories : les ḿethodes de d́ecomposi-
tion de l’espace fonctionnel et les méthodes de d́ecomposition de domaine. Celles-ci sont
dites multíechelles du fait qu’elle permettent toutes deux de séparer leśechelles.

5.1 Les ḿethodes de d́ecomposition de l’espace fonctionnel

Les ḿethodes de d́ecomposition de l’espace fonctionnel cherchentà d́eterminer la so-
lution d’un probl̀emeu sous la forme d’une sommeu = uM +um. En proćedant de cette
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façon, on chercheuM etum dans des espaces fonctionnels différents. On associe respecti-
vement ces espaces solutionsà l’espace macroscopique et l’espace microscopique.

5.1.1 The bridging scale method

The bridging scale method[Wagner 03, Tang 06] fut proposé pour coupler des simu-
lations continues avec des simulations atomistiques. Cetteméthode s’applique en parti-
culier à des probl̀emes localement nonlinéaires. Le problème se d́ecompose en trois sous
domaines (voir figure 1.11) :

– ΩC : domaine du continuum discrétiśe avec la ḿethode deśeléments finis (EF) qui
caract́erise l’́echelle grossière du probl̀eme.

– ΩD : domaine du discret discrétiśe avec la ḿethode de dynamique moléculaire
(DM) qui caract́erise l’́echelle fine. Ce domaine est un patch recouvrantΩC dans la
zone òu on veut avoir une approche nonlinéaire.

– ΩG : zone volumiquèa la jonction deΩC et deΩD, discŕetiśee avec des particules
de DM. Celle-ci comprend une couche de une ou deux particules appeĺees atomes
fantômes.

FIG . 1.11:Repŕesentation de la Bridging Scale Method [Tang 06]

Le premier outil ńecessaire pour mettre en place cette méthode est un projecteurP qui
permet de projeter les champs exprimés dans une base DM dans la base EF. On a alors
uEF = P (uMD)

où P est d́efini par :
P (u) = Argminw(u−Nw)TMA(u−Nw) = N(NTMAN)−1NTMAu avecMA la matrice
de masse DM etN la matrice des fonctions de forme EF exprimé aux lieux des particules
DM. La projectionP permet de passerà l’échelleélément fini le champ de dynamique
moléculaire par une homogéńeisation au moindre carré pond́eŕee par la masse des parti-
cules.

Le second ingŕedient de cette ḿethode est letime history kernelqui permet de ŕegulari-
ser temporellement le champu au niveau de la zoneΩG [Dreher 08]. Letime history ker-
nel Θ est une approximation de la fonction de Green associéeà la partie temporelle du
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probl̀eme.

En ce qui concerne la résolution du probl̀eme ḿecanique. DansΩC \ΩD, on ŕesout
normalement avec la ḿethodeélément fini. DansΩD, on imposeuEF

|ΩD
= P (uDM

|ΩD
). Dans

ΩG, on imposeuDM
|ΩG

= PT(uEF
|ΩG

) + c|ΩG
. La correctionc|ΩG

est obtenue en utilisant le
time history kernel. Son expression est la suivante :

c|ΩG
= Θ∗MA

−1fEF
|ΩG

+ Θ̇uMD
|ΩG

(0)+Θu̇MD
|ΩG

(0) (1.15)

Bilan et limitations

La Bridging scale method permet de coupler la DM avec les EF. Elle répondà une
probĺematique usuelle sur les stratégies de couplage,i.e. l’atténuation des ondes fantômes.
Toutefois, l’utilisation dutime history kernelreste une oṕeration relativement côuteuse
puisque que l’on doit effectuer un produit de convolution (1.15). Dans cette ḿethode, le
probl̀eme est ǵeńeralement supposé linéaire au niveau de l’interface.

5.1.2 The variational multiscale method

Cette ḿethode introduite par Hughes [Hughes 95] est un paradigme permettant de
mod́eliser un probl̀eme en sous-grilles chacune représentant unéechelle et d’estimera
posteriori l’erreur du probl̀eme. La structure de la ḿethode reste simple, elle consisteà
décomposer sous forme d’une somme le champ recherché (u = u+u′) où ici u est ŕesolu
numériquement par la ḿethode deśeléments finis ( EF ), etu′ est obtenu analytiquement.
Géńeralement,u repŕesente l’́echelle grossière, tandis queu′ repŕesente l’́echelle fine mais
aussi l’erreur de l’́echelle grossière. Afin de fixer les id́ees sur la ḿethode, nous allons
illustrer celle-ci sur un problème aux conditions limites. Soit un domaineΩ ∈ ℜd borńe
parΓ lequel est suffisament régulier ŕepondant au problème suivant :

Trouveru : Ω 7→ ℜ tel que

{
Lu = f dansΩ

u = g surΓ (1.16)

où f : Ω 7→ ℜ et g : Γ 7→ ℜ sont des fonctions données. On consid́ereraL comme
un oṕerateur diff́erentiel. La mise en place de cette méthode nous am̀eneà ŕesoudre le
probl̀eme variationnel suivant :

B(w,u,g′) = L(w,g′) ∀w (1.17)

où
{

B(w,u,g′) = (Lu,w)+(L∗w,g′ ∗u)
L(w,g′) = ( f ,w)+(L∗w,g′ ∗ f )

(1.18)
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L∗ est l’oṕerateur diff́erentiel adjoint associé à L et g′ est une approximation de la
fonction de Green associé au probl̀eme (1.16). L’approximation deg′ peut se faire soit par
projection sur un ensemble de fonctions bulles sur chaqueélément fini ou l’utilisation de
la fonction de Green exacte sur chaqueélément fini [Hughes 95].

Bilan et limitations

La méthode variationnelle multiéchelle permet d’aḿeliorer la qualit́e de la solution
d’un probl̀eme de ḿecanique et d’estimer l’erreura posteriorisachant que le calcul du
produit de convolution avec les fonctions de Green entraineun cout nuḿerique suppĺe-
mentaire. Le cadre d’application de cette méthode est difficilement applicable aux problè-
mes non-lińeaires.

5.2 Les ḿethodes de d́ecomposition de domaine

La décomposition du problème se fait dans ce cas au niveau du domaine. On peut asso-
cier à chaque domaine uneéchelle diff́erente. Le principe de l’ensemble de ces méthodes
est d’assurer la continuité des champs̀a l’interface entre chaque sous-domaine.

5.2.1 Les ḿethodes de d́ecomposition de domaine sans recouvrement

Les approches de couplage présent́ees dans cette section s’inspirent des méthodes de
décomposition de domaine sans recouvrementétablies dans le cadre de la mécanique des
milieux continus. On fait ŕeférence ici aux ḿethodes d́evelopṕees dans un cadre continu
comme FETI (Finite Element Tearing and Interconnecting) mise en place par [Farhat 91],
ou encore la BDD (Balancing Domain Decomposition) dévelopṕe par [Mandel 96]. L’in-
tér̂et de ces ḿethodes de d́ecomposition de domaine est de rendre parallélisable le cal-
cul, ce qui rend possible de gros calculs. Quant aux incompatibilit és de discŕetisation
au niveau de l’interface, elles sont géŕees par l’utilisation de la ḿethode des mortiers
[Maday 89, Bernardi 93].
L’ensemble de ces ḿethodes utilise un solveur itératif se basant sur le gradient conjugué.
L’introduction de l’́echelle grossière se fait au niveau de l’interface par une approxima-
tion moins fine du problème d’interface que la discrétisation de d́epart. On se contente
géńeralement des mouvements de corps rigides. Cela a pour effet de propager l’informa-
tion principale dans l’ensemble de la structure et d’améliorer la vitesse de convergence de
l’algorithme de ŕesolution.
Ce type de stratégie áet́e appliqúe pour des problèmes de couplage dynamique moléculaire
/ élément fini par [Xiao 04]. L’auteur identifie l’apparition d’ondes fant̂omes au niveau de
l’interface. Il explique que les fréquences du modèle discret non représentables par le
mod̀ele continu sont ŕefléchies au niveau de l’interface.
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Bilan et limitations

Ce type de ḿethode est particulièrement efficace dans le cadre de la statique. Pour le
probl̀eme de couplage qui nous intéresse (couplage continu/discret), il aét́e montŕe que
ces ḿethodeśetaient moins performantes que les méthodes avec recouvrement [Xiao 04].

5.2.2 La méthode Arlequin

La méthode Arlequin, proposée par Ben Dhia [Ben Dhia 98, Xiao 04], permet d’avoir
une analyse plus fine dans une zone d’intér̂et. En restant dans le cadre d’un problème
d’élastodynamique comme présent́e à la section 4.1, il est effectué une d́ecomposition de
domaine avec recouvrement tel que cela est illustré à la figure 1.12.

gd

ΓF

ud

ΓU

Ω(2)

Ω(1)

Ω(c)

FIG . 1.12:Position du probl̀eme Arlequin

L’id ée est alors de chercher un couple(u(1),u(2)) constitúe d’une solution grossière
surΩ(1) et d’une solution fine surΩ(2) obtenue par raffinement du maillage ou amélioration
du mod̀ele de comportement.

Le probl̀eme est d́efini par :
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On (cherche(u(1),u(2),λ(c)) tel que :∀(v(1),v(2),µ(c))







m(1)(ü(1),v(1))+k(1)(u(1),v(1))+b(λ(c),v(1)) = l (1)(v(1))

m(2)(ü(2),v(2))+k(2)(u(2),v(2))−b(λ(c)),v(2)) = l (2)(v(2))

b(u(1)−u(2),µ(c)) = 0

avec :
m(i)(u(i),v(i)) =

Z

Ω(i)
α(i)ρu(i)v(i)dΩ

k(i)(u(i),v(i)) =
Z

Ω(i)
β(i)K(∇su(i)) : ∇sv(i)dΩ

b(u,v) =
Z

Ω(c)
uv+ ℓ2∇su : ∇sv

l (i)(v(i)) =
Z

ΓF

β(i)gdv(i)dΓ+
Z

Ω(i)
β(i)fdv(i)dΩ

où :
{

ℓ est un param̀etre homog̀eneà une longueur ṕenalisant les termes en gradient.
{αi}i=1,2 et{βi}i=1,2 sont des partitions de l’unité relatant le ḿelange de mod̀ele.

Bilan et limitations

Dans l’analyse math́ematique de la ḿethode Arlequin que l’on retrouve dans la thèse
de G. Rateau [Rateau 03], il est montré que ce problème admet une solution unique
puisqu’il vérifie le th́eor̀eme de Brezzi [Brezzi 74]. La pertinence des résultats de cette
méthode se base sur le choix de la zone de collageΩc, du param̀etreℓ, de{αi}i=1,2 et de
{βi}i=1,2 les fonctions de pond́eration. Cette ḿethode est int́eressante dans le sens où elle
autorise le recouvrement. Cela permet de prendre en compte des maillages ǵeoḿetrique-
ment incompatibles. Elle permet de surcroit de coupler des modèles continus tr̀es diff́erents
tels que des poutres avec des plaques. Par ailleurs, dans le cadre d’une couplage continu
/ discret, l’introduction d’une zone de transition permet d’améliorer les performances
numériques en terme d’erreur [Xiao 04, Rousseau 09].

6 Les méthodes multíechelles en temps

Dans un probl̀eme de ḿecanique, la description des phénom̀enes peut̂etre consid́eŕee
avec diff́erenteśechelles temporelles.
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6.1 Méthode de d́ecomposition de domaine temporel

Ce type de ḿethode, introduite par [Lions 01] sous le nom de schéma en temps« pa-
raŕeel» puis reprise par [Farhat 03], permet de profiter d’une architecture parall̀ele pour la
discŕetisation en temps d’unéequation d’́evolution. On consid̀ere unéequation d’́evolution
du premier ordre (1.19) avec une condition initiale.

{
u̇+Au = f sur[0,T]
u(0) = u0 C.I.

(1.19)

où u et f peuvent̂etre des scalaires ou des vecteurs etA est une application lińeaire.
u0 est la condition initiale associée au probl̀eme.
Tout d’abord, on introduit une grille grossière∪Si = [0,T] avecSi = [t i, t i+1] sur chaque
intervalleSi comme illustŕe à la figure 1.13. Puis, on introduit une grille fine sur chaque
intervalle.

t0 t it i+1

grille grossìere

Si = [t i, t i+1]

grille f ine

FIG . 1.13:Repŕesentation de la discrétisation pour la ḿethode« paraŕeel»

L’algorithme de ŕesolution est it́eratif d’indicateurk. On note les variables se rappor-
tant à la grille grossìerey et celle se rapportantà la grille finey . L’algorithme prend la
forme suivante :

Initialisation :
Résolution de (1.19) sur la grille grossière qui nous donneyi

k=0 pour approximation de
u(t i).

Boucle itérative : k = 0,1, . . .

Etape 1 :
Résolution sur chaque grille fineSi du probl̀eme (1.20) avec pour condition initialeyi

k .

{

ẏi
k +Ay i

k = f sur[0,T]
yi

k(t
i) = yi

k C.I.
(1.20)

Etape 2 :
Détermination des sauts :

∆i
k = yi−1

k (t i−)−yi
k(t

i) (1.21)
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Etape 3 :
Détermination de la correctionci

k sur la grille grossìere en ŕesolvant le probl̀eme :






ċk +Ack = 0 sur[0,T]
ck(t0) = ck C.I.

ck(T i) = ck(t i−)+∆i
k Conditions de raccord

(1.22)

On remarque queck(t) a une ŕegularit́e d́efinie au sens des distributions.
Etape 4 :

Mise à jour de la solution sur la grille grossière :

yi
k+1 = yi−1

k (t i−)+ck(t
i) (1.23)

Bilan et limitations

Cette ḿethode permet de mettre en place une stratégie de ŕesolution parall̀ele en
temps. Cette approche est applicableà des probl̀emes paraboliques. Pour des problèmes
hyperboliques, il áet́e montŕe par [Farhat 03] que des phénom̀enes parasites apparaissent
et rendent inconsistante la méthode.

6.2 Méthode multi-pas de temps ou sous-cyclage

L’ approche multi-pas de temps, présent́ee ici, aét́e introduite par A. Combescure dans
[Combescure 01]. Cette ḿethode s’appliquèa un probl̀eme de ḿecanique d́ecompośe en
sous-domaines par une approche duale. Elle permet de choisir le sch́ema temporel ad́equat
pour un sous-domaine avec son pas de temps propre.

fd
ΓF

ud

ΓU

Ω(2) Ω(1)

∆t(1) ∆t(2)

Γ

FIG . 1.14:Probl̀eme d́ecompośe en sous-domaines

Consid́erons un probl̀eme d́ecompośe en deux sous-domainesΩ(1) et Ω(2) sépaŕe par
l’interfaceΓ (voir figure 1.14). Au domaineΩ(i), on associe le pas de temps∆t(i) tel que
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∆t(1) = m∆t(2) avecm entier.

La décomposition de domaine par une approche duale nous amène à ŕesoudre le
probl̀eme discŕetiśe suivant :







M (1)ü(1) +K (1)u(1) = f(1) +C(1)T
λ

M (2)ü(2) +K (2)u(2) = f(2) +C(2)T
λ

C(1)u(1) +C(2)u(2) = 0

où ü(i) et u(i) sont le vecteur accélération et le vecteur d́eplacement sur le sous-
domaineΩ(i) et λ est le vecteur des efforts d’interface surΓ. M (i), K (i), C(i) et f(i) sont
respectivement la matrice de masse, la matrice de raideur, les matrices de projection et les
efforts ext́erieurs sur le sous-domaineΩ(i).

t

t

tu(1)
k u(1)

k+1

∆t(1)

λ0 λmλ j

u(2)
0 u(2)

mu(2)
j

j
∆t(2)

FIG . 1.15:Répartition de la discrétisation temporelle sur chaque sous-domaine

La résolution temporelle s’effectuèa l’aide d’un sch́ema de Newmark caractériśe par
les param̀etresγ(i) et β(i) [Hughes 87] associés au sous-domaineΩ(i). On introduit la

notationu(i)
j = u(i)( j∆t(i)) comme illustŕe sur la figure (1.15). Par soucis de simplicité,

l’intervalle de temps utiliśe est[0,∆t(1)]. L’effort d’interfaceλ est discŕetiśe sur la grille
temporelle la plus fine,i.e.en∆t(2). Le sch́ema de Newmark s’écrit ainsi :

u(i)
j+1 =P u(i)

j +β(i)∆t(i)2ü(i)
j+1

u̇(i)
j+1 =P u̇(i)

j + γ(i)∆t(i)ü(i)
j+1

avec les pŕedicteurs

Pu(i)
j = u(i)

j +∆t(i)u̇(i)
j +∆t(i)2(

1
2
−β(i))ü(i)

j (1.24)

Pu̇(i)
j = u̇(i)

j +∆t(i)(1− γ(i))ü(i)
j
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Afin de śeparer les difficult́es dans le calcul multi-pas de temps, on effectue la décompo-

sition u(i)
j = u(i), f

j + u(i),l
j . La notation•, f désigne la partie libre du champ. Quantà la

notation•,l , elle d́esigne la partie líee du champ. Cela nous amèneà ŕesoudre sur chaque
sous-domaine de façon indépendante :

M̃ (i)ü(i), f
j+1 = f(i)j+1−K (i)u(i)

j+1 (1.25)

avec :M̃ (i) = M (i) +β(i)∆t(i)2K (i).
Puis, on d́etermineλ j+1 :

Hλ j = −[(1− j
m

)C(1)w(1), f
k +

j
m

C(1), f w(1)
k+1 +C(2)w(2), f

j ] (1.26)

avecH etw(i), f
j qui sont d́efinis selon le choix de la condition de continuité au niveau

de l’interface :
– en d́eplacement :

{

w(i), f
j =P u(i)

j +β(i)∆t(i)2ü(i), f
j+1

H = ∑i β(i)∆t(i)2C(i)M̃ (i)−1C(i)T
(1.27)

– en vitesse : {

w(i), f
j =P u̇(i)

j + γ(i)∆t(i)ü(i), f
j+1

H = ∑i γ(i)∆t(i)C(i)M̃ (i)−1C(i)T
(1.28)

– en acćelération : {

w(i), f
j = ü(i), f

j+1

H = ∑i C
(i)M̃ (i)−1C(i)T

(1.29)

On note que [Combescure 01] préconise un raccord en vitesse pour assurer la stabilité
du sch́ema pour n’importe quel schéma de Newmark.

Ensuite, on d́etermineü(i),l
j+1 en ŕesolvant :

M (i)ü(i),l
j+1 = C(i)λ j+1 (1.30)

Et enfin, on assemble :

ü(i)
j = ü(i), f

j + ü(i),l
j (1.31)

Bilan

Cette ḿethode multi-pas de temps permet de coupler plusieurs sous-domaines avec
des sch́emas de ŕesolution temporelle appropriés. La stabilit́e de ce sch́ema áet́e d́emontŕee
rigoureusement dans [Gravouil 01]. Les mêmes auteurs proposent une extension de cette
méthodeà des probl̀emes nonlińeaires dans [Combescure 01]. Il est même possible de
mettre en place une stratégie de ŕeduction de mod̀ele localement [Faucher 04a, Faucher 04b].
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7 Bilan

A travers la pŕesentation des géomat́eriaux, nous avons mis en avant la complexité de
leurs comportements. Les modèles utiliśesà l’échelle macroscopique sont obtenusà partir
de l’homoǵeńeisation du comportement mésoscopique. Nous préfèrons utiliser un mod̀ele
mésoscopique qui permet de prendre en compte les hét́eroǵeńeités mat́eriaux ainsi que les
discontinuit́es dues̀a l’apparition de fissures.

Le choix que nous avons effectué est d’utiliser la ḿethode deśeléments discrets parce
qu’elle traduit directement le comportement des géomat́eriauxà l’échelle ḿesoscopique,
ce qui permet d’obtenir un comportement plus précis. Toutefois, comme nous l’avons
vu, cette ḿethode reste inabordable d’un point de vue numérique sur un calcul de struc-
ture. Une strat́egie usuelle dans ce cas de figure est d’utiliser une méthode de ŕesolution
multiéchelle. En effet, l’utilisation d’un mod̀ele microscopique sur l’ensemble de la struc-
ture est rarement nécessaire. C’est pour cette raison que l’on souhaite partitionner notre
probl̀eme en discŕetisant d’une part la zone d’intér̂et avec la ḿethode deśeléments discrets
et le reste de la structure avec un modèle continu. De cette façon, on réduit consid́erable-
ment le côut nuḿerique.

Parmi l’ensemble des ḿethodes de couplage décrites dans ce chapitre, une stratégie se
basant sur une ḿethode de d́ecomposition de domaine semble la plus judicieuse. En effet,
les ḿethodes de d́ecomposition de l’espace fonctionnel semblent inadaptées pour deux
raisons. Tout d’abord, les deux modèles coexistent dans une zone d’intér̂et. Dans ce cas,
le mod̀ele grossier au niveau du patch perturbe la solution globaleet engendre un surcoût
numérique. Ensuite, afin d’obtenir une bonne consistance, ces méthodes ńecessitent la
résolution de problèmes annexes coûteux via la d́etermination d’une fonction de Green.
Finalement, on s’int́eressera plutôt à une ḿethode de d́ecomposition de domaine de type
Arlequin du fait qu’elle autorise le recouvrement et permetpar conśequent le traitement
de maillages ǵeoḿetriquement incompatibles.

De la m̂eme façon,i.e. afin de ŕeduire le côut de calcul, nous nous sommes orientés
vers des stratégies multíechelles en temps. En ce qui concerne la méthode pararéel, nous
l’avonsécart́ee de nos choix car elle pose des problèmes d’inconsistance pour les problèmes
d’élastodynamique qui nous intéressent. Du fait que l’on ait choisi auparavant une ap-
proche par d́ecomposition de domaine, il paraı̂t naturel que notre approche multiéchelle
se base sur une ḿethode de sous-cyclage.

Dans la suite du document, nous présentons nos travaux suivant deux axes donnant
lieu à deux chapitres distincts :

– Le chapitre 2 d́ecrit l’approche de couplage entre deux modèles continus. Les as-
pects concernant la mise en place de la décomposition de domaine avec recouvre-
ment sont pŕesent́es. L’originalit́e du travail propośe consistèa limiter le raccord des
champs seulement sur le bord de la zone de recouvrement. En outre, uneévolution
du sch́ema de ŕesolution multi-pas de temps est présent́ee.
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– Le chapitre 3 pŕesente quant̀a lui l’extension de la ḿethode de couplage continu-
continu pŕesent́ee dans le chapitre 2̀a un couplage discret-continu. Les aspects
concernant son implantation sont présent́es.
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1 Introduction

Dans la plupart des problèmes de ḿecanique, plusieurs phénom̀enes physiques non-
linéaires (fissuration, endommagement, plasticité . . .) doivent̂etre pris en consid́eration.
La nécessit́e de prendre en compte ces phénom̀enes d́epend de la finesse de résolution
désiŕee. En d́epit des performances numériques actuelles, traiter un problème ḿecanique
de grande envergure entièrement nonlińeaire reste utopique d’un point de vue numérique.
Après avoir observ́e que les ph́enom̀enes nonlińeaires restent localisés, plusieurs stratégies
multiéchelles ont́et́e mises en place afin de faire faceà cette difficult́e. Plusieurs d’entre
elles ontét́e d́ecrites dans le chapitre préćedent.

L’objectif du travail pŕesent́e dans ce chapitre est d’introduire une formulation de
couplage efficace entre deux approches continues ayant une méthode de discrétisation
diff érente. Nous nous limiterons dans le cadre de ce chapitreà des probl̀emes lińeaires. Ce
travail constitue un point de départ pour le couplage continu / discret exposé au chapitre
3. L’intér̂et de cette approche est qu’elle permet de travailler en mécanique des milieux
continus òu le cadre math́ematique est clairement défini. L’approche que nous propo-
sons ici s’inspire de la ḿethode Arlequin appliqúee auxéquations de l’́elastodynamique
[Ben Dhia 98, Xiao 04]. Cette stratégie permet de coupler des modèles en introduisant une
zone de transition aussi appellée zone de couplage. L’introduction de cette zone permet
notamment de ǵerer des maillages incompatibles en terme d’espaces d’approximations et
de ǵeoḿetrie.

Notre travail a consisté à étendre la stratégie Arlequin [Ben Dhia 98] au cadre dyna-
mique, couplant deux modèles continus de discrétisations diff́erentes. Le premier enjeu
réside dans l’aḿelioration des performances en terme de coût de calcul nuḿerique. En ef-
fet, le côut de calcul des oṕerateurs de couplage ainsi que la résolution du probl̀eme coupĺe
s’avère prohibitif pour un problème de dynamique transitoire qui nécessite la ŕesolution
d’un probl̀eme d’interfacèa chaque pas de temps. Pour ce faire, nous avons mis en place
un couplage se limitant au bord de la zone de couplage au lieu du couplage volumique
habituel [Ben Dhia 98]. Ńeanmoins, il s’agit de s’assurer que ce type de couplage ne
déteriore pas la précision nuḿerique. Le second enjeu de notre travail aét́e de mettre en
place une stratégie de ŕesolution multi-pas de temps en se basant sur les travaux réaliśes
par [Combescure 01]. Sur ce point, nous proposons un schéma d’ordre pluśelev́e permet-
tant d’aḿeliorer la consistance du schéma de ŕesolution temporelle.

La premìere section de ce chapitre se consacreà l’écriture de la formulation varia-
tionnelle du probl̀eme coupĺe en partant deśequations de base de la mécanique. Dans une
seconde section, nous nous intéressons au choix des espaces d’approximation des quan-
tités d’interface du problème de couplage. Puis, une section est consacréeà l’extension
de l’aspect multíechelle sur la composante temporelle. Enfin, nous illustrons la strat́egie
numérique sur un cas test 1D, ainsi que sur un cas test 2D.
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2 Une formulation de couplage continu-continu

Dans cette partie, nous nous intéressons̀a l’écriture de la formulation de couplage
sous forme variationnelle en partant deséquations de l’́elastodynamique. Par la suite, on
consid̀ere un probl̀eme de ḿecanique soumis aux hypothèses des petites perturbations.

2.1 Préliminaires

Afin de pouvoir mettre en place la formulation de couplage sous forme variationnelle,
on s’int́eresse tout d’abord̀a la mise en place d’une formulation variationnelle géńerique
pour un probl̀eme de dynamique.

On consid̀ere un domaine d’étudeΩ borńe par∂Ω, connexe et Lipschitz deℜd répon-
dant aux lois de l’́elastodynamique. Le bord∂Ω est partitionńe parΓu,Γg et Γa tels que
∂Ω = Γu⊕Γg⊕Γa. Γu et Γg correspondent respectivement au bord du domaine∂Ω où
sont impośees les conditions de Dirichlet et de Neumann. Enfin surΓc, on consid̀ere qu’il
y a une ind́eterminatioǹa la fois sur le chargement et la cinématique. Cette frontière nous
permettra par la suite de mettre en place le problème coupĺe. Le probl̀eme est repŕesent́e
à la figure 2.1 et se déroule sur l’intervalle de tempsI = [0,T].

Ω

Γu

Γg

Γc

ud

fd

gd

FIG . 2.1:Probl̀eme pŕeliminaire

La formulation forte du problème nous am̀eneà d́eterminer le d́eplacementu et la
contrainteσ, lesquels sont suffisament réguliers et v́erifient leséquation suivantes :

– Conditions limites :

u = ud surΓu× I σn = gd surΓg× I σn = λ surΓc× I (2.1)

où n est le vecteur unitaire normalà ∂Ω.
– Equation d’́equilibre dynamique :

div σ + fd = ρü dansΩ× I (2.2)
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– Loi de comportement :
σ = A(∇su) dansΩ× I (2.3)

– Conditions initiales :

u|t=0 = u0 u̇|t=0 = v0 dansΩ (2.4)

où ud correspond aux d́eplacements imposés sur le bordΓu, fd est la force volumique
dansΩ, gd est l’effort surfacique impośe surΓg. Ici, on introduit surΓa le multiplica-
teur de Lagrangeλ qui est une inconnue et assimilableà un effort surfacique. La masse
volumique du milieu est noté ρ. Le comportement du matériau est caractériśe par une
complianceA qui traduit un comportement linéaire de celui-ci.

A partir de la formulation forte préćedemment́ecrite, on obtient une formulation va-
riationnelle de ceśequations.

Trouver(u,λ) ∈ C2
0 (I ;H1

ud
(Ω,Γu)

d)×H− 1
2(Γa)

d tel que :

mΩ(ü,v)+kΩ(u,v)−bΓc(λ,v) = fΩ(v)+gΓg(v), ∀v ∈U0 (2.5)

avec

mΩ(u,v) =
Z

Ω
ρu.vdΩ , kΩ(u,v) =

Z

Ω
A(∇su) : ∇svdΩ , bΓc(λ,v) =

Z

Γc

λ.vdΓ

fΩ(v) =
Z

Ω
fd.vdΩ , gΓg(v) =

Z

Γg

gd.vdΓ

U0 = H1
0(Ω,Γu)

d est un espace vectoriel.
On remarque quemΩ, kΩ et bΓc sont bilińeaires continues et quefΩ et gΓg sont

linéaires continues. En outre, ce problème est mal posé au sens d’Hadamard́etant donńe
qu’il existe une ind́etermination surλ.

2.2 Position du probl̀eme de couplage

Dans cette section, on s’intéressèa la mise en place de la formulation de couplage
dans un cadre dynamique.
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Ω(1)
cΩ(2)

c

Ωc

Γu

Γg

Γ(2)
c Γ(1)

c

ud

fd

gd

nc

nc

FIG . 2.2:Probl̀eme de ŕeférence

On reprend le problème de ŕeférence continúenonće dans le premier chapitrèa la
section 4.1 auquel on applique une décomposition de domaine avec recouvrement.

On consid̀ere alors un domaine d’étudeΩ borńe par∂Ω, connexe et Lipschitz de
ℜd décompośe en deux sous-domainesΩ = Ω(1) ∪Ω(2). On noteΩc = Ω(1) ∩Ω(2) la

zone de recouvrement,Ω(i)
c = Ω(i) \Ωc, Γe

c = ∂Ωc∩ ∂Ω le bord ext́erieur de la zone de

recouvrement,Γi
c = ∂Ωc\Γe

c son bord int́erieur. On introduit les interfacesΓ(i)
c = ∂Ω(i)

c ∩
Γi

c entreΩ(i)
c et Ωc et l’interface compl̀eteΓc = Γ(1)

c ∪Γ(2)
c (voir figure 2.2 ). L’intervalle

de temps est noté I = [0,T].
Le probl̀eme ḿecanique est gouverné par l’ensemble deśequations suivantes :
– Conditions limites (i ∈ {1,2}) :

u(i) = ud surΓu× I σ(i)n(i) = gd surΓg× I (2.6)

– Equation d’́equilibre dynamique (i ∈ {1,2}) :

div σ(i) + fd = ρü(i) dansΩ(i)× I (2.7)

– Loi de comportement (i ∈ {1,2}) :

σ(i) = A(∇su(i)) dansΩ(i)× I (2.8)

– Conditions initiales (i ∈ {1,2}) :

u(i)|t=0 = u(i)
0 dansΩ(i) u̇(i)|t=0 = v(i)

0 dansΩ(i) (2.9)

– Conditions de continuité :
u(1) = u(2) surΓc (2.10)

(σ(1)−σ(2))n(c) = 0 surΓc (2.11)
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où ρ est la masse volumique,fd est l’effort volumique,σ(i) etu(i) sont respectivement
le tenseur des contraintes de Cauchy et le déplacement associé au domaineΩ(i). K est

le tenseur de Hooke,gd est l’effort surfacique impośe surΓg(Γ(i)
g = Γg∩ ∂Ω(i)

c et Γ(i)
gc =

Γg∩Γe
c ) , ud est le d́eplacement imposé surΓu tel queΓu∩Γg = /0. Afin que le probl̀eme

soit bien pośe temporellement, on a introduit les conditions initialesu0 et v0. nc est le

vecteur normal unitaire orienté deΩ(1)
c versΩc pour l’interfaceΓ(1)

c et orient́e deΩc vers

Ω(2)
c pour l’interfaceΓ(2)

c .

2.3 Ecriture de la formulation faible

Dans un premier temps, on introduit une partition de l’unité surΩ̄c :

(α(1),α(2)) = (α,1−α)

où α ∈]0,1[ est une constante défini surΩ̄c.

Ω(1)
c

Ω(2)
cΩ(2)
c

Γu

Γg

Γ(2)
c

Γ(1)
c

ud

fd

gd

+

+

+

Ωc∪Ω(1)

Ωc∪Ω(2)

α

(1−α)

FIG . 2.3:Sommation des formulations

Après sommation de la formulation (2.5) obtenue dans le problème pŕeliminaireécrite

surΩ(i)
c et la partitionα(i) ∈]0,1[ de celle-ci surΩ̄c (illustration figure 2.3), on obtient la

formulation variationnelle suivante :

Trouveru(i) ∈U(i) = C2
0 (I ;H1

ud
(Ω(i),Γu)

d) tel que :

m(i)(ü(i),v)+a(i)(u(i),v) = l (i)(v)+ ε(i)b(i)(σ(i)nc,v) ∀v ∈U
(i)
0 = H1

0(Ω(i),Γu)
d

(2.12)
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avecε(1) = −ε(2) = 1 :

m(i)(u(i),v) = m
Ω(i)

c
(u(i),v)+α(i)mΩc(u

(i),v)

a(i)(u(i),v) = a
Ω(i)

c
(u(i),v)+α(i)aΩc(u

(i),v)

l (i)(v) = fΩ(i)(v)+g
Γ(i)

g
(v)+α(i)( fΩc(v)+g

Γ(i)
gc

(v))

b(1)(σ(1)nc,v) = α(1)
Z

Γ(2)
c

σ(1)nc.vdΓ+α(2)
Z

Γ(1)
c

σ(1)nc.vdΓ

b(2)(σ(2)nc,v) = α(2)
Z

Γ(1)
c

σ(2)nc.vdΓ+α(1)
Z

Γ(2)
c

σ(2)nc.vdΓ

Puis, on introduit l’effort d’interfaceλ surΓc défini comme suit :

λ|Γ(1)
c

= α(2)σ(1)nc

λ|Γ(2)
c

= α(1)σ(2)nc

Grâceà la condition de continuité en effort (2.11), on peut́ecrire b(i)(σ(i)nc,v) =
bc(λ,v). En outre, la contrainte de continuité cińematique peut̂etre écrite sous forme
faible en introduisant un espace de multiplicateurs de Lagrange sur l’interfaceΓc.

Z

Γc

(u(1)−u(2))µdΓ = 0, ∀µ ∈ H− 1
2(Γc)

Le probl̀eme coupĺe que nous considérerons par la suite consisteà trouver le d́eplacement
u(1) dans le sous-domaineΩ(1), le d́eplacementu(2) dans le sous-domaineΩ(2) et les
efforts d’interfaceλ solution de la formulation de couplage suivante :

Trouver
(

u(1),u(2),λ
)

∈U(1)×U(2)×W tels que

m(1)(ü(1),v)+a(1)(u(1),v) = l (1)(v)+bc(λ,v), ∀v ∈U
(1)
0

m(2)(ü(2),v)+a(2)(u(2),v) = l (2)(v)−bc(λ,v), ∀v ∈U
(2)
0

bc(µ,u(1)−u(2)) = 0, ∀µ∈W

(2.13)

oùW = H− 1
2(Γc).

Remarque

Cette formulation comporte deux points clés. Le premier consistèa effectuer une par-
tition sur la zone de recouvrementΩc sur l’ensemble des opérateurs. Le second point
concerne l’introduction d’un oṕerateur de couplagebc qui conduità un couplage sur l’in-
terfaceΓc par l’intermédiaire de l’effort d’interfaceλ.
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2.4 Ecriture du probl ème coupĺe sous forme discr̀ete

SoitU(i)
h etWh les espaceśeléments finis appropriés etΩ(i)

h la discŕetisationélément
fini correspondante surΩ(i). Cette discŕetisation m̀ene au probl̀eme discret suivant :







M (1)ü(1) +K (1)u(1) = f(1) +C(1)T
λ

M (2)ü(2) +K (2)u(2) = f(2)−C(2)T
λ

C(1)u(1)−C(2)u(2) = 0

(2.14)

où ü(i) etu(i) sont respectivement les champs discrets d’accélération et de d́eplacement
sur le sous-domaineΩ(i), λ est le vecteur des efforts associé à l’interfaceΓc,h. M (i), K (i),
C(i) et f(i) sont respectivement la matrice de masse, la matrice de raideur, les matrices

de projection et les efforts extérieurs sur le sous-domaineΩ(i)
h . Ils s’écrivent, en omettant

l’indice h qui pŕecise l’approximation ǵeoḿetrique et en conservant la notation en gras
afin de prendre en compte les différentes directions du champ dans l’espace :

M (i)
kl = M (i),Ω(i)

c
kl +α(i)M (i),Ωc

kl ; K (i)
kl = K (i),Ω(i)

c
kl +α(i)K (i),Ωc

kl

f(i)k = f
Ω(i)

c ,Γ(i)
g

k +α(i)f
Ωc,Γ

(i)
gc

k ; C(i)
kl =

Z

Γc

φc
kφ(i)

l dΓ
(2.15)

avec
M (i),ω

kl =
Z

ω
ρφ

(i)
k φ

(i)
l dω ; K (i),ω

kl =
Z

ω
A(∇φ

(i)
k ) : ∇φ

(i)
l dω

fω,γ
k =

Z

ω
ρfdφ

(i)
k dω+

Z

γ
gdφ

(i)
k dγ

(2.16)

où φ(i)
k , φc

k sont respectivement lakème fonction de forme de la baséelément fini des

espacesU(i)
h etWh.

2.5 Ecriture du probl ème coupĺe sous forme lagrangienne

A partir du probl̀eme discret (2.14), nous allons déterminer la forme lagrangienne as-
socíee. L’écriture sous cette forme nous permet d’identifier les différents termeśenerǵeti-
ques.
Le probl̀eme discret pŕećedemment́ecrit revientà ŕealiser un d́eveloppement d’Euler-
Lagrange sur l’expression suivante du lagrangienL :

L = ∑
i=1,2

[
1
2

u̇(i)TM (i)u̇(i)

︸ ︷︷ ︸

T(i)

− 1
2

u(i)TK (i)u(i)

︸ ︷︷ ︸

V(i)

+u(i)T f(i)
︸ ︷︷ ︸

W(i)

]+λT(C(1)u(1)−C(2)u(2))
︸ ︷︷ ︸

Eint

(2.17)

On identifie bien ici dans ce lagrangien les termes enénergie suivants :
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– T(i) = 1
2u̇(i)TM (i)u̇(i) , terme associé à l’énergie cińetique du domaineΩ(i).

– V(i) = 1
2u(i)TK (i)u(i), terme associé à l’énergie interne du domaineΩ(i).

– W(i) = u(i)T f(i), terme associé aux efforts ext́erieurs surΩ(i).
– Eint = λT(C(1)u(1)−C(2)u(2)), terme associé à l’énergie d’interfaceΓc.
On remarque qu’en faisant apparaı̂tre la partitionα(i), on obtient :

L = ∑
i=1,2

[L(i),Ω(i)
c +α(i)L(i),Ωc]+Eint (2.18)

avec :L(i),ω = 1
2u̇(i)TM (i),ωu̇(i)− 1

2u(i)TK (i),ωu(i) +u(i)T fω,Γg∪∂ω.

L(i),ω est le lagrangien associé au sous-domaineω dans l’espace testU(i)
h . L’ écriture

sous cette forme fait apparaı̂tre une partition eńenergie associéeà une discŕetisation se

rapportant aux sous-domainesΩ(i)
c et Ωc.

3 Discrétisation des oṕerateurs de couplage

La formulation du probl̀eme discret telle qu’elle estécrite en (2.14) permet naturel-
lement de prendre en compte des incompatibilités maillage par l’interḿediaire du mul-
tiplicateur de Lagrangeλ. L’introduction de celui-ci permet d’assurer la continuité des
champs̀a l’interface sous forme faible. L’approche utilisée ici s’appellemortar method
et fut introduite par [Maday 89].

Dans l’́etude qui suit, on porte notre intér̂et sur la discŕetisation du raccord qui permet
de coupler la description grossière que l’on associe au sous-domaineΩ(1) et la descrip-
tion fine que l’on associe au sous-domaineΩ(2) sur des probl̀emes de dimension 2. On
utilise une discŕetisationéléments spectraux d’ordre 5 pour le sous-domaineΩ(1) et une
discŕetisation avec deśeléments triangulaires lińeaires pour le sous-domaineΩ(2) comme
illustré à la figure 2.4.

Du fait que la discŕetisation du probl̀eme est fix́ee sur chaque sous domaine, nous
nous int́eressons plutôt ici à la discŕetisation des interfaces. Le choix de l’espace d’ap-
proximation des multiplicateurs de LagrangeWh est primordial puisqu’il conditionnea
priori l’erreur nuḿerique associée au recollage des champs. En effet, nous devons garan-
tir que le saut de d́eplacement̀a l’interface s’annule. Un choix naturel, en ce qui concerne
l’approximation des oṕerateurs de couplage (C(1) et C(2)), est d’utiliser une approxima-
tion paréléments lińeaires ou une approche paréléments spectraux d’ordre 5 au niveau
de l’interface. Ce choix nous permet d’avoir au moins la compatibilit é du maillage d’in-
terface avec un des deux maillages.
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Γc

Ω(1)
h

Ω(2)
h

FIG . 2.4: Illustration d’un probl̀eme discŕetiśe

3.1 Interfaces discŕetisées avec deśeléments spectraux d’ordre 1

La premìere approche que nous proposons ici consisteà utiliser des fonctions de
forme linéaire pour l’interface avec une intégration de Gauss-Lobatto-Legendre d’ordre 0
[Patera 84]. Comme nous l’avons dit préćedemment, l’int́er̂et de cette approche est qu’elle

permet d’avoir compatibilit́e du maillage d’interface avec la restriction du maillageΩ(2)
h .

Autrement dit :φ(c) = TrΓcφ(2) comme nous pouvons voir sur la figure 2.5. Par la suite,
nous verrons que cette approche est intéressante parce qu’elle permet de réduire le côut
de calcul des oṕerateurs de couplage.

On rappelle que dans ce cas les opérateurs de couplage ont la forme suivante :

C(1)
kl =

Z

Γc

φ
(1)
l φ

(2)
k dΓ etC(2)

kl =
Z

Γc

φ
(2)
l φ

(2)
k dΓ et (2.19)

Après application du schéma d’int́egration de Gauss-Lobatto-Legendre, on obtient en
utilisant la notation indicielle l’expression suivante des oṕerateurs de couplage :

C(1)
kl = φ

(1)
l (xk)ωk etC(2)

kl = δklωk (2.20)

où xk est l’ensemble des nœuds du maillage d’interface etωk les poids associés au sch́ema
d’intégration. En d’autres termes,xk correspond aux points d’intégration etωk est la
somme en ce point du produit du poids du schéma de quadrature par le jacobien des
éléments adjacents.

En injectant les expressions préćedemment obtenues dans le système discret (2.14),
cela nous am̀eneà ŕesoudre le système suivant :







M (1)
kl ü(1)

l +K (1)
kl u(1)

l = f(1)
l +φ

(1)
k (xl )ωlλl

M (2)
kl ü(2)

l +K (2)
kl u(2)

l = f(2)
l −δlkωlλl

φ
(1)
l (xk)ωku

(1)
k −δklωku

(2)
k = 0
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Γc

Γc

Γc

φ(S)
|Γc

φ(c)

φ(2)
|Γc

FIG . 2.5: Illustration de la discŕetisationà l’interface pour l’ordre 1

On remarque que :

φ
(1)
l (xk)ωku

(1)
k −δklωku

(2)
k = 0⇔ φ

(1)
l (xk)u

(1)
k −δklu

(2)
k = 0

On peut alors effectuer le changement d’inconnueωlλl = µl , ce qui nous permet
d’obtenir le syst̀eme suivant́equivalent sur les quantités cińematiques :







M (1)
kl ü(1)

l +K (1)
kl u(1)

l = f(1)
l +φ

(1)
k (xl )µl

M (2)
kl ü(2)

l +K (2)
kl u(2)

l = f(2)
l −δlkµl

φ
(1)
l (xk)u

(1)
k −δklu

(2)
k = 0

(2.21)

Cette simplification du sytèmeà ŕesoudre permet de supprimer les opérations d’int́egra-
tion dans le calcul des opérateurs de couplage, ce qui allège consid́erablement le côut de
calcul puisque d́esormais on a :

C(1)
kl = φ

(1)
l (xk) etC(2)

kl = δkl (2.22)

Notons que de cette façon, on ne calcule pas le multiplicateur de Lagrangeλ, mais
cela n’a pas vraiment d’importance puisque les inconnues qui nous int́eressent sont les
quantit́es cińematiques.
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3.2 Interfaces discŕetisées avec deśeléments spectraux d’ordre 5

La seconde approche que nous proposons ici consisteà discŕetiser l’interface avec
deséléments spectraux d’ordre 5 en respectant la compatibilité du maillage comme cela
est illustŕe à la figure 2.6. Danc ce cas,φ(c) = TrΓcφ(1). On rappelle que dans ce cas les
opérateurs de couplage ont la forme suivante :

C(1)
kl =

Z

Γc

φ
(1)
l φ

(1)
k dΓ etC(2)

kl =
Z

Γc

φ
(2)
l φ

(1)
k dΓ (2.23)

Après application du schéma d’int́egration de Gauss-Lobatto-Legendre, l’expression des
opérateurs de couplage devient en utilisant la notation indicielle :

C(1)
kl = δklωk etC(2)

kl = φ
(2)
l (xk)ωk (2.24)

où xk est l’ensemble des nœuds du maillage d’interface etωk les poids associés au sch́ema
d’intégration.

En effectuant la m̂eme d́emarche que dans le cas linéaire, on obtient :

C(1)
kl = δkl etC(2)

kl = φ
(2)
l (xk) (2.25)

Γc

Γc

Γc

φ(1)
|Γc

φ(c)

φ(2)
|Γc

FIG . 2.6: Illustration de la discŕetisationà l’interface pour l’ordre 5
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Cette approche permet, tout comme dans le cas de l’interpolation linéaire, de ŕeduire
le côut de calcul des oṕerateurs de couplage.

3.3 Bilan

Dans cette partie, nous avons proposé deux approches de discrétisation de l’interface.
Pour ces deux approches, nous proposons une réduction du côut de calcul des oṕerateurs
de couplage en se ramenantà un probl̀eme discŕetiśe équivalent (2.21). Notons que les
opérateurs de couplage dans le cas où l’interface et le sous-domaine ont des maillages
conformes sont diagonaux et garantissent par conséquent la localit́e du couplage.

Pour nos deux configurations de discrétisation de l’interface, la condition de stabilité
est v́erifiée. Ceci garantit que le problème est bien posé et que par conséquent il n’y a pas
d’indétermination surλ. On peut se ŕeférer aux travaux de [Maday 89, Bernardi 93] pour
s’en assurer.

Finalement, nous avons proposé deux approches de discrétisation de l’interface qui
permettent de réduire le côut de calcul et garantit la stabilité de la projection de Mortier. Il
nous restèaétudier l’erreur nuḿerique associéeà chacune des approximations du champs
d’interface. Cela fait l’objet de la section 6.

4 La r ésolution

Jusqu’̀a lors, nous nous sommes intéresśesà l’aspect spatial du couplage, de sa mise
en place sous forme variationnelleà sa discŕetisation. D́esormais, on s’intéresseà la
discŕetisation de la composante temporelle, ainsi qu’à sa mise en place dans une architec-
ture multi-mod̀ele. On rappelle qu’un modèle se d́efinit par une formulation ḿecanique
ainsi que par sa discrétisation qu’elle soit spatiale ou temporelle. Dans notre cas, nous
avons deux mod̀eles. L’un a pour support géoḿetrique le domaineΩ(1), l’autre le do-
maineΩ(2). Par la suite, on présente par ordre chronologique des travaux la mise en place
de la ŕesolution parall̀ele entre les mod̀eles. Dans ce cas, la discrétisation temporelle est
la même pour chaque modèle. Puis, afin d’́etendre l’aspect multiéchelle au domaine tem-
porel, on se propose de discrétiser la composante temporelle avec une approche multi-pas
de temps.

Assez souvent, chaque modèle utiliśe dans la ŕesolution d’un probl̀eme coupĺe est
assocíe à un code ind́ependant. L’objectif de l’algorithme de résolution globale est de
préserver au maximum cette indépendance. Pour ce faire, nous mettons en place une
strat́egie de ŕesolution parall̀ele entre les mod̀eles. En outre, on rappelle que chacun
des codes, du fait que l’on utilise une discrétisation paŕeléments spectraux, permet une
résolution explicite. La ŕealisation de cet algorithme doit garder cet avantage.
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Tout d’abord, rappellons que la décomposition de domaine que nous avons mis en
place pŕećedemment nous am̀eneà ŕesoudre le problème discŕetiśe suivant :







M (1)ü(1) +K (1)u(1) = f(1) +C(1)T
λ

M (2)ü(2) +K (2)u(2) = f(2)−C(2)T
λ

C(1)u(1)−C(2)u(2) = 0

(2.26)

où ü(i) et u(i) sont le vecteur accélération et le vecteur d́eplacement sur le sous-
domaineΩ(i) et λ est le vecteur des efforts d’interface surΓ. M (i), K (i), C(i) et f(i) sont
respectivement la matrice de masse, la matrice de raideur, les matrices de projection et les
efforts ext́erieurs sur le sous-domaineΩ(i).

Afin de mettre en place un cadre de résolution explicite, nous choisissons un schéma
d’intégration temporelle aux différences centrées dans chacun des sous-domaines. Le
pas de temps associé à cette discŕetisation temporelle est noté ∆t. Aussi, le champ de

déplacement approxiḿeu(i) pris au pas de tempsj∆t est not́eu(i)
j ∼ u(i)( j∆t). Le sch́ema

nous donne les approximations temporelles suivantes [Hughes 87] :

{

u(i)
j+1 = u(i)

j +∆tu̇(i)
j + ∆t2

2 ü(i)
j

u̇(i)
j+1 = u̇(i)

j + ∆t
2 (ü(i)

j + ü(i)
j+1)

(2.27)

En consid́erant que les conditions initiales imposées dans chaque modèle v́erifient :

C(1)u(1)
0 = C(2)u(2)

0 et C(1)u̇(1)
0 = C(2)u̇(2)

0 (2.28)

Il s’en suit que le système (2.26) en utilisant leśequations (2.27) , sous la condition
(2.28) est́equivalent̀a :







M (1)ü(1)
j+1 +K (1)u(1)

j+1 = f(1)
j+1 +C(1)T

λ j+1

M (2)ü(2)
j+1 +K (2)u(2)

j+1 = f(2)
j+1−C(2)T

λ j+1

C(1)ü(1)
j+1−C(2)ü(2)

j+1 = 0

(2.29)

Après condensation de ce système sur l’interfaceΓc, on obtient :






M (1)ü(1)
j+1−C(1)T

λ j+1 = f(1)
j+1−K (1)u(1)

j+1

M (2)ü(2)
j+1 +C(2)T

λ j+1 = f(2)
j+1−K (2)u(2)

j+1

Hλ j+1 = C(1)ü(1), f
j+1 −C(2)ü(2), f

j+1

(2.30)

avec :
– l’opérateur condensé :H = C(1)M (1)−1C(1)T

+C(2)M (2)−1C(2)T
.

– les acćelérations obtenues en considérant l’interface libre d’efforts :
ü(i), f

j+1 = M (i)−1(f(i)j+1−K (i)u(i)
j+1).
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Calculs préliminaires
Détermination des oṕerateurs :M (i) etK (i)

Assemblage de l’oṕerateur condensé :H = ∑
i

C(i)M (i)−1C(i)T

Initialisation deu(i)
0 , u̇(i)

0 et ü(i)
0 .

Boucle : j = 0, . . . ,m−1

Détermination deλ0 : Hλ0 = ∑
i=1,2

ε(i)C(i)M (i)−1(f(i)0 −K (i)u(i)
0 )

Détermination dëu(i)
0 : M (i)ü(i)

0 = f(i)0 −K (i)u(i)
0 + ε(i)C(i)Tλ0

u(1)
j+1 = u(1)

j +∆t(1)u̇(1)
j + ∆t(1)2

2 ü(1)
j

Pu̇(1)
j = u̇(1)

j + ∆t(1)

2 ü(1)
j

Résolution :M (1)ü(1), f
j+1 = f(1)

j+1−K (1)u(1)
j+1

u(2)
j+1 = u(2)

j +∆t(2)u̇(2)
j + ∆t(2)2

2 ü(2)
j

Pu̇(2)
j = u̇(2)

j + ∆t(2)

2 ü(2)
j

Résolution :M (2)ü(2), f
j+1 = f(2)

j+1−K (2)u(2)
j+1

Probl̀eme d’interface

Hλ j+1 = C(1)ü(1), f
j+1 −C(2)ü(2), f

j+1

ü(1), f
j+1 ü(2), f

j+1

λ j+1

Résolution :M (1)ü(1),l
j+1 = C(1)Tλ j+1

Assemblage :̈u(1)
j+1 = ü(1), f

j+1 + ü(1),l
j+1

Résolution :M (2)ü(2),l
j+1 = −C(2)Tλ j+1

Assemblage :̈u(2)
j+1 = ü(2), f

j+1 + ü(2),l
j+1

u̇(1)
j+1 =P u̇(1)

j + ∆t(1)

2 ü(1)
j+1 u̇(2)

j+1 =P u̇(2)
j + ∆t(2)

2 ü(2)
j+1

FIG . 2.7:Algorithme de ŕesolution mono-pas de temps

La troisìemeéquation de (2.30) d́efinit le probl̀eme d’interface. Concernant la résolution
du probl̀eme complet, on procède paŕetape :

1. On calcule tout d’abord̈u(1), f
j+1 et ü(2), f

j+1 . Pour cela, on ŕesoud les deux premières

équations de (2.30) en considérantλ j+1 = 0. La notation•, f signifie que l’interface
est consid́eŕee libre d’efforts.

2. On ŕesoud :Hλ j+1 = C(1)ü(1), f
j+1 −C(2)ü(2), f

j+1 . Cela nous donneλ j+1.
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3. On injecteλ j+1 dans les deux premièreséquations de (2.30). Cela nous donne

finalement les solutions pourü(1)
j+1 et ü(2)

j+1.

L’algorithme de ŕesolution tel qu’il est exposé ici nécessite une inversion sur chaque
mod̀ele. Dans ce cas de figure, ce type d’opérations est rentable d’un point de vue temporel
du fait que les matrices de masse sont diagonales. Enfin, l’algorithme de ŕesolution est
présent́e à la figure 2.7.

5 Illustration num érique sur un problème 1-D

Désormais, ońetudie la pertinence des méthodes pŕesent́ees pŕećedemment sur un
cas test simple : la propagation d’ondes de traction-compression dans une poutre. Il nous
a paru int́eressant d’́etudier les ḿethodes pŕesent́ees pŕećedemment sur ce cas test pour
deux raisons. D’une part, ce problème a une solution analytique. D’autre part, le problème
ne comportant qu’une dimension spatiale, l’atténuation ǵeoḿetrique des ondes fantômes
n’a pas lieu. En effet, en dimension 2 la propagation des ondes se ŕealise sur un support
circulaire ce qui donne une décroissance en1r de l’amplitude des ondes.

L’ étude se d́eroule de la façon suivante. Avant tout, on positionne le problème que
nous allonśetudier. Puis, on effectue uneétude paraḿetrique de la ḿethode de couplage
dévelopṕee. Il s’en suit une comparaison de nos développements avec la méthode Arle-
quin [Ben Dhia 98].

5.1 Position du probl̀eme poutre

On s’int́eresseà la ŕesolution d’un probl̀eme de propagation d’ondes de traction-
compression dans une poutre sur laquelle aét́e effectúee une d́ecomposition de domaine
avec recouvrement comme illustré à la figure (2.8). La poutre considéŕee a une longueur
L = 20m. On associe au sous-domaineΩ(i) la longueurL(i) et au recouvrementΩ(c) la
longueurL(c). La longueurL(1) est fix́e à 10mpour l’ensemble deśetudes.

Ω(1) Ω(2)

︷︸︸︷

Ω(c)

ud

xO

FIG . 2.8:Probl̀eme poutre d́ecompośe en sous-domaines

Strat́egies de couplage discret-continu en dynamique explicite



Illustration num érique sur un problème 1-D 49

La poutre ŕepond alors aux́equations du problème d’onde exposées ci-dessous :

∀x, t :







d2u
dx2 − 1

c2
d2u
dt2

= 0
u(L, t) = ud(t)

du
dx(0, t) = 0
u(x,0) = 0
du
dt (x,0) = 0

(2.31)

où u est le champ scalaire de déplacement le long de la poutre etc est la ćelérité des
ondes. La solutioǹa ce probl̀eme est connue :∀t ∈]0, L

c [, on au(x, t) = ud(t + x−L
c ). Elle

est repŕesent́ee à l’instant t = 20s sur la figure 2.9 pour un déplacement imposé ud en
demi-sinus de demi-ṕeriodeT = 2sdont l’expression est la suivante :







∀t < 0 ud(t) = 0
∀0≤ t ≤ T ud(t) = 1

2(1−cos(2Πt
T ))

∀t > T ud(t) = 0
(2.32)

0 5 10 15 20

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

u(
x,

20
s)

Abscisse le long de la poutre (m)

FIG . 2.9:Solution du probl̀eme poutre
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Après application de la ḿethode de couplage au problème poutre, la ŕesolution de ce
probl̀eme revient̀a chercher les champs scalairesu(1) (∈U(1) = C2

0 (I ;H1(Ω(1))) ) etu(2)

(∈U(2) = C2
0 (I ;H1

Ud
(Ω(1),x = L)) ) solution de la formulation variationelle suivante :

Trouver
(

u(1),u(2),λ
)

∈U(1)×U(2)×W tels que ∀
(

v(1),v(2),µ
)

∈U
(1)
0 ×U

(2)
0 ×W







m(1)(ü(1),v(1))+k(1)(u(1),v(1)) = bc(λ,v(1))

m(2)(ü(2),v(2))+k(2)(u(2),v(2)) = −bc(λ,v(2))

bc(µ, ü(1)− ü(2)) = 0
(2.33)

où :

m(i)(ü(i),v(i)) =
R

Ω(i)\Ωc
ρü(i)v(i)dΩ+

R

Ω(c) α(i)ρü(i)v(i)dΩ
k(i)(u(i),v(i)) =

R

Ω(i)\Ω(c) Edu(i)

dx
dv(i)
dx dΩ+

R

Ω(c) α(i)Edu(i)

dx
dv(i)
dx dΩ

bc(λ,v(i)) = λ1v(i)(L(1)−L(c))+λ2v(i)(L(1))

α(1) = α et α(2) = 1−α

(2.34)

On d́efinit les espacesU(1)
0 et U(2)

0 comme les espaces vectoriels associés respecti-
vement aux espacesU(1) et U(2). L’interface est d́efinie par deux point sitúes enx =
L(1) −L(c) et x = L(1). L(1) est fix́e pour l’ensemble deśetudes̀a 10m. Le multiplicateur
de Lagrange est alors défini discr̀etement :λ = (λ1,λ2). La densit́e linéiqueρ ainsi que

la rigiditéE sont fix́ees̀a l’unité. De ce fait, on obtient une céléritéc=
√

E
ρ égaleà l’unité.

Discrétisation du problème
On effectue une partition avec deséléments spectraux sur chacun des sous-domaines

Ω(1) et Ω(2). On a choisi d’utiliser, pour illustrer la ḿethode, deśeléments spectraux
d’ordre 5 surΩ(1) et deséléments spectraux d’ordre 1 surΩ(2) dont les fonctions de
formes sont repŕesent́esà la figure (2.10).
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

replacem
ents

fonctions de forme
points d’int́egration

Abscisse sur l’́elément de ŕeférence

(a) Ordre 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2 fonctions de forme
points d’int́egration

Abscisse sur l’́elément de ŕeférence

(b) Ordre 5

FIG . 2.10:Fonctions de forme sur l’élément de ŕeférence

Afin de seulement s’intéresser̀a l’aspect spatial de la discrétisation, nous allons uti-
liser pour l’ensemble des calculs un schéma mono-pas de temps avec∆t = 5.0e−3s. En
effet, le pas de temps critique estévalúe à∆tc = 7.9e−3spour la discŕetisation la plus fine
h= 0.025m. Quant au temps d’étude, il est de 20s . Il correspond au temps de propagation
de l’onde le long de la poutre.

Analyse des ŕesultats

Le fait d’imposer un condition limite en demi-sinus comme nous pouvons voir sur la
figure 2.9 permet de localiser l’énergie. De cette façon, on peut observer si le transfert
de l’énergie entre les deux sous-domaines s’effectue correctement. En se basant sur les
expressions discrètes de l’́energie obtenuèa la section 2.5, on propose le critère d’erreur
enénergie suivant :

erreur=
E(2),Ω(2)

c
|t=20s

Eref
(2.35)

Ici, Eref est l’énergie totale contenue dans la poutreà l’instantt = 20s. Son expression
est obtenue analytiquement :

Eref =
1
2

Z L

0
u̇(x,20s)2dx+

1
2

Z L

0

du
dx

(x,20s)2dx=
Z 2

0
ud(t)

2dt (2.36)

Quantà E(2),Ω(2)
c

|t=20s , il correspond̀a la valeur nuḿerique de l’́energie contenue dans le

domaineΩ(2) à l’instantt = 20s. Ce crit̀ere d’erreur nous permet de visualiser l’énergie
non transmise par l’interface de couplageà l’instantt = 20s, i.e. à un instant òu l’ énergie
est cenśeeêtre totalement localisée dans le sous-domaineΩ(1). Ainsi, ce crit̀ere mesure
l’ énergie associée aux ondes fantômes.
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Dans l’́etude nuḿerique de cette ḿethode de couplage, il nous a paru intéressant
d’étudier l’influence de la longueur de couplageL(c), ainsi que l’influence du param̀etreα
en fonction de la discrétisation dans chaque sous-domaine. Par la suite, on note respecti-
vementh1 eth2 les param̀etres de discŕetisation spatiale associés aux sous-domainesΩ(1)

et Ω(2).

5.2 Etude paraḿetrique de la méthode d́evelopṕee

Sur l’influence de la longueur de couplage

Dans cettéetude, nous nous intéressons̀a l’influence de la longueur de couplage
pour différents types de discrétisation. Ici, nous fixons pour l’ensemble de l’étude la
discŕetisationh1 = 0.5m surΩ(1) et faisons varier la discrétisationh2 surΩ(2). En outre,
nous avons fait le choix arbitraire de fixer la valeur deα à 1

2. L’influence de ce param̀etre
fait l’objet de la prochainéetude.

0 1 2 3 4 5
0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

er
re

ur
(%

)

L(c)

h2 = 0.1m
h2 = 0.05m
h2 = 0.033m
h2 = 0.025m
ref

FIG . 2.11:Etude paraḿetrique de la longueur de couplage

Les ŕesultats obtenus pour cetteétude sont exposés à la figure 2.11. La courberef
illustre l’erreur pour un couplage entre deux modèleséléments spectraux d’ordre 5. Elle
traduit l’erreur d’approximation du modèle sans erreur de couplage puisque les deux
mod̀eles sont identiques. Dans un premier temps, on remarque quepour une discŕetisation
très grossìere dansΩ(2) (ici h2 = 0.1) augmenter la longueur de couplageL(c) géǹere plus
d’erreur. Toutefois, on observe que pour une discrétisation raisonnableh2 la longueur de
couplage ne ǵeǹere pas d’erreur. En effet, l’erreur est inférieureà la courberef qui relate
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l’erreur d’approximation pour le modèle grossier (́eléments spectraux d’ordre 5). Cela
implique tout simplement que la discrétisation surΩ(2) est meilleure que la discrétisation
ref.
Finalement, on peut considérer que pour une plage usuelle de discrétisation la longueur
de couplage n’a pas d’influence notable.

Sur l’influence du paramètre α

Un autre param̀etre susceptible de modifier l’erreur de couplage est le paramètreα.
Ici, nous avons effectúe uneétude paraḿetrique pour un large panel de discrétisation sur
Ω(1) et Ω(2) pour différentes valeurs deα. L’ensemble des résultats obtenus est illustré
sur les figures (a)̀a (k). A partir de ces ŕesultats, il nous est possible de déterminer pour
chaque champ de discrétisation(h1,h2) l’ écart type en erreur surα. Cela fait l’objet du
graphe expośe à la figure (l).
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(d) α = 0.3
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(g) α = 0.6
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(h) α = 0.7
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(i) α = 0.8
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(j) α = 0.9
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FIG . 2.12:Etude de l’influence du param̀etreα

De cetteétude, on observéevidemment que l’apparition des ondes fantômes diminue
si on discŕetise finement sur chaque sous-domaine. A partir du graphe expośe à la figure
(l), on observe que la dispersion est faible. Finalement, lechoix deα n’implique pas de
diff érence notable au niveau de la convergence.

5.3 Etude nuḿerique de la méthode Arlequin

Dans cette section, on s’intéressèa la ŕesolution de notre problème poutre exposé à la
section 5.1 avec la ḿethode Arlequin. D’apr̀es les travaux effectués par [Zammali 05], la
formulation variationnelle s’exprime dans le cas présent de la façon suivante :

Trouver
(

u(1),u(2),λ
)

∈U(1)×U(2)×W tels que ∀
(

v(1),v(2),µ
)

∈U
(1)
0 ×U

(2)
0 ×W







m(1)(ü(1),v(1))+k(1)(u(1),v(1)) = bc(λ,v(1))

m(2)(ü(2),v(2))+k(2)(u(2),v(2)) = −bc(λ,v(2))

bc(µ,u(1)−u(2)) = 0
(2.37)

où :

m(i)(ü(i),v(i)) =
R

Ω(i)\Ω(c) ρü(i)v(i)dΩ+
R

Ω(c) α(i)ρü(i)v(i)dΩ
k(i)(u(i),v(i)) =

R

Ω(i)\Ω(c) Edu(i)

dx
dv(i)
dx dΩ+

R

Ω(c) α(i)Edu(i)

dx
dv(i)
dx dΩ

bc(λ,v(i)) =
R

Ω(c)(λv(i) + ℓ2dλ
dx

dv(i)
dx )dΩ

α(1) = α et α(2) = 1−α

(2.38)

La particularit́e de cette approche vis-à-vis de la n̂otre ŕeside dans le choix d’une in-
terface volumique pour le couplage entre les deux modèles. Afin de v́erifier la condition
de stabilit́e du th́eor̀eme de Brezzi, la régularit́e du champ d’interface doitêtre prise telle
queW = H1(Ω(c)).
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Avant tout, on observe que le fait de choisir une interface volumique implique, vis
à vis de notre approche, un surcoût dans le calcul des opérateurs de couplage et dans
la résolution du probl̀eme d’interface. Les param̀etres ŕegissant cette ḿethode sont tout
comme nous la longueur de couplageL(c) ainsi que la partitionα. Par ailleurs, cette
méthode introduit un param̀etreℓ pour adimensionner les termes en gradient dans le cal-
cul des oṕerateurs de couplage. Nous nous intéressons icìa l’étude de l’influence des
param̀etresℓ etL(c).
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FIG . 2.13:Etude de la longueur de couplage sur la méthode Arlequin

A partir des courbes (a)̀a (f), on observe que le raccord Arlequin est meilleur siℓ est
petit. Cela revient̀a dire que le raccord de typeL2(Ωc), i.e.sans ṕenalisation sur les termes
en gradient, est un meilleur raccord volumique pour un problème de dynamique explicite.
Enfin, on observe une meilleure convergence du raccord Arlequin de typeL2(Ωc) vis à vis
du raccord sur le bord que nous proposons pour des discrétisations grossières. Toutefois,
en ce qui concerne les niveaux d’erreur, ils sont du même ordre de grandeur que ceux
obtenus avec notre stratégie.

Finalement, on peut dire que la méthode Arlequin permet de coupler les deux modèles
avec une erreur admissible qui s’avèreêtre identiquèa la n̂otre. Tout bien consid́eŕe, il est
préférable d’utiliser notre stratégie puisqu’elle permet de limiter le coût nuḿerique. En
effet, dans notre approche la résolution du probl̀eme d’interface n’admet que deux degrés
de libert́es. Tandis que pour l’approche Arlequin, le problème d’interface comprend au-
tant d’inconnues que de degrés de libert́e compris sur la zone de recouvrement.

Toutefois, il semble important de rappeler que la stratégie Arlequin áet́e conçue pour
coupler des mod̀eles de dimensions différentes (ex : poutre-plaque, modèle contrainte
plane - poutre . . .) et que les résultats que nous avançons ici ne se prononcent absolument
pas pour ce cadre d’application.

6 Etude 2D des diff́erents raccords de couplage

A présent, on s’int́eressèa l’influence dans le choix du raccord entre les modèles
sur l’erreur nuḿerique et le temps de calcul. De cetteétude, on en d́eduira l’approche
la plus performante pour raccorder les deux modèles. Pour ce faire, on dresse uneétude
comparative selon deux axes. Tout d’abord, on déterminera l’erreur de couplage associée
à l’amplitude eńenergie des ondes fantômes. Ensuite, on s’intéresse au temps de calcul.
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6.1 Position du probl̀eme

On s’int́eressèa la ŕesolution d’un probl̀eme bidimensionnel lequel est décompośe en
deux sous-domainesΩ(1) et Ω(2), comme illustŕe à la figure 2.14. Le domaine considéŕe
a une forme rectangulaire de longueur 20 m et de largeur 2 m. Lazone de recouvrement
Ωc entre les sous-domainesΩ(1) et Ω(2) se situe entre les abscisses de 9 m et 10 m. L’en-
semble du domaine répond aux́equations de l’́elastodynamique soumis aux hypothèses
de d́eformation plane.

0

y (m)

x (m)

Ω(1)
c Ω(2)

c

Ωc
Γc

9 10 20

Γu

ud = e−Π(t−1)2
2

FIG . 2.14:Cas test 2-D

Concernant la discrétisation du probl̀eme, on discŕetise le domaineΩ(1) avec des
éléments spectraux quadrangulaires d’ordre 5 caractériśe par le diam̀etre h1. Quant au
domaineΩ(2), il est discŕetiśe avec deśeléments spectraux̀a forme triangulaire d’ordre 1
de diam̀etreh2. Pour le choixh1 = 1 m eth2 = 0.2 m, la figure 2.15 illustre le maillage.

Ω(2)
hΩ(1)

h

Ωc Γc

FIG . 2.15:Maillage du cas test 2-D

Dans cettéetude, nous envisageons le raccord au niveau de la zone de recouvrement
Ωc sous deux angles. D’une part, nousétudions le raccord comme il a puêtre expośe
dans ce chapitre. Nous le caractérisons par la suite de raccord sur le bord. Ensuite, nous
le comparons au raccord Arlequin lequel est exposé à la section 5.2.2.

L’ étude propośee ici ne peut̂etre exhaustive, mais il nous paraı̂t suffisant d’́etudier ces
quatres types de couplage pour dresser uneétude compl̀ete :

Cas 1 : Le raccord est effectué sur le bord. Dans ce cas, on réalise deux types de
discŕetisation :
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– Type 1 : L’interface utilise une discrétisation lińeaire sous-int́egŕee (section 3.1).
Rappelons que les opérateurs de couplage sont les suivants :

C(1)
kl = φ(1)

l (xk) etC(2)
kl = δkl (2.39)

– Type 2 : L’interface utilise une discrétisationéléments spectraux d’ordre 5 (section
3.1). Rappelons que les opérateurs de couplage sont les suivants :

C(1)
kl = δkl etC(2)

kl = φ(2)
l (xk) (2.40)

Cas 2 : Le raccord est Arlequin (cf 5.2.2). L’interface de collage est l’ensemble de

la zone de recouvrementΩc et se base sur le maillage associéeàΩ(2)
h . L’ étude du raccord

s’articule autour du choix deℓ.
– Type 3 : On choisitℓ = 0 m. Dans ce cas, les opérateurs de couplage s’expriment :

C(1) =
Z

Ω(c)
φ(1)φ(2)dΩ etC(2) =

Z

Ω(c)
φ(2)φ(2)dΩ (2.41)

– Type 4 : On choisitℓ = 1 m. Dans ce cas, les opérateurs de couplage s’expriment :

C(1) =
Z

Ω(c)
φ(1)φ(2) + ℓ2∇sφ(1) : ∇sφ(2)dΩ

et
C(2) =

Z

Ω(c)
φ(2)φ(2) + ℓ2∇sφ(2) : ∇sφ(2)dΩ (2.42)

6.2 Analyse des ŕesultats

Afin de pouvoir dresser une analyse pertinente des résultats nuḿeriques, on souhaite
discerner facilement les ondes fantômes. Pour ce faire, on chercheà obtenir une solution
analytiqueà notre probl̀eme sous forme d’ondes planes se propageant dans la longueur
du domaine. Cela nous impose le choix d’un coefficient de poisson nul et des conditions
limites sur le bord gauche ou droit du domaine.

Par soucis de simplicité, on fixeà l’unité la densit́eρ, ainsi que le module d’YoungE.

Cela nous donne une vitesse des ondes longitudinalesc =
√

E
ρ = 1m/s. Finalement, on a

comme solution analytique sur l’ensemble du domaine en choisissantud = e−Π(t−1)2
:

ux = e−Π(x−ct−1)2
et uy = 0 (2.43)

où ux etuy sont respectivement la solution en déplacement selon l’axe desx et desy.

Pour les m̂emes raisons que dans le cas test 1-D (cf section 5.1 ), on propose le crit̀ere
d’erreur eńenergie suivant :

erreur=
E(2),Ω(2)

c
|t=20s

Eref
(2.44)
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Ici, Eref est l’énergie totale contenue dans le domaineΩ. Son expression est obtenue

analytiquement. QuantàE(2),Ω(2)
c

|t=20s , il correspond̀a la valeur nuḿerique de l’́energie conte-

nue dans le domaineΩ(2)
c à l’instantt = 20s. Cette expression permet de mesurer l’énergie

assocíee aux ondes fantômes.

6.3 Résultats nuḿeriques

Sur le cas test préćedemment pŕesent́e, nous avons réaliśe uneétude paraḿetrique sur
quatre types de couplage en fonction de la discrétisation. Celle-ci s’int́eressèa leur in-
fluence sur l’erreur d’une part et d’autre part au temps de calcul. L’ensemble des résultats
sont rassemblés dans les tableaux qui suivent. Enfin, une synthèse de ces résultats est
réaliśe à la figure (2.16).

Discŕetisations h1 = 1.0 m eth2 = 2.010−1 m
Type 1 2 3 4
Erreur ( % ) 6.21 26.4 3.78 77.8
Temps de Calcul (s) 13 13 17 19
Discŕetisations h1 = 1.0 m eth2 = 1.010−1 m
Type 1 2 3 4
Erreur ( % ) 3.31 23.3 3.57 87.1
Temps de Calcul (s) 23 21 74 89
Discŕetisations h1 = 1.0m eth2 = 5.010−2 m
Type 1 2 3 4
Erreur ( % ) 3.59 23.8 3.94 89.58
Temps de Calcul (s) 63 55 1342 1642

Type 4

Type 3
Type 2
Type 1

ErreurErreurErreur Temps de calculTemps de calculTemps de calcul

h1 = 1.0m eth2 = 0.2m h1 = 1.0m eth2 = 0.1m h1 = 1.0m eth2 = 0.05m

FIG . 2.16:Etude paraḿetrique du raccord en 2-D

De cetteétude, on remarque que l’erreur est minimale pour un couplage de Type 1 et
3. Le couplage Arlequin de type 3,i.e. baśe sur un produit scalaire deL2(Ωc), est m̂eme
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meilleur pour une faible discrétisation. En outre, et contre toute attente, le couplage Arle-
quin de Type 4 ŕealiśe à partir d’un produit scalaireH1(Ωc) ne remplit pas correctement
sa fonction de recollement des champs. En effet, du fait que les termes en gradient sur le
champs sont pris en compte via cet opérateur, on s’attendaità de meilleurs ŕesultats. Mais
les oṕerateurs de couplage ne sont pas calculés exactement́etant donńe que la quadra-
ture est obtenuèa partir du maillage triangulaire. On pourrait améliorer significativement
les performances du collage de type 4 en augmentant l’ordre de quadrature du schéma
d’intégration. Toutefois, cela engendre un coût de calcul supplémentaire. De ce fait, nous
nous contentons des collages de type 1 et 3 qui donnent des résultats satisfaisants en terme
d’erreur.

On s’int́eresse d́esormais̀a l’influence de ces quatre types de couplage sur le temps
de calcul. On observe naturellement que le raccord des champs sur le bord permet de
réduire consid́erablement le temps de calcul. Le gain en temps de calcul est dû au faible
nombre de degrés de libert́e au niveau de l’interface de couplage. En effet, le temps de
calcul d̂u au calcul des oṕerateurs de couplage et l’inversion du problème d’interface
en est consid́erablement ŕeduit. Pour conclurèa partir de cettéetude nuḿerique sur les
diff érents raccords de couplage, nous préconisons l’utilisation d’un raccord sur le bord de
type 1 du fait que cela permet d’obtenir dans un premier tempsune erreur de couplage
sensiblement́equivalente au couplage Arlequin de Type 3 et dans un second temps de
limiter le temps de calcul global.

7 Résolution par une approche multi-pas de temps

Du fait que l’on ait choisi auparavant une approche par décomposition de domaine
duale, il parâıt naturel que notre approche multiéchelle en temps se base sur une méthode
de sous-cyclage. Les travaux de recherche effectués par [Combescure 01] présent́e au
chapitre 1 constituent notre point de départ. On rappelle que le problème d’interface est
le suivant :

Hλ j = −[(1− j
m

)C(1)w(1), f
k +

j
m

C(1), f w(1)
k+1−C(2)w(2), f

j ] (2.45)

avecH etw(i), f
j qui sont d́efinis selon le choix de la condition de continuité au niveau

de l’interface :
– en d́eplacement :

{

w(i), f
j =P u(i)

j +β(i)∆t(i)2ü(i), f
j+1

H = ∑i β(i)∆t(i)2C(i)M̃ (i)−1C(i)T
(2.46)

– en vitesse : {

w(i), f
j =P u̇(i)

j + γ(i)∆t(i)ü(i), f
j+1

H = ∑i γ(i)∆t(i)C(i)M̃ (i)−1C(i)T
(2.47)
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– en acćelération : {

w(i), f
j = ü(i), f

j+1

H = ∑i C
(i)M̃ (i)−1C(i)T

(2.48)

Quantà m, il définit le nombre de sous-cyclage effectué dans un grand pas de temps.
Ici, on choisit∆t(1) pour le pas de temps grossier tel que∆t(1) = m∆t(2). On remarque que
cette approche permet de prédire le second membre du problème d’interface en interpolant
linéairement. Combescure et Gravouil démontr̀erent dans [Combescure 02] la stabilité de
cet algorithme dans le cas d’une condition de continuité en vitesse au niveau de l’interface,
tant que chaque sous-domaine vérifie sa propre condition de stabilité.

7.1 Introduction

La méthode propośe par [Combescure 01] permet d’être conservative eńenergie quel-
que soit la condition de continuité choisie au niveau de l’interface pour un schéma mono-
pas de temps. Cependant, dans le cas d’un schéma multi-pas de temps, cette méthode est
dissipative.

Proposition
Nous pensons que cette dissipation est dueà une inconsistance du prédicteur du probl̀eme
d’interface. L’objectif du travail qui suit est d’aḿeliorer la consistance du schéma multi-
pas de temps afin de limiter la perte d’énergie. Pour ce faire, on propose d’enrichir l’in-
terpolation du second membre en l’interpolant dans une basetemporelle du second ordre.

Cette oṕeration ńecessite dans notre cas le stockage d’un vecteur supplémentaireü(1), f
k−1

vis à vis de l’approche proposée par [Combescure 01]. Cela n’engendre pas un surcoût
numérique conśequent et nous am̀ene au probl̀eme d’interface suivant :

Hλ j =−C(1)

(

j2

m2(
w(1), f

k +w(1), f
k+1

2
−w(1), f

k−1 )+
j

m
(
w(1), f

k −w(1), f
k+1

2
)+w(1), f

k−1

)

+C(2)w(2), f
j

(2.49)
où H et w(i), f

j sont d́efinis selon le choix de la condition de continuité au niveau de
l’interface (2.46,2.47,2.48).

Sur la figure 2.17, on peut visualiser de quelle façon l’approche que nous proposons
diff ère de celléelaboŕee par [Combescure 01].
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ordre 1

ordre 2

(k−1)∆t(1) (k+1)∆t(1)∆t(1)

w(1), f
k+1, j+1

w(1), f
k−1

w(1), f
k

w(1), f
k+1

j∆t(2)

FIG . 2.17:Repŕesentation de la discrétisation temporellèa l’interface

Algorithme de résolution
Les ḿethodes de discrétisation spatiale utiliśees dans chaque sous-domaine nous donne
naturellement une matrice de masse diagonale. Par conséquent, on utilise le schéma d’in-
tégration aux diff́erences centrées dans chaque sous-domaine (γ(i) = 1

2 et β(i) = 0). Cela
permet de mettre en place un cadre de résolution explicite localement dans chaque sous-
domaine. Toutefois, dans ce cas, on ne peut pas choisir une condition de continuit́e en
déplacement au niveau de l’interface carH = 0. Il faudrait modifier le sch́ema initial pour
pouvoir ŕealiser ce type de condition.

L’algorithme de ŕesolution est pŕesent́e à la figure 2.18. On note que le problème
d’interface ńecessite la mise en place d’un solveur. Nous avons mis en place pour cette
résolution un gradient conjugué. On introduit les notations suivantes qui diffèrent selon
l’ordre d’interpolation choisi au niveau de l’interface :

– pour l’ordre 1 :






r j = 0
sj = 1− j

m
t j = j

m

(2.50)

– pour l’ordre 2 :






r j = j
2m( j

m−1)

sj = 1− j2

m2

t j = j
2m(1+ j

m)

(2.51)
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Calculs préliminaires
Détermination des oṕerateurs :M (i) etK (i)

Assemblage de l’oṕerateur condensé :H = ∑
i

C(i)M (i)−1C(i)T

Initialisation deu(i)
0 , u̇(i)

0 et ü(i)
0 .

Détermination deλ0 : Hλ0 = ∑
i=1,2

ε(i)C(i)M (i)−1(f(i)0 −K (i)u(i)
0 )

Détermination dëu(i)
0 : M (i)ü(i)

0 = f(i)0 −K (i)u(i)
0 + ε(i)C(i)Tλ0

Boucle :k = 0, . . .

Boucle : j = 0, . . . ,m−1

si j 6= m

u(1)
k+1 = u(1)

k +∆t(1)u̇(1)
k + ∆t(1)2

2 ü(1)
k

Pu̇(1)
k = u̇(1)

k + ∆t(1)

2 ü(1)
k

Résolution :M (1)ü(1), f
k+1 = f(1)

k+1−K (1)u(1)
k+1

u(2)
j+1 = u(2)

j +∆t(2)u̇(2)
j + ∆t(2)2

2 ü(2)
j

Pu̇(2)
j = u̇(2)

j + ∆t(2)

2 ü(2)
j

Résolution :M (2)ü(2), f
j+1 = f(2)

j+1−K (2)u(2)
j+1

Probl̀eme d’interface

Hλ j+1 = C(1)[r j+1w(1), f
k−1 +sj+1w(1), f

k + t j+1w(1), f
k+1 ]−C(2)w(2), f

j+1

ü(1), f
k+1 ü(2), f

j+1

λm λ j+1

Résolution :M (1)ü(1),l
k+1 = C(1)Tλm

Assemblage :̈u(1)
k+1 = ü(1), f

k+1 + ü(1),l
k+1

Résolution :M (2)ü(2),l
j+1 = −C(2)Tλ j+1

Assemblage :̈u(2)
j+1 = ü(2), f

j+1 + ü(2),l
j+1

si j = m

u̇(1)
k+1 =P u̇(1)

k + ∆t(1)

2 ü(1)
k+1 u̇(2)

j+1 =P u̇(2)
j + ∆t(2)

2 ü(2)
j+1

FIG . 2.18:Algorithme de ŕesolution multi-pas de temps
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7.2 Position du cas test

Afin d’analyser la pertinence de ces schémas multi-pas, on se propose de traiter un
probl̀emeà un seul degré de libert́e ou scalaire comme illustré à la figure 2.19.

k(1)

k(2)

m

m

u(1)

u(2

FIG . 2.19:Probl̀emeà un seul degré de libert́e

Détermination de la solution analytique

L’application du Principe Fondamental de la Dynamiqueà chacun des solides(1) et
(2) nous am̀eneà ŕesoudre le système suivant :







mü(1) = −k(1)u(1) + f2→1

mü(2) = −k(2)u(2) + f1→2

u(1) = u(2)

C.I .

(2.52)

aveck(1) et k(2) les raideurs des ressorts liant respectivement les solides(1) et (2) au
bâti. Quantà f1→2, il correspondà l’effort d’interaction du solide(1) sur le solide(2)
résultant de l’encastrement qui mène aussìa la condition cińematique (u(1) = u(2)). Puis,
C.I . note les conditions initiales.

On poseu(1) = u(2) = u, ω(1)2 = k(1)

m , ω(2)2 = k(2)

m et λ = f2→1
m . Cela nous permet de

ramener le système d’́equation (2.52)̀a cettéequation diff́erentielle :

ü+ωcu = 0

avecωc = ω(1)2+ω(2)2

2 .
En choisissant les conditions initiales (C.I.)u(0) = 0 et u̇(0) = ωc, on obtient la solution
analytique suivante :

uref(t) = sin(ωct)
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Discrétisation du problème scalaire
La mise en place de la ḿethode de ŕesolution multi-pas de temps, ainsi que le discrétisation
à l’aide d’un sch́ema aux diff́erences centrées deśequations (2.52) nous permet d’obtenir
l’ensemble deśequations qui suivent. Dans ce cas, chaque sous-domaine correspond̀a un
solide.

Dans le sous-domaineΩ(1) :







u(1)
k+1 = u(1)

k +∆tmu̇(1)
k + (∆tm)2

2 ü(1)
k

u̇(1)
k+1 = u̇(1)

k + ∆tm
2 ü(1)

k + ∆tm
2 ü(1)

k+1

ü(1)
k+1 +ω(1)2u(1)

k+1 = λm

(2.53)

Dans le sous-domaineΩ(2) :






u(2)
j+1 = u(2)

j +∆tu̇(2)
j + (∆t)2

2 ü(2)
j

u̇(2)
j+1 = u̇(2)

j + ∆t
2 ü(2)

j + ∆t
2 ü(2)

j+1

ü(2)
j+1 +ω(2)2u(2)

j+1 = −λ j+1

(2.54)

Et le probl̀eme d’interface :

Hλ j = −r jw
(1), f
k−1 −sjw

(1), f
k − t jw

(1), f
k +w(2), f

j (2.55)

où on a selon le choix de la condition de continuité au niveau de l’interface en prenant
∆t(1) = m∆t et ∆t(2) = ∆t :

– condition en vitesse :
{

w(i), f
j =P u̇(i)

j − ∆t(i)ω(i)2

2 u(i)
j

H = ∆t(m+1)
2

(2.56)

– condition en acćelération : {

w(i), f
j = ü(i), f

j+1
H = 2

(2.57)

L’ écriture sous cette forme nous permet de dresser uneétude paraḿetrique sur les
diff érents param̀etresω(1), ω(2), ∆t et m. Nous allonśetudier successivement le schéma
mono-pas de temps, puis multi-pas de temps. On note que l’on peut évaluer le pas de
temps critique de ce problème de façon simple∆tc = 2

ωc
.

Enfin, nous imposons les conditions initiales suivantes afinque le probl̀eme soit bien
pośe et puissêetre compaŕe à la solution analytiqueuref :

{

u(1)
0 = 0 u̇(1)

0 = ωc

u(2)
0 = 0 u̇(2)

0 = ωc
(2.58)
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7.3 Résultats nuḿeriques

Validation de l’approche mono-pas de temps
Dans cette section, nous allons tenter de valider l’approche en mono-pas de temps. L’ ob-
jectif est de v́erifier que l’approche d’ordre 2 que nous proposons conserveles propríet́es
de consistance et de stabilité. Pour ce faire, nous dressons uneétude sur l’influence du pas
de temps∆t et de la pulsationω(2). Pour l’ensemble des courbes qui vont suivre, on note

u(1)

ref la solution analytique du problème.
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FIG . 2.20:m= 1, ω(1) = 1, ω(2) = 1 et∆t = 0.5∆tc
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(c) Sch́ema en acćelération d’ordre 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

 

 

D
ép

la
ce

m
en

t

Temps (s)

u(1)

u
(1)

ref
u(1) −u(2)
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FIG . 2.21:m= 1, ω(1) = 1, ω(2) = 1 et∆t = 0.1∆tc
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(d) Sch́ema en acćelération d’ordre 2

FIG . 2.22:m= 1, ω(1) = 1, ω(2) = 10 et∆t = 0.1∆tc

Interpr étation des ŕesultats assocíesà l’approche mono-pas de temps
A partir des courbes (2.20,2.21 et 2.22), on vérifie que ces sch́emas sont strictement
équivalents tant en terme de consistance que stabilité. En effet, les courbes sont abso-
lument identiques quelque soit le jeu de paramètres∆t etω(2). Ces strat́egies de couplage
sont consistantes car la diminution du pas de temps∆t implique la convergence vers la

solution analytiqueu(1)

ref. Par ailleurs, on observe que le saut de déplacement̀a l’inter-

faceu(1) −u(2) est nulleà tout instant quelque soit le schéma utiliśe. Cela nous assure la
stabilit́e de chacune de ces méthodes.
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Validation de l’approche multi-pas de temps
Désormais, nous nous intéressons aux stratégies multi-pas de temps. A travers l’étude
qui va suivre, nous allons déterminer l’influence du jeu de paramètres∆t et ω(2) sur ces
sch́emas.
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FIG . 2.23:m= 2, ω(1) = 1, ω(2) = 10 et∆t = 0.5∆tc
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FIG . 2.24:m= 2, ω(1) = 1, ω(2) = 10 et∆t = 0.1∆tc
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(d) Sch́ema en acćelération d’ordre 2

FIG . 2.25:m= 10,ω(1) = 1, ω(2) = 10 et∆t = 0.1∆tc

Interpr étation des ŕesultats assocíesà l’approche multi-pas de temps
Tout d’abord, on dresse uneétude des sch́emas en acćelération. Les figures (2.23c, 2.24c et
2.25c) permettent de vérifier les ŕesultats obtenus par Combescure et Gravouil sur la non-
vérification de la stabilit́e du sch́ema en acćelération dans un cadre multi-pas de temps.
Dans cette configuration, on observe que le saut de déplacement̀a l’interfaceu(1) −u(2)

est strictement croissant en fonction du temps ce qui traduit bien l’instabilit́e. Bien qu’une
discŕetisation plus fine permet de limiter l’apparition de ce phénom̀ene, nous ne pouvons
utiliser ce sch́ema. En outre,̀a partir des figures (2.23d, 2.24d et 2.25d), nous obser-
vons que le sch́ema en acćelération d’ordre 2 est strictementéquivalent au sch́ema en
acćelération d’ordre 1. Il est par conséquent d́econseilĺe d’utiliser ce sch́ema.

Désormais, nous nous intéressons aux schémas multi-pas de temps en vitesse. Nous
observons sur les courbes (2.23 a b , 2.24 a b et 2.25 a b) que cesstrat́egies sont stables.
En effet, le saut de d́eplacement au niveau de l’interfaceu(1) −u(2) est en moyenne nul
au cours du temps. Par ailleurs, on observe aux figures (2.24ab, 2.23a et 2.25a) une nette
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att́enuation en amplitude du déplacement. Toutefois, on remarque que (2.23b et 2.25b)
illustre bien l’aḿelioration duà l’augmentatioǹa l’ordre 2 du probl̀eme d’interface, pour
des pas de temps assez petits.

Bilan
L’ensemble des résultats pŕesent́es dans cettéetude se reistreignent au cadre d’un problème
scalaire. Il faudrait pour confirmer l’ensemble de ces résultats ŕealiser unéetude analy-
tique, ainsi qu’une extension de cesétudes̀a des probl̀emes de plus grande envergure. Par
ailleurs, dans le cadre de notreétude, nous utilisons la ḿethode deśeléments spectraux
laquelle est une ḿethodéelément fini d’ordréelev́e. On note qu’il existe une discordance
d’ordre entre le sch́ema de discŕetisation en espace et celui en temps car on utilise un
sch́ema de Newmark (ordre 2 pourγ = 1

2). Dans le cas présent, nous devrions utiliser
un sch́ema de discŕetisation temporelle pluśelev́e dans le domaine discrétiśe avec des
éléments spectraux. Cela engendre le développement d’une ḿethode de ŕesolution multi-
pas de temps ne se limitant pas aux schémas de Newmark.

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une strat́egie permettant de coupler deux ap-
proches continues ayant une discrétisation diff́erente. Cette approche permet de prendre
en compte des incompatibilités au niveau du maillage. L’incompatibilité est compl̀ete
puisqu’elle est ǵeŕee au niveau de la géoḿetrie et de la discrétisation. Elle est prise en
compte d’un point de vue géoḿetrique par l’autorisation du recouvrement et d’un point
de vue de la discrétisation par l’utilisation d’une projection de Mortier. Concernant la
projection de Mortier, nous avons proposé deux approches de discrétisation de l’interface
qui permettent toutes les deux de réduire le côut de calcul du problème d’interface.

Enfin,à la suite de diff́erents tests nuḿeriques, nous avons pu montrer la faible dépen-
dance de la stratégie vis-̀a-vis des diff́erents param̀etres de couplage. Aussi, uneétude
comparative avec la ḿethode Arlequin [Ben Dhia 98] nous assure que l’on obtient le
même niveau d’erreur pour une charge de calcul significativement ŕeduite.

En ce qui concerne l’aspect temporel, nous avons dévelopṕe une strat́egie de ŕesolution
multi-pas de temps en se basant sur les travaux effectués par [Combescure 01]. Dans cette
approche, nous proposons une régularisation du problème d’interface afin de limiter l’ef-
fet de dissipation d’́energie du au schéma multi-pas de temps.
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1 Introduction

Désormais, les ḿethodes de couplage entre modèle continu et discret sont de plus
en plus utiliśees pouŕetudier les ph́enom̀enes locaux tels que la fracture. Cette stratégie
permet d’obtenir un ŕesultat pŕecis en utilisant le moins possible le modèle discret. En
effet, le mod̀ele continu offre une solution certes grossière mais̀a moindre côut vis à vis
des mod̀eles discrets. La stratégie propośee consid̀ere que le domaine associé au mod̀ele
continu permet d’imposer des conditions limites au domainediscret. De tels mod̀eles
sont appeĺes multíechelle dans le sens où chacun des deux modèles a unéechelle de
repŕesentation diff́erente.

Une difficult́e connue dans la mise en place de ce type de stratégie est l’appari-
tion d’onde fant̂ome au niveau de la zone de collage entre les deux modèles [Doll 76,
Adelman 76]. Ces ondes sont dites fantômes du fait qu’elles ont un non sens mécanique
et qu’elles apparaissent pour des raisons purement numériques. Elles sont bien entendu
indésirables et on peut expliquer leur apparition par le fait que les hautes fréquences
du mod̀ele discret ne peuvent pasêtre repŕesent́ees dans le modèle continu et sont par
conśequent ŕefléchies̀a l’interface. Il existe d́ejà plusieurs stratégies dans la litt́erature qui
permettent de coupler ces modèles en limitant ce ph́enom̀ene. On a pu voir dans le pre-
mier chapitre la Bridging Domain Method de [Xiao 04] et la Bridging Scale Method de
[Wagner 03] qui sont des réponses̀a cette probĺematique.

Dans ce chapitre, nous proposons une stratégie de couplage entre un modèle discret et
continu en se basant sur la formulation de couplage continu-continu expośe dans le second
chapitre de cette th̀ese. L’ensemble des travaux présent́es ici consistèa adapter la stratégie
écrite entre deux modèles continus dans ce cas de figure. En particulier, nous abordons la
construction du problème couplant une modélisationéléments spectraux avec la méthode
deséléments discrets. On tirera parti des particularités de chacune de ces méthodes afin
d’obtenir un algorithme de résolution optimal.

La section qui suit pŕesente les deux modèles discret et continu en se ramenantà une
formulation discr̀ete. Par la suite, on présentera la stratégie de couplage. Et enfin, nous
illustrerons la ḿethodèa travers diff́erents cas test nuḿeriques.

2 Description des mod̀eles

Le probl̀eme que l’on souhaite résoudre est discrétiśe d’une part avec deśeléments
spectraux recouvrant le domaineΩ(S) et d’autre part avec deséléments discrets recouvrant
le domaineΩ(D). Le couplage est réaliśe à travers une zone de recouvrement entre ces
deux domainesΩ(J) = Ω(S) ∩Ω(D). On peut voir l’illustration d’un probl̀eme type sur la
figure 3.1. On se situe pour des raisons de simplicité dans le cas bidimensionnel.
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Ω(S)

Ω(D)

Ω(J)

FIG . 3.1:Probl̀eme coupĺe discŕetiśe

2.1 Le mod̀ele discret

Le mod̀ele discret consid̀ere le mouvement de chaque particule obtenueà partir d’un
pavage de Voronoi sur l’ensemble du domaineΩ(D). Chacune de ces particules a une
forme polygonale et est reliéeà ses voisines par des liens qui traduisent la cohésion du
milieu. La figure 3.2 illustre ce modèle. On note que dans le cas où les efforts d’interaction
observables au niveau du lien dépassent un seuil critique défini par le mat́eriau utiliśe, la
suppression du lien modélise la rupture.

(i)

(j)(j)

(i)

FIG . 3.2:Repŕesentation du mod̀ele discret

Dans ce système constitúe de particules comme illustré ci-dessus, le lagrangienLD

assocíe au mod̀ele discret a pour expression la forme suivante :

LD
Ω(D) = TD

Ω(D) −VD
Ω(D) (3.1)

où TD
Ω(D) et VD

Ω(D) correspondent respectivementà l’énergie cińetique età l’énergie

potentielle du mod̀ele discret dans le domaineΩ(D). On a pour expression de l’énergie

Strat́egies de couplage discret-continu en dynamique explicite



78 Une stratégie de couplage continu-discret

cinétique :

TD
Ω(D) = ∑

i

1
2

mi ||u̇i||2 +
1
2

Ii θ̇2
i (3.2)

avecui le déplacement en translation etθi la rotation dans le plan de la particulei, ainsi
quemi et Ii la masse et le moment d’inertie quadratique de la particulei.

L’expression de l’́energie potentielle a la forme suivante :

VD
Ω(D) = VDint

Ω(D) −VDext
Ω(D) (3.3)

où VDint
Ω(D) correspond̀a l’énergie int́erieur du syst̀eme particulaire assimilablèa une

énergie de d́eformation ou d’interaction entre particules etVDext
Ω(D) correspond quant̀a lui à

l’ énergie attribúee au syst̀eme via des efforts ou moments extérieurs.
Nous avons choisi d’utiliser un modèle discret de typeLattice Model. Dans ce cas,

l’interaction entre chaque particule correspond au modèle poutre d’Euler-Benoulli. Cela
nous donne pour expression deVDint

Ω(D) en se ŕeferrant au chapitre 1 :

VDint
Ω(D) = ∑

i
∑

j
Fint

j→iui +Mint
j→iθi (3.4)

où j désigne l’ensemble des particules liéesà chaque particulei.
En ce qui concerne l’expression deVDext

Ω(D) , on aévidemment :

VDext
Ω(D) = ∑

i
Fext

i ui +Mext
i θi (3.5)

A partir de ceśequations, on peut se ramenerà l’expression suivante desénergies en
utilisant une notation matricielle :







TD
Ω(D) = 1

2[u̇D]TMD
Ω(D)[u̇

D]+ 1
2[θ̇D]T ID

Ω(D)[θ̇
D]

VD
Ω(D) = 1

2[uD]TKD
Ω(D)[u

D]− [fD
Ω(D)]

T [uD]+ 1
2[θD]TGD

Ω(D)[θ
D]− [mD

Ω(D)]
T [θD]+ [θD]TBD

Ω(D)[u
D]

(3.6)
où :

– uD etθD sont les vecteurs rassemblant respectivement les déplacements et rotations
de chaque particule.

– MD
Ω(D) et ID

Ω(D) sont respectivement les matrices assemblant les masses et inerties de
chaque particule. Notons que ces deux matrices sont diagonales, ce qui permet de
mettre en place naturellement un schéma de ŕesolution explicite.

– KD
Ω(D) ,BD

Ω(D) et GD
Ω(D) sont respectivement les matrices assemblant les raideurs en

déplacement, le couplage en raideur des déplacements et rotations et les raideurs en
rotation traduisant la cohésion du milieu.

– fD
Ω(D) et mD

Ω(D) sont les vecteurs traduisant respectivement les efforts etmoments
ext́erieurs.
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2.2 Le mod̀ele continu

Le mod̀ele continu est le mod̀ele le plus couramment utilisé en ḿecanique. Il permet
de traduire le comportement physique dans un cadre mathématique clairement identifié.
Dans notre cas, la description du modèle continu est constituée deśequations de base de
l’ élastodynamique appliquées au domaine d’étudeΩ(S).

Ce domaine ŕepondà unéquilibre dynamique et̀a une loi de comportement matériau
caract́eriśee par la loi de Hooke.

En se ŕeferrant aux ŕesultats du chapitre 2, on obtient pour expression du Lagrangien
LS assocíe au mod̀ele continu apr̀es une discŕetisation par la ḿethode deśeléments spec-
traux :

LS
Ω(S) = TS

Ω(S) +VS
Ω(S) (3.7)

Ici, LS
Ω(S) désigne le lagrangien du modèle continu discŕetiśe avec deśeléments spec-

traux sur le domaineΩ(S). QuantàTS
Ω(S) etVS

Ω(S), ils correspondent respectivementà l’ex-
pression discr̀ete de l’́energie cińetique et de l’́energie potentielle associé au domaine
Ω(S). Leur expression complète est la suivante :







TS
Ω(S) = 1

2[u̇S]TMS
Ω(S)[u̇

S]

VS
Ω(S) = 1

2[uS]TKS
Ω(S)[u

S]− [fS
Ω(S)]

T [uS]
(3.8)

où uS est le champ de d́eplacement recherché. Quant̀aMS
Ω(S),K

S
Ω(S) et fS

Ω(S), ils corres-
pondent respectivementà la matrice de masse, la matrice de raideur et au vecteur des ef-
forts ext́erieurs obtenùa partir d’une discŕetisationéléments spectraux du modèle continu
sur le domaineΩ(S). Leur expression est détaillée au chapitre 1.

3 La méthode de couplage

Dans cette partie, nous allons détailler la mise en place du couplage entre le modèle
discret et continu. Celle-ci se base sur les travaux effectués dans le cadre d’un couplage
continu-continu.

3.1 Mise en place du probl̀eme coupĺe

Dans cette ḿethode de couplage, on reprend l’idée de base que l’on peut retrouver
dans la ḿethode Arlequin. Dans un premier temps, on réalise une d́ecomposition de do-
maine avec recouvrement. A chaque domaine sont associés respectivement un modèle
discret et continu. Puis, afin d’être conservatif eńenergie au niveau de la zone de recou-
vrementΩ(J) , on introduit le param̀etreα (∈]0,1[).

Concernant le raccordement des champs, nous préférons assurer la continuité des
champs seulement sur le bord de la zone de recouvrement. En effet, nous avons vu dans le

Strat́egies de couplage discret-continu en dynamique explicite



80 Une stratégie de couplage continu-discret

chapitre pŕećedent que cela permet de résoudrèa moindre côut. Pour cela, on introduit un
effort d’interfaceλ aussi appelé multiplicateur de Lagrange. Celui-ci permet d’imposer
la condition de continuit́e cińematique au niveau de l’interface. Nous assurons seulement
la continuit́e sur les champs de déplacement, sans considérer la rotation des particules.

On obtient alors l’expression suivante du Lagrangien sur l’ensemble du problème qui
permet de lier les deux modèles :

L = LS
Ω(S)

c
+LD

Ω(D)
c

+αLS
Ω(J) +(1−α)LD

Ω(J) +λT(C(S)uS−C(D)uD) (3.9)

où on a introduitΩ(S)
c = Ω(S) \Ω(J) et Ω(D)

c = Ω(D) \Ω(J).
Le développement d’Euler-Lagrange du lagrangienL nous donne l’ensemble deséqua-

tions suivantes :






M (S)ü(S) +K (S)u(S) = f(S) +C(S)Tλ

M (D)ü(D) +K (D)u(D) +B(D)Tθ(D) = f(D)−C(D)Tλ

I (D)θ̈(D) +B(D)u(D) +G(D)θ(D) = m(D)

C(S)u(S)−C(D)u(D) = 0

où •(S) désigne les termes correspondant au modèle continu discŕetiśe avec deśeléments
spectraux et•(D) ceux se ramenant au modèle élément discret. La partition enα sur la
zoneΩ(J) nous am̀eneà construire les oṕerateurs de cette façon :

M (S) = MS
Ω(S)

c
+αMS

Ω(J) ; K (S) = KS
Ω(S)

c
+αKS

Ω(J)

f(S) = fS
Ω(S)

c
+αfS

Ω(J)

M (D) = MD
Ω(D)

c
+(1−α)MD

Ω(J) ; K (D) = KD
Ω(D)

c
+(1−α)KD

Ω(J)

I (D) = ID
Ω(D)

c
+(1−α)ID

Ω(J) ; G(D) = GD
Ω(D)

c
+(1−α)GD

Ω(J)

B(D) = BD
Ω(D)

c
+(1−α)BD

Ω(J)

f(D) = fD
Ω(D)

c
+(1−α)fD

Ω(J) ; m(D) = mD
Ω(D)

c
+(1−α)mD

Ω(J)

(3.10)

3.2 Détails sur la construction des oṕerateurs de couplage

Dans cette section, nous nous intéressons̀a la construction des opérateurs de couplage
C(S) et C(D). Dans un premier temps, il est nécessaire d’introduire une troisième entit́e à
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part entìere : l’interfaceΓc comme elle peut̂etre illustŕeeà la figure (3.3). Pour ce faire,
on noteOi le centre de masse de la particulei. Et on d́efinit :

Γc = {OiO j∀i, j ∈ Ω(J)�∃M ∈ ∂Ω(J) \∂Ω : ‖MO i‖ < ε,‖MO j‖ < ε} (3.11)

où ε est d́efinit comme le pas moyen de discrétisation dans le maillagéelément discret
au voisinage de∂Ω(J)\∂Ω. En d’autres termes, l’interfaceΓc est l’ensemble des segments
OiO j dansΩ(J) reliant chaque particule se situant au plus proche de∂Ω(J) \∂Ω.

Ω(S)

Ω(D)

Ω(J)Γc

FIG . 3.3:Zoom sur la zone de recouvrement du problème coupĺe discŕetiśe

Désormais, il s’agit de d́efinir les oṕerateur de couplage. Dans un cadre de couplage
continu-continu, nous avons :

– la matrice de passage du modèleéléments spectraux̀a l’interface :

C(S)
pq =

R

Γc
φ(S)

p φ(c)
q dΓ

– la matrice de passage du modèleéléments discrets̀a l’interface :

C(D)
pq =

R

Γc
φ(D)

p φ(c)
q dΓ

où φ(S), φ(D) etφ(c) sont les fonctions de formes associées respectivementà la discŕetisa-
tion éléments spectraux,éléments discrets et de l’interface.
La difficulté dans la construction de ces opérateurs ŕeside dans le fait qu’il n’existe pas
à proprement dit de fonction de formeφ(D) pour leséléments discrets. En remarquant
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que la polygonalisation de Voronoi qui constitue le maillage élément discret dansΩ(D) se
base sur une triangulation de Delaunay, on peut facilement associer au maillagéelément
discret une discŕetisationélément fini.
Dès lors, nous faisons le choix de représenter fictivement le modèle discret au niveau
de l’interface par des fonctions chapeaux où les points de collocation sont les centres de
masse des particules (figure 3.4). Par ailleurs, nous avons choisi de repŕesenter les quan-
tités au niveau de l’interface par des fonctions chapeaux sur l’ensemble des centres de
masséelément discret contenus sur l’interface (figure 3.4).

Γc

p

p

p

p+1

p+1 p+1

1

1

DEM

Interface

φ(D)
p φ(D)

p+1

φ(c)
p φ(c)

p+1

FIG . 3.4: Interpolation sur l’interface

En faisant cette hypothèse, nous sommes en mesure de calculer ces opérateurs. Puis,
en utilisant les ŕesultats obtenus̀a la section 3.1 du chapitre 2, on peut s’affranchir des
opérations d’int́egration. Finalement, on obtient l’expression suivante des oṕerateurs d’in-
terface :

– la matrice de passage du modèleéléments spectraux̀a l’interface :

C(S)
pq = φ(S)

p (xq)
où lesxq sont les coordonńees des centres de masse situés sur l’interface.

– la matrice de passage du modèleéléments discrets̀a l’interface :

C(D)
pq = δpq

où δpq est le symbole de Kronecker.
L’ensemble des matrices de passage sont stockées sous forme sparse dû à la pŕesence

d’un grand nombre de zéro dans chacune d’entre elles. La méthode sparse permet de li-
miter le côut de stockage ainsi que le coût nuḿerique associé aux oṕerations matricielles.
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On peut se ŕeferrerà l’ouvrage de [Tewarson 73] pour de plus amples détails.

Bilan
La construction des opérateurs de couplage se réalisent en deux́etapes :
1ère étape : Construction de l’interface
Cetteétape consistèa établir une liste de nœuds situés sur l’interface{Oq}. Ces nœuds
Oq correspondent aux centres de masses des particuleséléments discrets appartenantàΓc.
Leurs coordonńees sont notéesxq.

2èmeétape : Construction des oṕerateurs de couplage
Cette phase peut̂etre ŕealiśee de façon parallèle pour chacun des modèles. Concernant
la construction deC(S) assocíee au mod̀ele continu, on ŕealise une boucle sur chaque
élément spectral appartenantàΩ(J). Puis, pour chaque nœudp de ceśeléments, on calcule

l’ensemble desφ(S)
p (xq) pour chaque nœudOq de l’interface. Quant̀a la construction de

C(D) assocíee au mod̀ele discret, elle consiste simplementà établir la connectivit́e des
nœuds sitúes sur l’interface aux particules situées dansΩ(D).

4 Résultats nuḿeriques

Dans cette section, on s’intéressèa l’analyse du problème de couplage. Pour ce faire,
on met en place un cas testélastodynamique permettant de mettre en exergue les perfor-
mances de la ḿethode de couplage en terme d’erreur.

4.1 Position du cas test

Afin d’analyser la pertinence de la stratégie de couplage, on s’intéressèa la ŕeponse
élastodynamique d’un milieu ramené à un probl̀emeà deux dimensions sur l’hypothèse
des d́eformations planes. Dans le cadre d’un modèle continu, le matériau utiliśe corres-
pondà une roche ŕepondant̀a la loi de Hooke et ayant pour caractéristiques mat́eriaux :
un module d’YoungE de 18.8 GPa, un cœfficient de Poissonν de 0.25 et une densité
massiqueρ de 2200kg/m3. Le cas test a une forme rectangulaire, laquelle est illustréeà
la figure 3.5. Ses dimensions sont de 1000m pour la longueur et de 50mpour la largeur.

FIG . 3.5:Probl̀eme de ŕeférence

Ce milieu est soumis̀a une pression surfacique uniforme notéeFd(t) (figure 3.6). La
pressionFd(t) est un cŕeneau de ṕeriode 0.1s. Le spectre fŕequenciel de cette fonction
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est complet. De cette façon, cela permet d’obtenir une analyse compl̀ete en fŕequence du
couplage.

FIG . 3.6:Pression appliqúee sur le bord du domaine

Ce cas test ne permet pas d’obtenir de façon simple une solution analytique. C’est pour
cette raison que nous le résolvons nuḿeriquement̀a l’aide de la ḿethode deśeléments
spectraux. En effet, la ḿethode deśeléments finis nous assure la convergence pour ce
probl̀eme pour des pas de discrétisations spatiale et temporelle assez fins. A partir de
cela, nous avons détermińe une solution de référence sur un critère de stagnation de la
solution visà vis du pas de discrétisation. Cette solution est notéeuref et est obtenue pour
un pas de discrétisation de 12.5m. Elle permet par la suite de mesurer l’écart en solution
du mod̀ele discret, ainsi que du problème coupĺe, par rapport au modèle continu. Il s’agit
désormais de construire une fonctionnelle d’écart pertinente nous permettant de mesurer
la différence en solution des modèlesà partir de cette solution de référence.

Construction de la fonctionnelle d’́ecart de mod̀ele

Le mod̀ele discret est un modèle pragmatique,i.e. il se base sur des observations
exṕerimentales. Nous désirons raccorder ce modèle au mod̀ele continu. Pour ce faire, il
est ńecessaire que ces deux modèles soient proches au sens d’une mesure. Tout l’objet du
travail qui suit consistèa d́efinir une fonctionnelle permettant de mesurer l’écart entre ces
deux mod̀eles.

La méthode deśeléments discrets fournit un champ solution discret. En d’autres
termes, le champ de déplacement solution n’est défini qu’en chaque centre de masse des
particules. A partir de la solution continueuref, on d́efinit unécart de mod̀ele local not́e
ei de la particulei :

ei(t) =
||uD

i (t)−uref(xi , t)||
Maxxi ||uref(xi , t)||

(3.12)

où uD
i est le vecteur d́eplacement associé à la particulei etxi la position de celle-ci.

On peut d’ailleurs observerà la figure 3.7 une carte d’écart local pour un calcuĺelément
discret pour un pas de discrétisation moyen de 6.25m. Sur cette figure, l’́echelle de couleur
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correspond au module du champ local. A partir de celle-ci, onen d́eduit que l’́ecart de
mod̀ele se localise principalement au lieu d’imposition des conditions limites.

FIG . 3.7:Carte d’́ecart local

A partir de cela, on d́efinit l’ écart globalΨ sur l’ensemble du problème mod́elisé par
deséléments discrets par rapport au modèle continu par :

∀t E(t) =
∑N

i=1ei(t)
N

(3.13)

où N est le nombre de particules.

4.2 Identification des param̀etres mat́eriaux du modèle discret

Pŕećedemment, nous avons défini une fonctionnelle permettant de mesurer l’écart en
solution entre le mod̀ele discret et continu. Nous savons que dans le cas d’un modèle
continu ŕepondant̀a la loi de Hooke, l’exṕerience nous fournit le module d’YoungE, le
coefficient de Poissonν et la densit́e massiqueρ. Concernant le mod̀ele discret de type
Lattice Model, le mat́eriau est caractériśe pour le domainéelastique par le module de
poutreEp, l’inertie rameńeea et la densit́e massiqueρ. On peut se ŕeférer au chapitre 1
pour de plus amples détails sur ces param̀etres.

Afin que le mod̀ele discret corr̀ele avec le mod̀ele continu, nous allons identifier les
param̀etresEp et a à partir de la fonctionnelle d’écartE. La densit́e massique du modèle
discret est la m̂eme que celle du modèle continu. Elle ne ńecessite par conséquent pas
d’identification. On obtient alors le problème d’optimisation suivant :

∀t , (Ep,a) = Argmin E(t)
(Ep,a)

(3.14)

La résolution d’un tel probl̀eme est côuteux. En effet, il ńecessite une campagne de
calculs deE(t) à différents instantst. Par conśequent, nous avons réaliśe l’identification
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seulement̀a l’instantt = 150msen consid́erant qu’̀a cet instant, les ondes ont parcouru
une distance suffisante dans le milieu pour que l’analyse semble pertinente.

Etude paramétrique
On effectue unéetude paraḿetrique sur l’́ecart de mod̀ele en fonction deEp et a. Pour
cetteétude, nous avons choisi un pas de discrétisation spatiale moyen de 3m et un pas de
temps de 0.1ms. Les ŕesultats sont illustŕesà la figure 3.8.
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FIG . 3.8: Identification du mod̀ele discret

A partir de cettéetude, on en d́eduit que le choix optimal est :

Ep = 29.15GPa , a = 0.45 (3.15)

Il est possible d’automatiser ce processus en utilisant un algorithme d’optimisation de
type Newton ou encore BFGS [Avriel 03].
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Convergence du mod̀ele discret

Une fois les param̀etres mat́eriaux du mod̀ele discret d́etermińe, il s’agit de montrer
que le mod̀ele converge au sens de l’écart de mod̀ele d́efini en (3.13). Etant donné que les
deux mod̀eles sont conceptuellement différents, cela n’assure pas une convergence au sens
strict du mod̀ele discret vers le modèle continu mais plutôt que l’́ecart entre les modèles
est proche. Par la suite, on s’intéressèa la stabilit́e età l’erreur du choix des param̀etres
mat́eriaux trouv́es pŕećedemment sur l’́ecart de mod̀ele d́efini en (3.13). D́esormais, nous
allons observer nuḿeriquement le comportement du modèle en terme d’erreur et de sta-
bilit é. Cela fait l’objet d’unéetude paraḿetrique. L’́etude de l’erreur consistèa étudier
l’influence de la discŕetisation spatialeh sur l’écart de mod̀ele . Quant̀a l’étude de la sta-
bilit é, elle consistèa étudier l’influence de la forme des particules sur l’écartΨ. On peut
modifier la forme des particules pour un pas de discrétisationh donńe en faisant varier la
semence du ǵeńerateur de nombre aléatoire du maillage que l’on noteχ. Chaque position
du centre de masse des particules est géńeŕe quasi-aĺeatoirement par la séquence de Sobol
[Sobol 67]. L’intér̂et de cette śequence est qu’elle permet d’avoir uneéquidistribution des
particules.

On peut voir une illustration du maillage d’un carré (1m∗ 1m) pour un h donńe
(h = 0.1m) et différents maillages ǵeńeŕes aĺeatoirement̀a la figure suivante :

χ = −55577 χ = −45622 χ = −7006

FIG . 3.9:Convergence du modèle discret

Nous avons ŕealiśe uneétude paraḿetrique sur le pas de discrétisationh pour une
famille de maillage que l’on note{χi} aveccard(χi) = R. R est le nombre de maillages
géńeŕes aĺeatoirement. Le choixR= 100 nous a semblé suffisanta posterioriétant donńe
le caract̀ere continu des résultats obtenus. L’étude de l’erreur revient̀a étudier l’influence
de l’écart de mod̀ele moyen :

Ψ̄(h) =
∑χi

Ψχi(h)

R
(3.16)
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où Ψχi(h) est l’écart de mod̀ele pour le maillageχi avec pour pas de discrétisation
moyenh. Quantà l’étude de la stabilité, nous allons regarder l’influence sur l’écart type
de l’écart de mod̀eleΨχi(h) défini comme suit :

Ψ̂(h) =

√

∑χi
(Ψχi(h)− Ψ̄(h))2

R
(3.17)

Les ŕesultats obtenus sont exposésà la figure 3.10
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FIG . 3.10:Convergence du modèle discret

Interpr étation

A partir de la courbe 3.10, on vérifie que l’́ecart de mod̀ele diminue avec le pas de
discŕetisation spatialh. L’ écart de mod̀ele moyenΨ̄(h) converge vers uńecart constant
avec le mod̀ele continu. Cet́ecart constant refl̀ete que la partie microscopique apporté par
les h́et́eroǵeńeités microstructurelles ne sont pas décrites par le mod̀ele continu. Quant̀a
l’ écart type de l’́ecart de mod̀ele Ψ̂(h), il converge vers źero. Cela assure que pour des
maillages fins la solution obtenue ne dépend pas du ǵeńerateur de maillage. En d’autres
termes, le mod̀ele discret converge vers une solution unique quand le pas dediscŕetisation
est suffisament fin ind́ependamment du maillage géńeŕe.
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4.3 Analyse du probl̀eme coupĺe

On s’int́eresse d́esormais̀a l’analyse du problème coupĺe. Pour ce faire, on discrétise
le probl̀eme pŕesent́e pŕećedemment (Cf figure 3.5) avec deséléments spectraux et des
éléments discrets. La partie gauche du domaine est discrétiśee avec deśeléments spec-
traux. Tout au long de l’étude qui suit, le pas de discrétisation spatiale dans le domaine
continu est de 25m. Les éléments spectraux choisis sont d’ordre 5. Le domaine continu
occupe les 250 premiers mètres de la structure. Quantà la discŕetisationéléments discrets,
elle occupe les 775 derniers mètres de la structure. De cette façon, la zone de recouvre-
ment a une dimension de 25mpar 50m. On noteh le pas de discŕetisation dans le domaine
discret. Il fait l’objet d’uneétude paraḿetrique.

Cela nous donne dans le cas d’une discrétisation spatiale moyenne dans le domaine
discret de 6.25m le maillage illustŕe à la figure 3.11.

Ω(S)
Ω(J)

Ω(D)

FIG . 3.11:Probl̀eme de couplage discrétiśe

Concernant la ŕesolution temporelle, elle est réaliśee via une stratégie mono-pas de
temps. Pour toutes lesétudes qui vont suivre, le pas de temps utilisé est de 0.1ms. Le fait
de ne pas changer le pas de temps pour chaqueétude permet de conserver la même erreur
du sch́ema de ŕesolution temporelle.

Dans le cadre d’un problème coupĺe, la zone d’int́er̂et correspond au domaine modélisé
par deséléments discrets. En effet, le domaine continu sert seulement à imposer les
bonnes conditions limites sur le bord du domaine discret. Tout l’enjeu du couplage consiste
à transmettre correctement les ondes d’un domaineà l’autre.

Dans le cas d’un problème purement́elastique, comme cela est le cas ici, on considère
comme solution de référence la solution du problème complet avec une modélisation
continue. De cela, nous en avons déduit une fonctionnelle d’écart entre ces deux modèles.
Ici, la zone discŕetiśee seulement avec deséléments discrets correspond au domaineΩ(D)

c

(ΩD \ΩJ). Par conśequent, on d́efinit l’ écart de mod̀ele dans le cas du problème coupĺe :

Ψ =
∑
Oi∈Ω(D)

c
ei(150 ms)

N
(3.18)

où Oi est le centre de masse de la particulei et N est le nombre de particules contenues
dansΩD

c . Cette fonctionnelle correspondà l’amplitudeénerǵetique des ondes fantômes.
L’ écart de mod̀ele Ψ est calcuĺe à l’instant t = 150ms. A cet instant, les ondes se sont
suffisamment propagées dans le domaine discret pour que l’analyse soit pertinente.

Strat́egies de couplage discret-continu en dynamique explicite



90 Une stratégie de couplage continu-discret

Etude paramétrique

Dans un premier temps, on effectue uneétude paraḿetrique sur le param̀etreα et le
pas de discŕetisation spatiale moyen dans le domaine discreth. On trace alors sur la courbe
3.12 l’écart de mod̀ele en fonction deα eth.
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FIG . 3.12:Etude paraḿetrique surα eth

De cetteétude, on en d́eduit que le param̀etre α n’a pas d’influence sur l’écart de
mod̀ele ( amplitudéenerǵetique des ondes fantômes) quelque soit la discrétisationh dans
le domaine discret. Par ailleurs, on remarque que l’amplitude des ondes fantômes di-
minue quand l’on discrétise plus finement. Finalement,étant donńe queα n’a pas d’in-
fluence sur l’apparition des ondes fantômes, on pŕeconise d’utiliser unα proche de 0.5
afin que le conditionnement du problème d’interface soit optimal. Enfin, il est nécessaire
de discŕetiser finement dans le domaine discret afin que les ondes se transmettent cor-
rectement d’un domainèa l’autre. On remarque que comme dans le cas d’un problème
discŕetiśe seulement avec deséléments discrets, l’écartΨ fluctue en fonction du pas de
discŕetisationh avant de stagner.
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Comparaison des mod́elisations

Désormais, nous allons déterminer comment le problème coupĺe corr̀ele avec le problème
purement discret. En effet, dans un cadre idéal, nous utiliserions sur tout le problème la
méthode deśeléments discrets. Pour une raison de coût nuḿerique, cela semble inappro-
prié. Dans ce qui suit, nous nous intéressons̀a la différence entre ces deux solutions. Pour
ce faire, on d́etermine l’́ecart de mod̀ele discret sur le problème discŕetiśe seulement avec

deséléments discrets sur le domaine correpondantà la zoneΩ(D)
c du probl̀eme coupĺe que

l’on note ΨD. Puis, on la compare avec l’écart que l’on noteΨc obtenu dans le cas du
probl̀eme coupĺe. Comme pŕećedemment pour le problème discret, on réalise unéetude
de Monte Carlo sur 100 maillages différents. Les ŕesultats sont exposés en moyenne (̄Ψc

et Ψ̄D ) et enécart type (̂Ψc et Ψ̂D ) à la figure 3.13. L’ensemble de l’étude áet́e meńe en
consid́erantα = 0.5.
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FIG . 3.13:Etude comparative des modèles

A partir de cette courbe, on en déduit que l’on obtient une solution proche en terme
d’écart de mod̀ele pour ces deux modélisations pour des discrétisation assez fine. L’écart
type (Ψ̂c etΨ̂D ) tend vers 0, cela nous assure l’unicité de la solution pour une discrétisation
assez fine quelque soit le maillage. On remarque que la solution du probl̀eme coupĺe est
plus proche du mod̀ele continu que celle du problème discret. Cela implique que l’écart
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de mod̀ele du mod̀ele coupĺe est borńe par le mod̀ele discret. On peut expliquer cette
diff érence par l’interḿediaire de la figure 3.7. On remarque sur cette figure que l’écart
local se localise aux lieux d’imposition des conditions limites. On en d́eduit qu’il est
préférable d’utiliser un mod̀ele coupĺe pour imposer correctement les conditions limites
au probl̀eme discret.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en place une stratégie de couplage continu-discret.
L’approche propośee ici permet vis-̀a-vis des ḿethodes existantes [Wagner 03, Xiao 04]
de limiter le côut de calcul d̂u au couplage. En outre, l’architecture de la modélisation du
couplage autorise le recouvrement des domaines associés à chaque mod́elisation, ainsi
que la mise en place d’une résolution parall̀ele. A travers l’analyse nuḿerique de la
méthode de couplage, nous nous sommes particulièrement int́eresśes à l’apparition des
phénom̀enes ind́esirables tels que les ondes fantômes. Pour ce faire, nous avonsétabli une
fonctionnelle d’́ecart de mod̀ele qui permet de mesurer la pertinence du couplage. A par-
tir des ŕesultats nuḿeriques, on en d́eduit que les ŕesultats obtenus̀a partir du probl̀eme
coupĺe sont aussi pertinents que ceux obtenusà partir d’une mod́elisationéléments dis-
crets compl̀ete.
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Conclusion

Ce travail s’est principalement appuyé sur le couplage de modèles par d́ecomposition
de domaine avec recouvrement en introduisant une partitionde l’énergie sur la zone de
transition. Le premier point a consisté à étendre cette stratégie aux probl̀emes d’́elasto-
dynamique. L’originalit́e du travail propośe ici consistèa limiter le raccord des champs
sur le bord de la zone de transition entre les modèles. Cela a pour objet de réduire le
coût de calcul associé au probl̀eme d’interface. Nous avons apporté une attention toute
particulìereà d́emontrer que cette nouvelle stratégie permet de limiter le coût nuḿerique
tout en conservant une erreur numérique acceptable. Pour ce faire, nous avonsétabli un
indicateur d’erreur se basant sur l’erreur enénergie associée aux ondes fantômes.

La suite de notre travail a consisté à étendre cette stratégie établie dans un cadre
continu-continu au couplage de modèles discret et continu. Sur ce point, nous avons ex-
ploité les atouts de chacunes de ces méthodes afin de construire un problème d’interface
qui nécessite un côut de calcul faible tant au niveau de la construction qu’au niveau de
la résolution. Dans ce cas, nous avons proposé un approche de couplage qui consiste
à minimiser la partie microscopique du modèle discret vis-̀a-vis du mod̀ele continu. Cela
permet de limiter l’́ecart entre les modèles, et donc de minimiser l’apparition des ondes
fantômes. Toutefois, d’autres approches restent possibles pour limiter l’apparition de ce
phénom̀ene comme la prise en compte des rotations dans les conditions de continuit́e au
niveau de l’interface ou encore l’introduction de la relaxation au niveau du multiplicateur
de lagrange. On peut se référer aux travaux de [Rousseau 09] pour de plus amples détails.

Le dernier attrait de ce travail s’est attaché à l’extension de l’approche multiéchelle
au domaine temporel. Pour ce faire, nos travaux se sont basés sur les ḿethodes de sous-
cyclage temporel. Une attention particulière s’est port́ee sur la stabilit́e et la consistance
de cette stratégie. Cela nous a amené à proposer une nouvelle interpolation sur l’interface
temporelle afin d’aḿeliorer la consistance du schéma multi-pas de temps. Sur ce point,
nous pouvons envisager d’étendre ce type de stratégieà des sch́ema diff́erents que ceux
de Newmark. En effet, les ḿethodeśeléments spectraux sont des méthodeśeléments finis
d’ordre élev́e qui ńecessite des schémas en temps d’ordréelev́e pour limiter la disparit́e
de l’ordre entre l’espace et le temps.
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Annexe A

Annexe A : Cas test de Lamb

1 Présentation du probl̀eme

Le probl̀eme de Lamb est un test classique pour mesurer la précision d’une ḿethode
de mod́elisation pour la propagation des ondes mécaniques. Celui-ci considère un demi-
espace homog̀eneélastique, avec une force en un point de la surface. Il existeune solution
analytiquèa ce probl̀eme [Lamb 03]. Naturellement, on sera amené à comparer nos solu-
tions EF avec la solution analytique afin de valider notre modèle.

FIG . A.1: Domaine d’́etude
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Caract́eristiques du problème :

– densit́e :ρ = 2200kg/m3

– module d’Young :E = 18.8 GPa

– coefficient de Poisson :ν = 0.25

Par la suite, on noteraλ etµ les coefficients de Laḿe.

L’analyse des sismogrammes observés à San Francisco et̀a Nice nous montre bien
que l’on retrouve lors de séismes des fŕequences allant jusqu’à environ 30 Hz :
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FIG . A.2: Spectrogramme

Cela justifie le fait que nous utilisons une force source de type fonction de Rickers :

F(t) = −A[ωc(t − t0)
2−1]e−ωc(t−t0)2

En effet, celle-ci nous donne l’opportunité de pouvoir śelectionner la bande de fréquence
avec laquelle on veut effectuer notre calcul. Ici,ωc repŕesente la pulsation centrale qui est
priseà 14.5 Hz etA l’amplitude de l’effort qui ici est pris̀a 1.0e5 Newton.

2 Formulation forte du probl ème

On noteraΩ le domainéelastique,Γ le bord du domaine etI = [0,T] l’intervalle de
temps sur lesquels se situent notreétude. Le probl̀eme s’́ecrit :
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– Conditions initiales :

∀M ∈ Ω u|t=0 = 0 et
du
dt |t=0

= 0 (A.1)

– Equations d’́equilibre :

divσ = ρ
d2u
dt2

dansΩ (A.2)

σn = F(t)δC surΓ (A.3)

– Relation de comportement :

σ = λε(u) : II +2µε(u) (A.4)

avecε(u) =
1
2
(∇u+(∇u)T) (A.5)

3 Résolution analytique

A partir deséquations (A.2), (A.4) et (A.5), on obtient l’équation de Cauchy-Navier
suivante :

(2µ+λ)grad(divu)−µrot(rot u) = ρ
d2u
dt2

(A.6)

Pour simplifier l’́ecriture de ce problème, nous allons décomposer notre champ de déplace-
ment u en la somme d’un champ isochore et d’un champ irrotationnel qui sont deux
champs supplémentaires deH1(Ω)3 et forment par conśequent une base.

u = gradφ+ rotψ (A.7)

En explicitantu avec (A.7) dans (A.6), on obtient :

(2µ+λ)grad(∆φ)+µrot(∆ψ) = ρ
d2gradφ

dt2
+ρ

d2rotψ
dt2

Ce qui nous am̀ene apr̀es identification aux́equations :






∆φ = ρ
2µ+λ

d2φ
dt2

∆ψ = ρ
µ

d2ψ
dt2

(A.8)

Etant donńe que le massifΩ est infini dans la directionz, on consid̀erera d̀esà pŕesent
que le probl̀eme v́erifie les hypoth̀eses de d́eformation plane suivantes :

uz =
∂•
∂z

= 0 (A.9)
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Par la suite, nous noterons les constantescL =

√

λ+2µ
ρ

etcS =

√
µ
ρ

qui toutes deux,

nous le verrons ultérieurement, relatent respectivement la vitesse de propagation des
ondes longitudinale et transversale.

En prenant en considération que l’on est purement propagatif selonx et que l’on a une
singularit́e en« y = 0 », on cherchera une solution de la forme :

φ = f (y)ei(ξx−ωt) etH = h(y)ei(ζx−ωt) avecH composante selonz deψ.
En explicitantφ et ψ dans (A.8), cela nous am̀ene aux́equations suivantes :

{
d2 f
dy2 +α f = 0
d2h
dy2 +βh = 0

(A.10)

où : α = ω2

c2
L
−ξ2, β = ω2

c2
S
−ζ2

A présent, deux situations s’imposent :
– α > 0 etβ > 0 on a des ondes de volumei.e.qui se propagent dans la directiony.

Celles-ci sont plus connues sous le nom d’onde de compressionet d’onde de ci-
saillement.
Et on obtient une solution du type :

{

φ = A1ei(ξx−√
αy−ωt) +A2ei(ξx+

√
αy−ωt)

H = B1ei(ζx−
√

βy−ωt) +B2ei(ζx+
√

βy−ωt)
(A.11)

– α < 0 et β < 0 on a des ondes de surfacei.e. qui s’att́enuent dans la direction
y. Celles-ci sont plus connues sous le nom d’onde de Rayleigh. Oneffectue une
petite simplificatiońetant donńe que l’on est seulement propagatif enx le long de
la surfaceΓ, ce qui nous am̀eneà :

{

φ = Ae−
√
−αyeiξ(x−cRt)

H = Be−
√

−βyeiξ(x−cRt)
(A.12)

où la constantecR vérifie l’équation suivante qui est obtenueà partir de la condition
de bord libre (A.3) :

(
cR

cS
)2{(cR

cS
)6−8(

cR

cS
)4 +(24−16(

cS

cL
)2)(

cR

cS
)2−16(1− (

cS

cL
)2))} = 0 (A.13)

On notera que la constantecR relate la vitesse de propagation des ondes de Ray-
leigh.

Remarque : La solution analytique avec second membre s’obtient par la méthode de
Cagniard-de Hoop. Cette ḿethode permet de trouver les fonctions de Green correspon-
dant au probl̀eme d’́elastodynamique que l’on a pu voir préćedemment. Il ne reste qu’à
effectuer un produit de convolution, de façon purement numérique, entre ces fonctions
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et le second membre et nous obtenons la solution analytique du probl̀eme. C’est celle-là
même que nous utiliserons par la suite pour vérifier nos ŕesultats nuḿeriques.

On notera que l’on pourra trouver par la suite dans le cadre plus ǵeńeral des probl̀emes
de sismique diff́erents autres types d’ondes que l’on ne retrouve pas dans le problème de
Lamb telles que les ondes de Stoneley qui sont des ondes qui sepropagent̀a la surface de
l’interface de deux milieux diff́erents et les ondes de Love que l’on peut rencontrer quand
il existe une couche superficielle de propriét́e élastique diff́erente.
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