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Introduction

La révolution des lasers intenses qui s’est produite au cours des vingt derniéres
années, grace notamment a la mise au point de la technique d’amplification par
dérive de fréquence [1], permet aujourd’hui d’atteindre des puissances de 'ordre
du pétawatt (PW), donnant lieu aprés focalisation a des éclairements supérieurs
4 10%Wem ™2 sur des durées voisines de la picoseconde [2, 3]. Soumis a des lasers
aussi intenses, les électrons contenus dans le milieu (solide ou gazeux) irradié (et
instantanément ionisé) oscillent a des vitesses proches de la vitesse de la lumiére.
Plus généralement, une vaste gamme de mécanismes propres a cette physique de
Iinteraction a haut-flux permet de convertir une fraction importante de ’énergie
laser (~ 0.1 - 0.5 ) en faisceaux de particules trés énergétiques (~ MeV).

On détermine aisément a partir de I’équation de propagation d’une onde plane
électromagnétique dans un plasma froid une densité seuil, dite critique n, =
fneejo (out ne, me, € désignent respectivement la densité électronique, la masse
électronique et la permitivité électrique du vide), définie comme la densité au-
dela de laquelle un laser de longueur d’onde donnée ne peut plus se propager
(ne = 102 'em™ pour A\g = 1um). Il s’ensuit que nous pouvons distinguer deux

régimes principaux d’interaction selon la transparence ou non du plasma.

En régime sous-critique, la principale application de I'interaction laser-plasma
a haut flux est I'accélération d’électrons par sillage laser [4]. Il est désormais pos-
sible de produire des faisceaux quasi mono-énergétiques d’électrons a des énergies
supérieures au Gev [5], sur des distances de quelques centimétres, grace a ces ac-
célérateurs d’un nouveau genre. L’exploitation de ces faisceaux d’électrons a des
fins de production de rayonnements X intenses et brefs est également activement
étudiée [6, 7, 8, 9.

Les faisceaux d’électrons créés dans l’'interaction surcritique sont moins éner-
gétiques (~ MeV) mais transportent une charge bien plus élevée (~ uC) que ceux
générés par sillage (~ nC). Capables de se propager en profondeur, ils peuvent
donner lieu & un chauffage rapide (~ ps) - donc isochore - et intense (~ 100 eV)
de la cible dense. A ce titre, ils constituent un outil novateur pour investiguer les
propriétés encore largement méconnues de la matiére dense et tiede [10, 11]. En
outre, en débouchant dans le vide a ’arriére de la cible, ils induisent un champ
électrostatique a méme d’accélérer les ions de la cible, et au premier chef les pro-
tons des contaminants hydrogénés surfaciques. Les faisceaux d’ions ainsi accélérés
présentent des propriétés remarquables (briéveté, laminarité . ..) les rendant at-
tractifs pour nombre d’applications allant du sondage ultra-rapide de plasmas
denses [12], au chauffage isochore [13] et & la protonthérapie [14]. La capacité des
électrons produits dans l'interaction surcritique a déposer leur énergie dans des
régions denses inaccessibles au laser est également mise a profit dans le schéma
d’Allumage rapide de la fusion par confinement inertiel [15, 16].



Au regard de lapproche classique, sur laquelle reposent les installations NIF
et LMJ [17, 18], loriginalité de ce schéma tient & la dissociation des phases de
compression et de chauffage de la cible fusible. Celui-ci ferait appel aux électrons
relativistes accélérés par une impulsion laser PW focalisée dans la cible précom-
primée (p > 300g/cm?) le succés du projet requiert un transport assez collimaté
des électrons (sur une centaine de microns) jusqu’a une région dense de la cible
pour y créer un point chaud vérifiant les conditions d’allumage [19]. Dimensionner
I'impulsion laser PW (dans le cadre, par exemple, du projet HIPER [20]) suppose
donc de connaitre le rendement de conversion de I’énergie laser en énergie ciné-
tique “utile”, c’est a dire emportée par les particules concourant effectivement,
de par leur énergie et leur angle d’émission, a l'ignition. Fonction complexe de
I'interaction laser-plasma, de la compétition entre processus collisionnels et col-
lectifs régissant le transport des particules et, bien stir, de la géométrie de la cible,
son estimation est rendue difficile par les contraintes numériques qu’il s’agit de
surmonter.

Quelle que soit 'application considérée, le caractére éminemment cinétique et
hors-équilibre de I'interaction laser-plasma et du transport électronique nécessite
de résoudre le systéme complet des équations de Vlasov-Maxwell. Les codes PIC
(pour “Particle-In-Cell”) constituent pour cela des outils de choix, qui discrétisent
le plasma en un grand nombre de macro-particules de taille finie soumises, via
I'équation de Lorentz, & des champs moyens auto-consistants [21|. La plupart des
codes PIC existants font appel a un algorithme explicite et & un schéma d’inter-
polation/ projection (des particules vers le maillage et vice versa) les obligeant
a une discrétisation spatiale de 'ordre de la longueur de Debye Ax < 3 — 5Ap
(on Ap = \/eokpT./ne?) pour limiter 'auto-chauffage numérique [21]. Si cette
contrainte et la condition de Courant électromagnétique sont vérifiées alors la
contrainte de stabilité du schéma explicite w,At < 2 est également vérifiée. La
simulation de cibles initialement denses (> 1g/cm?) et “froides” (< 100 eV) im-
plique donc des pas spatiaux et temporels extrémement petits (Ap ~ 1.6A dans un
plasma solide d’Aluminium a 10 eV), ce qui oblige a des architectures massivement
paralléles dans le cas de systémes multidimensionnels d’intérét expérimental. Ne
serait-ce que dans une géométrie 20, la simulation de I'interaction laser-solide se
révéle trés contrainte numériquement. Une boite numérique de (50um)? requiert
ainsi, pour une cible d’Al solide initialisée & 10 eV (soit n. = 200n..) et discrétisée
avec Az ~ 3 x 107*um, environ (1.6 x 10°)? mailles et au moins dix fois plus
de macro-particules, des valeurs hors d’atteinte par les moyens informatiques ac-
tuels. Sans compter une contrainte temporelle tout aussi draconienne imposée par
la condition de Courant At < \Af_;c ~ 2 x 1073 fs. Une simulation sur une durée
réaliste (~1 ps) implique donc environ 5 x 10° pas de temps. Rien d’étonnant
donc a ce que les simulations PIC d’interaction laser-plasma surcritique se soient
longtemps limitées a des densités trés sous-estimées (~ 10n.) et/ou des tempéra-
tures surestimées [22]. Si ces artifices semblent tolérables pour ce qui concerne la



description de la génération des électrons rapides (dans le cas notamment d’un
préplasma étendu, de densité modérée, et o 'interaction est confinée), ils inter-
disent une description réaliste des processus de transport, tout particuliérement
en présence de collisions. Le développement de techniques visant a étendre le ré-
gime de fonctionnement des codes PIC aux conditions physiques réelles s’impose
si 'on aspire & une modélisation précise des phénomeénes expérimentaux. C’est
cette ambition qui a motivé ce travail de thése.

On peut distinguer dans l'interaction surcritique la partie de la cible qui né-
cessite une modélisation complétement cinétique pour reproduire les mécanismes
de génération des électrons relativistes, de celle dans laquelle ceux-ci sont trans-
portés et qui au-dela d’'une densité avoisinant 100 n. devient collisionnelle. Les
contraintes numériques associées a ce dernier régime ont motivé le développement
d’algorithmes spécifiques, fondés sur une modélisation hybride fluide-particulaire.
Dans ce cas, les électrons rapides restent traités selon un schéma PIC, tandis que
le plasma obéit & un modéle fluide |23, 24, 25, 26, 27, 28|. La modélisation fluide
permet d’une part de s’affranchir de l'instabilité d’aliasing provenant de la discré-
tisation spatiale dans le modéle PIC, et d’autre part d’éliminer les sources hautes
fréquences du modéle mathématique, en considérant par exemple un fluide élec-
tronique sans inertie. Néanmoins, cette discrimination entre électrons rapides et
fluides n’est pas toujours fondée et peut conduire a des résultats erronés [29, 30].
Mener des simulations PIC entiérement cinétiques dans des plasmas dont la den-
sité avoisine 1000n,. constitue un véritable défi. Tant du point de vue du chauf-
fage numérique qui doit étre jugulé pour atteindre des durées de simulation de
plusieurs ps, que du point de vue des collisions coulombiennes relativistes qui im-
posent un surcotit en temps de calcul. Seuls deux codes ont été développés a cette
fin & ce jour : le code explicite collisionnel, PICLS [31], fondé sur une fonction
d’interpolation d’ordre 4 et I'introduction d’une densité seuil au-dela de laquelle
seuls les effets collisionnels sont traités précisément ; et le code LSP qui tire parti
de la dissipation apportée par un schéma implicite pour résoudre le systéme de
Vlasov-Maxwell [32, 33, 34|. A ce jour, deux approches ont été imaginées pour
cela : la méthode dite directe et celle dite des moments.

Les premiers algorithmes implicites, dits directs, furent proposés par Cohen,
Langdon et Friedman [35, 36, 37| dans le cas électrostatique, puis étendus par
Hewett et Langdon |38] au régime électromagnétique. Une extension relativiste a
été formulée peu aprés [39], mais implémentée seulement récemment, et dans une
forme simplifiée, dans le code LSP. Cette approche implicite présente un double
intérét. D’abord, libérée des contraintes de stabilité inhérentes aux codes PIC
explicites, elle permet d’utiliser des pas de temps affranchis de la contrainte de
Courant électromagnétique et de la nécessité de résoudre la fréquence plasma
du systéme. Ensuite 'amortissement qui la caractérise élimine les modes plasma
hautes-fréquences, non-résolus, et physiquement peu significatifs car dissipés par
les collisions physiques dans les plasmas de densité solide [40].



Nous proposons dans cette thése un formalisme nouveau de la méthode directe
implicite relativiste, fondé sur la formulation faible de I’équation d’onde, que nous
résolvons par un algorithme de Newton. Ce formalisme permet en principe d’ef-
fectuer des itérations sur la solution obtenue, mais seul le cas & une itération a été
retenu en pratique. Les termes sources de densités de charge et de courant sont
d’abord prédits a partir des champs connus. Linéarisé autour de ces valeurs pré-
dites, le systéme de Vlasov-Maxwell se met sous la forme d'une équation d’onde
fonction du champ électrique futur. Une fois celle-ci résolue, les trajectoires des
particules sont corrigées. Notre algorithme implicite se caractérise par ailleurs
par un amortissement ajustable des ondes plasma électrostatiques comme élec-
tromagnétiques. Nous avons, pour cela, généralisé aux équations de Maxwell, un
schéma du & Friedman |41], originellement limité a 'équation de Lorentz. Cette
propriété est d’un intérét capital pour les applications portant sur l'interaction
laser-plasma, puisqu’elle permet de propager sans dissipation les ondes électro-
magnétiques dans le vide et de traiter correctement l'interaction laser-plasma
dans les régions de faible densité. Un amortissement élevé n’est appliqué que
dans les régions les plus denses de la cible, pour lesquelles les modes plasmas
(enclins a déclencher un important chauffage numérique) peuvent étre négligés.
Cet algorithme a été implémenté dans le code ELIXIRS 2dz — 3dv (2D en espace
et 3D en vitesse). Outre les caractéristiques déja citées, ELIXIRS est pourvu
d’une fonction d’interpolation quadratique qui limite plus encore sa sensibilité a
I’auto-chauffage numérique.

Cette thése est organisée en deux parties.

La premiére partie est axée sur les propriétés des méthodes PIC explicites.
Dans le premier chapitre, nous introduisons les propriétés et limitations fonda-
mentales d’'un code PIC explicite. Dans le deuxiéme chapitre, nous effectuons
I’analyse linéaire du plasma numérique. Les effets des discrétisations spatiales et
temporelles sont traitées d’abord isolément, puis simultanément. Divers effets dé-
stabilisants sont mis en évidence, et les régimes stables sont précisés en fonction
de l'ordre des fonctions d’interpolation. Nous étudions ensuite le phénomeéne de
chauffage numérique, inhérent aux simulations PIC mal résolues. D’abord mis en
évidence par des simulations, nous le relierons autant que faire se peut aux pré-
dictions de ’analyse linéaire. Nous quantifierons les gains apportés par la montée
en ordre de la fonction d’interpolation. L’influence bénéfique des collisions cou-
lombiennes sera également démontrée. Enfin, nous présenterons deux applications
en physique de I'interaction laser-plasma relativiste a haute densité tirant parti-
culierement profit des fonctions d’interpolation d’ordre élevé.

L’adaptation de la méthode implicite directe a I'interaction laser-plasma fait
I'objet de la seconde - et principale - partie de cette thése. Nous présentons dans
un premier temps un état de ’art des méthodes alternatives adaptées a 1'étude
de l'interaction laser-plasma et/ou du transport électronique dans les plasmas
denses. Nous expliquerons d’abord comment ce type de probléme peut étre résolu
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en adoptant une modélisation hybride a la fois fluide et particulaire. Puis, nous
détaillerons Pextension relativiste de la méthode implicite des moments [42], et
mettrons 'accent sur ce qui la distingue de la méthode implicite directe.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la formulation de la méthode implicite di-
recte. Nous abordons d’abord le cas électrostatique, qui nous permet d’introduire
la formulation faible ainsi que la méthode de Newton. Un algorithme itératif pre-
nant en compte tous les termes issus des linéarisations est fourni. Ensuite, d’une
facon analogue, nous traitons le cas électromagnétique relativiste avec amortisse-
ment ajustable. Diverses formulations sont proposées en fonction des conditions
initiales retenues pour le schéma itératif. Dans la troisiéme section, nous présen-
tons la méthode de résolution numérique de I’équation d’onde. L’analyse linéaire
de 'algorithme implicite est finalement menée, concernant aussi bien ses proprié-
tés électromagnétiques qu’électrostatiques.

Le troisiéme chapitre présente diverses validations numériques et physiques du
code ELIXIRS. Nous nous intéressons tout d’abord a la propagation d’une onde
laser dans le vide, et démontrons notamment ’amortissement ajustable propre
a notre algorithme. Nous validons ensuite le fonctionnement du pousseur relati-
viste, en étudiant le mouvement d’une charge dans une onde plane d’éclairement
relativiste. Dans un premier exemple couplant champs et plasma, nous étudions
I'effet de la discrétisation spatio-temporelle sur la conservation de ’énergie d'un
plasma maxwellien. Nous examinons ensuite I’expansion d’un plasma thermique
dans le vide puis, avec a 'esprit un scénario d’accélération ionique induite par
une population d’électrons relativistes, nous examinons également le cas de deux
températures électroniques. Dans la cinquiéme et la sixiéme section, nous re-
produisons deux instabilités faisceau-plasma en régime relativiste. Enfin, nous
traitons le cas de 'interaction laser-plasma surcritique qui constitue la principale
motivation de ce travail. Le bon accord quantitatif avec des simulations explicites
finement résolues sera mis en évidence, et les gains en temps de calcul accessibles
par ’approche implicite seront précisés.



Premiére partie

Etude du chauffage numérique dans
la méthode explicite



Chapitre 1

Aspects généraux d’'une méthode
PIC explicite

Etourdi du coup, j’entrai sans en demander davantage en ce lieu ot des milliers
de chauves-souris effrayées s’envolaient et s’écrasaient les unes contre les
autres. [...[“Borunda, Borunda, Borunda.”, dirent les chauves-souris, et elles
partirent en criant et en riant. “Viens”, dit la voix de Borunda. Et j’y suis allé,
et il m’a obligé a m’asseoir sur une couche des plus commodes, faite de petits os
de chauves-souris. Le lit craqua légérement et, bien que j’eusse un peu peur, je
ne voulus rien dire. Une troupe de chauves-souris entra en un chantant cortége
et se dirigea vers Borunda.
Arenas, Le Monde hallucinant

1.1 Reésolution de I'équation de Vlasov

Une description exacte de la dynamique du plasma en suivant chaque parti-
cule étant impossible, nous allons employer une approche probabiliste. L’état de
I’espéce «, formée de N, particules peut étre décrit par un point dans le grand
espace des phases I'y, & 6NV, dimensions (ry,rs,...,rn,,P1,P2,---Pn,). La pro-
babilité de trouver le systéme dans la cellule de I’espace des phases centrée en



(ri,...,rn,, P1,---Dn,) est donnée par :
Fo(ri,...,tN,, P1,- .- PN, )71 ... 1y, dpy ... dpy, (1.1)

On montre que la densité de probabilité F,, obéit a I’équation de Liouville :
S CN B dF,

= i X—)Fa === 1.2

(aﬁ;V arﬁ; op; i (1.2)

On a donc conservation de Fy, le long des orbites suivies par le systéme dans
I'y. A partir de I'équation de Liouville, on peut construire une hiérarchie de
fonctions de distributions réduites a (N, — 1, N, — 2,...2,1) particules, et les
équations cinétiques auxquelles elles obéissent.

L’évolution de la fonction de distribution a une particule f,; est régie par :

9]
gpler = Blfe) (1.3)

%foq + V'%fcn + qoée(Ee +Vv X Be)

De fagon générale I'équation sur f,, fait intervenir f,, , au second membre,

avec fay. = Fo. Ceci traduit le fait qu’aucune hiérarchie tronquée d’équations

ne contient toute I'information associée a ’équation de Liouville. Pour fermer

(1.3), on fait une hypothése sur la forme du second membre. Cette hypothése
conditionnera la physique que I'on souhaite représenter.

Dans un plasma idéal (i.e, non-collisionnel), les forces électromagnétiques sont
a longue portée. En conséquence on choisit de négliger les corrélations entre les
particules, ce qui s’écrit :

fas(t1, 72, P1,P2) = fa, (v1, P1) fas (v2, P2) (1.4)
On obtient alors I’équation cinétique de Vlasov :

0

0 0
&f‘“ + V.Efa1 + qoe(E. + v x B) for =0 (1.5)

Ici, E et B désignent les champs qui résultent des interactions sur des distances
supérieures a la longueur de Debye Ap : La décorrélation des électrons, i.e,
fer(r1, 9, P1, P2) = fe (1, P1) fe, (T2, P2) suppose une distance inter-particulaire
d, trés inférieure & \p.

_1 (eokBTe>§ (1.6)

de X Ne® K A\p = 5
nee
ou n. et T, dénotent les densités et température électronique. La condition équi-

valente n.\% > 1 (un grand nombre d’¢lectrons est contenu dans la sphére de
Debye) définit un plasma dilué ou les interactions binaires sont négligeables.
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L’équation (1.5) doit étre résolue simultanément avec le systéme de Maxwell
suivant :

B
VxE+a— =0

T (1.7)

vV E =2 (1.8)
€0

V-B = 0 (1.9)
1 OE )

Les densités de charge et de courant (p,j) sont données par :

p(x,t) = Z/fa(xapat)dp (1.11)
) = an [ vhabep )i (1.12)

Si on pose,
dX Y
X=r; e, ———— (1.13)
N
dY

L’équation de Vlasov de l'espéce a s’écrit (avec f, = fa,) :

Ofa  dX 8fy dY Ofn
ot + dt 90X + dt " 0Y =0 (1.15)

Cette équation indique que f, est conservée le long des courbes (X(t), Y(1)).
La méthode PIC (pour Particle-In-Cell) exploite cette invariance en animant une
assemblée de macroparticules, chacune représentant un grand nombre d’ions ou
d’électrons obéissant aux équations du mouvement (1.13). On rappelle que les
champs qui interviennent dans I’équation de Vlasov sont moyennés et ne rendent
pas compte des fluctuations de type collisionnel qui interviennent a une échelle
inférieure & Ap. Par ailleurs pour le calcul des sources (p, j) sur la grille, les parti-
cules ne sont pas considérées ponctuelles, mais étalées en un nuage de dimension
caractéristique de l'ordre du pas spatial Ax.

L’algorithme de principe du code particulaire peut étre schématisé par :



Résolution des équations
de Maxwell sur la grille

_.Ei,]',k et BI',]',k
A
Affectation des particules Interpolation des champs
sur la grille sur les particules
~Pik ik —E,etB,

Résolution de 1'équation
du mouvement <
-r,etp,

FI1GURE 1.1 — Algorithme de principe d’'une méthode PIC

1.2 Assignation des charges et interpolation des
champs

Il s’agit des deux étapes clés d’'une méthode particulaire qui relient I'état des
grandeurs discrétisées sur la grille aux grandeurs associées aux particules.
L’étape d’assignation (dite aussi de projection) consiste a déterminer le couple
(p,j) pour un noeud j du maillage. On peut écrire pour une particule de coor-
données x; et une maille de coordonnées X;

p(X)) =20 2 4aS(X; — %)
{ IX5) =3 qaviS(X; —xi) (1.16)

ou S désigne le facteur de forme appliqué a la macro-particule d’espéce a de
charge q, située en x; se déplacant a la vitesse v;, et N dénote le nombre de par-
ticules. Nous expliquerons dans la prochaine section la construction du facteur
de forme.

Inversement, ’étape d’interpolation consiste & déterminer le couple (E(x;), B(x;))
vu par une macro-particule quelconque. On a :

E(x;) =Y B(X)S(X; - x;)
{ B(x) = > B(X;)S(X; - x) (47

ou N, désigne le nombre de points de la grille.

Il est possible de choisir un facteur de forme d’extension arbitraire, sous réserve
que le méme facteur de forme soit employé lors de ’assignation et de l'interpo-
lation, sous peine de faire apparaitre une autoforce [21]. Le facteur de forme le
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plus simple est la fonction créneau

S°(§)={1 SRS (1.18)

0 , sinon

ou on note £ la variable réduite £ = z/Ax. Avec ce facteur de forme, la charge et

1t—n=0
—n=1
08 n=2 /N
= /N
f)c 0.6 / \
T
02 i N\
o 4 N
215105 0 05 1 15 2

AX

FIGURE 1.2 — Facteurs de forme d’ordre 0 (NGP), 1 et 2.

le courant associés a la particule sont assignés au noeud le plus proche. On parle
alors de méthode NGP (pour Nearest Grid Point).

Plus généralement, on définit le facteur de forme d’ordre n comme la niéme
convolution de S° avec lui-méme :

S™(k) = (8" % 8% - % SN (k) (1.19)

. J
'

n convolutions
Ainsi définies, les fonctions .S, sont des polynémes par morceaux d’ordre n.
Le facteur de forme d’ordre 1 correspond a une interpolation linéaire et est
défini par :
E4+1 ,si —1<€EL0
S )= 1-¢ ,si0<€<1 (1.20)
0 , sinon
Le facteur de forme d’ordre 2 correspond a un spline quadratique et est défini
par :

2 oler silel<y
S*E) =1 (3 —1D?* .sig<[E <3 (1.21)
0 , sinon

Le facteur de forme d’ordre 3 correspond a un spline cubique et est défini par :

P g2 2 g <t
2 £ +35 ,si €] <

SO =9 2a-KE)p sit<ig<2 (1.22)
0 , sinon
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On vérifie que les fonctions S, satisfont a la conservation de la charge :

ffgn S™(x)dx =1, ou [—Ly,; L,] désigne le support de S™. On obtient le facteur
de forme d’ordre n multi-dimensionnel par produit tensoriel du facteur de forme
monodimensionnel d’ordre n. On a par exemple :

$(z,y) = §M(x) © S(y) (1.23)

et donc
pi;=qS(Xi—a"Y; —y") (1.24)
= q5aa(Xi — 2")Say(Y; —¢") (1.25)

Un facteur de forme d’ordre n a une influence sur (n+1)? noeuds du maillage
en dimension d. Le premier intérét d’un facteur de forme d’ordre élevé est la
réduction de la variance des grandeurs évaluées, & nombre de particules par maille
constant. Le deuxiéme avantage d’un facteur de forme d’ordre élevé réside dans
la réduction du chauffage numérique, comme nous le verrons par la suite.

1.3 Non-conservation de I’énergie

Nous nous placons ici dans le cadre d’'un algorithme conservatif en impulsion,
I’essentiel de cette thése s’appuyant sur des algorithmes de ce type. Nous pré-
sentons ici une preuve montrant que ces algorithmes ne conservent pas I’énergie
dans le cas 1D. L’énergie contenue dans le plasma peut étre séparée en énergie
électrostatique du champ

Ax
We =205 E2, (1.26
J
et, énergie cinétique des macro-particules
1
Kp = Z Z §msu§, (1.27)

ou ¢, J et s désignent respectivement l'indice des macro-particules, celui des
noeuds du maillage et 'espéce cinétique. Pour que I’énergie soit conservée le
taux de variation de I’énergie cinétique doit étre exactement compensé par celui
de I’énergie électrique. Commencons par exprimer le taux de variation de ’énergie

cinétique
dK dv;
d—tE — ZS:mSZvid—z; = XS:QSZviEi, (1.28)

- qZE]- ZviS(:ﬁj — ), (1.29)
=> EjJ(x)), (1.30)
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ol J désigne le courant discrétisé. En utilisant le théoréme de Plancherel-Parceval
nous avons :

—£ = _W/ME(—IC)J(I{)%. (1.31)

dK g /”/ Az dk

La densité de charge continue .J. peut étre reliée a la densité de charge discréte
(ce résultat est démontré dans la Sec. 2.2.2 ainsi que dans [21])

J(k) =" Jo(k — pky). (1.32)

En posant le changement de variable k; = k — pk, on obtient

dKg oo dk
T E(—k,t)Jc(k)%,

—0o0

(1.33)

ou E(k,t) désigne la transformée de Fourier du champ électrique discrétisé. Le
taux de variation de I'énergie électrique est défini par

AWy  d /“/M dk |E(k,t)]>  d /”/M dk
dt  dt

_— = — —FE(k,t)E* (k,t 1.34
—n/Ax 27 2 dt —n/Ax 27 ( ’ ) ( ’ )’ ( )

ou E* désigne la quantité conjuguée, le champ électrique étant réel nous avons
en Fourier E*(k,t) = E(—k,t). La dérivation en temps donne alors

d AT k1 dE(k,t
dWp :/ ——ME(—k,t)
dt _ﬂ/Ax 272 dt
/AT (k1 dE(—k,1)
Bk ) ——— 1.
A = CUR (135

En nous limitant au formalisme électrostatique le champ E(x,t) est obtenu en
résolvant

Vip=—pet E=—0,0, (1.36)
soit sous forme discrétisée
(D41 = 20 + §j-1) JA2® = —pj, (1.37)
et
% — L, (1.38)

On en déduit dans ’espace de Fourier

K (k)o(k) = p(k), —iK(k) o (k) = E(k), (1.39)
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avec

sin?(kAx/2) sin(kAx)
(Az/2)? Ax

Ainsi on peut exprimer le champ électrique en fonction de la densité de charge

sous la forme
Ky (k)p(k)

K (k) = et Ko(k) = (1.40)

E(k) = 1.41
L’équation (1.35) devient alors
w/Az
dWg :/ dk 1E(—k) d (k)2 p(k,t)
dt Cr/Aw 27 2 dt 1K (k)
/A dk 1, d k 1)
—i—/_ﬂ/m 27?2 d_ { ZK2 ] . (1.42)

Ici p(k,t) désigne la transformée de Fourier de la densité de charge discrétisée,
qui peut étre reliée a la transformée de la densité de charge continue (Sec. 2.2.2)

= pelk — k). (1.43)

En substituant 1’équation (1.43) dans (1.42) puis en posant les changements de

variable ki = k — pky et ky = —k — pky pour la premiére et deuxiéme intégrale
intervenant dans (1.42) nous obtenons
dWg oo dk Ky (k) 0p.(k, t)
— = —FE(—k 1.44
dt /_OO 27 (= )sz(kJ) ot (1.44)
D’apres I'équation de continuité nous avons
Op.(k .
pai ) ikgh), (1.45)

la transformée de Fourier de la force discrétisée est donnée par F'(k) = ¢E(k) on
en déduit finalement

AWy /+°° dk F(—k) Ko (k)

7 g KR ) A0

—00

Comme on le constate les équations (1.33) et (1.46) ne se compensent pas a
cause du facteur kKo (k)/K?(k) intervenant dans (1.46). Par conséquent I’énergie
ne se conserve pas, toutefois cette erreur peut étre rendue négligeable. Dans Sec.
2.4, nous analyserons en détail la relation de dispersion des ondes plasma en

tenant compte de la discrétisation en espace, ce qui nous donnera l’opportunité
de préciser I'influence du facteur kKs(k)/K2(k).
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1.4 Schéma PIC conservatif en énergie

Dans cette section nous examinons briévement un schéma conservant 1’énergie
totale dans le cas électrostatique [43, 21|. L’idée essentielle de cette approche
consiste a calculer la force électrique F; exercée sur la particule ¢ & partir d’un

potentiel V' vérifiant
ZT; ey

Vi) = VCZ@.S(@ —- X)) (1.48)

ou V est défini par

Contrairement aux schémas conservatifs en impulsion pour lesquels le champ
électrique est calculé par différences finies, le gradient de S est calculé de fagon
exacte. En substituant (1.48) dans (1.47), on en déduit I’expression de la force

0
F; = _Qi‘/cz ¢]a—xS($z — X]) (1.49)
j 1

Pour montrer que ce type de schéma conserve I'énergie nous allons calculer le
taux de variation de I’énergie totale, somme des énergies cinétique et potentielle.
Le taux de variation de I’énergie cinétique F, s’écrit

dEc d'Uz'

en utilisant (1.50) on en déduit
0
—VCZ%Z%%%S(% - X;), (1.51)
j i ’
en utilisant I'expression différentielle de la vitesse on trouve
d ,
—VCZ%EZ%S(% —X;)==V. Y 6p;. (1.52)
J ( J

Le taux de variation de I'énergie potentielle F, s’écrit

dE, V,d
& a2
J

:% ) (p;gbj + qus;) . (1.53)
J
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Soit finalement en sommant (1.52) et (1.53)

dEw: Ve / /
TaEPY (ri6, = 704 (1.54)

Or p; et ¢; sont reliés par la formule choisie pour discrétiser le laplacien
pi = Njdr, (1.55)
k

la somme sur k dépendant du systéme de coordonnées employé. On obtient fina-
lement en substituant (1.55) dans (1.54)

O = Y a6~ ) (1.56)
ik

En choisissant la discrétisation du laplacien de sorte que Aj; = Ay;, le schéma
conserve l'énergie totale discrétisée.

1.5 Résolution des équations de Maxwell

1.5.1 Schéma de Yee

Cette méthode consiste a décaler temporellement et spatialement les discré-
tisations des champs E et B, par une méthode de type "saute-mouton" (leapfrog
en anglais). On met a jour le champ E avec I’équation de Maxwell-Ampére, et le
champ B avec I’équation de Maxwell-Faraday. Dans un systéme a trois dimensions
en espace et en vitesse, on obtient les six équations discrétisées suivantes :
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(Ba)™1  —(Ee)”

i+5,5,k i+%,j,k _ _l(J’ )n+2
At €0 2+2,Jk
1
n+7 n+ n+§ _ n—+
+C2{( z)+1 i+ d ok (Bz)l+%j7%k (By)H% . (By)z+17j,k1}
Ay - Az
E 'n+1 _
( y)z ( y)”_,rl,c —_L( )n_,_%
At T e ,J+%,k
n+ n+l n-‘-l n-+
(Bz). 2 —(Bz), 2 (B2). £ —(Bz) 2
—|—C i,j+5 k+1 m+%,k 3 z+%»]+%,k zf% +%,k
Az Ax
n+1 n
By~ B g =—1(J, )n+
At T e ,j k+
1 1 1
n+ n—+
B (B 2 2 +3
e ( y) .H% ( y)if%,j,k% _( 1)1J+1k+1 (B z) FECNEY
Ax Ay
1 1
n-+ n—
B 2 _ 2 n _ n n _ n
( “)i,j+%,k+% ( x)i,j%,k% __(Ez)z‘,j+1,k+% (Ez)i,j,kJr% (Ey)i,j+%,k+1 (Ey)z‘,jJr%,k
At - Ay Az
BB B, —E (B ()
i+ gk i+3akts i+ g5kl i+§,j,k_'_ i+ 15kt i,k s
At - Az Ax
1 1
nt3 _ n—3 n _ n n _ n
(Bz)z‘+%,j+%,k (Bz)¢+%,j+%k _ _(Ey)z‘+1,j+%,k (Ey)i,ﬁ%,k + (E”’)i+%,j+1,k (Ez)i+%,j,k
At - Ax Ay

(1.57)

Toutes les dérivées étant centrées, le schéma se caractérise par une préci-
sion d’ordre 2 en espace et en temps. Sa stablité peut s’apprécier par une ana-
lyse de Von Neumann en supposant des champs de la forme (E,B)(x,t) =
(Eg, Bo) exp(i(k.x — wt)), par substitution sous forme discrétisée dans (1.57) on

obtient :
wAt sk Ax\72 kyAy s (kzAz\72
sin(#24)]° _ sin(®=2%) N sin(25%)7? N sin(*=32) (1.58)
cAt Ax Ay Az
La stabilité du schéma implique w réel et donc sin®(25%) < 1.
On en déduit la condition de Courant-Friedrich-Levy habituelle :
1 1 1

At)? <1 1.59
20"tz * e * ) (159

Cette condition garantit la convergence du schéma.

Une propiété importante de ce schéma est que les opérateurs discrets satisfont
encore la propriété : V-Vx A et VxVp =0 VA, p. Plus de détails sur la méthode
de Yee et la résolution numérique des équations de Maxwell sont donnés dans [44].

1.5.2 Correction de Boris

Le calcul des densités de charge et de courant par (1.16) ne vérifie pas la
conservation de la charge %f + V -j = 0. Il s’ensuit que le champs E solution
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de Maxwell-Ampére ne satisfait pas a I’équation de Gauss. Une premiére facon
de s’affranchir de la contrainte de vérification de la charge consiste & ajouter un
terme électrostatique au champ électrique, historiquement cette correction a été
introduite par Boris [45]. Ainsi, une correction est apportée au champ électrique
a chaque pas de temps de la facon suivante :

E.,=E—-Vop (1.60)
V- E. =2 (1.61)
€o
soit & résoudre p
Ap=V -E—- —. (1.62)
€0

Cette méthode est satisfaisante pour effectuer la correction, mais requiert de
résoudre un Laplacien a chaque pas de temps.

L’utilisation d’un facteur de forme dans la méthode d’assignation du courant,
que chaque particule crée par son déplacement, est caractéristique des méthodes
PIC. Cependant cette procédure ne garantit pas un dépot du courant qui conserve
la charge

dp
VeJ o 0

Il s’ensuit que le champ E, solution de Maxwell-Ampére, ne satisfait pas I’équation
de Poisson.

1.6 Meéthodes conservant la charge

Au lieu de corriger le champ électrique, des méthodes ont été proposées au
cours des vingt derniéres années, qui permettent d’assurer un dépodt du courant
conservant la charge. Les principales méthodes satisfaisant ’équation discréte de
conservation de la charge sont dues a Villasenor, Buneman et Esirkepov. La mé-
thode de Villasenor-Buneman [46] est valable pour des facteurs de forme splines
d’ordre un et deux ; la méthode d’Esirkepov [47], quant a elle, est adaptable pour
des facteurs de forme arbitraires. Un algorithme, qui assure un dépot du courant
conservant la charge, vérifie également les égalités suivantes :

-E
V-(VXB):O:V-J—FeOaVat (1.63)
ap oV - E
_—54‘60 En :at(GOV'E_p) (164)
(1.65)
d’ou
EOV -E— P = (Gov -E— p)t:O =0 (166)
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Dans la prochaine section, nous détaillerons la méthode d’Esirkepov dans sa
formulation 2D, puis nous donnerons sa formulation 3D.

1.7 Assignation du courant par la méthode d’Esir-
kepov

1.7.1 Formulation bidimensionnelle

Schématiquement, la méthode d’Esirkepov revient & décomposer la trajectoire
en un flux dans la direction x pour calculer la composante J, et un flux dans la
direction y pour calculer la composante J,,.

On définit le vecteur de décomposition de densité W = (W,,, W,)) par :

(Jm)i+1/2,j - (Jx)i—1/2,j q

(Jy)igrre = (Jy)ij-r2 _ 4w, '
Ay At

La conservation de la charge est alors satisfaite si et seulement si :

pn+1 — p”
Wi+ (Wy)iy = q ’ (1.68)
- Sz,] (xn+17 yn+1) - S’L,j (xn’ ?/n)7
ol on a noté : S”(:v y) S(X z,Y; —y) avec S un facteur de forme.
Etant donné z" = z, 2" =z + dz, y" =y, y" ™ =y + dy, V(x,y, 0, dy) € R,

On considére les fonctions fi, fa, f, et f1 de R* dans R définies par :

fl(:c y,0x,0y) = S (
fa(z,y,02,0y) = Si;(
fs(@,y,02,0y) = Si;(z, y+5y)7
f4(CL’ y,5m 5y) J(

(1.69)

Esirkepov montre que ces fonctions sont linéairement indépendantes (2005,
[44]) pourvu que la fonction S soit & support compact.

On introduit les hypotheéses suivantes :

1) W, et W, sont combinaison linéaire des fonctions fi, fo, f3, fa,

2) L’équation de continuité (1.68) est satisfaite,

3) Si dx =0, alors (W,);; =0 et si oy = 0, alors (W,); ; =0,

H4) Si S est symétrique en ses deux variables et dx = dy alors W, = W,,.

(H
(H
(H
(
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Esirkepov montre qu’il existe une unique combinaison linéaire des fonctions
f1, f2, f3, fa qui satisfait (H1)-(H4). Pour chaque composante de la décomposition
de densité cette combinaison est donnée par :

1 1
(Wa)iy = = (Si (@™ ") = Si(a™ ™) + = (Sig (2™ ") — Siy(@™, ™),

(Wy)iy = =(Sig(@™, ") = Sii(@™y™) + = (Sip(a™, y™™) = Sii(2", y™)).

2 2
(1.70)

Une fois le vecteur de décomposition de densité calculé & partir de (1.70), la
méthode d’Esirkepov consiste a reconstruire le courant J avec les égalités (1.67).
En pratique, on calcule le courant associé a chaque particule sur un segment. Ainsi
seuls les points du maillage qui voient le flux de densité créé par le déplacement de
la macroparticule sont pris en compte. Puis I’ensemble des courants élémentaires
sont agrégeés afin de déterminer le courant total J sur le maillage complet. Une
fois le calcul de J effectué correctement, les champs E et B sont mis a jour via
les équations de Maxwell Ampére et de Maxwell Faraday.

Pour un facteur de forme d’ordre un et une particule ayant reculé d’une maille
suivant x et avancé d’'une maille suivant y, nous avons :

0 Xz' _xn—i—l
ny __ X’H—l —a" (ol 1-— XZ + (L’n+1
Sl(x ) - 1— Xi+1 —f-l’n 7Sz(x ) - 0 9
0 0
0 0
(o }/}+1 _yn (1Y 0
Sj(y )_ 1_}/}+1+yn 752(3/ )_ Y}_ﬂ_yn—i-l )
0 1 — Y}+2 + yn—i-l

En utilisant la propriété (1.23), les formules (1.70) peuvent étre simplifiées sous
la forme :

(Wa)ij =
(Wy)i,j =

(Si(x"h) = Si(a™) @ (S;(y™*") + S;(y™),

(S;(y™ 1) = S;(y™) @ (Si(z™+) + S;(z™)). (1.71)

N[0 [

On en déduit une formulation générique de la composante J,. La contribution de
la macro-particule au courant en ¢ — 3/2 est nulle, d’ou

qAx

(Jx)ifl/2,‘ = AL

(Wx)i—l,.a (172)
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En considérant ’extension spatiale de la trajectoire suivant y on obtient :

(Fohrns = 20— XV — ), (1.73)
(Jo)i-1/2,j+1 = %(xnﬂ — X)) =yt =Y 4+ Y ), (1.74)
(Jz)i1/2,44+2 = %(ﬂ?nﬂ — X" =Y. (1.75)
La contribution au courant en i + 1/2 est donnée par
(Linaps. = Dy, — 0OV, (170

De méme que précédemment, ’extension spatiale du mouvement suivant y nous
donne

qAx n n
(Jx)i+1/2,j = 9AL (Xi —2") (Vi — y"), (1.77)
qAx afom o
(Jo)irrjzgn = 5 (X —2") " —y =Y+ Y), (1.78)
qAx o
(Jx)z‘+1/2,j+2 = BV (Xi —2")(y e Y1) (1.79)

On vérifie que (J,)i13/2 = 0. La méme démarche nous permet d’obtenir le courant
Jy. La contribution de la macro-particule au courant en j — 1/2 est nulle, d’ou

qAy

(Jy)grirz = = (W), (1.80)

En prenant en compte la trajectoire suivant x on trouve
(Iicriye = S0 06 = 2™ (Vi = o), (181
(Jy)ij+1/2 = %@nﬂ = Xio1 + Xy —2") (Y0 — "), (1.82)
(Jy)i+1,j+1/2 = %(ﬁn - Xi)(YjJrl - ?/n) (1-83)

Le courant déposé en j + 3/2 par la macro-particule vaut

qAy

(Jy).j+3r2 = (Jy) jy1/2 — E(Wy)v,j-&-l? (1.84)
Et nous avons longitudinalement
qAy n n
(Jy)i-1jt3/2 = Q_At(Xi — " (Y = Yi), (1.85)
qAy, , o
(Jy)ij+s2 = E(ﬂﬁ X+ X — 2™y = Y, (1.86)
qAy, , n
y)i+1,543/2 — S A L A — XYj41)- .
(Jy) SAL (2" = X)) (y" ™ = Y1) (1.87)
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On vérifie par ailleurs que (Jy) j+5/2 = 0. On peut obtenir par des calculs simi-
laires les contributions au courant apportées par les autres trajectoires possibles :
(X+LY+1),(X+15LY+0), ( X+1LY—-1),(X+0Y+1), (X+0,Y+0),
(X4+0;Y—1), (X—1;Y+0), (X —1;Y —1). En outre, rappelons que 'algorithme
d’Esirkepov s’applique uniquement aux particules ne franchissant pas plus d’une
maille par pas de temps (i.e cAt < Az et cAt < Ay).

1.7.2 Formulation tridimensionnelle

La généralisation au cas 3D a été menée dans [44, 47|, en reprenant les hypo-
theses du cas 2D détaillé précédemment. En 3D le vecteur de décomposition de
densité est défini par :

(Jz)i 1/2,5,k — (Jx)i—l 2,7,k q
+1/2,5 A /2,3 _ _A_ta/vx)i,j,k (188)
Jy)igrijzn — (Jy)ig-
( y) 7]+1/27k ( y) sJ 1/27k — _i<Wy)i7j,k (189)
Ay At
(Jz)z', ik+1/2 — (Jz)i, i k—1/2 q
LARY e 2 _ — 2 Wi (1.90)

La conservation de la charge est alors satisfaite si et seulement si :

n—+1 n
Piik — Pij
Wa)igre + Wy)ije + (We)ijn = MT’J’ka
= Si,j,k($n+1> y"“, ZnH) - Si,j,k(xna y", Zn),

(1.91)

ot on note : S;;x(x,y,2) = S(X; —z,Y; —y, Zy, — z). Esirkepov montre qu’il
existe un unique vecteur décomposition de densité¢ W = (W,, W,, W,) solution
de 'équation de continuité (1.91). La composante suivant  de cette solution est
donnée par :

(Wa)ijk Z%(Si,j,k(l’"ﬂ, Yy M) = Siga(a” gt 2)
45 (Suaa™ Ly ) = Syl g2 )
+ é(si,j,k(l“"ﬂa Yy ") = Sigela g 2")
S (Sigala™ " ) = Syl g ), (1.92)
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la composante suivant y s’écrit

1

(Wy)i,j,k :g(Sz‘,j,k(ﬂLH, yn+17 ZnJrl) o Sl',j,k<xn+17 yn7 ZnJrl))
b5 (Suala g2 Salan g, )
+ é(Si,j,k(x”H, Yt M) — S k(2T Y M)
5 (Sl ) = Suala 7, 2), (1.9)

et nous avons pour la composante suivant z

1
W.)ige = = (Siga(a™ Ly 2" = Sijn(a™ Ly 27)

3 1 )
+§(Si,j,k<xn+la yn’ szrl) - Si,j,k(xn+17 yn7 Zn)
+6(Si,j,k(xn7 ynJrl’ szrl) - Si,j,k(xn7 ynJrl7 Zn)

1
+3(Sigra™ y" ) = Spgr(a™ Y 2).
1.7.3 Incertitude sur le calcul de la partie transverse du

courant

On peut décomposer le courant J de la facon suivante
J=J,,+J,

ou J,, et J, désignent respectivement les parties longitudinale et transverse du
courant. La divergence du courant s’écrit

V-J =V-J,+0,
_ Op (1.94)
ot
La méthode d’Esirkepov ne permet pas de maitriser la partie rotationnelle du
courant : V x J; # 0. Ainsi une erreur sur J; peut se répercuter sur le champ E

par I’équation de Maxwell-Ampére, puis sur B par I’équation de Maxwell-Faraday.
Toutefois dans les simulations, ce comportement n’est pas observé.

1.7.4 Validation numérique : Plasma maxwellien a 1’équi-
libre

Aprés avoir validé le fonctionnement de I'algorithme avec un électron mobile
seul, nous avons mesuré les quantités V- J + 0;p et V - E — p/¢y avec une boite
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de simulation contenant un plasma en deux dimensions d’espace et de vitesse.
La boite considérée contient un fond d’ions fixes et des électrons a la température
T. = 1 keV. La simulation dure E)O()u)p’1 avec un pas de temps At = 0.025%,’1
(ol w, est la pulsation plasma). On considére un maillage 100 x 100 tel que
Ax = Ay = Ap, o Ap est la longueur de Debye. Cet algorithme a été parallélisé
dans le code Calder, dans les simulations qui suivent le maillage a été partitionné
en 50 sous-domaines.

Les résultats présentés sur les Figs. 1.3-1.5 (gauche) montrent que 'écart a la
vérification de V - E — p/eq évolue linéairement quel que soit le facteur de forme.
Ce résultat n’est pas surprenant car nous ne vérifions pas exactement I’équation
(1.66). Nous sommes limités par la précision machine, celle-ci introduit une erreur
€err de ordre de 107 en double précision. L’équation de Poisson n’étant plus
directement résolue, I’erreur de précision commise sur ’équation de conservation
de la charge se répercute sur I’écart a la vérification de ’équation de Poisson. En
supposant €., constante, nous avons

9,
ot (€0v E - p) = €erry (195)
V- E=245%mq ). (1.96)
€0 €0

On peut donc s’attendre & une croissance linéaire en fonction du temps du terme
V - E — £, Néanmoins, comme nous le montrons dans cette section cette erreur
reste tout a fait négligeable, I’équation de Maxwell-Gauss étant généralement
satisfaite a 10712 — 1072 prés. Plus quantitativement, I’erreur en fin de simulation
est de l'ordre de 107'2 avec le facteur de forme d’ordre un et de 'ordre de 10713
avec les facteurs de forme d’ordre deux et trois. On gagne donc six ordres de
grandeur par rapport a la correction de Boris pour laquelle V - E — p/ey ~ 107,
Par ailleurs la conservation de la charge est vérifiée aux erreurs d’arrondi prés
quel que soit I'ordre du facteur de forme.

En régle générale les temps de calcul avec la correction de Boris ou avec le dé-
pot du courant par la méthode d’Esirkepov sont comparables en 1D, en revanche
les temps de calcul sont facilement allongés de 50% en 2D. Pour chacune des
simulations ci-dessus nous avons mesuré le temps de calcul total par processeur
(tableau 1.1), et le temps de calcul par processeur par particule par itération
(tableau 1.2). Le temps total inclut les opérations sur les particules, les diffé-
rences finies sur le maillage et les communications. On note un surcroit de temps
de calcul variant de 10% a 50% entre la méthode d’Esirkepov et celle de Boris
pour un facteur de forme d’ordre donné, la variation relative étant d’autant plus
grande que 'ordre est élevé.

Dans ce chapitre d’ouverture, nous avons introduit quelques notions essen-
tielles d’'un schéma PIC explicite dont ’algorithme de principe, la fonction de
forme et le schéma de Yee, utilisé pour résoudre les équations de Maxwell. Par

24



2 vgE w18

240

Poizson (nc)
Poissen [nc)
Poissen (ne)

T T T T 1 T T T T T T T T
100 200 300 100 so0 100 200 300 460 00 00 200 300

Tempe (wor1) Tamps (nd"—1)

T T
400 300

Terps (wiA—1)

FIGURE 1.3 — Erreur sur I’équation de poisson avec la méthode d’Esirkepov
(gauche) et la correction de Boris (milieu), conservation de la charge avec la
méthode d’Esirkepov (droite). Simulation 2D avec une fonction d’interpolation
linéaire, Ax = Ap et 10 particules par maille et par espéce.
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FIGURE 1.4 — Erreur sur I’équation de poisson avec la méthode d’Esirkepov
(gauche) et la correction de Boris (milieu), conservation de la charge avec la
méthode d’Esirkepov (droite). Simulation 2D avec une fonction d’interpolation
quadratique, Az = A\p et 10 particules par maille et par espéce.
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FIGURE 1.5 — Erreur sur I’équation de poisson avec la méthode d’Esirkepov
(gauche) et la correction de Boris (milieu), conservation de la charge avec la
méthode d’Esirkepov (droite). Simulation 2D avec une fonction d’interpolation
cubique, Az = Ap et 10 particules par maille et par espéce.
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Boris | Esirkepov | Variation

ordre 1 140 161 +15%
ordre 2 147 202 +37%
ordre 3 174 273 +57%

variation ordre 2 a 1 | +5% +25%
variation ordre 3 a 1 | +24% +70%

TABLE 1.1 — Comparaison des temps de calcul totaux par processeur en secondes
avec les méthodes d’Esirkepov et de Boris.

Correction de Boris | Méthode d’Esirkepov
ordre 1 3.5 x 1078 4.03 x 1078
ordre 2 3.68 x 1078 5.05 x 1078
ordre 3 4.35 x 1078 6.83 x 10~

TABLE 1.2 — Comparaison des temps de calcul par processeur, par particule et
par itération en secondes.

ailleurs, nous avons rappelé que les schémas PIC standards, conservatifs en im-
pulsion, ne conservent pas I’énergie. Le facteur de forme employé dans un schéma
PIC joue un role important pour juguler la non-conservation de I’énergie, il condi-
tionne un phénomeéne important dit de “chauffage numérique” qui intervient dans
les plasmas discrétisés dés que Ax/Ap > 1. L’analyse détaillée de ce probléme
constituera ’objet du prochain chapitre. L’algorithme d’Esirkepov présenté dans
ce chapitre a été validé pour des plasmas maxwelliens, et sur des problémes d’in-
stabilité faisceau-plasma. Néanmoins cet algorithme n’apporte aucune plus-value
physique sur ce type de probléme, et le surcoiit en temps de calcul ne justifie pas
son usage.
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Chapitre 2

Etude de la relation de dispersion
du plasma numérique et du
chauffage numérique

2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a 'analyse linéaire du plasma numérique, que nous
relierons au phénoméne de chauffage numérique inhérent au schéma PIC explicite.
Dans un premier temps, la relation de dispersion prenant en compte la seule
influence du pas d’espace nous permettra d’expliquer dans quelles conditions une
instabilité dite d’aliasing peut survenir. Nous considérerons ensuite la relation
de dispersion du plasma électrostatique discrétisé en temps, et déterminerons
un seuil d’instabilité propre aux ondes plasma électroniques. Finalement, nous
traiterons le probléme spatio-temporel et mettrons en lumiére les propriétés de
stabilité du plasma numérique pour de grands pas de temps et diverses valeurs
du pas en espace. Nous nous attacherons en particulier & identifier les régimes
respectivement dominés par les effets des discrétisations spatiale et temporelle.

Les trois sections suivantes de ce chapitre sont consacrées a ’étude du chauf-
fage numérique. Dans la quatriéme section, nous présenterons une étude para-
métrique du chauffage numérique affectant dans différentes géométries (de 1D a
3D) un plasma Maxwellien en fonction de la discrétisation spatiale et du facteur
de forme. Dans la cinquiéme section nous montrerons que l'on peut distinguer
des régimes de croissance exponentielle et linéaire dans ce processus. La phase
de chauffage exponentiel sera interprétée sur la base des résultats de I'analyse
linéaire présentés dans les premiéres sections. Puis nous fournirons des estima-
tions du taux de chauffage dans la phase linéaire. Dans une sixiéme section, nous
examinerons ’effet stabilisateur des collisions coulombiennes dans le régime expo-
nentiel. En nous appuyant sur ces résultats, nous démontrerons dans la derniére
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section 'amélioration apportée par les facteurs de forme d’ordre élevé dans un
cas d’accélération d’ions par laser. Nous mettrons également l'accent sur des ré-
sultats novateurs obtenus dans le contexte de I'allumage rapide et du chauffage
isochore grace a cette technique.

2.2 Analyse de la discrétisation spatiale

Dans cette section, nous étudions I'influence du maillage spatial sur la rela-
tion de dispersion du plasma numérique décrit par un schéma PIC explicite. Le
développement présenté ici, reprend le formalisme proposé par Langdon [Chap.
8 de la Ref. [21]] associé & un modéle 1D purement électrostatique. L’hypothése
électrostatique sera justifiée numériquement a posteriori par des simulations mon-
trant que ’énergie des champs électromagnétiques est essentiellement associée a
des fluctuations électrostatiques.

2.2.1 Deéfinition du probléme et calculs préliminaires

Le systéme est supposé périodique de longueur L = N,Ax, avec N, le nombre
de mailles de la grille. Les fonctions attachées aux particules vérifient P(z) =
P(x + L) et chaque grandeur discrétisée vérifie G; = Gjyy,. On en déduit les
transformées de Fourier suivantes :

L
P(ky) = / P()e "t dy (2.1)
0
N-1
G(k,) =Ax Z Ge”* % avec k, = 2mn/L, (2.2)
=0

de méme que les transformées inverses :

1 n=oo

P(x) =7 > P(ky)etn, (2.3)
G(X;) :% 3 G (ke (2.4)

La densité de charge projetée sur le maillage p; et la force subie par une particule
(située en x;) dépendent du facteur de forme S, selon

ps =p(X) = D aiS(X; = w3), (2.5)

J
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La transformée de Fourier de la force continue F'(z) = 3, E;S(X;—x) est donnée
par

F(k) :/ dre " F(x)
iy TR —

e T [ e s

avec

Les quantités sur la grille ayant pour période N,Ax, on a donc pour E(k) :
E(k — pk,) Z E;e i pEDXi — B(k), (2.9)

avec k, = 2 /Ax. Par ailleurs p vérifie :

Ny—1
= Az Z pje” kn (2.10)
=0
w/Az dk ) .
;y:/nm  pl)e (211)
L Mo

= Z p(k)et*ni. (2.12)

L’équation de Poisson sous forme discrétisée s’écrit :

Pj41 — 20, + @i

| (213)
qui devient
Ki(k)p(k) = p(k), (2.14)
avec (m )
sin(=5%
Ki(k) = : 2.15
Le champ électrique discrétisé se déduit du potentiel selon
Gjr1 — i1
T ¢ et Y .
2Ax 7 (2.16)
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qui devient dans 'espace de Fourier,

—iKs(k)o(k) = E(k), (2.17)
Ko(k) = w. (2.18)

2.2.2 Couplage de répliques sur la densité

Soit p. la densité de charge continue d’un nuage de particules de densité
particulaire n, on définit p.(x) par :

pe(x) = q/dx’Sn(x — a')n(a'). (2.19)
L’intégrale précédente n’est autre quun produit de convolution, d’ou :
pelk) = aSu(R)n(k). (2.20)

La densité de charge discrétisée vaut alors

dk
pj —/ 5 Pelk)e™ (2.21)
-y [T e 22
e ks 27T '

= dk _
—Z/ ) g—chc phg)e!k-PRT)iAe (2.23)

= dk
:/A eIk ch (k — pk,) (2.24)

= /M %eikxjp(k:). (2.25)
= 27
A
On en déduit :

= Z pe(k — pky) = q Z Sn(kp)n(k,), (2.26)

ou k, = k — pk,. Ainsi, la sommation sur les répliques avec |k,|Axz > 7 contribue
a la densité p(k) pour kAz < 7. Ce phénoméne d’aliasing est typique de 1’échan-
tillonnage d’un signal continu sur une grille. On constate qu’il peut étre minimisé

grace & un facteur de forme d’ordre élevé puisque S™(k) = O(5r).
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2.2.3 Détermination de la relation de dispersion

Nous disposons a présent de tous les éléments nécessaires pour établir la re-
lation de dispersion du plasma numérique, en négligeant a ce stade de ’analyse
I'influence du pas de temps At. On part de I’équation de Vlasov en supposant
une perturbation de la fonction de distribution f(z,v,t) = fO(v) + fM (2, v, 1),
d’ou :

ofW® of M FW(z, t)ofO

5 +v o + - 5 = 0. (2.27)

On obtient dans 'espace de Fourier :

F(w,k)of® /ov

1) - _
Uk v, w) ko —wym (2.28)
d’ou
n(l)(k‘,v,w) = no/dvf(l)(k,v,w), (2.29)
e F (0)
_ g (k,w)/d of /81} (2.30)
m w—kv '

La densité discrétisée s’écrit donc :

(1)(k» W) =q Z Sn(kp)n(kp) (2-31)

_inogq of O /v
S dy————. 2.32
Z / ! w — kv ( )
Par ailleurs d’aprés les résultats précédents, nous avons :

F(kp) = qE(kp)Sn(—ky)
= —iqSn(—kp) Ka(kp)p(kp). (2.33)

La densité s’exprime donc par :

©) /v

p(k) = _%ZSn(kp)sn(_kp)KQ(kp)¢(kp)/dv% (2.34)
ng ©) /9w
~ % Z|S )/d % (2.35)

Remarquons que ¢(k,) = ¢(k) car ¢ est défini sur la grille. L’équation de Poisson
(2.14) donne par ailleurs :

O
K2 (k) = 100 252 /dvaf—/a” (2.36)

w — kv
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La relation de dispersion du plasma numeérique s’écrit finalement :

9 w? ©) /v
e(k,w) =1+ % Zp: S2(k,) /de =0, (2.37)

w — kpv

avec la pulsation plasma w, = ,/’;;—6602 et en exploitant Ky(k,) = Ks(k). On
remarque au travers de cette relation de dispersion I'influence déterminante du

facteur de forme sur le couplage entre le mode fondamental (w, k) et ses répliques
(w, kyp).

2.2.4 Modifications pour un schéma conservatif en énergie

L’analyse précédente peut étre transposée dans le cas d’un algorithme conser-
vatif en énergie [21]. La transformée de Fourier de la force continue donnée par
I'équation (2.33) conserve la méme forme mais nous avons maintenant

Ko(k) = k.

De méme, I'équation de Poisson conserve la méme forme que (2.36) avec mainte-
nant [21]
WL

La relation de dispersion résultante, formellement identique & (2.37), nous sera
utile pour I'analyse des fluctuations électrostatiques dans la Sec. 2.6. Nous nous
replacons maintenant dans le cas d’un schéma conservatif en impulsion afin d’ana-
lyser la relation de dispersion (2.37).

2.2.5 Couplage de répliques et instabilité numérique

Si I'on suppose que les électrons ont une distribution de vitesse maxwellienne

fO(y) = exp de vitesse thermique vy, la relation de dispersion (2.37
27rv
devient :

2
_ 1 _ L 2 K2<kp)kp ' w .
€(w, k) =1 2K12(k)vt2 Ep Sn(kp) k’ﬁ Z \/§|k‘p|vt =0, (2.38)

ou Z’ est la dérivée de la fonction de Fried et Conte [48], définie par :

Z(&) =n1/2 /OO dtefpf(gﬂ) avec (&) >0 (2.39)
= 2 exp (—52) /if dt exp(—t?), V€. (2.40)
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Ona 2’ = —2(14&2). Quand Az < \p, le terme principal de la somme présente
dans (2.38) correspond a k, = ko = k. On peut supposer dans ce cas que les effets
de couplage interviennent peu. Tout se passe alors comme si on avait un nuage
de particules étendues mais sans grille, et la relation de dispersion approchée

devient : )
w kK w
eolk,w)=1— —L_52(k 22’( ) 2.41
0( ) 2]€2’Utz n( )K12 \/§|k|vt ( )

Dans le cas général, aprés simplification, la relation (2.38) s’écrit :

sin( kAx |Sn w
=1- . .
e(w, k) 2K2(k Z k, A:z: (\/§|k’p|vt> (2.42)

Afin de comprendre simplement les propriétés de la relation de dispersion
(2.42) et lorigine de Pinstabilité d’aliasing, nous effectuons un développement
asymptotique de la fonction Z’ pour les ondes dont la vitesse de phase est grande
devant la vitesse thermique, i.e, dans la limite |{| > 1. On trouve [49]

Z'(§) = -2(1+¢2),
~ g_lz — 2im2¢ exp (—€). (2.43)

D’ou
sin(kAx) S2(k,) kov;
K2 (k)3 Ax . k, —w?

in'/?sin(kAw) S2(k,) w w?
z e —— 2.44
KARNAT 2k, 2kl Xp( 2k§v3) 24

e(w, k) ~1—

En multipliant Eq. (2.44) par w?, on obtient dans I'’hypothése ou |w,| > |w;l,
sin(kAz)w)

UJ2 ~ wf + 2iw,pw; = W Z Si(kp)kp (245)
p
ir'sin(kAx) Z S2(k,) w? o (_ w? ) (2.46)
V2R (R Awu = ky TRl O\ 2k27)
On en déduit par identification les parties réelle
sin(kAz)w?
Wy~ W > S2(kp) ki, (2.47)
p

et imaginaire

_ 1/2 . ]fA 2 k? 2 2
s /2 sin(kAx) Sy (kp)w; exp (_ w; 2) ) (2.48)
2\/§K12(k))\2DAajvt - kp|kp| Qkpvt
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L’Eq. (2.48) révele que les contributions des répliques p < —1 et p > 1 sont
de signes opposés, correspondant respectivement a un amortissement et a une
croissance. Au final, l'effet net de toutes les répliques peut étre déstabilisant
comme nous allons le voir dans la prochaine section.

2.2.6 Reésolution numérique : influence du facteur de forme

Nous avons résolu exactement la relation de dispersion (2.42) pour k € [0, 3=
réel et w complexe. Nous avons exploité pour cela le solveur d’équations non-
linéaires STRSCNE développé par Bellavia et al. [50] ainsi que Palgorithme mis
au point par Wiedeman [51| pour calculer la fonction Z.

Les figures suivantes représentent I’évolution de la fréquence réelle et du taux
de croissance en fonction du vecteur d’onde pour différentes valeurs de f—;” et de
I'ordre du schéma. Ces résultats viennent enrichir ceux de Langdon obtenus a

l'ordre zéro [21]. Notons que sur ces figures w = R(w) et I' = F(w).

Ordre O :Ax/)\D =1 Ordre O :Ax/)\D =10

12 ; ; ; ; ; ; 1.2 ; ; ; ; ; ;
W —ww

107 P 1 P

» 2] [ee]
\
\
~
o
)]

/’/ 0.4 /
o8 0.2
o o -
-2 ‘ 0.2 ‘
o 05 1 15 2 25 3 05 1 15 2 25 3
kAXx kAxX

FIGURE 2.1 — Solutions de I'Eq. (2.42) a ordre 0 (NGP) pour f—; = 1 (gauche)
et f—g = 10 (droite).
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Ordre 0 :Ax/)\D =20 Ordre 0 :Ax/)\D =50

1.2 : : : : : : 12 : : : : : :
7(;)/00‘) 7mlwp
S — . - T | I ~ - T, |
0.8} \ ] 0.8 \\ ]
0.6/ . ] 0.6 S ]
\\\
0.4} ~ ] 0.4 \
0.2} \ 0.2} T
b . - b T
-0.2 : ‘ : ‘ : ‘ -0.2 :
o 05 1 15 2 25 3 o 05 1 15 2 25 3
kAX kAX

FIGURE 2.2 — Solutions de I'Eq. (2.42) a l'ordre 0 (NGP) pour f—; = 20 (gauche)
et f—g = 50 (droite).

Ordre 1 :Ax/)\D =1 Ordre 1 :Ax/)\D =10
12 ; ; : . . . 1.2 . .
— m/oop ) — w/wp
101 I 17777%”\"”'"—\,,,, I
P ~—_ p
8 , / 08’ \\‘\\ .
6 I 0.6 T~
4 P - 0.4 7
2 _ 7 0.2 o
o - oF-——----- R
-2 -0.2 :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
kAx kAX

FIGURE 2.3 — Solutions de I'Eq. (2.42) a I'ordre 1 (PIC) pour f—i‘f = 1 (gauche)
et f—g = 10 (droite).
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Ordre 1 :Ax/)\D =20 Ordre 1 :Ax/)\D =50

1.2 w w w w w w 1.2 w w w w w w
7(;)/00‘) 7mlwp
o ST | S — ST |

0.8 N P 0.8 \\ g
0.6 1 06 S

0.4+ 1 0.4}
0.2t \ 0.2t
OfF - - OfF ~ -7
-0.2 : ‘ : ‘ : ‘ -0.2 :
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
kAX kAX

FIGURE 2.4 — Solutions de I'Eq. (2.42) a lordre 1 (PIC) pour f—;‘ = 20 (gauche)
et f—g = 50 (droite).

Ordre 2 :Ax/)\D =1 Ordre 2 :Ax/)\D =10
12 ‘ : : : : T 1.2 : :
- m/oop / — oo/mp
107 L Ty | I Tl |
/p \\ p
8+ L 0.8 \
6f 0.6 T
4+ - -7 04 /
2 L - ,j—/ 7"{77 - 02 - - 7
o o -
-2 ! -0.2 :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
kAx kAX

FIGURE 2.5 — Solutions de I'Eq. (2.42) a l'ordre 2 (TSC) pour f—;’: = 1 (gauche)
et f—g = 10 (droite).
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Ordre 2 :Ax/)\D =20 Ordre 2 :Ax/)\D =50

1.2 ; ; ; ; ; ; 1.2 ; ; ; ; ; ;
W —ww
P | ) P

0.8/ ) , 0.8/ \
0.6/ ] 0.6f \
0.4¢ T~ ] 0.4f
\ /
0.2 4 0.2/

Of -~~~ -----~- i (0] -
-0.2 : : : : : : -0.2 :
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
kAx kAX

FIGURE 2.6 — Solutions de 1'Eq. (2.42) a 'ordre 2 (TSC) pour f—;‘ = 20 (gauche)
et f—g = 50 (droite).

Dés lors que Ax/Ap 2 1, la partie réelle de la pulsation présente une décrois-
sance non-physique (i.e, une vitesse de groupe négative) aux grands k, I'écart a la
loi de Bohm-Gross w, = (w2 + 3k*v})"/? (pour kAp < 0.3) se produisant de plus
en plus tot quand Az/A\p augmente. Notons que 'ordre du facteur de forme n’in-
fluence pas de facon significative cette dépendance anormale de w,. Au-dela d’une
valeur seuil de f—;” fonction du facteur de forme, ces courbes font toutes apparaitre
une région instable pour KAz modéré, avant de recouvrer 'amortissement Landau
caractéristique des ondes plasma a k élevé. Cette zone instable est, comme nous
I’avons montré plus haut de facon approximative, la conséquence du couplage du
mode fondamental avec les répliques générées par la grille. Pour un ordre donné,
I'instabilité croit d’abord avec le rapport Az/Ap jusqu’a un maximum (fonction
décroissante de I'ordre), puis diminue quand Ax/Ap continue d’augmenter (Tabs.
2.1-2.2). Ce dernier comportement dans la limite Az/Ap > 1 témoigne tout sim-
plement de la stabilité d’un plasma froid en ’absence de champ extérieur. La
valeur Az /Ap maximisant I'instabilité du systéme est une fonction croissante de
I'ordre comme l'illustre la Fig. 2.7 (et les Tabs. 2.1-2.1) : elle vaut respectivement
Ax/Ap =12,19,31,52 a lordre 0,1,2 et 3.

L’instabilité numérique mise en évidence par cette analyse s’avére, en effet,
d’autant plus forte que l'ordre est faible et que Az/Ap est élevé; mais pas trop
élevé, car on converge alors, dans tous les cas (Fig. 2.7), vers un plasma froid,
notoirement stable. Ce comportement tient & ce que 'instabilité résulte du cou-
plage entre différentes composantes de Fourier de la densité du plasma (de vecteur
d’onde k, = k — pk,), couplage dont la force, proportionnelle a S?(k,), décroit
avec 'ordre du schéma d’interpolation.
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Az/Ap | 10 15 20 25 30 35

ordre 0 | 0.096 0.096 0.084 14x1073 [ 56x 1073 [ 7.5x 1073
(1.68) (1.99) (2.21) (0.66) (1.16) (1.47)

ordre 1 | 0.014 0.023 0.024 0.023 0.021 0.019
(1.68) (2.02) (2.27) (2.42) (2.51) (2.61)

ordre 2 | 8 x107* [ 3 x 1072 [ 4.8 x 1073 | 5.6 x 1073 | 5.8 x 1073 | 5.7 x 1073
(1.47) (1.87) (2.11) (2.27) (2.39) (2.48)

ordre 3 | 107 2x107* 5 x107* [8x107* [1.1x1073%|1.2x107°
(1.28) (1.65) (1.9) (2.08) (2.21) (2.3)

TABLE 2.1 — Valeur maximale du taux de croissance I'y,q,/w, (et mode kyqy
associé) pour quelques valeurs de Axz/Ap en fonction de lordre.

Az/\p | 40 45 50 60 70 100

ordre 0 | 81x10° [8x 103 |78x103|7x10° |6x103 |5x1073
(1.71) (1.9) (2.02) (2.21) (2.36) (2.6)

ordre 1 | 0.017 0.015 0.014 0.012 0.01 74x1073
(2.67) (2.73) (2.76) (2.82) (2.85) (2.95)

ordre 2 | 55x10° [ 52x 10 ° |49 x 103 |43 x 103 | 38x 105 | 27 x 10°°
(2.58) (2.64) (2.67) (2.76) (2.79) (2.92)

ordre 3 | 13x10° [14x 103 |[14x103 | 14x103|13x103 | 10°°
(2.39) (2.45) (2.51) (2.61) (2.67) (2.82)

TABLE 2.2 — Valeur maximale du
associé) pour quelques valeurs de Az/Ap en fonction de I'ordre.

taux de croissance I',q,/w, (et mode kpqy

0.025

——ordre 1
——ordre 2

0.02] ——ordre 3

Ax/?»D

FIGURE 2.7 — Taux de croissance maximal de I'instabilité d’aliasing en fonction

de Az /\p pour différentes valeur de 'ordre de la fonction d’interpolation.
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2.3 Analyse de la discrétisation en temps

De méme que nous venons d’étudier I'influence du seul pas spatial, il est
possible d’établir une relation de dispersion ne prenant en compte que le pas
de temps. Nous présentons ici les principales étapes de ce calcul développé dans
[21]. Combinés a ceux de la précédente, les résultats fournis dans cette section
nous permettront de déterminer par la suite une relation de dispersion incluant
I'influence des discrétisations en espace et en temps.

Soient, les équations du mouvement discrétisées selon un schéma de type
“saute-mouton”

Un+1/2 — ’Un_l/g = anAt, (249)
Tpi1 — T = Upy1/20L, (2.50)

ou z, v et a désignent respectivement la position, la vitesse et ’accélération d’une
particule. Ces quantités peuvent étre perturbées au premier ordre autour d’une
orbite initiale :

Ty = a:ﬁf” + 91:7(11) avec 91;7(1) = :L'(() )+ ’U(() )tn.

Les équations (2.49) et (2.50) peuvent étre sommées a chaque instant pour obtenir

(1
Z( Tpistl = n—)s_ 7(—L 5+1/2At> = O, (251)
s=1
1 1 1
> (olne ol - aar) = 0. (2.52)
s=1

En supposant de plus les perturbations nulles a l'origine des temps (i.e, :cﬁ}_)oo =0
et vV, = 0), on en déduit
n—oo Y

M) = Z vn1_5+1/2At, (2.53)
s=1
puis finalement
) = A Z sal,. (2.54)
s=1

Supposons que la perturbation du champ électrique admette la forme suivante
EW(z,t) = E(k)elke—t), (2.55)
ou k est un vecteur d’onde réel et w une pulsation complexe. On en déduit

o) — 9 il it

— (2.56)
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puis
o0

FE .1 (0)
1) — Ap2Y Z ik, ~wtn_s) 2.57
gpn m 2 se ( )

On pose xgo) = 20 et v = v. Aprés quelques développements, (2.57) peut
s’écrire sous la forme

,’,C(l) (LC(O), U(0)7 tn) — AtZﬂei(kx(o)fwtn) Z Sei(wfkv)sAt' (258)

m
s=1

On introduit la polarisation P définie par

P(x,t) = noq/dvf(o)(v)x(l)(x,v,t). (2.59)
La perturbation de densité de charge continue est donnée par p) = —V-P. Une
transformation de Fourier en espace donne p"(k) = —ikP(k), soit
2 oo
(1) k) = —ikE(k noq At2 i(kx(o)—wtn)/d i(w—kv)sAt' 2.60
p(k) = —ikE(k)——At% vfo(v);se (2.60)
On en déduit la relation de dispersion
€(w, k) =1+ wﬁAtz / dv fo(v) Z sellwmkvlsat — (2.61)
s=1
Aprés une intégration par parties, (2.61) peut se mettre sous la forme
Of O o K .
_ 2 2 i(w—kv)sAt
e(w, k) =1+ prt / W ; (& ( ) dv. (262)

Pour une distribution fo maxwellienne de vitesse thermique v; = (T'/m)"/? on
obtient

w2 > W,
e(w, k) =1—- 2= z' 9 ) 2.63
(W, k) 2k2v? q:zoo <\/§\klvt ( )

ol Wy, = w — qu, et w, = 2m/At.

La résolution numeérique de (2.63) illustrée sur les Figs. 2.8(a)-2.8(e) fait appa-
raitre deux effets de la discrétisation temporelle : d’abord, 'existence d’un palier
pour w,, associé aux grandes valeurs de kAp, et survenant de plus en plus tot
au fur et & mesure que w,At croit. Par exemple, pour w,At ~ 1.65, un palier
‘Uj—; ~ 1.9 est atteint pour kAp > 0.6. Ensuite comme déja révélé dans [21], une
instabilité se déclenche au-dela de w,At = 1.62 |Figs. 2.8(d)-2.8(e) et Tab. 2.3].
Ce seuil est plus contraignant que celui obtenu & partir de 'analyse du mouve-
ment d’une particule soumise & un champ électrique harmonique (w,At < 2).
L’analyse suivante, mélant effets des discrétisations en temps et en espace, nous
ameénera néanmoins a le réviser.
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(a) wpAt =0.5 (b) wpyAt =1 (¢) wpAt =1.6
0 At=1.65 agat=2
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/ 7 ) 15 76&/0)’7
/
15/ / ]
e
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(d) wpAt =1.65 (&) wpAt =2

FIGURE 2.8 — Solutions de la relation de dispersion (2.63) pour différentes valeurs
de wyAt.

wpAt | 1.6 |1.62| 1.63 | 1.65 | 1.7
Tmaz | 0 | 0 ]0.011|0.033 | 0.086
kmaa | 0.08 | 0.08 | 0.7 | 0.67 | 0.64

TABLE 2.3 — Taux de croissance maximal I',,q,/w, et nombre d’onde kypauAp
associé pour diverses valeurs de w,At.

2.4 Analyse couplant la discrétisation en temps et
en espace

Considérons maintenant la relation de dispersion compléte incluant les effets
des discrétisations en temps et en espace. Nous prendrons soin d’examiner un
régime mixte ot la stabilité du plasma maxwellien est trés dépendante du choix
du facteur de forme et des discrétisations. Le calcul de la relation de dispersion
compléte est détaillé dans I’Annexe A dans le cas du schéma implicite traité en 4.1.
L’expression obtenue fait apparaitre deux termes correspondant respectivement
au schéma explicite “saute-mouton” ici considéré, et a la contribution propre au
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schéma implicite. La relation de dispersion explicite s’écrit :

(A Ap)sin(kA) §% Shka) §™ 4 e 2oy o

. - 2
(kAz)? <sm£i§ >> =

€(w, k) =1+

N ) 2 . o Wq
ot I'on a défini &, = Vohom

Les Figs. 2.9(a)-2.9(e) représentent les solutions w(k) de (2.64) obtenues a
l'ordre un pour Az/A\p =1 et des valeurs croissantes de w,At. On constate une
transition vers un comportement instable au voisinage de w,At ~ 1.7, un seuil
légérement supérieur a celui prédit par 'approche purement temporelle. Ce seuil
n’est quasiment pas affecté par l'ordre de la fonction d’interpolation comme le
prouvent les Figs. 2.10(a)-2.10(c), obtenues a l'ordre trois.

ordre 1 :mpAt =05 Mxhy =1 ordre 1 :u)pAt =1,y =1 ordre1: mpm =18, /Ay =1
6
-I‘/u)p -F/u:e, -F/mp
5 __olo 4 70)/% 5 7mlu)p/
) / /
4 ya / 4 /
/ 3 // s /
3 / I 7 3
) e 2 ey , 4
_— - - S
" e y " yd /// e
1 S s
ob—" ob—=" 0 el
0.5 1 15 2 0.5 1 15 2 0.5 1 15 2
kax kax kax

(a) £ =1 et wpAt =05 (b) &L =1 et wyAt =1 (c) &L =1et w,At=1.6

AD AD
ordre 1 :mpAt =17, My =1 ordre1: mpAt =18 My =1
3 T 25 7 B
//7 l'lmp ya— l‘lu)p
25 // 7u)lu)p » iu)/u)p
/
2 15/
15 / ~
// 1
1
0.5
05 /
N ~ g 0 ™\
ol
0.5 1 15 2 0.5 1 15 2
kax kax

(d) RE=Tet w,At =17 () T2 =1etw,At =18

FIGURE 2.9 — Solutions de la relation de dispersion (2.64) pour Ax/Ap = 1, un
schéma d’interpolation d’ordre 1, et différentes valeurs de w,At.

Examinons a présent I'influence d’une augmentation du pas spatial sur la
fréquence imaginaire. Pour w,At = 1.5, w,/w, présente trois visages distincts :
pour Az/Ap = 1, elle atteint un palier non-physique autour de 2, caractéristique
de la discrétisation temporelle comme montré précédemment; pour Az/Ap =
3 en dépit d’une valeur dépassant la pulsation plasma en k& = 0 la vitesse de
groupe reste positive pour les modes faiblement amortis, pour Az/Ap = 10,

42



ordre3: mpm =18 My =1 ordre3: u)PAt =17, My =1 ordre 3: mpm =18 My =1
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FIGURE 2.10 — Solutions de la relation de dispersion (2.64) pour Az/Ap = 1, un
schéma d’interpolation d’ordre 3, et différentes valeurs de w,At.

la pulsation décroit d’une maniére analogue a l’analyse purement spatiale. La
stabilité numérique du plasma est assurée dans les cas Az/A\p = 1 et 3 [Figs.
2.11(a)-2.11(b)| ; en revanche leffet d’aliasing est déstabilisant pour Az/Ap = 10
|[comme on le devine dans Fig. 2.11(c)].
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7-1‘/(./),'3/ 1.4 7-1‘/(;)p I 7-1‘/0}P
/e o] 1 . ol
4 pa 1.2 " P ~_ b
/ 1 08 ™~
3 o ’ T
i k / 08
— 0.6
2 S / 04
| Vs 0.4
! e 0.2 0.2
0 _ 0 —— 0 -
0.5 1 15 2 0.5 1 15 2 0.5 1 15 2
kax kax kax

(a) RL=Tlet wpAt=15 (b) RL =3 et w,At =15 (¢) £L =10 et wyAt = 1.5

D

FIGURE 2.11 — Solutions de la relation de dispersion (2.64) pour w,At = 1.5, un
schéma d’interpolation d’ordre un, et différentes valeurs de Az /Ap.

Considérons maintenant un pas de temps w,At = 2, supposé correspondre
a un régime instable d’aprés l’analyse temporelle. La Fig. 2.12(a), correspon-
dant & Az/Ap = 1, met en évidence un mode instable dominant caractérisé par
(kAz,Ty00/wp) = (0.43,0.27) principalement associé a la discrétisation tempo-
relle que I'on obtiendrait en résolvant (2.63). La Fig. 2.12(c), relative a f—g = 10,
révéle quant a elle, une instabilité maximale en (kAx, e /w,) = (1.74,0.018),
imputable a 'aliasing. Plus surprenant, la Fig. 2.12(b) atteste de la stabilité
potentielle du schéma PIC explicite pour une valeur intermédiaire Az/Ap = 3.
Sans surprise, I'instabilité a grand Ax/Ap est d’autant plus faible que le facteur
de forme est d’ordre élevé. Ainsi, a l'ordre trois, pour w,At = 2 et Az/\p = 10,
nous obtenons (kAz, Tpar/wp) = (1.37,4 x 107°). Dans la limite Az/Ap > 1 et
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pour un facteur de forme d’ordre élevé, 'instabilité provenant de la discrétisation
en temps ne se produit que pour w,At > 2. Pour w,At > 2 et Az/Ap < 10, le
plasma est sujet a une forte instabilité, culminant en k& = 0. Les figs. 2.13(a)-
2.13(c) illustrent, pour w,At = 2.5, ce comportement di & une discrétisation
temporelle trop grossiére. La prise en compte de la discrétisation spatiale conduit
ainsi a déplacer la condition de stabilité du plasma numeérique de w,At < 1.62
(pour Az = 0) vers w,At < 2 (pour Az/Ap = 3). Dans le méme temps, pour des
valeurs toujours croissantes de Az /\p, I'instabilité temporelle, d’abord présente
pour kAx < 1, glisse progressivement vers les grands k, indiquant la domination
de l'instabilité d’aliasing caractéristique de la discrétisation en espace.
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FIGURE 2.12 -~ Solutions de la relation de dispersion (2.64) pour w,At = 2, un
schéma d’interpolation d’ordre un, et différentes valeurs de Az/Ap.
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FIGURE 2.13 — Solutions de la relation de dispersion (2.64) pour w,At = 2.5, un
schéma d’interpolation d’ordre un, et différentes valeurs de Ax/Ap.

L’algorithme PIC conservant la quantité de mouvement totale mais pas ’éner-
gie totale (Sec. 1.3), on peut s’attendre a ce que l'instabilité du plasma s’accom-
pagne non seulement de la croissance des fluctuations électrostatiques (et plus
généralement électromagnétiques) mais aussi de I'énergie cinétique. Nous allons
quantifier 'ampleur de ce phénoméne en fonction de I'ordre du schéma d’inter-
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polation/projection et du nombre de macroparticules par maille, en mesurant la
variation de 1’énergie totale.

2.5 Variation de 1’énergie totale en fonction du
pas spatial, du nombre de particules par maille
et de 'ordre

Pour un facteur de forme et une durée de simulation (normalisée a la pé-
riode plasma) donnés, et pour un pas de temps suffisamment petit, 1'écart a la
conservation de I’énergie dépend essentiellement du rapport Ax/Ap et du nombre
de macroparticules par maille. Les prédictions de la théorie linéaire, présentées
dans les Sec. 2.2 -2.4, ne peuvent prétendre modéliser précisément le chauffage
numérique inhérent aux simulations PIC puisqu’elles supposent une fonction de
distribution continue, c¢’est-a-dire un nombre infini de macro-particules. Elle per-
mettent cependant d’entrevoir l'intérét d’accroitre I'ordre du facteur de forme.
La premiére étude paramétrique sur le sujet, menée par Okuda |52], a mis en évi-
dence l'intérét d’utiliser des facteurs de forme d’ordre élevé, un résultat confirmé
plus avant par Abe et al. [53] pour des facteurs de forme atteignant l'ordre 5 et
des valeurs de Axz/Ap allant jusqu’a 1000. Cependant, a notre connaissance, au-
cune étude n’a été conduite en 1D, 2D et 3D avec des facteurs de forme d’ordre
un a trois, et corrélée aux propriétés linéaires du schéma PIC. Afin d’apprécier
le gain apporté par la montée en ordre des facteurs de forme, nous avons mesuré
la non-conservation de 1’énergie en fonction du pas spatial Azx/Ap, du nombre
de particules par maille, de la dimensionnalité (1D, 2D ou 3D) et de l'ordre de
I'interpolation. Nous avons simulé pour cela I’évolution d’un plasma maxwellien
(physiquement stable) de températures électronique et ionique T, = T; = 1 keV
(soit une vitesse thermique v;/c = 0.044), en 'absence de tout champ extérieur.
Le pas de temps est maintenu constant a la valeur At = 0.025w,, L. Pour chaque
simulation nous mesurons I’écart a la conservation de Iénergie totale (de nature
électrostatique et cinétique) :

AZatot _ Etot(tfin) - Etot(tO)
Ey Eyoi(to) ’

au bout de 500cup_1 pour Az/\p € {1,2,3,5,7,10,25,50,100}. Compte tenu de la
durée, relativement courte, de ces simulations nous prendrons comme critére de
conservation satisfaisante de I’énergie totale une variation inférieure a 5%. Notons
de plus que dans les applications impliquant une source externe d’énergie, telle
qu'un laser, I'énergie initiale du plasma devient en général minoritaire, ce qui
permet de tolérer un chauffage numérique modéré. L’observable (2.65) dissimule

néanmoins des nuances dans I’évolution du chauffage, comme le révélera ’analyse
plus fine de la Sec. 2.6.

(2.65)
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Les résultats des simulations 1D, 2D et 3D sont représentés sur les figures
2.14, 2.15 et 2.16 respectivement. Le systéme est composé de 10000, 100 x 100 et
30 x 30 x 30 mailles respectivement en 1D, 2D et 3D. La comparaison des simula-
tions avec la théorie linéaire qui suppose une fonction de distribution continue en
(x,v) est, notons-le, d’autant plus pertinente que le nombre de macroparticules
est élevé. Elle 'est plus encore au vu de la domination de I'énergie électrique sur
I’énergie magnétique prévue par les simulations, ce qui valide I'approximation
électrostatique du modéle linéaire. Dans cette approximation ou seul importe le
rapport Az /Ap, accroitre Az est strictement équivalent a décroitre A\p, c’est a
dire a refroidir (ou a densifier) le plasma, d’ou la réduction du chauffage observée
dans chaque figure sauf a 'ordre un lorsque le nombre de particules par maille
est trop faible.

Tous parameétres égaux par ailleurs, le passage a I’ordre deux réduit en moyenne
le chauffage d’un ordre de grandeur. Avec 100 particules par maille, la courbe a
l'ordre un présente un maximum assez bien défini autour de Ax/Ap = 25. Ce
comportement, confirmé a plus haute dimensionnalité, est en accord avec la ré-
duction de linstabilité numérique dans la limite froide (Az/Ap > 1) [Tabs.
2.1-2.2]. Néanmoins la variation relative de 1’énergie ne permet pas de vérifier
que la valeur de Axz/Ap qui maximise 'instabilité est une fonction croissante
de l'ordre comme prédit par la théorie linéaire; en effet, aussi bien a l'ordre 2
qu’a Pordre 3, le chauffage du plasma est maximal pour Az/Ap ~ 20 [Figs.
2.14-2.16]. De fagon générale, quel que soit I'ordre et le nombre de particules par
maille, on observe 'écart le plus important a la conservation de I’énergie dans
I'intervalle 7 < Az/Ap < 50. Or, c’est précisément dans cet intervalle que I'in-
stabilité d’aliasing se manifeste préférentiellement (Fig. 2.7). Pour Az/Ap > 50,
on observe une diminution du chauffage numérique quel que soit le nombre de
particules par maille, une tendance accentuée a l’ordre trois.

AE 1d1s2 ordre 1 AE 1d1s2 ordre 2 AE 1d1s2 ordre 3
10° 0 - .
o N
~ 10%F N
g 5 L - i g . YN
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2 e 2 Vi N 2 e
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A 7 i N 10°) e A
g = if e N
1o e —1pm 107 / —pm e —1pm
A 10pm e 10pm | s 10pm
——100pm . ——100pm - ——100pm
10° 10" 10° 10° 10' 10° 10° 10' 10°
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(a) 1dz2dv a Vordre un (b) 1dz2dv a l'ordre deux (c) 1dx2dv a lordre trois

FIGURE 2.14 — AFE;,/ Ey cas 1dx2dv et comparaison des ordres 1, 2 et 3.
A titre d’exemple, considérons le cas 1dz2dv [Figs. 2.14 et Tab. 2.4]. Passer

de l'ordre un a lordre deux équivaut environ, pour une méme discrétisation,
a décupler le nombre de particules par maille (Figs. 2.14(a)-2.14(b)). Avec 100
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‘ ordre 1 ‘ ordre 2 ‘ ordre 3

1 pm %) ~ 1 3et =25
10pm | ~1 |5et>80 \ovs
100pm 3 Kows \ovs

TABLE 2.4 — Valeur de Az/\p autorisant une conservation de I’énergie a 5% preés
en fonction du nombre de particules par maille et de 'ordre du facteur de forme.
Résultats en géométrie 1dx2dv.

‘ ordre 1 ‘ ordre 2 ‘ ordre 3
1 pm %] ~ 1 3
10 pm ~ 1 5et 2100 | 10 et = 50
100pm 5 \ovs v

TABLE 2.5 — Valeur de Az/\p autorisant une conservation de I’énergie a 5% preés
en fonction du nombre de particules par maille et de I’ordre du facteur de forme.
Résultats en géométrie 2dx2dv.

particules par maille & 'ordre deux le chauffage numérique reste faible, atteignant
au plus =~ 5%. Dans les cas de 10 et 100 particules par maille le passage de 1’ordre
deux a l'ordre trois se caractérise par un gain d’un facteur 5 ou 6 sur AEy,/FEy.
Avec une seule particule par maille, le chauffage numérique est systématiquement
réduit entre l'ordre deux et I'ordre trois mais le gain n’est pas significatif. L’ordre
trois permet de multiplier par ~ 3 le pas spatial tout en conservant une précision
équivalente. On peut noter qu’a l'ordre trois le chauffage numérique est inférieur
ou égal a 3% quel que soit Az/Ap pour 10 et 100 particules par maille.

AE 2d ordre 1 AE 2d ordre 2 AE 2d ordre 3

. - ] L AN - e
- . - e 3 P e N
. o g { < e o
- e, px L -
e - —1pm 107~ e —1pm - 1 F —1pm
A 10pm o 10pm | 10pm
7 ——100pm S ——100pm | 10 < ——100pm
10° 10' 10° 10° 10' 10 10° 10 10
Axfhg Ax/hy Ax/hy

(a) 2dz2dv a Vordre un (b) 2dz2dv a l'ordre deux (c) 2dx2dv a lordre trois
FIGURE 2.15 — AFE;,/ Ey cas 2dx2dv et comparaison des ordres 1, 2 et 3.
Les résultats obtenus en 2D (Figs. 2.15 et Tab. 2.5) sont proches de ceux

obtenus en 1D, a I'exception d’un moindre gain entre les ordres deux et trois
qu’entre les ordres un et deux. A l'ordre trois, d’aprés la Fig. 2.15(c), le chauffage
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‘ ordre 1 ‘ ordre 2 ‘ ordre 3

1 pm 1 3 5 et 2 100
10 pm 3 7et >80 \ovs
Az Az

TABLE 2.6 — Valeur de Az/\p autorisant une conservation de I’énergie a 5% preés
en fonction du nombre de particules par maille et de 'ordre du facteur de forme.
Résultats en géométrie 3dxr3dv.

numérique ne dépasse pas 5% quel que soit f—g pour 10 et 100 particules par
maille.
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(a) 3dz3dv & ordre un (b) 3dz3dv a l'ordre deux (c) 3dx3dv a lordre trois

FIGURE 2.16 — AFE;,/Ey cas 3dx3dv et comparaison des ordres 1, 2 et 3.

Enfin dans le cas 3D (Figs. 2.16 et Tab. 2.6), les propriétés du chauffage
numérique sont similaires & celles mesurées a plus faible dimensionnalité. A ’ordre
deux, il est nécessaire d’utiliser 100 particules par maille pour que le chauffage
numérique n’excéde pas 1% [Fig. 2.16(b)]. A Pordre trois, le chauffage numérique
ne dépasse pas 3% quel que soit Az/\p pour 10 et 100 particules par maille.
Ajoutons que pour Az/Ap = 100, la variation d’énergie totale est alors quasi-
nulle quel que soit le nombre de particules par maille [Fig. 2.16(c)]. D’un point
de vue quantitatif, on peut obtenir une précision équivalente entre ordre deux et
trois en réduisant le nombre de particules par maille d'un facteur 7 ou 8.

Les estimations obtenues dans cette section donnent un premier apergu quan-
titatif du phénomeéne de chauffage numeérique sans en préciser les mécanismes. En
particulier, nous n’avons pas relié la croissance de I’énergie cinétique aux fluctua-
tions du champ électromagnétique. C’est ce lien que nous allons dans une certaine
mesure éclairer dans la prochaine section.
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2.6 Reégimes d’auto-chauffage linéaire et exponen-
tiel

Les résultats numériques précédents révélent une corrélation (qualitative a
tout le moins) avec les prédictions de l'analyse linéaire. Nous n’avons toutefois
considéré qu'une observable moyennée, sans préter atention a la dynamique tem-
porelle du chauffage. Nous allons voir que celle-ci peut présenter deux régimes
distincts, caractérisés respectivement par une croissance linéaire et exponentielle
de I’énergie cinétique, dont I'un vient d’un processus stochastique lié¢ aux fluctua-
tions quasi-stationnaites du champ électrique et 'autre de 'instabilité d’aliasing.

Afin de mettre en évidence ces régimes de chauffage, nous avons simulé I’évo-
lution 1D et électrostatique d’un plasma maxwellien, discrétisé avec un pas d’es-
pace Ar = 0.1c/w, (ou w, désigne la pulsation plasma) et un pas de temps
wpAt = 0.05. Les ions constituent un fond immobile neutralisant. Les condi-
tions aux limites sont prises périodiques aussi bien pour les champs que pour les
particules. Plusieurs températures initiales sont considérées, qui correspondent a
Az/Ap = 10, 15, 20, 30 et 50. Nous nous restreignons ici & une fonction d’inter-
polation linéaire.

0.1 : : 0.15 =
/ -
0.08 /// = T
= e -
= 7 0.1 - =
S‘ 0.06 / //,// _— ] 9 ‘,/ /(_(:///
N - // D / T
X - - X T
vcu - 7 vm IV/ - =
0.04f - — -
- 7 = 005
Yy -
0.021 / / ey
./
0 ; - ; - 0 .
0 1000 2000 t3000 4000 5000 0 509 1000
o ;)
(a) 500 particules par maille (b) 50 particules par maille

FIGURE 2.17 — Evolution temporelle de la température pour diverses tempéra-
tures initiales.

L’évolution temporelle de la température du plasma est représentée sur la
Fig.2.17(a) avec 500 macro-particules par maille. Deux régimes d’auto-chauffage
apparaissent : le plasma initialisé a 55 eV (i.e, Ax/Ap = 10) chauffe linéairement
en temps; en revanche, pour des températures initiales inférieures on distingue
une phase transitoire de croissance quasi-exponentielle (& taux variable selon la
température initiale), suivie d’une évolution linéaire dont la pente est identique
a celle obtenue d’emblée a 55 eV.
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L’évolution temporelle de 'énergie électrique (Fig. 2.18) est corrélée a celle de
I'énergie cinétique. Dans le cas d’un chauffage linéaire (Az/Ap = 10), ’énergie
électrique croit faiblement (i.e, plus lentement que I’énergie cinétique). En re-
vanche, une phase initiale de croissance exponentielle survient pour Az/\p = 20
et 30 et, dans une moindre mesure, pour Az/Ap = 50. Dans tous ces cas, I’énergie
électrique finit par saturer et retomber a un niveau proche de celui observé pour
Az /Ap = 10. Cet instant marque une reprise du chauffage linéaire. Un résultat
remarquable est que la température alors atteinte ~ 50eV est indépendante de la
température initiale et correspond & Ax/Ap ~ 10.

3
10 ' Ak/xD =10
AXfh = 20
7AX/?»D =30
AX/h = 50

o
A 107 ‘
o X . "»Hy
LIJ M“ ':"r‘"","
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0 1000 20000) t3000 4000 5000
p

FIGURE 2.18 — Evolution temporelle de 1’énergie électrique longitudinale totale
pour diverses températures initiales. Simulations avec 500 macro-particules par
maille.

L’évolution des spectres de I'énergie électrique pendant la phase de croissance
quasi-exponentielle du champ est représentée sur les Figs. 2.19. La position des
modes dominants obtenus pour Az /Ap = 20 [Fig. 2.19(a)] et 50 [Fig. 2.19(b)] est
conforme aux prédictions théoriques de Uinstablité d’aliasing (Fig. 2.4). On note
en particulier un déplacement de ces modes vers kAx ~ 3 pour Az/\p = 50.
Les taux de croissance maximaux calculés & partir de ces simulations (~ 10™2%w,)
sont toutefois inférieurs & ceux prédits par la théorie linéaire d’un facteur ~ 2.

Pour se manifester clairement, Iinstabilité d’aliasing requiert un niveau de
fluctuations numériques suffisamment faible, et donc un nombre élevé de parti-
cules par maille de facon a vérifier au mieux ’hypothése théorique d’une fonction
de distribution continue. La fig. 2.17(b), obtenue pour 50 particules par maille,
montre ainsi pour les mémes températures que précédemment des régimes de
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FIGURE 2.19 — Evolution temporelle du spectre de I’énergie électrique. Simula-
tions avec 500 macro-particules par maille.

chauffage essentiellement linéaires.

La littérature révéle quelques tentatives pour déterminer analytiquement le
taux de chauffage dans la phase linéaire [54, 53, 55|. Ueda et al. [55], inspirés
par Hockney [54], attribuent le régime d’auto-chauffage linéaire a un écart d’ori-
gine stochastique (noté JE) entre les fluctuations du champ électrique obtenues
par les simulations et celles prédites analytiquement dans un plasma maxwel-
lien conservatif en énergie. L’erreur dv produite en un pas de temps pour une
macro-particule de masse m et de charge ¢ est donnée par

ov = LAE (2.66)

m
La variation de I’énergie cinétique moyenne par pas de temps est donnée par

< Kp(t+ At) > — < Kg(t) >

AKp = A7 (2.67)
= %nm < ovi> /At (2.68)

€0
= wf,AtE (OE?) (2.69)

ou < > indique une opération de moyenne d’ensemble, équivalente dans le cas
du systéme stationnaire considéré ici a une moyenne temporelle. Nous supposons
de plus que < 0v >=< 0E >= 0. En notant 6fr = 3 < SE? > Derreur sur
I’énergie du champ électrique, on en déduit 'expression du taux de chauffage
théorique < 7 >y, défini comme la variation relative (par rapport a ’énergie
initiale Kg ) de I’énergie cinétique par pas de temps

AKg

2
<1 >y= = w At .
" Kpo " Kpyg

(2.70)
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Dans I'hypothése ot les erreurs sur le champ sont de nature stochastique,
I’énergie cinétique croit donc linéairement en temps, comme observé dans les si-
mulations. Par ailleurs, cette formule prévoit un taux de chauffage proportionnel
a 'erreur 0 F'y commise sur 1’énergie du champ électrique, c¢’est-a-dire la variation
entre spectre simulé et spectre théorique d’un plasma discrétisé conservatif en
énergie. Hockney et Eastwood [54] montrent que cette erreur résulte essentielle-
ment de la composante non-potentielle (i.e, non invariante par translation) de
la force interparticulaire. Dans ce qui suit, nous allons jauger la validité de la
formule (2.70) en la confrontant aux mesures du taux de chauffage simulé < r >.

Pour cela, nous avons besoin d’une expression analytique du “vrai” spectre.
Il se trouve que dans le cas d’'un plasma numérique conservatif en énergie, qui
nous sert de référence, cette expression existe. Celle-ci procéde, comme montré
par Langdon [56], de I'application (valable uniquement dans le cas conservatif en
énergie) du théoréme fluctuation-dissipation

Wk, w) = gg L(;’w)} (2.71)

ou T = muv}? désigne la température, S la partie imaginaire, et € la relation de
dispersion du plasma discrétisé Eq. (2.42) (en utilisant les expressions de K et
K, fournies dans 2.2.4). Aprés intégration par la méthode des résidus [56], on
obtient

T 1
Wk)=—|1——— 2.72
®=3 1~ zg| (2.72)
d’ou le spectre d’un plasma maxwellien conservatif en énergie
T 1
W(k)=— 2.
h)=3 [1 T (k)\D)2M(k)] ’ (2.73)

avec )
sin(kAx/2) 5
M(k) = |—F/——7=— S2(k,) . 2.74
0= [ X st (2.74)
Notons que le spectre d’un plasma maxwellien continu s’écrit

W(k) = % [m} | (2.75)

La formule (2.70) se met ainsi finalement sous la forme

Az |Ey? 1
v Bl } (2.76)

2
<71 >g = wiAL [ —
! P Zk: N.Kgo 2 N,[1+EXM(k)

ou N, et N, désignent respectivement le nombre de mailles et de particules, et £},
est la transformée de Fourier discréte du champ électrique simulé. Cette formule
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différe sensiblement de celle d’Ueda et al. qui ont considéré comme spectre de
référence celui d’un plasma maxwellien continu d’énergie électrique totale F, et
ont récrit le taux de chauffage comme

Fg 6Fg

2
<r >=w At— ,
“r Kg Fg

pour ensuite exploiter 'expression analytique

Io _ (anapyt = 2 Re 20

Kg 2 Np AD
Cette approche nous parait criticable en ce que la comparaison avec le spectre
d’un plasma continu donne lieu, pour des valeurs Az/Ap ~ 1, & une variation
0FEr < 0 incompatible avec le chauffage observé. Cet effet est renforcé pour un
facteur de forme d’ordre supérieur & un de par 'atténuation des modes a grand
k qu’il entraine.

Les spectres simulé et théorique de ’énergie électrique normalisée sont com-
parés sur les Figs. 2.20 et 2.21 pour deux types de facteur de forme et un nombre
variable de particules par maille. Ils mettent clairement en évidence une dépen-
dance en 1/N,. Aussi bien a Pordre un qu’a lordre deux, les spectres issus des
simulations avec Ax/Ap = 1 surestiment trés légérement (aux grands k) le spectre
(2.73). Comme évoqué précédemment le spectre du plasma continu (2.75) sures-
time la mesure et ne peut donc servir a quantifier ’erreur sur les fluctuations res-
ponsables du chauffage. L’écart entre spectres analytiques (supposant un plasma
infini) et spectre simulé aux petits k résulte de la limite de résolution imposée par
la taille finie de la boite de simulation. Lorsqu’on fait croitre Az/Ap > 1, Pécart
entre spectres simulé et théorique conservatif se creuse pour |kAz| 2 1 comme
I’attestent les Figs. 2.21.

Pour quantifier < r >, nous avons mesuré 6 Fg/Kg o aux ordres 1 et 2, pour
1 < Az/Ap < 10 et pour un nombre variable de particules par maille (allant de
5 & 500). Les résultats obtenus, qui confrontent les taux de chauffage < r > et
< 1 >4, sont regroupés dans les Figs. 2.22(a-c). Les deux mesures sont en bon
accord quantitatif & Pordre un ou la somme (2.76) est calculée pour |kAz| > 1
[Fig. 2.22(a)|. En effectuant un fit en fonction des paramétres N,/N, et Ax/Ap,
on obtient les taux de chauffage suivant :

<r> Az\*® /N N\

~33x107* = —z 2.77

" &) (&) 277
et 2.6 1
<r >y (A" [(N,\

— T ~25x%x10 — £ . 2.78

s (30)(F 279

L’accord entre ces deux mesures est bon, ce qui permet de relier les fluctuations
du champ électrique au taux de chauffage numérique dans le régime linéaire. Nos
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FIGURE 2.20 — Densité spectrale du champ électrique normalisée par 1’énergie
cinétique initiale pour diverses valeurs du nombre de macro-particules par maille
et Ax/Ap = 1. Spectre théorique du plasma continu (pointillé rouge), spectre
théorique du plasma discrétisé conservatif en énergie (trait plein rouge) et spectre
obtenu a partir des simulations (bleu).

A/, =5
10”
N ‘
. *m
10°
2 0 2
kAx
(a) Az/Ap =1,2 ¢t 3 (b) Az/Ap =5

FIGURE 2.21 — Densité spectrale du champ électrique normalisée par 1’éner-
gie cinétique initiale pour diverses valeurs de Az/Ap, 500 macro-particules par
maille et une interpolation linéaire. Spectre théorique du plasma continu (poin-
tillé rouge), spectre théorique du plasma discrétisé conservatif en énergie (trait
plein rouge) et spectre obtenu a partir des simulations (bleu).
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estimations de < r > différent aussi bien de celles de Hockney que de Ueda, le

premier proposant une dépendance en (Ax/Ap)? et le second en (Ax/\p)3, alors
que nous obtenons (Az/Ap)?9.

10 10° 10°
3 3 3

10 10 10 5
LLLU 10'4 LLLU 10'4 LLLU 10'4
g g ) g )
< < o < L
£ 107 & 10°F R 107 I
& 6 g 3 g o
v o10% 28T} v 10"

10:0° 10’ 10" 10' 10" 10'

Ax/hy Ax/hy Ax/hg

(a) %(|kAx| >1),ordre 1 (b) %(\kAad > 1), ordre 2 (c) %(MAM > 2), ordre 2

FIGURE 2.22 — Taux de chauffage calculé a partir de P’énergie cinétique (trait

plein), et & partir de I’écart entre spectres simulé et théorique discrétisé (poin-
tillés).

La comparaison est moins probante a 'ordre deux, comme le montrent les
Figs. 2.22(b)-2.22(c) associées respectivement & une somme sur [kAz| > 1 et
|kAz| > 2. Cette deuxiéme mesure semble mieux adaptée pour l'ordre deux [Fig.
2.20(b)|. De méme, les résultats obtenus a 'ordre deux peuvent étre synthétisés
par les fits suivant (|kAz| > 2) :

<r> Az\** /N
~3x107° [ == —r 2.79
Wp 8 ()‘D) (Na:) ’ ( )
et 2.7 1
<r> A ’ N\
% ~3.5%x107° (A—j) (Fp) (2.80)
p x

Avec une fonction d’interpolation quadratique l'accord devient plus qualitatif
concernant la dépendance en fonction de Ax/Ap. Les taux de chauffage < r >
et < r >y, présentent néanmoins les mémes tendances pour Az/Ap < 10 comme
révélé par Fig. 2.22(c).

Les fits de Axz/Ap sont peu affectés par 'ordre de la fonction de forme. En
outre, on retrouve un facteur dix au niveau de la constante intervenant dans ces
fits entre ordres un et deux, ce qui est cohérent avec les résultats de Sec. 2.5.
En définitive, le modéle semi-analytique de Ueda et al. corrigé par la mesure
(2.76), qui fait intervenir spectres simulé et analytique discrétisé conservatif en
énergie, permet de relier avec un bon accord le taux chauffage mesuré par ’énergie
cinétique < 7 > a celui issu des fluctuations du champ électrique < r >,.
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2.7 Atténuation du chauffage numérique par les
collisions

Dans cette section, nous mettons en évidence le role stabilisateur des collisions
physiques sur le chauffage numérique.

Le modéle Monte-Carlo de collisions binaires proposé par Nanbu |57, 58| a
été introduit dans le code Calder. Ce modéle, qui perfectionne un algorithme
originellement di a Takizuka & Abe [59|, suppose que le couple de particules
chargées («, ) considéré comme interagissant au sein d’'une méme maille ait
subi un grand nombre de collisions physiques élémentaires pendant 'intervalle de
temps At. La fonction de distribution de ’angle de déflection cumulé y pendant

At est donnée par : A
= A )
f(X) 47T Sinh A eXp( COs X)? (2 8]‘)

ot le paramétre A est solution de I’équation non-linéaire
coth(A) — 1/A = exp (—sapAt) . (2.82)

Dans le cas d’'un nombre moyen de N collisions élémentaires pendant At, le
parameétre S, intervenant dans (2.82) est défini par :

1
sap = 5N < 0* > . (2.83)

Le parameétre § < 1 représente la variance angulaire associée a une collision
élémentaire entre deux particules a et 3. Cette derniére est définie par :

1 do
6% >= 6% —d) 2.84
< ” Utot/ s ’ ( s )

Ol Otor = f j—ng. Dans Calder la section efficace de collision élémentaire do/dS2
associée a 'angle solide df) = 27 sin ydx est calculée avec la formule relativiste
due a Frankel [60]. On peut montrer |61] que

. ’7272
rel Vaf}/ﬁ

N = min(nq, ng) Atoi.t|v

ot nous notons les masses m,, mg, les facteurs de Lorentz ~,, 3 et les impulsions
Pa,Pg- Na, Np désignent les densités de ’espéece associée a la particule a ou 3. La
notation * indique une grandeur calculée dans le référentiel du centre de masse
se déplacant a la vitesse

Do+ Ds

" . (2.85)
may +

Vom =
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*

vr,, désigne ainsi la vitesse relative entre les particules o et 3 dans le centre de

masse. Le travail effectué sur ce module de collisions est présenté en détail dans
la thése de F. Perez [61].

Dans la limite classique, la fréquence de collision (i.e de transfert d’impulsion)
électron-ion s’écrit |62] :

Vei _ 1 3<ﬁ)r <Y Zma (2.86)
73 e n Y .

Wy T \c vy
our, = me; désigne le rayon classique de ’électron. On s’attend & une inhibition
de I'instabilité d’aliasing quand la fréquence de collision v,; devient de I'ordre du
taux de croissance I';,q,(T") prédit par la théorie linéaire de Sec. 2.2.

Afin d’apprécier la validité de cette prédiction dans le cas d’une simulation
1Dx3Dwv, le caractére électrostatique du chauffage numérique nous invite a me-
surer 1'évolution du rapport T, /Ty (ou T, = [ mv2f(v)dv), plutot que celle de
I’énergie cinétique totale du plasma. Pour le vérifier, on considére un plasma
d’Aluminium (A = 27) de densité électronique 100 n. et d’ionisation (Z) variable.
Les discrétisations en espace et en temps valent respectivement woAx/c = 0.1
et woAt = 0.02. La boite numérique comporte 1000 mailles avec 100 macro-
particules par maille et par espéce cinétique. La température initiale est prise
égale 4 100 eV (Ax/Ap ~ 71) pour les électrons et les ions.

L’évolution temporelle du rapport 7, /Ty aux ordres un et deux est représentée
respectivement sur les Figs. 2.23(a)-2.23(b). En ’absence de collisions et a l'ordre
un le régime exponentiel se déclenche rapidement et dure jusqu’a ce que T, /T ~
60, soit Ax/Ap ~ 10, en bon accord avec les résultats de la Sec. 2.6. En présence
de collisions et pour un degré d’ionisation Z = 1, la collisionnalité du plasma est
initialement assez élevée pour inhiber 'instabilité d’aliasing puisque

el Fmcwv
Yl 003> ~ 0.01. (2.87)

Wp Wp

L’auto-chauffage évolue linéairement jusqu’a ce que T, /Ty ~ 3 (i.e Az /Ap ~ 41).
Nous avons alors

el Fmam
el 0.006 < ~ 0.017. (2.88)

Wp Wp

Succéde a ce régime une croissance exponentielle jusqu’a ce que T,/Ty ~ 60
comme dans le cas sans collisions. Par la suite la température évolue linéairement
avec une pente égale a celle observée sans collisions. Avec un degré d’ionisation
Z =10, le régime exponentiel se déclenche a partir de 7T,,/Ty ~ 6 (i.e Ax/Ap ~
29). On a alors

el Fma:v
Yei 0,02 ~ a2 (2.89)

Wp Wp
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d’ott une instabilité d’aliasing en mesure de se déclencher. Sa saturation se produit
pour la méme température que dans le cas sans collisions, la pente finale du
chauffage étant inchangée.

] sans collisions
T :
o avec collisions : Z =1 B
102 ////’ = avec collisions : Z =10
N P e
S /
e /
v / 1/
NP / /i
AN X /i
%10
v //
A sans collisions
i .
.= ——aveccollisions : Z =1
o| £ avec collisions : Z =10
10

0 2000 4(80t0 6000 8000
P

(a) Interpolation linéaire (b) Interpolation quadratique

FIGURE 2.23 — Evolution de la température longitudinale normalisée T, /T (0)
avec prise en compte ou non des collisions pour les facteurs de forme d’ordre un
2.23(a) et deux 2.23(b). La densité du plasma vaut n. = 100n. et T'(0) = 100eV
(Az/Ap =T1).

2.8 Applications en physique de 'interaction laser-
plasma surcritique

2.8.1 Accélération de protons par laser

Parmi les divers phénoménes caractéristiques de 'interaction laser-plasma re-
lativiste, I'accélération de faisceaux d’ions fait 'objet de nombreux travaux de par
ses multiples applications allant de la radiographie par protons [12], au chauffage
isochore [13] et & la proton thérapie [14]. Nous montrerons, dans ce contexte, les
améliorations apportées par la montée en ordre de la fonction de forme.

Considérons pour cela un plasma maxwellien composé d’une espéce électro-
nique et d’une espéce ionique initialisées respectivement a T, = T; = 1 eV et
ne = n; = 150n.. La cible mesure 375 nm d’épaisseur et occupe 60 x 2048
mailles, avec une discrétisation spatiale Ax/Ap ~ 340, Ay/Ap ~ 690 et tem-
porelle wyAt = 0.027. La face avant de la cible, de gradient raide, est irradiée
pendant 38 fs par un laser d’amplitude normalisée ay =~ 2.2. Entre 20 et 100
particules par mailles sont utilisées.

L’évolution temporelle des énergies cinétiques du systéme est tracée sur les
Figs. 2.24(a)-2.24(c) pour trois types de facteur de forme. A l'ordre un, les élec-
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trons chauffent avant méme ’arrivée du laser. Ce chauffage prématuré est jugulé
aux ordres 2 et 3. De la méme fagon, 'interaction laser-plasma conduit & un
pic d’énergie électronique décroissant avec I'ordre. Outre I'auto-chauffage se pro-
duisant pendant l'irradiation laser, une faible détente du plasma avant l’arrivée
du laser - modifiant la longueur de gradient au voisinage de la région d’absorp-
tion - peut contribuer a ces variations. L’accélération des protons démarre un
peu avant le pic de chauffage électronique. Cette accélération procéde du champ
de séparation de charge induit lors du débouché des électrons rapides dans le
vide. Il est qualifié de TNSA acronyme anglais de “Target Normal Sheath Ac-
celeration” [63]. Comme pour les électrons, la croissance de ’énergie ionique est
amplifiée & 'ordre un. Dans ce cas, apreés 'extinction du laser, I’énergie cinétique
totale |Fig. 2.24(a)| n’en finit pas d’augmenter, preuve manifeste d’'un important
auto-chauffage numérique. A l'inverse, aux ordres supérieures a un |Fig. 2.24(b)|
celle-ci reste constante, voire décroit lentement a I'ordre trois [Fig. 2.24(c)| du fait
de la thermalisation d’une faible fraction des électrons aux bords de la boite. Pour
quantifier plus avant la précision du calcul, nous représentons sur les Figs. 2.25
I'évolution temporelle du bilan d’énergie (dont la détermination est expliquée en
annexe D) avec 100 particules par maille, et le Tab. 2.7 récapitule les différents
bilans finaux.

Energie moyenne (keV) Energie moyenne (keV) Energie moyenne (keV)

8 ol
1 / /
4 ]
4- ]
2 2
0 : 0 : 0 :
0 200 400, 600 800 0 200 400, 600 800 0 200 400, 600 800
o, t o, t o, t
(a) Ordre 1 (b) Ordre 2 (c) Ordre 3

FIGURE 2.24 — Energies cinétiques moyennes totale par maille (bleu), électronique
(verte) et ionique (rouge) obtenues pour divers facteurs de forme et 100 macro-
particules par maille et par espéce cinétique.

particules par maille 20 100

ordre
1 120% 15%
2 15% 1%
3 5%  0.4%

TABLE 2.7 — Ecart a la conservation de ’énergie en fonction de l'ordre et du
nombre de macro-particules par maille 4 la fin de la simulation (* = 864wy ).
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FIGURE 2.25 — Bilan d’énergie pour divers facteurs de forme et 100 macro-
particules par maille et par espéce cinétique.

Une vision spatiale de ’accélération ionique est donnée par les espaces des
phases (z,p,) des Figs. 2.26. Du fait de la briéveté de I'impulsion laser et de
la finesse de la cible, les ions se détendent de facon quasi-symétrique de part et
d’autre de la cible avec une vitesse proportionnelle & leur position. Conformément
aux mesures globales des Figs. 2.26, leur énergie maximale, fonction croissante de
I’énergie ¢électronique, diminue avec la montée en ordre. Elle vaut respectivement
4.7, 4.3 et 3.7 MeV aux ordres un, deux et trois, suivant en cela qualitativement la
tendance donnée par Fig. 2.24. La montée en ordre se révéle donc cruciale pour
une description précise du chauffage électronique et, partant, de ’accélération
ionique.

Iogm[f‘(x,px)] en wot =864 Iogm[f‘(x,px)] en wot =864 Iogm[f‘(x,px)] en wot =864
0.1 _ 6 0.1 6 ( 6
/ 5 / 5 / 5
’ 0.05 y 0.05
0.05 /{ 4 Y 4 Y 4
g ‘ g ‘ g : ‘
=0 / ¥ =0 / ¥ =0 / s
2 7 2 V4 2
y / /
-0.05 // 4 -0.05 / 1 -0.05 / 1
o - o . o
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
mox/c mox/c mox/c
(a) Ordre 1 (b) Ordre 2 (¢) Ordre 3

FIGURE 2.26 — Espace des phases ionique a la fin de la simulation pour divers
facteurs de forme et 100 macro-particules par maille et par espéce cinétique.

2.8.2 Génération d’électrons rapides pour le chauffage iso-
chore

Autre débouché important de l'interaction laser-plasma relativiste, le chauf-
fage isochore de cibles solides pourrait servir a valider des modéles de physique
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atomique dans des conditions physiques jusque-la inaccessibles. Une simulation
compléte (de la génération des électrons rapides a leur ralentissement dans la
cible) de ce probléme impose, pour étre quantitativement confrontée aux expé-
riences, une géométrie 3D hors de portée des calculateurs modernes. Toutefois,
méme restreinte a une géométrie 2D, elle se révéle trés contrainte par la prise
en compte des effets collisionnels (a I'origine du chauffage) dans un systéme trés
dense. Nous présentons ici les calculs réalisés pour interpréter une expérience ré-
cente [61], montrant 'intérét des impulsions laser a fort contraste (obtenues par
doublage en fréquence) pour le chauffage de petites cibles (de diamétre ~ 50um
et d’épaisseur ~ 10um). La cible simulée consiste en un plasma de Cu'®™ de
densité maximale 400 n, et de dimension 8 x 50um?. Dans le cas d’une impulsion
laser non doublée en fréquence (\g = 1.06um), le profil de densité initial de la
cible est modifié par un préplasma (produit par le piédestal & bas flux du laser)
calculé avec le code hydrodynamique DUED [64].

Les discrétisations en espace et en temps sont données par Az = Ay =
0.05¢/wp et woAt = 0.03. Le maillage est constitué de 6500 x 8000 mailles, avec
100 particules par maille et par espéce cinétique. Les collisions (électron-électron)
et e-1 sont modélisées a I’aide de la méthode Monte-Carlo de Nanbu [58]. Le laser
de longueur d’onde 1pum (déterminant la pulsation de référence wy) a une intensité
maximale I,,., = 1.6 x 10"W/cm®, sa durée correspondant a la largeur a mi-
hauteur de 'enveloppe vaut 77, = 350fs = 620w; ', et le diamétre de la tache focale
vaut Dy = 12um = 70c¢/wy. Dans le cas du laser doublé en fréquence nous prenons
Loy = 2.3 % 1019W/(:m2, 71, = 250fs et Dy = 8um, soit une énergie incidente
réduite de moitié conformément a 'expérience. Un court préplasma exponentiel
de longueur caractéristique 0.1um, est ajouté devant la cible pour tenir compte
de la réduction importante (mais sans doute incompléte) du piédestal laser.

Le bilan d’énergie est donné par Fig. 2.27, on constate que ’énergie totale est
conservée & 1% preés ce qui est essentiel pour décrire convenablement le chauffage
collisionnel de la cible par les électrons rapides. Notons que dans ce cas la conser-
vation de I’énergie tire profit aussi bien du facteur de forme d’ordre trois que des
collisions conformément aux résultats de Sec. 2.7.

Les Figs. 2.28 représentent les densités d’énergie Z—‘; < v — 1 > des électrons
d’énergie supérieure a 100 keV. Le caractére modulé de leur génération (4 la lon-
gueur d’onde laser) apparait clairement dans le cas & lwg [65, 66, 67|. Si le taux
de conversion de I’énergie laser en énergie cinétique est bien plus élevé a lwy
(80%) qu’a 2wy (30%), il correspond aussi & une divergence accrue des électrons
rapides. Cet effet, couplé au déplacement de la région d’émission électronique (i.e
la surface critique) par rapport a la position initiale de la cible, conduit & une plus
grande dilution des électrons dans la région dense. S’ensuit un moindre chauffage
comme l'illustrent les Figs. 2.29, qui représentent 1’énergie moyenne (~ 37, /2) des
électrons thermiques (d’énergie inférieure a 10 keV). D’autres facteurs concourent
dans une moindre mesure a cette dégradation du chauffage : ’augmentation de
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FIGURE 2.27 — Evolution de I’écart a la conservation de I’énergie en pourcents :
irradiations a lwg et 2wy.

I'énergie moyenne des électrons rapides (~ 1.5 MeV a lwg contre ~ 0.4 MeV a
2wp) qui diminue légérement le pouvoir d’arrét, et un mécanisme de piégeage sur-
venant dans la région fortement magnétisée du préplasma [61]. Quoique limitées
a une géométrie 2D et une durée inférieure au temps de ralentissement total des
électrons dans la matiére (~10 ps), ces simulations reproduisent qualitativement
les principales observations expérimentales.

log,,[<y-1>n(E>100)] at w,t = 600 log,,[<y-1>n_(E>100)] at w,t = 600
200 1.5 200 1
100 1 100
== 0
L L
> 0 05 > 0
g e
2 -1
-100 0 -100
-200 -0. -200 -
100 150 200 250 05 100 150 200 2
px/c wpx/c
(a) lwo, grand pré-plasma (b) 2wy, petit pré-plasma

FIGURE 2.28 — Densité d’énergie cinétique (normalisée par m.c’n,) des électrons
rapides (i.e d’énergie supérieure a 100 keV) au moment de Iextinction du laser.
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<E>(E<10) at ot = 1500 <E>(E<10) at ot = 1200
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FIGURE 2.29 — Energie moyenne en keV des électrons thermiques (i.e d’énergie
inférieure a 10 keV) environ 0.6 ps aprés extinction du laser.

2.9 Conclusions

Les premiéres sections de ce chapitre, dédiées a ’analyse de la relation de
dispersion du plasma numérique électrostatique, ont permis d’identifier les dif-
férences apportées par la discrétisation spatio-temporelle par rapport au plasma
physique continu. La discrétisation spatiale est responsable de I'instabilité d’alia-
sing, susceptible de se manifester pour Az/Ap > 1 et kAz 2 2, tandis que
I'analyse purement temporelle fait apparaitre un seuil de stabilité w,At < 1.62.
L’analyse de la relation de dispersion incluant les effets des discrétisations en es-
pace et en temps prévoit un plasma stable tant que w,At < 2 pour Ax/Ap 2 3.
Dans les scénarios intéressant l'interaction laser-plasma a densité élevée, nous
sommes confrontés a des rapports Ax/Ap ~ 50 — 100, et nous nous limitons
en pratique a w,At < 0.5. Dans ce régime les résultats, issus de la relation de
dispersion compléte, montrent clairement la domination de l'effet da a la discré-
tisation en espace. Dans ces conditions, I'instabilité d’aliasing peut entrainer la
croissance exponentielle des fluctuations électrostatiques. Cette instabilité peut
toutefois étre grandement réduite par ’emploi de facteurs de forme d’ordre élevé.

Il n’est pas évident théoriquement de relier la croissance de ces fluctuations
a celle de I’énergie cinétique. Pour estimer 'ampleur du phénomeéne de chauffage
numeérique nous avons mené, en premiére approche, une étude parameétrique 1D,
2D et 3D du chauffage numérique d’un plasma maxwellien en mesurant la va-
riation relative de I’énergie totale. Nous avons ainsi montré que le chauffage est
inversement proportionnel au nombre de macro-particules par maille et, que la
montée en ordre permet de réduire le chauffage d’environ un ordre de grandeur
par rapport a I'ordre directement inférieur.

Le chauffage numérique peut se manifester par une croissance linéaire ou ex-
ponentielle de ’énergie cinétique. Ce dernier régime, associé a une forte instabilité
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d’aliasing, ne se manifeste clairement que pour un faible niveau de fluctuations,
et donc un grand nombre de particules par maille. Le cas échéant, il se produit
jusqu’a une température du plasma associée a une réduction substantielle du
taux de croissance de l'instabilité. Lui succéde un régime de chauffage linéaire
(ou stochastique), correspondant a des valeurs modérées (fonctions de I'ordre et
du nombre de particules par maille) du rapport Az/Ap.

En nous appuyant sur le modéle de Hockney et de Ueda et al, nous avons pro-
posé une facon simple de quantifier ce taux de chauffage, fondée sur I’écart entre
le spectre du champ électrique simulé et celui, analytique, d’un plasma discrétisé
conservatif en énergie. Un bon accord est obtenu avec les mesures d’auto-chauffage
pour les fonctions d’interpolation linéaire et quadratique. Nous montrons éga-
lement que l'influence bénéfique de la montée en ordre sur la conservation de
I’énergie est renforcée par I'inclusion des collisions coulombiennes.

Fortes de ces développements numériques, les études menées dans notre groupe
sur I'interaction laser-plasma surcritique ont pu atteindre des régimes longtemps
inaccessibles aux simulations PIC du fait de leur grande sensibilité au chauffage
numérique. Outre les deux exemples illustrés en Sec. 2.8, il a été possible de si-
muler la génération et le transport des électrons rapides dans des cibles coniques
afin d’interpréter des résultats expérimentaux récents [65]. De méme, plusieurs
travaux portant sur l’accélération de protons par laser, et plus précisément sur
I'influence de la longueur de gradient en face avant comme en face arriére de la
cible, ont bénéficié de I'introduction de facteurs de forme d’ordre supérieur a un
|68, 69].

En outre, le domaine de 'accélération d’électrons par sillage laser dans des
plasmas fortement sous-denses tire également profit de la montée en ordre du
facteur de forme |5]|. En effet, méme faible, le chauffage numérique associé aux
fluctuations du champ électrique, lorsqu’une fonction d’interpolation linéaire est
utilisée, suffit pour qu'une fraction de la population électronique se retrouve ar-
tificiellement piégée dans l'onde de sillage [70].
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Deuxiéme partie

Développement d’un code implicite
relativiste
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Chapitre 3

Approximations physiques et
schémas numériques en simulation

PIC

On pouvait croire que cette téte désespérée n’avait jailli que pour jeter un

dernier regard sur les objets environnants et faire mentalement ses adieur a

tous les plaisirs de ce monde. Mais cette téte n’eut pas le temps de mettre son

intention en pratique : le crocodile concentra toutes ses forces, avala et, en une

seconde, la téte disparut, et, cette fois, a tout jamais.[...| - Maintenant, il est
kaputt, notre Tvan Matvéitch !

Dostoievski, Le Crocodile

Les codes PIC sont devenus des moyens de simulation incontournables pour
décrire le comportement cinétique d’un plasma. Cependant, comme nous I’avons
vu au Chap. 1, I'algorithme PIC standard utilise un schéma de différences finies
explicite en temps, et par conséquent doit vérifier des contraintes de stabilité
sur le pas de temps, 'obligeant & résoudre les modes haute-fréquence (électro-
statiques comme électromagnétiques) du systéme [21]. De plus, la taille d’une
maille doit étre de 'ordre de la longueur de Debye afin d’éviter I'instabilité due
a l'aliasing [21]. La simulation de systémes physiques caractérisés par des den-
sités élevées et/ou de grandes dimensions ne peut se faire ainsi qu’au moyen
de codes massivement paralléles [71]. Au cours des derniéres décennies de nom-
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breuses variantes ont été développées pour relacher les contraintes pesant sur la
discrétisation spatiale et temporelle, afin que celle-ci soit guidée davantage par
des considérations physiques plutot que des conditions de stabilité numérique. On
peut distinguer deux approches, selon que 1'on touche au modele physique lui-
méme ou a la méthode de résolution. Nous allons dans ce qui suit détailler plus
avant ces deux approches. La premiére approche consiste a supprimer les sources
haute-fréquence du modéle mathématique lui-méme. Les codes fondés sur 'ap-
proximation de Darwin |72, 73, 74, 75|, les équations gyro-cinétiques |76] ou les
modéles hybrides fluide-particules |77, 24, 23, 25, 27| s’appuient précisément sur
cette hypothése. Dans le contexte de I'allumage rapide, nous nous contenterons
de présenter la modélisation hybride fluide-particules et dirons quelques mots sur
I’approximation de Darwin des équations de Maxwell, fréquemment utilisée dans
les études axées sur le transport électronique et négligeant la modélisation de
I'interaction laser-plasma.

3.1 Modéle hybride fluide-particule

Dans le schéma d’allumage rapide d’une cible fusible un faisceau d’électrons
relativistes, produit par une impulsion laser ultra-intense, se propage dans un
plasma thermique de densité supérieure a celle du faisceau, ce qui autorise une
description fluide des électrons et des ions du milieu, tout en conservant un modéle
cinétique pour les particules rapides. Celle-ci présente de nombreux avantages.
D’une part, les espéces fluides n’étant décrites que par trois grandeurs eulériennes
(la densité volumique, la vitesse et la température), le colit mémoire associé
a la seule description cinétique des électrons du faisceau est considérablement
allégé par rapport a une description complétement particulaire. D’autre part,
le modéle fluide permet de s’affranchir des restrictions provenant de l'instabilité
d’aliasing susceptibles de contraindre la discrétisation spatiale dans le modéle PIC
(Az ~ 10Ap). La modélisation des espéces fluides s’appuie dans le cas général
sur les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, et
de énergie [73] :

887;6 +ve-Vn,=-n.V-v,, (3.1)
1

aav; by, Vv, = —mie (B4 vexB) = - VP —valve = Vi), (32)

0P,

T +v.,-VP,=-T.P.V -v,, (3.3)

ol N, Ve, P, v; désignent respectivement la densité, la vitesse, la pression ciné-
tique des électrons thermiques et la vitesse des ions. v,; et I'. désignent la fré-
quence de collision électron-ion et le rapport de chaleur spécifique pour le fluide
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électronique. m. et e représentent la masse électronique et la charge élémen-
taire. Dans le contexte de 'allumage rapide ou le plasma est dense et fortement
collisionnel, les termes magnétiques et de gradient de pression dans (3.2) sont
généralement négligeables [27]. Il est également courant de supposer un fluide
électronique sans inertie afin de supprimer les oscillations plasma [23, 25, 19, 78|.

Examinons a présent l'aspect électromagnétique de ces modeéles. Dans le
cas d’une résolution compléte du systéeme d’équations de Maxwell a 'aide d’un
schéma explicite, la résolution des équations fluides autorise un pas d’espace
plus grand d’oti, une discrétisation temporelle moins fine via la contrainte CFL
(cAt/Az < 1). A la différence de Liljo et al. [27] qui retient une modélisation
complétement électromagnétique capable de décrire l'interaction laser-plasma,
il est possible de s’en tenir a la limite non-radiative des équations de Maxwell
(approximation dite de Darwin [79]) si I'on choisit d’injecter directement les élec-
trons du faisceau dans le plasma sans traiter 'interaction laser-plasma. Cette
limite est obtenue en ignorant la partie solénoidale du courant de déplacement
dans I'équation de Maxwell-Ampére qui devient :

VXB:J+@, (3.4)
ot
ot V x E;; = 0. On montre alors [74, 75] qu’il est possible de reformuler les lois
d’Ampére et de Faraday comme un systéme d’équations elliptiques

VB = -V xJ, (3.5)
0J
V?Elzzji%, (3.6)

E,, et E, désignant respectivement les parties a rotationnel et divergence nuls
du champ électrique. Cette formulation des équations de Maxwell ne propage pas
les ondes électromagnétiques et n’est donc pas sujette a la contrainte CFL de
stabilité numérique. Les ondes plasmas électroniques, quant a elles, ne sont pas
affectées.

Un modéle plus simple encore, de nature magnétohydrodynamique, consiste
a négliger tout le courant de déplacement (%—};3 = O) et a représenter les électrons
du milieu par un fluide sans inertie |23, 25]. Le fluide électronique a ’équilibre
donne alors

VP,
0=—-e(E+v.xB)— — UeiVe. (3.7)
ne
En définissant le courant j. = —en.v, on en déduit la loi d’Ohm suivante
.e VP@ ei.e .
E=d xp—Te g e s (3.8)
€N, ene  e’n,

Vei
e2n,

désigne la résistivité. L’équation d’Ampére simplifiée est réduite a

V x B = po(je +Je), (3.9)

oun=
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dou jo = ©B _j,
En substituant cette expression du courant de retour dans (3.8), I’équation

de Maxwell-Faraday peut s’écrire

oB 1
— +—V x(nVxB)—=V x (nj,) =0, (3.10)
ot o

qui correspond a une équation de diffusion du champ magnétique.

Toutefois le domaine de validité physique limité, imposé par les hypothéses
de base de chacun des modéles précédents, ne se préte pas a 1’étude de scénari
multi-échelle. Pour ce faire une autre catégorie de méthodes, numériquement plus
exigeante car fondée sur une formulation implicite des équations du mouvement et
de Maxwell (ou Poisson dans la limite électrostatique), permet de ne plus résoudre
les modes électromagnétique et plasma haute-fréquence tout en conservant une
modélisation physique compléte. C’est 'approche que nous allons présenter dans
la prochaine section.

3.2 La méthode implicite des moments

La principale caractéristique-et difficulté-d’un schéma PIC complétement im-
plicite est de prédire les densités de charge et de courant futures associées aux
particules en fonction du champ électromagnétique futur. Historiquement, deux
approches ont été imaginées a cette fin. La premiére publiée, dite des moments,
est due a Denavit, Mason, Brackbill et Forslund. Elle utilise les équations fluides
pour prédire les termes sources [80, 81, 82, 83, 84, 85|. Elle a été récemment éten-
due au régime relativiste [42|. Nous allons établir les équations essentielles de cette
méthode pour comprendre ce qui la différencie de la méthode implicite directe
qui est 'objet de cette thése. Dans un premier temps nous rappellerons comment
les termes sources de densité de charge et de courant sont linéarisés dans le cadre
d’un formalisme relativiste. Enfin, nous établirons ’équation d’onde donnant le
champ électrique futur permettant de déplacer les macro-particules.

Linéarisation des termes sources

Le mouvement d’une particule p de 'espéce s dans le champ électromagnétique
(E, B) est régi par

d

P (3.11)
dt Yp

du, qs u

My _ 9% (g 4% yB 12
=2 (5,4 2 xB,) (312
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ol qs, Mg, Xsp €t Uy, désignent respectivement la charge, la masse, la position et
I'impulsion (normalisée par m,) de la particule. La discrétisation des équations
du mouvement est donnée par

XM =X 4 v, At, (3.13)
n qut n n = N (N
wt =ul 4+ =— . [Ept0(xit1/%) + v, x Bp(xpt1/?)] (3.14)

ot la vitesse moyenne v, est définie par
n+1 n
+u
v, = —ZH z, (3.15)
Yo T Y

avec 7 = (14 (u/c)?)"2. Pour toute grandeur Y on définit : Y™ = gy +
(1 —0)Y"™ avec 0 < (A) < 1. On définit 3, = 25L,

2mg

En multipliant scalairement (3.14) par v, on obtient

p

n n 263 n n =
Ay =t — 0 = ?Epw(xpﬂﬂ) -V (3.16)
En substituant (3.15) dans (3.14) on obtient
(™ + )V, — 2ul = 263, (BT (x212) + v, x BI(xpT/?)]. (3.17)

1

En utilisant (3.16) pour obtenir une estimation de ™", il vient

265 n n n n = n n n = n n
( E7(x}) - vy + 27p) v, —2u) =26, [EXT0(x0H1?) + v, x BY(xT/?)]

2
(3.18)

Avant de poursuivre définissons les quantités suivantes

63 n
I, ==E) v, +7, (3.19)
Dy = rp [1+ (BSB"/F )], (3.20)
n 1 S n n ﬁs n
a, = Dn (I+ 1ﬂZB ® B pB X I> (3.21)
i =alil, (3.22)
v, = an(pvy), (3.23)
on+0 _ _ nynto

Ep+ = %EPJr , (3.24)

ou nous ne précisons pas l'espéce s des quantités particulaires indicées p. La
vitesse v, peut ainsi s’exprimer sous la forme

V, =V, + %Eg”(xgﬂ/?). (3.25)
p
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A Pinverse du cas classique (I', = 1), dans le cas relativiste le tenseur de rotation
a,, fonction du facteur de Lorentz I, devient une grandeur particulaire et doit
étre calculé pour chaque particule.

La discrétisation des équations de Maxwell adimensionnées est donnée par

Bn+1 — B®
VxE"W = — _ —_ 3.26
En+1 B,
V B’n+9 TL+1/2 - - 327
V-B" =0, (3.28)
vV - En+€ _ pn+9 (329)

Pour mettre a jour les champs électrique et magnétique nous devons linéariser
les termes sources, donnés par

n+c9 — qs Z S ’ﬂ+9 (330)

2 (x) = g, Zvn+l/25 —ngl/z)- (3.31)

Un développement limité de (3.30) autour de x3, donne
P (x) = qs Z (X?JG -x7)-VS(x—x)]. (3.32)

En utilisant Eq. (3.13) et les définitions (3.30)-(3.31) on en déduit

Pt(x) = pi(x) — OALV - (quvp X — X}, >>, (3.33)

~ pt(x) — ALV - (Z qsVpS(x — gp+1/2)> : (3.34)

Un développement de Taylor de Eq. (3.31) autour de v, donne a 'ordre un

7’L+1/2 ZVS . n+1/2)
_ Z@S(X _ n+1/2 _|_ ZﬁsapEn+OS( _ n+1/2)
p
~ Zp: 0S(x —x,) — 7 ; v ®V,VS(x —x,)

+ 3 B EnOS(x — x1 ). (3.35)
p
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On introduit ici 'approximation explicite v, =~ v,,. Comme souligné par Brackbill
et Forslund [82] cette pression explicite introduit la limite de stabilité ke, At < 27,
ol ¢4 est la vitesse du son. On en déduit 'expression du courant en fonction du
champ électrique a déterminer

snt+1/2 _5 ,u_’; n+9_g i
J0) = Jx) + BT - VL), (3.36)

ol nous avons posé

Ns
Js(x) = 4. > VpS(x —x7), (3.37)
p=1
A~ NS
I, (x) = ¢, ) ¥, ®¥,5(x — ), (3.38)
p=1

et le tenseur diélectrique u

AN
2mg

= apS(x —x). (3.39)

p

Enfin en linéarisant v dans (3.33) on obtient

=g -0y [ - g B - S )| )

ou de fagon équivalente
Pt =p(x)+ V- [WE], (3.41)
) = "~ (6807 - i) — 51910 (3.42)

Les Eqs. (3.36) et (3.40) nous fournissent une fermeture directe du systéme
d’équations de Maxwell.

Notons que les développements en série de Taylor de (3.30) et (3.31) imposent
un pas de temps maximal tel que vt% < 1 pour garantir une meilleure précision
[42]. Lorsqu’une macro-particule parcourt en un pas de temps une distance plus
grande que le support de la fonction d’interpolation S la modification de la densité
de charge est sous-estimée par (3.30). Cette limitation tient au fait que l'on
développe (3.30) et (3.31) autour des positions des particules au début du pas
de temps. Si 'on pouvait prédire la position de la particule a une maille prés
avant de calculer des termes correctifs de densité de charge et de courant, cette
limitation serait supprimée. Il s’agit de la différence essentielle entre la méthode
des moments et la méthode implicite directe exposée par la suite.
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Détermination de I’équation d’onde

Etablissons a présent 1’équation d’onde a résoudre. En prenant le rotationnel
de (3.26) puis en utilisant (3.27), on en déduit pour un pas de temps OA? :

Ert? — E» N jn+1/2 B Vv x B® _
(0A1)2 oAt OAL

En remplagant le courant futur par sa forme linéarisée (3.36) on en déduit :
(0A)*V x V x E" + E" (I — p"(x))

V x V x E*0 +

0. (3.43)

=E" 4+ (0At)V x B, — (AAL) (}(x) — %V : ﬁ(x))
(3.44)

Il est possible d’établir une variante de cette expression, en utilisant 1’équation
de Maxwell Gauss (3.29) et I'Eq. (3.41), on trouve

(0A)? [V (W"E™?) —V°E"] + E" (I — p*(x)) = E" 4+ 0AtV x B”
—(0AL) (}(x) - %v : ﬁ(x)) — (0AH)VH(x),  (3.45)

ot le symbole V? désigne le laplacien. Puis on met a jour le champ magnétique
via

B""' =B" — AtV x E"*?. (3.46)
Il est également nécessaire d’effectuer a chaque pas de temps une correction élec-
trostatique pour satisfaire V - E® = p". La derniére étape consiste a résoudre
(3.13)-(3.14) pour déplacer chaque particule. Noguchi et al. [42] ont proposé des
méthodes de type prédicteur-correcteur et Newton-Krylov pour résoudre le sys-
téme couplé (3.13)-(3.14).

3.3 La méthode implicite directe

Nous nous concentrerons par la suite sur ’approche alternative, dite méthode
implicite directe, proposée par Langdon, Cohen, Friedman et Hewett |36, 37, 38,
86]. La plupart des mises en oeuvre de cette méthode s’appuient sur la discré-
tisation dite D; de I’équation de Lorentz, introduite pour la premiére fois par
Friedman et al. [35]. La formulation électromagnétique et relativiste, originel-
lement calculée par Langdon et Hewett [39], a été implémentée, quoique dans
une forme simplifiée, dans le code LSP [32, 33, 34, 26, 87]. Nous examinerons
la méthode implicite directe dans les cas électrostatique, puis électromagnétique
et relativiste, en introduisant un formalisme rigoureux dans la prochaine partie.
En guise d’introduction a cette méthode et pour terminer cet état de ’art, nous
considérons un schéma PIC résolvant le systéme d’équations couplé de Lorentz-
Poisson par la méthode implicite directe.
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La méthode directe électrostatique

Cette méthode s’appuie sur les travaux fondateurs de Cohen et Langdon
[36, 37|, elle est particuliérement bien adaptée pour étudier les phénoménes ciné-
tiques basse-fréquence. Les modes haute-fréquence sont éliminés grace a la discré-
tisation D [35] de I’équation de Lorentz, qui supprime par ailleurs la contrainte de
stabilité w,At < 2 lite aux ondes plasma électroniques. Afin de nous familiariser
avec les méthodes implicites du prochain chapitre, nous expliquons succintement
comment les équations du mouvement sont intégrées et le champ électrostatique
déterminé.

La discrétisation D, des équations du mouvement, en présence d’un champ
magnétique externe, est donnée par

At _
Vi =Ry Va1 + q2_m (I+R,)E,, (3.47)
Xn+1 - Xn + Atvn+1/2, (348)
E,=(E,_1 +E.,1) /2. (3.49)

Le tenseur de rotation magnétique est défini par

R,=[1-6)I-20,xI+20,®0,]/(1+062), (3.50)

. B, At .. . . Loqe - . .
ot 0, = #52=". Les positions et vitesses intermédiaires des particules, fonctions
S

des seuls champs connus, sont données par

- At
V=R,V, 1+ Zl_m(I +R,E,_1, (3.51)
X = X, + AtV. (3.52)

En linéarisant (3.47) on obtient un terme correctif noté §V duquel on déduit
I’expression des positions et vitesses finales en fonction du champ électrostatique

futur
~ At ~
SV(X,, X) = i—m(l + Ry B (X), (3.53)
Vo=V 40V, (3.54)
X1 = X + AtOV. (3.55)

On obtient une expression de la densité de charge en fonction de E,, ;1 par déve-
loppement limité autour de X, :

P o) = 4. Y [S(c=Xop) = Kps = X VS(x=X)| . (3:50)

p

74



on pose ps(x) =¢qs ), S(x — X,,) et on en déduit
Pt ==V - (xEn1), (3.57)

ou on a introduit le tenseur de susceptibilité

AL = GsPs
_ 2 I+R,,) :
X 4;msw ) (3.58)
Or nous avons par définition V - E, .1 = p,y1. En posant E,,.1 = —V¢,.1, on
obtient finalement
V- I+ X)Vénia] = —p. (3.59)

La solution de (3.59) nous permet de calculer (3.54) et (3.55).
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Chapitre 4

ELIXIRS : un code
électromagnétique relativiste
implicite

La méthode implicite directe se décompose comme suit. Les positions et les
impulsions des particules sont d’abord avancées a un instant intermédiaire en
utilisant les champs connus, d’ott 'on déduit des densités de charge et de courant
approchées. Les positions et impulsions sont ensuite linéarisées autour de ces
valeurs et en fonction des champs futurs. S’ensuit une équation d’onde implicite
dont la résolution permet de mettre a jour les quantités relatives aux macro-
particules. Nous montrerons par la suite que la méthode directe peut se mettre
sous la forme d’un schéma de Newton simplifié.

Notre objectif principal est de simuler I'interaction d’une impulsion laser ultra-
intense avec des lames de plasma de densité proche de la densité solide. Les fais-
ceaux de particules énergétiques issus de cette interaction présentent un grand
intérét dans de nombreux domaines allant de la fusion par confinement inertiel
[15, 88, 89, 19, 16, 90], a la physique des hautes densités d’énergie [13, 91, 92, 10],
la physique nucléaire [93, 94| ou la médecine [14]. Du fait des fortes densités consi-
dérées, la pulsation plasma électronique dépasse largement la pulsation laser. Si
nous utilisions un code PIC explicite, les pas de temps et d’espace devraient ré-
soudre les modes haute-fréquence électroniques au coeur du volume de plasma.
Cependant, ces modes présentent peu d’intérét pour notre probléme puisqu’ils
n’affectent pas 'interaction laser-plasma ni aucun processus afférent tel que, 'ex-
pansion ionique causée par la détente dans le vide des électrons rapides. En
revanche, recourir a un schéma implicite permettrait d’employer un pas de temps
significativement plus grand, c’est-a-dire uniquement déterminé par la nécessité
de résoudre la pulsation du laser incident. Toutefois, la forte dissipation numé-
rique inhérente & l'algorithme implicite peut étre dommageable dans le contexte
de l'interaction laser-plasma, pour lequel les ondes lumineuses doivent parcou-
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rir de nombreuses longueurs d’onde. Ceci nous a amené a développer un solveur
électromagnétique avec amortissement ajustable, fondé sur une généralisation du
schéma initialement proposé par Friedman [41] pour les équations de Lorentz
dans le cadre d’un code électrostatique. Nous montrerons que le schéma tolére
des variations spatiales abruptes du paramétre de controle permettant ainsi la
propagation laser dans le vide sans dissipation, de méme que le fort amortisse-
ment des ondes plasma indésirables dans la partie la plus dense de la cible.

De méme que les codes explicites, les codes implicites patissent du chauffage
numérique artificiel provenant d’une discrétisation grossiére de la longueur de
Debye, ce qui arrive fréquemment lorsqu’on traite des plasmas de densité élevée.
Comme nous 'avons vu aux chapitres 2.2 et 2.4, cet effet est généralement at-
tribué a l'instabilité d’aliasing provenant de la discrétisation spatiale [21]. Pour
le minimiser, nous tirerons part de 'influence bénéfique des facteurs de forme
d’ordre élevé [53, 31| en utilisant des fonctions poids quadratiques. Nous pro-
fiterons également de l'influence stabilisatrice des grands pas de temps rendue
possible par le schéma implicite.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2, nous rappelons les
principes élémentaires de la modélisation PIC, donnons la discrétisation tempo-
relle implicite des équations & résoudre, et démontrons avec un formalisme de
Newton simplifié la méthode implicite directe. Dans la section 4.3, nous exa-
minons en détail la résolution numérique de I’équation d’onde telle que trai-
tée dans notre nouveau code 2Dx-3Dv, ELIXIRS (ELectromagnetic Implicit X-
dimensionnal Iterative Relativistic Solver). L’introduction de conditions aux li-
mites injectantes ou absorbantes pour les champs électromagnétiques est aussi
traitée. La section 4.4 est dédiée aux propriétés linéaires de la méthode impli-
cite directe au travers de la résolution des relations de dispersion électrostatique
et électromagnétique. Les effets des discrétisations en temps et en espace, de
I’amortissement ajustable et des facteurs de forme d’ordre élevé seront discutés.

4.1 La méthode implicite directe électrostatique

Bodin [95] a formulé la méthode implicite directe de Langdon et al. [37] comme
une méthode de Newton simplifiée dans le cas électrostatique non magnétisé. Dans
cette section, introductive, nous présentons une généralisation de ces développe-
ments en y incluant un champ magnétique externe. Aprés avoir donné la discré-
tisation temporelle du probléme de Vlasov-Poisson a résoudre, nous donnerons la
formulation faible du probléme que nous résoudrons avec un algorithme de New-
ton. En nous limitant & une seule itération de cet algorithme nous retrouverons
la méthode implicite directe. Dans une deuxiéme section nous considérerons des
conditions initiales modifiées, celles-ci feront intervenir un terme supplémentaire
de gradient du champ électrique. Dans une troisiéme section nous présenterons
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un algorithme complet prenant en compte les itérations. Dans la limite électro-
statique nous devons résoudre I’équation de Gauss

V-E=p/e (4.1)

et I’équation de Vlasov non collisionnelle pour chaque espéce de particules s
décrite par la fonction de distribution fy(x,v,t)

0fs Ofs | Gs ¢ Ofs

o TV ax T Y ey

~0. (4.2)

Ici g5 et m, sont la charge et la masse au repos des particules de I'espéce s, res-
pectivement. x et v désignent la position et la vitesse. La fonction de distribution
fs est décrite par une superposition de macro-particules de la forme

s(x,v,1) ZSX— )o(v —V,) (4.3)

ou S est le facteur de forme, N, le nombre total de particules dans le systéme,
et 0 la distribution de Dirac. De Eq. (4.2), on déduit que fs est conservé sur les

caractéristiques (x(t),v(t)) ot &(t) = v(t), L(t) = L F,

4.1.1 Discrétisation temporelle

Dans la limite classique, le mouvement de chaque macro-particule p est décrit
par les équations de Lorentz

dX
— (1) =V() (44)
%/(t) — % {E[X(t),t] + V(1) x B[X(t),1]} (4.5)

ou X et V désignent respectivement la position et la vitesse d’une distribution de
macro-particules. On note g5 et m4 la masse et la charge d’'une macro-particule de
I’espéce s. E désigne le champ électrique, et B est un champ magnétique externe
qui peut dépendre de ’espace et du temps. La discrétisation avec le schéma D,
des Eqgs. (4.4)-(4.5) est donnée par

SAL — AN
Vo =V, 1+ qm B, + ‘ém (Vars +Vaoy) xBaX)  (47)
En = (En—l + En-{—l( n+1)) /2 (48)

78



La spécificité du schéma D; est d’introduire le champ électrique moyen E,,, com-
binaison du champ futur E,; et des champs électriques précédents. La discréti-
sation de I’équation (4.7) fait apparaitre la vitesse future dans le second membre,
nous la résolvons par 'intermédiaire de la matrice Ry définie par

R.(Xy) = R (6:(X0))

:1+02(I+98®98—98x1)—1, (4.9)

ol 0,(X,,) est défini par 0,(X,,) = 2B, (X,). On en déduit Iexpression de la

2ms
vitesse,

qsAt
\Y =R,(X,,)V,_
n+1/2 (Xn) 1/2 T o

I+ R, (X,))E,, (4.10)

S

En introduisant (4.10) dans (4.6) on obtient

WAN=
Xoi1 = Xy + ARL(X,) Voo + q4m

S

On peut scinder cette expression en une partie explicite et une partie implicite.
Le terme explicite qui donne la position prédite, noté X,,,1, est défini par

~ qs At?

X1 = Xy, + AtR(X,,) V12 + e (I+Ry(X,))E,_1, (4.12)
et le terme implicite de correction est défini par
s A2
5X =1 —— (I+ Ry(X0)) But (K1) (4.13)

Nous devons résoudre I'Eq. (4.11) implicite en temps, le champ électrique E,, 1 a
déterminer étant relié a la densité de charge future p,, .1 par 'équation de Poisson
suivante :

Vo Enn(x) =) pons(x)/e (4.14)

s

ou ps désigne la contribution de I'espéce s a la densité de charge totale.

4.1.2 Formulation faible

La formulation faible de I'Eq. (4.14) est donnée pour toute fonction test 1 par
1
/V Epn(x)(x)dx = — Z/ps,nH(XW(X)dX (4.15)
€0 5
Nous avons exploité la définition "faible" de la densité de charge ps de I'espéce s

/ Pt ()P dx = g, / Fooe V)(Xs (x,V))dxdv  (4.16)
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ou f, ¢ est la fonction de distribution initiale. Le probléme consiste alors a chercher
(Eni1, Xp1) tels que

/V E, 1 (x)Y(x)dx = Z L /st X, V)U(X,1 (X, v))dxdv (4.17)

tout en vérifiant (4.6)-(4.8). Nous utilisons la méthode itérative de Newton pour
résoudre ce systéme. Ainsi, pour chaque grandeur inconnue Y, nous introduisons

I'ansatz
Y& =v® povy® o k=01, (4.18)

ou k est le numéro de l'itération. Dans la suite nous ne noterons pas l'indice n+1
pour simplifier les écritures. En substitutant 'ansatz ci-dessus dans (4.17) et en
ne conservant que les termes d’ordre 1 nous obtenons

/ V- A{E®(XH) + VE®(X®)§X®) + sE® (XP)} (x)dx

— é Z s / Fso(x, )i (X® 4 6XH)) dxdv (4.19)

Dans un premier temps nous négligeons le terme VE®§X®) du champ électrique,
on en déduit alors

/ V- A{E®(X®) + sEM (XH) ] 4 (x)dx

- %qu/fs,o(x, v) [t (X®) + VX W] dxdv (4.20)

En utilisant la définition de la densité de charge (4.16) et en intégrant par parties,
on en déduit

/ V. {EW(X®) + SE®(X®)} (x)dx
_éz/pgm(x) dx__Z/v {p®) (x)5X W} i (x) (4.21)

A présent, substituons 1’ansatz de Newton dans (4.11). Nous avons & l'ordre 1 et
en négligeant le gradient du champ électrique

S SAL?
®) 45X =X, + 2
4m

I+ Ry(X,)) {E® (X®)) + 6E® (X®)} (4.22)

S
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En injectant (4.22) dans (4.21) nous obtenons

/ V A{E® (X®) + sE® (XP)} (x)dx = ;Z / P (%) (x)dx
Z/ X _— )>] »(x)dx

WAV
Y4 /v {pF)(x) (I+ Ry(X,)) [EP(X®) + dEW(XFN)]} 9(x)
4m s€0
(4.23)
Introduisons le tenseur de susceptibilité y*) défini par
2
(k) — & (k) I+R.(X 4.94
X" (x) 4m560p5 (x) T+ Rs(X,)), (4.24)

Eq. (4.23) prend alors la forme simplifiée suivante
9 {0 x960) [BOx9) + B} } px)dx =
1
- (k) N _x )
- ZS:/,OS ()1 (x)dx Z/ X1 — X )] Y(x)dx (4.25)

L’équation (4.25) constitue la formulation faible du probléme. Nous allons main-
tenant examiner le cas particulier ou nous n’effectuons qu’une seule itération de
I’algorithme de Newton, qui correspond a la méthode implicite directe.

4.1.3 La méthode implicite directe

Dans le schéma le plus simple a une itération, on peut résoudre le probléme
électrostatique en choisissant les valeurs initiales suivantes

{ X0 =X, ., { X0 =X

EO — JEO —EV —F,,,. (4.26)

Notons que l'on aurait pu choisir de facon équivalente E® = E, et JE©) =
E,.1 — E,. Le terme correctif s’écrit alors

gs At
dmy

X = (I+Ry(X,)) Epps (XW) : (4.27)

Et le tenseur de susceptibilité x est donné par

gs At?

X(x) = Ao Psnt1(X)(I+ Ry(x)) (4.28)
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En substituant (4.26)-(4.28) dans (4.25) on obtient
/ V AT+ (3B (0} o()dx = [ Gy (0(dx)dx  (4.29)

€0

L’équation (4.29) doit étre satisfaite pour toute fonction . Il s’agit donc de
résoudre I’équation locale suivante

V- (T4 X(%)) Ens1 ()] = pnra1(x)/€0 (4.30)

On retrouve bien la méthode implicite directe formulée dans le cas électrostatique
dans [36].

4.1.4 Prise en compte du terme de gradient

En conservant tous les termes d’ordre un lorsqu’on injecte 'ansatz de Newton
dans (4.11), nous pouvons considérer un terme supplémentaire dans la méthode
implicite directe électrostatique. Ainsi le terme de correction est donné par

oX (k) — f(nH _xX®
g At?

ur

+

(I+Ry(X,)) [E®(X®D) + VE®(X®)§X® + sE®(X®)]  (4.31)

Afin d’exprimer explicitement ce terme de correction, nous introduisons la matrice
A définie par

AN

ms

AX®) =1 (I+ R, (X,))VE® (X *) (4.32)

On obtient finalement pour le terme de correction
FX® = A~L(X®) (f(n+1 - X(k))

qs At?

o ATH(XB) I+ Ry(X,)) [EF(XP) 4 sE® (XH)] (4.33)

On en déduit I'expression modifiée du tenseur de susceptibilité

W00 = 37 SR 060 A7 (x) (1 + Ru(X,) (431)

4m5€0

En injectant (4.33) et (4.34) dans (4.21) nous obtenons

/ VA I+ xP(x)) [EFXP) + sE®(XH)] } y(x)dx

=23 [seueai (4.35)
_ %Z / V- [0 E)ATXO (x)) (i (x) = XP(x)) ] wix)dx,  (4.36)



cette équation constitue la formulation faible du probléme. Nous allons mainte-
nant examiner le cas de la méthode directe, pour laquelle nous n’effectuons qu’une
itération de l'algorithme de Newton. On peut résoudre le probléme en choisissant
les valeurs initiales suivantes

X0 =X, 6X© =X
{ E® =E, SE© =4E=E,, - E, (4.37)
Aprés substitution de ces valeurs initiales dans (4.32)-(4.34), on obtient
Ve QSAtQ v
AX,p1) = I- — (I+Rs(X,)) VE, (X, 41) (4.38)
@A <
X = y A7 (Xp41) T+ Ry(X,))Enpa (4.39)
AN S
X)) = 2 g Pt (AT (Xn ()T + R (X)) (4.40)

En couplant (4.37)-(4.40) et (4.35) nous retrouvons 'Eq. (4.29) et donc (4.30).
La prise en compte du terme de gradient ne modifie donc que le tenseur de
susceptibilité.

4.1.5 Prise en compte des itérations k£ > 1

Il est possible d’appliquer le schéma de Newton au-dela de la premiére itéra-
tion. Pour cela nous reprenons le systéme d’équations (4.22)-(4.25). L’équation de

Poisson donnée par Eq. (4.25) fait intervenir le terme )~Cn+1 — X(k)>, on obtient
ce terme d’ordre zéro a partir de Eq. (4.22)
g At?

S

En substituant (4.41) dans (4.25), on en déduit la formulation faible du probléme
de Poisson avec itérations

[ V- [T+ xP(x) EF(XP(x))] 9 (x)dx

(*) (5
/ V- [ )E® (X® (x))] v(x)dx + 3 / P (X)) ey (4.42)

€0

X® X, = I+ R,(X,)) E®(X®) (4.41)

S
L’équation (4.42) doit étre satisfaite pour toute fonction 1, ce qui implique I’équa-
tion locale suivante

V- [(I + x® (X)) B+ (X ®) (X))] —V.- [X( ) (x)E®(X*®) (x + Zpsk)

(4.43)
Cette équation nous permet de mettre a jour le champ électrique d’une itération
a lautre. L’algorithme général se présente comme suit :
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1. Calcul de X, 1
e QSAtQ

S

2. Initialisation (kK = 0) de la méthode de Newton
~ E® = E ou E® =0, (ou Ef désigne la solution aprés itérations a t,,).
e, ) <
- X® =X, .+ qjﬁlz I+ Ry(X,) EW(X,41).
— On en déduit x* et p®),
3. Méthode itérative
— On cherche E#tY de la forme E*+) = — w1,
— Connaissant p®), y*) et E®)_ on résout (voir 4.3.1 par ex. par la méthode
de Concus & Golub)

V- [T+ x®) Tyt = v [ WE®] 1 o0 (4.45)

I+ Ry(X,))E, 1. (4.44)

— Mise a jour du champ électrique
EFHD — gy, (4.46)
— Mise a jour de la position de chaque macro-particule

g At?

X = K+ SO (1 R ECDXY). ()

s

ou nous notons ¢ 'indice des macro-particules de ’espéce s, et j le nceud
du maillage primal de coordonnées X;. Nous introduisons S la fonction
poids associée aux particules.

— La densité de charge totale py”

B =30 Y08 (X, - X)), (1.49

— de méme les susceptibilités sont mises a jour par

U est donnée par

QAtQ

X§k+1) _ qim Z g (Xj _ X§k+1)> I+ R(X,)]. (4.49)
4. Test de convergence
pktD) — (k)
€ = max - (4.50)
pk)

— Si € < €geyqt : ON CONVErge
pn = p*tY, (4.51)
Xni1 = x*HY. (4.52)

Le champ corrigé E; | est donné par

E:,, = E®D, (4.53)
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— Sinon

p® = kD) (4.54)
Y= kD), (4.55)

Nous avons implémenté ce schéma itératif et effectué quelques essais dans
le cas électrostatique, en reprenant les parameétres de la Sec. 5.3. Ceux-ci ne se
sont pas révélés concluants, la conservation de ’énergie étant systématiquement
dégradée par rapport au schéma simplifié a une itération, qui s’est avéré le plus
satisfaisant dans les situations impliquant des plasmas de densité élevée.

4.2 Extension relativiste avec amortissement ajus-
table de la méthode implicite électromagné-
tique

4.2.1 Le systéme de Vlasov-Maxwell électromagnétique et
relativiste

Nous présentons ici une démonstration de la méthode implicite directe élec-
tromagnétique étendue au cas relativiste dans le cadre d’une formulation faible
des équations de Maxwell et d'un schéma de Newton itératif. A la différence de
[39], notre formalisme donne la possibilité d’utiliser un schéma PEC quelconque
ou/et d’introduire des conditions initiales arbitraires. En anticipant notre be-
soin d’une propagation sans dissipation des ondes lumineuses dans la région vide
du domaine de simulation, nous introduisons une généralisation du schéma avec
amortissement ajustable initialement proposé et mis en oeuvre par Friedman [41]
dans le régime électrostatique.

Considérons les équations de Maxwell

0B
. 1OE

et I’équation de Vlasov relativiste non collisionnelle pour une fonction de distri-
bution fs(x,u,t) de l'espéce de particules s

Ofs udfs qs u ofs
o T m <E+7><B) o =0 (4.58)

Ici g5 et mg sont la charge et la masse au repos des particules de I’espéce s, respec-
tivement. Soit u I'impulsion relativiste normalisée par m,. Le facteur relativiste
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s’écrit alors v = (1 + u2/02)1/2. La fonction de distribution f; est décrite par une
superposition de macro-particules de la forme

S(x,u,t) st— )6(u —U,) (4.59)

ou S est le facteur de forme, N, le nombre total de particules dans le systéme,
et d la distribution de Dirac. De Eq. (4.58), on déduit que f est conservé sur les

caractéristiques (x(t),u(t)) out 2(t) = 4, du(4) = L (E + 2 x B)

Ainsi on peut décrire le mouvement de chaque macro-particule avec les équa-
tions suivantes :

X, o U
a W=V = 2 .
T =2 {B. 0 B m.AL (e

4.2.2 Discrétisation temporelle des équations de Lorentz et
Maxwell

La discrétisation de I’équation du mouvement est celle proposée par Friedman
[41] qui généralise le schéma D; de Langdon et Hewett [38, 39| en introduisant
un amortissement ajustable des modes électroniques haute-fréquence.

U,.1
X1 = X, + At—"2 (4.62)
7n+%
At _ qSAt Un+1 + Un_l
UnJr% = Unf% + T(an+l + an71> + om, ( Y : X Bn<XH)7 (4‘ 63)
_ 0 0
a, 1 = 2f o+ (1 - Ef) s, (4.64)
0 0
A, = ( - Ef) a, + Efan_% (4.65)
ou l'indice n désigne le pas de temps et nous avons posé
a, = LR, (4.66)
1 At _ 77
fyTQL =1+ g |:Un_1/2 + I (an+1 + an,l) , (467)
U2
n+1/2
’YZ+1/2 =1+ 2 £ (4.68)
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De méme la discrétisation des équations de Maxwell (4.56) doit nous permette
d’amortir les modes électro-magnétiques haute-fréquence, tout en autorisant la
propagation sans amortissement des ondes lumineuses dans le vide. Ainsi nous
avons adapté le schéma de Friedman [41], précédent aux équations de Maxwell.
Ce schéma s’écrit :

Jngt
E.i = E,+AIVxB,,\ — At ;2 : (4.69)
At =
B,y = B,1-5Vx (Ens1 + E, 1), (4.70)
At

Bn = Bn—l/2 — 7V X En, (471)
- 0 0,
E,, = éEn +(1- Ef)En_g, (4.72)
_ ) Qs _
E.1 = ( —%)ETHLE]CE”_Q. (4.73)

ol j désigne la densité de courant. Comme nous le démontrerons dans la section
4.4, ce schéma autorise grace au parametre ¢¢, un controle adaptatif de 'amortis-
sement des ondes hautes fréquences (électrostatiques et électromagnétiques) du
systéme. Cette propriété est essentielle pour I'interaction laser-plasma qui met
en jeu une onde électromagnétique, se propageant dans le vide, pour laquelle la
dissipation associée a la méthode D; standard peut se réveéler trop importante.
Meéme si nous n’avons introduit qu'un seul paramétre 6¢ dans les équations de
Maxwell et de Lorentz, remarquons qu’il est possible d’introduire des paramétres
d’amortissement distincts pour le schéma électromagnétique et le pousseur de
chaque particule. Examinons & présent les systémes d’équations de Lorentz Egs.
(4.62)-(4.65) et de Maxwell (4.69)-(4.73). Comme on le remarque dans Eq. (4.63)
la connaissance du champ électrique futur E,, | est nécessaire pour mettre a jour
U, 41/2 via les termes a,1 et 7,. De méme les Eqgs. (4.69)-(4.70) font intervenir
Jn+1/2, le courant déterminé & partir des impulsions de I'ensemble des macro-
particules que nous allons exprimer comme une fonction du champ électrique
futur E,; et d'un terme de courant prédit & partir des champs connus. Ainsi
nous allons concevoir un algorithme de type prédicteur-correcteur |38, 39| pour
les impulsions et les positions des particules, ce qui nous permettra de détermi-
ner courants prédit et corrigé. Par conséquent la résolution de (4.62)-(4.73) peut
étre décomposée en trois grandes étapes. La premiére étape consiste a calculer
les impulsions et positions prédites a partir des champs déterminés aux instants
précédents. Dans un deuxiéme temps nous déterminons des termes correctifs qui
mettent en jeu le champ futur E, ., a partir des équations du mouvement li-
néarisées, puis nous injectons ces termes dans le terme de courant de I’équation
d’onde linéarisée. Enfin, une fois résolue cette équation d’onde et déterminé le
champ électrique futur E, i, nous pouvons déterminer les nouvelles positions
X, +1 et impulsions U, 4;/2. La prochaine section sera dédiée a la résolution du
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systéme Eqs. (4.62)-(4.73) dans le cadre d’un schéma itératif de Newton ana-
logue au cas électrostatique traité en 4.1. A nouveau, nous montrerons que pour
un choix adapté des conditions initiales, ce schéma reproduit la méthode implicite
directe développée dans les Refs. [38, 39].

4.2.3 Formulation faible de I’équation d’onde sur le champ
électrique

En remplagant Eq. (4.70) dans Eq. (4.69), on obtient I’équation d’onde sui-
vante N A
At t.
9 V xV x En+1 + E—_]n+1/2 = Ql, (474)
0

avec le terme source (connu)

En+1 +

AAL?

5 VXxVXE, . (4.75)

Q, = En + C2Atv X Bn—1/2 —

Pour toute fonction test v, on suppose que la formulation faible de la densité de
courant est donnée par

/jn+1/2(x)1/)(x)dx
- Z % / fso(x,0)Vig1a(x, 1) [0 (Xt (x,0)) + ¢ (Xo(x,u))] dxdu,
. (4.76)

ou fso = fs(x,u,0) est la fonction de distribution initiale des particules et
Viii2 = Uni12/Ynt1/2:

Le probléme consiste alors a déterminer (E, 11, X;,11, Upi1/2) tels que

AL

[ Bueivx +

2 [hpevei = [Qeutax @)

/V X V x E,p1(x)9(x)dx

tout en vérifiant Eqs. (4.62)-(4.68). Nous utilisons la méthode de Newton pour
résoudre ce systéme : pour chaque grandeur inconnue Y, nous introduisons 1’an-
satz

v —y® L sy® k=01, (4.78)

n+o n+o

ou o = (1/2,1) suivant que Y est a déterminer pour un pas de temps entier ou
demi-entier. Dans la suite nous omettrons 'indice n + 1 par soucis de clarté. En
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substituant I’ansatz défini ci-dessus dans Eq. (4.74) nous obtenons

/ [EW(x) + 6EW (x)] 1(x)dx + CAL / V x V x [EW(x) + 5EW (x)] ¢(x)dx
—|—%/ kD) (x)9) (x)dx = /Q (4.79)

k+1)

Le terme faisant intervenir j**1) est calculé avec les positions X! et les vitesses

V(Ic—f—l
/ e (x)dx = Z 2 /fsg x,u)V [@ZJ(X(’“ )+ w(Xn)} dxdu
DM / Faole WAV [(XH) 4 9(X,.)] dxcn

Y % / Fao(, W) VO [T3h(X ) - 6XP)] dxdu (4.80)

Pour obtenir I’équation qui nous donnera le champ électrique, nous avons
besoin d’exprimer les termes X®) §X® V& et §VH*) comme des fonctions
du champ électrique. Avant de poursuivre nos développements, commencons par
définir les quantités suivantes

U(k)? 1/2
O (1 v ) , (4.81)
9y 1/2
*) — 1 At k) (~ (k)Y o =
r 1 —l— - Un 1/2 + Z EE (X ) +a,_1 s (482)
qut
R(X,) = 156 ——I+60®0—-0x1I)-1, (4.84)
1 Uk @ U®
k) —
1) o (k oy @At [Up_yyp+UH
N (E®(xX®), u®) = I [ S x B, (X,)
At (G5 o) x®) 4 3
X Un_l/g + Z EE (X ) +a,_1 , (486)
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ou I désigne la matrice identité. Des calculs simples donnent

AtU®)
k) _
OX® = AtMsU® | (4.88)
Uu®
k) _
vk — R (4.89)
SVH® = MeUW | (4.90)

En utilisant les expressions ci-dessus et I’ansatz de Newton (4.78), I’équation de

Lorentz devient, aprés Iavoir linéarisée successivement autour de E®) puis X*)
SAL
UMW 4 6UW = U,y + % [E®(X®) 4 VEW(X®)5X®) 4 JEG (X0)]
ms
At _ g At (U® 45U 4 U, )9
Tyt ( ' X Bu(Xn)
— (JZ‘Q—NN(E(’“) (X)), UR)VE® (X ®@)5x*)
ms
_ AL E® (B U0V SE® (X
5 N(E™(XY™), UW)dE™ (X)) | (4.91)
ms

ou nous avons négligé les termes d’ordre deux. En supposant que le terme de
gradient du champ électrique est négligeable, cette équation se simplifie en

At _ .
U® 460" = R(X) U1y + - [T+ R(X,)] (801 + ;—E(’“) (X®)
Alg,
+ 475 I+ R(X,)] [T— N (E®(X®), UM)] 5B (XH). (4.92)

L’ensemble des équations (4.77)-(4.93) constitue la formulation faible du probléme
complet, électromagnétique et relativiste. A présent, de méme que dans le cas
électrostatique, nous allons montrer en quoi la méthode implicite directe constitue
un algorithme de Newton simplifié.

La méthode implicite directe

Le schéma le plus simple consiste a ne retenir qu’une seule itération avec les
valeurs initiales suivantes

X0 =X, SX0  — §X
UO = U,y sUO =4U (4.93)
EO — SEO® =EV =E,,,,
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ol nous avons introduit les positions et impulsions prédites X, 11 et V, 1 calcu-
_ 2
lées & partir des champs connus a,,_; et B,,. Nous avons

~ U,
X1 = X, + At =2 (4.94)
Tn+1/2
~ At _
U,y12 = R(X,)Uy 1) + T I+ R(X;)]a,-1. (4.95)
avec Ypi1/2 = 7(0). Les termes correctifs s’écrivent alors
QSAt o iy
5U = L2 R - N1 ) B (Ker), (496)
oV =MoU, (4.97)
0X = AtMoU , (4.98)
ol nous avons posé
N(ﬁn+1/2) = N(O INjn+1/2)
qut Un 1/2 + Un+1/2 At:
= I 5 X Bp(Xy)| @ ( Upeyye + A1) (4.99)

et 3, = ' Apres avoir substitué les équations ci-dessus dans (4.80), en utilisant

X, Xn+1 — AtVn+1 /2 et en remplacant I'expression résultante dans (4.79), nous
obtenons

[ Baiout)
+ Z quot /fs,o(x, u){f,ﬁl/z(x, u) [¢(}~(n+1 (x,u)) + (X, (x,u))| dxdu

n1(X)(X)dx

+ Z QSAt /fS,O(Xv u)5V(X, u)w(inﬂ(x, u))dxdu

qut

/st X u) |:Vn+1/2 X 0X — 00X X Vn+1/2:| Vw( n+1)dxdu

= /Q'(X)¢(x)dx. (4.100)

A partir de Eq. (4.76), on identifie la formulation faible du courant prédit

qut / Fao(%, W)V oy (3, 11) [¢<)~<n+1 (x, 1)) + (X, (x, u))| dxdu
- fj T2 (OB (x)dx (4.101)
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Pour réduire l'intégrale suivante dans (4.100), il est pratique d’introduire la for-
mulation faible de la densité de charge prédite

/ﬁs(x)@/}(x)dx = (s / fso(x,u)y (in+1(x, u)) dxdu .

En faisant Papproximation R(X,,) ~ R(f(nﬂ), nous obtenons

QSAt /fs 05V77/J n+1)dxdu
B Z;@ASZ /mx)M(X) (T+R(x)) [T = N(x)] En 1 (x)2(x)dx . (4.102)

En définissant la susceptiblité implicite x comme

A ~
= 37 G MO R o9) [ N6 704 (4.10)
on en déduit
Z qut /st X, u (5V x u)¢( n+1(X 11 dXdll = /¢ n+1(X>dX.
(4.1NO4)

On traite la derniére intégrale de (4.100) en introduisant le courant modifié jI

[ 3 0x = g [ Fuolox W) Vo (o) 0 (Ko o))

qui nous permet d’écrire !

q;fot /fs,0<x7 u) [vn+1/2 ®0X — X ® \~/'n+1/2} Vw(in+1)dxdu
AP s
_ gms; / Vo { [(0) % M(x) [T+ R(x)] [T = N(x)]| Bt ()} t(x)dx
_ @A i ()
= e /V X { Ry x [I+R(x)] [I - N(x)] En+1(x)} Y(x)dx
(4.105)
Aprés avoir défini le tenseur ¢ comme
At2 Qs s -
860 ; Ms Vnt1/2 < T+ R [T - N()] - (4.106)

1. ou nous avons utilisé l'identitée U x U U =0
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il vient
qsAt
260

/ fso0 <5X @ Vipirj2 — Vig1a @ 6X> Vipdxdu = —At / VX (CEny1)dx.

(4.107)
L’équation (4.100), complétée par les Eqs. (4.101), (4.104) et (4.107), doit étre
satisfaite pour toute fonction 1. On en déduit ’équation locale suivante

AAL?

En+1 + 9

VXV xEp1+ xEnp1 — AtV x (CEnp) = Q, (4.108)

ou le terme source est donné par

At~ AN

Q=E, — —jui1j2 + AV x B,_1/5 — SV XV x E.1.  (4.109)

€0
Ainsi, nous avons rétabli la méthode implicite électromagnétique et relativiste
fondée sur le schéma D, qui a été présentée dans la Ref. [39], a la différence
prés que le terme source fait intervenir le champ moyenné en temps E,_;. La
méthode implicite directe peut donc étre formulée comme une méthode de Newton
& itération unique en prenant les valeurs initiales X = X,, 1, U® = U, 4
et E® = 0. Le systéme d’équations (4.94-4.98) et (4.108-4.109) constitue le
fondement du code ELIXIRS. Des variantes sont possibles que nous allons exposer
dans ce qui suit.

4.2.4 Autres formes de I’équation d’onde

Examinons a présent un autre choix de conditions initiales

X0 =X, SXO  — §X
UO =T, sU® =60 (4.110)
E® —E, SEO® =E,,, - E,,

Notons que Pexpression de 7, = I'¥ est modifiée et prend la forme

1 qs At = _ 2)?
PO _ {1 +5 {Unl/g e (En(XnH) + En_1>] } . (4.111)
L’expression de N devient alors
N(E,(Xyt1), Uniry2) =
5;?; Un—1/2%Un+1/2 x B, (X,)| ® [Un_l/z + (Z:St (En—l + En()N(nH))} :
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Le terme de correction de I'impulsion est donné par

AL - -
SU = qm I+ R(X,)N (En(XnH), Ut /2> E.(X,1)
2.t < o .
o T+ R(X,)] [I - N (En(Xn+1),Un+1/2>] B (X)), (4.113)

En substituant (4.113), la nouvelle forme de la correction de I'impulsion, dans
la formulation faible de ’équation d’onde (4.100) la linéarisation du courant fait
apparaitre deux termes supplémentaires. Ainsi nous avons

qs;?t /fs,o(X, u)oV(x, u)w(f(nﬂ(x’ u))dxdu
— Zﬁio / D1 (X)M(x) (T + R(X,,)(x))(T = N(x))Epy1 (x)0)(x)dx
Z;Tiio /ﬁs,n+1(X)M(X)(I + R(X,)(x))N(x)E, (x)1(x)dx. (4.114)

En définissant la susceptibilité implicite a comme

a(x) = f;f; 5 (OM() (T + R(X,))N(x), (4.115)

et en utilisant 'expression de y donnée par Eq. (4.103) nous en déduisons

A -
Z ds : t /fs,O(X7 u)(;V(X, u)w(Xn+1(X7 u))dxdu

:/X(X)Enﬂ(x)w(x)dx—i—/a(X)En(x)w(x)dx (4.116)

La derniére intégrale de (4.100) fait également apparaitre un terme supplémen-
taire

qsAt

260

_ g At? /V y {NJ: X (I+R(X,))[I-Nx)|E,1 (X)} ¥ (x)dx

8ms€g Tn+1/2

/fs,0<x7 LI) [{/n+1/2 & 0X —o6X X vn+1/2:| Vw(in+1>dXdu

gs At

8m560

In+1/2

/V X {NJ‘? x (T+ R(Xn))N(x)En(X)} h(x)dx. (4.117)

On définit alors le tenseur (3 par

60 =SS EAE TG RN, (4.118)

S 8mis€g Tn+1/2
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et on utilise 'expression de ¢ donnée par Eq. (4.106) pour obtenir

q;ert / Foo(6,0) [V © 6X = 6X @ Vi1 99(Xoi )
- _At/V X (((x)Ent1(x)) ¥(x)dx — At/v % (B(x)En(x)) (x)dx.
(4.119)

A partir de (4.116) et (4.119) on regroupe au second membre de (4.100) les
intégrales connues qui font intervenir les tenseurs de susceptibilité a et (3. Pour
toute fonction test ¢ la formulation faible, obtenue a partir de (4.100), est donnée
par

[Bratutix+ 55 [V 59 B (w0
4 [ XOB Ik = At [T x (¢ () wlx)ax
- [Qutix - 2 [Tsaviax

/ (%) E, (%) (x )dx+At/V>< X)E, (x)) 1 (x)dx. (4.120)

Finalement on obtient ’équation locale suivante

At2

En+1 + V x V x En+1 + XETZ+1 — AtV x (CEn+1) Q + Q*, (4121)

ou Q est donné par Eq. (4.109) et Q* par
Q" = —aE, + AtV x (BE,) (4.122)

4.2.5 Linéarisation simplifiée des termes de force

Le calcul développé dans la section 4.2 prend en compte la linéarisation com-
pléte des termes de force électrique et magnétique. Ici nous mettons en évidence
la simplification apportée en négligeant la linéarisation du facteur de Lorentz
v, dans le terme de force magnétique, c’est-a-dire en faisant I'approximation
Yn = Y. En reprenant les calculs introduits dans la section 4.2 on obtient les
termes correctifs suivants :

Atg, e~
U = 475 (I+ Ry(X,)) Bt (Xt (4.123)
X — At?q, 1 7 ﬁn+1/2 ® ﬁn+1/2

A4ms Yni1/2 Vot1/26

(T+ R.(X,))Ep 1 (Xns1) (4.124)
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Dans ce cas les susceptibilités relativistes sont données par

G0 = MG+ R ()0 (4.12)
(oo = A0l G @eRL60) (120

8€oms Ynt1/2(X)

ou la matrice de rotation R, induite par le champ magnétique est définie par
Ron(x) = RJA(X,)] avec 0(X,) = 25LB,(X,,). Notons que la correction en

2ms7.
vitesse ainsi obtenue dV = §X/At est proche du terme correctif retenu par

Welch et al. dans le code LSP |32, 33|, qui s’écrit :

At [T+ Ry(X,) 1g -
2Yng1/2Mms 2 2 +1/2 +1/2 +1 ( )

oV =

Mais notre expression de 6V semble plus rigoureuse puisqu’elle découle directe-
ment de la méthode directe.

4.3 Reésolution numérique de I’équation d’onde élec-
tromagnétique

4.3.1 Reésolution par une méthode itérative

Dans cette section, nous esquissons la méthode numérique utilisée pour ré-
soudre Eq. (4.108) dans le cas d’un espace des phases 2Dz — 3Dv avec des
conditions aux limites périodiques suivant la direction transverse y. Dans un
premier temps, nous calculons les susceptibilités implicites pour chaque macro-
particule, on en déduit x(X,, U,) et ((Xp, U,). Puis on projette ces quantités
sur le maillage cartésien (z,y) en utilisant les formules :

ZZS x(X,,U,), (4.128)
ZZS ((X,,U,). (4.129)

Puis on applique la méthode itérative de Concus et Golub [96] pour résoudre le
systéme elliptique défini par Eq. (4.108), ce qui donne dans ce cas

AL

Em+D) V x V x ) 1\ VM) _ A4y x (QOE(’”‘H)) = Q(m) (4.130)

Le second membre de Eq. (4.130) est donné par
Q™ =Q - (x = X\OE™ + AtV x [(¢ — ¢°) E™)] (4.131)
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ot m est 'indice d’itération et x° et ¢V désignent les susceptibilités moyennes
suivant y. La convergence rapide du schéma requiert, en principe, de faibles va-
riations des champs suivant y, cependant cette hypothése ne s’est pas révélée
particulierement contraignante dans les situations physiques que nous avons trai-

tées. Nous définissons les tenseurs moyens x° and ¢° par x° = [x*°] _  _, et

0 = [Ckl70]1§k,l§3’ ot Y0 =< x* > and (M0 =< (M >,. Supposons de faibles
variations des champs électromagnétiques E, B et des tenseurs de susceptibilité
X, ¢ dans la direction transverse, la méthode itérative de Concus et Golub [96]
appliquée a (4.108) nous donne le systéme suivant (en unités normalisées) :

Egm—i-l) + A_t2 (aWE?SmH) 82 m+1)) ol OE(m+1) 2 oE(m+1) Tyt OE(m+1)
— Atd, (<31,0E£m+1 + C32,0Eym+1) + C33’0E§m+1 ) _ Q;m : (4.132)

Eém+1) A2t2 ( aQE(m-H +9, E m+1)) + X21,0E£m+1) + X22’0Eg5m+1) + X23’0E£«m+1)
+ AL, ((HOEMHD y (Opmt) 4 (330 plmal)y = gim) (4.133)

E§m+1) + %752 (_a§E£m+1 32 m+1 ) 13 OE(m+1) 5 oE(m+1) 5 oE(m+1)

—~

o Atax (CQI,OEim—&-l + gQQ,OE
+ Atay (C11’0E§m+1) + €12,0E

m+1) + C23’0E£m+ )
m+1) + <13,0E§m+1)) _ @gm) 7 (4_134)

<

@~

ou m désigne 'itération de la méthode. Les seconds membres sont donnés par :

@(m) :Qx o (Xll . Xll,O)E(m) . (X12 . XlZ,O)Eém) . (X13 . X13,O)E(m)

x x z

+ Atﬁy [(Ciﬂ . <31,0) Eg(gm) + (C32 B <32,0) Eém) + (C33 B <33,0) Egm)} 7
(4.135)
B =0, — (¢ — D — (1 - (RO _ (1B 280) o)
. Atax [(C31 . <31,0) E:S:m) + (C32 . <32,0) Eém) + (C33 . C33,0) E;m)} ,

(4.136)
G Q. — (¥ — PRE — (4% — BB — (¥ — B E
+ At@x |:(<~21 - C21,0) Eim) (<~22 o C22,0) E(m) (<~23 - C23,0) Egm)]
. Atay [(Cll Cll 0) E m) (ClZ C12 0) (<-13 C13,0) Eém)} ’
(4.137)

Afin de discrétiser le systéme (4.132)-(4.134), nous utilisons deux maillages dé-
calés pour la discrétisation spatiale des quantités définies sur la grille. Cette
technique d’usage courant dans les codes PIC électromagnétiques est héritée du
schéma de Yee. Les champs sont discrétisés comme suit : p; ;, J.; 5, B2, Joiv1/2,5
Em,i+1/2,j; By,i+1/2,j; Jy,i,j+1/2; Ey,i,j+1/2; Bx,i,j+1/2 et Bz,i+1/2,j+1/2- Les tenseurs x
et ¢ sont stockés en (i,7) sauf pour xi1, (i1, (21, (31, qui sont positionnés en
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(14+1/2,7), et xa22, C12, (22, (32, placés en (i, 7+ 1/2). Le prochain paragraphe est
dédié a la discrétisation spatiale des équations (4.132)-(4.134).

4.3.2 Discrétisation spatiale de ’équation d’onde

La méthode itérative de Concus et Golub [96] est appliquée aux Eqs. (4.132)-
(4.134). La composante suivant z, Eq. (4.132), devient

AAL?
En+1 + n+1 o En+1 o En+1 + En+1
z,i+1/2,5 2Az Ay ysi+1,j+1/2 yyi+1,j—1/2 y,i,+1/2 y,i,5—1/2
2 2
c* At
o n+1 o n+1 n+1 11,0 n+1
2Ay? (Ex,i+1/2,j+1 2, ey T Ew,z‘+1/2,j—1) t Xis 2Py,

L7120 nt1 12,0 o+l 12,0 pmt1 12,0 i+l
T [Xi Eyigre TXa By X E e T X Ey,i+1,j+1/2]

—l—l 13,0En+1+1 13,0 pnt1 At <31,0 n+1 _C31,0 n+1
2Xi 2,.j 2Xi+1 zi+1,5 27y i+1/2%i+1/2,5+1 i+1/2%,i+1/2,j—1

o At <32,0 n—+1 + <32,0En+1 o C—32,0 n+1 o C32,0 n+1
At - 330 it 33,0 Fnt1 33,0 b1 33,0 Fnt1
1Ay (G BTy + G B i — GBSy — G BN ]
= Qu,it1/2,j- (4.138)
La composante suivant y, Eq. (4.133), devient
n+1 _ At Ertl _9opntl 4 gl
viit1/2 T oApe \Duitlitl/2 vig+1/2 T Pyic1iry2
2 A 42
cAAL
+1 +1 +1 +1
+ 2AxAy (E;L,¢+1/2,j+1 - E:Z,z’—l/Q,j—l-l - E;:l,i+1/2,j + E:,¢—1/2,j>
21,0
Xi +1 +1 +1 +1
+ 14 (Eg,i—l/zj + E:,z‘+1/2,j + E;:L,i—l/Q,j—f—l + E;L,i+1/2,j+1)
23,0
22,0 41 X 1 +1
+ X E;i,j+1/2 + Z2 (E?jj + EZ@'JH)
At T 510 41 +1 31,0 41 +1
o [ Bty Bt jagen) = (B g + Bot o)
At T 320 st 32,0 zm-+1
+ 2Ar Cit yitl+1/2 ) y,i—1,j+1/2
At - 530 1 1 33,0 1 1
t AL (G (Bt + BN ) — G (B + BN )]
= Qy,ij+1/2- (4.139)
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La composante suivant z, Eq. (4.134), devient

AP A
n+l n+1 n+1 n+1 n+1
24,5 2AT INA2 (Ez i+1,5 2Ez 4,7 + Ez Ji— 1,]) - 2Ay2 (E

X31 0 32 0
A n+1 n+1

Ty (Ex,;il/m + By, ]> <
At <<21,0 n+1 21 0 pntl )

_ 2En+1 +En+1 )

z,8,5+1 ERN 2,8,5—1

Ertl 33,0 pn+1
yij-1/2 " yw+1/2) X B

~ ag \Sirielaivyzg — CGiciplaiye,
- 4@_2; [Cffio (E;:il] Vha y,2+1,]+1/2 220 < ;:rll i1/ T Eyz 1,j— 1/2)]
- AL (@, - )

N zLATt - (E;Zﬁl/’zd+1 + B e — Bl — EQ,?L/%A)

* 2_;@1270 <E§,z‘+,yl'+1/2 — By 1/2) * QAA_ty (B - B )

= Q.- (4.140)

Les discrétisations centrées des seconds membres des Eqs. (4.138)-(4.140) sont
données par

~(m) 11 11,0 (m)
Q;Z+1/2,j = Quiv1/25 — (Xz‘+1/2,j - Xi+1/2,j> x?+1/2,j
1 12,0 (m) (m)
Y [(Xm Xi ) <Ey,i7j+1/2 + Ey,i,j*1/2>

12 12,0 (m) (m) 13,0 1(m)

+(Xi+1,] XZ+1 ) (Ey i+1,5— 1/2 + Ey,i+1,j+1/2>:| - (Xi,] Xz,] )EZ,’i,j
_At 31 31,0 (m) 31 31,0 (m)

+ 2Ay [( i+1/2,54+1 Ci—i—l/?) Ex,i+l/2,j+1 - <C¢+1/2,j—1 - CZ-+1/2> Ex7i+1/27j_1

_At 32 32,0\ ga(m) 32 32,0\ fn(m)
+ 2Ay [( ig+1/2 = i ) Ey,i,j+1/2 + ( it1j41/2 — Gitd ) Ey,i+1,j+1/2

32 32,0\ gn(m) 32 32,0\ 7(m)
_ ( i,j—1/2 gz ) Ey@j—l/? - ( i+1,5—-1/2 — Ci-i—l ) y,i+1,j—l/2}
_At 33 33,0\ p(m) 33 33,0\ 1(m)
- 4Ay |:( i+1,5+1 C’H—l ) EZ ji+1,5+1 + ( i+l C-Z ) EZ g+l
33,0 m 33,0 m
_ ( fil,j—l — G ) E,g,il1,j—1 - ( 2?_1 -G ) Eizz 1] , (4.141)
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Q:E/T,Z)jﬂtlﬂ =Qy.ijt1/2 — i [(X% - X?LO) (Eg?ll/z,j + Eﬁil/m)
+ (X?;'H - X?LO) (Eg?l1/2,j+1 + Eg(:;}d/z,jﬂﬂ - (X?3+1/2 - X?ZO)E@(:Z}H/Q
= 5 (068 =X B+ (¢ - B
B (@ = ) By (aios = ) B
- (Cig—ll/2,j - §5,_1,10/2> Ea(ct?ll/zj - <Cz‘3—11/2,j+1 - Cig—li()/z) Ea(cf?il/ljﬂ]
- 2@—2 (€21 = GBS g = (1 — C20) B il
e [y~ ) B + (g — ) B

— (CEEU — C?E’lo) ESQU - (C?ELJ'H - Cff’io) Egilzl,j+1} )

Alm) _ Lz 31,0 (m) (m)
Qz,i,j _Qz,i,j - _(Xi,j —Xi ) (Ez,i—1/2,j + Ez,z'+1/2,j)

2
L 3 320 (m) (m) 33 33,0\ (m)
D) (Xz‘,j — Xi ) (Ey,i,jfl/Z + Ey,i,j+1/2> - (Xm‘ —Xi ) B

At 21 21,0 (m) 21 21,0 (m)
™ Azr [(Ciﬂ/lj - <i+1/2) Ez,i+1/2,j - (Qq/z,j - Ci_1/2> Ea:,i—l/Q,j]

+ AL [( it1,-1/2 ~ Gy vitlj1/2 T ( Py —

_ (Ci2_21,j—1/2 - <¢2,2’10) Eﬁzu’fl/z B (Ci2_21,j+1/2 - Cizin) E?ST?ELJH/?]

o [l 2 B — (- ) B,

- ﬁTty [( 12541 Cz.liio/2> E:E:T?J)rl/z,jﬂ ™ (CZ'I—ll/ZJ'H - C1'1—1710/2> E‘g?zl/z“l
_ < s — Q-1+1’10/2> Eg(cZLJ)rl/sz - (Cil_11/2,j—1 - Ci171,10/2> Ea(cf?zl/ljfl]

- 2_?3 [(Ci?—i-lm - QIQ’O) Eﬁz‘ﬂ/z - (Q}j_m - Cimo) Eﬁ)j—lﬂ}

B % (G = ) B = (Gl = <) BUL

Nous effectuons une transformée de Fourier suivant y des équations définies ci-
dessus. Pour N, mailles, on doit résoudre NN, équations mono-dimensionnelles.
Et si 'on considére N, mailles suivant x, chaque équation prend la forme dun
systéme de 6N, équations. Ces systémes ont une structure diagonale par bande
et sont résolus avec une méthode LU, en utilisant les routines bandec et banbks
de la bibliothéque Numerical Recipes [97|. Les transformées de Fourier des Egs.
(4.138)-(4.140) sont données en Annexe B.

CQQ,O) (m)

i+1 yi+1,j+1/2
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4.3.3 Correction de la charge

Notre fagon de déterminer les densités de charge et de courant [Eqgs. (4.76)
et (4.102)] ne satisfait pas a la conservation de la charge; 'équation de Pois-
son n’est donc pas vérifiée. Il s’agit d’'un défaut récurrent des premiers codes
PIC électromagnétiques [21] qui peut étre corrigé par un schéma de projection
plus sophistiqué [46, 47]. Une alternative bien connue, qui sera mise en oeuvre
ici, consiste a corriger la partie électrostatique du champ électrique E, ., solu-
tion de Eq. (4.108) de telle sorte qu’il satisfasse I’équation de Poisson [21]. Le
principe est identique a celui de la correction de Boris, mais modifié par l'al-
gorithme prédicteur-correcteur. En utilisant des quantités normalisées, la loi de
Gauss s’écrit

V-E;. | = pni1; (4.142)

ou E} | représente le champ électrique recherché. En utilisant p, 41 = ppq1 — V-
(XE;';H), on en déduit

V[ 0B] = (4.143)
En prenant maintenant la divergence de Eq. (4.108) nous obtenons
V(14 )Bun] = V- Q (1.144)

otl, en général V- Q # p,.1. Dans un premier temps on peut imaginer introduire
un potentiel ¥ tel que Q" = Q — V¢ satisfasse V - Q" = p,11, mais Hewett et
Langdon ont montré que cette correction entraine des effets aberrants [38]. On
peut déterminer une correction plus physique avec la forme suivante [38|

Q' =Q-IT+x)Vvy, (4.145)
d’ou l'on déduit
VA +x)VY] =V -Q = ppyr, (4.146)
ce qui est équivalent a

ol la seule inconnue est le champ scalaire 1. Finalement, le champ corrigé E;_,
qui vérifie Eq. (4.143) est donné par E; | = E, ;1 — V.

A présent, nous allons détailler la procédure utilisée pour résoudre 1’équation
(4.147) dans le cas d’une géométrie bi-dimensionnelle. Comme pour ’équation
d’onde, nous utilisons la méthode itérative de Concus et Golub [96], qui s’écrit
ici

—V- [+ XV = p = V- (14 ) En] + V- [(x = xX°)Ve™] (4.148)
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on x° = [x*°],_, -, désigne la moyenne suivant y du tenseur de susceptibilité
x avec M0 =< y* > E,,; est la solution de I'équation d’onde (4.108) et
m désigne 'itération. En oubliant ce dernier indice, nous discrétisons 1’équation

ci-dessus sous la forme

1 1 1
“Ar (1 + X:Jlrfﬂ]) A—x(¢i+1,j — ij) — (1 + lelf/Z ]> _wi,j - %1,]')]
1T |
_E le—?-lc]JQA (werl]Jrl_lerlj 1) XZIQIOJQA (wz 1]+1_wl 1,5— 1):|

1 21,0 1 21,0 1
- 2Ay _Xi,j—H AT (¢i+1,j+1 - ¢i—1,j+1) ng 1 AL (1/)2‘4_1’]'_1 — 1/}1-_1,]'_1)

1 [ 22,0 1 22,0 1
A _(1 + XZ j+1/2> A_y(d}i,j—i-l - 77Z)i,j) - (1 + XU 1/2> A_y(¢i,j - wz‘,j—l)}
=5, (4.149)

ol le terme source S est défini par

11 11 ,0

B [(X" = X"M0)0u0 + (X — X"0) 0,0
ay [(XQI 21 0) $¢+( 220) yw} +P
—0, [(1+ X" Ex] = 02 (x ”Ey> = 0x (X"*Ez)
-0, X*'E,) — 9, [(1+ x> E,] — 0, (X*E.) . (4.150)

+
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Une discrétisation spatiale centrée de (4.150) est donnée par
S =+ 2 | Ot = XE38) i Wi = 0) = Oty = XE20) 3 (g = im0
Ax ’] /2 Ag /%3 127 Ax:
"‘ﬁ {(leil,g Xﬁio)22 (Yit141 — Yig1,5-1)
_(Xilzl,] le30> iy(wil,ﬂl —%1,]‘1)]

1 21,00 1
+ m [(X?;’H Xi )QA (¢z+1,y+1 — i 1,]—4—1)

1
(X XflO)QA (Vit1-1 — ¢z‘—1,j—1)]

1 22 22,0 1 22 22 ,0 1
b | = X3 g = 5) = Oy = X 0y = Y1)

1
Al’ [(1 + X@+1/2 ])Ex,i+1/2,j - (1 + Xilll/QJ)Em,i—l/QJ}
1 Xz‘+1,‘ X»}EL'
" 9Ax [ 9 ’ (Ey,i+1,j+1/2 +Ey,i+1,jfl/2) - J (Ey,ifl,jJrl/Z +Ey,i71,j—1/2)
1

oAr [XH_lez i+1,5 — Xilil,jEzzi_lvj]

1 Xi,j-{-l E E X?,;—l E E
o m 9 ( zi+1/2,5+1 T Z,ifl/Z,jJrl) T ( wit1/2,j—1 T x,i71/2,j71)
1
A, [(1 + Xzy+1/2) Eyijr1/2 — (1 + X?,§—1/2) Ey,i,jfl/Z]
1
2A [XWHEZ,Z',J'H - X?E—lEz,i,jfl}
+ Pij (4.151)

On effectue une transformation de Fourier suivant y sur les équations ci-dessus.
En prenant N, mailles on doit résoudre NV, équations mono-dimensionnelles. Dans
le cas de N, mailles suivant x, chaque équation prend la forme d’un systéme de
2N, équations. Ces systémes ont une structure diagonale par bande et sont résolus
avec une technique LU [97].

4.3.4 Conditions aux limites électromagnétiques absorbantes
ou injectantes

Dans cette section nous décrivons la mise en ceuvre de conditions aux limites

injectantes ou absorbantes aux deux bords 4z de la boite de simulation. Les
ondes électromagnétiques incidente et diffusée peuvent étre représentées comme
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une somme d’onde polarisées linéairement et ne dépendent que du terme de phase
k - x — wt. Les ondes polarisées dans le plan (x,y) vérifient alors

E;" = B cos 0; (4.152)
Bt = — B3 cos b, (4.153)

ol #; et 65 désignent respectivement les angles d’incidence et de réflexion. Le
champ total devient

tot __ scat inc
Ey = Ey + Ey | (4.154)
= — B cos b, L 0; 0, 4.155
2 cosfs + 0 (cosO; + cos ;) ( )

En discrétisant avec des différences finies centrées en espace et en temps, on
obtient

1 n+1 n+1 n n n+1/2
1 (Ey,Jlr,jH/z + Ey,—g,j+1/2 + By T Ey,07j+1/2) = _Bz,1/2,j+1/2 cos 0,
inc,n 91 63
| inent1/2 [€086; £ cosby) (4.156)

ya1/27j+1/2 CcOoS 91

En utilisant I’équation de Maxwell Faraday, on peut exprimer E’ylgi +1/2 comme

une fonction des valeurs du champ aux points internes du maillage et aux instants
précédents. Nous avons

2 At 2AAL
n+1 n+1 n+1 n+1
Epoive = A iy ( Ay 080 — 1) T Ay 8 0s (Exj/2,j+1 - Ezj/z,j)
_ 2AAL = =
n—1/2 n—1 n—
— 4400 B,y e+ 1 costs (Ey,LjJrl/? - Ey,o,§'+1/2>
2AAL = = 4A inc,n+1/2
. cos 0 <E$,1/127j+1 — Em/l%) +— ’: (cost; +costy) B0 7
—A(E) e+ Ejogige) - (4.157)
ou le coefficient A est donné par
At -
A=(1+2— 0, . 4.158
< + A 08 ) ( )

Une équation similaire peut étre établie pour les ondes polarisées suivant z, qui

s’écrit
En+1 _ BEn-H (Q—At 1)

z707j Z717j Am COS 98 -
: : AB _,up  2BAL (=, =,
B B(EZ’O’j + Ez’l’j) + cosf, Y125 " Az cos b, (Ez’l’j B EZ’O’j)
, )
ABEMert2 (1 C8s 4.159
+ z,1/2,5 + COS 91 ’ ( )
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ou le coefficient B est donné par

oAt \ 7
B=(14 ———— : .
( i Az cos 93> (4.160)

Soulignons que les équations précédentes ne s’appliquent que dans le vide.
Pour vérifier cette hypothése on applique les conditions aux limites sur les parti-
cules quelques mailles avant les limites électromagnétiques du domaine de calcul.

4.4 Analyse numérique de la méthode implicite
directe

4.4.1 Relation de dispersion d’une onde électromagnétique
dans le vide

Notre objectif ici est de quantifier 'erreur sur la vitesse de phase et 'amortis-
sement des ondes électromagnétiques en fonction des pas d’espace et de temps.
En particulier, nous montrerons que le parameétre ; permet d’ajuster I'amortis-
sement d’une onde électromagnétique donnée.

En combinant les équations de Maxwell-Ampére (4.69) et de Maxwell-Faraday
(4.70) pour une onde se propageant dans le vide, on obtient I’équation d’onde
suivante
At

2

Le terme filtré temporellement fait intervenir le parameétre d’amortissement ajus-
table 0 [Eq. (4.72)] et peut étre développé sous la forme

En+1 =2E,-E, -

V x V x (EW + En_1> . (4.161)

2 2 2 ) 2
0:\° (0,\°
+(1—3f) (%) E, 3+... (4.162)

Dans une géomeétrie 2-D, en prenant un champ électrique de la forme E, =
Eo®(z,y)z", avec z = exp(—iwAt) et i = v/—1, Eq. (4.162) devient

_ 0 0:\> 0\ 0
E,oi +E, 1 =E, 1+ 2B, + <1 - —f) E, 1+ ( - —f) IE, ,

= 0:\° 0
E.n+E, 1= qu)(x,y){z_l [( — —f) + Ly 22

2 2
2 2
+( —%) %2_2 1+0—fz‘1+<9—f> 2724

2 2

(4.163)
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ou le parameétre d’amortissement ajustable 6, € [0,1]. En simplifiant la somme
dans le second membre de Eq. (4.163) nous obtenons

2 2

Qf 29]0 22,71
IR I A, 4.164
+< 2) 22:—0; (" (4.164)

On suppose que l'onde électromagnétique est polarisée dans le plan (z,y) avec
une dépendance harmonique ®(z,y) = exp [i(k,x + kyy)]. En substituant 1'Eq.
(4.164) dans I'Eq. (4.161) puis en discrétisant spatialement le laplacien, on obtient
aisément le polynome de degré trois suivant

0:\> 0 0, \> 0 0?2
2 _ 9, _1_ _ Jf 2 A T S G
22 =2z-1 {{(1 2) +2z—|—z}—|—(1 2) 22—@}2’ (4.165)

ol nous avons introduit

2 A\ 42 2 A 42
s A |, (k. Ax A, (kyAy
Q _4{—Ax2 sin < 5 + N sin 5 . (4.166)

L’Eq. (4.165) se simplifie en

_ 0,\> 0
E,i1 +E, 1 =E\®(z, y){zl [(1 — —f> NERE P

PR2+Q%) —2(A+0,)+ 22+ Q%1 —6;) +20¢] — 0, =0. (4.167)

Examinons pour commencer le cas particulier 6y = 0. Les racines sont solu-
tions de
22+ 0) -4z +(2+Q%) =0 (4.168)

Le discriminant A = 4 — (2 + Q?)? étant toujours négatif, on obtient les racines
ze = (2+1V/—A)/(2 + Q?), qui satisfont & |z,| = |2_| = 1. Nous avons ainsi

démontré 'absence d’amortissement lorsque 6y = 0. La figure 4.1 représente
la vitesse de phase normalisée vy = ¥ (ou k = /k2 + k2) pour différentes

valeurs de cAt/Azx = cAt/Ay. L'erreur de phase croit lorsque Az ou/et At/Ax
augmentent. Une valeur cAt/Az > 1, qui viole la contrainte de stabilité d’un
schéma explicite, implique donc un pas spatial modéré k, Az < 0.38 (cAt/Ax =
1.27) pour éviter une erreur sur la vitesse de phase trop élevée (> 5%). Notons
que celle-ci peut donner lieu & un rayonnement Cerenkov artificiel, et donc au
ralentissement de particules chargées relativistes [98].

Traitons & présent le cas 0y # 0. Les figures 4.2 et 4.3 représentent la vitesse
de phase normalisée v,/c (gauche) et le taux d’amortissement SwAt? (droite) de la
racine la moins amortie de Eq. (4.167) comme des fonctions de (k, Az, k,Ay) avec
0 = 1. Des coupes de ces deux quantités dans le plan k, = 0 sont respectivement
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représentées sur les figures 4.4 et 4.5. Sans surprise, I’erreur sur la vitesse de phase
augmente lorsque Az et At/Ax croissent. Pour 6y = 1, un rapport cAt/Az > 1
implique donc un pas spatial réduit k, Az < 0.28 (cAt/Ax = 1.27) pour conserver
une erreur sur la vitesse de phase inférieure & 5%. Dans ce cas le taux d’amortisse-
ment, qui augmente aussi avec Ax et At/Ax, s’avére trop important pour des ap-
plications qui reposent sur la propagation d’une onde électromagnétique sur plu-
sieurs longueurs d’onde. Par exemple, si 'on suppose k, Az = 0.2 et cAt/Az =1,
un temps de propagation typique de 200At requiert |Sw|At < 2.5 x 10~* pour
que la dissipation numérique soit quasi-négligeable (< 5%).Comme on le constate
dans la Fig. 4.5 (droite), cette condition ne peut pas étre satisfaite lorsque 6 = 1,
ce qui plaide une fois de plus en faveur d’un schéma avec amortissement ajustable
pour une modélisation précise de 'interaction laser-plasma.

0.8 0.95
0.9
0.6
0.85
0.4
0.8
0.7-
0.2 0 \\/{.3
01 0273 0102 0.75

0
ky Ay

k Ax
X

k Ax
X

FIGURE 4.1 — Vitesse de phase de la racine la moins amortie de Eq. (4.167)
en fonction de (k,Az, k,Ay), pour différentes valeurs de cAt/Ax = cAt/Ay €
{0.05,0.66,1.28,1.9,2.5} (de haut en bas) et §; = 0. Un domaine (k,Ax, k,Ay)
plus étroit est représenté a droite.

4.4.2 Relation de dispersion électrostatique du plasma dis-
crétisé en espace et en temps

Nous allons maintenant analyser la relation de dispersion numérique des fluc-
tuations électroniques, d’un plasma Maxwellien, uniforme, non-relativiste avec
un fond neutralisant fixe. De méme que dans la premiére partie nous adoptons le
formalisme de Langdon [99, 36, 37, 100], qui prend en compte des pas d’espace
et de temps finis, et qui se préte a toute discrétisation temporelle de ’équation
de Lorentz. On suppose un nombre infini de macro-particules, ce qui équivaut
a une fonction de distribution continue en vitesses. Dans ce cadre, comme ex-
pliqué dans ’annexe A, le schéma implicite direct avec amortissement ajustable
peut étre facilement pris en compte. La relation de dispersion reliant la pulsation
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0.8
0.6
0.4
, 0.2
2
kXAx 30 kyAy kxAx 30 kyAy

FIGURE 4.2 — Vitesse de phase (& gauche) et taux d’amortissement SwAt (&
droite) de la racine la moins amortie de I’'Eq. (4.167) en fonction de (k, Az, k,Ay),
pour différentes valeurs de cAt/Az = cAt/Ay € {0.05,0.66,1.28,1.9,2.5} (de
haut en bas a gauche, et de bas en haut a droite) avec 6y = 1.

1
0.95 015
0.9
0.1
0.85
0.8 0.05
0.74 0.75
0 01 0292
02 o3 0.1

0 O
ky Ay

k Ax
X

FIGURE 4.3 — Identique a la Fig. 4.2 mais sur un domaine (k,Az,k,Ay) plus
étroit.
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0 1 2 3 0 1 2 3
ky AX ky A X

FIGURE 4.4 — Vitesse de phase (& gauche) et taux d’amortissement SwAt (&

droite) de la racine la moins amortie de I’'Eq. (4.167) en fonction de (k,Ax), pour

différentes valeurs de cAt/Ax = cAt/Ay € {0.05,0.66,1.28,1.9,2.5} (de haut en

bas a gauche, et de bas en haut a droite) avec 6y = 1. La vitesse de phase sans

amortissement (6; = 0) est représentée en pointillés.

11 w w w 10

Pl

0 01 0.2 03 0 01 0.2 03
ky AX ky A X

FIGURE 4.5 — Identique a la Fig. 4.4 mais sur un intervalle (k,Ax) plus étroit.

109



complexe w au nombre d’onde réel k s’écrit

(Az/Ap)® sin (k,Ax/2) 2m+2 sin(k,Az) +oo
(kAx)? [wr Z [ k,Ax/2 ] kA _Z [1+&,2(8)]
kAz/2 qg=—00

(prt) /2 +oo 9 | sin (k?pr/2) 2m+2 Sin(kpAg;) B
(h0)? [Mr;@ ) R RS0 =0,

1+

kAz/2
(4.169)

ou m est Pordre de la fonction de forme [21]. k, = k—27p/Az et w, = w—2mq/At
sont le nombre d’onde et la pulsation auxquels s’ajoutent des multiples du mode
de grille respectif. Z désigne la fonction de Fried et Conte [48] dont I'argument
est & = wy/V2k,v, (avec v; la vitesse thermique électronique). De plus, nous
avons posé la fonction S telle que
00 ilw/up)s(wpht) o
_ o —5(Ap/Ax)?s?(kAx)? (wpAt)
S(6y) ; P : (4.170)

avec la valeur $(0) = 1. Nous avons résolu numériquement Eq. (4.169) en utilisant
le solveur non-linéaire STRCNE développé dans la Réf. [50] et 1'algorithme de
la Réf. [51] pour calculer la fonction Z. Nous restreignons I'analyse qui suit a
des systémes caractérisés par une résolution grossiére de la longueur de Debye
(Az/Ap > 1), ce qui est courant dans la simulation & grande échelle de plasmas
de densité élevée.

La figure 4.6 montre la dépendance en k de la pulsation complexe du mode le
plus instable solution de Eq. (4.169), pour §; = 1, w,At = 2 et plusieurs valeurs
de Az/Ap. Pour Ax/Ap = 32 (i.e., v;At/Ax = 0.06), Pessentiel du spectre en
k est amorti sauf pour une région instable limitée autour de kAx ~ 2.6 avec un
taux de croissance maximal Sw/w, ~ 0.011. L’instabilité constatée est due a un
effet d’aliasing associé a la discrétisation spatiale. Comme nous ’avons vu en 2.2,
ce phénomene|21] affecte les simulations PIC dés que Az /Ap > 1, entrainant une
croissance non physique de I’énergie des champs et le chauffage du plasma. Cette
instabilité provient du couplage des multiples du mode de grille avec le mode
plasma électronique dans Eq. (4.169). A grand pas de temps (i.ew,At > 1) la
dépendance de la partie réelle de la pulsation en fonction de k n’est pas trés phy-
sique : w est sensiblement inférieur a w, pour k = 0 et s’effondre lorsque k croit.
Comme on le constate dans Fig. 4.6, réduire Axz/Ap conduit & une stabilisation
compléte du systéme avec un déplacement du mode dominant vers les petites
valeurs de k. Pour Az/A\p = 4 (i.e., v;At/Az = 0.5), le mode le moins amorti
est localisé en KAz = 0.76 avec Sw/w, ~ —0.1. Ce déplacement du mode domi-
nant vers les petits nombres d’onde indique une transition d’un régime dominé
par la discrétisation spatiale vers un régime dominé par la discrétisation tempo-
relle. Les caractéristiques du mode dominant en fonction du ratio Ax/Ap > 1
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order 1: mpAt =2, ax/A,=32,8=1 order 1 : mpA'l =2, Ax/A, =20,08=1 order 1: mpAt =2, M/ =4,8=1
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FIGURE 4.6 — Partie réelle de la pulsation (en bleu) et taux de croissance (en
rouge) en fonction de KAz pour le mode dominant solution de Eq. (4.169) avec
wpAt = 2, 0y = 1 et un facteur de forme linéaire (m = 1) : Az/Ap = 32 (a
gauche), 20 (au centre) et 4 (& droite).

Az /Mp 14.3 22.6 32 64
linéaire -0.024 3.3 x 1073 0.011 0.01
(2.11) (2.42) (2.58) (2.85)
quadratique -0.04 -0.015 —3.7x107% 28x1073
(1.96) (2.30) (2.48) (2.70)
cubique -0.039  -0.018 —8.6x107% —2x107*
(1.84) (2.14) (2.36) (2.67)

TABLE 4.1 — Partie imaginaire de la pulsation Sw/w, (nombre d’onde kAz) du
mode dominant en fonction du ratio Ax/Ap et de I'ordre du facteur de forme
pour wpyAt =2 et 0y = 1.

et de l'ordre du facteur de forme sont résumées dans le tableau 4.1 pour 6y =1
et wpyAt = 2. L'influence bénéfique d'un schéma d’interpolation d’ordre élevé est
clairement mise en évidence : le systéme est stabilisé jusqu’a Az/\p = 32 avec un
facteur de forme quadratique, et Az/\p = 64 avec un facteur de forme cubique.
Par ailleurs, le mode dominant de plus en plus amorti voit son nombre d’onde
diminuer.

Un lien entre les calculs actuels et des résultats de simulation implicite précé-
demment publiés [82, 86| est fourni par les tables 4.2 et 4.3. Celles-ci soulignent
I'influence du ratio v;At/Az = w,At/(Ax/Ap) et du paramétre d’amortissement
(pour un pas de temps w,At = 2) sur le mode dominant. De nombreuses simu-
lations PIC implicites électrostatiques utilisant le schéma Dy (i.e., y = 1) et un
facteur de forme linéaire ont permis de mettre en évidence le régime suivant pour
lequel I’énergie est correctement conservée |82, 86] :

At
0.1 <yp—<1 4.171
~ UtAQZ’ ~ ( )

Méme si I’analyse de stabilité linéaire menée ici ne prétend pas reproduire tous les
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0; 0 0.1 0.5 1

v At/ Ax
0.05 0.0166 0.016 0.0150 0.012
(2.64) (2.64) (2.67) (2.67)
0.0625 0.0192 0.0187 0.0161 0.011
(2.51) (2.51) (2.54) (2.58)
0.1 0.0204 0.0185 0.01 —1.8 x 1073
(2.18) (2.18) (2.27) (2.33)
0.25 8§x 107 —74x107% -0.04 -0.08
(1.05) (1.11) (1.28) (1.46)
0.5 0 -0.01 -0.0508 -0.105
(0.39) (0.54) (0.63) (0.76)
1 0 -0.0102 -0.0532 -0.112
(0.14) (0.27) (0.33) (0.39)

TABLE 4.2 — Partie imaginaire de la pulsation Sw/w, (nombre d’onde kAz) du
mode dominant en fonction du ratio v;At/Az et du paramétre d’amortissement
; pour w,At = 2 et un facteur de forme linéaire (m = 1).

aspects du chauffage numérique [21, 55|, les résultats du tableau 4.2 confirment
approximativement la borne inférieure de l'estimation heuristique donnée par
(4.171). En particulier, ils révélent une stabilisation compléte du systéme quand
v At/Az 2 0.1 dans le cas d’un facteur de forme linéaire et §; = 1. Pour des
valeurs de 6 plus faibles, la stabilisation est atteinte en augmentant v;At/Ax.
De plus, le tableau 4.3 montre que le recours a un facteur de forme quadratique
permet de supprimer l'instabilité issue de la discrétisation spatiale avec un ratio
v At/ Az réduit (2 0.06) pour #y = 1. A Dlinstar de la Fig. 4.6, une transition
claire entre les régimes spatial et temporel respectivement dominés par des modes
a grands et petits k£ apparait lorsqu’on augmente v;At/Az. Comme attendu, un
facteur de forme d’ordre élevé (m > 1), qui permet de filtrer les modes spatiaux
haute fréquence, ne s’avére hénéfique que dans le régime spatial (pour v,At/Ax <
0.25). Notons que nous n’avons pas examiné les valeurs v;At/Ax > 1 puisque pour
wpAt = 2 cela impliquerait Az /Ap < 2, un domaine de I'espace des paramétres
de peu d’intérét pour les applications susmentionnées.

On peut compléter notre analyse des propriétés de stabilité du schéma avec
amortissement ajustable en fixant le ratio v;At/Ax = 0.09 et en faisant varier les
pas d’espace et de temps. De maniére équivalente, dans le contexte laser-plasma
considéré, cela correspond a fixer les paramétres woAx/c et wyAt (ot wy est la
fréquence du laser incident) et a faire varier la densité du plasma. Le tableau
4.4 présente les résultats obtenus dans la gamme 1.26 < w,At < 8.94, pour la-
quelle 14.3 < Az/Ap < 101. On constate qu’'un facteur de forme linéaire s’avére
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0; 0 0.1 0.5 1

v At/ Ax
0.05 5.3 x 1073 5x 1073 3.5x 1073 1074
(2.54) (2.54) (2.58) (2.61)
0.0625 54x 1072 48 x103 1.8x10% —-3.7x1073
(2.39) (2.39) (2.45) (2.48)
0.1 32x1072 1.1x107% —-8x1073 -0.0207
(1.99) (2.02) (2.14) (2.24)
0.25 0 —8.1 x 1073 -0.039 -0.078
(0.81) (1.05) (1.22) (1.4)
0.5 0 —9.7x 1073 -0.05 -0.103
(0.33) (0.54) (0.64) (0.76)
1 0 -0.01 -0.053 -0.11
(0.14) (0.27) (0.33) (0.39)

TABLE 4.3 — Partie imaginaire de la pulsation Sw/w, (nombre d’onde kAz) du
mode dominant en fonction du ratio v;At/Az et du paramétre d’amortissement
s pour w,At = 2 et un facteurde forme quadratique (m = 2).

particuliérement inadapté pour la gamme de paramétres considérée. Par contre,
une stabilisation compléte est obtenue pour des facteurs de forme d’ordre > 2.
Notons qu’en termes de parameétres laser-plasma, la derniére colonne du tableau
4.4 correspond a un plasma de 1 keV a 2000n.. (ou n. est la densité critique pour
une pulsation laser wy) discrétisé avec wyAt = 0.2 et wyAz/c = 0.1. Outre d’ac-
céder a des densités plasma trés élevées, 'emploi d’un facteur de forme cubique
réduit sensiblement le taux de croissance maximal de I'instabilité d’aliasing. Ce
qui pourrait nous permettre de réduire le paramétre d’amortissement ¢, tout en
restant stable.
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wpAt 1.26 2 2.83 3.46 4 5.66 6.32 8.94
Az/Ap 14.3 22.6 32 39.1 45.2 64 71.5 101

linéaire -0.0036 0.0034 0.0048 0.0047 0.0044 0.0036 0.0033 0.0024
(2.09) (2.41) (2.59) (2.67) (2.74) (2.85) (2.87)  (2.96)
quadratique  -0.021  -0.015  -0.01  -0.0078 -0.0066 -0.0044 -0.0039 -0.0026
(1.95)  (2.3)  (25) (2.62) (2.68) (2.82) (2.85) (2.92)
cubique -0.022  -0.019 -0.015 -0.013 -0.011 -0.0079 -0.0071 -0.0051
(1.83)  (2.16) (2.36) (2.48) (2.56)  (2.7)  (2.76)  (2.85)

TABLE 4.4 — Partie imaginaire de la pulsation Sw/w, (nombre d’onde kAz) du
mode dominant en fonction des pas d’espace et de temps, du facteur de forme,
pour un ratio v;At/Az = 0.09 et 0y = 1.
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Chapitre 5

Validation du code ELIXIRS :
simulations numériques

Et ’harmonie est trop exquise,
Qui gouverne tout son beau corps,
Pour que 'tmpuissante analyse
En note les nombreux accords.
Baudelaire, Les Fleurs du mal

Le code ELIXIRS est validé sur un ensemble de situations physiques, par
comparaison a des simulations réalisées avec le code explicite CALDER. Nous
commencons par examiner l'injection et I'absorption d’une onde électromagné-
tique, ces deux composantes du code étant essentielles pour I'étude ultérieure de
I'interaction laser-plasma. Dans un deuxiéme temps, nous considérons le mouve-
ment d’une particule chargée soumise & une onde plane de forte intensité. Cette
application nous permet de valider le pousseur de particules dans le contexte re-
lativiste, et d’en souligner les limitations pour de grands pas de temps. Dans une
troisiéme section, nous présentons une premiére application couplant champs et
plasmas au travers de 1’étude des propriétés de chauffage ou de refroidissement
d’un plasma Maxwellien. Dans une quatriéme section, nous présentons des cas
de détente de plasma composé d’une ou de deux populations électroniques. En
section cing et six nous envisageons deux systémes faisceau-plasma siéges d’in-
stabilités dont nous confronterons les caractéristiques mesurées en phase linéaire
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(taux de croissance, amplitude des champs électromagnétiques) aux prédictions
théoriques, dans le cas implicite le pas de temps sera déterminé par le taux de
croissance et la pulsation des modes dominants. Enfin dans une derniére sec-
tion nous traitons le probléme complet de l'interaction d’une impulsion laser
ultra-intense avec une cible plasma sur-critique. Les résultats obtenus, moyen-
nés comme microscopiques, sont comparés avec ceux de simulations explicites
équivalentes.

5.1 Injection, propagation et absorption d’ondes
électromagnétiques dans le vide

Dans cette section nous nous assurons que le solveur électromagnétique per-
met de propager correctement les ondes électromagnétiques dans le vide. Nous
vérifions également le bon fonctionnement des conditions aux limites absorbantes.
Différents cas sont considérés en fonction du profil transverse et de ’angle d’in-
cidence de l'onde. Les pas d’espace et de temps normalisés sont définis par
AT = koAz, AT = koAy et At = wolt, ol wy et ko désignent la pulsation
et le nombre d’onde du laser. Dans le vide kg = wy/c avec ¢ la vitesse de la
lumiére.

5.1.1 Injection/absorption d’une onde plane
Incidence normale

Nous considérons la propagation d'une onde plane d’amplitude normalisée
ay = %{?C = 3 en incidence normale avec AT = AJ = 0.2 et At = 0.2, sur
un maillage défini par 512 x 8 mailles. L’enveloppe temporelle de 'onde est un
trapéze dont les rampes mesurent 5w0_1 et le plateau 80w0_1. On vérifie que 'onde
électromagnétique se propage a %‘15 = 1 et que son amplitude vaut ag. En fin de
simulation (Fig. 5.1 et wot = 300) 'amplitude du champ E, résiduel est de 'ordre

de a/1000. Ce résultat valide les conditions aux limites absorbantes.
5.1.2 Injection/absorption d’un faisceau gaussien
Incidence normale
Considérons maintenant la propagation d’un faisceau gaussien de largeur a mi-
hauteur 36¢/wp en incidence normale avec des pas d’espace Az = 0.2, Ay = 0.8

et de temps Af = 0.2 sur un maillage défini par 512 x 256 mailles. L’enveloppe
temporelle considérée est la méme que dans le cas test précédent. L’enveloppe de
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E, en wet = 100 Ey en wpt =180 2 Eyenapt=300

3 3 Bx10
2 2 4
1 1 2
£ £ L
% 0 %20 %0
3 3 3
-1 1 -2
2 2 -4
-3 R -3 . £ B L L
0 50 100 0 50 100 0 50 100
woXfc woXfc woX/c

FIGURE 5.1 — Propagation dans le vide en incidence normale : coupes du champ
E, lors de la propagation, pendant et aprés absorption au bord droit. La discré-
tisation est définie par Az = Ay = 0.2 et At =0.2.

I’onde dans la direction transverse s’étendant sur environ six longueurs d’onde,
celle-ci crée un champ longitudinal £, de faible amplitude (Fig. 5.2(b)), induit
par la variation transverse de B,. Le champ électromagnétique se propage cor-
rectement (Figs. 5.2(a) et 5.3) et Pamplitude du champ réfléchi aprés absorption
est négligeable devant I’amplitude de I’onde incidente.

Incidence oblique

Soit maintenant la propagation d’un faisceau gaussien injecté selon un angle
de 30 “ avec des pas d’espace AT = AJ = 0.2 et de temps At = 0.2. Le maillage
est constitué de 180 x 512 mailles. L’enveloppe temporelle de 'onde est un trapéze
dont les rampes mesurent 5w, ' et le plateau 20w, '. L’enveloppe de 'onde dans
la direction transverse a la forme d’une gaussienne dont la largeur a mi-hauteur
vaut 2Ag cos(30 7 ), o \p désigne la longueur d’onde laser. Les deux composantes
du champ électrique sont représentées par les Figs. 5.4(a) et 5.4(b), I'éclairement
du champ électrique correspond bien a a2 (Figs. 5.4 et wot = 40). En outre, le
champ résiduel aprés absorption est négligeable devant ay.
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Ey en w,t=100 Ey en w,t= 180
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(a) Cartes du champ E,
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(b) Cartes du champ E,

FIGURE 5.2 — Propagation dans le vide en incidence normale : cartes des champs
E, et E,. La discrétisation est définie par Ar = 0.2, Ay = 0.8 et At =0.2.

Eyenwpt = 100 E, enagt = 180

3 E, en gt = 300
x 107 Sy &0
3 3
2 2
1 1
L L L
% 0 20 5
<] 3 <]
-1 -1
-2 -2
3 J X -3 ‘ g . ‘
0 50 100 0 50 100 0 50 100
woX/c wX/C wox/c

FIGURE 5.3 — Propagation dans le vide en incidence normale : coupes du champ
E, lors de la propagation, pendant et aprés absorption au bord droit. La discré-
tisation est définie par Az = 0.2, Ay = 0.8 et At =0.2.

118



Ey en oyt =40 Ey enwyt="70 Ey en oyt = 200
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(b) Cartes du champ E,

FI1GURE 5.4 — Propagation dans le vide selon une incidence de 30 : cartes des
champs F, et E, lors de la propagation, pendant et aprés absorption. La discré-
tisation est définie par Az = Ay = 0.2 et At = 0.2.
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5.1.3 Propagation d’une onde plane avec amortissement

ajustable
E, at @, t=250 E, at @, 1=250
3
Al | 3
1 I 1
0
A ] -1
2 1 J 3
gl ‘ ‘ A ‘ ‘ . ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
W, xic W, x/c

E, at o, 1=250
3 e

0 50 100, 150 200
o, x/c

FIGURE 5.5 — Propagation d’une onde plane avec §; = 1 (en haut a gauche),
8; =0 (en haut a droite), et un indice 6, variable suivant Eq. (5.1) (en bas).

Nous illustrons ici les capacités du schéma implicite avec amortissement ajus-
table, mis en oeuvre dans le code ELIXIRS pour propager les ondes électroma-
gnétiques dans le vide. Considérons une onde plane de potentiel vecteur normalisé
ap = 3 et de fréquence wy, qui entre par le bord gauche de la boite de simulation
de dimensions 1024Axz x 4Ay, avec Ax = 0.2¢c/wpy, Ay = 0.8¢/wy et At = 0.2w; .
L’onde est injectée et absorbée en utilisant la méthode détaillée dans 4.3.4. La
figure 5.5(gauche) montre "amortissement monotone de I'onde incidente quand
un parametre d’amortissement uniforme 6y = 1 est appliqué. Aprés avoir traversé
la boite de simulation, ’'amplitude de ’onde ne vaut plus que 46% de sa valeur
initiale, ce qui est proche de la valeur théorique (49%) déduite de la relation
de dispersion analysée en 4.4.1. La Fig. 5.5(droite) illustre la propagation sans
dissipation obtenue avec ¢y = 0. Finalement, avec I'idée d’appliquer cette tech-
nique a l'interaction laser-plasma, nous abordons le cas d’une variation spatiale
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du parameétre 6y de la forme

0y =0, 0<wz/c<b5l2
0 =1, 51.2 <wor/c < 153.6 (5.1)
0y =0, 153.6 <wozr/c < 204.8

La figure 5.5(centre) montre que la discontinuité en 6; n’entraine pas d’effets
parasites significatifs. Cette propriété recherchée s’avére particuliérement utile
pour la modélisation de l'interaction laser-plasma puisqu’elle permet de propager
I'onde laser sans atténuation sur plusieurs longueurs d’onde avant d’atteindre
la cible surcritique, pour la stabilité de laquelle un amortissement numérique
s’impose. Par ailleurs, nous avons vérifié que la réflexion qui survient au niveau
de la discontinuité de surface (~ 0.1% dans ce cas) est proche de celle prédite par
la formule de Fresnel R = (N (1) — N(0))?/(N(1) + N(0))?, ou N(0y) = c/vs(6y)
est I'indice de réfraction numérique obtenu dans la Sec. 4.4.1.

5.2 Validation du pousseur relativiste

Afin de valider le pousseur dans un contexte relativiste, nous déterminerons
dans un premier temps les équations qui régissent la dynamique d’une particule
chargée dans une onde plane propagative. Dans un deuxiéme temps nous compa-
rerons les résultats théoriques et numériques.

5.2.1 Mouvement d’une charge dans une onde plane

En nous appuyant sur le dévoppement fourni en Annexe C nous rappelons
les équations qui décrivent le mouvement d’un électron dans une onde plane
ultra-intense. L’électron étant initialement au repos, la conservation du moment
canonique transverse (C.6) s’écrit p; = eA | ainsi nous pouvons déterminer com-
plétement le quadri-vecteur impulsion-énergie défini par (cp,, cpy, cp., myc?). La
conservation du moment canonique transverse et le systéme (C.17,C.18) donnent
dans le référentiel du laboratoire :

Pl
CPx 2me
wy | _ | aomef(5)sin(e) 52)
cp. 0 '
2 p?
me7yC Mmec® + 5=
avec 9 9 9
= (@)L cos(2)]
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On en déduit les coordonnées (z(7),y(7), 2(7),t(7)) de ’électron dans le réfé-
rentiel du laboratoire aprés une durée 7, et en négligeant I'influence de la fonction
d’enveloppe (i.ef(wor) = 1) :

z(r) = [ 2dt = Cao [ + (1 2u%) 81n(2w07)}

0 me
o(r) = Iy Bt = sy - o) 53)
o) = |
_ (7 _ aj (1-2u?)
() =yt =7+ % | g sin(2er)

Les coordonnées de I’électron dans le référentiel mobile (2'(7),y/(7), 2/ (7),t' (1))

, / / / . . o,
peuvent étre calculées sachant ‘Zl—i =, % = %, on obtient aisément :
(=

P(r) = [ Bedt = Le(1 - B)(a2/8)(1 — 2u?) sin(2wor) + Ter [I — 3 (1 n Z)]
y(r) = [y pedt = y(r)
2(1) = z(7) =0 ]
t(r) =[/~dt =Tr [1 + (1 - 6)%0] + (i} B)(a2/8)(1 — 2u?) sin(2wyT)
(5.4)

Il est possible d’exprimer cette trajectoire en fonction du temps dans le repére
mobile, la phase de 'onde étant un invariant relativiste woT = ¢ = ¢’ i.e wWeT =

wo (t—2) =wh (' —Z). On en déduit w) = s = [ wo] .
1+%

Soit finalement en remplagant wy par wj et en tenant compte de la valeur de
(3 donnée par (C.26) on obtient :
( - (1w2u ) a0/8 SIH(QQO)
0 1+
Y= cos(e)]
(1) (5.5)

0
/ a a? (1—2u?
- (w%) (1+ O) + ZO( 5 b x 7 sin(2¢)

\ ()

Afin d’éviter toute discontinuité du champ nuisible pour 'intégrateur on uti-
lise une enveloppe trapézoidale. Plusieurs termes linéaires en ¢ viennent modifier
la trajectoire établie dans le cas f(¢) = 1. En choisissant correctement la durée
de la rampe du trapéze, le mouvement de la particule pour la polarisation linéaire
choisie reste confiné dans le plan (z,y), et décrit une trajectoire caractéristique
en forme de 8 dans le repére mobile.
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5.2.2 Comparaison aux simulations numériques

Afin de valider le pousseur relativiste nous avons soumis un électron initiale-
ment au repos a une onde plane d’intensité ag. Nous étudions le cas d’un faible
éclairement ag = 0.1 et celui d’un éclairement relativiste ag = 1.5. Les pas d’es-
pace sont fixés et valent Ax = Ay = 0.1c¢/wy. Le pas de temps est susceptible
de varier, il est limité par la condition CFL dans le cas explicite et nous verrons
dans quelle mesure nous pouvons prendre un grand pas de temps pour repro-
duire correctement la trajectoire étudiée avec le schéma implicite. Afin d’éviter
des problémes liés a une mauvaise détermination du champ électromagnétique
dans la premiére colonne du maillage, nous initialisons 1’électron en xy = 0.101 et
Yo = 0. Nous déterminons une solution de référence en intégrant le mouvement
théorique de la particule chargée avec une méthode de type Runge-Kutta d’ordre
4, en faisant I’hypothése que le champ électrique est une onde plane convoluée
par une enveloppe trapézoidale. Considérons les simulations a faible éclairement
Figs. 5.6(a) et 5.7(a), obtenues respectivement avec le code explicite CALDER et
le code implicite ELIXIRS. Les trajectoires sont correctement reproduites avec
les deux méthodes, on remarque néanmoins en agrandissant la trajectoire dans
le repére mobile une faible erreur par rapport a la vitesse de dérive de référence.
Cette erreur peut étre expliquée par I’écart entre la vitesse de phase I’onde élec-
tromagnétique calculée par les solveurs de Maxwell explicite ou implicite et la
vitesse de la lumiére dans le vide.

A fort éclairement Figs. 5.6(b) et 5.8(a)-5.8(c), et pour des pas de temps véri-
fiant At < Ax/ V2 les trajectoires sont correctement reproduites par les schémas
explicite Fig. 5.6(b) et implicite Figs. 5.8(a)-5.8(b). Néanmoins, & parameétres
égaux Figs. 5.6(b) et 5.8(b) la dérive observée lorsqu’on agrandit la trajectoire
dans le repére mobile est plus grande dans le cas implicite. Ces erreurs proviennent
sans doute du centrage plus approximatif de la méthode implicite directe. La cor-
rection 0 U fait en effet intervenir X,, 1 qui est notre meilleure estimation de X, 1.
Pour des éclairements intenses (ag > 1), deux autres termes d’erreur proviennent
de la linéarisation de 7, ainsi les expressions de ['© =7, et de N(INJnH /2) (Eq.
4.99) ne font pas intervenir le champ E, & cause du choix des conditions ini-
tiales Eqs. 4.93; il en résulte que le centrage temporel de ¥, est approximatif. Les
conditions initiales proposées dans 4.2.4, qui font intervenir E,(X,;1) dans les
expressions de I'® et N, pourraient permettre de mieux résoudre la trajectoire
a fort éclairement.

Enfin pour un pas de temps inaccessible au schéma explicite (At/Ax = 1)
|[Fig. 5.8(c)], le schéma implicite reproduit qualitativement la trajectoire attendue.
Dans ce cas l'erreur, essentiellement longitudinale, est accentuée par le retard de
I'ordre du pourcent de I'onde électromagnétique simulée (voir Fig. 4.5).

On remarque dans Fig. 5.9 que le résultat obtenu avec le pousseur du code
LSP (4.127) est grossiérement faux!
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du laboratoire
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(b) ap = 1.5 et At = 0.05w, ',Azx = Ay = 0.1c/wp

FIGURE 5.6 — Trajectoire d'un électron dans une onde plane de polarisation li-
néaire : dans le référentiel du laboratoire (gauche), dans le référentiel mobile
(centre) et agrandie dans le référentiel mobile (droite). Les courbes rouges dési-
gnent les résultats obtenus avec le code PIC explicite (CALDER), tandis que les
courbes bleues correspondent a I'intégration temporelle du systéme différentiel en
Z,Y,Pz,py Par une méthode de type Runge-Kutta.

124



du laboratoire Repere mobile Repere mobile (zoom)
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FIGURE 5.7 — Trajectoire d’un électron dans une onde plane de polarisation li-
néaire : dans le référentiel du laboratoire (gauche), dans le référentiel mobile
(centre) et aggrandie dans le référentiel mobile (droite). Les courbes rouges dé-
signent les résultats obtenus par la méthode implicite directe, tandis que les
courbes bleues correspondent a l'intégration temporelle du systéme différentiel
en x,Y,pz,py par une méthode de type Runge-Kutta.

5.3 Influence de la discrétisation spatio-temporelle
et du facteur de forme sur la conservation de
I’énergie : étude d’un plasma Maxwellien

Nous avons effectué une série de simulations d’expansion libre d’un plasma
d’électrons et d’ions pour quantifier I’écart entre 'analyse linéaire idéalisée de Sec.
4.4.2 et le schéma de type prédicteur-correcteur tel qu'implémenté dans ELIXIRS.
L’objectif est d’avoir une vision plus approfondie des propriétés de conservation de
I’énergie de ce dernier, tout en s’assurant de la concordance avec les prédictions du
modéle analytique. Ces calculs s’inspirent de I’étude de la Ref. [86] et I'étendent
au régime électromagnétique. Le plasma occupe la moitié de la boite de simulation
définie par 300Ax x 4Ay. Nous choisissons un rapport de masse m;/m,. = 900
et des températures identiques 7, = 7; = 1 keV. Nous avons balayé ’espace des
parameétres (Ax/Ap,w,At) dans l'intervalle [5,60] x [1,5]. Pour ce faire, aprés
avoir introduit la pulsation wy d’une onde électromagnétique fictive, et n., la
densité critique correspondante, nous avons choisi Ax = 0.2¢/wy et fait varier le
rapport n./n. et le pas de temps de telle sorte que Ax/Ap € {5,10,20,30,60}
et wpyAt € {1,2,5}. Le paramétre d’amortissement vaut 6y = 1. La durée des
simulations est fixée 4 1000w, '. On en déduit les trois ensembles de valeurs
suivant :

—wpAt =1:
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du laboratoire Repére mobile Repére mobile (zoom)
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FIGURE 5.8 — Trajectoire d’un électron dans une onde plane de polarisation li-
néaire : dans le référentiel du laboratoire (gauche), dans le référentiel mobile
(centre) et aggrandie dans le référentiel mobile (droite). Les courbes rouges dé-
signent les résultats obtenus par la méthode implicite directe (ELIXIRS) avec
0; = 0, tandis que les courbes bleues correspondent a I'intégration temporelle du
systéme différentiel en x,y,p,,p, par une méthode de type Runge-Kutta.
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FIGURE 5.9 — Trajectoire d’un électron dans une onde plane de polarisation li-
néaire : dans le référentiel du laboratoire (gauche), dans le référentiel mobile
(centre) et agrandie dans le référentiel mobile (droite). Les courbes rouges dé-
signent les résultats obtenus par la méthode implicite directe et le pousseur du
code LSP, tandis que les courbes bleues correspondent a l'intégration temporelle
du systéme différentiel en x,y,p,.p, par une méthode de type Runge-Kutta.

At = {0.9,0.45,0.23,0.15,0.075} with N = {1106,2212, 4424, 6636, 13271}

— wpAt =2
At = {1.81,0.9,0.45,0.30,0.15} with N = {553,1106, 2212, 3318, 6636}
— wpAt =5

At = {4.52,2.26,1.13,0.75,0.38} with N = {222,443, 885, 1328,2655}
Pour chaque simulation, nous avons calculé la variation relative de I'énergie ciné-
tique par pas de temps (AK/Kj)/N (ou AK est la variation d’énergie cinétique,
Ky I'énergie cinétique initiale et N le nombre de pas de temps). Pour reproduire
au mieux les résultats de [86] nous avons aussi effectué des simulations électro-
statiques, pour lesquelles le champ électrique est directement calculé a partir de
I'équation de Poisson (4.147).

Ax/Ap 5 10 20 30 60

wpAt

1 3.6 72 500 1400 6300
2 -5.1 17 175 510 2970
5 0.04 -7 10.5 62 440

TABLE 5.1 — Variation relative (x107°) de ’énergie cinétique totale (AK/Kj)

par cycle laser wy 1. cas électrostatique avec facteur de forme linéaire.
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Ax/Ap 5 10 20 30 60
wpAt

1 3.1 70 440 1110 3800
2 -6.2 14.2 150 400 1730
3 -1.3 -10.7 2.6 40.5 250

TABLE 5.2 — Variation relative (x107°) de I'énergie cinétique totale (AK/Kj)
par cycle laser wy L. cas électromagnétique avec facteur de forme linéaire.

Ax/Ap 5 10 20 30 60

wpAt

1 -3.4 10 100 310 1430
2 -6.4 -39 31 110 550
5 -2.8 -10 -9.3 -0.04 64

TABLE 5.3 — Variation relative (x107°) de I'énergie cinétique totale (AK/Kj)
par cycle laser wy* : cas électromagnétique avec facteur de forme quadratique.

Ax/Ap 5 10 20 30 60
wpAt

1 3 -04 22 79 468
2 -5 -56 3.5 25 177
5) 3 76 -96 -7 103

TABLE 5.4 — Variation relative (x107°) de ’énergie cinétique totale (AK/Kj)
par cycle laser wy ' : cas électromagnétique avec facteur de forme cubique.

Ax/Ap 5 10 20 30 60
wpAt

1 24 -17 44 173 130
2 3.8 -48 -1.7 3.7 47
5 3.1 6 82 -74 -35

TABLE 5.5 — Variation relative (x107°) de 'énergie cinétique totale (AK/Kj)
par cycle laser wy ! : cas électromagnétique avec facteur de forme d’ordre quatre.
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Les résultats obtenus sont synthétisés dans les tableaux 5.1-5.3. Les courbes
des énergies cinétiques sont données par les Figs. 5.10- 5.12 : chaque colonne cor-
respond & une valeur spécifique de Az/\p et chaque ligne & une valeur spécifique
de w,At. Notons que nous avons exclu de ces graphiques le cas Az/A\p = 60
qui donne toujours lieu a un fort chauffage numérique. Nous avons vérifié que
la quasi-totalité de I’énergie du systéme est de nature cinétique, ’énergie des
champs électrostatiques jouant le role d’un canal entre les énergies cinétiques
électronique et ionique. Dans I'ensemble, résultats électrostatiques et électroma-
gnétiques sont similaires. Par ailleurs, on obtient une conservation de I'énergie
satisfaisante (< 107*) pour v;At/Az = 0.2 et v;At/Ax = 0.1 pour des fonc-
tions d’interpolation respectivement linéaire et quadratique, a I’ordre quatre cette
borne décroit jusqu’a ~ 0.05 (Tab. 5.3). Ces bornes inférieures sont proches des
valeurs prédites par 'analyse de stabilité linéaire de Sec. 4.4.2. Le plasma a ten-
dance a refroidir au-dela de ces seuils.
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FIGURE 5.10 — Evolution temporelle des énergies cinétiques totale (en bleu),
ionique (en rouge) et électronique (en vert) : cas électrostatique avec facteur de
forme linéaire. Ax/Ap = (5, 10,20,30) de gauche a droite et w,At = (1,2,5) de
haut en bas.
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FIGURE 5.12 — Evolution temporelle des énergies cinétiques totale (en bleu),
ionique (en rouge) et électronique (en vert) : cas électromagnétique avec facteur de
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de haut en bas.
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5.4 Expansion de plasma dans le vide

5.4.1 Cas non relativiste

Nous simulons ici la détente d’une lame de plasma provoquée par une popula-
tion d’électrons chauds. Les résultats du code implicite ELIXIRS sont confrontés a
des simulations explicites fines obtenues avec le code CALDER [101]. Nous consi-
dérons une lame de plasma de 60c¢/w, composée d’électrons chauds (T, = 10keV)
et d’ions froids (7; = 0). Dans le cas implicite, la boite de simulation mesure
103Axz x 4Ay, avec Az = 2¢/w, et Ay = 0.4c/w, (d’ou les ratios Az/Ap = 14 et
v At/Ax = 0.14), alors que la simulation explicite utilise une boite 1024Az x8Ay,
avec Ar = Ay = 0.2¢/w,. On utilise un facteur de forme linéaire dans tous les
cas.

= =t
10a 10a

| )

600, 600,

120u; 120u;
: i 2 B
10 [y 180a; [} 10°F [p——my 180a; [}
\ i )

Vﬂ ‘}q 2600, [ \ \ 2600,

FIGURE 5.13 — Evolution temporelle des profils de densité ionique : simulations
explicite (& gauche) et implicite (a droite) avec Az = 0.2c/w,, At = 0.1w, ",
N, = 6 x 10° et Az = 2c/w,, At = 2w, ', N, = 6 x 10%, respectivement. Le
paramétre d’amortissement du schéma implicite vaut 0y = 1.

Les figures 5.13, 5.14 et 5.15 représentent I’évolution au cours du temps du
profil de densité ionique, de 'espace des phases des ions et de I’énergie cinétique du
plasma, tels que simulés par les codes implicite et explicite. Dans le cas implicite,
le parametre d’amortissement est fixé en tout point a 0y = 1. Par ailleurs, le
nombre total N, de macro-particule vaut 6 x 10% et 6 x 10° dans les cas implicite
et, explicite respectivement. Dans I’ensemble, malgré une discrétisation grossiére
et un fort amortissement (comme prédit par le tableau 4.1), le schéma implicite
reproduit de facon satisfaisante les résultats des simulations explicites finement
résolues. Cependant son caractére dissipatif provoque un refroidissement artificiel
des électrons, ce qui affaiblit I'accélération des ions comme on le voit dans les Figs.
5.14 et 5.15. Plus quantitativement, I’énergie totale diminue de ~ 3%, tandis que
I’énergie maximale des ions vaut ~ 160 keV, a comparer a ~ 220 keV dans le
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FIGURE 5.14 — Espace des phases ionique a t = 2600%71 : simulations explicite
(2 gauche) et implicite (a droite) avec Az = 0.2¢/wy, At = 0.1w, !, N, = 6 x
10° et Az = 2c/w,, At = 2wp_1, N, = 6 x 10%, respectivement. Le paramétre
d’amortissement du schéma implicite vaut 0y = 1.
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FIGURE 5.15 — Evolution temporelle des énergies cinétiques électronique (en
rouge) et ionique (en vert) : simulations explicite (en trait plein) et implicite
(en pointillés) avec Az = 0.2c/w,, At = 0.1w, ', N, = 6 x 10° et Az = 2¢/w,,
At = 2wt N, = 6 x 10%, respectivement. Le paramétre d’amortissement du
schéma implicite vaut 0y = 1.
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cas explicite. Une étude plus exhaustive nous a permis de mesurer 'influence
du paramétre d’amortissement et du nombre de macro-particules. Pour chaque
simulation, nous avons mesuré la variation de I’énergie totale et I’énergie ionique
maximale. [L’ensemble de ces résultats est synthétisé dans les tableaux 5.6 and
5.7. Les résultats fournis par le schéma implicite sont satisfaisant (AE/E, <
10%) jusqu’a €y = 0.15, la conservation de l'énergie étant alors comparable,
sinon meilleure, que celle obtenue dans le cas explicite pour un méme nombre de
macro-particules. Lorsqu’on augmente ce dernier de 6 x 10* & 6 x 105 la variation
de I'énergie est approximativement divisée par deux mais le pic d’énergie des
ions reste quasiment inchangé. La transition entre chauffage et refroidissement
électronique se produit entre 8y = 1 et 6y = 0.5. Quant au cas non-amorti (6,=0),
il donne lieu & un chauffage électronique nettement plus marqué, qui se traduit
par une surestimation d’un facteur deux du niveau maximum de 1’énergie ionique
finale.

AE/E, Energie ionique max (keV)

Explicite +9.3 % 232
Implicite (0 = 1) -2.8% 162
Implicite (6; = 0.5)  +3.1% 208
Implicite (0, = 0.15)  +9% 273
Implicite (6; = 0) +19.7% 451

TABLE 5.6 — Variation de I’énergie totale et énergie cinétique ionique maximale
(keV) a 2600w, avec N, = 6 x 10%.

AE/E, Energie ionique max (keV)

Explicit +1 % 221

Implicit (6; = 1) -1.4% 162

Implicit (6; = 0.5) +1.5% 198

Implicit (6; = 0.15) +4.5% 256
(

Implicit (6 = 0) +12.4% 418

TABLE 5.7 — Variation de I’énergie totale et énergie cinétique ionique maximale
(keV) a 2600w, " avec N, = 6 x 10°.

5.4.2 Cas relativiste

Nous nous plagons ici dans une situation analogue a celle qui prévaut lors-
qu’une lame de plasma vient d’étre chauffée par une impulsion laser ultra-intense.
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Pour cela nous considérons une lame de plasma de 6¢/wy composée des trois
populations suivantes : une population d’électrons chauds a 1 MeV a la den-
sité critique m., une population d’électrons froids a 100 eV a la densité 99n,.
et une population d’ions a 100 eV a la densité 100n.. Dans le cas implicite, la
boite de simulation mesure 411Ax x 4Ay, avec Az = 0.2¢/wy, Ay = 0.1¢/wy
et At = 0.4wy'. A titre indicatif, nous avons pour les électrons rapides seuls
wpAt = 0.4 soit v, At/Ax = 2.8, et pour les électrons froids seuls w,At = 4 soit
v At/Az = 0.028. En distinguant artificiellement les espéces électroniques, et
en omettant la dynamique ionique, on peut s’attendre, d’aprés la section 4.4.2,
au chauffage numérique des électrons froids. Le parameétre d’amortissement du
schéma implicite, 8y vaut 1 sur une longueur de 4c/wy dans le coeur du plasma
et 0.1 sur 1c/wg de part et d’autre jusqu’au bord de la lame de plasma. Ce choix
vise & amortir les ondes plasma électroniques dans la lame de plasma dense, tout
en évitant d’atténuer les champs électriques longitudinaux créés aux bords par
les électrons chauds, et qui vont piloter la dynamique ionique. En tout point, une
méme valeur de 0; sert dans I’équation d’onde et I’équation de Lorentz. Nous
avons effectué trois simulations avec successivement N, = 6 x 10°, N,, = 6 x 10*
et N, = 6200 macro-particules par espéce cinétique. Dans le cas explicite la boite
de simulation mesure 820Ax x 4Ay, avec Az = Ay = 0.1c/wp et At = 0.05w; .
Pour limiter le chauffage numérique susceptible d’affecter la population froide (du
fait du rapport Axz/Ap ~ 70), nous utilisons un facteur de forme d’ordre deux.

L’évolution temporelle des énergies cinétiques des différentes espéces est don-
née par les Figs. 5.16 dans les cas N, = 6 x 10* et N, = 6 x 10° pour les
simulations explicite et implicite. On constate un bon accord qualitatif entre les
deux méthodes avec toutefois un transfert d’énergie moins efficace entre électrons
chauds et ions froids dans le cas implicite. La population d’électrons froids tend
a chauffer dans le cas implicite, ce qui est cohérent avec les prédictions analy-
tiques lorsque vt% < 0.1. Les énergies cinétiques obtenues avec N, = 6 x 10*
et N, =6 x 10° sont presque identiques pour un méme schéma numérique. Un
résultat surprenant est la moindre dégradation de la conservation de I'énergie
avec la méthode implicite pour un faible nombre de macro-particules par espéce
(voir Tab. 5.8).

Les espaces des phases ioniques Figs. 5.17 et 5.18 mettent en évidence un re-
tard dans l'accélération obtenue par les simulations implicites. On observe néan-
moins un accord satisfaisant (a 4% prés) des énergies cinétiques et des impulsions
maximales des ions en fin de simulations.

Une cause possible du retard entre les deux écoulements tient peut étre a une
résolution insuffisante de la densité ionique aux bords de la lame de plasma. En
effet, les simulations explicites donnent lieu & des variations importantes de la
densité ionique (Figs. 5.19(a)-5.19(b)) sur des distances de 'ordre d’une maille.
De plus les termes de gradient du champ électrique n’ont pas été pris en compte
dans ces simulations. De plus ’algorithme implicite d’ELIXIRS néglige un terme
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FIGURE 5.16 — Evolution temporelle des énergies cinétiques des électrons chauds
(en vert), des électrons froids (en rouge) et des ions (en bleu). Simulation explicite
(en pointillés) et simulation implicite (en trait plein) avec Az = 0.1¢/wy, At =
0.05wy !, et Az = 0.2¢/wp, At = 0.4wy ', respectivement. Le nombre de particules
dans la boite de simulation vaut N, = 6 x 10* (a gauche) et N, = 6 x 10°(a

droite).

FIGURE 5.17 — Espace des phases des ions a 600w,
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TABLE 5.8 — Variation relative de I’énergie totale en fonction du nombre de
particules dans la boite de simulation.
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FIGURE 5.18 — Espace des phases des ions a 600@)0_1 : simulations explicites avec
Az = 0.1c/wy, At = 0.05w; .

de gradient dans la linéarisation du champ électrique vu par les particules. Il
s’ensuit que les changements de pente abrupts observés dans les profils de den-
sité explicites des Figs.5.19(a)-5.19(b) aux temps courts sont mal reproduits par
I'approche implicite. En revanche, les différences entre profils explicites 5.19(a)-
5.19(b) et implicites 5.19(c)-5.19(d) s’estompent en fin de simulation.

Dans les cas que nous venons de considérer, les temps de calcul sont réduits au
mieux d’un facteur deux entre simulations explicite et implicite (voir Tab. 5.9).

N, 6200 6 x 10" 6 x 10°
Explicite ~ 4 min 16 min  4h12
Implicite ~ 2min 13 min  2h07

TABLE 5.9 — Temps de calcul en fonction du nombre de particules dans la boite
de simulation pour les simulations explicite et implicite.
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5.5 Instabilité deux-faisceaux relativiste

5.5.1 Prédictions de la théorie linéaire

Nous allons étudier les mécanismes collectifs régissant le comportement d’un
faisceau d’électrons relativistes se propageant dans un plasma. Ce probléme est
d’un intérét capital pour nombre de situations mettant en jeu une population
d’électrons relativistes, que ce soit dans un contexte astrophysique ou dans le
cadre de l'interaction laser-plasma en régime ultra-intense. En nous appuyant
sur les travaux de [102|, nous donnerons la relation de dispersion caractérisant les
fluctuations électromagnétiques associées au systéme faisceau-plasma considéré.
Nous présenterons ensuite les résultats essentiels prédits par la théorie linéaire
pour un choix particulier des fonctions de distribution électroniques. Nous consi-
dérerons un choix de parameétres tels que les modes les plus instables se propagent
obliquement a la direction de la vitesse moyenne du faisceau. Nous montrerons
que les prédictions théoriques sont reproduites par des simulations implicites, qui
seront, également comparées, pour ce qui concerne le régime non-linéaire, a des
calculs explicites.

La relation de dispersion des fluctuations électromagnétiques dans un plasma
homogéne, non magnétisé et en 'absence de collisions, s’écrit :

(W?eps — k;)(w%yy — k2) — (WP€uy + kuky)? =0 (5.6)

La pulsation complexe w et le vecteur d’onde k = (k;, k) sont respectivement
normalisés par w, et w./c, oll w, est la pulsation plasma totale non relativiste.
Les ions immobiles constituent un fond neutralisant. Les composantes du tenseur
diélectrique sont données par :

er(w, K) = 0 + Z ///Taéf;z

s /[ [t

ou on note b et p les électrons du faisceau et du plasma. La fonction de distribution
initiale de chaque composante électronique « est choisie de type “waterbag” et
définie par :

féo)(p) = m |:6)(p27 + PaJ.) - e(pa: - PaJ_):|

(5.8)
X(S(pz) [Q(p —Pad“‘PaH) —(9( — P — Pa|):|
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ou 0 désigne la fonction de Heaviside. Les impulsions (normalisées par mc) P4,
Py, et P, désignent respectivement la dérive (parallele & y) et les dispersions
paralléle et orthogonale de la composante électronique a.

Les intégrales intervenant dans les composantes du tenseur diélectrique peuvent
étre calculées exactement [103]. Ainsi simplifiée, la relation de dispersion est ré-
solue numériquement en cherchant w(k) € C vérifiant e(w(k),k) = 0 pour tout
k € R%. Comme pour la résolution de la relation de dispersion électrostatique du
plasma discrétisé nous employons le solveur di a Bellavia [50].

Le taux de croissance normalisé I'/w, est donné dans la figure 5.20 en fonction
de (ky, ky) pour 7, = y/1 + P2 = 4, un rapport de densité électronique Z—Z =0.1
et des dispersions ) = 1 = 0.2 et P, = F,1 = 0.1. Notons que ce calcul gé-
néralise & 'ensemble du plan (k,, k,) les cas particuliers bien connus (quoique pas
avec notre choix particulier de fonctions de distribution) des instabilités “deux-

faisceaux” (k, = 0) et de filamentation (k, = 0).

Taux de croissance F/me

10.1

K ¢/

10.08

10.06

k c/w
X e

FIGURE 5.20 — Taux de croissance théorique des fluctuations électromagnétiques
dans le plan (k,, k).

Le résultat essentiel mis en valeur par la figure 5.20 est que I'},4, = 0.17 est
localisé loin des axes en (ky, k,) = (2.07,0.93). On peut vérifier en utilisant la
relation |E,|/|E.| = |€xa|/|€xy], que le champ électrique associé au mode dominant
est approximativement paralléle au vecteur d’onde (Fig. 5.21), ce qui atteste la
nature essentiellement électrostatique de ce mode.

140



SN N N NN
NSO N NN N Y

e e S
B S SN RN N W N N N

/
?
|

3
k c/w
X e

FIGURE 5.21 — Orientation du champ électrique et taux de croissance théorique
des fluctuations électromagnétiques dans le plan (k,, k).

A Tinverse, les modes instables situés prés de l’axe k, = 0 se caractérisent
par k - E(w, k) ~ 0, et sont donc essentiellement électromagnétiques. Lorsque la
dispersion en impulsion du faisceau augmente, le taux de croissance maximum
est atteint plus prés de 'axe k, = 0 et on observe une disparition compléte
de l'instabilité de filamentation transverse. Ce phénomeéne, caractéristique des
distributions de type “waterbag”, survient au-dela d’un certain seuil P}, (~ 0.8
ici). Si on continue d’augmenter P,; on observe une transition soudaine d’un
mode dominant oblique vers un mode dominant purement paralléle. Le seuil de
cette transition (P, ~ 1.2 ici) diminue avec le rapport des densités électroniques
du faisceau a celle du plasma n;/n, [102].

5.5.2 Simulations numériques

Deux simulations ont été réalisées avec les codes Calder et ELIXIRS dans
la configuration faisceau-plasma de la figure 5.20. L’objectif est de reproduire les
caractéristiques des modes instables dominants prédits par la théorie linéaire pré-
cédente. Les deux simulations emploient des conditions aux limites périodiques
sur les champs et les particules dans la direction de dérive du faisceau (i.e suivant
y), et des conditions aux limites réfléchissantes sur les champs et les particules sui-
vant z. La boite de simulation contient 512 x 512 mailles (dont 5 mailles de vide de
part et d’autre suivant x) avec des pas spatiaux Az = “cAy = 0.12. Le pas de
temps vaut w. At = 0.08 et w. At = 0.4 dans les cas explicite et implicite respecti-
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vement. Le pas de temps maximal, dicté dans le cas de I'instabilité deux-faisceaux,
par la pulsation du mode dominant est limité & w. At < 3.9. Néanmoins, pour les
grands pas de temps (i.e w.At > 1) I'erreur numérique commise sur la vitesse de
phase des ondes n’est plus négligeable et ne permet plus de décrire correctement
la phase linéaire de l'instabilité, ce qui justifie notre choix d’un pas de temps
modérément grand. Dans le cas implicite, aucun amortissement n’est induit par
le parameétre 6 qui est pris nul. Le pas spatial correspond & deux fois la longueur
de Debye estimée a partir de I’énergie moyenne du plasma décrit conformément
a la théorie linéaire par une “waterbag” (et non une Maxwellienne). Par ailleurs
nous utilisons 14 macro-particules par maille et par espéce ainsi qu’un facteur de
forme d’ordre deux. Les deux populations électroniques (faisceau et plasma) sont
initialement superposées spatialement. On reprend pour ces simulations 2D les
mémes paramétres que ceux correspondant a la figure 5.20.

Energies électromagnétiques Energies électromagnétiques

10% \

0 50 100 150 200 250 0 100 200 300 400 500 600

ot ot
e e

FIGURE 5.22 — Evolution temporelle des énergies électromagnétiques du plasma
normalisées par ’énergie cinétique initiale du faisceau. Simulation explicite avec
14 particules par maille et espéce. Energie du champ E, (en rouge), E, (en vert)

et B, (en bleu).

Les évolutions temporelles des énergies électromagnétiques obtenues par les
méthodes explicite et implicite sont données sur les Figs. 5.22-5.24. Les champs
ont une croissance exponentielle jusqu'a w.t ~ 50. Au-dela, ’énergie électrique
perpendiculaire & la direction de dérive du faisceau ﬁ [ [ dxdyE? est la pre-
miére a saturer. Les énergies électrique et magnétique ont des taux de croissance
corrélés entre eux, et on retrouve pour chaque composante de I’énergie électro-
magnétique ([ [drdyE}, [ [dxdyEy, [ [ dedyB?2) le méme taux de croissance
normalisé I'y;,, ~ 0.12. La différence par rapport a la valeur théorique I' = 0.17
attendue en 2D est due a la nature multi-modale du champ électromagnétique,
qui résulte de la superposition d’un grand nombre de modes instables croissants a
partir du niveau de bruit initial. L’énergie électrique est supérieure a I’énergie ma-

gnétique dans les deux simulations (Figs. 5.22-5.23), en accord avec la prédiction
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FIGURE 5.23 — Evolution temporelle des énergies électromagnétiques du plasma
normalisées par I’énergie cinétique initiale du faisceau. Simulation implicite avec
14 particules par maille et espéce. Energie du champ E, (en rouge), E, (en vert)
et B, (en bleu).
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FIGURE 5.24 — Evolution temporelle des énergies électromagnétiques du plasma
normalisées par ’énergie cinétique initiale du faisceau. Simulation explicite avec

100 particules par maille et espéce. Energie du champ E, (en rouge), E, (en vert)
et B, (en bleu).
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théorique de modes dominants électrostatiques. Les niveaux de saturation des
énergies électromagnétiques sont comparables, mais un écart apparait au cours
de I’évolution ultérieure de I’énergie magnétique. Cette différence est résorbée en
augmentant le nombre de particules dans la simulation explicite (Fig. 5.24). En
outre, le niveau de bruit initial est légérement diminué par la méthode implicite.

Pour approfondir la validation de ces simulations, nous avons construit les
cartes de taux de croissance des champs |F,(k)| et |B.(k)| entre les instants
wet = 20 et 30 de la phase linéaire. Les Figs. 5.25 et 5.26 ont été construites res-
pectivement a partir des spectres électrique |E, (k)| et magnétique |B,(k)|. Les
cartes I'(k;, ky) correspondantes ont une résolution spectrale Ak, = Ak, = 0.1.
Ces cartes confirment le role dominant des modes obliques, avec notamment
[hae = 0.17 autour de (k;, ky) =~ (2,1), des valeurs proches de la théorie. L’ab-
sence des modes de filamentation (k, = 0) dans la figure associée a |E, (k)|
provient du fait qu’ils correspondent a des valeurs de |E,| trop faibles, en-deca
du seuil de filtrage appliqué aux spectres pour en réduire le bruit. En revanche, on
retrouve ces modes de filamentation en construisant I'(k,, k,) & partir de | B, (k)|.
Comme en attestent ces deux figures, on retrouve les caractéristiques essentielles
de la figure 5.20, ce qui valide le code implicite lorsque cAt > %.

T/oe T/oe
0.2

0.15

0.05

6 4 6
k,clo, k.clo,

FIGURE 5.25 — Taux de croissance I'(k;, k,) déterminés avec |E,| et 20 < w.t <

30. Simulation avec 14 particules par maille et espéce cinétique : Calder (& gauche)
et ELIXIRS (a droite).

A partir de w.t ~ 50, la croissance du mode électrostatique dominant ralentit
du fait du piégeage des électrons du faisceau. Comme le montre la Fig. 5.27,
le ralentissement du faisceau se poursuit de facon marquée jusqu’a w.t ~ 100,
instant au bout duquel il a perdu environ 30% de son énergie initiale. Cette
énergie est quasi-intégralement fournie au plasma. Ce chauffage efficace est du
a la faible vitesse de phase v, = %\ ~ 0.36c ~ v; du mode oblique dominant,
propice a un important amortissement Landau.
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FIGURE 5.26 — Taux de croissance I'(k,, k, ) déterminés avec | B,| et 20 < w,t < 30.

Simulation avec 14 particules par maille et espéce cinétique : Calder (a gauche)
et ELIXIRS (a droite).
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FIGURE 5.27 — Evolution temporelle des énergies cinétiques du plasma (rouge)
et du faisceau (vert) normalisées par 'énergie cinétique initiale du faisceau. Si-

mulation avec 14 particules/maille par espéce cinétique : Calder (a gauche) et
ELIXIRS (a droite).
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FIGURE 5.28 — Cartes de densité des électrons du plasma a w.t = 60. Simulation
avec 14 particules par maille et espéce cinétique : Calder (& gauche) et ELIXIRS
(a droite).
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FIGURE 5.29 — Cartes de densité des électrons du faisceau a w.t = 60. Simulation
avec 14 particules par maille et espéce cinétique : Calder (& gauche) et ELIXIRS
(a droite).
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Les figures 5.28 et 5.29 illustrent 'influence de la croissance des champs F,,
E,, et B, sur les profils de densité électronique du faisceau et du plasma au
moment de la saturation de I'instabilité (w.t = 60). La carte de densité du fais-
ceau met en évidence une structure de filaments entrelacés dans deux directions
obliques avec une symétrie par rapport a la direction de dérive du faisceau. Du
fait de leur densité plus élevée, les électrons du plasma sont soumis quant & eux a
une modulation oblique plus superficielle. Dans les deux cas, les calculs explicite
et implicite donnent des résultats similaires.

5.6 Instabilité de filamentation relativiste

5.6.1 Théorie linéaire

L’instabilité de filamentation appartient a une catégorie d’instabilités électro-
magnétiques gouvernées par l’anisotropie de la fonction de distribution dont les
premiéres études remontent & Weibel [104]. Cette instabilité prend sa source dans
la déflexion magnétique de deux faisceaux contra-propagatifs de particules por-
tant une charge de méme signe et aboutit a la formation de filaments de courant.
Dans ce qui suit, ’anisotropie résulte d’une dérive perpendiculaire au plan (zy)
(dans lequel évoluent les particules) imposée aux deux populations électroniques.
Du fait de la symétrie de révolution du systéme autour de I'axe z, nous pouvons
restreindre notre analyse linéaire a des vecteurs d’onde paralléles a Oy. La rela-
tion de dispersion qui régit les fluctuations électromagnétiques dans un plasma
homogéne, non magnétisé et en I'absence de collision s’écrit :

ey (Woee — k) — €. =0 (5.9)

A la différence de la section précédente nous avons considéré des espéces
électroniques décrites par des fonctions de Maxwell-Jiittner [105, 106] :

fo(zO)(ﬁ) = WL{—Z(%) exp [ - ua<7a - ﬁapzﬂ? a = b,p (510)

07

ol Y, est le facteur relativiste, Ky une fonction de Bessel de deuxiéme espéce,

Bo = (1=1/y)2 et o = k”;CTQ& I'inverse de la température de chaque composante.

Le taux de croissance de l'instabilité I' = +S3(w) est donné en fonction du
mode k sur la Fig. 5.30 (gauche), pour un rapport de densité du faisceau et
du plasma ny/n, = 0.8, v, = 4, T, = 100 keV et T, = 5 keV. Le taux de
croissance culmine en k., ~ 0.93 ou il atteint I',,q, =~ 0.28. La Fig. 5.30 (droite)
représente le rapport % Elle révéle I'importance de la composante électrostatique
(E,) du mode dominant de filamentation. Cette propriété, longtemps occultée,
est caractéristique d’un plasma constitué de populations de facteurs relativistes
et/ou de températures distinctes [105, 107].
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FIGURE 5.30 — Taux de croissance (gauche) et rapport des composantes électro-

statique et électromagnétique du champ électrique (droite) pour n,/n, = 0.8,
Y =4, Ty, = 100 keV et T}, = 5 keV.

5.6.2 Simulations numériques

Deux simulations 2D en espace et 3D en vitesse ont été réalisées avec les
codes Calder et ELIXIRS dans la configuration faisceau-plasma de Fig. 5.30 afin
de reproduire les caractéristiques des modes instables dominants prédits par la
théorie linéaire. Les deux simulations emploient des conditions aux limites pério-
diques sur les champs et les particules dans la direction y, et réfléchissantes dans
la direction x. La boite de simulation contient 512 x 512 mailles dont 5 mailles de
vide aux bords gauche et droit. Nous avons des pas spatiaux “=Azr = “=Ay = 0.2,
et un pas temporel w. At = 0.1 et w.At = 0.4 pour les simulations explicite et im-
plicite respectivement. Nous pourrions utiliser un pas de temps bien plus grand
dans le cas implicite, la limite physique contraignante étant cette fois ci asso-
ciée au taux de croissance du mode le plus instable, il en découle W*** At < 10.
En cela, la simulation implicite qui suit ne constitue qu’un résultat préliminaire.
Comme précédemment nous utilisons 14 macro-particules par maille et un facteur
de forme d’ordre deux.

L’évolution temporelle des énergies électriques et magnétiques est donnée sur
les Figs. 5.31 et 5.32 respectivement. Les résultats obtenus par les approches
explicite et implicite sont quasiment identiques. Les taux de croissance moyens
calculés & partir de I’énergie des champs B, et B, entre les instants w.t = 8 et 16
ont la méme valeur I' & 0.2. Comme prévu par la théorie linéaire, la composante
électrostatique du champ électrique prévaut sur la composante électromagnétique

2 2 1/2
comme en atteste la mesure du rapport \% (%W) , qui durant la phase

linéaire varie entre 1.4 et 2.2 (Figs. 5.31 et 5.35) en bon accord avec la prédiction
théorique (=~ 1.7) de la Fig. 5.30 (droite). De méme la contribution de la force élec-
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FIGURE 5.31 — Evolution temporelle des énergies électriques du plasma normali-
sées par I'énergie cinétique initiale du faisceau. Energie du champ E, (en rouge),
E, (en vert) et E, (en bleu).
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FIGURE 5.32 — Evolution temporelle des énergies magnétiques du plasma norma-
lisées par I’énergie cinétique initiale du faisceau. Energie du champ B, (en rouge),
B, (en vert) et B, (en bleu).
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B2+ B30\ '/
BZ(t)+Bj(t) )
évolue entre 0.45 et 0.6 (Figs. 5.32 et 5.35) en accord avec la prédiction (= 0.5).

trique relativement & la force de Laplace mesurée par le rapport <

T/we T/we

FIGURE 5.33 — Taux de croissance I'(k,, k,) déterminé avec |B,| et 8 < w.t < 16.
Simulations explicite (gauche) et implicite (droite).

T/oe T/oe

FIGURE 5.34 — Taux de croissance I'(k;, k,) déterminé avec |B,| et 8 < w.t < 16.
Simulations explicite (gauche) et implicite (droite).

Les Figs. 5.33 et 5.34 donnent le taux de croissance I'(k,, k,) mesuré pendant
la phase linéaire a partir des champs B, et B, respectivement. Chacune de ces
cartes présente un taux de croissance I',,,,, =~ 0.3 au voisinage du cercle d’équation
kZ + k} ~ 1, conformément a la prédiction théorique (Kmaz, I'mae) = (0.93,0.28)
de Fig. 5.30 (gauche). La encore, aucune différence significative n’apparait entre
spectres explicite et implicite.

Le développement spatial de I'instabilité est illustré sur la Fig. 5.36 la phase
linéaire conduit & la formation de micro-filaments de courant (w.t = 24). Bien
qu’écranté, le champ magnétique propre a chaque filament permet a celui-ci d’in-
teragir avec ses voisins se propageant dans le méme sens. L’attraction entre cou-
rants de méme signe entraine alors des coalescences (w.t = 40 et 60). Chaque
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FIGURE 5.35 — Prédominance des effets électrostatiques sur les effets électroma-
gnétiques pendant la phase linéaire de I'instabilité.
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FIGURE 5.36 — Densités de courant J,(z,y) a différents instants w.t = 24, 40, 60.
Simulations explicite (gauche) et implicite (droite).
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coalescence donne lieu a une croissance de I’énergie magnétique qui, en retour,
ralentit le faisceau [108|.

5.7 Interaction laser-plasma dense en régime re-
lativiste

Abordons maintenant le probléme de 'interaction d’une impulsion laser d’in-
tensité relativiste avec un plasma sur-critique, cette application constituant 1’ob-
jectif essentiel de la méthode implicite généralisée développée dans cette thése.

5.7.1 Cible épaisse quasi-1D

Dans un premier temps, nous considérons un systéme laser-plasma quasi-
1D. Nous irradions une lame de plasma de densité 200n., de longueur 60c/wy
précédée par une région de longueur 18c¢/wp ot la densité croit linéairement de 0
a 200n.., les espéces électronique et ionique ont une température initiale de 1 keV.
Cette cible est éclairée par une onde plane électromagnétique d’intensité constante
pendant 120@00_1 avec un temps de montée de 22w0_1 et une amplitude normalisée
ap = eEy/mecwy = 3. La simulation implicite emploie un maillage 2048Ax x 4Ay,
avec Az = Ay = 0.1c/wy et At = 0.14w;, ', ce qui correspond en unités plasma a
Ax/Ap = 32 et w,At = 2 (soit v, At/Ax = 0.06). On utilise des conditions aux
limites ouverte et périodique pour les champs électromagnétiques suivant les axes
x et y, respectivement. Les particules sont soumises a des conditions aux limites
périodiques suivant y, et ré-injectantes avec leur température initiale suivant .
Le parameétre d’amortissement du solveur électromagnétique, de méme que celui
du pousseur de particules, est pris nul dans le vide et la région modérément dense
du plasma jusqu’a n, = 60n.. Ailleurs, c’est a dire dans les régions les plus denses
du plasma, il est pris égal a 1. Guidés par les résultats de Sec. 5.3, nous utilisons
un facteur de forme quadratique pour réduire le chauffage numérique. Le nombre
de macro-particule par cellule N, varie de 100 a 1300. Les résultats obtenus sont
comparés avec des simulations explicites de mémes parameétres, a I’exception d’un
pas de temps At = 0.05w; ' afin de satisfaire la condition de stabilité de Courant.

Le tableau 5.10 compare les variations de ’énergie totale (calculées aprés
réflexion compléte de 'impulsion laser sur la cible) dans les cas explicite et im-
plicite. Les résultats des simulations implicites sans amortissement sont aussi
donnés. Dans l’ensemble, les simulations implicites conservent mieux l’énergie
que leurs équivalents explicites. Pour N, = 100 la dégradation des résultats par
auto-chauffage excessif des électrons est moindre dans le cas implicite amorti en
tout point (fy = 1). Les avantages d'un schéma fortement amorti dans la région
la plus dense du plasma (n. > 60n.) sont plus clairs & N, = 1300 et 400. Les
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Explicite Implicite (f; = 0) Implicite (6; =1 si n. > 60n,)

N, =1300 +14.4% +6% —3%
N, =400  +15.3% +10.5% —1%
N, = 100 +22% +25.5% +12.7%

TABLE 5.10 — Interaction laser-plasma quasi-1D : variation de I’énergie dans les
simulations explicite (At = 0.05w;, ') et implicite (At = 0.14w; ") pour différentes
valeurs de 0. Les autres paramétres de simulation sont précisés dans le texte.

performances en demi-teinte obtenues par les calculs explicites nous ont poussé
a effectuer une simulation explicite additionnelle, mieux résolue afin de disposer
d’une référence fiable. Cette simulation a requis un maillage 4096 Az x 8 Ay avec
Az = Ay = 0.05¢/wy et At = 0.03wy*, ainsi qu'un facteur de forme d’ordre 3
et IV, = 650. Nous avons obtenu dans ce cas une variation de l'énergie totale
d’environ 4%.
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FIGURE 5.37 — Espace des phases (z,p,) des électrons a t = 198w, ! : simulations
explicite (& gauche) et implicite avec 8y = 1 (a droite). Dans les deux cas, N, =
1300. Les autres parameétres de simulation sont fournis dans le texte.

L’espace des phases (x, p,) des électrons (intégré dans la direction y) est donné
par la Fig. 5.37 pour les schémas explicite (finement résolu) et implicite. En accord
avec le mécanisme de chauffage par effet pondéromoteur qui se manifeste pour les
intensités laser relativistes, les électrons rapides sont accélérés dans la cible par
paquets séparés d’une demi-longueur d’onde laser [66, 67|. La simulation explicite
prédit des impulsions électroniques maximales 20% supérieures a celles prédites
par la simulation implicite. ’amortissement des modes électrostatiques faisceau-
plasma longitudinaux entraine une séparation plus marquée entre les populations
d’¢électrons thermiques et rapides lorsque ces derniers se propagent a travers la
cible. Dans le cas d'une configuration réaliste mettant en jeu un plasma de densité
solide, le chauffage non-collisionnel di au mélange d’ondes créé par interaction
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FI1GURE 5.38 — Distribution en énergie des électrons a différents instants : simu-

lations explicite (en rouge) et implicite (en bleu). L’énergie est normalisée par
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FIGURE 5.39 — Espace des phases (z,p,) des ions & ¢t = 792w; " : simulations
explicite (& gauche) et implicite avec 8y = 1 (a droite). Dans les deux cas, N, =
1300. Les autres parameétres de simulation sont fournis dans le texte.
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FIGURE 5.40 — Evolution temporelle des énergies cinétiques des électrons (en
rouge) et des ions (en vert) : simulations explicite (4 gauche) et implicite avec
0; = 1 (a droite). Dans les deux cas, N, = 1300. Les autres parameétres de
simulation sont fournis dans le texte.

faisceau-plasma que I'on observe dans le cas explicite devrait étre supprimé par
les collisions, comme démontré par Kemp et al. [40]. Cependant, ces écarts dans
les espaces des phases ne se traduisent pas par des différences significatives dans
les distributions en énergie des électrons comme montré a trois instants successifs
dans Fig. 5.38. En particulier, la pente de la partie haute énergie du spectre est
correctement reproduite. L’espace des phases (z,p,) ionique est représenté sur la
Fig. 5.39. On y retrouve les trois populations énergétiques attendues : les ions
entrainés dans le vide par les électrons rapides de part et d’autre de la cible,
et ceux poussés dans la cible par la pression radiative. L’impulsion maximale
atteinte par les ions en fin de simulation est ~ 15% en deca de la valeur atteinte
dans le cas explicite.

5.7.2 Cible 2D de dimensions réalistes

Nous considérons a présent un systéme laser-plasma complétement bidimen-
sionnel. La lame de plasma constituée d’électrons et d’ions a une densité maximale
de 200n., une température de 1 keV et une épaisseur de 6¢/wy. Une rampe de
densité linéaire longue de 12¢/wy est ajoutée a I'avant de la cible. La boite de
simulation contient 1024 x 512 mailles avec Ax = Ay = 0.1¢/wy (Az/Ap = 32).
Les parameétres du laser incident sont inchangés, a I'exception du profil trans-
verse que 'on prend gaussien avec une largeur a mi-hauteur de 12¢/wy. A cause
des contraintes de mémoire, nous nous limitons a un faible nombre de macro-
particules par maille IV, = 40. Afin de stabiliser le systéme, en plus d’utiliser
un facteur de forme d’ordre deux, nous augmentons significativement le pas de
temps par rapport aux simulations précédentes : At = 0.3w0_1, ce qui correspond
a w,At = 4.2 et v;At/Azx = 0.13. Les paramétres d’amortissement ajustables
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du solveur électromagnétique et du pousseur de particule sont identiques. Nous
avons 0y = 0 dans les régions de faible densité (n. < 30n.). Dans les régions
plus denses du plasma nous avons testé deux valeurs de ce paramétre : 6y = 0.1
et 0.5. La simulation explicite de référence utilise un facteur de forme cubique
avec les paramétres Az = Ay = 0.08¢/wp, At = 0.05w, " et N, = 160. Ce calcul
paralléle prend 4.5h sur 64 processeurs 1.6 GHz Itanium 2. En comparaison, les
simulations implicites (séquentielles) prennent ~ 27h sur un processeur 2.66 GHz
X5355 Intel Xeon .

L’évolution temporelle des énergies cinétiques est tracée sur la Fig. 5.41.
Toutes les simulation prédisent quasiment le méme pic d’énergie électronique.
Une fois encore I'amortissement propre aux simulations implicites est reflété par
la décroissance plus rapide de I'énergie électronique. La variation de I’énergie to-
tale déterminée sur l'intervalle 215 < wyt < 715 (c’est-a-dire aprés réflexion com-
pléte de 'impulsion laser et avant que les ions les plus énergétiques atteignent les
bords de la boite de simulation) vaut —12% et —15% pour les cas implicites avec
6; = 0.1 et Oy = 0.5, respectivement, a comparer au +5% du cas explicite.

20

Energy (m, cz.nc.).e)
Energy (m_ ¢%n A%

FIGURE 5.41 — Evolution temporelle de 'énergie cinétique des électrons (en rouge)
et des ions (en vert) : simulation explicite (& gauche), simulations implicites avec
6; = 0.1 (au centre) et 8y = 0.5 (a droite).

En dépit de leur résolution temporelle grossiére et du nombre limité de ma-
croparticules, les simulations implicites reproduisent convenablement les caracté-
ristiques essentielles de I'accélération électronique et ionique. Ces propriétés sont
mises en évidence par les espaces des phases électroniques et ioniques Figs. 5.42 et
5.43, ainsi que par les spectres électroniques de la Fig. 5.46. De méme que dans la
section préceédente, mais dans une moindre mesure grace a ’amortissement numé-
rique plus faible employé ici, les simulations implicites sous-estiment les énergies
électroniques finales. Les caractéristiques spatiales des électrons rapides sont par-
ticuliérement mises en évidence sur la carte 2D de densité d’énergie cinétique
de la Fig. 5.44. Les trois cas test sont en bon accord. Chaque calcul montre la
propagation caractéristique de paquets d’électrons émis a 2wy et leur sortie dans
le vide.
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FIGURE 5.42 — Espace des phases (7, p,) des électrons a t = 96w, " : simulation
explicite et implicites avec 0y = 0.1 et 0y = 0.5.
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FIGURE 5.43 — Espace des phases (z,p,) des ions & t = 523w’ : simulation
explicite et implicites avec 0y = 0.1 et 0y = 0.5.
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FIGURE 5.44 — Densité d’énergie cinétique des électrons (normalisée par mec*n,)

at=6Twy" ett = 86wy : simulation explicite (en haut) et simulations implicites
avec 0y = 0.1 (au centre) et 6y = 0.5 (en bas).
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FIGURE 5.46 — Distribution en énergie des électrons a différents instants : simula-
tion explicite (en rouge) et simulation implicite avec 6y = 0.5 (en bleu). L’énergie
est normalisée par me.c?.
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5.8 Conclusions

A la différence de travaux récents [88, 26, 87| réalisés a 'aide du code im-
plicite LSP, notre schéma implicite direct relativiste, mis en oeuvre dans le code
ELIXIRS 2Dx-3Dv, permet ’emploi de fonctions de forme d’ordre élevé et I’amor-
tissement ajustable des ondes hautes fréquences. Cette propriété, qui étend aux
ondes électromagnétiques une méthode initialement congue par Friedman [41]
pour les ondes électrostatiques, autorise au sein d’un méme algorithme la propa-
gation sans dissipation, et sans condition de Courant, de I'impulsion laser inci-
dente dans le vide, tout en s’affranchissant de la nécessité de résoudre les modes
collectifs haute fréquence dans la région dense du plasma. Aprés une démons-
tration originale de la méthode implicite directe, avec amortissement ajustable,
comme un schéma de Newton simplifié & une itération, nous avons mené une ana-
lyse minutieuse des propriétés électromagnétiques et électrostatiques du schéma.
Cette étude, qui prend en compte l'influence des pas At et Az, l'ordre de la
fonction de forme et le paramétre d’amortissement fournit des indications en bon
accord avec les simulations.

Nous avons effectué de nombreux tests dont les résultats sont comparables a
ceux obtenus par des simulations explicites finement résolues. En particulier, nous
avons montré que notre code pouvait capturer les principales caractéristiques de
I'interaction laser-plasma malgré une faible résolution spatio-temporelle. Dans
le domaine des instabilités faisceau-plasma, nous avons montré que la méthode
implicite permet également d’obtenir des gains substantiels en temps de calcul
par rapport aux simulations explicites. La méthode implicite directe se révéle, de
surcroit, particuliérement robuste pour un faible nombre de macro-particules par
maille. Néanmoins, pour rivaliser pleinement avec les codes PIC explicites, qui
bénéficient des progres constants des calculateurs paralléles, ELIXIRS devra étre
parallélisé.
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Perspectives

Parmi les perspectives, on peut distinguer des développements relativement
simples portant sur certains aspects du schéma PIC implicite, et un développe-
ment de fond a plus long terme visant a paralléliser le code ELIXIRS.

A Tinstar des résultats PIC explicites, nous pouvons a coup sir étendre le
domaine de fonctionnement du code implicite en utilisant des fonctions d’inter-
polation d’ordre trois ou quatre. Cette modification rendrait le schéma moins
sensible a l'instabilité d’aliasing, autorisant une meilleure conservation de I’éner-
gie lorsque v;At/Ax < 0.1.

Une modification de l'algorithme de Newton pourrait étre envisagée en re-
tenant le terme VE, négligé jusque la, et en utilisant les conditions initiales
présentées dans la Sec. 4.2.4. De méme, nous résolvons les équations de Lo-
rentz avec un schéma prédicteur-correcteur dont ’étape de prédiction est for-
mellement celle d’un schéma d’Euler explicite et ’étape de correction celle d’un
schéma d’Euler implicite. En nous appuyant sur le formalisme mis en place dans
la section 4.2, nous pourrions facilement utiliser d’autres schémas prédicteur-
correcteur, par exemple du type multi-pas en temps. Néanmoins, les méthodes
multi-pas sont bien adaptées pour les problémes non-raides, c’est a dire ne pré-
sentant pas de fortes variations temporelles. Une éventuelle préférence pour un
schéma prédicteur-correcteur multi-pas dépendra donc sensiblement du probléme
physique étudié.

En outre, nous n’avons pour le moment envisagé que le cas d’une variation
abrupte du paramétre d’amortissement ajustable. Une variation spatiale de ce
parameétre en fonction de la densité locale du plasma pourrait permettre de rendre
compte, de fagon plus réaliste, de la diminution progressive de I'influence des
oscillations plasmas aux densités solides.

Notre code n’étant & ce jour que séquentiel, son domaine de stabilité, bien
qu’étendu, reste insuffisant pour traiter les problémes a grande échelle déja ac-
cessibles aux codes explicites massivement paralléles. Sa parallélisation apparait
donc nécessaire. On peut pour cela distinguer deux grandes catégories d’opéra-
tions : celles portant sur les macro-particules (interpolation, déplacement, pro-
jection ...) et celles liées & la résolution des champs. Une parallélisation efficace
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doit donc d’une part répartir la charge associée aux calculs des grandeurs par-
ticulaires, et doit d’autre part permettre de résoudre 1’équation d’onde sur un
sous-domaine du domaine global. La parallélisation des opérations portant sur
les particules est relativement simple et nous pourrions pour cela nous appuyer
sur les routines déja mises en oeuvre dans le code Calder. Pour la résolution des
champs, nous envisageons de mettre en place un solveur linéaire itératif (de type
Krylov), plus général que la méthode de Concus et Golub limitée & des condi-
tions aux limites transverses périodiques. Les méthodes GMRES (“Generalized
Minimal Residual”), efficacement parallélisables [109, 110], semblent les mieux
adaptées a cette fin.
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Annexe A

Relation de dispersion généralisée
d’un plasma Maxwellien incluant
les discrétisations en temps et en
espace

Nous restreignons notre analyse a un plasma électrostatique, non relativiste,
mono-dimensionnel avec des ions immobiles. Dans la suite nous adoptons la mé-
thodologie et les notations de la Ref. [21]. Pour une macro-particule, le schéma
avec amortissement ajustable (4.62)-(4.65) s’écrit de la fagon suivante

(A.1)

t2 an Ap—1 Ap—2
Tpg1 — 2%y + Ty :7{an+1+7+ 92 + 3 +}

A¢? 9 0,\>
= 7{an+l+7fan+ (-%)

ou n est l'indice temporel. Nous supposons que la force électrique interpolée a
une forme harmonique F(V) = F(k)e!**=%t) En conséquence directe du schéma
d’interpolation PIC, nous avons la relation [21]

0 07\’
Qp—1 + gfanf2 + (Ef) (p—3 + ...

F(k) = qE(K)S(=F) (A.2)

ou E(k) et S(k) représentent les transformées de Fourier discrétes du champ
électrique et du facteur de forme d’ordre m, respectivement. Ce dernier s’écrit

sin (]{A:L‘/2):| m (A.3)

S(k) = { kAz/2
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Le terme d’accélération du premier ordre peut s’écrire sous la forme

_ F(k) (1..(0)
Qn = — = exp [i(kal) — wt,)]
= FT(:) exp [ik(mo +0O0¢,) — iwtn}
= £k) exp ikxgexp [i(kv — w)nAt] . (A.4)
m

En définissant A(k) = %eikxo et z = elkv=w)At Eq. (A.4) devient

At? 1 1\° 1\*
Tyl — 2Ty + Ty 1——tA(k){ 2L +< ) z”_1+<—> z"_2+...}
2 2 2
<1 ) z+z2
ef ef _2 ef _1 ef ? -2
+(1 2) 2 <1+ 2 + 5 270+ .

At?
xn+1_2xn+xn I—TA {

(A.5)
Cette équation peut étre simplifiée sous la forme
At? 1—0f)+ 22
Tyl — 2Ty + Tppq = —A(k) nl( 5 kil ) (A.6)
z — Qf
En linéarisant z,, = =\ + 2 avec 20 = :v(()o) + v(()o)tn, nous obtenons
At?
aly = 200 + 2y = = A(k)P(k), (A7)
ou le polynome P s’écrit
(1= )+ =]
k) =2z" A8
P(k) = (A3)
(A.9)

i(kv—w)nAt _

Nous en déduisons que :v( ) (xo, vo, t,) varie comme e z". Et finalement

nous obtenons la solution
y _ At

= F(k i(kx—wt) < <
m (ke (2—1)2+2z—6’f

T

(A.10)
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Pour déterminer la densité de charge, nous introduisons la polarisation
P(z,t) = noq/dvfo( ) (x v, t)
1
=" Pyt [ o)

m (% sin(w — kv)g)Q

nothQ X i(w—kv)sAt

o F (k)= /dvfo Z /o) (A.11)

s=

Le premier et le second terme du membre de droite correspondent respecti-
vement au schéma standard saute-mouton explicite et a la correction impli-
cite. En faisant I'hypothése d’une fonction de distribution Maxwellienne fo(v) =

2
1 v : 34 el
vt\/gexp |: (\ﬁvt) :| , ce-dernier peut S'ecrire

OO z(w kv)sAt o0 plwsAt FosAL
d _ d —ikvs
/ vfo(v Z (2/6;)° Z (2/0,)° / vfo(v)e

s=0

> € “tz kAt)2
= Z( e~ (kA (A.12)

ou F désigne la transformée de Fourier. Ainsi la polarisation devient

P(x,t) = nqu(k) ithr—wt) Z7 At? /fo AL cotan {(w — kv) A;} dv

noth F(k>€i(kx—wt) - ehsat
— (2/65)°

S
Nous pouvons développer la fonction cotan comme une série sous la forme

o 3 (shAY? (A.13)

At] 2 K 1
q=—00 g

La densité de charge continue est donnée par p, = —V-P, qui s’écrit dans I'espace
de Fourier p,(k) = —ikP(k). Par suite la densité de charge discréte est donnée
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par

= Z S(kp) pp(kyp)
=—1iY k,S(k,)P(k

+oo
L 2n0q Jfo(v)/0v
N ZZ|S ) Z/ w—kjv—qwg

q=—00
2”09 At o R e
—sz 1S(k,)] (/{:p);@/e)se 2 . (A.15)

En utilisant des différences finies centrées, la transformée de Fourier discréte de
la relation £ = —0¢/0x s’écrit

E(k) = —iKs(k)p(k), (A.16)
ou

Ky (k) = k% (A.17)
[’équation de Poisson modifiée par la méthode implicite directe devient alors

V- (Vo) = =222 (A18)

Des différences finies centrées suivies par une transformation de Fourier nous
donnent

K2(k)o(k) = 2 (A.19)
ol nous avons défini (kAz/2) 9
) 5 | sin (kAz/2
Ki(k) =k { kAx/2 ] (4.20)

En combinant les Eqs. (A.15)-(A.20), nous obtenons la relation de dispersion
pour un plasma électrostatique, mono-dimensionnel, et infini tenant compte des
discrétisations d’espace et de temps

2

w. dfo(v)/0v
— P o
€(w, k) =1+ 2(h) E |S (K, \KQ E / ko — gy

gq=—00
w2 A2 +oo plwsAt

s ) Kl S(ky) [P Ko (Ky) e ERADT —
R 2 2 ) 2 g

(A.21)

ou k, =21 /Ax, w, =21/ At, wy = w — qu, et k, =k — pk,.
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En exploitant la forme Maxwellienne de fy, nous obtenons

[t - Loz, (A.22)

wg — kpv  kpv;

ou g, = \/;quvt et Z désigne la fonction de dispersion du plasma dite de Fried et

Conte [48], définie par

2

—ug avec (&) > 0. (A.23)

Z(¢) = V2 /OO du~

oo U

Finalement, en substituant 'Eq. (A.22) dans 'Eq. A.21 nous en déduisons I'Eq.
(4.169).



Annexe B

Transformation de Fourier de
I’équation d’onde

En supposant le champ électrique périodique suivant y, nous appliquons une
transformation de Fourier aux Egs. (4.138)-(4.140) dans cette direction. Nous
introduisons Ef et El les parties réelle et imaginaire associées au mode k de la
transformée de Fourier du champ électrique. Pour simplifier les notations nous
omettrons 'indice k par la suite. La partie réelle de la transformée de Fourier de
Eq. (4.138) s’écrit

(Ef)Z { AL (Cos(l%Ay) - 1> + XZO (Cos(kAy) ) — 2@—2(5’2’0 <cos(l~fAy) - 1>}

2AxAy
2 2 12,0
I c"At Xi At 3200 .. /3
* y)i{mm 1 T ongS }Sm(my)
+(ER) le30 —|—(E1) At 330 (k;A)
)i "2 oAy Ay

2 2

At
(ER)1+1/2 {1 o A—gﬁ

ER CAL EAg) — 1)+ X0 (cos(iag) + 1) — 2E520 (osiag) — 1
(B 1§ gy (cos(Ban) = 1) & 2 (cos(hay) + 1) = oGy (costhay) - 1)

. At
(cos(k;Ay) - 1) + Xl}rf/g} + (Ei)iH/Q {Aygf’ilom sm(kAy)}

—AA2 Y  At -
Bl it1 20| in (e
+ ( y)z’+1 {QA:EAy 4 + QAy<z+1 sin(kAy)

13,0 A _
+ (B, {X; 1 } + (B, {2 At Gt sm(my)} — <Q5>z~+1/2‘ (B.1)
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La partie imaginaire de la transformée de Fourier de Eq. (4.138) s’écrit

¢P0 8 sin(kAy)

Y

(ER) B AAE? leo B At
i 2AxAy 4 2Ay "

AAL? - x>0 . At }
+ (EyI)Z {_QA:cAy (cos(kAy) - 1) + 1 (Cos(kAy) + 1) _ mgm,o (cos(kAy) _ 1)}

13,0
2 2

+ (Ef)l{ QAAt C33osin(kAy)} + (Ei)Z {X’Q }
c* At

At Lo
+ (Ef)i—s-l/g {_A_ygfialom s1n(k’Ay)} + (El)z+1/2 {1 — Ay —~ (COS(/fAy) — 1) + XJ—}-E/Q}

AR i At -
ER i+l 320 oo (T A
+ ( y )i+1 { 2ATAY + A 2Ay(@+1 sin(kAy)

Bl cAL? FAY) — 1 Xt iAg) 1+ 1) = 2L 0 (cosBag) — 1
D0 {228 o)1)+ 5 (i 1) - B o)

13,0

A -
e (et} + 6, 50 - (@), o
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La partie réelle de la transformée de Fourier de Eq. (4.139) s’écrit

A AL
(Ef)ifl {_ 2Az? QAQ:Q?ZiO}
R At 30 LA I At 30 A
+ (EZ )zel AL <cos(kz y) + 1) + (Ez)iq AL S sin(kAy)
2AL? . 210 . At .
+ (Ef)i_l/2 {QCAIW <cos(kAy) - 1) + Xl4 <cos(kAy) + 1) - ng_lio/g (COS(kAy) + 1)}

AR AL g0 g
)171/2 {QAxAy + 4 QAxCi—l/z} sin(kAy)
2 A 42
R C At 22,0
+ (Ey)i{1+ Az TN }
23,0 23,0

+ (Ef), {XT (cos(l%Ay) + 1)} + (EL), {XT sin(/%Ay)}

AL . 20 . At .
+ (Ef)iﬂ/2 {—M (cos(k:Ay) - 1> + XZ4 (cos(kAy) + 1) + Eéﬁfﬂ <cos(k:Ay) + 1)}

AR AL g0\ L g
)i+1/2 {_ZAxAy + 4 + QAxCi—H/Q} sin(kAy)
2 A 42
+ (Ey )i+1 {_ 2Ax? * QAxCHl

At ~ At o ~
+ (Ef)iﬂ {m@f’lo (Cos(kAy) + 1)} + (Ei)z,Jrl {m f’i’lo sm(kJAy)} = (Qf)

(B.3)

+(E:

+(E:

i
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La partie imaginaire de la transformée de Fourier de Eq. (4.139) s’écrit

(EI) _C2At2 _ At :3270
¥/i-1 2Az2  2Az !

+ (Ef)i—l {4it 23310 sin(k;Ay)} + (Ezl)i—l {_ﬁTtx ?;9,,10 <COS(]~€AZ/) + 1)}

AAL e At
+ (Ef)i_l/2 { 2AxAy sm(k’Ay) 1 Sln(kAy) + — SAL 3110/2 sm(k:Ay)}
A2 21,0

+(EL),_ 12 {M (cos(l;;Ay) — 1) X’4 <cos(k;Ay) > — 2i—tng’_li()/2 (cos(/;:Ay) + 1)}

2 2
I At 22,0
+(Ey)i{1+ Az TN }
23,0

i (88), {2 stk |+ (), {25 (contB 1)}

CAL? e At
+ (B 1) {2 Rony Sn(kAY) — = sin(kAy) — 57, sm(mm}

A - Xfl ! At 510 -
+ (Ei)iﬂ/2 {_M (cos(k:Ay) — 1> 4+ & 1 (cos(kAy) ) + ECH’I/Q (cos(k;Ay) + 1)}
2 A 42
- (Ey)i+1 {_QAIQ - 2Ax<i+1 }

A A . ~
+ (Ef)iﬂ {—4At §fj’10 sm(kAy)} (EI)ZH {ﬁ f’f’lo (cos(kAy) + 1)} = (Qé)z
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La partie réelle de la transformée de Fourier de Eq. (4.140) s’écrit

At ~ At s

(5, { a6 (costhog) 1) |+ (D), {120 sntian) |
R _CQAtQ At 23,0
* (EZ )"*1 { 2A 22 + 2Ax L

+ (ER) X?LO + ﬁcﬂ»ﬂ + (EI) _ﬁ 110 in (k Ay)
z/i—1/2 2 Ax i—1/2 z/)i—1/2 2Ay i Yy

me A (-
+(B)), { 5 (COS(kAZJ) + 1> + A—yCilz’O (COS(kAy) — 1)}
A At 120 .
+ (E;)z {— ’2 sin(kAy) — A_ygl ’ sin(kAy)}
R A2 AL B N 33,0
+ (Ez) {1 + A2 + A <1 COS(kAy)) + X;

At .
+ (Ei)z {—A—yg“}?”o sin(kAy)}
El _X?LO At 210 )l At 110 . kA
—i—( w)i+1/2 2 _A_xCi+1/2 +( $)i+1/2 _EQ sin(kAy)

At ~ At s
+ (Ef)ﬂrl {—m ¢2+2710 (Cos(kAy) + 1)} + (Ezf)iﬂ {m ff’lo sm(kAy)}

A2 AL ~
+(EY),, {—%7 - mﬁfio} = (QR> (B.5)
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La partie imaginaire de la transformée de Fourier de Eq. (4.140) s’écrit

At ~ At -
(Ef)@el {mcimlo Sin(kAy)} + (E;)z;l {m@mf (COS(kA?J) + 1)}

2 A 42
T C At At 23,0
* (EZ)"” {_ 2Ax2 + 2Ag 1

At - VRO AL
R 11,0 - I i 21,0
+ (Em )i—l/? {_2Ay ; sm(k’Ay)} + (Em)z‘—1/2 {T + Az i—l/Q}
R X?ZO At 12,0
+ (E)) ) sin(kAy) + A—yg sin(kAy)
n [ 3 t 12,0
+ (Ey)z { 2 (COS(kAy) + 1) + A_yC'L <COS<kAy) - 1)}

AN AAR ~
+ (EZI)Z {1 + A2 + A (1 - cos(kAy)) + X?&O}

R At 110 . A gl ;Y At 21,0
+( x)i+1/2 m@- sin(kAy) o + ( a:)z‘+1/2 T_A_$<i+1/2

At r At -
+ (Ef)z’H {_m z2+2’10 sm(k:Ay)} + (Ezj)i+1 {_m z'QilO <COS(kAy) + 1)}
AA At ~
(D), S o = (@), (8.6

En prenant N, points dans la direction x les Eqgs. (B.1)-(B.6) peuvent étre for-
mulées comme un systéme d’équations diagonal par bande, que nous résolvons
en utilisant une méthode LU [97] pour chacun des N, modes de la transformée
de Fourier discréte. Enfin nous calculons le champ solution dans I'espace réel par
transformation de Fourier inverse.



Annexe C

Trajectoire d’'une charge dans une
onde plane

C.1 Intégration des équations du mouvement

Le potentiel vecteur est noté A(r,t), le champ électrique E(r,t) et le champ
magnétique B(r,t) ces grandeurs sont régies par le systéme suivant :

E(r,t) = —0,A(r,t)
{ B(r,) =V x A(rt) (C.1)

Nous prenons la convention de jauge de Coulomb V-A = 0, et nous supposons
que les champs ne dépendent que de x et t. Si 'on désigne par // la composante
longitudinale et par L la composante transverse, le champ électromagnétique se
met sous la forme simplifiée :

E//:Ex:(), B//:Bx:(], EJ_:—atAJ_; BJ_IVXA

La dynamique de I’¢lectron est régie par
€p
mey

dtp = ef)tAl— ‘P

e

dip = —eE—

x B (C.2)

x By (C.3)

ou p = (ps, p1 ) représente la quantité de mouvement, e la charge élémentaire,
m. la masse électronique, et v le facteur de Lorentz. Le symbole d; représente la
dérivée totale par rapport au temps.
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On en déduit les équations gouvernant les composantes longitudinales et trans-

verses :
(&

dipr = — P 0:A L (C-4)
m

e

dtpL = 68tAL + €

P20 AL = ediAy (C.5)

e

L’équation (C.5) traduit la conservation du moment canonique transverse de
I’électron dans I'onde au cours de I'interaction, soit

p.(t) —eA (z,t) =p, (0) —eA (x,0) (C.6)

Or Ai(z,t) = AL(wt — kx), on pose ¢ = wt — kx et v, = % la vitesse de
phase de 'onde. Dans ces conditions, on peut écrire

QEAL = dSpALang = —k?dcpAL

et (C.4) peut se mettre sous la forme :

ke
dipr = me/YpL ) dapAL (C7)
De méme (C.5) sur p; donne :
kps
dip = ed,A (w _ P ) (C.8)
mey

et en injectant 'expression de d,A | dans (C.7), on obtient :

k -d
dip, = —— L EPL (C.9)
m67 w — m_;y

soit encore,
dy (pi)

2(me’7U<p - px) (Clo)

dtpa: =

L’équation de la dynamique reliant p, et p, donne pour une onde se propa-
geant avec une vitesse v, :

2(meyvp = po)dipe = dipl (C.11)
2meyvdip, = di(v* — 1)m2é? (C.12)

Yy
L £y (C.13)

dt<”“’px—7> =0 (C.14)

MeC?
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Une intégration aboutit a :

(% (Y
Lppx_ﬁ)/: ¥

P=(0) —~(0) (C.15)

MeC? MeC?

Et en élevant v au carré on obtient :

Ly P <L_§)+ Pl _, % {%m_va®}+bmy_%m®12

m2c? c? m2c? m602p$ MeC2 MeC2
(C.16)
On peut dégager trois types de solution en p, suivant la valeur du rapport
v,/c, mais on ne développe ici que le cas ot 'onde se propage dans le vide i.e
v,/c =1 et I'expression de ¢ devient ¢ = wy (t — £). L'équation (C.16) est dans
ce cas un mondme en p,, et on déduit v via 'équation (C.15) :

1+ 2 [y0) - 2]

m2c? mec
Pe G e (C.17)
mec 2 7(0) - m(eoc)
) - -2
L e+ (0) — 252 C.18)
v = — — :
2|7(0) - 22

Si I’électron est initialement au repos i.e p,(0) = 0 et v(0) = 1 ces équations
deviennent :

Pz P
mec  2m2c> (C.19)
2
p
7= 155 (C.20)

Par ailleurs, 'impulsion de la particule fait un angle 6 avec la direction de
propagation de 'onde tel que :

2m, 2
f = arctan (&) = arctan ( o c> = arctan ( —) (C.21)
Pz pL 7= 1

Afin d’expliciter complétement (p,,p1) on introduit un potentiel vecteur de
la forme :

0
flo) | usin(p) avec u = (1 — uQ)l/2 (C.22)
ucos(y)

ApMeC

A=

e
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ot ag désigne 'amplitude du champ laser, f représente l'’enveloppe lente-
ment variable de I'onde et u détermine la polarisation de ’onde. Etant donné
les conditions initiales, la conservation du moment canonique transverse (C.6)
s’écrit p, = eA | ainsi nous pouvons déterminer complétement le quadri-vecteur
impulsion-énergie défini par (cp,, cp,, cp., myc?). La conservation du moment ca-
nonique transverse et le systéme (C.17,C.18) donnent dans le référentiel du labo-
ratoire :

Pl
CPyx 2me
wy | _ | ame(@usinge) o
cp. | agmec® f(p)ucos(p) '
e e 2

avec ) -
Pl mectag

2me, 4

F@)[1+ (1 = 2u?) cos(2¢)].

Exprimons maintenant le quadri-vecteur (cp, F) dans un référentiel d’inertie
se déplacant a V' = (¢ suivant ’axe des x. Posons ' = W, la transformation

de Lorentz sous forme matricielle s’écrit

cp, r oo -1rg CPy
cp’y B 0O 1 0 0 cpy
o | T o o1 o cp, (C.24)
mey'c? -I's 0 0 T meyc?
On en déduit aprés quelques manipulations algébriques :

o, =T{0= 5T [+ (1 - 20 cos(2p)] — mefic?

cp, = cpy

epl — cp. (C.25)

mey'c? =T {mec2 +(1— 6)%]‘2(@) 14 (1 —2u?) cos(2<p)]}

Il est possible de choisir le paramétre 3 de telle sorte que les moyennes tem-
porelles des quantités de mouvement dans le référentiel de dérive soient nulles,
comme < p, >;=< p, >;= 0 on détermine 3 tel que < p}, >;= 0, il vient :

5= (C.26)

Soit 7 le temps propre entre deux événements dans le référentiel de dérive, la
géodésique d’espace-temps donne la relation :

dz?
2 142
dre = dt (1_c2dt2)
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soit finalement

dt
C.27
=7 (C.27)
La vitesse longitudinale de I'électron s’écrit :
dx dx
’Uw = —= —
dt  ~dr
on en déduit p
L Pz
= =, = C.28
ar =" Me ( )

On montre ainsi que la phase de 'onde est un invariant relativiste :

de D
A — =1 C.29
ol = e = (C.29)

En tenant compte de (C.28) le quadri-vecteur impulsion-énergie peut se mettre
sous la forme :

CPx = mecé_i

Py = MeCy (C.30)
. =mecE '
meye? = mec? 2L

On en déduit les coordonnées (x(7),y(7), z(7),t(7)) de I'électron dans le réfé-
rentiel du laboratoire aprés une durée 7, et en négligeant I'influence de la fonction
d’enveloppe (i.ef(wor) = 1) :

x(r) = oT %dt = % [7‘ + —(IQEEQ)Sin(Qon)]
y(r) = [ 2dt = 2 [1 — cos(wo)] .31
z(1) = OT 5;5 dt = U sm(on) (C.31)

tr) =[lydt =7+%2 [7’ + & )s1n(2w07)]

Les coordonnées de I’électron dans le référentiel mobile (2/(7),y'(7), 2/ (1), (7))

peuvent étre calculées sachant ‘Cil—tT/ =, ‘fl—”;/ = ;—i, on obtient aisément :
l‘/(T =/ pxedt = 572(1 — B)(a/8)(1 — 2u?) sin(2woT) + Cer [%2’ —-f (1 + %)]

)
V() = 7 et = y(r)
) = Jr Bt = (r)
t’(T) = fOT 'dt =Tr1 [1 + (1 - ﬁ)%] + (106 (a2/8)(1 — 2u?) sin(2wyT)
(C.32)

Il est possible d’exprimer cette trajectoire en fonction du temps dans le repére
mobile, la phase de 'onde étant un invariant relativiste wom = ¢ = ¢’ i.e WeT =

wo (t—2%) =w) (' —Z). On en déduit w) = Tt = [1 :?? 3
+7:|
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Soit finalement en remplagant wy par wj et en tenant compte de la valeur de
B donnée par (C.26) on obtient :

(2 = —C(lju2)—“3g sin(2¢’)
0 1_;’_70
y o= L1 o)
&)
Z = ci_ga :2 /2 Sin(gp) (033)
)
= (wﬁ&/) (1 ™ %21) + &422(1;3?2) * 12 73 sin(2¢’)
° T

C.2 Influence d’une équation d’enveloppe

Il est apparu au cour des expériences numériques que la fonction d’enveloppe
de I'onde et les conditions initiales conditionnent de fagon déterminante la dyna-
mique de la particule. Les calculs qui suivent visent a mettre en évidence quelques
aspects de ce probléme. Nous rappelons ici la forme du quadri-vecteur impulsion-
énergie :

2
P T
cpy B ceA,
o | = o (C.34)
i) g

Considérons une enveloppe trapézoidale fonction de la phase de I'onde, on
suppose ici que le champ électrique adimensionné F, est de la forme :

~ Qo . . Qo .

Ey = QO QO Sin (@) 5[07<Pmaa:] + CLO sin (@) é—[@maxvﬂal] + - [SO - 901] S (@) 5[9@17902]
(C.35)

lsia<u<b

0 sinon '

Nous obtenons le potentiel vecteur par intégration pour ¢ € [©g, Pmaz] DOUS

avons :

oll on a posé ¢ = wy (t — x/c) et on définit §,)(u) = {

gy(w) S /@usin(u)du, (C.36)

Pmaz 0

et pour ¢ € [Spmaam 801]

Avy(gp) S /wusin(u)du. (C.37)

Pmaz 0
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On obtient finalement ’expression de ﬁy(@ suivante

A (o) = { s [P €08(0) — o cos(epo)] — S0 [sin(p) —sin(po)] - si @ € [0, Pma]
Y Spi(;z [Sln“oo) — %o COS(SOO) - Sln(@maz)] + ag COS(SD) Sl € [@mam 901]
(C.38)
Notons que gy(wo) = 0. Ou la phase initiale ¢ est définie par ¢ = wg (to — z(to)/c),
et nous posons K = — sin(@maz )/ Pmaz- Ainsi pour ¢ € [©maz, P1] nOus avons
A, () = = [sin(p) — po cos(po)] + ap (cos() + K). (C.39)

max

Pour la suite nous faisons 'approximation ¢y << 1, on en déduit
Ay(p) = ag (cos(p) + K) + O(e}) (C.40)

La quantité de mouvement p, est reliée au potentiel vecteur grace a la conser-
vation du moment canonique transverse, on a pour un électron initialement au
repos

Y%‘f) = cA,(p). (C.41)
Déterminons la trajectoire de I'électron (x(¢),y(y)) dans le repére du laboratoire.
Nous avons pour y(¢) :

W) = / py &t / S, (C.42)

on obtient
CQy

y(p) = o [(sin(¢) — sin(go)) + K (¢ — ¢o)] - (C.43)

Et nous avons pour z(p) :

x(cp):/:px(“)d_“— ¢ /wgz(u)du, (C.44)

Me Wo 2w

Soit
() = m [sin(2p) — sin(20)]/2 + (¢ — o)}
“BR ffonie) — sl + Ko~ )2}, (C49)

Afin d’annuler la dérive de y on choisit @ = 2nm, n € Z, d'ou K = 0.
Finalement les expressions de Eqs. (C.45) et (C.43) deviennent

(9) = 52 {fin(2) ~ sin(20)] /2 + 5~ o} (c.46)
y() = sin(p) — sin(p0)] (C47)

Wo



Annexe D

Détermination du bilan d’énergie
dans les simulations laser-plasma

Pour mesurer ’écart a la conservation de I’énergie dans la boite de simulation
nous comparons bilan des énergies cinétiques et bilan des énergies électromagné-
tiques, respectivement notés Ak (t) et Ap(t).

Le bilan d’énergie cinétique Ag(t) est défini par :
Ak (1) = (exp(t) +ex(t) — ex(0)) /es(t), (D.1)

ou €k est I'énergie cinétique totale, €k, désigne I’énergie cinétique perdue par
les particules lorsque celles-ci sont absorbées ou ré-injectées thermiquement aux
limites, et g désigne le flux de Poynting source (du laser) intégré en temps dans
la direction de I’onde incidente. Pour une onde se propageant en 2D spatial nous

o @_/t /y@ x Bs) -e.dj| di (D.2)
)\0 B 0 g 5 Tmin ‘ y ‘

Y1
ou ES, Bg désignent respectivement les champs électrique et magnétique norma-
lisés selon E = eE/mcwy et B = eB/mwy (ol wy est la pulsation de 1'onde laser
incidente). Le bilan d’énergie électromagnétique A, (t) est défini par :

Ap(t) = (p(t) + em(0) — gem(t)) /es(t), (D.3)
ol ¢, désigne le bilan intégré en temps des flux de Poynting entrant et sor-
tant suivant chaque direction de la boite de simulation, et e.,, désigne ’énergie
électromagnétique totale. L’énergie totale est conservée si ces deux mesures se
compensent, soit : Agx(t) — Ap(t) =0
Le bilan d’énergie cinétique, peut étre développé plus en détail, il prend alors
la forme :

Ax(t) = Z Zz L s (Vis(t) +0vis — 1) — Z Zz ) s (7:,s(0) — 1) (D.4)
Moy [ (Bsx Bs) - eudiid

Tmin
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avec mg = = la masse normalisée de l'espéce s, et ;s le facteur de Lorentz
de la partlcule i. Ainsi (7; s — 1) représente 1'énergie cinétique normalisée et 0,
rend compte des variations éventuelles de I’énergie cinétique associées a des condi-
tions aux limites inélastiques. Quant au bilan d’énergie électromagnétique, il peut
s’écrire sous la forme détaillée suivante :

Ap() :@//(E@E{f) - (E?(z,@+§2(z,gj)) didy
+% {/Ot /yy (E X E)xmm e, djdi — /Ot /yy (E X é)xm e, djdl
+/0t / (E x E)ym e, dFdl — /Ot / (E x é)ym -eydidtN]. (D.5)
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