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PROPRIETES ALGEBRIQUES DES STRUCTURES MENUES OU MINCES, RANG DE
CANTOR BENDIXSON, ESPACES TOPOLOGIQUES GENERALISES

RESUME. Les structures menues apparaissent dans les années 60 en lien avec la
conjecture de Vaught. Les structures minces englobent a la fois les structures mi-
nimales et menues. Les ensembles définissables d’une structure mince sont rangés
par le rang de Cantor-Bendixson. Nous présentons des propriétés de calcul de ce
rang, une condition de chaine descendante locale sur les groupes acl(0)-définissables
ainsi qu’une notion de presque stabilisateur local, et en déduisons des propriétés
algébriques des structures minces : un corps mince de caractéristique positive est
localement de dimension finie sur son centre, et un groupe mince infini a un sous-
groupe abélien infini. Nous nous intéressons ensuite aux structures menues infiniment
définissables, et montrons que les groupes d’arité finie infiniment 0-définissable sont
I'intersection de groupes définissables. Nous étendons le résultat aux demi-groupes,
anneaux, corps, catégories et groupoides infiniment 0-définissables, et donnons des
résultats de définissabilité locale pour les groupes et corps simples et menus, infini-
ment définissables sur des parametres quelconques. Enfin, nous réintroduisons le rang
de Cantor dans son contexte topologique et montrons que la dérivée de Cantor peut
étre vue comme un opérateur de dérivation dans un semi-anneau d’espaces topolo-
giques. Dans 'idée de trouver un rang de Cantor global pour les théories stables, nous
essayons de nous débarrasser du mot dénombrable omniprésent lorsque ’on fait de la
topologie, en le remplagant par un cardinal régulier k. Nous développons une notion
d’espace k-métrique, de k-topologie, de k-compacité etc. et montrons un k-analogue
du lemme de métrisabilité d’Urysohn, et du théoreme de Cantor-Bendixson.
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Théorie des modeles, structure menue, mince, stable, simple, infiniment définissable,
groupe, abélien, nilpotent, corps, rang de Cantor-Bendixson, topologie.
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ALGEBRAIC PROPERTIES OF SMALL AND WEAKLY SMALL STRUCTURES,
CANTOR-BENDIXSON RANK AND GENERALISED TOPOLOGICAL SPACES

ABSTRACT. Small structures appear in the '60s together with Vaught’s conjecture.
Weakly small structures include both minimal and small structures. Definable sets
in a weakly small structure are ranked by Cantor-Bendixson rank. We show com-
putational properties of this rank, which imply a local descending chain condition
on acl(0)-definable subgroups, and introduce a notion of local almost stabiliser. We
deduce algebraic properties of weakly small structures. Among them, a weakly small
field of positive characteristic is locally finite dimensional over its centre, and an in-
finite weakly small group has an infinite abelian subgroup. We then turn to small
type-definable structures, showing that finitary small type 0-definable groups are
the intersection of definable groups. We extend the result to finitary small type 0-
definable monoids, rings, fields, categories and groupoids. We give local definability
results concerning groups and fields type definable over an arbitrary set of para-
meters in small and simple theories. Finally, we reintroduce the Cantor Bendixson
rank in its topological context, and show that the Cantor derivative can be seen as a
derivation in a semi-ring of topological spaces. In an attempt to find a global Cantor
rank for stable structures, we try to eliminate the word denumerable, omnipresent
when one does topology, by replacing it by a regular cardinal k. We develop the
notions of k-metrisable space, k-topology, k-compactness etc. and show an analogue
of Urysohn’s metrisability lemma and Cantor-Bendixson theorem.

KEY WORDS

Model theory, small, weakly small, stable, simple, type-definable, group, field, abe-
lian, nilpotent, Cantor-Bendixson rank, topology.
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Introduction

Considérons un langage dénombrable L, et supposons que 'on veuille compter le
nombre de L-structures dénombrables deux a deux non isomorphes. On peut com-
mencer par remarquer qu’il n’y en a pas plus de 2%. Cela vient du fait quil y a
N, formules, et donc au plus 2% types d’uplets de longueur X,. Si I'on choisit une
énumération de chaque structure dénombrable, les différents types des énumérations
obtenues sont en nombre majoré par 2%°. Et si les énumérations de deux structures
ont méme type alors ces deux structures sont isomorphes par la bijection qui en-
voie I’énumération de la premiere sur celle de la seconde. En particulier une théorie
complete dans le langage L n’a pas plus de 2% modeles dénombrables & isomorphisme
pres. La conjecture de Vaught, issue d’une question posée par Robert Lawson Vaught
en 1961, dit précisément :

Conjecture. (Vaught [67]) Indépendamment de I’hypothése du continu, une théorie
compléte dans un langage dénombrable ayant plus de g modéles dénombrables deux
a deuzx non isomorphes en a 280,

Nous allons étudier une classe de théories, les théories dites menues, susceptibles
d’avoir peu de modeles dénombrables a isomorphisme pres. Rappelons qu'une théorie
qui a peu de modeles dénombrables a nécessairement peu de types :

Fait.! Soit T une théorie dans un langage dénombrable. Si T a strictement moins
de 2% modeéles dénombrables a isomorphisme preés, alors ses n-types sans parameétres
sont dénombrables pour tout entier n.

On comprend alors l'intérét de la définition suivante :

Définition. Une théorie T est dite menue si ses n-types sans parametres sont dé-
nombrables pour tout entier n.

On trouvera dans [62] un historique de la conjecture de Vaught et une référence
aux travaux la concernant. Depuis leur introduction dans les années 1960, les struc-
tures menues ont été peu étudiées en tant que telles. Les avancées principales sont
dues a Annand Pillay, Bruno Poizat, et Frank Wagner ; ce sont d’ailleurs ces deux
derniers qui ont introduit le mot "menu” dans [61], je cite, comme une traduc-
tion infidele, mais bien moins pale que l'original, du mot anglais “small”. On

1. Fait 9.2. Démonstration aux premieres lignes du chapitre neuf.

10



rencontre aussi "with few types” comme synonyme de "small” dans la littérature
anglo-saxonne. Leurs résultats concernent les relations d’équivalence infiniment
définissables [51] (aussi étudiées par Byunghan Kim [35], Ludomir Newelski et Krysz-
tof Krupiniski [37]), les groupes abéliens [69], les corps commutatifs [71], et certaines
classes de modules (Vera Puninskaya [62]).

Certaines structures menues ont été étudiées sous des hypotheses modele-théoriques
plus fortes : les groupes stables et menus, et plus généralement les SR-groupes in-
troduits par F. Wagner [70, chapitre 5], les groupes supersimples et Rg-catégoriques
par David Evans et F. Wagner [18], les structures menues et monobasées par A.
Pillay [50].

Le but des pages qui vont suivre n’est pas de s’attaquer a la conjecture de Vaught,
mais d’étudier les propriétés algébriques particulieres de certaines structures menues.
Nous nous intéresserons plus précisément aux corps, aux anneaux, et aux groupes,
peut-étre dans un langage enrichi, avec un automorphisme ou une dérivation,
définissables dans un premier temps, puis définis par une infinité de formules. Et il
s’avere que, parfois, de certains résultats obtenus, on peut déduire que la conjecture
de Vaught est vraie dans des cas tres particuliers.

Premiere partie : propriétés algébriques des structures me-
nues, minces ou stables

Apres avoir introduit la notion de dimension dont sont dotées les structures menues,
nous nous livrons a l’exploration des corps, des anneaux puis des groupes, dans
cet ordre : du langage le plus riche au plus pauvre, c¢’est-a-dire du plus facile au
plus compliqué, un langage riche offrant plus de prise, et étant plus contraint par le
manque de place imposé par la dimension.

Au premier chapitre, nous introduisons le rang de Cantor-Bendixson, le prin-
cipal, pour ne pas dire I'unique outil dont on dispose pour I'étude des structures
menues, et minces, ces dernieres ayant été introduites par Oleg Belegradek a la lec-
ture de [71] pour englober a la fois les structures menues et minimales. Les structures
d-minimales introduites par B. Poizat dans [59] sont minces. A la différence du ca-
ractere menu, la minceur n’est pas une propriété de la théorie. Nous y présentons
des propriétés de calcul du rang de Cantor :

Lemme fondamental. Soient A et B deux ensembles a-définissables, et f une
application a-définissable de A dans B, surjective, a fibres de taille bornée par un
entier n. Alors A et B ont méme rang de Cantor sur a et

dCB,(B) < dCB,(A) < n - dCB,(B)

Lemme fondamental. Soit X un ensemble définissable sans parametres, et a un
élément algébrique sur le vide de degré n, alors

1) OBa(X) = CBy(X)
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2) dCBy(X) < dCB.(X) < n - dCBy(X)

Deux applications du résultat précédent aux groupes minces. Primo, ces derniers
sont soumis a des conditions de chaine locales :

Théoreme. Dans un groupe mince, la trace sur une cloture algébrique finiment
engendrée d’une suite décroissante de sous-groupes acl(())-définissables stationne.

Secundo, pour toute partie définissable X d’un groupe menu, on peut définir une
notion de stabilisateur local Stab,(X) de X dans une cloture algébrique finiment
engendrée . Si § est une cloture définissable finiment engendrée et si X est de rang
de Cantor maximal, on peut borner 'indice de Stabs(X) dans ¢ en fonction du degré
de Cantor local de X. Rappelons que si X est une partie définissable générique d'un
groupe omega-stable, I'indice du stabilisateur de X est borné en fonction du degré
de Morley de X.

Le chapitre 2 traite des corps. Frank Wagner a démontré qu’un corps menu com-
mutatif infini est algébriquement clos, et en a déduit la conjecture de Vaught pour
la théorie d'un pur corps [71]. Nous en donnons une autre preuve, en démontrant
que les groupes additifs et multiplicatifs d’un corps mince infini sont connexes; on
en déduit :

Théoréme. Aucune extension algébrique d’un corps mince infini n'a d’extension
pseudo-radicale.

Rappelons aussi qu'un corps minimal de caractéristique positif est fini ou algébri-
quement clos [72], de méme qu’'un corps d-minimal [59], et que la question de savoir
si un corps minimal de caractéristique positive est algébriquement clos est toujours
ouverte. Nous nous intéressons ensuite aux corps non commutatifs. Le résultat sui-
vant est celui de mon mémoire de DEA [45], dont la preuve est simplifiée.

Théoreme. Un corps menu de caractéristique positive est commutatif.

Ceci répond en partie au probleme 6.1.15 de [73]. Comme application immédiate, la
conjecture de Vaught est vraie pour un pur corps de caractéristique positive. Pour
un corps mince :

Théoreme. Un corps mince de caractéristique positive est localement de dimension
finte sur son centre.

Se pose alors la question de la validité de la conjecture de Vaught pour la théorie d'un
corps dans un langage plus riche. La question semble étre hors de portée puisqu’elle
est équivalente & la conjecture de Vaught?. Au moins pouvons-nous dire quelque

2. Pour tout corps algébriquement clos K, et toute structure donnée M, on peut considérer un
ensemble infini P d’éléments algébriquement indépendants de K, en faire un prédicat, et y faire
vivre la structure M. On obtient une nouvelle théorie de corps T™. Fixer une classe d’isomorphisme
de modeles de T*, c’est fixer une classe de modeles de Th(M), et le degré de transcendance du
corps.
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chose dans le cas d'un corps aux différences finies. Rappelons que pour un corps
superstable K muni d’'un morphisme de corps définissable f, soit f est I'identité,
soit le fixateur de f est fini [27].

Théoreme. Soit un corps K de caractéristique positive muni d’un morphisme
définissable de corps f. Si K est menu, alors soit f est l'identité, soit le firateur de

f est fini.

Le chapitre 3 concerne les anneaux. Rappelons que le radical de Jacobson d’un an-
neau stable est nilpotent [14], de méme que celui d'un anneau Ry-catégorique [11, 12].
Un anneau commutatif stable sans radical est un produit fini de corps définissables,
tandis qu’'un anneau non commutatif sans radical est un produit d’anneaux de ma-
trices carrées a coefficients dans des corps définissables [14].

Propositions.

— Le radical de Jacobson d’un anneau menu est nil, localement nilpotent.

— Un anneau commutatif menu sans radical est localement un produit fini de corps.

— Un anneau menu est localement un produit fini d’anneaur de matrices carrées a
coefficients dans des corps modulo le radical.

Le chapitre 4 s’intéresse aux groupes. Angus Macintyre a montré qu’'un groupe
omega-stable abélien était la somme directe d’un groupe divisible définissable et
d’un groupe d’exposant borné [40] ; Frank Wagner 1'a généralisé aux groupes menus
abéliens [69]. En combinant ce dernier résultat a ce que I'on sait de la structure des
groupes abéliens divisibles et de ceux d’exposant fini, on remarque que la conjecture
de Vaught est vraie pour la théorie d'un pur groupe abélien. Plus généralement,
la conjecture de Vaught est vraie pour toute théorie complete de module sur un
anneau dénombrable de Dedekind (et donc en particulier pour un module sur Z),
et sur diverses classes de modules sur des anneaux dénombrables [62]. Plus dur
qu’abélien, nilpotent. On sait d’un groupe nilpotent omega-stable qu’il est la somme
centrale d’un groupe divisible définissable et d’un groupe d’exposant borné [47]. Nous
montrons la chose suivante :

Proposition. Un groupe menu nilpotent est la somme centrale d’un groupe divisible
définissable et d’un groupe d’exposant borné.

Se pose alors la question de savoir ce que 'on peut déduire de ce résultat concer-
nant le nombre de modeles dénombrables d'un pur groupe nilpotent. Que dire d'un
groupe menu résoluble? Enfin, que peut-on dire d’un groupe menu tout court?
Rappelons quun groupe connexe de rang de Morley un est abélien [63]. Mieux, un
groupe connexe omega-stable de rang de Morley minimal est abélien ; en conséquence
tout groupe omega-stable contient un sous-groupe définissable abélien infini [10]. Ce
résultat a été étendu aux groupes superstables [5]. Quelques années plus tard, Frank
Wagner montre dans sa these qu’'un groupe stable et menu possede un sous-groupe
abélien infini définissable [68]. Récemment, Bruno Poizat introduit une notion de
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structures de dimension un, les structures d-minimales, et montre qu'un groupe d-
minimal est abélien-par-fini [59]. Résultat qu’il généralise, en montrant qu’un groupe
infini de rang de Cantor fini contient un sous-groupe abélien définissable infini [60].
Nous montrons :

Théoreme. Un groupe mince infini a un sous-groupe abélien infini.

Au chapitre 5, nous appliquons les méthodes et résultats précédents aux groupes
stables ou simples. Rappelons qu'un corps superstable [9], et méme supersimple [53]
est commutatif. Montrer qu'un corps est commutatif procede généralement en deux
étapes, la premiere étant de montrer que le corps, vu comme espace vectoriel sur son
centre est de dimension finie; la deuxieme, que le corps ne peut avoir d’extension
algébrique gauche. On sait qu'un corps superstable est algébriquement clos [13],
qu'un corps stable n’a pas d’extension d’Artin-Schreier [64], et qu'un corps simple
n’en a qu'un nombre fini [32]. Un beau jour de septembre, Monsieur Wagner m’a
demandé si un corps stable était commutatif. Je ne connais toujours pas la réponse,
mais on peut montrer qu’'un corps stable de caractéristique positive n’est pas loin
d’étre commutatif. Plus généralement,

Théoreme. Un corps simple de caractéristique positive est de dimension finie sur
son centre.

Dans un groupe stable, toute partie infinie dont les éléments commutent deux a
deux est évidemment contenue dans un groupe définissable puisqu’un groupe stable
est soumis aux conditions de chaines sur les centralisateurs. Shelah a montré que
dans un goupe dépendant, le méme résultat est encore valable [66]. Pour un groupe
simple nous montrons :

Proposition. Soit A un ensemble infini d’un groupe dont la théorie est simple,
tel que les éléments de A commutent deux a deux. Alors, A est contenu dans un
sous-groupe définissable fini-par-abélien.

Corollaire. Un groupe dont la théorie est simple et menue contient un sous-groupe
fini-par-abélien définissable infini.

Rappelons a ce sujet qu’un groupe superstable et omega-catégorique est abélien-par-
fini [4], qu’un groupe infini dont la théorie est stable et menue possede un sous-groupe
abélien définissable infini [68]. De plus, un groupe omega-catégorique et supersimple
est fini-par-abélien-par-fini et a un rang SU fini [18]. Mais on ne sait toujours pas si
un groupe stable infini a un sous-groupe abélien infini, ni si un groupe supersimple
infini a un sous-groupe fini-par-abélien définissable infini.

Deuxieéme partie : groupes, corps et choses infiniment défi-
nissables dans une théorie menue

Un ensemble infiniment A-définissable dans un modele, au lieu d’y étre défini par
une formule, I’est par une conjonction d’une infinité de formules a parametres dans
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un ensemble A. Les groupes infiniment définissables, par exemple, apparaissent dans
des contextes ol a priori aucune structure de groupe n’était donnée. Ils ne sont pas
en général intersection de groupes définissables, sauf dans une théorie stable par
exemple comme I'a démontré E. Hrushovski [26]. Dans [73, probleme 6.1.14], F.
Wagner pose le probléme suivant : un groupe infiniment ()-définissable H dans une
structure menue est-il I'intersection de groupes définissables 7 Il y répond favorable-
ment dans le cas particulier ou le groupe H est inclus dans un groupe définissable.

Au chapitre 6, en nous appuyant sur un résultat de Pillay et Poizat [51] di-
sant qu’'une relation d’équivalence menue infiniment (-définissable est 'intersection
de relations d’équivalence définissables (nous dirons qu’elle est enveloppée), nous
répondons au probleme 6.1.14 de [73].

Proposition. Dans une structure menue, un groupe d’arité fini, infiniment définis-
sable sans parametres est l'intersection de groupes définissables.

Au chapitre 7, en prenant appui sur la démonstration que donne Kim [35] de
[51], nous étendons les résultats précédents aux monoides et anneaux infiniment
définissables d’arité fini, sans parametres, puis a certaines structures algébriques, et
aux catégories et groupoides. Plus généralement :

Théoreme. Soit une structure quelconque M .

1) Si M enveloppe toutes les relations d’équivalence infiniment définissables, alors
elle enveloppe tous les groupes infiniment définissables.

2) Si M enveloppe tous les groupes infiniment définissables, elle enveloppe tous les
corps infiniment définissables.

3) Si M enveloppe tout demi-groupe infiniment définissable, elle enveloppe tout an-
neau infiniment définissable.

4) M enveloppe tout préordre infiniment définissable si et seulement si M enveloppe
tout demi-groupe infiniment définissable, si et seulement si M enveloppe toute
catégorie infiniment définissable.

5) Si M enveloppe toute relation d’équivalence infiniment définissable, alors M en-
veloppe tout groupoide infiniment définissable.

Au chapitre 8, nous nous attaquons aux groupes A-définissables ou A est un
ensemble quelconque, en rajoutant ’hypothese que la théorie ambiante est simple
(et, ce faisant nous nous rapprochons du but initial de la these, qui était d’éliminer
les hyperimaginaires dans une théorie simple et menue). Dans [35], Kim montre que
dans une théorie simple et menue, les notions de types forts et de type Lascar fort
coincident, une condition nécessaire pour éliminer les hyperimaginaires. Sa preuve
comporte deux étapes. Dans la premiere il considere des relations d’équivalence
bornées. Nous montrons un analogue de la premiere étape pour les groupes :

Proposition. Soit un groupe G 5 infiniment A-définissable dans une théorie simple
et menue, et X un ensemble définissable contenant G, et dans lequel G 4 est d’indice
borné. Alors le groupe G 5 est intersection de groupes définissables.
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Nous ne savons toujours pas si ce résultat est vrai pour un groupe G4 infiniment
définissable dans une théorie simple et menue en général, mais au moins sommes-
nous capables de parler de définissabilité locale :

Proposition. Soit un groupe G 4 infiniment A-définissable dans une théorie simple,
et soit g un uplet fini dans G4. Soit X définissable contenant G 4. Il existe un
groupe N infiniment définissable avec un nombre fini de paramétres, inclus dans X
et contenant dcl(g) NG 4.

Appliqués aux corps, ces groupes définissables locaux nous permettent de trouver
des corps définissables "locaux”, et de parler de la structure de ces corps :

Proposition. Soit un corps K4 infiniment définissable avec parameétres A dans une
théorie simple, et soit g un uplet fini dans K4. Soit X définissable contenant K 4. Il
existe un corps L infiniment définissable avec un nombre fini de parameétres, inclus
dans X et contenant del(g) N K 4.

Corollaire. Dans une théorie simple et menue, un corps commutatif infiniment
définissable avec des parametres quelconques est algébriqguement clos, ou fini.

Corollaire. Un corps de caractéristique positive, infiniment définissable avec des
parametres quelconques dans une théorie simple et menue est commutatif.

Troisieme partie : un peu de topologie

Au chapitre 9, nous remontons le temps et replacons le rang de Cantor-Bendixson
dans son contexte topologique. Ce faisant, nous remarquons que les deux premiers
lemmes énoncés concernant les propriétés de calcul du rang de Cantor, n’en cachent
en fait qu'un seul :

Proposition. Soient X etY deux espaces compacts. Si f est une application de X
dans'Y , continue, ouverte, et surjective a fibres finies, alors X et'Y ont méme rang
de Cantor. De plus, si le cardinal des fibres est au plus n,

dCB(Y) < dCB(X) < n-dCB(Y)

Corollaire. Soit X un espace compact et R une relation d’équivalence continue sur
X dont toutes les classes sont finies. Alors X et X/R ont méme rang de Cantor.
De plus, si les classes de R ont au plus n éléments,

dCB(X) < dCB(X/R) < n-dCB(X)

En conséquence, s’il est une "bonne” catégorie a considérer pour manier cette no-
tion de dimension, c¢’est certainement une catégorie d’espaces topologiques dont les
fleches sont des applications continues a fibres finies (ceci est a rapprocher de la
dimension chirurgicale introduite dans [52]). Dans une telle catégorie C, quotientée
par la relation d’équivalence =, la symétrisée du préordre < provenant de la notion
de fleche, il est amusant de constater que la dérivée de Cantor D porte bien son nom
puisque :
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Proposition. Les lois ® et x munissent ['ensemble C/ = d’une structure de semi-
anneau commutatif intégre, sur lequel D est un opérateur de dérivation. L’applica-
tion CB de (C/=,<,®, X) dans (Ord, <, sup,®) est un morphisme préservant la
structure de semi-anneau commutatif partiellement ordonné.

Rappelons que Georg Cantor a introduit la dérivée qui porte son nom en 1872 pour
dériver les ensembles de convergence de séries trigonométriques, ce qui lui a permis
dix ans apres d’introduire I'induction transfinie, quelque trois ans avant sa théorie
des ensembles. Il appelait Abgeleitete Punktmenge I’ensemble dérivé d’un espace de
points, et a notre connaissance, nulle part dans ses écrits n’apparait une formule de
Leibniz pour D.

Citons enfin la proposition qui est a l'origine du chapitre 7, et qui est une version
topologique de [51] généralisée aux préordres :

Proposition. Soit X un compact dénombrable, et R un préordre fermé sur X . Alors
R est une intersection de préordres ouverts fermés.

Chapitre 10. Les théories menues évoquées dans les pages précédentes ont ceci de
particulier qu’elles sont, comme les théories omega-stables, dotées d’une notion de
rang purement topologique a valeurs ordinales. Ce chapitre est né de la question sui-
vante : pourquoi diable les théories omega-stables sont-elles dotées d’un rang global,
le rang de Cantor, et pas les théories kappa-stables 7 Refaisons la genese du rang de
Cantor : soit S I'espace des types d’une théorie T' dans un langage dénombrable. C’est
un espace topologique a base dénombrable de voisinage, compact, donc métrisable.
Si T est omega-stable, S est dénombrable. Mais son noyau parfait est soit vide, soit
de taille 2% ; il est donc vide, c’est-a-dire que S est rangé par le rang de Cantor.

En essayant d’adapter la définition du rang de Morley d’une théorie omega-stable,
pour l'appliquer a une théorie kappa-stable, j’ai voulu me débarrasser du mot
”dénombrable” omniprésent lorsque l'on fait de la topologie : c’est évident lors-
qu’on considere la notion de distance ou apparait le corps des réels, corps a base
dénombrable de voisinages, ou encore la notion de complétude qui fait intervenir
celle de suite, mais, méme dans les notions plus abstraites de topologie, et de com-
pacité, le mot "fini” intervient, et qu’est-ce qu’un ensemble fini sinon un ensemble
plus petit que Xy ? En cherchant quelles étaient les propriétés du corps R utiles pour
faire de la topologie métrique, je suis arrivé la définition suivante :

Définition. On appelle k-meétre, un groupe abélien totalement ordonné muni d’une
famille strictement décroissante (¢;);<, d’éléments positifs vérifiant les propriétés
suivantes :

(1) Tout élément positif est minoré par un e;.

(77) €11+ €41 est égal a ¢;, pour tout 7.

En imitant la construction de R a partir d’omega, en se servant de la multiplication
ordinale de Hessenberg [25] redécouverte par Conway dans [17] et de corps de séries
formelles généralisées introduits par Hans Hahn [21], on peut construire un gros sur-
corps R(k) de R a partir d’'un cardinal régulier x, et développer une notion d’espace
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k-métrique, munie d’une application ”distance” a valeurs dans ce corps R(k). En
remplacant ”dénombrable” par ”de taille kappa”, et "fini” par ”petit devant kappa”,
il est facile de définir les notions de x-topologie, x-suite, k-complétude, k-compacité,
d’espace k-normal, de k-continuité et homéomorphisme etc. On peut par exemple
montrer un kappa analogue du lemme de métrisabilité d’Urysohn :

Théoreme. Un espace k-topologique k-normal a base de k-ouverts de cardinal k est
k-métrisable.

On essaye ensuite de développer une notion d’espace k-polonais qui soit satisfaisante,

c’est-a-dire telle que :

1) Un sous-espace k-fermé ou une intersection de x k-ouverts d’un k-polonais soit
encore un x-polonais.

2) Un k-polonais k-parfait soit vide ou bien de taille 2. De taille strictement plus
grande que k nous suffirait.

3) Un espace k-topologique r-compact a base de voisinages de cardinal x engendré
par une topologie compacte soit k-polonais.

La notion de k-polonais que nous introduisons nous permet d’affirmer les points

2) et 3), toutefois pas le point 1). Nous finissons en montrant qu’on peut espérer

appliquer ces résultats a l’espace des types d’une théorie x-stable. Nous rappelons

un résultat de [31], dont nous donnons une autre démonstration, et qui, avec notre

terminologie s’énonce ainsi :

Fait. L’espace des théories completes dans un langage de taille k est k-compact pour
tout cardinal faiblement compact k.

Corollaire. L’espace des théories complétes dans un langage de taille Kk est un k-
polonais pour tout cardinal faiblement compact k.
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Premiere partie

Propriétés algébriques des
structures minces, menues et
meme stables
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Chapitre 1

Généralités sur les structures
menues ou presque

1.1 Structures menues, structures minces

Définition 1.1. Une théorie T est dite menue si ses n-types sans parametres sont
dénombrables pour tout entier n.

Définition 1.2. On dira d’une structure qu’elle est menue si sa théorie I'est.

Proposition 1.3. Soit M wune structure menue, a un uplet fini, D une partie
définissable de M™, et E une relation d’équivalence définissable sur D.

1) (produit cartésien fini) M™ est menue.

2) (adjonction finie de parametres) La théorie Th(M,a) est menue.
3) (définissabilité) D est menue.

4) (interprétation) Le quotient D/E est menu.

5) La structure M est menue dans le langage augmenté de dcl(a).

Démonstration. 1) Un m-type de M"™ n’étant rien d’autre qu'un mn-type de M, si
les types de M sont dénombrables, ceux de M"™ le sont aussi. 2) Soit n la longueur de
'uplet a, et considérons I'application de S,,(a) dans S, (@) qui & un type p(z, a)
sur a associe le type p(z,y) : elle est injective donc S,,(a) est dénombrable. 3) Les
types de D sont des types de M : ils sont dénombrables. 4) On peut supposer n égal
a un et E définissable sans parametres. Soit 'application qui a un type p(z) de D
associe le type p(xz/E) de D/E défini par 3 y p(y) A E(x,y). C’est une surjection. 5)
Soit f 'application de S, (dcl(a)) dans S, (a) qui & un type p(x) associe sa restriction
aux seuls parametres dans a. Si « et  ont méme type sur a, ils se correspondent par
un va-et-vient fixant a point par point; ce va-et-vient fixe également dcl(a) point
par point, et a et 4 ont méme type sur del(a) : I'application f est injective. O

Définition 1.4. Une théorie est Ny-catégorique si elle n’a qu'un seul modele
dénombrable a isomorphisme pres.
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Définition 1.5. Une théorie est w-stable si ses 1-types sur A sont dénombrables
pour tout ensemble dénombrable A de parametres.

Exemple 1.6. Les théories Ny-catégoriques ou w-stables sont menues.

Exemple 1.7. (Graphe aléatoire) Considérons la théorie T} du graphe aléatoire
dans le langage réduit a un prédicat binaire R. La théorie dit que R est une relation
symétrique et réflexive, et que pour tous ensembles finis A et B disjoints, il existe
un z en relation avec tout élément de A, mais avec aucun élément de B. T} n’est pas
w-stable, car si A est un ensemble dénombrable de parametres, pour toute partie B
de A, on peut trouver par compacité un élément zp en relation avec B mais avec
aucun élément de A\ B, ce qui produit 2% types distincts sur A. On peut montrer
que cette théorie élimine les quanteurs, de sorte que les n-types sont déterminés
par les relations entre les variables. S, (77) est donc fini pour tout n, et T} est No-
catégorique.

Exemple 1.8. Prenons pour exemple suivant une théorie 75, dans le langage (E;),.,,,
ou les E; sont des prédicats binaires. La théorie T5 précise que les E; sont des relations
d’équivalence a 2¢ classes, toutes infinies, F;,; raffinant chaque classe de E; en deux
classes infinies, et ce, pour tout 7. Ty n’est pas w-stable. En effet, si A est un ensemble
de parametres qui contient un représentant de chaque classe de E; pour tout i, A est
dénombrable, et il y a 2% types sur A. On peut montrer que deux modeles w-saturés
de T, se correspondent par va-et-vient, donc 75 élimine les quanteurs, de sorte que
les n-types sur un ensemble de parametres A sont déterminés par les relations entre
les variables et les parametres pour chaque relation E;. Montrons que 75 est menue.
Il n’y a qu'un seul 1-type. Il n’y a qu'un seul 2-types non isolé :

p(z,y) ={zEy i € w}

On remarque au passage qu’il y a une infinité de 2-types, donc Ty n’est pas Ng-
catégorique. Comme le nombre de types isolés est borné par le nombre de formules,
les 2-types sont dénombrables. De méme, un n-type p(x1,...,x,) est un point d’ac-
cumulation, si et seulement si pour un ¢ différent de 7, on a

new

On a donc une application f des (n + 1)-types non isolés sur les n-types, qui & un
type p(@1, ..., Ty o, Tjy .o Tpg1) associe p(z1,...,&iy ..., Tj, ..., Tpg1) OU G est le
plus petit entier tel qu’il existe un j avec i, 7 vérifiant I'équation ci-dessus. f est
surjective, & fibres finies de cardinal au plus C7, . Par induction sur n, les n-types
non isolés sont dénombrables, et la théorie T, est menue.

Nous introduisons les structures minces! définies par Oleg Belegradek & la lecture
de [71] pour englober a la fois les structures menues et minimales.

1. Le mot est suggéré par B. Poizat. L’anglais dit ”weakly small”.
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Définition 1.9. Une structure M est mince si pour tout uplet fini a extrait de M,
les 1-types sur a sont dénombrables.

Une structure menue est mince. Mais en général, a la différence du caractere menu, la
minceur n’est pas conservée par extension élémentaire et ne permet donc pas 1'usage
de la compacité, comme elle ne garantit pas que les 2-types soient dénombrables. Elle
n’autorise que des raisonnements sur les formules en une variable. Elle est préservée
par interprétation avec parametres dans la structure.

Définition 1.10. Une structure M est globalement mince si S1(M) est rangée par
le rang de Cantor. Elle est globalement menue si S, (M) est rangé par le rang de
Cantor pour chaque entier n.

Définition 1.11. Une structure M dans un langage dénombrable est minimale si
tout ensemble définissable est fini ou cofini. Une structure est fortement minimale
si tous les modeles de sa théorie le sont.

Définition 1.12. (Poizat [59]) Une structure M dans un langage dénombrable
est d-minimale si elle est infinie et ne se divise pas en plus de d parties infinies
définissables ; ou encore : M est union d’au plus d ensembles définissables minimaux ;
ou encore : les parties définissables de M, considérées a un ensemble fini pres, forment
un ensemble de cardinal 2¢. Une théorie T est d-minimale si tous ses modeles le sont.

Exemple 1.13. Une structure d-minimale est mince : elle n’a pas plus de d types
non-algébriques, et au plus ¥ types algébriques si le langage est dénombrable. Les
structures d-minimales sont les structures globalement minces de rang de Cantor un
et de degré d.

1.2 Rang de Cantor

Pour une structure M, un ensemble de parametres a, et un ensemble X de M
définissable avec des parametres de a, on définit le rang de Cantor de X sur a de
maniere inductive, en posant C'B() égal & —oo, et

CB,(X) > 0si X n’est pas vide,

CB.(X) > a + 1 si on peut trouver une infinité de sous-ensembles X; a-
définissables deux a deux disjoints et de rang supérieur ou égal a «.

CB,(X) > X pour un ordinal limite A, si C'B,(X) est au moins a pour tout «
strictement plus petit que A.

Si le processus de s’arréte jamais, on dit que X est de rang infini sur a. Lorsqu’il
existe, on appelle degré de Cantor de X sur a la borne supérieure des cardinaux d
tels qu’il existe une partition de X en d ensembles a-définissables de rang maximal.
On note dCB,(X) ce cardinal. On pourra écrire CB et dCB si les parametres de
calcul du rang ne sont pas ambigus. Le rang et le degré de Cantor caractérisent les
structures menues :
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Proposition 1.14. Soit a un uplet fini et X un ensemble a-définissable d’une struc-
ture menue. Le rang CB,(X) est un ordinal, et dCB,(X) est un entier.

Démonstration. Supposons au contraire que X soit de rang infini. L’ensemble des
formules a parametres dans a étant bien un ensemble, il existe un ordinal « tel que
7étre de rang supérieur a «” implique "étre de rang infini”. Il est alors facile de
construire un arbre binaire de parties a-définissables, et donc 2% types sur a, une
contradiction. Supposons maintenant que le degré de Cantor de X sur a soit infini. Il
existe une partition de X en deux ensembles a-définissables de rang maximal, dont
I'un au moins est de degré infini. On peut itérer ce processus puisque qu’a chaque
fois, au moins une partie parmi la partition finie de X obtenue est de degré infini.
On obtient un arbre infini, qui d’apres un lemme de Koénig, a une branche infinie,
ce qui nous donne une suite infinie décroissante (X;);>1 de parties de X de rang
maximaux, telle que CB(X; \ X;41) > CB(X). Une contradiction avec la définition
du rang. O]

Définition 1.15. Le rang de Cantor d’un type sur a est le plus petit rang des
formules sur a impliquées par ce type.

On note C'B,(p) le rang d’un type p sur a. Pour une formule ¢ dans une structure
menue, on a

CB(¢) = max{CB(p) : p € [¢]}

Remarquons que parce que l'espace des types est séparé, le rang d'un type p est
supérieur a a + 1 si et seulement s’il est point d’accumulation de types de rang au
moins «. Le rang de Cantor correspond donc au rang de dérivation dans l'espace
des types (a un pres!). Il caractérise les structures minces :

Proposition 1.16. Si une structure M dans un langage dénombrable L a ses types
purs rangés par le rang de Cantor, S1(0) est dénombrable.

Démonstration. Si L est dénombrable, il n’y a qu’un nombre dénombrable d’ouverts,
donc le rang de M est dénombrable puisque 8y est régulier. Puisque Si()) est a base
dénombrable d’ouverts, il n'y a qu'un nombre dénombrable de types ayant le méme
rang de Cantor. S;(7) est donc dénombrable. O

Rappelons que tout ordinal « s’écrit de maniere unique sous la forme w® - n; +
s FwY - ny ol oy, ..., qp est une chaine strictement décroissante d’ordinaux, et
ni,...,n; sont des entiers. On appelle cette écriture la forme normale de Cantor de
a. Si a et 3 sont deux ordinaux de formes normales respectives w®-mj+. .. +w -my
et w -ny+...+w -ng, ol certains entiers n; et m; peuvent étre nuls, leur somme
naturelle, ousomme de Cantor est définie par :

a®f=w(m+n)+...+w™ - (my+ng)
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Voir [31] pour de plus amples détails. Cette somme est commutative. Le produit
naturel ou produit de Hessenberg de deux ordinaux est alors défini sur les monomes
par :
w® @ WP = WP

et prolongé sur la classe des ordinaux de maniere a étre distributif sur &.
Remarque 1.17. Rappelons que, par définition, la somme ordinale 4+ est continue a
droite. Contrairement a ce qui est dit dans beaucoup de preuves des inégalités de
Lascar, la somme de Cantor elle n’est pas continue, ni a droite ni a gauche (sup{n}®
1 est strictement plus grand que sup{n @ 1}). Cependant, elle est semi-continue

supérieurement. En particulier, puisque l’exponentiation ordinale est continue en
I’exposant, le produit de Hessenberg est aussi semi-continu supérieurement.

Proposition 1.18. Soient X et Y a-définissables dans une structure menue.
1) Si X CY, alors CB,(X) < CB,(Y)
2) CB,(XUY)=mazr{CB,(X),CB,(Y)}

3) Si X etY ont méme rang de Cantor et sont disjoints,
dCB.,(XUY)=dCB,(X)+ dCB,(Y)
1) CBJ(X X Y) > CB,(X) @ CB,(Y)

5) Si o(x,y) est une formule sur a telle que pour tout (b,c) qui la satisfait,
CBaup(c/b) <. Alors

CBy(b,c) < CB,(b) ® CB,u(c/b) & v ® CBy(b)

Démonstration. 4) Par induction sur 'ordinal C'B,(X)@® CB,(Y). Soit w”-n le plus
petit monome non nul apparaissant dans les formes normales de Cantor des rangs
de X et Y. Mettons que a + w? - n soit la forme normale du rang de Y. Soit v le
rang de X. Par hypothese d’induction, le rang du produit est au moins a + v @
pour tout A < w? - n. Mais ce dernier, est égal &

a+ADY=aDADy=aDy+ A

On conclut par continuité de I’application qui a un y associe x + y.

5) On ne perd rien a rajouter a au langage. Soit une suite (b,, ¢,,) telle que tp(b, c)
soit limite et point d’accumulation des types tp(by, ¢,,) ; posons 3 égal a C'B,(b), et
v a CBy(c/b); c’est clair si § et « sont nuls. Si tp(b) est point d’accumulation des
tp(by), on fait une récurrence sur (3 : si C'B(b) est égal a a+ 1, alors CB(b,,) est égal
aa, et

CB(bp,cn) < BBIBBRI< (B+1)B(B+1)®5 < CB(b)®CBy(c/b) & CB(b) @6

Si CB(b) est un ordinal limite, l'inégalité est encore vraie par semi-continuité
supérieure de la somme et du produit naturels. Sinon, on peut supposer la suite b,
constante égale a b, si bien que les tp(c, /b) s’accumulent sur tp(c/b), et on procede
alors par récurrence sur 7. [
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Remarque 1.19. Le rang de Morley RM(X) d'un ensemble définissable X est égal
a maraCBs(X). Si X et Y sont deux structures omega-stables, il résulte de 5)
I'inégalité RM(X xY) < RM(X) ® RM(Y) & RM(X) ® RM(Y). Le rang de
Cantor differe toujours de un du rang de Cantor-Bendixson, le rang de dérivation de
'espace des types. Si l'on pose CB* = C'B+1, I'inégalité 5) devient RM*(A x B) <
RM*(A) @ RM*(B). Cette inégalité apparait dans la thése de L. Blum [6] dans le
contexte des groupes de rang de Morley fini.

Les applications définissables a fibres finies préservent le rang, et les variations du
degré sont maitrisées :

Lemme fondamental 1.20. Soit X et Y deuzr ensembles a-définissables, et f une
application a-définissable de X dans Y . Alors,

1) Si f est surjective, CB,(X) > CB,(Y).
2) Si f est a fibres bornées, CB,(Y) > CB,(X).

3) Si f est surjective a fibres finies de cardinal au plus un entier n, alors X etY
ont méme rang de Cantor sur a, et

dCB,(Y) < dCB,(X) < n-dCB,(Y)

4) En particulier si f est bijective, X et Y ont méme rang et degré sur a.

Remarque 1.21. Les points 1) et 2) apparaissent sous une forme similaire des I'in-
troduction par Morley du rang qui porte son nom [46, théoreme 2.3|. Le résultat
concernant le degré est a ma connaissance nouveau.

Démonstration. On ne perd rien a rajouter les parametres a au langage.

1) Montrons par induction sur le rang de Y que C'B(X) majore CB(Y). Si Y est
non vide, X est non vide également puisque f est surjective. Si CB(Y) > a + 1, il
existe des ensembles définissables deux a deux disjoints Y; de rang supérieur a « et
inclus dans Y. Les images réciproques des Y; sont deux a deux disjointes et f induit
une surjection de f~1(Y;) sur Y;. Par hypothese de récurrence, le rang de f~1(Y;) est
au moins a, et CB(X) > o+ 1.

2) Montrons par induction sur le rang de X que CB(Y') majore C'B(X). Si X est non
vide, Y est non vide également. Si CB(X) > « + 1, il existe dans X des ensembles
définissables deux a deux disjoints X; de rang au moins «. Comme f(X7) ne peut
couper qu'un nombre fini de f(X;), quitte a enlever ces X; et réindexer la suite (X;),
on peut supposer qu’il n’en coupe aucun. Et ainsi de suite, on peut supposer que
les f(X;) sont deux & deux disjoints. Par hypothese de récurrence, ils sont tous de
rang au moins a, donc CB(Y) > o+ 1.

3) SiYi,...,Y; sont d ensembles définissables deux a deux disjoints inclus dans Y
et de méme rang que Y, alors leurs images réciproques sont deux a deux disjointes,
de méme rang que X, donc dCB(X) majore dCB(Y).

Réciproquement, si le degré de Y est d, soit Y; un sous-ensemble de Y de degré un. Il
suffit de montrer que le degré de f~*(Y7) est au plus n. Supposons au contraire qu'il
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existe n + 1 ensembles Xy, ..., X, définissables deux a deux disjoints inclus dans
f7HY1), et de méme rang que X. L’intersection N, f(X;) est vide donc il existe
une plus petite intersection (;c; f(X;) qui soit de méme rang de Cantor que Y. En
particulier, N;c; f(X;) et f(X;) s’intersectent en un ensemble de rang strictement
plus petit que celui de Y pour tout i hors de I, donc dC'B(Y]) vaut au moins deux,
ce qui est absurde. Chaque f~1(Y}) est de degré au plus n : le degré de X est au
plus d.n. O]

Remarque 1.22. Pour le point 3), pour en déduire que les rangs de Cantor de X
et de Y sont égaux, il faut que les fibres soient bornées, et pas seulement finies.
Considérer par exemple pour Y l’ensemble des entiers naturels muni de l'ordre, et
pour X Iensemble des couples d’entiers (z,y) tels que y < z. Quand on projette sur
I'axe des y, chaque fibre est infinie, donc C'Bn(X) = 2; quand on projette sur 'axe
des x, les fibres sont finies et pourtant C'BN(Y) = 1.

Remarquons que si X est a-définissable, il a méme rang de Cantor et méme degré
de Cantor sur a et sur la cloture définissable de a. Le rang ne change pas non plus
lorsque 1’'on rajoute des parametres algébriques :

Lemme fondamental 1.23. Soit X un ensemble définissable sans paramétres, et
a un élément algébrique sur le vide de degré n, alors

1) OB.(X) = CBy(X)
2) dC'By(X) < dCB,(X) < n - dCBy(X)

Démonstration. 1) Il suffit de montrer que C'By(X) majore C'B,(X). Faisons-le par
induction sur C'B,(X). C’est évident si C'B,(X) est nul. Si CB,(X) > « + 1, alors
X se décompose en une infinité de X; deux a deux disjoints définissable sur a et
de rang sur a au moins «. Par hypothese d’induction, un conjugué de X; et X; ont
le méme rang (calculé sur 'ensemble de tous les conjugués de a); X; n’intersecte
donc qu’un nombre fini de X; en un ensemble de rang maximal. Quitte a enlever ce
nombre fini de X;, et amputer les X; restants d’une partie définissable de petit rang,
on peut supposer que les conjugués de X; n’intersectent pas les X;. Et ainsi de suite,
on peut supposer qu’aucun conjugué de X; n’intersecte X; pour ¢ différent de j. Soit
X; P'union (finie) des conjugués de X; sous l'action du groupe d’automorphisme
de la structure. Les X; sont deux a deux disjoints. On a C'B,(X;) = CB,(X;), et
par hypothese de récurrence, C'By(X;) > a. L’ensemble X étant définissable sans
parametres, il est stable par 'action du groupe d’automorphisme et les X; sont
dans X.

2) Supposons le degré de X sur le vide égal a d. Quitte a prendre un sous-ensemble
de X de degré 1 sur le vide, on peut supposer X de degré 1. Il suffit de montrer
que le degré de X sur a est au plus n. Supposons au contraire qu’il soit supérieur
an+ 1, et soit X; définissable sur a inclus dans X, et de méme rang que X et de
degré 1 sur a. L'union X, des n conjugués de X, est de degré sur a au plus n, donc
le complémentaire de X; dans X est de rang maximal : dC'By(X) est supérieur ou
égal a 2, une contradiction. O
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Remarque 1.24. Comme le degré peut augmenter, il n’est pas siir que X ait un rang
de Cantor ordinal sur la cloture algébrique de a. Nous appellerons rang de Cantor
local de X sur acl(a) son rang de Cantor sur n’'importe quel b qui permet de le
définir et qui a méme cloture algébrique que a.

Remarque 1.25. Nous verrons au chapitre 9 que les deux lemmes 1.20 et 1.23 n’en
cachent en fait qu'un seul.

Remarque 1.26. Le rang de Cantor a un gros inconvénient par rapport au rang de
Morley : on ne sait pas maitriser sa croissance lorsque 'on ajoute des parametres
non algébriques. Soit X une structure menue de rang de Cantor zéro sur le vide, et
de rang de Cantor 2 sur un parametre a. Soit Y une structure menue de rang de
Cantor constant égal a un quels que soient les parametres ajoutés. Soit maintenant
Z 'union disjointe de X et Y (on rajoute un prédicat pour X). Z est encore menue,
et de rang de Cantor 1 sur le vide, et 2 sur a. Alors =X est de rang maximal
sur le vide, mais non maximal sur a. Le rang peut donc monter brutalement, et
réciproquement, il peut baisser inconsidérément, c’est-a-dire étre maximal sur A, et
ne plus I'étre sur B D A.

1.3 Généralités a propos des groupes minces

Soit G' un groupe, dans un langage contenant le langage des groupes. On dira que
G est un pur groupe si le langage est exactement celui des groupes. Avec le lemme
1.20, on retrouve immédiatement un résultat de Wagner :

Corollaire 1.27. (Wagner [68]) Si f est un homomorphisme définissable du groupe
mince G dans lui-méme, dont le noyau a n éléments, alors f(G) est d’indice au plus
n dans G.

Démonstration. Sinon, on peut trouver un uplet fini a sur lequel sont définissables
au moins n + 1 classes modulo f(G), si bien que le degré de G vaut au moins
(n+1)-dCB.(f(G)), ce qui contredit le lemme 1.20. O

Corollaire 1.28. Dans un groupe mince, il y a au plus n classes de conjugaison
d’éléments dont le centralisateur est d’ordre au plus n.

Démonstration. Sinon, on peut trouver un a sur lequel sont définissables au moins
n + 1 classes de conjugaison de centralisateur d’ordre au plus n. Soit un b dans
une de ces classes. L’application qui a g associe b? est a fibres de taille au plus n,
donc la classe de conjugaison de b est de rang maximal sur a et de degré au moins

dCB,(G)/n, ce qui est absurde. O

Pour toute partie X définissable sans parametres dans un groupe mince G, et toute
cloture algébrique I' finiment engendrée par un uplet g dans G, on peut définir le
presque stabilisateur de X dans I' en posant

Stabp(X) = {z € T : OB, ;(z - XAX) < CB,(X)}

29



Corollaire 1.29. Stabr(X) est un sous-groupe de I'. Si X est invariant par conju-
gaison par I', alors Stabr(X) est distingué dans T".

Démonstration. Si a et b sont dans Stabp(X), alors X, aX et bX ont les mémes
types de rang maximal calculés avec les parametres g, a, b, donc

CByapla- XAbX) < CB,(X)

Le rang étant préservé par bijection définissable, et par adjonction de parametres
algébriques, on a

CByap(a- XAbX) = OB, ap(b~'a- XAX) = OB, p1,(b"'a - XAX)
donc b 'a est dans Stabr(X). O

Proposition 1.30. Sid est un sous-groupe de dcl(g) et si X est de rang de Cantor
mazimal sur g, alors Stabs(X) est d’indice fini dans 0.

Démonstration. Soit m le degré de G, et [ celui de X. Il y a m types de rang maximal
dans G, donc pour un translaté de X par un élément de §, il y a C! choix pour ses
types génériques : en prenant C! + 1 représentants de classes de X, on s’assure que
deux au moins auront les mémes types de rang maximal. O

Les groupes dotés d'un rang a valeurs ordinales satisfont des conditions de chaines
descendantes héritées des ordinaux, du fait que ces derniers sont des bons ordres.
Les groupes minces ne dérogent pas a la regle :

Lemme 1.31. Soit G un groupe mince, et Hy < Hi deux sous-groupes de G
définissables sans parametres. Si HyNacl(D) est un sous-groupe propre de HyNacl(D),

alors, soit CB(Hy) < CB(H,), soit dCB(Hy) < dCB(Hy).

Démonstration. Si b est un élément de acl(()) dans Hy \ Ha, la réunion finie b.Ho
des conjugués de b.Hy sous l'action de Aut(()) forme un ensemble définissable sans
parametres, de rang de Cantor maximal dans Hy, et disjoint de H.. O

Lemme 1.32. Soit G un groupe mince, et Hy < H; deux sous-groupes de G
définissables sans paramétres ayant méme rang de Cantor. Alors, Hy N acl(D) est
d’indice fini dans Hy N acl(().

Démonstration. Si b est un élément de acl(()) dans H; \ Hy, la réunion finie b. Hy des
conjugués de b.H, sous 'action du groupe d’automorphismes de la structure forme
un ensemble définissable sans parametres, de rang de Cantor maximal dans H;. Il
n'y a donc qu'un nombre fini de possibilités pour b.Hs, et donc pour b.Hs. O

Théoreme 1.33. Dans un groupe mince, la trace sur une cloture algébrique fi-
niment engendrée d’une suite décroissante de sous-groupes acl(()-définissables est
stationnaire.
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Démonstration. Soit G; > G5 > ... une chaine décroissante de sous-groupes acl(f)-
définissables. Quitte a réindexer, on peut supposer que le rang de Cantor local est
constant d’apres le lemme 1.23, si bien que G;Nacl(P) est d’indice fini dans G1Nacl(()
pour tout ¢ d’apres le lemme 1.32. Quitte a rajouter un nombre fini de parametres
algébriques au langage, on peut toujours supposer que G; est (-définissable. Soit
G; Nacl(D) Vintersection des conjugués de G; N acl(f) sous Iaction du groupe d’au-
tomorphismes de la structure. L'intersection des G; N acl(() est l'intersection d’un
nombre fini d’entre eux d’apres le lemme 1.31 : ¢’est un sous-groupe de Go N acl(()
d’indice fini, lequel sous-groupe est contenu dans chacun des ;. La chaine des in-
dices [Go Nacl(D) : G; N acl(D)] est donc bornée, et la suite stationne. O

Remarque 1.34. Nous appellerons ce théoreme condition de chaine mince. Le
théoreme est trivial si I’on remplace la cloture algébrique par la cloture définissable.
Il s’agit d'une condition locale, réduite a néant dans le cas Ng-catégorique. Un groupe
globalement mince satisfait de maniere évidente la condition de chaine descendante
sur les sous-groupes définissables.

Remarque 1.35. Pour deux relations d’équivalence F/, F' sur un ensemble X, on dira
que F est plus fine que E, ou que E est plus grossiere que F' si toute classe de
F' est incluse dans une classe de E. Une famille (E;);c; de relations d’équivalence
est décroissante si £ est plus fine que E; pour tout j > i. Avec la méme preuve
qu’au précédent théoreme, on montre que si (E;);c; est une famille décroissante de
relations d’équivalence acl(())-définissables dans une structure mince, de telle sorte
que pour tout ¢, deux classes de E; soient en bijection définissable, il n’y a pas de
chaine strictement descendante infinie du type

laOlacK@) > 1;1|acﬂ@) > Zzé|acﬂ@) >

En particulier, la trace de A,c; E; sur acl() est la trace d’une intersection finie de
relations F;.

Corollaire 1.36. Soit G un groupe mince, et (G;)ier une famille de sous-groupes
de G acl(D)-définissables. Il existe un ensemble fini J C I tel que

N GiNac(®) = () Gi Nacl(D)

el ieJ

Définition 1.37. Soit M une structure et P une propriété. On dira que M est

localement P si toute cloture algébrique finiment engendrée par un uple fini extrait
de M est P.

Proposition 1.38. Si f est un homomorphisme définissable du groupe menu G
dans lui-méme, la chaine des images itérées de f stationne.

Remarque 1.39. C’est un cas particulier du théoreme 1 de [69].

Démonstration. Supposons au contraire que la chaine (Imf"),>; décroisse stricte-
ment. Considérons alors I’arbre binaire A(x)
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Imf

/\

Im f2 f(x).Imf?
/\ /\

T P dmf® f@)dmf f@)f(e) g
Soit ®(z) le type partiel défini par {xr ¢ [fImf"" n > 1}. La suite
(f~"Imf™*1),>1 est croissante, et chaque ensemble G\ f~"Imf"*! est non vide,
donc ® est finiment consistant, et consistant par compacité. Soit b une réalisation
de ® dans un modele saturé. L’arbre binaire A(b) a 2¥ branches consistantes, donc
S1(b) est de cardinal 2, une contradiction. O

Corollaire 1.40. Soit G un groupe menu et f un homomorphisme définissable du
groupe G dans lui-méme. Il existe un entier n tel que l'on ait G = Ker f™ - Im f™.

Démonstration. Soit n comme dans la proposition précédente. Appelons F' ’homo-
morphisme f". Les applications F' et F? ont méme image, et pour tout g de G il
existe un h tel que F(g) soit égal & F?(h). Alors F(gF(h)™!) est égal & un, et g
appartient a KerF - ImF". O

Remarque 1.41. C’est faux dans un groupe mince G : considérer la somme sur n
des groupes cycliques d’ordre p", et I'application puissance p. On a seulement la
décomposition G = U;>; Ker f* - Im .
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Chapitre 2

Corps menus

Notations. Sauf mention explicite du contraire, les corps considérés ne sont pas
supposés commutatifs. Pour deux parties A et B d’un groupe G, on écrira Cz(A) ou
simplement C'(A) pour désigner le centralisateur de A dans B, c¢’est-a-dire ’ensemble
des éléments de B commutant avec A, et Z(G) sera le centre de G, i.e. 'ensemble
Ce(G). On notera K* le groupe multiplicatif d'un corps K, K son groupe additif.
Pour deux éléments x et a d'un groupe G, on notera xz® le conjugué de x par a,
c’est-a-dire 1'élément a~za.

Nous aurons besoin de quelques résultats algébriques concernant les corps :

Lemme 2.1. Soient L < K deuz corps et f un endomorphisme du L-espace vectoriel
a gauche K dont le noyau est de dimensionn. Alors, le noyau de f™ est de dimension
av plus mn.

Démonstration. Soit eq,...,e, une L-base de Kerf N Imf que l'on complete en
une base du noyau de f. Soient dy,...,d, des antécédents de ey, ..., e,. La famille
di,...,dy,e1,...,e, engendre le noyau de f? etc. O

Fait 2.2. (Herstein [23, lemme 3.1.1]) Dans un corps gauche de caractéristique po-
sitive, pour tout élément a hors du centre, il existe un élément x et un entier i tel
que v tax = a' # a.

Fait 2.3. (Cohn [15, corollaire 2 p.49]) Soit un corps D de centre Z et A une
Z-sous-algébre de D. On a légalité [D : Cp(A)], = [A: Z]

Remarque 2.4. Si K est un sous-corps commutatif d’un corps D tel que I'extension
K /D soit de degré fini a gauche. Alors [K : Z] < [D : K|, d’apres le fait 2.3, donc
D est de dimension finie sur son centre, majorée par [D : K]2.

2.1 Corps commutatifs

Nous dirons qu'un groupe est conneze s’il n’a pas de sous-groupe définissable propre
d’indice fini. Voici un allegement d’un théoreme de [71] :
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Théoreme 2.5. Un corps menu, meéme gauche, est multiplicativement et additive-
ment connexe.

Démonstration. Un corps infini possede des éléments d’ordre aussi grand que 1’'on
veut. Quitte a en prendre une extension w-saturée, on peut supposer qu’il possede
des éléments d’ordre infini. En particulier, il n’est pas localement fini. Soit K ce
corps. Pour le cas additif, nous considérons H un sous-groupe additif d’indice fini
dans K, qui soit k-définissable, ou k£ est un sous-corps infini finiment engendré de
K. L’intersection des AH Nk, ou A parcourt k, est celle d’un nombre fini d’entre
eux : c’est un idéal a gauche d’indice fini dans k, qui est égal a k. En conclusion,
k est inclus dans H. Ceci est valable pour tout corps £ finiment engendré infini, si
bien que H est égal a K.

Pour le cas multiplicatif, supposons que K* ait un sous-groupe multiplicatif M
définissable d’indice n. Soit k& un sous-corps infini finiment engendré tel que chaque
classe modulo M soit k-définissable. M étant de rang maximal, d’apres la proposition
1.30, son presque stabilisateur additif dans & est d’indice fini dans k™, et il en va de
meéeme pour chacune des classes de M, si bien que le presque stabilisateur de toutes
ces classes est un idéal & gauche d’indice fini dans k%, qui est donc égal & k tout
entier. Nous finissons ensuite comme B. Poizat dans [59] : nous venons de montrer
que 1+a.M ~ a.M pour toute classe a.M de M, ou =~ désigne 1’égalité a petit rang
de Cantor sur k pres. Pour toute classe a.M, et tout = dans a.M sauf un ensemble
de petit rang, 1 + x appartient & aM, donc 2= + 1 € M, et le complémentaire de
M est de petit rang de Cantor : M est exactement K*. m

Remarque 2.6. C’est aussi valable pour un corps mince : il suffit pour s’en convaincre
de traiter le cas ot K est un corps localement fini. Il est alors commutatif et égal a
acl(D) et satisfait a la condition de chaine sur les sous-groupes définissables d’apres
le théoreme 1.33. Il a donc un plus petit sous-groupe additif définissable d’indice
fini, qui est un idéal, et ne peut étre que K tout entier. Pour le cas multiplicatif,
nous ne sommes pas en mesure de donner un argument plus élémentaire que celui
de Duret repris par Wagner dans [71].

Remarque 2.7. L’application puissance p est a fibres finies, donc un corps commutatif
mince infini est parfait d’apres le lemme 1.20.

Fait 2.8. (Artin-Schreier, Kummer) [39, théoremes 6.2 et 6.4] Soit K un corps

commutatif de caractéristique p et L une extension cyclique de K de degré n.

(1) Sip ne divise pasn, et si K contient n racines de l'unité deuz a deux distinctes,
L/K est une extension dite radicale, ou de Kummer, engendrée par K et une
racine nieme d’un élément de K.

(11) Sila caractéristique p est égale an, L/ K est une extension dite pseudo-radicale,
ou d’Artin-Schreier, engendrée par K et une racine d’une équation a = zP — x,
ou a est dans K.

Corollaire 2.9. (Wagner [71]) Un corps commutatif menu infini est algébriquement
clos.
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Démonstration. Pour tout entier n, ’application puissance n est a fibres bornées :
son image est un sous-groupe d’indice fini. Il en va de méme pour 'application qui
a x associe P — x. Un corps mince n’a donc pas d’extension radicale ni pseudo-
radicale. Nous finissons comme Macintyre dans [41] : montrons d’abord que le corps
K contient toutes les racines de I'unité. Soit a une racine énieme qui ne soit pas
dans le corps, et d’ordre minimal. L’extension K (a) est de degré m strictement plus
petit que n. Par minimalité de n, le corps K contient toutes les racines miemes
de I'unité, donc si m est premier a la caractéristique de K, K(a) est de la forme
K(b) avec b™ € K d’apres le fait 2.8. Puisque K* est divisible et que K contient
toutes les racines miemes de 'unité, b est dans K, une contradiction. Si K est de
caractéristique p, alors p divise m. Donc K (a) contient une extension de degré p de
K qui est pseudo-radicale d’apres le fait 2.8, une contradiction.

Si le corps n’est pas algébriquement clos, il a une extension normale algébrique L de
degré n qui est séparable puisque le corps est parfait d’apres la remarque 2.7; son
groupe de Galois contient un sous-groupe cyclique d’ordre ¢ premier dont on note
K le corps des invariants. Si ¢ n’est pas la caractéristique, comme K contient les
racines giemes de 'unité, L /K est une extension radicale; si g est la caractéristique,
L/K est pseudo-radicale ; dans les deux cas, on a une contradiction. O

Rappelons qu'un corps mince n’a pas d’extension pseudo-radicale d’apres [71, pro-
position 9] ou bien la remarque 2.6, et qu’il est divisible d’apres [71, proposition 9].
La premiere partie de la démonstration précédente est donc toujours valable :

Corollaire 2.10. Un corps commutatif mince infini contient toutes les racines de
l'unité. Il n’a donc pas d’extension résoluble par radicauz.

Démonstration. Rappelons qu’une extension L d’un corps K est résoluble s’il existe
une chaine de corps K = Ky C Ky C --- C K,, = L telle que chaque extension
K1/ K; soit engendrée par K; et une racine, ou une pseudo racine d'un élément
de Kz ]

Une extension algébrique d’un corps mince n’a a priori aucune raison d’étre mince.
Nous ne pouvons donc pas appliquer 'argument de Macintyre et en déduire qu'un
corps mince est fini ou algébriquement clos. Toutefois, en s’appuyant sur la structure
additive du corps, on peut montrer qu’aucune extension algébrique d’'un corps mince
n’a d’extension pseudo-radicale.

Définition 2.11. On appelle structure abélienne tout groupe abélien muni de
prédicats interprétant des sous-groupes de ses puissances cartésiennes finies.

Dans une structure stable, on appelle chaine dense de déviations toute chaine de
types p, indicée par Q telle que pour tous rationnels ¢ < r, le type p, soit une
extension déviante de p,. Les structures n’ayant pas de chaine dense de déviations
sont munies d'une dimension et, pour chaque dimension «, d'un a-rang de Lascar
U, qui range les types [24]. Ces a-rangs satisfont aux inégalités de Lascar [24, P
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proposition 11]. A un groupe stable (infiniment) définissable, on peut associer le
U,-rang et la dimension d’un de ses types génériques. Dans une structure stable, on
notera R, (1) le ¢-rang d'une formule ¢ ; dans un groupe stable, on note R (1) le
p-rang stratifié.

Théoreme 2.12. Une structure abélienne d’univers mince n’a pas de chaine dense
de déviations.

Remarque 2.13. On sait qu’'une structure menue et monobasée n’a pas de chaine
dense de déviations [50, lemme 2.1]. Rappelons qu'une structure abélienne est stable,
et monobasée. La difficulté du théoréme 2.12 par rapport a [50, lemme 2.1] provient
du fait que 'hypothese de minceur n’impose pas aux n-types d’étre dénombrables
si n > 2, chose nécessaire pour reproduire la preuve de [50, lemme 2.1].

Démonstration. D’apres [24, lemme 7], il suffit de montrer que pour tout uplet b
et tout ensemble B, il existe un ordinal « tel que U, (b/B) soit ordinal. Si I'on sait
quil existe un ordinal a tel que Uy (b;/B) soit fini pour tout b; dans b et tout B,
alors U,(b/B) est fini d’apres les U,-inégalités de Lascar [24, proposition 11]. En
procédant par récurrence sur 'arité de b, il suffit donc de considérer les 1-types.
Supposons au contraire qu’il y ait une chaine dense de déviations d’arité un.

(1) 1l y a une chaine dense de sous-groupes infiniment acl(())-définissables deuz a
deuz non commensurables : soit tp(b/A;) une chaine dense de déviations, c’est-a-
dire que A; est contenu dans A; pour tout i < j, et b\,J//AZ_ Aj si i < j. D’apres
[29], chaque formule apparaissant dans tp(b/A;) est une combinaison booléenne de
groupes acl(())-définissables. Il existe donc un plus petit groupe infiniment acl(())-
définissable H; tel que bH; contienne le type tp(b/A;), lequel type est nécessairement
générique dans bH;. De plus, bH; est infiniment A;-définissable. Puisque b J A A,
pour tout ¢ < j, l'indice [bH; : bH;] est infini, de méme que celui [H; : H;]. l
(2) Construisons 2%° types purs : chaque H; est I'intersection de groupes définissables
H,;. Soit H;; la réunion des conjugués de H;; sous P'action du groupe des automor-
phismes fixant le vide. Appelons /PZ l'intersection des H;;. Pour tout réel r, appelons
pr le type partiel

{z e HY A=) RL(¥) < RL([) H;), ¢, formules}

> >

Remarquer que pour un groupe stable infiniment définissable qui est I'intersection
de groupes définissables décroissants (G});>1 disons, pour toute formule ¢, il existe
un indice i, tel que R (N;»1 Gi) = R (G;) pour tout j > i,. Il existe donc deux
indices 7 et j tels que

Ri(N H) = R,(H,) = R:(Hy;)

>r

R(( Hi) = R (H;) = R, (Hy)

iP>r
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Puisque les p-rangs stratifiés sont préservés par automorphisme de la structure am-
biante, et que le rang d’une union finie est égal au maximum des rangs, on a

R Hy) = R5(N Hy)

i>r ©>r

Tout couple d’éléments de la chaine (E)ZEQ a au moins un R7-rang qui les distingue.
I1 en résulte que les types (p)rer sont deux a deux inconsistants. O

Proposition 2.14. Soit G un groupe stable sans chaine dense de déviations, et f
un homomorphisme A-définissable du groupe G dans lui-méme. Si le noyau de f est
fini, son image est d’indice fini dans G.

Démonstration. Montrons le résultat par induction sur la dimension de G. Soit «
la dimension de G, et G, 'intersection de tous les groupes A-définissables ayant le
méme U,-rang que G. Le groupe G, est normal dans G, infiniment définissable et de
méme rang que G. Remarquons que si H est un sous-groupe A-définissable propre
de G,, alors U,(H) < U,(G,). De plus, f(G,) et G, ont méme U,-rang, donc
f(G,) contient G,. De méme, f~1(G,) et G, ont méme U,-rang, donc f~'(G,)
contient G, et G, contient f(G,). Les groupes G, et f(G,) sont donc égaux, et
I’homomorphisme f induit un homomorphisme f de G/G,, dont les fibres sont
encore finies puisque bornées par celles de f; de plus, dim(G/G,) < « d’apres les
U,-inégalités de Lascar. L'image de f est générique par hypothese d’induction, et
celle de f l'est aussi. O

On en déduit le théoreme suivant sur les corps commutatifs minces. Rappelons
a ce sujet qu'un corps commutatif minimal de caractéristique positive est fini ou
algébriquement clos [72], de méme qu'un corps commutatif d-minimal [59]. On
ne sait toujours pas si un corps commutatif minimal de caractéristique nulle est
algébriquement clos.

Théoreme 2.15. Aucune extension algébrique d’un corps commutatif mince infini
n’a d’extension pseudo-radicale.

Démonstration. Soit K un corps mince infini de caractéristique positive p, L une
extension algébrique de K, et f l'application de L dans L qui a x associe zP — .
On considere la structure additive de L, munie de f : c’est une structure abélienne
mince. Elle n’a pas de chaine dense de déviations d’apres le théoreme 2.12. Les fibres
de f sont finies donc f(L) est d’indice additif fini dans K. Mais K est additivement
connexe d’apres la remarque 2.6, donc K" l'est aussi, et f est surjective. O]

Corollaire 2.16. Le degré d’une extension algébrique d’un corps commutatif mince
mfini de caractéristique positive p n’est pas divisible par p.

Démonstration. Soit K ce corps mince; il est parfait d’apres la remarque 2.7. S’il
a une extension algébrique de degré divisible par p, il a une extension normale
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séparable de degré divisible par p. Son groupe de Galois a un sous-groupe d’ordre p
dont on note K le corps des invariants. L/K; est donc une extension pseudo-radicale
d’apres le fait 2.8, une contradiction. O

Corollaire 2.17. Un corps commutatif mince de caractéristique deux est fini ou
algébriquement clos.

Démonstration. S’il n’est pas algébriquement clos, il a une extension algébrique
normale séparable. D’apres le corollaire 2.10, cette extension n’est pas résoluble par
radicaux. Son groupe de Galois n’est donc pas résoluble d’apres [39, théoreme 7.2],
ni d’ordre pair d’apres le corollaire 2.16, ce qui contredit Feit-Thomson. O]

Proposition 2.18. Soit K un corps commutatif menu infini dont F' soit un sous-
corps définissable, et f un endomorphisme F-linéaire non trivial de K, définissable,
dont le noyau soit de dimension finie. Alors [ est surjectif.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe un ¢ hors de 'image de f. On a
K = Kerf™ + Imf™. Soit H 'image de f™ et L son noyau. L est de F-dimension
finie d’apres le lemme 2.1. Quitte a remplacer L par un supplémentaire définissable
de H, on peut supposer L et H disjoints. Si F' est fini, alors L 'est aussi, et H est
égal a K. Supposons donc F' infini. Soit k une cloture algébrique finiment engendrée
contenant t et la F-base de L. On a

Ek=LNkEdoHNEK

ou LNk est un F'Nk-espace vectoriel de dimension finie. L’intersection I des AH Nk,
ou A parcourt k est celle d'un nombre fini d’entre eux : c’est un idéal de k£ qui ne
contient pas t. Il est donc réduit a zéro. Mais H N k est de F' N k-codimension
finie, donc I également : k est une extension algébrique de kN F. Mais kN F est
algébriquement clos puisque k et F' le sont. Donc F' contient k, et ce pour tout k :
F est K tout entier. O

2.2 Corps gauches

On considere dans cette section un corps mince D infini. Si K est un sous-corps
de D, on peut voir D comme un K-espace vectoriel a gauche ou a droite. On note
[D : K], et [D : K]y les dimensions correspondantes. Cette convention n’est que
provisoire puisque :

Lemme 2.19. Si K est un sous-corps définissable de D, et si D est de dimension
finie sur K a gauche ou a droite, alors D est de dimension finie sur K a gauche et
a droite, et ces deux dimensions coincident. De plus, il existe une famille de D libre
et génératrice a gauche et a droite.
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Démonstration. On peut supposer les corps infinis. Soit fi,..., f, une famille de
vecteurs de D, libre a gauche et a droite avec n maximal. Soient F; et F}; les combi-
naisons linéaires respectivement a droite et a gauche des f; a coefficients dans K. Si
Fy < Det Fy<D,alors F;UF, <D, ce qui contredit le caractere maximal de n.
Supposons par exemple D égal & F,;. Le morphisme de D qui & une décomposition
a droite Y7, fik; associe Y. | k; f; est définissable, et injectif donc surjectif d’apres
le corollaire 1.27, donc Fy, Fy et D sont égaux. O

Corollaire 2.20. Le centre d’un corps mince infini est infini.

Démonstration. C’est évident en caractéristique nulle. Supposons donc la ca-
ractéristique positive. Remarquer qu’il existe un élément b d’ordre infini, et que
Z(C (b)) contient toutes les racines de 1'unité d’apres le corollaire 2.10. Soit a une
racine primitive de l'unité d’ordre premier ¢q. Supposons que a ne soit pas dans le
centre. D’apres le fait 2.2, il existe un z tel que zaxz™! soit égal & a' et différent
de a. Si x est d’ordre fini, le corps engendré par = et a est fini donc commutatif,
une contradiction. L’ordre de x est donc infini. En conjuguant ¢ — 1 fois par x, on
obtient z7 taz=9t = ¢, Comme ¢! est congru & 1 modulo ¢ les éléments 7
et a commutent. Mais Z(C(x97!)) contient toutes les racines de 'unité; il contient
x aussi d’apres le corollaire 2.10, donc a et x commutent, ce qui est absurde. Le
centre contient toutes les racines de 'unité. Il est donc infini. O

Corollaire 2.21. Un élément et une de ses puissances ont méme centralisateur.

Démonstration. Soit un élément a d'un corps mince. On a bien str C'(a) < C(a™).
Réciproquement, le corps Z(C'(a™)) est infini et contient toutes les racines de I'unité
d’apres le corollaire 2.20; il n’a donc pas d’extension radicale, et contient a. O

Remarque 2.22. En particulier, tout élément d’ordre fini est dans le centre. De méme,
pour tout polynome P non constant a coefficients dans le centre induisant un groupe
de Galois résoluble, P(a) et a ont le méme centralisateur dans D. Si D est menu,
c’est vrai pour tout polynome non constant a coefficients dans le centre.

Corollaire 2.23. Un élément de D a une racine éniéme pour tout entier n.

Démonstration. Soit a dans D. S’il est d’ordre infini, Z(C'(a)) n’a pas d’extension
radicale, donc a a une racine énieme. Si a est d’ordre fini, il est dans le centre. On
considere alors le corps Z(C(a,x)), ou x est d’ordre infini. O

Remarque 2.24. Soit a un uple fini. acl(a) et del(a) ont méme centralisateur : si
commute avec dcl(a), soit y dans acl(a); tous les éléments y*" sont conjugués a y
sous l'action du groupe d’automorphisme fixant a. Il existe donc deux entiers n et m
distincts tels que y*" et y* soient égaux : y commute avec z en vertu du corollaire
précédent. Ainsi,

Z(acl(a)) = Z(C(acl(a))) Nacl(a) = Z(C(dcl(a))) Nacl(a)
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En particulier, puisque Z(C'(dcl(a))) est divisible, deux racines éniémes d’un b dans
Z(C(dcl(a))) commutent ; elles sont donc algébriques sur b. Le centre d’'une cléture
algébrique finiment engendrée est donc divisible.

Lemme 2.25. Soit a dans D, ety la conjugaison par a. Pour tout \ de D, le noyau
de v — \id est un C(a)-espace vectoriel de dimension au plus un.

Démonstration. Soient x et y non nuls dans le noyau. On a les égalités x* = Ax et
y® = Ay donc (y~'z)* =y 'z O

Proposition 2.26. Dans un corps mince de caractéristique positive, pour tout a,
et toute cloture algébrique finiment engendrée k contenant a, k est un Cy(a)-espace
vectoriel de dimension finie.

Démonstration. Considérons le morphisme f qui a x associe % — x. Soient K et H
le noyau et 'image de f. Remarquons que f n’est pas surjective, car si elle était,
il y aurait un x tel que 2¢ = x + 1, d’olt 2% = 2 + p = z, une contradiction avec le
lemme 2.21. Considérons la restriction f de f allant de Dt /K dans Dt /K. H est
un K-espace vectoriel. H N K est donc un idéal de K, trivial puisqu’il ne contient
pas un. f est injective, donc surjective, d'ou D = H & K. On a

E=HNk® KNk

L’intersection I des AH Mk, ou A parcourt k est celle d'un nombre fini n d’entre
eux : c’est un idéal a gauche de k, réduit a zéro. Mais H Nk est un K N k-espace
vectoriel de codimension 1, donc I est de codimension au plus n. O]

Théoreme 2.27. Un corps mince de caractéristique positive est localement de di-
mension finie sur son centre.

Démonstration. Soit k une cloture algébrique finiment engendrée, et D; une chaine
maximale de centralisateurs d’éléments de k

k>DiNk>--->D,Nk>D,. 1Nk

ou D, Nk est non commutatif minimal. Cette chaine existe bien d’apres le théoreme
1.33. Les extensions D; N k/D;y 1 N k sont finies; D, 1 N k est commutatif : la
dimension de k sur son centre et finie, bornée par [k : D, 1 N k]* d’apres le fait 2.3
et la remarque 2.4. O

Corollaire 2.28. Un corps menu de caractéristique positive est commutatif.

Démonstration. acl(()) est infinie, ainsi que son centre d’apres le corollaire 2.20.
D’apres la remarque 2.24, et le corollaire 2.9, le centre de acl(()) est relativement
algébriquement clos dans acl(), et donc égal a acl(f)) par le théoreme précédent.
Ceci est valable pour toute cloture algébrique finiment engendrée. O]

Corollaire 2.29. Un corps mince de caractéristique deux est commutatif.
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Démonstration. De méme, d’apres le corollaire 2.17, toute cloture algébrique fini-
ment engendrée est commutative. O

Corollaire 2.30. La conjecture de Vaught est valide pour la théorie des purs corps
de caractéristique positive.

Démonstration. Si la théorie d’un pur corps infini de caractéristique positive a
moins de 2% modeles, elle est menue : c’est la théorie d'un corps commutatif
algébriquement clos, qui n’a qu'un nombre dénombrable de modeles dénombrables
comme il est remarqué dans [71]. O

Proposition 2.31. Supposons le corps D menu. Soit a hors du centre, et v la
conjugaison par a. Pour tout polynome P a coefficients dans Z(D), le morphisme
P(v) est surjectif.

Démonstration. Appelons K le corps C(a). Comme Z(D) est algébriquement clos,
P est scindé sur Z(D). Un produit de morphismes surjectifs étant surjectif, il suffit
de prouver le résultat pour P irréductible. Soit A\ dans le centre, f le morphisme
v — A.ad, et t qui ne soit pas dans 'image de f. L’application f est K-linéaire; son
noyau est une droite ou un point. D’apres le corollaire 1.40, on a D = Ker f™ +Im f™.
Posons H l'image de f™, et L son noyau. Remarquons que L est de K-dimension
finie. Quitte a remplacer L par un supplémentaire définissable de H, on peut toujours
supposer L et H disjoints. Soit k une cloture définissable infinie finiment engendrée
contenant t, a, un élément b ne commutant pas avec a, et la K-base de L. On a

E=LNkEdHNEK

L’intersection I des A\H Nk, ou A parcourt k est celle d'un nombre fini d’entre eux :
c’est un idéal a gauche de k qui ne contient pas t. Il est donc réduit a zéro. Mais
H Nk est de K N k-codimension finie, donc I également. D’apres le fait 2.3, on a

k:KNkl=1k:Crla)] =[Z(k)(a): Z(k)] < o0

Mais Z (k) n’est rien d’autre que Z(Cp(k))Nk. Comme Z(Cp(k)) est algébriquement
clos, a appartient a Z(k), ce qui est absurde. O]

Corollaire 2.32. Dans un corps menu, la conjugaison par un élément engendre une
algebre centrale integre.

2.3 Corps aux différences finies

Ici, les corps sont commutatifs. Soit K un corps aux différences finies, ¢’est-a-dire un
corps infini muni d’un morphisme définissable de corps o. Appelons F' le sous-corps
de K constitué des éléments fixés par o. On suppose K menu. F' est soit fini, soit
algébriquement clos. Le noyau de o étant un idéal de K, si o n’est pas nul, il est
injectif, donc surjectif.
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Lemme 2.33. Pour tout polynome P de degré n a coefficients dans K, le noyau de
P(0) est un F-espace vectoriel de dimension au plus n.

Démonstration. Soient xg,x1,...,x, des solutions de I'équation

o"(z) + 2 a;o'(r) =0

et soit C'(zg, x1,. .., T,) leur déterminant de Casorati, défini par
Zo Ty Ty
o(x o(x o(x,
C($O7x17"'axn) = ( 0) (1) ( )
o"(xg) o"(x1) o"™(z,)
xo xl ) :'Cn
o (o) (1) e o ()
B n—1 ‘ ] n—1 ‘ ) ‘ n—1 ‘ )
— Z a;o'(xg) — Z ao'(xy) -+ — Z a;o'(xy,)
i=0 i=0 i=0

=0
Le déterminant de Casorati est nul donc les solutions xg, z1, ..., x, sont liées dans
F d’apres le lemme II p. 271 de [16]. O

Lemme 2.34. Si le fizateur de o est infini, o et o™ ont méme fixateur pour tout
entier n.

Démonstration. F est algébriquement clos. Si ¢" fixe z, o fixe les fonctions
symétriques des racines z, o (z),...,0" (x). 1l fixe donc les racines. O

Théoreme 2.35. Dans un corps menu de caractéristique positive, le seul morphisme
définissable de corps de fizateur infini est l'identité.

Démonstration. Sinon, o — Id est surjectif d’apres la proposition 2.18 et il y a un x
vérifiant o(z) = x + 1 donc oP(x) = x + p = x, ce qui contredit le lemme 2.34. [

Corollaire 2.36. La conjecture de Vaught est valide pour la théorie d’un corps de
caractéristique positive dans le langage {+,-,0,1,0; : i < w}, ou les o; sont des
morphismes de corps dont le fizateur est infini.
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2.4 Corps différentiels

Soit K un corps différentiel, c’est-a~-dire un corps commutatif infini muni d’une
application K-linéaire D satisfaisant la formule de Leibniz

D(zy) = D(z).y + z.D(y)

On suppose la théorie de K menue, donc K est algébriquement clos. Remarquons
que si K est de caractéristique positive p, tout élément z a une racine p*™¢ que ’on
note y et D(x) = D(y?) = py?~ ' D(y) = 0 : la dérivation D est triviale. On supposera
donc que la caractéristique de K est zéro, et on note C' son corps de constantes, qui
est algébriquement clos.

Lemme 2.37. Pour tout polynome P de degré n a coefficients dans K, le noyau de
P(D) est un C-espace vectoriel de dimension au plus n.

Démonstration. Soient xg,x1,...,x, des solutions de I’équation P(D) = 0. Leur
wronskien est nul donc les solutions xq, z1, . . ., x,, sont liées dans C' d’apres le lemme
7 de [55]. O

Corollaire 2.38. Pour tout polynéme P a coefficients dans K, le morphisme P(D)
est surjectif.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, et la proposition 2.18. O]

Question 2.39. Un corps différentiel w-stable n’est pas toujours différentiellement
clos [28]. Toutefois, il n’a pas d’extension de Liouville ni méme de Kolchin [44].
D’apres la derniere proposition, un corps menu est clos par adjonction d’intégrales.
Peut-il avoir des extensions de Liouville 7 De Picard-Vessiot 7 De Kolchin ?
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Chapitre 3

Anneaux menus

Notations. On appelle anneau un groupe abélien A muni d’une deuxieme loi associa-
tive et distributive sur la premiere. Un élément a est nilpotent d’ordre n si a™ est nul.
L’anneau est nil si ses éléments sont nilpotents. Il est nilpotent de classe n si I'en-
semble A" des produits de n éléments est nul. On note Ann(B) et Ann?(B) les an-
nulateurs & gauche et a droite d’une partie B. Remarquer que AnnAnn® Ann(B)
est égal a Anny(B).

Commencons par les anneaux minces de ”"dimension un”. Rappelons :

Fait 3.1. (Poizat [59]) Un groupe d-minimal a un plus petit sous-groupe d’indice
fini, qui est abélien.

D’autre part, un corps d-minimal de caractéristique p est algébriquement clos [59].

Proposition 3.2. Un anneau infini sans sous-groupe définissable propre infini est
un anneau trivial, ou un corps.

Démonstration. Soit A un anneau non-trivial sans sous-groupe définissable propre
infini. Un morphisme définissable du groupe A est surjectif ou nul d’apres le corollaire
1.27. 1l existe un a tel que aA soit égal a A. Il y a donc un e tel que ae soit égal a a :
eA est A tout entier. S’il existe un z tel que ex — x = a, alors a? est nul et A aussi :
ex —x est nul pour tout x, et e est une unité a gauche. Par symétrie, I’anneau a une
unité a droite ; par unicité c’est e. Si aA est nul, a est nul. La multiplication par un
élément non nul est donc surjective : A est un corps. O

Corollaire 3.3. Un anneau d-minimal a un idéal d’indice fini qui est un corps
commutatif ou un anneau trivial.

Démonstration. L’anneau a un plus petit sous-groupe définissable I d’indice fini,
qui est un idéal, sans sous-groupe définissable propre infini. Si la multiplication n’est
pas triviale, I est donc un corps, d-minimal ; en particulier I n’a pas de sous-corps
définissable propre infini. I a un plus petit sous-groupe multiplicatif G d’indice fini,
qui est abélien d’apres le fait 3.1. Le centralisateur C7(G) est donc un corps infini,
égal a I : le centre de I est infini, égal a I. O]
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3.1 Généralités sur les anneaux minces

Lemme 3.4. Soit A un anneau mince.
1) Si un élément ne divise pas zéro a gauche, A a une unité a gauche.

2) Si 'anneau est unifére, un élément est inversible a droite si et seulement s’il
est inversible a gauche, et ['inverse a gauche et a droite ne fait qu’un.

3) Un élément divise zéro a gauche si et seulement s’il n’est pas inversible a
gauche.

Démonstration. 1) Soit a cet élément. La multiplication a gauche par a est injective,
donc surjective, et il existe un e vérifiant ae = a. Pour tout b, a(eb— b) est nul donc
eb = b, et e est une unité a gauche. 2) Si ab = e, alors la multiplication & droite par
a est injective, donc surjective ; il existe un ¢ tel que ca = e. Alors ce = cab = eb.
3) Si a ne divise pas zéro a gauche, A est une unité a gauche, et la multiplication a
gauche par a est surjective puisqu’elle est injective : 'antécédent du neutre a gauche
est I'inverse a droite de a. O]

Corollaire 3.5. Un anneau mince intégre est un corps.

Proposition 3.6. Dans un anneau mince, il n’y a pas de chaine infinie strictement
croissante d’annulateurs a gauche Ann(k;) < Ann(ks) < --- < Ann(k;) < -+, ot
les k; sont dans une cloture définissable k finiment engendrée.

Démonstration. La suite Ann?Anny (k1) > -+ > Ann?Ann(k;) est décroissante.
Prenons un entier n tel que les rang et degré de Cantor sur k de Ann®Anny(k,)
soient minimaux. Puisque &, + AnnAnna(k,;1) est inclus dans Ann? Ann(k,),
I'anneau k,, est dans AnnAnn(k,i1), et Anna(kny1) < Anna(ky). O

Remarque 3.7. La chaine Anny(a) < Anng(a®) < -+ < Anng(a’) < --- stationne
quel que soit a. Si I'anneau est menu, la compacité borne uniformément la longueur
de cette chaine. En particulier ’ensemble des éléments nilpotents d’un anneau menu
est définissable.

Proposition 3.8. Dans un anneau mince, il n’y a pas de chaine infinie strictement
croissante d’annulateurs Anng (k1) < Anng(ks) < -+ < Anng(k;) < -+, ot les k;
sont dans une cloture algébrique k finiment engendrée.

Démonstration. Pour tout ensemble X, AnnX est infiniment définissable a pa-
rametres dans X. Donc Ann*Anng(k;) est infiniment k-définissable. La chaine
Annk Anny,(k;) décroit, donc il existe un entier n tel que Ann*Anny(k,) soit égal &
Annk Anny,(kny1) d’aprés la condition de chaine mince 1.33. O

Remarque 3.9. Les propositions 3.6 et 3.8 sont incomparables puisque la premiere
est globale, a parametres dans une cloture définissable, tandis que la deuxieme n’est
que locale, mais a parametres dans une cloture algébrique. Elles sont aussi valables
pour des chaines d’annulateurs a droite.
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Corollaire 3.10. Dans un anneau mince A, pour tout a, il existe un entier n tel
que

A=a""A@ Anny(a")

Démonstration. Les suites a'.A et Ann(a') stationnent. O

3.2 Le radical de Jacobson

Tout groupe abélien peut étre vu comme un anneau dont la multiplication est nulle.
Partant d’'un anneau, il est donc souhaitable d’en isoler la partie "triviale”. On
introduit a cet effet le radical de Jacobson. Il existe d’autres notions de radical : voir
les pages 1 a 6 de [34] pour une introduction au radical de Baer, [74] pour un survol
des différentes notions; celle introduite par Jacobson semble étre la plus propice
a établir la structure sur des anneaux de radical nul. Qui plus est, la plupart des
radicaux sont définissables dans la logique du second ordre. Le radical de Jacobson
est lui définissable au premier ordre. Un anneau est artinien a droite si toute chaine
décroissante d’idéaux a droite stationne.

Fait 3.11. (Wedderburn-Artin [23, théoreme 2.1.7]) Un anneau artinien a droite
de radical de Jacobson nul est isomorphe a un produit cartésien fini d’anneaux de
matrices carrées a coefficients dans des corps.

Un élément a est quasi-régqulier a droite s’il existe un b tel que a + b + ab soit nul.
On note J(A) ce radical, que pour nos besoins, nous définirons ainsi :

Fait 3.12. (Jacobson [23, théoreme 1.2.3]) Le radical de Jacobson d’un anneau est
l'unique idéal a droite maximal dont tous les éléments sont quasi-réquliers a droite.

J(A) est donc défini par la formule Vy3z(zy + z + zyz = 0).

Remarque 3.13. Si a appartient a a.J(A), disons a = ab avec b dans le radical, —b
est aussi dans le radical, et il existe un ¢ tel que ¢ — b — be soit nul. On a alors
ac = abc = a(c —b), ce qui implique que a est nul.

G. Cherlin a montré que le radical d'un anneau Ny-catégorique, commutatif ou non,
est nilpotent [11, 12], ainsi que celui d'un anneau stable [14].

Proposition 3.14. Dans un anneau mince, toute cloture algébrique finiment en-
gendrée du radical est nilpotente.

Démonstration. Appelons k cette cloture. La chaine des Anng (k") stationne & partir
d’un rang n. Parmi les a dans &k \ Ann(k™), choisissons-en un tel que aJ Nk soit
minimal. Ni ak™, ni ak™"! ne sont nuls; il existe donc un b dans & tel que abk™ ne soit
pas nul. D’apres la remarque 3.13, ab est hors de ab.J. On a donc abJ Nk < aJ Nk,
une contradiction. O]
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Remarque 3.15. Le groupe additif du radical J d'un anneau menu est menu. D’apres
[69, voir le fait 4.1], il se décompose en une somme directe de deux sous-groupes Jy
et J,, ou Jy est additivement divisible et .J,, d’exposant additif m. En fait, Jy
et J,, sont des idéaux. D’apres le théoreme de Nagata-Higman, puisque J est nil
d’exposant borné n, Jy est nilpotent, et J,, 1'est aussi pour peu que m soit un entier
premier supérieur a n.

Fuait 3.16. (Nagata-Higman [30, appendice C]) Une algébre nile d’exposant n et de
caractéristique zéro ou un entier premier supérieur a n est nilpotente de classe au
plus 2™ — 1.

Question 3.17. Le radical d’un anneau menu est-il nilpotent ?

3.3 Anneaux commutatifs sans radical

Soit A un anneau commutatif mince de radical nul. En particulier, puisqu’'un élément
nilpotent est quasi-régulier, A n’a pas d’éléments nilpotents a part zéro. On appelle
tdempotent tout élément qui est son propre carré.

Lemme 3.18. Si A n’est pas nul, il contient au moins un idempotent non nul. S’il
n'en a qu’un seul, disons e, chaque élément non nul est inversible dans eA.

Démonstration. On sait que A s’écrit a"A & Ann(a™). 1l existe donc un ¢ dans
Ann(a™) et un b tels que a™ = a®*"b+c. Alors, a®** = a?b, et a*"b est un idempotent,
non nul puisque a®” est non nul. O

Remarque 3.19. De la méme maniere, tout élément d’une cloture algébrique qui n’a
qu’un seul idempotent est soit nilpotent, soit inversible.

Remarque 3.20. Pour tout idempotent e d’un sous-anneau k de A, la trace sur k de
eA est ek.

Proposition 3.21. Pour toute cloture algébrique finiment engendrée k, il existe n
idempotents ey, . .., e, deux a deur orthogonauz tels que chaque e;k soit un corps, et

k=ek® - -De,k

Démonstration. Si eq, eq, ... est une suite infinie d’idempotents deux a deux ortho-
gonaux, la chaine (Anng(e; + -+ + ep))n>1 décroit strictement, ce qui contredit la
condition de chaine mince 1.33. Il n’y a donc que n idempotents ey, ..., e, deux a
deux orthogonaux et

A:(€1+62+"'+6n)A@Ann(el_|_..._|_€n)
A= ADeAD- - De,AD Ann(e; + - +e,)
k=ek®ek®- - ®ek @ Anngler +--- +ep)

et Anng(e; + -+ - + e,) ne contient aucun idempotent non nul : il est nul. O
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3.4 Anneaux non commutatifs

Lemme 3.22. St A n’est pas nil, il contient au moins un élément idempotent non
nul. St A n’a qu’un seul idempotent, chacun de ses éléments est soit nilpotent, soit
iversible.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 3.18, on trouve un @ non nilpotent
et b tels que a®® = a*"b. Puisque A = Aa™ @ Ann(a"), il existe (d, f) dans A x
Ann?(a™) avec b = da™ + f. Donc a*" = a**da*", et a*"d est idempotent, non nul
puisque a n’est pas nilpotent. O

Proposition 3.23. Pour toute cloture algébrique k finiment engendrée, [’anneau
k/J(k) est artinien a gauche et a droite.

Démonstration. Montrons qu’il existe dans k£ un nombre fini d’idempotents e; tel que
e;e; soit nul pour ¢ < j. Sinon, soit ej, e9,... une suite infinie; la suite (Anng(e; +
-+ =+ e,))n>1 décroit strictement, ce qui contredit la condition de chaine 1.33. A
s’écrit donc Ae; @ Ann“(e;) et en itérant,

A=A @ @ AnnA(el, ceyen1)en D AnnA(el, coy€n)

—key @ - ® Ann"(eq, ... en_1)en @ AnnFler, ... e,)

Mais Ann*(ey, ..., e,) n’a pas d’idempotent. Il est nil, inclus dans le radical d’apres
(23, lemme 1.2.2], et

k/J(k) = (k/J(k))er ® - @ (k/J(k))en

Soit I un idéal a gauche de ke;. Si I contient un idempotent non nul aeq, alors on
peut supposer que ejae; # ey, sinon I = kej. Alors e; — ejae; et ejae; sont deux
idempotents non nuls orthogonaux de Ae;, ce qui contredit le caractere maximal de
n. L’idéal I est donc nil, et k/.J(k) est artinien a gauche. Par symétrie, il est artinien
a droite. O

Corollaire 3.24. Pour toute cloture algébrique k finiment engendrée, k/J(k) est
1somorphe a un produit cartésien fini d’anneauxr de matrices carrées a coefficients
dans des corps.
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Chapitre 4

Groupes menus

4.1 Groupes abéliens

Fait 4.1. (Wagner [69]) Un groupe abélien menu est la somme directe d’un groupe
divisible définissable et d’un groupe d’exposant fini.

Remarque 4.2. Le résultat n’est pas valable dans le cas mince : considérer la somme
des groupes cycliques d’ordre p; on a seulement, pour chaque entier n, tout élément
est la somme d’un élément divisible par n et d'un autre d’ordre fini.

Remarque 4.3. Depuis H. Priifer et R. Baer, on connait la structure d’un groupe
abélien divisible ou d’exposant fini : les premiers sont isomorphes a des sommes
directes de copies de Q et de p-groupes de Priifer ou p est un entier premier. Les
seconds sont des sommes directes de groupes cycliques. Voir les théoremes 17.2 et
23.1 de [20]. Rappelons que le p-groupe de Priifer est le groupe multiplicatif des
nombres complexes constitué des éléments dont I'ordre est une puissance de p. On
le note Z.

Corollaire 4.4. La conjecture de Vaught vaut pour un pur groupe abélien.

Démonstration. Si la théorie d'un pur groupe abélien a moins de 2% modeles dé-
nombrables, elle est menue, et chacun de ses modeles est isomorphe a

((® Bz-=2®) (DB

p premier Np no q/n Mq

Remarquons que chaque n, est fixé par la théorie : c’est un p-ieme du nombre de
racines p-iemes d'un élément de la partie divisible D. La partie d’exposant fini est
isomorphe a G/D, donc n et les m, sont fixés par la théorie. Une classe d’isomor-
phisme se réduit au choix de ng, qui peut prendre toutes les valeurs de zéro a Nj
(sauf si D est réduit a zéro). O

Remarque 4.5. Plus généralement, la conjecture de Vaught est vraie pour toute
théorie complete de module sur un anneau dénombrable de Dedekind (et donc en
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particulier pour un module sur Z), et sur diverses classes d’anneau dénombrables

62].

4.2 Groupes nilpotents

Dans un groupe G, on définit par récurrence la suite décroissante de sous-groupes
v, G en posant 790G égal a GG, et en définissant 7,,.1G comme le sous groupe engendré
par les produits ghg~*h™!, ot g et h parcourent G et ~,,G. On notera [a, b] le produit
ghg™*h™1, et [ag,aq,...,a,] celui [ag, [ay,[. .., a,]]]. Le groupe G est nilpotent si la
suite des 7, G est finie et aboutit au neutre. La classe de nilpotence de G est le plus
petit n tel que 7,+1G soit le neutre. On écrira G’ pour +;G. On notera au contraire
G™ 'ensemble des puissances éniemes de G. Suivent trois résultats sur les groupes
nilpotents que 1'on pourra trouver au premier chapitre de [7].

Fait 4.6. Dans un groupe nilpotent, tout sous-groupe divisible commute avec les
éléments de torsion du groupe.

Fait 4.7. Un groupe nilpotent G est divisible si et seulement si G/G' [’est.

Fait 4.8. Soit un groupe G nilpotent de classe c. Si G/G' est d’exposant n, alors G
est d’exposant un entier divisant nc.

Dans un groupe abélien, tout groupe divisible a un supplémentaire ; voir le théoreme
1 de [2]. Ca n’est pas le cas en général pour un sous-groupe divisible dans le centre
d’un groupe quelconque, méme si le groupe ambiant est nilpotent. Considérer par
exemple le sous-groupe de GL3(C) constitué des matrices triangulaires supérieures
avec des 1 sur la diagonale. C’est un groupe nilpotent dont le centre est divisible
isomorphe a C*. On peut toutefois affirmer :

Proposition 4.9. Soit G un groupe, et D un sous-groupe divisible du centre. Il existe
une partie A de G, distinguée, contenant toutes les puissances de ses éléments, et
qui vérifie

G=D-A e DNA=1

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Zorn. Si Ay C Ay C --- est une
chaine croissante d’ensembles contenant chacun toutes les puissances de ses éléments
et tels que A; N D soit réduit au neutre, alors J A; N D est encore réduit au neutre,
et U A; aussi contient toutes les puissances de ses éléments. G contient donc un
ensemble maximal A pour les propriétés ” DN A est réduit au neutre” et ” A contient
toutes ses puissances”. Montrons que le produit D - A est G tout entier. Supposons
au contraire qu’il existe un x hors du produit D - A. Par maximalité de A, ’ensemble
des puissances de x coupe D de maniere non triviale : il existe un entier n supérieur
a un, et un d dans D tels que x" soit égal a d. Choisissons n minimal. D étant
divisible, soit e une racine éniéme de d~'. Posons x; égal & xe. On a 27 = 1, avec 1,
en dehors de D - A. Par maximalité de A, 'ensemble des puissances de z; coupe D :
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il existe un entier ny < n, et un d; dans D tel que x}* soit égal & dy, ce qui contredit
le caractere minimal de n. O

Proposition 4.10. Soit G un groupe menu nilpotent, et D un sous-groupe divisible
contenant G". Alors G est égal au produit D - F' ou F' est un groupe d’exposant fini.

Démonstration. Par récurrence sur la classe de nilpotence du groupe. S’il est abélien,
c’est le théoreme de Baer. Si c¢’est vrai pour tout groupe menu nilpotent de classe c,
et que G est nilpotent de classe ¢ + 1, appelons Z le centre de G. Le quotient G/Z
est nilpotent de classe ¢. Le quotient D - Z/Z est un sous-groupe divisible de G/Z
contenant (G/Z)" : par hypothese, G/Z est égal au produit (D - Z/Z) - (C/Z) avec
C'/Z d’exposant fini m. Mais le centre est somme directe d’une partie divisible Dg
et d'une partie Fyy d’exposant fini {, donc C'™ est dans Dy. D’apres la proposition
précédente, Dy a une partie supplémentaire A dans C'; mais A™ est dans Dy N A :
A est d’exposant fini, et

Remarquons que D contient Dy. Alors G s’écrit D- B o B est une partie d’exposant
fini. Soit F' le sous-groupe engendré par B. Le groupe abélien F'/F’ engendré par
B - F'/F" est d’exposant fini : d’apres le fait 4.8, F' est aussi d’exposant fini. m

Notations. On dit d’un groupe G qu’il est la somme centrale de deux sous-groupes
A et B, si G est égal au produit A - B, et si U'intersection de A et B est dans le
centre de G. On note alors A x B ce produit.

Proposition 4.11. Un groupe menu nilpotent est la somme centrale d’un groupe
divisible définissable et d’un groupe d’exposant fini.

Démonstration. Si le groupe est abélien, c’est [69]. Si c’est vrai pour tout groupe
menu nilpotent de classe ¢, et si G est nilpotent de classe ¢ + 1, alors G/Z est
la somme centrale d’'un groupe divisible A/Z et d'un groupe B/Z d’exposant n.
D’autre part, Z sécrit Dy & Fy ou Fy est d’exposant m. A/Z est divisible, donc
A™ . Dy est une partie divisible ; appelons-la X. Soit D le sous-groupe engendré par
X. Le groupe abélien D/ D’ engendré par X-D’'/D’, est divisible, donc, d’apres le fait
4.7, D est divisible, égal a X. De plus, G™" est dans D. La proposition précédente
conclut. O]

4.3 Une propriété des groupes menus

Proposition 4.12. Un groupe infini ayant une seule classe de conjugaison non
centrale, et dont le centre est d’indice infini, n’est pas mince.

Démonstration. Remarquer que le groupe n’a pas de deuxieme centre. Quitte a
quotienter le groupe par son centre, on peut supposer le centre réduit au neutre. Si
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cette classe contient une involution, tous les éléments du groupe sont des involutions,
et le groupe est abélien, une contradiction. Il y a donc un élément g non trivial qui
n’est pas son propre inverse. g et g~! sont dans la méme classe de conjugaison, donc
g~ ! s’écrit g" pour un certain h. Remarquer que h? n’est pas trivial, sinon le groupe
serait d’exposant deux. Alors h? est un conjugué de h, disons h*. Le groupe C(h*)
contient g, donc C'(h*") contient ¢*" ', mais pas ¢"". Donc C(C(h*")) contient h*",
mais pas h¥"". Soit I la cloture définissable de A et k. On a

C(C(h)NT > C(CH))NT > CCH)NT > -
ce qui contredit la condition de chaine mince 1.33. O

Remarque 4.13. La proposition précédente s’inspire de son analogue stable [70,
théoreme 1.0.3] : ”Un groupe infini ayant une seule classe de conjugaison non triviale
est instable”, qui lui méme provient du cas minimal [63].

Proposition 4.14. Un groupe mince infini non abélien posséde des centralisateurs
propres de taille arbitrairement grande.

Démonstration. Supposons au contraire que tous les centralisateurs soient de taille
finie et bornée. Remarquer que le groupe est d’exposant fini, sinon il aurait un
centralisateur propre infini.

(1) G n’a qu’un nombre fini de classes de conjugaison : puisque la taille des centra-
lisateurs est bornée, on applique le corollaire 1.28. On ne perd rien a rajouter un
représentant a; de chaque classe au langage.

(2) On peut supposer les sous-groupes distingués de G trivieur : un sous-groupe
distingué, c’est une réunion de classes de conjugaison ; en particulier il est d’indice
fini. Il suffit de remplacer G par H U {1}, ou H est une réunion minimale de classes
de conjugaison stable par multiplication. Car si H a un sous-groupe distingué K
non trivial, K est d’indice fini dans GG, donc K a un sous-groupe distingué dans G
d’indice fini, qui ne peut étre que H.

(8) G n’est pas localement fini : un groupe d’exposant fini dont les centralisateurs
sont bornés ne peut pas avoir de groupes finis de taille arbitrairement grande, parce
que la taille des Sylow de ses groupes finis est bornée : un Sylow a un centre non
trivial dont le centralisateur de chacun des éléments contient tout le Sylow. Qui
plus est, comme le groupe est d’exposant fini, le nombre des Sylow d'un de ses
sous-groupe fini est borné. Soit I' une cloture algébrique finiment engendrée.

(4) T a un nombre fini de classes de conjugaison : tout élément = dans I' s’écrit a?,
avec y algébrique sur a; et x puisque les centralisateurs sont finis.

(5) On peut supposer les sous-groupes distingués de I triviauz : aucune sous-réunion
de classes de conjugaison de G n’est stable par multiplication, donc pour toute sous-
réunion X de classes de conjugaison de G (il en existe un nombre fini), il existe z, y
dans X tels que x - y ne soit pas dans X. En rajoutant ces parametres au langage,
on s’assure qu’aucune sous-réunion de classes de conjugaison de I' n’est stable par
multiplication.

95



(6) Pour toute classe a®, Stabr(a“) est égal a T' : c’est un sous-groupe distingué
dont la trace sur une cloture définissable est d’indice fini.

(7) G n’a qu’une classe de conjugaison non centrale : on utilise ici un argument de
Poizat [59], que l'on appellera argument de symétrie de Poizat. Soient a et b hors du
centre. Pour tout conjugué xbz! de b sauf un ensemble de rang de Cantor sur a, b
non maximal, azbz ! est conjugué a b. Comme une surjection a fibres finies préserve
le rang de Cantor, pour tout  sauf un ensemble de petit rang, axbz ! est conjugué
a b. De méme, par symétrie, pour tout x sauf un ensemble de petit rang, 2~ axb est
conjugué a a. On peut donc trouver un z tel que axbr ™! et 2 'azb soient conjugués
respectivement a b et a. Donc b et a sont conjugués.

(8) Contradiction finale : G est donc un groupe d’exposant fini ayant une seule classe
de conjugaison non triviale : un tel groupe n’existe pas [63, 59]. En effet, comme un
groupe d’exposant 2 est commutatif, il devrait étre d’exposant p premier différent
de 2; soit o # 1, x et 2! seraient conjugués par un élément y d’ordre 2 modulo le
centralisateur de x, ce qui lui interdit d’étre d’exposant p. O

Remarque 4.15. La preuve initiale du point (3) de la proposition 4.14 utilisait le
théoreme de Hall-Kulatilaka-Kargopolov [22]. M. Poizat m’a fait remarquer qu'un
argument de Sylow permettait de s’en passer, et que le résultat valait pour un groupe
mince G.

Théoreme 4.16. Un groupe menu omega-saturé, s’il est infini, possede un sous-
groupe abélien infini.

Démonstration. S’il n’est pas abélien, il a un centralisateur propre infini. En itérant,
soit on finit par tomber sur un centralisateur infini abélien, soit on obtient une chaine
infinie d’éléments commutant deux a deux. 0

En invoquant Hall-Kulatilaka-Kargopolov, qui utilise Feit-Thomson, on peut dire
bien plus :

Fait 4.17. (Hall-Kulatilaka-Kargopolov [22]) Si l'on s’autorise 'axiome du choiz,
tout groupe infini localement fini contient un sous-groupe abélien infini.

Théoréme 4.18. Un groupe mince infini posséde un sous-groupe abélien infini.

Démonstration. Sitous les centralisateurs sont finis, d’apres Hall-Kulatilaka-Kargo-
polov, le groupe G n’est pas localement fini. Un sous-groupe infini finiment engendré
~ se répartit en un nombre fini de classes de conjugaison (au sens de G); le presque
stabilisateur de toutes ses classes est un sous-groupe distingué d’indice fini dans ~;
d’apres I'argument de symétrie de Poizat, il est composé du neutre et d’éléments
d’une seule classe C', qui est la méme pour tout . Soit g un élément de la cloture
algébrique I' de 7 ; le presque stabilisateur local de ¢© est un sous-groupe normal de
I' qui contient un point de la classe C'; comme deux éléments de C'NI" sont conjugués
dans I'; il contient C' N T". On en déduit que le groupe de presque stabilisation de
toutes les classes de conjugaison de I' est formé de C'NI" augmenté du neutre. Comme
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cela se produit pour tout I';, CU{1} forme un sous-groupe de G : en remplagant G par
ce dernier, on est ramené au cas ou les centralisateurs sont bornés, une contradiction
avec la proposition 4.14. O

Remarque 4.19. J.M. Plotkin a trouvé des groupes Ny-catégoriques infinis sans sous-
groupe définissable abélien infini [54]. On ne peut donc pas espérer trouver un sous-
groupe abélien infini qui soit définissable, ni méme infiniment (-définissable d’apres
la partie suivante.
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Chapitre 5

Groupes et corps stables ou
simples

5.1 Corps stables

Dans une théorie T, une formule f(z,y) a la propriété de 'ordre si elle ordonne
totalement un ensemble infini, i.e. s’il existe une suite ai,as,... infinie dans un
modele de T telle que

f(ai,a;) si et seulement si i < j

La formule f a la propriété de 'ordre strict si elle définit un ordre partiel ayant des
chaines infinies, c¢’est-a-dire s’il existe une suite aq, ao, . .. infinie dans un modele de
T telle que

N flai,a5) Na; # a;

i<j

Si une formule a la propriété de 'ordre strict, elle a la propriété de 'ordre.

Définition 5.1. Une théorie est stable si aucune formule n’y a la propriété de ’ordre.
Une structure est stable si sa théorie I'est.

Voir [57] et [70] pour plus de détails sur les groupes stables. Rappelons seulement
qu’a toute formule f(x,y) d'un groupe sans propriété de l'ordre strict est associé
un entier n, tel que toute chaine strictement décroissante de sous-groupes définis
respectivement par les formules f(z,a4),..., f(z,a,), ait au plus n éléments. De
plus :

Fait 5.2. (Baldwin-Saxl [3, 57]) Dans un groupe stable, d toute formule f(z,y) est
associé un entier n, tel que lintersection de sous-groupes définis par les formules
f(z,a;) soit intersection d’au plus n d’entre eu.

Une chaine monotone de centralisateurs d’un groupe stable est donc finie.
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Proposition 5.3. Soit G un groupe sans propriété de ['ordre strict et f un homo-
morphisme du groupe G dans lui-méme. St les images itérées de f sont uniformément
définissables, G est égal au produit Ker f™ - Im f™ pour un certain entier n. En par-
ticulier, si f est injectif, il est surjectif.

Démonstration. Si la chaine des images itérées de f est uniformément définissable,
elle stationne a partir d’un certain rang. O]

Théoreme 5.4. Un corps stable de caractéristique positive est de dimension finie
sur son centre.

Démonstration. Soit D ce corps, p sa caractéristique, et @ un élément hors du centre.
Appelons f, Papplication qui & un élément = du corps associe =% — .

(1) Les chaines des images et noyauzx itérés de f stationnent : dans anneau des
morphismes additifs de D, le bindbme de Newton nous donne

(e

p

(@) = Y (1) Ok =0 — = fn ()

k=0

une sous-chaine de la chaine des images itérées est uniformément définissable : la
chaine des images itérées stationne donc par stabilité. Le méme argument vaut pour
la chaine des noyaux.

(2) L’application f n’est pas surjective : sinon, posons o égal a un, et choisissons
inductivement un antécédent xz,,; de z,. Pour tout n, z, est dans Kero""! mais
pas dans Kerp™, ce qui contredit le point précédent.

(3) D est un C(a)-espace vectoriel de dimension finie : d’apres la proposition 5.3,
pour un certain entier m,
D = Kerf™ + Imf™

Appelons H I'image de f™ ; quitte a augmenter m, on peut supposer le noyau de f™
égal a C'(a™). Soit I une intersection minimale de translatés a gauche de H par des
éléments de D, de taille n disons. Par minimalité, ¢’est un idéal de D. Il ne peut étre
D tout entier sans quoi f serait surjective. Il est donc réduit a zéro. D’apres le fait
[16], la dimension de C'(a™) sur C(a) est celle de Z(C(a™))(a) sur Z(C(a™)), donc
H est un C'(a)-espace vectoriel de codimension au plus m, et I est de codimension
sur C'(a) au plus m.n.

(4) En conclusion : soit une chaine D < Dy < --- < D,, < D,1 de centralisateurs
ou D,, est non commutatif minimal. D est de dimension finie, disons m, sur le corps
commutatif D,,;;. D’apres le fait [16] et la remarque 2.4, la dimension de D sur son
centre est au plus m?. ]

Remarque 5.5. Le centre d’un corps stable infini de caractéristique positive est infini.
D’apres [64], il contient la cloture algébrique de F,; en particulier, tout élément
d’ordre fini est dans le centre.

Remarque 5.6. Un corps superstable [9], ou méme supersimple [53] est commutatif.
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5.2 Généralités sur les structures simples

Les résultats énoncés ci-dessous se trouvent dans le livre de F. Wagner [73]. Un
type partiel m(z,a) se divise au-dessus d'un ensemble B s’il existe une suite B-
indiscernable (a;);c; ayant le type de a sur B telle que la conjonction des 7(x,a;)
soit inconsistante. Puisque la suite (a;);cr est indiscernable, par compacité, si la
conjonction des m(x,a;) est inconsistante, elle est k-inconsistante pour un certain
entier k. On dit alors que 7(x,a) se k-divise au-dessus de B. Pour toute formule ¢,
tout entier k, et tout type partiel m, on définit le rang local de w, noté D(w,p, k),
par l'induction suivante :

D(m, ¢, k) est au moins zéro si 7 est consistant.

D(7, ¢, k) est au moins n + 1 §'il existe un b tel que D(w A p(z,b), ¢, k) vaille
au moins n et @(x,b) se k-divise au-dessus du domaine de 7.

Définition 5.7. (Shelah) Une structure est simple si ses rangs locaux D(., ¢, k)
sont finis pour toute formule ¢ et tout entier k.

On note A | o B si pour tout uplet a de A, toute formule ¢ et tout entier k, le rang
D(a/BC, ¢, k) est égal a D(a/C, ¢, k). Dans une théorie simple, la relation | est
symétrique et transitive, c’est-a-dire que A | o BD si et seulement si A | o B et

Al,,D.

Fait 5.8. Dans une théorie simple, aucune formule n’a la propriété de l’ordre strict.

Si G est un groupe dont la théorie est simple, on définit le rang stratifié Dg(7, @, k)
du type partiel 7 en posant Dg(m, ¢, k) égal a D(m, p(y1z,y2),k). On dit d'un
élément g de G' qu’il est générique sur A si pour tout h J/A gdans G,onahg | A, h.
On peut montrer que G possede des types génériques, qui sont précisément les types
dont tous les rangs stratifiés sont maximaux. Deux sous-groupes d’un groupe donné
sont commensurables si leur intersection est d’indice fini dans chacun d’entre eux.

Fait 5.9. (Schlichting [65, 73]) Soit G un groupe et H une famille de sous-groupes
uniformément commensurables. Il existe un sous-groupe N de G commensurable a
des membres de 'H, et invariant sous l'action du groupe des automorphismes de G
laissant la famille H globalement invariante. St les membres de H sont définissables,
N [l’est aussi.

Fait 5.10. (Wagner [73]) Dans un groupe simple, une chaine décroissante d’inter-
sections de sous-groupes uniformément définissables stationne a indice fini pres.

Remarque 5.11. Si D; < Dy sont deux corps infinis, I'indice de Di” dans D3 est infini.
En particulier, dans un corps simple, toute chaine décroissante de centralisateurs
stationne. Qui plus est, pour toute partie A de D, C(C(C(A))) est égal a C(A);
toute chaine croissante de centralisateurs stationne également.
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5.3 Corps simples

Théoreme 5.12. Un corps simple de caractéristique positive est de dimension finie
sur son centre.

Démonstration. Soit D ce corps, p sa caractéristique, et @ un élément hors du centre.
Appelons f 'application qui & un élément x du corps associe z% — x.

(1) Les chaines des itérés des noyaux et images de f stationnent, et f n’est pas
surjective : comme dans le cas stable.

(2) Le centralisateur de a est infini : on peut supposer l'ordre de a fini, et méme
premier égal & ¢. D’apres le fait 2.2, il existe un x d’ordre infini tel que zax™! soit
égal a a' et différent de a. Mais a et a’ ont méme ordre ¢. Le petit théoréeme de
Fermat affirme que 797! est congru & un modulo ¢, donc 277! et a commutent : C'(a)
contient x4,

(3) D est un C(a)-espace vectoriel de dimension finie : d’apres la proposition 5.3,
on a

D =Kerf™ + Imf™

Appelons H limage de f™, et supposons son noyau égal a C(a™). Soit N une
intersection minimale & indice fini pres de translatés a gauche de H par des éléments
de D, de taille n disons. Appelons H ’ensemble des translatés a gauche de N par des
éléments de D*. D’apres le fait 5.9, il existe un sous-groupe I de K, commensurable
a IV, et invariant par multiplication a gauche. I est donc un idéal a gauche de D. Si [
est D tout entier, alors I'image de f est d’'indice fini dans D ; or c¢’est un C'(a)-espace
vectoriel. Puisque C'(a) est infini, f est surjective. I est donc réduit a zéro, et N est
fini. Etant un C'(a)-espace vectoriel a droite, N est nul. On en déduit comme pour
le cas stable que D est de dimension finie sur C'(a), puis sur son centre. O]

Proposition 5.13. Soit K un corps commutatif dont f soit un morphisme de corps.
Soit F' le fixateur de f et P un polynome scindé a coefficients dans F' dont les itérés
P(f)" soient uniformément définissables. Si K est simple, soit K est une extension
algébrique de F, soit limage de P(f) est d’indice fini dans K.

Démonstration. On peut supposer le corps K infini. Puisque P est scindé sur K, il
s’écrit TT(X —a;)’. Remarquons que Ker P(f) est égal a la somme @, Ker(f —a;id) et
que chacun des Ker(f—a;id)® est de dimension au plus i sur F. On pose g égal & P(f)
et on note NV son noyau : N est de F-dimension finie. D’apres la proposition 5.3, K
est la somme Kerg™ 4 Img™. On appelle H' I'image de ¢™. Soit H une intersection
minimale & indice fini pres de n translatés a gauche de H' par des éléments de K.
Remarquons que si H est fini, il existe une intersection minimale tout court, qui est
un idéal de K, donc H est nul. Appelons H '’ensemble des translatés a gauche de
H par des éléments de K*. D’apres le fait 5.9, il existe un sous-groupe I de KT,
commensurable a H, et invariant par multiplication a gauche : I est un idéal de K.
Si I est K tout entier, 'image de g est d’indice fini dans K ; pour peu que F soit
infini, g est surjective. Si au contraire [ est réduit a zéro, H est fini, et nul. Mais N
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est un F-espace vectoriel de dimension finie r, H' est de F-codimension r et H de
F-codimension au plus 7.n. O

5.4 Groupes simples

Dans une théorie T, une formule f(z,y) a la propriété d’indépendance s'il existe
des suites (b;);<w et (ar)rc., dans un modele de T telles que la formule f(a;,a;) soit
satisfaite si et seulement si l'indice ¢ appartient a ’ensemble 1.

Définition 5.14. (Shelah) Une théorie est dite dépendante si aucune formule n’y a
la propriété d’indépendance. Une structure est dépendante si sa théorie I'est.

Dans un groupe dépendant, toute partie dont les éléments commutent deux a deux
est contenue dans un groupe définissable [66], par conséquent :

Corollaire 5.15. Un groupe infini dont la théorie est dépendante et menue contient
un sous-groupe définissable abélien infini.

Proposition 5.16. Dans un groupe simple, une partie dont les éléments commutent
deux a deux est contenu dans un groupe définissable fini-par-abélien.

Démonstration. Soit G ce groupe simple, et A cette partie abélienne. On ne perd
rien & supposer que A est un groupe infini. Soit H une intersection minimale &
indice fini pres de centralisateurs d’éléments de A. Dans H, tout élément de A a
un centralisateur d’indice fini, et H contient A. Considérons Z*(H) ’ensemble des
éléments de H dont le centralisateur dans H est d’indice fini dans H : c¢’est un sous-
groupe de G qui contient A. Remarquons que d’apres [73, lemme 4.1.15], un sous-
groupe définissable B de GG est d’indice fini dans G si et seulement si Dg(B, ¢, k) =
D¢ (G, ¢, k) pour toute formule ¢ et tout entier k. On a donc I'égalité

Z*(H)={h € H: Dg(Cy(h),p,k) > Dc(H, ¢, k), p formule, k entier}

D’autre part, pour tout type partiel 7(z, A), la phrase " Dg(n(z, A), @, k) > n”
est une condition infiniment définissable en A d’apres [73, remarque 4.1.5], donc
Z*(H) est infiniment définissable. Puisque tous ses centralisateurs sont d’indice fini,
le groupe Z*(H) est un groupe dont toutes les classes de conjugaison sont finies. Par
compacité, les indices des centralisateurs dans H de tout élément de Z*(H) sont
uniformément finis. En particulier, Z*(H) est définissable. Rappelons

Fait 5.17. (Neumann [48, théoréme 3.1]) Les classes de conjugaison d’un groupe G
sont de taille bornée par un entier si et seulement si le groupe dérivé G’ est fini.

Le groupe dérivé de Z*(H) est donc fini. O

Corollaire 5.18. Un groupe infini dont la théorie est simple et menue contient un
sous-groupe fini-par-abélien définissable infini.
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Remarque 5.19. Le résultat est optimal puisqu’il existe des groupes dont la théorie
est simple et omega-catégorique, sans sous-groupes abéliens définissables infinis. Par
exemple les groupes infinis extraspéciaux d’exposant p sont omega-catégoriques [19],
supersimples de rang SU égal a un, puisqu’ils sont interprétables dans un F-espace
vectoriel de dimension infinie, muni d’une forme bilinéaire dégénérée antisymétrique.
Ils n’ont pas de sous-groupes abéliens infinis définissables d’apres [54].

Comme le fait remarquer R. de Aldama dans sa these [1] & propos d’un groupe
dépendant, ce qui est vrai pour une partie abélienne l'est aussi pour une partie
nilpotente. Dans le cas simple, on a le résultat suivant :

Définition 5.20. Un groupe G est presque résoluble de classe n sil existe une suite
décroissante de sous-groupes G; telle que Gy = G > G > G, > G --- > G, >
Gni1 = {1} et tel que les indices [G) : G;41] soient finis pour tout i.

Un groupe presque résoluble de classe zéro est un groupe fini-par-abélien.

Corollaire 5.21. Dans un groupe dont la théorie est simple, soit n un entier, et
A un groupe résoluble de classe n. Alors, A est contenu dans un groupe définissable
presque résoluble de classe n.

Démonstration. Par récurrence sur l'entier n, montrons qu’il existe un groupe
définissable N contenant A, et presque résoluble de classe n. Nous I’avons montré si
n est égal a zéro. Supposons le résultat vrai pour n— 1. Par hypothese de récurrence,
A’ est contenu dans un groupe définissable H presque résoluble de classe n — 1. Soit
I une intersection de conjugués de H par des éléments de A, minimale & indice fini
pres. Appelons ) I'ensemble des conjugués de I par des éléments de A. D’apres le
fait 5.9, il existe un groupe N commensurable a I qui soit invariant par conjugaison
par des éléments de A. Le groupe N est une extension finie d’une intersection finie
M d’éléments de $. Le groupe N contient donc A’; c¢’est une extension finie d’un
groupe presque résoluble de classe n — 1. Le groupe NA/N est abélien, donc d’apres
la proposition précédente, il existe un groupe définissable M tel que

NA/N < M/N < Ng(N)/N
ou M'/N est fini. Le groupe M est donc presque résoluble de classe n. O

Question 5.22. On peut dire d'un groupe G qu'’il est presque nilpotent de classe
n s’il existe une suite décroissante de sous-groupes G; telle que Go = G > G, B>
Go-+- > Guy1 = {1} et tel que les indices [[G, G;] : Gi41] soient finis pour tout i.
Une partie nilpotente d’un groupe dont la théorie est simple est-elle contenue dans
un groupe définissable presque nilpotent ?
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Deuxieme partie

Groupes, corps et choses
infiniment définissables dans les
structures menues
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Chapitre 6

Groupes, corps et relations
d’équivalence

6.1 Ensembles et relations

Définition 6.1. Soient une structure M et un ordinal . Un sous-ensemble X de
M* est infiniment A-définissable 8’il est défini par un type partiel a parametres dans
A. On appelle a 'arité de X.

Une relation n-aire R est infiniment A-définissable si les n-uplets en relation via
R forment un ensemble infiniment A-définissable. Une fonction est infiniment A-
définissable si son graphe l'est. Un groupe est infiniment A-définissable si son do-
maine et sa loi le sont. Plus généralement, une structure est infiniment A-définissable
si son domaine ainsi que ses relations et fonctions le sont.

Proposition 6.2. Un groupe infiniment définissable G est l'intersection de groupes
fintment définissables G; d’arité dénombrable, dont les lois sont l'intersection
dénombrable de lois définissables, et telle que le graphe de la loi de G soit l'in-
tersection des graphes des lois des G;.

Démonstration. Comme le fait remarquer B. Poizat a la page 170 de [57], si F'(z,y)
est le graphe d’une application f infiniment définissable entre deux ensembles infini-
ment définissables A et B, alors F(z,y) A F(z,y') -y = y'. Si on note y,, le n-uplet
formé des n premieres coordonnées de y, alors le type F(x,y) A F(z,y') A yn # Y,
est inconsistant ; pour tout n, il existe donc une fonction f,, définissable telle que
le graphe de f soit l'intersection des graphes des f,,. En particulier, si B est d’arité
finie, f est la trace sur A d’une fonction définissable. Soit G un groupe infiniment
définissable, de type partiel A ; que l'on ne perd rien a supposer clos par conjonc-
tions finies. Soit a I'arité de GG. Le graphe de la loi de groupe qui a deux éléments x
et y associe leur produit z est définie par un type partiel f(z,y, z).

Par compacité, pour toute partie finie I de a, et toute formule ¢;, dont les variables
libres comprennent xj,, il existe une partie finie /; de o dont on peut supposer
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qu’elle contient Iy, et une fonction f, définissable et associative de gp?l dans ;.
Quitte a rajouter des variables superflues, on peut supposer ’arité des trois variables
identiques ; par compacité, tout élément de ¢;, a un inverse pour la restriction du
neutre aux variables utilisées dans ¢;,, et on peut supposer que cet inverse reste
dans ;, quitte a considérer ¢;, A go[ll. En itérant, on voit que G est 'intersection
de groupes G,, de la forme A; ¢,i(z) et de loi de groupe f, (intersection de lois
définissables f,;), o pour tout ¢,n, la loi f,; est associative sur ¢, 11, @ni+1 €st
stable par passage a U'inverse pour f,;, et ¥ it1(2) A @niv1(y) F @il fri(z,y)). O

Remarque 6.3. En suivant la terminologie de [49], on appellera une telle conjonction
un groupe sous forme normale.

Remarque 6.4. Sil’arité de G est finie, on peut supposer la loi de groupe définissable.

Définition 6.5. Une structure (un groupe, un anneau un préordre etc.) infiniment
définissable est enveloppée, si elle est la conjonction d’ensembles définissables ayant
la méme structure (de groupe, anneau, préordre etc.)

6.2 Groupes

A ce jour, le résultat principal concernant les structures menues infiniment définis-
sables est du a Pillay et Poizat [51] et porte sur les relations d’équivalences. 11 est
redémontré élégamment et complété par Kim [35].

Fait 6.6. (Kim-Pillay-Poizat [51, 35]) Dans une structure menue M, toute relation
d’équivalence infiniment définissable sans parameétres sur M est équivalente a une
conjonction de relations d’équivalence définissables.

Remarque 6.7. C’est faux pour une relation d’équivalence infiniment définissable
sur une puissance cartésienne infinie de M, méme dans une théorie Ry-catégorique :
prendre dans la théorie des ordres denses la relation £ en omega variables indicées
par Q disant que x et y sont en relation si z; < y; et y; < ; pour 7 < j.

Dans [73], Wagner déduit du fait 6.6 qu'un groupe infiniment (-définissable contenu
dans un groupe menu définissable est l'intersection de groupes définissables [73,
corollaire 6.1.12], et pose le probléme de savoir si un groupe infiniment ()-définissable
dans une structure menue satisfait a la méme conclusion [73, probleme 6.1.14].

Proposition 6.8. Soit un groupe G infiniment définissable sans paramétres d’arité
finie dans une structure menue, et Y un ensemble définissable le contenant. G est
contenu dans un groupe définissable inclus dans Y .

Démonstration. Soit X; une suite d’ensembles définissables dont l'intersection est
une forme normale de GG. On ne perd rien a supposer Xy inclus dans Y. On considere
la relation d’équivalence infiniment définissable E sur X, disant que x et y sont
en relation si et seulement si xy~! appartient & G. D’apres le fait 6.6, £ est la
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conjonction de relations définissables F;. Un élément g appartient a G si et seulement
si 1Eg; par compacité, il existe un j tel que l'ensemble {z € X, : E;1} soit inclus
dans X;. Appelons J 'ensemble {x € X; : 2 E;1} : il est stabilisé a gauche par G. En
effet, si g est dans G et si yE;1, g est égal & gyy~' et gy appartient & Xy, donc gyEvy,
et gyF;1. Le stabilisateur a gauche H de J dans J est stable par multiplication : le
groupe H N H~! contient G. O

Nous sommes maintenant en mesure de répondre au probleme 6.1.14 de [73].

Corollaire 6.9. Un groupe G infiniment définissable sans paramétres d’arité finie
dans une structure menue est une intersection de groupes définissables.

Démonstration. Mettons que G soit I'intersection des ensembles Y;. D’apres la pro-
position précédente, chaque Y; contient un groupe définissable H; enveloppant le
groupe G, lequel est donc 'intersection des H;. O

Remarque 6.10. Une structure qui enveloppe toutes les relations d’équivalence en-
veloppe tous les groupes. La réciproque est fausse puisqu’en général, une théorie
superstable n’élimine pas globalement les hyperimaginaires : voir 'exemple 2 p. 401
de [51]. Toutefois, elle est presque vraie, & la notion d’inverse preés, comme nous le
verrons au théoreme 7.19.

On dira qu'un groupe G agit sur un ensemble X de maniere infiniment A-définissable
si G et X sont tous deux infiniment A-définissables, et s’il existe une action du groupe
G sur X qui soit infiniment A-définissable.

Proposition 6.11. Dans une structure menue, soit G un groupe agissant sur un
ensemble X de maniére infiniment définissable sans parametres. Soit Y un ensemble
définissable contenant X. Si l'arité de X est finie, 'ensemble X est contenu dans
un ensemble définissable inclus dans Y, sur lequel agit G.

Démonstration. D’apres la proposition 6.2, on peut supposer le graphe de 'action
définissable. Par compacité, il existe un ensemble définissable Xy contenant X tel
que pour tout (g,¢’,x) dans G x G x Ay, le produit (g¢’) - = soit égal a g - (¢’ - x)
et 1 -z a x. Quitte a considérer Xy N Y a la place de ), on peut supposer Ay dans
Y. Toujours par compacité, il existe un ensemble définissable A} dans X}, contenant
X, tel que G - X} C Ap. Soit & la suite d’ensembles dont X est 'intersection. On
définit la relation d’équivalence infiniment définissable E sur &} par

By <= dge€ G (g-z=vy)

D’apres le fait 6.6, E est I'intersection de relations d’équivalence E;. Remarquons que
x appartient a X si et seulement s’il existe un a de X tel que aFx. Par compacité,
il existe un indice i tel que {z : Ja € X}, aFE;x} C X). Montrons que G agit sur
{z :Ja € X, aE;x} : soient g dans G et x dans {z : Ja € &}, aE;x}; le produit
g - x est dans Xy donc xFg - x, d’'ou xF;g - x et aF;g - v par transitivité. O]
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Remarque 6.12. L’intéret de cette proposition est que I'arité du groupe G est infinie.

Corollaire 6.13. Dans une structure menue, soit G un groupe agissant sur un
ensemble X de maniére infiniment définissable sans paramétres. Si 'arité de X est
finie, il existe une famille d’ensembles définissables dont X soit l'intersection, et sur
chacun desquels agisse G.

Démonstration. Soit ); la suite d’ensembles dont X est l'intersection. D’apres la
proposition précédente, chaque ); contient un ensemble définissable &; enveloppant
X, sur lequel G agit. X est donc l'intersection des AX;. O

Remarque 6.14. Le résultat demeure si ’ensemble X’ est définissable avec parametre
dans un ensemble A quelconque puisque la relation E utilisée ne fait intervenir que
les parametres définissant le groupe G. Ainsi, si G4 est infiniment définissable avec
parametres dans A, et si H est un sous-groupe de G4 infiniment définissable sans
parametres, il existe un sur-ensemble définissable X de G4 stable par multiplication
par H.

Théoreme 6.15. Dans une structure menue, un groupe infiniment définissable est
lintersection de demi-groupes définissables dont l'intersection des lois donne la loi
du groupe.

Démonstration. Soit M la structure menue ambiante et G ce groupe. On ne perd rien
a supposer que sa forme normale est I'intersection d’ensembles dénombrables X;. Soit
E,, la relation d’équivalence définissable ”avoir les mémes n premieres coordonnées”.
Sur Xj, on pose

zRyy < 3Jg,h € G (g -zE,h-y)

Remarquez que x appartient a G si et seulement si xR, 1 pour tout n : par compacité
il existe un entier n tel que R,1 C X;. Alors R, 1 est stable par multiplication par
G a gauche. Comme il est défini par un type qui ne contraint quun nombre fini
de variables, d’apres la remarque 6.4, une restriction d’arité finie du type R, 1 est
stable par multiplication a gauche par G. D’apres la proposition précédente, il existe
un ensemble définissable Sy inclus dans X; stable par multiplication par G. Soit S
I'ensemble Sy x M¥; l'ensemble {z € X; : - S C S} est un groupe définissable
contenant G. O

6.3 Corps

Dorénavant, les structures infiniment définissables considérées seront d’arité finie.
Un corps infiniment A-définissable, c’est un corps dont le domaine et les deux lois
sont infiniment A-définissables. Puisque les arités sont finies, on ne perd rien a
supposer les lois définissables. Les corps infiniment définissables n’ont rien a envier
aux groupes :
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Proposition 6.16. Dans une structure menue, soit K un corps commutatif infini-
ment définissable sans paramétres, et Y un ensemble définissable contenant K. Le
corps K est contenu dans un corps définissable inclus dans Y .

Démonstration. Par compacité, il existe un ensemble définissable X contenant le
corps K tel que l'addition et la multiplication y soient associatives et tel que la
multiplication soit distributive sur 'addition. Quitte a remplacer X par X NY, on
peut supposer X inclus dans Y. Posons 07! égal & 0. Quitte & considérer X N —X N
X 'N—X"1Aalaplace de X, on peut supposer X égal & —X et X 1. En particulier,
X est une partie integre. D’apres la proposition précédente, il existe un groupe
additif H dans X enveloppant K*. De méme, H contient un groupe multiplicatif
G enveloppant K. Définissons H lensemble {h € H : Gh < H}. C’est un sous-
groupe additif de H stable par multiplication par G a gauche. Soit L ’ensemble
{h € H: hH < H}. C’est un anneau integre contenant G. Si la multiplication est
commutative, le produit L - L™! est un corps, contenant G, et donc K. O

Remarque 6.17. Dans une structure qui enveloppe tous les groupes infiniment
définissables, un corps, méme gauche, infiniment définissable est contenu dans un
anneau définissable integre.

Corollaire 6.18. Dans une structure menue, un corps infiniment définissable sans
parametres est [intersection de corps définissables.

Démonstration. Ce corps K est I'intersection d’ensembles Y;. D’apres la proposition
précédente, chaque Y; contient un anneau integre K; définissable, qui est un corps
enveloppant K, donc K est 'intersection des K;. O

Des corollaires 2.9 et 2.28, on déduit :

Corollaire 6.19. Dans une structure menue, un corps infiniment définissable sans
parametres est fini ou algébriqguement clos.

Corollaire 6.20. Dans une structure menue, un corps de caractéristique positive,
infiniment définissable sans paramétres est commutatif.
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Chapitre 7

Demi-groupes, anneaux et
préordres

7.1 Demi-groupes

On appelle préordre une relation binaire sur un ensemble qui est réflexive et transi-
tive.

Proposition 7.1. Soit M une structure menue et < un préordre sur M infiniment
définissable sans parameétres. S’il est plus grossier que l’égalité entre types, < est
["intersection de préordres définissables.

Démonstration. < induit un préordre fermé < sur les 1-types, défini par
tp(a) Stp(b) <= a<b
D’apres la proposition 9.20 < est l'intersection de préordres ouverts fermés. ]

Remarque 7.2. En suivant la preuve de [35] pour les relations d’équivalence, on en
déduit que, restreint & un type complet p, un préordre infiniment (-définissable sur
une structure menue est la trace sur p d’une intersection de préordres définissables.
Le corollaire 7.16 est plus fort.

On appelle demi-groupe * un ensemble muni d'une loi de composition interne asso-
ciative. Un demi-groupe n’est donc pas nécessairement unifere. Un demi-groupe est
infiniment A-définissable si son domaine et sa loi de composition interne le sont.

Proposition 7.3. Dans une structure menue, soit un demi-groupe M infiniment
définissable sans parametres, et Y un ensemble définissable le contenant. M est
contenu dans un demi-groupe définissable N inclus dans Y .

1. Nous choisissons d’adopter la terminologie qui semble la plus communément admise aujour-
d’hui, bien que Bourbaki utilise le terme monoide.
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Démonstration. Quitte a rajouter une constante notée 1 au demi-groupe M et 1'en-
semble {(1,z,2) : x € M U1} U{(x,1,2) : * € M U1} au graphe de la loi de
composition interne, ce qui ne modifie pas le fait que M soit infiniment définissable,
on peut supposer M unifere. On peut également rajouter 1 au langage, ce qui ne
modifie pas le caractere menu de la théorie. Par compacité, il existe un ensemble
définissable X contenant M, tel que la loi de M soit associative sur X. On peut
supposer X inclus dans Y. On définit le préordre infiniment définissable R sur X
par
TRy <= Jz Etply) (x € Mz)

Remarquons que si x et y ont méme type, x et y sont en relation par R, donc d’apres
la proposition précédente, il existe des préordres R; dont R soit l'intersection. On
peut vérifier que m € M si et seulement si mR1 : par compacité, il existe un j tel
que R;1 C X. L’ensemble {z € X : zR;1} est stabilisé a gauche par M : appelons-le
J;simest dans M et yR;1, alors my € My, donc myRy, et myR;1 par transitivité.
Appelons N le stabilisateur a gauche de J dans X et montrons qu’il est stable par
multiplication. Soient a et b dans N ; pour tout y vérifiant y?;1, on a byR,;1 et donc
abyR;1. En particulier pour y égal a un, abRR;1 donc ab appartient a X. Alors N est
un demi-groupe contenant M. O]

Corollaire 7.4. Dans une structure menue, un demi-groupe infiniment définissable
sans parametres est l'intersection de demi-groupes définissables.

Remarque 7.5. Comme pour les groupes, on peut définir I'action d’un demi-groupe
sur un ensemble, se dispenser de I'hypothese d’arité finie, et avoir un analogue du
théoreme 6.15.

Remarque 7.6. Dans une structure w-stable, un demi-groupe infiniment définissable
avec parametres dans un ensemble A quelconque est 'intersection de demi-groupes
définissables.

7.2 Anneaux

Proposition 7.7. Dans une structure menue, soit un anneau R infiniment définis-
sable sans paramétres, et Y définissable contenant R. L’anneau R est enveloppé par
un anneau définissable inclus dans'Y .

Démonstration. Par compacité, il existe un ensemble définissable X contenant ’an-
neau tel que les deux lois y soient associatives et tel que la multiplication soit
distributive sur I’addition. Quitte a remplacer X par X NY, on peut supposer X
dans Y. Quitte a considérer X N —X, on peut supposer que X égal a —X. D’apres
la proposition précédente, il existe un groupe additif H dans X enveloppant R*. De
méme, H contient un demi-groupe multiplicatif M enveloppant R*. Définissons ‘H
I'ensemble {h € H : Mh C H} : c’est un sous-groupe additif stable par multiplica-
tion par M a gauche. L’ensemble {h € H : hH < H} est un anneau contenant M
et donc R. ]
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i .8. Dans une structure menue, un anneau infiniment définissable sans
Corollaire 7.8. D truct , td bl
parametres est 'intersection d’anneaux définissables.

Remarque 7.9. Si une structure enveloppe les demi-groupes, elle enveloppe aussi les
anneaux.

7.3 Structures algébriques

Définition 7.10. On appelle structure algébrigue un ensemble muni de n lois de
composition interne vérifiant un ensemble de formules dans un langage contenant
ces lois.

Une structure algébrique est infiniment A-définissable si son domaine et ses lois le
sont.

Proposition 7.11. Soit (A, -1, ..., n, ®) une structure algébrique infiniment définis-
sable dans une théorie menue, et Y un ensemble définissable contenant A. Si ® est
fini et contient les énoncés ”-; est associative” et 7 est distributive sur -;” pour
tout j < i, alors il existe une structure algébrique (B, 1, ..., n, ®) définissable, avec
ACBCY.

Démonstration. Par compacité, il existe un ensemble définissable X défini par une
formule ¢ contenant A tel que ¢ = ®. Quitte a remplacer X par X NY, on peut
supposer X C Y, et & égal aux seuls énoncés mentionnés ci-dessus. Procédons par
récurrence sur le nombre n de lois. Pour n égal & un, (A, -1, ®) est un demi-groupe;
c’est la proposition 7.3. Supposons démontrées les étapes 1 a n — 1. Par hypothese
de récurrence, il existe une structure algébrique (C, -, ..., 1, ®) définissable avec
A C C C Y il existe une structure algébrique (D, -,, ®) avec A C D C C. Posons
H égal a {c € C : D, c C C}. La structure (H,q,...,n_1,P) est algébrique, et
D ., H C H. Soit B l'ensemble {h € H : h-, H C H}. La structure définissable
(B, 1, ..y n, ) est algébrique, et contient A. O

Remarque 7.12. On ne risque pas de pouvoir se priver totalement de 1’associati-
vité des lois, qui assure la transitivité de la relation R dans la proposition 7.3. On
peut cependant l'affaiblir, et se satisfaire de ’énoncé (xy - (zg - (...(Tp1 - Tp)...))) =
f(xq1,...,xp_1) - T, pour un certain n, ou f est une fonction surjective (pour assurer
que m € M si et seulement si mR1) de M™~! sur M. Au lieu de la relation z € M - z
de la proposition 7.3, on considerera plutot son itérée n fois, qui est bien transitive.
On peut également remplacer '’hypothese de distributivité par x-;11(y+;2) = f(z-11
Y, T -i41 2) ou f est une composée des lois (+;);<;.

Corollaire 7.13. Un treillis distributif infiniment définissable dans une théorie me-
nue est intersection de treillis définissables.
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Démonstration. Un treillis est une structure algébrique (E, A, V, ®) dans le langage
{V, A, =} avec

b= U{rAy=yAz,zVy=yVar,zVr=x,xAz=x,2AN(xVy) =zV(zAy)}

O ={xA(yVz)=(xAy)V(zAz),zV(yVz)=(xVy)Vz,zA(yNz) = (xAy)Az}
O

7.4 Catégories et groupoides

A la lumiere des analogies que I'on a mises en évidence entre demi-groupe et préorde
d’une part, groupe et relation d’équivalence d’autre part, il semble judicieux d’in-
troduire les notions de catégorie et de groupoide.

Définition 7.14. Une catégorie est une structure a deux sortes, les objets O, et les
morphismes M, munie d’applications ig et i; allant de M dans O (le morphisme m
de M allant de ig(m) vers i;(m)), d'une loi de composition partielle associative o de
M x;,;, M dans M (mon est définie si ig(m) est égal a i1(n)), et d’une application
identité Id de O dans M (telle que Id(x) soit le morphisme identité de x dans x).

Sur les objets d’une catégorie C, on peut définir un préordre en posant a <. bs’ily a
un morphisme de a dans b, ainsi que des demi-groupes M, formés des morphismes de
a dans a pour tout objet a. Réciproquement, un préordre < est une catégorie dont
les demi-groupes sont triviaux, dont chaque morphisme est donné par un couple
a < b; un demi-groupe est une catégorie ayant un seul objet et des morphismes
donnés par les multiplications a gauche par un élément donné. Ainsi la notion de
catégorie généralise a la fois celles de préordre et de demi-groupe.

Une catégorie est infiniment A-définissable si ’ensemble de ses objets, celui de ses
morphismes, de méme que les applications o, iy, io, et Id le sont. Remarquons que si
une catégorie C est infiniment définissable, le préordre associé <¢ et les demi-groupes
M, le sont également.

Proposition 7.15. Dans une structure menue, une catégorie infiniment définissable
sans parametres est lintersection de catégories définissables si l’ensemble de ses
objets est d’arité finie.

Démonstration. Soit C cette catégorie, O ses objets et M ses morphismes. M a
une structure de demi-groupe partiel, que 'on peut étendre a M tout entier : soit
o un nouvel objet et 0 un nouveau morphisme de o dans o; on pose O égal & O
augmenté de o, et M égal & M augmenté de 0. On prolonge iy, i; et o en iy, i1 et
S en posant i9(0) = i1(0) = o et 0om = md0 = mon = 0 pour tous morphismes
m,n avec ig(m) # i1(n); o demeure infiniment définissable puisque arité de O
est finie, et associative sur M. D’aprés ce qu’on sait sur les demi-groupes, M est
intersection de demi-groupes définissables M;. Par compacité, ig et i; sont définies
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sur M; pour i suffisamment grand. On pose M; égal & M; privé de 0 et O; égal a
io(M;) Uiy (M;). (Oy, M;) n’est pas encore une catégorie car Id n’est pas définie sur
O;. On a Id(iy(m)) om =m et no Id(iy(n)) = n pour tout m,n dans M, donc par
compacité également pour tout m,n dans M; pour un certain ¢. On peut supposer
i égal a zéro quitte a réindexer : C est U'intersection des catégories (O;, M;). O

Corollaire 7.16. Dans une structure menue, un préordre infiniment définissable
sans parametres et d’arité finie est lintersection de préordres définissables.

Démonstration. Un préordre < est une catégorie C avec pour objet {z : Jy = <
y Vy < x}, pour morphismes {(z,y) : * < y} et des applications définies par
io(z,y) = z, i1(x,y) = vy, (x,y) o (y,2) = (x,2), et Id(z) = (z,x). D’apres la
proposition précédente, < est intersection de catégories définissables C;. Reste a
vérifier que les C; sont aussi des préordres, c¢’est-a-dire qu’il y a au plus un morphisme
entre chaque couple d’objets. On sait que pour tout couple d’objets a,b, il existe
au plus un morphisme de a dans b. Si jamais pour tout ¢, il existe a;, b; des objets
de C; avec au moins deux morphismes de a; dans b;, alors, par compacité, il existe
deux objets a et b de C avec au moins deux morphismes distincts de a dans b, une
contradiction. O

Définition 7.17. Un groupoide est une catégorie dont chaque morphisme possede
un inverse a gauche et a droite.

Un groupoide est infiniment définissable si sa structure de catégorie 1'est.

Corollaire 7.18. Dans une structure menue, un groupoide infiniment définissable
sans parametres est lintersection de groupoides définissables si l’arité de ses objets
est finie.

Démonstration. Un groupoide est I'intersection de catégories définissables (O;, N;).
Soit N; ™! I'ensemble {m € N; : 3n € N; nom = Id(io(m)) Amon = Id(i(n))}.
L’intersection des (O;, N; N N; ') convient. O
Théoreme 7.19. Dans une structure il y a équivalence entre

1) Tout préordre infiniment définissable sur A, d’arité finie, plus grossier que
I’égalité des types sur A est intersection de préordres définissables.

2) Tout préordre infiniment définissable sur A, d’arité finie, est intersection de
préordres définissables.

3) Tout demi-groupe infiniment définissable sur A, est intersection de demi-
groupes définissables.

4) Toute catégorie (O, M) infiniment définissable sur A, ou l'arité de O est finie,
est intersection de catégories définissables.

Démonstration. On a montré successivement 1) = 3) = 4) = 2) et
I'implication 2) = 1) est évidente. O
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Enfin, on montre qu’une théorie qui enveloppe les relations d’équivalence enveloppe
également les groupoides infiniment définissables.

Proposition 7.20. Dans une structure qui enveloppe les relations d’équivalence,
soit un groupoide G infiniment définissable sans parametres et d’arité finie. S Yo
et Yy sont des ensembles définissables contenant respectivement les objets et les

morphismes de G, ce dernier est enveloppé par un groupoide définissable inclus dans
YO X YM

Démonstration. Soit O et M les objets et morphismes de G. Par compacité, il existe
des ensembles Xy et X, définissables contenant O et M, tels que iy et i; soient
définis sur X, Id soit définie sur X, et o définie sur X, associative, et telle que
Id(iy(m)) om = mo Id(ig(m)) = m pour tout m de X;. Quitte a remplacer Xo et
Xy par XoNYp et Xy MYy, on peut supposer (Xo, Xyy) inclus dans (Yo, Yys). On
peut supposer X, égal a X;;'. Par compacité, il existe Z,; définissable contenant
G avec Zy o Zyy inclus dans Xj,. On définit la relation d’équivalence infiniment
définissable E sur X, par

1By <= i(x) =ig(y) Nxoy t €M

E est 'intersection de relations d’équivalence définissables F;. On peut vérifier que
x appartient a M si et seulement si F Id(ig(x)); par compacité, il existe un j
tel que 'ensemble {x € Xy, : xE;Id(ip(x))} soit inclus dans Zy,. Posons J égal a
{z € Zy - xE;1d(ig(x))} : il est stabilisé & gauche par M. En effet, si g est dans M
et yE;1d(ig(y)), et si ig(g) est égal a 4;(y) alors

g=gold(io(g)) =goyoy™

et g oy est dans X donc g o yEy, et g o yE;Id(ig(y)). Posons H l'ensemble {z €
J:xoJ C J} :il est stable par composition, et (Xo, H N H~' U Id(Xp)) est un
groupoide contenant G. O

Corollaire 7.21. Dans une structure qui enveloppe les relations d’équivalence,

un groupoide infiniment définissable d’arité finie est lintersection de groupoides
définissables.
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Chapitre 8

Groupes et corps simples et menus

8.1 Groupes

Soit € un modele monstrueux, k-saturé d’'une théorie T'. Pour un ensemble, borné
voudra dire de taille strictement plus petite que x. On appelle hyperimaginaire
toute classe a/E d’un élément a de €* modulo une relation d’équivalence E sur
€% infiniment définissable, ot « est un ordinal borné. Remarquons que 'action de
Aut(€/A) sur € se prolonge naturellement aux hyperimaginaires. On appelle cloture
bornée d'un ensemble A, notée bdd(A), ’ensemble des hyperimaginaires dont 'orbite
sous 'action de Aut(€/A) est bornée. Dans une théorie simple, deux éléments a et b
ont le méme type Lascar fort sur A, noté “Lstp(a/A) = Lstp(b/A)” si et seulement
s’ils ont le méme type sur bdd(A) : c’est le lemme 3.2.13 p.61 de [73]. Rappelons le
théoréme d’indépendance pour les types Lascar fort.

Fait 8.1. (Kim-Pillay [36] Dans une théorie simple, soient A, B, C,b et ¢ satisfaisant
1)AcB, AcCetB | C

2) Nitp(b/B), nitp(c/C) ne dévient sur A.

3) Lstp(b/A) = Lstp(c/A)

Alors il existe un a tel que tp(a/BC') prolonge tp(b/B) et tp(c/C), tel que tp(a/BC)
ne dévie pas sur A, et tel que a, b et ¢ aient le méme type Lascar fort sur A.

On a vu qu’une théorie menue enveloppe les groupes infiniment définissables sans
parametres. Que dire d’'un groupe infiniment définissable avec parametres dans un
ensemble A7 Si A est fini, on peut le rajouter au langage, ce qui ne change pas le ca-
ractere menu de la théorie. S’il est infini, on ne perd rien a le supposer dénombrable.
Deux sous-groupes GG, H d’un groupe F sont commensurables si les indices [G : GNH]
et [H : GN H] sont bornés. Une famille H d’ensembles infiniment définissables d’une
structure M est uniformément infiniment définissable s’il existe deux types partiels

p(z,y) et q tels que

H={{zeM:zkEpa}:alq}
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Si g et p sont a parametres dans A, on dit que H est uniformément infiniment
A-définissable. Citons une version faible d’un théoreme de [73].

Fait 8.2. (Wagner [73, 4.5.13]) Dans une structure simple, soit un groupe infiniment
A-définissable G, et H une famille de sous-groupes de G uniformément infiniment A-
définissable. Il existe un sous-groupe de G, infiniment A-définissable, contenu dans
le groupe engendré par ‘H, contenant une intersection bornée L de groupes dans H,
et commensurable a chaque L N H pour H dans H.

Sans modifier la preuve du précédent théoreme dans le livre de F. Wagner, on peut
affiner le résutat précédent et affirmer :

Fait 8.3. Dans une structure simple, soit X un ensemble infiniment A-définis-
sable muni d’une loi de composition (pas nécessairement interne) infiniment A-
définissable. Soit H une famille de groupes inclus dans X, uniformément infiniment
A-définissable. Si X contient H - H - H - 'H, il existe un groupe N, infiniment A-
définissable, contenu dans H - H - H - H et contenant une intersection bornée L de
groupes de H telle que N et L N H soient commensurables pour tout H de 'H.

Proposition 8.4. Placons-nous dans un ensemble définissable X d’une structure
simple, muni d’une loi de composition (pas nécessairement interne) infiniment
définissable telle que le produit de six éléments de X soit défini et associatif. Soit G 4
un groupe infiniment définissable dans X. St sa composante connexe est enveloppée
par un groupe définissable H, alors G4 est enveloppé par un groupe définissable
wnclus dans H - G 4.

Démonstration. G 2N H est d’indice fini dans G 4, donc H -G 4 est définissable, étant
une réunion finie de classes de H ; le groupe Npep.q, H h Test donc aussi. Appelons
le N : c¢’est un groupe invariant par conjugaison par G 4. C’est aussi une intersection
de conjugués de H par des éléments de GG 4 : il contient donc la composante connexe
de G 4, puique cette derniere est distinguée dans G 4. Le produit N-G 4 est un groupe
définissable. O]

Pour un groupe G dans un ensemble X muni d’une loi de composition prolongeant
la loi de groupe, on appelle indice de G dans X le nombre minimal de translatés de
GG nécessaires pour recouvrir X.

Proposition 8.5. Dans une structure simple et menue, soit un groupe infiniment
A-définissable G 4 contenu dans un ensemble définissable Z dans lequel il est d’indice
borné. Dans Z, il y a un groupe définissable contenant G 4.

Démonstration. Quitte a restreindre Z, on peut supposer la loi de groupe définie
et associative sur Z. Par compacité, il existe un Y définissable contenant G4 tel
que le produit Y - Y soit dans Z. On peut supposer Z et Y définissables sans
parametres, ainsi que la loi de groupe. Soit H U'ensemble {Gp : B |= tp(A/0)}. Les
éléments de H sont deux a deux commensurables : d’apres le fait 8.3, il existe un
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groupe N infiniment définissable sans parametres contenant une intersection bornée
d’éléments de H tel que N et (G4 soient commensurables ; alors NV est enveloppé par
un groupe définissable inclus dans Y d’apres la proposition 6.8; mais N contient
la composante connexe de G4, donc d’apres la proposition précédente, il y a un
sur-groupe définissable de GG 4 inclus dans N - G4, et donc dans Z. O

Corollaire 8.6. Dans une structure simple et menue, soit un groupe G 4 infiniment
A-définissable contenu dans un ensemble définissable Z dans lequel il est d’indice
borné. Le groupe G 4 est lintersection de groupes définissables.

Si nous ne sommes pas parvenus a faire mieux, au moins pouvons-nous énoncer des
résultats locaux. Rappelons le lemme 4.1.19 p.102 de [73], qui cumulé & la remarque
4.1.20 donne :

Fait 8.7. (Wagner [73]) Dans une structure simple, soit G un ensemble définissable
muni d’une loi et d’un élément neutre tels que le produit de trois éléments de G
soit défini et associatif, et tel que tous ses éléments aient un inverse a gauche et
a droite dans G. Dans G, soit X un ensemble infiniment définissable tel que pour
tout x et y dans X, indépendants, v~ y soit dans X. Alors X - X est un groupe
finiment définissable et X est générique dans X - X. En fait, X contient tous les
types génériques de X - X.

Proposition 8.8. Dans une structure simple, soit un groupe infiniment A-définis-
sable G4 dont g soit un uplet fini. Soit X définissable contenant G 4. Dans X, il
y a un groupe infiniment définissable avec un nombre fini de parametres, contenant

del(g) N Gy.

Démonstration. Quitte a restreindre X, on peut supposer la loi de groupe définie et
associative sur X. Par compacité, il existe un ensemble définissable Y dans X tel
que Y - Y soit dans X. On peut supposer X et Y définissables sans parametres. Soit
B la cloture bornée de g. Posons

Np={z €Y :3bf=tp(a/B) (b L v Nz € Gy)}

C’est un ensemble infiniment B-définissable contenant acl(g). Soient x | .y dans
Ng; montrons que z~ 'y est dans Np. Il existe b et ' dans tp(a/B) tels que b J/B x,
v » Y, © appartienne a Gy et y a Gy. D’apres le théoreme d’indépendance, il existe
1" ! 1" " —-1,,. ;

b" dans tp(b/xB) Utp(t'/yB) avec b" | ,x,y. Alors V" | _z7'y; mais x et y sont

dans Gy» donc x 71y aussi; a fortiori, 271y est dans Y. D’apres le fait 8.7, Np - Np

est un groupe, infiniment définissable avec parametre dans B. Considérons le groupe

m O'(NB . NB)
oc€Aut(C/g)

C’est une intersection bornée, invariante sous l'action de Aut(€/g), donc infiniment
g-définissable. O
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Corollaire 8.9. Dans une structure simple et menue, soit un groupe infiniment A-
définissable G 4 dont g soit un uplet fini. Il existe un groupe définissable contenant

del(g) NG 4.

8.2 Corps

Lemme 8.10. Dans une structure simple, soit un ensemble définissable K muni de
deuz lois de composition (pas nécessairement internes) et de leurs éléments neutres
tels que l'addition et la multiplication de trois éléments de K soient définies et
associatives. Supposons la multiplication distributive sur l’addition, et mettons que
tous les éléments de K aient un inverse a gauche et a droite dans K pour chacune
des lois. Dans K, soit X un ensemble infiniment définissable contenant les deux
élément neutres tel que pour tout x ety dans X, indépendants, x~ 'y et v —y soient
dans X. Alors X + X est un corps infiniment définissable.

Démonstration. Commencons par remarquer que X est égal a —X puisque zéro est
dans X. D’apres le fait 8.7, X 4+ X est un groupe additif; il suffit donc de montrer
que X + X est stable par multiplication, et méme que X - X est dans X + X auquel
cas on aura

(X4+X)- X+X)CX - X+X - X+X - X+X - XCX+X

Soit p un générique additif de X + X ; p est dans X. Soient g et ¢’ dans X, et soit h
dans p avec h | g,¢’. Alors h \Lg, geth+g¢g J/g, g. D’autre part,ona ¢ +h | ¢,
donc ¢’ +h | g par transitivité. Alors gg’ + gh est dans X ; puisque h™! appartient
a X et que g | h7!, le produit gh appartient a X et gg’ dans X + X. n

Proposition 8.11. Dans une structure simple, soit un corps infiniment A-définis-
sable K4 dont g soit un uplet fini. Soit X définissable contenant K,. Dans X,
il existe un corps infiniment définissable avec un nombre fini de paramétres, qui
contient dcl(g) N K 4.

Démonstration. Quitte a restreindre X, on peut supposer 'addition et la multipli-
cation définies et associatives sur X, et la multiplication distributive sur I’addition.
Par compacité, il existe Y dans X tel que Y - Y et Y + Y soient tous deux dans X.
Soit B la cloture bornée de g. Posons

Lg={x€Y  :3C =tp(A/B) (C | Nz € K¢)}

C’est un ensemble infiniment définissable sur B contenant acl(g). Soient x et y dans
Lg indépendants au-dessus de B ; pour les mémes raisons que précédemment, 1y
et x —y sont dans Lg. D’apres le lemme 8.10, Lg 4+ Lg est un corps infiniment
B-définissable. On considere alors le corps (, e aut(e/q) (L + LB). O
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Corollaire 8.12. Dans une structure simple et menue, un corps infiniment A-
définissable est fini ou algébriquement clos.

Démonstration. Appelons K4 ce corps. S’il est infini, par compacité, il existe un
élément x d’ordre infini dans K 4. Soit P un polynome a coefficients dans K 4. D’apres
la proposition 8.11, pour tout ensemble X enveloppant K4, il existe un corps L,
infiniment définissable sur un nombre fini de parametres ay, contenant x et les
coefficients de P, et inclus dans X : il est algébriquement clos. Le corps Nx-x, Lay

est un sous-corps algébriquement clos de K4 qui contient tous les coefficients de
P. O

Corollaire 8.13. Dans une structure simple et menue, un corps de caractéristique
positive infiniment A-définissable est commutatif.

Démonstration. Soient x et y dans ce corps. D’apres la proposision 8.11, il existe un
corps contenant x et y, infiniment définissable sur un nombre fini de parametres. Ce
corps est donc commutatif, et et y commutent. L]
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Chapitre 9

Généralités sur les compacts
dénombrables

Commencons par démontrer la proposition qui a introduit la définition de structure
menue.

Fait 9.1. Soit X un espace toplogique compact ayant une base dénombrable d’ouverts
fermés. Si X n’a pas la puissance du continu, il est dénombrable.

Démonstration. On s’inspire de la preuve du théoreme 4.2.1 p.132 de [43]. Soit
(O)icw la base d’ouverts fermés. Montrons que si O; n’est pas dénombrable, il existe
un Oj tel que ni O; N O; ni O N Of ne soient dénombrables. Sinon, considérons
I’ensemble

p= ﬂ{OJ : |01 ﬂOj| > No}

Pour chaque ouvert Oy, soit Oy, soit Of contient p, mais pas les deux. Comme X est
séparé, p est soit vide, soit un singleton. L’ouvert O; est donc la réunion de p et de
UOigép(Ol NO;) : il est dénombrable, une contradiction. Si X n’est pas dénombrable,
on peut donc construire un arbre binaire d’ouverts fermés de longueur Ry, arbre dont
chaque branche sera non vide par compacité. O

Fait 9.2. Dans un langage dénombrable, une théorie qui a strictement moins de 2%°
modeles dénombrables a isomorphisme pres, a un nombre dénombrable de n-types
pour tout entier n.

Démonstration. Supposons au contraire que pour un entier n, les n-types aient la
puissance du continu. On construit une application f qui a un n-type p associe une
classe d’isomorphisme de modeles dénombrables le réalisant ; c’est possible d’apres
le théoreme de Lowenheim-Skolem. Un modele dénombrable ne pouvant réaliser que
Ny types, les fibres de f sont dénombrables. n
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9.1 Rang d’un polonais dénombrable

Soit un espace topologique séparé X. On note A° le complémentaire d’un ensemble A
de X. Un point est isolé si ¢’est un ouvert de X. Dans le cas contraire, c¢’est un point
d’accumulation. L’espace X est parfait 8’il n’a pas de points isolés. Nous noterons X’
Iespace dérivé de X, c’est-a-dire ’ensemble de ses points d’accumulation. Muni de
sa topologie induite, c’est un fermé de X. On note X! 'espace dérivé de X", puis
X* D'intersection des X™ pour tout entier n, X“*! le dérivé de X“, et ainsi de suite.
On définit ainsi une suite décroissante de fermés X par induction sur l'ordinal « :

X0=X
Xl = (X*) pour un ordinal successeur

X* = (] X pour un ordinal limite
a<A

On appelle noyau parfait de X lintersection de tous les X* quand « décrit les
ordinaux. On le note X*°.

Définition 9.3. On appelle espace polonais tout espace topologique ayant une base
dénombrable d’ouverts, et admettant une distance compatible complete.

Nous renvoyons a [33] pour plus de détails sur les polonais. Un espace polonais peut
étre coupé en un noyau parfait et un reste dénombrable, d’apres le théoreme de
Cantor-Bendixson :

Fait 9.4. (Cantor-Bendixson) Un espace polonais se décompose de maniére unique
en une union disjointe d’un sous-ensemble parfait et d’un ouvert dénombrable.

Par conséquent, le noyau parfait d’'un polonais dénombrable X est vide. On dit
que X est rangé par le rang de Cantor-Bendixzson, et on appelle rang de Cantor-
Bendizson de X le plus petit ordinal tel que X soit vide. Si T’ désigne la topologie de
X, on notera C'B(X,T) ce rang, ou simplement C'B(.X) si la topologie sous-jacente
n’est pas d’ambigué. Pour tout x dans X, on définit le rang de Cantor de x, noté
CB(z,X) ou CB(z) s’il n’y a pas d’ambiguité par 'ordinal maximal « tel que X
contienne z. On a donc

CB(X) =sup{CB(z)+1:z € X}

On remarque que le rang de x vaut au moins « + 1 si et seulement si z est point
d’accumulation d’éléments de rang au moins «. D’autre part, z est isolé des points
de rang supérieur. On définit le rang de Cantor C'B(O) de tout ouvert O de X
comme le rang de Cantor de 'espace topologique O muni de la topologie induite.

On a alors
CB(z) = min{CB(0) : x € O, O ouvert}
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Démonstration. Soit a le rang de x. Un ouvert O isole x des points de rang supérieur,
donc O*™! est vide. Réciproquement, on montre par induction sur a que si X
contient z, alors, si O est un ouvert contenant x, O% contient x également. Si X!
contient x, ce dernier est point d’accumulation de points de X®. Si x n’est pas point
d’accumulation de points de O%, il est point d’accumulation de points de O¢*, qui
est un fermé de X, donc = est dans O, absurde. O

Le rang d’un point x ne dépend donc pas du voisinage de x dans lequel on le calcule.
On le note désormais C'B(z). Remarquez que plus la topologie est fine, plus le rang
diminue :

Proposition 9.5. Soit un espace topologique X muni de deux topologies Ty et Ts,
Ty étant plus fine que Ty. Alors CB(X,Ty) est plus petit que CB(X,T3).

Démonstration. Un point isolé par un ouvert de 77 I'est par un ouvert de 75 ; par
induction sur «, on montre que (X, 75)* est inclus dans (X, 7T7)“. O

Etant donnée une famille d’espaces topologiques A; indexée par I, on note @; A; leur
somme directe, c¢’est-a~dire leur union disjointe munie de la topologie définie comme
suit : un ensemble est un ouvert de @; A; si sa trace sur chaque A; est ouverte dans
A;. Calculons maintenant la dérivée et le rang d’une union, d’une somme directe et
d’un produit cartésien d’espaces topologiques :

Proposition 9.6. Soient A et B des parties d’un espace topologique X .
1) SiAC B, ACPB, et CB(A) <CB(B).
2) (AU B)a = A* U B* pour tout ordinal c.
3) CB(AU B) =max{CB(A),CB(B)}

Démonstration. 1) Si x est isolé dans B, il l'est dans A par le méme ouvert. 2)
D’apres 1), A’ U B’ est inclus dans (A U B)'. Réciproquement, si U et V isolent z
dans A et B respectivement, U NV isole x dans A U B. On termine par induction
Sur . [

Proposition 9.7. Soit (A;)icr une famille d’espaces topologiques.
1) ( a5} Ai)a = @ A pour tout ordinal a.
i€l

el
2) CB(@® A;) = sup{CB(4;) : i € I}
i€l
Démonstration. 1) D’apres la proposition précédente, @,;c; A; est inclus dans
(@ A;). Réciproquement, si z est un point d’accumulation dans @,c; A;, il appar-
tient a un unique A; dans lequel il ne peut étre isolé. On finit par induction sur a.
2) Découle de 1). O

Proposition 9.8. Soient A et B deux espaces topologiques non vides.
1) (AxB)=AXxBUAXDB
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2) (Ax B)*= U AP x BY pour tout ordinal .
Boy=a

3) Pourtouta < CB(A) et 3 < CB(B), a®f < CB(AxB) < CB(A)®&CB(B)

Démonstration. 1) Si a est isolé dans A, et b dans B, alors (a, b) est isolé dans A x B,
donc (A x B)"® D A’ x B . Réciproquement, si (a, b) est isolé dans A x B, il existe
un couple d’ouverts U et V de A et B respectivement tel que U x V isole (a,b).
En particulier, U isole a et V isole b, donc (A x B)"® C A’ x B’®. 2) Par induction,
supposons que, pour tout ordinal «, on ait

(AxB)"= |J A°xB"

BEy=a

Remarquons que 'union est une union finie. On a alors

(axB)=( U #xB) = |J (4xBY)

BE&Y=c B&v=a

U AT xBUA’xB™) = |J A°xDB

BEy=a B®y=a+1
3) Si CB(A) =aet CB(B) = 3,alors U A°x BY =), donc (A x B)*®? est
SBy=a®dp
vide et CB(A x B) < a ® 3. Réciproquement, si A* et B” ne sont pas vides, alors
A% x BP ne Dest pas, et (A x B)*®% non plus. O

Les surjections continues et ouvertes dont les fibres sont finies préservent le rang de
Cantor :

Proposition 9.9. Soit X et Y deux espaces topologiques, et f une application de
X dans Y. Alors,

1) Si f est ouverte et surjective, CB(X) > CB(Y).
2) Si f est continue a fibres finies, CB(X) < CB(Y).

3) En particulier si f est bijective et bicontinue, X et Y ont méme rang.

Démonstration. 1) Montrons que f~'(Y’) C f~'(Y'). Soit y un point d’accumulation

dans Y et x un antécédent de y. Pour tout voisinage O de x, 'image de O est un

voisinage de y, donc infini, O est infini. Par induction, on a donc f~1(Y®) C f~1(Y)“.

Puisque f est surjective, on a Y* C f(X?).

Soit x un point d’accumulation dans X et O un voisinage de f(z). Le voisinage

/7YO) de x est infini, donc O est infini. Par induction sur a, on a f(X%) C f(X)°.
O
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9.2 Degré d’un compact dénombrable

Si X est un compact dénombrable, on peut raffiner cette analyse topologique : son
noyau parfait est toujours vide, et par compacité, son rang est un ordinal successeur
a+ 1. On note C'B*(X) pour a. De plus, 'ensemble X est fini, sans quoi il aurait
un point d’accumulation. On appelle degré de Cantor-Bendizson de X son cardinal,
noté dCB(X). Parmi les polonais dénombrables, le degré de Cantor caractérise les
compacts :

Proposition 9.10. Soit X un espace topologique séparé rangé par le rang de Cantor.
Si tout fermé de X a un degré de Cantor fini, X est compact.

Démonstration. Soit (F});es une famille de fermés d’intersection vide. Parmi toutes
les intersections finies de F};, on en choisit une, notée I, de rang et de degré minimaux.
Si I n’est pas vide, il existe dans I un z de rang maximal. Puisque ;¢ Fj est vide,
il existe un F; ne contenant pas x, et le rang ou le degré de I N F; baisse. [

Corollaire 9.11. Soit X un espace topologique séparé a base dénombrable d’ouverts.
X est rangé par le rang de Cantor et tous ses fermés ont un degré de Cantor fini si
et seulement si X est un compact dénombrable.

Démonstration. Si tous les fermés de X ont un degré de Cantor, X est compact.
Puisque X est rangé par le rang de Cantor, X s’injecte dans I’ensemble de ses ouverts
de base. O

Corollaire 9.12. Si A et B sont deux compacts, alors
CB*(Ax B)=CB*(A)® CB*(B)

Remarque 9.13. 1l est facile de fabriquer un espace topologique X, de C'B*-rang
a pour tout ordinal « : Soit X; le sous-ensemble de Q constitué des fractions 1/n
et de zéro. X; n’a qu'un point d’accumulation : il est de rang C'B* un. Supposons
X, de rang « construit. Si a est le successeur d'un successeur, on pose X,y le
produit X, x X;. Pour un ordinal limite A\, on pose X la somme @, X,, qui est
localement compacte, et X1 le compactifié d’Alexandroff de X. Remarquons que
X, a le cardinal de a.

Calculons les degrés d’une union disjointe et d'un produit cartésien :

Proposition 9.14. Soient X etY deux espaces topologiques, A et B deux ensembles
disjoints dans X de méme rang de Cantor. Alors,

1) dCB(AU B) = dCB(A) + dCB(B)
2) dOB(X x Y) = dCB(X) - dCB(Y)

Démonstration. 1) Soit « ce rang. A* et B sont disjoints, donc

dCB(AUB) = |A“U B®| = |A%| + | B*|
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2) Soit « le rang de Cantor de X, et § celui de Y. On a

dCB(X xY)=| |J X"xX°|=|X*xY"|=|Xx° |V’
YDé=adf

]

Dans un espace compact, le rang et le degré de Cantor se caractérisent de la maniere
suivante, bien connue des logiciens :

Proposition 9.15. Soit X un compact dénombrable.

1) CB(X) > a+1 si et seulement s’il existe une suite d’ouverts (O;);>1 de rang au
moins o avec CB(O; N O;) < a pour tout i # j.

2) Le degré de X est le plus grand nombre d d’ouverts Oy, ...,0q4 de rang CB(X)
avec CB(0; N O;) < CB(X) pour tout i # j.

Démonstration. 1) Soit (O;);>1 une suite d’ouverts de rang au moins « avec C' B(O;N
O;) < a pour tout ¢ différent de j. Les Of sont non vides et deux a deux disjoints,
donc X est infini, et contient un point d’accumulation. Réciproquement, si X+
n’est pas vide, X% a une infinité de points z; isolés par un ouvert O; respectivement.
Chaque O; est de rang au moins «, et deux ouverts O; et O; distincts ont une
intersection de rang inférieur «.

2) Soient Oq,...,0,4 des ouverts de X de rang « et d’intersections deux a deux
petites. Les Of sont deux a deux disjoints et non vides donc le degré de X est plus
grand que d. Réciproquement, soit x1, ..., 4 une énumération de X*. On peut trou-
ver des ouverts O; contenant respectivement z; mais aucun des z; pour j différent
de i. En particulier, deux ouverts O; et O; distincts ont une petite intersection.
L’ensemble Of contient x;, donc O; est de rang au moins «. O

Remarque 9.16. Si X est un compact dénombrable, X est métrisable et possede une
base d’ouverts constituée de fermés. Quitte a remplacer chaque O; de la proposition
précédente par un ouvert de base inclus dans O;, ce qui ne change pas le rang
de Cantor des O;, on peut supposer les O; ouverts et fermés. Quitte a remplacer
inductivement chaque O; par I'ouvert fermé O; \ (O; N U;.; O;), ce qui ne change
pas le rang des O;, on peut supposer que les O; sont deux a deux disjoints.

Nous avons vu qu’'une surjection ouverte et continue a fibres finies préserve le rang.
Mieux : on peut borner les variations du degré.

Proposition 9.17. Soient X et Y deux espaces compacts. Si f est une application
de X dans Y, continue, ouverte, et surjective a fibres finies de cardinal au plus un
entier n, alors X et'Y ont méme rang et

dCB(Y) < dCB(X) < n-dCB(Y)
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Démonstration. Si Oq,...04 sont d ouverts de Y de rang maximal et d’intersec-

tions deux a deux petites, les ouverts f~1(Oy),..., f1(O4) de X ont méme rang
que X et leurs intersections sont deux a deux petites, donc dCB(X) > dCB(Y).
Réciproquement, soit d le degré de Y, et Oy, ..., 4., une suite de d - n + 1 ouverts

de X de rang maximum et d’intersections deux a deux petites. Pour tout ensemble
I de [0,d - n| de cardinal au moins n + 1, I'intersection N,c; f(Of) est vide, donc
il existe d + 1 sous-ensembles deux a deux disjoints Iy, ..., Iy de [0,d - n] tels que
Nier, [ (Of") ne soit vide pour aucun j, et I; soit maximal vérifiant cette propriété.
Ecrivons Vj pour (¢, f(O;). Mais alors, pour tout j dans [0,d], chaque V; est un
ouvert de Y, de méme rang de Cantor que Y, et V; NV}, est de petit rang pour k # 7,
ce qui contredit le fait que Y soit de degré d. O

Soit X un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X. Pour toute
partie A de X, on note R7'(A) la réunion des classes de R qui coupent A. On dit
que R est continue si pour tout ouvert O de X, 'ensemble R~1(O) est un ouvert de
X. On notera X/R 'espace topologique quotient, c’est-a-dire 'ensemble des classes
de R muni de la topologie la plus grossiere rendant la surjection 7z de X dans le
quotient X/R continue. Plus précisément, O est un ouvert de X/R si 75 (O) est un
ouvert de X. Rappelons que R est continue si et seulement si la surjection 7p est
ouverte.

Corollaire 9.18. Soit X un espace compact et R une relation d’équivalence continue
sur X dont toutes les classes sont finies. Alors,

1) CB(X)=CB(X/R)
2) Si les classes de R ont au plus n éléments,

dCB(X) < dCB(X/R) < n-dCB(X)

Démonstration. L’application quotient est continue, ouverte a fibres finies de taille
au plus n. n

Proposition 9.19. Soit X et Y deux espaces compacts, et f une application de X
dans Y. Alors,

1) Si f est ouverte, surjective, a fibres de rang C B* au moins «,
CB(X)>a+ CB(Y)

2) Si f est continue a fibres de rang CB* au plus «,
a+CB(Y) > CB(X)

Démonstration. 1) On montre que f(X)? C f(X**?) pour tout (. L’espace X est
la réunion des fibres F;, et J F est dans X%, donc f(X) est égal a f(X?). On a
montré dans la proposition 9.9 que f(X)? C f(X*?) pour tout 3. On a donc

FX)7 = f(X%) C f((X)%) = f(XF)

92



2) On montre que f(X*™?) C f(X)? pour tout 3. La restriction & X< de f est
continue a fibres finies, et

FXT) = f((X*)) € f(x°)

9.3 Préordre fermé

Soit un espace topologique X et une relation binaire R sur X. On dit que R est
fermée, respectivement ouverte, ouverte fermée si ’ensemble des couples en relation
par R est un fermé, respectivement un ouvert, un ouvert fermé de X x X muni de
la topologie produit. Remarquez qu'une relation d’équivalence ouverte est continue.
Un préordre sur X est une relation binaire réflexive et transitive. La proposition
suivante s’inspire de [51] et [35].

Proposition 9.20. Un préordre fermé sur un compact dénombrable est l'intersec-
tion de préordres ouverts fermés.

Démonstration. Soit X ce compact, et R le préordre sur X. L’espace X a une base
d’ouverts fermés. On pose F' I’ensemble fermé des couples de X x X en relation par
R. Si x et y ne sont pas en relation, il existe un ouvert fermé de base O; x Oy de
X x X contenant (z,y) et inclus dans F; I'intersection O N Oy est vide puisque R
est réflexive. On choisit O; et Oy de sorte que (07 U Oy)° soit de rang et degré de
Cantor minimaux, et on pose Y l'ensemble (O; U O,)¢. Montrons que Y est vide;
sinon, prenons un y dans Y de rang maximal. Si (O x {y})NF et ({y} x Oz)NF sont
tous deux non vides, comme R est transitive, (O; x Oy) N F' est non vide, ce qui est
absurde. On peut donc supposer (O x {y}) N F vide. L’ensemble Oy x {y} est dans
I'ouvert F°. On peut trouver un ouvert de base ()2 contenant y avec Oy x Q2 C F.
Mais O; X (Q2 U Oy) est inclus dans F°. L’ensemble (O; U Oy U @Q3)¢ est égal a
XN Q5 et ne contient pas y, ce qui contredit le caractere minimal du degré de
Cantor de Y. Donc Y est vide et O; U Oy est X tout entier. Alors O; x Of C F*,
donc F' C (X x O1) U (0§ x X), et aRb implique aR, b ou R,, est un préordre
défini par
CLRx7yb <~ (CL € 01 =be Ol)

On a montré que aRb était équivalent a la conjonction A, ,ecpe iy yb. [l

9.4 A propos de la dérivée de Cantor

Soit X un espace topologique séparé et 2% I’ensemble de ses parties. Muni de 1'union,
2X est un demi-groupe. D’apres la proposition 9.6, 'application qui & un sous-
ensemble de X associe son espace dérivé est linéaire. Si 2% était stable par produit
cartésien, la proposition 9.8 serait une formule de Leibniz. Rappelons que les notions
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de point d’accumulation et d’espace dérivé ont été introduites par Cantor en 1872
dans [8] pour dériver les ensembles de convergence de séries trigonométriques; il
y montre 'unicité de la décompostion en série trigonométrique sur un intervalle
privé d'un ensemble de rang de Cantor fini. C’est en considérant les systemes de
point de rang infini qu’il introduit en 1880 l'induction transfinie, avant méme la
théorie des ensembles. Cantor appelait un point d’accumulation Grenzpunkt (mot
a mot ”point frontiere”), et I'espace dérivé, abgeleitete Punktmenge (ableiten est le
mot qu’employait Leibniz pour dériver) ; il utilisait les notations P’ ou P pour la
premiere dérivée d'un ensemble de points. A notre connaissance, nulle part dans ses
écrits n’apparait une formule de Leibniz. Toujours est-il que la dérivée de Cantor
porte bien son nom puisque, quotientée par une certaine relation d’équivalence, la
classe des espaces topologiques est un semi-anneau dans lequel la dérivée de Cantor
est un opérateur de dérivation.

On appelle w-plongement une application ouverte et continue a fibres finies entre
deux espaces topologiques. Nous notons 7 op,, la catégorie des espaces topologiques
dont les fleches sont les w-plongements. Elle est partiellement ordonnée par la rela-
tion

A < B ¢'il existe un w-plongement de A dans B

On note A = B pour dire que A < B et B > A. C’est une relation d’équivalence.

Proposition 9.21. Soient A et B deux espaces topologiques. A équivalence modulo
= pres, A® B est l'unique plus petit C' tel que A < C et B < C.

Démonstration. Si A et B se plongent dans C' via f et g, alors A® B se plonge dans
C' via I'application qui a a € A associe f(a) et a b € B associe g(b). Réciproquement,
A et B se plongent dans A & B. O

On appelle union topologique de A et B la classe modulo = de A @& B, que l'on
notera AV B. Onadonc AV B=BVA, et Ax B=B x A. Les opérations @ et
X passent au quotient modulo = :

Proposition 9.22. Soient A, B et C trois espaces topologiques.
1) Si A< B, alors AVC < BVC.

2) (AvB)vC=AvV (BVC(C)

3) Si A< B, alors Ax C<BxC.

4) Ax(BVC)=(AxB)V(Ax(C)

Remarque 9.23. Si A,BC X,alors AUB=A® B, et A A=A

Démonstration. 1) B et C se plongent dans BV C, donc A et C aussi, et AV C se
plonge dans B V C. 2) Par définition de V. 4) D’apres les points précédents,

Ax(BVCO)=Ax(Ba(O)=(AxB)d(Ax(C)=(AxB)V(AxC(C) O
Pour tout espace A, on pose D(A) le sous-espace de A privé de ses ouverts finis.

Puisque A est séparé, D(A) est égal a A’. L’application D et ses propriétés passent
au quotient modulo =.
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Proposition 9.24. Soient A et B deux espaces topologiques.
1) Si A< B, alors D(A) < D(B)

2) D(AV B)=D(A)V D(B)

3) D(Ax B)=(D(A) x B)V (A x D(B)))

Démonstration. 1) Si A se plonge dans B via f, la restriction de f a A’ est un
w-plongement de A’ dans B'.

2)(AvVB)=(AeoB)=AeoB =AVDH

3)  AxB)=(AXxB)UAxB)=(AxB)V(AxB) O

Théoreme 9.25. Pour toute sous-classe C de T op,, close par union disjointe et
produits cartésiens finis, la classe (C/ =,V, X, D, D) est un semi-anneau commutatif,
différentiel integre.

Si C contient un ensemble fini, sa classe modulo = est une unité.

Remarque 9.26. On appelle point de condensation un point dont tout voisinage est
indénombrable. L’application qui a un espace topologique associe le sous-espace
constitué de ses points de condensation passe au quotient modulo =, et définit une
dérivée sur Top,/ =.

On considere a présent les classes Poly des polonais dénombrables et celle Ky des
compacts dénombrables.

Corollaire 9.27. (Poly/ =,V,x,D) est un semi-anneau commutatif différentiel
mtegre.

Corollaire 9.28. Le rang CB* de (Ky/ =,<,V, X) dans (w1,<,sup,®) est un ho-
momorphisme de semi-anneaux ordonnés.

9.5 Application aux structures menues

Pour finir, nous appliquons les résultats a 1’espace des types d’une théorie menue,
qui est un compact dénombrable. Des pages précédentes, il ressort que le rang de
Cantor d’une formule ¢ est le rang de dérivation C'B* de I'ouvert [¢], que nous avons
noté simplement C'B(y) au chapitre premier.

Proposition 9.29. Soient A et B deux ensembles définissables et f une application
définissable de A dans B. Alors f induit une application f de [A] dans [B] et

1) f est continue et ouverte.

2) Si les fibres de f sont de taille au plus n, celles de f aussi.

3) Si f est surjective, f [’est aussi.

4) Si g est une application définissable de C' dans A, f;/g =fog.
5) Sih=idy, alors h = idy).
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Démonstration. Pour tout type p, et une réalisation a, on pose f(p) égal a tp(f(a)).
Remarquer que f(p) ne dépend pas de a. 1) Si [D] est un ouvert de base de [B],

f7HID) = {tp(a) € [A] : f(a) € D} = [f1(D)]

f est donc continue, et ouverte puisque Uespace est compact & base d’ouverts fermés.
2) Si f est a fibres de taille n et si f(a) et f(b) ont méme type, il existe un automor-
phisme o tel que f(o(a)) soit égal a f(b), donc o(a) est dans la fibre de f(b). O

Il existe donc un foncteur covariant ~ de la catégorie des ensembles définissables
d’une structure M, avec les applications définissables pour fleches, dans la catégorie
des espaces de types, une sous-catégorie des espaces topologiques, munie des appli-
cations bicontinues. Le foncteur ~ préserve les notions d’applications a fibres finies :
il induit un foncteur de la catégorie des ensembles définissables avec les applications
définissables a fibres finies pour fleches, dans 7op,. On en déduit immédiatement
une nouvelle démonstration des lemmes 1.20 et 1.23 énoncés au premier chapitre :

Corollaire 9.30. Soient C' et D deuz ensembles a-définissables, et f une application
a-définissable de C' dans D. Alors,

1) Si f est surjective, CB,(C) > CB,(D).
2) Si f est a fibres bornées, CB,(D) > CB,(C).

3) Si f est surjective a fibres finies de cardinal au plus un entier n, alors C' et D
ont méme rang de Cantor sur a, et

dCB,(D) < dCB,(C) < n - dCB,(D)

Corollaire 9.31. Soit X un ensemble définissable sans parameétres, et a un élément
algébrique sur le vide de degré n, alors

1) OB,(X) = CBy(X)

2) dCBy(X) < dCB,(X) <n-dCBy(X)
Démonstration. Sur S(X,a), la relation ”étre conjugué sous 'action du groupe d’au-
tomorphismes fixant a”, notée R,, est continue. Toutes ses classes sont de cardinal

au plus n. D’autre part, S(X,0) et S(X,a)/R, sont homéomorphes. On applique
alors le corollaire 9.18. O
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Chapitre 10

Un peu plus de topologie

10.1 k-Metre, r-distance

Un cardinal k est régulier si le plus petit cardinal A tel qu’il existe une A-suite dans
t de limite x est x lui-méme. On se fixe un cardinal x infini régulier. On qualifiera
de petit tout ensemble de cardinal strictement inférieur a .

Définition 10.1. On appelle k-métre, un groupe abélien totalement ordonné muni
d’une famille strictement décroissante (€;);<, d’éléments positifs vérifiant les pro-
priétés suivantes :

(1) Tout élément positif est minoré par un ;.

(77) €11+ €41 est égal a ¢;, pour tout 7.

On appellera la famille (¢;);<, 1" anti bon ordre associé, ou encore le squelette du
rk-metre. On posera €, égal a zéro. On qualifiera de k-archimédien un groupe abélien
totalement ordonné vérifiant (7).

Remarque 10.2. Si le metre est muni d’une structure de corps ordonné, I’axiome ()
est équivalent a I’énoncé suivant :

Vz,y) (x>0Ay>0=Fi <k, x>¢-Yy)

Remarque 10.3. De (i) et (i7) il résulte que pour tout x positif, il existe un y tel que
y + y soit plus petit ou égal a x : 'axiome (i7) permettra simplement de découper
une boule en deux. Considérons I’énoncé suivant, noté (iii) : "tout petit ensemble
d’éléments strictement positifs possede un minorant strictement positif.” Remar-
quons que puisque k est régulier, (iii) découle de (7). Les énoncés (i), (i1) et (4i7)
sont tous définissables dans la logique du premier ordre infinitaire L+ .

Exemples 10.4.

- Le corps des nombres réels R est un Ny-metre, dont un anti bon ordre associé
est la suite (1/2%);ox,-

- Une extension s-saturée du corps R vérifie I'axiome ().
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- Tout ordinal se décompose en base w de maniere unique en une somme
wrng + - w g

avec o, . .., a des ordinaux strictement décroissants et ny, ..., n; des entiers
non nuls. Rappelons que 'addition commutative de Cantor est définie par

Zw‘”.ni &) Zwaj.mj = Z Zwo‘i.(ni + my;)

Muni de la somme de Cantor, un cardinal s régulier est un semi-groupe com-
mutatif simplifiable totalement ordonné. On peut définir une loi de composition
interne commutative sur les monomes en posant

(w*n) ® (Wm) = w*® . (nm)

On prolonge cette multiplication sur la classe des ordinaux par distributivité.
Posons Z(k) égal a k x k/E ou E est la relation d’équivalence sur x x k définie
par

(a,b)E(c,d) <= a®dd=0bdc

On appelle zéro la classe (0,0)/E, on identifie tout élément x de x a la classe
(x,0)/E dans Z(k) et on prolonge I'addition sur Z(k) en posant

(a,b)/E + (z,9)/E = (a® z,b® y)/E

On peut vérifier que 1’addition est bien définie : si (a,b)E(c,d) et (z,y)E(z,t),
alorsadd=bbcetrdt=yDz,alorsaddPrdt=bDcDdy® z, donc
(a®z,bBy)E(c®z,t@d). Tout élément (a,b)/E de Z(k) a un inverse (b,a)/F
que l'on notera —(a,b)/E. L’ensemble Z(k) est un groupe. Il est totalement
ordonné : on pose

(a,0)/E < (x,y)/F <= a®y<bdx

qui est bien défini car x est simplifiable. Remarquer que la forme normale
de Cantor d’un cardinal est nécessairement monomiale, du type w® ou « est
un ordinal limite. En particulier, x est stable par multiplication. On étend la
multiplication a Z(k) en posant

(a,0)/E - (b,0)/E = (a®b,0)/E
(a,0)/E - (0,b)/E = (0,a @ b)/E

et on la prolonge de telle sorte qu’elle soit commutative et distributive sur
I’addition. Reste a vérifier que cette multiplication est compatible avec 1'ordre.
L’ensemble Z (k) est donc un anneau totalement ordonné dont on peut montrer
qu’il est integre. On note Q(x) son corps de fraction. Puisque x est régulier,
toute petite partie d’éléments strictement positifs de Q(x) a un minorant stric-
tement positif, donc Q(x) est un k-metre. On peut prendre par exemple 1'anti
bon ordre (€;);<, ol €; est égal a un, €;11 a €;/2 et €y a 1/\ pour tout ordinal
limite A de .
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- Considérons le groupe R((Z(k))) des séries formelles généralisées

Z(liXi

il

a coefficients dans le corps R, ot I est un bon ordre de Z(k). On appelle
degré d’une série S indicée par un bon ordre I, le plus petit élément i de
I tel que a; soit non nul. On appelle cet a; le coefficient dominant de S,
noté coef(S). On définit un ordre total sur R((Z(x))) en affectant a une série
formelle le signe de son coefficient dominant. Par convention une série est nulle
si ses coefficients sont tous nuls. Remarquons que puisque R est additivement
divisible, R((Z(k))) l'est aussi. R((Z(k))) est un x-metre, qui peut étre muni
d’une structure de corps respectant I’ordre, comme il est expliqué dans [21] par
Hans Hahn (celui du théoréeme de Hahn-Banach, qui était aussi le directeur
de these de K. Gédel), a qui I'on doit d’avoir introduit ces corps de séries
formelles. On peut prendre par exemple ’anti bon ordre (€;);<, ou €; est égal
aun, 641 2 6/2 et ey & X*. On notera dorénavant R(k) le corps de séries
formelles R((Z(k))).

Définition 10.5. Soit X un ensemble, et M un x-metre. On appelle k-norme sur
X toute application ||.|| de X dans M vérifiant

(0) |lz|| est positif.

() ||z|| est nul si et seulement si x Vest.

(@) [l +yll < flz]l + llyll

Définition 10.6. Soit X un ensemble, et M un k-metre. On appelle k-distance sur
X toute application d de X x X dans M vérifiant

(0) d(z,y) est positive.

(1) d(z,y) est nulle si et seulement si z égale y.

(17) d(x,y) et d(y,x) sont égaux.

(i11) d(x,y) < d(z,2) +d(z,y).

Pour une x-norme ||.||, on appellera k-distance associée a ||.|| la s-distance d définie
en posant d(z,y) égal a || — y||. Un k-metre est toujours muni d’une x-norme |.|,
celle qui & un élément x associe sup{x, —x}.

Définition 10.7. On appelle espace k-métrique, tout triplet (X, M, d) ou X est un
ensemble, M un x-metre et d une x-distance de X dans M.

Définition 10.8. Soit (X, d) un espace k-métrique, r un élément positif de M, et
x dans X. On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r 'ensemble {y € X :
d(x,y) <}, et boule fermée de centre x et de rayon r 'ensemble {y € X : d(z,y) <

r}.

On notera B,(x) et Bl(x) respectivement une boule ouverte et une boule fermée de
rayon r centrée en .
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Définition 10.9. Soit X un espace k-métrique, d; et dy deux k-distances a valeurs
respectives dans deux x-metres M; et M. La distance ds est plus fine que d; si pour
toute boule ouverte B¥ (x) pour di, il existe une boule ouverte B%(x) de méme
centre qui contienne B (x). Les distances d; et dy sont équivalentes, si d; est plus
fine que dy et réciproquement. Deux k-normes sont équivalentes si les k-distances
associées sont équivalentes.

r-INorme canonique associée a un xk-metre

Soit un k-metre M. On peut définir 'application |.|p; de M dans k qui & un x
associe max{e; : ¢; < |x|} : c’est une K-norme sur M, équivalente a |.|. Comme cette
norme est a valeur dans un bon ordre, pour toute partie Y de M, on peut définir
I’application ”distance d’un point a Y” en posant

dy(z,Y)=inf{lr —ylpy:y €Y}
Remarquons 'inégalité |dy(x,Y) — dy(y, Y)| < o — y|um-

Démonstration. 1) Si z est nul, alors |x|y; 'est aussi. Réciproquement, si x n’est pas
nul, il existe un ¢; qui minore |z|, donc |z|y; n’est pas nul.

2) Soient x et y positifs. Supposons = > y et ||y égal a ¢;, alors |z +y|y est compris
entre € et 2¢; pour tout j < 4. Si ¢ est un ordinal limite, alors |z + y|y est égal
a € ; sii est le successeur de ', alors |z + y|y est égal soit & € (si |z > |y|m),
soit a €y (sinon). Pour tout z et y, on a donc ||z| + |y|lar < |z|ar + |y|ar. Mais
|+ yllar < lz| + |yllar, done [z +yla < flar + |ylar-

3) |€;| et |e;|ar sont égaux : les normes |.| et |.| sont équivalentes. O

r-Distance canonique associée a un espace k-métrique

Un espace k-métrique (X, d) est muni d'une k-distance dyx a valeur dans un bon
ordre, et équivalente a d, définie par

dx(l',y) = |d(x7y)|M

Pour toute partie Y de X, on peut donc définir 'application ”distance d’un point a
Y” en posant

dx(2,Y) = inf{dx(,y)  y € Y}
Et l'on a encore I'inégalité |dx(z,Y) — dx(y,Y)| < dx(z,y).

Corollaire 10.10. Soit (X,d) un espace k-métrique. dx est une k-distance sur X
équivalente a d et a valeurs dans U'anti bon ordre associé a R(k).

On supposera dorénavant toutes les k-distances a valeurs dans R(k).
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Proposition 10.11. Soit (X,d) un espace k-métrique, et (d")i<. une famille de
Kk-distances équivalentes a d. Alors sup{min{dl,¢;} : i < K} est une k-distance
équivalente a d.

Démonstration. Ecrivons d'(x,y) pour sup{min{dy, e} :i < r}. Si d'(z,y) est nul,
min{d’, €;} est nul pour tout 7, donc x et y sont égaux : d’ est une s-distance. Si
d'(z,y) < €41, alors d (z,y) < €, donc d est plus fine que d. Réciproquement, soit
b une boule pour d' de rayon ¢; et de centre ; I'intersection ;_; 0! (x) est dans b.
Appelons la B. Comme chaque b; contient une boule ouverte non vide pour d de
centre x, B, et donc b, contiennent une boule ouverte non vide pour d centrée en
x. O

10.2 Espace x-topologique

Définition 10.12. On appelle espace k-topologique tout ensemble X muni d’'un
ensemble O de parties de X tel que

(i) O contienne 'ensemble X et I'ensemble vide,

(74) O soit stable par réunion quelconque,

(7i1) O soit stable par petites intersections.

On appellera k-ouvert tout élément de O, et k-fermé le complémentaire d'un k-
ouvert. Un ensemble (O;);c; de parties de X est une base de k-ouverts si tout k-
ouvert est réunion d’ensembles O;. Remarquons qu’'un espace topologique n’est rien
d’autre qu’'un espace Nyp-topologique, et que pour tous cardinaux x et A ol K > A,
un espace k-topologique est un espace A-topologique.

Soit X un ensemble et (O;);c; une famille de parties de X recouvrant X telle que
toute petite intersection de O; soit réunion de O;. Alors il existe une unique x-
topologie O sur X dont (O;);cr est une base de k-ouverts. On appelle O la k-topologie
engendrée par la famille (O;);e;.

Proposition 10.13. Un espace k-métrique est un espace k-topologique pour la to-
pologie engendrée par les boules ouvertes. Les boules ouvertes en forment une base
de k-ouverts.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’une petite intersection de boules ouvertes
est une réunion de boules ouvertes. Soit B,,(z1), By, (22),... une petite famille de
boules ouvertes indexées par I. Pour tout x dans l'intersection de ces boules, x et
x; sont a distance r; — d;, avec d; strictement positif. Il existe un nombre positif
d minorant chacun des d;. D’apres I'inégalité triangulaire, la boule By(z) est dans
'intersection des B, (x;) O

Un espace k-topologique X est dit k-métrisable s’il peut étre muni d'un k-metre et
d’une k-distance sur X qui préserve la x-topologie de X. Remarquons que pour un
espace k-métrique, parler de la k-topologie ou de la Nyp-topologie engendrée par les
boules ouvertes revient au meéme.
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Proposition 10.14. Une boule fermée est un k-fermé pour la k-topologie engendrée
par les boules ouvertes.

Démonstration. Soit B.(z) une boule fermée de rayon r et de centre x. Si y n’est
pas dans B.(z), alors = et y sont a distance r + a avec a positif. Il existe un nombre
positif b tel que 2b minore a. Les boules B,(y) et Bl.(x) sont disjointes, puisque si z
est dans By(y),

d(z,2) >d(x,y) —d(z,y) >r+a—b>r

La boule B.(x) est donc bien un k-fermé. O

Soit X un espace k-topologique, et  un point de X. On appelle k-voisinage de x
toute partie de X contenant un x-ouvert autour de x. Un ensemble (V;) de parties de
X est une base de k-voisinages de x si tout k-ouvert contenant x contient un V;. Soit
A une partie de X, on appelle k-intérieur de A, noté /01, I'union des k-ouverts que
contient A. On appelle x-adhérence de A, notée A l'intersection de tous les x-fermés
contenant A. Le point x est k-intérieur a A s’il appartient a fi; il est k-adhérent a
A §’il appartient & A. On dit que A est x-dense dans X si I'adhérence de A est X
tout entier.

Remarque 10.15. Un point a est k-adhérent a A si et seulement si toute boule ouverte
de centre a rencontre A.

Définition 10.16. On dit que X est k-séparable s’il existe un sous-ensemble k-dense
de X de cardinal k.

Remarquons que pour un espace k-métrisable, étre k-séparable ou a base de k-
ouverts de cardinal k sont deux propriétés équivalentes. En particulier, tout espace
rk-métrisable x-séparable est de cardinal au plus 2.

Remargue 10.17. Si k est un cardinal non dénombrable inaccessible (ie 2* < k pour
tout A < k), ou simplement si 2* < k pour tout A < &, le corps R(k) est r-séparable :
considérons le sous-ensemble du corps R(k) constitué des séries dont les coefficients
sont tous nuls sauf un petit nombre : il est k-dense dans R(k), et de cardinal (2N0) <Ii,

c’est-a-dire 2<".

r-Topologie induite

Soit un espace r-topologique X, et un sous-ensemble A de X. On appelle k-topologie
induite sur A, 'ensemble constitué des traces sur A des k-ouverts de X ; c¢’est une
r-topologie sur A.

r-Topologie produit

Soit une famille d’espaces topologiques X;. On appelle x-topologie produit sur [];c; X;

la k-topologie engendrée par les petites intersections d’ouverts de [[;c; X; pour la
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topologie produit usuelle. Une base de cette k-topologie est formée des ensembles
[1;cr Ui ou chaque U; est une petite intersection d’ouverts de X;, et tous les U; sont
égaux a X; sauf un petit nombre. C’est la x-topologie la plus grossiere contenant la
topologie produit.

Proposition 10.18. R(k)" muni de sa k-topologie produit est k-métrisable.

Démonstration. Prenons comme k-metre le corps R(k). On définit I'application qui
a un x de R(k)" associe

2] = sgp{min{!xi\mn), €}

L’application ||.|| est bien une x-norme. Pour vérifier qu’elle préserve la topologie
produit, il suffit de remarquer que

|z <& <= Vj <k, min{e,|z;|} <e
= Vj<i |ul<e

— x€[[b,(0) x [[R(r)

j<i J>i
[l

Remarque 10.19. Plus généralement que si (X;,d;)i<x, est une famille d’espaces k-
métriques, alors le produit [[;c; X; est k-métrisable par la s-distance d a valeurs
dans R(k) définie par

d(z,y) = sup{min{dx,(z;,y;), €} }

10.3 k-Suites, espaces k-complets

Soit (X, d) un espace k-métrique. Une k-suite de X est une application de x dans
X. Soit [ un point de X. On dit que la s-suite u converge vers [ si

(Ve > 0) BN < k) (n > N = d(un,1) < ¢)

On appelle [ la limite de la k-suite u. Si elle existe, la limite d'une x-suite est unique.
La notion de convergence est invariante par changement de x-distance équivalente.
On appelle k-suite extraite de u toute s-suite (Ug(n))n<rx O ¢ est une application
strictement croissante de x dans k. On dit que a est k-valeur d’adhérence de u s’il
existe une k-suite extraite de v qui converge vers a.

Proposition 10.20. Soit (X, d) un espace k-métrique, il y a équivalence entre
1) a est k-valeur d’adhérence de u.

2) Pour tout r > 0, l'ensemble {n < k : u,, € B(a,r)} est de cardinal k.

3) (Vr>0) (Yn<k) (IN >n) uy € Bla,r)
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4) ae () {yy:p>n}.

n<k

Démonstration. Si a est limite d'une s-suite extraite (ug(n)), alors pour tout rayon
r, Pensemble {¢(n) : ugmy € B(a,r)} est de cardinal x. Supposons 2), fixons un
rayon positif r et un petit ordinal N : il existe un ordinal n > N dans ’ensemble
{n :u, € B(a,r)}. Supposons 3). Pour tout ordinal n, une boule ouverte de centre
a coupe 'ensemble {u, : p > n}, donc a est dans {u, : p > n}. Supposons 4). On
construit par induction sur ¢ une k-suite d’ordinaux (n;) telle que pour tout e;, le
point u,, soit dans la boule B(a,¢;). Si les n; sont construits pour tout ¢ plus petit
qu'un j fixé, alors il existe un n; majorant 'ordinal sup{n; : i < j} tel que u,, soit
dans la boule B(a, €;). La suite construite est cofinale dans x. Comme & est régulier,
c’est bien une k-suite. O

Proposition 10.21. Soit A une partie de (X, d), alors
1) Un point est dans A si et seulement s’il est limite d’une k-suite de A.
2) Un point a appartient a A si et seulement si dx(a, A) est nulle.

3) A est un k-fermé si et seulement si toute k-suite d’éléments de A convergente
(dans X ) a sa limite dans A.

Définition 10.22. Une k-suite u est dite de Cauchy si
(Ve > 0) (3N < k)(Vn,p > N) d(u,,u,) <€

Proposition 10.23. 1) Toute k-suite de Cauchy est bornée.
2) Toute k-suite convergente est de Cauchy.
3) Toute k-suite de Cauchy ayant une k-valeur d’adhérence converge.

Démonstration. 1) et 2) sont immédiats. Pour 3), soit une s-suite de Cauchy u ayant
une x-valeur d’adhérence a. Soit € positif fixé, et n positif avec 2 -1 < e. Il existe un
N tel que pour tous ordinaux n et p majorant N, le nombre 1 majore d(z,,z,). Il
existe aussi un M > N tel que n majore d(zs,a). Pour tout n > N, on a donc

d(xy,a) < d(xy, zpy) + d(zpr,a) <2-n<e
[l

Définition 10.24. On dit d’un espace xk-métrique X qu’il est k-complet si toute
r-suite de Cauchy de X est convergente dans X.

Proposition 10.25. 1) Un k-complet est un k-fermé.
2) Tout k-fermé d’un k-complet est k-complet.
3) Un produit de k espaces k-complets est k-complet.

Proposition 10.26. Dans un espace k-métrique k-complet, toute intersection
décroissante de Kk boules k-fermées non vides dont la suite des rayons tend vers
zéro est un singleton.
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Démonstration. Notons (B,,),<. cette famille de boules, et 7, le rayon de B, et
choisissons un u,, dans chaque B,,. La distance d(u,,u,) est plus petite que ,, pour
tout n et p plus grand que m, donc la k-suite (u,) est de Cauchy. Elle converge, et
sa limite est dans chacune des boules. O

Définition 10.27. On appelle x-isométrie toute application entre deux espaces
k-métriques qui préserve les k-distances.

Proposition 10.28. Pour tout espace k-métrique X, il existe un espace k-métrique
Y k-complet, et une k-isométrie de X dans Y d’image k-dense.

Démonstration. On considere pour X DPensemble des x-suites de Cauchy de X mo-
dulo la relation d’équivalence E définie par

(n)nenE(@n)ncn = (d(tn, v,) —0)

n—kK
On note @ la classe d’équivalence d'une k-suite (uy,),<, modulo E, et on prend sur
X la distance d définie par
d(@,9) = lim d(un, v,)

n—kKk

Le fait que la limite existe et ne dépend pas du représentant de la classe choisie,
découle de la k-complétude du metre et de 'inégalité triangulaire. Pour tout x de
X, on définit par i(z) la classe de la k-suite constante égale a x. C’est une isométrie.
De plus, si &un)n@ est une r-suite de Cauchy, la s-suite (i(unl)ng,.i converge vers
i dans (X, d), donc i(X) est r-dense dans X. Montrons que (X, d) est r-complet.
Soit (U, )n<x une k-suite de Cauchy de X. Puisque i est d’'image k-dense, pour tout
n < k, on peut trouver x, dans X avec d(i(z,),uy,) < €,. Par inégalité triangulaire,
la suite (i(2,))n<x est une s-suite de Cauchy. i étant une isométrie, la k-suite (2, )n<a

est de Cauchy dans X. Enfin, comme i(x,,) converge vers T et d(i(z,),u,) vers zéro,
la suite (u,,) converge vers Z. O

Question 10.29. Considérons le corps Q(k) construit précédemment. D’apres la

proposition précédente, il se plonge dans un espace Q(x) qui est x-complet. Q(x)
hérite de la structure de corps provenant de Q(k) : deux k-suites peuvent étre
ajoutées et multipliées terme a terme; ces addition et multiplication sont compa-

tibles avec la relation d’equivalence F, et munissent Q(x) d'une structure de corps

commutatif ordonné k-complet. Quels liens entretient Q (k) avec le corps des nombres
de Conway introduit dans [17] ?

10.4 Espace fortement x-complet

Définition 10.30. Soient o et § deux ordinaux limites dans x + 1. On dit d’une
(-suite u qu’elle converge vers l a €, pres si

(Vi < @)(AN < B)(n > N = d(u,,l) <€)
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La limite a ¢, pres d’'une (-suite est unique a €, pres, c’est-a-dire que pour tout
1 < a, la différence de deux limites a €, pres est majorée par ¢;.

Définition 10.31. On dit qu’une (-suite u est de Cauchy a €, prés si
(Vi <a) (3N <), (Vn,p> N) d(u,,u,) <e¢

On dit d'un espace k-métrique qu’il est fortement k-complet si pour tout ordinal «
limite dans k, toute a-suite de Cauchy a €, pres converge a €, pres. Remarquons
qu’un espace fortement k-complet est k-complet.

Proposition 10.32. R(k) est fortement k-complet.

Démonstration. Soit un ordinal limite «, et (S;) une a-suite de Cauchy a €, pres.
Il suffit de remarquer que pour tout § < a, les coefficients de degré inférieur a 3 de
chaque S; sont constants égaux a, disons sz a partir d’un certain rang. Appelons S
la série >-5., S5 - X8, La suite S; converge vers S a €, pres. O

Proposition 10.33. Un espace k-métrique est fortement k-complet si pour tous
petits ordinaux limites a et 3, toute intersection décroissante de a boules fermées
dont les rayons sotent non nuls a €z pres et telle que la suite des rayons tende vers
2€ro a €g pres, est non vide.

Démonstration. Si X est fortement xk-complet, soit (B;);<, une suite décroissante de
boules fermées de rayon ¢; et de centre b;, telle que r; tende vers zéro a e pres. La
suite b; est de Cauchy a eg pres : elle converge vers un point b a eg pres. Puisque les
rayons sont tous non nuls a eg pres, b appartient a l'intersection des boules B;. [

10.5 ~kr-Compacité

Définition 10.34. Un espace k-topologique est k-compact s’il est k-séparé, et si de
tout recouvrement de X par des k-ouverts de X, on peut extraire un petit sous-
recouvrement. Ou de maniere équivalente, si de toute intersection vide de k-fermés
de X, on peut extraire une petite sous-intersection vide.

Proposition 10.35.
1) Une partie k-compacte d’un espace k-séparé est k-fermée.

Une partie k-compacte d’un espace k-métrique est k-compleéte.

Un k-fermé d’une partie k-compacte est k-compact.

Une intersection quelconque de parties k-compactes est k-compacte.

Une petite réunion de k-compacts est k-compacte.

Un produit quelconque de parties k-compactes muni de la k-toplogie produit est
K-compact.

[\

W

ot w
—
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Démonstration. 1) Soit K un k-compact d’un espace k-séparé X. Fixons un point
x hors de K. Pour tout y dans K, il existe deux k-voisinages disjoints U, et V,, de
y et x respectivement. Par k-compacité, il existe un petit sous-recouvrement de K
par des U,,. Alors l'intersection des V,, correspondants est un x-voisinage de x hors
de K.

2) Soit u une k-suite de Cauchy d’un k-compact K. Soit V' I’ensemble des k-valeurs
d’adhérence. On a vu que V' était égal a ), .. {u, : p > n}. Pour chaque petit ordinal
n, Pensemble {u, : p > n} est non vide : V' est non vide par x-compacité. La suite
u a donc une k-valeur d’adhérence a, qui est aussi sa limite d’apres la proposition
10.23.

3) est immédiat. 4) et 5) découlent de 3) et 1).

6) Un produit d’espaces k-séparés est k-séparé. Nous suivons la preuve de [75]. Soit
(X4a)aes une famille de k-compacts, X leur produit, et F une famille de s-ouverts de
X dont aucune petite réunion d’éléments ne recouvre X. Montrons que la réunion
des membres de F ne recouvre pas X non plus. Construisons par induction une
suite x; dont aucun k-voisinage n’est petitement recouvert par F. On construit x,
de telle sorte que aucun s-ouvert de base du type

I Us < 1T X5

BLa B>
ou zg est dans Ug, ne soit petitement recouvert. Supposons que x soit construit
pour tout f < «, et supposons au contraire que z, n’existe pas. Appelons Z le
produit 4., Xg. Pour tout z de X,, il y a un s-ouvert U, x V, x Z petitement
recouvert tel que U, et V,, contiennent (z;);<, €t =, respectivement. Puisque X, est
k-compact, il y a un petit sous-ensemble P de X, tel que Y soit égal a U,crV,,.
Appelons U l'intersection Nyer Uy @ ¢’est un k-voisinage de (2;)i<a et Pensemble

UxXoxZ=JUxV,xZC |JU,xV,xZ

yer yeF

est petitement recouvert, une contradiction. La suite x, est donc construite, et
n’appartient a aucun membre de F. O

Proposition 10.36. Soit X un espace k-métrique. Il y a équivalence entre
1) X est un espace k-compact.
2) Toute k-suite de X a une k-valeur d’adhérence.

Démonstration. 1) implique 2) : on a vu au 2) de la proposition précédente que
I’ensemble des valeurs d’adhérence d’'une k-suite n’était pas vide. Pour la réciproque,
on suit la preuve du cas ou k est Nj. O

Un espace k-topologique est localement k-compact s’il a une base de voisinages k-
compacts.

Proposition 10.37. Si k est un cardinal inaccessible, le corps R(k) est localement
K-compact.
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Démonstration. Soit I un segment fermé de longueur [ majorée par un petit ordinal.
Soit u une k-suite dans I. Pour tout € de 'anti bon ordre associé a R(k), on peut
partitionner I en un petit nombre de segments de longueurs plus petites que €
puisque R(k) est k-archimédien. Comme & est régulier, au moins un de ces segments
contient k points de la suite u. On itere la division. A une étape limite A, on obtient
une partition de cardinal 2*, qui est petit puisque s est inaccessible. On construit
ainsi une suite de segments emboités dont le diametre tend vers zéro. D’apres la
proposition 10.26, I'intersection de ces segments est non vide, et adhérente a la suite.
On vient de montrer que tout k-metre x-complet est localement k-compact. O

Question 10.38. A-t-on vraiment besoin que k soit inaccessible ?

10.6 Applications x-continues

Définition 10.39. Une application entre deux espaces topologiques X et Y est
k-continue si I'image réciproque de tout k-ouvert de Y est un x-ouvert de X. Elle
est k-ouverte si I'image de tout k-ouvert de X est un k-ouvert de Y. Elle est x-
bicontinue si elle est k-ouverte et k-continue. C’est un s-homéomorphisme entre X
et son image si elle est bijective et x-bicontinue.

Proposition 10.40. S5 X et Y sont k-métriques, une application f de X dansY
est k-continue si et seulement si pour toute k-suite u de X de limite a, la k-suite
f(u) converge vers f(a).

Proposition 10.41. Soient X etY deuz espaces k-topologiques et f une application
k-continue de X dans Y. Si X est k-compact, son image est une partie k-compacte
de Y.

Démonstration. Soit O; un recouvrement de f(X) par des k-ouverts de Y. Alors
F7HO;) est un recouvrement de X par des s-ouverts de X, donc il existe un petit
sous-recouvrement f~'(0;,). Mais alors O;, recouvre f(X). O

Fait 10.42. (Urysohn) Soit A et B deuz fermés disjoints d’un espace Ro-topologique
X. Il existe une fonction continue f de X dans [0, 1] valant 0 sur A et 1 sur B.

Remarque 10.43. Avec une légere modification de la preuve, on obtient que pour
tout ordinal o muni de sa topologie de 'ordre, il existe une fonction continue f de
X dans a + 1 valant 0 sur A et a sur B.

Définition 10.44. Un espace x-topologique est k-normal s’il est séparé, et si tout
couple de k-fermés disjoints peut étre séparé par des k-ouverts disjoints.

Exemple 10.45. Un espace localement xk-compact est x-normal.

Proposition 10.46. Soit X un espace k-topologique k-normal a base de k-ouverts
de cardinal k. Alors X est k-homéomorphe a un sous-espace de R" muni de la
k-topologie produit.
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Démonstration. On s’inspire de [38]. Soit (V;),,. une base de k-voisinages de X. On
peut toujours supposer cette base close par petites intersections. Considérons toutes
les paires (V;,,V;,) telles que V; C Vj, . D’apres le lemme d’Urysohn, il existe une
fonction Ro-continue f, de X dans [0, 1] valant zéro sur V;, et un sur V. On a donc
une application (f,,)n<, de X dans R”. Appelons la f. Chaque composante f; de f
est No-continue : f est Rp-continue pour la Ny-topologie produit. L’image réciproque
d’une intersection étant l'intersection des images réciproques, f est également k-
continue pour la k-topologie produit.

1) L’application f est injective : si x et y sont deux points distincts de X, il existe
deux k-voisinages de base disjoints V, et V}, de x et y respectivement. Le point x
et le k-fermé V° sont disjoints : il existe un k-voisinage de base U, et un ouvert
U séparant respectivement x et V. En particulier, U, et V. sont disjoints, et on a
r € U, C U, CV,. Alors I'application correspondant a cette paire (U,, V,) d’ouverts
vaut 0 en x, et 1 en y : f prend des valeurs différentes en x et en y.

2) L’application f est k-ouverte : soit O un ouvert de X et f(x) dans f(O); on peut
séparer O° et x par des ouverts disjoints U’ et U, respectivement, ou U, est un
k-voisinage de base. On peut a nouveau séparer US et z, et trouver un s-voisinage
de base V, avec x € V,, C U C O. Donc si z est dans O°, la distance d(f(z), f(z))
est plus grande qu'une quantité positive a, et la boule de centre f(x) et de rayon
a/2 est dans f(O). O

Remarque 10.47. Si X est un espace Ng-topologique compact a base d’ouverts de
cardinal k, la preuve ci-dessus nous donne une application injective et Ny-continue
de X dans R" muni de sa Ny-topologie produit usuelle. Comme X est compact, f
est de plus ouverte, donc X est homéomorphe a un compact de R”.

Corollaire 10.48. Soit X un espace k-topologique k-normal a base de k-ouverts de
cardinal k. Alors X est k-métrisable.

Remarque 10.49. Un espace k-métrique x-compact a une base de k-ouverts de car-
dinal k, donc pour un espace k-compact, étre a base de k-ouverts de cardinal x ou
étre k-métrisable sont équivalents.

Cas des espaces r-compacts a base d’ouverts fermés

Définition 10.50. On dira d’une k-norme ||.|| qu’elle est ultramétrique si pour tout
z,y, on a ||z +yll < maz{|z]], |[y]}-

Définition 10.51. On dira d'une k-distance d qu’elle est ultramétrique si pour
tout x,y,z, on a d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)}. Un espace k-métrique est k-
ultramétrique si sa k-distance 'est.

Remarquons que si (X, d) est un espace ultramétrique, alors (X,dy) est encore
ultramétrique.
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Proposition 10.52. Soit (X;);<. une famille d’espaces k-ultramétriques en nombre
k. Alors le produit T] X; est k-ultramétrique.

Démonstration. On a vu que le produit est k-métrisable par la s-distance d(z,y) =
sup{min{d’ (z;,y;), €} : i < Kk}, qui est ultramétrique puisque les d’ le sont. O

Définition 10.53. Un espace k-topologique X est xk-ultranormal si pour tout couple
de fermés disjoints A, B, il existe un ouvert fermé F' vérifiant A C F C X \ B.

Les espaces k-ultramétriques et les espaces localement k-compacts a base d’ouverts
fermés sont x-ultranormaux.

Lemme 10.54. Soit X un espace k-ultranormal, A et B deux k-fermés disjoints de
X. Alors il existe une fonction k-continue f de X dans {0,1} valant zéro sur A et
un sur B.

Démonstration. Soit F' un k-ouvert fermé de X vérifiant A C F' C X \ B. On pose
f nulle sur F', et f égale a un hors de F. n

Proposition 10.55. Soit X un espace k-topologique k-ultranormal a base de k-
ouverts fermés de cardinal k. Alors X est k-homéomorphe a un sous-espace de 2"
muni de la k-topologie produit.

Corollaire 10.56. Soit X un espace k-topologique r-ultranormal a base de k-ouverts
fermés de cardinal k. Alors X est k-métrisable par une k-distance ultramétrique.

10.7 Espace x-Baire, espace k-polonais

On dit d’une famille de parties non vides de X qu’elle est k-stationnaire si toute
petite sous-intersection décroissante est non vide. On dira d’un espace x-topologique
qu’il est k-stationnaire s’il est a base de k-voisinages k-stationnaire.

Proposition 10.57. Soit (X;);<. des espaces k-complets k-stationnaires.
1) Un k-ouvert de X, est k-stationnaire.
2) Tlic. X est k-stationnaire.

Démonstration. 1) Les k-ouverts de base de O sont des k-ouverts de base de X. 2)
est clair. []

Définition 10.58. On dit d'un espace k-topologique qu’il a la propriété de Baire
d’ordre k, ou qu’il est k-Baire, si toute intersection d’un nombre x de k-ouverts
k-denses est k-dense, ou de maniere équivalente si toute réunion d’un nombre x de
k-fermés de k-intérieur vide est de x-intérieur vide.

Proposition 10.59. Soit un espace k-métrique k-stationnaire. Une petite intersec-
tion de k-ouverts k-denses de X est k-dense.
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Démonstration. Soit o un petit ordinal, (O,,)n<, une suite d’ouverts r-denses dans
X, et O leur intersection. Il suffit de montrer que chaque boule ouverte B coupe O.
On construit a cet effet par induction sur « une suite décroissante de k-ouverts de
base V,, vérifiant

1) V,, C V, pour tout n > p

2) V, CBNO,

On pose V; un k-ouvert de base O; N B. Supposons V; construit pour tout ¢ < j. La
base de voisinage étant k-stationnaire, (;; V; est un ouvert non vide. Par r-densité
de O;, O; N Ni<; Vi contient un k-ouvert de base V;. ;. Vi est non vide, et inclus
dans O N B par construction. O

Proposition 10.60. Un espace rk-métrique rk-complet a base de k-ouverts k-
stationnaire est k-Baire.

Démonstration. Soit (Oy,),<, une suite de k-ouverts k-denses dans X . Quitte a rem-
placer chaque ouvert O,, par I'ouvert ,_,, O; qui est x-dense d’apres la proposition
précédente, on peut supposer la suite de k-ouverts décroissante. Soit O leur inter-
section. Il suffit de montrer que chaque boule fermée B’ = B'(a,r) coupe O. On
construit a cet effet par induction une suite décroissante de boules fermées B], de
rayon r, et de centre b, vérifiant

1) B, C B, pour tout n > p

2) ri<eg

3) BB NO,

Pour tout n, l'ouvert O, est xk-dense, donc B’ N O,, est non vide. On prend pour B},
une petite boule fermée incluse dans B’ N O,,. D’apres la proposition 10.26, N,,.,. B},
est un singleton, inclus dans O N B’ par construction. O

Définition 10.61. Un point d'un espace k-topologique X est x-isolé si c’est un
k-ouvert de X. Dans le cas contraire, on dit que c’est un x-point d’accumulation.
Un espace k-topologique est qualifié de k-parfait s'il n’a pas de points k-isolés.

Proposition 10.62. Soit X un espace k-métrique k-complet k-parfait a base de
k-ouverts k-stationnaire. X est soit vide, soit de cardinal au moins 27.

Démonstration. On va construire un arbre binaire (O;)se2<+ de hauteur k, ot chaque
O, est un k-ouvert de base non vide de sorte que

1) Oy soit inclus dans une boule ouverte de rayon 7, pour tout s

2) 75 < €(s) O I(s) est la longueur de s

3) Os~o et Os~1 soient disjoints pour tout s

4) pour tout u prolongeant strictement s (noté s C u), on ait O, C O,

Si 'on dispose d’un tel arbre, d’apres la proposition 10.26, pour chaque s dans 2%,
Nics Or est un singleton, donc | X| > 2%

Construisons Oy par induction sur la longueur de s. On pose Oy = X. Supposons
O, construit pour tout s tel que I(s) < n. Soit s dans 2<". M, V; est un ouvert non
vide, puisque c’est une intersection décroissante et petite de x-ouverts de base. X
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étant r-parfait, (,-, Vs contient au moins deux points distincts x et y. On définit
alors O4—~g et Oy~ deux k-ouverts de base disjoints suffisamment petits autour de

x et y respectivement de telle sorte que Us~; C U pour i =0 et 7 = 1. O]

Définition 10.63. On appelle espace k-polonais un espace k-topologique k-
métrisable et xk-complet ayant une base de k-ouverts k-stationnaire de cardinal &
(ou de maniere équivalente r-séparable).

Proposition 10.64. Soit X un espace k-polonais

1) Un k-ouwvert de X est un k-polonais.

2) Une intersection k-stationnaire de k k-ouverts de X est un espace k-polonais.
3) Si 2<F < Kk, un produit de k k-polonais est k-polonais.

Démonstration. 1) Soit O un k-ouvert de X. O est a base de k-ouverts k-stationnaire
de cardinal k. Il reste a montrer que O peut étre muni d’une kK-métrique k-complete.
Soit f I'application d(.,0¢). On a x € O si et seulement si f(z) # 0. Soit g I'ap-
plication k-continue g : R(k) x X — R(k), (z,y) — z.f(y). Soit P I’ensemble des
couples (z,y) tels que g(x,y) = 1. P est un k-fermé de R(k) x X. O est I'image de P
par la projection sur la deuxieme coordonnée. La projection (x,y) — y est bijective
et k-continue, d’inverse x +— (1/f(x),x) k-continue, donc O est k-homéomorphe a
un x-fermé d’un espace k-complet.

2) Soit O; une famille de k-ouverts, que I'on peut supposer décroissants, et O leur
intersection. O est x-stationnaire. Montrons que O peut étre muni d’une k-distance
équivalente complete. D’apres 1), chaque O; peut étre muni d’'une s-distance d;
équivalente a d telle que (O;, d;) soit k-complet. Quitte a remplacer chaque d; par la
k-distance canonique associée, on peut supposer toutes les d; a valeur dans I’anti bon
ordre associé a R(k). On considere alors d'(z,y) = sup{min{d;(x,y), €} : i < K}
qui est encore une k-distance équivalente a d d’apres la proposition 10.11

3) Soit Y ce produit. Un produit d’espaces complets est complet. Un produit d’es-

paces k-stationnaires est x-stationnaire. Y est a base de k-ouverts de cardinal Y ™.
A<k
Puisque 2<% < k, on a

2::RA:: 2::R1=:K2:: K

A<k A<K

Proposition 10.65. Un k-polonais parfait non vide est de cardinal 2.

Proposition 10.66. Soit X un k polonais. X se décompose de maniére unique en
l'union disjointe X = PUC' ou P est un sous-ensemble parfait de X, et C' un ouvert
de cardinal au plus k.

On appelle k-point de condensation tout point dont chacun des voisinages est de
cardinal strictement plus grand que k.
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Démonstration. Soit P I’ensemble des points de condensation de X, et C'= X \ P.
Si O; est une base d’ouverts, C' est la réunion des O; qui sont de cardinal x, donc
C est de cardinal x et ouvert. Montrons que P est parfait. Soit x dans P, et O un
voisinage ouvert de x. |O| > k, donc O contient strictement plus de s points de
condensation, donc |U N O| > &, et U N O est non vide. O

Question 10.67. Une intersection de k k-ouverts rk-stationnaires est-elle k-
stationnaire ?

10.8 Un peu plus sur le théoreme de compacité
de (Godel

On fixe un cardinal k. On écrira petit pour dire de cardinal strictement inférieur a
k. On dit de k qu’il a la propriété de 'arbre si tout arbre de hauteur x a soit un
noeud ayant « fils, soit une branche de longueur . Un lemme de D. Kénig datant de
1936 affirme que Ny a la propriété de 'arbre. Le cardinal x est faiblement compact
s’il est inaccessible et a la propriété de I’arbre. Un cardinal faiblement compact fait
partie des grands cardinaux.

Soit €2 un ensemble non vide. Un ensemble F' de parties de 2 est un filtre si
1) @ n’appartient pas a F.
2) F est clos par intersection finie.
3) SSCAC Bet A€ F, alors B € F.

Un filtre F' sur ) est un witrafiltre s’il est maximal pour 'inclusion. Un filtre F' est
un k-filtre sur €2 8’il est clos par petites intersections. Soit .S un ensemble de parties
de €. On dit que F' décide de S si pour tout s dans S, soit s, soit s¢ est dans F'.

Proposition 10.68. Si x est faiblement compact, pour tout ensemble S de cardinal
k de parties de k, tout k-filtre de cardinal k sur k peut étre prolongé en un k-filtre
qui décide de S.

Démonstration. Soit F' un k-filtre sur k. Si s est dans S et si sN f est vide ainsi que
s¢N f" pour deux éléments f et f' de F, alors f N f’ est vide, ce qui est absurde,
donc pour tout s de .S, on peut prolonger F' en un filtre F” qui décide de s. On peut
supposer S clos par petites combinaisons booléennes, ce qui ne change pas le cardinal
de S puisque k est inaccessible. Soit (s;)i<, une énumération de S. Définissons un
arbre binaire (A;);co<~ en posant Ay égal a F', et, inductivement, pour tout i de 2<%,
si ¢ est de longueur «

Ai~g = A; U 8qu1 8t A; U {sqs1} engendre un filtre, ou ) sinon

A1 =A;Usq st A; U{s,,,} engendre un filtre, ou () sinon

114



si j est de longueur un ordinal limite A

A; = |J Ai si | As engendre un filtre, ou §) sinon
iCj iCj
Ceci donne un arbre binaire de hauteur x car a une étape limite A, s’il n’y a aucun
noeud, alors il existe un petit nombre (2* est petit puisque x est inaccessible) de
fi dans F' et une partition de x en combinaisons booléennes S; des (s;);<; tels
que S; N f; est vide pour tout j alors que ;; f; est non vide. Le filtre obtenu
par la propriété de I'arbre est un s-filtre puisqu’on a supposé S close par petites
combinaisons boolénnes. O]

Soit L un langage de cardinal au plus x. On appelle x-énoncé de L une disjonction
d’un petit nombre d’énoncés. Soit n un entier et z1,...,x, un n-uplet de variables.
On appelle k-formule de L un k-énoncé dans le langage LU{x1, ..., z,}. Remarquons
que si k est inaccessible, le nombre de k-formules dans L est au plus k.

Fait 10.69. Supposons k faiblement compact. Soit ¥ un ensemble de r-énoncés tel
que tout petit sous-ensemble de X ait un modéle. Alors ¥ a un modéle.

Cette proposition est un corollaire du théoreme de compacité de la logique infinitaire
L. que l'on peut trouver dans [31]. On en donne une autre démonstration utilisant
les k-filtres.

Proposition 10.70. Soient (M;);c; une famille de L structures et U un ultrafiltre
sur 1. Soit ¢(x) = V,(x) une k-formule. Soit m un élément de l'ultraproduit M =
[1M;/U. Soit sj Uensemble {i € I : M; = ¢;(m;)}, et S Uensemble des s;. Si le

filtre U restreint a S est un k-filtre, alors
M = ¢(m) si et seulement si{i € I : M; = ¢(m;)} € U

Démonstration. Appelons ¢; les formules dont ¢ est la disjonction. Si on a M |=
¢(m), alors il existe un j tel que l'on ait M = ¢;(m). D’apres le critere de Los, U
contient {1 € I : M; = ¢;(m;)}, or

{iel:M Eo¢jm)yc{iel: M E=Vp;(m;)}
et comme U est un filtre, on a
{l el: M; }: V¢](mz)} eU

Réciproquement, si U contient 'ensemble {i € I : M; = ¢(m;)}, montrons qu’il
existe un j tel que {i € I : M; |= ¢;(m;)} soit dans U. Sinon, pour tout j, {i € I :
M; = ~¢;(m;)} est dans U, donc {i € I : M; = A~¢;(m;)} également, ce qui est
absurde. D’apres le critere de Los, il existe un j tel que 'on ait M = ¢;(m), donc

M = ¢(m)
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Démonstration. (théoréme de compacité) Soit ¥ un ensemble de k-énoncés dont
toute petite partie est consistante. Pour toute petite partie ¢ de 3, soit M; un
modele de 7. Soit I I'ensemble des petites parties de ¥ et pour tout ¢ € I, soit I;
I'ensemble {j € I : j D i}. Alors 'ensemble FF = {X C I : X D I, pouruni € I}
est un k-filtre sur I. En effet, Iy = I est dans F', et F' ne contient pas I’ensemble
vide; si X; D [;; pour un petit ensemble de j € J avec i; € I, alors (N X; D Iy;;.
Soit S l'ensemble des s, = {i € I : M; = ¢} pour tout Ryp-énoncé ¢ apparaissant
dans 2. k étant inaccessible, S est de cardinal k. Soit G un k-filtre contenant F' et
décidant de S, U un ultrafiltre contenant G, et M 'ultraproduit [];c; M;/U. Alors
M est un modele de . En effet, pour 6 dans X, M; |= 0 pour tout ¢ € Iy, donc
d’apres la proposition ci-dessus, M = 6. ]

Corollaire 10.71. L’espace des théories completes dans un langage de taille K est
k-compact pour tout cardinal faiblement compact k.

Corollaire 10.72. L’espace des théories completes dans un langage de taille k est
un Kk-polonais pour tout cardinal faiblement compact k.

Probleme 10.73. Etudier les théories dont le noyau k-parfait est vide, c’est-a-dire
les théories rangées par un rang de Cantor-Bendixson d’ordre k.
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Post scriptum : omega-chirurgie

Nous reprenons la dimension chirurgicale introduite par Messieurs Pillay et Poi-
zat dans [52], et lui ajoutons une notion de degré comme dans [59]. Forts de
la croyance que les applications définissables a fibres finies sont aux théoriciens
des modeles ce que les bijections sont aux combinatoritiens, nous qualifierons de
omega-chirurgicale toute structure M infinie munie d’une notion de dimension sur
les ensembles définissables compatible avec la chirurgie, c’est-a-dire d’une relation
réflexive et transitive sur les ensembles définissables d’arité égale a un que I’on notera
"dim(X) < dim(Y)” vérifiant les trois conditions suivantes :

(1) Si f est une correspondance finie définissable entre A et un sous-ensemble de
B, alors dim(A) < dim(B).

(17) Sidim(A) < dim(C) et dim(B) < dim(C), alors dim(AU B) < dim(C).

(77i) A tout ensemble définissable A est associé une multiplicité finie, i.e. un en-
tier m tel que A se partitionne en au plus m parties définissables de mémes
dimensions.

Notations. On notera "dim(X) = dim(Y)” pour dire "dim(X) < dim(Y) et
dim(Y) < dim(X)”. De méme, "dim(X) < dim(Y')” signifie "dim(X) < dim(Y") et
—dim(Y) < dim(X)”.

On appelle degré chirurgical d'une formule la plus petite multiplicité m vérifiant la

condition (7iz)). On dira d’une structure qu’elle est E-chirurgicale si elle vérifie les

axiomes (i), (ii) et 'axiome (iv) suivant :

(tv) Si E est une relation d’équivalence définissable entre éléments de ’ensemble
définissable A, il n’y a qu’'un nombre fini de classes d’équivalence modulo F
ayant méme dimension que A.

Remarquons que la condition (#i7) implique la condition (iv). La condition (i7) en-
traine que la relation dim(X) < dim(Y') soit une relation d’ordre totale : en effet,
si A et B sont deux ensembles définissables, dim(A) et dim(B) sont majorés par
dim(A U B), et (i) implique que soit A soit B ait méme dimension que AU B. En
considérant les classes d’équivalence modulo la relation ”avoir la méme dimension”,
on peut considérer une application dim et la supposer a valeur dans un ensemble D
totalement ordonné, et considérer le cas particulier ou D est un bon ordre, c’est-a-
dire rajouter la condition dite de super-chirurgicalité :
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(v) Il n’y a pas de chaine infinie d’ensembles définissables (A;);c, avec
dim(Ap) > dim(Ay) > -+ > dim(A4;) > -+

Un sous-ensemble définissable d’une structure omega-chirurgicale est bien str
omega-chirurgical.

Remarque 10.74. Les conditions ne portent que sur les ensembles d’arité un, et
n’imposent rien a priori sur les puissances cartésiennes de la structure.

Ezxzemples 10.75. - Ainsi définies, les structures omega-chirurgicales englobent
les structures minimales, d-minimales et w-stables : prendre dim(X) < dim(Y")
si et seulement si X est fini ou Y infini pour les structures d-minimales, et le
rang de Morley pour les structures w-stables.

- Plus généralement, les structures globalement minces, munies du rang de Can-
tor, sont omega-chirurgicales.

- Les structures o-minimales sont E-chirurgicales : la dimension cellulaire vérifie
les axiomes (i), (ii) et (iv).

- Si on demande seulement & ce que la multiplicité soit un cardinal (plus petit
que le cardinal de la structure), on peut définir la notion de structure oo-
chirurgicale. Les structures superstables assez saturées sont oo-chirurgicales :
prendre comme dimension le rang U de Lascar.

- Le rang SU vérifie les conditions (i) et (i7). Un groupe supersimple G est
E-chirurgical : en effet, dans un groupe supersimple, les ensembles génériques
sont exactement les ensembles de rang SU maximal, ou encore les ensembles
dont tous les rangs stratifiés sont maximaux. En particulier, la condition
"1h(x,a) est de rang SU maximal” est infiniment définissable par le type
Ao D*(U(.,a), 0, k) > D*(G, @, k). Maintenant, prenons le rang SU comme
dimension, et supposons qu’il existe une relation d’équivalence F dans G ayant
un nombre infini de classes de rang maximal ; par compacité, E aura autant
de classes de rang maximal que possible, une contradiction.

Lien avec les structures minces :

Proposition 10.76. Une structure omega-chirurgicale dont les dimensions sont bien
ordonnées est globalement mince.

Démonstration. Remarquons que les ensembles de plus petite dimension chirurgicale
sont les points, et que deux points ont bien stir méme dimension. On ne perd donc
rien a noter zéro cette dimension. Montrons que pour tout ¢, CBy < dimy. Par
induction sur a, montrons que si CBy > «, alors dimy > a. Si C'By > 0, alors ¢
est non vide et contient un point x, donc dimy;o > dimyx > 0. Si CBp > a+ 1,
@ contient une infinité de parties définissables dans M par des formules ¢; deux a
deux contradictoires de rang au moins . Par hypothese d’induction, les y; sont de
dimension au moins «. D’apres (iii), ¢ est de dimension strictement plus grande
que a. ]
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Groupes omega-chirurgicaux

Dans un groupe omega-chirurgical, il n’y a pas de chaine infinie strictement
décroissante de sous-groupes, tous d’indice fini les uns dans leur prédécesseur. En
conséquence, un groupe omega-chirurgical G a une composante connexe G°. Pour
toute partie définissable X de G, on note

Stab(X) ={g € G : dim(¢gXAX) < dim(X)}

ensemble que 'on appellera presque stabilisateur de X . Si la dimension est préservée
par automorphisme, Stab(X) est invariant sur les parametres de définition de X.

Proposition 10.77. Si X est non vide, Stab(X) est un groupe. De plus, si X est
stable par congugaison, alors Stab(X) est un groupe distingué. Si X est de dimension
mazimale, alors Stab(X) est d’indice fini dans G.

Démonstration. Si X est non vide, Stab(X) est un groupe : si g et h sont dans
Stab(X), alors dim(gXAX UhXAX) < dim(X) d’apres (i7), et en particulier,
dim(gXAhX) < dim(X), et donc dim(h™'gXAX) < dim(X). Le groupe G agit
sur l’ensemble fini constitué des ensembles définissables de dimension maximale a
ensemble de petite dimension pres. Etant le stabilisateur de cette action, Stab(X)
est d’indice fini. O

Proposition 10.78. Un groupe omega-chirurgical a un sous-groupe abélien infini.

Démonstration. On peut supposer GG connexe, quitte a prendre sa composante
connexe. Il suffit de montrer qu’il existe un centralisateur propre infini. Suppo-
sons que G est un groupe omega-chirurgical dont tous les centralisateurs sont finis.
Pour tout a de GG, la conjugaison par a est a fibres finies, donc les classes de conju-
gaison sont toutes de dimension maximale; elles sont donc en nombre fini d’apres
(737). Un sous-groupe distingué de GG, c’est une union de classes de conjugaison. Un
sous-groupe distingué de G est donc définissable, et de méme dimension que G,
donc d’indice fini d’apres (ii7). Les seuls groupes distingués de G sont donc triviaux.
Fixons ¢ une classe de conjugaison non triviale. D’apres (iii), Stab(c) est d’indice
fini dans G, donc Stab(c) = G. Montrons enfin que G n’a qu’une seule classe de
conjugaison. Soient a et b non centraux dans G. pour tout conjugué zbz ! de b sauf
un ensemble de petite dimension, azbz~! est conjugué a b. Comme une surjection a
fibres finies préserve la dimension, pour tout z sauf un ensemble de petite dimen-
sion, azbz~! est conjugué & b. De méme, par symétrie, pour tout z sauf un ensemble
de petite dimension, z'azb est conjugué & a. Par la condition (i7), on peut donc
trouver un x tel que axbxr™! et z laxb soient conjugués respectivement a b et a.
Donc b et a sont conjugués. Il n’y a donc qu'une seule classe de conjugaison dans
G, une chose réfutée depuis longtemps par Reineke pour un groupe infini dont les
éléments sont d’ordres finis. m

Remarque 10.79. La méme démonstration montre qu'un groupe a la fois co- et E-
chirurgical a un sous-groupe abélien infini.
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Question 10.80. On sait d’un groupe superstable qu’il a un nombre infini de classes
de conjugaisons [58]. Qu’en est il plus généralement d’un groupe a la fois co- et E-
chirurgical ?

Corps omega-chirurgicaux

Proposition 10.81. Un corps omega-chirurgical est additivement et multiplicative-
ment connexe.

Démonstration. Soit K ce corps et K° sa composante connexe additive. D’apres la
condition de chaine & indices infinis pres, N,cpx aK° est un idéal a gauche d’indice
fini dans K. Pour le cas multiplicatif, on utilise les mémes arguments que [59]. Soit
K° sa composante connexe multiplicative, et S le presque stabilisateur additif des
classes de K°. C’est un idéal de K d’indice fini dans K. Donc 1 +aK° ~ a K" pour
tout a, ou ~ désigne 1’égalité a petite dimension pres (la condition (ii) assure que ~
est bien une relation d’équivalence). Alors, pour tout a sauf un ensemble de petite
dimension, 1 + a € aK°, donc KV est de codimension petite, et vide. O

Remarque 10.82. L’image d'un morphisme définissable d'un groupe omega-
chirurgical dont le noyau est fini est d’indice fini.

Corollaire 10.83. Un corps commutatif omega-chirurgical infini n’a pas d’extension
radicale ni pseudo-radicale.

Remarque 10.84. En particulier, un corps omega-chirurgical est parfait.

Proposition 10.85. Un corps super-omega-chirurgical de caractéristique positive
est de dimension finie sur son centre.

Démonstration. Soit D ce corps. Soit a dans D. Commencgons par montrer que pour
tout entier n, les éléments a et a” ont méme centralisateur. Nous avons vu que
Cp(a) est infini pour tout corps infini d’apres un lemme de Herstein. La condition
(v) entraine que le centre de D soit le centralisateur d’une partie finie. Z(D) est
donc infini. En particulier, Z(Cp(a™) est infini et n’a pas d’extension radicale, donc
il contient a, c’est-a-dire que Cp(a”™) = Cp(a). Nous en déduisons que I'application
x — x — x n’est pas surjective. Si elle I’était, 1 aurait un antécédent y, qui serait
dans Cp(a?) \ Cp(a), une contradiction. On finit alors la preuve comme dans le cas
stable. O

Pour tout ensemble A de parametres, on définit la petite cloture de A notée pcl(A)
comme étant le lieu des formules a parametres dans A de dimension non maximale.
Une partie est petitement close si pcl(A) = A. Remarquons tout d’abord qu’une
petite cloture est close par toute application préservant la dimension (peut-étre
est-il alors judicieux de supposer la dimension préservée par automorphisme de la
structure 7). Puis, dans une structure omega-chirurgicale M k-saturée, pour un petit
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ensemble de parametres, on ne peut avoir pcl(A) = M, car sinon, M serait recouverte
par un nombre fini de formules de petites dimensions, une contradiction avec (7).

Lemme 10.86. Dans une structure omega-chirurgicale de degré 1, toute partie pe-
titement close A est soit définissable, soit une restriction élémentaire de M.

Démonstration. Soit ¢(z,a) une formule non contradictoire a parametres dans A. Si
©(x,a) est de petite dimension, alors ¢(x, a) est dans A. Si ¢(z,a) est de dimension
maximale, alors son complémentaire est de petite dimension, et inclus dans A. A
moins que A soit exactement ce complémentaire, et par conséquent définissable,
@(x,a) est vérifiée par un point de A, et satisfait au test de Tarski. n

Proposition 10.87. Dans un groupe omega-chirurgical G, soit A une partie petite-
ment close A qui possede une partie infinie d’éléments dont les produits deux a deux
restent dans A. Alors A est soit définissable, soit une restriction élémentaire de G.

Démonstration. Encore une fois, on recopie la preuve de [59]. Sinon, on trouverait
une partie X de G définie par une formule a parametres dans A, qui ne serait
satisfaite par aucun point de A. En particulier, X est de dimension maximale, et
Stabgo(X) est d’indice fini dans G°. C’est-a-dire que aX =~ X pour tout a de
Stab(X). Si a est dans A N Stab(X), alors X C aX, et méme aX = X puisque la
méme chose vaut pour a~!. Le sous-groupe S de G constitué des a tels que aX = X
est donc définissable. Remarquons qu’un nombre fini de translatés de S recouvre A,
donc soit S est de petite dimension, et A est définissable, soit S est de dimension
maximale, et égal & GY. Alors X = G, mais alors, tout ensemble infini de A a
au moins deux éléments a et b avec a.b~! dans G, c’est-a-dire dans X ! Une chose
impossible. [

Puissances cartésiennes

Si 'on veut parler de la dimension des puissances cartésiennes d’une structure M
munie d’'une dimension vérifiant (7) et (i), il est utile que la dimension se comporte
bien vis-a-vis du produit. On demandera que

vi) Pour toute formule ¢(x,y), on a l'inégalité suivante : il existe une fonction
P,y g
f(z,y) continue pour la topologie de 'ordre, telle que,

dim(p(z,y)) < f (fgﬂg{dim(w(% b)}, fgﬂg{dim(w(a, y)})

Remarque 10.88. Le rang SU vérifie 'axiome (vi), avec la fonction &, qui correspond
a une des inégalités de Lascar. La dimension cellulaire également. Le rang de Morley
vérifie cette égalité pour la fonction (. + 1) ® (. 4+ 1) (voir la remarque 1.19).

Une dimension d est réguliere si pour toutes dimensions a,b < d, f(a,b) < d. Par
exemple, dans une structure supersimple, les ordinaux dont la décomposition en base
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w est un monome sont des dimensions régulieres. Dans une structure w-stable, les
ordinaux du type w® ou «a est un monome sont des dimensions régulieres. Rajoutons
une condition sur les fibres, vérifiées par le rang de Morley, le rang de Lascar et la
dimension cellulaire :

(vii) Pour toute application définissable surjective f : A — B dont les fibres sont
de rang au moins «, on a

dim(A) > a + dim(B)

Proposition 10.89. Soit M une structure super-omega-chirurgicale vérifiant les
conditions (vi) et (vii). Si M est de dimension réquliére, pour toute partie A de M,

pel(pcl(A)) = pel(A).

Démonstration. Si c est dans pel(pcl(A)), il existe un b dans pcl(a) (ie tel que b
vérifie une formule ¢(z,a) de petite dimension) et une formule ) (z,b) de petite
dimension vérifiée par c¢. On peut supposer ¢(x,a) de dimension minimale et de
degré 1, de sorte que (z,a) isole b des points de rangs supérieurs. Montrons que la
formule Jy ¥ (z,y) A ¢(y, a) est de petite dimension. Montrons par induction sur la
dimension de ¢(z, a) que pour tout b, dim (i (z, V') ANp(V', a) < dimi(x,b). C’est clair
si (x,a) est algébrique sur A. Si ¢(b',a) est de petite dimension, devant ¢(x,a),
on applique 'hypothese d’induction. Sinon, &’ a le méme type que b sur a, et on ne
perd rien a supposer b’ = b si la dimension est invariante par automorphisme. Dans
tous les cas, dim(¢(z,b") A p(V',a)) < dimi(x,b). Alors, d’apres (vi), on a

dim((z, y) A o (y,a)) < f(dimib(x,b), dimp(z, a))

On conclut par (vii). O

Dimension et mesure

Remarquons qu’une notion de dimension vérifiant les conditions (7) et (i¢) n’est rien
d’autre qu'une norme ultramétrique sur Def,,/ =p.s, & valeur dans un ensemble
totalement ordonné. (i) assure que la norme d’'une classe soit bien définie, et (i7)
est I'inégalité triangulaire ultramétrique. La multiplicité de (ii7) correspond a une
notion de mesure discrete. Dans une structure M munie d’'une notion de dimension
vérifiant (i) et (i7), nous appellerons omega-mesure elle est, ainsi que d’une fonction
[ qui a tout ensemble définissable associe un réel strictement positif, de sorte que :

(viti) p soit préservée par bijection définissable.

(iz) Si X3, X5 est une partition de X en deux parties définissables de méme dimen-
sion que X, alors p(X) = pu(X1) + pu(Xa).

(x) Si f: A — B est une application définissable a fibres finies de taille au plus
n, alors u(B) < p(A) < n.u(B).
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Nous dirons qu'une structure M est omega-mesurable si u(X) < oo pour tout X.
Remarquons que les points ont tous pour mesure un meéme réel strictement positif,
et quitte a normaliser p, on peut supposer que cette mesure vaut 1. Les structures
mesurables au sens de [42] sont omega-mesurables.

Proposition 10.90. Dans un groupe omega-mesurable ayant un type de mesure non
nulle, la taille des centralisateurs ne peut étre bornée.

Démonstration. Si les centralisateurs sont de taille majorée par n, alors les classes
de conjugaison sont de méme dimension, et de mesure minorée par p(G)/n. Comme
R est archimédien, il n’y a qu'un nombre fini de classes de conjugaison. Soit A un
ensemble infini. Puisqu’il y a au moins un type sur A de mesure un entier p nul, il
n’y a un nombre fini de mesure supérieure, et la relation étre égal a un ensemble de
mesure petite devant p pres est une relation d’équivalence qui a un nombre fini de
classes. Donc le stabilisateur est d’indice fini. O]
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