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Abstract

Biological regulatory networks are complex systems in which biological entities interact
among themselves, leading to specific behaviors. In this thesis, we propose a general
methodology to have a better understanding of the mechanisms which take place in these
regulatory networks and more particularly in these having an oscillatory behavior. In a
general way, the various parts of this methodology aim at, firstly at analyzing more and
more large biological systems, secondly at refining accurate analyses on smaller models.
These works use the temporal properties of the biological models which are often plentiful
but still not much used. To succeed in integrating the temporal data, we developed hybrid
modelings which combine in their behavior purely qualitative aspects as well as continuous
aspects (in the quantitative temporal notions).

The first part of this general methodology consists in using a hybrid modeling named
TEM (meaning Temporal Evolution Model) which allows a pre-analysis of the biological
system. The advantage of this modeling is that it uses parameters which are very close to
biological data and that it can supply interesting results from a reduced number of simple
hypotheses. Nevertheless, the more we supply with data on the biological model in the
TEM approach, the more the obtained results are accurate.

The second part of our general methodology consists in taking back existing modelings
and usually used (the PLDE (piecewise linear differential equations) modeling and the
discret modeling of R. Thomas) and to add new joint methodologies. The first method
makes it possible to obtain all the necessary and sufficient constraints for the parameter
setting of a model according to some specifications. This can highlight common features
for all the parameter settings which validate the specifications of a model. Moreover, it
is able to provide all these parameter settings thanks to any constraints solver. A second
methodology allows to decompose the dynamics obtained from a parameter setting. This
second methodology can be used to have a better understanding of the dynamics which
are obtained by knowing if a behavior correctly fits a set of sub-behaviors and then, which
of these behaviors. The method can also be used to work on a subset of the dynamics by
taking into account only the featuring sub-behaviors.

The last part of our general methodology consists in a modeling named TDD modeling
(which means modeling by temporal domains decomposition) and stands for a refinement
of the previous analyses. This new modeling approach is based on the modeling presented
in the second part of the thesis in order to fully benefit from the methods we had deve-
lopped. Actually, this modeling, as the first modeling presented in this thesis, is a hybrid
modeling which also uses the notion of time via temporal parameters.
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Résumé

Les réseaux de régulation biologiques sont des systemes complexes dans lesquels les
entités biologiques interagissent entre elles, faisant ainsi émerger des comportements par-
ticuliers. Dans cette these, nous proposons une méthodologie générale afin de mieux com-
prendre les mécanismes en jeux dans ces réseaux de régulation et tout particulierement
dans ceux ayant un comportement oscillatoire. De facon générale, les différentes parties de
cette méthodologie ont pour but, soit d’analyser des systemes biologiques de plus en plus
grands, soit de raffiner les analyses sur des modeles moins conséquents. Ces travaux uti-
lisent les propriétés temporelles des modeles biologiques qui sont souvent abondantes mais
encore relativement peu exploitées. Pour parvenir a intégrer les données temporelles, nous
avons développé des modélisations hybrides qui combinent dans leurs comportements des
aspects purement qualitatifs ainsi que des aspects continus (dans les notions temporelles
quantitatives).

La premiere partie de cette méthodologie générale consiste a utiliser une modélisa-
tion hybride nommée TEM (pour modélisation d’évolution temporelle) qui permet une
pré-analyse du systeme biologique. L’avantage de cette modélisation est qu’elle utilise des
parametres qui sont tres proches des données biologiques et qu’elle peut fournir des ré-
sultats d’intérét a partir d’'un nombre réduit d’hypotheses simples. Néanmoins, plus nous
fournissons de données sur le modele biologique dans ’approche TEM et plus les résultats
obtenus sont précis.

La seconde partie de notre méthodologie générale consiste a reprendre des modélisa-
tions existantes et couramment utilisées (la modélisation par équations différentielles par
morceaux (PLDE) et la modélisation discrete de R. Thomas) et d’y ajouter de nouvelles
méthodes conjointes. La premiere méthode permet d’obtenir 'ensemble des contraintes
nécessaires et suffisantes pour le paramétrage d’un modele d’apres des spécifications. Ceci
peut permettre de découvrir des caractéristiques communes a I’ensemble des paramétrages
validant les spécifications du modele mais également d’obtenir I’ensemble de ces paramé-
trages grace a un solveur de contraintes. La seconde méthode permet de décomposer les
dynamiques obtenues a partir du paramétrage d’un modele. Cette méthode peut servir a
mieux comprendre les dynamiques ainsi obtenues en sachant si un comportement corres-
pond a un ensemble de sous-comportements et si oui lesquels. La méthode peut également
servir a travailler sur un sous-ensemble de la dynamique en ne prenant en compte que les
sous-comportements intéressants, par rapport a certaines préoccupations.

Enfin, la derniere partie de cette these consiste en une modélisation nommée modélisa-
tion TDD (pour modélisation par décomposition des domaines temporels) et permettant
de raffiner les analyses précédentes. Cette modélisation est basée sur la modélisation PLDE
et la modélisation discrete de R. Thomas afin de profiter pleinement des méthodes que
nous avons développées. En fait, cette modélisation, tout comme dans la premiere modé-
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lisation présentée dans cette these, est une modélisation hybride qui utilise également la
notion de temps via des parametres temporels.
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Chapitre 1

Introduction

Cette these se situe a la croisée de deux champs disciplinaires : le domaine de la bio-
logie des systemes et concernant plus particulierement les réseaux de régulation, et le
domaine de la modélisation formelle en informatique. Au cours de cette these, nous avons
utilisé de nombreux outils mathématiques et informatiques, tels que les PLDE (équa-
tions différentielles par morceaux), les systémes de transitions, les automates hybrides et
la programmation par contraintes, notre but étant de parvenir a obtenir une meilleure
compréhension des systemes biologiques.

1.1 Contexte

1.1.1 Les réseaux de régulations biologiques

Les réseaux de régulation biologiques sont des systéemes complexes. En effet, il s’agit de
réseaux ol des entités biologiques interagissent entre elles, permettant ainsi I’émergence
de comportements (c’est-a-dire de dynamiques) particuliers qui ne sont pas facilement pré-
dictibles. L’émergence de ces comportements se traduit par une explosion combinatoire
des dynamiques possibles. L’analyse de ces systemes par I’étude des mécanismes permet-
tant I’émergence de ces comportements est une des clefs de voute pour la compréhension
du vivant [CGT*09]. Le concept de réseaux de régulation biologiques est assez vaste et
regroupe de nombreux types de formalisations souvent étudiés grace a la mise en place des
modélisations dédiées et orientées par des considérations particulieres [DLMS06]. Parmi
ces réseaux de régulation, nous pouvons citer :

— Les réseaux écologiques qui peuvent aller de 1’échelle la plus locale (par exemple un
réseau bactérien ou de mycélium de champignons) a 1’échelle écopaysagere biosphé-
rique (par exemple le réseau écologique paneuropéen ou panaméricain).

— Les réseaux métaboliques qui permettent 1’observation de voies métaboliques par
la migration ou la transformation d’entités biologiques comme les protéines, les
enzymes etc..

— Les réseaux génétiques ou interagissent les genes en s’inhibant ou en s’activant par
I'intermédiaire de leurs produits (ARN, protéines etc.).

Parmi toutes les sortes de réseaux de régulation biologiques au niveau cellulaire, les

réseaux génétiques ont un intérét particulier parce qu’ils réagissent a un changement de
I’environnement et sont capables de controler la croissance, la reproduction et la mort
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de la cellule. Un role crucial dans la régulation de genes est joué par des protéines spé-
cifiques, appelées des facteurs de transcription, qui influencent la transcription de genes
particuliers en se liant aux promoteurs des genes. De cette fagon, un produit d'un gene
qui code pour un facteur de transcription peut influencer I'expression d’'un autre gene,
menant ainsi a une cascade possible de controles complexes. D’un point de vue abstrait,
les geénes agissent mutuellement et réciproquement les uns sur les autres pour controler
leurs productions, formant ainsi des réseaux complexes appelés réseaux de régulation gé-
nétiques (RRG) . L’étude des réseaux de régulation génétiques par la modélisation devient
maintenant essentielle pour comprendre les comportements intracellulaires dans des orga-
nismes vivants. En effet, la modélisation de ces réseaux est un outil d’aide a la décision
permettant d’orienter les expérimentations faites in vivo et ainsi de valider ou d’invalider
plus facilement des hypotheses biologiques.

Les premiers modeles pour étudier les réseaux de régulations génétiques ont été basés
sur les systemes d’équations différentielles ordinaires qui ont été développés pour capturer
le comportement du systéme étudié (voir par exemple [Wied8 Mes68, TNCV95, LGOS,
LGO08a, CTTNO7]). Chaque variable du modele mathématique abstrait la concentration du
produit d’'un gene particulier. Et 1’évolution de concentration s’explique par la différence
entre taux de synthese et taux de dégradation. D'un point de vue biologique, nous pou-
vons considérer que les régulations de genes sont qualitatives (chaque régulation est donc
“active” ou “inactive”). Cette simplification se justifie par le fait que la valeur d’un grand
nombre de parametres reste inconnue. Dans un tel cas, le modele mathématique devient un
systeme d’équations différentielles linéaires par morceaux : tant que les régulations ciblant
un gene ne changent pas d’état (actif ou inactif), nous considérons que le taux de synthese
de ce geéne est constant. Plusieurs travaux [DPHGO1, De 02, DGH'04, AS04, CDGO6]
sont basés sur des équations différentielles linéaires par morceaux. Quand des parametres
cinétiques ont été correctement déterminés, ces modeles produisent des dynamiques cohé-
rentes avec des observations expérimentales, et dans certains cas, qui peuvent étre vérifiées
expérimentalement [CCCT04, CTTNO7].

L’inconvénient d’un formalisme si expressif est sa sensibilité aux parametres cinétiques.
De plus, le manque de connaissances quantitatives sur ces parametres, la difficulté de
leur mesure in vivo aussi bien que la fiabilité des valeurs obtenues, obligent souvent a
utiliser des valeurs approximatives si ce n’est plus ou moins arbitraires. De plus, ces
simulations produisent les traces de la dynamique du systeme, mais ne permettent pas
souvent de conclure sur 'effet d’une action particuliere sur le systeme. Plus précisément, les
simulations faites avec des valeurs approximatives de parametres cinétiques ne permettent
pas réellement de déduire toutes les conséquences d’'une infime modification du systeme.

Pour faire face & ces limitations, certains ([DGH*04, BRD105]) préferent travailler
avec des méthodes qualitatives en considérant des domaines ou les variables ont des taux
de syntheses constants afin de faire du model-checking sur les systemes par équations diffé-
rentielles par morceaux. Aussi, quelques structures de modélisation qualitative ont été pré-
sentées. Par exemple, des approches booléennes [Ras48, Sug61, Sug63, Tho73] permettent
une représentation de la concentration de protéines comme une variable booléenne, dont la
valeur est controlée par la présence ou ’absence de ses régulateurs. Les évolutions tempo-
relles de concentrations sont ainsi représentées comme une séquence de valeurs booléennes,
représentant 'ordre des activations/inhibitions du gene considéré. Ainsi, le temps n’est
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alors plus continu, mais devient un temps abstrait qui met en évidence seulement les chan-
gements qualitatifs du systeme. L’approche booléenne a été ensuite généralisée par René
Thomas qui a proposé une approche discrete [Tho91]. Cette structure de modélisation a
permis ’établissement de correspondances fortes entre la modélisation par des équations
différentielles linéaires par morceaux et la modélisation booléenne et/ou discrete [Sno89].

1.1.2 Les modélisations hybrides

Les modélisations hybrides [ACHH93, AD94] sont particulierement adaptées pour des
systemes dynamiques complexes ayant des comportements caractérisés par des change-
ments instantanés entre des phases d’évolution continue. Les modélisations hybrides sont
donc couramment utilisées pour 'analyse de systemes biologiques comme par exemple
[ABI*T01, BSD™01, HKI*07]. Nous illustrons notre propos par un exemple simple et intui-
tif d'un tel type de systeme : la fontaine shishi odoshi (voir Figure 1.1). La fontaine shishi
odoshi est une fontaine japonaise en bambou utilisée a I'origine aux abords des foréts pour
éloigner les oiseaux et les bétes des terrains agraires. Le principe en est assez simple : une
tige de bambou articulée bascule régulierement d’avant en arriere par le poids de I'eau qui
coule dedans. Chaque basculement est stoppé par une butée (ce qui provoque un bruit
sensé effrayer les animaux sauvages).

@ K\ OEENS © N\ @ K\
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Fi1G. 1.1 — Représentation des différents états d’'un modele d’une fontaine Shishi Odoshi.
(a) la bascule en bambou se remplit d’eau. (b) la bascule en bambou s’incline par le poids
de l'eau et la hauteur h diminue. (¢) la bascule en bambou se vide de son eau et son
basculement est bloqué par la butée. (d) la bascule en bambou se redresse par le poids de
sa base et la hauteur h augmente.

Nous modélisons simplement ce systeme en considérant que durant un basculement la
quantité d’eau dans la tige en bambou articulée ne varie pas. Nous pouvons alors distinguer
quatres comportements discrets distincts représentés par les figures 1.1(a), 1.1(b), 1.1(c)
et 1.1(d). Ces comportements sont représentés dans notre modélisation hybride par quatre
états discrets qui sont respectivement : A, B, C' et D. Dans notre modélisation hybride,
il existe également un ensemble de transitions entre ces états qui permet d’observer une
dynamique discrete du systeme. Ces transitions sont A - B, B — C,C — Det D — A.

Néanmoins, dans la fontaine shishi odoshi, I'inclinaison de la bascule en bambou est
conditionnée par la quantité d’eau contenue dans la bascule. Et cette quantité d’eau varie
de facon continue au cours du temps tout comme la hauteur A qui permet de savoir si la
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bascule a atteint une butée dans les Figures 1.1. Nous intégrons donc ces comportements
continus dans notre modélisation de la maniere suivante :

— Pour chaque état, nous indiquons :

— la valeur de la dérivée pour les variables continues ¢ (pour le pourcentage de
remplissage de la tige articulée en eau) et h (pour la hauteur en centimetre). Par
exemple : ¢ =0 et h =1 dans U'état D.

— les invariants. C’est-a-dire les conditions devant étre respectées pour rester dans
I’état. Par exemple, 0 < ¢ < 100 et 20 < h < 80 dans les états A, B, C' et D.

— Pour chaque transition, nous indiquons :

— une garde. C’est-a-dire les conditions devant étre respectées pour effectuer la tran-
sition. Par exemple, ¢ > 90 pour la transition A — B. Ou encore, h = 80 pour la
transition D — A.

— une mise a jour de certaines variables (cela n’est pas nécessaire dans notre sys-
teme).

La modélisation hybride ainsi mise en place permet de prendre en compte des compor-
tements continus (la variation des variables ¢ et h) dans une dynamique globale discrete
(le graphe d’états). Notons que dans notre exemple, nous avons intégré une notion d’incer-
titude puisque en considérant les invariants de I’état A et la garde de la transition A — B,
la transition A — B peut s’effectuer dans 'intervalle 90 < ¢ < 100. Cela signifie que la
bascule peut s’incliner alors qu’elle n’est pleine qu’a 90% mais peut également attendre
d’avoir atteint un remplissage de 100% pour s’incliner. Dans le cas présent, nous pouvons
considérer que cette incertitude est due a ’environnement extérieur (par exemple des per-
turbations causées par le vent). Cette notion d’incertitude est d’autant plus importante
qu’en biologie, les expériences sont sujettes au bruit. Mais nous pouvons également étre
plus précis, comme pour la transition D — A ou la butée enleve toute incertitude quant
a I'arrét du basculement.

1.2 Motivations et problematiques

Les réseaux de régulations biologiques sont rarement figés et ils sont souvent en équi-
libre dynamique. Les phénomenes oscillatoires sont extrémement nombreux dans la nature,
comme les cycles circadiens (périodicité d’une journée) qui permettent entre autres la ré-
gulation du cycle du sommeil et la régulation de la température. C’est pour cette raison
que nous nous attachons principalement a I’étude de phénomenes oscillatoires dans ces
réseaux. Les données expérimentales permettant I’étude de ces réseaux sont souvent brui-
tées, partielles et hétérogenes. Il est donc important de savoir composer avec ces types de
données. Par exemple, il existe un grand nombre de données temporelles sur la dynamique
de ces réseaux de part les nouvelles technologies de mesures expérimentales [BH09].

Malheureusement, les approches qualitatives usuelles que nous avons présentées pré-
cédemment ne sont pas capables de mesurer le temps passé dans un domaine particulier,
parce que la notion de temps dans de telles structures de modélisation est souvent réduite
a l'ordre chronologique de changements qualitatifs. Ainsi ces formalismes de modélisation
sont incapables de répondre aux questions sur la durée nécessaire pour que le systeme
atteigne un état particulier, ou pour mener a une dynamique périodique établie. Ils sont
aussi incapables d’expliquer certaines bifurcations dans la dynamique qui menent a des
changements de comportement.
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1.3 Contributions de la these

Notre étude porte sur les dynamiques d’expression d’entités biologiques qui sont classi-
quement représentées par des graphes d’états discrets (comme I’approche de René Thomas
[Tho91]) ou encore par des équations différentielles (et notamment par des équations diffé-
rentielles par morceaux [DGH'04]). Nous voulons étudier plus finement les évolutions de
ces expressions afin de parfaire les connaissances que nous avons sur les modeles étudiés en
y intégrant des caractéristiques temporelles de délais. Pour cela, on s’intéresse d’abord aux
durées de croissance et de décroissance de ces dynamiques dans le comportement globale-
ment oscillatoire de chacune des entités et relativement aux autres. Dans cette premiere
étape de notre travail, nous obtenons des résultats sous la forme de contraintes entre les
parametres temporels. Ces résulats seront réutilisés dans 1’étape finale de notre travail
(la troisieme étape) ou nous nous intéressons a un raffinement temporel de 'approche de
René Thomas et de la modélisation par équations différentielles par morceaux. Quant a la
deuxieme étape, elle repose sur des méthodes d’expression par contraintes pour faire du
model-checking et de la décomposition de graphes d’états qui nous serviront également
dans la partie finale de notre travail.

Un certain nombre d’étapes successives de modélisation ont donc été élaborées du-
rant la these. Nous allons présenter ces différentes étapes apres avoir explicité le type de
systemes sur lequel nous travaillons.

Les systemes paramétriques et contraints. Dans ’ensemble de cette these, nous
partons du postulat que tout systeme dynamique en biologie (i) peut se présenter comme
un systeme basé sur un graphe d’états qui englobe sous forme symbolique ’ensemble des
comportements dynamiques envisageables (et parfois contradictoires) du systéeme et (ii)
que ce graphe d’états est en réalité fortement contraint par un ensemble de facteurs issus
des phénomenes environnementaux avec lesquels le systeme évolue.

A paritr de ce postulat, si nous avons suffisamment d’informations pour créer un tel
graphe d’états, nous pouvons ensuite travailler sur des modeles pour lesquels nous n’avons
qu'un ensemble partiel d’informations dynamiques et/ou temporelles. Ainsi, plus nous
avons d’informations sous la forme de relations chronologiques ou chronométriques entre
les différents parametres constituant ce systeme et plus le graphe d’états est contraint.
Ceci permet d’affiner progressivement I’analyse afin d’obtenir des résultats de plus en plus
précis et révélateurs de la réalité biologique. De plus, cela peut permettre de travailler
aussi bien sur des données valuées que sur des données paramétriques et donc d’obtenir
de nos modélisations aussi bien des simulations que des relations formelles (contraintes)
entre ces parametres. Enfin, une telle étude permet également de trouver des ensembles
de valeurs cohérentes avec les contraintes obtenues en utilisant des techniques comme la
programmation par contraintes. Ces approches de programmation par contraintes sont a
la base d’un certain nombre de travaux récents tels que [FR09, CTF*09).

Cette idée d’une démarche incrémentale dans I’étude des comportements des processus
biologiques est le coeur du travail que nous présentons dans cette these. Trois phases
de modélisation passant par différents niveaux d’abstractions peuvent étre établies dans
cette démarche et nous allons maintenant présenter la premiere qui considere les aspects
oscillatoires du comportement de processus étudiés.
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La modélisation des parametres caractéristiques des phénomenes oscillatoires
— relation entre les parameétres temporels. Une premiere étape de notre démarche
consiste a réaliser une amorce de modélisation qui porte non pas sur les valeurs des niveaux
de concentration des entités qui nous intéressent mais sur leur tendance évolutive. Par
la suite, nous appelons cette nouvelle modélisation : TEM (pour Temporal Evolution
Model)!. 11 s’agit d’une modélisation hybride pour des réseaux biologiques caractérisés
par des dynamiques oscillatoires. La modélisation TEM représente 1’évolution d’entités
biologiques interagissant entre elles. Par entités biologiques, nous entendons par exemple
des genes, mais de facon plus générale et a une autre échelle, cela peut aussi concerner
des ARNs, des protéines ou encore des populations. Ces entités biologiques interagissent
entre elles par des relations d’interactions (I’évolution d’une entité agit positivement ou
négativement sur ’évolution d’une autre entité) ou par des relations de réactions (une
entité se transforme ou est consommée pour former une autre entité). Il est donc possible
grace a la modélisation TEM, d’étudier des réseaux génétiques, des réseaux métaboliques,
des réseaux écologiques, voire également des réseaux multi-échelles comme des réseaux
génétiques et métaboliques.

Un comportement oscillatoire peut étre décrit qualitativement comme une succession
d’évolutions croissantes et décroissantes des entités biologiques. Quand une entité biolo-
gique évolue de facon croissante puis décroissante (ou inversement de fagon décroissante
puis croissante), 'entité biologique passe par un comportement transitoire et fugitif que
nous appelons un pic d’évolution. De plus, un comportement oscillatoire peut également
étre décrit quantitativement par les durées de ces évolutions croissantes et décroissantes
des entités biologiques. Dans la modélisation TEM, les comportements oscillatoires sont
décrits a la fois comme étant une succession de pics d’évolution et par les durées des
évolutions croissantes et décroissantes des entités biologiques. Ces durées d’évolution cor-
respondent aux parametres de notre modélisation. Les données sur ces durées sont souvent
abondantes mais encore peu exploitées et donc difficilement exploitables avec les outils
actuels.

Cette modélisation a pour objectif de répondre a diverses questions notamment celles
liées au temps et celles portant sur la dynamique d'un systeme modélisé. Mais un point
essentiel est que cette approche ne tient absolument pas compte de la notion d’amplitude
dans les évolutions des entités biologiques. Afin d’exploiter cette notion d’amplitude, nous
revenons sur deux modélisations classiques a partir desquelles nous proposons de faire
émerger de nouvelles méthodologies plus adaptées et plus fines.

Correspondance entre modélisation purement discrete et modélisation affine
par morceaux — relation entre les parametres discrets. Dans cette deuxieme par-
tie de notre travail, nous cherchons a répondre a des questions comme : un comportement
oscillatoire est-il issu d’un ensemble de sous-comportements et si oui, lesquels? Ou en-
core, existe-t-il des bassins d’attractions et a partir d'un état du systeme, est-il possible
d’atteindre ces bassins d’attractions ? Pour répondre a ces questions, nous avons travaillé
en partant de deux modélisations déja existantes : la modélisation par équations dif-
férentielles par morceaux (Piecewise-Affine Differential Equation (PADE communément
appelé PLDE)) d’une part et, son abstraction discrete qu’est le formalisme de René Tho-
mas d’autre part. Comme nous le montrons dans cette these, ces deux modélisations se

1Soit en francais Modélisation d’Evolution Temporelle.
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rejoignent car elles permettent d’avoir des expressions tres semblables donnant lieu a un
graphe d’états identique dans les deux cas.

L’approche que nous utilisons est une approche par contraintes. C’est-a-dire que nous
considérons la recherche d'un graphe d’états comme une probleme défini par un ensemble
de variables et un ensemble de relations entre ces variables sous forme de contraintes.
Un graphe d’états est alors défini par un tuple de valeurs pour ces variables qui doivent
satisfaire les contraintes. Ce tuple de valeurs peut étre fourni par un solveur de contraintes
a partir de ’ensemble des variables et de I’ensemble des relations entre ces variables.
Notons que ce graphe d’états n’apporte pas les mémes résultats qu'un graphe d’états
obtenu par la modélisation TEM. En effet, les différents états du graphe pour le formalisme
de René Thomas et la modélisation par PLDE correspondent aux niveaux d’expression
des entités du réseau étudié, tandis que nous nous focalisions plutot sur leurs tendances
évolutives dans la modélisation TEM dont nous avons parlé précédemment.

Une fois le graphe d’états obtenu, nous le voyons comme étant une boite blanche
avec des entrées et des sorties qui sont des états arbitrairement choisis. Dans cette boite,
circulent des flux qui commencent aux entrées et prennent fin aux sorties en passant a
travers une succession d’états et de transitions entre ces états. Nous décomposons ainsi
le graphe d’états en un ensemble de flux, de fagon a ce que toutes les transitions soient
traversées par au moins un flux et que la taille des flux nécessaires a ce recouvrement
soit minimale. Cette méthode a déja été utilisée dans le cadre des réseaux métaboliques
[LBO5] ou ces flux sont appelés MMBs (Minimal Metabolic Behaviors).

La modélisation par PLDE et le formalisme de René Thomas, ne permettent pas de
raisonner sur des données temporelles tres en profondeur. Ces données peuvent pourtant
apporter des informations complémentaires et pertinentes. Le formalisme de René Thomas
ne donne pas aussi précisément la nature d’'un comportement dynamique que la modéli-
sation par PLDE. Mais, en contrepartie, il est difficile de déterminer expérimentalement
les parametres de cette derniere. En intégrant dans le formalisme de René Thomas et la
modélisation par PLDE une notion temporelle, il est possible de combler les manques de
chacune en apportant plus de précisions au formalisme de René Thomas et des données
complémentaires a la modélisation par PLDE. C’est ce que nous cherchons a faire dans
la troisieme phase de notre démarche.

Intégration des contraintes sur les parametres continus et discrets pour un
raffinement des comportements hybrides. Dans cette troisieme partie, nous pro-
posons une modélisation hybride que nous appelons modélisation par décomposition des
domaines temporels (TDD). Cette modélisation découpe 'espace d’états de ’expression
d’entités biologiques en niveaux d’expression. Ce découpage est identique a celui de la mo-
délisation discrete et a celui de la modélisation par PLDE. Par conséquent, avec cette mo-
délisation TDD nous travaillons sur le méme graphe d’états discrets que dans la deuxieme
partie et la recherche du graphe d’états discrets peut se faire en utilisant la méme méthode
par contraintes. Afin de raffiner 'analyse des comportements dans ce graphe d’états, nous
intégrons a cette structure une notion temporelle de durée : le temps passé dans les états
du systeme. Ce raffinement permet par exemple de connaitre les contraintes temporelles
conduisant a une bifurcation vers des bassins d’attractions.

La modélisation par TDD peut également exploiter les données temporelles fournies
par la modélisation TEM (premiere étape de notre travail) et focaliser son champ d’étude
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(2) Approche discrete (2) Approche par équations
a la René Thomas différentielles par morceaux
(1) Contraintes sur les (2) Contraintes sur les
parametres temporels parametres dlscrets

(2) Focahsatlon sur un
sous- graphe d’états discrets

(3) Synthese des
contraintes pour le raf-
finement de I’analyse
des comportements

Fi1G. 1.2 — Schéma récapitulatif des contributions de la these avec en foncé les travaux
effectués durant la these et leur numéro de phase.

a une zone restreinte dans le graphe d’états discrets grace a la décomposition par MMBs
(deuxiéme étape de notre travail). Il devient ainsi possible de raffiner 'analyse d’'un com-
portement oscillatoire préalablement étudié par la modélisation TEM afin de savoir par
exemple si ce comportement prend, au final, la forme d’une spirale convergente ou di-
vergente, ou encore d'un cycle limite. Ce raffinement final, qui constitue la synthese des
différentes phases de notre travail se veut une contribution a ’analyse des comportements
des systemes biologiques complexes en vue de la prévision, voire de I'évitement de phéno-
menes pathologiques.

1.4 Etat de l’art

De part ses thématiques, cette these est a rapprocher de travaux qui principalement
issus de la communauté francophone.

1.4.1 Les modélisations intégrants la notion de temps.

Travaux de Jamil Ahmad et al. [ABCT07, ARB"08]. Ces travaux s’inscrivent
dans la méme démarche que ceux effectués durant cette these et se rapprochent de la
modélisation que nous proposons au chapitre 4. La modélisation hybride de J. Ahmad
et al. ajoute une caractéristique temporelle dans le graphe d’états représentant le com-
portement dynamique du systeme modélisé. Les auteurs considerent que le systeme reste
un certain temps dans ses états et modélisent ce temps par la notion de délais. Ces dé-
lais s’accumulent pour une trajectoire donnée dans le graphe d’états et permettent de
raffiner 'analyse du systeme en interdisant certains comportements d’apres les données
temporelles. Les travaux de J. Ahmad et al. sont également axes sur I’analyse de com-
portements oscillatoires. Pour cela, ils s’attardent sur I’étude de ce qu’ils appellent « les
noyaux d’invariance » qui correspondent a des régions dans lesquelles les trajectoires sont
cycliques.

Cependant, certains comportements dans leur modélisation ne peuvent pas étre re-
trouvés dans un systeme par équations différentielles par morceaux. Le cas le plus ca-
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ractéristique est celui du noyau d’invariance contenant plusieurs trajectoires cycliques.
On peut alors observer qu’une trajectoire A qui est plus proche de son point d’équilibre
qu'une trajectoire B peut, par la suite, se retrouver plus éloignée que la trajectoire B de
ce méme point d’équilibre. Un autre point important porte sur 'approximation faite sur
I’accumulation temporelle. En effet, les vitesses d’évolutions et les distances peuvent varier
d’un état a un autre. Or, lors d’'un changement d’état, la distance temporelle entre deux
trajectoires ne change pas dans leur modélisation. Il existe également dans cette modéli-
sation des régions pour lesquelles les trajectoires n’ont pas de significations dans la réalité.
C’est pour remédier a ces limitations que nous avons apporté les éléments nouveaux qui
constituent notre contribution.

Travaux de Heike Siebert et Alexander Bockmayr [SB06]. La modélisation pro-
posée par H. Siebert et A. Bockmayr est proche de celle proposée par J. Ahmad et al.. Les
auteurs préferent travailler sur des intervalles de délais plutot que sur des délais rendant
les trajectoires déterministes. Pour cela, ils considerent l'intervalle de délais pour passer
d’un niveau n a un niveau n + 1 pour une variable donnée. De plus, ils utilisent des au-
tomates temporisés pour leur modélisation qui ne permettent pas de prendre en compte
des vitesses d’évolution différentes de 1 (en particulier des vitesses nulles ou négatives)
contrairement a la modélisation de J. Ahmad et al. et celle que nous proposons dans le
chapitre 4. Pour compenser, leur graphe d’états est plus complexe car ils y distinguent les
variables évoluant positivement ou négativement et les variables n’évoluant pas.

Travaux de Gregory Batt et al. [BBMO07]. Les auteurs utilisent le formalisme de
O. Maler et A. Pnueli [MP95] pour décrire un réseau de régulation génétique. Avec ce
formalisme, les auteurs distinguent clairement les genes et leurs produits. Les genes sont
représentés comme des fonctions booléennes de produits de genes. Les produits de gene
sont représentés par leurs niveaux de concentration et leur évolution (positive ou négative)
est fonction de leur gene (actif ou non). L’action du gene sur le niveau de concentration
de son produit est temporisée sur un intervalle de délais. Tout comme dans les travaux de
H. Siebert et A. Bockmayr, ils considerent l'intervalle de délais pour passer d’un niveau
n a un niveau n £ 1 pour une variable donnée. Au final, ces deux modélisations sont
extréemement proches bien que le formalisme pour la description du réseau de régulation
génétique pour les modéliser soit différent dans chacun des cas et que G. Batt et al.
considerent que les produits de gene évoluent continuellement (leur vitesse d’évolution
n’est donc jamais nulle).

Les équations différentielles avec délais [HL93]. Un modele basé sur des équations
différentielles avec délais permet de ne pas spécifier tous les processus explicitement et
leurs effets sur la dynamique du systeme peuvent étre regroupés et définis sous la forme
de délais. Cette caractéristique est intéressante car des données expérimentales pour le
systeme d’intérét sont souvent manquantes, et certains des processus qui ne sont pas bien
connus ou compris peuvent étre regroupés sous forme de délais pour réduire ainsi le nombre
de variables et de parametres du modele. En revanche, ces équations différentielles avec
délais sont difficiles a résoudre et les méthodes géométriques et de plan de phase usuelles
ne peuvent pas étre utilisées simplement.
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Travaux de Denis Thieffry [Thi93] et de Marcelle Kaufman et al. [KAL99].
D. Thieffry propose dans sa these de rajouter la notion de délais dans le formalisme de
René Thomas afin d’expliquer par des contraintes temporelles la bifurcation entre deux
bassins d’attractions (états lytique et lysogénique chez le phage lambda par exemple).
M. Kaufman et al. proposent une modélisation booléenne en y ajoutant deux délais par
variable (un délai pour passer du niveau 0 au niveau 1 et un délai pour passer du niveau 1
au niveau 0). Puis, ils montrent comment le temps peut avoir une incidence sur 'activation
des cellules T ou sur leur manque de réponse par exemple. L’ensemble de ces travaux
ont utilisé des méthodes manuelles pour l'obtention de leurs résultats sur leur modele
spécifique. A contrario, nous nous efforcons dans notre travail a la mise au point de
méthodes algorithmiques systématiques.

1.4.2 Les méthodes pour la synthese automatique des para-
metres.

Travaux de Adrien Richard et al. [RCB05, RCBO06]. Les auteurs proposent une
méthode permettant de synthétiser les parametres du formalisme de René Thomas en
utilisant des spécifications sur la dynamique du systeme grace a la logique temporelle
CTL. La méthode consiste a énumérer I’ensemble des paramétrages possibles, puis pour
chaque lot, de vérifier si le graphe d’états qui en résulte valide la spécification CTL. Cette
méthode automatique se trouve étre assez lourde car le nombre de paramétrages possibles
est exponentiel par rapport au nombre de parametres et au nombre de valeurs pouvant
étre prises par chaque parametre.

Travaux de Fabien Corblin et al. [CFT07]. Les auteurs proposent d’utiliser la pro-
grammation logique par contraintes pour ’analyse des réseaux de régulation génétique.
Les auteurs intégrent la notion d’états singuliers proposés par H. de Jong et al. [DGH™04]
dans le cadre de la modélisation par équations différentielles par morceaux et par A. Ri-
chard et al. [RCB05, RCB06] dans le cadre du formalisme de R. Thomas. A partir d’un
ensemble de prédicats, ils peuvent contraindre la dynamique du systeéme (contraintes d’at-
teignabilité, contraintes sur les états stationnaires ou sur le nombre d’états stationnaires
etc.). En revanche, ces travaux ne permettent pas 'utilisation d’un langage permettant
des requétes aussi expressives que ne le permet la logique CTL. En effet, les prédicats
proposés ne correspondent pas a un ensemble d’opérateurs permettant d’obtenir I’expres-
sivité de la logique CTL. De plus, la logique CTL permet I'imbrication de prédicats qui
n’est pas mise en place dans ces travaux.

Travaux de Daniel Mateus et al. [MGCLOT7]. Les auteurs se servent de la logique
temporelle linéaire LTL afin de faire du model-checking sur une exécution symbolique
du systeme [ALLTO05]. Ils spécifient des comportements utilisant LTL et choisissent des
parametres qui respectent des formules LTL par construction de contraintes. Chaque spé-
cification implique des contraintes que les parametres doivent satisfaire car elles définissent
le jeu de tous les modeles vérifiant le comportement LTL indiqué. La simplicité due au
passage par une exécution symbolique du systeme est appréciable mais cela oblige les
auteurs a travailler sur une structure bien plus grande que le graphe d’états résultant du
systeme d’interaction étudié.



1.5 Organisation du document 11

1.5 Organisation du document

Cette thése s’organise en cing chapitres. Apres ce chapitre 1 d’introduction, le décou-
page des trois chapitres suivants suit la démarche que nous avons décrite en section 1.3.
Le découpage choisi montre un raffinement progressif de la représentation des systemes
complexes.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la modélisation hybride pour les systemes oscil-
latoires. Dans la premiere section, nous décrivons le type de systeme d'interactions et de
réactions que nous souhaitons modéliser. Dans les deuxieme et troisieme sections, nous dé-
crivons respectivement la syntaxe et la sémantique de cette modélisation hybride. Ensuite,
nous montrons comment construire les transitions discretes du modele a partir du systeme
d’interactions et de réactions. Puis, nous présentons les possibilités de cette modélisation
hybride. Enfin, dans la section suivante, nous montrons au travers d’une étude de cas les
résultats que permet d’obtenir une telle modélisation hybride par TEM.

Le troisieme chapitre est dédié a de nouvelles approches pour des Modélisations exis-
tantes sur les réseaux de régulation génétique. Ce chapitre reprend dans une premiere section
la modélisation par équations différentielles par morceaux (PLDE) puis, dans une deuxieme
section la modélisation discrete de René Thomas. Nous consacrons la troisieme section a
rappeler la relation entre la modélisation discrete et la modélisation par PLDE. Pour cela, nous
montrons dans la sous-section 3.4, que par définition, la modélisation discrete de René
Thomas, n’est qu’une abstraction discrete de la modélisation par PLDE. Puis, nous mon-
trons la corrélation entre ces deux modélisations lorsque nous les considérons comme des
systemes contraints. Une des problématiques majeures posées par ces deux modélisations
concerne la recherche de contraintes sur les parametres afin de trouver des dynamiques
qualitatives cohérentes avec le systeme biologique modélisé. Nous avons voulu répondre a
cette problématique en utilisant une approche par contraintes que nous détaillons dans la
section recherche de dynamiques qualitatives par contraintes. Apres un rappel de la définition
de la logique temporelle CTL, nous montrons comment associer des spécifications formu-
lées dans ce langage avec des contraintes obtenues sur les parametres discrets de René
Thomas. Ensuite, nous montrons qu’il est aussi possible d’ajouter des contraintes de flux
qui sont obtenues par décomposition des comportements. Pour ce faire, nous montrons
comment appliquer des méthodes a priori destinées aux comportements métaboliques
minimaux (MMB). Pour finir, nous présentons une étude de cas basée sur les notions
présentées dans ce chapitre.

Le quatrieme chapitre est consacré a la modélisation hybride pour les réseaux de régu-
lation génétique. Cette modélisation hybride s’appuie sur la connaissance des parametres
discrets des deux modélisations présentées dans le chapitre précédent : la modélisation
par PLDE et la modélisation discrete de René Thomas. Ce chapitre a une structure tres
proche du deuxieme chapitre sur la modélisation hybride pour les systemes oscillatoires. Les
deux premieres sections est dédiées a la syntaxe et a la sémantique de cette modélisation
hybride. Ensuite, nous découpons les états discrets du systeme en sous-domaines et nous
introduisons la notion de zones temporelles. Nous montrons aussi comment obtenir des pro-
priétés sur les parametres temporels a partir de spécifications sur la dynamique du systeme
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modélisé. Nous terminons la présentation de cette modélisation hybride par une étude de
cas afin d’illustrer notre démarche appliquée et nos résultats sur un exemple complet.

Le cinquieme chapitre est une conclusion générale qui récapitule les contributions de
cette these. Puis nous consacrons une section afin de montrer la cohérence et |'imbrica-
tion des outils développés durant cette these. Pour finir, nous formulons un ensemble de
perspectives qui permettraient de prolonger ce travail.



Chapitre 2

Modélisation des parametres
caractéristiques des phénomenes
oscillatoires

Dans cette modélisation, nous sommes intéressés par les pics d’expression plutot que
par les niveaux d’expression. Si nous nous focalisons sur les pics d’expression, les états
discrets du systeme peuvent étre représentés par un tuple de variables booléennes. Chaque
variable booléenne — que nous appelons signe de la dérivée — représente le comportement
d’une entité biologique du systeéme en figurant son augmentation ou sa diminution (voir
la Figure 2.1).

concentration

FiG. 2.1 — Variations de I'expression de deux entités biologiques. Ce comportement cor-
respond au cycle qualitatif (+,—) — (+,+) — (=, +) — (=, —) — (+,—).

Les transitions entre les états qui correspondent a des pics d’expression sont données
par un graphe d’interactions et de réactions. Dans ce graphe, les noeuds sont des enti-
tés biologiques et les arétes orientées et étiquetées sont des interactions ou des réactions.
I'étiquetage d’'une aréte permet de savoir si l'aréte est une interaction positive (une ex-
pression croissante d’une entité favorise I'expression d’une autre entité), une interaction
négative (une expression croissante d'une entité inhibe 1’expression d’une autre entité) ou
une réaction (une entité est consommée pour former une autre entité).

Les pics d’expression suivent des propriétés temporelles qui sont facilement disponibles
et observées expérimentalement. Cette modélisation se base sur I'une de ces propriétés qui
est le temps de croissance ou de décroissance des variables du systeme. Ainsi, cela corres-
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pond au temps entre deux pics d’expression d’'une variable dans le systéme (un pic haut
et un pic bas). Ce temps de croissance ou de décroissance pour l’expression d’une variable
est rarement constant (voir la Figure 2.2) et en tout cas souvent partiellement déterminé,
voire indéterminé. Nous choisissons donc d’utiliser un intervalle de temps pour le définir,
rendant ainsi notre modélisation non-déterministe. Un pic d’expression pour une variable
donnée peut alors exister si et seulement si les contraintes portant sur I'intervalle de temps
pour cette variable sont respectées. Les abstractions faites dans cette modélisation visent
ici a analyser des comportements oscillatoires et plus particulierement des comportements
périodiques.

A concentration
0 tefnps
Dy Dy dr d,

F1G. 2.2 — Variation de 'expression d'une entité biologique z. D, (resp. d, ) représente
le délai maximal pour la décroissance de z (resp. le délai minimal pour la décroissance
de z). D (resp. d;) représente le délai maximal pour la croissance de x (resp. le délai
minimal pour la croissance de ).

2.1 Systeme d’interactions et de réactions

Nous décrivons un systeme dynamique non linéaire comme étant un systeme d’inter-
actions et de réactions (IRS) qui est défini comme suit :

Définition 1 (Systéme d’interactions et de réactions (IRS)) Un systeme d’inter-
actions et de réactions (IRS) est un triplet (V,I, R) ot :

— V est un ensemble fini d’entités biologiques.

-1 CV xaxV estun ensemble fini d’interactions étiquetées par o € {4, —} qui
est le signe de linteraction. (v, o, v") € I est alors linteraction de v sur v', appelée
activation si o = + et inhibition sinon.

-~ RCV xV est un ensemble fini de réactions. (v,v') € R est alors la réaction de v
vers v'.

Comme illustration, la Figure 2.3 montre le systeme d’interactions et de réactions

P=(V,I,R) tel que V = {z,y}, I = {(z,+,9), (y, — 2)} et R=10.
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Protein X

genex geney
Protein Y

F1G. 2.3 — Description d’un réseau d’interaction a deux genes (z,y). Le géne x produit la
protéine X qui active la transcription du gene y. Cela implique la production de protéine
Y qui réprime la transcription du gene x.

Notons que les auto-régulations positives (c’est-a-dire les interactions de la forme
(v,4,v)) n’ont pas d’impact sur le modele hybride puisque de telles interactions ne
changent pas les signes des dérivées. Par exemple, si ’expression de v augmente alors son
auto-régulation positive pousse v a s’exprimer encore davantage. Dans le cas contraire, si
I’expression de v diminue alors son auto-régulation positive pousse v a s’inhiber davantage.
Notons également que I'expressivité de ce systeme d’interactions et de réactions n’est pas
limitée par sa syntaxe élémentaire. Par exemple, une réaction (v,v’) qui requiert la pré-
sence (respectivement I’absence) d'une entité v” non consommée par la réaction peut étre
représentée par la réaction (v,v’) et 'interaction (v”, 4, v’) (respectivement (v”, —,v’)). La
notion de complexe peut aussi étre représentée de fagcon abstraite. La premiere possibilité
(qui est la plus précise) est de représenter le complexe comme une entité du systeme. Par
exemple, si les entités v et v’ forment un complexe qui agit positivement sur v”, alors le
systeme a les réactions (v, vv’), (v/,vv') et interaction (vv', +,v") avec vv’ € V. L’autre
possibilité est la duplication des interactions et des réactions pour chaque entité du com-
plexe. Par conséquent, pour cette solution et avec 'exemple précédent, les réactions du
systeéme sont (v, v”) et (v/,0").

2.2 Syntaxe

En nous basant sur le systeme d’interactions et de réactions, nous construisons un mo-
dele d’évolution temporelle (TEM) qui est une sous-classe d’automates hybrides linéaires
qu’on appelle les automates temporisés [AD94]. Par la suite, nous y faisons néanmoins
référence comme étant un automate hybride [ACHT95, LSVO03] car c’est ainsi que nous
le décrivons dans les outils de vérification paramétrique que nous utilisons puisque aucun
outil similaire n’est actuellement disponible a notre connaissance pour effectuer ce type
de vérification pour les automates temporisés. Etant donné un ensemble de variables X,
soit C'(X) I'ensemble des conjonctions des contraintes de la forme zocavec x € X, c € Q
et o € {<,=,>}.

Définition 2 (TEM) Un modéle d’évolution temporelle (TEM) défini sur un IRS (V, I, R)
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est un H-uplet
D= (L,ly,H, E,Inv) ot :

~ L ={(s1,-..,8.) | s € {+,—}} est un ensemble fini d’états discrets et n est le
nombre de variables (n = |V|).

— lg € L est l’état discret initial.

— H est un ensemble fini de variables réelles positives (c.-a-d. les horloges du systéme
avec un dérivée par rapport au temps égale a 1).

- EC LxC(H)x 2% x L est un ensemble fini d’arétes. (I, u,R,l') € E est alors une
transition de l’état discret | vers l’état discret I', avec la garde p et R, l’ensemble
des horloges qui sont remises a zéro lorsque la transition est tirée.

~ Inve C(H)" attribue un invariant & chaque état discret.

Voici le TEM de notre exemple biologique représenté en Figure 2.3 et illustré en Figure
2.4.

- L= {(+7 +)7 (_7 +)7 (_7 _>7 (+7 _)}7

— lp = (+, —) (choisi arbitrairement!),

- H = {hy, h,},

- E= {((+> +)’ {hl’ > dih {hﬂﬁ — 0}7 (_’ +))7 ((_7+)’ {hy > d;}’ {hy — O}v <_> _))7
<<_7 _)’ {hx > d;}v {hx — 0}7 (+? _))7 ((+> _)’ {hy > d;}’ {hy N 0}7 (_'_’ +))} et

= Inv=A{((+,+),{he < DJ, hy < D;‘}), ((=+){he < D 0y < D;_})v
<<_7 _)7 {hm < D;> hy < D;})7 <<+7 _)7 {hx < Dz_’ hy < Dy_})}

FiGc. 2.4 - TEM du réseau présenté en Figure 2.3.

2.3 Sémantique

La dynamique du systeme hybride est donnée a partir de caractéristiques discretes et
continues qui sont expliquées ci-dessous.

Description discréte (signification des états et des transitions discrétes).
La dynamique discrete du systeme hybride est représentée par un ensemble fini
d’états discrets. Soit | = (sq,...,s,) un état discret avec n le nombre de variables
et s; € {+,—} le signe de la dérivée de z;. Par conséquent, il existe deux valeurs
possibles de signe qui peuvent étre : + (ce qui signifie que x est actuellement en

'Puisque nous sommes seulement intéressés par les cycles, il n’est pas important que cet état discret
soit précisément 1’état de départ.
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augmentation) et — (ce qui signifie que x est actuellement en diminution), et la
cardinalité de l’ensemble des états discrets possibles est 2". Nous sommes princi-
palement intéressés par le temps passé dans chaque état discret ou I'évolution de
chaque variable reste inchangée. Par exemple dans la Figure 2.1, état discret (4, —)
montre que z augmente quand y diminue.

Une transition d’un état discret a un autre, est une transition discrete étiquetée par
une garde p telle que h > p ou h est une horloge et p un parametre du systeme
hybride. Une transition discrete signifie un pic de concentration d’une variable. Par
conséquent, I’ensemble fini des transitions discretes décrit la dynamique qualitative
du systeme.

Description continue (mesure du temps par les états continus).
La dynamique continue du systeme hybride est représentée par un ensemble d’états
continus. Un état continu est défini comme un état discret [ avec un n-uplet d’hor-
loges v = (hq, ..., hy). De telles horloges évoluent avec le temps et leur évolution est
définie par % = 1 et est contrainte par les invariants. L’horloge d'un état discret
spécifique doit toujours vérifier les invariants de son état discret. Les invariants sont

des conjonctions de contraintes de la forme h < p ol h est une horloge et p est un

parametre de la modélisation hybride. Ainsi, I'invariant de 1’état discret (sq, ..., Sy,)
est
/\ hi <Dy
1€[1,n]

Les gardes et les invariants contraignent les horloges. Par exemple, si I'invariant de
I'état discret [ est h; < Dg. et la garde d'un transition de [ vers [" est h; > dg , alors le
systeme attend dans [ pendant un délai compris dans I'intervalle [dg , Dg ] pour atteindre
I'. Chaque variable x est associée a 4 parametres ayant une valeur comprise dans I’ensemble
des réels positifs et qui sont les limites de deux intervalles de délais : [d}, D] signifiant un
intervalle de délais ou = augmente et respectivement [d , D, ] ou z diminue. La Figure 2.5
montre de tels parametres avec la variation de concentration de la production d’un gene.
Ainsi par construction, nous avons pour chaque variable x les contraintes structurelles
suivantes : 0 < d¥ < D% avec a € {+, —}.

L’exécution dans un TEM est donnée par un systeme de transitions temporisé.

Définition 3 (Exécution dans un TEM) Le systéme de transitions temporisé d’un
TEM D = (L,ly, H, E, Inv) est un triplet (S, sg, —) ou S ={(l,v) |l € L et v Inv(l)}
est l’ensemble des états continus; so € L est [’état discret initial ; et — est la relation de
transition qui est définie pour t € R>y comme étant
— soit une transition discrete : (l,v) — (I'v') si (1,7, R,l") € E tel que la garde ~y
est vraie pour la valeur v (v |= ) ; nous conservons la valeur v de x, excepté aprés
une remise a zéro (V'(x) = v(x) six ¢ R et 0 sinon); et Uinvariant doit toujours
étre vrai dans U'état discret cible (V' |= Inv(l)).
— soit une transition temporelle : (I,v) 4 (V) siv =v+ dd—ff x t, et Vt' € [0,1],
v+ 4t b= Inu(l).

Par exemple, soit 7 et 12 les valeurs initiales des horloges de x et y. ((+,+), (7,12))
est I’état continu initial du TEM de la Figure 2.4. Apres un délai de d — 7, il devient
possible d’aller dans 'état discret (—,+) puisque la garde (h, > d) de la transition
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F1G. 2.5 — La variation de concentration de la production d’un gene pour le TEM montré
en Fig. 2.4. Le comportement correspond au cycle qualitatif (+, —) — (+,+) — (—,+) —
(—=,—) — (4, —). Les courbes en pointillés représentent les horloges et I’évolution de
la concentration de Y. Les autres courbes représentent les horloges et 1’évolution de la
concentration de X.

discrete ((+,4), (dF,df +5)) — ((—,4), (0,d} +5)) est évaluée a vrai. A partir de cet
état continu initial, il est aussi possible d’attendre dans I'état discret (+,+) durant un
délai maximal de D} — 7. Dans I'état discret (4, +), la valeur D7 est le plus long temps
pour que la transition discrete ((+, +), (D}, Df +5)) — ((—,+), (0, D +5)) soit tirée

et pour que l'invariant h, < D} soit vrai.

2.4 Construction des transitions discretes a partir de
I'TRS

Dans un premier temps, nous considérons que les transitions discretes peuvent avoir
lieu seulement pour un changement de variable a la fois. C’est-a-dire qu’'une transition
discrete est possible entre deux états discrets [ = (sq,...,8,) et ' = (s],...,s],) seulement
si Ji tel que s; # s, et Yk # i, s, = s}. Naturellement, cette contrainte peut étre relaxée
dans certains cas ou des variables sont connues pour avoir leurs pics de concentration
synchronisés. Les regles pour construire les transitions discretes a partir de I'IRS sont les
suivantes :

1. Une réaction (x;,x;) lorsque s; # s; implique une transition discrete (I,h; >
7 hy — 0,1').

2. Une réaction (z;, ;) lorsque s; = 4 implique une transition discrete (1, h; > df , by
0,0).

3. Une interaction (z;, +,z;) lorsque s; # s; implique une transition discrete (I, h; >
d;’;, hi < 0,0).

4. Une interaction (z;, —, z;) lorsque s; = s; implique une transition discrete (I, h; >

4 by —0,1).
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Par la suite, ’exemple permettant de mieux comprendre ces différentes regles est issu
de I'IRS de la figure 2.6. Nous considérons 1'état discret (—,+,+) ou les variables b et

+

—)

Fi1G. 2.6 — IRS permettant d’illustrer les exemples pour les quatre regles pour la construc-
tion des transitions discretes. Les fleches étiquetées sont des interactions (positive (+) ou
négative (—)) et la fleche non-étiquetée est une réaction.

¢ ont un signe de dérivée positif et la variable a a un signe de dérivée négatif. Nous
remarquons alors que la construction des transitions discretes a partir de cet état discret
fait appel a la régle (1). En effet, la réaction (c,a) peut permettre a la variable a de
changer son signe de dérivée afin qu’il devienne positif. De plus, comme ¢ a un signe
de dérivée positif, la regle (2) nous indique que ¢ peut également changer de signe de
dérivée car la réaction (c,a) peut consommer plus de ¢ qu’il n’y a de production. Enfin,
les interactions (a, +,b) et (b, —, c¢) permettent d’utiliser respectivement les regles (3) et
(4) car l'interaction (a,+,b) peut potentiellement faire changer le signe de dérivée de b
(puisque a tend a faire s’exprimer davantage b) et l'interaction (b, —, ¢) peut faire changer
le signe de dérivée de ¢ (puisque b tend & inhiber davantage c).

2.5 Discussion

2.5.1 Utilisation et interprétation des parametres temporels

Temps entre des pics de concentration. Il existe différentes méthodes pour contraindre
le temps entre deux pics de concentration en fonction des cas de figure. La méthode la plus
simple consiste a vouloir contraindre le temps minimal (respectivement maximal) entre
deux pics de concentration d'une méme variable x. Comme ce temps est directement
donné par les parametres d, d, (respectivement D}, D) ou par une expression linéaire
de ces parametres, il suffit de contraindre ces parametres ou cette expression linéaire.
Sinon, il est aussi possible d’utiliser I’horloge h, pour mesurer le temps entre un pic p
de x et un pic p’ d'une autre variable, si I’horloge h, utilisée n’est pas remises a zéro
entre-temps (c’est-a-dire qu'’il ne doit pas y avoir de pic de concentration de la variable
x entre p et p'). Les contraintes temporelles pour le temps entre p et p’ sont alors sur la
garde de la transition discrete correspondant au pic p.

De fagon plus générale, il est possible d’utiliser une nouvelle horloge pour mesurer le
temps entre un pic quelconque p et un autre pic quelconque p'. La transition discréte cor-
respondant au pic p doit alors mettre a zéro la nouvelle horloge et la transition discrete
correspondant au pic p’ doit avoir sur sa garde la contrainte temporelle pour le temps
entre p et p'.
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Etat d’équilibre. Les états d’équilibre (quand les signes de variation sont nuls) n’ont
pas lieu dans une telle modélisation. Le seul moment ou un signe est vu comme nul, est
pour un pic de concentration (c’est-a-dire une transition discrete). Néanmoins, d’un point
de vue biologique, un état d’équilibre peut étre vu a travers les deux phénomenes suivants :

— Un état d’équilibre peut étre vu comme une oscillation qui a une amplitude extre-
mement faible.

— Dans un état discret (so, . .., s,), une vitesse de concentration peut étre extrémement
lente ou bien asymptotiquement lente. Pour représenter ce cas, nous avons Vi, D" =
+o00. Cette interprétation est nécessaire pour un systéeme modélisé atteignant un état
discret sans transition discrete sortante.

2.5.2 Restriction des valeurs pour les signes de dérivées

Lorsque I'expression d'une variable est constante, son signe de dérivée est égal a zéro.
Dans cette modélisation, nous avons choisi de ne pas représenter ce cas pour plusieurs
raisons.

Premierement, en regle générale lorsque nous considérons qu’une variable a une expres-
sion constante, cela n’est qu'une simplification du systeme biologique étudié. En effet, si
I’expression d’une variable est ni basale ni maximale, alors il est fort probable que celle-ci
évolue constamment méme si ses variations sont proches d’une moyenne.
Deuxiemement, la représentation d’un tel cas n’a qu'un faible apport dans la modélisation
car celle-ci ne tient pas compte des niveaux d’expressions. De fait, savoir que I’expression
d’une variable est constante sans connaitre son niveau ne permet pas de savoir les réper-
cussions que cette variable peut avoir sur le systeme. Afin d’y remédier et de connaitre ces
répercussions, nous pouvons tenir compte de I’état précédent du systeme, mais cela ne per-
met pas d’affiner la représentation de la dynamique qualitative. En effet, sans connaissance
des niveaux d’expression, seul I’état précédent peut étre pris en compte. Par conséquent,
si ’expression d’une variable x est constante puis qu'une autre variable change de signe
de dérivée pour prendre la valeur —1 ou 1, alors il devient impossible de connaitre les
répercutions de I'expression de la variable x qui est toujours constante.

Pour finir, d'un point de vue pratique, prendre en compte les signes de dérivées égales a
zéro augmenterait considérablement I'espace d’états (qui passerait, pour un systeéme a n
variables, de 2" & 3") mais également le nombre de parametres du systéme (qui passerait
de 4 parametres par variable a 6 parametres par variable).

2.5.3 Raisonnement compositionnel

Il est possible de voir un TEM comme une composition d’automates hybrides. Une
composition d’automates hybrides est un ensemble d’automates libres qui communiquent
entre eux par des variables d’entrée/sortie et/ou par des étiquettes sur les transitions dis-
cretes permettant de synchroniser les transitions discretes entre elles. Pour la modélisation
TEM, nous utilisons uniquement les étiquettes permettant les synchronisations. Ainsi des
transitions discretes ayant une étiquette commune doivent étre synchrones. Les avantages
du raisonnement compositionnel sont : les automates hybrides sont bien plus simples et il
est plus facile d'imposer des spécifications dynamiques sur un systeme ainsi modélisé. De
plus, la description du modele est bien plus concise en utilisant ce raisonnement.
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Définition 4 (TEM compositionnel) Un modéle d’évolution temporelle composition-
nel (TEM compositionnel) est un ensemble d’automates de la forme A = {A; }1<i<n | Acontrotier-
Chaque automate A; représente le comportement d’une entité i et l'automate A ontrolier
controle ’ensemble des synchronisation du systéme. Chaque automate A est un 5-uplet
(L,lo,H, E, Inv) o1 :

— L est un ensemble fini d’états discrets tel que L = {+,—} si A € {Ai}1<i<n et
L = {always} sinon, avec always un état discret.

— lgp € L est l’état discret initial.

— H est un ensemble fini de variables réelles positives (c.-a-d. les horloges du systéme
avec une dérivée par rapport au temps égale a 1).

- ECLxC(H)x2" x L est un ensemble fini d’arétes. (I,lab,~y,R,l') € E est alors
une transition de [’état discret | vers l’état discret ', avec v la garde, R ’ensemble
fini des horloges qui sont remises a zéro lorsque la transition est tirée, et lab est une
étiquette de synchronisation.

~ Inve C(H)" attribue un invariant o chaque état discret.

Notons que I'ensemble des horloges H d'un automate A; contient seulement 1’horloge
de la variable i et que I'’ensemble H d’un automate Aconironer €st vide. Notons également
que l'invariant d’un automate A; pour un état discret + est simplement h; < D} et
h; < D; pour un état discret —.

Dans un automate Acongroller, I'invariant (pour le seul état discret always) est une
tautologie et les gardes pour chaque transition discrete de 'automate sont également
des tautologies. Comme nous avons fait I’hypothese que les transitions discretes dans
TEM ne peuvent étre synchrones, nous spécifions le méme comportement dans TEM
compositionnel en posant les contraintes suivantes : pour chaque transition discrete d’un
automate A;, il existe une transition discréte dans 'automate Aconroner (donc forcément
de always a always) avec la méme étiquette de synchronisation.

La construction des transitions discretes a partir de 'IRS suit les regles ci-dessous ou
lab, lab’ et lab” sont des étiquettes qui permettent de synchroniser les évolutions en x et
en y. Pour toute interaction (v, v, v), il existe quatre transitions discretes qui sont :

— (+,lab, hy, > dF hy — 0,—) et (—,lab, h, > d;, h, — 0,4) pour 'automate A,.

— (4, lab, true, 0, +) et (—,lal/, true, ), —) pour automate A, si o = —.

— (4, lab true, 0, +) et (—,lab, true,, —) pour Pautomate A, si o = +.
Ainsi, en reprenant I'IRS de la Figure 2.6 pour 'interaction négative (b, —, ¢), nous avons
une transition discrete permettant a la variable ¢ de passer de 'état discret + a l’état
discret — en se synchronisant & la transition discrete (+,lab, true, B, +) de 'automate de
b. C'est-a-dire que la transition discrete (+,lab, h, > df, h. < 0,—) de Pautomate de ¢
ne peut avoir lieu que si b est dans I’état +.
Pour toute réaction (v, v), il existe cinq transitions discretes qui sont :

~ (+,lab,h, > dt h, — 0,—) et (—,lal, h, > d;,h, < 0,4) pour 'automate A,.

~ (+,lab true, 0, +), (—, lab, true, 0, —) et (+,lab”, h, > d;, by < 0, —) pour 'auto-

mate A, .

Ainsi en reprenant I'IRS de la Figure 2.6 pour la réaction (¢, a), nous avons une transition
discrete permettant a la variable a de passer de l'état discret + a I’état discret — en se
synchronisant & la transition discréete (—,lab, true,d, —) de 'automate de c. C’est-a-dire
que la transition discrete (+,lab, hy > df, h, < 0,—) de Pautomate de a ne peut avoir
lieu que si ¢ est dans I’état —. De plus, a tout moment, la transition discrete permettant
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a ¢ de passer de I'état + a I’état — peut avoir lieu a cause de la consommation en ¢ de la
réaction (c,a).

En reprenant 'exemple donné par la Figure 2.3 page 15, nous avons le TEM composi-
tionnel illustré par la Figure 2.4 page 16. Ce TEM compositionnel contient trois automates
Ay, Ay et Acontroller OU Ay et :

- L= {+7 _}7
— ly = — (choisi arbitrairement),
- H = {h,},

- EF= {(+7 lablv {hw > d;f}v {hx — O}a _)7 <_7lab27 {hz > d;}a {hx A 0}7 +)a
(+, labs, {true}, D, +), (—, laby, {true}, 0, —)} et
= Inv={(+,{h. < DJ}),(—=,{h. < D7 })}.

ou A, est :
- L= {+7 _}7
— lp = — (choisi arbitrairement),
- H= {hy}’

- EF= {(+’ lab47 {hy > d;}) {hy — 0}7 _>7 (_v lab37 {hy > d;}’ {hy — 0}7 +>’
(+, laby, {true}, 0, +), (—, laby, {true}, 0, —)} et
= Inv={(+{hy < Dy}), (= {hy < D ; }H}.
et 01\1 Acontroller est :

— L = {always},
— 1y = always,
~H =9,

— E = {(always, laby, {true}, D, always), (always, laby, {true}, ), always),
(always, labs, {true}, 0, always), (always, laby, {true}, O, always)} et
— Inv = {(always, true)}.

laby,hy > d, hy — 0 labg,hy > d, hy <0
h. <D, h, < D} lab, h, <D, h, < Df
laby,hy > dF, hy — 0 laby,hy, > djf, hy < 0
lab;; @ lab4
Z(ng

Fic. 2.7 — TEM compositionnel du réseau montré en Fig. 2.3 ou 'automate de gauche
est pour la variable x, ’automate de droite est pour la variable y et 'automate du milieu
est pour le controleur.

Le produit de ces trois automates de la modélisation TEM compositionnel permet d’ob-
tenir 'automate de la modélisation TEM. Ainsi, le produit des états discrets donne quatre
états discrets : (+, +, always), (+, —, always), (—, +, always) et (—, —, always). Comme
la troisieme variable est toujours égale a always, nous pouvons simplifier la notation des
états discrets de la maniere suivante : (+, +, always), (+, —), (—,+) et (—, —). Ensuite,
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nous reprenons chaque transition discrete permettant un changement d’état discret dans la
modélisation TEM compositionnel pour lui trouver une équivalence dans le produit d’au-
tomates. Ainsi, la transition discrete (+,laby, {h, > df},{h, < 0},—) qui permet a la
variable x de passer de I’état discret + a 1’état discret — doit se synchroniser avec les transi-
tions discretes (+, laby, {true}, 0, +) de I'automate A, et (always, laby, {true}, ), always)
de Vautomate Acontroner- Ce qui signifie que z peut passer de I'état discret + a l'état
discret — uniquement si y est dans l'état discret 4. De plus, la synchronisation avec
la transition (always,laby, {true}, D, always) de 'automate Acontroller €mpéche les éven-
tuelles synchronisations avec les transitions discretes étiquetées par labs, labs ou laby
(puisque 'automate Acontroner € peut effectuer qu'une transition a la fois). Par consé-
quent, la transition discrete (+,laby, {h, > d}}, {h, < 0}, —) dans la modélisation TEM
compositionnel correspond a la transition discréte (+,+) — (—,+) dans la modélisa-
tion TEM. En reprennant cette démarche, pour les trois autres transitions discretes, nous
avons finalement : (—,labe,{h, > d;},{h, < 0},+) qui correspond a la transition dis-
crete (—, —) — (4, —) dans TEM, (+,labs, {h, > d}},{h, < 0}, —) qui correspond a la
transition discrete (—, +) — (—, —) dans TEM et enfin (—,labs, {h, > d,}, {h, < 0}, +)
qui correspond a la transition discrete (4, —) — (4, +) dans TEM. Nous retrouvons donc
I’automate de la modélisation TEM en faisant le produit des automates de la modélisation
TEM compositionnel.

2.5.4 Analyses par model-checking

Model-checking. Nous utilisons des outils de model-checking pour spécifier la dyna-
mique du systeme étudié. Ces spécifications correspondent a des contraintes d’atteigna-
bilité. Les spécifications sont donc de la forme : la région B est atteignable a partir de
la région A. Une région est décrite par I'ensemble des états discrets qui la contienne et
par un ensemble de contraintes sur les parametres (c’est a dire un ensemble d’équations
ou d’inéquations combinées par des opérateurs de conjonction ou de disjonction). Une
spécification d’atteignabilité renvoie une région qui est une sous-région de la région cible.
Cette sous-région peut alors étre utilisée a son tour pour une nouvelle spécification d’at-
teignabilité. Nous pouvons ainsi contraindre la dynamique du systeme étudié a suivre une
succession de phases de croissance ou de décroissance pour certaines variables d’intéréts.
Les contraintes résultantes définissant la derniere région cible atteignable correspondent
alors aux contraintes nécessaires pour la dynamique souhaité.

Limitations. Actuellement, les outils de model-checking utilisés qui permettent de faire
de la vérification paramétrique sur des modeles hybrides limitent la taille des modeles
(qui sont de taille exponentielle par rapport au nombre de variables) que nous pouvons
étudier. En pratique, le besoin de mémoire des transitions discretes et des états discrets
est élevé, ce qui ne nous permet pas d’excéder (approximativement) les dix mille états
discrets et transitions discretes. Cette limitation est également valable pour la composition
d’automates car il est nécessaire de construire ’automate global résultant, ce qui demande
plus de mémoire vive car I'automate global n’est pas optimum. En outre, les opérations
utilisées sur les polyedres par les model-checkers ont fréquemment un cott exponentiel
selon le nombre de variables.

Il existe quelques solutions pour dépasser ces limitations. Pour la limitation sur la
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taille du modele, nous pouvons réduire le nombre de variables et/ou d’horloges :

— Nous pouvons considérer uniquement un délai au lieu d’un intervalle de délais.

— Nous pouvons considérer uniquement les horloges et les délais des variables perti-
nentes, par conséquent seule la dynamique discrete sur les variables non-pertinentes
est conservée. Nous utilisons alors des tautologies sur les gardes et sur les invariants
au lieu des conditions sur ces délais.

Bien que dans notre cas, ce soit les seules limitations que nous ayons rencontrées, il
existe également une solution pour 'analyse d’atteignabilité. L’article [JhaO8] propose
un algorithme d’atteignabilité distribué qui peut étre utilisé avec des platformes comme
GenoCluster?. Néanmoins, 'implémentation de cet algorithme de [Jha08] dans les outils
que nous avons utilisés n’est pas disponible actuellement. De plus, seule la recherche
d’atteignabilité est alors distribuée et dans notre cas, il serait bien plus intéressant que le
modele lui méme soit distribué.

2.6 Etude de cas

2.6.1 Implémentation

TEM est implémenté grace a un logiciel dédié appelé « GUI-TEM » sous licence
CeCILL? et qui est accessible sur internet*. Ce programme est multi-plateformes et est
écrit en Java. Son interface graphique permet d’analyser facilement un modele biologique
avec TEM sans avoir a connaitre les model-checkers utilisés (c’est-a-dire HyTech [HHW]|
ou PHAVer [Fre05]).

2.6.2 Application : le cycle circadien

L’originalité de notre approche de modélisation hybride par TEM, est principalement
liée a 'utilisation des contraintes temporelles de durée. Les modeles biologiques peuvent
étre séparés en deux classes. Certains modeles représentent des comportements d’équilibre,
tandis que d’autres montrent les comportements oscillants des entités. Parmi ces derniers,
les systemes les plus étudiés pour leurs propriétés temporelles sont les cycles circadiens.
Un cycle circadien est une oscillation avec une période d’environ 24 heures. Les processus
biologiques complexes étant a la base de ce rythme naturel — qui a lieu dans une large
gamme d’organismes — peuvent étre récapitulés par un ensemble d’interactions entre des
genes spécifiques.

TEM pour le cycle circadien

Un tres grand nombre de travaux ont porté sur a 1’horloge circadienne des cellules
de Drosophile depuis de nombreuses années et cela reste un domaine de recherche forte-
ment étudié comme le montrent ces travaux les plus récents [KZD09, KDRH09, KLBG09,
LFWS09, RWRHO09]. Chez la drosophile, les oscillations circadiennes des deux protéines
Period (PER) et Timless (TIM) résultent de multiples phosphorylations de PER et TIM

2Voir le site http ://www.genouest.org.
3Licence francaise de logiciel libre compatible avec la GNU GPL.
44 Tadresse http ://sites.google.com/site/jonathanfromentin.
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et d’une boucle de rétroaction négative exercée par le complexe PER-TIM sur I'expression
des genes per et tim. Basé sur ces observations expérimentales, Leloup et Goldbeter ont
proposé un modele utilisant dix équations différentielles ordinaires [LG98| qui étend un
précédent modele basé uniquement sur l'oscillation de PER [Gol95]. Les auteurs prennent
en compte de nombreux parametres qui peuvent affecter les oscillations comme les taux
de synthese des protéines, les protéines elles-méme, les taux de dégradation de ’ARNm et
la formation ou la dissociation du complexe PER-TIM. Le modele proposé par Leloup et
Goldbeter [LG98] montre une précision particuliere avec les connaissances expérimentales
(c’est-a~dire 'amplitude d’oscillations, série chronologique d’ARNm et les concentrations
de protéines). Ce modele permet de représenter de nombreuses observations expérimen-
tales comme la confirmation du cycle circadien dans une obscurité constante, par des im-
pulsions lumineuses variables, ou encore dans des cycles jour/nuit appropriés. Pour toutes
ces caractéristiques, nous considérons le modele de I’horloge circadienne de la drosophile
comme un banc d’essai précis et adapté pour évaluer notre approche de modélisation.
En nous basant sur le réseau de Leloup et Goldbeter [LG98]| et apres les descriptions
ci-dessous, nous construisons I'IRS correspondant au modele d’horloge circadienne (voir
Figure 2.8(a)). Néanmoins, ce modele ne permet pas d’exploiter correctement le peu de

(@)  TIM, (T(,) TIM, T1 TIM, (Ty) (b) — v ()
+ {
ARNm de tim (Mr) ARNm de tim (Mr)

e e ===t SN U s

1 complexe PER. | complexe 1 complexe PER- | complexe
— TIM dans le i PER-TIM - TIM dans le 1 PER-TIM
. mnoyau (Cy) C ! : Do

L noyen (On) L (©) Loy (On) L ©

ARNm de per (Mp) ARNm de per(Mp)
+ ’7

TN TN
PERy () PER, (P)  PER; (P) L PER (P)
v \/

F1G. 2.8 — Systemes d’interactions et de réactions (IRS) pour le modele de Leloup et
Goldbeter [LGI8] ou les fleches étiquetées sont des interactions (positive (+) ou négative
(—)) et ou les fleches non-étiquetées sont des réactions. A gauche : 'IRS. A droite :
I'IRS simplifié utilisé dans notre étude de cas.

contraintes fournies dans 'article de Leloup et Goldbeter [LG98]. En effet, les hypotheses
biologiques de [LG98] pour leurs simulations concernent principalement la concentration
totale de protéine PER (P,) et la concentration totale de protéine TIM (T3}), qui ne sont pas
représentées comme des entités biologiques distinctes dans I'IRS. Puisque les entités bio-
logiques PE Ry (resp. la protéine TIM non-phosphorylée T'I M), PER; (resp. la protéine
TIM mono-phosphorylée TIM;) et PERs (resp. la protéine TIM bi-phosphorylée T'1M,)
correspondent a une simple chaine de réactions phosphoriques qui mene a la complexation
des protéines PER (resp. TIM), nous considérons cette chaine comme étant seulement une
entité biologique représentant toutes les protéines PER (resp. TIM) (voir Figure 2.8 pour
des détails). De ces hypotheses, nous obtenons un IRS (décrit dans la Figure 2.8(b)) qui
mene & un graphe qualitatif de 64 états discrets et 284 transitions discretes (voir la Figure
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1 des annexes .1.1 page 92).

Leloup et Goldbeter précisent que la prise en compte d’un plus grand nombre de ré-
sidus phosphorylés ne ferait que complexifier leur modele inutilement. En effet chez les
eucaryotes, la phosphorylation et la déphosphorylation des protéines sont principalement
des mécanismes de régulation qui permettent d’activer ou désactiver les protéines pour
certaines réactions. la phosphorylation et la déphosphorylation sont en général régulées
par des signaux extérieurs qui ne sont pas pris en compte dans leur modele et le seul
méchanisme de régulation a controler est la complexation de PER et TIM. Notre simpli-
fication, qui ne fait que réduire les deux chaines de réactions phosphoriques, n’a donc pas
de conséquence sur le comportement global du modele.

Ce modele est automatiquement analysé en utilisant 'outil « GUI-TEM » mentionné
précédemment. De plus, comme nous le montrons dans la section suivante, il permet des
vérifications paramétriques, qui sont particulierement précises pour confirmer des résultats
basés sur peu de connaissances disponibles pour les parametres de TEM.

2.6.3 Analyse des contraintes circadiennes obtenues

Par nature, le systeme circadien présente des oscillations pour une durée d’environ 24
heures. Dans un premier temps, a partir de la, nous avons analysé le cycle ou les variables
pour ARNm de per (Mp) et pour '’TARNm de tim (Mr) sont en phase (c’est-a-dire qu’elles
augmentent et diminuent en méme temps) et décrivent un pic haut et un pic bas. Ce cycle
est donc (+,+,...) =" (—,—,...) =" (+,4+,...) avec —* qui décrit un ordre fini de
transitions discretes (ou la premiere variable est Mp et la deuxieme variable est M (les
autres variables ne sont pas spécifiées et elles peuvent prendre n’importe quelle valeur)).

Comme dans 'article de Leloup et Goldbeter [LG98], nous choisissons d’analyser une
période de 24 heures dans des conditions d’obscurité constante. C’est-a-dire que nous ajou-
tons une horloge nommeée hperioa initialement nulle dans I’état discret (+,+) et finalement
égale a 24 dans le méme état discret. Nous mettons aussi des contraintes temporelles selon
les hypotheses formulées dans l'article [LG9S] :

— 5 heures apres les pics hauts de Mp et Mr, il y a le pic haut de C'y. Pour cela, nous
ajoutons — sur la garde de la transition discrete correspondant au pic haut de la
variable pour le complexe PER-TIM dans le noyau (Cy) — les conditons sign(Mp) =
— et sign(Mr) = — (c.-a-d. que les derniers pic de Mp et My sont des pics hauts),
et également les conditions hys, =5 et hy, = 5 (c.-a-d. que le temps pour exécuter
la transition est exactement 5 heures apres les derniers pics de Mp et Mr).

— 3 heures apres les pics hauts de Mp et My, il v a les pics hauts de P; et T;. Pour
cela, nous ajoutons — sur la garde des transitions discretes correspondant aux pics
hauts de P; et T; — les conditions sign(Mp) = — et sign(Mr) = — (c.-a-d. que les
derniers pic de Mp et My sont des pics hauts), et également les conditions hy, = 3
et har. = 3 (c.-a-d. que le temps pour exécuter la transition est exactement 3 heures
apres les derniers pics de Mp et Mr).

Ces spécifications sur le modele permettent d’obtenir automatiquement les contraintes
nécessaires pour 'existence d'un tel cycle :

Dy, =25 et DJTJT >5 (c1)
Doy 2du, =5 ot Do, 2dy, =5 @
Dy, + Dy, = dyy. et Dy + Dy > dy, (e3)
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L’étude de ces contraintes donne de nombreuses informations. Premierement, nous
remarquons que les contraintes (c1) sont simples et immédiatement compréhensibles et
comme le pic haut de C'y vient 5 heures apres le pic haut de Mp et Mp, par conséquent
la diminution de Mp et My doit étre capable de tenir au moins 5 heures. Dans le cas
contraire, les pics bas de Mp et M viendraient avant le pic haut de Cy. Deuxiémement,
les contraintes (c2) combinées avec (cl) montrent qu’apres le pic de Cly, la diminution
de Mp et Mr doit étre capable de tenir moins de temps que la diminution de Cy. Ainsi,
pour avoir le cycle circadien, il est nécessaire que les pics bas de Mp et My précedent le
pic bas de Cy (voir Fig. 2.9). Finalement, les contraintes les plus intéressantes sont les
(¢3). Les contraintes (c3) montrent que les périodes de Mp et My sont liées, puisque la
diminution de Mp a une influence sur la période de Mr et que la diminution de M7 a une
influence sur la période de Mp.

A concentration

5 heures

Fic. 2.9 - Variations de concentration pour le TEM du cycle circadien montré en
Fig. 2.8(b) page 25, d’apres les contraintes du cycle qualitatif simple (entre autres o < [3).

Maintenant, nous voulons analyser plus précisément le cycle d’intérét (4, +,...) —*
(=, —,...) =" (+,4,...) avec les hypotheses de [LLG98]. Dans ce but, nous indiquons
exactement l'ordre d’apparition possible des pics de concentration de Mp et My, ce qui
donne lieu a 4 cycles (puisque nous avons 4 pics pouvant apparaitre dans n’importe quel
ordre) et des contraintes différentes selon le cycle. Dans un TEM, chaque cycle représente
une variation qualitative (c’est-a-dire une succession de pics) de produits biologiques.
Ces cycles et leurs contraintes sont récapitulés dans la Table 2.1 (voir les annexes .1.1
page 91 pour plus de détails). Notons que pour chaque contrainte, il y a une disjonction
(voir 'annexe .1.3). Cette disjonction signifie qu’il y a deux régions possibles permettant
I'existence des cycles. Nous nous intéressons seulement a la région la moins contrainte
car nous faisons ’hypothese que la région la moins contrainte est aussi la région la plus
probable pour la dynamique du systeme. Dans un premier temps, la Table 2.1 montre
que seulement les contraintes (c3) sont différentes et plus fortes (voir les contraintes en
rouge dans Table 2.1). Dans un deuxiéme temps, cette table montre que seulement 1’ordre
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Numéro Cycle qualitatif Contraintes nécessaires

De, > dy, —5
1 (+7+7)H*(+,77)H*(77i,)4)*(+*7)H*(+7+7) D];ITZE)

1);/1‘ > dR[P

Diy, + Dy, = dy,

2 (4, )= (=)= (==, )= (=, ) =" (+,+,...) | DY

Mp 25

Dg, = dy, =5

DE‘N Zdli\lp_fj

3 | (i) = (Fimree) = (2 ) = (mo ) = (i) | Dy 25

Dyt + Dy 2 dy,,
Dy 2 dyy,

4 (Frs ) =" (=) > (= =) = (=) = (1 4,..) | Dy, > 5

Dg, > dy, =5

TAB. 2.1 — Constraintes construites automatiquement et leur cycles qualitatifs ou —*
décrit une séquence finie de transitions discretes et ou la premiere variable est Mp et la
seconde variable est My (les autres variables ne sont pas spécifiées et peuvent prendre
n’importe quelle valeur).

d’apparition des pics bas de Mp et My a une conséquence, puisque les cycles (1) et (2)
(et respectivement les cycles (3) et (4)) donnent les mémes contraintes. Si le pic bas de
Mp précede le pic bas de My, alors le temps de décroissance de Mp doit étre capable
d’étre plus court (ou identique) que le temps de décroissance de My (voir la Figure 2.10).
De meéme, si le pic bas de My précede le pic bas de Mp alors le temps de décroissance
de My doit étre capable d’étre plus court (ou identique) que le temps de décroissance de
Mp. Toutes ces contraintes sont vérifiées par les simulations de Goldbeter [LG98].

Vers un apercgu biologique

Les contraintes ci-dessus ont des significations biologiques. Elles nous permettent
une vérification automatique des propriétés temporelles données par le modele, mais
montrent aussi, les caractéristiques biologiques qui arrivent dans toutes les simulations.
Tout d’abord, toutes les contraintes montrées ci-dessus se concentrent seulement sur les
activités de décroissance des entités biologiques. Ainsi, puisque ce sont uniquement elles
qui contraignent le comportement du systeme, de tels parametres liés aux dégradations
ou aux répressions du systeme, apparaissent comme la pierre angulaire du comportement
dynamique circadien. Ces informations pourraient étre utiles pour fixer les parametres
cinétiques de modeles continus.

La contrainte (c1) montre que les temps de décroissance les plus long de ’ARNm de
per et tim ne doivent pas étre plus courts que cing heures. (¢2) indique que le temps le
plus long pour dégrader le complexe dans le noyau, plus cinq heures, ne doit pas étre plus
court que la diminution la plus courte de ’TARNm de per et tim. La combinaison de ces
contraintes implique une production d’ARNm de per et tim antérieure a la production du
complexe dans le noyau (cf. Figure 2.9). Ce point est évident, mais ne faisait pas partie
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A concentration

tefnps

Fic. 2.10 — Variations de concentration pour le TEM du cycle circadien montré en
Fig. 2.8(b), d’apres le premier cycle qualitatif de la Table 2.1 (entre autres o < [3).

des parametres TEM. De la, il montre la précision de notre modele avec des connaissances
biologiques de base.

Le deuxieme point concerne la complexation des protéines PER et TIM. Les deux
protéines forment un complexe qui réprime les génes per et tim dans le noyau. Pour des
raisons théoriques, TEM n’est pas capable de représenter une telle complexation puisqu’on
ne peut représenter dans un IRS que des réactions simples de la forme (v, v") avec v et v des
composants biologiques. Le composé du complexe a donc été construit par deux réactions
distinctes. Il est intéressant de voir que l'analyse par TEM détermine la contrainte (c3).
Celle-ci se réfere a la période de TARNm de per et tim (c’est-a-dire la somme de temps
associés a 'augmentation et la diminution). Les périodes de per et tim sont respectivement
contraintes par le temps le plus court pour la décroissance de ’ARNm de per et tim. Ces
contraintes indiquent clairement I'impact de per et tim I'un par rapport I'autre : les deux
genes et leurs produits sont liés par leur période, malgré le manque d’une complexation
concrete dans notre modele. De plus, ce point souligne que les deux comportements couplés
sont dirigés par les deux boucles de rétroaction négatives de Cly.

Chaque cycle qualitatif mentionné dans la Table 2.1 souligne ces contraintes corres-
pondantes. Les cycles (1) et (2) doivent satisfaire une contrainte d’intérét : le temps de
décroissance le plus long de ’ARNm de tim ne doit pas étre plus court que la décroissance
la plus courte pour ’ARNm de per. De méme, les cycles (3) et (4) existent quand le temps
de décroissance le plus long de TARNm de per n’est pas plus court que la décroissance la
plus courte pour TARNm de tim. Ces contraintes montrent que les taux de dégradation
de PTARNm de per et tim dirigent la succession qualitative de pics hauts au cours du
temps. Pour illustration, quelle que soit la succession de pics hauts des ARNm de per et
tim, une dégradation de ’ARNm de tim plus longue qu’'une dégradation de ’ARNm de
per implique un pic bas de '’ARNm de tim apreés un pic bas de TARNm de per (voir Fig.
2.10). De nouveau, la dégradation apparait comme un des facteurs clefs pour le controle
du comportement oscillatoire qualitatif.
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2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une sous-classe d’automates hybrides linéaires,
nommée modele d’évolution temporelle (TEM). Dans cette sous-classe, ou les automates
sont appelés des automates temporisés, les dérivées des horloges de notre modélisation
ont une valeur constante égale a 1. Malgré sa simplicité, cette approche est assez précise
pour modéliser des systemes vivants ayant une dynamique oscillatoire. Il prend en compte
(i) une description qualitative des signes de dérivés et (ii) des propriétés temporelles
quantitatives associées aux productions biologiques. Ces deux informations particulieres
sont relativement essentielles pour décrire des comportements biologiques dans le temps,
comme ceux observés avec des approches expérimentales récentes. En se basant sur notre
modélisation hybride, une validation qualitative d’'un modele consiste en la découverte
d’une succession de pics qui sont cohérents avec des résultats d’expériences biologiques
disponibles. De plus, TEM fournit I'occasion de raisonner automatiquement sur des pro-
priétés temporelles qui sont associées a la succession de pics. Il donne ainsi un raffinement
naturel de la validation qualitative en montrant des contraintes nécessaires de délais pour
réaliser une transition qualitative spécifique, comme un cycle.

En comparaison d’autres modélisations hybrides sur les systemes biologiques, TEM
a besoin de moins de parametres pour décrire des comportements qualitatifs. Ces com-
portements qualitatifs sont représentés en utilisant seulement un systeme d’interaction
qui se concentre sur la variation des signes des dérivées. Cette abstraction implique la
perte d'une description quantitative précise (comme celle fournie par des seuils qualitatifs
dans les systemes PLDE), mais elle nous permet de faire de 'analyse paramétrique sur
de plus grands systemes. Par conséquent, la modélisation (et la validation) de réseaux de
régulation génétique concrets apparaissent comme une perspective naturelle.

Pour illustrer les possibilités de notre modélisation hybride, nous avons pris le modele
de Leloup et Goldbeter [LLG98], ainsi que leurs hypotheses initiales qui leur ont permis de
choisir les valeurs de leurs parametres. Nous montrons ainsi que les résultats obtenus avec
la modélisation TEM sont cohérents avec leurs simulations. Il est important de remarquer
que ces résultats n’ont pas exigé de paramétrage arbitraire. En outre, ces résultats donnent
de nouvelles informations que seulement des analyses paramétriques peuvent apporter et
qui sont valables pour n’importe quelles simulations prenant en compte les hypotheses
initiales de I'article [LG98]. De plus, ce nouvel outil de modélisation peut facilement étre
utilisé pour I'étude de réseaux biologiques grace au logiciel GUI-TEM que nous avons
développé.



Chapitre 3

Approches pour des modélisations
existantes sur les réseaux de
régulation génétique

Les premieres sections de ce chapitre sont des rappels et des reformulations de la
littérature qui sont nécessaires a la compréhension des travaux de cette these. Afin de
retrouver facilement certaines notions utilisées dans ce chapitre et dans le chapitre suivant,
un memorandum est mis a disposition dans les annexes .2.1 page 101. Pour illustrer les
propos qui vont suivre, nous utilisons comme fil rouge, un modele extrémement simplifié,
représentant la production de mucus de la bactérie Pseudomonas Aeruginosa.

3.1 Pseudomonas Aeruginosa

La bactérie Pseudomonas Aeruginosa [GK01, BCRGO04] est un pathogene opportu-
niste, souvent rencontré dans des maladies pulmonaires chroniques comme la mucovis-
cidose. Le régulateur principal pour la production de mucus, AlgU, controle un opéron
constitué de 4 génes dont un code pour une protéine qui est un inhibiteur d’AlgU. De plus
AlgU favorise sa propre synthese. Le réseau de régulation pour la production de mucus
peut alors étre simplifié par un graphe de régulation avec deux noeuds : x représente AlgU
et y son inhibiteur [GKO01]. = régule positivement y et se régule aussi positivement, tandis
que y régule négativement x.

D’un point de vue biologique, il serait crucial de déterminer si le changement de com-
portement (passant d'un état ou le mucus n’est pas produit a un autre ou il l'est) est
surtout du & un changement des régulations (une mutation) ou surtout di & un change-
ment d’état. Autrement dit, est-il possible de trouver au moins un modele de bactéries
sauvages, qui soit compatible avec les données biologiques connues et qui ait une multi-
stationnarité ol un état stable produit régulierement du mucus et I'autre n’en fait pas?
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3.2 Modélisation par équations différentielles par mor-
ceaux (PLDE)

La modélisation d’un réseau de régulation génétique avec un systeme d’équations dif-
férentielles linéaires par morceaux (PLDE) fait obligatoirement appel & la connaissance
des régulations. En particulier, pour chaque régulation qui peut impliquer plusieurs ré-
gulateurs, on doit définir sous quelles conditions de concentration ces régulations sont
effectives. Dans ce but, nous présentons les fonctions de pas, les fonctions de régulations,
puis I'espace de concentration et les états continus et finalement les fonctions définissant
les taux de synthese.

Définition 5 (Fonctions de pas) Les fonctions de pas croissantes et décroissantes de
seuil 8, notées s; et s, , sont des fonctions réelles sur R\ {0} définies par :

" L, siz >0
s (7) = {O, six <6 (3:1)
(@) = 1-si() (3.2

Définition 6 (Fonctions de régulation) Une fonction r : (RT)" — {0,1} est appelée
fonction de régulation si elle est une combinaison de fonctions de pas :

<r>u=spls,l-<r>|<r>x<r> (3.3)

Intuitivement, une fonction de régulation » donne les conditions en termes de concen-
trations nécessaires pour que la régulation soit effective. Par exemple, si r = s;rl(xl) X
Sos (x3), la régulation a lieu quand z; est plus grand que 0 et que x3 est plus petit que 3.

Définition 7 (Espace de concentration et états continus)
— Un espace de concentration de dimension n est défini par O = (R*)™.
— Un état continu x est un point dans l’espace de concentration O. De plus, il est noté
comme un vecteur : x = (T1,...,Ty).

Notons que nous considérons uniquement les systemes PLDE pour des variables réelles
positives. Ceci est naturel dans notre contexte puisque les systemes PLDE représentent
I’évolution de concentrations (positives) de produits de genes.

Nous pouvons maintenant définir les fonctions décrivant le taux de synthese de chaque
protéine du systeme.

Définition 8 (Taux de synthése) La fonction g; représentant le taux de synthése de
la protéine i est définie comme suit :

JER()

ot
— x est un €tat continu,
— k; € R et kij € RT™ sont des parameétres cinétiques,
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— Les fonctions r;; sont les fonctions de régulation de toutes les variables x1, %o, ..., T,
(i étant l'indice de la variable et j Uindice de la régulation, voir Définition 6) et,

~ R(i) est l'ensemble des indices j possibles des 1;; tels que r;; est une fonction de
réqulation de 1.

L’ensemble R (i) représente I'ensemble des actions possibles sur la variable i. Par
exemple, si 7 est controlée par un activateur isolé k et par une activation qui a lieu seule-
ment quand x; est plus grand que 6, et que x,, est plus petit que 6,,, alors R (i) contient
seulement deux éléments R(i) = {1,2} et g;(x) = k; + kils;;(a:k) + kzigs;; (z1)sy (zm). Le
premier terme k; représente le taux de synthese lorsque ni 'activation par k£ ni I'activa-
tion complexe n’ont lieu. Le terme /{;ﬂsjk (x) représente la contribution de la régulation
isolée au taux de synthese quand celle-ci est active. Il en va de méme pour la régulation
complexe avec le terme kigsy (21)sy (Tm).

Nous pouvons maintenant définir le systeme d’équations différentielles par morceaux.

Définition 9 (PLDE) Un systéme d’équations différentielles par morceaur (PLDE) sur
un ensemble fini de variables réelles X = {x1,xq,...x,} est défini par :

@i = gi(x) —vix; avec 0<wz; e 1<i<n (3.5)

ot chaque g; est une fonction représentant le taux de synthese (Cf. definition 8) de la
variable ;.

L’équation (3.5) définit la variation de concentration z; de la protéine i comme la différence
entre son taux de synthese g;(z) et son taux de dégradation ~;x;.

Exemple de référence : D’apres [RCBO06], le systeme PLDE modélisant la production
de mucus par Pseudomonas Aeruginosa est donné par :

T = ky+kyy X S (YY) + kpp X SH(2) — e X T

{ y 9;(9) eg( )= (3.6)

y = k"yxxs;;(x)_'}’yxy

Ici, il y a seulement 3 régulations simples : y inhibe x quand la concentration de y est
au-dessus de 9;, r s’auto-active quand sa concentration est plus grande que 62, et active y
quand sa concentration est plus grande que 6. Puisqu’il n’y a pas de régulation complexe,
pour une meilleure lisibilité des notations, les régulations sont notées par I'unique acteur
de la régulation au lieu du numéro de la régulation.

La dynamique d’un systeme PLDE est intrinsequement liée aux parametres cinétiques.
Dans le reste de cette these, les parametres cinétiques sont indexés par un ensemble
de ressources. Intuitivement, ’ensemble de ressources pour un état continu donné est
I’ensemble des régulations qui sont effectives dans cet état continu.

Définition 10 (Ressources) L’ensemble des ressources d’une variable i dans un état
continu x, noté ;(z), est l'ensemble fini Q;(x) = {j | ri;(xz) = 1}.

Pour notre exemple de référence, si nous considérons 1’état continu (xzg,yo) ou o et
yo sont telles que 0! < 25 < 62 et yy < 9;, I'ensemble des ressources €2, (xo, yo) est {y}
(la régulation © — x n’est pas effective : s5,(x¢) = 0, la régulation y — x est effective :
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So1 (yo) = 1) et I'ensemble des ressources €, (o, yo) est {x} puisque la régulation z — y
est effective : s, (z9) = 1.

A partir de I'exemple précédent, on peut voir que les ressources ne changent pas du
moment que des contraintes spécifiques sont satisfaites. Cette remarque nous amene a
définir le partitionnement de l’espace de concentration en domaines qui sont basés sur
I'ordonnancement des seuils. En supposant que les seuils d’interactions sont constants au
cours du temps, c’est seulement 'ordonnancement des seuils pour une variable 7 sur ses
différentes cibles d’apres leur valeur qui est significatif pour les ressources. Ceci mene a la
définition suivante :

Définition 11 (Ordonnancement de seuils) Soient i une variable du systéme, et 0}, ..

[’ensemble des seuils dinteractions classés en ordre croissant pour les actions de i sur ses
cibles. b; est le nombre de seuils différents pour une wvariables i. Le nombre associé a
n’importe quel seuil égal a 0] est lentier j.

Le principe du partitionnement est simple : nous réunissons dans un méme domaine
tous les états continus pour lesquels chacune des coordonnées est dans le méme intervalle
de seuils. Nous illustrons un partitionnement en domaines par la Figure 3.1.

Définition 12 (Domaine) Un domaine d est une région hyper-rectangulaire d = Hy X
X H, C O telle que Vi € {1,...,n}, H; satisfait une des équations suivantes :

{z:] 6 <z <™} ou

=
|

ou b; est le nombre de seuils différents pour une variable 1.

by

FiG. 3.1 — Partitionnement de ’espace de concentration en domaines pour le systeme
PLDE modélisant la production de mucus par Pseudomonas Aeruginosa.

Le comportement du systeme par équations différentielles linéaires par morceaux est
donné par I’ensemble des trajectoires possibles dans le systeme PLDE.

Notation 1 (Trajectoire) Nous appelons la trajectoire du systéme PLDE commencant
dans un état continu x, l’ensemble des points atteints dans le systeme PLDE a partir de
ce point initial x.

- Yy
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Nous remarquons que chaque fois qu’une trajectoire du systeme PLDE croise un seuil,
alors la trajectoire entre dans un autre domaine et il y existe alors une transition d’un
domaine vers un autre!. De plus, puisque tous les états continus du méme domaine sont
identiquement placés vis-a-vis des seuils, ils ont donc tous le méme ensemble de ressources,
ce qui nous amene a la définition suivante.

Définition 13 (Ressources d’un domaine) L’ensemble des resources d’une variable i
dans un domaine d, noté w;(d) est l'ensemble des ressources d’une variable i (voir Def. 10)
en tout point x de d : w;(d) = {j | Vo € d,r;;(z) = 1}.

Remarquons que d’apres la Définition 10 page 33, Vo € d, Q;(z) = w;(d).

Pour simuler un systeme PLDE, les valeurs des parametres cinétiques (k; et k;; dans
I'équation (3.4) page 32) doivent étre données. Malheureusement, ces parametres ne sont
pas faciles a évaluer in vivo, et les valeurs obtenues in wvitro ne sont pas toujours trans-
posables pour le systeme in vivo. L’estimation de parametres devient par conséquent la
pierre angulaire du processus de modélisation.

3.3 Modélisation discrete de R. Thomas

Pour dépasser ces difficultés d’estimation de parametres, R. Thomas a d’abord présenté
un cadre de travail booléen [Tho73] puis un formalisme discret [Tho91] dont la cohérence
avec la modélisation PLDE a été prouvée [Sno89|. Dans cette section, nous présentons
d’abord le discrétisation de ’espace de concentration, puis nous présentons les parametres
de cette modélisation qui jouent le role de parametres cinétiques, et finalement, nous
présentons le comportement dynamique obtenu dans cette modélisation discrete.

3.3.1 Graphe de régulation et discrétisation

D’un point de vue qualitatif, & un point particulier de I’espace des concentrations, la
dynamique est controlée seulement par l’ensemble des régulations qui sont effectives et
pour qu’une régulation soit effective, son r;; (cf. définition 6) doit étre égal a 1. En effet, le
taux de synthese de chaque variable z; dépend des régulations qui sont effectives a 1’état
courant.

Le formalisme discret de René Thomas fait une autre hypothese sur les régulations :
chaque régulation r;; est une fonction de pas s; (zx) ou s, (x)) d’une variable particuliere
k. La régulation 7;; peut alors étre renommée 7. Cette supposition limite évidemment
la puissance d’expression du formalisme puisque chaque régulation prend seulement une
unique variable en considération, d'une facon extrémement simple : la régulation k£ — ¢
est effective si et seulement si la concentration x; est plus grande que le seuil de I'action
de k sur 7. Ainsi, une ressource d’une variable est simplement une autre variable?.

Id’un point de vue mathématique, le systétme PLDE n’est pas défini sur le seuil. Pour définir des
trajectoires traversant un seuil, il devient obligatoire de transformer un PLDE en termes d’inclusions
différentielles [Fil88, DGHT04], qui meénent & des développements techniques qui ne sont pas le but de
cette these.

2Dans cette these, cette hypothese est relachée, car dans notre cadre de travail la puissance d’expression
est identique a celle donnée par la Définition 6 page 32.
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Définition 14 (Graphe de régulation) Un Graphe de Régulation G = (V| E), appelé
également RG, est un graphe orienté étiqueté tel que :

— chaque sommet v de V' est appelé une variable de G,

— chaque aréte (u,v) de E est étiquetée par un couple (0,¢). 0 est une valeur réelle
positive qui est appelée le seuil de l'aréte. € appartient a l’ensemble {+,—} et est
appelé signe de l’aréte. Lorsque € = +, ['aréte est une activation, et sinon, elle est
une inhibition.

Exemple courant : D’apres [RCB06], le RG modélisant la production de mucus par
Pseudomonas Aeruginosa est donnée a la Figure 3.2.

62, +
0! +

1

1
0, —

Fi1G. 3.2 — Le graphe de régulation modélisant la production de mucus dans Pseudomonas
Aeruginosa.

La discrétisation de l’espace de concentration est un simple partitionnement en do-
maine du systéeme PLDE (voir Définition 12).

Définition 15 (Discrétisation et états discrets)

— Soit (z1,...,2,) un état continu dans l’espace de concentration. La fonction de
discrétisation | est une application de (RT)" dans N™ définie par :

Wz, .y xn) = (L(zy), ..y ln(T)) (3.7)

ou Uentier l;(x;), est appelé le niveau d’expression de x;, défini par :

li(w) =44, if6] <z <o (3.8)
b if x> 0%

ou {93} sont des seuils ordonnés pour la variable i et b; est le nombre de seuils
différents de 1.

— Soit G un RG. Un état discret de G est une fonction | : V — N telle que pour toute
variable v, l(v) € [0,b,]. L’entier l(v) est appelé le niveau d’expression de v.

Nous remarquons que les domaines (voir Définition 12) sont les classes d’équivalence
des états continus pour la relation d’équivalence = définie par z =y < [(z) = I(y).
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3.3.2 Paramétrage et systeme de transitions

A chaque domaine est associé un ensemble de ressources (Définition 13 page 35) qui
donne I'évolution du systeme dans le domaine. De plus, chaque ensemble de ressources
est associé a un parametre discret qui permet de controler I’évolution du systeme. Fixer
les parametres d’'un modele discret est suffisant pour déterminer les évolutions dans le
modele discret. La définition des parametres discrets utilise la relation de prédécesseur
suivante :

Notation 2 (Prédécesseur) Etant donné un graphe de régulation G = (V,E) et un
neud v € V, nous notons G~ (v) = {u € V| (u,v) € E}, l'ensemble des prédécesseurs
de v dans G.

Définition 16 (Réseau de régulation) Un réseau de régulation, ou RN en abrégé, est
un n-uplet N = (V, E,K) ou :
- G = (V,E) est un graphe de régulation (voir la Définition 14)
- K ={Kyu}lvevwco-1(v) est une famille d’entiers telle que Yo € V,w C G™H(v) 0<
K, < b,. La famille K est appelée [’ensemble des parametres de N .

Si I'état discret courant est [, alors la valeur du parametre K, ) donne la direction
de I’évolution de la variable i pour tout état continu (z;)icq1,,) du domaine associé a [ :

— si K,y > 1(7), la variable i va augmenter ;

— si Kju,q) < (i), la variable i va diminuer;

— si Kju,q) = l(4), les variations de concentration de 7 ne vont pas permettre le passage

d’un seuil permettant le changement de niveau de concentration (7).

Puisque (Kj.,));, donne la direction de I'’évolution dans le domaine associé a [, il est
appelé le point focal qualitatif du domaine associé a [ et aussi le point focal de [.

Définition 17 (Systéme de transitions) La dynamique d’un RN (V| E, K) contenant
n variables est donnée par le systeme de transitions défini par :
— Un ensemble de sommets qui sont les états discrets du systeme,
— Un ensemble de transitions tel qu’il existe une transition d’un état discret d vers un
état discret d' (notée d — d') si
d. = dz +1 et Ki,wi(d) > dz

- i€ [L,n] tel que { d=d—1 et Kwa<d

Comme le montre la définition du systeme de transitions, 'existence d’une transition
entre deux états discrets est conditionnée par le paramétrage du modele mais également
par une relation topologique entre les états discrets que nous appelons la relation de
voisinage.

Définition 18 (Voisinage) Etant donné deuz états, d = (dy,da, ... d,) etd = (dy,d,...

d et d sont voisins (noté d < d') si et seulement si |d —d'| = | ld; —dj| = 1.

Jjelln

Notons que I'ensemble des parametres est fini. Puisque chaque parametre peut donner
lieu a un nombre fini de valeurs, il est clair que ’ensemble des paramétrages possibles est
fini. L’ensemble des dynamiques possibles est donc également fini.

De facon similaire aux systemes PLDE, le comportement d'un RN est donné par ’en-
semble des chemins dans le systeme de transitions associé a ce RN.

d/

’'n
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Notation 3 (Chemin) Le chemin d’un systeme de transitions donnant la dynamique
d’un RN a partir d’un état discret d, est une suite d’états discrets (do,dy, ..., d;) telle que
do = d et pour tout i € [1,1],(d;i—1,d;) est une transition dans le systéeme de transitions du
RN. De plus, nous notons d —* d' le chemin partant de d et allant en d'.

Exemple courant : Pour 'exemple de Pseudomonas aeruginosa, nous considérons un
modele particulier cohérent avec le systeme PLDE (équation (3.6) page 33), voir la Figure
3.3, qui ne présente pas toutes les caractéristiques attendues de la spécification car ce
modele ne présente pas de multi-stationnarité. Dans ce modele, la production de mucus
par la bactérie a lieu quand la concentration de la variable x est égale a 2 (voir [GKO1]).

Ty Parametres discrets

0 0|K,p = 2 K,g = 0 27

0 1| K,y 0 K, = 0 . 7y
L0 Koy = 2 Ky = 1 |t 4

1 1] Ky = 0 Ky = 1 ol LT

2 0| Kyfoyy = 2 Ky = 1 &
2 1 KL{x} = 2 Ky’{m} = 1 0 1 2

Fi1G. 3.3 — Le paramétrage des parametres discrets K produisant le modele discret, dont
le systeme de transitions contient un cycle (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0) et un
chemin de (1,1) a (2,1).

3.4 Relation entre le formalisme de R. Thomas et la
modélisation par PLDE

3.4.1 Point focal

Dans le cadre de la modélisation discrete, a chaque domaine d est associé un point focal
qualitatif (K, (q)): & partir duquel nous obtenons la tendance d’évolution des concentra-
tions (voir Fig. 3.4).

fi fi
S S/ S//

Fic. 3.4 — Evolution de la concentration de i. Ici, f; et f! sont les i® coordonnées du
point focal des domaines respectifs s et s'. f; est dans s” et f/ dans ¢'. A partir de s,
les trajectoires traversent le premier seuil séparant s de s, mais elles ne traversent pas le
second seuil, puisque f/ est dans le domaine s'.

Dans le cadre de la modélisation continue, pour chaque domaine d, toutes les trajec-
toires qui sont controlées par le systeme PLDE vont, de facon monotone, vers le point



3.4 Relation entre le formalisme de R. Thomas et la modélisation par PLDE 39

focal qui peut ne jamais étre atteint : si le point focal appartient au domaine d, un temps
infini est nécessaire pour 'atteindre, et s’il n’appartient pas au domaine d, les trajectoires
sortent du domaine et sont ensuite controlées par un autre systeme différentiel linéaire.
Les coordonnées de ce point focal ¢ = (¢;)icp1,n) associées au domaine d sont données par
I’expression analytique du point fixe du systeme par équations différentielles par morceaux
(obtenues a partir de (3.4) page 32 et en annulant &; dans (3.5) page 33) :

j€wi(d)

Notons que, puisque les parametres cinétiques k; et k;; sont positifs, ¢; ne peut pas étre
négatif. Par conséquent, puisque les trajectoires depuis un domaine particulier sont mo-
notones sur chaque axe, les contraintes (x; > 0) sont toujours satisfaites lorsqu’on consi-
dere un point initial ayant des coordonnées positives. Nous pouvons également noter que
cette expression fait aussi référence a l'ensemble des ressources en n’importe quel point
(1,...,2,) du domaine d. Par conséquent, il y a un lien tres fort entre le modele discret
et le systeme PLDE si la discrétisation de chaque point focal du systeme PLDE est égale
aux points focaux qualitatifs. Ceci est résumé par la définition suivante :

Définition 19 (Abstraction d’un systéme PLDE) Le modéle discret avec les para-
metres { K, } abstrait le systéme PLDE si, pour chaque domaine d et pour chaque variable
1, NOUS AVONS :

K@) =i k; + Z kij | /i (3.10)

JEw;(d)

La Définition 19 dit simplement que les coordonnées d’un point focal qualitatif, qui
sont les parametres du modele discret, sont obtenues par discrétisation du point focal dans
le modele continu. De plus, si f = (f1,..., fn) est le point focal qualitatif du domaine d,
alors f; est le parametre discret K; ., (q4)-

3.4.2 Trajectoires déterministes et chemins indéterministes

Un systeme PLDE étant un systeme déterministe : a partir d’un état continu initial, il
existe seulement une trajectoire. Toutefois, le systeme par équations différentielles linéaires
par morceaux n’est pas défini sur les seuils. Si nous considérons le systeme d’inclusions
différentielles associé [Fil88, DGH"04], alors les trajectoires sur les seuils ne sont pas
nécessairement déterministes.

Contrairement au modele continu, puisque tout état discret peut avoir plusieurs suc-
cesseurs, il existe plusieurs chemins a partir d'un état discret. Par conséquent, le systeme
n’est pas déterministe, de ce point de vue.

Lorsque le modele discret abstrait le systeme PLDE, la cohérence entre les deux mo-
délisations est reflétée par les évolutions dans les deux modeles : pour toute trajectoire
d’un systeme PLDE, il existe un chemin dans le systeme de transitions du RN passant
a travers les états discrets qui sont associés aux domaines traversés par la trajectoire.
Malheureusement, I'inverse n’est pas vrai : pour un chemin dans le systeme de transitions
du RN, il n’existe pas nécessairement de trajectoire du systeme PLDE qui va a travers les
mémes domaines associés [Sno89, DGH™04].
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3.5 Recherche de dynamiques qualitatives par contraintes

Dans [RCB06], les auteurs montrent que la modélisation de R. Thomas [Tho91] peut
étre exploitée par l'utilisation du model-checking qui permet de vérifier si un modele
satisfait une propriété exprimant une connaissance biologique particuliere. Dans la modé-
lisation de R. Thomas, la dynamique du systeme se construit a partir des parametres du
modele. Une premiere approche dans [RCB06] consiste donc a énumérer tous les paramé-
trages possibles du modele et a choisir ceux qui donnent des dynamiques satisfaisant les
propriétés biologiques d’intérét.

Les approches par contraintes [FRS08] sont tres utilisées pour analyse des systemes
biologiques [FR08, RBFS08]. De plus, 'utilisation d’une approche de programmation par
contraintes [Fag96, FA03, Apt03, CBH"07] permet d’éviter 1'étape d’énumération, en
produisant des contraintes sur les parametres qui spécifient que les dynamiques du modele
respectent bien les propriétés souhaitées comme nous le montrons dans Uarticle [FCLRO7].
Par conséquent, la programmation par contraintes semble étre une approche prometteuse
pour minimiser le temps de calcul nécessaire a la recherche des parametrages du modele qui
sont cohérents avec les observations biologiques. Le but de cette section est de concevoir
et d’appliquer une approche combinée (formules de logique temporelle et programmation
par contraintes) permettant de choisir les paramétrages d’'un modele discret qui menent
a des dynamiques cohérentes avec les spécifications biologiques. Pour cela, nous avons
besoin de définir le systéeme de transitions contraint :

Définition 20 (Systéme de transitions contraint) Le systeme de transitions contraint
d’un RN est défini par :
— L’ensemble des états discrets du RN,
— L’ensemble des relations de voisinage entre les états discrets du RN.
— Var, un ensemble de variables discretes tel que K C Var est [’ensemble des para-
metres discrets du RN.
— Const, un ensemble de contraintes sur les variables appartenant a Var.

Notons que, par définition, un systeme de transitions contraint représente un ensemble
de systemes de transitions puisque les paramétrages satisfaisant les contraintes peuvent
étre multiples et que deux paramétrages différents peuvent représenter deux systemes de
transitions différents.

3.5.1 Contraintes globales

Les contraintes énumérées ci-dessous sont les contraintes élémentaires et globales qui
peuvent étre affectées a un modele. Il est possible de ne pas les exploiter (sauf en ce qui
concerne les contraintes de domaine) si elles ne correspondent pas a une réalité biologique.
Les premieres de ces contraintes sont les contraintes de domaine.

Contrainte globale 1 (Contraintes de Domaine) Par définition, les paramétres dis-
crets de la variable i sont dans lintervalle [0, b;].

Les secondes contraintes sont les contraintes de Snoussi [Sno89] qui sont également
appelées contraintes de monotonie. Ces contraintes signifient que ’ajout de ressources
supplémentaires ne peut pas faire diminuer le niveau de concentration vers lequel une va-
riable est attirée. Cette propriété peut souvent étre déduite de la connaissance biologique
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et, lorsqu’elle est utilisée, le nombre de modeles validant les spécifications en est grande-
ment diminué. En mettant en place cette propriété, nous formons un treillis pour chaque
ensemble de parametres discret d’une variable donnée. Ainsi les contraintes de Snoussi
peuvent étre définies de la maniere suivante :

Contrainte globale 2 (Contraintes de Snoussi) K, , < K, . pour toute variable u
et tout ensemble de ressources w et w' tel que w C w'.

Exemple courant : Dans la figure 3.5, nous représentons les deux ensembles d’inéga-
lités données par les contraintes de Snoussi pour les parametres discrets : un (a gauche)
pour les parametres de la variable z et un second (a droite) pour les parametres de la
variable y.

- K < Kw,{m} < Kz,{:c,y}v

- z,0 < Ka:,{y} < Kx,{az,y}‘
De la méme maniere : K, < K, (..

< <
Ky ()

V
N

) y,@

F1G. 3.5 — Les deux ensembles de contraintes de Snoussi pour I'exemple courant.

La derniere contrainte globale se traduit par les contraintes de non-redondance. Dans
un systeme de transitions contraint, I’ensemble des systemes de transitions associés peut
étre un ensemble redondant car deux paramétrages différents peuvent donner lieu a un
méme systeme de transitions. L’application des contraintes de non-redondance sur un
systeme de transitions contraint rend ’ensemble des systemes de transitions associé non-
redondant. Pour éviter cette redondance inutile, il suffit pour chaque état discret de
contraindre ses parametres discrets afin que son point focal qualitatif puisse correspondre
uniquement a I’état discret ou bien a un état discret voisin. Néanmoins, cette remarque
ne tient pas compte du fait que deux états discrets puissent avoir des parametres discrets
en commun. La définition non-naive de la contrainte est donc : pour chaque ensemble
d’états discrets ayant un parametre discret en commun, il faut contraindre ce parametre
discret afin que la composante focale commune soit uniquement dans un état discret de
I’ensemble ou dans un de leurs états discrets voisins. Cette propriété est définie comme
suit :

Contrainte globale 3 (Contrainte de non-redondance) Pour tout paramétre discret
Kiw, nous avons la contrainte Ming, , —1 < K;,, < Mazg,, + 1 avec :
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- Ming,,, le plus petit niveau de concentration de la variable i lorsqu’on se trouve
dans un état ayant K,,, comme parametre discret.

- Maxg, , le plus grand niweau de concentration de la variable i lorsqu’on se trouve
dans un état ayant K;,, comme parametre discret.

La valeur de chaque parametre Kj, se retrouve donc dans l'intervalle [Ming, , —
1; Maxg,, + 1]. Pour avoir le véritable intervalle du parametre K;,,, il suffit donc de
prendre I'intersection entre l'intervalle donné par les contraintes de domaine et celui donné
par les contraintes de non-redondance. Le Tableau 3.1 donne les intervalles produits pour
I’exemple courant par les contraintes de domaine, de non-redondance et ’accumulation
des deux types de contrainte.

intervalle
parametre discret | domaine | non-redondance | intersection
Keg [0;2] [—1;2] [0;2]
Kua [0;2] [1; 3] [1;2]
Kay [0;2] [—1;2] [0;2]
Koy [0; 2] [1; 3] [1;2]
Ky [0;1] [—1;2] [0;1]
Ky 0; 1] [—1;2] [0; 1]

TAB. 3.1 — Les intervalles de valeurs pour les parametres discrets selon les contraintes
de domaine, de non-redondance et avec le cumul des deux. Notons que la contrainte de
non-redondance permet ainsi de réduire 'intervalle des parametres discrets K, , et K, ;.

3.5.2 Spécifications et logique temporelle CTL

Les propriétés dynamiques d’un systeme peuvent étre souvent traduites en logique
temporelle [Eme90, HR00]. L utilisation de ces logiques temporelles permet de vérifier des
systemes dont le comportement est décrit par une structure de Kripke. En utilisant la
logique temporelle CTL (Computational Tree Logic), il est possible d’exprimer des infor-
mations biologiques sur le comportement du systeme [Ric06, Bat06]. Parmi les logiques
temporelles comme LTL (Linear Temporal Logic), la logique temporelle CTL semble parti-
culierment bien adaptée a la description de comportements biologiques puisqu’elle permet
une description en arborescence. Ainsi, il est possible de tenir compte des potentialités de
bifurcations dans les dynamiques des systemes étudiés.

En reprenant notre exemple courant, nous savons que la bactérie sauvage Pseudo-
monas Aeruginosa n’arréte plus sa production de mucus une fois qu’elle a commencé
a en produire. La production de ce mucus correspond aux états discrets ou z = 2. Ce
phénomene de stabilité sous la forme d’une spécification CTL s’exprime par la formule :
(x=2) = AG(z = 2).

Les logiques temporelles sont définies sur un ensemble de propositions atomiques qui
peuvent étre combinées en faisant appel a un certain nombre de connecteurs logiques.
Plus spécifiquement, une formule CTL peut étre vue sous la forme d'un arbre de sous-
formules. Pour CTL, nous avons les connecteurs booléens classiques (A, V, =, = et <)
ainsi que des opérateurs spécifiques. Ces opérateurs spécifiques se décomposent en deux
composantes, chaque composante étant représentée syntaxiquement par une lettre. La
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premiere lettre est la partie quantitative de la formule. Elle peut prendre la valeur E ou
A. La seconde lettre est la partie temporelle de la formule, elle peut prendre la valeur
X, F', G ou encore U. Avant de définir formellement les opérateurs de CTL nous en
donnons ci-dessous l'interprétation intuitive dans un systeme comprenant des états qui
peuvent étre étiquetés et une relation successeur entre ces états. Un état discret d valide
une formule de logique temporelle p si et seulement si
— p =wvp et d est étiqueté par vp.
— p= FEX¢ : il existe un successeur de d validant ¢.
— p= FEF¢: il existe un chemin partant de d tel qu’il est possible d’atteindre un état
discret validant ¢.
— p = EG¢ : il existe un chemin infini partant de d tel qu’a partir de 1’état courant,
tous les états discrets du chemin valident ¢.
— p = E[YU¢] : il existe un chemin partant de d et ne passant que par des états
discrets validant ¢ jusqu’a atteindre un état validant ¢.
— p=AX¢ : tous les successeurs de d sur tous les chemins valident ¢.
— p = AF¢ : tous les chemins partant de d permettent d’atteindre un état discret
validant ¢.
— p= AG¢ : tous les chemins partant de d sont infinis et ne contiennent que des états
discrets validant ¢.
— p=A[YU¢] : tous les chemins partant de d passent par des états discrets validant
1 jusqu’a atteindre un état discret validant ¢.
Pour mieux appréhender ces formules, nous présentons dans le Tableau 3.2 un récapitulitif
pouvant servir d’aide-mémoire et une illustration des formule CTL en Figure 3.6.

Quantitatif Temporel
E 1l existe un chemin tel que (Exist) Successeur (neXt)
A Pour tout chemin (All) Un jour (Future)
Toujours dans le futur (Globally)
Jusqu’a (Until)

el epRies Jess

TAB. 3.2 — Tableau récapitulatif pour les opérateurs spécifiques a CTL.

CTL peut se définir formellement par une syntaxe et une sémantique. Nous donnons
la syntaxe de fagon inductive (forme de Backus-Naur) ou ¢ est une formule CTL.

Définition 21 (Syntaxe CTL) ¢ == T | L [p | (=) | (6A®) | (6V¥) | (6= ) |
(6 & ¢) | AX¢ | EX6 | AlpUy] | E[oUY] | AGé | EGe | AF¢ | EFg, ot p est une

proposition atomique, T une tautologie et L une antilogie.

Nous ne considérons par la suite que les formules contenant les connecteurs CTL et les
opérateurs temporels : =, A, EX, EU et AU. Notons que n’importe quelle formule CTL
peut étre transformée en une formule CTL sémantiquement équivalente qui utilise unique-
ment ces connecteurs grace a des relations d’équivalence [HR00]. Nous passons maintenant
a la description formelle de la sémantique CTL :

Définition 22 (Sémantique CTL) L’ensemble des propositions atomiques qui dépend
du systeme de transitions est noté AP. Le sous-ensemble de AP qui est vrai dans un
état discret d, est donné par la fonction d’étiquetage L(d). Soit d; un état. La sémantique
d’une formule CTL est définie inductivement par :
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EX ¢

F1G. 3.6 — lustration des opérateurs CTL.
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-dy =TT,

~Vpe AP, dy = p ssip € L(dy),

- do):_'qf)SSidol;'égb,

—do = d1 Ny ssidy = o1 et dy = ¢,

—do = EX(¢) ssi pour un dy particulier tel que dy — dy, nous avons dy = ¢,

— dy = E[p1Ugs] ssi il existe un chemin particulier dy — dy — -+ — d; — ... avec
dj = ¢o et avec d; |= ¢1 pour chaque i tel que i < j.

— dy = Alp1U o] ssi pour tout chemin dy — dy — -+ — d; — ... il existe un d; tel
que d; = ¢o et o pour chaque i tel que i < j nous avons d; = ¢.

L’opération qui consiste a tester si un modele satisfait une formule logique s’appelle
model-checking. Pour vérifier une spécification logique sur un automate il est possible de
traiter dans un premier temps tous les sous-termes de la spécification puis de déterminer
a partir de ces traitements sous-jacents si les états valident la spécification. Le parcours
de I'arbre se fait en commencgant aux feuilles (les propositions atomiques) pour remonter
jusqu’a la racine (la formule complete). En reprenant la formule (z = 2) = AG(z = 2)
pour notre exemple courant, nous devons donc dans un premier temps étiqueter les états
discrets validant x = 2. Ces états discrets sont (2,0) et (2,1). Puis étiqueter les états
discrets validant AG(z = 2) (ce qui est facilité par le premier étiquetage), qui sont encore
(2,0) et (2,1). Le dernier étiquetage concerne la formule entiere et comme tous les états
discrets (soit (0,0), (1,0), (2,0), (0,1), (1,1) et (2, 1)) satisfont la formule, ils sont étiquetés
par (r =2) = AG(z = 2).

3.5.3 Contraintes d’apres des spécifications en logique CTL

Nous allons maintenant présenter d’autres contraintes. Dans un premier temps, nous
définissons la contrainte nécessaire et suffisante a I’existence d’une transition, notée Cy_ o €
Const, pour la transition d — d'. La contrainte de transition Cy_4 est définie par :

Définition 23 (Contrainte de transition) Soient d et d' deux états discrets voisins.

c B Kio,a) > di sid; =d; —1 oui tel que d; # d; ;
d=d' = K, < d; sinon.

Cette définition pour Cy_.4 est la traduction de la modélisation de R. Thomas en termes
de contraintes sur les parametres discrets. Les contraintes de transition sont construites
sur les relations de voisinage. Dans le cas ol d n’a pas de successeur, nous disons que Cy_.4
est la contrainte garantissant la stabilité de I’état discret d (c’est-a-dire qu’il n’existe pas
de transition sortant de d).

Définition 24 (Contrainte de stabilité) La contrainte de stabilité Cq_q est définie
par :

/\ (Kiqua = d;)
Sémantique intuitive des contraintes pour une formule CTL

Par rapport au CTL classique, dans notre cas il est possible de tirer parti de la ré-
gularité du voisinage sous la forme de quadrillage. Ainsi, les opérateurs temporels CTL
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peuvent s’exprimer a l'aide de relations de voisinage. Avant de donner la sémantique des
contraintes pour une formule CTL (dans la section 3.5.3), nous donnons linterprétation
intuitive des contraintes pour chaque opérateur. Nous introduisons la notation C’g : nous
disons que la contrainte C’g est satisfaite si et seulement si I’état discret d valide la for-
mule ¢. Si ¢ est une proposition atomique, alors C(‘; est satisfaite si et seulement si d est
étiqueté par ¢ (soit ¢ € L(d) avec L(d) I'ensemble des étiquettes de d dans la structure de
Kripke). Si ¢ = ¢1 A ¢o, C’g est équivalente a la conjonction des contraintes C’jl et C’gQ, et
si ¢ = —¢; alors Cg = —Cgfl. Pour les opérateurs temporels, nous introduisons la notion
de ¢-chemin :

Définition 25 (¢-chemin) Un chemin est un ¢-chemin si chaque état discret du chemin
valide ¢.

Nous allons maintenant passer en revue les différents connecteurs temporels :

EX(¢1). L’opérateur temporel que nous considérons en premier est F.X. Si ¢ est EX (¢)
alors un état discret d valide la formule ¢ si et seulement si il existe un état discret voisin
d tel que Cy_g A Cg’l est satisfaite.

E[p1Ugps]. Si ¢ est E[p1Upso], pour le traitement de la formule a 1'état discret d, nous
utilisons les variables booléennes additionnelles Bg’ pour définir les E[¢1U ¢o]-chemins.
La sémantique des variables Bg/ est : Bg' est vraie si et seulement si 1’état discret d’
appartient & un E[¢,U¢s]-chemin. Les états discrets d'un E[¢,U ¢o]-chemin peuvent étre
définis inductivement : Bg/ est vraie si et seulement si

— soit Cgf; est satisfaite,

— soit Cgll est satisfaite et il existe un voisin d” de d’ tel que Bg” est vraie et Cy_qv

est satisfaite.

Alp1Ugs]. Si ¢ est A[p1Uds], pour le traitement de la formule a 1'état discret d, nous
utilisons les variables booléennes additionnelles Bg/ pour définir les A[pU po]-chemins.
La sémantique des variables Bg/ est : Bg/ est vraie si et seulement si 1’état discret d’
appartient a un A[¢U@o]-chemin. Les états discrets d'un A[¢p,U ¢s]-chemin peuvent étre
définis inductivement : Bg/ est vraie si et seulement si
— soit Cg; est satisfaite,
— soit C'(‘Z'l est satisfaite et, il existe au moins un voisin d”’ de d' tel que Cygr_4 est
satisfaite et, pour tout d” voisin de d’ tel que Cy_ 4 est satisfaite, nous avons Bg"
vraie.

Mais, avec les définitions de E[¢U¢o]-chemin et de A[¢p,Ups]-chemin, il est possible
d’avoir uniquement des (¢1)-chemins cycliques ol aucun état discret ne valide ¢o (c’est-a-
dire des (¢1 A =¢)-chemins cycliques, voir Figure 3.7 page 47). Le tri topologique sur un
systeme de transitions contraint ne contenant que des (¢ V ¢3)-chemins est introduit pour
traduire la satisfaisabilité de E[¢p1U¢ps] ou de A[p1Uds| en contraintes. Pour cela, nous
introduisons les variables Vj' pour chaque état discret d’ qui ont une valeur comprise
entre 1 et le nombre d’états discret du systeme de transitions contraint. Ces variables
ordonnent les états discrets appartenant a des (¢; V ¢2)-chemins. Nous nous intéressons
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a la sémantique concernant les variables V¢d' qui est un ordonnancement entre variables :
Vi < VI s

— I’état discret d’ appartient a un (¢ V ¢9)-chemin,

— D'état discret d” appartient a un (¢ V ¢2)-chemin et

— Cy_q est vraie.
Les deux premieres contraintes garantissent que d’ et d” appartiennent a un systeme de
transitions contraint contenant uniquement des (¢; V ¢2)-chemins et, la dernieére contrainte
garantit I'existence d’une transition d — d”. Le tri topologique n’est possible que si le
systeme de transitions contraint ne contient pas uniquement des (¢; V ¢)-chemins non-
cycliques. Par conséquent avec ces nouvelles contraintes, il est maintenant impossible
d’avoir uniquement des (¢; A —¢9)-chemins cycliques, puisque au moins un (¢; V ¢s)-
chemin permet d’atteindre un état validant ¢,.

A y A y
7)) 7
1 «t— 1 —> —>
IS IR
v W W l l l
0 —> 0 —> —>
X X
o 1 2 o 1 2

Fia. 3.7 — A gauche : systéme de transitions ayant besoin des variables V pour vérifier
I'existence d'un E[(z < 2)U(x = 2)]-chemin a cause du cycle (0,0) — (1,0) — (1,1) —
(0,1) — (0,0) qui est un ((z < 2) A =(z = 2))-chemin. A droite : systéme de transitions
n’ayant pas besoin des variables V' pour vérifier existence d'un El(z < 2)U(xz = 2)}-
chemin.

Contraintes obligeant un état a satisfaire une formule CTL

Soit d un état discret. Soit C’g € Const la contrainte permettant a 1’état discret d de
satisfaire la formule ¢. Soit Ny 'ensemble des états discrets voisins de d : Ny = {d' | d <
d'}. Soit n le nombre d’états discrets du systéme de transitions contraint. La contrainte
C’g € Const est définie inductivement par :

— si ¢ =T alors C? = true.

~ si ¢ € AP alors Cf = true ssi ¢ € L(d).

— si ¢ = —¢; alors C4 = ﬂC’dl.

— sl ¢ = @1 A ¢y alors Cf = C4 ACY.

~sig=EX(¢)alors = \/ (CM, A C;;’l).

d'eNgU{d}
— si ¢ = E[p1Us], alors il existe des variables booléennes Bg' € Var et des variables
Vq;j' € Var définies dans le domaine [1,n] telles que C¢ = B(‘; et les relations entre
les variables sont données par les contraintes de C'onst définies de la fagon suivante :

A (Bg’ schvern \/ (B A Cdgdu)> (3.11)

' d"eNy



48 Approches pour des modélisations sur les réseaux de régulation génétique

d/ d/ d/ d// d/ d//
/\<B¢ =cyvegn\/ <B¢ A Caar NV < VS )) (3.12)
d d"eN g
— si ¢ = A[p1U¢y], alors il existe des variables booléennes Bz' € Var et des variables

Vq;j' € Var définies dans le domaine [1,n] telles que C¢ = B(‘Z et les relations entre
les variables sont données par les contraintes de C'onst définies de la facon suivante :

/\(Bg’ schvein \ (Coa)n N\ (Coar :>B¢")> (3.13)

d’ d"ENy d"eNy

A (Bg' = cavenn \ (BY A Coa AV < vg”)) (3.14)

& d"eNy

Preuve d’équivalence entre les spécifications CTL et les contraintes CTL ob-
tenues

Nous allons maintenant démontrer que les contraintes présentées ci-dessus sont équi-
valentes aux spécifications CTL associées.

Contraintes
— Pour T la contrainte équivalente en chaque état discret est C% = true.
— Pour une proposition atomique pa, la contrainte équivalente en chaque état discret
est C';fa = vrai si et seulement si la proposition atomique est vraie en d.
— Pour —¢ la contrainte équivalente en chaque état discret est C’il¢ = —Cg.

— Pour ¢1 A ¢ la contrainte équivalente en chaque état discret est C$1 Aby = C’d1 A C;fQ.
Preuves Trivial.

Contrainte Pour FX(¢) la contrainte équivalente en chaque état discret est

Chew =\ (cdﬁdmcg’) (3.15)
d'ENU{d}

Preuve Supposons que dy = EX(¢). D’apres la sémantique de Uopérateur EX, dy =
EX(¢) si et seulement si il existe un chemin dy — d; tel que d; | ¢. Et d’apres (3.15)
C’gx( ¢ st vrai si et seulement si d, = ¢ et dy — di. O

Contrainte Pour ¢ = E[p1U¢s], il existe des variables booléennes Bg' et des variables

Vdfl' définies dans le domaine [1,7] ot 7 est le nombre d’états discrets, telles que Cf = B
et que la relation entre les variables est définie comme ci-dessous :

A (Bg’ scpvesn \ (B A Cdgdu)> (3.16)

& d"eNy

/\(B;f' =Co Ve n\/ (B¢," ACa_an NV <V )) (3.17)

& d"eNy
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Preuve Soit {d; | 0 <i < n} un ensemble d’états discrets de cardinalité n.

a) Supposons que BJdEO[¢>1U¢2] est vrai et que dy = E[¢1Ups]. D’apres (3.17), Bjé[q5 Vo]
est vrai implique :
— Soit dy = ¢9, or cela implique d’apres la sémantique de EU que dy = E[p1Uds].
Contradiction.

— Soit dy = ¢1, et il existe au moins une transition dy — d telle que Bfé,[ o1Us) €S vrai
et que VgﬁblU 2] < Vg[ 61U €S satisfait. D’apres la sémantique de 'opérateur EU,
comme dy = ¢1 et dy = E[p1Ugs), Vd; tel que dy — dy si dy = E[¢1Us] alors dy =
E[p1U@s] et contradiction. Donc Vd; tel que dy — dy, nous avons dy (= E[p1U o).

. N ~ N d .
Ce qui nous ramene au méme probleme Vd;, BEI[ 51Uy €St vral et dy [~ E[p1U o).
En recommencant ce raisonnement, nous construisons un chemin infini ¢ partant de
dy tel que pour chaque état discret d; appartenant a ¢ nous avons B%'[ $1U3] vrai
et d; [~ E[gblU ¢9] et tel que pour chaque transition d; — d;;1 de ¢ nous avons
d; f , .. . d; d;
VE[¢1U¢2] <V $1U¢ Par conséquent, si ¢ < j alors VEMU@] < VEfqusQ}' Or comme
le graphe de transition est fini, le chemin ¢ passe au moins une fois par un état
discret d; déja parcouru, ce qui implique que 35 > ¢ tel que d; = d; et donc que

d; d; e
VE[¢1U¢2] < Vg Blo1Udo] . Contradiction.

b) Supposons que B%O[dnUaﬁz} est fauz et que dy = E[¢p1U ). D’apres la sémantique de
Vopérateur EU, comme dy = E[¢p1U¢s], il existe un chemin dy — dy — --- — d; (j > 0)
tel que d; = @9 et Vi < j, d; = ¢1 A —¢y. Deux cas sont possibles :

— Soit d; = dj et donc nous avons dy = ¢o. Or d’apres (3.16) si dy = ¢o alors B

est vrai. Contradiction.

— Soit d; # dy, nous avons donc dy = ¢1 et dy = ¢o. D’apres la sémantique de EU,

di = E[¢1U¢s]. Nous en déduisons d’apres (3.16) que BE[¢ Udn

nous avons B Elo1Udo] faux et d; = E[¢1U¢s], et nous savons qu’il existe un chemin

E[¢p1U¢o2]

| est faux. Donc en dy,

dy — -+ — dj de longueur j—1. Sid; = d;, le premier cas mene a une contradiction,
donc forcément d1 7& d;. En recommencant ce méme raisonnement, nous arrivons
E[¢ Us,) €St faux et dj, = E[¢1U¢s] sachant que d;_; — d; est
possible. Nous savons que ng[ 61Uds) €St vrai et que Cy, | .q; et Cj{*l sont satisfaits,

donc d’apres (3.16), Bd Elowve,) €St vrai. Contradiction.

a d; ltelqueB

Tous les cas meénent & une contradiction. Par conséquent, soit B% FlonUas] €St vrai et

do ): E[¢1U¢2] soit BEO[¢ Ugs) est faux et d() F& E[¢1U¢2] ]

Contrainte Pour ¢ = A[p;Ugs], il existe des variables booléennes Dg/ et des variables
Wdﬁl/ définies dans le domaine [1,n] olt n est le nombre d’états discrets, telles que C¢ = Dg
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et que la relation entre les variables est définie comme ci-dessous :

/\(Df;’ scivesn \ (Coa)n N\ (Coar :>Dg//>) (3.18)

d’ d"eNy d"eNy

A (Dg’ =CcoLveEn\/ (Bg” ACy—ar NV < v;”’)) (3.19)

@ d"eNy
Preuve Soit {d; | 0 <i < n} un ensemble d’états discrets de cardinalité n.

a) Supposons que D® est vrai et que dy Alp1Us|. La démonstration est
Alp1U 2]
identique lorsqu’on suppose que B%O[ $1Ud) St vrai et que dy [F E[¢1U¢s]. Contradiction.

b) Supposons que Djo[%wﬂ est fauz et que dy = Alp1Ugs]. D’apres la sémantique

de 'opérateur AU, comme dy = A[p1U¢s], tous les chemins dy — dy — --- — d; (7 > 0)

respectent les propriétés d; = ¢2 et Vi < j, d; = ¢1 A —¢o. Pour chacun de ces chemins,
deux cas sont possibles :

— Soit d; = s¢ et donc nous avons dy = ¢o. Or, d’apres (3.18) si dy = ¢9 alors Dj‘)[¢1U¢2]
est vrai. Contradiction.

— Soit d; # dy, nous avons donc dy = ¢ et dy = ¢o. D’apres la sémantique de AU,
dy = A[$1U o). Nous en déduisons d’apres (3.18) que DdE1[¢1U¢2] est faux. Donc en dj,
NOUS avons Dil[ 61U o] faux et dy = A[p1U o], et nous savons qu’il existe un chemin
dy — --- — dj delongueur j—1. Sid; = d;, le premier cas mene a une contradiction,
donc forcement d; # d;. En recommencant ce méme raisonnement, nous arrivons
a dj_; tel que Dillj[zU@] est faux et d;_; = A[p1U¢s] sachant que d;_1 — d; est
possible. Nous savons que Di{[ 51Ugs) €St vrai et que Cy;_, .4, et CZ{ ~! sont satisfaits,

donc d’apres (3.18), DdAj@U o, €St vrai. Contradiction.

Tous les cas menent a une contradiction. Par conséquent, soit BZP[ 61U €S vrai et
do |= Al U], soit By, 11,1 est faux et do = Algy U] O

3.5.4 Exemple courant

Ici, nous allons construire les contraintes sur les parametres du systeme pour que
chaque modele dont les parametres satisfont ces contraintes satisfasse les propriétés sui-
vante :

— La production de mucus a lieu quand et seulement quand le niveau de concentration

de z est égal a 2.
— L’état (2,1) (x =2 et y = 1) est un état stable. Formule CTL :

(x=2Ny=1)=AG(x=2Ay=1)
— Une bactérie produisant du mucus produira toujours du mucus. Formule CTL :

(x=2)= AG(z =2)
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— Une bactérie se trouvant dans I’état initial (0, 0) peut se mettre a produire du mucus.
Formule CTL :
(r=0Ay=0)= EF(z=2)

Nous obtenons un ensemble de 6 dynamiques cohérentes avec les observations biologiques,
dont celle de la figure 3.8(b) ci-dessous (voir les annexes .2.2 pour les autres). La dyna-
mique de la figure 3.8(a) ne satisfait pas les contraintes liées aux formules CTL car elle
présente deux phénomenes épigénétiques (production de mucus et non-production de mu-
cus) qui sont dus a un systéme de transitions non connexe. Ainsi, la figure 3.8(a) présente
une dynamique ot il n’est pas possible d’atteindre le niveau 2 de x depuis le niveau 0 sans
signal externe, alors que la figure 3.8(b) présente une dynamique ou le nivau 2 peut étre
atteint a partir de n’importe quel état initial.

A y A y
7Y 7Y
1 «t— 1 —> —>
@ R
0 —> 0 —> —>
K =:c
o 1 2 o 1 2

F1G. 3.8 — (a) : Un systéme de transitions possible avec un changement épigénétique
depuis un état ne produisant pas de mucus (par exemple I’état discret (1, 1)) vers un état
en produisant (par exemple I’état discret (2,1)). (b) : Un systeme de transitions possible
sans changement épigénétique.

A partir des figures 3.8, nous allons dérouler sur un exemple I'utilisation des contraintes
afin de mieux comprendre les variables additionnelles. Ici, nous montrons que les contraintes
liées & la formule CTL (x = 0 Ay = 0) = EF(x = 2) (équivalent a la formule CTL
(x =0Ay =0)= E[TUzx = 2]) sont satisfaites pour la dynamique de la figure 3.8(b)
mais pas pour celle de la figure 3.8(a). Par la suite nous notons ¢, la formule E[TUxz = 2].

Pour la dynamique de la figure 3.8(a), nous commencons avec C}J[TU v2] = Bé)o’o) =1
Comme les états (2,0) et (2, 1) satisfont la proposition atomique x = 2, nous avons avec
les contraintes 3.11 et 3.12 :

- B =1et BYY =1
Puis par déduction :
— soit B(l’o) = B(l’l) = B(O’O) B( Y = 0 nous amene & la contradiction By

LA B(0 =0 (v01r Flgure 3.9(a)).
— soit Bél 0 = Bél D= Bé 0 = Bg)’l) = 1 nous amene aux contradictions V¢ 0 +
Vdfl’o), V¢(1,1) #* Vdfl’l), V¢0’0 #* V (0.0) ot V 1) #+ V(O 1) (voir Figure 3.9(b)).

0,0) _

Pour la dynamique de la figure 3.8(b), nous commengons avec C’}E[TU ey = Béo’o) =1
Comme les états (2,0) et (2, 1) satisfont la proposition atomique x = 2, nous avons avec
les contraintes 3.11 et 3.12 (Illustration en Figure 3.10) :

- Bf’o) =1let Bf’l) = 1 et arbitrairement nous posons aussi
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FiG. 3.9 — Illustration pour un apercu visuel des variables B et V. Pour les variables B :
o sile B de I'état discret est égale a 0, o si le B de I'état discret est égale a 1 et o/e si
les contraintes sur le B de I’état discret sont contradictoires. Pour les variables V' :7 si
la valeur de V' dans I’état discret n’est pas connue, / si les contraintes sur le V' de 'état
discret sont contradictoires et une valeur si la valeur de V' dans ’état discret est connue.

- VY =6et VY =6
Puis par déductions successives :

(10 _ 1 00 _ g g _ (11) _
L B8 =1, v =5 B = 1et Vi =5.

0,0) _ 0,0) _ 1) _ 1) _
2. BYY =1, V" =4, B =1 et VOV =4,

Cet exemple nous permet donc de découvrir les contraintes ayant empéché la dynamique
en figure 3.8(a) d’étre une solution possible d’apres les observations biologiques proposées.

v

FiG. 3.10 — [lustration pour un apercu visuel des variables B et V. Pour les variables B :
o si le B de I'état discret est égale a 0, o si le B de I'état discret est égale a 1 et o/e si
les contraintes sur le B de I’état discret sont contradictoires. Pour les variables V' :7 si
la valeur de V' dans I’état discret n’est pas connue, / si les contraintes sur le V' de 'état
discret sont contradictoires et une valeur si la valeur de V' dans I’état discret est connue.

Implémentation et limites IL’approche est implémentée en Java avec la librairie Choco
Solver3. Grace a cette implémentation, nous avons pu observer les limites du solveur de
contraintes qui semble alors fournir des résultats erronés qui ne tiennent pas compte
de toutes les contraintes. Cette limite semble due au nombre de contraintes données au
solveur. Ce nombre de contraintes étant lui méme fonction des opérateurs CTL utilisés et
de la taille du systeme de transitions contraint analysé. Actuellement, bien que la rapidité
des résultats soiT de l'ordre de I'instantanné contrairement & SMBionet* qui pour un méme
résultat va demander plusieurs minutes voire plusieurs heures, il n’est pas possible d’aller

3Voir le site http ://www.emn.fr/x-info/choco-solver/doku.php.
4Qutil développé dans le cadre de la theése d’A. Richard [Ric06].
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au dela d’'un graphe de régulation de 4 variables et 10 interactions pour la spécification de
d’une formule CTL comportant jusqu’a 3 opérateurs temporels (comme EF ou AG). Une
des solutions pour dépasser cette limitation serait de donner les contraintes au solveur
petit a petit en réinjectant les résultats intermédiaires au solveur. De plus, la librairie
Choco Solver évoluant rapidement, il est possible que les limites observées alors puissent
étre dépassées prochainement.

L’outil obtenu est donc encore actuellement peu utilisable a cause des limitations que
nous venons de mentionner mais qui sont purement extérieures a notre travail. Nous
espérons bien que les progres a venir dans le domaine de la résolution de contraintes
puissent rendre nos résultats tres intéressants a relativement court terme.

3.6 Etude et décomposition de dynamiques qualita-
tives par les MMB

Les contraintes montrées dans la section précédente permettent d’obtenir des systemes
de transitions cohérents avec le modele biologique. Cependant, I’analyse de tels systemes
de transitions reste difficile pour de grands réseaux de régulation génétique. En effet, les
systemes de transitions ayant une taille exponentielle par rapport au nombre de variables
du réseau de régulation génétique associé, il devient rapidement difficile de détecter une
dynamique d’intérét qui ne soit pas initialement prévue dans les spécifications du mo-
dele. L’utilisation d’une modélisation discrete surmonte néanmoins cette faiblesse en nous
permettant de décomposer des comportements qualitatifs en utilisant une autre approche
contrainte : l'analyse d’équilibre de flux utilisant le Comportement Métabolique Mini-
mal (MMB). La technique [L.BO6] est une extension élégante de 1’approche par les Modes
de Flux Elémentaires (EFM) (voir [GK04] pour avoir une vue d’ensemble sur 'analyse
d’équilibre de flux). Cette technique est déja bien connue pour analyser le flux métabo-
lique d’'un systéme (stationnaire) en équilibre. Elle décompose les contraintes de flux en
chemins élémentaires minimaux. Les combinaisons de ces chemins décrivent une multitude
de chemins et donc de comportements. Pour appliquer ces techniques sur des systemes
de transitions, nous supposons (i) qu'un comportement qualitatif spécifique peut étre vu
comme une combinaison de chemins qualitatifs et (ii) que I’abstraction discrete décrit des
comportements transitoires entre des états discrets qui impliquent des flux entre des états
discrets sources et des états discrets puits.

Mathématiquement, les contraintes qui décrivent le systeme de transitions sont de la
forme :

Sv=0,v; >0, pour i € Irr (3.20)

Irr est ensemble des transitions irréversibles (dans notre cas, cela correspond a 1’ensemble
des transitions du systeme), S est la matrice stoechiométrique du systéme de transitions
s xm, avec s états discrets (les lignes) et m transitions (les colonnes), et o v € R™ est un
vecteur de flux. Comme expliqué dans [L.LB0O6], ’ensemble de tous les flux possibles a travers
le systeme de transitions a 1’état stable (les solutions possibles du systéme de contraintes
décrit dans la contrainte (3.20)) ci-dessous, définit un cone polyédrique, nommé le cone
de flux a I’état stable.

C={veR"|Sv=0,v>0,i€ I} (3.21)
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Finalement, a chaque face G du cone de flux est associé un ensemble de transitions irré-
versibles D qui correspond aux MMB.

G={velC|v;>0,VjeD, v,=0,Vie Irr\ D} (3.22)

4 5] Contraintes sur
! (')‘l\)ki}f 1:7» les flux* ! ™
IRREK >
0—>A=>»B>>»C " /01/ .
o 1 2 o 1 2
(a) Dynamiques discrétes (b) MMB

FiG. 3.11 — Raisonnement sur un systeme de transitions venant de notre exemple courant
ol la phase * permet ’analyse d’équilibre de flux.

Application a notre exemple courant : Dans la Figure 3.11, nous faisons I'analyse
de flux sur un systeme de transitions venant de notre exemple courant. Les flux sont
obtenus en ajoutant une transition entrante sur I'état discret (0,0) : I'état discret initial.
Nous considérons aussi 'état discret (2,1) comme une sortie naturelle du systeme et nous
y ajoutons donc une transition sortante. Notons que la bonne détermination des états
discrets puits et des états discrets sources est primordiale puisqu’elle a une influence sur
les résultats obtenus. Finalement, nous avons 6 états discrets (A, ..., F) et 8 transitions
(1,...,8). De la, le systeme de transitions peut étre décrit par ’ensemble des réactions
irréversibles qui est Irr = {1,2,3,4,5,6,7,8} et par la matrice stoechiométrique qui est

1 -1 0 0 0 1 0 O
o1 -1.0 0 0 -1 0
g o 0o 1 0 0 0 0 -1
o 0o o0 1 0 -1 0 O
o 0 0 -1 0 0 1 O
o o0 0 0 -1 0 0 1

En utilisant I'outil proposé par les auteurs de [LB06], nous découvrons que le cone de
flux a 'état stable peut étre représenté par deux faces minimales (Fig. 3.11(b)) nommées
MMB :

MMB; : — (0,0) — (1,0) — (2,0) — (2,1) —

MMB, : (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0)

ou MMB; et MMB, montrent respectivement un chemin linéaire et un chemin cyclique.
Il est intéressant de voir que ces deux modes élémentaires représentent les deux compor-
tements charactéristiques du systeme. Notons que 'espace linéaire lin.space(C) = {v €
C' | v; = 0,1 € Irr} est de dimension 0 en raison de I’absence de transition réversible dans
le systeme de transitions. Cette approche peut étre particulierement intéressante pour
I'étude des réseaux de régulation génétique bien que les chemins cycliques (potentielle-
ment nombreux dans un systéme de transitions) augmentent la complexité du probleme.
En effet, en se concentrant sur la dynamique de variables spécifiques, nous pouvons éla-
guer le systeme de transitions en considérant uniquement les chemins qui sont liés aux
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dynamiques d’intérét de ces variable et aux niveaux de concentration étudiés. A partir de
la, une combinaison de ces MMB peut produire un sous-systeme de transitions qui décrit
tous les comportements qualitatifs d’intéret. Bien entendu, pour que cela soit possible,
il faut que chaque transition du systeme puisse appartenir a un flux et choisir les états
discrets sources et puits en conséquence.

3.7 Etude de cas

Comme nous le montrons dans [EFR08] et [ABE*09], & partir de 'ensemble de ce que
nous venons de voir dans ce chapitre, il est possible d’imbriquer chacune de ces méthodes
afin d’en faire une approche contrainte permettant I’étude d’un réseau de régulation gé-
nétique (voir la Figure 3.12 ci-dessous).

Au cours de cette these, nous avons appliqué cette approche contrainte sur le modele
PLDE pour Escherichia Coli et sa réponse au manque de carbone [RDP106]. La croissance
des populations bactériennes est liée a la quantité de substances nutritives présentes dans
leur environnement. La disponibilité nutritive entraine une augmentation exponentielle
de la biomasse procaryotique tandis que le stress nutritionnel incite le ralentissement de
la croissance ou meéme l'arrét de la croissance. Ainsi, des populations bactériennes sont
soumises aux transitions entre deux états qui correspondent respectivement a des phases
exponentielles et des phases stationnaires. Le changement entre ces deux phases est crucial
a la survie bactérienne et est controlé par un systeme biologique qui integre des signaux
environnementaux divers.

Le systeme biologique controlant la réponse E. Coli a la privation carbonique a été
largement étudié, dans les décennies passées. Par contraste avec la plupart des études
se concentrant seulement sur une ou quelques composants de ce réseau, Ropers et ses
co-auteurs ont mis en ceuvre une modélisation pour six régulateurs clefs de ce réseau
[RDP*06]. Ce modele lie les comportements de cing genes (crp, cya, fis, gyrap, topA)
et deux « signaux » supplémentaires comme les informations de famine carbonique et la
quantité d’ARNs stables.

Nous avons donc repris ce modele ainsi que les contraintes posées par les auteurs sur
les seuils et parametres cinétiques. L’ensemble de ces données sont présentées de fagon
exhaustive dans le Tableau 3.3 page 57. Cette approche contrainte nous a permis d’obtenir
un systeme de transitions cohérent avec I’ensemble des contraintes initiales. De plus, nous
avons pu retrouver et isoler (par les MMB) un chemin cyclique mis en avant par Ropers
et ses co-auteurs, ce qui a permis une étude plus approfondie du chemin cyclique grace a
la modélisation de J. Ahmad et al. [ARBT08]. Ainsi, nous montrons qu’une augmentation
légere de la période de gyrap ne pourrait pas permettre a la bactérie de rester dans la
phase exponentielle. gyrap étant étroitement lié au superenroulement de '’ADN, le ra-
lentissement de la course du cycle de gyrap entrainerait une diminution de l'activité de
superenroulement de ’ADN. Des études indépendantes ont montré le grand impact du su-
perenroulement de I’ADN sur 'activité de gene bactérienne [HB02]. Ainsi, Les expressions
de genes sont basses quand la densité superhélicoidale chromosomique est basse et inver-
sement. Cela est du a la nécessité de réagir a la variation environnementale pour la survie,
ainsi une faible activité des bactéries agit comme une détente pour commuter sur la phase
stationnaire. D. Ropers et al. ont dépeint ce cycle qualitatif comme un résultat inattendu.
Cependant, nos analyses de propriétés temporelles associées a ce cycle indiquent que ces
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FiG. 3.12 — Application des approches contraintes sur I'exemple courant. Les contraintes
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TaB. 3.3 — Systeme PLDE et ses contraintes associées pour le modele simplifié de Ropers

et ses co-auteurs.
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résultats sont connectés aux observations biologiques sur le superenroulement de ’ADN.
De plus, nos observations indiquent que fis joue un role majeur dans le cycle qualitatif
dans lequel la bactérie est gardée pendant la phase exponentielle. Par conséquent, un cali-
brage expérimental des propriétés temporelles de fis pourrait améliorer la compréhension
de ce modele bactérien. En outre, nous montrons que la réactivité du superenroulement
de PADN est liée au délais pris par fis pour effectuer sa période qualitative. Ainsi, les
propriétés temporelles déduites du modele qualitatif renforcent la pertinence biologique
du modele.

3.8 Conclusion

Nous avons vu au cours de ce chapitre que la modélisation PLDE et la modélisa-
tion discrete de R. Thomas sont fortement liées. Ainsi nous montrons qu’il est possible
de partir d'une modélisation PLDE et d’utiliser les hypotheses liées a un modele PLDE
pour travailler ensuite sur son abstraction discrete (le modele de R. Thomas). Nous avons
également vu deux approches contraintes utilisant la modélisation discrete de R. Tho-
mas. La premiere de ces approches permet de faire du model-checking paramétrique mais
également d’obtenir efficacement des paramétrages cohérents avec les spécifications du
modele étudié en utilisant des outils de programmation par contraintes. Cette approche
a d’ailleurs donné lieu au développement d’un outil dédié multi-plateformes (en Java
et utilisant la librairie Choco Solver pour la partie programmation par contraintes). La
deuxieme approche utilise un outil déja existant permettant initialement de décomposer
les comportements dynamiques d’un réseau métabolique. En adaptant cette méthode a la
modélisation discrete, il est possible d’obtenir une décomposition des comportements du
modele étudié. Cette décomposition peut déja apporter des réponses sur certains compor-
tements qui peuvent s’avérer étre une imbrication de comportements.

Enfin, 'ensemble des travaux réalisés dans ce chapitre peuvent se voir comme une
approche globale et contrainte permettant de faire une analyse préliminaire pour la mo-
délisation hybride temporelle qui est présentée dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Modélisation hybride pour un
raffinement des contraintes
temporelles et discretes

Dans ce chapitre, nous proposons une modélisation qui étend la modélisation discrete
de René Thomas en incorporant des aspects temporels, comme nous le montrons dans
I'article [FBCRO09]. Nous appelons cette modélisation TDD pour « modélisation par dé-
composition des domaines temporels ». Ces aspects temporels s’expriment sous la forme de
délais et représentent le temps nécessaire pour passer d'un état a un autre dans le graphe
d’états discrets de René Thomas. Puisque la structure sur laquelle cette modélisation se
base est le graphe d’états discrets de René Thomas, il est possible d’utiliser les méthodes
classiques pour la synthese des parametres discrets ou encore d’utiliser la méthode par
contraintes présentée dans le chapitre 2. Il est également possible de se focaliser sur une
partie du graphe d’états discrets grace a la méthode de décomposition de graphe d’états
discrets par les MMBs qui a été présentée dans le chapitre 3.

De plus, des spécifications dynamiques comme ['accessibilité peuvent étre traduites
en contraintes sur ces délais. Comme le graphe d’états discrets est une abstraction du
systeme par équations différentielles linéaires par morceaux (PLDE), nous montrons com-
ment construire des contraintes sur les délais de la modélisation hybride pour assurer la
cohérence entre le modele hybride et le systeme PLDE sous-jacent. En particulier, les
délais des modeles hybrides doivent satisfaire certaines contraintes qui peuvent étre dé-
duites des systemes PLDE. D’autre part, si nous voulons construire un modele continu
compatible avec un modele hybride donné, ses parametres cinétiques doivent satisfaire les
mémes contraintes symboliques.

4.1 Syntaxe

Nous associons a chaque domaine une zone temporelle qui mesure le temps passé dans
un domaine. Cette zone est représentée comme un hypercube de dimension n(et ot n est
le nombre de variables dans le systéme). Dans cet hypercube, les vitesses des variables
peuvent prendre les valeurs 1, 0 ou —1 afin de représenter respectivement la croissance,
la stabilisation ou la décroissance des variables. De la, afin de représenter des vitesses
ou des distances plus ou moins grandes, les arétes de cet hypercube seront de longueur
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variable. Intuitivement, la taille de I'hypercube représente le temps nécessaire pour que
le systeme traverse le domaine associé. C’est ce que nous appelons les délais qui vont
étre les éléments centraux (et nouveaux) introduits dans le graphe d’états. Ainsi, o,
(respectivement d,; ) est le parametre représentant le délais de croissance (respectivement
de décroissance) de la variable = lorsque son niveau de concentration est i et que ses

ressources sont w.

Définition 26 (Graphe d’états avec délais (SGD)) Nous considérons un systéme de
réqulation génétique dans lequel la fonction de régulation r;; de la Définition 8 page 33 est
donnée. A partir de r;;, sont déduits les seuils d’action 0% de chaque variable x € X sur
ses cibles, le nombre de seuils différents b, pour chaque variable x et finalement la fonction
de discrétisation (voir Définition 15 page 36). Un graphe d’états avec délais (appelé aussi
SGD) est un 4-uplet N = (X, L, K, D) o :
- X ={xy,...,x,} est ’ensemble des variables,
— L ={(l;(x;))s,ex} est ensemble fini de domaines (voir Définition 12 page 34),
- K = {K, o} eexwer(m) est une famille d’entiers telle que K, € [0,b,] pour toute
variable x et pour tout ensemble w de régulations agissant sur x.
~ D =D"UD" est une famille de nombres réels positifs telle que :
- Dt = {@i@w}zeX,ie[O,bz],wC’R(m),iSKz,u avec 5;,1‘,“; € R* ([0,b,] étant un intervalle
d’entiers).
= D7 = {0, eex,icl0b) wCR(@),i> K, OVEC Oy, € RT ([0,b,] étant un intervalle
d’entiers).
La sous-famille DV est appelée l'ensemble des délais de production de N et la sous-
famille D~ est appelée l'ensemble des délais de dégradation de N .

Notation 4 Dans un but d’uniformité, lorsqu’un domaine ne contient pas son point focal,
nous admettons que dans la zone temporelle associée certains délais de production ou de
dégradation sont nuls. Ainsi, lorsque i > K,, (resp. i < K,,), nous admettons que
0w =0 (resp. 6., =0).

V,,w

exemple courant : Nous considérons a nouveau notre exemple courant et nous exami-
nons maintenant le graphe d’états avec délais P = (X, L, K, D) modélisant le systeme de
production de mucus de Pseudomonas aeruginosa, défini par :

- X = {fE,y},

- L ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(2,0),(2,1)},

- K= K0 =0, Ky 0y =2, Ko ) =2, Ko o) =2, Ky p =0, Ky oy = 1}

- D=D"UD™ ou

Dt st + + + + +
D¥ =107 5 4oy O 2.ty Ot gy 020,41 Ot fap 00y | ©F

= DT =10 0y 02 e 921,00 92000 0510 00,00 Oty 1

Ce grahe d’états avec délais est réprésenté en Figure 4.1 page 61 ou seuls les délais non nuls
sont dessinés. En reprenant la Figure 3.3 page 38, nous pouvons voir la correspondance
entre le systeme de transition et le graphe d’états avec délais. Par exemple, le domaine
(0,0) correspond a la zone temporelle en bas a gauche de la figure et la zone temporelle
en haut a droite (divisée en 4) correspond au domaine (2, 1).
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F1G. 4.1 — Graphe d’états avec délais modélisant le systeme de production de mucus chez
Pseudomonas aeruginosa

Par convention, nous décidons de fixer ’origine de chaque zone temporelle au point ou
I’état continu du domaine associé a les concentration les plus faibles. Par exemple, cela
correspond au point O dans la zone temporelle associée au domaine (0,1) de la Figure
4.1. De la, intuitivement, pour un domaine particulier d, la zone temporelle est définie par
le produit d’intervalles pour chaque gene ou il peut avoir sa valeur réelle :

+ _
H [O, 5;571(35),wz(d) + 6x,l(:r),wz(d)]

zeX

4.2 Sous-domaines et zones temporelles

Cette section est dédiée a la détermination de I’ensemble D des parametres de délais.

4.2.1 Sous-domaines

Dans un domaine donné, les trajectoires du systeme d’équations différentielles linéaires
associé tend de fagon monotone vers un état stable appelé point focal. La direction de
la variation de concentration dépend de la position de ’état continu courant par rapport
a la position de ce point focal. De la, au sein d’'un domaine, le signe de variation de la
concentration peut différer d’un état continu & un autre.

Par exemple, la Figure 4.2 montre un domaine dans un espace a deux dimensions
(avec les variables 7 et x5) dont le point focal f = (f1, f2) est a I'extérieur du domaine.
La variable z; tend vers sa concentration focale qui est plus grande que sa concentration
courante quel que soit I’état continu du domaine. En d’autres termes, la dérivée de x, est
positive en chaque état continu du domaine. En revanche, 1’évolution de x5 depend de sa
position par rapport a la composante f, du point focal :

— si g > fo alors 25 < 0,

— si w9 = fo alors 5 =0 et
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— si xg9 < fo alors @5 > 0.

X2

A
O

T

B,
011, O,

»
>

Fic. 4.2 — Le partitionnement d’un domaine en sous-domaines. Dans chacun des sous-
domaines, le vecteur de signes de dérivées est constant.

Cela mene au partitionnement d’'un domaine en sous-domaines. Chaque sous-domaine est
I’ensemble de tous les états continus du domaine qui ont le méme vecteur de signes de
dérivées.

Définition 27 (Sous-domaine et vecteur de varation temporelle)

1. Les sous-domaines d’un domaine d sont la classe d’équivalence de [’ensemble des
états continus sous la relation d’équivalence = définie par :

(Ii)z‘e[l,n] = (yi)ie[l,n] & Vie [Ln],sign(:’ci) = Sign@i)-
2. Le vecteur de varation temporelle vsq d’un sous-domaine sd est
Vsqg = (sign(%5) )icim)

pour tout état continu (ﬂfi)ieu,n] dans le sous-domaine sd.

Dans 'exemple de la Figure 4.2, il y a trois sous-domaines :

— Le sous-domaine ou la variable z reste constante (5 = 0), il est composé de 'en-
semble des points figurés par la ligne horizontale en traits discontinus continus de
la ligne en pointillés horizontale ;

— Le sous-domaine ou la variable xo augmente (&9 > 0), il est composé de ’ensemble
des points situés en-dessous de la ligne horizontale en traits discontinus et ;

— Le sous-domaine ou la variable x5 diminue (42 < 0), il est composé de 'ensemble
des points situés sous la ligne horizontale en traits discontinus.

La dimension d’un sous-domaine sd est alors définie comme le nombre de variables x;
telles que @; # 0. C’est-a-dire que nous définissons dim(sd) comme étant I'ensemble des
variables z; qui ne restent pas constantes : dim(sd) = {z; |t € [1,n], sign(z;) # 0}. La
Figure 4.3 présente quelques exemples 3D de domaines partitionnés en sous-domaines.
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Fic. 4.3 — Exemples de domaines partitionnés en sous-domaines d’apres la position de
leur point focal f. Les fleches indiquent pour chaque sous-domaine, son vecteur d’évolution
temporelle. Dans la deuxieme figure, il y a donc trois sous-domaines : deux sous-domaines
ot dim(sd) vaut 3 et un sous-domaine ou dim(sd) vaut 2 et ainsi de suite.

4.2.2 Les zones temporelles

Afin d’obtenir le modele hybride a partir du systeme PLDE, les trajectoires dans un
sous-domaine sont approximées par des segments paralleles. Les directions des segments
sont données par le vecteur de variations temporelles v,y. Pour gérer les vitesses relatives
des variables au sein du méme sous-domaine, nous introduisons différents délais pour les
différentes variables.

La famille de parametres D est composée de deux sous-familles : les délais de pro-
duction et les délais de dégradation. Pour un domaine [, tel que l(v) = k (ou l(v) est
la discrétisation de la valeur de v qui sera définie formellement a la Définition 28 page
65), deux délais pour la variable v doivent étre considérés : 5;r7k7w(l) and 5;,6@(”. Si les
coordonnées en v du point focal f pour le domaine [ est a l'extérieur de [(v), alors soit le
délai de production est nul, soit le délai de dégradation est nul. En effet :

— Si l,(f,) > k, la variable v augmente dans I’ensemble du domaine. Le parametre
5;:]€,w(l) approxime le temps nécessaire pour traverser le domaine dans la direction de

v par 'augmentation de la concentration de v. Néanmoins, il n’est pas possible de
traverser le domaine dans la direction de v par une diminution de v. Par conséquent,
nous avons 5;,6#)(1) =0.

— De fagon similaire, si [,(f,) < k, la variable v diminue dans '’ensemble du domaine.
Le parametre 5;,670)(1) approxime le temps nécessaire pour traverser le domaine dans
la direction de v par la diminution de la concentration de v. Néanmoins, il n’est pas
possible de traverser le domaine dans la direction de v par une augmentation de v.

. + _
Par conséquent, nous avons 5v’k’w(l) = 0.

Si la coordonnée en v du point focal f pour le domaine [ est dans I(v) alors, ni le délai
de production ni le délai de dégradation ne sont nuls. En effet, 5Zk7w(l) (resp. 6;,67“(”)
mesure la durée entre le moment ou une trajectoire entre dans un domaine par la face
ayant la plus petite (resp. la plus grande) valeur de concentration en v et le moment ou
la coordonnée en v du point f est atteinte.

Dans la zone temporelle d'un sous-domaine, les composantes du vecteur vitesse peuvent
prendre uniquement une des trois valeurs : 1, 0 ou —1. Par exemple, dans la Figure 4.2
page 62, la trajectoire linéaire horizontale correspond a une trajectoire temporelle dans la
zone temporelle avec une vitesse égale a 1, les trajectoires dans le coin supérieur gauche du
domaine (au-dessus de la ligne brisée) sont généralement approximées par deux segments :
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un de direction (1, —1) allant du point de départ & la ligne brisée horizontale et un autre
segment horizontal de ce point de la ligne horizontale au point de sortie sur cette ligne
brisée.

Nous remarquons que les trajectoires matérialisées dans le coin supérieur droit dans la
Figure 4.2, sont approximées par un seul segment de direction (1, —1). En effet, ce segment
atteint une frontiere du domaine avant d’atteindre la ligne horizontale. Ces trajectoires
sont représentées dans la Figure 4.4. Finalement, nous remarquons que les trajectoires
temporelles dans un sous-domaine sont toujours paralleles.

T2 T

w2,l(22) Wi (2)
gn(tz) = —1

@a,l(22),wi(x2)

5t

N\

» L1 T

0

21, l(z1),wi(71)

Fi1G. 4.4 — Un domaine et son point focal f. Le domaine est décomposé en trois sous-
domaines, dont les vecteurs d’évolution temporelle sont (1,—1), (1,0) et (1,1). La figure
gauche donne les vecteurs d’évolution temporelle et les délais du domaine, tandis que la
figure droite montre quelques trajectoires temporelles.

La relation entre la Figure 4.2 et la Figure 4.4 n’est pas forcément évidente. Pour une
variable donnée, la longueur des bords d'un sous-domaine représente le délai nécessaire
pour atteindre le bord opposé. Ainsi, les parametres de délais représentent a la fois I'inverse
de la vitesse des concentrations des variables et la distance entre deux bords opposés et
paralleles.

4.3 Sémantique

La Définition 26 page 60 donne la syntaxe d’'un SGD, mais elle ne donne aucune indi-
cation sur la dynamique du modele. Pour la dynamique, nous définissons les états d'un
SGD. Ces états sont simplement des couples de coordonnées ou la premiere coordonnée

est le domaine (cf. Définition 12 page 34), et ou la seconde coordonnée est un point dans
la zone temporelle associée.

Définition 28 (Etat) Etant donné un scD N = (X,L,K,D), un état de N est un
couple n = (I, 7) ot :
—1: X — N est un domaine de N (c’est-a-dire | € L).
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— 7: X — R" est une fonction totale telle que pour toute variable v € X :

T(U> < 51} L(v),we (1) + 51} L(v),we (1)
Le nombre réel T(v) est appelé le délai résiduel de v au niveau de concentration l(v).

Comme nous l'avons déja mentionné, la zone temporelle permet de mesurer le temps
écoulé dans un domaine. L’évolution dans le modele est double :
— A lintérieur d’'un domaine, le point dans la zone temporelle évolue de facon linéaire,
il mesure le temps passé dans le domaine dans une direction d’évolution donnée.
— Pour passer d’'un domaine [ a un autre, il est nécessaire que le point dans la zone
temporelle atteigne un bord. Si le point atteint la face pour laquelle le délai résiduel
7(v) est nul, il y a une transition dans le systeme d’un domaine vers un autre domaine
ou le niveau de concentration [(v) est décrémenté (voir le point A dans la Figure
4.1 page 61). Si le point atteint la face pour laquelle le délai résiduel 7(v) est égal a
5:1(7))7% 0 (5,U_l (0) alors il y a une transition dans le systeme d’un domaine vers
un autre domaine ou le niveau de concentration [(v) est incrémenté (voir le point
B dans la Figure 4.1). La face de la zone temporelle qui est atteinte définie alors le
nouveau domaine (accessible).
Dans l'espace temporel, les distances entre deux seuils d’une variable v peuvent différer
pour un niveau de concentration identique de v. Par conséquent, pour conserver la cor-
rélation entre espace temporel et espace de concentration, il est nécessaire de faire une
transformation par homothétie quand une transition entre domaines a lieu. Maintenant,
afin de définir la transition entre deux domaines, nous introduisons les définitions sui-
vantes qui montrent la différence entre deux types de délais. Le premier est le temps
nécessaire pour une variable afin que le systeme change de domaine : c’est le délai de
déplacement (voir Figure 4.5). Cette définition n’est pas suffisante pour déterminer si une
face de la zone temporelle est réellement atteignable ou si le domaine est quitté avant. Par
conséquent, le délai de traversée est défini comme étant le temps passé dans le domaine.

Définition 29 (Delais de déplacement et de traversée) Etant donné un état n =
(I,7) d’un SGD N,
~ le délai de déplacement d’une variable v est donné par la fonction p, : X — R
définie par p,(v) = |5Zl(v),wv(l) —7(v)].
— le délai naif de traversée d’une variable v est donné par la fonction m, : X —
R U {oo} définie par :
— 81 Kyu,q) = l(v) alors [i,(v) = o0
— sinon ,un( v) = py(v).
Notons que Vr € RT, r < oo.
— le vrai délai de traversée d'une variable v est donné par la fonction i, : X —
RT U {oo} définie par :
= 50 (Kyp,q) < 1) et K0y > 1(v) —1) ou si
(Kow,q) > 1(v) et Ky vy < l(v) + 1) alors fiy(v) = oo,
~ sinon (1) = fin(v).
ot les domaines 1™ et I~ sont tels que Vi # v, [T(i) =17(i) = 1(z) et IT(v) — 1 =
[=(v) +1=1I(v).

Le délai de déplacement d’une variable v est simplement le temps nécessaire pour cette
variable afin qu’il y ait une transition dans le systeme du domaine courant vers un autre
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(a) o~ . (b) (c)
" ]
7(z) Ha () n () p(T)
7(z) = /‘n(z) /"1(97)[
71’_/ n
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FiG. 4.5 — Différents cas de délais de déplacement. (a) quand I(z) < K, () le délai de
déplacement est 5;1(35)@(;5) — 7(x) dans la direction de = (horizontal). (b) quand [(x) >
Ky () le délai de déplacement est 7(x) dans la direction de x (horizontal). (c) quand
() = Kiu () le délai de déplacement est \(5;(@’%(2) — 7(x)| dans la direction de x

(horizontal). De plus pour ce cas, le délai naif de traversée est fi, () = oo.

domaine. Le délai naif de traversée d’une variable v est infini quand la variable v ne peut
pas étre responsable de la sortie du domaine courant, puisque la coordonnée v du point
focal ne permet pas de transition sortant du domaine via cette méme variable v (voir
Fig. 4.5-(c)). Finalement, le délai de traversée d’une variable v est infini quand la variable
v est attirée en dehors du domaine courant d, mais qu’il n’est pas possible de sortir du
domaine via v puisque, au-dela de la limite du domaine, cette variable est immédiatement
attirée a nouveau dans le domaine d. Cette notion est présentée par [DGH04] sous
I’appellation de mode glissant. Le délai naif de traversée, ne tenant pas compte des modes
glissants, nous pourrions alors nous retrouver dans une situation ou le temps n’évolue
plus dans le modele avec une succession infinie de transitions d’'un domaine a un autre.
L’illustration d’une telle situation est donnée en Figure 4.6.

n

, ! 7(v) = /1,,(11)]\
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F1G. 4.6 — Illustration de délais de traversée lorsque fi,,(v) # oo mais que fi,(v) = 0o
(laxe de v est ’axe vertical).

Nous nous focalisons sur les évolutions temporelles dans un état courant au sein d’une
zone temporelle associée a un domaine. Ces évolutions temporelles sont linéaires et leur
directions sont données par la définition suivante :
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Définition 30 (Dérivée discrete partielle) Etant donné un domaine | d'un sGD N,
pour tout état n = (I,7) et pour toute variable v, la dérivée discrete partielle de N en [
pour la variable v, notée k) (v), est définie par :

= 51 l(v) < Ky €t fin(v) # 00 alors ky(v) =1

— 81 Jip(v) = 00 alors k(v) =0

= st l(v) > Ky ) et fin(v) # 0o alors ky(v) = —1

Nous pouvons maintenant définir les états successeurs d'un état (voir la Figure 4.7)

en utilisant la fonction sign telle que sign(z) = 1 si z > 0, sign(z) = —1si z < 0 et
sign(x) =0si z = 0.

Définition 31 (Successeur et temps de transition entre deux états) Un étatn’ =
(I',7") d’un sGD N est un état successeur de l’état n = (I, 7) s’il existe une variable x € X
telle que :

1. Vy € X, jiy(x) < fiy
I(z) =l(z) + r(z),

Vye X, y#x=1

K(r)=1=171'(z) =

mi(z) = —-1=17'(z) = ml’ Ywa (1) +5zl' (x)wa (1)

Yy € X tel que y # x et ki(y) # 0,

ki) # 0= 7'(y) = (75180063 1 oy =T 00 (@) % (85 1, wy(l/)Jré?J_vl/(y)’wy(l/))

+ — )
Oy 1)y (0 Ty 1(y) 0y ()

(y),

() [(y),

S G e e

7. Yy € X tel que y # x et ri(y) =0,
(r@)+sien(0] (), =T @) xminGn(@).gan )< (87 1 0 1) o)

ri(x) # 0= 7'(y) = — 5

yot(w) w0y (1) 01wy (1)

8. k(@) = 0= (Yy € X, 7(1) = 6100
Le temps de transition entre deux états n et n', noté ((n,n'), est obtenu de la fagon
sutvante :

- Siki(x) #0, alors ((n,1') = py(2).

~ Siki(x) =0, alors ((n,n') = min,ex (u,(v)).

Notons que dans le point (6) de la définition précédente, le calcul du délai résiduel
pour y dépend du signe de (5;l(y)’wl(y) — 7(y)). En effet, si 5y )1 < 7(y) (resp.
+

Oy i)ty > T(¥)), alors la coordonnée 7(y) décroit (resp. croit) vers 6" 1) 1 (w)-

La définition précédente traite les deux cas suivants :

1. Le premier cas a considérer est le cas ou un domaine contient son point focal (voir
Figure 4.7 a gauche). Dans un tel cas, la trajectoire temporelle ne sort pas du
domaine : tous les délais de traversée sont égaux a 400, et chaque dérivée discrete
partielle est nulle. Par conséquent, nous pouvons prendre pour x tout élément de
X ( voir le point (1)). Les points (2) et (3) impliquent que I’ = [. Finalement, le
point (8) donne les coordonnées temporelles du point focal. Le temps de transition
est alors le temps nécessaire pour que chaque variable y atteigne la coordonée f, du
point focal.
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2. Nous considérons maintenant le cas d’'un domaine qui ne contient pas son point
focal (voir Figure 4.7 a droite). Chaque trajectoire temporelle sort du domaine en
passant par un seuil de I’axe v. Cette variable v est celle qui a le délai de traversée
non infini le plus petit (voir le point (1)). Les points (2) et (3) impliquent que I’
differe de [ sur une seule coordonnée. Les points (4) et (5) mettent a zéro le délai
résiduel associé a v tandis que les points (6) et (7) calculent les nouveaux délais
résiduels associés aux autres variables (cette expression vient de la transformation
par homothétie). Le temps de transition est alors le temps pour atteindre la face de
la zone temporelle qui est lui-méme le délai de déplacement.

+
5u,l’(u)7ulz

(u)+5

w,l’ (w) wyr (u)

état successeur 1’ avec I'(v) = l(v) + K, (v)

s o
I ; |

v,

4V

y
A

+
61) (3

7(u) + p(v)

E— état n ou v
Ouj

ot
u,j est la variable modifiée

— — :
Oupt(u) en(w) T Ount(u) )

Fia. 4.7 — Illustration de la Définition 31. A gauche : le domaine contient son point
focal et tous les délais de traversée sont infinis. A droite : le domaine ne contient pas
son point focal.

Définition 32 (Espace d’états) L’espace d’états d’un RND N est le graphe dirigé (in-
fini) Syr, ot les sommets sont les états de N et les arétes sont des couples (n,1n') tels
que 1’ est un successeur de 1. Etant donné une trajectoire p = nomnz - - - N, le temps de
traversée de p est défini comme T(p) =Y T(Ni—1,Mi)-

Notons que les transitions entre domaines sont les transitions de la dynamique discrete
dans le formalisme de R. Thomas.

4.4 Spécifications et propriétés sur les parametres
temporels

En général, lors de la modélisation d’un réseau de régulation génétique, nous avons
seulement des connaissances partielles sur la forme des fonctions de régulation (r;;). Les
parametres cinétiques du systeme PLDE sont inconnus. Le point clef du processus de
modélisation réside donc dans l'identification de ces parametres cinétiques. La section
3.5 (page 40) présente, dans un contexte de modélisation purement discret, une méthode
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d’aide a la décision que nous avons mise en place afin d’aider dans cette tache. Pour cela,
cette méthode utilise des techniques de programmation par contraintes afin de calculer
les valeurs (ou des intervalles de valeurs) des parameétres qui menent & des dynamiques
cohérentes avec les propriétés comportementales connues du systeme biologique. Dans
notre contexte de modélisation hybride, méme si les parametres qualitatifs (K, ,) sont
supposés étre connus (ou déduits a partir d’une approche d’aide a la décision), il reste a
déterminer si les valeurs des délais de production/dégradation sont bien en accord avec
les propriétés connues du systeme étudié.

De nouveau, nous commencons avec quelques connaissances sur la dynamique du sys-
teme biologique étudié. En général, ces connaissances viennent des observations expé-
rimentales qui sont exprimées sous la forme de chemins dans le systeme de transitions
discret. Ces chemins constituent les spécifications du systéme puisqu’ils déterminent 1’en-
semble des modeles que 'on doit considérer. Cette section montre comment ces spécifi-
cations construisent les modeles et plus précisément, comment constituer un systeme de
contraintes sur les parametres.

4.4.1 Contraintes structurelles

Les premieres contraintes qui vont étre décrites sont nommées contraintes structurelles
puisqu’elles correspondent a la connaissance émergeant de la structure de régulation du
systeme (r;; et 7;). Par exemple, dans la Figure 4.8, il y a deux domaines [ et " ayant le
méme niveau de concentration pour une variable 7. Ces deux domaines sont donc bornés
par les mémes seuils ¢; et t; sur ’axe de la variable i. De plus, nous supposons que les
ressources pour la variable ¢ sont les mémes dans les deux domaines. Alors, les coordonnées
en ¢ des deux points focaux sont égaux. Par conséquent, les parametres cinétiques sont
identiques et les délais de ¢ pour ces deux domaines dans la modélisation hybride sont
également identiques.

6+

i,1(1) w1 (i)

—_—

P —— f
Ry
PR :

04013 o (i)

F1G. 4.8 — Deux domaines [ et I ayant le méme niveau de concentration pour une variable
7 et le méme ensemble de ressources w;. Par conséquent, les coordonnées en ¢ des deux
points focaux sont égales et les distances qui séparent les domaines de leur point focal
sont égales sur 1'axe 7. Ceci implique que les délais de ¢ pour ces domaines doivent étre
égaux.

Contrainte structurelle 1 (SC,) Lorsque deux domainesl et ont, pour une variable
1 quelconque, le méme niveau de concentration et, le méme ensemble de ressources wj,

alors les délais associés a cette variable dans ces domaines sont égaux :
-0t =55 et

i,1(@),wi a1 (1) wi

ivl(i)vwi - izll(i)vwi :
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Deux autres contraintes structurelles peuvent aussi étre déduites a partir de la position
des points focaux (voir la Figure 4.9 et la Figure 4.10).

La Figure 4.9 met ’accent sur la seconde contrainte. Dans la figure de gauche, il y a
un domaine pour lequel le point focal a une coordonnée nulle en 7. Si r; n’a pas d’effet,
c’est-a-~dire si son parametre cinétique k; dans 1’équation (3.4) du systéeme PLDE est nul,
alors la coordonée en i est nulle pour le point focal d'un domaine ayant sont ensemble de
ressources vide. Par conséquant, pour le domaine dont la coordonnée en ¢ est nulle (c.-da-d.
[(i) = 0), nous avons 5:0’@ = 0 bien que, en ce qui concerne %, le point focal soit dans le
domaine. De facon similaire, dans la Figure 4.9 a droite, nous considérons un domaine
pour lequel la concentration de la variable ¢ ne peut pas diminuer.

s+
0;.().0 o

f

FiG. 4.9 — A gauche : un domaine dans lequel le niveau de concentration I (1) est zéro
et le point focal est nul pour sa coordonnée en i. A droite : un domaine pour lequel le
niveau de concentration [(7) et la coordonnée en i du point focal sont différents : f; # [(7).

Pour récapituler, si la coordonnée en i du point focal est plus petite (respectivement
plus grande) que le niveau de concentration en 7, nous obtenons les contraintes suivantes :

Contrainte structurelle 2 (SCj) Soit | un domaine, i une variable et K;,,q) son pa-
rametre discret associé,
— si ki =0 (k; étant un paramétre cinétique du systeme PLDE, voir l’équation (3.4),
page 32) et si wi(l) =0, alors 5;;@),@ = 0.
— 51 k(i) = 1 (ki(7) étant la dérivée discrete partielle de © dans | (voir la Définition
30, page 66), alors 6;,1(1),011(1) =0.
= si k(i) = =1, alors 61, .y = 0.

Finalement, la derniere contrainte structurelle mene a une comparaison entre les vi-
tesses d’évolution d’une variable ¢ dans deux domaines pour lesquels la coordonnée en
i des points focaux ne sont pas dans le méme intervalle discret (cf. Figure 4.10). Nous
rappelons d’abord que la solution analytique d'un systeme PLDE pour un domaine donné
[, est :

i(t) = ¢i(2°) — (¢i(a°) — a®)e
ot ¥ est 1'état initial d’une trajectoire, et olt ¢;(z°) est la coordonnée en i du point focal
associé au domaine de 2°. La dérivée pour la concentration instantanée de la variable i
est donc :

i(t) = vi(di(a”) — a7)e ™.
La valeur absolue de cette dérivée dépend linéairement, pour un temps donné, de la
distance entre le point focal et I’état continu courant. A partir de cette observation, nous
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.............

F1G. 4.10 — Deux domaines avec le méme niveau de concentration [(i) pour une variable
i. Si la coordonnée en ¢ des points focaux ne sont pas sur le méme intervalle discret, nous
obtenons la relation entre les délais de i associés aux domaines : 5f‘l(i) 0 < 5?5/@) )

Wi Wi

savons que plus la coordonnée en ¢ du point focal est loin de 1’état continu courant, plus
la dérivée en i est grande et donc plus le délai de ¢ associé au domaine est petit.
Les définitions suivantes résument ces observations :

Contrainte structurelle 3 (SC,) Soit | et ' deur domaines avec le méme niveau de
concentration pour i (c.-a-d. 1(i) = U'(i)) et les mémes coordonnées en i pour leur point
focal (K; 1) = Kiw,ar))- Alors nous avons :

— 81 K o,0) > Kiwivy > Ui, alors (5;[(07%(1) < 5;3,(1.)7%(1,).

- 81 Ki,wi(l) < Ki,wi(l’) < l;, alors 5i_,l(i),wi(l) < 5i,l’(i),wi(l’)‘

Exemple courant : Les contraintes structurelles suivantes sont observables dans la
Figure 4.1 page 61 :

1. Il y a trois contraintes structurelles de type SC, :
— Les délais de production de y dans (1, 1) et dans (2, 1) sont les mémes : §;

y,1{z}’
— Les délais de dégradation de y dans (1,1) et dans (2,1) sont les mémes : §,, ..
— Les délais de production de y dans (1,0) et dans (2,0) sont les mémes : 5;’07 (2}

2. Avec les contraintes structurelles de type SCjp, nous savons que dans le domaine

((3, 0), le déiai 5;07@ est nul. 11 en est de méme pour les délais d, 1, 5;17(3, Ot (s
5%07{1} et 5y’17@.

3. Les contraintes structurelles de type SC, ne s’appliquent pas ici.

4.4.2 Contraintes d’apres une spécification
Contraintes de transition

La seconde famille de contraintes, nommeée contraintes de transition exprime en termes
de délais, l'existence d'une trajectoire temporelle qui traverse complétement un domaine
(voir la Figure 4.11). Dans un premier temps, nous allons expliquer ce qu’est un chemin
correct.

Notation 5 (Chemin correct) Un chemin c est correct s’il existe au moins une tra-
jectoire temporelle entrant successivement dans chaque domaine associé aux états discrets
du chemin c, tout en respectant l'ordre de séquence des états discrets. L’ensemble des
trajectoires temporelles associées a ce chemin correct est noté 1.

Nous utilisons également la notation suivante :
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Fic. 4.11 — Evolution des concentrations dans le domaine {5 avec la contrainte de transition

52?7‘12(1.)7%“2) < 5?:@@")%,(12) pour que le chemin [y —; [ —; [3 soit un chemin correct.

Notation 6 (i-transition) Une i-transition est une transition causée par la traversée
d’un sewil de la variable 1. Une i-transition est notée —;.

Lemme 1 (Contrainte de transition (TC)) Soit Iy —; l; —; lo un chemin tel que
lo(i) # l2(i) et tel que Iy a également une ¢'~transition sortante ot i’ # i. Soient 67y, ) )
et 5;’:12(2.,) o (1) L€8 délais associés auz variables i et dansly (o, o' € {+,—}). Sile chemin
lo =i l1 —; Iy est un chemin correct, l'inéquation suivante est respectée :
Oita (i) wi(l2) < O 1) oy (12)

Preuve 1 Si le chemin lo —; 11 —; Iy est correct, le délai associé a i dans 1y doit au
moins étre plus petit que le délai associé a i'. Sinon, les trajectoires temporelles venant de
lo a travers la i-transition sortiraient inévitablement de ly par la i'-transition. O

Exemple courant : Le lemme 1 donne une contrainte uniquement pour le chemin de
la forme (0,0) —, (1,0) —, (2,0) (voir la Figure 4.1 page 61). Cette contrainte est
Oty < Op04a

Contraintes de transitions cumulées

Les contraintes de transitions cumulées sont une généralisation des contraintes de
transitions : elles expriment en termes de délais qu'un chemin de longueur non borné est
un chemin correct, c’est-a-dire qu’il existe une trajectoire temporelle allant successivement
dans chaque domaine associé aux états discrets du chemin correct, tout en préservant
I'ordre de la séquence des états discrets.

Nous considérons ici un chemin de longueur 3 : ly —;, I —, lo avec ly # Iy (d’apres
la Définition 29 page 65, le cas [y = [y n’est pas possible). Il est ensuite facile, de mettre
en place des contraintes de transitions cumulées pour des chemins plus long : elles sont
simplement la conjonction de contraintes de transitions cumulées pour des sous-chemins
de longueur 3 : Iy —; lgi1 —i lryo avec Iy # lyo. Si Cy est la contrainte pour le sous-
chemin l,_; —; ly —# lg41, la contrainte pour le chemin ly —;, Iy -+ —, {141 est donnée
par :

c=NA\G (4.1)

Afin de trouver les contraintes de transitions cumulées C; pour le chemin ly —;, I; —;,
l5, nous regardons la face entrante et la face sortante de la trajectoire temporelle dans le
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domaine [; (il n’est pas permis pour une trajectoire temporelle que la face entrante soit
également la face sortante dans le domaine, voir la Définition 29 page 65).

Soient 1y = (1, 7) I'état entrant et 1y = (1, 72) I'état sortant de la trajectoire tempo-
relle dans la zone temporelle de [;. L’état entrant pour [y est calculé en deux étapes. La
premiere étape calcule ’état sortant de [; et la seconde étape donne I’état entrant en [5.
Ces étapes viennent de la définition de ’état successeur en section 4.3.

Evidemment, plusieurs cas peuvent survenir en étudiant les positions du point d’entrée
de [y et respectivement les positions du point de sortie de [; le long de la trajectoire
temporelle. Pour étudier ces différents cas, nous utilisons trois variables : iy, 7; dont la
valeur 7(i1) est réinitialisée sur la ¢;-transition et ¢) qui peut étre n’importe quelle variable

(celle-ci peut méme étre égale a i1). Deux délais sont alors également utilisés : 6;; (i), (i)
bl ) 1
+

(@), (1) €St le délai de production de )

b ) 1

dans [;. Pour une plus grande lisibilité, nous abrégeons ces deux parametres de délais

respectivement en ;7 et 7. De plus, nous rappelons que (i) est la dérivée discrete
1

est le délai de production de 7; dans [, et 0

partielle de ¢ dans [ (voir la Définition 30, page 66).
1. Cas i} =1;.
(a) si ky, (i1) = 1, alors 7(41) = 0;".
(b) si ky,(i1) = —1, alors (1) = 0.

2. Cas 1} # 1y et il existe une 7}-transition sortante partant de {;. Alors la concentra-
tion en ¢} varie jusqu’a ce que la i;-transition ait lieu. Il y a quatre sous-cas différents
correspondant a ce schéma.

9 72

i4,01 (3] wiy (41)
o~
=
Y
Y

5+

t o

i1
5+
i1,01(i1),wy (41)

F1G. 4.12 — Projection dans le plan (i1, 4}) du domaine /; o une i}-transition est possible.
n1 est un état entrant possible (via une z-transition ou z est différent de i; et i}). Notons
que si i} # ip, alors la projection orthogonale de 1’état entrant dans le plan (iy,7})) peut
étre n’importe ou.

(a) Ky, (1) = 1 et Ky, (7)) = 1 (voir la Figure 4.12). Toutes les trajectoires tempo-
relles dans le domaine ne permettent pas nécessairement la ¢;-transition. De la,
la contrainte suivante survient :

7'1(2/1) + (6;; — Tl(il)) < (5;1

(b) ki, (i1) = 1 et K, (i}) = —1, voir annexe .2.3 page 101.

(¢) ki, (11) = —1 et Ky, (7)) = 1, voir annexe .2.3 page 101.
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(d) ki, (ir) = =1 et wy, (i) =

—1, voir annexe .2.3 page 101.

3. Cas 1} # 1y et il n'y a pas de i}-transition sortante & partir de ;.

(a) Siid} # ip, alors la projection orthogonale de ’état entrant dans le plan (ig, 1)
peut étre n’importe ol dans le domaine. Il y a deux sous-cas différents corres-
pondant a ce schéma.

l KW

M2
—> - M2
+ 4
5i;,zl<i3>,wzl<ia> } t o ,
0 pi1

0

+
5i1yl1(i1)7wzl (1)

F1G. 4.13 — Projection dans le plan (i1,4}) du domaine [ ou il n’y a pas de é)-transition.
m et 1y sont deux états entrant possibles.

i.

il.

sous-cas ou kg, (i1) = 1 (voir la Figure 4.13).

Dans le schéma de la Figure 4.13, Les deux trajectoires temporelles des-
sinées rendent la 7;-transition possible. Mais les directions des trajectoires
temporelles différent sur 'axe ¢} en fonction du sous-domaine traversé. En
effet, sign(rj;) peut avoir les valeurs —1, 0 ou 1.

Pour I'état 7, de la Figure 4.13, nous obtenons 'inégalité 7 (i}]) < (5;,;, qui
signifie soit que | va augmenter jusqu’a atteindre 5;,: et alors il ne variera
plus jusqu’a ce que la ¢;-transition ait lieu, soit que la 7;-transition aura
lieu avant que 7} atteigne le sous-domaine voisin. Pour le dernier cas, en
atteignant le seuil de 7y, nous avons 75(i7) = 71(i}) + (6;7 — 71(i1)).

I1 est donc possible de définir 75 (7)) comme une fonction de 7 (7)) :

— (i) > 5;,: < 1(if) = max(5;,:,7'1(i’1) — (6 = 71(i1)))-

- n(d) < 5;1 & (i) = min(&Z,ﬁ(i’l) + (6;7 = 71(i1)))-

sous-cas ou ky, (i1) = —1. Ce sous-cas est étudié de fagon similaire, voir le
tableau dans I'annexe .2.3.

(b) Si i} =g et i, (i}) = oo, alors nous en déduisons qu'’il y a un sous-domaine
tel que sign(iy) # 0 et qui n'est pas atteignable (voir la Figure 4.14). Nous
notons que dans le cas particulier ou fi,, (i}) = oo et fi,, (#]) # oo alors le sous-
domaine non atteignable a un volume nul. Quatres cas différents correspondant
a ce schéma doivent encore étre étudiés et le premier cas détaillé est illustré
par la Figure 4.14.

1.

ki, (i1) = 1 et le sous-domaine ot sign(i;; ) = 1 est le sous-domaine attei-
gnable (voir la Figure 4.14). Toutes les trajectoires temporelles permettent
la 7;-transition. Si le sous-domaine ot sign(iy ) = 0 est atteignable a partir
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ﬁ—domaine non atteignable

e /‘.n2

ll . ’
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7 4
t !
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+

031 1y (i) oty (i1)

9,00 (4w (31)

5+

1 i1
00 |

F1G. 4.14 — Projection dans le plan (iy,7}) du domaine [;. 1, et i} sont deux états entrant
possibles.

de I’état entrant, alors I’état sortant peut avoir une coordonnée en 7 égale
a 6;. Cela mene a la contrainte suivante :
1

(i) = min(d;, 71 (iy) + (07 — 71(i1)))

ii. /(7)) = 1 et le sous-domaine ol sign(iy) = —1 est le sous-domaine
atteignable. Voir 'annexe .2.3.

iii. sy, (i1) = —1 et le sous-domaine ot sign(i;;) = 1 est le sous-domaine
atteignable. Voir 'annexe .2.3.

iv. £y, (i1) = —1 et le sous-domaine ol sign(dy) = —1 est le sous-domaine
atteignable. Voir I’annexe .2.3.

Exemple courant : Le chemin (0,0) —, (1,0) —, (2,0) (voir la Figure 4.1 page 61)
donne la méme contrainte de transitions culumées que la contrainte de transition (c’est-
a-dire 5;1’ w < 5;0’ {z}). Néanmoins, avec les contraintes de transitions cumulées, plus
le chemin spécifié est grand (atteignabilité du domaine (2,1)), plus la contrainte pour la

transition (1,0) — (2,0) est forte.

Le cas particulier des cycles

Les contraintes de cycle s’occupent des conditions nécessaires pour que des trajec-
toires temporelles cycliques (constituées d’états successifs continus) puissent exister sur
un chemin cyclique (constitué de domaines successifs). Un chemin cyclique est correct
si il existe au moins une trajectoire temporelle cylique. Dans une trajectoire temporelle
cyclique, chaque état de la trajectoire temporelle est atteignable une infinité de fois, et
cela de fagon périodique. Ici, nous adoptons la méme procédure que pour les contraintes
de transitions cumulées.

Soit {1 un domaine d’'un chemin cyclique correct ly —;, l1 —4, lo =iy - =i, lk =i,
lo avec Vj € [0,k — 2], l; # lj42 et tel que lx_y # ly et I, # [;. Sous quelles conditions
une trajectoire temporelle commengant a I’état initial 1, = (I1,71) (7 étant atteint apres
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la transition ly —;,
sulvantes :

[1) est-elle cyclique ? L’état initial 7; est contraint par les conditions

+ _
Vi Tl( ) [0’51 11 (2),wr4 (2) + (Sl 1 (8),wy (4 )]

et 0., sont respectivement le délai de production et le délai de dé-

ou 51 11 (2),wi (2) i,01(3),wiy (2)
gradation de i dans ly.

De la méme fagon que pour les contraintes de transitions cumulées, nous calculons
I’état entrant et ’état sortant de chaque domaine a partir de 1’état initial 7;. Finalement,
pour terminer le cycle, I'état n; est lui-méme défini a partir de 1'état entrant ny = (lo, do)
dans [y qui est calculé a partir de I’état sortant du dernier domaine. Ala fin, nous obtenons
k équations définissant k parametres inconnus. De la, il est possible de découvrir s’il existe

un état n; sur une trajectoire temporelle cyclique.

Exemple courant : Pour I'étude du cycle (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0)
(voir la Figure 4.1 page 61), nous considérons les états entrants n = ((0,0), 7 ) ((1,0),7),
((1,1),72), ((0,1),73) et les états sortants ((0,0),75), ((1,0),71), ((1,1),75), ((0,1),73).

Pour qu'une trajectoire temporelle cyclique existe dans ce chemin cyclique, il est nécessaire
que 71(z) < 07, (yy (la trajectoire temporelle doit rester dans le chemin cyclique) et il doit

exister un état 7 tel que 7o(z) € 0,4, {y}] satisfasse les équations du Tableau 4.1.
En fixant arbitrairement une partie des parametres temporels, il est possible d’obtenir

mi(z) =0 . 7o(x) = 5:,0,{3,}
o
(y) = Toly) 5= o(y) = max(0, 70(y) — 0, ¢,y + 70(2))
Y
=
(o) = ri(e) et () = 60 g — (1)
z,1,{y
m(y) =0 m1(Y) = 00,001
73(2) = 0,09 + 0,00 ma(z) =0
— 5;,1,@ / — ; 5+
73(y) = 15(y) 5+1J{rz}+5;1 o 75(y) = min( y,1,{z} 72(2))
o(z) = 73(7) 7722 3(x) = max(d,) g, 73(2) — 13(y))
- ,o,w+5 0,0 , ™
T0(y) = 0,00 T5(y) =0

TAB. 4.1 - Equations pour I'existence d'une trajectoire temporelle cyclique dans le chemin
cyclique (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0). Dans la premiere ligne, nous décrivons
les équations pour 7y et 71. Nous notons que les valeurs de 74(x) et de 7 (z) sont les
valeurs limites qui représentent le délai pour 1’état entrant et pour I’état sortant de la
transition discrete (0,0) — (1,0). 71 (y) est calculé a partir de 74(y) qui est sujet a une
transformation par homothétie. 7/(y) est calculé a partir de 79, et la coordonée en y de la
trajectoire temporelle est bornée par 0 d’apres le domaine (0, 0).

quelques propriétés. Par exemple, si nous fixons les délais des domaines (0,0), (1,1) et
(0,1) comme dans la Figure 4.15 :
=0,y = 2 pour le domaine (0,0),

z,0.{y}
fé;“’O@:é @—5 1,9 = 1.5 pour le domaine (0,1) et
ol = 5;17{36} 5;17{33} 1.5 pour le domaine (1, 1).
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Alors les propriétés suivantes doivent étre vérifiées par les délais du domaine (1,0).
— 7y(y) = max(0, 73(x) x 3)
5+
- 7(x) = 5;07{95} — Toly) x 25
— 75(y) = min(1.5, 7 (z) x 5

— 74(z) = max(1.5,3 — Té(y)’x

En supposant initialement que 75(y) = 1.5, nous en déduisons que 74(x) = 2.25 et que

+
1.5><6y701{z}

T .
4X61,1,{y}

qui rend les trajectoires temporelles cy-

70(y) = 1.5. En d’autres termes, nous devons résoudre l'inéquation : 1.5 =

’ : + +
Comme c’est la relation entre 5y’07{x} et 5171’{11},

. . ’ . 9 . + o +
cliques possibles, nous en déduisons l'existence de cycles lorsque 6‘%07 () = 4 x 5%17 (v}

/ AN

F1G. 4.15 — Exemple pour I'existence d’une trajectoire temporelle cyclique dans le chemin

cyclique (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0) avec 5;0,{:5} =4 X 5;17{34}.

Traitement de cycle discret. Les cycles discrets peuvent étre l’abstraction de
plusieurs comportement différents : des ensembles de trajectoires temporelles cycliques,
des spirales convergentes, des spirales divergentes, des cycles limites, etc. Par conséquent,
il est intéressant de connaitre plus précisément ces comportements dans la modélisation
hybride. Le cycle discret de Pseudomonas aeruginosa — (0,0) — (1,0) — (1,1) — (0,1) —
(0,0) — est toujours effectif puisqu’il n’existe pas de contraintes associées aux transitions
cumulées. D’apres la modélisation hybride, ce cycle discret peut représenter soit :
— Un ensemble de spirales convergentes (voir («) dans la Fig. 4.16) ou,
— Un ensemble de trajectoires temporelles cycliques qui forment un tore (voir la Fig.
4.17) ou,

— Un ensemble de spirales divergentes (voir la Fig. 4.18) ou encore,

— Un cycle limite, qui est un tore de volume nul formé par une unique trajectoire
temporelle cyclique (voir la Fig. 4.19).

En fonction de certaines valeurs connues de parametres, il est possible de connaitre les
contraintes qui permettent d’obtenir effectivement ’existence de certains de ces compor-
tements caractéristiques ou leur exclusion.
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F1G. 4.16 — Dynamiques hybrides avec des spirales convergentes. La ligne rouge épaisse et
brisée détermine la frontiere entre la divergence vers I’état discret (2, 1) et la convergence.
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F1G. 4.17 — Dynamiques hybrides avec un tore (ensemble de trajectoires temporelles cy-
cliques) et sa bordure représentée par les lignes brisées épaisses et rouges.
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F1c. 4.18 — Dynamiques hybrides avec des spirales divergentes.

4—*
4 /
[ N

F1G. 4.19 — Dynamiques hybrides avec un cycle limite (représenté par la ligne épaisse et

rouge).
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4.5 Conclusion

Nous avons développé une nouvelle modélisation hybride pour les réseaux de régulation
génétique qui étend la modélisation discrete de R. Thomas par l'introduction de délais.
Ces délais expriment le temps nécessaire pour passer d’'un domaine discret a un autre.

D’une part, cette modélisation hérite du cadre de travail de la modélisation discrete,
incluant les méthodes d’aide a la décision permettant la détermination appropriée des
parametres discrets, tout en présentant une notion de temps continu puisqu’elle prend
des délais en considération. Evidemment, ces délais sont représentés par les nouveaux
parametres du modele qui ne peuvent pas étre facilement déduits des modeles qualitatifs
précédents.

D’autre part, cette modélisation hérite de la modélisation par équations différentielles,
puisque ces délais sont cohérents avec le systeme sous-jacent d’équations différentielles
linéaires par morceaux (PLDE). Quand le modéle est vu comme une abstraction de PLDE,
nous montrons comment construire des contraintes sur les délais du modele hybride pour
assurer la cohérence entre le modele hybride et le systeme PLDE sous-jacent. Il est alors
possible d’utiliser les données qui résultent d’'un modele PLDE ou interprétées initialement
pour un modele PLDE. Par exemple, la connaissance de quelques parametres du modele
PLDE peut permettre d’évaluer quelques parametres (les délais) d’'un modele hybride ou
au moins d’en estimer une plage de valeurs.

Ainsi, nous travaillons sur un grand nombre de données associées au systeme biolo-
gique, en gardant la simplicité d’un formalisme discret. En outre, la mise en ceuvre d’'un
outil pour la construction automatique de contraintes temporelles pour un chemin est
facile (c’est une mise en ceuvre simple de la démarche présentée dans ce chapitre), bien
qu’aujourd’hui, la mise en ceuvre d’un outil permettant de résoudre les contraintes tem-
porelles obtenues par notre modélisation hybride soit encore a réaliser. Néanmoins, il est
possible d'utiliser la programmation par contraintes avec un solver comme Choco Solver!.

La modélisation hybride présentée ici nous permet de distinguer des comportements
qualitativement différents qui ont été extraits dans un simple modele discret. A travers ce
chapitre, nous avons étudié le systeme controlant la production de mucus dans la bactérie
Pseudomonas aeruginosa avec cette nouvelle approche et nous avons montré que des
caractéristiques temporelles (délais de production et délais de dégradation) pourraient étre
capables d’induire la multi-stationnarité. Comme la stabilité d’un état non-mucoide est
une donnée du systeme, nous ne pouvons pas estimer si le cycle discret peut correspondre
ou non a des spirales divergentes. Par conséquent, il est nécessaire de considérer les modeles
avec un tore ou un cycle limite, aussi bien que les modeles avec des spirales convergentes.

De plus en plus de données temporelles sont maintenant disponibles et nous avons
I’ambition d’en bénéficier via la modélisation hybride présentée ici. De plus, les résultats
donnent des connaissances significatives pour la compréhension des systemes biologiques.

thttp ://choco.emn.fr.



Chapitre 5

Conclusion générale et perspectives

Ce chapitre est composé de trois sections. Dans un premier temps, nous faisons un
récapitulatif de tout ce que nous avons mis en place durant cette these au fil des cha-
pitres. Ensuite, nous montrons la cohérence et I'imbrication des différents travaux effec-
tués durant cette these via un exemple simple. Pour finir, nous abordons les différentes
perspectives liées a cette these.

5.1 Récapitulatif

De fagon générale, les travaux que nous avons mis en place et présentés dans cette
these avaient pour but, soit d’analyser des systemes biologiques de plus en plus grands
soit de raffiner les analyses sur des modeles moins conséquents. Chacun des travaux réali-
sés s’incrit dans une méthodologie générale permettant 1’étude des réseaux de régulations
biologiques et tout particulierement ceux ayant un comportement oscillatoire. Ces travaux
utilisent les propriétés temporelles des modeles biologiques qui sont souvent abondantes
mais encore relativement peu exploitées. Pour parvenir a intégrer les données temporelles,
nous avons développé des modélisations hybrides qui combinent dans leurs comporte-
ments des aspects purement qualitatifs ainsi que des aspects continus (dans les notions
temporelles quantitatives).

La premiere partie de cette méthodologie générale consiste a utiliser une modélisation
hybride nommée TEM qui permet une pré-analyse du systeme biologique. L’avantage
de cette modélisation est qu’elle utilise des parametres qui sont tres proches des données
biologiques et qu’elle peut fournir des résultats d'intérét a partir d’'un nombre réduit d’hy-
potheses simples. Néanmoins, plus nous fournissons de données sur le modele biologique
dans 'approche TEM et plus les résultats obtenus sont précis.

La seconde partie de notre méthodologie générale consiste a reprendre des modélisa-
tions existantes et couramment utilisées (la modélisation PLDE et la modélisation discrete
de R. Thomas) et d’y ajouter de nouvelles méthodes conjointes. La premiere méthode
permet d’obtenir I’ensemble des contraintes nécessaires et suffisantes pour le paramétrage
d’un modele d’apres des spécifications. Ceci peut permettre de découvrir des caractéris-
tiques communes a I’ensemble des paramétrages validant les spécifications du modele mais
également d’obtenir I’ensemble de ces paramétrages grace a un solveur de contraintes. La
seconde méthode permet de décomposer les dynamiques obtenues a partir d’'un para-
metrage. Cette méthode peut servir a mieux comprendre les dynamiques ainsi obtenues
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en sachant si un comportement correspond a un ensemble de sous-comportements et si
oui auxquels. La méthode peut également servir a travailler sur un sous-ensemble de la
dynamique en ne prenant en compte que les sous-comportements intéressants.

Enfin, la derniere partie de cette méthodologie générale consiste en une modélisation
permettant de raffiner les analyses précédentes. Cette modélisation est basée sur les mo-
délisations présentées dans le chapitre précédent afin de profiter pleinement des méthodes
que nous avons développées. Enfin, cette modélisation, tout comme dans la premiere mo-
délisation présentée dans cette these, est une modélisation hybride qui exploite également
la notion de temps via des parametres temporels.

5.2 Cohérence et imbrication des outils développés

Dans cette section, nous reprenons le modele de Pseudomonas Aeruginosa pour illus-
trer la cohérence et I'imbrication de nos travaux a partir d'un exemple grace auquel nous
montrons notre approche globale étape par étape en utilisant chacun des outils dévelop-
pés. Pour rappel, le modele de Pseudomonas Aeruginosa est représenté par une variable
x qui agit positivement sur une variable y ainsi que sur elle-méme, alors que la variable y
agit négativement sur la variable x.

Dans la modélisation TEM, cela revient a étudier un graphe de transitions a quatre
états discrets ou les variables x et y augmentent ou diminuent. Ce graphe de transi-
tions ne présente qu'un seul comportement dynamique correspondant au cycle discret
(+,4) = (—,+) — (=, —) — (+,—) — (+,+). Le comportement multi-stationnaire de
Pseudomonas aeruginosa semble donc avoir était abstrait dans la modélisation TEM qui
se focalise principalement sur les comportements oscillatoires.

Un raffinement, tenant compte des niveaux de concentration dans la modélisation,
peut permettre de retrouver ce comportement multi-stationnaire. Pour cela nous pouvons
utiliser le formalisme discret de R. Thomas ou encore le formalisme des PLDE. Nous
émettons alors des hypotheses sur I'ordonnancement des seuils d’interactions en précisant
que l'interaction positive de x sur y a un seuil plus bas que 'autorégulation positive de
x. Puis, afin d’avoir un graphe de transitions discret, nous voulons fixer les parametres
discrets de cette modélisation. Dans ce but, nous développons le graphe de transitions
contraint associé, et nous y appliquons les contraintes qui correspondent aux spécifications
dynamiques du modele que nous avons préalablement traduit en logique temporelle CTL.
Ensuite, en résolvant le systéeme de contraintes, nous obtenons un nombre restreint de
graphes de transitions possibles. Puis en appliquant 'approche par les MMB sur chacun
de ces graphes de transitions, nous en remarquons un particulierement intéressant ayant
deux MMB : un premier représentant un cycle discret sans production de mucus (niveau
de concentration de x inférieur a 2), et un second montrant qu’il est possible d’atteindre
un état discret stationnaire produisant du mucus a partir de 1’état discret initial.

Nous nous intéressons tout particulierement au cycle discret (1,0) — (1,1) — (0,1) —
(0,0) — (1,0) qui nous rappelle le cycle discret découvert avec la modélisation TEM. Nous
analysons donc ce cycle avec la modélisation TDD (modélisation par décomposition des
domaines temporels) pour déterminer si des caractéristiques temporelles seraient capables
d’inciter la multi-stationnarité. Le graphe d’états avec délais résultant de cette modélisa-
tion nous montre que le cycle de la modélisation TEM et celui de la modélisation TDD
sont bien les mémes. En effet, pour le cycle discret dans la modélisation TDD, x et y
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augmentent dans 1’état discret (1,0); ensuite x diminue et y augmente dans 1’état discret
(1,1); puis = et y diminuent dans I’état discret (0,1); et enfin x augmente et y dimi-
nue dans ’état discret (0,0). Alors que pour la modélisation TEM le cycle discret est
(+,+) = (—,+) = (—,—) — (+,—) — (+,+). La correspondance entre les parameétres
temporels de la modélisation TEM et ceux de la modélisation TDD est alors simple. Par
exemple, le parametre d (de la modélisation TEM) correspond au temps passé par la
plus courte trajectoire temporelle (de la modélisation TDD) pour aller de la transition
discrete (0,0) — (1,0) a la transition discrete (1,1) — (0, 1). De la méme facon, le para-
metre D correspond au temps passé par la plus longue trajectoire temporelle pour aller
de la transition discrete (0,0) — (1,0) a la transition discrete (1,1) — (0,1). Ainsi, les
parametres temporels de la modélisation TEM bornent le tore formé par I’ensemble des
trajectoires temporelles cycliques de la modélisation TDD. Il est donc possible d’exploiter
a nouveau les résultats trouvés a partir de la modélisation TEM pour affiner davantage
I’analyse effectuée par la modélisation TDD.

5.3 Perspectives

Cette these a ouvert de nombreuses voies et par la méme occasion, elle offre de nom-
breuses perspectives. Nous savons par exemple que la modélisation TEM du chapitre 2 est
principalement limitée par les outils de model-checking qu’elle utilise actuellement. Mais
nous savons que TEM n’a pas besoin de model-checkers aussi complexes que ceux utilisés
car TEM est une sous-classe d’automates temporisés. Malheureusement, actuellement, a
notre connaissance, il n’existe pas de model-checker dédié aux automates temporisés qui
permettrait de faire de la vérification paramétrique. Il serait donc intéressant de collaborer
a la mise en place d’un tel outil ou a 'extension d’un model-checker pour les automates
temporisés déja existant. Toujours dans la continuation de la modélisation TEM, il se-
rait également intéressant de développer une nouvelle modélisation basée sur les mémes
principes mais qui reposerait cette fois sur une notion de temps discret (par des unités de
temps). Une telle modélisation permettrait d’utiliser des outils plus conventionnels.

Dans la continuité des travaux pour la recherche de paramétrages en fonction des spé-
cifications du modele qui sont présentés dans le chapitre 3, il existe également plusieurs
débouchés possibles. Par exemple, nous pourrions développer une méthode afin que les
contraintes générées puissent étre plus « digestes » pour les solveurs de contraintes. De
plus, nous pourrions étendre ’expressivité des spécifications en permettant aux proposi-
tions atomiques d’étre de la forme « la variable x augmente », « la variable x diminue »
ou encore « la variable x reste constante ». Une telle expressivité pourrait permettre la gé-
nération de contraintes plus strictes et moins nombreuses en se focalisant sur un ensemble
de comportements plus restreints. De plus, cette forme d’expression semble mieux adaptée
a certaines données expérimentales disponibles. En effet, il est plus facile expérimentale-
ment de décrire la dynamique d’'un systeme biologique en donnant les variations de ses
variables sans chercher une correspondance entre les niveaux de concentration abstraits
du modele et les concentrations réelles.

Enfin pour la modélisation présentée dans le chapitre 4, il serait maintenant intéressant

de l'utiliser sur un modele biologique conséquent, comme nous avons pu le faire avec la
modélisation de Ahmad et al. dans I'article [ABET09].
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.1 Annexes liées au chapitre 2

Ces annexes contiennent le modele TEM utilisé en langage PHAVer pour l'exemple
biologique sur le cycle circadien de la drosophile ainsi que I’ensemble des résultats obtenus

a partir de celui-ci. Ces annexes contiennent également le graphe d’états discrets du modele
TEM.

.1.1 TEM Pour le cycle circadien de la drosophile

Cette section montre le modele TEM traduit pour 'outil PHAVer. Comme illustration,
nous présentons son graphe d’états discrets en Figure 1. Dans ce modele, il n'y a pas
d’horloge pour la variable C' qui n’a aucune spécification temporelle. Pour la notation :

— iMp et iMt permettent de selectionner I’ensemble des états discrets en fonction des

variables Mp et My (voir la section suivante pour plus de détails).

— period est I’horloge qui contraint le cycle a 24 heures.

— hMp,hMt,hCn,hP et hT sont respectivement les horloges des variables Mp, M, Cy,

P et T;.

— loc_010100 est la notation pour I’état discret ou seul My et C' augmente (I'ordre des

variables est : Mp, Mp, Cx, C, P, et finalement Tj).

— Les parametres dpMp, DpMp, dnMp et DnMp sont respectivement les parametres

dy,., Dy, dyy, and Dy, dans TEM.

Pour la syntaxe prise en compte dans PHAVer, apres la description des variables
(contr_par) et la description des parametres (parameters), nous décrivons chaque état
discret (loc). Apres while, nous donnons les invariants et aprés wait nous donnons les
dérivées des variables et des parametres. Ensuite, nous décrivons toutes les transitions
discretes sortantes de 'états discret : apres when, nous donnons les gardes, apres do, nous
donnons les mises a jours des variables et finalement nous donnons I’état discret successeur
apres goto.

automaton GUI
contr_var: iMp,iMt,period,hMp,hMt,hCn,hP,hT;
parameter: dpMp,DpMp,dnMp,DnMp,dpMt,DpMt,dnMt,DnMt,dpCn,DpCn,dnCn,DnCn,dpP,DpP,dnP,DnP,dpT,DpT,dnT,DnT;
synclabs: trans;
loc 10c_000000: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100000;
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010000;
loc 10c_000001: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100001;
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010001;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000101;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto
loc 10c_000010: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100010;
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010010;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto
loc 10c_000011: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100011;
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010011;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto
loc 10c_000100: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100100;
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010100;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001100;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_000110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_000101;
loc 10c_000101: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}

1oc_000000;

1oc_000000;

1oc_000001;
10c_000010;
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F1G. 1 — Graphe d’états discrets de TEM pour le cycle circadien de la drosophile. L’ordre
des variables est le suivant : Mp, My, Cy, C, P; et finalement T;.
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iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100101;
& hMp’ p & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010101;

when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==i

Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_000111;
when iMp==0 & iMt== pT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn

loc 1oc_000110: while period<=24 & iM i 0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT

wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’ 0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100110;
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’ hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010110;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_000010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM iMp & iMt’==i =hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when hT>=dnT sync trans do {iMp’== iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’= hP & hT’==0} goto loc_000111
loc 1oc_000111: while period<=24 & il ==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT

wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’== 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}

when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’ iMt & hMp’
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==1 & hMp’

T} goto loc_100111;
T} goto loc_010111;

Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001101;

&

=hT} goto loc_001110;

&

when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001111;

when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_001000: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001100;
loc 10c_001001: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001101;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM pT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_001010: while period<=24 & iMp: 0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’== & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_001011: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when iMp==0 & iMt== & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_00111
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM pT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_001100: while period<=24 & iMp: 0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP 1 & hT’==1}
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_001000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_001110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_001101;
loc 1oc_001101: while period<=24 & iMp==0 & iM & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
& hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_001111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 1oc_001110: while period<=24 & iM 0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==
when true sync trans do {iMp
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM pP sync trans do {iMp
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ iMt & hMp’==hMp & hMt P & hT’==0} goto loc_001111;
loc loc_001111: while period<=24 & iMp==0 & iMt==0 & hMp<=DnMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_010000: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110000;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_010001;
loc 1oc_010001: while period<=24 & iM 1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt ==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110001;
when true sync trans do {iMp’ Mp & hMt’ Mt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010101
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM pT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_010010: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110010;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010110;
when iMp==0 & iMt== & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_010011;
loc 1oc_010011: while period<=24 & iMp==0 & iM 1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’==1 & iMt iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010111
when iMp==0 & iMt==0 & hMp: & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp iMp & iMt iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_010100: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’
when hP>=dnP sync trans do {iMp iMp & iMt
when hT>=dnT sync trans do {iMp iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_010101;
loc 1loc_010101: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT

=hP & hT’==hT} goto loc_110011;

=hT} goto loc_011100
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hP’==hP & hT’==0} goto loc_000100;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_000100;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_000101;
hP’==hP & hT’==0} goto loc_000110;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000000;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000001;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_001000;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000010;
hP’==0 & hT’==hT} goto loc_001000;
hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000011;
hP’==0 & hT’==hT} goto loc_001001;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_001010;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000100;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000101;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_001100;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_000110;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_001100;

’==hP & hT’==hT} goto loc_000111;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_001101;
hP’==hP & hT’==0} goto loc_001110;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_010000;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_010000;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_010001;
hP’==hP & hT’==0} goto loc_010010;
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wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’ & iMt’ Mt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110101;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_010111;
when iMp==0 & iMt== pT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 1loc_010110: while period<=24 & iM i 1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp’ & iMt’ Mt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110110;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_010010;
when iMp==0 & iMt== & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_010111;
loc loc_010111: while period<=24 & iMp==0 & iM & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dnMp sync trans do {iMp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110111;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’== & hT’==hT} goto loc_010011;
when iMp==0 & iMt==
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM
loc 1oc_011000: while period<=24 & iMp:

pT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001000;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011100;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==i iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_011001;
loc 1oc_011001: while period<=24 & iMp== 1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_001001;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011101;
when iMp==0 & iMt== & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 1oc_011010: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011110;
when iMp==0 & iMt== & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_011011;
loc loc_011011: while period<=24 & iMp==0 & iM 1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hM & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM 3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_011100: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001100;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp== 0
when true sync trans do {iMp iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_011110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_011101;
loc 1loc_011101: while period<=24 & iMp==0 & iM & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001101;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==
when true sync trans do {iMp iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP & hT’==hT} goto loc_011111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 1loc_011110: while period<=24 & iMp==0 & iMt==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when hT>=dnT sync trans do {iMp’== iMt & hMp’== hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_011111
loc loc_011111: while period<=24 & il ==1 & hMp<=DnMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’== 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp: & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt =hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
when iMp== & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 1loc_100000: while period<=24 & iM 1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT

wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’=: T} goto loc_110000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’ Mp & iMt’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP hT} goto loc_100010;
loc 10c_100001: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}

when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’ T} goto loc_110001;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==] hT} goto loc_100101
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_100011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 10c_100010: while period<=24 & iMp: & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110010;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn
loc 1loc_100011: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110011;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’ Mt & hCn’==hCn & hP’
when iMp==0 & iMt==
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn

iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011101;

&

hP & hT’==hT} goto loc_011110;

&

=hT} goto loc_011111;

&

&

&

&

&

&

hP’==hP & hT’==0} goto loc_010100;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_010100;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_010101;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_010110;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010000;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010001;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_011000;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010010;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_011000;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010011;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_011001;
hP’==hP & hT’==0} goto loc_011010;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010100;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010101;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_011100;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010110;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_011100;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_010111;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_011101;
hP’==hP & hT’==0} goto loc_011110;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_100000;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_100000;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_100001;
hP’==hP & hT’==0} goto loc_100010;
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loc 10c_100100: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110100;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101100;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp Mp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP T} goto loc_100110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp Mp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP 0} goto loc_100101;
loc 1loc_100101: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==1 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110101;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP =hT} goto loc_101101;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’== ) == hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_100111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc 1oc_100110: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’ & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’=: T} goto loc_110110;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP =hT} goto loc_101110;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM =hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ P & hT’==0} goto loc_100111;
loc loc_100111: while period<=24 & iMp== 0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMt>=dnMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’ & hMp’ Mp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110111;
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’ Mp & iMt’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101111;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc 10c_101000: while period<=24 & iM 1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001000;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’ Mp & iMt’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101100;
when hP>=dnP sync trans do {iMp iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_101010;
loc loc_101001: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’==0 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001001;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’ Mt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101101;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_101011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_101010: while period<=24 & iM 0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_001010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_101011: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’== 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp: hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==. hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc 10c_101100: while period<=24 & iM i 0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’= 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {1Mp’— iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_001100;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt 5 & hCn dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp hT} goto loc_101000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp hT} goto loc_101110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_101101;
loc loc_101101: while period<=24 & iMp==1 & iMt==0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001101;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’ Mp & iMt’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101001
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_101111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp== 3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_101110: while period<=24 & i 0 & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ ==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_101111;
loc loc_101111: while period<=24 & iMp==1 & iM & hMp<=DpMp & hMt<=DnMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’==0 & iMt’==iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_001111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_10101
when i & hM & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’
when i & hM & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt iMt & hMp

hCn &
=hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc 1loc_110000: while period<=24 & iMp==1 & iMt==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT

wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==
when hP>=dnP sync trans do {iMp Mp & iMt iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_110010;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mp & iMt Mt & hMp hP & hT’==0} goto loc_110001;

loc 1loc_110001: while period<=24 & iMp==1 & iM
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt
when true sync trans do {iMp’
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==i
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM

& hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
& hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110101;
==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_110011;
pT sync trans do {iMp iMt & hMp
loc 1loc_110010: while period<=24 & iM 1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’== & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110110;

hP’==hP & hT’==0} goto loc_100100;

hP’=

=0 & hT’==hT} goto loc_100100;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_100101;

hP’ ==

hP & hT’==0} goto loc_100110;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_100000;

hP’==

hP’==

hP’==]

hP’==

hP’==

hP’==

hpP

hP’==

hP’ ==

hP’==

hP’==

hP’==

hP’==]

hp’

hP’ ==

hP & hT’==hT} goto loc_100001;

hP & hT’==0} goto loc_101000;

hP & hT’==hT} goto loc_100010;

0 & hT’==hT} goto loc_101000;

hP & hT’==hT} goto loc_100011;

0 & hT’==hT} goto loc_101001;

==hP & hT’==0} goto loc_101010;

hP & hT’==hT} goto loc_100100;

hP & hT’==hT} goto loc_100101;

hP & hT’==0} goto loc_101100;

hP & hT’==hT} goto loc_100110;

0 & hT’==hT} goto loc_101100;

hP & hT’==hT} goto loc_100111;

0 & hT’==hT} goto loc_101101;
hP & hT’==0} goto loc_101110;

=hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_110000;

when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_110000;



96 BIBLIOGRAPHIE

when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_110011;
loc loc_110011: while period<=24 & iMp==1 & iM 1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp
& hT>=dpT sync trans do {iMp ==iMt & hMp
loc loc_110100: while period<=24 & iM 1 & iM 1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’
when hP>=dnP sync trans do {iMp Mp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_110110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp Mp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_110101;
loc loc_110101: while period<=24 & iMp==1 & iMt==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’= & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hCn>=dnCn sync trans do {1Mp’—-1Mp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111101;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’ & hT’==hT} goto loc_110111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_110110: while period<=24 & iMp==1 & iMt==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111110;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_110111;
loc loc_110111: while period<=24 & iMp==1 & iM & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DnCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hCn>=dnCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111111;
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’ Mt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110011
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_111000: while period<=24 & iM i 1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ 0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto 1loc_011000;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101000;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111100;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_111010;
when hT>=dnT sync trans do {iMp Mp & iMt Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_111001;
loc loc_111001: while period<=24 & iMp==1 & iMt==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011001;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101001;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hM & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111101
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_111011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM
loc loc_111010: while period<=24 & iM 1 & iMt==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011010;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ 0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>= den sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP =hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ P & hT’==0} goto loc_111011
loc loc_111011: while period<=24 & iM 1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’= 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {1Mp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP =hT} goto loc_011011
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_11111
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM pT sync trans do {iMp ==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_111100: while period<=24 & iMp: 1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’ 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011100;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ Mp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101100;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111000;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==iMp & iMt iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP hT} goto loc_111110;
when hT>=dnT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’ ==0} goto loc_111101
loc loc_111101: while period<=24 & iMp==1 & iMt==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DnP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ & iMt’ Mt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011101;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101101;
when i & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111001;
when hP>=dnP sync trans do {iMp’==i iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_111111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hM iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
loc loc_111110: while period<=24 & il ==1 & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DnT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’== 1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==1}
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp’ hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’ T} goto loc_011110;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’ 0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101110;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111010;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when hT>=dnT sync trans do {iMp’ Mt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_111111;
loc loc_111111: while period<=24 & iMp==1 & iM & hMp<=DpMp & hMt<=DpMt & hCn<=DpCn & hP<=DpP & hT<=DpT
wait {period’==1 & iMp’==0 & iMt’==0 & hMp’==1 & hMt’==1 & hCn’==1 & hP’==1 & hT’==
when hMp>=dpMp sync trans do {iMp iMt & hMp’==0 & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_011111;
when hMt>=dpMt sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==0 & hMp’==hMp & hMt’==0 & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_101111;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==5 & hMt==5 & hCn>=dpCn sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==0 &
when true sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’ Mt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==hT} goto loc_111011;
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hP>=dpP sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
when iMp==0 & iMt==0 & hMp==3 & hMt==3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn &
initially: $ & True;

==hP & hT’==hT} goto loc_111100;
P & hT’==hT} goto loc_110000;

0 & hl

3 & hT>=dpT sync trans do {iMp’==iMp & iMt’==iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP

0 & hP

hP’==

=iMt & hMp’==hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==0 & hT’==hT} goto loc_110001;
=hMp & hMt’==hMt & hCn’==hCn & hP’==hP & hT’==0} goto loc_110010;

hP & hT’==0} goto loc_110100;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_110100;

hP’==
hP’ ==

0 & hT’==hT} goto loc_110101;
hP & hT’==0} goto loc_110110;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110000;

) ==

’==hP & hT’==hT} goto loc_110001;

hP & hT’==0} goto loc_111000;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110010;

hP’=

B

=0 & hT’==hT} goto loc_111000;

==hP & hT’==hT} goto loc_110011;

hP’==0 & hT’==hT} goto loc_111001;

hP’=

=hP & hT’==0} goto loc_111010;

hP’==hP & hT’==hT} goto loc_110100;

hP’==

hp’==

hP’==

hP’==

hP’==

hP’==

hP

hP & hT’==hT} goto loc_110101;

hP & hT’==0} goto loc_111100;

hP & hT’==hT} goto loc_110110;

0 & hT’==hT} goto loc_111100;

hP & hT’==hT} goto loc_110111;

==hT} goto loc_111101;
==0} goto loc_111110;
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end

.1.2 Spécifications

Nous monstrons dans cette section les lignes de commande qui correspondent aux
spécifications du modele présenté dans la section précédente. Notons que toute phrase
apres un « —- » est une phrase de commentaire.

—-— The discrete transition size is 6
-- (Sufficient size so that every variable can change state).
REACH_MAX_ITER=6;

-- We use the automata defined previously.
sys=GUI;

-— Definition of the initial continuous states

-- with initial constraints on the parameters

-- and where mRNA PER and TIM increase (iMp==1 & iMt==1).
initreg_11=sys.{$

dpMp>0 & DpMp>=dpMp & dnMp>0 & DnMp>=dnMp

dpMt>0 & DpMt>=dpMt & dnMt>0 & DnMt>=dnMt

dpCn>0 & DpCn>=dpCn & dnCn>0 & DnCn>=dnCn

dpP>0 & DpP>=dpP & dnP>0 & DnP>=dnP

dpT>0 & DpT>=dpT & dnT>0 & DnT>=dnT

iMp==1 & iMt==1 & period==0};

IR

-- Definitions of the other continuous states for the qualitative cycles.
-- (In the final states the clock for the periode reachs 24 hours).
reg_00=sys.{$ & iMp==0 & iMt==0};

reg_Ol=sys.{$ & iMp==0 & iMt==1};

reg_10=sys.{$ & iMp==1 & iMt==0};

reg_l1=sys.{$ & iMp==1 & iMt==1 & period==24};

-- Specifications for the first qualitative cycle in Table 1.
-— We find all reachable region from initial continuous states.
reg= sys.reachable(initreg_11);

-- We make the intersection

-- with next set of continuous states which we want to reach.
reg.intersection_assign(reg_10);

-— etc.

reg= sys.reachable(reg);

reg.intersection_assign(reg_00);

reg= sys.reachable(reg);

reg.intersection_assign(reg_10);

reg= sys.reachable(reg);

reg.intersection_assign(reg_11);
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-- Display the results with projection on the TEM parameters.
reg.project_to(

dpMp,DpMp, dnMp ,DnMp,

dpMt ,DpMt ,dnMt ,DnMt,

dpCn,DpCn,dnCn,DnCn,

dpP,DpP,dnP,DnP,dpT,

DpT,dnT,DnT) ;

reg_u=reg.loc_union;

reg_u.print;

.1.3 Résultats

Ici, nous montrons les contraintes obtenues avec PHAVer pour les cycles qualitatifs du
Tableau 2.1 sans les redondances liées aux contraintes initiales. Notons qu’ici, 'opérateur
de disjonction est | et que l'opérateur de conjonction est &.

— Pour le cycle (1) :

DnCn >= dnMp - 5
DnMt >= dnMp
DnCn >= dnMt - 5
DnMt >= 5
DnMp >= 5
DpMp + DnMp >= dnMt
DpCn + DnCn >= dpMp
DpMt + DnMt >= dpMp
DpCn + DnCn >= dpMp
DpCn + DnCn >= dpMp
DpMt >= dpMp
DnCn >= dnMp - 5
DpMt + DnMt >= dnMp + dpCn - 5
DpCn + DnCn >= dpMt + dnMt
DpCn + DnCn >= dpMt + 5
DnCn >= dnMt - 5
DpCn >= 5
DnMt >= 5
DpMt >= dpCn - 5
DpMt + DnMt >= dpCn + dnCn
DpMt + DnMt >= dnCn + 5
DnMp >= dnMt
DnMp >= 5
DnMp + DpMt >= dpCn + dnCn
DnMp + DpMt >= dnCn + 5
DpMp + DnCn >= dpMt + dnMt - 5
DpMp + DnCn >= dpMt
DpMp >= dpCn - 5
DpMp + DnMp >= dpMt + dnMt
DpMp + DnMp >= dpMt + 5

dnMp
dnMp
dnMt

+ + + +

+
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&
&

DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=

— Pour le cycle (2) :
DnCn >= dnMp - 5

SR S S S R S R S S S S S S S S S S S S S S S S s R R e

DnMt >= dnMp
DnCn >= dnMt -
DnMt >= 5

DnMp >= 5

DpMp + DnMp >=
DpCn + DnCn >=
DpMt + DnMt >=
DpCn + DnCn >=
DpCn + DnCn >=
DpMt >= dpMp
DnCn >= dnMp -
DpMt + DnMt >=
DpCn + DnCn >=
DpCn + DnCn >=
DpMt >= dpMt
DnCn >= dnMt -
DnMt >= dnMt
DpCn >= 5

DnMt >= 5

DpMt >= dpCn -
DpMt + DnMt >=
DpMt + DnMt >=
DnMp >= dnMt
DnMp >= 5

DnMp + DpMt >=
DnMp + DpMt >=
DpMp + DnCn >=
DpMp + DnCn >=
DpMp >= dpCn -
DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=

— Pour le cycle (3) :
DnCn >= dnMp - 5

&
&
&
&
&
I
&

DpMt + DnMt >=
DnCn >= dnMt -
DnMt >= b

DnMp >= dnMt
DnMp >= 5

DpCn + DnCn >=
DpMt + DnCn >=

dpCn + dnCn
dnCn + 5

5

dnMt

dpMp + dnMp
dpMp + dnMp
dpMp + dnMt
dpMp + 5

5

dnMp + dpCn - 5
dpMt + dnMt
dpMt + 5

5

5

dpCn + dnCn
dnCn + 5
dpCn + dnCn
dnCn + 5
dpMt + dnMt - 5
dpMt

5

dpMt + dnMt
dpMt + 5
dpCn + dnCn
dnCn + 5
dnMp

5

dpMp + dnMp

dpMp + dnMp - 5
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DpMt + DnMt >=
DpCn + DnCn >=
DpMt + DnCn >=
DpMt + DnMt >=
DpCn + DnCn >=
DnCn >= dnMp -
DnMt >= dnMp
DpCn + DnCn >=
DpCn + DnCn >=
DnCn >= dnMt -
DpCn >= 5

DnMt >= 5

DpMt >= dpCn -
DpMt + DnMt >
DpMt + DnMt >=
DnMp >= 5

DpMp >= dpMt
DpMp >= dpCn -
DpMp + DnMt >=
DpMp + DnMt >=
DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=
DpMp + DnMp >=

Pour le cycle (4) :
DnCn >= dnMp - 5

IR S S S R At - R o~ S~ i

DpMt + DnMt >=
DnCn >= dnMt -
DnMt >= 5

DnMp >= dnMt
DnMp >= 5

DpCn + DnCn >=
DpMt + DnCn >=
DpMt + DnMt >=
DpCn + DnCn >=
DpMt + DnCn >=
DpMt + DnMt >=
DpMp >= dpMp
DpCn + DnCn >=
DnCn >= dnMp -
DnMt >= dnMp
DpCn + DnCn >=
DpCn + DnCn >=
DnCn >= dnMt -
DpCn >= 5

DnMt >= 5

dpMp
dpMp
dpMp
dpMp
dnMp

dpMt
dpMt

dpCn
dnCn

dpCn
dnCn
dpMt
dnMt
dpCn
dnCn

dnMp

dpMp
dpMp
dpMp
dpMp
dpMp
dpMp

dnMp
5

dpMt
dpMt
5

+ + + + + +

dnMp

dpMt

dnMt

dnCn

dnCn
dnMt

dpCn
dnCn

dnMp

dnMp

dnMp

dpMt

dnMt



.2 Annexes liées aux chapitre 3 et 4 101

& DpMt >= dpCn - 5

& DpMt + DnMt >= dpCn + dnCn
& DpMt + DnMt >= dnCn + 5

& DnMp >= 5

& DpMp >= dpMt

& DpMp >= dpCn - 5

& DpMp + DnMt >= dpCn + dnCn
& DpMp + DnMt >= dnCn + 5

& DpMp + DnMp >= dpMt + dnMt
& DpMp + DnMp >= dnMt + dpCn - 5
& DpMp + DnMp >= dpCn + dnCn
& DpMp + DnMp >= dnCn + 5

.2 Annexes liées aux chapitre 3 et 4

Ces annexes contiennent un tableau récapitulatif sur les notions utilisées dans les
chapitres 3 et 4, mais également le tableau exhaustif des cas possibles (et leur solution)
pour les contraintes cumulées du chapitre 4.

.2.1 Memorandum

Le Tableau 1 donne les notations utilisées dans les chapitres 3 et 4.

PLDE Modélisation discrete modélisation hybride
parametre cinétique parametre discret delai
état continu état discret état
domaine état discret domaine & sous-domaine
trajectoire chemin trajectoire temporelle & chemin
point focal point focal qualitatif point focal

TaB. 1 — Notation utilisée dans les chapitres 3 et 4.

.2.2 Dynamiques possibles pour I’exemple courant

Nous présentons en Figure 2 les 6 systemes de transitions possibles pour l’exemple
courant de Pseudomonas a partir des spécifications de la section 3.5.4.

.2.3 Contraintes de transitions cumulées : tableau exhaustif des
cas possibles

Le Tableau 2 donne I’ensemble des cas possibles de la section 4.4.2 dans le chapitre
4 pour le calcul de I'état sortant 1, = (I1,T2) et ses contraintes a partir de I’état entrant
m = (I3, 71). Ce tableau contient les cas expliqués et illustrés en section 4.4.2, mais aussi
I’ensemble exhaustif des cas symétriques basés sur les mémes raisonnements mais donnant
lieu a résultats différents. Comme dans la section 4.4.2, et pour une plus grande lisibilité,

les deux parametres §;, . et 6, . sont respectivement notés 6 et &7 .
11,l1(’b1),wll(11) erll(ll)vwll(ll) U 1
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A y A y A y
1 vy 1 V) 1 vy
R N NN
v W l v W l v W l
0 —> — > 0 —1> — > 0 —> — >
K f :3
0 1 2 0 1 2 0 1 2
Ay A Yy Ay
7 ) 77 )
1 «— 1 —> 1 —> —>
ol I S M t 1 [
{ { { { { { { { {
0 —> —> 0 —> —> 0 —> —>
X X X
o 1 2 o 1 2 o 1 2

F1G. 2 — Les 6 dynamiques possibles pour 'exemple courant de la section 3.5.4.



Numéro | Conditions 72(1]) Contraintes
1.(a) i} T i)l, o (ih) = 0} pas de contrainte
Ky il =1
1.(b) iy =11, (1)) =0 pas de contrainte
Ky (21) =—1
2.(&) Z/l #io, Z/l #il s Tg(ill) :min((S;Z,Tl(i/l)-l-((SZ —7'1(i1))) Tl(i/l)—i-((;;l_—Tl(il)) <(5;1—
iy il
K/ll (Zl) = 17
Kiy (le) =1
2.(b) | @) #do, i) £ i1, 7o(ih) = max(0, 71 (¢)) — (6;7 — 71(i1))) m1(ih) — (6 — 71(i1)) > 0
3[1 —>i/1,
Ky (Zl) = 17
Kiy (Z,l) =-1
2.(c) | #io, i) £, 7o(ih) = min(0;, 71 (i) + 71 (in)) (i) + mi(in) < 0y
Ell i
1
ki, (i) = —1,
Kiy (le) =1
2((31) le 75@'0, ’Lll 75’6'1 s TQ(i’l) :max((),ﬁ(i’l) —Tl(il)) Tl(’ill)—Tl(il) >0
dly i
1
ki, (i) = —1,
Kiy (2/1) =1
3.(a)i. | ) #do, ) #in (i) =C ni(ih) 2 6, & C =max(3}, ni(ih) — (0] — m(in)))
h(ﬁ)iaa ) 7(#h) < 8 & C = min(5;, 7(#) + (5 — 1))
/'ill 1) =
3.(a)ii. | i) #ido, i) #i1 (i) =C (i) 2 6, & C = max(0}, 71 (if) — 7 (i)
Ay~ (i) < 65 4 C = min(dF, 7 (7)) + (i)
ki, (i) = —1 ! !

¥ 19 ¢ 8.11}[(191{2) Xmne sS99I soXxauuy g°

€01



Numéro

Conditions

Contraintes

3.(b)i.

i # i1,

le =1p et ﬁm (2/1) = 00,
ﬂll —i

&11(21) 1,

sign,, (i) =1,

}) =min(d, 71 (i) + (8, — 71(i2)))

pas contrainte

i # 11,

Z/1 =g /jm(zll) = 00,
By =y,

ki, (i1) = 1,

sign,, (7)) = -1,

7o) = max(d;, 71(¢4) — (0] — 1(ir)))

pas de contrainte

3.(b)ii.

i # 11,

i = io et fiy, (7)) = oo,
Bl —y /s

’{11(21) = =

sign, (1 ih) = 17

Tg(ill) mln(cﬁ,ﬁ(zl))

pas de contrainte

le 7& Zl? B
il =1 et Fny (2/1) = 00,
3951 —

Tg(i/l) = max(ézf‘,;,ﬁ(i’l) - Tl(il))

pas de contrainte

TAB. 2: Tableau exhaustif des cas pour le calcul de ’état

sortant, voir section 4.4.2 chapitre 4.
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