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A Dinfini, et au-dela ...

”Tout le monde veut vivre au sommet de la montagne,
sans soupconner que le vrai bonheur est dans la maniere de gravir la pente.”
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Chapitre 1

Introduction

Les travaux de cette these portent principalement sur les espaces de représentations de
groupes de surface dans des groupes de Lie et sur ’action naturelle du groupe modulaire sur
ces espaces. En particulier, nous étudions la dynamique de cette action lorsque le groupe de
Lie est SU(2); nous étudions également le nombre de composantes connexes de 'espace des
représentations lorsque le groupe de Lie est PSL(2,R). Ces deux problemes sont déja trés bien
compris pour les surfaces orientables et la nouveauté des résultats présentés dans cette these
vient du fait que nous considérons le cas des surfaces non-orientables.

Soit S une surface compacte de caractéristique d’Euler négative, et 7 = 71(S) son groupe
fondamental. L’ensemble Hom(7, G) des homomorphismes du groupe 7 dans un groupe de Lie
G est appelé espace des représentations. Cet objet algébrique reflete a la fois la topologie de la
surface S et les géométries associées au groupe G. L’espace Hom(w, G) possede des symétries
naturelles issues des automorphismes de 7 et de G, c’est-a-dire une action de Aut(m) x Aut(G)
par composition. L’espace quotient de Hom(7, G) par action du groupe Inn(G) des automor-
phismes intérieurs de G, est appelé espace de modules et noté :

X(m,G) = Hom(m, G)/G.

L’action de Inn(w) étant triviale sur l’espace de modules, nous avons une action du groupe
des automorphismes extérieurs Out(n), qui s’identifie par un théoréme classique de Nielsen et
Mangler au groupe modulaire I's = my(Homeo(5)).

La dynamique de cette action est I'objet de nombreux travaux récents (voir [32] pour un
panorama du sujet), et exhibe des comportements trés contrastés selon le choix du groupe G.
Pour illustrer cette diversité, donnons deux exemples classiques fondamentaux :

— Lorsque M est une surface de Riemann orientable de genre g, le Jacobien Jac(M) est défini
comme l’ensemble des fibrés en droites holomorphes sur M et il s’identifie a ’espace de
modules X(m(M),U(1)) (voir par exemple Narasimhan-Seshadri [64] ou Ramanathan
[74]). Le groupe U(1) étant abélien, I’espace de modules s’identifie au tore R?9/Z29. L’ac-
tion du groupe modulaire est exactement ’action du groupe symplectique Sp(2g,Z) sur
le tore, qui est ergodique par rapport & la mesure de Lebesgue. [30]

— A Vopposé, lespace de Teichmiiller d'une surface S, s’identifie naturellement (par le
théoréme d’uniformisation) a l’ensemble des classes d’équivalence des structures hy-
perboliques marquées sur S, qui correspond a l’ensemble des classes d’équivalence de



1. INTRODUCTION

représentations injectives et d’image discrete de mq(S) dans PGL(2,R). Cet ensemble
forme une composante connexe de l'espace de modules X(m(S), PGL(2,R)), qui est
homéomorphe & une cellule de dimension —3x(S). Un résultat classique de Fricke [21]
montre que 'action du groupe modulaire sur cette composante est proprement disconti-
nue.

Nous voyons deux directions émerger de ces exemples, selon que le groupe G choisi est
compact ou non-compact.

Lorsque G est compact, I’espace de modules X(S, G) a un type d’homotopie non-trivial et
I’action du groupe modulaire a une dynamique non-triviale. Les propriétés ergodiques de cette
action dans le cas orientable sont maintenant bien comprises. Les résultats correspondant au
cas ou S est une surface non-orientable sont nouveaux et occupent toute la premiere partie de
cette these (Chapitres et [5). Une grande partie de ces résultats se trouve dans Particle [66]
soumis pour publication.

Lorsque G est non-compact, 'espace X(S, G) contient des composantes connexes contrac-
tibles sur lesquels le groupe modulaire agit proprement. En général, ces composantes corres-
pondent & des structures géométriques localement homogenes sur S (I’exemple fondamental est
Pespace de Teichmuller qui correspond aux structures hyperboliques). La premiere difficulté
est donc de connaitre le nombre de composantes connexes de l’espace des représentations.
Le Chapitre [6] est consacré & I'étude du nombre de composantes connexes de lespace
Hom(m(S), PSL(2,R)) lorsque S est une surface non-orientable. Ce résultat est 'objet principal
d’un article soumis pour publication [67].

Le dernier chapitre de cette these est consacré a un résultat de théorie topologique des
graphes, dont le théme est largement indépendant du reste de la these. Il porte sur les
représentations optimales de graphes sur des surfaces non-orientables en particulier sur la bou-
teille de Klein. I1 est le sujet d’un article & paraitre, effectué en collaboration avec Laurent
Beaudou, Antoine Gerbaud et Roland Grappe [2]

Entrons maintenant un peu plus en détail dans chacun des themes abordés.

1.1 Dynamique de ’action du groupe modulaire

Le résultat principal de Darticle de W. Goldman [30], qui a servi de point de départ &
notre étude, est 'ergodicité de 'action de I'y;, sur espace X(m1(X),SU(2)) avec X une surface
orientable fermée. Lorsque X est une surface a bord, le groupe modulaire fixe chaque composante
de bord 9;S. Ainsi, pour chaque 7 on fixe une classe de conjugaison ¢; € [G] et on définit I'espace
de modules relatif & € = (¢q,...,¢p) par :

Xe(X,G) ={lp] € X(X,G) | p(C;) € i}

Le groupe modulaire agit sur les espaces de modules relatifs. Lorsque G = SU(2), I’ensemble des
classes de conjugaison est 'intervalle [—2, 2]. Le résultat de W. Goldman peut donc s’énoncer
de la facon suivante :

Théoreme (Goldman [30]) Soit ¥ une surface orientable de genre g avec m composantes de
bord et x(X) < —1. Soit C € [—2,2]™. Le groupe I's; agit de fagon ergodique sur Xe(X,SU(2)).

Le cas m = 0 correspond a une surface fermée et dans ce cas le théoreme montre l'ergodicité
de l’action du groupe modulaire sur l’espace de modules X(X, SU(2)) tout entier.

Ce résultat a ensuite été généralisé par D. Pickrell et E.Z. Xia [68] lorsque G est un groupe
compact connexe quelconque et que la surface est fermée et orientable, et également pour toute
surface a bord orientable de genre g > 1 [69].



1.1 Dynamique de P’action du groupe modulaire

Le point de vue topologique de la dynamique de ces actions est plus subtil puisque nous
n’ignorons plus les sous-ensembles de mesure nulle. L’ergodicité assure que presque toutes les
orbites sont denses et J. Previte et E.Z. Xia montrent dans [70} [71] qu’une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une orbite I's; - [p] soit dense est que I'image de p soit dense dans SU(2),
lorsque la surface X est orientable de genre strictement positif. Cependant en genre 0, il existe
des représentations p d’image dense mais dont 'orbite I'js - [p] n’est constituée que de deux
points [72].

Le premier résultat obtenu dans cette these est la généralisation du Théoreme précédent
aux surfaces non-orientables :

Théoréme 1 Soit M une surface non-orientable de genre k avec m composantes de bord et
X(M) < =2. Pour tout C € [—2,2]™, laction du groupe modulaire sur Xe(m(M),SU(2)) est

ergodique.

Ce résultat est 'objet principal des chapitres [3] [] et [5] qui sont relativement indépendants
entre eux. Nous commengons par la construction d’une mesure sur I’espace de modules, puis
nous étudions les surfaces en petite caractéristique d’Euler en utilisant les coordonnées de la
variété de caractéres, et finalement nous décomposons une surface générale en sous-surfaces et
étudions cette décomposition via le flot de Goldman.

1.1.1 Mesure sur ’espace de modules

Pour étudier les propriétés ergodiques de l'action de I's sur les espaces X(S,G), il est
nécessaire de définir une mesure I'g-invariante sur X(.5, G). Dans le cas ol S est une surface
orientable fermée, W. Goldman [27] montre que l’espace de modules (ou en tout cas, sa partie
lisse) possede une structure symplectique naturelle, invariante par I’action du groupe modulaire.
Cette structure induit une forme volume et une mesure sur 'espace X(5, G), qui est finie dans
le cas ou G est compact [43]. Cette structure est liée dans sa construction a existence d’une
orientation sur la surface. Ainsi, dans le cas ol la surface est non-orientable, l'espace X(S, G)
ne possede pas de structure symplectique, la dimension de ’espace pouvant méme étre impaire.

Il est donc nécessaire de construire une mesure sur ’espace de modules invariante par ’action
du groupe modulaire qui n’utilise pas 'orientabilité de la surface et qui corresponde dans le cas
orientable a la structure symplectique (ou en tout cas, qui soit dans la méme classe de mesure).
Plusieurs formes volumes naturelles sur 'espace de modules ont été construites dans cette
optique. Citons notamment la construction de Witten [82] qui utilise la torsion de Reidemeister,
et celle de L. Jeffrey et N-K. Ho [39] basée sur des arguments plus géométriques liés & la mesure
de Haar sur G. Dans le Chapitrenous utilisons les travaux de M. Mulase et M. Penkava [62] qui
construisent un volume sur I’espace des représentations en passant par une distribution volume.
L’idée est de prendre une mesure tirée-en-arriere de la mesure de Haar sur G par I'application
présentation. Nous approfondissons cette construction pour construire une mesure v sur ’espace
de modules et nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 2 Soit M une surface non-orientable fermée de genre k > 4. La mesure v sur

X(m (M), SU(2)) est bien définie et invariante par laction du groupe modulaire T ps.

1.1.2 Variété de caracteres

En général, les espaces X(m1(S), G) ne sont pas des ensembles algébriques, et peuvent méme
ne pas étre des espaces séparés. Cependant, dans le cas ot G = SL(2,C), I’espace de modules
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est trés proche d’un ensemble algébrique X (7 (5)) appelé variété de caractéres que nous in-
troduisons au chapitre |4l Nous étudions tout d’abord le cas ou le groupe fondamental 71 (.S)
est isomorphe & un groupe libre & deux ou trois générateurs (notés respectivement Fy et Fj).
L’étude de la variété de caractéres X (Fy) remonte aux travaux de Fricke-Klein [21] et Vogt [81]
(voir également [33] pour une exposition récente), qui nous disent que X (Fy) est isomorphe &
I'espace affine C3. La variété de caracteres X (F3) est une hypersurface de C” donnée par une
équation polynomiale (voir également Magnus [56] et Horowitz [42]). Une caractérisation des
caracteres correspondant aux représentations dans SU(2) est donnée dans [29] pour F; et dans
[B] pour F3 (voir également Morgan-Shalen [61]) et nous permet d’utiliser les coordonnées de
la variété de caractére pour comprendre I’espace de modules X(F», SU(2)).

Une surface S telle que 71(S) = Fy peut étre de quatre types différents, deux étant orien-
tables et deux étant non-orientables. Les twists de Dehn ont des expressions polynomiales dans
les coordonnées de la variété de caracteres, ce qui nous permet d’étudier explicitement la dy-
namique associée. Lorsque S est orientable (Xg3 et X; 1), Pergodicité de 'action du groupe
modulaire est étudiée dans I'article de Goldman [30]. Nous étendons I’étude aux surfaces non-
orientables (N2 et N3 1), et nous montrons que Iaction n'est pas ergodique dans ce cas en
exhibant une fonction non-constante invariante par I’action du groupe modulaire.

Par ailleurs, une surface non-orientable telle que m(S) = F3 peut étre de trois types
différents (notés Ny 3,N22 et N3;). Comme dans le cas de F» nous pouvons exprimer les
twists de Dehn dans les coordonnées de la variété de caracteres. Avec ces coordonnées, nous
montrons le premier cas particulier du Théoreme [1| sur le plan projectif a trois trous. Les cas
des surfaces Ny o et N3 est également étudié mais la démonstration complete de I'ergodicité
dans ces cas la est effectuée dans le chapitre suivant.

Les représentations de 71(S) dans SU(2) ont un caractére réel. Cependant 1’ensemble des
caracteres réels de 'espace des représentations Hom(mq(S), SL(2,C)) contient également les
caracteres des représentations dans SL(2,R). L’étude complete de ’action du groupe modulaire
sur les caracteres réels d’un tore & un trou est réalisée par Goldman dans [31]. Cette action
est riche et fait apparaitre & la fois des composantes ou I'action est propre (qui correspondent
a des espaces de structures hyperboliques sur la surface) et des composantes ou 'action est
ergodique, dont la composante contenant les représentations dans SU(2). Il existe également
des domaines errants correspondant aux espaces de structures hyperboliques sur une spheére a
trois trous (qui a le méme groupe fondamental que le tore & un trou).

L’étude dans le cas ou le groupe G = PGL(2, R), réalisée par W. Goldman, G. Stanchev, G.
McShane et S-P. Tan [35] [34], fait également apparaitre des domaines errants qui correspondent
dans ce cas aux espaces de structures hyperboliques sur des surfaces non-orientables ayant le
méme groupe fondamental que le tore & un trou, c’est-a-dire le plan projectif & deux trous et
la bouteille de Klein a un trou.

Le cas de la surface non-orientable de genre trois N3 semble faire apparaitre le méme type
de comportement. A partir des résultats sur la variété de caracteres, nous obtenons le résultat
suivant qui exprime la variété de caracteres comme une hypersurface de C* :

Proposition 3 L’application
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est injective. Son image est l’ensemble des (a,b,c,d) € C* satisfaisant I’équation :
2(a® +b* + ¢ —4) — abed = 0. (1.1.1)

En étudiant I'n, le groupe modulaire de la surface N3 nous observons que la coordonnée d
est invariante par I’action de I'y,. En particulier, cela nous permet d’affirmer que I’action de I'y,
n’est pas ergodique sur X(N3,SU(2)). Néanmoins, le groupe modulaire agit sur les ensembles
de niveau fBl(d) et il est intéressant d’étudier les ensembles de niveau correspondant aux
caracteres réels en considérant ’ensemble V; = f,;l(d) N R3. Lorsque d €] — 2,2[ Pespace Vy
possede une composante connexe compacte contenue dans [—2,2]3. Nous montrons le résultat
suivant :

Théoréme 4 Pour tout d € [-2,2] \ {0}, Uaction du groupe modulaire Ty, sur l'ensemble
VyN[=2,2]3 est ergodique.

Dans le cas ou d = 0, nous montrons que les orbites sont finies et donc que 'action n’est
pas ergodique.

1.1.3 Flot de Goldman

Dans [28], W.Goldman définit une R-action sur l'espace X(S,G), en partant d’une courbe
fermée simple 7 sur une surface S et d’une fonction f qui est G-invariante. Cette R-action
correspond au flot hamiltonien associé & la fonction f, : [p] — f(p(7)) définie sur X(m1(S), G).

L’exemple classique d’une fonction invariante sur un groupe de Lie est la fonction trace
tr(g). Le flot de Goldman pour une fonction G-invariante quelconque est périodique sur chaque
orbite, mais les périodes différent généralement d’une orbite & Pautre. Dans [46], en travaillant
avec une surface orientable et le groupe G = SU(2), L. Jeffrey et J. Weitsman considérent la
fonction invariante cos~!(tr(g)/2). Le flot de Goldman associé est alors périodique avec la méme
période pour chaque orbite. Cependant, le flot n’est défini que sur un ouvert dense de ’espace
de modules, mais cela n’aura pas d’incidence sur les propriétés ergodiques qui sont définies
presque partout. La construction du flot de Goldman sur I’espace de modules associé a une
surface non-orientable est en partie présentée par D. Klein [48], et nous donnons au Chapitre
une construction générale sans supposer 'orientabilité.

L’intérét principal de cette notion dans notre étude est de pouvoir exprimer le twist de
Dehn selon une courbe en fonction du flot défini par cette courbe. Les orbites du flot sont
homéomorphes a des cercles, et le twist de Dehn agit comme une rotation sur ces cercles dont
I’angle dépend essentiellement de I'orbite sur laquelle on se place, mais également de la nature
de la courbe (séparante ou non-séparante). Pour presque toute orbite, cet angle est un multiple
irrationnel de 7 et la rotation est donc ergodique. Ceci nous permet d’étudier la décomposition
ergodique de ’espace de modules par rapport a 'action du twist de Dehn.

En utilisant une courbe particuliére sur une surface non-orientable, nous nous ramenons aux
cas déja étudiés qui sont les surfaces orientables et la surface N7 5. En regroupant les résultats,
nous montrons le Théoreme [I1

La condition x(M) < —2 apparaissant dans le théoréme est optimale, puisque I'action n’est
jamais ergodique pour les surfaces non-orientables de caractéristique x (M) = —1.

Récemment, Goldman et Xia [36] ont donné une nouvelle preuve de l'ergodicité dans le cas
orientable en utilisant les travaux de Procesi [73] sur les variétés de caractéres. La variété de
caractéres est engendrée par les fonctions traces, et ’expression des twists de Dehn en fonction
des flots de Goldman associés aux fonctions traces leur permet de conclure. Il serait intéressant
de donner une interprétation de cette preuve dans le cas non-orientable.
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1.2 Composantes connexes

Le second travail de cette thése a porté sur une des propriétés topologiques les plus simples
des espaces de représentations, c’est-a-dire le nombre de composantes connexes.

1.2.1 Classe d’obstruction

Lorsque G est un groupe connexe, une représentation p : m1(S) — G détermine un G-fibré
plat principal sur S. Ce fibré fait apparaitre une classe d’obstruction dans H?(S,m(G)) (voir
par exemple Steenrod [77] pour une introduction & la théorie de 'obstruction) qui nous donne
une application d’obstruction :

0y : Hom(71(S), G) — H?(S,m1(G)).

Cette classe mesure I'obstruction qui existe pour relever une représentation dans G en une
représentation de 71(S) dans G, le revétement universel de G. L’application o2 est continue
et son image est un groupe discret, elle est donc constante sur chaque composante connexe
de ’espace des représentations. La question principale est de connaitre, pour un élément h €
H?(S,71(@)), le nombre de composantes connexes de 'ensemble 05 ' (h).

Le probleme est entierement résolu pour certains groupes de Lie, citons notamment le cas
ou G est un groupe compact connexe : les résultats de Jun Li [52] dans le cas orientable et
de Nan-Kuo Ho et Chiu-Chu Melissa Liu [40, [41] dans le cas non-orientable se résument de la
fagon suivante :

Théoreme (J. Li [62], N. Ho et C. Liu [40, [41]) Soit S wune surface fermée de ca-
ractéristique d’Euler x(S) < —1, et G un groupe de Lie compact connexe. Pour toult h €
H?(S,71(Q)), lensemble 0y * (h) est non-vide et connexe. En particulier, I’application oy induit

une bijection entre les composantes connezes de Hom(my(S),G) et le groupe H?(S, 71 (G)).

Le théoréme similaire lorsque G est un groupe de Lie complexe semi-simple a également été
montré par Jun Li dans le méme article [52] pour une surface orientable. Lorsque la surface est
non-orientable et G complexe semi-simple, aucun résultat n’est connu a ce jour.

La situation apparait plus compliquée lorsque G est une forme réelle non-compacte d’un
groupe de Lie complexe semi-simple. L’exemple fondamental est le groupe G = PSL(2,R) qui
correspond au groupe des isométries du plan hyperbolique préservant I'orientation. Le groupe
fondamental de PSL(2,R) est cyclique infini 7 (PSL(2,R)) = Z. Lorsque ¥ est une surface
orientable, I’application o0, prend ses valeurs dans H?(X,Z) = Z et correspond a la classe
d’Euler du fibré en cercles induit par le PSL(2,R)-fibré. La classe d’Euler nous donne une
application e : Hom(7 (%), PSL(2,R)) — Z.

L’inégalité de Milnor-Wood établit que 'ensemble e ~!(n) est vide lorsque |n| > |x(Z)|. Dans
[29], Goldman a montré que lorsque |n| < |x(2)|, "ensemble e~!(n) est connexe. Ainsi 'espace
des représentations Hom(m;(X), PSL(2,R)) a exactement 2x(M) + 1 composantes connexes
indexées par la classe d’Euler. Les deux composantes de classes d’Euler maximales correspondent
aux représentations fideles et discretes et s’identifient & des copies de 'espace de Teichmiiller
de X.

Ces résultats pour G = PSL(2,R) peuvent se généraliser dans deux grandes directions
lorsque la surface est orientable. La premieére consiste a considérer les représentations dans
SL(n,R) et PSL(n,R). En utilisant des fibrés de Higgs, Hitchin [38] a compté le nombre de
composantes connexes et a également identifié une composante homéomorphe a R4™ ¢(29-2) quj
contient une copie de I’espace de Teichmiiller, appelée composante de Hitchin. Cette composante
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possede des propriétés géométriques importantes, par exemple dans le cas SL(3,R), Choi et
Goldman [I3] [I4] ont montré que les représentations de la composante de Hitchin sont fideles et
discretes et correspondent a des structures projectives convexes sur la surface. Plus récemment,
Labourie [50] a montré que ces représentations sont liées & des structures Anosov sur la surface.
Des résultats similaires ont été obtenus par Burger, Tozzi, Labourie et Wienhard [9] dans le cas
G = Sp(2n,R).

La deuxiéme direction consiste a remarquer que ’espace homogene associé a SL(2,R) est
symétrique hermitien. En effet SL(2,R)/SO(2) est identifié avec le plan hyperbolique. De fagon
plus générale, lorsque G est un groupe de Lie tel que I’espace homogene associé est hermitien,
la partie sans torsion de 7 (G) est isomorphe & Z, et I'application oy prend une valeur entiere
appelée invariant de Toledo [80]. Cet invariant satisfait également une inégalité de type Milnor-
Wood, et I’étude du nombre de composantes ayant un invariant maximal est ’objet des travaux
de Burger, Tozzi et Wienhard [I0, [I1] en utilisant des méthodes cohomologiques et également
de Bradlow, Garcia-Prada, Gothen et Mundet y Riera [B] [0 [7, [§] en utilisant les méthodes des
fibrés de Higgs.

1.2.2 Résultats obtenus

Les travaux effectués dans cette these concernent le cas ot M est une surface non-orientable
et G est le groupe PSL(2,R). Dans ce cas, 'application oy prend ses valeurs dans H?(M,Z) =
Z/27Z, et nous l'appelons classe de Stiefel-Whitney d’une représentation. Le résultat nouveau
que nous établissons au Chapitre [6] est le suivant :

Théoréme 5 Soit M wune surface non-orientable fermée avec x(M) < —1. L’ensemble
Hom(m1 (M), PSL(2,R)) posséde exactement deux composantes connezes correspondant aux en-
sembles 0y ' (n) avec n € Z/27.

La preuve de ce résultat se base en partie sur une étude de l'application carrée :
Q:G—G
A — AQ.

L’image de I'application relevée @ est connexe et sous certaines conditions naturelles les chemins
dans I'image de ) peuvent se relever par I’application Q.

Une surface non-orientable se décompose en la somme connexe d’une surface orientable et
d’un ou deux plans projectifs. Ceci nous permet d’utiliser les résultats connus sur la classe
d’Euler, notamment ’existence de chemins reliant deux représentations d’un groupe de surface
orientable ayant la méme classe d’Euler. En combinant cela avec les résultats sur 'application
Q nous exhibons un chemin reliant deux représentations du groupe de la surface non-orientable
ayant la méme classe de Stiefel-Whitney, prouvant ainsi que les fibres de 02 sont connexes.

1.2.3 Autres composantes

L’espace de Teichmiiller d’une surface non-orientable N, n’est pas inclus dans ’espace
X(N,PSL(2,R)). En effet, I'holonomie d’une structure hyperbolique le long d’une courbe & un
seul coté est donnée par une isométrie qui renverse l'orientation, et donc ’espace de Teichmiiller
est un sous-ensemble de X(N,PGL(2,R)). De plus, I’espace de Teichmiiller est une composante
connexe de cet espace de modules.
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I serait intéressant de connaitre le nombre de composantes connexes de
Hom(7m1(N),PGL(2,R)). Le groupe PGL(2,R) n’étant pas connexe, nous avons une premiere
obstruction non-triviale dans H*(N, mo(PGL(2,R))) ~ (Z/2Z)* qui induit une application :

01 : Hom(m (N), PGL(2,R)) — (Z/2Z)".

L’espace Hom(m;(N), PSL(2,R)) est exactement la fibre 07 '(0,...,0) tandis que I’espace
de Teichmiiller est inclus dans o7 *(1,...,1). Dans le cas d’une surface orientable ¥, E.Z. Xia
[83] obtient que Hom(m (), PGL(2,R)) possede 2X()I+3 1 9|3 (X)| — 1. Nous conjecturons que
la formule est la méme dans le cas d’une surface non-orientable, et nous obtenons le résultat
partiel suivant :

Proposition 6 Soit N wune surface non-orientable fermée de genre k > 3. L’espace

Hom(m (N),PGL(2,R)) a au moins 2* + 1 composantes connezes.



Chapitre 2

Préliminaires

Si vous touchez aux maths,

vous ne devez étre mi pressés, ni cupides,
fussiez-vous Toi ou reine.
— Euclide

2.1 Surfaces

Nous commengons par faire quelques rappels sur la topologie des surfaces, en particulier sur
les surfaces non-orientables. Une exposition complete de la théorie des variétés de dimension
deux peut étre trouvée dans de nombreux livres de topologie. Citons notamment [58] et [78]

2.1.1 Classification des surfaces

Rappelons tout d’abord la définition classique d’une surface :

Définition 2.1.1 Une surface est un espace topologique séparé dans lequel chaque point possede
un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert du demi-espace supérieur de l’espace euclidien,
noté H? = {(x,y)|ly > 0}.

Les homéomorphismes intervenant dans la définition sont appelés des cartes locales. Le bord de
H? est la droite y = 0, et I’ensemble des points de la surface qui sont envoyés sur le bord de
H? par une carte locale est appelé le bord de S, noté 8S5. Le bord de S est une 1-variété, c’est
donc une union disjointe d’ensembles homéomorphes & des cercles S'. Chacun de ces cercles
sera désigné comme une composante de bord de S, et sera noté 9;S avec i € N.

Dans tout le reste de cette theése, on s’intéressera seulement aux surfaces compactes et
connexes, considérées a homéomorphisme pres. Une surface est fermée si son bord est vide, et
c’est une surface-a-bord si son bord est non-vide.

Le plan euclidien R? possede une orientation qui induit une orientation sur le demi-espace
supérieur. Cette orientation fournit une orientation locale sur les voisinages de chaque point de
la surface par les cartes locales. On dit qu’une surface est orientable si il existe un systeme de
cartes locales tel que 'orientation soit définie de fagon consistante sur la surface toute entiere,
et non-orientable sinon.

Nous donnons les premiers exemples basiques de surfaces :
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— la sphere S? = {(z,y, 2) € R3|2? + y? + 2% = 1} qui est une surface orientable;

— le tore S' x S! qui est une surface orientable;

— le plan projectif réel RP? défini comme le quotient de S? par la relation d’équivalence
qui identifie deux points diamétralement opposés. Le plan projectif est une surface non-
orientable.

A partir de deux surfaces Sy et Sy, nous pouvons construire une nouvelle surface définie
comme la somme connere de Sy et S, notée S1#S5. Pour cela, nous retirons un disque de
chaque surface et recollons les cercles correspondant par un homéomorphisme (voir [58] pour
une exposition plus compléte).

Avec les trois surfaces définie ci-dessus et I'opération de somme connexe, nous sommes ca-
pables de construire toutes les surfaces & homéomorphisme pres. Nous rappelons la classification
des surfaces fermées :

Théoréme 2.1.2 Toute surface fermée est homéomorphe a une (et une seule) des surfaces
sutvantes :

— la sphére S? ;

— la somme connexe de g tores, avec g > 1 que l’on notera ¥, = #Q(S1 x St ;

— la somme conneze de k plans projectifs, avec k > 1, que l’on notera Ny, = #, RP?.

Une surface est non-orientable si et seulement si elle appartient a la derniere catégorie.
Une somme connexe de tores et de plans projectif est une surface non-orientable et est donc
homéomorphe & une somme connexe de plans projectifs uniquement. En effet, il existe un
homéomorphisme (voir [58]) entre la somme connexe de trois plans projectifs et la somme
connexe d’un plan projectif et d’un tore. Géométriquement, faire la somme connexe avec un
tore revient & ajouter une anse dont les deux bouts sont attachés au méme coté de la surface,
tandis que faire la somme connexe avec une bouteille de Klein revient a ajouter une anse dont
les deux bouts sont attachés aux cotés opposés de la surface. Si la surface de départ contient un
plan projectif, il n’y a pas de notion de coté, et les deux constructions sont équivalentes. Nous
obtenons donc les identifications suivantes selon la parité de k :

Nogi1 = Xg#Ny,
Nagiz = S,#Ns.

Définition 2.1.3 Le genre d’une surface est le nombre mazximal de tores ou de plans projectifs

intervenant dans une décomposition en somme connexe.

Nous obtenons facilement que le genre de la surface X, est g et le genre de la surface Ny, est k.
Par extension, le genre de la sphere est 0, et la sphere étant orientable elle sera notée .

La caractéristique d’Euler-Poincaré d’une surface se calcule directement a partir de son
genre :

X(2g) =2 - 2g,
X(Ni) =2 — k.

Une surface orientable se plonge naturellement dans 1’espace euclidien R3. La représentation
graphique usuelle d’une surface orientable est simplement la projection d’un plongement.

Les surfaces non-orientables au contraire, n’admettent pas de plongement dans 1’espace R?.
Une méthode de représentation graphique consiste a considérer une immersion de la surface
dans l’espace et de représenter cette immersion comme pour une surface orientable. Cependant,

10
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Figure 2.1: Sphere et surface orientable de genre 2 plongée dans R?

Figure 2.2: Immersion d’une bouteille de Klein dans R?

cette représentation s’avere inadéquate et trompeuse pour représenter les choses a cause des
auto-intersections de la surface.

Nous utiliserons donc la représentation d’un plan projectif comme un crosscap, en utili-
sant la remarque suivante. Le plan projectif est défini comme la spheére dont on identifie les
points diamétralement opposés. En coupant le long de I’équateur, nous voyons que le plan
projectif est également homéomorphe a un disque fermé dont on identifie les points du bord
diamétralement opposés, qu’on appelera un crosscap. La surface non-orientable de genre k est
donc homéomorphe a une sphere dont on enleve k disques ouverts en identifiant les points
diamétralement opposés du bord de ces disques. On représentera un crosscap par un cercle
marqué d’une croix comme sur la figure suivante.

Figure 2.3: Représentation d’une surface non-orientable

Toute surface a bord s’obtient en retirant une union disjointe de disques ouverts d’une
surface fermée. On note ¥, ., la surface orientable de genre g avec m composantes de bord. De
méme Ny, ,, désignera la surface non-orientable de genre k avec m composantes de bord. La

11
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caractéristique d’Euler d’une surface a bord est

X(Egm)=2—-29—m (2.1.1)
X(Nk,m) =2—k—m.

Usuellement, nous appelerons ruban de Mdbius la surface Ny 1, et bouteille de Klein la surface
fermée Ns.

2.1.2 Courbes sur la surface

Une courbe sur la surface S est une application continue v : [0,1] — S. La courbe est
stmple si Papplication est injective, et fermée si v(0) = v(1). Dans toute la suite, on confondra
une courbe et son image dans M. Une courbe simple fermée est également appelé un cercle
et s’identifie & une sous-variété fermée 1-dimensionnelle de S. Un cercle est dit a deux cdtés si
un voisinage régulier de la courbe dans S est homéomorphe a un cylindre, et il est dit ¢ un
seul coté si un voisinage régulier est homéomorphe a un ruban de Mobius. Les cercles a un seul
cOté n’apparaissent que dans les surfaces non-orientables comme le montre la caractérisation
suivante :

Proposition 2.1.4 Une surface S est non-orientable si et seulement si il exriste une courbe a

un seul coté dans S.

Si «y est un cercle a deux c6tés sur S, on note S|y la surface obtenue en coupant S le long de
~. Formellement, S|y est la surface & bord pour laquelle il y a une application d’identification
iy 1 S|y — S satisfaisant les conditions suivantes :

~ la restriction de i, & i;'(S\ ) est un difféomorphisme ;

— la fibre o7 L(v) est constituée de deux composantes 4+ et 7y~ dans le bord 95, telles que

la restriction de i, a chacune d’elles est un difféomorphisme sur .
Un cercle est appelé non-séparant si la surface S|y est connexe, et séparant si la surface S|y
possede deux composantes connexes. Une courbe est essentielle si elle n’est pas contractible dans
S. Un cercle séparant est dit ¢rivial si 'une des deux composantes est un disque, un cylindre
ou un ruban de M&bius.

On peut classer les courbes sur certaines surfaces selon leurs propriétés. Nous donnons
quelques exemples :

Toutes les courbes fermées simples sur S? sont contractibles et homotopes deux & deux. Sur
le plan projectif, il existe une seule classe d’homotopie de courbe fermée simple essentielle, qui
correspond a un cercle a un seul co6té.

Pour la bouteille de Klein Ns, la classification des courbes fermées simples est donnée par
le résultat suivant dit & Lawrencenko et Negami [51] :

Théoréme 2.1.5 Une courbe fermée simple essentielle sur No est homotope a l'une des quatres
courbes {a,b,m,e} définies par :

— les éléments a et b sont deux cercles a un seul coté disjoints ;

— ’élément m correspond a un cercle a deux cotés non-séparant ;

— ’¢élement e correspond a un cercle a deux cétés séparant.

Cette classification pour la bouteille de Klein nous permettra d’établir le Théoreme principal
du chapitre [7} Pour toutes les autres surfaces (orientables ou non), il y a une infinité de classe
d’homotopie de courbe fermée simple essentielle.

12
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2.1.3 Groupe fondamental

Soit p un point de la surface S. Le groupe fondamental basé en p, noté 1 (.5, p), est le groupe
des classes d’homotopie de courbes fermées basées en un point p. Lorsque S est connexe par
arcs, deux groupes fondamentaux basés en p et ¢ sont isomorphes. Ainsi, par abus de langage,
les surfaces considérées ici étant connexes par arcs nous parlerons du groupe fondamental 71 (.S)
sans préciser le point base.

Nous rappelons que le groupe fondamental de la spheére est trivial et que celui de la surface
orientable de genre g est donné par la présentation suivante :

m1(Zg) = (X1, Y1, Xg, Yo | [X0, V1] -+ [Xg, Vo)
ot [A, B] = ABA7'B~! est le commutateur de A et B.
Le plan projectif est obtenu en identifiant les points diamétralement opposés du bord d’un

disque, ou de fagon équivalente, en recollant les deux arétes du digone suivant conformément
aux notations.

Figure 2.4: Le digone

La surface non-orientable de genre k est la somme connexe de k plans projectifs. Elle s’obtient
donc a partir du 2k-gone suivant, en recollant les arétes orientées conformément aux notations.

Ay

Figure 2.5: Le 2k-gone

Le groupe fondamental de la surface Ny admet donc la présentation suivante :
7T1(Nk:) = <A17' . 'aAk ‘ A% o Ai>

Les arétes A; se lisent sur la représentation graphique de la surface comme indiquées sur la

Figure 2.6
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2. PRELIMINAIRES

Figure 2.6: Courbes sur la surface

Nous pouvons également utiliser les identités (2.1.1) et (2.1.2)) pour obtenir la présentation
suivante du groupe fondamental :
7"-1(]\[29-"-1) = <X1’ Yi,... ’Xg’ Yg’ A | [X17Y1] T [ngyg]A2>’
m1(Nogra) = (X1,Y1,..., X, Yy, A, B| [ X1, V3] -+ [X,, Y, ] A2 B?).

Pour une surface non-orientable de genre k avec m composantes de bord notées
015, ...,0,S. Le groupe fondamental admet la présentation géométrique suivante :

7'I'I(JVIc,m) = <A17---Akacla-”acm|A%"'Aicl"'Cm>

Les éléments C1, ..., C,, correspondent aux classes d’homotopie des cercles correspondant aux

composantes de bord. Chaque 9;5 étant homéomorphe a une cercle, le groupe fondamental

m1(0;5) est isomorphe & Z. L’inclusion m1(9;S) = Z — 71(S) envoie un générateur de Z sur C;.
Nous remarquons que si m # 0, le groupe fondamental est libre en k + m — 1 générateurs.

2.2 Groupe Modulaire

2.2.1 Définitions

Commencons par la définition suivante :

Définition 2.2.1 Le groupe modulaire I' y d’une surface non-orientable N est défini comme le

groupe des classes d’isotopie des homéomorphismes de N .

Le groupe modulaire I's; d'une surface orientable ¥ est défini habituellement comme le
groupe des classes d’isotopie des homéomorphismes préservant 'orientation. Si on considere
tous les homéomorphismes, on obtient le groupe modulaire étendu que I'on notera I'y,. Nous
pouvons également étendre cette notion aux surfaces non-orientables en posant I'§, = I'y.

Définition 2.2.2 Lorsque la surface S a un bord non-vide avec des composantes de bord 0,5,
le groupe modulaire est défini comme le sous-groupe des classes d’isotopie d’homéomorphismes

(préservant lorientation si la surface est orientable) qui sont l’identité sur chaque composante
de bord 0;S.
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2.2 Groupe Modulaire

Il est important de noter que dans cette définition, les isotopies qui définissent les classes
d’équivalence ne sont pas forcément Iidentité sur chaque composante de bord (en particulier,
les twists de Dehn selon des courbes homotopes aux composantes de bord sont triviaux).

Remarque 2.2.3 Dans une partie de la littérature, le groupe défini ci-dessus est appelé groupe
modulaire pur. Le groupe modulaire est défini sans fixer le comportement des homéomorphismes
sur le bord et contient le groupe modulaire pur comme sous-groupe. Cette définition est plus

générale mais n’intervient pas dans notre étude et nous simplifions donc les notations.

Soit S une surface et xg un point base. Un homéomorphisme h : S — S définit une
équivalence d’homotopie et donc un automorphisme h, : w1 (S, zg) — m1 (S, 2¢). Cependant, si le
point base zg n’est pas fixé, alors ’automorphisme h, n’est bien défini qu’a un automorphisme
intérieur de 7 () pres. De plus tout homéomorphisme de S est isotope & un isomorphisme qui
fixe un point.

Ceci nous donne un homomorphisme naturel I', — Out(71(S)). Lorsque le bord de S est
non-vide, les éléments de 'image de cet homomorphisme préservent la classe de conjugaison de
chaque sous-groupe cyclique correspondant a une composante de bord.

Théoréme 2.2.4 Soit S une surface fermée qui n’est pas homéomorphe a une sphére. L’ho-

momorphisme naturel I'y — Out(my(S)) est un isomorphisme.

Lorsque S est une surface orientable, ce résultat est dit & Dehn et Nielsen [65] (voir [20] [44]
pour une exposition plus récente). Lorsque la surface est non-orientable il est di & Mangler [57].

Le groupe modulaire d’une surface orientable est un sous-groupe d’indice deux dans
Out(m1 (%)), que 'on notera Out™ (7 (X)). Dans le cas d’une surface non-orientable, un sous-
groupe d’indice deux de 'y = Out(m(N)) analogue est donné par le sous-groupe des twists
défini un peu plus loin.

2.2.2 Générateurs du groupe modulaire

Les exemples principaux d’éléments non-triviaux du groupe modulaire d’une surface non-
orientable sont les twists de Dehn et les crosscap slides. Ces éléments vont constituer un ensemble
générateur du groupe modulaire.

2.2.2.1 Twists de Dehn

Nous définissons ici le twist de Dehn comme la classe d’isotopie d’un homéomorphisme
particulier d’une surface S.

Soit v un cercle a deux cotés sur S et U un voisinage régulier de v dans S. Par définition U
est un cylindre homéomorphe & S! x [0,1] et on choisit des coordonnées (s,t) sur ce cylindre.
Soit 7 le difféomorphisme de S qui est I'identité sur le complémentaire de U et qui est défini
dans U par la fonction sur les coordonnées :

7(s,t) = (se%”t, t).

Ce difféomorphisme préserve l'orientation du cylindre U. Ainsi lorsque S est une surface
orientable, ce difféfomorphisme préserve l'orientation de la surface. La classe d’isotopie de ce
difféomorphisme est un élément de I's appelé twist de Dehn selon «y et noté 7.

Remarque 2.2.5 Cette définition n’a pas de sens si vy est une courbe a un seul coté.
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2. PRELIMINAIRES

Figure 2.7: Twist de Dehn

Si v borde un disque, un ruban de Md&bius ou bien est homotope a une composante de bord,
alors le twist de Dehn 7 est trivial dans I's.

2.2.2.2 Crosscap slides

Prenons un ruban de Mdébius M avec un trou, c’est a dire un plan projectif a deux trous.
On attache un autre ruban de Mdébius N le long de I'une des composantes de bord de M. La
surface K ainsi obtenue est une bouteille de Klein & un trou. En faisant glisser N une fois le
long de 'ame de M (c’est & dire la courbe a un seul coté faisant le tour du ruban de Mobius),
nous obtenons un difféomorphisme yx de K qui fixe la composante de bord de K (cf. la Figure
ci-dessous). Supposons que ce difféomorphisme est l'identité sur un voisinage du bord de
K. Si K est plongée dans une surface S, on peut définir y comme le difféomorphisme de S qui
est l'identité sur le complémentaire de K et qui est donné par yx a l'intérieur de K. La classe
d’isotopie de y est appelée un crosscap slide. 11 est intéressant de noter que 1’élément du groupe
modulaire y? est égal au twist de Dehn selon le bord de K.

Figure 2.8: Un crosscap slide

Remarque 2.2.6 Un crosscap slide n’est défini que pour une surface mon-orientable de genre

supérieur a deuz.

2.2.2.3 Théoréme de Dehn-Lickorish

Le théoréme suivant est di & Dehn [I7] dans le cas orientable et Lickorish [63] dans le cas

non-orientable.
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2.2 Groupe Modulaire

Théoréme 2.2.7 Soit S une surface fermée qui n’est pas homéomorphe a Nyi. Le groupe en-

gendré par les twists de Dehn est un sous-groupe d’indice deuz dans I'g.

En particulier lorsque S est une surface orientable, les twists de Dehn engendrent le groupe
modulaire I'g. Pour une surface non-orientable, le sous-groupe d’indice deux engendré par les
twists de Dehn est appelé le sous-groupe des twists étudié par Stukow [79]. Dans le cas d’une
surface non-orientable, on a le résultat suivant [53]

Théoréme 2.2.8 Le groupe modulaire d’une surface non-orientable est engendré par les twists

de Dehn et les crosscap slides.

2.2.3 Ensemble fini de générateurs

Un nombre fini de twists de Dehn et de crosscap slides est suffisant pour engendrer le groupe
modulaire d’une surface non-orientable. Nous donnons ici un ensemble générateur explicite du
groupe modulaire.

Le groupe modulaire du plan projectif est trivial.

Le groupe modulaire de la bouteille de Klein est engendré par le twist de Dehn selon X et
le crosscap slide y. (voir Lickorish [53])

En genre supérieur & trois, on consideére I’ensemble des cercles donnés par la configuration
de la figure lorsque le genre de la surface est impair :

Figure 2.9: Configuration € pour k =2g + 1

Et lorsque le genre est pair on considere la configuration de la figure 2.10] :

Figure 2.10: Configuration C pour k = 2g + 2

Le théoréme suivant peut étre attribué & Lickorish et Chillingworth [12, 53] (voir également
Korkmaz [49]).
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Théoréme 2.2.9 Soit N une surface non-orientable fermée de genre k > 3. Le groupe mo-
dulaire est engendré par Uensemble {7,y |~ € C}, o y est un crosscap slide tel que y* est un
twist de Dehn selon un cercle séparant v de sorte que chaque composante du complémentaire

N|vy est non-orientable.

Nous déduisons de ce théoreme un corollaire & propos du groupe modulaire de la surface
non-orientable de genre trois. Ce résultat nous servira a étudier la dynamique de 'action du
groupe modulaire sur I’espace de module associé a la surface non-orientable de genre trois, mais
est également d’interét indépendant.

Corollaire 2.2.10 Soit 7 = (A, B,C|A?2B?C?). Un automorphisme de Aut(r) envoie
I’élément D = ABC' sur un conjugué de D ou de D~*.

Preuve : Le groupe 7 est le groupe fondamental de la surface non-orientable de genre trois.
D’apres le Théoréme[2.2.4] le groupe Out () des automorphismes extérieurs de m, est isomorphe
au groupe modulaire I' de la surface N3. D’autre part, nous connaissons un ensemble générateur
fini du groupe modulaire I'. Il suffit donc de vérifier pour chaque générateur de I', qu’il existe
un représentant dans Aut(w) qui envoie D sur un conjugué de D ou de D1

On note X = AB et Y = BC dans 7. On note y le crosscap slide de A a travers B. Un
ensemble générateur de I" est donné par {7x,7y,yap} Les trois générateurs sont donnés par
les automorphismes suivants du groupe  :

7x : A — AAB v:A — A y: A — AABAT1B 147141
B — B 'A"'B B — BCC B — AAB
cC —C ¢ —C'B1C Cc —C.

On a alors directement

7x (D) = 7x(ABC) = (AAB)(B~'*A™'B)C = ABC =D
v (D) = 7y (ABC)A(BCC)(C~'B~'C) = ABC =D

D’autre part
y(ABC) = (AABA™'B™*A7'A™1)(AAB)C = (AAB)A™'C,
et d’apres la relation du groupe 7 on a AAB = C~'C~'B~!, ce qui nous donne

y(D) = (C—lc—lB—l)A—IC _ C_l(ABC)_lc _ C_lD_IC.

2.3 Représentations des groupes de surface

2.3.1 Espace de modules

Nous rappelons maintenant les définitions et propriétés des espaces de représentations et de
modules. De fagon générale, nous pouvons définir les objets qui interviennent ici lorsque 7 est
un groupe de présentation finie :

7T:<A17"'7ATL|Q17"'7QT'>'
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2.3 Représentations des groupes de surface

avec les générateurs Aq, ..., A, et les relations Q1,...,Q,. Les relations sont vues comme des
éléments du groupe libre en n générateurs.

Un objet naturel associé au groupe 7 est ’espace des représentations qui est ’ensemble des
homomorphismes de 7 dans un groupe de Lie G, noté Hom(w, G). La topologie usuelle sur
lespace Hom(w, G) est la topologie compacte-ouverte.

Les symétries naturelles de I’espace Hom(w, G) viennent des automorphismes de 7 et de G.
On a une action naturelle du produit Aut(7) X Aut(G) sur 'espace Hom(7, G) par composition
a gauche et a droite :

(Aut(m) x Aut(G)) -Hom(w,G) — Hom(w,G)

(r,a) -p — aopori.

On note Inn(G) l'ensemble des automorphismes intérieurs de G, c’est & dire 'ensemble des
éléments de la forme :

Ly,:G— G
h+— ghg™'.

Définition 2.3.1 L’espace de modules est le quotient de Hom(w, G) par l'action de Inn(G). On
notera cet espace X(m,G) = Hom(w, G)/G.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le groupe G, on notera simplement X(m). Lorsque m =
m1(S) est le groupe fondamental d’une surface S, on notera également X(S,G) (ou simplement
X(S) quand il n’y a pas d’ambiguité).

Lorsque cela n’est pas précisé, la topologie sur I’espace des modules est la topologie quotient
usuelle. L’action des automorphismes intérieurs Inn(7) de 7 est absorbée par action de Inn(G).

En effet si Lp désigne I'élément de Inn(r), défini par Lp(A) = BAB~! pour tout A € 7. On a
alors :

(Lp,1dg) - p = (Idr, Liyy)-1) - p-

L’action de Inn(7) est donc triviale sur les orbites de I’action de Inn(G), et donc sur le quotient
X(m). L’action induite de Aut(m) sur X(m) se factorise par le quotient

Out(m) = Aut(w)/Inn(r).

Lorsque m = m1(5) est un groupe de surface, nous avons vu que le groupe modulaire T'g
s’identifie & un sous-groupe de Out(r). Ceci nous donne l’action naturelle du groupe modulaire
sur les espaces de modules. C’est cette action qui sera le principal objet d’étude des chapitres

B A et B}

2.3.2 Espace de modules relatif

Dans le cas ou 7 est le groupe d’'une surface & bord, il est naturel de considérer les sous-
espaces de X(m, G) ol le comportement de la représentation au bord est fixé.

Soit S une surface avec m composantes de bord, notées 915, ..., 0,,S. Les inclusions 9;S —
S induisent des inclusions 71(9;S) — 71(S). Pour tout 7 < m, on a donc une application

On définit I'espace de module X(9S) comme le produit
X(0S) =172, X(9;9).
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2. PRELIMINAIRES

Ce qui nous donne une application
Og : X(S) — X(99).

L’espace de module X(S) peut alors étre considéré comme une famille d’espaces de modules
relatifs a X(0S). Une composante de bord étant homéomorphe & un cercle, on a immédiatement
71(0;S) = m1(St) = Z = Fy. Ainsi chaque X(9;(9)) est identifié & I'ensemble [G] des classes de
conjugaison de G, et la base de cette famille est un produit X(95) = [G]™.

De fagon plus précise, pour chaque i < m nous notons C; € m1(.5) un générateur de 1 (9;5),
et soit € = (cy,...,¢n) un élément de [G]™. Nous définissons [’espace de module relatif ¢ C

comme
Xe(S) = 6#1(8) = {[p] € X(5) | p(C;) € ¢;, pour tout 1 <i < m}.

Le groupe modulaire d’une surface a bord fixe la classe de conjugaison des éléments de
m1(9;S). Nous obtenons donc une action naturelle de I's sur chaque espace Xe(S).
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Chapitre 3

Mesure invariante sur l’espace

des représentations

Si la vie est compleze, c’est

parce qu’elle a une partie réelle
et une partie imaginaire.
— Marius Sophus Lie

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la construction d’une mesure naturelle sur I’espace
de modules X(71(S), G) qui soit invariante par 1’action du groupe modulaire. C’est par rapport
a cette mesure que le résultat d’ergodicité du chapitre [5|sera établi.

Dans le cas d’une surface orientable ¥, un résultat classique de W. Goldman [27] nous dit
qu'un ouvert dense de 'espace X(X,G) possede une forme symplectique, en supposant que G
est un groupe de Lie réductif. Cette forme symplectique induit une forme volume et donc une
mesure sur ’espace de modules tout entier en posant que la mesure du complémentaire de
I'ouvert dense soit nulle.

Dans [82], E. Witten définit et calcule un volume sur l'espace des connexions plates sur une
2-variété (qui s’identifie naturellement & 1’espace de modules), sans supposer 'orientabilité, en
utilisant la torsion de Reidemeister-Ray-Singer. Ce volume est égal dans le cas orientable au
volume symplectique. Cependant, dans le cas non-orientable ’espace de modules ne possede
pas de forme symplectique, la dimension de l’espace pouvant prendre des valeurs impaires.
L’interprétation du volume calculé par Witten ne peut donc pas s’interpréter de cette fagon.
Dans [39] N-K. Ho et L. Jeffrey donnent une nouvelle preuve de la formule de Witten en partant
de la mesure de Haar sur G.

Dans [62], M. Mulase et M. Penkava définissent et calculent un volume sur l'espace des
représentations en passant par la mesure de Haar et la théorie des distributions et leurs résultats
correspondent aux formules précédentes. Nous montrons dans ce chapitre que cette construction
peut étre approfondie pour construire une mesure sur l’espace de modules qui est invariante
par l'action du groupe modulaire. Nous profitons également de ce chapitre pour faire quelques
rappels utiles sur la théorie ergodique
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3. MESURE INVARIANTE SUR L’ESPACE DES REPRESENTATIONS

3.1 Rappels de théorie ergodique

Nous rappelons ici les notions classiques de théorie ergodique. Pour une introduction plus
détaillée le lecteur peut se rapporter au livre de A. Katok et B. Hasselblatt [47]. Dans tout ce
chapitre, (X, A, 1) désignera un espace probabilisé.

3.1.1 Actions ergodiques

Définition 3.1.1 Une action mesurable d’un groupe T' sur X est une application mesurable
AT xX—X

ou I' x X est muni de la mesure produit et A satisfait les propriétés usuelles d’une action de

groupe. Nous noterons g-x = Ag(x) = Ag, x).

Un sous-ensemble A de X est dit négligeable si il est de mesure nulle, et conégligeable si son
complémentaire dans X est de mesure nulle. Pour tout g € I" application A définit une mesure
tirée-en-arriere par :

((Ag)sp)(A) = ,u(Ag_l(A)), pour tout ensemble A € A.

Définition 3.1.2 La mesure p est dite I'-invariante si (Ag)«p = p pour tout g € T'.
La mesure est dite quasi-invariante si pour tout g € I', les mesures (Ag).p et p ont les

mémes ensembles négligeables.

Par définition, deux mesures ayant les mémes ensembles négligeables sont dans la méme classe de
mesure. Il en découle qu’une mesure qui est dans la méme classe qu’une mesure quasi-invariante,
est elle aussi quasi-invariante. La classe d’une mesure quasi-inviariante est donc invariante.

Définition 3.1.3 Une action du groupe I' sur lespace (X, A,p), avec p une mesure quasi-
invariante, est dite ergodique si tout ensemble mesurable T'-invariant est négligeable ou

conégligeable. Nous dirons également que p est une mesure ergodique pour l’action de T.

Nous pouvons donner une caractérisation de I’ergodicité en utilisant des fonctions mesurables
plutot que des ensembles. Une fonction est dite I'-invariante si pour tout élément g de I' et
pout tout z dans X on a :

fg-x) = f(x).

Proposition 3.1.4 Soit une action ergodique de I' sur X et soit Y un espace de Borel. Si

f: X — Yest une fonction mesurable I'-invariante, alors f est constante presque partout.

Preuve : Supposons que f n’est pas constante presque partout. Il existe des ensembles
mesurables disjoints A et B dans Y tels que f~(A4) et f~(B) sont tous les deux de mesure
non nulle. La fonction f étant I'-invariante, les deux ensembles sont I'-invariants, disjoints et
de mesure non-nulle, ce qui contredit I’ergodicité. O

Lorsque l'espace Y de la proposition précédente est ’ensemble des réels R, nous avons la
réciproque qui nous donne une caractérisation de l’ergodicité :

22



3.1 Rappels de théorie ergodique

Proposition 3.1.5 Soit une action mesurable de I' sur X. Si toute fonction mesurable f : X —

R est constante presque partout, alors l’action de I' est ergodique.

Preuve : Soit A un ensemble mesurable I'-invariant. La fonction caractéristique de A
est une fonction mesurable I'-invariante. Elle est donc constante presque partout. Comme
A = {x € X|1a(x) = 1}, 'ensemble A est négligeable ou conégligeable, ce qui prouve
Pergodicité. 0

Une mesure I'-invariante qui n’est pas ergodique peut se désintégrer en composantes ergo-
diques. Si X et Y sont des espaces de Borel et F' : X — Y une fonction mesurable, on définit
{1ty }yey comme la famille de mesure sur X, appelée famille de mesure de désintégration et
déterminée de facon unique presque partout par les conditions :

e y+— L, (B) est une fonction mesurable pour tout B C Y;

e la mesure j, est portée par la fibre F~1(y), c’est & dire que pour F,pu-presque tout y € Y,

on a iy (X\ F7l(y)) = 0;
e pour toute fonction mesurable f : X — R, on a

Js@aa = [ [ @@

Le lemme suivant joue un role important dans notre étude et nous renvoyouns a ([24], Theorem
5.8) pour une preuve.

Lemme 3.1.6 Soit T’ une action mesurable sur (X,u), et Y et Z des espaces de Borel. Soit
F : X — Y une fonction mesurable et {p,}yecy la famille de mesure de désintégration par
rapport a F.

St pour (Fyp)-presque tout y, la mesure p, est ergodique pour laction de ', alors pour toute
fonction h : X — Z mesurable T'-invariante, il existe une fonction H : Y — Z mesurable telle

que h = H o F' presque partout.

3.1.2 Espace engendré

Définition 3.1.7 Soit X un ensemble mesurable et pour i € {1,...,l}, soit F* une

décomposition de X en une union disjointe d’ensembles mesurables notés F}, c’est a dire

X = |_| F;, pour tout i € {1,...,1}.
Jj€J;
On dit que la famille F*, ..., F' engendre I’ensemble X si la propriété suivante est vérifiée :
Tout sous-ensemble A mesurable de X, tel que pour touti € {1...1} l'ensemble A est presque

partout égal a une union d’ensemble dans F¢, est négligeable ou conégligeable.

Un exemple fondamental est donné par X = R! (ou un sous-ensemble ouvert connexe de
RY), et F! est le feuilletage de X par des espaces affines qui sont les translatés du sous-espace
vectoriel V; C R, et tels que RV =13 + -+ + V.

Cette notion est liée aux propriétés ergodiques de la fagon suivante

Lemme 3.1.8 Soient F', ..., F une famille qui engendre lespace X et h : X — R une fonction
mesurable. Supposons que pour tout 1 < i < I, la fonction h est presque partout égale a une

fonction constante sur chaque feuille F € F°. Alors, h est constante presque partout.
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Preuve : Soit 2 un élément de R. Pour tout 1 < i <[, 'ensemble h™!([z,z + 1]) est presque
partout égal a une union de feuilles F ; de F¢, et est donc négligeable ou conégligeable. L’espace
R est une union dénombrable d’ensembles de la forme [z,2 + 1], donc il existe a € R tel que
h=1([a,a + 1]) est conégligeable. Posons ag = sup{alh~!([a,a + 1]) est conégligeable} € R.
Pour tout € > 0, l'ensemble h=!([ag + €, ag + € + 1]) est négligeable. L’ensemble h~([ag, ap + €))
est donc conégligeable. On en déduit que h=!({ag}) est conégligeable, ou de facon équivalente
la fonction h est constante presque partout et égale a ag. O

3.2 Mesure invariante sur ’espace des représentations

Pour définir une mesure invariante sur I'espace de module X(M), nous nous plagons dans
un cadre plus général étudié en partie par Mulase et Penkava [62]. II s’agit d’utiliser la mesure
de Haar sur le groupe G et considérer une distribution définie & partir de cette mesure.

3.2.1 Injection dans G*

Soit G un groupe de Lie compact. Soit IT un groupe de présentation finie avec k générateurs
et r relations, noté

II = <A1,...,Ak|ql(A1,...,Ak),...,qT(Al,...,Ak»

ouqi,...,q- sont des mots sur Ay, ..., Ar. On associe a la présentation II 'application ¢ définie
comme suit :

q:GF — G
T (ql(x)a S ,(Jr(x))
Pour = = (x1,...,7;) € G*, I'élément g;(z) € G est obtenu a partir du mot g;, en évaluant
chaque occurence de A; par I’élément x; € GG correspondant.

Une représentation ¢ est entierement déterminée par l'image des k générateurs dans le
groupe G. On définit ainsi I’application :

p: Hom(II,G) — G*
(b U ((b(Al)’ ) (b(Ak))

Il s’en suit une identification canonique entre Hom(IT, G) et la fibre ¢71(1,...,1), donnée par :
p(Hom(I1,G)) = ¢~ *(1,...,1).

L’idée est de construire une mesure sur G* ayant pour support la fibre ¢7(1,...,1), &
partir de la mesure de Haar naturelle sur G¥. L’espace G* étant localement compact, il suffit de
construire une forme linéaire continue sur I'ensemble C(G¥) des fonctions réelles et continues
sur G*. Le théoréme de représentation de Riesz nous permet de justifier de I’existence d’une
mesure borélienne réguliere sur G* & partir de cette forme linéaire.

3.2.2 Distribution volume

Soit dz une mesure de Haar sur G. Le groupe G étant compact, la mesure est invariante a la
fois a gauche et a droite. On définit tout d’abord une mesure sur G” a partir d’une distribution,
c’est & dire la donnée d’une forme linéaire continue sur I’espace C*°(G") des fonctions infiniment
dérivables sur G".
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3.3 Mesure sur G*

Définition 3.2.1 La distribution volume est une distribution sur G" définie par la forme

linéaire continue :
I,: C>*(G") —R

g— g(q(x))datl s dz.
Gk

On peut écrire de fagon formelle :

I(9) = | fo(w)g(w)dw; - dw,.
G'r‘

On exprime f, de facon explicite en utilisant la distribution de Dirac. On définit 0 la distri-
bution de Dirac sur G comme la fonctionnelle linéaire continue donnée par :

§:C®(G)—R
g— [ sty = ).
La distribution de Dirac sur G" est définie par
Or(wr, ..., wy) = d(wy)...o(w,).

L’égalité suivante est vraie au sens des distributions :

folw) = 5r(q(z) - w™t)dxy - - - day, Yw e G".
Gk

En effet, pour tout g € C*°(G") on a

(o) = [ atw) ([ tate) w e oo ) dun s

= [ (] atwrtate) w it eaw, ) de -
_ /Gk g(q(@))das - - - .

En général, I'expression f,(w) n’a pas de sens, car on ne peut pas donner une évaluation de
la distribution en un point. Une distribution est dite réguliére au point w € G” si il existe un
voisinage ouvert U de w tel que la restriction de f a U est une fonction C'*° sur U.

3.3 Mesure sur G*

On se place dans le cas ot1 la distribution volume f, est réguliére au point 1 € G". Dans ce cas,
dans un petit voisinage de 1 € G", la distribution f; est une fonction C'*°. Soit ¢ € C(G*) une
fonction continue sur G*. La construction précédente se généralise & la forme linéaire continue :

I7:C*(G") — R

9=/, 9(q(x))p(x)dxy - - - doy = . fE(w)g(w)dw, -+ - dw,,
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3. MESURE INVARIANTE SUR L’ESPACE DES REPRESENTATIONS

associée a la distribution
)= [ on(g(@) - w)p(a)dw - - dry.
G

La fonction ¢ étant continue sur un ensemble compact, elle est bornée. Donc la régularité de
Jq au point 1 € G" entraine la régularité de f¢ au point 1 € G" pour toute fonction ¢ dans

C(G*). Ainsi la valeur f#(1) est bien définie, et de plus cette valeur dépend continuement de
V25
Par linéarité de 'intégrale, 'application

J,: C(GF) — R
pr— f7(1)

est linéaire. Elle définit donc une forme linéaire continue sur C'(G*). Nous pouvons appliquer
le théoréme de représentation de Riesz pour définir une mesure sur G*.

Définition 3.3.1 La mesure pq sur G* est l'unique mesure borelienne réguliére telle que pour
toute fonction ¢ € C(G*), on a Jo(¢) = [ o(x)dpg(x).

Par construction, la mesure i, est entierement portée par la fibre g 1(1,...,1). Cest a dire :

Mq(Gk \ qil(lv R 1)) =0

La mesure p, nous permet donc de définir une mesure borélienne réguliere sur Hom(II, G)
comme la mesure tirée en arriere par ’application p. Par un abus de notation, on notera encore
g la mesure ainsi définie sur Hom(II, G).

Pour un borélien U de Hom(II, G), on peut écrire :

1y (U) = /G L) @ig(@) = [ Grlafa)) Lo (@) - . (3.3.1)

ol 1z désigne la fonction caractéristique de E C G*.

3.4 Invariance de la mesure
Les propriétés d’invariance de la mesure p, peuvent se déduire de la formule (3.3.1). Cette
mesure est définie a partir de la présentation du groupe II choisie. Cependant la proposition

suivante montre que sous des hypotheses naturelles, la mesure ne dépend pas du choix de la
présentation.

Proposition 3.4.1 Soient q et s deux présentations finies d’un méme groupe 11 :
H = <A17"'7Ak:|q17"'7q7'> = <Bl7"' 7Bl|317"'78t>'

On suppose que k—r =1—t. Si les distributions volumes f, et fs associées auz présentations q
et s sont réguli¢res en 1, € G" et 1; € G! respectivement, alors les mesures i, et jus coincident
sur Hom(II, G).

26



3.4 Invariance de la mesure

Supposons dans un premier temps que k = [ et r = t. Le principe de la preuve est d’expri-
mer les générateurs A; en fonction des générateurs B;. Cette expression n’est pas unique des
que le nombre de relations est non nul. Le lemme suivant nous donne l’existence d’une telle
expression ayant de bonnes propriétés vis-a-vis de I'application présentation (voir [62] pour une
démonstration des deux lemmes suivants).

Lemme 3.4.2 Soit q et s deux présentations finies d’un méme groupe II :
II = <A1,...,Ak|ql,...,qr> = <Bl,...,Bk,‘81,...,Sr>.

Alors pour tout i € {1,...,k}, il existe deuxr mots a;(X1,...,Xi) et bi(X1,...,Xy) tels que les
applications induites a : G¥ — G* et b: GF — G* associées a ces mots sont bijectives et que le

diagramme suivant :

Gk Gk *q> G

GTN Nlb

Gh=—=GF——=G"
est commutatif. De plus les applications a et b ainsi obtenues satisfont les propriétés suivantes :
g (1) = b (s7H(), et sTH1) = a" g (1)

Les applications a et b sont des automorphismes réels analytiques de la variété réelle analy-
tique G*, et le lemme suivant montre 'invariance de la mesure de Haar sous ces automorphismes.

Lemme 3.4.3 Soit b un automorphisme analytique de la variété réelle analytique G* donné

par :
b:GF — G*
(1, .., zk) — (bi(x1, ..o xk), ..., bp(z, .. k)
ot les b; sont des mots en x1,...,xx. Supposons que l'inverse de b s’écrive de la méme maniére.

Alors la forme volume w* de G* correspondant au produit de mesure de Haar dx; - - - dxy,

est invariante sous Uaction de l'automorphisme b, au signe preés, c’est-a-dire B*w® = +wk.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la Proposition :

Preuve : Soient ¢ et s deux présentations finies du groupe II ayant le méme nombre de
générateurs et de relations, c’est-a-dire k = [ et r = s, et telles que les distributions volumes
associées sont régulieres au point (1,...,1). Soient {a;}i=1. x et {b; }i=1. k, les deux familles de
mots données par le Lemme et a et b les automorphismes analytiques de G* associés. On
note p, 'application Hom(II, G) — G* donnée par I'image des générateurs A; de la présentation
q de TI. On définit p, de la méme fagon par I'image des générateurs B;.

Pour tout ¢ élément de Hom(II, G), on a naturellement :

ps(®) = (¢(B1), ..., 6(Bx))

= (¢(B1(A1,- -, Ak))s -, d(Bi (A1, ..., Ak)))

= (B1(¢(A1), ..., #(A)), - .., Bi(d(A1), ..., 6(Ar)))
B(¢(A1), ..., d(Ax)).

b(pq(9)).

3.4.1
3.4.2
3.4.3
3.4.4
3.4.5

AAA,_\,_\
— — Y Y ~—

ps(9)
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3. MESURE INVARIANTE SUR L’ESPACE DES REPRESENTATIONS

D ’autre part, d’apres le Lemme on a ¢ (1) =b"1(s71(1,)). Donc pour z € G¥, on
a q(x) = 1, si et seulement si s(B(z)) = 1,. Ce qui nous donne :

6r(q(x)) = 6r(s(b(x)))- (3.4.6)

Enfin d’apreés le Lemme [3.4.3] la mesure dx; - - - dwy, sur G* est invariante par I’automor-
phisme b. Ainsi pour un borélien V' de Hom(II, G), on a en combinant (3.4.5)) et (3.4.6) :

/Ls(v) = /G'k 5r(5($))1ps(v)(1:)dx1 ce dSCk
— Lk 5T(S(b(b71(x))))lb(pq(\/))(x)dl’l . di)’]k

- /Gk 5T(q(b71(x)))1pq(V)(bfl(m))dxl day,
= pg(V).

Ceci montre la Proposition dans le cas ot les deux présentations ont le méme nombre
de générateurs et de relations.

Dans le cas général, on peut supposer sans perte de généralité que k < I. Considérons le
groupe donné par la présentation suivante notée ¢’ :

<A17 ceey Ak7 Ak:Jrla ceey Al‘Qh LU 7QT7 qr+17 cvey q’r‘+l7k>
obtenue en rajoutant des nouveaux générateurs Ayy1,..., A; et les relations suivantes :
qr+1 = A’I"—‘—la e Qr4l—k = Al

a la présentation ¢. Le groupe présenté par ¢’ est isomorphe au groupe II.
L’application ¢’ : G! — G"T!=F peut s’écrire sous la forme :

¢ GG — G xGh
(z,y) — (q(x),y) = ¢'(,9).

On en déduit que :

01(q' (w))dw

1

fo(Logi—k) =

6(q (w,y))day -+ - day, - dyr -+ - dyi—i,

kxGl—k

i(q(x),yrs .- yi—k)day - - - day, - dyy - - - dyi—p,

ExGl—k

I
T~ g g~

0r(q(x)) - O1—k(y1s - - Yi—r)day - - - day - dyy - - - dyi—i

kyGl—k

o (/ ) O (q(x))dxy - "d$k> -1,y Yi—k)dyr - dyi—g
-+ \Ja

0r(q(x))dzy - - - dxg

k

(17).

Q

Il
)
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3.4 Invariance de la mesure

La distribution f, étant réguliere au point 1,, on en déduit que la distribution volume f;/ est
réguliere au point 1,,;_ € G'. D’autre part, cette égalité implique que les deux mesures g’
et pq coincident. Comme les deux présentations ¢’ et s ont le méme nombre de générateurs et

relations, on a également 1, = ps, ce qui termine la preuve de la Proposition (]
Considérons un automorphisme ¢ de IT = (Ay,..., Aglq1, ..., ¢ ). On définit les éléments

B; comme les images des générateurs ¢(A4;). L'ensemble des B; est également un ensemble
de générateurs pour II. D’autre part, les B; sont tels que ¢;(Bi,...,By) = 1. D’autre part,
I’automorphisme ¢! satisfait les mémes propriétés. En particulier, la mesure ne dépend pas
de ’ensemble générateur choisi. En appliquant la proposition [3.4.1] aux deux présentations du
groupe II :

II = <A1,...,Ak|ql,...7q7-> = <B1,...7Bk‘q17...,q7~>.

on obtient immediatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.4 Soit ¢ une présentation de Il telle que f, est réguliére au point 1,, € G". La

mesure pq sur Hom(II, G) est invariante sous l’action de Aut(II).

Pour obtenir une mesure sur l'espace Hom(II, G)/G, nous devons d’abord montrer I'inva-
riance de p par les automorphismes intérieurs de G.

Proposition 3.4.5 Soit ¢ une présentation du groupe II telle que la distribution volume f,
est réguliére en 1, € G". Alors la mesure p, sur Uespace des représentations Hom(IL, G) est

invariante sous laction du groupe Inn(G) des automorphismes intérieurs de G.
Preuve : Soient g un élément de G et L, 'automorphisme intérieur associé défini par :
Ly:G— G
rT— g g_l.

L’automorphisme L, agit naturellement sur une représentation ¢ € Hom(II,G) de la fagon
suivante :

Va €Tl, (Lg-¢)(a) = go(a)g".

La distribution de Dirac ¢ est invariante par conjugaison et la distribution ¢, également. La
mesure de Haar est également invariante par conjugaison puisqu’elle est invariante a gauche et
a droite du fait de la compacité de G. Ainsi, pour un borelien V' de l'espace Hom(II, G), on a :

N’Q(Lg . V) = /;: 5T(q(x))1p(Lg~V) (l’)déﬂl codzy,

k
fr— /C:k 5r(g_1q(m)g)]—qp(v)q—l(x)dxl .. dl’k

= [ ortala™ a0 v (o~ ag)d -,
= pq(V).

Tout élément de Inn(G) s’exprime comme un Ly pour un certain g € G, ce qui prouve la
proposition. ]

Cette proposition nous permet de construire la mesure sur le quotient Hom(II, G)/G.
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3. MESURE INVARIANTE SUR L’ESPACE DES REPRESENTATIONS

Définition 3.4.6 Soit ¢ une présentation du groupe Il telle que la distribution volume f, est
réguliére en 1, € G". On définit la mesure v, sur Hom(Il, G) /G comme le poussé-en-avant de
la mesure p par Uapplication quotient @ : Hom(II, G) — Hom(II, G)/G.

C’est 4 dire que pour tout borélien V C Hom(II, G)/G, on a :

vg(V) = pg(Q7H(V)). (3.4.7)

Cette mesure est naturellement Out(II)-invariante. De plus elle est indépendante de la
présentation choisie tant que la différence entre le nombre de générateurs et le nombre de
relations de la présentation est la méme que pour la présentation ¢ de départ.

3.5 Régularité dans le cas des groupes de surface

Dans cette section on montre que dans le cas ou Il est un groupe de surface, la distribution
volume associée a une présentation standard est réguliere au point 1 € G.

On peut munir ’ensemble des distributions du produit de convolution de deux distributions
f1 et fo défini par :

(% fo) (@) = /G F1ww) fow)duo.

Une distribution de classe est une distribution f satisfaisant la relation :

/ flw™tzw)g(z)dz = / f(z)g(x)dx, VYge C®(G),Yw e G.
G G

Pour les groupes & une seule relation tels que les groupes de surface avec leur présentation
standard, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 Si Il = (Ay,..., Ag|q) est un groupe a une seule relation, alors pour tout
groupe de Lie compact G, la distribution volume donné par la Définition[3.2-1 est une distribu-

tion de classe sur G.

Preuve : On utilise I'invariance & gauche et a droite de la mesure de Haar sur G. Et d’autre
part, pour tout mot q et x1,...,z,y € G, on a :

-1

yq(w1, .. xoR)y”t = qlyziy ™t yzy ).

Ainsi, pour y € G et g € C*°(G), on a :

fo(w)g(y™ wy)dw

[ falvwy Hgtw)d
G
g(y_lq(xl, cooyTp)y)day - - day,

/.
/.
_ /G g(alyzry™?, ... yzry~))dzy - - day,
/G .
/.
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3.5 Régularité dans le cas des groupes de surface

O

L’idée est maintenant de trouver une autre expression de la distribution volume associée
a la présentation standard d’un groupe de surface. Pour cela, on utilise la décomposition de
la distribution en une série de caractéres de représentation irréductibles du groupe G. Pour
obtenir la régularité, nous utilisons des arguments issus de la théorie des caracteres des groupes
compacts et d’analyse harmonique.

3.5.1 Un peu d’analyse harmonique

Nous utilisons ici les représentations irréductibles de groupes de Lie sans rentrer dans les
détails. Nous renvoyons au livre de J. Dieudonne [I9] pour un traitement complet du sujet et
les preuves des faits énoncés

On note G lensemble des classes d’équivalence de représentations complexes irréductibles
du groupe G. Pour une représentation irréductible \ € G, on note X, son caractere, et dim A
la dimension de la représentation. L’ensemble

{XA\)\E G‘}

forme une base de Hilbert de 1’espace de Hilbert L?(G). Les caractéres irréductibles satisfont
la relation d’orthogonalité de Schur qui nous donne :

Gl Xax siA=p
Xa*x Xy =19 dimA (3.5.1)
0 sinon
Toute fonction ¢ de classe dans L?(G) peut se décomposer en une série absolument et
uniformément convergente :
o(x) = Z ax Xx(x) (3.5.2)

e

Les coefficients a) satisfont la condition de convergence :

Z lax]? < +oo.

reG

Réciproquement, si la série ), ayX, est uniformément et absolument convergente, alors elle
définit une fonction de classe dans C°(G).

De la méme fagon, une distribution de classe peut se décomposer en une série de la forme
qui n’est pas absolument convergente en général. Cependant la somme infinie est conver-
gente dans ’espace des distributions de classe muni de la topologie compacte ouverte. La
décomposition de la distribution de Dirac § est donnée par :

5(z) = é /\%:édim)\ X (@). (3.5.3)

A partir de cette nouvelle définition de la distribution de Dirac et des relations d’orthogonalité
de Schur, on peut en déduire la relation de convolution § x§ = d, ce qui nous donne la propriété
suivante :

r)glx)dxr = xwilwxwx. 0.
/Ga< Jo(z)d /G/ch )6 (w)g ) duwd (3.5.4)
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3. MESURE INVARIANTE SUR L’ESPACE DES REPRESENTATIONS

Par l'invariance de la mesure de Haar a gauche et a droite, on peut également écrire
S(xy) = / §(zw ™) g(yw)dw. (3.5.5)
G

Passons maintenant aux cas qui nous intéressent directement c’est-a-dire lorsque le groupe
IT est un groupe de surface.

3.5.2 Surfaces orientables
Pour une surface orientable 3 de genre g, on considere la présentation standard :

7T1(Z) = <A17Bl7...,Ag,Bg ‘ [AlyBl] [AgaBgD'

La distribution volume associée, que nous notons f,, est donnée par la formule suivante :

folw) = . 0(gg(z1, 915, 2g,Yg) cw Y dydy - - dzgdyy, pour w € G,
G29

ou g, est I'application G?9 — @ définie par :
Qg(1, Y155 T yk) = [w1,01] - [2g, yg)-
En utilisant , on a pour tout g,h > 1 :
forn(w) = fog* frn=fnx fg.

11 vient donc :
g—fois

—_——~
Jo=Fie - w b

Ainsi, il suffit de trouver la décomposition de fi pour trouver la décomposition de f,. Pour cela,
nous devons définir une distribution intermédiaire 7, définie comme la fonctionnelle linéaire
donnée par :

N : C*(G) — R

g%/gg(ywy_l)dy

C’est une distribution de classe par 'invariance de la mesure de Haar. Au sens des distributions,
nous pouvons écrire :

nw(w):/G(S(yxy_lw_l)dy. (3.5.6)

La décomposition en caracteéres irréductibles de la distribution 7, est donné par (voir [62]) :

e (w) =Y Xa(@)Xa(w) - (3.5.7)

\e&
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3.5 Régularité dans le cas des groupes de surface

Ainsi, d’apres la propriété de convolution de la fonction ¢ (3.5.5)), la décomposition de la dis-
tribution n, (3.5.7) et les relations d’orthogonalité de Schur (3.5.1)), nous obtenons :

fl(w)z/ S(wteyr™ty ™ dady

:/02 </ S(w™rzu)d(yz y u” )du) dxdy
/Gz / S(w(wu™) ") (u)) dudz

—Z S(z(wu™ NN X (27X (u)dzdu

\e@

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.5.2 Pour tout g > 1, la décomposition en caractéres irréductibles de la distri-

bution volume f, est donnée par :

falw) =3 (diilA)%l Xa(w). (3.5.8)

AeG

De plus, si la série
> (dimA)>72 (3.5.9)
PY=Te]

est convergente, alors la décomposition est uniformément et absolument convergente et

la distribution volume est une fonction de classe C*°.

Si on se place dans le cas de G = SU(2), alors d’apres [I9] on sait que pour tout n € N il
y a une et une seule classe de représentation irréductible A telle que dim A = n. Dans ce cas,
on voit que la série (3.5.9)) est convergente pour tout g > 2 et le volume total de la variété de
représentation est donné par :

[Hom(7, SU(2))| = ¢(2g — 2) x [SU(2)|?9~* (3.5.10)

ou ( représente la fonction zeta de Riemann.

3.5.3 Surfaces non-orientables

Pour une surface non-orientable M de genre k, on considere la présentation standard :
7T1(M) == <A1,.. .,Ak |A?Ai>

La distribution volume associée, que nous notons hy, est donnée par la formule :

hi(w) = - Sp(x? - a2 -w Vdxy - - - day, pour w € G.
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La distribution Ay est une distribution de classe. Pour montrer la régularité de cette distribution
au point 1 € G, on se sert de I'indicateur de Frobenius-Schur (pour plus de détails voir [23].)

Définition 3.5.3 Soit A une représentation de G ayant pour caractére X. On appelle indica-

teur de Frobenius-Schur le réel :
1
Irs(\) = @/GX,\(wz)dw.

L’indicateur de Frobenius-Schur ne peut prendre que trois valeurs : on a Ipg(A) € {—1,0,1}.
On peut donc décomposer 1’ensemble G en I'union disjointe des trois sous-ensembles suivants :

@1 = {)\Eé IFS()\):l},
Gy = {Aeé ng()\)zo},
é_l = {)\6@ Ips()\)—l}.

On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.5.4 La décomposition en caractéres de la distribution volume hy est donnée

hk(w):/\z (diilA)k_lm(w)— > <—dﬁ&>k_lm(w) (3.5.11)

par :

€Gy AeG_1

De plus, si la série
D (dimA)?TF 4 (=1)77F Y (dim ) (3.5.12)
AeGy xeG_y

est convergente, alors la décomposition (3.5.11]) est uniformément et absolument convergente et

la distribution volume hy est une fonction de classe C*°.

Preuve : En utilisant (3.5.5]), nous obtenons :
g—times

—_——
hg:hl*---*hl.

Ainsi, il suffit de trouver la décomposition de h; pour trouver la décomposition de hy.
Soit hi(w) = >, ZxXa(w) la décomposition en caracteres irréductibles de la distribution
hi. Le coefficient Z) est donné par (voir Dieudonné [19]) :

7y = % /G oy (1) X () o
:ﬁ /G /G 5 (22w )X (w)dwdz
= |61¥/GX>\(x2)dx

= |61¥/C:X)\(x2)dx
N

= Irs(A).
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3.5 Régularité dans le cas des groupes de surface

Q)

Il suffit d’utiliser la décomposition G= 1 u @0 L @1 pour obtenir :

hi(w) = Xaw) = > Xa(w).

\eG AeG_y

(o)

g—fois

. . ’ . ’ . N L3 /_/\_\
Les relations d’orthogonalité de Schur appliquées k — 1 fois a la convolution hy =hq * -+ * hy
nous permettent de retrouver la formule (3.5.12)). O

Pour G = SU(2), on sait que les dimensions des représentations dans G sont de dimension
paire, et les représentations dans G_1 sont de dimension impaire. On a donc

he(1) = |G|F1 (i@n — 127k 4 (—1)%F i(zn)Q—’f) .
n=1 n=1

Cette série est absolument convergente pour tout k& > 4.

3.5.4 Surfaces a bord

Lorsque M est une surface a bord (orientable ou non), son groupe fondamental est le groupe
libre Fiy en N = 1 — x(M) générateurs. La présentation standard de Fy est la présentation
triviale avec N générateurs et aucune relation :

Fy =(Aq,..., AN).
Dans ce cas, I'application p : Hom(Fy,G) — GV est un isomorphisme, et ¢ est la fonction

triviale. La mesure obtenue par la contruction précédente est la mesure de Haar produit sur
GN. Cette mesure est naturellement Out(Fy)-invariante.
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Chapitre 4

Variété de caracteres en petite

caractéristique

J’ai autant de plaisir a

déchiffrer des partitions de Chopin
que des livres d’équations.
— Alain Connes

Dans ce chapitre, nous étudions l'action du groupe modulaire sur 'espace X(.5,SU(2)) dans
le cas ot S est une surface a bord de caractéristique d’Euler x(S) = —1 ou —2. Dans ce cas, le
groupe fondamental 71 (.S) est un groupe libre & deux (si x(S) = —1) ou trois (si x(S5) = —2)
générateurs. Pour étudier I’espace X(S,SU(2)), nous nous plagons dans un cadre plus général
en prenant comme groupe SL(2,C), dont SU(2) est un sous-groupe, et en définissant la variété
de caractéres. Dans les cas qui nous interessent ici, la variété de caracteres s’exprime de fagon
relativement simple & ’aide d’un nombre fini (et manipulable) de coordonnées.

Ensuite, nous pouvons exprimer les éléments du groupe modulaire comme des automor-
phismes polynomiaux dans ces coordonnées. En particulier, nous pourrons montrer que les
twists de Dehn agissent comme des rotations sur des sous-ellipses de la variété de caracteres.
Cela nous permet de montrer les premiers cas d’ergodicité sur les surfaces non-orientables de
caractéristique —2, et également que I'action n’est pas ergodique dans le cas des surfaces non-
orientables de caractéristique —1.

Le cas de la surface fermée non-orientable de genre trois est traité a la fin du chapitre.
Son groupe fondamental n’est pas libre, mais est engendré par trois éléments. Nous exprimons
alors la variété de caractéres comme un sous-ensemble de C* et nous exhibons une fonction
non-constante invariante par ’action du groupe modulaire. Nous montrons ensuite que I'action
du groupe modulaire est ergodique sur les lignes de niveau de cette fonction.

4.1 Variété de caracteres
En général, les espaces de modules X (7, G) ne sont pas des ensembles algébriques. Cependant

dans le cas ol le groupe est G = SL(2,C), 'espace de modules X(m, SL(2,C)) est trés proche
d’un ensemble algébrique appelé variété de caractéres étudié par de nombreux auteurs (voir par

37



4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

exemple [21I] [I5] [73] [37]). Nous donnons ici un apercu rapide de la variété de caractere, en
insistant sur les groupes libres a deux et trois générateurs essentiellement.

4.1.1 Fonction trace

4.1.1.1 Groupe cyclique

Commencgons par le cas le plus simple, lorsque le groupe 7 est libre a un seul générateur,
noté Fy = (A). L’espace quotient X(F7, SL(2,C)) muni de la topologie usuelle n’est pas séparé.
En effet, les orbites de l'action de SL(2,C) par conjugaison sur Hom(, SL(2,C)) ne sont pas

1
0
tout ¢ € C*. La classe de conjugaison d’une représentation p : Fy — SL(2,C) telle que p(A) =

) . , . 11 s
nécessairement fermées. Par exemple, la matrice 0 1 est conjuguée a t ) pour

1 1 . ..
( 0 1 ) n’est donc pas séparée de celle de la représentation triviale.
Remarque 4.1.1 Plus généralement, lorsque m est un groupe de présentation finie tel qu’il
existe un morphisme non-trivial de © dans Fy, Uespace de module X(m,SL(2,C)) n’est pas

séparé.

Pour simplifier les choses, nous voulons nous ramener a un espace séparé. Nous considérons
donc le plus gros quotient séparé de X(m,SL(2,C)), c’est a dire I’espace obtenu en identifiant
les points qui n’ont pas de voisinages ouverts disjoints. Une définition équivalente est donnée
par :

Définition 4.1.2 Soit X un espace topologique. On dit qu’un quotient ™ : X — X% est le plus
gros quotient séparé de X si X° est séparé et si pour toute application continue f : X — ) vers

un espace séparé ), il existe une unique fonction f: X5 — ) telle que f = fo.

L’espace des représentations Hom(Fy,SL(2,C)) est naturellement identifié a SL(2,C).
En effet, une représentation p : F; — SL(2,C) est uniquement déterminée par l'image
p(A) du générateur de Fy. Le théoreme suivant est classique (voir Goldman [33] pour une
démonstration) :

Théoréme 4.1.3

1. Pour toute fonction réguliére f : SL(2,C) — C invariante par conjugaison, il existe un
polynéme F € Clt] tel que f(g) = F(tr(g)).

2. Pour tout t € C, il existe g € SL(2,C) tel que tr(g) =t.

3. Inversement, si tr(g) = tr(g’) # £2, alors il existe h € SL(2,C) tel que g’ = hgh™?!.

Ce théoréme énonce en particulier qu'en dehors de I'ensemble tr~!{42}, la fonction trace
tr: SL(2,C) - C

est le quotient topologique au sens usuel. De plus si A et B sont deux éléments de SL(2,C) tels
que tr(A) = tr(B) = £2, alors les fermetures des orbites de A et B s’intersectent, c’est-a-dire
que les classes d’équivalence de A et B ne peuvent pas étre séparés par des ouverts.
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4.1 Variété de caracteres

Nous déduisons de cela que la fonction induite par la fonction trace :
tr: X(F1,SL(2,C)) — C

est le plus gros quotient séparé de X(Fy,SL(2,C)). Ainsi, 'image de la fonction trace est un
ensemble algébrique tres proche de I'espace de modules. Ceci est une propriété plus générale
des espaces X(m,SL(2,C)) pour un groupe 7 de présentation finie comme nous allons le voir.

4.1.1.2 Caractere d’une représentation

Cette étude dans le cas simple du groupe libre & un seul générateur est I’exemple fondamental
qui motive 'introduction de la variété de caractéres. Soit m un groupe de présentation finie.

Définition 4.1.4 Le caractére d’une représentation p : @ — SL(2,C) est la fonction :

Xp:m—C
A — tr(p(A4)).

Le caractere est un invariant des classes de conjugaison, puisque deux représentations
conjuguées ont le méme caractere. Cependant deux représentations ayant le méme caractére
ne sont pas forcément conjuguées. En effet, une représentation non-triviale de w dans le groupe

. . . - 1 A R . . . .
des matrices triangulaires supérieures ( 0 1 a le méme caractere que la représentation tri-

viale qui envoie tous les éléments sur I € G. Néanmoins, les exemples qui donnent lieu a ces
exceptions sont "rares” et sont exactement les représentations réductibles.

Définition 4.1.5 Une représentation p : m — GL(n,C) est irréductible si les seuls sous-espaces

invariants par limage p(m) sont {0} et C™, sinon la représentation est réductible.

En particulier, p : @ — SL(2,C) est réductible si et seulement si il existe un sous-espace
vectoriel de dimension 1 invariant par le groupe p(7). La proposition suivante se trouve dans
Culler-Shalen [I5] :

Proposition 4.1.6 Soit m un groupe finiment engendré. Si p et p' sont deuzx représentations
de Hom(w, SL(2,C)) telles que x, = X, et p est irréductible alors p et p’ sont conjuguées.

Ainsi, en dehors des représentations réductibles, I’ensemble des caractéres, noté X (), est en
bijection avec ’espace de modules. L’intérét essentiel est que I'ensemble des caracteres possede
une paramétrisation explicite comme ensemble algébrique. La proposition [£.1.7 nous dit par
exemple que X (F7) est l'espace affine C. Nous continuons avec les cas des groupes libres en
deux et trois générateurs, dont les ensembles de caracteres possedent des expressions explicites
assez simples.

4.1.1.3 Représentations dans SU(2)

Lorsque nous considérons seulement les représentations dans le groupe SU(2), I'espace de
modules est directement donné par la proposition suivante :

Proposition 4.1.7 L’application
Hom(Fy,SU(2))/SU(2) - [-2,2]

est une bijection
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

Preuve : Pour tout élément g € SU(2), la trace tr(g) est dans [—2,2]. Et deux éléments g
et ¢’ sont conjugués dans SU(2) si et seulement si ils ont la méme trace. L’ensemble des classes
de conjugaison de G est donc identifié avec l'intervalle [—2,2]. O

Nous voyons sur ce premier exemple que pour les représentations dans SU(2), Papplication
trace correspond exactement au quotient par la conjugaison de SU(2). De fagon plus générale,
Pespace X(m,G) est séparé lorsque G est compact, et le plus gros quotient séparé est donc
I’espace lui-méme.

4.1.2 Groupe libre a deux générateurs

Le cas du groupe libre & deux générateurs remonte aux travaux de Fricke [2I] 22] et de
Vogt [81] (Pour une démonstration compléte des résulats, voir également [33]). L’espace des
représentations Hom(Fy, SL(2,C)) s’identifie & (SL(2,C))? par Papplication qui associe & une
représentation 'image des deux générateurs A et B de F5.

Le caractere d’une représentation p : Fo — SL(2,C) est déterminé par la donnée de chaque
tr(p(w)) avec w € m. C’est & dire qu’on veut calculer tr(w(A, B)) ot w est un mot en deux
générateurs et A et B sont deux matrices de SL(2,C) quelconques, en fonction d’un nombre
fini de parametres. Nous commengons par remarquer que :

tr(I) =2 (4.1.1)
D’autre part le théoreme de Cayley-Hamilton nous assure que pour tout B € SL(2,C)
B* —tr(B)B+1=0.
En multipliant cette identité par B~!, nous arrivons & :
A+ A =tr(A), (4.1.2)
et en appliquant la fonction trace a cette identité nous obtenons :
tr(A) = tr(A™1). (4.1.3)
D’autre part en multipliant par A et en appliquant la trace nous obtenons :

tr(AB) + tr(AB™') = tr(A)tr(B). (4.1.4)

Les trois identités (4.1.1)), (4.1.3) et (4.1.4) nous permettent de calculer la trace tr(w(A, B))
de chaque mot en fonction des traces de A, de B et de AB. C’est-a-dire que pour tout élément
de F5 vu comme un mot w en A et B, il existe un polynéme P, € Cla, b, z], tel que pour tout
A,B e SL(2,C)on a:

tr(w(A, B)) = Py (tr(A), tr(B), tr(AB)).
A titre d’exemple nous calculons la trace du commutateur w(A, B) = [A, B] = ABA='B~1.
tr(ABA™'B™!) = tr(AB)tr(A™'B™') — tr(ABBA)
= 2% — (tr(A)tr(ABB) — tr(BB))
= 2? — a (tr(B)tr(AB) — tr(A)) — (tr(B)tr(B) — tr(I))
=a’>+b? +2? —abx — 2

= k(a,b,x).
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4.1 Variété de caracteres

Une représentation p : Fy :— SL(2,C) étant déterminée par 'image des deux générateurs A
et B, nous définissons 'application suivante :

t : Hom(Fy, SL(2,C)) — C?

La preuve du théoréme suivant se trouve dans [33] :

Théoréme 4.1.8

1. Pour toute fonction réguliére f : Hom(F,,SL(2,C)) — C invariante par conjugai-
son, il existe une fonction polyndmiale F(a,b,x) € Cla,b,x] tel que pour tout p €
Hom(F3,SL(2,C)) on a :

2. L’application t est surjective.

3. Une représentation p de Hom(Fy, SL(2,C) est réductible si et seulement si k(a,b,x) =2

Ce théoreme implique le fait que le caractére d’une représentation p : Fo — SL(2,C) est
uniquement déterminé par son image par t. Ainsi I'espace des caractéres X (F) est identifié a
l’espace affine C3.

4.1.2.1 Caracteres réels

Si le caractere d'une représentation satisfait X(p) € R?, alors la représentation est conjuguée
a une représentation dans 1'une des deux formes réelles de SL(2,C), c’est a dire SL(2,R) ou
SU(2). Ce résultat a été établi par Morgan et Shalen [61], qui ont également prouvé le cas
général. Pour déterminer a quelle forme réelle une représentation correspond, on utilise le
théoréme suivant (voir également Goldman ([29])

Théoréme 4.1.9 Soit p: Fy — SL(2,C) une représentation telle que X(p) = (a,b,xz) € R3.

-8 =2 < a,byx < 2 et k(a,b,x) < 2 alors p est conjuguée & une représentation dans
SU(2). De plus toutes les représentations dans SU(2) ayant le méme caractére sont SU(2)-
comjuguées.

— Inversement, si lun des |a|, |b| ,|z| ou k(a,b,x) est supérieur ou égal a 2 alors la
représentation est conjuguée a une représentation dans SL(2,R).

- Si k(a,b,x) = 2 et a,b,x € [—2,2], alors p est conjuguée d une représentation dans
S0(2) = SU(2) N SL(2, R).

Notons E,, = £~ ([-2,2]) N [-2,2]> € R3. Le corollaire immediat de ce théoréme est :

Corollaire 4.1.10 L’application t : Hom(F3,SU(2))/SU(2) — E, est une bijection.
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

4.1.3 Groupe libre a trois générateurs

4.1.3.1 Variété de caractéres

Une représentation p du groupe libre F3 = (A, B, C') dans SL(2, C) correspond & un élément
de SL(2,C)3. Comme dans le cas du groupe libre & deux générateurs, un nombre fini de fonctions
traces vont suffire a exprimer le caractere d’une représentation. Nous déduisons des identités de
la fonction trace trouvées précédement que pour élement de F3 vu comme un mot w(A, B,C)
en A, B et C, la trace tr(p(w(A, B,C))) peut s’exprimer en fonction des huit fonctions traces
données par :

a = tr(p(A)) z = tr(p(AB)) d = tx(p(ABC))
b= tr(p(B)) y = tr(p(BCO)) e = tr(p(ACB))
¢ = tr(p(C)) 2 = tr(p(CA)).

Cependant, ’ensemble des caracteres n’est pas I'espace C® tout entier, mais un sous-ensemble
de celui-ci. En effet ces huits fonctions satisfont deux relations qui expriment la somme et le
produit des traces des mots de longueurs 3, en fonction des traces des mots de longueur 2 ou
moins :

d+e=ay+bz+cr—abc=S (4.1.5)
de = a® + 0> + * + 2% + y* + 2% — (abx + bey + caz) + xyz — 4 = P. (4.1.6)

Ces identités se déduisent directement par le calcul en appliquant les identités précédentes
plusieurs fois. Elles impliquent que les traces d et e sont les racines de ’équation polynomiale

NS +P=0.

On peut exprimer e comme un polynéme en les 7 autres traces en utilisant ’équation (4.1.5)). En
particulier, il suffit des sept fonctions (a, b, ¢, z,y, z,d) pour déterminer entierement le caractere
d’une représentation. Le théoréme suivant nous donne la variété de caractére X (Fj).

Théoréme 4.1.11 L’ensemble des caractéres X (F3) s’identifie a I’hypersurface de C7 donnée
par l’ensemble des
(a,b,c,2,y,2,d) € C7

satisfaisant l’équation :
A2+t 22+ d? —d(ay 4 bz + cx — abe) — (abx + bey 4 caz) +xyz —4 =0 (4.1.7)

Cette hypersurface est un revétement double de C8 branché au dessus de Uhypersurface de C8
définie par N =0, ou A est le discriminant de I’équation polynomiale de degré 2 en la variable

d, correspondant a ,

Une preuve de ce théoréme se trouve dans Goldman [33].

4.1.3.2 Caracteres réels

Un élément (a,b, ¢, z,y, z,d) € R? correspond au caractére d’une représentation du groupe
libre & trois générateurs & valeurs dans SL(2,R) ou dans SU(2). On donne ici une caractérisation
des caracteres de SU(2)-représentations issue de l'article de Benedetto et Goldman [3]) sur la
variété de caractere de la sphere a quatre trous. Une premiere restriction évidente est que les
traces doivent toutes étre dans [—2,2]. Le théoréme est le suivant :
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Théoréme 4.1.12 (Benedetto-Goldman [3]) Un élément (a,b,c,z,y,2,d) € [-2,2]7 est le
caractére d’une représentation du groupe libre a trois générateurs dans SU(2) si et seulement si

l'une des deux inégalités suivantes est satisfaite :

16 — abed — 2(a® + b% + ¢* + d?) <0
(16 — abed — 2(a® + b2 + 2 +d?))? — (4 —a®>)(4 - )4 — ) (4 —d?) <O.

4.1.4 Variété de caracteres

Nous donnons ici quelques résultats généraux sur la variété de caracteres telle qu’elle est
définie par M. Culler et P. Shalen [I5], sans rentrer dans les détails des démonstrations.

Soit m un groupe finiment engendré. On notera R(w) = Hom(m, SL(2,C)) I'espace des
représentations dans SL(2, C). Commencons tout d’abord par le résultat suivant :

Proposition 4.1.13 L’espace des représentations R(w) est un ensemble algébrique

Preuve : Soit (Aj,...,A,) un ensemble générateur de m. Une représentation p : 1 — G est
uniquement déterminée par la donnée du n-uplet (p(A1),...,p(Ay)). Ici chaque p(A4;) est une
matrice
p(A;) = YT avee wi, i, Yi, 2 € C,
Yi Zi

et on peut donc considérer que p est uniquement déterminé par le 4n-uplet (w1, 1, ..., Yn, 2n)
de nombres compléxes. On peut donc identifier R(m) avec le sous-ensemble de C*" donné par
cette correspondance.

Soit @Q1,...,Q, l'ensemble des relations de m, vu comme des mots en les générateurs
Aq,...,A,. Pour un ensemble de matrices (g1,...,9,), on notera Q;(g1,...,9») la matrice
obtenue en substituant A; par g; dans le mot @;. Alors un 4n-uplet (w1, 1, ..., Yn, 2n) appar-

tient & I’ensemble R() si et seulement si on a

wiz; — Ty = 1, pour tout 7 € [[1,n]],

oG 2)-(Gr ) oo

Ceci montre que I'ensemble R(7) C C*" est I’ensemble des solutions d’un systéme d’équations
polynomiales. O

Remarque 4.1.14 La structure algébrique définie ici est indépendante du choix des

générateurs.

Le lemme suivant est crucial pour comprendre la variété de caractere du groupe libre F), en
n générateurs :

Lemme 4.1.15 La trace d’un mot w(Ay,...,A,) en les matrices Ay,..., A, de SL(2,C) est

2
5
un polynome a coefficients rationnels en les | = M traces :
tij ::tr(AiAj), 1<i<ji<n
tiji =tr(A;A; Ag), 1<i<j<k<n
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

Preuve : Cette preuve est déja présente dans les travaux de Vogt [81], repris ensuite par
Magnus [56].

Tout d’abord nous appliquons l'identité aux triplets de matrices (A;As, Aa, Ay),
(A1, Az, AsAy) et (A4A1, Aa, Ag) pour obtenir les trois identités suivantes :

By = t13tats — tigtas — tatizs — t4ti32 +t1234 + L4213 = 0
Ey = t34t1ty — taatia — titazs — tatiza +t1234 + 2134 = 0
B3 = ty1tats — tyites — tatarz — t3taro + tar23 + 13041 = 0

On a naturellement F; + FE5 — E3 = 0 ce qui nous donne 'identité :

2t1034 = tigtats —titatsa —tatstsn —t13taa +t1at34 +tastar —t132ta —t1togs +totsar +tstar2 (4.1.8)

Dans I’égalité précédente, on peut remplacer A, par n’importe quel mot non-vide et prendre
i, j, k des entiers quelconques. Ainsi par induction nous pouvons exprimer la trace de n’importe
quel mot en fonction des traces de mots de longueur inférieure a trois. g

En particulier, la variété de caractere X (F),) est un sous-ensemble de C'. Les travaux de Vogt
[81] et Magnus [56] montrent que X (F},) est un ensemble algébrique fermé. Une généralisation
de ce théoréme est donnée par Culler et Shalen [I5] qui montrent que pour tout groupe
finiment engendré, ’ensemble X (7) est une variété algébrique. Nous pouvons méme étre plus
précis et expliciter un ensemble d’équations polynomiales définissant cet ensemble algébrique.

Soit maintenant Q)q,...,Q, un ensemble de mots en n générateurs. Définissons pour tout
1<i<nettout 1 <j<rlafonction :

pij : Hom(F3,SL(2,C)) — C
pr— tr(p(QjAi)) — tr(4s).
Cette fonction peut étre écrite comme un polynéme P;; en les @
7 est le groupe ayant pour présentation :

7T:<A17...,An|Q17-"5QT>

et p un élément de Hom(w, SL(2,R)(2,C)), alors p;;(p) = 0 pour tout 4, j. La réciproque est
donnée par le théoreme suivant de Gonzalez-Acufia et Montesinos-Amilibia [37] :

variables ¢; ¢;; et ¢;5. Si

Théoréme 4.1.16 La variété de caractére X (m) est donnée par
X(m) ={2x € X(F,)|P;j(x) =0, pour tout i,j}
En particulier, X (7) est un ensemble algébrique fermé.

L’action de SL(2, C) par conjugaison sur R(w) est également algébrique et nous pouvons donc
définir le quotient algébro-géométrique, noté Hom(mw, SL(2,C))//SL(2,C) qui est une variété
affine dont I’anneau de coordonnées est égal au sous-anneau des fonctions SL(2, C)-invariante sur
Panneau des coordonnées de Hom(m, SL(2,C)). Les travaux de Procesi [73] montrent que dans
le cas ou le groupe est SL(2,C) (ou plus généralement SL(n,C)), 'anneau des coordonnées est
engendré par les fonctions traces. C’est-a-dire que le quotient algebro-géométrique est isomorphe
a la variété de caracteres. Nous n’entrerons pas ici dans la théorie générale des quotients dans
le cadre de la géométrie algébrique (citons quand méme [63] comme référence sur le sujet).
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4.2 Surfaces de caractéristique -1

Dans le cas ou le groupe G est compact, les orbites sous ’action de G sont toujours fermées
et X(m, G) est séparé pour la topologie usuelle. Un ensemble séparé est lui-méme son plus gros
quotient séparé. Ainsi, pour G = SU(2), 'espace de module est identifié & un sous-ensemble de
la variété de caracteres.

4.2 Surfaces de caractéristique -1

Dans la suite de ce chapitre nous nous limiterons généralement au cas on G = SU(2), et
désignerons ’ensemble X(m1 (M), SU(2)) par X(M).

Lorsque M est une surface a bord de caractéristique —1, son groupe fondamental est le
groupe libre a deux générateurs. Il y a quatre types topologiques de telles surfaces :

— la sphere a trois trous g 3 ;

— le tore a un trou ¥y 1 ;

— le plan projectif & deux trous NNj 2

— la bouteille de Klein & un trou Na ;.
Dans chacun des cas, l'espace de module X(M) est donné par la Proposition les espaces
X(M) sont donc tous homéomorphes. Cependant, les espaces de modules relatifs & des classes
de conjugaison au bord ont des formes différentes. Le groupe modulaire est dans chaque cas un
sous-groupe de Out(Fy) agissant sur les espaces de modules relatifs.

Nous étudions 'action du groupe modulaire de facon explicite dans les coordonnées de
I’espace de modules.

4.2.1 Sphere a trois trous

Soit M = 3y 3 une sphere a trois trous. Son groupe fondamental admet la présentation
géométrique suivante :
m1(Zo,3) = (A, B,C[ABC)
ot A, B et C correspondent aux trois composantes de bords de la surface. Le groupe 1 (2o.3) est
isomorphe au groupe libre engendré par A et B. Le caractére d’une représentation p : m1(Xo,3)

est donc donné par les coordonnées (a,b,z) = (tr(p(A)),tr(p(B)),tr(p(AB))). La trace de la
composante de bord est donnée par :

¢ = tr(p(C)) = tr(p((AB)™")) = tr(p(AB)) = x
L’espace de modules est donc :
X(ZO,S) = {(aa ba C) € [*23 2]3 | K(av ba C) < 2} .

La restriction d’une représentation [p] € X(X 3), au bord X(90%¢ 3) est donné par la classe de
conjugaison des éléments p(A), p(B) et p(C). D’apres la proposition 4.1.7, nous avons [SU(2)]? =
[—2,2]3. Soit un élément C = (a,b,c) € [—~2,2]3, l'espace de module relatif & € est réduit & un
seul point.

D’autre part, le groupe modulaire de X 3 est trivial. Ceci nous donne le premier cas trivial
du Théoreme [T

4.2.2 Tore a un trou

Soit ¥7,; un tore a un trou. Son groupe fondamental admet la présentation géométrique
suivante :

77'1(21,1) = <A7B7C| [A7B]C>7
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

ou C correspond au générateur de m(9%1,1). Pour une représentation p € Hom(w, SL(2,C)),
Papplication X(p) = (a, b, z) nous donne les coordonnées de I’espace X(21,1). Nous voyons que
trp(C) = tr(p([A, B])) = a? + b* + 2% — abx — 2 = k(a,b, ). L'espace de module relatif &
C = c € [-2,2] est donc homéomorphe & 'ensemble :

Xe(D11) = {(a,b,2) € [-2,2]? | K(a,b,x) = c}

L’action d’un twist de Dehn s’exprime simplement dans ces coordonnées. Il suffit d’appliquer
des twists de Dehn par rapport a deux courbes suffit pour montrer I'ergodicité de ’action du
groupe modulaire. La méthode utilisée dans la suite pour montrer I'ergodicité dans le cas des
surfaces non-orientables de caractéristique —2 suit le méme principe que la démonstration de
Pergodicité dans le cas du tore & un trou présente dans [30]. Nous exposons ici une démonstration
détaillée pour plus de clarté.

On note 74 le twist de Dehn selon la courbe A. Il est donné par 'élément de Aut(Fs)
suivant :

Ta:A— A
B+—— BA

Le twist de Dehn agit sur X(M) et induit une application R? — R3 définie par :

a tr(p(74(4)))
Ta| b | =7aX(p)) = X(1a(p)) = | tr(p(ra(B)))
tr(p(a(AB)))

Avec l'algorithme décrit précédemment, on peut donner le caractere x(74-p) en calculant chaque
trace tr(p(7a(A))),tr(p(Ta(B))) et tr(p(ra(AB))). Ce qui nous donne lapplication :

ar—a
b—

r+——ar—>b

La fonction a est invariante par ’action de 74. Par définition du groupe modulaire, la classe de
conjugaison € de p(C') doit étre invariante par le twist de Dehn 74. C’est & dire que tr(p(C)) =
¢ = k(a,b, z) est une fonction invariante. Ce qui se vérifie par un calcul direct sur la fonction
k. Soit ¢ = € € [—2,2]. Pour une valeur de a fixée, on note l'intersection :

Ee(11)(a) := Xe(M) N ({a} x R?).
On a donc 'ensemble :

Ee(S1,1)(a) = {a} x {(b,2) € [-2,2]* | (a,b,z) € Xe(M)}
= {a} x {(b,z) € [-2,2]? |a2—|—b2 +2%—abr —2=c}

~ {a} x {(b,x) S L

(b+m)2+T(b—$)2:2+c—a2}

qui est une ellipse contenue dans le plan {a} x R%. Pour comprendre 'action de 74 sur cette
ellipse, on effectue un changement de coordonnées, linéaire en b et x, pour se ramener & un
cercle.

h— +. -
;::\\ b - (4.2.1)

Tb+ ATz
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4.2 Surfaces de caractéristique -1

avec

/\+:\/m+\/2+7aet/\_:\/H—\/m
2 2 '

On a alors :
Ee(Z11)(a) = {(b,7) e R? |02 + &2 =2 + ¢ — a?}.

L’action de 74 sur ce cercle est donnée par ’action sur chacune des coordonnées.

7a(b) = Atz + A" (az — b)
- - A A

A A
o\t AN A g N
=\ /\b+2aa: 2ax+2ab 2ab

= g(/\ﬂ) +A72) — (ATb+ ATab) + (A\Tz 4+ A ax)

_ a3 2—a)v2+a—(24+av2—a 2+a)V2—a+2—-av2+a
—5 + 1 b+ 1 x
_ gm—(“?@‘“) (A"b+ Atz)

_aj (2+a)(2—a).

_§b+—2 x.

De méme, on a :

(2+a)(2—a)-

> b+ -a.

[NJ S

Ta(Z) = -
Notons 04 = cos™1(a/2). Les formules trigonométriques usuelles donnent :

(24+a)(2—a)

5 = sin(cos ™! (a/2)) = sin(f4).

On peut alors exprimer 'action en fonction de 64 :

) b - cosfy sinfgy b
™z —sinf4 cosfy T |

L’action de 74 sur le cercle Ee(M)(a) est donc la rotation orthogonale d’angle 6 4. En particulier,
lorsque 64 est un multiple irrationnel de 7, Paction de 74 est ergodique sur Ee(M)(a). Comme
cos~1(a/2) est un multiple irrationnel de 7 pour presque tout a € [—2,2], on peut appliquer
le Lemme de décomposition ergodique. En effet, Papplication X¢(M) 3 (a,b,z) — a €
[—2, 2], a pour fibres les ensembles Fe(M)(a). Pour toute fonction h : Xe(M) — R invariante
par Paction de 74, il existe une fonction H; : [-2,2] — R telle que h(a,b,x) = H;(a) presque
partout.

Le raisonnement analogue s’applique au twist de Dehn selon B. Ainsi, pour toute fonction
h:Xe(X11) — R invariante par 'action de 73, il existe une fonction Hj : [—2,2] — R telle que
h(a,b,x) = Hy(b) presque partout.

La mesure symplectique sur Xe(X1,1) posséde une expression polynomiale par rapport aux
coordonnées dans R?, et se trouve donc dans la classe de Lebesgue. Nous arrivons donc & la
proposition suivante :

Proposition 4.2.1 Pour tout ¢ € [-2,2], l'action de I's, | est ergodique sur Xe(X1,1).
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

Preuve : Soit ¢ € [-2,2]. L’espace de modules relatif est identifié au sous-ensemble de R?
donné par :

Xe(M211) = {(a,b,z) € [-2,2]° |2® —abz + (a® +b* —2—¢) =0} .

Posons
Ac(a,b) = (ab)? — 4(a®> +b* =2 —¢)

le discriminant de 1’équation quadratique en la variable z donnée par 1’équation On
considere les applications

P Xe(M) —[-2,2] et Py:Xe(M) —[-2,2]
(a,b,z) —a (a,b,z) — x.

Les ensembles de niveaux de P; et P, définissent deux familles F1 et F2.

Soit (ag, bo, o) € Xe(M) tel que A.(ag,bp) > 0. Le réel g est 'une des deux racines
distinctes de 1’équation Il existe un voisinage connexe U de (ag,bg,xq) dans Xe(M)
tel que Ac(a,b) > 0 pour tout (a,b,z) € U. Ainsi sur ce voisinage, la coordonnée xz d’une
représentation est uniquement déterminée par (a,b) ce qui nous donne un homéomorphisme
entre U et un ouvert connexe de R2. Dans ces coordonnées, les applications P; et P, sont
les projections orthogonales sur la premiere et la deuxieme coordonnée respectivement. Les
éléments de F' et F? sont donc envoyés sur les espaces affines {a} x R et R x {b}. Ainsi la
famille 31, 52 engendre U.

Soit (ag, by, o) € Xe(M) tel que Ac(ag,bg) = 0. Tout voisinage connexe U a une partition
en trois sous-ensembles connexes donnés par :

Up = {(a,b,x) € U|Ac(a,b) = 0}
Uy = {(avb@) €U|Ac(a,b)>0et = W}

b— /Au(a,b
U_ = {(a,b,m) eU|A:a,b) >0et x = a2(a)}.

On peut choisir un voisinage U tel que Uy, Uy et U_ sont connexes et pour tout [p] € Uy, la
feuille de P; passant par [p] est d’intersection non-vide avec Uy et U_. En utilisant le résultat
précédent, la famille 1, F? engendre U, et U_. Ainsi la famille F*, 52 engendre U.

En conclusion, pour tout [p] dans Xe (M), la famille F1, 52 engendre un voisinage de [p].
Une fonction h : Xe(M) qui est I'js-invariante est en particulier 74-invariante et 7p-invariante.
Donc h est presque partout constante sur les feuilles de F; et Fy. D’apres le Lemme [3.1.8] on
en déduit que pour tout [p], il existe un voisinage ouvert tel que h presque partout constante
sur ce voisinage. L’espace Xe(M) étant connexe, on en déduit que h est presque partout
constante, ce qui prouve 'ergodicité. O

4.2.3 Plan projectif a deux trous

Soit M = N 2 un plan projectif & deux trous. Son groupe fondamental admet la présentation
géométrique suivante :

m(N12) = (4, B,C| A’BC)
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4.2 Surfaces de caractéristique -1

ou B et C correspondent aux générateurs de m(0N72). Pour une représentation [p] €
Hom(m,SL(2,C)), lapplication X([p]) = (a,b,z) nous donne les coordonnées de l'espace
X(Nl’g).

On calcule ¢ = trp(C) = tr(p(A%2B)) = ax — b. L’espace de module relatif & € = (b,c) €
[—2, 2] s’exprime donc simplement :

Xe(Nio) = {(a,b, z) € [-2,2?

k(a,b,x) <2 }

ar —b=c
Cet espace s’identifie naturellement a 1’ensemble
Yrr ke = {(a,2) € [-2,2] |az = ky et (a+2)? < ko }

ou kg =b+cet ks = (b—2)(c—2)+2 sont des constantes ne dépendant que de b et ¢. L’espace
Yk, ks est Vintersection du disque de rayon y/k2 avec

— une hyperbole lorsque k1 # 0;

— TI'union de deux droites orthogonales (cas limite de ’hyperbole) lorsque k1 = 0.

Le groupe modulaire de la surface N o est trivial. L’espace de modules relatif n’étant pas
réduit a un seul point, ’action ne peut pas étre ergodique.

4.2.4 Bouteille de Klein & un trou

Soit N3 1 une bouteille de Klein & un trou. Son groupe fondamental admet la présentation
géométrique suivante :

m(Naa) = (4, B,C| A*B*C)

ou C correspond au générateur de m1(0N2 1). Pour une représentation p € Hom(w, SL(2,C)),
lapplication X(p) = (a, b, ) nous donne les coordonnées de l'espace X(Na1).

On calcule trp(C) = tr(p(A2B?)) = abx — a® — b*> + 2 = c. L'espace de module relatif a
C = c € [-2,2] s’exprime donc simplement :

Xe(Nap) = {(a,b,z) € [-2,2]* | k(a,b,x) < 2, abzx —a® — b* +2 = c}

2+ 2+
(a,b,z) € [-2,2)3 “(0 40P+ (o +BP <4
= a,0,T 4 2 2
Zx(a—l—b)z—l— +$(a—|—b)2:2—c
2 2 -
{(a,b,x)e[?,?}?’ 2 <2+4¢, +x(a+b)2+ x(ab)ZQC}.

Si ¢ # +2, l'intersection de I'espace Xe(N2,1) avec un plan R? x {x} est une ellipse. L’espace
de modules relatif & ¢ est donc homéomorphe & un cylindre. Les représentations correspondant
au bord du cylindre sont les représentations reductibles telles que k(a, b, z) = 2.

Si ¢ = —2, alors £ = 0 et I’espace de module est le cercle d’équation a? + b? = 4.
Si ¢ = 2, I'intersection de 'espace Xe(N2,1) avec les plan R? x {£2} est un segment de droite
d’équation a = b ou a = —b. Si & # £2, Uintersection est réduite au point (0,0). L’espace de

modules est donc I'union de trois segments.

Le groupe modulaire de Ny ; est engendré par deux éléments : le twist de Dehn selon la
courbe X = AB noté 7x et le crosscap slide v, défini dans le chapitre 1.

Le twist 7x est donné par 1’élément de Aut(Fs) suivant :

A—— AAB
B+—— B 'A7B.
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

(d) e=1,9

(c)e=1

Figure 4.1: Espace de modules pour différentes valeurs de ¢

On a de plus 7x(AB) = AB. Ce qui induit Papplication R? — R? :
ar—axr—b
b—a

= XT.

Le crosscap slide v est 1'élément de Aut(F») suivant :
A+ AABBA™!
B+ AB'ATL

On a de plus v(AB) = AABA~!. Ce qui induit 'application R? — R3 :
ar—bxr—a
b—b

= XT.

La coordonnée x est invariante par Tx et v, donc la fonction [p] — z est constante par
Paction du groupe modulaire. Pour tout ¢ # —2, la fonction [p] — « est surjective sur 'intervalle
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4.3 En caractéristique -2

[—V/2 4 ¢, v/2 + ] et n’est donc pas constante presque partout. L’action n’est donc pas ergodique
sur XG(N271).

Pour ¢ = —2, la fonction = ne prends que la valeur 0, la fonction invariante z est donc
constante. L’action du groupe modulaire sur le cercle est donnée par 7x(a,b) = (—b,a) et
v(a,b) = (—a,b). Sur le cercle, Le twist 7x agit comme la rotation d’angle m/2, et le crosscap
slide comme la symétrie par rapport a la droite a = 0. L’action du groupe modulaire sur le
cercle est exactement l'action du groupe diédral Dy C SO(2) qui est d’ordre 8. Les orbites de
cette action sont finies, et ont au plus 8 éléments. L’action n’est donc pas ergodique. On arrive
donc a la proposition suivante :

Proposition 4.2.2 Pour tout C = c € [-2,2], l'action de I'n, , sur Xe(N2,1) n’est pas ergo-
dique.

4.3 En caractéristique -2

Lorsque M est une surface a bord de caractéristique —2, son groupe fondamental est le
groupe libre F3 a trois générateurs. Il y a cinq types topologiques de telles surfaces, dont deux
sont orientables et trois sont non-orientables :

— la sphere a quatre trous ¥ 4 ;

— le tore a deux trous X; o

— le plan projectif a trois trous Ny 3 ;

— la bouteille de Klein & deux trous Ng o ;

la surface N3 1.
L’ergodicité dans le cas des surfaces orientables est établi par W. Goldman dans [30]. Dans ce
chapitre, nous montrons l’ergodicité dans le cas de Nj 3. Les cas des surfaces Ny 2 et N3 1 sont
commencés ici, mais seront seulement prouvés dans le chapitre suivant en utilisant d’autres
arguments.

4.3.1 Plan projectif a trois trous

Soit M = Nj 3 un plan projectif & trois trous. (voir Figure [4.2)

Figure 4.2: La surface N3

Son groupe fondamental admet la présentation géométrique suivante :

71 (N1 3) = (A, B,C, K| A>BCK)

ol



4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

ou B, C et K correspondent aux générateurs de w1 (0N 3). Le groupe 71 (IV1,3) est le groupe libre
en trois générateurs A, B,C. Pour une représentation [p] € Hom(F3,SL(2,C)), 'application
X([p]) = (a,b, ¢, x,y, z,d) nous donne les coordonnées de I'espace X(Ny 3), satisfaisant I’équation
@E1.7).

On calcule le caractere du bord k = trp(K) = tr(p(A?BC)) = ad — y. L’espace de module
dans SU(2) relatif & € = (b, ¢, k) € [—2,2] est un sous-ensemble ouvert de :

0101 (s el | 1 5 st ion @)

Pour € fixé, on remplace y par son expression en fonction de a,d et y, dans ’équation (4.1.7)).
L’équation devient alors

A+ +E+d 2+ R (4.3.1)
((ab+ ed)x + (xz — be — da)k + (ca + bd)z) + adxz — 4 = 0.
L’esspace de module relatif & € est donc identifié a :
Xe(Ni3) = {(a,2,2,d) € [-2,2]"|(a,b,c, z, 2,d, k) satisfait I'équation (£.3.1)}

On regarde maintenant 'action de certains twists de Dehn dans les coordonnée (a,x, z, d)
de lespace Xe (N1 3).

4.3.1.1 Twist de Dehn selon T = AAB

Figure 4.3: La courbe T’

La courbe dessinée dans la Figureest représentée par I'élément T' = AAB dans m1 (N1 3).
C’est une courbe séparante a deux cotés, on peut donc définir le twist de Dehn 71 selon T'. 11
est donné par automorphisme de 71 (M) suivant :

A— A
B— B
C+— B 1A 'A'CABB.
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4.3 En caractéristique -2

Les éléments correspondant a X, K, Z et D sont transformés sous ’action de 7 comme suit :

X = AB+— AB
Z=CAw— B 1A 'A"'CABBA
D = ABC — A"'CABB
K = AABC — CABB.

On vérifie facilement que la transformation laisse invariant la classe de conjugaison des éléments
de bord B, C et K, et donc le caractére du bord € = (b, ¢, k). Nous calculons la trace de chacun
des éléments 71 (A), 7r(X), 7r(Z) et 7p(D) en fonction de (a,b, ¢, x, z,d, k). Le twist de Dehn
induit donc I'action sur les coordonnées (a, z, z,d) € [—2,2]* donnée par :

a—a

T —x

z a2’z — a’kr — acx + b2z — 2abxz

+ axd + bex + abk + kx — be + ac — z
d—ak —axz+cx + bz —d.

Les coordonnées a et x sont invariantes par l'action de 7. On peut donc étudier I'action sur
les deux coordonées (z,d) en considérant ensemble :

Ee(Ni13)(a,z) = Xe(M) N ({a,x} x R?)
= {(d,z) € R? | (a,b, ¢, 2, 2, d, k) satisfait ’équation }

pour (a,z) € [—2,2] fixés et un élément C de X(OM) fixé.
Posons tr(AAB) = ax — b = t. Pour t # +2, Péquation (4.3.1) se réécrit sous la forme :

2 (- TR 200 (g CmAETOY g

t+2 4 t—2

avec
(12 + 2 + k2 — tck — 4)(a® + b2 + 2% — abx — 4)

4 —t2
Notons @, la forme quadratique a coefficients positifs définie pour v # 42 par :

RT =

2, 2
Quin,¢)= T Ve, (43.3)

4 — 12
Pour C et (a,x) fixés, I’équation (4.3.2) peut s’écrire sous la forme :

Qi(d—do(T),z — 20(T)) = Rr

do(T) = ac + zk — t(ak + cx) (4.3.4)
zo(T) = ak + xc. (4.3.5)
(4.3.6)

Le terme Ry est Tp-invariant, et nous montrons que :

Rr > 0.
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En effet, on a tout d’abord 4 — ¢2 > 0. D’autre part, pour une représentation p du groupe
(A,B,C) dans SU(2), la restriction de la représentation au sous-groupe libre (A, B) est
également dans SU(2). La caractere de la restriction est donné par (a,b,z) et d’apres le
Théoreme [£.1.9 nous avons :

a? 4+ b2+ 2% —abz —4<0.

De méme, le caractére de la restriction d’une représentation au sous-groupe libre (AAB, C') est
donné par (¢,c, k). En effet, AAB =T et AABC = K. On a donc l'inégalité :
t2+02+k2—tck—4§0,

ce qui prouve que Ry > 0. L’ensemble Ee(a,z) est donc une ellipse, centrée en (zo(7T'), do(T)).
L’espace de module Xe(N73) est décomposé en une famille d’ellipses paramétrées par C et

(a,z).
L’action de 77 sur Ee(N1,3)(a,x) est donnée par :

z zo(T) =1t ] z | | 2(T)
l: d :| — |: do(T) :| + |: 4 1 d do(T) . (4.3.7)
Apres un changement de coordonnées affine de la méme forme que (4.2.1]), on ramene ellipse
Ec(a,x) en un cercle centré en (0,0). Dans ces coordonnées, la transformation induite par 7r
est la rotation d’angle 7 = 2cos™1(t/2). En particulier, avec C € X(0M) fixé, pour presque
tout (a,x) € [—2,2], Pangle 67 est un multiple irrationnel de 7. Donc pour presque tout (a, ),

Paction de 77 sur lellipse Fe(a,z) est ergodique.
On peut appliquer le Lemme de décomposition ergodique. En effet, I’application

Xe(M) > (a,z,2,d) — (a,z) € [-2,2)?

a pour fibres les ensembles Ee(N; 3)(a, ). Nous obtenons alors la proposition suivante :

)

Proposition 4.3.1 Pour toute fonction h : R* D Xe(N1,3) — R invariante par l’action de Tr,

il existe une fonction Hy : [—2,2]?> — R telle que h(a,x,z,d) = Hy(a,x) presque partout.

4.3.1.2 Twist de Dehn selon U = CAA

La courbe dessinée dans la Figureest représentée par I’élément U = CAA dans w1 (N1 3).
C’est une courbe séparante a deux cotés, on peut donc définir le twist de Dehn 7y selon U. 11
est donné par 'automorphisme de 71 (N7 3) suivant :

A— A
B— A7'A7'CTIBCAA
Cw— C.
Les éléments correspondant a X, K, Z et D sont transformés sous ’action de 7 comme suit :
X =AB— A71C 'BCAA
Z=CA— CA
D = ABC — A™'C7'BCAAC
K = AABC — C™'BCAAC.
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4.3 En caractéristique -2

Figure 4.4: La courbe U

On vérifie facilement que la transformation laisse invariant la classe de conjugaison des éléments
de bord B,C et K, et donc le caractere du bord € = (b, ¢, k). Le twist de Dehn induit donc
action sur les coordonnées (a,x, z,d) € [-2,2]* donnée par :

a—a

x—ab—zy+cd—zx

z =z

d —ad — ay + abc — acx + abz — axz + acdz — acyz+
a’d + ac’d — ay2*.

Les coordonnées a et z sont invariante par l'action de 77 On peut donc étudier 'action sur les
deux coordonnées (x,d) en considérant 1’ensemble :

{(z,d) € R? | (a,b,c, 7, z,d, k) satisfait 'équation (£3.1)}

pour (a,z) € [—2,2] fixés et un élément C de X(OM) fixé.
Posons tr(CAA) = az — ¢ = u. Pour u # £2, "équation (4.3.1)) peut se réécrire sous la
forme :

Qu(r —zo(U),d — do(U)) = Ry

avec
do(U) = ab+ zk — v(ak + b2) (4.3.8)
zo(U) = ak + zb (4.3.9)
w?+ 02+ k%—ubk —4)(a®> + 2+ 22 —acz — 4
Ry = ( 1 —)(u2 ) (4.3.10)

Le terme Ry est Ty-invariant et positif. En effet, on a 4 — u? > 0. On reconnait (a,c,z) et

(u, b, k) comme les caractéres de représentation des groupes libres (C, A) et (U, B) dans SU(2).
En effet, on retrouve CA = Z and UB = CKC~!. Donc d’apres le Théoreme on a:

a’®+c?+ 2% —acz—4<0, (4.3.11)
u? + % 4+ k? —ubk —4 <0. (4.3.12)

L’ensemble Ee(N; 3)(a,z) est donc une ellipse, centrée en (xo(U),do(U)). L'espace de module
Xe(N1,3) est donc décomposé comme une famille d’ellipses paramétrées par C et (a, 2).
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L’action de 1y sur Ee(Ni 3)(a, z) est donnée par :

T zo(U) w—-1 u ) T | xo(U)
2o [2@) o (2] 29 ]). s
Aprés un changement de coordonnées affine de la méme forme que [£:2.1] on ramene Dellipse
Ee(N13)(a,z) en un cercle centré en (0,0). Dans ces coordonnées, la transformation induite

par 7y est la rotation d’angle 0y = 2 cos™!(u/2).
En utilisant les mémes arguments que pour le twist 77, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.3.2 Pour toute fonction h : R* D Xe¢(M) — R invariante par action de 1y,

il eziste une fonction Hy : [—2,2]? — R telle que h(a,z, 2,d) = Ha(a, z) presque partout.

4.3.1.3 Twist de Dehn selon W

Figure 4.5: La courbe W

La courbe dessinée dans la Figure est représentée par 1’élément W = CAB~1A~! dans
71(N1,3). C’est une courbe séparante & deux cotés, on peut donc définir le twist de Dehn Ty
selon W. Il est donné par I'automorphisme de 71 (N 3) suivant :

A CAB A~ 'C 'AB
B+ (B'AT'CA)B(A™'C™'AB)
Cw— CAB™'A 'CABA'C™' =wCew L.

Les éléments correspondant a X, K, Z et D sont transformés sous ’action de 7 comme suit :

X =AB+— AB
Z=CA— CA
D = ABC + ABCAB 'A™'CABA™'C™!
K = AABC + (CAB 'A 'C 'AB)ABCA(B *A~'CABA™'C™).
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4.3 En caractéristique -2

On vérifie facilement que la transformation laisse invariant la classe de conjugaison des éléments
de bord B,C et K, et donc laisse bien invariant le caractére du bord € = (b, ¢, k). Le twist de
Dehn induit donc Paction sur les coordonnées (a, z, z,d) € [~2,2]* donnée par :

a —w(ze —d) — (z(cw — b) — (z¢ — a))

d —w(dw — (z¢ — a)) — (z(wb — ¢) — (zb — d)),

ot w = tr(W) = tr(CAB~1A™1) = 2z — k. Les coordonnées z et z sont invariante par 'action
de Ty . On peut donc étudier l'action sur (a,d) en considérant ’ensemble :

Ee(Ni3)(z,2) = {(a,d) € [-2,2]* | (a,b,c, z, z,d, k) satisfait 'équation (£.3.1)}

pour (z,z) € [—2,2] fixés et un caractere du bord € fixé.
Pour w # £2, équation (4.3.1)) peut se réécrire sous la forme :

Qu(a—ag(W),d —do(W)) = Rw,
avec

ag(W) = bz + cz — w(bz + cx)
do(W) =bz + cx
(22 + 22 + k2 — 22k — 4)(b® + 2 + w? — bew — 4)

Ry = .
w 4 —w?

Le terme Ry est Ty-invariant et positif. En effet, on a 4 — w? > 0. On reconnait (z,z, k) et
(b, ¢, w) comme les caracteres de représentation des sous-groupes libres engendrés par (X, Z) et
(C,AB~'A~1) dans SU(2). En effet, on retrouve XZ = ABCA = A"'WA and CAB™1A~! =
W. Donc d’apres le Théoreme 4.1.9} on a :

(22 + 22+ k> —azk —4) <0,
(b* 4+ +w? — bew — 4) < 0.

L’ensemble Ee (N7 3)(z, z) est donc une ellipse, centrée en (ao(W), do(W)). L'espace de module
Xe(N1,3) est donc décomposé comme une famille d’ellipses paramétrées par C et (z, z).
L’action de 7w sur Ee(N13)(z, ) est donnée par :

a ap(W) w =1 w | a | | ap(W)
|: d ] — |: do(W) :| + l: —w 1 d do(W) . (4.3.14)
Apres un changement de coordonnées affine de la méme forme que on ramene ellipse
Ee(N1,3)(z, z) en un cercle centré en (0,0). Dans ces coordonnées, la transformation induite

par Ty est la rotation d’angle fy = 2 cos™(w/2).
En utilisant les mémes arguments que pour le twist 77, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.3.3 Pour toute fonction h : R* D Xe(N1,3) — R invariante par l'action de Ty,
il existe une fonction Hy : [-2,2]? — R telle que h(a,z,2,d) = Hz(x, z) presque partout.
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

4.3.1.4 Conclusion

Proposition 4.3.4 Pour tout C = (b, ¢, k) € [~2,2]*, Uaction de Ty, , sur Xe(Ny3) est ergo-
dique.

Preuve : Soit C = (b, ¢, k) et une fonction h : Xe(N13) — R qui est I'-invariante. En
particulier, f est 7,7y et Ty invariante. Elle est donc constante sur les ensembles de niveau
F'. 2 et F3 des trois fonctions suivantes :

Pl(aaxwzad):(avw) PQ(CL,:L'vZad):(aaZ) P3(a7xazvd):(xaz)'

La famille F!,52 F3 engendre l'espace Xe(N1,3). En effet, espace est identifié au sous-
ensemble de R* donné par :

Xe(N1g) = {(a,w,z,d) € [-2,2]*|d* — R(a,z,2)d + S(a,z,2) = O}
ol

R(a,z,z) = axz — cx — bz + ak
S(a,z,2) = a® +b* + A+ 2%+ 22 + k* — abx — kxz — bck — acz — 4.

Posons
Aa,z,z) = (R(a,x,z))2 —45(a,z, 2)

le discriminant de I’équation quadratique en la variable d donnée par 1’équation.

Soit (ao, zo, 20,do) € Xe(N1,3) tel que A(ag,xo,20) > 0. Alors dy est I'une des deux ra-
cines distinctes de ’équation quadratique. Il existe un voisinage connexe U de (ag, Zo, 20, dp)
dans Xe(M) tel que A(a,z,z) > 0 pour tout (a,x,z,d) € U. Ainsi sur ce voisinage, la coor-
donnée d d’une représentation est uniquement déterminée par (a,z,z) ce qui nous donne un
homéomorphisme entre U et un ouvert connexe de R3. Dans ces coordonnées, les applications
Py, P, et P3 sont les projections orthogonales sur trois plans orthogonaux. On en déduit que
les familles ', F2 et F3 sont envoyés sur les espaces affines :

?;ZRQX{Z}
F2=Rx {2} xR
F! = {a} x R%

Ainsi la famille 31, 32, 33 engendre U.
Soit (ag, xo, z0,do) € Xe(N13) tel que A(ag, zo,20) = 0. Tout voisinage connexe U a une
partition en trois sous-ensembles donnés par :

Uo = {(a,z,2,d) € U|Ala,z,z) = 0}

A
Uy = {(mm,z,d) eU|A(a,z,2) >0 etz = R(a,z,2) +2 (a,x72)}

— VA
U:{(“vmvz’d)€U|A(a,x,Z)>0etx=R(a’l’"z) 5 (a,w,Z)}

On peut choisir un voisinage U tel que Uy, Uy et U_ sont connexes et pour tout [p] € Uy, la
feuille de P; passant par [p] est d’intersection non-vide avec Uy et U_. En utilisant le résultat
précédent, la famille 31, 72, F3 engendre U, et U_. Ainsi la famille ', 2, F3 engendre U.
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4.3 En caractéristique -2

En conclusion, pour tout [p] dans Xe(Ny3), la famille F*,F2,F3 engendre un voisinage
de [p]. Une fonction h : Xe(Ni3) qui est I'y, ,-invariante est en particulier 7y-invariante,
Tr-invariante et Ty -invariante. Donc h est presque partout constante sur les feuilles de F', F2
et F3. D’apres le Lemme on en déduit que pour tout [p], il existe un voisinage ouvert
tel que h presque partout constante sur ce voisinage. L’espace Xe (N7 3) étant connexe, on en
déduit que h est presque partout constante, ce qui prouve 'ergodicité. O

4.3.2 Bouteille de Klein a deux trous
Soit M = N2 une bouteille de Klein & deux trous. (voir Figure

@e 2 (207)

X Y

Figure 4.6: La surface Ns 2

Son groupe fondamental admet la présentation géométrique suivante :
m1(Nop) = (A, B,C, K | A’B*CK)

ou C et K correspondent aux générateurs de m1(ON32). Le groupe m(Naz2) est le grouep
libre en trois générateurs A, B, C. Pour une représentation [p] € Hom(w, SL(2, C)), Papplication
X([p]) = (a, b, ¢, z,y, z,d) nous donne les coordonnées de 'espace X (N2 2), satisfaisant I'équation
@.1.7).

On calcule le caractere du bord k = trp(K) = tr(p(A2B%C)) = adb — az — by + c.

L’espace de module dans SU(2) relatif & € = (¢, k) € [—2,2] est un sous-ensemble de :

:{@(NQ,Q):{(avbacvmvyazvd)e[_2a2]3| ‘ ,adb—az—by—i—c:k}

Pour € fixé, et a,b non-nuls, on remplace d par son expression en fonction de a, b, c,y, z et k.

az+by—c+k
ab

L’ensemble des représentations [p] telles que a, b sont nuls, est un ensemble de mesure nulle de
X(N3,2). On se place donc dans le complémentaire de ce sous-ensemble pour montrer I’ergodicité
dans le cas de la bouteille de Klein & deux trous.

L’équation (4.1.7]) devient alors

22+ (by — o) (3) + (%)2 42Dz + 2Bz + F =0 (4.3.15)

d:
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

avec
a?b? — ¢ + ck + bey 2c — 2k — 2by — b*c + b?k + b3y + a’by
D = ,E == ]
—2ab —2ab?
1
F=——(k*+ (by — c)* — (a® — 2)(by — c)k + a®b*(a® + b* + ck — 4) — a®ck + a®bey).

a2b?

L’esspace de module relatif & € est donc identifié a

{(a,b,z,y,2)|(a,b,c,z,y, 2, k) satisfait I’équation (4.3.15))}

On regarde maintenant 'action de certains twists de Dehn dans les coordonnées (a, b, z, y, 2)
de lespace Xe(Na2).

4.3.2.1 Twist de Dehn selon U = BBC

Figure 4.7: La courbe U

La courbe représentée dans la Figure [£.7] est représentée par 1'élément U = BBC dans
71(Ng,2). C’est une courbe séparante & deux cotés, on peut donc définir le twist de Dehn 7y
selon U. Il est donné par automorphisme de 1 (N22) suivant :

A— A
B+ BBCBC'B'B™!
C '+~ BBCB'B™'.

Les éléments correspondant a X,Y, Z et K sont transformés sous ’action de 70 comme suit :

X = AB+— ABBCBC~'B~'B~!
Y = BC — BBCB™!
Z=CAw— BBCB'B'A

K = AABC — AABBC.

On vérifie facilement que la transformation laisse invariant la classe de conjugaison des éléments
de bord C et K, et donc le caractére du bord € = (¢, k). On peut calculer la trace de chacun
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4.3 En caractéristique -2

des éléments 7 (A), 7y(B), Tv(X), 7v(Y) et 7y (Z) en fonction de (a,b, ¢, x,y, 2, k). Le twist
de Dehn induit donc laction sur les coordonnées (a, b, z,y, z) € [—2,2]®> donnée par :

av—a
b+—b
z —b?zy? + byz — b3dy — aby® + b’cd + Px

— 2bcxy + 2bdy — bez + acy — yz —cd + ab — x
Y=y
2 =b(b?d — bry —bz 4+ cx +ay —d) — bd + z

Les coordonnées a, b et y sont invariante par ’action de 77. On peut donc étudier I'action sur
(z, z) en considérant ’ensemble

Ee(Nap2)(a,b,y) = Xe(M) N ({a,b,y} x R?)
= {(z,2) € R? | (z, 2) satisfait I'équation (£.3.15)} .

pour (a,b,y) € [—2,2] fixés et un élément € = (¢, k) € [—2,2]? fixé.
On pose 2’ = 7, et on peut calculer tr(BBC) = by — ¢ = u. Pour u # 42, on peut réecrire

I’équation (4.3.15)) sous la forme :

Qu(r —z0(U), 2 — 2,(U)) = Ry

avec
xo(U) = ab+ zk — v(ak + bz) (4.3.16)
20(U) = ak + zb (4.3.17)
;P Aty —bey —4)((a® - 2)? +u® + k? — (a® — 2)uk — 4)
= P re . (4.3.18)

Le terme R}, est Ty-invariant et positif. En effet, on a a?(4 — u?) > 0. On reconnait (b, ¢,y) et
((a® —2),u, k) comme les caracteres de représentation des groupes libres (B, C) et (AA, BBC)
dans SU(2). On retrouve BC' =y and AABBC = K, donc d’aprés le Théoréme on a:

b4+ 4+ y? —bey —4 <0, (4.3.19)
(a® = 2)2 +u? + k* — (a* — 2)uk —4 < 0. (4.3.20)
L’ensemble Ee (N2 2)(a,b,y) est donc une ellipse, centrée en (zo(U), z5(U)). L’espace de module

Xe(M) est donc décomposé en une famille d’ellipses paramétrées par C et (a,b,y).
L’action de 1y sur Ee(N22)(a,b,y) est donnée par :

x 2o(U) w—=1 u | z | | zo(U)
[ 2 } - [ (0 ] + [ w1 2 20 1) (4.3.21)
Apres un changement de coordonnées affine de la méme forme que on ramene ’ellipse
Ee(Naz2)(a,b,y) en un cercle centré en (0,0). Dans ces coordonnées, la transformation induite

par 7y est la rotation d’angle 6y = 2cos™!(u/2).
En utilisant les mémes arguments que précédemment, on en déduit la proposition suivante :
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Proposition 4.3.5 Pour toute fonction h : R5 D Xe(Nas) — R invariante par laction de 1y,
il existe une fonction Hy : [—2,2]> — R telle que h(a,b,z,y,z) = Hi(a,b,y) presque partout.

Remarque 4.3.6 Une démonstration directe de l’ergodicité est possible en utilisant la méme
méthode que pour le plan projectif a trois trous. Néanmoins, pour €éviter des calculs inutiles,

nous finirons la preuve au chapitre suivant en utilisant un autre argument pour conclure.

4.3.3 Surface de genre trois a un trou

Soit M = N3 1 une surface non-orientable de genre trois & un trou. (voir Figure [4.8)

@oa (2F)

Figure 4.8: La surface N3

Son groupe fondamental admet la présentation géométrique suivante :
(N1 3) = (A, B,C, K| A?B*C?*K)

ou K corresponds au générateur de 71 (ON31). Le groupe m1 (N3 1) est le groupe libre en trois
générateurs A, B,C. Pour une représentation [p] € Hom(w, SL(2,C)), application X([p]) =
(a,b,c,z,y, z,d) nous donne les coordonnées de I’espace X(N3 1), satisfaisant I’équation .
On calcule le caractere du bord k = trp(K) = tr(p(A2B2C)) = abed — bey — acz — bax +
a?+ b2+ -2
L’espace de module dans SU(2) relatif & € = k € [—2, 2] est identifié & un sous-ensemble de :

o o3 | (a,b,¢,2,y, 2, d) satisfait Péquation (4.1.7)
xG(N&l) C {(a7b7 c,x,y,z,d) € [ 272] abed — bcy — acz — bax_’_aZ + b2 + C2 J, —

Pour C fixé, et a, b, c non-nuls, on remplace d par son expression en fonction de a, b, c,y, z et k.

_ bey + acz +abr —a? —b%> -2+ 2+ k
N abc ’

d

L’ensemble des représentations [p] telles que a,b, ¢ sont nuls, est un ensemble de mesure nulle
de X(N3,1). On se place donc dans ce sous-ensemble pour montrer l'ergodicité dans le cas de la
surface N3 j.

L’équation (4.1.7) devient alors :

T2 2_ 2 zy y\?
(E) + (acz —a* —c* +2) (Za)ﬁ-(g) +2Dx+2Ey+ F =0, (4.3.22)
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avec

1
D' = W(a202 —2a?% — ab’cz — acz + 2acz + b?c? — 262 4+ c* — 2k — 4c® + 2k + 4)
abc
1
B = 27b(a4 —adcz + a?b? + a%c? — a’k — 4a® — ab*cz + 2acz — 2b% — 2¢2 + 2k + 4)
a?bc
1
F = m(a4 + a®b?cz — 2a3cz + a?b Pk — 2a%b%c? + 2a%b% + a?c?2? + 2a®c? — 2a%k —
c?b%a

402 + abtcz + ab? Pz — ab?ckz — dab?cz — 2ac’ 2 + 2ackz + dacz + b* + 20%¢% — 2%k — 4b% + ¢* —
2c%k — 4c? + k? + 4k + 4).

L’esspace de module relatif & € est donc identifié a

{(a,b,e,z,y, z)|(a,b,c,x,y, z, k) satisfait ’équation (4.3.22)}

On regarde maintenant l'action d’un certain twists de Dehn dans les coordonnée
a,b,c,z,y,z) de 'espace X (N3 1).
b de I’ Xe(Ns,

4.3.3.1 Twist de Dehn selon U = BBC

Figure 4.9: La courbe U

La courbe dessinée dans la Figure est représentée par 1’élément U = AACC dans
7m1(N3.1). Cest une courbe séparante a deux cotés, on peut donc définir le twist de Dehn
Ty selon U. Il est donné par 'automorphisme de 71 (N31) suivant :

A— A
B+ AT2C72BC?A?
Cw— C.

Les éléments correspondant a X,Y, Z et K sont transformés sous ’action de 7 comme suit :

X =AB— A7'C™2BC?4A
Y = BC — A~2C72BC?A%C
Z=CA— CA

K = AABBC — AABBC.
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On vérifie facilement que la transformation laisse invariant la classe de conjugaison de I’élément
de bord K, et donc le caractere du bord € = k. Avec lalgorithme, on peut calculer la trace de
chacun des éléments 1y (A), 7y(B), (X)), 7v(Y) et 7¢(Z) en fonction de (a,b, ¢, x,y, 2, k). Le
twist de Dehn induit donc I’action sur les coordonnées (a, b, ¢, x,y, z) € [—2,2]° donnée par :

a—a

b —b

c e

z —c3d — yz — x — 2ed + chz + cay + x

y—Uy(a,b,c,z,y, 2, k)

z =z
ol
Uy(a,b,c,z,y,2, k) = —a*bc® + a*be + a*cPy + a?bctz — a®bcPz + aPc3x — aPclyz — a3cPd —
2a3cx + a®d — a?bc® — abc32? 4 4a%bc® + a’bez? — 2a’be — a’ctaz + a’cty + a’cBdz + 3a’Prz +
a’c?yz? —3ac®y — 2a’cdz — a’xz — a®y + abc*z — 3abc?z + abz + ac’x — act*d — bacdx — acdyz +
dac?d + bacx + 2acyz — 2ad +y

Les coordonnées a, b, ¢ et z sont invariante par I’action de 77. On peut donc étudier I’action
sur (z,y) en considérant ’ensemble

Ee(N31)(a,b,c,2) = Xe(M) N ({a,b,c, 2} x R?)
= {(z,y) € R? | (z,y) satisfait I'équation (£3.15)} .

pour (a,b,c,z) € [~2,2] fixés et un élément C = k € [—2,2]? fixé.
On pose y = ¥ et 2/ = £, et on peut calculer tr(AACC) = acz — a* — ¢ + 2 = u. Pour
u # 2, on peut réecrire I’équation (4.3.22)) sous la forme :

Quz’' —xp(U),y —yp(U)) = R

avec
1
2y (U) = m(—a‘% + adcuz — a?b*u — a’c*u + 2a%c? + a’ku + 4a’u — 4a® + ab*cuz —
2ab%cz — 2ac3z — 2acuz + 4acz + 2b%c? 4 2b%u — 4b% 4 2¢* — 2%k + 2c?u — 8¢? — 2ku + 4k — 4u+8)
1 .
yo(U) = m(?a4 —2a3cz + 2a%b% — a?cu + 2a%c? — 2a%k + 2a%u — 8a® + ab®cuz —
2ab?cz + acPuz — 2acuz + 4acz — b?u+ 2b%u — 4b? — cru+ *ku+4cPu — 4c? — 2ku+ 4k — 4u+8)

et

(a® + 2 + 22 —acz — 4)((b® — 2)% +u? + k? — (b% — 2)uk — 4)
b2(4 — u?)

Le terme R est Tp-invariant et positif. En effet, on a b%(4 —u?) > 0. On reconnait (a,c, z) et

((b*=2),u, k) comme les caracteres de représentations des groupes libres (A4, C) et (BB, CCAA)

dans SU(2). En effet, on retrouve AC' = Z and AABBCC = K. Donc d’apres le Théoreme

ETI9 ona:

R =

(a®> +c® + 2% —acz — 4) <0, (4.3.23)
(* —2)* + u* + k% — (b* — 2)uk — 4) < 0. (4.3.24)
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L’ensemble Ee(N31)(a,b,c, z) est donc une ellipse, centrée en (z((U), yo(U)). L'espace de mo-
dule Xe(M) est donc décomposé en une famille d’ellipses paramétrées par C et (a, b, ¢, 2).
L’action de 7y sur Ee(a,b,y) est donnée par :

x’ x4(U) ] [uzl U } ({x’] {mé(U) })
— + . — . 4.3.25
AN N e (43:29)
Apres un changement de coordonnées affine de la méme forme que on ramene ellipse
Ec(a,b,c,z) en un cercle centré en (0,0). Dans ces coordonnées, la transformation induite par

Ty est la rotation d’angle 0y = 2 cos™!(u/2).
En utilisant les mémes arguments que précédemment, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.3.7 Pour toute fonction h : RS D Xe(N31) — R invariante par Uaction de
v, il existe une fonction Hy : [—2,2]* — R telle que h(a,b,c,x,y,2) = Hi(a,b,c,2) presque

partout.

4.4 Surface fermée de genre trois

Nous terminons ce chapitre par une étude de ’action du groupe modulaire dans le cas de
la surface fermée non-orientable de genre trois. Le groupe fondamental de cette surface n’est
pas libre, cependant il est engendré par trois éléments. La variété de caracteres s’exprime donc
comme un sous-ensemble de la variété de caractere de F3. Les méthodes utilisées étant les
mémes que dans les autres cas étudiés dans ce chapitre, il semble naturel de ’étudier ici.

Soit N3 la surface fermée non-orientable de genre trois. Son groupe fondamental admet la
présentation géométrique suivante :

7 =m(N3) = (A, B,C|A*B*C?)
D’apres la construction de la variété de caractére, nous savons que X (m1(N3)) est un en-
semble algébrique dans C’. Le théoréme suivant exprime la variété de caractéres comme un

ensemble algébrique dans C*.

Théoréme 4.4.1 L’application

X(’/Tl(Ng)) E— (C4

est injective. Son image est l’ensemble des (a,b,c,d) € C* satisfaisant I’équation :

2(a® +b* + ¢ —4) — abed = 0 (4.4.1)
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

Preuve : La relation du groupe 7 implique que ¢((AB)~!) = ¢(BCCA). En calculant
dans les coordonnées on a donc
T =cd— .

De méme, en utilisant (BC)~! = CAAB et (CA)~! = ABBC on obtient les égalités
y=ad—y, z=>bd— z.

Ce qui nous donne de fagon équivalente :

cd ad bd
r=—, = —, 2= —.
2 Y= 2
L’application [p] — (a,b,c,d) est donc injective.
D’autre part, on a A2B%2C? = I et donc tr(42B%C?) = 2. En remplacant les coordonnées
x,y, z par leurs valeurs en fonction de a, b, ¢, d, on obtient :

_abcd_
5=

2.

(a®> +b* +c* —2)

Ainsi, I'élement (a, b, ¢, d) satisfait 'équation (4.4.1)).

1l suffit maintenant de montrer que pour tout (a,b,c,d) satisfaisant I’équation le
caractere (a, b, ¢, %, ‘I—Qd, bd ') est le caractere d’'une représentation de 71 (N3). Pour cela, nous
utilisons le Théoreme pour montrer que la variété de caractere de m(N3) s’identifie
avec :

(a,b,c,x,y, z,d) satisfait I’équation [4.1.7]

a’cy + ab*cd — abexy — abez + ac’x — acd — ax — cy = 0
abd —az —by =0
cbd —cz —bxr =0

X(”T) = (a’a b,c,x,y, z, d) € (C7

Une simple calcul nous montre que les quatres équations sont vérifiées par tout élément de
la forme (a, b, ¢, “’2—‘1, %d, %, d) avec (a, b, c,d) satisfaisant l) O

Ce théoreme nous permet d’exhiber simplement une fonction non-constante et invariante
par ’action du groupe modulaire.

Proposition 4.4.2 La fonction

fp : X(N3,8L(2,C)) — C
o] — tr(p(ABC))
est continue, surjective et invariante par l'action du groupe modulaire I'y,.

Preuve : La continuité de la fonction trace induit la continuité de la fonction fp. Pour tout
d € C le quadruplet (v/2,v/2,0,d) satisfait les conditions L’invariance de la fonction fp
est une conséquence directe du Théoreme En effet, tout élément du groupe modulaire
envoie 'élément ABC €  sur un conjugué de ABC ou de (ABC)~!. Dans SL(2,C) un élément
et son inverse ont la méme trace, ce qui termine la preuve. O

Il semble donc naturel d’étudier ’action du groupe modulaire sur I’ espace

Wy = {(a,b,c) € C* | (a,b,c,d) € X(N3)}
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4.4 Surface fermée de genre trois

pour d € C. En particulier sur les caracteres réels Vy = Wy NR3 avecd € R qui contiennent les
représentations dans SU(2) et dans SL(2,R).

Nous remarquons tout d’abord que V_g; est le symétrique de V; par une symétrie centrale
par rapport & l'origine, il suffit donc d’étudier I’ensemble V,; pour les valeurs positives de d.

Pour d > 2, I'espace V; est constitué d’une seule composante connexe homéomorphe a une
sphére & quatre trous. Pour d €]0, 2|, 'espace Vj est constitué de 5 composantes connexes, dont
quatre sont contractibles et permutées par des changements de signes et la cinquiéme est com-
pacte & l'intérieur de [—2,2]®. Cette composante compacte contient toutes les représentations
dans SU(2) mais également des représentations dans SL(2, R).

Pour d = 0, l'espace V;) n’a qu’'une seule composante qui est la sphere de rayon 2 dans
R3. (Nous observons que lorsque d tend 0, la distance entre les composantes contractibles et
Porigine tend vers l'infini.

Figure 4.10: Ensembles V, pour différentes valeurs de d

Proposition 4.4.3 Pour tout d € [-2,2]\ {0}, laction du groupe modulaire sur Vy N [-2,2]3

est ergodique.

Preuve :
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4. VARIETE DE CARACTERES EN PETITE CARACTERISTIQUE

Le twist Tx est représenté par un élément de Aut(w) agissant sur les générateurs comme

Ar—— AAB
B— B 'A7'B
C—C

Ce qui induit 'application sur les coordonnées :

cd

— —b
ab—>a2
b—a

rH——=cC

Le twist 7x agit comme la rotation d’angle 0x = cos_l(%) sur Dellipse
2 2, 12 cd 2
Ei(c) = {(a,b) € [-2,2)*|a”* + b —ab?:él—c}.

En particulier, lorsque 6x est un multiple irrationnel de 7, I'action de 7x est ergodique sur
E4(c). Sid# 0, alors pour presque tout ¢, 'angle cos_l(%d) est un multiple irrationnel de 7. En
appliquant le Lemme de décomposition ergodique, on en déduit que toute fonction h : V; — R
qui est Tx-invariante est constante sur les lignes de niveau de la fonction (a, b, c) — c.

De méme, en appliquant le twist 7y, on en déduit que toute fonction invariante est
constante sur les lignes de niveau de la fonction (a,b,c) — a. Les lignes de niveau des deux
fonctions engendrent 1’espace Vy, et on en déduit 'ergodicité de ’action du groupe modulaire
sur VN [—2,2)3. O

Pour d = 0, ’espace V; est une sphere. Le twist de Dehn 7x agit sur les coordonnées par
7x(a,b,c) = (=b,a,c) Nous reconnaissons la rotation d’angle 7/2 de la sphére par rapport a la
droite ab = 0. De méme le twist 7y agit comme la rotation d’angle /2 par rapport & la droite
bc = 0. Enfin, le crosscap slide y agit sur les coordonnées par y(a,b,c) = (a,—b, ¢), c’est & dire
comme la symétrie par rapport au plan b = 0.

Le groupe modulaire étant engendré par ces trois éléments, nous voyons que l'action du
groupe modulaire se résume donc en une action du groupe des isométries du cube vu comme
un sous groupe de O(3,R). Ce groupe est fini isomorphe & 84 x Z/2Z, et comporte 48 éléments.
L’action n’est donc pas ergodique puisque toutes les orbites sont finies.

Remarque 4.4.4 [l serait intéressant de comprendre l’action du groupe modulaire sur les com-
posantes contractibles en essayant de les interpréter comme des espaces de structures hyperbo-
liques sur le tore a un trou. En effet, lorsque l’on coupe la surface N3 le long d’une courbe
simple correspondant & ’élément D € 7, nous obtenons un tore & un trou. Au vu de cette

correspondance, nous pouvons espérer que l’action est propre sur ces composantes.
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Chapitre 5

Ergodicité dans le cas général

Quand vous éliminez 'impossible,
ce qui demeure, quot qu’tmprobable,
ne peut étre que vErité.

— Monsieur Spock

Dans cette section nous prouvons ’ergodicité de 'action du groupe modulaire sur les espaces
de modules relatifs dans le cas général. Pour cela, nous devons décomposer la surface en sous-
surfaces de caractéristique d’Euler plus petite sur lesquelles I'ergodicité est déja prouvée. La
compréhension du comportement de cette décomposition par rapport a ’action du groupe
modulaire se fait en étudiant des flots sur ’espace de modules appelés flot de Goldman et qui
sont liés aux twists de Dehn le long des courbes de décomposition.

5.1 Décomposition de la surface et flot de Goldman
Nous commengons par prendre un groupe de Lie G quelconque et une surface S et nous

définissons un flot sur X(S5) = X(5, G) & partir d’une courbe simple & deux cotés sur S et d’une
fonction sur G invariante par conjugaison.

5.1.1 Courbe séparante

Soit v un cercle séparant sur une surface S. La surface S|y obtenue en coupant S le long de
v est 'union disjointe de deux sous-surfaces Sy et S3. On place un point base p sur le cercle 7.

v

Figure 5.1: Décomposition de S le long de
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5. ERGODICITE DANS LE CAS GENERAL

La surface S est obtenue en recollant Sy et S le long de la courbe 7. Ainsi, le théoreéme
de Seifert-Van Kampen nous permet d’exprimer le groupe fondamental 7 (S, p) en fonction des
groupes fondamentaux de S; et Ss. On a :

m1(S,p) = m(S1,p) * m(S2,p). (5.1.1)

m1(7,p)

Le groupe fondamental 71 (7, p) est isomorphe au groupe libre & un générateur F; = Z. On
notera X la classe d’homotopie de la courbe v dans 7 (.S), de sorte que () = (X).
La restriction d’une représentation & un sous-groupe de 1 (S) induit 'application :

¥ : Hom(7(S), G) — Hom(71(51), G) x Hom(m1(S2), G) (5.1.2)
qui passe naturellement au quotient :
[o] — ([omi(s0)s (1 (s2)]) -

Soit une représentation [p] € X(S) et ([p1], [p2]) € X(S1) x X(S2) tels que ¥ ([p]) = ([p1] [p2])-
Les deux représentations p; et py doivent coincider sur le groupe fondamental du cercle . On
a donc :

[(p1) ()] = [(p2)jmy (] dams X(7). (5.1.3)
Définition 5.1.1 On note X(S1,Ss,7) Uensemble des couples ([p1], [p2]) satisfaisant (5.1.9).

Pour a € G, le centralisateur Z(a) de a est défini comme l’ensemble des éléments qui commutent
avec a, c’est a dire :

Z(a)={g € Glgag™' =a}.

On peut alors montrer la proposition suivante :

Proposition 5.1.2 L’image de Uapplication ¢ est l'ensemble X(S1, S2,v). De plus, pour tout
([p1]s [p2]) € X(S1, S2,7), la fibre de Uapplication ¢ est donnée par :

(1, [p2)) = Z(p1(X)).

Preuve : Soit ([p1],[p2]) € X(S1,S2,7). Le groupe fondamental () est engendré par
Pélément X. On prend deux représentants p; € [p1] et pa € [ps]. Les représentations sont
conjuguées sur le groupe engendré par X donc il existe g € G tel que

p(X) =g p2(X) g
Quitte a conjuguer la représentation p, par un élément g, on peut supposer sans perte de
généralité que p1(X) = pa(X). Soient [p] un élément dans X(S) et p un représentant dans la
classe de conjugaison [p]. Le couple ([p1], [p2]) est 'image de [p] par ¢ si et seulement si
[pim (sl = [p1] € X(S1) et [pjr (s0)] = [p2] € X(S2),

c’est-a-dire s’il existe hy et ho dans G tels que :

Plri(s) = h1 - prhi " et piey(sy) = ha - pahy
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5.1 Décomposition de la surface et flot de Goldman

Sans perte de généralité (en conjuguant p par hq), on peut choisir un représentant p de [p] tel
que h; = 1. On obtient alors :

p1(X) = hapa(X)hy' = hapi(X)hy !

Ainsi, hy est dans le centralisateur Z(p1(X)) = {g € Glgp:1 (X)gt=p (X)}.

Réciproquement, pour tout élément g € Z(p1(X)), la représentation définie par

_ pl(B) siBemr (Sl)
P(B) = { gpa(B)g~t s Bem(sh)

est une représentation dans la fibre ¥~ ([p1], [p2])- a

5.1.2 Courbe non-séparante

Soit vy une courbe non-séparante sur une surface S. La surface S’ = S|y est une surface
connexe avec deux composantes de bord supplémentaires, notées v; et y_. Ces deux com-
posantes correspondent aux deux cotés de la courbe 7. Trois cas sont possibles concernant
Porientation relative des courbes v et v_ dans S’

1. Les surfaces S et S’ sont toutes les deux orientables. On choisit une orientation sur la
surface S’ qui induit une orientation naturelle des deux composantes de bord. La surface
S est obtenue & partir de S” en recollant les deux composantes de bords v et v_ par un
homéomorphisme préservant 1'orientation. On notera X, et X_ les éléments de m1(S")
correspondant aux classes d’homotopie des courbes v, et v_ avec l'orientation choisie.

2. Les surfaces S et S’ sont toutes les deux non-orientables. Les courbes y_ et 4 n’ont pas
d’orientation relative 1'une par rapport a l'autre. La surface S est obtenue a partir de
S’ en recollant les deux composantes de bords v et v_ par un homéomorphisme. Cet
homéomorphisme induit un isomorphisme i : 71 (y4) — 71 (- ). On choisit des générateurs
Xt em(vy) et X € mi(y-), tels que ¢(X4) = X_.

3. La surface S est non-orientable, et la surface S’ est orientable. On choisit une orientation
sur la surface S’ qui induit une orientation naturelle des deux composantes de bord. La
surface S est obtenue & partir de S’ en recollant les deux composantes de bords v, et
~v— par un homéomorphisme renversant l'orientation. On note également X, la classe
d’homotopie correspondant a la courbe 4 avec lorientation choisie, et X_ la classe
d’homotopie correspondant a la courbe v_ avec l'orientation inverse.

Dans tous les cas, on a un isomorphisme canonique noté
i:m(S) D (X)) — (X)) Ccm(9),

donné par i(X,) = X_ dans m1(5’). On choisit une présentation de m;(S) = (P|Q) avec P
un ensemble de générateurs, et @ un ensemble de relations. Le groupe fondamental 71 (S) se
construit & partir de 71(S’) par une extension HNN :

m(S) = (P, A|QAX ;A7 =X_). (5.1.4)

Le nouveau générateur A dans 71 (.5) est la classe d’homotopie d’une courbe fermée o C S qui
coupe v exactement une fois. La préimage de la courbe a dans S’, notée ag, est un arc avec
une extrémité sur v4 et une extrémité sur y_. Dans le cas|[I] la courbe « est une courbe & deux
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5. ERGODICITE DANS LE CAS GENERAL

coOtés, puisque toutes les surfaces sont orientables. Dans le cas [3] la courbe a est une courbe
a un seul coté. En effet, si la courbe « était a deux cotés, alors toutes les courbes fermées de
S seraient a deux cotés, et la surface S serait orientable. Dans le cas [2] la courbe a peut étre
choisie & un seul coté ou a deux cotés de facon arbitraire.

La restriction d’une représentation de 7 (.S) au sous-groupe correspondant & 71 (S’) induit
une application naturelle :

¢:X(5) — X(5")

(o] — [Pm(s)]- (5.1.5)

Soit [p] € %( ) et [p'] tel que ¢([p]) = [p']. La relation supplémentaire dans 71 (S) implique que
p(AXA™Y) = p(X_). En particulier, on a

p(A)p(X1)p(A™1) = p(X-).

Les éléments p(X ) et p(X_) sont donc conjugués dans G, ce qui nous amene & définir ’ensemble
suivant :

Définition 5.1.3 On note X*(S’), l’ensemble des représentations [p'] € X(S') tel qu’il existe

a € G satisfaisant :
§(X) = ap (X4)a™"
On peut alors montrer le résultat suivant :

Proposition 5.1.4 L’image de l'application ¢ est l’ensemble X*(S"). De plus, pour tout [p'] €
X*£(9), la fibre de l’application ¢ est donnée par

o~ ([P = Z(p'(X4)).
Preuve : Soient [p/] un élément de X*(S’) et a dans G tel que p'(X_) = ap/(X;)a™!

Soit p : 7 (S) — G une représentation satisfaisant ¢([p]) = [p]. Nous pouvons choisir un
représentant p tel que pj, () = p’ et nous notons p(A) = g. Nous avons alors :

p(X_)=gp(X1)g™ ' =g-a-p'(Xy)-a g

L’élement g - a est donc un élément du centralisateur Z(p’(X)). L’ensemble des g satisfaisant
cette relation est une classe a droite du centralisateur définie par :

Z(p'(X1))-a={b-albe Z(p'(X1))},

ce qui nous donne un isomorphisme entre la fibre et le centralisateur Z(p'(X)). O

5.1.3 Flot de Goldman

Nous définissons maintenant le flot de Goldman de fagon générale en suivant les idées de W.
Goldman [28]. Les orbites de ces flots sont incluses dans les fibres des applications définies au
paragraphe précédent. Nous montrons également 'invariance de la mesure définie au chapitre
sous laction de ces flots.
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5.1.3.1 Flot twist généralisé

Définition 5.1.5 Soit v C S un cercle a deux cétés. Un flot twist généralisé selon v est un flot
{nt}ier sur Uespace de représentation Hom(m1(S), G), tel que pour chaque p € Hom(mw1(S), G)
et chaque composante connexe M de la surface S|y, il existe un chemin g: = g:(¢, M) dans G
tel que pour tout t € R et tout A € my(M) on a :

(Me(p))(A) = g¢ - p(A) - g; !

Un flot twist généralisé passe naturellement au quotient pour donner un flot sur l'espace
de module X(5). Deux flots twists généralisés sont les relevés d'un méme flot sur X(S) si ils
different I’'un de ’autre par une conjugaison globale. En appliquant un automorphisme intérieur
de 7 si nécessaire, nous pouvons normaliser les flots de telle facon que le flot soit constant sur le
groupe fondamental de 'une des composantes connexes. On distingue toujours deux cas, selon
que la courbe  est séparante ou non-séparante.

Si v est une courbe séparante, alors la surface S|y est I'union disjointe de S; et Sy. Le
groupe fondamental s’écrit comme dans . Soit {E;}ter un flot twist généralisé selon -,
normalisé de telle sorte que (Ep)(B) = p(B) pour tout B € 71(S1). Par définition, pour toute
représentation p dans Hom(7, G), il existe un chemin {(;(p)}ier € G tel que :

(Eep)(B) = G(p)p(B)Gi(p) ™" pour B € mi(Ss).

L’élément X € m1(S) correspondant a v est dans m1(S1) N w1 (S2). On a donc (Z:p)(X) =
p(X) = C(p)p(X)¢(p) L. Donc (i(p) est un élément du centralisateur Z(p(X)) de p(X) dans

Réciproquement, étant donné un chemin {C;(p) }+e[0,1] dans le centralisateur Z(p(X)), le flot
défini par :

= _ [ p(B) ;s B € m1(S1),
@B = Lo 5B enio) (1.9

est un flot twist généralisé selon v dans Hom(7(S5), G).

Si v est une courbe non-séparante, le groupe fondamental s’écrit comme dans ([5.1.4). Soit
{E¢}ter un flot twist généralisé selon v, normalisé de telle sorte que (Z:p)(B) = p(B) pour tout
B € m(5'). Soit p € Hom(71(S), G). Définissons pour tout ¢t € R :

Gi(p) = (Eep)(A) - (p(A) ™,

ol A est le générateur supplémentaire de (5.1.4). Si X € 71 (5) représente la classe d’homotopie
de la courbe 7, on a alors

e
=
>
@
=
=
=

Ainsi, (;(p) définit un chemin dans le centralisateur Z(p(X)). Réciproquement, étant donné
un chemin {(;(p) }+e[o,1] dans le centralisateur Z(p(X)), le flot défini par :

- B (B) , 81 B €m(5),
o ={ &0 e o4

est un flot twist généralisé selon v dans Hom(7(S5), G).
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5.1.3.2 Fonction invariante

On peut construire un flot de Goldman de fagon explicite en partant d’une fonction f :
G — R de classe C!, invariante par conjugaison c’est & dire qui satisfait f(gag=—') = f(a), pour
tout a,g € G. Pour cela, nous avons besoin de définir une fonction auxiliaire liée & f appelée
variation de f.

Soit g l'algebre de Lie de G, et soit (-,-) le produit intérieur sur g. La variation de f est
définie comme la fonction G-équivariante F' : G — g satisfaisant pour tout a € G, X € g :

(X, Fa)) = dfa(X) = 5 Flaexp(tX)

L’équivariance de F' implique que pour un élément a € G quelconque, I’élément F'(a) est
dans la sous-algebre de g fixée par Ad a. Ainsi, pour tout ¢ € R, ’élément exp(tF'(a)) est dans
le centralisateur Z(a).

Soit X € m1(S) correspondant & 7 une courbe & deux c¢6tés . Pour tout p € Hom(m(5), G),
on définit (;(p) = exp(tF(p(X))) qui est un chemin dans le centralisateur Z(p(X)) de p(X).
Ceci nous permet de définir un flot twist généralisé selon v sur Hom(m(5), G).

Dans le cas d’une surface orientable ¥, le flot sur X(X) recouvert par ce flot twist est
lié & une fonction sur X(X). La fonction f étant invariante par conjugaison, on peut définir
fx + X(2) — R par fx([p]) = f(p(X)). L’espace X(X) possede une structure symplectique
définie par une forme symplectique w. A partir d’une fonction différentiable A, on définit le flot
hamiltonien comme le flot associé au champ de vecteur H qui satisfaisant pour tout champ de
vecteur Y :

dh(Y) =w(H,Y).
Les résultats de Goldman(voir [28]) associent le flot twist généralisé avec le flot hamiltonien de

la fonction f, :

Théoréme 5.1.6 (Goldman [28]) Soit vy C ¥ une courbe ¢ deux cétés. Le flot {Ei}ier défini
par ou avec (i(p) = exp(tF(p(X))), est un relevé du flot hamiltonien associé a

la fonction f,.

Dans le cas d’une surface non-orientable, étant donné que l'espace X(.S) n’a pas de structure
symplectique, une telle interprétation du flot {Z;};cr ne peut étre effectuée.

5.1.4 Invariance de la mesure
Soit {Z;}ter un flot twist généralisé sur X(S). Rappelons que la mesure sur X(S) est celle

définie au Chapitre 2. Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 5.1.7 La mesure sur X(S) est invariante par Uaction du flot {Z;}ier.

Preuve : Il suffit de montrer que la mesure sur Hom(w, G) est invariante par 'action d’un flot
twist généralisé. On distingue le cas d'une courbe séparante et d’une courbe non-séparante. La
mesure définie ne dépendant pas de la présentation on peut choisir une présentation de 7y (.9)
adaptée a la situation.

Etudions tout d’abord le cas ol 7 est séparante. On peut choisir la présentation de 7 (S)
de la facon suivante :

ﬂ'l(S) = <A1,...,Ak,X,Bl,...,Bl|ql(A1,...,Ak)X, q2(B27...7Bl)X>.
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5.1 Décomposition de la surface et flot de Goldman

L’élément X correspond a la courbe v et les groupes fondamentaux des surfaces Sy et Sy sont
donnés par :

’/Tl(S):<A17 . ,Ak,X|q1(A1,...,Ak)X>
71'( ) <B15'"7Bl7X|q2(B27~-.,Bl)X>.
x

On notera de fagon concise (a,z,b) = (ai,...,ax,x,by,...,b) dans GF*1+! Le flot Z; induit

un flot sur G*+1*! donné par :

(@,2,b) — (a,,g.bg; ")

avec g, dans le centralisateur Z(z) de z.
Soit U € G*, et t € R. Par invariance de la distribution ¢ par conjugaison ([5.1.10)), et par
invariance de la mesure de Haar sur G* ((5.1.11]), nous obtenons :

»—4t U) /C;k+1+z 1Et-U( )(52((]1( ).’E QQ(b) )da dx - db (518)

/ 1y(a, =, g»bg; *)(q1(a)z)6(ga(b)x)da - da - db (5.1.9)
ar+1Ja

/Gk+1 qi(a,...,a5)x) (/Gl 1U(a7m,gmgggl)5(gz(q2(5)m)g;1)db> dadzx (5.1.10)

0(q1(aq,...,ax)x) </ 1y(a, z, gml_)ggl)d(qg(gcl_)g;l)x)dg) dadzx (5.1.11)
GF 41 el

u(U). (5.1.12)

Etudions maintenant le cas ot 7 est une courbe non-séparante. On choisit la présentation
de m1(S) comme suit :

711(S) = (B1,...,By, X, X_,A|q(By,...,Bp, X1, X_),AX A7 X _).

On notera de fagon concise (b,zy,r_,a) = (b1,...,by, 24,7, a) dans G*¥*3. Le flot =,
induit un flot sur G¥*3 donné par :
(67x+7$*7a) — (l_)?erux*agz ! CL)

avec g, un élément du centralisateur Z(x).
Soit U € G*, et t € R. Par invariance de la fonction & par conjugaison (5.1.15)), et par
invariance par multiplication & gauche de la mesure de Haar sur G* ((5.1.17)), nous obtenons :

w(E - U) = / 1z,.v(b, x4, 2_,a)d2(q(bxy, 2 ), axya™  w_)dbdr, dr_da (5.1.13)
Gk+3
/ /1U b,xy,x_, g, -a)d(qbxy,r_))o(axya w_)dadbdr dx_ (5.1.14)
Gk+2
:/ S(q(bry,x_)) (/ 1U(I_J,;U+,x,gx~a)6(gx(ax+a1:r)gzl)da> dbdrdr_ (5.1.15)
Gh+2 e

= / §(q(bxy, ) (/ 1y(b, x4, 2, g - a)5((gxa)x+(g$a)1x_)da> dbdxdr_ (5.1.16)
Gh+2 G

= u(U). (5.1.17)

U

(6]



5. ERGODICITE DANS LE CAS GENERAL

5.2 Action du cercle et twists de Dehn

Nous revenons maintenant a ’objectif principal du chapitre, c’est-a-dire I'ergodicité de I’ac-
tion du groupe modulaire sur les espaces de modules associés au groupe SU(2). Dans ce cas, le
flot de Goldman associé est une action du cercle sur I’espace de modules. L’action des twists de
Dehn s’exprime directement en fonction de ces flots, et nous utilisons cette identification pour
montrer qu'un twist de Dehn agit comme une rotation. Ceci nous permettra un peu plus loin
de prouver l'ergodicité de ’action du groupe modulaire. Jusqu’a la fin de ce chapitre, le groupe
G désignera exclusivement le groupe SU(2).

5.2.1 Action du cercle

Dans SU(2), nous avons une description explicite du centralisateur Z(a) d’un élément a €
SU(2). Le centre de SU(2) est {£1} et si a est un élément central alors Z(a) = SU(2).

Si a est un élément non-central de G, alors le centralisateur Z(a) est 'unique tore maximal
contenant a. De facon explicite, pour tout a € G\ {£I}, il existe g, € G et un unique 6 € (0, )

tels que :
€i9 0 .
a4 = (ga 0 ei@ 9a -

Alors le centralisateur Z(a) est le sous-groupe & un parametre (ou de fagon équivalente, le tore

maximal) défini par :
et 0 _
Z(a) = {ga < 0 e-it )ga Yte R}. (5.2.1)

Le centralisateur d’un élément non-central est homéomorphe a un cercle.
On note le produit intérieur usuel sur I'algebre de Lie su(2) par (X,Y) = —1Tr(XY), ou
Tr désigne la trace usuelle dans su(2). D’apres le Théoreme toute fonction SL(2,C) — R
invariante par conjugaison se factorise par la fonction trace f(a) = tr(a). La variation de la
fonction f est donnée par :
F(a)=a—a"'.

Néanmoins, il est préférable pour notre probleme de considérer une autre fonction invariante,
en suivant les idées de L. Jeffrey et J.Weitsman (J46]). On définit la fonction 6 : G — R par :

f(a) = cos™? (“é‘”) .

L’angle 0(a) correspond a 'unique angle compris entre 0 et m qui apparait lorsque 'on met a
sous forme diagonale. C’est a dire que pour tout a € G, il existe g, € G tel que :

61’9(0,) 0 .
a4 = (ga 0 672’0(0,) 9a -

La fonction 6 n’est différentiable que sur G\ {£I}. La variation de la fonction 6 ne peut donc
se définir que pour les éléments non-centraux de G. Cependant, les éléments centraux forment
un ensemble de mesure nulle, et cela n’aura pas d’incidence dans ’étude de ’ergodicité qui est
une propriété définie sur un ensemble de mesure pleine. Pour un élément non-central a, on a
naturellement sin(6(a)) # 0 et on peut écrire

1

Fola) = =5 550

F(a).
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5.2 Action du cercle et twists de Dehn

eie(a) 0
0 e—ia(a)

Fy(a) =g< Bi ? )g‘l-

Il vient naturellement d’apres (5.2.1) que pour tout @ € G\ {1} :

Donc pour un élément qui s’écrit a = ¢ ( > ¢!, on obtient

Z(a) = {exp(tFp(a)) |t € R}. (5.2.2)

5.2.1.1 Courbe séparante

Soit X € m1(S) correspondant & une courbe séparante . On définit le sous-espace de X(S)
suivant :

R, = {p € Hom(m(5), @) | p(X) # £I}.

Ce sous ensemble est conégligeable, en tant qu’union d’ouverts denses. On définit le flot {é:}
sur le sous-ensemble R, comme étant I'image du flot Z; défini par (5.1.6) en choisissant comme
élément ¢;(p) = exp(tFy(p(X))).

Le flot ©, est m-périodique. En effet, pour tout p € R, on a :

Ciemy (p) = eap((t + 1) F(p(X))) = exp(tF(p(X))) - g(—=1)g™" = —Ce(p(X)).

L’action du flot sur Hom(m(S3)) est donc donnée par :

(O1+2p)(B) = G(p)(~D)p(B)(—1) " *¢(p) " = (€up)(B),

pour tout B € m1(S2).
Le flot {©;} sur X(S) est uniquement défini sur le sous-ensemble de ¥(S) correspondant a
R,. On peut alors montrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.1 Presque toute fibre de Uapplication ¢ : X(S) — X(S1, Sa,7) est une orbite
du flot {O;}.

Preuve : Tout d’abord, la fonction v est naturellement invariante par le flot ©;. Les
orbites du flot sont donc contenues dans les fibres de . Soit ([p1], [p2]) € X(S1, S2,7) tel que
p1(X) # £1. L’ensemble des représentations satisfaisant cette condition est conégligeable dans
X(S1,82,7). Soient [p] € »~([p1], [p2]) et un représentant p € [p] satisfaisant p(X) = p; (X).

D’apres la Proposition la fibre ¥ ~1([p1],[p2]) est exactement le centralisateur
Z(p1(X)), qui est dans ce cas homéomorphe & un cercle. Le centralisateur agit transitive-
ment sur la fibre par multiplication & gauche. D’autre part, d’apres I’équation , on a une
identification naturelle donnée par :

Z(p1(X)) = {G(p)[t € [0,7[}.

Donc pour toute représentation o dans la fibre ¢ ~1([p1], [p2]), il existe t € [0,7] tel que
[o] = ©+([p]), ce qui prouve la proposition. O
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5. ERGODICITE DANS LE CAS GENERAL

5.2.1.2 Courbe non-séparante

De la méme fagon, soit X € m;(S) correspondant & une courbe non-séparante . On définit

le flot {évt} sur le sous-ensemble R, comme étant I'image du flot {Z;};cr défini par 1] en
choisissant comme élément (;(p) = exp(tFp(p(X))).

Le flot évt est 2m-périodique. En effet, pour tout p € R, on a

Cram (p) = exp((t +2m) F(p(X))) = exp(tF (p(X))) - g I - g~" = G(p(X)).

Donc l'action du flot sur Hom(7(S2)) est donnée par

(Ot12:0)(B) = Cu(p) - g1 -g L p(B) = (6,p)(B),

pour tout B € my(S2).
Le flot {©;} est défini sur le sous-ensemble de X(S) correspondant a R,. On peut alors
montrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.2 Presque toute fibre de l’application ¢ : X(S) — X*(S5") est une orbite du
ﬂOt {@t}

Preuve : La fonction ¢ est invariante par le flot {O;}+cr. Les orbites du flot sont donc contenues
dans les fibres de ¢. Soit ([p']) € XF(S’) tel que p/(Xy) # +I. L’ensemble des représentations
satisfaisant cette condition est bien conégligeable dans X% (S”). Soient [p] € ¢~ 1([p']), et p € [p]
un représentant satisfaisant p(X) = p/(X).

D’apres la Proposition la fibre est exactement le centralisateur Z(p;(X)), qui est
dans ce cas homéomorphe & un cercle. Le centralisateur agit transitivement sur la fibre par
multiplication & gauche. D’autre part, d’aprés 'équation (5.2.2), le centralisateur Z(p; (X))
s’identifie avec I’ensemble des éléments {(;(p)|t € [0,7[}. Donc pour toute représentation o
dans la fibre ¢~ 1([p']), il existe t € [0, 7| tel que [o] = O4([p]), ce qui termine la preuve de la
proposition. O

5.2.2 Twist de Dehn

5.2.2.1 Courbe séparante

Si~y C S est une courbe séparante, nous reprenons les notations de la partie(5.1.1)). Le twist
de Dehn 7, € Out(m) possede un représentant 7, € Aut(rm) tel que 'action de 7, sur 7 est
donnée par

~ p_ B SiBETfl(Sl)
P T XBXU si Bem(Sy),

ce qui nous donne 'action de 7, sur une représentation p € Hom(r, G) :

B B (B) iBEﬂ'l(Sl)
(75 - p)(B) = { Z(X)p(B)p(X)fl :i B € m(52).

De plus si p(X) # 1, alors

p(X) = exp(0(p(X)) - Fo(p(X))).
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5.3 Preuve de ’ergodicité

On peut donc exprimer cet automorphisme en fonction du flot par la formule 7, = (:)9(,,( X))-
Nous obtenons donc sur ’espace de modules :

Ty = @G(p(X))- (5.2.3)

Le flot de Goldman est w-périodique, ses orbites sont des cercles. Le flot {©;}:cr agit donc
comme la rotation d’angle 2t sur chaque orbite ou le flot est défini. Les orbites sont exactement
les fibres de I’application ¢ définie en ([5.1.2]). On obtient donc la proposition suivante :

Proposition 5.2.3 Pour presque tout [p] € X(S), le twist de Dehn 7, agit comme la rotation
d’angle 20(p(X)) sur la fibre »=(y([p])).

5.2.2.2 Courbe non-séparante

Siy C S est une courbe non-séparante, nous reprenons les notations du paragraphe (5.1.4)).
Le twist de Dehn 7, € Out(7) possede un représentant 7, € Aut(r) tel que l'action de 7, sur
7 est donnée par :

~ - B SiBETrl(S/)
TW’B{ XB siBe(A),

ce qui nous donne ’action de 7, sur une représentation p € Hom(7, G) :

N (B) si B € m(S')
(75 p)(B) = { z(X)p(B) si B € (A).

De plus si p(X) # 1, alors
p(X) = exp(0(p(X)) - Fo(p(X)))-

On peut donc exprimer cet automorphisme en fonction du flot par la formule 7, = ég(p( X))
Nous obtenons donc sur ’espace de modules :

Ty = Og(p(x))- (5.2.4)

Le flot de Goldman est 2w-périodique, le flot {O;}er agit done comme la rotation d’angle ¢
sur chaque orbite ou le flot est défini. Les orbites sont exactement les fibres de I'application ¢
définie en (|5.1.5). On obtient donc la proposition suivante :

Proposition 5.2.4 Pour presque tout [p|] € X(5), le twist de Dehn T, agit comme la rotation
d’angle 0(p(X)) sur la fibre ¢~ (6 ([p]))-

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer 'ergodicité de l'action du
groupe modulaire dans le cas général.

5.3 Preuve de l'ergodicité

La preuve se décompose en deux parties correspondant au cas ou la surface est non-orientable
de genre pair et ou la surface est non-orientable de genre impair. Nous rappelons dans un premier
temps le résultat principal de W. Goldman dans le cas orientable, qui a servi de point de départ
a notre étude.
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5. ERGODICITE DANS LE CAS GENERAL

5.3.1 Surface orientable

Dans le cas d’une surface orientable fermée ¥, l'espace de module ¥(X, G) possede une
structure symplectique sur un sous-ensemble ouvert dense. La mesure définie par cette structure
symplectique est finie et I's-invariante.

Théoréme 5.3.1 (Goldman [30]) Soit ¥ une surface orientable avec x(X). Pour tout C €
X(0%) laction de T's, sur Xe(X, Q) est ergodique.

5.3.2 En genre pair

L’idée de la preuve est basée sur le fait qu’il existe une courbe non-séparante a deux cotés
sur une surface non-orientable de genre pair, telle que la surface obtenue en coupant le long
de cette courbe est orientable. En utilisant I’expression du twist de Dehn en fonction du flot
de Goldman, et le résultat d’ergodicité dans le cas orientable, nous montrons qu’une fonction
invariante ne dépends que d’une seule variable. Pour conclure, nous montrons ’ergodicité dans
le cas de la bouteille de Klein a deux trous.

5.3.2.1 Décomposition de la surface

Soit M une surface non-orientable de genre k pair avec x(M) < —2. Il existe un élément X
de 71 (M) représenté par un cercle a deux cotés non-séparant 7 tel que la surface ¥ = M|y est
orientable.

Figure 5.2: La courbe X sur une surface non-orientable de genre pair

Soit € € X(OM). L’application ¢ : X(M) — X*(X) définie en se restreint naturellement
au sous-espace Xe(M).

Proposition 5.3.2 Pour toute fonction h : Xe(M) — R qui est I'pr-invariante, il existe une
fonction H : R — R telle que h([p]) = H(tr(p(X))) pour presque tout [p] € Xe(M).

Preuve : Soit h: Xe(M) — R, une fonction I'ps-invariante. D’apres la propositionm pour
presque tout [p] € X(M), le twist de Dehn 7, agit comme la rotation d’angle 6(p(X)) sur la fibre
¢~ 1(o([p])). De plus, pour presque tout [p] € X(M), angle 6(p(X)) est un multiple irrationnel
de 7. On en déduit que pour presque tout p € X(M) action de 7x est ergodique sur la fibre
»~1(¢([p])). D’apres le Lemme de décomposition ergodique on en déduit qu’il existe une
fonction H; : X*(¥) — R tel que h = H o ¢ presque partout.

Le groupe modulaire I's; de la sous-surface ¥ se plonge naturellement dans le groupe
modulaire T'p;, en étendant un difféomorphisme de X préservant 90X par lidentité sur le
complémentaire M \ ¥. De plus, le groupe modulaire T's; agit sur I'espace X*(X) puisque les
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5.3 Preuve de ’ergodicité

classes de conjugaison des composantes de bord restent inchangées. Ainsi, la fonction h étant I"js
invariante, nous en déduisons que la fonction H; est I's-invariante. D’apres le Théoreme [5.3.1]
nous en déduisons qu’il existe une fonction Hy : X(0X) — R telle que H; = Hy o 04 presque
partout, olt dx désigne la restriction de I'application X(X) — X(9%) & I'ensemble X* ().

En notant Cy,...,C,, les composantes de bord de M, et XT et X~ les deux composantes
supplémentaires de X, 'application 4 est donnée par :

Oy : X() — [-2,2]™ "2
[p] — (tr(p(C1)), - ., tr(p(Crm)), tr(p(X ), tr(p(X 7))

Lorsque [p] est un élément de ¢(X(M)), on a directement tr(p(X™)) = tr(p(X™)). De plus si

o) = 6((0']) avee [o) € Xe(M), alors (tr(p(C1)), .. tr(p(Cin))) = €.
On en déduit que la fonction Oy o ¢ sur Xe (M) est donnée par

Ogo¢:Xe(M) — Cx[-2,2]
[o] — (€, tr(p(X))).

La fonction h se factorise par 04 o ¢ ce qui termine la preuve de la proposition. g

5.3.2.2 Bouteille de Klein a deux trous

Nous finissons maintenant la preuve de l'ergodicité dans le cas de la bouteille de Klein a
deux trous commencée en Soit N la surface N2, son groupe fondamental est donné par
la présentation suivante :

m(N) = (A,B,C,K | A>B*CK),

ou C et K correspondent aux générateurs de w1 (ON). L’espace de module est identifié & un
sous-ensemble de [—2,2]7 et pour tout € = (¢, k) € [~2,2]?, 'espace de module relatif & € est
donné par :

Xe(N) = {(a,b,2,y,2) € [-2,2]°| () : 2* + R(a,b,2,y)z + S(a,b,z,y) = 0} ,
ou R(a,b,c,d) et S(a,b,c,d) sont des fonctions rationnelles données par ’équation [4.3.15
Proposition 5.3.3 Pour tout C € [—2,2]?, l'action de T'n sur Xe(N) est ergodique.

Preuve : Soit h : Xe(N) — R une fonction I'y-invariante. D’apres la Proposition la
fonction h est presque partout constante sur les ensembles de niveau de la fonction

Py : Xe(N) — [-2,2]3
(a7 b7 x? y? Z) — (a’ b7 y)

D’autre part d’apres la Proposition la fonction A est presque partout constante sur
les ensembles de niveau de la fonction

PQ . %@(N) — [—2,2]

(a7 b’ (I/‘, y7 Z) .

Il nous suffit alors de montrer que les ensembles de niveau des fonctions P; et P» engendrent
un voisinage de chaque point de Xe(N). Posons

A(aa ba z, y) = (R(CL, b7 Zz, y))2 - 45(&, b7 Zz, y)
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5. ERGODICITE DANS LE CAS GENERAL

le discriminant de I’équation quadratique en la variable z donnée par (x).

Soit (ag, bo, Zo, Yo, 20) € Xe(N) tel que A(ap, by, o, yo) > 0. Alors 2o est 'une des deux
racines distinctes de 1'équation (x). Il existe un voisinage connexe U de (ag, by, Zo, Yo, 20) tel
que A(a,b,z,y) > 0 pour tout (a,b,x,y,2) € U. Ainsi, sur ce voisinage, la coordonnée z est
uniquement déterminée par les coordonnées (a, b, x,y), ce qui nous donne un homéomorphisme
entre U et un ouvert connexe de R%. Dans ces coordonnées, les applications P; et P, sont des
projections orthogonales sur un hyperplan et sur une droite orthogonale & I'hyperplan. Ainsi,
les ensembles de niveau de P; et P, engendrent le voisinage U.

Soit (ag, bo, To, Yo, 20) € Xe(INV) tel que A(ag, by, o, yo) = 0. On choisit un voisinage U qui
est partitionné en trois sous-ensembles connexes de la méme fagon que dans la démonstration
de la Proposition [£.3.4] Pour tout élément de Uy, la feuille de P; passant par cet élément
est d’intersection non-vide avec Uy et U_. Sachant que les ensembles de niveau de P; et P
engendrent Uy et U_, on en déduit qu’ils engendrent U tout entier.

En conclusion, pour tout [p] dans Xe(N), la famille constituée des ensembles de niveau de
Py et P, engendre un voisinage de [p]. Une fonction h : Xe(IN) qui est I'y-invariante est en
particulier presque partout constante sur ces ensembles de niveau. D’apres le Lemme [3.1.8] on
en déduit que pour tout [p] € Xe(IV), il existe un voisinage ouvert U tel que h est presque
partout constante sur U. L’espace Xe(N) étant connexe, on en déduit que h est presque
partout constante, ce qui prouve I'ergodicité. (|

5.3.2.3 Cas général

Théoréme 5.3.4 Soit M une surface non-orientable de genre pair avec x(M) < —2 et C €
X(OM). L’action de Ty sur Xe(M) est ergodique.

Preuve : Soit € € X(OM). 1l existe un plongement d’une surface N homéomorphe a une
bouteille de Klein a deux trous dans M. Soit X le cercle non-séparant de M inclus dans N tel
que la surface M|X est orientable. La Proposition[5.3.2] nous dit qu’une fonction I'j/-invariante
h:Xe(M) — R est presque partout constante sur les ensembles de niveau de application

Py Xe(M) — [~2,2]
[p] — tr(p(X)).

Le groupe modulaire I'y de N se plonge naturellement comme un sous-groupe de I'y;. L’ap-
plication restriction X(M) — X(N) est I' y-équivariante. Le complémentaire de N dans M est
une surface orientable ou une union de deux surfaces orientables. On en déduit que la fonction
h est presque partout constante sur les lignes de niveau de la fonction X(M) — X(N). De plus,
d’apres la Proposition une fonction I' y-invariante sur X(V) est presque partout constante
sur les lignes de niveau de l'application 0y : X(INV) — X(ON). Ainsi, la fonction h est presque
partout constante sur les lignes de niveau de ’application restriction

Py Xe(M) — X(AN),

Un élément de X(ON) est de la forme (c,k) € [-2,2]?. Pour tout élément (c,k) € X(ON),
I'image de Py 1(c7 k) par D'application P; est lintervalle [—2,2]. En conclusion, les ensembles
de niveau de P; et P, engendrent 1'espace Xe(M). Ceci prouve que la fonction h est presque
partout constante sur Xe (M), ce qui termine la preuve de l'ergodicité pour le genre pair. [
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5.3.3 En genre impair

L’idée de la preuve est de décomposer une surface non-orientable de genre impair en une
surface orientable et une surface non-orientable de caractéristique —2. Le cas de la surface IV; 3
a été entierement démontré par la Proposition et nous devons montrer ’ergodicité dans
le cas de la surface N3 ; pour finir la preuve. Ensuite, ’expression du twist de Dehn le long de
la courbe de décomposition nous permet de conclure.

5.3.3.1 Surface de genre trois a un trou

Nous terminons ici la démonstration de 'ergodicité commencée en 3.3 Soit N = N3 1 une
surface non-orientable de genre trois a un trou. Son groupe fondamental est donné par :

71 (N) = (A,B,C, K | A’B*C*K),

ot K correspond au générateur de 71 (ON). L’espace de module est identifié & un sous-ensemble
de [—2,2]7, et pour tout € =k € [—2,2], espace de module relatif & C est donné par :

Xe(N) = {(a7b, ¢, ,y,2) € [<2,2]%| (%) : ¥* + R(a,b,c,z,2)y + S(a,b, ¢, x,2) = O}
ou R(a,b,c,xz,2) et S(a,b,c,z,z) sont des fonctions données par I'équation (4.1.7).
Proposition 5.3.5 Pour tout € € [—2,2], l'action de 'y sur Xe(N) est ergodique.

Preuve : La démonstration utilise les mémes arguments que celle de la Proposition Soit
C € X(ON).

Nous montrons tout d’abord que pour toute fonction h : Xe(N) — R qui est I'y-invariante,
il existe une fonction H : R — R telle que h([p]) = H(tr(p(X))) pour presque tout [p] € Xe (V).

En effet, la surface N|X est un plan projectif a trois trous noté S. Une fonction I' y-invariante
est presque partout constante sur les lignes de niveau de I'application ¢ : X(N) — X*(9).
L’ergodicité de I’action de I's sur les lignes de niveau de dx : X(S) — X(9S) est donnée par la
Proposition [£:3:4] Ainsi, on en déduit que la fonction h se factorise par I'application :

Ogo¢:Xe(M) — Cx[-2,2]
[p] — (€, tr(p(X))).
La fonction h est donc presque partout constante sur les lignes de niveau de ’application
Py Xe(N) — [-2,2]
(a7 b’ C? 1’7 y7 Z) — .

D’autre part la Proposition [4.3.7] nous dit que la fonction h est presque partout constante
sur les lignes de niveau de I'application
Py Xe(N) — [-2,2]*
(a? b? C? x’ y? Z) E— (a’ b? C? Z)'
Les lignes de niveau des fonctions P; et P engendrent un voisinage ouvert connexe de
chaque point de Xe(N) et on en déduit que la fonction h est localement presque partout

constante. L’espace Xe (V) étant connexe, on en déduit que la fonction h est presque partout
constante, ce qui prouve l’ergodicité. O
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5.3.3.2 Décomposition de la surface

Soit M une surface non-orientable de genre k > 1 impair et x (M) < —2. Il existe un cercle
séparant X tel que I'une des deux composantes de M| X, notée M; est homéomorphe a la surface
N3 1 ou Ny 3 et autre est orientable, notée My. Soit € € X(OM).

Figure 5.3: La courbe X sur une surface non-orientable de genre impair

Proposition 5.3.6 Pour toute fonction h : Xe(M) — R qui est I'pr-invariante, il existe une
fonction H : R — R telle que h([p]) = H(tr(p(X))) pour presque tout [p] € Xe(M).

Preuve : Soit h: Xe(M) — R, une fonction I'ps-invariante. D’apres la propositionm pour
presque tout [p] € X(M), le twist de Dehn 7x agit comme la rotation d’angle 26(p(X)) sur
la fibre ¥~ (+([p)). De plus, pour presque tout [p] € X(M), 'angle 20(p(X)) est un multiple
irrationnel de 7. On en déduit que pour presque tout [p] € X(M), 'action de 7x est ergodique
sur la fibre 9y~ (¢([p])). D’apres le Lemme de décomposition ergodique, on en déduit qu’il existe
une fonction Hy : X(My, M2, X) — R telle que h = H; o ¢ presque partout.

L’ensemble X (M7, M5, X) est un sous-ensemble de X(M;) x X(Ms) et on peut considérer la
projection :

p2 2 X(My, Ma, X) — X(Mo)
([p1]; [p2]) = [pa].

Tout d’abord, si M est une surface de genre k > 3, alors on peut supposer que M; = N3 ;.
Pour tout [ps] € X(M>), la fibre py ' ([p]) s’identifie & espace X, (M;) avec x = tr(pa(X)) €
X(0My). D’apres la Proposition[5.3.5] 'action de Iy, est ergodique sur 'espace X¢(M). Ainsi,
la fonction Hy étant I'py, -invariante, on en déduit U'existence d’une fonction Hs : X(M3) — R
telle que Hy = Hs o py presque partout.

La fonction Hy est une fonction I'py,-invariante sur X(Ms). La surface étant orientable on
en déduit qu'il existe une fonction Hs : X(0Msz) — R telle que Hy = Hj o Oy, ou I'application
O4 est X(Mz) — X(0Ms). De plus X(0M3) s’identifie & X(0M3) x X(X).

On en déduit que la fonction Oy o pa 0 ¢ sur Xe(M) est donnée par

Ogoproth: Xe(M) — € x[-2,2]
[p] — (C, tr(p(X)))
ce qui termine la preuve de la proposition dans le cas ou k > 3.
Si le genre k = 1, nous avons forcément M; = N; 3. La courbe X est une composante de

bord de M; et on note D et E les deux autres composantes de bord. Nous mettons 1’élément
C € X(OM) sous la forme (d,e,c1,...,Cm).
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Pour tout [ps] € X(Ms), la fibre p;'([ps]) s’identifiec & Despace Xe/(M;) avec
¢ = (d,e, tr(p2(X)) € X(OM;). D’apres la Proposition Paction de T'py, est ergo-
dique sur l'espace Xe/(M7). Ainsi, la fonction H;y étant Iy, -invariante, on en déduit 'existence
d’une fonction Hy : X(M3) — R telle que H; = Hsopy presque partout. Nous pouvons alors ap-
pliquer le méme raisonnement a la fonction Hs que pour le cas k > 3, ce qui termine la preuve. [J

En conclusion, une fonction h qui est I'j; invariante est presque partout constante sur les
lignes de niveau de 'application

Py Xe(M) — [~2,2]
[p] — tr(p(X)).

D’autre part, la surface My est orientable de caractéristique x(Mz) < —1 et peut donc se
décomposer en pantalons. De méme, la surface M; peut se décomposer en la somme connexe
d’un pantalon et d’'un plan projectif a deux trous de sorte que X est une composante de bord
du pantalon. En recollant les deux pantalons ayant X comme composante de bord, on obtient
une sphere a quatre trous S plongée dans M.

L’ergodicité dans le cas d’une sphere a quatre trous montre qu’une fonction I'g-invariante
est constante sur les ensembles de niveau de ’application

Py : Xe(M) — X(09).

De plus, pour tout élément de X(9S), I'image de la fibre par Papplication P; est 'intervalle
[—2,2]. En conséquence, les lignes de niveau de P; et P, engendrent 'espace Xe(M). En par-
ticulier, la fonction h est presque partout constante sur Xe (M) ce qui prouve l'ergodicité de
I’action du groupe modulaire dans le cas ol le genre est impair.

En rassemblant le résultat ci-dessus et le Théoreme on obtient le résultat annoncé :

Théoréme 5.3.7 Soit M une surface non-orientable telle que x(M) < —2 et soit € € X(OM).
L’action de T'pp sur Xe(M) est ergodique.
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Chapitre 6

Composantes connexes de

I’espace des représentations

L’essence des mathématiques
réside dans leur liberté.
— Georg Cantor

Ce chapitre est consacré a l’étude du nombre de composantes connexes de lespace
Hom(m (S), PSL(2,R)). L’idée est de trouver des invariants de représentations qui séparent
les différentes composantes connexes de 1’espace de représentations.

L’holonomie d’une structure hyperbolique sur S donne une représentation de (%) dans le
groupe PGL(2,R) des isométries du plan hyperbolique. Il est connu que I’espace de Fricke, défini
comme 'espace des classes d’équivalence des structures hyperboliques sur S, s’identifie a I’en-
semble des classes de conjugaison de représentations fideles et discretes. Cet ensemble constitue
une composante connexe de ’espace Hom(m(S), PGL(2,R))/PGL(2,R) (voir Goldman [29]).

Dans le cas d’une surface orientable, 'image de la représentation d’holonomie est incluse dans
PSL(2,R), qui est constitué des isométries qui préservent l'orientation. Les travaux de Goldman
sur la classe d’Euler [26] 29], lui ont permis de montrer que l'espace Hom(m (2,), PSL(2,R))
possede 4g — 3 composantes connexes indexées par les valeurs admissibles de la classe d’Euler.

Le but de ce chapitre est de montrer que pour une surface non-orientable M, I'espace
Hom(m (M), PSL(2,R)) possede seulement deux composantes connexes indexées par une classe
de Stiefel-Whitney, définie comme une réduction de la classe d’Euler modulo deux.

6.1 Obstructions et classe d’Euler

6.1.1 Applications d’obstruction

Il existe une famille d’invariants de représentations ¢ € Hom(w, G) qui nous permet de
comprendre la topologie de Hom(w, G). Lorsque M est un espace dont le groupe fondamental
est m (M) = 7 et X est un espace sur lequel G agit, alors le (G, X)-fibré plat sur M avec

holonomie ¢ est le fibré sur M dont I'espace total est le quotient de M x X par l'action de 7
donnée par v : (5,2) — (v- 5, 0(y)x).
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Les invariants topologiques des (G, X)-fibrés sur M définissent des invariants de
représentations ¢ € Hom(rw, G). En particulier, les obstructions & la trivialité du fibré sont
des invariants topologiques du fibré. (Voir Steenrod [77] pour une exposition de la théorie de
Pobstruction). Ainsi, pour chaque n, cette construction nous donne une application d’obstruc-
tion :

on : Hom(m (M), G) — H"(S, m-1(G)).

Dans notre étude, nous nous intéressons & des variétés de dimension deux et ainsi H"(S, H)
est trivial pour tout n > 2. Donc, seules les premieres et deuxiemes classes d’obstruction seront
utiles. Ces deux obstructions possedent une description explicite qui ne nécessitent pas de passer
par les (G, X)-fibrés.

La premiére classe d’obstruction est associé au groupe mo(G) qui est non-trivial seulement
lorsque G n’est pas connexe. L’élément 01 (¢) est dans H* (M, 7(G)) =~ Hom(m, mo(G)) et est
obtenu en composant la représentation p : 1 — G par 'épimorphisme G' — 7o (G). Lorsque 7 est
un groupe engendré par un ensemble fini de générateurs {A1, ..., A, }, 'image des générateurs
par Papplication 01 (¢) détermine entierement 1’élément 01 (¢) ce qui nous permet de voir 01 (¢)
comme un élément de (mo(G))™.

Lorsque G est connexe, la premiére obstruction est triviale. La seconde obstruction peut
se définir comme l'obstruction a relever une représentation p : 7 — G en une représentation
du revétement universel G de G. La seconde obstruction est une classe oz(¢) € H?(M,71(G)),
dont nous allons voir une interprétation dans le cas des groupes de surface.

6.1.2 Groupes de surface

Lorsque 7 est le groupe fondamental d’une surface fermée S, le groupe d’homologie est
donné par :
2 [ m(G) si S est orientable,
H(8,m(G)) = { m1(G) /27 (G) s S est non-orientable.

6.1.2.1 Surfaces orientables

Supposons que X est une surface fermée orientée de genre g > 1. Son groupe fondamental
admet la présentation géométrique suivante :

m(E) = (Xi1,.... Y [[Xa, V1] [Xg, Yg).
Dans ce cas, le cycle fondamental sur ¥ donné par l'orientation détermine un ismor-

phisme H?(X,71(G)) ~ m(G). L'image de I'application d’obstruction oy peut étre décrite
algébriquement comme suit.

—_~—

Soit ¢ un élément de Hom(w, G). On choisit des relevés ¢(X1),...,¢(Y,) des images des
générateurs dans G. La relation du groupe fondamental implique que 1’élément

5060, 50) - [505,50%)

est un relevé de l'identité de G dans é, c’est-a-dire un élément du noyau de l’application

revétement p : G — G qui est isomorphe & 71 (G) et cet élément est indépendant des relevés
~ /

choisis. En effet, deux relevés different d’un élément de m1(G) C Z(G), et si ¢(X1) = gop(X1)
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alors on a :

—~ —_—~ )~ —~——/ —_—~— —~— ——

[as(Xl)', 367)} [0, 0(Yy)] = 6(X1) 6(V)(0(X1) ) (0(V1) "+ [6(X,), 6(Y,)]

= go(X1)o(V1)(90(X0) " (6(V) "+ [0(X,), 6(V,)]

5,57

=gg~! WXT)Z(E)} [¢(Xg),¢(Yg

L’application oy est continue & valeur dans m (G) qui est un groupe discret. Il en découle que
I’application oy est localement constante et définit un invariant des composantes connexes de
Hom(w, G).

6.1.2.2 Surfaces non-orientables

Supposons M une surface non-orientable de genre k, avec k > 3. Rappelons que son groupe
fondamental admet la présentation suivante :

7T1(M) =T = <A1,,Ak|A%Ai>

Dans ce cas, nous avons un isomorphisme H?(X, 11 (G)) ~ 71(G) /271 (G), ot 271 (G) est le sous-
groupe du groupe abélien 7 (G) constitué d’éléments de la forme {a? |a € 1 (G)}. L'image de
I'application d’obstruction peut étre décrite algébriquement comme suit.

—_—~

Soit ¢ un élément de Hom(w, G). On choisit des relevés ¢(X1),...,9(Y,) des images des
générateurs dans G. La relation du groupe fondamental implique que 1’élément

(F0)" - (70’

est un relevé de I'identité de G dans é, c’est-a-dire un élément du noyau de ’application
revétement p : G — G qui est isomorphe a 71 (G). Contrairement au cas orientablt cet élément
n’est pas indépendant des relevés choisis, mais est indépendant & un élément de 27 (G) pres.

~ —_~—

/
En effet, deux relevés different d’un élément de w1 (G) C Z(G), et si ¢(A1) = gop(Ay) alors on

<m’>2...(m)2_gz((m)?..(mﬁ

L’application oq est continue & valeur dans 71 (G) /271 (G) qui est un groupe discret. Il en découle
que 'application o5 est localement constante et définit un invariant des composantes connexes
de Hom(w, G).

6.1.3 Classe d’Euler et de Stiefel-Whitney

Nous nous placons a partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre dans le cas ou G est
le groupe des isométries du plan hyperboliques préservant ’orientation, que ’on peut identifier
au groupe PSL(2,R), en prenant pour modele du plan hyperbolique le demi-plan supérieur. Soit
G le revétement universel de G ,etp: G—G Papplication revétement. Le groupe PSL(2,R) est
homéomorphe & un tore solide et donc son groupe fondamental est 7 (PSL(2,R)) = Z. Ainsi,
le centre de G est isomorphe & Z et on a G = G/Z(G). On note z un générateur de Z(G), de

sorte que Z(G) = (z).
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Prenons une surface ¥ orientable. L’application obstruction o, prends ses valeurs dans Z et
corresponds a la classe d’Euler du fibré en cercle au dessus de ¥ défini par une représentation.
Cette classe est maintenant trés bien comprise (voir par exemple [25] 29, 59]). J. Milnor et J.
Wood ont montré que la valeur de la classe d’Euler d’une représentation est bornée et satisfait
I'inégalité |e(¢)| < |x(X)| appelée inégalité de Milnor-Wood. Le théoréme principal de [29] est
le suivant :

Théoréme 6.1.1 (Goldman [29]) Soit ¥ une surface orientable de genre g > 2. L’ensemble
Hom(m (%), G) a exactement 2|x(M)|+1 composantes connexes, correspondant auzx préimages

e 1(n), avec |n| < |x(M)].

Dans le cas d’une surface non-orientable, 'application oo prends ses valeurs dans Z/2Z.
Nous obtenons dans ce chapitre le résultat suivant :

Théoréme 6.1.2 Soit M une surface non-orientable fermée de genre k avec k > 3. L’en-
semble Hom(71 (M), G) a exactement deuz composantes connexes, correspondant aux préimages
0y (n), avec n € Z)27.

Pour donner la preuve de ce théoreme, nous décomposons la surface M en surfaces qui sont
des surfaces a bords. Il est donc necessaire de définir une généralisation de I'application oy aux
surfaces a bord.

6.1.4 Surfaces a bord

Soit S une surface avec m > 0 composantes de bord. Son groupe fondamental est isomorphe
au groupe libre & 1 — x(S) générateurs, et donc 'espace des représentation Hom(7y(5), G) est
identifié avec G'~X(5). Le groupe G = PSL(2,R) étant connexe, on en déduit que espace
des représentations est également connexe. On doit alors imposer des conditions au bord pour
définir une application d’obstruction qui convienne. Pour cela, il est necessaire de faire quelques
rappels sur le revétement universel de PSL(2, R).

6.1.4.1 Revétement universel

Le groupe SL(2, R) est un revétement double connexe de PSL(2, R), et donc G est également
le revétement universel de SL(2,R). On a une identification canonique :

SL(2,R) = G/(z?).

Pour alléger les notations, nous désignerons souvent un élément de PSL(2,R) par un de ses
relevés dans SL(2,R) sous forme de matrice. Pour un élément A du revétement universel @,
on définit la trace tr(A) comme la trace de I'image de A dans SL(2,R). On dit que A ¢ Z(G)
est elliptique, parabolique ou hyperbolique selon que [tr(A4)] < 2, |tr(A)] = 2 ou |tr(A)] > 2
respectivement. Nous noterons &, P , H les sous-ensembles de G constitués d’éléments ellip-
tiques, paraboliques ou hyperboliques respectivement. Ces sous-ensembles décomposent G en
une infinité de composantes, indéxées par Z, comme le montre la Figure [6.1

Nous pouvons distinguer ces différentes régions par les invariants suivants, associés a un
élément A € G. Le groupe PSL(2,R) agit par automorphismes projectifs sur OH? = S, et cette

action se releve en une action de G sur S = R. Pour A € G, définissons :
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\Y
Po

Figure 6.1: Domaines de G

mA =min{A -z —z|z € R}
mA =max{A -z — x|z € R}

Lemme 6.1.3 (Jankins-Neumann [45]) On a les caractérisations suivantes :

A€ &, = [mA,mA] Cli,i + 1]
A e H; < i C|mA, mA|
AePl = mA=i<mA

Ae?P, = mA<i=mA

6.1.4.2 Classe d’obstruction relative

Le groupe fondamental d’une surface a bord S a la présentation suivante :
™ = <A1,...,Ak,cl,...,Cm|R(A1,...,Ak) ClCm)

ou Cy,...,Cp correspondent aux composantes de OM et R(A1, ..., Ag) correspond & la relation
usuelle de la surface fermée correspondante (produit des commutateurs ou produit des carrés).

Soit ¢ dans Hom(w, G) un homomorphisme tel que pour chaque composante de bord Cj,
I'image ¢(C;) est un élément hyperbolique de G. On note W(S), ’ensemble de tous les homo-
morphismes satisfaisant cette condition. Pour tout élément g € H, il existe un unique relevé g°
dans Ho. .

Soit ¢(C;) le relevé de ¢(C;) dans Hy pour tout ¢ € {1,...,m}. D’autre part, nous choi-

sissons des relevés quelconques ¢(A1),...,¢(Ax) dans G. La relation du groupe fondamental

implique que 1’élément o

— —— 0
R (6(AD), -, 6(40)) 9(C1) -+ 9(Cm)

est un relevé de lidentité de G dans G. De la méme fagon que dans le cas fermé, lorsque S est

orientable la construction donne un élément bien défini de Z, appelé classe d’Euler relative de ¢

et encore noté e(¢). Lorsque S est non-orientable, la construction donne un élément bien défini

de Z/2Z, que nous appelons classe de Stiefel-Whitney relative de ¢ et notons encore o02(¢).
Nous rappelons le résultat de Goldman concernant la classe d’Euler relative :
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Théoréme 6.1.4 (Goldman|29] 3.3) Soit X une surface compacte orientée telle que x(X) <

—1. Les composantes connezes de W () sont les préimages e~ (n) avec |n| < x(S).

Nous établissons dans ce chapitre la généralisation de ce théoreme a la classe de Stifel-
Whitney relative.

Théoréme 6.1.5 Soit M une surface non-orientable telle que x(M) < —1. L’ensemble W (M)

a exactement deur composantes connezes, correspondant aux préimages ogl(n), avecn € Z./27.

Le reste de ce chapitre sera consacré a la démonstration de ce théoréeme qui inclus le
Théoreme [6.1.2] comme un cas particulier.

6.1.5 Propriétés d’additivité

A partir de la construction, nous pouvons directement établir une propriété d’additivité de
la classe de Stiefel-Whitney.

Proposition 6.1.6 Soit M wune surface non-orientable, telle que M = My U Ms, et ¢ €
Hom(w, G) tel que pour chaque composante de bord C' de M;, l’image ¢(C') est hyperbolique. On
peut supposer sans perte de generalité que M, est non-orientable. Alors,

— 51 M5 est non-orientable

02(¢) = 02( |x, (1)) + 02(@ |y (M) € Z/2.
— Si My est orientable

02(¢) = 02(¢ |y (ary)) + (€(& |y (M12))) € Z/2Z.

ot €(¢) = e(¢) (mod 2) € Z/2Z

6.2 L’application carré
Nous établissons dans ce chapitre quelques propriétés importantes de l'application carré

dans G et dans G.

6.2.1 Propriétés de I’application

L’application suivante :

Q@ : PSL(2,R) — SL(2,R)
Ar— AZ

est bien définie car (—A)? = A% dans SL(2,R). Cette application satisfait la proposition sui-
vante :

Proposition 6.2.1
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1. L’image de Q est l’ensemble
J={M € SL(2,R)|tr(M) > =2} U {-TI}.

2. Pour tout K € J\{—1I}, il existe un unique A € PSL(2,R) tel que Q(A) = K donné par :
K+1
tr(K) +2

3. La fibre Q71(I) est l’ensemble

{g( (1) _01 )g_1|gePSL(2,R)}.

Preuve : Soit K un élément de SL(2,R), et supposons qu’il existe A dans SL(2,R) tel que
A% = K. Nous avons l'identité tr(A?) = (tr(A))? — 2 qui montre directement que tr(K) > —2.
Si tr(K) > —2, alors K est conjuguée a 1'une des matrices suivantes :

cosf sind .
— Ry = ( —ainf cosd > avec § € R\ {kn|k € Z}, si tr(K) < 2;

0 1
= ( cosht sinht

pu:(l u)avecueR,sitr(M)ZQ;

sinht cosht

Dans chacun de ces cas, I’équation matricielle A2 = M se résout par un calcul direct. Nous
obtenons :

— A? = Ry si et seulement si A = +Ry)2;

— A% = P, si et seulement si A = P2

— A? = H, si et seulement si A = +H,)o.
Dans chacun des cas, une des deux solutions satisfait tr(A) > 0 et donc tr(A) = /tr(K) + 2.
Le théoreme de Cayley-Hamilton aplliqué & la matrice A implique que :

) avec t € R*, si tr(M) > 2.

A? —tr(A)A+ det(A) =0

ce qui nous donne
K+1

tr(K)+2

Les deux solutions dans SL(2,R) sont identifiées dans PSL(2,R) ce qui prouve (7).
Si tr(K) = —2, alors la matrice K est conjuguée & la matrice

-1 wu
0 -1
Si u # 0, léquation A2 = K n’a pas de solution dans SL(2,R) et donc dans PSL(2,R).
Siu =0, alors K = —I, et on résout explicitement 1’équation :

()0 )
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—1— 22
ce qui nous donne z # 0, t = —x et y = 756. L’ensemble des solutions dans SL(2,R) est
z

—1—z2
{(x Tz >z€R,z€R*}CSL(2,R)
—T

donc :

z

A chaque solution dans PSL(2,R) correspond un couple de solution dans SL(2,R). Nous choi-
sissons le représentant dans SL(2,R) qui satisfait z > 0, et définissons la matrice

Vzoz/Vz
g= € SL(2,R)

0 1/vz

0 —1 0 [z —1Z—w2 -
g( 1 0 )g h ( z -z =A
0 -1

Réciproquement, toute matrice A € PSL(2,R) de la forme A = g( 1 0 )g1 satisfait
Q(A) =-1. O

On a alors

6.2.2 Revétement universel et carré

Soit J C G, 'ensemble des éléments de G dont 'image dans SL(2,R) est un élément de J.
De facon équivalente, J est I'image de I'application carrée relevée

Q:G—G
Ar—s A2
Nous avons _
J= {A € Gltr(A) > —2} U {z**k ez}

Un élément de K € G satisfait tr(K) < —2 si et seulement si K € Hop41 pour un certain k € Z.
De méme tr(K) = —2 si et seulement si K € Pagyq U {2211}, Nous en déduisons que

J=G\ (U Hops1 U ?QkH) : (6.2.1)

kEZ
Une propriété importante a noter est que J est un ensemble connexe. De plus, la Proposition
nous amene a formuler la proposition suivante :
Proposition 6.2.2 Soit K : [0,1] — G un chemin continu satisfaisant les propriétés suivantes :
1. Pour tout t dans [0, 1], l’élément Ky est dans J.

2. L’ensemble T = {t €]0,1[| K; # z**T! pour un certain k € Z} est une union finie d’in-
tervalles ouverts.

3. Pour tout s tel que Ky = z?F*1

, il existe € > 0, gs et hy dans G tels que :
Vte (s—es), K = gsﬁgtgs_l
Vt € (s,5+€), Ky = hyRg h7*

ou Ry, est un relevé de Ry, avec 0; qui converge vers m.
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Alors, a une reparamétrisation pres, il existe un chemin continu { A }iejo,1) dans G tel que pour
tout t € [0,1], on a Q(A:) = K; dans SL(2,R).

Preuve : Soit {Ki}c[0,1] un chemin satisfaisant les hypotheses de la proposition. L’en-
semble T est une union finie d’intervalles ouverts de ]0,1[, que 'on note T; =|s;,s; [ avec
1 € {0,m}. Sur chaque intervalle T}, le chemin dans PSL(2,R) défini par le projeté de la ma-

trice KT
A= —tTL e (6.2.2)

A/ tI‘(Kt) + 2
est continu.

Soit i € {0,m}, tel que s; # 0 et soit k € Z tel que Ky = z2**1. Sur un voisinage a droite
du point s; , on peut écrire K; = giRgtgi_l et t € T7. Comme lim K; = 2251 on en déduit que

t—s

lim 0; = 7. Sur ce voisinage la matrice A; est définie par (6.2.2) qui nous donne

t—s;

Ay = giRg, 297"

Le chemin A; a donc une limite lorsque ¢ tend vers s; par valeur supérieure. Cette limite est
la matrice de PSL(2,R) définie par
AT = 1>im7 A = giR,r/ngl.

7

t—=s;

pa

7 7

On utilise le méme raisonnement dans un voisinage a gauche du point s, , et on définit la

matrice A de PSL(2,R) par :
A7 = lim Ay = hiR.johi "

t>sT

=)

Ainsi, sur chacun des intervalles fermés Tj, on a trouvé un chemin A; satisfaisant les pro-
priétés désirées. Il suffit maintenant de trouver des chemins sur les intervalles de ]0,1[\T de
sorte que les extrémités de ces chemins coincident.

Quitte & reparamétrer le chemin {K;}se[0,1], on peut supposer que si # ;1. Pour tout
te s, s;4] =T;,onaK; = 22k+1 Le groupe G étant connexe, il existe un chemin reliant h;
a gi+1, et ainsi il existe un chemin {A;};c7/ reliant Al a A, dans Q~(I).

Les chemins {A¢}ier,, {At}ier; et {Ai}ier;,, se recollent naturellement de fagon continue.
On a donc définit A; pour tout ¢ € [0,1] de sorte que le chemin {A;};c[p,1) soit continu et
satisfait Q(A;) = [Ky]. O

Remarque 6.2.3 Les conditions (ii) et (iii) sont la pour lisser le comportement du chemin au
voisinage des points de la forme z?*T1. Sans ces conditions, la Proposition serait fausse.

Par exemple, considérons le chemin {Ki}iepo,1) défini par

Kog=-1
K = gthtgt_1 pour tout t # 0

avec 0y = —t et
g = ( V2 + sin (%) cos (%) ) '
cos(3) V2 sin (1)
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Ce chemin est continu dans J. Pour tout t # 0, il existe un unique Ay € PSL(2,R) tel que
Q(A;) = [K¢] donné par
Ay = giR, j29; "

Cependant, la matrice Ay n’a pas de limite quand t converge vers 0. Ainsi le chemin K; ne peut

pas étre relevé en un chemin continu dans PSL(2,R) par Uapplication Q.

6.3 Propriétés de relevement de chemin

Dans cette section, nous construisons des chemins dans 1’espace des représentations d’une
surface orientable ¥ & bord non-vide, qui joignent deux composantes différentes de W(X). On
demande que ces chemins soient tels qu’on puisse étendre les représentations de la surface
orientable, en des représentations de la surface non-orientable obtenue en attachant un ruban
de Mobius a I'une des composantes de bord.

6.3.1 Relevé dans le cas hyperbolique

Nous rappelons la définition suivante :

Définition 6.3.1 Une application f : X — Y satisfait la propriété de relevement des chemins
st pour tout x € X et tout chemin {yt}te[m] tel que f(x) = yo, il existe une application crois-
sante surjective (une reparaméirisation du chemin) 7 : [0,1] — [0,1] et un chemin {xs} (o 1)

tel que xo = x et f(zs) = Yr(s)-
La proposition suivante nous sera utile :

Proposition 6.3.2 (Goldman [29]) Soit & une sphére a trois trous ou un tore & un trou, et

soit C l'une des composantes de bord de Y. L’application d’évaluation
eve : W(E) — H
¢ — ¢(C)
satisfait la propriété de relévement des chemins.
Nous pouvons généraliser la proposition [6.3.2] a toute surface orientable a bord non-vide.

Proposition 6.3.3 Soit ¥ une surface orientable & bord non-vide Cy,...,C,, C 0%. L’appli-
cation

eve, : W(E) — H
¢ — ¢(C1)
satisfait la propriété de relévement des chemins.

Preuve : On prouve ce résultat par induction sur la caractéristique d’Euler de la surface.
Pour une surface ¥ de caractéristique d’Euler x(X) = —1, la Proposition nous donne
directement le résultat.
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6.3 Propriétés de relevement de chemin

—x(%)

Soit ¥ une surface telle que x(X) < —2. On décompose la surface ¥ en pantalons ¥ = U pF

i=1
de telle sorte que C7 est une composante de bord de ¥;. Notons Dy et Dy les deux autres
composantes de bord de 31 et notons S; la sous-surface de X\ 31 ayant D; comme composante
de bord (qui peut étre vide). La décomposition en pantalons peut étre choisie de sorte que S;
et Sy sont disjointes.

Soit {¢ }+ejo,1) un chemin dans J et ¢ une représentation dans W (%) telle que ¢o(C1) = 7o.
Dans chaque composante connexe eval(fyo), il existe une représentation ¢ telle que ¢(D1) et
¢(D2) sont hyperboliques. Ainsi, On peut supposer sans perte de généralité que ¢o(D1) et
¢o(D2) sont hyperboliques. Par la Proposition on peut trouver un chemin {9 };co,1]
dans W (%) tel que ¢:(C) = ¢ et Yo = @jx,(x,). Les chemins {s(D1) }ref0,1) et {:(D2) }eeo,1]
sont dans H. Lorsque la surface S; est non-vide, on a x(S;) > x(X)+1 et ainsi on peut appliquer
I’hypothese d’induction pour relever ces chemins en des chemins de représentations {¢§’>} dans
W(S;).

Le chemin de représentations {¢;};c0,1] défini par :

) si € m (%),
#@={ i) waems)

satisfait ¢¢(C) = v, et pour tout 1 < j < m, le chemin ¢;(C;) reste dans J{. On a donc
construit un chemin dans W (%) avec les propriétés voulues. O

6.3.2 Compatibilité avec ’application carré

Notre objectif est de trouver des chemins particuliers dans 1’espace des représentations d’une
surface orientable, tel que le chemin défini par I’évaluation de la représentation en l'une des
composantes de bord, satisfait les hypotheses de la Proposition |6.2.2

Tout d’abord, soit ¥ une sphere a trois trous. Son groupe fondamental est libre a deux
générateurs. Une représentation dans Hom(w, G) est entierement déterminée par I'image des
deux générateurs. Pour trouver un chemin de représentations dans Hom(m, G), il suffit de trouver
un chemin dans G2. Comme SL(2,R) est un revétement de G = PSL(2,R), il suffit de trouver
un chemin dans SL(2, R)?2.

On rappelle que d’aprés la Proposition [£.1.8] les représentations du groupe libre & deux
générateurs sont déterminés & conjugaison pres par leur caractere, et que Iapplication x : R? —
R joue une role essentiel. Le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 6.3.4 (Goldman [29], Corollaire 4.5) Soit
OQr = {(X,Y) € SL(2,R) x SL(2,R) | [X,Y] # I}.
alors lapplication caractére
X — R\ ([-2,2° ns1([-2,2]))
satisfait la propriété de relévement des chemins.

En particulier, ce lemme est un ingrédient clef de la proposition suivante :

97
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Proposition 6.3.5 Soit 3 une sphere a trois trous, avec ses composantes de bord B,C et K.
Soit ¢ une représentation dans W(X) telle que e(¢) = —1. Il existe un chemin {¢t}te[0 1 tel
que :

1. ¢0 = ¢ ;
2. 6(¢1) =1 ;
3. Les éléments ¢(B) et ¢+(C) sont dans IH pour tout t € [0,1];

4. Si {@}te[o’l] est un relevé de {¢s}iep0,1] dans Hom(ﬂ',é) tel que %(K) € 2¢J, alors le
chemin {2°¢¢(K)}iejo,1) satisfait les hypotheses de la Proposition .

———0

Preuve : Soit une representation ¢ € W(X) telle que e(¢) = —1, et soit ¢(B) ,mo
les relevés de ¢(B) et ¢(C) dans Hy. L’element (;(\B/)(ﬁ/(\é/') est dans J{_, et donc on obtient
X((;(\B/),(;(\CT)) = (b, c, k) avec b, ¢ €]2, +o0| et k €] — 00, —2].

Soit g un élément de PSL(2, R) tel que, pour tout 6 €]0, 7[, 'élément elliptique Ry = gRgg~
satisfait [¢(B), Ry] # I. Pour § € R, prenons le relevé de Rj dans &, et notons le également
Rj. Le chemin dans G défini par

1

Cy = (5@57)0)_1 R

est continu et commence dans Hy. Ainsi, comme Hy est un ensemble ouvert, il existe un s €]0, 1|
tel que C reste dans Hy pour tout t < s.

e

0

Définissons d’autre part By = ¢(B) pour tout ¢ < s. L’élément B;C; = R} est dans &o.
Ainsi, nous avons X(Bs, Cs) = (b, ¢/, k') avec b > 2, ¢’ > 2 et k' €] — 2,2].

Le chemin dans R3 défini par

bt:b,
t—s t—s
=(1— /
o= 1—s)c+1—sc7
t—s t—s
ki =(1— K k
= 1—5) +1—s

ne rencontre jamais l'ensemble [—2,2]3 N x~1([-2,2]). De plus, [Bs, Cs] = [R}, (¢(B))~"Y] # 1,
donc d’apres le Lemme ce chemin peut étre relevé en un chemin {By, Cy}i>s tel que

X(Bt7 Ct) = (bt7ct7 kt)

De plus, k; < 2 pour tout t > s, et donc le chemin {B;C,};>s ne rencontre jamais I'ensemble
Ho U Py. Nous en déduisons que B1Cy est un élément de H_1, et la représentation définie par
(B, C1) est de classe d’Euler —1.

O /\/O

D’autre part nous avons x(B1,C1) = (b,¢,k) = x <<;(\B/) ,0(C) ) Nous savons que

k(b,c, k) # 2 et donc les deux couples sont conjugués par un élément g € PGL(2,R). Un
élément de PGL(2,R) qui n’est pas dans PSL(2,R) conjugue une représentation de e=!(—1) &
une représentation de e~1(1). Les deux couples définissant des représentations de classe d’Euler
—1, donc ils sont conjugués par un élément g de PSL(2,R). Le chemin

{(9Big™",9Cig™ ") }eeo
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relie la représentation ¢ avec la représentation ¢’ définie par

¢(B)g ™"

¢'(B)=g
¢'(C) = g(¢(B)) g~
Soit ¢ une représentation telle que e(y)) = 1. Les mémes arguments s’appliquent pour

montrer qu’il existe un chemin reliant 1 & une représentation 1)’ définie par :

Y'(B) = p(B)h™
¥'(C) = h((B))"*h™".

En particulier, il suffit maintenant de trouver un chemin reliant ¢’ & 1)’ satisfaisant les
propriétés désirées pour prouver la proposition. Les éléments g¢'(B)g~! et hy'(B)h~! sont
tous les deux dans J{ et peuvent donc étre reliés par un chemin {H;};c[0,1] dans 3. Ce chemin
définit naturellement un chemin {¢;};c[0,1) dans Hom(7, G) par :

¢y (B) = Hy
¢(C) = (H) ™.
Nous avons construit un chemin de ¢ & ¢’, un chemin de ¢’ & 1’ et un chemin de )’ & ). Ces

trois chemins satisfont naturellement la condition (3). Donc on a construit un chemin {¢¢ }+co,1
satisfaisant les conditions (1), (2) et (3).

Finalement, soit {¢;};c[0,1] un relevé du chemin {¢;}+¢jo,1) dans Hom(, G) tel que %(K) €

0 ——0
2¢d. On choisit les uniques relevés ¢;(B) et ¢:(C) dans Hy. Il existe N € N tel que pour tout
tel0,1],ona

—~—— ——~—

G1(K) = di(B)3i(C) = =N (#1(B)o(C))
L’élément %(K) est dans H_1 car e(¢) = —1. Ainsi
do(K) € 29 N Hn_1,

donc les nombres N et € ne sont pas de la méme parité.
—~——0

0
Dans cette construction, le chemin {d)t(B) P+ (C) } ne rencontre aucun des H; U P; avec ¢

pair. On en déduit que QE(K ) ne rencontre aucun des z¢H; U P; avec ¢ impair, ce qui montre
que le chemin reste dans 2¢J. Les autres hypotheses de la Proposition sont naturellement
satisfaites par construction. O

Dans le cas du tore a un trou, le résultat similaire est donné par la proposition suivante :
Proposition 6.3.6 Soit X un tore a un trou, avec son groupe fondamental

m(5) = (X,Y, K|[X,Y] = K).

Soit ¢ une représentation dans W (X) telle que e(¢) = —1. Il existe un chemin de représentations
{&1}ico,1) dans Hom(m, G) tel que :

1. ¢o=1¢;

2. e(¢1) =1;
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3. St {Qi}te[o,l] est un relevé de {¢,} dans Hom(r,G) tel que Z{O(K) € 20, alors le chemin
{ze@(K)}te[o)l] satisfait les hypotheéses de la Proposition .

Preuve : Soit ¢ : 7 — G un relevé de ¢. L'élément ¢(K) = ¢([X,Y]) est uniquement
déterminé par ¢ et appartient a J{_, et donc appartient a zg. Soit { K} };c[0,1] un chemin dans
G satisfaisant Ky = ¢(K) tel que K7 € H; et qui reste dans 'image de I’application

R :GxG—G
(A,B) — [A, B].

Nous pouvons choisir K; de telle sorte que le chemin {ZKt}te[o,l] satisfait les hypotheses de
la Proposition D’apres un résultat de Goldman ([30], Theorem 7.1), tout chemin dans
I'image de ,R: se releve en un chemin dans G x G. Dong, il existe un chemin {X¢,Y; }4¢(o,1) dans
G x G tel que Ry (X4,Y;) = K.

De plus, la préimage E(KO) est connexe, et ainsi il existe un chemin reliant ¢ a la
représentation définie par (Xo,Y)). Le chemin défini par (X;,Y;) pour tout ¢ dans [0, 1] sa-
tisfait les propriétés voulues.

O

En ayant établi les cas particuliers de la sphere a trois trous et du tore a un trou, on peut
maintenant généraliser le résultat a toutes les surfaces a bord, avec la proposition suivante :

Proposition 6.3.7 Soit 3 une surface orientable avec m > 1 composantes de bord C1, . ..,Cy,,
et telle que x(M) < —1. Soit ¢ une représentation dans W (%) telle que e(¢) =n < |x(2)| — 2.
Il eziste un chemin {¢i},c( 1) tel que :

1. ¢0 = ¢;

2. e(p1)=n+2;

3. ¢4(C;) € H pour tout j < m et tout t € [0,1] ;
4

.S {gt}te[O,l] est un, relevé de {¢;} dans Hom(mw,G) tel que %(K) € 29, alors le chemin
{2°04(K) }1eqo,1) satisfait les hypothéses de la Proposition .

Preuve : Le résultat a été prouvé pour x(X) = —1, on peut donc supposer x(X) < —2. On
[x()
décompose la surface ¥ en pantalons X = U |2; de telle sorte que C est une composante de
i=1
bord de . Notons D1 et D5 les deux autres composantes de bord de X1 et notons S; la sous-
surface de ¥\ ¥y ayant D; comme composante de bord (qui peut étre vide). La décomposition
en pantalons peut étre choisie de sorte que S7 et Se sont disjointes.

Soit ¢ une représentation dans W (X) telle que e(¢) = n. On peut supposer sans perte de
généralité que ¢(D1) et ¢(Dz) sont hyperboliques. De plus, comme n < |x(X)| —2 et e~ 1(n) est
connexe, on peut supposer que la représentation g, définie comme la restriction de ¢ & 71 (1),
est telle que e()y) = —1.

D’apres la Proposition il existe un chemin {1 };¢[o,1] dans Hom(71(¥1), G) tel que :

1. Les éléments ¢ (D1) et 9¢(D2) sont dans H pour tout ¢ € [0,1];

2. Si {;ﬁvt}te[O,l] est un relevé de {1} tel que %(Cl) € z¢J, alors le chemin {ze(;t(Cl)}te[o,l]
satisfait les hypotheses de la Proposition [6.2.2);

100



6.4 Composantes connexes

3. 6(’¢1) =1.
Si S; est non-vide, on peut appliquer la Proposition pour trouver un chemin {wt(i)}te[o,l]

de représentations dans W(.S;) tel que gbti) (D;) = ¢(Dy), et w(()i) est la restriction de ¢ & 71 (S;).
On définit le chemin {¢¢},¢( 1 par :

qpt(v) siy € m(X)
O (y)  siy e m(Si).

On a naturellement ¢y = ¢ par construction.

Pour tout j > 1, si C; est une composante de bord de S; alors ¢,(C;) € I puisque ¢,(C;) =
wtz)(Cj) et wtz) € W(S;). Sinon, C; est une composante de bord de 3, et la Proposition m
nous assure que ¢;(C;) € H.

¢(7) = {

Onae(yr) =1=-e(p) +2, et wgi) est dans la méme composante connexe de W(.S;) que
. 0On a donc (") = e(y{"). D’aprés la formule d’additivité de la classe d’Euler on a :

e(61) = ewn) + D e(i”) = e(o) + 2+ D (") = e(do) +2

La construction du chemin {¢;};c[0,1] nous assure que pour tout relevé q?t, le chemin
d+(C1) = ¢(Cy) satisfait les propriétés voulues. O

6.4 Composantes connexes

Une surface non-orientable M est la somme connexe d’une surface orientable ¥ avec un ou
deux plans projectifs. L’idée est de considérer des représentations dans W (M) dont la restriction
a m(X) est dans W(X).

6.4.1 Décomposition de la surface

Soit M un plan projectif a deux trous et son groupe fondamental
= (A, B,C,K|A*> = K = BC).
Le lemme suivant est une conséquence directe du Lemme [6.3.4] :

Proposition 6.4.1 Soit ¢une représentation dans Hom(w, G) telle que ¢(C) € H. Alors il

existe un chemin {¢;}iep0,1) dans Hom(w, G) tel que :
1. ¢o=1¢;
2. ¢1(B) est conjugué a ¢p(B) and ¢(C) est conjugué o ¢(C), pour tout t € [0,1] ;
3. $1(K) est hyperbolique.

Preuve : Soit 5 . — G un relevé de la représentation ¢. On note b, ¢ et k les traces tr(g(B)),

tr(g(C)) et tr(g(K)). Si ¢(K) est hyperbolique il n’y a rien & prouver, on suppose donc que
—2 < k < 2. Pour € > 0, on considere le chemin {(bt, ¢t, kt) }+ejo,1) défini par

bt:b, Ct = C, kt:t(2+e)—|—(1—t)c
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Comme |c| > 2, ce chemin ne rencontre jamais I’ensemble [—2,2]? et donc d’apres le Lemme
peut se relever en un chemin {(By, Cy)};¢(o 1) dans G x G.

L'élément Ky = ¢(K) = (¢(A))? appartient & J. De plus, le chemin K; = B,C, satisfait
ki > —2 pour tout ¢ > 0, donc le chemin {Kj}ic(o,1) reste entierement dans g \ Z(G). Ceci
prouve l'existence d'un chemin {A;};c(0,1) tel que A7 = K, pour tout ¢ € [0,1].

Le chemin {(A¢, By, Ct, Kt)}te[o,l] définit un chemin de représentations avec les propriétés
voulues. O

Cette proposition se généralise a toutes les surfaces non-orientables.

Proposition 6.4.2 Soit M une surface non-orientable avec x(M) < —1 et N un ruban de
Mobius plongé dans M. On note S la sous-surface M\ N et K le bord commun a 0S et ON.

Soit ¢ une représentation dans W (M). Il eviste un chemin {¢s}iep0,1] dans W (M) tel que
¢1(K) est hyperbolique.

Preuve : Tout d’abord, supposons que OM # ) et posons C' C M une composante de bord.
Alors il existe une sphere a trois trous X, plongée dans M, ayant C et K comme composante
de bord. Nous noterons B sa troisiétme composante de bord. La Proposition [6.4.1]s’apllique a la
restriction ¢ de ¢ au groupe 71 (N U, ). Donc il existe un chemin {4 };¢[0,1] dans Hom(m; (N U
¥1), G) tel que 11 (K) est hyperbolique. De plus, il existe un chemin {U; },¢0,1] tel que ¢;(B) =
Uip(B)U; . Le chemin {#t}teo,1) défini par :

_J () sty € m(N U,
ou(7) = { Uiqb('y)U[I sinon .

a les propriétés voulues.

Maintenant, si M est une surface fermée, alors S est un tore & un trou ou bien x(5) < —2.
Supposons que S est un tore & un trou, et soit ¢ la restriction de ¢ & 71 (.S). Posons 1; cmi(S) — G
un relevé de cette représentation. En utilisant le méme argument que dans la preuve de la
proposition on montre qu'il existe un chemin {4 }+c(o,1) qui joint ¥ & une représentation

Y telle que ¥'(K) est hyperbolique. De plus, lorsque z¢o(K) est dans J, alors le chemin
{ZG%(K)}tG[OJ] est entiérement dans J.

Ainsi, il existe un chemin {A;};¢(o,1] dans G tel que A? = 26%(1() ce qui définit un chemin
de représentations {@; }+e[0,1] dans Hom(71 (M), G) avec les propriétés voulues.

Autrement, nous avons x(S) < —2 et il existe une sphére & trois trous X; plongée dans S
ayant K comme composante de bord, et telle que S\ ¥; posséde deux composantes connexes
dont 'une est un tore a un trou, noté T'. Nous notons B et C' les deux autres composantes de
bord de ¥;. La surface ¥ = T U X7 est un tore & deux trous ayant pour composantes de bord
K et B. Il existe un chemin {v;};c[0,1] dans Hom(7(X), G) partant de 9o la restriction de ¢,
et tel que ¢1(C) est hyperbolique. De plus, il existe des chemins {Uy }+ejo,1) et {V;}epo,1) dans

G tels que
Ye(K) = Urp(K)U, Yi(B) = Vid(B)V,
Le chemin dans Hom(7; (M), G) défini par :
Pe(y) siy € m(X),
() = (MU' sty €m(N),

Urp(y)U;
Vig()Vi ' siyem(M\ (NU)).
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est tel que ¢1(C) est hyperbolique. Nous pouvons maintenant appliquer la Proposition a
la restriction de I’application ¢; & w1 (N UZX4). La surface M \ T est une surface a bord et nous
pouvons donc utiliser le cas précédent. O

6.4.2 Preuve du Théoreme

Nous terminons maintenant la preuve du Théoreme [6.1.5

Tout d’abord, supposons que M est une surface non-orientable de genre k impair. Il existe
un ruban de Mébius N plongé dans M tel que la surface S = M \ N est une surface orientable
ayant pour caractéristique d’Euler x(S) = x(M). Le bord de N est noté K. Soit ¢ et 1 deux
représentations dans W (M) telles que 02(¢) = 02(1)). Nous notons ¢’ et ¢’ les restrictions de
¢ et ¢ & m1(S). D’apres la Proposition nous pouvons supposer que ¢(K) et ¢ (K) sont
hyperboliques, et ainsi que ¢’ et ¢’ sont dans W (S).

Nous déduisons de la Proposition [6.3.7]que 'on peut choisir ¢ et v tels que les classes d’Euler
relative e(¢’) et e(¢)') prennent 'une des deux valeurs —x(S) ou —x(S) — 1. En effet, on peut
trouver un chemin de représentation {¢;} dans Hom(m(S), G) tel que e(¢]) € {—x(S), —x(S)—
1} et ¢,(K) € J. Ainsi, d’apreés la Proposition on peut étendre la représentation ¢} en
une représentation ¢, dans W (M), telle que le chemin {¢;},c[o,1] soit dans W (M).

Le groupe fondamental de M est donné par la présentation suivante

7T1(M) = <A7X1a"'7}/t(]7017"'7Cm|A2[X17Y1]"'[Xg7yg]cl Cm>

ol I'élement A est tel que A2 = K. Choisissons des relevés ¢(A), #(X1),. .., /(_5/5 dans G et

—~—0

soit ¢(C;) les relevés uniques dans Hy. Par définition de application og, nous obtenons
—~—— 0

(6@) [6(X0. 000 ... [6005). 6F)| 6(Cr) - 0(Crr) = 22+ (6.4)

pour un certain n € Z.
D’autre part, par définition de la classe d’Euler relative de ¢’ nous avons :

—~— ——~——

50 [0 070 .. |60, 5051 A0 B = 0. (002

Ainsi, nous obtenons

(6(A))? = 2V o (K) (6.4.3)
avec N = e(¢’) — 02(¢) — 2n. Cet élement appartient & JNHy, donc N est pair. Ceci implique
que (¢') = 02(¢) in Z/27. Le méme raisonnement s’applique & ¢ et donc (1)) = 03(¢)) dans
7,/27. En conséquence, comme e(¢’) et e(¢)") ne peuvent prendre que deux valeurs différentes,
on a e(¢’) = e(y)). Les représentations ¢’ et ¢’ sont donc dans la méme composante connexe
de W(S).

Ainsi donc, il existe un chemin {¢}}¢c(o,1) qui joint ¢’ et ¥' dans W(S). Le fait que I'on
puisse trouver un chemin joignant ¢ & ¢ dans W(M) a partir du chemin {¢}};c0,1] est une
conséquence du lemme suivant :

Lemme 6.4.3 Soit M une surface non-orientable avec x(M) < —1. Soit N un ruban de Mdébius
plongé dans M et S = M\ N. Soit ¢ et ¢y deuz représentations dans W (M) et ¢' et ¢’ leurs
restriction d m(.5).

Si @' et ' sont dans W(S), alors un chemin reliant ¢’ a ¢’ dans W(S) peut s’étendre en

un chemin reliant ¢ a ¢ dans W(M).
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Preuve : Soit A le générateur de w1 (N) — 71 (M) tel que A2 = K est la classe d’homotopie
du bord de N. En particulier, la condition ¢’ € W(S) implique que ¢'(K) est hyperbolique.
Soit {¢} }1e[0,1) le chemin reliant ¢’ & ¢/ dans W (S). Il existe Aq dans G tel que ¢(K) = A3. De
plus, pour tout t € [0, 1], Pélément ¢}(K) est hyperbolique. Ainsi, d’aprés la proposition
pour tout ¢ € [0,1], il existe un unique élément A; dans G tel que A? = ¢,(K). L'unicité de
Ay prouve que Ag = ¢(A) et que A; = ¥(A). Nous pouvons donc définir un chemin {¢¢};¢0,1
dans W (M) par :
o (y) siyem(S
(bt(’Y):{ Aft( ) Si’}/:A( )

Ce chemin relie ¢ & ¢ dans W (M) ce qui termine la preuve du lemme. O

Maintenant, soit M une surface non-orientable de genre k pair, et N un ruban de M&bius
plongé dans M de bord K. La surface S = M\ N est une surface non-orientable de genre impair.
Soit ¢ et 1 deux représentations dans W (M) telles que 02(¢) = 02(1)). D’apres la Proposition
nous pouvons supposer que ¢(K) et 1(K) sont hyperboliques.

Considérons les restrictions ¢’ et 1" & 71(S). Le cas précédent montre qu’il existe un chemin
{¢i}efo,1) dans W(S) reliant ¢ a o', Alors le Lemme nous montre que ce chemin peut
étre étendu en un chemin reliant ¢ a 1 dans W(M). C’est a dire que ¢ et 1) sont dans la méme
composante connexe, ce qui termine la preuve du Théoreme [6.1.5

6.5 Autres composantes et espace de Teichmiiller

Pour comprendre certaines représentations comme ’holonomie de structures hyperboliques
sur une surface non-orientable M, nous devons étendre notre étude au groupe PGL(2,R). En
effet, si M est munie d’une structure hyperbolique I’holonomie le long d’une courbe & un seul
coté (qui renverse l'orientation) est une isométrie qui renverse l'orientation. Les holonomies de
structures hyperboliques sur M sont donc des représentations dans 1’espace Hom(m, PGL(2, R)).
11 parait donc naturel d’étudier I’espace Hom(7q(5), PGL(2,R)). Le groupe PGL(2,R) n’étant
pas connexe, il y a une premiere obstruction :

01 : Hom(m(S), PGL(2,R)) — H'(S, mo(PGL(2,R))).

Le groupe PGL(2,R) posséde deux composantes connexes, ainsi mo(PGL(2,R)) est isomorphe &
Z/27Z. Lorsque 71(S) est un groupe a n générateurs noté Ai, ..., A,, le groupe H(S,Z/27) =
(Z/2Z)™, et la classe d’obstruction se calcule comme suit : pour chaque représentation p
on associe le n-uplet (e(p(A1)),...,e(p(An))), ol € est la projection naturelle PGL(2,R) —
mo(PGL(2,R)).

Dans le cas orientable nous avons le résultat suivant :

Théoréme 6.5.1 (Xia [83]) Soit g > 1, lespace Hom(m(3,),PGL(2,R)) a 229t + 49 — 5
9

composantes connexes.

La preuve du résultat est en partie basé sur la remarque suivante. L’action de I's; est tran-
sitive sur H'(X,Z/2Z) \ {0}. Ainsi, pour ¢ et ¢ dans H'(X,Z/2Z), les composantes oy *(c)
et o7 '(¢') sont homéomorphes. Tl suffit ensuite de montrer que o] '(c) a deux composantes
connexes.

Dans le cas d’une surface non-orientable M, la situation apparait plus compliquée. La com-
posante 0~ 1(0) est stable par 'action de I'j; mais 'action de I'j; n’est pas transitive sur
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HY(2,7/27) \ {0}. En effet, la composante oy *(1,...,1) joue un réle particulier dans ’espace
des représentations puisqu’elle correspond aux structures hyperboliques sur la surface fermée.
Une représentation dans cette composante envoie toute courbe a un seul coté sur une isométrie
du plan hyperbolique qui renverse I'orientation. D’autre part, un élément du groupe modulaire
laisse invariant I'ensemble des courbes & un seul coté. La composante o7 '(1,...,1) est donc
stable par 'action du groupe modulaire.

Cependant, il est clair que chaque composante ol_l(c) est non-vide et nous obtenons donc
le résultat partiel suivant :

Proposition 6.5.2 Soit M wune surface non-orientable fermée de genre k > 3. L’espace

Hom(m (M), PGL(2,R)) a au moins 2F 4+ 1 composantes connéxves.

Ce résultat est la premiere étape vers une conjecture établissant le nombre de composantes
connexes de Hom(m(S),PGL(2,R)) en fonction de la caractéristique d’Euler, sans faire d’hy-
potheses sur l'orientabilité.

Conjecture 6.5.3 Soit S une surface fermée de caractéristique d’Euler x(S) < —1. L’espace
Hom(71(S),PGL(2,R)) a 2X(9143 1 2|x(S)| — 1 composantes connezes.
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Chapitre 7

Représentations de graphes

Impossible est un mot

que les humains emploient
trop souvent.
— Seven of Nine

Ce chapitre s’intéresse a la notion de plongement d’un graphe dans une surface. Le point de
départ de cette étude est la planarité des graphes qui a donné lieu a une recherche approfondie et
florissante depuis de nombreuses années. Elle a donné naissance a deux sous-domaines que sont
la théorie des nombres de croisements et celle des plongements dans les surfaces plus complexes.
Cependant, I'union naturelle de ces deux domaines qu’est I’étude des nombres de croisements de
graphes plongés dans des surfaces complexes est apparue plus tardivement. Vraisemblablement
introduite par Jozef Siran [76] en 1983, puis étudiée plus avant par Dan Archdeacon, C. Paul
Bonnington et Jozef Siran [I] en 2001, la notion de séquence de croisements de graphes a
mené Matt DeVos, Bojan Mohar et Robert Samal [I§] & conjecturer que le nombre minimal
de croisements de I'union de deux graphes connexes sur une surface quelconque est atteint
seulement si ces deux graphes sont représentés de fagon disjointe.

Nous nous proposons de confirmer cette conjecture dans le cas ou la surface est la bouteille
de Klein. Ce chapitre est basé sur le travail réalisé avec Laurent Beaudou, Antoine Gerbaud et
Roland Grappe [2] au sein du groupe de travail GraS de I'Institut Fourier.

7.1 Dessins de graphes

7.1.1 Définitions et notations

Nous commengons par quelques rappels sur les graphes, et référons a [4] pour une introduc-
tion a la théorie des graphes. Rappelons la définition générale d’un graphe :

Définition 7.1.1 Un graphe G est la donnée d’un triplet G = (V, E,~) ot V est l’ensemble des
sommets du graphe, E est I’ensemble des arétes et v est la fonction d’incidence qui a chaque

élément de E associe une paire d’éléments de V.

Dans cette these nous ne considérons que des graphes non-orientés ou les arétes n’ont pas
une direction déterminée, c’est-a-dire que I'image de la fonction d’incidence est bien une paire et
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non un couple. Tous les graphes seront également supposés finis , c’est-a-dire que les ensembles
V et E sont des ensembles finis. Un graphe est dit simple si pour toute paire de sommets, il y
a au plus un élément de E qui les relie. Dans ce cas, E s’identifie avec son image par v dans
V x V, et on peut simplement écrire G = (V, E). Le degré d'un sommet est le nombre d’arétes
incidentes a ce sommet.

Un chemin est une suite de sommets vy,...,v, et d’arétes ej,...e, telle que v(e;) =
(vi—1,v;) pour tout i. Un graphe est dit conneze si toute paire de point peut étre reliée par un
chemin. Un cycle est un chemin satisfaisant vy = v, et un circuit est un cycle dont les arétes
sont deux & deux disjointes. Un graphe est dit eulérien si il existe un circuit passant par toutes
les arétes du graphe. Rappelons que le théoréeme d’Euler nous dit qu'un graphe est eulérien si
et seulement si tous ses sommets sont de degré pair.

7.1.2 Réalisation géométrique et plongement

Nous passons maintenant au domaine plus spécifique de la théorie topologique des graphes,
et nous renvoyons au livre de B. Mohar et C. Thomassen [60] pour une exposition détaillée. Nous
cherchons & représenter un graphe G = (V, E). Nous lui associons un espace topologique |G|,
appelé réalisation géométrique de G, les sommets de G sont des points distincts et les arétes de
G sont des sous-espaces homéomorphes au segment [0, 1], reliant les sommets correspondants.
Considérons un espace topologique X. Un plongement de G dans X est un homéomorphisme
entre la réalisation géométrique de GG et un sous-ensemble de X.

Dans quels espaces peut-on plonger un graphe ? L’idée la plus naturelle est de le représenter
dans le plan euclidien R?. Un graphe qui admet un plongement dans R? est un graphe planaire.
Ces graphes ont été ’objet de nombreuses recherches depuis bientot deux siecles et la conjecture
des 4 couleurs de Francis Guthrie en 1852. Cependant, tous les graphes ne sont pas planaires.
Un exemple minimal est le graphe complet K5 (cing sommets tous reliés entre eux par une
arétes).

Comment alors quantifier la non-planarité d’un graphe ? Peut-étre en lui associant le plus
petit entier n tel que G admet un plongement dans R™. Cette idée est balayée par un constat
simple : tous les graphes se plongent dans R3.

7.1.3 Nombre de croisements

Une fagon de quantifier la non-planarité d’un graphe consiste a compter le nombre d’infrac-
tions nécessaires pour le représenter sur le plan. Une représentation d’un graphe G sur le plan
est une application continue (non nécessairement injective) de la réalisation géométrique |G| de
G vers le plan R2. Cela revient & ”dessiner” le graphe sur le plan en autorisant des croisements
entre les images des arétes.

Une bonne représentation est une représentation telle qu’aucun triplet d’arétes n’admet un
point commun (excepté leurs extrémités), et qu’aucun sommet n’est sur l'intérieur d’une aréte.
Alors un point commun a l'intérieur de deux arétes est appelé un croisement. Le nombre de
croisements d’une représentation ¥ est noté cr(¥). Deux représentations d’un méme graphe
peuvent avoir un nombre de croisement différent.

Le nombre-de-croisement d'un graphe G, noté cr(G) est le nombre minimum de croisements
pris sur toutes les bonnes représentations de G sur le plan. Par exemple, la caractérisation d’un
graphe planaire est donnée par cr(G) = 0.

Une deuxieme idée pour quantifier la non-planarité d’un graphe vient directement de 1'idée
suivante :

108



7.1 Dessins de graphes

Proposition 7.1.2 Tou graphe admet un plongement dans une surface orientable et un plon-

gement dans une surface non-orientable.

Pour cela, il suffit de dessiner le graphe sur la spheére et pour chaque croisement, ajouter une
anse (pour une surface orientable) ou un crosscap (pour une surface non-orientable)

(a) Croisement (b) Ajout d’une anse (c) Ajout d’un crosscap

Figure 7.1: Plongement d’un graphe dans une surface

Considérons un graphe G, le genre orientable de G est le plus petit entier g tel que G
est plongeable dans Y . Le genre non-orientable de G est le plus petit entier k tel que G est
plongeable dans la surface Nj. Les graphes planaires sont evidemment de genre orientable 0 (et
par abus de langage, de genre non-orientable 0 également). Il est clair que le genre d’un graphe
est majoré par son nombre-de-croisement, mais par contre il n’y a pas de minoration. En effet,
il est aisé de construire un graphe G avec un nombre-de-croisement arbitrairement grand mais
de genre 1.

Les deux notions de genre et de nombre-de-croisement peuvent se généraliser en une seule
notion. Le nombre-de-croisement d’'un graphe G sur une surface S, noté crg(G) est le nombre
minimum de croisements pris sur toutes les bonnes représentations de G sur la surface S. Une
représentation du graphe G sur la surface S qui accomplit le nombre de croisement d’un graphe
G est dit optimal. Par définition, un dessin sans croisements est un plongement.

Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture établie par DeVos, Mohar et Samal dans

18] :

Conjecture 7.1.3 Soit G l'union disjointe de deux graphes connexes H et K et soit S une
surface. Pour toute représentation optimale de G sur S, les restrictions a H et K ne se croisent

pas.

Cette conjecture est clairement vérifiée dans le cas du plan (ou de fagon équivalente, la
sphere). En effet, en représentant les deux graphes cote & cote, nous atteignons le nombre de
croisement cry, (H) + cry, (K). Si nous faisons en sorte que les représentations restreintes & H
et K se croisent au moins une fois, le nombre de croisements internes de H et K restent malgré
tout supérieur a cry, (H) + crg, (K) auquel on ajoute au moins un croisement mutuel. Ce n’est
donc pas une représentation optimale.

Le cas du plan projectif a été traité dans la publication initiale de Matt DeVos et coll. [I§].
Dans ce chapitre, nous donnons une nouvelle preuve dans le cas du plan projectif et prouvons
entierement le cas de la bouteille de Klein :

109



7. REPRESENTATIONS DE GRAPHES

Théoréme 7.1.4 Soit G ['union disjointe de deux graphes connexes H et K. Pour toute
représentation optimale de G sur la bouteille de Klein No, les restrictions a H et K ne se

croisent pas.

La démonstration présente ici est issue des travaux effectués en collaboration avec L. Beau-
dou, A. Gerbaud et R. Grappe dans [2].

7.2 Courbes sur la bouteille de Klein

Rappelons le résultat de S. Lawrenceko et S. Negami [51]

Théoréme 7.2.1 Une courbe fermée simple essentielle sur No est homotope a l'une des quatres
courbes {a,b,m,e} définies par :

— Les éléments a et b sont deux cercles a un seul coté disjoints;

— ’élément m correspond a un cercle a deux cotés non-séparant ;

— [’élement e correspond a un cercle a deux cotés séparant.

Sur la figure nous donnons un représentant de chaque famille de courbe.

m

Figure 7.2: Courbes essentielles sur la bouteille de Klein

Pour toute courbe ¢ d’une surface S, [c] représente 'ensemble des courbes librement ho-
motopes a ¢. Pour chaque couple de courbe (c,d), le nombre cr([c],[d]) représente le nombre
minimum de croisements, avec multiplicité, pris sur I'ensemble des couples de [¢] x [d]. Plus
généralement, pour un ensemble de courbes I, cr(c,I) représente le nombre de croisements
entre c et I, cr([c], I) représente le nombre minimum de croisement entre un représentant de [c]
et I. Lorsque [ est la représentation d’un graphe G, le minimum est considéré pour les courbes
de [c] qui ne passent pas par les sommets de G.

Les quatre familles de courbes essentielles de la bouteille de Klein sont donc [a], [b], [m)]
et [e]. Deux familles [c] et [d] sont dites orthogonales si cr([c],[d]) > 1. Dans le cas contraire,
elles sont dites disjointes. Cette définition differe 1légerement de celle proposée par Feng Luo
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dans [55]. Soit ¥ un dessin sur la bouteille de Klein. Les circuits ¢ de ¥ orthogonaux & [a] et
disjoints de [b] sont appelés les a-circuits. Les circuits orthogonaux & [b] et disjoints de [a] sont
appelés b-circuits. Les circuits orthogonaux a [a] et & [b] sont appelés les m-circuits. Enfin, les
circuits orthogonaux & [m] et disjoints de [a] et [b] sont appelés les e-circuits.

Nous ferons grand usage d’un résultat puissant obtenu par Maurits de Graaf et Alexander
Schrijver [I6] en 1997.

Théoréme 7.2.2 (de Graaf, Schrijver [16]) Soit U un plongement d’un graphe eulérien G
sur une surface S. Alors U peut-étre décomposé en une famille de circuits I telle que pour toute

courbe fermée c de S,

er([c], w) =) er([e], [d])-

del

Décomposer une représentation ¥ d’un graphe G en une famille I signifie que chaque aréte
de G dans W est visitée exactement une fois par un seul élément de I. Un résultat semblable avait
été obtenu précédemment par Séstenes Lins [54] pour le plan projectif en 1981, puis généralisé
par Alexander Schrijver [75] pour la bouteille de Klein en 1991 : le nombre maximum de circuits
a un seul co6té deux a deux arétes-disjoints est égal au cardinal minimum d’un ensemble d’arétes
intersectant tous les circuits a un seul coté de W.

7.3 Représenter un graphe sur une sous-surface

Dans cette section, étant donnée une représentation d’un graphe G sur une surface non-
orientable quelconque (de genre suffisant), nous définissons de nouvelles représentations de ce
méme graphe G sur des surfaces de genre strictement inférieur. Nous calculons aussi le nombre
de croisements de ces nouvelles représentations.

7.3.1 Retirer un crosscap

Soit S une surface non-orientable de genre g et S’ la surface non-orientable de genre g — 1
si g > 1 ou la sphere si g = 1.

Proposition 7.3.1 Soit U une représentation de G sur S, et ¢ une courbe simple non-
orientable de S ne passant pas par l'image d’un sommet de G. Alors il existe une représentation
U de G sur S’ telle que

Preuve :

Nous découpons la surface S le long de la courbe c. Nous obtenons la surface S’ avec un
trou. Nous collons alors un disque sur la frontieére de ce trou pour obtenir la surface S’. Soit
U’ la représentation de G sur S’ obtenue en gardant intacte la restriction de ¥ & S\ ¢ et en
ajoutant les arétes passant par c¢ sur le disque D de sorte qu’elles se croisent toutes une fois
deux & deux (voir figure . Le nombre de croisements de cette représentation est exactement
celui de I’énoncé de la proposition O
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Figure 7.3: Retirer un crosscap

Nous rappelons que la surface non-orientable de genre k peut étre vue comme une sphere sur
laquelle k crosscaps ont été ajoutés. L’ajout d’un crosscap a une surface S revient a découper
un disque ouvert D de la surface et d’identifier les points opposés de la frontiere de D.

Nous sommes alors en mesure de prouver le cas particulier du plan projectif. Ceci a été fait
précédemment par Matt DeVos et coll. [I8]. Nous ’énongons ici car la preuve est simple.

Corollaire 7.3.2 Soit G l'union disjointe de deux graphes eulériens conneres H et K. Si G
admet une représentation sur le plan projectif telle que les sous-représentations associées a H
et K sont des plongements et que ces derniers se croisent, alors il existe une représentation
de G avec un nombre de croisements strictement inférieur telle que les sous-représentations
associées a H et K ne se croisent pas.

Preuve : Notons ¥ une représentation de G sur le plan projectif telle que Uy et W g sont
des plongements qui se croisent (¥(H) N W (K) # 0).

Toutes les courbes fermées simples & un seul c6té du plan projectif sont homotopes deux a
deux. Soit ¢ une telle courbe. D’aprés un théoréme de Séstenes Lins [54] de 1981, le nombre
maximum de circuits & un seul c6té arétes-disjoints de Wy (respectivement Wy ) est égal &
cr([e], Ug) (respectivement cr([c], ¥k )). Nous pouvons supposer sans perte de généralité que
cr([c], Upr) est inférieur ou égal a cr([c], P k).

Deux circuits & un seul coté se croisent au moins une fois. Ainsi, chaque circuit a un seul
coté de Uy croise chaque circuit a un seul coté de Vg, et

cr(¥) > cr([c], Ty) x cr([d], Vk).

Soit ¢/ une courbe fermée & un seul cdté du plan projectif réalisant le nombre de croisement
cr([e], U g). D’apres la proposition il existe une représentation de H sur le plan euclidien
", telle que
H>

cr(Vy) = %cr(c',\IlH) x (cr(d, Uy) —1)
< cr([e], Ty) xcr([c], Vk)
< cr(W).

Notons U’ la représentation de G sur le plan projectif obtenue par 'union disjointe de ¥/,
et Wi . Alors les deux sous-représentations ne se croisent pas et, comme W est un plongement,
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les seuls croisements de ¥’ sont des croisements internes & U’;. Alors le nombre de croisements
de W’ est strictement inférieur au nombre de croisements de la représentation initiale W.

O

7.3.2 Retirer deux crosscaps sur la bouteille de Klein

Proposition 7.3.3 Soit U une représentation d’un graphe G sur la bouteille de Klein. Soit o’
une courbe simple homotope a a et m' une courbe courbe simple homotope a m telles qu’aucune
ne contient l’image par ¥ d’un sommet de G, et telles qu’elles ne se croisent qu’une fois. Alors

il existe une représentation ¥’ de G sur le plan euclidien telle que

er(P') = er(W) + cr(a’, ¥) x cr(m/, ¥) + %cr(m’, V) x (cr(m/, ) —1).

Preuve :

Nous coupons la bouteille de Klein selon la courbe m’. Par définition de la courbe m, la
surface résultant de cette découpe est un cylindre. Les cr(m’, U) arétes de G que nous avons
déconnectées ont une extrémité sur chacune des composantes de bord du cylindre. L’image de
la courbe a’ par cette décomposition est un arc avec une extrémité sur chaque cylindre. Nous
reconnectons alors les arétes précédemment découpées en construisant des arcs inclus dans un
petit voisinage du bord du cylindre et de arc o', créant de la sorte cr(a’, ¥) croisements pour
chacune d’entre elles. De plus, nous pouvons représenter ces cr(m/, ¥) arc de fagon a ce qu’ils
ne se croisent qu’une seule fois deux a deux.

Finalement nous obtenons une représentation de G sur le cylindre avec le nombre de
croisements voulu. Nous déduisons aisément une représentation ¥’ de G sur le plan euclidien
avec le méme nombre de croisements (voir figure . g

(a) Graphe sur une bouteille de Klein (b) Croisements sur le plan

Figure 7.4: Retirer deux crosscaps
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7.4 Estimer le nombre maximum de circuits arétes-
disjoints

Dans cette section, nous estimons le nombre de circuits essentiels d’une représentation ¥
d’un graphe G sur la bouteille de Klein.

7.4.1 Etude des circuits & un seul coté

Proposition 7.4.1 Soit ¥ un plongement d’un graphe eulérien G dans la bouteille de Klein.

Alors le nombre mazimum de circuits o un seul c6té deux a deux arétes-disjoints est €gal a

min {er([a], ¥) + cr([b], ), cr([m], ¥)}.

De plus, il est possible de décomposer W en une famille I de tels circuits qui atteint ce

nombre maximum et qui contient un nombre de m-circuits é€gal a

(er(lal, ®) + er([], ¥) — min {er([a], ¥) + er((b], W), cr([m], ¥)}).

DN | =

Preuve : Soit ¥ un plongement d'un graphe eulérien G dans la bouteille de Klein.
Considérons une collection I de circuits a un seul coté deux a deux arétes-disjoints dans W.
Chaque circuit & un seul c¢6té croise a ou b. Ainsi, pour chaque circuit ¢ dans I, cr([a],c) > 1
ou cr([b],c) > 1. Et donc,

cr([al, ¥) + cx(1b], ¥) > > (ex([al, [d]) +ex([B], [e]) = 1.

cel

De la méme facon, chaque circuit a un seul coté intersecte m. Ainsi,

er(fm], ) > S ex(ml, [d]) = |11
cel
Nous en déduisons que le nombre maximum de circuits a un seul c6té deux a deux arétes-
disjoints est plus petit que min {cr([a], ¥) + cr([b], V), cr([m], ¥)}.
Pour compléter la preuve de la proposition il reste a décomposer ¥ en une famille de
circuits qui contient

min {cr([a], ¥) + cr([b], ¥), cr([m], ¥)}
circuits & un seul coté et

%CI‘([GL U) + cr([b], ¥) — min {cr([a], ) + cr([b], V), cr([m], )}

m-circuits.
Soit I une collection de circuits donnée par le théoreme Notons n, le nombre de

a-circuits dans I, n, le nombre de b-circuits, n,, le nombre de m-circuits et n. le nombre de
e-circuits. Par définition (voir énoncé du théoreme [7.2.2), les égalités suivantes sont vérifiées :

Cr([a’]a \Ij) = Ng+ N,
Cr([b]7 \I/) = np+ N, (741)
cr(m], ¥) = ng+np + 2ne.
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e Sin,, =0, alors ces égalités se transforment en

cr(lal, ¥) Ng,
cr([p, ¥) = mny,
cr([m], ¥) = ng+np + 2n,.

Il s’en suit que
min {cr([a], ¥) + cr([b], ©), cr([m], ¥)} = cr([a], ¥) + cr([b], )
qui correspond bien au nombre de circuits a un seul coté de I. De plus
1
§C1"([a]7 U) + cr([b], ¥) — min {cr([a], T) + cr([b], ¥),cr([m], ¥)} =0

qui correspond bien au nombre de m-circuits.

e Sin, =0, les égalités précédentes deviennent

cr(fa, ¥) = ng+ N,
Cr([b]v\ll) = Np+ Ny,
cr([m],¥) = ng+ nyp.

Des lors,
min {cr([a], ¥) + cr([b], ©), cr([m], ¥)} = cr([m], ¥) = ng + np

qui correspond au nombre de circuits a un seul coté de I. De plus

%cr([a], U) + cr([b], ¥) — min {cr([a], ¥) + cr([b], ¥),cr([m], ¥)} = npy,

qui correspond bien au nombre de m-circuits.

Nous pouvons donc supposer que n, et n. sont strictement positifs. Posons r =
min {n,,, n}. Considérons alors r m-circuits distincts m; ... m, et r e-circuits distincts e; .. . e,
dans I. Pour tout entier ¢ entre 1 et r, les circuits m; et e; s’intersectent et peuvent étre recom-
posés (voir figure en une union d’'un a-circuit a; et d’un b-circuit b;. Ainsi nous obtenons
une nouvelle famille I’ de circuits avec n, + r a-circuits, ny + r b-circuits, n,, — r m-circuits et
ne — 1 e-circuits. D’apres les égalités précédentes,

(ng + ) + (np + r) = min {cr([a], ¥) + cr([b], ¥), cr([m], ¥)},

et
2y, — 1) = cr([a], ¥) + cr([b], ¥) — min {cr([a], T) + cr([b], ¥), cr([m], ¥)}.

I’ correspond donc a la famille de circuits recherchée. O

7.4.2 Etude des a-circuits

Proposition 7.4.2 Soit ¥ un plongement d’un graphe eulérien sur la bouteille de Klein. alors

le nombre mazrimum de a-circuits arétes-disjoints est égal a

min {cr([a], ©), er([m], )} .
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(a) m+e (b) a+b

Figure 7.5: e-circuit + m-circuit = a-circuit 4+ b-circuit

Preuve : Soit ¥ un tel plongement. Considérons alors une famille I quelconque de a-circuits
arétes-disjoints de W. Chaque a-circuit intersecte la courbe a. Ainsi,

cr(fa], W) > cr(lal,¢) > [1].

cel
De méme, chaque a-circuit intersecte la courbe m. Nous obtenons donc,

cr([m], ®) > Y "cr([ml],¢) > |1].
cel

Le nombre maximum de a-circuits arétes-disjoints est donc bien inférieur au minimum de
ces deux quantités.

Pour compléter la preuve de la proposition il nous faut exhiber autant de a-circuits
dans ¥. Nous utilisons la méme méthode que pour la proposition [7.4.]]

Soit I une collection de circuits de ¥ donnée par le théoreme [7.2.2] ng,np, nm et ne
représentent les nombres de circuits de chaque type.

Posons r = min{n,,,n.}. Considérons alors r paires constituées chacune d’un m-circuit
de I et d’un e-circuit de I. Comme illustré dans la figure chacune de ces paires peut
étre transformée en une paire formée d’un a-circuit et d’un b-circuit. Cette nouvelle famille I’
contient n, + r a-circuits, ny + r b-circuits, n,, — r m-circuits et n. — r e-circuits.

Posons ensuite s = min{n,, —r, ny +r}. Considérons alors s paires constituées chacune d’un
m-circuit de I’ et d’un b-circuit de I’. Comme illustré dans la figure chacune de ces paires
peut-étre transformée en un a-circuit. Nous obtenons alors une nouvelle famille de circuits I”
contenant n, + r + s a-circuits, ny + r — s b-circuits, n,, — r — s m-circuits et n, — r e-circuits.

Ng+r+s = ng+r+min{n, —rn,+r}

Ng + min{n,,, ny + 2r}

Ng + Min{n,, np + 2min{n,,, ne}}
Ng + min{n,,, ny + 20, 1y + 2n.}

= ng+ min{n,,,n, + 2n.} car n,, >0
= min{ng + nm, N + np + 2nc}
= min{cr([a], ¥),cr([m], ¥)} par les égalités (7.4.1).
Nous obtenons donc le bon nombre de a-circuits. O

116



7.5 Preuve du théoréme

(a) b+m (b) a

Figure 7.6: b-circuit + m-circuit = a-circuit

Bien entendu, la proposition [7.4.2| peut étre énoncée de la méme maniere pour les b-circuits.

7.5 Preuve du théoréme

Dans cette section, nous prouvons le théoreme Nous commencons par traiter le cas
spécifique des graphes plongeables et eulériens.

Lemme 7.5.1 Soit le graphe G, union disjointe de deux graphes connexes eulériens H et K. Si
G admet une représentation sur la bouteille de Klein telle que les sous-représentations associées
a H et K sont des plongements qui se croisent, alors il existe une autre représentation de G sur
la bouteille de Klein avec strictement moins de croisements et telle que les sous-représentations

associées a H et K ne se croisent pas.

Preuve : Soit ¥ une représentation de G sur la bouteille de Klein telle que les restrictions
Uy a H et Ui a K sont des plongements.

Pour prouver le lemme [7.5.1] il suffit de trouver deux représentations U’ et ¥ de H et
K sur deux sous-surfaces disjointes de la bouteille de Klein, telles que la somme des nombres
de croisements de ¥/, et de U est strictement inférieure au nombre de croisement de ¥. En
effet, si nous trouvons de telles représentations, il suffit de considérer ¥’ la représentation de
G sur la bouteille de Klein obtenue par I'union des représentations ¥%; et .. Le nombre de
croisements de ¥’ est exactement la somme des nombres de croisements de ¥/, et de W%, et
ces deux restrictions ne se croisent pas.

Pour des raisons de lisibilité, nous posons h, = cr([a],Vy), hy = cr([b],Vy) et h,y =
cr([m], Uy ). Les notations kg, ky et k,, sont définies de fagon similaire pour le sous-graphe K.

D’apres la proposition il existe une décomposition de ¥y en une famille de circuits
deux & deux arétes-disjoints composée de min{h,,, h, + hp} circuits & un seul coté et (h, + hy —
min{hy,, hq + hp})/2 m-circuits. D’aprés la définition de k, et ks, chacun de ces circuits & un
seul coté croise la représentation de Wx au moins min{k,, ks } fois. De plus, chaque m-circuit
de cette décomposition croise ¥ au moins k,, fois. Nous en déduisons une borne inférieure sur
le nombre de croisements entre ¥y et Ui, et par extension de W.

cr(V) > min{hm,, he + hp} x min{k,, kp}

1 5.
+§(ha+hb — min{,, ha + hp}) X ki (7.5.1)
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En échangeant les roles de H et K, nous obtenons

cr(¥) > min{kny, ke + kot X min{hg, hy}
1 5.
+§(kza+kb —min{km, ko + kp}) X A (7.5.2)

Par ailleurs, d’apres la proposition il existe min{k,, k;,} a-circuits arétes-disjoints
dans Vg . Chacun d’eux croise ¥y au moins h, fois, ainsi

cr(¥) > min{ky, km } X hg. (7.5.3)

De fagon similaire en considérant les b-circuits, nous avons

cr(¥) > min{ky, km } X hyp. (7.5.4)

Cette derniere inégalité peut étre obtenue de la méme maniére en inversant les roles de H
et K,

cr(0) > min{hp, hin } X kp. (7.5.5)
Notons m; < mo < mg < my 'ordre des nombre h,, hy, ko et kp. Nous distinguons alors les

cas suivants.

(Cas 1) Si k,;, > ma, alors nous appliquons la transformation de la proposition sur le
graphe concerné par my, puis nous appliquons cette méme transformation sur le graphe concerné
par ms. Nous obtenons deux nouvelles représentations U’ et ¥’ sur des sous-surfaces disjointes
de la bouteille de Klein et telles que

1 1
cr(Uhy) +er(Vy) = 3 X (m1—1)+ 5me % (mg—1)
< Mg X Ma.

Quelque soit 'ordre des m;, et comme k,,, > ms, nous pouvons affirmer que

ma X mg < max {min{kq, km} X he, min{ky, kn} X hp}.

En effet, les m; sont tous utilisés dans cette formule, il suffit de vérifier qu’au moins un des
deux produits est supérieur a mo X ms.

11 reste alors & invoquer les inégalités (7.5.3)) et (7.5.4) pour conclure que

cr(Uhy) + er(V) < er(W).

Notons que ce cas 1 est traité de la méme fagon si h,, > 2.

(Cas 2) Sik,, < mg et hy, < mag, alors

Ry < my +mo < hg + hy.

L’inégalité (7.5.1) devient donc

1
cr(U) > hy, x min{kg, kp} + §(ha + hy — hm) X ke (7.5.6)
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De méme, k,,, < my+ms < k,+ ks, et nous pouvons supposer que h, < hy, 'inégalité (7.5.2))
se transforme en

1
ex(0) 2 ki % ha + 5 (ka + Ky = k) X . (7.5.7)

Supposons sans perte de généralité que ky, > hyy,.

(Cas 2.1) Si hy, < kq+kp — ki, alors d’apres la proposition m il existe une représentation
U’ de H sur le plan euclidien telle que

1
cr(Wy) = Iy X hg + §hm X (B — 1).

D’apres U'inégalité (7.5.7)),

1
cr(U) +er(Tk) him X hg + =hm X (hy — 1

)
< hn X ha 4 =(ka + kp — k) X (B — 1)
< ko % ha + = (ko + Ky — k) X (hgn — 1) car km > hm
< ki X ha + = (ko + Ky — k) X B car ko + kp — ki > 0
2
< (W) par (7.5.7).

(Cas 2.2) Si hy, > ko + ky — ki, alors, sachant que k,,, < mg, nous pouvons en déduire que

B + max{kq, kp} > b + ki > ko + k.

Alors hy, > min{k,, ky} = m;. Comme h,, < mg, nous en déduisons que i = 1. Alors
forcément, hy, hy > mo >k,

(Cas 2.2.1) Si min{ks, ks} < kn/2, alors k,, > 1; nous appliquons la transformation
adéquate décrite dans la proposition sur le graphe K. Nous obtenons une représentation
U’ de ce dernier sur le plan euclidien telle que

1
cr(Uh) = kyy x min{kg, kp} + ikm X (km —1).

Nous concluons grace aux inégalités suivantes,
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cr(Wy) +er(Tg) = k:ml x min{k,, kp}
hom X min{kq, kp
+(km — ) X min{k,, kp }

+%k‘m X (kpm — 1)

< Dy x min{kg, kp }
+(km — hm) x min{k,, ky }

IN

+%l€m X km car k., > 1
< hy X min{kg, kp }

(2 — By X %km car min{ka, ky} < km/2
< hy X min{k,, kp }

—l—%(ha + hy — hpm) X b, car hg, hy > km,

< cr(0) d’apres (7.5.6).

(Cas 2.2.2) Simin{kq, kp} > km/2 et ma < 2k,,, alors nous transformons les représentations
de H et de K comme indiqué dans la proposition en considérant les crosscaps et les
graphes impliqués par m; et mg. Nous rappelons que min{k,, k,} = m;. Nous obtenons deux
représentations U7, et U sur deux sous-surfaces disjointes de la bouteille de Klein telles que

1 1
cr(Uhy) +er(Vy) = 3 X (m1—1)+ 5ma X (mg —1).

Or nous savons que

my < hpyy, mo >kym, mo<hg, et my+mo <k,+kp.

Nous pouvons alors conclure

(W) +er(Th) = g x (my — 1) + 2ma x (ma — 1)
< iml X (hm —1) 4+ 3m2 X 2k, car 2k,, > mo
< —(myg+ma—kp) X by + he X ki
< Slka+ ks = ki) X B+ ha X o
< cr(9) d’apres (7.5.7).

(Cas 2.2.3) Si min{ks, ko} > km/2 et mo > 2k, nous transformons le graphe K comme
dans la proposition Nous obtenons une représentation ¥’ de K sur le plan euclidien telle
que

cr(Wy)

I
=
3

1
x min{kq, kp} + ikm X (km — 1)

1
km X (ml + 2km>

km X 2my
X mag.

VANAN
3
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Nous pouvons supposer que mi = k,. Ainsi nous savons que my < hp,, ky > mo et bien
entendu hy > mo. Nous obtenons alors en utilisant I'inégalité [7.5.5]

cr(Ph) < my X mg
< min(hy, hy) X kp
< cr(7).

Ceci conclut la preuve du lemme [7.5.1]

Il ne reste plus qu’a généraliser ce lemme au cas général pour obtenir le théoreme.

Preuve du théoréme[7.1.4] Soit G I'union disjointe de deux graphes connexes H et K. Soit
¥ une représentation optimale de G sur la bouteille de Klein.

Pour une démonstrations par ’absurde, supposons que les restrictions de ¥ a H et K se
croisent.

Tout d’abord, supposons que les restrictions de ¥ a H et K sont des plongements. Doublons
chaque aréte de G et notons G’, H' et K’ les graphes eulériens ainsi obtenus. La représentation
U’ possede 4er(P) croisements. Comme G', H', et K’ sont eulériens, nous pouvons appliquer
le lemme et obtenir une représentation ¥” de G’ admettant strictement moins de 4cr(¥)
croisements, et telle que les restrictions & H' et K’ ne se croisent pas. De plus, nous pouvons
supposer que chaque aréte et sa parallele sont représentées suffisamment proches 'une de 'autre
pour avoir les mémes croisements. Ainsi, chaque couple de paire d’arétes paralleles se croise 0 ou
4 fois. En retirant une aréte de chacune de ces paires, nous obtenons une nouvelle représentation
de G avec strictement moins de cr(¥) croisements et telle que les restrictions & H et K ne se
croisent pas. C’est absurde car ¥ est optimale par hypothese.

Enfin, si les restrictions de ¥ & H et K ne sont pas des plongements (alors il existe des
croisements internes), nous pouvons considérer les graphes H” et K’ obtenus en ajoutant un
sommet a chaque croisement de ¥. Nous avons alors des plongements dans la bouteille de Klein.
Le paragraphe précédent nous permet de trouver une meilleure représentation de H” et K”.
Nous remplagons alors les sommets ajoutés par les croisements initiaux et le théoreme est
prouvé.
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Résumé

Nous considérons I’espace de représentations Hom (7 (S), G) d’un groupe de surface
7m1(S) dans un groupe de Lie G, et I'espace de modules X(71(S), G) des classes de
conjugaison de ces représentations. Le groupe modulaire de la surface sous-jacente
agit naturellement sur ces espaces, et cette action posseéde une dynamique tres riche
qui dépend du choix du groupe de Lie G, et de la composante connexe de l'es-
pace sur laquelle on se place. Dans cette these, nous étudions le cas ou S est une
surface non-orientable. Dans la premiere partie, nous étudions les propriétés dyna-
miques de I’action du groupe modulaire sur ’espace de modules X(71(5),SU(2)) et
prouvons que cette action est ergodique lorsque x(S) < —2. Dans la deuxiéme par-
tie, nous montrons que I’espace des représentations Hom(m (S), PSL(2,R)) possede
deux composantes connexes indexées par une classe de Stiefel-Whitney.

Abstract

We consider the space of representations Hom(7(S), G) of a surface group 71 (S)
into a Lie group G, and the moduli space X(m1(S5), G) of G-conjugacy classes of such
representations. These spaces admit a natural action of the mapping class group of
the underlying surface S, and this actions displays very rich dynamics depending
on the choice of the Lie group G, and on the connected component of the space
that we consider. In this thesis, we focus on the case when S is a non-orientable
surface. In the first part, we study the dynamical properties of the mapping class
group actions on the moduli space X(m1(S5),SU(2)) and prove that this action is
ergodic when x(S) < —2 with respect to a natural measure on the space. In the
second part, we show that the representation space Hom(m (S), PSL(2,R)) has two
connected components indexed by a Stiefel-Whitney class.
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