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Préambule

Cette thése a été réalisée dans le cadre d'une convention CIFRE‘@ avec TF1 SA.

Deux sujets scientifiques ont fait I'objet des recherches de cette thése :

— Les algorithmes de rotations discrétes, leurs propriétés et leur implémentation a moyen terme

sur automates cellulaires;

— La conception de mesures objectives pour I'évaluation de la qualité vidéo viables sans réfé-

rence, avec un objectif de pérennité.

A l'origine, la Direction des Technologies et des Moyens Internes de TF1, mes directeurs de
theése a I'ENS et moi-méme avons opté pour la prolongation des recherches sur les rotations
discrétes engagées en laboratoire dans le cadre de I'ENS dés 2002. Le présent mémoire traite de
ce sujet.

La formation par la recherche en entreprise a été par ailleurs une ouverture sur un second sujet.
Les recherches sur la qualité vidéo se prolongeront ultérieurement dans un stage de recherche
postdoctoral a I'université de Chiba, dans le laboratoire de Yoichi MIYAKE.

Les deux sujets ont fait I'objet de plusieurs contributions et publications. Dans ce cadre non
standard, seul le premier des deux intitulés sera sujet a une soutenance et a une évaluation acadé-
mique.

Bien que dissociés, les deux sujets entretiennent en effet certains liens techniques entre eux.
lls traitent de I'analyse des caractéristiques d'images pixelisées. Cependant, il s'agit en fait de
deux types d'images tres différents : Le premier traite d'image géométrique, tandis que le second
traite d'image couleur, et méme de vidéo couleur. Les théories scientifiques relatives a ces deux
types d'images different énormément. Pourtant, I'idée majeure que je soutiens dans la thése sur
la qualité vidéo m'a été inspirée par un probléme abstrait de recherche de substitutions dans des
images géométriques! Nous ne sommes pas dans le cadre de deux recherches antagonistes, mais
de deux univers trés différents dans lequel certaines idées relatives a I'analyse des images, vont
pouvoir communément se retrouver.

Les graphes de Rauzy forment un objet mathématique sous-exploité qui est a priori le lien
unificateur des deux approches : lls forment une technique fondée sur I'observation qui conduit
a récupérer automatiquement des informations structurelles sur le systéme symbolique étudié. La
déclinaison des techniques type graphe de Rauzy sur des espaces ou les couleurs sont nombreuses

@) Convention Industielle de Formation par la REcherche.
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Préambule

nécessite de nombreuses adaptations de la théorie — c’est I'objet de mes recherches en qualité
vidéo. Il faut de plus tenir compte des techniques d'apprentissage classiques qui permettent effica-
cement de simplifier la description d'ensembles complexes et de résoudre de nombreux problémes
de décision. Ces techniques ne permettent pas encore d’'établir des liens avec les processus de
reconnaissances formels, comme par exemple les automates usuels en théorie des langages et des
systémes.. C'est je crois ce qu'il faut attendre des graphes de Rauzy .

Pour faire un paralléle avec le cas unidimensionnel, les automates formels travaillent sur des
alphabets finis, ils correspondent au coeur de la théorie des automates — on en trouve de nombreuses
variantes — et on sait qu’'un certain nombre de formalismes leur sont équivalents. Si on quitte le cadre
formel afin de reconnaitre des éléments dans "la vraie vie", les automates formels sont souvent
remplacés par des automates probabilistes, qu'on peut assimiler a de modéles markoviens. Les
grammaires sont remplacées par des systémes utilisant de maniére hiérarchique de tels automates.
C’est par exemple le cas des systémes de reconnaissance vocale.

[l est donc clair qu’en travaillant simultanément sur deux sujets, certaines techniques observées
dans un domaine m'ont été utiles dans d'autres. Bien que rendant deux études a priori dissociées,
cette thése forme un tout ol les éléments se répondent.

Concernant les rotations discrétes et les automates cellulaires, ce sujet est issu d’une problé-
matique appliquée et dédiée a la modélisation. Néanmoins, n'allons pas croire qu’il soit sans lien
avec des problématiques plus fondamentales. Partout ot cela a été possible, nous nous sommes
intéressés a la généralisation de ce que nous annoncions. Ce sujet nous a rapidement amenés a
des questions a la frontiére de notre connaissance dans les domaines suivants : géométrie discreéte,
automates cellulaires bien siir, mais aussi systémes dynamiques multidimensionnels, combinatoire
des mots et des motifs, substitutions. Ces domaines scientifiques doivent tous leur renouveau a
I'explosion des mathématiques discrétes du fait de I'informatique. Les rotations discrétes se sont
trouvées étre une problématique pertinente danc chacun de ces domaines, frolant méme parfois
I'archétype.

* * *

Les techniques évoluent, il s'agit avant tout d'une thése d'informatique. Ce qui nous guide c’est
la volonté de placer et de manipuler I'information de maniére intelligente, et non pas la volonté de
connaissance exhaustive de I'édifice des mathématiques. Nous n'avons pas pour prétention de nous
coller a la physique.

Pour I'informaticien théoricien et le mathématicien, I'ordinateur est a machine a simuler, c'est-
a-dire une machine capable de nous ouvrir une petite fenétre vers des univers paralléles finis sur
lesquels nous pouvons influer.
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notation fonctionelle de I'opérateur de discrétisation plancher
notation fonctionelle du résidu de I'opérateur de discrétisation plancher
cardinal de I'ensemble E

points utilisés dans des constructions géométriques

fleches

ensemble des angles en radians

automate cellulaire

angles (supposés en radians, parfois exprimés en tours)
intercept/décalage

configurations

ensemble des distances entres des éléments consécutifs de K,
plus petit entier supérieur a g;(a) tel que #D, o soit égal a 2
réelle ou entiére quantité considérée négligeable au regard du reste
mot vide

fragment

graphe de Rauzy
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morphisme

unité imaginaire

fonction d'étiquettage, décrivant une partition

morphisme lettre a lettre

Ziq + Zja

ensemble des facteurs de taille [m, n] d'un mot

distances du Théoreme des trois distances

entiers

ensemble des n premiers de termes de la suite {{ka[}ken
ensembles des cadres de Py o

vecteurs unitaires orthogonaux

vecteurs unitaires orthogonaux tournés de o
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@ Notations

Wy : rotation 3-transvections

[wal . rotation 3-transvections discrétisée

m : motifs

N . entiers

A B C MN,S : matrices

O(x) :orbite d'un systéme dynamique

O(f) :ordre complexité minimale d'un algorithme

P © partition

P, q . en général, numérateur et dénominateur d'une fraction
pi(a), gi(a) : numérateur et dénominateur du i°™® convergent de o
p . point réel

Q, Qa . ensemble d'états, ensemble des états intervenant dans C,
o : substitutions

T . loi d’évolution d'un systéme dynamique

v,V vg, vy :vecteurs situés dans I'espace de départ

V,Va : relation de voisinage , 4-voisinage

w, w', w” © mots

WsT : mots sturmiens

WROT : mots de rotation

w, w, wg, wi . vecteur dans |'espace d'arrivée

X,y . coordonées d'un point, supposées réelles si non précisé
Xy . coordonée horizontale du vecteur v

z,z : nombre complexe

7 . fréquence des motifs

Note 0.0.0.1 Les indices sont souvent cause de confusion dans la lecture d’un texte mathématique
on ne sait pas toujours si quand on écrit Ca si C dépend d’un paramétre A ou si on a indexé C
par la lettre A de la méme facon qu’on aurait indexé Cy,...,C1. Pour minimiser les confusions nous
essaierons de respecter la convention d'utiliser des lettres minuscules ou greques pour indiquer les
parametres variables et des lettres majuscules pour dénoter les noms de variables par exemple zs,

Zp...

Note 0.0.0.2 Nous aurons parfois intérét a travailler avec des nombres complexes plutét qu’avec
des vecteurs. La bijection canonique entre ces deux ensembles est bien connue. Les objets que nous
aurons définis via des vecteurs verront leur définition implicitement transposées d’un formalisme
a l'autre. On rappelle que les nombres a + bi ou a et b sont entiers sont appelés des entiers
gaussiens et que leur anneau est noté Z[i]. Ainsi une configuration C est définie de la méme fagcon
indifféremment de Z[2] — Q ou de Z[i] — Q.



Introduction

The current state of knowledge can be summarised thus :
in the beginning there was nothing, which exploded.
Théorie du “Big Bang" ! par Terry PRATCHETT.

0.1 Ordinateur, physique discréte et isotropie

Pourquoi étudier les rotations discrétes ?

L’ére informatique

Ce début du XXI€® siecle annonce a priori I'éclosion de I'ére informatique : le nombre de mi-
croprocesseurs sur la planéte a largement dépassé le nombre d'humains; en 2006, chaque nouvel
homme naft avec, en moyenne, un milliard de transistors dédiés pour cent milliards de neurone.
Nos outils changent, nos mentalités évoluent, la facon dont nous abordons le réel se modifie. Les
écrans de la réalité virtuelle font perdre de sa vitesse et de son intérét au réel. La convergence nu-
mérique induit un Big Crunch dans la diversité de nos imaginaires ; étape normalement préliminaire
a I'utopie d'un nouvel Eden virtuel.

Historiquement, I'ére informatique s’est épanouie avec la démocratisation des ordinateurs de
génération 32-bits et de leurs cartes graphiques. Méme en ayant eu connaissance de la loi de
MOOR, le multimédia pervasif apparu en ce début de millénaire dépasse de loin les prophéties
les plus folles imaginées ne serait-ce que dix ans auparavant; en fait, si la loi de MooRE décrivait
I"évolution technique, elle n'imaginait pas I'évolution sociale qui y serait associée. C'est celle-ci qui
indique le changement d’ére.

Dans les vingt prochaines années, les prouesses effrénées de I'informatique devraient se pour-
suivre sensiblement sur la méme exponentielle; I'arrivée de la nouvelle génération d'ordinateurs
64-bits multi-cceurs fonctionnant a base d'indium antimoniun{@ annonce une réalité bien au dela
de nos actuelles fictions. En vingt ans, la puissance de calcul serait encore multipliée par dix milles.
Dans cette perspective, connaissant |'intensité des efforts de recherches qui sont menés en recon-
naissance appliquée au signal et en classification automatique, il ne nous reste plus qu'a espérer

@) Les neurones meurent alors que les transistors dans la nature se multiplient réguliérement.

®)) o empirique spécifiant la croissance exponentielle des performances du matériel informatique : "des perfor-
mances multipliées par dix tous les cing ans...".

(©Successeur annoncé du silicium qui devrait faire son apparition grand public dans la prochaine décennie, son
emploi est réputé pour les circuits trés haute fréquence. L'annonce faite dans un communiqué daté du 7 décembre
2005 par le constructeur américain Intel spécifie que : “The results of this research reinforce our confidence in being
able to continue to follow MooRre's Law beyond 2015."
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que la prochaine génération d'ordinateurs intégre des algorithmes plus souples, ainsi que davantage
d’'intelligence dans le traitement des données, avec un place pour certains types d'erreur.

Cette these tente de s'inscrire dans |'évolution de notre regard sur la réalité engendrée par la
nouvelle pensée informatique. Du fait méme de la nature des objets recherchés : des automates
cellulaires, et des analyses menées, on peut affirmer que cette thése n'aurait pas abouti aux mémes
conclusions vingt ans plus té6t. Ce qui change par rapport aux travaux de la “pré-informatique”,
c'est d'abord I'approche, ensuite la nature des questions qui admettent des réponses possibles, et
finalement les applications envisagées.

Aujourd’hui, on ne cherche plus une formule pour la 143™€ décimale de 7, ce qui est récherché
ce sont les moyens pour faire tourner un objet sans utiliser 7, cosinus ou sinus. Le nombre 7, les
fonctions cosinus ou sinus sont certes de puissants outils algébriques, mais ils n’ont rien a voir avec
qu'il se passe effectivement dans un ordinateur.

Un embryon de physique discréte peut-il naitre ?

L'informatique et sa progression ont modifié nos schémas de réflexions. Cela se manifeste
partout : On constate, par exemple, chez chacun une dérive vers une description plus procéduralisée
du réel : Chacun informatise son mode de pensée; concoit ses actions comme un programme
impératif ; les enfants se représentent les couleurs en additif, c'est du rouge, du vert et du bleu
sur un écran a cristaux liquides... Les lois de |'informatique se sont démocratisées, et de nombreux
étudiants ne sont plus surpris d"apprendre que certains problémes de logique du XX siécle étaient
dus a des probléemes de typage.

Ce changement de conception du réel affecte notre perception dans sa globalité, 3 commencer
par celle de la Nature et de la physique.

Ce sont les travaux d'Edward FReEDKIN, de Norman MaRGoLus et de Tommaso ToFFoLI qui inau-
gurérent les fondements de la physique discréte (digital physics), qu’'on redéfinira temporairement
comme étant une physique pour et par les informaticiens ; son credo principal : notre univers serait
modeélisable par automates cellulaires. Ces idées se sont retrouvées propulsées a I'avant de la scéne
par la compilation ultramédiatisée®)de Stephen WoLFram [WOLO02].

Aujourd’hui, une communauté de chercheurs soutient ce nouveau type de physique qui aurait
les trois caractéristiques suivantes :

— primo, la réalité est un ordinateur,

— secundo, tout ce qui se passe dans la physique est exprimable par calculs locaux,

— tertio, toutes les quantités impliquées dans ces calculs locaux sont discréte@.

De tels précepts philosophiques méritent quelques commentaires : La premiére idée, le fait de
considérer que la réalité puisse étre un ordinateur, n'est pas véritablement nouvelle. Si les lois
physiques obéissent aux mathématiques, les lois physiques font des calculs. Un ordinateur est une
“machine” qui fait des calculs. Dire que la réalité se calcule, revient a concevoir son fonctionne-
ment comme possiblement issu d'un ordinateur. Pour qui accepte les positions philosophiques du

@On oublie trop souvent qu'il ne peut y avoir d'intelligence artificielle sans bétise artificielle, du moins dans la
mesure ou il n'y a pas d'unicité de la vérité. Travailler le coté pas sérieux des ordinateurs semble une solution possible,
leurs puces auraient ainsi le droit a un peu d’amusement.

®) Ay grand damne de certaines chapelles traditionnelles sous I'impulsion de la médiatisation de ces idées, on peut
imaginer que nombreux chercheurs vont s'aventurer dans cet El Dorado scientifique, encore en friche — mais qui
normalement par la suite le sera moins.

©Pour les acousmaticiens, comprendre qu’on parle de calculs & base de nombres entiers se rapportant uniquement
a ce qui se passe en une petite zone de I'espace.



0.1. Ordinateur, physique discréte et isotropie i

réductionnisme a la physique, c'est-a-dire du matérialisme, ce genre d'affirmation ne pose pas de
probléme.

La deuxieme idée plutét acquise qu'implique la physique discréte, c'est le fait que les calculs
soient locaux. En physique, cette idée se retranscrit a partir d’'une notion de céne de lumiére. On
ne voit les causes et les effets que de ce qui est prés de nous. Ce qui se passe actuellement a des
milliards d'années-lumiére de nous prendra des milliards d’années-lumiére a avoir une influence sur
nous; cela définit la notion de localité dans notre entendement de I'espace.

Le troisieme point, véritablement novateur, c'est de dire que I'espace est discret, et qu'en
un point donné de I'espace on ne peut stocker une quantité finie d'informations. On réaffirme
maintenant que le réel ne serait composé qu a partir de quantité entiére. A priori cela pourrait
simplifier les choses, c’est tout le contraire : les mathématiques discrétes sont plus irréguliéres que
leurs homologues continues. Si en physique on préfére le continu, c'est parce que |'algébre permet
d'inventer des solutions, et de s'extraire des contraintes induites par la matérialité des atomes. Dans
le discret, il faut tenir compte de la véritable nature des objets. On ne peut pas les approximer
simplement. Il faut tenir compte de leur complexité.

Une théorie encore en élaboration

La jeune théorie de la physique discréte nage a contre-courant de la physique traditionnelle
du XX€ siécle. Pour prétendre a une utilité en physique, elle devra étre 3 méme de proposer des
modéles plus exacts que ceux obtenus a I'aide de modéles continus. Il y a de cela quarante ans la
physique discréte n'aurait pas été possible :

— insuffisance de la théorie mathématique supportant la théorie : les mathématiques discréetes

ne permettaient pas de faire de I'algébre simplement ;

— difficulté d’exploitation : les trés nombreux calculs nécessaires dans la modélisation par au-
tomates cellulaires s'avéraient souvent sans incidence sur le résultat final; a la main, les
nombreux calculs comportaient souvent des erreurs;

— le modeéle semblait a priori inadapté dans le fond : N’étant pas isotrope, le modéle était
incapable de rendre compte de I'invariance sous rotation des lois de la physique.

Cela dit, aucune observation ne pourra jamais complétement discrétiter I'idée que la réalité puisse
étre discréte. La réalité est une énigme, face a laquelle nous ne pouvons que proposer des modéles
qui semblent la décrire.

Aujourd’hui, avec la puissance de calculs des ordinateurs, au contraire, la physique discréte est
en phase de devenir une théorie acceptable :

— les mathématiques discrétes sont en renaissance;

— les difficultés d’'exploitation du passé ont disparu puisque I'ordinateur se charge des calculs, le
fait d'avoir des modéles massivement numériques permet de simuler des comportements trés
complexes qu'un modéle continu aurait bien été en peine de décrire; la complexité initiale
d'une tel modéle qui aurait été son handicap, fait désormais sa richesse ;

— le modéle pourrait correspondre a des hypotheéses de la physique : L'existence des constantes
de PLANCK pourrait conduire a une discrétisation de |'univers, et |'existence d'une vitesse
maximale de transfert de I'information comme la vitesse de la lumiére pourrait rappeler les
phénoménes de céne de lumiere;

— la physique discréte autorise des simulations physiques sans approximation, c'est-a-dire sans
erreur de calcul. Le fait de travailler sur un espace discret permet un stockage en mémoire
efficace.
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La physique discréte réaffirme la primauté de la théorie de I'information (au sens de I'informa-
tique) sur la physique.

Cependant la physique discréte est jeune, et, aujourd’hui la théorie est encore loin d'étre appli-
quable pour la la modélisation du réel.

Actuellement, la physique discréte serait donc plutét une branche de ce qui s'appelerait la
“physique inverse”. La physique inverse serait un exercice mathématique qui consisterait a essayer
de retrouver tous les moyens algorithmiques “simples” permettant de réaliser une opération observée
dans la réalité. Le but de la physique inverse serait de proposer des primitives pour la physique.
L'idée de la physique inverse pourrait se résumer ainsi : A I'opposé d’une démarche qui débute par
I'observation du macro et qui cherche ad hoc un modéle (micro) pour le décrire, il faut simuler
du micro pour comprendre quels sont les bons modéles (macro) possibles.La physique inverse ne
chercherait pas a recoller exactement aux objets connus en physique, mais simplement a donner
des interprétations a des phénomeénes physiques connus.

0.2 Géomeétrie, circularité et nombres entiers

La physique discréete ne pourra exister qu'en s'appuyant sur une théorie géométrique. La théorie
de la géométrie discréte qui étudie les propriétés des ensembles de points sur la grille entiére est en
développement depuis plusieurs décennies. Les propositions de la géométrie discréte spécifient des
résultats a I'échelle “microscopiques” de telle maniére a ce qu’elles soient compatibles avec celles
de la géométrie euclidienne qui traite d'observations “macroscopiques”.

Il n'existera de bonnes physiques discrétes qu’une fois bien compris les principes de l'isotropie.
L'isotropie est le principe constitutif de la physique qui établit qu'une expérience doit se dérouler
de la méme facon quelle que soit son orientation dans I'espace. Un des points sur lequel la physique
discréte est attaquée est son absence a priori d'isotropie. Ayant lieu sur automates cellulaires, la
physique discréte implique un espace dans lequel tous les points sont séparés les uns des autres. Un
représentant de ce type d'espace est I'ensemble des points & coordonnées entiéres, Z", autrement
dit I'ensemble des points d'intersection d'une grille. Or, sur une grille les expériences ne se produisent
pas de la méme facon en fonction de la direction.

C’est cette difficulté qui nous a incité a aborder notre sujet :
Comment faire tourner par automates cellulaires un objet sur la grille Z? ?

Concilier la grille entiére avec les cercles, ou les mouvements circulaires est une problématique
classique de I'histoire des mathématiques. Dés I'Antiquité, nombres entiers et cercles semblaient
voués a une difficile confrontation : la secte pythagoricienne a explosé certainement de n'avoir une
meilleure compréhension de 7 ; les recherches sur la quadrature du cercle illustrérent aussi la délica-
tesse de ce mélange, I'impossibilité de cette construction résultant de des questions algébriques. La
volonté de faire du rapport entre deux quantités le diamétre et la circonférence a donné naissance
a des concepts qui furent d'abord formels.

Dans une pensée informatique, le cercle est un résultat algorithmique, il est issu d'une construc-
tion algébrique a partir des briques élémentaires des mathématiques. Le nombre 7 n'existe pas sur
la grille car ™ n'est pas une fraction. A partir d'une géométrie discréte, pour donner un sens a
7, il faut considérer I'objet limite résultant d'un processus géométrique convergent vers un cercle
euclidien.
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Le discret et le continu dans les mathématiques

Quel que soit I'ouvrage d'histoire des mathématiques considér, on trouvera toujours aux ra-
cines des mathématiques deux disciplines a priori antagonistes : les régles de calcul de I'arithmétique
entiére, et la géométrie.

On trouve donc d'une part I'arithmétique entiére, les problémes diophantiens, des algorithmes,
et des procédés logiques formels, tout un ensemble de recettes qui relévent du langage verbal, et
d'autre part, des problémes géométriques dont I'intuition est constituée par des figures continues
et idéales. L'arithmétique étant astreinte au verbe et a ses limites apparait antithétique avec le
domaine géométrique qui pour sa part suggere les possibilités transcendantes de I'imaginaire visuel.
Ainsi, a I'origine méme des mathématiques, il y aurait une dualité composée de discret et de continu.

L'expérience quotidienne de la Nature, nous améne a constater que la réalité tout en semblant
se plier aux mathématiques, n'est pas composée uniquement de trivialités mathématiques. Par
exemple, la distance entre deux points ne coincide pas avec la norme 1, la naive somme de la
distance horizontale et de la distance verticale.

La norme euclidienne consacrée par le célébre théoréme de PYTHAGORE@ invite a développer des
outils pour aller au dela de ce que peut accepter naivement une géométrie en nombres entiers : La
diagonale d'un carré unitaire mesure une quantité irrationnelle “~/2", et le rapport entre le périmétre
et le diamétre d'un cercle est “m”.

Le cercle et la découverte des nombres irrationnels

Historiquement, I'étude des liens entre circularité et arithmétique a permis de considérer et de
comprendre des concepts comme les racines carrée@ pour /2 ou le développement des notions
de limites et de séries pour 7. Les efforts pour clarifier la nature de ces nombres ont pris des siécles.
lls se sont perpétués jusqu'a ce jour : la formalisation du corps des réels auquel m appartient ne
date que du XIX€ siécle. Elle fut réalisée via les coupures de DEDEKIND, et plus tard via des suites
de CaucHy. Les meilleurs algorithmes pour le calcul de 7 sont fondés sur les algorithmes de GosPER
apparus en 1972 [BGS72]. L'histoire du nombre 7 (voir [DEL97]) s'interpréte comme une aventure

ayant pour objectif de comprendre la raison de I'émergence d'un nombre ayant une telle complexité
de KOLMOGORO.

0.3 Le contexte

Dans la lignée de ces recherches, nous nous intéressons aux transformations qui opérent dans
le plan sur les points & coordonnées entiéres, les éléments de I'ensemble 72, et qui approximent la
rotation euclidienne. Nous aborderons donc des algorithmes qui sont employés pour faire tourner

@on pourra prendre par exemple celui de Ferdinand HoeFER, ou un cours de mathématiques comme celui de Nico-
las BourBakl, ou alors encore les plus récents ouvrages de vulgarisation d'histoire des mathématiques de Denis GuED],
etc...

() 3 véritable demonstration du théoréme de PYTHAGORE consiste a montrer que dans un espace euclidien équipé
de la norme 2, tous les repéres orthonormés sont équivalents pour |'évaluation de la norme 2 d'un vecteur.

(©)C’est au mathématicien allemand du XVII° siecle Christoff RupoLFF que I'on doit le symbole 4/x — et ainsi c'est a
ce mathématicien que nous devons |'aisance conceptuelle qu'apporte un mot ou un symbole dans le traitement d'un
probléme. L'existence d’un symbole traduit le fait qu’on accepte mieux que 1/x puisse &tre un nombre.

@Dpour les non-spécialistes, informellement, la complexité de KoLMoGcorov mesure le temps minimal qu'il faut pour
expliquer précisément un concept mathématique a partir de rien a un enfant, un peu plus formellement c'est a une
constante prés la taille du plus court programme permettant a un ordinateur de réaliser une sortie w.
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Fig. 0.1 — Les cercles de WoLFRAM ne sont pas isotropes.

une image pixelisée sur les ordinateurs, en nous intéressant aux aspects purement géométriques.
Nous ne discuterons pas des techniques d’'image couleur, comme l'interpolation, puisque notre
objectif est de proposer une technique de rotation pour automates cellulaires.

Note 0.3.0.3 Pour certains mathématiciens, le terme des rotations discrétes évoque le groupe de
quatre rotations qui laissent Z? globalement invariant. Ce groupe a une structure triviale et on peut
estimer qu'il n'a pas des propriétés compatibles avec celles de la rotation euclidienne : Il limite les
rotations possibles a une famille d’angles finie.

0.3.1 L’isotropie et les cercles dans le discret

Le probléeme de la modélisation de I'isotropie dans les modéles discret@ est clairement énoncé
par certains auteurs : au chapitre XII du livre de Andrew ILACHINSKY sur les automates cellulaires
[ILAO1], par Stephen WoLFrRAM quand il mentionne un automate cellulaire qu'il pensait étre “isotro-
pe”, ou encore Edward FREDKIN dans sa présentation de la physique discréte. Concernant I'automate
de WoLFRAM sensé calculer des ces cercles, David GRIFFEATH fera remarquer que, modulo un choix
incorrect de la configuration initiale, I'automate cellulaire proposé ne semble visiblement pas étre
isotrope (voir Figure[0.1)).

Laure TouGNE explique dans sa thése un procédé algorithmique pour réaliser des cercles sur
automates cellulaires. L'approche bien qu'exacte est trés “algorithmique”, ceci qui lui donne un
aspect instable et peu robuste. L'algorithme semble improbabl@ en modélisation physique.

@ Trouver un ensemble de régles simples qui adjoint a la définition d’'un systéme dynamique, par exemple un
automate cellulaire, rend le comportement global isotrope : on remarquera que cela impliquera certainement de
savoir faire des cercles et des rotations!

®) Ay sens odl son algorithme puisqu'il est relativement long a décrire, le mot qui décrit I'algorithme a une probabilité
moindre d'apparaftre dans un programme au hasard. C'est une justification informatique du rasoir d'OckHAM. Ceci
s'applique aussi a des régles de transitions pour un automate cellulaire tirées de maniére aléatoire.
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Fig. 0.2 — Le quadrant supérieur droit d'un cercle de ToOUGNE réalisé par automate cellulaire.

On peut expliquer que la modélisation exacte de la distance 2 soit non triviale, en expliquant
que ce n'est pas une distance “locale”. En effet, comme le montre Edouard THiEL dans [THI94], la
distance 2 n’est pas une distance de chanfrein, c’est-a-dire qu'elle n'est pas une distance définie
localement a I'aide d'un masque de distance.

La propagation d’ondes isotropiques dans les modéles de gaz HPP/FHP

Les modeles FHP et HPP modélisent les interactions moléculaires dans les gaz sur des au-
tomates cellulaires. Historiquement, il s'agit des premiers automates cellulaires sur lesquels on a
observé une onde isotropique se propager.

Le modeéle HPP est baptisé selon ses inventeurs Jean HARDY, de Olivier bE PAzzis et Yves Po-
MEAU, en 1973. Il fut inventé dans I'optique d’étudier des problémes d'ergodicité. Le modéle HPP
repose sur un jeu de régles tres simples de collisions de particules. FHP est une version améliorém
[l fut inventé par Uriel FRriscH, Brosl HASSLACHER et Yves PoMEAU dans le milieu des années 1980.

Fig. 0.3 — La propagation d'ondes isotropiques dans les modéles HPP & FHP. En créant un vide,
malgré I'anisotropie du réseau sous-jacent, un phénoméne ondulatoire isotrope apparait spontané-
ment.

En créant un vide dans le gaz, une onde de déflagration se propage a travers le gaz. Dans ces
modeles, I'onde tend a se propager de maniére circulaire.

L'argument qui relie forme circulaire et réseaux discrets est en fait lié¢ a des lois sur les proba-
bilités.

@yis-a-vis de I'isotropie intrinséque du réseau ce qui plait plus a la communauté des physiciens, mais ne change
rien au résultat qui nous intéresse ici.
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Une marche aléatoire dans I'échiquier de Manhattan conduit une loi gaussienne bidimensionnelle.
Les lois gaussiennes ont des courbes de niveaux qui correspondent avec la distance euclidienne :

(27T)7d/2| MV‘ié exp*%(X*“)T /\/]\71()(7/.1,)
st une matrice symétrique semi-définie positive et u le centre de la gaussienne. Or si

o e
11 . o
My = ( 11 ) on retrouve la norme 2, et on obtient une distribution :

Fig. 0.4 — Representation échantillonnée d'une distribution gaussienne bidimensionnelle par des
barres.

Dans les modeéles FHP et HPP, I'isotropie apparait sous forme d'une onde et non pas d'un état
caractéristique des cellules.

Cercles de Propp

Toujours dans la veine "automates cellulaires", James PRoPP s'est basé sur le modéle IDL;
IDLA est un modéle continu et probabiliste dans lequel des particules insufflées & partir d'un point de
I'espace se déplacent en procédant a I'intérieur d'un solide. Ce solide résulte en fait de I'agrégation
des particules qui ont été précédemment expulsées dans le processus. Une marche aléatoire a alors
lieu dans le solide. Cette marche s’arréte dés que la particule rencontre un point de I'espace qui
n'appartient plus au solide. A ce moment la particule se fige, et s'agrége au reste du solide. Si
on s'intéresse a la forme limite générée le plus souvent par ce modeéle, on constate que la forme
résultante est (presque toujours) étonnamment proche de celle d’'un cercle.

Pour obtenir une méthode simple et non randomisée, James PRoPP a proposé de partir d'un
modeéle randomisé simple, IDLA, pour le “dérandomiser”.

Les cercles de PropPP sont construits par un automate cellulaire, dont I'état est composé d’une
girouette optionnelle, et d'un visiteur. A chaque étape ol on aura constaté qu'il n'y a plus de
visiteur dans I'espace du “cercle de Propp”, on fera apparaitre un visiteur a I'origine. Puis a chaque
étape, le visiteur suivra le chemin indiqué par les girouettes qui forment le cercle de Propp, et
a chaque étape, le visiteur tourne la girouette rencontrée d'un quart de tour (procédant ainsi un
peu a la maniére d'une fourmi de Chris LANGTON). Dés que le visiteur rencontre une case sans
girouette, il s'installe et pose une girouette dans une direction fixe (par exemple le Nord). Si on
note les emplacements auxquels les visiteurs se sont installés et I'état des girouettes aprés n étapes,
on obtient la Figure[0.5. On peut remarquer qu’elle se rapproche étonnamment d'un cercle. Il est
possible de trouver une introduction plus détaillée sur les cercles de Propp dans [KLEO5].

@ nternal Diffusion Limited Aggregation.
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En ce qui concerne le modele IDLA, en 1992, Gregory F. LAwLER, Maury BramsoN et Da-
vid GRIFFEATH ont montré la convergence du modéle stochastique vers une forme de boule circulaire.
Le méme auteur a aussi montré que la différence de rayon entre la plus petite boule euclidienne
englobante et la plus grande boule euclidienne incluse était bornée par O(n1/6) . Expérimentalement
Chris MooRE et Jonathan MACHTA ont observé que cette différence était en fait bien moindre et
avait plutdt tendance a varier de maniére logarithmique. En ce qui concerne, le modéle agrégatif de
James Propp : Lionel LEVINE et Yuval PERES ont réussi a démontrer que le modéle convergeait vers
une forme circulaire, au sens ou la différence symétrique entre le modéle circulaire et la forme ac-
tuelle générée par n particules avait une cardinalité de O(n5/6). Michael KLEBER a observé qu'aprés
plusieurs millions de visiteurs, la difféerence de rayon entre la boule englobante et la boule incluse
ne dépassait pas 2.

Fig. 0.5 — Configuration correspondant a un cercle de PropP indiquant pour les 40000 girouettes
correspondant a des visiteurs installés, et coloriés en fonction de leur orientation respective. On
observe que bien qu'il s'agisse d'un algorithme probabiliste dérandomisé, le résultat reste trés
isotrope

0.3.2 Les mauvaises propriétés des rotations discrétes

Cette section explique pourquoi les algorithmes de rotations usuels décoivent dans le discret.

Commencons par une anecdote : une équipe de physiciens implémenta un programme de simula-
tion du systéme solaire. Pour des raisons spécifiques, ce logiciel devait étre implémenté en précision
fixe. Lors des premiers tests, ses concepteurs eurent la surprise de voir que le programme annoncait
une collision fatale entre la terre et le soleil dans les 10 prochaines années. Ce résultat était bien
sir erroné; il était di a un “bug”, di a la composition d’erreurs d’arrondis durant la rotation des
planéetes sur leur orbite. Le pas d’intégration du systéme était trop sensible a la discrétisation du
systéme. Cela fait des décennies qu’'il est bien connu qu’il faut éviter de composer des rotations en
informatique. I'accumulation des petites erreurs peut conduire a un résultat loin de celui attendu.

Les opérations de rotations discrétes n'ont en général pas les propriétés de leurs homologues
continues :
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— elles ne sont pas bijectives;
donc elles perdent de I'information et détériorent les objets qu’elles manipulent ;
— elles ne sont pas transitives;
donc, elles ne respectent pas la formule de CHASLES ;
— ou alors elles ne permettent pas de faire des angles arbitrairement petits sur une boule de

taille finie.
(a) Image originale (b) Tournée 5 fois (c) Tournée 34 fois

Fig. 0.6 — Exemples d'altérations provoquées par I'itération de I'application de rotations d'un angle
fixe avec interpolation obtenue en employant un logiciel grand public.

L'itération de rotations discrétisées conduit a des motifs particuliers qui ont été observées
par d'un cété David JEFFERIES et Jonathon DEANE dans [JDOO] et de l'autre par Eric ANDRES
dans [ANDO92]. Une analyse plus en profondeur a été menée pour des angles particuliers par une
série d'auteurs qui se sont intéressés a la rotation discréte comme base d’'action pour un systéme
dynamique que I'on itérerait : (Z2, [ry]). Les travaux de Franco VIVALDI font particulierement
autorité en la matiére. En France, Guillaume PocaiaspoLia [POGO3], a fait sa thése sur des sujets
connexes. Notons encore qu'Arek Goetz [GOEQ5] s'intéresse pour sa part a des systémes formés
par la composition de plusieurs rotations (de centres différents). Finalement, les récents travaux
de Wolfgang STEINER et de Shigeki AkivamA semblent prometteurs.

0.3.3 Vers les rotations discrétes robustes

Du fait des remarques précédentes, on trouve dans de nombreux articles, une volonté d'améliorer
les propriétés des rotations, en particulier en obtenant des "rotations robustes" : “Manipulation
and transformation of the discrete volume are difficult to achieve without degrading the image
quality or losing some information. Rotation of rasters by angles other than 90 degrees is especially
problematic since a sequence of consecutive rotations will distort the image.” (Aries KAUFMAN dans
un cours donné au SigGraph'99 [KAU99]).

La plupart des articles mentionnés ici expriment leur souhait d'obtenir des rotations sur les
espaces discrets qui aient des propriétés plus proches de la rotation euclidienne : [CDR92], [OHA94],
[HP98], [HERS85], [SPS04]... Des auteurs nombreux se sont intéressés au sujet, ce qui permet
d'affirmer qu'un besoin existe.

Klaus Voss dans son ouvrage de référence [VOS93] mentionne briévement les rotations pytha-
goriciennes (en expliquant qu'elles sont périodiques) ainsi que les rotations 3-transvections, mais
cette fois sans en dire vraiment davantage. Carl WEIMAN [WEI76] est mentionné comme étant
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le plus ancien algorithme informatique basé sur une rotation 3-transvections. Daniel GREENE et
Foong Frances Yao [GY86] semblent étre les références pour les rotations pythagoriciennes telles
que celles présentées dans [VOS93]. Les rotations 3-transvections sont aussi employées pour faire
des rotations dans le domaine harmonique comme en témoigne I'ouvrage [PEY04].

Pareillement, on peut citer, John CaNNY, Bruce R. DoNALD et Eugene K. Ressier [CDR92],
Michel HENON et Jean-Marc PeTiT [HP98], Jean-Paul Bianc [BLA93] qui ont soumis des travaux
sur la robustesse a la composition d'erreurs de rotation.

Dans la suite, les motifs qui nous avons observés, rappellent parfois ceux qu’on peut trouver dans
les travaux de ltzhak AmiDrorR [AMIQO0], il y a des liens techniques entre notre sujet et les moirés,
que I'on comprendra peut-étre mieux en consultant les travaux Victor OsTRomoukHov [OHA94]. Ce
dernier a travaillé sur des aspects tres similaires a certains points exposés : liens entre pythagoricien,
propriétés des rotations et bijectivité.

Tommaso TorFoLl a déja travaillé sur 3 rotations transvections [TOF97]. Notons encore les
articles de David GRIFFEATH qui discutent des processus de morphogéneése [GG98].

Du fait de la similarité avec la méthode de génération multi-grille de Nicolaas G. DE BRuiN,
les configurations que nous allons étudier se rapprochent des quasi-cristaux. Il est donc opportun
de jeter un ceil aux ouvrages [SEN95] et [PAT98]. Cependant ici, le plus souvent on est face a des
systémes de dimension 1.

Pour terminer notre table des gens qui tournent discrétement, une autre communauté a s'étre
intéressée a la problématique des rotations discrétes est celle du watermarking : le probleme de Ia
robustesse des méthodes de watermarking sous I'action des rotations discrétes est un probléeme dif-
ficile. Sa mauvaise gestion par les outils usuels de traitement du signal est a I'origine de nombreuses
discussions.

Globalement, la thématique des opérations de rotations discrétes a été abordée par de nombreux
auteurs, parfois prestigieux, cependant il s'agit souvent d'un détour dans un parcours plus vaste, et
peu de gros ouvrages comme la thése d'Eric ANDRES ou cette thése leurs sont pleinement consacreés.

Définition annexe

0.3.4 Motivations

Nos motivations sont plurielles. Afin de pouvoir mieux justifier I'orientation de la démarche
suivie, voici I'énumération de ces motivations.

Motivation 1

De nombreux auteurs déclarent que les automates cellulaires forment un bon modeéle pour
modéliser une quantité de phénoménes physiques et biologiques. On trouvera des exemples de
telles modélisations dans [WOLOQ2]. Or, ces deux domaines sont avant tout basés sur I'isotropie du
réel. Les automates cellulaires sur la grille Z? ne sont en général pas isotropes ! Cela risque d'induire
des phénomeénes radicalement différents. Plus généralement, toutes les problématiques liées a la
modélisation du réel via sa numérisation sont susceptibles d'étre impactées par des problémes liés
aux rotations discrétes.
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Motivation 2

Le fait de disposer d'un automate cellulaire capable d'effectuer des rotations pourrait conduire a
I'implémentation de FPGA@ effectuant des rotations. Et si la théorie le permet, ceux-ci seront plus
rapides pour calculer les rotations d’'images que les processeurs graphiques actuels. De ce fait, nous
voyons une premiére application industrielle d'une telle recherche. De méme une implémentation a
base de nanotechnologies de tels automates cellulaires pourrait servir de fondement a la réalisation
de nanomoteurs a rotations discrétes sur ce principe.

Motivation 3

Les rotations discrétes sont liées aux phénomeénes induits par la rotation d'une grille sur une autre
grille. Leur analyse locale fait partie des sujets contemporains en systémes dynamiques symboliques.

De plus, la mise en relation des phénoménes de rotations peut expliquer la formation de quasi-
cristaux dans certains processus physiques.

Motivation 4

Le domaine de la géométrie discréte aspire a la fondation d'une théorie de la géométrie sur les
espaces discrets consistante avec la géométrie euclidienne. Si les algorithmes relatifs aux figures
géométriques semblent aujourd’hui bien développés, la théorie manque de consistance entre les
opérations applicables et les définitions données. Un effort doit étre mené conjointement sur la
définition des algorithmes et des figures afin de pouvoir obtenir une théorie/des théories applicables
ou I'on aurait par exemple la cléture de I'ensemble des droites discrétes par une application finie
d'opérations de rotations discrétes — pour I'instant ce n'est pas le cas.

Motivation 5

Etant donné un systéme complexe, tel un automate cellulaire, dont on connait la régle d'évolu-
tion globale, on souhaite trouver la régle d'évolution locale (ou réciproquement la régle d’'évolution
globale a partir de la régle d'évolution locale). Ce probleme de transposition des caractéristiques de
la description des propriétés globales vers celle des propriétés locales est I'aporie de la motivation
scientifique de la théorie des automates cellulaires.

Le phénomeéne de rotation discréte est un phénomeéne trés bien décrit mathématiquement; le
fait de souhaiter modéliser une rotation sur automate cellulaire nous permet de voir différentes
techniques utiles pour la modélisation de phénomeénes physiques sur automates cellulaires.

Motivation 6

En 1899, Max PLanck définit la constante de PLANCK : h ~ 6.6260693 x 10~3% s une unité de
travail énergétique présente dans tout échange énergétique physique un nombre entier de fois. Ainsi,
notre perception du monde se transpose d'une théorie physique continue vers une théorie physique
avec une part importante discréte. Par la suite, Max PLANCK a décrit un jeu de constantes : distance
de PLaNck, temps de PLanck. Celles-ci conditionneraient tout déplacement spatio-temporel dans
notre univers et feraient ainsi de ce dernier un espace discret, qui s'écoule en temps discret. A
notre connaissance,PLANCK n'aurait jamais précisé les conséquences de celles-ci sur la topologie de

@)Field Programmable Gate Array : type de circuit imprimé a architecture reprogrammable permettant d'implé-
menter du parallélisme massif.
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I'univers, en particulier au regard de l'isotropie, mais une croyance totale en ces constantes nous
ameéne indubitablement a I'existence d'un graphe de CAYLEY sous-jacent a la topologie de I'Univers.

Les physiciens considérent que ces constantes sont suffisamment petites pour étre négligées.
De maniére générale, ils ont une préférence pour I'emploi des outils mathématiques continus. Si les
constantes de PLANCK s’avérent avoir une réalité tangible, la rotation d'un corps physique ne peut
étre idéale : il se pose alors la question de savoir quels sont les principes de la physique qui sont
exacts au niveau numérique et quels sont les principes de la physique qui sont approximatifs.

Avant méme toute confrontation entre un modéle et la réalité, on peut se questionner sur la
consistance mathématique du modéle mathématique.

Le fait d'aborder la thématique des rotations discrétes sur automates cellulaires se veut étre un
effort pour aborder un pan de cette question.

0.4 Les questions

En résumé, au regard de ces évolutions

— Quelle est la place des rotations discrétes dans la géométrie discréte ?

Quels sont les types de rotations déja connues?

Quels sont les modeéles sur espaces discrets adaptés a la modélisation de rotations discrétes

qui aient des propriétés concordantes avec notre observation macroscopique de la réalité ?

— Que se passe-t-il exactement lors du processus de rotation?

— Existe-t-il un cadre formel qui tout en relevant du discret localement puisse expliquer |'iso-
tropie globale ?

— Existe-t-il des automates cellulaires transformant des configurations selon des rotations dis-
crétes 7 Est-ce possible en temps réel 7

— Comment arriver a coder une information réelle comme un angle dans une configuration ?
Comment y parvenir de telle maniére a ce que la complexité en espace ne dépasse pas la
taille de I'objet que I'on souhaite faire tourner?

— Comment relier cette question a celle de la rotation itérée ?

0.5 Le plan

Pour résumer, notre objectif a travers cette thése est d’aborder conjointement la question des
rotations pour les espaces discret, I'analyse des propriétés de ces rotations et leur implémentation
sur automates cellulaires.

Dans cette étude, la non-préexistence de rotation ayant des propriétés intéressantes pour la
modélisation sur automates cellulaires nous a contraints dans un premier temps a nous pencher
davantage sur les questions relatives aux rotations discrétes. En effet, les rotations sur les espaces
discrets, malgré les quelques travaux que nous avons cités, et malgré leur position centrale vis-a-vis
de la théorie des rotations discrétes. Nous pouvions d'ores et deja répondre que tout n'était pas
prét pour concevoir une physique discréte basée sur des rotatons discrétes. De ce fait, ces rotations
discrétes méritaient bien encore quelques études du go(t de celle que nous allons mener ici.

Au Chapitre[1, c’est un panorama ou se définit le cadre formel de la thése. Dans un premier
temps, il situe notre positionnement vis-a-vis de la théorie de la géométrie discréte. C'est I'occasion
de revoir les fondements de la géométrie discréte, de donner différentes définitions de rotations, de
montrer que toutes les définitions ne sont pas nécessairement acceptables. Dans un second temps,
il traite des systemes dynamiques sous trois aspects particuliers :




XiV Introduction

— la généralisation multidimensionnelle de la notion de systéme dynamique : les objets que nous
allons étudier évoluent selon deux directions;

— les aspects “systémes dynamiques symboliques” : la possibilité de relever un mot ou une
configuration vers un objet se déplacant dans un espace des phases ol des manipulations
algébriques sont possibles ;

— les aspects “systémes dynamiques induits” : ils permettent d'expliquer de nombreux phéno-
meénes d'autosimilarité et ils font le pont avec la théorie des substitutions.

Les systemes dynamiques nous sont particulierement utiles car ils permettent de faire le lien
entre les univers discrets et continus, de plus ils possédent une théorie bien établie sur le fond
algébrique.Ces préliminaires sont |'occasion de fixer le vocabulaire, et de rappeler des concepts
disséminés dans différentes constellations d'ouvrages scientifiques.

Au chapitre2, on donne les définitions des objets essentiels et spécificiques a cette étude ; c'est
la description de différents processus de rotations a travers des systémes dynamiques symboliques. A
partir des éléments du chapitre précédent, seront étudiées les rotations discrétisées et les rotations
trois-transvections. En codant leur action a travers la grille Z2, on affectera a chaque rotation
une configuration unique — objet essentiel qui supporte notre recherche par la suite. A la suite
de ces définitions, on trouve une série de petites propositions utiles, qui contient entre autre des
éléments d'algorithmique locales qui prouvent la pertinence des configurations dans les processus de
rotations. Dans la perspective de constructions de schémas plus complexes, on explique comment
décomposer les configurations. En troisieme partie de ce chapitre, se trouve alors le résultat-
clé qui nous intéresse : Nous y donnons une interprétation des configurations — codage local des
rotations — comme résultat de I'action d'un jeu de translations sur le tore via un codage symbolique.
C’est-a-dire que nous nous donnons des armes issues des mathématiques continues, pour traiter
le difficile probléme discret qui nous anime. On généralise alors les définitions obtenues a d'autres
configurations.

Le Chapitre 3] est pour sa part consacré a plusieurs résultats centrés sur des études de la
dynamique définie au chapitre précédent et associé aux rotations discrétisées. Le texte de ce chapitre
débute par une caractérisation des angles liés a des configurations périodiques et quasipériodiques
des configurations étudiées. On se fait ainsi une idée plus précise des objets que nous étudions.
Dans un second temps, on examine les résultats établis avec Valérie BERTHE qui concernent la
fréquence des motifs observés — c'est je crois une série de résultats de formels, qui ouvrent des
pistes de recherches difficiles. En effet, il s’agirait de relever la variation des symboles vers des
régles de transitions.

Au Chapitre[4] aprés un rappel sur la théorie des substitutions, on présente un trio de méthodes
mettant en avant [|'existence de substitutions pour engendrer les configurations correspondant
a certains angles. A I'aide de ces différentes techniques on donnera les arguments-clés pour la
demonstration du caractére autosimilaire des configurations.

Au Chapitre [5, on revient vers des aspects algorithmiques plus connexes avec la géométrie
discréte : pour la rotation discrétisée, on présente une caractérisation des angles bijectifs. Il s'agit
en fait d’une extension d'un théoréme d'Eric ANDRES et de Marie-Andrée Jacos(®) [JA95]. Pour
obtenir ce résultat, on utilise les liens avec les systémes dynamiques étudiés au Chapitre 2. A ce
stade; on étudie un peu plus en détail la structure des configurations périodiques.

Dans le Chapitre [6, on présente un algorithme pour la rotation 3-transvection sur automates
cellulaires. C'est le seul chapitre oll nous parlons directement d'automates cellulaires. On dispose
de cette occasion pour préciser un certain nombre de constructions et de sous-automates cellulaires
qui sont utiles dans un sens plus large pour la modélisation géométrique sur automates cellulaires.

@dont le nom actuel est Marie-Andrée Da CoL
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Le Chapitre [7] conclut cette thése en précisant les questions, les débouchés potentiels et nos
espoirs, notre opinion globale par rapport au sujet a la fin de cette these.

Puis, notons qu'en annexe, se trouve certains éléments bien connus liés aux translations sur
le tore. On y aborde au passage les fractions continues. Ce qui nous intéresse ici c'est la forme
des preuves et des définitions, car nous essayons ailleurs de reproduire sa charpente en dimension
supérieure.
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[...] on peut se demander si cette prolifération exubérante est le développement d’un organisme
vigoureusement charpenté, acquérant chaque jour plus de cohésion et d'unité des accroissements qu'il
recoit, ou si au contraire elle n'est que le signe extérieur d’une tendance a un émiettement de plus en plus
poussé, di a la nature méme des mathématiques, et si ces derniéres ne sont pas en train de devenir une
tour de Babel de disciplines autonomes, isolées les unes des autres, tant dans leurs buts que dans leurs
méthodes, et jusque dans leur langage. En un mot, y a-t-il une mathématique ou des mathématiques ?
Bien que plus actuelle que jamais, il ne faudrait pas croire que cette question soit nouvelle, elle s'est posée
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presque deés les premiers pas de la science mathématique. C'est qu'en effet, méme en négligeant les
mathématiques appliquées, il subsiste, entre la géométrie et I'arithmétique (du moins sous leur aspect
élémentaire) une évidente dualité d'origine, celle-ci étant initialement science du discret, celle-la de
I'étendue continue, deux aspects qui s'opposent radicalement depuis la découverte des irrationnels.
D’ailleurs, c'est précisément cette découverte qui fut fatale a la premiére tentative d'unification des
sciences, I'arithmétisme des pythagoriciens (“toutes choses sont nombres”)

L'architecture des mathématiques, Nicolas BouRBAKI

Avant d’'explorer les arcanes de la théorie des rotations discrétes, I'objet de cette section est
de nous localiser dans I'atlas scientifique, et ainsi de nous accorder sur le vocabulaire employé.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a une présentation de la géométrie discreéte.
Apres avoir évoqué divers travaux sur la formalisation de la notion méme de géométrie discréte, on
présente les raisons pour lesquelles les rotations discrétes s'intégrent dans la géométrie discréte.
Les premiers chapitres restituent a grands traits la géométrie discréte telle qu'elle est comprise
aujourd’hui, dans sa philosophie et dans sa définition la plus classique. On prend le temps de
s'intéresser aux aspérités les plus caractéristiques de cette géométrie encore naissante; puis on
énumeére différentes rotations étudiées. On notera déja que les rotations discrétes interrogent la
solidité de la géométrie discréte sur son rapport a I'isotropie, et a I'infiniment petit.

Dans la seconde partie de ces préliminaires, on regarde I'autre versant par lequel on peut aborder
les rotations discretes, c'est la dynamique symbolique ; il s'agit 1a d'un domaine scientifique essentiel
pour I'analyse des systémes discrets. L'idée-clé de la dynamique symbolique se résume ainsi : Tout
mot peut étre considéré comme une succession de lettres qui refléte I'évolution d’'un systéme. Dans
certains cas, on peut trouver une évolution continue qui est algébriquement descriptible; le mot
est alors I'observation de la dynamique de ce systéme a travers une projection sur un ensemble
fini, et la description continue du systéme en mouvement est susceptible de nous fournir davantage
d’informations sur la structure intrinséque du mot étudié.

Certains liens entre géométrie discréte et dynamique symbolique sont fameux : par exemple, il
y a une connexion forte entre |'étude des translations sur le tore, I'étude des billards et I'étude des
droites discretes. Dans la dynamique symbolique, les translations sur le tore (qui sont encore un
méme nom pour ce type de systéemes) forment un exemple essentiel de systéeme dynamique. Il se
trouve qu'analyser les rotations discrétes revient a analyser une généralisation de tels systémes.

Dans son ensemble, ce chapitre plaide I'idée des systémes dynamiques parce qu'ils sont histori-
quement adaptés a la résolution de certains problémes diophantiens ce qui est trés profitable a la
géométrie discréete.

1.1 Eléments de géométrie discréte

1.1.1 Essence philosophique : de Z" a Q%"
1.1.1a Deéfinition

La géométrie d/'scrét@ est une discipline des mathématiques qui s'applique a établir une théorie
algorithmique de la géométrie basée sur les nombres entiers, une géométrie sur Z" ; elle aspire de
plus a étre aussi cohérente que possible avec la géométrie euclidienne. Il s'agit en fait d’un exercice
de mathématique pour spécifier une théorie robuste qui dispose de définitions générales, mais qui

@En anglais digital geometry, voir I'introduction [GER99] a ce propos.
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tienne compte des spécificités des espaces discrets et de certaines propriétés déraisonnable

gu'induit souvent le passage au continu : “L’art de la géométrie discréte consiste a /e organiser
les unes par rapport aux autres et a transférer les propriétés du continu a des objets qui ne peuvent

pas les vérifier." (Jean-Pierre REVEILLES)

La géométrie discréte dont nous allons discuter se veut donc dans la lignée de celle fondée par la
theése d'état de Jean-Pierre REveiLLES [REVI1]. Dans la premiére partie de cette thése d'état, Jean-
Pierre REVEILLES redéfinit presque entiérement ce qui formera les premiers jalons d'une géométrie
a base d’arithmétique entiére qui deviendra une théorie de la géométrie discréte. La théorie s'est
essentiellement développée sur la grille entiére Z", de nombreux auteurs en viennent ainsi a la
définir directement sur comme une géométrie sur Z". Historiquement, Jean-Pierre REVEILLES situe
la géométrie discréte comme I'héritiére d'influences provenant de la géométrie des nombres et
de I'historique ouvrage Géométrie der Zhalen rédigé par Hermann Minkowskl qui fonda justement
la géométrie des nombres. D'autres aspects de la philosophie de géométrie discréte remontent a
certains travaux de Jean BERNoULLI. Le soin que celui-ci déployait pour optimiser les performances
algorithmiques de ses méthodes en astronomie, ainsi que ses travaux sur |'approximation de droites
discrétes justifient son statut de précurseur. La théorie prébne encore un retour a des résultats
plus efficaces algorithmiquement, fondés uniquement sur de I'arithmétique entiére, donnant ainsi
I'occasion a divers domaines de contribuer a un méme objectif. Plus globalement, puisqu’il s'agit
de construire une théorie géométrique, Jean-Pierre REVEILLES insiste sur I'importance qu'il faut
accorder au choix des définitions. On ne fera une bonne théorie qu'avec de bons ingrédients,
et il rappelle un certain nombre de résultats profonds et fondateurs : par exemple, les résultats
comme le théoréme de JorbaN discret[ROS75], [STO88], mais aussi les premiéres recherches sur
la topologie discrete et digitale qui existérent dés le début de I'image informatique avec au niveau
de la théorie, des pionniers comme Azriel RoseNFELD [JR70], Akira Nakamura [NROQ], ou encore
Vladimir KovALEVSKY .

Azriel RoseENFELD déclarait de son cété que Digital geometry is the study of geometric pro-
perties of sets of lattice points produced by digitizing regions or curves ine the plane. Nous nous
contenterons pour l'instant de cette définition. Avant de nous rapprocher de la conception de RE-
VEILLES qui définit une notion de géomeétrie discréte optimale que ne sous-entend pas ROSENFELD
dans cette définition.

Note 1.1.1.1 La domination du paradigme “p/'xe//'que’@ pour la représentation de travail des
images en informatique a vraisemblablement été le principal élément qui a motivé une théorie
de la géométrie discréte. Cela dit, insistons sur une autre motivation : une théorie de la géométrie
discrete pourrait un jour servir d'appui a des théories physiques discrétes. Rappelons quand méme
que la mécanique quantique se voulait initialement étre une théorie discréte et probabiliste.

Une application de la géométrie discréte concerne la modélisation physiqu@ dans des espaces
discrets.

Il semble que la vision de la géométrie discréte que nous venons de décrire soit aujourd'hui assez
consensuelle, et on la trouve dans les prolégoménes d'un certain nombre de théses qui ont besoin
de dresser un panorama bien plus précis que celui que nous brossons ici. Le fait que cette théorie
soit devenue paradigmatique ne veut pas dire qu’elle soit exempte de polémiques. La premiére

(@) Comme I'existence d’arbitrairement petits, et la possibilité de stocker un réel non constructible dans un objet
géométrique.

() Les définitions fondamentales pour la théorie.

©par opposition a des paradigmes a base de tomographies discrétes, ou a base d'ondelettes par exemple.

@Simulation, analyse de données physiques : mais cela inclut I’archéologie, les données médicales...
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partie de la thése de Jean-Pierre REVEILLES est avant tout un texte qui définit la philosophie de la
géométrie discréte. Elle a pour intérét premier de donner un sens, une direction aux définitions qui
sont proposées dans le domaine.

On pourrait s'attendre a ce que ces critéres aient été complétement formalisés, ou qu'ils servent
effectivement a justifier les travaux de ceux qui s’en disent les disciples. Ce n'est pas le cas. A ce jour,
aucun article n'a a notre connaissance de valeur paradigmatique pour ce qui est de la formalisation
de ces idées.

En donnant une direction pour la construction de la géométrie discréte, Jean-Pierre REVEILLES
donne aussi la voie pour la construction de géométries discrétes idéales qui seraient celles qui réussi-
raient pleinement a exprimer un sous-ensemble maximal de propositions de la géométrie euclidienne.
Or, en fait, I'existence méme d’une théorie pour la géométrie discréte idéale est discutable. Par des
techniques d’'analyse non-standard, il serait possible de relier discret et continu d'une facon subtile
et cohérente avec de nombreux pans des mathématiques. Si I'on excepte le travail en cours de
Laurent FucHs et Eric ANDRES, ou encore [BAU96], nous trouverons peu de littérature sur le sujet.
Il n"existe pas d’article de référence autre que la premiére partie de la thése de Jean-Pierre REVEILLES
@ pour fixer les limites exactes de la démarche employée en géométrie discréte.

Pour insister sur les doutes, sur les formes, que peut prendre la théorie nous allons montrer
dans cette section qu'une certaine notion de rotation euclidienne est incompatible avec certaines
conceptions de théorie de la géométrie discréte. Un des messages associé serait que la géométrie
discréte, ce ne serait peut-étre pas une théorie de la géométrie sur Z" mais cela se rapprocherait
plutét d'une théorie de Q%" ou Q est un ensemble fini de couleurs, et qui correspondrait avec la
notion informatique de bitmap, d’'image combinatoire.

Commencons en tout cas par étre constructif, et considérerons d'abord la géométrie discréte
simplement comme une théorie géométrique sur Z" définissant des droites, des cercles d’une facon
générique, et reléguons a un peu plus tard cette discussion sur la nature des liens entre |'idéalité
des objets continus et leur réalisation dans le discret.

1.1.1b Discrétisation d’un point : techniques usuelles

En un mot concernant la topologie de Z", au début de sa thése Yann GErarD [GER99] nous
rappelle que Z" n'est pas discret “intrinsequement” ; il est possible d'équiper Z" de distances qui ne
font pas de Z" un ensemble discret. Cependant, dans le cadre de la géométrie discréte, Z" n'est
considéré que corrélativement a la géométrie euclidienne, et il est normal d'équiper Z" d'une distance
compatible avec la distance euclidienne. Le lecteur curieux est invité a parcourir les dissertations
sur la topologie de Z" et son rapport au continu qu'on pourra par exemple trouver dans [CM91],
[GER99], [ALAO5].

A priori, pour des applications en géométrie discréte, on préférera I'opérateur d’arrondi au plus
proche qui se définit ainsi : .

[x] =[x + §J
ol | x| est la fonction plancher (le plus grand entier qui soit inférieur ou égal au nombre considéré).
Nous prendrons pour habitude de noter [{] la fonction qui a x associe [x].

Cet opérateur est défini de R vers Z, mais il est facile de I'étendre aux dimensions supérieures
en l'appliquant coordonnée par coordonnée. En dimension infinie, la fonction qui correspond a
I'application successive de la fonction f puis de x — [x] est dénotée soit par [f], soit par [{] o
en cas de problemes de lisibilité.

@pour le moins informelle, mais il eut été prématuré de formaliser cela 3 ce moment



T U U

PRI I N )

1.1. Eléments de géométrie discréte 5

On dénote par {x} = x — [x], et puisque [x] est I'opérateur de discrétisation canonique en
géomeétrie discréte, {x} sera considéré comme I'opérateur la projection canonique vers l'intervalle
[—3. 5[ . qui se trouve étre un représentant du tore T = R/Z. La fonction {{} est la fonction qui
x associe {x} Ceci dit pour des raisons arithmétiques, nous aurons parfois plus de commodité a
considérer le résidu dans I'intervalle [0, 1[, et nous introduisons I'opérateur [x{ = x — | x].

La plus simple facon de relier géométrie sur Z" et géométrie sur R"” consiste a se donner un
opérateur de discrétisation constant par morceaux, qui a chaque morceau de R" associe le point
entier le plus proche qui lui correspond.

Note 1.1.1.2 Cette définition serait simple si dans R" il n’existait pas des parties de R" qui sont
équidistantes de plusieurs points de Z.".

I existe principalement deux facons de répondre a ce probléeme. La premiére consiste a prendre
une décision arbitraire et de fixer ainsi une convention pour déterminer a quelle cellule appartiennent
les bords. Elle a I'inconvénient d'introduire une rupture de symétrie dans le modéle. La seconde
approche différencie les cellules en fonction des ensembles de points de Z" qui leur sont équidistants.
En ce cas, on obtient une topologie du type de celle de KHALIMSKY.

Disons rapidement un mot de la topologie de KHaumsky ([KHA87]), qui en un certain sens
permet de capturer davantage de choses. On dénote par 6 I'application de R" dans 27" qui, a un
point réel x, renvoie 'ensemble des points de Z" a distance euclidienne minimale de x.

0 R" =22 x> {veZ"|W e Z", d(V', x) = d(v,x)}}

On dénote par E I'ensemble 6(R). Les classes d'équivalence de R" par 6 sont contenues dans
I'ensemble O = {{x € R|0(x) = e}, e € E}.

Les éléments de O forment les ouverts/cellules de la topologie de KHALIMSKY. De plus, il existe
différents types de cellules qu'on caractérise en fonction du cardinal de 6(x). La topologie de
KHALIMSKY fournit un cadre élégant pour la formalisation des idées en géométrie discrete.

Chaque classe d’équivalence pour I'opérateur de discrétisation est appelée “cellule” (de discré-
tisation). Si elles ont une aire non nulle, on parlera de “pixel" (picture élément). De I'ensemble de
ces cellules, on déduit généralement, une relation de connexité sur Z", ou une relation de voisinage.
Il existe différents types de relations de voisinage en fonction du nombre minimal de dimensions
qu’'on attend de I'intersection de la fermeture d'adhérence des cellules de discrétisation. Ainsi, en
dimension deux on différencie la 4-connexité ou 4-voisinage (l'intersection entre |'adhérence des
cellules est un polytope de dimension 1, autrement dit deux pixels sont adjacents s'ils partagent un
bord), de la 8-connexité ou 8-voisinage (I'intersection entre les fermetures d'adhérence des pixels
est un espace de dimension minimale 0, autrement un point de contact suffit a connecter deux
pixels). Un ensemble est k-connexe, si pour tout couple de point vy, vy de cet ensemble, on peut
trouver suite d'éléments deux a deux k-connexes qui commence en vi et qui se finit en v, et dont
tous les éléments appartiennent a I'ensemble. L'ensemble est simplement k-connexe si le fait de
lui 6ter n'importe lequel de ses éléments lui fait perdre sa propriété k-connexité.

1.1.2 Cliché du bestiaire de la géométrie discréte

Le cadre de la géométrie discréte impose que les objets discrets aient des propriétés aussi
proches que possible de leurs homologues continus. Toutes les définitions ne sont pas équivalentes.
Le schéma de discrétisation classique (en géométrie discréte) consiste a définir I'objet idéal
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comme |I'ensemble des points entiers qui appartiennent a une saucisse de MINKOWSK dont |'épais-
seur fixée dans la géométrie discréte, se met a croitre , a priori logarithmiquement, au fur et a mesure
que I'on considére la scéne avec davantage de recul afin d'obtenir la figure euclidienne correspon-
dant a la figure discréte, dans le cadre de la formalisation des liens entre géométrie discréte idéale
et géométrie euclidienne.

1.1.2a Droites et hyperplans

Ce n'est ici qu'un passage express dans les fondements de la géométrie discréte. Le lecteur qui
est davantage curieux pourra trouver des dissertations bien plus complétes dans la majorité des
ouvrages de géomeétrie discréte, et en particulier dans [REV91] et [ANDOO].

Fig. 1.1 — Une droite naive et une droite standard

La définition de REVEILLES par sa généralité rassemble dans un formalisme commun une variété
de droites discrétes déja connues : les droites naives qui sont simplement 8-connexes, les droites
standards qui sont simplement 4-connexes, les droites pythagoriciennes qui respectent la norme,
ou encore des droites disconnectées et des droites épaisses.

La définition correspond simplement au schma de discrétisation classique, a I'“inner-discretization”
des points de la “saucisse de MiNnkowskI” d'une droite :

D(a, b,B,w) = {(x,y) € Z°|B < ax + by < B + w}

Le paramétre w s'appelle ici I'épaisseur. Son appellation est 1a pour rappeler qu'on souhaitera
a un moment partir de I'analyse non-standard pour relier discret et continu.

On pourra remarquer que de faire se translater une boule de diamétre unitaire pour la norme
infinie revient a faire se translater un carré unitaire, c’est-a-dire un représentant potentiel du tore
T2. On comprendra aisément qu'un type de droite qui par son épaisseur correspond exactement
aux translatés de la boule unitaire pour la norme infinie contienne toujours un point (et exactement
1).

Eric ANDRES [ANDOO] a sur le méme principe généralisé ces définitions aux hyperplans analy-
tiques, en prenant soin de bien décrire ce qui pouvait se passer dans chacun des cas d'épaisseur
des plans et des hyperplans.

@0on parle aussi de tuyau de MiNnkowski de la figure euclidienne. Il s'agit simplement de considérer I'épaississement
provoqué par |'addition ensembliste d'une boule de rayon donné a la figure continue, I'idée sous-jacente étant d'épaissir
les objets fins afin de pouvoir leur donner certaines propriétés.
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Pour plus d’informations relatives a la planarité discréte, le lecteur pourra se référer a [BCK].
Un survol des algorithmes de reconnaissance de morceaux de plans discrets, c'est un probléme lié
au probleme de vectorisation des objets discrets. Pour aller plus loin, on pourra aussi consulter
SIV04], qui traite entre autres des décomposition en hyperplans, et des intersection entre objets
discrets.

1.1.2b Cercles

Comme je I'ai mentionné dans l'introduction, sur Z" et en arithmétique entiére, la distance 2
ne faisant pas partie des primitives de la théorie de la géométrie discrete, puisqu'elle fait méme
partie des difficultés de la théorie.

On ne sait pas calculer facilement la distance 2 en exploitant géométriquement, uniquement
les éléments de I'arithmétique entiére. De ce fait, les estimateurs de distance euclidienne et les cal-
culateurs de géodésiques ont aussi activement intéressé nombres de chercheurs de la communauté
de la géométrie discréete.

Dans la lignée des figures définies selon le méme schéma de discrétisation, les cercles arith-
métiques furent introduits par Eric ANDRES [ANDO2]. lls correspondent aux points (x,y) € Z?
vérifiant :

Fig. 1.2 — Cercles géométriques analytiques

1.1.2c Autres Figures

La définition analytique impliquant un épaississement progressif des droites discrétes s'est gé-
néralisée dans le domaine. Progressivement des droites [REV91], aux cercles [AND92], en passant
par les plans, et les hyperplans, puis aux polygones, et sur différents types de topologies. On a
encore généralisé cette approche aux fonctions quelconques ou a des objets définis de maniére
paramétriques [GER03], [DRDJO06]. Il demeure quelques subtilités de définition qui font que ces
approches nécessitent certainement encore du travail et des études afin de pouvoir étre intégrées
correctement dans ce qui forme le socle de la géométrie discréte.

1.1.3 Un petit tour dans les rotations

Soit (X, d) un espace métrique, une isométrie est une transformation de X dans X qui conserve
les distances. Dans le plan euclidien R?, les isométries (translations, symétries, rotations) forment
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un groupe. On les répartit deux sous-groupes en fonction de leur faculté a préserver |'orientation
des angles, leur structure est trés bien connue.

Nous prendrons pour habitude de dénoter par r, la rotation euclidienne, laquelle est pour rappel
associée a la matrice suivante :

ray =

cos(a) —sin(a)]

sin(ae)  cos(a)

Les rotations euclidiennes de méme centre sont aussi dotées d'une structure de groupe qui est
caractéristique de la transitivité de cette opération : ro4g = rg o ra, o = id

Par extension, nous appellerons une e-quasi-isométrie, toute transformation qui conserve les
distances a une constante € pres.

Une e-quasi-isométrie est une transformation sur R” ou sur Z" ayant les propriétés suivantes :

YRR VY e R"||7— x| - |f(7) — F(R)]| < ¢ (11)

La composition d'une e-quasi-isométrie avec une €’-quasi-isométrie débouche en général sur une
(€ + €')-quasi-isométrie.

1.1.3a Autour de la rotation discrétisée (avant et arriére)

Pour faire une rotation euclidienne discrétisée, on réalise la rotation euclidienne dans R" puis
on discrétise le résultat. Formellement :

cos(a) —sin(a)
ra] = .
[re] = [0 sin(a)  cos(a)

La rotation discrétisée a de mauvaises propriétés mathématiques. C'est une @—quasi—isométrie ;
néanmoins, elle n'est généralement pas bijective.Dans la suite de cette thése, nous fournissons une
caractérisation des angles pour lesquelles la rotation discrétisée est bijective.

Note 1.1.3.1 Nous ne faisons que le mentionner car cela traite davantage d’image couleur que
d'image géométrique. Pour pallier aux effets des rotations discrétes de nombreux logiciels ont
recours a des techniques d’interpolation. Les interpolations ne résolvent pas le probleme qui nous
intéresse : au contraire, elles introduisent un léger flou dans I'image, et elles provoquent ainsi une
détérioration supplémentaire de I'image. Des références concernant ce type d’algorithmes peuvent
étre trouvées dans : [PAGM88].

Note 1.1.3.2 Cette transformation appliquée sur des images peut étre réalisée de deux facons.
D’abord, on peut faire la rotation vers I'avant, on considére que la transformation nous donne la
position d'arrivée de la couleur en chaque pixel. Si on note Ip I'image destination et Is I'image source
de I'algorithme, on effectue en tout v € Z? : Ip([ro(v)]) < Is(v). Dans le cas de la rotation avant,
I'image résultante contiendra nécessairement des trous : des points sans antécédent au milieu de
I'image tournée. Autrement, on peut faire la rotation vers |'arriére, auquel cas on part d’une position
dans I'image destination et on applique la rotation en sens inverse afin de retrouver les antécédents
du point. On retrouve ainsi un antécédent a chaque pixel : pour tout w € Z2, Ip(w) « Is([r_ow]).
Il'y a l'inconvénient que certains points de I'image d’origine ont pu disparaitre, ou qu’a contrario,
parfois I'information stockée en un point de I'image origine va se retrouver dupliquée.
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Note 1.1.3.3 Les rotations discrétisées font parties des applications quasi-affines. Celles-ci ont
été en particulier étudiées par Philippe NeHuG [NEH96]. Son travail a consisté a analyser ces
transformations par le biais d'IF. @), Les chapitres qui vont suivre vont montrer des méthodes
généralisables qui font les liens entre rotations et systémes dynamiques, ou en encore entre systémes
dynamiques et substitutions. Ces résultats pourraient peut-étre donner un nouvel éclairage au travail
de Philippe NEHLIG.

1.1.3b La rotation 3-transvections

Les rotations 3-transvections ont été réinventées en plusieurs moments de |'histoire des ma-
thématiques. En infographie, il est aujourd'hui courant de les faire remonter aux articles parus
simultanément de [PAES6] et de [TKKW86]. On pourra aussi mentionner les extensions fournies
par [AND96] et par [TOF97].

Les transvections horizontales et verticales de paramétre a sont les transformations linéaires
associées aux matrices suivantes :

|1 «a 11 0
s [2 @ avs, [ 0]

Les transvections sont par essence des transformations ayant de bonnes propriétés : une fois
discrétisées, elles restent bijectives.

Proposition 1.1 [a composée d’une discrétisation et d’une transvection est bijective.

Démonstration :

En effet dans le cas de HS,, la transformation laisse les lignes horizontales invariantes. De
plus sur une ligne horizontale donnée, tous les points sont décalés de la méme quantité, ainsi
I'opérateur d’'arrondi s’appliquera de la méme facon sur I'ensemble des points de la droite. Plus
formellement, pour tout y € Z, on a pour tout x, on a que |'abscisse de I'image de (x, y) par
HSq(x,y) vaut x +[ya], et que I'ordonnée du méme point vaut y. On en déduit que pour tout
v € Z, I'ensemble des points de la ligne d’ordonnée y sont translatées de la méme quantité;
et on observe que la ligne d'ordonnée y est invariante par cette translation. Ce raisonnement
est valable pour toutes les lignes horizontales (qui pavent le plan). Ceci suffit a prouver que la
transformation est bijective.
c.q.f.d.

En ayant recours a de la trigonométrie usuelle, on peut montrer, que la rotation euclidienne
peut se décomposer grace a trois transvections :

cos(a) —sin(a) | | 1 —tan(a/2) 1 0 1 —tan(a/2)
sin(a)  cos(a) ] N [ 0 1 ] ° [ sin(a) 1 ] © [ 0 1

Note 1.1.3.4 On rappelle les identités essentielles pour :

sinfa) 1 —cos(a)

tan(Oé/2) = 1+ COS(a) B Sin(a)

Ce type de décomposition permet de diviser la rotation en des procédés plus simples qui sont
plus facilement implémentables dans certains formalismes. Par exemple, |'application de rotations
dans le domaine harmonique repose sur une interprétation de la rotation comme une composée de

@ |terated Fractal System.
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10 Chapitre 1. Eléments préliminaires

trois transvections ([PEY04]). L'implémentation de la rotation sur automates cellulaires que nous
proposons a la fin de la thése repose aussi sur ce type de décomposition.

En géométrie discréte, les rotations 3-quasi-transvections discrétisées sont appréciées car elles
ont naturellement la bonne propriété d'étre a la fois bijective et d'étre une e-quasi-isométrie.

La rotation 3-quasi-transvections repose donc sur I'application successive : “de 3-transvections
discrétisées”. Par abus de langage, et pour oublier cette terminologie un peu lourde : dans la suite
du document, a partir du moment ou I'on est situé dans le cadre discret, on parlera simplement de
rotations 3-transvections pour désigner les rotations 3-quasi-transvections.

el = fo1e | o N Jotore | o U [etore| 5 T

Note 1.1.3.5 Dans la définition que nous donnons ici, nous avons fait le choix d’appliquer deux
quasi-transvections horizontales et une quasi-transvection verticale. Ce choix est arbitraire et nous
aurions obtenu une transformation du méme type en faisant intervenir deux transvections verticales
et une transvection horizontale. Ceci dit, ce choix arbitraire a une importance : cela ne conduit pas
au méme résultat ! Nous aurons I'occasion de détailler ceci en Section!2.4.5|

1.1.3c Les pseudo-rotations par cercles

Dans [AND92], Eric ANDRES nous parle de rotations dont il attribue la paternité conceptuelle
a Jean FRANGON : les pseudorotations par cercles.

Pour effectuer une rotation par cercles d'angle a, pour chaque rayon R, on calcule le cercle
arithmétique discret Cr de rayon R. Le cercle de rayon R est assimilable a un fil 8-connexe. On
calcule alors le nombre N de points qui composent Cr. On pose K = [%] On décale le long du
cercle, tous les points du cercle de K cases dans le sens de la rotation.

Eric ANDRES procéde a une analyse évoluée des rotations par cercles. Pour résumer, elles ont la
bonne propriété d’'étre bijectives, commutatives ; et la rotation inverse est la méme que la rotation
d’angle opposée. Elles possédent par contre la mauvaise propriété de ne pas étre quasi-isométriques,
en pratique I'image apparait comme déchirée. Cela s'explique en remarquant que quand des points
fait se déplacent de cellule en cellule le long d'un fil 8-connexe certains déplacements ont une
longueur 1, tandis que d'autres ont une longueur de /2. De ce fait, elles ne sont pas consodérées
ici comme des rotations pertinentes.

Note 1.1.3.6 Nous emploierons plus tard des rotations par cercles — sans utiliser des cercles arith-
meétiques — pour faire des rotations de /2 sur automates cellulaires en travaillant avec des sphéres
pour la norme infinie. Plus généralement, on peut considérer que les rotations par cercles forment
un bon candidat a la parallélisation, puisque la partie la plus complexe des calculs est effectuée

1.1.3d Les rotations par droites discrétes

Dans sa these, Eric ANDRES propose un nouveau type de rotations, découlant de celles proposées
par Jean-Pierre REVEILLES, basées sur le fait que le plan est pavable par un ensemble de droites
discrétes de méme pente. On calcule ainsi I'image de chaque droite horizontale par la rotation
discréte — puis dans un second temps, on repére la position horizontale du point x dont on cherche
I'image. Nous n'utiliserons pas ce type de rotations dans la suite, méme si leurs propriétés peuvent
étre trés proche de celle de la rotation discrétisée.
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1.1.3e Les rotations pythagoriciennes

Les rotations pythagoriciennes désignent des concepts différents en fonction des auteurs.

Pour Eric ANDRES, les rotations pythagoriciennes désignent un sous-ensemble des rotations par
droites, dans lequel on emploie uniquement des rotations par droites pythagoriciennes. Les droites
pythagoriciennes possédent la bonne propriété de conserver les distances.

Elles se basent sur le fait que I'intersection de deux droites discrétes pythagoriciennes orthogo-
nales contient toujours exactement un point.

Pour Klaus Voss [VOS93], le principe de ces rotations est |'utilisation d'un angle pythagoricien
pour la construction de rotations périodiques que I'on va pouvoir rendre bijectives. La déformation
induite par la rotation peut-étre vue comme périodique, et peut étre pré-calculée.

1.1.4 Isotropie, rotations et géométrie discréte

Idéalement, toutes les définitions de la théorie de la géométrie discrete doivent étre stables
par rotations discrétes. Il en va de méme pour la rotation. Et la composition de deux rotations
doit encore étre une rotation. Nous parlerons 13 de transitivité. Si on définit les rotations discrétes
comme des transformations qui donnent le résultat d’une rotation euclidienne a une erreur bornée
pres, alors, on va montrer qu'il ne peut exister de rotations discrétes qui soient uniquement des
applications de Z?2 sur lui-méme, et qui soient de plus transitives. Bien siir ce type de résultat a
une incidence sur nos conceptions de la géométrie discréte.

1.1.4a Non-existence de rotations discrétes transitives de Z2 dans 72

Afin de de pouvoir montrer la non-existence de rotations discrétes qui sont transitives, nous
devons formaliser les définitions pour lesquelles nous allons établir le résultat.

Définition 1.1 (Rotation discréte) On appelle rotation discréte, toute application fy, paramétrée
par un réel o, de 7?2 et a valeurs dans 72 telle qu'il existe k tel que pour tout a, et pour tout
veR?, ||ra(v) — fa(V)|| < k.

Note 1.1.4.1 On notera qu'a ce compte les rotations par cercles qui ne sont pas des quasi-
iIsométries ne sont certainement pas des rotations discretes.

Définition 1.2 (Application transitive) Nous dirons qu’une application paramétrée f,, est transi-
tive si et seulement si elle vérifie :

Va,B e A, fyofs =faip

Théoréeme 1.1 /I n'existe pas d'application paramétrée f,, de Z? dans Z? qui soit simultanément
une rotation discréte et transitive.

Démonstration :

Supposons qu'il existe f, une application paramétrée par un réel a de Z?2 a valeurs dans Z?
qui soit simultanément une rotation discréte et transitive.

Puisque f, dénote une rotation discréete, la famille d'applications f, pour o € A est composée
d’applications de Z? dans Z2, et pour tout oz on commet une erreur au plus de k par rapport
a I'image par rotation euclidienne discrétisée. On a : Vv € Z2 ||[ra](v) — fa(V)|| < k. Ainsi,
I'ensemble des images du point (0, R) pour les applications f, avec a € A est inclus dans une

L0 T I N i
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12 Chapitre 1. Eléments préliminaires

sphére épaiss S de rayon médian R, ot R est largement plus grand que k et I'épaisseur de
la sphére vaut k + 1. Et de plus, puisque f, est supposée transitive, pour toute composée de
plusieurs applications de fy, o fy, ©..., le point (0, R) continue d"avoir son image dans la sphére
S.

Pour tout angle o, I'orbite du point (0, R) sous I'action de la rotation f, conduit a un cycle
limite. Le nombre possible de cycles limites possibles est fini car I'ensemble des parties de S est
fini du fait que le nombre de points contenus dans S est fini. Puis grace au théoréme de RAMSEY
dit du principe des chaussettes et des tirroirs, on peut affirmer qu'il existe nécessairement un
sous-ensemble de S qui correspond au cycle limite de I'orbite de (0, R) pour une infinité d’angles.

Maintenant puisque ce cycle est fini, il existe un nombre fini de permutations sur ce cycle.
Et donc, toujours du fait du théoréeme de RamsEy, cela implique nécessairement qu'il existe deux
angles différents a1, s qui donnent a tout point de ce cycle exactement la méme image par
fa — en posant as égal a a3 — ao , on constate qu'il suffit de réaliser |7/a3| itérations de fy,
et de fo, a partir d'un des points du cycle limite pour obtenir deux points qui sont a peu pres
diamétralement opposés et qui ont pourtant la méme image par f, . Ceci contredit clairement
le fait que fy est une rotation discréte.

c.q.f.d.

Note 1.1.4.2 Bien que la géométrie discréte soit I'art de donner des propriétés a des objets qui
ne peuvent les avoir. La quasi-unicité de la géométrie discréte est je crois un élément troublant a
interpréter avec précaution, il ne faudrait pas qu'elle devienne une source de non constructivisme
dans la théorie. Ce que suggére ce type de résultat c'est qu'en fonction des figures qu’on souhaite
construire, il va falloir choisir telle géométrie discrete ou telle autre. Force est de reconnaitre qu’une
telle approche manque tout de méme de généralité. Il faut cesser donc de reproduire I'erreur des
pythagoriciens a vouloir croire que la géométrie en nombres entiers seulement conduira a une
interprétation uniforme de la Nature. En ce sens que la géométrie sur automates cellulaires a des
choses a proposer a la géométrie discréte que nous pourrons alors considérer comme une géométrie
pixelique ou I'on se donne un ensemble fini Q et 'on considére des objets de Q% plutét que des
applications de Z? dans Z?.

1.1.5 Conclusions de la section

La géométrie discréte est un domaine encore jeune et en pleine évolution, dans lequel des
choses sont posées, mais qui doit encore rester tres souple a de nouvelles influences. Les voies bien
formalisées en analyse non-standard peuvent effectivement conduire a une théorie homogéne de la
géométrie continue statique. Mais il n'est pas évident que cette approche ne cache pas derriere
I"axiome choix des questions trés difficiles.

Obtenir la robustesse des définitions sous I'action des transformations que nous leur appliquons
est des prochains grands chantier de la géométrie discréte.

La géométrie a pour but original de fournir des outils utiles a la description des scénes de
la réalité. Elle peut soit décrire la réalité de maniére statique, soit décrire son évolution, et étre
considérée de maniére dynamique. Comme le montre le Théoréme[1.1, dans le cadre de la géométrie
discréte il peut étre intéressant de considérer que la géométrie discréte est plus une théorie sur Q"
qu’'une théorie sur Z".

@ Nous préférons ici parler de sphére épaisse plutdt que de couronne car si on faisait tendre w vers I'infini, cet
objet finirait par devenir une sphére.
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1.2 Rappels sur les mots et les motifs

Dans la suite de la thése, on va étudier les rotations discrétes en les recodant a travers des
applications de Z?2 vers un ensemble fini, ce que I'on appelle des configurations. Les morceaux de
configurations s'appellent des motifs. Pour cette raison, on va maintenant réviser les définitions
dont nous allons avoir besoin pour manipuler les configurations.

Mots en dimension 1

Soit @ un ensemble fini, appelé alphabet, dont les éléments sont appelés en fonction des
sensibilités, des lettres, des états, des symboles ou encore des couleurs. Une suite finie de lettres
sur Q s'appelle un mot (fini) sur Q. L'ensemble des mots a n lettres sur @ est classiquement noté

o0

par Q. On définit I'ensemble des mots finis : Q* = U Q". Le nombre de lettres constituant
n=0

d'un mot w, la longueur de w, est dénotée par |w/|. Par |w|x on dénote le nombre d'occurrences

de la lettre A dans le mot w. Pour tous mots u et v, la concaténation de deux mots u et v
est notée multiplicativement uv et désigne le mot UpU1l... Uy~ VO VI V2. V]y|1- Le mot vide est
traditionnellement dénoté par €. L'ensemble des mots finis équipé de la concaténation est doté
d'une structure de monoide : c’est-a-dire qu'on pourra vérifier |'associativité de |'opération de
concaténation, ainsi que I'existence d'un élément neutre € pour la concaténation.

Si en concaténant des mots @ un mot f on peut obtenir le mot w, alors f est un facteur du
mot w. Plus algébriqguement, f est un facteur de w, si w peut s'écrire ufv ol u, v sont deux mots
de Q* . Par L,(w), on dénote I'ensemble des facteurs de longueur n du mot w. Si u = ¢ alors f
est un préfixe de w. Si v = € alors f est un suffixe de w. Le cardinal de £,(w) est généralement
dénoté par pp(w), on I'appelle la complexité par bloc du mot w. Elle sera notée simplement p(n)
quand aucune ambiguité ne demeure sur I'objet considéré.

Par définition, un langage est un ensemble de mots, c'est-a-dire un sous-ensemble de Q*.
Puisque Q* est le langage librement généré par les lettres de Q, on a pour habitude de le dénommer
monoide libre.

On distingue des classes importantes de langages en fonction de leurs propriétés et de leur
faculté a étre reconnu par les différents types de machines abstraites usuelles en informatique
théorique :

— Un langage est factoriel si tout facteur d'un mot du langage appartient encore au langage;

— Un langage est prolongeable si pour tout mot f du langage il existe des mots u et v différents

du mot vide, tels que ufv appartienne au langage.

— Un langage est reconnaissable s'il est reconnaissable par un automate fini;

Un langage est décidable s'il existe une machine de TurRING capable de décider si le mot
appartient au langage.

Un facteur est dit prolongeable a droite(resp. a gauche) dans un langage L s'il est préfixe (resp.
suffixe) propre d'un mot de L. Les facteurs de taille n qui sont prolongeables dans un langage L de
plusieurs facons dans une méme direction en des facteurs de taille n + 1 sont appelés les facteurs
Spéciaux.

Nous n'avons pour l'instant traité que des mots finis. Les mots infinis et bi-infinis sont des
élements de QYN ou de QZ. Les notions que nous employons se transposent sans difficulté des mots
finis aux mots infinis.

Le langage formé par I'ensemble des facteurs d'un mot bi-infini est un langage factoriel pro-
longeable. La réunion de langages factoriels prolongeables est de nouveau un langage factoriel

L A I N |
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prolongeable.
Le superposition d'un mot w sur Q et d'un mot w’ sur Q’, notée w® w’, est le mot sur Q x Q'
tel que pour tout i € Z, on ait (w @ w'); = (w;, w)).

Mots en dimensions supérieures

Une application de Z" dans un ensemble fini Q sera appelée une configuratior@. (on s'autorisera
de maniere exceptionnelle a parler de configuration dans des cas ot Q est simplement dénombrable.)
Siv e N” alors une application de {0... v} x...x{0...v, 1} dans Q est un motif rectangulaire
de taille v. En plus de son acceptation mathématique usuell (®) le terme image sera employé pour
parler d’une configuration ou d'un motif rectangulaire en dimension 2. Plus généralement, si P est
un sous ensemble de Z", on dit que que m est un motif de support P, si m est une application
de P vers Q. Un motif m de support P apparait dans une configuration C a la position w si et
seulement si pour tout t € P P(t) = C(w +t). Si C est une configuration, et P un sous-ensemble
de Z", on aura pour coutume de dénoter par C'D(W) la configuration qui renvoit le motif de support
P qui apparait en w. La configuration bidimensionnelle qui renvoie les motifs de taille (m, n) qui
apparaissent dans la configuration C en fonction de la position sera ainsi dénotée clm.nl,

De maniére similaire a la définition de la superposition entre deux mots, on définit une super-
position entre deux configurations.

Soit w € Q% et w’ € QZ sont deux mots bi-infinis, alors nous dirons que C € (Q x Q')% est la
configuration issue du produit direct des deux mots si :Vi,j € Z, C(i,j) = (w(i), w'())).

1.3 Systémes dynamiques symboliques, extension bidimensionnelle

1.3.1 Systémes dynamiques unidimensionnels

La théorie des systémes dynamiques symboliques est essentielle pour relever des observations
discrétes vers des cinématiques continues sur lesquelles on parvient a employer le formalisme algé-
brique habituel.

1.3.1a Elements de théorie des systémes dynamiques

C’est suite aux développements de la physique du début du 20€ siécle, et en particulier, suite a
I'étude d'Henri PoINCARE sur le probléme des trois-corps que fut inaugurée la théorie des systémes
dynamiques. A I'époque une vague de résultats théoriques insufflérent I'idée que méme des équations
simples pouvaient conduire a des comportements complexes; ou a des comportements que nous
serions aujourd’hui loin de comprendre. En particulier, on pourra citer la théorie des bifurcations,
les courbes de WEIERSTRASS continues partout mais nulle part dérivables dont Charles HERMITE
se détournait avec horreur. Ces éléments provoquérent la volonté d'arriver a étudier ces systémes
dans leur globalité, et surtout en tant qu’'ensemble de systémes, afin si possible de pouvoir faire
progressivement augmenter la complexité su systéme étudié.

De la est né la théorie des systémes dynamiques. Celle-ci synthétise ainsi deux grandes idées :

@Le terme configuration provient de la terminologie informatique usuelle des automates cellulaires, il est lié au
fait que la "bi-suite" qui décrit la configuration d'écrit en fait I'état du systeme.
®image de x par une fonction f.
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La premiére de ces idées est que tout systéme fermé est assimilable a point en mouvement
dans un espace de grandes dimensions. On pourra en particulier noter I'arrivée vers 1850 d’'outils
comme les hamiltoniens, dont le but est de masquer la complexité d'objets complexes.

La seconde idée, plus vulgarisée sous le nom de théorie du chaos est que dans I'analyse des
systémes, il est important de comprendre les zones de bifurcations, les points sensibles ou le systéme
complexe évolue de maniéere irrémédiable.

1.3.1b La notion de systéme dynamique

Dans la théorie des systemes dynamiques, I'évolution d'un systéme S ne dépend que de I'état
du systéme, de la localisation de S dans |'espace des phases — I'espace des systémes possibles.

Le formalisme des systémes dynamiques peut étre employé pour analyser presque n'importe
quel objet qui évolue selon une dimension temporelle. Cela va par exemple du mouvement de la
Terre en rotation au soleil, a la trajectoire d'une molécule d'eau dans une riviére. L'essentiel est
de disposer d'un espace des phases adapté. On entends par |a, un espace des phases qui renferme
toutes les données du probléme.

Dans I'analyse d'un systeme dynamique, ce qu'il faut d'abord comprendre, c'est la géométrie
de I'espace des phases; celle-ci détermine la nature du systéme rencontré. Par la suite, grace a
elle, on pourra identifier les zones ol les mouvements sont facilement descriptibles, et les zones
de “turbulences”, et, on détermine ainsi les théorémes utilisables pour la suite pour donner un
maximum d’informations topologiques, métriques et probabilistes... Plus simplement, comprendre,
décrire pleinement le systéme étudié.

Formellement, un systéme dynamique, en temps discret, (X, T) est constitué par un espace X,
I"espace des phases : celui-ci représente tous les états que peut prendre le systéme étudié ; et d'une
fonction T de X dans X appelée loi d’évolution : celle-ci décrit étant donné un systéme dans un
état x le prochain état du systéme. Pour avoir une théorie intéressante, on supposera toujours que
X est un espace topologique, compact et métrique, et que T est continue.

L'ensemble des futurs d'un point x de I'espace des phases sera ainsi dénoté :

O(x) = {T"(x),ne N}

Ce dernier ensemble s'appelle I'orbite (positive) d'un point x. Il désigne I'ensemble des états
futurs, ce qu'on pourrait appeler I'évolution ou de trajectoire d'un point x dans ce systéme dy-
namique. L’évolution d'un point du systéme est complétement spécifiée par la loi d'évolution du
systéme, un point x du systéme ne peut avoir qu'un seul futur.

Quand T est bijective, on pourra aussi parler de orbite bidirectionnelle :

O(x) ={T"(x),ne Z}

Un ensemble £ € X sera dit T-invariant si T(E) € E. Une orbite est ensemble T-invariant.
Une réunion arbitraire d'ensemble T-invariants est encore un ensemble T-invariant.

Note 1.3.1.1 On associe souvent la théorie des systémes dynamiques a la théorie du chaos, et
donc aux phénoméne de bifurcation. Une bifurcation est le phénoméne qui conduit deux éléments
d’'un méme sous-ensemble X a se retrouver sous I'action de la loi d’évolution du systeme dans deux
ensembles disjoints. Un point seul ne bifurque donc pas. Par contre sur des zones de |'espaces des
phases, comme il peut y avoir des zones de mouvements trés simples ou tous les points subissent
a peu pres le méme mouvement, il peut y avoir des zones de mouvement trés complexes ot tous
les points de la zone n'évoluent pas une direction commune. Et c’est en étudiant des ensembles
d’orbites qu’'on observe ces bifurcations.
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1.3.1c Propriétés des systémes

Les théoremes qui concernent la théorie des systémes dynamiques permettent de classifier les
systémes dynamiques et ils donnent des outils pour mener a bien leur analyse.

Un systéme ergodique vérifie que les seuls ensembles T-invariants sont ¢ et X.

Si on définit la relation de récurrence entre les points du systeme : (x,y) € R si et seulement
si Ve > 0,3n > 0,d(y, T"(x)) < €, alors un systéme est minimal si R = X x X. C'est-a-dire si
pour tout point x de I'espace X, on a qu'il existe n tel que la n'*™M¢ itération de Tsur X peut nous
conduire arbitrairement prés de x : .

Un systeme est récurrent si Ve > 0,Vx € X,3n e N|d(x, T"(x)) < €. Un systéme est uniformé-
ment récurrent si Ye > 0,3ng > 0,Vx € X,3n < no|d(x, T"(x)) < €.

Une introduction plus détaillée des systéemes dynamiques et qui reprend de nombreux points de
ce dont nous allons parler peut étre trouvé dans [FNRS00][KURO3].

1.3.1d Systémes dynamiques induits et intégrés

La notion de systéme dynamique induit et celle de systéme intégré sont capitales pour la
compréhension des phénomeénes liés a I'autosimilarité.

On considére la fonction a valeur entiere kg sur E qui indique pour chaque point de E son
temps de retour dans E, formellement kg = min{n > 1|T",x € E}. La fonction de kg est bien
définie presque partout, c'est bien sir |a une conséquence directe du théoréme de récurrence de
Powcmé@.

De plus, si T est ergodique alors la formule suivante est vrai : {2 ke(x)dug(x) = [w(E)] ! .
Elle signifie en clair que le temps de retour moyen est égal a [u(E)] *.

Les classes d'équivalence par |'application de temps de retour kg forment une partition de départ
induite par les premier retour sur I'ensemble E. L'image de cette partition lors de son premier retour
dans E donne une nouvelle partition de E.

A partir de 13, il est possible de définir les notions trés générale de systéeme dynamique induit
et de systeme dynamique intégré — nous reprenons ici des éléments de KORNFELD et SINAI :

— Pour presque tout x appartenant a £ on peut alors définir la fonction Tg(x) = TkeMx x €

E. On vérifie facilement que Tg est un automorphisme de |'espace mesurable de |'espace
(E, Mg, ug) ou M, est la o-algébre des ensembles A, Ae M, Ac €.

L'automorphisme Tg est appelé |'automorphisme induit par T sur I'ensemble E.

On définit le systeme dynamique induit a partir d'un systeme Sg = (X, T) sur un ensemble
E € X, comme étant le systéme dynamique dont I'espace des phases est E et ayant pour
action associée |'automorphisme induit par T sur E.

Note 1.3.1.2 Nous utiliserons souvent la construction consistant a calculer des automor-
phismes induits méme si le nom ne sera pas toujours prononcé. On comprends bien quel peut
étre le lien entre isomorphisme induit et substitution, qui a un point e de E il est possible
d'y associer une suite finie de termes de premier retours we(e) = {T’(e)},—e{o_,kE(e),l}, cette
suite est appelée un mot de retour . Si on étend wg en un morphisme pour la concaténation,
il est alors possible de retrouver la dynamique sur X a partir de celle sur E'!

— La encore il s'agit d’un principe trés général, et il est possible de définir une construction duale
Soit Ty un automorphisme de I'espace (My, My, u1) et f € LY(My, M1, u1) une fonction

@)| e théoreme de Poincaré s'exprime formellement ainsi : Soit X est un espace mesurable compact, T un appli-
cation mesurable de X dans Ilui méme et u une mesure T-invariante. Alors, pour tout A € X, u-presque tous les
points de A reviendront dans A une infinité de fois.
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positive a valeur entiére. On introduit I'espace de M dont les points sont de la forme (x1, /)
avec x3 dans My est 0 < / < f(xy), et / un entier. On définit la mesure u sur M par

w(Ai) = u(A) (SMI fdp,l) ou les A € M sont des ensembles de la forme (A, /), Ae M,

et la transformation 77 de M est alors donnée par

. (x,i+1) sii+1<f(x)
T'Ga,i) = { (7'11(x1),0) siit+1l= f(xi)

Informellement et, a I'attention du lecteur averti, remarquons que la notion d'automorphisme
intégral nous conduit a la construction des tours de RoHLIN/KAKUTANI associées a la dyna-
mique.

Note 1.3.1.3 On remarque que ces définitions qui sont trés bien définies dans le cas unidi-
mensionnel promettent d’'étre nettement plus délicate a manipuler dans le cas bidimensionnel.

On dira qu'une dynamique est autosimilaire, s'il existe une chaine ultimement périodique de
systémes dynamiques induits construite en inférant progressivement les ensembles sur lesquels faire
I'induction a partir de la partition de premier retour.

1.3.1e Echanges d’intervalles et de morceaux

Définition 1.3 (échange d’intervalles) Un échange d'intervalles sur [0, 1| est une isométrie par
morceaux. Elle est complétement définie par un couple (v, p) :

— d'un vecteur v de n réels strictement positifs ;

— d'une permutation p des n premiers entiers.

Les coordonnées du vecteur réel définissent la longueur des intervalles a intervertir; la permu-
tation précise la facon dont les intervalles seront intervertis lorsque I'échange aura lieu.
Plus précisement, on définit une premiére partition a |'aide d'une succession de points a;, avec

k<i
a = 2 v(i) Ces points délimitent des intervalles /; qui forment cette partition : /; = [a;_1, aj[.
k=1
k<i
Aprés permutation, on obtient une seconde partition définie a I"aide des points b; = Z v(p (i)

k=1
Les points délimitent des intervalles J; qui forment la partition d'arrivée : J; = [b;_1, bil.

L'application qui effectue I'échange d'intervalles est I'isométrie par morceaux telle que I'image
de /; soit J;. c'est-a-dire I'application f. qui a tout x appartenant a /; associe le point fo + Xx.
Les échanges de morceaux isométrie par morceaux ont de nombreuses propriétés particuliéres :

Définition 1.4 Un échange de morceaux X sur T" est une isométrie par morceaux. complétement
spécifiée via un triplet de la forme :

— le nombre n de morceaux a permuter;

— une partition de départ qui indique la forme des morceaux a échanger

— les vecteurs v; de déplacements associés a chacun des morceaux.

Les échanges de morceaux sont la généralisation multidimensionnelle des échanges d’intervalles.

Note 1.3.1.4 |/ est a noter que dans les isométries par morceaux les applications de premier retour
induisent le plus souvent un échange de morceaux que sont de nouveaux des isométrie par morceaux
Le plus souvent, on peut alors re-partitionner les F; en fonction des temps de retours. En suivant la
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18 Chapitre 1. Eléments préliminaires

trajectoire de chaque morceaux, on peut construire des tours de RoHLIN. En dimension 1, ces tours
de RoHLIN forment un moyen de trouver quelle est la substitution qui transforme la trajectoire sur
le sous-ensemble surlequel est construit le systéme dynamique induit, et la dynamique globale.

1.3.1f Exemple 1 : dynamique sur le tore

La plupart des systemes dynamiques que nous étudierons ont pour espace des phases un tore
multidimensionnel T". Sur le tore T!, les systémes dynamiques rencontrés sont, en général, des
échanges intervalles, et la majorité du temps ce seront des translations sur le tore.

Proposition 1.2 Tout échange non trivial de deux intervalles est assimilable a une translation sur
un tore unidimensionnel.

Démonstration :

[l n"existe qu'une seule permutation p de deux intervalles non triviale : 12 — 21. On appelle
Ao la longueur du second intervalle. Alors I'échange d’intervalle de permutation p pour des
intervalles de longueur A1, A> correspond a une translation sur le tore de X,.
c.q.f.d.

1.3.1g Exemple 2 : Systémes dynamiques symboliques et shifts

L'emploi de de la théorie de la dynamique symbolique sur les mots, passe par I'emploi d'une
opération dénommée décalage ou shift ou notée T, qui consiste a opérer un décalage du mot
considéré :

Vie P (T(w))(i)=w(+1)

avec P=7Zou P =N.

Si on prend un mot bi-infini w, il est possible de lui associer, I'ensemble T-invariant, on parle
du sous-shift associé w, on le note S(w). Tout ensemble fermé T-invariant d'un tel systéme est
appelé un sous-shift.

L’opérateur de shift est uniformément continu, surjectif, bijectif sur QZ.

Dans le cadre de la dynamique symbolique, le fait d'avoir un espace des phases compact sur
lequel opére une application uniformément continue, lui donne le titre de systéme dynamique to-
pologique.

On équipe les mots de la distance usuelle entre eux :

— d(w,w') =Y} 8(wi, w))2~ Ikl ot §(x, y) vaut 1 si x # y et O sinon.

L'ensemble des mots obtenus, une fois équipé de la topologie induite par la distance d, est un
espace compact, métrique et complet.

Finalement, vu que nous allons nous intéresser aux images, nous sommes amenés a introduire
la méme distance similaire sur les configurations

— d(c, ¢’) = 27Kl ou k désigne la position la plus proche de 0 telle que c(p) # c'(p)

Si un facteur qui n'apparait pas dans un sous-shift est appelé un facteur interdit Un shift est
dit de type fini si le nombre de facteurs interdits qui le définissent est borné.

— Lorsqu'un sous-shift est de type fini la lange qui lui est associé est de type fini.

— Lorsqu'un sous-shift est sofique le langage qui lui est associé est reconnaissable.

L'entropie de SHANNON d’un systéme est définie comme W

e(w) = > p(i)loga(p(i))



1

T S O U

EREI A A N

ki

1.3. Systémes dynamiques symboliques, extension bidimensionnelle 19

(dans la formule générale p; indique la fréquence d’'un événement)

La fonction de complexité dont la variation est directement reliée a |'entropie topologique du
systéme est un élément caractéristique important du systéme. Généralement plus précise que I'en-
tropie topologique, elle est considérée, comme relativement robuste a I'application de morphismes,
elle est donc un élément important qui permet de disqualifier I'existence d'un isomorphisme entre
deux systémes.

1.3.2 Systémes dynamiques multidimensionnels
1.3.2a Systémes dynamiques en dimensions supérieures

Grace aux techniques précédentes, on peut mettre en évidence la structure autosimilaire de cer-
tains mots du fait de existence de morphismes de systémes dynamiques entre des espaces continus
vers les mots. Afin de pouvoir obtenir le méme type de résultats sur des objets bidimensionnels,
comme des configurations, nous allons travailler avec des systémes dynamiques multidimensionnels
abéliens.

Au lieu de se donner une seule application T, on part de deux applications, 77 et T, qui agissent
sur X et qui satisfont T;07, = TooT7. On se retrouve face a un systéme dynamique bidimensionnel.
Il est dénoté par (X, Ty, To). Il vérifie

V(m,n)eZ? V¥xe X, (mn)-x=T{"oTl(x).

Pour un systéme dynamique en temps discret, on définit I'orbite d'un point xo € X d'un tel
systeme :
O(S, x0) = {T{ o T (x0)|m, ne Z}

Les systemes dynamiques bidimensionnels (i.e. dont la dynamique est bidimensionnelle / issue
de plusieurs shifts) ne sont pas encore légion. Voir, [FNRS00], [SCH99] et [EINOQ].

Dans un systéme dynamique bidimensionnel, on définit : Un systéme dynamique bidimensionnel
est récurrent si

Ve >0,Yxe X, Im, ne Z?|d(x, To" o T{(x)) < €

Un systeme dynamique bidimensionnel est uniformément récurrent si

Ve > 0,3mg > 0,3np > 0,¥x e X,Im, ne {0,....,mg — 1} x {0, ..., ng — 1}|d(x, T3" o TJ (X)) < €}

1.3.2b Systémes dynamiques symboliques multidimensionnels

Associer un caractere symbolique au systéme dynamique multidimensionnel S = (X, Ty, T»),
cela signifie que I'on va essayer de coder I'orbite sur un alphabet fini. Cela signifie qu'on est en
train d'observer la dynamique a travers une projection sur un alphabet fini.

Pour ce faire, on se dote d'une fonction fonction d’étiquetage | définie sur X et qui envoie
X sur I'alphabet fini Q; c’'est une fonction constante par morceaux pour laquelle I'ensemble des
antécédents d’une lettre X correspond a une zone connexe de X Cette fonction prend des valeurs
constantes sur les parties d'une partition de P, de I'espace des phases. Pour étre propre, cette
partition P devra étre composée d'un nombre fini de morceaux connexes. Nous indexerons généra-
lement canoniquement les éléments de la partition par la valeur de | sur la partie considérée. #P,
désigne le nombre de parties de la partition.
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1.3.2c Difficultés de I'approche de dynamique symbolique en dimensions non unitaire

Malgré des efforts prolongés de recherche de la part de I'ensemble de la communauté, pour faire
émerger une théorie cohérente des mots en dimension supérieure — jusqu'a ce jour aucun modéle
n'a réussi a supplanter les autres. On manque d'une théorie globale reconnue unifiant les nombreux
résultats fondamentaux candidats.

Dans les paragraphes suivants, nous exposons certaines notions permattent de mieux com-
prendre les difficultés que que peut engendrer la généralisation de ces idées dans des dimensions
supérieures a 1.

— absence de notions d'automates en dimension 2;

— absence de définition standardisée de systéeme dynamique induit ;

— indécidabilité de I'existence de pavage étant donné un jeu de tuiles;

— indécidabilité de la périodicité étant donné un jeu de tuiles;

— conjecture de NIVAT-VUILLON.

1.3.2d Le prolongement de la notion de reconnaissabilité

Les systemes dynamiques symboliques permettent de caractériser par le biais de langages de
facteurs projetés les langages reconnaissables. En dimension 2, I'apparition d'un paradigme a pris
plus de temps & complétement percer, néanmoins, dans leur article synthétique [GR97], Dora Giam-
MARRESI et Antonio REsTIVO suggérent une définition pour les langages reconnaissables de motifs.

La définition a été choisie du fait de sa nature a priori paradigmatique. En effet, celle-ci fait
coincider plusieurs grandes classes de modeéles de reconnaissances de langages bidimensionnels :
Les langages reconnaissables par les logiques existentielles monadiques a |'ordre 2, les langages
reconnaissables par certains automates cellulaires, les langages reconnaissables par les expressions
réguliéres sur les motifs sans complément coincident.

L'article [GRI7] précise aussi que sur les langages de mots rectangulaires, il existe des analogues
du lemme de I'étoile. Ces lemmes existent dans les directions horizontales, et dans les directions
verticales mais ils ne peuvent se généraliser directement en dimension directement dans I'application
a un motifs selon les deux directions, et donc il ne s'agit donc pas réellement d'une extension
bidimensionnelle du lemme de I'étoile.

1.3.2e Pure apériodicité

Afin de mieux situer les problématiques liées aux langages formels bidimensionnels, on rappelle
quelques grands éléments concernant |'apériodicité et les langages de motifs.

Tout d’abord signalons qu'une configuration C est apériodique s'il n'existe pas de vecteur
vp € Z?\{0} tel que pour tout v € Z2?, on ait C(v) = C(v + vp). Il faut savoir qu'il existe des
langages de motifs finis qui ne générent que des configurations apériodiques — on parlera de jeux
de tuiles purement apériodiques. Dans le continu, on connaft bien siir le jeu de tuiles de PENROSE.

Des exemples de tels jeux de tuiles sont proposés par WANG - AMMAN[AGSO1], Jarkko KaRI
[KAR96].

En pratique, les méthodes de conception de tels jeux de tuiles varient en fonction des auteurs.
Certains auteurs s’appuient sur les propriétés géométriques des quasi-cristaux. D'autres auteurs pré-
férent s’appuyer sur des calculs infinis, et les coder dans un diagramme espace-temps d’'automates
cellulaires, dont la regle est transcrite via les tuiles de WANG qui composent le langage.

Décider si le plan est pavable par un ensemble de tuiles données est indécidable :
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Théoréme 1.2 (BErRGER,[BER66]) Etant donné la description d'un jeu de tuiles de WANG, le pro-
bleme de décider de I'existence d’un pavage du plan est indécidable.

Un théoréme de Raphael RoBINSON prouve qu'étant donné un jeu de tuiles décider de I'existence
d'un pavage périodique est indécidable.

La conjecture de NivaT-VuiLLON énoncée lors de [NIVI7], est sans réponse compléte depuis prés
de dix ans illustre encore les difficultés auxquelles on peut se confronter dans de tels problémes.

1.3.3 Conclusion de la section

Pour utiliser la puissance des formalismes continus, on va dans la suite exploiter la théorie des
systémes dynamiques symboliques. En particulier, grace a la notion de systémes dynamiques induits
et de systéemes dynamiques intégrés, nous avons montré ce quoi ce formalisme était particulierement
adapté pour faire le lien avec des systémes qui relie une gamme d'objets dépendant de parameétres
réels a des objets substitutifs. Plus tard, ces préliminaires nous serons utiles pour faire le lien entre
notre probléme et les systémes S-adiques définis en [4.1.1] Dans ce chapitre, nous avons encore
présenté la notion généralisée de systéme dynamique symbolique multidimensionnel, et nous avons
mis en évidence les raisons qui rende ce type de travail tout a fait préliminaire : un certain nombre
de difficultés peuvent étre rencontrées quand on essaie de généraliser certaines notions classiques
aux dimensions supérieures — et seul I'usage nous permettra par la suite de savoir comment ne pas
se perdre dans ces hors-pistes.

1.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons survolé deux théories : la géométrie discréte et les systémes
dynamiques symboliques— et nous avons mis en avant les notions-clefs qui nous sont utiles dans la
présentations de ces deux disciplines.

Nous sommes maintenant préts pour attaquer le cceur de ce qui nous intéresse.
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Chapitre 2

Dynamiques multidimensionnelles des rotations
discrétes
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"A theory with mathematical beauty is more likely to be correct than an ugly one that fits some
experimental data. God is a mathematician of a very high order, and He used some very advanced
mathematics in constructing the universe."

Paul Dirac

"A mathematician is a machine for turning coffee into theorems."

Paul ErRDOS

2.1 Introduction

Existe-t-il un automate cellulaire capable d’effectuer une rotation discréte sur la configuration
qu'il contient 7 Si nous faisons le pari que cette question admet une réponse positive, que cela
implique-t-il 7
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Il doit exister des configurations globales sur lesquelles un ensemble de régles de transitions
locales pourraient étre appliquées afin d'effectuer des rotations discrétes. Les deux nouvelles ques-
tions que nous devons nous poser sont alors : Quelles sont ces configurations? Quelles sont ces
régles de transitions? A ce stade, ces questions nous paraissent tout autant non triviales que la
premiére.

On vient simplement reformuler le probléme, en deux problémes a priori plus "simples".

Dans ce chapitre, ce qui va nous intéresser, c'est I'existence d'un codage du processus de
rotation a travers la grille Z2; plus précisément a travers des configurations sur un nombre fini
d’'états. Ce n’est pas une réponse directe a notre premiére interrogation. Nous allons néanmoins
montrer qu'un processus local est capable a partir d'une telle configuration d'effectuer la rotation
encodée.

Voici le plan du chapitre.

Dans un premier temps, on donne une définition précise a ces configurations, on donne des
exemples. Au passage, on explicite leurs différents modes de représentation.

Dans un second temps, on décrit les caractéristiques principales de celles-ci. La pertinence
des définitions est justifiée par une série de remarques. En particulier, nous prouvons qu'il existe
une bijection entre I'angle de rotation et la configuration obtenue, et I'on démontre |'existence
de transductions planaires qui transforment une configuration en une autre. On notera que le
transducteur effectuera alors la rotation encodée.

Dans un troisieme temps, nous établissons les liens avec la théorie des systémes dynamiques
symboliques multidimensionnels. C'est-a-dire que nous allons prouver que la premiere définition
donnée est équivalente a un codage d’une Z? - action sur le tore. Puis, pour chacun des types
de configurations étudiées, nous explicitons alors les rapports entretenus avec la dynamique sur le
tore. Les quatre théorémes énoncés sont fondamentaux dans la poursuite de cette étude.

Pour conclure, et afin d'étre exhaustif dans ce chapitre, nous précisons encore |'apparence du
systéme dynamique associé aux configurations de rotations 3-transvections.

2.2 Définition des configurations

Soit o un réel qui mesure un angle de rotation en radians. Pour des raisons de symétries, et
sauf mention contraire, cette étude se focalisera uniquement sur le premier octant. Nous ferons
I'hypothése que o est toujours compris entre O et 7/4.

On rappelle quei = (1,0), j = (0, 1). ry désigne la rotation euclidienne classique, [rq] la version
discrétisée de celle-ci telle que présentée au chapitre précédent. V, est la relation de 4-voisinage,
celle qui relie un point v aux points {v +1i, +v +j,v —i,v — j}.

2.2.1 Deéfinition de C,

Informellement, on définit la configuration C, associée a la rotation discrétisée d'angle o par :

En chaque point v de Z?, la configuration C4 indique la position des images des quatre 4-voisins
de v relativement a I'image v par [ro], la transformation considérée.

Une autre facon de voir les régles de génération de C, est de considérer deux grilles tournées
I'une par rapport a l'autre d'un angle o. La premiére grille représente |'ensemble des lignes de
discontinuités de |'opérateur de discrétisation x — [x] . La seconde grille représente le réseau
ro(Z?) équipé d'arcs symbolisant la relation de 4-voisinage V4. Le configuration C, décrit pour un
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point de la grille tournée, la disposition relative de ses 4-voisins en fonction de la cellule d'arrivée
de ces points. Cette construction est résumée dans la Figure[2.1.

Dans le cas de la rotation discrétisée, une fléche est un élément de {—1, 0, 1}2. L’ensemble des
fleches sera dénoté par A. L'ensemble Q, I'espace d’arrivée de la configuration Cq, est I'ensemble
des ensembles de fléches 24.

La configuration Cq, qui indique la position relative des 4-voisins aprés rotation discrétisée, se
définit formellement ainsi :

Définition 2.1
Co:7°—2% v U {[fa](V’) - [fa](V)}

V/EV4(v)
Le lecteur peut se référer a la Figure 2.3(a) pour un exemple de configuration.

Note 2.2.1.1 Pour transposer le principe d’une rotation dans une transformation locale, I'idée
directrice est de permettre le calcul de proche en proche de I'image d’un point tourné, c'est ce que
permettent les configurations que venons de définir.

Note 2.2.1.2 Le procédé conduit a une configuration sur un alphabet fini : la rotation discrétisée
est une g—quasi—isométrie. De ce fait, les images des 4—voisins de v arrivent dans une boule de

taille g autour de I'image de v. Cette boule de taille finie contient nécessairement un nombre fini
de points de 72, en I'occurrence elle en contient neuf.

Note 2.2.1.3 /ci, I'ensemble des états aurait pu étre formé soit par des ensembles, soit par des
quadruplets ordonnés de "fleches". A la section|2.3.4a, on montre que si a est compris entre O et
/4, ce choix n'a que de peu d'importance. Le formalisme ensembliste est plus léger a manipuler.
Nous le préférerons donc en général.

2.2.2 Définition de C/,

La description fournie par C,, est attachée au domaine des pré-images : il faut calculer [ry](v),
c'est-a-dire effectuer la rotation discrétisée de v, pour pouvoir exploiter I'information de C4(v) et
pouvoir obtenir ainsi la position de 4-voisins : [ra](v + i), [roa](v —1), [ral(v +]).[ra](v —j). En ce
sens la configuration nous permet de calculer la rotation de proche en proche mais elle n'a pas subi
la transformation.

Il est possible de réaffecter I'information contenue par C, a la cellule image. En procédant
ainsi, on obtient une nouvelle configuration C., qui n'est autre en fait qu'une image de la grille
tournée comme en témoigne par exemple la Figure [2.5] Plus formellement, cela peut étre vu
comme |'application de la rotation discrétisée sur la relation 4-voisinages V.

Pour construire CJ,, a chaque point de I'espace d'arrivée w € 772, on affecte I'union des ensembles
de fléches des Cy(Vv), pour tous les v qui sont antécédents de w par rotation discrétisée.

Définition 2.2
Cl 7228 we U Ca(V)

v tels que [ra](v):w

Note 2.2.2.1 Les états obtenus dans la configuration C., sont plus complexes que ceux de Cg
puisqu’il dépendent du nombre d’'antécédents de la cellule w et qu’elle peut avoir plusieurs antécé-
dents.
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I

.

(a) Dans cette premiére figure, on considére un (b) Pour le point v observé et ses quatre 4-voisins,

point v dont I'image par rotation est représen- on considére leur image par rotation discrétisée.

tée en rouge sur ry(Z?). Les points de Z? sont La rotation discrétisée est la composition d'une

représentés en gris. Et le bord des cellules de dis- rotation et d'une discrétisation. v par son image

crétisation associées aux cellules est représenté en sur r,(Z?). La rotation euclidienne est donc déja

pointillés fins noirs. effectuée sur cette figure. Il ne reste donc qu'a
procéder a la discrétisation.

i .0 @ W

a l_W—; 7 . . ..

(c) Dans Cq, on associe a v, l'ensemble des
fleches qui relient I'image v aux images de ses
4-voisins. En pratique, ce code est calculé pour
chaque position de la grille de départ. Cela nous

conduit la Figure |2.3(a)

Fig. 2.1 — Une construction étape par étape de la configuration C,(v). Le symbole obtenu en bleu
représente directement le code qui est associé a v dans C,.

Note 2.2.2.2 Le fait que la configuration C., donne un résultat qui dépend du nombre d’antécé-
dents de la cellule par rotation discrétisée conduit a des difficultés, a priori, pour assigner un point
réel a chaque cellule. Il semble de primer abord qu'il soit délicat d'interpréter ainsi la configura-
tion Cl, comme étant le résultat du codage d’'un systéme dynamique symbolique, il se trouve que
c'est pourtant le cas. Un moyen de remédier a ce probléeme : procéder a un groupage par bloc sur
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Cl,. C'est le réle de la définition de configuration C ‘{3’ o que nous verrons plus tard. Et la véritable
solution consiste a regarder a travers des représentants du tore tourné Ty .
2.2.3 Exemples de configurations

Nous allons maintenant présenter certains exemples de configurations, et différents codages de
ces configurations qui mettent en évidence certaines caractéristiques des configurations
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a | §/ 4 - a |

(a) Cette fois-ci, on part d'un point w de I'espace (b) Le code C,(w) est la réunion des codes Cq (V).
d'arrivée et on regarde ses antécédents par rotation

discrétisée, c'est-a-dire I'ensemble des points dont

I'image par rotation, sur r, appartient a la cellule

de discrétisation de w.

Fig. 2.2 — Une construction progressive de la configuration C.,. Puisque, dans C/,, I'ensemble de
fleches est attaché a la position d'arrivée, il peut y avoir des points avec deux antécédents (ou des

points sans antécédent).
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a).La . confi

ration C,
t

!

(b) La configuration C

Fig. 2.3 — Exemple de configuration C, et configuration C/, pour a = 0.4 radians. En observant
les deux figures, on pourra intuiter la possibilité de passer d'une configuration a |'autre par le biais

d'un processus local. C'est ce que nous allons mettre en évidence dans la section[2.3.6!
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(b) La configuration C,

Fig. 2.4 — Exemple de configuration C, et configuration C/, pour a = 0.5 radians.
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symboles par le biais d'ensemble de fléches comme dans la Figure [2.3] et une représentation par
couleurs, la palette intégrale décrivant les affectations de couleurs est représentée en Figure[2.6]

Fig. 2.5 — Exemple de configuration C/,, pour o = 0.3. Ici on a superposé la représentation des
Les codes couleurs sont affectées a rotation du symbole du prés.
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cade 0 1 code 85 ‘-}' 1
code 7 4 code 86 'TI/ ]
code 22 2 I code 90 ut

code 23 ) ] code 95 %4 I
code 11 1 code 106 "1
code 13 - code 111 % ]
code 26 £ code 119 714
code 27 £ ] code 123 o
code 29 C code 170 2
code 43 s code 187 0% ]
code 53 e 1

Fig. 2.6 — Palette couleur employée pour recoder les ensembles de fléches en couleurs. Les couleurs
sont les mémes symboles a une rotation a /2 prés.

Note 2.2.3.1 Pour représenter les configurations, on peut soit représenter directement les sym-
boles, c'est-a-dire, les ensembles de fleches qui leur correspondent a Co (V) en chaque position v —
comme nous l'avons fait jusqu'ici. Cependant au-dela d’'une certaine taille d’images, ces figures ont
tendances a devenir illisibles. La palette ci-dessus permet alors de faire une transcription des sym-
boles vers les couleurs. Ce qui nous permet d’observer de maniére plus distante les configurations,
et ainsi de mieux percevoir leur régularité.

Note 2.2.3.2 A coté de chaque symbole, on associe un code qui décrit le symbole. En effet pour
un point donné, il a 8-voisins adjacents. On procéde a un codage binaire du symbole. En énumérant,
ces directions dans I'ordre trigonométrique direct, on décrit I'existence ou non d’une fléche dans
une direction.
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Fig. 2.7 — Les configuration C/, pour des angles plutét faibles (inférieurs a 0.1 radians), il est
intéressant de remarquer la facon dont les paliers se propagent, et les intersections qui peuvent

exister au niveau des paliers — a ces intersections se forment des trous, et les points doubles qui
forment des points de "torsion" des paliers.

i

1
1

I
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2.3 Propriétés essentielles des configurations

Voici les propriétés les plus élémentaires des configurations C,, et C, :

Symétries : Invariance par rotation de /2 des configuration pour presque-tout angle o
Caractéristiques des symboles rencontrés dans Cy ;

Caractéristiques des symboles rencontrés dans CJ, ;

Equivalence du codage ensembliste/quadruplet (pour o compris entre 0 et 7/4) ;

Bijectivité entre les configurations et I'angle a (pour o compris entre 0 et 7/4);

o A~ w o=

Existence d'un processus de transduction entre les configurations .

2.3.1 Symeétries

Note 2.3.1.1 Les angles pour lesquels il existe x,y, k € Z tels que x cos(a) + y sin(a) = k + %
sont appelés des angles charniéres. Un angle est dit charniére s'il envoie un point entier sur la
frontiere d’une cellule de discrétisation. Les angles charniéres correspondent aux discontinuités de
I'application qui a un angle associe sa configuration.

Nous aurons I'occasion d’étudier ces angles plus en détails dans la Section[5.2.2.

Proposition 2.1 Pour tout angle o pour lequel il n’existe pas x,y, k € Z tels que : x cos(a) +
ysin(a) = k + 3, les configurations Co et Cl, sont invariantes par rotation de m/2 (centrée en O),
et possédent donc une symétrie centrale.

Démonstration :
La preuve est fondée sur les élément suivants :

1. Tout d'abord on note que la grille Z? est invariante par rotation de /2. rW/Q(ZQ) =72;

2. De plus les rotations de 7/2 commutent avec la rotation euclidienne, Yv € Z2|ry(v) =
I’,,T/Q(I’a(l",r/Q(V))) ;

3. Finalement on note que I'opération de discrétisation commute avec les changements de
signe pour presque tous les nombres réels : ¥x € R\(Z + 3), —{ — x} = {x} . Donc tous

les nombres tels que ry(rr/2(v)) n'a pas de coordonnées dans (Z + %) vont commuter
avec la rotation de /2.

A contrario, on note : VYx € (Z + %) —{ —x} # {x}.
c.q.f.d.

Les configurations admettent une symétrie centrale pour tous les angles sauf pour une infinité
dénombrable de configurations correspondant aux angles charniéres.

2.3.2 Caractéristiques des symboles dans C,,

Dans la configuration C,, tous les symboles sont composés de quatre fleches dont au plus une
est la fléche 0. Pour chaque vecteur v de Z?, les symboles de Cq(v) possédent exactement 3 ou 4
différentes fleches qui ne sont pas 0. On va montrer que si un symbole de C, posseédent seulement
3 fléches différentes de 0, alors cela implique qu'une des fléches vaut 0; et non que deux fléeches
sont confondues.



PN A R I |

T O U
A I

0 S N |

EREIE A A N

IR U U U

2.3. Propriétés essentielles des configurations 35

Démonstration :

Quand deux éléments sont des 4-voisins d'un point v, ils sont au moins séparés d'une
distance de /2 et par conséquent ils ne peuvent pas tenir dans une cellule dont la diagonale,
le plus long segment de la cellule, est assimilable a un intervalle [0, v/2].
c.q.f.d.

2.3.3 Caractéristiques des symboles C,

Proposition 2.2 Une cellule a au plus deux antécédents par rotation discrétisée.

Démonstration :

Supposons qu'il y ait déja deux points dans la méme cellule, et rajoutons un des quatre
voisins des deux précédents points. Supposons que les trois points soient alignés, alors il ne
peuvent tenir dans la cellule, vu que la plus grande longueur que I'on puisse faire tenir dans la
cellule est +/2 et que la distance entre les trois points est deux. Supposons maintenant que les
trois points forment un angle droit. Alors, la distance / sur I'axe des x entre les deux points
les plus éloignés des trois points est de cos(a) + sin(a) = 1. Or, pour que cela puisse tenir il
faudrait que cette distance / soit strictement plus petite que 1. Ce qui n'est pas possible.
c.q.f.d.

En pratique,

— Si I'ensemble des antécédents dans Z2 d'un cellule w est un singleton, on dit w est un point
normal ;

— w est un point double si cet ensemble contient deux éléments;

— Quand cet ensemble est vide, w est un trou.

Si w est un trou, C/,(w) ne contient aucune fleche.

Proposition 2.3 Sila C/(x,y) est un trou alors I'ensemble des cellules de son 4-voisinage ne sont
pas des trous.

Démonstration :

On appelle domino la réunion de deux cellules adjacentes. Considérons un domino vertical : il
est constitué par deux cellules qui partagent un coté horizontal. Soit v un vecteur a coordonnées
entiéres tel que la ligne horizontale I, , passant par ro(v) coupe le domino considéré. Supposons
maintenant que nous ayons choisi r4(v) hors du domino, de telle maniére a ce que la longueur
entre Ipy et rq(v) soit minimale. Au moins un élément de I'ensemble {ry(v + i), ro (v —j)} est
alors dans le domino; (du fait de I'hypothése minimalité). Ce qui nous permet de conclure le
cas du domino vertical ; et, la preuve est similaire dans le cas d'un domino horizontal.
c.q.f.d.

Pour des raisons similaires deux cellules 4-voisines ne peuvent pas étre simultanément des points

doubles dans C},.

Proposition 2.4 Sila C/,(x,y) est un point double alors I'ensemble des cellules de son 4-voisinage
ne sont pas des points doubles.

Démonstration :
Si ra(v) et ro(v') sont dans le méme domino vertical, alors on a ||v — V/||? < 22 +12. Si
a # 0, on peut supposer ||v — V|| < 2. Si ||[v— V|| = 2, sans perte de généralité, on peut
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supposer que v/ = v + 2j. Les seuls autres vecteurs possibles dont I'image par r, puisse étre
dans le domino sont v+j+i et v+j—i. Cependant aucun couple de vecteurs précédents ne peut
étre simultanément dans le domino puisque la difference entre les composantes horizontales des
images vecteur de ces vecteurs par r, est plus large que 1.

Donc, si les images de quatre vecteurs reposaient dans le méme domino, ces vecteurs forme-
raient les coins d'un carré unitaire fermé, dans ce cas la on aurait au moins deux points a
distance /2.

Plus, globalement tout ceci implique qu’'un carré unitaire fermé soit contenu dans un domino :
ceci n'est pas possible; il existe une ligne horizontale dont l'intersection avec le carré fermé
considéré est de longueur supérieure a 1. Ce qui est en contradiction avec nos attentes.
c.q.f.d.

Proposition 2.5 Dans la configuration C!,, tous les symboles sont composés de 0, 4 ou 6 fleches
non nulles.

Démonstration :

Soit v et v/ deux vecteurs de Z?.

Supposons que v/ = v +i; (on peut commencer une étude similaire avec v/ = v +j). On
prouve aisément que [rq](v +j) # [ra](V' +j) Si on s'intéresse a la coordonnée horizontale on
obtient : ro(v +j), = ra(v + i), —cosa —sina, donc ry(v +j), < ra(v +i), —1, ce qui donne
[ra(v+]),] < [ra(v+1i),]. D'un autre c6té, on a : ro(V' +j), = ra(Vv), + cosa —sinc, donc
ra(V' +j), = ra(v), (on rappelle que 0 < o < m/4), ce qui donne [ro(V' +j),] = [ra(v),].
Ainsi, nous avons : [ro (V' +j),] > [ra(v + )], puisque [ra(v), ] = [ra(v +1i),].

On peut appliquer le méme argument pour prouver que : [ro](v —j) # [ro](v —j). Ainsi on
sait que Cy(v) n Co(v') est un singleton qui contient la fléche nulle, et la distance entre tout
autre couple de voisins de v et v/ est d’au moins /2. C/,(w) contient exactement 6 fléches non
nulles.
c.q.f.d.

Proposition 2.6 La cellule centrale ne peut étre ni un point double ni un trou.

Démonstration :

La cellule centrale ne peut é&tre un trou car elle est point fixe de la rotation. La cellule
centrale ne peut étre un point double, puisque le cercle unité n'a pas d'intersection, avec la
cellule.
c.q.f.d.

2.3.4 Le codage préserve les informations sur la structure des lignes

Pour chaque vecteur v de Z2, la différence [ra](v + i) — [ro](v) peut étre extraite de Cy (V)

. Plus précisément, on signifie qu'il est possible de déterminer parmi les fleches qui composent le
code celle qui correspond a [ra](v + i) — [ra](v).
Cette affirmation repose sur les faits suivants :

— Soit Cy(v) contient une fléche diagonale : il n'y alors aucune ambiguité sur la fléche dont
elle est antécédente. Voir la Figure[2.8.

— Si Cy(v) contient une fléche vide, alors on peut facilement trouver un voisin v’ de v tel que
[ra](v') = [ra](v). Voir la Figure 2.9
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Fig. 2.8 — On suppose que ro(v) arrive dans la cellule centrale. Dans chaque cellule on écrit les
vecteurs qui auraient la possibilité d'arriver dans la cellule indiquée. Il n'y a alors qu'une seule
possibilité de réaliser chacun des codes rencontrés — A |'exception de la croix horizontale /verticale
— (en particulier la présence d'une fleche diagonale contraint le code).

— Le processus de discrétisation préserve |'ordre trigonométrique des fleches autour de [ry](v),
ceci permet une fois qu'on a identifié |'orientation d'une fleche d'en déduire pour chacune
des autres fleches du code, I'orientation de la préimage qui I'a induite.

Fig. 2.9 — On utilise les mémes conventions que la figure[2.8, on suppose, ainsi que [ro](v + i) =
[ra](v). La fleche (0, —1) est dans Cy et nous avons aussi deux des trois fléches en pointillés). On
peut créer une figure similaire pour chacun des cas,

Il existe des résultats similaires pour C., : pour chaque point normal w de 72, la connaissance
de Cl(w) permet de calculer [ra](v +1i) — [ro](v), ou v est le seul vecteur tel que [v] = w; et
pour chaque point double w de Z2, la connaissance de C/,(w) permet de calculer I'ensemble de ses
éléments [ro](v + i) — [ra](v), pour chacun des v tels que [v] = w.

Informellement, I'image par [rq] des lignes horizontales (resp. verticales) se trouve encodée
dans C},.

Dans le cas ot C/,(w) contient 6 fléches, on détermine d'abord I'ensemble des antécédents de
w : les sommets v’ tels que [rq](v') = w . Cet ensemble est alternativement de la forme {v, v + i}
(premier cas), ou de la forme {v,v + j} (second cas).

Le premier cas implique que ce sont deux fléches initialement verticales qui se sont annulées
dans le code C/,(w). Le second cas implique que ce sont deux fléches initialement horizontales qui
se sont annulées pour forme le le code C.,(w).

Si on est dans le premier cas et que C/,(w) contient une fleche horizontale,alors C.,(w) contient
aussi (1,—1) et (—1,1).

Si on est dans le second cas C/ (w) contient une fléche verticale, alors C.,(w) contient aussi
(—=1,—1) et (1,1) (voir la Figure[2.10).
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Fig. 2.10 — Les seules possibilités de jonction entre deux symboles pour former un nouveau symbole
de CL(w).

Du fait de ce résultat, on peut extraire les informations de C.,(w) qui correspondent précisément
au cas rencontré.

2.3.4a Equivalence entre formalismes et sous-configurations

En se basant sur les résultats précédents, on insiste maintenant qu'il y a équivalence entre les
formalismes ensemblistes, et paires de quadruplets ordonnés. Nous en profitons pour formaliser les
moyens dont nous disposons pour décomposer les configurations en éléments plus simples.

On introduit quatre fonctions dont la vocation est d’extraire la position d'un voisin déterminé
a partir d'un symbole de COJE :

—U:2% 5 A:sw— (aes|VveZ?, Ca(v) =p, a=([ra](v+i) — [ra](v))

—D:2% 5 A:se (aes|VWweZ?,Ca(v) =p,a= ([ral(v—1i) = [ra](V))

- R:22 5 A:sw (aes|VWeZ?|, Co(v) = p,a= ([ral(v+i) — [ra](v))
(

~Li2b s Ase av) = p.a = ([ral(v — i) - [ra](v))

Pour les symboles de C., les résultats précédents nous indiquent qu'on peut déterminer a
quel antécédent appartient chacune des fleches. En conséquence, on peut définir des fonctions de
24 x {0,1} vers A U {F}, qui en fonction d'un symbole et d'un booléen indiquant si on considére
I'antécédent (le plus en bas a gauche) ou I'antécédent le plus en bas a droite, nous donne la fléche,
si elle existe, qui indique la position relative de I'image du 4-voisin considéré. La définition formelle
des opérateurs L', U, D' et R' étant plutét complexe, nous nous contenterons de dire que ce sont
des opérateurs qui se comportent de la méme facon que ceux décrits par la table dans la Figure
2.12| Pour les symboles a 4 - fleches L', U’, D', et R’ se comportent comme leurs homologues L,
U, D et R pour le booléen 0. Et dans les autres cas L', U', D', et R’ sont des fonctions qui ne
renvoient pas de fleches : .

On remarque que :

VplAve Z?, a e R, Co(v) = p= p = {U(v), D(v), R(v), L(v)}

VplaveZ?, aeR CL(v)=p=p=U(v,0) ulU'(v,1) uD'(v,0) uD'(v,1) U R'(v,0) U

@)Dy fait des remarques précédentes on sait que ces fonctions ne renvoit qu'un seul élément.
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Fig. 2.11 — Ci-dessus, les configurations L(Cy) et L(C.,) pour o = 0.4 et o« = T/4. Les séquences
de déplacements vers la droite correspondent a I'image de droites horizontales paralléles par la
rotation discrétisée. Sur C,, les points d’intersection entre les images droites représentent ainsi des
points de contact sans croisement.
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Proposition 2.7 Pour tout o entre 0 et w/4, Il existe une projection Co, par un morphisme lettre-
a-lettre en vers Ly (resp. Ry, Uy, Dq).

Démonstration :

La preuve de cette proposition n'a d'intérét que si nous partons de la définition ensembliste
des configurations. Elle justifie le fait que nous disposions sensiblement des mémes informations
dans la version ensembliste de la définition de C, que dans la version quadruplet.

La remarque de base sur laquelle se fonde la preuve est que pour o entre O et 7/4, la
position relative que nous utilisons et réutiliserons pour C., plus tard, est que les fléches L, R,
U, D sont bloquées dans des quadrants.

On sait par I'étude préalable des motifs de Ry : que la fleche de R; est enfermée dans
un quadrant du symbole. En assignant chaque quadrant sa fleche on leve les ambiguités, et
on est capable de retrouver pour chaque symbole, le voisin que désigne chaque fléche. Le
seul cas pouvant a priori poser probléme étant celui de la croix horizontale. Cependant nous
remarquerons qu'en fait, il n'existe qu'une seule facon d'engendrer la croix horizontale.

Nous montrons donc que nous savons faire cette opération pour I'ensemble des motifs 4
fleches (nous le faisons pour tous les symboles a rotation pres).

Pour démontrer la validité de cette proposition nous procéderons par exhibition ( voir Fi-
gure2.12]) .
c.q.f.d.

2.3.5 Bijectivité entre configurations

La proposition suivante prouve clairement que les configurations C,, et C/, encodent I'angle de
la rotation a effectuer :

Proposition 2.8 Soit a et o' des nombres réels entre [0, /4]. Les propositions suivantes sont
équivalentes

1. ao=0ao,
2 Cy=Cy,

Démonstration :
Clairement, du fait des définition, on a 1 — 2 — 3, il ne reste donc qu'a prouver 3 — 1.
Des précédentes propositions, les configurations préservent a travers leur codage I'informa-
tion sur les lignes horizontales de la configuration. Ainsi, pour tour entier n, la quantité [ra](ni)
peut étre calculée a partir de C.,. Ce qui nous fournit une approximation de cos o avec une pré-
cision de I'odre de % Ceci est vrai pour tout n, donc cos o peut étre complétement déterminée
a partir de C/,. Ceci conduit directement au résultat escompté.
c.q.f.d.

2.3.6 Transduction entre configurations

Les propositions qui suivent démontrent plus encore que les configurations C, et C/, encodent
le processus de rotation.
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Symboles a 3 fléeches :

(i+5.i,0,])
(i+j0,ij)
(i+],0,i,—i+])

v
5
4

Symboles a 4 fleches :

ph7g
pV4

(i +ji,—i.j)
= (i+j,i,—i,—i+])
M= (i, —i, —i +])

A= (i +] i, —i—j, —i+])

= (i, —j, i J)

Symboles a 6 fléches :

(3#,0)=0 (0, =, —i —j, —i)

(#.1)=1 (i,i—j,0,])

(#,0)=0 (0, —j, —i — j, —i +])

(#,1)=1 (i+,i,0,j)

(#.,0)=0 (0, —j, —i, —i +])

s = (R(s), D(s), L(s), U(s))

= (j,i,0,—i+])

o\
= (i+]j,0,—i, —i+])

V= (i - i)

= (i +j, —j, —1i, —i +J)

K= (i+j,—j, —i—j, —i +])
K= (i+j,i—j,—i—j —i+])

(#.1)= (i.i—j,0,j)

(#%,0)=¢ (0, —j, —i — j, —i +])
(%,1)=1 (i,i—]j,0.j)

(¥€,0)=¢ (0, —j, —i —j, —i+1])
(¥¢.1)=1 (i +].i—]j.0.j)

Fig. 2.12 — La décomposition des symboles en fleches, a chaque symboles a 3 ou a 4 fléches, on
donne le quadruplet : (haut, bas, droit, gauche). Cette table est valable pour a compris entre 0
et m/4. Tous les symboles sont représentés (a une rotation de /2 prés. Pour les symboles a deux
fleches le second indexe indique quelle sous symbole est considéré.)
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2.3.6a Transduction planaire de C, vers C,,

Un transducteur planaire est une machine a états finis qui possede

— une téte de lecture,

— une téte d'écriture,

— une téte de lecture additionnelle qui décode un chemin écrit sur un ruban.
La téte de lecture et la téte d'écriture se déplacent dans des configurations planaires, leur dépla-
cement est régi par les régles de transitions de I'automate a états finis qui contréle le transducteur
planaire.

Précisons que le mot contenu sur le ruban décrit le chemin qui doit étre parcouru par une des
tétes. ce mot est écrit sur l'alphabet D = A.

Puis, formellement :

Définition 2.3 (Transducteur planaire) Un tranducteur planaire est une machine a états finis
définie par quintuplet : (A, B, Q, qo, T).
— A est 'alphabet situé que la configuration de départ ;
— B est I'alphabet d’arrivée ;
— Q est ['ensemble des états internes du tranducteur planaire;
— o € Q est son état initial ;
— T est une table de transitions de la forme (Q x D x A) x (B x A x A x Q) qui spécifie en
fonction des caractéres lus par les tétes lectures, les déplacements a effectuer, et le caractére
a écrire. Les triplet correspond aux éléments qui déterminent (Q x A x A), la transition. Le
premier élément du triplet représente I'état interne du transducteur avant la transtion. A le
caractére lu sur le ruban. A le caractére lu sur la configuration en entrée.

A chaque étape de calcul, la téte de lecture lit un caractére a sa position courante. Elle se déplace
a selon la table de transition. Le systéme ne peut que lire sur la configuration que parcours la téte
de lecture. La téte d'écriture se trouve sur une autre configuration, cette fois ci le transducteur
que se déplacer et écrire sur ce plan.

[l existe une transduction planaire d'une configuration Cy vers une autre C; s'il existe un trans-
ducteur et un chemin w tel que C; soit le résultat du processus de transduction en lisant Cy et
w.

Note 2.3.6.1 Puisqu’une configuration est un objet infini, il faut w pas de calculs pour effectuer la
transduction. En pratique, on supposera toujours que le chemin qui guide le transducteur planaire
de telle maniére a ce que pour tout rayon r la boule de rayon r centrée O n’évolue plus dans la suite
de la transduction. De ce fait, on peut voir le processus de transduction comme un processus qui
converge vers son résultat.

Proposition 2.9 // existe un processus de transduction planaire de Cy vers Cl,. De plus, ce pro-
cessus de transduction planaire calcule directement la rotation discrétisée d’une image, puisqu’en
qu'a chaque passage au début de la boucle, si la position de la téte de lecture est en position v, la
téte d'écriture est en position [ra](v).

Démonstration :

On va tout d'abord procéder par exhibition du code d'un transducteur. Ensuite, on va vérifier
la validité du code.

L"algorithme est présenté dans la Figure[2.14.

Le principe de |'algorithme est d'utiliser la configuration C, pour calculer de proche en
proche la position d'un point par v — [ro(v)]. L'argument clef est lié a la position des tétes de
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[Algorithme 1 : Code du transducteur de C, vers C)]

1: ld=p; =pe=0
2. ps=cs=¢
3: tant que true faire

4. ps=cs

5. ¢s:= Cqlpr)

6: si(#cs=4) alors
7: CL(pe) = cs

8:  finsi

9:  si ((#(csups)=6)etld=0) alors
10: ClL(pe) = psucs
11:  finsi

12.  sid =ialors

13: Id = R(cs)

14:  finsi

5. si § = —i alors

16: Id = L(cs)

17:  finsi

18: si 0 = j alors

10: Id = U(cs)

20:  fin si

21:  sid = —jalors

22: Id + D(cs)

23:  fin si

24: Pe = Pe + /d
25: 0= w;

26: t=t+1

27: p=p/+6
28: fin tant que

Fig. 2.14 — Algorithme 1
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lecture et d'écriture ; on va montrer que quand la téte de lecture est en v, la téte d'écriture est
en [ra(v)]. Si le symbole lu est composé de quatre fléches, I'algorithme le réécrit directement.
Si par contre celui - ci n'est composé que de trois fléches, I'algorithme visite les quatre-voisins
adjacents afin de déterminer I'information qui doit étre combiné pour former le symbole a six
fleches correspondant.

Dans un premier temps, on commence par vérifier qu'a chaque instant si la téte de lecture
est située en position v, la téte d'écriture est située en position [re](v).

On note p;(t) la position de la téte de lecture a un instant t et pe(t) la position de la téte
de lecture a un instant t, au début de la boucle principale en fonction de la valeur de t.

A I'initialisation, on p;(0) = pe(0) = 0, ainsi pe(0) = [ro](p:(0)).

On procede maintenant par récurrence : on veut montrer qu'a chaque fois qu'on recom-
mence la boucle on a : pe(t) = [ra](Pi(t)) = pe(t + 1) = [ra](pi(t + 1))

On remarque que I'on a : Si p)(t + 1) = ps(t) +i alors pe(t + 1) = pe(t) + R(Ca(pi(t))),
or R(Ca(pi(t))) = [ral(pi(t) + 1) — [ra](pi(t)) et par hypothese pe(t) = [ra](pi(£)). On
obtient ainsi que pe(t+ 1) = [ra](ps(t) +1i); Ce qui n'est autre que la proposition recherchée :
pe(t + 1) = [ral(pi(t + 1)).

Le méme raisonnement peut étre appliqué si p;(t + 1) = p,(t) —i,p/(t +1) =
ou p/(t + 1) = py(t) —j, en considérant respectivement pe(t + 1) = pe(t) + L(Cqy
Pe(t +1) = pe(t) + U(Ca(pi(t))), Pe(t + 1) = pe(t) + D(Ca(pi(t))).

On peut alors conclure la proposition annoncée par récurrence.

Pour étre bien sir du fonctionnement de I'algorithme, il nous reste maintenant a montrer
deux choses :

pi(t) +1i
(pi(1))),

i) il existe un chemin a partir duquel on sait que le transducteur va écrire un symbole en
chaque position de |'espace d'arrivée qui n'est pas un trou.
ii) A chaque fois qu'un symbole est écrit en pe(t), il s'agit bien du symbole C/, (pe(t))

2

-

Fig. 2.15— Fil d’ARCHIMEDE, ceci est la trajectoire suivie par le transducteur pour étre sir d'explorer
I'ensemble des cases des plans. Sur chaque cases rencontrée, le transducteur opére une marche
en croix (non représentée ici), afin de connaitre I'état des 4-voisins, et de pouvoir déterminer
I'ensemble du symbole dans la mesure ou celui - ci serait issu de la réunion de deux sous-symboles.

On prouve i) :

Pour I'existence d'un chemin, nous exhibons le chemin suivant : on se sert d'une trajectoire
en spirale d'Archiméde(voir Figure [2.15)) pour parcourir le plan.

C’est-a-dire que nous considérons le mot :
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OO DO (D ()06 -
autrement dit le mot correspond a la concaténation de facteurs de la forme :

".((_j)2n+l(_i)2n+l(_j)2n+2(_i)2n+2)

Aussi, afin de permettre au transducteur de récupérer les informations locales dont il a
besoin, aprés chaque lettre du précédent mot, on insérera le chemin suivant :

(=DOONH (D (=D A)

Le but de I'opération est d'explorer en chaque point le 4-voisinage de chacun des points
dans le plan.

On prouve ii)

Un code est écrit a chaque fois qu'un symbole est complet, si le code est incomplet alors rien
n'est écrit, le code qui est écrit reprend les un ou deux symboles qui arrivent a la méme position
par rotation discrétisée. Le code qui est écrit correspond donc a I'union des unes ou deux cellules
de la configuration d’'entrée qui sont antécédent de la cellule d’arrivée. Par conséquent, il s'agit
par définition de Céa) de pe(t).

De I'ensemble des propositions précédentes, on déduit qu'il existe un processus de trans-
duction planaire qui transforme C4 en C.,
c.q.f.d.

Note 2.3.6.2 Le processus itératif du transducteur associé a la configuration implémente en un
certain sens la rotation discrétisée : A chaque début de boucle, la téte d'écriture se situe en ry(V)
ou v est la position de la téte de lecture.

Note 2.3.6.3 Ce transducteur est décrit sans souci de terminaison, puisqu'il s'agit la de construire
une configuration infinie. On peut néanmoins aisément prouver que le transducteur peut traiter
n'importe quel morceau fini de plan en un temps fini. Le temps d’exécution dépend essentiellement
de la distance a couvrir pour atteindre les différents objets.

2.3.6b Transducteur de C/, vers C,

Proposition 2.10 // existe un processus de transduction planaire de C., vers Cy. De plus, ce pro-
cessus de transduction planaire calcule directement I'inverse de la rotation discrétisée d’une image :
a chaque passage dans la boucle, on peut vérifier au début de celle-ci, le fait que la position de la
téte de lecture est en position [ry)(v) par rapport a la téte d'écriture.

Démonstration :

La preuve est en tout point similaire a la précédente.

On procede par exhibition du code du transducteur (voir Figure 2.16).

A l'intialisation, la téte sur le ruban est placée au début du mot, les tétes sur C, et C., sont
placées en (0, 0).
c.q.f.d.

Note 2.3.6.4 [ ’existence de transducteurs entre les deux configurations est une nouvelle preuve
de la Proposition|2.8 fondée sur les Propositions de la section[2.3.3 et de celles de la section|2.3.4al
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Transducteur de C/, vers C,
1. t«<0
2: 00 =¢€
3: tant que § # ¢ faire
4. p5 —)
5: 0« Wi
6: te—t+1
7. cs:i=CL(p)
8:  Cqa(pe) = ms = subsymbole(cs, ps, )
9: Pe = Pe + 0
10:  si 0 =i alors
11: Id = R(ms)
12:  fin si
13:  si 0 = —i alors
14: Id = L(ms)
15:  fin si
16:  si 0 = j alors
17: Id = U(ms)
18:  fin si
19: si 0 = —j alors
20: Id + D(ms)
21:  fin si
22: p;=p/+1d
23: fin tant que
Fig. 2.16 — Code du transducteur de la Proposition [2.10
LA
PR
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2.4 Les systemes dynamiques multidimensionnels symboliques asso-
ciés

Soit G, un groupe. On rappelle qu'une G-action est |'application des éléments du groupe sur
un espace X qui respecte I'élément neutre du groupe et I'ensemble des générateurs de ce groupe.
Plus formellement, on dit que ¢ de G x X vers X est une G-action si

- ¥xe X, ¢(0,x) = x

- Vx,y € X, ¢(g, (h,x)) = ¢(g h, x)

On établit le lien maintenant entre les configurations étudiées et des Z2-actions agissant sur
des tores coloriés. On va montrer que I'état obtenu en 0 en opérant des décalages horizontaux et
verticaux sur les configurations comme C, ol CJ, est le méme que celui fournit par un systéme de
translations opérant un tore partitionné de maniére adéquate, par une partition symbolique.

2.4.1 La dynamique de C,

Un cadre (rectangulaire) du tore T? = [—1, 3[x[—3, 5[ est le produit cartésien de deux inter-
[

valles semi-ouverts sur ce tore. Tout cadre peut s'écrire [a, b[x[c, d[, avec —% <ag<bx % et
~t<ec<b<i

Par la suite, on dénotera par Q, le sous ensemble de 22 qui correspondent aux symboles qui
apparaissent dans la configuration C,. En d'autre termes Qo = E[1,1](Ca)- On définit de méme
Q!, comme le sous - ensemble de 24 qui contient les symboles qui apparaissent dans Cl,.

Par définition, la configuration C, décrit la position relative des quatre 4-voisins d'un point
v aprés rotation discrétisée. On peut remarquer que si on connait la position réelle de ry(v) a
I'intérieur d'une cellule de discrétisation, alors, il est facile de connaitre la position relative des
quatre 4-voisins. Ce que nous allons exprimer par la suite c'est le fait que la valeur de Cy(v) ne
dépend en fait que de la valeur {ry(v)}. De plus, vu que x — {rq(x)} a la bonne propriété d'étre
un morphisme pour I'addition, on va réobtenir une structure de groupe. Ceci va nous permettre
d’'étudier les configurations a travers une interprétation “systémes dynamiques multidimensionnels”.

L'interprétation de C, comme résultat d'une Z2-action est résumée dans ce théoréme essentiel
pour la suite :

Théoréme 2.1 (Systéme dynamique symbolique équivalent aux rotations discrétisées) // existe
une partition P, du tore T? en un nombre finie de cadres, telle que pour tout paire (v, V") de point
de 72, on ait Co(v) = Co (V') si et seulement si {ro(v)} et {ro(v)} appartient au méme cadre.
Aussi, pour tout p € Qq, Il existe un cadre rectangulaire F, tel que pour tout v € 72, on ait
Ca(v) = p si et seulement si {Ra(v)} € Fp.

Démonstration :

Pour simplifier la preuve de ce théoréeme, on se considére d'abord le cas ou la position du
voisin de droite v+i d'un point v ; par la suite on pourra généraliser aux autres voisins. De plus,
on va considérer le sous-probléeme suivant : Comment décider si [ro(v)] et [ro(v + )] la méme
coordonnée horizontale ?

Partons du fait que les transformations linéraires sont des morphismes pour I'addition, donc :
ra(V + i)x = ra(v)x + cos(a).

Ainsi, ([re](v)x = ([ral(v+i))x si et seulement si ({ra}(v))x+cos(a) < 3, ou ({ra}(v))x <
3 — cos(a).
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Cette inégalité divise le tore T2 en deux parties qui sont deux cadres rectangulaires, la “ligne
verticale de séparation” entre les deux cadres étant situés en x = % — cos(a). Je rappelle que
le tore T? est identifié a la cellule de discrétisation de 0.

On peut obtenir le méme type de résultats pour chacun des 4-voisins de v, et pour chacune
des composantes.

Plus précisément, on obtient ainsi quatre lignes verticales et quatre lignes horizontales qui
divisent le tore en cadres. Quand aucune lignes ne se confondent, on obtient ainsi 25 cadres.
Du fait de sa définition, cette partition satisfait le théoréme.

c.q.f.d.

Corollaire 2.1 A tout motif m de support fini S on peut associer un cadre Fn, sur le tore tel que
pour tout v e , C°(v) = m si et seulement si {ro}(v) € Fn.

Démonstration :

Ce n'est que le prolongement du méme raisonnement, la preuve est donc fondée sur des
arguments du méme ordre.

Soit m un motif de taille s. On souhaite déterminer si m apparait dans C, a la position
v : m est caractérisé par les composantes des vecteurs w' = [ry(v + v')] — [ra(v)], pour tous
les vecteurs v/ tels que —1 < v/, < sy et —1 < V'), <'s,. La valeur w'y est le plus petit
ko tel que {ro(v)}, — V/ysina + v/xcosa < kg + %; on cherche le plus petit entier kg tel
que {roa(V)}, < ko + % + V', sina — v/ cosa. kg soit connu quand pour chaque entier k, on
peut décider si I'inéquation précédente est satisfaite ou non. Pour chaque couple (k,v’) soit
I'inégalité précédente soit son opposée est valide. Ce sont toutes ces inégalités qui devront étre
satisfaites par {ro(v)}, pour que m apparaisse dans C, a la position v.

v/ est borné, ainsi pour |k| suffisamment large, chaque inégalité induite par une paire (k, v')
est soit impossible soit triviale. De 13, il nous reste simplement un nombre fini d'inégalités non
triviales. Quand elle est réalisable, leur conjonction est équivalente a une condition du type :
Xm < {ra(V)}, < X, ol xm et X, désignent des nombres réels tels que —2 < xm < x/, < 1.

Le méme argument s'applique aussi sur la coordonnée verticale : {ra(v)}y.

Quand toutes les conditions sont satisfaites en méme temps, on obtient un cadre /[, =
[Xm, Xt [ X [V, Vi [- Ce cadre répond aux conditions du théoréme.
c.q.f.d.

Le théoreme décrit les choses en termes d'arithmétique modulaire, et ne donne pas les précisions
arithmétiques sur la localisation des cadres. Nous traduisons maintenant ce résultat termes de
systémes dynamiques multidimensionnels.

Dans premier temps, on introduit les deux actions suivantes : T;, : T2 - T2, x — x + {i.}.
T, :T? > T2, x— x+ {ia}

Dans un second temps, on définit /c, : La fonction d’étiquetage associée a la partition F,. Elle
est formellement définie par :

/Ca . T2 — Qq, V— d)c(fCa(Xv)v fCa()/v))

ou fc,, définie ainsi (la définition de ¢ suit, ainsi que quelques commentaires sur la construction
de ces tables :

-
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Siae[0,7/6]: Siae[n/6, /4] :
[—3. 5 — cos(a)[ — 0 [—3. 2 — cos(a)[ — 0
[$ — cos(a),sin(a) =3[ +—1 [£ —cos(a), 3 —sin(a)[ —1
[sin(a) — %, 1 —sin(a)] +—2 [5 —sin(a),sin(a) =3[ +—5
[£ —sin(a),cos(a) — [ ~ 3 [sin(a) — %, cos(a) —i[ ~— 3
[cos(a) — 3, [ — 4 [cos(ar) — £, [ — 4
et ol ¢, est décrite par la table donnée en Figure[2.17.
(0,0) -~ (1,0) =" (2,0) -~ (3,0) > (4,0) > 5,0) >
(0,1) 5 (1,1) > (2,1) > (3,1) % (4,1) .5 (5,1) 7<%
(0,2) —5 (1,2) 5 (2,2) i (3,2) > (4,2) >
(0,3) -5 (1,3) - (2,3) i (3,3) ikt (4,3) >k (5,3) <%
(0,4) > (1,4) 5~ (2,4) > (3,4) >3 (4,4) 1% (5,4)
(0,5) > (1,5) > (3,5) ik (4,5) >k (5,5) >

Fig. 2.17 — Table de ¢.. ¢ est une fonction qui convertit les indices horizontaux et verticaux que
nous avons donné aux cadres en le symbole qui est associé a chaque cadre. Les symboles sont
représentés directement par les fleches qui les constituent.

On peut remarquer que les valeurs qui interviennent dans la définition de fc, correspondent en
fait & {kcos(a) + k’sin(a) — 1}, pour k et k' compris dans {—1,0, 1}. fc, est une fonction outil
qui permet d'indexer la position des différents cadres qui composent la partition.

Note 2.4.1.1 La fonction d’étiquetage Ic, est I'application de T2 dans 2% qui a un point v du tore
fait correspondre le p € Qq tel que v € F,. Sa définition est compatible avec ce qui a été dans le
Théorémel[2.1.

Une fois ces éléments introduits, le Théoréme[2.1] peut se reformuler ainsi :

Cq est le codage de I'orbite de 0 sous la Z?-action (T?, Ti,. Ti,) par la fonction d'étiquetage Ic,,.

2.4.2 Dynamique de C/,

En partant de la définition de C., on remarque maintenant qu'un résultat du méme ordre se
déduit de la remarque précédente pour C/,. Cependant, ce premier résultat ne fera pas pour autant
de C/, le résultat du codage d'une Z?-action.

Corollaire 2.2 (Théoréme fondamental pour C,,, Partition symbolique pour C))
A chaque motif m tel que m(0) n’est pas un trou, il existe un cadre dans T2 F tel que, pour
tout vecteur w de 7?2, le motif m apparaisse dans Cl, a la position w, si et seulement si il existe
un vecteur v de 72, tel que [ro](v) = w et tel que {ry(v)} appartienne a Fp,.

Pour tout motif m tel que m(0) n'est pas un trou, il existe un cadre Fn, tel que pour tout
vecteur w de Z?, le motif m apparait dans Cl, a la position w, si et seulement si il existe une
vecteur v of Z2, tel que [rq](v) = w — i et {ro(v)} appartienne a F,.

Démonstration :

m un motif de taille s. Soit w un élément de Z? et v un vecteur vérifiant [rg](v) = w. S'il
existe deux vecteurs v, alors on choisira le vecteur v minimisant d’abord vy +v, puis minimisant
V Vy.



2.4. Les systéemes dynamiques multidimensionnels symboliques associés

K
- - & HEEEIEE
Bl R || [ Sl I
Al R 1 R R R Y = EX0 I
B | Ao e R
2 W | EXRE~ 2 e
0<a<¥ T<a<§

Fig. 2.18 — Exemples de partitions en cadres du tore T2. Les partitions obtenues illustrent la
disposition des cadres associés a chaque symbole. On rappelle que le tore est identifié a la cellule

>

de discrétisation, et est représenté |

-1 1
22

On souhaite déterminer pour un motif m qui apparait C, en w , I'ensemble des vecteurs w’
de Z2 tel que 0 < W', < sy et tel que 0 < W', <'s, et pour lequel & chaque v’ de Z2, on est
en mesure de déterminer si [ro](v + V') — [ra](v) = w'.

Pour commencer, on restreint le probléme aux vecteurs v/ de Z? tels que ||V'|| < v/2||s||+2;
puisqu’on a certainement pas [ro](v + V') — [ra](V) = w.

On traite ensuite le probléme de maniére indépendante dans chacune des dimensions

doit alors savoir pour chaque paire (v/, w') si {ra(v)}, — V/ysina + v/xcosa < wl + 3 (

c'est-a-dire si {ra(V)}, < W, + 2 + V', sina— v/ cosa ).

Ainsi

, chaque paire (v/,w’) induit une inégalité de la forme {ry(v)}, . Celle-ci doit étre

satisfaite pour que m apparaisse dans C,, a la position v. On conclut de maniére similaire que
dans le Théoréeme[2.1]

La seconde partie du théoréme se prouve de la méme facon a ceci prés que v est pris dans

la cellule en w +i.

c.q.f.d.

Du fait que la configuration C., posséde des trous, en procédant comme nous |'avons fait, il
n'est pas possible d'obtenir directement un isomorphisme entre |'action d'un systéme dynamique

sur le résidu de la rotation discrétisée et les couleurs de CJ,.

Un autre moyen de faire le lien avec les systemes dynamiques symboliques, consiste a considérer
des cellules plus larges, afin d’avoir systématiquement au moins un point de ra(Zz) qui arrive dans
la cellule. En pratique cela nous incite a utiliser un groupage. On va ainsi définir des configurations

!

ce que nous étudions dans le chapitre suivant.

2.4.3 Définition de Cg ,

B o €N tout point identique a Cl, a ceci pret que les cellules sont groupés deux par deux. C'est

Par Cga(v) on désigne la configuration groupée par blocs “2 x 2". C'est-a-dire la configuration
qui nous renvoit les motifs 2 par 2 de la configuration a la position 2v. Cette configuration n'est

pas redondante.
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Plus formellemen, nous écrivons :
Vv e 72, Cl_(v) = C27(2v),
Insistons encore sur le fait C’Ba est donc une configuration sur laquelle les états sont de motifs
de taille [2, 2]. C’est donc une application de la forme de Z2 vers Q1%1}*. Donc Cg, (v) est qu'une
application qui retourne les blocs de taille [2,2] de C., (sans faire preuve de redondance pour
autant).
Réciproquement, C., peut se redéfinir ainsi :
CL(v) = (Cx, (/2] [x/2])) (x, mod 2, y, mod 2)
2.4.4 Théoréme fondamental pour Cj;
Pour tout v € Z2, on pose :
1 3 1 3
We(v) =[x = 5.x + S[xIw = 5o + S[v.
L'intersection entre Wg(v) et ry(Z?) = Ziy + Zjo n'est jamais vide. Ceci est une conséquence
du fait que de trous ne sont jamais 4-voisins dans C/, (voir Proposition [2.3).
Soit v € R?, on peut vérifier qu'il existe un unique w € R? tel que
1. ro(w) e Wg(v),
2. ro(w—7j) ¢ Wg(v),
3. parmi les points satisfaisant les précédentes contraintes : ro(w) est le plus a gauche, i.e.
(V) - i est minimal.
Par suite, pour tout v € R?, on peut définir 8’ : R? — R?, v +— w, oll w est |'unique point qui
répond au précédent critere.
Note 2.4.4.1 De fait, ce domaine correspond a une représentation du tore tourné. C'est d’ailleurs
ce qu'explique la Figure|2.22. Le domaine FD, n’est donc qu’une représentation de ce domaine.
On définira encore I'application 8 : R? — R?, v — #'(v) — v. C'est-a-dire I'application qui
renvoit la position de I'antécédent dans W qui satisfait aux critéres précédents relativement a la
position du bloc. Cette opération va étre un équivalent de ce qu'était avant pour nous |'opération
x — {x}.
Posons alors
Fp, :={0(v), ve R?}
On peut montrer alors que :
1 1 1 1
Fp. = ([—=, cosa — =[)? cosa — —,cosa +sina — =[x
b, = (-5 502 U ([cosa — 5 ol
1 _ 1
——,cosa+sina — =|).
-5 =)
De plus, pour tout w € Z2, on pose Fp_(w) := Fp, +w . on peut vérifier que pour tout v € Z?,
pour tout w € Fp_(v), on ({w} + Zig + Zja) » Fp,(v) = {w}.
Ce qui nous permet de conclure que pour tout v € R?, §'(v) € Fp_(v).
@) Conformément a ce qui est défini dans la sous-section[1.2, on rappelle C[?? (v) désigne le motif rectangulaire
de taille [2, 2] qui apparait en v.
EassgpEas
b 'ﬁ DA
R VE
FHY U




54 Chapitre 2. Dynamiques multidimensionnelles des rotations discrétes

Fig. 2.20 — Soit po € Ziy + Zjo qui tombe dans Fp_(2v) ( gris foncé ), il est possible de déterminer
I'ensemble des symboles de C/, qui constituent le bloc de taille [2, 2] dont le domaine associé est
Wi (2v) (gris clair). Ici, po = 6'(2v).
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Fig. 2.21 — Une partition de Fp,, pour a ~ 0.464705 rad. Cette partition décrit en fonction de 6p
dans le domaine les motifs de tailles [2, 2] qui apparaissent dans Cjz ,(w). Les axes sont étiquettés
par des expressions de la forme kc + k’s + k”. Elles désignent en fait des points de coordonnées
k cos(a) + Kk'sin(a) + k" — % de Fp,. Pour des raisons de lisibilité I'échelle de représentation est
monotone mais non linéaire.
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Théoréme 2.2 |/ existe une partition de Fp, en un nombre fini de rectangles J,y, ot p’ est un
motif de taille [2,2] qui apparait dans C.,, et telle que pour tout v € 72, on ait 6(2v) € Jy si et
seulement si C (v) = p'.

Démonstration :

La preuve repose simplement sur I'idée suivante : La localisation de 6(2v) dans Fp_, permet
de déduire la position des points réels qui contribuent a Cg’a(v), puis via le Théorémel[2.2 on
peut retrouver les symboles associés a chaque position du bloc 2 x 2.

Pour tous les points w de Z2 qui ont leur image par r, dans Wpg(2v); on peut calculer
Ca(w). On peut méme calculer Co(w + d), pour tous les d € V4(0), afin de déterminer s'il
s'agit ou non d'un symbole double.

En fait, si on a ro(v') = 6'(2w). De part cela on peut retrouver a la fois le symboles associé
en regardant {6(2w)} et en employant le Théoréme [2.1, et sa position dans le bloc 2 x 2,
en tenant compte de [6(2w)]. Le méme argument s'applique aussi aux points w” = ry(v")
qui appartient a ro (V') + Zi, + Z;, et qui sont a l'intérieur de Wg(2w). En fait, on a plutét
{w"} = {6(2w) + kiq + K'jo }, avec k, k' € {—1,0,1,2}. On peut calculer de proche en proche
la position d'arrivée de chacun de ces points dans le bloc 2 x 2 en calculant de proche en proche
la position des points rencontrés, en procédant par exemple de la méme fagcon que le faisait le
transducteur de la Proposition 2.3.6a.

On peut ainsi calculer pour tous les points dans (2v + {0, 1}?) toutes les images de points
qui arrivent dans Zig + Zjo, N Wg(2v).

Ceci suffit a conclure que nous pouvons pour chacun des points rencontrés calculer Ci(v)
a partir de 6(2v).
c.q.f.d.

On appelle alors /C'B la fonction d'étiquetage associée au Théoréme [2.2 qui associe a un
rectangle de Fp, le motif de taille [2, 2] qui lui est associé.
Le Théoréme [2.2] peut alors se réécrire ainsi :

YveZ? Cpo(v) = ley, (6(2v))

Maintenant, on définit T2 = R2/(Ziq +Zj) ; On désigne par v — {v}, la projection canonique
sur T2, qui est en bijection avecfp,.

On a les élément pour conclure, la configuration C.,B,oc est le résultat de la Z? - action sur
I'orbite de 0 dans le systéme dynamique que nous venons de décrire :

(T2, v —v—{2i},. v—v—{2j},) en tenant compte de la fonction d'étiquetage ler, -

Fig. 2.22 — Echange de morceaux entre Fp, et la représentation canonique de ’]1%. Cet échange
de morceaux permet de passer d'une représentation a une autre de Ti. Toutes les translations
effectuées suivent des vecteur qui peuvent s'écrire sous la forme kiq + k'jo, avec k, k' € Z. Notons
au passage que cette figure est une preuve visuelle du théoréme de PYTHAGORE.
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2.4.5 Dynamique symbolique des rotations 3-transvections

Le symbole [wy](v) désigne les rotations 3-quasi-transvections, présentée en|1.1.3b

Puisque les rotations 3-quasi-transvections sont des quasi-isométries, il est possible leur associer
des configurations similaires a C, et a CJ,.

Cela dit, dans le cas des rotations 3-quasi-transvections, du fait de la composition de plusieurs
discrétisations, I'erreur commise peut étre plus grande que dans le cas de la rotation discrétisée.
On pose donc A’ = {—2,1,0,1,2}2; car chaque discrétisation est & méme d'induire une erreur
d’au plus un pixel.

On généralise maintenant les idées employées pour la définition des configurations C, et C,
et on définit C o et C

Coa: 222" v ] {[@a]V) ~ [@al(v)}
VeV (V)

Croo 7% — 22w U Cw.a(V)

v tels que [wa](v):w

Il est moins évident qu'il est encore possible d'associer un systéme dynamique simple, a ces
configurations. C’est I'objectif principal des paragraphes qui vont suivre.

II'y a dans les rotations 3-quasi-transvections, trois opérateurs de discrétisations qui vont agir
successivement chacun sur une seule coordonnée. En effet, chaque transvection n'affecte qu'une
seule coordonnée — puisque |'opérateur de quasi-transvection se comporte comme l'identité pour
I'une de ses coordonnées.

On va étudier pour chacune de ces discrétisations son résidu ; et aux configurations de rotations
3-transvections, on va associer un espace des phases tridimensionnel sur T3.

Pour atteindre ce but, on commence par décomposer |'opération de rotation 3-transvections
en trois étapes.

M v — (x1(v), y1(v)) = [ é —tanl(a/2) ] (X, W)

v = Ga2) = | gy 3 o000 5 T e

v et = | o~ otote] t Y Jerone] 5 T o

Et aussi, pour des raisons techniques, on va devoir s'intéresser aux mémes quantités mais
définies sans faire les arrondis auparavant :

X1(v) = x, — W tan(o/2)

Vo(v) = xy sin(a) + w cos(a)

X3(v) = x, cos(a) — y, sin(a)

Note 2.4.5.1 On ne s’intéresse pas a y,, X», et y3 car il s'agit de la méme chose que ygy, X1 et p».
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Fig. 2.23 — Exemples de configurations C, et C/, de rotations 3-transvections pour o = 0.4 radians
et o = /4 radians.
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Maintenant, en remarquant que [x] = x — {x}, et en développant et simplifiant les expressions
de ({xa(v)} {yv2(v)}. {xs(v)}). on obtient :
X1 = Xy — Wtan(a/2)
yo = xysin(a) + w cos(a) — {x1}sin(ax)
x3 = x, cos(a) — y, sin(a) — {x1} cos(a) + tan(a/2){y-}

Les définitions de x; et de X; ont des expressions identiques, et y» , V», x3, X3 sont similaires
dans le principe. La différence est avant tout conceptuelle, ces deux objets ne sont pas construits
selon la méme idée : dans un cas on s'intéresse a |'opération de transvection idéale, dans I'autre
cas nous tenons compte des discrétisations a chaque étape. Les deux définitions entretiennent des
liens forts que nous allons mettre en évidence. Et chacun des deux points posséde son avantage.

On dénote encore I'opération par r qui a v associe ({x1(v)}, {y2(v)}, {x3(v)}). Malheureuse-
ment, ce n'est pas un morphisme pour I'addition : il n'est pas vrai que Vv, v’ € Z?r({v} + {v}) =
{r(v) +r(v')}

Equivalence entre les codages

Par contre, on va pouvoir montrer facilement que connaissant ({X1(v)}, {>(v)}, {Xs(v)}), on

peut calculer ({x1(vV)}, {y2(v)}, {x3(v)}). En effet,
Da(v)} 1 0 0 1 0 07 / {4}
foo | D2V} |=10 1 0 [-{0}o| —sin(a) 1 0 {2(v)}
{x3(v)} —cos(a) tan(a/2) 1 0 01 {%5(v)}
Cette opération est inversible :
{x1(v)} 1 0 0 {xa(v)}
fi, . | 2} |={0}o | sin(a/2) 1 0 {(v)}
{*s(v)} cos(a)  —tan(a/2) 1 {x3(v)}

On remarque que I'opération r qui a v associe ({X1(v)}, {i>(v)}, {X3(v)}) est un morphisme
pour I'addition, de ce fait on va étre en mesure d'associer un systéme dynamique symbolique aux
rotations 3-transvections, qui est liée a une translation sur le tore T3.

Partition symbolique pour les symboles de C

La partie suivante consiste a comprendre quelle est la forme de la partition symbolique en
fonction de ({x1(v)}, {y2(v)}, {x3(v)})

Ce qui nous intéresse c'est de déterminer chacun des fleches du code, il s'agit d'étudier les
expressions de la forme ([x3(v + d)] — [x3(v)], Dv2(v + d)] — [2(v)]) pour d € {i,j, —i, —j}.

Les calculs sont quelques peu fastidieux. Nous en expliquons le principe. L'idée consiste a
développer les opérateurs de discrétisation x — [x] en les réécrivant comme x — x — {x}. Cela
permet de ramener |'expression aux paramétres qui nous intéresse {x1(v)}, {y2(v)} et {x3}(v).
Ensuite, on est confronté en général face a une équation de la forme

a .
cos (@) +tan (3 ) ({(sin (@) +2(v) } = £ (12W) D)
eEre
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Si ce n'est pas le cas, comme dans le développement de [x3(v + j)] — [x3(v)], deux expressions
modulaires interviennent, et on fait face a une expression de la forme :

tan(%)({yz(v +0)} = De()}) — cos(a)({xa(v + i)} — {x1(v)}) —sin(a)

Il faut alors étudier plus précisément la nature des expressions ({x1(v +j)} — {x1(v)}) qui vaut
tan(a/2) si {x1(v)} € [0, 1 —tan(a/2)[ et tan(e/2) — 1 si {x1(v)} € [1 —tan(/2), 1[ et puis pour
({y2(v+5§)} — {(B3y2(v)), on peut distinguer quatre cas :

— si {x1(v){ €[0,1—tan(a/2)[ et {y2(v)§ €[0,1 —]2cos(a) § [ alors cela vaut {2 cos(ax)§ ;

—si Ix1(v)f €[0,1—tan(a/2)[ et {y2(v)§ € [1 —12cos(c)f, 1] alors cela vaut {2 cos(a) § —1;

~—

—si x3(v)§ € [1 —tan(e/2),1[ et lyo(v)] € [0,1 — [2cos(a) + sin(a) | [ alors cela vaut
12 cos(a) + sin(a)§
—si {xi(v)] € [1 —tan(a/2),1] et lya(v)| € [1 — [2cos(a) + sin(a)(, 1] alors cela vaut

12 cos(a) + sin(a) — 1§

C’est dans ces derniers cas qu'on peut étre amené des fleches de longueur 2. Ceci nous permet
d'écrire ([xs(v +1)] — [x3(v)]) = 1 si et seulement {y»}(v) <€ [1 —sin(a), 1] sinon ([xz(v +i)] —
D)) = 0.

Du fait que les inégalités sont définies coordonnées par coordonées, on en déduit que la partition
symbolique associée aux différents symboles en fonction de r(v) = ({x1(v)}, {)2(v)}, {x3(v)}) est
composée de parties qui divisent le tore T3 en parallélépipédes.

A la partition ainsi définie, on associe la fonction d’'étiquetage /g q-

Pour 7, les zones ne sont plus des parallélépipédes mais simplement des unions finies de poly-
topes. On appelle 7w,a, la fonction d'étiquetage associée. On passe d'une fonction d'étiquetage a
I"autre en utilisant les transformations définies a la section précédente.

En pratique, cette étude permet de mettre en évidence que dans le cas des rotations 3-
transvections (ou la rotation horizontale est favorisée), les fléches de longueur supérieure a /2
ne concernent que des fléches verticales.

Puis que les shifts horizontaux, et verticaux se traduisent comme des actions horizontales et
verticales, Il s’en suit qu'il existe un vecteur i,, et un vecteur j., tels que :

F(v+i) = F(v) +i'a, F(v +j) = F(v) +jo

En pratique cela revient a dire que
ir, = 7(i) = (0, sin(a), cos(ax))

et que
i = 7(i) = (~ tan(c/2), cos(a), —sin(a))

Du fait des éléments que nous avons énoncés , il est clair qu'on peut établir un théoréme du
méme type que le Théoréme[2.1] :

Théoréme 2.3 (Théoréme fondamental pour C o) Pour toute taille de motifs de m x n, Il
existe une partition P du tore T3 en nombre fini de parties non nécessairement para/é//’péd/que@,
{Fm} ou'm désigne un m x n motif, telle que pour tout vecteurv € 72, CQ'O[(V) = m s/ et seulement
sir(v) € Fn.

@j.e. qui sont I'image de parallélépipedes par la fonction f},



2.5. Conclusions du chapitre 61

Mais on peut dire mieux que cela : on a un systéme dynamique symbolique associé. |l est formé
par des translations sur le tore T3 et la :

(T3, x > x4+ i,y — ¥ +iy )

Certaines propriétés restent valides : par exemple, la possibilité de passer d'une configuration a
I'autre par le biais des transducteurs qui calculent la transformation (ou la transformation inverse)
reste valide — cette propriété dépend uniquement des définitions de C, et de C’,, mais absolu-
ment pas de la nature de la transformation effectuée pourvu qu'elle puisse étre encodée dans les
configurations.

2.4.6 Liens avec les plans discrets

Des séquences de la forme {xcos(a) + ysin(a) + B} < (cosa) ou de la forme {xcos(a) +
ysin(a)+B} < (sina) apparaissent dans les sous-configurations, par exemple ( Rp(v) = R(Cx(V))-
i, ou Ry(v) = R(Cq(v))-j ). Mais le méme type de configuration existe en considérant U, L, D au
lieu de R. De telles séquences sont étudiées par Valérie BERTHE et Laurent VuiLLoN dans [BV0Q] :
Ce sont des séquence de complexité mn + n, et pour lesquelles on peut faire des liens avec les
notions de pavages 3-vers-2 ou de projections de plans discrets.

Note 2.4.6.1 Notons qu'il existe une fonction h de (A U {&F})® — 2% que I'on peut étendre
canoniquement en morphisme sur les configurations, telle que :

Vv € Z2, Ca(v) = h(Rp(v), Ry (v), L(v), Ly(v), Un(v), Uy(v), Dn(v), Dy(v))

Ce qui revient a dire que la configuration Cq, peut étre réalisée en faisant le produit direct de
configurations de complexité mn + n ou mn + m.

Note 2.4.6.2 |/ est intéressant de remarquer que la technique qui consiste a observer tout comme
si cela était continu et a étudier la déformation semble étre généralisable pour associer un systeme
dynamique a chaque transformation quasi-affine. Comme le montre la composée de trois transvec-
tions, il semblerait donc qu'en général, on soit capable d'associer a un systéme a 2k dimensions a la
composée de k transformées affines. Ceci peut constituer une piste intéressante pour comprendre
la nature des systéemes dynamiques associés a ces systémes.

2.5 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons initié |I'étude des phénomeénes de rotations a travers leur recodage
dans des configurations. Il existe deux types de configurations : celles du type de Cq, qui indique pour
un point la fagon dont évolue son voisinage sous I'action transformation et C., qui indique pour un
point transformé la position relative des voisins des antécédents de ce point par la transformation,
et qui se trouve étre une image de la relation de 4-voisinage par la transformation. Chacune de ces
configurations a été présentée pour deux types de rotations différentes : les rotations discrétisées
et la rotation 3-transvections.

Aussi, comme l'illustre I'existence de transducteurs calculant la transformation encodée, ces
configurations sont pertinentes pour I'implémentation de rotations via de I'algorithmique "locali-
sée". Dans la suite, on a mis en évidence que ces configurations correspondaient aux codages de
7?2 actions, et que le systéme dynamique qui y correspondait revenait a un ensemble d’échange de
morceaux sur le tore.
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Chacune des visions (algorithmique, analyse de configurations et systémes dynamiques) va per-
mettre d'énoncer des résultats particuliers : analyse de complexité, propriétés fonctionnelles, pé-
riodicité, quasi-périodicité, substitutions, shifts, motifs interdits... Nous avons ici posé les éléments
de définitions qui déterminent pour beaucoup la trajectoire de ce tapuscrit.



Chapitre 3

Propriétés dynamiques des configurations de ro-
tations

Plan détaillé du chapitre

3.1 Periodicité et quasipériodicité

............................ 63

[3.1.1 Rappel de définitiong . . . . . . . . . .. 64
[3.1.2 Périodicité des configurations . . . . . . . ... 65
313 quasiperiodiCitd . . . . ... 66
\3.2 Etude de la fréquence des motifs . . . . . . . . . .. .. 67
[3.2.1 Fréquence des motifs dans Co . . . . . . o o oo 68
3.2.1a Le cas non-pythagoricien . . . . . . 68

3.2.1b Le cas pythagoricien . . . . . . . . 70

[3.2.2 Fréquence des motifs dans Coe o o 70
3.3 Conclusions du chapitrel . . . . . . .. 72

Maior pars mortalium, Pauline, de naturae malignitate conqueritur, quod in exiguum aeui gignimur, quod
haec tam uelociter, tam rapide dati nobis temporis spatia decurrunt, adeo ut exceptis admodum paucis
ceteros in ipso uitae adparatu uita destituat.

De la briéveté de la vie,Sénéque

“If you draw the timelines, realistically by 2050 we would expect to be able to download your mind into a
machine, so when you die it's not a major career problem.”

lan PEARSON, chef de I'unité de futurologie de British Telecom,

Dans ce chapitre, on précise la nature du systéme observé : Une des premiéres choses a faire
est de caractériser les cas ol la dynamique est périodique. On va ensuite prouver de la “quasi-
périodicité” en général des configurations obtenues. On aura ainsi montré que les configurations
étudiées sont particulierement réguliéres. La trés grande régularité des configurations induite par
la quasipériodicité et I'unique ergodicit@ du systeme permettent d'établir un lien direct dans les
cas dense entre la surface d'un cadre et la fréquence du motif associé a ce cadre.

Définition 3.1 (Angle quadratique) Un angle o est quadratique s'il existe p, q, k € Z pcos(a) +
gsin(a) = k. L’entier gaussien z; = p + qi est appelé le vecteur d’entrelacement associé a a.

3.1 Périodicité et quasipériodicité

Les résultats obtenus dans cette section ont fait I'objet d'une parution avec Eric REmiLa dans
les actes de la conférence DGCI 2003 [P-ACI6]. Une version longue, [P-JI1], est parue dans la revue
Discrete Applied Mathematics.

@ Ergodicité et unicité de la mesure invariante.
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Dans cette section, aprés un rappel des définitions relatives aux notions de périodicité et de la
quasipériodicité des configurations, on donne les résultats relatifs a leur périodicité. Nous prouverons
ensuite la quasipériodicité en général de ces configurations.

3.1.1 Rappel de définitions

Définition 3.2 (vecteur de périodicité) Une configuration admet v € Z? pour vecteur de pério-
dicité si pour tout w € Z2, C(w) = C(w + v)

L'ensemble des vecteurs de périodicité a une structure de groupe : on le vérifie simplement en
constatant la présence du vecteur nul dans tout groupe de vecteur de périodicité est une trivialité.
De plus, le reste des arguments découle de la symétrie et la transitivité des relations d’'équivalence
comme “=".

En fonction du nombre de dimensions de la base capable de générer le groupe, on différencie
les types de périodicité. Si une configuration n'admet pas de vecteur de périodicité non nul alors la
configuration est apériodique. Si les vecteurs de périodicité peuvent tous étre générés a I'aide d'un
générateur (et de son inverse), et que le groupe s'étend le long d'une unique dimension, alors, la
configuration est mono-périodique.

Si une configuration admet autant de vecteurs de périodicité que de dimensions (dans le cas
de configuration planaire 2) alors la configuration est dite totalement périodique.

Définition 3.3 (quasipériodicité) Une configuration C est quasipériodique si et seulement si pour
tout motif m, il existe une taille de fenétre s € 7 telle que tout motif rectangulaire de taille s qui
apparait dans la configuration contient une instance du motif m. La fonction de quasipériodicité
associée a la configuration C est la fonction, qui a une taille de motif v, associe une taille s € 7.2
minimale en termes d’aire, telle que toute fenétre de taille s dans C contienne tous les motifs de
taille v.

Note 3.1.1.1 Dans notre cas, la quasipériodicité de la configuration, implique I'uniforme récur-
rence du systéme dynamique multidimensionnel associé a la configuration : en effet puisqu’on peut
associer a tout motif une fenétre, et qu'a des motifs de plus en plus grands correspondent des
fenétres de plus en plus petites, dire que la configuration est quasipériodique revient a dire que
quelles qu’on peut repasser arbitrairement de n'importe quel point de I'espace des phases en un
temps borné par la fonction de quasipériodicité. Ceci correspond clairement a la notion d’uniforme
récurrence.

Note 3.1.1.2 Notons que la quasipériodicité en dimension 2 n'implique pas la quasipériodicité en
dimensions 1! Il se peut en effet, qu’'un motif n'apparaisse qu’une seule fois dans une ligne, alors
qu'il apparaft régulierement dans le plan.

quasipériodicité du systéme dynamique

La quasipériodicité est un résultat qui permet de spécifier le type de systéme dynamique dont
on se rapproche.

— elle permet de classifier la dynamique et de mieux comprendre ce a quoi elle ressemble.

— un certain nombre de résultats ne peuvent s'énoncer que pour des configurations quasipério-

diques.

Si on s'intéresse au probléme d'un point de vue unidimensionnel, la quasipériodicité de systémes
tels que celui que nous étudions et un sujet déja abondamment couvert (voir par exemple [FOG02]
ou [FNRSO00]).
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Autres définitions

On note par Go € T? , I'orbite de 0 sous la Z2-action (T2, T, T,). Ga est I'image par la
projection canonique x — {x} vers T? du réseau Ztourné d'un angle a.
On pose

Lo = Zig + Zjo

Naturellement, le fait que d’une part L, posséde une structure de groupe similaire a celle de Z?, et
d’autre part que la projection canonique sur T2 se comporte comme un morphisme pour |'addition,
entraine que G, posséde une structure de groupe. Il est possible de noter de plus que Ly et Gy
sont invariants par rotation de /2.

3.1.2 Périodicité des configurations

Définition 3.4 (Angle pythagoricien) Un angle o sera dit pythagoricien si cos a et sin a sont tous
deux rationnels.

Les angles pythagoriciens sont denses dans [0 ... 27| : Il s'agit la d'un résultat classique. On peut
néanmoins le prouver en utilisant le fait qu'il existe un morphisme de Q vers les triples pythagoriciens
tel que a un nombre rationnel g, on associe I'angle défini par le triple pythagoricien qui vaut
exactement deux fois I'angle associé g. Nous aurons |'occasion de rencontrer ce morphisme en

Section 5.1.8.

Théoréme 3.1 (Périodicité des configurations) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. o est pythagoricien.
2. Cq4 est totalement périodique.

3. Cl, est totalement périodique.

Démonstration :

1)=2)etl) = 3)

On suppose que I'angle a est pythagoricien.

[l existe une constante positive entiere K , telle que Kiy et Kj, solent tous les deux dans
7. Ainsi, pour tout vecteur v de Z?, on peut écrire {ro }(v+Ki) = {ra}(v+ Kj) = {ra}(v). En
vertu du Théoréme 2.1, ceci revient a Co(v+ Ki) = Co(v+Kj) = Co(v). Donc la configuration
Co est totalement périodique. Le méme type d'argumentation et le théoréme [2.2] permettent
de conclure C., est totalement périodique : C,(w + Kiy) = CL (W + Kjo) = CL(w).

2)=1)

Réciproquement, si C, est totalement périodique, alors il existe un vecteur entier positif t
tel que pour tout vecteur v € Z2, on ait {ra}(v) et {ra}(v + t) éléments du méme /, (de la
partition rectangulaire définie dans le Théoreme 2.1)).

En répétant ce procédé le long de la période, on obtient pour tout entier k de Z, {ra}(v +
kt) = {ra}(v) + k{ro}(t) est élément de /,.

Supposons maintenant que ({ro}(t))x ne soit pas rationel. Cela impliquerait que {{ro}(v)-
i + k{ra}(t) -i, k € Z} soit dense dans R/Z .

Il faudrait en conclure que la longueur du coté de /, est donc de 1. Or, cela est impossible
pour o # 0 : la partition que nous avons présentée au Théoréme[2.1, contient toujours une
division verticale qui sépare le tore en plusieurs catégories de symboles.

Pour la composante verticale de t, on procédera de méme, on en déduit donc que le vecteur
{ro }(t) est rationel sur ses deux coordonnées.
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Ainsi, il existe une constante positive K telle que ro(Kt) (ce que nous pouvons écrire
(Ktyia+Ktyjo) est un élément w de Z?. On conclut de cela (en examinant les équations formées
par les deux composantes) que cosa et sina sont tous deux rationnels et plus précisément

_ XtXwt+VeYw ; o YexXw— Xt Yw
Ccoso = et sina = 227958
KO +y@) KOG +y3)

3)=1)

Maintenant, on suppose que CJ, est périodique : Il existe un vecteur entier positif t’ tel que
pour tout vecteur w de Z2, et pour tout entier k de Z, C.(w) = C.(w + kt’). Ainsi, si w est
choisi d'une facon telle que C/,(w) ne soit pas un trou, pour tout entier k € Z, il existe au moins
un vecteur v, de Z? qui est un antécédent de w + kt, c'est-a-dire tel que [ra](vk) = w + kt.

Considérons le vecteur wy = ro(Vky1) — ra(vo). Du fait des propriétés de I'opérateur d'ar-
rondi, nous avons ||wy — kt'|| < 4. Ainsi, la distance entre t’ et le groupe r4(Z?) est nécessai-
rement plus petite que 4/k. Cela est vrai pour tout entier k de Z. Donc, nous déduisons que
t’ appartient a ra(ZQ). Finalement comme nous |'avons fait dans le cas périodique de Cg, nous
en concluons que I'angle a est pythagoricien.
c.q.f.d.

3.1.3 quasipériodicité

On définit Lo comme étant {|v' —v]||v,Vv' € G}

Proposition 3.1 Si inf(L,) = 0, alors pour tout € > 0, il existe un vecteur e. de G, tel que
0 < |lec|] < €, et Go contient le groupe Zec + Ze, avec €. = ryp(€c). De plus, Gy, est infini,
seulement dans les cas o ot o n’est pas pythagoricien.

Démonstration :

Le seul fait non trivial c'est que a n'est pas pythagoricien. Supposons que a soit pytha-
goricien. Alors, il existe un triple (aq, ba, Ca) pour lequel on peut poser cosa = an/cy €t
sina = by/cq. On considére les coordonnées horizontales et verticales, et cela nous conduit au
fait G4 est inclus dans Zéi + Zéj. Ceci contredit notre hypothese !
c.q.f.d.

Théoréme 3.2 Pour tout angle oc € [0... /4], la configuration C,, est quasipériodique; il en en a
va de méme pour la configuration C.,.

Démonstration :

Si o est pythagoricien alors du fait du Théorémel[3.1, le résultat est naturellement vrai pour
Cq et Cl,, puisqu’elles sont toutes deux périodiques.

Dorénavant, on se focalise sur le cas oll o n'est pas pythagoricien.

Pour C,

Soit m un motif de la configuration C,, qui apparait en position vg, et F,, est le cadre
rectangulaire qui lui est associé.

Nous allons prouver qu'il existe un vecteur s tel que pour tout vecteur v de Z2, la fenétre
de taille s centrée en v contient un vecteur v’ tel que {ro }(v') appartient a Fn,. (Ce qui est
juste une expression formelle de la quasipériodicité)

On définit un réel positif € et on considére I'ensemble des points

Se=[-1...12 ~ (Ze. + Ze)
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(on réemploie les notations de la Proposition [3.1)).

Remarquons que pour tout vecteur w’ qui appartient a la cellule situé a I'origine ,I’ensemble
{w’} + S¢ a une intersection non vide avec tout carré de coté supérieur 2¢, inclus dans la cellule
de discrétisation de 0.

Pour € suffisamment petit, I'ensemble {ry}(v) + Sc a une intersection non vide avec le cadre
rectangulaire F,.

Or, S, est un sous-ensemble fini de G, ; et donc tous les éléments w de S, peuvent facilement
s'écrire comme une combinaison linéaire des éléments générateurs du groupe :

W = ayi + byj + Guia + dwia

Or, puisque S, est fini, cela nous conduit a I'existence d’'une constante positive K¢, telle que
pour tout w € G, on puisse avoir |ay| < Ke, |bw| < Ke, |cw] < Ke and |dw| < Ke.

On note wgp un élément de G, tel que {ro}(v) + wg appartient a /.

On considere ensuite la fenétre centrée en v et de taille (2K¢, 2K¢). L'élément v/ = v +
aw, i+ bw,j est dans cette fenétre et {ro }(V') = {ra}(v) +{wo} = {ra}(v) +wq. Donc {ry} (V')
appartient a /. Ceci qui est exactement le résultat attendu!

Pour C),

Soit m un motif qui apparait dans C/, a I'emplacement wq et //, le cadre qui lui correspond.
Nous devons prouver qu'il existe un vecteur s’ dénotant une taille, telle que pour tout vecteur
w € Z?, et toute fenétre de taille s’ centrée en w, la fenétre considérée contient un vecteur de
re(v') tel que {ra}(v') appartient a /.

En utilisant le méme argument, que celui employé pour C,, on observe de maniére similaire
qu'il existe un vecteur s dénotant une taille tel que, pour tout vecteur vof Z2, la fenétre de
taille s centrée en v contient un vecteur v’ tel que {ry}(v') est un élément de /.

Si s’ est suffisamment grand (Par exemple s’ = 2s), alors n'importe quelle fenétre de taille
s’, contient I'image par r, de la fenétre de taille s. Et du fait du Théoréme[2.2, cela nous fournit
le résultat attendu.
c.q.f.d.

3.2 Etude de la frequence des motifs

Avec Valérie BERTHE, nous avons étudié la fréquence des motifs qui apparaissent dans les
configurations C4 et C.,. Ce résultat est paru dans, les actes de la conférence WORDS 2005,
[P-ACI2] — les preuves ont été ici un peu étendues.

Pourquoi étudier la densité des symboles et des motifs? D'aprés les motivations exposées
en Section [0.3.4, on souhaite étudier des algorithmes incrémentaux qui réalisent des rotations
sur automates cellulaires. Or, comme déja mentionné, cela implique I'existence de régles locales
qui régissent le passage d'un motif a un autre. Ces régles peuvent étre interprétées comme des
substitutions locales d'un motif par un autre; et le fait de connaitre la variation de la densité
des symboles au cours des différentes phases du processus de rotation peut nous conduire a des
constatations de la forme : “p symboles de tel type disparaissent, quand g symboles de tel type
apparaissent” ; ou encore “p symboles de tel type disparaissent, quand g symboles de tel type
apparaissent, cette activité étant modulée par la présence de tel autre symbole”. Cette étude
devrait a long terme permettre de remarquer la corrélation entre certains types de symboles, et
de rechercher des régles de réécriture pour celles-ci. Ces régles seraient autant d'indices dans
I'élaboration de régles de transitions pour automates cellulaires.
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Davantage de temps eut été nécessaire pour mener cette approche jusqu'a son terme. Nous nous
sommes arrétés a une description de la densité des symboles pour C,, et pour C.,. Pour continuer
plus loin, il faut aussi établir la liste de toutes les relations entre les formules de fréquence, et
observer s'il se dégage de cet ensemble des lois remarquables.

En pratique, pour I'étude de la densité des motifs, on va distinguer deux cas en fonction du fait
que I'angle o est un angle pythagoricien ou non; autrement dit, en fonction ou non de la densité
de G, I'orbite de 0 sous la Z? -action, dans T?.

3.2.1 Fréquence des motifs dans C,

La fréquence d'un symbole p € Q dans une configuration C € QZz est définie par la limite
suivante ( dans la mesure ou celle-ci existe ) :

. #{veZ? x,y,€{—n,---, n}and C(v) = p}
nc(p) = lim (2n+ 1) :

On définit S, x(n) comme étant le nombre d'éléments de la suite {u,}nen qui appartiennent a

n
X. Ceci se réécrit S, x(n) = Z 1x(up)
i=1

3.2.1a Le cas non-pythagoricien

Définition 3.5 (Equirépation) Une suite d'éléments {up},en est dite équirépartie dans un espace

mesurable (E, u) si, pour tout sous-ensemble de X € E, on a Iirp ESU,X(n) — u(X).
n——+aoo

Le théoreme qui suit est issu de certains exemples d’application du critére de WEeyL dans I'ou-
vrage de Gérard Rauzy[RAU76].
Un ensemble de d réels vy, ..., vq seront dits Z-indépendants si et seulement s'il n’existe pas

W E Zd\{ﬁ} tels que wv = K ol K est un entier. Autrement dit les vy sont Z-indépendants si et
d

seulement si pour tout vecteur w, |'existence d'un K € N tel que Z nev = K, implique que tous
k=1
les w; soient nuls.
En pratique, les angles tels que les cos(a) et sin(a) soient Z-indépendants sont tous les angles
sauf les angles quadratiques.

Théoréme 3.3 (Gérard Rauzy,[RAU76]) Soit une suite u, = {nv + v'}, qui correspond a I'en-
semble des translatés par nv d'un point v' sur le tore de dimension d, T? pour n € N Dans ce
cas, la suite (up)nen €St equirépartie, si et seulement si, les coordonnées du vecteursv : v, ..., Vg
forment un ensemble Z-indépendant sur T.

Proposition 3.2 Soit a un réel correspondant a un angle non pythagoricien. A chaque symbole
p e 2% la fréquence qui lui est associée Nc,(p) existe; elle est égale a la taille du cadre F,, ( défini
selon le Théoreme|2.1 ).
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Fig. 3.1 — Graphe récapitulatif de la fréquencm en fonction de I'angle pour chacun des symboles
de la configuration C., dans le cas ou a est angle non pythagoricien. Dans le cas triple pythagori-
cien, les valeurs sont sensiblement différentes de celles représentées sur ces courbes. Les grandes
divisions noires correspondent aux instants ou les fonctions décrivent la répartition des symboles
changent algébriquement, (voir Figure(3.2). La position de ces lignes peut étre calculée en étudiant
le mouvement des coupures entre les parties dans la partition symbolique associée a C.,. Au niveau
des couleurs des courbes celle-ci sont trés nombreuses et leur superposition courante. Il est plus
simple de se référer a la description algébrique pour identifier la courbe.
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3.2.1b Le cas pythagoricien

Si a est un angle pythagoricien, le groupe G, n'est pas dense sur T? : cependant, G, est un
groupe fini et cyclique, d’ordre c ot ¢ est le plus grand des éléments du triplet pythagoricien premier
a, b, ¢). Pour ce dernier point, on pourra consulter la Proposition (5.4, On pose o = arg(a + ib).

Proposition 3.3 Soit a € [0, ...m/4[ un angle pythagoricien, c est I'ordre du groupe Gy .
Soit nc,(p) la fréquence du symbole p dans Cq, nc,(p) Vérifie

Vp € Qa.Nc, (p) = @
Démonstration :

La configuration est totalement périodique, littéralement cela signifie qu'elle posséde deux
vecteurs de périodicité propres non alignés, la fréquence des symboles sur la configuration
coincide dans ce cas avec la fréquence des symboles sur une période.

Aussi puisque que G, est cyclique que iy et jo sont tous deux des générateurs du groupe
Go. Il suffit donc d'observer ce qu'il se passe sur un segment de ligne de longueur c. Il suffit
des lors d'observer ce qu'il se passe sur période, pour déduire la fréquence limite des symboles
dans les configurations. On obtient directement le résultat annoncé.
c.q.f.d.

Les configurations pythagoriciennes correspondent donc aux discontinuités de la fonction qui
donne la fréquence d'un symbole en fonction de I'angle.

3.2.2 Fréquence des motifs dans C),

On suppose dans cette section que o n’est pas un angle pythagoricien.

De maniére identique a I'étude menée pour Cq, on sait que I'orbite de 0 sous la Z?-action est
dense et équirépartie dans T2, en effet, la preuve est similaire, il s’agit encore d'un mouvement de
translation symétrique au cas que nous venons de traiter. En effet, ce qui est dit dans la section
2.4.4, on se base de maniére dans C.,, c'est exactement le symétrique de ce qui se passe dans Cy :
(T?,v +— v +iq, vV +jo) et d'un autre coté, on a (T2, v — v +i,v+j).

De cela, on déduit en corollaire des études que nous avons déja menées, que :

ne,(p) = >, n(p,p)u(fy),
pel?

ol Q&m] est I'ensemble des motifs de taille [2, 2] qui apparaissent dans C.,, n(p’, p) est la fonction
qui retourne le nombre d'occurrences du symbole p dans le motif p’ (de taille [2,2]), et ot u(Jpy)
indique I'aire du cadre J, associé au symbole p’ dans le Théoreme 2.2.

Note 3.2.2.1 En pratique, les calculs a réaliser pour connaitre toutes ces informations sont relati-
vement importants : pour chacun des 25 symboles p € Q4 , il va exister 40 motifs p' de taille [2, 2]
a analyser ; tout cela débouche sur pres de 360 inéquations qui devront étre analysées en discernant
une vingtaine de cases. Ceci a justifié I'écriture d’'un programme qui s'est chargé de I'analyse.

Les résultats issus de ce programme sont synthétisés dans un tableau récapitulatif en Figure

3.2.

Note 3.2.2.2 Afin d’'étre sir de rencontrer tous les types de configurations possibles, on a ob-
servé l'apparence de la substitution obtenue pour tous les angles charniéres et tous les angles
pythagoriciens de rayon inférieur a 3.
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3.2. Etude de la fréquence des motifs

[0...arctan(v/2/4)] 2 cos(a)sin(a) — 2cos(a) — 2sin(a) +2 | 2cos(a)sin(a) — 2cos(a) — 2sin(a) +2 | —(cos(a))* — cos(a vm:; )+ MSmA @) +sin(a) - 1
[arctan(v/2/4).. arctan(1/2)] || 2cos(a)sin(a) — 2cos(a) — 2sin(a) +2 | 2cos(a)sin(a) — 2cos(a) — 2sin(a) +2 | —(cos(a))* + 2 cos(a)sin(a) + cos(a) — 2sin(a)
[arctan(1/2)..7/6] 2cos(a)sin(a) — 2cos(a) — 2sin(a) +2 | 2cos(a)sin(a) — 2 cos(e) — 2sin(a) 42 0

[r/6.. arctan(3/4)] 2cos(a)sin(a V 2cos(a) — 2sin(a) + —2cos(a)sin(a V +1 0

[arctan(3/4)..7/4] 2cos(a)sin(a) — 2cos(a) — 2sin(e) + —2cos(a)sin(a) + 1 0

[0.. arctan(v/2/4)] ?SEVV - MSVA ) +1 —2(sin(a))* - MSmA vm:; )+ SMA /) + 3sin(a) — 3cos(a)sin(a) — cos(a) — 3sin(a) + 1
[arctan(v/2/4).. arctan(1/2)] (cos(a))? = 2cos(a) +1 —2(sin(a))? - 2 cos(a)sin(a) + cos(a) + 3sin(a) - 0

[arctan(1/2)..7/6] 2cos(a)sin(a) — cos(a) — 2sin(a) + 1 | ~2(sin(a))® - 2 cos(a)sin(a) + cos(a) + 3sin(a) — 0

[r/6..arctan(3/4)] 0 o 0

[arctan(3/4)..7/4] 2(cos(a))? — cos(a)sin(a) — 3 cos(a) + sin(a) + 1

0]

K

%%%%

0% K

[0.. arctan(v2/4)]
[arctan(v/2/4).. arctan(1/2)]
[arctan(1/2)..7/6]
[r/6..arctan(3/4)]
[arctan(3/4)..7/4]

-3 cos(a)sin(a) + cos(a) + 3sin(a) —
n(a) + 3cos(a) — sin(a) — 1
A )+ 3cos(a) —sin(a) — 1

—2(cos(a))? + cos(a)si
~2(cos())? + cos(a)si

o O

(cos(a))? = 2cos(a)si
ASmA ))? = 2cos(a) + 1

n() — cos(a) + 2sin(a)

—(cos(a vv + cos(a)sin(a) + cos(a) —sin(a) | —2(si

Lo o o

. Kmﬁm 31 4 U4 ) X i
[0...arctan(v/2/4)] 0 ~(cos(a))®  cos(ax v A )+ comA ) +sin(a) - 0 4(sin(a))? - 4sin(a) + 1
[arctan(v/2/4).. arctan(1/2)] 0 ~(cos(a))? — cos(a)sin(a) + 2cos(a) + sin(a) — 0 4(sin(a))? - 4sin(a) + 1
[arctan(1/2)..7/6] 0 ~(cos(a))? — cos(c)sin(a) +2cos(a) + sin(a) — 0 4(sin(a))? - 4sin(a) + 1
[r/6.. arctan(3/4)] ~2cos(a)sin(a) + cos(a) + 2sin(a) =1 | —(cos(a)) + cos(a)sin(a) + cos(a) —sin(a) | 4(sin(a))? — 4sin(a) + 1 0
[arctan(3/4)..7/4] —2cos()sin(a) + cos(a) + 2sin(a) — 1 —(cos(a))* + cos(a)sin(a) + cos(a) - sin(a) 4(sin(a))* - 4sin(a) + 1 0

(p). Pour chaque symbole p

I?’]&

!/
e
qui apparait dans C., en fonction de la valeur de o, on donne I'aire du cadre correspondant ce qui

Fig. 3.2 — Tableau décrivant la fréquence des symboles dans

correspond directement a la fréquence des motifs observés. Cas par cas la formule donnant I'aire

du cadre associé au symbole. En pratique, pour obtenir ce tableau, on a synthétisé les résultats

concernant I'aire de chacun des motifs dans Cj ,




72 Chapitre 3. Propriétés dynamiques des configurations de rotations

3.3 Conclusions du chapitre

La quasipériodicité et la densité sont deux résultats qui sont liés au fait que les isométries de
morceaux par morceaux ont de trés bonnes propriétés métriques. Ils correspondent a des généralisa-
tions de ce qui se fait habituellement en dynamique symbolique. L'étude de la variation de fréquence
des motifs donne des contraintes sur les régles d'algorithmiques locales qui sont employables dans
la conception d'algorithmes de rotations discrétes randomisés.
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Dans les sections qui vont suivre, on attaque un sous-probléme induit par I'étude des configu-
rations : on aimerait savoir quels sont les moyens de prouver que les configurations que nous avons
obtenues sont fréguemment autosimilaires, et autant que faire se puisse, on souhaite étre capable
d’exhiber les substitutions planaires associées. Plus généralement, on aimerait savoir s'il existe des
méthodes qui permettent d’extraire de substitutions bidimensionnelles automatiquement a partir
de I'observation de morceaux de configurations — on cherche des "data-driven algorithms". Il s'agit
donc de partir a la recherche des signatures des processus substitutifs.

Pour les algorithmes guidés par les données, autant que possible, aprés avoir inféré la substi-
tution, on souhaiterait disposer des éléments théoriques qui permettent de prouver la validité de
la regle de substitution proposée par la méthode... Il s'agit d'un point plus délicat, et autant que
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possible quand nous préciserons un procédé, on tentera de faire le liens entre ce qu'on observe et
les fondements de la méthode.

Comme en témoigne la Figure[4.1] la configuration Cr/4 @ une structure autosimilaire apparente
remarquable. Cette configuration est nettement plus simple que les autres du fait que cos(a) =
sin(a), elle sert d’exemple principal au travers de ce micro-panorama de méthodes pour la mise en
évidence de phénoménes autosimilaires en dimension 2.

On part donc en excursion au pays des substitutions planaires. Cela nous permet de découvrir
progressivement la nature des phénomenes causant I'autosimilarité de la configuration Cy 4, et cela
nous nous donne les clefs pour comprendre plus en détails les phénoménes d'autosimilarité observés
dans des configurations.

=HEt=HE=EHET
u|sjjen]jn]in]jus]is]j=s
OO 0FTadI 001
o=plajcajajo=al
uljsjjspuljsru]|s] g N L
UninEoinodHnoioiat M I‘
u]jan]ju]jun]jn]jnreye]]
r.ll.|-|.ll.-||-l.l-|| ﬁ
s]F =] [=][==][=][=+
OO OO 00
a) b)

Fig. 4.1 — La premiere figure montre le premier quadrant de la configuration Cy /4 avec un codage
couleur usuel. La figure du milieu représente la partition symbolique associée a m/4. La derniére
image est une version dézoomée et retouchée de la configuration, le but était de mettre en évidence
sa structure autosimilaire. J'ai rempli de couleurs différentes les zones "connexes" de I'image (en
ayant au préalable reconverti I'image en noir et blanc)

Note 4.0.0.3 C; /4 n'est pas la seule configuration a étre dotée d’une structure autosimilaire.
L'autosimilarité y est cependant est la plus facilement observable. (Du fait du relativement faible
nombre de couleurs intervenant). En fait, les configurations associées a m/6 et plus généralement
toutes les configurations des angles charniéres, et les configurations non périodiques ou le cosinus
et le sinus ne sont pas indépendants sur le tor@ , sont associés a des angles dont les cosinus,
et les sinus admettent le développement en fractions continues est périodique, ce qui, a priori, va
nous conduire a de I'autosimilarité, d'autant plus que les deux développements appartiennent a la
méme extension quadratique.

Partons a la quéte des explications de cette autosimilarité !

Dans ce chapitre, aprés des rappels sur |'essentiel de ce qu'il faut savoir en ce qui concerne
les substitutions, sont abordées trois études des phénomenes d'autosimilarité qui contribueront aux
remarques communes qui viennent a la fin de ce chapitre.

— la premiére méthode est plutét “ad hoc” et elle a été obtenue par tdtonnement en observant
des séquences de premiers retours — il s'agit d'un résultat purement expérimental, aucune
preuve n'est donné de ce résultat; notre objectif était surtout de parler des difficultés qu’on
rencontre dans sa mise-en-ceuvre;

@ Formellement le cosinus et le sinus ne sont pas indépendants s'il existe x, y € Z tels que xcos(a) +ysin(a) =0
sur T (autrement dit, s'il existe x, y, k € Z tels que x cos(a) + y sin(a) = k)
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Fig. 4.2 — Représentation de C, pour I'angle charniére o ~ 1.14677 (sur le méme principe que (4.1

— la seconde méthode est partie d'une constatation purement algébrique et donne des résultats
précis sur la nature des phénoménes substitutifs qui supportent les configurations que nous
étudions — il s’agit d'un résultat essentiellement algébrique qui sert de préliminaires au dernier
cas étudié avec la méthode suivante;

— la troisieme méthode repose sur I'emploi de graphes de Rauzy bidimensionnels. Pour commen-
cer, nous par exposons leur théorie, puis nous procédons a des observations expérimentales.
Ces observations servent par la suite de guide pour décrire et prouver |'autosimilarité sous-
jacente : deux approches sont proposées : par multigraphe des fragments et par chaines de
systémes dynamiques induits. Les substitutions fournies par le modéle sont non triviales.

4.1 Rappels sur la théorie des substitutions

4.1.1 Théorie des substitutions

Une substitution correspond a I'application itérée d'un morphisme sur les mots. Celui-ci est défini
al'aide d'une application d'un alphabet Qg vers les mots de Q7 que I'on étend canoniquement sur les
mots. Quand les images de chaque lettre sont de longueur 1, on parle de morphisme lettre-a-lettre.
de définir des substitutions sur Q%. Dans ce document, on supposera toujours Qg = Q1.

Une substitution o sera généralement spécifiée explicitement en donnant I'image associée a
chacune des lettres de I'alphabet d’entrée. On se donnera donc une suite de régles de substitution
de la forme :

o — Wy i, pour tous les o € {a, 1, ..., p}
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Fig. 4.3 — Représentation de Cy s (sur le méme principe que 4.1 c) . Le but est de mettre en
évidence la structure autosimilaire de Cr/g.
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Si les images de toutes les lettres de @ ont la méme longueur k, alors la substitution est
k-automatique (voir [AS03], [SAL89]).

Le vecteur de Parikh dénote le nombre d’occurrences de chacun des états d'un alphabet dans
une configuration finie ou dans un mot fini, autant dire que c'est le mot dans sa version abelianisée.

La matrice de PARIKH renvoie pour chacun des mots apparaissant dans la régle associée a la
lettre cj, le nombre d’occurrences d'a; dans le mot image d'a;.

Une substitution est dite non effacante si € n’est I'image d’aucune lettre. En général, on suppose
aussi que les substitutions étudiées sont primitives. C'est-a-dire que leur matrice de PARIKH est
primitive : il doit exister une puissance de la matrice telle que tous les coefficients de la matrice
soient non nuls.

Un mot infini sera dit purement substitutif si et seulement s'il est le point fixe de substitutions
itérées , c'est-a-dire si et seulement s'il existe o de A dans A, et qu'il existe une lettre a € A, tels
que w = lim,_o 0"(a) ou I'on suppose que cette limite existe ( i.e. il existe une lettre o qui soit
préfixe de son image, i.e. : o(a) = aw ).

Un mot est dit substitutif, s'il est I'image par un morphisme h d'un mot purement substitutif
(i.e. qui est point fixe d'une substitutions).

Un mot est dit S-adique s'il peut étre obtenu par une composition infinie de substitutions qui
appartiennent a I'ensemble fini S (S est un alphabet de substitutions).

Voici dans le cas unidimensionnel, quelques grands résultats qui aident a mieux comprendre la
périodicité et la quasi-périodicité .

Théoréme 4.1 (HepLunp , [HM38]) Un mot w est périodique, si et seulement si, il existe un
k € N tel que I'ensemble des facteurs de longueur de k est un cardinal inférieur a k : #Lx(w) < k.

Pour les mots substitutifs on pourra utiliser un théoréme analogue :

Théoréme 4.2 (PansioT) Si w € AY est un mot substitutif alors la fonction de #L,(w) est
nécessairement de I'un des ordres suivants : O(1), O(n), O(log log n), O(log n), O(n?).

Des résultats analogues sont issus des travaux de Brigitte Mosst et de Fabien DuranbD. lls font
écho a I'idée de systémes dynamiques induits, et ils permettent de caractériser les cas ol I'on est
face a des mots substitutifs.

4.2 Substitutions ad hoc

A I'époque ol je me suis intéressé a ce premier type de substitutions (en D.E.A.), je n'ai pas
trouvé de liens entre la dynamique observée et les systémes décrits en[2.4] Il s'agit donc simplement
d’observations “expérimentales” ; et, dans cette section, nous certifierons juste avoir observé des
morceaux suffisamment grands de configurations pour étre convaincus que cette méthode donne
bien la méme configuration que celle que fournit /4, et étre confiants dans la validité du systéme
proposeé.

L'idée directrice pour reconstruire les configurations associées a /4 fut d'observer les mots de
retours qui apparaissent dans les lignes. Ainsi, par tdtonnement, on finit par découvrir une substi-
tution qui engendre la configuration. Cette méthode, fastidieuse, permit sur C;T/4 de conjecturer
une substitution unidimensionnelle. Grace a cette substitution, on a reconstruit des morceaux de
configurations suffisamment larges pour que I'on conjecture la substitution plausible.
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Par I'observation des mots de retour, on peut étre conduit a proposer la substitution dégé-
néré suivante, que nous décrivons sur un alphabet a quatre lettres :{a, b, 3, b} (voir Figure

4.4)

_ { aw abba 3w~ abba
90 =3 pbws bab bb— bab

w=0%(a)

Cette substitution se réécrit sur un alphabet a 6 lettres : {a, b, B, 3, b, B}. En employant les
substitutions suivantes, on observe que w est un mot substitutif :

a— aBa aw— aBa

01:{ B~ bab B~ bab
b— b b+ b

ar—a aw—a

oy =14 Bwbb B~ bb
b—b bbb

w =} 00¥(a)

L'application itérée de la substitution o7 conduit bien a un mot substitutif. Il existe une lettre
qui est préfixe ( de méme pour la notion de suffixe ) de son image, De plus, il existe une projection
par un morphisme lettre-a-lettre qui transforme la configuration issue du produit direct de ce mot
par lui-méme en une configuration dont on a pu expérimentalement vérifier qu’elle coincidait en
tout point avec CJ,. Le morphisme lettre-a-lettre impliqué dans la transformation est décrit en
figure[4.5.

Cette substitution est cependant insatisfaisante :

1. Elle a été trouvée par tatonnement, “de maniére ad hoc”; et nous n'avons abouti sur un

résultat concret que pour o = g :

2. C'est une substitution unidimensionnelle ; la configuration qu'on souhaite générer est bidi-
mensionnelle ; on aimerait en quelque sorte trouver des “piéces de puzzle” qui dirigent les
substitutions.

Note 4.2.0.1 // est en fait possible de transformer cette substitution en une substitution bidimen-
sionnelle. En calculant le produit semi-direct des mots sur la substitution : on obtient des régles
de la forme : (a; ® o) — (w; @ w/) a partir aj — w; et o — w/. Le produit direct de deux
lettres est un une lettre de 'alphabet Q1 x (>, et le produit direct de deux mots conduit a un
motif rectangulaire dont la largeur est celle de w; et la hauteur celle de wj, et dont les la lettre
en m, n est simplement le couple (w;(m), w!(n)). Ce type de substitution est souvent appelée une
substitution de Maes [MAE99]. Il s’agit d’une substitution dans laquelle chaque lettre se transforme
en un motif rectangulaire. Pour que ce type de substitution s'applique correctement, il faut que
toutes les lettres d’'une méme ligne (resp. colonne) se transforment en des rectangles de méme
hauteur (resp. largeur). On dispose ainsi d’un moyen d’appliquer la substitution qui respecte les
opérateurs de concaténation 2d.

Nous ne présentons pas ici les substitutions dans leur forme bidimensionnelle ; leur présentation
n’apporte aucune information utile. Le premier point a résoudre est avant tout de prouver la validité
de la substitution obtenue.

@au sens ol elle n'a pas le formalisme attendu : bb ne devrait pas &tre a gauche.



4.2. Substitutions ad hoc

79

dabdabcdabdabcdbcdabd...

Fig. 4.4 — La configuration C;r/4 représentée par les fleches qui composent chaque symbole, et
dans laquelle on a mis en évidence par une teinte, les informations sur le nombre d'antécédents de
chaque cellule par la rotation discrétisée, sur laquelle on a mis en rapport avec le mot issu de la

substitution w = 0} 0 0¥(a)

Cette premiére expérience pour re-construire la configuration indique le degré de tatonnement
actuellement nécessaire extraire une substitution via une simple observation de la configuration.

I

a«<a d L
be b c o
aeC b &l
bed a &

a

ra
—a

x

P

r

e
b

o4

-
4

&

i
Ly

B

C

P

1
o4

ra
—a

x

d

Fig. 4.5 — Tableaux décrivant les morphismes lettre-a-lettre employés. Le morphisme a gauche est
juste un morphisme entre deux alphabets, le changement d'alphabet ici est juste d'une commodité.
Le morphisme de droite met en bijection les couples de lettres issus du produit direct entres les
deux mots substitutifs avec les symboles de la configuration.
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4.3 Rappels élémentaires sur les mots sturmiens et les mots de ro-
tations

Certains résultats constructifs qui relient les fractions continues, les mots sturmiens et les mots
de rotations.

4.3.1 Les mots sturmiens

Note 4.3.1.1 /I existe de trés nombreux liens entre les fractions continues et les mots sturmiens,
et il faudrait un plein ouvrage pour traiter de tous ces liens.
Le lecteur est vivement invité a consulter I'annexelA.

D’aprés le Théoreme 4.1, tout mot pour lequel il existe un n tel que #L,(w) < n est un mot
périodique. Les mots sturmiens sont les mots apériodiques dont la complexité est "minimale" pour
étre apériodique c'est-a-dire que ce sont les mots caractérisés par le fait que pour tout n ils ont
une complexité p(n) = #L,(w) =n+ 1.

La littérature relative aux mots sturmiens est abondante. Pour un survol récent des propriétés
de mots surmiens,se référer au chapitre VI de [FOGO02] (par Pierre ARNoUX) ou au chapitre sur les
mots sturmiens de [LOTO02] (par Jean BERSTEL et Patrice SEEBOLD ) . Les propriétés des droites
discrétes, des plans discrets, et des rotations discrétes sont étroitement reliées aux propriétés des
mots sturmiens.

Pour une pente o inférieure a 1 la droite discréte naive d'intercept 3, est décrite par I'ensemble
des point (x, y) de Z? vérifiant I'équation suivante : y = |ax + 3] .

Cela correspond une droite naive : en chaque abscisse un seul point, la droite est 8 connexe et
non 4-connexe.

Théoréme 4.3 (Morse-HebLunp, [HM40a]) Un mot w € {0, 1}* est de complexité n+ 1, si et
seulement si, il résulte du codage d’un systeme dynamique, associé a une translation d’une quantité
irrationnelle sur le tore unidimensionnel :

JaeR\Q,BeR|w(i) =1« {na+L}e[0..of

ou
Ja e R\Q,B e Rlw(i) = 1 & {na + B} €]0...a]

Tout mot sturmien est caractérisé par deux valeurs réelles positives et un booléen : un angle o,
un intercept p, ainsi qu'une orientation.
4.3.1a Propriétés de base des mots Sturmiens

Un morphisme sturmien est une morphisme sur les mots infinis qui transforme un mot sturmien
en un nouveau mot sturmien.

Théoréme 4.4 (Jean BERSTEL et Patrice SEEBOLD) labelthm :berstelseebold Les morphismes stur-
miens sont engendrés par les trois morphisme@ sturmiens suivant :

a — b a — ab - a — ba
S DS IR B A I 8 B s

() Ces substitutions sont canoniquement étendus sur les mots comme étant des morphismes pour la concaténation.
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4.3.2 Mots convergents vers les mots sturmiens

Comme on s'intéresse aux rationnels convergents qui approximent un nombre, on peut s'inté-
resser aux mots finis qui forment les approximations progressives d'un mot sturmien, c'est a dire
aux mots qui correspondent aux mots mécaniques de pente rationnelle, ou plutdt a leur période.

On peut commencer par définir les quatre morphismes suivant : ggg = ¢po E, 010 = E© q~5

oo1=¢oE, 011=E0c¢
Le développement d’OSTROWSKI assocCié :

X = Zﬁ,‘+1€,‘, avec B; compris entre 0 et a;

ol €; est I'erreur induite par le i-éme convergent de o tel que défini en annexelA.
On peut montrer que la développement d’OsTRowsKI est ultimement périodique si et seulement

six € Qo).

Théoréme 4.5 (Valérie BErTHE,Charles HotToN,Luca Q. ZamBoni, [BHZ]) Une séquence sturmienne
de pente o et d'intercept x est primitive substitutive si et seulement si o est un nombre quadratique
irrationel et si x € Q(a).

Ce théoreme découle en fait de

Théoréme 4.6 (Valérie BERTHE,Charles HoLToN,Luca Q. ZamBonNi, [BHZ]) Tout séquence stur-
mienne admet une représentation S-adique sous la forme :

— TG dai (&) az c3 as Ca ag
w=T OUO,OOT oalvloT OUO,OOT °07 ...

ou T est le décalage classique sur les mots.
De plus la suite {aj}ien correspond au développement en fractions continues de w, la suite
{ci}ien correspond au développement d'OsTrowskI de I'intercept du mot sturmien.

Pour comprendre ce résultat, il faut observer les mots périodiques d’'intercepts donnés qui
forment les convergents du mot sturmien étudié.

Toute pente rationnelle n'est capable d'étre réalisée par le biais d'un mot sturmien pour un
nombre fini d'intercepts qui dépend de la pente elle-méme.

4.3.3 Les mots de rotations

Du fait de I'existence de liens avec les fractions continues, les cas sturmien est le plus connu.

Ceci dit, il existe une classe plus générale de systémes dynamiques liés a une partition symbolique
binaire et des translations sur le tore.

De de nombreux efforts ont été menés pour généraliser le savoir dont on dispose sur les fractions
continues. La forme générale de ces systémes dynamiques symboliques est alors :

{na+ B} e[0..v][, avec a,B,v€ [0, 1]

Pascal ALEssAaNDRI, dans [ALE96] a réalisé une premiére analyse de la complexité des mots
de rotation. Plus tard, Boris Abamczewski [ADA02] a fourni des résultats constructifs qui relient
entre systéme S-adique avec un développement type fractions continues généralisées. Grace a
I"algorithme proposé par Boris ADAMczEWSKI , on peut donc retrouver le développement S-adique
associé a un mot de rotation.
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4.4 Décomposition de configurations et substitutions entremélées

Dans cette section, on présente un résultat formel qui connecte les configurations de rotations
obtenues pour des angles quadratiques a des processus substitutifs. On va mettre en évidence
I'existence d'une décomposition des configurations C, en des configurations simplifiées. Ces confi-
gurations se construisent par produit direct et par superpositions a partir de mots substitutifs.

En partant de la description algébrique des configurations, on décompose les configurations C,
en un nombre fini de configurations dont les caractéristiques dynamiques sont plus simples. Puis
dans les propositions suivantes, on démontre que les configurations simplifiées peuvent s’obtenir a
partir du produit direct de mot issus de la superposition de mots trés particuliers : En analysant
leur dynamique, on identifie des mots rotations. Et dans le cas de 7/4, on se ramenera méme a des
mots sturmiens. Les liens entre les paramétres des mots sturmiens et les fractions continues étant
bien connus, on peut alors montrer que les mots sont issus de mots substitutifs. Ces résultats,
en un certain sens, corroborent le fait que la configuration semble étre substitutive. Davantage
d'éléments cependant sont nécéssaires pour obtenir une démonstration compléte de |'existence de
substitutions planaires.

Note 4.4.0.1 Nous travaillerons avec des nombres complexes, plutét qu’avec des vecteurs, car
nous avons besoin des opérations de multiplication et de division usuellement employées entre
nombres complexes.

4.4.1 Les configurations simplifiées

Tout au long de cette section, on supposera que o est un angle quadratique. Pour rappel,
le vecteur d’'entrelacement associé a un angle quadratique o est le vecteur (p, q) € 72 tel que
(p + q/')e""‘ ait une composante entiére. On le note Z; ce vecteur d'entrelacement; le lien avec
I'angle o employé étant alors implicite.

Pour tout zys € Z[i]/(z/Z[i]), on peut de plus définir des configurations simplifiées de la forme :

Da,ZM(Z) = Ca(Z/Z + ZM)

Une configuration Dq 7, correspond ainsi a une configuration extraite périodiquement a partir
de Cq. On extrait en fait les points appartenant a z/Z[i] + zp.
Puisque la configuration C, est associée au systéme dynamique symbolique multidimensionnel :

(']1‘2,2 >z 4 €% 7 7z 4 i, loe)

pour tout zy € Z[i]/(z/Z[i]), les configurations Dy, sont par voies de conséquence associées au
systéme dynamique suivant :

Tp=(T? z— z+2z€% 2z z+ize® Iy)
Sa définition ne dépend pas de z. Or, du fait de la définition de D, 2,,, on peut redéfinir Cy ainsi :
Vz € Z|i], Ca(z) = Da,z,(zr) avec zy € Z[i]/(z/Z]1]) et zr € Z][I] tels que z = zjzr + zim
Note 4.4.1.1 Discutons rapidement du nombre des configurations Dy, ,,, c'est-a-dire du nombre

N = #(Z[i]/(z/Z[1])). En pratique, avec z; = p + qi. Si on pose ¢ = p?> + q°. Ceci nous améne a
retrouver N = c éléments.
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4.4.2 Factorisation des configurations

Les configurations Dy, sont maintenant décomposées en produits directs de deux mots : cela
réduit le probleme de description d'un objet bidimensionnel au probleme de la description de deux
mots.

Pour ce faire, on commence par préciser les systémes dynamiques associés aux configurations
D4 7, On s'intéresse en particulier a I'orbite de zy, dans ces systémes; c’est-a-dire aux points de
Z[i]Z/ + Zpm.

Pour un angle quadratique, on a soit {R(z,e'®)} = {(p+ q,)e’*} = 0 et {I(iz}e’*)} = 0; soit
ona {3(ze®)}={(p+q)e®}=0et {R(izje*)} =0.

Or, par définition Iy(z) = ¢a(fc,(R(2)), fc,(3(2))), ce qui nous permet de nous amener au
résultat escompté :

Soit Wp a.zp.z+ l€ mot dont la n-ieme lettre est fc (nzo + z1).

Proposition 4.1 Soit o un angle quadratique de vecteur d’entrelacement z;, alors pour tout zy, €
Z[/]/(Z/Z[/]) , ona Da,z/efa,zM = ¢a(WD,a,z/eia,§fE(zM) ® WD,a,iz/e’O‘,%(zM))'

Démonstration :

Cela se déduit directement des remarques précédentes :

En effet, reprenons notre argumentation : par définition, on a Dy ,,(z) vaut Co(z/z + zum)
oll z; est le vecteur d’entralecement associé a a. Or, C, est associé a un sytéme dynamique
symbolique. Cela qui implique que : Dqg.2,(z) = Io({(z1z + zm)e'=}). Du fait de la définition
de I, nous en venons a réécrire cette derniére expression :

Da,2,(2) = dc, (fe. (R (212 + zm) €™ D), fe. (SH{(z1z + zm)€™})))

Si on utilise alors le fait que a est angle quadratique, on est alors dans un de ces deux
cas : soit {R(ze'*)} =0 et {S(izie’*)} =0, soit {I(z,e'*)} =0 et {R(iz;e’*)} =0 (Sans
perte de généralité on choisit le dernier cas). Alors du fait que z = R(z) + iS(z), I'expression
R({(z1z + zm)€e«}) devient : R{L(R(2)(z1€'*) +(2)(iz€'*) + zpme'™)}), ce qui naturellement
vaut R({(R(2)(z/€'®) + zpme'®)}), en rajoutant quelques simplifications, tout ceci nous conduit
amene finalement a :

Doz, (2) = dc, (fe, {R(2)(z1€") + R(zme™)}), fe, {S(2)(z1€) + S(zme™)}))

(
On peut ensuite identifier fc, ({R(2)(z/€'*) + R(zpe'=)}) a travers les définitions des mots

WD’O"((Z/)ei"‘),?R(ZMGiO‘)(%(Z))v et fe, {S(2)(z€=) + %(ZMeia)}) avec WD,a,(Z/e‘D‘),ZM(%(Z))
Cela nous conduit a poser :
T WHazy = WD,a,(z/eia),éR(zMeia)(%(Z))
~ Wva,zy = WD qa,(zela) S(zyeie) S(z
Nous avons alors :

~

Da,zM(Z) = ¢((WH,Q,ZM(§R(Z)' WV,O(,ZM(%(Z)))

Souvenons-nous que wy®wy, désigne la configuration issue du produit direct des deux mots
wy et wy/, voir|l.2]; en réexprimant le précédent résultat dans le formalisme des configurations,
nous obtenons le résultat annoncé :

Do,z = ¢ 0 (W @ wy)

c.q.f.d.
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4.4.3 Deécomposition des mots en mots de rotations

Par définition, voir(4.3.3| un mot de rotation WroT o8,y €st le codage d'orbites de la forme :
lna+pBfe[l—v1,neZ

Nous montrons maintenant que les mots wp 4 ., Sont images par des morphismes lettre-a-
lettre de superpositions de mots de rotations. Ces mots de rotations sont en fait les mots carac-
téristiques de I'apparition de chacun des symboles dans wp .,z 2. Nous exploitons ici I'idée que
derriere les mots Wp 4,z,. Il y a une dynamique qui correspond a une translation sur un tore.

Proposition 4.2 Soit wy a wy des mots sur {0, 1} tels que

w; = WROT,(nZ/)e’O‘,(nZ/+ZM)e’°‘,C,'+1—C,’ avec C; € Ka’3

Il existe un morphisme h de {0, 1}° vers {0, ..., 5}, étendu sur les mots, tel que

wp.a(Q, 21, 2pm) = h(wo, wi, wa, ws, wa)

Démonstration :

Par définition, pour tout / € {0,1,2,3,4}, ona wp q,z,7,(x) = i si et seulement si fc, ({na+
B}) = i, c'est a dire si et seulement si {na + B} € [ci, ¢ci+1[- On se trouve donc sur une
expression de la forme : {na + B — ¢;} € [0, ¢i+1 — ¢;[. Par identification, cela correspond au
mot de rotation : WROT a6 ¢ cis1—ci-
c.q.f.d.

Note 4.4.3.1 S'intéresser aux mots caractéristiques de chacune des lettres est un choix arbitraire.
Il'n’y a pas une unique fagon de redéfinir Wp .z, z, @ partir de de mots de rotations.

Dans le cadre de notre étude spécifique du cas de la configuration /4, on choisira d'étudier
les mots caractériques de deux intervalles Iy = [0, 1 —~/2/2[ et lo1 = [0,~/2,2[. (Ce qui présente
I'intérét de nous amener a toujours étudier des intervalles avec lesquels on peut établir le lien avec
les mots sturmiens). On aura donc : wo = 1({zme'®} + R({zme'®}) + 3) Voir Figurel4.7.

4.4.4 Spécification des mots sturmiens impliqués dans le cas de 7/4

En exploitant les résultats des paragraphes précédents, nous précisons les caractéristiques des
mots de rotation employés. Les cas de /4 est particulierement simple, car sa partition symbolique
ne contient que neuf zones.

Pour la configuration Dg, on trouve :

— Dxa, est le produit direct de deux mots, dans ce cas il s'agit méme d’'un carreé :

Dx/an = Ga(Wp x/a,0 ® Wp x/a0)
— Ce mot est la superposition de deux mots de rotation :
WDm/40 = Wrot 1va5,3,2 X WroT|v25. 112
et pour la configuration Dy, on trouve :
— Dxya,0 est le produit direct de deux mots, dans ce cas il s'agit méme d'un carreé :

Drja1 = ¢a(Wp,r/a,1 @ Wp 1ja,1)
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545405454050545405454050540505454054540505454054540505405054 . . .
101011010111101011010111101111010110101111010110101111011110. ..
111101111010111101111010110101111011110101111011110101101011.. ..

(a) Sur la premiere ligne, le mot Dy/a0. Sur la seconde et |a troisiéme ligne, se trouvent les mots correspondant aux
lettres impaires des mots sturmiens. Wp m/an/a-1} le premier mot est caractéristique des zones {0, 1, 5} et le second
est caractéristique des zones {5, 3,4} , sachant que dans le cadre de /4 la zone 1 et la zone 3 sont vides. Ainsi si les
deux fonctions caractéristiques sont vraies alors on est dans la zone 5, dans les autres cas on est dans la zone 0 ou
dans la zone 4

050540505454050540505454054540505405054540505405054540545405. . .
010110101111010110101111011110101101011110101101011110111101.. ..
111101111010111101111010110101111011110101111011110101101011.. ..

(b) Sur la premiere ligne, le mot Dy/41. Sur la seconde et la troisieme ligne, on a les mots correspondant aux lettres

impaires des mots sturmiens. Wp /o114 L

Fig. 4.7 — Le processus de décompostition des mots qui engendrent les configurations Dy /4.0,Dx/a 1

— Ce mot est la superposition de deux mots de rotation :

WDm/a1 = Wrot 1y ¥221 2 X WroT 1va), V2t 12

Il reste a montrer que nous sommes bien confrontés a des mots substitutifs.

La premere possibilité consiste a s’appuyer sur le travail de [ADA02]. Il serait possible de trouver
directement, a partir des paramétres a, et <, une séquence S-adique conduisant au mot de
rotation qui correspond a ces parameétres. Pour certaines valeurs de ces paramétrs, nous pourrions
alors montrer que la séquence ainsi obtenue est substitutive.

La méthode de Boris ADAMCZEWSKI, certes trés générale, est cependant un peu plus complexe
a appliquer que certains résultats sur les mots sturmiens.

On remarque alors que on a :

- WROT,zﬁ§,§,§(') = WSTQ%;,%(Z)

B WROT,lx/ij,%,lf%(l) - WSTQ%S,%(_Z)
Weot vy ¥z 2 () = Weryag v (21)

WROTQ\/ES,%,lfg(I-) = Wsm%y,ﬁ;l(*z’-)

Dans le cas quadratique, comme nous |'avons signalé, il est possible de raisonner directement via
des mots sturmiens dont nous connaissons mieux la théorie (voir/4.3.1). En effet, dans le cadre des
angles quadratiques qui nous intéressent, le cosinus et le sinus appartiennent a la méme extension
quadratique Q[+/D] avec D € N.

Ainsi les différences entre les coupures (élément de K 3) vont appartenir a la méme extension
quadratique, et les mots étudiés correspondent en fait en une translation de k‘/k—? vis a vis d'un

intervalle de taille \/T?- Ceci revient ainsi a dire qu’on observe une lettre sur k dans le mot sturmien

VD
de pente & -

Plus généralement, dans |4.3.2| les auteurs donnent a partir de ces notions une construction
par substitutions itérées des mots sturmiens considérés. Ainsi, nous venons de donner un procédé
entierement constructif pour générer les configurations a partir d’opérations comme des substitu-
tions.

Note 4.4.4.1 En utilisant, ces résultats on reconstitue la configuration Cy 4. Si on fait varier les
parameétres qui nous ont permis d’obtenir la configuration, on tombe sur une variété de configura-
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tions autosimilaires.

Perspectives

Une des perspectives de cette étude serait de montrer que tous les mots de rotation qui contri-
buent a engendrer une méme configuration sont compatibles : Il est possible de réentrelacer et ainsi
d'obtenir des subsitutions qui a chaque motif défini sur un représentant de Z[i]/(zZ[i]) associerait
un pavé connexe et tourné selon Z; qui en soit I'image. Méme si toutes les valeurs impliquées
dans le probleme appartiennent a la méme extension quadratique, cette proposition n'est pas une
évidence.

4.5 Inférence de substitutions planaires via graphes de Rauzy

Cette section décrit les premiéres traits d'une méthode expérimentale qui retrouve danx certains
cas, un jeu de substitutions planaires qui engendrent une configuration.

Les détails et le champ d’application de la méthode ne sont pas a ce jour totalement clarifiés.
Cette méthode des résultats donne a priori des configurations de faible complexité. Elle semble
donc adaptée pour des configurations comme Cq, ol CJ,.

Une telle méthode est aussi étudiée en dimension 1, en particulier depuis le colloque PorgRoll 2005
ol nous avions commencé a rechercher avec Julien CASSAIGNE et d'autres doctorants les conditions
algorithmiques pour la reconstruction de substitutions en se s'appuyant sur |'observation de mots
substitutifs.

Cette section débute avec les définitions des graphes de Rauzy bidimensionnels, on fixe des
concepts nécessaires. En particulier, on présente le modéle de multigraphes des fragments. Celui-
ci peut étre vu comme un candidat pour la généralisation de la notion d'automates en dimension
supérieure. Ensuite, par le biais de ces outils, on procéde a des observations sur la configuration C,T/4
. Ces observations nous conduisent a conjecturer que Cw/4 peut étre engendrée par des substitutions
planaires.

En partant de la conjecture obtenue, et afin de la prouver, on généralise ensuite la notion
de systémes dynamiques induits. La preuve visée est similaire a celle effectuée enA.1.2 On ob-
tient ensuite de premiers résultats dans le sens de la démonstration. Ces éléments vont permettre
d’expliquer I'autosimilarité de la configuration.

4.5.1 Définitions de base concernant les graphes de Rauzy

Les définitions suivantes sont employées et illustrées dans la prochaine partie de cette méme
section.

4.5.1a Les graphes de Rauzy unidimensionnels

Soit w un mot infini. On note G,(w) le graphe de Rauzy de taille nissu d'un mot infini w — le
graphe de Rauzy G,(w) est défini comme un couple (V,(w), En(w)), ol I'ensemble des sommets V,
est constitué par I'ensemble des facteurs de taille n qui apparaissent dans le mot w, V,, = E[,,](W).
Pour mémoire, E[n](w) désigne I'ensemble des facteurs de taille n qui apparaissent dans w. Il y un
arc entre deux facteurs f et f’ de w, si f et f’ apparaissent successivement dans w. En d’autres
termes, on a Ejy = L[41]- Ainsi, on pos source(w) = wl"(0), destination(w) = wl"l(1).

@ Rappelons que la notation w!™ (x) désigne le motif de taille n qui apparait a la position x dans le mot w.
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Si un nceud n a un degré supérieur a 2, on dit qu'il s'agit d'un facteur spécial. Comme le dé-
montre Julien CassaiGNE [CAS94], les facteurs spéciaux fournissent un outil algébrique pour I'étude
de la complexité des configurations, mais aussi un élément déterminant dans la compréhension de
la théorie des graphes de Rauzy.

Le graphe de Rauzy apparait aussi comme une approximation par une projection continue de
la dynamique symbolique. Le mot infini w est normalement une orbite pour la dynamique du
shift : le fait de tronquer un mot a ces n premiéres lettres conduit a réaliser une approximation
continue avec la topologie usuelle sur les mots. Les bifurcations observées dans le graphe de Rauzy
sont susceptibles de nous révéler des propriétés intrinséques de celles que |'on observe dans la
dynamique globale ; Elles peuvent aussi a contrario indiquer simplement la facon dont la dynamique
se contorsionne quand elle est plongée dans un espace fini (I'ensemble des facteurs de taille n sur
un alphabet fini est lui-méme fini).

4.5.1b Les graphes de Rauzy bidimensionels

On définit le graphe de Rauzy bidimensionnel de taille [m, n] issu de la configuration C et
noté Gy, (C), comme un triplet (Vi 5(C), Ex [m.n](C). Ey,[m,n1): dans ce triplet, Ex 5 est un
sous-ensemble de /2 qui contient les arcs horizontaux, Ey,[n, » contient les arcs verticaux. Plus
précisément, il y un arc entre deux facteurs d’'une configuration s'il existe une position p telle que
(Clmnl(p) = £ et CIMPl(p+6) = £, avec § = (1,0) pour les arcs horizontaux and § = (0, 1) pour
les arcs verticaux. On remarque alors que pour I'ensemble des sommets on a V = E[m,n], pour les
arcs horizontaux Ex = Lyn,1,4), €t pour les arcs verticaux, Ey = Ly ny1)-

L'arité entrante horizontale dy;(m) d'un motif m est le cardinal du sous-ensemble de E, qui
contient les arcs qui ont pour cible m. On définit similairement un arité entrante verticale, et |'arité
entrante comme étant la somme des deux précédentes arités. Le vecteur d’arité entrante est le
vecteur qui contient I'arité entrante d'un nceud dans chaque dimension. L'arité entrante (resp.
sortante) est donc la norme L; du vecteur considéré; c'est-a-dire qu’elle correspond a I'arité du
nceud que nous considérons.

Un [m, n]-facteur est horizontalement spécial s'il a une arité horizontale supérieure a 2.

Un co-arc d'un arc e est un arc e’ caractérisé par le fait que €’ a la méme direction (horizon-
tale/verticale) que e, et qu'il partage soit la source, soit la cible de I'arc e.

Dans un graphe de Rauzy, nous dirons qu'un arc est spécial si et seulement s'il posséde un
co-arc.

Si une configuration est quasipériodique pour chacune de ses lignes et chacune de ses colonnes,
le graphe de Rauzy est structuré en une composante fortement connexe : a partir de tout point du
graphe, il existe un chemin qui permet d’atteindre n'importe quel autre point du graphe.

On définit un fragment comme étant une composante connexe maximale du graphe Gy, ;,(C)
privé de tous ses arcs spéciaux. Et puisque tous les arcs spéciaux ont été otés, les arcs qui demeurent
dans le graphe indiquent une relation de causalité entre les motifs.

Les fragments peuvent étre vus comme des morceaux de configurations C, ou plutét ils forment
un pavage de la configuration Cl™" Dans C, ils induisent un pavage avec superposition. Deux
[m, n]-fragments ne peuvent apparaitre accolés que s'ils concordent sur les contraintes qu'ils im-
posent a la configuration au niveau de leur bord : En effet dans CI™71 |es fragments réalisent un
pavage de la configuration. Vu que la présence horizontale successive de deux motifs implique une
concordance sur les [m — 1, n] premiers éléments du [m, n]-motif, I'existence d'un pavage dans
C[m,n] implique que les morceaux de configurations contraints par chaque fragment se superposent
sur zones de tailles [m—1,n —1].
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Fig. 4.8 — Exemple de graphe de Rauzy bidimensionnel issu de la configuration Cy /4 pour la taille
de facteur 19 x 19. Le graphe de RAuzy est le plus souvent assimilable localement leune variété de
dimension 2.
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Dans tout [m, n]-fragment, on assigne arbitrairement(®) un [m, n]-motif appartenant a ce frag-
ment , comme point d’appui du fragment. Par convention, quand cela est possible, on prendra
comme point d'appui le point le plus a gauche (d'abord) en bas (ensuite) du fragment.

Tous les arcs spéciaux qui relient une méme paire de fragments (m, n) forment un cété du
fragment.

Une [m, n]-fragment est une composante connexe du [m, n]- graphe de Rauzy ou tous les arcs
spéciaux ont été oOtés.

A chaque arc horizontal est associé I'action Tx : (x,y) — (x + 1,y), et le mouvement x, et
respectivement, a chaque arc vertical, nous associons I'action Ty : (x,y) — (x,y + 1). On note
hy le morphisme qui a un chemin sur le graphe de Rauzy, fait correspondre le vecteur associé au
déplacement induit par ce chemin.

Soit f et ' deux fragments qui partagent un coté, alors tout chemin définit sur £ u f’, qui
débute au point d'appui de f et qui finit au point d'appui de f’ et qui de plus ne passe qu'une seule
fois par un des arcs du coté entre f et f' sera appelé un déplacement entre f et f'. Notons que si
un des deux fragments est périodique, il existera une infinité de déplacements entre f et ’.

On définit une [m, n]-piéce de la configuration C extraite d'un fragment F du graphe de Rauzy
de taille [m, n], comme le sous-ensemble maximal P de Z? 4-connexe, dans lequel on a pour tout
peP, Clmnl(pyeF .

Si la [m, n]-piéce de la configuration C extraite d'un fragment F du graphe de Rauzy de taille
[m, n] contient un nombre infini de points de 72, alors le fragment associé sera dit périodique.

Note 4.5.1.1 Les piéces peuvent étre finies ou infinies. Une [m, n, c|-piéce est propre si elle est
différente de 7.2.

Proposition 4.3 Une configuration C est totalement périodique si et seulement s'il existe mg, ng €
N tels que pour tout m,n € N, le graphe G[m,n] € N ne posséde pas d’arcs spéciaux, et par
conséquent est formé que d’un seul fragment.

Proposition 4.4 Une configuration C est mono-périodique si et seulement s'il existe mg, ng € N
tels que pour tout m, n € N, le graphe G, ;) € N ne posséde que des fragments périodiques.

Si on exclut le cas totalement périodique, le nombre de motifs qui apparaissent dans une
configuration C croit quand [m, n]-augmente.

Afin d'analyser la dynamique indépendamment du nombre de fragments, mais plutét en ex-
ploitant directement des informations métriques sur la dynamique, on introduit le multigraphe des
fragments.

Définition 4.1 (Multigraphe des fragments) Le graphe Fp, 1 = (ij[m‘n], Ef tmn) L;j}’,[m,n])
ou I'ensemble des noeuds V;[F,[m,n] devra étre en bijection avec I'ensemble des [m, n]- fragments
de la configuration C , ou E o [m.n] €St I'ensemble des déplacements d'un fragment a un fragment
adjacent. Nous noterons par L . [m.n] la fonction qui, a un arc du multigraphe des fragments,
associe son déplacement.

Deux multigraphes des fragments sont isomorphes, s'il existe un isomorphisme entre les mul-
tigraphes, c'est-a-dire s'il existe une bijection entre les nceuds des multigraphes considérés tel que
le nombre d'arétes qui relient les deux nceuds, soit le méme avant et apreés |I'isomorphisme.

En fait en dimension 1, construire le multigraphe des fragments consiste a construire un auto-
mate a état fini qui reconnait les mémes langages que le graphe de Rauzy.

@)|e fait de pouvoir choisir arbitrairement un motif pour représenter un fragment, se traduit sur le tore T? , par
une liberté de choix dans le cadre qui va représenter un fragment.
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Reconnaissance par graphe de Rauzy

Pour étudier les configurations substitutives, on décrira des transformations “effectuées” par
des graphes de Rauzy. Notre but est de redonner quelques éléments qui permettent d'expliciter
la nature du lien avec la théorie des automates,ainsi que de comprendre comment passer d'une
configuration a une autre.

Une configuration, ou un morceau de configuration est accepté par un graphe de Rauzy 2d si
et seulement si la proposition suivante est valide : Pour tout motif de taille [m, n + 1], il existe un
arc qui est associé a ce motif dans le graphe de Rauzy, et a tout motif de taille [m + 1, n] il existe
un arc horizontal associé avec ce motif dans le graphe de Rauzy, (et, a fortiori, tous les motifs de
taille [m, n], il existe un nceud associé avec le motif dans le graphe de Rauzy ).

Il est possible d'associer a chaque déplacement dans le graphe de Rauzy, un vecteur sur le plan
qui correspond a la somme des actions verticales et horizontales induites par le déplacement.

Il est temps de résoudre une partie de I'énigme de la page [a] de ce manuscrit. La figure qu'y
si trouve représente un graphe peE Rauzy colorié en fonction de I'arité des nceuds. Ce graphe DE
Rauzy a été construit a partir des motifs 7 x 7 issus du jeu de tuiles de WANG-AMMAN. Le jeu de
tuile de WANG-AMMAN ne permet de construire que des configurations apériodiques. De ce fait, ce
graphe de Rauzy ne reconnait que des configurations apériodiques. De tels comportements n’ont
pas d'équivalent en dimension 1 : on a un langage qui pourrait étre“reconnaissable" au sens de
GIAMMARESI et RESTIVO et qui ne contient que des mots infinis apériodiques.

Reconnaissance par le multigraphe fragment

Comme on a fait une reconnaissance par le graphe DE Rauzy, on peut faire une reconnaissance
par le multigraphe des fragments. Une configuration C est acceptée par un multigraphe des frag-
ments I si et seulement si la disposition des fragments et |'enchainement des fragments dans la
configuration C respecte ce que décrit le multigraphe des fragments g ; en particulier on veillera
a ce que chaque morceau de la configuration qui soit associé a un unique fragment.

4.5.2 Extraction de substitutions dans C,/,

On aborde maintenant la démarche expérimentale issue des graphes de Rauzy bidimensionnels,
et les résultats associés. A la fin de cette sous-section, une substitution planaire est issue a partir
des graphes de Rauzy. La validité de cette substitution planaire qui semble é&tre 3 méme engendrer
la configuration Cy/4, est discutée dans les sous-sections suivantes.

Note 4.5.2.1 Notons tout d'abord que le fait de vouloir utiliser des mots de retour revient a tenter
de récupérer la topologie du graphe be Rauzy dans le cas oul le graphe de Rauzy aurait une topologie
d’automates a pétales. Ainsi cette technique ne différerait pas tant que cela de I'intuition de la
premiére technique présentée. Elle aurait cependant le mérite d'étre valide dans un cadre bien plus
général, et de fournir une intuition plus explicite de I'objet manipulé.

4.5.2a Stratégie générale

En réalisant des graphes de Rauzy pour des tailles de motifs différents, on obtient différents
graphes de Rauzy. Dans les cas non totalement périodiques, le nombre de facteurs est néces-
sairement strictement croissant, on ne peut donc pas avoir toujours le méme graphe de Rauzy.
Cependant si le graphe de Rauzy est évolution permanente, ce n'est pas pour autant vrai de sa
topologie, ou du multigraphe des fragments qu’il induit.
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Pour trouver une substitution, par I'observation, il va falloir trouver deux multigraphes des
fragments isomorphes.

La validité des multigraphes des fragments observés expérimentalement a partir d'un morceau
de configuration ne sera pas démontrée ici. Néanmoins, la validité du procédé découle de la quasi-
périodicité : en observant une fenétre suffisamment grande, on est siir d'avoir observé tous les
fragments d'une certaine taille. Ainsi le multigraphe des fragments est valide pour peu que la
fenétre d'observation soit suffisament grande. La progression exacte de la taille de la fenétre a
considérer est donné par la fonction de quasipériodicité de la configuration.

La propriété d'isomorphisme entre les multigraphes des fragments va avoir une importante
conséquence : tout pavage reconnu par un multigraphe des fragments a une certaine échelle donne
un pavage valide pour I'autre multigraphe des fragments !

Pour justifier démontrer et caractériser I'isomorphisme, plusieurs solutions sont possibles. Le
multigraphe des fragments permet a priori une approche algébrique. Cependant, cette approche
est technique et lourde, car il faut manipuler algébriquement le multigraphe. L'autre approche
envisageable consiste a généraliser la notion de systéme dynamique induit(®) & la dimension 2.

Cette seconde approche peut se combiner avec les remarques de la section précédentes sur les
entrelacement de configurations. A la fin du chapitre, on finit par aboutir sur le résultat escompté :le
squelette d'une preuve pour I'autosimilarité de /4 construit a partir de I'observation des fragments.
Pour terminer cette preuve, il restera a faire I'application numérique. Nous n'avons pas eu le temps
de la réaliser dans le cadre de cette these.

4.5.2b Constations expérimentales

Les graphes de Rauzy dépendent d'un paramétre : La taille des [m, n]-motifs pour lesquels qui
servent de nceuds au graphe de Rauzy.

Or, il se trouve que comme les {ka € T, k € 0...n} induisent des ensembles qui n’ont pas toujours
de bonnes propriétés, les graphes de Rauzy ne vont donner des résultats simplement interprétables
seulement pour certaines tailles de paramétres adéquates.

On donc commence par cibler des tailles pour lesquelles il faut construire des graphes de Rauzy
afin de mener a bien notre analyse. On s'inspire du cas sturmien, voir par exemple [KURO03]. Il faut
considérer avec une importance particuliére I'apparition des facteurs bispéciaux dans les graphes
de Rauzy, ou plutét il faut s'intéresser aux tailles de motifs qui correspondent a I'apparition de
bispéciaux. Ce sont aussi exactement les tailles pour lesquelles la partition composée par {ka, k €
{0, ..., n}} sur le tore ne contient exactement que deux distances.

Du fait que cos(a) = sin{a) = g \/2/2 va avoir une influence majeure pour la suite de cette
étude.

On définit donc les {ng}ken, comme étant I'ensemble des valeurs pour lesquelles le nombre de
fragments dans le graphe de Rauzy est minimal (vaut 8). (c.f. Figure 4.9). Les premiéres valeurs
de la suite des {nx} sont 1,3,8,20,49,119.... En fait, il s'agit des tailles pour lesquelles I'ensemble
des distances induites sur le tore par la série des {na},en ne contient que deux distances; pour
plus de renseignements a ce propos consulter I'annexe |A.1.

Expérimentalement, si on construit les graphes de Rauzy pour des morceaux finis de configu-
ration, on observe alors que les graphes de Rauzy ont effectivement la méme apparence (voir la
Figure[4.10). Notons au passage que dans notre cas la quasipériodicité nous garantit la validité des
graphes obtenus pour peu que nous ayons pris des morceaux de configuration assez grands : La
quasipériodicité nous dit qu'il existe une taille de fenétre telle que tous les motifs d'une taille donnée

@ définie en[1.3.1d.
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Fig. 4.9 — Nombre de fragments en fonction de la taille des motifs dans Cy /4 ( pour des tailles de
facteurs allant de 1 a 25)

apparaissent, et le graphe de Rauzy ne dépend pas que du langage de facteur de la configuration.
Nous n'avons pas vraiment discuté de la fonction de quasipériodicité : la fonction qui a une taille
de facteurs donnée donne la taille de la fenétre qui doit étre analysée pour étre siirs que tous les
facteurs qui devaient apparaitre sont apparus; cependant au regard des précédentes discussions,
on comprendra qu'elle est liée au développement en fractions continues de sin(a) et de cos(a). De
ce fait, vu le développement en fractions continues de % , on comprendra que cette fonction ne
croit pas treés vite.

Pour revenir aux graphes de Rauzy observés, ils possédent des caractéristiques topologiques
similaires. |l faut remarquer encore que les multigraphes des fragments induits a partir de ces
graphes de Rauzy sont isomorphes.

Dans le cadre d'une approche expérimentale générique, il n'y a en général pas unicité de I'iso-
morphisme. |l nous faut alors trouver I'isomorphisme qui conduit a des résultats d’autosimilarité.

Nous dirons que les graphes de Rauzy construits a partir des observations a différentes échelles,
fournissent des approximations de la dynamique qui sont topologiquement identiques, s'ils induisent
des multigraphes des fragments topologiquement identiques.

Considérons les fragments de la configuration /4, il sont présentés en Figure[4.11. Pour les
différentes tailles de facteurs observées, les fragments sont identiques en nombre et en forme.

Les fragments de certaines tailles semblent se recomposer a I'aide des fragments obtenus a
partir des motifs de taille moindre, comme indiqué par la Figure[4.12. Ainsi, |'existence d'un jeu de
régles de substitutions planaires des petits pavés vers les grands pavés peut étre conjecturée. La
configuration Cy 4 serait substitutive pour ce jeu de substitutions.

Nous avons trouvé une substitution planaire qui semble engendrer Cr 4, il reste @ en déemontrer
la validité.

Pour la substitution explicitée en Figure[4.12, on a ensuite observé expérimentalement la matrice
de ParikH(®) suivante (en passant de 3 a 20 , mais nous avons aussi obtenu la méme matrice en

®encore appelée : matrice d’incidence. Pour mémoire, la matrice de Parikh compte le nombre d’occurrences d’une
piéce dans I'image par substitution d'une autre piéce.
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Fig. 4.10 — Les graphes de Rauzy pour des tailles 7 x 7 et 19 x 19 ont bien la méme apparence. Les
arcs en noir indiquent les arcs horizontaux, tandis que les arcs en bleu indiquent les arcs verticaux.

transformant 12 en 49 ) :

53 2 3 3 2 3 4
6 4 344 3 56
8 6 4 6 6 5 6 8
6 4 3 54 3 46
6 4 3 45 3 46
8 6 5 6 6 4 6 8
6 53 4 4 3 46
4 323 3 235

Dans cette matrice, les piéces sont rangées par ordre croissant en fonction de leur indice binaire
dont nous discutons en [4.5.2cl Les valeurs propres associées & la matrice de substitutions sont
{1, —1,17 — 12+/2,12+/2 4 17}. Plus précisément, la valeur propre 1 est présente 4 fois, la valeur
propre —1 est présente 2 fois, et les deux autres racines une fois chacune. La matrice d’incidence
est unimodulaire, de déterminant +1. La matrice d’incidence est la méme pour les motifs de taille
n; et niy1. Il est donc remarquable que des valeurs comme 17/12 apparaissent dans cette matrice
(puisqu'il s'agit d'un convergent de %). Aussi, il faut en déduite que les tailles de motifs 3 et 20
correspondent effectivement aux premiers couples de graphe de Rauzy permettant de mettre en
évidence la nature autosimilaire de la dynamique.

Tous ces éléments concordent vers un schéma similaire au cas sturmien.

4.5.2c Isomorphisme entre les multigraphes des fragments

Pour obtenir, une substitution nous avons dii décider d'une correspondance entre les fragments
issus des motifs de taille [3, 3] et les fragments issus des motifs de taille [20, 20].

On atteint une partie moins automatique de la méthode, tout du moins quand on la considére
comme une méthode purement expérimentale.
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Fig. 4.11 — Les ensembles des morceaux de configurations associés aux pieces issues des fragments,
pour les tailles de motifs : 3 x 3, 8 x 8, 20 x 20, 49 x 49. Pour mémoire, les fragments sont des
ensembles de motifs, les piéces sont les positions associées aux motifs, les morceaux de configuration
associés au piéces ne représentent qu'une partie du motif du fragment : on peut les interpréter
comme des pieces de puzzle qu'il faut savoir disposer selon des régles qui sont non apparentées il i

afin de réaliser un pavage du plan.
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Fig. 4.12 — Le pavage des pieces 20 x 20 par des pieces 3 x 3 a l'origine de la substitutions
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Il existe un isomorphisme entre les multigraphes des fragments pour les tailles de facteurs
correctement choisies. Cependant en général, celui-ci n’est pas unique. Il va donc falloir disposer
de méthodes pour choisir un isomorphisme plutét qu'un autre.

Quels sont les critéres pour décider de I'isomorphisme que nous allons appliquer 7 Idéalement,
il serait bien de pouvoir répondre a la question : Quel fragment est I'image d’un autre fragment
par I'isomorphisme entre les multigraphes des fragments F, ?

Une premiére méthode consiste a rechercher des indices métriques pour désigner I'image de
chaque fragment par la substitution. Dans le cas de Cﬂ/4, un certain nombre d'éléments métriques
sont la pour nous aider. Une autre maniére de faire pourrait peut-&tre consister a suivre les fragments
dans leur évolution sur le tore. Cette seconde méthode s’avérera certainement plus délicate a mettre
en ceuvre.

L'isomorphisme entre les multigraphes des fragments permet de placer deux étiquettes sur
chaque arc du multigraphe. De ce fait le multigraphe se transforme en transducteur. Cela dit
pour étre certains que le processus de transduction se déroule bien, il faut réaliser de nombreuses
vérifications numériques.

Codage et identification des fragments pour C; 4

Tout d’abord, on peut observer que les fragments de Cw/4 ont des formes plus ou moins larges, et
de plus si on considére leurs intersections avec les bords du rectangle circonscrit, on peut remarque
que deux cas peuvent se produire :

— Soit le coin du fragment ne touche le bord que par un seul point de contact.

— Soit le coin du fragment circonscrit semble avoir plusieurs points de contacts avec le rectangle

circonscrit.

La Figure[4.13 permet de constater ce fait.

0110->5

Fig. 4.13 — Méthode utilisée pour associer un code a chaque fragment rencontré valable pour la
configuration pour Cy /4

En utilisant cette remarque on peut affecter un code a chaque fragment, ce qui nous permettra
dans ce cas de décider de I'isomorphisme a appliquer. Pour assigner un code a chaque fragment, on
procede ainsi : on affecte le symbole 0 a chaque angle doté d'un point de contact formé d'un seul
point, et le symbole 1 dans le cas contraire. En tournant dans le sens horaire, et en commencgant
par le point le plus a gauche, puis le plus en bas, on code chacun des coins des fragments.

On obtient ainsi une maniére d’'identifier chacun des huit fragments rencontrés. En pratique
on note : foooo, fbon, fblOly f0110, f1001, f1010, fllOO, f1111 les cadres associés a I’apparition d'un frag-
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ment. Le cadre associé a |'apparition d'un fragment est par définition le cadre associé au motif
d'appui du fragment.

Note 4.5.2.2 Pour avoir une écriture plus compacte, ces codes seront souvent interprétés comme
un nombre binaire, on les notera fy, f3, fs, s, fo, f10, fi2, fi5. Dans certaines figures, nous aurons
recours a la représentation décimale de ce nombre.

4.5.2d Transposition de la notion de fragments sur le tore

Une fois réinterprété dans T2, un fragment correspond donc & un ensemble de cadre issus
de [m, n]-motifs qui sont équivalents modulo I'action de Tx : v = v + iy ou modulo I'action
Ty =V + jo prés (et a condition que tous les cadres sur le chemin le soient aussi). En ce sens, ils
ont une définition trés proche de celle d'un mot de retour puisque le mot de retour est associé en
général a une construction type tours de RoHLIN.

4.5.3 Prologue relatif a I’étude de I'autosimilarité de C, /4

En s’appuyant sur les éléments vus dans la section|A.1.2a| notre objectif est d’expliquer pourquoi
les substitutions que nous avons conjecturées ont lieu. On souhaite aussi comprendre pourquoi cela
se traduit sur le graphe de Rauzy bidimensionnel.

On se place dans le cas ol o« est un angle quadratique. Dans tous les exemples, on aura a = /4.
La démonstration d’autosimilarité concerne Cy 4

Le plan se subdivise en trois sous-parties : Nous présenterons trois tentatives de démonstration.

Les deux premiéres tentatives, plus complexes, n'aboutissent pas. La derniére tentative reprend
les éléments vus pour en Section [4.4]

Entre la deuxiéme et la troisieme section, on précisera la définition de ce qu'est une systéme
dynamique induit en dimension 2. Donner une notion de systéme dynamique induit, va se révéler
étre un élément important pour clarifier la démonstration.
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4.5.

{Ig+6'76—8—"1g+8-}
{1e+6'16—8—}
{{ItTc—e—"1oz+¢—}
{1y —o0c—"18+6}

{16+818—6-}

{16+8'18—6—"18—8} {ric+eroc—¢} {iv+ocre—6-}

Fig. 4.14 — Matrices associées aux multigraphes des fragments pour les tailles de facteurs carrés 3
et 20. La représentation matricielle d'un multigraphe se fait en indiquant I'ensemble des étiquettes

des arétes partant du nceud indice de colonne et arrivant dans le nceud dont I'indice est celui du

rang.
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Fig. 4.15 — Les partitions symboliques concernant les motifs [3, 3] et [20, 20]. Les cadres associés
a chaque motif sont coloriés en fonction de I'appartenance a un fragment spécifique, les bords des
fragments correspondent aux ensembles 33 31 et F[og 207 Cette partition est ici représentée pour

o =Tm/4.
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Fig. 4.16 — Les partitions P, P>g Les cadres en rouges indique la position des cadres associés aux
fragments dans Ps; et ceux en bleus la position des cadres des fragments associés dans P»g. Ces
cadres correspondent aux cadres de [3, 3]-motifs et de [20, 20]-motifs, (c.f. Figure 4.15)
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4.5.4 Disposition des cadres pour o = /4

On procéde ici a une étude expérimentale sur la disposition la taille des cadres associés a chacun
des fragments, voir Figure[4.17] Les tableaux présentés ici ont été réalisés a partir des observations
expérimentales. Néanmoins, la disposition des fragments est descriptible algébriquement car elle
refléte la position des kj, o ( cf. I'annexe|Al).

La connaissance précise de la disposition des cadres permet de décrire la position et la taille
de ceux-ci. Cela va nous permettre de donner une description précise des systémes dynamiques
induits, et de mieux comprendre le multigraphe des fragments.

On désigne par %, o I'ensemble des cadres qui forment la partition des motifs n par n pour un
angle a. Si a = /4 alors Kp20 % = (Kn+1,cos(a) + Kn+1,sin(a)) x (Kn+1,cos(a) + Kn+1,sin(a))

De plus, il existe un jeu de translations qui permet de définit &40 a partir de Ky M
[O...Tk(g)[z. Ce jeu de translations est directement extractible a partir de celui composé pour
(Kn+1,cos(a) + Kn+1,sin(a))

Les valeurs A1 ; et Ao ; désignent les deux distances qui interviennent dans le cas a deux dis-
tances, mentionnées dans le Théoréme des trois distances (voir annexelA). On supposera toujours
>\1’,' > )\2','.

motif | taille du cadre motif | taille du cadre
0 )\1’,', >\1y,‘ 9 >\1,iv >\2,i
3 A2,iy AL,i 10 A2,is A2,
5 A2.i, A2, 12 A2,is AL
6 AL, A2, 15 AL, AL

Fig. 4.17 — Cette table résume les tailles des cadres associées a chaque fragment, en fonction de
la taille des facteurs étudiés.

motif 3x3 20 x 20
3 3ALi+ 3N A+ Ao 15A1,; + 200, TA1,i + 9o,
6 2X1,i + 300,201 + Ao 1AM, + 20X, 81, + 9o,
12 2A1i + 2N, A1+ Ao 10A1,; + 1300, TA1i + 9o,
9 ALi+ 2220, 2010 + Ao, OX1i +13X2,/, 8A1,i + 9Xg;
0 2X10 43X, A1 + Ao 1401 +20X0,i, TA1i + 9o,
15 )\1,,‘ + 2)\2,’, >‘1,i + )\2/ 9)\1',' + 13)\2,', 7)\1,,‘ + 9)\2,,‘
10 2X1i + 200,201+ Aoi 10A1,; + 13)\2/, 8A1i + 9
5 3A1i + 302,201 + Aoi 16A1; + 20X, 8N + 9o

Fig. 4.18 — Cette table résume la position des cadres. Ce tableau ne fait que résumer que ce qui
s'observe visuellement dans la Figure 4.15

Aussi, on remarque directement les récurrences suivantes a partir de la Figure[4.19):
= Ax2i) = 3A1xi+2) T 4N x(2it2) ;

— A2x(2)) = 2A1x2i+2) T 3A2x(2i+2)-

Le domaine en rouge est en bijection avec ((A1; + A2,;)v/2)T2
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Fig. 4.19 — Les cadres caractéristiques de I'apparition des fragments pour les tailles de motifs 3
(en rouge) et 20 (en bleu). On a superposé ces cadres a /4 29 afin de permettre I'estimmation
visuelle des coordonnées des cadres en termes d’intervalles longs et courts.

4.5.5 Comment prouver I’autosimilarité a I’aide des multigraphes ?

Les matrices associées aux multigraphes sont représentées en Figure(4.14. Il est possible d'uti-
liser le multigraphe des fragments, comme une généralisation possible de la notion d'automate en
dimension 2.

En tenant compte de la disposition des cadres dans le tore, un certain nombre d'opérations
véritablement numériques conduisent alors a une preuve. Cette preuve dans sa version compléte
est trop technique pour ce mémoire.

Voici, les grands principes de la démonstration :

— A I'aide des résultats, sur les translations sur un tore unidimensionnel exposés en annexe |A),
on prouve facilement que la taille des zones pour chaque type de fragment est bien celle
conjecturée dans le tableau.

— Choisir un élément du coin des fragments revient a choisir parmi les cadres associés a I'ap-
parition d'un fragment celui qui est le plus en bas a gauche,(la plus proche possible de la
fatidique bifurcation , cela peut aussi se caractériser sur le tore a condition de disposer d'une
bonne description de la disposition des intervalles longs et courts).

— A partir des matrices des multigraphes des fragment, on identifie les actions sur T?
associées a chaque arc du multigraphe des fragments, simplement en calculant son image par
{ro} (du fait du Théoreme 2.1)). Ces vecteurs doivent permettre de passer du cadre associé
au motif du fragment en son point d’appui au cadre associé au motif du point d'appui du
prochain fragment.

— Du fait de I'existence d'un isomorphisme entre les multigraphes des fragments, et au-dela
d’une certaine taille de facteur nécessair pour que l'isomorphisme existe, il est possible

@qu’on estimera valide puisque la fonction de quasi-périodicité croit modérément.
®A Ja lumiére du chapitre suivant, on comprendra que ces tailles correspondent en fait a la taille a partir de
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d’associer a chaque action sur le tore dans un premier multigraphe des fragments une action
dans le nouveau multigraphe des fragments.

— A l'aide de ces éléments, on vérifie que les actions restent dans les cadres. En particulier,
on prouve que chaque quadrant de la matrice de transition des multigraphes des fragments
vérifie des propriétés du type :

jfn+2:anjfn+1 +fn

Ce type d'argument permet de faire le lien avec I'évolution du c6té de la taille des cadres qui
varie de la mé&me facon. En clair la dynamique restreinte aux points d'appui des fragments
pour des tailles propres convergerait vers un ensemble fini de points de T?.

— il reste a obtenir un résultat ayant une valeur pour toutes les échelles alors que nous n'avons
fait les observations que pour les premiers n propres. Il s'agit alors simplement de mettre en
évidence a préciser alors la chaine, des systémes dynamiques induits par une renormalisation.

4.5.6 Autosimilarité par systémes induits

Pour procéder similairement a la preuve de I'’Annexe [A, il faudrait construire une chaine de
systémes dynamiques induits et montrer que ces systémes dynamiques sont exactement les mémes,
ceci nous permettrait de montrer qu'on peut induire chaque systéme I'un de I'autre.Nous n'avons
pas encore donné de définitions aux systémes dynamiques induits en dimension deux.

4.5.6a Systéme dynamique induit en dimension non unitaire

Réaliser un systéeme dynamique induit, c'est concentrer sur un intervalle spécifique les problémes
de décision qui pourront advenir dans un avenir proche.

Une définition mathématique propre et générale nécessiterait de travailler dans un cadre abstrait,
et de considérer des espaces mesurables... Pour simplifier, on se contentera ici d'une définition
spécifique a notre propos :

Soit (X, T1, T2) un systeme dynamique bidimensionnel, on considére deux ensembles £; © X
et E» € X, tels que :

1. E; soit Tr-invariant et tel que toutes les orbites par T; passent de maniére récurrente dans
Ey,

2. E5 soit Ti-invariant et tel que toutes les orbites par 771 passent de manniére récurrente dans
E»,

3. L'intersection entre E; et E5 soit de mesure non nulle.

On définit kg, comme étant I'application qui nous donne le premier retour dans E; et on définit
ke, comme étant I'application qui nous donne le premier retour dans Es.

— kg, (x) = min{k e N\{0}, Tf(x) € E1}

— kg, (x) = min{k e N\{0}, TX(x) € B>}

A partir du systéme dynamique bidimensionnel (X, T1, T»), on définit le systéme dynamique

S k k
induit par E € X comme étant le systéme le systéme (X, x — T, F1 (X), x—T, E2(X)) oll £7 estla

cloture To-invariante de E et ot E> est la cloture Ti-invariante de E, et ol X;:— est l'intersection
de E; et de Es.

En dimension 1, en construisant des tours de RoHLIN, et en considérant les classes d'équivalence
sur les trajectoires de retours dans E modulo la fonction de partition symbolique, il était possible

laquelle les bandes de premier retour sont correctement séparées.
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d’extraire ainsi une substitution indiquant comment relier chaque partie de la dynamique induite
avec la dynamique initiale.

Plus exactement, on trouve une substitution lorsqu'il y a coincidence entre la partie associée
au premier retour et la partie associée dans la partition symboliqu@.

Un phénomeéne du méme acabit se produit en dimension 2.

On peut partitionner I'ensemble de départ en fonction de son retour selon 77 et de son retour
selon T». Si on peut associer un symbole a chaque classe d’équivalence en termes de trajectoire,
alors, on va obtenir une substitution.

Plus formellement, soit x un élément de X’, on dénote par s(e) I'ensemble des positions du

morceau de trajectoire associé a un premier retour dans E; ou dans E».
On a s(e) = {(T{(T2(x)), (ki ko)), k1 € {0, ke, — 1}, ko € {0, kg, — 1}}. Puis si on se donne
une application de la partition symbolique /s définie sur X’ et & valeur dans un ensemble fini, on
construit alors des classes d'équivalences sur X’ pour X’ : L’ensemble de ces classes d'équivalence
est dénoté ainsi :

V(X' p') € s(v')I(x, ') € s(v)|ls(X") = Is(x)
P =<{{VveX| et veX
Y(x,p) € s(v)3(x,p) € s(v)|(Is(x') = Is(x)

On réussit a trouver une substitution, si on sait associer un autre symbole a chaque cadre de la
partition. L'ensemble des classes d'équivalences sur X est obtenu avant renormalisation du systéme.
C’est I'application de la renormalisation & P, qui peut conduire a une partition qui engendre des
substitutions. Car, en effectuant I'opération inverse, il est possible de réaliser un action identique
a celle qu’'on souhaite réaliser, mais en l'intégrant dans un systéme dynamique bidimensionnel de

plus haute précision.
N . PP, , Kyr (x) Ky (x)
Le systeme dynamique défini a l'aide de /s sur (X', x - x+ T, x> x+T, % ) permet

d'obtenir les configurations du systéme (X, Ty, T) par substitution, s'il existe une application les
classes d'équivalence pour /s sont plus fines que les classes d'équivalence définie par s.

Notons que les régles de substitutions que |'on obtient a I'aide de la notion de systéme dyna-
mique bidimensionnel induit conduisent forcément a des subsitutions rectangulaires.

Proposition 4.5 Le temps de retour pour tous les points Tzk(x) e X, ke Z , le temps de retour
dans E est le méme sur toutes les T1-orbites : Il en va de méme pour E> vis-a-vis de T7.

Démonstration :

Ceci est une conséquence, du fait que nous ayons pris £7 ensembles T»-invariant. Le com-
plémentaire de E; (resp E) dans X est aussi To-invariant (resp. Ti-invariant).
c.q.f.d.

Note 4.5.6.1 Soit E un sous-ensemble de X sur lequel on établit un systéme dynamique induit.
Si nous appellons E' I'intersection entre la fermeture par T1 de E et la fermeture T de E, et si
E = E' alors E sera dit a appelée une partie propre.

4.5.6b Systéme dynamique induit multidimensionnel : spécification 1

La premiére tentative pour extraire une dynamique symbolique est la plus directe :

@®les deux parties ne sont pas en fait a la méme échelle et il faut renormaliser le systéme induit pour véritablement
mettre en évidence la substitution
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On part du systéeme (T, x — X + iy, X = X + jo) €t on essaie de regarder le systéme dynamique
induit sur la réunion des cadres correspondant aux fragments 9,10,12, et 15. Appelons E |'ensemble
qui correspond a la réunion de ces cadres.

Les ensembles £1 et E» consitituent deux bandes diagonales correspondant a la cléture par 7>
et par T de E.

L'intersection des bandes diagonales E; et E, donne naissance a un plus grands carré X’ tourné
de 45 degrés et dont les parties supplémentaires sont en bijection avec les zones comprises dans
les cadres des autres symboles comme le montre la Figure[4.20]

Systéme dynamique induit des fragments pour les motifs de taille 3

Fig. 4.20 — Dans le cas de /4 si on essaie directement de construire a partir des cadres corres-
pondant aux fragments — celui de leur motif d'appui. On se rend compte que I'ensemble ne forme
pas une partie propre, par contre on se rend compte qu’en prenant |'intersection de la fermeture
d'un seul des deux carrés on obtient un domaine qui est en bijection avec le domaine initial. Cela
provient du fait que les domaines sont des représentants du tore : (A1 + X2,/)Tr/4

On s'intéresse d'abord au systéme dynamique (X, T1) ; en fait ici tout est symétrique et (X, T»)
a exactement un systéme du méme type, nous faisons ici I'étude pour les deux cas.

~ A1 = |3 4%2| ~ 0.1715728753

~ X1 = |2 - 3%2| & 0.1213203436

On vérifiera que 3A\11+4X 1 =1, et A1+ X1 =1— %

La longueur de ligne correspondant a la fermeture d'adhérence de I'orbite de T3 sur T vaut /2.

Celle de la translation T est unitaire. La largeur de la bande B 1, vaut ﬁ()xl,/ + X2.i).

Or (A1,1 + X2,1) ce nest rien d’autre que : (1 — g)_

On en est face a un systéme de rotation de la forme

Spaz = (V2T x = x +1,v/2(1 — \f))

ce qui une fois renormalisé donne :

Sejas = Moxrsx+ 20 2))
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On étudie maintenant le systéme dynamique naturellement induit par cette dynamique. A un
renversement pres, on retombe sur un systéme dynamique identique totalement identique.

Pour mémoire, cf(v/2 — 1) = [0;2,2] et cf(x/2/2) = [0; 1, 2]. Dériver un systéme dynamique
de translation, nous donne un systéeme dynamique de translations dont la quantité de translation
correspond a T (a), ou T est I'opérateur de décalage pour les développements en fractions conti-
nues. De plus sur un tore, les unités ne comptent pas, on a T(v2/2) =7 /2 — 1. Le systéme
dynamique induit correspond ainsi a

Si3=(T,x—x++2-1,2-1)

Systéme dynamique induit pour les motifs de taille 20

On effectue maintenant les mémes calculs pour :
~ Ao = |17 — 2432 ~ 0.02943725152

~ Ao = |12 — 17%2| ~ 0.02081528017

On vérifiera que 17A12 +24X00 =1, et A1 1 +Xp1 =5 — 7§

La largeur de la bande B 51 vaut \ﬁ()xl,z + A22).

On obtient donc le systéme renormalisé suivant : Spg = (T, x — x + § [0,5— 7@[)

L'étude des premiers retours débouche sur une permutation de A1 > et de Ao 5. Il se trouve que
A12 et de Ao o sont homothétiques a A1 1 et Ao

ce qui nous ameéne donc le systeme dynamique induit correspond a

Sjy20:(T,X|_>X+\/§_1,\/§_1)

Nous observons que les dynamiques induites obtenues pour des observations de taille 20 et des
observations de taille 3 sont exactement similaires.

Liens entre le systéme dynamique induit pour les motifs de taille de 3 et celui obtenu pour
les motifs de taille 20.

Les deux systémes dynamiques induits observés sont exactement similaires.

Ainsi en intégrant et en dérivant le systéeme, il est possible d'identifier les deux dynamiques. Ces
éléments ne permettent pas de conclure que la configuration obtenue est substitutive. Pour parvenir
a montrer cela, il faudrait qu'il y ait coincidence entre |'apparition d'un motif et une trajectoire de
retour.

Dans ce systeme dynamique induit, la partition induite est tournée de 45 degrés. Cela ne
permet pas de prouver le caractére substitutif des configurations, car on est a priori incapable de
lier I"apparition d’un symbole avec une des zones définies.

Conclusions

L'équivalence entre les deux systémes dynamiques renormalisés permet de conclure a I'invariance
de la dynamique par changement d’échelle, et a I'existence d'autosimilarité dans la constitution de
la structure de I'orbite. Néanmoins, elle ne permet pas de conclure a I'existence de substitutions
bidimensionnelles car la dynamique opére en diagonal vis-a-vis de la partition. Avec cette méthode,
il est a priori impossible d'associer une dynamique symbolique déterministe sur les premiers retours,
a partir de la dynamique sur le tore bien que celle - ci parfaitement déterministe et “autosimilaire”.
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4.5.6c Systéme dynamique induit multidimensionnel : spécification 2

Dans le cas ol a est un angle quadratique, le retour dans un cadre tourné selon I'angle d’entre-
lacement dépend indépendament des deux actions orthogonales Tx et Ty . Ce retour dans le cadre
tourné implique le retour simultané des deux actions orthogonales.

Afin d'éviter les problemes liés au fait que les cadres ne sont pas des intersections d'ensembles
clos par les actions T7 et T», on va effectuer un groupage dans le sens du vecteur d'entrelacement,
et on obtient ainsi une configuration qui superpose toutes les informations rencontrées dans les
configuration D,r/4'ZM, par suite, cela va nous permettre de constater que les systémes dynamiques
admettent effectivement une dynamique autosimilaire.

Dans le cas de /4, on effectue donc le groupage qui consiste a inclure systématiquement le
code de la cellule située en p + 1 avec le code de la cellule située en p.

En pratique, on sait d'avance que la construction va s'effectuer correctement. Dans chaque
configuration entrelacée le domaine est défini de maniére identique.

On utilise de nouveau les vecteurs d'entrelacement, donc, a partir de ce point, on reprend des
notations en complexes.

On définit la configuration groupée Eq 4(z) = C;?/L].(Z/Z)' avec S = Z[il/(z/Z[!]).

Ce qui s'écrit encore, puisque S = {0, 1} :

Enja(2) = C31a(212) = (Caja(212), Crpa(ziz + 1))
Or, on rappelle que :
(Crja(212), Crpa(212 + 1)) = (lnja(212€'®), lnja(z12€™ + €'))

Ceci peut nous conduire a définir /Z[,-]/(Z/Z[,DYW/A, I'application de /4 définie ainsi :
bgiazinae 12 = Qpja 1 2 == lnya(2) + hyya(z + ™)

On montre alors, en jouant avec les définitions, que EW/4(Z/Z) est engendrée a partir du systéme
dynamique symbolique multidimensionnel qui fonctionne sur T[/] qui a pour premiére action : z —
741z €™4: et pour seconde action : z — z+1i z /™4, et pour partition symbolique la partition
décrite par /Z[i]/(Z,Z[I]),'rr/4-

Il est évident que les zones correspondant aux cadres associés aux fragments vont se retrouver
translatées en deux emplacements, en fonction du zp, sur lequel le fragment débute.

Néanmoins les temps de retour dans chacune des zones vont étre plus facile a déterminer.

On va essayer d'effectuer le systéme dynamique induit sur I'ensemble des cadres que nous
avons associés aux fragments. Ces cadres sont représentés dans deux carrés qui sont peut-étre a
interpréter comme une représentation de T,.

Systéme dynamique induit par les retours de motifs de taille 3 x 3

Les actions horizontales et verticales sont interprétables directement en se concentrant sur le
premier retour / horizontal vertical. Les éléments de|A.1.2alsont directement réutilisables.

La hauteur est directement unitaire, la quantité de translation est /2 —1, la taille de I'intervalle
est 1 —2(1— %), encore une fois on voit qu'on tombe bien sur systeme lié a sturmien.

Si on voulait tenir compte de |'apparition de chaque fragment en gardant les points d'appuis
canoniquement définis, il faudrait a la fois tenir compte des cadres 1a, 1b, 2a et 2b dans la Figure
[4.21. Comme le domaine a une forme non rectangulaire, cela compliquerait la preuve, cela nous
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2b & 2b' 2a

1aw 1b

(a) cadres 3 x 3 associés au début (b) cadres 20 x 20 associés au début

des fragments dans Iz[;1/(zz[1)n/4 @ des fragments dans Iz[;1/(zz[1]).x/a @

partir de A3 partir de hoo2o représentée superpo-
sée a | /3,3

Fig. 4.21 — Zones sur lesquelles construire les systémes dynamiques induits

obligerait a rentrer dans une analyse beaucoup plus en détaillée de la dynamique. Au lieu de cela,
on peut décider de garder les cadres canoniques pour les fragments qui apparaissent en zy, = 0 et
de considérer les points d’appui qui sont dans les zones 2a et 2b' dans les cadres dont les points
d’appui seront situés en zy; = 1.

En procédant, ainsi la dynamique S3 correspond exactement a celle de deux translations hori-
zontales et verticales, d'angle 2 — /2, qui auraient lieu sur le tore.

Par suite, en itérant les actions de cette dynamique on parvient a retrouver induite par la
partition de premier retour des éléments de la partition Pygxog. Ce qui est déja confirmé que la
dynamique induite se fera selon Psgxo0

Systéme dynamique induit par les retours de motifs de taille 20 x 20

La taille de I'intervalle vaut A1 + Az ». Le systéme dynamique est a |'échelle 1. Et la quantité
de translation qui vaut /2 — 1

Chaine de systémes dynamiques induits et substitutions

Ainsi, en itérant le procédé, on trouve une chaine de systémes dynamiques induits :

{(T[i]. Tiex : T[] = T[] : z > z+ ax, Toex = T[] = T[i] : z — z + i) }ken avec
_ _1 / _ 1

Okl = Ta et Qg = oS

Gréce a cette chafne de systémes dynamiques induits, on constate que :

— Si on est dans le cas d'un angle quadratique, le cosinus et le sinus apparitennent a la méme
extension quadratique et on peut que la dynamique induite une fois renormalisée est la méme
a différentes échelles.

— Pour prouver que la dynamique est effectivement substitutive, il importe de montrer la parti-
tion induite par les premiers retours correspond effectivement a des symboles bien dissociés
dans les systémes qu’on étudie.
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4.6 Conclusions du chapitre

De toutes ces expériences avec les substitutions, on retiendra leur accord pour proposer uni-
quement régles de substitutions planaires qui ont lieu de biais. Dans tous les cas, les substitutions
nous ont guidés vers des piéces rectangulaires qui étaient tournées selon la direction z;, le vecteur
d’entrelacement. Il s’agit la d’une constatation — et pour l'instant — on conjecturera la proposition
suivante : les substitutions planaires intervenant dans les rotations discrétes d’'angles quadratiques
se font nécessairement avec des motifs tournés dans le sens du vecteur d’entrelacement.
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Jean-Pierre CHANGEUX : Si tu contournes le probléme, comment la solution peut-elle apparaitre
si soudainement 7
Alain CoNNEs : C'est assez difficile a décrire. L'expérience montre que si I'on s'attaque a un pro-
bleme directement, on épuise trés vite toutes les ressources de la "pensée directe”, rationnelle.
On cerne la difficulté, mais si I'on ne parvient pas a se libérer, en général on ne résout pas le
probleme, contrairement a ce qui se produirait s'il s'agissait d’un probléme d’examen, s'il n'y avait
que des opérations automatiques a effectuer. Ce stade correspond a peu prés a la connaissance
que les mathématiciens ont d’'un probléme donné. lls cernent facilement le probléme, mais au-dela
la pensée directe n'aide plus. On ne progresse que si I'on dispose d’une stratégie, méme implicite,
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qui consiste a réfléchir a des questions annexes a priori sans relation avec le probléeme lui-méme.
Jean-Pierre CHANGEUX : Sont-elles trés différentes ou voisines 7
Alain CoNNES : Elles peuvent étre trés différentes.

Matiere a pensée — Jean-Pierre CHANGEUX, Alain COoNNES

Dans le chapitre précédent, les résultats sur les propriétés dynamiques des rotations discrétes
ont permis de se faire une idée bien plus précise des transformations qu'induisent les rotations
discrétes. On en déduit maintenant des applications orientées pour la géométrie discréte. Les
résultats présentés dans cette section ont aussi fait I'objet de publications : [P-ACI4], [P-ACI1].

Le premier de ces résultats concerne la caractérisation des angles bijectifs de la rotation dis-
crétisée. C'est une occasion pour nous de détailler la structure de I'orbite du systeme dynamique
associé aux rotations discrétes. Dans [JA95], Eric ANDRES et Marie-Andrée JacoB énoncent un
théoréeme qui définit une classe d'angles pour lesquels la rotation discréte est bijective. L'article ne
donne cependant pas la réciproque, que nous prouvons ici. Ce résultat a été employé entre autres
par Victor OSTROMOUKHOV pour mettre au point de nouveaux algorithmes de répartition des encres
dans les impressions. La preuve proposée utilise les propriétés arithmétiques des triples pythagori-
ciens engagés. Nous allons utiliser le formalisme établi dans les précédents chapitres pour reprouver
ce théoréme, et aussi dans la démonstration de sa réciproque.

Le second résultat concerne une implémentation incrémentale de la rotation discrétisée. Si on
décide d’'embarquer les données internes de I'algorithme avec I'image, on obtient un formalisme
permettant de faire des rotations transitives sur des images.

Le schéma de I'idée mise en avant ici c'est que dans le discret, si on souhaite obtenir certaines
propriétés du continu, il faut en fait embarquer une topologie déformable avec les objets que nous
considérons. En pratique, C/, est un moyen d'embarquer la topologie. Cette idée d'embarquer une
topologie, et de pouvoir ainsi agir sur celle de I'image.

5.1 Caractérisation des angles bijectifs de la rotation discrétisée

L'idée de la preuve consiste a utiliser le Théoréme [2.2, et a caractériser un cadre de non-
surjectivité, qui se trouve aussi étre un cadre de non-bijectivité. Dans le cas pythagoricien, du
fait que cos(a) et sin(a) sont rationnels, I'orbite a une structure de groupe fini. On alors spécifie
les caractéristiques des plus petits vecteurs sur T2 capables d'engendrer le groupe. En exploitant
cette information, on décide clairement de la vacuité de l'intersection entre |'orbite et le cadre
caractéristique de la non bijectivité.

Pour mémoire, un angle a est pythagoricien si et seulement si cosa et sina sont tous deux
rationnels. On remarque que o est un angle pythagoricien, si et seulement si, o' = 7 — o est
pythagoricien.

Proposition 5.1 Un angle a est pythagoricien si et seulement s'il existe un vecteurv de Z2\{(0, 0)}
tel que ry(v) appartient 72,

Démonstration :

Soit a un angle pythagoricien. Il existe un entier C tel que C cosa et C sin o sont tous deux
entiers. On peut le réinterpréter en disant que r,(C, 0) est un point de Z?. Réciproquement, soit
v = (x,y) un vecteur sur Z? tel que ry(v) appartient a Z2. On pose (x’,y") = ry(v). Et on a

’ ’ i o i . .
XQQH{ etsina = Xigﬂ}:f . Ce qui prouve que cos o et sin a sont tous deux rationnels.

cosa =
c.q.f.d.
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A tout couple (p, g) d’entiers positifs tels que g < p, on peut associer deux angles pythagoriciens
a et o, qui vérifient a+ao’ = % - le premier angle transforme (p, q) en (q, p), et le second transforme
(g.p) en (—=q.p).

Tous les angles pythagoriciens peuvent étre engendrés par un processus de la sorte en se basant
uniquement sur des couples (p, q) tels que gcd(p, g) = 1 (puisque pour tout entier positif h, les
angles engendrés par le couple (hp, hg) sont les mémes que les angles générés par le couple (p, q))
avec p — g impair. (sinon les angles générés par la paire (p, g) sont identiques a ceux générés par
le couple (%q, %)). La proposition suivante affirme que tous les angles sont bien générés pas ce
procédé :

Proposition 5.2 Un angle a de I'intervalle |0, 5[ est pythagoricien, si et seulement s'il existe un
vecteur (p, q) de Z? avec p > q > 0, gcd(p, q) = 1, p— q impair, et tel que soit ry(p, q) = (q, p)
soit ra(q, p) = (—q, p).

Démonstration :

Ceci est une conséquence de résultats usuels sur les triples pythagoriciens. (Voir par exemple
[HW38] ou [VOS93]). A n'importe quel triplet d'entiers positifs (a, b, c) tel que a®> + b> = c?
et tel que gcd(a, b, c) = 1, on peut associer un unique couple (p, g) d'entiers positifs tels
que ¢ = p° + g° et {a, b} = {p® — g° 2pq}. Clairement, nous devons alors avoir : p > q,
gcd(p,q) = 1, et p— g impair. Cette proposition est en fait une application pour en prenant
un triplet pythagoricien (a, b, ¢) et en posant cosa = a/c et sina = b/c, avec ¢ minimal.
c.q.f.d.

Définition 5.1 Le sous-ensembles des angles pythagoriciens entier@ est le sous-ensemble des
angles pythagoriciens formé par les angles issues des couples d’entiers consécutifs de la forme
(k+1, k).

Le couple (k + 1, k) conduit au triple pythagoricien suivant : (a = 2k(k + 1), b = 2k + 1,
c=2k(k+1)+1).

5.1.1 Multiplicité, points doubles et trous

On définit la configuration de multiplicité My (w) qui a chaque w de Z? renvoie son nombre
d'antécédents par rotation discrétisée. On peut remarquer M, est une configuration qui peut-étre
obtenue en appliquant un morphisme lettre-a-lettre a partir de la configuration CJ,.

Plus formellement, I"application qui définit M, s'écrit ainsi :

Ma(w) = #({veZ? [r](v) = w})

Commencons par la remarque suivante : Chaque ensemble de trois points sur la grille ry(Z?),
contient au moins deux points qui sont a distance d’au moins /2. Or les deux extrémités d’un
segment de longueur v/2 ne peuvent appartenir a la méme cellule. Donc, on conclut que trois
points ne peuvent appartenir & la méme cellule. Ceci revient a dire que la multiplicité M, ne peut
jamais étre supérieure a 2.

Un trou w par définition vérifie My(w) = 0 : Il y un trou dans My si et seulement si [ry] n'est
pas surjective. Un point double par définition vérifie My(w) =2 : Il y a un point double dans M,

(@) Cette appellation provient d'un isomorphisme entre I'arbre de FAREY, et un arbre des triples pythagoriciens que
nous définirons par la suite.
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si et seulement si [ry] est non injective. La rotation discrétisée [rq] est bijective si et seulement si
pour tout vecteur w de Z2, My (w) = 1.

On définit P, comme étant le sous-ensemble de Z? tel que M(v) = k. Py est vide si et seulement
si [ra] est surjective. P> est vide si et seulement si [r,] est injective.

Théoréme 5.1 Soit Fy| le cadre dont les coordonnées suivent :

1 1 1 3 :
Foy = 5 —sina, =7 +cosal x | —7, —5 +cosa+sino

Po # & , si et seulement s'il existe un vecteur v dans 7 tel que {ro}(v) € Fo i
Plus précisément, en reprenant les notions introduites, on a My ([ra](v) —j) = 0.

Démonstration :

On remarque tout d'abord que nécessairement, pour tout vecteur w’ de Z?2, il existe un
vecteur v de Z? tel que la distance entre ro(v) et w' est au plus g Soit w un trou, Cy la
cellule de discrétisation qui lui est associée et D,, la boule fermée centrée w et de rayon ﬁ/Q.
Du fait de la remarque précédente, on sait que Dy, N ra(ZZ) n'est pas vide.

En outre, puisque Cq est un trou, ra(ZQ) a une intersection vide avec Cy, et par conséquent
ra(Z?) rencontre Co + t, pour tout vecteur t de ry(Z?) ( puisque ro(Z?) 4+t = ry(Z?) ). En
particulier, on a : ra(Z?) N (UeT(Co + 1)) = &, ot T est I'ensemble défini par T = {t €
ra(Z%),t = Xiq + Yia, —1 < x < 1,-1< y <1}

Ainsi, ro(Z?) rencontre nécessairement D,,\ Ute (Co + t). Cet ensemble appartient a la
réunion de quatre carrés (voir Figure/5.1) : le carré o, +w +j et ses copies translatées par les
vecteurs —ig,—jo €t —iq — jo.

Clairement, le fait que I'un de ces carrés ait une intersection non vide avec ra(ZQ) implique
que les autres rencontrent aussi ra(Z2). Ceci est vrai en particulier pour Fg; 4+ w + j donc il
existe v dans Z2 tel que {ra}(v) € Fo,.

Réciproquement, il existe un vecteur v de Z? tel que {ra}(v) € Fo;, donc il existe un vecteur
w dans Z? tel que Fo; +w + j contient ry(v). Donc, Fy; +w + j et ses copies translatées par
les vecteurs —ig,—jo €t —ig — jo rencontrent ra(Z2). Ce qui nous améne au fait que w est un
trou, puisque sa cellule de discrétisation est a une distance inférieure a 1 de tout élément de
ra(Z2).
c.q.f.d.

Théoréme 5.2 Soit F», le cadre définit comme suit :

11 11 .
et —_——_— —_- X —_—_— —_-
F> 55 cosa 25 sina

On a: P, # & si et seulement si il existe un vecteur v dans Z? tel que {ra}(v) € F>.
Plus précisément, en respectant ces notations, on a My ([ra](v)) = 2.

Démonstration :

Puisque ry(Z?) est invariant par rotation d’angle /2, P> # (& si et seulement s'il existe v
tel que [ra](v) = [ra](v + i). Cette condition nous donne clairement le résultat annoncé.
c.q.f.d.
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. 159//

Fig. 5.1 — L'argument principal du Théoréme[5.1 : L’ensemble r,(Z?) ne rencontre ni les (grands)
carrés hachurés ni Cg, mais rencontre la boule centrée autour de la cellule. Par suite, ry(Z?)
rencontre les quatre petits carrés restants.

5.1.2 Le cas non pythagoricien

Nous rappelons la définition de deux groupes qui ont une importance clef dans notre étude des
rotations discrétisées :

— Soit le groupe G, de T? défini par : G/, = {ra}(Z?) peut aussi étre vu comme : Z{iq } +Z{jo }

— Le sous-groupe G, de R? défini par : Gy = Zi + Zj + Zig + Zjo.

De prime abord, on remarque qu'un point v de R? appartient a G, si et seulement si {v}
appartient a G' et, de plus [-1/2,1/2[2nGy = G.. On remarque encore que G, et G’ sont
invariants par rotation d'angle m/2.

On étudie d'abord sur le cas non pythagoricien afin de montrer que dans ce cas la rotation
discrétisée n'est ni bijective, ni surjective.

Proposition 5.3 Soit o un angle non pythagoricien,; Alors pour tout € > 0, il existe un élément e,
dans Gy tel que 0 < ||ec|| < €. De plus, Go contient le groupe Ze. + 7€, avec e, = ry/>(€c).

Démonstration :

Soit o un angle non pythagoricien, les éléments de la suite ({nig})nen sont disjoints deux
a deux. Puisqu'ils appartiennent tous au compact [—1/2,1/2], il existe une sous-suite de
({nkio})ken qui converge. Ainsi, la suite ({nkr1ia} — {Nkia})ken est une suite non ultimement
constante qui converge vers (0,0). Donc, pour tout € > 0, il existe un entier k tel que 0 <
|[{nks+1iat — {nkia}t|] < €. Cet élément appartient a Gy, ce qui donne le résultat. La seconde
partie de I'’énoncé est une trivialité.
c.q.f.d.

Corollaire 5.1 Soit o un angle non pythagoricien. La rotation discrétisée [rq] est ni injective, ni
surjective.

Démonstration :

Pour tout cadre F donné, on applique la Proposition précédente avec € suffisamment petit,
pour en déduire que G, a une intersection non vide avec F.

En particulier, cela est vrai pour le cadre de surjectivité Fq| et pour le cadre d'injectivité
F>. Ce qui nous conduit tout naturellement au résultat annoncé, en vertu des Théorémes 2.1
et[5.2]
c.q.f.d.
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5.1.3 Le cas pythagoricien

On se donne un couple d’entiers positifs (p, q) qui vérifie p > q, gcd(p, q) = 1 et pour lequel

on a p — g impair. Soit a I'angle vérifiant cosa = a/c et sina = b/c, avec a = p> — ¢%, b = 2pq
et ¢ = p2 + g°. On pose encore : o' = % — a, I'angle défini par I'autre triple : (a’ = 2pg, b’ =

P2 — 2, c=p?+q).
Pour chaque couple (x,y) d'éléments de Z2, on a [ra](x,y) = (X', y'), si et seulement si,
[ral(y. x) = (', x"). Donc [ra] est bijective (resp. injective, surjective) si et seulement si [ry] est
aussi une application bijective (resp. injective, surjective).
Pour simplifier, nous supposerons que a est impair (a est le premier élément du triple pythago-
ricien associé a I'angle). Ceci ne nuit pas a la généralité du propos qui va suivre

5.1.4 Réduction au probléme de la surjectivité

On prouve maintenant que pour tout angle pythagoricien, la question de la bijectivité de la
rotation discrétisée est équivalente a la question de sa surjectivité.

Lemme 5.1 (Lemme du carré) Soit S un carré semi-ouvert du plan tel que les sommets qui
I'induisent sont des coordonnées entiéres. Le nombre de points a coordonnées entiéres contenu
dans S est égal a I'aire de S.

Démonstration :

(schéma) L'idée de la preuve est de se baser sur les différentes représentations de T?,
comme le montre la Figure[5.2. On peut diviser le carré en plusieurs morceaux, et aprés avoir
effectué une translation de plusieurs morceaux on obtient un polygone composé de deux carrés
dont les cotés sont entiers : de coté a2 et b2.

— Le lemme ci dessus est clairement vrai pour tout carré semi-ouvert dont les cétés (entiers)

sont soit verticaux soit horizontaux.

— Deux domaines du plan mutuellement exclusifs qui peuvent étre obtenus mutuellement en
ne procédant qu'a des translations par des vecteurs de coordonnées entieres, contiennent
le méme nombre de points entiers.

Un choix précis peut-étre fait sur les bords dans le but d'obtenir un domaine semi-ouvert a la
fin.
c.q.f.d.

Remarque : Plutoét que d'utiliser le lemme du carré, il est possible de voir ce résultat comme
un corollaire du fameux théoréme de Pick, qui définit I'aire d’'un triangle discret@. (Méme si la
preuve du lemme précédent peut étre vu comme un peu plus large puisqu’elle requiert moins de
contraintes).

Théoréme 5.3 Soit o un angle pythagoricien. La fonction [ry] est bijective, si et seulement si, elle
est surjective.

Démonstration :

On pose ry((a, —b)) = (c,0) et ry((b,a)) = (0,c). Donc, a tout vecteur v de Z?, on
associe [ro](v + (a, —b)) = [ra](v) + (c,0) et [ra](v + (b, a)) = [ra](v) + (0, ¢). Ceci nous
conduit au fait que pour tout vecteur w de Z?, on a M(w + (c,0)) = M(w + (0, ¢)) = M(w).
Ce qui littéralement signifie que la configuration M(w) est périodique.

@ On trouvera plus d'informations concernant celui-ci dans des ouvrages comme [VOS93] ou [CMO91].
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Considérons maintenant la fenétre [—% —% + c[?. Du résultat de périodicité énoncé juste
avant, on conclut que [ry] est injective, si et seulement s'il n’existe pas de vecteur w € 72 de
[—3, —2 + [ tel que M(w) > 2. De méme, [ry] est surjective, si et seulement s'il n'existe pas
de vecteur w € Z2 de [—3, —3 + c[?, tel que M(w) = 0.

Par ailleurs, chaque vecteur v de Z2, [ra](v) est un élément de [—3, —1 +c[? si et seulement
si v est un élément der_([—3, —3+c[?). On applique le lemme du carré, le carré r_o ([~ 3, — 5+
c[?) contient c? vecteurs a coordonnées entiéres, de méme que le carré [—% —% + c[?. Ainsi,
on sait qu'il existe un vecteur w € Z? dans [—3, —1 + c[? tel que M(w) = 0 si et seulement s'il
existe un vecteur w € Z2 a l'intérieur de [—3, —% + c[? tel que M(w) > 2. Ceci est suffisant
pour conclure la preuve.

c.q.f.d.

T1

T2
T2

/ T1

Fig. 5.2 — Schéma de la preuve du lemme du carré. Les triangles T1 et T, sont translatés, ce
qui permet de créer deux formes de carrés. Les lignes foncées délimitent I'intérieur des domaines
définis.

5.1.5 Etude structurelle de G,

Le Théoreme [2.1 va étre par la suite utilisé pour caractériser les rotations surjectives (c'est-
a-dire bijectives, du fait de I'équivalence entre les deux notions). Cela nécessite néanmoins de
connaitre précisément la structure de G/, (qui n'est autre {r,}(Z?)).

Lemme 5.2 (Critére d’appartenance a G,) Soit v = (%, %), et (x,y) in Z?. Il existe un entier n

. . : X a
tel que {niq} = {v}, si et seulement si, xb — ya = det ( v b ) =0 [c].
Démonstration :

Il existe un entier n tel que {niq} = {v}, si et seulement s'il existe un triplet d’entiers
(n, ', n") qui vérifie : (X2 +n', L +n") =n(2,2) (Onremarque i, = (2, 2)).

Ceci revient a prouver |'existence d'un entier ntel x =na[c] qu y = nb [c]. Ce qui n'est
possible que si et seulement si, xa—! = yb~![c] (les inverses sont considérés dans Z/cZ, les
nombres a et b sont inversibles, puisque % et % sont deux fractions irréductibles). Cette derniere
égalité peut alors se ré-écrire en : xb—ya =0 [c|.
c.q.f.d.

Proposition 5.4 Soit vy et v), les vecteurs définis parm = (2, 2) et v), = (=1, 2). Le groupe
G., est cyclique, d'ordre c, il est généré par {vp}. Le groupe G4 est le sous groupe de R? généré
par Zvp + Zv),.
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1o »o

1o

100

140
160 9.0

&(8,15,17) g&(7,24,25)

Fig. 5.3 — Sur la gauche, G/, et Fo; pour un angle pythagoricien qui est non-entier. Sur la droite
gl et Fo, pour un angle pythagoricien entier.

Démonstration :

On commence par remarquer que les vecteurs {{in}, {ia}} sont générateurs du groupe
Gl et que jo = (—2,2). On écrira aussi —b> — 2> = —c?, ainsi, en appliquant le critére
d'appartenance, on sait qu'il existe un entier positif n tel que {nio} = {io}. On a donc que
{io} engendre G, par conséquent, cyclique. De plus, puisque gcd(a, ¢) = gcd(b,c) = 1, on
a: {nix} = (0,0) si et seulement si n = 0[c|. Ce qui prouve que G/, est d'ordre c.

On a encore : pb— ga = p(2pq) — q(p?> — ¢°) = p?>q + ¢> = q(p? + ¢°) = gc. Donc, en
appliquant le critére d'appartenance on vérifie que {vys} est bien un élément de G/,. De plus,
puisque gcd(p, ¢) = gcd(q, ¢) = 1, {vp} est d'ordre ¢ et est donc bien un générateur de G, .

Pour la troisiéme partie de cette proposition, on fera la remarque que G, et Zvy, + Zvj\/,
sont tous deux invariants par une translation de vecteur a coordonnées entiéres, ainsi ces deux

groupes sont en fait complétement définis par leur comportement sur la cellule [f% %[2

De plus, G, contient Zvy, +Zvjv, et Go N [—%, %[2 ( ce qui revient a G/, ce dernier contient
exactement c¢ éléments ).

Il reste a prouver que (Zvp+7Zv),) n[—3, 3[? contient encore ¢ éléments. Dans cet objectif,
on considére le plan réel équipé de la base (vp;, m’) : les vecteurs de Zvy, + Zv),, sont alors des
vecteurs a coordonnées entiéres. De plus on a i = pvy — qv),, ainsi la cellule de discrétisation
centrée a l'origine peut étre identifiée a la cellule sur laquelle on applique le lemme des carrés.
Donc, la cellule de discrétisation contient ¢ éléments de Zwvy, + ZV’M. Cela conclut la preuve.

c.q.f.d.

5.1.6 Preuve de la réciproque du Théoréme d’Andrés-Jacob

On se propose maintenant de fournir une preuve alternative au théoréme d'ANDRES-JAcoB dans
le sens direct. On structure la preuve ainsi : on montre que quand on est dans le cas pythagoricien,
il y a nécessairement des trous, c'est-a-dire que la rotation est non surjective. On observer que
I'apparition nécessaire d'un trou est liée a la densité de points G/, dans [—%, %[2, c'est-a-dire Ia

densité relative des éléments de ce groupe (ou encore a une densité relative de G, dans Z?).

Lemme 5.3 (Lemme de la la taille) Soit [x,x + d[x[y,y + d[ une zone carrée du plan réel, si
d>= ﬂcq. Alors cette partie a une intersection non nulle avec G.
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Démonstration :

Posons : (x,y) = zvym + tv),. A une translation pres, cela nous donne : |z|vy + |t]V),. je
suppose sans perte de généralité que 0 < z < 1and 0 <t < 1, ce qui donne —q/c < x < p/c
et0<y<(p+q)/c.

Suite a cette hypothese, on conduit une analyse cas par cas (obtenue en découpant le carré
{veZ? v =2zvy+tv), 0<z<1,0<t <1} par des lignes horizontales et verticales) :

- si (x,y) =(0,0), le vecteur (0,0) appartient a [x, x + d[x[y,y + d|,

—si—g/c < x < (p—q)/cet0 <y < (p+q)/c, le vecteur vp; + v), appartient a

[x, x +d[x[y,y +d],
—si(p—q)/c < x < (p+q)/cet0 <y < qg/c, levecteur vy appartient a [x, x+d[x[y, y+
dl,
—si(p—q)/c<x<(p+q)/cetqg/c<y<(p+q)/c, levecteur 2vy; + v}, appartient a
[x,x +d[x[y,y +d[.
c.q.f.d.

Théoréme 5.4 (Réciproque du Théoréme d’Andrés-Jacob) Pour tout angle o qui n’est pas un
angle pythagoricien entier, la rotation discrétisée [ry] est non bijective.

Démonstration :

Sil'angle o n’appartient pas a I'ensemble des angles pythagoriciens, alors d'aprés le Corollaire
5.1 de la Proposition (5.3 la rotation discrétisée [r,] est non bijective.

Nous supposons donc que l'angle o est bien un angle pythagoricien. En respectant, les
conventions et notations que nous avons établies jusqu’ici la longueur sidefy du c6té du coté
du carré Fo, est cos(a) +sin(a) — 1 = 2H2=¢ = 2"(’2_‘0.

Pour que la partie Py soit vide, il est nécessaire que sidefy < (p + q)/c ce qui donne
29(p—q) <(p+q).
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Fig. 5.4 — sidefy et %q = sidefyq pour deux exemples d'angles pythagoriciens.

On pose alors p = g+ e, et ainsi on obtient 2ge < 2g+ e, ce qui peut encore se réécrire en :
(2g—1)e < 2q, or (2g—1)(e—1) < 1. Cette derniére équation n'est possible que pour e = 1;
ce qui revient a dire que (p, g) est un couple conduit a un triple pythagoricien entier. Ainsi, la
rotation discrétisée ne peut étre bijective pour un angle autre qu'un pythagoricien entier.

c.q.f.d.
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5.1.7 Variante de preuve pour le Théoréme d’Andrés-Jacob

Théoréme 5.5 (Andrés-Jacob) Pour tout angle oc qui est pythagoricien entier, la rotation discré-
tisée est bijective.

La preuve originale est fondée sur des arguments arithmétiques. Nous en proposons une preuve
alternative dans le cadre de vision que nous venons définir.
Démonstration :

La preuve est fondée sur I'idée de montrer qu'aucun point du groupe G/, n'appartient au
cadre associé a I'apparition d'un trou fg;. Afin, de s'assurer qu'aucun point du groupe n’inter-
secte le cadre, la position des points encadrant le cadre Fq est étudiée explicitement.

Le cadre Fq est précisément situé en :

Fo, = [(Foy)r. (Foy)r[ x [(Foy)o. (Foy)ul

= %—sin(a),—% +cos(a)[ X [—;,—2+cos(a) +sin(a)[
[c —2b 2a—c¢ —Cc 2a+2b—3c
- | 2¢ ' 2c [X [QC 2¢ [
[P =3¢ p2—3q2[x[—c 23+2b—3c[
| 2¢ ' 2 2c’ 2c
[ —2k? —2k +1 —2k +2k + 1 —2k? =2k —1 —2k?>+2k—1
B | 2c ’ 2c {X [ 2c ' 2¢ [

On suppose que a est le k-éme angle pythagoricien entier (i. e. p = k+1et g = k); ce
quidonne a = p?> —q?> =2k +1, b=2pg =2k(k +1) et c = p°> + ¢°> = 2k®> + 2k + 1.
Par cette hypothése, nous avons aussi : vy = (£, &) et v}, = (_?k k£1y On considére

c 'c
les quatre vecteurs suivants :

Fig. 5.5 — Position des points a, b, c et d relativement au cadre rectangulaire associé a |'apparition
d'un trou.

—2K2-2k —2k? K-k —k?
(2l 2k 2y (K )

-a= 2c ' 2c c ' c

—b=a+vy= (—2/2<i+2, —2/(22(;1—2/() — <_kf_—+1' —ki—&-k)v
—c=a+tvy -V = (72k22+c2k+2’ 725?2) — (fk2—|c-k+1, #)
~d=a—v), = (722é<2, 72k22762/<72) _ (%18, 7k2;k71)

D’aprés ces définitions, on peut s'apercevoir que les points a, b, ¢, d encadrent le cadre
considéré : Fo @ ax < (Fgy)r. by > (Fy)u. ex > (Fgy)r et dy < (Fg))p.
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De cela nous concluons que Fp; est contenu dans le cadre rectangulaire Jax, cx[x]d,, b, [.
Aussi, a appartient a G, puisqu'il vérifie le critére d'appartenance :

K2 -k a _K2—k  2k+1
det( e b) = det( e 2k(k+1))

= —2k*—2k3 — K2
= —k>(2k® +2k +1)
= —k’c

= O[C]

Et puisque a appartient a G4, cela implique par suite que b, ¢ et d sont aussi des éléments
de Gqo. Ainsi, Jay, cx[x]dy, b,[ ne rencontre pas G, puisque les éléments de ce carré sont a
une distance inférieure a ||vy|| = § de 'un des points a, b, c, or d.

De cela, on en déduit que l'intersection o, N G4 est vide, et donc que Fo; N G, est vide,
ce qui nous donne le résultat du Théoréme [2.1]
c.q.f.d.

5.1.8 Arbres des triples pythagoriciens

Nous venons de détailler la structure de G, dans les cas périodiques. Nous avons aussi mis
en évidence le fait que certains triples pythagoriciens avaient des propriétés importantes pour les
rotations discrétes. || me paralt important de rappeler certains résultats qui structurent I'ensemble
des triples pythagoriciens, et qui permettront peut-étre a moyen terme de trouver des résultats du
type [BS94] pour les configurations planaires étudiées.

5.1.8a L’arbre ternaire

Théoréme 5.6 (Dan Romik, [ROMO05]) Soit

-1 2 2 1 2 2 1 =2 2
Mi=1] -1 2 2 | Mxy=1| 1 2 2 || Ms=| 1 3 2
-2 2 3 2 2 3 2 3 3

Tout triplet pythagoricien premier (a, b, c) avec a impair et b pair posséde une unique repré-
sentation de la forme :

a 3
b |=MgMg,...Mg, | 4
c 5

Avec di ...d, € {1,2,3}. Tout triplet pythagoricien premier (a, b, c) avec a pair et b impair
posséde une unique représentation de la forme :

a 4
b | =MgMg,... Mg, 3
c 5

@ On trouvera sur le DVD accompagnant la these a I'url. qui contient une session MuPAD qui reprend les principaux
éléments de la preuve. Le fichier est donné de maniére relativement brute.
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Avec di ...dn € {1,2,3}.

Plus précisément a tout triple pythagoricien premier, on peut associer une unique suite (dy, do . .. dp, dpy1) €
Un—o{1.2,3}" x {ip, pi}.

Soit Q ={(x,¥)|x >0,y >0,x>+y?2=1)

On définit T : Q > Q par T(x,y) = (352, 220)

puis on définit d comme I'application de Q vers {1,2,3,ip, pi} :

1 si 4/3 < x/y,
2 si 3/4 < x/y < 4/3,
3

d(x,y) — Si x/y < 3/4,
ip si xiy = (2%,
pi si xly = (332)

Alors,

Si (x/y) € Q n Q?, il existe un n tel que T"(x,y) = (0,1) ou T"(x,y) = (1,0), et on a
dy = d(T*"Y(x,y), pour ke {1,...,n+1}

Si (x/y) € Q\Q?, on peut définir un développement dix = d(T*"1(x, y), pourk e {1,..., n+1},
qui a la propriété de ne pas se terminer par une séquence infinie de "1" ou de de "3".

Le théoreme de Dan Romik associe un développement a chaque triple pythagoricien.

M5 a une action “inversante"@. Ainsi I'application qui a un développement du théoréme précé-
dent associe un angle n'est pas monotone !

Pour obtenir un développement d’ de X vers une fraction continue généralisée qui soit mono-
tone, c'est-a-dire pour lequel d'(x,y) <jex d'(X',y’), si et seulement si, y/x < y'/x', il faut en
fonction du nombre de 2 déja rencontré dans le développement intervertir les 1 et les 3.

Si on décide de tenir compte de cette modification sur les actions, on obtient |'arbre représenté
en figure :

0.489957( 15,8, 17)

0.437338(77, 36, 85)

0.761013( 21,20, 29)

0.789582( 119, 120, 169)

0.717541( 55, 48,73) 0.836449( 65, 72, 97) 1.03829( 33, 56, 65) 1.287(7,24,25)

0.556599( 45, 28, 53)

0.330297( 35, 12,37)

1.1172( 39, 80, 89)

5.1.8b L’ombre de I'arbre de Farey

[l existe un ordre moyen de structurer les angles pythagoriciens selon une structure arborescente.
En appliquant la transformation 2 — (p?> — g%, 2pq, p> 4+ g°) a I'arbre de FAREY, on obtient un arbre
dans lequel chaque triple pythagoricien apparait deux fois. Ceci est le principal inconvénient de cette
construction.

@) Cela est une conséquence du fait que I'application 7 est décroissante sur son morceau médian (entre 1/3 et
1/2),et par suite elle est décroissante sur cet intervalle.
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(3:4.5),0.643501

(6.8,10),0.643501 (5,12,13), 0.394791
(20,21,29),0.761013 (16,30,34), 0489957

(8,15,17), 0.489957 (7,24,25),0.283794

Fig. 5.6 — Arbre binaire des triplets pythagoriciens. Dans cet arbre, chaque triple est représenté
deux fois. Une fois dans sa forme premiére, et une fois dans sa forme premiére multipliée par 2.

[
:
[
:
:

Fig. 5.7 — Les configurations périodiques convergeant vers la configuration de 7/4 en descendant
le long d’'une branche de I'arbre des triples pythagoriciens issus de |'arbre de Farey.
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5.2 Algorithme incrémental pour la rotation discrétisée et transitivité

5.2.1 Caractéristiques des configurations rencontrées lors de rotations transitives

Voici maintenant un algorithme incrémental pour la rotation discrétisée.

L’algorithme calcule successivement toutes les images tournées correspondant a la séquence
des angles possibles (en commencant a 0 et en finissant 2w ).Pour une image dont la taille est finie,
il y a un nombre fini d'images tournées pas des angles réels, Ceci autorise a priori dans la pratique
a calculer toutes les images tournées intermédiaires.

La procédure suggérée est valide et précise : elle retourne exactement le méme résultat que la
rotation discrétisée du méme angle. Elle ne réalise aucun calcul de sinus ni aucun calcul de cosinus,
et par conséquent, il n'y a aucun probléme relatif a I'emploi d'arithmétique a virgule flottante et
de mantisse de taille bornée.

L'algorithme est rapide : pour effectuer une rotation incrémentale, I'algorithme n’'a besoin que
de O(m3log(m)) opérations, la o il en faut @(m®>) pour I'algorithme naif. Pour les rotations incré-
mentales, la complexité de I'algorithme s'il emploie des tables d'angles précalculées est de O(m?),
ce qui en fait un algorithme optimal ; En fait I'algorithme passe par tous les angles intermédiaires
(et seulement par eux) et ne modifie a chaque étape que les pixels qui doivent effectivement étre
modifiés.

Nous nous intéressons maintenant aux discontinuités du processus de rotation. Nous allons
expliquer comment coder a partir d'entiers les emplacements ol les discontinuités se produisent. Par
le biais d'arithmétique entiére uniquement, on spécifie comment réaliser les opérations essentielles
sur les angles.

Par la suite, on précise les caractéristiques des transformations qui affectent les configurations
au passage d'un angle charniére.

Renforcés par les précédentes remarques, nous serons alors en mesure d’expliciter le processus
méme de |'algorithme incrémental pour la rotation discrétisée.

L’algorithme présenté fonctionne selon un schéma similaire a celui décrit dans [ABC*04] ; I'idée
de base est de voir |a rotation discrétisée restreinte a un morceau fini de plan, comme une application
constante par morceaux, puis de calculer une table de toutes les discontinuités afin de ne pouvoir
mettre 3 jour que les pixels nécessaires. Par rapport a [ABC*04], on propose une description trés
précise de la nature des discontinuités, ainsi qu'un moyen de réaliser I'ensemble des calculs en se
fondant sur de I'arithmétique entiére uniquement.

On pose p, I'application qui, a un angle, associe la configuration C, dans sa version tronquée
~ 2
a une boule de rayon m. Formellement, pp, : A — (AYZ : a > C,.

Dans le cadre de cette section, pour des questions de lisibilité, nous faisons le choix de travailler
en complexes.

Notre objectif est de produire une version incrémentale exacte de l'algorithme de rotation
discrétisée. Etant donné un entier m , nous souhaitons produire toutes les applications pm(a) pour
a € [0,27], en respectant |'ordre naturel dans lequel celles-ci apparaissent (en se déplagant de
0 a 27). Informellement, il s'agit d'un algorithme “video" qui montre toutes les configurations
successives obtenues au cours de la rotation.
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kE+1/2
+1/ o
)\ T,
(67
(@) Qg
Qg
q
Zs
D /

Fig. 5.8 — Un angle charniére et son couple générateur pour o = (9, —4,7).

5.2.2 Les angles charniéres
5.2.2a Définitions

L'algorithme repose avant tout sur une étude précise de la fonction pn, @ & — Cq|m. Pm est
une fonction en escalier (constante par morceaux). Ainsi, une étude précise du comportement
de la fonction autour de ses discontinuités permet de reconstruire la fonction. Ces discontinuités
correspondent aux seules mises a jour de la configuration manipulée par |'algorithme.

Définition 5.2 Un angle o est un angle charniére s'il existe un point source zs € Z[i] et un point
destination zp = zse'® qui posséde une coordonnée demi-entiére propre (propre) (c.a.d. zp € H)
. Pour tout angle charniére, le point source et le point destination forment un couple générateur.

Note 5.2.2.1 D’un point de vue topologique, les angles charniéres peuvent étre considérés comme
les points de discontinuités de I'application o+ [ry].

Conséquence immédiate de la définition : un angle est charniére, si et seulement s'il existe trois
entiers p, g, k tels qu 2 gcos(a) + 2 psin(a) =2k + 1.

La valeur |zs(a)|? sera dénommée I'ordre de I'angle charniére a. Si (zs, zp) générent a alors
(Zs, Zp) générent —a. Si (zs, zp) générent a alors (i®zs, i®zp) générent les mémes angles, pour
tout Q@ € {0,1,2,3}. On définit encore S, I'ensemble des points sources de a @ Sy = {z €
Z[i]le'®z € H}.

5.2.2b Lemmes fondamentaux

Lemme 5.4 Les angles pythagoriciens et les angles charniéres forment deux ensembles disjoints.

Démonstration :

Supposons qu'il existe un angle qui soit a la fois pythagoricien et charniére en méme temps.
Par définition, puisque cet angle est charniére, il existe un entier gaussien zs € Z[i] qui est
transformé par rotation en un point de la grille H.
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On vérifie alors que : {R(e'®z5)} = {R(zp)} = % Plus précisément, R(zp) = R(zs) cos(a)—
J(zs) sin(a). Or, si a est pythagoricien, cos(a) = 2 et sin(a) = %, ou (a, b, ¢) est triple pytha-
goricien premier (c.a.d que ses élément appartiennent a Z et que a°+b? = c2, gcd(a, b, c) = 1).
{R(zp)} peut se réécrire comme 2 ol n est un entier, puisque ¢ est impair. Ce qui nous amene
a une contradiction puisque : {R(zp)} = %

c.q.f.d.

Un corollaire de ce lemme est : pour tout angle charniére, cos(a) ou sin(a) est un nombre
quadratique irrationnel ( Les deux peuvent I'étre simultanément).
Soit p, g, k un triplet d'entiers, tel que p® + ¢°> > |k + %| on pose r’ = p® 4+ qg° et A =

r2 — (k + £)2. On définit I'angle a(p, g, k) par I'égalitée e P-4k (p + qi) = k + % + X\i; ainsi
pour cet angle, ((p + qi), (k + % + X\ i)) forment un couple générateur.

Lemme 5.5 (Codage des angle charniéres) Soit (p, q, k) et (p', ¢', k") deux triplets générateurs
tels que a(p, q, k) = a(p’, ¢, k). Alors det [ 5, :77, ] =0

Démonstration :

La preuve est immédiate : Soit o = a(p, g, k), ce qui nous donne 2psin{a) + 2qg cos(a) =
2k + 1, et pareillement pour o = a(p’, ¢, k') : 2p'sin(a) + 2q’ cos(a) = 2k’ + 1. On consi-
dere alors ces deux équations comme un systéme a deux inconnues cos(a) et sin(a). Si

det([ 5, 3, ]) # 0 alors cos(a) et sin(a) devra étre rationnel, I'angle devrait étre pytha-

goricien. Ce qui rentrerait en contradiction avec[5.4. Donc (p, q) et (p', ¢') sont co-linéraires.
c.q.f.d.

Ce lemme implique que arg(zs(a)) mod (mw/4) et arg(zp(a)) mod (m/4) sont uniquement dé-
finis pour un angle a. Ces valeurs forment donc des caractéristiques importantes associées aux
angles charniéres. Corollaire immédiat du Théoréme|5.5, tous les couples générateurs d'un angle
a(zs, zp) sont nécessairement de la forme (nzs,nzp) ou de la forme (inzs,imzp) avec n € Q.

Tout triple (p, g, k) qui génére un angle a,(p, g, k) sera dit premier s'il est tel que p? + g2 est
minimal parmi les autres triples générateurs de . Pour chaque angle charniére, il existe un unique
triple générateur premier.

Lemme 5.6 (Triple générateur premier) Soit (p, q, k) le triple générateur premier de I'angle o ;
alors I'ensemble des triples générateurs de I'angle o est de la forme {((2n + 1)p, (2n + 1)q, (2n +
1)k + n), for ne Z}.

Démonstration :

Sizs = (p+qi) € Sy est le point source issu du triple générateur (p, g, k) alors (2n+1)zs €
Sa. puisque{R(2n + 1)e'®zs} = % pour tout n dans Z. Aussi, pour tout n € Z, le triple
générateur ((2n+1) p, (2n+1) q, (2n+1) k+ n) produit le méme angle. Il est aussi évident que
pour tout n’, n" € Z, (2pn’, 2qn’, ") ne peut &tre un triple générateur o puisque e'*(p+qi) € H
implique que e'*(2 pn’ +2 qn’i) ¢ H. On remarque que Bp+Bqi avec B € R\Z ne peut étre une
source puisque : B(p + qi) ¢ Z[i]. Supposons que ¢ € Q\Z et k' € Z tel que (fp, £qi, k') est
un couple générateur de I'angle a, cela implique que Z(p + g/) est un entier gaussien et donc
gcd(p, q) devrait divisible par s (puisque r ne I'est pas). De plus, R(e'*(£p+Lqi)) = le Cela
ne peut se produire que si 2k’ + 1 est encore divisible par s. Maintenant p, g, 2k + 1 sont aussi
divisibles par n, et donc le triplet générateur n'est pas premier. Cela contredit notre hypotheése.
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Ainsi, B(p + qi) ¢ Sq pour B € R\Z. Ainsi, par suite des précédents lemmes et du précédent
raisonnement, il n'y pas d'autres triples générateurs pour I'angle o que ceux énumeéreés.
c.q.f.d.

5.2.2c Propriétés des angles charniéres

A partir des lemmes précédents, on peut prouver les propositions qui suivent et qui nous seront
utiles par la suite.

Proposition 5.5 Tout angle charniere peut étre décrit de maniére univoque par son triple généra-
teur premier.

La proposition est actuellement un corollaire du Lemme[5.5 et [5.6]

Proposition 5.6 Le nombre d'angles charniére de rayon au plus m est inférieur a 8m?>.

Cela se prouve facilement en observant que |p| < m, |q] < m, [k + 3| < m
Une borne supérieure sur le nombre d'angles charniéres possibles peut étre trouvée dans [ABCT04].

Cette formule peut étre légerement raffinée en faisant appel a r»(k) la fonction qui donne le nombre
de décomposition d'un nombre entier sous forme d'une somme de deux carrés d'entiers. La borne
supérieure sur le nombre d'angles charnieres définissable dans une boule de rayon m devient alors :
#(Anlm) < XM )V =53] < (X7 n0) [Wm — 3] < (2m)3. On notera encore qu'il y a
exactement deux fois plus de configurations de rotations dans p,(a) que d'angles spéciaux dans
Az |m (les paliers étant associés pour des raisons de simplicité aux configurations périodiques asso-
ciées a un des triples pythagoriciens du palier, tandis que ce sont des configurations autosimilaires
associées aux angles charniéres, c'est-a-dire aux discontinuités entre les paliers.)

Proposition 5.7 Les éléments de S, régulierement disposés le long de quatre demi-droites : Sy =
Uaefo.1.2,3{(2/ + 1)i%p + qi), | € N}

Cette proposition est une autre conséquence du Lemme[5.6.

5.2.3 L’algorithme incrémental

L'algorithme est structuré en deux parties trés différentes. La premiere partie de |'algorithme
est vouée a I'énumération de tous les angles spéciaux dont I'ordre est plus petit que le rayon du
point le plus éloigné dans I'image a faire tourner. Ces angles ne seront pas stockés comme des
valeurs a virgule flottante mais directement par le biais du triplet qui leur est associé (trois nombres
entiers de tailles acceptables). Grace a I'encodage des angles, on retrouve toutes les informations
nécessaires pour transformer une image tournée d'un angle a en une image tournée d'un angle
légerement plus grand durant le processus de rotation. La premiére partie de I'algorithme forme un
processus similaire a la création d'une table des sinus, et idéalement, on réalisera une telle table
une fois pour toutes.

La seconde partie de I'algorithme consiste en une boucle a travers tous les angles spéciaux
énumeérés. A chaque pas de la boucle, sont effectuées les transformations nécessaires pour passer
de pm(a) a pm(a@’) (ot ' est I'angle suivant o ). Dans certaines implémentations actuelles,
I'algorithme mémorise pm(), ce qui permet de connaitre directement I'image d'un point par [ra]|m.
Cependant, ce choix dépend de I'usage et de la machine, sur des automates cellulaires par exemple,
un expérimentateur préférera travailler avec des configurations comme C,, ou C.,. Les grands
principes de I'algorithme se transposent sans difficulté majeure sur ces configurations.
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5.2.3a Enumérer et trier les angles spéciaux

Pour mémoire, m désigne le rayon de I'image considérée. Pour énumérer tous les angles char-
nieres de Ay|m, il suffit d’énumérer tous les entiers gaussiens dont le module est plus petit que m
(qui formeront le point source de I'application),et de considérer tous les demi-entiers dont la valeur
absolue est plus petite que m. L'énumération nécessite donc un temps en O(m3). Certains angles
sont énumérés deux fois. Les angles dupliqués seront éliminés lors du processus de tri.

Pour trier n éléments, les algorithmes de tris demandent O(nlog(n)) opérations, pourvu qu’on
leur propose un opérateur de comparaison en temps constant. Un des buts de cette section est
d'expliquer comment comparer deux angles charniéres a partir de leur codage (sous forme de
triplet générateur). Cette comparaison s'effectue en temps constant. En utilisant un tri par tas,
I'éenumération et le tri des angles peuvent donc étre calculés en O(m3log(m)).

Lemme 5.7 (Comparaison en arithmétique entiére de deux triples) Soit a € Ay un angle as-
socié au triplet (p, q, k) et o’ € Ay un angle est associé a (p', q', k'), il est possible de décider, en
temps constant, si o < a' en se basant uniquement sur les entiers p, q, k, p', ¢, k'.

Démonstration :

On utlise les notations en cours pour écrire : cos(a) = (p(k + 3) + g\)/(p> + ¢?) et
sin(a) = (pX — a(k + 3))/(P* + ¢°).

L'argument fondamental pour vérifier ce lemme est que toutes les quantités intervenant
dans les formules de cos(a) et de sin(a) sont des entiers sauf A. Cependant, 4\ est la racine
carré d'un entier. Quelques manipulations algébriques permettent de simplifier I'expression..

En pratique, les signes cos(a) et de sin(a) se calculent facilement. Le probléme peut se
ramener uniqguement a de |'arithmétique entiére. |l est donc facile de savoir de déterminer le
quadrant de I'angle «, et celui de I'angle o'.

Si a et o' appartiennent au méme quadrant ,alors on compare cos(a) et cos(a’). Ce qui
encore une fois revient au fait de calculer le signe d'une expression basée uniquement sur du
calcul a base d’entiers.

Pour étre plus précis :

Le quadrant de I'angle o peut étre déterminé par le signe de R(zp(a)zs*(ax)) et par le
signe S(zp(a)zs H(a)).

Si a et o' appartiennent & un méme quadrant Q, on définit B = (I®zs(a), zp(a)) et
B = (i®zs(a’), zp(a')), leurs projections sur le premier quadrant, naturellement 8 < @' si
et seulement si a < o'. Il est possible de comparer la pente associée a chaque angle (qui
croit avec I'angle, pour les angles du premier quadrant). Pour définir cette pente, on exprime
zp(B) dans la base définie par les vecteurs zs(8)/|zs(B)| et izs(B)/|zs(B)|. Ce qui, une fois
renormalisé, donne simplement zp(B)zs(B) . La partie réelle de ce vecteur n'est autre que
cos(B), et sa partie imaginaire n'est autre que sin(G). Donc, en développant, on obtient :

cos(B) = R(i ((p+;lzll(;<:2+%/))) et sin(G) = (i ((p+52/)+(;<2+2+%1)))_
Ainsi, comparer les pentes revient a décider de la vérité de cette inégalité : sin(3)/ cos(B) >
sin(B')/ cos(B')

En fait une fois développées, ces expressions donnent des résultats différents en fonc-
tion du signe de leur partie imaginaire. En effet, si (sgn(cos(B)cos(B8’)) = 1) alors on ob-
tient cos(B)sin(B') — cos(B')sin(B) > 0, sinon cos(B)sin(B’) — cos(B’')sin(B) < 0. Si on
tient compte des considérations précédentes, I'inégalité (a > () se réécrit en sgn(det(M)) =

sgn(cos(a) cos(')), ot M = Z?ns((g)) Z?r?((g/l))
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Fig. 5.9 — Altération de C,, lors du passage de o~ a a™. Seuls les points en gris ont changé,
plus préciséement, un seul point par croix a vu sa position altérée. On constate que les points sont
disposés le long de quatre demi droites.

D’autres simplifications peuvent encore étre effectuées en réalisant des passages au carré.
c.q.f.d.

5.2.3b Passer de la configuration de [r,-] a [ry+]

Soit o € Ay, on sait qu'il existe zs(a) € Z[i] et ?R(ZD(oc))—l—% € Z et aussi S(zp(a)) > 0. Du fait
de I'orientation trigonométrique, et de I'opérateur de discrétisation choisiona,  lim  [ry](zs) =
a'—aa<a

[ral(zs), avec  lim  [ral(zs) = ([ral(zs)—1). Cependant, on remarque que  lim  [ry]l(—2zs) =
a'—a,a'>a a'—a,a’<a
([ral(=zs)+1), avec  lim  [ro](—zs) = [ra](—2zs). Ces résultats peuvent étre condensés dans
a'—a,o'>a

la proposition suivante :

Proposition 5.8 (Position des points de discontinuités) L ’ensemble des points de discontinui-
tés de [ro] en arg(zszp) est inclus dans I'ensemble zsZ[i]. Il coincide avec I'ensemble (27 +
1)zs u (2Z + 1)izs. On note encore que :

VQe{0,1,2,3}, Im [ra] ((zsi9) = [ra—el(zsi¥)) = i9F2

Soit ¥, I'application qui pour z dans (zi®(2n+1)), avec n, @ € N, vaut ¥, (z, p) = p+iQ*!
et qui vaut 9, (z, p) = p, sinon.

. si (z,p) € (20i9(2k + 1)) alors p+ (9F!
Vo 12> { si (z.p) ¢ (20/°02k +1)) p

On peut démontrer que pour tout z dans Z[i],[ry+1(2) = Y. (z, [ra-1(2)) .

5.2.4 Schéma de I'algorithme

Tous les éléments sont maintenant réunis pour une bonne compréhension de I'algorithme. La
premiére version de |'algorithme que nous allons introduire se contente de mettre a jour la configu-
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ration associée a la rotation, (on a par principe fait un appel a une fonction externe pour prévenir
des mises a jour de pixel) . Nous allons par la suite voir une version plus complexe de I'algorithme
qui permet de faire des rotations incrémentales d'une image (et qui bien slr ne garde pas pour
autant l'intégralité de I'image). Voir Algorithme 5.1.

Pour le moment, les plus grandes subtilités de I'algorithme proviennent des mystéres de la suite
des angles charniéres (Voir Section 5.2.9a). Le pseudo-code présenté ne précise pas de nombreux
détails importants pour les implémentations réelles : par exemple, dans la majorité des langages de
programmation, il faudra faire attention a ne pas sortir du buffer de I'image qui est rectangulaire.
La version présentée ici ne montre pas exactement toutes les configurations de rotations, elle
ignore toutes les configurations associées aux angles charniéres. Pour calculer p,,(a) dans ce cas,
il suffirait de procéder en deux étapes et d'appliquer ¢ d’abord dans les deux premiers quadrants,
puis d'appeler une premiére fois la procédure de notification, puis de clore I'application de 9 en
I"appliquant aux deux derniers quadrants, avant de renotifier le programme principal.

5.2.5 Application pour la rotation d’images

La version précédente calcule une image de I'application de rotation, la rotation discrétisée
n'est pas bijective sur Z2. Cette précédente version serait a priori inadaptée au calcul incrémental
des rotations d'une image sans conservation de |'original.

Nous avons déja prouvé qu'un point pouvait avoir plus deux antécédents.

Pour créer des rotations discrétes sans perte, une idée simple consiste a mémoriser les deux
antécédents dans chaque cellule.. Ce qui requiert une couche de données en plus. L'image manipulée
par I'algorithme est un élément de Q(ZLI1x{0.1})

En pratique, le code est ainsi modifié : I'espace de données sur lequelle on calcule la rota-
tion, supporte deux couleurs ou deux positions dans Z[i]. On utilise un ordre arbitraire (I'ordre
lexicographique, par exemple) pour décider du pixel autorisé a demeurer a la couche 1.

L'algorithme 2 ajoute des précisions au code afin de réaliser la rotation incrémentale d'une
image “double couche”.

5.2.6 Analyse de la complexité

Ce dernier algorithme a une complexité algorithmique tres différente de celles des algorithmes
usuels. Dans le cadre général, pour faire juste une rotation, cet algorithme s'avérera plus lent que
I"algorithme classique. Par contre, il est plus rapide quand il s’agit de faire une rotation de maniére
progressive. Nous ne connaissons encore que trés peu la structure des angles charniéres. Une
meilleure compréhension de leur disposition pourrait conduire a un algorithme plus performants. . .l|
faut bien comprendre qu’aujourd’hui le calcul des cosinus et des sinus n'est efficace en pratique
que parce que des tables ont été précalculées.

Complexité en espace : La seconde partie de I'algorithme mémorise un image double couche,
ainsi qu’'une carte de la transformation déja effectuée. Donc, on peut estimer en gros 3K(m2)
bits les besoins en mémoire de cet algorithme, (ol K est le colit en mémoire pour le stockage
d'une couleur ou d'un vecteur (on supposera que les deux types de données peuvent étre stockés
dans le méme nombre de bits K)). Un algorithme de rotation traditionnel emploie 2K (m?) bits de
mémoire. Aussi, pour cette partie les besoins en mémoires sont du méme ordre O(mZ) La premiére
partie requiert O(m3/og(m)) bits de mémoire pour construire un b-tree avec les angles de Ay /|m.
Cette table peut étre calculée une fois pour toute.

Complexité en temps : Dans la premiére partie, la procédure d'énumération et de tri nécessite
O(m3log(m)) opérations.
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Dans la seconde partie, bien que la boucle principale soit appelée O(m3) fois et qu’elle contienne
une autre boucle qui semble a priori linéaire, I'algorithme ne requiert que (’)(m3) opérations : on
effectue la mise a jour de m? pixels qui sont chacun amenés a croiser la grille duale au plus 4m
fois.

Pour calculer tous les p(a)|m, pour a € [0, 27[ avec I"algorithme classique de rotation discrétisée
on aurait besoin de O(m®) opérations.

5.2.7 Implémentation

Nous avons implémenté cet algorithme. Le code C++ du programme peut-étre récupéré depuis
I'url : http://perso.ens-lyon.fr/bertrand.nouvel/transitive-rotations/. Cette implémentation repose
sur des idées comparables : Cette implémentation calcule C, . On I'emploie pour faire des vérifi-
cations de consistance.

5.2.8 Spécifications supplémentaires
5.2.8a Topologie des angles sur la grille entiére

On note par I3|m |'ensemble des intervalles ouverts d"angles délimités par deux angles charniéres
consécutifs de Ay m.

Pour tout angle a € A et tout m € N soit a € Ay|m, soit il existe un unique | € Iy|m tel qu’
acel.

On définit la fonction Q, de A vers A, qui a chaque angle charniére a € Ay |m, Qm(a) associe
o lui-méme; a tout angle o appartenant a un intervalle | =]o, @1[€ I%|m, on définit Qm(a)
comme l'angle pythagoricien appartenant a / dont le diamétre est le plus faible. On pose alors
AH|m = Qm(A)

L'ensemble Ay, a la propriété suivante : Yo € A, 3o’ € Ay|m, tel que pm(a’) = pm(a) et
Yaqi, as € .,ZtH|m, (Oél # 052) = ,Om(OL’) # Pm(OLQ).

Puisque p, peut étre interprété comme une bijection entre ﬁ;ﬂm et pm(A), on définit la
fonction ¢, qui a une configuration p(a) associe I'unique angle o' € Ay|m tel que p(a) = p(a’).
On remarquera aussi que, si o, &' € | =]ag, a1 et I n A, = & alors pp(a) = pm()

Lemme 5.8 Soit o/, a” € [0,27[, &' # &" pm(Q’) # pm(c”) , si et seulement s'il existe un angle
o€ Ay|m tel que a € [o/, "]

Démonstration :

On prouve chaque sens indépendamment : Si pp,(a’) # pm(a”) alors il doit exister un point
a une distance finie du centre qui a été modifié entre ces deux configurations, et ainsi il doit
exister une discontinuité dans la fonction qui décrit les configurations en fonction de I'angle.
Dans le sens contraire, si on a pm(a’) = pm(a”) et qu'il existe une discontinuité entre les
deux angles, on a aussi {a|pm(a) = pm(a”)} = {a]pm(a) = pm(a”)}, donc ¢(a) = ¢(a”) or
d(a) # p(a’) et a < o’ < a” . Ce qui est impossible du fait que ¢pm(pm(a)) est une fonction
monotone croissant en escalier sur A.
c.q.f.d.

Note : L'ensemble des angles charniéres dépend de I'opérateur de discrétisation employé ( et
donc du centre réel de la rotation ).
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5.2.8b Faire tourner I'intégralité de la grille Z?

Si on s'intéresse au cas ol on fait tourner la grille entiére, alors Z[/]%l'l est en bijection avec
A. Plus précisément, pour tout o, &' € A, o = o, [ro] = [r}] si et seulement si a = o’. Ce qui est
une trivialité puisque IiMmsoo(®m © pm(a)) — o — 0, .

De plus, il existe un processus convergeant dans lequel on calcule progressivement pp, (o) avec
m qui croit de 1 a co. Ce processus est bien défini et calcule effectivement la rotation discrétisée.

L opérateur induit est transitif.

b.2.8c ¢-Quasi-Transitivité

L algorithme de rotation conduit a une application 4 qui transformerait la configuration associée
a [r4-]1(img) en la configuration associée a [ry+](img) (cette application doit tenir compte des
déformations déja appliquées sur I'image). Pour créer une rotation transitive, un a-configuration
de rotation des transformations déja appliquées doit étre attachée a I'image et doit faire partie
intégrante des données manipulées par I’algorithm@.

La rotation incrémentale telle qu'elle est implémentée conduit ici @ un processus sans ter-
minaison qui fait indéfiniment tourner la méme image. La procédure fait graduellement tourner
I'image, et appelle une procédure de notification a chaque fois que I'image est disposée dans un
état présentable.

il est possible d'en extraire la pente associée a de toute configuratior@ de rotation C €
((Z[i])21Im). On peut calculer limp, a0 tan(¢m(om(a))). A partir de la configuration C = p|m(ctg,)
on peut alors recommencer I'algorithme en ag, = ¢m»(C) et recommencer a tourner jusqu'a un
angle ag,. Ce processus peut-étre répété autant de fois qu'on le souhaite. La transformation fina-
lement obtenue reste une rotation discrétisée : la configuration associée reste une configuration de
rotation discrétisée.

On dénote par [ry], I'application de I'algorithme précédent a4, (extrait de la configuration), a
un angle ag, = aq, + Q.

L'opération ainsi définie est une application e-quasi-transitive pour les images finies, on entends
par la que : [ro] o [rg] = [rasBteap)] -

L'intéréte de partir de ces configurations, c'est d'espérer a un moment donné quitter le processus
de rotation classique; et de pouvoir trouver sur ce type de configuration les éléments nécessaires
pour pouvoir reprendre une opération de rotation aprés des rotations d'autres centres, ou aprés des
translations...

5.2.9 Résultats complémentaires concernant les angles charniéres
Lemme 5.9 S/ a est un angle charniere, alors 2a est aussi un angle charniere.

Démonstration :

Remarquons tout d'abord que : e?* = 22 = (zsz;')? = z2(z3) ! Nous devons prouver
que : (22, z3) est un couple générateur. zs est dans Z[/], et donc z2 € Z[i].

Sans perte de généralité, on suppose que 2R(zp) = 2k + 1, par conséquent (zp) est un
nombre quadratique, de plus (23(zp))? = |2zp|? — (2R(zp))? = 4|zs|?> — (2k + 1)?, donc c'est
un entier impair, or ®(z3) = 2k +2k? — p? — ¢° + 3, et S(z3) = (2k + 1)(v/|zp]2 — R(Zq)?)

2 1)2

@)|| serait aussi possible de mémoriser cette information et essayant de stocker directement I'angle, mais je pense
qu'il est plus intéressant de voir cela comme un trace de la topologie initiale de I'espace, o comme un média
déformable.

®)|¢j les configurations de rotations sont en "absolu" et non pas en "chemin relatif".



5.2. Algorithme incrémental pour la rotation discrétisée et transitivité 133

Donc z3 appartient a H. De plus puisque |zs| = |zp|, on a |zZ] = |z3|. Donc 2a est un
angle charniére.

Par identification, on obtient : 2a(p, g, k) = a(p® — g2, 2pq, p> + G° — 2k?> — 2k)
c.q.f.d.

Lemme 5.10 S/ a est un angle charniere, alors 3a est un angle charniére, si et seulement si p, q
ont la méme parité.

Démonstration :
La preuve est la méme que celle du Lemme[5.9] mais avec :

2 2

1
R(z3) = 3k + 6k2 + 4k3 — 3% . 3% — 3kp? =3k +

%(ZB) =(1+4k+ 4k% — p? — qz)( zp|? — R(zp)?)

c.q.f.d.

Remarquons que cela est en accord avec le fait que /6 est un angle charniere et que 3(m/6)
n'en soit pas un.

Théoréme 5.7 Si o = a(zs, zp) est un angle charniere, alors (z2, zf}) est un couple générateur et
o est angle charniére sauf quand n = 0 mod 3 et |zp| est impair.

Démonstration :

Si zs est un entier gaussien alors zZ est encore un entier gaussien. Donc, il reste a verifier
est que zp appartient a H. Nous allons supposer que les couples générateurs sont verticaux
(les couples générateurs horizontaux ont une preuve légérement plus complexe). Nous allons
procéder comme dans le lemme de maniére similaire au Lemme [5.9] et nous focalisons sur
I'évolution de zp.

I(zL)

On commence par introduire deux nouveaux symboles : 7; = —2=, p; = §R(z,’3), et A =

A2 = (k+3)2.

Pour prouver la proposition, on travaille par récurrence : On appelle H; la proposition : T;
est impair et p; = % mod 1. Pour toute paire génératrice (zs, zp), on montre que H; implique
Hiys.

Pour / € N, on a la récurrence suivante :

Tiv1 = (k+1/2)Ti + p; Pi+1 Z(k+1/2),0,'—>\27','

Afin d'établir le résultat, on développe les expressions suivantes : pj13 — (—p;) and Tjy3 —
(—7;j). Les formules obtenues sont assez longues. Nous les avons réécrites en fonction des
termes @ o, W1, Vo, V1 -
o Tiyz — (—T) = WoTi + pwipi, avec po = (3 + 3k + 6k? + 4k> — %2 — 3kr?), et u; =
(1 + 4k +4Kk% —r?).
 2(0i33—(—pi)) = L1+ % p;, avec vp/2 = (1/442k+6k2+8Kk3+4k* — 5 4 14 _5kr? —5k2r2)
et v1/2 = (3 + 3k + 6Kk% + 4k3 — 3 — 3kr?) = p.

On suppose que I'hypothése H; est vraie. Nous distinguons deux cas en fonction de la parité

r2.
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— Si r? = (2m + 1) est impair, alors pg = 6k? — 12km + 6m + 4k3 — 6m? — 12km?,
p1 = 4k —4m + 4k?> — 4m? : Dans Z/27, uo = 0, In Z/4Z w1 = 0, ainsi u1p; est pair,
et uoT; est pair aussi. Donc Tj,3 a la méme parité de ;.

Vo = 6m—6k—40km+2k>+16k3+8k*+38m?+64m>+32m*—40km>—40k>m—40k?>m?,
vy = 12k? — 24km — 12m + 8k3 — 12m? — 24km?, Dans Z/27Z , vy = 0 de dans Z/4Z,
v1 = 0, donc v p; est pair, et voT; est pair aussi. Donc p;3 est demi-entier si et seulement
si p; est un demi-entier.

Ainsi p; = 3 mod 1 implique p; 13 = 2 mod 1.

— Si r? = (2m) est pair alors g = 6k 4+ 12k? +8k3 —12m? — 24km? + 3 u; = 8k + 8k° —
8m? + 2 : Dans ZJ27, o = 0, Dans Z/27Z w1 = 0, donc wuip; est impair, et poT; aussi
impair, et donc 7j,3 a la méme parité que ;.
vo = 8k + 24k? + 32k3 4 16k* — 20m? 4 64m* — 80km? — 80k°m? + 1 vy = 12k +
24k? + 16k> — 24m? — 48km? + 6 Donc 4 est impair et %p; sont des demi-entiers, et
2 est un demi-entier donc 27; est donc un demi-entier. Enfin, la somme %4 p; et 27;
est un entier. Donc p;,3 est un demi-entier, si p; est un demi-entier.

Finalement, on a prouvé que si H; est vrai alors H;,3 esr vrai. Les cas de bases ont déja
été prouvés ainsi on a Hj (trivial), Ho (lemme [5.9) and H3 (lemme [5.10). On conclut par
récurrence le théoréme annoncé. Grace a MuPAD, nous avons vérifié la validité de ces calculs.
c.q.f.d.

Théoréme 5.8 Les angles charniéres sont clos par addition d'un angle pythagoricien.

Démonstration :

Soit ag, un angle charniére, et ar , un angle pythagoricien. On pose a1 = ag + ax. On
considére (p, q, k) les triplets primaires qui générent I'angle charniére ag. (a, b, ¢) est le triplet
pythagoricien premier qui est associé a a., puisque (a, b, ¢) est premier ¢ est impair. A o, on
associe |'entier gaussien zy = a + bi. |zx| = ¢ est impair. Maintenant, on considére la paire
(zrzs,|zr|zp), qui génére ay, et qui du fait de la parité de ¢ conserve sa nature demi-entiere.
c.q.f.d.

Corollaire 5.2 L 'ensemble des angles charniéres est dense dans [0, 2|

5.2.9a Question ouverte : Calcul efficace du successeur d’un angle charniére

Le probleme principal restant dans cette approche est que le seul algorithme dont nous dispo-
sions a ce jour pour calculer efficacement le successeur d'un angle spécial est de construire une
table de tous les angles spéciaux compris dans un rayon donnée et de procéder a un tri de ces
angles. La construction de la table est une étape qui peut-étre faite une fois pour toute. Ceci dit
elle plus lente a réaliser, que le fait de fait de mettre a jour tous les pixels pour faire un tour d’écran.

La structure des angles charniéres semble étre connectée a des problémes diophantiens. Aussi,
I’ensemble des angles charniéres, peut étre inclus dans un ensemble plus général As qui contient
les angles a qui vérifient : acos(a) + bsin(a) = ¢, avec a,b,ce {—m, ..., m}

Pour notre algorithme, nous sommes plus intéressés par la structure induite sur les triples
générateurs (p, g, k) que sur la valeur des angles en eux-méme. Aussi bien que I'équation puisse
sembler familiére de prime abord, en particulier a cause de sa ressemblance avec les forumules de
rotations. On connaft en fait trés peu de choses sur la nature de ses solutions entiéres.
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5.2.10 Perspectives concernant cet algorithme

L'algorithme pour les rotations discrétisées a de nombreuses propriétés : c'est un algorithme
exact, valide sur n'importe quelle taille d'images; il retourne le méme résultat que I'application
directe d'une rotation discrétisée de méme angle. De plus, I'algorithme procéde incrémentalement,
et il pourra s'avérer utile a tout processus qui nécessite de vérifier une propriété pour tout angle de
rotations, ou de s'interroger au cours d'un phénomeéne de rotation pour décider de sa progression.
On pense ici en particulier a des simulations de phénomeénes mécaniques dans des cadres discrets.
Dans le cadre de rotations incrémentales, cet algorithme est nettement plus rapide que I'application
successive de rotations discrétisées. |l cause O(n®) mises a jours de pixels dans le cas de cet
algorithme, au lieu de O(n®) comme c’est le cas pour la rotation discrétisée. Finalement, puisqu’il
renvoie exactement I'image de la rotation discrétisée I'erreur commise par |'algorithme est d'au
plus g (ce qui est optimal). Le fait de n'avoir a calculer aucun cosinus ni aucun sinus confirme
cette précision.

Note 5.2.10.1 Une approche similaire doit pouvoir étre menée sur les rotations 3-transvections
.Nous n’avons pas mené de recherches concernant celles-ci. Puisque celles-ci sont naturellement bi-
jectives, il ne serait pas nécessaires de considérer un "layer" additionnel et cela pourrait grandement
simplifier I'algorithme.

Note 5.2.10.2 Finalement, bien que les angles charniéres puissent étre tirés seulement par les biais
d’arithmétique entiére. La procédure est pour le moment ralentie par le fait qu’elle nécessite des
nombres haute-précision, du fait de la largeur des nombres considérés. Pour accélérer I'algorithme
comme suggéré par la Section5.2.9a, un défi pour les recherches futures peut -étre de trouver
efficacement un algorithme qui renvoie I'angle charniére suivant dans I'ensemble Ay|n. Cette
derniére approche est rendu délicate par le fait qu'il faut tenir compte de la facon dont est tronqué
Ay |m. Du fait, de I'alternance dans la topologie d'un angle spécial avec un angle pythagoricien, on
aurait tendance a vouloir se fonder autour d'élément fournis pas la structure d’'arbres des triples
pythagoriciens. Pour I'instant en partant d'ensembles de la forme Ay|m les quelques recherches
entreprises ont été infructueuses.

5.3 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié les rotations discrétisées, et par le biais de I'analyse de leur
dynamique et on a réussi a préciser deux propriétés que nous jugeons capitales pour les rotations
discrétisées : la bijectivité et la transitivité.

En ce qui concerne, la réciproque du théoréme d'ANDRES-JACOB, c'est avant tout une occasion
de spécifier ce qui se passe dans le cadre périodique.

Les perspectives relativement a cette section sont tout d'abord d’arriver a dire davantage de
choses sur les liens entre angles charniéres et angles pythagoriciens. Peut étre serait-il intéressant
d'étudier les développements de Romik associés aux discontinuités, les expériences peuvent étre
rapidement menées.

[I faudrait encore généraliser le travail qui a était fait sur les rotations incrémentales afin de
permettre de pouvoir a un moment donné changer le centre de la rotation. En effet, cela permettrait
alors d'avoir un opérateur formel.

La généralisation de I'étude menée sur les rotations incrémentales passe aussi par une spécifi-
cation de I'algorithme incrémental pour des rotations bijectives, cela permettrait d’éviter d'avoir a
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un emploi un couche supplémentaire dans |'algorithme pour gérer le fait que la rotation euclidienne
n'est en général pas bijective.
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Algorithme 5.1 : rotation incrementale via carte and notifications(doextproc)
1. Ay|m < list_and sort hinge angles(m)

2 Wp e Z[i], Rlp] < p. (25, 20) — beg(An|m(zs. 20))
3: tant que true faire

4 (zs,2p) < next_spca,),,(Zs, zp)
5. pour Q « 0O to 3 faire

6: k=0

7: tant que |(2k + 1)zs| < m faire
8: op = R((2k +1)z5i®)

o: np « R((2k +1)zsi®) + i
10: R((2k + 1)zsi®) « np

11: k+—k+1

12: fin tant que

13:  fin pour

14:  doextproc(R, zs)

15: fin tant que

Fig. 5.10 — r est le rayon de I'image, op dénote I'ancienne position, np désigne la nouvelle position
"doextproc” est une fonction passée en parameétre, qui est appelée a chaque fois que la configuration
a été mise a jour et qu'elle correspond de nouveau a une configuration de rotation discrétisée.
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Algorithme 2 : incremental rotation of an image(imgy, doextproc)

1. Ay|m < list _and sort hinge angles(m)23:
24:

2: VpeZ[i],R[p] < p,L[p] « 1

3: (zs,zp) « beg(An|m(zs, zp))
4: tant que true faire

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

(zs,zp) « next_spca,,,(Zs. Zp)
pour Q@ < 0 to 3 faire
k=0
tant que |(2k + 1)zs| < m faire
p <~ (2/( + 1)25
op « R[p]
ol < L[p]
np «— op + i®
imgz(np) « imgoi(op)
R[p] < np; L[p] < 2;
alone « true;
pour d < 0O to 3 faire
si R[p +i9] = op alors
alone « false;p' «— p+ i
fin si
fin pour
si —alone and L[p’] = 2 alors
Llp] <1

25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44

swap(imgi[op], imga[op])
fin si
alone « true;
pour d < 0 to 3 faire
si R[p+i9] = np alors
alone «— false;p' — p+i?
fin si
fin pour
si — alone alors
si p' < p alors
L[pl] «—1 ;L[p] — 2
sinon
L[p/] — 2 ;L[p] —1
swap(imgi[np], imgz[np])
fin si
sinon
Llp] <1
swap(imgi[np], imgz[np])
fin si

fin tant que
fin pour
doextproc(R, zs, imgy)

45: fin tant que

Un algorithme incrémental pour la rotation discrétisée. Les notations sont issues du précédent
algorithme. De plus, imgi1 et img> dénotent les deux couches de I'image. L est la partie de la
configuration qui indique la couche de destination de chaque pixel.
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hiérarchique de soumission a l'intérieur du groupe, et la révolte, seule, aboutit rapidement a la soumission

Les résultats présentés dans ce chapitre sont récents, et n'ont encore fait I'objet d'aucune

publication.

6.1 Histoire, formalisme et programmation des automates cellulaires

Parmi les systémes dynamiques discrets, les automates cellulaires se distinguent par |I'existence
d'une structure spatiale homogéne dans leur état. Leur définition met en exergue deux particularités

“Je me révolte, donc nous sommes”
Albert Camus
“Se révolter, c’est courir a sa perte, car la révolte, si elle se réalise en groupe, retrouve aussitét une échelle

du révolté... Il ne reste plus que la fuite.”
Henri LABORIT

estimées pratiques et usuelles :

139
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— Pour qu'un systeme dynamique en temps discret puisse étre considéré comme un automate
cellulaire, I'état global de ce systéme doit étre identifiable avec le produi@ de différents
états “locaux”. Les automates cellulaires mettent ainsi en avant |'existence dans une structure
spatiale dans ['état "global" du systéme étudié.

— Un automate cellulaire suppose |'existence d'une regle locale d’évolution pour le systéme
étudié applicable uniformément en tout point de |'espace. Dans un automate cellulaire, la
régle d'évolution locale est invariablement appliquée a chaque instant et de maniére identique
en tout point de |'espace.

6.1.1 Historique

Historiquement, les automates cellulaires furent inventés au début des années 1950, par Sta-
nislaw ULam et par John voN NEUMANN avec pour application initiale I'étude de cristaux, pour le
premier, et, la modélisation des processus autoreproducteurs, pour le second. lls furent plus tard
remis a la mode par les travaux de John CoNwAy et en particulier le “Jeu de la vie'. Leur succés
fut conforté par I'arrivée de simulateurs spécifiques, comme les machines CAI\/@. Ces simulateurs
permirent des modélisations plus massives, et la recherche d’applications pour la physique. C'est a
cette époque qu'émergeérent les modéles FHP, HPP déja présentés en introduction. Les automates
cellulaires prirent aussi un place importante en traitement d'image — en particulier, |'essentiel des
convolutions a support compact peuvent étre vus comme des automates cellulaires. Aujourd’hui
les circuits FPGA(®) ont une architecture particulierement adaptée a la simulation des automates
cellulaires.

6.1.2 Le champ d’application des automates cellulaires

Voici un panorama des motivations qui expliquent le succés du modele automate cellulaire :

— en physique ; dans un automate cellulaire, tous les calculs résultent de I'application de regles
locales — ceci correspond tout a fait aux présupposés usuels de la physique : invariance
des lois de la physique par déplacements spatiaux, et invariance des lois de la physique par
déphasage temporels, (le troisieme principe de la physique étant I'isotropie : I'invariance par
rotation !). Dans un automate cellulaire, le fait que toutes les transformations soient locales,
induit qu’'aucune information ne peut se déplacer dans un automate cellulaire plus vite que
la loi d'évolution locale ne le permet. Autrement dit, dans un automate cellulaire, la notion
de localité induit une notion de vitesse de la lumiéere. Cette caractéristique rend le modéle
automate cellulaire séduisant aux yeux d'une partie des physiciens (il s'agit la cependant
d'un sujet de controverse). En effet, I'évolution récente de la physique fonde une partie
de ses théories sur des principes de localité, en mettant en avant I'existence de particules
messagéres@.Et pourtant, d'un point de vue théorique, nous ne sommes pas encore préts a
passer a un modele entiérement discret.

— en biologie; les automates cellulaires sont adaptés a la simulation d'organismes biologiques.
Leur structure cellulaire peut servir a refléter 'organisation des systémes vivants.

En biologie, on est souvent confronté a des phénomeénes qui agissent a plusieurs échelles et
dont la réactivité dépend d'autres réactions. Les modéles simplistes d'automates cellulaires

@ du fait de I'invariance par déphasage spatial, il s’agit méme d’une mise a la puissance de I'état local.

®) Cellular Automata Machine.

©Fijeld Programmable Gate Array.

@potentiellement purement théorique du fait qu’elle ne sont pas nécessairement observables par I'expérience.
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sont insuffisants pour rendre compte correctement de la diversité des astuces mises en jeu
par le vivan@

— en sociologie, en économie; les automates cellulaires sont encore fréquemment employés
pour modéliser des phénoménes sociologiques. La encore, il se trouve que le modéle d'auto-
mates cellulaires est trop souvent simpliste et inadapté : la seule grande idée qu'imposent
les automates cellulaires, a savoir |'existence d'un état global du systéme qui se représente
a travers I'espace et pour lequel la loi d'évolution est pareille en tout point, ne suffit pas a
rendre compte de tout ce que I'on observe. Au niveau des modeéles proposés, ce sont le plus
souvent, soit des automates cellulaires trés complexes, soit des modéles intrinséquement plus
puissants que les automates cellulaires classiques.

— en informatique; ici, ce sont la limite de leur puissance de calcul ainsi que les méthodes de
programmation relatives qui captivent les chercheurs. Comment peut-on amener un automate
cellulaire a calculer comme on le souhaite 7 Un automate cellulaire est une architecture de
calcul massivement paralléle.

La véritable question est de savoir le distinguo entre ce qui doit étre spécifié comme faisant
partie intégrante de la théorie des automates cellulaires, et qui doit étre vu comme général. Il nous
faut comprendre ce qui est propre a chaque cadre d'application et des critéres pour savoir ce qui
doit étre mis en avant dans la théorie.

On trouve une littérature abondante qui discute des automates cellulaires et de leurs applications
pour les simulations de systéemes complexes. La présence et la thématique commune, de tous ces
ouvrages nous convainc de |'existence actuelle d’un paradigme : les automates cellulaires sont aptes
a modéliser la réalité et les processus dits “complexes”, en particulier ils sont utiles pour modéliser
I'ensemble des systémes oul la distribution de I'état local du systéme n'est pas facilement descriptible
algébriquement.

6.1.3 Quelques grandes questions

Pour terminer cette introduction, énumérons maintenant quelques-unes des grandes énigmes
qui intriguent a ce jour ceux qui se penchent un peu sur la modélisation sur automates cellulaires :

1. La compréhension des liens entre la nature des contraintes locales et les comportements glo-
baux émergents forme une I'énigme principale de la théorie. Des régles de transitions locales
d'apparence trés simples peuvent étre le moteur de dynamiques trés complexes. Les liens entre
notre compréhension de la dynamique globale et notre compréhension de régles de transitions
locales constituent ainsi probablement |'aporie fondatrice de la théorie des automates cellu-
laires. On sait encore trés peu de choses a ce propos, si ce n'est que c'est une question vaste
et difficile ; la puissance du modeéle permet d'imaginer des modeéles d'automates cellulaires qui
soient la représentation d’exercices logiques arbitrairement complexes, en d'autres termes on
est dans un cadre ou les questions trop générales sont peuplées d'indécidable.

2. Ala vue du nombre de domaines potentiellement intéressés par les applications des automates
cellulaires, on répertorie les tentatives pour essayer de mettre en avant une logique sur la
facon d’obternir de maniére systématique certains comportements sur automates cellulaires.
En clair, une autre grande question liée a la précédente est de déterminer quelles sont les
méthodes de programmation des automates cellulaires.

3. Une question apparemment moins difficile, mais peut étre moins bien définie consiste a vouloir
classer les automates cellulaires : Comment classer les automates cellulaires 7 Les premiers

@ Avec un petit bémol : on peut remarquer dans la zoologie des pieds mais jamais de roues ! On peut se demander
pourquoi la Nature refuse de concilier milieux cellulaires et rotations.
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articles de Stephen WoLFraM[WOLO02] eurent sur cette question une importance épistémolo-
gique majeure. lls inauguréerent en effet la premiére tentative de structuration de la dynamique
des automates cellulaires. Cependant, les progrés formels liés a la classification des automates
cellulaires sont bien plus tardifs; ils ont nécessité des mathématiques qui traitent topologi-
quement des systéemes dynamiques, voir par exemple [KURO3].

6.1.4 Deéfinition

Définition 6.1 Un automate cellulaire est défini par un quadruplet (L,V,Q, T) tel que,

— L estle résea sous-jacent. L doit avoir une topologie “réguliere”. En d’autres termes, le
réseau est issu d’'un graphe de CAYLEY, c'est-a-dire qu'il existe un groupe qui génére L ; On
se limite le plus souvent a Z", et ici, nous avons toujours L =7 ou L = Z?;

— V est une partie finie de L, elle définit le voisinage a translations pres;

— S est un ensemble d’états. Il correspond aux états que peuvent prendre les instances des
automates finis disposés selon L et dont la réunion constitue I'automate cellulaire ;

— T est la fonction de transition locale, c’est-a-dire une application de la forme QI — Q.

Pour former un automate cellulaire, on dispose régulierement des instances d’'un méme auto-
mate fini dont la table de transitions est définie par 7.

T

i ¢f) et

¢ )= cf-hef.cfisD) .ij I [El I

Fig. 6.1 — Exemple de table de transitions pour un automate cellulaire. Pour chaque facteur de
longueur 3, on indique le nouvel état que doit prendre la cellule. Cette figure représente ainsi les
régles de transition associées a un automate cellulaire unidimensionnel effectuant un comptage de
parité, cet automate est appelé le compteur de parité de FREDKIN.

On définit la fonction de transition globale comme |'application qui fait agir sur I'état global la
fonction de transition locale. Pour un automate cellulaire, il s'agit de la fonction qui effectue les
transitions locales parallélement en tous les points de |'espace.

Plus formellement, a I'instant t + 1, le nouvel état de la configuration C;,1 est défini en p a
partir de C; par Cey1(p) = T(CY (p)); profitons-en pour rappeler que CV désigne la configuration
formée par des motifs de support de taille V.

Pour simplifier les notations, plutdt que d'introduire des symboles différents pour les fonctions
de transitions locales et globales, on se contente d'étendre I'application 7 pour le traitement de
configurations/motifs C de support S, avec S plus large que V' ; cette extension se fait simplement,
comme annoncée, en appliquant a chaque instant la loi de transition en tous les points ou celle-ci
est applicable — c’est-a-dire en tous les points ol la configuration est définie, et pour lesquels on
peut appliquer la régle de transition.

Une autre facon de définir les automates cellulaires consiste a les présenter comme des appli-
cations continues qui commutent avec le(s) shift(s), I'équivalence entre les définitions est fournie
par ce théoréme :

@ Par le terme de réseau, on désigne un ensemble structuré de maniére homogéne assimilable a un graphe infini.
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Fig. 6.2 — Regle de transition appliquée a un motif de taille fini. La premiére ligne représente
la configuration initiale. Chaque ligne suivante a été calculée en appliquant la régle de transition
locale partout ou elle pouvait étre appliquée. L’ignorance de ce qui se passe aux bords rend a priori
impossible toute prévision prévoir |'évolution au dela d'un certain temps.

Fig. 6.3 — Régle de transition appliquée sur un espace torique : Z/kZ. Dans ce cas puisque la
configuration globale a un support fini, I'espace des phases est fini et I'on est certain que la
dynamique de I'automate cellulaire est ultimement périodique.
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Théoréme 6.1 (HeoLunp, [HED69]) Une fonction de transition f de Q% vers Q% est un automate
cellulaire si et seulement si elle est continue pour la topologie issue de la métrique de CANTO@,
et si elle commute avec I'application de décalage sur les configurations.

Il en existe une généralisation en dimension arbitraire : [RIC72].

L'application systématique de la fonction de transition globale a des configurations nous permet
directement de reconsidérer les automates cellulaires avec la vision systéeme dynamique. Soit (X, T),
le systéme dynamique associé a un automate cellulaire, ot X est I'espace des phases composé par
I'’ensemble des configurations possibles, et 7 est la fonction de transition globale d'un automate
cellulaire. L'orbite positive d'une configuration dans un tel systéme s'appelle alors son diagramme
espace-temps.

Un état est dit quiescent s'il reste dans le méme état quiescent quand tous les voisins d'une
cellule sont dans un état quiescent.

La notion de signal désigne le front d'onde lié a la propagation d'une information dans le réseau
de I'automate cellulaire. Il s'agit d’'une définition plutét floue surtout en dimension supérieure a
2. Cela dit, nous n'avons pas besoin d'une définition formelle. Dans un automate cellulaire, il est
impossible qu'un site soit informé du changement d'état d'un autre site sans que cela ne se traduise
pas par la propagation de I'information de site en site — ce qui conduit a une altération d’état qui
se propage de site en site : un front d'onde, un signal. Lors de la propagation de I'information, la
nature du message peut s'altérer et se dégrader.

Soit @ = (L,V,Q,T) un automate cellulaire, nous dirons que @1(L,V,Q’, ') est un sous-
automate de 4, s'il existe un morphisme h de Q vers Q' tel que pour ho 7(x) = 7’ o h(x).

6.1.5 Réalisation de configurations par automates cellulaires

Pour réaliser des dessins sur Z? et des transformations sur Z2 grace aux automates cellulaires,
on doit définir un formalisme.

Dans notre cas, les calculs sont déclenchés a partir d'un point précis de I'espace, et il faut que
les algorithmes altérent a terme des zones arbitrairement grandes de Z2. Ainsi, autant prouver la
validité de I'algorithme sur Z? entier.

La propagation d'un signal dans Z? se fait de proche en proche. Pour couvrir tout I'espace cela
nécessite nécessairement un temps infini. L'opération consistant a construire une configuration a
partir d’'un événement déclenché en un point donné, prend nécessairement un temps infini pour
s'accomplir sur toute la configuration. Dans les automates cellulaires, il existe une notion de “coéne
de lumiére” : aucune information, aucun signal ne peut circuler dans I'automate plus vite que ne
le permet le voisinage pour une propagation de site en site.Un signal qui se propage au rythme du
cbne de lumiére se propage en temps réel.

Cependant, malgré cette contrainte qui fait qu'aucun algorithme déclenché a partir d'un point
de la configuration ne peut affecter tout Z? en un temps fini, pour atteindre notre objectif, nous
devons tout de méme disposer d'une notion d'exécution et d'une notion de terminaison qui permette
de spécifier ce qui est terminé dans un calcul. C'est grace a une telle notion, que I'on est mesure
d’enchainer des calculs et de décrire les performances des algorithmes.

On s'intéresse donc a la capacité d'un automate cellulaire a traiter une boule de rayon arbitraire.

Plus formellement, un automate cellulaire qui calcule une image ou une transformation dispose
dans son état de deux parties : une partie de son état décrit si la cellule a terminé son calcul, et
I'autre partie porte I'état classique, qui est manipulé tout au long du calcul.

@)|a distance de CaNTOR entre deux configurations C et C’ vaut 2~" ol n est la distance L; du point p le plus
proche de I'origine pour lequel C(p) # C'(p).
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Dans ces conditions, on dit qu'un automate cellulaire réalise une configuration Cg sur Qr € Q
a partir d'une configuration C; sur Q; € Q si les conditions suivantes sont remplies :

1. il existe un morphisme hr : Q — {0, 1} (morphisme de terminaison) et un morphisme hp :
Q — Qf (morphisme de dessin) qui sont tels que si une fois le calcul terminé, la configuration
finale est alors atteinte de maniére irrévocable :

vk e N, Vp e Z2, hr((T4(C)))(p)) = 1 = hr((T“*1(C)))(p)) = L et hp((T"(C1))(P)) = CF(p)
2. le calcul de n'importe quelle boule de rayon fini prend un temps fini a s'exécuter :
VreN,3t, e N|Vpe Z?| ||p|| < n, hr(p) = 1

L'automate 9 réalise Cg a partir de C; :
CpvwoCr

Pour dénoter qu'un automate cellulaire @ réalise une boule de rayon n de la configuration Cg
a partir d'une boule de rayon O(n) de la configuration C;, au sens ol |'opération se fait en temps

O(n), on note :
O(n)
CpoCr

On dit qu'un automate termine correctement a partir de C; si :
— il n"existe qu’une seule composante connexe qui passe dans |'état de terminaison ;
— cette composante connexe se développe de maniére convexe.

On note :
C/—Cr

La terminaison correcte est le plus souvent assurée par le fait que la propagation de |'état de
terminaison est initié par un unique point.

6.1.6 Diagramme espace-temps et “configurations asynchrones”

Usuellement, I'exécution d'un automate cellulaire a lieu de maniére synchrone, c'est-a-dire que
I'on effectue les transitions sur tous les sites en méme temps — en procédant ainsi on obtient une
certaine dynamique. Si pour une quelconque raison on n’exécute pas les transitions sur tous les sites
en méme temps, on parle d’exécution asynchrone de |'automate, et on obtient le plus souvent une
tout autre dynamique. Dans certains cas ,n'opérer les transitions qu’'en certains sites est essentiel
du fait que toutes les cellules de Z? ne sont pas toujours prétes a effectuer des transitions. On
donc s'intéresse a des automates cellulaires “asynchrones” qui calculent, en un sens a préciser, le
diagramme espace-temps d'un automate cellulaire synchrone.

Soit @1 = (L,V, Q1,7T1) un automate cellulaire, et , = (L, V, Q2, T2) un automate cellulaire tel
que Q2 € Q1 x Q1 x Z/3Z x {0, 1}. On récupére chacune des parties de I'état par les morphismes
hq, . hq,, ht et hok. T> est une table de transitions.

Le diagramme espace-temps obtenu doit étre tel que pour toute configuration C, on ait pour
toute position v € Z2 :

— Pour tout vecteur v' € (V + v), les informations nécessaires a la transition sont disponibles.
Plus formellement si h:(C(v')) — he(C(v)) = 0 et hok(C(V')) = 1; et si la cellule est préte a
exécuter la transition (hok(C(v)) = 1), et si la cellule n'est pas déja en avance par rapport a
une de ses voisines, alors on effectue la transition :




146 Chapitre 6. Modélisation sur automates cellulaires

= he((120)(v)) = he((C)(v)) +1;
= hg, ((12C)(v)) = hg, ((C)(v));
= hg, ((12C)(v)) = T1(X), ot X est le produit des états de Q; obtenus a partir de hq, (/) ((C)(v')
pour chacun des points v/ du voisinage de v avec qui hqx(\,/) ; vaut hg, ou hg, en fonction
de la valeur de he(C(V")) — he(C(v)).
— si une des conditions précédentes n'est pas remplie, il ne se passe rien pour cette cellule en
ce qui concerne le sous-automate qui réalise I'exécution asynchrone.

Note 6.1.6.1 S/ on enléve la contrainte qui postule que le nombre d’états des cellules est néces-
sairement fini, alors il est possible de mémoriser un compteur qui décrit le nombre de transitions
effectuées pour chaque cellule. On appelle h ;e le morphisme qui extrait cette information, alors
pour toute position p € 72, que I'on dénote par {Ct}ten le diagramme espace-temps de I'automate
@; = (Z?,V,Q1,T1) que I'on souhaite engendrer de maniére asynchrone par > = (Zo,V, Qa, T2),
on appelle Dqg la configuration initiale dans @, et Cq sa projection dans @y alors on peut Vérifier

ChT/ME((T{’Co)(D)) = 75 Do)(p).

En pratique, quand on exécute successivement deux automates cellulaires, on ne peut pas
exécuter de la méme facon les deux automates cellulaires. Il faut un temps infini pour que I'automate
cellulaire réalise Cg a partir de C;, si on souhaitait appliquer la premiére transition du second
automate cellulaire sur tout Cg, il faudrait attendre que tout Cg soit calculé.

Nous allons imaginer un mode d'exécution permettant de conserver une dynamique cellulaire.

Partons dans I'idée que |'automate @», s'exécute en fait de maniére asynchrone. : a toute
exécution asynchrone, on peut associer une configuration temporelle qui indique le nombre de
transitions qui ont effectivement été réalisées pour cette cellule. Grace a cette configuration on
peut savoir quels sont les sites qui sont en avance les uns par rapport aux autres. On peut aussi
donner une idée de |'évolution du processus d'exécution.

Les configuration a états finis employées superposent trois couches d'informations.

6.1.7 Concaténation de réalisations sur automates cellulaires.

Par suite du Théoréme d'HEDLUND (6.1} on sait que la composée de la fonction de transitions
globales d’automates cellulaires est une fonction de transition globale d’automates cellulaires.

Grace a I'asynchronisme, on peut ne faire s'exécuter un automate asynchrone @» que si |'au-
tomate @; a terminé son calcul (ce morphisme existe pour tous les automates qui réalisent des
configurations) , le résultat obtenu correspond a I'exécution consécutive de @; et de 9.

En pratique, ce résultat nous permet de définir la concaténation d’automates cellulaires :
Soit @y =(Z", R, Q1,T1) et A = (Z", R, Q2, T») deux automates cellulaires travaillant sur (Z", R)

C0—>C1 C1—C
telsque: @; et: @, alorsil existe un automate cellulaire noté @; - @5 qui réalise directement
CO—iCQ
Co a partir de Co : (4195).
o(n) o(n) o(n)
C/—)CT CT_’CF C/—)CF

Proposition 6.1 S/ @; et Q, alors (A1 O Az)

Démonstration :

Nous savons déja que I'automate existe.

Il reste a démontrer que le temps de calcul reste linéaire.

@, réalise une boule de Cy en temps linéaire. Cela signifie que I'on peut calculer une boule
de configuration C; en un temps linaire. Or, on peut calculer la configuration une boule de Co
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(a) Les cellules entourées en bleu correspondent a (b) La configuration réellement stockée dans I'auto-

ce qui est mémorisé dans la configuration stockée mate qui tourne de maniére asynchrone, superpose

dans I'automate cellulaire asynchrone qui réalise ce trois informations. L'état précédent de la cellule est

diagramme espace-temps. On remarque que cette indiqué sur la premiere ligne, I'état actuel est indiqué

ligne est 8-connexe dans le diagramme espace-temps dans la seconde ligne, la troisieme partie de |'état

de I'automate cellulaire que nous souhaitons simuler. indique si cette cellule est autorisée a effectuer une
transition. Sur la ligne du milieu on retrouve les états
locaux marqués dans la ligne bleue. La ligne bleue
reprend |'état précdent de la cellule pour peu qu'il
existe. La derniére ligne comporte un indicateur qui
indique si cette cellule est préte ou non a effectuer
une transition : il s'agit 1a d'une simplification. En
réalité, il faut mémoriser et comparer des horloges en
temps modulo 3 et tenir compte peut-étre d'informa-
tions annexes extérieures a ce processus qui indiquent
si la transition est préte a étre effectuée.

Fig. 6.4 — Représentation d'une configuration de I'automate asynchrone ainsi de son positionnement
temporel dans le diagramme espace-temps que |'on est conduit a simuler.
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sur un rayon r en connaissant de taille kor de C;. Le calcul se termine kyr instant aprés que
la derniere cellule de la sphére de rayon kor ait terminé son calcul. Or, le temps qu’il faut pour
calculer cette boule de rayon kir c'est kqr.

Les bords de la boule sont toujours a un temps 1 par rapport a Co. Les temps de bloquage
vont ralentir I'exécution du second automate "au rythme du premier". On sait que la propaga-
tion d'un signal temps réel dans le second automate se réalise en fait au rythme de I'avancée du
premier. Le temps d’exécution est donc de I'ordre de la composition de deux fonctions linéaires.
Ceci est encore une fonction linéaire.

c.q.f.d.

6.1.8 Cellule mobile

Le formalisme automate cellulaire est élégant par sa simplicité formelle — cependant ce for-
malisme simple ne met pas forcément toujours en avant certaines constructions que |I'on souhaite
réaliser par leur biais. Il est possible de modéliser des déplacements d'objet — nous avons déja
mentionné le terme de “signal’. Du fait des collisions, et de la complexité formelle conséquente,
il est souvent intéressant de considérer explicitement que ce sont parfois de véritables agrégats
d’informations, de petites vésicules de données circulant de cellule en cellule.

Si cette information dans son évolution ne se duplique pas, on donne & cet objet le nom de
cellule mobile ; d'autres termes existent comme celui par exemple d'agent ; la différence entre les
agents et les cellules mobiles est qu'a priori les cellules mobiles n'ont pas pour vocation premiére
d’altérer le fonctionnement du sous-automate qui les supporte, et de plus en général, une cellule
mobile n'est pas seule. Elle est reliée a d'autres cellules formant ainsi un organisme qui se déplace
dans le plan discret. Les cellules mobiles ont pour vocation d'étre le support d'une dynamique qui
dépend du sous-automate support, mais qui se produit sans affecter les niveaux sous-jacents.

Les cellules mobiles capables de transporter un état de Qp, sont stockées dans une partie de
I'état des cellules réelles de I'automate. A priori donc, plusieurs cellules mobiles peuvent coexister
dans la méme cellule. Dans un automates cellulaires cependant e nombre maximal de cellules mobiles
stockables dans une cellule réelle doit nécessairement admettre une borne m afin de garantir la
finitude du nombre d’états par cellule. Plus formellement, I'ensemble des états par cellule Q peut
se transposer sous la forme Q = Qo x (1, ou Qo est I'état sous-jacent et Q1 = Q) sert a stocker
de potentielles cellules mobiles de passage.

Les cellules mobiles qui sont stockées dans une méme cellule , peuvent étre agencées dans un
certain ordre de facon a pouvoir adresser chaque cellule mobile de maniére arbitraire.

6.2 Rotations 3-transvections et automates cellulaires

Dans cette section, on vise a une description précise d'un automate cellulaire qui implémente
les rotations 3-transvections.

Dans cette partie, on spécifie I'automate que nous souhaitons créer et schématiser le fonction-
nement de I'automate cellulaire. Nous réemploierons progressivement les outils pour les automates
cellulaires que nous venons de définir. L'algorithme est constitué via un ensemble d'automates
cellulaires plus simples qui sont agencés ensemble pour former I'automate global.
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6.2.1 Automates cellulaires a transformations

Pour réaliser des transformations sur automates cellulaires, il faut exécuter des automates

cellulaires sur des réseaux de cellules mobiles.

Le réseau de cellules mobiles doit étre équipé d'une relation de voisinage effectivement analogue

a celle de Z?, mais dont le positionnement dans Z2 x {0, ..., K} est défini via une configuration
similaire a celles étudiées depuis le Chapitre[2.

On définit les automates cellulaires a transformations a K superpositions. Ces automates cel-

lulaires manipulent conjointement trois types de configurations :

— une configuration dite statique sur laquelle les transitions ont lieu selon Z?. Cette configu-
ration a une évolution qui ne dépend pas du reste de |'état.

— une “carte de voisinage”, c'est-a-dire une application de Z? x {0, ..., K} vers (A” x {0, ..., K})*
ot A” est un ensemble de fléches du type de ceux déja vus. La carte de voisinage doit vérifier
un certain nombre de propriétés : la carte de déformation du voisinage définie via des cellules
mobiles mémorise I'adjacence initiale des cellules des mobiles, et elle code localement une
transformation bijective qui conserve le voisinage dans une boule de rayon fixe. Le codage se
fait de la méme facon que dans les configurations CJ, : pour chaque arc de relation de voisinage
on mémorise la position relative de son image grace a des vecteurs qui appartiennent a un
sous-ensemble fini de Z2 appelé fléches ; en pratique dans notre cas, la configuration doit &tre
un codage local de la relation de voisinage V4(Z?). Une conséquence de ceci est que tous les
chemins qui rejoignent un point v a un point v/ doivent comporter le méme nombre de fleches
issues d'actions horizontales et de fleches issues d'action verticales. Ceci implique surtout
que les transducteurs définis en section soient applicables d’une facon cohérente :
quelque soit le chemin parcouru par le transducteur, la position de la téte d'écriture doit étre
complétement déterminée par la configuration de départ. Ainsi a partir d'une configuration
du type C., on peut retrouver une configuration du type C, qui permet le recalcul de I'image
de chacun des points par la transformation, autrement dit, il existe une bijection entre Z2 et
un positionnement des cellules mobiles sur au plus K couches. Les voisins d'un point étant
toujours a distance bornée les uns des autres, la position relative d'un voisin par rapport a
un autre est descriptible en utilisant seulement un nombre fini d’états;

— La troisieme configuration est dite "embarquée". Elle est stockée a travers au plus K couches.
Cette troisieme configuration est transportée par les cellules mobiles, et elle suit donc les
contorsions définies par la carte déformation du voisinage défini dans la précédente couche.

On note ainsi un tel automate cellulaire :

o(n)

Fi—Fr
C/—)CT

ou F; et Fr sont deux éléments de (A4)Z2. Dans la suite, nous nous restreignons au cas ou
Fi = Va(Z?).
On dit que I'automate embarqué réalise la transformation bijective Fr a partir de C;.
o(n)
I—=HSa (1)

V4 (Z2)—Fr
C/—)CT

Informellement, les automates a transformations sont des automates qui manipulent des cellules
mobiles de maniére consistante.
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L'évolution de la configuration stockée dans les cellules embarquées conduit nécessairement a
un diagramme espace-temps d'automates cellulaires. Affirmer ceci n'est qu'une conséquence du
Théoreme [6.1. Il se peut de plus que le diagramme espace-temps de la configuration embarquée
contienne un sous-automate cellulaire qui ne tienne compte ni de ce qui est relatif a C+, ni de ce
qui est relatif & F7, en ce cas ce sous-automate cellulaire est appelé automate cellulaire embarqué.

En d’autres termes, un automate cellulaire embarqué est un sous-automate d’'un automate
cellulaire qui s'exécute sur un réseau Z? transformé dont la description topologique du réseau
associé est stockée dans les états de @, et qui tolére au plus m superpositions.

6.2.2 Schéma global de I’algorithme proposé

L algorithme présenté ici réalise la rotation 3-quasi-transvections, pour tout angle définissable
par le biais d'une pente rationnelle. L'algorightme consiste a calculert paralléelement la composition
des trois transvections discrétisées via trois automates cellulaires embarqués. Ces automates cellu-
laires embarqués utilisent une configuration préalablement calculée afin d'obtenir les informations
géométriques adaptées pour la réalisation des rotations 3-transvections.

Pour chaque transvection, on utilise le fait que la connaissance I'image de I'axe Oi (resp. de
I'axe Oj) pour les quasi-transvections permet par suite de calculer I'image de tous les points par la
quasi-transvection.

La figure géométrique contenant les images des axes Oi et Oj par les transvections, est réalisée
dans une premiére phase de I'automate cellulaire. La seconde phase de I'automate cellulaire consiste
a effectuer les quasi-transvections. Afin de composer les transvections, chacune des transvections
est réalisée dans des automates embarqués imbriqués les uns dans les autres.

La majorité des étapes de ce calcul sont simple. Cependant, le calcul de la bissectrice peut étre
un peu complexe. De ce fait I'algorithme est exact pour les angles pythagoriciens. Dans ce cas, la
tangeante pour I'angle de pente /2 est de pente rationnelle, et il est possible de s'assurer de sa
validité géométrique. Par contre, dans le cas général, il reste une trés légére indéterminée qui fait
que le calcul peut n'étre pas exactement une rotation 3-transvection. Dans tous les cas, la distance
du pixel a son image par rotation n’excédera deux pixels de différence. Ainsi, I'opération obtenue
reste une rotation discréte et une quasi-isométrie.

6.2.3 Comment réaliser la figure ?

Dans cette section, on réalise une version discréte de la Figure[6.5, a partir d'une configuration
initiale sur laquelle les points O et A ont été repérés.

En particulier, les versions discrétes des deux droites : Ay 1y = sin(a)x et Ag : x = —tan(a/2)y
qui correspondent aux droites images des axes Oi et Oj par les transvections, seront marquées
d'états particuliers. Les transvections horizontales qui ont lieu dans les rotations 3-transvections,
visent a transformer Oi de telle fagon a ce que 61(Oj) en Ag . 62(0j) soit égale a A1, et que 63(Oi)
soit égale a Ag

Commencons par observer la construction a la régle et au compas de cette figure : que fait-
on? On trace le cercle C de centre O qui passe en A. On appelle H le point d'abscisse positive
qui correspond a l'intersection du cercle C avec I'axe Oi. On méne Dy, la droite perpendiculaire a
Oi passant par H. Ensuite, on trace la paralléle a Oi passant par A, et on appelle son intersection
avec Dg B. La droite OB correspond a la droite Aq.

On calcule ensuite la bissectrice de I'angle HOA, on dénomme par / le point d'intersection de
cette bissectrice avec C. On calcule ensuite le symétrique de / par rapport a la droite y = x, on
calcule son symétrique par rapport a Oj, ce qui revient a tourner le point de 7/2.
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Il se trouve que c’est précisément cette construction que |'on réalise, étape par étape, sur
automates cellulaires. On procéde en concaténant de petits automates cellulaires qui opérent chacun
des opérations élémentaires nécessaires a la construction de la figure.

Les automates cellulaires en charge d'une transvection devront soit transformer Oj en Ag, soit
transformer Oi en Aj.

Fig. 6.5 — Cette figure est la version continue de ce que la premiere partie de |'algorithme va
réaliser par le biais d'automates cellulaires. Cette figure nous guide dans la suite du processus de
rotation 3-transvections. La ligne verte Ag représente I'image de la droite Oj par la transvection
horizontale. Tandis que la ligne rouge A; représente I'image de la droite Oi par la transvection
verticale.

L algorithme prend en entrée une configuration initiale dans laquelle toutes les cellules sont
dans un état quiescent sauf deux qui indiquent I'origine et I'angle. On attend de cet algorithme
qu'il transforme une configuration embarquée (voir(6.2.1) de telle maniére que I'image de chacun
des points de cette configuration correspondent a I'image d'un point de la configuration initiale par
la rotation discrétisée.

6.2.4 Réalisation de la figure sur automates cellulaires

Dans la configuration initiale Cpa, toutes les cellules sont dans un état quiescent sauf deux,
d’un c6té la cellule qui dénote la position de l'origine, et de I'autre celle qui dénote la position de
A.

La position du point A sert a indiquer la valeur de I'angle dont on souhaite effectuer une rotation.

Pour réaliser la figure[6.5, on effectue les opérations géométriques suivantes :

1. On dessine les axes Oi et Oj, on marque chaque octant — les points O et A doivent tous deux
savoir dans quel octant ils se trouvent I'un par rapport a I'autre.
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Ceci repose sur une simple propagation a partir de |'origine et peut se faire en temps réel.

2. On dessine le cercle arithmétique de centre O et de rayon OA.
On appelle C le cercle ainsi obtenu. Pour cela, on utilise les cercles par automates cellulaires
construits selon les méthodes de Laure TouGNE [TOU97] — ceci peut se faire en temps linéaire.

3. On attend l'intersection entre C et Oi, immédiatement aprés, on appelle X ce point, il est
unique.

4. On calcule la bissectrice de XOA, en générant des faisceaux de cercles discrets synchrones
a partir de X et de A. On appelle/ le point d'intersection résultant. Nous détaillons cette
construction en Section |6.3.7.

5. On calcule I'image /” par rotation de 7/2 de /.
Voir Section 16.3.4.

6. On dessine le segment O/’, et on prolonge le segment O/’ en une droite Ag.
Voir Section[6.3.2.

7. On lance une demi-droite horizontale Dgy a partir de X vers le haut.
8. On lance une demi-droite horizontale D; a partir de A vers la droite.
9. On calcule I'intersection entre Dg et Dy qui forme un point B.
10. On dessine la droite A7 passant par O et B, toujours détaillé en Section[6.3.2]

Les étapes servant a la réalisation de la configuration seront enchainées de maniére séquentielle
ou paralléle, grace aux modes de compositions détaillés dans les paragraphes précédents.

Quand ces étapes sont terminées, on peut passer a la réalisation des 3-transvections. La seconde
partie de I'algorithme consiste a effectuer dans trois automates embarqués les trois transvections
nécessaires a la réalisation. Avant de commencer, on prend soin de recopier les données nécessaires
a chacune des transvections, c’est-a-dire les informations relatives aux droites Oi, Oj, Ag, A1 dans
I'état de |'automate embarqué. L'automate doit par la suite travailler relativement a la version
embarquée des configurations.

6.2.5 Analyse de I'algorithme

Nous tenons compte maintenant des temps de calcul pour donner un ordre grandeur concernant
la complexité de I'algorithme :

Soit @; automate embarqué qui s'exécute normalement en temps linéaire. La définition de la
notion d'éxécution embarquée implique que @; s'exécute en temps linéaire une fois embarqué. |l est
tout aussi trivial que la mise en paralléle d'automates cellulaires qui s’exécutent en temps linéaire,
s'exécute au final en temps linéaire. Le cas de la composition séquentielle d'automates cellulaires est
un cas plus complexe a traiter, en effet @1 ®Q, ; ce qu'il faut montrer c'est que les phénoménes de
blocage de I'automate cellulaire, induits par le rythme de progression de I'automate @5, n'induisent
pas un retard trop grand sur I'exécution de I'automate cellulaire global. Cela reste facile a prouver
si I'automate cellulaire @; (respectivement A) s'exécute en temps linaire, cela signifie qu'il existe
une constante ky (resp. ko) telle que pour tout rayon r au bout d'un temps kyr (resp. kor) et donc
étant donné une boule de rayon kir (resp. kor) alors la boule de rayon r est calculée. On vérifie
alors que pour 'automate @; ® @, , il existe une constante k3 = ki ko, telle que pour toute boule
de rayon r au bout d'un temps ki ko, la boule de rayon r est complétement déterminée.

Lemme 6.1 [ ’'exécution séquentielle d’automates @1 © Qo cellulaires en temps linéaire s'exécute
en temps linéaire.
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Théoréme 6.2 [ ’algorithme s’exécute en temps linéraire sur un automate cellulaire.

Démonstration :

L'algorithme n’est formé qu’a partir d’automates cellulaires n'utilisant que des tranforma-
tions qui préservent la linérarité du temps d'éxécution : des séquences d'automates (exécution
séquentielle), des mises en paralléles d’automates (exécution paralléles), des automates embar-
qués.
c.q.f.d.

Conséquence : cet algorithme est plus rapide qu’une implémentation séquentielle de la rota-
tion discrétisée d'images. Notons cependant qu’une complexité linéraire sur un automate cellulaire
équivaut a un nombre d'opérations a la seconde supérieure a celle d'un algorithme quadratique .

On recopie dans chacune des configurations embarquées les sous-ensembles des droites A cor-
respondant. Les automates de transvections peuvent étre exécutés en paralléle. Les opérations qui
permettent de construire I'automate attendu, nous permettent a la fois de garantir que I'automate
existe et s’exécute bien en temps linéraire.

6.3 Automates cellulaires pour la géométrie discréte

Pour la construction de la figure, une description algorithmique du fonctionnement de chacun
des sous-automates cellulaires est utile. Les tables de transitions sont bien trop longues a décrire
pour de tels automates cellulaires. Nous nous contentons ici d'une description verbale de ces au-
tomates — nous évitons de figer dans un formalisme fastidieux I'algorithme exact de chacun de ces
automates.

6.3.1 Tracé de segments

A ma connaissance, il n'ay a pas de littérature explicitement consacré au tracé de segments
de droites discrétes dans une direction arbitraire sur automates cellulaires. Cela dit, puisqu'il s'agit
d'un problématique courante, de nombreux auteurs abordent le sujet. De plus, le tracé de droite
n'est pas sans relation avec le probléme de la ligne de fusillers dans lequel, on doit permettre a des
signaux de se déplacer a des vitesses arbitraires [MAZ87], [YUN93].

L'approche que nous proposons, revient a calculer progressivement la division par x,v et y,v
Sans perte de généralité, on suppose X, > W.

Pour compter x,/y, v points, on commence par marquer par un état particulier le rectangle qui
circonscrit O et v. A tous les instants pairs, seront envoyés depuis O un signal sy dans les directions
verticales et horizontales.

Le signal sy avance en temps réel dans le rectangle jusqu'a ce qu'il rencontre la fin du rectangle
OA, en s'arrétant il indique alors que la cellule porte le signal s.

A chaque fois que x, points sont comptés, un retour a la ligne est effectué. A chaque retour
a la ligne, une particule est émise, cette particule part a la recherche de I'origine. Une fois celle-
ci identifiée, la particule suit le fil géométrique lié qui est le segment en construction et déplace
I'extrémité du segment de 1.

On suppose que chacun des cotés du rectangle OA est dénoté par un état spécial.

L'algorithme est explicité en Figure6.6. Depuis O on tire un temps sur deux des signaux qui se
propagent le long des cotés et qui vont s'accumuler le long des cotés.

Quand le cbté est rempli par le signal s, c'est un signal différent qui est immédiatement envoyé
par O le long de ce coté. Ce signal efface tous les signaux Sg contenus sur le coté (on remet a 0).
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De plus, quand un coété est remplit, un autre signal est envoyé. Il se propage le long d'un fil
qu'il participe a construire en rajoutant un élémént a son extrémité.

6.3.2 Dessin des droites naives et standards de pente rationnelle
Entrées et sorties de I'algorithme

La configuration en entrée vérifie que les cellules O et A sont dans des états particuliers. Les
autres cellules sont dans un état quiescent.

On suppose les cellules du segment OA dans un état particulier; si ce n'est pas le cas, on peut
appliquer I"algorithme présenté en [6.3.1] — les cellules du rectangle circonscrit 8 OA doivent étre
dans un état particulier — si ce n'est pas le cas on arrivera toujours a construire ce rectangle en
temps linéaire.

A est la droite discréte ayant la méme connexité que le segment OA qui a la méme direction
que OA et qui inclut OA. La sortie de I'algorithme est une configuration.

Principe et propriétés

Il est assez facile de créer un automate cellulaire qui contienne un sous-systéme en charge
de répéter un motif. L'angle indiqué par O correspond a I'angle dont la tangeante vaut %. Pour
considérer une droite qui a cette pentre, il suffit de créer un automate qui reproduit la pente dessinée
sur le segment OA.

On suppose que les états du bord du rectangle de O et de A sont toujours marqués par un état
spécial. Si ce n'est pas le cas, cette construction se fait de toutes facons en temps linéaire.

On suppose sans perte de généralité que A est dans le premier quadrant. On peut dés le début
du processus indiquer les quadrants dans lesquels se trouvent les objets.

L'idée de I'algorithme est simplement de construire deux vers qui suivent un chemin 8-connexe
et qui sont des organismes constitués de cellules mobiles. lls reconstruisent en leur téte la méme
chose que ce qu'ils lisent en leur queue. Remarquons que si le ver efface ce qu'il a lu, alors le ver et
le segment implémentent un systéme capable de se déplacer en temps réel capable de se déplacer
dans n’importe quelle direction, in extenso un genre de particule capable de se déplacer de facon
isotropiqu@

La configuration initiale contient un segment OA. Le rectangle qui circonscrit O et A est marqué
d'un état spécial. On se sert de deux des cotés de ce rectangle pour définir la configuration initiale
du ver. On suppose que la téte du ver est située en A et la queue en O.

A chaque étape, un temps sur deux lire ce qu'il se passe au niveau de la queue de lecture, c’est-
a-dire propager un signal qui transporte l'information sur le long du corps en temps réel. Lors de
sa propagation, le signal entraine un déplacement dans la direction indiquée du corps; puis lorsque
le signal arrive a la téte il s'écrit a la suite.

L'information suit le corps du ver qui est un fil bien défini, elle est donc reproduite dans le méme
ordre a I'arrivée qu'au départ. Si I'information n'a pas été altérée lors de son transit, elle permet
de reconstruire le segment correctement.

L autre point a vérifierest que le fil du corps du ver suit une trajectoire qui est représentable sur
automates cellulaires; en d'autres termes, on vérifie qu'il n'y ait pas de contorsion arbitrairement

@Notons alors que la topologie de I'ensemble est circulaire, cela peut évoque I'idée contemporaine de la physique
qui voudrait cesser de voir des particules élémentaires mais verrait plutdt des objets fonctionnant en dimension 1 a
la topologie cyclique, qui dans la théorie actuelle on plein d’autres propriété et qui sont appelées super-cordes.
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grande du corps du ver. Les signaux étant espacés de deux temps, il ne peut y avoir plus deux
cellules mobiles du ver par cellule.

6.3.3 Symeétrique d’un point vis-a-vis de I’axe des abscisses/ordonnées

L'idée de base est de faire partir deux signaux depuis A. Le premier signal part en temps réel
en direction de I'axe se symétrie. Le second part avec une vitesse 1/2 dans la méme direction.
Lorsque chaque signal croise I'axe de symétrie, il intervertit sa vitesse avec celle de I'autre signal.
Le symétrique est placé au point ot se produit la nouvelle intersection entre les deux signaux. Cette
stratégie, dans le continu, est clairement valide. Dans le discret, il faut prendre en compte la parité
afin de marquer l'intersection comme il faut.

6.3.4 7 /2-rotation d’un point de Z>

Une solution simple consiste 8 commencer par calculer le symétrique A" = (y, x) de A= (x, )
par rapport a la droite x = y, ce qui se fait simplement en envoyant un signal horizontal et un
signal vertical vers cette droite, et en faisant repartir les signaux de maniére orthogonale a la
droite. On calcule ensuite le symétrique B de A’ par rapport a I'axe Oy, on obtient alors le point
en B = (—y, x), ce qui correspond bien a I'action d'une rotation de /2.

6.3.5 7/2-rotation d’'une image

Pour réaliser la m/2-rotation d'une configuration, on commence par construire, a partir du
centre, une famille de carrés concentriques alternativement sur deux états. Ces carrés sont des
spheres pour la norme infinie. Les cellules des axes Oi et Oj sont marqués d'un état particulier.

Sur chacune des sphéres, le point initialement situé en Oi va se déplacer avec une vitesse 1/2
selon une trajectoire qui suit le carré auquel il appartient, dans le sens de rotation choisi, jusqu'a
se retrouver en Oj.

Lors de chaque déplacement de la cellule mobile initialement située en Oi, propage a ses voisines
I'information du déplacement a effectuer soit en se superposant a elle afin de les pousser, soit en
créant un vide afin de les attirer. Les autres points de la sphére se mettent donc en mouvement
pour suivre ce point initialement situé en Oi.

6.3.6 Cercles discrets sur automates cellulaires

Nous avons déja discuté de ce point dans I'introduction. Afin d'étre le plus proche possible de
la géométrie discréte, nous basons nos constructions de cercles sur les automates cellulaires de
Laure TougNE [DMT99].

6.3.7 Bissectrice d’un angle

Pour calculer la bissectrice d'un angle, on génére des familles de cercles discrets et on repére
leur intersection sur une grille Ilégérement sur-échantillonnée : on effectue un groupage 2 x 2. Le
groupage d'un automate cellulaire étant un automate cellulaire — cela ne nous pose pas de difficulté.

Pour tracer les cercles discrets, nous emploierons les algorithmes de tracés de familles de cercles
de Laure TOUGNE.
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Fig. 6.7 — Exemple de diagramme espace-temps d'un automate cellulaire prolongeant un segment
standard en une demi-droite standard de pente rationnelle
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Entrées et sorties de I'algorithme

En entrée de I'algorithme, la configuration initiale est définie ainsi :

— les cellules des axes Oi et Oj sont dans un état particulier; elles sont ainsi stygmatisées
comme correspondant aux axes horizontaux et verticaux; ce marquaque permet de localiser
le centre de la rotation ;

— les cellules correspondant aux points O et A sont dans des états particuliers; le point A qui
sert a définir I'angle est normalement dans un état qui lui est propre;

— les cellules du cercle C centré en O et passant par A sont dans un état spécifique;

— on a repéré par un état particulier la cellule B d’abscisse positive qui est le point d’intersection
entre Oi et C. Ce point est unique.

A la terminaison, la configuration est caractérisée par : la cellule / qui est située a I'intersection

entre la bissectrice et le cercle C est dans un état particulier.

Principe et propriétés

On s'intéresse aux points de la bissectrice.

Il est facile de s'assurer que les cercles sont de méme diamétre si on commence a construire
les cercles a partir de A et de B au méme moment.

Pour synchroniser la construction du fil entre A et B ainsi on construit un fil entre A et B,
puis on calcule le milieu J de ce fil. Tout ceci peut se faire en temps linéaire : Il s'agit simplement
de construire un rectangle circonscrit a A et B. On utilise alors deux cdtés comme un fil, puis
d’effectuer une synchronisation, type ligne du fusilier. Ensuite, en prenant soin de tenir compte
des habituelles questions de parité liées a la division d'un entier par 2. Deux signaux temps-réel se
propagent a partir de J en direction de A et de B. Ces deux signaux vont rencontrer leur destination
au méme instant. Ainsi, on a synchronisé le départ de la construction des deux familles de cercles.

En procédant ainsi, il reste une ambiguité sur la position du point /; du fait du rythme auquel
progresse les cercles concentriques initiés en A et en X, il se peut que les cercles soient justes en
contact avant de se dépasser d'un coup. De ce fait le point d'intersection entre les deux cercles
semble mal défini en discret. Remarquons cependant

peut estimer que ces points tiennent dans une boule de rayon 4. Et qu'en réalisant cet automate
cellulaire dans un groupage par 4 des cellules on résout une partie du probléme.

6.3.8 Calcul d’une transvection

Décrivons maintenant les automates cellulaires qui exécutent des quasi-transvections horizon-
tales ou verticales. Le principe est le suivant : si on connait I'image de la droite Oj, on connait
I'image de toutes lignes; ceci est vrai puisque tous les points d'une méme ligne sont déplacés d'une
méme quantité. Les choses se passent de méme pour les transvections verticales avec |'axe Oi.
Tout est symétrique. On peut donc se limiter sans perte de généralité a I'étude des transvections
horizontales.

Entrées et sorties de I'algorithme

En entrée de I'algorithme, la configuration initiale doit étre définie ainsi :

— les cellules de I'axe Oj qui sont dans un état particulier;

— les cellules qui appartiennent a la droite discréte image D qui doit étre I'image de Oj par
quasi-transvection ; D est une droite naive, qui est fonctionnelle horizontalement ;
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— les autres cellules sont dans un état quiescent ;

— chaque cellule contient exactement une cellule mobile de I'automate embarqué.

A la terminaison de I'algorithme, la configuration finale de I'algorithme est disposée ainsi : Sur

chaque ligne k :

— les cellules mobiles de la ligne k auront toutes été translatées de la méme quantité dx ol O
est la différence de position entre le point de Oi et son image par transvection discretisée,
c'est-a-dire de [ka] ;

— il y a exactement une cellule mobile par cellule.

On suppose encore que les cellules de Oj et les cellules de D possédent dans leur état un

indicateur qui précise le c6té duquel ces cellules se situent, I'une par rapport a I'autre — dans la
ligne horizontale. Si ce n’est pas le cas, cet indicateur peut &tre calculé en temps linéaire.

Principe et propriétés

Sur automate cellulaire, le coeur de I'algorithme de transvection consiste a déplacer un temps
sur deux la cellule mobile initialement située en Oi. Appelons cette derniére cellule mobile, cellule
moteur. Le déplacement de la cellule moteur va conduire les autres cellules mobiles de la ligne
horizontale a se translater de maniére identique. Informellement, la cellule moteur exerce une
pression dans la direction ou elle avance et une dépression dans la direction qu’elle fuit. La pression
et la dépression vont se propager en temps réel dans la ligne de la configuration. De ce fait, le choix
de faire se déplacer la cellule moteur un temps sur deux va permettre de garantir qu'il y a au plus
deux cellules mobiles par cellule dans la configuration; si on suppose que la cellule moteur ne fait
qu’avancer un temps sur deux le long de la ligne en partant de Oj. En effet au temps t, la cellule
moteur est en position | 5], et il s'agit de son k = |5]°™® déplacement. L'information concernant
le kM€ déplacement de la cellule est donc en k + (t — 2k), c'est-a-dire qu'elle est située t — k.
Ceci signifie donc que I'information concernant les signaux associés a chaque déplacement de la
cellule moteur ne se superposent pas — contrairement a ce que nous obtiendrions si la cellule moteur
tentait de se déplacer en temps réel. En un certain sens, le fait qu'une particule/cellule mobile ne
puisse se déplacer a une vitesse : “temps réél” — autrement appelée vitesse de la lumiére rappelle
les loi de LoRENTZ en relativité. Si o le coefficient de transvection est compris entre [—1, 1], on
peut encore prouver qu'a tout instant la transformation effectuée conserve approximativement le
voisinage : x € V4 = x € Vg. Notons f; la transformation effectuée par I'automate au bout de t
itérations de calcul.

Au regard de ces faits, il s'agit bien d'un automate a transformation propre a supporter un
automate embarqué.

6.4 Les autres méthodes sur automates cellulaires

Dans le méme genre de considération, on peut normaliser I'implémentation en temps linéaire
des rotations a base de deux symétries axiales, I'un selon I'axe vertical et I'autre le long de droite
d'angle tan(e/2) 4+ 7/2. Ce qui doit encore pouvoir se calculer en temps linéaire. Les principes et
la nature des résultat ne changent pas tant que cela, nous n'avons pas intérét a en dire plus ici.

6.4.1 Autre expérience : automates cellulaires basés sur des applications locales

Dans cette thése, on a aussi tenté de regarder un automate cellulaire dont le but premier serait
de réaliser de manipuler des organismes fonctionnant grace a des configurations du type de C., et
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tentant dans un premier temps sans tenir compte de la distance 2.

Une premiére approche simple peut consister simplement a mettre en rotation les bords. Et
a faire suivre I'intérieur. Cette approche pour laquelle il ne devrait pas étre difficile de trouver un
automate cellulaire qui I'implémente.

— une action contractante (les points ont tendance a se rapprocher du centre) ;

— une action expansive (les points ont tendance a s'éloigner du centre) ;
une régle de relative densité (il y a au plus deux pixels par cellules) ;
une regle de relatif éparpillement (les pixels adjacents peuvent s'éloigner au plus de \/§/2

— un jeu de motifs interdits (servant a éviter certaines situations de blocages)

Malheureusement, toutes les expériences menées jusqu'a ce jour, I'automate cellulaire finit
toujours par se bloquer — Les codes de tels automates sont trés complexes, et de nombreux bugs
peuvent exister encore dedans.
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“En fin de compte, nous ne sommes |la que pour nous moquer de |'univers”
Emil Michel CioRraN.

7.1 Recadrage

7.1.1 Géométrie discréte et aspects algorithmiques
7.1.1a Algorithmes efficaces

Dans la géométrie discrete, I'étude des rotations discrétes se situe comme une question plutot
centrale; sa présence récurrente dans les travaux fondateurs de la théorie a déja été constatée.
Aussi, la géométrie euclidienne est stable par rotation, et la géométrie discréte doit I'étre autant
que faire se puisse.

Une contribution majeure de cette thése est relative a la conception, ou a I'amélioration d'al-
gorithmes de rotations discrétes utiles a la géométrie discréte. Ces algorithmes sont d'ordre de
performance optimal. L'algorithme incrémental (cf. Chapitre[5), et I'algorithme sur automates cel-
lulaires (cf. Chapitre6) fournissent deux primitives utiles pour la simulation en milieu discret. Ces
deux algorithmes font disparaitre le calcul flottant du cosinus et du sinus de la rotation. En ce sens,
ils sont en accord avec la géométrie discréte telle que définie Jean-Pierre REVEILLES.

Grace aux gains en performance de |'algorithme incrémental, on peut envisager des applications
dans ce qui est de la reconnaissance de motifs, pour le watermarking, ou pour les simulations
physiques.

161
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7.1.1b La recherche des grands préceptes des rotations

Dans nos motivations, les préceptes recherchés se voulaient applicables de maniére robuste dans
une grande variété de systémes complexes. Or, I'algorithme du Chapitre 6l n'est ni incrémental, ni
uniforme. A I'instar de Laure TOUGNE, nous sommes restés dans des procédés tres “algorithmiques”,
des procédés qui ont une complexité de KoLMoGoRov relativement conséquente, et qui sont sensibles
a de petites altérations de I'état global.

Idéalement, c’est un modele davantage probabiliste qui était recherché; et ce afin d'étre dans
un second temps dérandomisé. Pour continuer dans cette voie, les arguments développés a la fin
du chapitre 3 et du chapitre 6 semblent prometteurs.

Note 7.1.1.1 Pour la majorité des motivations : il faudrait arriver a un algorithme incrémental
capable de faire tourner un objet en temps 2mr sur un automate cellulaire. De ce que nous savons
sur la topologie des angles spéciaux, cela implique qu’un certain nombre de mouvements ont lieu en
paralléle. Lors du processus incrémental, un tel algorithme n’explore donc pas toutes les rotations.

7.1.2 Systémes dynamiques et substitutions généralisées
7.1.2a Des résultats variés

Le recodage des rotations discrétes en des configurations Co, CJ, établit le lien avec la dyna-
mique symbolique bidimensionnelle. La méthode s'applique avec succés pour la rotation discrétisée
et pour la rotation 3-transvections. Et nous présumons qu'elle est applicable sur un nombre arbi-
traire de transformations linéaires discrétisées et composées.

Dans le cas de la rotation discrétisée, |'étude des cas périodiques nous a amené a caracté-
riser les angles pour lesquels la rotation est bijective. Cela a donné une réciproque au théoréme
d'Eric ANDRES et de Marie-Andrée Jacos relatif aux rotations bijectives.

Concernant I'étude des cas périodiques, les liens avec les développements de Dan Romik
semblent prometteurs. Il faudrait davantage creuser cette voie. Elle pourrait apporter des résul-
tats fondamentaux sur les interactions possibles entre les cas périodiques et les cas quadratiques.

Par le biais des systémes dynamiques bidimensionnels, nous avons aussi montré la quasi-
périodicité de toutes les configurations issues de rotations discrétisées.

Avec Valérie BERTHE, on a étudié la fréquence de chacun des motifs dans les configurations.
Les arguments employés relevent de suite de WEevL. Cet effort s’intégre dans la quéte d’automates
cellulaires randomisés qui implémenteraient des rotations par des processus sochastiques ou non
supervisés.

Ces résultats furent salués par des publications internationales, [P-JI1] et [P-JI2].

7.1.2b Susbtitutions généralisées

Le Chapitrel4 est dédié a la description de nos efforts pour décrire I'autosimilarité des configura-
tions comme Cﬂ/4. Le chapitre traite de dynamique symbolique en dimension 2 et des substitutions
genéralisées. Afin d'arriver a établir I'autosimilarité de la configuration Cy 4, différentes méthodes
ont été étudiées : mots de retours, graphes de Rauzy...

Dans le cas des angles quadratiques, les configurations ont été assimilées a la superposition de
séquences sturmiennes généralisées. Cela nous a fourni une premiére méthode démontrant I'exis-
tence d’un processus substitutif sous-jacent a la construction des configurations de rotations.

A I'aide des graphes de Rauzy, on a mis en évidence |'existence de substitutions planaires. Celles-
ci avaient lieu sur un réseau rectangulaire tourné selon le vecteur d'entrelacement, dans les cas ou
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celles-ci sont autosimilaires. A la fin du Chapitre[4] nous avons donné les arguments essentiels a |a
démonstration de I'existence de substitution planaires engendrant les configurations associées a ces
rotations. A notre connaissance, en dimension 2, la preuve de |'existence de ce type de substitution
est inédité@.

7.1.2c La notion de multigraphe des fragments

D'un point de vue informatique et théorie des langages formels, une des notions sur laquelle nous
souhaitons porter I'accent est le multigraphe des fragments. Pour mémoire, il s'agit d'un modéle
ol les nceuds sont étiquetés par des mots, ou les arcs portent des déplacements. Il permet un
formalisme uniforme pour traiter d'automates en dimension 1, et en dimension 2. Un multigraphe
des fragments reconnait un mot si en partant de son état initial, il existe une couverture du mot
considéré par les motifs des nceuds, qui coincide en chaque motif avec la configuration, et ou les
déplacements d'un état a |'autre sont régis par les arcs.

Le multigraphe des fragments induit une notion d’automate. Cette notion est a priori a la fois,
compatible avec la notion d'automate unidimensionnelle, et compatible avec la notion de substitu-
tion pointée. Elle permet d'étendre ces notions a la dimension 2, dans un formalisme aussi puissant
que les autres modéles présentés dans I'article de GIAMMARESI et ReEsTIvo. Le multigraphe des frag-
ments posséde encore |'avantage de se trouver adapté pour définir une notion de transducteur
bidimensionnel.

7.1.3 Sur la modélisation physique et les rotations discrétes

Pour donner aux rotations discrétisées les propriétés attendues, nous avons défendu I'idée, que
les transformations agissent sur I'espace en le déformant. L'espace participe a ces transformations
en mémorisant les déformations déja appliquées. Cette idée est développée a travers la thése dans
la notion de configurations, et dans celle de cellules mobiles.

Pour la modélisation physique, cette approche a ses intéréts : On peut stocker tous les angles
effectifs de rotations d'un objet discret a travers une configuration dont la forme est identique a
I'objet considéré.

Ces éléments renforcent I'idée que les rotations discrétes sont compatibles avec une physique
des solides discreéte.

7.2 Perspectives et interrogations

Durant la thése, un certain nombre de travaux ne faisant pas partie des priorités de ce travail
ont été ajournés, reportés.
7.2.1 Interrogations et pistes

Voici maintenant des questions ouvertes :

Achever la formalisation des liens avec la théorie des substitutions

Nous avons traité le cas de m/4, et vu rapidement comment la théorie semblait s’appliquer a
d'autres cas. On peut encore donner bien davantage de précisions sur les liens entre ce sujet et les

@ Bien que le cas de substitution rectangulaire tournée soit trés proche du cadre de MAEs.
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substitutions. Comme dans le Théoréme ??, on aimerait prouver que les configurations de rotations
sont constructibles a partir d'un systéme de substitution S-adique.

Continuer de développer la théorie relative aux liens entre graphes de Rauzy et propriétés
des mots.

Plus généralement, hors du cadre des rotations, on souhaite trouver quel est le champ d'ap-
plication exact de la méthode décrite en[4.5. Avec Julien CASSAIGNE, nous avions commencé a
chercher en ce sens.

Lier les constructions de systémes dynamiques de rotations avec les systémes formés par des
rotations itérés

Quelques chercheurs étudient les rotations itérées d'angle rationnel. Les figures alors obtenues
sont aussi autosimilaires.

Si la chose est faisable, il serait intéressant de comparer les figures obtenues avec les configu-
rations dont le développement en fractions continues est associé a nombre rationnel dont la partie
périodique du développement en fractions continues est identique au développement en fractions
continues du rationnel considéré.

Conclure les recherches liées aux contraintes induites par les variations de fréquence des
symboles

A terme, il s'agirait de trouver un automate cellulaire randomisé@ qui réalise des rotations de
maniére robuste. Ce travail fait suite au I'étude menée avec Valérie BERTHE au Chapitre (3!

En pratique, il s'agit d'analyser les dérivées des lois qu'on a obtenues sur la fréquence des motifs
dans les configurations de rotations, afin de pouvoir relever ces lois en des regles de transitions sur
des fragments.

Révéler les connexions envisageables entre processus stochastiques et rotation

Nous avons déja discuté de ce point en faisant un bilan des résultats des approches symboliques.

Etudier les changements de centre

Pour les compositions de rotations discrétes, nous n'avons décrit que le cas le plus simple : celui
ol I'on ne change pas de centre. La méthodologie n'est donc applicable que pour des rotations
de méme centre. En clair, nous n'avons pas encore obtenu d’algorithmes fonctionnant dans un
monde discret, qui refléte intégralement toutes les propriétés de la rotation euclidienne telle qu'est
observée dans la nature. Il faudrait poursuive cette étude.

Trouver les solutions pour obtenir géométrie oul droites discrétes et rotations discrétes co-
habitent

La compréhension des phénomeénes locaux induits par les rotations sur les espaces discrets
est spécifiée mathématiquement a I'aide des configurations. La définition d'un cadre propre pour

@quite a &tre simplifié et glouton
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I'établissement d'une géométrie discréte dynamique fait partie des prochains défis a relever dans la
discipline.

Analyser les rotations tridimensionnelles

On pose régulierement la question de savoir ce qui se passe dans le cas des rotations sur des
espaces tridimensionnels. La rotation discréte est une opération qui implique un nombre pair de
dimensions, et donc qu’'en dimension 3 on va avoir un axe invariant. Cela dit la question n’admet
pas de réponse facile pour autant. On va pouvoir paver 'espace par des hyperplans naifs discrets
orthogonaux a cet axe. Puis il faudra encore tenir compte des propriétés de ce pavage, de sa régu-
larité afin d'étre slr que tout se passe bien dans ce cas-la. |l faut donc pour répondre correctement
3 cette question étudier la facon dont la superposition des plans discrets les uns sur les autres,
influe sur le maintien de la connexité.

Obtenir une théorie de la géométrie discréte utile pour la modélisation du réel

L'ensemble des droites de REVEILLES n’est pas clos par rotation discréte. L'image d'une droite
par rotation discréte est son image par une e-quasi-isométrie. Ainsi les caractéristiques de la droite
résultante ne peuvent étre trop différentes de celles |la droite antécédente.

Approfondir notre connaissance des angles charniéres

On souhaite en savoir davantage sur la structure des angles charniéres. En particulier, bien
qu'il s’agisse la d'une remarque complétement informelle, ceux-ci sembleraient avoir une propriété
correspondant a un type de dualité. Cette dualité existerait entre les angles charniéres et les angles
pythagoriciens. La rotation discréte d'une image finie correspond a une fonction en escalier. In-
formellement, les angles charniéres correspondent aux discontinuités entre les marches tandis que
chaque palier est assimilable a un angle pythagoricien.

Pour étayer cet argument, plusieurs pistes semblent d'ores et déja énumeérables :

D’abord, on peut noter qu'il existe trés clairement deux classes d'angles quadratiques : ceux
tels que 2p cos(a) + 2gsin(a) = 2k + 1 et ceux tels que 2p cos(a) + 2¢gsin(a) = 2k. Les premiers
angles correspondent aux angles charniéres, tandis que les autres sont un surensemble des angles
pythagoriciens

Les triples pythagoriciens et les angles charniéres sont tous deux associés a des triplets d’entiers,
on peut se demander si la connaissance de plusieurs éléments ne permet pas de concevoir des
opérations en arithmétique entiére qui établissent une structure entre les angles pythagoriciens et
les angles charniéres.

Les développements de Dan Romik sont aussi une voie qui mérite d'étre fouillée davantage.

Si on doit comparer le cas de développements de Dan Romik & celui des fractions continues,
les angles pythagoriciens jouent le réle des nombres rationnels, tandis que les angles quadratiques
jouent a priori le méme réle que les nombres quadratiques.

7.3 Ouverture

En parlant de la question de I'isotropie sur des réseaux entiers, on remue un matériel historique
et des outils neufs. Il en ressort, d'un c6té, des éléments a la fois proches d’'éléments scientifiques
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bien connu@ : rotations, mots sturmiens, configurations, et de I'autre c6té, des éléments qui ont
une valeur d’élements pionniers comme |'étude sur l'autosimilarité de Cy 4.

[l est réjouissant de constater que d'autres chercheur ont embrayé le pas en quéte de proposi-
tions pour les rotations discrétes. Leur approche s’intégre davantage dans la dynamique symbolique,
et les objetifs ne sont pas toujours identiques aux notres.

Pour élucider les modalités de cohabitation entre Z" et notre intuition euclidienne de I'espace,
la poursuite des études et des recherches sur ces questions semble nécessaire. En continuant a
progresser sur des questions de physique inverse, nous disposerons d'autres images pour concevoir
et modéliser le réel.

(a)puisque historiquement étudiés
®) Je pense entre autres, aux travaux de Franco VIVALDI, aux récents travaux de Shigeki Akivama et de Wolf-
gang STEINER.



Notes :
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Annexe A

Exemple fondamental : translations sur le tore

A.1 Des translations sur le tore aux généralisations des mots stur-
miens

Plan détaillé du chapitre

‘A.l Des translations sur le tore aux généralisations des mots sturmiens . . . . . . . . I

[A.1.1 Les fractions CONLINUES . . . . . . . o v v v e e e e e e e e e v
[A.1.2 Théoréme des trois distances . . . . . . . . . . . ... VI
A.1.2a Chaine de systémes dynamiques induits . . . . . . . . . . L VI
A.1.2b  Propriétés des fractions CONTINUES . . . . . . . . . . o v v it IX

Dans cette annexe, on montre comment étudier les systémes dynamiques associés aux transla-
tions sur un tore unidimensionnel. Il est nécessaire de rappeler les bases de la théorie des fractions
continues.

Outre la structure finale de I'orbite des translations sur le tore, nous allons aussi nous intéresser
a la répartition des premiers termes de la suite des translatés d'un point sur le tore.

En particulier, cela nous conduit a exposer le théoréme des trois distances — vu notre propos,
il sera plutét considéré comme un théoréme des deux distances.

On cible les résultats constructifs pour I'analyse des translations sur le tore.

On part de I'étude des dynamiques odométrique@ pour en passant par les fractions continues
faire le liens avec les systémes sturmiens.

Les liens avec les fractions continues quadratiques permettent d'expliquer les causes de |'au-
tosimilarité observée dans les droites sturmiennes de pentes quadratiques, et dans certains quasi-
cristaux.

Des tentatives de généralisation des méthodes pour la compréhension de |I'autosimilarité de mo-
tifs multidimensionnels de basse complexité se sont multipliées comme en témoignent par exemple
[ABI02], [BRO96], [POGO3]... Certains éléménts présentés ici sont liés aux résultats liés a ceux de
théories de susbstitutions. Ces derniers sont exposés en section [4.1]

Des translations sur le tore aux fractions continues

D’excellents textes introductifs existent pour I'étude fractions continues. En particulier, |'article
[BRES8O] qui nous fait un tour historique du domaine, I'introduction fournie par [FVV], et de plus

@)|_es odomeétres sont des compteurs a aiguilles— en phase de devenir archaiques— ils existent sous diverses formes.
Parler d’'odométre en tant que systéme dynamique revient en fait surtout a considérer les mouvements de translation
sur le tore/ de rotation sur un cercle. Ainsi notre exemple typique sera la rotation de la terre autour du soleil
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pour les aspects des liens avec les problémes diophantiens nous conseillons [FAI91]. Cependant,
nombreux sont ceux qui n'arrivent pas a donner une interprétation a ce qui avant tout semble
désigner un systeme de numération sur les réels.

La répartition des années bissextiles dans le calendrier solaire permet de se faire une idée intuitive
des processus cachés derriére les fractions continues.

Une année, la durée d'une rotation de la terre autour du soleil, dure a peu prés 365 jours. Une
telle approximation conduit a une erreur d'un jour tous les 4 ans. Pour passer le nouvel an a la
méme position par rapport au soleil chaque année, et éviter que décembre ne devienne novembre,
tous les 4 ans se produit une année longue d'un jour de plus : une année bissextile. Une année dure
donc plutdt a peu prés 365 jours et %. En procédant a une telle approximation, tous les siécles,
la terre se décalerait d'un jour et que si rien n'était fait et décembre finirait par devenir janvier.
Toutes les 25 années bissextiles, on en est donc conduit a en oublier une. L'année a donc une année
plus proche de 365 + ﬁ jours. De méme, tous les quatre centenaires (4 x 25 x 4) , le cumul
des petites erreurs précédﬁntes ferait que nous nous serions décalé d'un jour, il faut rajouter une

journée... L'année dure donc a peu prés 365 + ﬁ. On peut continuer ce type d'approximation
25+

encore longtemps... Et c’est ainsi qu'on obtiendra la suite des quotients partiels qui correspond au
développement en fractions continues associé au mouvement rotatif de la Terre autour du Soleil.

1
365 + ———5—— & 365.24754901
AT

4+l

Plus mathématiquement, a partir de I'observation de la dynamique des fractions continues, on
distingue deux grandes idées :
— une idée d’approximation; que nous venons de mettre en évidence.
— une idée de renormalisation ; il s'agit Ia en fait de dériver et d'intégrer le systéme dynamique,
ce qu'il y a de magique c’est qu'on retombe sur des dynamiques de méme nature, et caché
derriére ce processus itératif, on retrouve I'opération de décalage sur un développement en

fractions continues d'un nombre : x ﬁ
X

Note A.1.0.1 Ces idées ne sont pas seulement spécifiques aux fractions continues ; on les rencontre
dans tous les systéemes de numération "gloutons" : chaque chiffre du nombre a pour vocation de
fournir a une échelle donnée la meilleure approximation donnée. A chaque étape on applique une
tranformation qui renormalise le résidu a décrire.

On va mettre en évidence plus tard ce qui est relatif au processus de renormalisation.

A.1.1 Les fractions continues

Fixons maintenant quelques notions essentielles relatives aux fractions continues.
Un développement en fractions continues désigne la représentation d'un nombre x sous la forme

suivante : )
X = ap + 1

a
1+a2+

1
1

g+t

a3+

ol les a; sont des entiers et forment la suite des quotients partiels de x.
Pour calculer le développement en fractions continues, on a recours a un algorithme qui conserve
une trace sur |'algorithme d"EucLIDE :
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Algorithme dev _fc(xg = g) Algorithme pgcd euclide(p, q)
1. <0 1 i<0
20 X — xp 2: tant que x # 0 ou x # 1 faire
3: tant que x # O faire 33 r<pdvg
4 ai < [x] 4 peq
5. x <« 1/{x} 5. qer
6 l—i+1 6 J«—i+1
7: fin tant que 7. fin tant que

Fig. A.1 — L'algorithme d'Euclide est tres similaire a I'algorithme de fractions continues.

Note A.1.1.1 On peut remarquer la simi/arite@ entre l'algorithme qui calcule le développement
en fractions continues d’une fraction g ; et l'algorithme d’EucLIDE entre p et q. Le développement
en fractions continues conserve une trace de I'exécution de I'algorithme d’EucCLIDE.

La ligne 4 de I'algorithme dev_cf qui calcule le développement en fractions continues d'un
nombre xg, correspond a |'opération d'approximation, tandis que la ligne 5 revient a opérer la
renormalisation, et induit sur la fraction continue de xp une opération équivalente au décalage
d'une lettre sur la séquence des quotients partiels.

La séquence des quotients partiels est représentée sous la forme d'une liste des crochets ot les
unités (du fait d'un statut spécial qu’on leur accorde) sont séparées de la suite du développement
par un point-virgule, si la séquence des quotients partiels est ultimement périodique on a coutume
de mettre une barre au-dessus de la période :

[ao; a1, a2, .., a@n, ..., antp|, Pour avec a; € N*, n,pe N

Un développement en fractions continues d'un nombre réel o tronqué a l'ordre i donne une
fraction, le (™€ convergent de a : p;/q; = [ao; a1, a2, ..., ai]
On dénote par €; la distance par le /™€ convergent relativement a la valeur approximée :

ni = qio —pij

Les convergents % d'un nombre a ont la propriété que pour on peut montrer que pour tout
0 <n<gona |[{na}| > |ni.
En divisant par g;, on obtient |'erreur par itération :
i P
s qgi
Proposition A.1 Les convergents p;q; d’'un nombre ayant un développement en fraction continue
[0; a1, az, a3, a4, ...] respectent les récurrences linéaires suivantes :
—p1=1,p=0,9g1=0 9 =1
— Pn=anPn-1+pPpo2nz=l
— |en—2| = anl€n—1| + |en], n =1

Il s’agit la de résultats classiques sur les fractions continues qu'on peut prouver par récurrence,
et qu’'on trouve dans tout bon ouvrage traitant des fractions continues.

@) a similarité ne saute peut-étre pas aux yeux du lecteur : Pour retrouver le principe est de poser p = xet g=1
et de faire les mémes opérations en réel. On voit alors que I'échange de variable et I'inversion correspondent bien a
ce que fait I'algorithme qui calcule un développement en fractions continues




VI Annexe A. Exemple fondamental : translations sur le tore

A.1.2 Théoréme des trois distances

On définit K, , comme étant I'ensemble des points constituant le début de I'orbite associé a
une translation de o sur le tore :

Kan = {lkal k€ {0, ..., n}}

Afin de pouvoir décrire plus précisément cet ensemble, on va définir un jeu de fonctions utili-
taires :

Soit t s, I'application qui a un élément de [0, 1[ renvoie le “prochain élément” de [0, 1]
appartenant a K, en assimilant [0, 1[ au tore T en considérant qu'on se déplace dans le sens
positif dessus ; formellement :

san(X) = inf{y € Ka.nly > x} si{yeKanly>x}#3
on infKg.n sinon

On introduit A, , alors la fonction qui indique pour un point de T la distance a parcourir dans
le sens positif avant de rencontrer la prochain élément de Ky 5 :

Sa.n(x) —x Si {Sa.n(X) —x} =0
Ban(x) = { (Se.n(x) —x) +1 sinon

Puis on définit D, comme étant I'ensemble des distances qui séparent des éléments consécutifs
de K,.

Dan={An(x),x € Kqn}

On dénote encore par {Kq,i}ie(1._ny la suite finie dont le /™ terme est ki = s}, ,(0), C'est-a-dire
le /M€ élément de I'ensemble K, , quand ceux ci sont classés par ordre croissant.
On peut aussi introduire le mot qui indique pour n donné la distance entre deux kq, ; consécutifs.

Théoréme A.1 Trois distances (STEINHAUS, SOs [SOS58], voir aussi [AB98])

— Premiére partie : Pour tout angle a € A, et pour tout ne N, on a : #D, < 3. C'est-a-dire
que I'ensemble des distances entre deux éléments consécutifs de Ko, contient au plus deux
éléments.

— Seconde partie : Pour tout angle o € A, et pour tout n € N, Soit a, les quotients partiels
dea.a=1[0;a1,a,...],et % son kM€ convergent.

Pour tout n un entier positif, il existe alors une unique expression de la forme

n=mqgyx+gks1+ravecl<ms< a1 et 0 r < gy

L'’ensemble K, o est alors divisé de la facon suivante :

— n+ 1 — g intervalles entre deux points consécutifs ont une longueur de A1 , = Mk

— r 4+ 1 intervalles entre deux points consécutifs ont pour longueur Xp,n = Nk_1 — MNk.

—ily a gk — (r+ 1) intervalles sont de longueur A3, = nx_1 — (m — 1)nk (plus large des
trois)

Il importe de noter que si gx = r + 1 seules deux distances apparaissent. Les n tels que seules
deux distances apparaissent seront appelés des nombre propres pour cc. On notera xo (/) le €M€
nombre propre pour o avec m = ak 1.
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Fig. A.2 — Construction progressive d'ensemble K, o, pour une série de n satisfaisant aux théoremes

des deux distances, avec a = % On observera que les mots qui dérivent |'apparition des intervalles
courts et longs correspondent aux convergents du mot sturmien.

A.1.2a Chaine de systémes dynamiques induits

Proposition A.2 Le systéeme dynamique induit a partir d’une translation de o sur le tore unidi-
mensionnel T et d’un intervalle semi—ouver@ de longueur o sur le tore T est un échange de deux
intervalles.

Démonstration :

La seule chose a prouver est qu'on obtient bien au plus un échange de deux intervalles. Il
suffit pour cela de comprendre la nature de |'application de premier retour, dans I'intervalle de
longueur a par des translations de longueur o induit naturellement une suite d'intervalles qui
sont successivement deux a deux contigus. Leur réunion mesurant 2a. Finalement quel que soit
le temps de retour minimal approximatif 79 de I'intervalle Iy , Iy est entiérement recouvert par
(lo + Toax) et (/1 + T1a), donc il y a au plus deux de temps de retour qui induisent une partition
de Iy en deux intervalles, les premiers revenant dans /g au bout de 7y itérations et en ayant
effectué un déplacement de {Toaf, les seconds revenant dans /o au bout de 79 + 1 itérations
en ayant effectué un déplacement de (1o + 1)af dans /o. Ce qui nous permet de conclure
que nous avons bien un échange de deux intervalles. Or tout échange de deux intervalles est
assimilable a renormalisation prés a une translation sur le tore.
c.q.f.d.

Corollaire A.1 Le systéeme dynamique induit par un intervalle E de longueur o sur une translation
de a sur le tore unidimensionnel est un échange de deux intervalles qui est isomorphe a une rotation
sur le tore T.

A partir d'un systéme dynamique de translation sur le tore S = (T, x — x + &), on appelle
systéme dynamique naturellement induit le systéme dynamique induit par S et l'intervalle [0, of.

Si au lieu de laisser la dynamique naturellement induite sur [0, o[ , on I'"étire” par homomor-
phisme afin de rendre une dynamique similaire sur T on parlera de systéme dynamique naturellement

induit et renormalisé.

@a...(a+a)[ oula...(a+ a)]
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(a) L'échange d'intervalle associé a une rotation d'angle a sur le tore, induit sur I'intervalle [0, a[ un échange
d’'intervalle. On pourra remarquer que la différence entre les temps de retours vaut exactement 1.

(b) En ramenant tous les copies intervalles translatées au
dessus de I'intervalle dont ils sont I'image, on obtient une
construction qui met en évidence le cdté systéme dyna-
mique intégré. Cette construction est baptisée tour de
RoHLIN. Il est extraordinaire de remarquer que la dyna-
mique des tours de RoHLIN, correspond exactement a celle
renvoyée par le graphe de Rauzy de taille k.
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Théoréme A.2 Soit So = (T, x — x + ag), on définit S; 1 par rapport a S;, en spécifiant Sj.1
est le systéeme dynamique dérivé de S;.

A partir d’un systéme dynamique de translations sur le tore, la suite des systémes dynamiques
naturellement induits et rénormalisés est : {(T,x — X + ap)}nen OU Opr1 = ZO%S etapg =«

Démonstration :

On prouve cela par récurrence. On sait déja que le systéme dynamique naturellement dérivé
a partir d'un systéeme dynamique sur le tore est une translation sur le tore. |l reste a prouver
que I'angle de rotation une fois renormalisé est effectivement a1 = Za%,j Or il est clair que

- ]an . ... ) , .
Qpi1 = 37:" I'égalité entre ces deux expressions s'obtenant en deux lignes.

c.q.f.d.

En disant cela, on vient de donner I'argument essentiel pour expliquer pourquoi les phénomeénes
de translation sur le tore engendrent de I'autosimilarité. Les liens entre autosimilarité, et quantité de
translation deviennent ainsi une évidence : lls découlent de |'existence d'une lien d'induction entre
tous ces systémes dynamiques. S'il existe dans la partition symbolique, un ensemble d'intervalles
qui correspondent par leur taille et leur disposition a I'ensemble des intervalles de premier retour
pour cette dynamique, on pourra par suite prouver |'existence de substitutions dans le mot obtenu.

A.1.2b Propriétés des fractions continues

On continue maintenant avec quelques fameuses propriétés sur les fractions continues. Nous
nous intéressons tout d'abord aux facultés qu'ont les fractions continues a pouvoir capturer cer-
taines classes de nombre.

Proposition A.3 Tout nombre rationnel admet un développement en fractions continues fini.

Ceci est une conséquence du fait que I'algorithme d’EucLIDE entre deux entiers p et g termine
toujours.

Théoréeme A.3 Adrien-Marie LEGENDRE Soit x un nombre réel, le développement en fractions
continues est x ultimement périodique si et seulement si x est quadratique.

On trouve des prémices de ce théoréme formées tout d'abord par Leonhard EuLER et Joseph-
Louis LAGRANGE. Evariste GALOIS a précisé ce théoréme en caractérisant les nombres ayant un
développement purement périodiques.

Pour tout D entier dont la racine n'est pas entiére, les convergents des fractions continues
de ~/D ont la bonne propriété d'étre des solutions de I'équation de John PELL : p?2 — Dg? = 1.
Ceci met en évidence encore une fois, le c6té meilleure approximation d’une valeur fournie par les
développements quadratiques.

Ceci explique les liens entre fractions continues périodiques et valeurs quadratiques.

Certains autres nombres comme e admettent un développement en fractions continues trés
structuré. A contrario des nombres comme 7 admettent des développements fractions continues
trés désordonnés.

Il faut savoir de plus qu'il est possible d’effectuer les opérations arithmétiques usuelles : addi-
tions, soustractions, multiplications, divisions, comparaisons directement sur les développement en
fractions continues, en pratique cela se fait grace aux algorithmes de GospPer [BGS72].

En fait, le fait qu'on puisse passer de systéemes dynamiques induits en systémes dynamiques
induits a des conséquences : comme nous I'avons vu dans la Note [1.3.1.2, chaque passage d'un
systéme dynamique induit a un autre s'accompagne de substitutions.
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Fig. A.3 — Chacune de ces lignes horizontales correspond a un tore unidimensionnel T sur lequel
on opére une translation d'une quantité irrationnelle. Pour chaque ligne horizontale le point 0 est

est représenté tout a droite. Les différents points

du début de I'orbite de 0 sous I'action de la translation sont repérés par des barres verticales de

représenté tout a gauche. Tandis que 0.99999...

hauteur variable. Le vecteur de translation est repérable par la position de la grande barre verticale
notée 1 qui indique I'image de 0. La barre verticale 1 divise T en deux parties de longueur o et

1 — . Le tore est divisé en deux distances qui sont o et 1 — . Si on suppose A3, = X2,/ = A1, 1.

développement en fractions continues

]

]

,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ..
3,7,15,1,192,1,1,1,2,1,3,1,14, 2, ..

nombre

Fig. A.4 — Développement en fractions continues des nombres les plus usuels.



Annexe B

Table d’angles particuliers

Voici a titre d'information et de mémento, un listing des angles charniéres de rayon plus petits
que 4, ainsi que le pythagoricien de moindre rayon trouvé a partir de |'arbre binaire des pythago-
riciens. Pour obtenir plus d'informations, il faudrait reconstruire un tableau identique avec |'arbre
ternaire, en indiquant le développement de Romik associé a chaque angle.

On reconnaitra ici donc un les codages par nombre entiers des angles avant de donner a titre
indicatif une valeur de I'angle [C(x, y, k[a])] désigne un angle charniére avec pour point source
X + yi et pour destination une ligne en k + % [P(a, b, c[p, ga])] désigne I'angle pythagoricien
engendré par le triple a® + b%> = c2, que I'on associe au couple d'entiers p, g du fait de la possibilité

de générer a, b, c a partir de p, g.

[C(4,-3,-3[0.119902])]
[P(1085,132,1093[2,33{0.121064}]1)]
[C(4,-2,-2[0.121607]1)]
[P(2392,294,2410[3,49{0.122296}]1)]
[C(4,-1,-1[0.123412])]
[P(255,32,257[1,16{0.124838}])]
[C(4,0,0[0.125328])]
[P(3953,504,3985[4,63{0.126814}])]
[C(4,1,1[0.127369])]
[P(957,124,965[2,31{0.128854}1)]
[C(4,2,2[0.129552])]
[P(2107,276,2125[3,46{0.13025}1)]
[C(4,3,3[0.131896])]
[P(195,28,197[1,14{0.142615}1)]
[C(3,-4,-4[0.151898])]
[P(168,26,170[1,13{0.153544}]1)]
[C(3,-2,-2[0.158933])]
[P(621,100,629[2,25{0.159663}]1)]
[C(3,-1,-1[0.162971)]
[P(143,24,145[1,12{0.166282}1)]
[C(3,0,0[0.167448])]
[P(1216,210,1234[3,35{0.171011}]1)]
[C(3,1,1[0.172465]1)]
[P(525,92,533[2,23{0.173477}1)]
[C(3,2,2[0.17816])]
[P(120,22,122[1,11{0.18132}1)]
[C(3,4,4[0.192474])]
[P(99,20,101[1,10{0.199337}1)]

[C(2,-4,-4[0.208279])]
[P(357,76,365[2,19{0.209754}])]
[Cc(2,-3,-3[0.216631])]
[P(80,18,82[1,9{0.221314}]1)1]
[C(2,-1,-1[0.238134])]
[P(63,16,65[1,8{0.24871}1)]
[C(2,0,0[0.25268])]
[P(221,60,229[2,15{0.265103}1)]
[C(2,1,1[0.2716671)]
[P(48,14,50[1,7{0.283794}]1)]
[C(1,-4,-4[0.311965])]
[P(35,12,37[1,6{0.330297}1)1
[c(1,-3,-3[0.337307]1)]
[P1632,574,1730(7,41{0.338202}1)]
[C(4,-3,-2[0.338808])]
[P(513,184,545[4,23{0.344382}1)]
[C(2,3,3[0.345439])]
[P(280,102,298([3,17{0.349344}1)]
[C(4,-2,-1[0.35161])]
[P(117,44,125[2,11{0.359707}1)]
[C(4,-1,0[0.3665461)]
[P(247,96,265[3,16{0.370696}1)]
[C(1,-2,-2[0.371834])]
[P(425,168,457[4,21{0.376443}]1)]
[C(4,0,1[0.3843971)]
[P(24,10,26[1,5{0.394791}1)1]
[C(3,-4,-3[0.403696])]
[P(1107,476,1205[7,34{0.40609}]1)]
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[C(4,1,2[0.406471)]
[P(187,84,205[3,14{0.422187}1)]
[C(4,2,3[0.435222])]
[P(77,36,85[2,9{0.437338}]1)]
[C(3,-2,-1[0.448879])]
[P(160,78,178[3,13{0.453598}])]
[C(4,3,4[0.476268])]
[P(1288,666,1450[9,37{0.477219}]1)]
[C(3,-1,0[0.4805311)]
[P(15,8,17[1,4{0.489957}1)1]
[C(0,-4,-4[0.505361])]
[P(493,276,565[6,23{0.510365}])]
[C(2,-4,-3[0.513949])]
[P(209,120,241[4,15{0.521205}])]
[C(1,0,0[0.523599])]
[P(112,66,130[3,11{0.532504}])]
[C(4,-3,-1[0.543334])]
[P(576,350,674[7,25{0.546017}1)]
[Cc(2,-3,-2[0.553724])]
[P(45,28,53[2,7{0.556599}1)]
[C(4,-2,0[0.575685])]
[P(91,60,109[3,10{0.582914}]1)]
[C(0,-3,-3[0.585686])]
[P(989,660,1189[10,33{0.588469}])]

[C(3,1,2[0.589988])]
[P(153,104,185[4,13{0.596998}1)]
[C(4,-1,1[0.617327]1)]
[P(561,400,689([8,25{0.619406}1)]
[C(3,-4,-2[0.622603])]
[P(8,6,10[1,3{0.643501}1)]
[C(1,-4,-3[0.674369])]

[P(2849,2280,3649[20,57{0.674912}])]

[C(4,0,2[0.675132])]
[P(171,140,221[5,14{0.686048}1)]
[C(2,-1,0[0.6891611)]
[P(55,48,73[3,8{0.717541}1)]
[C(0,-2,-2[0.722734])]
[P(720,638,962[11,29{0.725088}1)]
[C(3,-2,0[0.727126])]
[P(144,130,194[5,13{0.734348}1)]
[C(3,2,3[0.74023])]
[P(275,252,373[7,18{0.741783}1)]
[C(4,-3,0[0.743669]1)]
[P(448,414,610[9,23{0.745975}1)]
[C(1,-3,-2[0.754831)]
[P(21,20,29[2,5{0.761013}]1)]
[C(2,-4,-2[0.765108])]
[C(4,1,3[0.768874])



Annexe C

Liens entre discrétisation et théorie idéale en géo-
métrie discréte

Nous n'avons pas encore correctement discuté des liens qu’entretiennent géométrie discréte et
continue.

Certains procédés d'analyse non-standard permettent de relier les définitions discrétes et conti-
nues. On plonge Z" dans R" via I'opérateur ponctuel suivan@ i x> X, ol we RT\{0}

Pour résumer la discrétisation d'une figure serait F — (wF + Bjog,,) N 7?

Lorsque w croit, progressivement |a taille d'une cellule représentante d'un élément pixels décroit.
Lorsqu’on fait tendre w vers +oc : on souhaite que la définition des objets discrets coincident avec
leur sens usuel dans la géométrie euclidienne, ce n'est pas toujours possible.

C.0.2c Quasi-unicité

Si on part d'une description de la physique.

Quand w tend vers I'infini, comme dans tout passage a la limite, on perd de trés nombreux détails
qui existaient avant le passage a la limite. Ainsi le continu va rendre équivalent une grande variété
d'objets le discret. Et de ce fait, il n'existe pas une fagon univoque de relever une figure continue
en une figure discréte. Par exemple, le concept méme de "point" pourrait finalement désigner
n'importe quel agrégat discret qui finit par tendre lors de I'évolution de w vers un ensemble de
points regroupés sur un méme point réel.

Au début de sa thése, Jean-Pierre REVEILLES insiste donc sur le fait que nous pourrions envisager
une infinité de telles théories, il insiste que pour une méme figure continue, il pourrait exister des
myriades d'objets discrets qui par passage a la limite donneraient un ensemble qui, observé de loin,
aurait la forme décrite.

C.0.2d Analyse non standard et passage d’une théorie discréte a une théorie continue

Les propositions de la géométrie discrete forment I'ensemble des énoncés qu’on peut prouver
avec le langage de la géométrie avec une interprétation de ces termes qui emploie sur une structure
discréte. Ces propositions de la géométrie discréte aspirent en quelque sorte a étre plus contraintes
que celles de la géométrie euclidienne — au sens ol elles devront tenir compte des spécificités du
discret, ces propositions seront soit plus contraintes, soit invalides.

Les propositions de la géométrie discréte font apparaitre certaines idées sur |'enchevétrement
des objets géométriques a I'échelle cellulaire/atomique/discréte, que le passage a la limite fait

@) s’agit de I'opérateur effectuant la discrétisation inverse devenant donc x — [wx].

X




XIV Annexe C. Liens entre discrétisation et théorie idéale en géométrie discrete

disparaitre dans les théories continues. En ce sens elles sont plus riches en information que les
propositions du continu.

En pratique, on souhaite donc relevem des résultats classiques en géométrie euclidienne vers la
géomeétrie discrete. Ainsi, cela va nous permettre de faire le distinguo entre ce qui peut se prouver
uniguement sur la géométrie Euclidienne, et ce qui est compatible avec une interprétation discréete
de la figure.

C.0.2e Modeéle de la géométrie discréte

Les propositions de la géométrie discréte existent par le biais d'un langage. Ce langage est com-
posé et d'opérateurs, de prédicats, de variables, auxquels nous devrons donner une interprétation
dans une structure. Ce que I'on appelle la théorie de la géométrie discréte, c'est I'ensemble des
propositions que I'on peut démontrer a |'aide de se vocabulaire.

On ne va pas donner un modéle clair de la géométrie discréte ; cela voudrait dire que nous avons
une définition trés claire de ce qu'est la géométrie discrete aujourd’hui, or, cela serait prématuré.

Le modéle aura certainement lieu sur une structure comme M = Z" ou M = 2%Z" Le lan-
gage L ne devra pas étre trop basique, puisqu'il doit prendre comme primitives les définitions de
la géométrie discréte qui doivent nous permettre de redéfinir la géométrie euclidienne construc-
tive. On doit pouvoir changer leur interprétation afin justement de montrer la validité ou non
de telles figures de telle construction dans telle géométrie. A priori on aura un langage comme
L = {point(x), droite(x), cercle(x), inclus(x, y), translation(x), rotation(x), ...} : un langage
composé de prédicats qui reprend les éléments de construction généralement admis comme primi-
tives de la géométrie euclidienne, et qui forme un ensemble proche du jeu d'opérations minimal
disponible dans la majorité des moteurs graphiques.

Réciproquement, on peut relever un certain nombre d'objets de la géométrie Euclidienne dans
la géométrie discrete de maniére cohérente.

Pour qu’un résultat de la géométrie euclidienne soit transposable vers la géométrie discrete, il
faut qu'il existe une infinité d’'échelles sur lesquelles la géométrie discréte coincide avec la géométrie
continue. Plus généralement, il faut qu'il existe une échelle a partir de laquelle il existe une invariance
par changement d'échelle qui donne un sens a la figure.

La figure euclidienne réalise en quelque sorte la classe d'équivalence correspondant entre tous
les modeéles correspondant avec |'interprétation valable lors du passage a la limite.

Note C.0.2.1 [ ’'ensemble des objets relevables vers 7" formerait un sous-ensemble de la géométrie
euclidienne classique : la géométrie euclidienne intuitive ou finie. La géométrie euclidienne pouvant
pour sa part contenir des objets n'admettant pas la méme description quelle que soit I'échelle de
discrétisation.

@On rappelle que le terme “relever” en mathématiques désigne I'opération inverse d’une projection, qui en quelque
sorte permet de retrouver une information perdue. Le relévement d'un point ne conduit pas nécessairement a un point
unique. Un exemple typique nous est donné par la projection d’'un mouvement spinoidal vers le cercle — le relevement
présuppose que nous ne connaissons pas simplement |'objet projeté, mais aussi un certain nombre d'hypothéses sur
|'objet de départ.
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Fig. C.1 — Chaine de modéles réalisant une méme figure, passant progressivement d’une figure sur
une géométrie discrete trop imprécise a une figure continue. La description de la figure reste iden-
tique dans toutes ces géométries. Néanmoins les propriétés qui en découlent dépendent de I'échelle
a laquelle on réalise la figure. Certaines propriétés ne vont étre vraies qu’'a partir d’'une certaine
échelle. (Comme I'existence de la partie délimitée par les deux cercles et la droite diagonale.)
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Résumeé

Dans un espace discret, comme |'ensemble des points a coordonnées entieres, la modélisation
de I'isotropie pose des difficultés théoriques notables. A ce jour, aucune théorie géométrique sur Z"
n'est apte a rendre compte de I'isotropie telle qu’elle est décrite par la géométrie euclidienne. Dans
I'optique de contribuer a cette problématique, nous nous intéressons a la conception d'algorithmes
capables de donner aux rotations discrétes des propriétés proches de celles de la rotation euclidienne.
Ces algorithmes doivent de plus fonctionner a base d’arithmétique entiére.

Aprés avoir montré la non-existence de rotation discréte transitive sur Z”, nous introduisons un
codage de rotations discrétes que nous relions a la fois a la dynamique symbolique et aux automates
cellulaires. 1l s'agit alors de mener une étude locale des rotations discrétes. Cette étude se situe
au carrefour entre géométrie discréte et systémes dynamiques symboliques. La pertinence des
configurations obtenues est justifiée par I'existence de transducteurs planaires capables d’'effectuer
des rotations a partir des configurations.

Ensuite, afin de réinterpréter ces configurations dans le cadre de la théorie des systémes dyna-
miques, nous étendons des notions classiques de cette théorie a la dimension 2. Pour la rotation
discrétisée, la dynamique symbolique associée est conjuguée avec un jeu de deux translations ortho-
gonales sur un tore bidimensionnel. Aprés analyse, nous constatons que les configurations obtenues
sont des superpositions de configurations de faible complexité. Cela évoque alors les généralisa-
tions planaires des mots sturmiens étudiées entre autres par Valérie Berthé et Laurent Vuillon. Des
résultats analogues sont aussi obtenus pour les rotations 3-transvections.

L'analyse les rotations discrétes par le biais de systémes dynamiques a permis de nombreux
résultats : mise en évidence de la quasipériodicité des configurations, calcul de la fréquence des
symboles, caractérisation des rotations discrétisées bijectives, ce qui est aussi la réciproque du
théoréme d’Eric Andrés et Marie-Andrée Jacob.

Nous avons aussi étudié les discontinuités du processus de rotation. Ces discontinuités ont lieu
pour des angles issus d'un sous-ensemble des angles quadratiques (i.e. les angles charniéres).

En combinant ces remarques, nous aboutissons a deux algorithmes. Le premier algorithme réalise
des rotations sans faire aucun calcul a virgule flottante et sans calculer aucun sinus ni aucun cosinus.
[l fonctionne de maniére incrémentale et en ordre de complexité optimal. Le second algorithme est
une implémentation de la rotation 3-transvections sur automates cellulaires. D'autres pistes pour
la conception d'algorithmes sont mentionnées dans la theése.

En outre, nous nous intéressons aussi aux méthodes substitutives qui engendrent les confi-
gurations de rotations. Pour les angles quadratiques, nous montrons que les configurations de
rotations sont des entrelacements de configurations autosimilaires; et nous présentons le schéma
d’une approche basée sur les graphes de Rauzy pour I'inférence de substitutions planaires. En com-
binant ces deux approches, nous mettons en avant les éléments essentiels de la démonstration de
I"autosimilarité de Cr /4.

Les applications potentielles de cette thése concernent a terme I'implémentation d’algorithmes
de rotations pour processeurs graphiques. Elle contribue aussi a I'étude des méthodes algorithmiques
pour la modélisation physique en milieu discret de phénoménes isotropes.

Mots-clés: géométrie discréte, isotropie, rotations, automates cellulaires, substitutions générali-
sées, graphes de Rauzy



Abstract

In a discrete space, such as the set of integer-coordinate points, the modelization of isotropy
may lead to noticeable theoretical difficulties. At this time, we do not know any gerometric theory
on Z" that would be suitable to describe the isotropy the same way it is perceived by Euclidean
geometry. With respect to this problematic, our aim is to describe some algorithms that would give
to the discrete rotations some properties that would be similar to the properties of the Euclidean
rotation. Also, we expect these algorithm to work using integer arithmetic only.

We start by proving the non-existence of transitive discrete rotation on Z2. This motivates the
introduction of an encoding of the discrete rotation. We can establish the existence of connections
in-between these configurations, bidimensional dynamical systems, and cellular automatas. A local
analysis of the discrete rotations is then initiated. This research comprises the intersection of
discrete geometry and symbolic dynamic. The pertinence of the encoding the rotations is justified
by the existence of planar tranduscer that are able to compute one configuration according the
other one by performing the encoded rotation.

In order to describe the configurations in the framework of dynamical system we extend usual
symbolical dynamic contepts to dimension 2. For the discretized rotations, the associated symbolic
dynamic is conjugated with a set of two orthogonal translations on a bidimensional torus. Out
analysis will hilight the fact that the configurations can be computed as a superposition of low-
complexity configurations. Our work is also evocating some planar generalizations of sturmian words
that have been studied, among others, by Valerie Berthé and Laurent Vuillon. Similar results exist
for the 3-shear rotations.

The analysis of discrete rotations by the symbolic dynamic system theory then leads to various
results : quasiperiodicity of all configurations, possibility to compute the frequency associated to
each symbol, caracterisation of bijective discretized rotation... This last result is also a the converse
of a Eric Andrés et Marie-Andrée Jacob Theorem on discrete rotations.

We have also studied the the discontinuities angles. We specify the angles for which they occur,
as well as the nature of the transformation that happens.

Combinating the remarks that are relative to the way discrete rotations proceed, we have
described two algorithms : the first algorithm computes a rotation without doing any floating point
arithmetic, nor computing any sine nor cosine ; the order of complexity of this algorithm is optimal.
The second algorithm is an implementation of the 3-shear rotation on cellular automatas. Other
possibilities to construct algorithms for rotations are enclosed within our dissertation.

Moreover, we also have some interest in the quest for planar substitutions that are able to
generate the rotation configurations. For quadratic angles, we have shown the rotations configu-
rations are actually a weaving of interlaced autosimilar configurations. Also, we have introduced
the scheme of an approach based on Rauzy graphs to infer planar subsitutions. By combination
of these two approaches, we have hilighted the essential elements that are required to prove the
autosimilarity of the configuration Cr 4.

The potential applications of this research deal with the implementation of rotation algorithm
within graphic processors. It also contributes to the study of the algorithmic methods for the
physical modelization of isotropic phenemena in discrete spaces.

Keywords: digital geometry, isotropy, rotations, cellular automatas, generalized substitutions, Rauzy
graphs
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