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Introduction

onsidérons un systéme mécanique donné par une variété de Poisson M, et notons F (M) I'al-
C gébre (commutative) des fonctions réguliéres sur M, appelées observables. Il est important
d’avoir une description quantique de ce systéme, autrement dit de le quantifier, en vue d’obtenir
des résultats plus “précis” que ceux de la mécanique classique. La quantification géométrique, qui
permet de construire explicitement un espace de Hilbert et une algébre (non commutative) d’opé-
rateurs sur cet espace, ne peut pas toujours s’appliquer en raison des conditions trés fortes qu’elle
nécessite : en fait, elle ne permet de quantifier qu’un nombre limité d’observables classiques. C’est
pourquoi d’autres procédés de quantification ont été introduits, comme la quantification par dé-
formation, décrite par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer en
1978 dans Darticle fondateur [BFFT78| : au lieu de construire une algebre d’opérateurs sur un
espace de Hilbert, il s’agit d’obtenir une déformation formelle de la multiplication de F(M),
donnée par l'algébre des séries formelles F(M)[[A]], munie du star-produit associatif (mais non
commutatif)

frg=>Y_mj(f gl (1)

J=0

ou les applications m; sont bilinéaires et ott mg est la multiplication de I’algébre F(AM). La
quantification est alors donnée par l'application qui associe a tout élément f € F(M) lopéra-
teur formel f: g fxg.

e La quantification par déformation et la correspondance de McKay constituent les deux grands
thémes de notre étude, qui porte sur des variétés algébriques singuliéres, des quotients d’algébres
de polynomes et des algébres de polynémes invariants sous I'action d’un groupe fini. Comme
outils, nous utilisons principalement la cohomologie de Poisson, la cohomologie de Hochschild et
la théorie des représentations. Certains calculs formels sont effectués avec Maple et GAP.
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e Dans toute la suite, nous étudions des variétés algébriques singuliéres, de la forme

M = {Z = (217"'7 Zn) € (Cn/fl(z) = :fm(z) :0}7
ou les éléments f1,..., fn appartiennent a C[zq,..., 2,].
Notons (f1,..., fm) I'idéal engendré par les polynomes fi, ..., f,. L’algébre des fonctions régu-

liéres sur M est alors

]:(M) :(C[Zl,..., Zn]/<f1,..., fm>

— Par exemple, 'ensemble M = C" /G des orbites de C" sous l'action d’un sous-groupe fini G
de SL,C est une variété algébrique singuliére, et F(M) = Clzy, ..., 2] (voir le Chapitre 5).
Deux cas particuliers de telles variétés singuliéres M retiennent notre attention :

> M = (hdb')/W, b étant une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple de
rang n € N*| et W son groupe de Weyl (voir le Chapitre 3).

> M = (C?)" /G, G étant un produit en couronne de la forme G =T — &, =" x &, et T
un sous-groupe fini de SLyC (voir le Chapitre 3). Les surfaces de Klein en constituent un cas
particulier (voir le Chapitre 2).

— Un autre exemple de variété algébrique singuliére est donné par la cléture de 'orbite nilpo-
tente minimale d’une algébre de Lie semi-simple de dimension finie (voir le Chapitre 4).

0.1 Correspondance de McKay

Soit I un sous-groupe fini de SL,C. La correspondance de McKay géométrique consiste a
construire une bijection entre I’ensemble des représentations irréductibles de I' et une base de la
cohomologie de X , oll X X=Cr /T est une résolution crépante de C" /T (pour la définition,
voir [Rei02]).

Notons {7,..., i} I'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de T,
et 7 : I' = SL,C sa représentation naturelle. Les décompositions uniques v; ® v = @220 aiji
définissent une matrice A(Y) := (aij)(ig)elo, 2 € Mip1N.

0.1.1 Casour=2

e Dans le cas ot r = 2, le probléme de la correspondance de McKay géométrique est complé-
tement résolu, et la correspondance de McKay algébrique, la premiére connue historiquement,
établit une bijection entre les algébres de Lie simples de types A, D et E, et les sous-groupes
finis I' de SLoC, eux-mémes liés aux solides de Platon.

Grace a la théorie des invariants, on obtient C[z1, z2]" ~ Cl[z1, 29, 23]/ (fr), ot fr est un poly-
néme quasi-homogéne a singularité isolée en I'origine. La surface singuliére {z € C3 / fr(z) = 0}
est la surface de Klein associée au groupe I'.

e Dans le Chapitre 2, nous considérons les surfaces de Klein du point de vue cohomologique.
A cet effet, pour j € N, notons HH’(Ar) (resp. HH;(Ar)) le j—éme espace de cohomolo-
gie (resp. homologie) de Hochschild de Ap := Clz1, 22|/ (fr), et notons V fr le gradient de
fr et up le nombre de Milnor de la singularité définie par fr. Nous démontrons en particulier
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que HH(Ar) ~ HHy(Ar) ~ Ar, HHY(Ar) ~ (Vfr N A}) @ CHv, HH (Ar) ~ Vfr A A3,
HH2(AF) ~ Ap @ CHr, HHQ(AF) A /(pr A Ag) et HHj(AF) ~ HHj(Ar) ~ (CHr
pour 7 > 3.

Pour les calculs, nous développons une sorte de généralisation du Théoréme de Hochschild-
Kostant-Rosenberg au cas de variétés non lisses (suggérée par M. Kontsevich dans 'appendice
de Particle [FKO7]), et nous utilisons la division multivariée et les bases de Grobner.

e Selon McKay, il existe une algébre de Lie simple gr telle que A = 21,1 — C(gr), ou
gr est lalgebre de Kac-Moody affine associée a gr et C(gr) la matrice de Cartan de gr. En
outre, ’application I' — gr réalise une bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphisme des
sous-groupes finis de SLoC et I’ensemble des classes d’isomorphisme des algébres de Lie simples
complexes de types A, D et E.

Considérons une sous-algébre de Cartan de sl5C, notons w; le poids fondamental correspondant,
et 7, la représentation irréductible de plus haut poids nw;. Pour tout n € N, la restriction m,|p
de 7, au sous-groupe I' se décompose sous la forme m,|p = @220 m;(n)y;. Soit (eq,..., e) la
base canonique de C!*1, et soient

Uy = Zm( Je; € CHL et Pp( Zvnt" (C[H.

Kostant calcule, dans l'article [Kos85], la série Pp(t), en utilisant ’élément de Coxeter de 1'al-
gébre de Kac-Moody gr associée a I' via la correspondance de McKay, et une décomposition de
la matrice A comme somme de deux éléments du groupe de Weyl. Dans le Chapitre 5, nous
calculons aussi cette série, mais par une méthode directe qui ne fait pas référence a la correspon-

dance de McKay.

0.1.2 Casour=3

e Dans le cas ot r = 3, le probleme de la correspondance de McKay géométrique est aussi résolu,
en prenant par exemple pour résolution X le schéma de Hilbert G — Hilb(C?), mais contrairement
au cas ol r = 2, il n’existe pas de véritable analogue algébrique.

e Nous étendons la méthode utilisée par Kostant au cas ott » = 3 : considérons une sous-algébre de
Cartan de sl3C, et notons w;, wy les poids fondamentaux, et m,, , la représentation irréductible
de plus haut poids mw; + nwsy. Alors la restriction 7y, ,|r de 7y, & I' se décompose sous la
forme 7, n|r = @220 m;(m, n)y;. Soit (eg, ..., ¢;) la base canonique de C!*', et soient

1
Umnn = Zml m, n)e; € CH et Pr(t, u) va at"u" € (CJt, u]])“rl
=0 n=0

En notant Pp(t, u); les coefficients du vecteur Pr(t, u), nous montrons que les séries Pr(¢, u);
sont des fractions rationnelles que nous calculons.

e Ein vue d’obtenir une sorte de correspondance de McKay algébrique en dimension 3, nous asso-
cions a tout sous-groupe I' de SL3C une matrice de Cartan généralisée Cr. Nous représentons son
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graphe et donnons sa décomposition comme somme de produits de réflexions simples associées
a des ensembles formés de racines deux & deux orthogonales, généralisant ainsi I’observation de
Kostant pour SLoC.

0.1.3 Casour >4

Pour r > 4, il existe de nombreux résultats partiels mais aucune théorie générale. Le schéma de
Hilbert réalise une résolution crépante du quotient V(C?)" /G, ot G est un produit en couronne
de la forme G =T — &, =I" x &,, et ot I' est un sous-groupe fini de SLyC. Le schéma de
Hilbert est également utile dans 1’étude des résolutions des singularités de (h @ b’) /W, ou b est
une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple et W son groupe de Weyl, mais il
n’est pas toujours une résolution crépante de (h ®b’") / W.

0.2 Quantification par déformation

0.2.1 Quantification et star-produits

e Le calcul de la cohomologie de Hochschild est une premiére étape en vue de la classification des
star-produits, I’ensemble des classes de star-produits du premier ordre étant en bijection avec le
deuxiéme espace de cohomologie.

En complément des surfaces de Klein déja évoquées, nous traitons le cas des courbes singuliéres
du plan, de la forme {z € C?/ f((z) = 0}, ol f est un polynéme quasi-homogéne avec une sin-
gularité isolée de modalité nulle (pour la définition, voir [AVGZS86]). Nous calculons I'homologie
et la cohomologie de Hochschild de I’algebre de fonctions C[z1, z9] / (f) sur la variété singulicre.

e Le cadre du Chapitre 4 est 1légérement différent, puisque le groupe considéré n’est plus fini :
étant donné une algébre de Lie semi-simple complexe g, parmi les trois orbites nilpotentes cano-
niques sous ’action de son groupe adjoint, I’orbite minimale est ’orbite non nulle de plus petite
dimension. C’est une variété symplectique lisse et sa cloture de Zariski est une variété algébrique
singuliére. Nous nous intéressons a la quantification par déformation équivariante et construisons
des star-produits g—invariants sur la cléture de 'orbite minimale, en utilisant la décomposition
de Barr-Gerstenhaber-Schack de 'homologie et de la cohomologie de Hochschild, ainsi que des
résultats sur les invariants des groupes classiques.

Nous explicitons également les générateurs de I'idéal de Joseph associé & cette orbite et calculons
les caractéres infinitésimaux.

0.2.2 Quantification des variétés de Poisson

e La quantification par déformation d’une algébre de Poisson A, munie d’un crochet de Pois-
son {-,-} de degré —2 peut étre vue comme la construction d’une algébre associative filtrée
B = ;2 B<n dont l'algebre graduée Gr(B) est A, telle que pour tout (a, b) € B<y, X B<p,
ab — ba € B<pin—2, €t Gryin_2(ab — ba) = {Gr,,(a), Gry(b)}. Il est intéressant pour cela de
comparer [’homologie et la cohomologie de Poisson de 'algébre de Poisson A a I'homologie et
a la cohomologie de Hochschild de sa déformation B. C’est une question que nous étudions en



particulier dans le Chapitre 3.

e Ftant donné g une algébre de Lie simple de dimension finie et de rang n, § une sous-algébre
de Cartan de g, et W son groupe de Weyl, nous nous intéressons & 1’homologie de Poisson en
degré 0 de l'algébre de Poisson C[V]W, déja évoquée en début d’introduction, ot V = h @ b'.
L’action du groupe W sur V induit aussi une action de W sur l'algébre de Weyl A,,(C).

Dans le Chapitre 3, nous établissons des résultats généraux sur l'espace d’homologie de Poisson
en degré 0, noté H Py(C[V]"), dans le cas ot g est du type B,,—C,, ou D,,. Ces résultats vont dans
le sens de la conjecture de J. Alev, selon laquelle I'égalité dim H Py(C[V]%) = dim H Hy(A,(C)%)
est vraie dans les deux cas suivants :

>V = b @b, h étant une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple g de
rang n € N*, et G son groupe de Weyl.

>V = (C?%)", G étant un produit en couronne G =T — &,, = I'" x &,,, et I un sous-groupe fini
de SL»C.

e Cette conjecture suscite un intérét toujours actuel puisqu’en juin 2009, Etingof et Schedler
ont déduit d’un résultat général une preuve de la conjecture d’Alev dans larticle [ES09] pour
les produits en couronne et les groupes de Weyl de type B,, — C,. Le probléme reste cependant
ouvert pour les groupes de Weyl des autres types.

e Pour calculer HPy(C[V]"), nous utilisons une équation fonctionnelle introduite dans l'ar-
ticle [BEGO04] et montrons que, si R,, est 'opérateur de Reynolds étendu en un endomorphisme
de C[x, y, 2, t] qui est C[z, t]—linéaire, alors la détermination de H Py(C[V]V) équivaut a la
résolution, dans (C[V]ZE, de I'équation

E,(P) := Rn<(z-y—t-x) P(x +z, y—l—t)) —0, 2)

ol (C[V]SVE est I'espace des éléments qui sont annulés par I'action de sls.
Dans le cas de By, la dimension du 0—éme espace d’homologie de Hochschild de A,,(C)" est le
nombre 7(n) de partitions de l'entier n (voir [AFLS00]). Nous explicitons alors m(n) solutions de
I’équation (2). Pour cela, nous définissons des graphes associés aux éléments de (C[V]X[Z et, par
un moyen récursif, nous construisons, a partir des solutions déja connues pour B,, avec m < n,

des solutions de ’équation (2) pour B, en prenant des unions disjointes de graphes solutions.

e En utilisant les résultats ci-dessus, nous traitons les rangs 2 et 3 et calculons I'espace d’ho-
mologie de Poisson en degré 0 dans les cas ou g est du type By (s05), Dy (s04), puis Bs (so07),
et D3 = As (sog ~ sly). Nous retrouvons, par une méthode différente, le résultat établi par J. Alev
et L. Foissy, selon lequel la dimension de H Py(C[V]"V) est égale & 2 pour By et 1 pour Ds. Pour
le rang 3, nous montrons qu’elle est égale & 3 pour By — (5 et & 1 pour D3 = As.

L’ensemble de cette étude a donné lieu aux publications [But08b|, [But09], [FRB09]|, ainsi
qu’a [BP09|.






CHAPITRE 1

Préliminaires

1.1 Quantification par déformation

olent M une variété et F(M) P'algébre des fonctions de classe C*° sur M. On dit que M est
S une variété de Poisson si F(M) est munie d'une structure d’algébre de Lie {-,-} telle que
pour toute fonction f € C°(M), 'application g — {f, g} est une dérivation de F(M), i. e.

V[, g, heC*(M), {f, gh} ={f, gth+g{f, h}. (1.1)

Par exemple, en prenant M = R?™ et en notant qi,..., gn, P1,-.., Pn les coordonnnées dans la
base canonique de R?", le crochet

i 9= Zl (Lz-2Lk)

= 8pj 8(]j aqj' 8pj

fait de M une variété de Poisson.

Un autre exemple classique de variété de Poisson — exemple qui sera largement utilisé dans le
Chapitre 4 — est donné par le dual d’une algébre de Lie g de dimension finie. Pour f € F(g) et
¢ € ¢, on note d¢ f 'unique élément de g défini par

Veed, (g, 0f) = def(p). (1.2)
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On peut identifier d¢ f avec d¢ f puisque g” ~ g. Pour f, g € C>(g’) et { € ¢, on pose alors

{f, 93(6) = (& [0eg, eql)- (1.3)

La Formule (1.3) définit une structure de variété de Poisson sur g’, appelée structure de Berezin-
Kirillov-Kostant-Souriau (voir [MR99)).

Soit H € F(M). Comme l'application f +— {f, H} est une dérivation de F(M), il existe un
unique champ de vecteurs Xy sur M (appelé champ hamiltonien de H) tel que

VfeF, Lxy(f)=Xulfl=1{f H}.

La valeur de {f, g} en un point z € M ne dépend des fonctions f et g qu’a travers leurs
différentielles d. f et d.g ({f, g}(2) = d.f - X4(2)), il existe donc un 2-tenseur contravariant
antisymétrique P : T*M x T*M — R tel que

VzeM, {f, g}(z) = P(2)(d.f, dzg).
Ainsi, P(z) est une forme bilinéaire symétrique sur (7, M )*, et en coordonnées locales, on a

(. 90 = L Ps(IFESE o0 Py) = Lo )

1,J

Pour M = R?", le tenseur P est simplement P(z) = < (} I(;L )

n
e On considére maintenant un systéme physique donné par une variété de Poisson M, munie
d’un crochet de Poisson {-,-}, et par un hamiltonien H € F(M). La mécanique classique étudie
lalgébre (commutative) F(M) des fonctions réguliéres sur M appelées observables, les éléments
de M étant les états du systéme mécanique. L’évolution d’une observable f est déterminée par
I’Equation de Hamilton

En mécanique quantique, I'espace des états quantiques, appelés aussi fonctions d’ondes, est un
espace de Hilbert , en général de la forme L?(V), oit V est une variété. Max Born en donne
la signification ph%/sique suivante : soient D C V et ¢ € H la fonction d’onde d’une particule.
Alors la quantité | 1”]; 'ﬁp” est la probabilité de présence dans D de cette particule. Par conséquent,
les multiples non nuls de ¢ représentent le méme état quantique, et ’espace des états est donc
lespace projectif P(H) et non plus H (d’ou les représentations projectives). L’espace des 0b-
servables quantiques est une algébre (non commutative) C d’opérateurs sur 'espace de Hilbert
H, et les quantités physiques correspondant aux observables classiques, telles que la quantité de
mouvement ou ’énergie, sont des valeurs propres de ces opérateurs.

Or la mécanique quantique donne dans le cas microscopique des résultats plus précis que son
analogue classique. D’oul l'intérét d’obtenir une description quantique du systéme classique
(M, F(M)) : une telle opération s’appelle une quantification. Une des solutions est la quantifi-
cation géométrique ! qui permet de construire explicitement un espace de Hilbert et une algébre
d’opérateurs sur cet espace : a toute observable classique f € F(M), on associe une observable
quantique f € C vérifiant certaines hypothéses. Aprés les travaux précurseurs de Dirac [Dir26],

1. Voir le livre [GRS07] de Laurent Guieu, Claude Roger et Vlad Sergiescu sur le groupe de Virasoro pour une
belle introduction & la quantification géométrique.
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une premiére correspondance entre les observables de la mécanique quantique et celles de la
mécanique classique a été établie par Weyl [Wey31] (du classique vers le quantique) et Wigner
[Wig32| (du quantique vers le classique). En général, les hypothéses choisies pour 'application
£+ f sont (voir [Dir26]) celles de Dirac (parfois affaiblies) :

(1) ¥ f. g€ F(M), [f, g =ib{f. g},

(2) 1=1d,

(3) f=

ou [+, -] est le commutateur de End(H), et ot h = %, h étant la constante de Planck (6.63 1073* J.s).
Pour les observables quantiques, I’'Equation de Hamilton (1.4) devient alors I’équation

~ ~

f =+, 7, (1.5)

St |

appelée Equation de Heisenberg.

On obtient la limite classique de la mécanique quantique quand on considére que la constante de
Planck est un paramétre infiniment petit. Cela signifie qu’en prenant i — 0 dans les équations
de la mécanique quantique, on retrouve les équations de la mécanique classique.

Reprenons l'exemple de variété de Poisson cité plus haut, avec M = R2, et notons ¢, p les
coordonnées. On prend H := L%(R) et on pose (ce sont les régles de la quantification canonique)

:H — H|p:H — H
foeoaf|  f = —ihgl

Alors [q, p] = ihld = il = ih@, de sorte que ¢ et p vérifient les conditions de Dirac. On
peut étendre la quantification a (;2, ];2, pg, mais le Théoréme de Van Hove? montre que I’on ne
peut pas prolonger cette quantification aux polynémes en ¢, p de degré strictement supérieur a
3 tout en satifaisant les conditions de Dirac; il est donc nécessaire de les affaiblir.

e On peut également utiliser ’analyse de Fourier : en effet, si fdésigne la transformée de Fourier
de feH,ona

D =— 'h— h d

p(f)g) = —i 9 (@) = 5 h/e pf P,
et, d’aprés la Formule d’inversion de Fourier,

1)) = af0) = 5 [ Faf () av

Ces deux formules se généralisent pour une fonction F(q, p) en la transformée de Weyl de F,

définie par
+
W(F)(f) 2ﬂh//Rzeﬁ(q rp (q a ,p> f(d')dq'dp.

Si F =, ...2;, (avec x;, = p ou q) est un polynome, on a

Wi(xsy .. .a,) = Z W ( xla(l) ..o W(xia(k)).
' ceGy

2. Voir le livre [GRS07] et en particulier son fameux “Voyage dans la quantification” pour une agréable intro-
duction au sujet.
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On a W(1) = Id, W(F) = W(F)*, mais la condition (1) de Dirac n’est vérifiée que modulo 7> :
on a en effet la relation

[(W(F), W(G)] = ihW ({F, G}) + i RPTLOL(F, G), (1.6)
j=1

ol les C; sont des opérateurs bidifférentiels.

e La quantification géométrique, trés intéressante mais exigeant des conditions d’application trés
fortes (polarisation), a I'inconvénient de ne pas pouvoir étre toujours utilisée : elle ne permet en
fait de quantifier qu'un nombre assez restreint d’observables classiques. Ainsi on a été amené &
introduire d’autres quantifications comme la quantification asymptotique et la quantification par
déformation. Cette derniére, décrite en 1978 par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz
et D. Sternheimer dans I’article fondateur [BEFT 78], trouve son origine dans la Formule (1.6), et
généralise larticle [FLS76| sur les déformations différentiables et les travaux de Vey [Vey75] (voir
aussi [Ber75] et [Ste05]). L article [BFF 78| propose ainsi une nouvelle approche axiomatique de
la quantification qui constitue une bonne alternative & la quantification géométrique : au lieu de
construire une algébre d’opérateurs sur un espace de Hilbert, il s’agit d’obtenir une déformation
formelle de la multiplication de F (M), donnée par 'algébre des séries formelles F(M)[[A]] (h est
désormais une variable formelle), munie du star-produit associatif (mais non commutatif)

frg=>Y_mj(f, gl (1.7)

J=0

ou les applications m; sont bilinéaires et ott mo(f, g) = fg. La quantification est alors donnée
par application f — fqui associe a tout élément f € F(M) lopérateur formel f: g— fx*g.
En général, on demande que les applications m; soient des opérateurs bidifférentiels ® nuls sur
les constantes et qu’elles vérifient les conditions suivantes

(1) m;(f, 9) = (=1)7 m;(f, 9),

Le star-produit ainsi défini vérifie alors les conditions (2) et (3) de Dirac, tandis que la condi-
tion (1) de Dirac est satisfaite modulo A3.

e Etudions 'exemple de la quantification de Weyl, qui est une autre approche de ’exemple
(sur la transformation de Fourier) donné plus haut, et qui fait 'objet de l'article [AMAT6] :
solent g une algébre de Lie de dimension finie, et (Aj,..., A,) une base de g. L’algébre sy-
métrique S(g) s’identifie a 'algebre F(g') = Clay,..., a,] des fonctions polynomiales sur g'.
Pour £ = (&1,..., §) € C", posons §a = Y71, §aj et EA =370 | §A;.

L’application de Poincaré-Birkhoff-Witt

®:5(g) — U(g)

1
ajy .- Q5. = ﬁ Z Aja(l) - Ajo(n)
’ 0’667‘

3. Il résulte de la condition de localité imposée par la théorie des champs que les opérateurs sont nécessairement
bidifférentiels (théoréme de Peetre).
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est bijective (voir [Dix74]) et c’est I'unique application linéaire de S(g) dans U(g) telle que
= (€A)™.

VmeN, VEeCr, &((Ea)™)
En effet, § §
()™ = D> D &G g.®(ay . a5,)
Ji=1 Jm=1
S &G G A A

1
j1=1  jm=1

" 0€Gm,
n
Sijjl :
am) s’écrit comme Combinalson hnealre

(
(

n
— Y Y
ji=1  jm=1
L’unicité de ® vient de ce que tout polynéome P(aq,
m
de termes de la forme (Z?:l fjaj> , ol tous les &; sauf un sont nuls
Notons maintenant f la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(g’), définie par
ATy 1 —ix€
veed, f(&)=—= [ fla)e " du.
271')5 o
, @), pour toute
; [e%
(i€)°0(€) = =7 ()"

On étend cette définition aux distributions tempérées, en posant <T, o) = (T

fonction ¢ de l'espace de Schwarz (voir [GWO00]). On a alors O 5({)
pPyme:s (ia)®, et d’aprés la formule d’inversion de Fourier, a® = (2m) 2il919,6, ot &

d’ou 8 0 =
désigne I’ 1mpu151on de Dirac
On a par ailleurs
o0 m "Cl('
€A _ v Z_ o @
e mZOm ()™ Z 6 ®(a”)
Définissons alors 'application W : S(g) — U(g) par
W(P) = (P, ey = LS e
(2m)2 (2m)2 &~ ol
On en déduit que pour tout P € S(g), |W(P) = ®(P) ‘ . En effet,
W) = e 3@, e(a)
a - n a ’
(2m)2 Ea: al
(2m) ()15, 056%) = (2m) 300 (~1)P17,

or
(a?, €)= ((2m)2i%1055, €*)

= ®(a®).

)

d’on légalite W (
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On définit 'application * : S(g) x S(g) — S(g) par Py * P, = ®~1(®(P)®(P,)). Toujours grice
a la transformation de Fourier, on peut montrer que (voir [AMAT76])

(Pl * Pg)(a) — eiaT(iaa/,iaa//)Pl(a/)P2(a//)

)
a’'=a""=a

ol 7(€, n) est défini par eé4end = 1764 (formule de Baker-Campbell-Hausdorff).

Dans le cas de l'algébre de Lie de Heisenberg, de base (A1 := Ey2, Ay := Ey3, Az := E13)
vérifiant la relation [€A4, nA] = (&1m2 — &om)As, on a 7(€, 1) = 3(E1m2 — Eam) As.
Donc

.1
ezag 5 (_8(1’1 8(1’2’ +6a,2 8(1’1’)

(P * Py)(a) =

= i (i-)j (—8,1/1 Ouy + 8a§aa;'>j Py(a’) Py(a”)

Pi(a")Py(a”)

a’'=a""=a

a’'=a""=a

0 . g
J . i i
- (z%) S CE=1y gl ok ok, 03" Pi(a) Paa”)

a=a"=a
En posant a1 = p, as = ¢q, az = A, on trouve

0o J i
. . . h J
PrxPy=Y " CH=1)/ "I 0h P) (0505  Py) <z§> .

j=0 k=0

D;(P1, P2)

L’opérateur D; a la méme parité que j, d’ou la formule (produit de Moyal [Moy49|)

e’} 2m—+1 A 2m—+1
PoePy—Prs P = 3020 Gl (-1 H(@Rm Rk Py (@ka2m R py) (§>
k=0

= Zh{P17P2}+Z<§> R
m=1

ol {Pl, PQ} = 8qP18pP2 - apPlang. Donc
[@(Pl), @(Pg)] = q)(Pl)q)(PQ) — @(Pg)q)(Pl) = (I)(Pl * P2 — Pg * Pl) = th)({Pl, PQ}) mod hg.

e On peut se demander dans quels cas une variété de Poisson admet une quantification par
déformation. Une premiére réponse a été donnée en 1983 par P. Lecomte et M. DeWilde qui ont
montré dans [DL83] son existence sur toute variété symplectique. L’étude a été poursuivie par
Fedosov [Fed94], et en 1997, M. Kontsevich a généralisé le résultat dans son article [Kon03| en
construisant un star-produit sur toute variété de Poisson (voir aussi [Kon99] et [Tam98]). En
outre, il a démontré que si M est une variété lisse, alors les classes d’équivalence de déformations
formelles du crochet de Poisson nul sont en bijection avec les classes d’équivalence de star-
produits, i. e. il existe un isomorphisme canonique

{Structures de Poisson formelles sur M} {Star-produits sur M}
Equivalence de jauge " Equivalence de jauge
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Cela généralise la classification des star-produits sur les espaces symplectiques étudiée par Gutt
[Gut83]. De plus, d’aprés le Théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg (voir [HKR62|), tout
star-produit abélien est trivial. Ces résultats sont importants, car ce sont des résultats globaux sur
des variétés (lisses). Un autre théoréme intéressant est di & Cahen, Gutt, et Rawnsley [CGR96] :
si g est une algébre de Lie semi-simple, il n’existe pas de star-produit sur un voisinage quelconque
de l'origine de g’ qui soit tangent aux orbites coadjointes.

Amnon Yekutieli a démontré dans [Yek99| un analogue “algébrico-géométrique” du Théoréme de
Kontsevich : soit X une variété algébrique lisse qui est D—affine. Alors il existe une application
canonique (), appelée application de quantification,

~ {Structures de Poisson formelles sur X} = {Quantifications par déformation de Ox}

Equivalence de jauge Equivalence de jauge ’

ou Ox est le faisceau structurel de X. En outre, ) est bijective si X est affine.

Dans le Chapitre 4, nous étudierons des star-produits invariants sur des orbites coadjointes d’une
algébre de Lie. Ceux-ci ont été définis dans l'article [BFFT78] ou les auteurs ont aussi montré
que, dans le cas d’une algébre de Lie semi-simple, il existe toujours des star-produits invariants
sur toute orbite coadjointe “réguliére”. Pour cela, ils ont introduit une correspondance de Weyl
équivariante. Comme le souligne Frgnsdal, les star-produits invariants sont implicites dans les
études récentes sur les orbites nilpotentes, en particulier dans celles qui étudient I'idéal de Joseph
(voir par exemple [BJ98]).

De plus, la star-quantification invariante a servi d’outil en théorie des représentations pour gé-
néraliser la méthode de quantification géométrique de Kostant [Kos70] et Souriau [Sou70] (voir
par exemple [Frg78|, [Gut83|, [Wei95]).

Dans le cas ott M est une variété algébrique singuliére, de la forme

M={zcC"/ fi(z) = = fu(z) =0},

ou fi,..., fm sont des polynoémes de C[z] — c’est le cas étudié¢ dans le Chapitre 2 — les fonc-
tions réguliéres considérées sont les fonctions polynomiales sur M, dont ’algébre s’identifie &
l’algebre quotient C[z] / (f1,..., fm). Le Théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg n’est plus
applicable. Cependant, les déformations de I’algébre F(M), définies par la Formule (1.7), sont
toujours classifiées par la cohomologie de Hochschild de F (M), et on se trouve ainsi ramené a

I'étude de la cohomologie de Hochschild de C[z] / (f1,..., fm)-

1.2 Homologie, cohomologie de Hochschild et déformations

En 1964, Gerstenhaber publie un article fondamental sur les déformations des algébres associa-
tives [Ger64]. Il y prouve en particulier que les déformations d’une algébre associative sont classi-
fiées par sa cohomologie de Hochschild. Le but de ce paragraphe est de rappeler les définitions de
I’homologie et de la cohomologie de Hochschild, et de voir quel est le lien entre cette cohomologie
et les déformations. Nous énoncerons aussi le Théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg qui

4. Soit Dx le faisceau des opérateurs différentiels sur X. On dit qu’une variété algébrique lisse sur un corps K
contenant R est D—affine si 'on a H? (X, M) = 0 pour tout j > 0 et tout faisceau cohérent M de Dx-modules.
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affirme que la cohomologie de Hochschild de ’algébre des fonctions sur une variété lisse est iso-
morphe a lespace des champs de multivecteurs sur la variété (voir [HKR62|, [FLS74| et [Vey75]).
Nous établirons ensuite des résultats sur la décomposition BGS (Barr-Gerstenhaber-Schack) du
complexe de Hochschild que nous appliquerons aux star-produits.

1.2.1 Cohomologie de Hochschild

Etant donné une C—algébre associative commutative, notée A, le complexe cohomologique de
Hochschild de A est donné par

d4(0)

vy

d®3) d®)

C4(A) ceey

4 d2)
e B —

c(4) C*(4) C*(4)
ot lespace CP(A) des p—cochaines est défini pour p € —N* par CP(A) = 0, CY(A) = A, et
pour p € N*, CP(A) est 'espace des applications C—linéaires de A®P dans A (voir [BCKTO05] et
[Mas04]). La différentielle d* = @);°, d?) est donnée par la formule

p—1
v C € CP(A), dP) C(ag,..., ay) = aoClay,..., ap) — Z(—l)iC(ao, ooy QG4 -, Gp)
i=0
+(=1)P"1C(aq, ..., ap—1)ay.

On peut Iécrire en termes du crochet de Gerstenhaber ® [-,-]¢ et du produit u de A, comme suit

AP0 = (~1)7 [, Cla .

On définit alors la cohomologie de Hochschild de A comme la cohomologie du complexe de

Hochschild associé 4 A. On pose HHO(A) = Ker d© = A et

VpeN*, ZP(A) = Ker dP), BP(A) = Im dP~ Y, et HHP(A) = ZP(A4) / BP(A).

5. Rappelons que pour F' € C?(A) et H € C?(A), le produit de Gerstenhaber est 1'élément F e H € CPT971(A)
défini par

p—1
Fe H(ah ey a/p+q—l) = Z(—l)l(qul)F(ah ey Qg H(a¢+17 ey ai+q)7 Qidg+1y-- -, aerq,l).
i=0
Il n’est pas associatif, mais 'associateur Ass(F, H, K) := (Fe H) e K — F' o (H o K) vérifie la relation
Ass(F, H, K) = (=1)" Y=Y Ass(F, K, H).

Par conséquent, le crochet de Gerstenhaber, défini par [F, H]g := FeH —(—1)P~Y@~ 1) H ¢ F est antisymétrique,
i. e.

[F, H|g = _(_1)(1?*1)(11*1) [H, Fla,

et vérifie I'identité de Jacobi graduée
[F, [H, K]c]e + (~)"" V2 [H, (K, Flole + (-1)" VYK, [F, Hlele = 0.

Voir par exemple [Ger63], et [BCKTO05] p. 38.
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On termine ce paragraphe par une propriété importante de la cohomologie de Hochschild. Une
algébre de Gerstenhaber est une algébre associative Z—graduée V = @;O:() VP dont la multipli-
cation est commutative graduée, telle que I'algébre translatée® V[1] est munie d’un crochet de
Lie [,+] tel que pour tout x € VP [z, -] est une dérivation de degré p + 1 de 'algébre V. On
dit que V est une algébre de Gerstenhaber différentielle graduée si, en plus, V' est munie d’une
différentielle qui est une dérivation pour la multiplication de V et le crochet de Lie.

Etant donné deux cochaines F' € CP(A) et G € CY(A), leur cup-produit est défini comme la
cochaine UG € CP19(A) telle que

(FUG)(a1,..., aprq) = (—1)P1F (a1, ..., ap)G(apt1,-- - Qpiq)-

On a alors la proposition (voir [Ger63] et [BCKTO05]) :

Proposition 1.2.1

o Muni du cup-produit et de la différentielle de Hochschild, le complexe de Hochschild est une
algébre associative différentielle graduée.

o Munie du cup-produit et du crochet de Gerstenhaber, la cohomologie de Hochschild est une
algébre de Gerstenhaber.

1.2.2 Homologie de Hochschild

Le complexe homologique de Hochschild de A est le complexe

ds dy ds

L caA) M cy(a) dz 4

Ci(4) —=Co(4),

Cao(A)

ou l'espace Cp(A) des p—chaines est défini par C,(A) = 0 pour p € —N*, Cy(4) = A et
Cp(A) = A®c A®P pour p € N*. La différentielle do = @2 d,, est donnée par

p—1
dp(ap® a1 ®---®ap) = a0a1®a2®---®ap—|—Z(—1)Zao®a1®~'®aiai+1®---®ap
i=1
+(—1)papao®a1®~'®ap_1.

On définit alors 'homologie de Hochschild de A comme ’homologie du complexe homologique

de Hochschild associé & A. On pose HHy(A) = A / Im d; = A et

VpeN*, Z,(A) =Ker dy, By(A) =Im dpy1 et HH,(A) =Z,(A) / B,(A).

1.2.3 Homologie de Hochschild réduite

Quand l'algébre A n’est pas unitaire, on utilise souvent le complexe homologique de Hochschild
réduit :
drs

Ty (A) 2 Cy(A) - Gy (A) —2 ¢y (4),

6. L’algébre translatée est l'algébre graduée dont les éléments de degré p sont les éléments de degré p + 1 de
V.
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ol les p—chaines sont définies par C,(A4) = 0 pour p € —N, et C,(A) = A®P si p € N*. La
différentielle dre = )2 dr), est donnée par dr(a) = 0 et pour p > 2

drp(a1®a2®~-®ap):a1a2®a3®-~®ap+Z(—1)i+1a1®a2®'~®aiai+1®---®ap.

Alors on définit [’homologie de Hochschild réduite de A par
Zr,(A) = Ker drp, Bry(A) =1Im drp1 et HHrp(A) = Zry(A) / Bry(A).

On peut montrer que si A est unitaire, ’homologie du complexe réduit est nulle (voir [Lod98]).

Par ailleurs, d® et drp41 sont reliés par la formule :

YV C € CP(A), dP) C(ag,...,ap) = aoClay,..., ap) — Cldrpri(ag® - ap))
+(=1)P"1C(aq, ..., ap-1)a,.

Dans le Chapitre 4, nous utiliserons un couplage entre '’homologie de Hochschild réduite et la
cohomologie de Hochschild, en considérant une sous-algébre non-unitaire A, de A.

1.2.4 Cohomologie de Hochschild et déformations d’algebres associatives

e Notons C[[A]] (resp. A[[R]]) I'algebre des séries formelles en 7, & coefficients dans C (resp. A). Une
déformation, ou star-produit, de l’algébre A est définie comme une application x de A[[h]] x A[[A]
dans A[[A]] qui est C[[A]]—bilinéaire et telle que

VkeC,VseAlhl], kxs=s*xk=s,
Y (s, t) € A[[R]]?, s*t=st mod hA[[R]],
Y (s, t,u) € A[[B)]?, s*(t*xu) = (sxt)*u

Cela signifie qu'il existe une suite d’applications bilinéaires ” C; de A x A dans A dont le premier
terme Cj est la multiplication de A et telle que

V (a,b) € A% axb=Y_Cj(a, ), (1.8)
j=0
VneN, Y Cila, Ci(bc)= > CiCjla,b), ), ie Y [CCjla=0. (1.9)
i+j=n i+j=n i+j=n

On appelle cette application star-produit d’ordre p si 'Equation (1.9) est vérifiée (seulement)
pour n < p.
Deux star-produits * et *” de A sont dits équivalents s’il existe un C[[A]]—automorphisme de A[[A]],

noté ¢, tel que
¥ (s, 1) € A[[R]?, (s +t) = @(s) * o(t)
Vs € Alh], ¢(s) =s mod hA[[R]].

7. Souvent, dans la définition d’un star-produit (voir par exemple ([BCKTO05]), les applications bilinéaires C;
sont des opérateurs bidifférentiels. Ici, nous ne faisons pas cette hypothése. Nous imposerons éventuellement par
la suite des conditions sur ces applications.
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Cela signifie qu’il existe une suite d’applications linéaires ¢; de A dans A dont le premier terme ¢y
est I'identité de A et telle que

VaeA, oa)= Zsﬁj(a)hj,
=0

vieN, 3 el = 3 Cllgia), o).

i+j=n i+j+k=n

e La cohomologie de Hochschild joue un réle important dans ’étude des star-produits de 1’al-
gébre A, car son calcul constitue une premiére étape en vue de leur classification. En effet, si
7 € C3(A), on peut construire un star-produit du premier ordre de A (noté ) tel que C; = T,
i. e.

axb=ab+ hn(a, b),
si et seulement si w € Ker d®. De plus, deux star-produits du premier ordre (définis par 7 et 7’)
sont équivalents si et seulement s’il existe une application linéaire 1 : A — A telle que

m'(a, b) — m(a, b) = ap1(b) — ¢1(ab) + p1(a)b,

i. e. la différence 7’ — 7 est un élément de Im d"). Ainsi ’ensemble des classes de star-produits
du premier ordre est en bijection avec HH?(A).

Sim = E?:o thj est un star-produit d’ordre p, alors on peut étendre m en un star-produit

d’ordre p + 1 si et seulement s'il existe Cp11 € C*(A) tel que
Va,bccA P (Ci(Cpri_ila, b), ¢) — Ci(a, Cpy1—i(b, ¢))) = d? Cpi1(a, b, ),
p
1. e. Z[C“ Cp—i—l—i]G = 2d(2)Cp+1.

i=1

(1.10)

Or d’aprés I'identité de Jacobi graduée pour [-, -], le membre de gauche est fermé, i. e. la somme
appartient a Ker d®). En effet,

d® <Zp:[C,~, Cp-i—l—i]G) =

i=1

1, [Ci, Cpri-ilcla

@.
I M@
I,

I
.M“

@
Il
—

([Cpt1—is [ Cp1-ilcle — [Ci, 1y Cpta-ilcla)

p
[Cpr1—i, 1t Cpri—ilcla — Y _[Ci, [Cpar—i, Mlcle

|
.M“

@
Il
—
-
Il
—

[Op—i—l—i, [% Cp+1—i]G]G - [Cp+1—jv [Oj :U]G]G = 0.

|
.M“
.ME

@
Il

—
<
Il

—

Ce résultat, quoique simple, est important (voir par exemple [BCKTO05|, [BFFT78] et [Ger64]).
Ainsi HH?(A) contient les obstructions & étendre une déformation d’ordre p en une déformation
d’ordre p+ 1. De plus, une algébre commutative peut admettre des déformations non commuta-
tives ; les algébres commutatives ne sont donc pas “isolées” parmi les algébres associatives.
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1.2.5 Le Théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg

Rappelons maintenant un résultat fondamental concernant la (co)homologie de Hochschild d’une
algébre lisse que nous utiliserons & plusieurs reprises dans la suite. Pour plus d’informations sur
ce résultat, voir 'article [HKR62] et le livre [Lod98|, Paragraphe 3.4.

Soit A une C—algébre. Le A—module Q!(A) des différentielles de Kihler est le A-module engen-
dré par les symboles C—linéaires da pour a € A, tels que d(ab) = a(bd) + b(da).

Pour n > 2, le A—module des n—formes différentielles est le produit extérieur Q7 (A) := A" Q(A).
Par convention, on pose Q2°(A) = A.

L’application d’antisymétrisation &,, est définie par

en(@r N+~ Nay) = Z (o) (g-1(1) @+ @ Ag—1(n),
0’6677,

ou (o) est la signature de la permutation o.
Notons HH,(A) = @, HH,(A) et Q*(A) lalgebre extérieure de A.

Théoréme 1.2.2 (Hochschild-Kostant-Rosenberg)
Soit A une algébre lisse. Alors l'application d’antisymétrisation

er: QF(A) — HH,(A)

est un isomorphisme d’algébres graduées.

1.2.6 La décomposition BGS de la (co)homologie de Hochschild

Le role joué par la décomposition BGS du complexe de Hochschild est important, méme si celle-ci
est assez peu utilisée. En particulier, la non existence de déformations abéliennes non triviales
dans le cas des variétés lisses provient de ’annulation de la composante de Harrison de la co-
homologie de Hochschild. Les variétés algébriques admettent en revanche des déformations plus
riches.

Dans ce paragraphe, nous expliquons comment les espaces du complexe (co)homologique de
Hochschild se décomposent en sommes directes. Cette décomposition, fondée sur l'action du
groupe symétrique &,, sur les n—cochaines, et sur l'existence d’idempotents appelés idempo-
tents eulériens, induit une décomposition en somme directe des espaces de (co)homologie. La
décomposition de la cohomologie de Hochschild d’une algébre commutative a été obtenue par
Gerstenhaber et Schack [GS87], aprés les travaux pionniers de Harrison [Har62] et Barr (|[Bar62],
[Bar68] et [Ger99]). Dans ce paragraphe, on utilise principalement les articles [Bar68| et [GS87]
(voir aussi [Lod89] et [Lod94]).

On considére le complexe homologique de Hochschild, avec C,(A) = A @ A®P, et on écrit ses
éléments sous la forme aplay, ..., ap] :=ag @ a1 --- ® ap. L’action de A sur C,(A)

AxCy(A) — Cu(4)
(b(), ao[al, ey CLP]) —> (boao)[al, e, ap]
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définit sur C,(A) une structure de A—module pour laquelle la différentielle d est A—linéaire. On
utilise également 'isomorphisme Cp,(A) ® 4 C4(A) =~ Cp14(A), par lequel on identifie les éléments
((10[(11, ey ap]) [ (bo[bl, ey bq]) et (aobo)[al, ey ap, bl, ey bq]

La différentielle d'un élément [ay, ..., a,] € C,(A) est donc
p—1
dpylay, ..., ap) = ailag, ..., ap] + Z(—l)] lat, ..., ajaji1,... ap] + (=1)Paplas, ..., ap—1].
j=1

On a alors la relation suivante :

Proposition 1.2.3
Pouri € [1, p],

dpsafar, ..., api1] = diy1lar, .., ai1)®aite, . .., ap1]+(=1)"[a1, ..., a;]®dp—iv1[ait1, ..., apy1).

Démonstration :
Par définition de dp, on a

dit1lar, ..., aip1] ® [aiye, ..., apy1] + (=1)"[ar, ..., @] @ dp_iy1[ait1, ..., api1]
)
= al[ag, ey ai-i—l] ® [ai+2, ey CLp+1] + Z(—l)] [al, B e Y 17 S a,-+1] & [aH_Q, ce ap+1]
. J=1 .
+(_1)2+1(ai+1[a17 R al]) ® [ai+27 ceey ap-i-l] + (_1)Z[a17 R ai] ® (ai-i-l [ai+27 R ap])
p
+ Z (—1)][CL1, R ai] ® [ai+17 ceey QG541 ap+1]
j=it1
+(_1)p+1[a17 R ai] ® (ap+1[ai+17 R ap])
p
= aifag, ..., app1] + > (=D [ar, ..., ajaji1, ... apr1] + (=1 layiifan, ..., ap)
)

= dp+1[a1, vy ap+1],

I'avant-derniére égalité résultant de I'isomorphisme C,(A) ®4 C4(A) ~ Cpig(A). W

On considére la signature ¢ : &,, — {£1} et on étend cet épimorphisme de groupes en un
Q—morphisme d’algébres de 1’algébre de groupe Q(&,,) dans Q.
Pour i € [1, n — 1], soit

Gin—i={0e€6, /o(l)<---<o(i)eto(i+1l) <---<o(n)}

'ensemble des permutations (i, n — i)—shuffles® de &,,. On pose

Sim—i ‘= Z (o) € Q(6y)

€6, ;g

pour i € [1, n — 1] et sg,, = Sp 0 := 0. On définit

n—1
Sp 1= Z Sin—i € Q(Gn)
=1

8. Ce sont les permutations qui interviennent quand on mélange deux paquets de i et n — i cartes a jouer.
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Remarquons que £(s;,—;) = C%, de sorte que e(s,) = 2" — 2 =: \,.
On identifie les éléments de Q(&,,) avec des applications linéaires de C,(A) dans C,(A), via le
morphisme naturel injectif

Q(6n) = L(Cp(A)).

Une relation importante démontrée dans [Bar68] et provenant de résultats sur les modules sim-
pliciaux donnés dans [EM53] est la suivante :

Proposition 1.2.4
Pour i e [1, n], on a

divjsijlat, ..., airj] = si—1j(difa, ..., a)] @ a1, ..., aitj])

+(=1)'sij-1([ar, ..., ai] ® djlaiy1, ..., aiyj]).
On en déduit :

Corollaire 1.2.5
Pour p>1, dys, = sp_1dp.

Démonstration :
D’apres la Proposition 1.2.4, on a

p—1
dpsplat, ..., ap) = Z dip—iSplai, ..., ap)
- i=1
= Zsi—l,p—i(di[al, s @) @ [aig, - ap)) + (=1 sipic1([ar, -, @] ® dp—slaita, . .., ap])
&
= Zsi,p—i—l(diﬂ[al, sy Gig1] @ [aiga, ..., ap))
=0

p—1
+ Z(—l)ZSiJ)_i_l([al, R a’i] ® dp—i[ai+17 R ap])

=1

p—2
= Zsi,p—i—l(di+l[a17 s Q1] ® [aiga, -y ap) F a1, ..o, 4] @ dp_ifaigr, ..., ap))
-1
p—2
= Zsi,p—i—l(dp[al, SRR (Ip]) = Sp—ldp[ab SRR (Ip],
i=1

I’avant-derniére égalité résultant de la Propriété 1.2.3. B

1
Soit ¢ 1= o Z g(o)o € Q(&,,). Alors un calcul direct montre que ¢, est un idempotent
T o€,
de Q(&,) (i. e. ¢2 = 1), et que £(¢,) = 1 et Gu = e(u)u pour tout u € Q(&,). De plus
on a la proposition :

Proposition 1.2.6
Pour tout élément [aq, ..., a,], on a d,Cylaq,. .., ay) =0.
Réciproquement, si pour tout élément (a1, ..., ay], on a dyulay,. .., ay] =0, alors u = e(u)(p.
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Démonstration :
On a tout d’abord

n! dnCn[aly- B an] = ZE(U)dn[aal7- ce aan]

oSy
n—1
= Z E(U) (aal [a027 ) aan] + Z[aah sy AoiQo (1) - -0 aan] + (_1)naan[aal7 ) aa(n—l)]) :
oeGy i=1

On définit les deux permutations ¢ := (n, n—1,..., 2, 1) et t; := (i, i+ 1), de signature (—1)""!
et —1. Alors

Z E(U)aan [aala SR aa(n—l)] = Z E(U)a(ac)l [a(ac)Za SR a(ac)n]
U€6n 0'6671
= Z s(pc_l)apl [apl, R ap(n_l)],
pEG,
d’ou
Z 6(0-) (acrl [a027 B ao‘n] + (_1)na0n[a017 B aa(n—l)])
ogeG,
= D elo) (1+ (=1)"e(c™)) to1[aoa, - - ., aon] = 0.
ogeG,
De plus, en notant [i, i + 1] := [a01, - - -, GoiGg(i+1), - - - » Gon], 00 Obtient [i, i + 1], = [i + 1, i],,

ce qui entraine

Zs(a)[i,i+1]gzé<z e(o)i, i +1 —I-Z i, i+ 1 )

ceG, €6y oceB,
1 . . 1+ ¢e(ts) .
= 3 Z e(o)i, i+ 1], + Z e(pt)i, i+1], | = — Z e(o)i, 1+ 1], =0.
0eG, pPEG, 0eG,
Ainsi d,(ylaq,. .., ay] = 0. Considérons maintenant un élément u € Q(S&,,) tel que pour tout
a1, ..., an], dyulay, ..., an] = 0, et montrons que u = (u)(p. On peut écrire u =) s a(0)o,
avec a(o) € Q. En procédant comme pour (,, on a
dnu[ab LR an] = Z (OZ(O') + OZ(O'C_l)) aol[ao27 ey acrn]
UEG'!L
+ Z Z a(0) + a(0t)[ant, - -+ Aoio(is1)s - -+ Qon)-
UEG'!L
Cet élément ne peut étre nul pour tout [ai,..., a,] que si pour tout ¢ € [1, n] et pour toute

permutation o € G, les coefficients «(o) + a(ot;) sont nuls. En particulier, il existe k € Q tel
que u = k¢,. Finalement, e(u) = ke(u) = k. B

Le théoréme suivant est le résultat-clé pour démontrer I'existence des idempotents eulériens.

Théoréme 1.2.7

n
Le polynéme minimal de s, est m,(X) = H(X — X)), avec \j =27 — 2.
j=1
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Démonstration :
On procéde par récurrence sur n. Si n = 1, le résultat est clair.
Sin=2onas3=(1-(12)%=1-2(12) + 1 = 2s9, donc m(X) = X(X — 2).
e Supposons désormais n > 3 et supposons que le théoréme est vrai pour m < n — 1. On a
Tn = (X — Ap)Tn—1, et la relation d, s, = s,—1d, s’étend aux polyndémes en s,, d’ou

dnﬂ'n(sn) = 7"'n(sn—l)dn = (Sn—l - )\n)ﬂ'n—l(sn—l)dn =0

par hypothése de récurrence. Pour tout élément [ag, ..., a,], on a donc d, 7, (s, )|ao, ..., an] = 0.
Ainsi, d’aprés la Propriété 1.2.6, m,(sn) = €(mn(Sn))Cn- Or e(mn(sn)) = mn(e(sn)) = mn(An) =0,
i. e. m, annule s,,.

e [l reste & montrer que si P est un polynéme non nul qui annule s,, alors m, divise P. Soit
donc P tel que P(s,) = 0. Alors 0 = ¢(P(sy)) = P(e(sn)) = P(\,), donc X — A, divise P.
De plus, pour tout élément [ag, ..., ay], on a P(s,—1)dp[ag, ..., ay] = dnP(sy)[ag, ..., ay] =0,
d’ot P(s,—1) = 0. Par hypothése de récurrence, m,_1 divise P. Finalement 7, = (X — A\,)mp—1
divise P. B

Comme tous les A; sont distincts, on peut poser, pour j € [1, n],

A T
le j—eéme polynome de Lagrange associé a {\1,..., Ay}, et définir
‘ ; Sn— A
it T

Les éléments e, (j) € Q(&,,) sont appelés idempotents eulériens ou idempotents BGS. Ils vérifient
les propriétés du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.8
Les éléments eulériens e,(j) vérifient les propriétés suivantes :

(1) en(j)? =en(j) (i. e. en(j) est idempotent),
(2) en(i)en(d) =0 sii#j (i. e. les en(j) sont deur a deux orthogonaux),
(B) en(l) 4+ +en(n) =1 et Men(1) + -+ Apen(n) = sy,

(4) dpen(j) = en—1(j)dy et dpep(n) =0 (i. e. ex(j) est un morphisme du complexe de Hoch-
schild),

(5) elen(y)) =0 sij#n, elen(n)) =1 et ey(n) = Cy.

Démonstration :
(3) Pour tout polynome P € C[X] de degré inférieur ou égal a n — 1, on a l'égalité

P=P\)L,+-+ P(\)L],

d’otu la relation

P(sp) = P(A)en(1) + - + P(An)en(n). (1.11)
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En particulier, si I'on prend P =1 et P = X, on obtient les deux égalités souhaitées.

(1) et (2) Sii#j, en(i)en(s) = Lt (sp) L (sn) = (LE L) (s,). Or m, divise le polynome L L%,
et m,(sp) = 0, donc ey(i)e,(j) = 0. Si i = j, on considére le polynome @Q; := LLL% — L.
Toutes les racines de 7, sont des racines de @;, donc m, divise @);. Par suite, Q;(s,) = 0,

d’ott e, (5)* = en())-
. : TOX - N
(4)Sijel,n—1],ona L) = , dpSp = Sp_1dy,, donc
_ Aj— A
1=1
i F ]
. ; i = Sp—1— N Sp—1— An .
dnn :dnLJ n =L n— dn: 7dn:7 n— dn
e (]) n(s ) n(s 1) ‘Hl )‘j Y )‘j -\, € 1(])
7=
i # ]
Or sp—1 = Mep—1(1) + -+ + Ap—1en—1(n — 1), donc sp_1€,—1(J) = Ajen—1(J), les e,(j) étant
des idempotents orthogonaux. Dot (sp—1 — Ap)en—1(j) = (Aj — A )en_l(j), ce qui entraine
dnen(]) = en—l(j) dp. )
Sij =mn,onadye,(n H = Tp—1(Sn—1) H(An —X)t=o.
=1 Ai i=1
(5) Sije[l,n—1], E( n(J )) se factorise par E(Sn — An) = €(sp) — A = 0, donc il est nul.
Sij =n,ona daprés (3), e(e,(n)) =e(l —ep(l) —--- —ep(n—1)) = 1.

Pour tout [ay, ..., a,], on a d’aprés (4), dpen(n)lag, ..., an] = 0, donc d’aprés la Propriété 1.2.6,
en(n) =e(en(n))Cn = ¢,. M

La formule suivante est une sorte de généralisation de l'identité (1.11) utilisée dans la démons-
tration précédente. Elle donne une décomposition de certains morphismes du complexe de Hoch-
schild comme combinaisons linéaires des idempotents eulériens.

Proposition 1.2.9
Soit (tn)nen une suite d’éléments de Q(S,,) telle que ¥ n € N*| dpt, = t,_1d,. Alors

VneN t, =c(ti)en(1)+ ..., +e(tn)en(n).

Démonstration :
On procéde par récurrence sur n. La propriété est claire pour n = 1. Soit n > 2 et supposons

toot = YL ety)en1(j). Alors d, (tn—zy Le(t;)en(s )) = duty — Y L e(t))en 1 (j)dn = 0
par hypothése de récurrence. D’aprés la Propriété 1.2.6,
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d’aprés le point (5) du Théoréme 1.2.8. B

e On obtient alors une décomposition des espaces de n—chaines, n—cycles et n—bords de Hoch-
schild : en posant C, ; = en(k)Cp, Zpi = en(k)Z, et B, = en(k)By, les espaces quotients
HH, ;= Zy, 1 /By sont bien définis grace a I’assertion (4) du Théoréme 1.2.8, et on a :

Cn = é Cn,lm Zn = ézn,lm Bn = é Bn,ka
k=1 k=1 k=1

de sorte que

HH, =@;_,HH,

avec Harr, == HH, 1 (composante de Harrison).
e En ce qui concerne la cohomologie de Hochschild, le morphisme injectif naturel
QSy,) = L(C™(4))

permet de voir les éléments de Q(S,,) comme des applications linéaires de C™ (A) dans lui-méme,
selon le diagramme suivant :

CO(a) — e a) — o @ (4) — 2o O (4) —L s () L
H H <62(1)) e2(2) { 63(2> e3(3) 61 es(2 649 4(4)
CO(A) 4 cW(A) _ 4 (A) C® (A c9(A 24w

Comme pour I’homologie, on a la relation d™e,, (k) = e, 1(k)d™. Il en résulte les décompositions

" = écn,k7 7" — ézn,k7 B" — é Bn’k
k=1 k=1 k=1

des espaces de n—cochaines, n—cocycles et n—cobords, et la décomposition BGS

= @,

avec Harr™ := HH™! (composante de Harrison).

e Une fonction génératrice pour les idempotents a été mise en évidence par Garsia (voir [Gar90]) :
n
k
Zz en(k = Z )(z—=00+1)...(2— b5 +n—1)e(0)0,
k=1 ce6,

ou 0, est le nombre de descentes de o, §; = [{(i, i + 1) ; 0(i) > o(i + 1)}|. Par exemple, la per-
mutation (1342) a deux descentes, de 1 & 2 et de 3 a 4.
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Les idempotents les plus simples sont

(1) = 51+ (12))
2(2) = 51— (12)),
es(1) = £ (2(1 - (13)) + (32) — (128) + (12) ~ (132)),
es(2) = 51+ (13),

’ UEG'!L

Exemple 1.2.10
Soit T € C® (A) une application trilinéaire. Sa décomposition BGS est alors

T=T'+T?+T% e C¥ o C3? g3,
avec TV = e3()T, i. e.
Tz, y, 2) = % 2T (x,y, z) —2T(z, y, ) + T(x, z,y) — T(y, z, x) + T'(y, =, z) — T(z, =, y)),
Tz, y, 2) = 5 (T(z, y, 2) + T(2, y, 7)),
T3(z, y, 2) = % (T(x,y,2) —T(y, x, 2) = T(x, 2z, y) = T(2,y, 2) + T(y, 2z, x) + T(z, x, y)) .

1.2.7 Application de la décomposition BGS aux star-produits

D’aprés le paragraphe précédent, toute 2—cochaine C' admet la décomposition
C =ex(1)C +e3(2)C =CT+C™ avec CT € C* et C~ € C*2,

i. e. C" (resp. C'7) est une application bilinéaire symétrique (resp. antisymeétrique).
L’associativité du star-produit de (1.8) au premier ordre est alors équivalente au fait que les deux
2—cochaines soient fermées, i. e. d2Ct = d@C~ = 0. De plus, une déformation du premier
ordre de l'algébre est triviale si et seulement si les deux 2—cochaines sont exactes. Dans le cas
des variétés lisses, Harr? est vide; on peut choisir C’f’ = 0 puisque toute déformation est alors
équivalente & une déformation dont le terme d’ordre 1 est antisymétrique.

Considérons maintenant I'Equation (1.10). Elle se schématise sous la forme

721 5 721 (1.12)
T d®
Z3’1 < Z2,1
_—
22,2 % 22,2
T~ 73,3
22,1 % 22,2
\
/
22,2 % 22,1

d2)

2372 < 22,2
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ou la premiére colonne de fleches représente la construction du membre de gauche de I’'Equa-
tion (1.10) (avec le crochet de Gerstenhaber) et la seconde colonne de fléches est 'application de
la différentielle d®.

Comme B3 est vide, la résolution de I'obstruction dans Z*3 = HH®3 entraine 'annulation
de la partie antisymétrique du membre de gauche de (1.10). C’est l'identité de Jacobi, vérifiée
si C] est un crochet de Poisson. La premiére ligne du diagramme montre que l'obstruction aux
déformations abéliennes est la composante de Harrison Harr3 = HH3' ¢ HH?.

Dans le cas des variétés lisses, on a HH" = HH™" = 0, et les déformations abéliennes sont
triviales d’aprés le Théoréme HKR. Les déformations usuelles avec Cy = C] ne rencontrent
pas d’obstruction supplémentaire au second ordre : en effet, si C'1+ = 0, alors les crochets de la
premiére colonne appartiennent a Z>!' et Z%3. Or HH?33 = 0, la seule obstruction est donc Harr>.

1.3 Homologie et cohomologie de Poisson

Une algébre de Poisson est une algébre associative A qui est aussi une algébre de Lie, et telle
que les deux structures sont compatibles. Plus précisément, A est munie d’une application bili-
néaire {-,-} antisymétrique vérifiant, pour tout (a, b, ¢) € A3, les deux propriétés

(1) {a, {b, ¢}} +{b, {c, a}} + {c, {a, b}} = 0 (identité de Jacobi),

(2) {a, bc} = {a, b}c+ b{a, ¢} (propriété de Leibniz).

Nous avons vu au début de ce chapitre un exemple fondamental d’algébre de Poisson, a sa-

voir ’algébre des fonctions réguliéres sur une variété de Poisson. Donnons maintenant un autre
exemple d’algébre de Poisson :

Exemple 1.3.1

o Sur Clz1, 23], Uapplication ¢ Oy A Qo définit une structure d’algébre de Poisson pour n’importe
quel polynome ¢ € Clzy, 22|, 0; étant la dérivation par rapport a z; (voir [RV02] et [Mon02]).

o Sur Clz1, 22, 23], Uapplication 019 0a N O3 + O2p 03 A Oy + O30 01 A\ 0o définit une structure
d’algebre de Poisson pour n’importe quel polynome ¢ € Clz1, 22, 23] (voir [Pic05] et [Pic06]).

On définit maintenant ’homologie et la cohomologie qui sont naturellement associées a ces al-
gébres. Nous les utiliserons en particulier dans le Chapitre 3.

1.3.1 Homologie de Poisson

e Soit A une algébre de Poisson. On désigne par QP(A) le A—module des p—différentielles de
Kahler, i. e. 'espace vectoriel engendré par les éléments de la forme Fy dFy A--- AdF),, ot les Fj
appartiennent a A, et ot d : QP(A) — QPFL(A) est la différentielle de De Rham.

On considére le complexe

5

7 Q4(A) o4

Tt Q3(A) %3

o Qz(A) b2

—>QI(A) o1

e a0(a)
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avec l'opérateur de bord de Brylinsky-Koszul 4, (voir [Bry88|)

p
Sp(FodFy A--- NdF,) = Z(— VAU Fy, F;}dFy A--- ANdEj A --- A dF,

+ Z V) Fyd{F;, F;} NdFy A+~ AdF; A+ NdFy A -+ A dF.
1<i<j<p

L’espace d’homologie de Poisson de degré p est donné par la formule
HP,(A) =Kerd, /Imdpi.
En particulier, on a HPy(A) = A/ {A, A}. C’est 'abélianisé de A.

1.3.2 Cohomologie de Poisson

e Soit A une algébre de Poisson. On désigne par XP(A) le A—module des dérivations antisymé-
triques de A.
On considére le complexe

(1) @) 3) )
5 5 D vaca) ?

0(4) == X1(4) T A3 A) S 2 (4) )

avec Dopérateur de cobord de Poisson 6®) défini par :

p

5P(Q)(Fo,..., Fy) = Z(— Y{F;, Q(Fy,....Fj,..., F,)}
+ ST (O)HQUE, FjY, Fo,..., By F, L ).
0<i<j<p

L’espace de cohomologie de Poisson de degré p est donné par la formule
HPP(A) = Ker 6® /Tm s,

On a vu que la différentielle de Hochschild peut s’écrire en fonction du crochet de Gerstenha-
ber. I’analogue pour la différentielle de Poisson est fourni par le crochet de Schouten : c’est
l'application [-,-]g définie par

XP(A) x XU(A) — APHi-1(A)
(P7 Q) = [Pv Q]Sv
ou
[Pv Q]S(Fly-"7 Fp—l—q—l) = Z 6(0’)P(Q(F0(1),..., Fo(q))7 Fo‘(q+1)7"'7 Fo‘(p—i—q—l))
0€6y p-1
_(_1)(p—1)(q—1) Z 6(0-)f)(62(}7’a(1)7 U Fa(p))v Fa(p-‘,-l)v SRR Fa(p+q—l))7
0€6p,q-1

et oit &, ;1 représente I'ensemble des permutations (p, ¢—1)—shuffles de I'ensemble [1, p+¢—1]
(on pose Sp_1 = S5_14="10).

On a alors | 6P (Q) = —[Q, {-,-}]s | pour tout Q € AP(A).
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1.4 Polynémes multivariés

Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats sur les polynémes multivariés qui seront des
outils utilisés principalement dans les Chapitres 2 et 3. Commencgons par donner une définition
dans laquelle la notion de polyndéme homogéne est généralisée.

Définition 1.4.1
e Un polynome f € Clz] = Clz1,. .., z,] est quasi-homogéne s’il existe (mq,..., m,) € (N*)" et
m € 7 tels que

n
Z ijjajf = mf,
j=1
ou O;f représente, comme dans toute la suite, la dérivée partielle de f par rapport a z;. Cette
formule est une généralisation de la formule d’Euler qui caractérise les polyndmes homogénes.
e Un polynome f € C[z] est a singularité isolée en l'origine si l’espace C[z1, 22, 23] / (O1f, Oaf, Osf)
est de dimension finie. Cette dimension est alors appelée nombre de Milnor de la singularité dé-

finie par f (voir aussi [AVGZS86]).

1.4.1 Bases de Grobner

Les résultats qui suivent sont importants pour le Chapitre 2 consacré aux surfaces de Klein.
Pour plus de détails sur les bases de Grobner, on pourra consulter le livre [RSP02| de Rannou
et Saux-picart ou encore ’excellent cours de Calcul Formel de M. Crétin.

La division multivariée généralise, au cas de Clz] = C|zy, ..., z,], la division euclidienne clas-
sique de C[z]. Pour g € CJz], on désigne par lt(g) son terme dominant (pour 'ordre lexicogra-
phique <). Etant donné un dividende f et une liste de diviseurs [g1, ..., gx], il existe une liste
de quotients [q1, ..., gx] et un reste r, en général non uniques, tels que

(1) f=qq+.. gear+r,
(2) r est réduit relativement a [gy, ..., gi|, i. €. 7 est nul ou aucun des termes de r n’est divisible
par I'un des lt(g1), ..., lt(g,),

(3) Vi el k], lt(gjq;) = U1t(f).

Se pose alors le probléme suivant : considérons un idéal (g1, ..., gx) de C[z] et f € C[z]. Si le reste
obtenu dans la division multivariée de f par [g1,..., gx| est nul, f appartient alors clairement &
I'idéal. En revanche, la réciproque est fausse : la non nullité du reste n’entraine pas la non appar-
tenance de f al'idéal. Les bases de Grobner, qui ont été¢ introduites en 1965 par Buchberger (qui
travaillait sous la direction de Grobner) apportent une solution au probléme, en fournissant un
bon systéme générateur de I’idéal, i. e. un systéme générateur qui soit compatible avec la division
multivariée, au sens ol le reste devient unique et sa nullité équivaut a ’appartenance de f a I'idéal.

Rappelons tout d’abord la définition d’une base de Grobner. Etant donné un idéal non tri-
vial J de Clz], une base de Grébner de J est un sous-ensemble fini G de J\{0} tel que pour
tout f € J\{0}, il existe g € G tel que lt(g) divise lt(f).
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Grace a la propriété de Dickson vérifiée par la relation de divisibilité, on peut montrer que tout
idéal de C|z] admet une base de Grébner. De plus, algorithme de Buchberger permet d’obtenir
une base de Grobner de J & partir de n’importe quel systéme générateur de J. Cet algorithme,
fondamental, généralise a la fois ’algorithme d’Euclide pour les polyndémes univariés, la méthode
d’élimination de Gauss pour les systémes linéaires et le résultant de Sylvester qui permet d’éli-
miner une variable de deux polynémes.

La proposition ci-dessous résout le probléme évoqué plus haut.

Proposition 1.4.2

Soit G une base de Grébner d’un idéal J de C|z]. Alors tout élément de J qui est réduit relative-
ment a G, est nul.

Pour tout f € Clz|, il existe un unique polynome rg(f) € Clz], réduit relativement & G (noté
aussi G—réduit), tel que f = rg(f) mod J.

Démonstration :
Soit r € J, réduit relativement & G. Si r # 0, alors par définition de G, il existe g; € G tel
que lt(g;) divise It(r). Cela est absurde puisque r est G—réduit, donc r = 0.
La division multivariée de f par G s’écrit f = g1g1 + ... grqr + 7 ot 7 est G—réduit, d’ou f =r
mod J. Si v’ est G—réduit avec f =7 mod J, alorss r —7' = (r— f) = (' = f) € Jet r—71'
est G—réduit, donc nul. B

L’unique polynome rg(f) défini ci-dessus est appelé la forme normale de f. On a ainsi
VfeClz], feJerq(f)=0.

Proposition 1.4.3
Un sous-ensemble fini G := {g1,..., g} d’un idéal J de C[z| est une base de Grobner de J si et
k

seulement si pour tout f € J, on a f = Zgjqj avec q; € Clz] et lt(gjq;) = Ut(f).
j=1

Démonstration :
Supposons que G est une base de Grébner de J, et soit f € J. Par division multivariée, on
af=giq1+...98q + 1 avec ¢; € Clz] et It(gjq;) 2 1t(f). Or r = rg(f) est réduit relativement
a G, donc nul d’aprés la Proposition 1.4.2. Réciproquement, supposons que pour tout f, on
af=giqi+... 959 avec q; € Clz] et It(g;q;) =< lt(f). Alors le terme dominant it(f) est I'un
des lt(g;)lt(qj), il est donc divisible par 1'élément [t(g;) correspondant. Cela montre que G est
une base de Grobner de J. B

Notons que de cette propriété découle de maniére évidente le Théoréme de la base finie de Hil-
bert, & savoir que tout idéal de Clz] est de type fini.

Le Théoréme de Macaulay énoncé ci-dessous nous sera utile pour calculer la cohomologie de
Hochschild des surfaces de Klein. Il concerne les termes J—standards, dont nous rappelons la
définition.

Définition 1.4.4
Soit J un idéal non trivial de C[z]. On appelle ensemble des termes J—standards, I’ensemble des
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monomes de Clz] privé de l'ensemble des termes dominants des éléments non nuls de J.

Théoréme 1.4.5 (Macaulay)
L’ensemble des termes J—standards forme une base du C—espace vectoriel quotient Clz| / J.

Démonstration :

e Soit G := [g1, ..., gr] une base de Grobner de J. Montrons tout d’abord que les termes
J—standards sont les monomes réduits relativement & G : en effet, si M est un mondéme avec
M = Iit(f), alors par définition de G, il existe g € G tel que lt(g) divise M, donc M n’est pas
G—réduit. Inversement, si M n’est pas G—réduit, il existe un mondéme N et il existe g € G tels
que M = Nlt(g). Alors Ng € J et M = [t(Ng), donc M n’est pas J—standard.

e Pour tout f € CJz], il existe un unique r¢(f) € C[z], réduit relativement & G, tel que
f=ra(f) mod J. Donc tous les termes de rg(f) sont G—réduits, et d’aprés ce qui précéde, ce
sont des termes J—standards. Ainsi, les termes J—standards engendrent C[z] / J. Soient main-
tenant {Mi,..., M} un ensemble fini de termes J—standards et (A1,..., \g) € C* tels que
Z?:l AjM; =0 mod J. Alors d’aprés le premier point, R := Z?:l AjM; est G—réduit. Comme
R est dans J, il est nul d’aprés la Proposition 1.4.2. Ainsi, pour tout j € [1, k], on a A\; = 0,
donc l'ensemble des termes J—standards est libre dans C[z]/J. B

1.4.2 Invariants sous l'action d’'un groupe fini

La théorie des invariants a joué un role central en algébre et en géométrie au XIX®™€ siécle, puis
elle a été oubliée pour retrouver une place importante dans le paysage mathématique des années
60-70 grace au calcul formel (dans l'article [KR84| de Kung et Rota, elle est méme comparée au
phénix qui renait de ses cendres!). Dans ce paragraphe de rappels sur la théorie des invariants,
nous utilisons essentiellement le livre de Sturmfels [Stu93] (on pourra aussi consulter [Rob02]
et [Fer05]).

Considérons un sous-groupe G d’'un groupe linéaire GL,,C qui agit (& gauche) sur l'espace vec-
toriel C™. On en déduit une action (& droite) sur 'espace des fonctions polynomiales sur C", i. e.
sur l'algebre C[z] = Clz1, ..., 2,]. Cette action est définie pour P € S et g € G par

n n
gP(Z) =P Zgljzj, ceey Zgnjzj
j=1 j=1

Ainsi, on a h- (g - P) = (gh) - P, et dans le cas particulier ot ¢ est un élément de S, on a
g - P(Z) = P(Zo.fl(l), ey ngl(n)).
On note C[z]® I'algébre des polynémes invariants sous I'action du groupe G.

Le prototype des algébres d’invariants est bien stir I’algébre des invariants sous I'action du groupe
symétrique, notée C[z]®". En effet, C[z]®» = C[oy,..., 0,] est une algébre de polynémes et tout
polynéme symeétrique s’écrit de facon unique comme polynéme en les polynomes symétriques
élémentaires 0. La théorie des invariants vise a généraliser ce type de résultat a d’autres groupes.
Un exemple élémentaire d’invariants est le suivant : considérons le sous-groupe G := {Iz, —I5}
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de GL5C. Alors on a
Clz1, 2)% = C(22, 212, 22) ~C[X, Y, Z] | (XZ —Y?).

Un autre intérét de la théorie des invariants réside dans la considération suivante : de nombreux
problémes sont invariants sous certaines transformations géométriques, et, en particulier, les pro-
priétés géométriques sont invariantes sous I’action du groupe de transformations sous-jacent.
C’est le cas des propriétés de géométrie euclidienne, affine, projective..., qui sont respective-
ment invariantes sous l’action du groupe orthogonal, affine, projectif. .. L’identification systéma-
tique entre géométrie et théorie des invariants provient du programme d’Erlangen de Klein (voir
[Kle72]) qui regarde toute géométrie comme 'action d’un groupe.

L’espace C" se décompose en G —orbites Gv pour v € C", et C[z]¢ est I’ensemble des fonctions f
qui sont constantes sur chaque G—orbite. En effet

(VoeC", Vgea, f(gv)=f(v) & (Vg e G, VveC" (fog)(v) = f(v)) & (Vg €G, fog=f).

Ainsi, C[x]% peut étre vu comme 'algébre des fonctions polynomiales sur la variété quotient C* / G
des G—orbites. Si G est fini, C[z]“ est I'algébre de coordonnées de la variété C" / G. En revanche,

si G n’est pas fini, C" /G n’est pas toujours une variété algébrique dont C[z]” est I’algébre de

coordonnées : il peut y avoir deux G—orbites telles que 'une est incluse dans la cloture de 'autre.

Dans la suite, nous ne considérons que des sous-groupes finis de GL,,C.

Proposition 1.4.6
Soit G un sous-groupe fini de GL,C. Alors G a n invariants algébriquement indépendants, i. e.
le degré de transcendance de C[z]% sur C est n.

Démonstration :
Soit le polynoéme

Pt) = [[(zi09 -1 € (CllE).

geG

Alors P;(t) est invariant sous I’action de G sur C[z], donc ses coefficients sont dans C[z]%, de
sorte que P;(t) est dans (C[z]%)[t]. De plus, comme Id € G, z; est racine de P;(t). On en déduit
que C[z]“ et C[z] ont le méme degré de transcendance sur C. B

Un outil fondamental pour I’étude des invariants sous ’action d’un groupe fini est 'opérateur de
Reynolds. C’est I’application linéaire R,, de C[z] vers C[z] définie par

R, (P) := éZg-P.

geG

Cette application est une surjection de C[z] sur C[z]% qui vérifie les propriétés élémentaires de
la proposition suivante :
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Proposition 1.4.7

e R, (P) = P si et seulement si P est G—invariant.

e R,oR,=R,.

e Si P € Clz]% et Q € Clz], alors R, (PQ) = PR,(Q), i. e. R, est un morphisme de
Cl2]% —modules.

Le théoréme suivant montre que ’algébre des invariants sous ’action d’un groupe fini est de type
fini. Sa démonstration est “constructive”.

Théoréme 1.4.8 (Noether, 1916)
L’algebre C[z]® admet un systeme générateur formé d’au plus CSJF‘G' imvariants dont le degré est
inférieur ou égal a |Gl.

Démonstration :
Pour e € N”, on pose Je(z) = R, (2z°), et on note e := |e| = e;+- - - +¢,. On introduit n nouvelles
indéterminées ug, ..., u, et on considére le polynome

Se(z,u) =R, ((u-2)°) = R, (u121 + - + upnzn)?),

ou l'opérateur de Reynolds est étendu en une application C[u]—linéaire de C[z, u] dans lui-méme.
Le polynome S,(z, u) peut étre vu comme un polynéme en u dont les coefficients sont dans C|z].
Le coefficient de u® est alors un multiple non nul de Je(z).

Par ailleurs, |G| Se = 3 cq(ui(z109) +- - +un(2n,09))° est une somme de la forme af +... a7,
ot m := |G|. Or tout polynéme symétrique de C[Xj,..., X,,] peut s’écrire comme polynéme
en les éléments N; := X{ + --- + Xj, pour j € [1, m]. En particulier, S, s’écrit comme un
polynoéme en les éléments S, ..., Sy,. Les coefficients de S, € (C[z])[u] sont alors des polynomes
en les coefficients des polynémes Si,..., S, € (C[z])[u]. Ainsi, tous les invariants J¢ sont des
polynomes en les Je pour |e| < m, ce qui montre que {Je / || < m} est un systéme générateur
de C[z]9. Son cardinal est [{e e N" / [e]| <m}|=Cr, .. B

Si A = @y, Aq est une C—algebre associative commutative graduée?, on appelle série de
Poincaré (ou encore série de Hilbert) de A la série

Pa(t) := _ dim(Ag) t4,
d=0

En particulier, si A est une algébre de polyndémes invariants sous ’action d’un groupe, la série
de Poincaré de C[z]“ est

Po(t) =) dim(C[z)§)t?,
d=0

ol (C[z]g est I'espace des polynoémes invariants de degré d.
Le Théoréme de Molien donne un moyen de calculer la série de Poincaré d’une algébre d’inva-
riants & partir des polyndémes caractéristiques des éléments du groupe.

9. Ap=Cet AnA, C Am+n-
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Théoréme 1.4.9 (Molien, 1897)

1 1
La série de Poincaré de C[z]C est Pg(t) = — _.
A% est Polt) = 57 2 Gaitr, — 1
geG
Démonstration :
e Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur lequel G agit. ’endomorphisme p := |—é‘ > gec Y

est alors un projecteur, i. e. p(p — 1) =0, d’'oa V = Kerp @ Imp, avec Imp = V&, Donc

dim (V) = dim(Imp) = 1a(p) = t1(p) = 75 > (o).
geG

e Pour g € G et d € N, soit g(d) I'automorphisme de C[z]; induit par g. Appliquons la relation
précédente a V = Clz)g :

dim ((C[z]g) = é Z tr(g\@).

geG

Il reste a calculer tr (g(d)). Notons Ag 1,..., Agn les valeurs propres de gV, et Lgi,..., Lgn € Clz];
les vecteurs propres associés. Alors les vecteurs propres de ¢(? sont les polynomes L;lll . Lgfn

avec di + - -- + d,, = d, et les valeurs propres de ¢(® sont les éléments /\Z’l1 . )\gfn. Ainsi, on a

(o) = D AL

di4+-+dp=d
Alors
Po(t) = idim ((C[z]g) t? = ii Ztr <g(d)> td
d=0 d=0 1G] geG
. 1 m m
= Z@ SO A |
d=0 9€G |m|=d

= éz SO g )™ (g )™
g€G \ d=0 |m|=d

[e.e] [e.e]

geG \d1=0 d1=0

1 1 1 1
e S P ——
\ \g;;(l—txgvl)...(1—txg,n) \G\g%(:;det(ln—tg)

Le lemme suivant donne une expression de la série de Poincaré dans le cas simple d’une algébre
de polynémes.

Lemme 1.4.10

Si f1,..., fm sont des éléments de Clz] qui sont algébriquement indépendants et homogénes de
1

(1—td).. . (1—tdm)’

degrés dy, . .., dm, alors la série de Poincaré de C[f1,..., fm] est Pg(t) =
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Démonstration :
Posons R := C[f1,..., fm], et notons Ry 'espace des éléments de R homogenes de degré d. On
a alors

1 > S
Pa(t) = — pdi | fimdm
G (t) (1 —td) .. (1 —tdm) D 2

71=0 Jm=0

= Z |{(]17 ] ]m) € N / jldl + - +]mdm = d}| td — Zdim(Rd)td. |
d=0 d=0

Soit A = @, Aq une C—algebre graduée de dimension de Krull n (i. e. le nombre maximal
d’éléments de A algébriquement indépendants sur C est n).

Soit H(A,) lensemble des éléments de A homogeénes de degré strictement positif. Une suite
[01,..., 0, d’éléments de H(Ay) est un systéme homogéne de parameétres (abrégé en s. h. p.)
si A est un module de type fini sur 'anneau C[fy,..., 6,]. En particulier, les 64,..., 6, sont
algébriquement indépendants.

D’aprés le lemme de normalisation de Noether ', un systéme homogéne de paramétres existe
toujours.

Introduisons maintenant un outil technique qui nous servira implicitement dans les calculs de
cohomologie des surfaces de Klein : une suite [0y, ..., 6,,] de n éléments de A est une suite régu-
liere si, pour tout j € [1, n], 6; n’est pas un diviseur de zéro de A /(61,..., 0;_1).

Si les 64,..., 0, sont algébriquement indépendants (et c’est le cas en particulier si [6y,..., ;]
est un s. h. p.), alors [0, ..., 6,] est une suite réguliére si et seulement si A est un module libre
sur l'algebre C[fy, ..., 0,]. On renvoie a [Stu93| pour la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 1.4.11

Soient A une C—algébre graduée, et [01,...,0,] un systéme homogéne de parametres. Il y a
équivalence entre

e A est un module libre de type fini sur C[0y,..., 0], i. e.

m
A=ncClbs, ..., 0], (1.13)
i=1
e Pour tout systéme homogeéne de paramétres [p1,..., ¢n], A est un module libre de type fini

sur Clor, ..., ¢nl.

Ce théoréme signifie encore que dans une C—algébre graduée, s’il existe un s. h. p. qui est une
suite réguliére, alors tout s. h. p. est une suite réguliére. Nous retrouverons cette situation dans
I’étude des surfaces de Klein : soit f € C[z1, 22, 23] un polynéme quasi-homogéne a singularité
isolée en origine. Alors [0, f, Oaf, O3f] est un s. h. p. De plus, [z1, 22, 23] est un s. h. p. qui est
évidemment une suite réguliére, donc [01 f, O f, O3 f] est une suite réguliére.

10. Si A est une C—algebre de type fini, alors il existe des éléments x1, ..., x, € A, algébriquement indépendants
sur C, tels que A soit entier sur Clz1,. .., zn].
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Dans le cas ot les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, on dit que 'algébre A est une
algebre de Cohen-Macaulay, et la décomposition (1.13) est alors appelée décomposition d’Hironaka
(cette décomposition n’est pas unique). Les éléments 7y, ..., 1, vérifient (1.13) si et seulement
s’ils forment une base de I’algeébre quotient R/(61, ..., 0,).

Il s’ensuit le corollaire :

Corollaire 1.4.12
La série de Poincaré de R est

i deg(ni)

Pg(t) = ="

- _de(o-).
j];[l(l ¢des J)

Théoréme 1.4.13 (Hochster-Eagen)
Si G est un sous-groupe fini de GL,C, alors C[z]% est une algébre de Cohen-Macaulay.

Démonstration :
Considérons Pi(z) = [[,cq
sur z, donc ses coefficients sont dans C[z]®, de sorte que P;(x) appartient a (C[z]%)[x]. De plus,
comme Id € G, z; est racine de P;(z). Cela montre que C[z] est un module de type fini sur C[z].
Soit U = Ker R, c’est aussi un module de type fini sur C[z]“. On a donc une somme directe
de C[z]“ —modules : C[z] = C[z]® ® U. D’aprés le lemme de normalisation de Noether, il existe

(zi0g —x) € (Clz])[z]. Alors P;(z) est invariant sous l’action de G

un s. h. p. [61,..., 6,] de C[z]%. Comme C[z] est de type fini sur C[z]%, lui-méme de type fini
sur C[by, ..., 0,], C[z] est de type fini sur C[fy,..., 0,], 1. e. C[01,..., 6,] est un s. h. p. de C[z].
Or [z1,..., z,] est un s. h. p. de CJz] tel que CJ[z] est libre sur C|zy,..., z,], donc d’aprés le

Théoréme 1.4.11, C[z] est un module libre de type fini sur C[6y,..., 6,].
De la décomposition C[z] = C[z]® ® U, on déduit la décomposition en somme directe d’espaces
vectoriels de dimension finie :

Clz] /(01,..., 0n) — (C[Z]G/<917-~7 O.)dU /(01U + -+ 6,U)
Y000 = Ru(f)+ S0y Ru(hj)0; + (f — Ru(f)) + S0y (hj — Ru(hy))0;.

On prend une base (77, . .., 75) de C[z] / (61, ..., 0,) formée d’éléments homogenes et adaptée a la
précédente décomposition, i. e. (77, ..., z) est une base de C[z]% / (01, ..., 0,) et (Tax1,---, 75)
est une base de U /(01U + --- + 6, U). En relevant les 7,..., 7z en des éléments ny,..., 1,
de C[z]9, et les Tz11, - . ., 75 en des éléments 1,41, ..., ns de U, on a, d’aprés le Théoréme 1.4.11,
Clz] = @;_, niClb1,. .., On). D'ou C[z]® = @7, n:C[b1,. .., O] Ainsi, C[z]” est une algébre de
Cohen-Macaulay. B

Ainsi, tout polynome invariant s’écrit de facon unique sous la forme

t

anpl(elv SRR en)v

i=1

ou les p; sont des polynémes, de sorte que {61,..., 0,, m,..., Ny} est un systéme fondamental
d’invariants. Les 6; (resp. 1);) sont appelés invariants primaires (resp. secondaires) et on note d;
(resp. e;) leur degré.
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Proposition 1.4.14
o Le nombre d’invariants secondaires est m =

e Ona Po(t) [T, (1—t4) =" te.

di...dp
[/

Démonstration :
On écrit I’égalité entre les formules du Corollaire 1.4.12 et du Théoréme 1.4.9 :

. € - dn 1 1
;t /E(l_tj)_@géM‘

Le second point de la proposition est démontré. En multipliant par (1 — )™, on a la relation

T - 1 (1—t)"
tei Lht+2 4+t =y —
; / 31;[1( ) |G| p det(I, — tg)

Quand ¢ tend vers 1, alors m / H;‘Zl d; = ﬁ et la proposition est démontrée. B

Un élément g € GL,,C différent de 'identité est appelé pseudo-réflexion si ’ensemble de ses points
fixes est un hyperplan. Un tel élément est alors diagonalisable et toutes ses valeurs propres valent
1 sauf une qui est une racine de I'unité.

Le théoréme suivant montre que les algébres d’invariants les plus “simples” sont obtenues quand
le groupe fini G est engendré par des pseudo-réflexions.

Théoréme 1.4.15 (Shephard-Todd-Chevalley, 1954)
Soit G un sous-groupe fini de GL,C. Alors C[z]% est engendré par n invariants homogénes al-
gébriquement indépendants si et seulement si G est engendré par des pseudo-réflexions.

Corollaire 1.4.16

Soit G un sous-groupe fini de GL,C, engendré par n invariants homogénes algébriquement in-
dépendants 61, ..., 0,. Soient d; := deg(6;) et r le nombre de réflexions contenues dans G. Alors
onalGl=dy...dy etr=di+---+d, —n.



CHAPITRE 2

Homologie et cohomologie de Hochschild
des surfaces de Klein

ans le cadre de la quantification par déformation, une premiére étape dans I’étude des star-
D produits est le calcul de la cohomologie de Hochschild. Le but de ce chapitre est précisément
de déterminer I’homologie et la cohomologie de Hochschild dans deux cas de variétés algébriques :
le cas des courbes singuliéres du plan, o, par une méthode différente, nous retrouvons puis préci-
sons un résultat prouvé par Fronsdal ; et le cas des surfaces de Klein. L’utilisation d’un complexe
suggéré par Kontsevich et 'aide des bases de Grobner permettent de résoudre le probléme. La
citation suivante est un clin d’oeil aux célébres “ancétres” des surfaces de Klein!

a premiére chose & expliquer ensuite, c’est la forme que chacun des corps a regue et la
L combinaison de nombres dont elle est issue. Je commencerai par la premiére espéce, qui
est composée des éléments les plus petits. Elle a pour élément le triangle dont I’hypoténuse
est deux fois plus longue que le plus petit coté. Si 'on accouple une paire de ces triangles
par la diagonale et qu’on fasse trois fois cette opération, de maniére que les diagonales et les
petits cotés coincident en un méme point comme centre, ces triangles, qui sont au nombre de
six, donnent naissance & un seul triangle, qui est équilatéral. Quatre de ces triangles équila-
téraux réunis selon trois angles plans forment un seul angle solide, qui vient immédiatement
apreés le plus obtus des angles plans. Si ’on compose quatre angles solides, on a la premiére
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forme de solide, qui a la propriété de diviser la sphére dans laquelle il est inscrit en parties
égales et semblables. La seconde espéce est composée des mémes triangles. Quand ils ont été
combinés pour former huit triangles équilatéraux, ils composent un angle solide unique, fait
de quatre angles plans. Quand on a construit six de ces angles solides, le deuxiéme corps se
trouve achevé. Le troisiéme est formé de la combinaison de deux fois soixante triangles élé-
mentaires, c’est-a-dire de douze angles solides, dont chacun est enclos par cinq triangles plans
équilatéraux, et il y a vingt faces qui sont des triangles équilatéraux. Aprés avoir engendré
ces solides, 'un des triangles élémentaires a été déchargé de sa fonction, et c’est le triangle
isocéle qui a engendré la nature du quatriéme corps. Groupés par quatre, avec leurs angles
droits se rencontrant au centre, ces isocéles ont formé un quadrangle unique équilatéral. Six
de ces quadrangles, en s’accolant, ont donné naissance a huit angles solides, composés chacun
de trois angles plans droits, et la figure obtenue par cet assemblage est le cube, qui a pour
faces six tétragones de codtés égaux. Il restait encore une cinquiéme combinaison. Dieu s’en
est servi pour achever le dessin de 'univers. [...] Donnons a la terre la forme cubique. | .. ]
Le solide qui a pris la forme de la pyramide est I’élément et le germe du feu, celui que nous
avons construit en second lieu est ’élément de I’air, et le troisiéme, celui de 1’eau.

Platon, Timée.

/ \
< / ‘
] )

| \ \

FEg E5 Eg

FIGURE 2.1 — Surfaces de Klein et solides de Platon.
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2.1 Introduction

ans ce chapitre, nous nous intéressons a I’homologie et & la cohomologie de Hochschild d’une
D variété algébrique singuliére M, définie par

M ={z€C" / f(z) =0},

avec n = 2 ou 3, ou f appartient a C[z]. Nous considérons 'algebre F (M) des fonctions poly-
nomiales sur M, i. e. algébre quotient C[z] / (f). La variété M étant singuliére, le Théoréme
de Hochschild-Kostant-Rosenberg ne s’applique pas, comme on ’a vu dans le Chapitre 1. Nous
allons calculer la cohomologie de Hochschild de ’algébre C[z] / (f), ce qui constitue une premiére
étape dans la classification des déformations formelles de F(M).

2.1.1 Cohomologies et quotients d’algebres de polynémes

Nous considérons maintenant l’algébre R := C[z1, ..., z,] = C[z] des polynémes en n indétermi-
nées a coefficients complexes. Nous fixons aussi m éléments f1, ..., fm, de R, et nous définissons
lalgébre quotient A:=R / (f1, ..., fm)=Clz1, ..., zn] / {f1, --+y fm)-

Plusieurs articles récents concernant la (co)homologie de Hochschild ou la (co)homologie de Pois-
son ont été consacrés a I’étude de cas particuliers :

C. Roger et P. Vanhaecke ont calculé dans [RV02] la cohomologie de Poisson du plan affine C2,
muni du crochet de Poisson f; 0., A 0,,, ot f1 est un polynéme homogéne. Ils 'expriment en
termes du nombre de composantes irréductibles du lieu singulier {z € C? / f1(z) = 0} (dans ce
cas, on a une structure symplectique en dehors du lieu singulier), ’algébre des fonctions réguliéres
sur cette courbe étant 1'algébre quotient C[z1, zo] / (f).

Le calcul de la cohomologie de Poisson du plan affine a également été effectué au niveau des jets
par Ph. Monnier dans [Mon02].

M. Van den Bergh, B. Fresse et A. Pichereau se sont intéressés dans [VAB94|, [Fre02], [Pic05] et
[Pic06] au cas o n = 3 et m = 1, et ol f; est un polynéme quasi-homogéne a singularité isolée
en lorigine (voir la Définition 1.4.1). Ils calculent ’homologie et la cohomologie de Poisson, qui
peuvent étre exprimées en particulier en termes du nombre de Milnor de la singularité.

Toujours dans le cas ot n =3 et m =1, J. Alev et T. Lambre ont comparé dans I'article [ALIS|
I’homologie de Poisson en degré 0 des surfaces de Klein avec I’homologie de Hochschild en degré 0
de A1(C)%, ot A;(C) est l'algebre de Weyl et G le groupe associé & la surface de Klein. Nous
donnons plus de détails sur ces surfaces dans le Paragraphe 2.4.1.

Dans [AFLS00], Jacques Alev, Marco A. Farinati, Thierry Lambre et Andrea L. Solotar éta-
blissent un résultat fondamental : ils calculent tous les espaces d’homologie et de cohomolo-
gie de Hochschild de A,(C)%, ou A, (C) est I'algébre de Weyl, pour tout sous-groupe fini G
de Sp,,,C. C’est une question classique et intéressante de comparer I’homologie et la cohomo-
logie de Hochschild de A,(C)% avec I'homologie et la cohomologie de Poisson de 'anneau des
invariants C[x, y]®, qui est une algébre quotient de la forme C[z] / (f1,..., fm).
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C. Fronsdal étudie dans [FK07| 'homologie et la cohomologie de Hochschild dans deux cas par-
ticuliers : lecasoun =1et m =1, et le cas oi n = 2 et m = 1. L’appendice de cet article donne
en outre un autre moyen de calculer la cohomologie de Hochschild dans le cas plus général des
intersections complétes (voir aussi [KonO1]).

Dans ce chapitre, nous nous proposons de calculer 'homologie et la cohomologie de Hochschild
dans deux cas particuliérement importants.

e Le cas des courbes singuliéres du plan, avec des polynomes f; qui sont des polyndmes quasi-
homogénes & singularité de modalité ! nulle : ces polynémes correspondent aux formes normales
des fonctions quasi-homogénes de deux variables et de modalité nulle, données dans la clas-
sification des fonctions quasi-homogénes de [AVGZ86] (ce cas a déja retenu 'attention de C.
Fronsdal).

e Le cas des surfaces de Klein X qui sont les quotients C? /T, ot I' est un sous-groupe fini
de SLoC (ce cas correspond & n = 3 et m = 1). Ces derniéres ont fait 'objet de nombreux
travaux ; leurs liens avec les sous-groupes finis de SLoC, avec les polyédres de Platon, et avec
la correspondance de McKay expliquent leur intérét. De plus, les algébres préprojectives, aux-
quelles Particle [CBHO8]| est consacré, constituent une famille de déformations des surfaces de
Klein, paramétrée par le groupe qui leur est associé : ce fait justifie une fois encore le calcul de
leur cohomologie.

Le résultat principal de ce chapitre est donné par les deux propositions suivantes :

Proposition 2.1.1

Soit une courbe singuliére du plan, définie par un polynéome f € Clz], de type A, Dy ou Ej.
Pour j € N, soit HH’ (resp. HH;) l’espace de cohomologie (resp. homologie) de Hochschild en
degré j de A := Clz] / {f), et soit V f le gradient de f. Alors HH* ~ HHy~ A, HH' ~ A @& C*
et HHy ~ A2/ (AVf), et pour tout j > 2, HH/ ~ HH; ~ C*.

Proposition 2.1.2

Soient T un sous-groupe fini de SLoC et f € Clz] tels que Clz, y]' ~ Clz]/(f). Pour j € N,
soit HHY (resp. HH;) l’espace de cohomologie (resp. homologie) de Hochschild en degré j de
A:=Clz]/(f), et soit Vf le gradient de f. Alors HH* ~ HHy~ A, HH' ~ (Vf A A%) @ C*
et HH ~ Vf NA3, HH?> ~ A @ CH et HHy ~ A3/ (Vf A A3), et pour tout j > 3,
HHI ~ HH; ~CH, ot i est le nombre de Milnor de Xp.

Pour les calculs explicites, nous utilisons et développons une méthode suggérée par M. Kontse-
vich dans 'appendice de [FKO07].

Dans un premier temps, nous étudions le cas des courbes algébriques singuliéres du plan dans le
Paragraphe 2.3 : nous utilisons la méthode de Kontsevich pour retrouver le résultat que C. Frons-
dal a prouvé par des calculs directs. Nous le précisons en déterminant la dimension des espaces
de cohomologie et d’homologie au moyen de la division multivariée et des bases de Grobner.
Puis, dans le Paragraphe 2.4, nous considérons le cas des surfaces de Klein Ar. Pour j € N, en

1. La définition de la modalité est donnée dans [AVGZS86].
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notant HH’ 'espace de cohomologie de Hochschild en degré j de A, nous prouvons que HHP
s’identifie a 'espace des fonctions polynomiales sur la surface singuliére Xr. Nous montrons en-
suite que HH' et HH? sont de dimension infinie. Nous déterminons aussi, pour j supérieur
ou égal & 3, la dimension de HH7, en montrant qu’elle est égale au nombre de Milnor de la
surface Ar. Enfin, nous calculons les espaces d’homologie de Hochschild.

2.2 Présentation du complexe de Koszul

Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats sur le complexe de Koszul que nous utiliserons
dans la suite (voir 'appendice de [FKOT7]).

2.2.1 Théoréeme de Kontsevich et notations

e Comme nous 'avons indiqué ci-dessus, nous considérons R = Clz] et (f1, ..., fm) € R™,
et nous désignons par A le quotient R / (f1, ..., fm). Nous supposons qu'il y a intersection
compléte, i. e. la dimension de I’ensemble des solutions du systéme {f1(z) = --- = fiu(z) = 0}
est n —m.

e Nous considérons 'algébre différentielle graduée

~ Clz1, ..., zn
T=Am,...,n; bl,...,bm]:H[m,...,nn; b1, .., bml,

ou n; 1= % est une variable impaire (i. e. les 7; anticommutent), et b; une variable paire (i. e.
les b; commutent).
L’algébre T est munie de la différentielle

df—zza—zjbza—m

j=1 i=1

et de la graduation de Hodge, définie par deg(z;) =0, deg(n;) =1, deg(b;) = 2.

Pour calculer la cohomologie de Hochschild de A, nous nous appuyons principalement sur le
théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Kontsevich)
Sous les hypotheses précédentes, la cohomologie de Hochschild de A est isomorphe a la cohomo-
logie du compleve (T, dz) associé a l'algebre différenticelle graduce T .

Remarque 2.2.2 Le Théoréme 2.2.1 peut étre vu comme une généralisation du Théoréme de
Hochschild-Kostant-Rosenberg au cas de variétés non lisses.
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e Il n’y a aucun élément de degré strictement négatif. Ainsi le complexe est le suivant :

= atd d? a? d®
T

~ 0 ~ ~ ~ ~

(1) T(2) ——=T(3) T(4)

Pour tout degré p, nous choisissons une base B, de f(p) En particulier, pour p € [0, 3], on
prend :

T(1)=Am @ - ® Ay,
7(2) :Abl@---eaAbm@EBAnmj

1<J

@ Abinj & €D Anming.

1<j<k

Dans la suite, nous expliciterons les matrices Matg, 5,., (dgi?)).

Soient H? := A, H' := Ker dg) et pour j > 2, HP := Kerdgf) /Im dgf_l).
(A) ~ HP|.

e Le Théoréme 2.2.3 suivant est ’analogue, pour ’homologie de Hochschild, du Théoréme 2.2.1 :
on considére le complexe

&:vZ:A[El,...,ﬁn; A1y .oy Qs

ol §; est une variable impaire et a; une variable paire. Q est muni de la différentielle

O
dg = Zzazz 8aj

=1 j=1

et de la graduation de Hodge, définie par deg(z;) =0, deg(&;) = —1, deg(a;) = —2.

Théoréme 2.2.3 (Kontsevich)
Sous les hypotheses précédentes, ’homologie de Hochschild de A est isomorphe a la cohomologie
du compleve (2, dg) suivant

dc® at® dc® dc? d?

o2 Q(—4) LI Q(-3) LI Q(-2) e Q(-1) S &72(0)
Pour tout degré p, nous choisirons une base V,, de &:vl(p) et nous utiliserons les matrices expli-
cites Matvmypﬂ(dg)).
Soient L := A /Im dgl), et pour p > 1, L7P := Ker dgp) /Im dgp_l).
D’aprés le Théoréme 2.2.3, on a, pour p € N, | HH,(A) >~ L7P|.
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e Pour tout idéal J de C[z], on désigne par J4 I'image de J par la projection canonique

Clz]| = A=Clz]/{(f1,---, fm)-

De méme, si (g1,. .., gr) € A" on désigne par (g1,. .., gr)4 l'idéal de A engendré par (g1,..., gr).
De plus, si g € CJz], et si J est un idéal de C[z], on pose

Anny(g) :={h €Clz] / h¢g =0 mod J}.
En particulier, g ne divise pas 0 dans C[z]/J si et seulement si Ann;(g) = J.

e Désormais, nous considérons le cas m = 1 et nous posons f := fi. De plus, nous utilisons la no-
tation d; pour la dérivée partielle par rapport a z;, et Vg pour le gradient d’un polynome g € Clz].

2.2.2 Cas particulieroutn=1etm=1
e Dans le casouin =1 et m =1, d’aprés ce qui précéde, on a pour p € N,

T(2p) = AW, T(2p+1) = APy, Q(—2p) = Ad?, Q(—2p—1) = Adb¢,.
On en déduit HO =L = A, H' = {gn1 / g€ Aet g0, f = 0},
et pour p € N*, H?P = W{%, et H#H = {gblm / g€ Aet gO1f = 0}.
De la méme fagon, pour p € N*, L= = {ga} / g€ A et go1f =0},

—op—1 _ Aajéy
et pour pe N, L {g(01f)al&, [ geA}”

e Si maintenant f = 2¥, alors

HY=1%=A=C[zn]/ (sf) ~CF

1 _ E=1 _ oy~ k-1 7-1_ A& ~ (k-1
* H2 ~ [~20-1 ~ Aby ~ (k-1
et pour p € N*, H*P ~ L _{g(szfl)bff/geA}_(C )
et pour p € N*, H#+1 o =2 ~ (g, / g€ Aet kgzt™! =0} ~ CF1.
Voir [Lod98| pour un calcul semblable.

2.3 Casn =2, m = 1. — Courbes singuliéres du plan

2.3.1 Courbes singulieres du plan

Dans ce paragraphe, nous rappelons un résultat sur les fonctions quasi-homogénes, donné dans
[AVGZS86] p. 181.

Théoréme 2.3.1 (Classification des fonctions quasi-homogénes— [AVGZ86]) Les fonctions quasi-
homogénes de deux variables et de modalité nulle se réduisent, & équivalence pres, a la liste
sutvante de formes normales :
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Type Ay Dy, Es Er Ey

k—1
+ 23 | 2820 + 25

Forme normale k+1

B4z | B+ 8+ 25

Les singularités de types Ay, Dy, Fg, E7, Eg sont appelées singularités simples.
Dans les deux paragraphes suivants, nous étudions la cohomologie de Hochschild de C[z] / (f),
ou f est I'une des formes normales du tableau ci-dessus.

2.3.2 Description des espaces de cohomologie

A T'aide du Théoréme 2.2.1 nous calculons la cohomologie de Hochschild de A := Clz, 22] / (f),
ou f € C|z1, 29]. Nous commencons par expliciter les cochaines et les différentielles, en utilisant
les notations du Paragraphe 2.2.1.

e Les différents espaces du complexe sont donnés par

Cf (0) = f(5) Abim @ Abing
T(1) = Anp @ An T(6) = Ab3 ® AbInine
T(2) = Ab1 ® Amnz | T(7) = by @ Abdy
2(3) = Ab1771 D Ab17’}2 1:(8) Ab4 D Ab1771772
T(4) = Ab? @ Abymne | T(9) = Abin @ Abins,

i. e., pour tout p € N*, | T(2p) = AV & Ab]f_lnmg

et pour tout p € N, T(2p +1) = Abm & Ablns | .

Comme dans [FK07], on note 8 la dérivée partielle par rapport a la variable 7y, pour k € {1, 2}.
Ainsi, pour {k, [} = {1 2}, on a 577 (mAm)=1Am=—-mq A1,

d’on dg) (mem) = 8zk L bim + 82 Loui.

Les matrices de dz sont donc données par

@) [0 Oof
Matp,, By, (d5) = ( 0 —31f>

2p+1) 0 1o,
Mat32p+1732p+2 d( vy )= < E)f (2)f ) '

e On en déduit une expression plus simple pour les espaces de cohomologie :
H = A,

H' = {gim +gm / (g1, 92) € A% et g1 O1f + g2 0af = 0}

{g=<§;>€A2/g-Vf=0},

1
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et pour p € N*,

{g=< L) ea? / ga01f=g2024=0
2 — {918 +g2b% 'mimz / (g1,92)€A? et g2 O f=g2 82/=0} _ 92

- {(9101f+920:0)b7 /] (91,92)€A%} - { ( g-Vf ) }

/ g€A?
0
s ©la€ A/ gof =gosf =0},
{g:( 9L \eazy g-Vf:O}

20+l — {91601 +9207n2 / (g1,92)€A? et g1d1f+g2 Daf=0} 92

- {9202 fb{m —01 fbn2) / g2€A} - Oof

92 / g2€A
—of

Remarque 2.3.2

Nous retrouvons un résultat de [FKO07] (ici, nous utilisons les notations de [FKO07]) : d’apres le
Théoreme 3.8 de [FK07], on a Hochay, = Hochay,, & Hochop py1 et Hochopy1 = Hochop i1 pii,
d’ow Hochop =0 sik & {p, p+ 1}, et Hochgpi1 =0 stk #p+ 1.

En utilisant le Paragraphe 4.1 de [FK07], on en déduit que H** = 0 si k ¢ {p, p + 1}, et
H?PLE =0 sik#p+ 1.

D’ou H? = H?PP @ H?PP+L ot 2r+l — F2p+1p+1 Ce sont les espaces de cohomologie que nous
venons d’obtenir.

Il reste & déterminer ces espaces de facon plus explicite. C’est le but des deux paragraphes sui-
vants.

2.3.3 Calculs explicites dans le cas particulier ot f a des variables séparées

Dans ce paragraphe, on considére le polynome f = alz{“ + (LgZé, avec k > 2, |l > 2, et

(al, CLQ) S ((C*)2
Les dérivées partielles de f sont 0 f = k‘alzf Lot Oof = lagzé_l.

e Nous avons déja

HY = Clz1, z0)/{a125 + ag2b) | .

1 1
e En outre, comme f est quasi-homogéne, la Formule d’Euler donne Ezlal f+ ngag f=f. Ainsi
nous avons l'inclusion (f) C (01 f, d2f), d’ou
A -~ (C[Zl, 2’2]
(O1f, Oaf)a — (Oif, Oaf)

:Vect<zizg/z'e[[0,k—2]], je[[o,l—2]]).

Mais 01 f et f sont premiers entre eux, de méme que Oz f et f, d’out si g € A vérifie go1f =0
mod (f), alors g € (f), i. e. g est nul dans A.
Ainsi,

H? ~ Vect (z{z% Ji€[0,k—2], je€[0,1— 2]]> ~ CkR-10-1) |
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e Nous déterminons maintenant ’ensemble {g = < gl > € A2 /g-Vf= 0}.
2

On a (f, D1 f) = (a12F + agzb, 2F71) = (24, 2F~1). Ainsi les seuls monomes qui ne sont pas dans
cet idéal sont les éléments 2423 avec i € [0, k — 2] et 5 € [0, 1 — 1].
Tout polynéme P € C[z] peut s’écrire sous la forme

P=oaf+pof+ Y ayziz,
i=0. k—2
j=0.1-1

avec a, 3 € Clz] et a;; € C.
Donc les polyndémes P € C[z] tels que Pdaf € (f, 01 f) sont les éléments

P=af+p0f+ Z aijzizg.

i=0...k—2
j=1..1-1
Ainsi on a calculé Ann s g, 7 (02f).
Soit g = < gl > € A? satisfaisant I'équation
2
g-Vf=0 mod (f). (2.1)
On a alors
920:f =0 mod (f, 91 f), (2:2)
i. e. go € Anny g, 1) (02f), i. e. & nouveau
g =af +BOf + Z aijzizg, avec (a, ) € (C[z]z. (2.3)
i=0...k—2
i=1..—1
Il s’ensuit que
GOUf + afdof + BOLfOf + Y ayzizdaf € (f). (2:4)
S
De l'égalité zo00of = 1f — ézlalf, on déduit que :
l 1 i
of | g+ p0f -+ > aiAtETH | e (f). (2.5)
i=0..k—2
j=1..1-1

: ! i+1_j—1
i.e. g1 =—B0of + 3 Z aijzlﬂzé +4f, avec 0 € Clz].

1=0...k—2
G=1.1-1
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Nous vérifions que les éléments g; et go ainsi obtenus sont effectivement solutions de I’Equa-
tion (2.1).
Enfin, on a

{gGAQ/g-Vf:O}: —ﬂ(?(f)lff)—i— Z aijzizg1<ézl)/ﬂ€Aetaij€(C

i=0...k—2
j=1...1—-1

Nous en déduisons immédiatement les espaces de cohomologie de degré impair :

Vp>1, 2l ~ k-1-1)
I‘I1 ~ (c(k—l)(l—l) D (C[Zl, 2’2]/<CL12{f + a22’5> ’

Z

ou la somme directe résulte de 'argument suivant : si I'on a

b i L
—ﬁ< —gff ) :,-zoz; ZCLijZlZ% ! < ’fzzl ) mod (f),
G=1.1-1

alors I
v:=—0lag Zé_l - Z k Qj5 Zﬁl'z%_l € (f).

Et par division euclidienne dans (C[zg]) [21], nous pouvons écrire 5 = fq+ r, ou le degré en z;
de r est inférieur ou égal a k — 1. Ainsi le degré en z; de v est aussi inférieur ou égal a k — 1,
donc v € (f) entraine § =0 et a;; = 0.

Remarque 2.3.3

Nous obtenons en particulier la cohomologie dans les cas ot f = z]fH +22 (keN*) f=23+2
et f = 23 +23. Ces cas correspondent respectivement auz fonctions quasi-homogénes de types Ay,
FEg et Eg données dans le Théoréeme 2.5.1.

Le tableau suivant résume les résultats de ces trois cas particuliers :

Type || H° H! HP, p>2
Ay | Clz] / (A1 +23) | Cla] / (47 +23) @ CF | CF
Es || Clz] / (f +23) |Clz]/ (s} +2)0C® |C°
By ||Clzg] /(8 +23) |Clz] /(s +25)0C® |C°

Les cas ou f = Z%ZQ + 25_1 et f= zi’ + 21 zg’, i. e. respectivement Dy, et Fr, sont étudiés dans le

paragraphe suivant.
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2.3.4 Calculs explicites pour D, et E;

Pour étudier ces cas particuliers, nous utilisons des résultats sur les bases de Grobner précé-
demment rappelés dans le Paragraphe 1.4.1 du Chapitre 1, et en particulier le Théoréme 1.4.5

(Théoréme de Macaulay).

Casde f= 27z + 2571 i.e. Dy

Iciona f =272 4 2671 91 f = 22129 et Oof = 23 4 (k — 1)2572

Une base de Grébner de idéal (f, dxf) est B := [by, bo] = [22 + (k — 1)2572, 2571,
Ainsi I'ensemble des termes standards est {ziz) /i € {0, 1} et j € [0, k — 2]}.
Nous pouvons maintenant résoudre ’équation p 9y f = 0 dans C[z] / (f, dof).

En effet, en écrivant p := a;; 2t 22, Véquation devient
) p 1~1%2 q
i=0,1
j=0...k—2
o i+l j+1
q:= E aijzy zy € (f, O2f).
i=0,1
§j=0...k—2

Nous cherchons la forme normale de I’élément ¢ modulo U'idéal (f, 02 f). _
La division multivariée de q par B est ¢ = q1b1 + qobs + r avec r = Z?;S’ aOlez%H.

Donc la solution dans C[z] / (f, O2f) est

k—2
_ k—2 J
D = Qg k—2%9 +E Q1,j212y-
7=0

Or I'équation

g - Vf=0 mod (f)

entraine
glalf =0 mod <f7 82f>7
k—2
iLe.gi=af +8hf+ az§_2 + ijzlz%, avec(a, ) € C[z)? et a, b; € C.
j=0
D’ou
k—2 '
9202 f + BOL Dof + a5 200 f + > bimzdif € (f).
j=0

et avec les égalités

47! = 55 (f = 20af) = g z0af mod (f),

et %Zlalf + 2909 f = (k — 1) f (Euler),

on obtient

O2f | g2+ BOLSf —

2a ) 2 j+1
2—]{:Z1Z2+Z_;b]2—k‘z2 e (f),

(2.10)
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k—2
2 2 ;
i.e.go=—0601f+ _akzl,zQ — E b; z%“ +0f, avec 0 € Clz].
Jj=0

2 2—k
Ainsi
k—2
2 _al 0o f 2572 L <1 peA
{gEA /g~Vf—O}—{ﬂ<_alf>+a<%2122 —|—j§0bjz2 _ﬁ@ a,bjeC [~

D’autre part, une base de Grobner de (0 f, O2f) est [Z% + (k — 1)2’5_27 2122, 25_1]7
donc (C[z] / (alf, 82f> ~ Vect <z1, 1, 29 ..., zlg—?).

Soit, en résumant (et en utilisant, pour la somme directe, le méme argument que dans le Para-
graphe 2.3.3) on a :

HY =Clz] / (2329 + z§_1>

H' ~Clz] | (232 + A1) @ CF
H? ~ CFk

H2+ ~ Ck

Casde f =2} + 2243, i. e. E;

Icion a 01 f = 327 + 25 et of = 32123.

Une base de Grébner de lidéal (f, 01f) est [327 + 23, 2123, 28], et une base de Grébner de
(O1f, Oaf) est [322 + 23, 2123, 23].

Par une démonstration analogue nous avons :

HY =Clz] / (2} + z123)
H'~Clz] / (z} + n23) & C”
H?* ~ C7

H»P+ ~ 7

2.3.5 Homologie

e [’étude est la méme que pour la cohomologie de Hochschild : en effet, I’'obtention de ’homolo-
gie de Hochschild est équivalente au calcul de la cohomologie du complexe (§~2, dﬁ) décrit dans
le Paragraphe 2.2.1.

On a Q(0) = A, Q(—2p) = Ad® @ Ad?™'¢1& pour p € N*, et Q(—2p — 1) = Ad¥é; @ AdPé,
pour p € N. Cela définit les bases V,. La différentielle est dg = (£101f + fgagf)a%l.

Ainsi, pour p € N*, on obtient les matrices

(—2p)\ _ ( POLf O (—2p—-1)\ 0 0
Maty_y,v 5,0, (45 >_<p<92f 0)’ et Maty., v, (5 )_<—p82f porf )

e Les espaces de cohomologie s’écrivent :
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LY = A,
-1 _ A2
L™ = vr /ey -
Pour p € N*,
{( 91 )eA2 / pglalf=pglazf=0}
L_2p ~ g2

0 g1 9
{( —(p+1)g102f + (p+ 1)g201 f > / ( 92 >€A }
~ {gGA/galf:g%f:O}@ﬁ,

Pour p € N*
g1
92 . {8€A? / det(Vf,g)=0}

- (p+1)g101f g1 AN VT ] geA}
{< (p+1)g102f ) / (92 >€A }

e A partir de maintenant, on suppose que f a des variables séparées, ou que f est du type Dy

ou F7. Alorsona {g € A/ gohf =g f =0} = {0}, et d’aprés la Formule d’Euler, pour p € N,
2 _A . C[7
L% =~ a = gy

Pour le calcul de {g € A% / det(Vf, g) = 0} et WQQGA}, nous procédons avec les bases de

€A? / —pg102 f+pg261 f=0}
L—2p— 1

Grobner comme dans le Paragraphe 2.3.4. Par exemple, traitons le cas de f = 2522 + 215_1 (Dp).

> Soit g € A? tel que det(Vf, g) = 0. Alors g201f = 0 mod (f, dof), i. e., d’aprés le Para-
graphe 2.3.4,

k—2
9o :af+532f+az§_2+2bjzlz%, (2.11)
3=0

avec (a, B) € C[z)? et a, b; € C. D’out

k—2

—g102f + afOLf + BO2fOLS + azb 200 f + ijzlzéalf €(f) (2.12)

J=0

Avec les égalités

zg_l = ﬁ(f — 2202 f) = —ﬁz2a2f mod (f),

et B522101 f + 2002 f = (k — 1) f (Euler),
nous obtenons
2a

Qf | —91+BOLf — 2+ Y b i 27| ), (2.13)

2

2 2 ;
_a 2129 + ij At 4 6f, avec § € Clz).

i.e g1 =pB01f— 52

2
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Ainsi

2 k2 o
{geAz/ det(Vf, g)zO}:{ﬁVf—i-a( —?_22122 )—l—ijz%( 2_;1 ) g,ebjAe(C }
>Ona{gVf/ge A} Cc{gec A?/ det(Vf, g) =0}, d’oi
dim (A% /{gVf / g € A}) > dim (A% /{g € A* / det(V [, g) =0}).

Puisque A% /{g € A% / det(Vf, g) = 0} ~ {det(Vf, g) / g € A%}, et que I'application

g€ A det (W, < g >> € {det(Vf, g) / g € A%}

est injective, nous en déduisons que | A% / {gVf / g € A} est de dimension finie | .

e Dans le tableau suivant, nous rassemblons les résultats sur I’homologie de Hochschild des cas
étudiés.

Type | HHy = A HH, HHy, p>?2
Ay || Clz]/ (M 4-23) | A2 AV | CF
Dy || Clz]/ (2320 + 257 1) | A2 AV | CF
Es || Clz]/(z} +23) A%/ AVf | CO
E; Clz] / (23 + 2123) A% AVF | CT
(2] /

Fs Clz] / (23 + 23) A% JAVf | C8

24 Casn =3, m = 1. — Surfaces de Klein

2.4.1 Surfaces de Klein

Etant donné un groupe fini G agissant sur C™, on lui associe, selon le programme d’Erlangen de
Klein (voir [Kle72]), I'espace quotient C"/G, i. e. 'espace dont les points sont les orbites sous
I’action de G ; c’est une variété algébrique, et les fonctions polynomiales sur cette variété sont
les fonctions polynomiales sur C™ qui sont G—invariantes.

La théorie des invariants (voir la Proposition 4.4.12) permet d’associer a tout sous-groupe fini
de SLoC, I'ensemble des zéros d'un polynoéme ; cet ensemble est une variété algébrique, appelée
surface de Klein.

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats sur les surfaces de Klein. Voir les références
[Spr77] et [CCK99] pour plus de détails.
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Proposition 2.4.1

Tout sous-groupe fini de SLoC est conjugué a l'un des groupes suivants :
o Ay (cyclique), k> 1 (|Ax| = k)

e Dy (binaire diédral), k > 1 (|Dg| = 4k)

e Fg (binaire tétraédral) (|Eg| = 24)

e E7 (binaire octaédral) (|E7| = 48)

e Ly (binaire icosaédral) (|Eg| = 120).

La démontration de cette proposition (effectuée dans [Spr77]) repose sur le fait que tout sous-
groupe fini de SL,,C est conjugué & un sous-groupe fini de SU,C, et sur le diagramme suivant :

SULC —"> PSU,C = SULC / {£1} —2~ SO4R
G I Y(T)

Proposition 2.4.2
Soit G l'un des groupes de la liste précédente. L’anneau des invariants est le suivant :

Clz, y|“ = Cley, e2, es] = Cle, ea] ® e3Cley, e2] = Clz1, 22, 23]/(f),

ot les invariants e; sont des polyndmes homogenes, avec e et ex algébriquement indépendants,
et ot f est un polyndme quasi-homogéne a singularité isolée en [’origine.
Ces polynomes sont donnés dans le tableau suivant.

Nous appelons surface de Klein I’hypersurface algébrique définie par {z € C3 / f(z) = 0}.

H G H €1, €2, e3 f ‘ (C[Zl7 22, 23]/<81f, 82f7 83f> H
Ay Zl z x: —k(z120 — 2F) Vect(l, 23, ..., z§*2)
o ? dim =k — 1
€3 =Ty
— p2k+1 _1)k+1 0 2k+1
Dy Zl _ 221@ +ZZ_1()1¢1%1¢ i Me((F1)F 224 (= 1)* 1 232344251 | Veet(l, 22, 23, ..., z5)
ei — 2242 Y avec A, = 2k(—1)k+1 dim=k+2
e1 = 33y8z1 — y12 1 33ytad — 212 . Y
‘ t 17 y 35 3 37 ~:
Eo | ez = 14y*at +2® +4° 4(23 — 23 + 1082%) vee L 2 2 22)
e3 = z°y — xy°
el = —34m5y13—ym17+34y5x13+xy17 ) X )
E7 e = —3y'0x2 + 6ySx6 — 392210 8(32% - 122:23 + zzzg) (‘;301{17722, 25, 23, 2223, 2523, 23)
ez = ldy*az* + 28 + 48 m =
e1 = 230452222545 —10 00522010
—10005z19920 — 5227525 4 330 i
Es || e2 = 220 — 228215y5 + 494210410 10(—22 + 23 + 172823) Vect(zzzg);::%:'lg’
+228:v5y15 + y20 dim = 8
es = 11y + 1120y0 — 2yt

Avant de poursuivre notre étude, nous faisons une digression pour établir un paralléle entre les
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cohomologies de Poisson et de Hochschild des surfaces de Klein, en rappelant le résultat de A. Pi-
chereau (voir [Pic05] et [Pic06]).

Théoréme 2.4.3 (Pichereau)
Considérons le crochet de Poisson défini sur Clz1, z1, 23] par

{3y =03f01 N0+ 01f 02 NO3 + 0o f O3 N O1 = 14 (01 N\ D2 A O3),

ou  est la contraction d’une multidérivation par une forme différentielle. Notons HP}k (resp. HP*f)
la cohomologie de Poisson (resp. I’homologie) pour ce crochet. Sous les hypothéses précédentes, la
cohomologie de Poisson HP} et I’homologie de Poisson HP! de (Clz1, 21, 23]/(f), {- -}¢) sont
données par

HP}=C, HP;~HP;={0}

HP{ ~ HPJ ~Clz, 23, 2]/(0Lf, Oof, Osf)

dim(HP{) = dim(HPJ) —1

HP = HP] = {0} si j > 3.

L’algebre Clz, y] est une algébre de Poisson pour le crochet symplectique standard {-,-}sq.
Comme G est un sous-groupe du groupe symplectique Sp,C (puisque Sp,C = SLyC), 'algébre
des invariants C[z, y]© est une sous-algébre de Poisson de C[z, y]. La proposition suivante permet
de déduire, du Théoréme 2.4.3, la cohomologie et I'homologie de Poisson de Cz, y]G pour le
crochet symplectique standard.

Proposition 2.4.4
Avec les choix faits dans le tableau précédent pour le polyndéme f, lisomorphisme d’algébres

associatives
I ((C[xy y]G, {'7 '}std) — ((C[Zh 21, 23]/<f>, {'7 }f)
e; = Z

est un isomorphisme de Poisson.

Dans la suite, nous calculons la cohomologie de Hochschild de C[z1, 21, 23]/(f), et en déduisons
immédiatement la cohomologie de Hochschild de C[z, y]¢, a 'aide de I'isomorphisme 7.

Le fait que 7 préserve les structures de Poisson n’a pas d’incidence sur le calcul de la cohomologie
de Hochschild. Cette remarque permet, pour alléger les calculs, de remplacer les polynomes f
par des polyndémes plus simples, donnés dans le tableau suivant,

G Ap Dy, Eq E; Es

k+1
FlB+224+28 |2+ 22 +8T | 22428424 |22 +28 + 2028 | 2+ 23423

puisque les applications linéaires définies par

Clz] — CJz]
(21, 22, 23) +— (a121, ag2o, (323)
(21, 22, 23) — (ou(z1 + 22), aa(z1 + 22), asz3),

sont des isomorphismes d’algébres associatives.
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2.4.2 Description des espaces de cohomologie

e Nous considérons maintenant le cas A := Cl[z1, 22, 23],/ (f). Pour calculer la cohomologie
de Hochschild de A, nous utilisons les notations du Paragraphe 2.2.1, en changeant, pour plus
de commodité, l'ordre des éléments de la base : nous prenons (m172, 7213, 13m1) au lieu de
(mmn2, mns, n2m3). Les différents espaces du complexe sont maintenant donnés par

T(0)=A

T(1) = Am & Anp ® Ans

T(2) = Aby ® Amnz & Anans ® Ansm

T(3) = Abym ® Abinz & Abins & Amnans

T(4) = Ab @ Abimine @ Abinans © Abinzm
(5)

i. e., pour tout p € N*, T(Zp) = A ® Ab]f_lnmz @ Ab’lj_lngng @ Ab’l’_lngnl

et f(Qp +1) = Abm & Abn, & Abns & Abf_lmngng )

On a o (m Az Ams) = LAz Ang =12 Amg A1,
3 0 0 9
donc d%)(nmzng) = oL bimons + SLbingm + FLbimm.

Les matrices de dz sont alors données par

81f an 83f
0 0 0
Matg, s, (d(Tf)) 1l o o o |
0 0 0
0 Oof 0 —0sf
V p € N*, MatBQP,szH(d%p)) =1 o Olf —ggff onf |’
0 0 0 0
81f 82f 83f 0
* 0 0 0 o
vV p € N*¥, Mat32p+1,82p+2 (df_?p—i_l)) = 0 0 0 ai):;

0 0 0 oof
e Nous en déduisons que
H — A
H' = {gim +g2m+g3m3 / (91, 92, 93) € A® et g1 O1f + g2 0o f + g3 03f = 0}
g1

g=| g |€4®/g-Vf=0,,
g3

12
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H2 = {gob1+g3nin2+ginenz+gansm / (go,g1, 92 g3)EA* et g3 02 f—g2 O3 f=g1 093f—9g3 01f=g2 01 f—g1 D2 f=0}
{(9101f+9202f+9303f)b1 / (g91,92,93)€A3}

390
g1
~ g = g1 €A4/Vf/\ g2 =0 /{<g Vf)/g€A3}
92 03,1
g g3

m@{geﬁ/vf@:o}-

Pour p > 2,
4
BP - gab? 1 pp—1 pp—1 / (90, 91,92 93)€EA* et }
H? = {90 1Hgsby iy IRt g20 I [ g, 9y f— gy 93 f=g1 05 f—g3 O1f—g2 D1 f—g1 D2 f=0
{(91 01 f+g2 02 f+g3 33f)bl1)+go(83f511)717717724'31]”511)71772773"‘821”’;1)71773771) / (90,91, 92, 93) €A%}
90 g Vf
g1 4 g go O f 3
~ Sg=| 2 |eat /Vvin( e )=0 ot | /eeAtegoeA
g3 93 go an

A ® {geA3 / Vfrg=0}
(O1f, O2f, O3f)a {9V | geA}

Pour p € N*|
o {91bzfm+g2b1f772+93b1f773+90b1f71771172773 / (90,91, 92 g;g%f;:(;ﬁ) %1?1:{,:’;?)2?2:{)-’_% 63f:0}
{(93 02f—g2 03 F)b{m +(g1 O3 f—g3 01 F)tYm2+(g2 01 f—g1 02 /)b ms / (91,92, 93)€A3}
a1 g1
(5 en /(B ) b ) feen)

g0 0sf =go01f =go0af =0

A3/ Vfg=0
{{géf/\g// ;eiS}} ®{geA/gosf=9g0f=g0f =0}

Le paragraphe suivant explicite ces différents espaces.

2.4.3 Calculs explicites dans le cas particulier ou f a des variables séparées

Dans ce paragraphe, on considére le polynome f = aj2} + (122% + CL3Z§, avec 2 < < j <k
et a; € C*.

Ses dérivées partielles sont 0 f = ialzi_l, Oof = jGQZ%_l et O3f = k:agz:])f_l.

e Nous avons déja

HO = Clz1, 22, 23]/ {012} + agz) + az2k)

1 1
e De plus, comme f est quasi-homogéne, la Formule d’Euler donne 2! of+ 322(92 f+ Ez;),(‘)g f=f
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Ainsi on a 'inclusion (f) C (01 f, Oof, O5f), donc

A __Clz1, 22, 2]
<81f7 82f5 83f>A N <8l.f7 82f5 83f>

~ Vect (V2325 /pe0,i—2], ¢€[0,5—2], r€]0, k—2]).

Enfin, comme 0, f et f sont premiers entre eux, si g € A vérifie gd1 f =0 mod (f), alors g € (f),
i. e. g est nul dans A.

e Nous déterminons maintenant 'ensemble g = | g2 | € A3 /g-Vf=0

. . gg .
Ona (f, O1f, daof) = (a12} +agz) +azzh, 2471, z§_1> = (271 z%_l, 2¥). Donc les seuls mondmes
qui ne sont pas dans cet idéal sont les éléments 202225 avec p € 0,7 — 2], ¢ € [0, j — 2],
et r € [0, k —1].

Ainsi tout polynéome P € C[z]| peut s’écrire sous la forme

P=af+Borf+y0f+ Y apgatziz.

=
gl
oo

<
Gl s,
— NN

Les polynomes P € C[z| tels que POsf € (f, O1f, O2f) sont donc les suivants

P=af+BoLf +~v02f + Z Apgr 2y 2925

p=0...1—2
q=0...j—2
r=1..k—1
Ainsi nous avons calculé Ann 9, 7 0, 1) (03 f).
L’équation
g-Vf=0 mod (f) (2.14)
entraine gz € Ann s 1,9, (93 f), i. e.
g3 =af + Bof +y02f + Y apgahalsl, (2.15)
p=0....—2
q=0...j—2
r=1..k—1
avec (a, B, 7) € Clz]>.
D’ou
9202 f + 902 fOsf + D apgr2h2i250sf € (f, O1f). (2.16)
p=0...1—2
q=0...5—2
r=1...k—1
C’est pourquoi, d’aprés la Formule d’Euler,
k _
Oof | g2 +703f == > apeahziTET | € (f, Ouf). (2.17)
J p=0...4—2
q=0...7—2
r=1..k—1
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Puisque Anny 5,y (02f) = (f, O1f), cette équation est équivalente &

k
92:—783]04—} D ap T 4 0f + 20 f,

S
Il

oo
= NN

t
J—
k

S

avec 0, € € C[z]. Il s’ensuit que

k
POV f+BOLfOsf+edi fOaf+ D apqrzfzgz§83f+3 S a0 € (f) (2.18)

p=0“2—2 p:0,2—2
q=0...7—-2 q=0...7—-2
Tzluk—l T:l”k—l
et, d’aprés la Formule d’Euler,
k p+1 r—1
8lf g1 + Ba3f + 882f - ; Z QApgr 21 2223 S <f>, (219)
p=0...4—2
q=0...7—2
r=1...k—1
. k _
ie.gi=—BOsf —elaf+ = D aped 22 +af, (2.20)
p=0...2—2
q=0...7—2
r=1...k—1

avec 1 € C[z]. Enfin

k
=21
E r— .7, €) € A3
{gEA?’/gi:O} = Vf/\ ( - ) + anTZlZZzS 1 ( %ZQ ) / ifazqrg)e(c

p=0...9—2
:O Jj—2
:1 k—1

Nous en déduisons immédiatement les espaces de cohomologie de degrés impairs :

Vp>1, H¥ ~ Ccl-D@E-1)(k=1)
H' ~ VfA(Clz)/(f)? e cti-DG-Dk-1)
g1
e [l reste a déterminer I’ensemble ¢ g = g2 c A3 /VfAg=0
g3

Soit g € A3 tel que Vf A g = 0. Cela signifie que, modulo (f), g vérifie le systéme

Oafg3—03fga = 0
Ofgi—0ifgs = 0 .
Ohfg—0fg = 0

La premiére équation donne, modulo (f, d2f), 03f g2 = 0.
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Or Anns,9,1)(03f) = (f, 02f), donc ga = af + B0, f. Do

O2f(g93 — BOsf) =0 mod (f),
i.e gs=vf+pB0sf.

Finalement, nous obtenons

d3f(g1 —BO1f) =0 mod (f),
i.e.gy =0f + B0 f.
Ainsi, {g€ A% / VfAg=0}={BVf /B c Al

On en déduit les espaces de cohomologie de degrés pairs (pour la somme directe, nous utilisons
le méme argument que dans le Paragraphe 2.3.3) :

Vp>2 H¥ ~ A/(0if &af 05f) ~Cla] / (17" 57" 447
= VECt(z:fzgzg /p € [[07 (A 2]]7 VIS [[07 ] - 2]]7 re [[07 k— 2]])
~ CU-DG-DE-1)
H? ~ {BVf/pBeA}aCi-DU-DEk-1
~ Clz] / (@12t + an% + azz¥) @ CO-DU-N(k=1)

Remarque 2.4.5
On a aussi

VN CE/(1)) = (Cll/())° [ {g/ Virg=0}=(Clz/{f))’ / (Cll/(f))VF.
De plus, Uapplication
(Cl2l/(f)? — VfACl/(f)

g1
<91> — Vf/\ g9
0

est injective, donc |V f A (Clz]/(f))® est de dimension infinie| .

Remarque 2.4.6

En particulier, nous obtenons la cohomologie dans les cas ot f = 22 + 22 + 25, f =22 + 23 + 23
et f= z% + zg’ + zg’. Ces cas correspondent respectivement auz types Ay, Eg et Eg des surfaces
de Klein.

Le tableau suivant résume les résultats de ces trois cas particuliers :

L EZ EE |17, p>3 ]
Ay | Clz) / (3 +23+25) | VFA(Cl] / ()’ ©CH! | Clz) / (3 + 23+ 25) @ CF1 | Ch!
Es | Clz) / (22 +23+28) | VFA(Clzl / ()’ ®C®  |Clz) / (3+23+0)@C® | CO
By | Clz) / (3 +23+23) [ VFA(CE/ ()’ ®C | Clz)/ (2 +23+2)@C® | CP
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Les cas ol f = 27 + 2223 + z§+1 et f =22+ 25 + 2023, i. e. respectivement Dy, et By sont étudiés

dans le paragraphe suivant.

2.4.4 Calculs explicites pour Dy et E;
Casde f =27+ 2323+ 251, i e. Dy,

Dans ce paragraphe, on considére le polynéme f = 22 + 2523 + z§+1, avec k > 2.
Ses dérivées partielles sont 0y f = 2z, Oof = 22923 et O3f = 25 + (k + 1)z§.

e On a déja

HO = Clz]/ (2} + 2323 + 28T |.

e En outre, puisque f est quasi-homogéne, la Formule d’Euler donne

E+1
2

On a donc l'inclusion (f) C (01 f, Oaf, Osf).
De plus, une base de Grobner de (01 f, Oof, O3 f) est [z§+1, zoz3, 22 + (k+1)25, 2], donc

2101 f+ SZQ Oof +2303f = (k?—l—l)f (2.21)

A - (C[Zl, Z9, 23]
(O1f, Oaf, 03f)a  (Oif, Oaf, O3 f)

~ Vect (22, 1, z3,..., z§> .

Enfin, comme 0; f et f sont premiers entre eux, si g € A vérifie gd1 f =0 mod (f), alors g € (f),
i.e. gest nul dans A, donc {g € A/ gO3f =g01f =g02f =0} =0.

g1
e Nous déterminons maintenant 'ensemble { g = | g2 | € A3 /g -Vf=0

93
Une base de Grébner de (f, O1f, O3f) est [21, z§+1, 22+ (k+1)2%], donc une base de Cz] / (f, O1.f, O3.f)
est {zh2] / i € {0, 1}, j € [0, K]}
Les solutions de 'équation pdaf = 0 dans Clz] / (f, 01 f, O3f) sont de la forme

k

_ k J
D = apkzg + E a1,j2223,
j=0

ol ag k, aij € C (voir le Paragraphe 2.3.4).

91
Soit g = | g2 | € A? satisfaisant I’équation

gs

g-Vf=0 mod (f). (2.22)
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Alors on a
9202f =0 mod (f, d1f, 5f), (2.23)
d’otut
k .
g2 = af + BOLf +70sf + az5 + > iz, (2.24)
=0
avec (a, B, 7) € Clz]>.
et
k .
9303 f + 703 fOof + az50af + Y bjzazhaf € (f, O1f). (2.25)
=0

Or d’apres la Formule d’Euler (2.21) et I’égalité

-1 1 1
Z§+12’2 = ? <22f — Zngagf — 5222181]0) = EZQZgagf IIlOd <f, 81f>, (2.26)

I’Equation (2.25) devient

O3f | 93 +02f + —2223 Zb —z§,+1 € (f, Ouf). (2.27)
7=0

Comme Anny o, 1(93f) = (f, O1f), cette équation est équivalente a

g3 = —v02f — —zzzg +Zb —zg,“ +0f +ednf,

avec 6, € € Clz].
Nous trouvons

1
:—ﬁagf—583f+2b —— 7z —

7=0

kzm +nf, (2.28)

avec 1 € Clz].
Enfin, on a

¥ k ﬂz123 —%zzzl @ o) € A3
{g€A3/gvf:0}: Vf/\ € +ZbJ ZQZ:J; +a Z:I; 7’)/7v ,
-8 =0 2 j+1 250 eta, bjcC
— 2 202

k73

et les espaces de cohomologie de degrés impairs (pour la somme directe, nous utilisons le méme
argument que dans le Paragraphe 2.3.3) :

(Ck+2

VA (Clzl/(f))* & CrF

Vp>1, H2p+1
Hl

1

e Pour montrer que {g € 4> / VfAg=0}={fg+BVSf/ge A3 B A}, nous procédons
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comme dans le cas des variables séparées.
Nous en déduisons les espaces de cohomologie de degrés pairs :

Vp>2 H?»
H2

A / <81f, 82f, 83f> ~ Vect (22, 1 23, .. ., Z3) >~ (Ck+2
(BVf /B e A} dCTH?2~Clz] / (2} + 2323 + 2T1) @ CF+2

1

Casde f =z} + 25 + 2023, i. e. By

Iciona O f =221, Oof =322 + zg’ et O3f = 3,227:%.

La démonstration est semblable & celle des cas précédents.

Une base de Grébner de (0; f, Oaf, O3f) est [23, 2223, 3235 + 23, z1].

De méme, une base de Grébner de (f, o1 f, daf) est [25, 2223, 322 + 23, 21].
Nous obtenons les résultats suivants :

C?
VfA(ClE/(F) @ CT

v p> 17 H2p+1
Hl

1

HY = Clz] / (5 + 23 + 2223)
Vp>2 H?» ~ A/ (Of, Oof, O3f) ~ Vect(zg, 22,1, 23, 23, 23, 23) ~ C7
H? ~ {BVf/BcA}dC"~Clz] / (2} + 25 + 2023) 0 C’

Remarque 2.4.7
Dans tous les cas précédemment étudiés, il existe un triplet (i, j, k) tel que
{i, j, k} = {1, 2, 3}, et tel que Uapplication

Clz] / (Onf, Oaf, Osf) — {9 €Clzl/(f, 0;f, Of) | g0if =0}
P mod <alf7 82f7 83f> = ZiP mod <f7 ajfv 8kf>

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2.4.5 Homologie

e [’étude est la méme que pour la cohomologie de Hochschild, et nous procédons comme dans
le Paragraphe 2.3.5.
Ici, on a

0)

iOiO

( —
( 1) 51 @ A& @ A§3,

VpeN, Q- 2p> Adb @ Add™'¢16, @ Add T x5 @ Aa;lsssl,
v pE N*, ( 2 ) Aa’ffl D Aalljfg D Aaﬁ’fg D ACLl 615263.

Cela définit les bases V,. La différentielle est dg = (§101f + §202f + 5383]")%.
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En posant Df := ( Osf Ovf Oof ), nous en déduisons les matrices

Maty72,)/71 <d§~2_2)) = ( Vf 0373 ),

~2 \Y 0
V22 Maty oy (45™) = < 0 o-tps >

0 0 0
—poaf  poLf 0
0 —pdsf poaf
pOsf 0 —poLf

—2p—1
Vp>1, Maty ,, v, (dé P >) -

o O O O

e Les espaces de cohomologie s’écrivent :

-1 _ A3
L T0V7 [ 9€AT -

L7 = {g€A/gdif=g0af = 905f =0} & [wrrg T genT -

Pour p > 2,

— A3 . =
L% =~ {geA/gdf=g0f=gdsf=0ya BB

Pour p € N*
L—2p—1 ~ {geA® / VfAg=0} @ A
. {9VF [ g€A} Vha -

e A partir de maintenant, nous supposons que soit f a des variables séparées, soit f est du
type Dy ou E7. Alors on a {g € A / go1f = gOof = gOsf =0} = {0}, et d’aprés la Formule

’ A ~ M
d Euler, W ~ (Vf>

A lexception de A% /{Vf Ag/g € A3}, les espaces cités ci-dessus ont été calculés dans les
Paragraphes 2.4.4 et 2.4.3, en particulier A3 / AV f ~ Vf A A3 (voir la Remarque 2.4.6).
Or {Vfnrng/geA3}yc{gecA®/g Vf =0} donc

dim (A* /{VfArg/ge A®}) >dim (4 /{ge A’ /g-Vf=0}),
et A3/{gecA®/g-Vf=0}~{g-Vf/gec A3}. Puisque 'application
g

geA—| 0 -er{g-Vf/g€A3}
0

est injective, | A3 /{Vf Ag/g € A3} est de dimension infinie | .

e Nous résumons dans le tableau suivant les résultats pour I’homologie de Hochschild dans les
différents cas.
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Type || HHy= A HH, HH»> HHp,, p>3
Ay Clz] / (22 + 22 + 25) VFENAS| A3/ (VfAA3) | CrL

Dy || Clz]/ (2} + 2323 + 25T1) | VFANA3 | A3 ) (Vf A A3) | CF+2

Es || Clz]/ (22 + 23 + 23) VFNA3 | A3/ (VfAA3)|CE

Er Clz] /(22 + 25 + z23) | VFANA3| A3/ (VFAAS)|CT

Fg Clz] /(22 + 23 + 23) VfNAS| A3/ (VfAA3)|C

2.5 Le cas de la dimension 4

Nous nous intéressons dans le dernier paragraphe de ce chapitre & la situation suivante : nous
prenons R := C[z1, 29, 23, z4] = Clz] et A := Clz|/(f1, f2) ou (f1, f2) € Clz]. Nous sup-
posons qu’il y a intersection compléte, i. e. la dimension de ’ensemble des solutions du sys-
teme {f1(z) = fo(z) = 0} est 2, et que (f1, f2) est a singularité isolée en l'origine, i. e. par
définition Clz] / (f1, f2, V.fi A Vfa) est de dimension finie, cette dimension étant appelée le
nombre de Milnor de la singularité 2.

On peut définir sur R un crochet de Poisson en posant

{,-} = (03f102f2 — Oaf1 — O3f2)01 A Os + (04 f103 f2 — O3 f1 — Oaf2)O1 A O
+(01f103f2 — O3 f1 — O1f2)02 A\ Os + (04 f101 f2 — O1f1 — Oaf2)02 N O3
+(02f101 f2 — O1f1 — O2f2)03 A Og + (O f102 fo — Oa f1 — O4f2)03 N\ O1,

{'7 } = LVfl/\VfQ(al AN Do N O3 A\ 84)

En particulier, quand on prend les polynémes

fi = (I+a)2f + 23+ (1 - b)2f + 24,
fo = (3+a)2?+ 323+ (5—0b)23 + 23,

on obtient la structure de Poisson quadratique introduite par Sklyanin dans [SkI82].

A. Tihami s’est intéressé aux structures de Poisson quadratiques sur C[z1, 22, 23, z4] et en par-
ticulier & celle de Sklyanin (voir [Tih93], [REGT90]) ; il a recherché quelles structures de Poisson
quadratiques admettent des déformations. En introduisant une variante de la cohomologie de
Poisson (cohomologie de Poisson de poids inférieur ou égal a k, pour k € N*), et en effectuant
des calculs formels en Turbo-Pascal, il a pu classifier certaines structures de Poisson quadratiques.

Récemment, S. R. Tagne Pelap a étudié¢ dans les articles [TP08| et [TP09] le cas ou
fio= 3(( 4702 + (14 )28 + (14 Jg)25 + 23),

fa = %(J1Z% + Joz2 + J322 + 22),

2. L’idéal (f1, f2, Vf1 AV f2) est bien stir 'idéal engendré par fi1, f2 et les 6 composantes du produit vectoriel
Vf1 A\ Vfg
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avec J1 + Jo + J3 = 0. I a alors calculé 'homologie et la cohomologie de Poisson ainsi que
I’homologie et la cohomologie de Hochschild de 'algébre A.

Ici, le probléme est de calculer la cohomologie de Hochschild de A = C[z]/ (f1, f2) dans le cas
d’une intersection compléte, en utilisant la méme méthode que pour les surfaces de Klein. Nous
présentons les différents espaces de cohomologie, mais la résolution des équations obtenues reste
un probléme ouvert !

2.5.1 Description des espaces de cohomologie

e Les différents espaces du complexe sont donnés par :

T(0) A

T(1) = Am @ Anp ® Az ® Ay

f@) = Aby © Aby © Aming © Aminz © Amng © Ananz © Anang © Anzna
T(3) = Abin @ Abina @ Abins @ Abing @ Abany @ Abany @ Abans @ Abany

SANN2N3 © Aninang © Aninzng & Angnzna

T(4) = Ab2@® Abiby & Ab
@Abimne & Abimng ® Abimng @ Abinanz & Abinans & Abinzna
@ Abanine © Abaming & Abaming © Abananz & Abanang © Abanzny
D AMN2M3N4-

On a donc, pour p > 2,

P Aviy]
= o o - o o
b @ <Abllbé771772 ® Abibhmins © Abybhning © Abibinans & Abybynang & Ab’lb;773774)
i+j=p—1
® P Avibimnansm
i+j=p—2
et pour p > 1,
T(2p+1) = (Avibhm © Avibjn © Abiblns © A b )
i+j=p
(Abl bmnang © A Byminans & A bymnsns & Ab1b2772773774>
z+J:p—1

On constate que la dimension sur A des espaces T( J) est strictement croissante, alors que dans
les cas précédents, elle était stationnaire.

En effet, pour p > 2, dimy4 T(2p) =(p+1)+6p+ (p—1) = 8p,

et pour p > 1, dlmAT(2p—|— 1)=4(p+1)+4p=8p+4.
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e On calcule maintenant les matrices des premiéres applications d

()
T

) 8z1f1 822f1 azgfl 8Z4=fl tvfl
Mat31732(df ) = O fo Onfa Onfa Ofe = tVfZ
061 061 01  0Og1 06,4
0 0 Oufi  Onfi Ouhi 0 0 0
0 0 _821 fl 0 0 angl 8Z4=fl 0
0 0 0 -0, f1 0 -0, N1 0 0., 11
" 0 0 0 0 —0,, f1 0 —0.f1 =011
Math,Bs(df ) = 0 0 822f2 823]02 az4f2 0 0 0
0 0 | =0, f2 0 0 Dsafo Oy fo 0
0 0 0 _8z1f2 0 _622f2 0 8,24“1[‘2
0 0 0 0 —0,, f2 0 —0syfo —0u fo
041 0471 | 04, 04,1 04,1 04,1 04,1 04,1
042 L(f1)
= 042 L(f2)
042 Oup
3
MatBs, By (dg:)) =
Oz1f1 Oz ft Ox3f1 Oz4f1 0 0 0 0 0 0 0 0
aZlf2 az2f2 823f2 az4f2 azlfl az2fl azafl aZ4fl 0 0 0 0
0 0 0 0 821f2 6z2f2 823f2 8z4f2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 9mfi Ouh 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 | —0unf 0 92, 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0yt O fr 0
0 0 0 0 0 0 0 0 92 1 0 0 8z, f1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 90 fr 0 —0.5f1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 fr O h
0 0 0 0 0 0 0 0 P R W 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 | —0.,f 0 324 f2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —Bayfo  —Ouyfo 0
0 0 0 0 0 0 0 0 32 f2 0 0 0, f2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 32 f2 0 —02, f2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Oz fa O h
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
'Vfi 014 014
N Vi 014
014 'Vfy 014
064 Ocs K(f1)
064 Ocs K(f2)
014 014 Oy
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043 | L(f1) | Oup 04,1

013| 016 | O16 | O.f1 043 L(f1) Os6  O41
013] O16 | O16 | =0 /1 043 L(f2) L(f1) 042
Matpg,, B, (dgé)) =1 013| O16 | O16 | Oxf1 =:| 043 046 L(f2) 04
013| O16 | O16 | =0, f1 043 046 O46 D(f1)
013| 016 | O16 | Oz f2 043 046 Os6 D(f2)

Finalement, dans le cas général, on trouve :

O4,p+1 | L(f1)
: L(f2)
p blocs . .
sur ch. diag . - L(f1)
(2p)y _ 04, L
Y p > 2, MCLtBQP’ Bopi1 (dT ) - ():71311 () D(f1)
p — 1 blocs D(f2)
sur ch. diag D(f1)
: . 1
O4,p+1 D(f2)
Vi
'V fa
p+ 1 blocs .
sur ch. diag WA
Vi
2p+1
Vp=>1, Mats,,,, s, , (d(fp ) = K(f)
p blocs K(f2)
sur ch. diag K(f1)
1
K(f2)
Opa - Opa 0p,4 e 0p,4

e On en déduit une expression des espaces de cohomologie :

HY = A,
g1
H'i~{g= g; €AY g Vfi=g- V=0,

94
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{(%> / geA?cthe AS et L(fi)h = L(f2)h =0 }

g-Vfi
g-Vfy | /geat
06,1

~ ﬁ ® ﬁ @ {he A%/ L(fi)h = L(f2)h = 0},

~ 50

/ (g, h, k) € (4%)?
, g'Vfl:g'Vfg—l—h-Vfl:h-Vfg:Oet K(fl)k:K(fg)kZO
H° ~

()
L(f2)h | / heas
04,1
g-Vfo+h-Vf;

444 -V f
- { ) A }®{keA4/ K7k }
- {( L(fl)h)/heAG} =K(f2)k=0
L(f2)h

)

g
h € A3H6+6+1 / L(fi)h = L(fa)h + L(f1)k = L(f2)k =0
k- et D(f1)l =D(f2)l =0
l
4~
= g -Vfi
g-Vfo+h-Vf
h-Vf, N
K(fk / (g,h,k)e(A%)
K(f2)k
0
L(fi)h
646 = L(f2)h+ L(f1)k
( ) <A / — L(f)k=0
~ A3
B {( g-Vfi ) }@ {(K(fl)k)/keA4}
g - Vfo+h-Vf |/ (ghe(A?)? K(fy)k
h-Vf,

® {l € A/ D(f1)l = D(f2)l = 0},
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ge APl hie A8 kje A
h? / L(fi)h! = L(f2)h! + L(f1)h? = --- = L(f2)b?~! + L(f1)h? = L(f2)h? =0
k1 D(f1)k1 = D(f2)k1 + D(f1)k2 = -+ = D(f2)kp—2 + D(f1)kp—1 = D(f2)kp—1 =0
H? ~ kp;l

gl -Vh
gl Vfa+g? -V

gl ! - Vfa+gP-Vfi
gl -V

K(fi)h! / gl € At et hi € A*
K(f2)h' + K(f1)h?

K(f2)h?~2 + K(f1)hr~

K(f2)h?~1
Op—1,1
Vp=>1,
gl
p:+1 gl € A% hi ¢ A%
i111_ / gl -VAi=g-Vfo+g? V= =gl -Vfo+gPtl . Vf =gPt! . Vf=0
. K(fi)h! = K(f2)h! + K(fi)h? =--- = K(f2)h?~! + K(f1)h? = K(f2)h? =0
2p+1 n?
i - L(f1)h!
L(f2)h! + L(f1)h?

L(f2)b! + L(f1)h?

L(f2)bP j _
Dk / hic ASetk; € A
D(f2)k1 + D(f1)k2

D(fQ)kp72 + D(f1)k2p71
D(f2)kp71

Expliciter entiérement ces espaces demeure un probléme ouvert. Il reste en effet a4 résoudre
les équations qui apparaissent dans les quotients ci-dessus

la présence des deuxr ensembles
d’inconnues (les g',..., gP™t et lesh!,...  hP) constitue le principal obstacle & cette résolution. . .



CHAPITRE 3

Homologie de Poisson en degré 0 pour
certaines algebres d’'invariants symplectiques

oient g une algébre de Lie semi-simple de dimension finie, h une sous-algébre de Cartan de g,
S et W son groupe de Weyl. Le groupe W agit de fagon diagonale sur V := h @ b’ et sur C[V].
Le but de ce chapitre est d’étudier I'algébre des invariants C[V]" munie du crochet symplectique
standard.

Nous commencons par donner des résultats généraux sur l'espace d’homologie de Poisson en
degré 0, noté H PO(C[V]W), dans le cas ou g est du type B, — C,, ou D,, résultats qui vont dans
le sens de la conjecture de J. Alev :

Conjecture 3.0.1 (Alev)

L’égalité dim H Py(C[V]%) = dim HHy(A,(C)Y), ot A, (C) est l’algebre de Weyl, est vraie dans
les deux cas suivants :

oV =HadVY, b étant une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple g de rang
n € N* et G son groupe de Weyl.

oV = (C*", G étant un produit en couronne G =T — &, =" x &, et I un sous-groupe fini
de SL-C.

Nous focalisons ensuite notre intérét sur les rangs 2 et 3 : nous calculons I’espace d’homologie de
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Poisson en degré 0 dans le cas ou g est du type Bs (s05), D2 (s04), puis Bs (s07), et D3 = As
(sog ~ sly), en utilisant une équation fonctionnelle introduite par Y. Berest, P. Etingof et V.
Ginzburg. Nous retrouvons, par une méthode différente, le résultat établi par J. Alev et L.
Foissy, selon lequel la dimension de H Py(C[V]") est égale & 2 pour By. Nous calculons ensuite
la dimension de cet espace et nous montrons qu’elle vaut 1 pour Dy. Pour le rang 3, nous montrons
qu’elle est égale & 3 pour By — C3 et & 1 pour D3 = As.

Il est & noter que ce sujet suscite un intérét toujours actuel puisque tout récemment encore, en
juin 2009, Etingof et Schedler se sont intéressés a la conjecture d’Alev. En effet, dans 'article
[ES09], ils considérent un polynéme f quasi-homogéne a singularité isolée en l'origine (voir la
Définition 1.4.1), X la surface qu'il définit, i. e.

Xf = {(2’1, 29, 2’3) S (C3 / f(Zl, 29, 23) = 0},

et X](c") = 5" X, la n—éme puissance symétrique de X;. Ils déterminent alors I'espace d’homo-
logie HPy(F(X ™).
En particulier, si I' est un sous-groupe fini de SLoC et si G est un produit en couronne de la

forme
G=T-—6,=T"x6,,

ils en déduisent une démonstration de la conjecture de J. Alev, & savoir
HPy(F(C*™)%) ~ HHy(A,(C)°).

Quand T est du type Ag (i. e. I' = Z/2Z), G s’identifie au groupe de Weyl du type B, — C,,.
La conjecture de J. Alev est donc démontrée dans le cas de B, — C,,. Le probléme reste encore
ouvert pour les groupes de Weyl des autres types.

3.1 Introduction

oit G un sous-groupe fini du groupe symplectique Sp(V'), ot V' est un C—espace vectoriel de

dimension 2n. L’algébre de fonctions polynomiales sur V', notée C[V], est alors une algébre

de Poisson pour le crochet symplectique standard, et comme G est un sous-goupe du groupe
symplectique, I'algébre des invariants, notée C[V]¥, est aussi une algébre de Poisson.

Plusieurs articles ont été consacrés au calcul de ’homologie et de la cohomologie de Poisson de
I’algébre des invariants (C[V]G. En particulier, Y. Berest, P. Etingof et V. Ginzburg prouvent
dans [BEG04] que l'espace d’homologie de Poisson de degré 0 de C[V] est de dimension finie.
De plus, ils montrent que le calcul de I’homologie se réduit & la résolution d’une équation fonc-
tionnelle.

Dans [AL98|, J. Alev et T. Lambre s’intéressent aux surfaces de Klein, i. e. au cas o G est un
sous-groupe fini de SLyC = Sp,C. Ils comparent ’espace d’homologie de Poisson de degré 0
de C[V]¥ a l'espace d’homologie de Hochschild de degré 0 de A;(C)%, ot A;(C) est I'algébre
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de Weyl.

J. Alev et T. Lambre étudient aussi le cas général d'un sous-groupe fini G de Sp,,,C et calculent
la dimension de l'espace d’homologie de Hochschild de degré 0 de A, (C)%, out A, (C) est I'algébre
de Weyl (voir [AL99)).

Dans [AFLS00], J. Alev, M. A. Farinati, T. Lambre et A. L. Solotar établissent un résultat
fondamental : ils calculent tous les espaces d’homologie et de cohomologie de Hochschild de
A, (C)E pour tout sous-groupe fini G' de Sp,,,C. Ils appliquent en particulier ce résultat au cas
des groupes de Weyl des algébres de Lie semi-simples (voir ausi larticle [Pin07] de G. Pinczon
pour une autre démonstration). Soulignons encore qu’il est intéressant de comparer I’homologie
de Hochschild de A, (C)¢ avec 'homologie de Poisson de 'anneau des invariants C[V]“

J. Alev et L. Foissy considérent dans [AF09| une algébre de Lie semi-simple de rang 2, de sous-
algébre de Cartan b et de groupe de Weyl W. Ils calculent la dimension de I’espace d’homologie
de Poisson de degré 0 de C[h @ b’]", et montrent que cette dimension coincide avec la dimension
de I’espace d’homologie de Hochschild de degré 0 de A3(C)". De plus, J. Alev conjecture que
pour tout n, et pour toute algébre de Lie semi-simple de rang n, la dimension de I’espace d’ho-
mologie de Poisson de degré 0 de C[h @ b']" est égale a la dimension de I’espace d’homologie de
Hochschild de degré 0 de A, (C)"

Dans la suite du chapitre, étant donné une algébre de Lie semi-simple g de dimension finie, une
sous-algébre de Cartan § de g, et son groupe de Weyl W, nous nous intéressons & I’homologie de
Poisson de C[V]% dans le cas ott V est I’espace symplectique V :=h @ b’ et ot G := W.

Le groupe W agit de fagon diagonale sur V', ce qui induit une action de W sur C[V]. On désigne
par (C[V]W I’algébre des invariants sous cette action. Munie du crochet symplectique standard,
cette algébre est une algébre de Poisson. L’action du groupe W sur V induit aussi une action
de W sur l'algebre de Weyl A,,(C).

Dans un premier temps, nous donnons des résultats généraux sur I’espace d’homologie de Poisson
de degré 0 de (C[V]W pour les types B,, —C,, et Dy, résultats qui vont dans le sens de la conjecture
d’Alev et établissent un cadre d’étude pour une future démonstration. Les Paragraphes 3.2.2,
3.2.3 et 3.2.4 contiennent les résultats principaux de cette étude.

Nous utilisons ensuite ces résultats pour calculer complétement 1’espace d’homologie de Poisson
de degré 0, noté H Py(C[V]"), dans le cas oti g est so5 (i. e. By) (ainsi nous retrouvons, par une
méthode différente, le résultat établi par J. Alev et L. Foissy pour sos dans l'article [AF09], &
savoir dim H Py(C[V]"') = 2) puis dans le cas ot g est so4 (i. e. Do = A; x A;) en montrant
que dim H PO(C[V]W) = 1. Enfin, le résultat principal que nous démontrons est la proposition
suivante pour le rang 3 :

Proposition 3.1.1 (Homologie de Poisson de degré 0 pour g de rang 3)

Soient HPy(C[V]W) Uespace d’homologie de Poisson de degré 0 de C[V]V et HHo (A, (C)V)
espace d’homologie de Hochschild de degré 0 de A,(C)"W.

Pour g de type B3 (so7), on a dim HPy (C[V]") = dim HH, (A,(C)V) = 3.

Pour g de type D3 = A3 (506 ~ sly), on a dim HP, ((C[V] ) =dim HH, (An )
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Pour effectuer les calculs, nous utilisons 1'équation donnée dans l'article [BEGO04| cité ci-dessus.

3.1.1 Exemples ot dim H Py(S¢) # dim H Hy(A%)

Comme nous 'avons dit dans 'introduction, il est classique de comparer les dimensions des es-
paces HPy(S) et HHy(A). Avant d’effectuer notre étude, il est intéressant de remarquer que
ces deux dimensions ne coincident pas toujours. Le but de ce paragraphe est précisément de
donner un exemple pour lequel la différence entre les deux dimensions peut étre arbitrairement
grande.

Soient n > 2 et p > 3. On note w = ¢F ot on considere le groupe

On pose S =C[x, y] = Clx1,..., Ty, Y1,.-., Yn|, et on munit cette algébre de sa structure de
Poisson standard, i. e.

{P, Q} :=VxP-Vy,Q—V,P-VQ.
Le groupe G agit sur S par
(Biy ..y kn) -z = whiay, et (ky,..., kn) -y = w Py,
et sur l'algébre de Weyl A = A,,(C) par
(Rt oy Kn) - pi = wFipy, et (k... ko) - qi = w ¥,

La propriété suivante est une généralisation du résultat démontré par J. Alev dans [AF09]| pour
p=3.

Proposition 3.1.2
La dimension de HPy(S%) est (p—1)" — (p—2)" — 1.
La dimension de HHo(A®) est %((p -1+ (p—-1)(=1)").

Démonstration :
e Soient t; = x;y; et g = Vect(t1,...,t,). Onat; € S, et g est une sous-algébre de Lie de S@.
La formule

{tj, x*y"} = (8 — aj)x"y”
montre que l'action de g est diagonalisable. De plus, comme g C SY, I'action de g et celle de G
commutent. On peut alors décomposer SE en composantes isotypiques. Toutes les composantes
isotypiques non triviales sont dans {S¢, S&}. Ainsi, S¢ = SQG + {8%, 8E}, oi SQG désigne la

Sy avec Sg = C[t].

composante isotypique triviale. D’ott H PO(SG) = WQGSG}’
g )

La relation
{6922, 4P} = play + )5 ... 1P

montre que Iidéal L := (827! ... 571} est inclus dans {S¢, S¢}. On en déduit

C[t] / Clt] n {S%, SG}‘

HPy(SC) =
0(S™) 7 i
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Soit J := (C[t] N {s¢, SG}) /L. Lespace C[t]/L admet pour base (17" ...t5")o<a;<n, de sorte
que
dim HPy(5%) = (p — 1)" — dim J.
e On a les équivalences
xyP eS¢ & V(ki,..., kn) €G, (k1,..., kn) - xy7 = xy’
< Vi(k,..., k:n)GG k(o —B1) + -+ kn(ay — Bn) =0 mod p
& dxe0,p—1] /Vje[l,n], aj—pF; =X mod p.

Or, par un calcul direct,

{x*y?, xy’} = Z (agyj — Bio )t T o,
j=1
et cet élément est dans I'idéal L dés qu’il existe j € [1, n] tel que aj, B, v; ou d; soit supérieur ou
égal a p. De plus, en prenant A = 0 avec les conditions a; —3; = A mod p et aj—f;+v;—0; = 0,
on a aj = 3;, d’olt y; = d;, ce qui entraine a;y; — 3;0; = 0. Donc

J = vm(Z(am—ﬁjéj)t?”“...tjﬁ’“‘l...t%"“"
j=1 (3.1)
/ dxel,p-1] /Vje[l,n], aj —B; =\ mod p,
@, Bj, v, 05 €0, p—1] et aj = Bj+v =36, =0 |

ePour Ae[l,p—1],onaa; —F; =X mod pet a; —f; € [-p+1, p—1], d’ott les deux cas :

{ aj =B +A - { aj =B+ (A-p)

0j =7 +A 0j =5+ (A —=p)
Les quadruplets (o, B;, 75, ;) apparaissant dans (3.1) sont donc les éléments de ’ensemble
I= {(k+)‘7 ka j7 ]+)‘) / (ka j) € [[07 p—l—)\]]2}U{(k,k—|—p—)\, ]+p_)‘7]) / (k7 ]) € [[07 )‘_1]]2}7

avec a;yj — Bj0; = )\(j — k) dans le premier cas et oy; — 3;0; = (A — p)(j — k) dans le second.
Quand (o, B, v, 9;) parcourt I avec A = 1, 'exposant €; := o + 7; parcourt I’ensemble
[1, 2p — 3], et si A > 2, Pexposant €; parcourt un sous-ensemble de [1, 2p — 3].

e Prenons A\ = 1, et déterminons la dimension de J : par récurrence sur I’exposant ¢; maximal,
on va construire une base de J. Soit P := 3 7, (a;v; — B;0;)t]" .. t;j_l L ten,

> Dés qu'un exposant ¢; est supérieur ou égal a p, P est dans L. On prend donc ¢; € [1, p —1].
Dés qu’au moins deux exposants €; sont supérieurs ou égaux a p—1, P est dans L. Si exactement

un des exposants vaut p — 1, seul le terme ¢5*. ..t§_2.

donc B, = {til...t§_2...ti” /g el,n]etVi#y g €[l,p—2]}. Ona |[By_1| =
(P—2)"—(p—3)"

> On prend €; € [1, p—2]. Dés qu’au moins deux exposants £; sont supérieurs ou égaux a p — 2,

..t7" est non nul modulo L. On pose

P est dans L+ (Bp_1). Si exactement un des exposants vaut p — 2, seul le terme ¢5* ... t§_3 U
est non nul modulo L + (Bp_1).

On pose donc B,_g := {t]". ..t§_3 ttr Jgel,n]etVi#yg, g €[, p—3]}
Ona[Bys|=(p—3)"—(p—4)"
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> On poursuit le processus jusqu’a €; € [1, 3] : dés qu’au moins deux exposants e; sont supérieurs
ou égaux a 3, P est dans L + (Bp_1 + --- + By). Si exactement un des exposants vaut 3, seul le
terme t7' ... t? ... t57 est non nul modulo L + (By_1 + --- + By).

On pose donc Bs := {til...t?...t;n /j€[l,n]etVi#j, e €[l, 2]} Ona |Bs| =2" —1.

> Finalement, pour ¢; € [1, 2], dés qu’au moins deux exposants £; sont supérieurs ou égaux
a 2, Pest dans L+ (Bp_1 + --- + B3). Si exactement un des exposants vaut 2, seul le terme
5 ...ty ... t5* est non nul modulo L + (Bp_1 + - -+ 4+ Bs). On pose donc By := {t1...t,}. On a
|Ba| = 1.

Pour €; = 1, P est proportionnel & ta...t, +t1t3... ¢ty +---+1t1... 1.

On pose donc By :={ty...t, +t1tg...tx +---+t1...th—1}. On a |By| = 1.

La réunion B := U;’;% B; est alors une base de J, d’ot dim J = (p — 2)" + 1.

e D’aprés l'article [AFLS00], la dimension de H Hy(A%) est le nombre de classes de conjugaison
de G admettant la valeur propre 1 avec la multiplicité 0. Ainsi,

dp = dim HHo(AC) = |{(E1, ..., k) € (Z/pZ)\{0} / Ty + -+ Fy = 0}].

On pose ag = 1, de sorte que |G| =p" 1 =1+ > =1 Chd; = > i=0 Cjd;. On en déduit

1 e p”_l 0 n o S ) 0 0 n n—j de
Z(eP? — _ n_ id. 2 — id. 2 ] = —
SN = ) T =) ) Gl =) ) Cidi—1=) ) ey
n=1 n=1 j=0 n=0 j=0 n=0 j=0
e} m [e.e] o
z d;z . 2
= R A — — v 1
<1§—:0 !> z—;) 7t =0 :
D’ou
idjzj ez p_ 1
—_ — — e ,
Pl p p

et ainsi d; = %((—1)"(]9 -D+(p-1").N
Pour p = 3, on retrouve le résultat de Jacques Alev :
dim(HPy(S%)) = 2" — 2 et dim(HHo(A%)) = (2" +2(—1)").

Ainsi, dim(H Py (S%)) — dim(H Ho(A%)) — oo quand n — oo.

3.2 Reésultats sur B,, — C,, et D,,

Comme nous ’avons indiqué ci-dessus, nous nous intéressons & I’homologie de Poisson de I’algébre
Cho h’]W, ou h est une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple de dimension
finie g, et W son groupe de Weyl. Nous allons étudier les types B, et D,,. Rappelons que le
systéme de racines de C), est le dual du systéme de racines de B,,. Ainsi leurs groupes de Weyl
sont isomorphes, et I’étude du cas C), se réduit a I’étude du cas B,.
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3.2.1 Définitions et notations

e Soit S:=C[x, y]| =Clz1,..., Tn, Y1,---, Ynl-

Pour m € N, on désigne par S(m) 'espace formé des éléments de S de degré m.

Pour B, on a W = (£1)" x &,, = (£1)" - S,, (permutations des variables et changements de
signes des variables).

Notons que le groupe de Weyl de type B,, est appelé groupe hyperoctaédral : c’est le groupe
des isométries qui conservent un hypercube, i. e. le polyédre intersection des demi-hyperespaces
de R™ d’équations x; = +1 (voir [Del01]). En particulier, pour n = 2 ce groupe est le groupe du
carré, pour n = 3 celui du cube.

Pour Dy, on a W = (£1)" ! x &, = (£1)""! - &,, (permutations des variables et changements
de signes d’un nombre pair de variables).

Tout élément (ai, ..., a,) € (£1)" s’identifie & la matrice diagonale Diag(ai, ..., a), et tout
élément o € &, s'identifie a la matrice (; »(j))(i,j)e[1, n]- NOUs notons s; le j—éme changement
de signe, i. e.

Z7J)

sjla) = xp stk 7 J, sj(2)) = —wj, et sj(ye) = yp stk 7 7, 55(y5) = —y;.
En ce qui concerne les éléments de (£1)"1, ils sont identifiés aux matrices de la forme
Diag((—l)il, (_1)i1+i27 (_1)i2+i37 SRR (_1)%72—“’”717 (_1)%71)7

avec i, € {0, 1}. Nous notons s; ; les changements de signes des variables d’indices i et j.

Ainsi, tous ces éléments appartiennent & O,C, et en identifiant g € W et ( g 2 ), nous obte-

nons W C Sp,,,C.

e L’action (& droite) de W sur S est définie pour P € S et g € W par

n n n n
7=1 7=1 j=1 7=1

Ainsi,on a h-(g- P) = (gh) - P.
Dans le cas particulier ot 0 € &, ona0-P(X, ¥) = P(Tg-1(1)s -5 To-1(n), Yo-1(1) -+ +» Yo1(n))-

e Sur S, on définit le crochet de Poisson

{P. Q} := (VP, VQ) = VP - (JVQ) = VxP - VyQ — VyP- VxQ,

. . . . I
ou (-, -) est le produit symplectique standard, associé a la matrice J = < OI (;L >
—in

Comme le groupe W est un sous-groupe de Sp((-, -)) = Sp,,,C, I'algébre des invariants S" est
une algébre de Poisson pour le crochet ci-dessus.

e On définit 'opérateur de Reynolds comme l'application linéaire R,, de S dans S déterminée
par

1
R, (P)=— - P.
geW
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On pose A = Clz, t] =Clz1,..., 2zpn, t1,..., tn] et 8" := A[x, y], et on étend 'application R,
en une application A—linéaire de S’ dans 5.

Remarque 3.2.1
Dans le cas de By, tout élément de SV a un degré pair. (Ce n'est pas vrai pour D,,).

Démonstration :
Soit M = x'yd € S& un monéme de degré impair. Alors il existe k& € [1, n] tel que ij + ji est
impair. Si sy, est le k—éme changement de signe, on a si(M) = —M, et en écrivant G = s3- H U H,

on obtient M = R,(M) =0. &

e Dans la suite, on désignera H Py(C[V]V) par HPy(W) et HHo(C[V]W") par HHo(W).

3.2.2 Vecteurs de plus haut poids 0

Le but de ce paragraphe est de montrer que SW(2) est isomorphe & sly et que les vecteurs qui
n’appartiennent pas & {S", SW}, sont a rechercher parmi les vecteurs de plus haut poids 0 du
sly—module SV : cette observation simplifiera les calculs.

Proposition 3.2.2
Pour B, (n >2) et D, (n > 3), le sous-espace S (2) est isomorphe a sly. Plus précisément,
SW(2) = (E, F, H) avec les relations {H, E} = 2E, {H, F} = —2F et {E, F} = H, ou les

éléments E, F, H sont donnés explicitement par
E=%R,(2})=§x-x F=-5R(y})=—3y-y H=-nR,(n1y1) =—x"y.

Pour Da, on a SW(2) = (E, F, H) ® (E', F', H') (somme directe de deuz algébres de Lie iso-
morphes a sly).
Ainsi les espaces S et SV sont des slo—modules.

Démonstration :
Nous démontrons la proposition pour B, la preuve étant analogue pour D,,.
e Comme 27 est invariant par changements de signes, on peut écrire R, (z3) = % Y oves, O x3.
De plus, on a la partition &,, = [[_; Aj, ott 4; := {0 € &, / (1) = j} a pour cardinal (n—1)!.

Donc R, (z2) = (ngll)! > e 3:3 On procéde de la méme fagon avec R, (y3) et R, (x1y1).
e On a évidemment SV (2) D (E, F, H).
En outre, R(:EJQ) = R(x?), R(y?) = R(y}) et R(z;y;) = R(x1y1). Enfin, si i # 4, alors @z, yiy;

et x;y; sont envoyés sur leur opposé par le i—eéme changement de signe s;, et

W =8;(S1, «vy Sic1y Sitly -+ Sn) - OpU{(s1, «ovy Sic1, Sitl, --vs Sn) - Gp,
donc R, (z;z;) = Rn(yiy;) = Ru(xy;) = 0. D'ou SV (2) C (E, F, H).
.onaVE:<’(;>, VF:< 0 >etVH:<:>y(>,
ainsi {E, F} =H, {H, E} =2FE et {H, F} = —-2F.
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On note Sy, 'ensemble des vecteurs de plus haut poids 0, i. e. I’ensemble des éléments de S qui
sont annulés par 'action de sls.

Pour j € N, on note S(j)s1, 'ensemble des éléments de Sy, de degré j.

Comme 'action de W et 'action de sl commutent, on peut écrire (SW)E[2 = (55[2)W = SSV[Z, et
de méme pour S (§)sr, -

Proposition 3.2.3

e Si SV ne contient aucun élément de degré 1, alors les vecteurs de plus haut poids 0 de degré 0
n’appartiennent pas a {SV, SW}.

e Soit W du type B, (n>2) ou D, (n>3). Si SV ne contient aucun élément de degré 1, 3,
alors les vecteurs de plus haut poids 0 de degré 4 n’appartiennent pas a {S", SW}.

Démonstration :
e Le crochet de Poisson étant homogéne de degré —2, on a

STO)n{s™, sW} = {s"(2), $™(0)} ={0}.

e De méme, SV (4)N{SV, SV} = {SW(0), S (6)}+{SV(2), SV (4)} = {slz, SV (4)}, d’aprés
la Proposition 3.4.2. Avec la décomposition des sl;—modules, on a SY (4) = @,y V (m), avec
{sly, V(m)} = V(m) si m € N* et {sly, V(0)} = {0}. Ainsi, si a € SW(4) N {SV, SV}, alors
a €@, en-Vim). B

Proposition 3.2.4
Pour tout monoéme M = x'yd, on a

{H, M} = (li = [j)M = (deg, (M) — deg, (M))M,

_ noo . i Uh—1,dp+1, k41 in, J1 Jk—1, Jre—=1, Jk+1 Jn
{£, M} = Y pijeay ool mll oy g Y
_ noos 1 Up—1 =1, k41 in, J1 Jk—1, Jet+1, Jk+1 Jn
{F, M} = Y li_jiexy .oy ooyl oy vy

En particulier, tout vecteur de plus haut poids 0 est de degré pair.

Démonstration :
Soit M = x'yJ un mondéme. D’aprés les gradients calculés dans la démonstration de la Proposi-

tion 3.4.2,ona {H, M} =—-y-VyM +x-VxM. Or

T 71 i1 _dp—1 iy in <
Op M =i ayt .oyl Y,

N S Jk—1, jk=1, Jk+1 J
Oy M = i X y1 -y U Y Y

done {H, M} = (3 5_y ik — Yj—1 Jx) M.
On a de méme {F, M} =x-VyM et {F, M} =y -VxM. R

Remarque 3.2.5
Soient j € N et P € SV (j). D’apres la décomposition des slo—modules SV (j) en sous-espaces

m
de poids, on peut écrire P = Z Py, avec {H, Py} = k Py. Ainsi, on a

k=—m

SW (5) . SW (§)sty
{sSW, SWinsW () — {SW, SWINSW(j)si,
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Donc les vecteurs qui n’appartiennent pas o {SV, SWY sont a rechercher parmi les vecteurs de
plus haut poids 0.

La propriété suivante est une généralisation de la Proposition 3 prouvée par J. Alev et L. Foissy
dans [AF09]. Elle permet de connaitre la série de Poincaré de P'algébre Sy, .

Proposition 3.2.6

Pourl € N, on a Sy, (2l + 1) = {0} et dim Sy, (2]) = (Cl’fi_nl D2 - Cln+nlcﬁ|-n1 9

Démonstration :
On procede comme dans [AF09].
e Ona S(1) = S(1); & S(1)-1 = (x) ® (y), donc S est engendrée par S(1). On peut alors
graduer S sur N? en attribuant le degré (1, 0) (resp. (0, 1)) aux éléments de S(1); (resp. S(1)_1).
On note S(i, j) les composantes homogénes pour cette graduation, et on considére la série

O(t,u) = dim §(i, j) t'w.
2
Les éléments de S(i, j) sont les combinaisons linéaires des monémes de la forme M = x'yJ
avec |i| =i et |j| = J.
e Par ailleurs, on a les égalités

1 1 S gl N in N J1 S Jn
(1_t)n(1_u)n - <Zt )<2t> Zu Zu

11=0 in=0 Jj1=0 Jn=0
- T3y (S (20 e
i=0 j=0 |i|=2 l71=4
= (ID(t,u).
Et en dérivant n fois ¢ — 1 7, on obtient
L L _ E: E: i(i=1)...(i—n+2) jG—1).. U_n+mtzm4jnﬂ
(I—=t)m (1 —u) n—l) (n—1)!

znl]nl

o n—1 nl z
- E:E :Cz—i-nl Jj+n— 1t

=0 j=0
d’ou
dim S(i, j) = CP L Cro ). (3.2)
e On ade plus S(1); = §(1,0) = @ S, j)*= et S1)_1 =5(0,1)= € S, j),
i+j=1 i+j=1
i—j=1 i—j=-—1
et comme S(1); = {0} si k # £1, on a S(1); = @ S(i, 7), d’on
Z-‘rj 1
i—j=k
P s, ). (3.3)
i+j=m

i—j=k
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On pose ensuite x,,,(q) = Z dim S(m)q" et x(q,h Z Xm(q

kEZ
D’aprés la Formule (3.3),

X(g,h) = Y > dim S(, j)h""

kEZ i+j=m
meN j—j=Fk
= ) dim S(, j) > Rt gt
e mihi, g
C/B\Y
— 3 aim s(i. )0 (%)
i,jEN q '
h . (Y’
= é(h(b_) = Z Oz+n 10 +n 1(h‘q) <_>
q q
- Z Ozn-i-nll n—i—é WG,
1,JEN

I'avant-derniére égalité résultant de la Formule (3.2).
e La dimension de S(m)gr, est donnée par la différence du terme de degré 0 de xm, qui correspond
ai=" et j=14, et duterme de degré 2, qui correspond a i = F + 1 et j = 5 — 1. Donc

> sim est 1mpa1r alors S(m)e, = {0},
> si m est pair, alors m = 2 et dim S(m)q, = (Cl+n 1) CH_n CH_n 9

Le résultat suivant est important pour la résolution de 'Equation de Berest-Etingof-Ginzburg,
car il donne une description de ’espace des vecteurs de plus haut poids 0, espace dans lequel
nous chercherons les solutions de cette équation. Dans la démonstration de cette proposition,
nous utilisons les articles [DCP76] et [GK04| concernant les algébres pfaffiennes.

Proposition 3.2.7

Pour i # j, soit X; j = x;y; — yixj. Alors Ualgebre C[x, ylsi, est l'algébre engendrée par les X ;
pour (i, j) € [1, n]*. Nous désignons cette algebre par C(X; ;).

Notons que cette algébre n’est pas une algebre de polynomes pour n > 4 (en effet, on a la

relation X172X374 — X173X274 + X273X174 = O)

Démonstration :
e L’inclusion C(X; ;) C C[x, ylq, étant évidente, il suffit de montrer que les séries de Poincaré des
deux espaces sont égales, sachant que celle de C[x, ylq, est déja donnée par la Proposition 3.2.6.

e Considérons les vecteurs u; := < zj > pour j = 1...n, dans l'espace symplectique C? muni
j

-1 0
Soit {T;; / 1 <i < j < n} un ensemble d’indéterminées, et soit T une matrice antisymétrique
de terme général T; ; si ¢ < j. Alors, d’aprés le Paragraphe 6 de [DCP76|, I'idéal I de relations

de la forme symplectique standard (-) définie par la matrice J := < 0 1 )

entre les (u;, u;) (i. e. entre les Xj ;) est engendré par les mineurs pfaffiens de T de taille 4 x 4.

Soit PF := C(X;;). Ainsi on a PF ~ C[(T;),_,]/ Iz =: PFy, i. e. I'algébre PF est isomorphe
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a l'algebre pfaffienne PFj. Sa série de Poincaré est donnée dans le Paragraphe 4 de [GK04| par
dim PFo(m) = (Cjiin-2)* = Ot oCita o

Ainsi on a dim PF(2]) = (Cll+n 5)> C’llHlL 20;1'711 5- On vérifie que

dim PF(2l) = (C';,L)? = CpL e, = dim Clx, yla, (20).

On a évidemment dim PF(2 + 1) = 0 = dim C[x, yls, (2] + 1). D’on 'égalité des séries de
Poincaré. W

3.2.3 Equation de Berest-Etingof-Ginzburg

Nous étudions ’équation fonctionnelle introduite par Y. Berest, P. Etingof et V. Ginzburg dans
[BEGO4]. Le résultat-clé pour la suite tient au fait suivant : la résolution de cette équation, dans
I’espace Sﬁvg , est équivalente a la détermination du quotient {SV‘/S*M;W}, c’est-a-dire au calcul de

I'espace d’homologie de Poisson de degré 0 de SW.

Lemme 3.2.8 (Berest - Etingof - Ginzburg)
On considere C?™, muni de sa forme symplectique standard, notée (-, -). Soit j € N.

W * W
Soit S := C[x,y] = Clz], et soit L; := ({SW, E‘W%SWQ)) le dual de 5 E‘W%SW(J’)‘

Alors L; est isomorphe a l’espace vectoriel des polynomes P € Clw]|" (j) wvérifiant I’équation
suivante :

Vw, weC™, Z (w, gw') P(w+gw') = 0. (3.4)
geW
Démonstration :
e Pour w= (u,v) € C™ et z = (x,y) € C*", onposeL():Z el 92,
Ainsi on a {Lw(2), Lw/(2)} = VxLw(2) - VyLw(2) = VyLw(z) - V w(2).

On en déduit la formule

{Lw(2), Lw(2)} = Y (W, gW) Lyt gw (2). (3.5)

geW

e De plus, Ly (2z) est une série formelle en w, dont les coefficients engendrent S w.

)= ‘pﬂ,‘ R (Z Yiui — ﬂfwz’) ] : (3.6)
p=0 i=1

Les coefficients de la série sont les images par R,, des éléments de la base canonique de S.

Remarque : dans le cas de B,, il n'y a aucun invariant de degré impair. Ainsi on a I’éga-
lité Lw(z) = > e ch((w, gz)).
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> Soient My (z) = {2} / [il = p} et My(w) = {wi / lil = p}.

Pour tout monéme m = x'y’ € M,(z), posons m = u/ v’

De méme, pour tout monéme m = u'v’ € M,(w), posons m = x/y".
Ainsi, pour m € M,(z), on a m =m, et pour m € Mp(w), on a m=m.

La série Ly (z) peut s’écrire sous la forme

:|W|+Z Z O R (M) mj = |W|—|—Z Z n(mg)m; = |W|+ZLJ

J=lm;eM;(w) J=lm;eM;(z)
(3.7)
avec ay,; € Q.
> Or (300 yiu; — ziv)! = 2 jal+bl=p(— DiPlcy PxbyayavP  on C’;"b =
coefficient multinomial, donc d’aprés la Formule (3.6), on a

7@, BT T est le

|W|—|—Z Z ‘b||W|CabR < b a) u?vP. (3.8)

p=1 Jal +Ibl=p 7
En regroupant les Formules (3.7) et (3.8), on obtient

oAl W

o c2b. (3.9)

Quayb = ( )

e On identifie £; avec l'espace vectoriel des formes linéaires sur SW(j) qui s’annulent sur
{sW, SW}nsW(j).

Définissons 'application

T Ly = {PeCwWV()/Vw weC™ > (w, gw) P(w+gw)=0}
| ot (3.10)
[ mp= (L)

Alors 7 est bien définie : en effet, LI, est un polynéme en z de degré j a coefficients dans C[w],
et explicitement, on a

FIL) = Y am; f(Ra(my))m; € Cw]. (3.11)

m; EM;(z)

> Si deux mondmes m;, m;- € Mj(z) appartiennent a une méme orbite sous I'action de &,,, alors
les coefficients oz f(Rn(my)) et anzf(Rn(m;)) de m; et m/; sont les mémes, donc (L) est

invariant sous W.
> De plus, 7f est solution de E,(P) =0 : en effet, on peut étendre f en une application linéaire

P w W (; W .,
définie sur W =2, W7‘;W—m, en posant f =0 sur {SW7§W—§25W(Z) pour i # j.
Alors, d’aprés la Formule (3.5), on a 'égalité

- f({LW7 Lw’}) = Zg€W<W7 gw’>f (Lw+gw’)7
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d'ott 3 ey (W, gw') f <L{v+gw,> = 0. Ainsi, le polynome f(L},) € C[w] vérifie 'Equation (3.4).

e Définissons 'application

o : {PeCwY(j) /Vw, weC™, Z(w, gw') P(w+gw') =0} — L;

oW 3 (3.12)
m;EeM;(w) J
> Pour f € £;, on a
_ am; f (B (5)) __
O, (Rn(My)) = Jaijj = f (Ru(m3)),
donc ¢r, = f.
> Pour P = Z Bm;my € Cw]"(j),ona P = Z Bi;my. Ainsi si my € M;(z), alors
m;EeM;(w) m;E€M;(z)
op(Rp(mj)) = i% Par conséquent,
™
Bz —

Top = Dom;eM, (z) Cimy PP (B (M) = 37, e 0 () i o g =

Ainsi 7 est bijective et son inverse est .
> 11 ne reste plus qu’a montrer que ¢p s’annule sur {S", SV N SW ().
Soit P € C[w]"W (j) une solution de 'Equation (3.4). Alors, comme 7, = P, on a pour k+1[ = j,

0= S yew(w. aw')P (w+gw) = op ({Lk. LL}).

{Levu Li;vl} = kaGMk(W) ZHIEMZ(W/) amkaulmk,u'l {Rn(m_k)7 Rn(m)}a

de sorte que
kaeMk(w) ZHIGMI(W/) amkaﬂlmk:u’l YpP ({Rn(m_k)7 Rn(m)}) =0.

Cette derniére égalité est équivalente a

Vk‘l-l:ja YpP ({Rn(m_k)a Rn(ﬁ)}) =Y,

ce qui montre que pp s’annule sur {SV, SN SV (). A

Le corollaire suivant permet de rendre I’Equation de Berest-Etingof-Ginzburg plus explicite.

Corollaire 3.2.9
On introduit 2n indéterminées, notées z1,..., 2Zn, t1,..., tn, €t on étend l'opérateur de Rey-
nolds en une application de C[x, y, z, t| dans lui-méme qui est Clz, t|—linéaire. Alors l’espace
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vectoriel L; est isomorphe a l'espace vectoriel des polynomes P € SW(4) wvérifiant 1’équation

susvante :
Rn<(zn:ziyi —t;x;) P(z1+ 21, ooy 20+ Tp, 14 y1, oo, tn+ yn)> =0, (3.13)
i=1
i. e.
En(P) = Rn((z-y—t-x) P(x+z, y+t)) ~0]. (3.14)
Démonstration :

Ona (w, w)=w-(Jw)=>3" (ww,, , — wyyw,). Alors 'Equation (3.13) est équivalente a
Vw, weC, X cw > (Widliy gijwyyj — Wnti 25—y Gijw;)
P(wl + 2251 91 Wys s W DT Gng W) (3.15)
Wp41 + Z?:l gljw;H_j, ceey Wop T+ 2?21 gnjw;H_j) =0.

Cela signifie que le polynome

n n n n n n n
Z Z(Zz gz‘jyj—tizgiﬂ?j) P(Zl+zgljfﬂj7 ey Zn"'zgnjxjv t1+zgljyja e tn"'zgnjyj)
1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

gEW i=1  j=

(3.16)
est nul.
Cela équivaut a
Z(zig~yi—tig~:1:i) Z g- (P(zl—i-:z:l, ceey ZntTa, t1 Y1, L. tn—i-yn)) =0, (3.17)
i=1 geWwW
c’est-a-dire
Rn((zzlyl - tixi) Plzi+x1, ..., Zn+Tn, t1+Y1, ..., tn +yn)) =0, (3.18)

i=1

ou R, est I'opérateur de Reynolds étendu en une application C[z, t]—linéaire. B

Remarque 3.2.10

e Cas de By, : pour un monéme M € C[x, y]|,

> soit il existe un changement de signe qui envoie M sur son opposé, et alors R, (M) =0

> soit M est invariant par tout changement de signe et alors Rn(M) =3 s oM.

Si Q@ = R, (P) avec P € C[x, y|, nous pouvons donc toujours supposer que tout monéme de P,
et en particulier P lui-méme, est invariant par les changements de signes.

e Cas de D,, : on a le méme résultat, en considérant cette fois les changement de signes d’un
nombre pair de variables.

L’intérét de la Proposition 3.2.11 et de son corollaire est de réduire de fagon considérable I'espace
dans lequel on doit chercher les solutions de ’Equation (3.14) : nous montrons qu’il est possible
de se limiter & l'espace des éléments qui sont annulés par I’action de sls.
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Proposition 3.2.11

Soit P € C[x, y]"'. Nous considérons I’élément E,,(P) défini par la Formule (3.14) comme un
polynéme en les indéterminées z, t a coefficients dans C[x, y].

Alors le coefficient de z1ty dans E,(P) est =L {H, P}, celui de t3 est =L{E, P} et celui de 2}
est L{F, P}.

Démonstration :
Nous effectuons la démonstration pour B, ; c’est la méme pour D,,.
e On désigne par c;,¢, (P) le coefficient de z1t; dans E,,(P). Puisque les applications P — ¢, (P)
et P — {H, P} sont linéaires, il suffit de démontrer la propriété pour P de la forme P = R, (M),
ott M = x'yJ est un mondéme que nous pouvons supposer invariant par les changements de signes
grace a la Remarque 3.2.10.
Alors la Formule (3.14) peut s’écrire

(W|E,(M) = |[W|R,((z-y —t-x)(x+2)(y +t)))
= Z Z c- [(Zlyal(l) + ot ZnYo-1(n) H 25+ To-1(k)) (tk +y01(k))jk]
ce(+1)* 0€G, k=1

Z Z [tl% 1)+ T 1)) H 2k + To-1(k)) (tk-i-yal(k))j’“] .
k=1

ce(x1)n 0EG,

e Ainsi le coefficient de z1¢1 est donné par

Wl (M) = Z Z [ya I (:l_[ﬂj ) N yo 1(1 (H yikl(k)>
k=2

ce(£1)n 0€By,

—Zy-1(1) zla:g 1 (Ha: ) <H yffl(k))}
k=1

= ‘(il)n’ Z (]1 - Z‘1) (]}:11 xikl(k)yik1(k))

ceS,
= W[ (1 — 1) Ru(M).

Comme P = % Yovea, i1 @ "(k)yé"(k) on en déduit que

ce6n ceS,

n

= Z (Jo1) — ia(l))Rn (M)=(n—-1!") (r—ir) R (M)
ceG, k=1
= (n—1)!(deg, (M) —deg,(M)) R,, (M) = —(n — 1)!{H, P}.

e On procéde comme pour zitp, en désignant par ct%(P) le coefficient de t? dans E,(P). On a
alors

WiegM) = = > > e |z (H%l )leol (gyikl(k>>}

ce(£1)™ 0€Gy

= —|(£1)" 5 Z xfflﬁl(l 1 1 (Ha: )>

0’6677,

o e ()
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Donc
n n
i lo(k) Jo(k) | __ o)+l Jo1)—1 lo(k) Jo(k)
nlep(P) = > €2 <H$k Y > == JwR ( % N Era":
ceG, k=1 oeG, k=2
n
. . o)+l Jo)—1 lo(k) Jo(k)
= =D > JoyFn <x1 Y1 H Tk Yk
p=1 0c€G, k=2
a(1)=p
n
. ; 7 +1 " Jp—1 i
= —(n—1)! ZJPR” (3:211 Xy x“yl Yy y%")
Or
o(1 io ja 1 jo
n!{E, P} = Z{Em Wy Wy Ly
UEG'!L
_ . io(1) io(p) Tl i (n), Jo(1) Jo(p)—1 Jo(n)
= ZZJU(P)% B N i T TS S T
UEan 1

_ 0'(1) Z'v:J'( )+1 Z'v:J'(n) jo‘(l) jo’( )_1 jo‘(n)
= ZZ Z]J(p B A T 1S SN 14

p=1q=1 c€&,
a(p)=q
n

n
_ . 0'(1) io‘( )+1 io‘(n) jo’(l) jo‘( )_1 jo’(n)
= E Jq E E N I e I T S 13

g=1 p=1 0€6,
a(p)=q

n
, i bl g el
= nl g qun(xll...xqq eyl oooyg oy ).
g=1

Alnsi ¢;2 (P) = =Y{E, P}. De la méme facon, on montre que CZ%(P) =HF PR

Corollaire 3.2.12

e Soit P € C[x, y]V. Si P vérifie I’Equation (3.14), alors P est annulé par sly, i. e. P € SW

e Par conséquent, [’espace vectoriel L; est isomorphe a l’espace vectoriel des polynomes P € 55[2( /)
vérifiant I’Equation (3.14).

SW
Donc la détermination de {SWSM;W} ( T 52 > est équivalente a la résolution, dans S![Z,

SW, SWinsyy
de I’Equation (3.14).

Démonstration :
Soit P € C[x, y]" un polynéme invariant vérifiant I'Equation (3.14). Alors tous les coefficients
du polynéme FE,(P) € (C[x, y])[z, t] sont nuls. En particulier, d’aprés la Proposition 3.2.11,
{H, P} ={E, P} ={F, P} =0.D'on P € S}/
Le second point du corollaire résulte du Corollaire 3.2.9 et du premier point qui vient d’étre

établi. W

Nous terminons ce paragraphe en définissant deux variantes de ’Equation de Berest-Etingof-
Ginzburg : ce sont des outils techniques qui permettront d’éliminer des variables et donc de
résoudre plus facilement 'Equation (3.14).
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Définition 3.2.13
On définit lapplication (intermédiaire)

st Clx, y, 2, t] = Clx, y, z, t]
P — POy zt,O0),

et on pose
int (P) := 8int(En(P)). (3.19)

De méme, on définit application

sn : Clx, y, z, t] —» Clx, vy, z, t]
P - P(O Y1, 0 z t1, 0),

et on pose

EL,(P) = sn(En(P)). (3.20)
La derniére équation est I’Equation (3.14) aprés la substitution

Remarque 3.2.14
Si P wvérifie l’Equation (3.14), il vérifie a fortiori I’Equation (3.20).

Dans le cas ot m est un entier impair, les vecteurs de plus haut poids 0 de degré pair sont les mémes
pour B, et D, et les Equations (3.20) sont identiques pour les deux types. De plus, le lien entre les
Equations (3.14) pour B,, et D,, permet de démontrer I'inégalité¢ dim H Py(D,,) < dim H Py(B,,).
C’est 'objet des deux propositions suivantes.

Proposition 3.2.15

Par abus de notation, on désigne par SBr(2p) (resp. SPn(2p)) lensemble des éléments invariants
de degré 2p pour le type By, (resp. Dy).

Alors on a SB+1(2p) = §P2v1(2p), S5 (p) = SD () et les Equations (3.20) dans

sla sl
SB2n+1 _ SD2n+1

associées aux deux types sont les mémes.
slo slo

Ce résultat n’est pas vrai pour les indices pairs : contre-exemple : dim D (6) = 1, alors que

slo
S24(6) = {0}.

Démonstration :
e On pose
oni(P)= Y o-P, WP (P)= > g-P, V) (P)= > g-P
0€Gan+1 ge(£1)2ntl ge(£1)2n

de sorte que

B 1
| Ban+1]

1
R}, . (P) Dopp10UE 1, et RE,(P)= |D2n+1|¢2n+1 oW 1.
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On a évidemment W5, (S(2p)) C V2 ,(S(2p)).

Réciproquement, puisque W +1(S(2p)) est engendré par les éléments de la forme b 4+1(m) avec

m monome appartenant a S(2p), il suffit de montrer que \I’%H(m) appartient a \P23n+1(5(2p)),

i.e. UL (m) est invariant par les changements de signes. Or m = ait x?ﬁii y{l e y%i{ff avec
2n+1

ey (ig + jr) = 2p, donc au moins I'un des iy + ji, est pair. Notons [ I'indice correspondant.
Ainsi, pour tout k # [, on a si(m) = (—1)**km = s ;(m) et s;(m) = m. Or

Vo1 (m) = > (= 1) 1061450+ iz 4322 iz +32)-+(is-b30) -+ @2n Gz 2n) (2 a-+izn )] | g,
q1=0,1...q2,+1=0,1

am

amsg,i(m) = s (amm) = s (U5, (m)) sik #1
donc si, (V5,1 (m)) = { aZm m (Y201 (m) Gkl (= D 4 (m).
o Ainsi on 8 SP(2p) = Do (V5,,,(S(2p))) = Do (VE,,,(S(2p))) = S5 (3p).
D’ou 555(21)) = Sfﬁ)z" (2p). En outre, d’aprés la Proposition 3.2.4, 555(21) +1) = 552”(2]9 +1) est
nul.
e Pour P € S&» I'Equation (3.20) s’écrit

slo 7
2n+1
Sz > v P, 22040, 61,0000, 0, 41, 0,...,0) —y1 P(z1,. -, 22041, 11, 0,0, 0, =51, 0,..., 0)| =0.
=1 oeGy i i

o(1)=i

C’est exactement I’Equation (3.20) pour P € 552". [ |

Proposition 3.2.16

Soit P invariant par changements de signes. Si P est solution de ’Equation (3.14) pour D,
alors P est solution de I’Equation (3.14) pour By,.

En particulier, on a dim H Py(Dap41) < dim H Py(Bap+1)-

Démonstration :
Soit SB,, (resp. SD,) le groupe des changements de signes de B,, (resp. D,). On peut écrire
SB, =SD, U SD, - si.
Soit P invariant par changements de signes. Ainsi on a P = RZ(P) = RP(P), et 'Equation (3.14)
pour B, (resp. Dy,) s'écrit EZ(P) = RE(Q) (resp. EP(P) = RP(Q)), avec

Q=(z-y—t-x)P(x+zy+t).

Si P est solution de ’Equation (3.14) pour D, alors on a :

RIQ) = > > (oh)-Q= ) h-(Za-Q)

heSBy, ce6, heSBy €6y

s g-(za.@)+ 5 <gsl>-<za-cz)
geSDy, ogeS, geSDy, ceG,

= Zg’<ZU'Q>+31’ Zg’<ZU'Q>
geSDy, geS, geSDy geS,

= RPW@Q)+s1-RP@Q) =0.
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Ainsi, P est solution de 'Equation (3.14) pour B,,.

On en déduit I'inégalité annoncée, sachant que, d’apreés la Proposition 3.2.15, S, 522”“ = Sf[);”“. [

3.2.4 Construction de graphes associés aux polynémes invariants

Rappelons ’égalité de la Proposition 3.2.7 : SW = R, (C(Xi,;)). De plus, d’aprés le Corol-

slo
laire 3.2.12, le calcul de HPy(S") se raméne & la résolution de 'Equation (3.14) dans l'es-
pace S![Z.

Pour avoir des notations plus succintes et plus visuelles, nous allons représenter les polynémes
de cet espace par des graphes, selon la méthode expliquée dans la Définition 3.2.20.
Mais citons auparavant, dans le cas particulier qui nous intéresse, le résultat fondamental établi

par J. Alev, M. A. Farinati, T. Lambre et A. L. Solotar dans [AFLS00] :

Théoréme 3.2.17 (Alev-Farinati-Lambre-Solotar)
Pour k =0...2n, la dimension de HH},(A,(C)W) est le nombre de classes de conjugaison de W
admettant la valeur propre 1 avec la multiplicité k.

En appliquant ce résultat aux cas de B,, et D,,, on obtient :

Corollaire 3.2.18 (Alev-Farinati-Lambre-Solotar)

e Pour le type By, la dimension de H Ho(A,(C)V) est le nombre de partitions m(n) de Uentier n.
e Pour le type D,,, la dimension de HHo(A,(C)W) est le nombre de partitions 7(n) de Uentier
n ayant un nombre pair de parts.

La conjecture de J. Alev peut alors étre énoncée comme suit :

Conjecture 3.2.19 (Alev)

e Pour le type B,, la dimension de HPy(S") est égale au nombre de partitions w(n) de l’en-
tier n.

e Pour le type D,,, la dimension de HPy(SW) est égale au nombre de partitions 7(n) de Uentier
n ayant un nombre pair de parts.

Montrons maintenant comment construire 7(n) solutions de ’'Equation (3.14) dans le cas de B,,.

Définition 3.2.20

Pour i # j, on note X; j = x;y; — ¥;%;.

évchaque élément de la forme M = H?;ll H;’:Hl Xi;i’j, nous associons le graphe (non-orienté)
Iy tel que -

> ’ensemble des sommets de I'p; est l'ensemble des indices

{kel,n] /3ie[l,n] / a;r #0 ou a; # 0},

ij

> deux sommets i, j de I'p; sont reliés par une aréte i J sia;j #0.
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—

e Si o € ©,, alors le graphe I';.3s est obtenu par permutation des sommets de f‘\g\z/
Ainsi, en remplagant chaque sommet par le symbole o, nous obtenons un graphe I'j; tel que 'ap-
plication M — T'js est constante sur toute orbite sous l'action de B,, (resp. D,,). Nous pouvons

1 5 1’414 n—11Tn 2a;,;
donc associer ce graphe a I’élément R, (Hi:l [l Xi )

A toute combinaison linéaire >} _; o Rp(Mj), nous associons le graphe > % _; a T, -

. SOy P . 1Tn—11Tn bi,j .
e On peut étendre cette définition aux éléments de la forme M =[] [] jeit1X;; enrepré-
big bij+1
sentant une aréte par e e i b; ; est pair et par e - fe e b;; est impair.
Attention! On a par exemple @ o =0.

Exemple 3.2.21
Le polynome Ry(X{,X73X7 ) est représenté par le graphe o

ai,j

e Si un graphe contient seulement des arétes paires (i. e. de la forme e e ), alors il est
représenté dans B, et dans D,, par le méme élément.
Ce résultat n’est plus vrai dans le cas des graphes qui contiennent des arétes impaires : par

exemple, I’élément @ ® e est nul dans By, mais non nul dans Djy.

Remarque 3.2.22

Les graphes correspondant & des polyndémes obtenus par application de l'opérateur de Reynolds R,
pour différents indices n a un méme élément de 'algébre engendrée par les X; ; sont les mémes.
Par exemple, les éléments Rg(X1272) et R44(X1272) sont représentés de cette fagcon par le méme
graphe e o . Les Propositions 3.2.24 et 3.2.25 montrent que cela n’a pas d’effet sur l’étude
de I’Equation (8.14) pour By,.

Proposition 3.2.23
Pour tout n € N*, le nombre de graphes linéaires sans boucle et sans sommet isolé est égal au
nombre de partitions de n (une aréte multiple est considérée comme une boucle).

Démonstration :
On fixe n € N*. On note G(n) I'ensemble des graphes linéaires sans boucle et sans sommet isolé
ayant au plus n sommets. On compléte tout élément 6 € G(n) en un graphe ¢ ayant n sommets

en lui ajoutant des sommets isolés. L’ensemble G(n) ainsi obtenu est en bijection avec G(n).

—

A toute partition p de n, on associe un élément v(p) € G(n) comme suit :

> A la partition n =1+ --- + 1, on associe le graphe e = e - - e. R
> A toute partition p de la forme n = 1p; + 2ps + 3p3 + - - - + npy, on associe le graphe v(p) = 0,
ou § est I’élément de G(n) ayant p; composantes connexes & j sommets. La complétion ajoute
ici p; sommets isolés a §.

Par exemple, on a
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G(4):{o,o o, o ° o, o . ° o o o o o}’

etsid= o e . alors 7 est complété en 5= o o o ct ce graphe est associé a la
partition 4 = 2 4+ 1 4 1 de U'entier 4.
L’application v ainsi définie est une bijection de I’ensemble des partitions de n sur I’ensemble

G(n). 1

Proposition 3.2.24
o Soit P € Clzy,..., Tpn, Y1,---, Yn). Si Ry(P) #0, alors Rp+1(P) # 0.

e Soient Py, ..., Py, € Clx1,..., Tp, Y1,---, Yn|. St Ry(Py1), ..., Ry(Py) sont linéairement
indépendants, alors Rp11(P1), ..., Rp+1(Pn) sont linéairement indépendants.
Démonstration :
e On effectue la démonstration pour B,,. On procéderait de la méme fagon pour D,,.
Soit P € Clxy,..., Tpn, Y1,---, Yn| tel que R,(P) # 0. D’apreés la Remarque 3.2.10, on peut

supposer que les termes de P sont invariants par changements de signes.
On considére l'ensemble 7, des termes de R, (P) que l'on partitionne en orbites sous 'action
de &, : ainsi on a I’égalité T, = ]_[;f:l O;. Par conséquent, on peut écrire

Ry(P) =) ajRn(M;),
j=1
ou Mj S Oj.

Soient ¢q1 := (1, ..., n+1) € Spi1, et Sp11 le (n+1)—eme changement de signe, de sorte que
B,t1 = (Snt1, Cnt1) - Bp. A nouveau, par invariance par changements de signes, on en déduit

1 T n
B (P) = ——— > (Z Cpa1 " Rn(Mj)> :
j=1 k=0

tj

Or si i # j, alors t; et t; appartiennent a deux orbites distinctes sous l'action de &,,11, donc les
t; sont linéairement indépendants. Ainsi R, 41(P) # 0.

e Soient Py, ..., Py, € Clz1,..., Tn, Y1,-.., Yn| tels que R,(Py), ..., Ry(Py) soient li-
néairement indépendants. Considérons une combinaison linéaire Z;n:l ANjRpi1(Pj) = 0, 1. e

R4 <Z§n:1 /\ij> = 0. Alors, d’aprés le premier point, on a

S NR(P) =R [ S NP | =0,
j=1 Jj=1

donc par hypothése, V j € [1, m], \; =0. R

La proposition suivante montre que, pour un graphe, le fait d’étre solution de 'Equation (3.14)
pour B,, est indépendant de n, pourvu que n soit au moins égal au nombre de sommets du
graphe! Cette proposition justifie le fait que la notation des graphes est indépendante de n.
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Proposition 3.2.25

Soit P € Clz1,..., Tn, Y1y---, Yn)-

e Cas de By, : si R,(P) vérifie ’équation E, (R,(P)) =0,

alors Ry41(P) € Clx1, ..., Tpt1, Y1y---, Ynt1) vérifie Uéquation Enyq (Rpt1(P)) = 0.

e Cas de D, : si R, (P) vérifie l’équation E,, (R,(P)) =0,

alors Ry42(P) € Clx1,. .., Tpt2, Y1y---, Ynto] vérifie Uéquation By (Rpi2(P)) = 0.
Démonstration :

On effectue la démonstration pour B, ; on procéderait de méme pour D,,.
D’apres la Remarque 3.2.10, on peut supposer que P est invariant par changements de signes.
Pour tout n > 2, on note @, := R, (P). Alors

n+1
Eni1(Qny1) = Rup1 <<Z 2kYk — tka> Qnir1(x1+ 21,0 Tngt + Zng 1, Y1 11, Yngr + tn+1)> -
k=1
Soient ¢py1 := (1, ..., n+1) € S,q1, et sp41 le (n + 1)—éme changement de signe, de sorte

que Bpt+1 = (Sp+1, Cnt1) - Bn. Alors on peut écrire

1
=R, . (P)= —— c)
Qn+1 n+1(P) 3 1) i—z():l (1410 11) - Qn-
j=1..n+1
Or les polynomes (S;HCZLH) - @ ne contiennent que les indices 1,..., j—1, 7+ 1,..., n+1,
donc (zjy; — tjx;)(sh 1164 1) - Qn est dans le noyau de Ry,11. Ainsi,
n+1 . )
Eni1(Qni1) = Wt 1) > R || Dz — taak <(82+1C£+1) : Qn> (x+z, y+t)|,
0,1 =
Lot K]
i.e.
Eni1(Qny1) = Z Ryi1 5;310"“3) . <<Z ZEYk — tka> Qn(x+z, y+ t))
; =01 k=1
n+1

1
= Rn
n‘i‘l; +

ol Snt1 €t ¢,y agissent sur les X, y, z, t comme s,41 et ¢,4+1 agissent sur les x, y. (Dans la
deuxiéme égalité, on a utilisé I'invariance par changements de signes de P).

En indexant les variables par [1, n] au lieu de [1, n + 1]\{j}, on note que chaque terme
de cette somme est par hypothése dans le noyau de R,, donc dans le noyau de R,y1. Ainsi,

En—l—l(Qn-‘rl) =0.1

C;L\Jr/lj . <<Z ZkYk — tkilfk> Qn(X + z,y + t))

k=1

Corollaire 3.2.26
La suite (dim HPy(By,))n>2 est croissante.
Les suites (dim HPy(Day,))n>1 et (dim HPy(Dayy1))n>1 sont croissantes.
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La Proposition 3.2.27 est fondamentale pour la construction des solutions de I’Equation de Berest-
Etingof-Ginzburg pour B,,.

Proposition 3.2.27

Si R;i(P) et R;(Q) vérifient ’Equation (3.14), et si leurs ensembles d’indéterminées sont dis-
joints, alors R;1;(PQ) vérifie 'Equation (3.14).

En termes de graphes, cela signifie que si deux graphes disjoints vérifient I’Equation (3.14), alors
leur réunion vérifie aussi cette équation.

Ainsi il suffit que les composantes connexes d’un graphe vérifient I’Equation (3.14) pour que le
graphe lui-méme la vérifie.

Démonstration :
e Soient R;(P) et R;(Q) dont les ensembles d’indéterminées sont disjoints.
On note Ep :={xy, k€ Ip}U{yi, k€ Ip} (resp. Eg = {zx, k € Io} U {yx, k € Igp})
Iensemble des indéterminées de P (resp. ), et on pose n := i + j, de sorte que l'on a
|Ep| = 2i, |Eg| = 24, IpUIg = [1, n] et C[Ep, Eg] = C[x, y|. Le groupe B; (resp. B))
agit seulement sur les indéterminées de Ep (resp. Eg).

Calculons R, (PQ) :

|Bn|Rn(PQ) = ‘BH ]‘ Z Z Z gho

gEB; heB; O’EBn

- ﬁ Yoo DD (hlg-P)(h-(9-Q))
=l seB, gEB; heB; g-P h-Q
1
S mEm | \5 T h’Q)]
I 5eB, | \veBi heB;
= Z o - [Ri(P)R;(Q)]
o€Bn

D'ott R,(PQ) = R (Ri(P)R;(Q))-
e Si R;(P) et R;j(Q) vérifient en outre ’Equation (3.14), on a
(z-y —t-x) [R,(PQ) (x +2, y +1t)

N |B1n| Y.y —t-x)[o (R(P)R)(Q)] (x+2z y+1t)

o€By,
1
= 1B > > zyk—trg | [0 Ri(P)(x+2, y+1t) [0 Ri(Q)l(x+32, y+1)
n ocE€Bp keofl(lp) AQ,U
AP,O‘

+ Z 2kye — texg | [0 Rj(Q)l(x+2, y+1t) [0 Ri(P)|(x+2z, y+t)
keofl(lQ) BP,o’

Bg,s
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ou les éléments Ap, et Bp, (resp. Ag., et Bg,) ne contiennent que les indices de o1 (Ip)

(resp. o7 1(Ig)).
e Montrons que Ap,Ag ., est dans le noyau de R,, :

’Bn‘ Rn(AP,UAQ,U)

Il
@
N
e
Q
b
O
N

= F X X e (nedey)

"' heB; gehBy,

= F Lo | Xk Uroen)

g€Bn heB;

1
= B 29| | 2 hAre | oo

g€By, heB,;

= > g | Ri(Aps) Ags | =0.
=0

La derniére égalité est due au fait que R;(P) vérifie I'Equation (3.14).
De méme, Bp,Bg  est dans le noyau de R,,. D’ot (z-y —t-x) [R,(PQ)] (x+2z, y+t)=0. 1

Ainsi la Proposition 3.2.27 donne un moyen de construire des solutions de I'Equation (3.14)
pour B,, a partir de solutions déja connues de cette équation pour B,, avec m < n, en prenant
les unions disjointes des graphes solutions. En effet, d’aprés la Proposition 3.2.25, si un graphe
est solution pour B,,, alors il est aussi solution pour B,, avec n > m.

Nous pouvons donc formuler la conjecture suivante :

Conjecture 3.2.28

Pour tout entier n > 2, il existe un unique polynéme de degré 4(n — 1) dans Sgg (i. e. une com-
binaison linéaire de graphes a n — 1 arétes) qui est solution de ’Equation (3.14). Ce polynéme
est représenté par un graphe qui est formé du graphe linéaire sans boucle et sans sommet isolé a
n — 1 arétes et n sommets, et d’autres graphes que [’on peut voir comme des termes correctifs,
et qui ont tous n — 1 arétes et n sommets (non isolés).

Ce graphe est appelé n—eéme graphe simple.

Le nombre de graphes que nous pouvons construire a partir des graphes simples en utilisant la
Proposition 3.2.27 est égal au nombre de graphes linéaires sans boucle et sans sommet isolé de
la Proposition 3.2.23, puisque les graphes ainsi construits sont obtenus en substituant, a certains
graphes linéaires sans boucle et sans sommet isolé, une combinaison linéaire de graphes contenant
ce graphe et d’autres graphes (éventuellement non linéaires ou avec boucles), qui ont le méme
nombre de sommets et le méme nombre d’arétes.

Gréace a des calculs effectués avec Maple, on détermine la liste des premiers graphes simples :
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|| Bn || n—eéme graphe simple ||

Ba e —e
B3 e—o—o
By e—90¢ oe—90¢ —20e—0—90 —10e—0o—0—0
|
.
Bs .
|
e —90o—o —Je—e—0 o—o +28 0 —0—0—0— 0 +4e—o o—o +28 e —0—0— 0
| ~
. . .
e=e oe—9¢ eoe—90¢ {+4200—0e—0—0—0—e —T70 e—0e—0—0¢ eo—o

—fle—e=e e—e—0 +37T8e—0—0—0—0 +50le—0e—0—0—0 +%9._._._.

o o
. o o
. |
Bo +90 e —0—0—0o +§._l/ +14 e—e eoe—e 4110 e—o e—0o—0
| AN | N
[ e — 0 [
o o
+56 e —e—o e —o —21 e—0e—0e—90 o—o —15e—0e—90 e—e
N I
. .

Conjecture 3.2.29

Pour tout entier n > 2, les m(n) graphes construits selon le processus décrit ci-dessus sont les
seules solutions de I’Equation (3.14).

En ce qui concerne D,,, on peut écrire, avec Maple et a partir de la Proposition 3.2.16, les solu-
tions de degré inférieur ou égal a 4(n — 1) de 'Equation (3.14) pour n € {2, 3, 4}. On conjecture
que cette équation n’a pas de solution de degré strictement supérieur a 4(n — 1).

H D, H Solutions de 'Equation (3.14) H

Dy | 1
Dg 1
Dy 1| e—eo | oe—0 oe—0 —22e—0—0o

3.3 Etude de By — C2, Dy = Al X Al, B3 — Cg, et D; = A3

Nous appliquons maintenant aux cas Bs, Dy, B3 et Dg les résultats établis précédemment pour
le cas général. Cela permettra de calculer explicitement la dimension de leur 0—éme espace d’ho-
mologie de Poisson, en traitant ainsi entiérement le rang 3, et en méme temps de vérifier la
conjecture de J. Alev pour ce rang.
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3.3.1 Etude de B, et D,

Le calcul de la dimension du 0—éme espace d’homologie de Poisson dans le cas de Bs a été effec-
tué par J. Alev et L. Foissy dans [AF09]. Ici, nous retrouvons ce résultat par une autre méthode.
Nous en déduirons la dimension du 0—éme espace d’homologie de Poisson dans le cas de Ds.

Proposition 3.3.1
Pour Bs, lespace des solutions de ’Equation (3.14) est le plan engendré par les polynémes 1
et (x1y2 — y122)%. Ainsi, la dimension du 0—éme espace d’homologie de Poisson de Bs est

dim(HPQ(BQ)) =2\
Les éléments 1 et (x1ys — y122)? n’appartiennent pas o {SV, SW1.

Démonstration :
e Soit X = z1y2—y122. On a C[X]| C S,. Or d’apreés la Proposition 3.2.6, on a dim (S(21)g,) = 1
donc la série de Poincaré de Sy, est ﬁ Cette série est exactement la série de Poincaré de C[X],

d’ou Sg, = C[X]. Par conséquent, SE,V[Z = C[X]" = Ry(C[X]) = C[X?].

e D’aprés la Proposition 3.2.3, les éléments 1 et X2 n’appartiennent pas a {S"', S'}. On montre
par un calcul direct (par exemple avec Maple; voir le Paragraphe 3.5 consacré au calcul formel)
que I’ élément X2 vérifie 'Equation (3.14).

e Pour avoir le résultat annoncé, il suffit, d’aprés le Corollaire 3.2.12, de montrer que pour tout
j € N\{0, 1}, I'élément X% ne vérifie pas 'Equation (3.14), i. e. E3(X?%) # 0. Pour cela, il
suffit, d’aprés la Remarque 3.2.14, de montrer que Ej(X 27) # 0. De I’expression

E;(X¥) = 21 Ry (y1 ((m1421)y2— (y1+11) (w24 22))* )+ 22 Ra (y2 (21 +21 ) 92— (y1+11) (w2 +22)) ),
on déduit
. 1 | .
Ey(X¥) = ] Z yi1(—(y1 +t1)22)% + g 22 Z y1(z1y1 — t122),
chgts de sgn chgts de sgn

i.e.
Ey(X¥) = g [Z1ylz§j(y1 +1)% — 21125 (—y1 1) Y + 2ay1 (2191 —t122) — 2oy (21w —t122)%].

2j—1

j 2j 2j—1 2j
7 est izlylzzj(C'Qljylj t1) — %zlylzzj(—C’zljyl t1), et on

Ainsi le terme du type azltly%jzg
trouve a = j # 0. Cela prouve que X% ne vérifie pas 'Equation (3.14). B

Proposition 3.3.2
Pour Dy = Ay x Ay, lespace des solutions de I’Equation (3.14) est la droite engendrée par 1. Ainsi

la dimension du 0—eéme espace d’homologie de Poisson de Do est 1, i. e. ‘dim(HPo(Dg)) =1 ‘

L’élément 1 est le seul élément qui n’appartient pas a {SV, SW}.

Démonstration :
La méthode est la méme que pour Bs : en posant X = x1y2 — Y122, On a SEV[Z = C[X?]. D’aprés

la Proposition 3.2.3, I’élément 1 n’appartient pas a {S", S"}. On montre par un calcul (voir
le Paragraphe 3.5) que I’élément X2 ne vérifie pas ’'Equation (3.14).

Ainsi il suffit, d’aprés le Corollaire 3.2.12, de montrer que pour tout j € N\{0, 1}, E5(X%) #£ 0.
Or cette expression est la méme que celle qui a été obtenue pour Bs ; elle est donc non nulle. l
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3.3.2 Etude de B3 — Vecteurs de plus haut poids 0

Pour étudier le type Bs, nous commencons par expliciter les vecteurs de plus haut poids 0.

Proposition 3.3.3
On pose X = x1ys — Y172, Y = Tay3 — y2¥3 et Z = T3y1 — Y3T1.
Alors Sf; est limage de C[X, Y, Z] par Rs.

Démonstration :

D’aprés la Proposition 3.2.7, on a C[X, Y, Z] = Sy, donc C[X, Y, Z]P = Sfj.

Remarque 3.3.4

Les seuls monomes XY 17k (i, j, k) € N3 dont I’image par R3 est non nulle sont

> les monomes de la forme X'YIZF avec i, j, k pairs,

> les mondomes de la forme X'YIZ* avec i, j, k impairs et deux & deux distincts. Pour ces
mondmes, il suffit de prendre i < j < k.

Ainsi le vecteur de plus haut poids 0 de plus petit degré non multiple de 4 est de degré 18.

Proposition 3.3.5

Les éléments 1 et R3(X?) n’appartiennent pas a {SW, SV},

Les éléments 1, R3(X?) et R3(X2Y?) vérifient I’Equation (3.14).
Ainsi, dim(H Py(Bs)) > 3.

Démonstration :
Nous savons d’aprés la Proposition 3.2.3 que les éléments 1 et R3(X?) n’appartiennent pas
a{sW, sWy.
Un calcul (voir le Paragraphe 3.5) montre que les éléments R3(X?) et R3(X2Y?2) vérifient 'Equa-
tion (3.14). W

Pour démontrer 1'égalité dim(H Py(B3)) = 3, nous allons montrer que les éléments de 5523 qui
n’appartiennent pas a I'espace (1, R3(X?), R3(X2Y?)) ne vérifient pas 'Equation (3.14), et en
fait, d’aprés la Remarque 3.2.14, qu'ils ne vérifient pas 'Equation (3.20). C’est le but du para-
graphe suivant.

3.3.3 Etude de B3 — Equation de Berest-Etingof-Ginzburg

A tout polynéome de la forme P := R3(X'Y7Z k) spécifiée dans la Remarque 3.3.4, nous associons
un mondéme Mp qui apparait avec un coefficient non nul dans I'Equation (3.20), et tel que si
Py et Py sont deux polynomes distincts, alors le mondéme Mp, n’apparait pas dans E),(P2) et le
monome Mp, n’apparait pas dans E] (P;), ou E} (P) représente 'Equation (3.20).

> Au polynome R3(X?) (avec j > 2), on associe le monéme M; = zltly%jzgj.
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> Au polynome R3(X2Y?) (avec 1 <1< j et j > 2), on associe M;, = z1t1y2j+2l gj 2,

> Au polynome R3(X%Y? 7Z?*) (avec 1 <1 < k < 5), on associe

27421 2]+2k 2,2k 2l 2
M] k1 = z1t1y] z3 5t1 .

> Au polynome R3(X2H1Yy2i+1 72k+1) (avec 0 < i < j < k), on associe

2i+2k+2 2]+2k+2 2t2]+1 2%— 1
Z3

ng i = thly 2

Premiére étape

Pour tout polynéme P, on calcule le coefficient du monéme Mp qui apparait dans I’'Equa-

tion E4(P).

Cas 1. P = R3(X%) = }(X% + Y% + Z%) (avec j > 2) :
On a

‘W‘ znt( )

= L3 Ry [(Zlyl +z2y2 + 2z3y3) [(2192 — (1 + t1)22)” + (2293 — w223)” + (z3(y1 + 1) — y%l)””'

Donc
2 2j 2j
WIES,(P) = wa(..)+us(.)+5 D zun[((n +t1)22)¥ + (zs(yr + 1))
9 chgts de sgn
+§ Z 22Y1 [(Zlyl - t12’2)2‘j + (y123)2j + (t123)2j]
chgts de sgn
+§ Z 23Y1 [(t122)2j + (2291)¥ + (z3t1 — ylzl)zj]-
chgts de sgn
Ainsi,
\W|Ey(P) = [Zlyl [((y1 +t1)22)% + (z3(y1 + 1) ¥] — 2191 [((—y1 +t1)22)% + (23(—m1 +t1))2j}]

v (1 = t122) + 120)% + (012)%7] = 2201 [(—amn — t122)% + r20)¥ + (ta2)]|

8

3

% z3y1 [(t122)%7 + (2291)¥ + (23t1 — y121)%7] — z3y1 [(t122)%7 + (2291)% + (2311 + y121)2j]],
(3.21)

ou les termes soulignés s’annulent.

Le monéme M; = zltly%] 232,] apparait seulement dans la premiére ligne de la derniére expression,
. 18 1 1] _ 32;

et son coefficient est W3 [202]- + 202]-] =57

Ainsi, |le coefficient de M; dans E4(P) est 2 |.

Cas 2. P = R3(X%Y?) (avec 1 <1< jetj>2):

On a
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wW\ES,(P) = WiR, [(Zlyl + 2292 + 23y3) [ (2192 — (Y1 + t1)22)¥ (223 — y223)*

+ (2293 — y223)2j(23(y1 +h) = ys2) 2t (z3(yr + 1) — y321) ¥ (2192 — (1 + t1)22)
((z1y2 — (1 +t1)22)* (2293 — y223)% + (2293 — Y223)* (23(y1 + 1) — ysz1)¥
+(aln +h) - 32)? (219 — (0 + 0)22)7] .

Donc |W[E5(P) = %[zlyl [(z3(y1 + 1)) (41 + t1)22)*] — 21w [(z3(—y1 + 1) ((—y1 + t1)22)? }

+2oy1 [(2191 — t122)% (yle) + (W123)% (23t1)* + (23t1)% (Z1y1 — t122)%] —

+2z3y1 [(f122) (2291)* + (2291)* (Zatl —y121)% + (231 — y121 I (t122)%] —

+z1y1 [ (z3(y1 + 1)) (41 + t1)22)%] — Zlyl[ (z3(=w +t1)) (( Y1 +t1)22)? }

+2’2y1 [( 21Y1 — t122) l(y123)27 + (y1Z3) (thl) + (thl) (Zlyl - tlzg)zq — ...

+Zgy1 [(tlzg) (Zle)QJ + (Zgyl) (thl — ylzl) J + (thl - ylzl)Ql(tle)Qj] — .. .},
(3.22)

ou sur chaque ligne, les points de suspension représentent I'image de I'expression par le change-
ment de signe y; — —y;. Comme dans le cas précédent, les termes soulignés s’annulent.

>Sij #1letl#1,le mondme M;; apparait seulement dans la premicre ligne de I'expression
précédente et son coefficient dans cette expression est %( Jj+1).

>Sij #letl =1,le monéme M;; apparait aussi dans la cinquiéme ligne de (3.22) et son
coefficient est 32(j +1 —1).

>Sij=1onal#1/ (carj > 2). Alors M;; apparait aussi dans la quatriéme ligne et son
coefficient est donc & (j +1).

Le tableau suivant regroupe les coefficients de M;; dans E5(P) :

G 1) N jAletl#1]jAletl=1])=
Coefficient G+0D/9 j/9 45/9

Cas 3. P = R3(X¥Y2Z%) (avec 1 <1 <k < j):

On a
7% _
WIEL(P) = DLRy[(ean + 2o+ 2as) [(er — (o + 00)22)% (s — 223) (o (on + 1) — )
+ > ]
permutations
de (j,1,k)
Ainsi

WIE;(P)=§ > [Z2y1(21y1 — t120)% (y123)* (23t1) %" — 2001 (=211 — t120) ¥ (y123) (23t1) >
permutations
de (.1.k)

+23Y1 (t122)2j(22y1)2l(23f1 - y121)21C - 233/1(f122)2j(22y1)2l(23t1 + 3/121)2’C .
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On note a; 1 le coefficient du monéme M; . ; dans 'expression précédente, et on distingue 4 cas :

>Sil=k=j,onalM;;= 21t122] zyf]z% 22tll et a]” = —32j.
>Sil=k<j,ona M =ztzl" 2y 2042 §]+2 2213 et
W|E5(P) = % 2oy (211 — t122)% (y123)? (23t1)% — - 4 23y1 (f122) % (2291) * (2381 — y121) % —
+22y1 (2191 — t122) % (y123)% (2381)%" — -+ - + 2391 (t122) 2 (2291) % (2381 — y121)% —
+2oy1 (2191 — t122)? (y123)% (z3t1) ™ — -+ + 2391 (t122) % (z291)* (231 — y121)% — },
avec les conventions précédentes. Ainsi le coefficient cherché est a;;; = —%l )
>Sil<k=j onalMj,; = zltlzfl zyfﬁ_m a9 23t j. De méme, on trouve a; ;; = —325.
>Sil<k<j,ona
\WIEL(P) = § {Zzyl(zlyl —t122)% (y123)* (2311)*" + 2351 (t122)% (2251)% (23t1 — y121)*" —
+22y1 (2191 — t122)2 (y123)°% (23t1)* + 2391 (t122)% (2291)*F (2381 — y121)* —
+ayi(ziy — ti22)? (?J123) (Z3t1) + z3y1(t122) % (2251)% (23t — y121)* —
+z2y1(z1yn — t122)* (y123) ™ (2311)*F + 2391 (t122)* (2291)% (23t1 — y121)°"
+2o1 (2191 — t122)?F (y123)* (23t1)% + 2391 (t122)F (2291) % (2311 — y121)% —
201 (2191 — t122)* (y123) % (23t1)% + 2391 (t122)* (za01) > (2381 — y121)¥ — ;
(3.23)
toujours avec les mémes conventions.
Le monoéme cherché apparait seulement sur la quatriéme ligne, et son coefficient est o 5; = —%l.

Finalement, nous regroupons les coefficients des monémes M, ;; dans E5(P) dans le tableau
suivant :

(G, kD) ||l=k=j|l=k<j|li<k=j|l<k<j
Coefficient —21/3 —21/9 —21/9 —1/9

Cas 4. P = Ry(X?H1y2+122k+1) (avec 0 <i < j < k) :on a

\WIES, (P)

= %Rs [(z1y1 + 2292 + 23y3) [((2192 — (11 +11)22)2 (20ys — y223) P T (23 (y1 + t1) — ysz1) 2T + Z H
permutations
de (i,5,k)
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Ainsi

(WI[E3(P)

DY [22?41(21241 — t122)* " (y123) P (23102
permutations
de (j,j.k) } }
t2oy1(—2z1y1 — t122) 2T (y123) 20T (25t ) 2R

+23y1(t122) 2 (22y1) P (2311 — y120) P + 2391 (F122) 2 (22y1) 2T (23t + y121) 2R L

22y1 (2191 — t122)* T (y123) 7T (2380) T + 2ay1 (=200 — t122)* T (y123) P (25t 2
+231 (t122) 2T (22y1) P (2381 — y121) 2T + 23y (t122) 2T (2291) 2 T (25t + 1 21) 2R !

2j+1( 2k+1( 2i+1 +23y1 t122)2j+1(22y1)2k+1(23t1 +y121)2i+1

S 2oy (=g — trze) T (ya23) 2 (2at0)
2L 4 Zgyn (t122) 2P (2291) T (23t + y1210) 2 H
(3.24)

+23y1 (t122) Z2Y1) z3ty — iz

+22y1(2191 — 75122)2k+1(y123)2i+1(23t1
2k+1(

t2oy1 (2191 — t122)2 7 (y123) 2K (25t1) P + zoyn (—21y1 — t122)% T (y123) 2 (25t )20
+23y1(t122) 2 (2201) P (23t — y121) 2T + 2391 (F122) 2 (201 ) 2P (23t + y121) P L
+2oy1(21y1 — t122) T (y123) 2 (23t1) P + 20y1 (— 2191 — t122) 2T (y123) 2L (25t ) 2R HL
+23y1(f122)2j+1(22y1)2i+1(23t1 - y121)%+1 + Z3y1(f122)2j+1(22y1)2i+1 (23t + 3/121)2]““1
+201 (21y1 — t122) 2T (y123) T (2381) 2T + 2oy1 (—21y1 — t122) 2R (y123) 2 (231 ) 2
+Zsy1(t122)%+1(22y1)2j+1(Zstl — Y1z et Z3y1(t122)2k+1(22y1)2j+1(23t1 + 2/12’1)%+1
+2oy1(z1y1 — t122) T (y123) 2K T (25t1) 2 + 20y1 (— 2191 — t122) 2T (y123) 2P (25t ) 2L

( (

( (

( (

S~

2l (23t — g1 21

+23y1(t122) Z2%1)

Pour trouver les monémes de la forme aMj, ;;, nous nous intéressons d’abord a ’exposant de
z3, ensuite & celui de y;. Ainsi il reste seulement & considérer les lignes 1 et 3, puis seulement la

ligne 3. Le coefficient de My, ;; dans [W|E4(P) est —18(2i + 1).
Ainsi, |le coefficient de Mk,j,z’ dans E4(P) est —1—18(22' +1)

Seconde étape

Pour deux polynoémes P; et P, distincts, de méme degré supérieur ou égal & 12, on montre que

Mp, n’apparait pas dans E'(P»).

Cas 1. P = R3(X%) (j > 3) : d’aprés (3.21), aucun terme de E}(P) ne contient en méme

temps z1, 22, 23.

Orsil+k=javecl <k <letl>2 alors Mj; = zltly%”%zglz%k, donc M, j, n’apparait pas

dans E45(P).
De méme, sim+1+k = javec0 <k <1 <m,ona M, =ty
M, Wapparait pas dans E45(P).

2m+2k 2m+21 2,21 ,2k—2
23 z5t1'z]" °, donc

Cas 2. P = R3(X%Y?) (avec 1 <1 < jet j > 2): I'Equation (3.22) peut s’écrire



3.3. Etude de B2 — 02, DQ = A1 X Al, B3 — Cg, et D3 = Ag 101

SIWIEL(P) = ziyi(zs(yr + 1)) ((y1 + t1)22)? — 2191 (z3(—p1 + 1)) ((—y1 + t1)22)*
+z1y1(23(y1 + tl))Ql((yl +t1)22)% — 21y1(23( y1 + 1)) ((—y1 + t1)22)¥
+22y1(2191 — t122)? ‘(y123)2l + 2oy1 (2z3t1)* (Zlyl — t129)%
—zoy1(—2191 — t122) I (y123)% — 2011 (Zstl) (—21y1 — t122)%
+20y1 (2191 — t122)* (y123)% + 2291 (23t1)? (2191 — t122)% (3.25)
— 291 (=211 — t12’2)21(y123)2j - Z2y1(23t1)21(—21y1 - t122)2j '
+23y1 (22y1)% (23t1 — y121)?" + 2391 (25t — y121)% (t122)%

—23y1(22y1)% (23t1 + y121)%" — 23y (2sts + y121)% (t122)%
+23Y1 Ezzy1§2i z3t1 — ylzlg% + 23y1(23t1 — ylzlgzl t122
(

2
—z3Y1(22Y1

( (t122)
(z3t1 +y121)% — 23y1 (23t + y121) 2 (t122)%.

2m 2m

e Sim = j+1, alors M, = z1t1y] n’apparait pas dans F(P). En effet, le plus grand
exposant de z3 dans F(P) est < 2j + 1 < 2m.
eSim+tp=j+lavecl<p<m, m>2 m+#jetp#Il, alors M, p—21t1y2m+2p amy gp
n’apparait pas dans F(P). En effet,

> Sim > j, nécessairement p < [. Alors le plus grand exposant de z3 dans E(P) est < 2j+1 < 2m.
> Si m < j, nécessairement p > [. Alors les seuls termes de E(P) qui comportent z1t; avec
I’exposant 1 sont

Ly = 8jzt y2]+2lz§]z§l
25421 91 2§
L2 = 8l21t1y it gl 2j
Ly = —4xt y1 292% sil=1
Ly = —4z1t1y2]+2z3zgj sil=1.

Ly et L3 ne sont pas colinéaires & My, p, car ils ne sont pas colinéaires a M ;.

Lo est colinéaire & M,, , seulement sim =1let j =p. Maisalors m=1<j=p<m,doum=j
et p =1, ce qui est absurde. Le méme argument peut étre appliqué a Ly.

e Sim+ptq=j+l avecl < q<p<m,alors My, ,, = zityys " 202322470 2072
pas dans E(P). En effet,

> Sim+ p > j, le plus grand exposant de z3 dans E(P) est < 25 +1 < 2m + 2p.

> Sim 4+ p < j, on a nécessairement ¢ > [+ 1, donc 2¢ — 1 > 2] > 2. Alors les seuls termes de
E(P) qui comportent z; avec 'exposant 2g — 1 sont

n’apparait

L = _202q 1 2q+2l %q lzgj—2q+2z?2’lt§j—2q+1
2 1 2 2q—1 _2j—2q+2 97,2j—2q+21+1
L = _2C2q 1 %q %q 1 2] 2q+2 22lt2] 2q+2l+1
Ly — _20 a— 1qzlq 21 3] q+ tly q+
L4 _ _202q 1 2q+2l %q 1 2l 2] 2q+2t§j 2q+1‘
m+q = q+1
. .. 2 = 2j—2q+2 .
Si Ly est colinéaire a M, on a d’ott p = 0, ce qui est absurde.
1 m,p,q> 2m+2p — 2l ) p ) q
2p+1 = 25—-2¢+1

De méme, Lo, L3 et Ly ne sont pas colinéaires a My, p 4.
> Sim + p = j, on a nécessairement ¢ = [ (mais seulement 2¢ — 1 > 1). D’ou les deux cas :
©Sil>2,i. e g>2,en plus des termes Lq,..., Ly, on obtient les termes
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Ly = —4l22y123Jt1 %l 1y1l 1t122
Leg = —4lzgylz2l yll 1t zgyl 23
L; = —4lzgy122 yl Nl y2l 1z%l 1

21—-1 21 1t2y 27

Lg = —4lzgy123t1y 12’2 .

Si Ly est colinéaire a My, 5, 4, on a en particulier 2m + 2 = 21, d’ott m = 0, ce qui est absurde.
De méme, Lg, L7 et Lg ne sont pas colinéaires a M, p 4.
o Sil=1,i.e. q=1, en plus des termes Ly,..., Lg, on obtient aussi les termes

2j ;

z1y12y 25 (y1 + )P T2 — Zlylzg Zz( Y1 + )P+
25 ; 25

Y1252y (Y1 + )P T2 — 2y 23z’ (—yn + 1) P2

Parmi ces termes, ceux qui comportent ¢; avec 'exposant 2p disparaissent en raison des signes
dans le développement du binéme.

Cas 3. P = R3(X¥Y?Z%) (avec 1 <1<k < j):
e D’apres la Formule (3.23), le plus grand exposant de z3 dans F4(P) est < 21 + 2k. Ainsi si
m = j+k+1, alors M, = 21t1y?™22™ n’apparait pas dans E}(P).

2m-+2p gm 2r n’apparait pas

eSim+p=j+i+kavecl <p<m,m2>2 alors My,, = z1t1y;
dans E4(P). En effet,
> Sij + k < m, alors z3 n’apparait jamais dans E5(P) avec 'exposant 2m.

> Sij+k > m, on écrit les termes de E4(P) qui comportent y; avec l'exposant 2m + 2p :

Ly = —4jzy2; 2j— yf t P y 2l+2kt2k Ly = _4122%2%1 1y11 2 y2] 2]+2kt2k
Ly = —4kzip tszgﬁmyflz t y%k L1 Ly = —dkagy 1202222 o0t y%k ! 2k !
Ly = —djoayrzd 1y tz Y2k 2k+2lt2l Ly = —dkzay 22t ly2 1t 22! +2gt2g
Ly = —4lz3y1t2] AR Y astiyi lzfl i Ly = —4jzyitiFz 2kwym2*3151@/2] &) fj 1
Ly = —4kz2y1z%k lylk U2y 2202030 | Ly = —Alagy 22y B e gy 2k 2R TR 42
Lg = —4l23y1t2k22 ket Jyf]z t y%l lz%l Ly = —4jzn t%lZSH%?J%kZ t y2j ' %J g

Aucun de ces termes n’est colinéaire & M,, ,, & cause de I'exposant de ¢; qui est toujours trop
grand.

eSim+pt+qg=j+i+kavecl<g<p<met(m,p,q)#( k),

alors My, pq = zltly%qu §m+2p 2t%pz%q 2 ywapparait pas dans Ej(P). En effet,

> Sim+p> j+k, alors z3 n’apparait jamais dans E4(P) avec Uexposant 2m + 2p.

> Sim+p < j+k, on écrit les termes de E4(P) qui comportent y; avec I'exposant 2m + 2q et zo

avec Iexposant 2, en posant CO = 0 si § ¢ [0, 2k] :

L = —4]22y122j y% Y129 2U7 23l+2kt2k L, = —4l22y122l 1y1l Y2 yf]zgﬁ%t%
L, = 202k23y1t1 ﬁzll/%l hoaghmogana | Ly = 205yt Yy ?%k POy
Ly = _4JZ2y121J y1 U2 y2k 2k+2lt2l Lo = —dkzoy226~ 1y 1p 2002 2l+2gt2]
Ly, = —ZC’BI,Zgy tszgﬁzky%zm ﬁt Byfzf Ly, = -2C] Z3y1t2kz2k+2ly 2j 7t2j Tyl 27
Ly = _4kz2y1z2k ylk 120 y%’zg”mtzl Ly = —4[22y1z%l 1y11 41 29 yl +2gt2g
Lg = 202123y1t2k +2jyf] ?2,[ ﬁt Bylﬁzf Ly = 202J23y1t2l H'zky%k 32)] 7t2j ﬁ’ywzl,
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avec a € [0, 2k], B € [0, 2], v € [0, 2j] et v, 3, v impairs.
Aucun de ces termes n’est colinéaire a My, ,, car pour chacun de ces douze termes, 1'égalité

des multidegrés donne un systéme linéaire qui conduit & une absurdité. Par exemple, si Lq est
2m+2q = 25+ 2l

o 2m+2p = 204+2k ., . _ .
colinéaire a M,, ,, on a w1 = 142 ,d'outp=£k, ¢ =7, m=1, ce qui est absurde
2¢—1 = 2j—1

d’aprés I’hypothése.

Cas 4. P = Ry(X2Hy2+122k+1) (avec 0 < i < j < k) :
dans ce cas, a cause du degré, le seul monoéme pour lequel on doit montrer qu’il n’apparait pas
dans E4(P) est My, pq avec m+p+q=j+k+i,0<qg<p<met(m,p, q) # (k, j, i). L’étude
est la méme que celle qui a été faite dans le troisiéme point du cas 3.

Ainsi on a prouvé le résultat suivant

Proposition 3.3.6

La dimension du 0—eéme espace d’homologie de Poisson de B3 est 3,
1. €. dim(HP()(Bg)) =3]|.
Cette dimension coincide avec dim(H Hy(Bs)).

En ce qui concerne les vecteurs de plus haut poids 0 de degré congru & 2 modulo 4, nous obtenons
par récurrence une formule qui nous permet de les exprimer explicitement comme sommes de
crochets : c¢’est 'objet de la Proposition 3.3.7.

Proposition 3.3.7
Les vecteurs de plus haut poids 0 de degré congru a 2 modulo 4 sont des sommes de crochets.

Démonstration :
e On a la formule 3
{R3(X?P), R3(X?0)} = =Pa R (x-ty2a-t7). (3.26)
En effet,
{R3(X?P), R3(X?)}
1
= E{ Z (xa'lon - yalxaﬂ)zpa Z ($T1y72 - y‘rlx72)2q}
3 AL T7€G3
= 7 Lo1Yo2 — Yo1To2 y \Tr1Yr2 — Yr1Tr2
{( )%, ( )27}
o, 7€((1,2,3))

= P > (@012 = Yo1Te2) P (@r1Yr2 — Yr17r2) T H{To1Yo2 — Yo1To2, Tr1Yr2 — Yr1Tra}
o, 7€((1,2,3))

= §pq Z o (z1y2 — y1172)2p71($2y3 - y2173)2q71($3y1 — y3T1)
TEGS

8 _ _
= gpq RB((Ilyz - y1172)2p 1($2y3 - y2173)2q 1(x3y1 - y3171)),
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ou la quatriéme égalité provient du tableau suivant :

L[ x| v [z]
X [ 0] Z Y
Y [Z] 0 | X
Z Y [-X]| 0

On a aussi

1
Rs (Xprly2qflz) Rs (er) =3 [Rg (X2p+2r71Y2q712) R4 (Xprly2q+2T71Z) +Rs (Xprly2q7122r+l)} '
(3.27)
Ainsi, d’aprés la Propriété de Leibniz et la Formule (3.26), on a

{R3(X?), R3(X*")R3(X*")}
= {R3(X?), R3(X*")}R3(X?") + {R3(X?P), R3(X")}R3(X>?) (3.28)
= SpqRy(X*71Y271 Z)R3(X?") + Spr Rg (X2 -1y ~1Z) R3 (X%9).
e On en déduit
Rg (X2p—ly2q—lz2r+1)
_ 3R3 (X2p—1y2q—1z)R3(X2r) _ R3(X2p+2r—1y2q—l Z) _ Rg (X2p—1y2q+2r—12)
= 2 AR3(X%), R3(X*)R(X™)} — 3 Ry(X*PY 2071 7) Ry (X2)
_R3(X2p+2r—1y2q—lz) _ R3 (X2p—1y2q+2r—1z)

— S {Rs(X), Ry(X20)Ry(X7r)} — & | Ry(X+20-1y 17

+R3(X2p—1y2r+2q—lz) + R3 (X2p—1y2r—1z2q+1)
_R3(X2p+2r—1y2q—lz) _ R3 (X2p—1y2q+2r—1z)’

(3.29)

ou les égalités 1, 2, 3 résultent respectivement des Formules (3.27), (3.28), (3.27).

e On procéde alors par récurrence sur r : on montre que pour tout r > 1 fixé, pour tout (p, q)
dans (N*)? tel que 7 < ¢ < p, Pélément R3(X?P~1Y20=1727=1) est une somme de crochets : en
effet, le cas r = 1 résulte de (3.26) tandis que le passage de r a r+1 vient de la Formule (3.29). B

3.3.4 Etude de Dj

Le résultat pour D3 peut étre déduit du résultat pour Bs.

En effet, les vecteurs de plus haut poids 0 sont les mémes que ceux de Bs (cela résulte de la
Proposition 3.2.15), et ils sont donnés par la Remarque 3.3.4.

[’élément 1 n’est pas un crochet, d’aprés la Proposition 3.2.3.

L’Equation (3.20) est la méme que pour Bs. Cela montre que les solutions de 'Equation (3.14)
sont & rechercher dans I’espace vectoriel (R3(X?), R3(X2Y?)).

Or ces deux polyndmes ont des degrés distincts et on vérifie (voir le Paragraphe 3.5) qu’aucun
d’eux n’est solution de I’Equation (3.14).

Ainsi on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.8

La dimension du 0—éme espace d’homologie de Poisson de D3 est 1, i. e. ‘dim(HPo(Dg)) =1 ‘ .
Cette dimension coincide avec dim(H Hy(D3)).
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Remarque 3.3.9
Les Propositions 3.3.1, 8.3.2, 3.3.6 et 3.3.8 montrent que la conjecture de J. Alev est vérifiée
dans les cas By, Dy = A1 X Ay, Bs et D3 = As.

3.4 Produits en couronne

J. Alev a conjecturé que 1'égalité dim H Py(W) = dim H Hy(W') est valable non seulement pour
les groupes de Weyl des algébres de Lie semi-simples de dimension finie, mais aussi dans le cas des
produits en couronne de la forme W =T — &,,, ou I' est un sous-groupe fini de SLoC. Dans ce
paragraphe, nous vérifions cette conjecture, citée dans 'introduction, dans le cas ou I' = A; : le
groupe W est alors W = &,, et un calcul explicite montre que dim HPy(W) = 0 = dim HHy(W).

3.4.1 Définitions et notations

e On considére le produit en couronne G = I' — &,, d’un sous-groupe fini de SLoC, noté T,
par le groupe symétrique &,,. D’aprés la Proposition 2.4.1 du Chapitre 2, on prend pour I'" un
sous-groupe de SLoC du type Ak, Dg ou Ej.

Par définition, le produit en couronne G =I' — &, est le produit semi-direct ['" x &,,, i. e. le
produit cartésien I' x &,, muni de la multiplication * définie comme suit :

(’Y, U) * (PY/, O'/) = (’Y(O’,—Y/)7 O'O'/) = ((’Yl’}/;_,l(l)’ ooy 7”7;'*1(77,))7 O'O'/).

Pour tout élément (71, ..., 7n, 0) € G, on note M, 5 € My, C la matrice par blocs dont le bloc
d’indices (i, j) est v; §; »(;) € M2C.

. . . =~ . 0 1 0 1
e On considére la matrice diagonale par blocs J = Diag 10 )21 0 de
GL,,C.

Alors on a tM(%o)jM(%U) =J.
Donc en identifiant Sp,,,C et Sp(J) := {M € GLy,C'MJM = J}, on a M

Y0

e L’application
(v, 0) = Mg
est un morphisme de groupes.

De plus, elle réalise une bijection de I' — &,, sur son image.
Ainsi, le groupe I' — &,, s’identifie & un sous-groupe de Sp,,,C.

e On considére 'algébre de polynémes Clx1, y1, ..., Tn, ynl, sur laquelle le groupe G =T — &,
agit.
Le crochet de Poisson de deux polynémes est défini par

{P, Q} :==VP-(JVQ) = VyxP VyQ — Vy P VyQ.



106 3. Homologie de Poisson en degré 0

Comme G est inclus dans Sps,,C, le crochet de deux polynomes invariants est invariant, de sorte

que l'algébre des polynémes invariants Clz1, y1, ..., Tn, yn]G est une sous-algébre de Poisson de
lalgebre Clx1, y1,. .., Tn, Yn]-
On note désormais S := Clz1, y1,..., Tn, Yn], et S(j) U'espace des éléments de degreé j.

e La dimension de SG(2) est donnée, dans le cas ou I' est du type Ag, par le tableau suivant :

r Ay | Ay | Ag, k>3
dimS%(2) | 6 | 3 1

Remarque 3.4.1
Dans le cas ou I' = Ay, le groupe G =T — &, est isomorphe a &,,.
Dans le cas ou I' = Ay, le groupe G =1 — &,, est isomorphe 4 B,,.

3.4.2 Etudede G,

Dans ce paragraphe, on étudie le cas ou I' est du type A;. Le groupe I' est réduit a 1’élément
neutre, et on a donc G = G,,.

Proposition 3.4.2
Le sous-espace S (2) est isomorphe a la somme directe d’algébres de Lie sly @ sls.
Plus précisément, on a S9(2) = (Ey, Fy, Hy, By, Fy, Hy), ot les éléments Ey, Fy, Hy, By, Fy, Hy
sont donnés explicitement par
FE| = %RH(ZE%) + nT—l Rn(ZL'll’Q) FEy = nT_an(ZL'%) — nT—l Rn(ZL'll’Q)
Fi = —3Ru(y}) — "3 Ru(y12) Fy = =22 R, (y7) + 25 Ru(y192)
Hy = —Ry(z1y1) — (n — 1) Rp(z1y2) Ha=—(n—1)

avec la table de multiplication suivante.
Les espaces S et SC sont done des sly @ slo—modules.

ol | A lm | BB | H |

En 0 o, | —2E 0 0 0
| —H 0 2F 0 0 0
Hy || 2E7 | —2F 0 0 0 0
Ey 0 0 0 0 Hy | —2E,
Iy 0 0 0 —Hy 0 2F,
Hoy 0 0 0 2k, | —2F 0

Proposition 3.4.3
On considére la base suivante de sly @ sly (elle n’est pas adaptée a la décomposition en somme
directe d’algébres de Lie, contrairement a la précédente) :

E=Ry(x7)  F =Ry = Rn(z191)
E' = Ry(z122) F' = Rn(y132) =R, (xlyz)
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L’Equation 3.14 associée a un polynome P € SO est vue comme un élément de S[z, t], i. e. un
polynéme en z, t o coefficients dans S. Alors les coefficients de t%, z%, z1t1, tita, 2122, zito
s’écrivent

Ct%(P):al{Ev P} sz(P):OQ{Fv P} Cz1t1(P):a3{H7 P}

Ct1t2(P) = a4{Elv P} 62122(P) = Oé5{F/, P} Cz1t2(P) = O‘6{H,7 P},

< *
ot les oj sont dans Q*.

Corollaire 3.4.4
Si P € 8¢ est solution de I’Equation 3.14, alors P est annulé par sly & sls.

Mais I'utilisation de I’Equation 3.14 n’est pas nécessaire pour 'étude de G = &,,. On peut en
effet écrire n’importe quel élément de S¢ comme somme de crochets d’éléments de S¢. Clest
I’objet de ce qui suit.

e OnasS =Clzy, y1,..., Tn, Yn] = Clug, v1,..., Up—1, Up—1, X, Y], avec u; = 1 — xj41 et
vi=y1 —yjrapour j € [L,n—1]et X =371 2;, YV =371y,
On peut donc écrire S = T[X,Y] avec T = Cluq, v1,..., Up—1, Up—1]-

Alors S¢ = R,,(S) = R,(T[X,Y]). Or X et Y sont invariants par G, donc | S¢ = TY[X,Y]|.

e On calcule maintenant le crochet {aX'Y7, BX*Y!} pour (o, B) € T2
En utilisant la Propriété de Leibniz, on a

{aXYT, pX*YY = af{XYT, XFY D 4+a XY XY, BY4+8X Y {a, XFY 34Xy T+ 0, ).

De plus, on a la relation {X°YJ, X*Y'} = L(il — jk)XTHr=1yi+=1,
On peut aussi écrire {XY7, B} = jX'YI~ 1{Y, By +iX Y IX, B}.

Or 8 € T, donc f est une combinaison linéaire d’éléments de la forme M = uj* .. u:L" fv{l . vfl"_*f.
Et

_ ik 11 /; in—1 ]1 ]n 1 Zn 1,71 /.;c Jn—1
{Y,M}—g Y, wrtul' ooowf w0t —1—5 {Y,v R VS T R 7 L A

k=1

Enfin, {Y, u;j} = iku;;’“_l{Y, ug}, et

n

1 o 1 1
{Y, wi} = ” > {yj, w1 — Tp} = - D (=01 + 0jkg1) = ﬁ(_l +1) =0,
=1

J=1

donc {X'Y7, B} =0.

Finalement

{aX'YI, BXFY!} = L(il — jk)XTTR1Yy It a8 4 Xithyiti{a, B},

e En particulier, on a la formule {aXYJ, X*Y'} = L(il — jk)XTh-1yit-1q
Soit maintenant «XPY? un élément de TC[X, Y], avec a € TC.
> Sip+#£gq,onaaXPY?= ﬁ{aXqu, XY}
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>Sip =g, onaaXPY? = —Eo{ayrtl, X1}

On a donc démontré le résultat suivant :

Proposition 3.4.5
Le 0—eéme espace d’homologie de Poisson de S est nul.

Remarque 3.4.6
On peut alors affirmer que U’Equation 3.14 pour S n’a aucune solution.

3.5 Calculs formels

Nous regroupons dans ce paragraphe des vérifications effectuées avec Maple.

3.5.1 Définitions

e La fonction Image calcule I'image du polynéme P € A[X] par la matrice J € GIL,C, selon
l'action diagonale, avec X = (x, y), et A = C ou A = CJz, t].

Image:=proc(P,X::1ist,J) local n: n:=nops(X)/2:
subs ({seq(X[i]=add(J[1,jI*X[j],j=1..n),i=1..n),seq(X[i]=add(J[i-n,j-nl*X[j],
j=n+1..2#%n),i=n+1..2%n)},P); end proc:

e La fonction Reynolds calcule 'image par 'opérateur de Reynolds associé au groupe W C G1,,C
du polynéme P € A[X], selon 'action diagonale.

Reynolds:=proc(P,X::1ist,W::1list) local card,n: card:=nops(W): n:=nops(X)/2:
1/card*add(Image(P,X,W[j]l),j=1..card); end proc:

e La fonction kron retourne le symbole de Kronecker de (i, j).

kron:=proc(i,j) if i=j then 1 else O fi; end proc:

e La fonction repr recoit une permutation o € &,,, écrite sous la forme d’une liste [o(1), ..., o(n)],
et retourne la matrice de taille n x n et de terme général J; ,(;, i. e. la matrice de permutation
associée a o.

repr:=proc(sigma) local n: n:=nops(sigma): matrice(n, (i,j)->kron(i,sigmaljl));
end proc:
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e Définition des groupes de Weyl de Bj et Ds :

£12:=<<0,1>[<1,0>>: 81:=<<-1,0>(<0,1>>: s82:=<<1,0>|<0,-1>>:
812:=<<-1,0>1<0,-1>>:
B2:=[seq(seq(seq(t12~i.s1"j.s2"k,i=0..1),j=0..1) ,k=0..1)]:
D2:=[seq(seq(t12~i.s12~j,i=0..1),3j=0..1)]:

e Définition du groupe de Weyl de Bs :

avec (groupe) : S3gr:=permgroup(3,{[[1,2]1],[[1,2,3]11});
S3grbis:=[op(éléments(S3gr))]:
S3grliste:=application(x->convert(x,’permlist’,3),S3grbis):
S3:=application(repr,S3grliste):

s1:=<<-1,0,0>1<0,1,0><0,0,1>>: s2:=<<1,0,0>|<0,-1,0>]<0,0,1>>:
§3:=<<1,0,0>|<0,1,0>[<0,0,-1>>:
B3:=[seq(seq(seq(seq(83[i].s1"~j.s2"k.s3"1,i=1..6),j=0..1),k=0..1),1=0..1)]:

e Définition du groupe de Weyl de Dj :

812:=<<-1,0,0>|<0,-1,0>|<0,0,1>>:823:=<<1,0,0>|<0,-1,0>[<0,0,-1>>:
D3:=[seq(seq(seq(S3[i].s12"j.s23"k,i=1..6),j=0..1) ,k=0..1)]:

3.5.2 Vérification du calcul des Propositions 3.3.1 et 3.3.2

Les calculs suivants permettent de vérifier que Ea(R2(X2)) = 0 pour By et que Eo(R2(X?)) #0
pour Ds.

ind:=[seq(x[j],j=1..2),seq(y[j]1,j=1..2)]1:

uB:=Reynolds ((x[1]*y[2]-y[1]*x[2])~2,ind,B2);
vB:=add(z[jI*y[jl-t[j1*x[j],j=1..2)*subs({seq(x[jl=x[jl+z[j],j=1..2),
seq(y[jl=y[jl+t[jl,j=1..2)},uB): equaB:=Reynolds(vB,ind,B2):
equaBd:=expand (equaB) ;

uD:=Reynolds ((x[1]*y[2]-y[1]1*x[2])~2,ind,D2);

vD:=add (z[jl1*y[j]1-t[jI*x[j]1,j=1..2)*subs({seq(x[jl=x[j1+z[j],j=1..2),
seq(y[jl=y[jI1+t[j],j=1..2)},uD): equaD:=Reynolds(vD,ind,D2):
equaDd:=expand (equaD) ;



110 3. Homologie de Poisson en degré 0

3.5.3 Vérification des identités de la Proposition 3.3.5
Les calculs suivants prouvent les identités E3(R3(X2)) = 0 et F3(R3(X2Y?)) = 0.

ind:=[seq(x[j],j=1..3),seq(y[j],j=1..3)]:

ul:=Reynolds((x[1]*y[2]-y[1]*x[2])~2,ind,B3):
vi:=add(z[jl*y[jl-t[j1*x[j],j=1..3)*subs({seq(x[jl=x[jl+z[j],j=1..3),
seq(y[jl=y[jl+t[j],j=1..3)},ul): equal:=Reynolds(vl,ind,B3):
equadl:=expand(equal);

u2:=Reynolds ((x[1]1*y[2]-y[1]*x[2]) ~2*(x[2]*y[3]-y[2]*x[3])~2,ind,B3):
v2:=add(z[jl*y[j1-t[j1*x[j],j=1..3)*subs ({seq(x[jl=x[j1+z[j],j=1..3),
seq(y[jl=y[j1+t[j],j=1..3)},u2): equa2:=Reynolds(v2,ind,B3):
equad?2:=expand (equa?2) ;

3.5.4 Veérification des calculs de la Proposition 3.3.8

Le calcul suivant montre que les polynéomes R3(X?) et R3(X?Y?) ne sont pas solutions de I'Equa-
tion (3.14).

ind:=[seq(x[j],j=1..3),seq(y[j]1,j=1..3)]1:

ul:=Reynolds ((x[1]*y[2]-y[1]*x[2])~2,ind,D3):
vi:=add(z[jl1*y[j]1-t[jI*x[j]1,j=1..3)*subs({seq(x[jl=x[j1+z[j],j=1..3),
seq(y[jl=y[j1+t[j],j=1..3)},ul): equal:=Reynolds(vl,ind,D3):
equadl:=expand(equal):

nops (equadl) ;

u2:=Reynolds ((x[1]1*y[2]-y[1]*x[2]) ~2*(x[2]*y[3]-y[2]*x[3])~2,ind,D3):
v2:=add(z[jl1*y[j1-t[jI*x[j]1,j=1..3)*subs({seq(x[jI1=x[j1+z[j],j=1..3),
seq(y[jl=y[j1+t[j],j=1..3)},u2): equa2:=Reynolds(v2,ind,D3):
equad?2:=expand(equa?2):

nops (equad?) ;



CHAPITRE 4

Déformation par quantification
sur |'orbite nilpotente minimale
d'une algebre de Lie semi-simple

e chapitre s’appuie sur un texte de Christian Frgnsdal (arXiv-math/0510580v1 [math.RT]).
A la demande de Daniel Sternheimer, il a été développé, précisé et approfondi.

On considére une algébre de Lie semi-simple complexe g, avec l'action de son groupe adjoint.
Parmi les trois orbites nilpotentes canoniques sous cette action, I’orbite minimale est ’orbite non
nulle de plus petite dimension.
Nous nous intéressons & la quantification par déformation équivariante et construisons des star-
produits g—invariants sur la cléture de ’orbite minimale, qui est une variété algébrique singuliére.
Dans ce chapitre, nous utilisons ’homologie et la cohomologie de Hochschild ainsi que des ré-
sultats sur les invariants des groupes classiques, et certaines représentations intéressantes des
algébres de Lie simples.
A Torbite minimale est associé un unique idéal bilatére complétement premier de ’algébre enve-
loppante de g. Cet idéal est primitif et est appelé idéal de Joseph. Nous donnons des expressions
explicites de ses générateurs et calculons ses caractéres infinitésimaux.
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4.1 Introduction

4.1.1 Cadre de I'étude

oient g une algebre de Lie sur C, g’ son dual sur C, et G son groupe de Lie adjoint. Le groupe
S agit de facon lisse sur g’ et chaque orbite sous cette action est munie d’une structure de
variété symplectique (voir par exemple [MR99]). De plus, la cloture de chaque orbite coadjointe
est une variété algébrique du type

{(z1,...,2,) €C"* /Y reR, r(x,..., z,) =0},
ol R est un ensemble de polynomes. Nous nous intéressons a I’algébre quotient Clx1, ..., z,] / (R).

Comme ’a montré Kirillov [Kir74], il existe des liens intéressants entre les orbites coadjointes
et la théorie des représentations. De leur coté, Kostant [Kos70] et Souriau [Sou70] ont repris
des concepts provenant des mécaniques classique et quantique, et tout particuliérement de la
quantification. Entre-temps, Gerstenhaber a développé la théorie des déformations [Ger64|, et
finalement, dans larticle fondateur [BFF* 78|, la quantification sur une variété symplectique a
été considérée comme une déformation d’une algébre de fonctions.

La plupart des travaux récents sur ce sujet parait minimiser les caractéristiques des orbites
coadjointes dues & ’algébre de Lie. Ici, nous étudions une quantification par déformation qui
utilise davantage la structure de l'algébre de Lie. Nous considérons des star-produits algé-
briques g—invariants (voir [BFFT78|), mais notre but n’est pas de prouver l'existence de ces
star-produits, invariants ou non. Nous utilisons ’analogie avec la quantification des systémes
mécaniques et la théorie des champs. La méthode de quantification introduite par Weyl, liée au
principe de correspondance de Bohr, est efficace puisqu’elle compléte les méthodes cohomolo-
giques 1a ou celles-ci ne sont plus applicables.

Récemment, des star-produits différentiels et algébriques sur des orbites réguliéres [FLL02| et
sur des orbites singulieres (|Lle01], [FLO1], [FLVO05|) de groupes de Lie semi-simples compacts
ont été étudiés. Leurs auteurs considérent une application injective [FLO2|

(CIX], *aig) = (C*(X), *aifr),

ol X est une orbite coadjointe. Dans le cas non compact, ils étendent leur construction de
star-produits & des orbites semi-simples singuliéres. Mais ils ne traitent pas l’orbite nilpotente
singuliére, qui est notre principale préoccupation ici.

4.1.2 Terminologie

Nous rappelons les définitions des orbites et précisons la terminologie utilisée tout au long du
chapitre. Le corps de base est C (sauf mention expresse du contraire).

Si g est une algébre de Lie semi-simple complexe et G un groupe de Lie semi-simple connexe
d’algébre de Lie g, les orbites coadjointes sont les orbites dans le dual g’ sous I’action adjointe
de G. Une orbite coadjointe est dite semi-simple (resp. nilpotente) si c’est 'orbite d’un élément
semi-simple (resp. nilpotent) de g’. Nous verrons dans le Paragraphe 4.4.1 qu’a la différence de
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I’ensemble des orbites semi-simples, I’ensemble des orbites nilpotentes est fini et contient trois
orbites canoniques : l'orbite principale (ou réguliére), Porbite sous-réguliére et orbite minimale,
notée Onin, qui retiendra notre attention dans cette étude. Les orbites coadjointes sont des va-
riétés différentiables (lisses). La cloture de Zariski de 'orbite minimale nilpotente est 1'union
disjointe de cette orbite et de 'unique orbite de dimension zéro (l'origine); c’est une variété
algébrique singuliére . Dans ce chapitre, nous construisons des star-produits g—invariants sur la
cloture de Zariski O,nin de Opin. Comme Iorbite minimale est déterminée par sa cléture, nous
appellerons souvent, pour simplifier, O, “Iorbite minimale” au lieu de “la cléture de Zariski
de l'orbite minimale”. Plus généralement, la cloture O d'une orbite non générique O (une orbite
générique est une orbite de dimension maximale) est une variété algébrique singuliére qui est
stratifiée en plusieurs orbites de dimensions différentes.

4.1.3 Résultats

Nous étudions des déformations algébriques des algébres de coordonnées de certaines variétés
algébriques avec singularités, un contexte dans lequel on peut espérer que la décomposition BGS
(voir |Bar62]|, [Bar68|, [Fle71], [Gar90], [GS87] et [Har62]) a des applications importantes. Les
orbites coadjointes des groupes de Lie simples sont apparentées par leur cléture & une famille
de variétés algébriques, et les algébres de coordonnées de ces variétés ont des déformations inté-
ressantes. Dans ce cadre, notre travail se focalise sur les star-produits invariants & ’exclusion de
tous les autres.

Une des méthodes utilisées est la réduction de la cohomologie & un complexe de chaines linéaires
fermées. Contrairement a ce que I'on pouvait imaginer, il s’avére difficile d’obtenir suffisamment
d’informations sur ’homologie, difficulté qui a déja été rencontrée dans [BJ98] malgré les outils
employés (|Bez95], [BGS88|). Le fait de considérer un star-produit comme une correspondance
entre des polynoémes ordinaires et des star-polynémes permet de terminer les calculs.

Les principaux résultats du chapitre sont les suivants :

(1) La(co)homologie de Hochschild de I'algébre de coordonnées graduée d’une variété algé-
brique définie par des relations quadratiques est isomorphe & celle de la restriction aux chaines
linéaires fermées. Les obstructions a étendre un star-produit du premier ordre (une déformation
infinitésimale) en un star-produit associatif formel & tous les ordres, peuvent donc étre réduites
a I'étude des star-produits x * x et x % x *x z pour = de degré 1.

(2) L’orbite coadjointe nilpotente minimale d’une algébre de Lie simple complexe g différente
de sl,, admet une famille & un paramétre de star-produits invariants. Dans le cas de sl,,, nous
déterminons une famille & deux paramétres de déformations, incluant une sous-famille 4 un
paramétre de déformations abéliennes. Dans tous les autres cas, il y a un unique star-produit
invariant tel que

Vu, veg, usxv—v*u=~h{u, v}, et u*u=uu+k,

pour un unique k € C[[h]], ot {u, v} est le crochet de Poisson, (voir Paragraphe 4.5). La valeur
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de k est déterminée par 'examen du cas suivant,
uxuxu = uuu + o(u),

ol ¢ est un polynoéme de degré un. Les paramétres k et ¢ sont tous deux déterminés de fagon
unique par les relations qui définissent l'orbite. Le méme type de calcul est valable pour les cing
algébres exceptionnelles.

Pour sl,, et les autres algébres de Lie simples classiques, nous calculons les générateurs des idéaux
de Joseph et nous déterminons les modules de plus haut poids associés. Il en découle I'unicité de

l'idéal de Joseph (voir [GS04]).

4.1.4 Travaux récents apparentés

Dans [GWO08], Gukov et Witten étudient la quantification d’une variété symplectique dans le
cadre de la théorie des cordes. Ils utilisent des sigma-modéles de dimension deux et s’intéressent
particulierement au cas ou la variété symplectique M admet une complexification Y qui est une
variété affine, i. e. 'ensemble des zéros d’un sous-ensemble fini de C[z1, ..., z,]. Un point impor-
tant est 'existence d’une structure de Spin, plate sur M. En conséquence, ils remarquent que
ni leur méthode, ni celle de Brylinski [Bry98|, n’est applicable dans le cas de 'orbite minimale
nilpotente de so(p, q) avec p + ¢ impair et p, ¢ > 4. Mais les résultats obtenus dans le présent
chapitre pour sl,,(C) peuvent étre appliqués a ce cas.

Une autre étude intéressante est celle de Halbout, Oudom et Tang ([HT06| et [HOTO08|). Leur
point de vue dans [HTO06] est différent du nétre parce qu’ils considérent une variété symplec-
tique M et calculent le crochet de Gerstenhaber du produit semi-direct C*°(M) x I, ot I" est un
groupe fini agissant sur M. Cela leur permet de classifier les structures de Poisson non commu-
tatives sur C*°(M) x I'. 1l existe néanmoins un lien avec nos travaux : en effet, dans le cas des
orbites minimales singuliéres nilpotentes (que nous étudions dans ce chapitre), si une variété M
est un revétement de dimension finie d’une orbite singuliére, I'orbite peut étre représentée par un
quotient de ce revétement par un groupe discret. Quant a [HOTO08], il traite plus particuliérement
le cas de relations quadratiques généralisées dans T' (V') x T', ot T'(V') est 'algébre tensorielle d'un
espace vectoriel V.

4.1.5 Plan du chapitre

Le Paragraphe 4.2 est une étude de la cohomologie de Hochschild des variétés algébriques dé-
finies par des ensembles de relations quadratiques. On utilise principalement ici une réduction
du complexe de Hochschild & un sous-complexe de chaines linéaires fermées (voir le Théoreme
4.2.4). La méthode est effective quand l'algébre sous-jacente est engendrée par un nombre fini de
générateurs et graduée, comme dans le cas de relations quadratiques (homogénes), avec seule-
ment des degrés strictement positifs. La décomposition BGS est utilisée durant toute I’étude.

Le Paragraphe 4.3 introduit les star-produits invariants sur les orbites coadjointes d’une algébre
de Lie semi-simple. Le Paragraphe 4.3.3 donne un exemple ot apparaissent des représentations
finies. Nous incluons un exemple de polynémes harmoniques dans 1’algébre enveloppante d’une
algébre de Lie simple. Il en résulte une “sorte de déformation” (pas une déformation formelle)
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dans laquelle la variété déformée (i. e. le spectre de la déformation de l'anneau de fonctions
coordonnées) est une union finie de variétés disjointes.

Dans le Paragraphe 4.4, nous étudions les orbites nilpotentes minimales d’une algébre de Lie
semi-simple. Nous rappelons des résultats importants sur la structure de ces orbites. Puis dans
le Paragraphe 4.4.2 nous donnons la définition des idéaux de Joseph. Enfin nous décrivons des
représentations unitarisables, qui sont associées a ces orbites et aux idéaux de Joseph, et qui
jouent un réle remarquable en physique.

Le Paragraphe 4.5 examine des star-produits invariants sur les orbites coadjointes nilpotentes
minimales, avec leurs idéaux de Joseph. Dans le calcul de la cohomologie de Hochschild, nous
retrouvons une difficulté déja rencontrée par Braverman et Joseph [BJ98| qui empéche d’obtenir
une description détaillée du troisiéme espace d’homologie H H3z de I'algébre de coordonnées. Nous
donnons seulement une Conjecture 4.5.1, et contournons la difficulté par un calcul direct, qui
consiste a regarder un star-produit invariant comme un principe de correspondance, au sens de la
quantification de Weyl. Une connaissance approfondie de la cohomologie du complexe restreint
n’est alors pas nécessaire. On détermine enfin les générateurs des idéaux de Joseph.

Les algébres de Lie sl, et so, sont traitées séparément. En revanche, les cing algébres de Lie
simples exceptionnelles le sont simultanément et les calculs sont courts en raison du petit nombre
d’invariants de ces algébres de Lie.

4.2 Homologie et cohomologie de Hochschild de certaines varié-
tés singuliéres

Nous nous intéressons dans ce paragraphe & I’homologie et & la cohomologie de Hochschild de
variétés singuliéres. Pour cela, nous utilisons les résultats du Paragraphe 1.2.7 du Chapitre 1
concernant la décomposition BGS de la (co)homologie de Hochschild. Nous allons étudier des
variétés pour lesquelles les espaces Z31, 732 et Z3! sont tous non vides.

4.2.1 Cas des relations quadratiques : les variétés coniques

Nous appelons variété conique une variété algébrique du type CV /R, ott R = {9a}a=1,2,.. est
un ensemble de polyndmes homogénes quadratiques,

N
Jo = § gel wixj.
ij=1

Soit A lalgébre de coordonnées graduée, A = Clxy,..., xn]/(R), et A4 la sous-algébre (non
unitaire) des éléments de degré strictement positif (ainsi nous utiliserons le complexe de Hoch-
schild réduit, appelé ici par abus de langage “complexe de Hochschild”). La restriction aux degrés
positifs est essentielle : en fait, les cochaines sur A, s’étendent naturellement & A, mais ’ho-
mologie de Ay est plus riche que celle de A, qui est nulle. Dans ce paragraphe, nous utilisons
certains résultats de l'article [Frp02].
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Définition 4.2.1

e Une chaine de Hochschild a = a1 ® a2 @ - - - ® a, est dite linéaire si ay, est de degré 1 pour tout
ke{l,..., p}.

Le complexe homologique de Hochschild restreint est la restriction du complexe homologique de
Hochschild de A aux chaines linéaires fermées. Nous notons EP(A) lespace des p—chaines du
complexe restreint.

La différentielle de ce complexe est nulle, de sorte que [’espace d’homologie de degré p est GP(A)
lui-méme.

e Pour toute cochaine de Hochschild C € CP(AL), on note C' sa restriction aux chaines li-
néaires fermées. Le complexe cohomologique de Hochschild restreint est le compleze tel que

CP(Ay) = {C" ] C € CP(A})).

Remarque 4.2.2

Dans le cas d’une variété lisse, les chaines du complexe restreint sont les chaines antisymétriques
et le théoréme suivant se réduit alors au Théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg [HKRG2].
Pour d’autres généralisations, voir [FG99[, [FKO07], et le Paragraphe 4.2.35.

Définition 4.2.3
Etant donné deur complexes, un quasi-isomorphisme entre ces deux complexes est un morphisme
de complexes qui induit un isomorphisme en cohomologie.

Théoréme 4.2.4
Le complexe de Hochschild de A est quasi-isomorphe au complexe (co)homologique restreint.

Démonstration : (voir aussi [Fre02].)
Pour C € CP)(A,), posons R,(C) := C’, et considérons le diagramme suivant :

dﬁ) - d@j) — d d@ﬁ
— DA PI(AY) crr(A4y)
RplT RPT Rpi1
- dr—2) C(p_l)(A+) d—1) C(p)(A+) d() C(p+1)(A+) dp+1)

Nous voulons montrer que R, := (Rjy,)nen est un quasi-isomorphisme de complexes.
On vérifie dans un premier temps que R, est un morphisme de complexes, i. e.

—_—

v CeCPD(Ay), dp=V o R, 1(C) = R,o0d?V(C).

Pour montrer que R, est un quasi-isomorphisme, on utilise les deux propositions suivantes
de [Frg02] :

e Pour toute cochaine fermée C e CP)(AL), il existe une cochaine de Hochschild C' e CP)(A4,)
telle que C" = C.

e Soit € € C®)(AL) une cochaine de Hochschild fermée. Si C” est exacte, alors C est elle-méme
exacte.

Considérons 'application
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Si D e ﬁhﬁ’(/h.), d’aprés le premier point, on a D = R,(C), et ainsi D = R,(C) = R,(C).
Donc R_p est surjective.

Si R,(C) =0, i. e. Ry(C) € Imd®=1. Comme C est fermée, C est exacte d’aprés le second
point. Ainsi C' =0 et R,, est injective.l

—_—~—

En I’absence de singularité, les cochaines restreintes sont alternées et les cochaines sont définies
seulement sur les chaines alternées. Ces n-cochaines sont fermées et non homologues a zéro car
la différentielle ne relie pas les projecteurs e, (n) et e,+1(n + 1). Ainsi la différentielle est nulle.
En présence de singularités, il existe des chaines supplémentaires non triviales, et la fermeture
d’une cochaine, méme si elle est alternée, doit étre vérifiée sur celles-la.

4.2.2 Cas d’une unique relation quadratique : le cone simple

Dans ce paragraphe, nous étudions un cas particulier de variété conique : nous supposons que
R = {g} est formé d’un seul polynéme quadratique. Dans ce cas, on a les propriétés suivantes :

Proposition 4.2.5

Toute chaine fermée est homologue G une chaine linéaire et aucune chaine linéaire n’est exacte.
L’espace Zop+i des (2k + 1)—chaines linéaires fermées est engendré par les (2k + 1)—chaines
susvantes, avec Lojyl k+l € Lok+1,k+l -

(Zakstks Dy = 970 gD (—1)70 (@0, @ @ Ty @ Ty ® -+ @ Ty ), My € [1, N,
0€Si jm

o S; jm est Uensemble des permutations o de Uensemble {i1,..., ik, ji,..., Jk, M1,..., My}
telles que pour tout v € [1, k], on a léquivalence (i, < jr < o(iy) < o(jr)).

Exemple 4.2.6
(2171)2' = Vie [[1, N]],

(Z22)ij = w5 Ny,
Zy1 = ¢z @y,

(Z33)ijk = i ANxj A\ ag,

(Zso)e = 9 (i®@xj@a) — 2 QT @ Tj + T @ T @ T5),
(Zaa)ije = miANxjAog Ay,

(Zag) = §9(i®2j @@+ T QT QT Qa+ T; Q1 @ Tj ® T,

+2, QT Qxj+ 2, QxR xj+ 1 @z Qay @y — (k< 1)),
(Zs2) = g9g"(m@ap@m @) — ;@) @7 @ 1) + 1 @ T @ T @ T7).

A partir de maintenant, les notations Zj,;, By, ZFt BF! représentent les espaces définis par réfé-
rence au complexe restreint. La dimension de Zogiq g1 C H Hopqg 4 est ClN ou 0. On remarque
que Z3 1 est vide. Pour un ordre inférieur, un star-produit est déterminé par la 2—cochaine Cf,
et & équivalence prés, par les 2—cochaines restreintes, c’est-a-dire par leurs valeurs Cy (z; A z;)
et giij'(:Ei, xj). L’¢élément d(2)C'f' est dans B>, et comme Z3! est vide, toute 2—cochaine res-
treinte symétrique est fermée. La différentielle d(z)Cl_ est dans B*?; C7 est fermé si et seulement
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si d(z)C'l_ s’annule sur Z3 o, i. e.
d(z)cl_(Z&g) = 4gijl‘i01_(l‘j, l‘k) = 0,

ce qui s’'interpréte comme une propriété de tangence du champ de vecteurs hamiltonien C| (xg, ).
L’addition de la forme exacte d® E a C; (nous la considérons un peu comme une transformation
de jauge) n’affecte pas C] mais elle ajoute 2gYz; E(x;) a Cf (Z21) = ¢“ Cy (zi, ;).

Exemple 4.2.7

Supposons que la 2—forme g est non dégénérée.

Alors C’f est fixé, a équivalence pres, par son terme de degré zéro (dans le cas de fonctions
réguliéres sur la cloture, par sa valeur ¢ = giij'(a:,-, Zj)|z=0 en x1 = x9 = --- = 0). Ainsi,
HH??2 est I’espace des champs de vecteurs tangents sur le cone et HH*' = C (voir la fin de ce
paragraphe pour la cohomologie équivariante).

Nous examinons les obstructions pour étendre le star-produit a tous les ordres en A, en utilisant
les Equations (1.10) et (1.12).

La vacuité de B33 est une obstruction qui doit étre contournée en imposant 'identité de Jacobi
sur C; . Comme C] est fermé, elle s’é¢tend en un unique crochet de Poisson sur A. Rappelons
que si (a, b) — {a, b} est un crochet de Poisson sur A, alors pour tout élément f € A, 'applica-
tion f%: A — A définie par a — {f, a} est une dérivation. La projection de (1.10) sur Zs 3 est
maintenant résolue en prenant C,, (z;, ;) = 0, pour tout (4, j) € [1, N] et tout n > 2. Ce choix,
implicite dans le contexte des déformations différentiables, est I'un des axiomes des star-produits
invariants.

e Résumé : La projection de ’Equation (1.12) sur Z3 3 entraine que
(1) Cy (wi, xj) = {x4, x;} s’étend en un crochet de Poisson sur A,
(2) {zi, g(x, )} = 0 est la condition que Cy soit fermé,

(8) V (i, 5) € [1, N], Vn>2, Cp(z;, x;) =0.

La projection de I’'Equation (1.10) sur Z3 o s’écrit, pour k € [1, NJ,

D (—4g9CHC, (i, @), ) + 297 Cr (O (mi, 25), ) = AP Cpy (Zs o)k = 497 2:iCpyy (w5, ).
m-+n=p+1
(4.1)

Si g est non dégénérée, alors on peut restreindre la valeur de Cy (z;, x;) & C (voir 'Exemple 4.2.7).
L’obstruction est alors le terme de degré zéro du membre de gauche. Avec la relation (3) du
résumé précédent, 'Equation (4.1) se simplifie en

Exemple 4.2.8
Si {zi, i} = elfwm, les coefficients €} étant les constantes de structure d’une algébre de Lie
simple g, alors (4.2) est vérifiée quand C’; est la forme de Killing de g.

Exemple 4.2.9
Dans le cas de sl,, il y a un 3—tenseur équivariant bien connu f : AQ A — A, et CI‘," = f vérifie
aussi (4.2). Explicitement, on a f(a ®b) = ab+ ba — Ztr(ab)I,.
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Exemple 4.2.10

Choisissons des coordonnées telles que g(x, x) = 23 —p(x), ot p(x) est un polynome enxy ..., Ty,
de degré en xn inférieur ou égal a 1. Comme toute fonction réguliére sur le cone est la restric-
tion d’un polynéme en x1,..., zn, elle a une unique décomposition de la forme f = f1 + xnfo,
ot f1, fo sont des polyndmes en x1,..., xy_1. Définissons (voir [Fro01])

fxg=Ffg+hfags = Fglaz —p(a)1n- (4.3)

Alors Uapplication bilinéaire * est un star-produit. Elle peut étre vue comme le produit ordinaire
des fonctions sur I’hyperboloide g(x,x) = h. Cette déformation, dans laquelle Cy est symétrique,
peut étre suivie d’une autre déformation dans laquelle Cy est antisymétrique, menant & un crochet
de Poisson tel que les champs de vecteurs {x;, -} sont tangents a l’hyperboloide g(x, x) = h; la co-
homologie de Harrison n’intervient & aucun niveau. Quand les deux déformations sont combinées,
nous remarquons qu’avec la définition de CyF donnée dans I’Equation (4.3), i. e. CF (f, g) = faga,
lunique contribution du membre de gauche de I’Equation (4.2) en x = 0 provient du terme li-
néaire en {x;, r}. La fermeture de C,. implique que le champ de vecteurs {-, xi} est tangent a
g(z, ) = h.

e Cohomologie équivariante : dans le contexte des algébres de Lie et des star-produits in-
variants, toutes les applications seront équivariantes. Cela a des conséquences sur la question
d’exactitude, comme dans I’Exemple 4.2.7, et nous en tiendrons compte quand I’occasion se pré-
sentera. Le Théoréme 4.2.4 n’en est pas affecté.

4.2.3 Cas d’une unique relation polynomiale

Soit A = Cl[z1,..., zn]/{g), ol g est un polyndme sans terme constant ni terme linéaire.

Graduation : désormais nous ne nous limitons plus aux chaines homogénes. Par une transfor-
mation linéaire appropriée des variables nous transformons le polynéme g en un polynoéme de la
forme 2t + h(x1,..., zx), ot h est un polynéme de degré strictement inférieur a ¢ en .

Un polynoéme normalisé est un polynéme dont le degré en x; est strictement inférieur & t. Pour
toute fonction réguliére sur CV /g il existe un unique polynéme normalisé, obtenu par une division
euclidienne dans (C[xa, ..., zy])[x1]. Le degré de la fonction réguliére est, par définition, le degré
de ce polynéme normalisé.

Soit g un polynéme normalisé en z1,..., T,, sans terme constant ni terme linéaire. Ecrivons g
sous la forme

K
9= 9"Yapp, avec g* =g €C, a,b=1... K,
a,b=1

ot pour tout a = 1... K, le facteur polynomial y, n’a pas de terme constant. Soient A l'algébre
filtrée A = Clx1,..., xn]/(g) et Ay V'ensemble des éléments de degré strictement positif de A.
A tout élément de A, est associé un unique polynéme normalisé.
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Notons Zyg1; I'espace des p—chaines fermées, engendrées par les p—chaines suivantes, pour p =
2k+1=1,2...,etmy,..., my=1,..., N,

(Z2k+l,k+l)m1...ml = galbl cee gakbk Z 5(0) J(ya1 X Yo, & Tmq @ ':Uml)7

JeSa,b,m

ol Sgp,m est 'ensemble des permutations o de I'ensemble {ai,..., ag, bi,..., by, mi,..., my}
telles que pout tout r € [1, k], on a I’équivalence (a, < b, < o(a,) < o(by)).

Théoréme 4.2.11
La restriction du complexe de Hochschild aux chaines définies ci-dessus est un quasi-isomorphisme.
En particulier, leurs cohomologies sont isomorphes.

La preuve de ce théoréme est semblable & celle du Théoréme 4.2.4, mais elle nécessite le Lemme
4.2.12. Soit A, l'algebre filtrée sans unité comme ci-dessus. Le degré d'une A, —chaine a1 ®- - -®a,
est par définition la somme des degrés de ses facteurs.

Lemme 4.2.12
Si une Ay p—chaine a est exacte, alors il existe une (p + 1)—chaine b, de méme degré que a,
telle que a = d,11b. Voir [FKO07].

4.3 Introduction aux star-produits g—invariants sur les orbites co-
adjointes

4.3.1 Origine du probleme

L’origine du probléme est la suivante (voir [AMAT76]). Soit W un espace symplectique muni
du tenseur de Poisson A et considérons une action! de sos, définie par les champs de vecteurs
hamiltoniens A(dL;), i = 1...3 out Ly, Ly, Ly € C*(W) vérifient les relations suivantes sur le
crochet de Poisson,

{L,’, LJ} = Eijk‘Lk-

1. Rappelons un résultat sur les orbites coadjointes de so0% : on pose
e1:=F32—FE23, ea:=FE13— F31, ez := F21 — F1 2,

de sorte que (e1, ez, e3) est une base de so3, avec [e1, e2] = es, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = es. La structure de
Poisson de BKKS sur so05 est alors définie par

& 0 & =&
v f7 g S f(ﬁﬂé), {f7 g} = (vﬁf/\ vﬁg) : 52 ) i e P(f) = _53 0 51 5
&3 & &0

avec £ = £1e] + £ze5 + £3e5. Les orbites coadjointes sont alors les sphéres concentriques de centre ’origine.
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L’élément de Casimir

3
Q=) L}eC®(W)

i=1

est un invariant de l’action adjointe, i. e.
Vied{l, 2 3}, {L,Q}=0.

Les champs de vecteurs hamiltoniens laissent invariante chaque surface {@Q = k} (k € C), et
chacune de ces surfaces est une feuille symplectique avec une structure de Poisson induite.

Le probléme est de construire un star-produit invariant * tel que le star-polynéme

3
W(Q) =Y LixL
=1

soit central, i. e.
Li »W(Q) = W(Q) * Li,
et fixé, 1. e.

dqeC/V feC=(W), W(@Q)xf=aqf

4.3.2 Deéfinition des star-produits g—invariants

Soit G un groupe de Lie, G, la composante connexe de G contenant 1’élément neutre, g 1’algébre
de Lie de G, et g’ son dual. Etant donné une orbite W sous l'action coadjointe de G, sur g’ on
a un morphisme de l'algébre symétrique S(g) dans C*° (W)

S(g) _ f(g') restriction ]:(W) inclusion COO(W),

ou F(W) désigne l'espace des fonctions polynomiales sur W. On identifie g et g’ comme espaces
vectoriels. Alors il existe une structure de Poisson naturelle {-,-} sur W (structure de Poisson de
Berezin-Kirillov-Kostant-Souriau divisée par f), telle que

Va,beg, i{a, b} = [a, b)].

Définition 4.3.1
Un star-produit sur une orbite coadjointe W est g—invariant si, pour tout k € C, pour tout
(a, b) € g? et pour tout (f, g) € C*°(W)2, on a les trois propriétés suivantes

(1) kxa=axk = ka,
(2) axb—>bxa=h{a, b},
(3) {a, f+g} ={a, f}xg+ fx{a, g}

Tout au long du chapitre, nous nous intéressons aux star-produits algébriques, i. e. aux star-
produits qui sont définis (seulement) sur S(g), ’ensemble des fonctions polynomiales sur g'.
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Etant donné un star-produit associatif x sur W, on définit une application linéaire W de 'algébre
symétrique dans C*°(W)[[h]] par la formule

S(g) — C=W)[[A]

1
ai...ap +— W(al"'QN)::mZao(l)*"'*aa(n)'
'O'een

En particulier, pout tout a € g, on a W(a") = (ax*)", et pour tout polynéme P(a) on écrit P(a, *)
pour W(P(a)).

Inversement, toute application linéaire inversible W, qui associe un élément de C*° (W) a chaque
star-monome formel symétrisé, définit un star-produit associatif sur C*°(W).

Le produit de Moyal original est I'unique star-produit associatif invariant pour W = RV muni
du crochet de Poisson standard tel que WW(a™) = a™ pour tout a linéaire en les coordonnées natu-
relles. Il est invariant sous 'action de l’algébre de Lie des transformations symplectiques affines.
Son domaine de définition inclut I'espace des fonctions réguliéres, i. e. I'espace des polyndémes en
les générateurs.

Une méthode pour construire tous les star-produits invariants pour toute algébre de Lie semi-
simple compacte, sur n’importe quelle orbite coadjointe réguliére, a été formulée il y a trente ans
(voir [BFF*78] et [Frg78]). Voir [Lle01] pour les orbites non réguliéres d’un groupe compact.

Définition 4.3.2
Un star-produit sur W est non dégénéré si l’espace des star-polynéomes (en fait, l’image par W)
est dense dans l’espace C>°(W).

Définition 4.3.3 (/Kir74] p. 185, [Kir04] p. 368)
Soit T une représentation irréductible de l’algébre enveloppante U(g), et soit Z(U(g)) le centre
de U(g). D’apres le Lemme de Schur, pour tout X € g, on a m(X) = A\:(X)1, et Uapplication

Z(U(g)) = C, X — A\ (X)

est un morphisme d’algébres appelé caractére infinitésimal de 7.

Définition 4.3.4 (/Kir04] p. 155)
Une orbite coadjointe réguliere (ou générique) est une orbite coadjointe de dimension maximale
(nous verrons dans le Paragraphe 4.4.1 qu’il existe une unique orbite nilpotente réquliére).

4.3.3 Exemples liés a so,,

Le théoréme suivant décrit les star-produits dans le cas d’une orbite coadjointe réguliére de so,,.

Théoréme 4.3.5 ([BFFT78] § 11 et [BF81])
e Soit g := s0,,. Soit {Py := 1, Pi(a) :== a, P, Ps,...} un ensemble complet d’éléments har-
moniques irréductibles homogénes de la projection de S(g') sur une orbite coadjointe réguliere
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W, et soit {P,(a,*) / n € N} l’ensemble correspondant des star-polynomes symétriques. Alors
un star-produit invariant associatif, non dégénéré sur W est donné par un caractére infinitési-
mal Z(U(g)) — C et par les formules

VneN, Vaceg, P,(a,*) :=C,P,(a), C,e C-{0}, Co=C =1,

Y (a, b) € g%, a*b—bxa=hla,b|. (44)

e Dans le cas ot g = s03, P,(a) est un polynéme de Legendre solide et les polynomes Pp(a,*)
peuvent étre obtenus a partir de la relation de récurrence (obtenue et démontrée dans [BF81])

1— 2
(n+1)Pyi1(a,x) = (2n+ Da* Py(a, %) —n <q + T”f#) la>P,_1(a, *),

avec Py(a,x) = 1. Le paramétre q est l'image de l'opérateur de Casimir 25’:1 L; x L; par le
caractére infinitésimal.

Représentations de dimension finie de g :
Un star-produit invariant donne une action de g sur la star-algébre, et sur C°(W), par les
homomorphismes 7; : a — ax et 7, : a — *(—a), définis par

VfeC®W), ma)f =axfetm(a)f =—f*a.

Dans le cas des algébres de Lie compactes, nous nous attendons & trouver des représentations de
dimension finie. Et dans le cas particulier de g = sos, le résultat est explicite : c’est I'objet de la
proposition suivante.

Proposition 4.3.6
Soit g = so3. Un star-produit associatif invariant est de l'un des deux types suivants, tous les
deuz définis comme dans I’Equation(4.4) :

(1) Pour tout n, on a C, # 0; laction 7 ou 7, engendrée par ax ou x(—a), a € g, n’est pas
semi-simple. Dans ce cas, le choix C,, = 1+ o(h) pour n > 1 fournit une déformation
équivariante pour toute valeur q du Casimir 25’:1 L;xL; : on a une famille & un parameétre
de star-produits.

(2) Sil’image du Casimir par le caractére infinitésimal prend la valeur ¢ = I(1+1), avec 21 € N,
alors lalgébre des star-polynomes contient un idéal engendré par Pojiq(a, *).
Le quotient est une star-algébre de dimension finie et est engendré par la projection de
{P,(a, x) / n €0, 20]}. L’action de ax et x(—a) est équivalente au produit direct de deux
copies de la représentation irréductible de dimension 2141 de suy . Le polynome Py y1(a, *)
se réduit dans ce cas a

l 3
Py iq(a, x) H (ax —mlal), a = ZaiLi, la| :=
i=1

m=—I
et pour tout n > 2l + 1, Py11(a, x) divise Pp(a, *).

Le spectre, c’est-a dire ’espace des idéaux maximaux, a un nombre fini de composantes connexes.
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4.4  Orbites minimales, représentations, et idéaux de Joseph

4.4.1 Orbites adjointes et coadjointes

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats sur les orbites adjointes et coadjointes (voir
[CM93] pour plus de détails et [Kir04] pour des exemples et d’autres propriétés des orbites
coadjointes). Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe, et G un groupe de Lie semi-
simple, complexe, connexe, d’algébre de Lie g.

Définition 4.4.1

e Soit X € g. On dit que X est semi-simple (resp. nilpotente) si adx est un endomorphisme semi-
simple (resp. nilpotent) de g. L’orbite adjointe de X est l’ensemble Ox = {Ady(X) / g € G}.
Elle est dite semi-simple (resp. nilpotente) si X est semi-simple (resp. nilpotent).

e Soit p € g'. Posons g¥ :={X € g / adp = 0}. C’est lalgébre de Lie du groupe d’isotropie
de ¢ pour 'action coadjointe. On dit que ¢ est semi-simple (resp. nilpotent) si g¥ est réductif
dans g (resp. plge = 0). On appelle S (resp. N') Uensemble des éléments semi-simples (resp.
nilpotents) de g'. L’orbite coadjointe de ¢ est lensemble O, := {Ady(¢) / g € G}. Elle est dite
semi-simple (resp. nilpotente) si ¢ est semi-simple (resp. nilpotent).

Pour ¢ € ¢, on pose
we:gxg—C, h(X,Y) = o([X, Y]).

Alors w,, est une forme symplectique sur g / g¥ ~ 7,0, et w,, s’étend en une structure symplec-
tique complexe sur O, (voir par exemple [MR99] pour une preuve de ce résultat). Puisque g est
semi-simple, la forme de Killing « est non dégénérée. D’oul I'isomorphisme de g—espaces

iv:g—9g, XY —krX,Y)).

Alors par invariance de k, on a

in(Ox) = O (x)

Par conséquent il existe une correspondance bijective entre les orbites adjointes et coadjointes
qui préserve les propriétés de semi-simplicité et de nilpotence.
Dans la suite, nous identifierons donc parfois orbites adjointes et coadjointes.

Soit h une sous-algébre de Cartan de g, et W son groupe de Weyl. Alors on a la classification
suivante des orbites semi-simples.

Théoréme 4.4.2
L’ensemble des orbites semi-simples est en correspondance bijective avec l’ensemble b /W . Cet
ensemble est donc infini.

Au contraire, 'ensemble N'ZLP des orbites nilpotentes est fini. I est en bijection avec ’ensemble
des diagrammes de Dynkin & poids de g. La classification résulte des théorémes de Jacobson-
Morozov, Kostant, et Mal’cev (voir [CM93| pour ces théorémes et leur preuve). De plus, il existe
un ordre partiel < sur I'ensemble NZLP, défini par

VO,0 e NILP, (020 < 0C0O),
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ol O est la cloture de Zariski de O.

Les théorémes suivants définissent les trois orbites nilpotentes canoniques, & savoir 1'orbite prin-
cipale, 'orbite sous-réguliére et 'orbite minimale. Nous rappelons que le but de ce chapitre est
d’étudier des star-produits sur 'orbite minimale. Ici, on suppose & nouveau que g est une algébre
de Lie semi-simple complexe.

Théoréme 4.4.3 (Siebenthal, Dynkin, Kostant)
1l existe une unique orbite nilpotente de dimension maximale, égale ¢ dim g—rangg. Cette orbite,
notée Oprine, est appelée orbite principale (ou réguliére) et est dense dans N .

Théoréme 4.4.4 (Steinberg)
Il existe une unique orbite nilpotente de dimension dim g —rangg—2. Cette orbite, notée Ogypreg,
est appelée orbite sous-régulicre et est dense dans N\ Oprine.

Théoréme 4.4.5
1l existe une unique orbite non nulle de dimension minimale. Cette orbite, notée Opin, est ap-

pelée orbite minimale et est contenue dans la cloture de toute orbite nilpotente.
On a Opmin = Omin L {0}.

Exemple 4.4.6
o Le plus petit n € N* pour lequel les trois orbites nilpotentes canoniques de sl, sont distinctes
est n =4. Dans ce cas, les orbites nilpotentes de sly sont données dans le tableau suivant :

Orbite 0[4} = Op?“inc 0[3’1] = Osubreg 0[272} 0[27171} = Oml’n 0[171,171} = {0}

Dimension 12 10 8 6 0

e Considérons sly = {( CCL _ba > / (a, b, c) € (C?’}.

Alors les orbites semi-simples sont les ensembles {0} et {(a, b, ¢) € C* / a® + be = k},
pour k € C*, et on a

Oprine = Osubreg = Omin = {(a, b, ¢) € C* / a® + be = 0} \ {0}

(cone privé de 0). Nous représentons ici sur la figure 4.1 les orbites dans R3, 4. e. les orbites
coadjointes de la forme réelle s0(2,1) de sl3 considérée dans le Paragraphe 4.4.3.
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FIGURE 4.1 — Orbites coadjointes de s0(2,1).

4.4.2 Orbites nilpotentes et idéaux de Joseph

Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe de dimension finie, V' un espace vectoriel de
dimension finie, et 7 : g — gl(V') une représentation irréductible de g. La représentation 7 induit
une unique représentation 7 de l'algébre enveloppante U(g) de g (voir [Mne06]). L’idéal bila-
tere I := Ker 7 est appelé idéal primitif associé a .

g —"—gl(V)

D’aprés le Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (|Dix74]), il existe un isomorphisme d’algébres
graduées Gr(U(g)) ~ S(g), ou S(g) est l'algébre symétrique de g, i. e. I'algébre des fonctions
polynomiales sur g’. Et J := Gr(Ker 7) est un idéal gradué de S(g). Soit V(I) la variété des zéros
communs de J dans g'.

Les deux théorémes suivants relient les idéaux primitifs aux orbites nilpotentes et permettent de
définir I'idéal de Joseph associé a une orbite minimale.

Théoréme 4.4.7 (Borho, Brylinski, Joseph — [BB82], [Jos85])
Soit I un idéal primitif de U(g). Alors V(I) est la cloture O d’une orbite nilpotente O de g.

Or toute orbite coadjointe nilpotente est déterminée par sa cldture, donc on peut dire que O est
l’orbite nilpotente associée a l'idéal primitif 1.

Théoréme 4.4.8 (Joseph — [Jos7}], [Jos76])

Soit g une algébre de Lie simple complexe et Opipn son orbite minimale. Alors il existe un unique
idéal bilatére complétement premier Jy,in dans U(g) tel que V(Jmin) = Omin U{0}. Cet idéal est
primitif et appelé idéal de Joseph.
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L’espace radiciel de la plus grande racine de g est contenu dans 'orbite minimale. Plus précisé-
ment, soient 5 la plus grande racine g (voir [Bou81| et [Hum72]), et gg I'espace radiciel associé

gg:={X€g;Vheh, [h X]=ph)X}.

Alors on a|gg C izt (Omin) | (voir [Jos76]).

Le résultat suivant, da a Kostant [Kos63], est un outil important pour notre étude sur les orbites
minimales.

Théoréme 4.4.9 (Kostant)
La cloture de Uorbite minimale (Opin U {0}) est une variété algébrique

Omm:{(xl,...,xN)G(CN/VTGR, r(x1,..., zy) = 0},

ot N est la dimension de g et R:={g1,..., g} est un ensemble fini de relations quadratiques.

L’ensemble des fonctions réguliéres sur O,,;, est ’ensemble
]:(Omm) >~ (C[l’l, ey l‘N] / <R>

Dans la suite, par abus de langage, nous appellerons souvent O,,;, 'orbite minimale. En fait,
d’aprés le Théoréme 4.4.4, O, est déterminée par O,;,. De la méme facon, nous parlerons
souvent des relations définissant I'orbite minimale, méme si ces relations définissent en fait la
cloture de cette orbite.

Le dernier théoréme du paragraphe fait le lien entre les idéaux primitifs et les modules de plus
haut poids (voir [Duf77] et [Jos79]).

Théoréme 4.4.10 (Duflo, Joseph)
Tout idéal primitif de U(g) est annulateur d’un module simple de plus haut poids.

4.4.3 Orbites coadjointes de s0(2,1)

Considérons ’algebre de Lie réelle so(2, 1), et soit (L1, Lg, L3) sa base standard, avec les relations
[Li, Lj] = €iji Ly
et la forme de Killing x, de sorte que, en posant L := a1 L1 + asLs + as L3, nous avons
k(L, L) = gijaiaj = —(a1)2 — (a2)2 + (a3)2.

L’application moment interpréte Lq, Lo, L3 comme les coordonnées pour 'espace coadjoint ; en
ce sens, nous les écrivons x := (x1, x2, x3). Posons ¢g(x) := g"x;z;. Alors les orbites semi-simples
sont les variétés algébriques (réelles)

{x eR® / g(x) =k},
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pour k # 0, et la cloture de 'orbite nilpotente minimale est la variété algébrique (réelle)
Omin = {x €R3 / g(x) = 0}.

Cette variété est un cone simple au sens du Paragraphe 4.2.2.
Les fonctions réguliéres sur O, sont les restrictions a O,,;, des polynémes en x1, xo2, x3. L’en-
semble des fonctions réguliéres est isomorphe &

Rlz1, 22, x3] / (g)-

Le star-produit d’ordre un, x; *x x; = x;x; + hC1(x;, ;), est équivariant si C| (x;, z;) = %eijkajk
et si C1+ (x;, ) est proportionnel & g;; . Comme & est non dégénérée, il existe une famille & deux
paramétres de déformations équivariantes essentielles du premier ordre, indexée par h et C'1+ |z=0-
Toute déformation équivariante du premier ordre peut étre étendue, en utilisant par exemple la
méthode suggérée ci-dessus, en un star-produit invariant.

4.4.4 Orbite minimale de sl,,

L’orbite minimale est définie par les relations

Ubud —UdUul =0, Va, b c,d=1...n|. (4.5)

n
Nous avons aussi la relation E U; =0 (trace nulle).
=1

Notons que si une matrice U € sl,, appartient & Iorbite minimale, alors U? = 0.

Remarque 4.4.11
Les relations (4.5) sont résolues par la factorisation

Ug = paq’, avec q-p = q"p, =0, (4.6)
qui définit une injection de g dans [’espace des polynémes du second ordre sur
PR (g, %),
ot =~ est la relation d’équivalence définie par
YA>0, (\p, A\ ') = (p, q).
Un star-produit peut étre défini sur cet espace en introduisant le crochet de Poisson défini par
{d" pa} = 00, {d"s aa} = (0" pc} = 0,

et en le quantifiant a la maniére de Weyl (voir les Paragraphes 4.4.6 et 4.5.2).
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4.4.5 Orbites minimales de sp,,,, so,, et g

e [’algeébre de Lie spy, est l'algébre des matrices de trace nulle qui laissent invariante une
2—forme 7 antisymétrique non dégénérée, Ugnbc =: Lyc = Leg.

On prend linjection Lg. = &€, avec &1, ..., &on = ¢4, ..., ", D1,-.., Pn, qui inclut toutes les
relations qui définissent ’orbite minimale.
En fait, on considére I’algébre polynomiale A := Clg',..., ¢", p1,..., pn), munie du crochet de

Poisson standard
{F, G} :=V,F-V,G—-V,F-V,G.

Le sous-espace A(2) des éléments de degré deux est une algebre de Lie pour {-, -} qui est isomorphe
a l'algebre de Lie sp,,. Les relations qui définissent ’orbite minimale sont alors

\LachdzLachb, Y a, b, c,d:l...n\.

e L’algébre de Lie so, est l'algébre des matrices de trace nulle qui laissent invariante une
2—forme symétrique non dégénérée 7. L’analogie avec sp,, suggere d’utiliser les variables de
Grassmann, en remplacant ’algébre affine commutative par une super-algébre de Lie super-
commutative. De fagon plus précise, on peut remplacer 1'algébre polynomiale A = S(E’) (on
E =Vect(q',..., ¢" p1,..., pn)), donnée pour sp,, par l'algébre A*(E’), et le crochet de Pois-
son {-, -} par un super-crochet de Poisson convenable. Alors le sous-espace A%(E’) est une algébre
de Lie isomorphe a I'algebre de Lie du groupe orthogonal (pour plus d’informations sur ces espaces
et leur lien avec le groupe orthosymplectique, voir le Chapitre 9 de [GRS07]). Une alternative
est U'injection Lye = qape — qePa (avec q, = qbnba). Les relations qui définissent ’orbite minimale
sont

> LgpLea=0,¥d=1...n, > n*LyLeg=0,Ya, d=1...n, (47)
cycl(abe) b,c=1...n .

ot N est le terme général de l'inverse de la matrice (nab)(a, Befl,...n}-
La premiére relation est impliquée par 'injection et la seconde devient superflue si I’'on se res-
treint & n®papy = 1®qaqy = ¢*pa = 0 et que l'on projette sur un quotient.

e L’algébre de Lie go est isomorphe a ’algébre de Lie des dérivations de ’algébre non associative
O des octonions complexes de Cayley. C’est une sous-algébre de soy (voir [FHI1|, [Hum72|, et
[Pos82]). L’orbite minimale peut étre paramétrée, comme celle de so7, avec la condition supplé-
mentaire p X g = 0.

4.4.6 Représentations associées et idéaux de Joseph

Origine

Les idéaux de l'algébre enveloppante d’une algébre de Lie simple compacte sont fixés par un
caractére central. Le cas non compact est plus intéressant. Un exemple est bien connu des phy-

siciens : il s’agit de 1’algebre de Lie réelle so(4, 2), avec sa base usuelle {Lg, ; 1 <a <b <6} et
les relations

[Laln Lcd] - lecLad - 77acLbd - ledLac + nadme (48)
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ou 7 est la métrique pseudo-euclidienne. Le tenseur gbc(Lachd + LgpLey) dans Palgébre enve-
loppante se réduit, dans une certaine représentation irréductible et unitarisable, a des valeurs
numériques fixées, de sorte que les relations

lec(Lachd + Ldcha) - _h277ad (49)

soient vraies dans la représentation. Cette représentation particuliére apparait dans ’analyse
de la théorie de Schrodinger de I'atome d’hydrogéne et dans la théorie des champs conformes.
L’algébre entre aussi dans la description des orbites képlériennes sur un espace des phases de
dimension 6.

La Relation (4.9) suggére qu’il existe un star-produit invariant tel que
nbc(Lab * Lcd + Ldb * Lca) = _h277ad- (410)

Une question qui a motivé ce travail est de savoir si une telle déformation existe et si ¢’est une
déformation dans la direction du crochet de Poisson, i. e.

h > )
f*9=fg+§{f, g}—l—j;C’j(f, g)h].

Représentations associées a sl,

Notons Vi l'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur C" engendré par ’ensemble des
fonctions x7',..., ), avec r; € N, et N =" | r; fixé. Pour a, b=1...n, soit U? T'opérateur
dans Vp, donné par

U =h <xa8b - 555;) :
n

ol 8, représente la dérivée partielle par rapport a xp. Alors [U?, U4 = h(bUZ — §2U7), et
I’application
sl, — L(Vn)

Eyp — %ﬁbsia;&b

Eoo— 11, — 102

est un morphisme d’algébres de Lie, i. e. une représentation de sl,,.

Pour étre plus précis, considérons la forme réelle su(n — 1, 1), avec la sous-algébre compacte
su,,_1 engendrée par {U? / a,b=1...n —1}. Quand ry,..., 7,1 décrivent I’ensemble des en-
tiers naturels, on obtient, pour un intervalle de valeurs de N, une représentation de plus haut
poids unitarisable, ce plus haut poids étant réduit & zéro sur su,,_i.

Les relations qui définissent I'orbite minimale sont UUZ — USU? = 0. Par ailleurs, un calcul
direct donne ?

IS I S - N (N
UtUud — Uut = netUd — hg(égUgUﬁ + 64U%) — h% (Z + 1> 8068 — (b d).  (4.11)

2. La notation <+ a la signification suivante : “Formule(a, b)+ (a <> b)” signifie “Formule(a, b) + Formule(b, a)”.
De méme, “Formule(a, b, ¢, d) — (a <> b) — (¢ < d) + (a < b, ¢ < d)’ signifie “Formule(a, b, ¢, d) —
Formule(d, a, ¢, d) — Formule(a, b, d, ¢) + Formule(d, a, d, c)”.
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Une déformation invariante dans la direction du crochet de Poisson doit donc avoir la forme
suivante

U« U = UU? + g{Uf;, U+ r2CH (U, Ud). (4.12)

Pour expliciter C'*, on utilise le lemme suivant (voir par exemple [Wey46]).

Lemme 4.4.12
o Les seules applications bilinéaires symétriques de sl, X sl, dans sl,, qui sont sl, —invariantes
sont proportionnelles a l’anticrochet

(A, B) > AB + BA— 2 t:(AB).
n

o Les seules applications bilinéaires symétriques de sl, x sl, dans C qui sont sl,—invariantes
sont proportionnelles a la forme de Killing de sl

(A, B) — k(A, B) =2ntr(AB).
Dans ce cadre, la 2-forme symétrique équivariante la plus générale C'" s’écrit

k

WC* (4, B) = 5 <AB + BA- %tr(AB)) + K tr(AB). (4.13)

L’identification g” ~ g est donnée par |US — Eg, — L 60 I, |.

Nous pouvons alors calculer B2CH(U?, UZ) :

RO UL UL = ((Bay — 30 (Bea = 168 + (Bea — 108)(Fap — 161)

2 tr (Bap — 200)(Bea — £30)) )
K 1 ((Bab — 300) (Bea — 02))

= g(EabEcd + EcgEqgy — 265E.q — 262 Eq + %8508
2 tr (BapBea — 303 Fea — 102E0, + 5035%) )
+K tr (EgpBeq — 208 Eey — L69E,, + 56869)

= 5 (0 Baa — £0) + 04 (Eap — £00) — 268(Bea — L62) — 200(Ea — L1))
R (5569 — Lodab) .

Finalement, on a

R*CH(UL, Ud) =

|

<52U§ + 02Ul — %(52Ucd - 55U§)> + K <535§ - %5355) : (4.14)

Nous pouvons maintenant expliciter les relations U2« UL — Ud % U?
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Ubx UL —Ud+ U
= UpU = UgU? + 5 ({Ug, U} = {Ud, UZY) + 12 (CH (U, U) = CH(UL, U2))

= LUl — sdub — 55UL + sbUd)

(O 4+ 51U — 2(3LUS + 60UD) — B2 + UL — 2L+ VD) (a1s)
(602 — Lobat) — (802 — Lot

= LU - 60Ub — 50Ul + UL + K (1 +2) (3408 — 8502
+5 (1+ 2) (8208 + stUd — shUd — 52U0).

Les Relations (4.15) et (4.11) ont la méme forme si les paramétres k et k' sont liés au degré N
des fonctions homogénes de 'espace vectoriel Vi par

k<1+%>:h<1+2%>,k’<1+%>:h2%<%+1>. (4.16)

Il s’avére qu’une telle déformation existe si et seulement si les parameétres k et k' vérifient (4.16).

Représentations associées a so,, et sp,,

Etude de so,

Soient Vy = Vect (z7',. .., zl») Pespace défini dans le Paragraphe 4.4.6 (Représentations asso-
ciées a sl,), et 7 une 2—forme symétrique non dégénérée sur C".

Soient 9% := NqpJp €t Lgp := h(maab — xp0%), ce qui donne une représentation formelle de so,, et
les formules

LapLeq = 12 (120" + mheaad® — (a <3 b) — (c ¢ d) + (a ¢ b, ¢ 4 d)).

Pour simplifier cette représentation, nous réduisons les variables au cone n(z, ) = 0 et es-
pace Vy au sous-espace des fonctions harmoniques. (On vérifie que le choix N = 2 — § du degré
d’homogénéité donne a I'opérateur de Laplace une action bien définie sur les fonctions définies
sur le cone.) Le premier terme du membre de droite satisfait maintenant les contraintes. Ce n’est
pas encore un modéle de star-produit puisque les opérateurs du premier ordre du membre de
droite ne se combinent pas aux Eab. Mais les derniéres relations peuvent s’écrire

LapLeg = 12(242:0°0% + Inpe(240% + £40%) — (a 43 b) — (c <> d) + (a <+ b, ¢ ¢ d))
e (Lag — (a <3 b) — (c 4> d) + (a ¢ b, ¢ 4 d)).

La premiére ligne satisfait les contraintes, et si on la prend comme modéle pour la partie classique,
alors on est conduit & rechercher un star-produit de la forme

h
Loy *Leg= LopLeq + Enbc(Lad — (a > b) — (C S d) + (CL b, ce d)) + 0(712).
Il s’avére qu’un tel star-produit invariant existe si et seulement si le dernier terme est précisément

h? (2 — g) (1 —n)K(Lab, Lea),
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ou k est la forme de Killing.

Voir [BZ91] pour une étude compléte des représentations singuliéres de so(p, q).

Exemple 4.4.13

Dans le cas n = 6, N = —1, en se restreignant & la forme réelle so(4, 2) et en prenant
1,...,74 €N, :—Z € N, on retrouve la représentation unitarisable, réalisée sur [’espace des solu-
tions d’un champ scalaire de masse nulle en dimension 4, sous la forme découverte par Dirac.
La méme représentation apparait dans la théorie de ’atome d’hydrogene, ou elle est réalisée par

les opérateurs auto-adjoints de L? (R, Q)

Etude de sp,,
Soit Vo, = C[&1,. .., &) espace des polynomes sur un espace vectoriel complexe de dimen-
sion 2n muni d'une 2—forme antisymétrique non dégénérée 7 et des coordonnées &1, ..., &op.

Un crochet de Poisson est défini par {&,, £} = Map. Soient 9% := 10 et Loy i= B(£,0° 4 €,0%).
Alors une analyse similaire suggére un star-produit tel que

h h?
Lap % Leg = LapLeg + §an(Lad +(asrb)+(cerd) +(aerb cerd) + 5 Mabled:

C’est bien sir le star-produit de Moyal, restreint a sps,,.

4.5 Star-produits g—invariants sur |I’orbite minimale d’'une algeéebre
de Lie simple

4.5.1 Calcul de I'homologie

Ici nous reprenons la caractérisation de Kostant (Théoréme 4.4.9) de 'orbite minimale. Nous
utilisons une généralisation des résultats du Paragraphe 4.2.2 au cas de relations multiples,
jusqu’au niveau des 3—chaines et 3—cochaines. Il est clair que H Hs est 'espace engendré par les
chaines suivantes

(Z2,1)a = ggw, ®@xj, pour a € N, et (Z22);5 = x; Axj, pour i, j=1...N.
Toute 3—chaine fermée est homologue a une chaine linéaire,
a=2;Q Zj ® xkAijk,
avec A% € C | et cette chaine est fermée si et seulement si
xixinjk =0= wjxkAijk.

D’ou
AWk AT — géfcl;, AWk ARG — ., gék,
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avec les coefficients complexes c,, et ¢,. Ce qui est résolu si et seulement si

S gk =3¢, gk,

cycl cycl

ol les sommes sont prises sur les permutations cycliques, ce qui entraine ¢’ = ¢%, + p!, , avec les
coefficients p!, soumis a g plglF =0, comme suit,
cycl

6 AR = ALATF 1 3(gd ck — gifch + gicl) + 200l g8 — phglk), Y sl =
cycl(ijk)

Les trois termes appartiennent respectivement a Zz 3 = HHs 3, Z3 9 = H H3 5 (ils sont de la forme
indiquée dans la Proposition 4.2.5) et Z3 1 = HHs ;. Ce troisiéme espace, vide dans le cas ot il
n’y a qu’'une relation, n’a pas encore été déterminé. Nous avons seulement la conjecture suivante :

Conjecture 4.5.1
L’espace Z31 = HH3 1 est engendré par les chaines de la forme

63(1)ggglﬁ€l(xl ® {xja flfk} X xl)u

ot {go} est l’ensemble des relations binaires et e3(1) est l’idempotent BGS.

Exemple 4.5.2
Pour sl,,, les deux relations USUS — UPUZ = 0, UC{Uh UC?U = 0 engendrent la chaine fermée
UteUl U -UeUl U -UteU! Ul + Ut 0 Ul e UJ.

La difficulté sera surmontée a ’aide du principe de correspondance, une adaptation de la fonction
de symétrisation de Weyl. C’est le sujet du paragraphe suivant.

4.5.2 Principe de correspondance pour les star-produits g—invariants

Supposons qu’un star-produit invariant vérifie la propriété suivante
S(Tiy % xTiyy) = Ty o Ty, + iy iy (4.17)

ou S représente la symétrisation, i. e.
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Remarque 4.5.3

Nous faisons I’hypothése que, a tout ordre en h, ¢y . i, est un polynome de degré strictement
inférieur a p. De cette facon mous garantissons une propriété importante de la déformation, a
savoir que la base de Poincaré-Birkhoff- Witt est préservée. Cette limitation est faible, puisque les
2—cochaines équivariantes d’ordre plus €levé sont rares en raison des contraintes.

Sous cette condition, I’ensemble des monomes de ¢, 4, est fini, et ¢, i, € C[[A]][xi,. .., z4,).

Exemple 4.5.4
St ¢ = 0, alors nous obtenons la régle de quantification donnée par Abellanas et Martinez-Alonso
dans [AMA76] qu’ils nomment quantification de Weyl.

L’invariance du star-produit nécessite que 'application ¢ :
A— A, Tiy -+ T4y, ¢i1...ip

soit équivariante pour I'action adjointe. La seule autre hypothése est le fait évident que la cor-
respondance doit étre cohérente avec les relations qui définissent la variété. En appliquant ces
contraintes aux deux membres de ’Equation (4.17), nous obtenons des conditions sur I’applica-
tion ¢. Nous calculerons ces conditions explicitement pour les monoémes de degrés 2 et 3. Nous
montrerons que ces conditions sont précisément les mémes que celles impliquées par 1’associa-
tivité, confirmant le fait que 'associativité n’est pas un fait indépendant. Tant que la corres-
pondance est cohérente avec les contraintes (la seule possibilité maintenant), une connaissance
approfondie des espaces d’homologie restreinte n’est pas indispensable (notons cependant que la
cohomologie a été cruciale pour la démonstration d’une extension aux ordres plus élevés : voir le
Théoréme 4.2.4).

Considérons 'opérateur de symétrisation, toujours noté S, et posons
S(xi* xj) = iy +Pij, S(i*x)j*T)) = TT;Tk + Piji- (4.18)

Rappelons aussi que
Tk xj — T x 1 = Wxi, 1) = he T, (4.19)
ou les &7 sont les constantes de structure de g et ou €} := ,—lisf;

Les polynomes ¢;j;, et 1;; sont supposés définir des applications équivariantes comme expliqué
ci-dessus.

Proposition 4.5.5

Supposons que les polynomes équivariants v et ¢ ont été choisis de sorte que les Relations
(4.18) soient cohérentes avec les contraintes. Alors il existe un star-produit associatif invariant
tel que (4.18) soit vérifiée.
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Démonstration :
e Calculons d’abord (z;x;) * z. Le star-produit symétrisé est

S(z; * xj * p)

1
= 5 D Toml@) F L) F Tomi(h)
ceBG3

= E(xi*xj*xk+xi*xk*x]~+xk*xi*xj)+(iHj)

= —(zi*xxjxxp+ (@ xx;*xp + ha; * {ag, x;}) + (@ x 2 * x; + oy, xi}*x;)) + (0 )

D= O] =

(i % 2 % xp + (@5 % 25 % 2p + hag * {xg, 5})
+(zi * xj * xp + hay * {zg, x5} + Mag, xi}* x])) + (i< )
1 h h . )
AR AR Rt {op, 25} + g{fﬂk, zi}*wy+ (1 ).

(4.20)

D’aprés (4.18) et (4.19), on a successivement les lignes suivantes

(i) *xp = (15(33Z * Tj) — hij) * T

= iazi*x]—*xk—i— ixj * Xk T — Pyj ¥ T,
Donc, d’aprés 4.20, on en déduit
(izj)*xp = S(xi*xj*xR) — Vi * Tpp
h h . .
+ <—§x, «{zg, T} — g{xk, X} * xj> + (i ¢ j)

= TixTy + Gijk — i * T
h

h
5 (20 {ans 2} + 2« fan, a0}) — 5 ({ans @i} xy + o, @y} ).

Posons ¥ := x; * {xy, x;} + {xg, xj} * x5 et A=z x {zg, x;} — {xk, x;} * ;. Alors :

(Tizj) * 2 = 2xjTp + Gijr — Pij * T,
h h ) .

i. e., en utilisant (4.18), (4.19) (définition de ¥ et A),

(wizj) * T = Txx) + Gijk — Vij * Tpp )
h h
(=5 (90w, 2}, )+ o aiden) = T o i} ) + 60 )
(4.21)
e De plus, d’apres (4.18) et (4.19), on a
—(Yij, zk) — Yo = —SWijxap) = (=i * zp — Tp * Yij) (4.92)

— i * g, + By, vk,
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et, selon (4.19),
{hij, mi}
= —{ap, Yy} = —{an, tzixz + Loy x — 2z}
-3 <{$k7 zi} ok xj + xpx{wg, 25} +{ze, 25}k 2+ xy o« oy, iﬂi}) +{an, vite; +{xp, zjhe;

= —Y({zk, zi}, ¥5) — v({zk, 5}, 20),

(4.23)
ou lavant-derniére ligne résulte de I’équivariance de 1) (condition (3) de la Définition 4.3.1) et
de la Propriété de Leibniz de {-,-}. La derniére ligne est une conséquence de (4.18).

En regroupant (4.22) et (4.23), on trouve

h
—ij * Ty — 5(?!)({%, xi}, w) + P ({r, i, xj)) = —p(Yij, x) — Yijap.

Finalement, (4.21) s’écrit

(izj) xxp = wjxp + Gijk — Yijar — (Wij, Tk)

B gy wiyay + (e 5) = 2 (o, {an, 25} + (6 4)). (4.24)

e De méme, on a

xp*x (o) = ixixp + Gijr — Tihjn — Y(i, ;l)jk)
2 {an, mitwj+ (G < k) = 15 ({{z), @i, e} + (G < k).

Ces équations donnent des expressions explicites pour les valeurs des 2-formes C et Cy définies
par
(l‘il‘j) *Tp = :Eil‘jl‘k + hCl(l‘ij, ZEk) + h202(l‘il‘j, l‘k),
9 (4.25)
xi* (zjxE) = xizjog + hC (24, xjzr) + W7 Co(xy, zjxy).
Ces valeurs résolvent la condition pour l'associativité du star-produit des chaines linéaires.

D’aprés le Théoréme 4.2.4 celle-ci peut étre satisfaite en général. Cela démontre la proposition. B

L’associativité est maintenant trivialement satisfaite. Par contre, I’existence d'une fonction ¢,
qui résout (4.24) est loin d’étre évidente. L’application de g¢ et de g(]lk aux équations précédentes
donne

- . L hZ ..

98 biji = (98 ¥ij) * Tr + hgg eiidm; + ggifeﬂﬁfnﬂpv (4.26)
. . . 2

g iz = i * (G Vi) + hoe €itbm; + =G4 i€l p- (4.27)

Puisque ¢ est symétrique, les membres de droite doivent correspondre, i. e.
(g5big) = wr, — wp % (95 bij) = 2hgl €fitom;.

Les seuls tenseurs équivariants disponibles pour la 2—chaine sont la forme de Killing et, dans
le cas de sl,, un terme linéaire en les générateurs, comme ci-dessus. Les deux satisfont cette
derniére condition, ainsi des deux équations (4.26) et (4.27) il suffit d’examiner la premiére. Le
probléme de cohérence de (4.17) est réduit a l'existence de ¢;j;, qui vérifie I'Equation (4.26).

Une détermination compléte de la cohomologie restreinte n’est pas nécessaire ; il suffit de connaitre
les relations qui définissent 1'orbite.
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4.5.3 Calculs pour sl,, — Idéal de Joseph et modules de plus haut poids
Résolution des contraintes

Nous utilisons les notations et les relations de commutation de sl,, données dans le Paragraphe
4.4.4. Nous remplacons les variables générales z; par les variables U? de sl,,, et les Equations (4.18)
et (4.24) prennent la forme

%(Uf{ « U+ UL UL) = ULUZ + ¢, (4.28)
et
(ULUd) U = ULUAUY + ool — whavd — v, UY)
L ((od, utyud + (ol udut) - 1 (e (UL, Uiy + (Ug, (U, uthy).
(4.29)

Introduisons une notation plus simple pour exprimer les éléments u de g’. On peut écrire

u= Y AU

a,b=1...n

Posons U = (UY)ap € My(g') et A := (4%), € M,C. Alors m est la trace de la
matrice produit AU. Les coefficients Aj sont des coordonnées pour g, A parcourant toutes les
matrices de la représentation adjointe de g. L’Equation (4.28) est linéaire en Ué’ et Ucd, ainsi nous
pouvons remplacer U? et U¢ par la combinaison linéaire u := (AU), et 'Equation (4.28) devient

wxu=u? +p(u, u).
L’équivariance donne une restriction sur ¢ :
Y(u, u) = k(AAU) + k' (AA), (k, k') € C?, (4.30)
ot (AAU) et (AA) représentent a nouveau les traces des produits de matrices. De la méme fagon,
wxuxu=u’+ ¢(u, u, u),

avec

P(u, u, u) = 1 (AAU)u + ¢po(AAAU) + ¢3(AA)u + ¢4(AAA). (4.31)

Notons qu’il existe d’autres invariants, mais leur inclusion n’est pas permise ici par les relations.
Etant donné v de la forme (4.30), regardons I’Equation (4.29) comme une équation pour déter-
miner ¢. Rappelons que l'orbite minimale est définie par les relations

Ubud = UdUb, Ya, b, e, d=1...n.
On a alors la proposition :

Proposition 4.5.6
L’Equation (4.29) est cohérente avec les relations UCUS = ULU?Y si et seulement si les para-
metres k et k' sont reliés comme suit

/ 1 2 2 ? 2
AR (1~ ) =k (14~ ) =R (4.32)

Démonstration : voir ’Annexe 1.
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Générateurs de I'idéal de Joseph

Proposition 4.5.7
L’idéal de Joseph pour sl,, est engendré par les relations

UL+ US— U+ US = B(0OU2 — 89U2 — G208 + SU8) + b (1+ 1) (3208 — oL

(4.33)
+5 (14 2) (04U + 02U — 5U¢ — 8¢Up).
Démonstration :
Nous trouvons les relations de I'algébre déformée en éliminant le produit original de
UL« UL = ULUS + B(0bUZ — 68U%) + K (d6b — Lsbed)
(4.34)

+§ (U2 + U — 200U + 02U7)) -

C’est le méme calcul que celui déja effectué en (4.15). W

Module de plus haut poids

Pour une algébre de Lie g, nous choisissons une sous-algébre de Cartan b formée de matrices
diagonales. Alors un module de plus haut poids de I'algébre déformée est un module engendré
par un vecteur v tel que

Ubsxv=0,a<b=2...n, Ulsxv=>Av, a=1...n, (4.35)

n
avec A € C" et Z Ae = 0. Le vecteur A := (Aq,..., A\y) est appelé poids du vecteur v.

a=1

Proposition 4.5.8
Un module de plus haut poids de l’algébre déformée existe si et seulement si la Relation (4.32)
est vérifiée. Dans ce cas il existe m € [1, n] tel que le plus haut poids \ soit donné par

h h

M=do= =1 = =5 =% M= = A= 5 =7, (4.36)

0U Ay, est déterminé par Y ;N =0 ety = % (1+2).

Démonstration :
Les seules relations qui sont modifiées par la déformation sont celles ou {a, c} intersecte {b, d},
ainsi nous pouvons nous limiter au cas b = a. Si a est égal & ¢ ou a d les relations sont simplement
les relations de commutation usuelles. Ainsi on prend ¢ # a et d # a. Alors

Ul «Ud —Ud % U2 = g(—agUg +Ud) - g (1 + %) (U4 +62U%) — K/ (1 + %) 62

En particulier, pour ¢ = d,
h 1

k 2
UdUS—USxUS = Z(US—U2) — = (1+ 2 ) (US+US) — K (14— ).
a* c a* c 2( (& a) 2< +n>( C+ a) <+n>
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En appliquant ce résultat & un vecteur de plus haut poids v on obtient, pour a > c,

h k 2 1
Ade = =N = Aa) =7 Qa+Ae) =7, avecy == (1+=) ety =K [1+=).
2 2 n n
Donc, pour a > c,
h h ,
)\C+§+’Y )\a: 5—"}/ )\C—’Y
Supposons n > 2.
o Siy £~ — (3)2, alors \. # —g — 7, d’out
h
NG ) Rk A
a — Y *
Aet+ 547
Alors en prenant ¢ = 1, nous obtenons Ay = --- = A,, et en prenant a = n, nous trouvons
A1 = = A\,_1. Puisque Z:’L:l A; = 0, nous avons A; = 0 pour tout 3.
e Nous en concluons que
h 2
v =~ - <§> : (4.37)

équation qui est la méme que (4.32). Alors il existe un entier m, 1 < m < n tel que A, différe

de ses voisins, et

E-VAm—(0=-5H06+5) _ »
2

Va> m )\a - Am‘f‘%"’"}’ - -
4 Am, —h 4
m— gy~

La preuve de la proposition s’ensuit immédiatement. W

Déformations abéliennes

Quand h = 0, algébre déformée est commutative, ainsi une représentation est simplement un
caractére, ou encore un idéal maximal. Le groupe agit sur les idéaux maximaux, et parmi eux,
il y en a de triangulaires supérieurs. Cela est possible seulement si soit n = 2, soit (4.32) est

vérifiée, i. e.
1 2\ 2
4K <1+—> = k2 <1+—> )
n n

Dans ce cas, la variété déformée est I'espace des matrices de trace nulle dont toutes les valeurs
propres sauf une valent —% (1 + %)

4.5.4 Calculs pour so,, — Idéal de Joseph et modules de plus haut poids
Résolution des contraintes

La méthode est la méme que dans le Paragraphe 4.5.3. Nous utilisons les notations et les relations
de commutation de so, données dans le Paragraphe 4.4.6 (Représentations associées a so0,, et
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§Py,, ). Ainsi, les variables z; sont maintenant les variables Ly, de s0,, et 'Equation (4.18) s’écrit

1
§(Lab * Lcd + Lcd * Lab) = Lachd + wab,cd'
Alors 'Equation (4.24) devient maintenant

(Lachd) * Lef = Laszchef + ¢ab,cd,ef - ¢ab,chef - g ({Lefa Lab}Lcd + {Lefa Lcd}Lab)
_% ({Laba {Lef7 Lcd}} + {Lcda {Lef7 Lab}}) .

(4.38)
Comme pour sl,, une notation plus simple est d’écrire v € g’ comme u = (AL) = A%®Lg,.
Les coefficients A% = — A% sont des coordonnées pour g. Alors les deux équations précédentes

deviennent
uxu = u® 4 P(u, u), (4.39)

et
h2

u? x v =u?v+ ¢(A, A, B) — (A, A)v — hlv, u] — g{u, {v, u}}. (4.40)

L’équivariance donne des restrictions sur 1 et ¢, a savoir
Ya,a = k(AA),

et
$(AAA) = 61 (AAAL) + do(AA)u,

ou (AAU) et (AA) représentent les traces des produits de matrices. Nous prenons la forme n
définie par 1y = 0si a # b et ng, = 1 pour a = 1...n, si bien que les deux-formes deviennent
des matrices de forme simple.

Nous fixons le paramétre k et regardons 'Equation (4.38) comme une équation pour déterminer
les coefficients ¢1, ¢o. Alors nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.5.9

L’Equation (4.38) est cohérente avec les relations qui définissent [’orbite minimale si et seule-
n J—

ment si le paramétre k prend la valeur h . Dans ce cas, les parameétres ¢1 et ¢po sont fixés

par (4.38).

n —

Démonstration : Voir I’Annexe 1.

Générateurs de I'idéal de Joseph

Proposition 4.5.10
L’idéal de Joseph de so,, est engendré par (les relations de commutation et) les relations

h2
S Lap % Leg) + 7(n — e =0, > (Lab* Lea — h1aaLluc) = 0. (4.41)
cycl(abe)
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Ces relations ont été obtenues par Binegar et Zierau [BZ91], qui ont aussi déterminé le module
de plus haut poids et les représentations unitaires associées de SO(p, ¢). Nous retrouvons ces
résultats a laide du star-produit. L’Equation (4.41) est une conséquence directe de (4.39), qui
s’écrit " 0

Lap * Lea = LapLea + 5{Lab, Lea} + 5 (acOba = MocSad)- (4.42)

Module de plus haut poids de so,

Notons, comme précédemment, {Ey, / a, b=1...n} Pensemble des matrices unitaires de M,,C
et prenons

n
n:i= Zéaﬂ/, avec ' :=n+1—a.
a=1
Une base pour so,, dans la représentation naturelle est 'ensemble {Ly, / a < b € [1, n]} des

matrices
Lap := (Eap — Epa) = Egpy — Epar-

La sous-algébre de Cartan h que nous choisissons admet pour vecteurs de base
H, =Lyy — Lyrg, a=1...1

L’ensemble des vecteurs associés aux racines positives est I'ensemble {Ly, ; a+b <n, a < b}.

Nos calculs ne dépendent pas de la parité de n. Néanmoins notons que :

>sin = 2l+1, les vecteurs associés aux racines simples sont les éléments L1 ,—1, Lo n—2,..., L 141,
et les racines simples sont les a; = (0,...,0,1, =1, 0,...,0), pour i = 1...1 — 1, avec 1 a la
i—eéme place, et oy = (0,..., 0, 1).

> si m = 2I, les vecteurs associés aux racines simples sont les L1 ,,—1, Lan—2,..., Li—1 141, Ly,
et les racines simples sont les o; = (0,...,0,1, —1,0,...,0), ¢ =1...1—1, avec 1 & la i—éme
place, et oy = (0,..., 0, 1, 1).

Nous retrouvons ces résultats dans [Bou81| (voir aussi [FH91]).

Ayant fixé le systéme de racines et la sous-algébre de Cartan, on définit un module de plus haut
poids comme un module engendré par un caractére H, — A, € C et un vecteur (de plus haut
poids) vg vérifiant

Va+b<n, Lyvg=0,

Va=1...1, Hyuwy = hAvg.

Proposition 4.5.11
Un module de plus haut poids de U'algebre déformée existe si et seulement si le parameétre £ prend

la valeur hzz—:‘ll. Dans ce cas, il existe k € {1,...,1} tel que le plus haut poids \ est donné par
n

Démonstration : voir I’Annexe 1. Le choix de Josephest k=1—1. &

Dans la formulation de la Proposition 4.5.11 et de 'Equation (4.42), pour éviter la confusion
avec l'indice k, on note [ le paramétre complexe noté k dans ce paragraphe et dans I’Annexe 1.
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Dans tous les autres cas, le contexte indique clairement la notation.

Sin = 2[4+ 1, nous avons 50, = s09;+1 = By, et

Atp :cq+~~ﬂ%3+?wﬂ+whg+m
2

(1_371_%7"'7 7%717%)7
(-1,...,—-1,-1,0).

A =

Exemple 4.5.12

Le cas n =5 correspond au singleton de Bose (“Rac”).

Un autre choiz est A = (—1,..., —1, %) ; dans le cas n =5 c’est le singleton de Fermi (“Di”).
Les deuz sont des représentations unitarisables (aprés passage au quotient) de $0(3,2). Binegar
et Zierau prennent k = 1.

Sin =2l on a so, = s09 = Dy, et Joseph prend a nouveau k =1—1 et

Adp = wit+-Fw_gt+w_1+uw
= (I-3,1-2,...,1,1,0),
A= (-1,-1...,-1,0,0).

Exemple 4.5.13

Sin =6, c’est le plus haut poids de la représentation du groupe conforme par un champ scalaire
de masse nulle en dimension 4, représentation qui apparait dans ’atome d’hydrogéne de Schro-
dinger. Binegar et Zierau prennent k = 1.

4.5.5 Calculs uniformes pour les algebres de Lie simples exceptionnelles
Orbites minimales des algebres de Lie simples exceptionnelles

Nous utilisons ici des résultats de [MP04]. Notons « la forme de Killing,
K(xi, T5) = Kij = —tr(2;25) = —€mi"€nj"™

et k% les coefficients de I'inverse de la matrice (k;;); ;. La réduction de la partie symétrique de
la représentation adjointe est régie par 'opérateur L : g ® g — g ® g défini par

L:z;®@xj— /{m"eimsejntzns Qxp = K" X, Tm] @ [T, T (4.43)

La partie symétrique du produit ad®ad de la représentation adjointe par elle-méme se décompose
en une somme directe de trois représentations, I & Ro & R3. La derniére représentation, qui
contient les poids extrémaux, est ’orbite nilpotente minimale de g. Les relations qui définissent
cette orbite sont les projections sur les deux premiéres représentations. La représentation de
dimension un exprime la condition

kY xir; = 0.

Le tableau suivant (voir [MP04]) donne les valeurs propres l; = l1, lo, I3 associées aux représen-
tations I, Ro, R3. Dans tous les cas,ona ly =1, et [y + I3 = —% :
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g Go | Fy | Eg | E7 | Eg
11| 1| 1 1
I3 ilo|2| 1| %

D =dimg| 14 | 52| 78 | 133 | 248

Revenons a ’Equation (4.24). En fait, les algébres de Lie simples exceptionnelles sont les plus
simples & traiter, et elles peuvent I'étre toutes les cinq simultanément. La raison immédiate en
est la non existence d’un polynéme invariant irréductible de degré quatre. Les seuls tenseurs
symétriques équivariants sont (voir Proposition 4.5.5)

k/
Vig = ke, bk =5 Y KiT, (4.44)
cycl(ijk)

ou k et k' sont déterminés par les relations. Ainsi 'Equation (4.24) se simplifie en :

2
(zizj) * T)p — TiTjTE + g ({zk, zitz; + (0 < J)) = ik — Vijar — % (@i, {zg, 25} ) + (i < 7)) -
(4.45)

Résultat principal

Théoréme 4.5.14
Soient g l'une des cing algébres de Lie simples exceptionnelles, et k sa forme de Killing. Il existe
un unique star-produit invariant sur l’orbite minimale nilpotente tel que

S(xz * xj) = x;x; + kliij, k€ (C,

. . ) 12 2 2
pour un et un seul choix de (k, k') € C?, a savoir k = lng % + lg% et k' = %.

Démonstration :
Nous avons déja attiré I’attention sur le fait que les seules formes possibles des produits déformés

S(z; * xj) = iz + o(h), S(x;i* ;% x) = zxjxy + o(h)

sont
S(xi* w5) = 2wy + pij, S(@i* 1) * 28) = TiTiT) + Pk
avec les applications équivariantes 1), ¢ comme dans (4.44). Le membre de gauche de (4.45)

satisfait les contraintes. Il reste & le vérifier pour le membre de droite. Fixons l'indice k et
définissons les vecteurs X, Y de g ® g dont les composantes sont

Xij = KikZj + KjpTi, Yij = KijT.

Notons Lg la projection de l'opérateur L sur la partie symétrique de g ® g. Alors le membre de
droite de (4.45) est le vecteur
K h?

FXHY) = kY - TLX (4.46)
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L’opérateur L vérifie I’équation caractéristique (Ls—1)(Ls—1l2)(Ls—I3) = 0, et puisque LsY =Y,
il existe une constante c telle que

(Ls — lg)(Ls — I3)X = cY.
Pour déterminer la constante ¢, nous contractons cette équation avec k et trouvons
2 (1~ Iy)(1 — 1)
c=—(1- —l3).
D 2 3

Le vecteur (4.46) se réduit alors a

(K K h?
Z:=c <§ — k) (Ls —la)(Ls — 13) X + §X — ELSX'
En projetant sur la représentation triviale, on obtient
K h?
0:§(D—|—2)—k:D—€:0. (4.47)

Toutes les contraintes sont exprimées par (Ls — I3)Z = 0, ce qui conduit aux trois conditions :

(1 —l3)c ! (% - k) )
(1—l)e! (’% - k:) lo+1s)+ 5 = 132, (4.48)
(1 — lg)c_l (%l — k) Il = lg%l

Les quatre équations (4.47)—(4.48) concordent sur les uniques valeurs de k et &’

h2 K 1y — 1R
r_ g v _ M e
W=b k=3 D 6

La proposition est prouvée.ll

Générateurs de I'idéal de Joseph

L’idéal de Joseph est évidemment engendré par les relations
xixx; — xjxx; = M, x;},

et
(LS — lg)(l’l *Tj — k?/iij) =0.
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CHAPITRE 5

Correspondance de McKay
et loi de branchement
pour les sous-groupes finis de SL;C

oient T' un sous-groupe fini de SL3C, {7o,..., v/} Pensemble des classes d’équivalence de

S représentations irréductibles de I'; et v : I' — SL3C sa représentation naturelle. Les décom-

positions uniques y; @ v = @é:o agjl-)%-, définissent une matrice AV := (ag))(i,j)e[[o,lp € M;1N.

La restriction 7, »|r de la représentation irréductible de plus haut poids mw; + nwy de SL3C
. N l .

se décompose a son tour sous la forme 7, ,|r = @;_,mi(m,n)y;. Soient (eq,..., €;) la base

canonique de CH1,

l

Umnn 1= Zml (m,n)e; € CHL et Pr(t, u) Z va at"u" € (Ct, u]])l+1
=0 m=0n=0

Nous calculons dans ce chapitre la série Pp(t, u) pour tout sous-groupe fini I" de SL3C. Puis nous
associons & I' une matrice de Cartan généralisée Cr que nous écrivons comme somme de produits
de réflexions simples associées a des ensembles formés de racines deux & deux orthogonales.
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5.1 Introduction

5.1.1 Cadre d’étude et résultats

oit I' un sous-groupe fini de SL3C. Dans ce chapitre, nous déterminons comment une repré-
S sentation irréductible de dimension finie de SL3C se décompose sous 'action de I'. Les re-
présentations irréductibles de dimension finie de SL3C sont indexées par N2. Pour (m, n) € N2,
soit V(m, n) le module simple de dimension finie associé. Soient {7o,..., v} ensemble des
classes d’équivalence de représentations irréductibles de I', et x; le caractére irréductible associé
a 7;. Nous déterminons les multiplicités m;(m,n) des représentations 7; dans la représentation
V(m, n). Dans ce but, nous introduisons la série de Poincaré

Pr(t, u); = Z Zm,(m, n)t"u".

m=0n=0

Nous montrons que Pp(t, u); est une fraction rationnelle que nous explicitons pour tous les sous-
groupes finis de SL3C.

La démonstration utilise une formule d’inversion de la relation de récurrence pour les nombres
m;(m, n), cette relation étant obtenue grace a la décomposition du produit tensoriel de V(m, n)
avec la représentation naturelle de SL3C. L’observation-clé qui conduit & la formule d’inversion
repose sur le fait que deux matrices ad hoc sont codiagonalisables. Les valeurs propres de ces
matrices sont des valeurs du caractére naturel du groupe I' et de son conjugué. Cela prouve que
la série Pr(t, u); est une fraction rationnelle. Le calcul effectif de cette fraction rationnelle se
réduit alors & une multiplication de matrices.

Cette méthode s’applique aussi au cas de SLoC (les séries Pr(t, u); sont alors remplacées par
des séries Pr(t); a une seule variable). Elle a ’avantage de donner une preuve compléte et rapide
des résultats obtenus par B. Kostant dans [Kos85|, [Kos06], et par Gonzalez-Sprinberg et Verdier
dans [GSV83]. Elle conduit a une détermination explicite des multiplicités définies ci-dessus pour
les sous-groupes finis de SL»C.

Bien que les résultats pour SLoC ne soient pas nouveaux, la relation explicite entre les fractions
rationnelles et les valeurs propres de la matrice de Cartan associée au sous-groupe fini de SLyC
ne semble pas exister dans la littérature. Dans [Kos85|, le résultat est établi par une analyse de
la structure de l'orbite de I’élément de Coxeter (voir aussi [Ste08]).

La construction d’une résolution minimale des singularités de 1’orbifold C3/T" suscite un grand
intérét. Elle est liée a la correspondance de McKay géométrique (voir [BKRO1|, [Roa96], [IR96],
[Rei02], [HHI8|, [GSV83| et [YY93]). Dans ce cadre, Gonzalez-Spriberg et Verdier [GSV83| uti-
lisent la série de Poincaré déja citée pour leur construction explicite d’une résolution minimale
des singularités pour V = C2/T ou I est un sous-groupe fini de SLoC. En suivant cette approche,
les résultats de nos calculs pourraient étre éventuellement utilisés pour construire de fagon ex-
plicite une résolution minimale synthétique des singularités pour des orbifolds de la forme C3 /T’
ou I' est un sous-groupe fini de SL3C. Cela clarifierait la description des fibres exceptionnelles
de la résolution minimale de C3/T" (|JGNS04]).
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Un élément essentiel dans 'approche de B. Kostant dans [Kos85] est la décomposition d'un élé-
ment du groupe de Weyl de l'algébre de Lie associée a I' C SLyC via la correspondance de
McKay, comme une somme de produits de réflexions simples associées a des ensembles formés
de racines deux a deux orthogonales.

Nous nous inspirons de cette décomposition et associons a tout sous-groupe fini I' de SL3C une
matrice de Cartan généralisée Cr. Nous écrivons alors cette matrice comme une somme de pro-
duits de réflexions simples associées a des ensembles formés de racines deux & deux orthogonales.

5.1.2 Organisation du chapitre

Dans le Paragraphe 5.2 nous traitons le cas de SLoC. Nous prouvons que les séries de Poin-
caré Pp(t); définies ci-dessus sont des fractions rationnelles, en montrant que ce sont les coeffi-
cients d'un vecteur obtenu comme un produit de trois matrices, dont deux sont des matrices a
coefficients scalaires, les coefficients de la troisiéme étant des fractions rationnelles, et d’un vec-
teur & coefficients scalaires. Nous calculons ces matrices pour tous les sous-groupes finis de SLoC,
et nous donnons les fractions rationnelles obtenues.

Dans le Paragraphe 5.3, nous appliquons la méthode aux sous-groupes finis de SL3C. Nous uti-
lisons ici les notations de 'article [YY93] ou la classification des sous-groupes finis de SL3C est
présentée.

Nous prouvons alors la rationnalité des séries de Poincaré Pr(t,u); en procédant comme dans le

cas de SLyC.

Pour tout sous-groupe fini de SL3C on donne les matrices impliquées dans le produit, et on as-
socie a tout sous-groupe I' une matrice de Cartan généralisée Cp (correspondance de McKay en
dimension 3). On représente son graphe et on donne sa décomposition comme somme de produits
de réflexions simples associées a des ensembles formés de racines deux & deux orthogonales.

Le cas des séries infinies A, B, C (notation [YY93|) est traité dans le Paragraphe 5.4. En ce qui
concerne la série D, on se contente de donner un exemple, les matrices intervenant n’ayant pas
une forme générale.

Les sous-groupes finis exceptionnels de SL3C sont étudiés dans le Paragraphe 5.5. Les numéra-
teurs des fonctions rationnelles sont en général fastidieux & lire, c’est pourquoi nous renvoyons
a ’Annexe 3 pour visualiser la totalité des résultats. Quant aux dénominateurs, ils sont tous
explicités dans le texte.

5.2 Loi de branchement pour les sous-groupes finis de SL,C

5.2.1 La série de Poincaré est une fraction rationnelle

e Soient I' un sous-groupe fini de SLoC, et {7o,..., 71} U'ensemble des classes d’équivalence de
représentations complexes irréductibles de I', ol g est la représentation triviale. Pour tout ¢ €
[0, 1], notons x; le caractére associé a ;.

Considérons v : I' = SLsC la représentation naturelle de dimension 2 de I', et notons y son
caractére. D’aprés le théoréme de réductibilité compléte des représentations de dimension finie
des groupes finis, nous avons une décomposition unique y; ® vy = @é:o a;j7y; pour tout j € [0, {].
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Cela définit une matrice carrée A := (aij)(

’i7j)€[[07 l}]Q de Ml+1N.

e Soient h une sous-algébre de Cartan de sloC, @y le poids fondamental correspondant, et V (nwy)
le sls-module simple de plus haut poids nwy. On note 7, la représentation irréductible

T+ SLeC — V(nwy).

Pour tout n € N, la restriction de 7, au sous-groupe I' est une représentation de I', et en vertu
de la réductibilité compléte, nous avons une décomposition unique 7,|p = @220 m;(n)y;, ol
les m;(n) sont des entiers positifs ou nuls. Soient £ := (eq, ..., ¢) la base canonique de C*1, et

l

Uy = Zmi(n)ei € CHt

1=0

Comme 7 est la représentation triviale, nous avons vy = ey. Considérons le vecteur (dont les
composantes sont des éléments de C[t])

Pr(t) := ivnt" e (Ci™,
n=0

et désignons par Pr(t); sa j—eéme coordonnée dans la base £. La série Pr(t)g est la série de
Poincaré de I’anneau des invariants. Remarquons que Pr(t) peut aussi étre vu comme une série
formelle & coefficients dans C!*1.

Nous allons calculer Pr(t) par une méthode directe.

e Comme conséquence immédiate de la Formule de Clebsch-Gordan, i. e. m,, ® m1 = Ty 11 B Tp—1,
nous avons ’égalité Av,, = v,4+1 + vy—1. Nous en déduisons la relation

(1 —tA+t%)Pr(t) = vo.

Notons {Cy, ..., C;} 'ensemble des classes de conjugaison de I', et pour tout j € [0, I], soit g;
un élément de C;. Ainsi la table de caractéres de I' est la matrice 7 € M;;C définie par

(Tr)ij = xi(9;)-
Dans tous les cas étudiés, la matrice Tt est inversible, et A := T+ L A Tp est une matrice diagonale,

avec Aj; = x(gj)-
Posons O := (Ago, ..., Ay). Nous déduisons de la formule précédente que
Tr(1 — tA + 3Tt Pr(t) = vo.
Définissons la fonction rationnelle
f: C? = C@
1

d 1—td+t*
Alors

Pp (t) = TF A(t) Tl—w_l'UQO = (TF A(t) TF) (TF_2?}070),

ou A(t) € M;41C(t) est la matrice diagonale a coefficients dans C(t), définie par Aj;(t) = f(Aj5).
Par conséquent, les coefficients du vecteur Pr(t) sont des fractions rationnelles en ¢. On obtient
ainsi :
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Proposition 5.2.1
Pour tout i € [0, l], la série de Poincaré Pr(t); est une fraction rationnelle.

5.2.2 Résultats pour les sous-groupes finis de SL,C

e La classification compléte, a conjugaison prés, des sous-groupes finis de SLoC est donnée
dans [Spr77]. Elle consiste en deux séries infinies (types A, D) et trois cas exceptionnels (types

Es, B, Es).
2imw 0’([)

On pose w; :=e€ 7 . Pour 0 € &g, ;_1], on définit alors la matrice Q7 := (5k )(k,l)e[[o,j—l]] .

Type A — Groupes cycliques

e Ici, nous prenons I' = Z/jZ. La représentation naturelle et le caractére naturel de I' sont

v : Z/jZ — SLsC X : Z/jZ — SLyC
_ wk 0 _
k —k
E ( Oj w]_k> ko= witw;

; . Soit ¢ la permu-
(kD)€[0,5—1]
tation o € & ;_1j définie par o(0) =0 et Vi e [0, 5 — 1], o(i) = j —i. Alors T = jQ7, i. e.

J
) f—i—wj_k, pour k € [0, j —1].

T 1= %TFQ”. Les valeurs propres de A sont les nombres x/(
La matrice A(t) est telle que
— 1 1

Al = Fx(k)) = 1—t(wh + w]_k) T2 (1 —tw?)(1 — tf,uj_p)7

et
j—1j-1;5-1 j—1j-1
(TrAMTTQ )k = Y D D (T Apa(Tr)er Q7 = D Y (T0)ipA)pp(Tr)pr Q7
p=0 g=0 r=0 p=07r=0
On a alors y
Pot): = = (TrAMTQ7), = = Z 1
J J =0 (1-— tw (1 —tw; )

Remarquons que (1 — #/)(1 — #?) est un dénominateur commun & tous les termes de la somme

précédente. En effet, les w? et les w. ? sont des racines de 1 —#/, et si w? = w_?, alors w? est une

J J J Joo J
racine de 1 — ¢2.

La série de Poincaré de anneau des invariants est Pp(t)o.

Type D — Groupes binaires diédraux

Le n—éme groupe binaire diédral est le sous-groupe (a,, b) de SLoC, avec

(e O (0
n = 0 wy! ~\i 0 )
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L’ordre de T" est 4n et les n + 3 classes de conjugaison de I" sont

Classe id | apb | b | a? | an | a2 | ad an—1
Cardinal | 1 | n |n| 1 | 2| 2| 2 2

Les caractéres irréductibles de degré 2 sont induits par les caractéres irréductibles de degré 1 du
sous-groupe normal (a,) de I'. Ce sont les éléments p;, pour i € [1, n — 1], définis par

pi(b) =0, et pi(al) = wi, +wy,”.

La table de caractéres de I' est ainsi

11 1 1 1 1 1
1 _4n (-1)" -1 1 (=1t
Loo—iman (=" -1 1 (=t
1 -1 -1 1 1 1 1
Tr == 2 0 0 —2 won + w2n1 w2n + w2n2 Cee wg”*l 7("71)
2 0 0 2 w3, +wy? wi +wit Z(n 1)+ 72(n 1)
é 0 0 (_1):”,12 w2 +w;(n 1) wg(nfl) +.w272(n71) wénfl)(nfl)_i_w;(nfl)(nfl)
Le caractére naturel y de T' est donné par (x(go),---, x(q)) = O, avec
O = 0 = [tr(id), tr(ayb), tr(b), tr(a?), tr(ay,), tr(a2), tr(ad),..., tr(a?=1)]
= [2,0, 0, —2, wzn—l—wz_nl, w%n—l—wz_nz, w2n+w2i’,..., Wy +w2n(n 1)].
Soit Diag (dy, da, ds, d4, 01, d2,..., 6p—1) := A(t). Nous en déduisons la formule pour la série
Pr(t) (voir ’Annexe 2 pour le détail des calculs) :
3n — n—1
Pr(t = di +ds+dg+dy+ 2 1)
T (t)o 52 <1+ 2 +d3 +dy+ ;k)
n—1 n—1
-1 d "(dy +ds) +ds +2 (—1)k5
+(=D" <1+( 1)*(dz + ds) + ds + ;—:1( ) k)
n—1 "1 n—1
+> (1) — (dl + (=1 (da + ds) + ds + Y (W), + wy! )5k>
=1 k=1
Py = (g indy — irds + (—1)ndy + 22
8n?2 3
n—1 n—1
+(—1)" 32 <d1 + (=1)"(i"dy —i"d3 + dy) + 2 ; 5k>
= n—1 )
+> (-1 — <d1 + (D) (i"dy — i"ds) + (—1)"dy + Y (—1)F (Wl + wy,! )5k>
=1 _

et Pr(t)s (resp. Pr(t)2) est obtenu en remplagant dans Pr(t)g (resp. Pr(t)1) do par —ds et ds
par —ds.
Finalement, pour i € [1, n — 1], nous avons



5.2. Loi de branchement pour les sous-groupes finis de SLoC

153

3n — _
Pr(t)iys = 5.2 <2d1 +2(=1)'dy +2 Z (Wi + w5, k)

+(—1)" nS’I’L <2d1 + 2 d4 +2 Z w2n + wzék)5k>

n—1

5.2.3 Cas exceptionnels
Type Eg — Groupe binaire tétraédral
Le groupe binaire tétraédral est le sous-groupe (a2, b, ¢) de SLyC, avec

woe (@8 0 poo (O C':L wi Wi
N0 W )T 0) T a\wd ows )

L’ordre de T" est 24 et les 7 classes de conjugaison de I' sont

Classe id|a*=—id | b|c|c?| —c|—c?
Cardinal || 1 1 64|41 4 4
La table de caractéres It de I' et la matrice A sont
1 1 1 1 1 1 1 0 001 00O
1 1 1 5 42 i g2 0 00O 1 0O
11 1 52 5 5% 000 0O0T1O0
TT=!12 -2 0 1 -1 -1 1 |,A=|1 00 0 0 0 1],
2 -2 0 j —j2 —j 4 010000 1
2 —2 0 2 —j -2 0010001
3 3 -1 0 0 0 0 0 001110
et la liste des valeurs propres est © = (2, —2, 0, 1, —1, —1, 1).
- __ Nr(®): . __ (1 _ 46 48
Les séries Pr(t); = Dri) Sont données par Dr(t) = (1 —°)(1 —t°), et
Nr(t)y = t2+1, Nr(t)y = t9+t7+85 + 13
Nr(t); = 8+t Nr(t)s = t9+t7+85 + 13,
Nr(t)y = 8+t Nr(t)g = t104+8+2t0 + ¢4 442,
Nr(t)3 = " 4t7+45 +¢,

Type E7; — Groupe binaire octaédral

) 2dy +2(-1)id Ry )
+Z( ) o ( 1+ 4+Zw2n+w2n )01 (why, + wy )

Le groupe binaire octaédral est le sous-groupe (a, b, ¢) de SLyC, avec a, b, ¢ définis comme dans

le paragraphe précédent. L’ordre de I' est 48 et les 8 classes de conjugaison de I' sont

Classe idlat=—id|ab|b |2 |cl|ala®

Cardinal || 1 1 12168 |8|6]| 6
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La table de caractéres Tt de I' et la matrice A sont

1 1 1 1 1 1 1 1 00 0 1 0 0 0 O
1 1 -1 1 1 1 -1 -1 00 0 0 1 0 0 O
2 2 0 2 -1 -1 0 0 00 0 0 0 0 01
2 -2 0 0 -1 1 V2 =2 10000100
TF:2—200—11—\/§\/§’A:01000010
3 3 -1 -1 0 0 1 0001 0001
3 3 1 -1 0 0 -1 -1 00 0 01 001
4 —4 0 0 1 -1 0 0 001 00110
et la liste des valeurs propres est © = (2, —2, 0, 0, —1, 1, v/2, —v/2).

Les séries Pr(t); = NeWi sont données par Dr(t) = (1 —3%)(1 — t12), et

~ Dr()
Nr(t)y = t®¥41, Nr(t)y = B4+t 447445
Nr(t); = t'2415 Nr(t)s = t10 412 4410 448 446 4 42,
Nr(t)y = tHH+ 04+ 8 441 | Np(t)g = 14+ 12 4410 448 446 4 ¢4,
Nr(t)s = t1T+ #1447+t | Np(t)y = 95 83 41 4269 447 445 + 43,

Type Es — Groupe binaire icosaédral

Le groupe binaire icosaédral est le sous-groupe (a, b, ¢) de SLyC, avec

—wi 0 0 1 1 ws + wy* 1
a = 2 N b = , Ci= ﬁ -1 .
0 —ws -1 0 w? + w; 1 —Ws — Wy

L’ordre de T" est 120 et les 9 classes de conjugaison de I' sont

Classe id | b2 = —id | a | a® | a® | a* | abc | (abc)?® | b
Cardinal || 1 1 12112 (12| 12| 20 20 30

La table de caractéres It de I' et la matrice A sont

11 1 1 1 1 111 o 01000 0 0
2 -2 50 LA LA B 1 o0 0000010 0
2 —2 L8 —LVE 16 1Y g 1 00 100 00
3 3 1+2¢5 172¢3 172¢5 1+2¢3 0 0 -1 0 01 00 0 10
Tri=| 4 4 172\/3 1+2\/3 1+2\/3 172¢E o o -1 |'A=[ 0 0000000
4 4 1 -1 -1 -1 11 0 0 1 000000
4 —4 1 -1 1 -1 -1 1 0 0 00 1 0001
5 5 0 0 0 0 -1 -1 1 000 000 10
6 —6 -1 1 -1 1 0 0 0 0 00 0 1 1 01
et la liste des valeurs propres est © = <2, -2, 1+2\/5, _142'\/5, 1_2\/5, _15\/5, 1, —1, 0) .

o o o o
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Les séries Pr(t); = NeMi sont données par Dr(t) = (1 —t12)(1 — t?9), et

Dr(t)
Nr(t)y = 3041, Nr(t)y = t2+ 19+t 4 ¢
NF(t)l — t23 + t17 + t13 + t7, NF(t)3 — t28 + t20 + t18 + t12 + th + t2,
Nr(t)s = 24120 410 1 10 445,
NF(t)5 — t24 +t22 +t18 +t16 +t14 +t12 +t8 +t6,
NF(t)G — t27 +t21 +T19 +t17 +t13 +t11 +t9 +t37
NF(t)? — t26 +t22 +t20 +t18 +t16 +t14 +t12 +t10 +t8 +t4,
Nr(t)s = t20 4+ 2 420 419 4 17 4 2615 #1834 11 149 47 45,

5.3 Loi de branchement pour les sous-groupes finis de SL3C

5.3.1 Notations et objectif

e Soient I" un sous-groupe fini de SL3C et {vo,..., 7} Pensemble des classes d’équivalence
de représentations complexes irréductibles de dimension finie de I', ou 7g est la représentation
triviale. On note x; le caractére associcé a ;.

Considérons la représentation naturelle v : I' = SL3C, et v* sa représentation duale. On note y
le caractére de ~. Par réductibilité compléte des représentations de dimension finie des groupes
finis, on a des représentations uniques

! !
. 1 " 2
Vielo, 1], vyoy= @agj)fy,- et 1@y = @al(-j)’y,-.
=0 i=0

) @)

Cela définit deux matrices carrées de M 1N : AW = <a” )(' S0, g2 et A@ .= <a” )(' ——
2,7)€|0, %,7)€|0,

e Soient h une sous-algébre de Cartan de sl3C, wy, ws les poids fondamentaux correspondants,
et soit V(mw +nws) le sl3C—module simple de plus haut poids me; + nws avec (m, n) € N2,
On note 7,y la représentation irréductible associée my, p, : SL3C — GL(V (mw; + nwy)). Pour
tout (m, n) € N2, la restriction de Tm,n all sous-groupe I' est une représentation de I', et par
réductibilité compléte, nous avons une décomposition unique

l

Tl = €D mi(m, n)y;,

1=0

ou les m;(m, n) sont des entiers positifs ou nuls. Soient £ := (eo,..., ¢;) la base canonique

de CH1, et
l

Umnn 1= Zmi(m, n)e; € CcHI,
i=0

Comme 7 est la représentation triviale, nous avons vgg = eg. Considérons le vecteur (a coeffi-
cients dans C[t, u])

Pr(t,u):= ) ) vmat™u" € (C[t, u])' ™,

m=0n=0
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et désignons par Pr(t, u); sa j—éme coordonnée dans la base £. Remarquons que Pr(t, u) peut
aussi étre vu comme une série formelle a coefficients dans C!*1,
Le but de ce chapitre est de calculer Pr(t, u).

5.3.2 Analogie avec les séries de Fourier

Le probléme d’analyse harmonique étudié ici est classique : c¢’est une généralisation du dévelop-
pement en série de Fourier d’une fonction 2w —périodique. En effet, soit v une représentation
irréductible du cercle S'. Comme le groupe est abélien, v est nécessairement de dimension 1.
Par composition, I'application J : ¢t — (eit) est un morphisme de groupes de R dans C*, donc
de la forme J : t +— €™ . Or €27 = J(27) = vy (62”) = 1, donc = € Z. Réciproquement, les
représentations vy, : z +— 2" (n € Z) ainsi construites sont irréductibles et deux a deux non
équivalentes.

D’aprés le Théoréme de Peter-Weyl pour les groupes compacts, 'espace Clz, z
dans C(S') et dans L?(S') (voir [CLO4] et [KS05]).

En particulier, pour f € L*(S'), on a f(z) = Y, cz cn(f) €™ au sens de la norme de L2(S'),
avec ¢, (f) 1= 5= 027r f(t)e"tdt.

~1] est dense

5.3.3 La série de Poincaré est une fraction rationnelle

Dans ce paragraphe, nous donnons des propriétés de la série Pr(t, u), qui permettent d’obtenir
une formule explicite pour Pr(¢, u).

La premiére proposition résulte de l'unicité de la décomposition d’une représentation comme
somme de représentations irréductibles.

Proposition 5.3.1
o A — tA(M),

o AW ¢t A® commutent, i. e. A est une matrice normale.

Démonstration :
Le premier point résulte du fait que v* est la représentation duale de la représentation de I'.
Pour le second point, on a par définition de A®) et A@) .

1=0 =0

donc
l

l
2 1
VR (v ®7) = E al)y" ®%~§ o)yt =) (E a,ii)aﬁj))’m.
=0

k=0

De méme,

78 (v ©7) Zi:(Za . )
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Par unicité de la décomposition, on obtient I’égalité

l l
Za,g?ag;) =Y "alal?, e (AVA®); = (AP A0), =
=0 =0

Comme A(M) est normale, on sait qu’elle est diagonalisable dans une base orthogonale de vec-
teurs propres. Nous allons maintenant diagonaliser la matrice A1) en utilisant la table de ca-
ractéres du groupe I'. Notons {Cy, ..., C;} 'ensemble des classes de conjugaison de I, et pour
tout j € [0, ], soit g; un élément quelconque fixé de C;. Ainsi la table de caractéres de I' est la
matrice Tt € M1 C définie par (11);; := xi(9;)-

Proposition 5.3.2
Pour k € [0, 1], posons wy, := (xo(gx);---, xi(gr)) € CHL. Alors wy est un vecteur propre de
A®@ gssocié a la valeur propre X(gk). De méme, wy, est un vecteur propre de AW gssocié a la
valeur propre x(gx)-

Démonstration :

Par définition de AM ona v @~ = Eé'zo aﬁ)%, donc

!
1
XiX = Xvi@y = Za§~i)Xj-
7=0
En évaluant cette égalité sur g, on obtient, pour tout i € [0, {],

l l
Xila)x(ge) = > al i) = D al X (o),
=0 =0

i e x(gr)wr = APy 1

Nous verrons dans la suite que W := (wo, ..., w;) est toujours une base de vecteurs propres
de AM et A@ | de sorte que TF_IA(l)Tp et TF_IA(Q)TF sont des matrices diagonales.
Utilisons maintenant la Formule de Clebsch-Gordan :
T10Q® Tmn = Tmt+ln D@ Tman—1 D Tm—1n+1, (5 1)
0,1 Q Tmn = Tmntl D Tm—1,n D Tmt1n—1-
Proposition 5.3.3
Les vecteurs vy, , satisfont les relations de récurrence suivantes

1 _
Al )Um,n = Um+1,n T Umn—1 + Um—1,n+1,
2
A( )Um,n = Um,n+1 + Um—1,n + Um+1,n—1-
Démonstration :
s ey 1 ey l (1)
Par définition, vy, n =Y ,_omi(m, n)e;, donc Al )vmm =i (ijo mj(m, n)aij €;.
Or

l 1 1
(ﬂ-m,n ® 7T1,0)|1" = 7Tm,n|1" Ky = ij(ma n)%‘ Xy = Z ij(m7 n)agjl) Yis
=0 i=0 \ j=0
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et

l

Tm+1,n|0 + Tmn—1|0 + Tm—1,n41|r = Z (mi(m+ 1, n) +mi(m, n — 1) + mj(m — 1, n+ 1)) ;.
=0

Donc par unicité de la décomposition, on obtient

ij(m, n)a(-.) =mi;(m+1,n)+mi(m,n—1)+mi(m—1,n+1). R

Proposition 5.3.4
La série Pr(t, u) vérifie la relation suivante

(1 —tAM 1 24@) _ t3) (1 —uA®@ 240 u3) Pr(t, u) = (1 — tu)vgo.

Démonstration :

e Posons x := Pp(t, u). Posons aussi v, —1 := 0 et v_1, := 0 pour (m, n) € N?, de sorte que,
d’aprés la Formule de Clebsch-Gordan, les formules du corollaire précédent sont encore valables
pour (m, n) € N2 On a

00 00 0o oo
tuA(l)l’ =tu Z Z A(l)vm,ntmun = Z Z(Um+1,n + Umpn—1+ 'Um—l,n+1)tm+1un+1'

m=0n=0 m=0n=0
Or
o o o0 o o
Z Z vm+17ntm+lu"+1 =u Z Z Ut u" = ur —u Z v ",
m=0n=0 m=1n=0 n=0
o o o o
Z 2:fur,nm_lt”"”rlu"Jrl = tu? Z vam_ltmun_l = tu’z,
m=0n=0 m=0n=1
et
o o o o o o
Z va—l,n+ltm+1un+l — t2 Z va—l,n+ltm_1un+l — t2 Z Z Um,n+1tmun+1
m=0n=0 m=1n=0 m=0 n=0
o o o o
= ¢ Z Z Up ™" — 12 Z O ot™ = 2z — 12 Z U 0t™.
m=0n=0 m=0 m=0
Donc
o0 o
tuAdWMz = (u 4 tu® +12)z —u Z vo pu” — 2 Z U 0t™. (5.2)
n=0 m=0

On procéde de méme pour obtenir la relation

o o
tuA®@z = (t+tu® +u?)z —t Y vpot™ —u? D> vopu”. (5.3)
m=0 n=0
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e En utilisant les Equations (5.2) et (5.3), on a

tuA®z — 12 A0z = 11— a®)a + (Pu—1) Y vpot™,

<1 —uA® 4240 — u3) x = (1—tu) Z U, 0t™. (5.4)

De plus, AN vy, 0 = vymy1,0 + Vm—11, et AP vy_10 = V1,1 + Vs, d'oll

1 2
Al )Um,o = Um+1,0 + Al )Um—l,o — Um—2,0-

o0
Posons y := Z U, 0t™. Alors

m=0

o0 o0
tAly = Z Umi1,0t™ L+ A Z Up—1,0t™ T — Z Up—2,0t™

m 1
= Z Umot™ + t2A® Z U ot™ — 7 Z Umot™ = y— oo+ t2APy — 3y,
Ainsi
(1 1AM 424 t3) Y = 0. (5.5)

En regroupant les Equations (5.4) et (5.5), on a
(1 AW 4 2A®) t3) (1 —uA® 4240 u3> z = (1 - tu)vgo. W

On peut inverser la relation de la Proposition 5.3.4 et obtenir une formule explicite pour Pr(t, u)
et pour les vecteurs Um,n-

Proposition 5.3.5 (Formule d’inversion)
e On a la relation suivante :

o [e.e]

Pr(t,u) = (1 — tu) Z <u3 +udA® — u2A(1))p Z <t3 +tAM — t2A(2)>q 0,0-

p=0 q=0

e Pour z € R, soit [z] le plus petit entier supérieur ou égal a z.
Pour (m, n) € N2, posons

m min(3¢g—m, q) ) . Sg—mn—i 9i—3q4m
Z Z CgC;Q—m—](_l)?)q—mA(l) q .]A(Q) 7 —3q 7
=151\ J=15"]

n min(3p—n, p) ' ‘
Bn = Z C;;Cf’f”‘”‘i(_1)3p—nA(2)3P—"—ZA(1)22—3p+n

p=[51 \ i=[325"]
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Alors
V0,0 st m=n=~0
S Brvo,0 si m=0etn#0
") g 0,0 si n=0etm+#0
(5n04m - 5n—1am—1)v0,0 sinon.
Démonstration :

Le premier point est une conséquence directe de la Proposition 5.3.4.
Démontrons le second point. Posons

By = f: <u3 +uAd® — uQA(1)>p , By:= f: <t3 + AW — t2A(2>)q :
p=0 q=0

de sorte que Pr(t, u) = (1 — tu) By Bavoo.
Puisque A®) et A®) commutent, la Formule du binéme de Newton donne

P .
(v + uA® — uzA(l))p = Z Cé (uA(2) - uzA(l)>Z w7

_ ZZClcj )i 1)79 4@ g7 3p=i=j
=0 j=0
donc

Z Z Z C”C’J ) jA(2)jA(1)i_ju3p—i—j.

p=0 =0 j=0
Avec deux changements d’indices, on obtient

co p 2

By = ZZZC’CS Z 22 s A(2)°7 A(l)zi_sui’m—s

p=0 i=0 s=1i
oo 2p (min(s,p)

B N I TN UL P
(51

p=0 s=0 i=
Un troisiéme changement d’indices donne

r min(3p—r, p)

B DIl B SR e e S S Chaay Ut I ol
r=0

r=0p=[g1 \ i=[2"]

De la méme facon, on montre que By = Z ast®.

(1 — tu) <Z Bu > (ga5ﬁ> 0.0
_ (szu 63 S 6 e m)

r=0 s=0 r=1s=1

= (1—1—2@@4 +Zasts+zz (Bras — Br_1as—1)u’ t>vo,07

r=1s=1

Finalement,

Pp(t, u)
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puisque ap = o =1. R

Pour les calculs explicites de Pr(t, u), nous utilisons une autre formule fondamentale, qui consiste
& inverser des nombres complexes au lieu d’inverser des matrices. Pour cela, nous définissons la
fonction rationnelle

fooc? — C(t, u)

1—t
(dl, dg) — Y

(1 —tdy + t3dy — t3)(1 — udy + udy — u3)’

La classification compléte, & conjugaison prés, des sous-groupes finis de SL3C est donnée dans
[YY93], d’aprés la premiére classification de [Blil7]. Elle consiste en quatre séries infinies (types
A, B, C, D) et huit cas exceptionnels (types E, F, G, H, I, J, K, L).

Dans tous les cas, la table de caractéres 1T est inversible, et les matrices A = T L AW 11

et A = TF_1 A® Tt sont des matrices diagonales, avec AE.) = Wg]) et Ag) = x(g5)-
D’aprés la Proposition 5.3.4, on peut écrire
Tr (1 CtAD £ 2A® t3) (1 —uA®@ 20 - u3) T Pr(t, u) = (1 — tu)vgy,
d’out
Diag <(1 - tAg-;) + t2A§-3—) —3)(1 - uAg-) + uzAg-) - u3)) Tt Pr(t, w) = (1 — tu) Ty o

On en déduit que

Pp(t, u) =17 A(t, ’LL) Tp_l’u(]’o = (TF A(t, u) TF) (TF_2U070)

(5.6)

ot A(t, u) € M;41C(¢, u) est la matrice diagonale définie par

At w)yy = FAD, AD) = £ (g, x(97)) ]| -

Soit © := (A&), ce Al(ll)) la liste des valeurs propres de A,

Comme corollaire de la formule précédente, on obtient la proposition :

Proposition 5.3.6
Les coefficients du vecteur Pr(t, u) sont des fractions rationnelles ent et u, donc les séries Pp(t, u);
sont des fractions rationnelles.

Nous écrivons les séries sous la forme suivante

Np(t, u)l

PF(t7 u)z = m

, 1€[0,1]
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ot Nr(t, u); et Dr(t, u); sont des éléments de C[t, u] que nous calculerons explicitement dans
la suite.

Nous introduisons enfin une matrice de Cartan généralisée ! que nous étudierons pour tous les
sous-groupes finis de SL3C.

Définition 5.3.7
Pour tout sous-groupe fini de SL3C, nous définissons une matrice de Cartan généralisée par la
formule :

Cr:=21—AW — 1AW + 2 Diag(AW)],

ot Diag(AM) représente la diagonale de la matrice A,
Pour k € [0, 1], la matrice de la réflexion sy associée & la k—eéme racine de Cr est définie par

(sk)ij = 67 — (Cr)k,z0F.

Pour tout sous-groupe fini, on donne une décomposition de I’ensemble des réflexions simples
S ={s0,..., s;} en p ensembles (avec p minimal), i. e.

S=Sy--US, 1,

telle que pour tout | € [0, p — 1], les racines associées aux réflexions de S; sont deux a deux
orthogonales. Notons 7; le produit (commutatif) des éléments de S;. Alors on en déduit la dé-
composition suivante de Cr :

p—1
CF :p[— ZTk
k=0

Remarque 5.3.8

Dans la suite du chapitre, nous allons utiliser des matrices dont tous les coefficients sont dans
lensemble {—2, —1, 0, 1, 2}. Pour plus de clarté, nous représenterons les coefficients non nuls
par des points colorés. La correspondance est la suivante : gris foncé = —2, gris clair = —1,
blanc = 1, noir = 2, vide = 0.

5.4 Résultats explicites pour les séries infinies — Types A, B, C, D

5.4.1 Seérie A

Dans ce paragraphe, on considére I', un sous-groupe fini abélien diagonal de SL3C. Alors I' est
isomorphe & un produit de groupes cycliques :

D' ~Z/WZL X - X 1L]jxL.

1. Une matrice de Cartan généralisée (voir [Kac83]) est une matrice M = (m.;)(; jye1,»j2 Vérifiant les trois
conditions

(1) Vjell, nl, my=2
(3) Vi#j, (mij =0=my =0).
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Si I' est un sous-groupe fini de SL,.C, alors I' est un petit sous-groupe de GL,C, i. e. aucun élé-
ment de ' n’a la valeur propre 1 avec la multiplicité » — 1. En effet, si g € I' a une valeur propre 1
de multiplicité » — 1, alors la derniére valeur propre de g est différente de 1 et le déterminant
de g est lui aussi différent de 1, ce qui est impossible.

Alors, d’aprés un lemme de [DHZ06] (p.13), I' a au plus r — 1 générateurs. Ainsi, pour un sous-
groupe I' de type A, on peut supposer que k < 2, d’oul les deux cas :

(A1) T' ~Z/jZ,

(A2) T = Z/j1Z x 7] j2Z, avec j1 > jo > 2.

Type A;

e Ici, nous prenons I' = Z/j7Z. La représentation naturelle et le caractére naturel de I" sont

v : Z/jZ — SL3C X : Z/jZ — SL3C
wf 0 O
E o 0 1 0 E o= 14wk +wr®
0 0 wk

J

La table de caractéres de I' est Tt = (wfl> . Soit 0 € G, j_17 la permutation définie

(k7l)eﬂovj_1]]
par 0(0) =0et Vi€ [0, j — 1], o(i) = j —i. Alors TF_1 = %TFQ". Les valeurs propres de A()
sont les nombres x(k) = 1+ wf + wj_k, pour k € [0, j — 1]. D’aprés la Formule (5.6), et en
procédant comme dans le cas de SLoC, on a

Pr(t, u); = ! (TrA(t, WTrQ%),, = 1 § wiP(1 — tu)
ST R S 00— ) (= 1) (1 = ) (1 ) (1~ )

Remarquons que (1 —#/)(1 —#2)(1 —u/)(1 — u?) est un dénominateur commun & tous les termes
de la somme précédente, qui est indépendant de 1.

e La matrice AM) ¢ M;C est donnée par

j=13j-1

! o 1 k _
p=0r=0
13 () A . z -
P n 1 —1¢0 1 0 cj—
p=0
d’on
1 1 1
A= () 2 ) sig=e a0 b sij>3.

2 1 S

1 1 1

Alors I'ensemble des réflexions S peut étre décomposé en deux (resp. trois) ensembles si j est
pair (resp. impair).
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> Si j est pair, on a 1) = 50S4...8j-2, T1 = 5153...5;—1, €t Ca,(j) = 2[;_1 — (10 + 71).
> Si j est impair, on a 7p = $254 ... 51, T1 = 5153 ...5j_2, T2 = So, €t Ca,(j) = 3L;—(ro+T1+72).
Le graphe associé & Cy4,(j) est un graphe cyclique avec j sommets et j arétes.

Remarque 5.4.1

Orientons le graphe de telle sorte que toutes les arétes qui relient 0 & un autre sommet soient
dirigées vers 0, les autres arétes étant bidirectionnelles. Pour j € [1, 1], notons Succ(j) l’ensemble
des sommets i reliés au sommet j par une aréte j — i. On a alors la formule

Vije [[17 l]]v Z PF(t7 0)2 = (t +t_1)PF(t7 0)]
1€Suce(j)

Voir Uarticle [McK99] pour le cas de SLyC.

Type A

e Considérons maintenant le cas I' = Z/j1Z X Z/joZ, avec ji > jo > 2. La représentation
naturelle et le caractére naturel de I' sont

v Z/]1ZXZ/]2Z — SL3C

w;?; 0 0
(k1, k1) 0 wh? 0 :
0 0 w ki ke
J1 J2

X - Z/j1Z X Z/]QZ — SL3C
(k1, ko) + w;-? + wf; + wj_lkle_zkz.
Les caractéres irréductibles de I' sont les éléments de la forme y; ® x2, ol x1 et x2 sont des

caractéres irréductibles de Z/j1Z et 7Z/joZ, c’est-a-dire les caractéres irréductibles de T' sont,
pour (lla 12) € [[07 jl - 1]] X [[07 j2 - 1]]7

Xirde : L/ L X L[j2Z — SLsC

7. 1. kily, kolo -
(k’l,k’g) — wjl wj2

Pour k € {1, 2}, notons T}, la table de caractéres du groupe Z/j;Z. Alors la table de caractéres
de T' = Z/§17Z x 7]§27 est le produit de Kronecker? Tt = Ty ® Ty. Soit o} € Spo, j—1] la
permutation définie par o;(0) =0 et Vi € [0, jx — 1], ox(i) = jxr — 3. On a

TT'=(Neh) = %(Tl ®T)(Q" ®@ Q%) = —(TiQ™) ® (ToQ”).

J1J2 JiJ2

2. Rappelons que le produit de Kronecker de deux matrices A € M,,,C et B € M,,C est la matrice par blocs
A® B € M,,,,C définie par la formule :

V (i, j) € [1, m], (A® B)ij = ai; B.
Une propriété importante du produit de Kronecker est la relation
tr(A® B) = tr(A)tr(B).

L’égalité Tr = T1 ® 1> n’est que la traduction de la relation précédente en termes de caractéres, qui sont des
traces!
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Les valeurs propres de A sont les nombres y(ki, k) = wj_lkl + wj_zk2 + w
(kly k2) € [[07 jl - 1]] X [[07 j2 - 1]]
Notons A := Diag (A(()l), el Aﬁ)) la matrice diagonale par blocs définie par

(D)t = X ) = w1 + w7 i,

]2, pour tout

D’aprés la Formule (5.6), pour (m, n) € [0, j1 — 1] x [0, j2 — 1], on a (voir ’Annexe 2 pour le

détail des calculs) :

Pr(t, Wmgy+n
Jji—1j2—1

= —ZZwmk "ll—tu)<1—t( +wj, —I—(,ujlwm)—l—tz(w +w + Wy, w]l) t3>

]1]2k0l0

—k

-1

-1
(1 u(w +w +wj Wy, )+u( —i—w bt ) — u3) .

J17% 72

e La matrice A est une matrice par blocs avec j; X j; blocs de taille jo X ja2, et on a

AV =1,y — Iy, sij1 = jo =2,

Qr? tsz [j2 0

AL = T, h h sij1 > 2, avec QFF := 1
. tng .. ..
tsz ]j2 Qr? 1

Ainsi, nous pouvons écrire AV = I;, ® QP2 + Q" ® I, + Q" @ Q.

Notons que Diag(A(l)) =0. Donc Cu,(j1, j2) =1, W+ Q™ ® S+ 'Q™ @ '8S.

e Décomposons la matrice A -

Si j1 = jo = 2, alors la décomposition de Cy,(2, 2) est Ca,(2, 2) =414 — (s + s1 + s2 + s3).

Nous supposons maintenant que j; > 3. Pour (i1, i2) € [0, j1 — 1] x [0, j2 —

1], soit sj, 4y

la réflexion associée a la (i1j2 + i2)—éme racine. Alors I'ensemble S peut se décomposer en p

ensembles ou p € {4, 6, 9}.
Pour i1 € [0, j1 — 1], soit S;, P'ensemble S;; := {s;;,0,.-, i) jo—1} -
> Si j1 est impair, nous posons

ﬁ]::{ov 27"'7j1_3}7 fl::{lv 37"'7j1_2}7 B:{Jl_l}

> Si j; est pair, nous posons

~

_[0::{07 27'.'7j1_2}7 j;.::{l7 37"'7j1_1}'

Alors, les racines associées aux réflexions de différents S;, pour i; appartenant au méme I sont

orthogonales.

Nous décomposons maintenant chaque S'ivl, ie. S, = /il\pl_l- --US;, g—1, de sorte que ¢ € {2, 3} et
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pour tout k € [0, ¢g—1], les racines associées aux réflexions appartenant a S/Z;g sont orthogonales :

> Si jo est impair, alors S;; = S;, 0 U S;,,1 U S;, 2, avec
Siv,0 = {8i1,0, Si1,2s -+ Sinja—3)s Six1 = {8i1,15 Siy,3,- -+ Siv o2}y Sir,2 = {Sirjo—1}-

> Si jo est pair, alors S;, = S;, 0 U S;, 1, avec

— —

Sir,0 = {8i1,00 Si1,25+ -+ Sirja—2)s Sit,1 = {8i1,15 83,5 Sig jo—1}-

Finalement, pour (k, 1) € {0, 1, 2}2, on pose

Sk = H S s

i1€fk

et on note p € {4, 6, 9} le nombre d’ensembles Sy ; non vides, et 7;; le produit commutatif des
réflexions de Sy ;. Alors, nous avons

CAQ(jl, ]2) = 2Ij1j2 — A(l) — tA(l) + 2Dzag(A(1)) = ijljZ — Z TkJ.
(k,l)€{0,1,2}2

e Si j; > 3, le graphe associé a I' est un j;—gone, tel que tout sommet de ce j;—gone est un
jo—gone, et tout sommet de chaque jo—gone est relié & exactement 2 sommets des deux jo—gones
adjacents (pour j; = jo = 2, voir la Remarque 5.4.2).

Remarque 5.4.2

Dans les cas j1 = 2, jo = 2 et j1 = 3, jo = 2, on obtient des matrices Ca,(ji, j2) pleines et des
graphes complets. De plus, les graphes complets a 4 et 6 sommets (resp. 2 et 3 sommets) sont les
seuls graphes complets que l’on peut obtenir pour le type Ag (resp. le type Aq).

1

oo 2o ofo &R

4

Exemple 5.4.3
On consideére le cas ot j1 = 6 et jo = 5. Alors la décomposition de la matrice de Cartan est

Ca,(6, 5) = 6130 — (10,0 + 70,1 + 702+ T1,0 + 71,1 + T1,2),

ou la matrice Ca,(6, 5), les 7; ; et le graphe associé & Ca, (6, 5) sont donnés par la Figure 5.1.
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70,0 := (50,050,2)(52,052,2)(54,054,2)
70,1 ‘= (50,180,3)(82,182,3)(84,184,3)
70,2 1= (50,4)(52,4)(54,4)
T1,0 = (51,051,2)(53,083,2)(55,055,2),
T11 = (51,151,3)(53,153,3)(55,155,3),
T1,2 := (51,4)(53,4)(55,4)-

FIGURE 5.1 — Matrice Cy,(6, 5) et graphe correspondant (conventions de la Remarque 5.3.8).

5.4.2 Seérie B

Dans ce paragraphe, nous étudions les groupes binaires de SL3C.

Nous donnons une formule générale pour les types BDa, BT a, BO et BI. Dans tous ces cas, le
groupe I contient deux sous-groupes normaux I'; et I'y tels que T'1NTy = {id}, et |T'|-|To| = |,
si bien que I' =T'9I'1 et I' ~ 'y x I'1. Le groupe I'y est isomorphe & un groupe binaire de SLoC
et I'y est isomorphe & Z/mZ. Ainsi, nous pouvons déduire les résultats pour I de ceux obtenus
pour le groupe I';.

Si nous notons T} la table de caractéres du groupe I'y, la table de caractéres du produit direct
I' = I'y x I'1 est le produit de Kronecker Tt = 15 ® T7. La matrice Ty est donnée dans le
Paragraphe 5.4.1, et la matrice 77 dans celui qui traite du groupe binaire correspondant de SLyC.
Nous avons aussi T 1= T2_1 ® T1_1 = %(TQQ”) ® T, 1 ol o9 est la matrice de permutation
définie par 02(0) =0, et Vi € [0, m — 1], o2(i) =m — 1.

Notons h le nombre de classes de conjugaison de I';. Les colonnes de 1t donnent une base de
vecteurs propres et les valeurs propres de A1) sont les nombres Xij, pour (7, j) appartenant a
[0, m —1] x [0, h—1], ou x; ; est la valeur du caractére naturel de I" sur la (i, j)—éme classe de
conjugaison.

Notons aussi A1) la matrice diagonale par blocs avec m x m blocs de taille h x h définie par

A(l) = Diag <A(()1), cey ASL)_1> s (Az(l))j] = Xi,j-
D’apres la Formule (5.6),

Pr(t, u) = TrA(t, u)Ty oo = — (T @ T)A(t, w)(ToQ72) @ (T1 Ty ) )voyo,

1
m
ot A(t, u) est la matrice diagonale par blocs définie par

A(t, u) = Diag (A(t, w) O A, u)(m_1)> ,

. 1—tu
Alt, () _ Xii, Xii) =
wee Aty = TGN = T - Py T )

= fzy

La décomposition de la matrice A et la description du graphe associé se traitent de la méme
fagon pour les groupes binaires tétraédraux, octaédraux et icosaédraux : les résultats sont ras-
semblés dans le dernier paragraphe de 5.4.2.
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Série BDa — Groupes binaires diédraux

e Pour (¢, m) € N2, soient tg,, 7 et ¢, les éléments suivants de SL3C :

1 0 0 100 wyr 00
Poq = 0 wy O , T = 0 0 = , GPom = 0 wom O
0 0 wy 0 i 0 0 0 wom

Dans ce paragraphe 3, nous supposons que 1 < ¢ <n,nAq¢=1,et m:=n—qg=1 mod 21, et

nous considérons le sous-groupe I' := (g, 7, ¢2,,) de SL3C. Notons que ¢op, = Q,Z)gqqﬁ:n 2 sl
bien que I' = (¢oq, T, ¢pm). Soient T'y := (hoq, T) et 'y := (¢p) = Z/mZ. Alors T' >~ T'y x I';.
Avec les notations utilisées pour SLoC, 1o, (resp. 7) représente a, (resp. b), ot (ag, b) est un
sous-groupe binaire diédral de SLyC.

Le caractére naturel de I est donné par x = (X;)i=0...m—1, avec

Xi = [Xz',m Xi, 1, Xi,2, Xi,3y X4y Xi,55 Xi,69- -+ Xi,q+2]

= |:tr(¢in)7 tr(¢in¢2q7_)7 t?"(QSinT), tr(¢:nw[21q)v tr(¢in¢2q)7 W‘((ZSZmT/)%q)a
tr(@htd,), s (90, )]

= [w;fi + 2wl w2 w BB 20w B WE (way + will), w B+ win(wgq + wz_qz),
w2t + wi (W, +w2_q3), ey W2t (w2q +w2q(q 1))}.
En procédant comme pour la série A, nous en déduisons la formule suivante pour la sé-
rie Pr(t, u) :
l
1 (r) (r) (r) (r) (r)
Pr(t, u)il(q+3) = - 2 wnlb [ 82 <d +d, +d +d; +2kzl5
— L
< (@ +dy) +df) +23 (-1 5(7”)>
k= 1
q—1
+3 (1) 4q2 <d§” + (DAY +d) + d +Z S+ k) ))]
=1
LR i [34=1 (0 g g
PI‘ (t, U)il(q+3)+1 = E ;0 (A);yd [ 8(]2 <d + an an nd4 + 2 Z >
q— 1 T n T r
HE <d§ V¢ (—andS) —ind) + dl) +2Za( )
q—1 g—1
F 0D g (7 + () = ind)) + (1))
=1

q—1
3 (1) (b + ! )5“")
k=1

3. L’autre cas — le type BDb —est 1 <g<n,nAg=1,et m:=n—q=0 mod 2. Ce groupe n’est pas un
produit direct.
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et Pr(t)i, (g+3)+3 (resp. Pr(t);, (4+3)+2) est obtenu en remplagant dans Pr(t);, (q+3) (vesp. Pr(t);; (q+3)+1)
dy par —dg et d3 par —ds. Finalement, pour iy € [1, ¢ — 1], nous avons

m—1
1 ; 3 r 7 (3 (3
Pr(t, wiy(g+8)+ir+3 = o w%r[ <2d( 4 o(—1)2d) + 22 WP + wy 2 51& )>
r=0
-1 r r ) —z r
+(-1)1 ngz <2d§ )+ o(=1)2d) 42 Z V(W2 + wp2) st )>
q—1
1 r io (7
30 L (20 + 2(-1)2d])
=

1

q—1
ki —ki —kl
—G—Z whiz 4 gy iz 512)(w2q+w2q ))]
k=1

e Nous explicitons maintenant la matrice A® : AM) est une matrice par blocs avec m x m blocs
de taille (¢ +3) x (¢ + 3).
> Sim > 5, alors les matrices AY et Op := 2T — AD) — AW gont définies par

2 —-B -1 -1 -B
0 I B -B 21 -B -1 —1I
B . _ -I —-B 2I —-B -1
A0 |, o= 7 _B .. .. 7
7 e —1I - . —-B I
I B 0 —1I . —-B 2I -B
-B I -1 —-B 2]
avec
00 0j01 O 0 O
00 0j0 0 O 0 1
0 00 01 00 0j0 0 O 0 1
0 0 0 01 00 0j01 O 0 O
B = 0 00 01 sig=2, et B= 1 0 0|1 0 1 0 0 siq > 3.
0 0 0 01
11110 0 0 0j0 1 O 0
0 0 0/0O O . 1
01 1{j0 0 O 1 O

> Si m = 3, alors les matrices AY et Op := 21 — AD) — AW gont définies par

0 0 B 0 B B
A= B 0o o |, cr=| B 0 B |,
0 B 0 B B 0
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avec
1 0 0j0O1 O O O
01 000 O 0 1
1 0 0 0 1 00 1{]0 0 0 0 1
01 001 00 0[1 1 0 0 O
B = 0 01 01 sig=2, et B= 1 0 0/1 1 1 0O 0 sig > 3.
00 011
111 1 1 00 0j]0 1 1 0
00 0|0 O . 1
01 1{]0 0 0 1 1

> Sim = 1, alors les matrices A1) et Cr sont A = B et Op := 2T — AW — AW 12 Djag(AWV),
avec B définie comme dans le cas m = 3.

e Pour i; € [0, m —1] et iy € [0, ¢+ 2], soit s;, i, la réflexion associée a la (i1(q + 3) + i2)—¢éme
racine. Alors ’ensemble S peut se décomposer en p ensembles ou p € {2, 3, 4, 5} :

— Sim > 3, alors :

> Sim =0 mod 3, posons Sy := {sspq145, / (k, i2) € [0, F — 1] x [0, ¢ + 2]} pour I € [0, 2].
Alors S = SouS1USy, p=3,et Cr =31 — 19— 71 — T9.

>Sim =1 mod 3, posons S} := {s3+14, / (K, i2) € [0, mT_l — 1] x [0, g+2]} pour [ € [0, 2], et
Sz = {sm—1,i, / 92 € [0, ¢g+2]}. Alors S = SoUS 1 USUS3, p=4, et Cp =4 — 19— 71 — T2 — T3.
>Sim =2 mod 3, posons S; := {sgp414, / (k, i2) € [0, 252 —1] x [0, ¢+ 2]} pour I € [0, 2], et
S3 1= {Sm—2,i2 /’iQ € [[0, q—|—2]]}, Sy = {Sm—l,i2 /ig S [[0, q—|—2]]}. Alors § = SyUS1 LSy LSSy,
p:5, et CF:5[—T0—T1—T2—T3—T4.

— Sim =1, alors :
> Si ¢ = 2, posons Sy := {50,0, 50,1, 02503} et S1 = {spa}. Alors S = Sy U Si, p = 2, et
Cr=2—19—m.

> Si g > 3 et g est pair, posons Sy := {s0,0, 50,1, S0.2} €t S1 :={503,..-, S0,q+1}
Sy = {80,4,. Cy 807q+2}. Alors S =5yuS1USy, p=3,et Cr =2 — 19— 71 — 7.
> Si g > 3 et g est impair, posons So := {s0,0, 50,1, S0,2} et S1:= {s0,3,-- -, S0,q+2}

Sy = {80,4,..., 807q+1}. Alors S =5yuS51USy, p=3,et Cr =2 — 19— 71 — 7.

e Sim =1, le graphe associé a I' est le suivant :

/
/ BN

® ®

Sim > 2, le graphe associé a I' est formé de g + 3 m—gones qui sont reliés.
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Série BTa — Groupes binaires tétraédraux

Soient ¥4, T, N, Pom les éléments

1 0 0 100
Ppi=1 0 wg O , 7= 0 0 ¢ |,
0 0 wy' 0 i 0
L (V2 0 0 w2 00
n:= ﬁ 0 wg wg , Gom = 0 wom O
0 wd ws 0 0  wom
Dans ce paragraphe?, nous supposons que m = 1, ou 5 mod 6, et nous considérons le sous-

m—1
groupe I' := (Yy, 7, 1, ¢om) de SL3C. Notons que ¢o, = wngr_nT, si bien que I' :=
(g, T, 1, bm). Posons I'1 := (¢4, 7, 1) et Ty := (¢y,) ~ Z/mZ. Alors nous avons I' ~ T'y x T';.
Avec les notations du sous-groupe binaire tétraédral de SLoC, ¢4 (resp. T, 1) représente a?
(resp. b, ¢). I'1 ~ {a?, b, c) est le sous-groupe binaire tétraédral de SLyC. Ses 7 classes de conju-
gaison sont
{id, a* = —id, b, ¢, ¢, —c, —c*},

et sa table de caractéres est la matrice donnée dans le Paragraphe 5.2.3.
Le caractére naturel de I' est donné par

Xi0 = X(¢h) = wpt 42w, | xia = X(@hn?) = wip —wl,
Xii = X(@hv]) = w2l | xis = x(@hvin) = wp —uwh,
Xiz = X(@,7) = wpt | xie = x(@hvin®) = w4 wh,
Xizg =  x(@hn) = wpr+wh,

Finalement, nous obtenons la série Pr(t, u) (voir I’Annexe 2 pour le détail des calculs) :
pour p € [0, m — 1], nous avons

—_

3

Pr(t, u)rp = ﬁ Wh(fieo + fra +6 fro +4 fra +4 foa +4 frs+ 4 frp),

=

Pr(t, wmpn = 50— > WP (fro+ Sra 6 foa+ (4 s+ 4 fes)d+ (4 foa+ 4 frs) %),
-

Pr(t, wmpvs = 50— D WP 2 fro = 2 fen T4 frs — 4 fra— 4 frs+4 fre),
o

Pr(t, wipra = 50— D Wk (2 fro = 2 frn + (4 frs — 4 i) J (4 foa+ 4 i) 57,
o

Pr(t, wipes = 5 2 Wh(3 fr0+ 3 fra — 6 fr2),

et Pr(t, u)7pra (vesp. Pr(t, u)7p45) est obtenu en échangeant j et j2 dans Pr(t, u)7p.1 (resp.
Pr(t, w)rp+a).

4. L’autre cas — le type BTb — est m =3 mod 6. Ce groupe n’est pas un produit direct.
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Série BO — Groupes binaires octaédraux

Pour m € N tel que m A 6 =1, soient g, 7, 1, Pom les éléments

1 0 O 1 0 0
1/18 = 0 ws 0 , T 1= 0 0 2 s
0 0 wf 0 i 0
-2
, [ V2 0 0 w00
ni=— 0 wg wg , Gom = 0 woyy O ,
V2 0 w? w 0 0
8 3 Wam,

m—1

et considérons le sous-groupe I' = (Y5, 7, 1, ¢a2,) de SL3C. Notons que ¢y, = wglqﬁ;l 2 s
bien que I' := (¢g, 7, 1, ¢m). Posons I'y := (g, 7, 1) et Ty := (¢,) ~ Z/mZ.

Alors I' @ T'y x I'q.

Avec les notations du sous-groupe binaire octaédral de SLyC, wg (resp. 7, 1) représente a
(resp. b, ¢). I'1 ~ {a, b, ¢) est le sous-groupe binaire octaédral de SLoC. Ses 8 classes de conju-

gaison sont

{id, a* = —id, ab, b, &, ¢, a, a®},

et sa table de caractéres est la matrice donnée dans le Paragraphe 5.2.3.
Le caractére naturel de I' est donné par

Xi,0
Xi,1
Xi,2
Xi,3

x(¢h,) = w4 2wk, | xia = x(dhn?) w2t — Wi,
X(@hvd) = wi—2wi | xis =  x(@hn) = wp? 4wl
X(PhbsT) = wiX Xis = X(@hs) = w2 +wi,v2
x(¢h1) = wyp Xir = x(@L48) = wp—wi V2.

Finalement, de la méme fagon que pour le type BT a, nous obtenons la série Pr(t, u) :
pour p € [0, m — 1], nous avons

Pp(t, ’LL)gp

Pr (tv u)8p+2

Pr(t, u)sp+s

Pr(t, u)sp+s

Pr(t, u)gp+7

3

‘ .

3 WP (fro+ foa + 12 fro+6 fra+8 fra+8fus+6 fre+6 frr),

W
3

T
L

7|
3
™

WP (2 fro+2 fr1 12 foz — 8 fra — 8 frs),

T
L

7|
3
™

B
Il
o

WPR(2 fro— 2 fr1 — 8 fra+ 8 frs +6V2fr6 —6V2fi7),

3
L

2|
3
™

WP (3 fr0 + 3 fi1 — 12 fi2 — 6 fr3 + 6 fre + 6 frr),

T
LL

‘ -

WP (4 fro — 4 fro1 + 8 foa — 8 fros),

W
o
3

>

Il

=)

et Pr(t, u)gp+1 (resp. Pr(t, w)gpia, Pr(t, u)spre) est obtenu en remplacant fio, fre, fr7 par
leur opposé dans Pr(t, u)s, (resp. Pr(t, w)spt3, Pr(t, u)spts).
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Série BI — Groupes binaires icosaédraux

Pour m € N tel que m A 30 =1, soient {, 7, ) les éléments

1 0 0 1 0 0
¢=[0 —wi 0 , 7= 0 0 1],
0 0 —w? 0 -1 0
1 wg—w5_2 0 0
nNi=——= 0 w5—w5_1 1 ,
W5~ Ws 0 1 —w5—w5_1

et considérons le sous—groug)e L'={(¢, 7, n, ¢am) de SL3C.

Notons que ¢o, = n2¢m 2 , si bien que T':= (¢, T, 0, dm).

Posons I'y := ((, 7, ) et 'y := {(¢p,) =~ Z/mZ. Alors T' ~ T’y x T';.

Avec les notations du sous-groupe binaire icosaédral de SLoC, ¢ (resp. 7, 1) représente a
(resp. b, ¢). T'1 ~ (a, b, ¢) est le sous-groupe binaire icosaédral de SLoC. Ses 9 classes de conju-
gaison sont

{id, b® = —id, a, a®, d®, a*, abe, (abc)?, b},

et sa table de caractéres est donnée dans le Paragraphe 5.2.3.
Le caractére naturel de I' est donné par

xio = x(¢h) = wp 42w, Xis = X (Y = w2 - 0
Xii = x(@h,7%) = Wi - 2w, Xie =  x(0h(mn) = w4 wh,
Xiz = X0 = W+ 5Bl g = x(GhCmn?) = Wit -,
Xis = x(¢n¢?) = w;zzur_l%\/gwfn Xig = X(@5,7) = w2

Xia = x(},¢%) w2+ 55wl

Finalement, de la méme fagon que pour le type BTa, nous obtenons la série Pr(t, u) :
pour p € [0, m — 1], nous avons

1 m—1
Pr(t w)op = oo > whi(Frot foa +12 fi2 +12 fos +12 fra +12 fis
+20 fr.6 + 20 fr,7 + 30 fk,g),
1 m—1
Pr(t, w)opt1 T50m > w2 fro =2 fua + (6= 6V5) fro+ (=6 — 6V5) fir 3
k=0

+(6+6V5) fra+ (=6 +6V5) frs5 + 20 fre — 20 fr7),
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Pr(t, u)op+3

Pr(t, u)opis

Pr(t, u)opy7

Pr(t, u)ops

m—1

—12ém > W3 fro+ 3 fr1 + (6+6V5) fa+ (6 — 6V5) frs

+(6 —6V5) fra+ (6 +6V5) fr5 — 30 fis),

1
> WA fro+ A fen — 12 frp — 12 frz — 12 fra — 12 frs

+20 fr.6 + 20 fir.7),

1 m—1
120m kz WP (5 fro + 5 fr1 — 20 fre — 20 fr7 + 30 fis),
=0
1 m—1
120 m Z wgf(ﬁ fk,O - 6fk,1 —12 fk,2 + 12 fk’g — 12 fk,4 +12 fk,5)7
k=0

Pr(t, u)op+a (resp. Pr(t, u)gp+2) est obtenu en remplagant 64/5 par son opposé dans Pr(t, u)gp+3
(resp. Pr(t, u)op+1), et Pr(t, u)gpt6 est obtenu en remplagant fi1, fr2, fra4, fre par leur op-

posé dans Pr(t, w)opts.

Décomposition de Cr et graphe pour les séries BTa, BO, BI

e Pour la série BTa (resp. BO, BI), nous posons n = 7 (resp. n = 8, n = 9). Nous explicitons
maintenant la matrice A0 : A0 est une matrice par blocs avec m x m blocs de taille n x n.

> Si m > 5, alors les matrices A1) et Cp := 2T — AWM — A sont définies par

0
By,
A(l) _
1
1
avec

2l -B, -I -1 -B,
B, -B, 2 -B, -I —I
-I -B, 2I -B, -I
[ e -I -B, ,
—I ~-B, -—I
B, 0 —I -B, 2I -B,
-B, -I -1 -B, 2I
0001 O0O0O0
0000100
000 O0O0T1TO0
B;=l1000001][,
01 00001
0010001
0001110
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Bg = , By =

o O O = O o o o
- o O O O o o o
o O = O O O O =
o = O O O O = O
_ o O O = O o o
_ o O = O O O o
O = = O O = O O

O o ©o O ~» ©o o o
©O O © © O ©o ~ o o
O O O B O o o o o
o O O O O ~ o O ~
O O R O O © ~ o o
_ O © © © © ©o © o
_H O O O O ©O O = O
O B O O O R O O O
_ O = O O © ©o o o
O B O R H O O O ©

> Si m = 1, alors la matrice A1) est AY) := B, + I, et Cr est définie par
Cr =21 — AW — t AW 4 9 Diag(AM), i.e. Cr = 21 — 2B,

e La décomposition de Cr est la suivante : pour iy € [0, m — 1] et iy € [0, n — 1], soit s;, 4,
la réflexion associée a la (ni; + iz)—éme racine. Alors I’ensemble S peut se décomposer en p
ensembles ou p € {2, 4, 5}.

— Sim > 5, alors :

>Sim =1 mod 3, posons S; := {ssxt1i, / (k, i2) € [0, 2L —1] x [0, n— 1]} pour I € [0, 2], et
Sz = {sm—1,i, / 92 € [0, n—1]}. Alors S = SoUS1US2USs3, p=4, et Cr =4 — 19— 71 — T2 — T3.
>Sim =2 mod 3, posons S; := {ssxt1i, / (k, i2) € [0, 22 —1] x [0, n— 1]} pour I € [0, 2], et
S3 1= {Sm—2,i2 /ig S [[0, n—l]]}, Sy = {Sm—l,i2 /ig S [[0, ’I’L—l]]}. Alors S = SylUS1USLIS3LSy,
p:5, et CF:5[—TQ—T1—T2—T3—T4.

—Sim =1, alors S =5SyU51, p=2,et Cr =21 — 19 — 71, avec
>Sin= 7, SO = {8070, 50,1, 50,2, 8076} et 51 = {8073, 50,45 8075}.

> Sin =38, So:= {500, 50,1, 50,2, 50,5, 50,6} €t S1 := {s0,3, 504, 50,7}
>Sin= 9, SO = {8070, 50,3, 50,45 S0,5, 8077} et 51 = {8071, 50,25 50,65 8078}.

e Sim =1, le graphe associé a I' est le suivant :

OZON O=0=0 020N
“O-0-® > SO-0-0-0-0-®
®

Si m > 5, le graphe associé a I' est un graphe de type BTa (resp. BO, BI), semblable & celui
du cas m = 1 ci-dessus, mais ol tout sommet est remplacé par un m—gone.
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5.4.3 Série C — Groupes triédraux

Soit H ~ Z/j1Z x Z/j2Z un groupe de la série A, avec éventuellement j; = 1 ou jo = 1, et

0 10
considérons la matrice T := 0 0 1 |, quiest la matrice de la permutation (1, 2, 3) de
100

G3. Dans ce paragraphe, nous étudions I' := (H, T'), le sous-groupe fini de SL3C engendré par
H et T (voir Particle [Ito94]| pour des résultats sur la résolution des singularités triédrales). Le
sous-groupe N de I', formé des matrices diagonales de I', est un sous-groupe normal de I'. En
utilisant le Théoréme de Bezout, on obtient la description suivante de NN :

wkr 0 0
N =2 gk by = 0wk 0 / (ki, ko) € [0, m —1]? 5 . (5.7)
0 0 w;bkl_k?

De plus, nous avons N N (T) = {id} et |[N(T)| = INIKDL — 32 = IT'|. Ainsi, T est le produit
semi-direct

'~ N x(T) ~ (Z/mZ)?* x (T).

Nous allons obtenir tous les caractéres irréductibles de I' par induction (voir [Rau00], et [Fer04]) :
on a en effet la proposition

Proposition 5.4.4 ([Fer0/])

Soit I' un groupe fini tel que I' ~ K XN, ot N est un sous-groupe abélien normal de I'. Alors tous
les caractéres irréductibles de I' sont les caractéres de représentations induites par le sous-groupe
abélien normal N.

Les classes de conjugaison de I différent selon que m est divisible par 3 ou non. Nous distinguons
donc deux cas correspondant aux deux paragraphes suivants.

Série C — m non divisible par 3

e Posons n/ := @, de sorte que |[N| = 3n' + 1 et |G| = 3m? = 3(3n' + 1). Les classes de
conjugaison de I sont :

Classe id | T | T7'|ge N\{id}(n' classes)

Cardinal || 1 | m2 | m?2 3

Pour tout élément gy, x, € N\{id}, la classe de conjugaison de g est I'ensemble

{gk17k27 ko, —k1—ka2> 9—k1—k27k1}'

En vue d’obtenir un transversal de N\{id}, i. e. un ensemble contenant exactement un représen-
tant de chaque classe de conjugaison de N\{id}, nous représentons les éléments de N\{id} par
des points (k1, ko) de [0, m — 1]2.

Ainsi, nous cherchons un transversal pour I’ensemble des éléments de la forme

(k1, ko), (ko, —k1 —ka mod m) et (—k; — ko mod m, ki), avec (ky, ko) € [0, m — 1]%
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Une solution est la suivante : pour une classe de conjugaison donnée, ses trois éléments sont sur
les arétes d’un triangle (voir la Figure 5.2), avec exactement un élément sur chaque aréte du
triangle. Nous pouvons donc prendre pour transversal I’ensemble des points qui appartiennent
aux arétes verticales privées du point le plus proche de la diagonale. De facon plus précise, un
transversal pour N\{id} est I'ensemble E.. défini par

{(07 k2) / k? € [[17 m — 1]]}
{(k1, ko) / k1 €1, [ %], k2 € [k, m —1—2ki1]}

L
U {(ky, ko) /Ky € [m— 2], m— 1], ko € [20m — k1) + 1, ka]}

FIGURE 5.2 — Classes de conjugaison et caractéres irréductibles pour m = 11.

Nous choisissons 'ordre lexicographique usuel sur F,., pour numéroter ses éléments :
1) (2

E..={c1,co,..., Cp2_y}, avec ¢; = (CE ), cl(- )) e [0, m — 1]2.

3
e Le groupe I' est engendré par R := g1 o et T', qui vérifient les relations R™ = (RT)? = T3 =id.
Comme m n’est pas divisible par 3, les caractéres irréductibles de degré 1 sont les x%' tels
que ' : R 1et X% : T+ 4! pour I € [0, 2]. Nous avons [G : N] = 3 avec N abélien, ainsi
les degrés possibles des caractéres irréductibles sont 1, 2, 3.

Comme N ~ (Z/mZ)?, les caractéres irréductibles de N sont les éléments

. k1l1+kal
Xy, 1o * ki ko 7 wn% ey

avec (ly, l2) € [0, m — 1]. On considére la représentation de I' induite par la représentation
associée au caracteére m, et on note xy,,;, son caractere.

Rappelons que I' = N UTN LUT?N, la dimension de la représentation induite est donc 3.

Soit V' := Ce1 @ Ceg @ Ces, 'espace de cette représentation, ou (e, e, e3) est la base canonique
de C3. Alors on a
T-61 = €9, T2'€1 = €3, T'€2:€3, T'€3:€1,

et sige N,

_ kilitkal _ _ —k1—k2)l1+k1l _ (—ki1—k2)l1+kql
g-el =whih 2261,g'62—gT-61—T-w1(n1 2)l1 12el_w£n1 2)l1 gy
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g-es=gT -e1 = gT‘l cep = T2wl;$l1+(—k1—k2)l263‘
D’ou les matrices dans la base (e1, e, €3)
001 whtlithalz 0 0
Mat(T)=1| 1 0 0 |, Mat(g) = 0 wik1=k2)lthl 0
010 0 0 w%11+(—k1—k2)l2

Les caracteres irréductibles x;, ;, induits par les caractéres irréductibles de N sont alors donnés
par

Classe || [id] | [T] | [T7Y] lg], g € N\{id}

—k1—k2)l1+k1l kal —k1—k2)l
Valeur || 3 | 0 0 | whkibithkalz 4 wiykimkuthals kel (=ki ko)l

Les caractéres xi,.1, avec (I1, l2) # (0, 0) sont représentés par des points (I1, l2) de [0, m — 1]2.
Les points associés au méme caractére sont sur un triangle ou sur un trident “1».”, avec exactement
un point sur chaque aréte (voir la Figure 5.2). Ainsi, I'ensemble des caractéres irréductibles x;, i,
avec (l1, l2) # (0, 0) est obtenu en prenant I’ensemble suivant E;. d’'indices :

{(07 k2) / k? € [[17 m — 1]]}
U Ak, k) [ k€ [1, [5]], ke € [201 + 1, m — K]}
L {(k‘l, ]{72) / ki € [[’I’)’L— L%J, m — 1]], ko € [[m— ki, 2k1 —m — 1]]}

Comme pour FE.., nous choisissons 1'ordre lexicographique usuel pour numéroter les éléments de
E;.={di, da,...,d, 2 .}, avec d; = (dz(-l), dz(?)) € [0, m — 1]?. La table de caractéres Tt est
3

1 1 171 1

1 5 4211 - 1

1 452 4§11 -+ 1

Tr=173"0 o0 ,

S C

3 0 O
ol le terme général de C € M, 2_, C est

3
(1) 4(1) 4 () 4 — e @y 4 (1) 4) (@) g 4 (LoD _o@2)yg(2) m? 1

Cigim g T S TR e e AT G e, 1

e Les valeurs du caractére naturel x de I' sont

Classe || [id] | [T] | [T71] lg], g € N\{id}

Valeur || 3 0 0 w,’f% + Wﬁf + w;bkl—kg

Donc la matrice diagonale A(t, u) est Diag (51, g9, €3, A(t, u)), avec

e1:= f(3, 3), ea =3 := f(0, 0),
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et le terme général de A(t, u) € M2, C est
3
e _ @ W@ W ) _ @ 2 _q
vj=f <wmc” Fwm’ +wn i Wi Fwn wm? > , 7 €1, m 3 ]
Alors, en posant
m2-1 m2-1
3 3 (2) 4(2) (1), (1) 4(2) 1_ (2
Si= D Bi= Y (wff)dgl)“f I e L R A DY, i o ’d§2)>,
p=1 7j=1
nous obtenons la formule pour Pr(t, u) (le détail des calculs est dans I’Annexe 2) :
5(m+1)(m—1)+1 2(m+1)(m —1)
Pr(t, = 3 +e1+e2+e3)— €1 —€a—€
(¢, u)o 9 2( +e1+ 62 +¢€3) 2 Im2 (61 — &2 —€3)
m-—1 m°—1
2m+1)(m—1) < .
+ ( 372(4 ) Z €1+eg+e3+ Z YpCp,q | >
q=1 p=1
Pr(t, = 33X+« € €3) — €1 —jea —j°¢€
T (t, u) o 2( + &1+ jea + j€3) 2 o2 (61 — je2 — j7e3)
m”—1 m-—1
2(m +1)(m — 1) , , 2
+ " Z €1+ jea + jPes + Z YpCp,q | »
q=1 p=1

et Pr(t, u)2 est obtenu en échangeant j et j2 dans Pr(t, u)1, et pour i € [1, m®—1

51

S5(m+1)(m—-1)+1 6(m+1)(m—1)
PF(ZL/, u)i+2 4 (322 + 351) - 2 €1
Im a a Im
2m+1)(m—1) < d
+ 3] 3e1 + Z YpCi, pCp, q

g=1 p=1

Série C — m divisible par 3

e Posons n' := "§2, de sorte que |N| = 3n’ et |G| = 3m? = 3(3n’).
Posons a := R3 = Diag(j, j, 7)- Les classes de conjugaison de I" sont :
Classe id|a|a®| T |T7Y | RT | RT™' | R*T | R?T~! | g € N\{id, a, a*}(n’ — 1 cl.)
. 2 2 2 2 2 2
Cardinal || 1 | 1 L e e 3

Pour tout élément g, 1, € N\{id, a, a®}, la classe de conjugaison de g est ’ensemble

{gkl,k27 ko, —k1—ka> g—kl—k27kl}'
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Ses trois éléments sont sur les arétes d’un triangle, avec exactement un élément sur chaque aréte
du triangle. Ainsi, un transversal de N\{id, a, a®} a la méme forme que dans le cas oil 3 ne
divise pas m, i. e. un transversal de N\{id, a, a®} est I'ensemble E,. défini par

{(0, k) / k2 € [1, m — 1]}
U {(k}l,kg) /kle [[1, %—1]], ko € [[k‘l,m—l—2k1]]}
(] {(kl, kg) / ki € [[m — % +1, m— 1]], ko € [[2(m — kl) + 1, kl]]}

e Comme m est divisible par 3, les caractéres irréductibles de degré 1 de I' sont, pour (k, )
appartenant & [0, 2]2, les neuf éléments

YR e gt
T — jh

Comme pour le cas ot m n’est pas divisible par 3, I’ensemble des caractéres irréductibles xi, 15,
avec (I1, l2) # (0, 0), est obtenu en prenant ’ensemble suivant F;. d’indices :

{(0, k2) / k2 € [1, m — 1]}
(] {(k‘l, ]{72) / ki € [[1, % - 1]], ko € [[2](31 + 1, m—k:l]]}
L {(kl,kig)/kile[[m—%—l—l,m—lﬂ, k‘ge[[m—k‘l,%l—m—l]]}.

Nous choisissons 'ordre lexicographique usuel sur F,.. et F;. pour numéroter leurs éléments :

Ecc = {Cl, Coyevny Cm_z_l}, Eic = {dl, dQ,..., dﬁ—l}’
3 3

avec ¢; = (cg»l)7 c§-2)) € [0, m —1]?, et d; = (dl(-l), d§2)) € [0, m — 1]?, et nous en déduisons la
table de caractéres I de I' :

11 1 1 1 1]1 1 1
11 1 i J* gili* i 1
1 1 1 2 g 3t
1 1 1 1 1 414 52 42
11 I N I R
1 1 1 (52 5 1152 5 1
Tr=1| 1 1 1 1 1 52042 7 3 Y
1 2
1 1 1 joj2 1 g2 1| jamaT)
1 1 1 (52 45 411 1 42
3 JY  JP 1o 0o oo 0o o
: : : S IR C
39 g% 1o 0o 0lo 0 o0
mio1 Tmig
onCeM,;2 1(C est une matrice par blocs de terme général
3
(1) g1 (2 42) D@y 4 () 42 () g0 (LoD _ 242 2
Gy O R TT  GTESTEO G e, B - 1),

3
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@ . dP @
J; = g% i

(1), 42
—2d{M) +d
4T
7@ j2d§1)+2d§.2>
=
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n jdgl)—zdf)
—dM 424(?
] 1 k2

e Les valeurs du caractére naturel x de I' sont

200 =d? e, m 112,
3
Classe ||id | a | a®* | T |T7Y | RT | RT™' | R?T | R?°T~!| g€ N\{id, a, a®}
Valeur || 3 [35[32]0] 0 | 0 0 0 0 |wh +wkz 4 -ki—ke
Donc la matrice diagonale A(t, u) est Diag(A(t, u), A(t, u)), avec
A(t7 ’LL) = Diag(ﬁlv ﬁ27 ﬁ37 547 ey 54)
e
6 termes
= Diag | f(3,3), f(35, 3j), f(34, 35%), (0, 0),..., (0, 0) |,
6 termes
et le terme général de A(t, u) € M,z Cest
3
_m @ W@ W @ _W_® 2
vji=f <wmc” Fwm? 4w i ,w;{ Fwd 4wm > , 7 €1, m? —1].
Pour (i, r) € {1, 2} x {1, 2, 3}, et (s, q) € {1, 2} x [1, %2 — 1], définissons
N N
I LA At IOA (U RS S OB et )
p=1 p=1
me_
I O O e )
p=1
€= (—1, -1,2,-1,-1,2,-1,-1,2, ..., -1, -1, 2, -1, -1, -1, -1, 2,
N——
1 2 3 BOPAD
2
1, 1,2, ..., —1, -1, 2).
N—— S——r
Alors, nous pouvons donner I'expression de la série Pr(t, u) (les calculs détaillés se trouvent dans
I’Annexe 2) :
3(5()2—1)+1
Pty = 2 (3;m4 L2550 1 By + 5o+ B3 + 684)
6(%2)% -2
$OEEZ2 000 g0 49, 195, 128, +128)
35 -1
Rim—

—1

1 3
N & | But Ba o+ B+ 350 o By 4 352
g=1

m2_,

3
) _e(
‘a )ﬁ4+ Z TpCp,q | >

p=1
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35()—1)+1

PF(tv U’)l =

+

+

6(%) —

3(—) -1

35(%)—-1)+1

3 (32 + By + Ba + B3 — 3B4)

<<1><”> + Y 4 28) + 28, + 283 — 644)

3m4
2

> §q<ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+(21+J )jca

q=1
2
(1) (2) mT_l
2(c{V —cf )B4+ E Yolpa |

p=1

1) _ ()

@ B4

+(25% + )7

(@0 + 204 1261 + 26, +26;)

Pr(t, u)s = e

+

Pr(t,u)s =

3(—) ~1

6(2)% -2
3n(2) 3/ =
- ( + B1+ B2+ f3) + -
1

(2)

> §q<ﬁ1+52+[33+(2+ﬁ e

q=1

fa

m2_q

e —e®
+(252 + )5 )Ba+ Z Toi©
p=1

(2
C
P Cp,q)?

35()2—-1)+1
3m4

(323 + By + B2 + B3)

6()% -2
L S) 2 %3714 (@“2) + 0B 128, 428, + 2
—71

3 m)2 1 2
—I—L Z €q<ﬂl+ﬂ2+ﬂ3+ Z 'Yp] UCé)Cp,q)v

(@13 1+ 03 128, + 28, +26;)

m?_q
2)*—1 % 2\ ceD) (@) N
— ol Br+ Ba 4 Bs + 2+ 52)j% 707 By + (2] + 52)52c
m4

+1 6(%2)% —2
(BT 1 8y 4 By + ) + 2 8) 2

2

(1) _(2)
2(c cq )ﬂ4

q=1

2
T (1) _(2
2(c/ —c
+ E 7173(;' ? )Cp,q )
p=1

et Pr(t, u)g (vesp. Pp(t, u)s, Pr(t, u)g) est obtenu en échangeant les coefficients 25 + 52 et 252+
(resp. 2 + j et 252 + 4, 2 + j2 et 25 + j2) dans Pr(t, u); (vesp. Pr(t, u)s, Pr(t, w)g); Pr(t, u);

est obtenu en remplacant @) par &) et jo
Finalement, pour 7 € [1, mTQ -

PF (tv u)i+8 =

(2) 2(cf; 1) _

(1 2
% par j %) dans Pr(t, u)s.

1], on a
36 (?)% DAL o W, 4 15, + 35,)
L85 (6[3 +2798, + 272 8y +21>+2<2>)
3(_)2 m?_q m?_q
+7 Z & | 381+ I B2+ I Bs + Z VoCipCoa
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Décomposition de Cr

Nous explicitons maintenant la matrice A1) : elle garde presque la méme forme, que m soit
divisible par 3 ou non. La seule différence vient de ce que, dans le cas ot m est divisible par 3,
il y a 9 caractéres irréductibles de degré 1 au lieu de 3.

Posons Ky, := 5 — 1 si 3 divise m, et Ky, := L%J sinon. De méme, posons v, = 9 si 3 divise m,
et vy, = 3 sinon. La matrice A®) est une matrice par blocs avec (2 + 2#,,) X (2 + 26, ) blocs (si

m = 16, voir, page suivante, les matrices AW et C de taille 88 de la Figure 5.3).

0—1,0 C—L"‘f'm C—lﬁm"‘l
1
007_1 DO AO C’O,m—l
0 2
1
B2
K
: 1 An:—l
o —
C/{m,—l Bn:‘: Dﬁm T
—Fom
Cﬁm+17_1 Dm—/‘im Am—:z
m—K
Bm—li:—‘rl
m—1
9 Am—Z
m—
Cm-1,0 Bl ] D,,_
La taille des blocs D;, A, B}, C; ; est donnée dans le tableau suivant :
Bloc Do D;, D;, Al B! Gy Al B! Gy
1€ [1, km] | ¢ € [Mm — km, m —1] (4, 3) € [1, £m]? (i, §) € [m — km, m —1]?
Taille || (m —1)2 | (m — 3i)? (3i — 2m)?2 (m — 3i) x (m — 35) (3i —2m) x (35 — 2m)
Bloc C_1,0 Co,—1 C_1,6mr C-1,km41 | Crpm,—1, Crpptl,—1
Taille || v x (m—1) | (m—1) X v, Vm X (M — 3km) (m — 3km) X Um
. 0 1
e Sim =2, alors AWM = 13’3 ‘;’1 ,et Cpr =31 — 19— 11 — 7o,
1,3

avec 7p = S0S2, T1 ‘= S1, T2 ‘= S3.

0 1 ~
e Sim =3, alors AWM = 99 792 , A= 00 , et Or =21 — (sps1...89) — (S10811)-
1,9 A 3 0
e Nous supposons maintenant que m > 4. Pour iy € {0} U [1, k] U [m — K, m — 1], nous
définissons I’ensemble S;, par :
_ {s0,i, / i2 € [, m — 1]} si i1 = 0,
Sil = {Sil,ig / 1o € [[’il, m—1— Qil]]} siig € [[1, I{m]],
{Sirin /12 €[2m —i1) + 1, i1]} sii € [m— Ky, m—1].
Alors, nous distinguons deux cas :
> Si Ky, est impair, nous posons Iy := {0, 2, 4,..., Ky — 1, M — Ky m — Ky + 2,..., m — 3},

IA1::{1, 3, 5,...,/<;m,m—/im—l—l,m—fim+3,...,m—2},f2:: {m —1}.

> Si Ky, est pair, nousposonsf()::{O7 2,4, Emy M — Ky + 1, m—Kp+3,..., m—3},
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T,
=] b, =3
. [} o,
(=} e 0,
(= (=) =1
(=) T, (=3
el s} (o}
Q, (o) Q
(st 0, (o]
o, 1 =Y
(= P 0,

FIGURE 5.3 — Matrices A1) et Cp pour m = 16.

ﬁ::{l, 3, 5,...,/{m—l,m—f{m,m—/{m+2,...,m—2},E::{m—l}.

Alors, les racines associées aux réflexions des différents S;, pour i; appartenant & un méme Iy
sont orthogonales.

. . —_ . — — —
Maintenant, nous décomposons chaque S;,, i. e. S;; = S;; oU---US;; 4—1, de sorte que g appar-
tienne a {1, 2, 3} et pour tout k € [0, ¢ — 1], les racines associées aux réflexions appartenant

a S;, 1 sont orthogonales :
> Sii; = 0, alors

o Sim — 1 est impair, alors :S’VO = §0:] L 5/’0: L §07\2, avec
500 = {501, 503+ -+ Som—3}, So0.1 = {502, S0.4+- - Som—2}, So2 = {Som—1}-
o Sim — 1 est pair, alors :S'; = §07) U §OI, avec
S0.0 = {50,1, 50,3, -+ Som—2}, So1 = {502, 504y -+ » S0m—1}-

> Si 4y € [1, K], alors nous avons S;, = S, o U S, 1 U S;, 2, avec :
o Sim — 3i; est impair, alors S;, 0 = {Siy i1, Si1ii+25- -5 Sirm—2i1-3}

—

S’il,l - {Si1,i1+17 S’i1,i1+37 sy Si1,m—2’i1—2}7 Si1,2 = {3i1,m—2i1—1}-
o Sim — 3i; est pair, alors Si, 0 = {Si i1y Sitin+2s---» Siv,m—2i1—4}

Sivn = {Sir 1415 Sir,ir43r -+ Sitm—2i1—1}, Si1,2 = {Si1,m—2i,—2}-

> Si i1 € [m — Ky, m — 1], alors nous avons S;, = S;, o U S, 1 US;, 2, avec :
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© Si 3i; — 2m est impair, alors S/Z-;) = {84 2(m—i1)+1> Si1,2(m—i1)+3s - - > Sizi1—2]5
S/z'l\,l = {3i1,2(m—i1)+27 Si1,2(m—iy)+4s - -+ Siyii—1} 5/u\2 = {Si1,i1 }-
© Si 3ip — 2m est pair, alors S/Z-\l,o = {841 2(m—i1)+1> Si1,2(m—i1)43s - - > Sirii—1}
S/z'l\,l = {3i1,2(m—i1)+27 Si1,2(m—iy)+4s - - - Siyi1—2} 5/u\2 = {Si1,i1 }-

Notons que certains ensembles Sisf peuvent étre vides pour k € {1, 2}.

Sivas pour (k, 1) € {0, 1, 2°\{(2, 2)},

et Sp o= (Hilefz Si1,2> U{s-1,0,..., S—1,}, avec r = 8 si 3 divise m, et r = 2 sinon.

Finalement, nous posons Sy ; := Hilefk

Notons p € [1, 9] le nombre d’ensembles Sj;; non vides, et 7;; le produit commutatif des ré-
flexions de Sy, ;. Alors, Cr =pI — Z(M)E{OJ’Q}Q Thl-

Exemple 5.4.5
Pour m = 16, nous avons la décomposition suivante :

522524 ...528)(S4,4)(S11,11)(513,7513.9513,11)

70,0 = (50,1503 - - - 50,13 (

)(52,352,5 . - 52,11)(54,554,7)(513,8513,10513,12)
)
(

70,1 = (80,280,4 -++50,14
70,2 = (50,15)(52,10)(54,6) (513,13)

T1,0 = (51,151,3 - -- 51,11)(53,353,553,7) (55,5) (512,0512,11) (514,5514,7 - - - 514,13)
T11 = (51,2514 -..51,12)(53,453,653.8)(512,10)(514,6514,8 - - - 514,12)

71,2 = (51,13)(53,9)(512,12) (514,14)

T20 = (51535155 - - - $15,13)

To,1 = (515,4515,6 - - - 515,14)

T22 = (815,15)(5-1,05-1,15-1,2)-

5.4.4 Série D

Un groupe de type D est engendré par un groupe de type C et une matrice

a 0 0
Q=100 b |,
0 ¢c O
avec abc = —1. Ce groupe n’est pas un produit direct. Nous nous contentons de donner un
exemple.
Exemple 5.4.6
Considérons le groupe
1 0 0 010 -1 0 0
r:.= < 0 -1 O ) o0 1|, 0 0 1 >
0 0 -1 100 0 10
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Ce groupe est isomorphe au groupe symétrique Sy, ainsi I' a 5 classes de conjugaison.
La série Pr(t, u) vérifie

N(t ’LL)Z
Viel0,4], Pr(t, u); = (1—tu) =",
' D(t)D(u)
avec D(t) = (t — 132+t 4+ 1)(t2 + 1)(t + 1)2, et
N(t,u)g = toub +tou® — t5u3 — 3u® + t5u3 + 24t + 3065 + thu? + 3ut + 10 + tou + 2t1?
+at3u + 2820t + tud + b + B3 + 203+ Bu 2620+t — 13— tu+ 1,
N(t,u); = t0u3 + Put 4 t4ud + Bub + 50 + trut + 300 4 0w + B 4 But + 2ud 4 th?
+2ut + tru + BPu® + 2P + et 4 Bu 4 2 e 4 8 P+ e 4 P
N(t,u)y = (t'W?® + 3 + Put + t3u? + 20 + Bu + tu® + Pu + tu® + 12 + tu + u?)
(2 +1) (u?+1),
N(t,u)3 = (t'? + %0 + Pu + Pu+tu + 12 +tu+0?) (P +t+1) (VP +u+1),
N(t,u)y = (t*ud 4+ 3u? — t*u? — 30 — 2t + thu 4+ 268302 + 26203 + tut — 3w — tud + 3

F2t%u+2tu? +ud — 2 —tu— P+t +u) (P +t+1) (WP +u+1).

5.5 Sous-groupes exceptionnels de SL3C

Pour tout sous-groupe exceptionnel de SL3C, nous commencons par expliciter la matrice AW
Nous écrivons ensuite une décomposition de Cr := 21— AM — A 12 Diag(AM) comme somme
de p éléments, avec p € {3, 4}, de sorte que Cr =pI — (19 + - - + 7p—1). Puis nous donnons le

graphe associé a Cr et la liste © des valeurs propres de A1),
Nr(t
Enfin, nous calculons la somme de la série Pr(t, u) = % : dans tous les cas, le dénominateur
ri\t, u
est de la forme Dr(t, u); = Dr(t); Dr(u);. De plus, nous prendrons le plus petit commun multiple
Dr(t) des Dr(t); pour que tous les dénominateurs soient les mémes, de la forme Dr(t)Dr(u),

1. e.
Mr(t, u);

Dr(t)Dr(u)
Seuls le dénominateur et les relations entre les numérateurs sont écrits dans le texte : en raison
de leur trop grande taille, tous les numérateurs sont relégués dans I’Annexe 3.

Nous donnons aussi la série de Poincaré de ’anneau des invariants ﬁr(t) == Pr(t, 0)p = Pr(0, t)o.
Les calculs sont effectués a 'aide de GAP et Maple. Ils sont explicités ci-dessous pour le type E.

Vielo, 1], Pr(t, u); = (1 —tu)

5.5.1 Type E
Le groupe de type E est le groupe (S, T, V), avec

1 0 0 010 ; 1 1 1
S=10 wg 0 , =100 1), Vi=—1|1 ws w§
0 0 w3 1 00 V3 wi ws
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Ici 14+1 =14, rang(AM) =12, © = (3, —w3, —w?, 0, 0, —1, w3, 1, w3, 1, w3, 3wz, w?, 3w?),
p= 37 et 79 := 50515253512513, T1 ‘= 8587510511, T2 ‘= S54565859.

d
O C%;
O - OOO@
O © §§:E13
B8 P
O

Dp(t)=(t—1% (2 +t+1)° (2 +1) (=2 +1) t+ 1) (2 —t+1)°

() = —t18 15 12 46 4 43 g
T )Pt )@ D2 D)) (2 —t+ 1)

Remarque 5.5.1
Les calculs permettant d’obtenir les séries Pr(t, u); pour le type E sont les suivants :

#Définition du groupe et des caractéres
s:=[[1,0,0],[0,E(3),0],[0,0,E(3)"2]]; T:=[[0,1,0],[0,0,1],[1,0,01];
V:=1/ER(-3)=*[[1,1,1],[1,E(3),E(3)~2],[1,E(3)"2,E(3)]];
G:=Group(S,T,V); J:=Irr(G); n:=Size(J);

T:=CharacterTable(G); C:=ConjugacyClasses(G);
MP:=List([1..n],i->List([1..n],j->J[i]1[j]));

#Représentation naturelle et matrices Al et A2
L:=List([1..n],i->Trace(Elements(C[i]) [1])); Lb:=Character(T,L);
Al:=List([1..n],i->List([1..n],j->ScalarProduct(T,J[i],J[j]1*Lb)));
A2:=TransposedMat (A1) ;

#Valeurs propres
VP1:=MP~ (-1)*A1xMP; VP2:=MP~(-1)*A2*MP;

#Fraction rationnelle
t:=Indeterminate(Rationals, “t”); u:=Indeterminate(Rationals, “u’);
fr:=function(di,d2)
return (1-t*u)/((1-t*d1+t~2%d2-t~3)*(1-u~3-uxd2+u~2*d1));
end;

#Résultats
Del:=DiagonalMat (List ([1..n],j->fr(VP1[j]1[j1,VP2[j1[j1)));
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sol:=MP*Del*MP~(-1) ;
solb:=List([1..n],j->s0l[j1[1]);

5.5.2 Type F
Le groupe de type F est le groupe (S, T, V, P), avec les matrices S, T, V du type E, et

! 1 1 Wi
P=— 1 w3 W3
-3 w3 1 w3

Ici 141 = 16, rang(AM) = 15,0 = (3, —ws, —w3, 0, =1, w3, 1, w3, 1, wy, 1, w3, w3, w3, 3ws, 3w?),
p =3, et Tp := 5051525354515, T1 := S55759511513, T2 := $658510512514-

D O

O

OHONO (%J;
O 00D O

MF(t, ’LL)10 = MF(U, t)5

Dr(t) = (t—1)% (2 4+t +1)° (2 +1) (=2 +1) (t+ D (P -t +1)°
R 418 415 49 43
-1 @ +t+1)° R+ ) E -2+ 1) (t+ 1) (22—t +1)°

5.5.3 Type G
Le groupe de type G est le groupe (S, T, V, U), avec les matrices S, T, V du type E, et

0
U:= 0 wi 0
0 0 wiws
Ici I + 1 = 24, rang(A(D) = 21,

_ 2 7 4 4T 5 2 2, 5 2 2
0 =3, —ws, —w3, 0, 0, —wj, —wgy, wg+wy, 0, —wg, —wj,ws+wy, —1, w3, 1, wi, 3ws, 3ws,

—2w§—wg, wg—wg, —w§—2w8, —wS—i—wS, 2w§+wg‘, w§+2wg),
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p =3, et To := 50515253545556519520521, T1 := S75859513514515522, T2 ‘= 510511512516517518523-

O
O
o]
OOO
g
OOO OOO
o] “°b
q g
o =
@] d
q O
© JO OO Q §g
O
(@] b OCDO
Mg(t, u)o = Mg(u, t)1 | Mg(t, u)s = Ma(u, t)a
Mca(t, u)io = Mg(u, t)g | Ma(t, u)i1 = Mg(u, t)7
Mg (t, u)12 = Mg (u, t)s | Mg(t, u)is = Mc(u, t)15
Mca(t, u)1s = Mg(u, t)a | Ma(t, u)o1 = Ma(u, t)20
Mc(t, u)2s = Mg(u, t)2
Do(t) = (t =1 (= 4+ 1) (P+t+1)° ¢+ 1> (B +1) (=2 +1) (2=t + 1) (O + 2 +1)°
N 18 _ 436 _q
Pa(t) =

(=12 =34+ 1) (2 +t4+1)° ¢+ 1) 2+ 1) (#4 =12+ 1) (12 =t +1)° (15 + 13 + 1)°

5.5.4 Type H
Le groupe de type H, isomorphe au groupe alterné s, est le groupe (S, U, T'), avec

1 0 0 -1 0 0 1 1 1 1
S=[0w 0 |,U:= 0 0 -1 |, T:==—4[2 w2t+w! ws+wl
0 0 ws 0 -1 0 AW ws +ws wi+wd

Ici L +1 =5, rang(AW) = 4, AW est symétrique, © = (3, —1, —wi —wd, —ws —wi, 0),
p = 3, et T0 ‘= S0S83, T1 := 8189, T2 := S4.

00 1 0 0
000 1 1
N s 8 47145 4144 143
_ |
- QOO  Pil-p
A 10101 / 0,0 Pr(t) (t—1)5 (12 +t+1) (13 +12+1+1) (t+1)7
01 0 1 1
01 1 1 1

D)= @t—1> (2 +t+1) (" + 3+ 2+t +1) (£t +1)°
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Remarque 5.5.2

Comme dans la Remarque 5.4.1, orientons le graphe de telle sorte que toutes les arétes qui
relient 0 @ un autre sommet soient dirigées vers 0, les autres arétes étant bidirectionnelles. Pour j
appartenant a [1, 1], notons alors Succ(j) l’ensemble des sommets i reliés au sommet j par une
aréte j — i. On a alors les formules

> Pt 0)i=(1+t+t )Pt 0)1 et Vi€ 2,4, Y Pr(t0) = (t+t )Pr(t, 0);.

i€Suce(1) i€Suce(j)
555 Typel
Le groupe de type I est le groupe (S, T, R), avec
wr 0 0 010 ; wi—wd w2 —wd wr— Wl
S = 0 w? 0 ,T:=100 1], Ri=—4| w?2-wd w—wl wl-ws
0 0 w? 100 VT wr —wd wi—wd w?—wd

Iei [+ 1 =6, rang(AM) =5, 0 = (3, 0, 1, wr +w? +wf, wf +wd +0f, —1),
p =4, et 79 := S5580, T1 := S154, To := S9, T3 := S3.

0O 1 0 0 0 O
0O 0 1 1 0 O G @
1 0 0 0 0 1 7 N

A — Miy(t =M t
Lo @\/@ 16 ) = M, )
0O 0 0 1 1 1
0O 1 0 1 1 1

Dit)=(t—17° (P +t+1) (2 +1) ¢+ 1) [+ 0+t + 2 + 2+t + 1)
Brt) = e e A o e e A
! (t—= 1324t +1) (16415 + #4483 442+t +1) (12 + 1) (t 4+ 1)°

55.6 Type J

Le groupe de type J est le groupe (S, U, T, W), avec les matrices S, U, T du type H, et
W := Diag(j, j, j)- C’est le produit direct du groupe de type H et du centre de SL3C.

Ici I +1 =15, rang(AD) = 12,

0= (3, —1, —wg —wg’, —Wws —wg, —w%, —ws, 3ws, —w%% —w%g, —w% —w%, 3w§, —w{5 —w%g’,
— W15 — wil5, 0, 0, 0), P = 3, et To = 8285587510513, T1 ‘= S15658511514, T2 = 805835459512.

Dyt) = (P + B+ 2+t 4+1) (B =+ 85—t + 25—t 4 1)+ D2 (P —t+ 1) = 1P (B +t+1)°

. —t24 _ tl? -1

Pit) = 8 _ 47T 145 _ ¢4 4¢3 2 (42 2 3 (42 3
P+ B3+ 2+t + 1) (B —tT+t5 A+ 83—t + 1) (t+ 12 (2 —t+ 1) (t—1)° (2 +t + 1)
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OOO
@) O(/OQE:
o O
OOO O OO
@) - (/OOC
O 0. 0O
OOOO OOC
DO O O

5,5.7 Type K

Le groupe de type K est le groupe (S, T, R, W), avec les matrices S, T, R du type I, et
W := Diag(j, j, j)- C’est le produit direct du groupe de type I et du centre de SL3C.
Ici I+ 1 =18, rang(A)) = 15,

_ 2 2, .4 .3, 5, .6 2 2 8 11
©=(3, 0,0, 0, 3ws, 3wz, 1, wr+w?+ w7, wy +w? +ws, —1, w3, Wy +wy; +way, Ws,
4 16 5 17, .20 ' 10 13 19 2
wa1 + W + war, Wy + Wi +wiy, Wy +wat +wai, —ws, —w3),

p =3, et Tp := 515556511514817, T1 := 0535489812515, T2 ‘= $25758510513516-

o
C
oQ L |, Oc
oD
o o T o
o1 o
o | “olo
a% 9 9
O f)QO()O(/
9 OC’)OOOO

D)=t =12 (2 +t+1)° (2 +1) (1 =24+ 1) (E+ 5+ 4+ 5 + 2 4 £ 4 1)
(2 =" St B ) (1) (2t 1)

D _ _436_418_q
Pr(t) = (t—1)3(#2414+1)3 (1241 (84 =24+ 1) (155 4 13 +82 44+ 1) (E12 — #1149 18 446 — 44 443 —t41) (¢41) 2 (42 —t+1)?
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5.5.8 Type L

Le groupe de type L est le groupe (S, U, T, V), avec les matrices S, U, T du type H, et

1 1 A M
Vi=— 2)\2 S t 5
\/g 2)\2 t S

ol 8§ 1= W2 + Wi, t = ws + wi, A\ = % VIS "ot Ag = % V19 Tei 141 =17, rang(A) = 15,
p= 37 et T 1= S0555659510511514, T1 = S15257512515, T2 ‘= S$35458513516-

_ 2 2 2 2 8 4 11 14 7 13 2 3
0 = (3, —ws, —wj, dws, 3wz, —1, w3, w3, 1, —wis—wls, —wWis—Wwis, —Wis—Wis, —Wis—Wis, —Ws—Ws,

—ws —ws, 0, 0).

o
o| o
0 o !
o e
O [ O "o
o e oooc 9
O O O
O O(\’Yﬁ O(\ q
Drt)= (=12 (2 +t+1)> (2 +1) (=2 4+1) (P + B+ 2+t +1)
(=T =t 43—t +1) (t+1)? (12—t +1)°
ﬁL (t) _t30+t15_1

T D)@ DS (D) (2 1) (A P2+t 1) (85—t 85—t 3+ 1) (14 1) 2 (22—t 1)2



ANNEXE A

Démonstration de trois propositions
du Chapitre 4

A.1 Démonstration de la Proposition 4.5.6

L’absence de symétrie de (4.29) nécessite I'introduction d’une seconde variable, notée v = (BU).
Alors I'équation peut s’écrire

h2
u2 *U = u2v + ¢(U, U, U) - 1/’(% U)’U - w(l/’(% U), ’U) - h{’l}, u}u - F{Qh {U7 u}}?
avec ¢ donné par I’Equation (4.31),

d(u, u, v) = L ((AAU)v + 2(ABU)u) + 2 ((AABU) + (ABAU) + (BAAU))
+2 ((AA) + 2(AB)u) + ¢4(AAB).
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L’échange des indices supérieurs dans les deux A est un type de transformation de Fierz. Il

donne :
(ABAU) + (AB)u— 1(AABU) - L(AAUB) + % (AA)v,

(AABU) + —2(AABU)+ L(AA)v,
(ABU)u + (ABU)u— 2(AAU),
(BAU)u + (BAU)u— 2(AAU),
(AAU) — —2(AAU),

(AAB) — —2(AAB),

(AB)Ju ~ (AUAB),

(A4) — —L1(aa).

Par exemple, considérons (AB)u = (3, A BYH (Y ed A4US). Aprés échange des indices supé-
rieurs dans les deux A, I'expression devient >, ., AYUSA BE = (AUAB).
De la méme facon,

—2(AAU)v + 2(ABU)u — 2(AAU v)
AABU + AAUB) + 2% (AA)v + (AB)u)
AA)v +2(ABAU)) + ¢4 (Z2(AAB)).

d(u, u, v) %

—

+5 (-3
+5 (-4

wl§ wf§

De plus, nous avons
—(u, u)v = —k(AAU)v — K'(AA)v — Z2E(AAU) + & (AA)

—(¥(u, u), v)
— X ((AABU + AAUB) — 2(AA)v) — kK (AAB) — £ ((AABU + AAUB) — 2(AA))

—2(44)0 + B (44B),

B {u, {v, u}}
= —%(ABAU) I (AABU + AAUB) ( (AB)u+ 1(AABU + AAUB) — L (AA)v)

1 (~2(AABU + AAUB) + % (AA)).

En appliquant la contrainte UPU? = USU? a (4.29), nous obtenons les équations suivantes
2\ _
s (1+3)-k(1+3) =0

200 (1+3) = 3k* (1+2)+ 1% = 0,
¢2 — 203 —H* = 0,
65 (L4 3) 3K (14 0) — on + 2K (142) = 0

s (1+2) kK (1+2) = 0.
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Nous éliminons les paramétres ¢; et nous trouvons la relation

2
4k’<1+%>:k2 <1+%> — K2

La proposition est prouvée.ll

A.2 Deémonstration de la Proposition 4.5.9

Rappelons que les relations qui définissent I'orbite nilpotente minimale sont

Z LapLea =0, anLachd = 0.
cycl(abc)

En appliquant la premiére relation (contraction sur b, ¢) a 'Equation (4.38), nous obtenons

0 = 77 ?abcd ef — (Tl - 1)77adLef
~f2((n 4)(77deae T d) —(ee f)—(asrd, e f)) = 4naqLey) ,

et

nbc¢ab,cd,ef = <¢_4(n - 1) ¢2> (deLae + (a A d) (6 s f) - (a AES d7 e < f))
( &4 ¢2 (n— 1)) NadLey-

La seconde relation (un genre de transformation de Fierz) donne

h2
0= Z ¢ab,cd,ef + E"?fa(ndeLbc + nechb) - (e A f)
cycl

et

Z%b edef = <¢1 %) Zﬂfa(ndech + NeeLpg) — (€ <> f).

cyel cyel
D’oit les équations :

B0 % B4 = o

G+2mn—1)- (n—l)—l—% = 0,

oy 4+l =0

Nous obtenons finalement

N
no
—
_|_
2
Il
[
w
>t
(e}
S
|
K

La proposition est prouvée.ll
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A. Démonstration de trois propositions du Chapitre 4

A.3 Démonstration de la Proposition 4.5.11

Toutes les sous-algébres de Cartan sont isomorphes et deux systémes quelconques de racines
simples sont liés par une transformation du groupe de Weyl. L’idéal ne détermine que le caractére
infinitésimal x(\) := p+A, ot p est la demi-somme des racines positives et A est le plus haut poids,
a une réflexion de Weyl prés. Il ne distingue pas les poids qui sont liés par une transformation de
Weyl du caractére infinitésimal. Dans le cas de B; = s09;41 la formule est p = (I— %, l— %, RN %)
Le probléme est de déterminer les valeurs possibles du caractére infinitésimal.

Nous commengons par la relation

h k
> Lay* Lya — 5 =2)Laa + 5 (n = 1)nda =0,
b

dansle cas a+d=n+1, a < d. Appliquée au vecteur de plus haut poids vy, elle donne
h k
ZLdb * Lbfa + E(Tl — 2))\a + 5(71 — 1) Vo = 0.
b<a
Sib>a,alorst <ad et a+b <n+1, ainsi Ly,vg = 0. Par conséquent

h k
(Z{Ldba Lb’a} =+ /\a2 + E(n - 2)>‘a + 5(” - 1)) Vo = 0.

b<a

Enfin, comme le crochet est égal & A2(\y — Ay), pour b=1...a — 1, 0n a
1 1
(1—a)Aa+(>\1+---+Aa_1)+A§+§(n—2)Aa+§(n—4) = 0.

En particulier
1 1
)\%+—(n—2))\1+§(n—4) =0,

2
1. €. 4
(A + 1) <)\1 + %) —0.
Donc 5
n_
(1—a)Aa+(A1+---+Aa_1)+A§—A%+T(Aa—A1) =0,
et

1
(A — Aa—1) <)\a + A1 + i(n - a)> = 0. (A1)
Nous revenons maintenant a la relation

h k
Z Ldb * Lb’a — 5(71 — 2)Lda + 5(71 — 1)7]da = 0,
b

danslecas a+d=n+2, 2 < a < d. En appliquant cette relation au vecteur de plus haut poids
Vg, ON a

h
> Lay* Lya — 5 (1 =2)Lga | vo =0,
b<a
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h
Z Lap * Lyyq + Lgq % Larg + Laar Laa — E(n —2)Lgq | vo = 0.
b<a—2

Le premier terme peut étre remplacé par la somme de crochets >, . o[Lap, Liyal = 1Y pcy_o Lda-
Ainsi, pour a = 2...[, on a la relation

1
<(CL — 1)Lda — )\aLda — )\a—lLda — 5(71 — 2)Lda> Vg = O.

1
<)\a+)\a_1+§(n—2a)> Lijgvo=0,Va=2...1.

Notons que {Lgq, Laar} = h?(Aa — Aa—1)v0. L'information contenue dans le dernier résultat est
précisément la méme que dans (A.1), avec Ay = --- =\, = 0. Alors Lyvo =0, a, b> 1.

Ensuite, la relation

Z (Lab - h"?ab) * Leg =0
cycl(bed)

appliquée a vg danslecasa+b=c+d=n+1, a<b, c<d, a# c, donne
((/\a — 1)/\0 + Lge * Ldb + Lad * Lbc) vg = 0.

En I’évaluant dans les deux cas, a > b, a < ¢, on trouve que A est —1 ou A est 0. Cela compléte
la preuve.ll
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ANNEXE B

Calcul des séries Pr(t) et Pr(t, u)

B.1 Sous-groupes finis de SL,C

B.1.1 Type D — Groupes binaires diédraux

On a
Pp(t) = TFA(t)TFTF_2’UQ.

Or le vecteur colonne T 2wy est la transposée du vecteur

3n—1 n—1 n—1 n-1 n—1 n-1 1n—1
i 1) - - e, (—mt T
<8n2’0’0’( ) 8n2 " 4An2’ 4n?2’  4n2 4n2 7 » (1) 4n2>’
et la matrice TrA(t)Tr est
B pa2)
TrA(t)Tr = < B B2 ) ’

avec

11 11 11 11 12 12 12
B(ll):(B§ )aBé )7B§ )7Bi )>7 B(12):<B§ )aBé )’aB( %)7

By _ (Bfl), B§21)’ B§21), Bf”)
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et
dq +d2+d3+d4+2zz;115k di + i"dy — i"d3 — dy
B dy +i"dy — i"d3 + (—=1)"dy + 22;;;11(—1)kak B0 _ | At (Z1)"(d2+ds — da)
! d1 — indz + indg + ( )nd4 + 22 _ ( 1)k5k ’ dl + (_1)n(_d2 - d3 + d4)
dy — dg—d3+d4+2zk 15k dy —i"dy +1i"d3 — dy
di —i"dy + i"d3 — d4 di + (—1)"(d2 + d3) + da + 222;11(—1)’“5k
pOY di + (=1)"(=dy — d3 — da) gy _ dy + (=1)"(i"dy — i"ds + dy) + 2352, 5k
3 di + (ﬁl)n(d2'+ d3 — dy) 4 di + (=1)"(=i"dy +i"d3 + dy) + 2 Ek 1 Ok
dy +i"dy — i"d3 — dy dl—i—(—l)n( dg—d3)+d4+2z ( ) Ok
dy + (1) (da + d3) + da + 352 (Wi + w3, 7" )y
o) dy + (=1)7(i"dy — i"ds) + (= 1)"dy + Y p—y (—1)F (wih + wy,?* )
B4 =
J . )
dy + (—1)(=i"dy + i"ds) + (—1)"dy + 301 (1" (wi + wy, 7)ok
dy — ( ) (dg +d3) +d4+zk 1(w2n+w_Jk)5k
2; = 2d +2 3 (W, + w5,F ) 2d, + 2d,
2dy +2dy + 23~ ! (wzn + w5, 2K) 6 2dy — 2dy
BE) — 2d; — 2dy + 22 P (W 4wy, k), , B®Y = 2d; + 2d4
2d; +2(—1)""1dy + 22 HwsVF 4w, (DR g, 2d1 +2(—1)"dy
2d1 + 2d4 2d1 - 2d4 +2 Z ( )k(w2n + w2n )61@
2d1 — 2d4 2dl + 2d4 +2 E k=1 ( 1)k(w2n + w2n )5k
BEY — 2d;y + 2d4 L B — 2y — 2dg + 237121 (= 1)F (W + w5, )0,
2d, +2(—1)"dy 2y + 2(—1)"dy + 23T (—D)E (Wl TR 4wy TR,
2d; — 2d4 2dy — 2d4 . 2d1 — 2dy
D + 301 Qo + 30 Qi
2d1 + 2dy 2d1 + 2dy ce 2dy + 2dy
+ 22;11 Qa1 + Zz;ll Qa2 + Zk 1 Q201
B®? = 2, — 24 2, — 244 o 2, — 2d,4 :
+Ek 1931 +Zk 1932 + e 193711
2d1 + 2(—1)”71614 2d1 —+ 2(—1)"71614 cee 2d1 + 2(—1)”71([4
+ 22;11 Qp_11 + 22;11 Qp_12 + 22;11 Qp_1n-1
avec

k k
Qp,q (w2n + Wy, oy )516 (w2n + Wy, o )

)
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On en déduit les séries Pr(t);.

B.2 Sous-groupes finis de SL3;C

B.2.1 Type A,

e Calcul des séries Pr(t, u); :

La matrice (11 ® T5)A(t, u) est la matrice par blocs

(Th @ To)A(t, u) = ((Tl ® To)A(t, u)o, (11 @ To)A(t, u)1,..., (11 ® Tg)A(t, u)j1_1>,

avec
(Th)oxToA(t, u)®)
(T1)1, 6 ToA(t, u)®)
(Th @ To)A(t, u)y = : ,
(T0)j -1 TeA(t, w)®)
et on a
(T1Q7") ® (T2Q7?)
(Tl)O,Ofg (Tl)O,jlflg (Tl)o,jﬁQE e (TI)O,QE (T1)0,1§
B (T1)1,01> (T1)1,5, 112 (Th)1,j,—2T> -+ (T1)1,2T> (T )11
(T)ji-10T2 (T)j-15-1T2 (Th)j—1ji—2T2 - (Th)j—12T2  (T1)j,-11T2

avec 1o = T5(Q)?2, donc

L TrA(L u)Tr = L (T @ o)A, u)(TiQ7) © (ToQ?))

T Jid2

J1jz2
Ji—1 Ji—1
Z(Tl)o,k(Tl)k,OHk Z(Tl)o,k(Tl)k,jl—lnk
k=0 k=0
Jji—1 J1—1
) Z(Tl)l,k(Tl)k,OHk Z(Tl)l,k(Tl)k,jl—lnk
= i k=0 k=0
Ji—1 . ji—1
> (M) k(Tkollk > (Th)j—1k(Th)kjy 11Tk

k=0 k=0

ji—1

Z (1)1 (T1) k1 1Tk
jlill
Z (T1)1,1(T1) k2 1Tk

k=0

ji—1
> (Th)j-1k(T1) kTl

k=0
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ou

Hk = TgA(t, u)(k)TQQUQ

J2—1 J2—1
> (To)oufu(T2)io > (o frr(T)1jo-1
1=0 1=0
J2—1 J2—1
> (To)rifu(Te)io > (o)1 fur(To)1 g1
- 1=0 1=0
Jo—1 Ja—1
> (@) jerafu(To)o D (T2)jp—10fr(T2)1jo—1
=0 =0

et fr = A(t,u)l(lk)

Finalement, pour (m, n) € [0, j1 — 1] x [0, j2 — 1], on a

Jo—1

Z (T2)o0fra(T2)i1

Z (To) 10 fra(T2)iq

=0

j2—1
> (1) ja—rafra(T2)in

=0

-1 ja—1
1 J1
Pr(t, wmjgtn = —— Z(Tl)mk Z(T2)nlfkl
Nz =0
1 J1i—1j2—1
k, nl
= i > > Wit fu
L2 420 1=0

e Détermination de la matrice A :

On a dans un premier temps

A(l) — TFA(l)TF—I _ (Tl ® T2)A(1)(T1 ® Tg)_l — (Tl [} T2)A(1)(T1_1 [} T2_1)

= (N eT)AV(T1Q) ® (12Q"?)),

Jij2
avec
(T1)0,0T2A§é§ (T1)0,1T2A(i)
1 1
oma® = | Telhe ThnDly
. 1 . 1
(Tl)j1—1,0T2AEO; (T1)j1—1,1T2A51§
et (T1Q7") ® (ToQ%2) a déja été calculée.
Ainsi
(Th ® Tz)A(l)((TlQUI) ® (T2Q7?))
Jji—1 — ji—1 —
> (T)ok(T1)ro T3 > (T)ok(T1)kgy 115"
k=0 k=0
Ji—1 — Ji—1 —
Z (Tl)l,k(TI)k,OTz(k) Z (T1)1,k(T1)k,j1—1T(k)
= k=0 k=0
ji—1 — 5n-1 —
(T0) 1.k (T)r0 75" (T0) 1.k (T jy 2 T
)

k=0 k=0

1
(Tl)OJl—lT?A(jl)_

1)
1
(T1)17j1—1T2A(j1)—1)
- 1
(Tl)jl—l,j1—1T2AEjz—l)
ji—1 —
Z (Tl)o,k(Tl)k,sz(k)
k=0
Ji—1 __
Z (Tl)l,k(Tl)k,sz(k)
k=0
ji—1

> (@)1 k(1) T
k=0
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avec T2( ) = TgA ToQO2.
Or
T2A "T,Q
Jo—1 ) Jo—1 ) J2—1 .
Z (Tz)o,lAz(fz) (T2)10 Z (T2)0,lA](€l) (T2)1,5,—1 Z (T2)0,1A;(d) (T)11
1=0 1=0 1=0
Jo—1 . Jo—1 Jo—1
B Z(T2)1,lAl(gl)(T2)l,0 > (o)1 (T2) s Z(TQ)UAM)(TQ) :
= 1=0 1=0 1=0
Ja—1 O Ja—1 Jo—1 )
Z(Tz)jz—llekl (T2)l,0 Z(T2)j2 1lAkl (T2) Jo—1 Z(TQ)jz_lJAkl (T2)l,1
1=0 1=0 1=0
donc
1 1
Aéi% Aéi% 1%1 1
am | A A Al
) ) o8
AjZ0 Al Aj 11
avec
1 Jji—1
A;g); =T Z(Tl):m (Tl) k,j1—q mod 11T2A T2Q02
njz =
i.e.
) 1 Jji—1 J2—1 W
(Ap,q> = — > (Mpr(Trgr—q mod i1 Y (T2)miDi (T2)1jo—n mod jo
m,n 12— =
LN b Gk N i, ()
_ - l
= g Dol ) el e )
k=0 1=0
1R g 1 RS ok 1 = 1)1
— p—q— m—n) pP—q) m—mn—
- T e R L S
k=0 1=0 1=0
1 = (p—q+1)k 1 jzz_:l ( +1)1
+— p—q w_m—n
y J1 J2
NS J2 1

p—q—1

B.2.2 Type BTa

Calcul des séries Pr(t, u); :

60 mod ]150 mod j2

m—n —n—1

50 mod j150 mod j2

60 mod ]150 mod j2
p—q+1 “m-n+1 -
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B. Calcul des séries Pr(t) et Pr(t, u)

La matrice (7o ® Th)A(t, u) est la matrice par blocs

(Tg)o)QTlA(t, u)(o)

(T2)071T1 A(f, u

(T2)0,m—1T1A(t,

(To@T)A(t, ) (T2)1o T AL W)@ (Te)ia T A, w) Y (To)1.m 1 THA(t,
2 ! U= : . .
(T2)m-1.0T1 A(L, u)® (T2)m-11ThA(t, w)® (T2)m—1,m—1T1A(t,
et on a
(1,Q7?) @ (T )
(TQ)O’OT;i (TQ)Ovmflei (T2)07m72T171 (T2)0,2Tf1 (T2)0,1Tf1
= (T2)10Ty (T2)rm—a Ty (T2)1,m—2Ty (T2)1,2Ty (T2)1 2Ty

(T2)m-1,0T7" (T2)m—1,m—1T7 "

donc

LTr AR, w)Ti ! =

Z (T2) o0,k (T2) k01

L (T, @ TV)A(L, u)(TQ7?) ®

m—1

—

k=0 k=0
m—1 m—1
. (T2) 1,k (T2) k. 0k > ()15 (T) kom0,
= m k=0 k=0
m—1 m—1

(T2)m—1.mo2T "

)

Z (T2)0,k(T2) kg m—111

(T2)m—1,k(T2)k, 011k Z(TQ)mfl,k(TQ)k,mflnk

(T2) 12T

k=0 k=0
ou
I := Th A(t, u)(k)Tl_l,
avec
6
)ij = Y _(T)afu(Th); et fr =
=0
Comme
1 1 1 2 2
1 1 1 -2 =2
6 6 6 0 0
1
T7'=— | 4 452 45 4 442
1 o J J J
4 45 452 —4 —4j
4 452 45 —4 —442
4 45 4452 4 45

>
Il

(T2) 11T "

,_.

m—

(T2) o,k (T2) k1 Ik

i
Rng

(T2)1,6(T2) k1 Ik

b
Il
=]

3
i

(T2)m—1,k(T2) k1 I
0

At ).
2 3
-2 3
0 -6
45 0 |,
—435% 0
—45 0
452 0

u)(m_l)
u)(m_l)

u)(m_l)
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la premiére colonne de la matrice Il est

Jro+ fe1+6fro+4fes+4frat+afes+4fie

Sro+ feg +6feo+ (4 fes+4frs) i+ (4 fra+4fre) i
Jro+ freg +6fro+ (4 fe3z+4frs)i®+ (4 fea+4fre)d
i 2fko—=2fkn+4 k3 — 4 ka— 4 ks +4fre
2 fr0—2 k1 + (4 fes —4frs) i+ (=4 fra+4 fre) J°
2 fe0—2fr1 + (4 fus —4frs) >+ (=4 fra+4 fre)d
3 fko+3 ka1 — 6 frz2
B.2.3 Série C

Série C' — m non divisible par 3

Calcul des séries Pr(t, u); :

Le vecteur colonne T 21)0,0 est donné par

t(TF—2U070) _ < 5(m+137(:1—1)+1 —(m—g}%(;n—l) —(m—g;lgm—l) 2(m—l—31n)1(4m—1) . 2(m+31n)1(m—1) > )

On obtient alors TpA(t, )1t = ((TFA(t, w)TT)o, (TrA(t, w)IT)1,- .., (TPA(, u)Tp)m2,1>, avec
3
3N +e1+eate3 €1+ jea+jles e + jleg + jes
3X + e+ jeo + j2e3 €1+ jlea+jes €1 +ex+e3
3N 461 +j2ea+jes 1+ eatez g1+ jeo + jles

(TrA(t, w)Tt)o = 3¥1 + 3¢y 3e1 3e1 )
3¥ 2.1 + 3e1 3e1 3e1
3
et
m271

3
€1 +¢&2+e3+ Z TpCp.q
p=1

m271

3
e1+je2+ 523+ Y Wlpg

p=1
m271

3
(TrA W) | o) 4+ 2o+ jes+ > Wopg |7
p=1

m271

3
3e1+ E VpCi, pCp, q
p=1
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B. Calcul des séries Pr(t) et Pr(t, u)

d’ot 'expression des Pr(t, u);.

Série C — m divisible par 3

Calcul des séries Pr(t, u); :

On a

Pp(t, u) = TFA(t, u)TI—\_Z’UQ,o.

Tout d’abord,

ou le terme général de CA(t, u) est

b1 B2 B3 Ba  Bs Ba | Bs B B
b1 B2 B3 JBs §%Ba Ba | F2Bs jBa §*Da BW
b1 B2 Bs | 3*Ba Ba 3*Ba| 3Bs 3*Ba jba
b1 B2 B3 Bi  Ba JBa | jBs J*Bs J7Ba
b1 B2 B3 JBs 3*Bs F*Ba| Bs  Bs b B?
b1 B2 Bs | 3%Bs jBa Ba | 5%Bs iB1 B
TrAt,u)=| B B2 B3 Bs  Ba °Ba|j%Bs jBs  jBa
b1 B2 B3 iBs 2B Ba | iBs *Bs Ba B®
b1 B2 Bs | %8s jBa jBa | Ba Bi  j*Ba
361 B\, Bsd,l 0 0 o]0 0 o0
: : : : : : : : : CA(t, u)
380 BodV Bd® 10 0 o |0 0o 0
1 297,15 31,1
(] D | Y,
o)

pour j € [1, mTQ — 1], et ou le terme général de BYW ¢ M, m2_C est yjji
73

. 2
]6[[17%_

Le vecteur colonne T 21)0,0 est donné par

1] et i € {1, 2, 3} (il ne dépend pas du numéro de ligne).

PR

707 07 07 07 07 07

HT2y0) = 3()*—1)+1 6(F)?2*—-2 6(%)*—2
r .0 3m4 o 3mA T 3mA
=3(2)2+1 =3(2)*+1 2(3(%)-1)
m4 ’ m ’ m4
%(§+1)—1 blocs o
—3(2)2+1 —3(%)?+1
m4 ) m4 ) 9 ) )
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Nous obtenons ainsi

(1) a2y pa3) | 714
TrA(t, u)Ir = ( 700 [ (D } 720 >,
avec
35 4 i+ B2+ B3+ 681 | @V 4 81 4 Bo + B3 + 681 | @V + 1 + B2 + B3 + 64
35 4+ B1 4 B2+ 85— 3Ba | UV + By + Bo + B3 — 384 | PPV + By + B2 + Bs — 34
35 4 B1 + B2+ 85— 3Ba | PUYD + By + Bo + B3 — 384 | PPV + By + B + Bs — 34
322)4’[314-[324—53 U2 4 B) + By + B3 ®C2) 4 B) + B2+ B3
LY = S + By + B2 + B 12 4 By + By + B3 (2 4 B + By + B3
353 4 81 4 B2 + B @m+m+m+& 2 + B + By + fs
32(3) + 81+ B2+ B3 U3 4 81 + By + B3 O3 4 By + B2 + B3
35 4+ 81 4 B2 + B 1) 4 8y + 85 + B O3 + B + By + fs
35 4+ 81 4 B2 + B 1) 4+ 8y + B2 + B ) + B + By + fs
B1+ jB2+ j*B3 B1+ j%B2 + jPBs B1 4 jB2 + 5263
Bi+ jB2+ j*B3 B1+ j%B2 + jPBs B1+ B2+ j* B3+ 3jPa
B1+ 7Bz + 7B B1+ B2 + jPs B1+ jB2+ B3 — 3B
B1+jP2+ j*Bs — 35°B4 B1+ j%B2 + jPBs B1+ jB2 + B3
A Br+ jP2+ jBs — 3j%Ba B1+ j%B2 + jPBs Bi+4jB2+ 7263 +35%6s |,
B1+ jP2+ j*Bs + 65°64 B1+ j%B2 + jBs B1+ 7Bz + j*Bs — 35%Bs
Bi+ jB2+ j°Bs3 Bi+j°B2+37Bs —3iBa | Bi+iB2+ 5 Bs —3pa
B1+ jB2+ j*B3 Bi+ j%B2 + B3 + 6484 B1+ jB2 + B3
Bi+ jB2+ j*B3 Bi+ j2B2+ B3 —3jBa | Br+ jBa+ j2Bs + 3Pa
Bi+ j2B2 + B3 B1 4 jB2 + 7263 B1 + j2B2 + jB3
Bi+ j2B2+ B3 +352Bs | B1+ jB2+ 5283 — 3jpa B1+ j2B2 + jB3 — 3§ B
B1+3%Ba+ B3 —35%Ba | B1+ B2+ j%Bs + 3jba B1+ j*B2 + B3 + 35 B
B1+j%B2+jBs+3Bs | Br+ B2+ B3+ 35%6s B1+ j*B2 + jB3 — 3P4
L1 = B1+ j%B2 + B3 — 3pa B1+ jB2 + 7263 B1+ j2B2 + B3 + 35Ba + 3P4

B1+ 5262 + 1B

B1+ jB2 + B3 — 3j%Ba

B1+ j2B2 + jfs

Bi+ B2+ jBs + 3jBa
Bi+ j2B2 + jBs — 3jBa
B1+ 5262 + B3

LY = (Lgm)’ Lgm)), avec

361 + 52J1(1) + ﬁ3J1(2) + 3%

21
A
31+ B2
3

et

ngl) _

381 + jBa I + 2830
(22) — :

381+
3

361+ ﬂng
3

+ 528577 361+ 2T
3

Bi+jB2+ B3 + 364
Bi+ jB2 + j2Bs
B1+ jB2+ B3 — 3B4

+ ﬁ3J1(2) + 32%2_1 381 + BQJ(l)

B1+ 2Bz + jBs
Bi+ j2B2 + jBs — 3jBa
Bi+ j2B2 + jBs + 3jBa

35y+5%ﬁ”-+5&ﬁ”-+329>

+ B 320
3

301 + ﬂzJ(l) + ﬂ3J1(2) + 3252)

. + ﬂng(

381 + 12829 + B3I

+j53J1(2)

+ 32@)

-1

381 + jBa I + 2830

381+
3

+j253J1(2)
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36, +j2/32J1“> +383 P 3B+ BN + 52602 3B, +j2ﬁ2J1<” + I
L(23): :

361+g2/32J$ B 3B+ iR+ 2B 361+J2/32J$ L+ 5B
3

L4 — (Lgm), el (712) 1), avec
3

D)o@ cD @ w2y
ﬁ1+ﬁ2+53+33q <o’ By + 3520 2)54+Zk31 %Ckz,q

@ e e
Bi+ Ba+ Bs+ (25 + j2)j¢ i Ba+ (252 + )5 )ﬁ4+zk B %Ck,q

o)

q

P e el
ﬂ1+ﬁz+ﬁs+(2j2+mq ﬁ4+(2j+1 )52 )B4+Zk g
(1) (2)

(@)

ﬁl +ﬁ2+ﬁ3+(2+])]% q B4+(2] +]) q B4+Zk 1 ’Yk]ck ~Ck Ck,q
14) _ PN e — @) M _ @
LiY = Byt Bot Bs+ (242 + )55~ ﬂ4+(2+J) % Bat T i W ey |
ﬁl + B2 + B3 +Ek 1 ij gc1)7‘2’(62)016
o (1) _c(2) M@
[31+[32+[33+(2+]2)jq QB4+(2j+j)j g’ 2544‘2191 ’ij(l kz)c;w
ﬁ1+[32+[33+2k 1 ’Yk]z(c(l)fck))ckq
. _ D2
B+ Ba+ o+ (25 + 555~ By (24 22 8y 4 T gl e
et le terme général de L(2Y) est
m?_y
351+52J +]53J + Z VpCipCp,js
p=1
avec
m 1
vie{l 2 3}, 50 Z Ll
. (1) _ (1)
Y (6, r) € {1, 2} x {1, 2, 3}, @) . Z Ty = Der=en )
et pour r € {1, 2},
m? _y
SCPE o O O R R
i P .
p=1

On en déduit aussitot expression des séries Pr(t, u);, en utilisant le vecteur ¢ défini dans le
Paragraphe 5.4.3.



ANNEXE C

Résultats pour les sous-groupes
finis exceptionnels de SL;C

Pour tout sous-groupe fini exceptionnel de SL3C (types E, F, G, H, I, J, K, L), nous donnons

Iexpression des polynéomes Np(t, u); et Dr(t, u); tels que Pp(t, u); = g;% Z;Z

7

Dans tous les cas, le dénominateur est de la forme Dr(t, u); = Dr(t); Dr(u);. De plus, nous
prendrons le plus petit commun multiple Dr(t) des Dr(t); pour que tous les dénominateurs
aient la méme forme Dr(t)Dr(u), i. e.

Vielo,1], | Pr(t, u); = (1 —tu)

C.1 Type E

Dp(t)=(t—1)° (L +t+1)> (2 +1) (t* =2 +1) (¢t +1)* (> —t +1)°

JV[E(tv U)O — 184,18 + 1717 _ $18,,15 _ 415,18 + 916,16 + $418,,12 + 5t15u15 + $124,18 + 21711 + 8t14u14 + 911,17 +
t15u12 + t12u15 + 6t16u10 + 13t13u13 + 6t10u16 + t18u6 + 8t15u9 + 15t12u12 + 8t9u15 + t6u18 + 3t17u5 + 12t14u8 +
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C. Résultats pour les sous-groupes finis exceptionnels de SL3C

20t11u11 +12 t8u14 + 3t5u17 _ t18u3 +t15u6 +t6u15 _ t3u18 + 4t16u4 + 14t13u7 + 18t10u10 + 14t7u13 +4t4u16 + t18 +
51543 4+ 151208 4+ 20 %49 + 150412 + 5¢3uld + o184 441402 + 1441105 + 18 ¢8ud + 14 Pyl + 442414 — 15 4 1243 +
t3ul2 — 1% 4 3¢134 4+ 128100t + 20707 + 12410 4+ 3tul® + 12 + 8¢9u3 + 15t + 83w + ul? 4+ 6t3u? + 13t5ud +
6t2u8 +t0ud +t3u8 + 2¢tTu + 8ttut +2tu” + 10 + 53U + b + 242U — 3 — w4 tu+1

ME(t7 “)1 — —2(t16u16 +t18u12 + 2t15u15 +t12’u,18 + 2t17u11 +4t14u14 + 2t11u17 _ t18u9 _ t9u18 + 3t16’u,10 + 6t13u13 +
3t10u16 +t18u6+5t15u9+7t12u12+5t9ul5 +t6u18+t17u5 +6t14u8+8t11u11 +6t8ul4 +t5u17+t12u9 +t9u12+2t16u4+
8¢1347 4+ 9¢10410 4 84713 + 244410 + 241543 + 741200 + 8190 + 7¢0ul2 + 243010 + 241402 + 811w + 9¢8ud + 8¢%ull +
2t2u 4+ t9u8 + %49 + t13u + 6 t10u? + 8t7u” + 6t w0 + tu!d + 12 + 5¢%uB + Tt0ub + 53w + wl? + 3t8u? + 6t5ud +
312u8 — 9 —u¥ +21Tu + 4t ut + 2tu” + 16 + 26363 + ub + t2u?)

Mg(t, u)2 = Mp(t, u)s = (#12u® +t9ul? + 241108 + 28yt — 1246 — 6412 4+ 541047 4+ 547410 4+ 41243 + 7946 4+ 7609 +
3ul2 + 1102 + 106865 + 106568 + 2utt + 4¢5ub 4+ 100 + 10 ¢7u® + 10 t4u” + tul® + 69 + 710ud + 7¢3ub + ¥ + 5¢5u2 +
5t2u® — 6 — b 4 2¢tu 4+ 2tut + 43 +0d) (w2 4+ 1) (ut —u? + 1) (B2 4+1) (1 -2 +1)

ME(t, u)4 =t17u18+2t16u17+t17u15+3t18u13+6t15u16+4t16u14+3t13u17+5t17u12+12t14u15+2t11u18+7t15u13+
6t12u16 +12 tlﬁull + 20t13u14 + 6t10u17 + 4t17u9 +12 t14u12 +10 t11u15 + 2t18u7 + 18 t15u10 + 27t12u13 + 12t9u16 +
61608 +14 ¢34 412410414 4247017 + 541700 424 1449 + 34 ¢1 1012 + 18 18P +3 9wl +10¢1%u7 + 18 t12u 10+ 16 w13 +
60416 + 10¢16ud + 301348 + 36 10wt + 24 ¢7uM + 4 ¢l 4+ 1703 4+ 12608 + 16 t1 1w + 18 ¢3u12 4 70wl + 18y +
1215t + 341207 + 36 9010 + 275013 + 6 t3wl6 + 241602 + 131345 +18¢10uB + 207wt + 8 ¢t4ud + 1l +¢17 + 12¢14 w3 +
3411146 4+ 36 t8u? + 27 t%ul2 + 6t2ul5 + t15u + 12¢12ut + 16 t947 + 180410 4+ 7¢3u13 + 101342 + 30 t10ud + 36 t7us +
24 t*ult + 4ttt 10t 0B + 18 ¢8ub + 16 t5u® + 6 t2ul2 + 5120 + 24 t%ut + 34547 + 183010 + 3413 + 6110w + 14 ¢7us +
1248 + 2tutt + 241 418343 + 27 t9u8 + 124209 + 4%+ 120wt + 10307 + 127 u2 + 20 t4u® + 6 tud + 7 t%u3 + 6 t2ub +
5t0u + 1283ut + 247 + 4t4u? + 3tud + 3t +642ud + tSu+ 2tu? + u

MEg(t, u)s = MEg(u, t)s

ME(t, u)ﬁ — —2(t16u17 + t17u15 + t18u13 + 3t15u16 + 2t16u14 + t13u17 + 3t17u12 + 6t14u15 + 2t11u18 + 4t15u13 +
3t12u16 +6t16u11 + 10t13u14 + 3t10u17 +t17u9 +6t14u12 +4t11u15 +2t18u7 +9t15u10 + 14t12u13 +6t9u16 +3t16u8 +
8t13u11 + 6t10u14 + 2t7u17 + 3t17u6 + 12 t14u9 + 16t11u12 + 9t8u15 + t5u18 + 4t15u7 + 9t12u10 + 7t9u13 + 3t6u16 +
5t1645 + 15¢13u8 4+ 18 ¢10u1 + 12474 + 2¢4ul™ 4+ t17u3 + 6 ¢14ub + 10 ¢ u® + 9t8ul? + 4545 + 6¢1%ut + 16 ¢12u7 +
1819010 + 146013 4+ 33016 4+ #1642 4 641345 + 9¢10uB + 8¢7ull + 4¢tult + 6¢1%u3 + 1611wl + 18349 + 14512 +
312015 4 t15u 4+ 6¢12u + 10 %07 + 98010 4 43413 + 581302 + 15¢10u5 + 18¢7ud + 124wl + 2tul? + 411 w3 + 9¢8ub +
Ttoud + 312012 + 31120 4+ 12190 + 16 047 + 93010 4+ w13 + 31042 + 8¢Twd + 6 t4ud + 2tult + 241 + 9343 + 14¢5u8 +
612u® +1%u+6 tSut +4 t3u"+6 7w +10 t4uS + 3 tuB +4 tPu3 + 312w +3 t0u+6 3ut +2 4" +2 t4u2 +tu® +15 +3 2ud + 3 u+tu?)

Mg(t, u)7 = Mp(u, t)e
Mg(t, u)g = Mg(t, u)g = (£12u!0 4+ $10411 4 341149 4+ 248412 4 349010 4 841048 4 517!t + 3111wl + 68w 4+ 2¢1204 +
15197 + 108410 + 51045 + 107w + 24wl + 34113 + 20348 + 155w + t2ul? + 6 t9u? + 15¢0u” + 33wl 4441042 +
25t7ud 4+ 16 t*u® + tull + 6t3u® + 15t°ub + 3t2u® + 3% + 20t0u? + 158367 4+ w10 + 5¢7u? + 10t*u® + 2tu® + 218 +
15t5u3+102uS +3t0u+ 6 3ut + 8 t4u? +5 tuS +3t2ud+ 3 3u+2ut +tu? +42) (u? + 1) (u —w? +1) (L2 +1) (t* =2 +1)
MEg(t, u)10 = MEg(t, u)11 = Mg(u, t)s
ME(t, u)12 = Mp(t, u)1s = (Pu+u? +1) (Pu? +tu+ 1) (tu? + 2 +u) (w2 +1) (u? —u +1) (@w+1)2
(W2 —u+1)> (2 +1) (P =2 +1) (t+1)2 (2 -t +1)°
La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

18 15 12 46 4 43 g

Pt O = P o G e i+ P (@ + D (0 — 2+ )+ DR (2 — 11 D

C.2 Type F

Dp(t)=(t—1°% (2 +t+1)> (2 +1) (t* =2 +1) (¢t +1)? (2 — t +1)°

MF(t U)O =t18u18+t17u17—t18u15—t15u18+t16u16+3t15u15 +4t14u14+t18u9 +t15u12 +t12u15 +t9u18+3t16u10+
)

7t13u13 +3t10u16+3t15u9+8t12u12 +3t9u15+2t17u5 +6t14u8+12t11u11+6t8u14+2t5u17—t18u3 +t15u6—t12 9 _
$+94,12 +t6u15_t3u18+2t16u4+6t13u7+9t10u10+6t7u13+2t4u16+t18+3t15u3+8t12u6+12t9u9+8t6u12+3t3u15+
u18+2t14u2+6t11u5+9t8u8+6t5u11+2t2u14—t15 +t12u3—t9u6—t6u9+t3u12—u15+2t13u+6t10u4+12t7u7+
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6t4ul0+2¢tul3 +3t9u3 +81t0uS+3t3u%+3 t3u2 + 7 t2uP +3 t2uB +1% + 10 ud +t3ub +u +4 t*ut + 3 3 ud + 1202 — 3 —ud +tu+-1

Mp(t, )1 = Mp(t, u)a = Mp(t, u)s = 10016 4118312 4 241515 4 112918 1 9417411 4 4 ¢14q,14 4 941117 _ 4189 _ 494,18 4
3t16u10+6t13u13+3t10u16 +t18u6+5t15u9+7t12u12+5t9u15 +t6u18+t17u5 +6t14u8+8t11u11 +6t8u14+t5ul7+
t12u9+t9u12+2t16u4+8t13u7+9t10u10+8t7u13+2t4u16+2t15u3+7t12u6+8t9u9+7t6u12+2t3u15+2t14u2+
8t1145 + 91848 + 8t%ult + 24201 + 1900 + 60 + 113U + 6 t10ut + 8¢ u” 4+ 6 t4ul0 + tul3 + 12 + 593 + 7t0ub + 53 +
wl?2 + 38342 +6t%u® +3t2u8 — % —u +2tTu +4trut + 2107 + 18 + 2343 + w8 + 202

MF(t, u)4 — (t12u9 +t9u12+2t11u8+2t8u11—t12u6—t6u12+5t10u7+5t7u10+t12u3+7t9u6+7t6u9 +t3u12 +t11u2+
10t8ud +10t%uB + t2ul! + 4158 + t10u + 10 ¢7u* + 10 t*u” + tul® +¢° + 7¢0u3 + 73ub + 0 + 5¢%u +5¢2u® — 16 —ub +
2ttu+2tut + 13 +ud) (w2 4+ 1) (ut —u2+1) (L2 +1) (2 —12 +1)

MF(t, u)5 — MF(t, u)7 — MF(t, u)g — t17u16 +t15u17 + 3tl6u15 + t13u18 + tl7u13 + 2t14u16 + 2t18u11 + 6t15ul4 +
3t12u17+3t16u12 +4t13u15+3t17u10+10t14u13 +6t11u16 +4t15u11 +6t12u14 +t9u17+6t16u9+14t13u12+9t10u15+
2t7u18+2t17u7+6t14u10+8tllu13+3t8u16+t18u5+9t15u8+16t12u11+12t9u14+3t6u17+3t16u6+7t13u9+9t10u12+
4tTul + 24174 + 1241407 + 18 ¢11010 4 158413 + 55410 + 441545 + 9¢1248 + 10 %41 + 684t + t3ul7 4+ 31643 +
1418340 +18¢1049+16 t w2 +6 2w + 414 ut + 81147 +9t8ul0 46 543 + 12010 + 31542 +14 1245 +18 t9u8 + 16 t0ull +
6t3ult + 4¢183u3 + 91040 + 1067w + 6 t4u!? 4+ tu!® + 2t 14w + 12¢1 1wt + 181847 + 15560 + 542wl + 31242 + 74945 +
9048 + 4t3utt +¢13 4+ 91043 4+ 16 ¢7ub + 124 + 3tul? + 2t 1w + 6 t3ut + 8547 + 3t2ul0 + 6 t9u2 + 14 t5u® + 9t3u® +
2ult 44t ud +6 t4ub +tu? +3t8u+10tPut +6 t2u” +3t0u? +4 13w +2¢7 + 6 t*uB + 3 tub +tPu+2 2wt + 3 t3u? +ud +tud +t32u

Mp(t, u)e = Mp(t, u)s = Mp(t, u)10 = Mp(u, t)s

Mp(t, u)ll =t18u17+t17u16 +3t16u15 +2t13u18+2t17u13 +2t14u16 +6t15u14+2t12u17+3t16u12 +3t13u15+3t17u10+
10t14u13 +6t11u16+6t15u11 +6t12u14+3t9u17+6t16u9+13t13u12+9t10u15 +6t14u10 +6t11u13 +3t8u16+2t18u5+
91548 418 ¢12011 + 1249 + 26017 4+ 3¢1646 4+ 9¢1349 4+ 9¢10412 4 6475 + 2417wt + 1241407 + 18 ¢ w10 4 15 t8u13 +
5t5ul6 +3¢15u5 + 911248 4 619ult + 6¢0ul? + 311643 + 131340 + 18 ¢10u° + 18¢7w!2 + 6 t4ul® + tuld 4+ t17u + 4 t14ut +
121147 498410 4 75013 4+ 12016 4 341542 4+ 1341205 4+ 18948 + 180wt + 63wl + w17 + 31343 + 9¢10ub + 67w +
6ttul? + 2t 4y + 12t 1w + 188w + 15t5ut0 + 5¢2u!® + 3¢12u2 + 9t%9u® + 9¢0ud + 63wl +2¢13 + 911043 + 18¢7wb +
1240 + 2tut2 + 6 t8ut + 6 t%u” + 3t2ut0 + 6 %42 + 13¢0ud + 93uB + 67w + 6 t*ub + 3tu® +3t8u + 10t5u? + 6t2u7 +
3t0u2 + 313U + 6t4ud +2tul + 2t%u + 2¢2ut + 33w + 2P + t2u+t

MFp(t, u)12 = Mp(u, t)11
Mp(t, )1z = (t10u'2 4+ 11410 4 241248 + 3%t + 341002 + 5¢ 1 u” + 8¢8ul0 + 6248 + 38ull + 104108 + 15¢7w® +
2t4u12 + 24yt + 108807 4+ 55ul0 + 1202 + 15t%u° + 20t0u8 + 330! + 3¢10u3 + 15¢7ub + 6¢4u® + t1u + 16t3ut +
25547 + 41260 + 3¢%u2 + 155u5 + 6308 + 10 + 15¢7u3 + 20 t4ub + 3tu® + 2t8u + 10 tPu* + 51207 + 1002 + 15¢3ud +
2u8 +6t4u® +3tu® + 550 + 8t2ut + 313u2 + 2¢% + 3t + 2u+u?) (W2 +1) (ut — w2 +1) (24 1) (2 —t2 +1)
MFp(t, u)1a = Mp(u, t)13
Mp(t, wis = (tu? + 2 +u) (e +tu+1) (Bu+u?+¢) (W2 +1) (ut —u2+1) (u+ 1)2 (w2 —u+ 1)2
(2 4+1) (=2 +1)(t+1)2 (2 —t+1)°
La série de Poincaré de I'anneau des invariants est
— Bt 0431
=122 +t+1)> 2+ =2+ 1) (t+ 12 (82—t 4 1)?

PF(t7 0)0 = PF(07 t)O =

C.3 Type G

Do(t)=(t—1° (16 =3+ 1) (2 +t+1)° ¢+ 12 (22 +1) (t* — 2+ 1) (22—t + 1) (6 + 3 +1)°

MG(t U)O — 136,36 +t35u35 +t34u34+2t33u33+3t32u32 +t33u30 +t30u33+t34u28+4t31u31 +t28u34+t35u26+t32u29+
129,32 +t26u35+2t33u27+7t30u30+2t27u33+2t34u25+3t31u28+3t28u31 +2t25u34+4t32u26+10t29u29+4t26u32+
4t33u24+5t30u27+5t27u30 +4t24u33+2t34u22+7t31u25+14t28u28+7t25u31 +2t22u34+t35u20+7t32u23+8t29u26+
8t26u29+7t23u32+t20u35 +t36u18+3t33u21+10t30u24+19t27u27+10t24u30+3t21u33+t18u36+2t34u19+10t31u22+
12t28u25+12t25u28+10t22u31 +2t19u34+3t35u17+6t32u20+15t29u23+24t26u26+15t23u29+6t20u32 +3t17u35+
3t33u18+13t30u21+17t27u24+17t24u27+13t21u30+3t18u33+5t34u16+9t31u19+20t28u22+30t25u25+20t22u28+
9t19u31+5t16u34+6t32u17+19t29u20+21t26u23+21t23u26+19t20u29+6tl7u32+7t33u15+12t30u18+26t27u21+
37t24u24+26t21u27+12t18u30+7t15u33 +t34u13+9t31u16+23t28u19+26t25u22+26t22u25+23t19u28+9t16u31+
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t13u34 + 2t35u11 + 9t32u14 +15 t29u17 + 32 t26u20 + 44t23u23 + 32 t20u26 + 15t17u29 + 9t14u32 + 2t11u35 + 2t33u12 +
11 t30u15+27t27u18 +31 t24u21 +31 t21u24+27t18u27+11 t15u30+2t12u33+3t34u10+11 t31u13+19t28u16+38t25u19+
49t22u22 +38t19u25 + 19t16u28 + 11 t13u31 +3t10u34 +t35u8 +2t32u11 + 15 t29u14 +31 t26u17 +34t23u20 +34t20u23 +
31 t17u26 + 15t14u29 + 2tllu32 + t8u35 + 4t33u9 + 14t30u12 + 292 t27u15 + 42 t24u18 + 56t21u21 + 42t18u24 + 22t15u27 +
14t12u30 + 4t9u33 + t34u7 + 3t31u10 + 17t28u13 + 34t25u16 + 38t22u19 + 38 t19u22 + 34t16u25 + 17t13u28 + 3t10’LL31 +
t7u34+5t32u8+15t29u11 +26t26u14+46t23u17+59t20u20+46t17u23+26t14u26+15t11u29+5t8u32+2t33u6+4t30u9+
19 t27u12 +35 t24’LL15 + 42 t21u18 + 42 t18u21 +35 t15u24 +19 t12U27 + 4t9u30 + 2t6u33 + 5t31u7 +16 t28u10 + 28 t25u13 +
47t22u16 +63t19u19 +47t16u22 +28t13u25 + 16t10u28 +5t7u31 + 2t32u5 +4t29u8 +20t26u11 +37t23u14 + 41 t20u17 +
41 817020 437414423 420 11426 44 3429 4245432 4436 453046 41742749 429 124012 4 48 121415 464 18418 448 $15421 4
29t12u24+17t9u27+5t6u30+u36+2t31u4+4t28u7+20t25u10+37t22u13+41 t19u16 +41t16u19+37t13u22+20t10u25+
4tTu?8 42143 452945 +16 12608 +28 1234l + 47120014 463 17wl 7 + 47 t14020 428 11423 416 t8u26 +5¢5u29 +2¢3043 +
4427u8 +19¢240° + 3521412 4 4218415 1 42415428 435412021 4199024 +4 10027 + 23030 452841 + 152507 +26 122010
46 t19u13 +59 16416 146 t13 019 +26 10422 +15 tTu5 + 5 t4u28 + 12942 + 32045 + 172308 +34 120011 438 ¢ 17w 14 438 ¢ 14417 +
3411420 4178023 435426 4120429 + 442703 +14 2440 4+ 22 62100 + 42 £18412 4+ 56 ¢150 15 442 ¢12418 422 19021 414 0424 +
483027 + 280 4+ 2200t 4+ 15¢2207 4+ 31¢19010 34416413 4+ 34413416 4 31¢10419 + 1587422 + 24425 + tu?8 + 32642 +
112305 +1912048 +38 17Ty 11 449 ¢144 14 438 t1 1017 419 3420 411 t9u23 + 3 12426 4212403 +11 2146 427 1849 +-31 t154 12 +
31¢12015 42749018 411 ¢80l 423424 + 2425w+ 9220t + 15 197 432116410 444 ¢13413 432410416 + 15 ¢7 w19 49 t4u22 +
2tu?5 4+ 2342 + 912045 + 231748 + 26 t14ult + 26 t11u1t + 23 18ul7 4+ 9tPu20 4 12423 4 72143 4+ 1241840 4+ 26 ¢15u0 +
3712012 426 19015 + 1210018 + 7302 + 6 1% + 191607 + 21 ¢134,10 421 ¢10413 1 19¢7w 16 + 6 t4ul® + 542002 + 9¢17u5 +
201448 + 30t 1wl +20t8ul® + 9547 + 512420 + 3¢1843 + 131540 + 1781209 + 17 %412 + 13¢0u1® + 33018 + 3t1%u +
6100t +15 1307 +24 10010 4 15¢7u13 46 1400 + 31wt 4+ 21 7u2 + 10 140 + 1241108 + 12 180 + 10 5wt +2 12017 4418 +
31903 +10t12u8 +19¢%u° + 10562 + 3 t3ul® + 0l 44160+ 718304 + 81047 + 817 ul0 + 7 t4u 3 +tul6 4+ 241402 + 7 ¢ 1uS +
14t8u8 + 7t%ull 4+ 242014 + 441243 + 58908 + 5100 + 4302 + 4¢10ut +10¢7u” + 44010 + 241142 4 3845 + 3t0ud +
220 4+ 2%u3 + 71008 + 28309 +t10u+ 7wt +t4u” +tul0 + 18 u2 + 4 P uS +t2u8 + 10Ul +t3ub + 3 ttut + 23Ul + t2ul +tu+1

MG(tv U)l :t35u32 +t30u36 +t34u31 +t32u32+2t29u35+2t33u30 +t34u28+2t31u31 +3t28u34+4t32u29+t29u32+
2t36u24+2t33u27+3t30u30+5t27u33+t34u25+6t31u28+3t28u31 +t25u34+3t35u23 +4t32u26+5t29u29+7t26u32+
t23u35+2t33u24+8t30u27+5t27u30+3t24u33+5t34u22+7t31u25+9t28u28+10t25u31 +3t22u34 +4t32u23+12 t29u26+
8t26u29+3t23u32+2t20u35 +8t33u21 +10t30u24+13t27u27+15t24u30+5t21u33 +t34u19+7t31u22 +16t28u25 +
12t25u28 +6t22u31 +3t19u34+2t35u17+11t32u20+13t29u23+19t26u26+20t23u29+8t20u32 +3t33u18+11t30u21+
20t27u24+17t24u27+9t21u30+6t18u33 +4t34u16+14t31u19+18t28u22+25t25u25+25t22u28+11t19u31 +2t16u34+
t35ul4+3t32u17+15t29u20+26t26u23+22t23u26+12t20u29+8t17u32+t14u35+6t33u15+19t30u18+23t27u21 +
30t24u24+32t21u27+15t18u30+3t15u33+2t12u36+2t34u13+6t31ul6+19t28u19 +31t25u22+27t22u25+16t19u28+
11t16u31+2t13u34+8t32u14+23t29u17+29t26u20+36t23u23 +37t20u26 +2Ot17u29+5t14u32+2t11u35 +4t33u12+
9t30u15 +24t27u18+35t24u21 +33t2lu24+21t18u27+13t15u30 +3t12u33 +t34u10+10t31u13+27t28u16 +35t25u19+
41t22u22+43t19u25+24t16u28+7t13u31+3t10u34 +t35u8+5t32u11 +11t29u14+28t26u17+42t23u20+36t20u23+
24t17u26+16t14u29+5t11u32+t36u6+t33u9+12t30u12+31t27u15+39t24u18+45t21u21 +47t18u24+28t15u27+
9t12u30+4t9u33+t34u7+6t31u10+13t28u13+31 t25u16 +46t22u19 +4Ot19u22+27t16u25+18t13u28 +6t10u31 +t35u5+
2t32u8+15t29u11+33t26u14 +42t23u17+49t20u20+52t17u23 +31 t14u26+10t11u29 +5t8u32 +t5u35 +t33u6+7t30u9+
16t27u12+33t24u15+48t21u18+42t18u21+31t15u24+19t12u27+7t9u30+t34u4+2t31u7+16t28u10+35t25u13+
43t22u16+53t19u19+53t16u22+33t13u25+11 t10u28+5t7u31+t4u34+2t32u5+8t29u8+16t26u11+35t23u14+51 t20u17+
43t17u20+31t14u23+20t11u26+8t8u29 +t33u3+2t30u6+17t27u9+36t24u12 +43t21u15+54t18u18+55t15u21 +
32t12u24+11t9u27+6t6u30+t3u33+2t31u4+8t28u7+16t25u10+35t22u13+51t19u16+43t16u19+31t13u22+20t10u25+
8t7u28 +t32u2+2t29u5+16t26u8 +35t23u11 +43t20u14 +53t17u17+53t14u20 +33t11u23+11t8u26 +5t5u29 +t2u32+
13043 4 712740 + 16 24w + 3321012 4 48418415 4 42415418 4 31 #12421 + 19¢%u24 + 716027 4+ 310 4+ 2284t + 15¢25u7 +
33422410 44241913 4 49 ¢164,16 4 52413419 31 104,22 4 107425 + 5 t4u2® + tu3! +t2%u2 4+ 6 2605 + 132308 + 31 ¢204 11 +
46 t1 7wl 4+ 40 114017 4+ 27 11420 4 18 18123 + 6 t5u26 4 ¢30 442743 + 1242400 + 31 2149 + 39 ¢18412 4 45 ¢154 15 4 47 12418 4
28 t9u2t + 9812t + 413027 + 1280+ 51250t + 1142207 42819010 442 ¢16413 4 36 134,16 4 24 104,19 + 16 tTu?2 4 5 t4u2® +
12642 +10¢23u® + 272008 + 3517wt + 41 tMu 1 + 4341117 424 18020 + 75423 4 312026 + 442403 + 9121 w0 42441849 +
35t15u12+33t12u15+21 t9u18+13t6u21+3t3u24+8t22u4+23t19u7+29t16u10+36t13u13+37t10u16+20t7u19+5t4u22+
2tu® + 22302 + 62005 + 1981748 + 31 14w 4+ 2711w + 16 18417 + 115420 + 242023 + 6121 ud + 19 ¢80 +23¢154° +
3012412 4+ 3289415 + 150418 + 31302t + 2424 4 1220 4+ 3¢90t + 15¢16u7 4+ 2613410 4+ 22410413 4 127416 4 84419 +
tu?? + 42002 4+ 14 ¢17ub + 18 ¢14u8 + 25 ¢1 1yl 4+ 258014 + 1185017 4 242020 + 3¢18u3 4+ 11 ¢15uS + 2041249 + 179012 +
9t0ul5 + 6¢3ul® + 219, + 11104 + 1361307 4+ 19¢10420 + 20¢7u!3 + 8¢4ul0 4+ #1742 + 7¢14ub + 16 ¢1 108 + 128wt +
6t°Pul? + 32017 + 81503 + 1011208 + 1392 + 158012 4+ 51365 + 418344 + 1241007 + 8¢7wl0 4 3 t4ul3 4+ 2¢u!6 + 51442 +
Tt1lub + 96848 +10%ul ! + 3120wl + 241208 + 8t%u8 + 5009 +3t3ul2 + 3¢ u+ 41104t +5¢7u” + 7t4ul0 4 tuld +t11u2 +
68U +3t9uB+2u1 1 42412421943 431040 +5 300+ 4t Tut +t4u T +8u2 +2 P uP +3 2 uB +2 0 ud + 4 ut + 2 tu T + P U2 +ub +t4u

Mc(t, u)2 = Mg(u, t)1

MG(t, u)3 — (t29u26 +t26u29+2t28u25+2t25u28 +t29u23 +t23u29+4t27u24 +4t24u27+2t28u22+2t25u25+2t22u28+
6t26u23+6t23u26+5t27u21 +4t24u24+5t21u27+2t28u19 +9t25u22+9t22u25+2t19u28 +t29u17+8t26u20+6t23u23+
8t20u26+t17u29+3t30u15 +3t27u18 +13t24u21 +13t21u24+3t18u27+3t15u30+2t28u16+11t25u19+10t22u22+
11t19u25+2t16u28+4t29u14+6t26u17+18t23u20+18t20u23+6t17u26 +4t14u29+3t27u15+15t24u18+12t21u21+
15t18u24+3t15u27+6t28u13+9t25u16+22t22u19+22t19u22+9t16u25+6t13u28+6t26u14+19t23u17+14t20u20+
19t17u23+6t14u26+9t27u12+9t24u15+27t21u18+27t18u21+9t15u24+9t12u27+t28u10+9t25u13+22 t22u16+16 t19u19+
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22t16u22 +9t13u25 +t10u28+t29u8+11t26u11+11t23u14+29t20u17+29t17u20+11t14u23+11t11u26 +t8u29+3t27u9+
12t24u12 +24t21u15+18t18u18+24t15u21+12t12u24+3t9u27+2t28u7+13t25u10+14t22u13+31 t19u16 +31t16u19+
14t13u22+13t10u25+2t7u28+t29u5+3t26u8+15t23u11+26t20u14+16t17u17+26t14u20+15t11u23+3t8u26+t5u29+
26278 + 174240 + 15621012 433118415 433 15418 415412021 41719024 425027 + 42804 + 442547 + 17122010 42719413 +
1616416 4274183419 417 810022 4 41705 41428 4312645 + 1712308 +18 20011 435 t1 7w 14 4+ 35 ¢ 14017+ 18 t1 120 417 18u23 4
3t9u?0 + 127Tud + 512448 + 16 121w + 27 ¢18w12 + 1815415 4+ 2712418 + 16 192! + 50wt + 13027 + 3¢2%ut + 172247 +
1819410435 416413 135 ¢34 16 118 t104 10 4 1747 u?2 +3 t* 025 442002 +4 123uP + 17 t20uB +27 1 701 416 t 4w 427 11017 +
173020 4415423 + 120426 4242403 + 1721wl + 15 ¢1849 433 ¢t154,12 4+ 33 12015 + 15 %018 417 10421 + 2 1324 + 4254+ 3 t22ut +
151907 426116410 +16 t13 413 426 t10016 4157419 + 3 t4u22 4+ tu25 + 22302 + 13120045 + 14 1748 + 31 t14u 1t 431 11414 4
143017 + 13520 + 242423 4+ 342103 + 1241808 + 24 ¢1549 + 1812012 4+ 24 19015 + 128018 + 3302t + 220 + 11 t1%u* +
11¢1607 +29¢134,20 429 #1043 4 11 ¢7016 4+ 11 ¢4 4+ tu22 + 2002 + 9¢17ub + 2241448 + 16 t1 1wl + 22801t + 9¢5ul7 +
12020 49 ¢1843 49 ¢1546 12741209 + 27 19012 + 90415 + 93418 + 6 100t +19 1347 +14 1040 +19 t7u 8 +6 t2ulb +6 t17u2 +
91445 4+ 221148 4+ 22184 + 99wl +6 20l +3¢10uB +15¢12u0 +12 %49 + 15042+ 3 t3ul5 + 4 ¢10u+ 6 ¢13ut +18¢10u7 +
18t7ul0 + 6 ¢2ul3 + 4 tul6 + 2102 + 111145 +10t8u8 + 11 5wl + 24201 + 315 + 341243 + 1390l + 135w + 3¢3u12 +
3ul® 183y +8t10ut +6t7u” + 8t w0 +tul® + 2t w2 +98ud +9t5uB + 242wl + 519U + 4048 + 53U +6t7ut +6t2u” +
2t8u2 4+ 21508 +212u8 + 410uB +4 3 uS +tTu+ tu+ 20U + 28208 +ttu+tut) (ut — w2 +1) (12 +1) (-2 + 1) (u2 +1)

Mg(t, u)4 — (t30u27+t29u26+t27u27+2t28u25+t25u28+2t26u26+t23u29+4t27u24+t24u27+2t21u30+t28u22+4t25u25+
2t22u28+2t29u20+7t26u23 +3t23u26+3t20u29 +2t27u21 +7t24u24+3t21u27+4t28u19+10t25u22 +6t22u25+5t19u28+
2t29u17+3t26u20+11t23u23+6t20u26+6t27u18+16t24u21+7t21u24+8t18u27+3t28u16+6t25u19+15t22u22+9t19u25+
t16u28 + 9t26u17 +19 t23u20 + 10t20u23 +12 t17u26 + 2t14u29 + 6t27u15 + 9t24u18 + 19t21u21 + 12 t18u24 + 3t15u27 +
2t28u13 + 12 t25u16 + 23 t22u19 + 14 t19u22 + 15 t16u25 + 4t13u28 + t29u11 + 9t26u14 + 10 t23u17 + 23 t20u20 + 16 t17u23 +
3t14u26 +2t11u29 +2t30u9 +3t27u12 + 15t24u15 + 28t21u18 + 15t18u21 + 21 t15u24 +5t12u27 +2t28u10 + 12t25u13 +
13t22u16 +25 t19u19 + 19t16u22 +6t13u25 +3t10u28 +3t29u8 +6t26u11 +20t23u14 +31 t20u17 + 18t17u20 +23t14u23 +
8t11u26+2t27u9+15t24u12+15 t21u15+27t18u18+21 t15u21+9t12u24+5t9u27+4t28u7+8t25u10+23 t22u13+33t19u16+
20t16u19+26t13u22+10t10u25+t7u28+4t26u8+18t23u11 +15t20u14+28t17u17+25t14u20+10t11u23+7t8u26+5t27u6+
8t24u9+25t21u12+36t18u15+18t15u18+30t12u21+11t9u24+2t6u27+t3u30+5t25u7+20t22u10+16t19u13+28t16u16+
26t13u19+12t10u22+8t7u25+5t26u5+8t23u8+26t20u11 +35t17u14+20t14u17+29t11u20+13t8u23+3t5u26 +t2u29+
12743 4+ 512440 421 12109 4+ 18 ¢18 012 427 ¢154 25 £ 27412418 £ 13 1902 + 816024 + 51254t + 812247 +26 119410 4 35416413 +
2013416 429 ¢104,19 4 1347422 4+ 3 14425 4+ tu?® + 523 u® +20 12008 + 16 17wl + 28 t140 14 + 26 t1 1417 + 12 18420 48523 +
5243 4+ 8¢21ub + 251849 4+ 36 t15u12 + 18112415 + 30 t%ul® + 116wt + 23424 + w27 + 42244 4+ 18¢19u7 + 15116410 4+
28 t134u13 425 10416 1 107019 + 7 t4u2? + 42302 + 81204 + 23178 + 33 141 + 2041w + 26 t8ul7 4+ 10 t2u20 412023 +
22143 +15¢18u8 + 1541549 + 27 ¢12012 + 21 9415 + 910018 + 583421 + 31220+ 6 ¢t19ut + 2041047 + 31 13010 418410413 4
23t7ut6 4 82yl 4+ 242042 + 1241705 + 13 ¢M4u8 + 2511wl + 19341 + 6 %017 4+ 312020 + 2¢21 4 341843 4+ 15¢15u0 +
28 t1209 415 9012 +21 t8ul® + 513018 + 1%+ 9 t16ut + 10 ¢183u 7+ 23 ¢10u10 + 16 t7u 3 + 3 t4u 0 + 2 tul9 +2 172 + 12 t14u® +
231148 + 1480t + 15 %01t + 412017 + 615w + 91240 + 19¢9u® + 125412 + 33wl + 913wt + 19¢1047 + 107 w10 +
124013 4+ 2tul6 4+ 311442 + 611 ud + 15 ¢8ud + 9tPult 4+ t2ult + 61203 4+ 16 t9uS + 7t8u® + 8¢3ul? + 2¢13w + 3¢10ut +
11t7u” + 62010 + 4102 + 10t3ud + 6 t5u8 + 5t2ult + 21903 + 7t0ub + 33w + 2¢10u + 7t7ut + 3 t4u” + 3tul0 + t3u2 +
4t5uS+2 208 +410u3 +3ub+2u0 2 ttut +tu 25Ul +2uS 3 Httu+t3) (ut — w2 4+ 1) (2 4+ 1) (¢t — 2+ 1) (v +1)

Mg(t, u)s = Ma(u, t)a

MG(t7 u)6 — (t16u16 + t18u12 + 2t15u15 + t12u18 + 2t17u11 + 4t14u14 + 2t11u17 _ t18u9 _ t9u18 + 3t16u10 + 6t13u13 +
3t10u16 + t18u6 + 5t15u9 + 7t12u12 + 5t9u15 + t6u18 + t17u5 + 6t14u8 + Stllull + 6t8u14 + t5u17 + t12u9 + t9u12 +
21644 4 81347 4 910410 4 8 ¢T3 4 244416 4 241543 4 71208 + 8190 + 716u2 + 23015 4 2414042 + 8111 w5 4+ 9¢8u8 +
8tPull 4+ 224 + 948 + 849 + 130w + 6 t10ut + 8¢7u” + 6 t4ul0 + tul3 + 12 + 5¢9u3 4+ 7t0ub + 53U + wl? + 3¢8u2 +
6 t5u5 43128 —1° —u®+2 ¢Tu+4 thut 42 tuT 1642 3uBpub +42u2) (16 — 3 4+ 1) (uf — ud + 1) (ub +u® 4+ 1)% (6 + ¢3 4 1)°

Mg(t, u)7 — t36u35 + t35u34 +2 t34u33 + t32u34 + 4t33u32 + t34u30 +3 t31u33 + t28u36 +2 t35u28 + 7t32u31 +2 t29u34 +
t36u26 +3 t33u29 +5 t30u32 +3 t27u35 +5 t34u27 +11 t31u30 +4 t28u33 +2 t25u36 +4 t35u25 +6 t32u28 +10 t29u31 +6 t26u34 +
9t33u26 +19 t30u29 + 9t27u32 + 3t24u35 + 7t34u24 +12 t31u27 + 17 t28u30 +11 t25u33 + 2t35u22 +16 t32u25 + 28 t29u28 +
16 t26u31 + 7t23u34 + t36u20 + 14 t33u23 + 20 t30u26 + 26 t27u29 + 19 t24u32 + 3t21u35 + 6t34u21 + 25 t31u24 + 40 t28u27 +
25 t25u30 +13 t22u33 +3 t19u36 +5 t35u19 +21 t32u22 +30 t29u25 + 38 t26u28 + 28 t23u31 +6 t20u34 +3 t36u17 +11 t33u20 +
36 t30u23 + 54 t27u26 + 37 t24u29 + 20 t21u32 + 7t18u35 + 9 t34u18 + 30 t31u21 + 44 t28u24 + 52 t25u27 + 39 t22u30 + 11 t19u33 +
t16u36 + 6t35u16 +18 t32u19 +49 t29u22 +70 t26u25 +52 t23u28 +29 t20u31 +12 t17u34 +15 t33u17 +42 t30u20 +58 t27u23 +
67 t24u26 +53 t21u29 +18 t18u32 +3 t15u35 +10 t34u15 +27 t31u18 +66 t28u21 +87 t25u24 +67 t22u27 +41 t19u30 +19 t16u33 +
t35u13 +23 t32u16 +55 t29u19 +73 t26u22 +83 t23u25 + 69 t20u28 + 27t17u31 +6 t14u34 +2 t36u11 +15 t33u14 + 36 t30u17 +
82127u20 4106 ¢34 423 + 84 121426 451 ¢18429 426 415032 4 3112435 45 34012 + 30 131 w5 + 67 128w 18 +89 125021 +100 £22024 4
83 t19u27 +35 t16u30 +10 t13u33 +t10u36 +4t35u10 +20 t32u13 +45 t29u16 +98 t26u19 +123 t23u22 +101 t20u25 +63 t17u28 +
32 t14u31 + 7t11u34 + t36u8 + 7 t33’LL11 + 38 t30u14 + 79 t27’LL17 + 103 t24’LL20 + 113 t21’LL23 + 97 t18u26 + 45 t15u29 + 13 t12u32 +
3t9uB5 + 734w + 2531012 4 56 128410 + 11325418 4 13822021 4 114 ¢19024 4+ 74416427 4+ 41 ¢13430 4 94104433 4 ¢3547 +
9132u10 + 47429413 489126416 + 114423019 + 127 120022 +109 1 T2 4+ 54 t1 1?8 + 17 t1 13! 4518031 4943308 + 30130 ! +
65127ul? 4124 24017 4+ 152421020 4126 18023 -84 £15020 4+ 47412029 + 1219052 423400 4123100 + 52 128012 + 97125415 4
126 1220 8 +138 t1902L +117 t16u24 462 t13u27+20 t10u30+- 7 ¢7u33 411 ¢32u7+33 129010473 126413 +130 ¢ 23016 4+163 t20u %+
13517022 + 91 ¢14025 + 5141128 4 14 ¢8u3l 15431 + 343345 + 1313008 + 56 427wl + 1021240 +130¢2 w7 4 145 ¢184,20 +
121 #15423 46712426 12219429 + 8 6432 411 3146 4+ 3512849 477 25412 4134 22415 4168 19418 4136 1621 +-96 t13u2% 4
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54 100,27 414 7030 414433 4436 + 350+ 31320t + 13 ¢2%u7 + 58 126410 4105 ¢23 013 + 130 ¢20u 16 4146 t1 7wl 4124 t14422 +
69 t11425 423 8428 4 85431 4113045 35 127u8 + 771244 + 13412144 + 168 t18 417 + 136 t15420 + 96 t12u23 + 54 19426 +
1415429 + 13032 + 435 + 313143 + 132846 +56 25w +102 122012 + 130 t1%u1® + 145 ¢16418 4121 ¢13021 467 10024 42247427 +
8t4uB0 + 11 ¢29ut + 332047 + 7323010 + 13020413 + 163 17wl 4+ 135 t14u!9 + 91 ¢11u22 4 51 18425 + 145428 + 2431 +
23042 + 122740 + 5242408 + 97214t + 126 ¢18 w4 + 138 ¢15ul7 4+ 117 ¢12020 4+ 629423 + 20626 4+ 743429 4 942843 +
302548 + 65220 4+ 124 t19u12 + 15216415 4+ 126 13018 4+ 84110021 + 47t w2t 4+ 1244027 + 2% 4+ 912602 + 472347 +
8920410 4 114 ¢17413 4127140416 4109 ¢11 01 + 54 t3u22 + 175425 + 542028 + 7127 w2 + 252445 + 56 ¢21u® + 113 ¢18u 1t +
13815014 + 114 ¢12417 + 7419420 + 41 t5u23 + 9¢3u26 + 28 + 742543 + 3812240 + 79¢194u9 + 103¢164w12 + 113¢183415 4
9710418 1 454702t 4+ 13¢%u2t 4+ 3tu?” 4+ 41264 + 20¢23ut + 4512047 4+ 98 417010 4 123 ¢14413 4+ 101 t11w16 4 638wl +
3265022 + 7t2u25 + 52402 + 3021 ub 4+ 67 t18uB 4+ 89 t15ul + 100 ¢12w 1 + 83 t%2ulT + 35 6420 4 10 t3u?3 4+ w26 4+ 2¢25 4
1512203 + 36 t19u0 + 821649 + 106 t13 412 4 84 t10415 + 51 t7ul® + 26 t2u2! + 3 tu2t + 1234+ 2320wt + 551707 + 73 14410
8311413 4169 t3u0 427 t5ul9 46 t2u22 + 102 w2 +27 1845 +66 t15u8 +87 t1 201 + 67 w1t +41 0417 +19 t3u20 + 15 ¢19u3 +
421640 + 581309 + 67 ¢10ul2 +53¢7Tw!® + 18 t4u'® + 3 tul + 6t 0u + 18t 17wt + 49 1447 + 70 11410 4528413 429 5416
1262019 491842 + 30 t15uS +44 #1248 +52 9wt +39 0014 +11 3417+ 420 +3¢19 +11 1643 +36 t13u6 +54 ¢10u + 37 ¢ w12+
20t4utd + Ttu!® + 5¢17u + 21 t14ut + 3011w + 38t8u10 + 28 tPu!3 + 6¢2ul0 + 6¢1%u2 + 25¢12ud 4+ 40 %48 + 258wl +
1330t + 307 +¢16 114 #1343 + 2041040 + 26 7w + 19 t4ul? + 3 tul® + 214w + 16 11wt + 281347 + 16 t5ul0 + 72013 +
Tt1202 + 12905 + 171568 + 11630t + 91003 +19¢7ub + 9t4u® + 3tu!? + 4t 1 u + 6 t3u* + 10 t°u” + 6 2010 + 5942 +
11t0ud+413u8 +2urt + 4104+ 3¢7ud +5t4ub +3 tu® +2t8u+ 7 tout +2 1207 + 1002 + 3 t3ud +ul + 4 t4ud +t2ut + 2 t3u2 +t2u+t

MG(t, u)g — t33u35 +t31u36 + t35u31 + 2t32u34 + 2t36u29 + t33u32 + t30u35 + 2t34u30 +4t31u33 + 4t35u28 + 3t32u31 +
3t29u34+4t33u29 +8t30u32+t27u35+7t34u27+6t31u30+7t28u33+2t25u36 +t35u25 +9t32u28+13t29u31 +3t26u34+
t36u23+12t33u26+11 t30u29+12t27u32+6t24u35+5t34u24+15 t31u27+20t28u30+7t25u33+t22u36+4t35u22+19t32u25+
19t29u28+19t26u31 +10t23u34+2t36u20+9t33u23 +23t30u26+30t27u29+13t24u32+3t21u35+10t34u21 +27t31u24+
30t28u27+30 t25u30+17t22u33+5t35u19+14t32u22 +35 t29u25 +42 t26u28+21 t23u31+7t20u34+16t33u20 +40 t30u23+
44t27u26 +40t24u29+26t21u32 +3t18u35+9t34u18 +23t31u21 +49t28u24+56t25u27 +31 t22u30+13t19u33+2t16u36+
2t35u16+25t32u19+53t29u22 +61 t26u25 +54t23u28+36t20u31 +9t17u34+t36u14+16t33u17 +32t30u20+64t27u23+
72t24u26 +44t21u29+18t18u32+5t15u35 +6t34u15+34t31u18+68t28u21+77t25u24+70t22u27+49t19u30+13t16u33+
t13u36+5t35u13+22t32u16 +43t29u19 +81t26u22 +90t23u25+57t20u28+26t17u31 +9t14u34+2t36u11+10t33u14+
46t30u17+84t27u20+93t24u23+86t21u26+62t18u29+20t15u32+2t12u35+7t34u12+29t31u15+57t28u18+97t25u21+
105220424472 19027435 116430 414 13433 43 35410415 132413 457 29416 4100 t26 w19 +110 t23 w22 4102 t20u25 +75 t 1728 4
27 14431 4 5411434 41183301 + 36 ¢30u1% +69 127wl 7 + 112424420 + 121 21423 487 18426 4 44 ¢154,29 119124432 4249435 +
5349 +21 3112 4+ 68 t28u 15 4+ 113 ¢25w 18 + 12222021 + 119419024 + 87 t16u27 + 33 ¢13 w30 + 710433 247436 415 ¢324,10 4
4329413 4 79¢26,26 1 125¢23419 4136 120422 + 98 17w 25 4 52¢144,28 4 23 #1131 348434 4 3645 4 73348 + 2530411 4
77270 4125124017 4+ 134 210420 + 130 ¢18023 4 96 15426 + 40 ¢1242% + 99452 4 3t6u3% 4 3440 + 18 ¢31 9 + 49128412 4
8925415 4136 22018 + 146 t19u21 + 106 t16424 + 59 13427 4+ 27 10430 4 447433 4 2¢350u% + 813207 428 129010 4 83 1264,13 +
133¢239,16 4144 £204,19 +136 17422 4102 14025 + 47 ¢1 128 + 11 803t + 35434 + 3305 + 203048 + 521271 4+ 95 ¢24414 4
140121417 + 155 18420 4111 ¢19u23 + 64 12420 + 3019029 + 55432 + 23403 + 913146 + 302849 4+ 87 ¢t25u!? + 136 t22u15 +
150t19u18+l40t16u21+107t13u24+49t10u27+11t7u30+4t4u33 +t32u4+22t29u7+53t26u10+94t23u13+143t20u16+
159 17019 + 113 14022 + 6511425 + 328028 + 6 t5u3l + 2133 w2 + 930045 + 3027 w8 + 87240 4+ 136 t21ul? + 150 t18u 17 +
14015420 4+ 107 t12023 4+ 49 19026 4+ 11 15029 + 4 ¢3u32 + 3143 4+ 202840 4 5212549 + 9522012 4 140 t19u 15 4 155 ¢164,18 4
111 1302t 4+ 64 t10u24 + 307 w27 + 5t4u30 4+ 2320 + 8 2% + 28 t2647 + 83123410 4+ 133 20013 4 144 174,16 4 136 t14u19 +
10211022 + 478025 4+ 11 ¢t5u28 + 31203t + 13042 + 181275 4 49 12448 + 89 211t 4 136 t18ul? 4 146 t15u17 4+ 106 t12420 +
59 t9u23 427 16126 + 4 13429 31 472843 4252508 47742209 4125 t19u12 + 134 ¢16415 4130 13418 + 96 ¢10421 440 ¢7 w24 +
94427 +3tuB0 +15 2644 +43 12347 +79 120410 4125 t1 7418 4136 t 14416 498 t1 1419 452 18422 423 t9u2P +-3 t2u28 + 51272 +
212445468 ¢2 w8 +113 ¢18 01t +122 ¢354 14 4119412017 4+ 87 19420 +33 t0u23 + 7 3420 +2 429 +11 2503 +36 t22u0 +69 t19u9 +
112¢169,12 4121 ¢13415 4+ 87¢10018 4+ 44 ¢70u2! + 191424 + 2tu?™ + 3¢26u + 152830 + 572047 + 10017010 + 110 ¢14ul3 +
102 t11 26 475 18019 427 t5u22 45 12025 47 12402 429 t21 S +-57 t18uB +97 t15u 11 4105 t120u 14 472 19017 435 t6u20 414 3423 4
2125 4102203 4+ 46 t19u8 + 84 t16u® + 93¢13412 + 86 t10ul® + 6217 u!® + 20 w3t + 2tu?? + 523w 4 221200t + 431707 +
8114410 490 ¢ 1113 457 3416 426 549 +9t2u22 46 t21u2 + 34 t18uP +68 t15uB + 77 12411 +70 944 +49 16017 413 3020 +
w23 +1t22 416 t190u3 + 3241008 + 64 t13u% + 72410412 4 44 ¢tTu5 + 18 t*ul8 + 51wl +2¢20u + 251 Tut + 53 ¢14u7 + 61 11410
543413 4+ 36 t9ul6 + 92419 + 9¢18u2 + 231505 + 491208 + 56 t%ul! + 31 t6ul? + 131307 + 2420 + 16 ¢16u3 + 4013wl +
441049 440t 02426 t4ut® +-3 tu 8 +5 11T u+14 t14ut 435 t11 0T +42 3410 421 P u B3 + 7 200 410 ¢15u2 427 t12u5 430 t2uB +
30t0uM +17 30wl +2¢16 4941343 +23¢10u0 + 307w + 13 t4ul?2 + 3 tw!® + 4t 14 u+19 ¢ ut +198u7 +19 5410 +10 2013 +
581202415 %05 +20t0uB + 73wl 4l 4413 41241043 +11 ¢+ 12 420w + 6 tul 2+t w4+ 9 30t +13 89"+ 3 2w 104+ T t9u2 +
6t8ud +7t3u+2ult +4tTud +8t4ub +tud +4t8u+3t9ut +3t2u" +2t8u2 +4 t3uS +2¢7 +t4uS +tuS + P u+2 t2ut +ud +tud

MG(t7 u)g — t36u32+t34u33+t31u36+2t35u31+2t33u32+3t30u35+3t34u30+t31u33+t28u36+t35u28+5t32u31 +5t29u34+
7t33u29+3t30u32+2t27u35 +3t34u27+9t31u30+9t28u33+3t35u25+12t32u28+7t29u31 +5t26u34+3t36u23+7t33u26+
14t30u29+15t27u32+2t24u35+6t34u24+18t31u27+13t28u30+10t25u33+t22u36 +6t35u22+13t32u25+23t29u28+
22t26u31+7t23u34+11t33u23+27t30u26+22t27u29+15t24u32+5t21u35+11t34u21 +21t31u24+35t28u27+33t25u30+
11t22u33+2t19u36+t35u19+19t32u22+39t29u25 +33t26u28+23t23u31+10t20u34+2t36u17+18t33u20 +30t30u23+
49t27u26 +47t24u29+19t21u32+3t18u35 +6t34u18+29t31u21 +52t28u24 +48t25u27+34t22u30+17t19u33+6t35u16+
26t32u19+42t29u22+65t26u25+62t23u28+28t20u31 +8t17u34 +t36u14+10t33u17+40t30u20+67t27u23+64t24u26+
45t21u29+25t18u32+3t15u35+11t34u15+34t31u18+56t28u21 +84t25u24+79t22u27+38t19u30+13t16u33 +3t13u36+
3t35u13+15t32u16+54t29u19+83t26u22+79t23u25+59t20u28+34t17u31 +6tl4u34+16t33u14+46t30u17+71 t27u20+
100t24u23+96 t21u26+51 t18u29+19t15u32 +6t12u35 +6t34u12+23 t31u15+67t28u18+98t25u21 +96 t22u24+73 t19u27+
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44t16u30+10t13u33+t35u10+22t32u13+56t29u16+88t26u19+115t23u22+113t20u25 +65t17u28+25t14u31 +8t11u34+
t36u8 + 10t33u11 + 30t30u14 + 80t27u17 + 115t24u20 +110 t21u23 + 87t18u26 + 53t15u29 + 15t12u32 + t9u35 + 3t34u9 +
27 131412 466 28 w15 +102 t25u 8 4131 t22021 4128 19024 + 76 16427 432 ¢13 4,30 412 410433 43 ¢354, 7 4124320410436 £2%u 13 +
9126416 + 130¢23019 4+ 121 t20u22 + 971 7u?5 + 62 ¢t14u2® + 20 ¢ 13t 4+ 28434 4 3605 + 413348 + 331304 4 7427414 +
112424017 + 143 214,20 4 141 ¢18423 4+ 86 t15u26 + 37 ¢12029 + 15 9432 4 0435 + 3134046 + 1563100 + 44 28412 498 125415 +
139¢22018 + 1311942 + 107 16424 4+ 68 ¢13u27 + 2310430 4 37433 4+ 1430 + ¢3%u?t 4+ 5¢3207 4+ 37129010 4 8126413 +
11823416 4+ 153¢20419 4149 17422 + 95 ¢14025 4+ 42 411428 4 178431 +2¢0u3% + 43345 + 1743008 +48 27411 +104 t240 4 +
145 2117 4138 ¢18420 4112 ¢15023 472 124,26 126 190429 +3 1032 43435 +34 03 +-6 131 ub 440 12802 4+-84 t25 w12 +121 ¢224, 15+
161 19018 4153 16421 496 ¢13424 4 44 ¢104,27 4197430 + 24033 + 53204 + 1729047 +49 26410 4107 ¢23013 4 148120416
140 17019 4114 t14422 474 11425 427 8028 4 5431 12034 +433 42 46 t30uS +40 t27uB + 84 2441 4121 21wl +161 1817+
15315020 4+ 96 112423 4+ 44 19026 + 1916129 + 23432 + 4¢3 03 + 1712800 + 4812549 + 104 £22412 4 14519415 413816418 +
112183421 472410424 426 t7 w27 + 3 t4u30 + 133 44320+ 5¢29ut + 372607 +81 ¢23410 4+ 118 20413 4153 17416 4149 t144 19 +
95 11422 + 428425 + 17528 + 2¢2uB! + 33002 +15t27ub + 44 12448 + 98 t21 1t + 139 ¢1841% + 131 ¢150 17 + 107 ¢12u20 +
68t9u23 42316026 4 33029 4+ B2 4131 4 42843 43312560 4+ 7412200 + 112 ¢19%012 + 143 ¢16415 141 13418 + 86 ¢10421 +
37t Tu?t +15 4?7 +tu0 + 3 129U+ 121204t +36 12347 491 120410 4130 t1 7w 8 4121 14410 + 97 11419 + 62 18122 + 20 tPu5 +
2t2u28 + 312702 +27 12445 466 t21uS +102 1841 4131 15014 +128 t12417 + 76 19020 + 32 18423 + 12 ¢34 +¢28 4102543 +
30t22u8 + 801942 +115¢16412 4110413615 + 87 10418 453 t7w2! + 15 t4u24 4+ tu2” + 1264+ 22230 + 56 t2047 + 88 ¢174,10 4
115140134113 11416 465 18019425 19122 +-8 12425 +6 124042 4+-23 21 wS 467 11848 +98 t15u11 496 $12414 4 73 19417 +44 6420
10 t3u23 416 62243 + 46 t19u0 + 71 1642 4100 t13 412 496 t10u15 4+ 51 t7ul® + 19 t4u2! + 6 tu?t +3t23u+15t20ut + 54 ¢1 747 +
83114y 10479 ¢4 18 4 598416 434 tPu 1946 12422 + 11 2 w2 +34 t18uP + 56 t15uB +84 t120 11 4+ 79 19014 + 38 0417 +13 13120+
3u23 4422 110t194u3 + 40 10wl + 67 ¢330 +64 11042 + 45t w15 + 25 t2 08 + 3 tu?t +6 t20u+26 t1Tut + 42 t14u7 4+ 65 11410 +
628413 + 28 t9ul0 + 8¢2ul® + 6¢t18u? + 291545 + 52¢12u8 + 48 t%ul! + 346wl + 173017 + 2419 + 181643 4 30¢13u8 +
491049 4477412419 205 43 tu S+t 7 u+19 1444439 11147 +33 t8ul0 423 tPul3 +10 1216 +11 t15u2 421 t12u5 435 tus +
3360 11830 42wl T + 11 418303 + 27 11008 +22 470 + 15 t4ul2 + 5 tul® + 6 t14u+ 13 1 1wt +23 847 +22 15410 + 72413 4
6t12u2 +18t%uS +13t0u8 + 103wl + wl? +3¢13 + 71043 +14¢7u0 + 15 ¢4 + 2 tul2 + 3t u+ 12 t8ut + 7 t%u” + 52010 +
3t9u24+9t0uS+9 83U +7t7ud +3t4ub +2tu® +t8u+5t5ut +5t2uT + 3 t0u? + 3 ud +ul + 2 t4ud +3 tub + 2 tdu+t3u2 +ud +t4

Mea(t, u)io = Mg (u, t)o
Mg(t, u)11 = Mg (u, t)7
Mc(t, u)12 = Mg(u, t)s

MG(t, u)13 — (t30u26 +t27u29+t28u27+t25u30+3t29u25 +3t26u28+t30u23+2t27u26+3t24u29+7t28u24 +6t25u27+
t22u30+3t29u22+6t26u25+7t23u28+12 t27u23+12 t24u26+2t21u29+7t28u21+12t25u24+13t22u27+2t29u19+20t26u22+
19t23u25+7t20u28+t30u17+15t27u20+19t24u23+22t21u26+3t18u29+6t28u18+30t25u21+28t22u24+13t19u27+
4t16u30+6t29u16+22t26u19+29t23u22+32t20u25+6t17u28 +4t30u14+11t27u17+42t24u20+41 t21u23+20t18u26+
9t15u29+9t28u15+32t25u18 +40t22u21 +44t19u24+11t16u27+t13u30+7t29u13+18t26u16+55t23u19+52t20u22+
30t17u25+13t14u28+15t27u14+43t24u17+48t21u20+56t18u23+18t15u26+3t12u29+12t28u12+27t25ul5+68t22u18+
63t19u21 +37t16u24+21 t13u27+t29u10+24t26u13+50t23u16+57t20u19+68t17u22+27t14u25+7t11u28+t30u8+
1827t 32124014 4 78421417 4 72 4184,20 4 42 415423 4 29 ¢124426 - 249429 + 5128w + 32425412 + 60 £22015 4 63 ¢19u!® +
75t16u21+35t13u24+12t10u27+t7u30+3t29u7+24t26u10 +40t23u13+84t20u16+78t17u19+52t14u22+36t11u25+
6t8u28 +t30u5+8t27u8 +40t24u11 +67t21ul4+65t18U17+81 t15u20+44t12u23+16t9u26 +3t6u29+5t28u6+30t25u9+
47t22u12+90t19u15+80t16u18+58t13u21+45t10u24+7t7u27+t4u30+2t29u4+9t26u7+49t23u10+71 t20u13+65t17u16+
86 tMu!9 450 11 w224+ 21 t3u?® +4 5u?8 6427w +35 1218+ 53 121 495 ¢ 18411 48411501 T4+ 63 112020 +51 9023+ 95420 +
3029 + 22843 41242566 4+ 50 1220 + 75 t190!2 + 66 t16u !5 + 89 t13u 18 4 54 £104,21 42317024 +5 t4u27 + 7¢20ut 436 2307 +
55120010497 ¢17418 4+ 85 114416 466 111019 +50 8022+ 11 t5u2® +t2u28 +2127u2 +12124u5 +50 121 uB + 75 t18u 11 166 ¢ 15u 4 +
89112417 454 19020 +-23 t6u23 + 513126 +6 12503 + 35 1225 + 53 1909 + 95 £164,12 - 84 134,15 463 110018 451 ¢ 2! +9 14024 4
tu274+2120u+9¢23ut +49 12007+ 71 417010465 t144 13486 t1 1016 450 t3ul0+21 tPu22+4 120425 +5 12442+ 3012 S+ 47 ¢18u8 +
90t15u11+80t12u14+58t9u17+45t6u20+7t3u23+u26+t25+8t22u3+40t19u6+67t16u9+65t13u12+81 t10u15+44t7u18+
16 t4u2! + 3tu?t + 31230 4 24 120u + 4017w + 8414410 + 7811013 + 5218010 + 36 tul® + 61222 + 512 u? + 3241845 +
601508 +63 120 475 1% +35 50T+ 1243020 4423 41221 18 11903 43241600 478 ¢13u0 + 72410012 4 424705 429 ¢ +
2tul + 204 + 24174 + 50 1407 + 57 t1 w10 + 68 t8ul3 + 27 %ul0 + 712019 + 12¢18u2 + 27 ¢15uB + 68 t12u8 + 63 2wl +
3710014 421 13017 4+ 1581643 + 4341308 4 48 11009 4+ 56 t7u'? + 18 t*ul® + 3tu'® + 717w + 18 14wt + 5511 w7 4 523410 +
305wl + 132016 4941542 4+ 3241245 140 t9u8 +-44 104t + 11 3014 417 4+ 4416 11 #1343 + 4241046 441 709 420 t4u12 +
9tul® +6 t14u+22t 1 ut 429 1347 +3215u10 46 t2u!3 46 t12u2 + 30 t9uS +28 t0uB +13 13wl 44 M 413 41541043 4197wl +
22409 +3tul? + 241 w4+ 20 30t + 19 t5u7 + 712ul0 + 71902 + 124005 + 13308 + 1247 w3 + 12 %8 +2tu® + 3t3u+6t0ut +
742uT+7 50246 3uS+ul+17 42t +3 tuS+3 tSu+3 2ut 3 u2+uS +t Hiud) (ut —u? +1) (2 4+1) (1 -2+ 1) (u? +1)

MG(t7 u)14 — (t29u28+t30u26+2t28u27+2t29u25+2t26u28+5t27u26+2t24u29+5t28u24+5t25u27+3t22u30 +t29u22+
10t26u25+4t23u28+2t30u20+11t27u23+9t24u26+7t21u29+5t28u21+18t25u24+9t22u27+t19u30+6t29u19+18t26u22+
17t23u25+11t20u28+2t30u17+9t27u20+28t24u23+16t21u26+3t18u29+12t28u18+28t25u21+25t22u24+19t19u27+
5t29u16+15t26u19+42t23u22+25t20u25+7t17u28+18t27u17+40t24u20+33t21u23+29t18u26+3t15u29+9t28u15+
24t25u18+53t22u21 +34t19u24+13t16u27+2t13u30+2t29u13+27t26u16+50t23u19 +46t20u22+39t17u25+9t14u28+
t30u11+17t27u14+31t24u17+65t21u20+45t18u23+18t15u26 +6t12u29+6t28u12+36t25u15+60t22u18+55t19u21+
52t16u24+13t13u27+2t10u30+5t29u10+24t26u13+38t23u16+76t20u19+53t17u22+27t14u25+10t11u28 +3t30u8+
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11t27u11 +47t24u14+71 t21u17+61 t18u20+63t15u23+20t12u26 +3t9u29+7t28u9+33t25u12 +48t22u15 +83t19u18+
61t16u21 +35t13u24+16t10u27+5t29u7+16t26u10+58t23u13+76t20u16 +68t17u19+70t14u22+28t11u25+6t8u28+
1062708 + 41 2401 4+ 532114 4+ 88 t18ul7 + 69 t15120 4 42412423 + 2249026 4 6429 4 712840 4 2212509 + 66 t22ul2 +
81 t19u15 + 69t16U18 +81 t13u21 +32 t10u24 +9t7u27 +t4u30 + 14t26u7 +46 t23u10 +58 t20u13 +92t17u16 +72t14u19 +
4911022 1 26 342542528 + 812705 423 12408 + 71 ¢21 411 484 118414 469 t15u17 85 112420 + 3719423 412 16020 4+ 243429+
12843 4152540 +51 12249 +62 19412 + 90 16015 + 76 t13 4,18 451 ¢10u21 4+ 29 ¢7 w24 + 24427 4+ 9 ¢26 4% + 2312307 + 73120410
8517413 470 ¢14 016 485 11419 440 t8u22 +13 t5u28 +2 2428 +127u2 +15 2445 4+ 51 121w 462 t 1801t +90 ¢15 414 476 t120 17 +
519120 4+29 6423 42430426 4 8 ¢25¢,3 + 2312208 + 71 ¢19u + 84 ¢t164,12 4 69 ¢t13015 485 ¢104,18 137 ¢Tw2! + 124424 + 2 tu?” +
142342 446 12047 + 58 117010492 $144 13 472 411916 4 49 3419 426 t5u22 +2 12425 4+ 7 12402 +22 2145 466 t18uB +81 t154 1 +
691201 481194l + 325420 + 93123 + 420 + 10 ¢22u3 + 41 190 + 53 t16u9 + 88 ¢t13 412 4 69 t104 15 + 42 ¢7w18 4+ 22 t4u2! +
tu?t +5¢230 4+ 16200 + 58 t17u7 + 76 t14u10 + 68 t1 113 4+ 70 t3ul6 + 28 t5ul® 4+ 612122 + 7t2 w2 4 331845 + 48 ¢15us +
8312411 4 61 t9ut + 350417 + 16 t3u20 +3¢22 + 11 ¢1%3 + 471600 + 71 134 + 61 ¢10u12 + 63 ¢7 w5 + 20 t4u 8 + 3¢u?! +
5t20u 4+ 24 1Tyt + 38 t1447 + 76 11410 4538413 4275416 4102619 +6 1842 + 36 t15u® + 60 t12u8 + 55 t9ult + 526414 +
133wl 4+ 2420 +¢19 11741643 £ 311340 + 65104 + 45 t7ul? + 18 t*ul® + 6 tul® + 2t 7w+ 27 t14ut + 50 t1 1 w7 + 46 t8u 10 +
39t5ut3 4912416 4941542 424 ¢1245 + 53 t%uB +34 104 +13 3w 42417 +18 1343 +40 1048 +33 t7u® +29 t1ul2 + 3 tuld +
5t14u 4+ 151 ut 442347 + 255410 + 712013 + 1241242 + 28 945 + 25 t0uB + 193wl 4+ 2413 + 941043 + 28 ¢7ub + 16 t4ud +
3tul?2 +6t1 1 u+18t83ut +17t%u” + 11 1200 + 5942 + 18845 +9t3us + 1l +2¢10 411 ¢t w3 +9 ¢t*ub 4+ 7 tu® + t3u+10t5u* +
4207 +5t5u2 4+ 53uP +3ul +5 t4ud +2tub + 20 u+ 22wt + 230+t +%u) (vt — w2 +1) (2 4+1) (-2 +1) (u? +1)

Mg(t, u)15 — (t28u30 +2t27u29 +t28u27+t29u25 +4t26u28 +t30u23 +4t27u26 +t24u29+3t28u24+8t25u27+5t29u22+
81264425 14423428 1-3¢304,20 1 6427423 1151249426 134214429 481280421 41525424 19422427 42419430 16429019 413 ¢26422
24t23u25 +8t20u28+14t27u20+25t24u23+14t21u26+6t18u29+11t28u18+22t25u21 +37t22u24+13t19u27+2t16u30+
t29u16 +23 t26u19 +34 t23u22 +24 t20u25 +11 t17u28 + 2t30u14 +19 t27u17 +29 t24u20 + 50 t21u23 +21 t18u26 +3t15u29 +
6t28u15 +33t25u18 +47t22u21 +33t19u24+18t16u27+6t29u13+27t26u16 +39t23u19 -‘rﬁl t20u22 +30t17u25 +8t14u28+
2130011 110627 + 43 124017 + 59 21420 4 41 ¢18423 4 2715426 4 3412429 4 1128412 4 36 125015 + 48122418 + 74419421
37t16u24+14t13u27 +3t10u30+5t29u10+15t26u13 +56t23u16 +66t20u19+50t17u22 +36t14u25 +6t11u28+16t27u11+
47t24u14+55 t21u17+84t18u20 +48 t15U23 +21 t12u26+7t9u29+8t28u9+24t25u12 +63t22u15+73 tlguls +56t16u21 +
47t13u24+10t10u27+t7u30+t29u7+23t26u10+55t23u13+62t20u16+91t17u19+58t14u22+29t11u25+9t8u28+13t27u8+
3024411 + 72421414 4 78 ¢18417 4+ 6015420 + 56 t12u23 4+ 14 19426 + 246129 4+ 312840 4 2825w + 63122012 4 66 t1%u15 +
9716418 1 65 t13 02! 4+ 3410424 + 13 ¢7u27 4+ t29u? + 16 12647 + 34123410 4+ 81 ¢20413 4 77417416 4 64 t14019 + 63 ¢11 022 4
198125 + 35428 4+ 3042 + 542745 + 322448 + 68 t2 w1l 4+ 67118414 + 99 ¢15417 4+ 6912420 436 t9u23 + 150426 42843 +
18 t25u8 43912249 + 821912 4 78 t164 15 466 t13u18 + 67 t10u2! + 20 tTu24 + 4 t4u?” + 129U+ 512644 434 12347 + 68 204,10 +
70t w3 497 14416 172 11419 139 8422 415 15420 + 12028 +¢27u2 + 18 t24ub 439 2148 482 1841 478 15414 466 t12417 +
6719420 + 201523 + 43026 + 128 4+ 52543 4+ 3212200 + 68 t19u2 + 67 t10u12 + 99 ¢13415 4+ 6910418 4 36 t7u2! 4+ 15 t4u2t +
1260 +16 230 + 342007 + 81 t1 7010 + 77 14418 464 t1 110 + 63 t8ul® + 195422 + 32425 +3¢24u2 + 28121 u® + 63 t18u8 +
661501l + 97812414 4+ 6519417 + 3416020 4+ 133423 + 1312203 4+ 30190 + 721649 + 78 t13 012 + 60 ¢t10ul® 4 56¢7w1® +
14 442! 4+ 2tu? + 230 + 231200 + 551707 + 6214010 4 91 ¢11 413 4 58 18416 205419 4 912022 4 8¢21u2 4 24 1845 +
6311548 + 7312011 456 t%ul? + 47 t0ul7 +10t3u20 + w23 + 16 t190u3 + 4711600 + 551349 + 84110412 4+ 487415 4 21 ¢4 18 +
Ttu2l +5t20u 4+ 151 7u* + 56 1407 + 66 t111wl0 + 50 t3ul3 + 36 t5ul6 + 6 12wl + 11 t18u2 + 36 t15u5 + 48 t1208 4+ 74 tu !l +
37t0ult 414 30wl +3u20 42419 410 ¢10u3 +43t13u0 + 59 ¢1009 441 742 + 27 t2u5 + 3 tut8 +6 t1Tu+ 27 14wt +39 t1 107 +
613410430 % w13 +8t2ul0 +6 t15u2 +33 1205 +47 1948 +33 10011 +18 13014 +2¢16 419 ¢1303 +29 t1040 + 50 7w +21 t4ul2 +
3tul® +t14u 4+ 231wt + 341347 + 2415010 + 1142018 + 11 #1202 +22¢9uP + 3715w + 13 3wl + 2014 + 141043 + 257 w6 +
14t*u® +6tul2 +6 1 u+ 138 ut +24 947 +8t2ur0 +8t9u2 + 15005 +9t3uB + 2011 + 3410 46 t7ud + 15 t2ub + 3 tu + 5 t3u+
8tPut+412u"+310u? +8 t3ud +t" + 4t ud +tub +tdu+a Put +t3ul 42 tud +u?) (ut —w? +1) (22 +1) (t* -2 +1) (u? +1)

Mc(t, u)16 = Ma(u, t)is

MG(t7 u)17 — t29u27+t26u30+t30u25+t27u28+3t28u26+3t25u29+3t29u24+2 t26u27+t23u30+t30u22+6t27u25+7t24u28+
7t28u23+6t25u26+3t22u29+2t29u21 +12t26u24+12t23u27+13t27u22+12t24u25+7t21u28+7t28u20+19t25u23+
20t22u26+2t19u29+3t29u18+22t26u21 +19t23u24+15t20u27+t17u30 +4t30u16+13t27u19+28t24u22+30t21u25+
6t18u28+6t28u17+32t25u20+29t22u23+22t19u26 +6t16u29 +9t29u15+20t26u18 +41 t23u21 +42t20u24+11t17u27+
4t14u30 +t30u13+11t27u16 +44t24u19 +40t21u22 +32t18u25+9t15u28+13t28u14+30t25u17+52t22u20 +55t19u23+
18 t16u26+7t13u29+3t29u12+18t26u15+56t23u18+48t20u21 +43t17u24+15 t14u27+21 t27u13+37t24u16+63t21u19+
68t18u22+27t15u25+12t12u28+7t28u11 +27t25u14+68t22u17+57t19u20+50t16u23 +24t13u26 +t10u29+2t29u9+
29 t26u12+42 t23u15+72 t20u18+78 t17u21+32 t14u24+18 t11u27+t8u30+t30u7+12 t27u10+35 t24u13+75 t21u16+63 t18u19+
60t15u22+32t12u25+5t9u28+6t28u8+36t25u11+52t22u14+78t19u17+84t16u20+40t13u23+24t10u26+3t7u29+3t29u6+
16t26u9+44t23u12 +81 t20u15 +65 t17u18 +67t14u21 +40 t11u24+8t8u27 +t5u30+t30u4+7t27u7+45 t24u10 +58 t21u13+
8018416 + 9015019 + 47 12022 4 30 t9u25 + 50128 4+ 442845 + 212548 4+ 5022011 + 86 t1%u 1% + 6516417 4 71 ¢13420 +
4910423 1 947426 1244429 412943 4912646 4+ 5112349 +63 120412 + 84 117415 + 95 14418 453 ¢11421 435 8424 4+ 6 ¢Pu27 +
527yt +23 12407 454 21410 + 89 ¢184,13 466 ¢t15w16 + 75 12419 + 50 19122 + 12 t0u25 + 2 t3 028 + 42842 + 11 t25u® +50 ¢22u8 +
66 194l 4+ 8516414 4 9713417 4+ 5510420 4 3617423 + Tt4u26 + 512643 4+ 23¢23ub + 542049 + 891712 + 66 t14ul® +
7511418 150 3421 41285024 + 212027 +2Tu 4+ 9240t +51 ¢210 7 + 63 18410 484 ¢15413 49512416 4 539419 4 3516422 +
6t3u25 +4 12502 +21 t22u5+50 t19u8 +86 t16u 11 465 t13u14 471 t10u17 449 17420 49 w23 + 2 tu20 126 4 712343 445 2045 +
58 1749 +80 114412 4+90 t11 415 447 348 430 t5u2t +5 t2u24 + 31244+ 16 t21ut + 44 t184,7 +81 15410 4+ 65 t12013 4+ 67 t9ul6 +
401509 +8¢3u?2 + 45 4+ 612242 + 36 t19u5 + 521608 + 78 ¢13 01l 4 84 ¢10414 4 40 ¢ w7 + 24 t2u20 + 3 tu?3 4+ 23 + 122043 4
351748 + 75 t14u% +63 t11ul2 460 13615 + 32 t5ul® + 512421 42121+ 29 ¢18 4t 442 #1547 + 72412410 4 78 19013 4326416 +
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18 t3ul9 +u22 471942 427 160 +68 t13uB +57 10wl 450 t7 w4 +24 4wl 4 tu20 +21 117w 437 t14ub +63 t1 1w +68 t3ul2 +
27 t5uld + 122418 + 31184 + 18 t15u% + 56 11207 + 48 t9ul0 + 43 t6u 13 + 15 ¢3u16 + 1341602 + 30 ¢13u5 + 521048 + 557wt +
18 t4ult + 7t ™ + 17 411 143 + 44 1108 + 40 t3u® + 325612 + 912415 + 9150 4+ 20 ¢12ut + 41 t9u7 + 428010 11 3013 +
4ul04+6¢183u24+32¢10u% +29¢7uB +22 t4ull +6 tult +4 ¢4 +13 ¢ w3 +28 t8ub+30 t5u? +6 t2ul? +3 1124+ 2294t +19 047+
153010 4+ w13 4+ 71042 +19¢7ub + 20 t%4u® 4+ 2t + 13 8u3 +12¢%u8 + 7120 + 2% + 1200t + 128307 + 7 tTu2 + 6 t2ud +
3tul+t84+6 tPul+712uS+3 t0u+2 3 ut +u T+ 3 112 +3 P+ + 2B B utut) (ut —w? +1) (2 4+1) (P -2+ 1) (u? +1)

Mg(t, u)18 = Mg(u, t)14

Mg(t, ’LL)19 — (t17u17 + 2t16’u,16 + 5t15u15 + 2tl6u13 + 2t13u16 + 2t17u11 + 10t14u14 + 2tllul7 +3t18u9 +4tl5u12 +
4t12u15+3t9u18+5t16u10+13t13u13+5t10u16+5t17u8+5t14u11+5t11u14+5t8u17+6t15u9+20t12u12 +6t9u15+
TH1047 4 9¢183410 4 9410413 4 747416 4 91448 4 29411411 4 93414 + 10¢15u0 4+ 124120 + 12912 + 100415 + ¢16u% +
1018307 +34 10010 110 ¢7u 8 + 2010 + 117w +11 t14uP +10 t1 1 w8 + 10 80 +11 tPu + 42017 + 241543 481246 +33 1949 +
80412 423415 4164 + 11 ¢13u% + 101007 + 10¢7 w10 + 11 t%u?3 + tul6 + 1442 + 1011w’ 4 34 t3u8 + 10 t5ult 4+ 2414 +
101203 + 128948 + 120w +10t3u!2 +9¢10ut +29¢7u” + 9t4ul0 + 71 u2 + 9t8u® + 9t%ud + 7t2ult + 6 t9u3 +20t8u6 +
6t3ud+5t0u+5t7ut +5t2u" +5tul0+5t3u2 +13 t°uS +5t2ub+3 19+ 4 t0ud +4 3 ub + 3w +2t7u+ 10 trut +2 tu” +2 t5u2 +
26205 + 51303 + 20202 + tu) (6 — 13 +1) (w8 —ud + 1) (t+ 1) (u —u2 +1) (2 +1) (¢* =2 +1) (2 — t +1)% (u + 1)
(u2 —u—+ 1)2 (u2 + 1)

MG(t, u)20 — (t15u18 +t16u16 +t17u14+3t14u17+2t18u12 +2t15u15 +3t16u13+5t13u16+5t17u11 +3t14u14+4t15u12+
10¢124,15 48416410 4 64134413 4 3¢109,16 L #1411 117411914 1 348417 4 13¢1549 + 84120412 4 69015 + 246418 1241647 4
1013010 421410413 4 5¢7416 4+ 241705 + 18 ¢14uB + 1011wt + 580wl + 3t5ul7 4+ 1843 + 4¢15u8 + 1241209 + 26 t9ul2 +
419015 4+3¢1644 19 ¢80T+ 15 ¢10010 46 ¢7Tul3 +4 2016 #1702 43 ¢14u5 + 15 11w +31 8w + 6 toult +2 ¢15u3 +20 t1206 +
18t9u° + 81612 + 5345 + #1064 4+ 3¢13ut + 151007 + 31 ¢t7ul0 + 6 t2ul3 + 3 t14u2 + 191145 + 15t8u8 + 6 t5ult + 442414 4
t15 4441203 4128900 +26 009 +4 302 421830+ 18104t +10 7w + 5 t4ul0 +3 tul3 + 211 w2 + 10 t3u® +21 tOud + 5 t2ull +
13t9u3 +8t0ul +6 3w +2u2 +6t7ut +17t4u7 +3tul0+8t3u? +6 tPu® + 3 t2ud + 4 t0uB + 10 t3ub + 5t u+3 t*ut + 3 t5u? +
5t2u® 4+ 20 + 23u3 + thu + 3tut + 120 +ud) (0 — 3 +1) (u® —ud +1) (¢t +1)% (ut —u +1) (2 +1) (t* -2 +1)

(2 —t—l—l)z(u—i-l)2 (w2 —u+ 1)2 (u?2+1)

Mg(t, uw)21 = Mg (u, t)20

MG(t, u)22 — (t17u16 +t15u17+3t16u15 +t13u18 +t17u13+2t14u16+2t18u11 +6t15u14+3t12u17+3t16u12 +4t13u15+
3t17u10+10t14u13+6t11u16+4t15u11 +6t12ul4+t9u17+6t16u9+14t13u12 +9t10u15+2t7u18+2t17u7+6tl4u10+
8t11u13 + 3t8u16 + t18u5 + 9t15u8 + 16t12u11 + 12 t9u14 + 3t6u17 + 3t16u6 + 7t13u9 + 9t10u12 + 4t7u15 + 2t17u4 +
121447 + 18 11010 + 15¢8u13 4+ 55410 + 441545 + 91248 + 10190t + 6t6ul? + t3ul7 + 31643 + 1413406 + 18 ¢10u9 +
16t7ul2 + 6 t4ul® + 4t14ut + 8¢ u” + 9t3ul0 + 6t5uld + t2ul® 4 3¢15u2 + 14¢120° + 18¢%u8 + 16 t8ull + 643wt +
41343 + 91040 + 107w + 62wl + tul® + 2¢Mu + 1241 ut + 18347 + 15 w0 4+ 542413 + 31242 + 7194 + 9¢0ud +
43uM 13 941043 116t w8 +12¢4u® + 3tu!? + 2t u + 6 t3ut + 8t5u” + 3200 +6t%u2 + 14 t5u® + 9t3ud + 2wl +
4t7uB +6t*ub +tu® +3t3u + 10t%u? + 6 t2u” + 3t%u + 413u + 217 + 6 t4ud + 3tul + tPu + 2¢%2ut + 33U + Ul + tud +
2u) (18 — 3+ 1) (ub —ud 4+ 1) (ub +u® +1)% (5 + 3 +1)°

Mc(t, u)2s = Mg (u, t)22

La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

Pg(t, 0)o = Pg(0, t)g =

—t18—t36—1
(t—1)3 (6 —34+1) (2 +t+1)3 (t+1)2 (12 41) (¢4 —12+1) (12—t 4+ 1) 2 (£ +£3+ 1)

C.4 Type H

D)= (t—1* (@ +t+1) (t* +2 + 2 +t+1) (¢ +1)2

My (t, u)o = t8u8 +t8u7 +t7ud + 2¢7u7 — t8ud + t7ub + 1647 — t3ud — t8ut — tTud 4 216u8 — 100" — t4u® — t8ud — 247wt +
10U 4+ tPub — 24T — t3ud — tTud + 4¢%ud — 3u” + t8u + tTu2 + t0uB + 5t%ut + 514U + t3ul + 20" +tud + 18 +2tTu +
21642 + 4503 + 8ttut +4t3ud + 21208 + 2t + ud +¢7 + tu + t9u? + 5t*ud + 530t + 1208 + tub + U — tPu+ 4303 —
tu® —t5 — 2ttu + t3u2 + 1203 — 2tut —ub —tr —BBu+ 26202 —tud —uwt — B+ PuF+tuZ — S+ 2tut+t+u+1

My (t, w)1 = (t5u3 + tPut + t4u® + 3ub + 2ud + t4u? + 3ud + 12u? + 120 + t4u? + 2ut + thu + tut + Bu+ 2u? + tud +
B+ 2u+tu? +ud) (WP +u+1) (B2 +t+1)

M (t, w)a = (t5u® + t5ub + t9u® — 18u3 — 3uS — t3u3 + t4ut — t3u® + t8u + 2t*u3 + 213u? + tul + t5u + t*u? + 4 3u +
2ut +tud® 4+ 15 4 283U + 21203 +ub — Bu 4+ 2u? —tud — 3 —ud Ftu+t+u) (u2+u+1) (t2 +t+1)
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= (t0u3 + tPu? + t1ud + 3u8 + tPu? + ttud 4 But + 12ud — 303 4 tru + 3u? 4 2uB et 4+ 3 4 Pu -t 4

MH(t7 u)g
u3) (u+1)2 (¢t + 1)2

My (t, u)s = t*u? + 303 + 20t + 30 + 203 + Bu+ tud + Pu+ e + 2 +tu+u?) (W +ud +u? +u+1)
4+ +2+t+1)
La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

Bt + 42—t -1
-1 @+t +1) (32 +t+1)(t+ 1)

P (t, 0)g = Pu(0, t)g =

C.5 Typel

Drt)=(t—1° (2 +t+1) (0 + 5 +t* + 3+ 2 4t +1) (2 4+ 1) (¢t + 1)

M](t U)O — t12u12 + t12u11 + t11u12 + 2t11u11 _ t12u9 + t11u10 + thull _ t9u12 _ t12u8 _ t11u9 + 2t10u10 _ t9u11 _
9

t8u12 _ 2t11u8 + t1ou9 + t9u10 _ 2t8u11 + t12u6 _ t11u7 + 4t9u9 _ t7u11 + t6u12 + t11u6 _ t10u7 + 4t9u8 + 4t8u9 _
t7u10 + t6u11 _ t12u4 + t11u5 + 2t9u7 + 6t8u8 + 2t7u9 + t5u11 _ t4u12 _ t12u3 + t10u5 + 5t8u7 + 5t7u8 + t5u10 _
t3ul2 4+ 241042 4+ 2¢8ub + TtTu” + 2tud + 2¢%ul0 4+ 1120 + 241003 4+ 2¢%ut 4+ 8uS + 57Ul + 5¢0u7 + tPud + 2% +
263ul0 4+ tul? 4+ 112 4 ¢ 4 11042 4+ 36903 + 2t8ut + 37w 4+ 6 t8ub + 3507 + 2¢4u® + 33w + t2ul0 + tull 4wl 411 4
2t9u2 + 2t3u3 + t7ut + 515U + 55l + t2u” + 2¢3ud + 2620 + wll + 2182 + 28wt + Tt5ud + 2% + 2¢2u8 — 19 +
tTu? +58%ut + 5t4u® + 20" —u® — 8 + tTu + 26%uB + 6 t4ut + 28305 + tu” — ud + 0u — t9u? + 4 ¢4ud + 430t — 2ud +
tu® +16 —tPu+4t3u3 —tuwd +ub — 2t u+t3u +t2ud — 2tut —t —t3u+ 2820 —tud —ut — B3+ Pu+tu —uP +2tu+t+u+1
My(t, u)p = (t%ul® + 1067 — t9u8 + 130 — t7ul0 + 702 4+ 19uS — 1807 + 3¢7uB + t9u5 4 t8uS + 1508 — t10u3 4 t9ut + t3u5 4
2007 + t9u8 + t3ul0 4 t8ut + t0ub + 24507 +t4ud — t3u® + 110U — t9u2 + 3 t8uB + t0uS + tPub + 24T — t3uS + 12w + 2t ud +
tOut +tPud +ttub + 2830w +tu® +19 — t3u—+3t7Tu2 +tPut +t4ub + 213 u8 — 207 + tud + t0u2 + ttut + 2 3 uP + 128 —tu” —t7 +
But+tdu? +23ut +12ud +u7 + P u+ ttu? +12ut Httu— 302 + 3 208 Htud + 3 — 2uttu? —ud +u) (W +u+ 1) (B2 + i+ 1)
MI(tv u)2 = M[(’LL, t)l

Miy(t, u)z = (t8ub +16uB —18ut +2¢Tu® — 21608+ 254" — t4u® + 7wt + 185 +t5ub +14u” + 18u? —tTu3 + 4 10ut —415ud +
428 —3u" +12u8 + 10U + 13Ul +tTu—20u2 + 55U — 4 ttut +5 t3ud — 212wl +tu T + 1P u + 1208 +18 —tPut-4 ttu2 —4t3ud +
4120t —tud Fub +ttu+t3u - 2uB - tut =t 4283w — 24202 2t —ut 12 u?) (u2 +u+ 1) (u2 + 1) (t2 +t+ 1) (t2 + 1)

My(t, u)s = (t8u3 + t0u? + t2u® + t3uS + 1503 + tdu? + t3u® + t5u? + t2ud + 3ut +t2u® + t2u? + 20t +ttu + t3u? + 1203 +
tul + Bu+ 2w+t + B3+ Pu+tu +ud) (W et u +u+ 1) S+ S+ 3+ 2 i+ 1)

Mr(t, w)s = (t7u” + t3ut +t8u8 + t4u® — tTut 4+ t5u® 4+ 5ub — t*u” +t7ud + tPud + 3" + t7Tu? + 207 + 3ttut + t8u +
tul + tPu + 30 + tu® — ttu + 3u? + 208 — tut 4+t + 12 ot ) (w2 1) (u 1)2 (2 +1) (t+ 1)2

La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

A R A R A A A A A
(=122t + 1) (S + 5+t 43824t +1) (12 +1) (t+1)°

P](t, 0)0 = P](O, t)o =

C.6 TypedJ

Dy(t) = (" + 3+ 2 4t +1) (88 —t7 +65 —t4 483 —t 4+ 1) ¢+ 12 (22—t +1)° (¢ —1)3 (2 + ¢ +1)°

MJ(t, u)O =t24u24+t23u23+2t22u22+3t21u21+t22u19+t19u22 +t23u17+6t20u20+t17u23+3t21u18+3t18u21+
3t22u16+10t19u19 +3t16u22+2t23u14+6t20u17+6t17u20+2t14u23 +t24u12+6t21u15+14t18u18+6t15u21 +t12u24+
3t22u13+10t19u16+10t16u19+3t13u22+2t23u11+9t20u14+18t17u17+9t14u20+2t11u23+6t21u12+15t18u15+
15t15u18+6t12u21 +4t22u10+12t19u13+20t16u16+12t13u19+4t10u22+t23u8+9t20u11 +18t17u14+18t14u17+
9t11u20+t8u23+6t21u9+14t18u12+21 t15u15+14t12u18+6t9u21+2t22u7+13t19u10+21t16u13+21t13u16+13t10u19+
2t7Tu?2 4212345 912048 1 17¢1 71 122414914 1 17411917 19484420 1245423 4 342140 1 1541849 421415412 £ 21412415 +
1549018 + 34602 +3422u% +12¢1%u7 419416410 423 ¢13413 + 19410416 11247419 + 3 #4022 + 342005 + 16 17wl +- 21 t14u !t +



C.6. Type J 219

21t M 416 t8ul7 +3¢5u20 4424 4 342143 + 14 ¢18u08 4+ 21 ¢15u® +24 112012 4+ 21 19015 + 14 16w 18 + 3302t 442t +3¢19ut +
161607 42113410 421 10413 4 16 t7w16 +3 14419 + 32042 + 1241 7wd + 19 t14u8 +23 t1 14l +19 ¢844 + 125017 + 312020 +
341843 + 1541548 + 2181202 + 21 %012 + 1566015 + 313u!® + 2419 4+ 9¢16u? + 1741347 + 22410410 4 17 ¢T3 + 9416 +
2tul? + 281702 + 13 ¢14ubS + 21 1 w8 421 8w +13 85w + 22wl 7T + 6 t15uB + 14 ¢120u0 + 21 949 + 14 t0u12 + 6 t3u1° 4+ t10u +
9134t 181047 +18t7ul0 + 9 t4ul3 4 tul6 + 41442 + 121105 +20t8uB + 1289wt + 4120 + 6 11203 + 159w + 15049 +
6t3ul2+2¢183u+9 1044 +18¢ 0" +9 ¢4 w1042t +3 ¢t w2 +10 t8uP +10 tPul +3 t2ult +¢12 46 t%uB + 14 t0ub4+-6 t3u +ul? +
21100 +6tTut+6 t4u"+2tul0+3 8u2 +10 t9uP +3 208 +3 t0u3 +3 t3ub +t7u+6 t*ut +tu” + P u2 + 1205 +3 3 uS +2 2ul +tu+1

MJ(t, U)l :t24u22+t23u21 +t20u24+3t22u20+2t19u23+t23u18+t20u21+5t21u19+3t18u22+2t22u17+3t19u20+
t16u23+2t23u15+8t20u18 +6t17u21 +t14u24+5t21u16+7t18u19+3t15u22 +4t22u14+12t19u17+9t16u20+2t13u23+
t23u12+8t20u15+11t17u18+6t14u21+t24u10+6t21u13+16t18u16+13t15u19+4t12u22+3t22u11+13t19ul4+16t16u17+
9t13u20+2t10u23+2t23u9+9t20u12+18t17u15+15t14u18+6t11u21+6t21u10+17t18u13+19t15u16+13t12u19+3t9u22+
3t22u8+12t19u11+19t16u14+17t13ul7+9t10u20 +t7u23 +t23u6 +8t20u9 +20t17u12 +21t14u15+17t11u18 +5t8u21+
7524u4 +6t21u7+15t18u10+21 t15u13+19t12u16+13t9u19 +3t6u22 +t22u5+10t19u8+21 t16u11+21 t13u14+18t10u17+
6t7u20+t23u3+8t20u6+18t17u9+22t14u12+21t11u15+16t8u18+5t5u21 +t2u24+t21u4+11t18u7+21t15u10+
2012413 + 19916 + 70019 + 242202 + 101945 + 2041608 + 23 ¢13w!l 4+ 2210414 4 18¢7ul7 + 6 t4u20 + tu23 + 2043 +
116278 +21 1140 + 20 t1 1012 419 8415 4 70418 4121+ 84184t 418 41547 42212410 421 19413 416 1616 + 53019 +u22 +
192 +10¢16uP +21 1308 +21 1041 118 ¢tTult +6 t4ul T +1t20 + 6 t17u3 + 15 14wl +21 110w +19 3012 413 tPul® + 3 2018 4
1184 + 8154t + 201247 4+ 21 9410 + 17 ¢6413 + 53010 4+ 3¢1642 + 1241345 +19 #1048 + 177wl + 94wt +tul” + 6 1443 +
17t w8 +19¢8u® +13 w2 + 3205 + 241504+ 9 1204 + 18 t9u T + 15 t6ul0 + 6 343 +3¢13u2 +13¢10u5 + 16 t7ud + 9 t4ul! +
2tult 114 6 11 ud +16 t3u8 +13 9w +4 1202 + 1120+ 8 t9ut +11 t0u 7 +6 300+ 4 1002 + 127 uP + 9 t2ud + 2 tull +5 t8ud +
Tt5ul + 382U +2%u+8t0ut +6 t3u” +ul0+2¢7u2 + 3 t4u® +tud +5t5u3 + 3 #2ul +t0u +t3ut + 3 t4u2 + 2 tu® + t3u+ut + 2

MJ(tv u)2 = M(](U, t)l

MJ(t, u)g :t24u21 +t21u24+t22u22 +3t23u20 +3t20u23+4t21u21+8t22u19 +8t19u22 +4t23u17+9t20u20+4t17u23+
2t24u15 + 14t21u18 + 14t18u21 + 2t15u24 + 9t22u16 + 20t19u19 + 9t16u22 + 5t23u14 + 24t20u17 + 24t17u20 + 5t14u23 +
3424012 4 17421415 4 35 ¢18418 1 17¢15421 4 3412424 410422018 + 3519416 435 ¢16419 + 1013422 4 6¢23 411 427120414 +
45t17u17+27t14u20 +6t11u23 +2t24u9 + 18t21u12 +46t18u15 +46t15u18 + 18t12u21 +2t9u24 +11 t22u10 +37t19u13 +
55116416 4+ 3713419 4 11410422 4 642308 + 27¢20011 4+ 5517014 4+ 55114417 4 27 11420 4 63423 + 172149 4 4418412
61¢15ul5 + 44 12418 4 1719421 4+ 112207 4+ 38 ¢19410 4+ 61 ¢16413 + 61 ¢13016 4 38 410419 4+ 11 ¢t7w22 + 242345 + 24 2048 +
52174l 465 11444 452 41117 424 ¢8420 4+ 2 5423 442443 + 14 42140 + 46 t18u0 +63 15012 463 t12415 446 t9ul8 + 14 t6u21 4+
t3u2 4 3¢224% + 311907 + 5916410 46713418 459410416 4 31 ¢7ut9 + 3 ¢%4w22 4 42302 + 182005 + 4817 w8 4+ 64 t14u 1t +
64ty + 488417 + 18 t%u20 4+ 12123 + 42 w3 + 3511840 + 61 ¢1%u® + 6812012 + 61 t9ul® + 350018 + 43421 + 224 +
18 t1%u* + 481647 464 113010 464 £10013 448 17w 6 + 18 t*u!d + 1?2 4+ 312042 4+ 31 t17ud + 59 t14ud + 67 ¢t 1wl 4 59 8w 14 4
31t°ul7 + 312020 421 414 ¢1843 + 46 t15u0 + 631249 + 63 t%u'2 + 46 1615 + 14 1318 + w2 + 24190 + 24 ¢164% 4+ 5241347 +
6510410 15247418 4+ 24 ¢24 10 4 2tu 19 + 111742 + 38 1405 + 61 t11 48 + 61 30l + 385wl + 11 ¢2417 +17¢154u3 444 1245 +
61t9u® + 44 t%u'2 + 17t3u® + 61160 4+ 27 ¢80 + 551007 + 55¢7Twl0 + 27 t4ul3 4+ 6 twl6 + 11 ¢1%u2 + 37 ¢ ub + 55 t8u® +
370wt + 11620t + 215 + 1841243 + 46 t%u8 + 46 100 + 18 t3ul2 + 2wl + 6130 + 2710wt + 45747 + 27 w10 + 6 tuld +
10t w2 +35 345+ 35 tPuB +10 2wl +3¢12 +17 %3 + 35 t8ub + 171309 +3 w2 +5t10u+24 t7ut + 24 t*u” + 5 tul0 +9 t8u2 +
20t9uP +9t2uB +2t9 +14¢0uB + 14308 +2u% +4tTu+ 9t ut +4tu” +8t°u2 +8t2u® + 4 t3ud + 3 t*u+ 3tut +t2u + 3 + B

MJ(t, u)4 — t23u23 + t24u21 + t21u24 + t22u22 + 3t23u20 + 3t20u23 + t24u18 + 4t21u21 + t18u24 + 8t22u19 + 8t19u22 +
3t23u17 + 9t20u20 + 3t17u23 + 2t24u15 + 14t21u18 + 14t18u21 + 2t15u24 + 9t22u16 + 20t19u19 + 9t16u22 + 6t23u14 +
24t20u17 +24t17U20 +6t14u23 +t24u12 + 17t21u15 + 32 t18u18 + 17t15u21 +t12u24 +11 t22u13 + 35 t19,u16 +35t16u19 +
11 t13u22 +5t23u11 +27t20u14 +45 t17u17 +27t14u20 +5t11u23 +2t24u9 + 18t21u12 + 46 t18u15 +46t15u18 +18 t12u21 +
2t9u24+11 t22u10+38t19u13+55t16u16 +38t13u19+11t10u22+4t23u8 +27t20u11 +53t17u14+53t14u17+27t11u20+
418423 412440 117421040 44818412 161 t10u 15 + 4812418 1 179421 416024 + 92247 438419410 4-59 1164413 - 59 113,16
3810419 1 947422 432345 42412048 4+ 55174l 4+ 65 114414 + 55 111417 424 3420 4+ 315423 4 ¢2443 + 142140 + 46 1849 +
63t15412 4+ 6312415 + 46948 + 14062t + 342 + 3224t 4 291947 + 59 ¢16410 4 64 ¢13413 4 59¢104,16 4 29¢7419 +
3ttu?2 + 22302 +18t20uS +52¢1Tud + 65 t14ull + 65t ul? +5218ul7 + 1815120 + 212423 + 4121 uB + 321840 + 61 t15uY +
6412412 461 %015 + 320018 + 43021 + 21220+ 18 1% + 521047 + 65 13410 + 65410013 + 52 ¢7w16 + 18 t4ul® + 2tu?? +
312042 +29¢1 745 4+ 591448 + 64 ¢ 1 ull + 59 3wl + 29 ¢%ul” 4+ 32420 + 21 4+ 1441843 + 46 ¢1%ub + 6311240 + 63 t%ul2 +
460015 + 1413018 4+ w21 + 3119 4+ 241644 + 55¢1307 4+ 65t10u10 + 55¢7wld + 244416 4+ 3tuld + 9¢1 w2 + 38¢14uS +
59 t1148 + 59 184l + 38 tPult + 942017 4 ¢18 4 17 ¢15u3 + 48 ¢1246 + 61 1949 + 48 t0u12 + 17 ¢3ul® + w18 4 416y 4+ 27 ¢13 0% +
5311047 4+ 53t7ul0 + 27413 + 4 tul6 + 11 ¢14u2 4 381145 + 55t3u8 + 385 ult + 11 t2ul? + 2415 + 1841243 + 46 t9uS +
461509 + 18 t3ut2 + 2ul® 4+ 51830 + 27¢10ut + 45¢7u” 4+ 27 t*ul0 + 5tut3 + 11t w2 4+ 358 u® 4 35 t5ud + 11 2l + 12 4
17t%uB + 32548 + 173w + w2 +6t10u+ 2417wt + 24 t2u” + 6 tul0 + 91842 + 20 t%ud + 9t2u8 + 219 + 14 ¢0u3 + 14346 +
202 +3t7Tu + 9t*ut + 3tu” + 8tPu? + 812w’ + 10 + 43w + ub + 3ttu + 3tut + 2w + 3 + ud +tu

MJ(t, u)5 =t23u22 +t2lu23 +4t22u2l +2t19u24+2t23u19+3t20u22 +3t24u17+9t21u20+5t18u23+6t22u18+9t19u21+
t16u24 +6t23u16 + 18t20’LL19 + 11 t17’LL22 +2t24’LL14 + 14t21’LL17 + 18t18’LL20 +5t15u23 + 11 t22u15 +28t19u18 + 17t16u21 +
t13u24 +6t23u13 +24t20u16 + 31 t17u19 + 11t14u22 +t24ull + 18t2lul4 +38t18u17 +27t15u20 +5tl2u23 + 12t22u12 +
36t19u15 +44t16u18 + 18t13u21 + 2t10u24 +5t23u10 + 27t20u13 +48t17u16 + 38t14u19 + 10t11u22 +t24u8 + 18t21u11 +
46118414 4 52415417 + 27412020 4 549023 + 112209 + 3919012 4 58 ¢16415 4 49 ¢13418 4+ 18410421 4 3¢7wu24 + 412347 +
2720410 4 52¢17913 4 59 ¢14416 4 37¢11419 4 948422 4 242445 + 172148 + 49 ¢80t 4+ 63 15414 + 56 t12017 4+ 279420 +
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C. Résultats pour les sous-groupes finis exceptionnels de SL3C

5t0u23 4+ 6t22ub + 36 t1%u2 + 57¢16412 + 63113410 + 46 ¢10u1® + 14 ¢7u2! + 3¢23ut 4+ 242007 + 551 7w10 4 64 ¢14u 13 +
6111416 4358019 +8¢5u22 + 912145 + 44 1848 + 63 t15ulL + 66 t12u14 + 5219017 + 18 16120 4 #3423 4 4422443 428 11946 +
58 1649 +62 113112 463 t10415 438 ¢tTul8 + 91442l 492002 + 45174 + 65 t14ul0 + 67 11 wl3 + 55 18416 20 tPul® 412422 +
442102 428 11845 + 58 t15u8 +62 1201l +63 t9ul + 38 t0ul7T + 93420 + 911943 + 44 ¢1645 463 1349 +66 t10u12 +52¢7uld +
18 t4ul® 4+ tu? + 3120w + 2417wt + 55 tM4u” 4+ 64 t11u10 4+ 61 ¢8u13 4+ 35¢5ul0 + 8249 + 6t18u2 + 36 t15ud + 57 ¢12ud +
63t9ut +46 001 +14 3wl T+ 2419+ 1711643 449 1340 463 t10u2 +56 tTul2 + 27 t4 Ut + 5wl +4 1 Tu 427 t14ut 452 ¢ 7T +
593310 4+ 37 5013 492016 4+ 11 ¢15u2 + 391245 +58 948 + 490411 + 18 t3ul? +3ul7 +¢16 + 18 ¢330 +46 1040 + 527w +
27 t*ul? + 5tul® + 51y 4+ 27t ut + 48807 + 38 tPul0 + 102wl + 12¢12u2 + 36 t9uS + 44 t6ud + 18 3wl 4204 4 ¢13 4
181003 +38 tTul +27 t4u? +5tul2 + 6 t 1 u+24 34 +31 t5u” + 11 t2ul0 + 11 t%u2 + 28 t0ud + 17 3u8 +ult + 2410 414703 +
18 t4u8 +5tu® +6 t3u+18t°2ut +11 20" +6 tu2 +9t3u® +uB +3t7 +9t*u? +5tul + 2 tPu+3 t2ut + 4 t3u? + 2 ud + tud +t32u

M;(t, w)e = M(u, t)s

MJ(t, u)7 =t24u23+2t23u22 +t21u23 +4t22u21 +2t19u24+3t23u19+3t20u22 +t24u17+9t21u20+4t18u23+7t22u18+
9t19u21+t16u24+4t23u16+18 t20u19+9t17u22+2t24u14+14t21u17+18t18u20+5t15u23+11 t22ul5+29t19u18+17t16u21+
2t13u24 +5t23u13 +24t20u16 +29t17u19 +11t14u22 +2t24u11 +18t21u14+41 t18u17+27t15u20+5t12u23 + 10t22u12 +
36t19u15 +42t16u18 + 18t13u21 +2t10u24 +6t23u10 +27t20u13 +52t17u16 +38t14u19 +11 t11u22 +t24u8 + 18t21u11 +
47t18u14+52 t15u17+27t12u20+5t9u23+11t22u9+37t19u12+58 t16u15+46t13u18+18t10u21 +t7u24+3t23u7+27t20u10+
55 t17u13 459 144,16 138 t114 19 49 18422 +2 42445 417 2108 +46 t18ut +63 t15ul* 454 112017 427 19420 44 16423 4712205 4
361949 + 61 t10u12 + 6313615 + 47¢10418 4 14472t 4+ 3230 + 2442007 + 53¢ 7410 + 6514wl + 59 ¢11416 4 353419 +
8t5u22 492145 4421848 4+ 631154l + 64 t12u1% + 5219017 + 18 16620 + 3w 23 + 412243 + 29 1940 + 58 11649 + 66 t13 w12 +
6310015 44170l + 9202l +tu2d + 2304+ 9t20ut +45 170 + 65 14010 464 t114 13 55 18416 420 tPul® 4 t2u22 + 41212 4
29 11845 + 58 11548 + 66 t12ut 4+ 63 t9ul? + 41 t5ul7 + 93120 + w23 4 9¢1943 4+ 4241640 + 63 13w + 64 t10u12 + 52¢7 415 +
18 t4ul® 4 tu2! + 3200 + 24 17wt + 531407 + 65 t11wl0 + 59 8413 + 35 t5ulC 4 812wl 4 71842 4 36 t15uS + 61 ¢12ud +
63190l 44700l 4141307+ 2419 41711643 446 t13u8 +63 110U +54 tTut2 + 27 tAulS + 4 tu 8 + 31T+ 27 t 4wt +55 11w T +
593410 + 385413 + 912416 4111542 + 3712605 + 58 t9uB + 46 t0u11 +18 ¢34 14 4417 4416 418 #1343 4471040 4527w +
27 t4u2 + 5tul® + 614w+ 27t ut + 52847 + 385wl + 1112w +10¢12u? + 36 t9u® + 42048 + 18 3wl + 20l + 2413 +
181003 +41 t7ub4+27 t*u® + 5 tu2 +5t1 1 u+24 t8ut +29 547 + 11 2010+ 11 942 +29 045 +17 3w + 2wl + 2410 4 14 ¢ 703 +
18 t4ub +5tu® +4 t3u+18t5ut +9t2u” +7t5u2 +9t3udP +ud +t7 + 9t uB + 4 tub + 3 tPu+3t2ut +4 t3u2 + 2 ud + tud + 2 t2u+t

M;(t, u)s = Mj(u, t)7

MJ(t7 u)g — (t18u15 +t15u18+2t16u16+3t17u14+3t14u17+3t15u15 +4t16u13 +4t13u16 +t17u11 +3t14u14+t11u17+
tlsug+6t15u12+6t12u15+t9u18+4t16u10+5t13u13+4t10u16+2t17u8+7t14u11 +7t11u14+2t8u17+4t15u9+4t12u12+
4t9u15 +3t16u7+5t13u10+5t10u13+3t7u16+2t17u5+5t14u8+4t11u11+5t8u14+2t5u17+t18u3+6t15u6+7t12u9+
7t9u12+6t6u15+t3u18+4t16u4+6t13u7+5t10u10+6t7u13+4t4u16+t17u2+5t14u5+6t11u8+6t8u11+5t5ul4+t2u17+
31003 + 441248 438949 + 416412 4 33415 4160+ 5130t + 611047 + 6 t7ul0 4 5 t4ul3 +tulb + 411402 + 6 ¢ ud +5¢8u8 +
6tPull +4t2utt 115 46 1203 + 7 t%ub + 70w+ 6 3 U2 +ulP + 24183 u+5t10ut + 47U+ 5 t2 w0+ 2 tu 3 +- 3¢ w2 +-5¢8us +
5t5u8 +3t2ult + 4193 +415uS + 434 + 2¢0u+ 7t7ut + Tt + 2tul0 + 418U +5t5ud + 41248 +19 + 6 t0uB + 6 t3ub +
w0 +tTu+ 340t tuT + 415U+ 46208 +313uB 43 ttu+3tut + 26202+ 13 + ) (u+ 1) (w2 —u+1)7 (t+1)2 (12 —t +1)°

]\4‘](t7 U)IO — (t17u16+t18ul4+2t15u17+4t16u15+t13u18+2t17u13 +4t14u16+4t15ul4+tl2ul7+3t16ul2+4t13u15+
t10u18+2t17u10+5tl4u13+3t11u16+t18u8+6t15u11+7t12u14+3t9u17+4t16u9+6t13u12+4t10u15+t17u7+5t14u10+
6t11u13 +4t8u16 +t18u5+4t15u8 +4t12u11 +3t9u14 +t6u17+3t16u6 +5t13u9+6t10u12+6t7u15 +t4u18 +3t17u4+
7t14u7+6t11u10+5t8u13+4t5u16 +4t15u5+6t12u8+7t9u11 +7t6u14+2t3u17+4t16u3+6t13u6+5t10u9 +4t7u12+
4t4ut5 43114yt 4 4100 T+ 5 8300 + 5 9183 4 212010 44 41502 46 t120P +5 20l +4 100l + 4 3wt + 4 18303 +6 1008 + 7 7w +
Ttrul2 +2tul® + 3t u+ 7t ut +6 18w +5t2ul0 +4 248 + 311202 +5t9uP + 6 t0uB + 6 t3ult +uld 4183 4441043 + 4 ¢7 40 +
3t*u +tut? + 1 w4518 ut + 6 t5u7 + 4200+ 419U +6 18U + 43 uB + 410+ 67w + Tt uS + 3 tu +2t5u+5 tPut + 31207 +
3t0u2 441305 4 u +4t4uB 4 tub +25u+4 120t 4485302 +ud + 1 42003 +12u) (u+ 1) (w2 —u+1)2 (¢ +1)2 (12 —t +1)°

My (t, u)11 = My(u, t)10

Mj(t, u)i12 = (T ult 4 4¢10410 4 241148 4 248411 4 341246 4 919 + 30012 + 541047 4+ 5¢7ul0 + 5¢11u® 4 16t5u® +
5t0ull +9t9u8 + 91849 +8¢10ut + 25747 + 84wl + 11w +10t8ud + 10568 + 12wl + 9¢%uB + 24 ¢0u8 + 913w + ¢t10u +
10t7ut +10t*u” +tul® +8t8u2 + 25 t°ud +812u8 +9t%u3 +9t3ub +5¢t7u+ 16 t*ut + 5tu” +5t5u2 +5t2ud + 36 +9¢3u3 +
3ub + 2¢hu + 2tut + 412u? + tu) (vt +ud +u? +u+ 1)

(W —u"dud -t +ud —ut 1) (342 +t+1) (B —t7+15 -t + 43—t +1)

My(t, u)1z = (t10ul? 4+ 111410 + 241248 4+ 31941 + 341040 + 541107 + 818ut0 + 6¢9ud + 3t6ult + 10410ub + 15¢7wu® +
2t4ul? 241yt 410807 4 50ul0 + 112042 + 1594 4 20048 4+ 33wl + 341043 4+ 1547w + 6% + t'u 4 16t8u? +
25 t5uT + 41200 + 3t%u? + 15505 + 6 ¢3u8 + 10 + 157w + 20 t4ub + 3tu® + 2t8u + 10t%u? +5t2u” + 10842 + 15¢3u5 +
2u8 + 614 +3tub + 5t%u + 812ut +3t3u? + 2 4 3t + t2u + u?) (u4 +ud Fu? fut 1)

(W —u 4w —wt+ud —ut ) (P + B+ 2+t + 1) (B -t + 5 -t + 3 -t +1)

My (t, u)1a = Mj(u, t)13
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La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

— _ 2412 1
P;(t, 0)o = Ps(0, t)o = (B 32t 1) (B — 75—t -3 —t4+ 1) (t+1) 2 (2 —t+ 1) (t—1)5 (2 +t+1)°

C.7 Type K

D)=t —13 (2 +t+1)° (2 +1) (t* =2 +1) (5 + 15 +t* + 5+ 2+t +1)
(12— 49 — B4 t6 43—t 4 1) 4+ 1)2 (82—t +1)°

MK(t, U)O :t36u36 +t35u35 +t34u34+2t33u33+3t32u32+t33u30 +t30u33+2t34u28 +4t31u31 +2t28u34+2t32u29+
2t29u32+3t33u27+6t30u30+3t27u33+t34u25+4t31u28+4t28u31+t25u34+t35u23+5t32u26+9t29u29+5t26u32+t23u35+
3t33u24+6t30u27+6t27u30+3t24u33+2t34u22 +8t31u25+11t28u28+8t25u31 +2t22u34+2t35u20+5t32u23+9t29u26+
9t26u29+5t23u32+2t20u35 +t36u18+3t33u21+11t30u24+14t27u27+11t24u30+3t21u33 +t18u36+3t34u19 +8t31u22+
12t28u25+12t25u28+8t22u31 +3t19u34+2t35u17+6t32u20+14t29u23+18t26u26+14t23u29+6t20u32+2t17u35+
4t33u18+11t30u21+16t27u24+16t24u27+11t21u30 +4t18u33+3t34u16+9t31u19+16t28u22+21t25u25+16t22u28+
9t19u31+3t16u34+t35ul4+6t32u17+13t29u20+20t26u23+20t23u26+13t20u29+6t17u32+t14u35+5t33u15+11t30u18+
20t27u21 +24t24u24+20t21u27+11t18u30+5t15u33+2t34u13+9t31u16+16t28u19+24t25u22+24t22u25+16t19u28+
9t16u31+2t13u34+t35u11+7t32u14+13t29u17+22t26u20+27t23u23+22t20u26+13t17u29+7tl4u32+t11u35+3t33u12+
11t30u15+19t27u18+26t24u21 +26t21u24+19t18u27+11t15u30+3t12u33 +3t34u10+9t31u13+16t28u16 +24t25u19+
31t22u22 +24t19u25+16t16u28+9t13u31 +3t10u34 +4t32u11+14t29ul4 +22t26u17+28t23u20+28t20u23 +22t17u26+
14t14u29 +4t11u32 +4t33u9+11t30u12+18t27u15+26t24u18+33t21u21+26t18u24+18t15u27+11t12u30 +4t9u33+
5t31u10+15t28u13+24t25u16+29t22u19+29t19u22+24t16u25+15t13u28+5t10u31 +t35u5+5t32u8+13t29u11+
20t26u14+28t23u17+32t20u20+28t17u23+20t14u26+13t11u29+5t8u32+t5u35+t33u6+6t30u9+16t27u12+26t24u15+
31 t21u18+31 t18u21 +26t15u24+16t12u27+6t9u30+t6u33+t34u4+5t31u7+13t28u10+23t25u13+29t22u16+32t19u19+
29t16u22+23t13u25+13t10u28+5t7u31 +t4u34+t32u5+7t29u8+16t26u11 +26t23u14+32t20u17+32t17u20+26t14u23+
16t11u26+7t8u29+t5u32+t36+t33u3+6t30u6+13t27u9+24t24u12+29t21u15+32t18u18+29t15u21+24t12u24+
13t9u27+6t6u30 +t3u33 +u36 +t31u4+7t28u7+16t25u10 +26t22u13+32t19u16 +32t16u19+26t13u22+16t10u25+
7t7u28+t4u31 +t32u2 +5t29u5+13t26u8 +23t23u11 +29t20u14+32t17u17+29t14u20+23t11u23+13t8u26+5t5u29+
t2u32 +t30’lt3 +6t27u6+16t24u9+26t21u12+31 t18u15 +31 t15u18 +26t12u21+16t9u24+6t6u27+t3u30+t31u+5t28u4+
132507 42012200 + 2819413 432 416416 428 ¢134,19 120 t10422 41317025 + 5 t4u?8 +-tu3! +5120ud 4+ 15 12308 + 24420011 4
2917wl 4+ 2911017 4 24411020 4 158023 + 545026 + 4427u® + 111208 + 18121 u® + 2618u!? + 331150u1% 4 26112018 +
1819u?l +1110u24 + 4¢3u7 + 442501 41442207 + 22119010 4-28 ¢16413 + 28 113416 422410019 + 14 17022 4 4 11025 + 312602 +
9t23u5 416 ¢20u8 +24 117wt 431 ¢140 14 +24 t1 07 416 ¢8u20 +9 5423 4+ 312020 + 312403 +11 1210+ 19 ¢80 + 26 115012 +
26 11205 + 191918 4 11 15021 + 33024 + 125w + 71220t + 1341907 422416410 4 27413413 4 22410416 11347919 4 714022 4
tu? + 212342 + 942045 4+ 16 1708 4 24 ¢14u 1 4+ 244 14 4+ 16 t3ulT + 965420 + 242023 + 51210 + 11 ¢18u0 + 206150 +
24 112012 420 9015 +11 1008 45 ¢3u?! +42204-6 1190t +13 £1607 420 £13010 420 £100 13 413 4700 46 t1ul® +tu?2 +3120u? +
91 7u® 4+ 16 t14u8 + 21 t1 1wt 416 3wl + 9 t5ul” + 342020 + 441843 + 1141505 4+ 16 11209 + 16 t%u'? + 110! + 41308 +
2119046 100t +14 1307 + 18410010 + 1417w + 6 1 w6 42401 + 3417w 48 ¢MuP + 124w + 12480 + 815w + 342w T +
18+ 341503 + 1111200 + 141900 + 1110012 + 3 83u!® +u!® + 2410w+ 5130t + 911007 +9¢7wl0 + 5 ¢4u!3 + 2 4ulC 241402 +
81 ud +11 t8ul+8t°ult +2¢2ul4 +3 11243 +6 t9uS +6 t0u9+ 3 t3ul2 1183 u+5 100t +9 170"+ 5 t4 0104 tu 3 4112 44 345 +
A4t5u8 + 1201 431903 +6 06U + 33w+ 2t Tut + 24" + 28 u2 + 4 t9ud + 2 208 +t8u3 +t3ub + 3 t4ut + 2 3 ud + 2wl +tu+ 1

MK(t, u)l :t32u36+t34u32+t31u35 +t36u28+2t33u31+2t30u34+t31u32+t28u35+2t35u27+3t32u30+3t29u33+t33u28+
2 304,31 +t27u34+3t34u26+5t31u29+5t28u32+t25u35+t35u24+3t32u27+4t29u30+3t26u33+t36u22+4t33u25+7t30u28+
7427931 +3t24u34+2t34u23+5t31u26 +6t28u29+4t25u32+2t35u21 +6t32u24 +9t29u27+10t26u30+5t23u33 +4t33u22+
8t30u25+10t27u28+7t24u31 +2t21u34+3t34u20+9t31u23+12t28u26+13t25u29+7t22u32 +t19u35 +t35u18 +6t32u21+
11t29u24+12t26u27+10t23u30 +4t20u33+5t33u19+11t30u22+16t27u25+15t24u28+9t21u31+2t18u34 +3t34u17+
9t31u20+14t28u23+16t25u26+15t22u29 +6t19u32 +t16u35+7t32u18+14t2‘9u21 +20t26u24+18t23u27+12t20u30+
4t17u33+t14u36+5t33u16+12 t30u19+17t27u22+20 t24u25+17t21u28+9t18u31+2t15u34+2t34u14+9t31u17+17t28u20+
23t25u23+21t22u26+14t19u29+6t16u32+2t13u35 +t35u12+6t32u15+15t29u18+20t26u21 +24t23u24+20t20u27+
12t17u30+3tl4u33+4t33u13+12t30u16+19t27u19+25t24u22+25t21u25+17t18u28+9t15u31 +3t12u34+t34u11 +
8t31u14+17t28u17+24t25u20+27t22u23+23 t19u26+14t16u29+5 t13u32+t10u35+t35u9+6 t32u12+16 t29u15+21 t26u18+
27t23u21+27t20u24+20t17u27+11tl4u30 +4t11u33+t8u36+2t33u10+10t30u13+19t27u16+27t24u19+29t21u22+
25t18u25+15t15u28+7t12u31 +t9u34+2t34u8+8t31u11 +17t28u14+24t25u17+28t22u20+29t19u23+23t16u26+
13 t13u29+5t10u32+t7u35+3t32u9+11 t29u12+22t26u15 +28t23u18+31 $20,,21 +27t17u24+18t14u27+8t11u30+2t8u33+
t36u4+2t33u7+10t30u10+19t27u13+27t24u16 +29t21u19+31t18u22+25t15u25+15t12u28+7t9u31+2t6u34+4t31u8+
12t28u11 +24t25u14+28t22u17+31 t19u20+29t16u23+19t13u26+8t10u29+2t7u32+t35u3+3t32u6+10t29u9+20t26u12+
29¢23415 + 30120018 4 31 41702t + 251102 4 16 41 w7 + 718030 + 245038 4+ 443007 + 13127ul0 4 24424013 4 29421416 4
3018019 431 154,22 420 £124,25 49 19028 + 216031 413102 + 413105 41012808 + 21 ¢25 011 + 30422014 31 £19017 431 £164,20 4
2613423 +17 4100264847429+ 3 ¢4u52 + 412940 +13 42609+ 244230412429 t20u 15+ 30 ¢1 7018 431 t14u2L + 20 41 1024 +9 8027+
2¢5u30 + 133w 4+ 34300t + 1042707 4 20 t24010 + 29 121413 4 30 418016 4 31 150,19 4 25 412022 4+ 16 19025 + 71028 4+ 243431 +
412845 4121258 + 241220t 4+ 28 119414 4 31 t16017 4 29 #130,20 4 19 #10423 4 817020 + 214029 + 132 + 242943 +10126u0 +
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C. Résultats pour les sous-groupes finis exceptionnels de SL3C

192309 42720012 429 ¢174,15 431 14018 425 t1 121 415 18024 4+ 7 15427 +2 2030+ 3 27wt +11 ¢240u 7 +22 421410 428 £184, 13
3115416 127412419 11819022 + 80425 421328 4242842 4 812545 417 12208 +24 19411 428 116414 429 ¢134,17 423 104,20 4
13t7u?3 4+ 5t4u26 + tu?9 + 2¢2643 + 10t23ub 4+ 1912049 + 271712 4+ 29 ¢14415 4+ 25 ¢11 418 4 15802 + 7¢Pu24 + 2027 +
t2Tu+ 61240t +16 2107 +21 18010 42715413 42712416 4 2019019 + 11 6422 + 413020 + 028 442502 + 812245 + 17 ¢19u8 +
24 16411 4 27¢134,14 4 23410917 4 14 ¢7 420 + 5 t4u23 +tu26 + 442303 + 122006 + 1917w + 25 t140u 12 425 ¢1 1410 4 17 ¢34 18 +
9tPu?l +3 12Ut + 124 u+6 12 ut +15 1847 +20 t19u 10+ 24 12013 4+ 20 9416 +12 10019 +-3 3422 422202 +9 1945 +17¢16 48 +
2313411 2141041 414 ¢7wl7 + 6 2420 + 2¢u23 + 562003 + 1281708 + 17140 + 2011 w2 + 17 8w + 9518 4242021 +
T8yt 4141547 +20 12010 +18 19413 +12 t0ul0 + 4 13019 + 422 43 192 +9 16045 + 14 t13uB +16 t10u 415 tTul 4 +6 t4ul7 +
tu20 + 581743 + 111408 + 16 t12w® + 151802 +9t5ul® + 212018 + 18y + 6 t15ut + 111207 + 129410 + 10 0413 + 43416 +
3¢1602 49 ¢18345 +12¢10u8 +13 ¢l + 7 t4 e +tul T+ 4 1403+ 8 1 ub +10 3w + 7 tPul2 +2 205 42 1P u+6 t12ut +9 t9u7 +
100010453013 4241302 4511045 46 tTul + 4 ttull 4414 44 1 03 +7 8 ub+7 19w +3 12012+ 4120 +-3 t%ut +4 007 + 33w 0+
311042 4 54705 +5t4ul +tult + 83Ul + 2508 + 1209 + 2 %u+ 3 t0ut + 33 u” +t4u® +tud + 8 + 2503 + 24208 +t4u? +tud +ut

Mg (t, u)2 = Mk (u, t)1

MK(t, u)3 =t33u36 +t35u32 +2t32u35 +t33u33+3t34u31 +3t31u34 +t35u29+3t32u32 +2t29u35 +2t36u27+5t33u30+
6t30u33 +t27u36+3t34u28+7t31u31 +4t28u34 +4t35u26+9t32u29+10t29u32+2t26u35 +t36u24+7t33u27+12t30u30+
8t27u33+t24u36+7t34u25+16t31u28+16t28u31 +7t25u34+4t35u23+12t32u26+18t29u29+13t26u32+3t23u35+2t36u21+
11t33u24+22t30u27+23t27u30+12t24u33+8t34u22 +20t31u25 +26t28u28 +20t25u31 +7t22u34 +4t35u20+18t32u23+
3029026 4 3326429 4 19123032 4 3120435 4 364,18 1 13433421 4 29130424 4 35127427 4 29424430 4 13214433 4 ¢184,36 4
8t34u19+26t31u22 +40t28u25+41 t25u28+26t22u31+7t19u34 +4t35u17+20t32u20+37t29u23+45t26u26+39t23u29+
19t20u32 +3t17u35+14t33u18 +34t30u21 +51 t27u24+50t24u27+36t21u30+12t18u33+2t15u36+8t34u16+27t31u19+
46t28u22 +57t25u25+49t22u28+27t19u31 +7t16u34 +2t35u14+20t32u17 +43t29u20+61 t26u23 +60t23u26 +43t20u29+
19t17u32 +5t14u35 +t36u12+13t33u15 +35 t30u18+55t27u21 +68t24u24+57t21u27+35t18u30+11t15u33+t12u36+
734413 427 31416 4 51 ¢28419 470425022 4 714220425 4 50 #1942 427 164,31 4 813434 4 2435911 4 18132414 4 432917 4
6426420 4 7723423 4 6720020 £ 43417029 + 17414052 4+ 3411435 413649 4 11 ¢33012 4+ 36 ¢30ul® + 57427018 4+ 78 124421 +
80t21u24+59t18u27+34t15u30+12t12u33+2t9u36+4t34u10+24t31u13+51 t28u16+73t25u19+84t22u22+74t19u25+
50t16u28+24t13u31 +5t10u34+3t35u8+16t32u11 +43t29u14+64t26u17+84t23u20 +86t20u23 +67t17u26 +39t14u29+
1611432 4 38035 4+ 713309 + 29430012 4 5727w 15 4+ 80 £24u 18 + 89 121 w2 + 8018 w24 + 57 ¢15u27 4+ 294124430 4 7 %433 4
4t34u7+20t31u10+47t28u13+73t25u16+87t22u19+91 t19u22+74t16u25+46t13u28+20t10u31+5t7u34+t35u5+9t32u8+
33t29u11 +64t26u14+84t23u17+92t20u20+86t17u23+63t14u26+32t11u29+10t8u32+t5u35+t36u3+5t33u6+23t30u9+
5127412 4+ 80 t24ul® + 8921418 4 93¢18421 1 78¢15u24 + 50¢12027 4 2219430 4+ 610433 + t3%4ut + 113107 + 3528410 4
67125413 48722416 492419419 4 91 164,22 166 t13125 433 t10u28 411 743 +¢2uB% 13502 + 713205 423 12908 + 54 ¢2611 4
83123414 4924204174192 $17420 4 81 ¢14423 453 t114,26 424 18429 +-7 5032 443343 +12¢30u0 +36 27 w9+ 68 t24 w12 +89 214,15 4
9218418 493 ¢15421 468 112024 435 9427 + 12 ¢0u30 4243433 4 134y + 7 3 ut +23 12807 4+ 54 125010 483 122413 492419416 4
92 t16u19+81 t13u22+53t10u25+24t7u28+7t4u31+t32u2+11 t29u5+35 t26u8+67t23u11+87t20u14+92 t17u17+91 t14u20+
66 t11u23 + 3318426 + 11 tPu2® + t2u32 + ¢33 + 513003 + 23t27ub + 5112409 + 8021 w!2 + 89118415 493415418 4 78 ¢124,21 4+
509424 + 220027 463430 + 31y + 91284t + 332507 + 64 £22410 + 84 ¢19413 492416416 1 86 ¢13419 + 6310022 4 32¢7 425 +
10 t4u28 4+ tudl + 42902 + 2012605 4+ 47 12348 + 73 120411 4871 7wl + 91 14017 4+ 74 ¢1 1420 4+ 46 t8u23 4 20 tPu26 + 5 ¢2u29 +
Tt27ud +29 12400 4572109 + 80 t18u12 + 8915415 + 80 t12ut8 + 57 %421 42910424 + 713027 4+ 312804+ 16 t25ut + 4312247 +
6419610484 16413 486 13416 467 t10u 19 +39¢Tu22 +16 t*u25 +3 tu28 +4 12642 +24 12345 451 12048 473 t1 Tyl 1 484 ¢14, 14
T4t 1417 4+ 50 t8u20 4+ 24 15023 + 512426 4+ 27 4+ 11 12403 + 36 12146 + 5711849 + 78 ¢15u12 4 80 ¢12415 + 599418 4+ 34 6421 4
1283624 + 2027 + 21250 4+ 18220t + 431947 + 64 116410 4 77¢13413 4 6710016 43479 + 174422 4 3tu?® 4+ 7123w +
272045 + 51 ¢17u8 + 70ttt + 71 11wt 450 t8ulT + 275020 + 812423 + 24 + 1321w + 351848 + 55 ¢15u0 + 6812012 +
579454350018 +11 t3u2 + 024 4+21224 420 1%t +43 16047 +61 13410460 ¢ 1043 + 43 t7u 10 +19 t4ul9 + 5 tu?2 4+ 812042 +
27 t17ub 446 t14uB + 57 t1 1wl 449 18014 427 15wl + 712420 +14 1843 +34 1540 451 120 + 50 t2ul2 4+ 36 t0uld + 12 3w 18 +
2u2t 44194420 t160u2 437 ¢330 +45 110410 439 ¢T3 +19 t4 w10+ 3 tul9 +8 17 w2 + 26 t14ub +40 t1 1 uS +41 t8ult +26 toult +
7207 418 1 13¢1543 + 2941240 4354949 42910012 + 1313010 4018 444164 + 18¢13ut + 3041047 + 337 w0 4194013 +
3tull 4 8¢14u2 4+ 201145 + 26 t8uB +20tPult + 712wt + 215 411 41203 4+ 221908 + 2310w + 12 ¢3w12 + 4¢3 u + 1241044 +
18t7u” + 13 t4u!0 + 3tul3 + 7t w2 + 16 t3ud + 16 t9ud + 712wl + 12 4+ 7193 + 12¢0ub + 83w + w2 + 4t10u + 97wt +
10t4u"4+2tul04+-3 t8u2 + 715 uP +4 t2u8+2t9+5 t0ul +6 t3uS +ud +t7u+3 t*ut +2 tu” +3 tPu2 +3 t2ud +t3u +tru+ 2 tut +-ud

Mg (t, u)a = Mg (u, t)3

MK(t, u)5 — t35u33+t36u31 +t33u34+t34u32 +t31u35+2t35u30+3t32u33+t29u36+t36u28+3t33u31+2t30u34+5t34u29+
7t31u32+3t28u35+2t35u27+6t32u30+4t29u33+t26u36+t36u25+8t33u28+11t30u31 +6t27u34+5t34u26+11t31u29+
028,32 +3t25u35+4t35u24+14t32u27+17t29u30+10t26u33+2t23u36+10t33u25+17t30u28+16t27u31 +6t24u34+
8t34u23+20t31u26+23t28u29+16t25u32+5t22u35+2t35u21+16t32u24+26t29u27+23t26u30+11t23u33+t20u36+t36u19+
14t33U22 +29t30u25+32t27u28+24t24u31 +9t21u34+7t34u20+24t31u23+35t28u26+32t25u29+18t22u32+3t19u35+
3t35u18+20t32u21+37t29u24 +41t26u27+32t23u30+14t20u33+t17u36 +t36u16+12t33u19+34t30u22+44t27u25+
42t24u28+26t21u31 +8t18u34+7t34u17+27t31u20+47t28u23+53t25u26 +40t22u29+20t19u32 +3t16u35 +4t35u15+
19t32u18 +44t29u21 +55t26u24+52t23u27+35t20u30+14t17u33+2t36u13+12t33u16+35t30u19+55t27u22 +64t24u25+
49 $21,,28 +27t18u31 +7tl5u34+7t34u14+27t31u17+51t28u20+66t25u23+61t22u26 +44t19u29+20t16u32+3t13u35+
4t35u12+18t32u15 +43t29u18+65t26u21 +73t23u24+57t20u27+35t17u30+12t14u33 +t11u36 +t36u10+11t33u13+
35t30u16 +59t27u19+77t24u22+71t21u25+51 t18u28+26t15u31 +6t12u34+7t34u11 +26t31u14 +51t28u17+74t25u20+
80 $224,23 +65t19u26 +44t16u29+18t13u32+2t10u35 +3t35u9+16t32u12 +40t29u15+67t26u18+84t23u21 +80t20u24+



C.7. Type K 223

57t17u27+34t14u30+9t11u33+t8u36+t36u7+9t33u10+32 t30u13+59t27u16+80t24u19+85 t21u22+73t18u25+51 t15u28+
24t12u31 +5t9u34+4t34u8+20t31u11 +46t28u14+74t25u17+90t22u20 +85t19u23+65t16u26+38t13u29+12t10u32+
27u3% 4243545 11313249 437129412 4-67 264 1° +-86 ¢23418 189 420421 180 +1 7024 +57 114027 429 ¢114;30 47 184,33 454,36
63307423 130410 4524274183 480 124416 493 121 41987 ¢ 18422 4 73 115425 +42 112428 +16 t9u31 +2 t0uB4 +3 t34ud +16 t31uB +
4028011 471 25414490 t220 17491 19420485 £164,23 4+ 62 t13 126 432 ¢104,29 49 ¢ 732 42 4435 +6 13206 424 £29 49455 26412
84123415 492420418 1 89 #1721 1 77414424 4 45 ¢11027 4 178430 4 3¢Pu33 + 41334 + 173047 + 42427010 4 73124413 +
93121416 1 92418419 1 89¢154,22 4 64 ¢12425 4 339428 + 11t0u3t + 2¢3u3% 4+ 7¢31ub 4+ 2642848 + 57254 + 871221 +
91 19417 4 91 164,20 4 78 ¢13423 4 47 ¢10426 1+ 17¢7u2 4 3t4u32 4+ 413243 + 1742940 + 422609 + 7323012 4 9320415 4
9217418 4+ 89114421 4 6411424 4 3313427 + 11 t5u30 4+ 2¢2u33 4+ 6¢30u? + 24 2747 + 55124410 4 84121413 4 92418416
8915419 47712422 4 45 190425 4+17 1002843 13431 +3 3142 +16 t28uP +40 25 uB 471 ¢22411 490 ¢194 14 491 £16 417485 t134,20 +
6210423 +32¢ 426 + 94429 4+ 2tud2 4+ 6 2903 + 2312040 4+ 522349 480 120412 493 t1 7415 4 87 14418 £ 73411421 4 42 ¢8u24 +
16 t5u27 + 22430 + 24300 4+ 131270t + 372407 + 67 21 w10 486 £ 18413 4+ 89 15016 480 t12419 + 57 9422 +29 16025 + T 3028 4
w3l 4412802 4201256 +46 12248 + 741194 +90 16414 + 85 ¢13017 465 110420 438 tTu23 + 12 t4u0 4+ 2 tu?® + 29 4912643 +
3212346459 12049 480 t17 w12 485 t14 45 473 11418 451 t3u2t 424 t5u2% + 512027 +3t2Tu+16 t24ut +40 2 w7 +67 18410+
84115413 1 8012416 + 5719419 + 3410022 + 913125 + w8 +7¢25u2 + 26 t22uS + 51 1948 + 741641t + 8018344 + 6510417 +
447420 118 t4u23 + 2 tu26 +126 11 12343 + 3512000 +-59 t17u9 + 77 114012 + 71 11415 451 18418 +26 tPu21 +6 t2u2t 44 124y +
1821yt +43t1847 + 65150410 473112413 4 579016 + 356019 + 123422 4 w25 + 712242 + 2711945 + 51 t16uB + 66 t13ull +
61110414 444 £l 7420 t2u20 43 tu23 42123 4122043 435 t17ub 455 1140 +-64 t11 012449 18415 427 9018 47 12w 4 421y +
19 t18ut +44 1507 +55 12410 4 52 19413 435 0016 414 3019 47 192 + 27 t1645 + 47 t13u8 +53 10w +40 tTwl? +20 tAul7 +
3tu?0 +120 41241703 434 1440 444 1149 + 42 8012 + 26 tPu1® + 8 t2ul8 +3t18u +20¢t10ut + 371247 +41 19410 4320413 +
143010 419 4 7¢1642 4+ 24 ¢1345 + 3541008 4+ 32¢7 0wt + 18 ¢4ul? + 3 tul” + 17 + 14 ¢14u3 + 29 ¢1 100 + 32349 + 24 9412 4
9t2u1® +2¢15u +16t12ut +26 947 +23t5ul0 + 11 13418 + 416 +8¢13u2 +20¢10u + 23 t7Tud + 16 t*u!l +5tul? + 1011 w3 +
17 t8ub+16 t5u® 46 t2u2+4 t12u4+14 94t +17 t0u"+10 31042 w13 45 1042411 tTub+9 t4ub +3 tul +411 48 t8u3 +11 t5ub+
6t2u+2t%u+6 tut+4 t3u" +ul0+5t7u2 + 7 t*uP + 3 tud + 18 +3 tPud +2 t2ub +2 t8u+-3 t3ut +uT +tru? +tud + 5+ t2ul +t3u

]\4}(@7 U)G — t35u36+t34u35+t36u31 +2t33u34+t34u32+t31u35+t35u30+4t32u33+3t33u31 +2t30u34+4t34u29+7t31u32+
2t28u35+2t35u27+6t32u30+6t29u33+t36u25+8t33u28+11t30u31+5t27u34+4t34u26+11 t31u29+10t28u32+2t25u35+
3t35u24+13t32u27+18t29u30+9t26u33+t23u36+t36u22+9t33u25+18t30u28+16t27u31+6t24u34+7t34u23+20t31u26+
25t28u29+16t25u32+3t22u35 +4t35u21+16t32u24+25t29u27+24t26u30+11t23u33+2t20u36+2t36u19+11t33u22+
29t30u25+33t27u28+24t24u31 +7t21u34+8t34u20+24t31u23+34t28u26+33t25u29+17t22u32+5t19u35+5t35u18+
18t32u21 +38t29u24+43t26u27+33t23u30+12t20u33+2t17u36+2t36u16+13t33u19+33t30u22 +45t27u25 +43t24u28+
26t21u31 +8t18u34+8t34u17+27t31u20 +47t28u23+54t25u26+41t22u29+19t19u32+5t16u35 +4t35u15+19t32u18+
40t29u2l +56t26u24+53t23u27+34t20u30+12t17u33+tl4u36+t36u13+13t33u16+34t30u19+57t27u22 +64t24u25+
49t21u28+27t18u31 +9t15u34+8t34u14+27t31u17+49t28u20+67t25u23 +65t22’lL26+41 t19u29+19t16u32 +3t13u35+
3t35u12+20t32u15 +41t29u18+67t26u21 +74t23u24+58t20u27+34t17u30+14t14u33 +t11u36+12t33u13+34t30u16+
57 t27ul9 4+ 76 124422 + 73421425 4+ 49418428 4 26 ¢15431 4+ 6 ¢12434 + 73401 4+ 26 31wt + 49 128017 4+ 73125420 + 8342223
65t19u26 +41 tl6u29+19t13u32+3t10u35+2t35u9+16t32u12 +42t29u15+65t26u18 +84t23u21 +79t20u24 +58t17u27+
33t14u30+10t11u33+11 t33u10+33t30u13 +57t27u16+79t24u19+91 t21u22+73t18u25 +49t15u28 +24t12u31 +6t9u34+
3t34u8+20t31u11 +48t28u14+73t25u17+89t22u20+84t19u23+65t16u26+39t13u29+13t10u32+t35u6+14t32u9+
38t29u12+63t26u15+84t23u18+93t20u21+79t17u24+54t14u27+29t11u30+8t8u33+t5u36+5t33u7+24t30u10+
5227413 4 7924416 4 91 421419 4 8918422 4 71 ¢15u25 4 4312428 + 16 t9u3t 4+ 2034 + 3¢34u® + 163148 4+ 4128411 +
70254 4+ 8922417 4 94 ¢194,20 4 84 ¢164,23 4+ 60¢13426 + 32419429 + 107 w32 + t4u3® + 632wl + 26 t29u° + 5626w 12 +
82123415 494 ¢20418 1 93 ¢174,21 4 76 ¢14424 444 11427 + 18 18430 +-3 t5u33 + 304+ 3 334t +18 13007 +41 127010 474 24413 +
91 21416494 ¢18419 485 ¢15022 + 64 12025 +33 t9u28 +11 t0u3l 3wt + 73 P 427 128 uB 457 25011 482422414 494 ¢194,17
9416420 1 7713423 4 44410426 1 2017429 + 3¢%4uB2 + twBd 4+ ¢35 4+ 3¢32u3 + 1812940 4 412649 + 74 ¢23412 4 91 £20415 4
94 17,18 485 ¢14421 464 t11 w24 +33 8027+ 11 t5u30 412433 46 £30ut 426 2707 456 124410482 121413 494 $184,16 493 ¢15¢,19
76112422 4+ 449425 4 180428 + 3¢3uBt + 313142 + 1612845 + 412548 + 7022411 4 8919414 + 94416417 4 84 ¢13420 4
6010423 +32 17420 + 10 t4u? +tud2 452943 424 2646 45242349 479420412 4 91 t1 7015 489 ¢ 144,18 71 ¢11 421 443 ¢824 +
16 t2u27 + 22030 41304 + 141274 438 12407 + 63 12110 484 184,13 493 ¢154,16 79 ¢129419 4 5419022 429 16425 4 8 ¢3 428 +
w3l 432842 42012505 + 4812208 + 7319411 48916414 1 84 ¢13417 4+ 6510420 1397423 + 13 t4u26 + 11 ¢26u3 + 332346 +
572049 +79 ¢1 7412 491 t140 15 473 11418 449 1802 + 24 5424 46 12T +2t2Tu+16 t24ut + 422107 +65 118410 484 ¢154,13 +
7912416 4 58 19019 4+ 33¢6w22 + 10¢3u2® + 712542 + 2612245 + 49 11948 + 7310411 + 83 ¢13w1t 4+ 65¢10u17 + 414720 +
19 t4u23 4+ 3tu26 + 1242303 + 34 ¢2008 + 57 17w + 76 t14u 12 + 73 t1 w5 4+ 49 8418 + 26 tPu2! 4+ 6 t2u2t + 3¢24u 4+ 2021wt +
413807 + 6715410 4 74 124,13 1 58 19416 4+ 346019 + 14 ¢3 w22 + 425 4 812242 + 2711945 + 49 1608 467 t13u11 4+ 6510414 4
41670+ 19 t4u20 4+ 3¢u23 +123 + 1312003 + 34 ¢1 78 + 57 t1 409+ 64 t1 1 w12 + 49 t8u 5 + 27 5w + 91202l + 4 21+ 1918wt 4
401507 + 56 112410 + 53 19013 + 3410416 + 124301 + 422 +8¢19u2 + 271645 + 47 ¢13u8 + 54 ¢10u M + 41 ¢Tw!* + 19417 +
5tu20 4220 41341703 +33 1440 +45 ¢1 1% + 438412 4+ 26 t9ul5 +8t2u 18 + 5184+ 18 t10ut + 38 ¢1207 +43 t9u10 +33 ¢64 13 +
126300 42419 + 811642 4+ 24 #1345 + 3441008 433 ¢t7ul + 17 2w + 5 tulT +2¢17 +11 1443 +29 11 w6 + 33 18w +24 tPu 12 +
Tt2ul5 4450 +16 11202 +25 907 +24 0410+ 11 313 + 2w 0 + 711302+ 20 t10uS +25 ¢ 7wl + 16 t2ult + 3 tult + 14 49 t1 13 +
18t3u8 + 16 t°u® + 6 t2ul2 + 3120+ 13 % + 18t8u” + 9¢3ul0 + w13 + 441042 + 11 t7u® + 10 t4uB + 2tult + 11 + 8¢8u3 +
11 t%ub+5t2u® +2t%u+6 t0ut +6 t3u” +4 tTu2 + 7 t4ud + 2 tud +3 t5ud + 2 t2uS + 10 u+4 t3ut +tru +tub + 5+ 2 t2ud +tul +u

Mg (t, u)7 = Mk (u, t)e

Mg (t, u)s = Mk (u, t)s
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C. Résultats pour les sous-groupes finis exceptionnels de SL3C

MK(t, u)g — (2t28u28+t29u26+t26u29+2t30u24+4t27u27+2t24u30+3t28u25+3t25u28+5t29u23+10t26u26+5t23u29+
t30u21 +8t27u24+8t24u27 +t21u30+8t28u22+18t25u25 +8t22u28 +4t29u20+14t26u23+14t23u26 +4t20u29 +t30u18+
14t27u21 + 24t24u24 + 14t21u27 +t18u30 +8t28u19 + 24t25u22 + 24t22u25 + 8t19u28 +3t29u17 + 20t26u20 +30t23u23 +
20t20u26 + 3t17u29 + t30u15 + 13t27u18 + 32t24u21 + 32 t21u24 + 13t18u27 + tl5u30 + 8t28u16 + 27t25u19 + 38t22u22 +
27119025 4 8416428 | 342914 4 2026417 4 3923420 4 39420423 | 2041726 4 3414429 4 304,12 4 13427415 342418
42t21u21 + 34t18u24 + 13t15u27 +t12u30 + 7t28u13 + 27t25u16 +42t22u19 +42t19u22 + 27t16u25 + 7t13u28 + 4t29u11 +
19126414 4 41 ¢23417 4+ 44120420 441 ¢170423 + 19 ¢140426 + 4411429 43049 4+ 1327412 4 34 £24415 4 45 121418 4 45 ¢18421 4
34t15u24 + 13t12u27 + t9u30 + 7t28u10 + 27t25u13 + 43 t22ul6 + 46t19u19 + 43t16u22 + 27t13u25 + 7t10u28 + 4t29u8 +
1926911 4 4023414 4+ 45120417 445417420 4 40 14423 + 19411026 4+ 448429 + 243000 + 1242700 + 34 ¢24012 4 45¢214 15 4
46 118418 + 45 15021 4 34 12024 + 1249027 + 26030 + 62847 + 27 125410 4 44422013 + 46 19016 + 46 t164 10 4 44 ¢13422 4
27110425 4 6¢7u28 + 312945 + 1812648 4 38¢23¢11 4 48120414 4 4417417 4 48414920 4+ 3811423 4 18 ¢8w20 4+ 3¢5u29 +
82748 4+ 3212409 + 45621012 + 46 ¢18u15 + 46 t15418 4 4512421 4 321902t + 8¢0u27 + 5284t 4+ 2412547 + 4322410 +
4719013 + 44416416 4 47 413019 4 43410422 4 24 ¢ 020 4+ 54428 + 9¢26u5 + 3312348 + 4720411 + 46 ¢1 7w + 46 14017 +
4711420 4 333423 4+ 9t5u20 4+ 5¢27u3 + 2412440 + 46 ¢21u® + 46 18412 4+ 46 t15ut5 4 46 t12u18 + 46 %421 + 246424 +
5t3u?” +9¢20ut + 3312207 + 47119410 + 46 t16013 446 13416 + 47 ¢10019 433 17 u22 4+ 9 t4 w0 + 512602 424 12345 +43 2048 +
A7 Tl 4 444141 4 4711417 4 4348020 4 245023 + 5120426 + 812443 + 322140 4 45¢1840 + 46 t15ul2 + 46 12415 +
451918 43210421 4 813u24 +31t2Pu+ 181220t + 381907 + 48 ¢164,10 - 44 ¢13413 4 48 ¢104,16 1 38 ¢, 19 4+ 18 t4u22 4+ 3 tu?5 +
62342 42712005 + 4411748 + 46 t14ult + 46 t1 w1t + 44 13417 4+ 27 19020 4 612423 42124 + 1242103 + 34 1840 4 45¢1509 +
46112012 4+ 4519015 + 34 18018 + 1283021 + 2wt + 41220+ 19190t + 40 1607 + 45 134,10 445 ¢10413 440 t7w 16 + 19 t4u19 +
4tu? + 712002 + 2717 wb 4+ 434148 + 46t 1wl 4+ 43841t 4+ 2710wl T + 72020 4 121 4+ 13¢18u3 4+ 3441540 + 4541249 +
4589412 4 345015 + 1363018 + w2t + 419 + 194100t + 41 ¢1347 + 44410410 + 417013 4+ 19400 + 4 tu!? + 71702 +
27 1445 +42¢1 w8 4+ 428wl + 27150 + 72017 + 18 4 131503 + 3441200 + 421949 + 34 16412 + 13 ¢3w10 + 418 + 3¢16u +
20134t +39¢1007 + 397410 +20 t4ul3 4+ 3tul6 + 811442 427 t11ub + 38 t8u8 4+ 27 tPull + 812t + 115 + 1311243 +32¢%u8 +
32t6u9 + 1383612 + wl® + 313w + 20¢10u? + 30t7u” + 20 t4ut0 + 3tuld + 8t1lu2 + 24 t8u® + 24 t5uB + 82411 4 12 4
14t9u3 4+ 24648 + 14349 + w12 + 4410y + 14¢7ut + 141407 + 4tu0 + 8182 + 18t%ud + 8¢2ud + 9 + 8t6u3 + 8t3ub +
w945t u+10 t*ut +5 tu” +3 t5u? +31%uP +2 16 +4 3ud 42 ub +ttuttut +242u?) (u? + 1) (ut —u? 4+ 1) (12 +1) (¢* — 2 4+ 1)

MK(t7 U)lo — (t28u30+t30u26+2t27u29+t28u27+3t29u25+5t26u28 +4t27u26+2t24u29+6t28u24+9t25u27+t22u30+
3t29u22 + 9t26u25 + 6t23u28 + 2t30u20 +11 t27u23 + 16t24u26 + 3t21u29 + 7t28u21 + 18t25u24 +12 t22u27 + t19u30 +
4t29u19 + 18t26u22 + 24t23u25 + 7t20u28 + 2t30u17 + 12 t27u20 + 28t24u23 + 18t21u26 +4t18u29 +8t28u18 + 27t25u21 +
32 t22u24 + 13t19u27 + t16u30 + 5t29u16 + 19t26u19 + 35 t23u22 + 27t20u25 + 7t17u28 + t30u14 + 13t27u17 + 32t24u20 +
40t21u23+19t18u26 +4t15u29+8t28u15+27t25u18 +40t22u21 +34t19u24+12t16u27+2t13u30+4t29u13+19t26u16+
38t23u19 +44t20u22+27t17u25+8t14u28+t30u11+14t27u14+32t24u17+46t21u20+38t18u23+19t15u26 +4t12U29+
8t28U12+27t25U15 +42t22U18 +45t19u21 +34t16u24+12t13u27+2t10u30+3t29u10+20t26u13+36t23u16 +47t20u19+
43 t17’LL22 + 27 t14u25 + 8t11’LL28 + t30’LL8 +13 t27’LL11 + 34 t24’LL14 + 44 t21u17 + 47 t18u20 + 38 t15u23 +19 t12’LL26 + 5t9u29 +
7t28u9+27t25u12 +42t22u15+46t19u18 +47t16u21 +32t13u24+13t10u27+3t29u7+20t26u10+39t23u13 +46t20u16+
A7 Ty 441 414422 427 411425 4 8 ¢824 1112748 + 34 ¢24u 11 443121414 4 47 118417 4+ 47 15420 4 3812423 41819126 +
20129 + 62848 + 2712509 + 42122412 446 1915 + 46 t160u18 + 46 t13u21 + 32410024 + 1317 w27 4+ t4uB0 4 294 + 1442647 +
41 23410 144 420913 1 48 #1716 46 t14419 442 t11 022 4 24 18425 + 3¢5 428 443042 4942745 43212448 +45 21411 446 ¢184 14 +
A7 15417 447112420 136 19423 + 16 tOu20 + 13129 + 12843 + 18 t25ub + 42122049 +46 t19u 12 446 t164 15 + 47 ¢13418 444 ¢10421
28 t7Tu?t + 4t u?7 + 1290+ 1026 ut + 342307 + 45 120410 44517413 4 48 14416 446 t11 010 439 8422 418 5 w25 + 212428 +
12742 + 18¢24u5 4+ 422148 + 46 t18 4t + 46 t15uM + 4712017 4+ 44 19020 4 2840423 4 43420 4 ¢28 4 942543 4 3242240 +
451949 + 46 16412 4 4713015 447410418 £ 3617w + 16 t4u?? + tu7 +t20u 4+ 14230t + 41 12007 + 44 ¢1 7010 48 114418 +
46 11416 4 428419 + 245422 + 342425 + 6¢2%4u2 + 2721 ud + 42¢18uB + 46 10wl + 46 t12u1t + 46 t9ulT + 32¢6u20 +
133423 4+ w26 + 112203 + 34 1908 + 431602 4+ 47 ¢13412 4 47110415 4+ 38¢7w!® + 18 t4u?! 4+ 2tu? 4+ 3¢23u + 2020wt +
391707 + 46 14410 4+ 47411413 4 41 18410 4 275wl + 8¢2u22 + T2 w2 4 27¢18uS + 42¢15uB + 461201t + 47wl +
3206017 4+ 1383020 4 ¢22 4 13193 + 34 ¢1645 4 44 ¢134° + 47410012 4 3817 wl® + 19t4u!® + 5tu?! 4+ 320w + 20¢1 7wt +
361407 + 4711410 44318013 + 275410 4 812419 4 811842 + 27 ¢10uB + 4241208 + 45194t + 340wt + 1283017 + 2020 +
t19 41461643 +32¢130u8 446 t10u9 +38 T w2 +19 ¢t w5 + 4 tul® + 4t Tu+ 19 M4 ut + 38 t1 1T +44 t8u10 427 5413 4+ 842416 +
8t19u2 + 271245 + 401948 + 3400t + 123w + 2017 + 16 + 13¢1303 + 3241000 + 40¢7u% + 194wt + 4 tul® + 5¢14u +
19t ut + 358807 + 275010 + 712013 + 8112042 4+ 27 %05 + 320u8 + 133wt + wlt + 2413 41241043 + 287wl + 18 ¢%u% +
4tur? + 4t u+18t8ut +24 tPu” + 71200+ 719U +18 t6uS + 123 uB + ult + 2410+ 11 t7ul +16 t*ub + 3 tu® + 3 t8u+9tPut +
612u”+6 t0u2+913ud +ul +4 t*ud +2 tub +3 tPu+5 t2ut +t3u? + 14 +2 tud +u?) (u2 + 1) (u4 —u?+ 1) (t2 + 1) (t4 — 2+ 1)

Mg (t, u)11 = Mk (u, t)10

MK(t, u)12 — (t18u15 +t15u18 +t16u16+2t17u14+2t14u17+2t15u15 +5t16u13+5t13u16+2t17u11 +4t14u14+2t11u17+
t18u9 + 8t15u12 + 8t12u15 + t9u18 + 3t16u10 + 6t13u13 + 3t10u16 + 3t17u8 + 12t14u11 + 12t11u14 + 3t8u17 + 5t15u9 +
9t12u12+5t9u15+6t16u7+15t13u10+15t10u13+6t7u16+t17u5+6t14u8+8t11u11 +6t8u14+t5u17+t18u3+8t15u6+
17120 417 1%0u12 +- 8 15ul® + #3418 + 241644 48 ¢1347 + 9410010 4 8¢ 7wl + 242410 411702 410 t1 40P + 18 t1 1 ud + 18 18w +
10 t5u™ 4+ 207 4+ 241503 + 91208 4+ 819w + 918u12 + 243u!® + 160 + 1013w + 1841047 + 18 ¢t7w!0 + 10 t*u'® + tul6 4
2t14y2 £ 8¢y 4 91848 4 8tPull + 242014 4+ ¢15 £ 841243 + 171908 + 17100 4+ 83ul2 + 15 4 130 + 6 t10u? 4+ 8t7u" +
6ttul0 +tut3 +6 1 u2 +15t8ud + 15 t%uB + 6 t2ult +5t9u3 + 9t0uS + 5309 + 3 t10u 4+ 12¢Tut + 12 t4u” + 3 tul0 + 3342 +
6t5ud +3t2ud + 19 4 8t0uB + 8¢3ub + w9 + 217w +4ttut +2tu” + 5t%u2 + 562ud + 283uB + 2ttu + 2tut + 202 + 13 +
u?) (u6+u5+u4+u3+u2+u+l) (u12 —u11+u9—u8+u6—u4+u3—u+1)

(B++ 2+ t3 42 414+1) (12—t 42 -8 + 6 — 12 43—t +1)
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MK(t, u)13 — (t17u16 +t15u17+3t16u15 +t13u18 +t17u13+2t14u16+2t18u11+6t15ul4 +3t12u17 +3t16u12 +4t13u15+
3t17u10 + 10t14u13 +6t11u16 +4t15u11 +6t12u14 +t9u17 +6t16u9 + 14t13u12 +9t10u15 +2t7u18 +2t17u7 +6t14u10 +
8t11u13 + 3t8u16 + t18u5 + 9t15u8 + 16t12u11 + 12t9u14 + 3t6u17 + 3t16u6 + 7t13u9 + 9t10u12 + 4t7u15 + 2tl7u4 +
12¢M07 + 1811010 4 158413 + 55416 + 441545 + 91248 + 109t + 6 t0ul? + t3ul7 + 31643 + 14 ¢13ub 4+ 1841040 +
16t7ul? + 6t4ut® + 4¢Mut + 8111 u” + 98wl + 65uld + t2ul6 4+ 315w + 14¢12u5 4+ 181948 + 160wl + 6¢3ul? +
441303 + 941048 + 107w + 6 t4ul? 4+ tul® + 2¢tMu + 121wt + 18 ¢3u” + 15 t%ul0 4+ 542013 4+ 341202 + 7945 + 9t6ud +
43uM + 18 911043 +16¢7wb + 12 ¢%*uw® + 3tul? + 2t u + 6 t3ut + 8t°u” + 3t2ul0 + 692 + 14 t5u® + 9t3ud + 2wl +
4t7Tud + 6 t4ub + tu® +3t8u+ 10t%ut + 61207 + 3t5u2 + 4t3u® + 27 + 6 t4ud + 3tub + tPu + 2t2ut + 3t3u2 + ub + tud +
t2u) (u6+u5+u4+u3+u2+u+1) (ul2 —ull +u9—u8+u6—u4+u3—u+1)

O+t + 3 +12 4t 4+1) (12—t 419 -8 416 — 14 43—t + 1)

Mg (t, u)14 = Mg (u, t)13

MK(t, u)15 — (t23u23+2t22u22 +t24u18+5t21u21 +t18u24+2t22u19+2t19u22+2t23u17+7t20u20+2t17u23 +t21u18+
7518u21 +3t22u16+5t19u19+3t16u22+t23ul4+2t20u17+2t17u20+t14u23+t24u12+5t21u15+7t18u18+5t15u21+
t12u24+2t22u13+3t19u16+3t16u19+2t13u22+2t23u11 +4t20ul4+5t17u17+4t14u20+2t11u23 +2t21u12+2t18u15+
2t15u18+2t12u21 +3t22u10+5t19u13 +5t16u16+5t13u19+3t10u22 +t23’u8 +3t20u11+4t17u14 +4t14u17+3t11u20+
t8u23 +t24u6+4t21u9+5t18u12+5t15u15+5t12u18 +4t9u21 +t6u24+3t22u7+3t19u10 +2t16u13+2t13u16+3t10u19+
3t7u22+t23u5+4t20u8 +4t17u11+5t14u14 +4t11u17+4t8u20+t5u23+3t21u6 +4t18u9+3t15u12 +3t12u15 +4t9u18+
3t6u21+2t22u4+3t19u7+5t16u10+7t13u13+5t10u16+3t7u19+2t4u22+t23u2+5t20u5+4t17u8+2t14u11+2t11u14+
4t8u17+5t5u20+t2u23+4t21u3+3t18u6+4t15u9+5t12u12+4t9u15+3t6u18 +4t3u21 +t22u+5t19u4+4t16u7+
2t13u10+2t10u13 +4t7u16 +5t4u19 +tu22 +2t20u2+3t17u5 +5t14u8+7t11u11 +5t8u14+3t5u17+2t2u20+3t18u3+
4t15u6+3t12u9+3t9u12+4t6u15 +3t3u18 +t19u+4t16u4+4t13u7+5t10u10 +4t7u13 +4t4u16 +tu19 +3t17u2+
3t14u5+2t11u8 +2t8u11 +3t5u14+3t2u17+t18 +4t15u3+5t12u6+5t9u9+5t6u12 +4t3u15 +u18 +t16u+3t13u4+
441047 + 47410 4+ 3403  tul6 4+ 3102 + 581105 4+ 5¢8u8 + 5t0ull + 312wl + 241203 + 21948 + 26649 + 243012 +
2t + 41100t +5¢7Tu” + 4 t2ul0 + 2wl + 241142 + 31805 + 3t5uB + 220 + 112 4 5903 + 7 t0uS + 5309 + w2 + 0% +
2t7Tut + 2147 4+ tuwl® + 3t8u2 + 515ud + 312u8 + 1043 + t3ub + 2¢Tu + Tttut + 2tu” +2t%u2 + 2¢2uS + 0 + 5430 +ub +
26%u2 4 tu) (u2 4+ 1) (ut — w2 +1) (u+1)2 (W2 —u+1)" (2 +1) (2 =2+ 1) t+ 1> (2 —t +1)°

MK(tv U)16 — (t23u22 +t24u20+t21u23+3t22u21 +t19u24+t23u19+2t20u22+3t21u20+2t18u23+2t22u18+2t19u21+
2t23u16+5t20u19+3t17u22 +4t21u17+3t18u20+t15u23+3t22u15+5t19u18 +4t16u21 +t13u24+2t20u16+3t17u19+
3t14u22 +t24u11 +5t21u14+4t18u17+4t15u20+t12u23+2t22u12+3t19u15 +4t16u18 +3t13u21+2t23u10+7t20u13+
5t17u16+3t14u19+2t11u22 +t21u11 +2t18ul4 +4t15u17+5t12u20+2t9u23+3t22u9+5t19u12 +4t16ul5+3t13u18+
4t10u21 + t23u7 + 2t20u10 + 2t17u13 + 4t14u16 + 5t11u19 + 3t8u22 + t24u5 + 5t21u8 + 7t18u11 + 5t15u14 + 3t12u17 +
2t9u20 + 2t22u6 + 3t19u9 + 3t16u12 + 4t13u15 + 4t10u18 + 5t7u21 + t4’LL24 + 2t23’LL4 + 4t20’LL7 + 5t17u10 + 4t14u13 +
4t11u16 + 3t8u19 + 2t5u22 + 2t2lu5 + 2t18u8 + 2tl5u11 + 3tl2ul4 + 5t9u17 + 7t6u20 + 2t3u23 + 3t22u3 + 5t19u6 +
5t16u9 + 5t13u12 + 4t10u15 + 2t7u18 + t4u21 + 3t20u4 + 4t17u7 + 4t14u10 + 3t11u13 + 4t8u16 + 5t5u19 + 2t2u22 +
3t21u2+5t18u5+5t15u8+5t12u11 +4t9u14+2t6u17+t3u20+2t19u3+2t16u6+2t13u9 +3t10u12+5t7u15+7t4u18+
2tu?l + 2420y + 417wt + 511407 + 4111410 4+ 48413 £ 345410 £ 242419 4 241892 4 341545 + 311248 44194t + 40414 4
5t3u17+u20+t19 +5t16u3+7t13u6+5t10u9+3t7u12+2t4u15 +t17u+2t14u4+2tllu7+4t8u10+5t5u13+3t2u16+
31502 + 541245 + 44948 + 3t6ull + 434t 4+ 1303 4+ 241008 4+ 447w + 5¢%ul2 4 2¢ul® + 2¢Mu + Tt ut + 51847 +
30010 4242013 4+ 241202 4+ 34905 + 41548 + 33wl + 13 + 5¢10u3 + 447w + 4 ¢4 + tul? + 2t8u 4+ 357 + 3t2ul0 +
3t9u? + 5¢0ud + 4308 + ult + 4¢7ud 4+ 3t%ub + tu® + 2t8u + 5t5ut + 3t2u” + 2¢0u2 + 2¢3ud + 314 + 2tub + tou +
26%ut +3 3u2 b+t tud +1%u) (w2 4+ 1) (ut — w2 +1) (w4 D2 (@2 —u+ 1) (2 4+1) (B =2+ 1) (t+1)2 (12—t 4+ 1)°

Mg (t, u)17 = Mg (u, t)16

La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

PK(tv 0)0 :PK(Ov t)O =

—t36 _t18_1
(t—1)3 (2 4t+1)3 (12 41) (tA =124 1) (0 +5 H A3 121+ 1) (12 =411 449 — 18446 — 4143 —t+1) (t+1) 2 (12— t+1) 2"

C.8 TypelL

D) =(t—13 (2 +t+1)> (2 +1) (=2 +1) (P + B+ 2+t +1) (B =7+ —t* 43—t +1)

t+1)2 (2 —t+1)°

My, (t, U)O — 304,30 + $294,29 + 128,28 + $274,27 + 2 426,26 + 128,22 + 3¢254,25 + 122,28 + 242721 + 4 424,24 + 2 4214,27 +
425,22 +t22u25 +3t26u20+5t23u23+3t20u26—t30u15 +t27u18+2t24u21 +2t21u24 +t18u27—t15u30 +t28u16+4t25u19+
612222 +4t19u25+t16u28+2t26u17+4t23u20 +4t20u23+2t17u26+2t27u15+5t24u18+7t21u21+5t18u24+2t15u27+
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C. Résultats pour les sous-groupes finis exceptionnels de SL3C

3t25u16+5t22u19+5t19u22 +3t16u25 +t29u11 +3t26u14+7t23u17+9t20u20+7t17u23+3t14u26+t11u29+t27u12+
5t24u15 +7t21u18+7t18u21 +5t15u24 +t12u27+2t28u10+4t25u13+8t22u16+11t19u19 +8t16u22 +4t13u25+2t10u28+
t26u11 +6t23u14+8t20u17+8t17u20+6t14u23+t11u26+2t27u9+5t24u12+9t21u15+12t18u18+9t15u21 +5t12u24+
2t9u27+2t25u10+7t22u13+11t19u16+11t16u19+7t13u22+2t10u25 +t29u5+3t26u8+6t23u11+10t20ul4+14t17u17+
10t14u20+6t11u23+3t8u26+t5u29+2t24u9+7t21u12+12t18u15+12t15u18+7t12u21+2t9u24+t28u4+3t25u7+
6t22u10+11t19u13+14t16u16+11t13u19+6t10u22 +3t7u25 +t4u28+2t23u8+7t20u11+13t17u14+13t14u17+7t11u20+
2t8u23+t30+t27u3+4t24u6+7t21u9+12t18u12+16t15u15+12t12u18+7t9u21+4t6u24+t3u27+u30+2t22u7+
7t19u10+13t16u13+13t13u16+7t10u19+2t7u22 +t26u2+3t23u5+6t20u8+11 tl7u11+14t14u14+11 tllul7+6t8u20+
3t5u23+t2u26+2t21u6+7t18u9+12t15u12+12t12u15+7t9u18+2t6u21 +t25u+3t22u4+6t19u7+10t16u10+14t13u13+
1010416 4 6¢7ul9 4+ 3t4u22 + tu25 4+ 282045 4+ 71708 4+ 11 ¢Mult 4+ 11 ¢ 4+ 7807 + 265020 4 242143 4 51846 4
9t15u9+12t12u12+9t9u15 +5t6u18+2t3u21 +t19u4+6t16u7+8t13u10+8t10u13+6t7u16 +t4u19+2t20u2+4t17u5+
8t14u8+11t11u11+8t8u14+4t5u17+2t2u20+t18u3+5t15u6+7t12u9+7t9u12+5t6u15+t3u18+t19u+3t16u4+
7t13u7+9t10u10+7t7u13+3t4u16+tu19+3t14u5+5t11u8+5t8u11+3t5u14+2t15u3+5t12u6+7t9u9+5t6u12+
2t3u15+2t13u4 +4t10u7+4t7u10 +2t4u13 +t14u2+4t11u5 +6t8u8 +4t5u11 +t2u14—t15 +t12u3+2t9u6+2t6u9+
t3ul? — 431104t +5¢7Tu "+ 3 t4ul0 + 8 ud +PuB +2t%uB +4 t8uS + 2134 +t8u2 + 3 tPuP +t2ud + 2 trut +t3ud +t2ul + tu+1

]\4]:(157 U)l — t30u25 + t27u28 + t29u24 + 2t26u27 +t23u30 + t27u25 + 3t28u23 + 4t25u26 + 2t22u29 + t29u21 + 2t26u24 +
2t23u27+4t27u22+5t24u25+3t21u28 +2t28u20 +5t25u23 +4t22u26 +t19u29 +2t29u18+7t26u21 +8t23u24+5t20u27+
t17u30+4t27u19+8t24u22+7t21u25+3t18u28 +4t28u17+10t25u20+11t22u23+8t19u26+2t16u29+t29u15+7t26u18+
11t23u21 +1Ot20u24+5t17u27+t30u13+6t27u16+15t24u19+16t21u22+12t18u25 +4t15u28+3t28u14+11t25u17+
15t22u20+14t19u23+8t16u26+2t13u29+2t29u12+9t26u15+18t23u18+20t20u21 +16t17u24+6t14u27+5t27u13+
16t24u16 +20t21u19+19t18u22+11t15u25 +3t12u28+3t28u11+12t25u14+22t22u17+25t19u20+19t16u23 +9t13u26+
t10u29 +t29u9+7t26u12+19t23u15 +26t20u18+24t17u21 +16t14u24 +4t11u27+t30u7+5t27u10+16t24u13+26t21u16+
30t18u19+23t15u22+12t12u25+3t9u28+t28u8+8t25u11 +22t22u14+31t19u17+29t16u20+17t13u23+5t10u26+t29u6+
7t26u9+18t23u12+31 t20u15+34t17u18+26tl4u21+15t11u24+4t8u27+t5u30+2t27u7+10t24u10+24t21u13+35t18u16+
33t15u19+19t12u22+7t9u25 +2t28u5+8t25u8+20t22u11 +34t19u14+38t16u17+29t13u20+16t10u23+5t7u26+t4u29+
2t26u6+11t23u9+26t20u12 +38t17u15+35t14u18+20t11u21 +8t8u24+t5u27+2t27u4+8t24u7+20t21u10+34t18u13+
41115416 430412019 +16 19022 4 5 15025 +- 13028 4312505 + 1242208 427 11941 440416014 + 35 ¢13017 421 £104,20 4917425 4
t4u26 4 242643 4 82346 4 2042049 + 3417012 4 41 14415 4+ 30 11018 4+ 16 1362 + 5t5u2t + 2027 + 2124t + 1162007 +
26 118410 £ 3815413 4 35¢129,16 120 19419 4- 8 16422 413025 4242542 482245 420 1908 4 34 ¢164 11 4 38 18,14 429410417
16 t7u20 +5t4u23 41020 + 242303 + 1012008 +24 t1 7% + 35 t140u12 433 t11 415 419 18418 4 715421 41240 4+ 7121wt 418 1847 +
3115410 4 34 ¢12413 4+ 26 19416 + 150419 + 463422 + w25 4+ 2242 + 841905 + 2241648 4+ 31 ¢330 429410414 4 17¢70 17 +
5t4u20 +123 4512043 + 16 t17ub +26 144 + 30 t1 1 w2 + 23 3w + 12 t%w!® + 31202t + 12 u+ 71184t +19¢1%u7 + 26 ¢124,10 4+
249413 +16 0410+ 43019431902 +12 1605 +22 ¢1308+25 ¢1004 11 4197w +9 ¢4 T +tu20 + 5 1 7wl +16 t14ub +20 1109+
198612411 t5ul54+3 12018 4+2 t18 4+ 9 154t +18 1207 +20 2010+ 16 t0ul3 +6 3010 43 ¢1642 411 t13uS +15¢10uB8 + 14 ¢t 7wl +
8ttult 4+ 2tu 7 1176 14wl + 151108 +16 1309 +12t%ul2 + 412015 + #1004+ 711204 +11 1947 + 10 t0ul0 + 53w l3 4 41302 +
10¢1005 + 11 ¢7u8 + 8 t4ult + 2wl + 441143 +8¢8uS + 70w + 31202 + 24120+ 7190t + 816w + 530wt + 3 4241042 4
5t7Tub+4ttub+tull +4t8ud +5t5uS + 3120 +t9u+2t0ut +2t3u T+ 3 tTu2 + 4 t*uP + 2 tul +tPul +tSu+ 2 t3ut +u T+ 5 +1243

ML(t7 u)2 :t29u30 +t28u29 +t30u25 +t27u28 +t25u29 +t29u24+2t26u27+t27u25 +t24u28 +2t28u23 +4t25u26 +t22u29+
t29u21+2t26u24+2t23u27+t30u19+4t27u22+6t24u25+3t21u28+2t28u20+4t25u23+4t22u26+t19u29+t29u18+7t26u21+
9t23u24+5t20u27+4t27u19+7t24u22+7t21u25+2t18u28+3t28u17+10t25u20+12t22u23+8t19u26+t16u29 +t29u15+
7t26u18+11t23u21+11t20u24+5t17u27 +6t27u16+14t24u19+16t21u22+11t18u25 +4t15u28 +3t28u14+10t25u17+
15t22u20+15t19u23+8t16u26+t29u12+9t26u15+18t23u18+20t20u21+15t17u24+6t14u27+t11u30+5t27u13+15t24u16+
20t21u19+20t18u22+11 t15u25+2t12u28+4t28u11+12t25u14+23t22u17+26t19u20+20t16u23 +9t13u26+2t10u29+
t29u9+7t26u12+19t23u15+25t20u18+24t17u21 +15t14u24+4t11u27+5t27u10+15t24u13+26t21u16+30t18u19+
23t15u22+11t12u25 +3t9u28 +t28u8+9t25u11+22t22u14+30t19u17+29t16u20+18t13u23 +5t10u26 +t29u6+7t26u9+
18t23u12 +31t20u15+36t17u18+26t14u21 +14t11u24+4t8u27+t5u30+2t27u7+11t24u10+24t21u13+36t18u16+
33t15u19+20t12u22 +7t9u25 +t6u28+2t28u5 +8t25u8+19t22u11 +33t19ul4+39t16u17+28t13u20+15t10u23+5t7u26+
t4u29+2t26u6+11 t23u9+25t20u12+38t17u15+36t14u18+20t11u21+7t8u24+t5u27+t30u+2t27u4+9t24u7+20t21u10+
36 18413 441 ¢15416 430 112019 +16 t9u22 +6 t0u25 + 13428 + 32505+ 1212208 +26 119411 +40 t164 14 + 38 ¢13417 421 110420 4
8t7u23+t4u26+tu29+t29+2t26u3+9t23u6+20 t20U9+36t17U12+41 t14u15+30t11u18+16t8u21+6t5u24+t2u27+2t24u4+
1162007 425818410 438415418 436 t12016 + 20 9019 + 7 t0u22 +13u25 + 22542 + 81220 + 191948 + 33 ¢164 11 439 ¢13 414 4
2810417 4 15¢7w20 45 ¢4u23 44026 422343 +11 62000 + 24 61709 + 36 t140u12 433 11415 + 20 18018 + 70wt + 42024 + 1240+
T2t 418 1847 +31 15010436 t120u 13 +26 t2ul6 +14 0019 +4 3422 +u25 412242 49 t19u5+22 16048+ 30 t13 11 429 ¢ 10,14 4
18 tTul7+5 44204512043 415 ¢1 746426 t14 w2 +30 t11 012 423 345 411 t5ut8+-3 1202 4421+ 7 1844 +19 1507425 ¢12410 4
24 t%ut3 +15 0410 +4 3 w19+ 411902 +12 41645 4+23 1308 +26 t10u 1 +20 t 7wl +9 t4u T+ 2 w20 +-5 ¢ 1 7w +15 t14ub 420 ¢ 1 %+
20362 4115415 4+ 22418 4184 + 91154t + 181247 + 2019010 + 15003 + 6 t3ul6 + 419 + 311642 +10¢13ud +15¢10u8 +
15t7ult + 8 t4ul? + 6 t14u3 + 14 t1 1wl + 16 ¢34 + 11 t5u2 + 412020 + 10w 4+ 7120t + 11 947 + 11 t5u10 4+ 583013 4+ 3¢130u2 +
101005 +12 tTul +8 trul +tult +4 1 B + 7 18 u0+7 tPu0 +2 12w 2+t 12w+ T 90t +9 10U +5 3 w042 41002 + 4 tTub +4 t4uB +
tul 11 4 8303 46 tPul+3 209 +t9u+2 t0ut +2 30T+ 2 tT w2 +4 tAud +tud + P ud +t2ul +t0 u+-2 3 ut +tuS + 5+ 2wl +tul+u

My (t, u)s = Mr(u, t)2

ML(t, ’lL)4 :t28u27+t25u30+t30u23+2t27u26+t24u29+t25u27+2t29u22+4t26u25+3t23u28+2t27u23+2t24u26+
t21u29+3t28u21 +5t25u24 +4t22u27 +t29u19 +4t26u22 +5t23u25+2t20u28+t30u17+5t27u20+8t24u23+7t21u26+
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2t18u29+3t28u18+7t25u21+8t22u24+4t19u27+2t29u16+8t26u19+11t23u22+10t20u25+4t17u28+5t27u17+10t24u20+
11t21u23+7t18u26+t15u29+4t28u15+12t25u18+16t22u21+15t19u24+6t16u27+t13u30+2t29u13+8t26u16+14t23u19+
15t20u22+11t17u25 +3t14u28+6t27u14+16t24u17+20t21u20+18t18u23 +9t15u26+2t12u29+3t28u12+11t25u15+
19t22u18+20t19u21+16t16u24+5t13u27+t29u10+9t26u13+19t23u16+25t20u19+22t17u22+12t14u25+3t11u28+
4t27U11 +16t24u14+24t21u17+26t18u20+19t15u23+7t12u26+t9u29+3t28u9+12t25u12 +23t22u15+30t19u18+
26t16u21+16t13u24+5t10u27+t7u30+5t26u10+17t23u13+29t20u16+31t17u19+22t14u22+8t11u25+t8u28+t30u5+
4t27’LL8+15 t24u11+26t21u14+34t18u17+31 t15u20+18t12u23+7t9u26+t6u29+7t25u9+19t22u12+33t19u15+35t16u18+
24t13u21+10t10u24+2t7u27+t29u4+5t26u7+16t23u10+29t20u13+38tl7u16+34t14u19+20tllu22+8t8u25+2t5u28+
t27u5 +8t24u8+20t21u11 +35t18ul4+38t15u17+26t12u20+11t9u23+2t6u26 +t28u3+5t25u6+16t22u9+30t19u12+
41t16u15+34t13u18+20t10u21 +8t7u24+2t4u27+t26u4+9t23u7+21t20u10+35t17u13+40t14u16+27t11u19+12t8u22+
3t5u25+t27u2+5t24u5+16t21u8+30t18u11 +41t15u14+34t12u17+20t9u20+8t6u23+2t3u26+t25u3+8t22u6+
201949 +35 16412 4 38 ¢13 015 426 ¢104 18 411 7wt + 2 t4u2t + 1204 +5 230t + 16 t2007 +29 t1 7010 438 ¢144 13 434 ¢114,16
20t3u9 +8t%u22 +2 2025 + 7121 b +19¢18u8 +33 15411 435 t120 14 424 19017 +10 0420 +2 13023 4425 +4 2243 415 ¢19uS +
26t16u9+34t13u12+31 t10u15+18t7u18+7t4u21 +tu24+5t20u4+17t17u7+29t14u10+31t11u13+22t8u16+8t5u19+
t2u22 4362102412 41845 +23 t15u8 +-30 1201 426 t9ult + 16 t0ul T+ 5 13u20 + 03 +4 1943 +16 ¢1600 +24 1349 426 ¢104 12
19t7ul® + 7148 12t +1204 4+ 91 7wt +19 1447 +25 11410 42218413 4125416 4+ 342419 +3¢1842 + 11 ¢15uS +19 ¢12u8 +
20 t%ult +16 t8ult + 53Ul 7 +6 1643 +16 13 ub +20 t10u9 +18 tTul2 + 9 t4ud + 2 tul8 + 21 Tu+ 8t 4 ut + 14t w7+ 15 8010+
1153 + 342016 + 441542 + 1241245 + 16 1948 + 150wl + 6 t3ur* + w7 + 5¢13u3 + 10 ¢10u0 + 11 ¢7w® + 7t4ul2 + tul® +
2ty +8 1 ut +11 30w +10 w0+ 4 203 +3 1202 + 7 t9uP + 8 t6uB +4 3w +¢13 45 1003 + 8 tTwbS + 7 t*u® + 2 tul2 +t1  u+
48ut +5t5uT+2 2wl 0431902 +5t0uP +4 3 uB +2 T ud +2 t4ub +tu® + 2 tBu+4 t5ut +-3 120" + 3 uS 1T+ 2 t4uB +tuS +t3u +ud

Mp(t, w)s = ML(t, u)e = (£16ul6 18412 4 241515 4 12918 4 9417y 1 4 f41dq 14 4 911y 17 _ 1849 _ 49,18 | 3416410 4
6t13u13+3t10u16+t18u6+5t15u9+7t12u12+5t9u15 +t6u18+t17u5 +6t14u8+8t11u11 +6t8u14+t5u17+t12u9+t9u12+
21044 4841347 49410410 4847413 4244416 42 1543 47 #1200 +-8 949+ T 10w 2 421345 42 1442 48 1145+ 9 1848+ 8 t5ull +
21201 1908 +18 09 +t13u+-6 t10ut +8 tTuT+6 trulO+tut3 +412 45 903 +7 008 +5 3w+ w2 +-3 t3u2 46 tOud +3 t2u8 —t9 —u 9+
2tTu+dttut 210"+ 0+ 283U 4w +120?) (ul +ud 4wl +u+1) (W —u T WS —ut 4w —u 1) (3 2+t + 1)
(B—tT+t5 -t 43—t +1)

]\411(157 u)7 — (t24u22 +t23u21 + t20u24 + 3t22u20 + 2t19u23 +t23’u,18 +t20u21 + 5t21u19 + 3t18u22 + 2t22u17 + 3t19u20 +
t16u23+2t23u15 +8t20u18+6t17u21 +t14u24+5t21u16+7t18u19+3t15u22 +4t22u14+12t19u17+9t16u20+2t13u23+
t23u12+8t20u15+11t17u18+6t14u21+t24u10+6t21u13+16t18u16+13t15u19+4t12u22+3t22u11+13t19u14+16t16u17+
9t13u20 + 2t10u23 + 2t23u9 + 9t20ul2 + 18t17u15 + 15tl4u18 + 6tllu2l + 6t21u10 + 17t18u13 + 19tl5u16 + 13t12u19 +
3t9U22 +3t22u8+12t19u11+19t16u14+17t13u17+9t10u20 +t7u23+t23u6+8t20u9+20t17u12+21 t14u15+17t11u18+
5t8u?t + 1244t + 612 u” + 15818410 421 ¢854 18 £ 19412416 1 1319410 + 315022 412205 + 101908 4 21 t164 1T 4 21 #1314 +
18t10ul7 + 6t7u20 + t23u3 + 8t20u6 + 18tl7u9 + 22tl4u12 + 21 t11u15 + 16 t8u18 + 5t5u21 + 752u24 + t2lu4 + 11 t18u7 +
21 15410 420 412013 + 199016 + 70419 4242202 + 101945 + 20 #1648 + 23 13011 4+ 22410414 1 18¢ 417 4+ 6 ¢4 w20 + ¢tu23 +
12043 + 11617048 + 21 t140® 4+ 20t w12 + 1918415 + 7¢Pul8 + 21 4+ 818wt 4 18 ¢154u7 + 2212410 21 %9413 + 161516 +
53019 + 422 41942 4 10¢1645 + 21 1308 + 21 10411 + 18 ¢7ut + 6 t4ul” + 120 + 6 ¢17u3 + 15 ¢14ub + 21 1149 + 198012 +
13t5ul® + 32018 + 18y 4+ 8t15ut + 20¢1207 + 21 19010 4+ 170413 + 53016 + 3¢1642 + 12¢1345 + 1941048 + 17¢ 7wl +
9ty 4 tul” + 61403 + 17111 u8 + 1968w + 13562 + 312ur® + 2410w + 9120t + 181907 + 150410 4 63413 + 3¢134u2 +
1381005 + 16 t7u8 + 9 ttult + 2tul? + 14 + 611 0B + 16 t3ub + 13150 +4 202 + 1120 + 8 t%ut + 11 t8u” +6 310 + 4 ¢1042 +
12¢7ud + 9t ud + 2tult +5¢8uB + 7t5ub + 3120 + 2% +8t%ut + 6 ¢3u” + w0 + 2¢7 w2 + 3ttu’® + tud + 5t%ud + 3t2ub +
tSu + 3ut + 3t4u? + 210 + Bu+ut +12) (w2 4+ 1) (ut =+ 1) (2 +1) (¢ -2 + 1)

My (t, u)s = Mg (u, t)7

ML(t7 u)g — (t16u16 +t17u14+t14u17+2t15u15 +t16u13+t13u16+t14u14 +t18u9+2t15u12+2t12u15+t9u18+t16u10+
2413413 + $10,,16 + 1748 + 3t14u11 + 3t11u14 + 817 + $12,,12 + $+164,7 + 9 ¢13,,10 + 2¢10,,13 + t7 16 + 1745 + 14,8 +
$11,,11 + 814 + 317 + 241546 + 341249 + 34912 + 246,15 + 241644 + 241347 + 2¢10,,10 + 2¢713 + 2 444,16 + #1445 +
2t11u8+2t8u11 +t5u14+2t15u3 +t12u6 +t9u9 +t6u12 +2t3u15+t13u4+2t10u7+2t7u10 +t4u13 +2t14u2+2t11u5+
218u8 + 25l + 2420t + 241243 + 349U +316u% + 24302 + 13U+ #10u? + 70" + 4wl +tutd 11 w2 + 24805 + 24548 4
20t + 608 + 1100 4+ 3170t + 3¢4u7 + 1ul0 +18u2 + 24508 + 1208 + 19 + 2103 + 243ul + 0 + et + 5w +12ud + 21303 +
a4 tut + 12u2) (w2 +1) (uh — w2+ 1) (u+1)2 (w2 —u+1)° (2 +1) (=2 +1) (¢t + )2 (2 -t +1)°

ML(t, u)lO — (t17u17 + t16u16 _ t17u14 _ t14u17 + t18u12 + 2t15u15 + t12u18 + t16u13 + t13u16 + 2t17u11 + 5t14u14 +
2t11u17 _ t18u9 _ t9u18 + t16u10 + 2t13u13 + t10u16 _ t14u11 _ t11u14 + t18u6 + 4t15u9 + 4t12u12 + 4t9u15 + t6u18 +
2t16u7 + 2t13u10 + 2t10u13 + 2t7u16 + 3t14u8 + 4t11u11 + 3t8u14 _ t12u9 _ t9u12 + t13u7 + 2t10u10 + t7u13 + t17u2 +
3t14u5+t11u8+t8u11 +3t5u14+t2u17+2t15u3+4t12u6+5t9u9+4t6u12+2t3u15 +t16u+3t13u4 +t10u7+t7u10+
3ttuld 4 tul6 4 ¢S 4 2848 + tPull — 1948 — 600 + 3110ut +4¢Tu” + 3140 4 2¢1 02 4 2185 +2¢5uB + 2201t 412 4
4193 + 4568 + 430 + ul? — tTut — t2u” + t8u2 + 25u% + 1208 — 19 — w9 + 2tTu + 5ttut + 2tu” + tOu2 + t2ud + 6 +
26308 +ub —tru—tut + 120 +tw) (w2 + 1) (ut —u? 4+ 1) (u+ 1)2 (w2 —u+ 1)2 (2+1) (=2 +1) (t+ 1)2 (2 —t+ 1)2

ML(t, u)ll — t28u28+t29u26+t26u29+t30u24+3t27u27+t24u30+2t28u25+2t25u28+3t29u23+7t26u26+3t23u29+t30u21+
6t27u24+6t24u27+t21u30+7t28u22+12t25u25+7t22u28+3t29u20+11t26u23+11t23u26+3t20u29+2t30u18+12t27u21+
19t24u24+12t21u27+2t18u30+8t28u19+20t25u22+20t22u25+8t19u28+6t29u17+20t26u20+28t23u23+20t20u26+
617429 + $304,15 +15 #2718 +29 $24,,21 + 29 $21,,24 +15 $+184,27 + $154,30 +11 284,16 +31 $25,19 +39 $224,22 + 31 $194,25 +
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11t16u28+5t29u14+24t26u17+41 t23u20+41 t20u23+24t17u26+5t14u29+2t30u12+18t27u15 +43t24u18+52t21u21+
43t18u24+18t15u27+2t12u30+10t28u13 +36t25u16+54t22u19 +54t19u22 +36t16u25+10t13u28 +4t29u11+26t26u14+
55t23u17+66t20u20+55t17u23+26t14u26 +4t11u29+t30u9+15t27u12 +47t24u15 +69t21u18+69t18u21 +47t15u24+
15t12u27+t9u30+8t28u10+36t25u13+67t22u16+82t19u19+67t16u22+36t13u25+8t10u28+3t29u8+20t26u11+
57t23u14+84t20u17+84t17u20+57t14u23+20t11u26+3t8u29 +t30u6+12t27u9+43t24u12+79t21u15+96t18u18+
79t15u21 +43t12u24+12t9u27+t6u30 +4t28u7+25t25u10+63t22u13+98t19u16+98t16u19+63t13u22+25t10u25+
417 u?8 4212945 +16 2048449 123011 +89 120414 108 t1 7wl 7 +89 t14020 449 ¢11 423 116 13426 42 15420 46 27w +-29 124w +
6921412 4108 ¢18415 4108 15018 + 69 t12021 +29 19024 + 6 t0u27 + 3¢28ut + 182507 4+ 51 t22010 4+ 95 ¢19413 4119 ¢164,16
95 t13419 4+ 51 #1022 4+ 187425 4+ 3 t4u28 4+ 712045 4+ 3112308 + 72¢20011 + 113417014 + 113 ¢140 17 + 72411020 4 31 8423 +
TtPu26 4312743 + 1912408 + 522102 4+ 96 18412 + 124 15415 496 t120418 + 52 19421 +19¢0u24 + 343027 + 7125wt + 3112207 +
7219410 4113 ¢16913 4 11313416 472410419 4 31 ¢7u22 4+ 7¢4u25 + 312642 + 18¢23u5 + 51120048 + 95 17wl 4119 ¢4 24 +
9511417 451 18120 +18 5423 + 342426 4+ 612443 +29 2140 4+69 t18 40 +108 t15u 12 +108 t12u 15 +69 t9u 8 +29 0421 46 t3u2t +
2t0u+16t22ut + 491947 +89 16410 4108 ¢13u 13 +89 t104 16 + 49 ¢7ul® + 16 t4u?2 + 2 tu?5 + 42342 + 252005 + 63 t17ud +
98 t144 11 4 98 t1 1914 4+ 63t3ul7 4+ 25 %120 4 412023 + 424 4 1242143 + 43 ¢18u0 + 791549 + 96 t12412 + 79 %415 + 436018 +
1230l + 024 431220420190t + 57 ¢1607 484 ¢134,10 484 10413 4+ 5717416 +20 t4 w19 +-3 tu?2 + 8 t20u2 +36 t1 7wl + 67 t14uB +
821141l 4 67t3u + 36 t5ul” +812u20 4421 4 1541843 4+ 47 t15ub +69 124 + 69 t9ur2 + 47 0wl + 153418 442l 4 4¢19u +
26160t +55 1307 4+ 66 t10u10 + 55 tTul3 + 26 4010 + 4 tul® + 101 7u2 4+ 36 t14u5 + 54 t1 1w + 54 8w + 36 tOult + 10 t2ul7 +
218 1181543 +43 11246 + 521902 + 43 10412 + 183 ul% 4+ 248 + 51104 + 2441344 + 4141007 441 t7410 4+ 24 ¢4 13 + 516 +
11 1402431 M b +39 30431 tPul +11 20 4 415415 1203 429 t9ub 429 t0u9+ 15 t3ul2 4115 +6 t13u+20 t10ut +28 t 7w+
20t4ut0 46 tu3 + 8¢ u2 +20t8u5 +20 tPuB + 812wt +2¢12 +12%uB +19t0u8 + 1234 +2 w2 + 3¢ 0u 4+ 11 t7ut + 11 t*u +
3tul047t8u24+12t5uS+7 t2uB+194+6 t0ul+6 t3ul+ud+3 tTu+ Tt ut +3 tu " +2t5u2 42 t2uS + 0+ 3 t3ud +ub +trut tut +t2u2

]\4]:@7 u)12 =t29u27+t26u30+t27u28+3t28u26+2t25u29 +t29u24+3t26u27+2t30u22+6t27u25+5t24u28 +4t28u23+
7t25u26 +3t22u29+4t29u21+11 t26u24+9t23u27 +t20u30 +t30u19+9t27u22+13t24u25 +6t21u28+8t28u20+18t25u23+
16t22u26 +4t19u29+5t29u18+16t26u21 +22t23u24+12t20u27+2t17u30+2t30u16+15t27u19+27t24u22 +25t21u25+
10t18u28+10t28u17+25t25u20+31 t22u23+20t19u26+5t16u29+5t29u15+24t26u18+38t23u21 +36t20u24+17t17u27+
2t14u30+2t30u13+17t27u16+37t24u19 +43t21u22 +32t18u25+10t15u28+11t28u14+36t25u17+51t22u20 +49t19u23+
26t16u26+6t13u29+5t29u12+25t26u15+5Ot23u18+56t20u21+44t17u24+17t14u27+t11u30+t30u10+17t27u13+
47t24u16+65t21u19+61t18u22 +37t15u25+10t12u28+8t28u11 +36t25u14+63t22u17+72t19u20+57t16u23+24t13u26+
3t10u29+4t29u9+24t26u12+59t23u15 +80t20U18+75t17U21 +47t14u24+15t11u27+2t8u30+12t27u10+44t24u13+
77t21u16 +88t18u19+67t15u22+32t12u25 +6t9u28+7t28u8+31t25u11 +67t22u14+95t19u17+89t16u20+55t13u23+
20110426 4317429 412946 + 16 12649 + 50 t23 012 489 ¢20415 4101 17 w18 + 77 14421 437 11424 4 918027 + 30yt 4942747 +
36 124410 4+ 75 21413 4107 18016 4+ 101 t15u9 4+ 61 t12u22 + 25 ¢t9u25 + 518428 + 242845 + 202548 + 54 ¢224 1 498 ¢19¢ 14 4
113¢16927 4 84 ¢13420 4+ 41 #1023 4+ 117426 + t4u29 + 2943 + 11126456 4+ 38¢23w® + 80t20u!2 + 116 t1 715 4+ 107 t14ul® +
65t 11421 4278024 4 6t5u27 + 327wt + 2242407 + 56 t21 w10 4 101 ¢18413 + 121 15416 4 88 ¢12419 + 439422 + 13¢6u25 +
t3u28 112842 +12¢2%ud + 3912248 +82¢19u11 +119 ¢16414 1108 t13u!7 + 66 t10020 428 t7u23 + 74426 + 312643 + 2223wl +
56 2049 +101 17012 +121 t140 25 + 88 11018 443 1802 +13 t5u24 + 12027 + 127w+ 11 240t 438 12107 +80 t 1810 + 116 15w 13 +
107 t12016 4+ 65 t%u!® 4+ 2715422 + 6 t3u2® 4+ 2¢2%u2 + 20220 + 541908 + 9810411 + 113 ¢13w 14 + 84 ¢10417 4+ 41 ¢7w20 +
11 t4u23 4+ 4026 426 1 912343 436 2048 4+ 75 417w + 107 t14ul2 4101 t1 1415 461 3418 + 25 tPu! + 512024 +¢24u+ 16 t21ut +
50 1847 +89 154104101 12013 477 90 6 437 80194+ 9 3022 4+ 72202+ 31 t19uS+67 t16u8 495 t13 w1t 489 ¢104, 14 455 ¢4, 17 4
20 t4u20 4+ 3 tu23 + 1212043 + 4441740 4+ 77 t140® + 88 11 w12 4 67 t8ulD + 32t5ul8 + 6 t2u2l + 4121y 4 24 184t + 59 ¢1547 +
801240 + 75193 +47 0wl +15¢3ul9 +2u22 +8 1942 436 t16u® +63 t13uS + 72 10411 457 ¢7Tul4 424 t4ul 7 + 3 tu20 420
1717 u3 447 t14u8 465 t1 1w +61 t3u12 437 t5ul5 +10 208 +5 t18u+25 t15ut +50 1247 +56 t9ul0+44 t0u 13 +17 3416 4419+
11¢160u2 4361305 +51t10uB8 +49 7wl + 26 t2u 4 +6 tul” +2¢17 +17 1443 + 37 t1 S + 43 349 +32 tP w12 + 10 2w 5+ 5 t15u+
2411244 +38 1907 +36 t0ul0 + 173 ul3 + 2410 + 101342 4+ 25 t10uS + 31 ¢7ud + 20 t4ut +5tutt + 214 + 15 ¢ ud 427 8wl +
25 t5u9 + 10202 + 51120+ 16 t9ut + 22547 + 123610 + 2413 4 841042 + 18 t7Tud + 16 t4ud + 4 tult + 11 +9¢3u3 + 13 t5ub +
6t2ud4+4t9u+11t0ut 49 30" +ul0+ 4t Tu2+ 7 t4 S+ 3 tud+2t8+6 tPud +5 t2ul +t0u+3 t3ut +3 t4u2 +2 tud + t2ud +t3u+ut

My (t, u)13 = M (u, t)12

Mr(t, w)ia = (120 + 1902 + 241008 + 2484l — 1246 — 16412 4 541047 4 547010 4 112443 + 7¢%ub + 71640 + 3ul? +
t1u2? + 10805 + 10 tPu® + t2ull + 44068 + t10u + 10 t7u + 10 4™ + tul® + 1% + 7543 + 7308 + u® + 55u? + 5¢2ud —
t6—u6+2t4u+2tu4+t3+u3)(u2+1) (u4—u2+1) (u4+u3+u2+u+1)

(W —u 4w -t +ud —ut ) (2 +1) (- 2+ ) (P + B+ 2+t 4+ 1) (B —tT+ 5 -t 3 -t +1)

ML(t7 u)15 — (t16u17+t17u15 +t18u13+3t15u16 +2t16u14+t13u17+3t17u12 +6t14u15 +2t11u18+4t15u13+3t12u16+
6t16u11+10t13u14+3t10u17+t17u9+6t14u12 +4t11u15+2t18u7+9t15u10+14t12u13+6t9u16+3t16u8+8t13u11+
6t10u14 + 2t7u17 + 3t17u6 + 12 t14u9 + 16t11u12 + 9t8u15 + t5u18 + 4t15u7 + 9t12u10 + 7t9u13 + 3t6u16 + 5t16u5 +
15¢183u8 + 18 ¢10u11 4 12¢741 4+ 242417 + 1703 4+ 6 614l + 1011 w® + 9802 + 4545 + 615wt + 16 t12u7 + 18¢%u10 +
140013 + 343010 + 11642 4 6¢1830u% + 9¢1008 + 8¢Tull +4ttult +6¢14ud +16 t11ub + 1818w + 14 %u!2 + 342415 +¢154u +
61120t + 10947 + 910010 + 443013 + 541302 + 1541005 + 187w + 12wt + 2¢w? + 41 w3 + 9¢3u8 + 75w + 342012 +
3¢120 4+ 12¢8%u% + 16 t8u” + 9300 + w3 + 3t10u2 4+ 8t7u® + 6ttud + 2tull + 2411 4+ 9¢8u3 + 14548 + 6 t2u? + t9u +
6t0ut + 4347 + 6t7u2 + 10t4u® + 3tud + 4t5u + 3t2ub + 3t0u + 6¢3ut + 247 + 2t%u? + tub + 5 + 3t2ud + t3u +
tu?) (u4+u3+u2+u+1) (ug—u7+u5 —u4+u3—u+1) (t4+t3+t2+t+1)

(8 —t74+> -t +13 —t+1)
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My (t, u)16 = Mr(u, t)15

La série de Poincaré de 'anneau des invariants est

Ppr(t, 0)o = Pr(0, t)o =
—t30+t15—1
(t—1)3 (12 +41+1)3 (1241) (E2—12+41) (EA 3 H124+14+1) (18—t 7 +5 — 4413 —t+1) (t+1) 2 (22 —t+1) 2
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