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Chapitre 1

Introduction

Cette these s’articule autour de deux themes : la fragmentation sur les arbres aléatoires continus
et les diffusions en milieu aléatoire Lévy. Les deux premieres sections de l'introduction concernent les
arbres aléatoires continus, la troisieme est destinée aux milieux aléatoires. Les notations utilisées sont
indépendantes.

1.1 Elagage d’un arbre de Lévy

1.1.1 Arbres aléatoires continus
Processus de Galton-Watson

On introduit tout d’abord la notion de processus de Galton-Watson. Soit une famille (&, 5, n €
N, k € N*) de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi & valeurs dans N.
Pour a € N*, un processus de Galton-Watson partant de a est le processus aléatoire (Xr(fl),n e N)
défini par :

XO = a,
Xn
Xnt1 = Zﬁn,k,
k=1

avec la convention 22:1 &n.k = 0. X représente la taille d'une population partant d’un individu telle
que les descendances de chaque individu soient indépendantes et de méme loi. On obtient alors la
propriété de branchement suivante : pour tous a,b € N*, le processus X (@t a méme loi que le
processus X (@ 4+ X©®) oi X est une copie indépendante de X.

Processus de branchement continu (CSBP)

Le processus de branchement & espace d’état continu, continuous state branching process (CSBP)
en anglais, est un processus a espace des temps continu et espace d’état continu, il a été introduit par
Jirina [64] en 1958. Par définition, un processus Y = (Y;,t > 0) fortement markovien, & valeurs dans
R, est appelé un CSBP si ses trajectoires sont continues & droite et avec limite & gauche (cad-lag) et
si le processus Y vérifie la propriété de branchement :
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Définition 1.1.1 (Propriété de branchement). On note P, la loi du processus Y partant dey (Yo =1y)
et YW un processus de loi égale d la loi de Y sous P,. Alors,

(V)12 0) £ (v, 4 5,1 > 0)

ot YW et Y2) sont des processus indépendants et de lois respectives P, et Py,.

L ;. . . .
= désigne l’égalité en loi des processus.
On ne considérera ici que les CSBP conservatifs, c’est-a-dire qui n’explosent pas en temps fini.

On peut également énoncer cette propriété grace aux probabilités de transitions P;(y,-) du pro-
cessus Y : pour tout yi,ys,t > 0,

Pt(yl + Y2, ) = Pt(y17 ) * Pt(y27 )

ou * est la convolution des mesures.
Le CSBP est I'analogue continu d’un processus de branchement & espace et temps discrets, le
processus de Galton-Watson. En 1967, Lamperti [72] a montré une convergence en loi des processus

de Galton-Watson vers un CSBP. On notera —=» pour la convergence en loi des processus dans ’espace
de Skorohod D(R4,R) des fonctions cad-lag de Ry dans R.

Théoréme 1.1.2 (Grimvall, [55]). Pour tout CSBP 'Y critique ou sous-critique, il existe une suite

ZW p e N) de processus de Galton-Watson Z®) = Z(p),k; € N) et il existe une suite (v,,p € N
k p
croissante de réels qui tend vers +oo tels que

1
<—Z[(”)t > 0> £ (Yt >0)
p ptl
ou [-] est la partie entiére.
De plus, si une suite de processus de Galton-Watson renormalisés comme précédemment converge
en loi, alors elle converge vers un CSBP.

Intuitivement, comme dans le cas d’'un processus de Galton-Watson, on considére une population
de taille initiale fixée, la variable Y; est la taille de cette population au temps ¢ > 0. Le "nombre”
d’individus est cependant réel et non entier comme dans le cas d’un processus de Galton-Watson.

Asymptotiquement, il apparait alors deux cas : le cas ou la population s’éteint en temps long, c’est-
a~dire lim;— 1, ¥; = 0 et le cas inverse ou la population survit. Une condition nécessaire et suffisante
pour I'extinction p.s. de la population est que la moyenne du nombre d’enfants soit suffisamment faible,

(m)]

c’est-a-dire IE[Yt(m)] < x (cas sous-critique) ou E[Y,"’] = z (cas critique). Pour que la population survive

avec une probabilité strictement positive, il faut et il suffit d’étre dans le cas sur-critique : IE[Yt(m)] > .
La loi du CSBP Y est caractérisée par sa tranformée de Laplace : pour tout A > 0 et tout ¢t > 0,

E [e—,\yt} — o—tue(N)

ou 'exposant de Laplace u; est 'unique solution positive de I’équation différentielle :

{8%1(5)\) =1 (ut()\)) )

’LL(](A) = A)

2
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ou de maniere similaire :

t A dv
ur(A) + / Y(us(N))ds =X ou encore / =t.
0 ut(N) Y(v)
Le mécanisme de branchement v caractérise le CSBP, de plus Lamperti [71] a montré que, dans
le cas général, ¢ s’écrit sous la forme :

P(A) = o' A+ B\ + /

(def) (e—M 1+ mkl) (1.1)
10,4+00[

ot o est un drift, 3 > 0 est un terme quadratique et la mesure de Lévy 7 est positive, o-finie
sur |0, 4+o0[ et vérifie f}07+oo[(1 A £?)7(dl) < 4o0. Notons que la mesure 7 correspond aux sauts du
processus Y, c’est-a-dire a I’apparition d’un grand nombre d’individus. Le CSBP Y est conservatif si,
pour tout € > 0,

€ 1
/0 = T

Cette condition est vérifiée si f1+°° ¢m(dl) < 400, voir Bingham [27] pour plus de détails. Grace a
la transformée de Laplace de Y, on peut écrire

E [n(w)] — pe VOt (1.2)
On obtient alors facilement les conditions :

Y est sous-critique si 9’(0+)
critique si ¢’ (0+)
sur-critique si ¢’ (0+)

\4

)

et

AN
o oo

Remarquons que la condition ¢’ (0+) > 0 implique la condition P(lim;_.~ ¥z = 0) = 1. C’est-a-dire
que la population s’éteint presque surement asymptotiquement. La condition plus forte : [ T du JU(u) <
o0 est équivalente & I'extinction presque sire de la population en temps fini, voir Jirina [64], Lamperti
[71] ou Bingham [27].

Pour le cas particulier ou ¢¥)(A\) = a\, le processus Y est déterministe et s’écrit Y; = Ype™

Si le mécanisme de branchement est de la forme 1)(\) = 32, le processus Y est alors une diffusion
de Feller, c’est-a-dire 1'unique solution de ’équation stochastique dY; = 1/23Y;dB; ot B est un mou-
vement brownien standard. Son exposant de Laplace s’écrit alors u(A) = %Aﬁt Pour le cas stable,

Cest-a-dire ot (A) = A, on obtient la formule : u;(\) = (A= + (o — 1))/ (=),

at

Arbres aléatoires continus (CRT)

Un processus de Galton-Watson donne le nombre d’individus d’une évolution de population que
I'on représente par un arbre de Galton-Watson. Dans le cas continu, le CSBP représente également
la taille d’une population, il peut donc étre associé a un arbre généalogique de la population, ’arbre
continu aléatoire, continuum random tree (CRT) en anglais. Ce dernier donne la taille de la popula-
tion mais également la filiation des différents individus, il donne donc plus d’informations que le CSBP.
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Cas discret

Interessons-nous d’abord aux arbres de Galton-Watson avec un nombre fini de nceuds, c’est-a-dire
dont le processus de Galton-Watson associé est critique ou sous-critique. Notons la loi de reproduction
de ce processus de Galton-Watson par la mesure de probabilité p sur N, on suppose alors

“+oo
> ku(k) < 1. (1.3)
k=0

Le cas Y ku(k) =1 correspond au cas critique et Y ku(k) < 1 au cas sous-critique.
Détaillons la construction d’un arbre discret, suivons la présentation de Neveu [84]. Puisqu’un
arbre donne la généalogie, un individu est défini par son ascendance. On considere I’arbre infini

+o0 '
U= U (N*)Z,
=0

avec la convention N° = {(}. Un individu u = (u1,...,u;) de 'arbre U a pour ancétres (u1,...,u;_1),
(ut,...,u;—2), ete, la racine de 'arbre est alors I'individu ). La génération i de I'individu u est donc
la hauteur de 'individu dans ’arbre et peut étre considérée comme la distance entre 'individu u et
la racine de I'arbre.
Un arbre fini (enraciné) 7 est un sous-ensemble fini de U tel que :
- 0eT,
— si (uy,...,u;, k) € T alors (uq,...,u;) € 7, c’est-a-dire que tout individu de l'arbre, autre que
la racine, doit avoir un pere dans ’arbre,
— pour tout u = (uq,...,u;) € T, il existe un entier k,(7) > 0 tel que (uy,...,u;, k) € 7 si et
seulement si 1 < k < k,(7), c’est-a-dire que les fils de I'individu u de I’arbre sont numérotés de
1 & ky(7).
Tous les individus de I’arbre sont alors ordonnés par ordre lexicographique, la racine étant numérotée
0. Du point de vue combinatoire, ce formalisme correspond au codage des arbres enracinés et ordonnés.
Définissons alors 'arbre de Galton-Watson critique ou sous-critique. Soit (K, u € U) une famille
de variables aléatoires indépendantes de loi p vérifiant (1.3). Un arbre de Galton-Watson de loi de
reproduction u est ’ensemble

T={u=(u1,...,un) €EU; u; < K, o, ,)pour tout 1 < j <n}

Uj—1

des individus dont le nombre de fils est de loi 1 indépendemment les uns des autres.

Pour un arbre fini 7 C U ou #7 est le nombre d’individus de Parbre, notons (v,,0 < n < #7—1) la
liste ordonnée lexicographiquement des mots correspondant & ’arbre 7 et pour un mot v = ujus . . . ug,
on note |v| = k sa longueur. Suivons la présentation de Le Gall et Le Jan [80], on définit un processus
des hauteurs H & temps et a valeurs dans N par

Vn € {0,...,N — 1}, H, = |v,]| et Hy =0.

Autrement dit,

H,, correspond a la génération du n-ieme individu de I'arbre,
Hyr =0.
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FIGURE 1.1 — Arbre discret et les processus H et V' associés.

+ + + + + t t t t t t t t t
1 11 12 13 131 132 22 221
%

———————+—+—Y—+— f
1 1112 13 131 132 - 2 2'2}\

Une forét d’arbres de Galton-Watson indépendants critiques ou sous-critiques est une suite d’arbres
de Galton-Watson 77,75, . ... Sion appelle H!, H?, ..., les processus des hauteurs associés, le processus
des hauteurs, que ’on note encore H, associé a la forét est la concaténation des processus des hauteurs :

H, = H), sL#T 4+ #T < n < H#T+ -+ #Tip1.

Ce processus H est alors un processus discret récurrent sur N.

On peut définir le processus des hauteurs de maniére plus formelle. Pour un processus des hauteurs
H d’une forét d’arbres de Galton-Watson indépendants critiques ou sous-critiques, il existe une marche
aléatoire V sur Z telle que Vp = 0, les sauts de V' aient pour loi p(k + 1), pour k € {—1,0,1,...} et,
pour tout n > 0,

H, = Card {k:E{O,l,...,n—l},Vk: inf V]} (1.4)
k<j<n

Les processus H et V caractérisent la suite d’arbres discrets, voir la Figure 1.1.

Remarquons que le processus H est une excursion positive d’un processus aléatoire dont les sauts
sont & valeurs dans {...,—1,0,1}.

La marche V' a des sauts a valeurs dans {—1,0, 1, ...}. Plus précisément, plus de branches partent
d’un nceud, plus le saut de V correspondant est grand. Et la marche V ne décroit que par des sauts
de taille —1. Notons également que pour un arbre discret 7, Vur = Vy — 1.

Arbres réels

Aldous [8, 9, 10] a considéré la limite d’une suite d’arbres finis en faisant tendre le nombre de
noeuds vers 4+oo. Il a donc construit un arbre limite comme espace métrique. Une métrique naturelle
sur un arbre est de poser pour distance d entre deux points de I'arbre la longueur de 'unique chemin
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entre ces deux points. Un R-arbre est alors caractérisé par la propriété des quatres points (voir par
exemple [29]) : si x, y, z et t appartiennent & un arbre alors :

d(z,y) +d(z,t) < max(d(z, z) + d(y,t), d(z,t) + d(z,y)).

Définition 1.1.3. Un espace métrique (7,d) est un arbre réel si : pour u,v € T,
— il existe une unique isométrie @, , : [0,d(u,v)] — T telle que @y ,(0) = u et @y ,(d(u,v)) = v,
— si (ws,0 < s < 1) est un chemin injectif sur T tel que wy = u et wy = v alors

(w870 <s< 1) = (Puﬂ)([()?d(u?v)])’

C’est-a-dire que 'espace (7,d) a une structure d’espace métrique. Définissons maintenant des
notions géométriques de l'arbre (voir Evans [48] pour plus détails).

— Un arbre enraciné est un arbre réel dont on a fixé un point, ce point est appelé la racine de

l’arbre et on le notera ().

— Pour tout couple (u,v) de points de arbre aléatoire, il existe un unique chemin (injectif) reliant

les deux points. Ce chemin est un interval dans l’espace métrique (7, d) que I'on notera [u,v].
~ Pour x et y deux points de 7, il existe un unique point w € 7 tel que [0, z] N[0, y] = [0, w],
on appelera w I'ancétre commun le plus récent de x et y.

— On appelera [}, z] Pascendance d’un indivu z € 7.

— Pour w € 7, on appelera I'indice de w le nombre de composantes connexes de 7 \ {w}. L’indice
d’un point est a valeurs dans N* U {+o0o0}. Une feuille de 7 est un point de 'arbre d’indice 1 et
un noeud de 7 est un point de I’arbre d’indice supérieur ou égal a 3.

Citons Evans [47] comme premiére utilisation explicite des arbres réels en probabilités. Pour pou-
voir étudier les processus a valeurs arbres réels, il est alors naturel de considérer I'espace des arbres
réels comme un espace topologique muni de la distance de Gromov-Hausdoff, voir [50] par exemple.

Donnons une construction d’un arbre réel codé par son processus des hauteurs g en reprenant
I'idée de construction de Le Gall [74] et d’ Aldous [10], citons également Dusquesne et Le Gall [45]
pour le cas lié aux arbres réels. On se place ici dans le cas ou 'arbre (7, d) est compact.

Soit g une fonction continue de R4 dans R, & support compact, non identiquement nulle (pour
ne pas considérer les cas triviaux) et telle que g(0) = 0. Pour s,¢ > 0, on pose

mg(s,) = i g(r),
TE[sAt,sVi]

et
dg(s,t) = g(s) + g(t) — 2my(s,t).

Clairement dg(s,t) = d4(t,s) et il est également facile de montrer I'inégalité triangulaire
dg(s,u) < dg(s,t)+dgy(t,u)

pour tout s,t,u > 0. On définit alors la relation d’équivalence s ~ ¢ si et seulement si dg4(s,t) = 0 et
on définit I’espace quotient
Ty =10,00[/ ~.

La fonction d, induit une distance sur l'espace 7, on garde la méme notation d, pour cette
distance. Considérons la projection canonique p, : [0,00[— 7, sur 'espace 7. Si on munit [0, co[ de
la distance euclidienne et 7, de la distance dg, py est continue.

6
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On pose p = py(0), voir la Figure 1.2. Si on note ¢ le supremum du support de g, alors pour tout
t>(, pg(t) =petonaTy=py(0,(]), 7y est alors compact.

Théoreme 1.1.4. (Duquesne et Le Gall [45] et Evans et Winter [51]) L’espace métrique (T4, dy) est
un arbre continu dont p est la racine.

De plus tout arbre réel compact peut étre représenté sous la forme 7.
Cette construction s’étend au cas des arbres réels non compacts, la fonction g associée n’est alors
plus forcément continue.

FIGURE 1.2 — La projection p,.

mg(t, u)- Pg(t) Apg(u)

my(s,t) 1 Pg(8) A py(t)

Pour mieux comprendre cette construction, expliquons comment retrouver la généalogie d’un arbre
7, a partir de la fonction g. Considérons les temps s,t et u sur le support [0,¢] de g, on peut alors
trouver la valeur mg(t, u) (resp. mgy(s,t)) associée a I’ancétre commun le plus récent de ¢ et u (resp. s
et t). La hauteur g(t) du temps ¢ est alors séparée en trois parties : [0, my(s,t)], [mgy(s,t), mg(t, u)] et
[mg(t,u), g(t)], qui correspondent aux segments verticaux en gras sur la Figure 1.2. Remarquons que
les segments horizontaux en pointillés ne jouent, ici, aucun role. Le segment [0, m4(s,t)] est commun
aux deux temps s et t, il correspond & une ligne ancestrale commune entre s et ¢ jusqu’a leur ancétre
commun le plus récent.

En projetant sur I'arbre 7, les différents temps s, et u deviennent les feuilles de I’arbre (les nceuds
aux extrémités de l'arbre), les ancétres communs deviennent les noeuds auxquels plusieurs branches
sont attachées. On obtient alors un arbre réduit constitué de cinq branches.

Arbres de Lévy

Commencons par définir un arbre continu qui représente la généalogie d’un CSBP critique ou
sous-critique : I'arbre de Lévy. On définit des processus continus analogues aux processus discrets V'
et H. On considere un processus de Lévy X qui jouera le méme role que la marche de Lukasiewicz V.
Ainsi on suppose que X est sans sauts négatifs et ne tend pas vers 400, puisque que l'on considére
le cas d’arbres critiques ou sous-critiques. On considére également que X est a variation infinie. Ce
processus est caractérisé par son exposant de Laplace

E[e—)\Xt] — etl/}()\)

7
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ou ¢ est donnée par (1.1) :

B(N) = /A + BAZ + / (de) (e—” 14 mkl)
10,4+00[
Les CSBP sont associés aux processus de Lévy sans saut négatif depuis Lamperti [71], via la
transformée de Lamperti, voir Helland [57] pour une étude plus précise de cette transformée. Le Gall
et Le Jan [80] ont construit ’analogue continu du processus des hauteurs discret comme un temps local
d’une fonctionnelle du processus de Lévy X, voir la Section 2.1.2 pour plus de précisions. Donnons
une autre définition du processus des hauteur par une approximation d’une fonctionnelle du processus
de Lévy X (voir Duquesne et Le Gall [44]). Dans le cas ou le processus H admet une modification
continue H° (pour 8 > 0, par exemple), il existe une suite (ex, k € N) de réels strictement positifs qui
tend vers 0, telle que :
presque surement pour tout ¢ > 0, pour tout s < ¢ tel que X;_ < I?, et pour s = ¢ lorsque
X —X;->0,0na
1

S
H? = lim — 1 r dr
S T hotooey Jo | KXr<literd

ou IT = inf{X,;r <u<s}

On retrouve ici 'idée que le processus des hauteurs est vu comme un temps local. Ce processus
des hauteurs est ’analogue continu du processus des hauteurs discret associé a un arbre de Galton-
Watson. Chacune des excursions du processus H est a support compact puisque ’on considere les cas
critiques ou sous-critiques.

On définit alors 'arbre aléatoire continu de Lévy comme un arbre réel dont la fonction de hauteur
g est le processus des hauteurs H associé a un processus de Lévy X tel que Xy = 0 et vérifiant les
hypotheses suivantes :

— X est sans saut négatif,
— X ne tend pas vers o0, (1.5)

— X est a variation infinie.

Remarquons que I’hypothese (1.5) implique que X; est d’espérance finie (c’est-a-dire f]o OO[(E A
?)m(dl) < o), voir la Section 1.1.1 de [44]. L’hypotheése (1.6) est vraie si et seulement si 3 > 0 ou

f]o j{m(dl) = oo, voir le Corollaire VIL5 de [16].

Lorsque I'exposant de Laplace de X est ¥(\) = BA2, le CRT associé est le CRT brownien, le
processus des hauteurs associé est alors le mouvement brownien réfléchi et est donc continu. Dans le
cas général, le processus des hauteurs n’est pas continu, mais seulement semi-continu inférieurement. La
condition suivante sur ’exposant de Laplace 1) est nécessaire et suffisante pour avoir une modification
continue du processus des hauteurs H :

/ du <
— < 00.
11,00[ (1)

De plus le processus des hauteurs n’est en général pas markovien. On pourra cependant énoncer
les résultats grace a H mais on utilisera le processus d’exploration pour faire les calculs, voir la Section
2.1.3 pour la définition et les propriétés de ce processus.
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Afin de mieux comprendre la correspondance entre le cas discret et le cas continu, expliquons la
convergence d’une suite de processus des hauteurs associés a des arbres de Galton-Watson de loi de
reproduction p, démontrée par Duquesne et Le Gall [44].

Pour tout p > 1, on note ¢ les fonctions génératrices de lois de reproduction iy d'un processus

de Galon-Watson Z®) critique ou sous-critique partant de p individus et par gﬁf’ ) = g o...0¢® On
considere des lois p, telles que pour tout 6 > 0

lim infg(?) (0)° > 0 (1.7)

p—+00

ou 7, est donné dans le Théoreme 1.1.2.

Théoréme 1.1.5. (Duquesne et Le Gall [44]) Pour HP) = (Hy({ﬂ),n € N) processus des hauteurs dis-
crets associés a une suite d’arbres de Galton- Watson critiques ou sous-critiques de loi de reproduction
Wy vérifiant la condition (1.7) et pour H processus des hauteurs a trajectoires continues, on a

(iH@

L

La condition (1.7) peut se traduire par I'expression : pour tout § > 0,

P (» _
imnfBIZ0) = 0] >0
Ce qui implique que la suite des temps d’extinction de Z®), renormalisé, converge en loi vers le temps
d’extinction de Y.
Par analogie avec le codage discret, le processus H définit une distance sur I'arbre continu et H;
donne ainsi la ”génération” de l'individu ¢, ¢’est-a-dire la distance de 'individu ¢ a la racine de 'arbre.

Remarque 1.1.6. De plus, sous les mémes conditions que le Théoreme 1.1.2, on obtient la convergence
suivante die & Grimvall [55] :

L L
<2_9V[p’ypt}’t 2 0) e (Xt,t 2 0)

ot la marche V' est donnée par (1.4) et ot X est un processus de Lévy partant de 0, sans sauts négatifs,
qui ne tend pas vers 400 et a variation infinie.

Le Gall et Le Jan [80] ont généralisé le théoreme de Ray-Knight, bien connu dans le cas brownien
(voir [70]), qui permet de retrouver un CSBP & partir du temps local du processus des hauteurs. La
définition explicite de ce temps local est faite dans [44]. Notons T, = inf{t > 0,X; > —xz} l'inverse
continue a droite du processus X au niveau —z, et notons L* = (L,t > 0), le temps local du processus
H au niveau a qui "mesure” le temps passé, avant t, par le processus H au niveau a. Formellement,
(L% a > 0,s > 0) est 'unique processus continu et croissant en la variable s tel que, p.s. pour toute
fonction f positive mesurable sur Ry et pour tout s > 0,

| stoa = [ fozda
0 Ry

Si le processus X est un processus de Lévy d’exposant de Laplace 1, alors le processus ( T, @ > 0)
est un CSBP de mécanisme de branchement 1. Donc H code bien la généalogie du CSBP partant de
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x individus et de mécanisme de branchement 1)

L’arbre aléatoire continu de Lévy a une structure assez complexe. Les nceuds qui le composent
sont de deux types : des nceuds d’ou partent trois branches et des noeuds d’ou partent une infinité de
branches, et ces noeuds (d’indice 3 ou infini) sont denses le long d’une branche. Les noeuds d’indice
infini de l'arbre correspondent aux sauts du processus de Lévy associé, alors que les noeuds binaires
(d’indice 3) correspondent a la partie brownienne du Lévy. Dans le cas particulier ou le processus de
Lévy sous-jacent X est un mouvement brownien standard (¢(A\) = 2A?), le CRT associé est binaire,
c’est-a~dire qu’il n’y a que des nceuds d’indice 3. Le processus des hauteurs associé est une excursion
positive (& une constante multiplicative prés) du mouvement brownien standard. Si au contraire X
n’a pas de partie quadratique, le CRT associé n’a que des nceuds d’indice infini.

1.1.2 Description des résultats obtenus

Le travail de cette partie est issu de l'article [6] soumis pour publication et a été réalisé avec R.
Abraham et J.-F. Delmas.

Premiers élagages

Plusieurs auteurs se sont intéressés a ’élagage des arbres aléatoires. Le but est de fractionner un
arbre aléatoire en plusieurs morceaux au cours du temps et ainsi de créer une fragmentation a partir
d’un CRT.

Des premiers travaux ont été réalisés par Aldous et Pitman [11]. Ils s’interessent & un processus
de coalescence représenté par un CRT dont les branches sont supprimées au cours du temps. Pour
supprimer ces branches, ils marquent le squelette du CRT avec un processus de Poisson dont l'intensité
est proportionnelle a la longueur des branches. Ils obtiennent alors une forét continue de CRT plus
petits et obtiennent un processus de fragmentation en faisant varier le parametre du processus de
Poisson. Leurs démonstrations utilisent une discrétisation ce qui permet de considérer des arbres de
Galton-Watson.

Abraham et Serlet [7] se sont ensuite intéressés au cas d’une construction de fragmentation auto-
similaire a partir d’un arbre brownien. Ils utilisent un serpent poissonnien introduit par Le Gall [73].
Ce processus a été introduit afin de faciliter I’étude du super-mouvement brownien, ce processus est
également lié & une classe d’équations aux dérivées partielles (voir [75] et [76]). Ce processus permet
de marquer les branches de I’arbre brownien de maniére poissonnienne tout en gardant une cohérence
sur la généalogie des branches.

Reprenons la construction du serpent poissonnien, citons Bertoin, Le Gall et Le Jan [26] (voir
également [7]). On considere I'ensemble M des couples (¢, 1) ot ¢ est un réel positif et © une mesure
de Radon sur Ri dont le support est inclus dans [0, (] x R;. On munit M d’une distance, ce qui en
fait un espace polonais.

Théoréme 1.1.7. [l existe un processus continu fortement markovien ((s,Ns;s > 0) a valeurs dans

M tel que :
— (€558 > 0) a pour loi la loi d’une excursion brownienne conditionnée a avoir une longueur £.
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~ Conditionnellement a (s, s > 0), le processus (Ns;s > 0) est un processus de Markov tel que
pour 0 < s < s,

Ny (dz dy) £ N, (dx dy)liae, 3+ N(dedy)li, <<,

ot (s = infyeps o Cu €t N est une mesure ponctuelle de Poisson sur R? indépendante de N et
d’intensité la mesure de Lebesgue sur (R, )2.

C’est-a-dire que le processus ( représente ’excursion brownienne qui code l'arbre brownien et
pour s > 0, la mesure N, représente un déplacement spatial sur la branche du CRT partant de la
racine jusqu’a l'individu s. Ce déplacement spatial étant ponctuel, on appelle marques les atomes de
la mesure ponctuelle. Pour deux individus s et s’, le processus N place les mémes marques sur leur
généalogie commune, c’est-a-dire de la racine de I'arbre a la hauteur de leur ancétre commun le plus
récent ([0, (s +]) et place des marques de maniére uniforme sur le reste de leur branche. A" garde donc
en mémoire les marques sur les ascendances des individus et de maniere cohérente.

Pour 6 > 0 fixé, on définit une relation d’équivalence par :

uRgv < u et v ont le méme nombre de marques sur leur ascendance.

On note alors F(f) la suite réarrangée par ordre décroissant des mesures de Lebesgue des classes
d’équivalence obtenues telle que F'(f) € S'. En augmentant le nombre de marques grace au parametre
0, Abraham et Serlet [7] obtiennent un processus (F(#);0 > 0) & valeurs dans St. Pour  fixé, F(6)
donne les longueurs des sous-excursions obtenues a partir de ’excursion brownienne apres élagage
et réordonnées de maniere décroissante, c’est-a-dire les tailles des fragments de CRT obtenus apres
élagage. Le processus F est un processus de fragmentation auto-similaire d’indice % Contrairement
au travail de Aldous et Pitman [11], la démonstration de ce résultat utilise directement les propriétés
du CRT sans passer par une discrétisation.

Miermont [83] s’est intéressé a la construction d’une fragmentation auto-similaire & partir d’un
CRT stable. Les fragmentations obtenues a partir de 1’élagage du CRT brownien sur son squelette
sont binaires (elles créent deux nouveaux fragments a chaque élagage), mais puisque les nceuds d’un
CRT stable ne sont pas binaires mais d’indice infini, pour obtenir ’auto-similarité du processus de
fragmentation, il faut élaguer sur les noeuds d’indice infini du CRT.

Pour marquer les noeuds, Miermont [83] utilise un processus de sauts purs tel que ses sauts soient
ceux du Lévy X caractérisant le CRT et tel que ce processus dépende d’un parameétre ¢ qui augmente
le nombre de marques. Notons AX; le saut du processus X au temps s et (eg; s tel que AXg > 0)
une famille de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parameétre 1, le processus de
marquage est alors défini par la formule : pour ¢ > 0

th) = Z AXu ]-eu<tAXu-
0<u<s

Ainsi un saut de taille AX, est marqué avec une probabilité 1 — e *A¥Xu. Le processus (F(t);t > 0)
des tailles des fragments obtenus apres élagage du CRT a-stable et réordonnées par ordre décroissant
est un processus de fragmentation auto-similaire d’indice é
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Plus récemment Abraham et Delmas [4] ont généralisé ces constructions au cas d’un arbre de Lévy
sans terme quadratique. Comme dans la cas stable, ’élagage du CRT se fait sur les noeuds infinis. Ils
utilisent un processus markovien qui caractérise le CRT de Lévy : le processus d’exploration a valeurs
dans I’ensemble M ;(R) des mesures finies sur R. Ce processus a été introduit par Duquesne et Le
Gall [44]. Notons 1) I'exposant de Lévy du processus de Lévy X sans terme quadratique qui caractérise
le CRT, I} = inf[;; X et H le processus des hauteurs associé. Le processus d’exploration est alors
défini par : pour tout ¢t > 0,

pe(dr) =Y (I} = Xo-) O, (dr).
0<s<t
X, <I3

C’est-a-dire que p; garde en mémoire toute la généalogie des individus avant t.

Pour mieux comprendre ce processus d’exploration, on peut le représenter dans un systeme de
représentation de file d’attente quand 5 = 0, voir [80] pour plus de détails. Considérons une file
d’attente LIFO (dernier arrivé, premier servi) avec un serveur, voir la Figure 1.3. Un saut du processus
X au temps s correspond a l'arrivée d’'un nouveau client demandant un service égal a la valeur du
saut : Ay = X; — X,_. Le serveur interrompt alors son travail en cours et commence immédiatement
le service de ce nouveau client. Quand ce nouveau service est fini, le serveur retourne sur son ancien
travail. Quand la mesure de Lévy 7 est infinie, tous les services ont des interruptions. Le client arrivé
au temps s est encore dans le systéeme au temps ¢ > s si et seulement si X,_ < I et, dans ce cas, la
quantité p;({ Hs}) correspond au travail restant, au temps ¢, pour le client du temps s. Remarquons que
p¢([0, Hy]) correspond au travail du serveur restant au temps ¢ et est égal & Xy —I;. ou Iy = info<s<¢ Xs.

FIGURE 1.3 — Le processus de Lévy X (sans terme quadratique).

X
f\\\ \
O\ \1\
Fo-moomoo e I- AN
N ; ; \\\‘\\

Ils utilisent également un processus de marquage m® tel que le processus (p, m(e)) ait la propriété
du serpent et tel qu’il augmente le nombre de marques en fonction du parametre 6.

Plus précisément, conditionnellement au processus X ou de maniére équivalente au processus
H, on considere une famille (3, 0v,,;s temps de saut de X) de mesures ponctuelles de Poisson
indépendantes sur Ry d’intensités respectives AXg 1,s0du. On définit alors la mesure de Poisson
ponctuelle M = (My,t > 0) & valeurs dans 'ensemble M (R2) :

12
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My(dr,d6) = 3 (I} - X._) (Zavs,uwe)) 511, (dr). (L8)

0<s<t u>0
Xo_<If
Intuitivement, au temps ¢, seront marqués les sauts de X avant ¢ avec un poids correspondant a la
taille du saut de X avec avec un intensité donnée par ) -, dv, ,(df). On introduit alors le parametre
f qui augmentera le nombre de marques, on obtient le processus de marquage : pour ¢t > 0,

m\?(dr) = M,(dr, [0, 0]).

Quand € = 0, le processus (mgo),t > 0) ne place pas de marque et I’ensemble des marques issues

du temps 6’ > 6 contient I’ensemble des marques au temps 6. On construit un élagage sur le CRT a
partir de ce processus de marquage.

Abraham et Delmas [4] ont montré que cet élagage définit une fragmentation sans perte de masse
qui, dans le cas d’une arbre stable, est auto-similaire ; ils calculent également la mesure de dislocation
associée a la fragmentation. Soit (ASy; ¢t > 0) les sauts d’un subordinateur S d’exposant de Laplace
™1, si on note 7 la mesure de Lévy du processus X et 7, la mesure de Lévy de S, alors la famille de
dislocation (v,.,r > 0) associée a la fragmentation précédente vérifie :

/ e F(x)m. (dr)v, (dr) = /ﬂ(dv) [Sve_)‘S”F((ASu,u <))
Ry xSt

ou (Ay,u < v) désigne la famille des sauts du subordinateur rangés par ordre décroissant.

Ils ont également montré que le fragment de CRT contenant la racine de ’arbre a pour loi la loi d’'un
CRT dont le processus de Lévy qui le caractérise a pour exposant de Laplace : /() (X) = (A +6)—(6).

Pour démontrer ces résultats, Abraham et Delmas [4] montrent une propriété de Markov spéciale
qui donne la loi du serpent poissonnien de Lévy ”au dessus” du fragment du CRT contenant la racine
de 'arbre.

Résultat sur I’élagage d’un CRT de Lévy

Le premier travail réalisé dans cette these est une généralisation d’une partie du travail d’Abra-
ham et Delmas [4] dans le cas de I’élagage d’'un CRT de Lévy avec une partie quadratique. Les idées
sont reprises de l'article d’Abraham et Delmas [4], les énoncés sont analogues mais les preuves sont
différentes, en particulier, on a besoin d’un probléme de martingale. Informellement, on se fixe deux
mécanismes de branchement : v et 1)y, on construit deux CRT, I'un par élagage de 'autre, tels que
les deux arbres soient codés respectivement par ¥ et .

Les mécanismes de branchement

On se fixe deux mécanismes de branchement 1) et v, le but est de construire des CSBP Y et Y°
associés a 1 et g tels que YV soit une sous-population de Y, c’est-a-dire pour tout ¢ > 0, Y,? < Y;.
On pose alors : pour tout A > 0,

P(\) = )\ + A% + /]O . [ﬂ(dé)(e_)‘é — 14 A0), (1.9)

13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Yo(N) = aph + BA? + /}0 [wom)(e—M — 14 \0), (1.10)
,Foo

ol «, g, 3 > 0 et ot les deux mesures de Lévy 7 et 7y sont des mesures o-finies sur |0, +oo[ telles
que fj +OO[(1 A £2)m(dl) < oo. On reprend les hypotheses données par les formules (1.6) et (1.5) :

/ (U A LYm(dl) < oo et B >0 ou (r(dl) = oo.
10,00( 10,1]

De plus pour que Y puisse étre une sous-population de Y, il est nécessaire de fixer des hypotheéses
sur g : la mesure my est absolument continue par rapport a la mesure m, c’est-a-dire que quand le
processus Y saute, le processus Y saute également. Notons, pour tout £ > 0,

1t = D)

la densité de my par rapport & 7. Si on note

™= Tg + 71,
on obtient alors, pour tout £ > 0,
d7T1
0) = —(¥).
p(l) = ——(0)

Un saut de taille £ issu de 7 sera alors un saut issu de 7y avec une probabilité 1 — p(¢).
On obtient alors f}o +OO[(€ A €271 (dl) < 400, et on suppose la condition plus forte :

/ g?ﬁ(d@) < +o00.
]0400[

Puisque l'on veut Y,? <Y}, grice a (1.2), on déduit que 9§(0) > 1'(0) et ainsi ap > . On suppose
de plus que

ap = — o — / lmy(dl) > 0. (1.11)
10,4+00[

Cette condition implique que la décroissance de la population de la population Y sera plus forte
que la décroissance de la population Y. Nous supposons que les deux populations ont le méme coeffi-
cient de diffusion (.

On peut comprendre ces deux CSBP par une interprétation grace a des mutations (voir [2]). La
population YO représente une population ?Eve” dont le génotype est le méme pour tous les individus.
Cette population donne naissance & des mutations dont le taux est proportionnel a la taille de la popu-
lation Eve. On considére que ces mutations sont neutres, c¢’est-a-dire que ’évolution de la population
mutante est la méme que la population Eve (c’est la propriété de branchement). Cette population
mutante donne naissance & une nouvelle population mutante avec un taux proportionnel a sa taille, et
ainsi de suite. On obtient alors la population Y qui est un processus de branchement avec immigration.

Le processus d’exploration

On note X un processus de Lévy d’exposant de Laplace v, et H son processus des hauteurs. Pour
pouvoir utiliser la propriété de Markov, on utilise le processus d’exploration introduit et étudié par
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Le Gall et Le Jan [80] dans le cas sans partie quadratique et par Duquesne et Le Gall [44] dans le cas
général. Comme le processus des hauteurs, il caractérise le CRT. Le processus d’exploration p est un
processus & valeurs dans M (R1) et défini par :

puldr) = Bl py(dr + S (I} = Xo_) 3 (dr).
0<s<t
Xs_<If

Une explication a I’aide de files d’attente est possible, une autre maniere de comprendre le processus
d’exploration est de considérer 1’épigraphe de H puisque le supremum du support de la mesure pg est
égal a H,, voir la Figure 1.4. Pour Iindividu s, si ¢ est un ancétre de s (c’est-a-dire H; = H; s olt on
rappelle que Hy s = inf|, 4 H), la masse ps({H:}) = p:({H:}) du nceud apparait a la hauteur Hy, elle
correspond au nombre de fils de 'individu ¢. On peut alors reconstituer le CRT associé au processus
d’exploration.

Pour le cas particulier d'un CRT brownien, le processus H est égal a la valeur absolue d’un
mouvement brownien a une constante pres. Si w est un minimum local, définissons 'individu v =
inf(w > 0, pu ([0, Hy]) = pu([0, Hy])) , voir la Figure 1.4. Par I'unicité des minima locaux du brownien,
le processus (Hg,s > v) posssede exactement deux excursions au dessus de H,. On retrouve un
branchement binaire, les deux excursions correspondent aux deux sous-arbres.

Dans le cas d'un CRT de Lévy général, on retrouve ces nceuds binaires si § # 0 (en bleu sur
la Figure 1.4) ainsi que des nceuds d’indice oo si m # 0 (en vert sur la Figure 1.4) : I'individu ¢ se
fragmente en une infinité de fragments si le processus (Hy, s > t) possede une infinité d’excursions au
dessus du niveau Hy, les minima locaux ne sont ici pas uniques.

FIGURE 1.4 — Le processus des hauteurs et le CRT associé.

au temps s

Le processus des hauteurs peut facilement étre retrouvé a partir du processus d’exploration par la
formule : Hy = sup Supp(py).

L’élagage du CRT
Notons X© un processus de Lévy d’exposant de Laplace iy et X (1) un subordinateur d’exposant
de Laplace :

$1(N) = Yo (N) — b(\) = ag A + /

]Om[m(de) (1 - e—M> . (1.12)
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On obtient alors I’égalité : X £ x0 + XM Nous allons placer des marques sur 'arbre associé &
1 pour élaguer afin d’obtenir un arbre associé a 1yy. Ces marques sont de deux types : certaines sont
réparties ”uniformément” sur le squelette de ’arbre alors que les autres sont placées sur les nceuds.
On réunis ici les deux idées d’Abraham et Serlet [7] et d’Abraham et Delmas [4]. Cependant, dans ce
travail, les marques placées sur le squelette sont définies dans le cas d’un processus de Lévy général
et non pas sur un CRT brownien.

Pour marquer les noeuds, on construit un processus de marquage tel qu’'un saut de X de taille
A X, soit marqué avec une probabilité p(AX,) = %(AXS). Ce marquage ne se fait que si mg # .
Notons J! I’ensemble des temps de sauts marqués et H le processus des hauteurs associé au Lévy X.
Le processus de marquage sur les nceuds est défini par : pour tout ¢t > 0,

mpidr) = Y (I} = Xo_) Op,(dr).

0<s<t, segl
X, <I?

Les sauts marqués correspondent aux sauts du processus X1, on associe un poids & chacun de
ces sauts. Remarquons que ce processus de marquage correspond a la partie somme du processus
d’exploration mais en ne considérant que les sauts issus de X1,

Le marquage sur le squelette du CRT n’est nécessaire que si @y > 0. On place les marques sur
I’ascendance d’un individu avec un processus de Poisson d’intensité a;. Cependant il faut avoir une
cohérence entre les marques, c’est-a-dire que I'ascendance commune entre deux individus possede les
mémes marques. On utilise alors un serpent poissonnien comme dans les travaux de Abraham et
Serlet [7]. Le serpent de Lévy a été introduit par Le Gall et Le Jan [79] et étudié plus en détail dans
Duquesne et Le Gall [44]. Le processus des hauteurs H n’est pas en général continu, il faut donc
adapter la construction du serpent de Lévy de Duquesne et Le Gall [44].

On utilise un processus (pg, Wy ;t > 0) avec un processus de Poisson sous-jacent d’intensité aq, tel
que :

e pour ¢ fixé, conditionnellement & p; (ou a Hy), (Wi(s), s € [0, Hy]) est un processus de Poisson

d’intensité aq,

e pour t et ¢’ fixés, conditionnellement & p; (ou & Hy) et a Wy, Wy = Wy sur [0, Hyy| et Wy est

un processus de Poisson d’intensité oy partant de W;(H;y—),

ol on rappelle que Hyy = inff, ;) H est la hauteur de 'ancétre commun le plus récent. On définit
alors le processus de marquage m®*® & valeurs mesures sur le squelette du CRT tel que les atomes de
mike soient les sauts du processus W;.

Le processus (p, m"°d, m3°) est appelé le serpent marqué, c’est un processus de Markov fort qui

garde en mémoire les marques sur les ascendances des individus du CRT (sur le squelette et sur les
nceuds). Puisqu’on ne s’intéresse qu’au fragment du CRT qui contient la racine, on ne considére que
les individus n’ayant pas de marque sur leur ascendance. Ainsi pour élaguer le CRT, on pose A; la
mesure de Lebesgue de 'ensemble des individus s < ¢ tels que (m2°9, m$°) = (0,0) et on note C; son
inverse continu a droite. Le processus d’exploration élagué p; := pc, code donc le CRT élagué ”sous”

les premieres marques. On obtient alors le premier résultat :
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FIGURE 1.5 — Marques sur le CRT

au temps s

Théoréme 1.1.8. Le processus p a méme loi que le processus d’exploration associé au processus de
Lévy d’exposant de Laplace .

C’est-a-dire que la construction précédente a bien permis de retrouver le sous-arbre que 'on s’est
fixé a partir de I’élagage du CRT entier.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise un probleme de martingale pour le processus d’exploration
élagué p. Ce théoreme repose également sur une propriété de Markov spéciale qui généralise le cas
quadratique (voir la Proposition 6 de [7] ou la proposition 7 de [26]) ainsi que le cas sans partie
quadratique (voir le Théoreme 3.12 de [4]).

On obtient également la loi jointe de la longueur des excursions du processus d’exploration p et de
la longueur des excursions du processus d’exploration élagué p, voir la Proposition 2.3.19.

1.2 Fragmentation d’un CRT de Lévy

1.2.1 Processus de fragmentation

Les processus de fragmentation peuvent étre étudiés en utilisant le fait qu’ils peuvent étre représentés
par des processus aléatoires a valeurs dans I’espace des partitions de N. Pitman [87] a suggéré d’utiliser
la théorie de Kingman [69] sur les partitions aléatoires échangeables pour étudier les processus de frag-
mentation. Cette étude a été mené par Bertoin [19], citons également Evans et Pitman [49], Bertoin
et Le Gall [25] et Bertoin [17]. Il existe une représentation similaire des processus de fragmentation a
partir de familles de sous-intervalles ouverts de l'intervalle unité, citons Basdevant [14]. De maniere
imagée, on considére une premiere particule a laquelle on associe un réel désignant sa taille (ou sa
masse). Cette particule de taille fixée va se fragmenter au cours du temps en un nombre aléatoire
de fragments de tailles aléatoires. Chaque fragment ainsi obtenu va se refragmenter suivant le méme
processus.

On note alors 'espace des états de la fragmentation par ’ensemble des suites a valeurs dans R
réordonnées de maniere décroissante :

Sl:{(ml,xg,...),azl2x22---20,2x¢<oo}. (1.13)
1EN*

Remarquons que si le nombre d’éléments dans (z1,22,...) est fini, la fin de la suite est faite
de 0. On peut munir St de la distance uniforme ce qui en fait un espace polonais. On identifiera
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un élément x = (z1,2,...) de S! avec la mesure ponctuelle de Radon sur R - Zi,wi>0 0z, Pour

x = (x1,72,---) € S, on note P, la loi d’un processus A = (A% # > 0) & valeurs dans S partant de
x.

Définition 1.2.1. On dit que A = (A%:0 > 0) est un processus de fragmentation aléatoire si c’est un
processus de Markov qui vérifie la propriété de fragmentation : conditionnellement o A% = z, la loi de
A est la loi du réarrangement décroissant des suites ADO A@0 - oi les processus AD sont
indépendants et de lois respectives Pz, ...y

Autrement dit, au temps 6 de la fragmentation, les particules x1,xo,... présentes se fragmentent
suivant la méme loi P qui ne dépend que de la taille de la particule et indépendamment entre les
différentes particules. Pour étudier la fragmentation, il suffit alors d’étudier les lois Py, o....)s Pz,.0,--)s
...On notera désormais P, pour P, q...)-

On appellera fragmentation conservative une fragmentation ou la somme des masses des fragments
est inchangée au cours du temps, c’est-a-dire ), n. 2; = o pour Py -presque toute configuration
r = (z1,...) € S}, olt g est la masse du fragment initial.

Une fragmentation dissipative est une fragmentation ou la somme des masses est strictement
plus petite que la masse initiale. C’est-a-dire, si on note (A?) = (Af,AY,...) € S!, I'application
0—> s A? est décroissante. Ce type de fragmentation peut étre obtenue par présence d’une érosion
qui diminue la masse de chaque fragment de maniére déterministe et contintiment au cours du temps.
Cette érosion n’est cependant pas nécessaire, Bertoin [18] a montré que si les fragments de petite taille
se cassent plus rapidemment que les ”gros” fragments, il apparait une accumulation des temps de
fragmentation, ils deviennent ”poussieres” et disparaissent en temps fini. On observe alors dans ce cas
une perte de masse.

Une fragmentation ou la somme totale des masses est supérieure a la masse initiale peut étre
obtenue par immigration, c’est-a-dire des particules de masse non nulle apparaissent au cours de la
fragmentation. Une autre maniére d’obtenir ce type de fragmentation est de considérer le diametre de
chaque fragment (a la place de leur masse).

Auto-similarité Un cas particulier de fragmentation est la fragmentation auto-similaire. Cette
notion a été introduite par Bertoin [20]. Citons également les travaux de Berestycki [15] et de Miermont
(82, 83].

On dira que A est un processus de fragmentation auto-similaire d’indice o € R si A est une
fragmentation aléatoire qui vérifie la propriété de stabilité suivante : pour tout » > 0, la loi du
processus (A?,6 > 0) sous Pyro,..y est égale a la loi du processus (rA™"? 6 > 0) sous P,

Bertoin a montré dans [20] que les fragmentations auto-similaires a valeurs dans les partitions
et celles & valeurs dans S sont totalement décrites par un triplet (a, c,v). Le coefficient « est I'in-
dice d’auto-similarité qui décrit la rapidité de fragmentation des particules, si a est positif, les gros
fragments ont tendance a se fragmenter plus vite que les petits, si a est négatif, c’est le contraire et
si a = 0, la fragmentation est appelée homogene. Le coefficient ¢ est le coefficient d’érosion évoqué
précédemment et v est une mesure o-finie sur St et a valeurs dans St, appelée mesure de dislocation.
Cette mesure de dislocation décrit la fagon dont une particule de masse 1 se casse. Par la propriété
d’auto-similarité, une particule de masse r se disloque en une suite rz = (raq,r2s,...) € St de parti-
cules suivant la loi r®v(dx).
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Ezemple dans le cas ot v est une mesure finie.(voir Bertoin [17]) Pour 7 > 0, on note v, I'image de
la mesure r®v par 'application x — rx, c’est la mesure de fragmentation d’une particule de masse r. Le
temps de vie d’une particule de masse r, ¢’est-a-dire le temps entre son apparition et sa fragmentation,

est de loi exponentielle de parametre r®v(S') avant de se fragmenter en une famille de fragments plus

v()
v(Sh)
ponctuelles, notons S} C S! 'ensemble des mesures m ponctuelles sur R, de masse totale m(R4)
finie. Si on note Z le nombre de fils, on obtient

P(Z =n) = —
V(S f)
Remarquons que si a < 0, les fragments de petite taille ont tendance & se fragmenter plus vite
que les gros fragments. Alors que si a > 0, les gros fragments se fragmentent prioritairement. En
effet on peut remarquer que pour deux particules de taille r et 7’ telles que r < 7/, et pour a < 0,
rv(Sh) < rev(Sh).
Pour le cas ou o = 0, la mesure de dislocation ne dépend pas de la taille de la particule, la frag-
mentation est dite homogene.

petits de loi r€ ol £ a pour loi . Rappelons que les éléments de St sont identifiés & des mesures

/ V(dm) gy )=n)-
S5

Ezemple dans le cas ot o > 0. (voir Bertoin [20]) On fragmente l'intervalle [0,1] en deux sous-
intervalles au bout d’un temps exponentiel et on itere cette opération. Plus formellement, on considere
des variables aléatoires indépendantes U;,i € N* de loi uniforme sur [0, 1] ainsi qu'un processus de
Poisson indépendant N = (N¢, ¢ > 0). Construisons le processus V = (V(t),t > 0) qui donne les Ny + 1
sous-intervalles disjoints de ]0, 1] dont les bornes sont données par les variables (U;,i < Ny). Si on
note par x1(t) > xa(t) > -+ > xn,+1(t) les longueurs de ces différents intervalles rangées par ordre
décroissant et par x;(t) = 0 pour i > Ny + 1, alors le processus A = (x(t),t > 0) = ((x1(t),...),t > 0)
est un processus de fragmentation auto-similaire d’indice d’auto-similarité o = 1, sans érosion, et de
mesure de dislocation v la loi de (1 — V,V,0,...) ou V est une variable uniforme sur [0, %] Cette
fragmentation est donc binaire.

Ezemple dans le cas ot o < 0. Bertoin [21] a étudié le cas d’une excursion brownienne (o = —1/2),
Miermont [82])a étendu au cas des processus stables d’indice «, Haas et Miermont [56] ont montré un
lien avec les arbres aléatoires auto-similaires
Considérons une excursion brownienne positive B*“ de longueur 1 et notons

I(t) = {s € [0, 1], B > %}.

Puisque I est un ouvert de [0, 1], on peut I’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles de [0, 1]
disjoints I (t), I>(t), ... réordonnés tels que z(t) = (|I1(t)|, |I2(t)],...) € St. Par unicité des minima
locaux du mouvement brownien, le ”franchissement” du minimum local & la hauteur ¢/2 de ’excursion
brownienne donne deux nouveaux intervalles. Le processus A = (z(t),t > 0) est une fragmentation
aléatoire binaire, d’indice « = —1/2, sans érosion et dont on peut montrer (en utilisant la théorie des
excursions browniennes) que sa mesure de dislocation v vérifie : il existe une constante C' > 0 telle
que

Cdx

V(Sl S dﬂf) = mlxz

et v{(s1,52,0...);81 +s2 <1} =0.

N
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Remarquons que le processus des hauteurs d’un arbre aléatoire brownien est une excursion brow-
nienne, voir la Section 1.1.1. Cette fragmentation correspond alors a une maniere de couper un arbre
aléatoire en sous-arbres a différentes hauteurs (ou générations). Elle peut se généraliser a une excursion
d’un processus de Lévy stable qui code un arbre stable. La fragmentation n’est alors plus binaire mais
infinie. Citons également Delmas [35] qui généralise ce résultat au cas d’un Lévy général.

1.2.2 Description des résultats obtenus

Le travail de cette deuxiéme partie est issu de l'article [105] soumis pour publication.

Le but est de créer un processus de fragmentation sur le CRT de Lévy. On se fixe alors un CRT de
Lévy caractérisé par un processus de Lévy X d’exposant de Laplace ¢ défini par (1.9). Pour cela on
réutilise la procédure de marquage sur le CRT précédemment construite en faisant dépendre le nombre
de marques d’un certain parametre, et on utilise un cas particulier d’élagage de I'arbre marqué. Pour
créer les marques sur le CRT, on utilise un subordinateur d’exposant de Laplace 1/1(9) défini par :

PO = PO+ A —9(0)

= a®D)+p8X%+ / (e =1+ 2)7 9 (ae)
10,400[

e o) = a4+ 2660 + Jotoo(1 — e %)tm(de)
7O (de) = e~ (dp).

Ainsi 236 joue le rdle de oy (voir (1.12)), c’est-a-dire qu’on marque le squelette du CRT avec un
processus de Poisson d’intensité 236, et (1 — e~)m(dl) joue le role de 7 pour marquer les neeuds du
CRT (voir (1.12)).

Remarquons que quand 0 augmente, a® augmente, et quand 6 = 0, il n’y a pas de marque sur le

CRT (0 = ).

Processus de marquage

Comme précédemment, on construit deux processus de marquage sur le CRT de Lévy, un processus
de marquage sur les nceuds de I’arbre et un sur le squelette de I'arbre. Cependant on introduit un
parametre 6 tel que le nombre de marques augmente en fonction de 6.

Notons H le processus des hauteurs associé au processus de Lévy X et p le processus d’exploration.
Pour marquer les noceuds du CRT, on reprend le processus de marquage a valeurs dans M(Ri)
introduit par Abraham et Delmas [4] dans le cas d'un CRT sans partie brownienne (formule (1.8)) :

M (dr,df) = E (I} — Xs-) (E 5v5,u(d9)> Om, (dr)
0<s<t u>0
X<}

ot (3,50 0Vs..; 5 temps de saut de X') est une famille de mesures ponctuelles de Poisson indépendantes
sur R, d’intensités respectives AX, 1,s0du. C'est-a-dire que, a 6 fixé, chaque noeud est marqué avec
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une probabilité 1 — e=?2Xs et le nombre de marques augmente quand 6 augmente.

Pour marquer le squelette du CRT, on réutilise un serpent de Lévy poissonnien, afin d’obtenir des
marques placées de maniére cohérente sur les branches. On définit un serpent (p;, Wy ;t > 0) avec un
processus de Poisson sous-jacent d’intensité a; tel que : conditionnellement a p,

e pour tout ¢ > 0, W; est une mesure de Poisson sur [0, H;] x Ry d’intensité 281 g, (dr)do,

e pour tous 0 < ¢ < ¢/, Wy(dr, d@)l[()’Ht’t,](r) = Wy(dr, da)l[Oth,t/](T)'

C’est-a-dire que les marques sont les mémes sur 1’ascendance commune de ¢ et ¢’ et sont placées
“uniformément” et de maniére indépendante sur chacune des branches & partir de ’ancétre commun
le plus récent de t et t'.

Remarquons que, d’apres la construction de Duquesne et Le Gall [44], le processus W est & valeurs
dans un espace polonais. On définit alors plutét, pour tout i € N, le processus W/ comme une mesure
de Poisson sur [0, Hy] x [i,i + 1] et on obtient le processus de marquage & valeurs dans M(R2) :

mike = Z Wi

1€EN

On obtient alors pour 6 > 0 fixé, les deux processus :

mOmod (@) .= My(dr,[0,6]) et m@e(dr) .= m™(dr, [0, 0]).

On définit le processus de marquage a valeurs dans M ¢(R;) qui augmente le nombre de marques
sur le CRT en fonction de 6 :

m(@) — m(G),nod + m(G),ske.

Comme précédement, le serpent marqué (p, m(e)) est un processus fortement markovien qui garde
en mémoire toutes les marques sur 'ascendance de chacun des individus.

Fragmentation du CRT marqué

On élague P'arbre sur toutes les marques et on s’intéresse a I’évolution des fragments de CRT
au cours du temps # € Ry. Un fragment d’arbre est défini comme une classe d’équivalence : deux
individus s et ¢ (s < t) appartiennent au méme fragment au temps # > 0 s8’il n’y a pas de marque
entre leur ancétre commun le plus récent et eux. C’est-a-dire si :

sRet & mge)([Hs,t, H)) = mig)([Hs,ta Hy]) = 0.

Ces classes d’équivalence sont des sous-ensembles de Ry de mesure de Lebesgue non nulle, la taille
du fragment est alors la mesure de Lebesgue de la classe d’équivalence correspondante.

Au temps 6 > 0, on obtient une famille de fragments de CRT. Pour § > 0 fixé, notons A? =
(0@ j € N) la suite (éventuellement nulle & partir d’un certain rang) des tailles des fragments
rangées par ordre décroissant, c’est un élément de I’ensemble S' défini par (1.13). De plus, puisque le
processus de marquage rajoute des marques au cours du temps, les fragment obtenus au temps 6 sont
des réunions de fragments obtenus au temps 6’ > 6.

On obtient alors le premier résultat :

Théoréme 1.2.2. Le processus A = (A% 0 > 0) est un processus de fragmentation.
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Pour mieux comprendre ce processus, on explicite la famille des mesures de dislocation (v, > 0)
qui décrivent comment un fragment de taille r se disloque en plus petits fragments. Lorsque ’on coupe
sur le squelette de l'arbre, on obtient deux nouveaux fragments et lorsque 'on coupe sur un nceud
d’indice infini, on obtient une infinité de nouveaux fragments. La mesure de dislocation d’un fragment
de taille r peut alors s’écrire sous la forme :

vy = V;lod + V:ke

ot la mesure v2°% décrit la fragmentation infinie et £ la fragmentation binaire. L’expression de

T
vk est le résultat principal de cette partie :

Théoreme 1.2.3. Soit S un subordinateur d’exposant de Laplace ¥~ et soit m, sa mesure de Lévy.

1. Pour toute fonction F positive mesurable sur SV,
/ P2 (dz)r. (dr) = / 2 (dV)E [SyF (DS, 1 < v))]
R+ XSl

ot (ASy,u < v) représente les sauts de S avant le temps v, rangés par ordre décroissant.

2. La mesure Vﬁk“” ne charge que les éléments de S* de la forme (x1,22,0,...) avec x1 > xo et
x1 420 = 1. C’est la loi du réarrangement décroissant des longueurs données par la mesure 19;?’“6

définie par
/ (1= e M) (1 — e apte(dy dem. (dr) = 2607 ()6 ().
Ry x(R%)2 #

La mesure 7, est la loi de la longueur des fragments du CRT. Ainsi, d’aprés le théoreme précédent,
sous U8%¢(dy dz)m,(dr), les longueurs des deux fragments sont indépendantes.

La construction de I’élagage sur les nceuds est indépendante de celle sur les branches, et cette
derniere est la méme que faite par Abraham et Delmas [4], le calcul du point (i) du théoréme précédent
est alors identique.

La démonstration du Théoreme 1.2.3 repose sur une représentation des marques sur le CRT en
utilisant une mesure ponctuelle de Poisson sous ’épigraphe du processus des hauteurs et la propriété
de Markov spéciale (Proposition 2.3.2).

1.3 Diffusion en milieu Lévy

1.3.1 Diffusions en milieu aléatoire

Intéressons-nous maintenant aux diffusions aléatoires en milieu aléatoire unidimensionnel. Ce sont
des processus aléatoires a espace d’état et espace des temps continus mais introduisons d’abord
I’équivalent discret : la marche aléatoire en milieu aléatoire.

22



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Marche de Sinai

Historiquement, les marches aléatoires en milieu aléatoire ont d’abord été introduites par Solomon
[98] et par Kesten, Koslov et Spitzer [68].

Un milieu aléatoire discret sur Z est une suite de variables aléatoires (p;,i € Z) indépendantes et
identiquement distribuées & valeurs dans ]0, 1[. Notons P la loi de environnement (p;,¢ € Z). Condi-
tionnellement & ce milieu aléatoire, on construit une marche aléatoire (markovienne) X = (X,,n € N)
aux plus proches voisins telle que Xy = 0 et telle que X se dirige vers la droite avec probabilité p;
quand elle se trouve sur le site ¢. C’est-a-dire,

PV(Xn+1 =17+ 1|Xn = Z) =1- PV(Xn+1 =7 — 1|Xn = Z) = Di,

ou Py est la loi de la marche X conditionnellement au milieu V' = (p;,7 € Z). Notons P la loi de
la marche X définie sur le milieu. Solomon [98] a introduit une condition nécessaire et suffisante de
récurrence pour la marche X. Si

Po
alors la marche X est Py -p.s. récurrente pour P-presque tout environnement, c’est-a-dire qu’elle visite

le point 0 une infinité de fois et, par I'irréductibilité de la chaine, elle visite tout point de Z une infinité

1—po
Po

E [logl_po} =0, (1.14)

de fois. Remarquons que la condition E [log } > 0 (resp. E [log 1;%] < 0) implique que la marche
X tend P-p.s. vers —oo (resp. +00).
Dans la suite on considérera le cas récurent. De plus, on exclut le cas d’un milieu déterministe

avec la condition :

1 —po
Po
Remarquons que dans le cas d’un milieu déterministe, X est la marche aléatoire simple aux plus
proches voisins. On suppose également ’hypothése technique :

Var [log } > 0. (1.15)

36 €]0, %[, tel que P(6 <pp <1—10)=1. (1.16)

Une marche aléatoire en milieu aléatoire vérifiant les hypotheses (1.14), (1.15) et (1.16) est appelée
une marche de Sinai.

Sinai [94] s’est intéressé au comportement asymptotique d’une telle marche aléatoire. Il a montré
que la marche renormalisée ((155(—2)27 n € N) converge en loi, sous P, vers une variable aléatoire C dont
la loi a été explicitée par Kesten [67] et Golosov [53]. Ce résultat contraste avec celui donné par le
théoreme central limite usuel qui donne la convergence en loi de la marche aléatoire simple %

Schumacher [91] a montré que le milieu peut se représenter par une marche aléatoire, aussi appelée
potentiel, V' = (V,,,n € Z) a valeurs dans R. Pour tout n € Z, on définit

n 0
1—pi . 1—p; .
Vn:E log o Losin>1 , V,=-— E log il, sin < -1
i=1 i=n+1

et on pose également Vj = 0. L’hypothése 1.16 permet aux incréments |log 1;%\ du potentiel d’étre
bornés et ainsi d’en controler les fluctuations. Remarquons que d’apres la condition 1.14, le milieu
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possede des puits de potentiel et la marche de Sinai aura tendance a rester dans ces puits, voir Figure
1.6.

FIGURE 1.6 — Simulation de la marche de Sinai pour py uniforme sur [0.1,0.9]
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Définissons alors le processus des temps locaux (L(n,z),n € N) de la marche de Sinai en un point
x € Z du milieu par :

L(n,z) = Card{i < n; X; = z}.

C’est-a-dire L(n,x) compte le nombre de passages de la marche X au point x avant le temps
n. Révész [89] (dans le cas d’un milieu particulier) et Shi [93] (dans le cas général) ont montré la
convergence du maximum du temps local : il existe une constante ¢y > 0 telle que P-p.s.

max L(n, )
limsup 22— — ¢, (1.17)
n—+o0 n
Intuitivement, pour n grand, il existe un point (qui dépend de n) en lequel la marche de Sinai
passe la plus grande partie de son temps. On dit que la marche X est fortement localisée. Dembo,
Gantert, Peres et Shi [37] ont également montré que 17121 Jlrrcg %log log log(n)rgrﬂleza%c L(n,z) est presque
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surement une constante strictement positive. Andreoletti [12] a montré un résultat de concentration
pour la marche de Sinai : pour tout 0 < 8 < 1, il existe £(3) > 0 tel que P-p.s.

sup L(n, [z — £(B), z + £(B)])

. Z
lim sup 25 > B,
n—-+o00 n

ou pour tout intervalle I de R, L(n,I) = Card{i < n;X; € I}. C'est-a-dire que, en choisissant
une constante § proche de 1, la marche de Sinai passe presque tout son temps dans un voisinage d’un
point particulier.

Plus récemment, Gantert, Peres et Shi [52] ont explicité la constante ¢ et ont également montré
la convergence en loi :

Théoréme 1.3.1.

SWppez L(n,7) £, sup v(x)
n T€EZ

ot le processus v est une fonctionnelle du milieu conditionné a rester positif.

Puisque le milieu est une marche aléatoire, en utilisant le théoreme de Donsker, le comportement
asymptotique du milieu (linéarisé et renormalisé) est un mouvement brownien. Interessons-nous alors
aux diffusions aléatoires en milieu aléatoire continu.

Processus de Brox

Diffusion en milieu aléatoire

Les diffusions aléatoires en milieu aléatoire ont été introduites par Schumacher [91] et Brox [30].
Donnons d’abord une description de I’espace de probabilité sur lequel est définie la diffusion.

Notons V l'espace des fonctions cad-lag v : R — R telles que v(0) = 0 et muni de la tribu A
engendrée par la topologie de Skorohod, ce qui en fait un espace polonais. On considére un processus
stochastique V' = (V(z),z € R) défini sur l'espace (V,.A) et, comme précédemment, on note P la loi
de 'environnement V.

On définit alors Q2 'espace des fonctions continues de Ry dans R partant de 0 et muni de la tribu F
engendrée par la topologie de Skorohod. On appelle diffusion aléatoire en milieu aléatoire, un processus
stochastique X = (X (V,t),t > 0) défini sur 'espace (V x Q, A® F) et tel que, conditionnellement au
processus V', X soit markovien et son générateur soit égal a

Lvay d [ _v@)d
— — — . 1.1
26 dx ¢ dx (1.18)

On note P laloi de X et X(-) pour X(V,-) quand il n’y a pas d’ambiguité sur le milieu. Remarquons
que dans le cas ou le milieu V est presque stirement dérivable, le générateur s’écrit sous la forme :

1 d 1 d?
— V(z)—+ z—.
2 (:E)dw + 2 da?
Ce qui est équivalent au fait que la diffusion X soit solution de I’équation différentielle stochastique

sulvante :

(1.19)
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{ dX(t) = dB(t) — 3V'(X(t))dt,
X(0) =0,
ou (3 est un mouvement brownien standard indépendant du milieu V.

Intuitivement, la diffusion X représente la position d’une particule a trajectoires dans le milieu V.
Comme dans le cas d’un environnement discret, sous certaines hypotheses de récurrence, le milieu V
posseéde des puits de potentiel et la diffusion X a tendance a rester dans ces puits. La perturbation
dfB(t) permet a la diffusion X de pouvoir en sortir.

Schumacher [91] a montré que I'on peut retrouver une marche de Sinai a partir d’une diffusion
dont le potentiel W est défini par :

W (zx) = 0 pour tout x € [0, 1],

n

1—

W(m):Zlog p'pz, sin>1letxenn+1]
i=1 ¢

0
1 _ .
W(z) = — Z log p‘pl, sin<—letz€[nn+1],
i=n+1 ¢

ou les (p;,i € Z) désignent l’environnement de la marche de Sinai. Etant donnée la diffusion X sur ce
potentiel W, on définit la suite (u,,n € N) de temps d’arrét par : ygp =0et sin > 1

o = E{E > 013 X () = X ()] = 11

On peut montrer que

Pw (X (1) =i+ 1 X (pn) = 1) = pi
c’est-a-dire que la marche (X (uy,),n € N) est la marche de Sinai sur le milieu W. On peut alors étudier

la marche de Sinai en s’intéressant aux diffusions aléatoires, citons par exemple Hu [58], Hu et Shi
[59, 60, 61], Shi [93] et Singh [96].

Kawazu et Tanaka [66] se sont intéressés au cas ou le milieu est un mouvement brownien avec drift
non nul (cas transient). Ces résultats ont été précisés par les travaux de Tanaka [103] puis Hu, Shi
et Yor [62]. Devulder [39] a obtenu des résultats sur le maximum du temps local. Citons également
Devulder [38] et Talet [99] pour ’étude des taux de convergence en milieu brownien drifté.

Processus de Brox

Brox [30] s’est intéressé au cas d’'un mouvement brownien sans drift (récurrent), la diffusion X est
alors appelée processus de Brox. Le processus de Brox possede la méme vitesse de convergence que la
marche de Sinai et est également localisée pour un instant donné t dans le voisinage d’un point qui
dépend uniquement de V' et de t. De plus %g converge en loi vers la méme limite C que la marche
de Sinai renormalisée.

Citons également Kawazu, Tamara et Tanaka [65] et Hu [58] qui ont obtenu des résultats plus
précis de localisation.

Comme pour la marche de Sinai, on s’intéresse au temps local qui "mesure” le temps passé par la
diffusion en un point du milieu. On définit le processus des temps locaux (Lx(t,z),t > 0,2 € R) par
la formule des temps d’occupation.

26



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Définition 1.3.2. Lx est l'unique processus P-p.s. continu en ses deux variables et tel que pour tout
t > 0 et toute fonction ¢ borélienne bornée,

[ otxends = [ ptertt,aaa,
0 R

Citons Shi [93] pour l'existence d’un tel processus. Pour ¢ > 0 et © € R, Lx(t, ) représente le
temps passé par la diffusion X au point z du milieu V' jusqu’au temps ¢.

Les premiers résultats sur le comportement du processus Lx ont été obtenus par Shi [93] et Hu et
Shi [59, 61], notamment : pour tout x € R,

logt

ot U et U sont des variables indépendantes de loi uniforme sur 10, 1[. La convergence du temps local
de la marche de Sinai differe par rapport a la convergence du temps local de la diffusion de Brox. Shi
[93] a montré qu’il existe une constante ¢y telle que P-p.s.

sup Lx (t, 2)

lim sup R >
t—+o00o tlogloglogt

Andreoletti et Diel [13] ont montré un équivalent du résultat de Gantert, Peres et Shi ( Théoreme
1.3.1).

Théoréeme 1.3.3.
SEELX(t,x) . )
€T
g S =0 (1.20)

e}

ot R(z) = Ri(x)1z>0+Ra(—x)1y<0 avec Ry et Ry deux processus de Bessel de dimension 3 indépendants.
Remarquons qu’un processus de Bessel de dimension 8 a méme loi qu’un mouvement brownien condi-
tionné a rester positif.

L’étude de la diffusion dans un milieu aléatoire unidimensionnel est facilitée par le fait que toute
diffusion, renormalisée en espace et en temps, est un mouvement brownien. On peut montrer que,
pour tout milieu V' cad-lag (localement borné), il existe une renormalisation en espace Sy, une renor-
malisation en temps Ty de la diffusion X et un mouvement brownien B tels que :

X(V.t) = Sy (B(Ty (1)
Vz € R, Sy (z) = /x eVWay (1.21)
0
et

t —
V>0, Ty(t) = / =2V (57 (B)) g, (1.22)
0
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Citons Shi [92] pour plus détails. En utilisant la stabilité du mouvement brownien B, on obtient
I’égalité en loi des deux processus : pour tout ¢ € R, conditionnellement au milieu V,

1

<EX(V, At)it > 0> £(X(V(e-),t)t>0), (1.23)

et en utilisant la propriété de stabilité du milieu brownien V', on obtient :
Lx(v,et) £ X (v 1.24
C_2 ( e ) - (C 7’) ( . )

ainsi que

'z A, 2 £ (L t 1.25
6_2 X(V,-)(C € :E) - = ( X(cV,-)( ’:E))tZO,xE]R' ( : )

Citons Brox [30] pour la formule (1.24), la formule (1.25) est une conséquence de (1.24).
Par cette méthode, on peut ainsi passer d’un changement d’échelle (temporel et spatial) sur la
diffusion (et sur le temps local) & un changement d’échelle sur le milieu, et inversement.

Vallée standard
Brox [30] a introduit la notion de vallée qui représente un puit de potentiel, citons également Neveu
et Pitman [86] qui donnent des renseignements sur le milieu brownien et Sinai [94] pour le cas discret.

Définition 1.3.4. Soit ¢ > 0, on dit que le milieu brownien (drifté ou non) V € V admet un c-
minimum au point xo si il existe deux réels & et ¢ tels que & < xg < ( et

- V(&) > V(xg) +c,

- V() >V(xg)+cet

— pour tout x € [£,(], © # xo, V(z) > V(x0).

De maniere similaire, on dit que V admet un c-mazximum en xg si —V admet un c-minimum en
Q-

Intuitivement il existe un intervalle [¢, (] contenant x( dans lequel V' admet un minimum en x et
tel que V "monte” d’une hauteur c a droite et a gauche de zg.

Notons M.(V) I'ensemble des c-extrema de V. Brox [30] a montré que P-p.s. M.(V) n’a pas de
points d’accumulation et que les c-minima et les c-maxima alternent. Ainsi, il existe un unique triplet
A = (pey Mg, qc) d’éléments de M.(V') tel que :

— m, et 0 sont dans [p, q.],

— p. et g, sont des c-maxima,

— M, est un c-minimum.

A, est alors appelé la vallée standard de hauteur ¢ du milieu V', voir la Figure 1.7.

Dans le cas d’un milieu brownien, Brox [30] a montré que la diffusion met un temps e¢ pour sortir
d’une vallée de hauteur ¢, ainsi au bout d’un temps ¢ la diffusion X passera presque tout son temps
dans la vallée standard de hauteur logt. Il obtient également un résultat de localisation : a 'instant
e, la marche est localisée dans le voisinage de m..

Andreoletti et Diel [13] ont montré une convergence du temps local recentré au minimum d’une
vallée standard de profondeur logt.
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Théoréme 1.3.5.

—00

Lx(t —R(z)
X(’mlogt+x)79€€R £, —ooe , T €R
t 2 e HEWdy

ot R est le méme processus conditionné a rester positif que dans le Théoréme 1.5.5.

Remarquons que le Théoréme 1.3.3 est une conséquence de ce théoreme. Gantert, Peres et Shi [52]
ont montré un théoreme équivalent pour la marche de Sinai ou la limite en loi est le méme processus
v que dans le Théoreme 1.3.1.

Diffusion en milieu Lévy

Ce n’est que récemment que le cas d’un milieu Lévy a été étudié par Carmona [31], Tanaka [104],
Cheliotis [32] et Singh [97].

Carmona [31] a généralisé au cas d’un processus de Lévy le résultat de Kawazu et Tanaka [66] fait
dans le cas d’'un mouvement brownien drifté en démontrant la convergence presque sire de @ vers
une constante.

Tanaka [104] a étudié le temps local d’une diffusion en milieu Lévy. Il donne des propriétés sur la
loi asymptotique de la vallée du milieu pour obtenir des résultats asymptotiques sur le temps local de
la diffusion.

Cheliotis [32] s’est intéressé au cas d’un processus de Lévy a-stable spectralement négatif et a

e e . XD
explicité la limite en loi de la renormalisation Tog D&

Singh [97] étudie le cas d’une diffusion transiente sur un milieu Lévy spectralement négatif. Il
généralise le résultat de Hu, Shi et Yor [62] sur le cas d’un milieu brownien drifté et donne les différents

taux de convergence.

On dit qu’un processus V € V est un processus de Lévy sur R si ¢’est un processus de Markov a
accroissements indépendants et stationnaires, on pose également V' (0) = 0. Comme pour le mouvement
brownien, on définit la notion de vallée standard (voir la Définition 1.3.4).

Définition 1.3.6. Soit ¢ > 0, on dit que V €V admet un c-minimum au point xg si il existe deux
réels £ et ( tels que & < xg < ( et

V() 2 (V) AV(ap)) +e.

- V()= (V(wo) AV(zg)) +c et

— pour tout x € [£,C], x # xo, V() AV (x™) > V(xg) ANV (zy ).

De maniére similaire, on dit que V admet un c-mazimum en xg si —V admet un c-minimum en
Zo-

Remarquons que V' (zg) est remplacé par V(zg) AV (zy) (ou par V(zg) VvV V(x,) pour la définition
d’'un c-maximum) pour tenir compte du fait qu’il peut exister un saut en z.

Notons M.(V') 'ensemble des c-extrema de V. On suppose que les éléments de M (V') sont deux a
deux distincts et que le milieu V' est continu en ses extrema locaux. Ces deux conditions sont suffisantes
pour que M.(V) n’ait pas de point d’accumulation et pour obtenir l'alternance des c-maxima et c-
minima. Ces propriétés sont vérifiées par un processus de Lévy dont 0 est régulier pour |0, +oo[ et
pour | — 00, 0[, voir la Section 4.1.2. Comme pour le mouvement brownien, on définit alors la vallée
standard (p., m¢, q.) comme la vallée de hauteur ¢ contenant le point 0.
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1.3.2 Description des résultats obtenus

Le travail réalisé dans cette troisiéme partie est issu de l'article [40] soumis pour publication et
réalisé avec R. Diel.

C’est une généralisation des résultats obtenus par Andreoletti et Diel [13]. On donne ici un analogue
du Théoréme 1.3.3 (respectivement 1.3.5) de convergence du temps local (resp. du supremum du temps
local) de la diffusion dans le cas d’un milieu aléatoire Lévy.

Considérons alors un processus de Lévy V sur R et une diffusion X sur le milieu V' de générateur
défini par (1.18). Comme dans le cas d’un milieu brownien, la diffusion est localisée autour d’un point,
étudions alors son processus des temps locaux (Lx(t,x),t > 0,2 € R). Il est défini par la méme
formule des temps d’occupation que le mouvement brownien (Définition (1.3.2)).

Utilisons des notations pour une trajectoire w € V :

(wh(z),2 >0) := (w(z),z >0) , (W (z),z>0):=(w((—2)7),z>0).

Le processus w™ donne la partie de w & temps positifs et w™ celle & temps négatifs, inversée en
temps et tel que w™ soit cad-lag.

Dans le cas d’un processus de Brox (voir Théoreme 1.3.3), il apparait la notion de processus de
Bessel de dimension 3, introduisons alors ’analogue pour les processus de Lévy : le processus de Lévy
conditionné & rester positif. Ces processus ont été introduits par Bertoin [24] comme la limite quand e
tend vers 0 d’un processus de Lévy (sur R ) conditionné a rester positif jusqu’a un temps exponentiel
indépendant de parametre €. Une construction du processus de Lévy conditionné & rester positif est
donné par Bertoin [23] en concaténant les excursions du processus de Lévy au dessus de son infimum.
Notons VT le processus de Lévy conditionné & rester positif et P! sa loi.

Résultats sur le milieu

FEtudions la vallée standard du milieu Lévy V.

D’apres sa construction (voir Section 1.3.1), le minimum m, de la vallée standard est la plus petite
valeur entre le minimum du milieu V' sur [0, q.] et le minimum de V' sur [p., 0]. L’étude du milieu V est
similaire sur ces deux intervalles, on ne traitera alors que le premier cas. Il est plus facile de considérer
une autre valeur que g., définissons le premier temps d’une montée de ¢ du processus V' au dessus de
son minimum :

h=inf{t >0;V(t) — V(t) > c}.

Dans le cas ot m. > 0, ce temps vérifie 7} < g, on définit alors le minimum mJ sur [0, 7] comme
le dernier infimum avant ce temps d’arrét 7 :

mt = sup{t <75V (t) - V(t) = 0}.

On peut vérifier que m. = mJ dans le cas ou le minimum de la vallée standard est positif (p. <
0 < m. < qc) et que m, = m_ dans le cas ou le minimum est négatif (p. < m, < 0 < q.), voir la Figure
1.7.

On étudie alors le processus de Lévy V recentré en m} : (Vi (z),—mf <x<7f-m

o ) ou

C

Vot (z) = V(mtf +z) - V(m).
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FIGURE 1.7 — La vallée de hauteur c.

Dans le cas du mouvement brownien, il est connu depuis Tanaka [101] que le processus (V, +(z), —m} <

x < 175 —mJ) a pour loi, la loi d’un processus V constitué de deux processus de Bessel de dimension 3
indépendants By et By concaténés en 0 et arrétés en des temps a. et b. qui tendent vers l'infini quand
¢ tend vers l'infini : .

(V(x) = B1(z)1;>0 + Ba(—2)13<0 ;—ac < x < bc> .

Un tel résultat s’obtient en considérant les excursions du mouvement brownien et en les inversant en
temps.

Dans le cas d’un processus de Lévy a sauts quelconques, le résultat est différent. Notamment parce
que sa loi n’est pas stable par inversion en temps et & cause de la présence éventuelle d’un saut au
temps 7. En reprenant Iidée de l'inversion en temps des excursions du processus de Lévy, les lois
obtenues sont celles d’un processus de Lévy conditionné a rester positif. On obtient le premier résultat
sur le milieu Lévy V.

Proposition 1.3.7. Si V est un processus de Lévy qui ne tend ni vers +00 ni vers —oo et tel que 0
soit régulier pour 10,400 et pour | — 0o, 0.

Alors les processus (V, +((—t)7), —mf <t <0) et (V, +(1),0 <t <1F —m) sont indépendants.
De plus,

A

1. la loi P¢ du premier processus est égale & la loi P1¢ du processus (VI(t),0 <t < a.), ou Voa
méme lot que —V et est indépendant de V,

2. la loi P¢ du deuziéme processus est absolument continue par rapport & la loi P1¢ du processus

—

(V1(1),0 <t <b),
ou les deux temps a. et b. tendent vers 400 quand ¢ tend vers linfini.
La densité qui apparait dans le point (2) de la proposition précédente est issue du saut éventuel
du processus V au temps 7. Dans le cas d'un processus de Lévy sans saut positif, cette densité vaut

1, on retrouve le cas du mouvement brownien. Cette densité a une expression explicite dans le cas ou
le processus V est stable. Pour obtenir les bonnes propriétés de récurrence et de régularité pour 0 du
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proessus V', on se place dans le cas d’un processus de Lévy V stable d’indice a € [1,2]. On obtient
alors le résultat asymptotique suivant.

Proposition 1.3.8. Quand ¢ tend vers +oo :

1. La loi P¢ converge faiblement vers la loi PT.

2. La loi P¢ converge faiblement vers la loi PT.

Pour démontrer cette proposition, on utilise également la stabilité du processus de Lévy conditionné
a rester positif et son expression sous forme d’excursions au dessus de son minimum.

Résultats sur le processus des temps locaux

Le résultat principal donne le comportement asymptotique du processus des temps locaux renor-
malisé et recentré au minimum de la vallée standard de hauteur logt :

Théoréme 1.3.9. Si V' est un processus de Lévy stable d’indice o € [1,2] et qui n’est pas un drift

pur, alors

Lx(t, Mgt + )
t

le processus < , T E R) converge en loi au sens de Skorohod, quand t tend vers

400, vers le processus

V() ~ - ~
e—~,:13 ER| ot la loi de V est P et, sous P(dw), w™ et w™ sont indépendants et de
[e.e] _
Josem W dy

lois respectives P! la loi d’un processus de Lévy V conditionné a rester positif, et P la loi du Processus
dual V= conditionné a rester positif.

Cest-a-dire que V a méme loi que les deux processus VI = (V1(z),z > 0) et VI = (V(z),2 > 0)
concaténés en 0 :
(V@) a2+ VI((=2) )laso , T €R).
On obtient ainsi le corollaire :

Corollaire 1.3.10.
L% () ¢ 1

S —
t ffooo e—V(y)dy

ou V est le méme processus que dans le Théoréme 1.3.9 et ot on rappelle que L (t) = sup,cr Lx (t, ).

Pour démontrer le Théoreme 1.3.9, on utilise les mémes fonctions Sy et Ty que pour le milieu
brownien (voir Formules (1.21) et (1.22)) et on obtient un analogue de la formule (1.23) : pour toute
constante «, pour tout ¢ € R, conditionnellement au milieu V,

(X (V, )t > 0) £ (X(V(e™ ), )5t > 0).
En utilisant la propriété de stabilité du processus de Lévy stable d’indice o donnée par 'égalité

en loi V £ ¢~V (c®.), on obtient un analogue du changement d’échelle donné par les Formules (1.24)
et (1.25) :
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et

>

cOX(V, ) = X (V)

(C_O‘LX(M.)(cmt, c*x);t >0,z € IR) £ (LXC(VC,.)(t,;U) it>0,z € IR) .

Ces deux formules permettent de travailler & milieu V fixé dont la vallée standard est de hauteur
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Chapitre 2

Elagage d’un arbre aléatoire continu de
Lévy

Ce chapitre reprend les résultats de article [6] réalisé avec R. Abraham et J.-F. Delmas et soumis
pour publication.

Dans ce chapitre, on se fixe deux CRT caractérisés par les mécanismes de branchement ¢ et g
définis par les Formules (1.9) et (1.10) tels que le deuxiéme croisse moins vite que le premier. On
construit le processus de marquage sur les noeuds et sur le squelette du premier CRT afin de retrouver
le CRT défini par 9. Le Théoreme 2.2.8 donne 1’égalité en loi du sous-arbre défini par 1y et de 'arbre
défini par 1 et élagué. Pour démontrer ce théoreme, on utilisera une propriété de Markov spéciale
qui donne la loi des sous-arbres “au dessus” d’une marque sachant la loi du sous-arbre “sous” la
marque. On donnera également la loi jointe, sous la mesure d’excursion, des longueurs des excursions
du processus d’exploration initial et de celui du processus élagué.
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CHAPITRE 2. ELAGAGE D’'UN ARBRE ALEATOIRE CONTINU DE LEVY

2.1 Prérequis sur les CRT de Lévy

Donnons, dans cette section, les outils et notations que nous utiliserons pour le reste de cette partie.
On définira le processus de Lévy caractérisant le CRT de Lévy ainsi que le processus des hauteurs et
le processus d’exploration associés.

Pour E un espace polonais, notons B(E) (resp. B4(E)) l'ensemble des fonctions mesurables a
valeurs réelles (resp. a valeurs positives) définies sur £ muni de sa tribu de Borel, et notons M(E) (resp.
My (E)) I'ensemble des mesures o-finies (resp. finies) sur £, muni de la topologie de la convergence
vague (resp. faible). Pour toute mesure p € M(FE) et toute fonction f € By (E), on écrit

)= [ £l

2.1.1 Le processus de Lévy sous-jacent

On considere un processus de Lévy X = (X, ¢t > 0) a valeurs réelles, sans sauts négatifs et partant
de 0. Sa loi est caractérisée par sa transformée de Laplace : pour A > 0

E [e_’\Xt} — o)

)

ou son exposant de Laplace 1 est donné par

P(A) = o'+ BN2 + /

(de) <e—M 1+ 1{g<1}Ae) ,
10,4+00[

avec 5 > 0 et la mesure de Lévy 7 est une mesure sur |0, +oo[ positive, o-finie telle que f}07 +OO[(1 A

??)(df) < oo. Nous considérerons que le processus X

— est a variation infinie (c.a.d. 8 > 0 ou f]o’l[&r(dﬁ) = 400),

— ne tend pas vers +o0,

— est d’espérance finie (c.a.d. f}07+w[(€ A ) (dl) < 00).
Remarquons que la deuxieme hypothese implique la troisieme. L’exposant de Laplace de X peut étre
écrit sous la forme

D(A) = a\ + fA2 +/ (de) (e—M 14 M) . A0, (2.1)

10,4+o00[
avec pour dérive a > 0 (puisque X ne tend pas vers +00), pour terme quadratique 3 > 0 et pour
mesure de Lévy m, une mesure positive, o-finie sur |0, +oo[ telle que f}07+w[(€ A P)m(dl) < oo, et
f]0,1[£7r(d€) =ooou > 0.

Notons Ay = X; — X,_ la taille du saut du processus X au temps s.

Puisque X est a variation infinie, on a, voir Corollaire VIL5 dans [16],

A
lim ——= = 0. 2.2
A—ﬂm’$( ) ( )
Notons I = (I;,t > 0) le processus infimum de X, I; = info<s<; X, et posons S = (S, t > 0) le
processus supremum, S; = SUPp<<; Xs- On notera également pour tous 0 < s < ¢, Uinfimum de X
sur l'intervalle [s, t] par :

I = inf X,.
s<r<t

36



CHAPITRE 2. ELAGAGE D'UN ARBRE ALEATOIRE CONTINU DE LEVY

Le point 0 est régulier pour le processus de Markov X — I, et —I est le temps local de X — I en 0
(voir [16], chap. VII). Notons N la mesure d’excursion associée au processus X — I hors de 0, et soit
o = inf{t > 0; X; — I; = 0} la longueur des excursions de X — I sous N. On supposera que, sous N,
Xo=1Ip=0.

D’apres [16], Théoreme VII.1, I'inverse continu & droite du processus —I est un subordinateur d’ex-

posant de Laplace 1) ~!. Nous venons de voir que cet exposant n’a pas de dérive, puisque )\lim /\1/)(/\)_1 =
—00

0 d’apres (2.2). Notons alors 7, sa mesure de Lévy : pour tout A > 0
v = [ mldna - o)
]0,00]

La longueur des excursions, o, a pour loi 7, sous la mesure d’excursion N. En décomposant N
par rapport a la loi de o, on obtient N(d€) = f]O’w[w*(dr)Nr(dg), ou (N,,r €]0,00[) est une famille
mesurable de mesures de probabilité sur Iensemble des excursions telles que N.[oc = r] = 1 pour
Te-p.p. r > 0.

Puisque X est a variation infinie, 0 est également régulier pour le processus de Markov S — X. On
renormalise le temps local, L = (L;,t > 0), de S — X en 0 tel que

E[e_ﬁngl] — o t¥(8)/8

)

ott L' =inf{s > 0; L, >t} (voir [16] Théoreme VIL4 (ii)).

2.1.2 Le processus des hauteurs et le CRT de Lévy

Pour tout ¢ > 0, on considere le processus retourné au temps ¢, X® = (X s(t),O < s < t) défini
par :
X=X, - X5 si 0<s<t,
et Xt(t) = X;. Les deux processus (Xs ,0<s<t)et (X5,0<s<t) ontla méme loi. On note S 1e
processus supremum de X®) et L® 1e temps local en 0 de S® — X® avec la méme renormalisation
que L.

Définition 2.1.1. I existe un processus semi continu inférieurement a valeurs dans [0, 00], appelé le
processus des hauteurs tel que, sous N,

Hy=0
Pour toutt > 0, p.s. Hy = [:Et).

Et p.s. pour tout s < t tel que Xs— < I} et pour s =t, si Ay > 0 alors Hy < 0o. Pour tout t' >t >0,
le processus H prend toutes les valeurs entre Hy et Hy sur lintervalle [t,t'].

Le processus des hauteurs (Hy,t € [0,0]) sous N, code un arbre généalogique continu, le CRT de
Lévy, suivant la procédure suivante :

(i) Pour chaque t € [0, 0] correspond un point de 'arbre a la génération Hj.

(ii) t est un ancétre de ¢’ si Hy = H;p ol

Hypy =inf{H,uetnt' tVi]}
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CHAPITRE 2. ELAGAGE D’'UN ARBRE ALEATOIRE CONTINU DE LEVY

(iii) On pose d(t,t') = Hy + Hy — 2H;p et on définit la relation d’équivalence :
t ~t' si et seulement si d(t,t') = 0.

Le quotient de [0, o] par cette relation d’équivalence muni de la distance d et de la relation généalogique
du (i7) définit le CRT de Lévy codé par H.

2.1.3 Le processus d’exploration

Le processus des hauteurs n’est en général pas markovien. Mais il existe un processus markovien
a valeurs mesures, le processus d’exploration.

Le processus d’exploration p = (p¢,t > 0) est un processus a valeurs dans M;(Ry) défini par :
pour tout f € By (Ry), (pt, f) = f[o,t} dsI7 f(Hs), ou de maniere équivalente

peldr) = Bl p(r) dr + ) (I} = Xo-)on, (dr).

0<s<t
X, <I3
En particulier, la masse totale de p; est (pg, 1) = Xy — I;.
Pour u € M(R4), on pose
H () = sup Supp p,

ot Supp p est le support fermé de p, avec la convention H(0) = 0. On a

Proposition 2.1.2. ([44], Lemme 1.2.2 et Formule (1.12))
Presque surement, pour tout t > 0,

- H(pt) = Hy,

— py = 0 si et seulement si H, = 0,

— si pt # 0, alors Supp pr = [0, Hy,

- pt:ptf—kAtéHt, OﬁAt:O Sitgj.

D’apres la définition du processus d’exploration, puisque X part de 0, on obtient pg = 0 p.s. Pour
obtenir la propriété de Markov de p, nous devons d’abord définir le processus p partant d’une mesure
initiale p € M¢(Ry).

Pour a € [0, (i, 1)], on définit la mesure coupée k,pu par

kap([0,7]) = ([0, 7]) A ({u, 1) — @), pour r > 0.

Si a > (u,1), on pose kqu = 0. En d’autres termes, la mesure k. est la mesure p coupée par une
masse a en dessous de H(u). En particulier, (kqu, 1) = (i, 1) — a.

Pour v, € M¢(Ry), et p & support compact, on définit la concaténation [u,v] € Ms(R4) des
deux mesures par :

(vl £) = (s £) + (v f(H (1) +4)), | € Br(Ry).
Finalement, on pose pour tout p € M¢(R) et tout ¢ > 0,
P = [k-r1,1, pt).

On dit que (p}’,t > 0) est le processus p partant de pjj = u, et notons P, sa loi. Sauf ambiguité, on
écrira p; pour p}'. Notons également P, la loi de p tué quand il atteint 0.
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CHAPITRE 2. ELAGAGE D'UN ARBRE ALEATOIRE CONTINU DE LEVY

Proposition 2.1.3. ([44], Proposition 1.2.3)
Le processus (py,t > 0) est un processus cad-lag fortement markovien a valeurs dans My(R4).

Remarque 2.1.4. D’apres la construction de p, on obtient que p.s. p; = 0 si et seulement si —1I; > (pg, 1)
et Xy — I; = 0. Ceci implique que 0 est un point régulier pour p. Notons que N est également la
mesure d’excursion du processus p hors de 0, et que o, la longueur des excursions, est N-p.p. égale a
inf{t > 0; p; = 0}.

La formule exponentielle pour le processus de Poisson ponctuel des sauts du subordinateur inverse
de —I donne (voir le début de la Section 3.2.2 [44]) pour A > 0

N [1 - e_M} — IO, (2.3)

2.2 Procédure d’élagage

2.2.1 Le serpent de Lévy
Rappelons 'expression des deux mécanismes de branchement 1 et ¢y (voir les Formules 1.9 et

1.10) :

P(N) = aX + A2+ /]0 [w(de)(e—V — 1+ M),
oo

Yo(\) = agh + BA2 + /}0 [wo(cw)(e—M — 1+ ).
,Foo

Le serpent poissonnien de Lévy

Construisons un serpent poissonnien pour couper le CRT de Lévy aux marques sur les noeuds et
sur le squelette. Les noeuds marqués correspondent a certains sauts de X. Pour les marques sur le
squelette, on reprend 'idée de [7] et on utilise un processus de Poisson sous-jacent.

Marques sur les noeuds Soit p une fonction mesurable sur R, a valeurs dans [0, 1] telle que

_ dno
- dr

1—p(f) (£)-

On définit alors la mesure m par m = mg + 71 (ou de maniére équivalente par m; = pm) et on
obtient alors

/ tp(0) w(de) = / fm1(df) < +oo. (2.4)
10,+00] 10,400[
Soit J l'ensemble des temps de sauts de X. Pour tout s € J, on note par

Ag=Xs — X

le saut de X au temps s.
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On considére une famille (V;)ses de variables aléatoires indépendantes telles que, conditionnelle-

ment a X, pour tout s € 7,
P(Vs=1)=1-P(Vs =0) = p(Ay).

Posons J! = {s € J, Vi = 1} I'ensemble des sauts marqués et 7 = J\ J' = {s € J, V, = 0}
I’ensemble des sauts non-marqués. Pour ¢ > 0, on considere la mesure sur R,

mpldr) = Y (If — Xo_) 0, (dr).

0<s<t, segl
X, <I

Les atomes de m{“’d donnent les nceuds marqués du processus d’exploration au temps t.

Marques sur le squelette Soit oy > 0. D’apres la Proposition 2.4.2, voir également la Proposi-
tion 4.1.1 dans [44] quand H est continu, on considére un serpent de Lévy ((py, Wy),t > 0) avec pour
processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité «y. P.s., le processus W; est cad-lag avec
des sauts de taille 1. Sa dérivée mike est une mesure atomique sur [0, H;[; elle donne les marques sur
le squelette du processus d’exploration au temps t.

Décomposition de X Rappelons la Définition 1.11 : oy = a9 — o — / lmy(dE).
10,4+00[

D’apres la condition d’intégrabilité (2.4) pour 71, on peut définir le processus X (1) par, pour tout
t>0,
xV=at+ Y AL

0<s<t; s€J!
Le processus X (1) est un subordinateur d’exposant de Laplace ¢ défini par :

$1(N) = ar A + /

}07+Oo[7r1(d£) (1 - e—M> . (2.5)

On pose alors X = X — XM ¢’est un processus de Lévy d’exposant de Laplace v, indépendant
du processus X d’aprés les propriétés classiques des processus de Poisson ponctuels.
On suppose que ¢1 # 0, ainsi aq est tel que

ay > 0. (2.6)

11 est facile de voir, en utilisant f]o Oo[fm(dﬁ) < 00, que

Jim. ¢1§A) = . (2.7)

Le serpent poissonnien de Lévy On appelle processus de marquage le couple m = (mn"d, mSkC)

et on appelle S = ((pt, m¢),t > 0) le serpent de Lévy marqué partant de pg = 0, mg = 0.
On considere I'ensemble S des triplets (u, 11, 1I2) ou
e [ est une mesure finie sur R,
e [I; est une mesure finie sur R, absolument continue par rapport a p,
e Il est une mesure o-finie sur Ry telle que
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CHAPITRE 2. ELAGAGE D'UN ARBRE ALEATOIRE CONTINU DE LEVY

— Supp(Ilz) C Supp(n),
— pour tout z < H(u), Mz([0,z]) < 400,
— st p(H(p)) >0, IMa(Ry) < 4o00.
On munit S de la distance suivante : si (g, 71, 72) € S, on pose

w(t) = / 10.1(0)m (d0)

et
ﬁ)(t) =w (H(k((u,w—t):u)) pour t¢€ [0’ <1u> 1>[

On définit ensuite

d'((p, 1, m2), (1, 1, 73)) = d((p, ), (1, @) + D(my, )

ou d est la distance définie par (2.43) et D est une distance qui définit la topologie de la convergence
faible.

Pour obtenir la propriété de Markov pour le serpent de Lévy marqué, on doit d’abord définir le
processus S partant d’une valeur initiale de S. Pour (p, II"9,II%¢) € S, on pose II = (I1%°9, IT15K¢) et
H!" = H(k_r,1). On définit

nod (,1T) nod k—ltﬂ({Hf})HnOd({Hf}) nod
= (I gr+1 n Opu,m
)i 0.1 T Lu((ary)>0) WD) HE M

(m

et

Sske 7H SKe ske
(m) = [P 1y gyug, mi).

ske 7H
(mee)g D

Remarquons que cette définition de est cohérente avec la construction du serpent de Lévy.

On écrira m™? pour (mnOd)(“’H) et de méme pour m*¥¢ et m. Par construction et puisque p est un
processus de Markov homogene, le serpent de Lévy marqué S = (p,m) est un processus de Markov
homogene.

Notons maintenant par P, 11 la loi du serpent de Lévy marqué partant au temps 0 de (u,II), et
par ]P)Z,H la loi du serpent de Lévy marqué tué quand p atteint 0. Pour simplifier on écrira IP,, si II = 0
et P si (p,II) = 0 et de maniére similaire pour P*. Finalement on notera par N la loi de S quand p a
pour loi la mesure d’excursion N.

Soit F = (F,t > 0) la filtration engendrée par S complétée de maniere usuelle. En utilisant la
propriété de Markov fort de (X, X(1)) et la Proposition 2.4.2 ou le Théoreme 4.1.2 dans [44] si H est
continu, on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.2.1. Le serpent marqué S est un processus a valeur dans S, cad-lag et fortement
markovien.

Par construction, on obtient la propriété de serpent : p.s. (pi,m4)(s) = (py, my)(s) pour tous
0 S s < Ht,t"
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Représentation poissonnienne du serpent

On décompose la trajectoire de S sous ]P’;H selon les excursions de la masse totale de p au dessus
de ses minima passés, voir Section 4.2.3 dans [44]. Plus précisément, soient |a;;, ﬁl[ i € I les intervalles
d’excursion de X — I au dessus de 0 sous P, ;. Pour tout i € I, on définit h; = Hy, et S' = (p', m?)
par les formules : pour ¢t > 0 et f € By (R}),

(pis £) = /}hw[f(:c—hi)p( <ong,(da) (2.8
(@), ) = /}h“m[xw i fla—hme, ) 5(dx),  a€ {nod,ske}, (2.9)

avec m' = ((m™°)? (m¥)?). On pose o = inf{s > 0;(pi,1) = 0}. Il est facile d’adapter le Lemme
4.2.4 de [44] pour obtenir le lemme suivant

Lemme 2.2.2. Soit (u,II) € S. La mesure ponctuelle Z 5(,”732-) est, sous ]P’;H, une mesure ponctuelle
iel

de Poisson d’intensité u(dr)N[dS].

Le processus dual et la formule de représentation

On aura besoin du processus 1 = (n;,¢t > 0) a valeurs dans M (R,) défini par

me(dr) = Bl (r) dr+ Y (Xs—I})op,(dr).
0<s<t
Xs_<If

Le processus 7 est le processus dual de p sous N (voir le Corollaire 3.1.6 dans [44]).
Le prochain lemme sur le retournement en temps peut facilement étre déduit du Corollaire 3.1.6
dans [44] et de la construction de m.

Lemme 2.2.3. Sous N, les processus ((ps, Ns; Lim,=03)> s € [0,0]) et (No—s)—» Plo—s)—» Limg,_y_=0}):
s € 10,0]) ont méme loi.

Construisons une représentation poissonnienne de (p,n, m) sous N. Soient Ny(dx d¢ du), N7 (dz d¢ du)
et Na(dr) des mesures ponctuelles de Poisson indépendantes respectivement sur [0, +oo[?, [0, +oc[? et
[0, +00o[ et d’intensité respective

dz bmo(dl) 1o 1)(w)du, dxlmi(dl) 1jgq)(u)du et aidz.

od mske) de mesures sur Ry de masse

Pour tout @ > 0, notons par M, la loi du quadruplet (u, v, m"
finie définies par : pour tout f € By (Ry)

(u, f) = / (No(dz dl du) + Ni(dw dl du)) 1 q)(w)ulf(z) + ﬁ/oa f(r)dr, (2.10)
w, f) = / (No(dzx de du) + Ny (dee de du)) 1o () (1 — u)ef (z) + B / " rr) dr, (2.11)

(mPed f) = / Ni(dz dl du) 1 g (z)ulf(z) et (m™, / Na(dz) 1pg o) () f (). (2.12)
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Remarque 2.2.4. En particulier u(dr) + v(dr) est défini par 1jg 4 (r)d,W;, ot W est un subordinateur
d’exposant de Laplace 1/ — a.

On pose finalement M = f0+oo da e~** M. En utilisant la construction du serpent, il est facile de
déduire de la Proposition 3.1.3 dans [44], la représentation poissonienne suivante.

Proposition 2.2.5. Pour toute fonction mesurable positive F' sur Ms(Ry)3 x M(R4),

N [ / " Flpur ) dt] — [ vadpay dm) (),

ott m = (m™°% m*€) et o = inf{s > 0; ps = 0} est la longueur d’excursion.

2.2.2 Le processus d’exploration élagué

Définissons la fonctionnelle additive continue du processus ((ps, m¢),t > 0) suivante :

t
A = / 1fm,—0y ds pourt > 0. (2.13)
0

Lemme 2.2.6. On obtient les propriétés suivantes.
(i) Pour A >0, N[1 —e M| =571 (N).
(ii) N-p.p. 0 et o sont des points de croissance pour A. Plus précisément, N-p.p. pour tout € > 0,
onaA:>0et Ay — Ai_c)pvo > 0.
(i5i) Silimy_ oo ¢1(N) = 00, alors N-p.p. l'ensemble {s;ms # 0} est dense dans [0, 0].

Démonstration. Démontrons d’abord (i). Soit A > 0. Avant de calculer v = N[1 —exp (—AA,)], notons
que A, < o implique, d’aprés (2.3), que v < N[1 — exp (—Ao)] = ¥~ 1(\) < +00. On a

v = AN [ / dA, e—AfJ’dAu} = AN [ / dALES, ole ]|
0 0

—\ [T dA

ol on a remplacé e “ dans la derniere égalité par K7 . e , son espérance conditionnelle et
9

ol on a utilisé que dAs-p.p. my = 0. Pour calculer cette derniere expression, on utilise la décomposition
de S sous IP}; selon les excursions de la masse totale de p au dessus de ses minima, voir le Lemme 2.2.2.
Utilisons les mémes notations que dans ce lemme et notons que sous Py, on a A, = A = D oici Abos
ou pour tout 7' > 0,

—AAG]

T
D’apres le Lemme 2.2.2, on obtient

EZ[e_)‘A(’] — o~ (mWDN[L—exp —Ao] _ —v(w1)
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On a
v=N| / dA e | = AN | / L g, gy e~ | (2.15)
0 0

“+oo
= )\/ da ™ Ma[1{,—0y e Vi)
0

+o0o a 1
:)\/ da e_‘mexp{—oqa—/ dm/ du/ Elm(d&)}
0 0 0 10,00]
a 1
exp —5va—/ dw/ du/ Lomo(dlp) (1 — e~vo
(o tomoldi) (1) }

= )\/0+OO da exp {—a/o1 du wé(uv)} (2.16)

v
=A— (2.17)
Yo(v)’
ou on utilise la Proposition 2.2.5 pour les troisieme et quatrieme égalités, et, pour la derniere égalité,
le fait que ag = o + a1 + f}o m[ﬁlﬂl(dﬁl) ainsi que

W) = ao + /]O (o) o1 = 0). (2.18)

Remarquons que si v = 0, alors (2.16) implique que v = A/1;,(0), ce qui est impossible si ¢,(0) = ap > 0
d’apres (2.6). On a donc v €]0,+00], et on peut diviser (2.17) par v pour obtenir ¢p(\) = A. Ceci
prouve (i).

Démontrons maintenant (ii). En faisant tendre A vers +o0o dans (i) et en utilisant lim, .. ¥ (r) =
+00, on obtient que N[4, > 0] = +oc. Pour (u,II) € S, on a sous P} 1, Ao > > ;7 A, ol A® est
défini par (2.14). Ainsi le Lemme 2.2.2 implique que si p # 0, alors ]P’;H—p.s. I est infini et Ao, > 0.
Utilisons la propriété de Markov au temps ¢ du serpent sous N, on obtient que pour tout ¢ > 0, N-p.p.
sur {o > t}, on a A, — A; > 0. Ceci implique que ¢ est N-p.p. un point de croissance de A. Par
inversion du temps, voir le Lemme 2.2.3, on obtient également que N-p.p. 0 est un point de croissance
de A. On obtient (ii).

Si ag > 0 alors le serpent ((ps, ms),s > 0) n’est pas trivial. Il est connu que, puisque le processus
de Lévy X est a variation infinie, 'ensemble {s;3t € [0, Hs[, ms(t) # 0} est N-p.p. dense dans [0, o].
Ceci implique que {s;ms # 0} est N-p.p. dense dans [0, o].

Si a; = 0 et m1(]0, 00[) = 0o, alors I'ensemble J' des temps de sauts de X est N-p.p. dense dans
[0,0]. Ceci implique également que {s;ms # 0} est N-p.p. dense dans [0, o].

Si ag = 0 et m1(]0,00[) < 0o, alors 'ensemble 7! des temps de sauts de XV est N-p.p. fini. Ceci
implique que {s;ms # 0} N [0,0] est N-p.p. une union finie d’intervalles, qui, d’apres (i), n’est pas
dense dans [0, 0].

Pour obtenir (iii), remarquons que limy_,o, ¢1(A) = oo si et seulement si a; > 0 ou 71(]0, 00[) =
Q. ]

On pose C; = inf{r > 0; A, > t} Uinverse continu & droite de A, avec la convention inf () = oo.
D’apres la décomposition des excursions, voir le Lemme 2.2.2, le point (ii) du Lemme 2.2.6 induit le
corollaire suivant.
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Corollaire 2.2.7. Pour toute mesure initiale (p,II) € S, P, 11-p.s. le processus (Cy,t > 0) est fini. Si
mg = 0, alors P, 1-p.s. Cp = 0.

On définit le processus d’exploration élagué p = (py = pc,,t > 0) et le serpent de Lévy marqué
et lagué S = (p,m), ott 1 = (mg,,t > 0). Cy est un F-temps d’arrét pour tout t > 0 et est fini
p-s. d’apres le Corollaire 2.2.7. Les processus p et S sont cad-lag. On pose également H, = He, et
o = inf{t > 0; p = 0}.

Soit F = (ft,t > 0) la filtration engendrée par le serpent de Lévy poissonnien élagué S complétée
de maniére usuelle. En particulier F; C Fc,, ou si T est un F-temps d’arrét, alors F, est la tribu
associée a T.

Nous pouvons maintenant redonner plus précisément le Théoreme 1.3.7.

Théoréme 2.2.8. Pour toute mesure i de masse finie, la loi du processus d’exploration élagué p sous
P.o est la loi du processus d’exploration associé a un processus de Lévy d’exposant de Laplace 1y sous
P,.

o

2.3 Loi du processus élagué

2.3.1 Une propriété de Markov spéciale

Afin de définir les excursions du serpent de Lévy poissonnien hors de {s > 0; my = 0}, on définit
O comme lintérieur de {s > 0, ms # 0}. Remarquons que le complémentaire de O est de mesure
positive.

Lemme 2.3.1. Si l’ensemble {s > 0, ms; # 0} nlest pas vide alors O n’est pas vide. Si on a
limy 00 #1(A) = 00, alors N-p.p. l'ensemble ouvert O est dense dans [0, 0].

Démonstration. Pour tout élément s’ de {s > 0, mg # 0}, il existe u < Hy tel que mg ([0, u]) # 0 et
ps ([u, 00[) > 0. On considere alors 7y = inf{t > ¢, pt([u, oo[) = 0}. Par la continuité a droite de p, on
obtient 74 > s’ et la propriété de serpent implique que N-p.p. |s, 7¢[C O.

Utilisons (iii) du Lemme 2.2.6 pour obtenir la derniére partie. U

Ecrivons O = | J;¢ ], B[, on dit que les intervalles Jas, 8;],7 € I sont les intervalles d’excursion du
serpent de Lévy marqué S = (p, m) hors de {s > 0, ms; = 0}. Pour tout i € I, définissons le processus
S = (p’,m?) & valeurs mesures par : pour tous f € By (Ry), t >0,

Ghh = [ Je= Hapeonade)
, ool (2.19)
(M), f) = /]H . [f(!E — Ha,)m{y, 1yap,(dz) avec a€ {nod,ske},

et mi = ((m"°4)i (m*®)). Remarquons que la masse située en H,, est gardée, si il y en a une, dans
la définition de p® alors qu’elle est retirée dans la définition de m?. En particulier, si A,, > 0, alors
ph = Aq, 00 et pour tout t < B; — oy, le mesure pi charge 0. Au contraire, si m} = 0, on a, pour tout
t < Bi — a;z, my({0}) = 0.
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Soit Fuo la tribu engendrée par S = ((pc,,mc,),t > 0). Rappelons que P% 11(dS) représente la loi
du serpent S partant de (i,II) € S et arrété quand p atteint 0. Pour ¢ €]0, 4+o00[, on écrira P} pour
]P)Z(So,o’

Si @ est une mesure sur S et ¢ est une fonction positive mesurable définie sur I’espace mesurable
R4 x Q X S, on notera par

Qlip(u. )] = [ olu.0.5)Q(as).
En d’autres termes, l'intégration ne concerne que la troisiéme variable de la fonction (.

On peut maintenant écrire la propriété de Markov spéciale.

Théoréme 2.3.2 (Propriété de Markov spéciale). Soit ¢ une fonction mesurable positive définie sur
Ry x QxS telle que (t,w) — p(t,w,S) soit progressivement mesurable pour la filtration F pour tout
S €S. Alors, on a P-p.s.

[exp( Zcp s Ws Sl>‘fm]
el
—eXp< / dualN[l—e ‘p(““)}>
exp< / du/ooo (de) 1—EZ[ Ww)])). (2.20)

Autrement dit, la loi du processus d’excursion Z oA 7Si)(du dpdS), sachant Foo, est la loi d’une
el

mesure ponctuelle de Poisson d’intensité 1,>oydu 05, (dp) <a1N (dS) +f 1 (dO)P (dS)).

;o Pa;—

Ce théoreme donne la loi du serpent de Lévy marqué “au dessus” du CRT élagué. La fin de cette
section est dédiée a sa preuve.

Remarquons d’abord que, si limy_, 1o ¢1(\) < 400, alors on a a; = 0 et 7 est une mesure finie.
De plus, il n’y a pas de marque sur le squelette et le nombre de marques sur les nceuds est fini sur tout
intervalle de temps borné. La preuve du Théoreme 2.3.2 dans ce cas est facile et laissée au lecteur.
Pour le reste de cette section, on suppose que limy_, o ¢1(A) = +oo.

On se fixe t > 0 et n > 0. Pour S = (Ss = (ps, ms), s > 0), on fixe B = {o(S) = 400} U{T})(S) =
+o0} U{Ly(S) = —oo} o1 o(S) = inf{s > 0; p; = 0}, T;,(S) = inf{s € [0,0(S)]; (ps,1) > et Hg>
n} et L, (S) = sup{s € [0,0(S)]; (ns,1) > n}, avec la convention inf ) = +00 et sup) = —co.

On considere les fonctions ¢ positives bornées satisfaisant les hypotheses du Théoreme 2.3.2 et ces
trois conditions :

(h1) ¢(u,w,S) =0 pour tout u > t.

(h2) u— @(u,w,S) est uniformément Lipschitzienne (avec une constante qui ne dépend ni de w

ni de S).
(h3) o(u,w,S) = 0 sur B; et si S € B alors p(u,w,S) dépend de S seulement par (S,,u €
(T Ly).

Lemme 2.3.3. Si ¢ satisfie (hy), (he) et (hs), alors la fonction w définie sur |0, 00[x[0, c0[x par
w(t, u,w) = Eife )]
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est uniformément continue sur 10, 0o[x [0, col.
Pour simplifier, on notera w(¢,u) au lieu de w(¢, u,w).

Démonstration. Soient u > 0 et £ > £. Si on pose 7y = inf{t > 0, p;({0}) = £} on a, par la propriété
de Markov fort au temps 7y et 'hypothese (hs), que
B e = 3 [t e ] B3 e 1]

Ainsi,

|w(£/,u) —w(l,u)| <Ep [I{TnSTe}EE [e_@(mw,v)” +E [e—so(u,w,-) l{Tngrg}}
S 2]??/ (Ty] S TZ)
= 2Py _y(T;) < +00).

Utilisons le Lemme 2.2.2, pour ¢ — ¢ < 1, on obtient
lw(l,u) —wl,u)| <2 <1 _ e_(gf_g)N[Tn<oo}> '

Puisque N[T;, < oo] < 00, on déduit qu’il existe une constante finie ¢, telle que pour toute fonction ¢
satisfaisant (h1)—(hs),
lw(l',u) —w(l,u)| < ¢l — 0. (2.21)

La continuité absolue par rapport & u est une conséquence directe de ’hypothese (hsg). O

La preuve continue maintenant le long des sous-sections suivantes.

Temps d’arrét

Soit R(dt,du) une mesure de Poisson ponctuelle sur Rﬁ_ indépendante de F,, d’intensité la mesure
de Lebesgue. Pour tout ¢ > 0, le processus R := R([0,¢] x [0,1/¢]) est un processus de Poisson
ponctuel d’intensité 1/e. On note par (ef,k > 1) les longueurs des intervalles de temps entre les sauts
de (Rf,t > 0). Les variables aléatoires (e}, k > 1) sont des variables aléatoires exponentielles i.i.d. de
moyenne ¢, et sont indépendantes de F,. Elles définissent une subdivision de Ry qui est de plus en
plus fine quand ¢ décroit vers 0.

Pour € > 0, on considere Tj; = 0, M§ = 0 et pour k > 0,

M, = inf{i > M;; MULE 453 ey # 0},
Tk
Mg 44
Siu=Ti+ > ¢, (2.22)
J=Mg+1

Ty = inf{s > Sp 13 mg = 0},

avec pour convention inf ) = +oco. Remarquons que T} et S, sont des F-temps d’arrét.
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Introduisons maintenant une notation pour le processus défini au dessus des marques sur les
intervalles [S%,T;]. On pose, pour a > 0,

H, = sup{t > 0,mq([0,t]) =0},  p, = palp i, (2.23)

et pf défini par p, = [p, , pt], c’est-a-dire pour f € By (Ry),

Hg, 00|

i f) = /[ F(r — L) pa(dr). (2.24)

Pour k > 1 et € > 0 fixés, on définit SF¢ = (pk’a,mk’a) par : pour s >0 et f € By (R,)

ke _ +
Ps™ = P(Sc4s)ATE

(m™)%e, f) = /] flr— ﬁsi)m?SZJrS)ATg(dr), avec a€ {nod, ske},

et mb = ((mred)Me | (mske)8) Remarquons que p2°({0}) = psi({HSE})' Pour k > 1, on considere la

tribu F()* engendrée par la famille de processus (S(TZEJFS) ASE = 5> O>Z b1}
€0,...,k—

Approximation de la fonctionnelle

Soit S le serpent de Lévy et g une fonction définie sur S. On décompose les trajectoires de p selon
les excursions de la masse totale de p au dessus de ses minima comme dans (2.19), mais pour les
excursions correspondant & une éventuelle masse initiale. On pose Y; = (p;, 1) et J; = info<y<t Yy
Rappelons que (Y;,t > 0) a pour loi sous P, la loi d’un processus de Lévy d’exposant de Laplace 1

partant de (u, 1) et tué quand il atteint 0. Soient ]d&;, ﬁ,[, i eI les intervalles d’excursion de Y — J
hors de 0. Pour tout ¢ € I, on définit h; = Hs, = Hj.. Posons 7 = {i € I;h; > 0} et pour i € Z,
S = (p',m") défini par (2.19). Soit i9 ¢ Z. On pose Z* = T U {io}, &, = inf{a,;;i € I,hi =0},
Bio, = sup{Bi;i € I,h; = 0} et S® = (p', m™) avec

20 _ -
w5 = [ P00, @)

((m™)°, f) = /]0+ [f(x)m?dioﬂ)/\ﬁio(dx) avec a€ {nod, ske},

et mi® = ((m"°4)10, (m*)!°). Voir Figure 2.1 pour avoir un dessin des différentes excursions.
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H,

LI Y LA

I
Q; ﬁz 7N B i0

FIGURE 2.1 — Définition des différentes excursions.

On définit ,
g(S) =Y 9(8). (2.25)
i€L*

Lemme 2.3.4. P-p.s., on a, pour € > 0 suffisamment petit,

Z (ID(ACH y W, Sl) = Z SD(ASE y W, Sk’e) = Z 90*(‘452 y W, Sk’e)v (2'26)
k=1 k

el =1
ot les sommes ont un nombre fini de termes non nuls.

Démonstration. Premiére égalité. Avec les hypotheses (hi) et (hs), puisque N[T; < 4o00] < +o0,
I’ensemble ‘
j = {Z € Ia@(AamwySZ) 7& 0}

est fini. De plus, pour ¢ suffisamment petit, pour tout j € 7, la subdivision définie par (2.22) et
l'intervalle ]oj, 8] sont d’intersection non vide : en d’autres termes, il existe un entier k; tel que
Sk, €)aj, B;] (et cet entier est unique).

D’autre part, pour tout j € J, on peut trouver un ¢ suffisamment petit tel que S,ij < T,(p?), ce
qui nous donne, pour ¢ suffisamment petit, que

(p(AaJ ) w? S‘]) = (ID(AQJ ) w? Skj7€)’

Finalement, comme la marque en «; est toujours présente au temps S]ij, la fonctionnelle additive A
est constante sur cet intervalle de temps et

gp(Aaj,w,Sj) = @(Aszj,w,Skj’a).
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Deuziéme égalité. Soit j € J. On consideére la décomposition de S¥° au dessus de ses minima
décrite au début de cette sous-section. On doit considérer deux cas :

Premier cas : La masse en «; est sur un nceud. Alors, pour € > 0 suffisamment petit, on a T3, > a;,
et

P(As; w, 85%) = p(As; ,w,8%) = " (Ag; ,w, 8
J j y
puisque tous les termes dans la somme qui définit ¢* sont nuls sauf pour i = ig.

Deuxieme cas : La masse «; est sur le squelette. Dans ce cas, on choisit encore ¢ suffisamment
petit tel que U'intervalle [T}, L,] soit inclus dans un des intervalles d’excursion au dessus des minima,
du processus de la masse totale de S%. On conclut alors comme dans le premier cas. O

Remarquons que pour k£ € N*
FE)k ~ F:. (2.27)

Il est facile de voir le résultat de mesurabilité suivant.
Lemme 2.3.5. Pour tout € > 0, k € N*, la fonction @(Agi,w, -) est FEk _mesurable.

Calcul de I’espérance conditionnelle de I’approximation

Lemme 2.3.6. Pour toute variable aléatoire positive Foo-mesurable Z, on a

Z exp <—i4p* (Agi,w,8k75>>] =E
k=1

E

A H KE(ASZ7W)] )
k=1

oty =yt (1/e) et

oy )y —o(r) N ! " - Wil 1) e—Y(1—w)
Ke(, ) ’U(T)) < 1—|—/0 d /]0700[61 1(d€1) ( 51, ) ), (2.28)

ot
w(l,r) =E; [e_@(r’“")} et v(r)=N [1 — e_@(r’“")} . (2.29)

Démonstration. Soit p > 1. Rappelons que Hyy est le minimum de H entre ¢ et ¢'. On pose

-1
gs = sup {t >T5 1 Hy = HT57175§} ’

gg = inf {t > T]f—l; H; = ,HS; et Hmsg = Ht} .

Intuitivement, 55_1 est le temps ou le processus des hauteurs atteint son minimum sur [T;_l, ;]
et £ est le temps ol apparait la premiére marque du serpent au temps Sy, voir la Figure 2.2.
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FIGURE 2.2 — Position des différents temps aléatoires.

On consideére une variable aléatoire positive bornée Z de la forme Z = ZyZ, ZsZ3, o Zy € F&r—1,
-1 -1
Zy€o(Su, Ty Su<& ), Za€o(Su, & Su<éy)et Zze o(S(rg+s)nsg,,— =0, k > p) sont
positives et bornées.

Pour calculer E

P
Z exp <— Z o (ASZ W, Sk’€)>] , on applique d’abord la propriété de Markov fort

1
au temps 7. On obtient

p
o (-3 tas .59 | <2
k=1

Rappelons les notations (2.23) et (2.24). Remarquons que prs = pg., ainsi pre est mesurable par
P

E

ZoZ1 Zy exp <— ¢ (Ase,w, Sk’€)> Epre.023]

P
k=1

rapport a Fsz- Donc, en utilisant la propriété de Markov fort au temps S;, on obtient d’apres le
Lemme 2.3.5 et (2.27)

p
Zexp <_ Z 90*(14527(”7 Sk7€)>

k=1

E

p—1
=K Z()leg exp <— ZQD*(Asz,w,Sk’e)> E*+ |:e_¢ (ASP?’W"):| E _ [Zg]
=1

p
Sp

Utilisons la propriété de Markov fort au temps T5_1,0na

E

p
Zexp <— 3 w*(As,g7w,5k’€)>

k=1

=E

p—1
Zy exp <— > @*(As;,w,Sk’€)> Ebre  [2122F0 (07, ATI)G(/JT_/)]] , (2:30)
=1 ! [bo=Agz
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avec Fp,(p,0) = Ej, [e=¢"(botbew)] G(u) = E*[Z3], et 7' de méme loi que Si. Dans ce qui suit, on
écrira F' pour Fy, afin de simplifier les expressions quand il n’y a pas de confusions.

On considere alors la décomposition poissonnienne de § sous P; . donnée dans le Lemme 2.2.2.
p—1

Remarquons qu'il existe une unique excursion 4; € I telle que G, <7< /Bil'

D’aprés les hypotheses sur Z7, on peut écrire Z; = Hl(pTzi o Zie Fén<as, Oy, si) pour une fonction
mesurable H;. On peut également écrire Zs = Ha(py, fs_l < u < &) pour une fonction mesurable Ha
puisque m, = 0 pour u € | 5_1, €7]. Ensuite, en utilisant la formule de compensation dans la théorie

des excursions, voir le Corollaire IV.11 et le Théoreme VII.1 dans [16], on obtient

T

Bl [212:2F (py,, A1) G(py)]

=K //L,(d’u) 1{7_/ > 20(38)}7{1(“/’2655)]1% (TvaU(SS)(SS)) ., (2.31)

s<v s<v
s<v

olt Y dsss est une mesure de Poisson ponctuelle d’intensité p'(ds)N[dS], o(S) = inf{r > 0,S, = 0},
A (S?%) = fot dv’ l{mv,(gs):(]} et

W (5,8) = N [F(p b+ Ar)G(Tkat, p7 ) o[kt ), 0 < t < €1 prcy]

Soit (Rk,k > 0) la suite croissante des temps de sauts d’un processus de Poisson d’intensité 1/¢,
indépendant de S. Par le retournement de temps, on a

—+o00

W (s,b) = N[Z Limp, 40} 1wk >k, mRk,:o}F(TIEk,b + Ay, — Ag,)
k=1

Glkstt g, VMo (lkatt ), 7 < u < )],

ou 7 = inf{t > Rp;my = 0}. On applique alors la propriété de Markov fort au temps Ry et la
représentation poissonnienne du serpent de Lévy pour obtenir

—+00

P (5,8) = N| D" Ly, 20y Gt 15, )
k=1

B, (10, ma 0t P01+ A el ol <us o) -,
ke

ou 19 = inf{t > 0;m; = 0}. Remarquons maintenant que, si mgy # 0, alors mg # 0 pour s € [0, 9] et

A;, = 0. De plus, mpg, = 0 implique Ry > 79. La propriété de Markov fort au temps 79 donne, avec
/ +

77 = an7

l{mRkyéO}Esz [I{Vk’>0, mRk,ZO}F(T//v b+ AU)H2([1€S//777U]77—0 <u< 0)

= 1{mRk;£0}]P):;k (Ry > U)E;k)gk Livir>0, mg,, =0y F'(7, b + Ag)Ha([kspt', 1), 0 <u < o) |
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En utilisant la représentation poissonnienne du Lemme 2.2.2 et 1’égalité (2.3), on a P*, (R; > o) =

ka
_ +
E:+ [e_"/e] =e V<ka’l>, puisque v = 1~ 1(1/¢). On obtient
Ry,
/ +OO ~
hl}l:"' (37 b) =N Z 1{mRk ;ﬁO}G(p}_%k?n}_{kapE]JnEk)] ’
k=1
ol

Gp, v 0/ ) = Gllkopt ) e VRS, [1{Vk’>0, mr,, =0} (0,0 + Ag)Ha([ke', pu], 0 <u < 0) |
Comme szI R, est un processus ponctuel de Poisson d’intensité 1/¢, on déduit que
W (s, b) = éN [/OJ dtl{mﬁéoﬁ(p[m{’p?,nf)} :
Utilisons la Proposition 2.2.5, on obtient
h%(s,b) = é/ooo da e M, [l{m;,éo}é(u_,u_,uﬂzﬁ')} .
Pour > 0 et p une mesure sur R, définissons les mesures >, et jio, par
iz ) = [ @ = tpanutdn) et (e f) = [ F@)1annlda),

On pose q(du, dl1) = a16(0,0y(dudly) + du £171(dl1) et par convention 7({0}) = 0. Utilisons la formule
de Palm, on obtient

M, l{m#O}é(ﬂ_y v, :u+7 V+):|

:/ dr/ q(du,dty)
0 [0,1]x[0,00]

M, |:1{m([0,r[):0}é(ﬂ<ra Ver, psr +ul10, Vs + (1 — U)€15o)] :

En utilisant 'indépendance des mesures ponctuelles de Poisson, on obtient

M, [1{m([o,r[)=0}é(u<m Ver, r + ul160, Vs + (1 — u)l1do)
= /Mr(du,dl/, dm)/Ma_r(dp', dn, dm')l{mzo}é(u, v, p 4+ uli80,n" + (1 — u)l1dp).

On déduit que

’ 1
b (s,b) = 5/[0 o [q(du,dﬁl) /M(d,u,dl/,dm)/M(dp/,dn/,dm/)
,11%[0,00

1m0y G (1, v, 0+ ulido,n + (1 — u)18).
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En placant ce résultat dans (2.31), on obtient

Eul [21Z2F(pi_,,AT/)G(p;)] :EH/ |:le2 r i G(,O;,) 5 (232)

ol pour f positive et définie sur M¢(R;) x [0, 0o[
Ly(b) = / a(du, dty) / M(dp', dn,dm') eV o 4 (1= w)lrdo, ).
[0,1] % [0,00]

Utilisons maintenant la forme particuliere de F' pour calculer I'r. On utilise (2.25) et le Lemme 2.2.2,
pour obtenir

* —p* w,- * — w, — o] —e~ sy
Fig (1,) = B, [e i) | =3y [emelutbeo| omnlheslilioemetoron],

En utilisant w et v définis par (2.29), on obtient

M, [e—vwv”—wfl Fyy (v + (1 — u)l18, b)] = w((1 = w)l1, by + b) eV M, [ VL) g=v(bo-+b) (v, 1>}

Y(¥) =¥ (v(bg+b))
( y—v(bg+b) a) .

= w((1 —u)ly, by +b)e e

On déduit que

_ 1

P () — ¢(v(bo + b))

v d1(y)  91(y)

vy v v
Utilisons ceci et (2.32) dans (2.30), les résultats avant (2.30) et la Définition (2.28) pour obtenir

etavec F=1,11 =

Zexp( Zcp (Ass,w S]”)) Kg(Agg,w)] .

Zexp< Z(p (Asz,w Sk5)>

Par le théoreme de classe monotone, cette égalité est encore vraie pour tout Z positive mesurable par
rapport a la tribu Fy = o((Sc,,t € [A1e, Age, 1),k = 0). Remarquons que K. (Ag:) = K-(Agz,w) est
mesurable par rapport & Fao. Donc, on peut recommencer le raisonnement précédent et faire tendre p
vers I'infini pour finalement obtenir que pour toute variable aléatoire positive Z € F,., on a

=K

Zexp( Z(p gs,w,5k5> ZHK Asz,w)

Puisque Fo, contient Foo, le lemme est démontré. O
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Calcul de la limite

On commence par étudier le processus ¢ — N, ;. Rappelons la notation de la Section 2.3.1. Soit
AS la mesure de Lebesgue de [0, 5] <Uk20[T§,S}§+1]). Le processus t +— sup{i € N; Z] 165 < A}
est un processus de Poisson d’intensité 1/¢ et le processus t — N, , ol
My
N, =sup{k € N; Age < t} =sup{k € N; Zej < A7},
j=1

est un processus de Poisson marqué d’intensité P(m, # 0)/e, ou 7 est une variable aléatoire exponen-
tielle de moyenne ¢ indépendante de S.

Lemme 2.3.7. Le processus t +— N.; est un processus de Poisson d’intensité i/}l(z;), olu vy =
0
~H(1/e).
Démonstration. Par des calculs similaires a la démonstration du Lemme 2.3.6, on a
P(m,; =0) = lg /Oodt et
T - 0 {m:=0}
1 o0 o
= —/ ds e 7*N [/ dt e~'/¢ 1{mt:0}}
€
0 0
_ 1y /Udt e7tE
&y 0 tme=0} |-
En utilisant le retournement du temps, I'espérance conditionnelle et (2.3), on a
: [/ e 7 1{mt=0}] -N U e et 1{mt=0}]
0 0
=N |:/ dt e~ 1teel) 1{mt:0}:| .
0
1
La démonstration du Lemme 2.2.6, voir (2.15) et (2.17), donne que P(m, = 0) = 000 Puisque
0
_ o1 $1(7)
el= = —¢ , on obtient —P(m, #0) = . [l
() =vo(7) — ¢1(7) ZP(m: #0) =00(7)

On obtient alors le corollaire suivant

Corollaire 2.3.8. Il existe une sous-suite (g5,j € N) décroissante vers 0, telle que P-p.s. pour tout
to > 0 et toute fonction mesurable bornée h définie sur Ry x Q telle que u +— h(u,w) soit p.s. continue
et h(u,w) = 0 pour u > tg, on a, avec v; = P~1(1/g;),

hm 1(75) 1ZhA 55w :/ h(u,w) du.
k=1 0
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Démonstration. Comme conséquence directe de (2.2) et de (2.7), on obtient
lim e (y) = 1.
e—0

Rappelons que (AESE’ k > 1) sont les temps de sauts du processus de Poisson t — N, ; de parametre

®1(7)/eto(y). Des résultats classiques sur les processus de Poisson impliquent la convergence vague
en loi (voir Lemme XI.11.1 dans [33]) de ¢1(v)~1 Y50, 94z, (dr) vers la mesure de Lebesgue sur Ry
k

quand ¢ décroit vers 0. Puisque la limite est déterministe, la convergence est vraie en probabilité
et p.s. en utilisant une sous-suite décroissante (¢;,7 € N). En particulier, puisque h est continue et
h(u,w) = 0 pour u > tg, on a que p.s.

hm o1(75) IZh SJ’ —/0 h(u,w) du.
k=1

Remarquons que p.s. pour tout v > 0, lim0 AZ/ = A,, et la convergence est uniforme sur tout intervalle
g/ —

borné puisque A° et A sont croissantes. Par la continuité de h et puisque h(u,w) = 0 pour u > tg, on
déduit que p.s.

hm(blfyj 1Z]h sj, w) —h(A W w)| = 0.
k
Ce qui finit la démonstration du corollaire. O

On étudie maintenant K. donné par (2.28). On garde les mémes notations que dans le Lemme
2.3.6.

Lemme 2.3.9. Il existe une fonction déterministe R telle que liI% R(e) =0 et P-p.s. pour tout € > 0,
E—
on a:

sup |1 () log (K. (TwD—aw@%—/ mi(dlr) (1 =w(ly,7))| < R(e).

r>0 10,00[

Démonstration. On a

row) = 1/}('7) 7 U(T) 1 a ! w T wlubs.r e—'y(l—u)fl
R = e =0 aslw)( 00 i, ey wiot )
= v() y-vr) 1 ™ " e~ dsw(ty — 2,7
R o) ey (“1“/}0@0[ ) [ e dswltr =2, )>
_ P(y)  y—w(r) 1
v() =) v )

<¢1(7) - /]0’00[771(07/51) /0%1 o5 ds (1 —w(l, — %,r))) .
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En particulier, on a ¢1(7)log(K.(r)) = —A; + Ay + As, ou

Ai(r) = é1(3)Tog (1 = v(v(r)/¥(7)),
Az(r) = d1(y)log(1 —v(r)/7),

0 s
As(r) = ¢1(7) log <1—/]0 [Wl(dgl) /Oﬁ{ e *ds <1—’w(€1—?7’)> /¢1(’Y)>'

D’apres (hg), il existe une constante finie a > 0 telle que P-p.s. v(r) < a pour tout r > 0. On déduit
qu’il existe 9 > 0 et une constante finie ¢ > 0 telle que P-p.s. pour tout & €]0, &¢],

supl i) < 20 et suplaa(r) — aro)] < £+ 2 ) (2.33)

r>0 () r>0

On a
vl s
/]O’Oo[m(d&) /0 e “ds <1—w(€1 - ;,T)> _/]o,oo[m(dél) (1 —w(ty,7))
- / mi(dey) e (w(ly,r) = 1)
10,00[

—I—/ m1(dly) / e %ds <w(€1,r) —w(l — f,r)> 1{s<ye,}
10,00( 0 Y

Il est alors facile d’obtenir, en utilisant (hg) et (2.21), que P-p.s.

/}0700[%1((151) /0751 e~%ds <1 —w(l — %,r)) — /]o,oo[m(dél) (1- w(ﬁl,r))‘

converge vers 0 quand « tend vers U'infini.
Rappelons que l'on suppose que lim ¢4 (y) = +o00. Ainsi, il existe €9 > 0 et une constante finie
y—00

$2(7) = sup
r>0

¢ > 0 telle que P-p.s. pour tout € €]0, g¢],

Az(r) — /}0 [Wl(dfl) (1- w(flﬂ“))‘ < ﬁ + ¢2(7)- (2.34)

sup
r>0

En utilisant (2.33) et (2.34), on obtient 'existence d’une fonction déterministe R telle que P-p.s.

sup
r>0

< R(e),

61(7) Jog (K< (1) — ano(r) — / ri(de) (1 —w(ty,r)

]0,00]

ou liH(l] R(e) =0, d’apres (2.2) et (2.7).
e—

0

Le résultat précédent nous permet donc de calculer la limite suivante. On garde les mémes notations
que dans le Lemme 2.3.6.
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Lemme 2.3.10. Soit ¢ vérifiant le hypothéses (hi)-(hs). Il existe une sous-suite (€5, j € N) décroissante
vers 0, telle que P-p.s.

jli%ogKej(Aszj) = exp—/ du (alv(u) + /]o,oo[ﬂl(d@ (1- w(ﬁ,u))) .

0

Démonstration. Remarquons que d’apres (hq), les fonctions v et w(¢,-) sont continues et que pour
tout » > ¢, v(r) =0 et w(¢,r) = 1. Le résultat est alors une conséquence directe du Corollaire 2.3.8 et
du Lemme 2.3.9. O

Démonstration du Théoréme 2.3.2

On peut désormais démontrer la propriété de Markov spéciale dans le cas ol limy .o ¢1(7y) = +00.
Soit Z € F positive telle que E[Z] < oo. Soit ¢ vérifiant les hypotheéses du Théoreme 2.3.2,
(h1)—(h3). En utilisant les notations des sections précédentes, on a

ZeXp( ZSD W, SZ > = lim E | Zexp (—i(p* (Aszj’wvsk’€j>>]
i€l J=ee _
=lmE|Z]|| K., )
el

)

- |:Z e_fooo du (alv(u)-i_f]o,oo[ﬂ—l(dg) (l—u)(Z,u))>:|

ol on utilise le Lemme 2.3.4 et la convergence dominée pour la premiere égalité, le Lemme 2.3.6 pour
la seconde égalité, et le Lemme 2.3.10 ainsi que la convergence dominée pour la derniere égalité. Par le
théoreme de la classe monotone et par monotonie, on peut enlever les hypotheses (h1)— (hs). Pour finir

la démonstration de la premiere partie, remarquons que fg du (oqv(u) + f}o oo 1 (dl) (1 —w(t,u))
est Foo-mesurable et est donc égal & I'espérance conditionnelle (c.a.d. le c6té gauche de (2.20)).

La seconde partie du Théoreme 2.3.2 est juste une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.3.11. Soit ¢ une fonction mesurable positive et bornée définie sur l’espace produit Ry x
M¢(R4) xS. N-p.p., on a

Z (p(Aa“pai_,Si) = Z @(Aa”w,Si)’

iel i€l
ot §(t,w,8) = ¢(t, pr(w), S).

Démonstration. On suppose d’abord que ¢ satisfait (hg). Les mémes arguments que ceux utilisés dans
la démonstration du Lemme 2.3.4 impliquent que P-p.p. pour € > 0 suffisamment petit, on a

Z@(Aampai ) Z‘P ASS7pSE7 )

iel k>1
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Remarquons que par construction, pgz = prg et que mre = 0. En utilisant la propriété de Markov
fort au temps T et la seconde partie du Corollaire 2.2.7, on déduit que P-p.p. pour tout k € N*,

Cay = T (2.35)
De plus, puisque Ag: = Aze, on a N-p.p.
ﬁAsz = ﬁATli = pr; = PE;
Donc, on a que N-p.p. pour £ > 0 suffisamment petit,

Z @(Aam Poy—> Sl) = Z @(AS]@UJ’ Skﬁ)a
el k>1

avec P(t,w,S) = ¢(t, pt(w),S). Complétons maintenant la preuve en utilisant le Lemme 2.3.4. La
condition (hs) est enlevée en utilisant le théoréme de la classe monotone. O

2.3.2 Loi du processus d’exploration élagué

Soit p(® le processus d’exploration d’un Lévy d’exposant de Laplace 1. Le but de cette section
est de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 2.3.12. Pour toute mesure finie p, la loi du processus élagué p sous P, o est la loi du
processus d’exploration p(0) associé & un processus de Lévy d’exposant de Laplace 1y sous P,.

Un probléme de martingale pour p

Soit ¢ = inf{t > 0, o = 0}. Dans cette section, on calculera la loi du processus de la masse totale
((ptrs,1), t > 0) sous P, =P, o, en utilisant une caractérisation par un probleme de martingale. On
montrera d’abord comment un probléeme de martingale pour p peut étre changé en un probleme de
martingale pour p, voir [1]. Malheureusement, on ne peut pas utiliser les techniques classiques d’un
changement de temps aléatoire, comme faites dans le Chapitre 6 de [46] et utilisées pour les serpents
de Lévy dans [7], principalement parce que ¢! (Eu f(pe)Lpm,=0y) — f (,u)) peut ne pas avoir de limite
quand t décroit vers 0, méme pour les fonctionnelles exponentielles.

g
Soient F, K € B(M(Ry)) bornées. On suppose que N [/ | K (ps)] ds} < 00, que pour tout
0

p e MpRy), Ej [/0 | K (ps)| ds] < oo et que My = F(pipns) — OMU K(ps) ds, pour t > 0, définit

une F-martingale. En particulier, remarquons que K, [SUPQO ]Mt\] < 00. Ainsi, on peut définir pour
t>0,

N, = E}[Mg, |F).

Proposition 2.3.13. Le processus N = (Ny,t > 0) est une F-martingale. Et on a la formule de
représentation pour Ny :

Ny = F(pirs) — /0 " du K(pu), (2.36)
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avec

Rw) = K(v) + 1N [ /0 " K (v, pa]) ds} + /}o,oofl(dg) E; [ /0 " K (v, pa]) ds} S (237

Démonstration. Remarquons que N = (N, t > 0) est une f—martingale. De plus, on a pour ¢,s > 0,

Eu[NetslFi] = Eu[Eu[Mo, | Fisol| Fi]
= E,[Mc,, .| Fi]
=Eu[EL[Mc,, .| Fc,)|F]
= E.[Mc,|F],

ot on utilise le théoréme de temps d’arrét conditionnel pour la derniere égalité. Pour calculer E,,[Mc, |.7}t],
on écrit Mc, = N{ — Mg, , ot pour u > 0,

= /0 K(ps)l{ms;éo} ds.

Rappelons que Cy = 0 P,-p.s. par le Corollaire 2.2.7. En particulier, on obtient

CiNo
N{ = Mc, + Mg, = F(pcino) — /0 K(ps)lim,—oy ds

CiNo
= F(fins) - / K(ps) dA,
0

tAG

= F(pins) — K(pu) du,
0

ou on utilise le changement de temps u = A pour la derniere égalité. En particulier, comme & est un
F-temps d’arrét, on déduit que le processus (N/, ¢ > 0) est F-adapté. Puisque Ny = N} — E,[M¢, | 5],

il nous reste & calculer de E,[M¢, |54

On garde les notations de la Section 2.3.1. On considére (p',m"), ¢ € I les excursions du pro-
cessus (p,m) en dehors de {s,ms; = 0} avant o et soient |ay, 5;[, i € I les intervalles d’excursion
correspondants. En particulier on peut écrire

CiNo .
/0 |K(ps)| l{ms;éo} ds = Z¢(Aampai—7pz)a

el
avec
(u, 1, p) = 1{u<t}/ ([t ps))| ds,
ot o(p) = inf{v > 0; p, = 0}. On déduit de la seconde partie du Théoreme 2.3.2, que P,-p.s.

CiNo N o R
E, [/0 |K (ps)| Lim, -0} ds\foo} :/0 Lucry K (pu) du, (2.38)

60



CHAPITRE 2. ELAGAGE D'UN ARBRE ALEATOIRE CONTINU DE LEVY

avec K défini pour v € M(R;) par

k) =t | (1K (o] 5] + /}Om[mw@ ;| [ 1] ds).

Puisque E, [ OCMU | K (ps)| 1m0} ds] < Eu [Jy K (ps)| ds] < oo, on déduit de (2.38) que P,-p.s.

du-p.p. 1{u<5}K(ﬁu) est fini.
Définissons K € B(M(R.)) pour v € Ms(Ry) par

R A /}Om[m(df) 5 | [ K(pd) i (2.39)

Si K(v) < oo, ou par K(v) = 0 si K(v) = 4oo. En particulier, on a |K(v)| < K(v) et P,-p.s.
Jo |K(pu)| du est fini. En utilisant la propriété de Markov spéciale encore une fois (voir (2.38)), on
obtient que P,-p.s.,

tAG

N CiNo N
By [M(,Jt’fOO] =E, [/0 K(pS)l{ms;éO} ds‘}-OO} = . K(pu) du.
Finalement, comme N; = N/ — E, [Mét|,7}oo], ceci donne (2.36). O

Corollaire 2.3.14. Soit p € Mf(Ry). La loi du processus de la masse totale ((p,1), t > 0) sous
P} 0 est la loi du processus de la masse totale de P sous Py.

Démonstration. Soit X = (Xy,t > 0), sous P%, un processus de Lévy d’exposant de Laplace 1 partant
de z > 0 et arrété quand il atteint 0. Sous P,, le processus de la masse totale ((pino,1),t > 0) a
la méme loi que X sous P’{H 1) Soit ¢ > 0. D’apres la théorie des processus de Lévy, on sait que le

processus e~ Xt —1(c) fot e~Xs ds, pour t > 0 est une martingale. On déduit du théoréme des temps

d’arrét que M = (My,t > 0) est une F-martingale sous Py, ou M; = F(piro) — JAU K(ps) ds, avec
F,K € B(M;(R})) définies par F(v) = e~*"! pour v € M;(R;) et K = ¢(c)F. Remarquons que
K > 0. On a par convergence dominée et convergence monotone

e~ml) = lim E,[M;] = E,[e=?7 D] — (c)E,, [ / e clpsl) ds} :
0

t—o0

o

Ceci implique que, pour tout u € M¢(R;), E, [ / | K (ps)] ds} est fini. En utilisant la représentation

poissonnienne, voir la Proposition 2.2.5, il est facile d’obtenir que

N [/00 dt e_c<pf’1>} = ﬁ (2.40)

En particulier, ce terme est également fini. 3
D’apres la Proposition 2.3.13, on obtient que N = (Ny,t > 0) est sous P, une F-martingale, o :
pour t > 0,
tAG

N, = e~ bnasl) K(pu) du
0
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et K donné par (2.37). On peut calculer K :

f('(y) = (c) e—cnl) <1 +a1N [/ e—clps1) ds] _|_/ m(d0) B [/ e~ c(ps,1) ds])
0 0,00 0
C ¢ o
— (@) e (14— / 1 (df) / dr e "N [ / Y ds]
T,Z)(C) 10,00( 0 0

— gclnl) <1,Z)(c) +ajc+ / m (df)(1 — e‘“))
10,00[

= o(c) e WY,

ou on utilise (2.40) et la décomposition en excursions pour la seconde égalité, et 1y = ¥ + ¢ pour la
derniere.
Ainsi, le processus (N, t > 0) avec pour ¢ > 0

i the
N, = e~ <brra:1) _wo(c)/ e~ <Pusl) gy,
0

est sous PP, une f—martingale.

Remarquons que ¢ = inf{s > 0;(ps, 1) = 0}. Soit X0 = (Xt(o),t > 0) , sous P}, un processus
de Lévy d’exposant de Laplace )¢ partant de = > 0 et arrété quand il atteint 0. Les deux processus
cad-lag positifs ((piag,1),t > 0) et X(© sont solutions du probleme de martingale : pour tout ¢ > 0,
le procesus défini pour ¢ > 0 par

tAo’
e~ Yino! —zbo(c)/ e (s,
0

ou o/ = inf{s > 0; Yy < 0}, est une martingale. D’apres le Corollaire 4.4.4 dans [46], on déduit que ces
deux processus ont la méme loi. Pour finir la démonstration, remarquons que le processus de la masse
totale de p© sous P, a méme loi que X ©) sous P’<"M 1y O

Identification de la loi de p
Commencons par donner quelques propriétés utiles du processus p.

Lemme 2.3.15. On a les propriétés suivantes pour le processus p.
(i) p est un processus de Markov cad-lag.
(ii) Le temps passé en 0 par p est 0.
(iii) 0 est récurrent pour p.

Démonstration. (i) C’est une conséquence directe de la propriété de Markov fort du processus (p, m).
(ii) On a pour r > 0, avec le changement de variable ¢t = A, p.s.

T T C’r Cr-
/0 =0y dt = /0 Lpc, =0y 4t = /0 Lip.—0) dAs = /0 Lip.=0p ds =0,

puisque le temps passé en 0 par p est 0 p.s.
(iii) Puisque 6 = A, et 0 < +00 p.s., on déduit que 0 est récurrent pour p p.s. O
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Comme les processus p et p(o) sont tous les deux markoviens, pour montrer qu’ils ont méme loi,
il suffit de montrer qu’ils ont les mémes lois finies-dimentionnelles. Commencons par démontrer ce
résultat sous la mesure d’excursion.

Proposition 2.3.16. Pour tout X\ > 0 et toute fonction bornée mesurable positive f

& (0
| [Ceeven ] | [ e—At—<pi°%>dt].
0 0

Démonstration. D’une part, on calcule, en utilisant la définition du processus élagué p,

G Ao
N [ / e M= (P f) dt} =N [ / e Aoy d) dt] :
0 0

Faisons maintenant le changement de variable t = A, pour obtenir

N [/U e M= (peo]) dt] =N [/0 e~ Mu g (Pusf) dAu:|
0 0
=N |:/ e Mu g=(Puf) 1{mu:0}du] .
0

Par un argument de retournement du temps, voir Lemme 2.2.3, on obtient

N |:/cr e_)\t—<ﬁt,f> dt:| N _/0 ]_{muzo} e_<17u,f> e—)\(Ag—Au) du]
0 LJ0
= N /0\ 1{mu:0} e_<77u7f> E:u’o |:e_)\Ao':| du:|

_n| / Loy e H 05 ) du} 7
LJ/O

ou on applique le Lemme 2.2.6 (i) pour la derniere égalité. Utilisons maintenant la Proposition 2.2.5,

on a .
N [ / oM (5, f) dt} _ / da &% M 1y e 045 O000)]
0 0
On utilise des propriétés classiques des mesures ponctuelles de Poisson, on a, avec ¢ = a1+ f}o oof ¢ m(de),
M [Lgn=oy F(p,v)] = = M, [F(u°,0°)]
o, avec les notations de la Proposition 2.2.5, pour tout f € B4 (R4)
W)= [ ot dtdu) V)t (@) + 6 [ f0) dr
WO, f) = /No(dac dldu) 1 q)(2)(1 — u)lf (x) + ﬂ/ f(r) dr.
0

Puisque cg = a+ ¢, on a

N [ / T e M) dt] = / " da e~ M, [e—<l'°7f>—¢61(>\)<u°,l>] .
0 0
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La Proposition 2.2.5 implique directement que la partie droite de 1’égalité précédente est égale a
(0
N / ~0® )= W) g |
0
D’autre part, des calculs similaires aux précédents montrent que cette quantité est égale a

N

+(0)
/ e M- o, >dt] Ceci finit la démonstration. O
0

Démontrons maintenant le méme résultat sous P* ,, qui est :

w,00

Proposition 2.3.17. Pour tous A > 0, f € B4 (R4) bornée et toute mesure finie p,

7 o0
" [ /0 e=At=(pe) dt] ~E, /0 M= >dt].

Démonstration. Par la représentation poissonnienne, voir le Lemme 2.2.2, et en utilisant les notations
de ce lemme et de (2.14) on a

;70 |:/J e_)‘t_</3tvf> dt:| = E;O |:/U e_)‘Au Pu7f :|
0 0

Ze_ k Toy 7f / p.s’f Ia )‘A.s dAZ

1€

_ *
- EMO

ou la fonction f, est définie par f.(z) = f (Hr(“ )+ x) et " = g (kyp) est 1'élément maximal du
support fermé de k,p (voir (2.1.3)). On rappelle que —1I est le temps local en 0 du processus réfléchi
X — I, et que 7 = inf{s;—I; > r} est l'inverse continu & droite de —I. D’apres la formule des
excursions, et en utilisant le changement de temps —Is = r (ou de méme 7, = s), on obtient

ag ~ T( 71)
‘) [ /0 e_”_<pt’f>dt] —E, [ /0 " A1) e ) G(—Is)]

(w,1)
=E, 0 /0 dr e~ e H)=AMo () (2.41)
ou la fonction G(r) est donnée par
G(r)=N { / R CERYE dAs} =N { / 7 e ) dt} :
0 0
Le méme type de calcul donne
E; /0 " ) g1 /0 Y o3 GO ) (2.42)

ot la fonction G est définie par

GO(r)=N

o)
(0)

/ e —As <P6 , 'r> dS

0
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et 7(9 est 'inverse continu & droite du processus infimum —I(® du processus de Lévy d’exposant de
Laplace 1.

La Proposition 2.3.16 annonce que les fonctions G et G(9) sont égales. De plus, puisque les processus
de la masse totale ont la méme loi (voir le Corollaire 2.3.14), on sait que la proposition est vraie pour
f constante. Et, pour f constante, les fonctions G et G(©) sont également constantes. Donc, on a pour
f constante égale a ¢ > 0,

)1 ,1
[ ar e e—AAw] _x [ [ et
0 0

*

w,0

Comme cette égalité est vraie pour toute constante ¢ > 0, I'unicité de la transformée de Laplace donne
I’égalité

(0)
EZ,O [e_)‘ATT'] =F [e_)‘“ } dr — p.p.
En fait cette égalité est encore vraie pour tout r par continuité a droite.

Finalement puisque G = G(©), on a d’aprés (2.41) et (2.42), que, pour toute fonction mesurable
bornée et positive f,

(1) (1)
/ dr e_<k7'l"7f> E:;O |:e_)\A7'7“:| G(T) = / dr e_<k7“/1/7f> E |:e_)\7—7('0):| G(O) (T)
0 0

ce qui finit la démonstration. O
Corollaire 2.3.18. Le processus p sous P}, , a méme loi que le processus 9 sous Py.

Démonstration. Soit f € B4 (R4) bornée. La Proposition 2.3.17 peut étre ré-écrite par

T e [ T e [0 5)
; e E;},,O [e ’ l{tS&}] dt = ; [§] EN [e t l{tSU(O)}:| dt.

Par 'unicité de la tranformée de Laplace, on déduit que, pour tout ¢ > 0,

- (0
E;,O |:e <pt7f> 1{t§&}] = EZ |:e <pt ) > l{tSU(O)}:| .
En fait cette égalité est encore vraie pour tout ¢ par continuité a droite. Puisque la fonctionnelle de

Laplace caractérise la loi d’une mesure aléatoire, on déduit que, pour ¢ > 0 fixé, la loi de p; sous P},

est la méme que la loi de pEO) sous IP;.

La propriété de Markov donne alors Dégalité en loi des processus cad-lag et p(©. O

Démonstration du Théoréme 2.3.12. 0 est récurrent pour les processus de Markov cad-lag j et p(®).
Ces deux processus n’ont pas de temps passé en 0, et de temps passé quand ils sont tués au premier
temps d’atteinte de 0, ils ont la méme loi, d’apres le Lemme 2.3.18. D’apres le Théoréeme 4.2 de [28],
Section 5, on déduit que p sous P, o a méme loi que p(o) sous IP,. [l
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2.3.3 Loi de la longueur des excursions

Rappelons que ¢ = foo 1(m, =0} ds représente la longueur des excursions du processus d’exploration
élagué. On peut calculer la loi jointe de (¢,0). Ceci donnera la loi de 6 conditionnellement & o = 7.

est

Proposition 2.3.19. Pour tous v,k positifs, la valeur v définie par v = N |1 —e_w(w"_’“}]

lunique solution positive de l’équation

Yo(v) = K+ Yo(7).

Démonstration. La théorie des excursions implique que la propriété de Markov spéciale, Théoreme
2.3.2, est encore vraie sous N, avec une intégration en u sur [0,6 = A,] au lieu de [0, 00[. Prenons

¢(S) = Y(y)o, on a
v=N [1 _ e—ff&—df(“f)o} - N [1 — o~ (HP(M)F=¥() [§ Limsz0} dS]

=N |:1 _ e_(li-i-w('Y)y—5'(041N[1—e*1r”(“/)0]+f]0’+00[Wl(dg)(l_Ez [e(f’dl('y)o')})

Remarquons que o sous IP; a méme loi que 7, le premier temps ot l'infimum de X, partant de 0,
atteint —¢. Puisque 74 a méme loi qu'un subordinateur d’exposant de Laplace )~ au temps ¢, on a

Ei[e V7] = E [e—w(v)w] — e
D’aprés (2.3), on a N[1 — e ¥(V)?] = 4. On déduit que

N |:1 - e_(n—i_w(V))&_&(aly—’_f]o,jLoo[Wl(dz)(l_e"’Z)):|

v =
- N [1 _ e—(wpo(w))&}
= o~ (K5 +o(7))-

Puisque g est croissante et continue, on obtient le résultat. O
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2.4 Appendice

On présentera, dans cet appendice, comment on peut étendre la construction du serpent de Lévy
de [44] au cas ou le processus des hauteurs n’est pas continu.

Soit D une distance sur M ¢(Ry) qui définit la topologie de la convergence faible. Rappelons que
(M¢(R4), D) est un espace polonais, voir [34], Section 3.1.

Soit E' un espace polonais, ou la topologie est définie par une métrique ¢, et 0 le point cimetiere
ajouté a F. Soit W, 'espace de toutes les trajectoires a valeurs dans F, partant de x € F, pondérées
et tuées. Un élément w = (u, w) de W, est une mesure de masse u € My¢(Ry) et une application
cad-lag w : [0, (i, 1)[— E telle que w(0) = x. Par convention le point x est également considéré comme
une trajectoire tuée et pondérée avec pour mesure de masse p = 0. On pose W = J,cp W et on
équipe W de la distance

d((p, w), (1’ w')) = 6(w(0),w'(0)) + D(p, 1)

(e, 1) A’ 1) . .
+ / dt (dy(wee,wley) A1) + (1) — (1, 1)],
0

(2.43)

ou d; est la métrique de Skorohod sur I'espace D([0,¢], E) et w<; est la restriction de w a l'intervalle
[0, t]. Remarquons que le dernier terme peut étre inclus dans la distance D, mais le troisieme terme est
nécessaire pour obtenir I'inégalité triangulaire pour cette distance. Il est alors élémentaire de vérifier
que l'espace (W, d) est un espace polonais. Nous écrirons ug & la place de p quand w = (pu, w).

Rappelons (2.1.3). On considere une famille de mesures de probabilité I_LW, pour z € F et pour
la mesure de masse € Mf(R;) sur Wy, telles que

a) fro = p, Iy pu(do)-ps. ;
w(0) =z, ﬁx7u(du’))—p.s. :
w n’a pas de discontinuités fixes : pour tout s € [0, (i, 1)[, II, ,(w(s—) = w(s)) = 1;
Si H(p) < oo, alors w({u,1)—) existe I, M(du’))—p.s. ;
Si H(p) < oo et v € My(Ry), alors sous 1, [, (w(r ), € [0, (1, 1)[ a méme loi que (w(r),r €
[0, {u, 1)[ sous I, et, conditionnellement a (w(r),r € [0, (u, 1)[, (w(r + (u,1)),r € [0,(r,1)[ a
méme loi que (w(r),r € [0, (v, 1)[) sous (g 1y-),.-
La derniere propriété correspond a la propriété de Markov conditionnellement & la mesure de
masse. Nous supposerons que 'application (z, ut) — II, , est mesurable.

Soit p un processus d’exploration partant de u. On pose Y; = (p;, 1). Rappelons que (Y3, ¢ > 0)
a méme loi qu’un processus de Lévy d’exposant de Laplace ¢ partant de (u,1). Pour 0 < s < ¢, on
pose Jo; = infocy<t Vi et psy = k‘(ys_szt)ps = k:(yt_szt)pt, la derniere égalité est une conséquence de
la construction du processus d’exploration. On définit également par ﬁis) I'unique mesure v telle que
[ps,t;v] = pr-

Conditionnellement & p, on définit un semi-groupe de probabilités de transition Rgt sur W, par :
pour 0 < s < t tels que Js; < Yy ou w({ps,1)—) existe et pug = ps, sous R ,(w,dw’") on a

i) par = pr,
ii) (w'(r),r € [0,(pst, 1)[) = (w(r),r € [0, <pst, D),
iii) (w'(r),r € [(pst, 1), (pt, 1)) a pour loi IT w((ps,tJ)—),ﬁE“’)'
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Dans (iii), par convention, si ps¢ = 0, alors w({pss,1)—) = z. Remarquons que pour s < t fixés,
p.s. Jst < Y, ainsi, avec la convention précédente w({pst,1)—) est p.s. bien définie. Remarquons
que si (ps, w) a pour loi ﬁx,ps, alors (pg, w’) a pour loi f[x,pt d’apres la condition e) sur II. On peut
alors utiliser le théoreme d’extension de Kolmogorov pour obtenir qu’il existe une unique mesure de

probabilité P, ,,) sur (W,)B+ telle que pour 0 = 59 < 81 < --- < 8,

P(u,w)(Wslo S Aprso € By, ... 7Ws/n S Anypsn S Bn)

= EM 1{[)30 GB07~~~7psn€Bn}1{’LU€AO} /A Ré)o,sl (w7 dwsl) T Ré)n,l,sn (wsnfl ) dwsn)

1 XX An
On pose Ws = (ps, W!). Remarquons que W/ (r) = W/(r) pour r € [0, (ps+, 1)[ et ainsi que
d(W87 V_Vt) S D(Pmpt) + ‘Y; A th - Js,t‘-

Puisque p et Y sont P,-p.s. cad-lag, ceci implique que I’application s +— W est P(,,w)-p-s. cad-lag sur
[0, 00[) Q. De plus il existe une unique extension cad-lag sur la droite réelle, que nous noterons encore
par P, .. Le processus (Ws,s > 0) est sous P(,w) un processus de Markov homogene en temps a
valeurs dans D(R;, M¢(R4) x W). On appellera cette loi la loi du serpent de Lévy pondéré associé a
II.

On notera par (Fs,s > 0) la filtration naturelle sur D(R;, M (R4 ) x W). On peut alors adapter
les preuves des Propositions 4.1.1 et 4.1.2 de [44] pour obtenir les résultats suivants.

Théoréme 2.4.1. Le processus (Wy,s > 0) est un processus de Markov cad-lag et est fortement
markovien par rapport a la filtration (Fsiy,s > 0).

Remarquons que, quand la famille de mesures de probabilité I_LW est seulement la loi d’un processus
de Markov homogene { partant de x et arrété au temps (u, 1), la construction précédente donne un
serpent avec £ pour mouvement spatial et processus de temps de vie X — 1.

De plus, on a besoin d’une certaine dépendance entre le mouvement spatial et le processus d’explo-
ration p afin de retrouver le serpent de Lévy initial a partir du serpent de Lévy pondéré. Intuitivement,
on empéche le mouvement spatial de changer quand le temps ¢ est “sur une masse” de p,. Cette idée
peut étre comparée a une subordination et a déja été utilisée dans le travail sur les serpents par Ber-
toin, Le Gall et Le Jan dans [26] afin de construire une sorte de serpent de Lévy & partir du serpent
brownien classique.

Soit II, la loi de &, un processus de Markov cad-lag a valeurs dans F sans discontinuités fixes et
partant de x, tel que I'application = + II, soit mesurable. Rappelons (2.1.3) et posons fi, = k, 1yt
pour 7 € [0, {u, 1)[. Soit 11, la loi de (u,w) avec w = ({gu,),7 € [0, (i, 1)[) sous II,. Remarquons
que & = w({p, 1)) pour r' € [0, H(p)[. On a que II satisfait les conditions a)-e).

Soit ((ps, W!),s > 0) le serpent de Lévy pondéré correspondant. Pour s > 0, » > 0, on pose
Wi(r) = Wi((ps, 1jor]))- Le processus ((ps, W), s > 0) est le serpent de Lévy défini dans la Section 4
de [44] avec pour mouvement sous-jacent £, quand H est continu. Remarquons que notre construction
permet de retirer la condition de continuité de H. Comme conséquence du Théoréme 2.4.1, on obtient
que le serpent de Lévy (général) est fortement markovien.

Proposition 2.4.2. Le procesus ((ps, Ws),s > 0) est un processus de Markov cad-lag et est fortement
markovien par rapport a la filtration (Fsy,s > 0).
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Chapitre 3

Mesure de dislocation de la
fragmentation d’un arbre aléatoire de
Lévy

Ce chapitre reprend les résultats de Particle [105] soumis pour publication.

Dans ce chapitre, nous reprenons la construction des marques précédente en introduisant un pa-
rametre qui va augmenter le nombre de marques. On élague suivant ces marques paramétrées et on
considere tous les morceaux obtenus. Ces fragments d’arbres vont se refragmenter au cours du temps et
vont former un processus de fragmentation. Afin d’étudier ce processus, on calculera la tranformée de
Laplace de la mesure de dislocation associée. Pour cela on introduira une représentation des marques
sous I’épigraphe du processus des hauteurs.
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CHAPITRE 3. MESURE DE DISLOCATION DE LA FRAGMENTATION D’UN CRT

3.1 Le serpent poissonnien de Lévy

Comme dans la Section 2.2, construisons un serpent de Lévy poissonnien qui va marquer le CRT
de Lévy sur les nceuds de Parbre et sur le squelette de 'arbre. Le but est de fragmenter le CRT en
plusieurs morceaux grace a des processus ponctuels dont 'intensité dépend d’un parametre 6 et tel
que si =0, il n’y a pas de marque sur le CRT et le nombre de marques est croissant en 6.

3.1.1 DMarques paramétrées sur le squelette

Afin de marquer la partie continue du CRT tout en gardant la mémoire des marques sur 'ascen-
dance de chaque individu, construisons un serpent sur £ = M(Ri) ol le parametre 6 apparait. Pour
obtenir un espace polonais, on sépare ’espace du parametre 6 en intervalles bornés.

Soit ¢ € N, d’apres [34] Section 3.1, E; = M (R4 x [i,i+1[) I'espace des mesures finies sur Ry x [1,i+1]
est un espace polonais pour la topologie de la convergence faible.

D’apres [44], Chap. 4, il existe un processus (W}, ¢ > 0) & valeurs dans E; tel que, conditionnellement
a X,

1. Pour chaque s € [0,0], W! est une mesure de Poisson sur [0, H,] X [i,7 + 1] d’intensité

261(0,17,)(dr) 1p;541((0)db,

2. Pour tous s < s/, W (dr, do)Lo,m, ,)(r) = Wi(dr, d6)Lo,m, ,1(7)-

On prend les W' indépendants. On pose m§k® = Y. W}

Si 8 = 0, on se retrouve dans le cas d'un CRT sans partie brownienne, dans ce cas il n'y a pas de

marque sur le squelette et on pose m*® = 0.
Pour tout ¢t > 0 fixé, conditionnellement & Hy, m

20119, ,) (r)drdf.

ike est un processus de Poisson ponctuel d’intensité

Le processus (p, m* ) est & valeurs dans l'espace M 7= Ms(Ry) x M(R?%). Notons également
(Fs,s > 0) la filtration canonique sur I'espace des trajectoires cad-lag sur ’espace M I

En utilisant le Théoréme 4.1.2 de [44] dans le cas ou H est continu ou le résultat adapté au cas oun H
ne l'est pas (Prop. 2.4.2), on obtient le résultat suivant

ske)

Proposition 3.1.1. (p,m est un processus de Markov fort par rapport a la filtration (Fsi,s > 0).

3.1.2 Marques paramétrées sur les nocuds

Dans le cas ou la mesure de Lévy de X est non nulle, on définit le processus de marquage sur
les nceuds du CRT comme dans [4]. Utilisons une mesure ponctuelle de Poisson pour introduire le
parametre 6. Conditionnellement a X, on pose

mye(dr,df) = Y (I} — X,-) <Z 5V5,u(d9)> S, (dr).
0<s<t u>0
Xs_ <If
avec Z dv,., est une mesure de Poisson ponctuelle d’intensité AXs1,~odu.

u>0
Sim =0, on est dans le cas d’'un CRT brownien et il n’y a pas de marque sur les nceuds, on pose alors

m"d = 0.
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3.1.3 Le serpent paramétré

Réunissons ’ensemble des marques paramétrées sur le squelette et des marques paramétrées sur
les nceuds du CRT en un processus de marquage m = (mnOd,mSkC). On note S = (p,m) le serpent
marqué partant de pg = 0 et mg = 0.

Reprenons la construction faite dans la Section 2.2.1 pour obtenir un serpent partant d’une valeur
initiale et ainsi pouvoir écrire une propriété de Markov fort pour le serpent. Considérons ’ensemble S
des triplets (y, IT"°4 T155¢) tels que

- BE Mf(R-l-)v

— T4 g%écrit sous la forme M"Y (dr,dz) = p(dr)I12°d(dz) on (I12°4 7 > 0) est une famille de

mesures o-finies sur R et pour tout § > 0, IT"°4 (R, x [0,6]) < oo,

— IIske ¢ M(R?) et

— Supp(IT¥*°(,Ry)) C Supp(p)
— pour tout < H(u) et tout 6 > 0, I155¢([0, ] x [0,6]) < oo,
— si u(H(w)) > 0, alors pour tout § > 0, II**¢(R,. x [0,6]) < oo

Définissons alors le serpent S partant d’une valeur initiale (p,II) € S, ot II = (II"°4, II°*®), notons

HY = H(k-p,p),

i nod 12
nody (1,IT) nod k—ltﬂ({Ht })H ({Ht }7 ) nod nod
(m"%) 7 = (I gy + 1y >0 LT O ITg, m
(msko)ét,l_[ _ |:HSk01[07HO,t[7 miko
Notons que ces définitions sont cohérentes avec les définitions des processus m"°9 et mske,

En utilisant la propriété de Markov fort pour le processus m"°? et la Proposition 3.1.1, on obtient
Proposition 3.1.2. Le serpent S est fortement markovien.

On pose m? (dr) = m*(dr, [0, 6]) + m"°d(dr, [0, 8]). Gréace aux propriétés des mesures de Poisson
ponctuelles, on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.1.3. m£€+a) — mf’) est indépendant de mﬁ"’ et a la méme lot que mﬁ“).

Notons également par P (resp. P*) la loi du serpent (p, m™°%, m**) partant de y,0,0 (resp. et tué

quand il atteint 0). De méme, on note N la loi du serpent S quand p est distribué sous N.
On définit @ par, pour tous 8 € R et X > 0,

YON) = GO+ —¢(0)
= o)1 3O\ / (e =1+ ) D (dl)
10,400[

al® = +280 + f]0,+oo[(1 — e~ M ix(dl)
avec{ 0 = 3
7O (dl) = ex(dl).
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Pour § > 0 et t € [0, 0] fixés, on définit 'ensemble Age) des individus du CRT de Lévy sans marques

(9)
t

sur leur ascendance et son inverse continu a droite C;"’ donnés par les formules :

t
Age) = / 1 o _,ds et Ct(e) = inf{s > 0; A®) > ¢}.
o M=

On définit le processus d’exploration p(e) qui décrit le sous-arbre sous les premiéres marques onnées
par m® : pge) =P Soit F(®) = (.7-}(6),15 > 0) la filtration engendrée par le serpent de L2vy élagué
t

SO = (p® m®) complétés de manitre usuelle. On note o(f) = inf{t > 0; ,of’) = 0}. Donnons la

propriété principale de p((’) démontrée par Abraham, Delmas et Voisin [6].

Proposition 3.1.4 (Theorem 1.1 [6]). Le processus d’exploration p\) est associé & un processus de
Lévy d’exposant de Laplace ().

Le lemme suivant est crucial pour obtenir un processus de fragmentation et explique le choix des
parametres de ’élagage.

)

Lemme 3.1.5. Pour m.(dr) p.p. r, la "loi” de p(e) sous N, conditionnellement o 0@ = r est la méme

que la ”loi” de p sous N, conditionnellement ¢ o = r.

3.1.4 Représentation poissonnienne du serpent paramétré

Décomposons le processus p sous [P, selon les excursions de la masse totale de p au dessus de ses
minima. Plus précisemment, soient |oy, 5;[,i € J, les intervalles d’excursion de X — I au dessus de 0
sous . Pour i € J, on définit h; = H,, et p' par la formule : pour t > 0 et f € B+(Ri),

<pi7 f> = /]h- +Oo[f(x - hi)p(ai-l-t)/\,@i (dl’)

Posons o’ = inf{s > 0; (p’,1) = 0}.
On peut également définir le processus de marquage m au dessus des intervalles |a;, 5;[. Pour tous
t>0et feBy(Ry), on pose

(mie,f) = /MOO[ F = i, 0)mi, s, (i, dO)

. On obtient ainsi le

i,nod’ mi,ske)

avec a = ske,nod. On pose également pour tout i € J, m' = (m
serpent de Lévy S" = (p*,m") pour tout ¢ € J.

Lemme 3.1.6. (Lemma 4.2.4, [{4])

Soit 1 € My(Ry). La mesure ponctuelle Zé(hi’si) est sous P}, une mesure ponctuelle de Poisson
1€J
d’intensité p(dr)N(dS).
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3.1.5 La propriété de Markov spéciale
On fixe # > 0. On définit O® T’intérieur de ensemble
{s >0, m £0}

On écrit O = U,eflai, bi[ et on dit que Ja;, b;[ sont les intervalles d’excursion du serpent de Lévy

marqué S = (p© m®) hors de {s > 0; m{ = 0}. On pose h; = H,, et on définit le processus
SOt = (p: m©:4) au dessus des intervalles d’excursion (Jas, b;[,7 € I) comme précédemment.

Si @ est une mesure sur S et ¢ est une fonction positive mesurable définie sur un espace mmesurable
Ry x € x S, on note

Q[‘:D(u7w7')] :/SCP(U,UJ,S)Q(dS).

On rapelle maintenant la propriété de Markov spéciale démontrée par Abraham, Delmas et Voisin
[6]. Elle donne la loi du serpent de Lévy "au dessus” des ”premieres marques” du CRT marqué sachant
la partie du CRT élagué qui contient la racine.

Théoréme 3.1.7 ([6], Theorem 4.2 ). (Propriété de Markov spéciale)

On fize 0 > 0. Soit ¢ une fonction mesurable positive définie sur Ry x S telle que t — ¢(t,w,S) est
(0)

progressivement Foo’ -mesurable pour tout S € S. Alors, on a P-p.s.

exp ng , W, 8(6 ' .7-"(6

N = exp (— /OO du 230N [1 — e_@(“’w")]>
exp < / du /OOO[ e~ (dl) (1 - Ez[e—wvwv)])) . (3.1)

0)

Autrement dit, la loi du processus d’excursion Z (5(A(e) (e) 50y given féo , est la lot de la mesure

iel

ponctuelle de Poisson d’intensité 1,>odu 5p(9) (dw) <2ﬁ9N(d5) + / (1-— E_GZ)F(dE)Pz(dS)> )
¢ 10,00[

3.1.6 Le processus dual et la formule de représentation

Nous aurons besoin du processus 7 = (1;,t > 0) a valeur dans M¢(R4) et défini par

ne(dr) = Bl (r) dr+ Y (Xs = I})6m,(dr).

0<s<t
X, <If

Ce processus est appelé le processus dual du processus p sous N ( voir le Corollaire 3.1.6 de [44]).
Notons également, pour s € [0, 0] fixé, ks = ps + 1s. Redonnons la représentation de Poisson de (p,n)
sous N. Soit A (dx dl du) une mesure de Poisson ponctuelle sur [0, +oo[® d’intensité

dz Im(dl) 1911 (u)du.
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Pour tout a > 0, notons par M, la loi de la paire (g4, V,) de mesures sur Ry a masse finie, définies
par, pour toute fonction f € By (R,)

(o f) = / N (de dl du)lg g (z)ulf(z) + B /0 " f(rr,

(Va, f) = /N(dw dl du)1jg g (z)(1 —u)lf () + 5/ flr)dr.
0
Posons également M = [ dae™**M,,.

Proposition 3.1.8. ([44], Proposition 3.1.3) Pour toute fonction F mesurable positive sur ./\/lf(R+)2

N [ /O ’ F(pt,m)dt] _ / M(dp dv)F (s, )

ot on rappelle que o = inf{s > 0; ps = 0} est la longueur des excursions.
Donnons aussi la formule de Bismut pour le processus des hauteurs du processus de Lévy

Proposition 3.1.9. ([45]/, Lemma 3.4.)
Pour toute fonction F positive définie sur B, ([0, 0c])?

| [ dsF (), 2 0 (Hgripant = )| = [ Wataa) [ Bitao)®s @p)F (o), (7).

3.2 Liens entre le serpent paramétré et la fragmentation

3.2.1 Construction du processus de fragmentation

On s’intéresse a l’ensemble des fragments de l'arbre obtenu par notre processus de marquage.
Faisons la méme construction que dans [4], Section 4.1.
Pour 6 > 0 fixé, on construit une relation d’équivalence, Ry, sur [0, 0] sous N ou sous N, par :

sRot < mge)([H&t,Hs]) = mge)([Hs,ta Hy]) = 0.

Deux individus appartiennent a la méme classe d’équivalence s’ils appartiennent au méme fragment,
c’est-a-dire s’il n’y a pas de marque sur leur branches a partir de leur ancétre commun. On peut
remarquer que sRyt implique K = K;. A partir de la relation d’équivalence Ry, on obtient la famille
d’ensembles G7 des individus avec j marques sur leur ascendance.

Puisque l'on place des marques sur les nceuds infinis du CRT, pour € > 0, pour j € N fixé,
I'ensemble G’ peut étre écrit comme une union infinie de sous-intervalles de [0, o]. On obtient

¢ =) r*

k‘EJj

tel que R7F soit de mesure de Lebesgue strictement positive. Pour j € N et k € J;, on pose
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Al = / Locpinds et CF =inf{u > 0; AJ*F > t},
0

avec la convention inf() = 0. On construit également le processus Sk — (ﬁ)k,ﬁ”ﬂk) par : pour tous
feBL(Ry), ¢ € B (Ry,Ry) et t >0,

~j7k
A = / F(& = H oy )p o (d)
(7t*.1) g cboc] R

kool X]0,+oo
0

57 correspond & la mesure de Lebesgue de R7,
On note L) = (7%, j € N,k € J;) = (p';i € I'9)). Notons également £7) = (p*;5 € 107)) défini
de la méme maniere mais a partir de la relation d’équivalence Ry_ définie par :

sRy_t < my([0, Hyy] % [0,0]) = my (0, Hyy] x [0,0]) =0

qui donne les fragments juste avant le temps 6.

Définissons maintenant notre processus de fragmentation A? = (A?,Ag, ...) comme la suite des
mesures de Lebesgue, non nulles, des classes d’équivalence de Ry, (&j’k, Jj € N,k € J;), rangées par
ordre décroissant. Notons que cette suite est au plus dénombrable, si elle est finie, on la complete avec
des 0, telle que N-p.s. et N -p.p.

A e St ={(x1,20,...), 21 > 23 > "'EO,in<oo}.

Notons P, la loi de (A?,0 > 0) sous N, et par convention Py est la masse de Dirac en (0,0,...) € St.
On obtient alors un résultat similaire & [4], Theorem 1.1.

Théoréme 3.2.1. Pour ,(dr)-presque tout r, sous Py, (A% 6 > 0) est un processus de fragmentation
a valeurs dans St.

Esquisse de démonstration. Comme la démonstration est exactement la méme que celle de [4], Theo-
rem 1.1., on donne uniquement les idées principales de la démonstration et on se réferera & [4] pour
plus de détails.

premiére étape. D’apres la Proposition 3.1.4, la premiere sous-excursion p%° a méme ”loi” sous N
que p(e). De plus, par le Lemme 3.1.5 et la construction du serpent de Lévy sachant p, la loi de S§00
conditionnellment & {6%? = s} est Nj.

deuzxiéeme étape. Par la propriété de Markov spéciale, Théoreme 3.1.7, en utilisant les mémes
notations que dans ce théoréme, on a que, sous N conditionnellement & %° = s, les processus (S O 4 e

I) sont donnés par une mesure de Poisson d’intensité

s266N(dS) + s /] [(1—6—95)77(61@)1@;@3)
0,400

et sont indépendants de S%0.
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De plus, par la représentation de Poisson de la mesure de probabilité PP; (Lemme 3.1.6), on obtient
que les excursions du serpent S ”au dessus des premieres marques” que l'on note (SV* k € Jp),
forment sous N une famille i.i.d. de processus de ”loi” N.

troisieme étape Par récurrence sur le nombre de marques, on obtient le lemme suivant

Lemme 3.2.2. Sous N, la loi de la famille (S7F,j € N,k € J;), conditionnellement a (67F, 5 €Nk €
Jj), est la loi des serpents de Lévy poissonniens indépendants de loi respectives Ny .

Le théoréme se termine alors facilement. O

3.2.2 Autre représentation de la fragmentation

Donnons une autre représentation de la fragmentation en utilisant une mesure ponctuelle de Pois-
son sous ’épigraphe du processus des hauteurs. Rappelons que pour tout ¢ € [0, 0]

kie(dr) = 2810 g (r)(dr) + D (X — Xo-)om,(dr).
XET

Conditionnellement au processus H (ou au processus p), on considére un processus de Poisson
ponctuel Q(df, ds, da) sous '’épigraphe de H d’intensité df q,(ds, da) ol
ds ks(da)
d — Ys,a
— ske(ds da) + ¢3°(ds, da)

qp(ds,da) =

nod(ds da) ds Z (Xu — Xu—)éHu (da)

dS,[l B gS,CL 0<u<s
avec Xy <I¥
28 ds 1 1(a)da
ske(ds da) 5 g [0_7[7;5]( )
s,a s,a

avec dg o = sup{u > s, min{H,,v € [s,u] > a}} et g5, = inf{u < s,min{H,,v € [s,u] > a}}, [¢gs.a; ds,a]
représentant ’ensemble des individus du CRT ayant un ancétre commun avec s apres la génération a.

Proposition 3.2.3. Conditionnellement au processus H, le processus de marquage m et le processus
ponctuel de Poisson Q ont la méme loi.

Démonstration. Conditionnellement & H et sous N, pour t € [0, o] fixé, m{k® est un processus ponctuel
de Poisson d’intensité 281y g,)(a)da df. Pour un individu ¢, les marques sur le squelette sont uniformes
de la hauteur h; a la hauteur hy. D’apres la propriété de serpent, si une marque apparait a la hauteur
a de 'ascendance d’un individu ¢, elle apparait égalmement pour tout enfant de ¢, c’est a dire que la
marque apparait de giq & d; 4. On a

J[| T = 250 = )
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ou D = {(a,s) € [h1,ha] X [gta,dtal} Puisque pour a € [hy, ho] fixé, Vs € [gin,dinls gsa = Gta
et dgq = diq. (Voir la Figure 3.1). Ainsi le processus ponctuel ¢ donne les mémes marques que le
processus mske.

FI1GURE 3.1 — Marques sous |'épigraphe de H

ot /\A/\/\/\\/\ff

hl__ f/

gt,a t

&
B
)

Conditionnellment & H, sous N, pour ¢t € [0, 0] fixé, m{“’d pose des marques sur un noeud a la

hauteur H, < t proportionnellement 4 la taille A, du nceud. Par construction de m™°9, si une marque
apparait a une hauteur H, = a sur 'ascendance d'un individu ¢, elle apparait également de g; , & dy .

On a
// A,00y, (da)ds N
D ds,a —UGs,a

ou D = {(a,s) € [0, Hy] X [gt.a,dta]}. Ainsi le processus ponctuel ¢*°¢ donne les mémes marques
que le processus m"°d.
L’égalité m = m**® 4+ m"°4 finit la démonstration. O

Utilisons une notation pour les fragments du CRT obtenus & partir d’une marque (s,a) sous
Pépigraphe de H. Pour s et a tels que s € [0,0] et 0 < a < Hg, notons les fragments du serpent de
Lévy (p',i € I) en considérant :
— les intervalles ouverts d’excursion de H apres s au dessus de a : (Jay, Gi[,i € 1:+) qui sont tels
que o; > s, Hy, = Hg, = a et pour tout s’ €lay, G;[, Hy > a et Hy ¢ = a.

— les intervalles ouverts d’excursion de H avant s au dessus de a : (Jag, B;[,i € I_) qui sont tels
que f; < s, Ho, = Hg, = a et pour tout s’ €]ay, B[, Hy > a et Hy ¢ = a.

— D’excursion is de H au dessus de a qui contient s : |a;,, 5. [ tel que o, < s < ., Ho,
et pour tout ' € (cy,,0;,), Hy > a et Hy ¢ = a.

— Dexcursion ig de H au dessous de a : {s € [0,0]; Hs ¢ < a} = [0, o, [U] By, 7]
Notons I = I_UTU{i,,ig}. Pour (s,a) correspondant & une marque sur le squelette (s, a), 'ensemble
I_U I, est vide.

On s’intéresse au calcul de 7, la loi du processus (p',i € I ) sous N.

:H/B’LS = Qa

is
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3.3 Le processus de dislocation

Soit 7 I’ensemble des temps de sauts du processus de Poisson Q. Pour 6 € 7, on considere les
processus L = (p';i € 19) et £97) = (p';i € I7)) définis dans la Section 3.2.1. Les temps de
vie (o(p');i € I0) (resp. (o(p');i € I1197)) ), rangés par ordre décroissant, de ces serpents de Lévy
correspondent aux longueurs des fragments au temps 6 (resp. avant le temps #). Remarquons que,
pour 6 € T fixé, les familles £ et £-) different en une seule famille : le serpent p% se fragmente
en une famille (p*,i € I?) € £, On a ainsi

£0 = (LON\ (o)) u{pi e 1)

D’apres la représentation donnée dans la Section 3.2.2, cette fragmentation est donnée par la mesure
qp, c’est-a-dire par la mesure 7,. Voir par exemple [63] pour la définition de Iintensité d’un processus
ponctuel aléatoire. D’apres le Lemme 3.2.2,

Z 5(9,£<07>,(pi,iei<9)>)
0T

est un processus ponctuel d’intensité df 6,0y Y per0-) Vp. En projetant grace aux espérances au
dessus des serpents conditionnellement a leur longueur, le processus

Z 5(9,(0(0)706“9’)%(U(pi),ieﬂe)))
0T

est un processus ponctuel d’intensité df 5(0( P),pELE7) > peL0-) Vo(p) Ol Vg(,) st la loi du réarrangement
décroissant des longueurs du serpent de Lévy sous v, intégrée par rapport a la loi de p conditionnel-
lement & o(p), c’est-a-dire, pour toute fonction F' positive mesurable définie sur St

Py (de) =8, | [ Pt € Dglatetsi € D)

Sl

ot les (0%,i € I) sont les longueurs des fragments (p’,i € I) rangées en ordre décroissant.

3.3.1 Calcul de la mesure de dislocation

On s’intéresse a la famille des mesures de dislocation (v, > 0). Rappelons que N(.) = / e (dr)N,. (L),
R+
le calcul étant plus facile sous N, on calcule pour tout A > 0 :

/R s F(z)v,(dz)me(dr) = N [ / qp(ds,da)F((o",i € f)ﬂ
- N [ / ¢2°d(ds, da)F((o%,i € i))] +N [ / ke (ds, da)F(Uioaais)]

ou on utilise la décomposition de g, pour la deuxieme égalité. La premiere partie a déja été calculée
dans [4]. Les temps des sauts du processus p sont représentés par un subordinateur W d’exposant
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de Laplace 1)’ — a. On construit alors les longueurs des excursions du serpent par Sy ou S est un
subordinateur d’exposant ¢~ indépendant de . Vient alors le résultat :

N [e"\"/ nOd(ds da)F((c",i € 1:))] = /F(d?})E [Sve_)‘S”F((ASu,u <w))|.

Calculons maintenant la deuxieme partie. D’apreés la définition du serpent, p*¢ = 0 si et seulement si
6 = 0 et dans ce cas, on ne met pas de marque sur le squelette de ’arbre. On se restreint au cas G > 0
et on énonce le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 3.3.1. Soient A1 > 0 et Ay > 0.

ske _)\102'5_)\201'0 o 23
N U (ds, da)e S T 0g)

donne la loi du réarrangement non décroissant des deux longueurs
sko

On rappelle que la mesure 5

données par la fragmentation issue de v

Corollaire 3.3.2. Pour A1 > 0 et Ao > 0, on obtient
1
/ —(1— e M) (1 — e %)M (dy dz)me(dr) = 2697 (M)~ (A).
Ry x(R*)2 ?

Ainsi, sous ¥ (dy dz)m,(dr), les “tailles” des deuz fragments sont indépendantes.

Démonstration du Corollaire 3.5.2. En utilisant le Théoreme 3.3.1 et en notant x1 et zo les deux
longueurs des fragments issus de I/Zke rangés dans 1’ordre décroissant parmi les éléments de z € St, on
obtient

20

—A1x1—A2x2 ~ske d » d )
/Mgi e P ) = T )

En prenant la primitive en \; qui s’annule en 0 et la primitive en A9 qui s’annule en 0, on retrouve le
résultat. O

Preuve du Théoréeme 3.3.1. Pour démontrer le théoreme, calculons Ay := N [ S qSke ds,da)G(o' 0)]
—A\x— )\gy

o 1 )
Ay = N|:2ﬁ/ ds/diG(JZS,J)l(OSaSHS)da]
0 s,a gS,CL

7 1
= N |:2ﬁ/ ds/diG(ds,a - gsﬂ,a)l(OSaSHs)da} .
0 s,a — Ys,a

Notons pour 0 < s <o et 0 <a < H; fixés

ou G(z,y) = xe

dsq —s=inf{t >0 s Histne < a} = Jz(a)

— gs,a = inf{t > 0,H,_y, <a}=Ji(a).

On obtient
ds,a —Gs,a = J2(a) + Jl(a)
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o= J2(0) + J1(0)

_ 7 G(Ji(a) + J2(a), J1(0) + J2(0))
A2 =N |:2ﬁ/0 ds/logagHsda Jl(a) T JQ((I) :| .

Utilisons la généralisation aux processus de Lévy de la formule de Bismut, Proposition 3.1.9.

JV(a) + JH(a)
= 25/M(dudV)10§agH(u)daEZ [e_h‘]u(a)_&‘]u(o)} E; [e_AlJy(a)_A2JV(O)]

Ay = Zﬁ/M(dudu)E [/ logagH(u)daG(JV(a) + J*(a), J*(0) +J“(0))]

ou J#(a) est le premier temps de dépassement du niveau a du processus H (1), Par la décomposition
poissonnienne de p sous P}, selon les excursions de p au dessus de ses minima, sous P, on remplace

respectivement J#(0) et J#(a) par Y, 0" et o, o 0" Séparons Y, ;00 =30, S0t + D0, .00

Ay = Zﬁ/M(d,udy) / Lo<a<r(u)dak;, |:eazp ((/\1 + A2) Zai — A2 Zai)]

hi>a hi<a

hi;>a hi<a

E;, [eazp ((/\1 + A2) Zai - )\QZO'i):| .

En utilisant les propriétés classiques des mesures ponctuelles de Poisson, les atomes au dessus du
niveau a sont indépendants des atomes en dessous, les espérances peuvent donc se séparer.

E;, [6_“1“25%@‘””22hﬂa&] =K {6_(““2)2’%2“01 E, {6”22’1%“01
I I I :
En utilisant le Lemme 3.1.6, ainsi que I'égalité ¢~ 1(\) = N [1 — e_)‘g], on obtient

EZ [6_()\1+)\2)Zhi2aai] — e—M([avH(M)})N[l—fuﬁAZ)o] — ety (A+A2)

Et de méme pour la deuxiéme espérance.

[e'e) b
Ay = 25/ dbe—ab/ daM, [e—(u+l/)([a7b])¢’1(>\1+/\2)e—(u+1/)([0,a))¢’1(Az) )
0 0
Alors,
M, [e—((u+l/)([a7b])¢’1(>\1+A2)e—(u+1f)([0,a))w’1(/\2) —
= M, [e—((u+l/)([a7b])¢*1(A1+A2)} M, [e—(wu)([o,a))w*l(h)]
b 0
= ¢ 20-0)BY Mat2) g, <—/ d:n/ Im(dl)(1 — e_wl()‘ﬁ)‘z)))
a 0

a o0

e 20807 (2) gy (—/ dz Ir(dl)(1 — e_wl()@))>

0 0
_ 0= (b—a)' ™ (A td2) —a ¥ (A2)
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Remplagons dans I'expression de As.

—bww A2) _ —bw’wfl(h-i‘)@)
Ay = 28 / db
2

>\1 + X2) — P~ (Az)

B 6] < 1 1 >
CPTIO0 + Ae) — T (Ae) \ Wi (N2) (A 4 Ag)
_ 26
PP (A) = A+ A2)
En utilisant I'égalité N [ [ qSke ds,da)o’G(c',0)]| = [f qSke ds,da) 286_(’\1+A2)0i5_>‘2”i0], on re-
trouve le résultat. [l

3.3.2 Cas brownien

Un résultat similaire a été obtenu dans [7] dans le cas brownien et conditionnellement & o = 1.

Considérons un mouvement brownien standard d’exposant de Laplace 1(\) = )‘72 et notons I'(de) la

loi de 'excursion brownienne e. D’apres [77], Section VIIL.3, le processus des hauteurs du mouvement
brownien est donné par H; = 2(X; — I;). Reprenons le calcul fait dans [7] en considérant les marques
sous I’épigraphe de H, on obtient

/F(UiS,a)u(ds) = /F(de) /0" s /026(8) dtw

ou v désigne la mesure de dislocation de [7]. Le calcul fait dans [7] utilise les lois de deux Bessel
3-dimentionnels indépendants, on obtient alors

[ reotoman = [ =

De méme que précédemment, on effectue ce calcul en utilisant F'(z,y) = xe™

. 1 1 dz 00
/F(als,g)y(ds) = _/ 7/ doe—MoZ—A20
4 Jo m 0
1

1 1
in Jo Ja— o) Mzt e

La fin du calcul se fait par deux changements de variables successifs : z < sin?z puis t < tanx.

. 1 [z dx
F(o™ ds) = — | ———t
/ (U 70)1/( 3) 2w /0 )\18iﬂ2$ + )\2

B i/oo dt
o2 Jo (A A2 e

En intégrant une derniere fois, on retrouve le méme résultat que dans le Théoreme 3.3.1 :

1 1
] Fiet ot = MO )

O'ZO'

Ax—Aay
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Chapitre 4

Temps local d’une diffusion aléatoire
en milieu Lévy stable

Ce chapitre reprend les résultats de Particle [40] réalisé avec R. Diel et soumis pour publication.

Dans cette partie, on étudie une diffusion aléatoire dans un environnement aléatoire Lévy stable. On
s’intéresse au temps local de la diffusion au point ou elle passe le plus de temps. On étudie alors la loi de
la vallée standard de hauteur ¢ d’un processus de Lévy général puis la loi asymptotique, quand c tend
vers l'infini, de cette vallée d’un processus de Lévy a-stable. On obtient ensuite le résultat principal
de cette partie : la loi du temps local au minimum de la vallée standard d’une hauteur logarithmique
converge vers une fonctionnelle de deux processus de Lévy conditionnés a rester positifs.
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4.1 Vallée standard d’un processus de Lévy

4.1.1 Processus de Lévy sur R

Utilisons une définition de Carmona (voir [31]). Un processus aléatoire V' a valeurs dans V' (défini
dans la Section 1.3.1) est un processus de Lévy sur R si ¢’est un processus a accroissements indépendants
et stationnaires :

1. V(0) =0,
2. sixg,x1,...,T, sont des réels, alors les variables aléatoires (V(z;41) —V(x;),0 <i <n—1) sont
indépendantes,

3. pour tous réels z et y, la loi de V(z +y) — V(x) dépend seulement de y.
On note P la loi du processus de Lévy V.

Remarque 4.1.1. Une définition équivalente d’un processus de Lévy réel a temps réel est donnée par
Cheliotis dans [32] : soit (VT (¢),t > 0) un processus de Lévy réel partant de 0 et (V= (¢),¢ > 0) un
processus indépendant de V' et de méme loi que —V™, pour tout ¢ € R, on définit un processus
(V(t),t > 0) par

V() =10V T(t) + LoV ((—)7). (4.1)

On peut vérifier que ce processus est a trajectoires cad-lag et vérifie les trois hypothéses de la définition
précédente. Réciproquement un processus vérifiant les trois hypotheses peut se décomposer en deux
processus de Lévy comme dans la formule (4.1).

Définissons V't le processus infimum du processus de Lévy V' par : pour tout ¢t > 0, V1 () =
info<s<; V1 (s) et de méme le processus supremum : V+(t) = SuUpg<s<; V(). Soit N la mesure d’ex-
cursion du processus Vt — V* hors de 0. Notons L le temps local de Vt — V*+ en 0 et L71(t) =
inf{s > 0; L(s) > t} son inverse continu a droite.

Notons V' I'espace des fonctions cad-lag w : Ry — R. Pour ¢ > 0 fixé, on définit le premier temps
de passage au dessus de ¢ d’un processus w et le dernier temps précédent ou w vaut 0, par : pour tout
weyt,

Te(w) = inf{t > 0;w(t) > ¢} et ne(w) = sup{t < 7.(w);w(t) = 0 ot w(t—) = 0}.

On définit alors
= (VE V) mf = (VE - V) et

C c

JE= (VT m)+¢) \/V+(m2').

On définit, de méme, les variables analogues 7., m_ et J. a partir du processus V.

Remarque 4.1.2. On montre que le minimum de la vallée standard de hauteur ¢ définie dans I'intro-
duction vérifie m. = mg} si JI < J et m. = m sinon (voir [67] pour une démonstration dans le cas
brownien qui est également valable dans notre cas). Ainsi pour étudier le processus V' au voisinage de
m,, il suffit d’étudier les processus V1 au voisinage de m} et V'~ au voisinage de m_ .
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FI1GURE 4.1 — Vallée standard de hauteur ¢

Dans cette section, nous allons étudier le processus de Lévy VT défini sur R, on note encore PP sa
loi. Jusqu’a la fin de cette section, toutes les mesures de probabilités seront des mesures sur V*. Afin
de simplifier les notations, on notera V', m. et 7. pour V*, m¥ et 7.

4.1.2 Vallée du processus de Lévy sur R,

On dit que (V(),0 <t < 1.) est la vallée standard de hauteur ¢ du processus de Lévy sur R.

On dit que 0 est régulier pour ]0, +oo[ (resp. pour | — 00, 0[) si P(inf{t > 0;V(t) > 0} =0) =1
(resp. P(inf{t > 0;V(t) < 0} = 0) = 1). On ne s’intéressera alors qu’aux processus de Lévy dont
0 est régulier pour | — 00,0[ et ]0,+o0c[. On commencera par rappeler quelques propriétés de tels
processus données dans [32] qui, en particulier, nous donnent 'existence du triplet (p.,m.,q.) défini
en introduction.

Pour w € VT, le point 7 est un maximum (resp. minimum) local & gauche si il existe € > 0 tel
que w(x) < w(xg—) (resp. w(z) > w(xg—)) pour tout x €]xry — &, x9[. On définit de maniére similaire
les maximum et minimum locaux a droite.

Lemme 4.1.3. (/32], Lemma 3)
Soit V' un processus de Lévy tel que 0 soit régulier pour | — oo, 0| et 0, 400], alors P-p.s. :

1. 'V est continu en ses extrema locaux a gauche et en ses extrema locaux da droite,
2. Il n’y a pas 2 extrema locaux ou V prend les méme valeurs.
Le point (2) du lemme précédent assure I'unicité du minimum m. tel que V(m.) = inf .V,

me est donc un minimum a gauche et a droite. Ainsi le processus V' est continu en m., c¢’est-a-dire
V(ime) = V(m.—).

Remarque 4.1.4. Si w € V7T est cad-lag sur un intervalle I borné, alors il existe x € I tel que sup; w =
w(z) Vw(z—) et il existe y € I tel que inf;w = w(y) A w(y—). Alors, si w est continu en ses extrema
locaux, on obtient :

Jr €1, t.q. supw =w(z) et Jy € I, t.q. il}fw = w(y).
I
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Les processus pré-infimum et post-infimum

Définissons maintenant les processus pré-infimum et post-infimum (V},,,(¢),0 < t < m,) et (V;,,.(¢),0 <

t <r1.—me) par
Vine(t) = V((me —t)7) = V(me),

me(t) = V(me+t) — V(me).

—

Sauf ambiguité, on notera V pour V,,. et V pour V,, . Notons également respectivement P et P¢
les lois des processus V' arrété au temps m, et V arrété au temps 7.(V).

Etudions la loi de ces deux processus, on doit introduire le processus de Lévy conditionné a rester
positif.

Processus de Lévy conditionné a rester positif

Utilisons la construction de Bertoin d’un Lévy conditionné a rester positif (voir Section 3, [23])
par concaténation des excursions du Lévy au dessus de [0, ocof.

Remarque 4.1.5. Nous aurons besoin d’une expression du Lévy conditionné a rester positif notamment
pour montrer que dans le cas ot le processus V est stable, V' est aussi.

Le processus V est une semi-martingale, sa partie martingale locale continue est soit nulle, soit
proportionnelle & un mouvement brownien standard. Notons ¢ le temps local au sens semi-martingale
de V en 0, voir par exemple [88]. On considere le temps passé par V dans |0, oo[ et son inverse continu
a droite :

t
Al = / dsly (>0 et af =inf{s > 0; AT > t}.
0
On définit le processus V1 par : pour tout t > 0

1
VT(t) = V(a:’) + §€af + Z (O V V(S—))lv(s)go — (0 A V(S—))lv(5)>0 sit < A;
0<s§oc:r
et V1(t) = +oo sinon.
Remarque 4.1.6.
— P-p.s. pour tout ¢ > 0, V1(¢) > 0.

— Dans le cas ou V n’a pas de partie brownienne, £ = 0.
— le processus V1 tend vers +oo.

On notera P! la loi du processus V1 et P! la loi du processus V = —V conditionné A rester
positif. Pour un processus Y qui tend vers 400, on définit I'infimum futur par : pour tout ¢ > 0,
Y (t) = infs>¢ Y(s). Pour ¢ > 0, on introduit le temps :

A

ml =n.(VI - V).

[

On écrit P1¢ (resp. PT¢) la loi du processus V1 (resp. V1) arrété au temps 7.(V1) (resp. ml).
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Vallée de hauteur c

Contrairement au cas d’un milieu brownien ou la loi du processus post-infimum est égale a celle
d’un processus de Bessel de dimension 3, dans le cas d’un milieu Lévy, cette loi n’est que absolument
continue par rapport a celle d’'un Lévy conditionné a rester positif. Pour énoncer la loi de la vallée
standard, on utilise la Proposition 4.7 de Duquesne [43].

Pour ¢ > 0, on définit U(t) = —V (L~1(t)) si L(c0) > t et U(t) = +oo sinon. Le processus (L™, U)
est appelé le processus d’échelle, c’est un subordinateur. On définit alors la mesure potentielle U
associée a U par : pour toute fonction F mesurable positive

L(oc0)
/ U(dz)F(z) = E [ / dF(U(v))
R 0

Pour la mesure d’excursion N et pour toute fonction mesurable positive f sur V, on note

N(f(v)) = / £ (0)N(dv).

Proposition 4.1.7. Considérons V un processus de Lévy, qui ne tend ni vers +00 ni vers —oo et tel
que 0 soit régulier pour |0, +oo[ et pour | — 0o, 0].
Alors les processus pré-infimum et post-infimum (V(t),0 <t < m) et (V(¢),0 <t < 7.(V)) sont

indépendants. De plus
1. La lo: gc du processus pré-infimum (K(t),O <t < me) est égale a la loi P¢ du processus
(V1(t),0 < t <ml).
2. La loi EC du processus post-infimum (V(t),0 <t < 7.(V)) est absolument continue par rapport

— —

a la loi PT¢ du processus (V1(t),0 <t < 7.(V1)).
Plus précisément : P(dw) = f, (w(Te(w))) P1(dw)

ot pour tout x € Ry, ﬁ =U ([0, z]) N(7.(v) < 00).

Remarque 4.1.8.

1. On peut remarquer que dans le cas o V' est un processus de Lévy sans saut positif, w(7.(w)) = ¢,
PT¢ —p.s.. Ainsi w — fo(w(7e(w))) est constante égale & 1 et le processus post-infimum est alors
égal en loi au processus V1 conditionné & rester positif.

2. P-p.s., V est continu en ses extrema locaux (voir Lemme 4.1.3), donc en faisant tendre ¢ vers

+00, grace au point (1) de la Proposition 4.1.7, V1et V1 le sont également.

Démonstration de la Proposition 4.1.7. (1) Démontrons d’abord le premier point de la Proposition
4.1.7 et I'indépendance des deux processus pour ¢ = 1 et, pour simplifier les notations, on n’écrit pas
I'indice 1.

On cherche a exprimer le processus pré-infimum V en fonction des excursions de V au dessus

—

de son minimum et du saut de V associé. On s’intéresse au couple de processus (V —V,—V) et on
en donne une expression sous forme d’excursion. Reprenons la démonstration du Lemme 4 de [24],
remarquons que le résultat est valable pour tout processus de Lévy qui ne tend pas vers —oo, voir
Theorem 27 de [41].
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Pour utiliser la théorie des excursions, on note par V I’ensemble des trajectoires cad-lag v : [0, co[—
R, telles que

(i) v(t) >0 pour 0 <t < o(v) =inf{s > 0,v(s) = 0},

(ii) v(0) = v(t) =0 pour t > o(v).

Le processus

t (V=)L) + ), YL () = VL) 5 0<r < L7H(t) — L7H(t7))

PR A,

est un processus de Poisson ponctuel & valeurs dans V x Ry (voir par exemple [54]). Notons
le p(t) = (p1(t),p2(t)). Remarquons que p; (L(1)) est l'excursion partant de m, c’est-a-dire L(7)
est le premier temps ¢ ou 'excursion pi(t) est de hauteur plus grande que 1. Ainsi les processus
(p(t);0 <t < L(1)) et (p(t);t > L(1)) sont indépendants. Le processus pré-infimum ne dépend que
du premier et le processus post-infimum ne dépend que du deuxieme, ces deux processus sont donc
également indépendants.

Afin de retrouver le processus V', on va inverser d’abord les excursions de V' — V puis inverser le
—

temps dans chacune de ces excursions.

Notons p; = (pi(L(z) — t)Lecr(r) + Pi(t)1i>L(r) it > 0) le processus p; dont les excursions avant
L(7) sont changées d’ordre pour ¢ = 1 et i = 2. La loi du processus ponctuel de Poisson p est stable par
inversion de ’ordre de ses excursions avant L(7), on en déduit ’égalité en loi des processus (p1(t), p2(t))
et (p1(t),p2(t)).

Utilisons maintenant une notation pour inverser le temps dans chaque excursion. Définissons, pour
vEV,

0 pour s > o(v).

](s) = {v((a(v) —s)7) pour0<s<o(v)

En appliquant cette transformation a 1’égalité en loi précédente, les processus ([p1(t)], p2(t);
t >0) et ([p1(t)],p2(t);t > 0) ont méme loi. A partir du premier processus on retrouve le processus V.

En, effet, le processus ([p1(t)];t > 0) est le processus des excursions de V' au dessus de son infimum
futur et le processus (pa(t) ;t > 0) représente les sauts de U'infimum futur de V. Utilisons le processus
([p1(t)], p2(t) ;t > 0) pour obtenir un Lévy conditionné a rester positif.

Reprenons les notations de [24], pour ¢ > 0, on note g(t) = sup{s < t;V(s) = V(s)} et d(t) =
inf{s > t; V(s) = V(s)}, les extrémités gauche et droite de l'intervalle d’excursion de V' — V hors de
0 qui enjambe t; et

(V. =)((d(t) +g(t) —t)7) sig(t) <d(t)

0 sinon.

Ry_v(t) = {

Voir Figures 4.2 et 4.3.

Le processus des excursions de Ry _y au dessus de 0 est le processus ponctuel de Poisson ([p; (¢)],t >
0) et, de méme, le processus des excursions de ((V — V)((m — )7 )Lo<tem+ Ry—y (£)li>m,t > 0) au
dessus de 0 est le processus ponctuel de Poisson ([p1(t)],t > 0). On a une égalité analogue pour les
sauts associés a chaque excursion. On obtient ainsi I’égalité en loi des deux processus

(V=) ((m =) )logtam + Rv—v () lezm, (V((m —1)7) = V(m))lotam — V(d(t))1ezm 5 ¢ > 0)
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et

(Ry—y(t), =V (d(t);t > 0)) .

Faisons la somme des deux composantes pour ¢t < m, on obtient :
(V(t); 0<t< m) £ (Ry_y(t) — V(d(t));0 < t < m).

Utilisons le Theorem 28 de [41] : sous P, le processus (Ry_y (t) — V(d(t)),t > 0) a pour loi la loi
du processus V.

Exprimons maintenant le temps final m en fonction du processus (Ry_v (t) — V(d(t)), 0 <t < m).
Rappelons que 7 = inf{t > 0; V(t) -V (¢t) > 1} et que m = sup{t < 7; V(t)—V(t) = 0}. Définissons

la variable 7/ par 7/ = 7(Ry_v ). Remarquons que 7 et 7’ appartiennent au méme intervalle d’excursion
de V — V. La variable m reste stable par 'inversion du temps dans chacune des excursions de V — V.
et le retournement des excursions avant m, donc m = sup{t < 7’/; Ry _y () = 0}. Soit

Y(t) = RV—Z(t) — K(d(t))
Montrons que
Ry-y(t) =Y(t) = X(1),

pour cela il suffit de montrer que pour ¢t > 0 fixé, le post-infimum Y (¢) = inf,>; Y (s) est égal a

—V(d(t)).

Sur lintervalle [¢,d(t)], le processus (V. (d(s)),t < s < d(t)) est constant et

f —v(d(t)") =
it Ry_v(s) = Ry_y(d(t)7) =0

donc infy<,q44) Y (s) = —V(d(t)). Le processus Ry _y est positif et est nul aux temps {d(¢)”,t > 0}

(voir Corollary 1, [90]), et le processus —V (d(.)) est croissant avec des sauts aux temps {d(t),t > 0},
donc Y (t) = inf;c g Y(s). On déduit que Y (t) = —V(d(t)). Ainsi
m = sup{t <1} Y(t) - Y(t) = 0}.

Finalement on obtient : sous P, le processus (Ry_y (t) — V(d(t)))<,<,, & pour loi la loi du pro-

cessus V1 arrété au temps m!.

(2) Intéressons-nous maintenant au processus post-infimum. Soit F' une fonction mesurable bornée
sur €2. On peut écrire
EC[F ()] = N(F (v(- A7) [7e(v) < 00).

Utilisons la Proposition 4.7 de [43], pour toute fonction G' mesurable bornée sur VT,

EM[Gw)] = N(G (U( ATc))U([Ow(Tc)D |7e < 00) N (7¢(v) < o0)
G(v( /\TC
Te(v) < oo)

ou on rappelle que pour tout z € Ry, m = U ([0,2[) N(7¢(v) < o0). En utilisant I’application
G(v(-N71e)) = F (v(- A7c)) fe(v(7e)), on obtient le résultat.

C
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FIGURE 4.2 — Le processus de Lévy (V(t);t > 0)

FIGURE 4.4 — Le processus pré-infimum (V' (¢);t > 0)
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4.1.3 Processus de Lévy stable

Définition 4.1.9. ([16], Section VIII)
Le processus de Lévy V est dit stable d’indice o €]0,2] si, pour tout ¢ >0

(cV(c™),t > 0) £ (V(¢),t > 0).

Pour « €]0, 1[U]1, 2], la transformée de Fourier d’un processus de Lévy a-stable V est : pour tout
t>0ettout A€ R E [ei’\v(t)] = e %) avec

() = WA (1= 8 sgn() tan( %))

ouk>0etfel-1,1].
La mesure de Lévy du processus V est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, elle
s’écrit sous la forme :

—06—11

m(dz) = cte v M, 0de — ¢ r<0dx

N _ .. . , + _
oll ¢ et ¢~ sont des constantes positives non nulles simultanément telles que 3 = o +Z,.

Dans le cas quadratique (o = 2), V' est un mouvement brownien et son exposant caractéristique
est sous la forme : ¥(\) = kA? ol k est une constante positive. La mesure de Lévy est alors nulle.

Pour le cas @ = 1, V' est un processus de Cauchy et ¢(\) = k|A| +id\, avec kK > 0 et d € R. La
mesure de Lévy est alors proportionnelle & z~2dz.

Remarque 4.1.10.
Si le processus V' est a-stable, alors les processus pré-infimum (c‘leC (c*t),t > 0> et Vi, (arrétés

aux temps idoines) ont méme loi, de méme que les processus post-infimum (c‘lvmC (c“t),t > O> et
Ving -

Lemme 4.1.11. Soit V un processus de Lévy stable d’indice o et qui n’est pas un drift pur. Alors V
est récurrent si et seulement si o« > 1.

Démonstration. Utilisons une condition de récurrence donnée dans [16], Theorem I.17 : V est récurrent
si et seulement si fjr R [ﬁ} d\ = 400 ou R[z] désigne la partie réelle du complexe z.

r k|A

Pour o = 1, f_r( A

ez dA = +oo puisque k # 0.
Pour v # 1, [”

, kp\‘a(Hﬁ%taHQ(%))d)\ < 400 si et seulement si o < 1. [l

On se place alors dans le cas d’un processus de Lévy stable d’indice o € [1,2] et qui n’est pas
un drift pur. On a besoin de propriétés supplémentaires sur V', notamment pour pouvoir utiliser les
résultats de la Section 4.2.

Lemme 4.1.12. Soit V' un processus de Lévy stable d’indice o € [1,2] et qui n'est pas un drift pur.
— 0 est régulier pour ]0,+o0[ et pour | — o0, 0],
— P-p.s. limsupV (t) = +o0o et lngrian(t) = —00.
— T 00

t——+o0
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Démonstration.
e Le critere de Rogozin (voir Prop. VI.11 de [16]) donne une condition nécessaire et suffisante pour
la régularité de O :

1
0 est régulier pour ]0, +oo[ (resp. pour | — 00, 0[) si et seulement si / tTIP(V(t) > 0)dt = +oo
0

(resp. /1 t7IP(V(t) < 0)dt = +00).
0

Remarquons que grace a la propriété de stabilité du processus V, P(V(t) > 0) ne dépend pas de ¢,
de plus cette probabilité est strictement positive si V' n’est pas un drift pur, voir [16], VIIL.1. D’apres
le critere précédent, 0 est donc régulier pour |0, +oo] et pour | — oo, 0.

o Le fait que [ t'P(V(¢) > 0)dt = [[°t'P(V(t) < 0)dt = +oc implique que P-p.s. lim supV (t) =

t——+o0

+o0 et ltierian(t) = —00, voir [16], Theo. VI.12.
— 400
O

Lemme 4.1.13. Considérons V un processus de Lévy stable d’indice o €]0,2]. Alors le processus I%al
est un processus stable d’indice a.

Démonstration. Pour le cas ou o = 2, le processus de Lévy stable V' est un mouvement brownien
standard, V1 est un processus de Bessel de dimension 3 (voir [81]) et donc stable d’indice 2.

Si a €]0,2], le processus de Lévy stable n’a pas de partie brownienne. Rappelons que azr est
Iinverse continu & droite de A" = fg 1y (s)>0ds. Ces deux processus sont stables d’indice 1. En utilisant
la définition donnée dans la Remarque 4.1.5 :

Vi) =V(ia)+ Z (0OVV(s7)) Ly<o — (0AV(57)) 1y (s)>0

0<s§aj

on déduit que le processus V1 est stable d’indice .
O

Donnons maintenant un résultat asymptotique démontré que Tanaka [104]. Refaisons ici une
démonstration détaillée.

Proposition 4.1.14. (Tanaka [104]) Considérons V' un processus de Lévy stable d’indice o € [1,2]
et qui n’est pas un drift pur. Quand c tends vers +oo :

1. La loi P¢ converge faiblement (au sens de Skorohod) vers la loi PT.

2. La loi P¢ converge faiblement (au sens de Skorohod) vers la loi PT.

Pour démontrer le point (2), on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1.15. Fizons € > 0, on définit

0. = o (V1) = inf{t > 0/VI) —VI(t) =0 et Is < £,V (s) — V(s) > a}.

Alors le processus (VUTE (t),t > O> = (VI(oe +t) = V1(02),t > 0) est indépendant du processus (V(t),
0<t<o.) etapour loi P
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Démonstration. D’apres le Théoréme 28 de [41], le processus Ryr_y, + V(d(+)) a pour loi P! (ot R et

d sont définis comme & la page 88 mais a partir du processus V — V) . 1l suffit donc de montrer le
résultat dans le cas ot VI = Ry 1, + V(d(-)). Mais dans ce cas, 0. peut se réécrire

oe=inf{t >0/V(t)—V({t)=0et Is <t,V(s)—V(s) > e}

et donc o, est un temps d’arrét pour V.

Ainsi le processus (Vg (t),t >0) = (V(0-+t) —V(0:),t > 0) est un processus de Lévy de loi
P indépendant de (V(t),0 <t < o). On peut vérifier que V() = Ry, —v,. (t) + Vo (d(t)) ce qui
démontre le lemme. O

Démonstration de la Proposition 4.1.14. (1) D’apres la Proposition 4.1.7, les lois P€ et P sont égales.

Quand c tend vers 'infini, I@’T—p.s., ml tend vers l'infini, donc P¢ = Ple converge vers P,

Montrons maintenant que pour une fonction F' bornée continue dans la topologie de Skorohod et
telle que F(w) = F(wli_g K)),
lim E¢[F(w)] =E' [F(w)].

C—00 —

Comme P-p.s., lim. 00 (V) = 00, alors lim, o P(K < 7.(w)) =1 et ainsi

—

Utilisons tout d’abord la stabilité de V. D’apres la Remarque 4.1.10,
E¢[F(w),K < 1e(w)] = E'[F (cw(c™™)),K < c*n(w)],
= EI [F (cw(c™™) fi (w(m1)), K < 71 (w)]

ou on utilise le résultat (2) de la Proposition 4.1.7, pour la deuxiéme égalité.

Montrons maintenant 1'indépendance asymptotique, sous P!, de F (cw(c™®-)) et de f; (w(71)) sous
P'. Pour cela, on exprime ces deux termes en fonction des processus (w(t),0 < t < 0.) et (w(t),0e < t)
ol, pour € > 0, on rappelle :

0. = 0-(w) =inf {t > 0/w(t) —w(t) =0 et Is < t,w(s) —w(s) >¢c}.

On se fixe ¢ > 0. Remarquons que lim. ;o P (K < ¢¥71) = lime_, ;oo P! (K < c%0.) = 1. On
peut donc remplacer K < ¢%1y par K < c®o. dans 'espérance.

De plus, Pl-p.s. lim._go. = 0. En effet, si il existe § > 0 tel que pour tout ¢ > 0 . > 6,
alors I'excursion de w — w contenant le temps ¢ est la premiere. Ce qui est P'-p.s. impossible puisque
0 est régulier pour le processus V. Ainsi lim._qP! (0. <711) = 1, en conditionnant par rapport a
(w(t),0 <t <o) et en utilisant que {0, < TlT } = {Vt < 0., V;' < 1} est mesurable par rapport a
(w(t),0 <t <o), on obtient :

E' [F (cw(c™™)) fi (w(r1)),c °K <o. <7 = (4.2)
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FIGURE 4.5 — Le processus V!

| /\/ |
: WA %/\/\/\/Y\ ‘ \/\| Vel vt o)
A

E! [F (cw(c™®)) ook <o, cr EI [fl (w(m1)) ( (W(t),0 <t < as)H .

Calculons la limite en e de l'espérance conditionnelle. Quand o. < 71, on peut écrire w(m) =
W(0e)+Wo, (Ti—w(o.)) OU Wy, est la trajectoire repartant de o : (W, (t),t > 0) = (w(oe +t) —w(oe), t > 0),
voir la Figure 4.5. D’apres le Lemme 4.1.15,

B! [f1 ()| @(t).0 < ¢ < 0)] = x(@(0)) 0t x(@) = ' [fs (2 + w(ri-0))]

Remarquons que P'-p.s, lim._gw(o.) = 0. Montrons que P'-p.s., lim,_,;- w(ry) = w(r1). Pl-ps., w
est continu en ses extrema locaux (voir (2) de la Remarque 4.1.8). Ainsi, d’aprés la Remarque 4.1.4,
Pl-p.s., supyg,r,)w est atteint en un point zo € [0, 71] et w(zo) < 1.

Si zg = 71, alors, w(r) =1 et lim,_1- 1 —w(7ry) <lim,_;- 1 —y =0.

Si zg < 71, alors w(zg) < 1 et donc, pour 1 —y suffisamment petit, 7 = 7, donc lim,_,;- w(7y) =
w(7).

De plus, dans le cas ou V est un processus stable d’indice « € [1,2[, une expression explicite de U
est donnée dans ’Exemple 7 de [42] :

ap
U(0,z]) = ﬁ ou p =P(V(t) > 0) ne dépend pas de t.
Ainsi en utilisant 'expression de f. donnée dans la Proposition 4.1.7, on obtient : fi(z) = %,
donc f; est continue sur R% . Donc
lim x(w(02)) = B E' [f1 (@(m) | @(0.0< t<02)] = EV[f (w(m)].
= 1,Plps. (4.3)

Puisque fi (w(71)) est la densité de P* par rapport a P11,

En utilisant la stabilité du processus V! énoncée dans le Lemme 4.1.13, on obtient que pour tout
c>0,
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E'[F(cw(e™))] =E[F (w)] =E [F <VT)]

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que

lim lim ‘ET [F (cw(c_o‘-)) loag<o X (w(02)) 1Us<7'1] —E! [F (cw(c_o‘-))]‘ =0.

e—0c—00

On introduit E! [F (cw(c™")) 1.—ag <o, ], et on obtient la borne supérieure suivante :
‘ET [F (cw(c™) 1pag<o. X (W(02)) Locr | — E! [F (cw(c_o‘-))]‘ <

El HF (Cw(C_a-)) ]-c*O‘KSJE (X (w(O-E)) lo.cr — 1)‘] +ET HF (cw(c_o‘-)) (]-c*O‘Kgag B 1)‘] )

Pour ¢ fixé, on a lim,_, 4o P! (7K < 0.) = 1. Ainsi pour la deuxiéme partie, on a :
Jim BU|F (cw(e™) (o <o, = D[] < [Fll Jim B [[1e-age <o = 1[] =0,

et on obtient pour la premiere partie :

Em E' [[F (cw(c™)) Leak<y, (1= X (@(00)) 1o.cn)|] < 1Flloo EN 1 = x (w(02)) Lo <r, [].

C— 00

Faisons tendre ¢ vers 0, on a P'-p.s, lim._,g 0. = 0 et on utilise (4.3) pour obtenir la convergence :
tim Tim B [|F (cw(c™) Teogs, (1 X (@(00)) Loucr)[] =0

Ceci finit la démonstration.

4.2 Diffusion en environnement aléatoire

4.2.1 Comportement asymptotique d’une diffusion en milieu stable

On suppose que la diffusion X en milieu aléatoire V est définie sur un espace probabilisé (€2, F, P)
et on note comme précédemment PP la loi de V. Par contre, on revient a un cas général pour le milieu :
dans toute cette section, on suppose uniquement que V' est un processus cad-lag a-stable sur R (o > 0)
et pas nécessairement un processus de Lévy. Nous allons montrer que le comportement asymptotique
de Lx, le temps local de la diffusion, ne dépend plus que de I’environnement.

Commencons par donner quelques propriétés de X. On peut montrer (voir par exemple [92]) qu’il
existe un mouvement brownien B indépendant de V tel que P-p.s.,

vt >0, X(V.t) =S, (B(T (1)) (4.4)

ou N
Ve eR, Sy(z):= / eVWdy
0
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et
t
vt >0, Ty(t):= / e 2V (S (B(s)) g,

0
Pour simplifier les notations, on écrit, quand il n’y a pas de confusion possible, S et T pour respecti-
vement Sy et Ty . De (4.4) et de la formule des temps d’occupation (1.3.2), on déduit une expression
du processus des temps locaux de X en fonction du processus Lp des temps locaux du mouvement
brownien B. Pour tout z € R et tout ¢ > 0,

Lx(t,z) = e V@ Lg(T71(t), S(z)). (4.5)

Pour étudier le comportement asymptotique de la diffusion, nous allons tout d’abord travailler a
milieu fixé.

Comme Brox dans le cas de lenvironnement brownien (voir [30]), on introduit le processus

X (V,t) := X(cV,t). Pour tout z € R, on note V¢(x) := ¢ 'V (c*x). Nous avons un lien direct
entre les lois de X, et de X :

Lemme 4.2.1. Pour tout ¢ fixé, conditionnellement a V, les processus (c_O‘X(V, czo‘t);t > O) et
(X(VE t);t > 0) ont méme loi.

Démonstration. Cela se vérifie aisément en utilisant (4.4). O

Par la définition du temps local (formule (1.3.2)), on obtient une relation analogue pour les pro-
cessus des temps locaux :

Corollaire 4.2.2. Pour tout ¢ fizé, conditionnellement a V,
les processus (LXC(VC7,)(t,x);t >0,x € R) et (c_aLX(V,.)(czat, cx);t >0,z € R) ont méme loi.

Nous allons tout d’abord énoncer un résultat de convergence pour le processus Lx,, pour en
déduire ensuite un résultat de convergence pour le processus Lx. Le comportement asymptotique de
Lx, a milieu fixé peut étre décrit uniquement en fonction du milieu pourvu que celui-ci soit un ”"bon”
environnement au sens de la définition suivante :

Définition 4.2.3. On appelle bon environnement toute trajectoire w € V vérifiant

1. liminfw(z) = —oo et limsupw(x) = +oo,
r—Fo00 Tr—Fo00

2. w est continue en ses extrema locaux et les valeurs prises par w en ces points sont 2 a 2 distinctes.

On note V l’ensemble des bons environnements.

Remarquons que lorsque V' est a trajectoires dans 17, le minimum m.(V') de la vallée standard de
V' de hauteur ¢ (voir Section 4.1.2) est bien défini.
On peut alors définir, pour tout ¢ > 0, pour tout r > 0,

aer = aer(Vin,) == sup{x < 0/Vi(x) > cr} et
ber = ber(Vin,) := inf {x > 0/Vpy, (z) > cr}

ou pour z € R, (V;(y),y € R) est 'environnement recentré en x : pour tout y € R,
Va(y) = V(z +y) - V(x).

On peut maintenant énoncer le résultat & milieu fixé, on note Py la mesure de probabilité P(:|V).
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Proposition 4.2.4.
On se donne deuz réels K > 0 et r €]0,1], et h une fonction réelle telle que lim h(c) = 1. Si 'V est

C—00

g(s):l.

Démonstration. On adapte la démonstration de la Proposition 3.1 de [13]. La démonstration de [13]
utilise la continuité du milieu au minimum m; et la renormalisation en temps et en espace (expliquée
en introduction) de la diffusion pour obtenir un mouvement brownien ainsi que pour son temps local.
Ces propriétés sont encore vraies pour le processus de Lévy. Donnons ici une esquisse du raisonnement,
pour plus de détails on se référera a [13].

Dans cette démonstration, on travaille conditionnellement & un milieu V. Au lieu d’étudier le
temps local jusqu’au temps e<(©) | on ’étudie jusqu’au temps o XC(eCh(C), my) ou la diffusion X, a passé
un temps ") au point my :

un bon environnement, alors pour tout § > 0,

LXC(BCh(C),ml + C—a$) f;: e_Cle(y)dy

ech(c) e—chl(c*am) -1

lim Py sup
c—+00 —K<z<K

Ve e R,vr <0, ox,(r,x) :=inf{t <0,Lx, (t,x) > r}.

On démontre que ce temps UXC(eCh(C),ml) est équivalent, en probabilité, a la multiplication des
deux temps e“"(©) et f;: e~ V1 (W dy. est-a-dire au sens suivant :
ox, (ech(c)7 ml)
h b”“ —cVm
e’ (¢) a e ¢ 1(y)dy

Vo >0, liI_iI_l Pv< -1

< 5) =1. (4.6)

11 suffit ensuite de montrer 1’équivalence, en probabilité, uniforme sur tout compact [—K, K] :

Ly, (ox.(€"9,my),my + ¢~ %x)

ech(c) —cViny (c™%x)

Vo > 0, lim Py < sup -1

c—+00 —K<z<K

< 5) =1 (4.7)

Pour démontrer (4.6), on sépare le temps oy, (e*(¢), m;) en deux parties : le premier temps of la

diffusion X, atteint le minimum m; que 'on notera 7x_(m;) et le temps passé ensuite par X, autour
du minimum jusqu’au moment ol la diffusion passe un temps e“(¢) au minimum :

ch(c) ch(c)

ox.(e 7m1)=TXc(m1)+<UXc(€ 7m1)—TXc(m1)>

Pour démontrer (4.7), on fait la méme démarche. On sépare le temps local
Lx, (UXC(eCh(C),ml), my + ¢ %z) en deux termes : le temps local de la diffusion X. au temps de
premieére atteinte du minimum (7x,(m1)) et au point my + ¢~ %z, et le temps local entre les temps
TXc(ml) et O’XC(GCh(C),ml) :

Ly, (ch(ed‘(c),ml),ml + c_o‘g:) = Lx, (1x,(my),my + ¢ “x)

+ (LXC(O'XC (GCh(C), ml),ml + c_o‘x) — LXC(TXC (ml),ml + c_o‘x)> .
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Dans ces deux décompositions, les premiers termes qui correspondent au temps jusqu’a I'atteinte
du minimum sont négligeables devant respectivement e®"(¢) f" e~ VmiWdy et eh(O)=cVmi(c72) geyls
les temps passés par la diffusion au fond des puits de potentiel ‘donnent une contribution. On recentre
alors la diffusion au minimum m; et on utilise la propriété de Markov fort.

O

On peut maintenant repasser au processus Lx et démontrer le théoréme suivant, résultat principal
de cette section :

Théoreme 4.2.5.
Soit X une diffusion dans un environnement aléatoire V. Si l’environnement V est un bon environ-
nement P-p.s. et qu’il existe o > 0 tel que V' soit a-stable alors pour tout K > 0, r €]0,1[ et 6 > 0,

g(s):l.

Remarque 4.2.6. Ce théoreme s’applique donc aussi dans le cas ou le processus V' est un mouvement
brownien fractionnaire.

ber —
L (ef,me + ) Jor €W dy

Qcr _ 1
ec e~ Vinc(z)

c—+00 —K<z<K

lim P( sup

Démonstration. Soit ¢ > 0, rappelons que V¢(.) := ¢ 1V (c*-). Par stabilité de V, les processus V' et
V¢ ont méme loi. Remarquons tout d’abord que, comme les trajectoires de V sont dans V, P-p.s., la
vallée standard est bien définie et de plus

m (V) = ¢ “m.(V),
ar( ncu(VC)) = ¢ “acr(Vin.(v)),
br(Vapvey) = ¢ “ber(Vin.(v))
et pour tout = € R,
vy (®) = Vo) (). (4.8)

En utilisant le changement de variable z = ¢®y, on obtient que

by ber
/ e VmiW gy = c_o‘/ eVme ().
ar Qcr

Maintenant en remplacant ¢ par ¢~2%¢e¢ et = par my(V¢) + ¢~ %z dans le Corollaire 4.2.2, on obtient
que, conditionnellement a V,

1
(LXC(VC7,)(C_2“eC,m1(VC) + ¢ %z),z € R) et <c—aLx(v7.)(€C,mc(V) +z),x € R) ont méme loi. De
plus, les processus V et V¢ ayant méme loi, on obtient finalement que

1
(LXC(V,.)(C_zo‘eC,ml(V) +c¢ %z),z €R) et (C—QLX(M_)(eC,mC(V) +z),x€ R) ont méme loi sans

<5) -
<5>.

conditionnement. Ainsi pour tous ¢ > 0, K >0, r €]0,1[ et 6 >0,

< LX(V,-)(eca m.(V) + x) f;” e—Vmc(y)dy
P sup
—K<z<K

cr -1
P sup
—K<z<K

eC e—Vmc(ac)

LXC(V,.)(C_zo‘eC,ml(V) ) :: e=Vm1 () dy

—CcVm, (c7%x)

-1

C—2a ec e
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. _ _2a . .
Pour conclure, il suffit de remarquer que ¢2%¢ = e(1=7108¢) ¢ 11141_1 (1-— 270‘ logec) = 1. Ainsi en
C—T00

utilisant la Proposition 4.2.4, on obtient le Théoreme 4.2.5. O

4.2.2 Loi limite du temps local renormalisé

On suppose maintenant de nouveau que notre milieu est un processus de Lévy a-stable avec o €
[1,2] et n’est pas un drift pur. De méme que la formule (1.3.2), on définit pour tout w € V, w(t) =
wt(t)14>0 + w™ ((—t)7)1i<o. On reprend les notations de la premiére partie :

h=inf{t >0, VT({t) - VT({t)>c} et ml =sup{t <75 VT() -V (t) =0}
Rappelons,
I = (V) +¢) vV (m})

et on définit similairement & partir de V —, les variables 7, m; et J. . Comme dit précédemment, on
peut montrer que le fond de la vallée standard m. est égal & m} si J < J et est égal & m_ sinon.

Proposition 4.2.7. Soit V un processus de Lévy stable d’indice o € [1,2] et qui n'est pas un drift

pur. Soit r €]0, 1] fixé.
e Vme

bre e~ Vime () dy

Qrc

Quand ¢ tend vers 400, le processus converge en loi (au sens de Skorohod) vers

eV
oo _y
f—oo e (y)dy )
P! la loi d’un processus de Lévy V conditionné a rester positif, et P! la loi du processus dual V'~
conditionné a rester positif.

ot la loi de V est P et, sous fP’(dw), wT et w™ sont indépendants et de lois respectives

Pour démontrer la Proposition 4.2.7, on a besoin des lemmes suivants. Le premier montre que
I'intégrale fj;o e~ V¥ dy est bien finie.

Lemme 4.2.8.
_ +o0o -
On a P-p.s. / e VWdy < .

—00

A

Démonstration. 1l suffit de démontrer I'intégrabilité sur R, pour le processus (V'(z),z > 0) de loi
PT.

On fixe t > 0. Démontrons 'intégrabilité de e~Ut ot on rappelle que U(t) = —V(L7(t)). Le
processus U est un subordinateur, il est donc caractérisé par son exposant de Laplace ¢y (voir Section
III.1, [16]) : pour tout A > 0,

E {e—w(w] — U\

Pour tout ¢ > 0, U(t) > 0 donc ¥y (1) > 0, on obtient alors que E [e_U(t)] = e~ est intégrable
sur Ry. En reprenant les notations de la Proposition 4.1.7, on a

U(t) = =V (d(t)) < Rv-v(t) — V(d(?)).
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D’apres cette méme proposition, le processus (Ry_y (t) =V (d(t));t > 0) est égal en loi au processus
VT Ainsi, E [e_m(t)] est également intégrable sur R, on déduit que eV est ]f”T—p.s. intégrable.
U

Lemme 4.2.9. Notons w une fonction cad-lag positive, telle que w(0) = 0 et continue en ses extrema.
Alors pour tout a < a <0< B<b, on a

b J&i
e~ Wy~ e~ W dy.
a C_>+OO (7
Démonstration.

b B a b
/ o) gy — / W) gy — / W) gy + / —w(®) gy
a o a 6

< |Oé o a|e—cmfy€]a o ‘|‘ |b ﬁ|e—cinfy€]ﬁyb[w(y).

Puisque w est positive et continue en ses extrema, pour tout x # 0, inf}, ,yw > 0 et infijgw >0 (voir

Remarque 4.1.4), donc lime—, 4 o f e~ W dy — fﬁ wWdy = 0
Par la méthode de Laplace,

1 b
lim — log/ —W) dy = sup(—w).

coreec Ja.b]
Puisque a < 0 < b alors sup), ,/(—w) = 0, ainsi ff e~ W dy = 29,

f e~ w dy fﬁ —cw(y) dy

lim lim e—cinf]a’a[w—cinf]ﬁ’b[w—o(c) =0.
c—~400 f e—cw(y) dy T =40
a
Ce qui implique I’équivalence. O

Démonstration de la Proposition 4.2.7. On suit la méme démarche que dans la démonstration de la
Proposition 4.1.14.
Il suffit de montrer que pour une fonction F' bornée continue dans la topologie de Skorohod et

telle que F'(w) = F(wli_g k),
F e
[ToeVwdy ||

_Vmc
Fl\ 57— =E
Jozz e Vectildy

En utilisant (4.8) et le fait que my € {my,m]},

Pl )| &
f;rc e_Vmc(y)dy B

lim E

c——+00

E
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F ( e_cvm1(67a') ) _]
m;=m .
br ) 1
c ar © chl(y)dy
Les deux parties de la somme vont se traiter de la méme facon, on se contente donc d’étudier
la premiere. D’apres le Lemme 4.2.9, il suffit de prendre I'intégrale de —my V a, a b,. Par définition,

le processus <T7(t),t > 0) a pour loi P! et le processus (f/((—t)_),t > 0) a pour loi P, de plus ils

sont indépendants. On les note alors respectivement V' et V1. En utilisant le fait que my = mf si et

seulement si J;” < J; et le résultat de la Proposition 4.1.7, on obtient

E

—cVim, (™)
E|F be i ,mlsz,%ﬁml/\Tl(V) =
P € 1y c .
e—cf/(c’a-) _ - K .
E|F A fi (VT (Tl)> < <l An (V) (4.9)

ou a, by, J1+ et J; sont définis de maniere analogue a a,, by, J1+ et J; mais a partir du processus V :

ar = ml\/inf{xEO/VT(a:) >7‘},
by = inf{:ﬂZO/VT(:E) >7‘},
JF o= <1 - VT(’I’?LD) V[ sup VI — VT(m{) ,
10,174
et J; = (1 — WT(mI)> V[ sup Wi — WT(mI)
J0,mi]

ott W' est un processus de loi P! indépendant de V. Pour simplifier les notations, on notera F; 5

—cV(e™™)
pour <ca fﬁ%r' ecV(y)dy>
Comme dans la démonstration de la Proposition 4.1.14, on se fixe € > 0 et on sépare les différents

termes de I'espérance en fonction de (V(t),0 <t < al), (V(t),0r <t < a5) et (V(t),02 < t), ot :

ol :ae(fﬂ):inf{t>0/fﬂ(t)_g(t)ZOet 3s < t,V1(s) = V1(s) >e},

ot =0 (V1) = inf{t > 0/VI(t) = Vi(t) =0et 3s < t,V(s) - VI(s) > s} ,

pour obtenir I'indépendance asymptotique de F; 5. de V1(7y) et de j1+ .
Etudions 'hypothese jf' < jl_ , et notons

M, = sup VI — VT(m{) et M, = sup VI — VT(m{)
0,7 100
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FIGURE 4.6 — Le processus V.

et ] T 2N M M WM\M

Pour e suffisamment petit, M, < M., dans ce cas : 01 < m{, sup} 1[VT = sup|, 4 1[VT et

VT(m{) =Vl + VT (m1 — o). De plus, pour ¢ suffisamment petit, o2 < 7 (V1), ainsi

j1+ = ¢ (VT(O';)) avec ¢ () = (1 -z — VJTl (m{ — ag)) V| sup VT + VT ( - a;)
) okl |
On raisonne comme dans la démonstration de la Proposition 4.1.14 en utilisant le Lemme 4.1.15.
On utilise le Lemme 4.2.9 pour 'intégrale dans la fonction F' et on remarque que

K K
lim ]P’< <] An(vT)> = lim P <—a < o} Aa§> = 1.

c——+00 c——+00 C

En reprenant (4.9), on obtient

- K
lim E |:Fﬁr,5r fl (VT (Tl)) Jl < Jl _a

c——400

m{ /\Tl(VT):| =

lim lim E [F 12 X2 <VT( )) X1 <VT( )) )

e—0c—+o0

2=

ou

i(z) = P((l—x—VT( ))\/M+<J1) et

x2(x) = E [fl (a: + VT(Tl_x)ﬂ .

On a de plus, lim._,g x1 (VT(JQ)) =P(J; < J7) = P(m; > 0) et lim._qx2 (V1(c2)) = 1 d’apres
(4.3). On obtient alors :

lim lim ‘E [Famgr <P(m1>0) X1 (VT( )) X2 (VT ))”‘0

e—0c—+o0
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On utilise la stabilité de V1 et de V1 (voir Lemme 4.1.13). De plus, pour tout r €]0,1[, lim a. =

c——400

—coet lim by = 400 p.s., donc dans la topologie de Skorohod

eV
c——+o00 ]::c‘ e*V(U)dy

sur [—K, K]. Ainsi
e

e—chl(c’a-) V
F m; =mt Fl— )| P(m, >0).
(Ca ff e VmWdy o [T e VWdy (m1>0)

En étudiant de maniere similaire le cas m; = m] , on obtient :

e—chl(c*a-) 6_‘7
F e Fl—C )| Pm, <0).
<caff: gy ) T e vog )| ™ <Y

Ce qui conduit au résultat.

-V
e
converge vers TFo v
‘/700 e (y)dy

. v
lim E

c——400

=E

lim E

c——400

=E

0

En utilisant le Théoreme 4.2.5 et la Proposition 4.2.7, on déduit le Théoreme 1.3.9 énoncé dans
I'introduction.
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Notations

Notations utilisées dans la partie Elagage d’un arbre aléatoire de Lévy :

D(R4+,R) Tespace de Skorohod des fonctions cad-lag f: Ry — R.
£ convergence en loi dans ’espace de Skorohod.
£ égalité en loi.
B(E) ensemble des fonctions f : E — R mesurables muni de sa tribu borélienne.
B (F) ensemble des fonctions f : E — R4 mesurables muni de sa tribu borélienne.
M(E) ensemble des mesures o-finies sur F muni de la topologie de la convergence vague.
M4(E) ensemble des mesures de masse finie sur £ muni de la topologie de la convergence faible.
X processus de Lévy d’exposant de Laplace .
X () processus de Lévy d’exposant de Laplace 1.
XM subordinateur d’exposant de Laplace ¢;.
processus d’exploration associé a X.
p(o) processus d’exploration associé 4 X©).
oM processus d’exploration associé & X et tel que pf = p.
H processus des hauteurs associé a X.
Hs,t = inf[&g H.
S = (p,m"d, m*°) serpent de Lévy marqué.
P, loi de p partant de u.
Py loi de S partant de (u,IT).
Py = Pys,-
P loi de S partant de (i, II) et tué quand p atteint 0.
Ay saut de X au temps s.
It = inf[07t} X.
I} = infj, 4 X.
N mesure d’excursion associée & X — I (ou p, ou §) hors de 0.
N, mesure d’excursion de longueur r.
J ensemble des temps de sauts de X.
JO ensemble des temps de sauts marqués.
Tt ensemble des temps de sauts non marqués.
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o =inf{t > 0; p; = 0}.
& = inf{t > 0; p; = O}.
o© = inf{t > 0; p{¥ = 0}.

T s loi de o.

F filtration engendrée par S.

F filtration engendrée par S.

Fle)k filtration engendrée par (Ss,T; < s < S7. 1 —)seqo,... k—1}-
A processus de fragmentation.

(vp,7 > 0) famille des mesures de dislocation associée au processus A.

Notations utilisées dans la partie Diffusion aléatoire en milieu Lévy :

1% ensemble des fonctions w : R — R cad-lag et telles que w(0) = 0.
VT ensemble des fonctions w : Ry — R cad-lag et telles que w(0) = 0.

1% ensemble des fonctions w : Ry — Ry cad-lag et telles que
w(t) >0 pour 0 <t < o(w) et w(0) =w(t) =0 pour t > o(w).
o(w) = inf{t > 0,w(t) = 0}.

% ensemble des bons environnements.

wt(z) = w(z) pour x > 0.

w™(z) = w((—z)~) pour x > 0.

£ convergence en loi dans I’espace de Skorohod.

£ égalité en loi.

|4 environnement aléatoire Lévy.

1% processus de Lévy de méme loi que V.

V1 processus de Lévy V conditionné a rester positif.
V1 processus de Lévy V conditionné a rester positif.

Vi(z) = V1(x)lys0 4+ VI(z)1.<o.

X (-) = X(V,+) diffusion aléatoire sur le milieu aléatoire V.
(Lx(t,x))t>0zer processus des temps locaux de la diffusion X.
L% (t) = sup,er Lx (t, ).

P loi de I’environnement V.

P loi de la diffusion X (V/,-) sur le milieu aléatoire.

Py loi de la diffusion conditionnellement & I’environnement V.
P! loi du preessus V1.

Pt loi du processus VT

PT:¢  loi du preessus VI arrété au temps 7.(V71).

Pl¢  loi du processus V1 arrété au temps 1!

EC loi du processus K arrété au temps m .

P¢  loi du processus V arrété au temps 7.(V).
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(pe;me,qe)  vallée sandard de hauteur c.
K(t) = inf[o,t] V.
V(t) = suppq V-
g(t) = inf[t7oo[Y.
N

mesure d’excursion de V' — V hors de 0.
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Guillaume VOISIN

Elagage d’un arbre de Lévy - Diffusion aléatoire en milieu Lévy.

Résumé : Se donnant un mécanisme de branchement critique ou sous-critique, on définit une

procédure d’élagage de I'arbre aléatoire continu de Lévy associé. Cette procédure d’élagage est définie
en plagant des marques sur I'arbre grace a des techniques de serpent de Lévy. On démontre alors que le
sous-arbre obtenu apres élagage est encore un arbre aléatoire continu de Lévy. Ce résultat est démontré en
utilisant une propriété de Markov spéciale et un probleme de martingale pour les processus d’exploration.

On construit ensuite, par couplage, une autre procédure d’élagage qui définit un processus de
fragmentation sur ’arbre. On calcule la famille de mesures de dislocation associée a cette fragmentation.

Dans un deuxieme travail, on considere une diffusion aléatoire dans un milieu Lévy stable. On montre
que le processus des temps locaux renormalisé et recentré au minimum de la vallée standard de hauteur
logt, converge en loi vers une fonctionnelle de deux processus de Lévy conditionnés a rester positifs
indépendants. Pour démontrer ce résultat, on montre que la loi de la vallée standard est proche de celle
de deux processus de Lévy conditionnés a rester positifs concaténés en 0. On obtient également la loi
limite du supremum du temps local renormalisé.

Mots-clés : Arbre aléatoire continu (CRT), Elagage, Fragmentation, Processus de Lévy, Diffusion, Milieu
aléatoire.

Pruning of a Lévy tree - Random diffusion in a Lévy environment.

Abstract : Given a general critical or sub-critical branching mechanism, we define a pruning proce-

dure of the associated Lévy continuum random tree. This pruning procedure is defined by adding some
marks on the tree, using Lévy snake techniques. We then prove that the resulting sub-tree after pruning
is still a Lévy continuum random tree. This last result is proved using the exploration process that codes
the CRT, a special Markov property and martingale problems for exploration processes.

We then construct, by coupling, an another pruning procedure which define a fragmentation process
on the tree. We compute the family of dislocation measures associated with this fragmentation.

In a second work, we consider a one-dimensional diffusion in a stable Lévy environment. We show
that the normalized local time process refocused at the bottom of the standard valley with height logt
converges in law to a functional of two independent Lévy processes conditioned to stay positive. To prove
this result, we show that the law of the standard valley is close to a two-sided Lévy process conditioned
to stay positive. We also obtain the limit law of the supremum of the normalized local time.

Keywords : Continuum random tree (CRT), Pruning, Fragmentation, Lévy process, Diffusion, Random
environment.
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