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Résumé

Ce travail de these est consacré a deux themes de recherche en Calcul Scienti-
fique liés par 'approximation numérique de problemes en mécanique des fluides.

Le premier theme concerne I'approximation numérique des équations de Stokes,
modélisant les écoulements de fluides incompressibles a vitesse faible. Ce theme
est présent dans plusieurs travaux en Calcul Scientifique. La discrétisation en
temps est réalisée a 1’aide de la méthode de projection. La discrétisation en es-
pace utilise la méthode des éléments finis mixtes hybrides qui permet d’imposer
de fagon exacte la contrainte d’incompressibilité. Cette approche est originale : la
méthode des éléments mixtes hybrides est couplée avec une méthode d’éléments
finis standards. L’ordre de convergence des deux méthodes est préservé.

Le second theme concerne la mise au point de méthodes numériques de type
volumes finis pour la résolution de I'équation Level Set. Ces équations inter-
viennent de maniere essentielle dans la résolution des problemes de propaga-
tion d’interfaces. Dans cette partie, nous avons développé une nouvelle méthode
d’ordre 2 de type MUSCL pour résoudre le systeme hyperbolique résultant de
I’équation Level Set. Nous illustrons ces propriétés par des applications numé-
riques. En particulier nous avons regardé le cas du probleme des deux demi-plans
pour lequel notre schéma donne une approximation pour le gradient de la fonction
Level Set. Par ailleurs, ’ordre de précision attendu est obtenu avec les normes L,
et Lo, pour des fonctions régulieres. Pour finir, il est a noter que notre méthode
peut étre facilement étendue aux problemes d’Hamilton-Jacobi du premier et du
second ordre.



Abstract

This thesis work is devoted to two research topics in Scientific Computing
related to the numerical approximation of problems in fluids mechanics.

The first topic relates to the numerical approximation of Stokes equations,
modelling the "slow” flows of incompressible fluids. It considers the approximation
by a method of projection for the discretization in time. The discretization in
space uses the finite element method mixed hybrids making it possible to impose
in an exact way the incompressibility constraint. This approach is original since
it allows to couple the hybrid mixed finite elements with a method standard finite
element while preserving the order of convergence of the two methods.

The second topic relates to the development of finite volume schemes for the
resolution of the Level Set equation. These equations intervene in an essential
way in the resolution of problems of propagation of interfaces. In this part, we
developed a new second order method of MUSCL type to solve the hyperbolic
system resulting from the Level Set equation. We illustrate these properties by
numerical applications. In particular we looked at the case of the problem of the
two half-planes for whieh our scheme gives an approximation for the gradient of
the level set function. In addition, the expected order of accuracy is reached for
the standard L; and L., norms for regular functions. Finally, it should be noted
that our method can easily be extended to Hamilton-Jacobi problems of first and
second orders.
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PARTIE 1

UNE METHODE MIXTE
HYBRIDE POUR LES
EQUATIONS DE STOKES
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Introduction

La méthode de projection est la technique la plus fréquemment utilisée pour la
résolution numérique des équations Navier-Stokes incompressibles. Cette méthode
est en particulier largement répandue dans les simulations numériques directes
d’écoulements turbulents. En pratique, la méthode de projection est combinée
avec une technique de discrétisation spatiale, de type différences finies (Bell et al.
[3]), ou éléments finis (Donea et al.[13], Gresho et Chan [24]), ou approximations
spectrales (Ku et al. [24]).

Les méthodes numériques de projection ont en commun le fait qu’elles dé-
couplent, a chaque pas temps, I’équation de quantité de mouvement et I’équation
d’incompressibilité. Ainsi, on résoud successivement :

— I’équation de mouvement avec une pression connue, ce qui conduit a la

résolution d’un probleme elliptique bien conditionné ;

— la projection du champ de vitesse ainsi obtenu dans un espace de fonctions a
divergence nulle. Ceci se traduit par la résolution d’une équation elliptique
dont I'inconnue est la pression. Cette équation est en fait de type Darcy
et le choix d’une bonne méthode numérique pour cette étape détermine la
qualité de la solution obtenue.

Nous présentons, dans ce travail une nouvelle méthode d’éléments finis mixtes
hybrides pour la résolution de I'étape de projection. Ceci assure des propriétés
de conservation de la masse pour la solution obtenue. De plus, nous verrons que
la stabilité du schéma numérique est mise en évidence a travers plusieurs essais
numeériques.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les outils fondamentaux a la mise
en oeuvre de la méthode des éléments finis mixtes utiles pour la suite. Dans le
chapitre 2, nous présentons une approximation par éléments finis mixtes hybrides
des équations de Darcy dans laquelle I’élimination de la vitesse s’effectue aisément,
facilitant ainsi 'implémentation de 1’étape de projection. Nous terminons cette
partie, par le chapitre 3 qui nous permettra d’appliquer les résultats de 1’étude
précédente aux équations de Stokes instationnaires. Enfin, nous réalisons quelques
expériences numériques pour illustrer la convergence de notre méthode.

13






Chapitre 1

Quelques rappels sur la méthode
des éléments finis

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils fondamentaux a la mise en
oeuvre de la méthode des éléments finis mixtes que nous utiliserons pour ap-
procher les équations de Stokes. Nous rappelons les résultats classiques sur les
formulations variationnelles standards et mixtes, aussi bien dans le cas conforme
que non conforme. Nous rappelons également une liste de plusieurs espaces de
polynomes ainsi que celle des espaces éléments finis correspondants. Nous termi-
nons, en donnant les résultats d’estimation d’erreurs pour 'approximation par
éléments finis non conformes du probleme de Poisson.

1.1 Problemes abstraits

Cette section est consacrée a quelques résulats théoriques utiles pour ’étude

des équations aux dérivées partielles que nous rencontrerons au cours de la pre-
miere partie.
On se donne deux espaces de Hilbert V' et () munis des normes respectives ||.||,,
et ||||Q V' et Q" sont leurs espaces duaux respectifs. On note par < .,. >y et
< .,. >« les crochets de dualité entre VietVetQ etQ.Enfin,a:VxV —R,
a:QxQ—R, etb:V x@Q — R sont trois formes bilinéaires continues.

1.1.1 Formulations standards

Nous supposons que la forme bilinéaire a’ est elliptique, ¢’est-a-dire qu’il existe
a > 0 tel que

d(q.q) > allqly, YqeQ.

15



1.1. PROBLEMES ABSTRAITS

Le probleme abstrait qui nous intéresse est le suivant :

{Trouver p € Q tel que (1.1.1)

adp,q) =< f,q>gxo VqEQ,

onfeq.

Par le théoreme de Lax-Milgram (voir [17]), le probleme (1.1.1) admet une
solution unique.

Soit @, un espace vectoriel de dimension finie muni de la norme ||.||,. Cet
espace est destiné a approcher 1'espace ().
Si @)y, est un sous-espace de (), on définit le probleme approché :

{Trouver ph € Qy tel que (1.1.2)

a/(ph7Q) =< f7 dn >Q/><Q \V/q S Qh.

C’est encore le théoreme de Lax-Milgram qui garantit I'existence d’une solution
unique au probléeme en substituant ’espace @), a 'espace Q.
Une majoration de I'erreur ||p — py||, est donnée par (cf. [17]) :

el
(07

— < inf — , 1.1.3
Ip=pallg < 50 inf o=l (113)

Si Qp, n’est pas un sous-espace de (), nous avons besoin d'une extension aj (., .)
de la forme bilinéaire a'(.,.) sur Qp x @, telle que a},(p, q) :/a’(p, q) Vp,q€Q.
Nous avons également besoin d'une extension fj de f sur @), telle que
<Ina>g g, =<fa>gxq Yi€Q

Nous supposons de plus qu’il existe a > 0 tel que

a (g an) > allanlly,  Van € Qn.

Le probleme approché est alors défini par :

{Trouver Pr € Qp tel que (1.1.4)

ay,(pry @) =< fn: 4 >q v, V4 E Qn

La encore, nous utilisons le théoreme Lax-Milgram pour garantir 'existence et
I'unicité d’une solution. Pour cela, il suffit de vérifier la continuité de la forme
a}z(., .) sur Qp X @, et son ellipticité sur Q. Dans ce cas, il n’est pas en général
possible d’assurer ces hypotheses a partir de celles du probleme continu. Nous
rappelons aussi 1’évaluation de 'erreur abstraite. Par rapport au cas précédent,
nous introduisons l’erreur de consistance

rh(p)(an) = ap(p — pr,an) Y an € Q.

16



CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Ceci nous amene a définir la norme

* CL, P — DPn,4hn
Irnp)l; = sup 124 )
9nEQR HQhHQh

Le lemme de Strang (voir [17]) nous dit alors :
o=l <~ @l + (14 120) e pp-all, 1s)
e’ « ahEQR

1.1.2 Formulations mixtes
Nous définissons le probleme suivant :
Trouver (u,p) € V x @ tel que

a(u,v) +b(v,q) =< fiv >y, YV EV, (1.1.6)
b(u,q) =< 9,4 > «g Vg €eQ,

ou feV' ge @ sont donnés.

Nous rappelons d’abord quelques caractérisations de la condition inf-sup de
Brezzi ([17]). Pour ce faire, nous introduisons un sous espace de V noté V et
défini par

Vo={veVibv,q) =0 YqgeQ}

Vb est un sous espace fermé de V' grace a la continuité de la forme bilinéaire b
sur V x (). Par conséquent, V; est un espace de Hilbert. Nous définissons I'espace
polaire et 'orthogonal de V} respectivement par

Vo ={heV; <huv>p =0 Yve Vil
Vib={veV; (v,w)=0 Ywec
Proposition 1.1.1 (Brezzi [5]). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

b
1. 36 > 0 tel que inf supM > 0.
a€Quev |v]ly llallq

2. Il existe un isomorphisme B’ de Q sur Vy ° vérifiant les propriétés suivantes :
/ 1 !
b(v,q) =<v,Bq>yp,y YqeQ, o< 3 1Bqlly -
3. Il existe un isomorphisme B de V- sur Q' vérifiant les propriétés suivantes :

1
b(v,q) =< Bv,q >qg .o VvE Vit o]y, < 3 ||Bv||Q/ )

17



1.1. PROBLEMES ABSTRAITS

Les conditions d’existence et d'unicité d’une solution au probleme (1.1.6) sont
données par le

Théoréme 1.1.1 (Brezzi [5]). On suppose que :
1. Ja > 0 tel que a(v,v) > aljv|}, Vv eV,

b(v
2. 46 > 0 tel que mf supg > 3.
1€Q vev ||V]|y, HQHQ
Alors pour tout f € V' et pour tout g € Q', le probléeme (1.1.6) admet une
solution unique (u,p) € V- x Q. De plus, cette solution vérifie les estimations :

lolly <+ (Hfl\v 1 lal HgHQ) (1.17)
HpHQ_—(HfHV lla} i (Hva llal HgHQ)) (1.18)

Nous nous intéressons maintenant au probleme mixte discret. Selon que les
espaces d’approximations sont inclus ou non dans les espaces continus, deux cas
se dégagent.

Le cas conforme

Soient Vj, C V et @), C @) deux espaces de dimension finie. Considérons le
probléeme mixte approché :

Trouver (up, pn) € Vi X Qp tel que
a(un, vn) + b(vn, qn) =< f,vp > Vup € Va, (1.1.9)
b(un, qn) =0 Van € Q.

On définit V;;, comme suit :

Vo, = {vn € Vius b(un, qn) =0 Vg, € Qn}.

De maniere générale, V; n’est pas inclus dans V. Pour obtenir I'existence et
I'unicité d’une solution au probleme (1.1.9), il suffit de vérifier les hypotheéses
du théoreme 1.1.1. Comme V;, C V et @, C @, alors la continuité des formes
bilinaires a et b sur Vj, x V}, et V), x @), est immédiate. Mais Dellipticité de a
sur Vj ne s’étend pas forcément a l'espace V. En revanche, si a est elliptique
sur V, alors elle I'est également sur Vj, et donc sur Vj ;. Quant a la condition
inf-sup, méme si elle est vérifiée par le probleme continu, cela n’est pas toujours
le cas pour le probleme discret. L’étude de 'existence d’une solution unique au
probleme (1.1.9) révient & donc a vérifier la condition inf-sup discrete.

Examinons maintenant la convergence de la solution discréte (uy, py) vers la
solution continue (u,p). D’apres [17], nous avons immédiatement

U — U <[(14++— inf ||lu— 4+ — inf — .
I wlly < ( o ) oncVon I HV ameon Ip QhHQ
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Mais la majoration ci-dessus ne fait intervenir que la quantité invf luw —vnly
VR EVO, R

que 'on ne sait pas évaluer. Pour obtenir une majoration par inf |u — vy, rap-
v EVY

pelons tout d’abord la notion de condition inf-sup discréte pour la forme bilinéaire
b:

b
36, > 0 tel que inf sup SOV
9n€Qn v, eV, ||Uh||vh ||Qh||Qh

> By (1.1.10)

Ensuite considérons la proposition suivante.

Proposition 1.1.2. On suppose que la forme bilinéaire b est continue sur Vi x Qy,
et vérifie la condition inf-sup (1.1.10) alors Vu € V

UhEVO,h wp EVY,

b
inf |ju— | < (1—|— M) inf [Ju—wsly -
B

Une démonstration de cette proposition peut étre trouvée dans [30].
La conséquence immédiate de la proposition 1.1.2 est la majoration :

a b
o= wly < (1 220) (14 B0) g g,
b (1.1.11)
T Jof lp—anllq-

Nous terminons en donnant la majoration de |[p — pl|, :

la] || I ||b||
lp = pallg < Jof lu —willy,
L Lol
"

5— 1+ —
i ol
# (14 120 ) o ailo.

(1.1.12)

Le cas non conforme

Nous examinons maintenant le cas ou les deux espaces V}, et (), ne sont pas
inclus dans V' et Q. De ce fait, nous nous donnons deux formes bilinéaires a(., .)
et bp(.,.) sur V;, x Vj, et Vj, x Qp. Nous notons par oy la constante d’ellipticité
de an(.,.) sur Vg, et par (3, la constante provenant de la condition inf-sup de la
forme by (., .).
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1.1. PROBLEMES ABSTRAITS

Nous cherchons donc a résoudre le probleme suivant :

Trouver (up, pn) € Vi x Q, tel que
an(un, vp) + by (v, qn) =< f,on > Yy, € Vi, (1.1.13)
bn(un, qn) =< g, qn > Vaqn € Q.

A T'inverse du cas conforme, il n’est en général pas possible d’assurer certaines
hypotheses a partir de celles du probleme continu. Ce n’est plus seulement la
condition inf-sup qu’il faut vérifier, mais il faut s’assurer explicitement de la
validité des trois autres hypotheses.

Nous donnons maintenant une majoration d’erreur abstraite. On définit

h(w, p) (V) = ap(u — up, vp) + bp(vn, p — pr), Yo € Vi,

et

s (u, p)||% = sup lan(w — up,vp) + bp(vn, p — pr)|
h v EVY ||Uh||Vh

D’apres [17] nous avons

an B
o= wnll < (14 2204 g ) ing o wnl 2 it ol

En utilisant la proposition 1.1.2, nous pouvons majorer comme suit :

’U}hEV()yh

: owll Y .
f — <1 f —
ng =l < (14 520) it

et nous obtenons finalement la majoration de |ju — uy||, :

- <|(1+— + — 1+ == f —
| —up|l, < ( o, ||7"h( 218 A ;{Ieth lu— v,

+ — inf —
/Bh an€Q }LHp q}lHQh

(1.1.14)

Par conséquent, nous avons la majoration de [[p — pallo, :
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

il (,, el , 3 N (1 Il
_ < IR0 (g N2e00 1+ 220 inf fu—
Ip=pllg, < 75 (14 Tmt )l ) (14 1) inf el

h v EVR

lanll 1[0al] | 16a]l .
+( 1+ + inf —
< anfBn By ) anQn Ip QhHQh

1 :
+ — |Irulu, p)|l;, -
5 It o)l

(1.1.15)

Les estimations d’erreur ont donc une forme identique a celles du cas conforme,
seulement il apparait en plus un terme de non consistance en rp,(u, p).

1.2 Espaces fonctionnels

Nous définissons maintenant les espaces de fonctions qui nous seront utiles
tout au long de la premiere partie.
Soit © un domaine borné de R?, de frontiere réguliere I' et soit 7 la normale unité
extérieure a I'.
Nous commengons par introduire les espaces de Lebesgue LP(2),1 < p < oo,
des fonctions définies sur §2, a valeurs dans R, et p-intégrables. Nous considérons
ensuite les espaces de Sobolev H*(Q2), k € N, des fonctions définies sur €, & valeurs
dans R?, et a dérivées partielles jusqu’a I'ordre k, au sens des distributions, dans
L*(2); et I'espace

Hy() == {g € H'(Q); ¢ =0sur I'},

dont I'espace dual est noté H~1(Q).
Nous utilisons (.,.) pour désigner le produit scalaire a la fois dans les espaces
L2(2)? et L?(2). Nous munissons I'espace H*(Q), k € N, de la semi-norme

1/2

lql0 = Z/QWIQF dx 5

|ax|=k

et de la norme
1/2

2
lalo = 3 / 0%g de |
o<k V&

ou

0™ 02 g

0% = Sk
T oy out
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1.2. ESPACES FONCTIONNELS

a = (ay,az) € N2 et |a] = aj+ay. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous allégeons
nos notations par |.,, et |.||,. En particulier, ||.||, est la norme de 'espace L?*().

Nous aurons aussi besoin des espaces de Hilbert L2(Q), et H(div; () définis
par

12(Q) = {qg € L*(Q); / gda = 0},

et
H(div;Q) := {w € L*(Q)? divw € L*(Q)},

et munis respectivement des normes

1/2
2
lally == ( [1a da:) |
Q

2 . 2 2
lwllgy = (lwla@p + Idivelae)

Nous noterons par Hy(div;Q) et H(div? Q) les sous espaces de H(div;)
suivants :

et

Hy(div; Q) :={w € H(div;Q); w-n =0sur '},
H(div®; Q) := {w € H(div;Q); divw = 0 dans Q}.

Nous rappelons que la trace de w - sur I" (voir [25]) est définie par dualité
<w-n,p >:/(w-Vg0—|—g0divw) de, Ve H(Q). (1.2.1)
Q

Nous notons par H'/2(T) le sous espace de L?(T") des traces des fonctions de
H'(92) muni de la semi-norme

= inf qli o,
|M|1/2,F {qul(Q)ﬂJ\F:M}‘ |1,Q

et de la norme

= inf )
HNH1/2,F (aeHV(9); g1} HQHMZ

L’espace H'Y?(I') est un espace de Hilbert. De plus, I'injection canonique de
H'Y2(T') dans L?(T") est continue. Nous désignons par H~'/2(T") le dual topo-
logique de I'espace H'/?(I") muni de la norme

= inf o
[T N 1

Pour les problemes dépendant du temps, nous aurons besoin des espaces
L*0,T; L*(Q)) et LP(0,T; H*(Q)) :

L3(0,T5 L) = {0:2 x (0,T) —Rs Ju(.,£)]ly & L*(0, T) pour presque tout t},
LP(0,T; H*(Q))={v:Q x (0,T) —R; ||v(.,t)||, € L?(0, T) pour presque tout ¢},

pour 7" > 0 donné.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

1.3 Espaces d’approximation

Dans cette section, nous définissons une triangulation du domaine 2. Ceci
nous permettra d’introduire les espaces éléments finis nécessaires a la mise en
ouvre de la méthode des éléments finis.

1.3.1 Maillage

On suppose que le domaine €2 est un polygone. Soit A > 0 et 7, un maillage
de €2 constitué de triangles de longeurs d’arétes inférieures ou égales a h avec
card 7, = Np. On note par

— &} Pensemble des arétes intérieurs de 7}, de cardinal N;,

— 5,’: I'ensemble des arétes frontieres de 75, de cardinal Ny,

— &, 'ensemble des arétes de 7j, de cardinal N, = N; + Ny.

Si e € &, nous noterons par

— P. 'ensemble des triangles contenant ’aréte e,

— M, le milieu de 'aréte e,

— |e| la longueur de 'aréte e.

Si e € &, nous lui associons deux triangles T et T¢ et nous notons par

— 9 (resp. v?) la normale unité extérieure au triangle T (resp. T9),

— 19 (resp. 7¢) le vecteur tangent a l'aréte e tel que le repere (179,v9) (resp.

(7%, v%)) soit orthonormé.

Soit T' € 7},, alors pour 1 < i < 3, on note par

— a; le i-eme sommet du triangle T,

Al 1a i-eme coordonnée barycentrique du triangle T,
— ¢, I'aréte opposée au sommet a; 7,

— b;r le milieu de I'aréete e; 7.

Enfin, on désigne par

— v la normale unité extérieure au triangle T,

— 7 le vecteur tel que le repere (7, v) est orthonormé,
— &Er I'ensemble des arétes de 1’élément T,

— |T'| laire de I’élément T

1.3.2 Espaces de polynomes

Soit T' € 7}, nous rappelons les espaces de polynomes classiques :

— l'espace Py(T'), k € N, des polynomes de degré < k définis sur 7,

— lespace Pi(T), k € N, des polynémes homogenes de degré < k définis sur
T

— Despace Py(e), e € &, des restrictions a e des polynomes P, qui nous permet
de définir ’espace

Rp(9T) = {¢ € L*(9T), ¢c € Pi(e), Ve € Er}
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1.3. ESPACES D’APPROXIMATION

et
Tp(0T) = Ry(9T) N C°(JT).

Nous rappelons aussi l'espace de Raviart-Thomas d’ordre k (voir [5]), noté
RT(T), avec en particulier

ay + bx

- . 2, —
RTH(T) :={w : T — R w(z,y) = (a2 by

> ) (l‘,y> € RQJ ap, az, b € R}?

et

Enfin
DY(T) := {w € RTY(T); divw = 0}

est le sous espace de RT7(T) des champs a divergence nulle.

1.3.3 Espaces d’éléments finis

Nous définissons I'espace QF par
Qn={a€ L*(Q): qr € Px(T) YT € T}
Nous savons que 'espace QZ’C, défini par
v ={a € C°Q); qr €PYT) VT €T},

est un espace d’approximation conforme de I'espace H'(£2). Nous considérons par
ailleurs l'espace d’approximation P; non conforme (voir [12])

1,nc

V= {q € Q}, q est continu au point b;p, 1 <i <3, VT € T}

1 . .
L’espace @, est muni de la semi-norme

1/2
|qnly = (Z/W%F dfl?) ,
TeT, T

1/2
lanlly = (Z thHiT> :

TeTy

et de la norme

Soit

Vi = {w € H(div;Q); wyr € RTi(T) VT € Tp}, k>0,
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

I’espace élément fini de Raviart-Thomas d’ordre k. Pour relaxer la contrainte de
continuité des composantes normales des fonctions de H(div;{2), nous introdui-
sons ’espace

Vi = [] H(div;T)
TET,
que ’on munit de la norme

1/2
”deiv,h = <Z (HwH(Q)T+ ”dinH?),T)) :

TeT,
Nous notons par Y}? le sous-espace de Y}, constitué des fonctions a divergence
nulle sur chaque élément 7' € 7}, :
vy =[] H(div% 7).
TeTy,
Nous considérons les espaces d’approximation de Y} suivants :
Vi = {w € L§(Q)% wyr € RT(T), VT € T} = [ RTu(T).
TeTy
Enfin,

DY = {w € V}}; divw = 0}

est le sous-espace de W)l des champs & divergence nulle qui n’est rien d’autre
qu'un espace d’approximation pour Y;).

La contrainte de continuité des flux des fonctions de H(div;€2) sera prise en
compte par un multiplicateur de Lagrange appartenant a 1’espace suivant :

My = {p = (pr)rez,; 3g € H'(Q) N LY(Q); pr = qor VT € Tp}.

Notons que M), est un sous-espace de H HY2(dT). Nous le munissons de la
TeTh

1/2
2
|,U|1/2,h = (Z |,UT|1/275T> )

TeTn

semi-norme

et de la norme

1/2
2
||NH1/2,h = (Z ||/~LT||1/2,8T> :

TeT),
De plus, en notant

la réunion des arétes du maillage, nous pouvons définir les espaces d’approxima-
tion de M;, suivants :

Mf = {p € L*(0); pe € Pe(e) Ve € &, / pds =0}.
O
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1.4. PROBLEME DE POISSON

1.4 Probleme de Poisson

Nous terminons ce chapitre par l'illustration du probleme (1.1.4). Pour cela,
nous considérons une approximation non conforme d’ordre 1 du probleme de Pois-
son (voir [12, 21]). Nous verrons dans le chapitre 2 que cette discrétisation nous
permettra de démontrer des estimations d’erreur pour certaines approximations
du probleme de Darcy.

1.4.1 Position du probleme

Etant donné f € L2(Q), le probleme de Poisson avec condition de type Neu-
mann homogene consiste a chercher p : €2 — R tel que :

—Ap=f dans (),

o 1.4.1
o9 _ 0 sur I'. ( )

on

Commengons par rappeler une formulation variationnelle du probleme (1.4.1) :

{Trouver p € HY(Q)N L) tel que (1.4.2)

d(p,q) = (f.q) Vge H(Q)NLHQ).

Le probleme (1.4.2) admet une solution unique grace au théoreme de Lax-
Milgram (voir par exemple [12]).
1.4.2 Approximation P; non conforme

Comme Q" ¢ H'(2) N L3(£2), nous définissons une extension a,(.,.) de la
forme bilinéaire a’(.,.) & I'espace Q" de la manicre suivante

ay(pq) = / Vpn-Vandz  Vp, g€ (H'(Q)NL5(Q) UQ,"™.
TeT, T

Notons que
ay(p,q) = a(p,q) Vp, g € H(Q) N Li(Q).

Le probleme approché est alors :

{Trouver pr € Q)" tel que (1.4.3)

ay(pnyqn) = (fran) Yan € Q)"

Pour montrer que le probléme (1.4.3) admet une solution unique, nous avons
besoin d’un lemme intermédiare.
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CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS SUR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Lemme 1.4.1 ([12)).

(i) La semi-norme |.|,, est une norme sur Q.
ii) La forme bilinéaire a, (.,.) est continue sur Q- x Q™ pour la norme
h h h P

.|y, et coercive sur Q.

Le lemme 1.4.1 et le théoreme de Lax-Milgram montrent que le probleme
(1.4.3) admet une solution unique.

Le probleme (1.4.3) est du type (1.1.4). Nous rappelons le résultat établi par
Tomas (cf. [33]) pour la semi-norme |[.[, , et la norme ||.|,.

Théoreme 1.4.1. Soit p la solution du probléeme (1.4.2) et pp la solution du
probléeme (1.4.3). Supposons que p € H?(Q). Alors il existe ¢ > 0 tel que

p _ph|1,h < ch|pl,,

lp — ph”o < ch? |p|2 .
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Chapitre 2

Méthodes mixtes hybrides pour
I’équation de Darcy

L’équation de Darcy modélise les écoulements en milieux poreux et exprime
le fait que le débit d'un écoulement est proportionnel a la différence des charges
hydrostatiques a 'entrée et a la sortie. Elle intervient également dans la discré-
tisation en temps de ’équation instationnaire de Stokes ou Navier-Stokes par la
méthode de projection (cf. [32]).

On rappelle que € est un domaine borné de R?, de frontiere réguliere I' et que
n est la normale unité extérieure a T'. Etant donnée une fonction w € H(div ;)
avec u -1 = 0 sur I', le probleme de Darcy s’écrit sous forme adimensionnelle :
Trouver v : Q@ — R?%, p: Q — R tel que :

v+ Vp=u dans €2,
dive =0 dans €, (2.0.1)

v-n=20 sur I'.

L’approximation par éléments finis des équations de Darcy est basée sur deux
approches :
L’une implique une formulation pour la pression et 'autre emploie une formula-
tion mixte dans laquelle la pression et la vitesse sont des variables. L’approche
la plus populaire jusqu’ici dans les applications a été basée sur la formulation
mixte. Cependant, cette approche a également son inconvénient : la complexité.
Différentes interpolations sont exigées pour la pression et la vitesse, et I'implé-
mentation est particulierement compliquée en 3D. Dans ce qui suit, nous donnons
une approximation par éléments fins mixtes hybrides des équations de Darcy dans
laquelle I’élimination de la vitesse s’effectue aisément.

29



2.1. FORMULATIONS MIXTES

2.1 Formulations mixtes

Dans ce qui suit, nous donnons deux formulations mixtes équivalentes du
probleme (2.0.1). Pour cela, on introduit les formes bilinéaires a(.,.), b(.,.) et
b(.,.) définies par

a(v,w) :/v-wdw,
0

b(w, q) :/qdiv'wd:v,
Q

b(w,q) = /QVq-'wdm.

On peut noter qu’une troisieme formulation "non symétrique”, que nous n’uti-
liserons pas, a été proposée par Thomas (cf. [1] et ses références) ou l'espace pour
la solution est différent de I'espace des fonctions tests.

2.1.1 Formulation mixte primale

Nous considérons la formulation variationnelle du probleme (2.0.1) dite for-
mulation mixte primale (voir [1, 8]) :

Etant donné w € L?(2)2, on cherche (v,p) € L*(2)? x (H'(2) N L3(2)) tel que :

a(v, w) + b(w,p) = (u, w) Vw € L*(Q)?, (2.1.1)

b(v,q) =0 Vqe H'(Q) N LAQ). (2.1.2)

Cette formulation s’interprete au sens des distributions sous la forme du pro-

bleme (2.0.1). Nous pouvons donner un résultat d’existence et d'unicité démontré
dans [1].

Théoreme 2.1.1. Soit u € L*(Q)%. Le probléeme (2.1.1)-(2.1.2) admet une solu-
tion unique (v,p) dans L*(Q)? x (H'(Q) N L3(2)). De plus, cette solution satisfait
lestimation suivante

[vllg + llplly < Clully, (2.1.3)

pour une constante C' > 0 dépendant uniquement de €.

2.1.2 Formulation mixte duale

Nous introduisons une autre formulation mixte du probleme (2.0.1). Cette
formulation est dite duale et s’écrit :

Trouver (v, p) € Hy(div; Q) x L3 () tel que :

a(v,w) — b(w,p) = (u, w) Vw € Hy(div;Q2), (2.1.4)

b(v,q) =0 Vg€ LY(Q). (2.1.5)




CHAPITRE 2. METHODES MIXTES HYBRIDES POUR L’EQUATION DE DARCY

Proposition 2.1.1. Le probléme (2.1.4)-(2.1.5) admet une solution unique.

Démonstration. Nous savons d’apres [5] que d'une part, la forme bilinéaire af., .)
est continue sur H (div; Q) x H(div;Q) et coercive sur Hy(div"; ). D’autre part,
que la forme bilinéaire b(.,.) est continue sur H(div;Q) x LZ(Q) et vérifie la
condition inf-sup. Alors, par le théoreme 1.1.1, on déduit que le probleme (2.1.4)-
(2.1.5) admet une solution unique. O

2.2 Discrétisation par 1’élément fini P3/P; non
conforme

Nous rappelons que les espaces QF et Q}L’"c sont définis respectivement par

Qp ={q € L*(Q); qr € P(T) VT €T}

et

1,nc

W= {q € Q;, q est continu au point b;p, 1 <i <3, VT € T,}.

Soit Vho P = QY x QY. Nous considérons 'approximation par éléments finis mixtes
du probleme (2.1.1)-(2.1.2) donnée dans [1, §] :

Trouver (vp, pr) € VP x Q" tel que :
a(vh, wh) + l;h('wh,ph) = (u,wh), th c Vh(],p7 (221)
b (vh, gn) = 0, Van € Q" (2.2.2)

et nous définissons 'espace suivant
Vb?}f) = {'wh S V}?’p; Z;h('wh,qh) =0Vq, € Qfll’nc}. (223)
Considérons le lemme suivant établi dans [1].

Lemme 2.2.1. [l existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

S

lally, <€ <Z IQﬁ,K) Vg € M(T,), (2.2.4)

KeT,

ol I'espace M(7,) est défini par

M(T;) ={q € L3(Q); qix € H(K) VYK €T, et /[q]eds:O Ve € &,}.

e

Proposition 2.2.1. Le probléme (2.2.1)-(2.2.2) admet une solution unique.
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2.3. DISCRETISATION PAR L’ELEMENT FINI RTk /Py

Démonstration. La forme bilinéaire a(.,.) est continue sur L*(Q2) x L*(Q), par
conséquent, elle est également continue sur Voo}f X Vz)o}f. De plus, elle est elliptique

0,p 0,p 0.
sur V' car V3" C Ho(div®; Q).
. . 1
Par ailleurs, lorsqu’on munit l'espace @, de la norme ||.||, ,, alors la forme

e . 7 . 1 s . ,
bilinéaire by, est continue sur V' x Q,;", bornée indépendemment de h. De plus,

puisque VQI e Vho P alors la condition inf-sup est obtenue en prenant w;, égal
a th .
b 1/2
h ’I.Uh, Qh ;nc
sup Z \qh|1K Vg, € Qp", (2.2.5)
wevor willy ~ \ &
et en appliquant le lemme 2.2.1. O

Remarque 2.2.1. Du probléme (2.2.1)-(2.2.2) et de la définition de [’espace
V,?’p nous déduisons que la vitesse vy est a divergence nulle. De plus, comme
V(f;f C Hy(div®;Q), nous observons en définitive que les équations (2.0.1)-2 et
(2.0.1)-3 sont satisfaites par la solution approchée vy,.

L’estimation d’erreur est donnée par le théoreme suivant.

Théoreme 2.2.1. (/1)

Soit (v, pr) la solution du probléeme (2.2.1)-(2.2.2) et (v,p) celle du probléme
(2.1.1)-(2.1.2). Si (v,p) € H*(Q)? x H*T(Q), 0 < s < 1. Alors il existe une
constante C' > 0 indépendante de h telle que

lv = villy + llp = pally < CB* (0]l + Il 1) -

2.3 Discrétisation par I’élément fini RT} /Py

Nous considérons cette fois-ci une approximation par éléments finis mixtes de
I'équation de Darcy a partir de la formulation duale (2.1.4)-(2.1.5). Le couple élé-
ment fini choisi est 'espace RT} /Py, k = 0 ou 1. Signalons que cette discrétisation
des équations de Darcy a déja été considérée par exemple dans [8]. Mais, ici nous
utilisons une technique introduite dans [2] pour simplifier I'implémentation du
probleme mixte. Par soucis de clarté, nous faisons une différence de traitement
entre les cas k =0 et k = 1. Nous rappellons que les espaces V¥ V¥ et QF sont
définis par

Fo={wc H(div;Q);wyr € RT,(T) VT €T},

Vi ={w e Li(Q)%wir € RT(T) VT €T},
et

QF ={qe L*(Q);qr ePx(T) VT €T}
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2.3.1 Eléments finis mixtes

Le probleme mixte approché s’écrit :

Trouver (v, pn) € Vi x QF tel que :

CL(’Uh, ’UJ) - b(w’ph) = ('Ll,, ’U)) Vw € Vfw
b(’l)h,Q) =0 vq € Q];L
On pose

Vi, = {w € V};divw = 0 dans Q}.
Proposition 2.3.1. Le probléme (2.3.1)-(2.3.2) admet une solution unique.

Démonstration. L’approximation (2.3.1)-(2.3.2) est conforme, c’est-a-dire Vf, C
Ho(div;Q) et Qf C L*(Q). Par ailleurs, Vi, C Hy(div% ), donc d’apres le
théoreme 1.1.1 rappelé dans le chapitre 1, l'existence d’une solution unique au
probleme (2.3.1)-(2.3.2) revient a satisfaire la condition inf-sup pour la forme
bilinéaire b(.,.) sur V¥ x Q. Ceci est donné dans [5]. O

L’estimation d’erreur est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.3.2. Soit (v, pp) la solution du probléme (2.3.1)-(2.3.2) et (v,p)
celle du probleme (2.1.4)-(2.1.5). Si (v,p) € H*(Q)? x H*(Q), alors il existe
C >0 tel que

lv = vallys, + 2= pally < CR o],y -

Démonstration. Le probleme (2.3.1)-(2.3.2) est un probleme du méme type que
le probleme (1.1.9). Les estimations d’erreur sur la vitesse et la pression ne sont
qu'une simple conséquence des propriétés d’approximation des espaces V¥ et QF.

m

2.3.2 Eléments finis mixtes hybrides

Nous modifions I'espace d’approximation V¥ en relaxant la contrainte de conti-
nuité sur les flux. Celle-ci est prise en compte directement dans les équations a
I’aide d'un multiplicateur de Lagrange. Cela nous conduit a la formulation mixte
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2.3. DISCRETISATION PAR L’ELEMENT FINI RTk /Py

hybride suivante (cf. [5, 2]) :

Trouver (vy, pa, An) € V¥ x QF x M} tel que :

/vh-wdm—/phdivwdm+z ALw-nds =
T T

eelr €

/u-wd:z; Vw € RTH(T), YT €T, (2.3.3)

T

/divvhqdw:() Vq e Py(T), VT €T, (2.34)
T

Z Z/ufvh-nds:o Ve M. (2.3.5)

TeT, e€€p €

Nous introduisons la forme bilinéaire

clw,pu) = — Z /aKu'w -nds, (2.3.6)

KeT,
Popérateur linéaire C' : V — @' et son adjoint C* : Q — V' par

<Cw, 1 >g =< C7p,w >y = c(w, 1),

avec V = H(div;Q) et Q = H L*(e).
eesy
Dans ce qui suit, nous rappelons la démarche suivie dans [5] pour montrer
'existence et 1'unicité du probleme (2.3.3)-(2.3.5) dans la cas k = 0 (pour le cas
k =1 on peut consulter [10]). Pour cela, nous donnons un lemme (voir [5]) qui
est une conséquence directe de la définition de 1'espace V9.

Lemme 2.3.1. Supposons que w € V2. Alors
clw,p) =0 Ypue M) < weV,. (2.3.7)

Ceci revient a dire que Ker C' = V9.

Soit maintenant (vp,ps) la solution du probleme (2.3.1)-(2.3.2). Montrons
qu’on peut lui associer un élément unique )\, de M} de sorte que (v, pp, An)
soit la solution du probleme (2.3.3)-(2.3.5). Pour cela, considérons I’application
linéaire

d:we V) — (v, w) — (u,w) + Z / ppdivw dx € R. (2.3.8)
KeTy, K
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Il est clair que ®(w) = 0 pour w € V). Donc Ker ® = V) = Ker C' = Im C*.
Ce qui implique 'existence de A\, € M} tel que

d(w) = c(w, \,) Yw eV (2.3.9)

Montrons qu’un tel A\j, est unique. Cela sera une conséquence immédiate du lemme
suivant.

Lemme 2.3.2. Sip € M et
c(w,u) =0 Ywe VY (2.3.10)
alors p = 0.

Démonstration. Soit e* € &, et K* un triangle contenant 'aréte e*.
Soit w* € V)2 tel que

wh =0 VK # K", (2.3.11)

et défini sur K* par

* . — v *
{w e =0, Ve, (2.3.12)

w* N = 1.

Alors c(w*, p) :/ pds et Uhypothese (2.3.10) implique que p = 0 sur e*.

*

e
Puisque e* est une aréte quelconque de &, cela termine la preuve. O

D’apres les lemmes 2.3.1 et 2.3.2, il existe donc un unique A\, € M, tel que

(v, w) — (u,w) + Z / prdivw de = c(w, \,) Yw € VY. (2.3.13)
KeT, K

Nous pouvons maintenant résumer les résultats obtenus dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.3.1. ([5, 10]) Soit (vy, prn) la solution du probléme (2.3.1)-(2.3.2)
et soit A\, défini par (2.3.9). Alors (vn, pn, A\n) est Uunique solution du probléme
(2.3.3)-(2.3.5).

2.3.3 Etude de I’élément RT}/P,

Dans cette section, nous étudions I'approximation de I’équation de Darcy par
la méthode des éléments finis mixtes hybrides avec 1’espace de Raviart-Thomas
du plus bas degré. Nous utilisons une nouvelle décomposition de ’espace RTy
pour simplifier 'implémentaion du probleme (2.3.3)-(2.3.5). Le schéma obtenu
est alors équivalent a un schéma volume fini ou a ’approximation par éléments
finis mixtes (2.2.1)-(2.2.2) (cf. [1]).
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2.3.3.1 Implémentation
La technique d’implémentation que nous exposons ici a pour but d’éliminer
les variables py, et vy, du probleme (2.3.3)-(2.3.5). Nous éliminons la variable py,
en utilisant une nouvelle décomposition de l'espace RTy(T"). En effet, d’apres [2]
RTY(T) = (Po(T))* ® xPy(T).
Donc la restriction de v, au triangle T' € 7}, s’écrit

Vpr = 'voT 4+ ar x avec ar € R.

Comme div vy r = div (arx) = 207 et que par I'équation (2.3.4) nous avons
/ div (apx) div (arx) de = 0,
T

nous en déduisons que 2ar = div (arx) = 0 et par conséquent vy, € (Po(T))>.
Le probleme (2.3.3)-(2.3.5) revient alors & chercher (v%, \,) € P2 x M) tels que :

|T|'U%—|—Z/)\hnds:/uda: VT €Ty, (2.3.14)
e€Er € T
ZZ pvy-nds =0 Vi eR. (2.3.15)

TeT, e€€Ep €

L’¢limination de la variable v% se fait en effectuant le produit scalaire de I'équa-
tion (2.3.14) par m, puis en sommant sur tous les éléments de 7j,. \;, puis v sont
finalement solutions du probleme :

Trouver (v, \,) € P2 x M} tel que

S %Zwe.wﬂfz S v cur Vee & (2.3.16)

T€EPe feér TEPe

1
U%ZUT_WZVTe)\e VTGZw (2317)

e€Er

avec

1
uT:—/udwpourTeﬂ,
Tl Jr

et
Vre = /nds pour e € Er.

e
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2.3.3.2 Analyse de l’erreur

On rappelle que R, (9T) = {¢ € L*(9T), ¢\ € Py(e), Ve € Er}. Alors d’apres
[5] une autre caractérisation de l'espace de Crouzeix-Raviart est donnée par

}ll,nc = {q e L}Q); qr € P(T) VT €1, Z/ qpds =0, Yo e R(0T)}.
T Jor

Les degrés de liberté de 'espace Q,ll’nc peuvent étre choisis sur les arétes de la
triangulation 7;, de telle sorte que la fonction de forme locale . associée a chaque
aréte e € Er satisfait la relation
/ Pe ds = Oeer.
8/

Soit (vh, pr, ) la solution du probleme (2.3.3)-(2.3.5) et soit A, = Z AePe-

e€€y
Dans ce qui suit, nous donnons deux techniques pour estimer l’erreur entre le

couple (v, Ap) et la solution (v, p).
Premiere technique
Cette approche est basée sur les deux propositions suivantes établies dans [1].

Proposition 2.3.3. Les familles (vr)rer, et (Ae)eeg, constituent une solution
du probléeme (2.3.3)-(2.3.4) si et seulement si le couple (v, Ap) défini par

vy = Y vrxr (2.3.18)
TeT),
et
M= Ao, (2.3.19)
e€ly,

est, a une constante pres, solution du probleme non conforme (2.2.1)-(2.2.2).
Proposition 2.3.4. On suppose que la solution (v, p) du probléme (2.3.3)-(2.3.4)

appartient o H*(2)? x H*H(Q), 0 < s < 1, alors il existe une constante C > 0
indépendante de h tel que

v = vnll 22 + [P = Aullie < CF° <HUHHS(Q)2 + HPHHS+1(Q)) :
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Deuxieéme technique

Appliquons formellement 'opérateur div au probléme de Darcy (2.0.1). Nous
obtenons le probleme de Poisson suivant :

Trouver p : 2 — R tel que :

—Ap = —divu dans 2, (2.3.20)
@ -0 sur I’
on .

Ensuite, considérons I'approximation par éléments finis P; non conforme du
probleme (2.3.20) :

{Trouver pr € Q7" tel que : (2.3.21)

ay(pn, qn) = —(divu, qn) Vg, € Qi1{m~

ou
ay(p,q) = Z/TVP-quw Vp, q € (H'(2) N L§(Q)) U Q™.

TeT,

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.3.5. La famille (\)cee, est solution du probleme (2.3.3)-(2.3.4)
si et seulement si la fonction Ay, définie par

M= Aetpe, (2.3.22)

e€Ey
est, a une constante prés, solution du probleme non conforme (2.3.21).

Démonstration. Le gradient de ¢, est donnée par

1
Voeor = — . ds.
P Jop T
D’ou ) .
Voer = = ds = —Vre,
elr |T|/e“ "
puis

1
a;z((pea 906’) = WV:{“@ -Vre Ve, e e Er.

Par ailleurs,

—/divugpedw:/u-Vgoedw: Z/u-chedw: ZVTe-uT.
Q Q T

TeT), TEPe
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Nous terminons en donnant la majoration d’erreur.

Théoréme 2.3.2. Soit (v,p) la solution du probléme (2.1.4)-(2.1.5) et (vp, An)
la solution du probléeme (2.3.14)-(2.3.15). Supposons que

(v,p) € H'(Q)? x H*(Q).
Alors il existe C' > 0 tel que
P — Mnlin < Ch,

1P — Mllog < CH?,

o —villgq < Ch.

Démonstration. Dans toute la preuve, ||.|| désigne la norme canonique de I’espace
R2. Les estimations d’erreur sur la pression sont données par le théoreme 1.4.1
rappelé dans la chapitre 1. L’estimation d’erreur sur la vitesse est obtenue d’une
part, en observant que

v=u—Vp dans . (2.3.23)

En effet, si on considere la projection  de la vitesse v dans Pespace QY x QY
définie par

/Edm:/vdm VT €7,
T T

Alors d’apres [17] par exemple, il existe C7 > 0 tel que

[T —vllpq < Cih. (2.3.24)

sy 7,
vr=— | vdx, ur = — [ udex,
FT sy LTy

la formule (2.3.23) implique

Puis, si on pose

1
Q

D’autre part, comme

0
vy = E Vr XT,

TeT,
avec
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1 -
vy = ur — ] /T VA, dx. (2.3.26)
La différence des équations (2.3.25)-(2.3.26) nous donne
— 0 1 N
vT—vT:m TV()\h—p)da:,

ce qui implique

Y

1o~ o] = | [ ¥ -y do

ou encore

7| |[or — 2 < / IV G — p)ll da

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

3 1/2
T\ |57 — w3 < T2 ( [196 —p>|!2dw) .
T

On en déduit

ST o - o8P < 30 / IV G — p)|12 da,

TeTy TeT,,
c’est-a-dire
1D — villgg < [An = plis (2.3.27)
Finalement, I'inégalité triangulaire suivante

lv = willpo < v~

00T v — Uh”o,ﬂ ;

et les formules (2.3.24) et (2.3.27) nous donnent le résultat. O

2.3.4 Etude de I'élément RT} /P,

Dans cette section, nous étudions ’approximation de 1’équation de Darcy
par la méthode des éléments finis mixtes hybrides avec I’espace RT;/P;. Nous
utilisons a la fois une nouvelle décomposition de 'espace RT; et une nouvelle
caractérisation des problémes mixtes hybrides introduite dans [10] pour simplifier
I'implémentaion du probleme (2.3.3)-(2.3.5).
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2.3.4.1 Autre caractérisation

Nous rappelons que la formulation mixte hybride du probleme de Darcy as-
sociée au couple éléments finis mixtes V}L X Q,lZ consiste a chercher (v, pp, \n) €
VI x Q) x M} tel que :

/vh-wdm—/phdivwda:+z ALbw - -nds =
T T

eelr €

/u-wdaz Vw e RTV(T), VT €7, (2.3.28)
T

/divvhqdzc:O VqePy(T), VT €T, (2.3.29)
T

> Z/,u'vh-nds:o Vue M. (2.3.30)

TeT;, ecEr vV €

Dans ce qui suit, nous rappelons la caractérisation du probleme (2.3.28)-
(2.3.30) introduite dans [10], pour cela considérons quelques notations.

Soit m € L*(©y,), on note par (vi,pp)m = (Vhm,Prm) € Vi X Q} le couple
vérifiant

/vh,m-wdm—/phmdivwdm:—z mw-nds Yw € RTY(T), VT € Ty,
T T

eelr €

/divvhquw:(} Vg e P(T), VT € T,,.
T

De méme pour u € L*(2)?, on note par (v, pr)u = (Vhu, Pru) € Vi X Q} le
couple vérifiant

/vh7u~wdw—/ph,udivwda::/u~'wda: Vw e RIVT), VT € Ty,
T T T

/divv;wqda::() VqgeP(T), VT €T,
T

soit u € M. Nous définissons la forme bilinéaire dj, et la forme linéaire I, sur M}
par

dp(An, 1) = / Un, * Uy A,
Q

lh(/\h,,u):/u-’vhjuda:.
Q
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Théoreme 2.3.3. ([10]) Soit (vi, pr, A\n) la solution de (2.3.28)-(2.3.30) alors

(Vn; pr) = (Vn, Ph)m + (Vhs Ph)u-
De plus, N\, est ['unique solution du probleme
dn(An, 1) = n(p) V€ My, (2.3.31)

L’estimation d’erreur se fera entre la solution A, du probleme (2.3.31) et la
pression p. Pour cela, considérons la projection p de p dans I'espace M, définie
par

/T),uds:/pp,ds Vi ePi(e), Ve € &, (2.3.32)

De plus, supposons que le maillage 7}, est quasi-uniforme. Alors nous avons le
théoreme suivant :

Théoréme 2.3.4. ([5, 11]) Soit (v,p) la solution du probléme (2.1.4)-(2.1.5) et
An la solution du probléeme (2.3.31). Supposons que

p € H*(Q).
Alors il existe C' > 0 tel que

1Ar = Bllyjop < CR.

2.3.4.2 TImplémentation

Nous décrivons maintenant I'implémentation du probleme (2.3.31). Pour ce
faire, considérons (1;); et (w;); les bases respectives des espaces M} et V] et
notons par (Vn, Pp)y; = (Vhw:, Phy;) € Vi X Qp le couple vérifiant

/vh,wfwdw—/ph,%divwdw——Z/d)iw'nds Vw € RT\(T), VT € Ty,
T T

eclr €
/div'vhﬂqumzo Vg e Py(T), VT € Ty
T

De méme, notons par (vp, pr)w;, = (Vnw,s Phoaw,) € Vi X @} le couple vérifiant

/vhjwi-wd:v—/ph,widivwdm:/wi-wdm Vw € RTV(T), VT €1,
T T T

/divvhquwzo VqeP(T), VT € 1,.
T

Ensuite, définissons la matrice D = (d,;);; par
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dij = / Vb, * Un, de,
Q

et le vecteur [ par

l; = / U - Vjy g, deT.
Q

Enfin, notons par ) le vecteur colonne des valeurs de \ € M}! dans la base (¢;);.
Alors d’apres le théoreme 2.3.3, nous avons

DA =1. (2.3.33)

Dans ce qui suit, nous allons simplifier la construction du systeme (2.3.33),
en utilisant le fait que (cf. [2])

RT\(T) :=DYT) @ P (T).

Ainsi, le probleme (2.3.28)-(2.3.30) revient a chercher (vp,, \,) € D? x M} tel
que VT € Ty, :

/vh-wda:—i-z )\hw-nds:/u-wda: Vw e DIT), (2.3.34)
T T

e€E €

>N [pvy-nds=0 Ve M. (2.3.35)

TeT;, ecEp vV €

Par ailleurs, la fonction (vy,)y, = vpy, € V' est solution de

/vhﬂm-wda}:—z Yiw-nds YweDYT), VT €T, (2.3.36)
T

eelr €

avec vy 417 € DY(T) VT € T,
De méme (Vp,)w, = Upa,; € V' est solution de

/vhwi-wdw:/wi-wda} Vw e DT, VT €Ty, (2.3.37)
T T

avec Oy, r € DY(T) VT € T,
Choisissons de maniere précise la base (w;); en considérant les deux remarques
suivantes sur 'espace DY(T).

Remarque 2.3.1. (/5, 33]) Soit T € Tp,, pour d = 2, dim DY(T) = 5 et si on
note par (w;)i—1... 5 une base de espace DY(T), les dégrés de liberté d’une fonction

v € DY(T) sont les quantités / v-w;de, T €T, eti=1,..,5.
T
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Le choix d’une base pour I'espace DY(T") est donnée par la remarque suivante.

Remarque 2.3.2. (/5]) Sachant que toute fonction de DY(T) peut étre représen-
tée par rot o avec o € Pyo(T) ([5]), on construit une base de l’espace DY(T) a
Vaide des fonctions (rot ¢;)i—1._ 5, 0u p; est une fonction de forme des éléments
finis de Lagrange Po(T).

Par ailleurs, comme fonctions de forme de l'espace P;(¢e), e € Er, nous choisis-
sons les polynomes de Gauss-Legendre. Nous notons par (1;);1,. ¢ la base corres-

pondante de l'espace H PP;(e). Considérons la fonction vy, 4, € V}' solution du

eeEr
probleme (2.3.36) et notons par v, le vecteur colonne de ses composantes dans

la base (rot ¢;);=1. 5. De la méme maniere Ar est le vecteur colonne des valeurs
de A € M} dans la base (;);—1,. ¢ de H P, (e). Ensuite, introduisons la matrice

eelr
carrée Ar de taille 5. Cette matrice est définie par

(Ar)ij = / rot ¢, -rot ¢, dx = / Vo, - Vo;dz (2.3.38)
T T

Elle est inversible car elle est symétrique et définie positive. Notons par by le
vecteur de taille 5 définie par

(br)k = — Z /@birot Y - nds

eelr €

alors
Ar Uy, = br. (2.3.39)

Le systeme (2.3.39) permet donc de calculer de maniére tres simple la fonction
Vpy, au niveau de chaque élément, ce qui facilite la construction du sytéme

(2.3.33).

2.4 Résultats numériques

Nous présentons deux tests numériques pour 1’étude de la convergence du
schéma approchant I’équation de Darcy par éléments finis mixtes hybrides dans
le cas k = 0 (schéma (2.3.16)-(2.3.17)). Le domaine considéré est [0, 1] x [0, 1].
Soit N € N, nous utiliserons ici des maillages structurés constitués de N x N
carrés coupés en deux triangles dont le diametre sera égal a h.
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T T T T T T T T T
x L2P

-1 + L2v B

15 4

Log(erreur)

FI1GURE 2.1 — Taux de convergence

N Hp—PhHL2(Q) HU—UhHL2(Q)2
10| 5.5x1074 1.2x1072
20 1.3x10~% 6.3x1073
30 6.0x10°° 4.2.1073
40| 3.3x107° 3.1x1073
50 | 2.1x107° 2.5%1073
60| 1.4x107° 2.1x1073
70| 1.0x107° 1.8x1073
80| 8.3x10°° 1.5x1073
90 | 6.5%x107° 1.4x1073
100 | 5.3x10°6 1.2x1073

TABLE 2.1 — Erreurs en fonction de N
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2.4.1 tests

Pour commencer, on se donne u(z,y) = ((1 —2y)z(1l — z), 2z — 1)y(1 —y)).
Notons que div u=0 dans €2 et w - n=0 sur I'. Ceci implique v =u, p=0.

Le tableau 2.1 et le graphique 2.1 illustrent 'ordre de convergence dans la
norme L? pour la vitesse et la pression.

Dans le deuxieme test, on prend wu(x,y) = (0, —2wsin(7y) cos(mzx)). Alors
u-n =0 sur I' et le probleme (2.0.1) a pour solution

v(x,y) = (msin(mzx) cos(my), —m sin(my) cos(mz),

p(z,y) = cos(mx) cos(my).

-0.5

T T T T T T T T T
x L2P

‘g + L2v B

a5k |

Log(erreur)

. . . . . . . . .
-1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -11 -1
-Log(N)

FIGURE 2.2 — Taux de convergence

N | lp = pullp2) | 10 = vnllp20)
10| 8.8x1073 1.8x1071
20 2.1x1073 0.1x10°2
30| 9.7x107* 6.1x1072
40 | 5.4x1074 4.5%102
50 | 3.4x107% 3.6x1072
60 2.4x107* 3.0x1072
70 1.7x10~4 2.6x102
80 1.3x1074 2.2%1072
90 1.0x10~4 2.0x1072
100 | 8.6x107° 1.8x1072

TABLE 2.2 — Erreurs en fonction de N
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Dans les deux tests, nous observons un ordre de convergence égal a 1 pour la
vitesse et égal a 2 pour la pression. La convergence de la vitesse est d'un ordre
moins élevé, ce qui est consistant avec les prédictions théoriques.

2.5 Conclusions

Nous avons présenté deux méthodes éléments finis mixtes hybrides pour les
équations de Darcy. Ces deux méthodes permettent de découpler les variables de
vitesse et de pression. Ceci conduit a la résolution d’un probleme dont I'inconnue
est la pression. Nous avons estimé l’erreur pour I’élément mixte R7Ty /Py et rappelé
les estimations pour 1’élément mixte RT;/P;. Pour I'élément RT, /P, et le schéma
qui en découle, nous avons également rappelé son équivalence avec un schéma vo-
lumes finis, ce qui garantit la propriété de conservativité pour le schéma proposé.
Enfin, nous avons testé le schéma mixte hybride associé a 1’élément RTj/Py. Les
résulats numériques obtenus confirment les prédictions théoriques.
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Chapitre 3

Méthodes mixtes hybrides pour
les équations de Stokes

Nous présentons dans ce chapitre une nouvelle méthode de discrétisation des
équations de Stokes pour les fluides incompressibles. En effet, 'approximation de
ces équations reste un enjeu considérable dans le domaine de ’analyse numérique
et du calcul scientifique.

3.1 Position du probleme

Les équations de Stokes [15, 9] modélisent 1'écoulement d’un fluide newto-
nien incompressible tres visqueux ou encore ’écoulement d’un fluide newtonien
incompressible a basse vitesse. Pour connaitre I’écoulement d’un tel fluide, il nous
faut donc trouver un champ de vitesse u et un champ de pression p solutions des
équations suivantes :

%—? —vAu+Vp=f dans 2, (3.1.1)
divu =0 dans (2, (3.1.2)

ot 2 est un domaine ouvert borné de R?, f : Q x (0,7) — R? est une densité de
force volumique et v est la viscosité cinématique.

Soit T' > 0, si on associe la condition initiale ug : © x (0,7) — R? et une
condition aux limites de type Dirichlet homogene aux équations (3.1.1)-(3.1.2),
on obtient le probleme de Stokes qui s’écrit :
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3.2. APPROXIMATION DU PROBLEME DE STOKES

trouver u : Q x (0,7) = R p: Q x (0,7) — R tels que :

0

8—? —vAu+Vp=f dans Q x (0,7), (3.1.3)
divu =0 dans Q x (0,7), (3.1.4)
u=0 sur I' x (0,7, (3.1.5)
u(.,t=0) = uy dans . (3.1.6)

En désignant par V et H la fermeture de V = {v € D(Q?) : V-v = 0}
respectivement dans H'(Q2)? et L?(2)?, nous rappelons [32, 23] le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. Soit Q un ouvert borné de R?,
Fero,1; (H(@)),

ug € H.

Alors u et p sont solutions uniques du probleme (3.1.3)-(3.1.6). De plus,
w € L*(0,T;V) N L>(0,T;H) N C(0,T;H),

p € W20, T; Li,.(), Vpe W 2(0,T; (HH(Q))*).

loc

3.2 Approximation du probleme de Stokes

Pour commencer, nous utiliserons le schéma de projection en temps introduit
par Chorin [17] puis Temam [32] pour découpler les difficultés rencontrées dans
I’approximation des équations de Navier-Stokes ; difficultés principalement dues a
la condition d’incompressiblité. Puis nous effectuons une discrétisation en espace
par la méthode des éléments finis.

3.2.1 Discrétisation en temps par la méthode de projec-
tion

Soient 6t > 0 un réel et N = [T'/6t] la partie entiere de T'/dt. On considere
une subdivision 0 = t° < t! < ? < .. <tV =T de l'intervalle [0,T] ol t" = ndt.
Pour 0 < n < N, u” et p" sont les approximations respectives de la vitesse u
et de la pression p a l'instant ¢, donnés. On pose u’ = wu, et on suppose que
p € C°0,T; L3(£2)). Alors les approximations respectives de la vitesse u et de la
pression p a l'instant ¢" + ¢ sont calculées de la maniere suivante.

Dans un premier temps, nous calculons une approximation intermédiare u"
de la vitesse u comme solution du probleme :

+1
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CHAPITRE 3. METHODES MIXTES HYBRIDES POUR LES EQUATIONS DE STOKES

1
5—('&"“ —u") — Au" = T - Vp"  dans Q,
t (3.2.1)
a"tt =0 sur I,
ol fr = f(t").

Puis nous définissons le couple (u™™! p"!) comme solution du probléme

(1 n+1 ~n+1 n+1 n
E(u —a"" )+ V(" —p") =0 dans (,

|\ V-urtl =0 dans €, (322)
u"tt-n=0 sur T.

\

En résumé, le schéma d’approximation en temps que nous étudions s’écrit :

)
1
a('&”“ —u") — Aa" = T - Vp"  dans Q,
a"tt =0 sur I
1 n+1 ~n+1 n+1 n (323)
E(u —a"" )+ V(" —p")=0 dans Q,
V-u"tl =0 dans Q,
| u"n =0 sur I

Soient Q = L2(Q), V = H}(Q)? et W = Hy(div; Q) les espaces fonctionnels
introduits dans le chapitre 1. La formulation variationnelle du schéma (3.2.3) est
donnée par

(
1
ﬁ(ﬁnﬂ —u™ v) + (Va"™, Vo) = (f o) + (p",dive) Yo €V,
1
E(u’”rl — " w) — (p"T —p", divw) =0 Vw € W,
| (V-u" ) =0 Vg € Q.

(3.2.4)

Proposition 3.2.1. Etant donnés p” € Q, u™ € W, alors les fonctions u" ! €

V,p" e Q, utt € W osont définies de maniére unique dans le probléme (3.2.4).

Démonstration. Soient p™ € (), u™ € W alors le probleme variationnel
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3.2. APPROXIMATION DU PROBLEME DE STOKES

Trouver a4 € V tel que :

1
g(ﬁ’”l —u",v) + (Va"!, Vo) = (£, v) + (p",dive) Yo eV

admet une solution unique par le théoreme de Lax-Milgram. Par conséquent, la
fonction @™ est définie de maniere unique.

Par ailleurs, d’apres la proposition 2.1.1 du chapitre 2, le probleme

Trouver (u"™, p"™) € W x Q tel que :

1
E(U"H — " w) — (p"T —p",divw) =0 Yw e W,
(V-u q)=0 VgeQ
admet une solution unique. O

3.2.2 Discrétisation en espace par la méthode des élé-
ments finis

3.2.2.1 Eléments finis mixtes

Dans cette section, nous considérons la discrétisation par éléments finis mixtes
du probleme (3.2.4). Pour cela, nous introduisons les espaces éléments finis @), =
Q% Vi = Qi x Qi et Wi, = V2 ot QY, Q) et VY sont les espaces définis dans le
chapitre 1. L’approximation en espace pour le probleme de Stokes (3.1.3)-(3.1.6)
qui en découle est la suivante :

Etant donnés p! € Qy, up € Wy, nous calculons @™ € Vi, pi™ € Q,
u} ™ € W), par

1
E('&ZH —ulv) + (Va ™, Vo) — (pf,dive) = (F*v) YoeV, (3.2.5)

1
a(uﬁ“ — @ w) — (pptt = pp, divw) =0 Vw € Wy, (3.2.6)
(q,divuy™) =0 Vg € Q. (3.2.7)

Proposition 3.2.2. Etant donnés pp € Qn, u} € W, alors les fonctions w ™ €

Vi, pp € Qp, wltt € Wy, sont définies de maniére unique par (3.2.5)-(3.2.7).

Démonstration. Soient py € Qn, up € W), alors le probleme variationnel
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Trouver @' € V, tel que :

1
&('&Z“ —up,v) + (Va ™, Vo) = (77, v) + (p}, dive) VYo €V,

admet une solution unique par le théoreme de Lax-Milgram. Par conséquent, la
fonction )™ est définie de maniére unique.
Par ailleurs, d’apres la proposition 2.3.1 du chapitre 2, le probleme

Trouver (UZH, pith) € Wi x Q tels que :
1
5t =t w) = (ot = ph diva) =0 Yw € W,
(V-upttq) =0 Vg € Qn
admet une solution unique. O]

3.2.2.2 Eléments finis mixtes hybrides

Nous avons vu dans le chapitre 1 que si on relaxe la contrainte de continuité
de I'espace V9 on obtient I'espace V}?. Ceci nous permet d’établir une formulation
mixte hybride du probleme (3.2.5)-(3.2.7) avec W, = V;?. Pour cela, on se donne

PZ € Qlw >\1}FLL € M}?? U‘Z € Wh7

puis on calcule

pZH € Qy, /\Z—H S M,?, ’lNI,Z—H eV, ’U,Z—H e W,

par l'algorithme suivant :
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3.2. APPROXIMATION DU PROBLEME DE STOKES

1
~ (" — g, v) + (Vg ™, Vo) — (pr, dive) =

5t
(f"v) VoeV,  (328)

/uzﬂ-'wdm—&t/( pH— ) divaw dz +
T T

(5152 N — A w - nds =

e€ET €
/ @ wda Vwe RTNT), YT € Th,  (3.2.9)
T
/ divutgdx =0 VqgePo(T), VT €Ty, (3.2.10)
T

> /,uuZ“ nds =0 Vue M. (3.2.11)

TeT, eeEp

Dans ce qui suit, nous simplifierons le schéma (3.2.8)-(3.2.11) en appliquant
les résultats obtenus lors de ’étude du probleme de Darcy dans le chapitre 2.A
cet effet, considérons le probleme suivant :
trouver

n+1 c Qha )\7;4-1 c Mi?? n+1 c Wh

tels que :

/'u,Z+1 'wdac—dt/( P — ph) divw de +
T

5tZ/ (AL A w - nds =

ecEr
/a;“ wdz Yw € RTy(T), YT € Tp, (3.2.12)
T
/ divu)tlgdz =0 VqePy(T), VT € T, (3.2.13)
T

Z Z /,uu;”rl nds =10 V€ M. (3.2.14)

TcT;, ecér
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Nous rappelons que la décomposition de l'espace RTy(7T) présentée dans [2],
permet d’éliminer la variable p} ™' du probleme (3.2.12)-(3.2.14), le réduisant ainsi
a chercher

Mthe M, uit e w,

tels que :
/'U,ZJrl wdaz+5t2/ A — N w - nds =
T eelr
/'&Z“ wdz Vw € RT,(T),VT € T, (3.2.15)
T
/ divu) gdz =0 VqePy(T), VT €Ty, (3.2.16)
T

>N /Mugﬂ nds =0 Ve M. (3.2.17)

TGTh GGET

Posons

1
'&%:m/T'&Zdw, VTez/ndS Veec&r, VT €T,

Il est clair que nous pouvons découpler le probleme (3.2.15)-(3.2.17). Ceci
revient donc a chercher

n+1 n+1
ILh Ii[ H?O )
TeT,

At = () € T Pole)
ecly,

tels que :

1
&ZmZvTe-quw;“—A@:Zm FoVee&,  (3218)

TEPe feér TEPe

ultt = gttt — Z vre(AMFE— ) VI €T, (3.2.19)

GEST

~ Alinsi, le schéma (3.2.8)-(3.2.11) s’écrit :
Etant donnés :

A =(A) € H Po(e), wup = (uy) € H Po(T)?,

ecéy TeT,
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on cherche

A= (0 € [ Bole), wp™ = (ui™) € [ Bo(T)?,
ecéy TeT,
@t €V, tels que :

%(agﬂ —al,v) + (Valt, Vo) — (pf, dive) =
(f"t v) Yo €V,  (3.2.20)
> ’—;‘& Y vrevp(NFT = X) = wpe-aptt Vee&, o (3221)
TeP. fe€r TEPe
ultt = gttt — \TI ; vre(ATFE =\ VT €T, (3.2.22)
e€ér

Il est possible d’améliorer 1'ordre de convergence en temps du schéma de pro-
jection (3.2.3) en le remplagant par un schéma d’ordre 2 en temps, par exemple
en utilisant le schéma BDF2 (cf. [17]). Ceci nous permet d’introduire un nouveau
schéma d’approximation des équations de Stokes défini de la maniere suivante :

1
2&(3”*1 dap +ay ' v) + (Vapt!, Vo) — (pp, dive) =
(", v) Yo € Vi, (3.2.23)
1 25t
> T3 ZVTe v\ =N = Y vt Ve €&, (3.2.24)
Py
uptt = @t = T Y v (N A VT € T (3.2.25)

eelr

3.3 Résultats numériques

Nous allons maintenant tester la convergence des schémas (3.2.20)-(3.2.22) et
(3.2.23)-(3.2.25) présentés dans la section précédente a travers quelques exemples.
Nous considérons le domaine 2 = (0, 1) x (0, 1). La vitesse est fixée sur tout le bord
du domaine. Soit dt le pas de temps. Nous établirons les résultats de convergence
numérique entre la solution exacte et la solution du probleme faible discret au
temps ¢t = T' = 1s dans la norme ||.||,. Dans toute la suite, on note par

Smhl : le schéma d’ordre 1 en temps donné par (3.2.20)-(3.2.22),

Smh?2 : le schéma d’ordre 2 en temps donné par (3.2.23)-(3.2.25).
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Convergence pour une solution linéaire

Testons la convergence pour la solution suivante

x4+t

Ici la moyenne p de la pression p sur €2 est égale a 1 + ¢ a chaque instant t.
On pose p =p —p et p, = pr — Py,. L'erreur commise sur la vitesse et la pression
est de l'ordre de la précision machine pour les deux schémas (cf. tableaux 3.1 et
3.2). Ceci nous indique que l'erreur pour la vitesse et la pression est au moins de

u(z,y,t) = (yH), plz,y,t) =z +y+t, et fz,yt)= @)

lordre O(h + dt).

N[ & [ ot [ Tu—wl, | 5—pnl
10 | 0.1000 | 0.1000 | 3.58 %1070 | 2.39x 10~
20 | 0.0500 | 0.0500 | 8.63x107'° | 7.05x 10~ 4
40 | 0.0250 | 0.0250 | 1.68x10~* | 3.53x10~13
80 | 0.0125 | 0.0125 | 6.33x107 4 | 2.47x10~12

TABLE 3.1 — Tableau de convergence du schéma Smhl.

N| & ot | [lu—=unlly | [Ip = Pnllg
10 | 0.1000 | 0.1000 | 3.19x10~'6 | 1.32x 10~
20 | 0.0500 | 0.0500 | 1.22x10° ™ | 2.54x10
40 | 0.0250 | 0.0250 | 3.43x10° | 6.39x10
80 | 0.0125 | 0.0125 | 1.28x10" ™ | 3.19x10

TABLE 3.2 — Tableau de convergence du schéma Smh2

Nous envisageons un deuxieme test pour estimer les erreurs de convergence
des schémas Smh1 et Smh2.

Convergence pour une solution polynomiale

Testons la convergence pour la solution suivante

2 2
(Y +t 9 9 2 B 2t — 2+ 2x
U(ZL‘7y,t) - <I2 +t2) ) p(l’,y,t) = +y +t ) et f(fE,y,t) - (Zt— 2+2y °

Ici p est égale a % + t2 & chaque instant t. Cette fois-ci, nous fixons le pas de
temps (0t = 1072) pour estimer l'erreur en espace sur la vitesse et la pression.
Puis nous fixons, le pas d’espace (h = 0,0125), pour estimer 'erreur en temps
sur la vitesse et la pression.

Le comportement du schéma Smh1 (resp. Smh2) est illustré dans les figures 3.1
et 3.2 (resp. 3.3 et 3.4). Les estimations d’erreurs qui en découlent sont résumées
dans les tableaux suivants :
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comportement de I'erreur de v et p en norme L2
-0.5 T T T T T

¥

—a— 2P
1 —k— L2V

-1.5F

N
T
I

Log(erreur)
N
[
T
1
]

-3.5F

45 L L L L L L L L L
-2

FIGURE 3.1 — Courbes de convergence en espace pour le schéma Smhl (0t =
1072).
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T T T T T
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.
Log(erreur)
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.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 0.8 1 12 14 16 18 2 22

Log(deltat) Log(deltat)

(a) (b)

FIGURE 3.2 — Courbes de convergence en temps (h = 0,0125) pour le schéma
Smhl.

Méthode | Ordre en espace pour la vitesse | Ordre en espace pour la pression
Smh1 1.95 1.42
Smh2 1.98 1.94

TABLE 3.3 — Ordre de convergence en espace pour les schémas Smhl et Smh2.
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F1GURE 3.3 — Courbes

comportement de l'erreur de v et p en norme L2

-0.5 T T T T

—k— 2P
-1 —— |2 \/

151

Log(erreur)
o
@
T

351

45 L L L L L L
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-1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -15 -1.4

“Log(N)

-13 -1.2 -11 -1

de convergence en espace pour (6t = 1072) pour le schéma

Smh2.
comportement de l'erreur de p en norme L2
5 comportement de l'erreur de v en norme L2 -16 . . . . . . r
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ __—‘O—LZ\/
350 e
45 U‘] 0‘8 0‘9 J‘. l‘l 1‘2 1‘3 14 3 O.‘7 U‘ﬁ O.‘9 ‘l : 1‘2 1.‘3 14
Log(deltat) Log(deltat)
(a) (b)
FIGURE 3.4 — Courbes de convergence en temps pour (h = 0,0125) pour le schéma
Smh?2.
Méthode | Ordre en temps pour la vitesse | Ordre en temps pour la pression
Smhl 2.2 0.70
Smh2 2.13 1.74

TABLE 3.4 — Ordre de convergence en temps pour les schémas Smhl et Smh2.
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Convergence pour une solution sinusoidale

Enfin, testons la convergence pour la solution suivante

exp(—2t) cos(mx) sin(my)
— exp(—2t) sin(7x) cos(my)

u(t, z,y) = ( ) . pltz,y) =0,

et

—2exp(—2t) cos(nz) sin(my) + 272 exp(—2t) cos(mx) sin(ﬁy))
2 exp(—2t) sin(mx) cos(ry) — 27% exp(—2t) sin(mx) cos(ry) )

) = (

comportement de I'erreur de v et p en norme L2
T T T T T

T T
% L2P
o5k o+ L2v

Log(erreur)
o

I I I I I I I I
-2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -11 -1
-Log(N)

FIGURE 3.5 — Courbes de convergence en espace pour le schéma Smhl (0t =
1072).
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comportement de lerreur de v en norme L2
T T T

26 - T comportement de l'erreur de p en norme L2
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FIGURE 3.6 — Courbes de convergence en temps (h = 0,0125) pour le schéma
Smhl.
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FIGURE 3.7 — Courbes de convergence en espace (6t = 1072) pour le schéma
Smh?2.
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comportement de lerreur de v en norme L2

T
——L2v

45 L L L L L L L 3 L L L
0.7 08 0.9 1 11 12 13 14 0.7 08 0.9

Log(deltat)

. . .
1 11 12 13 14
Log(deltat)

(a) (b)

FIGURE 3.8 — Courbes de convergence en temps pour (h = 0,0125) pour le schéma
Smh?2.

Les résultats du schéma Smhl (resp. Smh2) donnés par les figures 3.5 et 3.6
(resp. 3.7 et 3.8) sont résumés dans les tableaux suivants :

Méthode | Ordre en espace pour la vitesse | Ordre en espace pour la pression
Smh1 1.99 2.93
Smh2 1.83 2.82

TABLE 3.5 — Ordre de convergence en espace pour les schémas Smhl et Smh2.

Méthode | Ordre en temps pour la vitesse | Ordre en temps pour la pression
Smhl 1.44 0.4
Smh2 2.13 1.80

TABLE 3.6 — Ordre de convergence en temps pour les schémas Smhl et Smh2.

3.4 Conclusions

Nous avons présenté deux méthodes éléments finis mixtes hybrides pour les
équations de Stokes. Ces deux méthodes découplent les effets de diffusion et d’in-
compressibilité en remplacant la résolution des équations de Stokes par la réso-
lution de deux problemes successifs. Dans la premiere étape, nous résolvons un
probleme elliptique par éléments finis Py, tandis que dans la seconde, nous appro-
chons I’équation de Darcy par éléments finis mixtes hybrides RTj/Py. Des essais
numeériques ont été conduits dans le but de comparer les méthodes décrites. Nous
avons constaté la convergence des deux méthodes tout en observant que le schéma
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Smh2 s’avere plus performant que le schéma Smh1. Notons que les deux schémas
peuvent s’étendre facilement aux équations de Navier-Stokes et une généralisation
en dimension 3 peut étre a priori obtenue sans hypothese supplémentaire.
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Introduction

Le but de cette partie est d’établir des schémas numériques suffisament pré-
cis pour approcher I'équation level set. En effet, comme l'objectif a terme est
de réaliser des simulations en trois dimensions d’espace et que les chargements
sont parfois considérés a 1’échelle un, le nombre de mailles de calcul croit tres
rapidement. En particulier lorque ’on utilise des schémas numériques du premier
ordre, 'obtention d’une approximation suffisamment fiable se réalise au prix de
maillages extrémement fins. En outre, ’expérience montre que le passage a un
ordre supérieur permet de conserver une précision appréciable tout en autorisant
une réduction considérable du nombre de mailles. Enfin, cette quéte de précision
est légitimée par le fait que les solutions que nous recherchons sont en géné-
ral régulieres presque partout. Cette régularité étant intimement liée a celle du
domaine d’intégration, les coins, les points de rebroussement, les inversions lo-
cales de convexité/concavité sont autant de zones de singularité pour la solution
susceptibles de provoquer des instabilités artificielles. Les nouvelles méthodes nu-
mériques devront donc prédire une fois de plus avec une grande précision et un
maximum de stabilité, le comportement du front, en particulier au voisinage de
ces zones de singularité.

Les deux premiers chapitres de cette partie sont consacrés a ’analyse mathé-
matique de I’équation Level set en tant qu’équation d’Hamilton-Jacobi du premier
ordre puis a I’équation de loi de conservation associée. Les chapitres suivants sont
consacrés au développement de nouvelles méthodes numériques d’ordre 1 et 2.

Dans le Chapitre 1, nous caractérisons 1’évolution d'une frontiere libre par
I’équation Level set. Nous pouvons ainsi définir la frontiere libre comme une
courbe ou une surface, ¢(x,t) = 0 ou (x, t) est la variable spatio-temporelle, qui se
propage avec une vitesse qui dépend du temps dans le milieu. Décrire I’évolution
de la frontiere libre revient alors a décrire la loi d’évolution de la fonction ¢.
Nous formulons ’évolution du front par une formulation de type valeur initiale.
Ces équations qui sont des équations de type Hamilton-Jacobi du premier ordre,
sont complétées par les conditions initiales et aux limites ad hoc. Ce Chapitre
est entierement consacré a l'analyse mathématique de notre probleme de type
Hamilton-Jacobi. On rappelle en particulier les résultats d’existence et d’unicité
dans la classe des solutions de viscosité.

Dans le chapitre 2, nous nous placgons a la fois dans le cadre abstrait des
équations de type Hamilton-Jacobi du premier ordre, et des équations de type de
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loi de conservation associées. Ce type de probleme est généralement associé a un
systeme faiblement hyperbolique. Par conséquent, la solution de viscosité peut
étre formellement considérée comme primitive de la solution faible entropique
du probléeme hyperbolique associé. Cependant, méme si dans le cas général, il
n’existe pas de résultats rigoureux prouvant 1’équivalence des solutions de visco-
sité et faible entropique associées, cela est vraie pour les hamiltoniens concaves
ou convexes. Ainsi, nous résolvons de maniere exacte le probleme de Riemann
associé a ’équation de loi de conservation puis le probleme correspondant des
deux-demis plans associé a I’équation level set avec des Hamiltonines concaves ou
convexes.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons essentiellement a l'intégration nu-
mérique de I’équation level set. Pour cela, nous présentons une méthode qui ap-
proche la solution de viscosité par des fonctions linéaires par morceaux pas né-
cessairement continues (non conformes). Le but de ce travail est la construction
de solveurs de type Lax-Frederichs pour la résolution de I’'équation level set ou
des équations de type Hamilton-Jacobi du premier ordre. De plus, on montre que
les schémas résultants sont monotones. Cette méthode est particulierement bien
adaptée aux vitesses F' quelconques. Nous avons cherché, dans cette étude, une
alternative aux modeles numériques de Godunov car ces derniers se sont révé-
lés assez difficiles a implémenter. Par souci de simplicité d’emploi, nous avons
choisi de baser nos constructions sur I’'Hamiltonien numérique monotone de Lax-
Friedrichs introduit dans [37]. Il est alors possible de montrer que le nouveau
schéma converge vers I'unique solution de viscosité. Enfin, des exemples numé-
riques montrent qu’on obtient bien de 'ordre 1 en norme L' méme dans les cas
ou la solution présente un gradient discontinu.

Dans le chapitre 4, nous présentons une nouvelle méthode de reconstruction
MUSCL (avec le procédé de limitation ad hoc) qui produit alors des schémas
qui sont formellement d’ordre 2 dans les régions régulieres. Cette observation
peut se justifier par le fait que ces schémas centrés en espace sont dissipatifs et
stabilisent ainsi la solution approchée. C’est pourquoi la méthode n’explose pas
numériquement. De nombreux exemples numériques sont exposés prouvant les
perfomances des différentes méthodes. En particulier, nous les avons testées sur
des exemples ayant des gradients discontinus ou réguliers.
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Chapitre 1

Généralités sur ’équation level
set

Les problemes de suivi d’interfaces interviennent dans plusieurs domaines de
la physique comme la propagation de fronts de flammes, la croissance de den-
drites en solidifiacation, la formation de cristaux, le couplage fluide-structure, en
imagerie, en dynamique de bulles, etc. De nombreux auteurs ont étudié ces pro-
blemes en imaginant un grand nombre de méthodes qui peuvent étre régroupées
en deux catégories.

Le premier type de méthodes sont dites lagrangiennes et correspondent au dépla-
cement d'un systeme de coordonnées. Le systeme de coordonnées suit l'interface
de fagon a représenter a chaque instant sa position de mainiere précise sans modi-
fication du modele. La précision sur la position de cette interface permet de pou-
voir y imposer facilement les conditions aux limites. Son inconvénient provient
du traitement des changements de topologie, comme par exemple, le recollement
de deux fronts.

Le deuxieme type de méthodes sont dites eulériennes. La position de la surface
libre peut étre caractérisée par des marqueurs dont un grand nombre est né-
cessaire pour obtenir des résultats précis. L’autre voie consiste a ajouter une
inconnue supplémentaire ¢ ainsi qu’une équation dans le modele, caractérisant le
transport de cette fonction. Les valeurs de cette fonction ¢ sont zéro ou un. La
résolution de I’équation de transport qui régit 1’évolution de cette fonction discon-
tinue peut produire une zone diffuse autour de la frontiere libre. Pour remédier a
cela, une nouvelle fonction ¢ qui varie alors de maniere continue, est introduite.
Ainsi, la surface libre correspond a une isovaleur de cette fonction, ceci est le cas
des méthodes Level Set. Les changements de topologie dans le front d’évolution
sont alors traités naturellement. Ces méthodes permettent également d’étudier
des fronts se déplagant aussi bien en avant qu’en arriere.
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1.1. PRESENTATION DE L’'EQUATION LEVEL SET

1.1 Présentation de ’équation Level Set

Dans cette section nous rappelons la formulation en ensemble de niveau d’une
frontiere libre initialement proposée par Osher et Sethian([47]). A partir de
cette formulation, nous établissons I'équation level set.

1.1.1 Formulation en ensemble de niveau

Soit T > 0 et  un ouvert borné de R?, on notera par t la variable temps
et par & = (z1,x9) la variable d’espace. On suppose que {2 est composé de deux
sous domaines ;" et Q, séparés par une frontiere libre I'; (figure 1.1) susceptible
d’évoluer au cours du temps.

Q

FIGURE 1.1 — Domaine 0 composé des deux sous ensembles QUF et Q; séparés
par I

L’idée principale de la méthode level set consiste a représenter le bord I
comme la ligne de niveau nulle d’une fonction ¢ définie sur le domaine 2 pour
tout ¢ (voir la figure 1.2). On cherche donc a construire une fonction ¢ tel que les
domaines Qf, Q; et la frontiere libre I'; sont caractérisés par

I''={xeQ ¢z t) =0} (1.1.1)
Qf ={x€Q; ¢(zx,t) >0}, (1.1.2)
Q ={x e ¢z t) <0} (1.1.3)
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’EQUATION LEVEL SET

FIGURE 1.2 — La frontiéere Iy est la surface de niveau nulle de la fonction ¢.

1.1.2 Equation d’évolution de la frontiere

Pour déterminer I’équation d’évolution que doit satisfaire la fonction ¢, nous
allons supposer que I'; est une courbe paramétrée par

(s,t) — (s, t) € Ty (1.1.4)

ou s est une paramétrisation de la courbe indépendante de t. En utilisant la
définition (1.1.1), nous pouvons écrire

o(v(s,1),1) = 0. (1.1.5)

En dérivant la relation (1.1.5) par rapport a ¢ nous obtenons

16(1(50,)] = Ap(a(s,0,1) + Vo - 2 =0 (1.16)

De méme, en dérivant la relation (1.1.5) par rapport a s, nous avons

vy

Osle(r(s,1).8)] = Vo 5= = 0. (1.1.7)
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1.1. PRESENTATION DE L’'EQUATION LEVEL SET

L’équation (1.1.7) signifie que le vecteur Ve (v(s,t),t) est orthogonal a la
courbe I'y et si Vo (y(s,t),t) # (0,0), le vecteur normal unitaire est défini par

_ Vo(y(s,1),t)
IVo(v(s,t), 1)

n (1.1.8)

Par le choix de ¢ < 0 dans €, et ¢ > 0 dans Q, le vecteur n correspond au
vecteur normal extérieur & 2, pointant vers ;.

En divisant formellement (1.1.6) par |Vé(v(s,t),t)| et en notant par w(s,t) =
@(s,t) la vitesse d’une particule sur la frontieére, nous en déduisons qu’en un

ot
point de l'interface

at¢(7(87 t>7 t)
[6(7(s,2), )]

En posant ' = w - n la vitesse normale sur I';, nous obtenons I’équation

+ w(s,t) -n(s,t) =0. (1.1.9)

dip(x,t) + F(z,t) |Vo| (z,t) =0 Va e T, (1.1.10)

Par construction, I’équation (1.1.10) est satisfaite uniquement sur le bord T.
Aussi cherche-t-on a étendre cette équation sur le domaine €2 tout entier. A cette
fin, on définira un prolongement de F' sur tout le domaine (encore noté F') et on
considere le nouveau probleme :

trouver ¢ : 2 x [0, 7] — R tel que

Op(x,t) + F(x,t)|Vo| (x,t) =0, (1.1.11)

que 'on completera avec une condition initiale au temps ¢ = 0. En outre, si €2 est
différent de R?, il faut aussi rajouter des conditions de type Neumann ou Dirichlet
sur la frontiere 0f).
Le systeme ainsi constitué conduit a une équation d’Hamilton-Jacobi dans
Q et en posant H(x,t, Vo) = F(x,t)|Vé|, on peut reéerire 'équation (1.1.11)
sous la forme suivante :
d¢

o + H(x,t,V¢) =0 dans Q x (0,7, (1.1.12)

ou H(x,t, Vo) s’appelle 'Hamiltonien.

Pour toute fonction ¢ réguliere I'application H(x,t, V¢) est bien définie, mal-
heureusement méme pour des conditions intiales régulieres (disons dans C1), la
solution ¢ peut présenter des singularités pour la dérivée (voir [19]).

Afin de prendre en considération ce type de solution, on élargit la classe des so-
lutions en cherchant ¢ dans les espaces de fonctions moins régulieres que nous
préciserons dans la suite.

76



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’EQUATION LEVEL SET

1.2 Solution de I’équation level set dans R?

L’objet de cette section est de rappeler les principaux résultats mathéma-
tiques sur I’équation (1.1.12). Nous considérons le cas ot = R? afin d’éviter
momentanément les difficultés dues au bord.

1.2.1 Quelques notations

Nous allons tout d’abord définir les espaces de fonctions que nous utiliserons
dans la suite de ce travail. Soit T > 0 et Q un ouvert de R? Qr = Qx]0,T],
a €]0,1[. On considere les espaces suivants.

L>(2) est I'espace des fonctions bornées presque partout sur €.
B(
C(

(

C(Q) est I'espace des fonctions continues sur .

Q) est I'espace des fonctions bornées sur Q.
Q)

est I'espace des fonctions continues sur 2.

BUC(f2) est 'espace des fonctions bornées, uniformément continues sur €.
Si Q est un ensemble compact alors BUC(Q) = C(Q).

1 . ’ N s 7 z
W, 2(£2) est I'espace des fonctions bornées, a dérivées bornées sur €.

C*(Q) est I'espace des fonctions dérivables et a dérivée continue sur €.

C""’%(QT) est ’espace des fonctions continues o holdérienne par rapport a la

a
variable d’espace et — holdérienne par rapport a la variable temps.

En outre, on adoptera la notation suivante :
soit @ € R, on pose [a]" = max(a,0) et [a]” = max(—a,0).

1.2.2 Solution généralisée

Une classe de fonctions permettant de construire des solutions généralisées au
probleme d’Hamilton-jacobi a été introduite dans les années 80 par Pierre Louis
Lions ([44]) ou 'espace fonctionnel adéquat est Wl1 2>¢. La difficulté principale du
choix de cette espace fonctionnel est qu’il n’y a pas unicité de la solution comme
le montre I'exemple ci-dessous :

Trouver ¢ € W,22°(0, 1) tel que :

loc

¢/

=1 dans|0,1], (1.2.1)

avec la condition aux limites :

6(0) = 6(1) = 0. (1.2.9)
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1.2. SOLUTION DE L’EQUATION LEVEL SET DANS R?

12 1/4

0 12 1 0 yg 12 34 1

FIGURE 1.3 — Deux solutions généralisées.

On peut vérifier sans grande difficulté que les fonctions représentées sur la figure
(1.3) sont solutions généralisées de (1.2.1) - (1.2.2).

Plus généralement, en alternant les pentes 1 et pentes -1, on peut construire
une suite (u,), de solutions (qui convergent uniformément vers 0) en procédant

de la maniere suivante : u,(0) = 0,u, (z) = 1 si « E]g—:,%[ et u, (v) = —
si 6]22#, 2;{2[ pour k compris entre 0 et 2"~' — 1 (voir la figure 1.4). Un

autre défaut des solutions généralisés vient du fait que la limite d’une famille
de solutions généralisées n’est pas forcément une solution généralisée. Ce dernier
fait est encore illustrée par la famille de solutions généralisées que nous venons
de construire. Pierre Louis Lions introduit une contrainte supplémentaire afin de

FIGURE 1.4 — Une solution généralisée construite en alternant les pentes .

sélectioner une seule solution en régularisant I’équation (1.1.12).
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’EQUATION LEVEL SET

1.2.3 Solution régularisée

L’exemple (1.2.1)-(1.2.2) introduit un probléme d’unicité pour des solutions

généralisés. Il faut donc un critere supplémentaire pour choisir la "bonne solu-
tion”.
La procédure pour sélectionner cette solution est de considérer la méthode clas-
sique de wviscosité évanescente que nous rappelons brievement. Pour cela, soit
do € BUC(R?) et v €]0, 1] , alors il existe une suite ¢o. € H'(R?) N C*(R?) tel
que ¢o. — ¢o dans C(R?) avec ¢ — ¢ol, < e.

On considere le probleme régularisé suivant : soit € > 0,
trouver ¢. tel que :

O1p. — eA¢. + H(x,t,Vo.) =0 dans R*x]0, T, (1.2.3)
¢:(0,.) = ¢o, dans R?.

L’existence et I'unicité de la solution du probleme (1.2.3)-(1.2.4) repose sur
I’hypothese suivante :
(H1) Soit H(x,t,p) une application continue sur le domaine
R? x [0,7] x R x R? on suppose qu'il existe une constante by, tel que

H(x,t,p) > b. (1.2.5)
On a le théoreme suivant (voir [41] P.460 Théoreme 6.4).

Théoreme 1.2.1. [l existe une unique solution
¢. € L*(0,T; H'(R?*)) N C°(0, T'; L*(R?))
au probleme (1.2.3)-(1.2.4). De plus on a la régularité
¢ € O*2 (R*x]0,TY),
V. € C2 (R?x]0,T]).

On prendra alors comme solution du probléme d’Hamilton-Jacobi la limite
de ¢. lorsque celle-ci existe. La difficulté essentielle réside dans le terme non
linéaire H car il faut définir une notion de solution faible qui permette de passer
a la limite dans (1.2.3)-(1.2.4) avec seulement la convergence uniforme de la suite
(¢c)c. Crandal et Lions ([19]) ont proposé une nouvelle définition fondée sur lemme
suivant.

Lemme 1.2.1. (/3] P.23)

Soit (¢.). une suite de fonctions continues sur 'ouvert R*x]0,T[ qui converge
dans C(R? x [0,T]) vers ¢. Si (xo,ty) € R?2x]0,T[ est un point de mazimum
local strict de ¢ alors il existe £g > 0 tel que pour tout € < €y on peut construire
une suite de points (., t.). tel que ¢. admet un mazimum local en (x.,t.) et qui
converge vers (xg, to).
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1.2. SOLUTION DE L’EQUATION LEVEL SET DANS R?

Grace a ce lemme on montre le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.2. Soit ¢ > 0 et ¢. € C*2(R?x]0,T]) la solution du probléeme
(1.2.3)-(1.2.4) est donné par le théoréme (1.2.1).
On suppose que ¢. converge vers ¢ dans C(R? x [0,T1]), alors
pour toute fonction x € C*(R? x (0,00)), si (xg,to) est un point de mazimum
local strict de ¢ — x sur R?x]0, T, on a :

Ix

E(CBQ, t()) + H(CB(), t(), VX(CL'(), to)) S 0. (126)

De méme pour toute fonction x € C%*(R? x (0,00)), si (xo,to) est un point de
minimum local de ¢ — x sur R*x]0,T[, on a :

ox

E(wojto) +H(Q§0,t0,VX(330,t0)) Z 0. (127)
Démonstration. On effectuera la preuve pour la relation (1.2.6), la relation (1.2.7)
s’obtiendra de la méme maniere.
Soit x € C*(R?*x (0, 00)) et supposons que (&, to) est un point de mazimum local
strict de ¢ — x sur R? x (0, 7] alors d’aprés le lemme il existe une suite de points
(x.,t.) de maximum local strict de ¢. — y qui converge vers (xg,t). On a donc

at¢8(m€a ta) = 8tX(m67 ta)a

V¢5(waa ta) = VX(mev ta)-

Comme la matrice hessienne de ¢ — x au point (x.,t.) est définie négative, on
alors

A(¢e - X)(wsa ts) S 07

soit encore

Ade(xe,to) < Ax(e, t.).

Ainsi,
24
E(wsa ts) - 5AX(waa ts) + H(m& tsa VX) S
O¢e
ot (iBE, ts) - 5A¢€(w€7 ts) + H(CBE, te, v¢€) = 0.
Par passage a la limite dans cette inégalité on obtient
Ix
E(woato) + H(zo, 10, Vx) < 0.

Les relations (1.2.6)-(1.2.7) sont a la base de la solution de viscosité.

80



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR L’EQUATION LEVEL SET

1.2.4 Solution de viscosité

Définition 1.2.1 (Solution de viscosité). Une fonction ¢ € BUC(R? x [0,T1])
est dite solution de viscosité du probleme

% + H(x,t,Vp) =0 dans R*x]0, T, (1.2.8)
P(x,t =0) = do(x) dans R? (1.2.9)

si et seulement si :

1) pour toute fonction x € C'(R? x [0, 00]), si (xg,to) est un point de mazi-
mum local de ¢ — x sur R*x]0,T[, on a :

9
a—f(wo,to) + H(Vx(zo, b)) < 0, (1.2.10)

2) pour toute fonction x € C*'(R* x (0,00)), si (xo,to) est un point de mini-
mum local de ¢ — x sur Q2x]0,T[, on a :

0
a—f(wo,to) + H(Vx(xo, to)) > 0. (1.2.11)

Afin d’obtenir I'existence et I'unicité d’une solution de viscosité, on introduit
des hypotheses complémentaires a celles données précédemment([3]).

(H2) H est une fonction continue sur R?x]0, T'[xR?.

(H3) Soit R > 0 alors il existe mpg : [0,00] — R tel que pour tout (x,t),
(y.t) €Qr,pER*ona

|H(z,t,p) = H(y,t,p)| < mp((|z —y|)(1 +|pl)),

ot mp(s) — 0 quand s — 0.

L’existence de 'unique solution de viscosité du probleme (1.2.8)-(1.2.9) est
donnée par le théoreme suivant([3, 19, 20]).

Théoreme 1.2.3. Sous les hypothéses (H2)-(H3), si ¢ € BUC(R?) alors il
eziste une unique fonction ¢ € BUC(R? x [0,T]) satisfaisant (1.2.8) -(1.2.9).
En outre, on a les propriétés suivantes :

Soit ¢y et Yy deux conditions initiales, ¢ et ¢ les deux solutions de viscosité de
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léquation (1.2.8)-(1.2.9) associées a ces conditions initiales :

(@) [[[o(.t) = v (O] < |9 OIS
(i) [|[o(.. ) = (. )] || < [[[do OIS
(@) [|o(., 1) = (Ol < oo () ()||

(iv) inf @o(y) < tH(.,0, Vo) + do(.) < sup do(y),

yeN ye
(v) pour x,y €,
o(x +y.t) — o(x, )| < Sup [$0(z +y) — do(2)]

(vi)si ¢g est lipschitzienne de constante de L alors

lo( 1) = o, T <[t —=7] sup [H(p)|,

PER?:||pl|<L
(vii)si ¢ bornée, lispchitzienne sur R? et soit ¢. la solution de (1.1.10) et ¢

la solution de (1.2.8)-(1.2.9) , on a
sup ’¢s(wa t) - (b(w; t)| < C\/gu
(mvt)eQT

ot ¢ dépend uniquement de la constante de Lipischitz de ¢q, de H et de T

Si 'on souhaite obtenir une approximation numérique de la solution de vis-
cosité, celle-ci doit respecter des propriétés similaires a celles énoncées dans le
théoreme 1.2.3. On peut distinguer plus particulierement deux propriétés ma-
jeures.

Corollaire 1.2.1.
1) Soienta € R, x € Q, et p € R%. Si ¢o(x) = a+ p-x est la condition
initiale alors la solution exacte du probléme (1.2.8)-(1.2.9) est

¢(m’ t) = Qbo(ilf) - tH(iB, O7p)

2) Soit ¢pg et g deux conditions initiales, ¢ et 1 les deuz solutions de viscosité
de léquation (1.2.8)-(1.2.9) associées a ces conditions initiales. Si ¢g < 1y
alors ¢ < 1.

Application a I’équation level set :
Nous rappelons que H(x,t,p) = F(x,t)|p|. Si nous supposons que F est conti-
nue, lipischitzienne par rapport a x, alors d’une part H vérifie (H2). D’autre
part, il existe L > 0 tel que

Soit R >0, mg(s) = Ls, (z,t) € Qp, (y,t) € Qp, pER?, on a
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|H(z,t,p) — H(y,t,p)| = |F(z,t)|p| — F(y,t)|pl|
= |F(z,t) — F(y,t)||p|
< Llz—yllp| < Llz—y|l(1+|p|)
=mg(|lz —y[ (1 + [p])).

Comme mg(s) — 0 quand s — 0, on en déduit que (H3) est vérifiée.
Si de plus ¢po € BUC(R?) alors d’aprés le théoréme 1.2.3 nous en déduisons
que la fonction level set ¢ est solution de viscosité du probléme de cauchy (1.2.8)-

(1.2.9) et que ¢ € BUC(R?).

1.3 Solution de I’équation level set dans () # R?

En théorie, on peut prolonger F (et donc on calcule ¢) sur tout R?. En pra-
tique (pour I'approximation numérique), on ne peut travailler que sur un domaine
borné. Il devient donc nécessaire d’'imposer des conditions de bord. L’objectif de
cette section est de déterminer quelle type de condition au bord est il préférable
de prescrire. Cette liberté de choix résulte du fait que nous ne traiterons que le
cas ol le domaine €) contient la frontiere I';.

1.3.1 Conditions de type Dirichlet

Un premier choix consiste a utiliser des conditions de Dirichlet sur le bord
de €. Ceci entraine de nombreuses difficultés car une condition de compatibilité
devient nécessaire et toutes les conditions de Dirichlet ne sont pas admissibles
([19, 3]). Par exemple, considérons le probleme en une dimension d’espace suivant :
Trouver ¢ € W (0, 1) tel que :

loc

¢|=1 dans]0,1],

Si on impose ¢(0) = 0 et ¢(1) = 7 il ne peut pas y avoir de solution car si la
fonction ¢ respecte la condition ¢(0) = 0, elle est nécessairement majorée par 1.
D’autre part, la condition de Dirichlet force la valeur de ¢ sur le bord et peut
engendrer un probleme de couche limite si la surface de niveau nulle se rapproche
du bord (ou le touche).

1.3.2 Conditions de type Neumann

Un autre choix consiste a imposer une condition de type Neumann homogene
correspondant a une hypothese de symétrie. Ce qui nous conduit a la notion de
solution de viscosité pour un probleme de Neumann homogene ([45]).
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g_f b H(zt6,Y6) = 0 dams Q% (0,T),  (L3.1)
o(x,t =0) = ¢o(x) dans Q, (1.3.2)
do

p 0 sur 09 x [0, 7. (1.3.3)

Avant d’énoncer le résulat sur l'existence et I'unicité de la solution, nous
introduisons les hypotheses suivantes sur I’Hamiltonien initialement proposées
dans ([45]).

(H4) 3y > —oo tel que pour tout & € Q, t € [0,T], 51 < s9, p € R?,

H(w7t7827p) - H<w7t7 Slvp> Z 7(52 - 81)-

(H5) Soit R > 0 alors il existe wp : RT — R tel que Va,y € Q, [t| < R, A > 1
on a

H(z,t, Mz —y)) — H(y,t, Az —y)) > —~wr(A |z -y + |z — y|),

oll wgr(s) — 0 quand s — 0.
(H6) VR < oo on a

sup{|H(x,t,p) — H(x,t,q)|;x € Q|| < R,[p—q| < e} — 0,

quand € — 0.

Théoréme 1.3.1. Soit ¢pg € C(2), soit H satisfaisant (H4), (H5),(H6). Alors
le probleme (1.3.1)-(1.3.3) admet une solution unique dans C(Q x [0,T)).

Application a I’équation level set :
Supposons que F(x,t) est uniformément lipschitzienne par rapport a & et conti-
nue par rapport a t. Alors I’hamiltonien H(x,t,p) = F(x,t)|p| vérifie les hypo-
theses (H4), (H5) et (H6). En effet, pour
(H4) on prend v = 0, comme H(x,t,s,p) = H(x,t,p) Vs € R alors pour
x€Q, tc[0,T], s, <s9 pcR

H(x,t,s9,p) — H(x,t,s1,p) = 0.

(H5) Pour R > 0, on prend wg(s) = s. Comme F est uniformément lipschit-
zienne par rapport a x alors il existe L > 0 tel que pour x,y € €}

d’ott pour |t| < R, A > 1,

H(z,t, N —y)) — H(y,t, \(@ —y)) = —L(\ @ -y + |z — y).
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(H6) Pour tout R < oo, e >0, x € Q, |t| < R, |p — q| < ¢ nous avons

= |F(z,t)]|lp] - ql|

P, )] [p— g| < |F(,0)|<.

Si ¢y € C(R) alors d’aprés le théoréme 1.3.1 nous en déduisons que la fonction
level set ¢ est solution de viscosité du probleme de cauchy (1.2.8)-(1.2.9) et que

6 € CQx[0,T]).
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Chapitre 2

Equation de loi de conservation
associée a I’équation level set

Dans ce chapitre, nous nous placons a la fois dans le cadre abstrait des équa-
tions de type Hamilton-Jacobi du premier ordre, et des équations de type de loi
de conservation associées. Ce type de probleme est généralement associé a un
systeme faiblement hyperbolique. Par conséquent, la solution de viscosité peut
étre formellement considérée comme primitive de la solution faible entropique du
probleme hyperbolique associé. Nous rappelons les résultats rigoureux prouvant
I’équivalence des solutions de viscosité et faible entropique associée. Enfin, nous
résolvons de maniere exacte le probleme de Riemann associé a ’équation de loi
de conservation puis le probleme des demi-plans associé a ’équation level set.

2.1 Propriétés de I’équation de loi de conserva-
tion

On considére le probléme suivant : trouver ¢ : Q2x]0, T[— R tel que :

O+ H(x,t,Veo) =0 dans 2 x [0,7], (2.1.1)
» = ¢ dans Q, (2.1.2)
Vo-n=0 sur 092 x [0, 77, (2.1.3)

nous introduisons la notation U = V¢ et appliquons 'opérateur V a (2.1.1)
et (2.1.2). Nous obtenons le systeme de loi de conservation suivant :
Trouver U : Ox]0, T[— R? tel que :

U+ V(H(z,t,U)) =0 dans Q x (0,7, (2.1.4)
U(z,t =0) = V() dans Q, (2.1.5)
U n=0 sur 0 x [0, 7). (2.1.6)
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Le but de cette section est de rappeler les notions de solutions faibles et de
solutions entropiques pour le probleme (2.1.4)-(2.1.6), pour plus de détails sur les
systémes de lois de conservation, on peut consulter [42].

2.1.1 Etude de I’hyperbolicité

Soient E un ouvert de R? et f;, f, deux fonctions C! différentiables de E dans
R?, on posera f;(U) = (£;;(U), f;5(U))T VU € E.
On considere le systeme le systeme de loi de conservation :

O,U + 0,, £ (U) + 8, £(U) = 0, (2.1.7)

ot U:R?x Rt — E.
On note
— A;(U) la matrice jacobienne associée au flux f;,j = 1,2 :
df;:(U)
A:(U)),, = 2287
(4,0, = 2
2
— A(U,v) la matrice jacobienne associée au flux f = Z v;f;
j=1

2
A(U,v) = Z v;A;(U), pour v € R* non nul .
j=1

Définition 2.1.1.

* Le systéme (2.1.7) est dit hyperbolique si pour tout U dans E et tout v
vecteur non nul de R?, les valeurs propres de A(U,v) sont réelles et les
vecteurs propres associés engendrent ’espace R2.

* Le systeme (2.1.7) est dit strictement hyperbolique s’il est hyperbolique et
si les valeurs propres de A(U,v) sont toutes distinctes.

On note X\;(U,v) les valeurs propres de A(U,v) et r;(U,v)(resp. 1;(U,v))) les
vecteurs propres a droite (resp. 4 gauche) associés.

Application au systeme de loi de conservation associée a I’équation level set :

Posons £,(U) = (H(U),0), £,(U) = (0, H(U)). Réecrivons ’équation (2.1.4) de

maniere a avoir le syteme :

AU + 8,,£,(U) + 9,,6(U) = 0. (2.1.8)
Alors
dH(U) OH(U)
Ouy Oug
Al (U) = }
0 0
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0 0
AQ(U) = 3
0H(U) 0H(U)
ouy Ousa
0H(U) OH(U)
Bul 1 8u2
A(U,v) =
OH(U) U OH(U)
2 oul 2 Ous

Les valeurs propres de la matrice A(U,v) sont
)\1<U, V) =0
et
X(U,v) =VH(U) - v.

St VH(U) = 0 alors A(U,v) = 0 et n'importe quelle base de R? est une
base de vecteurs propres. Le probleme est qu’il existe des couples (U,v) tels que
VH(U) - v = 0 ce qui implique que le systeme (2.1.8) n’est pas strictement
hyperbolique.

2.1.2 Solutions faibles du probleme de Cauchy
On considere le probleme de Cauchy :
2
OU+ Y 0,,£(U) =0,

J=1

U(z,0) = Up(x)

(2.1.9)

Définition 2.1.2. On appelle solution faible de (2.1.9) pour Uy € LS (R?)?, une

loc

solution U € L2 (R?* x RY)? au sens des distributions c’est-a-dire solution de :

2
/ / (U-@tcp—l—ij(U)-axjcpdazdt+ Up(z) - p(x,0)de =0 (2.1.10)

R2
pour toute fonction ¢ € Cj(R*xRT)? et telle que U(z, t) appartienne o B presque

partout.

2.1.3 Solutions faibles entropiques

Si la notion de solutions faibles permet l'existence d’une solution de (2.1.9),
elle ne s’accompagne pas en général de 1'unicité.
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Méthode de viscosité évanescente

La solution physique cherchée est donnée par la limite (si elle existe) quand
¢ — 0 de la solution U, du probleme parabolique visqueux :

d
OU.+ Y 0,,8(U.) — AU, = 0. (2.1.11)

J=1

Par passage a la limite, on verra que la solution obtenue devra vérifier une pro-
)
priété supplémentaire liée a la notion d’entropie mathématique.

2.1.3.1 Entropie mathématique

Définition 2.1.3. On suppose E convexe. Une fonction C? différentiable convexe
n de E dans R est appelée entropie mathématique pour le systéme de lois de
conservation (2.1.7) sl existe 2 fonctions C* différentiables q; et qu de E dans
R appelées flux d’entropie telles que pour des fonctions C? différentiables on ait :

Vun(U) - Vut;(U) = Vyq;(U), pourj=1,2, (2.1.12)
o o
noon
VunlU) = (5, 5.
Afji
(Vul;U))ir = 5= = (4(U))ar-
k

Remarque 2.1.1. Si U est solution de (2.1.7), alors U vérifie une loi de conser-
vation supplémentaire :

+Z 90, =0

2.1.3.2 Solution entropique

Le concept d’entropie étant défini, on obtient la condition supplémentaire que
doit vérifier la solution par le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1. Supposons que (2.1.7) admette une entropie n avec des flux
d’entropie q1 et qo. Soit (U.)_ une suite de solutions réguliéres de (2.1.11) telles
que :

N Uell oo g2 gy < C

- U. " U presque partout dans R? x RY.

€
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Alors la limite U est solution de (2.1.7) et vérifie la condition d’entropie :

om + Z %qj(U) <0 au sens suivant : (2.1.13)
1 7

IR an 5oy dwdt+ [ n(Un(e) - pl.0)do > 0

(2.1.14)
pour toute fonction o € C; (R2 X R+) avec ¢ > 0

On peut alors définir la notion de solution faible entropique.

Définition 2.1.4. Une solution entropique est une solution faible qui vérifie la
condition (2.1.13) pour toute entropie mathématique.

La proposition suivante permet d’écrire la condition (2.1.13) sous forme d’une
inégalité sur les sauts.

Proposition 2.1.1. Soit U une fonction C* différentiable par morceaux solution
du systéme (2.1.9), elle satisfait la condition d’entropie (2.1.13) si et seulement
St

(1) U est solution classique la ou elle est C*.

(i1) U wvérifie l'inégalité de saut d’entropie :

U)J+ > ng,[q;(U)] <0 (2.1.15)
=1
le long des surfaces de discontinuités Y dans l'espace des (t, 1, x2) de RT x
R?,
ou
* n = (ng, Ny, Ng,) est une normale unitaire & la surface ) dirigée de — vers
+.

* [U] = Uy — U_ pour Uy et U_ les limites de la fonction réguliere U de
part et d’autre de la discontinuité ).

2.2 Liens entre les deux équations

Dans cette section nous nous intéressons au lien entre la solution de viscosité
d’une équation d’Hamilton-Jacobi et la solution entropique du systeme de loi de
conservation associée a cette équation. Nous rappelons les résultats classiques et
pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [35, 34, 17, 40].
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2.2.1 Cas unidimensionnel

Dans le cas monodimensionnel, le passage de I’équation d’Hamilton-Jacobi a
I'équation de conservation a été montré par [44]. Nous résumons ici les résultats
essentiels : Considérons le probleme de Cauchy pour 1’équation d’Hamilton-Jacobi

O+ H(¢p,) =0 dans R x (0, 00),
(HJ)
¢(x,0) = ¢o(z) dans R.

Considérons d’autre part le probleme de cauchy pour I’équation de conserva-
tion

Owu~+ (H(u)), =0 dans R x (0, 00)
(LC)
u(z,0) = ug(x) dans R.

Proposition 2.2.1. Sous Uhypothése (H2), si ¢ € WH(R x (0,T)) est une
solution généralisée de (HJ) alors u := ¢, est une solution faible de (LC).

La réciproque de la proposition 2.2.1 est donnée par la proposition suivante
[17].
Proposition 2.2.2. Sous Uhypothése (H2), supposons que u € L2 (R x (0,7T))

loc
t

est une solution faible de (LC). Soit ¢(x,t) ::/ u(&,t)d¢ pour o € R fizé.

Alors ¢ € W2°(R x (0,T)) et ¢ est une solution généralisée de (HJ).

loc

Application : Lien entre ’équation level set et I’équation de loi de conservation :

Ce lien est immédiat et s’obtient grace aux propositions 2.2.1 et 2.2.2. En effet,
dans ce cas Uhamiltonien est H(u) = F'|u| est donc continu.

Remarque 2.2.1. Si H € C'(R) nous avons une correspondance entre la solu-
tion de viscosité du probleme (HJ) et la solution entropique du probléme (LC)

(cf [17]).

2.2.2 Cas général

Soit ¢ : R4x]0, T[— R la solution de viscosité du probléme

0y + H(x,t, Vo) = 0 dans R?x]0, T,
(HId)
d(x,t =0) = ¢o(x) dans R
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Si on pose formellement U = V¢ et qu’on applique 'opérateur V au probleme
(HJd) alors U est solution de :

U+ V(H(z,t,U)) =0 dans R?x]0, T7,
(LCd)
U(x,t =0) = Up(xz) = Vgo(z) dans R%

Les problemes (HJd) et (LCd) sont équivalents si les solutions sont régulieres
(¢ € C? et U € C'). Mais ceci n’est plus nécessairement vrai pour ¢ solution
de viscosité et U solution entropique. Néammoins, ¢ peut étre considérée comme
une primitive de U. En effet, si U est connu, alors on peut récupérer ¢ par
I'intégration de I’équation différentielle ordinaire pour @ parametre fixé

%gﬁ(m,t) + H(zx,t,U) =0 dans R%x]0, T7,
o(x;t =0) = ¢o(x) dans R?.

Nous avons vu dans la section 2.1.1 que le probleme (LCd) n’est pas stricte-
ment hyperbolique pour d = 2. Cependant, on montre que pour un hamiltonien
convexe, la solution de viscosité de (HJd) dans W= (R? x R*) est équivalente
a la solution entropique dans L»*°(R¢ x R*) (voir [44]). En supposant que la
condition initiale ¢y € C', nous donnons une preuve simple de ce résultat (voir
[34]). Pour cela, considérons les propositions suivantes.

Proposition 2.2.3. Supposons que ¢ € WI°(R? x R*Y) est la solution de vis-
cosité de (HIA) alors U = V¢ € L®°(R? x R") est solution faible de (LCd). De
plus, U est la limite dans L™(R? x RY) pour m < oo et au sens de la topologie
*_faible de L°(R? x RY) d’une suite (U,.). de solutions du probléme régularisé
de (LCA).

Démonstration. Soit ¢ la solution de viscosité de (HJd). Comme H est convexe,
alors il existe une suite ¢, uniformément bornée dans W (R? x R*) de solutions
régulieres du probleme

Oip. + H(x,t, V) = Ao, dans R?x]0, T7, (2.2.1)

de(x,t =0) = ¢o(x) dans R?. (2.2.2)

telles que ¢. — ¢ dans W™ (R? x R*). Posons U, = V¢, alors I'application de
l'opérateur V a (2.2.1)-(2.2.2) implique U, est solution du probleme

0, U, + V(H(z,t,U,)) = AU, dans R?x]0, T7, (2.2.3)

U.(x,t = 0) = V() dans R? (2.2.4)

En notant par U la limite *-faible de U, dans L>®(R¢ x R*), en multipliant

(2.2.3)-(2.2.4) par une fonction test et en intégrant par parties, on peut mon-

trer facilement que lorsque ¢ — 07, U est solution faible de (LCd). Ainsi, par
construction U est la solution entropique de (LCd). O
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Remarque 2.2.2. En fait, sin on avait la convergence U, — U presque partout,
on aurait une convergence forte LP par le Lebesgue.

Réciproquement, nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.2.4. Soit U € L®(R?xR™) une solution faible de (LCd) obtenue
par la méthode de viscosité évanescente, c’est-a-dire U € L®°(R? x R*") est la
limite dans L™ (R x RT) et dans la topologie *-faible de L™ (R x RT) d’une suite
uniformément bornée dans L= (R? x RT) (U,). de solutions du probléeme (2.2.3)-
(2.2.4). Alors il existe une unique solution de viscosité ¢ o (HJId) satisfaisant

V¢ = U presque partout. (2.2.5)

Démonstration. Soit U, une suite de solution du probleme (2.2.3)-(2.2.4) et ¢.
I'unique solution du probleme

Oyp. —eAp. = —H(x,t,U,) dans R%x]0, T,
d-(x,t =0) = ¢go(x) dans R,

¢e est une solution réguliere gloable de (2.2.6)-(2.2.7). De plus, par le principe du
maximum, il existe une constante C' = C'(T") indépendante de ¢ tel que

U]l < C(T) pour 0 <t <T. (2.2.8)
Pour estimer V¢, on applique 'opérateur V a (2.2.6)-(2.2.7) et on obtient

OV¢. —eAV¢. = —VH(z,t,U,) dans R*x]0, 77, (2.2.9)
Voe(z,t = 0) = Voo(x) dans R%. (2.2.10)

Il suit de (2.2.3)-(2.2.4) et (2.2.9)-(2.2.10) que

0(Vop. —U.) —eA(Vep. —U,) =0 dans R%x]0, T7, (2.2.11)
(Vo — U )(x,t =0) =0 dans R%. (2.2.12)

L’unicité du probleme de Cauchy de I’équation de la chaleur (2.2.11)-(2.2.12)
donne

Vo¢. = U.. (2.2.13)
La combinaison de ce résultat avec (2.2.6)-(2.2.7) montre que

O1p- + H(x, 1,V d.) = eA¢p. dans R?x]0, T7, (2.2.14)
p-(x,t = 0) = () dans RY. (2.2.15)
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De plus, ¢. est uniformément bornée dans WH*(R? x R*), donc il existe ¢ €
Whe(RY x R*) tel que

¢. — ¢ uniformément, (2.2.16)
V. — Vo dans L™(R? x RY),
ou 0 < m < oo. Il vient de (2.2.16), (2.2.13) que
U = V¢ presque partout (2.2.17)

De plus, ¢ est 'unique solution de viscosité de (HJd) par la théorie classique. [

Application : Lien dans le cas général :

Si nous supposons que la fonction F' ne change pas de signe (F > 0 par exemple)
alors Uhamiltonien H(U(x,t)) = F(x,t) |U(x,t)| est conveze. En effet, soit a €
[0,1], Uy(x, t), Us(x, t) € R?, alors

H(aUy(z,t) + (1 — a)Us(z, t),t)) = F(x,t) |aU (2, t) + (1 — a)Us(x, t)|
F(x,t)a|Ui(x,t)| + F(x,t)(1 — ) |Us (2, t)],

aH(Uy(z,1)) + (1 — a)H(Us(z,1)).

IA A

2.3 Rappels sur les équations de lois de conser-
vation scalaires

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur les équations de lois
de conservation scalaires (cf. [42]) que nous utiliserons dans la section 2.4. En
effet, la résolution du probleme de Riemann dans le cas scalaire nous permettra
de traiter le probleme de Riemann associé a I’équation de loi de conservation
obtenu en dérivant ’équation de level set.

2.3.1 Solutions faibles entropiques

Soit E un ouvert de R et fune fonction C'* dérivable de E dans R, on considere
le probleme de cauchy suivant :
Trouver u : E — R tel que

0,

{ O+ 0x f(u) (2.3.1)

u(z,0) = ug(x)

Théoréme 2.3.1. Une fonction u, C' par morceaux, est solution faible du pro-
bleme (2.3.1) dans D'(R x RT) si et seulement si :
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(i) u est solution classique la o elle est C!
(i1) u vérifie la condition de saut de Rankine-Hugoniot :

[f ()] = olu] (2.3.2)

le long des surfaces de discontinuités Y dans lespace des (t,z) de Rt x R
avec :
*n = (ng,n,) est une normale unitaire a la surface Y : x = &(t).
*Jul = uy —u_ pour uy et u_ les limites de la fonction réguliére u de part
et d’autre de la discontinuité > (la normale n étant dirigée de — vers +)
fg
dt

Proposition 2.3.1. Une fonction u, C* par morceauz et solution du probléme
scalaire dans D'(R x RY) satisfait la condition d’entropie (2.1.13) si et seulement
LT

(i) u est solution classique la o elle est C*.

(1) u vérifie 'inégalité de saut d’entropie :

aln(w)] = [q(u)] (2.3.3)

On utilisera par la suite un autre critere d’entropie pour le probleme de Riem-
man qui est la condition d’entropie au sens de Lax.

2.3.2 Probleme de Riemann

On appele probleme de Riemann R(u,,u,) le probleme de cauchy :

O+ Oy f (u) = 0,

] 0 (2.3.4)

Ug S1 T <

uw(z,0) =< 7 ’
(,0) {ud six >0,

ou u, et ug sont des constantes réelles données. L’objectif de cette section est
d’introduire tous les outils permettant de déterminer la solution entropique du
probleme de Riemann. Par la suite, on posera A(u) = f’(u), sauf mention du
contraire.

On note que si u(z,t) est une solution du probleme (2.3.4), alors pour tout
1

a € R strictement positif u,(z,t) = u(az, at) est encore une solution. Soit a = ¢

alors u(%,1) = v(7) est une solution. On cherche donc une solution autosimilaire
x x
au probleme de Riemann de la forme v(?) En notant £ = T I'équation (2.3.4)

donne

—5(&) + FE©N ()T = 0. (2:35)
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1
en simplifiant (2.3.5) par 7o on obtient :

F (@) (§) = &'(§). (2.3.6)

x
Pourfz;,ona:

§ —— —oosix <0,
t—0t+

§—+>+oosix>0.
t—0

Donc les conditions initiales de v s’ecrivent :

I = I = ug.
L v(§) =ug,  lim v(§) = ug

La nature de la solution v dépend de la vaelur dev’(§). Si v'(§) # 0 alors
(2.3.6) devient

fw(€)=¢ (2.3.7)

2.3.2.1 Onde de détente ou onde de raréfaction

Soient u, et uy données telles que A(u,) < A(uq). La solution auto-similaire
admet une raréfaction dans le domaine si v vérifie

Aw(()) =¢ V¢ €l - (2.3.8)

Définition 2.3.1. On appelle onde de détente ou onde de raréfaction reliant u,
et uq, une solution réguliere u(¢) de (2.3.8) et vérifiant (2.3.4) avec uy = u((y)
et ug = u((y).

L’existence d'une solution au probleme (2.3.8) correspond a 'existence d’'une
solution a une équation différentielle. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous as-
sure au moins localement 1’existence et 'unicité de la solution.

Proposition 2.3.2. Etant donné un état u, dans E, si f est une fonction de
classe C* alors il existe localement une courbe réguliére Ry(u,) d’états uq de E
qui peut étre relié a ug a droite par une onde de raréfaction.

2.3.2.2 Courbes de choc et choc entropique

Si u, et ug sont choisis tels que A(u,) > A(uq) alors le domaine A(u,) <
£ < Mugq) n'existe pas. On alors cherche des solutions discontinues constantes
par morceaux qui relient u, et ug. Elles doivent donc vérifier la condition de
Rankine-Hugoniot (2.3.2) et seront alors de la forme :

1x <ot
u(z,t) = {ug S% T=oh (2.3.9)
Ug S1 & > ot,

avec 0(ug — uq) = f(ug) — f(uq).
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X=Mug) t x=Muy) t

<y

Muy)

AMug)

\

FIGURE 2.1 — Représentation d’une onde de raréfaction

Proposition 2.3.3. Etant donné un état u, dans E, si f est de classe C* alors
il existe localement une courbe réguliére Sy(u,) d’états uq de E qui peuvent étre
reliés a ug a droite par un choc.

La proposition suivante définit les chocs entropiques pouvant étre reliés a uy
a droite.

Proposition 2.3.4. Soit u, un état dans E. Soit (1, q) un couple entropique. Sin
est strictement convexe, l'inégalité d’entropie (2.3.3) a lieu pour ug sur la portion
de la courbe Si(uy), c’est-a-dire si Muq) < A(ug).

On peut envisager une autre condition pour éliminer les chocs non physiques.
Un choc est déclaré admissible s’il vérifie la condition de Lax :
d¢

AMug) <o = o < Aug). (2.3.10)

La proposition suivante permet de faire le lien avec la condition d’entropie.

Proposition 2.3.5. On suppose que (ug, uq) est un choc faible i.e que ||ug — uql|
est petit.
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X=0 t

—— e - - - =

o
<

c
=

3
-

Mug)

Mug)

FIGURE 2.2 — Représentation d’une onde de choc

* Si ce choc vérifie la condition de choc de Lax (2.3.10) il vérifie alors l'in-
égalité d’entropie (2.3.3) pour toute entropie convexe du systéme (2.1.7)

* Si ce choc vérifie l'inégalité d’entropie (2.3.3) pour une entropie convexe du
systéme (2.1.7), il vérifie les conditions de choc de Laz (2.3.10).

2.3.2.3 Discontinuité de contact

Proposition 2.3.6. On suppose que A(u) = cte et on se donne un état u, € E.
Alors il existe localement une courbe réguliére Cy(u,) d’états uq € E vérifiant

Aug) = Aluq).
La solution discontinue (ug4, uq) est appelée discontinuité de contact.

Proposition 2.3.7. On se donne (1, q) un couple entropique. Sin est strictement
convexe, l'inégalité d’entropie (2.1.15) pour la discontinuité de contact devient

Vug € Crlug)  qug) — qlug) = Au)(n(ua) —n(uy))

2.3.2.4 Résolution théorique du probleme de Riemann

Théoreme 2.3.2. Siu, € E, alors il existe un voisinage V(u,) de u, dans E tel
que st ug € V(uy,), le probléme de Riemann admet une solution faible entropique
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qui est constituée en au plus 2 états constants séparés par une onde de raréfaction,
soit par une ondes de choc admissible ou une par discontunuité de contact. Une
telle solution faible est unique.

En conséquence, la position relative de A(uy,) et A(uq) permet de savoir si nous
avons un choc ou une détente.

2.4 Le probleme des deux demi-plans pour I’équa-
tion level set

L’objectif de cette section est d’étudier un probleme de Riemann pour I’équa-
tion de loi de conservation en U. Ce probleme dérive du probleme particulier
formulé par la fonction ¢. Nous allons considérer dans cette section que la vitesse
F est constante et que le domaine est unifié = R2. Soit ¢, une fonction continue
lipschitzienne sur R2. Le probleme est :

24

FIGURE 2.3 — Représentation du probleme des deux demi-plans dans le cas général

100



CHAPITRE 2. EQUATION DE LOI DE CONSERVATION ASSOCIEE A L’EQUATION LEVEL SET

Trouver ¢ : R*x]0, T[— R tel que :

Op(x,t) + F(z,t) |Vo(x,t)| =0 dans R? x [0, T],
¢ = ¢o dans R?.
Dans le cas particulier ou ¢o(x) = a - x est un plan, la solution est tout

simplement ¢(x,t) = a-x —tF |al.
Si ’on réécrit le probleme en terme de loi de conservation, on obtient le probleme :
Trouver U : R?x]0, T[— R? tel que :

U+ F|VU| =0 dans R?x]0, T,
U(z,t =0) = Voo(x) dans Q.
Si ¢g est I'équation d’un plan, Ug(x) est un vecteur constant et la solution
évidente est U = a.
Nous allons maintenant considérer ’équation de level-set avec une condition ini-

tiale caractérisée par deux demi-plans. Cette étude est motivée par les problemes
de Riemann qui interviennent au niveau de chaque interface entre deux éléments.

2.4.1 Introduction au probleme des demi-plans

Soit 71 et my deux plans de R® d’équation z = ¢;(x) = U,.x, pour i = 1,2.
On note alors

¢p = min(¢y, ¢2), Cbgd = max(¢1, ¢a2).

Si U; = Uy, on retrouve le probleme du plan traité précédemment. Nous suppo-
serons dans toute la suite que U; # U,. L’objectif est de déterminer la solution
théorique de ’équation de level-set avec ¢i* ou ¢3! comme condition initiale.

2.4.1.1 Orientation

Nous introduisons les notations suivantes :
z=(z,y)", X=(z,y,2)7,

puisque U; # Us,, les deux demi-plans se coupent en une droite A, € R3 passant
par l'origine O d’équation

(Ui —=Uy) - z=0, z=¢i(x)=da(x).

On notera alors par J. la projection de la droite A. dans le plan (x,y) et . a
pour équation

U, - U,

U, — Uy

D’autre part, on note par V' 'unique vecteur tel que {V, W} forment une base
orthonormée directe de R?. En consequence, V' est un vecteur directeur de 4.

W.x =0, avec W =
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Le vecteur W est perpendiculaire a la droite . séparant deux demi-plans que
nous noterons P, et Py. On choisit les indices g et d de maniere a ce que W soit
orienté de P, vers P,. Ceci définit de maniere unique la gauche et la droite (voir
figure 2.4).

FIGURE 2.4 — Orientation des vecteurs V' et W, choix de Py et Pqy.

2.4.1.2 Condition initiale pour ¢ et U

, 7

FIGURE 2.5 — Cas W -U; > W - U,

Par construction, le vecteur W va de la gauche vers la droite. Si W - U; >
W -U,, cela veut dire que ¢ > ¢9 sur le demi-plan Py et ¢1 < ¢ sur le demi-plan
P,. En conséquence, on a
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0t = @1 sur Py et ¢ft = ¢g sur Py,

) = ¢g sur P, et ¢} = ¢y sur Py.
De méme, si W -U; < W -Ujy on a

0t = @9 sur Py et ¢ft = ¢ sur Py,

P = ¢y sur P, et o) = ¢y sur Py.

En conclusion, on peut par exemple décider de choisir ¢; a gauche et ¢y a
droite en sélectionnant ¢' ou ¢}/ comme condition initiale.

Considérons maintenant la condition initiale Uy = Uy sur P, et Uy = U,
sur P,. 11 lui correspond alors une fonction ¢ a choisir parmi ¢ et ¢! tel que
Voo = Up. En effet, si W - U; > W - Uy, on prend ¢y = ¢ sinon on choisit
b0 = O

Nous résumons dans la proposition suivante la construction de la condition
initiale.

Proposition 2.4.1. Pour un couple de vecteurs U; et Uy donné, on construit
les vecteurs W et V' ainsi que la droite 6. séparant les demi-plans P, et Py avec
W allant de gauche a droite. On choisit alors ¢o, 5 et ¢3 tel que U, = U; et
Ud = UQ.

Remarque 2.4.1. [] est important de noter que les deux demi-plans corespondant
avec le probleme en ¢ sont spécifiques auz conditions initiales. Contrairement a
un probleme de Riemann classique, la droite séparant les deux états constants ne
peut pas étre quelconque, elle dépend du choir des deuz vecteurs (voir la figure

2.9).

2.4.2 Simplification du probleme de Riemann

Etant données U, et U, deux vecteurs de R?, on considére le probleme de
Riemann suivant : trouver U(x,t) tel que

U+ V- (F|U|Id) =0,
U(z,0) =U,, xecP,
U(CL’,O) =Uy, x€Py

Remarque 2.4.2. Notons que V(F |U|) =V - (F'|U| Id).
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On procede au changement de variable suivant en introduisant les coordonnées

dans la base B = {W,V'}
x=C(W +nV.

Cette transformation correspond a une rotation dans la nouvelle base B, ou W a

. 1 0 . . .
pour coordonnées (O) et V = (1) .Comme la norme est invariante par rotation,

on a donc le probleme de Riemann suivant

(0,U((,n,t) + Ve, (F U0, 1)]) =0,

U(.,0) = (”g> si¢<0, neR,

U(.,0) = (Zd> si¢>0, neR,

avec
~wy=U, - W,
— Wq = Ud . W,
—wo=U,-V =Uy; -V, par construction de W et V.
On note que si U((,n,t) est une solution alors pour tout ¢ € R U((,n + ¢, 1)

est encore solution du probleme de Riemann donc 9, U = 0. Le probleéme se réduit
alors a

.

(DU, 1)+ O(F UG, 1)) - <é> _

U(.,0) = <”9> si¢<0, neR,

Wo

Wo

U(.,0) = (“’d> si¢>0, nek.

En effectuant le produit scalaire avec V' = ((1)

), on en déduit que

(U-V)=0

donc
U-V =w, VnC(t
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Soit w(¢,t) = U- W, la composante de U suivant la direction W, la fonction
w satisfait le probleme de Riemann scalaire monodimensionnel suivant
Ow(C,t) + FOen/w?(C,t) +wg =0
w((,0) = wy, ¢ <0,
LU(C, 0) = wdag > 0.

2.4.3 Reésolution théorique du probleme de Riemann

Dans un premier temps, nous allons supposer que wy # 0. Nous envisagerons
le cas wy = 0 comme le cas limite wy — 0. Posons f(w) = F\/w? + w3, on a donc

7 o) — —FW0
)‘(w) - f (W) - \/ma f (w) - <w2 +w(2])%

On en déduit que f’ est croissante si F' > 0 et décroissante si F' < 0.

Proposition 2.4.2. Soient Uy, U, € R? et W = U, — Uy. Siles deuz réels w,
et wq sont définis par

wg=U,; - W, wg=U;z-W,
alors wg > wy.
Démonstration. Comme
(Ug—Ua) - (Uy —Uy) =20
alors
—(Uy = Uy) - (U, = Ug) < 0.

En développant, on obtient
2U,-U,-U,-U, -U,;-U,; <0.

Ceci équivaut a
Uv,-U,-U,;,-U,<0U,-U, -U,-U,.
D’ou
wd:Ud-(Ug—Ud) §U9'<U9—Ud):wg.
O]

Remarque 2.4.3. Afin d’obtenir a la fois W = U, — Uy et U, a gauche et Uy
a droite, on fait un choiz ¢y entre ¢3* et 3. Si on considére lautre possibilité,
c’est-a-dire W = —(U, —Uy), on peut alors retrouver la situation précédente en
effectuant le changement de variabe ( — —(. Ceci implique que la vitesse F' > 0
devient —F < 0. En conséquence, on choisira toujours la situation W = U, —Uy,
avec U, a gauche et Uy a droite mais F' peut étre soit positif, soit négatif.
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ot

-

FIGURE 2.6 — Représentation d’une onde de choc dans la cas wg # 0

2.4.3.1 Etude du choc wy #0

Nous supposons que F' > 0, alors f'(w,) > f'(wq) car w, > wy et la condition
de Lax indique que l'on est en présence d'un choc. La condition de Rankine-
Hugoniot implique

O_:f(wg)_f(wd):F Wy + Wy .
o T VWi + Wi+ Vw4 g

Par définition de w, et wg, on peut rééerire la formule sous la forme

(Ug + Ud)'W _ ‘Ug‘ — |Ud‘.
[Ug| + [Uql Uy — Uy

c=F

2.4.3.2 Etude du choc wog=0

Cette situation correspond au cas ou U, et Uy sont colinéaires, en particulier
U,-U,; /U, /U, On passe a la limite avec wy — 0. Comme w, > wy nous avons
encore f’'(w,) > f'(wq). La condition de Lax indique que I'on est en présence d’un
choc. Comme précédemment, o est encore défini par

[Uy| — [U4|
oco=F————
|Ug - Ud|

2.4.3.3 Etude de la raréfaction w, #0

On se place maintenant dans le cas d’une raréfaction, c’est-a-dire que 1’on
suppose que F' < 0 alors f'(w,) < f'(wq) car wg < wy. On cherche une solution
autosimilaire qui satisfait

Flele.0) = 2.4.)
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En premier lieu, on note que f’(w) est une bijection de R sur |F,—F], donc
AMwy), Mwq) €]F, —F]. De la relation (2.4.1), on tire

€|F, —F|. (2.4.2)

La rarefaction se développe dans le cone
F < flwg) <5 < Flws) < —F

et w est donné par la relation (2.4.2). Nous avons trois situations distinctes :
L. si f'(wy) < f'(wg) < O alors la raréfaction est dans le plan gauche et
w(0,t) = wy. Le flux traversant la droite J. est F'|U,| (voir figure 2.7-(a)).
2. 810 < f'(wy) < f'(wq) alors la raréfaction est dans le plan droit et w(0,t) =
wy. Le flux traversant la droite o, est F'|Ugy| (voir figure 2.7-(b)).
3. si f'(wy) < 0 < f'(wq), cela donne lieu a une raréfaction traversant I'axe

¢ =0. On a alors w(0,t) = 0. Le flux traversant la droite 0. est F'|wy| (voir
figure 2.7-(c)).

2.4.3.4 Etude de la raréfaction wo =0

La situation wy = 0 correspond au cas ou U, et U, sont colinéaires, en
particulier U, — Uy J/ Uy J Uy. Pour tout wy # 0, la propriété que f'(w) est une
bijection de R sur |F, —F| est toujours vraie et la raréfaction se développe entre
f'(wy) et f'(wq). On note par f/ et w; la limite de f’ et de w((,t) lorsque wy tend
vers 0 dans les relations (2.4.1) et (2.4.2). La fonction f” devient

fllw)=—F, siw <0, fl(w)=+F, siw > 0.
D’autre part, la relation (2.4.2) donne comme limite w;(¢,t) = 0. On distingue
trois cas.
1. Siwy <wg <0 alors
lim f'(wy) = lim f'(wy) = —F.
wo—0 wo—0
Par conséquent la raréfaction se réduit a une discontinuité de contact évo-
luant a la vitesse 0 = —F (voir figure 2.8-(a)).
2. Si 0 < wy < wy alors la raréfaction se réduit a une discontinuité de contact
évoluant a la vitesse 0 = +F (voir figure 2.8-(b)).
3. Dans le cas ol wy < 0 < wgy,avec F' <0, on a f/(wy) = +F et f/(wg) = —F
avec wy(C,t) = 0 sur le domaine [F, —F|. C’est le cas limite de la raréfaction
se réduisant a la solution nulle sur le cone (voir figure 2.8-(c)).
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E=Mwg) t

E-Mag) t &Y
C=M,) “F o, o
: - o=0(G,t)
w=oly \ ! |
\ 1
=0, | | =0,
\ 1
0 (; 0 C
(a) (b)
Syt Moy t
t
! o=a(g,t)
|
1
! W=,
1
0 g

FIGURE 2.7 — Représentation d’une onde de raréfaction dans la cas wy # 0
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=F
= &= +Ft
4 }
: I
| oo,
i i W=y
0 4 0 4
(a) (b)
GMoyt {=+Ft
4
: o=0
i =0,
0 g

()

FIGURE 2.8 — Représentation d’une onde de raréfaction dans la cas wy = 0
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2.4.4 Solution théorique pour la level set

A partir de la solution en U, nous allons construire la solution en ¢. Nous
U, - Uy

’Ug - Ud’
ainsi que la droite d, et les deux demi-plans P, et P,4. On fait le choix de la bonne
condition initiale (¢ ou ¢3) afin que Vo = U, sur P,, Vg, = Uy sur P;. On
rapelle qu’avec ce choix w, > wy.

rappelons que pour U, et Uy donnés, on détermine le vecteur W =

2.4.4.1 Etude du choc

S.(1)

Py(t)
P (1)

(b)

FIGURE 2.9 — Représentation de la solution du probleme des demi-plans dans le
cas du choc

On suppose que F' > 0, on est alors dans la situation ot f'(wy) > f'(wq)-
On est en présence d'un choc de vitesse

U, —|U
o plu U
|Ug - Ud|
Pour tout temps ¢ > 0, on note par 6.(t) la droite parallele a 6. dans le plan Ozy,

translatée du vecteur toW. On note aussi par P,(t) et Py(t) les demi-plans situés
a gauche et a droite de 0.(¢) (voir figure 2.9). La fonction U est définie par

Uz, t) =U,, =z e P,(1),
U(zx,t) = Uy, x € Pyt).
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Posons alors

¢ =¢4(x,t) =U,-x— F|Uy|t, xecP,t),
¢ = ¢a(x,t) =Uy-x — F|Uy|t, xcPyt).

On vérifie bien que ¢4 et ¢q sont solutions de ’équation dans chacun des demi-
plans tel que V¢ = U.

On vérifie bien la continuité de la fonction ¢ sur la droite J.(t). En effet, si
x € 0.(t) alors par définition de la droite d.(t)

W.(x—toW)=W .x—toc=0.
Evaluons maintenant la différence des deux fonctions sur la droite d.(t)

Og(@,t) — da(w,t) = (Uy—Uy) @ — F(|Uy| — [Uqg|)t
U, — U|(W -2 — to) =0,

donc ¢ est bien la solution du probleme des demi-plans.

2.4.4.2 Etude de la raréfaction wy #0

(1)
d4(t)

P
o) Pt)

P (1)

(a) (b)

FIGURE 2.10 — Représentation de la solution du probleme des demi-plans dans le
cas de la raréfaction wy # 0

On suppose que F' < 0, on est dans la situation ou f'(w,) < f'(wg4) en repre-
nant les notations de la section précédente avec

U, W
Uyl

U, W
U4

f'wg) = F f'(wa) = F
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2.4. LE PROBLEME DES DEUX DEMI-PLANS POUR L’EQUATION LEVEL SET

On découpe l'espace R? en trois parties de la maniére suivante : on note par
d4(t) la droite parallele a 6, translatée du vecteur f'(w,)tW et par d4(¢) la droite
parallele a 6. translatée du vecteur f'(wq)tW. Le demi-plan P,(t) est situé a
gauche de d,4(t) et le demi-plan Py(t) est situé a droite de d4(¢). Enfin, on notera
par P.(t) la bande centrale située entre d,(t) et d4(t) (voir figure 2.10). La solution
U est donnée par

U(z,t) = U, =w,W +wV, xecP,t),
U(z,t) = Uy = w,W +woV, x e Pyt),
Uz, t) =w((,t )W +woV, x € P.(t)

avec ( = x - W et la fonction w est donnée par la relation (2.4.2). On en
déduit que sur les domaines Py(t) et Py(t), la solution ¢ est donnée par

¢ =g¢y(x,t) =U,-x— F|Uy|t, xecP,t),
¢ = da(z,t) =Ug-x — F|Ug|t, x € Pyt).

Pour définir la solution sur la bande P.(t), il est préférable d’utiliser le repere
B = {W,V}. Dans ce repere, la bande est caractérisée par f'(w,) < % < f(wq)
et la fonction ¢.(C,n,t) = ¢o(w,t) est & déterminer.

On sait que 87,;5: Wo, 8@;: w(C,t) et Op = —F/w?(C, 1) + wi avec

(€,1) = — Clao] Q
w(q, — m? t

Posons (¢, t) = —|wo|\/t?F? — (2, vérifions que
¢c(<a n, t) = 7(C7 t) + nwo

est bien solution du probleme. B
Par construction, on a bien 0,¢ = wy, 0;¢ = w((,t). Il reste a vérifier que

€| - F,F].

010 = —F|Ve | = —Fy/w?(( 1) +wd

D’une part, on a
twol

Op = 0y((,t) = —F?

D’autre part on a

F2u?2 t|wol
Fq/w?( 0 W2 = 2ol
W2 ((, 1) +wi = \/t2F2 wy =F P e @

et la derniere relation est bien vérifiée. On peut exprimer la solution dans le repere
canonique par

be(@.1) = —lwo|\/2F? — (2 W) 42V, @ € P(1),
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LOI DE CONSERVATION ASSOCIEE A L’EQUATION LEVEL SET

avec wg = U, -V =Uy- V.

Nous allons enfin vérifier la continuité de la solution sur les droites J,(¢) et
d4(t). Nous présentons la vérification uniquement pour d, et on se place & nouveau
dans le repere (W, V).

Dans le nouveau repere, d,4(t) est caractérisée par

U, W
Colt) = f'(wp)t = Ft———.
U]
On a alors dans le repere {W,V'}
Gg(C,mst) = Uy - W+ Uy - V(= FU|t.

On vérifie alors

gg(Cg(t)vﬂ - (EC(Cg(t)vt) = GO Uy W +nwo — Ft|Uy| — (=|wol/t2F? — ng(t) + 1wo)

(Ug'W)2 U, w ’
= Ft——— — Ft|U 122 — | Ft
g, Akl A
w) |wol
= [t g_ _ U _|__O U 2_w2)
(o - 1o+ o =2
w? w2
= Ft —9—|U|+—°):0.
(IUgI L O

2.4.4.3 Etude de la raréfaction wp =20

St wg < wy < 0 (resp. wy > wy > 0) alors, la rarefaction dégénere en une
discontinuité de contact se déplacant a la vitesse —F' (resp . +F'). Dans ce cas on
considere la droite J.(t) parallele a . translatée du vecteur FtW (resp. —FtW).
P, (t) et Py(t) représente respectivement les deux demi-plans situés a gauche et a
droite de 6.(t) et la solution est

¢ =¢g(x,t) =w,W - — Flwg|t, xecPyt),
¢ = ga(x,t) = wgW - — Flwg|t, x € Pqylt).

Dans le cas ol wy < 0 < w,, avec F' < 0, on redécoupe le plan R? en trois
parties séparées par les droite d,(t) et d4(t) obtenues par translation de J,. suivant
les vecteur —FtW et +FtW respectivement. Sur P, et Py la fonction ¢ est
donnée par (2.4.3) et (2.4.4). Sur P.on a ¢ = 0.

Remarque 2.4.4. Cette situation particuliere est la traduction du principe de
monotonie de la solution d’un probleme d’Hamilton-Jacobi en dimension un d’es-
pace (wo = 0). Celle-ci résulte de la condition d’entropie appliquée a la solution
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(a) (b)

FIGURE 2.11 — Représentation de la solution du probleme des demi-plans dans le
cas de la raréfaction wy =0 et wy < 0 < wgy.

U. On peut vérifier sur des exemples trés simples, en dimension un d’espace,
que la solution non entropique conduit a une solution ¢ qui n’est pas la solution
de viscosité (mais qui est bien une solution du probléme d’Hamilton-Jacobi). La
solution obtenue dans le cas limite wy = 0 est aussi continue car limite de fonc-
tions continues, uniformément lipschitziennes sur R*x [0, T] en prenant une suite
Won — 0.
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Chapitre 3

Schémas volumes finis pour
I’équation level set

Dans ce chapitre on se propose de calculer une approximation de la solution
de I'équation de level set. Dans la littérature, il existe deux approches tres dif-
férentes pour établir des schémas numériques. La premiere approche consiste a
étudier I'équation de level set comme une équation de type Hamilton-Jacobi
alors qu’une autre fagon de procéder est de se ramener a un probleme de type
loi de conservation en prenant le gradient de cette équation conduisant a un
systeme faiblement hyperbolique. La solution de viscosité peut étre alors formel-
lement considérée comme primitive de la solution faible entropique du probleme
hyperbolique associé. Notons au passage que cette correspondance est prouvée
en dimension un d’espace mais que le cas de dimensions supérieures est un pro-
bleme encore ouvert. Néanmoins, plusieurs auteurs capturent la solution faible
entropique puis l'integre pour obtenir la solution de viscosité.

Nous présentons une méthode volume fini pour approcher I’équation level set
sur des maillages non structurés composés de triangles. La solution approchée
appartient a l’espace des fonctions linéaires par morceaux qui sont continues aux
milieux des interfaces des triangles ('espace de Crouzeix-Raviart [12]). Cette mé-
thode est congue pour des vitesses F' quelconques, ce qui ne nécessite aucune hy-
pothese supplémentaire de convexité. En outre, les nouveaux solveurs possedent
propriétés classiques : ils sont exacts lorsque la donnée initial est affine, indépen-
damment de la représentation géométrique de la donnée initiale et monotone. La
théorie générale de Barles-Souganidis [?] (voir aussi Crandall et Lions [20] et [50])
fournit aussi bien la convergence que ’estimation d’erreur dans la norme L.

Nous illustrons ces propriétés par des applications numériques. En particu-
lier nous regardons le cas du probleme des deux demi-plans pour lequel notre
schéma donne une approximation pour le gradient de la fonction level set. Par
ailleurs, 'ordre de précision attendu est obtenu avec la norme L! et L> pour des
fonctions régulieres. Pour finir, notre méthode est facilement extensible aux pro-
blemes d’Hamilton-Jacobi du premier et du second ordre, comme ce qui est le cas
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par exemple des résultats de [10] ou une étude détaillée des diverses méthodes
volumes finis pour les problemes linéaires du second degré est proposée. Nous
nous référons également a [36] ot des schémas volumes finis pour les problemes
du second ordre totalement non linéaires sont étudiés.

3.1 Quelques définitions

3.1.1 Maillage

FIGURE 3.1 — Eléments du maillage.

On suppose que € est un domaine ouvert borné et polygonal de R? et on
note par 7;, une triangulation de 2. Soit N le nombre d’éléments du maillage, on
note par B; (i = 1,..., N) le centre du triangle K; appartenant a 7, ; et par v(7)
I’ensemble des indices des éléments K; € 7, qui ont un c6té commun avec K.
Soit j € v(i), on désigne par S;; = K; N K, le coté commun aux triangles K;
et K;. Sj; est donc une aréte du maillage 7, et &, est 'ensemble des arétes de
ce maillage. On note par M; ; le milieu de I'aréte S;; et par v;; la normale a S;;
orientée du triangle K; vers le triangle K. Par cette convention d’orientation,
nous en déduisons que v,;; = —v; ;.

Siun triangle K; a un coté commun avec le bord, on le notera S;.. Si £; ; représente
la droite contenant I'aréte S; ;, le point Q; ; est défini comme l'intersection entre
le segment [B;, B;| et la droite £, ;.

Soit T > 0, L € N* et ty,..,t; une subdivision de U'intervalle de temps [0, T].

A" = "1 — 7 est le pas de temps a U'instant t"! et At = max At" est le pas
n=1,..,

de temps maximal.
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3.1.2 Espaces d’approximation

Nous définissons les espaces d’approximations de type éléments finis utiles
pour la suite.

V) ={¢ € L®(Q), VK; € T, ¢, € R},
Vi ={¢ continue sur Q, VK, € T, \i; € P'},

{V¢€Vh thv ¢ €V},

grad

Ve ={¢ € L*(Q),VK; € T, ¢k, € P!, ¢k, (M) = P1x; (M)},

Viorad —{Z Vo, € VO x V0, ¢ € Ve,

On désigne par 1g,, 1 = 1,.., N, et \;; les bases respectives des espaces vectoriels
VY et Ve
h hooc
1,nc

Remarque 3.1.1. Par construction une fonction ¢ € V,"™" n’est pas définie sur
les arétes sauf aux points My;. Soit P un point de S;j, on note par

¢~ (P)= lim ¢(x), et ¢T(P)= lim ¢(x).

xz—P,xeK; r—P,xzcK;

On posera alors
O(P) = (¢~ (P)+¢"(P))

et on obtient ainsi une extension de ¢ € B(S2). En outre 'extension est encore
continue aux points M;;.

Soit ¢7; une approximation de la fonction ¢ (solution de ’équation de level
1,nc

set) au point M;; € &, et a l'instant ¢", la fonction approchée ¢} € V;’
définie par ¢; = Z ¢i;Aij. La fonction ¢y est une approximation non conforme
Sij
de ¢, ses valeurs sont connues aux milieux des interfaces des éléments et non aux
N

sommets des éléments. Si on pose U} = Vy i, alors Uy = ZU?l K, est une
i=1

approximation de V¢ & linstant t”. Comme ¢ € V", Uy € V er’

entre la fonction ¢ et son gradient est donnée par la proposmon suivante.

Proposition 3.1.1. Soit ¢ € V. alors

S@
‘7Qﬂ]{ 2{: | ] l/@j.

@() Ki

une relation
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D’autre part, soient (¢;;)ij, ¥V K, j € v(i), des réels et posons

N
_ |Si;] _
U, = Z m@,ﬂ/i,p Uy, = ;Uilm

jev(i)
alors
U, Ve,
Démonstration. Soit ¢ € V,i’”c alors ¢ = Z ¢(M; ;) Nij. Poour K; € Ty, Vi, €
Sij

R? et on donc )
Vo, = —/ Vo da.
K Ki

Comme,

= > &(Mi;)vi; Sl
jev(i)
car ¢ est linéaire le long de S;; donc la méthode d’intégration centrée est exacte.
Il en résulte : 5|
Vo, = Y TE?T¢(ALJ)Vur
jev() "
pour ¢;; tel que K; € T, ju(i), posons ¢ = Zqﬁij))\ij, on a alors comme

précédemment

Voir, = > duvii1Si] = U

1
il jev(i)

| K.

d’ou
Uy = Z V¢|Ki1Ki € ;);ZEI
jev(i)
]
N

Remarque 3.1.2. Si on se donne U; € R x R et U, = ZU’ilKi alors Uy,
i=1

Ve /1 7 O . N / 7/
n’est pas forcément un élément de V.. La proposition précédente montre que

grad’

0, . . ..
U, € V" si et seulement si U; peut s’écrire sous la forme
grad

N
Sh' ne
U; = E:%R%¢MVMa U, =) Uil €V
y ot i=1

jev(i
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3.2 Construction des schémas

Dans cette section, nous introduisons les différents schémas numériques fondés
sur I’équation d’Hamilton-Jacobi ou sur I’équation de loi de conservation associée.

3.2.1 Formulation non conforme de ’équation level set

Soit ¢ définie sur Q2 x (0,7) tel que

Op(x,t) + F(x,t) |Vo(x, t)| =0 dans Q x (0,7), (3.2.1)
d(x,t =0) = ¢o(x) dans Q, (3.2.2)
Vo-n=0 sur 092 x [0, 7. (3.2.3)

Intégrons I’équation (3.2.1) sur S;; x [¢", t" ]

J.
J.

En divisant '’équation (3.2.4) par |S;;|, nous obtenons

n+1 - n
|Sw|/ o, t"7) dy ‘Sw‘/ o(x, t") dy +

tn+1

il
/ Op(x, t) dry dt +

tn+1

/ (@) |Vo(m,1)| dydt = 0. (3.2.4)

F drydt = 0. 2.
sl [ Fen v aa=o (325

Finalement, en posant

n o(z, 1) dv, 3.2.6
o |s”|/ (3:2.6)

= Atlsul/

I'équation (3.2.5) devient

et

tn+1

/ F(z,t) |Vo(x,t)| dvdt.
Si.j

Opt =l — AtHY,

iJ 1,57

(3.2.7)

ou H}; est 'hamiltonien numérique. Nous dirons qu'un schéma est de type Hamilton-
Jacobi s'il est construit a partir de la formulation (3.2.7).
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3.2.2 Formulation volumes finis de I’équation de loi de
conservation

La méthode des volumes finis [8, 25] est largement utilisée dans I"approxima-
tion numérique des équations de lois de conservation (cf. par exemple [15] ses
références). Cette méthode repose sur 'intégration de I’équation de conservation
sur un volume de controle. Par le théoreme de la divergence, on peut expri-
mer la variation temporelle de la grandeur physique étudiée en fonction des flux
aux interfaces du volume. L’avantage de cette technique est qu’elle préserve la
conservativité par nature et permet un choix tres libre des volumes de controle
s’adaptant ainsi a des géométries complexes.

Soit U : Qx]0,T[— R? tel que :

0U(x,t) + V (F(x,t) |U(x,t)]) =0 dans Q x [0, 7], (3.2.8)
U(z,t =0) = Ug(x) dans €, (3.2.9)
U n=0 sur 092 x [0, 7. (3.2.10)

On utilise une formulation volumes finis de 1’équation (3.2.8). Pour cela, inte-
grons 'équation (3.2.8) sur K;

/ 9,U(, 1) dw+/ YV (F(z,1) [U(z,1)]) dz = 0. (3.2.11)

Remarquons qu’une formule d’intégration par parties sur le deuxieme terme de
gauche de I’équation (3.2.11) nous donne

/ 0:U(x,t) daz+/ F(z,t) |U(x,t)| vdy = 0. (3.2.12)
K oK,

Puis intégrons équation (3.2.12) sur [t7, t" ]

J
J

En divisant 1’équation (3.2.13) par |K;|, nous avons

1 / 1
— | Uz, t")d / U(x,t")dx +
i SRR Tl AL

tn+1

tn+1
/ 0:U(x,t) dr dt +

tn+1

/ (x,t) |U(x,t)| vdydt =0. (3.2.13)
OK;

F(x,t) |U(x,t)| vdydt = 0. (3.2.14)
OK;

/ U(a:,t”) daz, OKZ'J‘ = |Si7j|
K;

En posant

Uy =
| K|
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G = At|su|/

et en remarquant que

tn+1

| Pt U0 art
Si,]'

tn+1

/ F(a,t) [Ule, t)] vdydt =
|K| oK,

A
t Z O‘”|S”|At/

jev(i)

tn+1

/ F(a,t) [Ua, )] vy dv dt,
Sl,]

I'équation (3.2.14) devient

Ut = U7 — At Z @ ; GV, (3.2.15)

jev(i)

ou G7; est le flux numérique. Nous dirons qu'un schéma est de type Loi de
conservation s’il est construit a partir de la formulation (3.2.15). On posera par

la suite U} = Z IAJ?lKZ,.
i=1

Remarque 3.2.1. Z ; ;G € VOTZZ d’aprés la proposition 3.1.1. Donc si
jev(i)
Un c VO ,nc alors Un+1 c VO ;ne

grad grad®

3.2.3 Lien entre les deux formulations

Pour déterminer une approximation de ¢ et de U, on peut soit utiliser ’équa-
tion de type Hamilton-Jacobi (HJd), soit le systeme de loi de conservation
(LCd). Nous avons vu dans le chapitre 2 que sous une hypothese de convexité
de I’'Hamiltonien ces deux modeles sont équivalents. Nous établissons dans cette
section le lien entre les formulations (3.2.7) et (3.2.15) en terme de schéma nu-
mérique.

Soient ¢} € V™ une approximation de la fonction ¢ a l'instant " et U} €
VP x V) une approximation de U. Nous considérons les deux schémas suivants :

(

1) ¢n+1 — ¢U Ath™

177

2 (bn-i-l Z¢n+1 i <3216)
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3.2. CONSTRUCTION DES SCHEMAS

(1) UMt =U? - At Z Qi j i iVij-

Jev(i)

N (3.2.17)
2) Uyt =) Urtiy,.
=1

\

ou hj = hij(Vqﬁzl K VO Kj) est une approximation de I’hamiltonien numé-
rique Hj; et gi = g:; (U7, U;l) est une approximation du flux numérique G7}.

Définition 3.2.1.
— hy; est dit consistant si

hi;(U,U) = HU) VYUeR2
— gi; est dit consistant si
9:;;(U,U) = HU) vYUeR~:

Pour établir les liens entre les deux schémas, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 3.2.1. Pouri fizé, j € v(i), on se donne des coefficients c;;.
St Z Oéijcz‘jl/ij =0 alors Cij = ¢
jev(i)
Démonstration.
1. VceRonac Z a;iVi; =0 = Z a;jcv;; = 0.

Jjev(3) Jev(i)

2. soit 7 = 71, J2, 73. En dimension 2, vy = [1ov9 + [B13v3. Donc
(aij, (cijy — €)Br2 + gy (cigy — €)) V2 + (g (cijy — €) B3 + gy (cigy — €)) v =0
Comme {vy,v3} est une base de R? alors

Qijy (Cijl - 6)612 + Qujy (Ci]é - C) =0 VeeR (1)
aijy (Cijy — €)Pus + gy (cijy — ) =0 VeeR (2)
Posons ¢ = ¢;;, alors d'une part a;j,(c;j, — ¢;;,) = 0 d’out ¢;5, = ¢;5,. D’autre

P ) N .. P .. 3 .. f— .. P— .. f— .
part, ayj,(Cijy — Cij;) = 0 d’olt ¢;5, = ¢;5,. Finalement, ¢;;, = ¢, = ¢ijy = ¢

]
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Théoreme 3.2.1. Supposons que Uy = Voy et que hi; et g;; sont consistants.
Soient ¢yt et UPt! définis par les schémas (3.2.16) et (3.2.17). Alors Ujt! = V™!
st et seulement st

hi (U7, UY) = g;;(U}, U7).

Démonstration. Supposons que UZH = V¢pt!, alors Ut =V Z‘}l et d’apres
(3.2.17)-1

VQSZ\?Z = V¢Z\Ki — At Z Qi jg; Vi (3.2.18)

Jjev(i)

|Si 41
| K

D’autre part, en multipliant I’équation (3.2.16)-1 par v; j, puis en sommant

sur j € v(i), nous obtenons

ST Sulentt — A Y ayhlvy. (3.2.19)

jev(i) Jev(i)

7J| (bz]VZ:J |K ’

]sz ()

De la proposition 3.1.1 nous déduisons que

Vorte = Vorx, — At Y aihlvy.

jev(i)

Des équations (3.2.18) et (3.2.19), nous obtenons 1'égalité

n
: : a%‘]h VZ : : a%jgljuzy.]’

jev(i) jev(i

d’ou, d’apres le lemme 3.2.1
h’;j:gﬁj—FC'i, C; € R.

On obtient un résultat identique en utilisant K. On obtient alors g;: + C; =
gis + C;, ce qui équivaut a dire que C; = C; = C. Finalement la consistance du
flux g;; implique que C' = 0.

Réciproquement, en supposant que i’; = g;';, nous avons immédiatement

Un+1 ¢n+1 Un+1 ¢n+1

h‘Ki’

O

Etant donnés ¢p € V" et Ul = V¢, nous pouvons évaluer ¢f ! et Upt!
par le schéma utilisant I’hamiltonien numérique (3.2.16) :
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1) ¢t = o — Athy (Voq k., Vo, ),
2) ot =) orAy,

Sij
n+1 n+1 n+1 (SHJ)
3) U; Pk, = Z Qi@ Vi

jev(i)

N
4) Ut =) UMty

Une seconde approche consiste a utiliser le systeme de loi de conservation par
la formule (3.2.17). Ceci nous donne le schéma mixte suivant

1) ¢ttt = ¢l — Atg, ;(UY, uy),

v

2) n+1 Z gb"“ i

Sij

SHJ-LC
3) U?+1 Z O[Z,jgz,]ul,]J ( )

jev(i)

N
4) U?}:+1 _ Z U;LJrl lx,,

=1

par construction V¢, = Ut

La différence essentielle entre (SHJ) et (SHJ-LC) réside dans le fait que le
second schéma construit UZH a partir de U} tandis que dans le premier schéma
UZ“ se déduit de ngZ“. Dans le premier schéma on effectue le calcul avec ¢ et
on en déduit U. Dans le deuxieme schéma on effectue le calcul avec U et on en

déduit ¢.
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3.3 Propriétés fondamentales des schémas

Dans le chapitre 1, nous avons vu que l’analyse mathématique de 1’équation
level set se fonde sur la théorie des équations de type Hamilton-Jacobi. Dans
cette section, nous verrons que les schémas numériques permettant d’approcher la
solution de viscosité de I’équation level set doivent satisfaire certaines propriétés
fondamentales. L’idée naturelle ici consiste a reproduire 'opérateur d’Hamilton-
Jacobi sous une forme discrétisée.

3.3.1 Maillage structuré

Soit M;; € &, de coordonnées (z;,y;). Pour chaque point (x;,y;) de la grille
i; représente une approximation de (i, yj,t").
Crandal et Lions (][20]) proposent des schémas numériques pour les équations

d’Hamilton-Jacobi ou (bg*l est obtenu de la maniere suivante :

?j+1 = ¢Z - Athij( ?j’ Zj—lv Qb?,j—i—l? ¢?—1,j7 ¢Zj+1)7 (3'3'1)

ou h;; est I'approximation numérique de I'Hamiltonien H. Le choix de h; est
conditionné par les propriétés satisfaites par la solution de ’équation d’Hamilton-
Jacobi. Parmi celles-ci, nous en retenons deux.

Consistance

Supposons que ¢°(x) = by + a - x avec a = (a1,az) € R et ¢ = ¢°(x3, y;).
Le schéma (3.3.1) est dit consistant si

mH— gn — AtH(a). (3.3.2)

)

Cette propriété est toujours réalisée si I’hamiltonien numérique vérifie

hi;(U,U) = HU) YU e R

Monotonie
Etant donnés ¢%, ¥, on calcule ¢/:tt) " par
Jo Vij ij ij
n+l _ n n n n n n
i — ¥ig — Athi]’( ij0 Vi j—1» d)i,j—i-lv ¢i—1,j7 ¢z‘,j+1)>
n+l _ _/n n n n n n
ij T Vi Athij( ijo i,j—1a¢z‘,j+1a¢i—1,j»¢i,y‘+1)-

Le schéma (3.3.1) est dit monotone si

n n : . n+1 n+1
i = ¥i; implique ¢35 > i (3.3.3)

Pour souligner I'importance de ces notions, nous rappelons le résultat de
convergence obtenu par Crandall-Lions([20]).
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Théoréme 3.3.1. Soit H : R? — R? continue et ¢y borné et lipschitzienne
sur R? de constante Lipschitz L. Supposons que le schéma (3.3.1) est monotone
et consistant. Supposons de plus que I’Hamiltonien numérique h;; est localement
lipschitzien. Soit ¢ la solution de viscosité de [’équation level set. Alors il existe
une constante c¢ dépendant uniquement de sup |¢o|, L, h;; et NAt tel que

|67 — B, i, nAL)| < VAL

pour 0 <n < N et pour tout j, k.

3.3.2 Maillage non structuré

Une extension des résultats de Crandall et Lions a été réalisé par Barles et
Souganidis [?] (voir aussi [50]) qui montre pour les maillages non structurés la
convergence uniforme de la solution du schéma (3.3.1) vers la solution de viscosité
de I’équation level set et donne une estimation d’erreur.

Nous allons détailler les points importants de ce résultat.

En fait, on peut définir S(7) pour tout 7 € [0, At] en remplagant At par 7

dans le schéma numérique permettant de calculer les ¢Z~+1 a partir des ¢7).

Etant donné ¢} € V"™ une approximation de ¢ au temps ¢”, on suppose que
I’on posséde un algorithme qui calcule ¢} au temps "+ At. On note par Sy,(At)
I'opérateur défini par

Su(T) : V" — W
Oh — Su(T)dh = &,

On rappelle que l'espace B(€2) est 'ensemble des fonctions bornées uniformé-
ment sur € et nous introduisons les opérateurs de projection suivants :

I - B(Q) — V"™ C B(Q)
¢ Ino
et

1, : B(?) — B(Q)
(b — Hh¢7

dont on précisera la définition plus tard. Alors pour 7 > 0, on peut construire
l'opérateur S(7) par

S(r) : B(Q) — B(9)
¢ +—— Il 0 Sp(71) o I
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Souganidis et Barles ont mis en évidence les contraintes que doivent satisfaire

S.
Définition 3.3.1.

1. L’opérateur S est invariant par translation avec les constantes si pour tout

¢ € B()
S(1)(p+ k)= S(T)p + k, k € R. (3.3.4)
2. L’opérateur S est consistant si pour tout ¢ € C'*(£2)
¢ S;T)(gb) —— H(V9) (3.3.5)
3. Lopérateur S est monotone si pour tout ¢ € B(Q2), ¥ € B(Q)
¢ > ¢ implique S(T)p > S(T)p V7> 0. (3.3.6)

Nous allons énoncer le résultat principal de Souganidis. Soit M € N*. Consi-
dérons une subdivision réguliere ¢°, .., t* (" = n-L) de I'intervalle de temps [0, 7]
de pas de temps At. Définissons la fonction

dar i RY x [0,7] — R
par
S(t—t") gar (") (x) site (t"H],
Par(x,t) = (3.3.7)
¢o(x) sit=0.
Nous avons :
Théoréme 3.3.2. Supposons que S wverifie (3.3.6), (3.3.4), (3.3.5) et que H €

C(RY), ¢g € BUC(RY). Si ¢ € BUC(RYN x [0,T]) est la solution de viscosité du
probléme (3.2.1)-(3.2.3), alors

N
Par —— ¢ sur R x [0, 7.

En outre, pour obtenir une estimation d’erreur, Souganidis montre une esti-
mation sous la condition de consistance suivante :

On suppose que V¢ € C*(R?) () B(R?), on a
6= S0

T

(Vo) < O (7 (IVell + || V*9]])) (3.3.8)

Théoreme 3.3.3. Supposons que S wverifie (3.3.6), (3.3.4), (3.3.8), que H €
COLRYN) et ¢y € COYRN)YNBUC(RY). Si ¢ € COL RN x [0,T1]) est la solution
de wiscosité du probléme (3.2.1)-(3.2.3) et si pay est définie par (3.3.7), alors il
existe une constante postive C' = C(||Vy||) telle que

920 = 0]l < CVAL
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3.3.3 Application de la théorie de Barles-Souganidis

L’objectif de cette section est de faire le lien entre les notions de monotonie et
de consistance introduits par Souganidis et Barles avec les notions de monotonie
et consistance du schéma.

Dans le but d’utiliser les concepts usuels de la théorie des schémas des équa-
tions hyperboliques scalaires, nous intoduisons tout d’abord une rénumérotation
locale pour les fonctions ¢ € V™. Ainsi pour tout couple de triangles K; et K;
d’aréte commune S; ; (voir la figure 3.2) nous introduisons les valeurs ¢y, ..., ¢5 et
les points My, ..., M5 par

— ¢1 = ¢y, My = My;

— Dans le triangle K;, on note par ¢, et ¢3 les deux autres valeurs de ¢ et par

M,, M3 les autres points milieux des segments.

— Dans le triangle K, on note par ¢4 et ¢5 les deux autres valeurs de ¢ et

par My, Mj les autres points milieux des segments.

M,

FIGURE 3.2 — Renumérotation locale.

Par ailleurs, on note par ¢; la fonction de forme associée a l'aréte S;, | =
1,2,3,4,5. La fonction ¢, est Py par morceaux et par définition ¢;(¢r) = Oj-
Nous rappelons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1.
S,
VSOI\Kl = ||]<_l‘||ul7 [ = 172737
|51
Vo, K, = V0 [=1,4,5.
| | K]

Démonstration. Nous faisons la preuve pour ¢, dans le triangle K;. La preuve
est identique pour les autres fonctions. Puisque MyMs //S;; alors V¢, - My Mz = 0
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car p; € Py(K;) et p1(Ma) = p1(M3) = 0 donc Vi LS;;, colinéaire avec v;;.
Ainsi, nous avons

YT dist(MyMs, Sy) K|
(3.3.9)
O
Etant donnés ¢} € V", on détermine ¢t = Zgb?j“)\ij selon le schéma
Sij
générique suivant :
mH = ¢ — Athl, (3.3.10)

ot hi; = hij(V oy k., Voy Kj) est ’hamiltonien numérique.
Nous réécrivons le schéma (3.3.10) en introduisant 'opérateur H,; défini par

Hij(@1, 2, 83, Guy 5) = ij — Athij(Vdux,, Vonk,)- (3.3.11)

On met ainsi en évidence les valeurs aux noeuds plutot que les gradients sur K;
et Kj
Définition 3.3.2.

1. 'H;j; est consistant si h;; est consistant, c’est-a-dire si ¢, = a+U-MiMy, k=
1,..,5 alors

2. H;; est monotone si

OH.: -

— >0, Vk=1,.,5.

Oy
Remarque 3.3.1. On établit une condition équivalente de consistance entre H;;
et hij. Par contre, la notion de monotonie n’est définie que pour H;; et ne peut
pas éetre étendue pour h;;, c’est ce dernier point qui motive l'introduction de H;;.

Nous devons maintenant construire précisement 'opérateur S puis établir une
correspondance entre les propriétés de H;; et les propriétés de S requises par la
théorie de Barles-Souganidis. Pour cela, pour tout 7 > 0, définissons tout d’abord
I'opérateur

Su(T) 1 V" — Ve
¢ — Sp(7)9
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par
Su(T)p(Myj) = ¢ij — Thij(Vdik,, VoK), VM € &

Nous considérons 'opérateur de projection
I B(Q) — V"™ C B(Q)
pr—Tp= > (M) (3.3.12)

KiE']-;“jEZ/(i)

comme l'opérateur d’'interpolation des fonctions ¢ € B(£2). On utilise I'extension
de ¢ donnée par la remarque 3.1.1.

Remarque 3.3.2. [l parait étrange de définir un opérateur d’interpolation sur
des foncions qui sont bornées. En premier lieu, les fonctions ¢ € B(Q) sont
supposées définies en tout point € Q donc ¢(x) a toujours un sens. D’autre
part, on s’intéresse aux fonctions ¢ € V}IL’"C qui sont continues aux points M;; qui
sont justement les points utilisés par ['interpolation.

FIGURE 3.3 — Cellule diamant D;;.

Pour définir le projecteur I, nous considérons une partition T, de Q duale &
la triangulation 7j,. Cette partition s’obtient en connectant les sommets de chaque
triangle de 7, avec leur barycentre et en éliminant les arétes des triangles de 7.
On obtient ainsi des mailles de type diamant D;; positionnés sur chaque facette
(voir la figure 3.3). Nous associons a cette nouvelle partition, I’espace f/,inc défini
par ) )

V," = {¢ € B(Q); ép,, € Po(Dyy), Dy € Tn}.

Notons qu’il y a une bijection entre les points M;; de 7}, et Ty,. Le projecteur II,
est donnée par

I, : B(Q) — V"
¢ —_ Hh¢7
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tel que
Wydip, = ¢(My), My € &y, Dyj € Ty,
On a la proposition suivante.
Proposition 3.3.1. L’opérateur 11, est monotone.
Démonstration. Soient ¢, 1) € B(Q2) tels que ¢ > 1) alors
¢(My;) = ¥(My;), VM, € &,

ce qui implique
(My;) = (My;) sur Dy,

d’ou
M0 > M.

Proposition 3.3.2. On a les propriétés évidentes suivantes.
1. Yo € B(Q)

Iy Ino = 1110,
L1, ¢ = 11,¢.
2. Vo € V)
Ip¢ = ¢.
3. Vo e V"
pl¢ = .

En conséquence, il y a une identification entre IT,¢ € V" et Ip € Vo™
Nous rappelons ici la définition de 'opérateur S(7) pour 7 > 0 par

S(t): B(2) — B(Q)
¢ — T 0 Sp(7) o 1o

Nous avons alors les résultats suivants.

Théoréme 3.3.4.
1. L’opérateur S(7) est invariant par translation.
2. L’operateur S(7) est consistant si H;; est consistant.

3. L’opérateur S(T) est monotone si H;; est monotone.

Démonstration.
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1. Soient ¢ € B(Q2), k € R alors par définition

L(o+k) = Y (M) +k)Aj= Y oMy + k.

Mijegh Mi]'GEh
Pour 7 € R, M;; € &, nous avons

Su(T) (¢ + k)(My;) = ¢(My;) + k — Thy; (V(</5|Ki + k), V(ok, + k;))
= p(My;) — Thij(v@Ki, V@Kj) + k.

Comme la fonction 1,5, (7)1, (¢ + k) est telle que
11,54 (T) In (0 + k) (My;) = (¢(My;) — Thij (Vo ik, VPii,)) + k sur Dy,
nous en déduisons que
pS(7)In(¢ + k) (Myz) = HpSp(7)1n(0) (Mi;) + k.
2. Soient ¢ € C°, 7 € R, et M;; € &, alors
S (1) 1h(9)(Myy) = (¢(Myy) — Thij(Véik,, VOik,)) sur Di;.
Par un calcul simple, nous obtenons

¢—5(1)¢ _ o(My;) — S(7)p(My;)

T T

= hw(vgﬁ‘[(“ VgZﬁ‘K]) sur DTJ
Comme
his (Vi Voik,) —— hii(Vo, Vo)
par continuité de h;; et que par consistance de h;;
hij(Vo, Vo) = H(V),

nous en déduisons que

¢ =S¢ _ o(My;) — S(1)9p(My)

T T T—0

H(V¢) sur D;;.

D’ou la consistance.

3. Soient ¢ € B(R2), ¥ € B(Q) tel que ¢ > 1. On a clairement que I,¢ > ).
Par la monotonie de H;; on en déduit alors que pour tout 7 > 0

S(7)¢ = IpSk(1) In¢ > I SK(T) I = S(7)3.
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3.4 Schémas centrés

Dans cette section, nous étudions deux schémas définis a partir d’'un hamil-
tonien numérique centré. Ces schémas peuvent sembler naturels et simples mais
nous allons justifier pourquoi ils doivent étre rejetés.

3.4.1 Présentation

, 1 12 . . /
Etant donnés ¢} € V" et U} = V¢y, nous considérons I’hamiltonien numé-
rique centré hj; défini par

| K| H(Mj, U7, ) + [ K| H (M, U7, )
|| + | K]

hi: = hi; (U}, UY) =

K| [O7| + |55 [ U7

— F(M,; 1"
(M, 77) | K| + | K

Nous calculons ensuite QBZH et UZ“ par le schéma de type Hamilton-Jacobi
suivant :

1) ¢pt = ¢ — Athy,

1,57
2) n+1 Z ¢n+1

" o " (SC1)
3) Urtl= h|+K1 = Z i g g,
jev(i)
N
4) Ut =) UMty
=1

n . 1 , .
En prenant g;'; = hj;, nous pouvons aussi considérer le schéma de type loi de
conservation suivant :
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1) 65" = oi; - Atgl,

2) ¢Z+1 = Z ¢n+1)\1j7

Sij
SC2
3) U?Jrl Z alng]VlJJ ( )

jev(i)

Un+1 Z Un+11K17

\

Lemme 3.4.1. Soit ¢ € V"™, on pose U; = Vok,, Uj =V, alors

OHi; _ 15 (F(Mz‘jafn)Ui e FMG, U ,,.)
op1  |Ki| + |Kj| U] Y U, ")
OH.: j S| (F(Mz'j» t")U; )
> = -V 5 l = 27 3
o0 K| + K] Uyl ’

Démonstration. Soit {gpl}?zl les fonctions de forme associées aux points {]\/[1}15:1
c'est-a-dire que ¢, € Py, VI=1,..,5 et ¢ (M) = 0. Soit ¢ € V,i’"c alors

;

3
> @) six € K,
=1

P(x) =
Z oi(x)p six € K.
\I=1,4,5
Comme
¢ 3
> Vel six € K,
=1
Vo(x) =
Z Vo (x)p six € K.
\[=1,4,5
alors
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oU;
sur le triangle K; 1 =V,
ouU;
sur le triangle K <Z5_1j = V.
Le lemme 3.3.1 implique
ou; ‘Sl|1/~
o K7
ou; |51
¢1 K;

Par suite

olU| U, 0U, U, |S)|

o Ul & UK
01Ul _ U; 9G; _ U |5
op1 U, &1 U K;

On en déduit alors
Pour [ = 2,3 avec le lemme 3.3.1 on a

oy, 18]
o TR
et
oU; _,
Z

car Uj; ne dépend pas de ¢; pour pour | = 2, 3.
Ceci implique finalement

0 |Uy| _ U; |Sl\Vl
0P U;| K;
01Ul _
Oy
En conséquence O

3.4.2 Propriétés

La proposition suivante résume les propriétés de ce schéma.

Proposition 3.4.1. Le schéma (SC1) est consistant, mais il n’est pas monotone.
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Démonstration. Soit V € R2,

(Kl VI KV KGHV) + K[ H(V)
Kl + [ K] K| + | K]

hij(V,V) = F(M,;;,t")

= H(V),

donc le schéma est consistant.
Montrons que ce schéma n’est pas monotone.
Soit ‘H,;; défini par
Hij(¢1, -, ¢5) = ¢ij — Athiy(Voik,, Voik,)-

D’apres le lemme 3.4.1, nous avons par exemple

8Hi7j _ At ‘SQ| (F’(]_\/_[”7 t”)IJZ ‘ 112)
[0Jo5 | K| + | K| U
Comme
U; = 92V + c,
Hl,]

nous en déduisons que change de signe selon les valeurs de ¢4 ce qui implique

2
que H;; n’est pas monotone car ce schéma ne réalise pas systématiquement

0.

TS

1

OH;
99

3.5 Schémas décentrés de type Roe

Afin de calculer les flux a travers chaque interface, Godounov (1959) propose
une méthode numérique simple fondée sur la résolution exacte du probleme de
Riemann. La principale difficulté de cette méthode réside dans le fait que la
résolution des problemes de Riemann n’est pas simple en général. Une variante
de cette méthode proposée par Roe, consiste a calculer le flux inter-éléments en
résolvant de maniere approchée le probleme de Riemann.

Dans ce qui suit, nous proposons une schéma décentré baséée sur I’approche de
Roe [53]. Ce schéma a la propriété d’étre simple & implémenter. Malheureusement,
comme nous le verrons par la suite, un tel schéma n’est pas satisfaisant.
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/

FIGURE 3.4 — Deux demi-plans P; et P; de R?.

3.5.1 Présentation du schéma

Nous considérons le probléme de Riemann suivant : trouver Z : R? x [0, co[—
R? tel que

OZ+V (F;|Z]) = 0 dans R x [0, oo, (3.5.1)
Z(z,t=0)=U" zecP, (3.5.2)
Z(x,t=0)=U; xzcPj (3.5.3)

ou I = F(M,;,t").
Nous calculons le flux approché

/ Z
= gar [ [ E@na@a

par une méthode de type Roe. Cette méthode consiste a linéariser le probleme

de Riemann (3.5.1)-(3.5.3). Pour cela, on se donne v € R?, et on note par A(Z, v)
2

la matrice jacobienne associée au flux f = Z v;f; et par

j=1

Uy + U7
2

tn+1

A (U7, U07) = A( Vij)

la matrice de Roe associée. D’apres le chapitre 2 nous en déduisons que

’Vl

U? +

U

Ay(UF,UY) = vi; @ (U} +UY).
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Z est alors défini comme solution du probleme de Riemann linéarisé suivant :

OHZ+ A;;(U},UNVZ =0 dans R x [0, 00], (3.5.4)
Z(x,t =0)=U =z e Pi, (3.5.5)
Z(z,t=0)=U; zeP; (3.5.6)

Comme la matrice A(Z,v) est diagonalisable et que ses valeurs propres sont
A = 0et Ay = VH(Z) - v (voir chapitre 2). Ceci implique d’une part que le
2

flux f = Zyjfj est invariant & travers la discontinuité de contact \; = 0 et
j=1

d’autre part que la valeur du flux en x = 0 est déterminée par le signe de As. En

conséquence, on introduit le flux numérique suivant :

Fi: |U;| si Ag >0
By = g (U, U;) = { T o1
E]|U]| siA <0

Les schémas numériques fondés sur ce flux sont les suivants.
Pour ¢, € V" donné on pose Uy, = V@ et on détermine ¢, Ur! par le
chéma de type Hamilton-Jacobi :

1) ¢n = ¢ — Ath?,

iJ 1,59

2) ¢n+l Z ¢n+1 i

\ n o n (SR1)
3) Ut = hr}(l = Z @ ;; H’/z}ja
jev(i)
N
4) Ut =) Urtiy,.
=1

ou le schéma de type Loi de conservation :
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v

2) ZJrl — Z Cb:f;rl)\m,

SR2
3) UMl =uUr - Z @i j9i Vi ( )
jev(i)
N
4) UZ—H _ ZU?—H lx,,
=1

\

Remarque 3.5.1. Malgré le décentrage, les schémas (SR1) et (SR2) ne vont
pas étre satisfaisants. En effet, contrairement a un probléme de Riemann clas-
stque, la droite séparant les deux états constants ne peut étre quelconque, le choix
du décentrage est fait en fonction de v;; alors qu’il devrait plutot étre tributaire

de W.

3.6 Schémas de type Lax

Dans cette section, nous proposons une alternative aux solveurs de Godounov.
Nous étudions deux schémas construits a partir d’'un flux numérique de type Lax.
La preuve de la monotonie du schéma se fait a partir d'une hypothese sur le
maillage introduite dans [37]. Le cadre abstrait de [?], rappelé dans la section 3.3,
est utilisée pour prouver la convergence et I'estimation d’erreur entre la solution
de I’équation level set et la solution approchée.

3.6.1 Présentation

N
Etant donnés ¢ € V," et Up = V) = > Ully,, le flux de Lax est défini

i=1
par

giL,j (UivUj): 5 ’ _5(Uj_Ui)'Vij7

ou D > 0 est une constante que ’on précisera dans la suite. Grace au théoreme

3.2.1, nous prenons hY; = gke*(U7, UT) et nous calculons ¢p ! et Up*! par le

schéma de type Hamilton-Jacobi suivant :
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3.6. SCHEMAS DE TYPE LAX

1) ¢ttt = ¢ — Ath?,

) 1,37

2) QSZ—H = Z ¢n+1)‘1]a

Sij
Lax1
3) U?+1 = vqbzr;é = Z ai7j¢%+ll/i,j, ( )
jev(i)
N
4) Ut =) Uty
=1

\

Nous pouvons aussi calculer ¢7*! et U par les schéma de type loi de conser-
h h
vation sulvant :

(

1) ¢n+1 — AT AtgLa:v(Un Un)
2) ¢Z+1 Z¢n+1)\”7

3) UMttt = Za”gL (U, U,

jev(i)

N
4) UMt = Z Urtig,,

\
Les propriétés de 'hamiltonien numérique A} sont données par le lemme sui-
vant.

Lemme 3.6.1. Soit ¢ € V,"™, on pose U; = Vo, Uj = Vg, alors

ah” (VH(UZ) * Vi VH(U ) I/ﬂ) D ‘Sl]‘
UZ7U S’L +
A Y 2K %)
Ohi; |51
a¢lj (UZ,U]) = 9 ’Kl‘ (VH(Ul) sV + Dl/ij . Vl) s | = 2,3
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Démonstration. Soit ¢ € V. Comme U; = Vok,, Uj = Vg, alors
HU,)+H(U;) D

2 2
Nous avons vu dans la démonstration du lemme 3.4.1 que

hi (Ui, Uy) =

(U; = Uy) - vy

ou |51

et - 5
TJ = VQO”K]. = ?liyji'
Donc
oh,, VH(UD)- 2% 1 VH(UY) 9% Do, 90,
O¢1 2 2'0¢; 0y ij
=S| (VH(U?) vy | VH(UY) 'ij') D |S]
ij 2| K 2| K| Fd
Nous calculons aussi, pour | = 2,3. Comme
ou; 19
o6 TR
et
o,
Iy
alors

on,  VH(UD)- 9%+ VH(UY) 5% DY Uy
8¢l 2 2 a(bl 8¢l N
|51

3.6.2 Propriétés

Lemme 3.6.2. Supposons que tous les angles w de la triangulation T, satisfont
w < wy < /2, ot wy est indépendant de h. Choisissons D tel que

VH
o Ival,
cos Wy
St on vérifie la condition
|53 1
max T < (CFL)
sy |G T IIVH]|

alors le schéma est monotone.
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3.6. SCHEMAS DE TYPE LAX

Démonstration. Nous avons :
Soit ¢ € V. Comme U; = Vi, U; = Vo¢k,, on définit H,; par

Hij =¢i; — T <H(Ui) ; o) _ Q(Uj -U,)- Vw‘)

2
D’apres le lemme 3.6.1, on en déduit d’une part que

ol 2| K] 2| K| K|
don oH VH VH D|S.
> 1= (190 170 ISy
I 2| K| 2| K| | K
La condition (CFL) implique
% > 0.
O
D’autre part, pour [ = 2, 3,
OH,, |51
Jo— H(U,) - Du,; -
o 72|Ki‘(v (U;) -vi+ Dy - vy)
15| IVH]|
= — VH(U,) - BT ooy, .
7_2|KZ-| (Ui) - v+ COS Wy Vig VI
(3.6.2)
Par hypothese sur le maillage, on a —v;; - v; > cos(wp) donc
OHi 1S (IVH|
hARUVEES — |VH.
50 2 311 L) <o) — IV H|
> 0.
n

Pour énoncer le principal résultat de convergence, nous avons besoin d’intro-
duire ’hypothese suivante sur le maillage.

( /. . . . .
(1)  L’intersection entre deux triangles est soit un sommet
soit une aréte

(1) pas plus de u triangles ont un sommet en commun

(13i) h = sup hy > 1
TeT, (HM]_)

(1v) T est régulier, c’est-a-dire qu’il existe une constante
v indépendante de h tel que si 7 est le diametre

du cercle inscrit au triangle T, alors pour tout 7' € 7j,,

\ hr < ~vpr.
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CHAPITRE 3. SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR L’EQUATION LEVEL SET

La derniere hypothese implique que si e est une face du triangle 7', alors
1. la longueur |e| de 'aréte e et hr sont comparables,

2. les angles des triangles du maillage sont plus grand que 6y > 0 (condition
d’angle minimale), et

3. les triangles voisins avec T, TNT' # () ont une aire comparable, ¢’est-a-dire
qu’il existe des constantes c1, ¢ telles que ¢i |T'| < |T| < o |T7].
Théoréme 3.6.1. Supposons que H € C*(R?), ¢ € BUC(R?) et soit une tri-
VH
angulation Ty, vérifiant (HM1). Considérons le schéma (Lax1) avec D = VAl

coswy
Si la condition CFL est vérifiée, alors quand h — 0 et At — 0,

sup |p(Mij,tn) — ¢ (M) — 0.
M;;€&,,0<n<N

Démonstration. Comme le schéma Lax1 est consitant et monotone (lemme 3.6.2),
nous en déduisons la convergence par la théorie de Barles et Souganis [?, 37]. O

3.7 Résultats, tests numériques

Afin de mesurer la qualité des schémas, nous allons introduire des outils par-
mettant d’évaluer la stabilité et la vitesse de convergence.

Définition 3.7.1. (Nombre de points caractéristiques d’un maillage) Pour un
maillage non structuré, on définit le nombre de points caractéristiques par

N=ht=VI (3.7.1)

ou I est le nombre de cellules du maillage, h le pas d’espace caractéristique et N
le nombre caractéristique de points dans chaque direction.

Définition 3.7.2. Soit ¢, une approximation de ¢. On veut mesurer ’écart €, =
| — én| sous la forme

|5h| ~ Cila

ot |.| est une norme a définir, C' et o des constantes positives appelées res-
pectivement “constante” et “ordre” de la méthode.

Remarque 3.7.1. Avec les schémas d’ordre élevé (i.e. o > 1), la constante
C est d’une tmportance mineure puisque l’erreur se réduit rapidement avec des
maillages de plus en plus fins. Mais pour des schémas d’orde peu élevé (o < 1),
la valeur de C' devient prédominate pour estimer la précision du schéma.
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3.7. RESULTATS, TESTS NUMERIQUES

De maniere précise, pour estimer l'erreur globale, nous utiliserons les normes
L' discretes suivantes :

en(eit) = Y|kl

S,

en(U,t) = Z K| [Ui(t) = U3 ()],

bi5(t) — ¢;(t)

)

ou ¢f est la valeur exacte de la fonction level set au point M;; et UY est la
valeur exacte de son gradient au point B;.
Nous utiliserons aussi, les normes L discretes suivantes :

)

e (o,t) = r%ix ‘(bij(t) - ;'jj (t)

£7°(U. 1) = max Ui () — U5(1)].

Pour un pas d’espace 71, nous fixons le pas de temps At a 'aide d’une relation
de type CFL

At < h x cfl. (3.7.2)

= supryxa | (2, )]

ou cfl € [0, 1] est un parametre de réglage.

Cette section a pour but de réaliser des tests numériques. Les calculs s’effec-
tueront avec les six schémas suivants :

SC1 : schéma centré de type Hamilton-Jacobi,
SC2 : schéma centré de type loi de conservation,
SR1 : schéma de Roe de type Hamilton-Jacobi,
SR2 : schéma de Roe de type loi de conservation,
Lax1 : schéma de Lax de type Hamilton-Jacobi,
Lax2 : schéma de lax de type loi de conservation.

Nous réalisons deux types de tests. Les deux premiers tests sont dédiés a
I’étude de la stabilité des schémas en présence des solutions peu régulieres et
mesurent la viscosité numérique. Dans le dernier test, nous comparons les schémas
ayant réussis les premiers tests. Cette nouvelle comparaison se fera en estimant
l'ordre et la constante dans les normes L! et L°°. Dans tous les tests, le pas de
temps At sera adapté pour satisfaire la condition CFL grace a la relation (3.7.2).
Dans le dernier test, nous fixons la valeur du coefficient cfl pour obtenir la plus
petite erreur € (¢, T) (la norme L') au temps final pour un maillage donné de
longueur caractéristique h. L’objectif ici est de monter que, sous la condition
CFL minimale, nous avons asymptotiquement la convergence

g}b(gb? T) - 01710q7 5%(U, T) = OQ?LOQ?
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CHAPITRE 3. SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR L’EQUATION LEVEL SET

pour la norme discréte L' par exemple.

Pour cela, nous choisissons Q = [—1,1]? et utilisons les 4 maillages Mg, My,
My, Mz avec NO =92, N1 = 358, N2 = 1414, N3 = 5770 éléments de longueurs
caractéristiques hg = 2.25 x 1071, hy = 1.09 x 107, hy = 4.83 x 1072, hy =
2.49 x 1072 respectivement.

3.7.1 Description des tests

Soient U, et U, deux vecteurs de R% On rappelle que W est le vecteur

U,— U,

défini par W = —2——°%

|Ug - Ud|

base orthonormée directe de R% P, et P; sont deux plans de R*® d’équations

respectives z = Uy - @, et 2 = Uy - x. A, € R? est la droite passant par 'origine
O d’équation

et V' est 'unique vecteur tel que {V, W} est une

(U, —Uy) -z =0,

et d. la projection de la droite A. dans le plan (z,y). Pour tout temps ¢t > 0,
on note par d.(t) la droite parallele a §. dans le plan Oxy, translatée du vecteur
toW . On note aussi par P,(t) et Py(t) les demi-plans situés a gauche et a droite
de d.(1).

Soit © € R?, si on procede au changement de variable en introduisant les
coordonnées dans la base B ={W,V'}, alors on a :

x=C(W +nV.

Ce changement de base correspond a une rotation dans la nouvelle base B, ou
, 1 0
W a pour coordonnées (O) et V = (1)
Par construction U, - V' = Uy - V' = wy. Ainsi, les vecteurs U, et Uy sont
définis dans la nouvelle base de la maniere suivante :

Ug = ng + WOV,

Ud = de + CUOV,
avec wy = Uy - W, wg=Uy-W.

Comme la norme est invariante par rotation, on a donc le probleme des demi-
plans suivants : trouver ¢ : R*x]0, T[— R tel que

at¢(<7 n, t) + F |VC,77¢(<7 m, t)’ - 07
P(C,n) =wgC +won  si¢ <0, neR, (3.7.3)
gb(Ca 77) = WdC + won si C > 07 n € Ra
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3.7. RESULTATS, TESTS NUMERIQUES

dont le probleme de Riemann associé est :

(0,U(C,n.t) + Ve, (FIUC, 0, 1)]) =0,

U(.,O):<w9> si¢<0, neR,

Wo

Wo

U(.,O):<wd> si¢>0, neR,

\

Les deux premiers tests que nous considérons sont solutions du probleme des deux
demi-plans (3.7.3). Nous rappelons que nous avons résolu de maniere exacte ce
probleme dans le chapitre 2.

e Cas d’un choc avec wgy # 0 :

¢1=Ug-x— F|Uglt, xcPyt),
o1 =Ug-x— F|Ud|t, T € Pd(t).

et Vo, est défini par

Vi(z,t) = U, x € P,y(t),
Voi(x,t) =Uy, @ € Py(t).

O F=1,U,= <(1)> ot Uy = (f)

e Cas d’un choc avec wy =0 :
P =w,W - — Flwg|t, € Pyt),
Py = wgW - — F|wg|t, @ € Pylt).
et Voo est défini par

Voa(z,t) =w,W, o Pylt),
Voo(x,t) = wsW, x € Py(t).

an_1,Ug_<§> etUd—G).
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CHAPITRE 3. SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR L’EQUATION LEVEL SET

e (Cas d’une fonction réguliere :

p3(z,y,t) = (4 — 2 — 2y)® exp(—t).

On peut vérifier que ¢3 satisfait ’équation level set avec la vitesse
F(t,z,y) = (4 — x — 2y)/v/45. Par ailleurs, nous avons

—3(4 — = — 2y)? exp(—t)
Vs =
—6(4 — x — 2y)? exp(—t)
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3.7. RESULTATS, TESTS NUMERIQUES

Wiy

b
Jibshslinye =

FIGURE 3.5 — Représentation 3D des fonctions utilisées dans les tests a l'instant
t = 0,491 pour le maillage My. De gauche a droite et de haut en bas : ¢1, Vr,

¢27 v¢2; ¢3; V¢3
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3.7.2 Comportement des schémas, Stabilité

L’objectif des deux premiers tests est d’observer le comportement des sché-
mas SC1, SC2, SR1, SR2, Lax1, Lax2 pour des solutions issues du probleme
des deux demi-plans. Ces deux tests sont intéressants car comme nous 1’avons
vu dans le chapitre 2, nous en connaissons la solution exacte pour des conditions
initiales linéaires par morceaux. D’autre part, la solution est peu réguliere géné-
rant des oscillations pour les schémas qui ne sont pas stables. Ceci nous offre un
permier critere pour rejeter les "mauvais” schémas. Un autre intérét pour ces deux
tests provient du fait que leurs gradients sont discontinus. Ainsi, nous pouvons
comparer la viscosité numérique.

Dans le premier test, on observe que les schéma SR1 et Lax1 capturent la
bonne solution (voir figure 3.6). Pour 'approche loi de conservation, on observe
de nouveau que le schéma centré doit étre exclu (voir la figure 3.7). Dans la figure
3.8, on observe les fortes oscillations des schémas centrés. On remarque aussi que
le schéma décentré SR1 ne respecte pas le principe du maximum car la courbe
passe sous la valeur 1. Le schéma Lax1 présente une bonne stabilité L° mais
avec beaucoup de viscosité. Le choix de la méthode loi de conservation modifie la
comportement du schéma centré. Cependant, le schéma SR2 ne respecte pas le
principe du maximum méme sous la forme loi de conservation. Enfin, le schéma
de lax donne le bon résultat (voir 3.9).

Pour le cas wy = 0, on retrouve un comportement identique que dans le cas
wo # 0 (voir les figures 3.10 et 3.11). Cependant, le schéma centré présente moins
d’oscillations sous la forme loi de conservation (voir les figures 3.12 et 3.13).

On ne représente pas de courbe pour le cas ¢3 car I'approximation numérique
est tres proche de la solution théorique et la visualisation n’apporte pas d’éléments
nouveaux.
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comparaison des solutions
1 T T T

comparaison des solutions
1 T T T

(b)

comparaison des solutions
1 T T T

FIGURE 3.6 — Cas wy # 0. Coupe 1D de ¢ et des fonctions calculées par les
schémas SC1, SR1 et Lax1 au temps t=0.5.
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comparaison des solutions
1 T T T T

PHI1

(a)

comparaison des solutions
1 T T T T

(b)

comparaison des solutions
1 T T T T T

FIGURE 3.7 — Cas wy # 0. Coupe 1D de ¢ et des fonctions calculées par les
schémas SC2, SR2 et Lax2 au temps t=0.5.
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Comparaison de la viscosité

6 T
— UX :
“““ scl
—¥—srl
41 - aX .

_6 ! ] |
-1 -0.5 0 0.5 1

X

FIGURE 3.8 — Cas wy # 0. Coupe 1D de V¢ et des gradients des fonctions
calculées par les schémas SC1, SR1 et Lax1 au temps t=0.5.
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comparaison des gradients
T T T

FIGURE 3.9 — Cas wy # 0. Coupe 1D de Vi et des gradients des fonctions
calculées par les schémas SC2, SR2 et Lax2 au temps t=0.5.
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comparaison des solutions
05 T T T

comparaison des solutions
05 T T T

(b)

comparaison des solutions
05 T T T

FIGURE 3.10 — Cas wy = 0. Coupe 1D de ¢o et des fonctions calculées par les
schémas SC1, SR1 et Lax1 au temps t=0.5.

154



CHAPITRE 3. SCHEMAS VOLUMES FINIS POUR L’EQUATION LEVEL SET

comparaison des solutions
05 T T T

phi
—— 5C2

05

(b)

0.5 T T T T T T T T T

phi

— lax2
-051 q

<151 b

FI1GURE 3.11 — Cas wy = 0. Coupe 1D de ¢y et des fonctions calculées par les
schémas SC2, SR2 et Lax2 au temps t=0.5.
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Comparaison de la viscosité

2.8 T T T T T T T T T
UX
26 B
scl
—— Srl
2.4 B
g1

161

14r-

1.2

FIGURE 3.12 — Cas wy = 0. Coupe

0.4

1D de Vo et des gradients des fonctions

calculées par les schémas SC1, SR1 et Lax1 au temps t=0.5.
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Comparaison de la viscosité

2.4 T T T T T T
UX
sc2
2.2 —_—— 12 7
—————— lax2
2 -
1.8
1.6
141
1.2}

F1GURE 3.13 — Cas wy = 0. Coupe 1D de Vo et des gradients des fonctions
calculées par les schémas SC2, SR2 et Lax2 au temps t=0.5.

157



3.7. RESULTATS, TESTS NUMERIQUES

3.7.3 Ordre en norme L!

Nous avons vu que lerreur d'une méthode s’écrit sous la forme |le|| = Ch®.
Si on pose y = —log(|le||) et © = —log(h) alors l'ordre « et la constante C
s’obtiennent par exemple en tragant la droite d’équation y = a x = — log(C). De
maniere concrete, nous ferons cette évaluation par une régression linéaire. Dans
toute la suite, nous noterons par a; et C (resp. as et Cy) ordre et la constante
associés a la fonction level set ¢ (resp. Vo).

Lax1 Ol (0751 02 (6D)
o1 9.38 0.91 1.57 0.43
®2 5.37 1.18 1.35 0.52
¢35 | 5.82 x1072 | 0.99 | 2.23 x1072 | 0.72

Lax2 Ch Qq Cs Q9
01 9.16 0.93 1.57 0.44
103 5.48 1.17 1.36 0.51
¢35 | 6.10x1072 ] 0.98 | 2.18x1072 | 0.81

TABLE 3.1 — Ordre et constante des méthodes Lax1 et Lax2

_15 - A
* lax1(phi)
2 +  lax2(phi) |7
lax1(u)

251 o lax2w) 1

3+ i

35+ -

*
_4 - A
¥

_45 - A

_5 - A

55+ -
-6 ! ! ! ! !

-4 -35 -3 25 -2 -1.5 -1

FIGURE 3.14 — Courbes de convergence en espace pour ¢; en norme L.
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Sl lax1(phi) |
lax2(phi)
lax1(u)

O lax2(u;
-3+ ( ) -
4 i
5+ -

-6+ -

_7 | | | | |

-4 3.5 3 -2.5 2 1.5 1

FIGURE 3.15 — Courbes de convergence en espace pour ¢o en norme L.

3
* lax1(phi)
25+ +  lax2(phi) o i
lax1(u)
oL e} lax2(u) |
15F B
1t i
¢
0.5 * -
oF % i
-05}+ -
*
| | | | |
-4 35 -3 25 2 15 1

FIGURE 3.16 — Courbes de convergence en espace pour ¢s en norme L*.
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3.7.4 Ordre en norme L%

Les solutions V¢, et Vs étant discontinues, il n’y a pas d’ordre pour la norme

L.
Lax1 4 o Cy o7
D1 7.87 0.43 - -
103 9.38 0.91 - -
¢z | 7.73% 10721 0.89 | 1.99%x1072 | 0.71
Lax2 C o Cs (a%)
01 7.61 0.45 - -
Do 9.16 0.93 - -
o3 | 7.59% 10721 0.89 | 2.50x1072 | 0.64

TABLE 3.2 — Ordre et constante des méthodes Lax1 et Lax2

-2.4

* lax1(phi)

+ lax2(phi
26l x2(phi)

2.8+

3.2+

340

3.6

-3.8 .
-4 -35

FI1GURE 3.17 — Courbes de convergence en

-2.5

-1.5

espace pour ¢y en norme L.
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-35

-4.5

-5.5

*  lax1(phi) *
+ lax2(phi)
1 1 1 1
3.5 25 2 -15 -1

FIGURE 3.18 — Courbes de convergence en espace pour ¢o en norme L.

3
* lax1(phi)
251 lax2(phi) © © i
lax1(u)
2L (¢] lax2(u) i
15F B
*
©
1r i
0.5 i
*
or i
-0.5F B
1 I I | I
-4 -3.5 -2.5 -2 1.5 1
FI1GURE 3.19 — Courbes de convergence en espace pour ¢s en norme L.
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3.8 Conclusions

Nous avons présenté le principe de construction d’un schéma volume fini pour
I’équation level set sur un maillage non structuré formé de triangles. Nous avons
adopté deux approches dont la premiere est dite de type Hamilton-Jacobi et
la deuxieme de type loi de conservation. La solution approchée est linéaire
par morceaux et continue aux milieux des interfaces des éléments. Nous avons
rappellé le cadre abstrait de la théorie de Barles et Souganidis permettant de
prouver la convergence.

Comme point de départ, nous avons étudié des schémas centrés. Il s’avere que
I’approche loi de conservation est plus stable; mais pour les deux approches, les
schémas demeurent insatisfaisants confirmant ainsi les résultats théoriques ob-
tenus en étudiant l'approche de type Hamilton-Jacobi. Nous avons ensuite pro-
posé des schémas décentrés de type Roe qui paraissent intérssants car faciles a
implémenter ; malheureusement, ces schémas ne sont pas stables du fait que le
décentrage se fait selon la normale n;; et non selon le vecteur W.

Enfin, nous avons proposé un schéma de type Lax-Frederichs dont nous don-
nons une démonstration précise de la convergence en mettant en évidence sa
propriété essentielle qui est la monotonie dans le cas de I'approche Hamilton-
Jacobi. Pour les deux approches (Hamilton-Jacobi et loi de conservation), nous
pouvons résumer les propriétés du schéma de type Lax observés aussi bien au
niveau théorique que lors les essais numériques :

— il est consistant : il résout exactement le probleme de Cauchy associé a
I’équation level set quand la donnée initiale est une fonction linéaire sur R2.

— il est indépendant de la représentation géométrique des fonctions linéaires
par morceaux.

— il manipule facilement les géometries compliqués. Et d’un point de vue
théorique, le passage de la dimension deux a la dimension trois en espace
peut étre obtenu sans hypothese supplémentaire.
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Chapitre 4

Schémas MUSCL pour ’équation
level set

Les schémas volumes finis permettent la mise en oeuvre efficace des approxi-
mations numériques des solutions des problemes hyperboliques monodimension-
nels. Ils permettent en particulier d’approcher la solution faible entropique en ef-
fectuant une bonne résolution des chocs et des discontinuités de contact [42, 25].
Cependant, ils ne donnent pas une précision élevée au moins dans la région ou la
solution est réguliere.

Le critere TVD (Total Variation Diminushing) [29] et les méthodes de limi-
tation de pente qui sont a la base des schémas MUSCL, permettent d’obtenir
des méthodes d’ordre de convergence élevé tout en évitant les oscillations non
physiques (voir [5] par exemple). Bien que ces méthodes de type MUSCL se
soient révélées précises et robustes en dimension 1, leur extension aux maillages
multidimensionnels cartésiens ou non structurés n’est pas simple. Par exemple, la
notion de schéma TVD n’est pas facilement extensible. En effet, pour un maillage
structuré 2D, une méthode TVD est forcément d’ordre inférieur ou égal a 1 [27].
A cet effet, de nouvelles notions comme les schémas monotones de Spekreijse
[51] ou les schéma LED (Local Extremum Diminushing) de Jameson [31] ont été
construites. On peut aussi citer les extensions des méthodes MUSCL pour les
schémas volumes finis de type cell-centered sur des maillages bidimensionnels non
structurés de Barth [5] ainsi que I'approche de type vertex-centered (inconnue aux
noeuds) qui a été étudiée notamment par Dervieux et son équipe (voir [55, 18]).
On notera aussi que la convergence des schémas volumes finis avec une approche
cell-centered pour ’équation d’advection sur un maillage non cartésien a été trai-
tée par Despres [24]. Pour une étude mathématique des schémas d’ordre supérieur
on peut consulter [38, 39].

Les méthodes de type MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservative
Laws) ont été introduites par Van Leer [54]. L’idée principale est une recons-
truction linéaire par morceaux de la solution tout en préservant la stabilité du
schéma. Dans le cas scalaire, le schéma MUSCL doit préserver toute la variation
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totale de la solution et des méthodes de limiteur de pentes sont associées pour
empeécher de fausses oscillations ou dépassement. Les extentions de la méthode
MUSCL a des dimensions plus élevées ont été obtenues en utilisant les maillages
structurées ot la technique MUSCL est appliquée dans chaque direction [16].

Pour permettre la discrétisation pour des domaines complexes bornés, des
méthodes MUSCL pour les maillages non structurés ont été considérés dans [32,
22, 6]. Ces méthodes MUSCL sont construites suivant deux étapes pour chaque
pas de temps :

— Un gradient prédit est d’abord calculé en utilisant un schéma compact,

— ensuite le gradient est modifié pour respecter une contrainte de principe de

maximum ou la décroissance de la variation totale.
Ceci implique le calcul de nouvelles valeurs et des fonctions flux monotones sur
les interfaces des éléments.

L’objet de ce chapitre est de présenter une nouvelle méthode numérique de
type MUSCL afin d’améliorer la précision des schémas volumes finis étudiés dans
le chapitre 3. On rappelle que des schémas d’orde de précision élevée sur maillage
non structuré pour les équations de type Hamilton-Jacobi et donc 'équation
level set ont déja été proposés par Abgraal [1, 2] mais en utilisant une technique
alternative aux méthodes MUSCL : les schémas ENO. Lions et Souganidis [46]
ont égalément proposé des schémas MUSCL pour les équations d’Hamilton-Jacobi
mais sur maillage structuré.

4.1 La méthode MUSCL Classique

Les schémas du premier ordre ne sont pas tres précis et induisent une viscosité
numérique importante pour les chocs. Un schéma du second ordre fournit une
meilleure approximation et tend a diminuer 'effet de diffusion pour les chocs.

Pour construire un schéma du second ordre, les techniques de type MUSCL

les plus connues, que nous rappelons briévement dans cet exposé, consistent a
N

effectuer une reconstruction linéaire locale (voir [8, 26, 53]). Soit U}, = Z Ul'lk,

une approximation constante par morceaux U au temps t" donnée; iCiZ IIJ' =Vo
et ¢ est la solution de I’équation level set. Les méthodes MUSCL consistent a
construire une nouvelle approximation linéaire par morceaux U} = (u},vy) de la
maniere suivante :

(4.1.1)

ou
- Uur = (un Uﬂ),

3 177
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— B;X représente le vecteur X — B;,

— a; - B;X est le produit scalaire de B;X avec la pente a; € R?,
— b; - B;X est le produit scalaire de B;X avec la pente b; € R?.
Remarquons qu’une telle reconstruction satisfait

| Treax — x| ur.
K;

puisque le barycentre B; est choisi comme point de référence.
Soit X; ; un point sur I'aréte commune .S; j, nous notons

n o _ ,n n o _ ,n
ui,j = Uy + a; BiXi,ja uj,i = UJ + aj . BinJ,

(4.1.2)
v = v+ b BiX vf; = v} + by - BX,

Js

Ce genre de méthode est dite méthode monopente puisque nous calculons
les valeurs uj; (respectivement v};) sur les arétes S;;, j € v(i) en utilisant la
meéme pente : la pente a; (respectivement b;) ne change pas avec j pour chaque
élément K.

Iy a deux choix naturels pour le point X;; : le premier est suggéré par le
point de vue géométrique car il correspond a l'interpolation linéaire entre B; et
B, le second est naturel du point de vue de l'intégration puisque la méthode
d’integration centrée est exacte pour les fonctions linéaires le long de 'aréte S ;.

Pour obtenir une méthode du second ordre, nous remplacons le flux numérique
g;; (U}, U7}) par un nouveau flux g7*;(U7;, UY,) ot Uy, et UY, sont de meilleures
approximations de U sur l'interface. Le schéma d’ ordre 2 s’écrit alors sous la
forme :

1) ¢n+1 - ¢z] Athn (U” U?,z)?

’Lj’

2) n+1 Z¢n+1 i

Sij
SHJ2
3) U;H—l Z‘—‘;{l Z azg n+1’/z7]’ ( )

jev(i)

N
4) Ut =) Uty
i=1

\

Une seconde approche consiste a utiliser le systeme de loi de conservation.
Ceci nous donne le schéma mixte suivant
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1) ?j—i_l = Ath](U?], U;b,z)a
2) ¢Z+1 — Z¢n+1)\
Sij
i i (SHJ-LC2)
3) Uz +1 Z aZ,ngg zg? U )Vi’j.

jev(i)

4) Un+1 Z Un+1 1K

\

Comme nous 'avons rappelé, la difficulté réside dans I'obtention d’un ordre de
convergence plus élevé tout en maintenant la stabilité. Plusieurs reconstructions
de pentes ont été proposées (voir [26], [30], [8] pour une liste exhaustive). Toutes
les méthodes sont basées sur une reconstruction locale du gradient. Deux princi-
pales contraintes doivent étre respectées :

1. Le choix de la pente sera consistant avec une solution linéaire, i.e, si la
solution est linéaire, la fonction reconstruite doit étre égale a la solution.

2. La solution doit respecter un certain principe du maximum pour garantir
la stabilité de ’approximation numérique.

Remarque 4.1.1. Dans toute la suite, nous considérons uniquement la situation
o, un €lément K; est strictement inclus dans le domaine,i.e. [’élément n’a pas
d’aréete au bord. Dans le cas ou [’élément a une aréte au bord, nous utilisons juste
un schéma du premier ordre en posant a; = 0, b; = 0.

4.1.1 Construction de la pente par les méthodes du gra-
dient

Nous donnons ici quelques méthodes classiques de reconstruction en utilisant
la premiere composante de U. Le principe est le méme pour la seconde compo-
sante.

Notons par Kj,, Kj,, Kj, les trois triangles adjacents au triangle K;, nous
considérons les quatre hyperplans dans l'espace x1,x2,U : 'hyperplan m;; est
défini par les points B;, Bj,, B, avec I'élevation u;, uj,, u;, (et alors m; o et m; 3
dans la méme démarche). L’hyperplan 7 o 3 est défini par les points B;,, B;,, B,

J2s
avec ’élevation u;,, uj,, uj,.
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m;i1 est donné par I'équation

ouG;; € R? correspond au gradient suivant la direction spatiale tandis que 1,23
est donnée par
(U - U?l) = G17273 . leX

el

FIGURE 4.1 — Représentation du plan m 2 3.

Un premier choix pour la pente est a; = Gy 23 et conduit a un schéma linéaire
consistant tandis que les autres choix utilisent une combinaison de G;;, Gy,
G, 3, en posant

Q = U(Gi,la Gi,27 Gi,S)-

La consistance linéaire est obtenue si et seulement si a = o(a,a,a) pour tout
acR%.

4.1.2 Méthode de minimisation

Dans cette méthode ([11]), nous considérons I’hyperplan minimisant la dis-
tance avec les quatre points (B;, w;), (B;,u;), j € v(i). Nous cherchons la pente
a; qui minimise la fonctionnelle

E@) =Y (u} —u} —aBB))’.

jev(i)

L’existence et 1'unicité pour le minimum sont évidents puisque la functionelle
est strictement convexe et nous obtenons le minimum a; = G en utilisant la
méthode des moindres carrés. Si u est linéaire, les quatre points sont dans le
méme hyperplan et le minimum correspond au gradient de w.
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4.1.3 Conditions de stabilité.

Pour éviter des instabilités numériques a proximité des gradients élevés, on
impose que les valeurs reconstruites u; ; (respectivement v; ;) et wu;; (respective-
ment v;;) sur S; ; satisfont des conditions de stabilité. Considérons deux triangles
adjacents K; et K, nous définissons les conditions suivantes.

1. La condition de stabilité L>°

n

min(uy, u}) < uiy,uf; < max(uf,ul),

7,0
(4.1.3)

min (v}, v}) < o, v < max(vf, vf),

2. La condition de conservation de la variation totale

s n n n n n n
si uf <wuf alors uf <up; <l <l

(4.1.4)

sivf <of alors v <o, <o <7,

Notons que la condition de conservation de la variation totale implique la condi-
tion de stabilité L°°.

4.1.4 Le limiteur

La pente a; (respectivement b;) obtenue par les méthodes des sections 4.1.1
et 4.1.2 ne satisfait pas a priori la condition de stabilité. Nous imposons cette
condition en multipliant la pente par un limiteur 6; tel que les valeurs w; ; (respec-
tivement v; ;) et u;; (respectivement v; ;) obtenues avec la nouvelle pente a; = 6;a;
(respectivement, Bl = 6,b;) satisfont la condition de stabilité. En particulier, si
6; = 0, on retombe sur le schéma du premier ordre. Dans le cas de la solution
linéaire, on a #; = 1 de sorte qu’il est naturel de choisir la plus grande valeur de
6, € [0,1].

4.2 Méthode MUSCL multipente

Toutes les méthodes classiques du second ordre sont basées sur la reconstruc-
tion (4.1.1). La pente a; (respectivement b;) calculée sur I'élément K; est utilisée
pour produire toutes les valeurs reconstruites w;;, j € v(i) (respectivement
vi;, J € v(i)). Une approche différente consiste a fournir trois pentes, une pour
chaque aréte de I’élément en respectant les deux conditions fondamentales :

— le schéma est consistant pour la fonction linéaire u, i.e. u; ; = u(X, ),

— si nous avons un extremum local au point B;, le schéma redonne un schéma

du premier ordre, i.e. les pentes s’annulent.
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Dans cette section, nous appliquons une nouvelle méthode de type MUSCL in-
troduite dans [13] au schémax Lax1 et Lax2 étudiés dans le chapitre 3. Cette
méthode est dite méthode multipente puisque chaque valeur u;; (respecti-
vement v; ;), est obtenue en utilisant une pente spécifique pour chaque j € v(i).
L’idée principale consiste a considérer pour chaque direction un probléeme uni-
dimensionnel ot on doit évaluer une pente qui est consistante avec la solution
linéaire et satifait la contrainte de stabilité dans la direction considérée.

4.2.1 La décomposition fondamentale

Pour définir la méthode multipente, nous introduisons les vecteurs normalisés
dans chaque direction B;B; :
£ — B:Bj,
e T 9
* ‘BiBjk‘

t), = k=1,23.

ou Kj,, k=1,2,3 sont les trois triangles adjacents a K; en utilisant une numé-

rotation locale.

FIGURE 4.2 — Définition du vecteur ty,.

Avant d’énoncer notre proposition, nous supposons de plus que le maillage
satisfait la propriété suivante (voir figure 4.3) :
Pour un triangle K; € 7}, tel que |v(i)| = 3, le point B,
(HM2) ( est strictement inclus dans le triangle

défini par les trois points B, j € v(i).

Proposition 4.2.1 (La décomposition fondamentale). Sous l’hypothéese (HM?2),
il existe des coefficients PBry, > 0 tels que l'on ait la décomposition suivante :
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s

FIGURE 4.3 — Configuration satisfaisant la propriété (HM2) (sur la gauche).
Configuration qui ne satisfait pas la propriété (HM2) (sur la droite).

t, = 512 to +ﬁ13 ts (4.2.1)
to = [ t1+ b3 ts (4.2.2)
t3 = [31 t1 + O3 to. (4.2.3)
En outre les coefficients satisfont les propriétés :
ml Plm — 1,
ﬁml ﬁlk = _ﬁmlm

pour toute permutation circulaire (m,l, k) de (1,2,3).
Démonstration. En utilisant les coordonnées barycentriques, I'hypothese (HM?2)
implique que

> By,

k=1,2,3
avec p > 0 et p; + pa + p3 = 1. Nous déduisons alors
0= Z pr BiBj, = Z pr |BiBj, | ty.
k=1,2,3 k=1,2,3

Par conséquent
i 1BiBji|
= Brmiti-
Z BB >

Les relations (4.2.4)—(4.2.5) se déduisent immédiatement de la relation p; + ps +
ps = L.

Puisque p;|B;B;,| > 0, nous en déduisons que tous les coefficients 3;; sont
négatifs. ]

170



CHAPITRE 4. SCHEMAS MUSCL POUR L’EQUATION LEVEL SET

4.3 Meéthode multipente avec les points Q; ;

A Taide de la décomposition fondamentale, nous allons évaluer une approxi-
mation de u; ; et u;; au point Q; ; par

uij = u; + pij [BiQyl uji = uj + pji |B; Qi -
Afin de déterminer les pentes p;;, deux ensembles de pentes sont introduits

no_ "

re re Uy 7
pijkf =P f :p+ — ‘jéim’ k=1,2,3, (4.3‘1)

comme pentes de référence (appelés pentes avales) et

Py = D2 p:ii + B3 p:?i,
Pijy = D2 p:?f + B3 P:?J;

Pijy = DPa pf?{ + P32 p:?é;
réprésentent les pentes amont. Nous allons combiner les pentes avales et amont
pour calculer les pentes p;;. A cette fin, nous introduisons le limiteur de pente
pour garantir les propriétés de stabilité.

Définition 4.3.1. Une fonction (p,q) — 0(p,q) est un limiteur s’il satisfait les
trois propriétés

0(p,p) = p. VpeR, (4.3.2)
O(p,q) = 0, Vp,q€R avecpq<O. (4.3.3)
0(p,q) = 0(q,p). (4.3.4)
Par exemple le limiteur minmod
0(p,q) =0 pq <0,

9(p,q) = min(p,q) p, ¢ >0,
0(p,q) = max(p,q) p,q <0,

satisfait les trois propriétés. D’autres limiteurs comme le limiteur de Van-Leer ou
le limiteur superbee satisfont aussi les trois propriétés (4.3.2,4.3.3,4.3.4).

Définissons les pentes limitées dans la direction t;; par
pig =0, 0;), € v(i), (4.3.5)
la méthode multipente s’écrit alors
wij =u; +pi; |1BiQijl, 7e€wv(). (4.3.6)

Nous avons la proposition suivante :
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Proposition 4.3.1. Supposons que le maillage satisfait I’hypothése (HM2),
i) le schéma est consistant pour la solution linéaire,
ii) Nous avons un schéma du premier ordre auzx points extremaur.

Démonstration. Pour prouver la premiere assertion, considérons une fonction li-
néaire u(X) = ug + L - X. Alors nous avons

o _LBB,
v BB,
Nous pouvons écrire
Py, = D2 p:?é + b3 P:(;J;

Bi2 Lty + B3 Lits
L.(Bi2te + Fi3ts)

= Ltl = p:;{

Nous déduisons de la propriété (4.3.2) que p; ; = png et finalement que u; ; =

u(Qi;)-

Pour prouver la seconde assertion, supposons que u; est un minimum local
alors toutes les pentes pg}f sont positives. Sous I'hypothese (HM2), tous les co-
efficients 3 sont négatifs par la Proposition 4.2.1. Par conséquent p; ; sont négatifs
et la propriété (4.3.3) implique p; ; = 0. ]

Remarque 4.3.1. Si nous choisissons la fonction minmod comme limiteur, nous
construisons la valeur au point Q; ; avec la §elatzon (4.3.6). On peut vérifier que

s .y . re . - .
nous vérifions la condition v; < w;j < w;; st u; < uj ce qui implique que la

reconstruction est TVD dans chaque direction.

4.4 Méthode multipente avec les points M, ;

Par définition, le flux traversant la facette S;; est donnée par

tn+1

1
G;‘-z—/ / F(ax,t) |U(x,t)| dvdt.
J At|5i,j| i S ( )| ( )|

Pour obtenir une approximation numérique d’ordre deux, on utilise une formule
de quadrature G7; ~ F(M,;) [U(M;;,t")| ot My; est le milieu de la facette Sy,
Il est donc naturel de chercher a évaluer U;; en utilisant le point Mj;.
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FIGURE 4.4 — Vecteur ry,.

4.4.1 Décomposition fondamentale de r; par rapport a r;

Nous considérerons une approximation de u; ; au point M, ;. A cette fin, nous
considérerons un nouvel ensemble de vecteurs (figure 4.4),
s *rk*% E=1.2.3
ijy — Tk = y k=1,2,9.
B:M, |

Comme dans la section précédente, nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.4.1. Supposons que le triangle K € T, n’est pas réduit a un
segment, alors il existe des coefficients 019, 013, 021, 023, 031, 032 tel que

r = 512 ro + 513 rs (441)
ro = (521 ry + (523 rs (442)
r3 = d3; Iy + 03 Iy, (4.4.3)
avec la realtion
6ml 6lm = ]-7
5ml (slk = _6mk7

pour une permutation circulaire (m, 1, k) de (1,2,3). De plus, si B; est strictement
a Uintérieur du triangle (M, ;) jeuq) alors tous les coefficients sont négatifs.
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rlT
tJ_ t1
1
A’/’ \\\
t3 \\
Lo

FIGURE 4.5 — Décompositions du vecteur v dans la base ty, t{ et du vecteur ti
dans la base to, t3

4.4.2 Décomposition de r; par rapport a t; et t;

Les directions naturelles pour calculer les pentes sont t,, = t;;,,, m = 1,2,3
puique les informations basiques (i.e. les valeurs de U;) sont fournies au bary-
centre. Pour calculer les valeurs interpolées aux points M; ;, on doit décomposer
rj, & partir de 'ensemble (t,,,);=12,3. La non unicité de la décomposition est évi-
dente ainsi un nouveau critere est a introduire dans le but de définir la "bonne”
décomposition indiquée.

Définition 4.4.1. La décomposition

re= Y fm tm: (4.4.6)

m=1,2,3

est compatible avec 'ensemble (ti), k = 1,2,3 si les coefficients satisfont les
Propriétés suivantes :

si ry =t alors ppr =1 et ppm =0, m#k.
De plus, la décomposition est unique.

Dans le but de construire une décompostion compatible, désignons par t;-
un vecteur normalisé et orthogonal a t;. D'une part, nous considérons 1'unique
décomposition de t; dans la base t,,, m # k (figure 4.5)

ty = oty + st (4.4.7)
ty = 721ty + 73 ts, (4.4.8)
ty = 731ty + 732 to (4.4.9)
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D’autre part, nous décomposons r; en utilisant
Ty = (I‘k.tk) tk + (I‘k.té') té‘.

Avec les relations (4.4.7)-(4.4.9), nous obtenons les décompositions de ry de la
forme (4.4.6) selon la définition (4.4.1).

4.4.3 Construction des pentes
Nous définissons d’abord les pentes avales q;“j dans la direction B;M, ; par
G = > Mm P, k=123 (4.4.10)
m=1,2,3
Ensuite, nous définissons les pentes amonts
G = o124y, + 013 ¢,
Gy = O Gy, + 023 G5,
Gy = 031 G, + 052 ¢,
Finalement, nous calculons les pentes g; ; avec
¢ij = 9(q;fj,qi_7j), J € v(i), (4.4.11)
ol A est un limiteur et nous définissons les valeurs reconstruites par
w ;= wi+qj |BiM;;l. (4.4.12)
Proposition 4.4.2. Le schéma est consistant pour la fonction linéaire.

Démonstration. Considérons une fonction u(X) = ug + L - X avec L € R? Par
construction, nous avons pf?{ = L - t;. La relation (4.4.10) implique que

m=1,2,3
Ainsi nous déduisons que

U(Miajk) - U(BZ)
IB:M, |

D’un autre coté, nous écrivons par exemple avec k = 1

qi_,jl = 512 q:_jz + 513 qi—t—js
= L.((Slg ry + (513 1'3)
= Lur; = q;“jl

Grace a la propriété (4.3.2), nous déduisons que ¢; ;, = q;r]k et ainsi u; ; = u(M, ;)
pour tout j € v(7). O
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Remarque 4.4.1. [l n’est pas évident que le schéma dégénére en un schéma
du premier ordre si u; est un minimum ou un mazximum local. En effet, puisque
nous supposons que le point B; est strictement a l'intérieur du triangle composé
des points M;;, j € v(i), tous les coefficients Ok, sont négatifs. Donc si toutes
les pentes qf]k ont le méme signe, nous en déduisons que si qi_’jkq;’rjk < 0 alors
¢ij, = 0 grice a la relation (4.3.3). Mais si toutes les pentes p:;f ont le méme
signe, les pentes q;’rjk données par les relations (4.4.10) n’ont pas a priori le méme
signe, par conséquent la pente p; ; doit étre non nulle.

4.5 Reésultats numériques

Dans cette section nous présentons une série de tests numériques afin de valider
(ou invalider) les schémas et mésurer les criteres de convergences. Nous allons
mettre en oeuvre les six schémas suivants :

laxhj : schéma Lax1 introduit dans la section 3.6 du chapitre 3,

laxlc : schéma Lax2 introduit dans la section 3.6 du chapitre 3,

laxhj2Q : schéma MUSCL construit au point Q a partir du schéma Lax1,

laxhj2M : schéma MUSCL construit au point M a partir du schéma Lax1,
laxlc2Q : schéma MUSCL construit au point Q a partir du schéma Lax2,

laxlc2M : schéma MUSCL construit au point M a partir du schéma Lax2.

Pour tous les essais, nous prenons §2 = [—1, 1]? et utilisons les 4 maillages M,
My, My, M3 avec NO = 92, N1 = 358, N2 = 1414, N3 = 5770 éléments de
longueurs caractéristiques izo =225 x 1071, hy = 1.09 x 1071, hy = 4.83 % 1072,
hs = 2.49 x 1072 respectivement.

4.5.1 tests numériques

Nous allons construire plusieurs types de tests. Pour les deux premiers tests,
nous comparons les schémas sur une solution peu réguliere pour évaluer la vis-
cosité numérique. Le dernier test concerne une fonction réguliere et on s’inté-
resse plus particulierement a l'ordre de convergence. Nous estimons l'ordre et la
constante de chaque schéma en normes L' et L.
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4.5.1.1 Description des tests

Considérons le probléme suivant : Trouver ¢ : R?x]0,T[— R tel que :

Op(x,t) + F(z,t) [Vo(x,t)| =0 dans R? x [0, T,
¢ = ¢o dans R?.

Dans ce qui suit, nous rappelons les tests numériques déja rencontrés dans le
chapitre 3. Ces tests ont été construits en choisissant a la fois la vitesse F' et la
condition initiale ¢y.

Pour les deux premiers tests, on se donne deux vecteurs U, et Uy de R%
YUy~ Ua
|Ug - Ud‘
vecteur tel que {V, W} est une base orthonormée directe de R2. P, et P, sont
deux plans de R? d’équations respectives z = U, - @, et 2 = Uy - .

Soit & € R?, on procéde au changement de variable en introduisant les coor-
données dans la base B = {W,V'}, ce qui implique

On rappelle que W est le vecteur défini par W = et V est 'unique

x=C(W +nV.

Par construction U, -V = Uy -V = wj et les vecteurs Uy et U, s’expriment
dans la nouvelle base de la maniére suivante :

Ug = ng + C()()V,
Ud = de + on.

e V¢; un choc a l'instant initial et F' =1 avec wy # 0 :

Ug'w, me’Pg
Ug-x, xePy

¢1(w7 0) - {

et

U,, xzeP,

V(bl(w?()) = {Ud = Pd

Avec U, = (é) et Uy = (?) )

e Vo un choc a I'instant initial et F' =1 avec wy =0 :

wW .z, x€cP,
de~:13, x <€ P,

(b?(m?O) = {
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et

w,W, xeP,

Voa(,0) = {de x € Py

Avec U, = (;) et Uy = (D )

e 3 est régulier a U'instant initial et F(x,y,t) = (4 — 2 — 2y) /45 :

#3(z,y,0) = (4 —z — 2y)*

—3(4—z—2y)?

V¢3($,y,0) =
—6(4 —z —2y)?

4.5.1.2 Comparaison de la viscosité des schémas

Nous présentons une coupe suivant l'axe y = 0.5 de la solution calculée par
plusieurs schémas. L’objectif est d’évaluer visuellement la viscosité des schémas.
Les résultats sont représentés par les figures 4.6 et 4.7 pour les schémas de type
Hamilton-Jacobi; par les figures 4.8 et 4.9 pour les schémas de type loi de
conservation. Il apparait d’une part que les schémas d’ordre 2 soient moins
diffusifs que les schémas laxhj et laxlc. D’autre part, on constate les schémas de
type loi de conservation sont plus robustes que les schémas de type Hamilton-
Jacobi.
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Comparaison de la viscosité

2 T T T T T T T T T y
Solution exacte
laxhj2Q
1.8 | —&— laxhj2m b
—é6— laxl
1.6 b
141 -
1.2 B
1. .
08 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.6 — Cas wy # 0. Coupe 1D de V¢ et des gradients des fonctions
calculées par les méthodes de type Hamilton-Jacobi a linstant t=0.5.
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Comparaison de la viscosité
2 T T T

Solution exacte

—— laxlc2Q
1.8] —¥%— laxic2M B
—— lax2

0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 L

F1GURE 4.7 — Cas wy # 0. Coupe 1D de V¢, et des gradients des fonctions
calculées par les méthodes de type loi de conservation a linstant t=0.5.
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Comparaison de la viscosité

2.4 T T T T T T T T T
Solution exacte
laxhj2Q
22 =
—F— laxhj2M
—6— lax1
2 .
18F B
161 B
14+ -
1.2 -
1 | | | | | | | | |
-1 0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.8 — Cas wy = 0. Coupe 1D de Vo et des gradients des fonctions
calculées par les méthodes de type Hamilton-Jacobi a l'instant t=0.5.
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Comparaison de la viscosité

2.4 T T T T T
Solution exacte

laxlc2Q

—*— laxIc2M
22 —— lax2 s
2+ i
1.8 B
16 B
1.4+ —
1.2+ .

1 | | | | | | | | 1
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 4.9 — Cas wyg = 0. Coupe 1D de Vo et des gradients des fonctions
calculées par les méthodes de type loi de conservation a ['instant t=0.5.
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4.5.1.3 Ordre en norme L!

Dans ce qui suit, nous évaluons l'ordre « et la constante C' des méthodes
étudiées en tragant la droite d’équation y = a x z — log(C') par une régression
linéaire. Dans toute la suite, nous noterons par «a; et C (resp. as et Cy) 'ordre
et la constante associés a la fonction level set ¢ (resp. V¢). Avant de donner
les résultats pour 'odre 2, nous rappelons les résultats obtenus pour l'ordre 1
(tableaux 4.1) pour saisir le gain en précision. Les résultats de 'ordre 2 sont
donnés par les tableaux 4.2 et 4.3. Les courbes de convergence pour I’erreur entre
les solutions exactes ¢1, @9 et ¢3 et les solutions calculées par les schémas d’ordre
2 sont respectivement donnés par les figures 4.10, 4.11 et 4.12. Enfin, les courbes
de convergence pour l'erreur entre Vo, Voo, Vo3 et les gradients des solutions
calculées par les schémas d’ordre 2 sont respectivement donnés par les figures
4.13, 4.14 et 4.15.

laxhj Cl aq 02 (6%)
b 9.38 0.91 1.57 0.43
b2 5.37 1.18 1.35 0.52
¢ | 5.82 x1072 | 0.99 | 2.23 x1072 | 0.72

laxlc Cy o Cs Qo
01 9.16 0.93 1.57 0.44
103} 5.48 1.17 1.36 0.51
b5 | 6.10x10°2 | 0.08 | 2.18x102 | 0.81

TABLE 4.1 — Ordre et constante des méthodes laxhj et laxlc

lath2Q Cl (0%} CQ (0%}
61| 919 | 1.19]9.99 x10-1 [ 0.71
02 2.6 1.37 1.07 0.72
¢3 | 2.8 x1072 [ 2.00 | 6.5 x107% | 1.53

lathZM 01 aq 02 (6%)
o1 8.22 1.2319.99 x107* | 0.7
02 5.57 1.38 1.03 0.73
¢3 | 2.59 x107% | 2.05 | 4.7 x1073 | 1.71

TABLE 4.2 — Ordres et constantes des méthodes MUSCL de type Hamilton-
Jacobi.
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laxlc2Q Ol (05} Cg (0%)]
1 6.64 1.26 | 9.87 x107' | 0.71
2 7.9 1.30 1.01 0.73
¢3 | 3.55 x107% | 1.86 | 4.4 x107% | 1.59

laxlc2M Ch Q1 Cy Qo
01 5.96 1.29 | 9.54x107 | 0.71
02 8.08 1.30 | 9.97x107t | 0.73
¢s3 | 1.64 x1072 | 2.01 | 3.00 x10=3 | 1.81

TABLE 4.3 — Ordres et constantes des méthodes MUSCL de type loi de conser-
vation.

-3.5 T
laxhjQ(phi)
laxlcQ(phi)
4 _
laxhjM(phi)
laxlcM(phi)
45 i
5+ _
5.5 B
-6 -
-6.51 B
-7 | | | | |
-4 -3.5 -3 -25 -2 -1.5 -1

FIGURE 4.10 — Courbes de convergence en espace pour ¢1 en norme L.
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-3.5
laxhjQ(phi)
4+ ¢} laxlcQ(phi) b
laxhjM(phi)
laxlcM(phi)
-4.5- -
5+ —
55 B
-6 —
-6.51 B
-7 I I I I I
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -15 -1

FIGURE 4.11 — Courbes de convergence en espace pour ¢, en norme L.

2 T
laxhjQ(phi)
O laxlcQ(phi)
1r + laxhjM(phi) ® i
laxlcM(phi)
or A
-1+ -
2+ m
-3F -
4 ! ! ! ! !
-4 -3.5 3 -2.5 2 15 -1

FIGURE 4.12 — Courbes de convergence en espace pour ¢s en norme L.
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-0.8

1.2+

laxhjQ(u)
laxlcQ(u)
laxhjM(u)

laxlcM(u)

14+

-1.6

laxhjQ(u)
laxlcQ(u)
laxhjM(u)

laxlcM(u)

FIGURE 4.14 — Courbes de convergence en espace pour Voo en norme

-2.5

-1.5

L'
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FIGURE 4.15 — Courbes de convergence en espace pour Vs en norme L.

-0.8

-1.2

-1.4

-1.6

-1.8

-2.2

-2.4

-2.6

2.8
4

laxhjQ(u)
laxlcQ(u)
laxhjM(u)
laxlcM(u)

4.5.1.4 Ordre en norme L

Nous rappelons également les résultats obtenus pour l'ordre 1 dans les ta-
bleaux 4.4. Les résulats de I'ordre 2 sont donnés par les tableaux 4.5 et 4.6. Les
courbes de convergence pour l'erreur entre les solutions exactes ¢, ¢o et @3 et
les solutions calculées par les schémas d’ordre 2 sont respectivement donnés par
les figures 4.16, 4.17 et 4.18. Enfin, les courbes de convergence pour I’erreur entre
le gradient de la solution exacte ¢3 et le gradient des solutions calculées par les

schémas d’ordre 2 sont donnés par la figure 4.19.

TABLE 4.4 — Ordres et constantes des méthodes laxhj et laxlc.

lath Ol (03] 02 0%)
o1 7.87 0.43 - -
2 9.38 0.91 - -
¢3 | 7.73x1072 1 0.89 | 1.99%x1072 | 0.71

laxlc Cl (65} 02 (0%)]
b1 761 | 0.45 _ B
®2 9.16 0.93 - -
¢3 | 7.59%107% | 0.89 | 2.50x1072 | 0.64
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laXh_]zQ Cl (051 Cg (0]
b1 9.83 0.47 : :
s 783 0.55 : :
¢3 | 1.22 x1073 | 2.12 | 8.8 x1073 | 1.07

laxhj2M Cy o Cy Qg
o1 9.06 0.5 : _
b2 7.00 0.58 - -
¢3 | 1.57 x1072 | 1.96 | 9.99 x1072 | 0.99

TABLE 4.5 — Ordres et constantes des méthodes MUSCL de type Hamilton-

Jacobi.

lach2Q CI (6%} CQ (0%)]
01 6.82 0.58 - -
02 5.71 0.63 - -
¢3 | 4.4 x1073 [ 2.13 | 3.6 x1073 | 1.19

laxlc2M Cl (0%} 02 (6%)
o1 6.61 0.59 - -
05 5.38 0.64 - -
¢3 | 5.00 x107% | 2.05 | 2.8 x1073 | 1.32

TABLE 4.6 — Ordres et constantes des méthodes MUSCL de type loi de conser-

vation.
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-2.6

-2.8

-3.2
-3.4
-3.6

-3.8

-4.2

4.4
4

laxhjQ(phi)
laxlcQ(phi)
laxhjM(phi)
laxlcM(phi)

O*

-3.5

FIGURE 4.16 — Courbes de convergence en

-2.6

-2.8

-3.2

3.4

-3.6

-3.8

-4

42
-4

espace pour ¢y en norme L.

laxhjQ(phi)
laxlcQ(phi)
laxhjM(phi)
laxlcM(phi)

-3.5

FIGURE 4.17 — Courbes

de convergence en

espace pour ¢o en norme L.
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laxhjQ(phi)
laxlcQ(phi)
laxhjM(phi)

laxlcM(phi)

35

25

15

0.5
-4

laxhjQ(u)
laxlcQ(u)
laxhjM(u)
laxlcM(u)

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1

FIGURE 4.19 — Courbes de convergence en espace pour Vo3 en norme L.
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4.5.2 Simulations numériques
4.5.2.1 Cone en rotation

Dans ) = [—1, 1]?, considérons I'équation de transport en 2D
@t¢ +v- ng = O,

Y

avec une vitesse de convection v = ( ) et une condition initiale

¢(2,y,0) = y/(x —0.5)2 4+ y2 — 0.25. Si nous projetons la vitesse v sur la
normale au front nous avons 1’équation level set

Vo
Vol

Nous présentons les simulations de la demi rotation d’un cone afin de comparer
les schémas d’ordre 1 et 2. Les résultats qui illustrent la comparaison entre les
schémas d’odre 1 et les schémas d’ordre 2 pour 'approche de type Hamilton-
Jacobi sont donnés par les figures 4.20 et 4.21. Nous observons une propriété déja
rencontré dans les tests précédents : Les schémas d’ordre 2 sont moins dissipatifs
que les schémas d’ordre 1. Nous avons des résultats anologue pour ’approche loi
de conservation.

avec F=wv -

4.5.2.2 Changement de topologie

L’intérét principal de I’équation level set est de permettre de suivre I’évolution
d’une frontiere libre méme en présence de rupture toplologique.

Nous présentons ici un exemple de rupture toplogique en convectant a 'instant
initial deux cones \/(z — 0.25)2 + y2—0.2 et 1/(z + 0.25)% + y2—0.2 avec la méme
vitesse F' = 1. Nous donnons le résultat obtenu par le schéma laxlc2M (voir la
figure 4.24).
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(a) Maillage M : schéma laxhj

(¢) Maillage My : schéma laxhj

(e) Maillage M3 : schéma laxhj

(b) Maillage M; : schéma laxhj2Q

(d) Maillage My : schéma laxhj2Q

(f) Maillage M3 : schéma laxhj2Q

FIGURE 4.20 — Demi rotation d’un cone sous un raffinement de maillage : com-

paraison des schémas laxhj et laxhj2Q.
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(a) Maillage M; : schéma laxhj (b) Maillage M : schéma laxhj2M

(c) Maillage My : schéma laxhj (d) Maillage My : schéma laxhj2M

(e) Maillage M3 : schéma laxhj (f) Maillage M3 : schéma laxhj2M

FIGURE 4.21 — Demi rotation d’un cone sous un raffinement de maillage : com-
paraison des schémas laxhj et laxhj2M.
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(a) Maillage M; : schéma laxlc (b) Maillage M : schéma laxlc2Q

(¢) Maillage My : schéma laxlc (d) Maillage My : schéma laxlc2Q

(e) Maillage M3 : schéma laxlc (f) Maillage M3 : schéma laxlc2Q

FIGURE 4.22 — Demi rotation d’un cone sous un raffinement de maillage : com-
paraison des schémas laxlc et laxlc2Q.
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(a) Maillage M : schéma laxlc (b) Maillage M; : schéma laxlc2M

(¢) Maillage Ms : schéma laxlc (d) Maillage My : schéma laxlc2M

(e) Maillage M3 : schéma laxlc (f) Maillage M3 : schéma laxlc2M

FIGURE 4.23 — Demi rotation d’un cone sous un raffinement de maillage : com-
paraison des schémas laxlc et laxlc2M.
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4.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons introduits de nouvelles méthodes de reconstruc-
tion MUSCL dans le cadre d’un probleme level set bidimensionnel sur un maillage
non structuré formé de trinagles. Les pentes de cette méthode MUSCL sont cal-
culées suivant trois directions données par les trois triangles voisins. Ceci nous a
permis d’augmenter la précision des schémas proposés au chapitre 3. La mise en
oeuvre numérique est facile puisque la méthode est une méthode MUSCL uni-
dimensionnelle de dans chaque direction. D’un point de vue numérique, le choix
du point médian M de bord pour calculer les valeurs u; ; d’interpolation apporte
une meilleure précision mais le schéma est moins stable puisque le principe du
maximum n’est pas nécessairement respecté (u;; peut étre plus grand que u; ou
u;). Le choix du point @ réduit l'ordre de la méthode mais le schéma est plus
robuste puisque le choix de u; ; satisfait la contrainte TVD. Néanmoins, aucune
anomalie numérique n’a pu étre notée pendant les simulations en utilisant les
schémas avec les points M qui au final semble étre le meilleur choix.

Des essais numériques ont été conduits dans le but de comparer les méthodes
MUSCL décrites. Les nouvelles méthodes multi-pente en utilisant I’approche de
type loi de conservation s’averent plus performantes.

197






Conclusion

D’un point de vue analyse mathématique, la contribution que nous avons
apportée dans cette partie de la these porte sur un seul point.

1. La résolution exacte du probleme des demi-plans, ce qui nous donne ainsi
une méthode systématique pour construire des tests pour les schémas ap-
prochant I’équation level set.

D’un point de vue numérique, nous avons développé deux approches a priori
équivalente pour la résolution de I’équation level set. Ces deux approches nous ont
permis de construire des schémas généralisables aux équations d’Hamilton-Jacobi.

1. La construction des schémas est basée sur la méthode des volumes finis, mais
le fait essentielle ici est que la solution approchée est une fonction linéaire
par morceaux calculée aux milieux des interfaces des éléments. Cela, nous
a permis d’établir un lien entre la solution approchée de I’équation level set
et la solution approchée de 1’équation de loi de conservation associée ; sans
hypothese supplémentaire de convexité.

2. Dans un premier temps, nous avons proposé des solveurs de type lax d’ordre
1 parfaitement adapté aux vitesses F' quelconques. Ces solveurs ont la par-
ticularité d’etre de conception simple. Nous avons notamment prouvé la
convergence de tels schémas numériques pour ’approche de type Hamilton-
Jacobi. Les résultats numériques mettent en évidence I’équivalence de ’ap-
proche de type Hamilton-Jacobi et I’approche loi de conservation.

3. Nous avons ensuite appliqué une nouvelle méthode de reconstruction MUSCL
introduite par Clain et Buffard [13] pour ’équation de convection en dimen-
sion 2. Les nouveaux schémas s’averent moins diffusifs que la version d’ordre
1 comme 'ont confirmé les exemples numériques. Notons que 'approche de
type loi de conservation apparait plus performante que I'approche de type
Hamilton-Jacobi.
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4. Les schémas précédents sont généralisables en dimension 3. En effet, nous
pouvons nous référer aux travaux réalisés par Vivien CLauzon [14] sur I'ex-
tension en dimension 3 de la méthode MUSCL de Clain et Buffard.
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Résumé Ce travail de these est consacré a deux themes de recherche en Calcul
Scientifique liés par I'approximation numérique de problemes en mécanique des
fluides.

Le premier theme concerne I'approximation numérique des équations de Stokes,
modélisant les écoulements de fluides incompressibles a vitesse faible. Ce theme
est présent dans plusieurs travaux en Calcul Scientifique. La discrétisation en
temps est réalisée a ’aide de la méthode de projection. La discrétisation en es-
pace utilise la méthode des éléments finis mixtes hybrides qui permet d’imposer
de fagon exacte la contrainte d’incompressibilité. Cette approche est originale : la
méthode des éléments mixtes hybrides est couplée avec une méthode d’éléments
finis standards. L’ordre de convergence des deux méthodes est préservé.

Le second theme concerne la mise au point de méthodes numériques de type
volumes finis pour la résolution de I'équation Level Set. Ces équations inter-
viennent de maniere essentielle dans la résolution des problemes de propaga-
tion d’interfaces. Dans cette partie, nous avons développé une nouvelle méthode
d’ordre 2 de type MUSCL pour résoudre le systeme hyperbolique résultant de
I’équation Level Set. Nous illustrons ces propriétés par des applications numé-
riques. En particulier nous avons regardé le cas du probleme des deux demi-plans
pour lequel notre schéma donne une approximation pour le gradient de la fonction
Level Set. Par ailleurs, ’ordre de précision attendu est obtenu avec les normes L,
et Lo, pour des fonctions régulieres. Pour finir, il est a noter que notre méthode
peut étre facilement étendue aux problemes d’Hamilton-Jacobi du premier et du
second ordre.

Abstract This thesis work is devoted to two research topics in Scientific Com-
puting related to the numerical approximation of problems in fluids mechanics.

The first topic relates to the numerical approximation of Stokes equations,
modelling the "slow” flows of incompressible fluids. It considers the approximation
by a method of projection for the discretization in time. The discretization in
space uses the finite element method mixed hybrids making it possible to impose
in an exact way the incompressibility constraint. This approach is original since
it allows to couple the hybrid mixed finite elements with a method standard finite
element while preserving the order of convergence of the two methods.

The second topic relates to the development of finite volume schemes for the
resolution of the Level Set equation. These equations intervene in an essential
way in the resolution of problems of propagation of interfaces. In this part, we
developed a new second order method of MUSCL type to solve the hyperbolic
system resulting from the Level Set equation. We illustrate these properties by
numerical applications. In particular we looked at the case of the problem of the
two half-planes for whieh our scheme gives an approximation for the gradient of
the level set function. In addition, the expected order of accuracy is reached for
the standard L; and L., norms for regular functions. Finally, it should be noted
that our method can easily be extended to Hamilton-Jacobi problems of first and
second orders.



