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Nous considérons la simulation numérique des écoulements de fluides vis-
coélastiques. Développant une approximation en temps par la méthode des
directions alternées, nous proposons un algorithme entierement nouveau per-
mettant de découpler le calcul des contraintes de celui des vitesses. D’ordre
deux en temps, cette méthode permet de plus le calcul rapide des solu-
tions stationnaires. L’élément a divergence nulle de Thomas-Raviart est
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méthode est appliquée au probleme de ’écoulement de fluides du type Ol-
droyd dans une contraction brusque (probléme de la marche).

Mots-clés :

SIMULATION NUMERIQUE, EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIEL-
LES, MATERIAUX A MEMOIRE, FLUIDES NON-NEWTONIEN, ELE-
MENTS FINIS, METHODE DE DIRECTIONS ALTENEES, PROBLE-
ME DE STOKES, PROBLEME DE TRANSPORT, PRECONDITION-
NEMENT, ASSEMBLAGE COMPACTE.



Cette these est le fruit de trois ans de recherches appliquées et théoriques
au sein du groupe de Rhéologie des Fluides Industriels du laboratoire de
UInstitut de Mécanique de Grenoble. Je tiens a remercier tous ses membres
de laccueil qu’ils m’ont réserve.

Je remercie également monsieur Jean-Michel Piau de m’avoir accueilli
dans son groupe, de s’étre intéressé a ce travail, et de m’avoir fait ’honneur
de présider ce jury.

Je tiens a exprimer toute ma gratitude a monsieur Jacques Baranger
pour les fructueuses discussions que nous avons eues, pour ses nombreux et
précieux conseils, encouragements, et l'aide qu’il m’a apporté a la préparation
de celte these.

Jean-Claude Saut m’a accueilli au Laboratoire de Mathématique de la
faculté d’Orsay, ot j’ai trouvé un environnement scientifique de trés grande
qualité. Je l’en remercie trés sincerement, ainsi que de ['intérét et du sou-
tient qu’il a apporté a ce travail.

Je remercie Jean-Robert Clermont qui a dirigé cette thése, pour ses con-
seils et sa constante disponibilité, tout au long de ’élaboration de cette these.

Je tiens a remercier ici monsieur André Latrobe de m’avoir fait I’honneur
de participer a ce jury et de s’étre intéressé a ce travail.

Je remercie Yves Fautrelle d’avoir accepté de participer a ce jury.

Ma reconnaissance va également & messieurs P. Baras, J. F. Maitre,
C. Paumier et P. Witomski, pour avoir assuré ma formation a I’Analyse
Numérique et a la Mécanique des Fluides, et m’avoir donné le gotut a la
recherche dans ces domaines. J’ai beaucoup apprécié leurs précieux con-
seils et encouragements ainsi que laccueil chaleureuz du laboratoire TIM?
de V'IMAG.

Que ma famille et mes amis saisissent aussi, a travers ce travail, quelque
peu abstrait, une expression de ma profonde affection.



Contents

Notations

Introduction

1 Présentation du probléme

2

1.1

1.2
1.3
1.4
1.5

Lois de comportement et de conservation . . . .. ... ...
1.1.1  Les lois de comportement de type différentiel . . . . .
1.1.2 Lois de conservation . . . ... ... ..........
1.1.3 Extension des modeles de type différentiels . . . . . .
Conditions aux limites . . . . . . . ... ... ... ......
Grandeurs sans dimension . . . . . .. ... ... L.
Résultats d’existence et d'unicité . . . . .. .. .. ... ...
Probléemes ouverts . . . . . ... ...
1.5.1 Changement de type des équations . . . . . . .. ...
1.5.2 Perte d’existence ou d’unicité de la solution . . . . . .
1.5.3 Existence d’un point limite . . . . . .. ... ... ..
1.5.4 Singularité de coin . . . . . ... L.

Eléments finis incompressibles

2.1
2.2

2.3

Les motivations de ce choix . . . . . . .. ... ... .....
Le cadre fonctionnel . . . . . . ... ... ... ..
2.2.1 Les espaces fonctionnels usuels . . . .. ... ... ..
2.2.2 Problemes de trace et formules de Green . . . . . . . .
223 Llespace H(div,Q) . . .. ... ... ... ...
224 Llespace H(rot,€) . . . ... ... .. ... ... ...
2.2.5 Llespace D(div,Q) . . . .. .. ... ..........
Résultats fondamentaux . . . . . . .. ... .. ... ... ..
2.3.1 Décomposition des champs de vecteur . . . ... ...
2.3.2 Application aux tenseurs . . . . . . . ... ... ...

14
14

15
16
16
17
18
18
19
19
19
19



CONTENTS

2.4 Le probleme de Stokes a trois champs . . . . ... ... ...
2.4.1 Rappels sur le probleme de Stokes . . . .. ... ...
2.4.2  Résolution du probleme de Stokes a trois champs . . .
2.4.3 Approximations classiques . . . . . . . ... ...

2.5 Deux formulations du probléeme de Stokes . . . . . ... ...
2.5.1 La formulation vitesse-taux de déformation . . . . . .
2.5.2 La formulation vitesse-tourbillon . . . . .. . ... ..

2.6 Formulations mixtes associées . . . . . . .. ... .. ... ..
2.6.1 Introduction d’un multiplicateur de Lagrange . . . . .
2.6.2 Relaxation de la régularité des fonctions-test . . . . .
2.6.3 Existence et unicité de la solution . . . . . ... ...
2.6.4 Cas de la formulation vitesse-tourbillon . . . . . . ..

2.7 Méthode d’approximation mixte . . .. .. ... . ... ...
2.7.1 Résultats d’approximation abstraite . .. . ... ...
2.7.2 Approximation de la pression . . . . . ... ... ...

2.8 Elements finisdedegré I . . . . . . ... ... ... ... ..
2.8.1 Elements incompressibles pour les vitesses . . . . . . .
2.8.2 Approximations des contraintes . . . . .. . ... ...

2.9 Le probleme a quatre champs approché . . . ... ... ...
2.9.1 Aproximation des conditions de frontiere. . . . . . . .
2.9.2  Le probleme approché . . . .. ... ... ... ...
2.9.3 Formulation matricielle; élimination du tourbillon . . .
2.9.4  Perturbation du systeme linéaire . . . . . . ... . ..
2.9.5 Lien avec la méthode des différences finies . . . . . . .

Approximation en temps par le #-schéma

3.1 Présentation du #-schéma . . . . . .. ... ...

3.2 Application au probleme d’Oldroyd . . . . . . . ... ... ..
3.2.1 Choix d’une décomposition . . . .. . ... ... ...
3.2.2 Les sous-problemes obtenus . . . . . . ... ... ...

3.3 Découplage du calcul des composantes . . . . . .. .. .. ..
3.3.1 Premiere étape : sous-probleme de type Stokes . . . .
3.3.2  Deuxieme étape : sous-probleme de type transport . .
3.3.3 Troisieme étape : symétrisation . . . . . . . ... ...
3.34 Conclusion . . ... ... ... ...

3.4 Obtention d’un algorithme . . . . . . .. ... ... ... ...
3.4.1 Ecriture de l'algorithme . . . . . . .. ... ... ...
3.4.2 Etude des parametres de la méthode . . . . . . . . ..

3.5 Aspect matriciel du #-schéma . . . . .. ... L
3.5.1 Forme matricielle de ’algorithme . . . . . . . ... ..



CONTENTS

3.6 FEtude du cott asymptotique de la méthode . . . . .
3.6.1 Tempsdecalcul . ... ... .. ... ....
3.6.2 Place mémoire . . . . .. ... ... ... ..
3.6.3 Conclusion . ... .. ... ... .......

4 Transport des contraintes
4.1 Le probleme continu . . . ... ... ... ......
4.1.1 Notations, définitions et propriétés . . . . . .
4.1.2 Résultat d’existence et unicité . . . . . . . ..
4.1.3 Etude de la condition de positivité . . . . ..
4.1.4 Formulation variationnelle . . . . . . .. ...
4.2 Position du probleme . . . . . ... ...
4.2.1 Un résultat d’interpolation . . . .. .. ...
4.2.2 Approximation de Galerkin classique . . . . .
4.2.3 Perte de stabilité de la méthode . . . . . ..
4.3 Monotonie, stabilité et dominance diagonale . . . . .
4.4 Les méthodes de diffusion . . . . ... ... ... ..
4.4.1 La méthode de diffusion artificielle . . . . . .
4.4.2 Choix du parameétre de diffusion . . .. . ..
4.4.3 Exemple bidimensionnel . . . . . . . ... ..
4.4.4 Diffusion suivant les lignes de courant . . . .
4.4.5 Conclusion sur les méthodes de diffusion . . .
4.5 Méthodes de Galerkin discontinues . . . . . .. ...
4.5.1 principe de la méthode . . . . . . . . .. ...
4.5.2 Résolution du probleme approché; monotonie
4.5.3 Exemple monodimensionnel . . . . . . .. ..
4.5.4 Relation avec la méthode des différences finies
455 conclusion . . . . . ... .. ...
4.6 Aspect matriciel et résolution . . . . . ... ... ..
4.6.1 Choix de la méthode d’approximation . . . .
4.6.2 Résolution du systeme linéaire . . . . . . ..

5 Expérimentations numériques
5.1 Etudes des modeles en écoulements simples . . . . .
5.1.1 Ecoulements viscosimétriques . . . . . . . ..
5.1.2 Ecoulement en élongation . . . . .. .. ...
5.1.3 Ecoulements de Poiseuille . . . . .. ... ..
5.2 Présentation du probleme de la marche. . . . . . ..
5.2.1 Description de I’écoulement . . . . . .. ...
5.2.2 Conditions aux limites . . . . . ... ... ..

80
80
82
83

85
87
87
89
89
90
91
91
92
94
98
99
99
99
102
110
112
114
114
115
116

. 118

119
120
120
120



CONTENTS

5.2.3 Chutedepression . ... ... ... ... ....... 136
5.2.4 Intensité des recirculations . . . ... ... ... ... 138
5.2.5 Triangulations et méthode d’éléments finis . . . . . . . 138
5.3 Etude de la résolution du probleme de Stokes . . . . . . . .. 143
5.3.1 Préconditionnement . . . . ... ... ... ... ... 143
5.3.2 Cout de l'algorithme . . . . . ... .. ... ... ... 144
5.3.3 Convergence de la méthode d’éléments finis . . . . . . 145
5.4 Ecoulements viscoélastiques en contraction plane . . . . . .. 148
5.4.1 Singularité de coin . . . . . ... ... 148
5.4.2  Zones de recirculations . . . ... ... L 149
5.5 Géométrie axisymetrique . . . . . . ..o 149
5.5.1 Zones de recirculations . . . ... ... 149
5.5.2 Profils de vitesse sur 'axe . . . . . . ... .. ... .. 149
5.5.3 Pertedepression . . ... ... ... ... ... ... 150
5.6 Tempsdecalcul . . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 150
Problemes variationnels abstraits 156
A.1l Enoncé et résolution . . . . . .. ... ... ... ... 156
A.1.1 Enoncé du probléme abstrait . . . .. ... ... ... 156
A.1.2 Définition des opérateurs et des espaces . . . . .. .. 157
A.1.3 Formulation sur le noyau . ... ... ... .... .. 158
A.1.4 Résolution du probleme . . . . . ... ... ... ... 158
A.2 Formulation mixte d’'un probleme abstrait . . . . . .. .. .. 159
A.2.1 Extension des formes et des espaces . . . .. ... .. 159
A.2.2 Formulation variationnelle mixte . . . . ... ... .. 160
A.2.3 Existence et unicité de la solution faible . . . . . . .. 161
A.3 Approximation mixte abstraite . . . . ... ... .. ... .. 161
A.3.1 Approximation variationnelle mixte . . ... ... .. 161
A.3.2 Existence, unicité et estimation d’erreur . . . . . . . . 162
A.3.3 Estimation plus fine de 'erreur . . . . . . .. ... .. 163
Algorithme du gradient conjugé 164
B.1 L’algorithme du gradient conjugé . . . . .. . ... ... ... 164
B.2 Choix d’un préconditionnement . . . . . . . .. ... ... .. 166
B.3 La méthode du Lagrangien Augmenté . . . ... .. ... .. 167
B.4 Factorisation de Choleski . . . . . ... ... ... ...... 167
B.4.1 Algorithme abstrait . . . . ... ... ... ...... 167
B.4.2 Cas d’une matrice a structure-bande . . . . . .. . .. 168
B.5 Cott de la résolution directe . . . . . . . . .. ... ... ... 169
B.6 Cotlt de la méthode . . . . ... ... ... ... ....... 169



CONTENTS

C Assemblage des matrices d’éléments finis

C.1 Présentation du probleme . . . . .. ... ... ... .....
C.1.1 Notations . . . . . . . .. . .. .. ... ...
C.1.2 Matrices élémentaires . . . . . . . . .. ... .. ...
C.1.3 Extraction des degrés de liberté bloqués . . . . . . . .
C.1.4 Algorithme abstrait d’assemblage . . . . . . . . .. ..

C.2 Représentation compactée des matrices . . . . . . .. . .. ..
C.2.1 La strucure de données . . . . .. ... .. ......
C.2.2 premiére étape : détermination de la structure creuse
C.2.3 Deuxieme étape : assemblage effectif . . . . . .. . ..

C.3 Algorithmes opérant sur la structure creuse . . . ... .. ..
C.3.1 Produits matrice-vecteur . . . . .. ... ... . ...
C.3.2 Sur-relaxations successives symétrisées . . . . . . . . .
C.3.3 Cotts optimaux . . . . .. .. ..o



Notations

Z

ensemble des nombres entiers
IR corps des réels

We nombre de Weissenberg

Re nombre de Reynolds

a paramétre de retard du modele d’Oldroyd, dans [0,1] : @ = 0
correspond au modele newtonien et @ = 1 a celui de Maxwell

) domaine ouvert de IR™
' = 0Q fontiere du domaine )

pp presque partout (égalité, définition), & un ensemble de mesure
nulle pres

@ = (uq,...,u,) champ de vecteur, défini pp dans 2, et & valeur dans

Rn
7 normale unitaire sortante de €2, définie pp sur la frontiere I
7 = (—vp,v1) tangente unitaire & la frontiere I', en dimension n = 2

I'_ partie de I ou @.7 < 0, c’est-a-dire la frontiere amont pour
I’écoulement défini par « dans €2

B = 4.V, M = |B| opérateurs scalaires, définis pp sur la frontiere a @
fixé

T = (Tij)ij=1,..n tenseur, défini pp dans €2

t __ AT 4
7" = (7j4)ij=1,..n transposé du tenseur 7
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trm =" 7i; latrace du tenseur 7

—

V = (041,...,0,) opérateur de dérivation

V= (01p,...,0np) gradient d'une fonction scalaire ¢

0? . . .
Ap =531, 82::; Laplacien d’une fonction scalaire ¢

divi =V.u =", 0ju; divergence d'un champ de vecteur @

rot @ = V x 4 rotationnel d’un champ de vecteur i, ou x désigne ici le
produit vectoriel usuel

Ad = (Auy,...,Au,) Laplacien vectoriel d'un champ de vecteur @
Vii = (0jui)i j=1,..n tenseur gradient du champ de vecteur @

D(u) = %(ﬁﬁ%— Vi) tenseur des taux de déformation du champ de
vecteur

divr = (Zglzl 0jTij)i=1,..n divergence vectorielle d'un tenseur 7 (diver-
gences des vecteurs-ligne)

7 dérivé matérielle (ou objective) d'un tenseur (relation (1.3))

rot o = (dagp, ..., 01p) rotationnel vectoriel d'une fonction scalaire, dans
le cas de la dimension n = 2

rot . = Oius — Oouq rotationnel scalaire d’un champ de vecteur, dans
le cas de la dimension n = 2

W™P(Q) espace de Sobolev d’ordre m; p €]0, +00] (espace de Banach)

H™(Q) = W™2(Q) espace de Sobolev d’ordre m; p = 2 (espace de
Hilbert)

L?(Q2) = H°(Q) espace des fonctions de carré sommable (pour la mesure
de Lebesgue) dans 2

|.llm.p.o norme de I’espace WP ()
lm. = l]-llm.2.0 norme de I'espace
, 2, del’ H™(Q

(0, 0) = [q pddx produit scalaire de L?(£2)
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L2(2) sous espace espace de L?(Q) des fonctions de moyenne nulle dans

Q

H(div, Q) espace des champ de vecteur de L%(Q)" dont la divergence
est de carré sommable
2

L2(Q),

s espace des tenseurs symériques dont les composantes sont de

carré sommable

o 2
D(div, Q) espace des tenseurs de L?(Q)! dont la divergence est de
carré sommable

V sous-espace de L?(2)" des champ de vecteur dont la divergence
est nulle

2
D sous-espace de L?(Q2)" composé de tenseurs déviateurs (de trace
nulle) dont les composantes normales sont de moyenne nulle, et
la divergence appartient a V'

Th triangulation par éléments finis du domaine {2

Qp, sous-espace de dimension finie de L?(12)

Y}, sous-espace de dimension finie de H (div, )
T},, Sy, approximations de D(dfv, Q)

7y, opérateur d’interpolation (projection) sur un espace de dimen-
sion finie, paramétré par h > 0

T(N), W(N) cout d’un algorithme en temps de calcul et place mémoire,
respectivement

O fin de démonstration, d’exemple ou de remarque.



Introduction

Les motivations de 1’étude

Certains phénomenes visco-€élastiques spectaculaires, observés avec des poly-
meres fluides, ne peuvent étre décrits par les équations de Navier-Stokes.
Ces effets sont caractérisés, entre autres, par une dépendance des propriétés
élongationnelles et des effets de mémoire associés a ’élasticité du matériau.

Ces effets peuvent étre tres importants lors de la mise en forme des
matériaux polymeres : les instabilités d’écoulement, par exemple, limitent
le taux de production lors de nombreuses opérations telles que ’extrusion
de fibres. Des instabilités sont observées & tres faible nombre de Reynolds,
alors qu’un écoulement newtonien correspondant, est stable.

Le comportement visco-élastique est aussi a 'origine de motifs d’écou-
lement complexes, tels que des zones de recirculation de grande taille dans
des régions confinées (vorter). Ces motifs d’écoulement prétent a consé-
quence lors des processus d’extrusion des fibres de verre. Par exemple,
I’accumulation d’impuretés dans les vortex, extrudées plus tard, conduisent
a des défauts dans le matériau, sinon a la rupture des fibres.

Enfin, extrusion de matériaux viscoélastiques a travers un orifice est
utilisée tres souvent lors de la mise en forme des matériaux, et a été étudié
expérimentalement depuis de nombreuses années.

Informatique et modélisation

Dans certains cas, partant d’hypotheses cinématiques, il est possible de
décrire les effets visco-élastiques a l’'aide de modeéles monodimensionnels.
Cependant, dans ce qui suit, nous nous intéresserons a I’étude de modeles
de fluides visco-élastiques applicables a des géométries pour lesquelles ces
hypotheses cinématiques ne peuvent étre considérées.
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Il existe de nombreux modéles exprimant en termes mathématiques les
phénomeénes rhéologiques observés. Ces modeles font généralement inter-
venir des équations auzr dérivées partielles, souvent non-linéaires. L’ob-
tention de propriétés quantitatives des résultats nécessite alors des calculs
qui ont été considérés jusqu’a ces dernieres années comme irréalisables.

Cependant, les développements récents de I'informatique et de ’analyse
numérique permettent aujourd’hui d’aborder ce travail en abandonnant cer-
taines hypotheses simplificatrices afin d’obtenir une simulation plus réaliste
du phénomene. Ainsi, la mécanique des fluides numérique (Computational
Fluid Dynamics, en anglais) est en passe de devenir un outil de mise au
point aussi important que les essais expérimentauz : plus souple, plus facile
a réaliser, et surtout plus économique, elle permet d’aborder des expériences
délicates, voire impossible a reproduire en laboratoire.

Méthodes mathématiques

La plupart des modeles visant & décrire les comportements des fluides visco-
élastiques mettent en avant des questions et des problemes completement
ouverts (tels que 'existence et la régularité des solutions des équations). Il
est cependant possible de se servir, comme point de départ pour 1’étude, de
théories générales, orientées vers les applications : ce sont les fondements de
I’analyse numérique, préalable obligé au traitement sur ordinateur.

Pourquoi se limiter dans ce rapport a la méthode des éléments finis 7
Il y a & cela une bonne raison : c’est la seule technique (en 1989) qui,
en fait, puisse s’appliquer sans restriction sur la forme du domaine occupé
par le fluide. Dans la pratique, nous nous sommes limités aux éléments de
plus bas degré, car les écoulements sont généralement singuliers (au sens de
Kondratiev et Grisvard [27]), et il est probable que les élements de degré
(fixé) plus élevé ne soient pas plus précis; or ils sont plus difficiles & mettre
en ceuvre et entrainent des calculs plus longs.

Une bonne compréhension des algorithmes de calcul est nécessaire a leur
utilisation efficace. Nous connaissons le fantastique essor des calculateurs,
du a Iévolution de la technologie : en 1957 les transistors remplacaient les
lampes, dans les années 1960 apparaissaient les premiers circuits imprimés,
puis les premiers circuits intégrés de quelques dizaines de transistors par
puce. En 1985, la technologie VLSI (Very Large Scale Integration) per-
met d’intégrer un million de portes logiques par puce. Ce que l'on con-
nait moins, c’est que le gain de performance du aux progrés des méthodes
mathématiques est, dans certains domaines, au moins aussi important que
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celui du a la révolution technologique. Par exemple, de 1973 a 1983, les
capacités de calcul des ordinateurs les plus puissants ont été multipliées
par 1000. Et dans un méme temps, 'amélioration de certaines techniques
numériques faisait gagner un autre facteur 1000 : ceci permet de calculer
un avion complet en régime transonique en moins d’une nuit de Crayl en
1985, et aujourd’hui, I’écoulement d’un matériau fluide visco-élastique dans
une contraction brusque en moins de 10 minutes sur une station de travail.

Pour cette raison, nous avons tenu a présenter avec le plus grand soin les
algorithmes issus des méthodes proposées cette these, avec une évaluation
asymptotique du temps de calcul et de la place-mémoire nécessaire, en fonc-
tion de la taille des données.

Un probleme complexe

La simulation numérique des écoulements de fluides visco-élastique donne
actuellement lieu a une compétition internationale de premiere importance.
Au cours de ces dernieres années, des recherches intensives ont mis en
évidence de nombreuses difficultés.

La plus importante est certainement la perte de convergence pour les
grands temps de relaxation de la “mémoire” du fluide (grands nombres de
Weissenberg). 1l a été quelque peu admis que ces difficultés sont purement
numériques : nature hyperbolique des équations, conditions de frontieres,
incapacité des méthodes d’éléments finis habituelles a aborder les singu-
larités, ...Cependant, une autre source de difficulté provient certainement
des modeles rhéologiques qui caractérisent les fluides visco-élastiques. Bien
que la plupart de ces modeles puissent décrire bon nombre de comportement
de ce type, les choses sont bien moins claires au wvoisinage de singularités
issues de géométries complexes.

Enfin I'énorme quantité de calculs nécessaires a la plupart des méthodes
utilisées pour ce type de simulation a constitué un obstacle majeur : on de-
vait résoudre de tres grands systemes couplés, et ce type de calcul mobilisait
des super-calculateurs pendant de tres longues durées.

Sur quelques réponses récentes
Nous renvoyons a 'ouvrage de Keunigs [38] pour un historique tres détaillé

de I’énorme travail accompli en la simulation numérique des écoulements de
fluides visco-élastiques.
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En 1987, retenons le travail de Marchal et Crochet [15], qui mettent
en évidence une technique de décentrage vers l’amont (upwind, en anglais),
introduite par Hughes [32] sur des problemes de diffusion-convection, puis
étendue a d’autres problémes (Hughes et Brooks [9]). Cette procédure ten-
ant alors compte de la nature hyperbolique des équations, ils obtiennent
ainsi des solutions numériques pour de grands nombres de Weissenberg.
Cependant, cette méthode développe une approximation continue des con-
traintes : afin de s’assurer que 'approximation variationnelle mixte corre-
spondante est bien-posée [7, 18], les auteurs sont contraints a utiliser une
technique de maillages sous-éléments, ce afin d’obtenir des solutions accept-
ables pour des nombres de Weissenberg nuls. Enfin les temps de calcul sont
non-négligeables sur des calculateurs CRAY.

Un pas important semble avoir été accompli dernierement par M. Fortin
et A. Fortin [16] : développant une approximation discontinue des con-
traintes, ils s’assurent ainsi que le probleme approché est bien-posé pour les
nombres de Weissenberg nuls et utilisent la technique de décentrage amont
développée par Lesaint et Raviart [42, 41] dans le cadre de I’équation scalaire
de transport de neutrons. Cependant, implémentée pour des éléments de
degré élevé, le schéma n’est plus monotone (TVD en anglais, abréviation
de Total Variation Decreasing) et les solutions approchées présentent des
oscillations lorsque la solution exacte est peu réguliere (pres d’un coin ré-
entrant). Enfin, le systéme obtenu reste trés grand, et la convergence de
la méthode découplée utilisée est lente : tout ceci conduit a des temps de
calcul tres élevés, limitant les expérimentations numériques.

Notre contribution aux recherches

Développant la méthode [’éléments finis incompressibles de Thomas et Raviart
[21] pour les vitesses, (la solution approchée est & divergence nulle en vitesse),
nous proposons (chapitre 2) plusieurs approximations originales des con-
traintes, en s’assurant que le probleme est bien-posé pour des nombres de
Weissenberg nuls. Dans le cas des éléments de plus bas degré, nous montrons
de plus que le systéme obtenu est de taille minimale (asymptotiquement un
degré de liberté par grandeur scalaire et par élément).

Abordant le probleme des grands nombres de Weissenberg, nous étudions
au chapitre 4 quelques techniques de décentrage vers ’amont pour le probleme
de transport des contraintes. Nous retenons alors les méthodes conduisant a
des opérateurs monotones, garantissant ainsi des solutions non-oscillantes.
Nous rappellons certaines estimations d’erreur associées.
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Partant de la méthode originale des directions alternées due a Peaceman
et Rachford [48], et s’inspirant des travaux de Glowinski, Mantel et Périaux
[23] sur les équations de Navier-Stokes, nous présentons au chapitre 3 un
nouvel algorithme permettant de découpler le calcul des vitesses de celui
des contraintes. Inconditionnellement stable et d’ordre 2 en temps, cet al-
gorithme permet en outre le calcul rapide des solutions stationnaires. Util-
isant une méthode de relaxations symétrisées par bloc pour le calcul des
contraintes, nous montrons que les couts asymptotiques en temps de calculs
et place mémoire sont liés directement a ceux du “solveur de Stokes” utilisé.
Ce cott est alors optimal dans le contexte des méthodes multigrilles (voir
[1], par exemple), et reste quasi-optimal pour la méthode de gradient conjugé
préconditionné que nous avons implémentée.

Quel que soit le développement des ordinateurs, cet avantage d’optimalité
est important. En effet, les besoins en simulation numérique sont quasi-
illimités, et méme lorsque la résolution des écoulements tridimensionnels
de fluides visco-élastiques en géométrie a contraction brusque sera chose
courante, on essaiera, par exemple, de modéliser I'influence des singularités
de coin sur le gonflement de la surface libre située en aval.

Cependant, pour cette technique numérique, beaucoup de questions se
posent : existe-il une solution pour les grands nombres de Weissenberg, est-
elle unique, quelle est la nature des singularités de coin, quelles sont les condi-
tions aux limites conduisant a un probléeme bien-posé, quelle peut étre la jus-
tification de 'approximation du probléme (en terme d’estimations d’erreur),
peut-on obtenir de meilleures approximations des singularités ... Nous n’a-
vons pas répondu a toutes ces questions, mais nous avons progressé, et les
résultats obtenus, ainsi qu’une description détaillé des méthodes employées,
sont rassemblés dans cette these.

Les expérimentations numériques décrites au chapitre 5 sont réalisées
en géométrie a contraction 4 a 1, plane et axisymétrique. Les modeles du
type Oldroyd nous permettent de comparer nos résultats avec les auteurs
précités. Nous ne discuterons pas de sa justesse, comparé a d’autres modeles
rhéologiques, car le probleme associé comporte la plupart des difficultés de
ce type de simulation numérique.

Enfin, 'annexe A rappelle les principaux résultats de la théorie de 1’ap-
proximation mixte abstraite. Ces résultats sont utilisés au chapitre 2 lors
de la présentation des méthodes d’élements finis. L’annexe B décrit I'implé-
mentation de la méthode du gradient conjugé préconditionné, appliquée aux
sous-problemes de type Stokes évoqués au chapitre 4. L’annexe C présente
la structure de données choisie lors de 1’élaboration d’un logiciel convivial
d’éléments finis. Ce logiciel a permis d’obtenir les résultats du chapitre 5.



Chapitre 1

Présentation du probleme

La présentation de cette partie est purement formelle : les grandeurs ten-
sorielles, vectorielles et scalaires intervenant dans les relations sont supposées
suffisament régulieres. Ce n’est que dans le chapitre suivant que nous intro-
duirons les espaces fonctionnels appropriés.

1.1 Lois de comportement et de conservation

1.1.1 Les lois de comportement de type différentiel

Exprimons tout d’abord le tenseur des contraintes totales de Cauchy :
o=—pd+2n,DU)+T (1.1)

ou p est le champ de pression hydrostatique, @ le champ de vitesse, D (@) =
%(ﬁﬁ + ﬁﬁt) le tenseur des taux de déformation, n, > 0 la viscosité new-
tonienne (constante) et 7, le tenseur des contraintes supplémentaires.

Le tenseur 7 satisfait a une équation de comportement. Nous considérons
ici les lois différentielles du type Oldroyd [47], de la forme :

AT 47 = 25,.D(@) (1.2)

ot 7, est une seconde viscosité, A > 0 le temps de relaxation et () désigne
la dérivée objective d'un tenseur symétrique [47, 3] :

= or

=+ (@) + 7. W (@) — W(@).7 — a.(D(@).7 +7.D(@)  (1.3)

avec a € [—1,1] et W(&) = %(ﬁﬁ— Vi) est le tenseur vorticité.

14
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Remarque 1.1 Valeurs particulieres des parametres

Pour a = 0, nous obtenons en (1.3) la dérivée de Jaumann, pour a = 1, la
dérivée convectée supérieure et pour a = —1 la dérivée convectée inférieure.
Les comportements généralement adoptés correspondent a a € [0.8, 1]

Pour A\ = 0, nous retrouvons un fluide newtonien, de viscosité :

n= 1M+ N (1.4)

Enfin, pour 7, = 0, on retrouve le modele de Maxwell. O

Remarque 1.2 Temps de retard des fluides visco-élastiques
En introduisant le tenseur

Te = 20,.D(W) + 7

et a laide de la loi de comportement (1.2), on trouve que le tenseur 7,
satisfait a I’équation :

O

Te + A Te=20(D (@) + A, D (1)) (1.5)

ou A\, = A—gﬁ est appelé le temps de retard du fluide, et ot n a été introduit
en (1.4). O

1.1.2 Lois de conservation

L’équation de la conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

oiu =, - L =
p(a + (@.V)d) —divr —n,Au+ Vp =10 (1.6)
ou p > 0 est la densité (supposée constante)
Dans la suite, le fluide sera supposé lent : nous ne considérerons pas le
terme d’inertie (4.V).
La conservation de la masse conduit a la relation d’incompressibilité :

divi =0 (1.7)

Enfin, la conservation des moments s’écrit o = of, d’ott, de (1.1) : 7 = 7t.
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1.1.3 Extension des modeles de type différentiels

Signalons qu’il est possible d’étendre ce modele a d’autres modeles de type
différentiel : Le modele de Gisekus est obtenu en ajoutant le terme

13)
=T
e

au terme de gauche de (1.2), ou £ > 0 est un parametre constant. Pour
&= %, on retrouve le modele de Leonov.

Le modele de Phan Thien et Tanner est obtenu en remplagant 1’équation
(1.2) par :

2
AT dem M 2n,D (@) =0

ou & > 0.

Le modele de White-Metzner est obtenu en faisant varier les parametres
Ny N €t A en fonction du second invariant du tenseur taux de déformation :
IIp = tr(D(w@)?), si tr(y) d’esigne la trace d’un tenseur ~. Les lois les plus
connues sont de la forme :

la loi puissance :
r—2

n(z) =noz 2

(1.8)

la loi de Carreau :

r—2

1(2) =Moo + (M0 — No0) (1 + k.2) 2 (1.9)
onn >N >0,k >0etl <r <2 Pourn, =nllp), n, =X =0,
nous retrouvons les fluides quasi-newtoniens (loi de puissance) et pseudo-
plastiques (loi de Carreau), dont la résolution numérique par éléments finis
est actuellement bien maitrisé [5]. Dans le cas de certains mélanges de
polymeres, 7, peut étre tres petit. Avec r = 2, nous retouvons les fluides
newtoniens.

Une autre classe de modeles est décrite par des lois de type intégral.
Pour plus de détails, nous renvoyons a [38] et toutes les réferences qui y sont
citées.

1.2 Conditions aux limites

Finalement, le systeme des équations doit étre complété par un ensemble de
conditions initiales et de frontieres, dépendantes de la géométrie considérée.
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Il faut mentionner que, pour la plupart des problemes, les conditions de
frontieres ne sont pas évidentes, et des précautions doivent étre prises pour
assurer la fiabilité de la solution numérique.

Ainsi, de nombreux auteurs sont convaincus que la condition habituelle
de non-glissement appliquée aux parois solides est une source de difficultés
numériques. Cependant, la fagon d’imposer une condition de glissement
au voisinage des singularités (et conduisant & un probléme bien-posé) reste
inconnue.

Lorsque a = 1 et 1, > 0, le systeme (1.2)-(1.6)-(1.7) est de type mixte
elliptique-hyperbolique [36, page 243]. Les caractéristiques réelles sont les
lignes de courant, et les grandeurs transportées sur les caractéristiques sont
les composantes du tenseur de contraintes 7.

Si nous considérons un domaine  borné simplement connexe de IR? ou
IR?, les conditions aux limites requises sont alors :

e une condition de type Dirichlet pour la vitesse :
U = ur sur I' = 02 (1.10)
e une condition sur la frontiere amont pour les contraintes :
r=msur I'_ < {z el di<0} (1.11)
ou 7 est la normale unitaire sortante a ) sur I'.
Les conditions a 'instant initial ¢ = 0 s’écrivent :
U =1y, T=T,dans () (1.12)

D’apres la relation d’incompressibilité (1.7), la donnée ur doit satisfaire
une relation de compatibilité :

/ ir.7dl = 0 (1.13)
r

ou dI' désigne une mesure superficielle sur la frontiere I' (supposée assez
réguliere).

1.3 Grandeurs sans dimension

Afin d’obtenir un systeme vérifié par des variables adimensionnelles, nous
définissons le nombre de Weissenberg :

U
= A= 1.14
We )\L (1.14)
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le nombre de Reynolds :

UL
Re = p— (1.15)
n
et un parametre de retard [29] :
T
a=2 (1.16)
n

ou U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristique
de I’écoulement. Le probleme se ramene a chercher les grandeurs sans di-
mension, encore notées 7, u et p, définies dans €) et satisfaisant a :

We (57 4 (.9)r + Bu(r, 1) o — 2aD(i) — 0(1.17)
Re (% + (@.V)id) —divr — (1 — a)AG+Vp =0(1.18)

divid = 0(1.19)

avec les conditions aux limites et initiales du type (1.10)-(1.12) , et ou la
fonctionnelle bilinéaire (3, est définie par :

Ba(T, Vi) = 7.W (@) — W(@d).T — a.(D(&).7 + 7.D(i)) (1.20)

1.4 Résultats d’existence et d’unicité

Il existe différents théoremes d’existence de solutions de (1.17)-(1.19), (1.10)-
(1.12) suivant les hypotheses de régularité faites sur la frontiere T', les
données i, T, U,, T, ou les parametres We, a.

M. Renardy [52] obtient, par une méthode de point fixe, existence de so-
lutions stationnaires pour toute valeur de «, avec une condition de Dirichlet
homogene sur 4 : @ = 0 sur I' et des données petites.

C. Guilloppé et J. C. Saut [29] obtiennent un résultat global d’existence
de solutions du probléme non-stationnaire en supposant « petit (cas de
solutions de polymere tres diluées ou de solvant treés visqueux, par exemple).

1.5 Problémes ouverts

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, l'existence d’écoulements sta-
tionnaires est connue sous des conditions moins restrictives que celles qui
précedent [21] : il n’est pas nécessaire de supposer les données petites ou
la frontiere réguliere. Nous présenterons un certain nombre de raisons [53]
qui rendent de semblables résultats plus difficiles, sinon impossibles a établir
pour les fluides visco-€élastiques.
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1.5.1 Changement de type des équations

Le systeme des équations décrivant ’écoulement d’un fluide visco-élastique
peut présenter un changement de type [36]. Un changement de type apparait
si la vitesse de propagation des ondes de cisaillement devient soit complexe,
soit plus petite que la vitesse du fluide.

Le premier cas est associé aux instabilités de Hadamard. Dans le second
cas, un écoulement stationnaire peut treés bien exister. Cependant, la na-
ture des conditions aux bords conduisant a un probleme bien-posé est alors
certainement différente du cas sous-critique.

1.5.2 Perte d’existence ou d’unicité de la solution

Certains modeles, tels que le fluide de Maxwell convecté supérieur (UCM)
peuvent conduire, dans certains cas, a une perte d’existence ou d’unicité de
la solution (voir [28], et le paragraphe 5.1.3).

1.5.3 Existence d’un point limite

L’existence d’un point limite pourrait tres bien étre la cause des difficultés
rencontrées pour les grands nombres de Weissenberg (“the hight Weissenberg
number problem” [38]).

Des expériences numériques postérieures [15] tendent & montrer qu’il
s’agirait, dans la plupart des cas, d’effets numériques dis aux méthodes
employées, bien que ce probleme apparaisse dans certains écoulements.

L’existence d’un point limite ne signifie pas nécessairement que les écou-
lements stationnaires cessent d’exister, mais seulement qu’ils ne peuvent plus
étre obtenus par des méthodes de cheminement [56].

1.5.4 Singularité de coin

De nombreux problemes appliqués font intervenir des domaines a coin. Dans
le cas newtonien, ceci ne présente pas de difficultés pour montrer I'existence
d’une solution; en effet, I'existence d’écoulements stationnaires peut étre
établie sans analyser la nature de la singularité [27]. Il en est ainsi car il est
possible de travailler & ’aide de normes faibles, et d’obtenir 'existence de
champs de vitesse dans H'.

Pour les fluides viscoélastiques, les contraintes sont obtenues & partir
des vitesses par intégration le long des lignes de courant, et par conséquent
Iexistence et 1'unicité des lignes de courant est essentielle pour ce type de
résultats. Il semble ainsi qu’il ne soit pas possible d’éviter I'analyse des
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singularités de coin, méme si on ne souhaite qu’un résultat d’existence. La
nature de la singularité de coin est inconnue jusqu’a présent. Il est clair
qu’elle dépend de I'équation constitutive.
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Chapitre 2

Eléments finis
incompressibles

L’objet de ce chapitre est de construire une classe de méthodes d’éléments
finis. Le point de départ est 1’élément fini incompressible de Thomas et
Raviart [21] pour l'approximation des grandeurs vectorielles. Nous con-
struisons alors plusieurs éléments pour 'approximation du tenseur des con-
traintes, et la compatibilité des approximations entre tenseur et vecteur est
établie (autrement dit, le probleme est bien posé pour des nombres de Weis-
senberg nuls).

2.1 Les motivations de ce choix

Le probleme d’Oldroyd stationnaire (% = 0) se présente comme une pertur-

bation singuliére [53] d’un probléeme de Stokes & trois champs. Ce dernier,
obtenu pour We = 0, s’énonce comme suit :
chercher T, i, p, définis dans un domaine 2 de IR", et vérifiant :

T —2aD() = 0 dans (2 (2.1)
divr +(1—a)Ad—Vp = —f dans Q (2.2)
diva = 0 dans (2.3)

U =gsur ' (2.4)

ol a est un parametre susceptible de décrire 'intervalle [0, 1], f est donnée
dans Q, et g sur I'.

Bien que linéaires, ces équations demandent une attention spéciale, es-
sentiellement & cause de la contrainte d’incompressibilité (2.3).

22
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Les méthodes classiques d’approximation du champ de vecteur @ nécés-
sitent I'utilisation d’éléments sophistiqués, et la relation d’incompressibilité
(2.3) n’est alors elle-méme qu’approximativement satisfaite (champ de vecteur
a divergence petite, mais non-nulle). D’autre part, il parait essentiel de sat-
isfaire exzactement I’équation (2.3) pour aborder I'approximation des termes
de type transport introduits par les modeles visco-élastiques.

Nous verrons qu’il est possible de construire simplement des éléments
finis incompressibles [21] & condition de relaxer la continuité des vitesses
tangentielles aux interfaces des élements, et d’introduire le vecteur tourbil-
lon :

W= (1—a)rotid (2.5)
Remarquant que :
rotrot @ = —Ad + V div i (2.6)

le probléeme obtenu avec ov = 0 s’écrit encore :
chercher i, W, p, définis dans 2, et vérifiant :

W—rotd = 0 dansQ (2.7)
—rotw—Vp = —f dansQ (2.8)
divid = 0 dans Q (2.9)

@ = gsurD (2.10)

Nous saurons approcher (2.7)-(2.10) de facon standard en utilisant les éléments
finis incompressibles de Thomas-Raviart [21].

Pour a = 1, nous retrouvons un probleme de Stokes a trois champs, qui
s’énonce : chercher @, T, p, définis dans ), et vérifiant :

T—2D(@) = 0 dans () (2.11)
divr —Vp = —f dans (2.12)
divid = 0 dans Q (2.13)

@ = gsurD (2.14)

et nous proposerons plusieurs éléments permettant de construire une ap-
proximation variationnelle de (2.11)-(2.14).

Il sera alors facile de déduire des deux méthodes précédentes une appro-
ximation du probléeme a quatre champs :
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chercher T,w,u et p, définis dans ), et vérifiant :

T—2aD(@) = 0dans Q (2.15)

W— (1—a)rotd = 0 dansQ (2.16)
—rot@ +divr — Vp = —f dans Q (2.17)
divié = 0 dans Q (2.18)

U = gsurlD (2.19)

Ce dernier probléme n’est qu'une autre expression de (2.1)-(2.4).

Pour cela, nous commencerons par introduire certains espaces fonction-
nels particulierement adaptés a I’étude des écoulements incompressibles, ou
de Pélasticité incompressible [55]. Les problemes (2.11)-(2.14) et (2.7)-(2.10)
présentant de nombreuses similitudes, nous en construirons des formula-
tions variationnelles mixtes en suivant une méthode proposée dans [21].
présentant de nombreuses similitudes. Afin de s’assurer que les problemes
approchés restent bien-posés, nous énoncerons des conditions suffisantes de
compatibilité entre les différents espaces de dimension finie, et proposerons
concretement plusieurs choix possibles pour ces espaces. Nous vérifierons en-
suite qu’il est possible d’éliminer le tourbillon des équations en considérant
I’aspect matriciel du probleme. Enfin, il sera alors intéréssant de remarquer
que la méthode proposée apparait, dans une certaine mesure, comme une
généralisation en élément finis d’un schéma aux différences finies “Marker
and Cell” (M.A.C., ou schéma aux grilles décalées).

2.2 Le cadre fonctionnel

Les résultats classiques de ce paragraphe sont présentés sans les démonstra-
tions. Le lecteur pourra consulter les références [6, 21|, par exemple, pour
plus de détails.

2.2.1 Les espaces fonctionnels usuels

On note D(Q2) I'espace des fonctions de classe C*° a support compact sur
Q, et D/(Q) son dual, appellé espace des distributions. On note < .,. > le
produit de dualité entre D' () et D(Q).

On note D(2) I'espace défini par :

D(Q) = {pja; v € D(R")} (2.20)
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Une fonction f € L} .(Q) (localement intégrable au sens de Lebesgue)
sera identifiée a une distribution par la relation :

< fp>= [ f@)pla)ds, Yo € D) (2.21)
Q
On définit la dérivée au sens des distributions, et on note 9¢ :
< 0%, p >= (1)l < w, 8% >, Yo € D) (2.22)

ou a = (aq,...,ap) € IN" est un multi-indice, et |a] = Y1 .
Pour u € C1(Q), cette définition coincide avec la définition classique
de la dérivation :

o dlaly,
0 = o0%gy...0%x, (2.23)

Pour tout m € IN, p € [1,+0o0], on définit par :

WmP(Q) = {v e LP(Q); 0% € LP(Q), Y|a] < m} (2.24)
I'espace de Sobolev d’ordre m construit sur LP(2). L’espace WP () est
un espace de Banach pour la norme :
1
[ullmp.c2 = (Z\odﬁm Jo [0%u()P dw) ’ sl p < +oo (2.25)
SUP|a|<m (Supessmeg|(9°‘u(x)|) sl p = +00
On utilise aussi la semi-norme :
1
= | (Shetem o Pu(@)P de)” —sip<boo (o
SUP|a|=m (supessxeﬂ|8°‘u(x)|) sl p = +00

On note alors :

H™(Q) = Wm™2(Q) (2.27)
I'espace de Sobolev d’ordre m construit sur L?(£2). Muni du produit scalaire :
(U, V)m,0 = Z / 0%u(x) 0%v(x) dx (2.28)
Q
lajl<m

associé a la norme ||.|[m 0 = ||.|lm,2,0, cet espace est un espace de Hilbert.
Pour m = 0, on retrouve :

L*(Q) = H'(Q)
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et on notera fréquemment :

() =1(,)on

le produit scalaire de L?(€2).
Puisque D(2) € H™(2), on peut définir la fermeture de D(Q2) pour la
norme ||.||m.0 :
m oy (@)
Hy" () = D(Q)
On introduit alors H~™(2), le dual de Hy*({2), que 'on munit de la norme
duale :

(2.29)

< fiv>
Ume = sup LSSl

(2.30)
veHm (@20 [Vllm

L’espace H () est caractérisé comme étant l'espace des dérivées jusqu’a
l'ordre m des éléments de L%(Q).
Enfin, on a le résultat tres utile :

Théoreme 2.1 Inégalité de Friedrichs-Poincarré.
Si Q) est simplement conneze et borné dans au moins une direction, alors
la semi-norme |.|m.q induit sur Hy*(2) une norme, équivalente a ||.|[m -

En effet, ceci peut étre décrit par I'inégalité :
[0l < emlvima, Yo e Hy'(Q2) (2.31)

ou ¢, est une constante strictement positive.

2.2.2 Problémes de trace et formules de Green
Problémes de trace

Afin d’étudier plus précisément les traces de nos fonctions sur la frontiere I',
nous supposerons I' bornée et de classe C'! par morceaux. C’est-a-dire que
I" peut étre paramétrée par une fonction o de classe C1.

Soit do une mesure superficielle sur ', et L?(I") I'espace des fonctions de
carré sommable pour cette mesure, muni de la norme :

Hmmpz(évwfmﬁ% (2.32)

On montre que 'application trace :

Yo: 9 €D(Q) — Y00 = @r
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peut étre étendue par continuité en une application, encore notée ~,, de
H(Q) dans L*(T).

On en déduit une caractérisation de H} () :
H} () = Kern, (2.33)
et on définit I'image de 7, dans L?(T) :
H2(T) % Im~, (2.34)

qui est un sous-espace propre et dense de L?(I'). De plus, I'espace H %(F)
est un espace de Hilbert pour la norme définie par :

= inf 2.35
llyr = it e (235)

et on note H _%(I’) son dual, muni de la norme duale :

| <A p>|

A
Tl

r= sup (2.36)

1
peH 2 (I'),u#0

N

ou < .,. > désigne ici le produit de dualite entre Hfé(l‘) et H%(I’) On
remarque que < .,. > est une extension du produit scalaire de L?(I") dans
le sens o, si A € L2(T), alors :

<A\ p>= /F)\(U) w(o) do (2.37)

Formules de Green

Soit 7 = (v1,...,v,) le vecteur de la normale unitaire sortante a €, qui
existe presque partout sur I', puisque la frontiere est supposée de classe C!
par morceaux. Si v € H2(Q), on peut définir la dérivée normale :

o Z": ( o ) (2.38)
— = A _ .
aV -1 Yo &cl

On montre, la encore, que 'application :

v»—>@
ov

est continue de H?(Q) dans H%(I‘)
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Nous avons les formules de Green :

" ov
o Ox;

dx:—/@vdx—l—/uvyida,w, 1<i<n (2.39)
o Ox r
ceci pour tout u,v € H(Q), et
- o ou
(Y, ¥v) = (—Au, v) + / X do (2.40)
r Ov
ceci pour tout u € H*(Q2), v € H(Q).

2.2.3 L’espace H(div, )

Cet espace est défini comme étant le domaine dans L?(f2) de I'opérateur
divergence, soit :

H(div,Q) = {7 € L*(Q)"; divi € L*(Q)} (2.41)

Muni de la norme :

1
17 arcaiv.0) = (19130 + lldiv 3113 ) (2.42)

cet espace est un espace de Hilbert.

On montre que D(f) est dense dans H (div,(2), et on peut ainsi étendre
par continuité I'opérateur de trace normale & la frontiere I' :

Yy : U € D" — 7,0 = (0.0)r

en une application continue, encore notée v,, de H(div,{2) dans H _%(F).
Par extension, v, ¥ est appellée la composante normale de ¢ sur I, et est
souvent notée (.7)p, méme lorsque o' décrit H (div, Q).
La fermeture de D(€2)" pour la norme ||.|| (giv,0), notée :

Ho(div, Q) = D) (2.43)
est caractérisée par :
Hy(div, Q) = Ker~y, (2.44)
Enfin, nous avons la formule de Green :
(T,V¢) + (div T, 9) =< 71,7, Yo > (2.45)

ceci pour tout ¥ € H(div,Q), ¢ € H(Q).
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2.2.4 L’espace H(rot,(2)

Rappelons que, dans le cas de la dimension n =2, on a :

1ot ¢ = (Ohp, —O1¢p) ,Vep € D'(Q) (2.46)
rot 7 = d1vy — Havy , V7 € D' (Q)? 2.47)

En dimension n = 2, I'identité (2.6) s’écrit :
rotrot @ = —A# + V div i (2.48)

L’espace H(rot,Q) est défini comme étant le domaine dans L?(Q) de
I'opérateur rotationnel :

H(rot,Q) = {7 € L2(Q)"; rot 7 € L2(Q)} (2.49)

Muni de la norme :

1
18] arcot. ) = (1135 + Irot 73 0) (2.50)
cet espace est un espace de Hilbert.
11 est facile d’obtenir de nombreuses propriétés de l'espace H(rot,{2) a
partir de celles de 'espace H(div, (), en remarquant que

U = (v1,v2) € H(rot,Q) <= @ = (v2, —v1) € H(div,Q)

et que U.7 = —wW.U, ou T = (—1o,11) est le vecteur unitaire tangent a la
frontiere. Ainsi, 'application trace tangente :

Yr 2 U € H(rot, Q) — (U.7)p € H*%(I‘)

est linéaire continue.

De plus, on a la formule de Green :
(rot ¥, @) — (T, 10t ) =< Y0, Yo > (2.51)

ceci pour tout ¥ € H(rot, ), ¢ € HY(Q).
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2.2.5 L’espace D(div,)

2
On note souvent L2(Q)! l'espace des tenseurs symétriques dont les com-
posantes sont de carré sommable.
On muni cet espace du produit scalaire :

(1,7) = /QT cydx (2.52)

ou 7 : v est le produit contracté de deux tenseurs d’ordre n :
n
v= Z TijVig
ij=1
si (Tij)1<ij<n €t (Vij)1<ij<n sont les composantes dans une base (Z;)1<i<n
des tenseurs 7 et v, respectivement.
Rappelons que D(%) représente la partie symétrique du tenseur gradient

V7 d'un champ de vecteur v, et que div ~ est un vecteur dont les composantes
sont les divergences des vecteurs-ligne du tenseur 7 dans la base considérée :

(dlv 7); = div((73j)1<j<n) Z 0;Tij

L’identité suivante est satisfaite :
2div D(@) = A+ V div i (2.53)

Il est alors naturel d’introduire I'espace D(dlv ) comme étant le do-
maine dans L2(Q)" de Popérateur div :

D(div,Q) = {y € L2(Q);‘ ; divy € L2H(Q)"} (2.54)

Cet espace, muni de la norme :

1
Ml paeqy = (M0 + Idivale)? (2.55)

est un espace de Hilbert. Des propriétés de H(div,$2) découlent celles de
D(div, ?). Remarquons en particulier la formule de Green :

(7, D(B)) + (divy, ) =< T® 7,y > (2.56)

ceci pour tout y € D(div,Q), 7 € H'(Q)", et ot @7 désigne le produit ten-
soriel des deux vecteurs ¥ et I/, représenté par ses composantes (v;V;)i<i j<n
dans la base (Z;)1<i<n, si (vi)1<i<n €t (V4)1<i<pn sont les composantes de U
et U, respectivement.

Citons enfin le trés utile
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Théoréme 2.2 Inégalité de Korn
1l existe une constante c, strictement positive, telle que l'inégalité :
ID@)]lo.c = colt]10 (2.57)

n

ait lieu, pour tout ¥ € HE(Q)".
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2.3 Résultats fondamentaux

Dans ce paragraphe sont rassemblées quelques propriétés des espaces intro-
duits précédemment. Pour simplifier la présentation de ces résultats, nous
supposerons que le domaine €2 est une partie ouverte simplement connexe de
IR2. Cependant, il est possible, sans grande difficulté, d’étendre ces résultats
4 un domaine multiplement connexe de IR?. On pourra de plus consulter
[21] pour le cas tridimensionnel.

2.3.1 Décomposition des champs de vecteur
Les résultats qui suivent découlent d’une propriété die a De Rham :
Théoréme 2.3 Si un champ de vecteur distribution @ € D' (Q)" satisfait
<i,d>=0
pour tout ¢ € D(Q)", divgz_g = 0, alors, il existe une unique distribution
v € D(Q) telle que
U=V
Introduisons 'espace :

V = {ieH\Q), divi =0} (2.58)

Lorsque nous établirons les théoremes d’existence et d’unicité, nous utilise-
rons aussi le

Corollaire 2.4
L’opérateur divergence est un isomorphisme de V= dans

L2(Q) ¥ {q e L*(Q), / qdz =0} (2.59)
Q

Un autre résultat important est la décomposition orthogonale des
champs de vecteurs de L*(Q)" :

Théoréme 2.5 Décomposition orthogonale de L*(Q)"
Tout champ de vecteur U € LQ(Q)2 admet la décomposition :

7=Vq+rotgo (2.60)
ol g € H'(Q) R est unique solution de :
(Vg, V) = (¥, Vp), Vp € H'(Q) (2.61)
et ¢ € HE(Q) est l'unique solution de
(rot ¢, 1ot £) = (7 — Vg, rot &), V€ € HE () (2.62)
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Introduisant ensuite ’espace :
V = {@ € Hy(div,Q); divd = 0} (2.63)

nous en déduisons que o
Q)" =vevt

avec les caractérisations des espaces:

V = {rot¢, ¢ € H}(Q)} (2.64)
Vvt = {Vq qe H(Q)} (2.65)

Remarque 2.1 Fonction de courant
Lorsque ¢ € V, ¢, caractérisé par (2.62), représente la fonction de
courant, et on a :

-

U = rot ¢

2.3.2 Application aux tenseurs

La décomposition qui précéde trouve ici un corollaire immédiat qui nous
sera tres utile lors de la formulation mixte du probleme de Stokes a ’aide
de tenseurs.

Corollaire 2.6 Représentation de vecteurs par des tenseurs déviateurs
Tout champ de vecteur i@ = (uj,uz) € LQ(Q)2 peut s’¢rire :

—

i =divy (2.66)

_(a ¢
X = ( 6 —q ) (2.67)

et, en posant U = (u1, —us), q, ¢ sont caractérisés respectivement par (2.61)
et (2.62).

ou x est de la forme :

DEMONSTRATION : Soit (u1,us) les composantes de 4.
Posons v = (uy, —ug) € LQ(Q)2. Alors, d’apres le théoréme de décompo-
sition, il existe un unique ¢ € Hl(Q)/IR solution de (2.61) et un unique
¢ € HL(Q) solution de (2.62) tel que 7 = V¢ + rot ¢.
Soit alors x le tenseur déviateur défini par (2.67). On vérifie sans peine
que :
divx = (v1, —v2) = @

d’ou le résultat. O
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Remarque 2.2 Sur l'unicité de la représentation par un tenseur déviateur
On peut obtenir sans difficulté 'unicité de la représentation des vecteurs
par des tenseur déviateurs en imposant de plus une condition sur la com-

/quE:O
Q

Introduisons alors le sous-espace fermé de D(d?v, Q) :

posante normale :

¢ —q
6 € HYQ), g € H\(Q), /qu:v — 0 et div(divy) =0} (2.68)

D={y= < a ¢ )eD(dfv,Q);

ue 'on muni de la norme induite par celle de D(div, ().
)
D’apres ce qui précede, nous pouvons énoncer le

Théoréme 2.7 Les espaces V, D et H () sont isomorphes.
Plus précisément :

e rot est un isomorphisme de HJ(Y) dans V;
e div est un isomorphisme de D dans V
Ceci nous permet d’obtenir une inégalité du type (2.31) dans D :

Corollaire 2.8
Les normes ||div x|lo.o et HXHD(dR; q) sont équivalentes dans D.

DEMONSTRATION : Puisque l'opérateur div est continu bijectif de D
dans V, son inverse, noté (div)~!, est aussi continu :

1(div) ™13l gy ) < €17 mrcaiv.)
ceci pour tout U € V. En posant
Y = (div)~'7 (2.69)

on obtient :
Il ey < €65 Xl (2.70)

Or (2.69) établit une relation bi-univoque entre V et D. Par conséquent,
(2.70) est vérifié pour tout x € D. O
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2.4 Le probleme de Stokes a trois champs

Dans ce paragraphe, on rappelle brievement quelques résultats d’existence et
d’unicité de la solution du probleme de Stokes. Des résultats semblables sont
ensuite présentés pour le probleme de Stokes & trois champs (2.11)-(2.14).

On suppose ici que le domaine {2 est un ouvert borné simplement connexe
de IR™, et que sa frontiere I' est de classe O,

2.4.1 Rappels sur le probleme de Stokes

Les grandeurs sans dimension 1, associé a la vitesse, et p a la pression, d’'un
fluide newtonien lent en écoulement stationnaire sont solution du probleme
de Stokes.

On a le résultat classique [21] suivant :

Théoreme 2.9 Résolution du probléme de Stokes
— n
Soient f € H-H(Q)", et § € H%(I’) tel que :

/ G7dl =0 (2.71)
r
Alors il existe un unique couple (i,p) € H*(Q)" x L2(Q) tel que
—vAi@+Vp = fdans H1(Q)" (2.72)
divid = 0 dans Q (2.73)
@ = gsur [ (2.74)

o v est une constante strictement positive.

Remarque 2.3 Probleme de Stokes homogene
Pour g = 0, le probleme de Stokes équivaut encore a trouver @ € V
vérifiant :
v(VI,V0) =< f,5>, VeV (2.75)
O

2.4.2 Résolution du probleme de Stokes a trois champs

Rappelons 'identité (2.53), de sorte que les équations de Stokes s’écrivent

aussi :
T —2vD(1) =0
divr —6]) = —JF
div @@ =0
U =gsur
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On a alors le

Théoreme 2.10 Résolution du probléme de Stokes a trois champs

Soit  un ouvert borné connere de IR™ et T' sa frontiere, supposée de
classe C.

Soient f € HL(Q)", et § H%(I’)n satisfaisant (2.71).

Alors, il existe un unique triplet (7,,p) € LQ(Q)Z2 x HY(Q)" x L2(Q)
solution de

(r—2wD(@),7) =0 VyeI}Q)" (2.76)

—(1, D(®)) + (p,divd) =—(f,0) VieHN(Q)" (2.77)
(div i, q) =0  VYgeIL*9) (2.78)

U = gsur I’ (2.79)

De plus (i, p) est alors aussi l'unique solution du probléme de Stokes (2.72)-
(2.74), et on a
7 =2vD(%) dans Q (2.80)

DEMONSTRATION : D’apres la relation (2.34), 'application trace v, est sur-
jective de H'(2) dans H 3 (T"). Par conséquent, il existe un unique relevement
i, € HY(Q)" tel que

Up=gsur I’ (2.81)
De la condition de compatibilité (2.71) sur g, il vient alors, par la formule

de Green :
div @, = 0 dans Q (2.82)

On se place ensuite dans le cadre des problemes variationnels abstraits (voir
lannexe A) avec :

X = LX)
M = V
Ilx = Iloe
-l = [0
1 B
G(T,’)/) - E(Ta 7)7 VT/.Y S L (Q)s
b(r,7) = —(r,D(B)), Vre L2(Q)", vie HY(Q)"
n2
<l,y> = =b(v,1,), Yy € L*(Q),

<x,T> = —<f, 0>, Vie HYQ)"
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On a alors :
2
V={yeL*Q); (v,D(@) =0, Vi eV}
Il reste a vérifier la V-ellipticité de a, et la condition inf-sup sur b. L’ellipti-
cité de a est immédiate puisque :
(1) = ol
aly,v) = 9 Yllo,©

En ce qui concerne la condition inf-sup sur b, il suffit d’établir que :

_ D TS
sup PO 5 gm0 vaew (2.83)
7€L2(Q):2 ||7H0,Q

Or, en choisissant v = —D(¥), on obtient :

_ D 77
sup —(D@),7) > |D@)|oq, YT €V
I PR T

et, de 'inégalité de Korn (2.57), nous obtenons (2.83) avec § = c,.

Par conséquent, d’apres le théoreme A.1 de Brezzi-Babuska, il existe un
2
n

unique couple (7,%) € L?(Q),; x V tel que :

a(t,y) +b(y, W) =<l,v> Vye LQ(Q):2
b(r, 7) —<yT> VEEV

Interprétons a présent le probléeme résolu : autrement dit, (7,4 = i, + @)
est la solution de :

() - (D@y) =0, VeX@  (284)
—(r,D(@) =—(f.7), VoeV (2.85)

De (2.84), il vient 7 = 2vD(i), et en reportant dans (2.85) :

—20(D(%),D(@)) = (- f,7), Vo eV (2.86)

or, d’apres le théoreme 2.3 de De Rham, il existe un unique p € L2(9) tel
que :
2udiv D(@) = — f 4+ Vp dans H~ ()" (2.87)

Enfin, du choix (2.81) de ,, il vient :

U = g sur €
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et, puisque W € V :
divii = divi, +divw =0
De (2.86) et (2.87) et avec I'identité (2.53) , nous obtenons enfin :
—vAi+ Vp = f dans H~1(Q)"
Ainsi, (i, p) est bien la solution du probleme de Stokes (2.72)-(2.74). O

2.4.3 Approximations classiques

Soient Ty, Vj et Qp trois espaces de dimension finie, tels que

n2
T, C L*Q),
Vi C H(Q)"
Qn C LXQ)

et on note :
Qo = QnN L2(Q)

Le probleme approché consiste a chercher (7, iy, pp) € T X Vi, X Qo p, tels
que :

(Th = 2vD(Un), ) = 0, Vyn €Tp (2.88)

—(m, D(T)) + (pn, div ) = —(f,07), V0, € Vi, (2.89)
(diviin,qn) = 0, Ygn € Qp (2.90)

tp =g sur I’ (2.91)

Pour ce probleme, montrons le :

Théoréme 2.11 FEzistence et unicité de la solution approché
Faisons les hypotheéses suivantes :

’i) D(Vh) C Th
i)
g (qn, div )

1 T -7 =G
an€Qr—{0} 5, eV, —{0} H%HO@’UMLQ

ou c1 désigne une constante strictement positive.

Alors le probléeme (2.88)-(2.91) admet une solution unique.
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DEMONSTRATION : Posons f: Oet g =0, et soit (73, Up, pp) une solution du
probleme correspondant. En faisant v, = 7, dans (2.88), il vient ||| o =
2v(ty, D(dp)) De méme, q;, = pp dans (2.90) conduit & (div dy,pp) = 0.
Alors v, = iy, dans (2.89) conduit a 75, = 0.

Ainsi (2.88) s’écrit :

(D(iin),vn) =0, Yy, € Ty,

et 'hypothese (i) permet de choisir v, = D(up), d’ou D(dy) = 0. De
'inégalité de Korn (2.57), et puisque les normes induites par ||.||1,0 et |.]1.0
sur Vi, C H} () sont équivalentes (théorm‘eme friedrichs:poincarre), il vient
up, = 0.

Enfin(2.89) s’écrit :

(divgh’ph) =0, Vo € Vj

L’hypothese (ii) nous assure de lexistence d'un @) € Vj; — {0} tel que
(div T, pn) > c|lpnllo,0|Uhl1,0, ol ¢ est une valeur intermédiaire, 0 < ¢ < ¢y;
d’ou pp = 0. O

Afin de satisfaire la condition inf-sup (ii), nous sommes conduit a utiliser
des éléments de degré élevé pour approcher le champ des vitesses. De plus, la
solution approchée uy, ainsi obtenue ne satisfait généralement pas la relation
d’incompressibilité : div iy, reste “petit” mais non nul [31].

Il est cependant possible d’abaisser le degré des éléments en vitesse,
a condition d’ajouter un nouveau degré de liberté (ou bulle : produit des
coordonnées barycentriques) sur chaque élément. L’élément obtenu [2] satis-
fait alors la condition inf-sup. Un résultat similaire est obtenu en utilisant un
procédé de régularisation du probléme de Stokes pour I'élément P, — Py [8].
Si le nombre total de degrés de liberté est ainsi considérablement diminué,
la relation d’incompressibilité n’est toujours pas exactement satisfaite.

Remarque 2.4 Choix de l'espace T},

Dans tous les cas, on pourra choisir commodément 73, = D(V3) [4]. O
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2.5 Deux formulations du probleme de Stokes

Utilisant une approximation variationnelle mixte, nous présentons un procédé
de construction de solutions approchées i a divergence nulle. L’espace
d’approximation des contraintes devra alors satisfaire une condition de com-
patibilité que nous expliciterons. Proposant alors 1’élément de Raviart-
Thomas pour les vitesses, nous construirons quelques éléments associés pour
les contraintes.

Nous allons appliquer ici la théorie abstraite rapportée en annexe A,
afin d’obtenir des formulations variationelles des problemes (2.11)-(2.14) et
(2.7)-(2.10). Par commodité, et sans perte de généralité, nous supposerons
g = 0 (probleme homogene). Pour simplifier 'exposé, on se restreindra au
cas bidimensionnel.

2.5.1 La formulation vitesse-taux de déformation

Rappelons l'espace V' introduit en (2.58). Puisque :
(Vi, Vo) = 2(D(@), D(¥)), Vi, T €V (2.92)
le probleme de Stokes (2.72)-(2.74) est équivalent a

trouver © € V tel que
(S1) : { 1 (2.93)

2(D(@0), D(T)) =< f, 7>, VT eV

Pour commencer, remarquons qu’une autre description de ’espace V', a I’aide
du tenseur taux de déformation, est :

Vi = {(5,7) € HL(Q) x L*(Q); divi =0 et v = D(7)} (2.94)
Ainsi, le probléeme (S7) équivaut a

t i Vi tel
P - { rouver (@, T) € Vi tel que (2.95)

w(r,y) =< f,7>, ¥(#,7) e i

Ce dernier probleme se préte alors directement a une formulation mixte tres
utile.

2.5.2 La formulation vitesse-tourbillon
D’autre part, puisque :

(Vii, VT) = (rot @, rot ¥), Vi,7 €V (2.96)
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une formulation équivalente de (2.72)-(2.74) est aussi :

- 2.
v(rot@,rot ) =< f,0 >, Vi e V (2.97)

trouver 4 € V tel que
(52) : {
Remarquons, de fagon analogue, qu’'une autre description de I'espace V a
I’aide du tourbillon est :

Vo = {(7,0) € H}(Q) x L*(Q); divi =0 et § = rot 7'} (2.98)

Ainsi, le probleme (S2) équivaut a
trouver (u,w) € Va tel que
P): > 2.
(P2) { W(w,0) =< [.7>, V(5,0) € Vi (2.99)

qui se préte de méme a une formulation tout aussi intéréssante.

2.6 Formulations mixtes associées

Les formulations (Pj) (vitesse-taux de déformation) et (P) (vitesse-tourbil-
lon) ne sont cependant pas satisfaisantes, car I'approximation interne de V'
est délicate [30], et les approximations internes de V; et Va nécéssiteraient
des éléments sophistiqués.

D’autre part, une approximation externe de V ne nous satisferait pas
non plus, car la condition d’incompressibilité ne serait plus nécessairement
satisfaite [50]; or cette condition reste cruciale lorsqu’on a en vue d’introduire
les termes de transport des contraintes (traduisant l'effet mémoire du fluide
visco-élastique).

Afin de contourner ces difficultés, nous allons introduire un multiplica-
teur de Lagrange A correspondant aux contraintes :

T = D(u)

pour le probleme (P;), et

w =rotu
pour le probleme (P,). Nous relaxerons la régularité de nos fonctions-test
tout en conservant les propriétés de divergence nulle dans les espaces 1V et
V5. Pour cela, nous suivrons le modele de la formulation mixte abstraite de
I’annexe A.
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2.6.1 Introduction d’un multiplicateur de Lagrange

Considérons tout d’abord le probleme (P;), et, puisqu’il n’y a pas de confu-
sion, nous omettrons l'indice 1. Il s’agit précisément du type de probleme
étudié en annexe A, avec le choix suivant des espaces et des formes biliné-
aires :

X = {if € HX(Q)*; divi = 0} x L2(Q)"
M = L*(Q)

S

1
lollx = (1o + I7132)?
pour tout v = (¥,7) € X,
[l = Nl

pout tout u € M,
a(u,v) = 2v(7,7)

pour tout u = (4, 7), v = (7,7) € X,

b(v, p) = (D(V) — v, 1)

pour tout v = (7,7) € X, p € M.
Alors le noyau défini par V est :

V={veX, blv,u)=0,Vue M}
et le probleme mixte (@) associé a (P) s'énonce :

trouver (u, \) € X x M tel que
(Q):9 alu,v) +b(v,\) =<f, 7> YweX (2.100)
b(u, p) =0 Y e M

et nous avons le

Théoreme 2.12
Le probléme (Q) admet exactement une solution (u,\) € X x M,
et w= (d,D(@)), A =2vD(d), ou U est la solution du probléme de Stokes

(5)-

DEMONSTRATION : Puisque (P) est équivalent & (.5), il suffit de vérifier
la condition inf-sup sur b. Pour cela, on choisit v = (0, —pu) € X, et alors :

sup b(v, 1)

> [|llm
veX, v£0 HUHX
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dot B =1.

Le probléme (@) admet donc une unique solution (u, \) € X,
ou u = (@, D(i)) est la solution de (P).

I1 reste donc a vérifier que A = 2vD(w). Pour cela, soit v = (¥,v) € X
et u = (4, D(@)) la solution de (P). Alors :

a(u,v) + b(v, 2vD(@))
= 2uv(D(u
= 2u(D(u
= < f,Uu>

puisque @ est la solution de (P). Or, comme A est unique, on a montré
A =2vD(u). O

2.6.2 Relaxation de la régularité des fonctions-test

En suivant toujours le cadre variationnel abstrait présenté en annexe A, nous
faisons le choix suivant des espaces :

X = VxIXQ)!
M = D(div,Q)
ol V a été défini en (2.63).
Les normes asociées sont :
1 ~
(13130 + I3.0) » pour tout v = (7,7) € X

1

el = (Iulq + Idivpll3e)?, pour tout 4 € M

0]

On choisit alors les formes bilinéaires suivantes :
au,v)  =a(u,v) =2v(r,y), Yu=(d,71),v=(7,7)eX
b(v,p) = —(0,divp) = (y,1), Yo
L’espace V obtenu est :
V = {(#,7) € X; (#,divp) = —(y,p), Y € M}

Rappelons a présent l’eNSpace~D introduit en (2.68), et la correspondance
bi-univoque établie entre V et D par la relation :

—

v =divy
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Ainsi V peut étre décrit de facon équivalente par

V = {(divx,7); x €D, 7€ LZ(Q);l avec (div y,divy) = (v, ), Vu € M}

(2.101)

Les problemes (P) et (Q) associés & ces choix d’espace et de formes
bilinéaires sont :

-~ trouveru:g', )EVtel que
(P)'{ 2v(r,y) = (f,0), Yo =(V,7) € X

et :

trowver u = (@,7) € X et A € M tels que

Q)4 2w(ry) = (@divA) = (1,A) = (fi9), Vo=(7,7)€X
— (@, div p) — (1, 1) =0 Ve M

2.6.3 Existence et unicité de la solution
Vérifions a présent les conditions de compatibilité sur les espaces et les
formes bilinéaires :
Injections continues et denses
Puisque I'injection canonique de H!(£2) dans H (div, £2) est continue et dense,
il en va de méme pour celle de X dans X, et de celle de M dans M.
Prolongement des formes bilinéaires
La forme bilinéaire a coincide avec a sur X x X de fagon évidente. D’autre
part, d’apres la formule de Green (2.56), b coincide avec b sur X x M.
Ellipticité sur le noyau

En ce qui concerne Dellipticité de a sur le noyau \7, on a :
a(v,v) = 2v||2 o, pour tout v = (¥,7) € V

En rappelant I'expression (2.101) de \7, il vient, en choisissant v = div X et
w=x€eM: B
1713, = ldivx§ o = (v,x)

Or, en combinant I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(v, x) < [7llo.allxllo.g
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avec le résultat du corollaire 2.8 :

V3e < Ixlfe + Idivxli e < clldivxllE o

nous obtenons :

1 = >
Zlldivxlloelixllo < Idivxlga = (v:%) < [7loollxloo

soit encore :
[div x[lo.0 < ¢ l[7]lo,0

Ainsi :
a(v,v) = 2v|ll5 o

2v -
> 5 (e + ldivxlie)

D’ou la V-ellipticité de a avec

Existence et unicité de la solution faible

Etablissons tout d’abord le

Lemme 2.1 Les espaces V et V sont identiques.

DEMONSTRATION : On a bien sir V. C V. Montrons & présent que VcV.

Soit v = (U,7) € V, et étendons @ et v par zéro hors de 2 en :

v

) ¥ dans Q
T )10 dansR?—Q

- ) 2y dans Q
7710 dansR2-Q

Alors v € LQ(IRQ);1 et 0 € H(div,IR?) avec div# = 0. De plus
/ 2(5.dfv,u +5:p)dx =0, Yu € D(div, Q)
R

et, en conséquence :
~ = 4
7= D(0) € L*(R?),
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Il est facile de vérifier, par transformation de Fourier, que cette derniere
relation entraine 0 € H 1(]RQ)2 et donc v € H 1(9)2. Maintenant, d’une
part :

G7=0sur, car 5 €V

et, d’autre part, par la formule de Green :
0= —(#,div ) — (7, 1)
= (D) —7,1) +/F(?7® V) : pdo
ceci pour tout p € D(div, Q).
D’ou ¥ ® U = 0, et on vérifie facilement que :

v =0sur
U

97 —=0suT }:>v:0surf

d'on 7 € HL(Q).

De ce qui précede, et du théoreme A.2 nous pouvons énoncer le

Théoreme 2.13
Le probléme (P) admet une solution unique u = (@, D(@)) € V, ot @ est la
solution du probléme de Stokes.

De plus, si D(@) € D(div,Q), alors les problemes (Q) et (Q) sont
équivalents.

2.6.4 Cas de la formulation vitesse-tourbillon

Bien str, tous les résultats précédent ont leur contrepartie en terme de
tourbillon. Ainsi, en posant :

X = VxIL*Q)
M = L*Q)

nous obtenons le probleme (Q2) associé a (F»)

trouver u = (ii,w) € X et A € L2(Q) tels que
(@Q2): % v(w,0)+ @otT—0,)\) = (f,7), Yo=(70)eX
(rot 4 — w, ) =0 Ve M

Le théoréme A.1 nous assure alors que (@) admet une unique solution

(u= (U,w =rot), A\ =vrotu) € X x M
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ol 4 est la solution du probleme de Stokes.
De fagon similaire, on relaxe la régularité de (@) en posant :

X = VxIL}0)

M = HYQ)
Conservons a inchangé, et exprimons b par :
b(v, j1) = (¥, x0t 1) — (6, )

pour tout v = (7,0) € X et € M.
La forme faible de (Q2) est :

trowver u = (@,w) € X et A € H'(Q) tels que

—

(@2) 13 w(,0)+ (@rotN) = (0,)) = (f,9), Vo=(7,0)eX
(d,rot p) — (w, ) =0 Vu e HY(Q)

Ici aussi, le théoreme A.2 nous assure que le problémefaible est bien-posé,
et que, si rot @ € H'(9), alors les problemes (Q2) et (Q2) sont équivalents.
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2.7 Méthode d’approximation mixte

Dans ce paragraphe, nous supposerons la solution du probleme de Stokes @
assez réguliere, ce qui nous permettra d’utiliser indifféremment les formula-
tions vitesse-taux de déformation et vitesse-tourbillon.

2.7.1 Résultats d’approximation abstraite

Commencons par présenter I'approximation du probleme (Q1), et puisqu’il
n’y a pas de confusion, nous omettrons l'indice. Appliquant la méthode
d’approximation abstraite a ce probleme, nous introduisons trois espaces de
dimension finie :

Vh C ‘7
T, ¢ L*Q)!
M, c D(div,Q)

et nous noterons :
Xh = Vh X Th

L’espace V, est définit par :

Vi, = {(@h,70) € Vi X Ti; (T, div i) = — Yy pin), Ypn € Mp,} (2.102)

Les lemmes qui suivent traitent de la condition inf-sup discréte sur b et
de la V-ellipticité de a.

Lemme 2.2 Vy-ellipticité de a

Supposons que ’application div est surjective de My, dans Vp,.

Alors il existe deux constantes strictement positives, indépendantes de h,
c et a* telles que les inégalités :

¢lvnllos (2.103)
o ||, yullx (2.104)

1 lo.2

<
vimlge >
aient lieu pour tout (TUp,yp) € V.

DEMONSTRATION :
e Par la définition (2.102) de V,, pour tout (v, v,) € Vj, on a :

(Tn, div 1) = — (Vs pin), Y, € My, (2.105)
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Puisque V), C div My, il est possible de choisir dans la relation précédente
up € My, tel que v, = div uy, et il vient alors, a 'aide de l'inégalité de
Cauchy-Schwartz :
= 12
17nll6.0 < lIvnllo.cllunlloqo (2.106)

Or, de o), = dfvuh €V, C V il vient de la définition (2.68) de D que
pr € D; puisque les normes ||div (.)[jo,q et H'”D(dfv o) sont équivalentes sur

D (corollaire 2.8), nous obtenons la premiére inégalité du lemme :
linllo.e < clldiv pnllo. = cllTnllo.c (2.107)
e De (2.106) et (2.107), il vient :
[Tnllo. < ¢llvnllo, V(Th, yn) € Vi
En conséquence, 'application
(Tn, ) € Vi — |nlloe

est une norme sur Vy, équivalente a la norme induite par ||.||x sur V. En
particulier, la deuxieme inégalité du lemme est vérifiée. O

Lemme 2.3 Condition inf-sup discrete
Si My, C Ty, alors

b(vp,
sup blon, ) > |lpenllos Yin € My,

v €Xp thHX

DEMONSTRATION : Soit up, € My. Comme M), C Ty, le couple
vp = (0, —pp) € Xp, = Vi X T, et, pour ce choix de vy, :

d'ott B = 1. O

Théoreme 2.14 Conditions de compatibilité des espaces Vi, Ty, et My,

e Siles espaces Ty, My, et Vi, satisfont aux conditions de compatibilité :

Vi, C divMy, et My, C Tj, (2.108)
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alors le probleme

trouver up = (i, 1) € Xp et Ay € My, tels que

(Qn) : 2(Th, Y1) — (On, div M) — (Vs An) = (F,30),  You = (Gh, 1) € Xa

— (tip, iV 1) — (7h, i) =0 Vun € My,
admet une solution unique (up, = (dp, Th), A\p) € Xp x My,
e Si, de plus My, = T}, alors \p, = 2vTy,.

DEMONSTRATION :

e Le premier point s’obtient par application des lemmes 2.2 et 2.3, et
des théorémes généraux de I'annexe A.

e On vérifie ensuite que (u, = (Up, 1), 2v7)) est solution de (Q,). Par
unicité de la solution, on en déduit A\, = 2v7y,. O

Remarque 2.5 Cas ou M, =T,
La condition de compatibilité s’écrit :

Vi, C div Ty, (2.109)

Il est possible d’éliminer le multiplicateur de Lagrange A\, = 2v7y, du systeme
(Qn), et on obtient le probleme (Py,) : trouver iy € Vi, et 1, € Ty, tels que

—2w(divr, @) = (f,%), Vi, €V (2.110)
(tn, divyn) + (Th, 1) =0  Vyp €T, (2.111)
qui est une approximation a posteriori du probleme :

trouver @ € V et T € D(div,Q) tels que

(P): —2u(div T, ) = (f,0), VieV
(a,divy) + (1,7) =0 Vv € D(div, )

Théoreme 2.15 Majoration abstraite de l’erreur

On suppose My, =T}, et V), C div 1.

Alors, si (up, = (Up,mh), \n = 2vT) € X X My, désigne la solution du
probléme (Qp) et (u = (@,7),A = 2ur) € X x M celle de (Q), on a la
majoration abstraite de ’erreur :

1@ — tplloe + 17 = 7allo.e + 1207 — Anlloe

< ¢ ((1+S(h)) (ﬂinf 1@ = Gllo + inf HT_%”QQ) (2.112)
UREV YhE€Th

1
inf (|20 — nlB o + [ldiv (207 — i) |2 2)
+ int (207 =l + v (207 = ) 0)
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YhEMp (7l

Passons maintenent a I’approximation du probleme (Qg) Pour cela, on
introduit I'espace de dimension finie :

0 C LQ(Q)

On obtient facilement des résultats analogues (voir [21]) et la condition de
compatibilité entre V}, et ©), = M;f) C HY(Q) est :

Vi, C 1ot Oy (2.113)

Il est la aussi possibe d’éliminer le multiplicateur de Lagrange A\, = vwy du
systéme obtenu. Le probleme (Py) devient alors :

trouver iy € Vj, et wy, € Oy, tels que
(Pop) - v(rotwp,Ty) = (f,0y), Vo, €V
(ﬁha rot, Hh) - ((A)h, Hh) vah € Th

qui est une approximation a posteriori du probleme :

trouwver @ € V et w € HY(Q) tels que
(Py) : v(rotw,¥) = (f,7), VGeV
(@,rot0) = (w,0) VO, € HY(Q)

Remarque 2.6 Les conditions de compatibilités (2.113) et (2.109) sont
suffisantes, mais non nécessaires a I'obtention de problemes approchés bien-
posés. O

2.7.2 Approximation de la pression

Jusqu’a présent, nous avons éliminé la pression de nos problemes, en ne
travaillant qu’avec des champs de vecteurs a divergence nulle.

Reprenant la formulation vitesse-taux de déformation, et omettant 1'in-
dice 1, nous considérons maintenant les espaces :

4
s

Y = H}Q) x L2(Q)
Q = L)
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et le probleme mixte

(P - trouver (u = (@,7),p,\) € V x L2(Q) x M tel que

. a(u,v) +b(v,A) — (p,divd) = (f,7), Vo = (V,7) € Y
ainsi que l’espace
Y = Hy(div, Q) x L*(Q);

et le probleme mixte faible associé:

~ trowver (u = (@,7),p, \) € V x L2(Q) x M tel que
#): " ! ) €V x Lo(02) x M tel que
i, 0) +5(o, A) — (p, div ) = (£,5), Yo = (7,7) € ¥

Il est clair que, si A = 2u7 € D(div, Q), alors les problemes (P') et (P) sont
équivalents. .
De plus, les noyaux de b et b, respectivement :

W = {v=(t,7) €Y; b(@~;pu) =0, Yu € M}

W = {v=(0,9) €Y; b(@ ;) =0, Vuec M}
coincident.

Afin d’approcher le probleme (ﬁ/), on se donne deux espaces de dimen-
sion finie :

Y, C ?
Qn C L)

et on introduit 'espace :

W, = {on, = (Uh, ) € Yn; b(vn, pn) =0, Yup € My}
Le probleme approché consiste alors a

(P/) | trowver (uy, = (Un,1h),pn) € Ly X Q tel que
M @lun, on) = (pn, div i) = (F,Th), Yor = (T, 7m) € Wi

ou on suppose que Zj, est défini par :
Zy, = {vp = (Uh, ) € Wi (qn,divey) =0, Vg, € Qn} (2.114)

Alors, si up, = (dp, 7h),pn) € Zp X Qp est une solution de (P,;), il est clair
que up = (Up, 1) est solution de (Py).
Réciproquement, on a le
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Théoréme 2.16
Si Zy, est défini par (2.114), et que :

(qh, div ﬁh)
sup —_—

> clanllos (2.115)
Vp=(Tn,Yn)EWH thH?

alors, a toute solution up = (Up, 1) € Zp de (Pp), on peut associer une
unique fonction pp, € Qy, telle que le couple (up, = (U, h),pr) Soit solution
de (Py).

DEMONSTRATION : Soit up = (dp,7,) € Zp la solution de (Py,). Il vient
de la définition (2.114) de Zj,, de 'hypothese (2.115) et par application du
théoréme A.1 de Brezzi-Babuska qu’il existe un unique élément P, € QQj, tel
que (uy, = (i, 1), pr) soit solution de (P;). O

Remarque 2.7 Estimation abstraite de ’erreur sur la pression

Sous ’hypothese A = 2vT € H 1(9)3, et avec une technique développée
par Girault et Raviart, on peut montrer que :

— <c ||lu—uplly + inf |- + inf — )
Ip=pallon < c (Ju=uly+ inf IA=pmlio+ il o= alo

ol ¢ > 0 est une constante indépendante de h. O
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2.8 Elements finis de degré [

Proposant 1’élément de Thomas-Raviart pour approcher les vitesses, nous
donnons ici plusieurs approximations concretes des contraintes. La condi-
tion de compatibilité (2.109) prend alors une forme plus faible, que nous
expliciterons.

Afin de simplifier la présentation de ce paragraphe, on suppose ici que
Q est un domaine polygonal de IR?.

Soit (77,)n>0 une famille de triangulation de Q, composée de triangles ou
de quadrilateres de diametre majoré par h. On suppose la famille (7)o
uniformément réguliére lorsque h — 0 :

T"h < hg <o*pg, VK € T, (2.116)

ol hg est le diametre de ’élément K, px son rayon, et ¢*, 7 sont deux
constantes strictement positives.

Soit Pj(K) l'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a [, par
rapport aux deux variables x1, o, si K est un triangle, et par rapport a
chacune des variables, si K est un quadrilatere convexe.

Pour un entier [ > 1, on définit les espace de dimension finie :

On = {0h€C%Q); Ok € PK), VK € Ty} (2.117)
Qun = ©,NLAN) (2.118)
), = O,NHIQ) (2.119)

Il reste a construire des espaces de dimension finie Yy, @y, et T}, de sorte
que les hypotheses sur V, et des conditions de compatibilité soient vérifiées,
avec, de plus, de bonnes propriétés d’approximation.

2.8.1 Elements incompressibles pour les vitesses

L’approximation concrete des champs de vecteurs est inspirée de [20, 51, 54].
Considérons un élément K € 7, et I'élément associé K dans le plan
de référence (£1,&2). Alors, il existe une application inversible F' € Pl(f( )
qui transforme K en K. On note J le déterminant de la jacobienne de F
(supposé strictement positif).
On établit une correspondance bi-univoque, d’une part, entre une fonc-
tion scalaire o, définie sur K, et ¢, définie sur K par la relation :

p=gokF (2.120)
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et, d’autre part, entre une fonction vectorielle ¥ = (vy,vy) définie sur K et
0 = (01, 02) définie sur K par :

vioF = jjza—gj@j (2.121)

L’importance de la transformation (2.121) tient & la propriété d’invari-
ance suivante [54] :

2 2 o
({91)2‘ 1 ({91)2‘
F = = — 2.122
(Sa)or - 3Tk e
YUV ds = / 0. Ve d3 (2.123)
oK oK

ceci pour tout ¢ € L2(0K), ¥ € HI(K)Q, oll Ui et Uy sont les vecteurs
unitaires de la normale sortante le long de 0K et oK , respectivement.

On introduit un espace de dimension finie V de vecteurs réguliers, définis
sur R’, et on pose :

Vi = {6 € H(div,Q); 8,5 €V, VK € Ty} (2.124)
}/E],h = YN Ho(diV, Q) (2125)
Yh = YO,h X Ty (2126)

L’espace V est construit comme suit :

e Si K estle triangle de référence, on définit Y comme étant I’espace des
fonctions v = (01, 02) de la forme :

-1

0 = p1t+ Zaid_l% (2.127)
i=0
-1 -

Uy = p2+ Zaz‘flflfl A (2.128)
i=0

oupi, p2 € B—1.
Remarquons que, si b € V vérifie divo = 0, alors on obtient «a; =
0, 0<i<1l—1,cequientraine v € (P_1)% et 0 = rot ¢, avec p € P,

e si K est le carré de référence, V est choisi comme étant I'espace des
fonctions de la forme :

01 € P15 02 € Py (2.129)
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ou P; ; est I'espace des restrictions a K de tous les polynomes de la

forme :
PEL&) = Y Caya £11E5? (2.130)

0<ay <i
0<a2<y

De méme, si & € V vérifie div o = 0, alors il existe un unique ¢ € Q(K)

tel que ? = rot P.

Exemple 2.1 Cas des éléments de plus bas degré (I = 1)
Dans le cas triangulaire, les éléments de V sont de la forme :

U1 = c+ay

Uy = 2+ aés

et divo = 0 entraine a« = 0 : 07 et U9 sont constants sur K.
Dans le cas du carré de référence, les éléments de V sont de la forme :

U1 = c+ay
Uy = ca+ &

et divd = 0 entraine a = —B.

On vérifie que D € V est déterminé de facon unique par :

e Les valeurs de 5.17[% en [ points distincts de chaque aréte S de K;

/ _ Dipi d§
K

oup;, € P_o, 1 <i<lI,si K et le triangle de référence, et p1 € P21,
P2 € P12, si K est le carré de référence.

e les valeurs des moments :

Dans [54] on trouve le

Lemme 2.4 condition suffisante d’appartenance a H(div, )
Soit U € LQ(Q)2, réguliére dans chaque élément K € Ty,.
Si, de plus, U satisfait a

aKl'ﬁKl + QKQ'D’KQ =0, sur 0K; N0Ky (2131)

pour tout couple d’éléments adjacents Ky, Ks, alors v € H(div, Q).
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Il suffit donc de raccorder vy .Uk en [ + 1 points distincts de chaque
aréte pour que la relation (2.131) soit satisfaite et que v, € H(div, ). Ainsi,
les degrés de liberté de 0}, € Y}, peuvent étre choisis comme étant :

e Les valeurs de 9},.75 en [ points distincts de chaque aréte S de Ty;

e les moments pour chaque K € Tj,.

Remarque 2.8 Lorsque K est un triangle ou un parallélogramme, la
transformation F est affine, et ’espace V est invariant par F. O

Exemple 2.2 cas des éléments de plus bas degré (suite)
Les degrés de libertés de vy, € V}, pourront étre les flux de vy, a travers
les arétes de 7p,. Ainsi, la dimension de Y}, est égale au nombre d’arétes de

Th- O
On pose ensuite :

Qn = {an € L2(Q); ank € P-1(K), VK € Ty} (2.132)

Vi = {0 € Yopu; (divth,qn) =0, Ygn € Qn} (2.133)
Remarquons que ¢, € Qp n’est pas nécessairement continu aux interfaces
des éléments.

Maintenant, pour un o, € V;, donné, on définit divy, ¥}, comme étant la
projection de div o}, sur Qp, :

(divy, U, qn) = (div vy, qn), Yan € Qp

Lorsque l'application F' = Fk est affine (c’est-a-dire lorsque 1'élément K
est un triangle ou un parallélogramme), il vient de la propriété d’invariance
(2.122) que :

(dth 77]1)\[( = div 6h|K7 VK €Ty,

Ceci n’est plus vrai lorsque K est un quadrilatere général, mais la propriété
suivante reste vraie [20]

divty, = 0 <= div, v, =0, VU, € Y},
En conséquence, nous avons la caractérisation suivante de V}, :
Vi, ={0eY,; dive,=0}CV (2.134)

Cette propriété remarquable nous assure la Vp-ellipticité de a. Ainsi le

probléeme (P) constitue une approzimation interne du probléeme (P).
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La vérification de la condition in-sup discrete nécéssite des outils plus
sophistiqués que ceux présentés ici (consulter [54], par exemple). Cependant,
lorsque la triangulation 7, ne comporte que des triangles et des parallélo-
grammes, et & l'aide de la propriété d’invariance (2.122), on obtient une
nouvelle caractérisation de V}, :

V, = {Uh € Yy; div ey, = 0}
= {rotn; on € Pn}
Ceci nous assure que, dans ce cas, la condition de compatibilité (2.113) entre
les espaces V}, et ©), est satisfaite.
2.8.2 Approximations des contraintes
Cas des éléments rectangulaires

Considérons 'espace :

1 ny, d
T ={y = < d;’h n];-h ) nink> Mok € Po1(K);
et d;, € @h} (2.135)

Cet espace ne constitue pas une approximation conforme de D(d?v, Q).
En effet, la divergence d’'un tenseur de T,El) n’est pas nécessairement dans

L2(Q)2. Pour cet espace, la condition de compatibilité (2.109) n’a plus de
sens, et nous la remplacons par une forme plus faible :

Uy, € Vi; (17h,dTV’yh) = O,V"}/h el — v, =0 (2.136)

D’une part, la condition (2.109) entraine (2.136), et d’autre part, nous
avons le

Lemme 2.5
Si la condition (2.136) est satisfaite, alors le probleme (Py) admet une so-
lution unique.

DEMONSTRATION : Posons f = 0, et soit (i), 7) une solution du
probleme correspondant. En faisant ¢, = }, dans (2.110), on obtient :

(div 7, @) = 0

et en remplacant dans (2.111) avec 7, = 73, il vient 73, = 0.
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Reprennons (2.110), qui s’écrit maintenent :
(tip, div ) = 0, Yy, € T,

D’apres ’hypothese (2.136), ceci donne @y, = 0 O
Commencons par montrer le

Théoreme 2.17 d’approzimation des contraintes

Supposons la triangulation composée de rectangles a cotés parralléles auz

azxes.
Les espaces Vy, et Ty, = M}, étant définis comme en (2.102) et (2.135),
respectivement, le probléme (2.110)-(2.111) admet une solution unique.

DEMONSTRATION : Il suffit de vérifier que T}EZ) satisfait a la condition
(2.136).

Pour fixer les idées, choisissons [ = 1, le principe de la démonstration
étant le méme pour les éléments de degré plus élevé.

Soit U, = (v1;h, v2:n) € Vi La composante vy, (resp. va.p) est continue
par rapport & x; (resp. ) en tant que composante normale sur les arétes
verticales (resp. horizontales). Par conséquent, les dérivées a(;}—g” et 861;%
sont bien définies, en tant qu’éléments de @y,

Considérons un tenseur -, € T,EQ) de la forme :

- ( gll;h 0 ) (2.137)

Y22:h

Nous avons alors :

- Ovy,p, Ovg;p
(U, divyy) (Bml s Y11:h) — ( Oy 2 Y22:h)

Sur un élément K € Tj, les composantes de 7}, sont de la forme :

vip(xr,22) = ok +agx

va.p(21,22) = Co K + AKX

ou C1,K, C2,K et ag € R.

Posant alors :
_ [ —ax O )
Yh = ( 0 oK ) SN
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Nous obtenons immédiatement (Uh,d?vyh) =0 = ag =0, VK € T,
D’autre part, par continuité des composantes normales le long des arétes, et
de la condition 0.7 = 0 sur I', il vient ¢; x =0, VK € Ty, i = 1,2. D’ou
v = 0.

Bien entendu, ceci reste encore valable lorsque les éléments restent assez
proches de parallélogramme. O

Remarque 2.9 Autres approximations des contraintes
Nous n’avons pas eu besoin d’hypotheses sur I’approximation du champ
des contraintes de cisaillement dj, pour montrer que le probleme (P,) est

bien-posé.
Nous avons choisi dj, € Oy, pour obtenir de bonnes propriétés d’interpolation
avec le minimum de degrés de liberté. O

Cas général

Un choix concret pour 'espace des variables Lagrangiennes est :

4
My, = {un € L*(); pha,, o, € Yn} (2.138)

OU fihsi. = ([hsi1s fbhsi2) désigne le i-ieme vecteur ligne de pp, 1 < i < 2.
En eﬂ{c, il est clair que, si u, € My, alors dfv,uh € Q%. D’autre part,
Vi, C div My,

Lorsque nous souhaiterons approcher le terme de transport des con-
traintes (chapitre 4), il nous sera agréable d’utiliser une approximaton dis-
continue des composantes du tenseur des contraintes, avec ’espace :

nyn d
TP = {4, = ( d;’h nz'h ) ;N K Nah i et dyx € PI(K).} (2.139)

Il est clair que Mj, C T, }EQ). Ainsi, le théoreme 2.14 s’applique, et le probleme
(Qp) admet une unique solution.
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2.9 Le probleme a quatre champs approché

2.9.1 Aproximation des conditions de frontiere

Actuellement, si Y}, est défini par (2.124), alors I'espace des traces normales
(voir page 2.2.3) des fonctions de Y}, sur I', noté 7,(Y}), est l'espace des
fonctions scalaires sur I', de degré [ sur chaque aréte frontiere de Tp (ces
fonctions n’étant pas nécessairement continue).

Notre probléme est de construire une approximation g, de la condition
de frontiere ¢ telle que :

/ o7 dl =0 (2.140)
I

En effet, si la projection orthogonale de g.v € 7, (Y) sur v,(Y}) est notée
mh4.V, on a généralement :

/ 7n. 7 dT # 0 (2.141)
I

Ceci représente un inconvénient majeur a la construction d’un reléevement a
divergence nulle 4, de g dans V},.

Afin de contourner cette difficulté, on définit ¢, de la facon suivante :
sur chaque aréte frontiere S C I', on pose :

S - 1 -
(Gn-P)1s = (TG V) |5 — m/rﬂhg.u dr (2.142)
et on vérifie que (2.142) entraine (2.140).

2.9.2 Le probleme approché

Considérons le probleme approché (Sp,) :
trowver (T, Ap, Wh, U, pp) € Th X My x O x Yp, X Qo p tel que,
pour tout (Y, fh, Ons Uny qn) € Th X My, X Op X Yo X Qp, on ait :

(Ths ) = (Vs An) = 0 (2.143)
—(Th pn) — 20y, div ) = 2a/r(§h®’7)iuhdl?-144)

(Why 0h) — (1—a) (@i, Tot 0)) = (lfa)/r(ﬁhf)% dI'(2.145)

(T, div Ap) — (T, 10t wp) + (pn, diven) = —(f, o) 2.146)
(gn,dividy) = 0 2.147)

148)

149)

(

(
up.V = gp.Vsur I’ (2.148

(
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Montrons le

Théoréme 2.18 Existence et unicité de la solution de (Sp)

Supposons que les espaces Ty, My, O, Yy et Qp satisfont aux conditions
de compatibilité : (2.108) (2.113), et (2.115).

Alors le probléeme (Sy) admet une solution unique.

DEMONSTRATION : Si a = 0 ou 1, ce travail a déja été accompli, et nous
supposerons donc 0 < a < 1. Posons donc f = 0et g, = 0, et soit
(Thy, A, Wh, Up, pp) une solution du probléme correspondant. En faisant v, =
T, dans (2.143) et uj = Ap, dans (2.144), il vient ||Th||%79 = —2a(iy, div Ap).
De fagon similaire, le choix 6, = wy, dans (2.144) permet d’obtenir [jw[|§ o =
(1 — a)(rot wy, i@y). Enfin, (2.146) conduit & (py,divii,) = 0. Choisissons
alors v}, = 1), dans (2.145). De ce qui précéde, on obtient :

1
—|| g+ T—llwnlge =0

d’ou 1, = 0 et wy, = 0.
Le reste de la démonstration est identique a celle du lemme 2.5. a

Remarque 2.10 Cas ou My =Ty,

Dans le cas ou M} = T}, il est possible d’éliminer le multiplicateur de
Lagrange Aj, du probleme (Sy,). (voir remarque 2.5).

Le probleme obtenu apparait comme une approximation a posteriori de
la formulation variationelle suivante de (2.15)-(2.19) :
trowver (7,w, @, p) € D(div, Q) x HY(Q) x H(div,Q) x L2() tel que,
pour tout (7,0, 7,p) € D(div, Q) x H(Q) x Ho(div,Q) x L2(), on ait :

(1,7) + 2a(@, div ) 0
B (w, 6?): (1—a)(@,roth) = (1 —_)a) Jpg.7dl
(FVS): 4 (divT,v) — (rotw,?) + (p,dive) = —(f,7)
(divi,q) = 0
uv = gvsurl

Remarque 2.11 Choix concret des espaces d’approximation

De ce qui précede, nous en déduisons que lorsque les espaces T}, et M,
sont donnés par (2.139), (2.138) ou bien que M}, = T}, est donné par (2.135)
et que les espaces Oy, Y, et Qp, sont donnés respectivement par (2.117),
(2.124) et (2.132), alors le probleme (S;) admet une solution unique. O
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2.9.3 Formulation matricielle; élimination du tourbillon

Afin de simplifier la prsentation de ce paragraphe, nous supposerons que les
espaces My, et T}, coincident.

Soient
NT = dim Th
N, =dimOy,
N, = dimYy, (2.150)
N, =dimQh

les dimensions des espaces approchés, et ('7](12))1§i§NT, (af(zl))ISiSNw’
(17,(LZ))1§@'§NM (q;(f))lgig N, les bases associées (construites a partir des degrés
de libertés des élements).

On introduit les matrices B, R et D, définies par :

By = (@9, divy)), 1<i< N, 1<j<N, (2.151)
Ry = —(@ r0t69), 1<i< N, 1<j<N, (2152
Dij = (q(i),divﬁlgj)), 1 S l S Npa 1 SJ S Nu (2153)

associées respectivement aux opérateurs div, —rot et div, ainsi que les ma-
trices de masse M, et M, :

Mz = (7;(1”,7,(3))7 1<4,5<N; (2.154)
Mg = (0,69), 1<i,j <N, (2.155)

Le probleme (S3) peut se mettre sous la forme matricielle :

iMT 0 X B: 0 T T
0 —M, R' 0 w W
l—-a "W _
B R 0 Dt uw | | O (2.156)
0 0 D 0 P Db

ou 7, w, u et p sont les vecteurs des composantes de 7y, wy, Uy et p, dans
les bases précédentes, et 7, wp et pp sont les seconds membres issus de la
condition a la frontiere (2.147).

11 est alors possible d’éliminer le tourbillon w du systéme (2.156) pour
obtenir

1 Tb

LM, B' 0 T .
B Cc Dt w |=1 (2.157)
0 D 0 P b

Pv
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ou on a posé :

C = —(1—-a)R(M“)'R (2.158)
u, = —(1—a)R(M*) " w, (2.159)

Remarque 2.12 matrices de masse diagonales

En utilisant des formules de quadratures appropriées (Mass-Dumping,
en anglais), il est possible de rendre les matrices M, et M, diagonales, ce
qui rend leur inversion effective plus aisée. a

2.9.4 Perturbation du systeme linéaire

Lorsque nous introduirons les termes de transport des contraintes, traduisant
Ieffet-mémoire du fluide, le systeme prendra la forme :

A(u) B' 0 T T
B C D u | = :’: (2.160)
0 D 0 P ”
ou
Au) = %MT + I;V—aeT(u) (2.161)

et la matrice de perturbation 7T'(u) est définie par :
T(w)iy = G, @ V)ay + B0 Vi), 1<ij < Ne (2162)

ou Uy € Y}, est le champ de vecteur de composantes v = (uy,...,uy,) dans
la base (U}(Li))lgig N,. L’opérateur (i,.V);, représente une approximation de
lopérateur de transport (ﬁhﬁ) Le chapitre 4 est consacré a 1’étude de cette
approximation.

2.9.5 Lien avec la méthode des différences finies

Avant de terminer ce chapitre, il sera intéressant de noter que la méthode
d’éléments finis étudiée n’est autre qu’'une généralisation d’un schéma aux
différences finies. Ce schéma apparait lui méme comme une extension au
probleme de Stokes a trois champs d’un schéma tres classique pour le pro-
bleme de Stokes [46] ou le probleme de Navier-Stokes parabolisé [44].

Pour cela, considérons un maillage rectangulaire uniforme, de pas (hq, h)
dont la maille est représenté sur la figure 2.1, avec les notations :
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0 = Ti2, W

o P, T11, T22

Figure 2.1: Interprétation en différences finies de la méthode

o

1y
115642 5+3
T12;i,5
To2;i+3,5+3
wm

Ui+l
Vil

Pitdj+3

Ti1;h T12;h
T12;h T22;h

(un,vn)

(f4), f@)

FO (i, jha), k=1,2
Ti1n (1) R, G+1)he)
T12:5(1h1, jh2)
Tagin((i+3)ha, (+3)h2)
wp(ihy, jha)

up(ihy, (G+31)h2)
vp((i+3)h1, jha)
pr(+5Hh, G+3)h2)
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En utilisant la formule des trapeézes pour évaluer les intégrales inter-
venant dans les produits scalaires :

hih
/K fdK ~ % (fij + fixrj + fije1 + fir1,j+1)

on obtient un schéma aux différences finies sur une maille intérieure au
domaine, pour le probleme de Stokes a trois champs :

Uit1,j+1 7 Yig+d

Mitdg+s = Tzl gl T 20 I (2.163)
V., 1 ,.—V. 1. U . 1 —U- - 1
t+3.J 1—3,] 1,745 i,j—=
T12,5 = « ( : 5 =+ . . 2) (2.164)
1 2
V:,1 . —V: 1 . U . 1 —U- - 1
o Z+§7] =3, Z,_]+§ =35
wij = « ( I + I (2.165)
_Tll;iJr%,jJr% T T35+ T2+~ Ty
hy ho
wijr1 —Wij | Pitdi+s “Pi-1+43 L)
+ = =+ = (2.166
ha hq fl,]‘f’%( )
Tzl Tij _ [2%itgaty  T2%itgi-3
hl h2
_ vy @iy Pty TPaos @) (9167
hi ho i+%,j
AR RS N A AT AR e T (2.168)
hl hg

En combinant les équations (2.163) & (2.168), nous obtenons en particu-
lier :

TUirtgrd T2 T ey Mg g T g
B2 n2
Pl j+ —P;_1 j+1 (1)
+ 2973 2973 ¢ 2.169
hl va]‘f‘% ( )
Vi3t 20015 VL L CVitgan T2 15—Vl
2 2
hl h2
Pl j+1 — Pyl j—= @)
+ 273 272 — ) 2.170
» iy, (2.170)
U - 01— U o1 V., 1 . — V., 1 .
Z+17]+_ Z?]+_ Z+_7]+1 Z+_7j
2 2 4 o 2 — (2.171)

hl h2
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Ce dernier systeme est n’est autre que le tres classique schéma “Marcker and
Cell” [57] (schéma aux grilles entrelacées) appliqué ici au probléme de Stokes.
Nous savons que ce schéma est en O(h?) pour la norme L? de lerreur, et
se préte tres bien a une résolution par méthodes multigrilles (voir [46], par
exemple).

Remarquons enfin que la solution approchée (up,pp) de ce dernier pro-
bleme est indépendante du parametre a. Si cette propriété peut paraitre
immédiate pour une solution du probléme continu (2.1)-(2.4), il est tout
a fait remarquable que ceci puisse étre encore vérifié par la solution du
probleme approché.
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Chapitre 3

Approximation en temps par
le f-schéma

L’idée-clé de la méthode présentée ici est d’utiliser la décomposition associée
a la méthode des directions alternées pour découpler les deux principales
difficultées du probleme, & savoir la non-linéarité de I’équation (1.17) et la
relation d’incompressibilité (1.19).

Il s’agit d’une application de la méthode originale des directions alternées
dte & de Peaceman et Rachford [48]. Une démarche similaire a été utilisée
par Glowinski, Mantel et Périaux [23, 22] pour approcher la solution sta-
tionnaire des équations de Navier-Stokes.

Le découplage de ces difficultées permet de résoudre le probleme de facon
bien plus efficace en diminuant le temps de calcul et en augmentant la
précision des résultats numériques. L’algorithme obtenu est entierement
nouveau, et conduit a certaines reflexions sur les valeurs pouvant étre prises
par les parametres de la méthode, et par les cotlits asympotiques des calculs.

Comme d’habitude (voir page 15), I’écoulement sera supposé lent, et
nous ne considererons pas le terme d’inertie dans (1.18).

3.1 Présentation du 0-schéma

Soit H un espace de Hilbert sur IR. On considere 'opérateur A, continu,
défini de H dans H', et le probleme :
trouver u € L (H,IR) solution de :

I Aw) = 0 (3.1)

dt
u(0) = wu, (3.2)

69
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ou u, € H et m est réel (constant).
A une décomposition de 'opérateur A de la forme :

nous associons la suite (u")neN, v € H définie par récurrence :
u® = u, (3.4)

et pour tout n > 0, u"*! est defini (implicitement) & partir de u™ par les
trois relations :

unJr@ —un
mW +A1un+9 == —Agu" (35)
un+1*9 _ un+€ 0
mm —|—A2u"+1_9 == —Alu""" (36)
untl — gnt1-0
m——— +A1U,n+1 = _A2un+17€ (37)

0 At

en ayant décomposé le pas de temps (¢,t + At), At > 0, en trois fractions
(t,t+0AL); (t+0ALt+ (1 —0)At); (t+ (1 — 0)At,t + At), ou 6 €]0, L.

Lorsque A; et As sont linéaires, 6 € |0,1[ et At > 0, cette méthode
de directions alternées, dite 6-schéma, est inconditionnellement stable, et
'erreur de troncature est en O(At?).

Cette méthode parait en particulier bien adaptée a la recherche des so-
lutions stationnaires d’un probléme aux limites (nous pouvons choisir At
arbitrairement grand).

3.2 Application au probleme d’Oldroyd

3.2.1 Choix d’une décomposition

Considérons la décomposition :

w57 —D()
Ay (r,ii,p) = | divi +(1 —a)Ad —Vp (3.8)

divi
ou lopérateur A est associé a la condition au bord de type Dirichlet (1.10),

S (@V)r + B(r, Va) + gt
AQ(T,U,p) = 0 (39)
0
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ou l'opérateur (u.V) est associé a la condition a la frontiére amont (1.11) et
w est un parametre de relaxation associé a cette décomposition.

La matrice diagonale réelle m est définie par :

m = diag(%, —Re,0) (3.10)

3.2.2 Les sous-probléemes obtenus

11 est alors possible de définir (formellement) une suite (7", 4", p")peN par :
(TO7 ﬁoypo) = (7-07 ﬁmpo) (311)

et olt, Vn > 0, le terme (771 "1 pntl) est défini implicitement en trois
étapes :

premiére étape : 7" et u” étant connus, on cherche (779, ¢n+? pnto)
solution de :

Werntt — zn W g
- 70 _ p(ant? 12
200 O At * 2aT @) (3.12)
- - 1—
= L@y B i) - T
-n+60 an . .
Re—p— + div "0 4 (1 — a)Aa"? —Vp"t =0 (3.13)
diva™™? = 0 (3.14)

@t = dp((n+0)At) sur T (3.15)



72 CHAPITRE 3. APPROXIMATION EN TEMPS PAR LE 6-SCHEMA

deuxieme étape : (777 @ +0 pnt) étant connu,
chercher (77+1=9 §m+1=9) solution de :

We rnti=0 _ pnto We (nt1-60 gy n+1-6 n+1-0 7gmt1-0
o oAt S (@) + BT VAT
L—w 10 W _nye n+0
tn T = 57 T D(@a"") (3.16)
ReﬁnJrl*G — gttt dT‘ n-+0 (1 )A —n—+0 + 6 n+0 (3 17)
—Re—————— = —divr — (1 —a)Au .
(1 —20)At !
Fntl=0 ((n+1—60)At) sur I'_ (3.18)

troisieme étape (symétrisation) : 77 T17% et 4179 étant connus, on

cherche (771 @+t pntl) solution de :
%% n+l _ _n+1-60
ZeT T 4 Yol pant (3.19)
2a 0 At 2c
We -
— __((,EL’YH’I*@‘v)TTH*lf@
2
4 5(7_n+179 ﬁﬁnﬂfe)) 1= W nt1-0
’ 2av
z—[n—l—l _ z—[n—l—l—e . .
~Re———— 4 divi™ 4 (1 - a)Ad - Vpr ! = 0(3.20)
diva™™ = 0 (3.21)
@™t = dp((n+1)At) sur T (3.22)
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3.3 Découplage du calcul des composantes

En fait, les principales difficultées de 'approximation numérique proviennent
en particulier :

e du traitement de la contrainte d’incompressibilité (1.19) et du terme
non-linéaire de transport (4.V)7;

e du fait que les composantes 7 et # soient couplées par le terme de
transport et par les équations (1.17) et (1.19).

L’intérét de la méthode vient de la possibilité de découpler ces difficultés.

3.3.1 Premiere étape : sous-probleme de type Stokes

n+60

Remarquons tout d’abord que 7 s’exprime en fonction de 77, @" et @17

d’apres la relation (3.12) selon :

1
n+¢ _ - _ _ n
T = We AL ( (We—(1—-w)d At)T

— (Web Aty + 200 At D(@" %)) (3.23)

ou :
A = (@) + B(r", Vi) (3.24)
Remarquons que la relation d’incompressibilité (3.14) sur @0 permet
d’établir 'identité :
2div D(a" %) = A" t? (3.25)
Substituons alors 7"? dans (3.13) par son expression donnée en (3.23),

et utilisons 'identité précédente.
Nous obtenons ainsi une relation de la forme :

a0 — pAg Tl = o (3.26)

oll nous avons posé successivement :

L (3.27)

0 At
We—(1—-w)f At
We + w At

n = l-« (3.28)
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et :
e = i (3.29)
1 -
- —(1- At)divr"
+ We T wl At ((We (1 —w)f At)divr
— (Web At) d?vw")

Or fm0 se calcule explicitement (via (3.24)) en fonction de 7" et 4",
connus & l’étape 1. Ainsi, la recherche de @"*t? et p"t? satisfaisant les
équations (3.26), (3.14) et (3.15) constitue un sous-probléme de type Stokes.
Remarquons que le parametre 7 est strictement positif pour toute valeur de
a€ [0,1],0€]0,3[, we0,1[, We > 0 et At > 0.

Par conséquent, ce sous-probleme est bien-posé, et @17, p"t? sont ainsi
définis de facon unique. De plus nous savons approcher ces grandeurs par
des méthodes performantes (voir 'annexe B).

Enfin, 77"%% s’obtient de facon explicite & partir de la relation (3.23).
Nous avons ainsi construit (779, "% p"+?) & partir de 7" et u”, et ainsi
résolu I’étape 1.

3.3.2 Deuxieme étape : sous-probleme de type transport

Passons a présent a la seconde étape. De (3.13) et (3.17), et puisque Re > 0,
nous obtenons :
qnt1-0 _ gnt0

oAt (1—20)At

d’ott nous en déduisons une expression ezplicite de @19 :

10 ., 1-20

—n+1—0 _
Y 0 0

" (3.30)

ot les grandeurs @ et @™ sont déja connues, respectivement a I'étape 1
et 2. Par conséquent, @10 est connu.
La relation (3.16) peut se mettre sous la forme :

(@H10,9)r =0 1 (10, Fgti=0) L yprtiod — g0 (331)

avec
. We+ (1 —-w)(1—20)At
B We(l — 20)At (3:32)
_ We —w(l —20)At 2
n+1—-60 __ n+60 o —n+-60
g B ( We(l —20)At ) ’ WeD(u ) (333
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Or ¢"*t17% se calcule directement & partir de 7719 et @ qui sont main-
tenant connus. Par conséquent, la recherche de 771~ & partir de (3.31) et
(3.18) constitue un systéme linéaire du premier ordre (v > 0).

Sous certaines hypothéses sur les valeurs des parametres At et w (voir
au chapitre 4, page 89), ce sous-probleme admet une solution. et 7717 est
bien défini.

Il est ainsi possible (modulo un bon choix de w et At) de résoudre
I’étape 2, et de construire (77+H1=0 gnt1-0),

3.3.3 Troisieme étape : symétrisation

Nous construirons (771 @™+ pn*1) & partir de (7719 4"+ en résol-
vant I’étape 3 de la méme facon que l'étape 1 (en remplacant les indices
(n+0)etnpar (n+1)et (n+1—0), respectivement, dans les relations
(3.23) & (3.29)).

3.3.4 Conclusion

Ainsi, il nous a été possible de construire (77F1 @1 pntl) & partir de

(", 4™, p") en utilisant une succession d’opérateurs linéaires. D’autre part,
puisque (70, @°,p°) est connu & I'aide de (3.11), nous pouvons construire,
par récurrence sur n, (7", 4", p") pour tout n € IN.

3.4 Obtention d’un algorithme

3.4.1 Ecriture de l’algorithme

Des remarques qui précedent, nous en déduisons un algorithme de construc-
tion de (7L @t pntl) & partir de (77, @", p"). Dans la suite, le sym-
bole := désignera un calcul explicite de 'expression de droite, affecté a la
grandeur située a gauche.

étape 1 : 7" et 4" sont connus

e calculer successivement :

A= (@) 4 B, Vi) (3.34)
5 We—(1—-w)dAt\ -

n+6 . —n n
f = A"+ ( o AL ) div 7

We0 At -
(TR ) i .
<We+w6?At) vy (3.35)
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e le couple (@7, pt?) est caractérisé comme étant 'unique solution du
probléme de type Stokes :

AN — A0+ Vp Tt = 0 dans Q (3.36)

dive™? = 0 dans Q (3.37)

@t = dr((n+0)At)sur ' (3.38)

ou A et 7 sont donnés respectivement par (3.27) et (3.28).

e calculer :
4o (We—(l—w)@At) 7'"—< Web At > N
. We + wb At We+wdAt)
2a8 At
= D —n460 .
* (We—i—wHAt) (@) (3.39)

étape 2 : 70 0 " et D(a@"H?) étant connus,

e calculer successivement :

We —w(l —20)At 20
n+16 n+60 —n+60
= —D .
g < We(l—20)At ) T We (@) (3.40)
1-6 1—-20
-n+1—0 —n+0 -n
. _ A1
U g U g U (3.41)
o 710 agt solution de :

(a’n‘f’l*@.ﬁ) Tn+1*09 + /B(TnJrlf@’ ﬁ,ﬁ’r%i’l*@) + VTnJrlf@ _ gnﬁ(k£2)
0 = ((n 41— 0)At) (3.43)

étape 3 : remplager n + 0 et n par n + 1 et n + 1 — 0, respectivement,
dans I'étape 1.

3.4.2 Etude des parametres de la méthode

Un bon choix [23] de fest : 6 =1 — @

Lorsque nous choisirons At arbitrairement grand (pour obtenir rapide-
ment les solutions stationnaires), les sous-problémes resterons asymptotique-
ment bien-posés. En particulier :

Jfmon =1+ al=2 >0 Vae [0,1], Yw € ]0,1[ (3.44)
—r+00
1
li =Ll - :
Al v we >0 Yw € 10, 2[ (3.45)
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Le fluide étant supposé lent, nous avons négligé le terme d’inertie, et les
solutions stationnaires sont ici indépendantes du nombre de Reynolds Re.

Lorsque nous souhaiterons étudier le modele de Maxwell (o = 1), les
sous-problemes seront encore bien-posés :

0 At

= 4
Mo=1) = e L0 At (346)

En comparant (3.32) et (3.44) remarquons que 'introduction du para-
metre de relaxation w permet de controler la valeur de v pour les grands pas
de temps.

D’autre part, pour de grands nombres de Weissenberg, les sous-proble-
mes peuvent aussi étre envisagés :

plm n =1-a>0 Vvae [0,1] (3.47)
1
i 1
WA v = >0 voe o] (348

avec la restriction (4.18) sur le pas de temps présentée au chapitre 4, pour
nous assurer que le sous-probleme de type transport admet une solution.
Enfin, nous présentons au chapitre suivant un choix du pas de temps
At, indépendant des parametres physiques We et «, et nous assurant que
le sous-probleme de transport des contraintes (3.42)-(3.43) est bien-posé.
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3.5 Aspect matriciel du #-schéma

Nous laissons au lecteur le soin d’adapter I'algorithme précédent au probleme
approché, et nous passerons directement a sa formulation en termes ma-
triciels. Il faut cependant noter que I'algorithme obtenu utilise explicite-
ment l'incompressibilité de la solution approchée, par la relation (3.25).
Ainsi, 'adaptation de cet algorithme, associé a une méthode d’éléments
finis ne satisfaisant pas exactement la relation d’incompressibilité nécéssite
certaines précautions.

3.5.1 Forme matricielle de I’algorithme

Reprenons les notations matricielles introduites au paragraphe 2.9.3, et
définissons de plus les matrices de masse M, et M, associées aux champs
de vecteurs et de pression, respectivement, et défines par :

Myi; = (q1),a), 1<i.j <N, (3.50)

Un pas du #-schéma sous sa forme matricielle est alors effectué en trois
étapes :

étape 1 : les vecteurs 77, u” étant connus, calculer 770, 0 pnt0 et
d"*? comme suit :

e assembler la matrice T'(u"), définie en (2.162) et le second membre 77",
associé a 'opérateur de transport (@}.V)y, + 5(., Vi}) avec des condi-

tions sur la frontiere amont du type 7} = 7 sur I'_ (voir I'annexe C).

e calculer explicitement :

o= MIL(T@WM)r" - 1) (3.51)
We—(1—w)d At ,
n+0 — M. ™ Bt _ n
f M, .1 —i—( et ol AL )( ™ — divt})')
We At
— [ —————) (B'A"™ — divy .52
(70 gy ) (Bl = divap) (352)

ou divTy et divy; sont les seconds membres associés a 'opérateur div,
et calculés a partir des degrés de liberté imposés sur la frontiere amont
pour les tenseur 7" et 4", respectivement.
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e résoudre le systeme :

Conm D un+o ot
, = ) 3.53
(Dt 0 pn+9 PZHG ( )

ol la matrice symétrique définie positive Cy ) :
C()\J?) LMY +nC (3.54)

est associée a 'opérateur de Helmholtz (A —nA) avec conditions aux
limites du type Dirichlet @ = up sur I'. On a noté uy )., le second
membre correspondant (voir Pannexe C), calculé a partir des degrés
de liberté imposés

e calculer explicitement :

"t = Byt —gptt (3.55)
ot <We—(1—w)9At> 7'”—< We0 At ) n
T We 4+ wb At We + wl At v
2 a0 At
== ) mMtant? ,
(We—l—w@At) rd (3.56)

ou d;”“g est le second membre construit a partir des degrés de liberté
imposés de i, sur I, et associé a 'opérateur D(.) (voir 'annexe C).

0

étape 2 : les vecteurs 7710, w0 @0 ot u™ étant connus, calculer

7 H1=0 o 210 comme suit :

e calculer explicitement :

_ We —w(l—20)At 2
g < We(l —20)At > o We (3:57)
1-46 1—26
w0 = 5 u"tl — 7 u” (3.58)

e assembler la matrice A, = v.M, + T(u"*t17%) et le second membre
Tbn+1_0, associés a l'opérateur v.I + (11’;1”'1_0.6);1 +5(., ﬁﬁ’zﬂ_e) avec
des conditions sur la frontiere amont du type 73 = 7' sur I'_ (voir
l’annexe C).

e résoudre :
A, =0 = gnAl=0 il =f (3.59)

étape 3 : remplacer n + 6 et n par n+ 1 et n + 1 — 0, respectivement,
dans I'étape 1.
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3.6 Etude du coiit asymptotique de la méthode

Soit I'espace Hj, = T}, x Vj, x By, de dimension finie N = N, + N, + N,,.
Nous allons évaluer le temps de calcul et la place mémoire nécessaire & une
itération de la méthode lorsque N devient grand.

3.6.1 Temps de calcul

Le temps de calcul d’une itération de la méthode des directions alternées
est :

Tpa(N) =2Ts(N) + Tr(N) + TL(N) (3.60)
ol
Ts(N) est le temps d’une résolution d’un sous-probléme du type Stokes,

Tr(N) celui de la résolution d’un probléme non symétrique du type
transport,

To(N) est le temps pris par les assemblages de matrices, produits
matrices-vecteurs et combinaisons linéaires entre vecteurs.

L’assemblage des matrices M, M,, B et D peut étre fait une fois pour
toutes. Les parametres A et n étant fixés, il en va de méme pour la matrice
Coy- Nous montrons a l'annexe C, qu’en utilisant un stockage compacté
des matrices, le cout de ces opérations est en O(N), ainsi que le cotit d'un
produit matrice-vecteur. D’ou :

TL(N) = O(N) (3.61)

D’autre part, lorsqu’il n’existe pas de lignes de courant fermées, il est
possible, a 'aide d’une numérotation appropriée, de rendre la matrice A,
triangulaire inférieure (voir le chapitre 4). De plus, cette matrice étant tres
creuse, le cout de la résolution est alors en O(N). Dans le cas général,
nous avons résolu (3.59) par une méthode du type sur-relazations succes-
sives symétrisées par bloc : balayage suivant le sens de ’écoulement, puis
dans le sens inverse, ceci bloc par bloc, puis dans 'ordre de blocs inverse
(voir au chapitre 4). La matrice A, étant représentée sur ordinateur a
l'aide d’une structure compactée, le cout d’une itération est en O(N;) (voir
l’annexe C). Afin de diminuer le nombre d’itérations nécessaire a l’'obtention
d’une solution 7"+~ satisfaisante de (3.59), on démarrera les itérations
avec la valeur précédente : 71 généralement assez proche de 7711¢. Lors
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d’expérimentations de ce procédé, nous avons constaté une convergence en
tres peu d’itérations, et un colt asymptotique optimal :

Tr(N) = O(N;) (3.62)

Ts(N) = O(Nu) (3.63)
par la méthode ”full-multigrille” [1, 46] (optimale) et :
Ts(N) = N log N, (3.64)

par la méthode du gradient conjugé préconditionné (e ~ %, quasi-optimale,
voir aussi en annexe B). Les parametres A et n étant fixés, nous assemblons,
puis factorisons cette matrice une fois pour toutes sous forme de Choleski
(voir 'annexe B) lors de l'initialisation des itérations du #-schéma :

Covp =L'L (3.65)

Cette factorisation permettra de résoudre par une méthode directe les sous-
problemes du type :

C()\m).u = f (3.66)

Ces problemes apparaissent dans l'algorithme du gradient conjugé, nous
pourrons alors les résoudre en un temps de 'ordre de O(d.N,,), ou d désignant
la largeur de bande de la matrice C,,). Nous avons implémenté cette
derniere méthode pour réaliser les expérimentations numériques du chapitre 5.

Enfin, dans les deux cas (multigrille et gradient conjugé) , il est encore
possible de réduire le nombre d’itérations nécessaires a l’obtention d’une
solution (@9, p"*?) (resp. (@1, p"*t1)) convenable en partant de la valeur
précédente (@™, p") (resp. @10 pnT1=9)) qui est généralement voisine.

Ainsi, algorithme d’une itération du 6-schéma est optimal lorsqu’il est
associé a un solveur full-multigrille, et reste quasi-optimal lorsqu’on utilise
un solveur gradient-conjugé-préconditionné.

Notons enfin que l'utilisation d’une méthode d’éléments finis utilisant
une base a divergence nulle [30] permettrait de ramener le probleme de
Stokes a un systeme linéaire dont la matrice, a structure bande, peut étre
factorisée une fois pour toutes sous la forme de Choleski. Le cott d’une

résolution d’un sous-probleme de Stokes est alors en O(d.N,,).
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3.6.2 Place mémoire

L’occupation asymptotique de la mémoire lorsque N — +o00 est :
Wpa(N) ~Ws(N) +Wrp(N) + WL(N) (3.67)
ol

Ws(N) est la place mémoire nécessaire a la résolution d’un sous-
probléme du type Stokes,

Wr(N) celle nécessaire a la résolution d’un probléeme non symétrique
du type transport,

WL (N) est la place occupée par les matrices assemblées et les vecteurs.

L’algorithme nécessite le stockage permanent des matrices B, D et des
champs 7, u, p, tandis que les champs ~, f, d et u a l'itération précédente
peuvent étre gérés par un allocateur dynamique de mémoire (en langage de
programation C [37] ou Pascal, par exemple).

La structure creuse de la matrice 4, du systeme (3.59) peut étre déter-
minée une fois pour toutes (voir 'annexe C), les coefficients étant recalculés
a chaque itération.

De I'étude du procédé de stockage des matrices présentée en annexe C,
nous avons immédiatement :

WL(N) = Wp(N) = O(N) (3.68)

La méthode de gradient conjugé préconditionné pour le sous-probleme
conduit a une occupation mémoire asymptotique :

Ws(N) = O(d.N) (3.69)

correspondant a la forme deCholeski de la matrice C, ;) si d est la largeur
de bande de la matrice C'(\,n) (voir 'annexe B). Notons que la largeur de
bande peut étre considérablement réduite en utilisant une numérotation ap-
propriée des éléments. Dans le cas d’un solveur multigrille, I’encombrement-
mémoire reste optimal.

Par conséquent, la place en mémoire nécessaire a la méthode est asymp-
totiquement liée a celle due au solveur de Stokes.
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3.6.3 Conclusion

Le cott d’une itération de cette méthode est donc directement 1ié & celui du
solveur utilisé pour résoudre le sous-probleme de type Stokes.

e les méthodes multigrilles conduisent a un cotlit optimal en temps de
calcul et en occupation mémoire;

e la méthode du gradient-conjugé préconditionné reste quasi-optimale;

e l'utilisation de méthode d’élément finis utilisant une base a divergence
nulle permettrait d’obtenir un temps de calcul optimal, tandis que
I’encombrement en mémoire resterait quasi-optimal.
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Chapitre 4

Transport des contraintes

Ce chapitre est consacré a l'approximation des sous-problemes du type
transport apparaissant dans l'algorithme des directions alternées étudié au
chapitre précédent. Nous sommes donc conduit a étudier le probleme (7°)
de transport d’'un champ de contrainte :

trouver T, défini sur ), et tel que :

(@.N)T + Ba(, Vi) +vr = f dans Q (4.1)

T = gsurl

ot v > 0, le champ de vecteur i € W1>°(Q), & divergence nulle, est supposé
connu, f € L2(Q);1, et la forme bilinéaire /3, est définie en (1.20), chapitre 1.

Il s’agit de retenir, parmi les méthodes existantes, celles qui approchent
I'opérateur de transport (ﬁﬁ) par un opérateur monotone (TVD, en anglais
en abrégé, pour Total Variation Decreasing). En effet, les méthodes ne
possédant pas cette propriété peuvent conduire a des solutions approchées
présentant des oscillations, lorsque la solution exacte n’est pas assez réguliere.
Un second critere de choix sera la facilité avec laquelle nous saurons résoudre
le systeme linéaire obtenu.

Dans un premier temps, formulant le probleme (7') dans le cadre des
systémes symétriques positifs de Friedrichs [19], nous énoncerons une con-
dition suffisante a I'existence d’une solution.

Puis, approchant ce probleme par une méthode d’éléments finis clas-
siques, nous montrerons, a l'aide d’un exemple simple, que la méthode n’est
pas monotone.

Une classe de méthodes d’approximation est ensuite appliquée a (T) :
méthodes de diffusion artificielle [32], de diffusion suivant les lignes de
courant [9, 45, 34], et la méthode de Galerkin discontinue [41, 42, 33]. Afin

85
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de mettre en évidence les propriétés de ces méthodes, certains calculs seront
développés sur des exemples simples.

Enfin, terminant ce chapitre par une stratégie de choix de méthode selon
I'espace de dimension finie considéré pour approcher les contraintes, nous
proposerons un algorithme de résolution du systeme linéaire obtenu.
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4.1 Le probleme continu

La formulation du probléme (7°) en un systéme symétrique de Friedrichs [19]
nous conduit & chercher un tenseur symétrique 7, défini sur €2, et satisfaisant

a:
ArE v+ (@.V)T + Bao(T, 611’) = f dans (4.3)
(M—-B)(t—g) = 0 surT (4.4)

ou l'on a posé :

B = v 5)
M = |B| 6)

4.1.1 Notations, définitions et propriétés
Notations

Dans la suite, H k(Q)i désignera ’espace de Sobolev d’ordre k des tenseurs

s . 4
symétriques, construit sur l'espace L?(Q) > et dont la norme sera encore
notée ||.||x -
. 4
On notera aussi, pour tout 7,y € L*(T); :

e = [ i
I

ol ds désigne une mesure superficielle sur I" et
1
Irlor = .77

Définitions
Nous appellerons adjoint formel de A, et nous noterons A*, I'opérateur
défini, pour tout v € LQ(Q)i‘ par :

Aty E vy = (i@.V)y = Ba(y, Vi) (4.7)

Remarquons que l'ajoint formel de A est associé a une forme bilinéaire de
paramétre —a.
On introduit la partie symétrique de A :

Cor ¥ ur+ %(@L — B_a) (T, VD) (4.8)
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L’opérateur A, défini en (4.3), est dit positif au sens de Friedrichs [19] si
il existe une constante c, strictement positive telle que 'on ait, pour toute
matrice symétrique 7 d’ordre 2, I'inégalité :

(Cor):T > cor:7T dans ) (4.9)

4
s

Enfin, nous dirons que 7 € L?(Q); est solution faible du probleme (T')

si, pour tout v € L2(Q);l satisfaisant les conditions aux limites adjointes :
(M+B)y=0sur I’ (4.10)

on ait :

(r,4) = (.7) + (M — B)g, (411)

Premiéres propriétés

Pour tout 7,v € IRif, les identités suivantes sont vérifiées :

w).7):y = —71:(W(d@).y) dans (4.12)
(D(@).7):y = 71:(D(@).y) dans Q (4.13)

Nous en déduisons une formule de Green : V7,7 € H 1((2);l :
(A7,7) = (1, A™y) + BT, 9)r (4.14)
En particulier, pour v = 7, (4.12) s’écrit :

(W(w@).7):7 =0 dans Q (4.15)

De la définition (1.20) de la forme bilinéaire f3,, de l'identité précédente, il
vient :

(Com):T =v7:7 — 2a(D(@).7):7 dans Q, V7 € R} (4.16)

En utilisant la norme définie en (2.25), nous obtenons alors une expres-
sion plus explicite de la propriété de positivité (4.9) :

v = 2lal.[| D(@) (0,002 > 0 (4.17)
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4.1.2 Résultat d’existence et unicité

Dans le cadre général des systémes symétriques, Friedrichs [19] a démontré
un résultat d’existence de la solution faible. Ce résultat s’énonce ici :

Théoréme 4.1 FExistence d’une solution faible

Soit i € Wh(Q)”.

Si la condition de positivité (4.17) est satisfaite, alors le probléme (T')
admet une solution faible T € LQ(Q)‘;.
Remarque 4.1 sur la condition de positivité

e La condition (4.17) est suffisante, mais non nécessaire a l'existence
d’une solution faible dans LQ(Q);l.

o Il existe différents résultats d’existence de solutions fortes de (T), sui-
vant les hypotheses de régularité faites sur la frontiere I' ou les données ,

fetg. O
4.1.3 Etude de la condition de positivité

Lorsque le probleme (7T') provient de l'algorithme de la #-méthode étudié
au chapitre 3, le parametre v est défini par la relation (3.32), page 74. Les
parametres physiques We, a et numérique 6 étant supposés fixés, il est
toujours possible de choisir w et At de sorte que la condition (4.17) soit
satisfaite :

si |a| Wel|D(@0) 0,000 < 3, il suffit d'imposer w < w,, ceci VAt > 0, ot
déf . 1 R
e & min(2 1 = 2ol D) fo..0)

si la| Wel|D(@) 0,000 > 3. on imposera At < At,, ceci Yw €0, 1[, olt

We
(1 —20) (2[a| We|[D(@)[lo,00,0 — 1 +w)

At <

Remarquons que pour a = 0, le pas de temps pourra étre choisis arbi-
trairement grand.

Dans la pratique, et pour a # 0, nous serons dans le deuxiéme cas (a = 1,
We et [|D(10)]|0,00,0 assez grand). Une facon plus commode de satisfaire cette
condition est alors de choisir At = At* < At,, ceci Yw €]0, 5[, ol :

o . 1
A" ¥ lim At =

= 4.18
We—o0 2]al(1 —20)||D (1) ||0,00,0 ( )
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Ce choix de At a alors I'avantage d’étre indépendant du parametre physique
We du probleme. Dans la pratique, il sera facile d’obtenir une estimation
numérique de At* a partir de D().

Ainsi, par un choix approprié des parameétres de la 0-méthode, il sera
toujours possible de considérer que le sous-probléme (7") admet une solution
faible. Dans la suite, nous supposerons qu’un tel choix est réalisé, et que la
condition de positivité est satisfaite.

4.1.4 Formulation variationnelle

Le probleme de la recherche des solutions faibles de (7") admet une solution
unique 7 dans H 1(9);1, qui est aussi I'unique solution du probléeme varia-
tionnel :

(FVT): (Ar — f,7) + 5 (M = B)(r —g)Ar =0 (419)

En effet, en faisant v = 7 dans (4.19) et en utilisant la condition de
positivité (4.9) et la formule de Green (4.14), nous obtenons l'estimation a
priori :

Irllo.e + IVM7lor < c(lfllog + lgllor (4.20)
ou ¢ > 0 désigne une constante indépendante des données i, f et g ; cette
inégalité entraine I'unicité.
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4.2 Position du probleme

La solution du probleme (7T") (4.1)-(4.2) n’est généralement pas globalement
régquliére, sauf lorsque la frontiere I' et les données f et g le sont suffisam-
ment. En particulier, si g est discontinue en x, € I'_, la solution 7 sera
discontinue le long de la caractéristique x(s), ou ligne de courant, donnée
par :

Cls) = ulals)) (4.21)
z(0) = x, (4.22)

Nous appliquons ici la méthode de Galerkin classique au probleme (T),
et rappelons une estimation d’erreur. La perte de stabilité de la solution
approchée sera mise en évidence en considérant un probléme monodimen-
tionnel.

4.2.1 Un résultat d’interpolation

Considérons (7Tp)p>0 une famille de triangulation du domaine €, vérifiant la
condition d’angle minimum habituelle [12], et indexée par le parametre h,
représentant le diametre maximum des éléments K € 7Tj. Pour simplifier,
nous pourrons supposer la triangulation wuniformément réguliére (voir au
paragraphe 2.8, page 54).

Soit k£ un entier positif. On notera 7} le sous-espace de H 1(Q);l des
tenseurs symétriques d’ordre 2, dont les composantes sont des fonctions
continues, polynomiales par morceaux sur 7T, et de degré inférieur ou égal
a k. La théorie classique de 'approximation [12] nous fournit les résultats
d’interpolation suivants :

Lemme 4.1 interpolation dans T},
Pour tout 7 € HSH(Q);%, 1 < s <k, il existe une interpolée dans T},

notée r, T, et qui satisfait aux inégalités :

A

< ch*H7llst10 (4.23)

1
|7 —rurllor < ch*T2||7|ls11.0 (4.24)

|7 —rp7lloq + k|7 —ri7l10

ot ¢ désigne une constante indépendante de h.
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4.2.2 Approximation de Galerkin classique
Cette méthode consiste a chercher 7, € T}, tel que 'égalité :
1
(EVI)p: (Ah = foom) + 5 (M = B)(T — g), ywr =0 (4.25)
soit vérifiée pour tout v, € T},.
Lorsque la condition de positivité est vérifiée, 'existence et I'unicité de

la solution de (F'V'1);, découlent de 'estimation a priori (4.20) . De plus
nous avons le

Théoréme 4.2 d’estimation de 'erreur

Soit i € Whoo(Q)°.
SiT € H3+1(Q)4 est la solution de (FVT), et , € Ty, la solution de

S

(FVT1)y, on a, pour tout s, 1 < s <k :
7 = 7nlloe + IVM(T = 73)llop < ch®[|7||s41,0 (4.26)

DEMONSTRATION : La formule de Green (4.14) appliquée a l'erreur €, =
T — 73, nous permet d’écrire :

1
(Aep, en) = (vep, — 2aD(W)ep, €) + §<Beh, BT

Ensuite, de la propriété de positivité (4.16), appliquée a €, et en sommant
sur le domaine §2, il vient :

(vep, — 2aD(W)ep, €p) > cOHehHaQ
Des deux relations précédentes, nous obtenons :
1 2 1 2
(Aen,en) + 5 (M = Blen, enr 2 collenllo.o + 51V Menllo

D’autre part, puisque 7 satisfait (F'VT), et 75, satisfait (FVT1)y, leur
différence ¢, satisfait, pour tout vy, € Tj, :

(Aep,vn) + %«M — B)ep,yr =0

En choisissant v, = 75, — r,7, et en sommant avec I'inégalité précédente, on
obtient :

1 1
(Aen, ) + 5 (M = B)en,mi)r > collenlls.a + 51V Menl3r
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ol Ny = 7 — 7 désigne l'erreur d’interpolation.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, puis la continuité de 1'opé-
1 4 . .
rateur A dans H" (), on majore le premier terme :

(Aen,mn) < cillenllvellmmloe

Pour le deuxieme terme, on a :

(M = Bemyr < sup 1meonlory o
oneTi  llonlloo

et les propriétés de lerreur d’interpolation (4.23) et (4.23) nous conduisent
a (4.26). O

Remarque 4.2 Amélioration de ce résultat.

Lorsque la triangulation est composée de rectangles identiques, a cotés
paralleles aux axes de coordonnées, et pour k£ = 1, on montre dans [42], avec
certaines hypotheses de régularité sur 7, que :

IT = 7hllog + IVM(r = 7)o = O(h?) (4.27)
et que cette estimation est optimale dans ce cas. d

Remarque 4.3 conditions de frontiere imposées fortement
Lorsque la fonction g est assez réguliere, nous préfererons imposer forte-

ment les conditions aux bords, en cherchant 7, € T}, 7, = g sur I'_,
satisfaisant

(A7, — fom) =0 (4.28)
pour tout v, € T, 75 = 0 sur ['_. ou g est une interpolation (au sens de
T3,) de g sur I'_. ]

Remarque 4.4 Régularité de la solution et convergence

La méthode de Galerkin n’est définie que pour k& > 1. En particulier, avec
k =1, le théoreme 4.2 suppose que la solution 7 appartient a HQ(Q);l pour
établir la convergence de la méthode lorsque h — 0. En particulier, lorsque
la solution exacte est discontinue, le résultat précédent ne nous assure plus
la convergence.

De plus, nous allons voir dans ce qui suit que la solution approchée peut
étre tres oscillante, alors que la solution exacte, tres réguliére, ne présente
pas ces propriétés. O
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4.2.3 Perte de stabilité de la méthode

Supposons ici le champ de vecteur @ constant, de composantes (u,0), u > 0
dans un systeme de coordonnées (x1,z32), f =0 et Q =]0,1[2. On pose
€= —
U
En projetant (T') sur les axes de coordonnée, nous obtenons trois problemes
de Cauchy de la forme :

or

— (21, 79) + eT(w1,22) = 0 ,Vay €]0,1] (4.29)
83:1

7(0,22) = g(0,z2) (4.30)

ou xg décrit U'intervalle |0, 1.
La solution de (4.29)-(4.30) est connue :

T(z1,22) = g(0,22). 1, 0< 21 <1 (4.31)

Commencons par introduire un découpage de [0, 1] en I intervalles égaux
de longueur h = 1/I. Nous choisirons pour T}, l'espace, de dimension I + 1,
des éléments de C°([0,1]) dont la restriction & chaque intervalle

[ih,(i+1)h], 0<i<TI-1
est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1. Nous avons :
T, C H'(0,1)
Il est clair que la famille ¢;, 0 < ¢ < I des éléments de T}, définie par :
wi(jh) =6;5, 0<j <1
constitue une base de T,. Un élément v, € T} sera ainsi parfaitement
déterminé par ses composantes v, (ih) , 0 < i < I dans cette base.

Notons encore que 'opérateur d’interpolation rj, est ici défini pour tout

v € HY(0,1) par :
I

ry = Y (i) i € Ty
=0
Avec ce choix de Ty, la méthode de Galerkin consiste a chercher la fonc-
tion 1, = Z]I-:o 70 € Tj, ou les nombres 7; = 75,(jh) sont solution du
systeme linéaire :

XI: (/ dej + €p;j)pi dacl) T;

7=0
+ (10— 9(07962))%(0) =0,0<i<T (4.32)
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L’estimation (4.27) s’applique, et I'erreur est en O(h?), ce qui est optimal.
La solution exacte 7(.,z2) étant monotone décroissante par rapport a la
premiere variable, il parailt tres souhaitable que la solution approchée 7, ait
des propriétés analogues.
En évaluant les intégrales apparaissant dans (4.32), le systéme s’écrit
encore :

T — T0 +6h(27’0 + T1)/3 + 279 = 2g(0,$2)
Ti+1 — Ti—1 +Eh(Ti+1+4TZ'—|—TZ‘,1)/3 =0,1<:<T—-1 (433)
T — TI—1 +6h(2T]+T1_1)/3 =0

La matrice associée a ce systeme est tridiagonale. Cette matrice est a
diagonale strictement dominante des que eh > 3/2, et alors les méthodes de

résolution itératives classiques (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, ...) convergent.
Cependant pour eh = 3, la solution est :
2
T = gg(()? .%'2)
o= 0,1<i<]I

ce qui est loin d’étre satisfaisant.
En recherchant la solution sous la forme :

m=ari F Py, 0<i<T (4.34)

nous obtenons r; et ro comme étant les deux racines de :

(1—1—%)7“24—%7”4-%—1:0 (4.35)
et « et B sont donnés par la premiére et la derniere des équations du systeme
(4.33)

Soit 7o la plus petite des racines de (4.35); r2 est toujours négative, et
diminue avec eh lorsque :

eh <3 (4.36)

Or lautre racine 71 est toujours dans Uintervalle |0, 1], et les coefficients «
et 4 sont non-nuls. Par conséquent la solution 73, oscille, et lorsque (4.36)
est vérifiée, ces oscillations ont tendance a s’amplifier lorsque eh diminue.
Dans ce cas, nous dirons que le schéma n’est pas monotone.

Nous pouvons aussi recourir a des formules de quadrature pour calculer
les intégrales intervenant dans (4.32). Par exemple, en utilisant la formule
des trapezes :

(i+1)h h2
/Z Y(a) dw ~ ({0 + D) + (k) (4.37)

ih
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pour toute fonction ¢ continue sur [ih, (i + 1)h]. Cette formule est exacte
lorsque % est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1. Le systeme (4.32)
devient :

1 — To +ehto + 21 229(0,1'2)
Titl — Ti—1 +2€hT; =0,1<:<T -1 (438)
T — Tr—1 +ehty =0

et par un raisonnement analogue, nous constatons que le schéma n’est plus

monotone des que :
eh <1 (4.39)

Enfin, il est possible d’imposer fortement les conditions a 'amont 7 = 0,
ce qui revient a remplacer la premiere équation de (4.38) par 79 = g(0, x2),
mais ceci nous conduit encore a une perte de monotonie des que (4.39) est
vérifiée. Les résultats numériques sont représentés sur la figure 4.1

Conclusion

La méthode de Galerkin est précise, mais peu stable, et des oscillations
peuvent alors dénaturer compléetement la solution approchée lorsque le pas
de discrétisation diminue.

Il y a plusieurs solutions a ce probleme :

e Nous pouvons résoudre les systemes linéaires par une méthode qui
converge, méme si le systeme devient singulier. Ainsi, Wornom et
Hafez [58] ont montré qu’en utilisant un balayage correspondant au
sens de I’écoulement dans une méthode de relaxation, il est possible
de retrouver une solution physique.

e Une autre méthode consiste a modifier le schéma de fagon a renforcer
la diagonale du systeme. C’est 'objet des méthodes de diffusion qui
conduisent a des schémas décentrés.



4.2. POSITION DU PROBLEME 97

} £ 1 1 ] . | | | ] { { ]
T F T ¥ T T T T 1 i T T
B.96 9,19 8.28 £.38 9,40 .50 0.68 9.78 B"BB 8,98 ]l;sa E.83 9.18 S‘.ZE 4.38 8.48 2,58 9.68 8‘.75 9[.89 8{98 lT.GS
X X

Methode de Galerkin : e ™= 15, h = 0.1 Methade de Galerkin [ ¢ = 15, h = 0.01

Figure 4.1: Méthode de Galerkin classique : perte de monotonie
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4.3 Monotonie, stabilité et dominance diagonale

Dans la suite, nous allons étudier les méthodes d’approximation utilisant des
techniques de décentrage. Nous rechercherons parmi ces méthodes celles qui
nous assurent la stabilité de la solution approché. Cette derniere propriété
est directement liée a la monotonie de la matrice du systeme linéaire obtenu.
L’objet de ce court paragraphe est de présenter quelques caractérisations
d’une matrice monotone non-singuliere.
Une matrice A = (a;j)1<i,j<n €st & diagonale dominante si

n
jazil > D laigl, Vi, 1<i<n (4.40)
j=1j#i

et a diagonale strictement dominante si

n
jazil > D laigl, Vi, 1<i<n (4.41)
j=Li#i

Une matrice a diagonale strictement dominante sera non-singuliere.

La matrice A est dite monotone si A est inversible, et tous les coefficients
de A~ sont positifs.

Les conditions suivantes sont équivalentes a : A est une matrice mono-
tone non-singuliere :

i) A est non-singuliere, et A + D est non-singuliere, pour toute matrice
diagonale D positive.

ii) toute valeur propre de A est de partie réelle strictement positive.
ii) a;; >0, Vi, 1 <i<n, et A est a diagonale strictement dominante.

Dans I’étude pratique des méthodes décentrées, nous chercherons a véri-
fier que la propriété (iii) est satisfaite. La propriété (ii) nous assure alors la
stabilité de la solution approchée, quel que soit le second membre et la con-
dition & amont considérés. La propriété (i) nous permet de considérer des
variantes du probléme initial (sous-problémes apparaissant dans I’algorithme
des directions alternées, au chapitre 3).

Il existe bien d’autres caractérisations de ces matrices : par exemple, si le
graphe associé a la matrice A est fortement connexe, et que A est a diagonale
dominante, alors A est monotone non-singuliere Pour plus de détails, nous
renvoyons a [24, page 136].
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4.4 Les méthodes de diffusion

Cette classe de méthodes utilise une approximation continue des grandeurs
transportées. L’idée est d’introduire un petit terme de diffusion dans le
probleme de transport, ce terme étant destiné a tendre vers zéro avec le
parametre h de discrétisation. La diagonale de la matrice obtenue est alors
renforcée, et la solution approchée plus réguliere.

4.4.1 La méthode de diffusion artificielle

Nous introduisons un terme de diffusion supplémentaire :
k(Y 7h, Vn) (4.42)

dans la formulation (FVT1),. Le parametre kp désigne le coefficient de
diffusion scalaire.

En imposant fortement les conditions de frontiére (remarque 4.3), il s’agit
donc de chercher 75, € Ty, 7, = g, sur I'_, satisfaisant a :

(FVT2)p, : kp(V71h, V) + (A, — foym) =0 (4.43)

ceci pour tout v, € Tp, 7 = 0 sur I'_, et ou g est une approximation (au
sens de Tp)de g sur T'.

Contrairement a la méthode précédente, la solution approchée possede
ici une bonne stabilité, due a la présence du terme de diffusion (4.42). Mais
cette solution est peu précise, l'erreur étant au mieux en O(h)

Remarquons que cette méthode revient a approcher, par la méthode de
Galerkin, le probleme modifié :

—V.(k,VT) + At = f dans Q
(M—-B)(tr—g) = Osurl

4.4.2 Choix du parametre de diffusion

Le parametre de diffusion doit étre choisi le plus petit possible, afin de ne
pas trop perturber le probleme initial. D’autre part, il doit étre assez grand
pour assurer la stabilité de la méthode.

Reprenons 'exemple monodimensionnel (4.29)-(4.30) présenté au para-
graphe 4.2.3. La méthode de diffusion artificielle nous conduit a résoudre le
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systeme linéaire :

70 = 9(0, 22)

— B (11 — 275 + Tic1) + Tig1 — Tic (4.44)
+€h(T¢+1—|—4T¢+TZ;1)/3:0,1§i§f—1 ’

%(T]—T1_1)+T]—T]—1+€h(2T[+T1_1)/3:0

en imposant fortement la condition a ’amont.
En suivant le méme raisonnement qu’au paragraphe 4.2.3, nous obtenons
la plus petite valeur de kj conservant la monotonie du schéma (4.44) pour

tout € > 0 : )
kp = o) (4.45)

Pour ce choix de kp, le systeme (4.44) devient :

70 — g(0,22) =0
Ti — Ti—1 —|—€h(’7’i+1—|—47'i+’7'l',1)/3 =0,1<:<I—-1 (446)
2(7’] — T[_l) +6h(27’1 + T[_1)/3 =0

En utilisant la formule des trapezes (4.37) pour évaluer les intégrales, on
trouve encore :

kn = g , (u>0) (4.47)

et le systeme linéaire s’écrit alors :
70 — g(0,22) =0

Ti — Tio1 +ehr; =0,1<i<I-1 (4.48)
T =

La matrice associée a ce systeéme est triangulaire inférieure, et la résolution,
quasi-explicite, donne :

1 )
r— (1+6h)lg(0,x2),0§z§1—1
_ 1 719(0,29)
= (1+eh) 1-{-%

Cette solution est représentée sur la figure 4.2 On pourra comparer ces
résultats avec ceux de la figure 4.1.

Ces schémas sont & rapprocher de la méthode de Crank-Nicholson [50]
lorsque z1 est interprétée comme une variable de temps.
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i 1 H ] | | I { I i |

H T T 3 T T

1 1 i T 1 T
9,55 616 5,26 9,36 5,46 O.50 .60 0.78 0.0 6.0 [.60 €.23 8.18 .28 .36 648 B.58 8.68 9.76 B.88 £.98 1.98

X

Methode de diyfusion ' e = 15 h = 01 Methode de dijfusion : ¢ = 15, h = 0.0

s

Figure 4.2: Méthode de diffusion : monotonie

Les relations du type (4.45) ou (4.47) se généralisent de fagon empirique
au cas bidimensionnel [32]. Considérons par exemple un élément quadri-
latéral quelconque K, et soient (b;)i<i<4 les milieux de ses arétes, comme
indiqué sur la figure 4.3

Les B; sont ordonnés sur 0K suivant le sens positif. Nous pouvons alors
choisir :

_ 1, . — Lo

Si on souhaite pouvoir différencier la formulation variationnelle (F'V2),
par rapport & 4 en 4 = 0, on choisira plutot [9] :

ky = ?(’bgbﬂ + ‘bgbl‘) (4.50)

ce qui nous permettrait d’utiliser éventuellement une méthode de type New-
ton ou quasi-Newton pour résoudre le systeme complet des équations.

x
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by

)

I

Figure 4.3: Elément quadrilatéral K

4.4.3 Exemple bidimensionnel
Les équations projetées

Rapportons le plan IR? au systéme de coordonnées (1, x2), et considérons,
pour fixer les idées, le domaine d’écoulement :

Do | ot
X
|
I
I

]~ 2,00~ 111U,

ou c représente le taux de contraction. Soient (u1,us) les composantes du
champ de vecteur u. Nous supposerons I’écoulement symétrique par rapport
a l'axe zo = 0, c’est-a-dire :

u(z, —y) = wui(z,y)
uz(m,—y) - —ug(m,y) (451)

en tout point (x,y) du domaine. Si le tenseur 7, solution du probleme (7),
est représenté par la matrice :

11 T12
T2 T22
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dans la base associée au systeme de coordonnées (z1,z2), I'hypothese de
symétrie (4.51) conduit & :

iz, —y) = Tu(z,y)
m2(2,—y) = —7i2(z,y) (4.52)
Tz, —y) = mo(x,y)

en tout point (z,y) du domaine.
Par conséquent, il nous suffira de chercher 7 sur le demi-domaine :

z2
1 A
To
|
Q
Ly
0 -
_% T, 0 5{1‘1
Figure 4.4: Domaine ) pour ¢ = 2
5 5 1

représenté sur la figure 4.4. Les équations, projetées sur les axes, s’écrivent :

(v — 202 + @.V)r  +(w — ad)mis =In
—(’U) + ad)ﬁl —|—2(V + ﬁ.V)Tlg +(w — ad)TQQ = 2f19
—(w + ad) T2 +(v — 2a§—£’2 +U.V)T2 = fo
(4.54)
avec
o
a 61‘1 61‘2
Lo
61'1 61'2

Nous supposerons I’écoulement “amont-aval” dans la marche :

©u>0,v=0 sur TI'yUI_
u=v=0 sur Iy (4.55)

ou _ , _ .
a—xl—v—O sur I
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et nous décomposerons la frontiere I' = 9€) suivant :

5
lamont : I'_ = {—i}x]O,l[
) 1
Paval : P+ = {i}X]O,E[
. 5 b
laxe de symétrie: T'y =]— 2 §[><{0}

etlaparoi: Iy =T
(Tyul_uTy)

Formulation variationnelle

Considérons ici le probleme ot 7117 et 799 sont donnés, et cherchons une
solution 7j9 de (4.54) avec une condition a "amont du type

Tigr = 70 sur '

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on omettra dans la suite de ce para-
graphe, 'indice 12.

La formulation variationnelle de ce probleme revient donc a :
chercher € HY(Q) satisfaisant pour tout o € HY(Q) :

/ (@7 + vr — f) pde — / (@.7)(r — 7r)pds = 0 (4.56)
Q

ou on a posé :

ad

w
f=fiz— 7(7'22 +71) + 5(7'22 —T11)

L’espace d’approximation

Pour obtenir une approximation variationnelle de la solution 7, nous allons
construire un sous-espace T},, de dimension finie de l'espace H'(Q).
Soient deux entiers positifs L et M vérifiant :

2L = beM

et la triangulation uniforme de ), représentée sur la figure 4.5, dont les
noeuds sont les points :
Ty = (lh,mh),
pour 0<I[<Let0<m<cM
ou L+1<I<2Let0<m<M
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ou h est le parametre d’approximation :

1
h=—
cM
A 2o
cM
2
1 z
01 2 ... L ... 2L
Figure 4.5: Maillage de Q avec ¢ =2, L = 10 et M = 2
En notant :

Ky = [th, (L +1)h] x [mh, (m + 1))
la triangulation de € est :

Th={Kim, 0<I<L-1let0<m<cM-1
ou L<I<2L—-1let0<m<M-1}

Soit Q1(K) l'espace des polynomes a deux variables sur le quadrilatere K

de degré inférieur ou égal a 1 par rapport a chacune des variables. Q1 (K)

est 'espace de degré 4 engendré par les polynomes : 1, x1,x9, et x129.
Nous choisirons alors pour sous-espace de dimension finie de H'(2) :

Ty, = {on € C°(Q), on/k,,, € Q1(Kim), VK € T}

Propriétés de ’espace approché

Une fonction ¢ € Q1(K,,) est déterminée de maniére unique par ses valeurs
aux sommets du carré K, :

@@Hmﬂ—ﬂ@m%
h

(y —mh)

e(z,y) = p(x1m) + z —lh)

‘P(wl,m+1) - Sp(xl,m)
h

O(T141,m+1) + @(T1m) — P(@1ms1) — <P(361+1,m)(
h

_l’_

_l’_

x — Lh)(y —mh)
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Soit, d’autre part, une fonction ¢, définie sur €, et dont la restriction &
chaque carré K, coincide avec un polynome de Q1 (Kj,,). Alors la restric-
tion de ¢ a une aréte du carré K, est une fonction affine, et il suffit donc
d’assurer la continuité de ¢ aux extrémités des arétes pour que la fonction
 soit continue sur toute cette aréte.

Ainsi, ¢ est continue sur Q si et seulement si elle est continue aux
¢(M +1)(L+1)+ L(M + 1) noeuds du maillage. En conséquence, une
fonction de T}, est déterminée de fagon unique par les valeurs qu’elle prend
aux noeuds du maillage, et :

dim(T}) = e(M + 1)(L +1) + L(M + 1)

e Soit Tjj, le sous-espace de T}, des fonctions nulles aux noeuds de I'_.
Toute fonction ¢y appartenant a Tj, peut s’écrire

on = 9h + ¢
ou gpg € Top et pp = go?l sur tous les noeuds de sur  — I'_. Une telle
décomposition est unique, et Lpz ne dépend que des valeurs de ;, aux noeuds
appartenant a I'_. Nous noterons :
N; =dim(Tpp) = (c+ 1) (M + 1)L
la dimension de T}? .
e Numérotons a présent les sommets de Q@ —I'_ de 1 a N,. Ceci équivaut
a choisir une bijection N de
N={(lm), 1<I<Let0<m<cM+1
ou L+1<i<2Let0<m<M+1}
dans Z={ielN, 0<i<N;}
Nous noterons alors x; le noeud :
Ty = xN_1(Z~)
Par exemple, une numérotation de haut en bas, puis de gauche a droite (qui
suit le sens de 1’écoulement principal) correspond au choix de bijection :

1+m+ (eM+ 1)1 1<I<L-1
0<m<cM

NEm) = (M4 )L+ 14m+ (M 1)l L<i<2L (4.57)
0<m<M

Soit ¢;, 1 <4 < N; la fonction de Tj ;, définie par :
pi(aj) =0i;, 0<4,j < N;

II est clair que la famille (¢;)1<i<n, constitue une base de T ;. Les com-
posantes de Lp% € Tp,n, dans cette base sont les nombres @2(%), 1<:< N,
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Approximation variationnelle

Introduisons la forme bilinéaire associée a la méthode de diffusion artificielle,
définie par :

a(T, ) :/Qkﬁrﬁgodx—i-/ﬂ(ﬁ.ﬁﬂapdx—i—y/ﬂﬂpds (4.58)

pour tout 7, € Ty = {¢ € H'(Q), ¢/, =0}
Nous cherchons a présent :

nr
b
Th =T, + ZTjgoj €Ty
j=1
telle que T,I; = 7 aux noeuds de I'_, et ot1 les nombres 7; = 7(x;), 1 < j < N
sont solutions du systeme linéaire :

N,

Y aley, i) = (fre) 1<i< N, (4.59)
i=1

La matrice a(pj, i), 1 < 1,5 < N; est creuse, car a(pj, ¢;) = 0, sauf si les
points x; et x; sont sommet d’'un méme élément K € 7Tj,. Avec un choix
de numérotation convenable, nous obtenons une matrice a structure-bande,
c’est-a-~dire :
a(pi, i) =0, pour [i — j| > dmag

ol dyaz, la largeur de bande, devient petite devant N, lorsque h tend vers
zéro.

Ainsi, pour le choix de numérotation (4.57), nous établissons facilement
que :

Amar = cM + 2

De plus, la matrice possede, au plus 9 coefficients non-nuls par ligne et par
colonne.

L’utilisation de formules de quadrature appropriées pour évaluer les
quantités a(y;, v;) et (f, ;) va nous permettre d’obtenir un systeme linéaire
dont la matrice n’a plus que 5 coefficients non-nuls par ligne et par colonne.

Utilisation de formules de quadrature

Dans la suite, il nous sera plus agréable de noter les inconnues

Tim = TN@m) » Y(,m) €N
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Ainsi :
Tim = Th(ahm) , V(l,m) eN
et ¢y, désignera la fonction de Tf? valant 1 au noeud x; ,, et zéro aux autres
noeuds du maillage.
Nous utilisons la généralisation bidimensionnelle de la formule des trape-
zes (4.37) : si ¢ est une fonction continue sur le carré K ,,, on a la formule
de quadrature :

2
Y(x)dr ~ " (W(@1m) + U (@151,m) + V(@ me1) + U (T11,me1))

Kim 4
(4.60)
qui est exacte lorsque ¢ € Q1(K,,). Nous pouvons alors définir le produit
scalaire (.,.);, entre deux fonctions 73, ¢p, de TP par :

h2
(Th,en)n = Y Z(Th(wl,m)QOh(xl,m)+Th(xl+1,m)@h($l+1,m)
Kl,me,]-h

70 (1 m1) On (T ma1) + T (T 1me 1) O (@ip1,me1))  (4.61)
et la forme bilinéaire ap(.,.) par :

an(Ths Pn) = (k:g—;];, ?)—i};)h + (kg—:;, g—?;)h + (@.V7h, on)n + V(Th, )0
(4.62)
Avec les définitions précédentes, la méthode d’approximation variation-
nelle revient a chercher

b 0
=T + E T;,qunq ety
(p,g)EN

telle que T;Z = 717 aux noeuds de I'_, et ou les nombres :

T;,q = T;,q(ap,q) , (pq) eN

sont solution du systeme linéaire :
Z ah((pp,m @l,m)T;,q - (f7 @l,m)h ) V(l,m) € N (463)
(P.9)EN

Remarquons que nous avons ainsi modifié la matrice et le second membre,
du systeme a résoudre. On pourra vérifier que ce probleme est encore bien
posé. De plus, si 75, est la solution construite a partir de (4.59), et si 77 est
la solution de (4.63), on peut montrer que :

I7n = 7illo.o < chll7llo.g
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ou ¢ est une constante indépendante de h, et 7, la solution de (4.56).

Ainsi, le choix de la formule de quadrature (4.60) dans l'intégration
numérique n’affecte pas l'ordre de la méthode d’éléments finis. Dans la
suite, nous omettrons l'astérisque pour désigner la solution de (4.63).

Le schéma obtenu

Nous supposons ici que le champ u est obtenu a l’aide de 1’élément de
Thomas-Raviart de degré [ = 1 presenté au chapitre 2, soit 4 € V},. Sur
tout élement K ,, nous avons donc :

ul(xl’xQ) = ul+1,m+%'(x1 - lh) + ul,er%'((l + 1)h - xl)
uz(21,29) = vt (T —mh) o1 (4 Dh —2)

avec les notations :

Uyt = ua(lh, (m+ 3)h)
Uplm = us((1 + 3)h, mh)

Utilisons I'expression (4.49) pour le coefficient de diffusion de la méthode.
Sur une maille Kj ,, intérieure au domaine (2, le schéma obtenu s’écrit,

_(kl_l m + hul,m)Tl—l,m - (kl,m—i—% - hvl,m)Tl,m-l—l + (4kl,m + VhQ)Tl,m

3
_(kl,m—% + hvl,m)Tl,mfl - (kl—i—%,m - hul,m)TlJrl,m = h2fl,m
ceci V(I,m) € N.
(4.64)
avec la condition sur la parois amont imposée fortement :
To,m = T[‘(—%,’I’I”Lh), 0<m<cM.
Nous avons noté dans (4.64) :

fim = f(lh,mh)
Ulm = %(ul,mf% + ul,m+%)
Vim = %(Ul—%,m +ul+%’m) , (l<2L)
et :
kl*%,m %(4|v17%7m| + |ul,m+§| + |ul,mf%| + |ul71,m+%| + |ul71,m7% )
kl,mf% %(4|ul,mf%| + |vl+%,m| + |Ul—%,m| + |Ul+%,mf1| + |U17%,m71|)
kl,m = %(kl—%,m + kl—i—%,m + kl,m—% + kl,m—i—%)

(4.65)
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Avec les expressions (4.65), le schéma (4.64) est monotone. La matrice
associée au systeme linéaire est alors a diagonale strictement dominante : la
solution 75, n’oscille pas, et les méthodes itératives classiques convergent.

Cependant, I'expression (4.49) du parametre de diffusion artificielle ne
conduit pas aux plus petites valeurs possibles de kl,m— 1 et k;_ Im conservant
la monotonie du schéma.

Amélioration du schéma

11 est possible d’améliorer le schéma (4.64) :

_(‘ul,m‘ + ul,m)Tlfl,m - (‘Ul,m’ - Ul,m)Tl,erl + 2(‘ul,m‘ + ’Ul,m‘ + Vh)Tl,m
_(|Ul,m| + vl,m)Tl,m—l - (|ul,m| - ul,m)Tl-H,m = 2hfl,m
ceci V(I,m) e N
(4.66)
auquel on ajoute les conditions pour les noeuds appartenant a la parois
amont I'_.

La matrice associée au systéme ainsi obtenu n’a que 3 coefficients non
nuls par ligne. De plus, remarquons que, si I’écoulement est tel que u; > 0
et ug < 0 dans Q (sans recirculations), et avec le choix de numérotation
(4.57), la résolution est quasi-explicite, la matrice du systéme linéaire étant
triangulaire inférieure.

Dans le cas d’un écoulement présentant des lignes de courant fermées,
nous utiliserons une méthode itérative de résolution. La matrice du systeme
n’étant pas symétrique, on obtiendra un opérateur d’iteration symétrique
par une méthode de Gauss-Seidel symétrisée ou de de sur-relaxations suc-
cessives symétrisées (SSOR, voir 'annexe C).

Remarquons enfin que ce dernier schéma correspond a l'introduction de
deux termes de diffusion artificielle, dirigés suivant les axes de coordonnées
(diffusion paraxiale).

4.4.4 Diffusion suivant les lignes de courant

Ce schéma, appelé en anglais streamline diffusion, a été proposé par Hughes
et al. [9], puis étudié par Johnson et al. [34]. On introduit le terme de
diffusion

kh.(ﬁ.ﬁTh,ﬁ.ﬁ’yh) (4.67)

dans la formulation (FVT1)y,. Le parametre kp, désigne toujours le coeffi-
cient de diffusion scalaire. La méthode originale repose donc sur le probleme
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modifié :
—V.(KpV7)+Ar = f dans Q (4.68)
(B-M)(t—g) = Osurl (4.69)
ol le tenseur de diffusion K} est défini par :
Kp=ku®ud (4.70)

dont les axes principaux sont portés par .

Cependant, il est possible d’introduire le terme (4.67) sans modifier
I'équation constitutive (voir Chistie & al [11]). L’idée est la suivante : on
remplace les fonctions-test 7, dans (FVT1), par des fonctions ayant plus
de “poids” a l'amont qu’a laval : ~, + kh(ﬁ.ﬁ)*yh. Cette formulation de
“Petrov-Galerkin” s’énonce :
trouver 1, € Ty, T, = gp, sur I'_ tel que :

(FVT3) : (Ar, — f,m + kn(i.V)y,) = 0 (4.71)
ceci pour tout v, € Ty, vy, = 0 sur I'_, et ou g, est une approximation (au

sens de Tp) de g sur I'_. Ceci revient en fait a appliquer la méthode de
Galerkin au probleme :

—VAKpVT)+ AT = f+kp(@V)f dans Q (4.72)
(B=M)(t—g) = Osurl (4.73)

mais cette fois, la solution exacte 7 est encore solution de ce probleme.
Pour cette méthode, nous avons le résultat [34] suivant :

Théoréme 4.3
Soit i € Wh(Q)”.

o le probléme (FVT3);, admet une unique solution;

e SiTE H5+1(Q)4 est la solution de (FVT), et 1, € Ty, la solution de

s

(FVT3)y, on a, pour tout s, 1 < s <k :

1
|7 = 7hlloq < ch®* 27410 (4.74)
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4.4.5 Conclusion sur les méthodes de diffusion

L’introduction d’un terme de diffusion artificielle (4.42) permet d’obtenir
des solutions non-oscillantes, mais peu précises. En fait, on résoud alors un
probleme plus visqueux, donc de solution plus réguliere. Si la solution exa-
cte est peu réguliere, la solution approchée reste tres reguliere, le probleme
est alors dénaturé (voir figure 4.6.c ou [9, page 219]).

Su

E) solution exacte,

QU) méthode de diffusion artificielle,

G) méthode de Galerkin,

SU1) méthode de diffusion suivant les lignes de courant.

(
(
(
(

Figure 4.6: Méthodes de Galerkin et de diffusion, d’apres Hughes et Brook

De plus, nous avons vu que le terme de diffusion ne correspond pas au
plus petit terme conservant la monotonie du schéma, et qu’il est possible
d’optimiser la méthode dans le cas d’un maillage rectangulaire a cotés par-
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alleles aux axes. D’autre part, le coefficient de diffusion kj,, défini en (4.49),
est une généralisation empirique du cas monodimensionnel aux éléments
quadrilatéraux. Pour un élément triangulaire, il n’existe pas de telle rela-
tion a notre connaissance.

La méthode de diffusion suivant les lignes de courant parait plus précise,
mais moins stable : il n’est pas clair que le schéma soit monotone, et lorsque
la solution est peu réguliere, la solution approchée présente encore des os-
cillations (voir figure 4.6.d). D’autre part, cette méthode semble la aussi
limitée a des élément quadrilatéraux. Enfin, la résolution n’est plus ex-
plicite, méme dans le cas d’un maillage rectangulaire et pour des lignes de
courant non-fermées.
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4.5 Méthodes de Galerkin discontinues

Si la solution est approchée par des fonctions polynomiales discontinues aux
interfaces des éléments, il est possible d’introduire un décentrage dans un
schéma qui contient les intégrales sur les arétes, en utilisant la valeur a
droite ou a gauche de 'aréte, suivant la direction de I’écoulement. Lesaint
et Raviart [42, 41] ont introduit une premiére méthode de ce type et donné
des estimations d’erreur pour les systémes symétriques positifs de Friedrichs.

4.5.1 principe de la méthode

Dans le cadre de notre probléeme de transport des contraintes (7"), on désignera
par S}, le sous-espace de L2(Q);l des tenseurs symétriques d’ordre 2, dont
les composantes sont des fonctions polynomiales par morceaux sur 7, et de
degré inférieur ou égal a k.

On recherche alors 7, € Sy, 7, = gp, sur I'_ telle que :

Mg — B
(FVT4): Y (Ath — f,on)ok + <¥
KeT,

[Th], oo =0 (4.75)

ceci pour tout v, € Sy, v, = 0 sur I'_, et ou g, est une approximation (au
sens de Tp,) de g sur I'_.

On a posé :
[0] = o™ — 5°t le saut d'une fonction o a la traversé d'une aréte d'un
élément K , ot 0™ et 0%* sont les traces intérieures et extérieures de

o sur 0K, respectivement.

Bi = .Uk, ol Vg est le vecteur de la normale unitaire sortante a K
sur 0K.

D’autre part, Mg vérifie :
i) Mg, = Mg, sur 0K, N 0Ky, ceci VK1, Ky € Ty,
il) Mg >0 sur 0K

i) Vr,v € IR :
(Mg — Br)T:y < Mg7:T +cy:iy (4.76)

ou c¢ est une constante indépendante de h et des données f et g.
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Remarque 4.5 choix de Mg
Il est possible de prendre

Mg = |Bk| sur 0K (4.77)
mais nous verrons que ce n’est pas le seul choix possible. O

Remarque 4.6 sur les discontinuités

Si la solution exacte 7 est réguliére, nous espérons que la solution ap-
prochée de (F'VT4);, le sera aussi. Dans ce sens, nous avons ajouté a la
formulation classique un terme a priori petit :

1

§<MK — Bg|mh], on ok (4.78)
exprimant les discontinuités de la solution approchée aux interfaces des
éléments. O

4.5.2 Résolution du probléme approché; monotonie

Avec le choix (4.77) de Mg, et du fait de la discontinuité des fonctions de
Sy, le probleme se décompose en une famille de problemes élémentaires :
trowver T, € Sy, tel que

(A7, = f,oK)o,x — (U.vi)[Th], ok)oK (4.79)

ceci Vo € Py(K), VK € Th, et ou 9K _ désigne la partie frontiere de K ou
le flux de @ est entrant :

OK_ ={x € OK; (u.vk)(z) < 0} (4.80)

Lorsque I’écoulement ne contient pas de lignes de courant fermée, il sera
possible de résoudre le probleme en un balayage du maillage, partant des
élément situés a amont, et suivant les lignes de courant (en numérotant
convenablement les éléments, par exemple). Dans le cas général, on montre
que ce probleme admet une solution unique (voir [41, 42]).

Johnson et Pitkédranta ont montré [35] que l'erreur associée au schéma
(FVT4), est en (’)(hl”%) pour la norme L? de 'erreur, et en O(h*+1) si la
triangulation est uniforme.

Remarque 4.7 cas des éléments de plus bas degré

Ce dernier résultat de convergence nous permet de considérer la méthode
pour k = 0, correspondant a des solution approchées constantes par élément.
O

Enfin, pour k£ < 1, et le choix (4.77) de M, ce schéma est monotone,
alors que pour k > 2, cette propriété n’est plus conservée [25].
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4.5.3 Exemple monodimensionnel

Reprenons 'exemple monodimensionnel (4.29)-(4.30) du paragraphe 4.2.3.
L’espace de dimension finie Spest composé des fonctions dont la restriction
a chaque intervalle [jh,(j + 1)h], 0 < j < I — 1 est un polynoéme de degré
inférieur ou égal a k.

La méthode de Galerkin discontinue nous conduit a chercher 7, € Sy,
(0) = g tel que :

=L rG+Dh
Z (/ (% + eTp)op dx
oo \Ji ox

h

1+6; _ 1—-0;11 N
+ 5 2 (7'jr -, )UJ-L + TJ(TJEA — Tj+1)0'j > =0 (4.81)
pour tout o € Sp, op =0 sur I'_.

On anoté, Vj, 0< 5 <1I:

aj = lim op(z) et o; = lim op(x)
z—jh x—jh
xz>jh z<jh

et les quantités §; sont positives et représentent les nombres Mg (jh).
Le systéme (4.81) contient (k + 1)I équations et autant d’inconnues.
Remarquons que le choix

Hj =1,0<;<1I
conduit a I probléemes indépendants, comportant chacun k£ 4 1 inconnues :

+n)h I, B
/jh (% + erp)oj dx + (Tj’L —7;)0; =0 (4.82)
pour tout o; € Py(jh,(j +1)h), 1 < j < 1.
La solution 75, € Sy, de (4.82) vérifie la majoration d’erreur [42] :

17 = Tallr20,1) < R THI7 || e .1y (4.83)

ceci Yk > 0. Ceci nous permet d’utiliser des fonctions constantes par inter-
valle (k = 0).

Considérons a présent, pour k = 0, le choix §; =60 >0, 0y > 0 et 07 = 1.
Le probleme (4.81) conduit au systéme :

=g (4.84)
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1406 1-90

eht1 + i 0(7’1—7'0)+ 5 (ra —71) = 0 (4.85)

2 2 2

1+6

eht 5 (Tj+%—7j_%) ( 13T ) = 0, (4.86)

1<5;<I-1

1+46

eht;_ 1 5 (TI+%—TI_%) = 0 (4.87)

ot 7, 1 désigne la valeur de 7, sur l'intervalle |jh, (j+1)h[. Ce schéma n’est
2

monotone pour toute valeur de € que si § > 1.

Cette méthode coincide avec un schéma aux différences finies ou les
dérivées sont évaluées en :

. 1-—6
Tirte=U+—5)h

Ce schéma est d’autant plus décentré vers 'amont que 6 est grand. Lorsque
6 # 0 ou 1, on peut montrer [41] que l'erreur est au mieux en (’)(h2)

Le schéma centré correspond a g =0y =1let 0; =0, 0<j < T -1, et
la solution approchée 75, vérifie alors I'estimation d’erreur [41] :

|7 = mhllo,o + [T (T-3Hh) — tau; 1] < ch||7]l2,0 (4.88)

Le schéma décentré classique est obtenu pour §; = 1, 0 < j < I,
Pestimation (4.83) s’applique lerreur est en O(h), et le systeme s’écrit :

O =4 (4.89)
ehn TTL=T0 = 0 (4.90)
ehT 1—|—TJ+%—T]7% = 0,1<j<I—-1 (4.91)
dont la solution est :
Tisl = (14+en) 7 0<j<I-1 (4.92)

et est représentée sur la figure 4.7. On pourra comparer ces résultats avec
ceux des figures 4.1 et 4.2.

Ainsi, les méthodes les plus précises correspondent & § = 0 (schéma
centré) et § = 1 (schéma décentré), pour lequelles la méthode de plus bas
degré conduit a une erreur en O(h). Seul le schéma décentré est monotone
pour toute valeur de ¢, , et correspond au choix (4.77) de Mk
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T P P o K PP prassy e PP e
B.88 .18 8.20 8.3 19.49 9.58 6.68 §.70 8.8 a'.u 5 .88 9.96 B.iB 8,28 9.35 G.48 0.58 .48 2.7 H.86 5,99 .04

X X
Methode discontinue : ¢ = 15, h = 0.1 Methode discontinue : e = 15 h = 0.01

Figure 4.7: Méthode discontinue

4.5.4 Relation avec la méthode des différences finies

Reprenons 'exemple bidimensionnel paragraphe 4.4.3. L’espace de dimen-
sion finie S, est composé des fonctions dont la restriction a chaque carré
K 1, est un polynome de degré inférieur ou égal a k. Nous allons considérer
le cas des éléments de plus bas dgré (k = 0) et le choix (4.77) de Mg. Le
schéma obtenu sur une maille intérieure au domaine est :

(ul—i—l,m—}—% - ’ul—}—l,m—l—%‘)(Tl-i—%,m—i—% B Tl-l—%,m—}—%)
+ Ot~ 0 DT s = Tt g 1)

+ (ul,er% + |ul,m+%|)(7'l+%,m+% - Tl,%,er%)

+ Ot o DTt g = Tt 1)

+ QVth+%,m+%:2hfl+%,m+% (4.93)

Il est facile de vérifier que ce schéma est monotone, du fait de la relation
d’incompressibilité discrete (2.168) associé a 'interpolation du champ de
vecteur 4 € Vj, par la méthode Marcker and Cell. Il s’agit du schéma aux
différences finies“Donor Cell” (schéma décentré, aux grilles entrecroisées).
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Remarquons encore que si I'une des composantes du champs de vecteur @
est de signe constant, la résolution est quasi-explicite.

4.5.5 conclusion

La méthode de Galerkin discontinue conduit a des schémas monotones pour
les éléments de degré 0 ou 1. De plus, cette méthode est précise, et s’applique
a des triangulations composées de triangles ou de quadrilteres.

D’autre part, lorsqu’il n’existe pas de lignes de courant fermées, il est
possible, avec une numérotation appropriée, de résoudre le probleme de fagon
quasi-explicite.



120 CHAPITRE 4. TRANSPORT DES CONTRAINTES

4.6 Aspect matriciel et résolution

4.6.1 Choix de la méthode d’approximation

Utilisant 1’élément de Raviart-Thomas de degré [ pour approcher le champs
de vecteur vitesse, nous proposons une stratégie de choix de la méthode de
décentrage selon I'espace d’approximation choisi pour les contraintes (para-
graphe 2.8.2, page 58).

Lorsque nous choisissons d’approcher les contraintes a ’aide de I'espace

Tigl) (voir paragraphe 2.8.2), nous utiliserons :

e la méthode discontinue de Lesaint et Raviart (k = [ — 1) pour les
composantes normales 71 et T9o;

e la méthode de diffusion suivant les lignes de courant (k = [) pour la
composante de cisaillement 7.

Ceci nous assure un faible nombre de degrés de liberté et une méthode
suffisamment précis.

En considérant les espaces de contraintres T,E2) et de variables Lagrangi-
ennes Mjy, nous utiliserons exclusivement la méthode discontinue de Lesaint
et Raviart . Le nombre de degrés de liberté est alors sensiblement augmenté,
mais les schémas obtenus sont monotones dans le cas des éléments de plus
bas degré [ = 1.

L’espace T,EQ) conduit au plus grand nombre de degrés de liberté. Cepen-
dant, les composantes du tenseur sont approchées de fagon identique, et ceci
constitue un gain de place mémoire et de temps d’assemblage, car 'opérateur
de transport scalaire approché (z‘[ﬁ)h n’est calculé et stocké qu’une seule
fois.

4.6.2 Résolution du systeme linéaire

Le systeme linéaire a résoudre est de la forme :

Ay 0 Ais T11 i
0 A2 A23 7922 = f22 (494)
Az1 Az Az T12 f12

ou les coefficients des matrices sont définis par :

avi; = (i, v+ @V))71y) (4.95)
azij = (o2 (v + (@.V)n)722;5) (4.96)
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asi; = 2(n2 (v + (@V)n)7125) (4.97)
a1z = 031354 = (Y114, (W — ad)y12;5) (4.98)
aszij = G325 = — (Y22, (W + ad)y12;5) (4.99)

avec w = Ojug — Oguy, d = Oyug + 0oy, et (Yimsi)1<i<n,,, est la base associée
a la composante Im du tenseur, Im € {11,22,12}. La composante [,
du second membre est construite a partir du tenseur f et des degrés de
liberté imposés sur la frontiere amont, Im € {11,22,12}. Remarquons que la
composante de cisaillement est associée a un ”poid” double, issu du produit
scalaire de LQ(Q)?
Pour résoudre ce probléeme non symétrique, nous avons utilisé une méthode

de relaxations successives symétrisées (SSOR), bloc par bloc, puis dans

I'ordre inverse des blocs. Une itération de cette méthode s’énonce :
7™ étant connu, on calcule 77! en cing étapes :
n+3
i) 7;; ? est obtenu en une itération SSOR sur le systeme :

1
n+s n
Ay 2 = fin — AwsTiy

1
.. n+s
i) 7oy *

est obtenu en une itération SSOR sur le systeme :
ntg n
AoTyy * = fao — AssTiy
i) 75" est obtenu en deux itérations SSOR sur le systeme :

1 1
1 n+s n+3
Astls™ = flo — Asimyy ? — Aoy,
ii) 75! est obtenu en une itération SSOR sur le systeme
A n+1 __ f —_ A n+1
27—22 — J22 237-12

ii) enfin, 7{4"! est obtenu en une itération SSOR sur le systeme :

n+1 n+1
Ay = fi1 — AisTis

Cette méthode a 'avantage de présenter un opérateur d’itération symétrique.



122 CHAPITRE 4. TRANSPORT DES CONTRAINTES



Chapitre 5

Expérimentations
numériques

Nous avons rassemblé dans ce chapitre les résultats numériques obtenus par
les méthodes décrites aux chapitres précédent. La présentation est faite de
telle sorte qu’il est facile de comparer ces résultats avec ceux obtenus par
d’autres méthodes [39, 15, 16].

Ce chapitre commence par une présentation des modeles viscoélastiques
utilisés en considérant des problemes monodimensionnels : écoulements de
cisaillement simple, d’élongation, et de Poiseuille. Ces problemes mettent
en évidence certaines propriétés fondamentales des fluides viscoélastiques,
ainsi que les dificultés caractérisques associées a ce type de probleme.

Le probléme de I’écoulement d’un fluide viscoélastique dans un domaine a
contraction brusque est ensuite décrit : certaines grandeurs caractéristiques
sont introduites : saut de pression au passage de la région d’entrée (en terme
de bilan d’énergie), longueur et intensité des zones de recirculation (en terme
de fonction de courant).

Présentant les performances du ”solveur de Stokes”, nous étudions le
préconditionnement de l'algorithme du gradient conjugé par la méthode du
Lagrangien augmenté (voir en annexe B) pour une géométrie de contraction,
plane ou axisymétrique. L’étude du coilit asymptotique et de la conver-
gence de la méthode d’éléments finis mixtes de Thomas-Raviart sera ensuite
abordée en considérant deux familles de maillages de ce type de domaine.

Expérimentant ’algorithme des directions alternées (f-méthode) présenté
au chapitre 3, nous étudions I'apect qualitatif des solutions : lorsque le nom-
bre de Weissenberg varie, nous étudierons les les contraintes élongationelles
et les profils de vitesse sur I'axe, ainsi que la longueur et l'intensité des

123
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zones de recirculation. La convergence de la méthode d’éléments finis pour
les grands nombres de Weissenberg est aussi abordée.
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5.1 Etudes des modeles en écoulements simples

Afin de mettre en évidence certaines propriétés caractéristiques des modeles
visco-€élastiques, et les limitations de la famille de modeles considérée, nous
étudierons tout d’abord quelques écoulements simples.

5.1.1 Ecoulements viscosimétriques

Régime permanent

Considérons ’écoulement en cisaillement simple décrit par la figure 5.1

A

T2
d=1
=
0 1 I
Figure 5.1: Ecoulement en cisaillement simple
Le champ des vitesses est donné par u(xi,x2) = Jx. De Iéquation

constitutive du modele d’Oldroyd (1.17), nous obtenons la contrainte de
cisaillement : 7y5(z1,22) = o7. La viscosité de cisaillement, notée ns est
définie par : ns = 712/ et nous obtenons :

Ns =& (5.1)

La premiere différence des contraintes normales, notée Ny, est définie par
N1 = 111 — To9, et, pour le modele d’Oldroyd :

Ny = 2ay? (5.2)

Ce modele nous permet donc d’introduire des efforts normaux, inexis-
tants pour les fluides newtoniens. Cependant, la relation (5.2) correspond a
une loi experimentale obtenue lorsque + reste petit. Pour les grandes valeurs
du taux de cisaillement -, cette relation ne coincide plus avec les résultats
expérimentaux sur certains fluides viscoélastiques.
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Régime transitoire

Considérons un démarrage en cisaillement simple :
pour t <0, u(t,z1,x2) = 0 et pour t > 0, u(t,z1,d) = vd. La contrainte de
cisaillement est de la forme :

ou ot
T12(t, 11, T2) = aa—(t,xl,xz)(l —e W)
Y
et la viscosité de démarrage en cisaillement, notée nt, est définie par :
T12
= e
ot
Nous obtenons ici :
nf(t) =a(l —e W), t>0 (5.3)

De méme, lors d’un arrét en cisaillement simple : u(t, z1,x2) = Y2, t <0 et
u(t,x1,d) =0, t > 0, nous obtenons une viscosité d’arrét en cisaillement :

e = ae e, t>0 (5.4)

Ainsi, le modele utilisé permet d’introduire un temps de relaxation (ssocié
a We). Cependant, pour certains fluides réels, les expériences de démarrage
en cisaillement simple font apparaitre un dépassement (overshoot, en anglais)
de la viscosité de cisaillement asymptotique ng, alors qu’ici nf est stricte-
ment croissante dans le temps.

5.1.2 Ecoulement en élongation
Régime permanent

Un tel écoulement est obtenu pour un tenseur taux-de-déformation diagonal :

10 0
D@ =¢[ 0 -1 0 (5.5)
00 -3

Dans le cas de I’équation constitutive du modele d’Oldroyd (1.17), les con-
traintes normales sont :

20
- 1—2aWes (5:6)
—ag

- 1+aWee

T11

T2 = T33 (5.7)
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La viscosité élongationnelle, notée 7., définie par :
_T11 — T22
e — — .
15

vaut ici :
3a

ne(é) = (1 + aWeé)(l — 2aW€é)

(5.8)

et les variations de 7, en fonction de € sont représentées sur la figure 5.2 pour
aWe=1et a =1. Ainsi 7, augmente avec le taux délongation &, jusqu’a

Me

26.00

18.69

16.88

14.80

12.80

16.88

I I I I | I I
§.98 6.68 ©.15 ©0.23 68.38 ©.38 0.45 98.53 0.68 B.68 6.75

me

Figure 5.2: Viscosité élongationnelle du modele d’Oldroyd

une valeur critique €. = %a We, ou 1, est infini. Au dela de cette valeur
critique, la viscosité élongationnelle donnée par le modele est négative, ce
qui n’a plus de sens physique.

Remarquons que pour le modele newtonien (We = 0), nous retrouvons
la wviscosité élongationnelle de Trouton : 1. = 3a.
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Démarrage en élongation

Considérons a présent le cas ou D(u#) = 0, ¢ < 0, et D(@) est donné par

(5.5) pour t > 0. Les contraintes normales sont alors :

20 (1 _ o (1m2aWed)y )

— — We
m 1—2aWeé
—alphag i ot
Teg = T33=—"""—(1l—¢€ (JraWee)We)
> BT T aWes (
et la viscosité de démarrage en élongation, notée 0, est ici :
2 ot 1
+ 2\ 2\ —(1-2aWeé)m—
t,e) =mnele)—a| ——=——¢ We 4 .
e (£:€) = ne(é) (1—2aWe€ 1+aWee
+
2.88 T ne é - 06
1.8 -T—
1.68 =1
1.48 -1
1.28 -~
1,89 —f=---eeseceseeeofecnaao oo &.-LQ-TJ“‘__‘_____,___,_d__
e~03

Il ! | | | 1 | ] | | AN

t

L
8.88 1.88 2'.90 3'.99 41.00 5'.98 6|.08 7].80 BI.BS 9‘.80 lg.s?’

(5.9)

(5.10)

e~ (ItaWeé) 7

(5.11)

Figure 5.3: Démarrage en élongation pour le modele d’Oldroyd

Ainsi, lorsque ¢ < &, nf(t,€) augmente jusqu’a attendre un plateau
de valeur 7.(¢). Par contre, lorsque ¢ > £., la viscosité de démarrage en
élongation augmente indéfiniment, et ce comportement ne correspond plus
a des fluides réels. Ces variations sont représentées sur la figure 5.3 pour
a =We = «a = 1. Le modele d’Oldroyd, s’il permet de traduire les ef-
fets élongationnels de fluides réels, reste limité a de petites valeurs du taux

d’élongation.
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5.1.3 Ecoulements de Poiseuille

Guilloppé et Saut [28] ont étudié les écoulements de Poiseuille pour le
modele d’Oldroyd, dont nous rappelons quelques résultats , et présentons
une méthode de calcul des solutions en régime permanent. Considérons donc
un écoulement permanent de Poiseuille dans un conduit de rayon unité. La
vitesse est de la forme (z1,2z2) = (u(x2),0). L’équation consitutive du
modele d’Oldroyd (1.17) conduit & :

oy

= 5.12
2T T (- a)We2i? (5.12)
a(l +a)We?
= 5.13
m 14+ (1 —a?)We242 (5.13)
1—a)Weq?
T2 = all —a)Wey (5.14)

14+ (1 —a?)We242
oll on a posé y = %.
Soit f > 0 la force de pression exercée dans la conduite. La conservation
de la quantité de mouvement (1.18) se ramene a :

2y d
SN2 r—0dans |0, 1] (5.15)

—(1 — _—
( Oé) d$22 d$2

a laquelle nous associons les conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann :

du
d—xg(o) =u(l)=0 (5.16)

En intégrant (5.15) avec les conditions aux limites (5.16), et en utilisant
(5.12), nous obtenons I'équation caractéristique :

I+(1-a)1—-a)We*4H)y =14+ (1 —a>)Wed ) faa =0  (5.17)

Cas des dérivées convectées supérieures et inférieures

Lorsque |a| = 1, la solution est :

(x2) = —afz (5.18)
mi(za) = a(l+a)We [z} (5.19)
To(z2) = —a(l —a)We f2z2 (5.20)
(2) (5.21)
(2) (5.22)

T2

f

u(ze) = L(1—23)

b2
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Cas des dérivées intermédiaires
Suivant [28], nous posons k = Wev1 —a?, z = kfxg et
x
kf

de telle sorte que ’équation caractéristique (5.17) s’écrive :

6(x) = —ky(=) (5.23)
(1+(1—a)d?)d=(1+ 6>z (5.24)

Les courbes cractéristiques 6 = §(x) sont représentées sur la figure 5.4 pour
quelque valeurs remarquables de . Lorsque o > 8/9, les courbes admettent

)
3.58 =
3.15 1+ o =1
2.88 -1 ap 8/9
= 8/9
2.45 -
2.18
1.7 -
1.48
1.85 a < 8/9
=0

8.7 —
8.35

1 | | ] ! | ! | 1 ]

I

I T I 1 i 1
6.6 ©6.18 9.286 ©.38 9.48 08.50 8.60 6.79 9‘.89 8‘.90 1‘.06
X

Figure 5.4: Courbes caractéristiques de 1’écoulement de Poiseuille

des points de rebroussement, donnés par les racines de ’équation bicarrée :
a3+ 6%)0% = (1 + 62)? (5.25)

dont le discriminant est a(9a — 8).

Pour a = 0, nous retrouvons la solution newtonienne (figure 5.5.a). Pour
0 < a < 8/9, le probleme admet une unique solution v € C*°(0,1) (fig-
ure 5.5.b). Pour a = 8/9, § n’est pas dérivable en = = 1//3, et donc, si



u
prefil de vitesse : We = 0,48, alpha = 0.95, f = 1, a = 0
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3k2f2? > 1, la solution u sera seulement de classe C' (figure 5.5.c). Dans
le cas contraire, la solution est de classe C*°. Lorsque 1 < a < 8/9, la
courbe caractéristique admet deux points de retournement, aux abscisses
notées x,, et xpr, 0 < x,,, < w7, et racines de 1’équation bicarrée (5.25).
Alors, si kf < x,,, le probléeme admet une solution unique, de classe C'*°; si
Tm < kf < xpr, le probleme admet un continuum de solutions u de classe
CY, dont une est de classe C™ (figure 5.5.d), et si kf > x,s, le probléme
admet un continuum de solutions u de classe CY, mais aucune n’est plus
réguliere (figure 5.5.e). Enfin, pour a = 1, si kf < %, il existe une unique
solution finie u € C*°(0,1) (figure 5.5.f), tandis que si kf > 1, il n'existe
aucune solution. Nous avons représenté en pointillé la solution newtonienne
associée a We = 0, afin de pouvoir comparer les débits obtenus.

1 Il { | | 1 t

vitesse .

| ! ; TR ;
T T U T T T T T T T T T ¥ T T T T 8.00 n‘u ||5] ulw llbs l‘!l \lsu 1‘54 2'|l 2\!7 2.63
8.18 8.15 8.28 ©.25 9.38 6.35 6.48 §.45 6.58 ©.00 ©.66 8.12 €.17 8.23 B.29 8.35 6.41 8.47 8.52 €.50 - - h - b - h h " - -

“ u
We = 1, alpha = 0.5, f = 0.5, a = 1 prefil de vitesse : We = 0.5, alpha = 089, f = 1, a = 0 profil de vitesse :

(e)

@ *

I TR | } I

1 R y T TR R T by

We = 1, alpha = 089, f =1 a =0

1

T T T t t T T T
6.80 0.5 £.89 1.21 1.61 2.91 2.41 2.8z 3.22 3.62 4.82

u
We = 0.6, alpha = 095, f =1 a =0

t T t T T
8:98 6.06 8.12 8.8 8

prefil de vitesse : prefil de vitesse :

Figure 5.5: Profils de vitesse pour ’écoulement de Poiseuille

Remarquons que 'équation caractéristique (5.17) correspond, a = fixé,
a une équation de degré inférieur ou égal a trois en 0 : si a € [8/9,1] et
x € [z, )], cette équation admet trois racines réeles; si « = 1 et z < %,
deux racines réeles; sia =1 et x > %, aucune racine; enfin, dans tous les

L
t t t
125 631 6.57 843 84y 6

| p—
155 6.61

w
We = 0.5, alpha = 1, f = 1, a = 0
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autres cas, il exite une unique racine.

En choisissant la plus petite des racines, si elle existe, il est donc possible
de calculer directement une solution, qui sera la solution réguliere, dans le
cas ou une telle solution existe. Lorsqu’il y a multiplicité des racines, nous
avons choisis la plus grande, pour les calculs de la figure 5.5.

Pour cela, considérons une subdivision (z2:;)o<i<n+1 de [0,1], xo; =
th, de pas h = ﬁ Posant z; = kfxe,;, nous pouvons calculer §; =
d(z;) d’apres (5.17). Les valeurs exactes du tenseur des contraintes aux
noeuds de la subdivision se déduisent de (5.12)-(5.14) et (5.23). Pour calculer
une solution approchée uy, affine sur chaque intervalle [z2.;_1,22,;], nous
utiliserons par exemple la formule des trapezes :

Jh h
S v = 56 + 0~ Dm)

i—bh

et définirons uy par ses valeurs u; au noeuds de la subdivision, soit :

_h
- 2k

Uj

N
> 8+ 041 (5.26)
j=t

Conclusion

Les solutions non-régulieres conduisent a un débit asymptotiquement infini
lorsque o« — 1, ce qui constitue une limite du modele physique. D’autre
part, pour a > 8/9, |a] < 1 et f fixé, il existe un point limite We,,q, au dela
duquel il n’existe plus de solution ne sont réguliere. Dans le cas |a| =1, les
solutions restent régulieres pour toute valeur de v et We.

L’étude de la stabilité de ces solutions est présentée dans [28].
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5.2 Présentation du probleme de la marche

L’extrusion de matériaux viscoélastiques & travers un orifice est utilisée tres
souvent lors de la mise en forme des matériaux, et a été étudié depuis de
nombreuses années.

Dans la région d’entrée, située a I'amont d’un orifice axisymétrique, le
fluide subit une accélération lorsqu’il passe d’un conduit large a un conduit
de section plus petite.

L’écoulement est approximativement viscosimétrique pres des parois, et
élongationnel le long de I'axe : il est donc de type complexe. Les fonc-
tions viscosimétriques et d’élongation sont amenées a étre des mécanismes
importants de ’écoulement dans la région d’entrée.

S’inspirant des études expérimentales présentés dans [49], nous présentons
ici quelques parametres sans dimension succeptibles de décrire les écoulements
de matériaux viscoélastiques dans un domaine a contraction brusque. Ces
parametres seront utilisés pour présenter les résultats numériques obtenus.

5.2.1 Description de I’écoulement

Des résultats numériques et expérimentaux obtenus pour les fluides new-
toniens lents mettent en évidence une recirculation dont la taille et la forme
ne dépendent que du taux de contraction :

c="1 (5.27)
T2
ou ry (resp. 72) est le rayon de la section amont (resp. aval) (voir figure 5.6).
Dans ce cas, la recirculation ressemble a un tore concave, limité par la paroi
du tube amont, la parois de la contraction, et le coin r‘entrant. Cette
recirculation s’étend a ’amont jusqu’a une distance Li, et on note X le
rapport de Ly et du diametre D :

X =
27”1

(5.28)
Pour les taux de contraction plus grand que 4, ce rapport reste sensiblement

constant :
Xo~0.17 (5.29)

Ce résultat s’applique encore a certains écoulements viscoélastiques, a con-
dition que le débit reste suffisament petit, afin de maintenir la validité de
I’approximation newtonienne.

L’angle 3, sur la figure 5.6, représente I’angle d’entrée du fluide.
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J ¢

Figure 5.6: Description de I’écoulement dans une contraction brusque

Le calcul du champ des vitesses dans une contraction circulaire a été
réalisé [39] pour des fluides purement visqueux dont la viscosité dépend du
taux de cisaillement (loi de Carreau (1.9)). L’effet de la dépendance en
cisaillement est de réduire I’extension du tore concave : pour des débits im-
portants, la recirculation s’éloigne du coin ré-entrant pour se replier dans
le coin sortant entre le tube large et la paroi, et ce, jusqu’a ce qu’il n’y
ait quasiment plus de recirculation. La dimension de la zone de recircula-
tion diminue aussi lorsque le nombre de Reynolds (représentant 'inertie)
augmente, ou lorsque 'index de puissance r de la loi (1.9) diminue.

A titre d’exemple, de grandes zones de recirculation ont été observées
expérimentalement pour de nombreux fluides viscoélastiques, [49]. Ces ef-
fets résultent probablement de proprictes élastiques du fluide, et peuvent
étre interprétés en terme de proprietés élongationnelles : les fluides dont la
viscosité élongationnelle dépend du taux d’élongation mettent en évidence
de grandes zones de recirculation, alors que des fluides analogues, a vis-
cosité élongationnelle constante, développent de petites recirculations. La
taille de la recirculation dépend de I'amplitude avec laquelle la viscosité
élongationnelle dépasse la valeur Troutonnienne. Lorsque cette amplitude
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est tres grande, les contraintes dominantes de I’écoulement dans la région
de lorifice sont les contraintes d’élongation, et le fluide entrant dans 'orifice
vient surtout de la région axiale. Le fluide aux alentours est alors soumis &
des contraintes plus faibles, et peut circuler seulement localement, comme
un processus invoquant deux fluides différents.

5.2.2 Conditions aux limites

Nous restreindrons ici cette étude aux écoulements dans un domaine a con-
traction brusque comportant un plan ou un axe de symétrie. Nous pouvons
par conséquent nous ramener au demi-domaine ) correspondant a zg > 0
(marche, voir figure 5.7).

T
A ?
Ti
0 paroi
amr)nt
T2
aval
0 >
-8 axe de symétrie 0 8 I,

Figure 5.7: Domaine a contraction C' = 4

Du point de vue de la loi de comportement, seul le cas de la dérivée
convectée supérieure (a = 1) est abordé. En supposant 1’écoulements de
Poiseuille établi aux sections amont : z7 = s1 et aval : x1 = so (autrement
dit, le domaine est ”suffisament” long), nous obtenons de (5.21) les condi-
tions de type Dirichlet aux sections amont et aval de la forme :

up(ss, x2) = % (1 - (%)2) , ¢ €]0,1], i=1,2 (5.30)
T

ou fi, fo > 0. Le long de I'axe de symétrie, la condition est de type mixte

Dirichlet-Neumann :

0
ﬂ(acl,()) == u2(ac1,0) == 0, S1 S T1 S S92 (531)
8562
et @ = 0 le long de la parois.
De (5.30) et de la condition de compatibilité (1.13) traduisant la conser-

vation du débit :

q1 = g2
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ou :
firi/3 en géométrie plane
qi = 9 L . (5.32)
flri / 8 en géométrie axisymétrique
nous obtenons :
) Cf1, en géométrie plane
f2= { C? f1, en géométrie axisymétrique (5.33)
Les contraintes a la section amont sont alors données par :
m1(sl,z3) = 2aWe fia2/rt (5.34)
To(sl,m2) = 0 (5.35)
Tio(sl,22) = —afiza/r] (5.36)

ceci Vo, 0 < x9 < rq.

Notant 7, la contrainte de cisaillement a la section aval le long de la
paroi, un adimensionnement intéréssant correspond a choisir fo tel que
|7w| = 1. Nous obtenons ainsi de (5.12) et (5.33) :

f= ro/C,  en géométrie plane (5.37)
LR S /C?, en géométrie axisymétrique '
5.2.3 Chute de pression
La pression physique, notée p, est définie par :
1
p=——tro (5.38)

n

ou n est le nombre de dimension (n = 2 en géométrie plane ), et n = 3 en
géométrie axisymétrique), et o le tenseur des contraintes totales de Cauchy.
La chute de pression dans le domaine 2 est alors définie par :

1
op =~ / pil.i7dl (5.39)
Q Jr

ou @ est le débit physique :

0= q1 = Q2 en géométrie plane
] 71 = 7mg2  en géométrie axisymétrique

En intégrant la relation (5.38) par partie, du fait de la relation d’incompressibilité
(1.19), et utilisant ’expression (1.1) du tenseur de Cauchy, il vient :

1 - 1
op = 0 (/F Vp.ide — - /FtrT(f[.ﬁ) dF)
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Par la relation de conservation de la quantité de mouvement (1.18), nous
pouvons exprimer dp uniquement en fonction de # et 7. Faisant apparaitre
le tourbillon rot @ par I'identité (2.48), nous appliquons la formule de Green
(2.51) pour obtenir :

1—
op— 122 <||r0t 2. — / rot @(i.7) dF>
Q ’ v
1 <(d7 ) 1/‘5 (““)dl“) (5.40)
— ((divr,d) — — [ tr7(d.U .
Q nJr
Pour un écoulement de Poiseuille dans le domaine amont : 7 =] — s1,0[x]0, [

(resp. aval : Q9 =0, s2[x]0, r2[) nous obtenons :
(5.41)

o — ) TS fi/r? en géométrie plane
Pi= o fi/7r?  en géométrie axisymétrique

La chute de pression due au passage du fluide dans la région d’entrée est
alors définie par :

dpe = 6p — (6p1 + dp2)

Lorsque les longueurs des sections amont et aval tendent vers l'infini, cette
quantité tend vers une valeur ne dépendant que de la nature du fluide.
Remarquant que

So  en géométrie plane
0 = T . - 5.42
p2/Tw { 2s9 en géométrie axisymétrique ( )

nous pouvons exprimer cette perte en terme de longeur équivalente :
) 6pe/Twy  en géométrie plane (5.43)
| 6pe/27w en géométrie axisymétrique '

Ainsi, un écoulement de Poiseuille de débit ¢s, en régime permenent dans
un conduit de longeur L et de rayon ro provoque une variation de pression
équivalente a celle obtenu par le passage du fluide dans la région d’entrée.
Pour de faibles nombres de Weissenberg, ce parametre tend vers une
valeur constante, correspondant & un écoulement de fluide newtonien :

Lo ~ 0.59 (5.44)
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5.2.4 Intensité des recirculations
La fonction de courant, notée ¢, est caractérisée par le probléme variation-
nel : trouver ¢ € H'(Q), ¢ = ¢r sur T telle que :

(rot ¢, rot £) = (i, rot &), VE € HE(Q) (5.45)

ou u est le champ des vitesses. et ¢r est la condition aux frontieres.
Les conditions aux sections amont et aval sont :

x
or(si, x2) = Q<P(T—?)a 0<z<rm (5.46)
7
ou :
1 2 ‘ fps
_J 3(@=1)*(z+2) en géométrie plane
#lz) { (r —1)%(x +1)® en géométrie axisymétrique (5:47)
La condition le long de I’axe de symétrie est
¢r(z1,0) = ¢o, s1 < a1 < 82 (5.48)

ou ¢o = q.

Dans la suite, nous représenterons 1’écoulement par les lignes isovaleurs
de ¢/¢p. L’écoulement principal correspond domaine ¢ > 0, tandisque la
zone de recirculation est caractérisée par ¢ < 0, et la ligne de séparation
interieure par ¢ = 0.

L’intensité des recirculations est alors définie par

1
= —— min ¢(x 5.49
v =~ 5 mino(z) (5.49)
et nous représenterons les variations de 1 en fonction de We. Lorsque le
champ de vitesse approché uy, € Vj, la fonction de courant associée, notée ¢y,
appartient a I’espace Oy, et nous noterons v, I'intensité des recirculations
obtenues.

5.2.5 Triangulations et méthode d’éléments finis

Le domaine d’écoulement 2 considéré ici correspond a r; = C' =4, ro = 1,
s1 = 64 et s3 = 150 (le choix de s et sy sera justifié dans ce qui suit). Nous
considérons ici deux familles de triangulation du domaine €, et la méthode
d’élements finis de plus bas degré (I = 1) associée au choix des espaces de
dimension finie T}, Y}, et Qp, donnés respectivement par (2.139), (2.124) et
(2.132).
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Partant d’une triangulation grossiere 76(1), la premiere famille, notée
(’7;(1))220, est obtenue par raffinements uniformes successifs d'un facteur
(approximatif) de 1/4/2. Les maillages ’7;(1), 0 <i < I = 3 sont représentés
sur la figure 5.8. La longeur des arétes des éléments voisins du coin ré-entrant

sur une triangulation 7;(1), 1 > 0, sont donnés par la relation :

1
B —
g 3 x 2i/2

La deuxieme famille de triangulation, notée (7;(2))@0, est obtenue par

raffinements successifs de la triangulation grossiere 76(2) = 76(1) au voisinage
du coin ré-entrant, et de telle sorte que ’7;(1) et ’7;(2) aient le méme nombre
d’éléments, et que la longeur des arétes des éléments voisins du coin ré-
entrant sur la triangulation 7;(2), 1 > 0, soit donnée par la relation :

1
) = .
3 X2
Les maillages 7;(2), 1=20,...,4 sont représentés sur la figure 5.9.

D’autre part, la longeur des arétes des éléments augmente selon une pro-
gression géométrique de facteur constant lorsque on s’éloigne d’un voisinage
du coin ré-entrant. La table 5.1 indique les pas hl(l), hZ(Q), les nombres de
faces NF;, de sommets NS;, de degrés de liberté NV;, ainsi que le rapport
N;/NF;. Remarquons que ce rapport tend vers 6 lorsque ¢ devient grand;
or la méthode d’éléments finis approche 6 champs scalaires : 711, T2, Ti2,
u1, ug et p. Par conséquent la méthode utilise asymptotiquement un degré

de liberté par élément et par champ scalaire, ce qui est optimal. Ceci peut

| 2V | W | NE [ NS, | N | NyNF
0.3333 [ 0.3333 | 144 | 184] 945 | 6.56
0.2357 | 0.1667 | 299 | 356 | 1909 | 6.33
0.1667 | 0.0833 | 576 | 655 | 3615 | 6.27
0.1179 | 0.0416 | 1196 | 1309 | 7403 | 6.18

W =] Of] -

Table 5.1: Caractéristiques des deux familles de triangulations

étre déduit de la relation donnant le nombre total de degré de liberté pour
la méthode d’éléments finis utilisée :

N; = dlm(Th X Yy X Qh) = 3NF; + NS; + NA;
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ou VA est le nombre d’arétes, donné par la relation d’Euler :
Remarquant que lorsque ¢ devient grand, N.S; ~ N F;, nous obtenons :

N; ~ 6NF;
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Vue particlie du maiflage 1.0

141

945 degres de liberte (144 faces, 184 sommets)

1

i
i

|

Vue partielle du maillage 1.1

1909 degres de liberte (299 faces, 336 _s_qmmzcs)

H
§

Vuwe particlle du maillage 1.2

3615 degres de liberte {576 faces, 835 sommels}

-

Vue partielle dv maillage 1.3

i

]

7403 degres de liberte (1196 faces, 1309 sanimeLs)

-

Figure 5.8: Une premiere famille de maillages du domaine (vues partielles)
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Vue particlie du maiillage 2.0

945 degres de liberte (144 faces, [84 sommets)

: N 3 i HE
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:; ' 1 .

i

| ; |
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Vue partielle du maitlage 2.1
1909 degres de liberte (299 faces, 356 sommels)

T

4

| T

Vue partielle du maiflage 2.2

3615 degres de liberte {576 faces, 655 sommets}

|

i
i

%
3
)
it ﬁ%mﬂz"““w.“
b
S

Ve partielle du maillage 2.3

7403 degres de liberte (1196 faces, 1309 somumets)
o T . : e y

HEREE

Figure 5.9: Une deuxiéme famille de maillages du domaine (vues partielles)
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5.3 Etude de la résolution du probléeme de Stokes

Nous présentons ici quelques résultats concernant la résolution rapide du
probleme de Stokes, et les écoulements d’un fluide newtonien dans une
marche, en géométrie plane et axisymétrique.

5.3.1 Préconditionnement

Pour une description de l'algorithme du gradient conjugé préconditionné,
le lecteur pourra se rapporter a [17] ou a 'annexe B. La figure 5.10 met
en évidence 'accélération de la convergence de l'algorithme par 1'utilisation

T log (div(u)]

-+ 9.58
i H H L I I i l 1 l b | ]l i Y
I i 1 I i I i T { LI i i i 7
8.88 8.49 .97 | .46 1.95 Z.43 2.$2 3.4] ¥.685% 4.36 4.87 5.35 5.04 6.33 6.81
4+ 5.5 sec. CPU

— ““i\?
—“"““""—-—m.l;..“-:";Lt‘:-——.

- -6.46

ke =7.08

Figure 5.10: Influence du préconditionnement sur la convergence de
Palgorithme du G.C.

du préconditionnement. Ce préconditionnement correspond a la méthode
du Lagrangien Augmenté, paramétré par r. Pour r = 0, nous retrouvons
I’algorithme du gradient conjugé classique.
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Cette accélération de la convergence est d’autant plus évidente que la
résolution du probléme est ici initialement mal conditionnée. Ainsi, sans
utiliser de préconditionnement (r = 0), le résidu sur la contrainte d’incom-
pressibilité est de I'ordre de 10~! au bout de 50 itérations (25 secondes
CPU). Un préconditionnement avec r = 10° conduit & un résidu de I'ordre
de 107! au bout de 2 itérations (0.5 secondes CPU).

5.3.2 Coit de l’algorithme

Considérons a présent I’algorithme du gradient conjugé préconditionné avec
r = 10°. Nous recherchons le coiit en temps de calcul 7(N) de I’algorithme
en fonction de la taille des données N sous la forme :

T(N)=c.NFlog N (5.50)

Une estimation de k est donée par :

g (7 Zoer
/<;~:—73*“°gNZ) 1<i<I=3

' log (N],Vil)

De méme, en recherchant VW sous la forme :

lo (72 log Ni—1

/

W(N) = ¢.N¥ (5.51)

. . !
une estimation de k; est :

Les résultats sont rassemblés dans le tableau 5.2. Nous constatons 'efficacité

| N Tl kb (W] K
945 | 0.50 28

1909 | 1.45 | 1.37 | 63 | 1.05
3615 | 3.40 | 1.20 | 137 | 1.08
7403 | 9.74 | 1.46 | 333 | 1.12

WIN| =] Off =

Table 5.2: Cotut de 'algorithme du G.C.P.

de la méthode : les cotuts en temps de calcul doublent approximativement
lorque double le nombre d’inconnues. D’autre part, I'occupation en place
mémoire apparait ici linéaire.
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5.3.3 Convergence de la méthode d’éléments finis

Commencons par rechercher la longeur s; du domaine amont correspondant
a un écoulement de Poiseuille établi a I’amont. La table 5.3 met en évidence
la nécessité d’une section aval assez allongée. Ces grandeurs ont été cal-
culées a l'aide du maillage 1.2, avec une section aval so = 8 et en géométrie
axisymétrique. Pour une géométrie plane, les résultats sont similaires, et la

[ s [ L] Y |
25 [ 049 | 1.87 x 1073
50 | 0.55 | 1.87 x 1073
75 1 0.58 | 1.88 x 1073
100 | 0.59 | 1.875 x 103

Table 5.3: Influence de la longeur du domaine amont sur la perte de pression
et lactivité des recirculations

longeur & 'amont s; = 75 est apparue suffisante.

Nous considérons a présent les deux suites de solutions approchées as-
sociées aux deux familles de triangulation et a la méthode d’éléments finis
définis au paragraphe 5.2.5. Nous allons comparer les taux de convergence
de ces deux suites.

La table 5.4 donne l'activité de la recirculation, notée 1;, et associée a
une triangulation 7;, d’une famille fixée.

Les résultats donnés pour les deux familles de triangulations sont présentés
dans la table 5.4, pour une géométrie axisymétrique. Nous constatons que
la deuxieme famille de triangulation possede des propriétés de convergence
bien plus importantes que la premiere. Ceci est certainement di au fait que
la solution est singuliére au voisinage de la singularité : la premiere famille
approche mal cette singularité, et les solutions approchées associées sont peu
précises dans la région d’entrée. Par contre, la concentration d’éléments de
petites tailles développés par la deuxieme famille permet d’augmenter les
propriétés de convergence dans la zone d’entrée : U'erreur est divisée approx-
imativement par deux lorsqu’on double le nombre d’éléments du maillage.

La figure 5.11 représente les lignes de courant de la solution approchée
obtenue sur la triangulation 73 (famille 2), pour une géométrie plane (a) et
axisymétrique (b).
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premiere famille de triangulation :

| i | V; [ [ — ¥y x 10° |

0] 1.95x%x10°3 0.88
1| 177 x1073 0.70
21124 x103 0.17
31107 %1073

deuxieme famille de triangulation :

i | Vi | [t — ¢1] x 107 |
0] 1.951 x 1073 0.076
11]1.835 %1073 0.040
211.896 x 1073 0.021
311875 x10°3

Table 5.4: Convergence pour les deux familles de triangulations
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[ B b asdsel

Modele Newtonien (plan) : lignes de courant
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B 4bbbET

§.1333133
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fo Modele Newtonien (axisymetric) : lignes de courant
3.88664T
B8
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B.EEREAT
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B.afnbar

§.133733

JdAasRET

~B.EIPITT

=8, AAINATAS

-8. 89508518

=B ARANEGT |

-B. a5 18867

Figure 5.11: Lignes de courant pour un fluide newtonnien en contraction
plane (a) et axisymétrique (b)
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5.4 Ecoulements viscoélastiques en contraction plane

5.4.1 Singularité de coin

Observons 'influence du maillage sur 'approximation de la singularité de
coin de T99. La figure 5.12 repréente une section de la contrainte normale

)

990 & We = 1 suivant la ligne horizontale zo = r9 — hz(2 , passant pres du
coin ré-entrant, et pour les triangulations 7;(2), 1=0,...,3. Ces sections en

évidence un pic en 1 = 0. a We = 4, Ce est d’autant plus élevé et plus

i L i i H i Je? 2,
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Figure 5.12: Approximation de la singularité de coin

pointu que les éléments sont petits au voisinage du coin, comme on pouvait
s’y attendre.
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5.4.2 Zones de recirculations

Commentons a présent les recirculations obtenues. La figure 5.13 représente
les lignes de courant obtenues a We = 1 etd sur la triangulation 75(2).
L’intensité et la longeur des zones de recirculation reste faible. D’autre
part, le foyer d’activité a tendance a s’étendre vers le coin réentrant.

5.5 Géométrie axisymetrique

5.5.1 Zones de recirculations

Par opposition aux écoulements en géométrie plane, les écoulements de flu-
ides viscoélastiques dans contraction axisymétrique sont connus pour présenter
de grandes zones de recirculation, et différent fortement des écoulements de
fluides newtoniens.

Les figure 5.14 a 5.16 représentent de telles zones de recirculation pour
diverses valeurs de We. Nous constatons que, lorsque We augmente, le foyer
de la zone de recirculation s’éloigne du coin sortant (We = 0, figure 5.11.b)
pour se rapprocher du coin entrant (WWe = 4 & 20), tandisque la recirculation
gagne en intensité. Le foyer va ensuite s’avancer dans la section amont, tout

en en s’élargissant (We = 20 a 50), mais l'intensité va rester désormais
sensiblement constante. Enfin, la zone d’activité va finalement quitter le
coin sortant et s’étendra (We = 60 a 90) du coin réentrant a un point

situé de plus en plus loin sur la parois amont, laissant deriere elle une zone
quasiment morte dans le coin sortant.

L’écoulement de Poiseuille n’est plus établi avec suffisament de précision
a la section aval (so = 200) au dela de We = 100, et nous n’avons pas
poursuivi les calculs, qui nécéssiteraient d’augmenter so. La solution reste
cependant stationnaire jusqu’a cette valeur.

5.5.2 Profils de vitesse sur ’axe

Les profils de vitesse le long de I'axe présentent dans la région d’entrée un
dépassement de la valeur obtenue lorsque 1’écoulement est établi en aval. La
figure 5.17 représente ces variations pour We = 1 et 4. Nous remarquons
que la vitesse présente un dépassement au niveau de la section d’entrée dans
le conduit plus étroit. Ce dépassement s’accroit et s’élargit lorsque We
augmente.
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5.5.3 Perte de pression

Les calculs des pertes de pression nous ont conduit a utiliser un domaine
long a l'aval (s2 = 150), afin de s’assurer que ’écoulement de Poiseuille est
établi & I'aval. Cependant, la perte de pression Lj; due au passage dans
la région d’entrée correspond a la différence de deux grandes quantités, et,
pour les triangulations utilisées ici, cette quantité ne semble pas calculée
avec assez de précision pour pouvoir conclure a une convergence lorsque so
devient grand (on trouvera une remarque semblable dans [14]).

D’autre part, nous avons constaté que Ly, varie de fagon importante avec
la taille des éléments situés au voisinage du coin réentrant. Or les grandeurs
T et 4 intervenant dans I’expression (5.40) sont singulieres au coin réentrant,
ainsi que leurs dérivées. Une autre raison serait 'incapacité des méthodes
d’éléments finis classiques a approcher correctement les singularité. La con-
naissance de la nature de de la singularité de coin nous fait actuellement
défaut, et les méthodes d’éléments finis adaptés aux singularités [40] sont
par conséquent inapplicables pour I'instant.

L’utilistion de méthodes d’élements finis auto-adaptatives [43, 1] perme-
ttrait de contourner cette difficulté. Cependant, ces méthodes nécéssitent
une estimation a posteriori des erreurs sur chaque élément, et dont la somme
majore 'erreur globale. Nous ne connaissons pas actuellement de telles es-
timations pour le probléeme des écoulements visco-élastiques.

5.6 Temps de calcul

La table 5.5 représente le temps CPU nécéssaire 'obtention d’une solution
a We = 4 suivant la triangulation utilisée (machine apollo DN 4000).

‘ triangulation ‘ N ‘ temps CPU

0 945 55s
1 1909 3mn 28s
2 3615 10mn 16s
3 7403 28mn 32s

Table 5.5: Temps de calcul sur apollo DN 4000 pour We = 4.
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Figure 5.13: Lignes de courant en géométrie
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Modele d'Oldroyd : We = 2, alpha = 0.89, symetrie plane

Modele d'Oldroyd @ We = 4, aipha = 0.89, symetrie plane

plane
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REEREES Modele d'Cldroyd : We = 10, alpha = 0.89, axisymetrie
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Appendix A

Probléemes variationnels
abstraits

L’objet de cette annexe est de faciliter la lecture du chapitre 2. Nous
présentons ici les problemes variationnels dans un cadre abstrait ainsi que
les énoncés des principaux résultats associés, fréquemment cités lors de la
construction de la méthode d’éléments finis.

Pour les démonstrations de ces résultats, le lecteur pourra consulter [7,
54, 21].

A.1 Enoncé et résolution

A.1.1 Enoncé du probléeme abstrait

Soient X et M deux espaces de Hilberts, de normes respectives ||.||x et ||.||m;,
et X', M’ les espaces duaux. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera
indifférement < .,. > la forme bilinéaire de dualité entre les espaces X' et
X, ou M’ et M.

On introduit deux formes bilinéaires continues :

a:XxX— 1R (A.1)
b: X xM+— IR (A.2)
de normes :
a(u,v)
lall = sup (A.3)
yoex [l vlx
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b(u, pt

Bl = sup L) (A.4)
wex pem [|ulx 4] aa
w0110

et le probleme variationnel :

pour tout | € X', x € M, trouver (u, ) € X x M tel que
Q) : a(u,v) +bv,\) =<lv> YveX
b(u, ) =< X, >, YpeM
A.1.2 Définition des opérateurs et des espaces

Afin d’étudier le probleme (@), nous aurons besoin de notations supplé-
mentaires. Associons aux formes a et b deux opérateurs linéaires continus

Ae L(X;X') et Be £(X;M), définis par :

< Au,v > =a(u,v), VYu,veX (A.5)
< Bv,u> =bv,u), YweX, VueM (A.6)

Soit B* € L(M; X/) lopérateur adjoint de B, c’est-a-dire :
< B*pu,v >=< Bu,pu >=b(v, ), Yu € M, Yv € X (A7)
et nous pouvons vérifier que

Al = lal (A8)
HBHﬁ(X;M’) = of (A9)
Avec ces opérateurs, nous obtenons une formulation équivalente de (Q) :

trouver (u, \) € X x M tel que
(@Q):{ Au +B*A =1, dans X'
Bu =y, dans M’

Le noyau de B, et les espaces translatés associés sont définis par :

V = KerB (A.10)
V(x) = {veX; Bu=x}, VxeM (A.11)

Remarquons qu’il est possiblet d’écrire, de fagon équivalente :

Vx) = {veX; blo,u)=<x,p>, YuecM} (A.12)
vV = V(0 (A.13)

De plus, la continuité de B entralne que V est un sous-espace fermé de X.
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A.1.3 Formulation sur le noyau

Maintenant, nous pouvons associer a (@) le probleme :

P): trouver u € V(x) tel que
1 alu,v) =<l,v>, YveV

Il est clair que, si (u,A\) € X x M est une solution de (Q), alors u € V(x)
et u est une solution de (P). Le reste de ce paragraphe est consacré a
établir la réciproque, ainsi que l'existence et 'unicité de la solution, sous
des hypotheses qui vont suivre.

A.1.4 Résolution du probléme
Pour cela, définissons ’ensemble polaire de V :
Ve={geX; <gv>=0 YweV}cX (A.14)
Commencons par le

Lemme A.1 de la condition inf-sup
Sont équivalentes :

i) il existe une constante > 0 telle que :

. b(v, )
inf sup ———— > p A.15
T (A15)

it) Uopérateur B* est un isomorphisme de M dans V°, et

1B ullxr = B llplln, V€ M (A.16)

i11) lopérateur B est un isomorphisme de V1 dans M/, et

|Bvllyy = Bllvlx, Yv e X (A.17)

Ceci nous permet d’énoncer un important résultat da a Brezzi [7] :

Théoréme A.1 FEzistence et unicité de la solution de (Q)
On fait les hypothéses suivantes :

i) la forme bilinéaire a est elliptique sur le noyau V :

Ja > 0 tel que a(v,v) > aljv]|x, Vv €V (A.18)
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i1) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup (A.15).

Alors (P) admet une unique solution u € V(x), et il existe un unique A\ € M
tel que (u, \) soit l'unique solution de (Q).
De plus, l'application
(4, x) — (u, A)

est un isomorphisme de X' x M’ dans X x M.

Remarque A.1 La condition inf-sup est nécessaire et suffisante
Si a est V-elliptique, alors I’'application

(4, x) — (u, )

est un isomorphisme de X' x M’ dans X x M si et seulement si la condition
inf-sup est vérifiée.

En effet, on sait que cette condition est nécessaire, et il reste & montrer
qu’elle est suffisante.

Soit y € X' et (u,\) une solution de (Q) avec, pour second membre
(0,x). Alors Bu = x, et ainsi B(X) = M. Cela entraine que B est un
isomorphisme de V* dans M.

En vertu du lemme A.1, la condition inf-sup (A.15) est satisfaite. O

A.2 Formulation mixte d’un probleme abstrait

Dans ce paragraphe, on reprend a nouveau le probleme abstrait, mais en se
placant dans un cadre plus faible, conduisant a une formulation mixte, dont
on en déduira une approximation.

A.2.1 Extension des formes et des espaces

Nous reprenons ici les probléemes (P) et (@) introduits précédemment, en
supposant que les hypotheses (i) et (ii) du théoreme A.1 sont satisfaites.

Afin de donner une formulation plus faible de (@), nous introduisons
tout d’abord deux espaces de Hilbert X et M, normés respectivement par
IIllx et ||.]lm, et tels que les injections de X dans X et de M dans M soient
continues et denses, ce qu’on note :

X

M

N N
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Ensuite, considérons les deux formes bilinéaires continues :

ia:XxXr— R
b: X xMr—— R
et posons :
- a(u,v
il = sup Y
u,veEX HUHXHUHX
u#0,v
B b(u,
Bl = sup
wvexuem [|[V]lx |1l x
uF#0,u#0

Ces deux formes sont des extensions de a et b au sens ou :

a(u,v) =a(u,v), Yu,veX

b(v, i) =b(v,i), YveX, VieM

Nous supposerons de plus que [ € X' et X € M.

A.2.2 Formulation variationnelle mixte
Considerons le probleme :

) trowver (i, \) € X x M tel que
Q) : a(a,v) +bv,\) =<lv>, YveX

(i, 1) =< X, >, VpEM
Pour tout y € M, définissons la variété :
V(x) = {veX; blv,u) =< x,pu >, Yu €M}

et le sous-espace fermé de X :

V = V(0)

Puisque b est une extension (A.26) de b sur X x M, on a :

V ¢ V
V(x) € V(x)

Au probleme (Q), nous associons alors le probleme :

~ trouver @ € V(x) tel que
(P):< _ B -
a(u,v) =<l,v> YveV

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.26)
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A.2.3 Existence et unicité de la solution faible

éﬁn de pouvoir analyser les problemes (]5) et (Q), nous supposertons a
V-elliptique :

Ja > 0 tel que a(v,v) > a|v]|%, Yo e V (A.31)

D’autre part, il n’y a plus besoin de condition inf-sup sur b, mais de (A.26)
et (A.31) nous déduisons que b vérifie :

b 1 b
sup (0, p) o sup (0,p) o B

c M A.32
wex lx = Coex vllx ~ CHMHM, Y e (A.32)

ou C est la constante de 'injection continue de X dans X.

Cette propriété inf-sup est plus faible que la condition inf-sup ordinaire,
car elle fait intervenir |||y, au lieu de ||.|[g. Le théoréeme A.1 de Brezzi-
Babuska ne suffit donc pas a montrer que (Q) est bien-posé. Le résultat
suivant contourne cette difficulté :

Théoréme A.2 Ezistence et unicité de la solution de (Q)
Soit (u, \) la solution de (Q).

e Sia est V—ellz’ptz’que, alors le probleme (]5) admet exactement une
solution : u € V(x).

De plus, si @€ V(x) ou si V est dense dans V, alors @ = u.
e i, de plus \ € M, alors (u, \) est Vunique solution de (Q).

Remarque A.2 )
Au chapitre 2, nous étudions deux applications ou I’approximation de (P)

et (@) est plus simple que celle de (P) et (Q). O

A.3 Approximation mixte abstraite

Dans ce paragraphe, nous supposerons toutes les hypotheses du théoreme A.2
satisfaites.
A.3.1 Approximation variationnelle mixte

Pour tout h > 0, soient X}, et My, deux espaces de dimension finie vérifiant :

X, ¢ X (A.33)
M, ¢ M (A.34)
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On approche le probleme (@) par

trouver (up, \p) € Xp X My, tel que
(@n) 8 alun,vp) +b(vn, An) =<1,vp >, Yo € X,

b(un, pin) =< X, ftn >, Yun € My,
A nouveau, on définit :
Vi(x) = {vn € Xp; b(vn, ptn) =< X; i >, Ypun € My} (A.35)
Vi = Vi(0) (A.36)

Puis, a (Qp,), on associe le probleme :

Py : trouver up, € Vi (x) tel que
hi d(uh,vh) =< l,vp >, Yo, € Vy,

En général, V), n’est pas inclu dans \7, et (Py) constitue une approzimation
externe de (P).

A.3.2 Existence, unicité et estimation d’erreur

Afin d’obtenir des estimations d’erreur, on fait les hypothéses :

i) @ est uniformément Vj-elliptique : il existe une constante a* > 0,
indépendante de h, telle que

a(vp, vp) > o ||lupll%, Yon € Vi (A.37)

ii) b satisfait une condition inf-sup faible discréte : il existe une constante
5* > 0, indépendante de h, telle que

(o, *
sup DM HR) S e Wi, € My (A.38)

vp €Xp v F#0 H/UhHX

qui sont les analogues discrets des hypotheses (A.31) et (A.32).
On ale

Théoreme A.3 FEzistence, unicité et estimations abstraites d’erreur

e On suppose Vy, non-vide, et a Vy-elliptique. Alors (Py,) admet une
unique solution up € Vi(x) et on a l’estimation d’erreur :

la

u—uplls < (1+ inf u — vp %
Ju—uwls < G+ 5 b = ol

1 b _
+— inf sup —’b(vh’)\ i)l

. - (A.39)
Q* pp €My, 4, eV, [vnllx
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e On suppose que b vérifie la condition inf-sup faible discréte. Alors
V5,9x) # 0 et (Qp) admet exactement une solution (up, \p), ot uy, est
la solution de (Py). De plus, Ay vérifie l’estimation d’erreur :

lall
A = Anllm = 5 [l — un|x
e (W a ) a0

A.3.3 Estimation plus fine de ’erreur

L’estimation (A.40) n’est pas optimale, car on donne une majoration pour
IA = Arlla en termes de || A — up |5, alors qu’en général, M est strictement
inclu dans M.

Il est habituellement difficile d’évaluer directement une expression comme

inf Hu — Uh”)'(
v €Vh(X)

En fait, il est possible de réduire cette expression a une erreur d’approxima-
tion dans X, D Vj(x), bien que ce procédé ne soit pas toujours optimal.

Puisque M}, est de dimension finie, il existe une constante S(h) telle que

lianllse < B lanlss ¥on € My (A41)

Avec ces remarques, on a le

Corollaire A.4 Estimation plus fine de l’erreur

Awvec les hypothéses du théoréme précédent, le probleme admet une solu-
tion unique (up, Ap), et il existe une constante ¢ > 0, ne dépendant que de
o, ||al| et ||b]| telle que

lu —upllx + [[A = Anlls
< ¢(1+S8(h)| inf [[u—wpllx+ inf [[A—pplu| (A42)
3

i
€Xp HREMp
Remarque A.3
Dans les applications du chapitre 2, S(h) dépend de la dimension de My,
et, plus précisément :

lim  S(h) — +o0

dim M, —+oo



Appendix B

Algorithme du gradient
conjugeé

L’objet de cette annexe est de présenter ’algorithme du gradient conjugé
[17, 50, 21] utilisé pour résoudre les sous-problemes de type Stokes.
On considere donc les systemes linéaires de la forme :

OG-

ou A est une matrice carrée définie symétrique positive N x N, B une matrice
rectangulaire N x M, f € RN et g € RM,

B.1 L’algorithme du gradient conjugé

On remarque que le systeme précédent est équivalent a

(BPA™'B)p = B'A7'f—g
u = —A'Bp+Alf

S o
& i

En appliquant 1’algorithme du gradient conjugé [13] a (B.2), et faisant
intervenir u a l'aide de (B.3), on obtient le trés classique :
algorithme du gradient conjugé appliqué au probleme (B.1)

Soit p, donné (quelconque);

Choisir une matrice de préconditionnement C, définie symétrique posi-
tive, M x M;

164
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e préliminaires :
poser :

p = Do
0 = f—B.p0

résoudre :
Al =0

165

(B.4)
(B.5)

(B.6)

e pour n > 0, on suppose v et p™ connus, et on calcule u"*! et pnt!

suivant :

— calculer 'opposé du gradient ¢g" et la direction conjugée w™ sui-

vant :

* sin =0, résoudre :

C.g° =B —g

et poser
w? = ¢°
* sin > 1 poser :
- gn—l _Pn—l-zn_
. lg"llc
n —
lg™Hle
wh o= g+ Nt

! (B.9)
(B.10)

(B.11)

— calculer ensuite la direction de descente v™ pour le champ u" en

posant :
s" = B.aw"

et en résolvant :
Av" =s"
puis le pas de descente p,, en résolvant :

C.2" = Btaw"

et en posant :
lg"llc

Pn = (Z,n7 wn)c

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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1

— calculer enfin p"*! et u"*! en une étape de descente :

vt o= P+ ™ (B.16)

u"tt = w — pya” (B.17)
La norme ||.||¢ est définie pour tout w € RM par

|w|c = w'.Cw

B.2 Choix d’un préconditionnement

Soit M* = rang(B) < M le rang de la matrice B. L’algorithme converge
théoriquement en au plus M* itérations. Du fait des erreurs d’arrondis
dies a la représention informatique des réels, ce résultat n’intervient pas en
pratique. D’autre part, dans les applications rang(B) = M — 1 est grand et
on souhaite obtenir un résultat convenable en beaucoup moins d’itérations.
Un test d’arrét satisfaisant consiste a évaluer la norme de la contrainte

HBt.u" — ¢ (B.18)

et a stopper I'algorithme si cette quantité est suffisamment petite.

Il s’agit aussi de choisir la matrice de préconditionnement C' pour que
I’algorithme converge le plus vite possible. Lorsque le systeme (B.1) provient
de la discrétisation des problemes de type Stokes de la forme :

(M —nA)@ +Vp = f dans Q
—divu = g dans ()

« =dursur
Cahouét et et Chabard ont montré [10] qu'un bon choix pour C' est :
C=(nf; " = MAw)™H)™

avec des conditions aux bords de type Neumann pour le Laplacien scalaire
Ap, et ou I}, est la matrice de masse pour les pressions, encore notée M, au
paragraphe 3.5.

Lorsque X est petit devant 1 (cas des grands pas de temps dans 'algori-
thme du #-schéma), ce choix peut donc se ramener a un préconditionnement
par la matrice de masse :

C =M,

rendue diagonale a ’aide d’une formule de quadrature appropriée, et donc
facile a inverser dans (B.7) et (B.14).
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B.3 La méthode du Lagrangien Augmenté

Une autre approche possible pour accélérer la convergence de cet algorithme
est la méthode du Lagrangien Augmenté, introduite par Fortin et Glowinski
[17]. Pour cela, on remplace (B.1) par le probleme équivalent :

<§+rB.Bt) 0B><z>:<§+rB.g> (B.19)

et on applique la méthode précédente.

L’algorithme obtenu converge théoriquement d’autant plus vite que r
est grand. Cependant, le conditionnement de la matrice A, = A + rB.B!
tend vers l'infini avec r. La résolution des sous-problemes (B.6) ou (B.13)
s’en trouve affectée, particulierement si on utilise une méthode itérative de
résolution des systeémes linéaires (Gauss-Seidel [24], par exemple).

Par conséquent, on préfere factoriser la matrice A,, une fois pour toutes
(lors de l'initialisation de I’algorithme du #-schéma) sous sa forme de Chole-
ski. Ceci nous permettra de choisir de grandes valeurs de r et d’obtenir un
résultat satisfaisant en tres peu d’itérations (on pourra choisir le parametre
r aussi grand que possible et ne conduisant pas a un débordement du format
“réel” en machine lors de la factorisation).

B.4 Factorisation de Choleski

Afin de compléter cette annexe, nous rappelons le procédé de factorisation
de Choleski [13] d"une matrice A = (a;;)1<i j<n, symétrique définie positive :

A=L.L

B.4.1 Algorithme abstrait

La matrice triangulaire inférieure L = (I;;)1<; j<n. est alors définie par :

e j=1:
hp = aig, i=1 (B.20)
ih = Bl 9<i<N (B.21)
’ l11
e 2<j<N

=

2

7j—1
lj,j = ((ZJ‘J' — Z l?,k) N 7= ] (B22)
k=1
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1
li,j — l_

7j—1
aij— > lLiglin |, j+1<i<N (B.23)
On vérifie facilement que le temps de factorisation est en O(N?3), et
I'encombrement mémoire en O(N?), ce qui est considérable.

B.4.2 Cas d’une matrice a structure-bande

La factorisation de Choleski respecte la structure bande de la matrice [13] :
si d est la largeur de bande de A, définie comme étant le plus petit entier d
tel que :

ai; =0, li—j|>d

alors la matrice L est aussi a structure bande, de largeur d.
Cette propriété nous permet d’optimiser le temps de calcul de L et la
place mémoire occupée. Nous utilisons alors une nouvelle définition de L :

e j=1
hp =ai1 =1 24)
lipg =72+ 2<i<d 25)
e 2<j<N
- :
Gi=\ai— > x| o i=J (B.26)
k=max(1,j—d+1)
1 !
l@j = l_ Qg5 — Z li,klj,k 9 J"’ 1<:< min(N,j+d_ 1)
J5J k=max(1,i—d+1)

(B.27)

On vérifie que le temps de factorisation est en O(N.d?), et I'encombre-
ment mémoire en O(N.d).

En numérotant de fagon appropriée les éléments, on peut réduire de fagon
trés importante la largeur de la bande, et ainsi le cout de la factorisation, et
I’encombrement en mémoire. Par exemple, si le domaine est alongé (marche,
convergent, ...) on prendra soin de numéroter les éléments suivant la plus
petite longeur puis suivant la plus grande. Dans ce cas d < N. Rappelons
que cette méthode se généralise sur un domaine quelconque (algorithme de
numérotation frontale, ...).
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B.5 Coit de la résolution directe

Il s’agit maintenant de résoudre des systemes linéaires de la forme :
(L.LY)u=1b (B.28)

ce qui est réalisé en deux étapes :

i) on résoud le systéme triangulaire inférieur L.v = b en un balayage
descendant :

pouri=1aN :

1 i—1
V; = l_ bi — Z l@ﬂ)j (B.QQ)
Lt j=max(1,i—d+1)

ii) puis le systéme triangulaire supérieur L'.u = v, en un balayage remon-
tant :

pour i = N a 1, par pas de —1 :

mini(N,i+d—1)

U; = l_ Vi — Z lj,iu]' (B30)
e j=i+1

On vérifie que le cott de cette résolution est en O(d.N). Remarquons
d’autre part qu’il est possible de faire coincider I'implémentation des tables
u et v lors de cette résolution : il n’y a donc pas d’encombrement mémoire
supplémentaire.

B.6 Cout de la méthode

La factorisation étant réalisée une fois pour toutes, les sous-problemes (B.6)
et (B.13) peuvent donc étre résolus en un temps de calcul O(d.N).

Ainsi le cott d’une itération de la méthode du gradient conjugé reste en
O(d.N + M).

Lorsque la précision souhaitée sur la contrainte est fixée par le test d’arrét
(B.18) , le temps de calcul global de cet algorithme (sans compter le temps
de factorisation) est estimé a :

N'*elog N
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avec € = %

L’algorithme nécéssite le stockage permanent des champs u, p, g, w, z,
tandis que le champ s peut étre alloué temporairement (par un allocateur
dynamique de mémoire [37]).

L’encombrement asymptotique en mémoire est donc directement lié a
celui de la matrice de Choleski L.



Appendix C

Assemblage des matrices
d’éléments finis

Les matrices issues de l'approximation de probléemes aux limites par la
méthode des éléments finis sont généralement trés ceuses. Pour des raisons
d’encombrement en mémoire des ordinateurs, et afin d’optimiser les algo-
rithmes opérant sur ces matrices, il est essentiel de réduire le volume de
stockage au minimum.

Pour cela, nous considérons dans cette annexe une structure de données
ne représentant que les éléments non-nuls d’une matrice : ce procédé n’étant
pas standard des logiciels habituellement commercialisés, il nécéssitera ici
quelques developpements.

Les matrices considérées sont obtenues par addition de matrices élémen-
taires. Cette opération, appelée encore assemblage, ne pose aucun probleme
si la structure de la matrice globale est connue d’avance. Malheureusement,
cette structure est généralement inconnue.

Apres avoir introduit quelques notations, et rappelé certaines propriétés
d’implémentation de la méthode des éléments finis, nous donnons un algo-
rithme abstrait d’assemblage.

Ensuite, nous présentons une structure de données [26] pour les matrices
creuses, ainsi qu’un algorithme d’assemblage concret associé.

Enfin, nous examinerons certains algorithmes opérant concrétement sur
une telle structure de donnée : produits matrice-vecteur et méthode de sur-
relaxation successives symétrisée, et montrerons 'optimalité en temps de
calcul et place mémoire.
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C.1 Présentation du probleme

C.1.1 Notations

Soient X et Y deux espaces de Hilbert, et a¢ une forme bilinéaire de X x Y
dans IR. On note X' (resp. Y') le dual de X (resp. Y), et < .,. > la
forme de dualité entre X' et X ou entre Y’ et Y, lorsqu’il n’y aura pas de
confusion.

Soient X;, € X et Y, C Y des sous espaces de dimension finie N =
dim X}, et M = dimY}, On désigne par (U;(f))lgz‘gN et (v,(f))lgng deux bases
de X} et Y}, respectivement.

On définit alors la matrice A = (a;j)1<;<n DPAr :

15j2M
ai; = aluy,v})
lopérateur A € L(Y; X') par
< Av,u >=a(u,v), Vu e X, Vv €Y (C.1)
et son adjoint A* € £(X;Y") par :
< Afu,v >=a(u,v), Vue X, YoeyY (C.2)

Nous considérerons que la matrice A (resp. A!) représente I'opérateur A
(resp. A*) sur L(Yy; Xp) (resp. L(Xn;Yr)).

C.1.2 DMatrices élémentaires

Soit 7p, une triangulation d'un domaine 2. Les bases (ug))lgig N
et (v,(L] ))1§j§ M sont associées a des noeuds de la triangulation : (x;)1<i<n
et (yi)1<i<m respectivement. On supposera que le supports d'une fonction
de base us) ( (]))
Yj) associé.

Ainsi le coefficient a; ; de la matrice A s’écrit encore :

resp. v est réduit aux éléments voisins du noeud z; (resp.

A @), @) ey _ / i) , ()
a;j = _ Av wy ) dQ = Av; w7 dK (C.3)
’ /supp( (1))ﬂsupp(vf(f)) b Z kot

Up,
zi,y; EK

et en notant

K _ (),
€ —/KAvh w;,” dK (C4)
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nous faisons apparaitre la matrice élémentaire Ex = (el-Kj) 1<i<N
1<j<M
Ainsi la matrice globale A se décompose en une somme finie de matrices

élémentaires :

A= > Eg (C.5)
KeTy,

C.1.3 Extraction des degrés de liberté bloqués

Une fonction uy, € X, (resp. vy, € Y},) se décompose sur la base (US))lgz‘SN

(resp. (v,(lj))lngM) suivant :
N ' M '
up = Z u; ugf) , Uy = Zvi v}(ll) (C.6)
j=1 j=1

Cependant, du fait de conditions aux limites associées a l'opérateur
A, certaines de ces composantes peuvent étre imposées (degrés de liberté
bloqués), ce que on note :

U; = Ui, V5 = Vj (C?)

Quitte a renuméroter les fonctions de base, nous supposerons que les n (resp.
m) premiers degrés de libertés de uy, (resp. vy,) sont libres, et les N —n (resp.
M — m) suivants bloqués.

Ainsi, nous pouvons réduire la matrice A en A :

A= (ai,j) 1<i<n (C.8)
1<j<m

On fait apparaitre deux vecteurs second-membres b € IR" et ¢ € IR, cons-
truits a partir de (0;)pr—m<j<mr et (4;) N—n<i<N, respectivement, et tels que
on ait :

a(up,vy) = UL(AV —b) = VL(ALU —¢) (C.9)

pour tout U = (u;)1<i<n € R", V = (vj)1<j<m € IR™. Dans la suite, et
lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons encore A la matrice ainsi
réduite.

C.1.4 Algorithme abstrait d’assemblage

Soit K un élément de T;, Ex la matrice élémentaire et by et cx les seconds
membres associés, construits a partir des degrés de liberté bloqués sur K.
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Ces matrices et vecteurs sont associés a une numérotation locale a 1’é1é-
ment K :

Ex = (el{(]) 1<i<ng (C.lO)
1<j<mg

b = (b )1<icng (C.11)

CK = (C]K)lgjng (C.12)

Les tables iglobg (i), 1 <i < ng et jglobg(j), 1 < j < mg associées a
I’élément K vont nous permettre de passer de cette numérotation locale a la
numérotation globale. Par exemple, pour des espaces de fonctions continues
affines par morceaux sur 7, et dans le cas d’éléments triangulaires, on a
nx = 3, et la numérotation des noeuds de la triangulation nous permet
d’acceder directement a la numérotation globale des degrés de liberté.

Nous pouvons énoncer un
algorithme abstrait d’assemblage

e mise a zéro de la matrice globale A et des seconds membres b et ¢;
e pour tout élément K € T, :

— calculer la matrice Fx et les seconds membres by et ck;

— effectuer les sommations :

Aiglob(i),jglob(j) = Aiglob(i),jglob(j) + e@'{(ja 1<i<ng, 1<y (<—Cm33
bigiob(sy = biglob(s) + sz7 1<t <ng (C.14)
Ciglob(j) = Ciglob(y) + 5> 1< j<mg (C.15)

C.2 Représentation compactée des matrices

C.2.1 La strucure de données

La matrice A est générlaesment tres creuse : en notant
NZ(A) =card{(i,7); 1<i<n, 1<j<m, a;; #0} (C.16)
le nombre de coefficients non-nuls de A, on a généralement :

NZ(A
lim (4)

n—-+o00 nm
m—-+00

=0 (C.17)
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Il est alors essentiel de réduire le volume des données pour stocker la matrice
A en mémoire des ordinateurs.

S’inspirant de [26], nous présentons une méthode de stockage des matri-
ces d’éléments finis ne conservant que les valeurs non-nulles des coefficients.
Un coefficient non-nul sera représenté par un triplet :

(valeur, indice de ligne, indice de colonne)

L’ensemble des coefficients non-nuls est alors stocké dans une table de NZ
triplets, par ordre d’indice ligne puis colonne croissant.

Connaissant seulement un couple d’indices (i, j), il n’est alors pas possi-
ble d’accéder directement a la valeur du coefficient a; ;. Pour permettre de
rechercher rapidement un coefficient donné, on dispose de plus d’une table
début-ligne(i), 1 <1i < n + 1, contenant I'index dans les tables précédentes,
du premier élément non-nul de la ligne i. Par convention, début-ligne(n +
1) = NZ 4 1. Ainsi, la
fonction accés (i,5)
retourne en résultat un index dans les tables valeur, ligne et colonne lorsque
le coefficient a;; # 0, et un code nul lorsque a; ; = 0 L’algorithme est le
suivant :

® jcour :=j

o index := début-ligne (1)

e tant que index < début-ligne (i+1) et que colonne(indezr) < j
incrémenter 'index.

e 3 la sortie de cette boucle :
si index > début-ligne(i+1) ou colonne(index) > j, c’est que le coeffi-
cient est nul, et alors :

index := nul
sinon, colonne(index) = j et la valeur de 'index est correcte.

Lorsque la matrice A est carrée (n = m) et tous les coefficients diagonaux
non-nuls , il est intéréssant d’accéder directement a un coefficient diagonal,
ceci afin d’optimiser certains algorithmes opérant sur la matrice. Pour cela,
on disposera d’une table diag de n index dans la table valeur, et telle que
valeur(diag(i)) contienne la valeur du coefficient a; ;.
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C.2.2 premiere étape : détermination de la structure creuse
Listes d’éléments non-nuls

La détermination de cette structure de donnée nécéssite une phase préli-
minaire. Lors de cette premiere phase, on construit une table chaine(i),
1 < i < n, den listes chainées. Chaque chaine(i) contient la liste des
éléments non-nuls de la ligne i, par ordre d’indice de colonne croissant.

Lors de cette premiere phase, un nouveau coefficient a; ; # 0 sera repré-
senté par un maillon j dans la liste chaine(i).

Un maillon sera en fait constitué de deux champs : le premier est I'indice
de colonne j, et le second, une information suivant permettant d’accéder au
maillon suivant dans la liste. Le champ suivant pourra prendre la valeur fin
lorsque la liste sera terminée.

On supposera dans la suite que la fonction alloue-maillon(j,suiv) alloue
un espace en mémoire, y charge la valeur du couple (j,suiv), et renvoie
une information pointeur permettant d’accéder aux champs. S’inspirant
du langage C [37] dans lequel nous avons implémenté cet algorithme, on
notera dans la suite pointeur—j et pointeur— suivant I’acces aux champs j
et suivant, respectivement, d’un maillon désigné par la variable pointeur.

Enfin, 'entier NZ compte le nombre de maillons effectivement insérés.

L’algorithme suivant insere a sa place, s’il n’y existe pas, un maillon
d’indice colonne j dans une chaine(i) :
procédure insérer (i,j)

e si chaine(i) = fin ou sinon, si chaine(i)—j > j, on insére le maillon en
téte de liste :
chaine(i) := alloue-maillon (j, chaine (i))

incrémenter NZ
e sinon, on parcourt la liste chaine(i) a la recherche du maillon j :

courant := chaine(i)

tant que courant # fin et que courant—j < j, passer au maillon
suivant :

précédent ;= courant
courant := courant— suivant
Lorsque cette boucle s’aréte, il y a deux possibilités :
soit courant = fin et on va insérer le maillon a la fin de la liste,
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soit courant—j > j, et alors, si le maillon n’existe pas déja, on
I'insere entre le maillon précédent et le maillon courant :
si courant = fin ou sinon, si courant—j > j:

précédent— suivant := alloue-maillon (j, précedent— suivant)

incrémenter NZ

La construction de la table chaine(i), 1 < i < n est alors réalisée en un
balayage de la triangulation 7y, :
algorithme de construction des structures chainées

e initialisations :
NZ =0
chaine(i) := fin, Vi, 1 <i<n

e pour tout K € Tp,

accéder a la structure de la matrice élémentaire Ex :

nK,mg, ZglObK? ]glObK

pour tout 4,7, 1 <i < ng, 1 < j < mp,

insérer (iglobg (1), jglobg (7))

Lorsque cet algorithme s’aréte, la variable NZ contient le nombre de
coeficients (& priori) non-nuls de la matrice.

Construction de la structure creuse

Ceci nous permet d’allouer dynamiquement les tables ligne et colonne de
NZ indices exactement. La table début-ligne contiendra n + 1 index (par
commodité), et, si la matrice est carrée, la table diag en contiendra n.

En déroulant les listes chainées, nous allons pouvoir remplir ces ta-
bles. Nous supposerons que la procédure libérer-maillon(pointeur) dé-alloue
I’emplacement d’un maillon désigné par pointeur.
algorithme de construction de la structure creuse

e initialisations :
index := 0
début-ligne(n+1) :== NZ + 1, par commodité

e pour tout 7, 1 <7< n:
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début-ligne(i) := index
courant := chaine(i)
puis, on déloule la liste chaine(i) :
tant que courant # fin,
% on charge les informations du maillon dans la structure de
données :
ligne(index) = i
colonne(index) := courant—j
si la matrice est carrée et que j = courant—j, alors, de plus :
diag(i) == index
* il reste a passer au maillon suivant en libérant le précédent :
précédent ;= courant
courant := couranlt— suivant
libérer-maillon(précédent)
incrémenter index

lorsque l'algorithme s’arréte, on a indexr = NZ.

C.2.3 Deuxiéme étape : assemblage effectif

La structure creuse de la matrice étant déterminée, il suffit de transposer
ici I'algorithme abstrait d’assemblage : on parcourt une deuxieme fois la
triangulation, et somme les matrices élémentaires dans la matrice creuse
globale. Pour cela, on dispose des tables valeur, b et ¢ de NZ, n et m réels,
respectivement.

algorithme concret d’assemblage

e mise a zéro des tables valeur, b et c;
e pour tout K € Ty,

— acceder aux matrices et second-membres élémentaires :
ng,mi, Brx,bi,cK, iglobk, jglobk
— sommer dans le second membre c :
c(jglobk (j)) := c(jglobk (§)) + cx (j), Vj, L <j<mg

— pour tout i, 1 <1i < ng, faire :
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sommer dans le second membre b :
b(iglobg (i) := b(iglobg (1)) + bx ()

pour tout 7, < j < mg, on recherche I'index du coefficient
correspondant dans la structure de donnée, puis on somme :

index := acceés(iglobg (i),7globg (j))
valeur(index) := valeur(index) +FEk (i, j)

C.3 Algorithmes opérant sur la structure creuse

C.3.1 Produits matrice-vecteur

Disposant de cette structure creuse, nous pouvons réaliser des produits
matrice-vecteur avec un cotut en O(NZ).
algorithme du produit U := A.V

pouri:=1an
U@):=0
pour indez := début-ligne(i) & début-ligne(i + 1) —1
U(i) := U(i)+ valeur(index). V(colonne(index))
Dans la pratique, nous n’utiliserons pas l'acces indexé dans les tables V,
début-ligne, ligne et valeur, dont le parcourt est séquentiel. En effet, il est
alors possible de parcourir ces tables a I’aide de pointeurs [37, page 85], ce

qui augmente considérablement efficacité de cet algorithme.
algorithme du produit V := A*.U

V()=0,1<j<m
pour indexr :=1 a NZ

V(colonne(index)) := V(colonne(index)) + valeur(index).U(ligne(index))
Remarquons qu’ici aussi, il est possible d’optimiser le parcours séquentiel
des tables wvaleur, ligne et colonne.

C.3.2 Sur-relaxations successives symétrisées

Rappellons brievement le principe de la méthode. On suppose la matrice
carrée (n = m), a diagonale strictement dominante (voir page 98). Une



180APPENDIX C. ASSEMBLAGE DES MATRICES D’ELEMENTS FINIS

itération de la méthode de sur-relaxations successives (SOR, en anglais en
abrégé) de parametre w € |0, 2] sur le systeme :

AU=b

sécerit :

n
w
U(i) == (1 —w)U(i) + — [ b(d) = > _a;;U(i) | , ceci pouri=1an
Q; 4 :
) ]:1
En utilisant la structure creuse des matrices, ’algorithme s’énonce :
algorithme d’une itération SOR

e une itération SOR :
pour z =1 an,

— une boucle pour calculer la somme :
somme = 0
pour indez := début-ligne(i) & début-ligne(i + 1)—1 faire
somme := somme + valeur(index). U(colonne(index))
— puis corriger U (3) :

U(i) := (1 —w).U(i) — w.somme/valeur(diag(i))

Une itération de la méthode SOR-inverse consiste a executer les affecta-
tions précédentes en parcourrant pour ¢ = n a 1, par pas de —1. Enfin, une
itération de la méthode de sur-relaxations successives symétrisées (SSOR,
en anglais en abrégé) enchaine les deux parcourts précédents.

C.3.3 Coits optimaux

Les matrices issues de la méthode des éléments finis sont tres creuses, et on
a en général :

NZ = O(N)

Par exemple, si la matrice provient de I’approximation de l'opérateur har-
monique A, que on utilise des fonctions continues affines par morceaux
sur un maillage rectangulaire a cotés parralleles aux axes, et a condition
d’évaluer les intégrales a ’aide de la formule des trapezes, on trouve :

NZ ~ 5N

Ainsi, les algorithmes d’assemblage, de produits matrice-vecteur et d’une
itération SSOR. conduisent & des couts optimaux en place-mémoire et en
temps de calcul.
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