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1 Introduction

Ce document correspond a onze ans de recherche, dont quatre dans le sec-
teur privé et sept au Centre National de la Recherche Scientifique. Les sujets
abordés, qui peuvent a priori sembler disparates, sont tous liés a la modélisation
numeérique, et les applications concernent principalement les matériaux non-new-
toniens.

Apres ma these de troisieme cycle (1990) sur la simulation numérique des écou-
lements de fluides viscoélastiques (modele d’OLDROYD), j’ai étendu la méthode
proposée a d’autres modeles (modeles de PHAN-THIEN et TANNER, § 2), ce qui
m’a conduit a obtenir des résultats sur le comportement asymptotique aux grands
nombres de WEISSENBERG pour ce type de modeles. Ceci représentait a cette
époque une véritable performance, qui n’a, a ma connaissance, encore aujourd’hui
été relevée que par une autre équipe de recherche (Louvain-La-Neuve, CROCHET
et MARCHAL), et ce, en mobilisant de tres gros ordinateurs pendant des temps
non-négligeables. En parallele, je travaillais a la société cISI (compagnie inter-
nationale de services informatiques, aujourd’hui compagnie des signaux) sur la
simulation de I'injection des matieres plastiques dans les moules, dans le cadre du
projet CLIP (club des logiciels de 'industrie plastique) soutenu par le ministere
de la recherche et des entreprises concernées telles que Peugeot, Renault, Rhone-
Poulenc, ... J’ai aussi eu l'occasion d’intervenir a CIST sur d’autres projets: la
simulation de I’écoulement d’air autour des essieux de TGV ou la climatisation
dans les wagons. J’y ai également initié un projet de recherche sur la génération
de maillages en dimension trois.

En 1993, j’ai rejoint la société SGS-Thomson (aujourd’hui ST-microelectronics)
dans sa division recherche et développement. Dans le cadre des recherches sur
la simulation, la vérification et la synthese des circuits intégrés, j’ai collaboré a
des programmes de recherche européens ESPRIT 5075 (Philips, sGs-Thomson) et
JESSI-AC3 (Bosch, CNET, sGs-Thomson) sur le sujet. J’ai diversifié mes activités
en appliquant a ces problemes certaines méthodes issues de la mécanique, et
gagnant un sens de la conception des gros logiciels, ainsi que, par de nombreux
voyages, une meilleure connaissance de I’Europe de l'informatique. Les outils
logiciels que 'y ai réalisés continuent encore aujourd’hui a se développer et a
évoluer dans la société depuis mon départ.

En effet, dans la méme période, je candidatais au CNRS que je rejoignais a |’au-
tomne 1994 sur le theme de la modélisation numérique des matériaux en grandes
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déformations : viscoélasticité, viscoplasticité, surfaces libres et tensions capillaires,
et j’intégrais le laboratoire de rhéologie, récemment cré. Je développais avec
la société GIST (groupement informatique scientifique et technique) et Richard
MICHEL, ingénieur responsable des recherches dans cette société, une collabora-
tion de recherche sur le theme des logiciels de simulation en viscoplasticité.

Dans le méme temps, je répondais a 'invitation des professeurs Roland GLOWINSKI
et Daniel D. JOSEPH, et partais pour un séjour de quatre mois aux Etats-Unis
(Minneapolis, puis Philadelphie). Dans le cadre du projet de la National Science
Foundation « simulation directe des écoulements contenant des particules », j'in-
tervenais sur le « volet viscoélastique » du projet. Je voudrais souligner la richesse
scientifique du projet, tant sur la mécanique des fluides non-newtoniens que sur
le traitement numérique du probleme. De plus, j’y nouais également de nom-
breux contacts et une meilleure connaissance de I'informatique parallele et de la
manipulation informatique des grandes matrices creuses.

De retour en France début 1997, je retrouvais aussi les questions de viscoplasti-
cité, ou Nicolas ROQUET, embauché par la société GIST sur une bourse CIFRE,
démarrait sa these sur les fluides de type BINGHAM. Ce probleme posait de
véritables défis aux méthodes numériques, aucune méthode ne semblant « mar-
cher » correctement en pratique, bien que toutes les méthodes proposées étaient
justifiées par de solides résultats théoriques. Sa these s’orientera assez vite vers
une approche algorithmique de type Lagrangien augmenté, combinée avec une
adaptation énergique des maillages afin de capturer les zones rigides (§ 3).

Sur le theme voisin des écoulements de boue et débris en montagne (appelées aussi
laves torrentielles), j’intervenais dans le cadre d’un programme européen sur les
risques naturels. En effet, ces écoulements de débris peuvent étre modélisés par
des fluides a seuil avec surface libre, les équations étant alors moyennées dans
I’épaisseur, avec une approche de type SAINT-VENANT.

Je quittais le laboratoire de rhéologie pour commencer a travailler début 2000
au laboratoire de modélisation et de calcul (LMC), ou Jacques BLUM, directeur
du laboratoire, me proposait un environnement et des moyens tres propices au
développement de mes activités de simulation numérique, notamment sur le pro-
jet SIGMAS de 'IMAG, avec les professeurs Jean-Claude PAUMIER, Ioan IONESCU
et Annie RAouLT, et le projet IDOPT de I'INRIA, avec Jérome MONNIER, maitre
de conférences. J'y découvrais un laboratoire de grande taille, ou des équipes de
mathématiciens, mécaniciens et informaticiens collaboraient de facon étroite. Ni-
colas ROQUET m’y rejoignait d’ailleurs tres bientdt et soutenait! dans la méme
année une these sur la viscoplasticité. Il y présentait une quantification théorique
des gains obtenus par 'utilisation des maillages adaptés. I.’argument, entierement

1. co-encadrement avec Jean-Claude PAUMIER, professeur a I’Université Joseph FOURIER.
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nouveau, s’appuie sur une estimation a priori de 'erreur. En effet, ce type d’ar-
gument est généralement utilisé en maillages quasi-uniformes, les estimateurs
locaux (ou a posteriori) étant habituellement utilisés en maillages adaptés. Cet
argument était illustré par de nombreux exemples concrets de calcul. Une fois sa
these soutenue, Nicolas ROQUET a rejoint la société UNILEVER, dans le cadre d'un
programme européen et sur le theme de la simulation numérique de matériaux
non-newtoniens pour 1’agroalimentaire.

Les méthodes et logiciels développés dans le cadre de la viscoplasticité se prétent
a une généralisation assez naturelle a de nombreux autres problemes, notamment
ceux pouvant également se formuler en terme d’inéquations variationnelles, et,
comme ’a fait remarquer Roland GLOWINSKI a I'occasion d’une publication, ceux
traitant d’analyse d’image. Ces logiciels sont depuis 2001 entierement accessibles
par le réseau internet a ’ensemble de la communauté scientifique (§ 4). Une appli-
cation a des problemes d’avalanche (modeles de type granulaire) est actuellement

a I'étude (§ 5).

2 Fluides viscoélastiques

Pour les fluides viscoélastiques a loi de comportement de type OLDROYD [O1d50],
le tenseur des contraintes totales de CAUCHY 0y, est donné par:

Otor = —pl + 2 D(u) + 7

ou p est la pression hydrostatique, u le champ des vitesses, D(u) = (Vu +
Vu’)/2 le tenseur des taux de déformation, et n; > 0 une premiere viscosité. Le
tenseur 7 des contraintes supplémentaires satisfait une loi de comportement de
type différentiel :

AT 47— 2,D(u) =0 (1)

o
ou A est le temps de relaxation, n; > 0 est une seconde viscosité et 7 est une
notation pour la dérivée d’OLDROYD du tenseur 7 :

o Ot

T= a1 +uVr+ W(u)r — 7W(u) —a(D(u)r + 7D(u))
ot W(u) = (Vu—Vu’)/2 est le tenseur de vorticité et a € [—1,1] est un pa-
rametre de la dérivée d’OLDROYD. La loi de comportement (1) est couplée aux
équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse:

p (g—;l—l—u.Vu) —divr —mAu+Vp = f (2)

divu = 0 (3)
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ol p est la densité, supposée constante (écoulement incompressible). Les équations
(1)-(3) étant posées dans un domaine Q de RV, N = 2,3, le probleme aux in-
connues (7,u,p) est complété par des conditions aux limites sur u, sur le bord
entrant pour 7, ainsi que des conditions initiales pour u et 7. Lorsque la frontiere
du domaine est réguliere et les données assez petites, Collette GUILOPPE et Jean-
Claude SAUT ont montré [GS87] I'existence globale de solutions.

Le cas limite A = 0 correspond a un fluide newtonien. Pour A > 0, ce modele per-

met de décrire des solutions de polymere dans un solvant newtonien ou bien des
mélanges de polymeres. Cette loi peut s’étendre a d’autres modeles différentiels,

tels que le modele de PHAN-THIEN et TANNER [PTT77], de GIESEKUS [Gie82].

Par ailleurs ces résultats peuvent s’étendre a plusieurs temps de relaxation. Ce
probleme fait apparaitre trois nombres sans dimension : We le nombre de WEISSENBERG,
Re le nombre de REYNOLDS, ainsi que le parametre a = ny/(m1 + n2) € |0, 1].

2.1 Algorithme par décomposition d’opérateur

Afin de simplifier 'analyse de la méthode numérique proposée, je supposerais
I’écoulement lent, et négligerais dans la suite le terme d’inertie u.Vu dans (2).
Il s’agit d’'une hypothese classique dans ce type de simulation; la difficulté du
probleme porte désormais sur la non-linéarité dans I’équation (1) de la dérivée
d’OLDROYD.

L’idée directrice consiste a séparer les termes de viscosité des termes de transport.
On se ramene ainsi a résoudre deux sous-problemes plus simples, I'un de type
STOKES, l'autre de type transport du tenseur des contraintes supplémentaires.
Le probleme peut se mettre sous la forme:
(P): trouver Y = (7, u) tel que:
i
S% +AU)=F et U0)=U
ou S = diag (We, Re), F = (0, )", Uy = (10,u0)" et A(U) = A(U) + A(U; U)

est donné par la décomposition suivante :

vT — QOzD(u)
—divr — (1—a)PAu

V'T—I—W&T(V)T

Al(T,U) = O

; As(o,viTu)=
ourv' =1—vetv € [0,1] est un parametre de la décomposition et PA représente
lopérateur de STOKES. Dans la décomposition précédente, T(v) désigne I'opéra-

teur de transport : T(V)T =v.V1+ —I—W(V)T — TW(V) —a (D(V)T + TD(V)).

Inspiré par les travaux de GLOWINSKI [Glo86] sur les équations de NAVIER-
STOKES, introduisons a présent la semi-approximation de (P). Soit At > 0 un
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pas de temps et § un parametre, § €0, 2[. Considérons les notations 8’ = 1 — 26,
U = Uy et U™ ~ U((n + §)AL). Puisque A; et Ay sont plus simples que A,
utilisons cette décomposition pour résoudre (P) par le f-schéma:

Syt — syr
A~ TAUT)+AUnUny = (4)

n+l—-0 _ n+6
SU a,AtSu AU+ AU Um0 = 10 (5)

Sun+1 _ Sun-|—1—9
OAL + Al(un+1> + AZ(un’ un+1—€> — fn'H (6)

La résolution de (4) et (6) se réduit a celle d’un probleme de type STOKES, et
la résolution de (5), a celle d’un probleme de type transport pour 'opérateur
I+ eT(v), avec ¢ > 0. Cet algorithme se programme bien en pratique, et a fait
I'objet de nombreuses publications [1, 20, 4, 5, 21, 6, 8, 14].

2.2 Un élément fini ultra-léger

>< Tijvi#j
T O T O P, Tii
+ u.n

Fia. 1 - Elément fint ultra-léger pour le probleme de STOKES a trois champs.

J’al ensuite proposé une nouvelle méthode d’éléments finis mixtes pour appro-
cher ce probleme en espace. Cette méthode a I'avantage de n’utiliser que tres
peu de degrés de liberté pour un maillage donné: environ dix fois moins que les
méthodes d’approximation proposées précédemment par I'équipe de CROCHET
et MARCHAL [CMS87] ou par FORTIN et FORTIN [FF89]. Tl s’agit d'une com-
binaison de 1’élément mixte de RAVIART et THOMAS [GR86] pour les vitesses-
pressions, d’une approximation P discontinue pour les composantes normales 7;;
des contraintes et d’une approximation continue et linéaire pour les composantes
de cisaillement 7;;, ¢ # j. (voir FIG. 1). J’ai aussi montré que cette combinaison
d’éléments satisfaisait deux conditions de BREZZI-BABUSKA [Bre74], conditions
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nécessaires et suffisantes pour que le probleme soit bien posé pour We = 0 et
que la solution correspondante converge lorsque le pas du maillage tend vers zéro
(voir aussi [BS92] pour ’élément proposé par FORTIN et FORTIN).

D’autre part, il était nécessaire de décentrer les termes de transport des contraintes
u.Vr. Pour les composantes normales 7;;, approchées par un élément discontinu,
j’utilisais la méthode de LESAINT et RAVIART tandis que le schéma de volumes
finis de BABA et TABATA était approprié pour les composantes de cisaillement.
Ces deux choix conduisent a des schémas décentrés monotones?. Cette propriété
assure en particulier que les solutions approchées ne présenteront pas d’oscilla-
tions parasites. Je remarquais 'article de 1988 de GOODMAN [GL88] qui montrait
que la méthode SUPG proposée par HUGHES et BROOKS [BH82] ne vérifiait pas
cette hypothese. De plus, les travaux de 1987 de CROCHET et MARCHAL [CMS8T7]
utilisant cette méthode présentaient des solutions avec oscillations parasites pres
des coins ré-entrants, dans le cas d’'un écoulement en contraction brusque, ou la
solution est singuliere.

Cet élément permettait alors de résoudre le probleme sur des ordinateurs possédant
une taille de mémoire modeste, ce qui n’avait pas été le cas jusqu’alors. Ceci a
donné lieu a plusieurs publications [1, 4, 6]. La combinaison d’un algorithme ro-
buste et d'un élément fini tres économique a permis d’obtenir pour la premiere
fois les comportements asymptotiques des modeles de PHAN-THIEN et TANNER,
comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

2.3 Propriétés élongationnelles et recirculations

Le probleme-test de 1’écoulement viscoélastique en contraction brusque possede
I’avantage de mettre en évidence le comportement du modele sur une tres large
gamme de taux de déformation: 1’écoulement est élongationnel le long de 1’axe
et cisaillé pres des parois. De plus, la singularité die au coin ré-entrant sollicite
le modele dans la plage des tres grandes déformation et contraintes. Apres avoir
réalisé un logiciel pour un modele viscoélastique d’OLDROYD (relation (1)), je I'ai
étendu au modele viscoélastique proposé par PHAN-THIEN et TANNER [PTT77,
Lar88]:

)\E—I—(l +etrr)T — 2 D(u) =0

ou ¢ > 0 est un parametre du modele. Ce modele a 'avantage de prédire, pour
un écoulement en élongation simple, une viscosité élongationnelle croissante [6,
p. 203] et présentant un plateau, analogue a ce qui est observé pour les solutions
de polymeres. Les maillages utilisés sont donnés FiG. 2. La FiG. 3 présente la

2. en anglais, on dit aussi TVD, pour Total Variation Decreasing.
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branche de solution pour des valeurs croissantes du nombre de WEISSENBERG,
ce pour une contraction a géométrie axisymétrique. Ce calcul met clairement en

Maillage 1

Maillage 2

1
SO B N W M~ 01O N
T

FiG. 2 — Vue partielle des maillages pour la contraction brusque.

évidence le développement d’une zone de recirculation située dans la partie amont
de I’écoulement, cette zone tendant asymptotiquement vers une taille maximale
(FiG. 3.d) pour les grandes valeurs de We. J'ai ensuite étudié une variante du
modele précédent :

A E +exp (etrm) 7 — 22 D(u) =0

Ce modele prédit une viscosité élongationnelle passant par un maximum puis
décroissant [6, p. 203], ce qui correspond bien aux mélanges de polymeres. Dans
ce cas, la simulation prédit des zones de recirculation passant par un maxi-
mum, puis décroissant ensuite pour se résorber asymptotiquement aux grands
WEISSENBERG. Ce travail met donc clairement en évidence les mécanismes de
développement des recirculations et leur corrélation avec les propriétés élongation-
nelles du matériau, et a été poursuivi en étudiant la correction de COUETTE (perte
de pression due a la contraction) pour les différentes variantes. Ceci a donné lieu
aux publications [6, 7, 13, 14, 15].
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FIG. 3 - Modéle de PHAN-THIEN et TANNER avec ¢ =5 x 107*: (a) We = 2.0;
(b)) We =4.6; (¢c) We =14; (d) We = 69.
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3 Fluides a seuil

Mon travail sur la simulation numérique pour les fluides viscoplastique a conduit
a I'encadrement d’une these [49], de deux sujets de DEA [43, 46], un projet de fin
d’études de 'ENSHMG [45] et de deux sujets de DESS [44, 47]. Ce travail a fait
I'objet de nombreux rapports et publications [9, 10, 16, 17, 31, 32, 38, 39, 28, 29,
30]. Aussi j’ai choisi de présenter ici un résultat correspondant aux travaux de la
these de Nicolas ROQUET, qui fait I'objet d’une publication en cours [11].

3.1 Aspect général de I’écoulement

Considérons 1’écoulement d’un fluide viscoplastique autour d’un cylindre en mou-
vement uniforme tel que représenté sur la FiG. 4.

u=0 T
u=:0 I on
| o -0
.......... o L.

FiG. 4 — Cylindre se déplacant a vilesse constante enlre deuz plaque : (a) vue
générale; (b) domaine de calcul.

Concernant les travaux expérimentaux sur ce probleme, on pourra consulter [YA73,
BW69]. A notre connaissance, il n’existe pas de travaux de simulation numérique
sur ce probleme, les seuls travaux voisins existants portent sur le probleme de
la chute d’une sphere (cas axisymétrique) dans un milieu décrit par un modele
bivisqueux. Le remplacement du modele de BINGHAM par un modele bivisqueux
induit des difficultés numériques supplémentaires, comme nous 'avons montré

dans [10].

L’écoulement est partitionné en deux régions: les régions rigides (D(u) = 0)
et les régions déformées (D(u) # 0). Dans notre cas, les régions rigides sont
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composées de zones de type différent. Ces zones sont séparées entre elles par la
région déformée. Afin d’identifier ces zones et d’en faciliter la compréhension,
nous avons introduit une terminologie spécifique (voir aussi F1G. 5):

— une zone morte englobante qui contient la zone déformée;

— deux zones rigides, en forme de pointe, situées sur le cylindre, dans 1’axe
du mouvement, I'une en amont, 'autre en aval, et toutes deux entourées
par la zone déformée;

— deux zones ovoides, aux extrémités pointues, que nous appellerons aman-
des, a 'intérieur de la zone déformée. Elles sont situées entre le cylindre et
la paroi, de part et d’autre du cylindre.

enveloppe
englobante .
pointe
amande
région régions rigides
déformée
cylindre zone morte

__________ englobante

FiG. 5 — Partition de [’écoulement : régions rigides en gris clair, région déformée
en gris foncé, section du cylindre en blanc.

Par ailleurs, I’enveloppe de la zone déformée autour du cylindre en mouvement est
appelée enveloppe englobante. Cette enveloppe vient toucher la paroi lorsque
celle-ci est assez proche du cylindre. I’existence de ’amande est ici entierement
nouvelle, tandis que les autres zones rigides avaient déja été mises en évidence
dans des travaux expérimentaux antérieurs [YA73, BW69].

3.2 Formulation du probleme

Décomposons le tenseur des contraintes totales de CAUCHY suivant :
Otor = —p.I + o,

ou o désigne sa partie déviatrice et p la pression. L’équation constitutive de
BINGHAM [Bin22] s’écrit :

D)
By N IP@I#0

o] < o0 si [D(w)] = 0,

o= 277D(u) + og (7>
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ou op > 0 est le seuil de contrainte, n la viscosité plastique, et u la vitesse. La
notation |7| représente pour tout tenseur 7 la norme matricielle: |7| = /7 : 7.

La loi de comportement (7) est couplée aux équations de conservation de la
quantité de mouvement et de la masse:

p(aa—;l—l—u.Vu)—divo—l—Vp =0 (8)

divu = 0 (9)
ou p est la densité, supposée constante.

Remarquons que le cas oy = 0 se ramene a un fluide newtonien incompressible.
Pour o¢ > 0, les régions rigides commencent a apparaitre, et se développent
lorsque oy augmente. Les relations (7)-(9) sont complétées par les conditions
aux bords indiquées sur la FIG. 4.b, et des conditions initiales. Ce probleme fait
apparaitre deux nombres sans dimension: B, le nombre de BINGHAM et Re,
le nombre de REYNOLDS. Dans la suite, le terme d’inertie u.Vu dans (8) sera
négligé, I’écoulement étant supposé lent.

3.3 Adaptation de maillage

Ce probleme s’inscrit naturellement dans le cadre des inéquations variation-
nelles [GLT81, KOS88], et nous avons utilisé la méthode du Lagrangien aug-
menté [GT89] combiné avec un algorithme de descente de type UzAwA pour
résoudre le systeme.

Une des difficultés provient du fait que la solution est tres peu réguliere a la
traversée des régions rigides-déformées. Ainsi, 'utilisation de maillages quasi-
uniformes de pas h et de ’élément P,-P; (par exemple) en vitesses-pression ne
permet pas d’obtenir la précision attendue pour une solution réguliere : la conver-
gence est en O(h) en norme H' au lieu de O(h?) pour la vitesse.

Pour compenser cela, une stratégie élégante consiste a adapter le maillage a cette
perte de régularité. Cette approche présente ici un certain nombre d’avantages :

— les surfaces de transition rigide-déformée sont localisées géométriquement
avec plus de précision, le maillage y étant plus fin: hioe = O(h?);

— cela permet de récupérer la convergence globale optimale en O(h?), ou h
est le pas de maillage quasi-uniforme hors du voisinage des surfaces de
transitions;

— enfin, le surcott en terme de nombres d’inconnues est globalement négli-
geable, le raffinement de maillage étant localisé.
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Nous avons montré dans [9] ces affirmations pour I’écoulement d’un fluide de
BINGHAM dans un tuyau, et ceci se vérifie encore ici. L’adaptation de maillage
est obtenue par un cycle de calcul, représenté sur la Fi1G. 6. Partant d’un maillage
initial, une premiere résolution est effectuée, a partir de laquelle on génere un
premier maillage adapté [Hec97]. Un nouveau calcul est ainsi effectué, et ainsi de
suite. Le maillage et la solution convergent assez rapidement vers un point fixe.
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FiG. 6 — Modéle de BINGHAM (Bi = 10) : cycles d’adaptation.

Sur la F1G. 7, on pourra apprécier la finesse de résolution des détails de 1’écou-
lement. La légere concavité de la pointe apparait clairement en FiG. 7.b, les
lignes noires horizontales dans la pointe représentant les trajectoires de matiere
en translation solide a la méme vitesse que le cylindre. La convexité marquée
de 'amande s’observe en FIG. 7.c, ou les trajectoires sont cette fois des arcs de
cercle, la matiere contenue dans ’amande étant en rotation solide. Enfin, une
région de recirculation apparait en détail en FiG. 7.d, tandis que le maillage est
tres concentré au sommet du cylindre, ot la solution est singuliere (contraintes
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et taux de déformations exacts non-bornés). On y observe aussi le centre de

le déplacement du cylindre.
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Les temps de calculs sont de l'ordre de I’heure sur station de travail pour les
résultats présentés ici. Pour des problemes plus volumineux, un gain substantiel
pourrait étre obtenu en remplacant 1’algorithme d’UZAWA par une méthode de
type NEWTON (voir a ce sujet les travaux de Pierre ALART [Ala97] dans le
cadre d’un probleme de contact). Ce travail s’est poursuivi en étudiant le cas
ou le cylindre devient tres proche des parois et en analysant les variations du
coefficient de trainée. Suivant une démarche analogue a celle utilisée ici pour un
fluide de BINGHAM, nous avons traité le cas d’un glissement avec seuil. D’autres
applications sont actuellement a I’étude, notamment pour des problemes issus de
I’éléctrochimie.
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4 Une librairie d’éléments finis

4.1 Motivation

Le développement la librairie rheolef [28] est issu du constat qu’il n’existait pas
d’environnement logiciel satisfaisant pour la simulation numérique des fluides
non-newtoniens. Les environnements disponibles offrent soit un interface au ni-
veau matrice-vecteur, et ce sont les plus nombreux, soit leur interface est de type
éléments finis, mais leurs fonctionnalités sont trop réduites pour notre propos
(pas d’éléments finis mixtes, etc..) ou pas assez modulaires pour les applica-
tions en vue. Dans la deuxieme catégorie, on trouve le tres élégant interpréteur
freefem+ [PHBOO1] d’Olivier PIRONNEAU ou bien la librairie ofeli [Tou0l1] de
Rachid TouzANI.

Par ailleurs, spécifier I'interface d’une librairie avait un double avantage :

i) conduire a un code modulaire et donc plus facile & maintenir;

ii) pouvoir utiliser cette librairie pour d’autres applications.

Aussi, avec Nicolas ROQUET, avons nous développé la librairie rheolef [28],
disponible depuis janvier 2001. Le code fait actuellement environ 70000 lignes,
principalement en C++.

4.2 Réalisation et illustrations

['interface s’appuie sur la formulation variationnelle du probleme a résoudre. En
plus des notions de maillage et de matrice creuse apparaissant habituellement
dans ce type de code, nous avons introduit les notion d’espace d’approximation,
de forme bilinéaire et de champs. Il s’agit a notre connaissance de la premiere
librairie d’éléments finis s’apuyant sur un interface utilisant des concepts varia-
tionnels.

A titre d’exemple, considérons le tres classique probleme de POISSON avec une
condition de DIRICHLET homogene sur le bord dans un ouvert borné Q C RY,
N=1,23.

(P): trouver u, defini dans Q, telle que :
—Au =1 dans Q et u = 0 sur 09,

dont la formulation variationnelle s’écrit :
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(FV): trouver uw € H}(Q) tel que :
a(u,v) = m(1,v), Yo € Hy(Q),

ou les formes bilinéaires a(.,.) et m(.,.) sont définies par:
a(u,v) = / Vu.Vvdzr, Yu,v e Hy(Q),
Q
m(u,v) = / uvdzr, Yu,ve L*(Q).
Q

La forme a(.,.) définit un produit scalaire dans H}(§) et est appelée forme
d’énergie. Elle est associée a 'opérateur —A. La forme m(.,.) est ici simplement
le produit scalaire de L*(2), et est appelée forme de masse. L’approximation par
éléments finis de LAGRANGE s’obtient en introduisant 7, un maillage de Q et
Vi, espace des fonctions continues, polynomiales par morceaux de degré k > 1

et s’annulant sur le bord du domaine:
Vi ={v € Hy(Q); vk € Py, VK € Tp.}.
Le probleme approché s’énonce:
(FV)p: trowver up, € Vj, tel que:

a(up,vp) = m(1,vs), Yo, € V.

#include "rheolef/rheolef.h"

int main (int argc, chars*argv) {
geo omega (argv[i]);
space Vh (omega, argv[2]);
Vh.block ("boundary");
form a (Vh, Vh, "grad grad");
form m (Vh, Vh, "mass'");
field fh (Vh, 1);
field uh (Vh);
uh ["boundary"] = 0;
ssk<Float>fact = 1ldlt(a.uu);
uh.u = fact.solve (m.uu*fh.u + m.ub*fh.b - a.ub*uh.b);
cout << uh;
return O;

FiG. 8 — Résolution du probleme de POISSON avec la librairie rheolef.
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Le code C++ de la F1G. 8 met en ceuvre la résolution du probleme de POISSON dans
I’environnement rheolef. Ce code s’applique pour des maillages en dimension
un, deux et trois, et pour des approximations par éléments finis linéaires ou
quadratiques par morceaux. La Fig. 9 représente des coupes et isosurfaces de la
solution en dimension trois, ainsi que deux rendus volumiques du type lancer de
rayon.

Fi1G. 9 — Solution du probléme de POISSON pour N = 3.
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FiG. 10 — Résolution avec adaplation de maillage pour le probléme du talus.

Les problemes linéaires standards de la mécanique sont aussi traités: probleme
de STOKES et systeme de 1’élasticité. Ces problemes sont les fondements de la
plupart des modeles non-linéaires de la mécanique. La F1G. 10 représente la so-
lution du probleme du talus (élasticité linéaire). Soulignons I’extréme concision
de I'interface : le code correspondant représente seulement 27 lignes de C++ dans
sa version sans adaptation de maillage, et 52 lignes avec adaptation de maillage.
Le lecteur intéressé pourra consulter le guide de I'utilisateur [29] et le manuel de

référence [30].
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5 Perspectives

5.1 Ecoulements A surface libre et phénomeénes capillaires

Les forces capillaires interviennent dans un grand nombre
de procédés de mise en forme de matériaux: extrusion

de fibres, fils et membranes, injection dans des moules,

enduction de produits sur des surfaces, jets d’encre, dé-
collement d’adhésifs. ..

|
i
Iy :
Les matériaux en présence sont fréquemment non-new- Q i O
toniens et seront décrits par des modeles viscoélastiques. :
La compétition entre forces capillaires et contraintes visco- L, R, IN

élastiques conduit a des phénomenes bien spécifiques.
Pour fixer les idées, considérons tout particulierement I
le cas du gonflement en sortie de filiere et cherchons a ™3

id \ . .
répondre a la question suivante:

Rs
Comment choisir le rayon de la filiere et le débit d’entrée
pour obtenir un fil de rayon donné ?

Nous reconnaissons un probleme inverse que nous aborderons sous la forme d’un
probleme de controle optimal : il s’agit de contréler numériquement des écoule-
ments viscoélastiques avec tension de surface. Citons, également, a titre de se-
conde application possible, le pelage d'un ruban adhésif. Pour une étude théorique
et expérimentale, voir [VPB96]. Il s’agit alors d’optimiser les propriétés de 1’ahésif
afin que le substrat (mur, peau, ...) soit exempt de produit (rupture adhésive).
D’autres applications concernent la coalescence, I’enduction, les interfaces fluide-

fluide.

Ce theme de recherche, en collaboration avec Jérome MONNIER, Maitre de con-
férence a I'INPG, a fait 1'objet du stage de DEA de Jocelyn ETIENNE [50] dans le
cadre du projet INRIA IDOPT. Claude VERDIER, chercheur au CNRS, travaille sur
les aspects théoriques et expérimentaux de problemes avec tension capillaire et
de viscoélasticité, et une perspective de collaboration est étudiée. Enfin, je donne
un cours sur la modélisation et le calcul des surfaces libres et des interfaces dans
le cade du DEA de mathématiques appliquées de Grenoble [59].
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5.2 Avalanches et coulées de boue

La prévention des risques en montagne, des avalanches
aux coulées de boue, passe par des simulations numé-
riques de plus en plus poussées. Ces dernieres mettent
en ceuvre des lois de comportement de matériaux com-
plexes, comme les fluides a seuil ou les écoulements
granulaires, ainsi que des méthodes numeériques déli-
cates: volumes finis dans un cadre dynamique, mail-
lages adaptatifs. Les essais peuvent étre faits avec
la montagne seule, ou en présence d’ouvrages d’art
(pare-avalanches, déviateurs, digues) dont on cherche
a ajuster la position. Les modeles sont de type visco-
plastiques ou granulaires, moyennés dans 1’épaisseur
(approche du type SAINT-VENANT). Une adaptation
du maillage a la topographie sera développée pour
rendre les modeles plus précis et plus efficaces. Elle
pourra également permettre de concentrer les calculs dans les régions d’intérét :

le front de 'avalanche ou de la coulée, le voisinage des variations brusques du
relief, digue ou bien arétes de rochers.

Ce theme de recherche vient de démarrer et a fait I'objet du stage de DEA de Claire
LAUVERNET [51] au Laboratoire de Modélisation et de Calcul, dans le cadre du
projet INRIA IDOPT. Une collaboration avec le LEGI (Emil HOPFINGER [Hop83]),
le Cemagref (Dominique LAIGLE, Mohamed NAAIM) et le laboratoire GRAVIR
(Marie-Paule CANI, Fabrice NEYRET) débute également, avec le soutient finan-
cier de I'INRIA (Action de Recherche Coopérative) et de 'INPG (Bonus Qualité
Recherche). J'encadre également la these de Jocelyn ETIENNE [52] sur ce theme
(co-encadrement avec Emil HOPFINGER).
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