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Introduction

De nombreux modeles de la physique font intervenir, outre des opérateurs différentiels, des
opérateurs dynamiques intégraux, de la forme :

u— Hu, (Hu)(t) = /0 h(t, s)u(s) ds; (1)

ces opérateurs sont fréquemment de nature convolutive, c’est-a-dire : h(¢,s) = h(t — s) et on note
alors, de fagon naturelle H = H(9;) ou H est appelée fonction de transfert ou symbole. Par ailleurs,
au sens des distributions et grace au théoréme des noyaux de Schwartz, les opérateurs différentiels
(voire aux différences finies) sont également représentables par (1), ce qui confere a cette formulation
une portée étendue.

De tels modeles sont souvent de la forme "explixite” (ou de Volterra) :
H(0)X = f(X,u), (2)

ou f est une fonction non linéaire, H(0;) est un opérateur en général matriciel, défini par une matrice
de transfert (ou symbole) H non nécessairement rationnelle. Sous hypotheses de régularité sur H,
en pratique peu restrictives, les modeles (2) sont de type "pseudo-différentiel”, du fait de certaines
analogies de 'opérateur H(0;) avec les opérateurs différentiels. Par leur richesse, les modeles pseudo-
différentiels présentent de plus en plus d’intérét pour les problemes actuels dans divers domaines ;
on peut par exemple citer [30, 43, 52, 53, 54] en physique, [29, 34, 39] en analyse mathématiques
et simulation numérique, [1, 26, 38] pour les problémes de controle, [7, 36] en ingénierie électrique,
[61] en biologie, etc.

Les problemes (d’analyse, de simulation, de controle, etc...) relatifs a de tels modeles posent en
général de nombreuses difficultés, directement liées a la non localité dans le temps des opérateurs
H(0;), les outils habituels de I'analyse des sytémes dynamiques étant pour la plupart dédiés au
cas différentiel H(9;) = 0. L’expression de H(9;)X sous forme d’un produit de convolution est en
effet de manipulation délicate et ’approximation numérique par quadratures directe de 'intégrale
est couteuse, sinon irréalisable. Dans le cas linéaire, le passage au domaine fréquentiel reste, bien
stir, envisageable dans certains cas; cependant, méme dans le cas linéaire, ’approche fréquentielle
classique n’est pas adapté aux problemes temps-réels (identification, poursuite, contrdle, etc).

L’approche dénommée "représentation diffusive” [48] s’inscrit dans cette problématique : elle
permet la reformulation d’opérateurs dynamiques intégraux au moyen d’une réalisation d’état, basée
sur le "symbole diffusif”’ (ou y-symbole), objet mathématique de nature en général distributionnelle,
associé a I'opérateur. Cette réalisation d’état est de dimension infinie, mais locale en temps, ce qui
rend la manipulation des opérateurs ainsi réalisés beaucoup plus aisée, tant pour ’analyse que
pour 'approximation numérique. L’inconvénient de la dimension infinie de la réalisation est en
effet pallié par la nature diffusive de ’équation d’état, ce qui assure, notamment, la possibilité
d’approximations numériques a la fois précises et peut cotliteuses. On peut noter par ailleurs que
le y-symbole intervient de maniére linéaire dans la réalisation de H(9;)X, propriété dont on tirera
partie en particulier pour les problemes d’identification de modeles.

Outre les aspects numériques, la représentation diffusive offre un cadre mathématique unifié et
adapté a 'analyse des opérateurs intégraux. Ces derniers peuvent ainsi étre manipulés de facon



4 INTRODUCTION

simple et naturelle, les opérations algébriques sur les opérateurs de convolution étant associées a
des opérations ad-hoc sur les y-symboles. Ainsi, en particulier, le produit #, de deux vy-symboles
est 'image, dans ’espace des «-symboles, du produit de composition de deux opérateurs.

Parmi les nombreux problémes ou cette théorie a permis des améliorations significatives, on peut
citer par exemple I’étude des systemes et signaux stochastiques, tels que les mouvements Browniens
fractionnaires [11], la simulation d’opérateurs d’impédance sur une fontiere circulaire pour I’équation
des ondes 2D [40], la modélisation et simulation de phénomeénes physiques tels que la propagation
des ondes dans un matériau poreux [12, 17|, l'analyse d’'un modele singulier d’évolution d’une
flamme sphérique [3, 4], la modélisation et identification de comportements dynamiques complexes
dans certains composants du génie électrique [55, 56], ou encore divers autres travaux en traitement
du signal [24], identification [27, 35, 51], controle de systemes dynamiques [1, 26], etc.

La structure d’algebre topologique de ’ensemble A’7 des y-symboles, décrite en détail dans
[48], permet une grande souplesse dans le maniement et 'approximation d’opérateurs dynamiques
pseudo-différentiels. Cependant, dans nombre de cas, I'inversion d’opérateurs dynamiques apparait
utile, sinon, parfois, incontournable. Or cette opération ne peut étre définie dans Afy et nécessite
donc une extension adéquate de cette algebre. C’est la que se situe la problématique théorique
abordée dans cette theése ; elle fait 'objet de la premiere partie. Dans la seconde partie, les résultats
de la premiere partie sont utilisés pour le traitement de certains problemes dynamiques relatifs a
des modeles pseudo-différentiels, en particulier identification de modeles de Volterra non linéaires.
Le contenu du mémoire est décrit ci-apres.

La premiere partie de cette these, dédiée a la représentation diffusive en général et plus parti-
culierement a l'inversion opératorielle, est constituée de 3 chapitres. Dans le chapitre 1 sont rap-
pelés les principes fondamentaux, les résultats essentiels et les extensions utiles pour l'inversion
~v-symbolique. Dans le chapitre 2, sont décrits quelques éléments techniques permettant 1'utilisation
pratique (en particulier numérique) de cette méthodologie, plus précisément pour la détermination
analytique des y-symboles et les approximations numériques des réalisations d’état.

Enfin, le chapitre 3, qui concentre ’essentiel des résultats théoriques originaux obtenus au cours
de cette these, est consacré au probleme de linversion d’opérateurs H(0;) sous formulation -
symbolique, opération essentielle pour nombre d’applications, comme par exemple I'identification
de modeles. L’algebre des v-symboles considérée jusqu’a présent n’étant pas unitaire, une immer-
sion dans une algebre plus grande dans laquelle 'inversion est bien définie a été nécessaire. Dans ce
cadre algébrique étendu, on a ensuite établi plusieurs résultats garantissant la résolubilité concrete
du probleme de I'inversion y-symbolique, en fait mal posé au sens de Hadamard, mais régularisable,
la continuité de 'opération d’inversion n’ayant en fait été obtenue que pour un mode de conver-
gence affaibli, mais tout a fait adapté au numérique. Diverses méthodes d’inversion ~y-symbolique
numérique ont été proposées et testées avec succes sur quelques exemples non triviaux. L’extension
aux opérateurs matriciels, essentiels en pratique, a également été abordée de maniere formelle, les
questions topologiques étant similaires a celles du cas scalaire.

Dans ce contexte théorique ainsi étendu, divers problemes relatifs aux modeles pseudo-différentiels
précédemment évoqués ont été abordés en seconde partie de cette these.

Dans le chapitre 4 sont résumés les principaux travaux effectués durant la these, dans les do-
maines de I’analyse et simulation de systémes dynamiques, de la réduction de modeles non linéaires
ou de l'identification de modeles de Volterra non linéaires. Ces travaux ont fait I’objet des publica-
tions [12, 13, 14, 15, 16, 17, 21]. Les travaux sur 'identification, plus conséquents, sont décrits en
détail dans les chapitres 5,6 et 7.

Le chapitre 5 traite de I'identification d’un opérateur convolutif H(9;) via son y-symbole. Grace a
la dépendance linéaire du modele transformé par représentation diffusive par rapport au y-symbole,
celui-ci peut étre identifié par simple projection orthogonale relativement & un produit scalaire
adapté. Apres validation sur des exemples "test”, la méthode est appliquée dans une situation plus



significative, & savoir 'identification (a partir de données simulées) de I'opérateur d’impédance pour
un modele de paroi poreuse.

Dans le chapitre 6, on réalise I'identification simultanée de I'opérateur dynamique H(9;) et de la
fonction non linéaire f intervenant dans un modele générique de la forme (2). Pour cela, & 'opérateur
H(0;) est d’une part substitué son 7-symbole via la transformation de représentation diffusive
(comme présenté dans le chapitre 5), d’autre part la fonction f est paramétrisée au moyen d’une
base de fonctions convenable. On obtient ainsi un probléme équivalent dans lequel les parametres
a identifier apparaissent tous linéairement, permettant, la encore, l’identification par projection
orthogonale. La méthode est validée sur des exemples test.

Dans le chapitre 7, on propose enfin une nouvelle méthode d’identification pour les modeles de
Volterra scalaires, basée sur un "découplage” de I'identification de H(9;) et de f. L’idée sous-jacente
consiste a supprimer, au moyen d’une transformation convenable des trajectoires mesurées, le terme
non linéaire f(X,u) sur un sous-ensemble discret de couples de temps (¢, 7) en lesquels le terme non
linéaire prend des valeurs voisines (i.e. f(X(t),u(t)) ~ f(X(7),u(7))). Cette opération est réalisée
au moyen d’'une transformation opératorielle du modele (2) spécifiquement introduite a cet effet.






Premiere partie

Inversion opératorielle sous
représentation diffusive : théorie et
mise en ceuvre






Chapitre 1

Représentation Diffusive : I’essentiel

Les opérateurs linéaires intégraux, c’est a dire les opérateurs H de la forme :

(Hu)(t) :/Rh(t, s)u(s)ds, (1.1)

sont tres fréquents dans les modeles de la physique. L’étude de tels opérateurs est donc primor-
diale et d’autant plus délicate que la classe d’opérateurs considérée est tres vaste : elle englobe en
particulier les opérateurs rationnels et, si le noyau h est étendu aux distributions, les opérateurs
différentiels. Tant pour I'analyse que pour la mise en ceuvre numérique, il peut paraitre judicieux
d’en chercher une formulation plus intéressante que la formulation intégrale (1.1), qui par nature
est de manipulation délicate. En effet la formulation (1.1) est héréditaire : la détermination de la
valeur de Hu & un temps ¢ fait intervenir tout le passé de u, ce qui, du point de vue numérique par
exemple, n’est pas économique.

L’approche dénommée représentation diffusive, présentée dans [48], s’inscrit dans cette problé-
matique : elle permet la formulation de H au moyen de réalisations d’état, c’est-a-dire, dans le cas
ou l'opérateur H est causal et u a support dans Ry :

(8, — A)X = Bu, X(0) =0, (1.2)
Hu =CX, (1.3)

avec B et C des opérateurs locaux en temps. Du fait de la localité des opérateurs et de ’équation,
cette formulation n’est pas héréditaire : une intégration de ”proche en proche” de (1.2) peut étre
réalisée, ne nécessitant aucunement la mémorisation du passé de u. La disparition de la nature
héréditaire dans la formulation d’état (1.2,1.3) est en fait due a I'introduction de la variable inter-
médiaire X dans laquelle est "résumé” le passé de v d’une maniere suffisante pour la synthése de
‘H, définie par opérateur C'. Au dela des opérateurs H causaux, on pourra trouver dans [48] des
formulations d’état généralisées de la forme :
{ DX = Bu, (1.4)
Hu=CX,

ou D est un opérateur local plus général que J; — A, éventuellement non causal, voire spatial.

Via la représentation diffusive, on a acces a des réalisations d’état variées ce qui, sur le plan
numérique notamment, permettra la simulation de systemes complexes. Mais cette approche est
bien plus qu’une méthode dédiée aux seules approximations numériques : c’est une méthodologie
générale qui fournit un cadre mathématique unifié pour I'analyse, la manipulation et la réalisation
concrete d’une grande classe d’opérateurs intégraux. Ainsi, un opérateur rationnel simple et un
opérateur non convolutif trés complexe sont selon cette approche appréhendés et traités de maniere
identique et relativement simple, le passage aux réalisations numériques utilisables étant possible a
tout moment.

L’essentiel de la représentation diffusive (dans le cas causal) est présenté dans les paragraphes
qui suivent.



10 REPRESENTATION DIFFUSIVE : L’ESSENTIEL

1.1 Principe général

On consideére un opérateur linéaire intégral causal H de noyau h (cf. (1.1)) et de "réponse
impulsionnelle” h définie par h(t,s) := h(t,t — s), avec h(t,.) supposée, dans un premier temps,
localement intégrable pour tout ¢. L’opérateur H étant causal, on a : h(t,s) = 0, Vs < 0. Par simple
réécriture de (1.1), on déduit :

(Hu)(t) = (h(t,.) = u)(t)
= Jp+ h(t,s)u(t — s)ds
= Jph(t,s)u(t — s)1j 4ooi(5)ds
= fR h(t,s)u(t, s)ds,

(1.5)

ot u(t, s) = u(t — )1 yoo[(s) est appelée histoire de u (a I'instant ¢). Avec la notation < f,g >:=
[ f(s)g(s) ds, on obtient alors la propriété fondamentale pour la suite :

Vt, (Hu)(t) =< h(t,.),u(t,.) >, (1.6)

c’est-a~dire : le résultat de 'opérateur H sur une fonction u s’exprime par le produit (au sens du
crochet < .,. >) de la réponse impulsionnelle de H et de 1'histoire de wu.

On notera d’une part que le produit < .,. > est indépendant de ¢ (au sens ou le domaine parcouru
par s lest), d’autre part qu’a chaque t (fixé), h(t,.) et u(t,.) sont des fonctions d’une variable temps
s € R. Ces deux propriétés vont permettre d’une part 'utilisation de transformations simples et
riches en propriétés intéressantes, d’autre part de définir un cadre topologique clair basé sur des
espaces fonctionnels en dualité par le produit < .,. >.

On considere une transformation linéaire inversible .4 (indépendante de t) telle que, de maniere
pour linstant formelle, on ait :

(Hu)(t) =< h(t,.), A"t Au(t,.) > . (1.7)
En transposant A~! sur h(t,.) via son adjoint formel, on a :
(Mu)(t) = < (A"1)*h(t,.), Au(t,.) >, (1.8)

soit encore :

(Hu)(t) =< pu(t,.), ¥, .) > (1.9)

avec ¥(t,.) = (Au(t,.)) et u(t,.) = (A*)"1h(t,.). On a ainsi accés a de nouvelles formulations
de 'opérateur u — Hu qui toutes ont 'avantage de "séparer ce qui se rapporte a H de ce qui se
rapporte a u”, et dont certaines pourraient étre intéressantes. En particulier, le cas ou ¢ serait
solution d’une équation différentielle de "résolution aisée”, du type :

Op = f(h,u) (1.10)

pourrait présenter de gros avantages sur le plan numérique.

Considérons a présent 1'opérateur linéaire (0; — pI). On peut montrer que cet opérateur admet
un inverse dans I'algebre £, (L?(R)) des opérateurs linéaires continus et causaux dans L?(R) si
Re(p) < 0. On introduit alors la définition abstraite (dont la justification apparaitra plus loin) :

Définition 1 On appelle opérateur de représentation diffusive, et on note Rd, la fonction opéra-
torielle :

Rd: R* +iR — L. (L*(R))

P — Rdp, = (0, —pl)~! (1.11)
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AR

F1a. 1.1 — Exemple de contour 7.

On note ¥(t,.) la représentation diffusive de u, c’est a dire U(t,p) = Rdpu(t). Il découle de
la définition précédente que W est I'unique solution de la famille d’équations différentielles dans
L2(Ry) :

WV (t,p) = p¥(t,p) + u(t). (1.12)

La fonction ¥ étant solution d’une équation différentielle, elle pourra, dans le cas ou u est a support
dans [tg, +o0], étre obtenue (éventuellement numériquement) par intégration de cette équation a
partir d’une condition initiale ¥(t¢g,p) = 0.

On cherche a présente a définir un opérateur A adapté, c’est-a-dire par exemple tel que :

(Au(t,))(€) = (0 =)D u(t), (&) eR™ +iR=C, (1.13)

ou v est une fonction convenable de & € R.

Pour cela, on considére un contour encore noté v C C~ défini par un arc simple fermé (éventuel-
lement & l'infini) qui sépare C en deux sous-espaces connexes disjoints notés Qj et 2. Pour des
raisons techniques qui apparaitront plus loin, on suppose en outre vérifiées les hypotheses suivantes
(voir figure 1.1) :

Jdov, E]g,ﬂ[, Ja € R tels que :

o o alR, 14 c QF, (1.14)
« R +iR C QF, (1.15)
e 7NiR de mesure nulle. (1.16)

On suppose enfin que 'arc v est paramétré au moyen d'une fonction encore notée v : { € J, C
R +— v(&) € C, et qu’il existe b, ¢ > 0 tels que

b< [Y(€)|<c &opp. (1.17)

De ce qui précede, on déduit aisément que PRd. e u(t) est I'unique solution du probleme de
Cauchy :

Opp(t,€) =v()P(t, &) +ult), &€ Jy, 1(0,8) = 0. (1.18)

Remarque 2 Du fait de la condition sectorielle (1.14) imposée au contour vy, cette équation est
de nature diffusive [64]. Grace a cette propriété, des approzimations relativement peu cotuteuses de
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léquation d’état (1.18) pourront étre construites. En pratique, on utilisera une discrétisation en
de v d’autant moins fine que le contour s’éloignera de l’axe imaginaire pur : quelques dizaines de
points de discrétisation en £ sont alors en général suffisants.

D’apres la formule de Duhamel pour (1.18) et en notant £ la transformation de Laplace! :

t +oo
Rd,eyu(t) = / eV OE=3)y(s)ds = / e“’@)("/*‘(”)u(s)1RJr (t—s)ds &-pp, (1.20)
to —00

dot :
Rd,yu(t) = /fmGV(E)Su(t—s)lRJr(s)ds
- (1.21)
= [t s)ds = (Lult )(-1(9) Evp.

0

Définition 3 On note L, l'opérateur défini par :

+oo
(La9)(6) = / Og(s)ds = (Lg)(=1(6) (1.22)
On alors :
R, yult) = (Lyu(t,))(€) Epp, (1.23)

d’ou, toujours formellement :
(Hu)(t) =< pult,.),¥(t,.) >, (1.24)
avec 9(t,&) = (Lyu(t,.))(§) et p(t,€) = ((L£3) " h(t,.))(E).

Proposition 4 L’adjoint L% de l'opérateur L. est formellement défini par :

Y LS O TEY
v v

(1.25)
0 s1s<0.
Preuve. Par définition, on a :
< [’i;fag >s=< fv‘C’Yg > - (126)
Donc, sous réserve d’applicabilité du théoreme de Fubini :
+oo
<Lifg> = [ 5@ [ o a
Jy 0
+oo
= [ aenae [ e as (1.27)
—00 Jy

— 1m0 / O F(E)dE, g >

Jy

Lon considere ici la transformée de Laplace standard :

Lu= /00 e Plu(t)dt. (1.19)
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Remarque 5 On a (L5u(t,.))(s) = h(t,s). Or, par définition de L7, supp(L3pu(t, .)) CJ0, +oo[.Donc
les opérateurs considérés sont nécessairement causau.

De maniere formelle on a donc bien :
(Hu)(t) =< p(t,.),¥(t,.) > (1.28)
avec (t,€) = (Lyu(t, ))(E) et (Liult,))(s) = h(t,s).

Au-dela du cadre formel, cette égalité n’est cependant légitime que sous certaines hypotheses.
En effet, on a :

+00 +o0
(Hu)(t) = / h(t,s)u(t,s)ds = / (Lou(t,.))(s)u(t, s)ds (1.29)

o oo
— / 1g, (s) / VO3 (8, €)de ul(t, s)ds, (1.30)
—00 Jy

expression égale & :

+oo
/ / O Osu(t, s)ds u(t,€)dE = / (Cyu(t, ))(©ult, €)de = / BLOMEEIE  (131)
J—Y —0o0 J—y J.Y

si et seulement si le théoreme de Fubini est applicable. Ce point, essentiel pour 'applicabilité de
la méthode, fait 'objet des paragraphes suivants qui permettent de donner un sens rigoureux aux
développements précédents. On notera que les hypothéses requises imposent certaines restrictions
significatives qui devront étre soigneusement prises en compte en pratique, faute de quoi des résul-
tats absurdes seraient a craindre.

1

e + théoréeme fondamental

1.2 Cas particulier u € L

On se place sous les hypotheses (1.14), (1.15), (1.16) et (1.17).

Soit H(t,.) := Lh(t,.) le symbole-Laplace (ou tout simplement symbole) d’un opérateur intégral
causal H de réponse impulsionnelle h telle que h(t, .) soit localement intégrable pour tout ¢. Soit ~y
un contour vérifiant les hypothéses mentionnées ci-dessus. On a alors le résultat :

Théoreme 6 Si pour tout t :
» (i) H(t,.) est holomorphe dans Qj, avec pour singularités sur vy au plus un nombre fini de points
de branchement notés py, tels que, en notant clﬁ le cercle de centre py et de rayon r :

vk, Vt, Vs >0, / eP*H(t,p)dp 2 0, (1.32)
k r—

CT
» (i7) la trace de H(t,.) sury est localement Lebesgue-intégrable,

» (iii) il existe une suite p,, telle que p, - +o00 et H(t,p,e?) - 0 uniformément par
n—-roo n—-+0oo

rapport a 0 € |5, 37”],

alors Yu a support minoré par to, (Hu)(t) s’exprime par :

(Hu)(t) = /J U(tv 5)”‘?(75, f)df =< M(t7 ')7 w(t7 ) ¢ (1'33)
. u(t,.) solution de L2 u(t,.) = h(t,.), (1.34)
et

Op(t, &) =v(§)P(t, &) +ult), VEeR (1.35)

W(t, &) solution de { Wlto, ) = 0.
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Aa+iR

la+iR

Fi1G. 1.2 — contour T

Preuve. Par simplicité, on considere seulement le cas v borné; le cas non borné se traite de
maniere identique aux adaptations techniques pres. Sans perdre de généralités, on suppose que
to=0.0na,Vt>0,Vs>0:

B 1 a-+ico . 1 ) at+iRR
h(t’ 5) = (‘C IH(tv ))(S) = 217T/ e’ H(tap) dp = % REI-EOO - epSH(tap) dp7 (136)

—100

avec a € R% dans le domaine de convergence de 'intégrale.
Le contour v étant fermé, il existe R > 0 a partir duquel on peut définir un contour I' comme
indiqué en figure 1.2.

On a:

I'=(a+i[-R,R))+7p+71+7 -7 (1.37)

avec Yp = {z € C / |z] = R, Re(z) <0} et v; = —7v,. Or, d’apres 'hypothese (i) :
/ e?H(t,p) dp =0, (1.38)
r
d’olr :

a+iR
/ eP*H(t,p) dp+/ ePH(t,p) dp — /epsH(t,p) dp = 0. (1.39)
a—iR YR Y

D’apres le lemme de Jordan, et du fait des hypotheses (i) et (iii), on peut alors montrer que :

lim eP*H (t,p) dp = 0, (1.40)
R=too Jyp
d’ou :
a+iR
lim eP*H(t,p) dp = /epsH(t,p) dp Vs > 0. (1.41)
R—+oc0 Jo iR ~

On a donc, Vit >0, Vs > 0 :

) = i [ Hp) do= 5 [ SO HEA©O) (O e (1.42)
vy 2l

17T
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ou l'intégrale sur J, s’entend au sens de Lebesgue du fait de I'hypothese (ii). En posant u(t,§) =
MH(t,’y({)) on a alors :

2im

YVt >0, h(t,s) =

(©)s
/JW eV &S u(t,€) d§ Vs >0 (1.43)

0 Vs <0,

soit encore :
h(t,s) = ([,;u(t, ))(s). (1.44)

On a ainsi, pour toute u causale et réguliere, et Vt > 0, V7 > 0, :
t t
(h(r,.) *u)(t) = / h(r,s)u(t — s) ds = / / VO3 (7, €) d¢ u(t — s) ds. (1.45)
0 o JJ,

Or, par hypothese, h(T,.) est supposée Lebesgue-intégrable. Donc, pour toute u causale et réguliére,
(h(7,.)*u)(t) < +oo pour tout ¢ > 0 et on peut alors appliquer le théoreme de Fubini sur l'espace
LY0,t) @ LY (R¢), d’ou :

(h(r,.)*xu)(t) = /J w(t,§) /0 67(5)5u(t — s)ds d§

“+oo
= / H(T,g)/ e Osu(t, s)ds d¢ (1.46)
7, 0
= [ oo as
ou Y(t,§) = (Lyu(t,.))(§) est solution de
{ ztgfo(:f,)ﬁ):: Y(§)Y(t, &) + ult) (1.47)

Remarque 7 » Par définition, la transformée de Laplace d’une fonction f n’est définie que sur
le demi plan ouvert {s € C/Re(s) > oo(f)} ot oo(f) = inf{oc > 0/3IM, > 0 tq |f(t)| < Me?,
vVt € R}. Or, si f est a support dans Ry on peut montrer que Lf se prolonge analytiquement dans
un domaine ¥ O R +iR. C’est donc en ce sens que H(t,.) peut étre holomorphe dans Qf{

» Avec ce théoréme, on obtient une réalisation d’état utilisable de l'opérateur considéré. Cette
réalisation d’état est de dimension infinie puisque a chaque £ € R correspond une équation diffé-
rentielle en ¥(.,§). On verra cependant que cela ne pose pas de probléme, notamment sur le plan
numérique ot des approximations de dimensions finies raisonnables pourront étre construites.

» On a montré (cf. preuve) que sous les hypothéses du théoréme,

n(t.8) = T H(t.4(e) (1.48)
est solution de ’équation :
h(t,s) = (Lou(t, ) (s)- (1.49)

Cependant cette équation admet plusieurs solutions : le p de la réalisation d’état (1.47) de l'opéra-
teur H n’est donc pas unique. Dans la suite, on définira des classes d’équivalence de p correspondant
a un meéme opérateur.



16 REPRESENTATION DIFFUSIVE : L’ESSENTIEL

Remarque 8 On peut montrer que H(t,0p)u est aussi égal a l'intégrale de contour :

H00ut) = 51 [ Hp)Walt.)dn (1.50)
+oo
avec U, (t,p) = /0 eP*u(t, s)ds = Lu(—p). En effet :
/ +o0o
aout) = [uroueod= [ HE©) [ 7o unsds a1
7, 7,
+oo
= i H(t,p) /0 eP*u(t, s)ds d§. (1.52)
Jy

C’est a cette intégrale de contour que 'on donnera un sens dans des cas plus générauz ot la trace
sur vy de H(t,p) n'est plus localement intégrable.

Remarque 9 L’hypothese (iii) du théoréme 6 permet de ramener lintégrale sur a+ iR de l'inver-
sion de Laplace, a une intégrale sur le contour v. On peut cependant montrer que cette hypothese
n'est pas nécessaire. En effet, en considérant des le départ la quantité H(t,0p)u(t), définie a l'aide
d’une intégrale de convolution, on a :

H(t,0)u H(t, 0)u" ot u'(s) = L)oo g(s)u(s)
= LTUL(H(t,0p)u') = L7TIL(A(t,.) xu') = L7 (Lh(t,.) x Lu')
b+ioco
=£*wwwmﬂ=;/ H(t,p)e” Lu (p)dp, b > 0,
1T Jb—ico

cette derniére intégrale ayant du sens (en particulier) lorsque H(t,p)eP'Lul(p) admet une limite
finie en b £ i0c0. De méme que dans la démonstration, on peut considérer le contour I, sur lequel
lintégrale est nulle, et on montre alors que

1 b+ico

21w 21w

b—ioco

H (t,p)e Lu' (p)dp = = / H (t,p)e? Lu' (p)dp (1.53)

sous I’hypothese (suffisante la encore) que H(t,p)eP' Lut(p) — 0 dans C~. L’hypotheése de décrois-
p*)

sance & linfini du produit de H(t,p) par eP'Lul(p), moins restrictive que celle de décroissance a
Vinfini de H(t,p), suffit donc a obtenir le résultat du théoréme 6. L’intérét de I’hypothése (iii) est
donc autre : ne dépendant que de H, elle permet de découpler ce qui se rapporte a H de ce qui se
rapporte a u. Grace a cela, on pourra entre autres construire des espaces en dualité, et considérer
des éléments | caractéristiques d’un opérateur pour l’ensemble des entrées de l’espace considéré.

Exemple 10 Les opérateurs de symbole H de la forme :
1
H(p) = pj? a € [0,1], (1.54)

vérifient les hypotheses du théoréme 6 (NB : arc v est dans ce cas nécessairement non borné du

fait que la fonction 1% nécessite une coupure entre 0 et l’infini). En effet, on a en particulier :

1 2 1 ) 2T
/ —dp = / 4 grz’ewdH = rla/ iet1=09dh < cte plme 0. (1.55)
c, pe 0 Tl 0 r—0
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1.3 Terminologie

— un opérateur H tel que, pour tout u causale, on ait, pour ¢ = Rdu:
(Hu)(t) =< h(t,.),u(t,.) >s=<pu(t,.),¥(t,.) >, (1.56)

sera dit y-réalisable ou réalisable sur -,

— la fonction ¢ = L ,u = Rd,u &-pp sera appelée y-représentation de u,

— toute solution p de I'équation h = LI u sera appelée y-symbole de H(t,0;), la solution parti-
culiere donnée par (1.48) étant dénommée ~y-symbole canonique,

— D'expression < p(t,.),¥(t,.) >¢ sera appelée vy-synthése ou y-réalisation de Hu,

— enfin, un opérateur H sera dit diffusif (au sens strict) s’il admet un y-symbole avec  vérifiant
(1.14), (1.15) et (1.16).

1.4 Questions de topologie et d’algebre : le cas général

Le théoreme précédent permet d’obtenir une réalisation diffusive de H via son ~-symbole, et ce
pour de nombreux opérateurs intégraux. Cependant les hypotheses de ce théoréeme s’averent dans
bien des cas trop restrictives. En effet la premiere hypothese sur H(¢,.) interdit par exemple 'utili-
sation du théoreme pour 'opérateur d’intégration 0, ! pourtant essentiel en pratique. Ce théoréme
exclut également tous les opérateurs dont le symbole-Laplace H a des poles sur le contour «. Or, de
tels opérateurs admettent une réalisation diffusive, a condition d’admettre des y-symboles de nature
plus générale (de type distributionnel), ce qu’interdit précisément I’hypothese (ii) du théoreme 6.
Des raisons d’ordre numérique suggerent également de ”passer aux distributions”. En effet, la com-
plétude de I’espace des y-symboles, propriété indispensable notamment pour une gestion correcte
des approximations, ne peut avoir lieu que pour un espace de distributions. En outre, les approxima-
tions du y-symbole conduisant a des réalisations de dimension finie sont nécessairement de la forme
> apde, (ol d¢, est la distribution de Dirac en ;). Enfin, tout probleme d’optimisation portant
sur le v-symbole nécessite la fermeture de l'espace des . Toutes ces raisons imposent d’étendre le
résultat précédent a une classe plus large d’opérateurs a y-symboles généralisés.

Pour cela, on introduit 1’espace AQ/, dual topologique d'un espace A, construit de maniere
“optimale” et tel que, Vyu(t,.) € AL, Vi (t,.) € A, on ait :

<hu>=<pu,1 >ALAL (1.57)

avec h = Lip et ¢ = Lyu. Il faut pour cela entre autres garantir I'applicabilité du théoreme de
Fubini dans le cadre de la dualité < .,. > ALLA- L’espace A; doit également étre suffisamment
grand pour englober les v-symboles de certains opérateurs essentiels. Enfin, on le choisira de telle
maniere que le produit #, défini par :

i y-symbole de H (t, 0;)

v y-symbole de K (t. 3)) } = uff,v vy-symbole de H(t,0;) o K(t,0;) (1.58)

soit interne et continu? dans A’7 : ainsi la composition de deux opérateurs (y-réalisables), opération
essentielle en analyse de problemes dynamiques, pourra étre utilisée sans réserve. On s’assurera
de plus que Vu "raisonnable” ¢ = L,u € A, : la classe d’entrées u admissibles doit en effet étre
suffisamment grande pour satisfaire aux besoins pratiques.

1.4.1 Espaces Dpx et D o

On considere 'espace LY (R), espace de Lebesgue défini par la norme :

11l Lo ZSEEP(S)ISO(OI?@ P(€) =4/1+¢€, (1.59)

211 agira ici de la continuité séquentielle.
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et I'espace :
Dy (R) = {p € C(R).¥n € N,0['p € LE(R)}, (1.60)

de Fréchet pour la topologie définie par la famille dénombrable de normes? :

VneN, |, = H@gcpHLOPO . (1.61)

Remarque 11 Du fait de la présence du poids P, les fonctions de Dre (R) sont décroissantes a
Uinfini, ainsi que leurs dérivées de tout ordre.

L’espace D}J%o (R), dual topologique de D (R), vérifie D’L%o cD:

Proposition 12 » Si u est une mesure,

, 1
oo 1.
p € D (®) = [ T )] de < oo (1.62)
> Si e D(R),
1
Ja,b € R, tels que - pipyjqp € L' = 1 € D] = (R). (1.63)

£
Remarque 13 Notons également que pour tout 1 € D} (R), p(€) — 0 quand || — oo.
p

1.4.2 Espaces A, et Al

Dans ce paragraphe, on considere une fonction v : R — C réguliere, non bornée de R dans C
(c’est a dire J, = R) et vérifiant la condition sectorielle (1.14). On suppose de plus, sans perte de
généralité, qu’il existe £ et A > 0 tels que :

e Rey(§) < —Al¢| VI = &,
e Vn >0, 8?7 bornée, (1.64)

et qu’il existe a,b > 0 tels que
a<|[Y(©)|<b &opp. (1.65)

On cherche un espace que 'on notera A, tel que Yu "raisonnable”, ¢ = L,u € A,,. Pour cela,
on considere I'espace L3°(Rs) 3 u des fonctions de L*°(R;) a support majoré.

Proposition 14
Vue LP(Ry), ¢¥:=Lyue Dpge (R). (1.66)

Preuve. Puisque u est dans L™ et est a support dans un segment | — oo, 7], on a :

O = e O] [ O] < sup i) [ OO =k e
= u = e u(t)dt| < sup |u(t / et t=k— i
K 0 0<t<T 0 Re(v(¢))
des hypotheses sur la fonction v, on déduit alors par simple analyse qu’il existe &’ € R tel que :
Re(v()T _ q k'
¢ (1.68)

Re((@) —Viie

L’extension a w(k) se fait ensuite par récurrence. m
Définition 15 A, est le complété de L(Lg°(Rs)) dans Dy (R)
Proposition 16 A, est un sous-espace strict de D’LOPC.

Preuve. Pour toute fonction u € L3°(R) telle que suppu C R™, trivialement : ) = £L,u = 0.
|

3grace au poids P, les constantes sont exclues.
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Classe d’entrées u associée a A,

II est difficile de caractériser entierement ’ensemble des entrées u qui sont associées a A, cet
ensemble étant, du fait que £, est un opérateur régularisant, au dela des distributions. On peut
montrer que pour toute u € D'(R™), u(t,.) g € £'(R) et, par les propriétés de la transformée de
Laplace :

Y= Lyu(t,.) € Ay et ce pour tout 7. (1.69)

L’espace A, permet donc de considérer une classe d’entrées u suffisamment large pour les
besoins pratiques.

Définition 17 L’espace A/w est le dual topologique de A.,.

Du fait que A est un sous espace strict de Drge, A’7 est un espace quotient ; plus précisément
on a:

Proposition 18
Al = D'Lgo/kerﬁz. (1.70)

Pour un opérateur H donné, il n’y a donc pas unicité du «-symbole : il lui est associé une classe
d’équivalence de ~y-symboles liés par la relation d’équivalence :

Vi, po € D’Lgo:/uh A gy = L2(n1) = L3(1g) <= py — piy € ker L7, (1.71)
La classe d’équivalence de 0 de Alw que ’on notera 0 Al est donc donnée par :

Oar = Dj:go Nker L. (1.72)

Remarque 19 On a A’7 C D' : les éléments des classes de A/w quittent donc bien le cadre des
fonctions.

Sur A,v sont définies deux topologies naturelles, respectivement x-faible et forte (par défaut,
la topologie considérée sur A’7 sera la topologie *-faible), auxquelles sont associés les modes de
convergence du méme nom, définis par :

convergence * -faible : 1, — 0 < Vi) € Ay, < py, Y >—0,

convergence forte : p,, — 0 < < p,,% > — 0 uniformément sur tout borné de A,.

Remarque 20 Si ces topologies sont trés différentes, il est en revanche difficile de construire
concrétement une suite i, convergeant faiblement mais non fortement, ces deux modes de conver-
gence étant en pratique trés proches. Ceci est di au fait qu’en général, les topologie faibles peuvent
ne pas satisfaire au premier axiome de dénombrabilité, en conséquence de quoi de telles topologies
ne peuvent plus étre définies & partir de la seule notion de suite convergente* [32]. La notion de
continuité basée sur la convergence des suites est alors distincte de la continuité définie a partir
des ouverts; elle est dénommeée continuité séquentielle. Dans ce travail, on s’intéresse exclusive-
ment a la continuité séquentielle, car plus simple et suffisante pour les applications considérées (en
particulier l'approzimation numérique, ot les suites jouent un role central).

4Notons que dans certains cas, les convergences faible et forte peuvent méme étre équivalentes (les topologies
étant, bien str, différentes).
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Classe d’opérateurs associée a A’7

Proposition 21 [48] Soit u € Alv’ L’opérateur u — < p, Rdyu >Al,A, est lopérateur de réponse
impulsionnelle :

h(tv 5) =< :U‘(ta ')’ 67(.)8 >Afy,A7: E:);//J'(t’ ')7 (173)

et de symbole-Laplace défini par :

H vérifie les propriétés :

e H(t,.) holomorphe dans Qj/',

e H(t,p) — 0 quand |p| — +oo dans Q’Jyr (1.75)

Remarque 22 Comme d’habitude, en dehors de Qj, H(t,p) est défini par prolongement analy-
tique.

On constate que les conditions d’analyticité et de décroissance a I'infini de H(t,.) dans Q sont
a présent nécessaires alors qu’elles étaient suffisantes dans le cadre particulier du paragraphe 1.2.
Ces conditions sont particulierement importantes car "quasiment caractéristiques” des opérateurs -
réalisables. Il n’y a en fait pas isomorphisme entre Aif et 'espace des opérateurs linéaires intégraux
de symboles-Laplace analytiques dans Q;r et décroissants a l'infini ; cependant les opérateurs de ce
type non ~v-réalisables sont “pathologiques”. En pratique, un opérateur linéaire intégral vérifiant les
deux conditions précédemment énoncées sera donc y-réalisable.

Dans le cadre du paragraphe 1.2, on a vu (cf remarque 8) que le produit < p, Rd u > ALLA, était
égal & l'intégrale de contour ﬁ f7 H(p)V,(t,p)dp. Lorsque H n’est pas localement intégrable sur
v, cette intégrale n’est pas définie au sens de Lebesgue. On peut cependant considérer un contour
~ voisin de 7, sur lequel 'intégrale est bien définie, d’ou :

Proposition 23 Soit 4 € A; et u € LS (RT). Alors, pour tout ¥, arc simple fermé dans Qf; tel

loc

que’ycﬂg:

<R sana = [ AR = o [ FORGOWCIOE 110
v

ot H(p) = LLYp et Wy (t,.) est le prolongement analytique de Lu(t,.)(—p) dans C.

Pour tout 4 arc simple fermé dans nyr tel que v C Q%, lintégrale ﬁ f:Y H(p)V,(t,p)dp prend
donc la méme valeur, que I'on notera également, par extension, ﬁ f: H(p)U,(t,p)dp. En ce sens
on a, de méme que dans le cadre du paragraphe 1.2 :

< p, Rdyu >ar A= / H(p)¥,(t,p)dp. (1.77)
v

2im

Remarque 24 Attention cependant, car la relation (1.76) n’est pas vraie pour tout < i, >ALLA,
avec ) € A,,. En effet, les fonctions ¢ étant de classe C*°, elles ne sont pas nécessairement la trace
sur vy d’une fonction analytique au voisinage de ~y. Il peut donc arriver que H et U(t,.) n’aient pas
pour domaine d’analyticité commun la bande définie par Qj N Q%
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~v-symboles canoniques

Comme dans le paragraphe (1.2), on distingue, dans chaque classe d’équivalence de y-symboles,
un représentant particulier appelé v-symbole canonique.

Proposition 25 Soit € Al et p, € D’L%o défini par

/

7 (Eﬁ )|7+, (1.78)

He = oix

ot (.)y+ est la trace a droite sur vy au sens des distributions. Alors :
Lop= L. (1.79)

Preuve. Pour tout s € R, p —— P est holomorphe sur tout C; on a donc :

&/;1(5) ‘C‘C:M(§n(€))e’7n(f)5d§’ (1.80)

Vs >0, LF =< 1, e’ > A A= li
s VM(S) K€ ALLA, ,ﬁ;gﬁ L 2im

avec 7,, une suite de contours fermés de Q;“ tels que v C Q% pour tout n, vérifiant 7,, — < dans
n n—oo

C>(R).

On pose p,, 1= 27177? ££*,u(fyn) Comme p,, € D,Lgo (propositions 12 et 21) et, Vs > 0, e¥n® € Drge, on

a alors, Vs > 0 :

Lip(s) = lim < Ly, €178 > = lim << [y €5 > — < iy, €75 — eIn® >) . (1.81)

, D
V=7 L TLE Y

Or, par définition :

lim < p,y, e >=< ”

B o E‘C'y,thr: e’ > (182)

et, comme {u,,} est borné dans D . et €78 — n&)s - 0 dans A,
P

ﬁhg <y, € — €In® > =0, (1.83)
On a donc : )
’7 * *
Lip=< ﬂﬁz"yﬂl’ﬁ , >D/LoovDLg° = L (1.84)
]

Remarque 26 On peut noter indifféremment H,+ ou liDrp H(y,) avec 7, suite d’arcs simples
contenus dans Q;" tels que y,, — 7 dans C*°
n—oo

Définition 27 Le y-symbole :

/

2’; (LLE ) (1.85)

est appelé vy-symbole canonique associé a i € Aif.

fe =

L’opérateur EJE:;, de A dans D Lo défini par :

/

* * fy *
LA p— i (CL W) (1.86)

associe donc a u € Aﬁf son représentant canonique p,.. On pose :
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/

Définition 28 L’ensemble des y-symboles canoniques, noté Al

est défini par :
Al = LEL(DLe). (1.87)
On a alors les deux caractérisations suivantes.

Proposition 29 A; . est Uensemble des solutions dans D (R) de l’équation :
’ p

p= LI (). (1.88)
Preuve. Soit 1 € Al et p, = E:Tﬁf/(u). Alors g1 2 ., dott C:Tﬁz(u) = E:Tﬁi(,uc). [
Théoreme 30

K GD/;O(R)

— 2 H H hol he dans QF (1.89)
H - ﬁ ‘»Y—O- avec (0] omorp e aans e

MGA'%C<:>{

Preuve. = Soit € Al . C D/Lgo- Alors, p = %(ﬁﬁiﬂ)h% Or d’apres la proposition 21,
LL 1 est holomorphe dans Qj .

<= Soit p € D/Lgo (R) tel que pu = %HIW avec H holomorphe sur . On a :

ol Y 1
LLw = LL <me+> =< gt T Zana,
— lim /7,” On) ge = L i / )y, (1.90)
Tn—) 2mp =7, 2T 3, = J5, P — 2

D’apres la formule de Cauchy [37], on a :

1 H(z)
— [ 20— mpn 1.91
2iw/anp—zdz (P)1oy (p), (1.91)
dot :
L= Hp)os (9) = 1= L3 L5(0) (1.92)
|

Chaque élément 1, € Al . caractérise la classe d’équivalence p de A’, définie par :

= {uc+v, Ol\lI/EOA/V}. (1.93)

La classe 0 Al joue donc un role important ; on montre que ses éléments peuvent étre caractérisés
de la maniere suivante :

Proposition 31 Vu € D) . (R),
p

/
LH‘

welar <= = - avec H holomorphe sur 1, (1.94)
i 2im 7

Y

ot Hy,~ est la trace a gauche de H sur v (au sens des distributions).

= TALA= 0= fﬁ ;IEZZ) dz pour tout contour
~v < . D’apres les propriétés des intégrales de Cauchy, cette condition est vérifiée si et seulement

si H est analytique dans Qg, et donc dans U Q% =Q,. u
=

Preuve. p € 0a; « Vp € Qf, H(p) =< ,u,pl
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Le produit f, dans A’

La composition d’opérateurs étant une opération essentielle, on considere I’opération qui lui est
associée dans l'espace des y-symboles et que I'on note §, (ou plus simplement ). Cette opération
sur les y-symboles est un produit défini comme suit :

Définition 32 Soient u, v € Afy. La classe de y-symboles notée pi v est définie par :
LE(utyv) = (L) * (Liv) . (1.95)

Le produit f, est commutatif dans A’. En outre, il découle du théoreme de Titchmarsh [62],
que :

Proposition 33 Le produit § n’a pas de diviseurs de 0 :

uw#0,v#0= pfr #0. (1.96)

D’apres la proposition 21, 'opérateur Ei; associe a un y-symbole u de A’7 la réponse impulsion-
nelle de I'opérateur réalisé par p. L’équation (1.95) qui définit le produit £, est donc une égalité
entre réponses impulsionnelles dont I’équivalent en domaine fréquentiel s’obtient par application de
la transformation de Laplace. On obtient :

[LL5(ugyv)] (p) = [LL(W)] (p) - [LL5(V)] () (1.97)
= H(p) K(p),
ou H (respectivement K) est le symbole-Laplace de I'opérateur réalisé par p (respectivement par

v). Le y-symbole ufl,v permet donc de réaliser I'opérateur de symbole-Laplace H(p) - K(p) c’est a
dire lopérateur H(9;) o K(0) :

w y-symbole de H(0;)

v y-symbole de K(0) } = pfyv y-symbole de H(0;) o K(0y). (1.98)

On déduit aisément de ce qui précede :

Théoréme 34 Le y-symbole canonique de la classe d’équivalence uf,v est défini par :

/
/y * *
(uyv), = %(Eﬁvu X LLV) |+ - (1.99)
Dans le cas ot le produit p,.v. est bien défini, on a en outre :
2ir
(uyv), = o He-Ve- (1.100)
Remarque 35 On a notamment la formulation suivante sous forme de réalisations d’état :

< Hﬁfyy, fﬁdfy() >A{77A’Y:< M,fﬁdfy < V,%d»y(.) >A;7A—Y>A;7A»\/7 (1101)

d’ou :
oy =v(€)Y1 +u

{ Op =7(E)v +u <E:/S> Opg = y(M)ho+ < v, 9y ZAlA

’ (1.102)
y =< pfv, ZAlLA, Y=<,y >z A
’Y7

~

!/

Sur la continuité du produit §, dans Al

On montre que :

Proposition 36 Le produit §, est interne dans A’7 et séparément séquentiellement continu pour
la topologie faible o(Al,, A), c’est a dire :

(< V> — 0 W€ AW) — (< om0 > — 0 Vi € Aw) . (1.103)
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3y ey
Wi [ ]%

Domaine d'analyticité
AN commun a H et Y(t,.)

v =

L
L
LT

Fia. 1.3 — Domaines d’analyticité de H et de W.

1.4.3 Espaces A, et A]

La continuité (séquentielle) séparée du produit §, dans Afy n’est parfois pas suffisante. D’autres
raisons ont incité a construire un espace de y-symboles Aﬁy mieux adapté que A’V. En effet, les
espaces A, ne sont définis que pour des contours 7y réguliers, alors qu’en pratique les contours non
réguliers sont souvent utiles sinon nécessaires.

En un sens, I'espace A, est trop gros parce qu’il contient des fonctions 1 de régularité C'>°
mais non nécessairement analytiques (1’espace Dre n’imposant pas lanalyticité). Or on a vu pré-
cédemment que pour tout u € L>®°(R™), Rd,u est pour tout ¢ analytique dans tout C. On peut
donc espérer pouvoir restreindre encore 'ensemble des fonctions test 1 et donc augmenter celui des
~v-symboles sans pour autant trop appauvrir la classe d’entrées u autorisées.

On a également vu que si ¥, (¢, .) n’est pas holomorphe dans tout Q;r, la quantité < u, ¢, >A’W,AW
ne peut étre en général définie comme la limite, lorsque 7,, — 7, de la suite stationnaire d’intégrales
sur 3, € QF -

1
2/ H(t,p)Vu(t, p)dp, (1.104)
17T %n
puisque H et U(t,.) n’ont alors pas nécessairement de domaine d’analyticité commun suffisant.
Une telle formulation généralisait pourtant parfaitement la relation (1.50) établie dans le cas ou
n e LlloC : il serait donc intéressant qu’elle soit valide pour tout produit entre p et 1. L’idée est
donc de définir des espaces A, et A’V en dualité tels que :

e Vyu €A, Hy(t,.) holomorphe dans QF,

o Vi) € A, W,(t,.) holomorphe dans Qg, (1.105)
avec v C Qf; (voir figure 1.3). Ainsi, I'intégrale
/Hu(tp)\lfu(t,p)dp (1.106)
7

sera définie sur tout contour 7 inclus dans le domaine d’analyticité commun a H,,(t,.) et a W, (¢,.)
(voir figure 1.3) et prendra la méme valeur quel que soit un tel contour 7. Par “adhérence”, on
pourra alors donner un sens parfaitement défini a I'intégrale f7 H,(t,p)¥,(t,p)dp. On aura plus
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précisément, par le théoreme de Cauchy :
[ Hlt ot p)dp = [ Bt D) (1.107)
v gl

pour tout 7 dans le domaine d’analyticité commun a H,(t,.) et a W, (¢,.).

Dans la suite, on considere des contours - et 7 vérifiant les hypotheses du paragraphe précédent
avec pour v un affaiblissement des hypotheses de régularité a v € I/Vl})’coo (R) : le contour 7 pourra
ainsi étre non régulier et par exemple présenter des points anguleux.

On définit pour cela la relation notée = entre deux contours (voir figure 1.3 pour un exemple

de contours v et 7 tels que 5 = 7v.) :
Qi

5 e ~ 1.1
’““:’{ 3A >0, 30> 0, ¥la| = no, min () ~+(€)] = AFG)], (108

Dans un premier temps, on construit ’espace de base A,. Cette construction peut se résumer
de la maniere suivante : B B
— on a, pour tout ¥ C nyr : Vi € Ay, il existe ¥ holomorphe dans Q.WT telle que ¥ = ¥ o7,

— on considere I’ensemble des ¥ holomorphes dans Q% pour lesquelles il existe 7,~D € A5 tel que

Y ="To7,
— on définit alors les éléments de A, comme la trace sur 7 de ces fonctions W.

On considere donc dans un premier temps I'espace Az avec 7 C Q;L . Pour tout élément Q,AZ; €
A5, on considere la fonction ¥ obtenue par prolongement analytique dans Qg via I’application Z5
ci-apres, définie techniquement au moyen d’une intégrale de Cauchy [48] :

I - 171 € Ay — ¥ fonction analytique dans Qg dont vjb est la trace sur 7, (1.109)

et dont l'inverse est la fonction trace (& gauche) sur 7 :

b=V (1.110)

La fonction Z5 (1) étant analytique sur tout Qg, on peut considérer sa trace sur y C Qg ; on définit
alors I'application 75 , :

Ty Y e Ay =)= (I:Y(zZ)) o7 (trace sur vy de ¥). (1.111)

L’espace Z5 ,(A5) est muni de la topologie finale, (qui par définition rend Z5 - continue) ; c’est donc
un espace de Fréchet isométrique a Ay.
On définit alors :

Définition 37 L’espace A, est défini par :

A,y = %I§n77(A:/n), (1.112)

ot 7, est une suite décroissante (au sens de la relation ) d’arcs réguliers telle que v, — v

n—-+00
dans W (R).

loc

En outre, A, est muni de la topologie de limite inductive définie par la convergence :
Y, — 0 dans A, < 3In, 1~bn — 0 dans Ay . (1.113)

Définition 38 A’7 est le dual topologique de A.,.
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Remarque 39 » Lorsque v est réguliere, on a Ay C A, : en effet les éléments de A, sont la
trace sur v de fonctions analytiques sur Qg avec y > 7, alors que les fonctions dont les éléments

de A, sont la trace sury ne sont analytiques que sur 2 C Qg
On a en revanche : Al D Al

» Les éléments des classes de A'7 quittent le cadre des distributions.

On peut montrer que la proposition 21 reste vraie dans la dualité < A’W,AAY >; la réponse
impulsionnelle A et le symbole-Laplace H de l'opérateur < p,Rd,u > AzLA, sont donc toujours
donnés par :

* 1
h(S) =< L, 67(-)5 >A£WA’Y: ‘C’ylj’ et H(p) =< W, pii

’Y() >AQ/7A,Y= ,C[jy/,t, (1.114)

avec H holomorphe dans Q;" et H(p) — 0 quand p — oo dans Q;”

Remarque 40 Par extension continue, [’espace A’V s’organise a nouveau en classes d’équivalence :
deux y-symboles fiy, po tels que L3y = L3y représentent le méme opérateur.

De la définition des espaces A’7 et Ay, on déduit :

V€ AL, Vi € Ay, Fyg = tel que V7,79, =7 = 7 :

<Y >ar A, = <Y (T (A5)) T4 (A)

= < T5,() >, (AT, Ay aVvec Y =T (1) € Ay (1.115)

= <Y >aLA; avec i = (T54)" (n) € AL

Or, on peut montrer que :

~/
~ * i ~ * *
L= (Zz,)" (1) = %H(v) avec H = LLY = LLEL. (1.116)

Comme H est holomorphe sur Qj , [t est une fonction et < i, @NZ) >ArL A désigne alors lintégrale
’\/7

(au sens de Lebesgue) /ﬁ(ﬁ)@?}(f)dﬁ On a donc :

<t >xa= [HOBEOME = 5 [ HEYEID, (1117)

5
avec H = LL = LLofiet ¥ = 13(17)), v étant dans le domaine d’analyticité commun & H(p) et a
U(p). Par continuité on peut alors définir I'intégrale :

1 *
— [ H(p)Y(p)dp := AL 1.118
i /. (P)T(p)dp =< p, ¥ >ar A, (1.118)

Remarque 41 Avec (1.116), on montre que (I:M)* est Uopérateur qui a un élément de A’V associe
son représentant canonique dans A%.
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~v-symboles canoniques

La définition du v-symbole canonique d’un élément de AQ/ est nécessairement plus souple que

celle dans Aiy du fait;
— d’une part que l'on sort du cadre des distributions : rigoureusement, la limite (c’est a dire la
trace a droite) doit désormais étre prise au sens des ultra-distributions et non des distributions.
— et d’autre part que le contour v considéré n’est pas forcément régulier. A noter que lorsque
la fonction v n’est pas réguliere, le produit de 7/ par une distribution n’est en général pas
défini. La formule (1.85) ne peut donc étre appliquée telle quelle dans ce cas la.

Dans A’W, on a la définition générale :

Définition 42 Pour tout p € A;, le v-symbole canonique (i, est défini par :

~/

4, = lim ;1—’; [£L51]) (7)), (1.119)

avec 7, suite d’arcs simples contenus dans Q;r tels que 7,, 2" dans VVllo’coO (la limite® étant a

prendre au sens de Al ).

Remarque 43 Dans le cas ot v est réguliére , la formule (1.119) se réécrit sous la forme :

/
2
He = ﬂ(ﬁE:M)MJFv (1120)
ot (.)y+ est la trace a droite sur vy au sens des ultra-distributions.

Dans la suite, on note A’%C I’ensemble des y-symboles canoniques de A/V.

Le produit f, dans A/

La définition 32 du produit f, ainsi que les relations (1.97), (1.98), (1.101) et (1.102) établies
dans A; s’étendent naturellement a A:{.
On peut montrer que le produit §, ainsi défini est interne dans Aﬁ/. Or, par définition :

Y, v e AL, L2 () = (Lip) = (Liv); (1.121)

par conséquent (A’ f,) est une algebre isomorphe a (L£*(A’),*), algebre de convolution des ré-
ponses impulsionnelles d’opérateurs -diffusifs. On notera en revanche que (A’W #,) n’est pas uni-
taire puisque 'opérateur identité n’est pas y-diffusif : cette remarque prendra toute son importance
lors du probleme de 'inversion y-symbolique comme on pourra le voir dans le chapitre suivant.

Théoréme 44 Le représentant canonique de la classe d’équivalence pufiyv est donné par :
~/
: i * * ~
(uyv), = ~111£1 ﬁ(ﬁﬁvu LLIY) () (1.122)
V=Y

On peut également exprimer le produit §, dans A; au moyen des fonctions test. On a ainsi :

Théoreme 45 Soient pu, v € Aiy. Pour tout ¢ € Ay :

2mr ___ ~ ~
< phyv, Y >ar 8, =< H V) >pr o D VT 7 s (1.123)

o)
Lp’

avec i = (Ixm)* (n), v = (Iﬁﬁ)* (v) et b = Igi(w)

®On notera dans la suite cette limite par lim

~ >
Vn =7
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Remarque 46 Rappelons que fi et v sont des ~y-symboles canoniques : la relation (1.123) ne serait
pas vraie pour i et U représentants quelconques de la classe d’équivalence.

On montre enfin que le produit f, est séquentiellement continu pour la topologie forte de A/w
c’est-a-dire :
(un — v, p,, — p dans A] fort) = (,unjjvyn — pf,v dans A/ fort) . (1.124)
n—oo n—oo n—oo
L’espace A’7 est ainsi bien adapté a ’analyse; il permettra en particulier d’assurer un bon

comportement notamment des approximations numériques des lors qu’elles auront été analysées et
construites dans le contexte topologique décrit précédemment.

1.5 En résumé

Dans cette présentation assez concise des principes de la représentation diffusive, on a vu
qu'un opérateur H = H(0;) diffusif au sens strict admettait la représentation suivante, appelée
~-réalisation :

{ 3##(@5) - 7(§)¢(t7§) + u(t)v w(ov ) =0 (1 125)
H(O)u(t) =< p(t,.) >ar,a, '

ou € T/VIIOCOO(R) définit un contour fermé (éventuellement & l'infini) vérifiant les hypotheses men-
tionnées au paragraphe précédent, et ot p € Afy est solution de L3 = h avec h réponse impulsion-
nelle de H.

Les conditions essentielles & satisfaire pour qu’un opérateur H admette une telle représentation

sont :
e lanalyticité de H dans QF,

e la décroissance a l'infini de H dans Qj (1.126)

La condition sectorielle imposée a ~v garantit en outre la nature diffusive des réalisations d’état.
Par voie de conséquence, les opérateurs y-réalisables sont de type pseudo-différentiel [60], ce qui
implique en particulier une réponse impulsionnelle h réguliere (en fait analytique) sur Rf *.
Notons par ailleurs que la réalisation d’état qu’est la y-réalisation est de dimension infinie. Pour
des opérateurs rationnels notamment, elle n’est donc pas minimale, ce qui a premiere vue peut
apparaitre comme un inconvénient. En réalité, les avantages sont nombreux :
— une méme équation d’état permet la réalisation d’une vaste classe d’opérateurs (rationnels
ou non, convolutifs ou non),
— Popérateur est caractérisé par son ~y-symbole qui apparait linéairement dans la ~-réalisation,
— la somme et le produit de deux opérateurs y-réalisables sont des opérateurs de méme nature,
propriété essentielle pour les applications (cf. les paragraphes qui suivent) et intrinsequement
impossible dans le cadre standard rationnel (la somme ou le produit de deux opérateurs
rationnels d’ordre n est en général un opérateur d’ordre 2n),
— les opérateurs et leurs approximations sont dans un méme cadre mathématique,
— lextension aux opérateurs non causaux voire multidimensionnels est naturelle,
— de nombreuses autres extensions sont possibles,
— 1l existe des réalisations diffusives aux propriétés particulieres pouvant étre utiles notamment
en non linéaire [48].
— etc.

Un des avantages sur lequel il convient de revenir est la possibilité d’extension & divers pro-
blemes. Dans les paragraphes précédents, plusieurs hypothéses ont été faites, en particulier sur le
contour 7y et sur les opérateurs considérés. La représentation diffusive se préte en fait a diverses
extensions et peut s’adapter a de nombreuses situations ol ne sont pas nécessairement vérifiées ces
hypotheses. De nombreux compléments et extensions des concepts précédents ont été étudiés et
sont présentés dans [48].
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On mentionnera en particulier le fait que les opérateurs instables peuvent également avoir une réa-
lisation diffusive (ce qui sous-entend en fait que le contour v puisse "sortir” du demi-plan complexe
gauche).

1.6 Extensions

1.6.1 Opérateurs non invariants dans le temps

La représentation diffusive peut étre naturellement étendue aux opérateurs intégraux H non
invariants dans le temps, c’est a dire aux opérateurs non convolutifs de la forme :

Hu(t) = /h(t, s)u(s)ds = /h(t,t — s)u(s)ds = (h(t,.) *s u)(t), (1.127)

de symbole donné par :

H(t,.) = L(h(t,.), (1.128)
et noté H(t,0;). A quelques adaptations techniques pres, la plupart des résultats établis précédem-
ment s’étendent a ces opérateurs.

A un opérateur H = H(t,0;) ~-diffusif, on associe une classe d’équivalence de v-symboles p,
également non constante dans le temps, appartement a l’espace C(Ry; A’V) Pour tout t € R, u(t,.)
est solution de L3u(t,.) = h(t,.).

La ~-réalisation de H s’écrit alors naturellement :

O (t, &) = (&)(t, &) + u(t), ¥(0,.) =0
{ H(t, 0)u(t) = < p(t, ), ¥(t,.) >ar A, (1.129)

les hypotheses essentielles a satisfaire étant :

e Danalyticité de H(t,.) dans QF,

e la décroissance & l'infini de H(t,.) dans Q. (1.130)

Notons cependant qu’avec de tels opérateurs, on perd la commutativité du produit de compo-
sition et donc du produit §, associé.

1.6.2 Opérateurs v-diffusifs au sens large

La condition de décroissance a l'infini dans Qj du symbole de I'opérateur peut paraitre assez
restrictive. On peut en fait étendre la notion de y-symbole & des opérateurs ne satisfaisant pas cette
condition.

Pour cela on considére par exemple un opérateur H non -diffusif au sens strict, mais tel qu’il
existe n € N pour lequel H o0 9; " est v-diffusif au sens strict : on dira d’un tel opérateur qu’il est
~v-diffusif au sens large de degré n.

En notant p € A’ le y-symbole de H o 9; ", on a :

Hu="Ho0; " o0fu=<p,ony, >ar,8,=< 0%y >a1 A, - (1.131)
La y-réalisation de H s’écrit donc Hu = < p1, Ygny >ar,a,=< 11, 00y >ar A, -
Remarque 47 » Dansle cas oun=1, on a :
Hu =< u, O, >ara,=< W, Y, +u >ALA, - (1.132)

» Dans le cas ot ' H = H(0;) (et donc p) ne dépend pas du temps, le produit de composition
est commutatif et on a également :

Hu =0} o Hod; "u=0} < u,, >ana,= < [ o, >ALA, (1.133)
Exemple 48 L’opérateur 05, avec a €]0, 1] est v-diffusif au sens large de degré 1.

La notion d’opérateurs -diffusifs est donc ainsi étendue aux opérateurs de symbole holomorphe
dans QF et de croissance dans QF au plus polynomial.
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1.6.3 Opérateurs matriciels

L’extension de la représentation diffusive aux opérateurs matriciels se fait elle aussi de maniere
naturelle.

Notations

Soit ‘H un opérateur matriciel de taille n x m, dont on note Hg ,i=1:n, 7 =1:m, les éléments
scalaires. En utilisant par souci de clarté la convention d’Einstein de sommation sur les indices
répétés®, on note alors : ‘

(Hu);, = H]u;. (1.134)

On suppose que chacun des opérateurs scalaires ’H? est y-diffusif au sens strict, et on note ug son
~v-symbole dans Ai,. Sous cette hypothese, 'opérateur matriciel H est dit lui méme ~-diffusif au
sens strict, et la matrice des y-symboles ,uf , notée u, est appelée y-symbole de H.

On définit alors ’espace Aﬁ? “™ des ~-symboles matriciels de taille n x m :

A’,ynxm = {M = (Mg)i:l:n,j:Lm tel que, Vi,j, ,Uz € Afy} . (1135)

On a alors, pour tout opérateur matriciel H de taille n x m, ~-diffusif au sens strict et de
~-symbole p € A’anm :
Vi, (Hu); = Hluj =< pil ¥, >ar A, - (1.136)
En notant :
(1), =< 5 >ar A, (1.137)

on écrira de maniere simplifiée :
Hu = - . (1.138)

~v-réalisation d’un opérateur matriciel

Une ~-réalisation de ‘H est donnée par :

O (1,) = YW (.6 + () j=1:m (1139
(Hu); = (0 ¥); =< pj, ¥ >ara, i=1:m, '
que l'on notera plus simplement :
{ a;fu::ﬁ} ;;u (1.140)

Remarque 49 Dans la y-réalisation (1.139), un unique contoury commun & toutes les y-réalisations
des opérateurs Hg a été considéré. Une autre solution consistant a considérer un contour y,; pour

chaque H; peut naturellement aussi étre envisagée. On a alors :

1.141
(Hu); =< Hiﬂ% >ana,  t=1:n. ( )

{ O (,6) = 755 (E)Y5(t,§) +uy(t) i=1:n, j=1:m,
Cependant le choiz d’un unique contour v n’est pas anodin et offre des avantages non négligeables.
En effet, outre le fait que la ~y-réalisation (1.139) associée a ce choix nécessite la résolution de
seulement m équations différentielles contre n x m pour la y-réalisation (1.141), ce choix permet
également d’obtenir une algébre d’opérateurs matriciels associée a une algebre de y-symboles matri-
ciels dans laquelle le produit § est bien défini (ce qui n’est pas le cas lorsque l'on considére plusieurs
contours ;).

Gajbj = Zj ajbj
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Opérateurs matriciels y-diffusifs au sens large

Supposons a présent que 'Hf est y-diffusif au sens large d’ordre n;;. En posant N = max(n;;),
et en notant g le y-symbole de H; 0 9, N on a alors naturellement la y-réalisation de H suivante :

o=y +0Nu G ‘
{ Huy = e ¢ ou i = (,U*i)z:l:n,jzlzm‘ (1142)

Produit de y-symboles matriciels

Ces produits sont définis de la méme maniére que le produit matriciel & partir du produit de
composition pour les opérateurs et du produit §, pour les y-symboles. On a :
» pour tous H et K opérateurs matriciels de taille respective n x [ et [ x m,

Vi=1l:n,Vj=1:m, (HoK)!=H okl (1.143)
> Vue AN e AT
Vi=1l:n, Vj=1:m, (uﬁw){ = ,uéﬁfyl/g. (1.144)

Remarque 50 Le produit d’un opérateur matriciel H de taille n x m (resp. d’un ~y-symbole matri-
ciel p € Afynxm) avec un opérateur scalaire IC (resp. un ~y-symbole scalaire v) sera de méme défini
par :Vi=1:n,Vj=1:m,

(Ko H){ =Ko ’Hg (resp. (Vﬁvu)g = yﬂvug ). (1.145)

En particulier, AT*™ est une algebre topologique (topologie produit), le produit interne étant
(séquentiellement) continu.






Chapitre 2

Quelques éléments techniques

Dans ce chapitre sont données quelques indications techniques pour le calcul de I'expression
analytique d’un ~-symbole et pour approximation numérique d’une réalisation diffusive.

2.1 Le y-symbole

Un probléeme qui se pose en pratique est de savoir comment réaliser un opérateur H de symbole
H(p) donné. Sous représentation diffusive, cet opérateur est caractérisé par son y-symbole : dans ce
paragraphe, on donne succinctement divers méthodes et résultats permettant d’établir ’expression
analytique du y-symbole de H.

2.1.1 Détermination analytique

Rappelons dans un premier temps les résultats théoriques donnés précédemment.

En théorie

Dans le cas le plus général, un vy-symbole de ‘H est donné par :

[%(&)

u(€) = lim

Y=Y 2im

H(%(é))} , (2.1)

ol 7,, est un suite décroissante d’arcs réguliers contenus dans Q?,L tels que 7,, — v dans I/Vlf)coo (R).
En les points ou vy est réguliere, cette formule se simplifie :

/
7€)
= H 2.2
n(€) o1 (2.2)
ol H},+ est la trace a droite au sens des distributions de H sur ~y : par définition (et sous 'hypothese
d’analyticité de H dans ijL ), Hyy+ est donc la limite dans D’ de la suite de fonctions Hjz ou 7,
est un suite d’arcs simples contenus dans Qf{ tels que 7,, — v dans C'°.
Si de plus H est réguliére en les poinls ou v est elle-méme régulicre, H,+ est égal a la trace
de H sur 7 :
7€)
w(&) = 5 ——H(y(£))- (2.3)

2im
En pratique

Dans la plupart des cas pratiques, le contour v considéré est régulier sauf en un nombre fini de
point anguleux en lesquels v n’est pas dérivable.

Pour le calcul de u, on distinguera deux types de singularités que peut avoir H sur le contour
v : les poles d’ordre finis et les singularités autres (points de branchement, poles essentiels). La
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contribution des poéles dans 1’expression du ~y-symbole sera calculée indépendamment du reste. On
montre en effet que le y-symbole canonique d’un opérateur ayant des poles d’ordre ng > 1 en (¢ q),
q € Q sera, dans le cas ou y est réguliere en ¢ , de la forme :

Proposition 51

H(E) = (&) + D0 Y bl (), (24)

qe@ n=0
ou b, € LZIOC(IR{) est la partie non singuliére de u, donnée par :
~1
. (&) L~
) = i | 2G| e (2.5
Tn Y 17

Preuve. On a p = limy _,, [%H(?n)} , d’our :

T A I M3 e _ 1
<= dim < g%, >= T [ IEDHG @@= m [ o H@we)p
(2.6)

On considere alors comme contour 7,, le contour égal & « sauf en les points v(¢,) o H a un pole,

qu’il contourne avec un demi-cercle de rayon % et de centre y(§,). On a alors :

1 1
Tn = Z ’Y|It'1” + 50(’7(5(1)7 5)7 (27)
q€Q

ot ' est l'intervalle des valeurs & entre (§,) et v(£,41) (le cercle exclus) et %C(’y(gq) 1y est le

‘n
demi-cercle de centre y(¢,) et de rayon % On a bien y,, — ~, d’ou :
n—oo

1 1 1
lim —H(p)¥(p)dp = lim —H(p)¥(p)d —H(p)¥(p)d
Jim [ G HE)YE)p Mq% / O / e, T TP
- [ [B) 1
= [ |8 w6, VAENiE+ 3 GResHHO.7(E)

Or, si H possede un pole d’ordre ng sur v en y(¢,) :

H(p) = v _}ig)))nq , (2.8)
q
1 1 d(”q—l) ~

- 2(%1_1)!kZ:OCfiﬁ("q"“)<v<£q>>w<k>w<sq>>.

On montre ensuite que, sous réserve de régularité de v en £, W) ( (& ¢)) s’exprime comme combi-
naison linéaire de ¢(j)(§q), j=1:k. m
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Expression de p,

» Cas ou ~y est réguliere et ou H ne présente pas d’autres singularités que des pdles sur « : pour
le calcul de p,., on utilisera en général la formule (2.3).
Exemple 52 On considere l'opérateur H de symbole H(p) = zﬁ’ a > 0 et un contour v régulier
vérifiant les hypothéses précédentes. YE tel que y(§) # —a, on a :

1 (§) = 72/5757) 7(§)1+a (2.9)

» Cas ou H présente des singularités (autres que des péles) intégrables sur ~y : dans ce cas, on
utilisera la formule (2.2) avec H),+ trace a droite au sens des fonctions de H sur 7.

1+£

Exemple 53 Pour H(p) = o ety défini par v(€) = — [€], on a, pour tout £ #0 :
7/(6) \/1 |§|+Slgn(§)1g
e - 27 1' H _ . . _
o 2im El_r%( (el + stgn(O)ic)) = 217r a—>0 — &1+ 31gn(§)
7 g, (2 \/1 pal T 7' (), —Sign(ﬁ)ie\/l + —lél+signio)ie
= —*lim 5 AN, :
2 e=0 &8 +e? 2im e—0 €2 4 2
=0
7' () |§\
7' (€) I (\/1+ €| 81gn( )5) —oimg \ 1~ 2a POUr 2a > €| >
= - 1m _
217T é’ e—0 2 2a )
¢ — 3 8hisign(€)/ & — 1 pour |¢| > 24
2i1r5 1 - |£‘ pour 2a > [§| =
e\ 5 — 1 pour [€]>

Remarque 54 Le ~y-symbole étant voué a étre "intégré”, on ne s’intéresse qu’a son expression
presque partout. En les points ou v n’est pas dérivable, et dans le cas ou H n’admet pas de pole en
ces points, la valeur de p n’est donc “pas importante”. Par contre, s’il y a un pole en un point &,
en lequel la fonction v n’est pas dérivable, il faudra le traiter a part. En effet la trace a droite au
sens des distributions en ce point donne une masse de dirac qui ne peut étre multipliée avec une
fonction discontinue, ce qui est le cas de ' lorsque vy n’est pas dérivable en g

Expression des o, L’expression des a;, dépend de I'ordre n, du pole en v(§,). On cherchera
les coefficients oy, tels que :

SRes(HOW(),1(E,) = 3 agn(- 100 (€) = 3 agn < 60,6 > (2.10)

On obtient par exemple :

Proposition 55 » sing =1 (cas d’un péle simple) :

E) = 1) + e, (€) avee aqa = 3 T (p = 1(€)H(p). e

»sing=2:
() = 1 (€) + g, (€) + g, (€), (2.12)
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i i
g0 = 3006 et i=—5 D e H) = (0 2(6) B 3
» cic.
Preuve. Sin, =1
SRes(HOW(),1(6,)) = £ HOE)W(E) =< L H(1(E)5e, 6 > (214)

Sing=2:
sRes(H()W(.),7(&,) = gdp(H(-)‘P(-))|p:7(5q)=%I§’(’Y(§q)) (V(ED) + SHE(EN) P ((&,))
)de,

~ , ¢
-= %H/( (ﬁq))(sgq,d} >+ < %H(V(gq))‘sfq’ % Z=< %H,( (€ ) - 2 7(7(('5:) )5, 77/) >

(2.15)
|

Exemple 56 Pour H(p) = 7”1;% et v défini par v(§) = — €|, on a, avec £, =0 :
1. 1 1
p(&) = () + a,060(&) avec ag o = 511)21(1)19[{(13) = 5(\/ L+ 2 )p=0 = 3 (2.16)

2.1.2 Simplifications dans certains cas particuliers
Cas ou v symétrique par rapport a ’axe des réels

Soit v un arc symétrique par rapport a I’axe des réels :

Y(&) = (=§), (2.17)

et H un opérateur y-diffusif, de symbole H = Lh avec h a valeurs réelles. Alors, on a :

Proposition 57

u(§) = pu(=¢), (2.18)

d’ot, pour u a valeurs réelles :

Hu(t) = 2Re | vt )de. (2.19)

Preuve. Si H = Lh avec h a valeurs réelles, alors H(i-) est a partie réelle paire et partie
imaginaire impaire :

H(iw) = H(—iw). (2.20)

On a done u(€) = TEH(y(€) = BEVHG(-8) = YL H (3(—€)) = u(—€). On a alors :

+oo +oo
) = [ v o= [ wovn o [ g o
OOO - +o00 400
- - / (€)1, ~€)de + / pewide= [ )+ ()L, E))de.
400 0
Or, on a ici ¥(t,&) = ¥(t, =) puisque ¥(t,&) solution de 9 (t,&) = (&)Y (t, &) + u(t) et ¥(t,—¢&)
solution de 9y (t, —&) = (&) ¥(t, =) + u(t) donc de Oy ((t, —§£)) = (&) ¥(t, —&) + u(t). Donc :
+00 +oo
Hu(t) = [ GG + et )ds = 2Re [ p@uitde (221)
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Cas o 7(§) = 7(=¢)

Dans ce cas, et en notant v* le demi-arc spectral défini par :

Y= VR+ (2.22)
on a:
Proposition 58
Hu = /+oo *)d€ (2.23)
s :
avec p* défini par :
1 (&) = (&) + u(=¢), £> 0. (2.24)
et ¥ v*-représentation de u solution de :
Oy (t,€) =7 (Y, &) + u(t), ¥(0,£) =0, £ > 0. (2.25)
Preuve. On a :
+00 +oo
Mut) = [ u©u(e. s - / v Od+ [ et e
0 400 +oo
- - / H(—E)(t, —€)dE + / vitod = [ ) + (€N (t, ©)e.
+o0 0

Or, on a ici ¥(t,&) = ¥(t, =€) puisque ¥(t, &) solution de App(t, &) = (&)W (t, &) + u(t) et ¥(t, =)
solution de 0y (t, —§) = (=&)Y (t, —=§) + u(t) avec y(&§) = y(—&). Donc :

+oo
Hu(t) = /0 (u(—€) + p(E)) (k. €) de. (2.26)
| |

Remarque 59 Dans ce cas le y-symbole u* est unique pour un opérateur donné.

Cas ot 7(¢) = — [¢]

On se place ici dans un cas particulier des deux paragraphes précédents puisque y(§) = v(—¢) =
7(=£). On a alors :

Proposition 60
“+oo
Hu —/ wrpde, (2.27)
0

avec u* défini par :

W) = S g ™) — H (€67 )] = S0 hun[H(t, —€ — i) — H(t,—€ +ie)].

2im 2im e—0
Preuve. On a : .
HH€) = u(E) + p(=), &> 0ot p= o Hs. (2.28)
Or, pour y(§) = — [¢], on a :
(€)= —sian(€) et Hy+(€) = lim H(~ [¢] + sign(€)ic), (2:29)

d’ou, pour £ > 0 :
HE) = e+ u(~€) = o lim H(~€ +sign()i) + o lim H(~€ + sign(~£)ic)
T e—0 27 e—0

_ 125;0 [ (1, ~€ — ie) — H(t, ~€ + ic)).
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Remarque 61 Dans ce cas particulier, p*(§) € R puisque l'on a :

wH (&) = (&) + p(=§) = (&) + (&) = 2Re(u(§))- (2.30)

2.1.3 Exemples
Cas d’un opérateur d’impédance

On considere le modele d’une paroi absorbante destinée a la réduction du bruit généré par le
moteurs des avions ([28], [44]). Dans ce modele intervient l'opérateur intégral H de symbole laplace :

1

H(p) = ———, (2.31)
PXest (P)
ol X.g (p) désigne la compressibilité effective de Lafarge [33] qui est donnée par :
p
Xeer () =X (1 —c ) (2.32)
p+a (1+0p)>
avec Y = P%y a = pf%, b = ﬁ, c= 77_1, les parametres physiques pg, Po, p, v, A’ désignant

respectivement la densité et la pression au repos, la viscosité dynamique, le rapport des chaleurs
spécifiques et la longueur caractéristique a haute fréquence du probleme thermique.

"(1—+/(1+16(1—c)2)) op).

La fonction H est décroissante a I'infini et holomorphe dans C ([—o0, —2a/[U{% u e
En considérant comme arc vy le demi axe des réels a partie réelle négative R, c’est a dire I'arc ~

défini par :
v(&) = — ¢l (2.33)
on montre que H(0;) admet comme y-symbole dans A; [17] :
a'c vVE-1 1
(&) = — ; lesoy +— 6 + k16 , 2.34
wE) == ot Le—a2 o T 0(&) + k1 d¢, (€) (2.34)
N _a/(/1416(1—c)?—-1) _e(y/1416(1—c)%2—-1)
ou &y = I(1—-0)2 >0et ky = x(1—c)\/1+16(1—c)?

La v-réalisation de H(0;) s’écrit alors :

O (t, &) = = [E] (L, ) +u(t), ¥(0,.) =0,
H(at)u(t) = < ,LL*, w(t7 ) > (235)

’

+oo
_ ac/ W] (t,€)de + L (1,0) + k(&)

d
X S gy € (=045 E—a”

Tableau de y-symboles

Les «y-symboles de divers opérateurs sont donnés en tableau 2.1 dans le cas ou y(§) = — [£].

2.1.4 Cas ou H(0;) n’est pas y-réalisable

On consideére un opérateur intégral H(0;) et un contour v supposé régulier par simplicité tel
que le symbole de H (;) soit décroissant a I'infini dans Q7 :

H(p) — 0 dans Q7, (2.36)

|p|—o0

mais non nécessairement holomorphe dans tout nyr On suppose que i = ;—WH v+ € D'L%o. D’apres
(1.114), le symbole de 'opérateur H, : u — < p, Rdyu >Ar A, est donné par :

H,(p) = LLp = LL, (;IMHW) . (2.37)
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conditions
Jude=0
a>0,b=0

Rea >0
a¢N
8‘?],LGZ;IIOC
a,b>0
a>0,neN*
Rea > 0,
a>0

—1 < Re(a, B) <
Re(a+8) >0
0<b<a

a>0

O<b<a

0<Reaxl1
—Rea <Ref <

(v = const. d’Euler

—1<Rea<1}

1

%

symbole diffusif rép. impulsionnelle h  £-symbole H
(fréquence £ > 0) (temps s > 0) (fréquence p €C)
—&pu(t,€) s h ) PH(t,p)
Depult, €) ) shit,s) —0pH(t,p)
u(t, a —b) e B n(t, 2) H(t, ap +b)
0 1 pt
po (&) = Sin(:a)pf% r(la) s>t p“
pu(t, e g o3 h p*H(t,p)
52200+ 7550 e xe [(p+a)(p+b)] "
n n—1 s 1 _as -n
Ho VP argy + coslma) 5, if(;; * e p*(p+a)t
Sin((ﬂ-(ﬁ')"_a())lé)%a_'_
m(§—a)*({—b (=) —a -5
+ sin(78) Ly<g<a (p + CL) (p + b)
™ (a—&)*(§—b)"
lo<e<a —at o ot 1
m/Ea—9) e 2 o(%) ThviTa
in(ra) (a—€\“ - +a \ ¢
ST <§7_£> lyce<a =) (iﬁ) -1
Im[(f“ e“”"—l—a)ﬁ] _ a -8
(2% +2a cos(ma) £%+a2)PB =) (p + a)
pflég>O Ins —p~ (v +1Inp)
T —e* Ei(—s) bead
1+1§2 sins Cis —coss Ssis (5)
e—¢ l%rs —eP Ei(—p)
675 ™
V€ \/11+s % c’(1—erf Vp)
i T am erfc
Jee — cterfe Ve v RS
sin & H% sinp Cip — cosp Ssip
Si2$ arctan% % + cosp Ssipp—sinp Cip
Jo(f) \/1:_? %(Ho(p)—Yo(P))
cos(v€) exp(—1/4s) exp(—+/P)
/€ TS VP
777,271'28 -1
Do, 06— n?m?) > € (\/ptanh \/p)
ZnEN n!?;n)!5(2n)a ZneN n!&"n)!32n %exp(;%)

() dérivation au sens de D’'(R)
(expression trop complexe ou impossible au moyen des fonctions spéciales standard.

TAB. 2.1 — Tableau de y-symboles
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L’opérateur ‘H se décompose donc en la somme de deux opérateurs H, et Hy :
H = H, + Ho, (2.38)

avec :
— 'H, opérateur représentant la partie y-réalisable de H (H,(p) est donc décroissante a l'infini
et holomorphe dans QF),
— et Ho := H — 'H, opérateur tel que :

v
—H, Oas . 2.39

En effet, on a H(p) = H,(p) + Ho(p) d’'ou :

A s A
L5 (me.w) =L5 (mHmw) + L5 (mHoww) : (2.40)

Comme H, est y-réalisable, son 7-symbole canonique est donné par p,. := %Hﬂﬁ € A’%c et
on a .~ pdou L (lHoh(.)Jr) = 0.

2im

Cas particulier ou les singularités de H dans Q;“ sont des poles

On suppose a présent que les seules singularités de H dans Q;L sont des polesen py, ¢ =1:Q <
0o. On montre alors que H,(p) se décompose de la maniere suivante :

Q
H
H,(p) = H(p) - qz_; Res (p_ﬂh) ; (2.41)
d’otr :

H()z () (2.4

Exemple 62 (Cas d’un opérateur rationnel)
On considére l'opérateur H(0;) de symbole :

1
H(p) = 2.43
P o e+ D0+ (243)
et le contour v défini par :
Y(E) = —2.5 4 [¢| e e OFF (2.44)

H est holomorphe sur Qj\{—l,—2} avec —2 (respectivement —1) pdle simple (respectivement
d’ordre 2). On a donc :

Ho(p) = Res (H,—1)+Res (H,—z)

2 p—.
= ZEIEQ(Z + 2)5&2 +4'(—1) avec g(z) = (2 + l)fﬁzi
1 =3(p+1)+2 1 3 1 11
T opr2 T apr1?  pt2 A+l 2+ 1
d’ou :
Hy(p) = —-——. (2.45)
4p+3

Dans ce cas, le résultat peut également étre obtenu par décomposition en éléments simples. On

obtient en effet :
11 1 3 1 1 1
H(p) = —- + - = + = 5. (2.46)
4p+3 p+2 4p+1 2(p+1)
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2.2 Approximations numériques

On cherche a présent une approximation de la réalisation diffusive d’un opérateur H(9;). On se
donne pour cela une discrétisation {& }x=1., de & & partir de laquelle on peut, de diverses manieres,
définir un modele temps continu de dimension finie, permettant de réaliser un opérateur approché
de H(0;). Ce modele peut ensuite étre discrétisé en temps pour les besoins pratiques. Dans ce
paragraphe, on se contente uniquement de donner quelques indications ; des détails supplémentaires
sont donnés dans [48] ou dans [50] pour les opérateurs pseudo-différentiels de type fractionnaire.

2.2.1 Sur le choix de la discrétisation de ¢

La discrétisation de la variable £ doit étre adaptée au contour v considéré. Dans I’équation d’état,
~v(&) représente un pole de la fonction de transfert. Plus ce pole est proche de I’axe imaginaire, plus
on se rapproche de la limite de stabilité. Par conséquent, on considérera une discrétisation d’autant
plus fine que le contour v est proche de 'axe iR.

Dans le cas particulier (trés fréquent en pratique) ou y(§) est un secteur défini par v(§) =
€] esien@eavec a € [5; 7], la variable |{| est comparable a une fréquence. Les basses fréquences
ayant plus de "poids” que les hautes fréquences dans la réalisation de 'opérateur, une discrétisation
en & d’autant moins fine que les fréquences sont grandes sera utilisée. Les points de discrétisation
;. sont ainsi souvent définis comme éléments d’une suite géométrique de raison 7 :

Ehg1 = 7 &k (2.47)

permettant de couvrir la bande de fréquence [£;,&,,].
N.B. La fréquence 0 pouvant étre importante dans certains cas, on pourra rajouter un point

§o=0=1(0).

2.2.2 1°° méthode d’approximation via les fonctions d’interpolation

En théorie

1
loc

On considére 'approximation v,, (resp. (u),) de ¢ (resp. de u si p € L; . et continue &-pp)

dans L2(R) D A, :
Uu(t,6) = > 0t E)A(E),  (resp. (u)n(t,€) =Y (&) ¥ (t, €)Mk (€)) (2.48)
k=1 k=1

ou Ag, k =1 :n sont des fonctions d’interpolation. Pour u suffisamment réguliere, on a :

[ = Wllze = O (vesp. [[(n¥)n — ptpllp2 — 0). (2.49)

n—-+00

Une approximation convergente y, de y = Hu est alors donnée par :

un(t) =Y (&), (2.50)
k=1
avec
+oo
=< > (resp. = (&) [ An(€)de) (2.51)

et la réalisation diffusive approchée de dimension n correspondante s’écrit :

Oy (t) = Vi (t) +ult), ¥,(0) =0, k=1:n,
{ yn(t) = 2 k—1 i (), (2.52)

avec ¥y (t) = ¥ (t, &) et v, = v(&x)-
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En pratique

» Fvaluation des intégrales

Dans le cas ou 'on possede une expression analytique du y-symbole p, il est envisageable, au
moins dans certains cas, de calculer ’expression exacte de p, = < p, A, > . Notons cependant
que ces coefficients sont propres a un seul opérateur.

Lorsque u € LlloC et continue &-pp, il suffit d’évaluer u;, = (&) 0+°o Ar(§)dE, ce qui nécessite
d’une part le calcul de 'intégrale 0+°° Ak (&)d€ (qui dans la plupart du temps est assez simple),
d’autre par ’évaluation de p en ;. Comme p € LlloC7 une approximation de u(&;) peut étre
obtenue en utilisant numériquement la formule (2.1) :

ne) ~ 2 m, 9) (2.59)

17T

avec 7,, > -y réguliere et proche de 7.
L’hypothese u € Llloc est assez restrictive. Cependant, on a vu que dans la plupart des cas
pratiques, p peut se décomposer en :

g
W= [, + g avec Z Z aqﬂég:). (2.54)
qe@ n=0

On traitera donc séparément u,. et p; en appliquant la méthode adaptée. Pour les termes en
aq,o(sgq, on notera que l'on a directement < p4, % >= ozq70¢q(t).

» Sur le choiz des fonctions d’interpolation
Les fonctions Ay considérées sont souvent les fonctions ”"chapeau” (voir figure 2.1a) d’inter-
polation linéaire définies par :

0 si <& ou &£>&,

§—&1 .
Vk=2.n-1, A(&) =1 & — & L (2.55)
&_7;]:1 si & <& <&pya-

Les fonctions Ay et A, jouent un role particulier. La fonction A; sera en général soit définie
comme n’importe quel autre fonction Ay en introduisant un point & fictif tel que &, < &y,
soit donnée par 'une des deux fonctions suivantes (voir figures 2.1b et 2.1c) :

0 si £€<0 ou &2>¢&,

Ay(§) = 15 fi§2 0=c<

§1— &

0 si £€<& ou £2>¢&
ou A(§) = £E—& )
si & <€ <&, §1—& Wohsi<

(2.56)

La fonction A, pourra elle aussi étre définie comme n’importe quel autre fonction Ay en

introduisant un point &, ,; fictif tel que §,, < ,,, 1, ou sera définie de telle maniere qu’elle ait
le méme comportement asymptotique que la fonction a approcher.

2.2.3 2°"¢ méthode : approximation optimale du y-symbole

On considere ’approximation par mesures atomiques p,, du y-symbole p de H :
n
(&) =Y mide, (€). (2.57)
k=1

ou u, sont des coefficients a déterminer. L’approximation de H (iw) correspondante est donnée par :

iw — 7y

1 - Py
<y, - >= ; ot (2.58)



2.2.4 DISCRETISATION TEMPORELLE 43

ALOA AOA AN

1 1+ 1 |

Cie1 Sk Cirt & & 0 & &
(a) (b) (c)
Fi1c. 2.1 — Fonctions ”chapeau”
On cherche alors les coefficients p;, solutions du probleme de minimisation :
wo | T L 2
. k .
min ————— — H(w)| dw| . (2.59)
(i )reC /wl ; iw — (&)

Le probleme est résolu apres quadrature de 'intégrale en w par une méthode des rectangles. Le pas
de discrétisation Aw étant pris constant, la solution est obtenue par pseudo-inversion :

= Ab = (A*A)"1A*b lorsque J > n, (2.60)

ou Aj, = m, j=1:J,k=1:netbj = H(iwj), j =1:J. Une méthode de pénalisation

peut étre utilisée en cas de mauvais conditionnement de A*A; on a alors :
pt = (A*A+el)~ 1A%, (2.61)
La encore, la réalisation diffusive approchée de dimension n s’écrit :

Oy (t) = () +u(t), ¥(0) =0, k= 1l.n,
{ Yn(t) = D opq s (t), (2.62)

avec ¥y (t) = P (t, &) et v, = v(&x)-

2.2.4 Discrétisation temporelle

Quelle que soit ’approximation utilisée, on obtient une réalisation d’état approchée de dimension
finie de 'opérateur considéré, c’est a dire une formulation du type :

8twk(t) = Vp¥r(t) + u(t)7 1/1]@(0) =0, k=1.n
{ n(t) = D km1 iati (1), (2.63)

qui peut s’écrire sous la forme matricielle équivalente :

Onb(t) = Ay(t) + Bu(t), ¥(0) =0,
{ yn(t) = My(t), (2.64)

avee ¥(t) = (1 (8), s U (0))7, A =diag(v,), B = (1, s DT 06 M = (s, e y):
On peut ensuite discrétiser le probleme en temps.

Une premiere solution serait d’utiliser un schéma d’Euler ou tout autre schéma explicite stan-
dard. Cependant la stabilité de 'approximation resterait alors a vérifier et ’étendue couverte par
les 7y, nécessiterait un pas de temps At excessivement petit.



44 QUELQUES ELEMENTS TECHNIQUES

La méthode utilisée en pratique tire profit de la nature diagonale de (2.63) qui permet de
construire un schéma inconditionnellement stable. D’apres la formule de Duhamel, la solution ¢ de
I’équation d’état est donnée par :

Y(t) = /0 t eAt=9) Bu(s) ds. (2.65)

En supposant u constante sur [t,t + At] on a alors :

t t+AL
P(t+ At) = / eAUFA=) Buy(s) ds + / eATA=9) By (s) ds
0 t

t+AL
~ e Bl (t) + / eAUFA=9) (s Bu(t)
t

~ €A At?[)(t) + [—A_leA(t+At_S)]i+AtBu(t)
~ e Ay (t) + A7HeA A — I)Bu(t)
~ F(t) + Gu(t)

avec F = ed At et G = A~1(e4A 2t — I)B. On obtient donc I'approximation numérique :

tHAL gt t 0_
{ v = Fy' + Gu! avec ¢° =0 (2.66)

t+At t+At
y+ —M¢ I

qui est telle que v " ~ (H(0y)u) A,
La stabilité de ce schéma découle directement du fait que |e7+2¢| = eRe()A¢ < 1 lorsque Re(y;) <
0, condition imposée par I’hypothese (1.15) faite sur le contour 7.



Chapitre 3

Inversion de y-symboles

Au méme titre que la composition d’opérateurs, l'inversion est une opération utile dans le
traitement de problemes dynamiques. L’analyse de l'inversion de ~y-symboles de Afy fait I'objet
de ce chapitre. Dans une premiere partie, on traite de I'inverse d’un y-symbole ainsi que de sa -
réalisation. Puis on s’intéresse plus particulierement a la réalisation numérique d’une telle opération.
Enfin, apres avoir illustré 'inversion +-symbolique scalaire par quelques exemples, on étend les
résultats aux cas d’opérateurs matriciels.

3.1 Problématique

On note H = H(9;) un opérateur de y-symbole . Le probleme est de construire, s’il existe, le
v-symbole, que 1'on appellera inverse de u et que 'on notera pu~!, de I'opérateur H~! de symbole :

11
H(p)  LLyu(p)

H(p) = (3.1)

On peut constater des a présent que I'opération d’inversion ~y-symbolique ne peut étre définie dans
A’W car H~! n’admet pas de v-symbole dans A’W. En effet, d’aprés la proposition 21, LL£7 u(p) — 0
quand [p| — oo dans QF d’ot

B @) — oo (3.2)

|p|—o00
dans Q:YF

H~' ne satisfait donc pas la condition nécessaire de décroissance & l'infini dans Qf{ L’espace Afy
n’est en fait pas assez grand pour contenir les y-symboles d’opérateurs v-diffusifs (au sens strict)
et ceux de leurs inverses.

Dans le chapitre précédent, on a également vu que (A/w #.) est une algebre non unitaire. En
effet, 'opérateur identité, noté Zd, de symbole Id(p) = 1 nadmet pas de 7-symbole dans A’, puisque
la fonction 1 n’est pas décroissante a 'infini dans Q? .

Pour définir I'inversion y-symbolique, il faut donc se placer dans une sur-algebre unitaire de A’W.
On considere pour cela la sur-algebre notée X, constituée de v-symboles d’opérateurs y-diffusifs au
sens large (voir paragraphe 1.6.2), c’est-a-dire pour lesquels qu’il existe n € N tel que la composition
de ces opérateurs avec 0; " soit vy-diffusif au sens strict.

Dans tout ce chapitre, on supposera que y(0) = 0; on a alors : § € A’7 est y-symbole (non
canonique) de 9; .
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3.2 L’algebre X,

3.2.1 Construction-définition

Soit ‘H un opérateur ~y-diffusif au sens large de degré m € N. On a :

H(p) = H(p)p"™, (3.3)

avec H symbole d'un opérateur y-diffusif au sens strict. On note p € Al le v-symbole de H(9;) et
. son y-symbole canonique.
On définit alors le y-symbole canonique de H, noté p,, dont la définition prolonge celle des opéra-
teurs y-diffusifs au sens strict :

fe = BeY™, (3.4)
cette écriture abusive signifiant plus précisément :

~/ ~/ ~/

T R -
pe = lim o —H(3) = lim —H(F) 7" = lim o (LLyp) (3) 7™ (3.5)
F5qy AT F 5y AT F Ty ST

Tres clairement, v™ A’%C c ymtt Afw:. Cette propriété permet d’introduire naturellement 1’es-
pace vectoriel des y-symboles canoniques au sens large :

Définition 63 L’espace X . des y-symboles canoniques au sens large est défini par :
Y e = Unen {fte = Y™ avec p, € AL .} (3.6)
Remarque 64 On a évidemment : A, . C % ..

Remarque 65 Tout élément de ¥ . est appelé v-symbole canonique et est associé a un opé-
rateur diffusif au sens large (d’un certain degré m) : par simplicité, on parlera également de -
symbole canonique de degré m. Notons que les opérateurs ~y-diffusifs au sens large de degré
m = 0 sont les opérateurs y-diffusifs au sens strict.

Pour tout opérateur H(0;) v-diffusif au sens large de degré m et de y-symbole canonique p,. €
¥, il existe une unique classe p € A, (un unique symbole H = LL p1) telle que :

~/

fe = lim == (LLEp) (3) 7™ (3.7)

F oy 2im
Le y-symbole p est en fait le y-symbole de Vopérateur H(0;) = H(0;) o 9; ™. Par extension des
propriétés établies au chapitre précédent, on a p = u#,0™ avec 0™ = 6#...#0 € A’7 ~v-symbole de
———

m fois
lopérateur 9, ™.
Remarque 66 Notons que 0, ™ doit étre y-diffusif, ce qui est le cas si me est holomorphe sur Q:{

On woit donc ici que 0 doit appartenir a Qiy_ . Dans le cas ou cette hypothése n’est pas vérifiée, on
peut cependant adapter la construction de ¥.,. Pour cela on considérera par exemple les opérateurs
H(0y) tels que H(0;) o (0y — a)™™ avec a € Q7 soit y-diffusif au sens strict.

On note OA/7 la classe nulle de Alv‘

Définition 67 L’ensemble ¥, des y-symboles au sens large est défini par le quotient :

3, = (zw n 0A9> S0ar. (3.8)
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Tout p € X est une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence L

oy = (g — ) € Oar, - (3.9)

Tout élément de cette classe d’équivalence est y-symbole d’un méme opérateur H(9;) puisque l'on
a, pour tout pg € Oa; et tout e, :

< po#a 0™ ) >= 0. (3.10)
Ainsi, pour tout opérateur H(0;) y-diffusif au sens large de degré m et de v-symbole p € 3, on a

H(D)u =< pdty6™, OMp,, > . (3.11)

Définition 68 Le degré d’un y-symbole u € ¥, est défini par :

deg(p) := 7711rg\l{m, p#ko™ € AL} (3.12)

3.2.2 Produit # dans X,

Le produit #,, s’étend algébriquement aux ~y-symboles d’opérateurs ~y-diffusifs au sens large.

Définition 69 Soient 1, v € ¥, de degrés respectifs m et n, et ji. et v, leur y-symboles canoniques
respectifs. Alors :
> u#,0™ est l'unique classe d’équivalence de Afy telle que :

~/

e * m =~ ~m
fe = il“"; 5o [LL5 (n#t,8™)] () x 3™ (3.13)

> L#y v est Uélément de X, de représentant canonique :
~

(o), = tim o (L3 (™)) () x [£L5 (vt,6™)] (7) x 77 (3.14)
=y

Remarque 70 Soit H(0;) l'opérateur de y-symbole p; on a :

. vy H®H H * m
(™), = tin T e T s o™ (3.15)
Y=Y

En notant K(0;) Uopérateur de ~y-symbole v, on vérifie alors aisément que p# v est bien le ~y-
symbole de H(0) o K(0) :

~/

(i), = lim S HG) x K(3). (3.16)

On a le résultat suivant :

Proposition 71 Soient p, v € ¥, deux y-symboles de degrés respectifs m et n. Alors :

deg(u#,v) < m+n. (3.17)
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3.2.3 Propriétés de >,

Le produit #, est commutatif, interne dans ¥, et sans diviseurs de zéro; il prolonge algébri-
quement le produit dans A’W. Muni de ce produit, 'ensemble X, a les propriétés suivantes :

— Al est une sous-algebre de (X, #-).

— (X4, #) est unitaire, 'unité, y-symbole de I'opérateur Zd noté t., ayant pour représentant
canonique :

Lo = (3.18)

C2im
— 3., nest pas isomorphe a Ualgébre de convolution! L3(%,) : en général L7 (1) ne représente
plus la réponse impulsionnelle de I'opérateur auquel est associé y et on a :

L2 (u#tav) # L2 () * L2 (v) pour p, v € B \ALL (3.19)
En effet, via le théoreme de Cauchy et lorsque v est réguliere, on montre par exemple que :

Vs >0, (L50)(s) = /e'ﬂg)smdf = i /epsdp =0, (3.20)

21w 21w
Jy ¥

puisque p — €eP® est holomorphe sur tout C.

Remarque 72 On a désormais, lorsque i est de degré m :
h=L"'H avec H(p) = p™ [LLE (u#t40™)](p)- (3.21)

Dans la suite, on appellera donc inverse du y-symbole p d’un opérateur ‘H l'inverse de p dans
.
3.2.4 Extension aux y-symboles matriciels

L’espace X1*™ des y-symboles matriciels (de degré quelconque) se définit de fagon naturelle :

szm = {M = (,Ufg)i:Ln,j:l:ma,Ufg € E’y} (322)

et le produit # s’étend a ¥7*™ de fagon standard : Vu € ZK;X’, Y € ZZVX’",

Vi=1:n,Vji=1:m, (M#w’/)g = Z,u,é#yy{, (3.23)
]
En particulier, ¥7" est une algebre d'unité diag(, ..., ¢) (non commutative).

3.3 L’inversion dans X,

3.3.1 Inverse d’un y-symbole

Définition 73 Le y-symbole p € X, est dit inversible dans 3., s’il existe pte >, appelé inverse
de p, tel que :
et = 1. (3.24)

Si H(0;) a pour y-symbole pu, alors p~! est le y-symbole de I'opérateur H(9;)~! de symbole
%. On a donc :

lrappelons qu’au contraire, par construction, Afy est isomorphe & L7 (Afy)
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Proposition 74 Soit p € X, de degré m, d’inverse pwte ¥, . Alors, le représentant canonique de
la classe p~' est donné par :

~1 ~/
1 .oy 1 . 1

= lim 5= = lim - . 3.25

(). a2 ) 5 2w 7L ] ) (3.25)

1 et de degré m/ (différent de m)

D’aprés (3.11), la y-réalisation de H~1(9;) de y-symbole p~
est donnée par :

HM0))(u) =< 6™ 4™, 00", >ar 0, - (3.26)

Inversibilité dans >,

Pour que le v-symbole d’un opérateur H(9;) soit inversible, il faut et il suffit que H1(8;) soit

~-diffusif au sens large, d’un certain degré m € N. Le symbole pmi}{(p) de 9;™ o H=1(0,) (et donc

ﬁ) doit donc étre analytique dans Q;r . On a en particulier le résultat :

Théoréme 75 1. pe A/v est inversible dans X si :

(i) % = #W est analytique dans €0,

(73) et I3m € N tel que fHTl)]fn — 0 quand |p| — 0 dans Q.
2. p € ¥y de degré n est inversible dans ¥, si et seulement si 6"4fp € Al est inversible dans
.

Remarque 76 L’inversibilité de p entraine en particulier que H n’a aucun zéro dans Qj

Exemple 77 Soit a > 0 et vy réguliére. L'opérateur H(0¢) = 0; ¢ de symbole H(p) = z% est

v-diffusif au sens strict. Son y-symbole est donné par :

v 1
= —pf—. 3.27
=g (3.27)
L’inverse 05 de H(0,) est quant a lui v-diffusif au sens large, le y-symbole de 0 étant :
/
pl=Tlavex, (3.28)

~ 2im

avec Tt #™ € AL sim > .

3.3.2 Sur la continuité de 'opération d’inversion

Avant de s’intéresser a la continuité de 'opération d’inversion, il est important d’étudier son
domaine de définition dans A’W. C’est I'objet du théoreme suivant :

Théoreme 78 Le domaine de définition D de la fonction

/
Ay — Iy (3.29)

est d’intérieur vide pour la topologie forte.

Preuve. Pour montrer que D n’est voisinage d’aucun de ses points pour la topologie forte, il
suffit de montrer :
Vu € D, 3, € AL\D telle que p,, — p dans AL, (3.30)
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AiR

y A

Fig. 3.1 -

Soit u € D ~-symbole inversible dans ¥, d’un opérateur H(0;). Pour a € R, on considere alors la
suite d’opérateurs Hy,(0;) de symboles :

Hn(p) = H(p)Kn(p) (3.31)
p— 7(0’) —Qp . L
avec K, (p) (@) Fan 1 P o S (3.32)

oll o, € C tel que y(a) +an € T, v(a) —ay € Q) et o, — 0 (voir figure 3.1). Tl est clair que H(0)
étant ~y-diffusif au sens strict, Hy,(9;) l'est également. On note u,, € A; le v-symbole de H,(0;);
i, N'est pas inversible dans 3, puisque H,, a un zéro dans Qj

Montrons maintenant que p,, — p dans A’W. D’apres (3.32), on a :

My = M#(L - 204711/71) = K= 2##(anl/n)7 (333)

avec v, € A’V ~v-symbole de l'opérateur de symboles-Laplace 1 ~. D’apres le théoreme de

P p—y(a)+a
résidus, on a :
/

Vp —5 8, quand o, — 0, (3.34)

d’ot1, du fait de la continuité de la multiplication par un scalaire dans un espace vectoriel :

I

anVn —> 08, =0 quand o, — 0. (3.35)
Le produit #, étant séquentiellement continu dans A’v, on a alors :
A
ut(anvy) — 0, (3.36)

d’ott pr,, — p dans AL m
Remarque 79 On a en fait montré que D ne contient aucun ensemble séquentiellement ouvert.

Remarque 80 Ce processus de construction d’une suite d’éléments non inversibles convergeant
vers un élément inversible est général et interdit la possibilité de construction d’algébres de Banach
“raisonnables” de y-symboles (dans une algébre de Banach, l’ensemble des éléments inversibles est
ouvert).

Corollaire 81 L’ensemble J = Afy ~ D est dense dans A’W.

Pour tout u € D, il existe donc des y-symboles de A; arbitrairement voisins de u et qui ne sont
pas inversibles dans ¥,. Pour approcher 'inverse de p, il faudra donc imposer aux approximations
de p considérées d’appartenir a D.

On cherche a présent a cerner au mieux les éléments de D. Pour cela, on a besoin du lemme
suivant, extension évidente du théoréme 1.7 de [48] :
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Lemme 82 Si y, — 0 dans AL, alors Hy, = LLp, — 0 uniformément sur tout disque B de

" for
centre a € Qﬂy' et de rayon r suffisamment petit.

On a alors les résultats suivants :

Proposition 83 L’ensemble Jy C J des p € A’7 tels que ££§,u admet au moins un zéro dans Q;r
est séquentiellement ouvert (et donc ouvert).

Preuve. Montrons que Jy est voisinage séquentiel de chacun de ses point. Soit H(J;) un opé-
rateur de y-symbole y € A/v tel que H(a) =0, a € Q,JYF D’apres le lemme, pour toute suite y,, € A’7
telle que p,, — u, K = #iu — H uniformément sur tout disque B de centre a et de rayon r
suffisamment petit. Pour n > ng assez grand, K, a alors nécessairement un zéro dans B. m

Proposition 84 7, est dense dans Alv‘
Preuve. Identique a celle du théoreme 78. =
Corollaire 85 D est rare®> dans Afyﬁm.

Preuve. D est le complémentaire d’un ensemble d’intérieur dense. m

En fait, D étant constitué des y-symboles d’opérateurs H(9;) de symbole H(p) d’inverse ana-
lytique dans Q;“ et a croissance au plus polynémial quand p — oo dans tout secteur fermé contenu
dans Q;r, on peut finalement se demander si D est dense dans A’7 N Jo- La réponse a cette question
est probablement encore négative.

Pour illustrer cela, considérons a titre d’exemple 'opérateur H(9;) de symbole H(p) = ﬁe‘\/ﬁ , de
~v-symbole 1 € J ~\ Jo. Si on cherche a approcher p par une suite "raisonnable”, de la forme pu,, =
%Hnlﬁ avec Hy(p) = % (e‘ﬁ + ﬁ), les zéros de H,, sont pp, = (In(n + 24) + (2k + 1)ir)* =

(In(n+24))2—(2k+1)%724i(2k+1)7 In(n+24), k € Z. Or, lorsque k = 0, (In(n + 24))*—(2k+1)272 >
0: H, a donc un zéro dans nyr et donc p,, ¢ D Vn. Il est probable qu’il en soit de méme pour tout
autre p € J \ Jp et tout autre type d’approximation de u. Le probleme est ouvert.

Les résultats précédents montrent que le probleme de I'inversion dans ¥, est essentiellement mal
posé au sens de l’existence. Bien évidemment, ces résultats étant conditionnés par la topologie de
A’7 (qui, rappelons-le, est la seule permettant la continuité au moins séquentielle du produit), rien
n’interdit que pour une autre topologie mieux adaptée au probleme de l'inversion, I’ensemble des
élément inversibles soit dense voire ouvert dans un ensemble "raisonnable”. En pratique, il sera néan-
moins nécessaire, avant de procéder a toute inversion numérique, ou des produits seront inévitables,
de s’assurer qu'un y-symbole donné est effectivement inversible (et non seulement ”suffisamment
voisin” d’un élément inversible), sous peine de résultats instables voire inutilisables.

Remarque 86 Les difficultés soulevées dans l’analyse précédente sont inhérentes au probleme de
Uinversion d’opérateurs convolutifs. Rappelons que, contrairement au cadre de la représentation
diffusive, pour une réalisation d’état de dimension finie, ces questions n’ont méme pas de sens :
Uinverse d’une fonction de transfert non nulle H(p) = C(A—pI)~'B n’est en effet jamais réalisable
par Uéquation d’état X = AX + Bo"u, l’ensemble des zéros de H n’étant jamais égal a l’ensemble
de ses poles.

On se pose a présent la question de la continuité de l'opération d’inversion dans D : si l'on
considére une suite ju, € D convergeant vers yu € D, la suite (6™#pu, '), converge-t-elle vers
™41~ 7 On montre en fait, via un contre-exemple, que ce n’est pas le cas pour la convergence
*-faible de A”.

On note D, C D le domaine de définition de la fonction u € Al +— S € Al

2Nulle part dense.
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Proposition 87 Vm € N*, la fonction :

D,, — Al

n’est nulle part séquentiellement continue dans D, pour la topologie x-faible de A[y.

Preuve. 1l suffit de montrer que pour tout p € Dy, il existe une suite u,, € D,, telle que
fy, = b € Dy et 6™ # 11y, I diverge dans A/v' Or par simple manipulation technique, une telle suite

P
(p+2)
part Hp(iw) = Hy|;e)+ est bornée sur R et tend vers 1 Vw # 0, d’autre part que vl = H%L|(i£)+

n
peut étre construite a partir de la suite de symboles H,(p) = ( ) . En effet, on vérifie que d’une

diverge dans D’(R) du fait que v, est une distribution d’ordre n et de support singulier {0}. =

Remarque 88 Ce défaut de continuité s’étend probablement a l’espace A’w bien que dans ce cas,
la convergence de suites de distributions d’ordre non borné soit possible (il existe en effet, dans A’w
des distributions de support singulier ponctuel et d’ordre infini). La construction de contre-exemples
prouvant la non continuité s’avere alors plus compleze.

On vient de montrer que si y1, € D — p € D dans A/) fort, la suite (6™ #u,, 1), ne converge pas
forcément vers §™#p ! : elle peut soit diverger, soit converger vers un autre élément. En réalité,
ce dernier cas de figure ne peut pas avoir lieu dans A’7 grace au résultat suivant :

Proposition 89 L’opération d’inversion est a graphe séquentiellement fermé dans A’7 fort :

My — 1 . m —1
P }:>z_5 H#ut (3.38)

Preuve. Soit y,, € D une suite de y-symboles inversibles dans ¥, telle que :
fh, — et 0™#p-t — [ dans Al (3.39)

Grace a la continuité séquentielle du produit # dans A/w on a alors :

0" # iy, F sy, — I dans Al ; (3.40)

le y-symbole [ vérifie donc :
I#pu =06, (3.41)

cest adire : [ = " #u~ . m

Finalement, la suite (6™#u, '), n'est pas forcément convergente, mais si elle converge, c’est
obligatoirement vers §™#u~!. Ce résultat est moins fort que la continuité séquentielle mais reste
néanmoins important, en particulier dans le cadre de I'inversion numérique.

D’un point de vue numérique, le défaut de continuité de I'inversion peut entrainer 'instabilité
de opération d’inversion, le probleme consistant a trouver v € A’7 tel que v#u = 6™ étant mal
posé au sens de Hadamard dans A’7 .

On peut néanmoins montrer que 'inversion y-symbolique est continue au sens d’une convergence
plus faible que celle de A’W. On considere pour cela le sous espace A, o C A, défini par :

Ao = {6 = (Rdyu) (1); u € LS (RY), > 0}, (3.42)
Lemme 90 Tout v € A, est la trace sur v d’une fonction ¥ analytique dans C.

loc
On introduit une premieére convergence affaiblie, que I'on appellera convergence ultra faible

(u.f):

Preuve. ¥(—p) = Lu(t — )|, u € L5, (RT). =
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Définition 91
T »l, p= Ve Ao, <p,—pp>—0. (3.43)

La continuité séquentielle de ’opération d’inversion pour cette convergence n’a pas encore lieu.

Il faudrait pour cela que, étant donné une suite p,, D, W, on ait < §M#put — MH#Hu T p >— 0
pour tout ¢ € Ay . Or :

moy, - _ ¥ (iw)
< OMHpTt Y >= /R Hn(iw)(iUJ)de7 (3.44)

avec H,, symbole-Laplace de I'opérateur de y-symbole p,, et ¥(iw) = [;° €“*u(s)ds = 27 (F'u) (w)
avec u & support borné, et donc puisque u € L*°(0,t), ¥(i-) € L?(R). Or, on n’a pas de tel résultat
de convergence dans L?(RR). On doit donc faire appel & une convergence encore plus faible permet-
tant d’utiliser le lemme 82.

On introduit la convergence suivante, que 1’on appellera convergence hyper faible (h.f.) :

Définition 92 Soient wq > 0 et wy < ¢ :
w2

p 5 = i € A, / (Hy(iw) — H(iw)) ¥ (iw)dw — 0. (3.45)

w1

On a alors le résultat :
Théoreme 93 Vm € N*, la fonction :

Dy, fort — A/y hyper faible

est séquentiellement continue.

Preuve. Soit p € D,, le v-symbole d’un opérateur H(9;), et p,, € D une suite de y-symboles
d’opérateurs H,(0;) telle que p,, — p dans D. Soit par ailleurs ) € A, et ¥ son prolongement
analytique dans C. D’apres le lemme 82, puisque pu,, — @ on a :

H,(iw) | = H(iw)|w; wy) dans L™ (w1, w2). (3.47)

|[w1,w2

De plus, u,, et 1 étant inversibles, H,, et H n’ont aucun zéro dans Qi donc en particulier sur iR*;
ceci implique :

1 1
. S (3.48)
Hn (1(4)) I[wth] H(IQJ) |[w1,w2}
dans L*°(wq,ws) fort et donc dans L (w1, ws) *-faible. Comme en outre 211/“()1;»”2 € L' (w1, ws), on a:
w2 U(iw) Y2 U (jw)
w; Hp(iw)(iw)™ w; H(iw)(w)m

]
C’est ce résultat qui sera utilisé dans la suite pour assurer la convergence de 'approximation
de I'inverse du y-symbole dans A’ .

Remarque 94 Du point de vue des applications, la convergence hyper-faible est en général suffi-
sante du fait qu’a tout probléme pratique est associée une “bande fréquentielle utile” limitée tant aux
fréquences basses qu’aux fréquences élevées. Il conviendra toutefois de rester prudent dans l’analyse
des résultats du fait que la convergence hyper-faible ne permet pas seule de controler efficacement
le comportement des réponses fréquentielles hors de la bande utile.

Remarque 95 [’espace Alv n’est pas complet pour les convergences u.f. et h.f.
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3.4 Inversion numérique

3.4.1 Etude mathématique

En s’appuyant sur les résultats de continuité précédemment obtenus, on construit un processus
d’approximation de I'inverse d’un «y-symbole.

Principe

Soit H(0;) un opérateur ~-diffusif au sens strict de y-symbole p € D, d’inverse 7-diffusif de
degré m. On a donc :

(57 ™) s = 5™ (3.50)

Dans ce paragraphe, on note J I'application :
J:p€ Dy — SMH#ut € Al (3.51)

On souhaite construire une approximation numérique de J(u). On cherche pour cela une suite
(Tn)peny d’opérateurs continus telle que :

Tn(p) — J(p) = 6™#p ! dans Ai{; (3.52)

n—oo

les modes de convergence seront précisés le moment venu.

Construction des opérateurs J,

Soit b’ un espace de Hilbert tel que A’V — b’ avec injection continue et dense et Q,, une suite
de sous-espaces de Hilbert de ' de dimension n tels que Q,, C Qp11 C A,w et U, Q, dense dans b’.
Soit A, , une suite d’opérateurs linéaires :

Au,n: Qn — Afy

3.53
vy (3.53)
tels que 0™ € Im(A, ) ; on considere alors la suite de problemes :
min || A, nvn — 6™, 3.54
min ([ Ay — " (354
dont la solution v, est unique (du fait que A, est sans diviseurs de zéro), et donnée par :
v = Al 0" (3.55)
Définition 96 L’opérateur J, est défini par:
Jn: Dy —

’LL — AL,H m'

Propriétés des opérateurs J,

Théoreme 97 L’opérateur J,, est séquentiellement continu sur D, *-faible.

Preuve. Montrons que j, — p dans Dy, = J,, (1) — Jn(p). L'opérateur J,, se décompose
selon :
pds A 5 AL L AL 5 = 3, (3.57)

avec :
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» fi : Dy *-faible — L£(Q,, Al *-faible) séquentiellement continue pour la convergence

simple. En effet, si y, X u dans D,,, on a, grace a la continuité séparée séquentielle du
produit # dans (Aﬁf * -faible) x (A’7 fort) , pour tout v € Qp, :

Ay v = pdtv = pdtv = Ay v (3.58)

Au sens de cette convergence, on a donc Ay, n — Ay, dans L(Qp, A/v) simplement.
> fo: B € L(QIm(A,,)) — B € LIm(A,), Qn) continue car Q,, étant de dimension
finie, l'inverse, I’adjoint et le produit sont des opérations trivialement continues.
> f3:B¢€ L(AL,Qy) — Bd™ € Q, est trivialement continue (application linéaire en dimen-
sion finie).
|

Proposition 98 Pour tout yu € D, si l'application v € A’7 —— p#v € b’ est bornée dans b, c’est

a dire :

k>0, Vv e AL, udtvlly < kvl (3.59)
et si la convergence h.f. est plus faible que la convergence dans b/, alors :

Tu(u) 25 3(u) = 6™ #p" dans AL, (3.60)

Preuve. J,(u) est I'unique solution v}, du probleme (3.54), c’est a dire que A, v} est la
projection orthogonale de 6™ dans Im(A,,) qui est fermé (Q,, étant de dimension finie). U, Q,,
étant dense dans b, on a alors :

Qn 2 Ay nvy = p#vi — 6™ dans . (3.61)
p#(+) étant bornée, on a alors :
W i, = Vh = Da(p) — p 8™ dans 1. (3.62)
La convergence h.f. étant plus faible que la convergence de b’, on a le résultat. m

Pour atteindre §™#p !, on a approché I'opérateur J, qui est non continu dans D,,, par une
suite d’opérateurs J,, qui eux sont continus dans D,, *-faible : en ce sens, on a donc régularisé le
probleme de 'inversion ~y-symbolique.

En pratique, le v-symbole p dont on souhaite approcher I'inverse peut n’étre pas connu : on a
alors seulement acces a une approximation p* de p. Grace au corollaire suivant, on est cependant
assuré que J(u*) sera proche, au sens de la convergence hyper faible, de J(u) :

Corollaire 99 Si ;. € Dy, — p € Dy, alors :

T () bt I(p) = 6™ #pu~" dans AL (3.63)
n—o00, k—o00
Preuve. Découle des théoremes 93, 97, de la proposition 98, et du fait que la convergence
x-faible implique la convergence h.f. m

Remarque 100 Dans les 3 cas : yNiR # (), v borné, et (yNiR # (O et v borné), on peut montrer
que les résultats précédents s’étendent avec respectivement : wy = 0, wg = 00, et w1 =0 et wy = 0.
Dans ce dernier cas, les convergences u.f. et h.f. sont équivalentes. Une méthode de régularisation
améliorée peut ainsi étre proposée de maniére a éviter d’éventuelles oscillations divergentes de
Uapprozimation hors du segment fréquentiel [w1, wa|, dit "bande utile”. Il s’agit de remplacer H(0;)
par un opérateur H(0y;) tel que H(p) ~ H(p) et H(p) analytique dans un domaine Q0 borné tel

que QcC Q. En choisissant alors le contour y égal a la fronticre de ﬁ, les deux conditions, 7
borné et ¥ NiR # () sont satisfaites et le processus précédemment décrit appliqué a 5 converge au
sens ultra-faible avec w1 = 0 et wo = 0o0. Au plan numérique ce procédé sera naturellement mis en
cuvre en choisissant wy et wa tels que 0 < w1 K & < ... < {y K wa ot {&} est le réseau de
y-représentation numérique considéré.
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Sur le choix de la norme hilbertienne .|,

On considére dans la suite que v NiR = {0}. Pour que l'espace b’ vérifie les hypotheses de la
proposition 98, sa norme doit porter sur les symboles-Laplace eux-mémes et non sur les y-symboles.
On considere la norme hilbertienne® définie par :

w2 w2
Il = [ 1P o = [
w1 wi

ou H(0;) est I'opérateur associé a p (i.e. H = Eﬁfy,u est le prolongement analytique du ~-symbole
canonique) et olt wy, wp € R sont les limites de la bande fréquentielle utile (déterminées en pratique
en fonction du probleme concret considéré).

2
dw, (3.64)

< s s >

iw—7y

Remarque 101 La norme (3.64) est applicable a tout p € AL, puisque, par construction, H (iw)
est alors analytique sur iR\{0}. La complétion de A’7 pour cette norme conduit en particulier a des
fonctions H non analytiques, et donc a des objets p purement formels, sans existence pratique.

L’espace b’ est alors le complété de Al pour cette norme. On a :
Proposition 102 A’7 — b’ avec injection dense et continue.

Preuve. La densité est obtenue par construction. La continuité découle directement du lemme 82.
|
On montre de plus les résultats suivants :

Lemme 103 ,uneA’yL,ueA;zunh;fﬁu.

Preuve. 1. p,—pu = pu, LA p= VK € L*(w,ws), 2 Hy (iw) K (w)dw — 0.
2.V € Ay, Y = W), avec ¥ analytique dans C et donc Wy, o, € L*(wy,ws). m

Lemme 104 Pour tout i € Dy, Uapplication v € AL, — pgfv € b’ est bornée dans b, c’est a
dire :
k>0, Vv e AL, gty < kv - (3.65)

Preuve. Soient y € Dy, (respectivement v € A’) y-symbole de H(0;) (respectivement K(0;)).
Ona:

o] = / | H () K ()| do. (3.66)

1
Etant analytique sur tout iR\{0}, la fonction H est bornée sur [w1, ws]; on a donc :
lp#vly < sup  [H(w)? (v} - (3.67)
we[wl,w]

|
L’espace b’ vérifie donc les hypotheses de la proposition 98, garantissant la convergence de
I’approximation précédemment étudiée.

On s’intéresse a présent & l'expression analytique de |[u[|y,. Apres calculs, et grace a (1.114), on

lllfr =< p(€), < u(n), k(€ m) >n>e, (3.68)

avec wo 1
k(& n) = —_ dw. 3.69
€n=1 (o 2@ () (369

3Cette fonctionnelle est bien une norme : du fait que H est analytique, H|jiw, iw,) = 0= H =0.
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Cette norme dérive du produit scalaire (.|.) défini, sur tous y-symboles u, v associés aux opérateurs
H(0;) et K(0;) par :

w2
() = | K (w)do =< ), < vl KE,1) >y (3.70)
w1

Le noyau k(&,v) peut étre approché numériquement par quadrature de U'intégrale. Cependant,
il est également possible de déterminer son expression analytique :

Proposition 105 Le noyau k s’exprime :

- (f(n) +@) , _
— siy(n) # —(§)
VEnER, k(&n) = v(n) + () (3.71)

1 L
Tor o) Tmrnm =0

avec

wo 1
fm) = /W1 mdw (3.72)

— —arctan (W) + arctan <w>

~5 [ — 207,0) + @) = (@} = 2017, (0) + B

ot vp =Re(y) et vy =Im(y).

Preuve. Lorsque v(n) # —vy(£), et aprés décomposition en éléments simples :

—1 w2 1 w2 1
=i (e [ wen) 09

or,

w2 1 L - [ —7r(1) o [ —w+ () "
/M (o) / CrE + (@ — e / Rl + (-7 )2
- / C_wmm g, / [ 71C) T O

oL (O 2 o w? = 20y (n) + ()

=~ [aretan(* =20 ™ ] o2 — 2ty + )] 79

Lorsque 7(n) = —7(&), on a :

Men == [ = [erv(n)] | (3.76)

Remarque 106 De facon similaire, on peut également considérer la norme :

w2 iw)?
= [ g (3.77)

w1
qui a la propriété d’accorder le méme poids a chaque décade de fréquence, du fait que :

100+t

Va >0, / —dw = In(10). (3.78)
1

0a w
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Remarque 107 On pourrait considérer la dualité < ;/,07 A%0> au lieuw de <A’7, A7> pour l’analyse

des opérateurs de convolution. L’espace A’%O est cependant au moins aussi gros que h dont les
éléments ne sont pas tous approrimables numériquement. En effet, il y a dans §' des traces de
fonctions de transfert ayant des singularités hors de S17; or ces éléments ne peuvent pas étre réalisés
au, moyen d’une y-réalisation d’état, l'intégrale sur 4 ne prenant en compte que les singularités de
Q. Les réalisations d’état </"¢>A’%O,A7,o ne sont en fait pas praticables au dela de Alv qui est

lui méme un cas limite (dual de la limite inductive des I5 ., (A%)) et qui semble étre au final
lespace le mieux adapté puisqu’il cumule les propriétés topologiques tout en permettant l’accessibilité
numérique de (p, ).

3.4.2 Mise en ceuvre

On décrit ici la méthodologie a mettre en ceuvre pour réaliser concrétement une inversion
numérique.

Soit Q,, l'espace des mesures atomiques sur un maillage {£; }x—0.n €t soit p, € Q, inversible,
d’inverse u ! de degré m, approximation d’un ~-symbole p inversible, d’inverse = de degré m.
On a donc :

fy = Y ke, ~ i, avec o = (a)g—om € C"H. (3.79)
k=0

On souhaite inverser numériquement ce y-symbole, opération qui revient concrétement a trouver
un vecteur de coefficients 3 = (Bx)r=0.n € C"* tel que :

vn = Byl o 0 (3.80)

k=0

Pour cela on peut considérer par exemple les problemes :

2
min [ — () 207 = min |3 Bude. — (i) #07| (3.81)
vn€Qn " i peCrtt k=0 N ! 54
et
2
n n
. 2 .
i v — 8"l = min (gamsk)# ;Oﬁjfsgj -5\, (3.82)
= = »

tous deux ayant leurs avantages et inconvénients respectifs.

Différentes méthodes de résolution de (3.81) et (3.82) ont été envisagées.

Résolution de (3.81)

Pour la résolution de (3.81) on considere deux méthodes, I'une étant exacte (aux erreurs d’ar-
rondi pres), 'autre étant approchée.

Méthode 1 D’apres (3.64), le probleme (3.81) s’écrit encore :
w2

min /
vn€Qn w1

L ; ) (3.83)
= ﬁglclnl}rl /w1 kgo (iw —’];(fk)> - (iw)™ >k (ai) "

k
iw—y(&)

dw

1 1
< Un, - > —

iw—7() " (W)™ < ph, oo

iw—v(.)

>

. 2
= min [ AS = bl
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avec :
» E = EETY(A’V) espace des fonctions de transfert d’opérateurs y-diffusifs au sens strict, muni
de la norme :

wa
= [ ) de. (3.8
w1
> A:[ Ay -+ A, } € Ent! définie par :
1
ApweR+— —— €C, 3.85
iw — (&) (3.85)
» et b € E définie par :
1
b:weR+— eC. (3.86)

(iw)™ > k=0 (w&%)

La solution de (3.83) est donnée par :

w2
B* =K 'h avec h= < Ai(w) b(w)dw) ,
=0

w1

wo (3.87)
o K= ([TERGA ) = (),
la fonction k étant définie par (3.69) et (3.71).
Remarque 108 Dans le cas particulier ot y(§) = — ||, les coefficients oy, et (3}, sont réels (voir
paragraphe 2.1.2). En prenant en compte cette contrainte, la solution de (3.83) s’écrit :
B* = [Re(K)] ' Re(h). (3.88)

Numériquement, le calcul de cette solution nécessite de connaitre I'expression de h (celle de K
étant connue). Cela n’étant pas le cas, une approximation de h par quadrature de 'intégrale en w
doit étre envisagée, ce qui diminue l'intérét de cette approche qui résidait en le fait que la solution
obtenue était exacte. Les résultats obtenus avec cette méthode restent malgré tout tres bons.

Méthode 2 Le probleme (3.81) est résolu apres quadrature de 'intégrale en w. On considere ainsi
le probleme :

2

J |, 3 1
in Z ( ' k > _ AW]’? (3.89)
pecmit o |i= \iw; — (&) (iwi)™ > r—o (wrais(ék))

qui a pour solution :

p* = (A*DA)"1A*Db (3.90)
avec :
1
1= (o) . 1
iwj = V() ) ko j=1.1 (iwj)m > " <ak>
k=0\ 3
wj =€) )/ et (3.91)
Awl (0)
et D= .
(0) Aw,y
Remarque 109 Si ['on recherche une solution réelle (en particulier lorsque v(§) = — |€|), la solu-

tion de (3.89) s’écrit :
B* = (Re(A*DA)) ' Re(A*Db). (3.92)
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Résolution de (3.82)

Notons tout d’abord que résoudre (3.82) revient a résoudre (3.81) avec une norme différente, a
savoir la norme avec poids (dépendant de «) définie par :

9 w2 n oy
HMHW B /m k;;o (iw - ’Y(fk))

Par conséquent, il est possible de résoudre (3.82) avec les méthodes 1 et 2 présentées précédemment.
Appliquer la méthode 1 au probleme (3.82) nécessiterait cependant le calcul d’intégrales, dont
Pexpression analytique n’est pas accessible. De plus une méthode de résolution exacte de (3.82) est
proposée dans la suite. C’est pourquoi on ne s’intéressera pas a cette méthode.

On peut par contre résoudre (3.82) en utilisant la méthode 2. Le probleme (3.82) est alors
approché par le probleme :

i |H (iw)|? dw. (3.93)

J 2
. n o7} n B ) 1
min —_— - — — Aw;, 3.94
o 2|5 (5@ &) ~mrl & (399
qui a pour solution :
B* = (A*DA)"1A*D, (3.95)
avec : . .
o (52 ) ), )
El—O le - 7(51) le - Py(gk) 7=1:J,k=0:n (le)m j=1.J

Aw: 0) (3.96)
et D=
(0) Awy

Méthode 3 La deuxieme méthode de résolution consiste a approcher (3.82) par un probleme de
résolution plus simple consistant a approcher les termes 5§k#5§j et 0" par des mesures atomiques
sur le réseau &, :

Vi, j=0:mn, 0c#0e, =Y alde, et MY bide,. (3.97)
k=0 k=0

Ainsi, le probleme (3.82) est lui-méme approché par le probleme :

2

n n n
1%131 Z af; Z afjdgl - Z bide,|| (3.98)
pe k,j=0 1=0 1=0 b
qui s’écrit encore
n 2 n
. _ kjy. .
ﬂé?cﬂl Z (AB —b),0¢,|| avec A= (Z ara;” )i j=0:K - (3.99)
= B k=0

Son unique solution est donnée par :

g = A", (3.100)

Cette méthode de mise en ceuvre simple ne nécessite que peu de calculs préliminaires mais a
I'inconvénient de ne procurer qu’'une solution approchée au probleme de I'inversion y-symbolique.

Remarque 110 Dans le cas (&) = — €], les coefficients azj et by, sont réels. La solution obtenue
via (3.100) sera donc elle aussi réelle.
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Méthode 4 : En notant A 'opérateur linéaire défini par :

A:BeC™™ i Y apBide, #0g,, (3.101)
k,j=0
le probleme (3.82) s’écrit :
in [|AG— ™| . 3.102
jmin [AB =8y (3.102)

Soit alors un espace E ~ CYN avec N > n + 1 tel que :
VB ECM | AB - 0"y = A — 6" = [ AB — bliew (3.103)

ot A (resp. b) est une matrice (resp. un vecteur) a déterminer. On choisit pour E 'espace engendré
par qul:M({(Sgk}kZO:n); cet espace est de dimension N = n(K +1). En notant s I'indice pour lequel
&, =0, et puisque [48] :

M sia#b
Sa#top = v(a) —y(b) (3.104)
52 o siq= b,
a " v(a)

on peut exprimer (}j_q apde, ) # (Z?:o ﬂj5§j> et 0™ dans la base de E :

n n M n M n
(Do) # (L ) - XY Autt, o =3 St
k=0 7=0 q=1 k=0 q=1 k=0
avec
7 akﬂj"‘ﬂkaj .
sig=1

j=07(5k) - W(fj)

~ . lsig=metk=s
Bp=14 7 et bg = { ‘ (3.106)
By siqg=2 0 sinon.

0 sinon,

Remarque 111 Les opérateurs associées aux y-symboles 0™ ne sont pas atomiques et ne sont
donc pas réalisables au moyen de l'équation d’état numérique naturellement associée a l’espace
Q,, (c’est-a-dire : Oppy(t) = (&) Y (t) + u(t), k =0 : n). Toutefois, cette impossibilité est sans
conséquence car elle n’invalide en rien les développements précédents qui ne sont aucunement basés
sur la réalisation d’état, mais seulement sur la structure algébrique des y-symboles.

Dans la suite, on notera 3 (resp. b) le vecteur (B1g, 8115 > B1ns 3205 -+ Bons s Batos - Barn) . €
CN (resp. le vecteur (big, bi1, ..., bin, b20, oy b2y oy D110, -y barn) T € CV). On a

Ay
Ao
B=AB, avec A= | A3 | e CV¥EHD (3.107)

Anr

ot les matrices carrées A; € C(TD*(+1) sont définies par? :

“En pratique, il faut que M > max(2,m).



62

INVERSION DE vy-SYMBOLES

On a alors :

avec

avec

|AB o™

A=

77(55'“ @ Sk #1
l I _
(Alk)k,ZZO:n avec Alk = ]Z m sik=1
ik (3.108)
Ay = diag(ay, ..., o)
A; = OHDX(+D) pour § =31 M.
n n 2
(Z ak55k> # (D86, | —om (3.109)
k=0 7=0 /
b
2
M n
D> (AB)q — bar) %, (3.110)
q=1 k=0 E

n

M
S S0 AT = B)(AB — blgy < 5, (6), < 3L, (), k(€ m) >y (3111)

q,r=1k,1=0
= A8 = blg~, (3.112)
Oll, POUT € = (€10, C11, -+, Clr; C205 -+ C2ns -y CMOs ++-s CMn) L € CN .
M n
lellen = > ) e K (3.113)
q,r=1k,l=0
K = < 67 (€), < 8¢ (n), k(€,m) >5>e - (3.114)
Le probleme (3.82) s’écrit donc :
in 148 — bl En (3.115)
et sa solution est donnée par :
g* = (A*KTA) L A*K T, (3.116)
K= (Kg)i,j=1:M(n+1), (3.117)
qkrl Z:(q_l)(K+1)+k+1 —1- —0-
K=K Pour{ DK+ D) +i+1, O7 1:Metk1l=0:n. (3.118)
r = 1 " T = M
[
Kllll Kllln K1121 . . K11M1 . Klan 7
: p 11
Klinll Kl.nln Klin21 . . Klr.le . Kl’r.zMn
Jreitt K2ln | 2121
q
KMlll KMlln KMlMl KM.an
: : k
KMnll KMnln KMan KMnMn q:M
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Du fait de la structure particuliere de A et de b, la solution S* de (3.115) s’écrit également sous la
forme simplifiée :

B = (E*I?TZ)—%*[:(, (3.120)
ou
i_ [Al ] € C2n+Dx (1) (3.121)
Aa
K = (Kg)i,jzl..2(n+1) € CAn+D)x2An+l) (3.122)
ot K = (Kms10,  gmslK pms20  gems2K)T ¢ o2nt) (3.123)

Seuls les termes K% pour (q,r, k,1) € ({1,2}2 x {0..n}2)U({m} x {1,2} x {s} x {0..n}) nécessitent
p q
donc d’étre explicités. Leurs expressions sont données en annexe B.

Remarque 112 Dans le cas ot v(§) = —|£], la solution est donnée par :
~ NT 7~ =
B = [A* Re (K) A} A" Re (K) (3.124)

Remarque 113 Quoique assez technique dans [’expression des coefficients, la formulation (3.115)
se préte bien a la programmation numérique. Sa portée est en outre universelle.

3.4.3 Cas ou p est non inversible dans 3,

On étudie ici un processus numérique permettant de déterminer la partie vy-réalisable de I'inverse
non ~y-réalisable d’un opérateur. On considere un opérateur H ~-diffusif au sens strict, de symbole-
Laplace H(p) et de y-symbole p non inversible dans 3, tel qu'il existe m € N tel que :

FOra H,(p) + Ho(p), (3.125)

avec H,(0;) ~-diffusif au sens strict et Ho(p) analytique dans 2 et singulier dans ij“, avec Hy(p) —
0 quand |p| — oo. Soit u) un y-symbole "numérique” de H(9;) voisin de y :

n
= D awde, = py avee a = ()0 € C"H; (3.126)
k=0
on a alors :
n a
H(iw) = ) 7. (3.127)
kZ:O iw — (&)

Le probleme de 'inversion numérique de p que ’on se pose ici consiste a trouver un ~y-symbole
numérique approchant la partie y-réalisable de I'inverse de H, c¢’est a dire un vecteur de coefficients
B = (B)keom € C1 tel que -

n
Vi = Brle, & phry (3.128)
k=0

Les méthodes précédentes, utilisables dans le cas d’un «-symbole inversible ne peuvent s’appli-
quer directement dans le cas présent. En effet, rien n’impose a priori que le y-symbole p, de H,
soit proche de u, au sens de la norme HHh’ Il est donc nécessaire de mettre en place une méthode
spécifique a ce cas particulier.
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La méthode proposée consiste a résoudre le probleme :

n 2

L S A
k=

T (3.129)

min
BeCn+

)

h/

la fonction de transfert H,(iw) inconnue devant étre estimée a partir de o uniquement.
L’opérateur H, étant ~-diffusif au sens strict, il existe un contour régulier v > = tel que, en notant
i le 4-symbole donné par :

~/

on ait :
L p(€) :
H,(iw) = /R . 7(£)d§ LLE(1)- (3.131)

Remarque 114 Dans le cas ot Qg NC* est un domaine, rappelons que la formule (3.131) n’est

valable que pour iw € iRﬂQ; La formule de Cauchy

1 [ H()

—2dz=H 132
i | 2 pte = HO) (3.132)

est en effet valable pour p € D, ot D est le domaine bordé par ~y tel que H holomorphe dans D.

Comme 1 est alors une fonction, il est possible de I’évaluer numériquement en différents points &,
en appliquant directement la formule (3.130), dans laquelle on utilise la formule approchée (3.127)
de H. Ainsi, une approximation de H,(iw) est donnée par :

(i) & 32 oSk = L35 Md,),

(fk) =0
s » 3.133
avec M\, = ﬁ(&k)/ Ap(§)ds ou p(&y) = 72(1%) n : ‘ ( )
" (£ s ) (e

Remarque 115 La y-réalisation de H, est donnée par :

(., 5) F(E) <,§> u,
{ (o) (8) = [, FE) DL E)de (3.134)

On notera que 'équation d’état n’est stable que lorsque Re (7(§)) < 0. Dans le cas ot Q- NC™ # 0,
cette représentation ne pourrait pas étre utilisée numériquement, a moins d’adaptations spécifiques
ou de simulation sur un temps borné.

Pour obtenir une approximation v} := >}, Brde, du vy-symbole p,., on considere ensuite le
probleme :

wo | ™ ﬁ n A
L e ’

= iw — (&) N —iw—7(&)

min [ dw] , (3.135)
I@e@n+1

qui, apres quadrature en w et lorsque la discrétisation en w est réguliere (i.e. Aw = cte), se résout
numériquement par pseudo-inversion :

g% = Afp, (3.136)

1 = i
A= —— b= —_ . 3.137
<iwj - ’Y(fk) )jzl:J,k:O:n ° (lz:; iwj B 7(§l)>j:1:J ( )

ou
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3.4.4 Exemples

Dans les exemples suivants est réalisée I'inversion y-symbolique de quelques opérateurs. Apres
I’analyse du cas particulier de 'opérateur d’intégration, on considere I'inversion y-symbolique des
opérateurs (0; + 1)~ 1, (\/ o, + 1)71 , puis un plus complexe rencontré en aéroacoustique, a savoir
lopérateur d’impédance d’une paroi absorbante [12]. On consideére enfin le cas d’un opérateur non
inversible dans X,.

Pour les simulations numériques on considere le contour v défini par :

VEeR (&) = -], (3.138)

ainsi que la discrétisation {£;, }x—0., du parametre £ (n variant selon les cas) définie de la maniere

suivante :
& = 0, (3.139)
& = 1071 (3.140)
& = &¢° k=2:n, avec ¢ > 1 tel que &, = 10°. (3.141)

Remarque 116 Cette discrétisation permet de couvrir la plage fréquentielle [0,103].

On note s € [0,n], 'indice tel que £, = 0. Dans le cas de la discrétisation ci-dessus, on a s = 0.
On prend également wy = 107! et we = 103 comme bornes de I'intégrale de la norme (3.64).

Pour quantifier 'erreur d’inversion numérique, on introduit les quantités :

n w2 n
Jeis —1ys A Jel 1.
X | X ey — H ) T / v | X oy — (W) dw
E — k=0 ~ w1 k=0
. - w _ . b
> H 1 (iwy)] ALT“jl [22 S1H ()] dw
> e — H ™ (iwn) > ey B ()
= iw—v(&g) l =0 iw—y(&g)
b Bsup P H(iwy) Sup H1(iw)

Inversion de I’opérateur 0, '

Afin de tester les méthodes décrites précédemment, on considere I'opérateur 9, de ~-symbole
d. Cet opérateur est inversible dans ., et admet comme inverse I'opérateur de dérivation J; qui est
~y-diffusif au sens large de degré 2. On note formellement 6! le 4-symbole de ce dernier et H ™! (iw)
sa réponse fréquentielle définie par H ! (iw) = iw.

D’un point de vue numérique, on cherche en fait & approcher le y-symbole numérique de 0, 2o
Oy =0, ! Dans cet exemple, les v-symboles numériques utilisés sont égaux aux y-symboles puisque

I'on a :
= 1sik=s
0= Zakéfk avec aj = { 0sinon (3.142)
k=0
et "
P07 =6= " B)0¢, avec By = ap, Yk =0: n. (3.143)
k=0

On prend n = 20, ce qui correspond a ¢ = 1.6238, et on présente les résultats de la méthode
d’inversion 3 (qui dans ce cas particulier est une méthode de résolution exacte aux erreurs d’arrondi
pres), les autres méthodes fournissant des résultats similaires. Les résultats sont présentés figure 3.2
sur laquelle on peut comparer le gain et la phase des fonctions de transfert de I'opérateur inverse
théorique 0; 0 0, 2 et de I'inverse numérique correspondant v ~ 8, o o, 2 - o, L
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(@)

(b)

20 10 T
— — — théorique
ol 8y numérique |1

o
e <8
8 -20 g

c 4r
‘©

2 -40 2t

60 1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 3 (1)071 160 10" ;02 10
107 10 10 10 10 . -1
pulsation e (en rad.s_l) pulsation w (en rad.s )
(c) (d)
180° T 1 T

@ 90t 0.5

(@)

()

©

8 0 @ 0

()

<

£-90° -0.5

~180° -1 ‘0 ‘1 ‘2 3 -1 -1 0 ‘1 ‘2

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

pulsation w (en rad.s™)

£ (enrad.s™h)

Fic. 3.2 — (a), (b) et (c) : gains et phases des réponses fréquentielles des inverses théorique et
numérique d; 2 o 9 - (d) : coefficients *.

valeur de 3} | erreur relative : ”ﬁuﬁ_”ﬁ I Esup
en théorie 1 0 0 0
méthode 1 1.0000 0.0149 8.0300 x 107 | 1.9575 x 1076
méthode 2 1.0000 2.3418 x 10% 5.5460 x 10713 | 6.3365 x 10712
méthode 3 1.0000 0 4.0596 x 10717 [ 2.2199 x 10~16
méthode 4 1.0000 7.1044 x 1077 2.8449 x 10713 | 1.5692 x 1077

TAB. 3.1 — Tableau comparatif des erreurs dans le cas de I'inversion de I'opérateur 9; !
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E Esup

méthode 1 | 0.0079 | 0.0967
méthode 2 | 0.0122 | 0.1392
méthode 3 | 0.1029 | 1.4529
méthode 4 | 0.0137 | 60.9516

TAB. 3.2 — Tableau comparatif des erreurs dans le cas de I'inversion de I'opérateur (9; +1)~*

On constate que les tracés se superposent parfaitement, que ce soit en échelle logarithmique sur
la figure 3.2(a) ou en échelle semi-logarithmique sur la figure 3.2(b). On peut également comparer
les valeurs des (7, avec les valeurs théoriques, cf tableau 3.1.

L’opération d’inversion de 'opérateur d’intégration via celle de son y-symbole donne donc d’ex-
cellents résultats a toute fréquence, ce qui confirme la validité de I’approche.

Inversion de I’opérateur (9, + 1)~ !

On considére a présent a 'opérateur (0; + 1)_1, dont l'inverse 0; + 1 est ~y-diffusif de degré 1.

Contrairement a ’exemple précédent, les y-symboles considérés ne sont plus décomposables de
maniére exacte en somme de masses de Dirac sur les points £, : les y-symboles numériques sont
donc des approximations des y-symboles (cf paragraphe 2.2).
Pour cette inversion numérique, on a considéré n + 1 = 51 points de discrétisation en ¢ ce qui
correspond a g = 1.2068, et on a comparé les résultats obtenus avec les 4 méthodes d’inversion.

En figure 3.3 sont donnés les diagrammes de Bode des fonctions de transfert de I'inverse théo-
rique (9; + 1) 0 9; 2 et des inverses numériques obtenus avec les différentes méthodes. On constate
que les méthodes 1 et 2 donnent d’excellents résultats : les courbes correspondantes sont quasiment
superposées & celle de I'inverse théorique.
On note en revanche que la qualité de 'inversion se dégrade aux hautes fréquences avec les méthodes
3 et 4, alors que 'erreur relative E, donnée dans le tableau 3.2 reste tres faible. Ceci s’explique en par-
tie par le fait que les probléemes (3.81) et (3.82), respectivement résolus via les méthodes 1, 2 et 3, 4,
sont équivalents au choix de la norme pres. Résoudre (3.81) revient a résoudre (3.82) avec la norme

2
(3.93) qui accorde plus de poids aux basses fréquences qu’aux hautes puisque ‘ZZ:O (%)‘

décroit quand w grandit. L’utilisation de la norme (3.77) pourrait permettre de pallier ce probléme
si nécessaire.

En figure 3.4 sont également comparés les 3* obtenus avec les 4 méthodes. A noter les oscillations
dues au fait que ’approximation est relative a une topologie faible.

Inversion y-symbolique de 1’ opérateur (\/8,5 + 1)_1

On considere opérateur (v@t + 1)_1 , de symbole-Laplace H(p) = ﬁ
de degré 1. La figure 3.5 montre les résultats de la méthode 4 (n = 20), les autres méthodes donnant
des résultats similaires. Les courbes se superposent et l'inversion est d’excellente qualité dans la
bande fréquentielle concernée par le réseau {}}.

et d’inverse ~y-diffusif

Inversion 7-symbolique d’un opérateur d’expression complexe rencontrée en aéroa-
coustique

On considere Popérateur d’impédance d’une paroi poreuse ([28], [44]), de symbole :

Q) = /X8 tanh (e /X9 e ) (3.144)

5car Vk7 1 7é 77(&‘1&)7
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60

40

20

o

-20

gain (en dB)

— — —théorique
numérique
méthode 2
— - — - méthode 3
'''''' méthode 4

-60F

-80
10

10

pulsation w (en rad.s’l)

-180°

pnase (en aegre)

-270°

Ll " M|

-360°
10

10

10 10° 10°

pulsation w (en rad.s’l)

F1G. 3.3 — Diagramme de Bode de l'inverse théorique et numérique 0; 209 +1)

x 10° méthode 1 X 10° méthode 2
4 T 1 T
2 0.5
2 0 2 0
-2 -0.5
-4 0 2 -1 0 2
10 10 10 10
£ (enrad.s™) £ (enrad.s™)
x 10° méthode 3 x 10° méthode 4
1 T 2 T T
l L
< 0
_1 L
-1 ‘ 0 ‘ 2 -2 -1 0 ‘ 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10

£ (enrad.s™)

£ (enrad.s™)

FiG. 3.4 — Coefficients 5* obtenus avec les 4 méthodes dans le cas de I'inversion de (9; + 1)~ !



3.4.4 EXEMPLES 69

Q) | O)

40 , : , 15 .
— — — théorique — — —théorique
20 numeérique | | numérique
a 10§
c
g 0 s
£ ©
] 5t
< 20t
_40 -1 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 3 0 -1 0 1 2 3
10 10 10 _110 10 10 10 10 10 10
pulsation  (en rad.s ) pulsation w (en rad.s %)
(©) (d)
180° , . : .
— — — théorique
— numeérique
@ 9o} |
[o))
(0]
©
o
L 0°f
(]
7]
© /————-—w
<
S -90°r ]
180 3 0 1 2 3 -1 ) " = 3
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

pulsation w (en rad.s'l) g (en rad.s_l)

Fia. 3.5 — (a), (b) et (c) : gains et phases des réponses fréquentielles de 'inverse théorique et

numérique 8{1 0+/0; + 1- (d) : coefficients 5*.

avec

Vv1+0bp D
Vo et VY ¢ P p—— 3.145
) ) et Xegr () = X ( —— 1+b’p) ( )

o _ 1 _ 8u r_  8u
p_poamvx—p07a—p0/\2aa T poA2

—1
b=g5, 0 =5, 0<c=212 <1,

Peit (P) = p (1 +a
ol

(3.146)

les parametres physiques e, py, P, {4, ¥, Qoo, A, A’ désignant respectivement I’épaisseur de la paroi,
la densité et la pression au repos, la viscosité dynamique, le rapport des chaleurs spécifiques, la
tortuosité, la longueur caractéristique a haute fréquence du probleme visqueux incompressible et la
longueur caractéristique a haute fréquence du probleme thermique.

Les valeurs numériques de ces coefficients sont :

A=A =0110"3m, py=12kg. m™3 Py=10° Pa
p=1810""kgm s vy =14, ap =13, e=510"2 m.

La fonction de transfert QQ(p) posséde, outre une coupure sur R™, des poles complexes (voir
figure 3.6). On a choisi comme contour v un secteur défini par :

1157

_ i sign(§)oy -
’Y(f) ’5‘ € avec a'Y 180

(3.147)
On utilise n + 1 = 121 points de discrétisation en £ (avec £, = 0), répartis géométriquement entre
€ =102 et &, = 10° (ce qui correspond & ¢ = 1.0805) et on choisit w; = 102, wy = 10° comme
bornes de la bande fréquentielle utile.

Les résultats obtenus par inversion y-symbolique selon la méthode 2 sont donnés en figure 3.7.
L’inversion est de bonne qualité dans la bande fréquentielle considérée.
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F1G. 3.6 — Poles de Q(p)
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Fic. 3.7 — (a), (b) et (c) : gains et phases des réponses fréquentielles de I'inverse théorique
numérique 9; ' 0 Q(d;) " - (d) : coefficients 3*.

et
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Cas d’un y-symbole non inversible dans ¥,

On considere l'opérateur rationnel H(0;), y-diffusif au sens strict, d’inverse non ~y-diffusif, défini
par le symbole :

p—10
Hp) = —F—=. 3.148
#)= 500 + 372 (3.148)
On a clairement : )
+
W pjo)o 0 dans Q’Y’ (3149)
et )
1 1 — — 1
= 00(p+3)2 _ 69p2 90 69 : (3.150)
H(p)p*  (p—10)p p p—10
la partie v-réalisable de l'inverse de H(0;), noté H,(9;) est défini par le symbole :
—69p — 90
H,(p) = — g (3.151)

On utilise n + 1 = 101 points de discrétisation en £ (avec £, = 0), répartis géométriquement entre
€, =107" et &, = 10* (ce qui correspond & ¢ = 1.2328), et on prend wy; = 107°, wy = 10* comme
bornes de la bande utile.

Le contour 7 considéré est :

1307

v — 103 i sign(§)as _
(&) 077+ [¢|e 7 avec oy 150"

(3.152)
ce qui implique (cf remarque 114) que la formule (3.131) utilisée pour H, (iw) n’est valable que pour
w €]1073, 0o[. On utilise ensuite comme contour 7 le secteur d’angle ?jf :

v(€) = |¢] e 58O ayec y = %T (3.153)

Les résultats obtenus sont donnés en figure 3.8. On compare la réponse fréquentielle (gain et

phase) théorique de H,(9;) avec celles obtenues numériquement par réalisation diffusive sur ¥ puis

sur 7. On constate, comme prévu par la théorie, que la formule (3.131) n’est valable que pour

w > 1073 et que la quantité calculée est nulle pour w < 1073, L’inversion y-symbolique est bonne
dans la bande fréquentielle [1072, 103].

3.5 Extension aux opérateurs matriciels

L’extension de 'inversion y-symbolique aux opérateurs matriciels se fait de maniere naturelle.
De ce fait, le sujet sera traité formellement puisque les questions topologiques sont similaires a
celles du cas scalaire.

On se place dans ’espace des y-symboles matriciels "carrés” EZY‘X”, et on considere le probleme
de l'inversion ~y-symbolique d'un opérateur matriciel H de taille n x n et de y-symbole p € X5*™.
De méme que U'inverse M ~! d’une matrice M € R™*" s’exprime :

. 1 .
= derany <M )"

(3.154)

ou MF€ est la matrice des cofacteurs de M, on déduit, par manipulations algébriques et du fait que
>, n’a pas de diviseurs de 0, le résultat suivant :

Théoréme 117 Si p est inversible dans X", alors det(u) est inversible dans ¥, et :

pot = (det ()~ (1) (3.155)

avec !
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— — — numérique avecy
numérique avecy
théorique

107 107 L) L 107 10 10° 10 10" 10°
pulsation w (en rad.s ~) pulsation o (en rad.s™%)
c d
| e e (‘) T 14000 T T @
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P 12000
> F " I -]
N 10000
by 8000 |
el Lo | “@
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|yl
oot 4000
T | HJ 7
Pyl 2000}
il
o Vo ‘ ‘ \ 0— - ) ) - 4
10_4 10'2 100 102 104 10 10 10 7]i0 10 10
pulsation w (en rad.s_l) §(enrad.s 7)

F1c. 3.8 (a), (b) et (c) : gains et phases des réponses fréquentielles de H,(0;) théoriques et obtenus
numériquement avec les contours 7y et 7 - (d) : coefficients * (pour les contours 7 et 7).

» det(p) € ¥, vy-symbole scalaired défini par la récurrence :

esin=1: det(n) =y, o (3.156)
o sin>1: det(p) =371 (1) puj#, det(fi;;), .

ot j € [0,m] est choisi arbitrairement et fi; est le y-symbole obtenu a partir de ji en suppri-
mant sa 1™ colonne et sa j°™° ligne,
> ufe ZQX” est le y-symbole défini par :
Vi,j=1:n, (u)] = (=1)"" det(f,,). (3.157)

7

On en déduit :

Corollaire 118 Pour qu’un v-symbole u € ZTY‘X" soit inversible dans X", il faut et il suffit que
det () soit inversible dans 3.

Au plan numérique, au moins lorsque n est petit, la formule (3.155) est utilisable. Le calcul de
p~! nécessite alors, outre I'inversion de det(u), divers produits # (calcul de det(u) et de la matrice
des cofacteurs 1¢). La manipulation numérique du produit # est présentée dans [48].

Du point de vue technique, le probleme de I'inversion de «-symboles matriciels est largement

ouvert.

Remarque 119 L’expression de linverse H™' d’un opérateur matriciel H de taille n x n est
similaire & celle de p=' donnée en (3.155) a ceci prés que le produit #~ est remplacé par le produit
de composition o. Cependant, H inversible # 1 inversible dans E,’;‘X”.

Sdont I'inversion reléve donc des méthodes introduites précédemment.
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Remarque 120 La fonction

A{ynxn A/nxn

y
L — 6m+1#lu—1 (3158)

présente les mémes caractéristiques topologiques que dans le cas scalaire.

Plus généralement, la pseudo-inversion de y-symboles rectangulaires peut étre également définie
de fagon similaire au cas des matrices. Le probleme est largement ouvert.

Exemple 121 On considére l'opérateur matriciel H suivant (0Y désigne lopérateur identité) :

o 02 0
H=| o' 8 & |, (3.159)
0 0O O
de ~v-symbole matriciel p défini par :
R
p=1 o6 & & |, (3.160)
0 ¢t ¢t

ot 0° est le y-symbole de Uopérateur identité. On a :

det(H) = =07 et det(p) = =62, (3.161)
d’ot
0 -0 07 0 —63 52
H =020 | —0) 07 -0 | et pwl=-0%#,] -0 62 —51]. (3.162)
o -07 0 & =67 0

Exemple 122 Soit i € E;‘X” le v-symbole de l'opérateur matriciel H défini par :

d+l Vo 3.163

Le y-symbole det(u) est associé a Uopérateur (0p + 1) 0 /07! = \/Or + 1/0; " dont Uinverse est
v-diffusif au sens strict. det(u) est donc inversible dans ¥, d’ot 1 inversible dans ZZX”.

Exemple 123 On considere maintenant le y-symbole i € X, de l'opérateur H défini par :

20, VOr ]

H:
o +1 /o !

(3.164)

det(p) est le y-symbole de Uopérateur 20;\/0; ' — (0 + 1)v/0; = /3y (1 — ;) dont Uinverse a pour

fonction de transfert :
1

Vp(1=p)’

qui a un pole en 1 et qui n’est pas conséquent pas analytique dans nyr D C*. Le y-symbole det(p),
et par conséquent 1, ne sont donc pas inversibles.

(3.165)
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Application a certains problemes
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Chapitre 4

Quelques problemes

Etant dédiée aux opérateurs intégraux, la représentation diffusive offre de nombreuses perspec-
tives d’application dans des domaines variés. Dans ce chapitre, on présente succinctement divers
problémes (analyse et simulation de systémes, réduction et identification de modeles) que 1'utili-
sation de la représentation diffusive permet d’aborder de fagon naturelle. Certains d’entre eux ont
été étudiés en détail et ont fait 'objet de publications; en particulier les probléemes d’identification
sont largement détaillés dans ce mémoire. Les autres probléemes sont en cours d’étude ou restent a
développer. D’autres applications (estimation d’état, controle) seront étudiées dans la suite.

4.1 Analyse et simulation de systemes dynamiques

Grace a la représentation diffusive, une équation intégro-différentielle peut étre formulée au
moyen d’une représentation d’état locale en temps. Les méthodes d’analyse, de transformation ou
de simulation numérique dédiées au cas différentiel peuvent ainsi étre adaptées et permettent la
résolution de problemes complexes. Dans ce chapitre, plusieurs exemples d’application sont présen-
tés.

4.1.1 Transformation d’un modele de flammes sphériques en vue de sa simula-
tion

Le modele de Volterra, établi par Joulin dans [31], décrit I’évolution du rayon z d’une flamme
sphérique initiée par une source de puissance u dans un milieu réactif (voir paragraphe 7.3.2 pour
plus de détails) :

2(1) 07 2 (t) = 20(6) lna(t) + 2u(t) Vi >0, 1)
z(0F)=0,u >0,z >0. '

Ce probléme est bien posé [3]. On s’intéresse ici a la simulation numérique de ce modele, sujet qui
a déja fait objet de publication [4] mais qui est abordé ici de maniere différente.

En appliquant H(9;)~! aux deux membres de 1’équation du modele (4.1), on obtient :
_1 u
=0, *(2lnzx+2-), (4.2)
x

dont la formulation diffusive s’écrit :

{ Or(t,€) = (€t ) +2(ma(t) + 7)) (4.3)
#(t) = (ul). w(t,.))

1,
avec  y-symbole de I'opérateur y-diffusif au sens strict 9, *. Etant différentielle, I’équation en 1
peut étre intégrée au moyen de schémas numériques standard. On note cependant que la quantité
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[

2(lnx(t) + Z(i)
t=0.

) est singuliere lorsque x(t) est proche de 0, ce qui est le cas notamment autour de

—~

Pour supprimer cette singularité, on peut utiliser une transformation opératorielle de type chan-
gement de temps (étudiée en détails dans [47]) qui consiste a considérer le temps 7 = ¢(t) tel que :

x Oy = 0. (4.4)
On montre que :
dr 1 dt 1
S - — 4.
at AT (4.5)

et que le modele (4.3) peut encore s’écrire :

0,0, €) = () 7€) ¥, &) + 2 [F(r) InF(r) + u(t)],
67—t(7—) = J}(T),N (46)
#(r) = (u(), (7))
avec t = ¢~ 1(7), 7,7}(7, D) =Y(e (7),.) et T(7) = (0~ (7)). Le second membre de ’équation d’état
n’étant plus singulier en 0, on peut appliquer (par exemple) un schéma d’Euler qui conduit alors
A
~n+1 - ~n - -
v (&) =A+ATz"y(6)Y (&) +2AT[F" Inz" + u(t")],
= AT, (4.7)

= <u, @7)”>,

avec " = z(t"). Aprés approximation en ¢, la simulation numérique se déroule naturellement et
conduit a des simulations de bonne qualité. Deux exemples de courbes obtenues avec cette méthode
(le schéma d’Euler étant remplacé par un schéma de Runge Kutta) sont visibles en figure 7.4.

4.1.2 Etude et simulation d’un modele de paroi poreuse

Les travaux exposés dans ce paragraphe ont été publiés dans [12] et [17].

Probléme considéré

On considere le probleme de simulation d’un modele de paroi poreuse établi par S. Gasser dans
le domaine fréquentiel [28]. Le modele qui décrit la propagation des ondes & l'intérieur du milieu
poreux d’interface I' = {z = 0} x]0, X[ avec le milieu fluide, est donné sur (w, z, z) € Rx]0,1[x]0, X|
par :

(4.8)

c(o)iv pu () 40P =0 f o () = p 1+ )
e(z) iw Xog (iw) P4+ 0,4 =0

Xeft (lw) = x (1 — Cm),
ou u et P représentent la vitesse et la pression dans le milieu poreux et e(x) est I’épaisseur de
la paroi. Le modele (4.8) est complété par les conditions aux limites u,—; = 0 (réflexion totale

en z = 1) et u,—o = w. Par ailleurs, le couplage avec le modele d'un milieu fluide nécessite deux
conditions de raccord a l'interface :

fluid fluid
R (49)
Les termes w = u|,—¢ et y := P, peuvent donc s’interpréter respectivement comme !’entrée et la
sortie du systeme (4.8), définissant un opérateur (d’impédance de la paroi poreuse) w — y, noté

Q(0%).

Du fait de la présence d’opérateurs de convolution (causaux) associés a p.g et X, respecti-
vement notés p.g (0r) et x.q (0¢), le modele temporel associé a (4.8) est non local. Dans de telles
situations, on peut envisager d’utiliser par exemple des approximations de Padé de p.g(iw) et
Xeoff (iw), mais ce type de construction n’offre en pratique aucune garantie de stabilité.
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Formulation d’état de la paroi poreuse

On propose d’utiliser la représentation diffusive pour obtenir une formulation temps locale de
(4.8). On considere pour cela les opérateurs Hy(0;) et H2(0;), de symboles respectifs :

1

Hi(p) P Xett (P)

et Hy(p) = (4.10)

~ Do (D)

On montre que ces deux symboles sont décroissants a l'infini et holomorphes sur C ~ R™. Les
opérateurs H;(0;) et Ha(0;) sont donc v-diffusifs au sens strict pour le contour « défini par v(§) =
— || ; on note u, et uy leurs y-symboles respectifs.

On réécrit alors le systeme (4.8) sous la forme :

= —H,(8,) &L,
; e ) (4.11)
P = —Hy(0;) 2%
Les opérateurs 0,P — u et J,u — P ayant pour réalisation diffusive :
oy = v(§) Py — 1 a9.p { Ophy = (&) Yy — 1 o.u
‘ et ¢ 1.12
{ u = (u1, 1), P = (1, s) (4.12)

on déduit la formulation locale en temps de 'opérateur Q(0;) sur (¢, z, x, £) € R** x]0,1[x]0, X [xR™* :

( Ovby = (€)Y —

% /‘52’8217[}2>
Oty = (&) 2 — ¢

M, 8z1/11>

o~ o~

<H1a¢1(t,1>9€7-)> 0 (413)
</L2a 77[)2(1:7 07 Zz, )> = w(ta ZL‘)
L y(t7 x) - </’L17 wl(tv 07 xz, )> :
Comme g1, et pqy sont positifs, la fonction
(O 2) = 1190 = | [ G W+ 1 Vool ydetz| (1.14)

définit une semi-norme. On montre alors [12] que la fonctionnelle Ey = 1 ||(¢, 17/)2)”/2'533 est telle
que, pour tout (t)1,15) solution de (4.13) :

dEy 1
L —— < 0. 4.1
dt e Y 0 (4.15)

Grace a la propriété 1 (t,0) = 0, on déduit de (4.15) la positivité de la forme quadratique w +—
Or(w) = fOT wy dt pour tout T > 0 et tout z : la nature passive de la paroi absorbante est ainsi
restaurée par le modele (4.13).

Couplage avec un modele de propagation des ondes en milieu fluide

Du fait de (4.15), le couplage de (4.13) avec tout modele dynamique de type passif (en particulier
le modele aéroacoustique étudié dans [44]) conduit & un systeme globalement dissipatif au sens d’une
fonctionnelle énergie définie a partir de Ey,_ et de I'énergie £, du modele considéré de telle sorte que
les transferts entre les deux sous-systemes soient équilibrés. Notons que cette dissipation d’énergie
globale due a I'absorption des ondes a la frontiere n’est pas accessible sous la forme fréquentielle
(4.8) : en ce sens, le modele diffusif (4.13) est conforme a l'interprétation physique d’un tel milieu.
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Réalisation diffusive de Iopérateur d’impédance

Une autre réalisation d’état de Q(0;) peut étre obtenue directement a partir de son y-symbole.
On a besoin pour cela de l'expression de Q(p) qui est donnée, apres calculs [12] par :

Xest (P)

Q(p) = | == tanh (e(x) P/ Xeg (P) Pt (D) ) - 4.16

() = ([ 525 tanh (e@) v/ xer (0) e (0)) (4.16)

On montre que 'opérateur @(Ot) de symbole @(p) = % est y-diffusif au sens strict. En notant v
son y-symbole, on obtient la réalisation d’état de Q(09;) :
oY =Y +w

4.17

L #an)

Notons que Q(p) posseéde des poles complexes (voir figure 3.6 au paragraphe 3.4.4) et que le
contour y utilisé doit donc étre adapté. On prendra par exemple un contour de type secteur défini
par y(£) = [€] 98 OE+) avec o €]0, 7.

Simulation numérique

Les formulations (4.13) et (4.17) étant locales en temps, les problemes tant de simulation que,
par exemple, de contrdle ou encore d’identification peuvent étre abordés par les méthodes classiques.
La simulation numérique de modeles de la forme (4.17) a été abordée au paragraphe 2.2. Pour (4.13),
on peut construire des schémas numériques dont la stabilité découle du bilan d’énergie (4.15). Une
étude approfondie de tels schémas a été menée dans [13] pour une classe de modeles générale dont
fait partie 4.17 ; un résumé est présenté dans le paragraphe 4.1.3. Des exemples de simulations sont
données dans [12]. On notera que la simulation de (4.17) est plus précise et moins cotteuse que celle
de (4.13) puisqu’elle fait 1’économie du calcul intermédiaire de u et P dans tout le milieu poreux.

4.1.3 Schémas numériques pour une classe de modeles de propagation non lo-
caux

On ne donne ici qu'un résumé succint du probléme et des travaux réalisés. Ces travaux ont
donné lieu a une publication [13] & laquelle on pourra se référer pour plus de détails.

La résolution numérique des équations intégro-différentielles est un probleme délicat, faisant
l’objet de nombreuses publications (voir par exemple [5, 9, 41]). Les méthodes standard sont basées
sur des approximations diverses, de type Pade [25] par exemple, ou sur des quadratures directes
des intégrales [65, 8], et nécessitent généralement une discrétisation temporelle cotteuse, particu-
lierement en présence d’opérateurs intégraux a mémoire longue. De plus, la stabilité des schémas
numériques est en général difficile & obtenir [10], car les techniques standard dédiées aux équa-
tions différentielles ordinaires (dissipation d’énergie par exemple) sont difficilement utilisables pour
les équations intégro-différentielles. La construction de schémas numériques stables et peu coii-
teux reste donc un probleme important pour lequel les méthodes spécifiques dédiées a ’analyse et
I'approximation des opérateurs convolutifs, telle la représentation diffusive, peuvent étre utiles.

On considere I'équation intégro-différentielle de la forme abstraite :

H(0)® =G(V)®+ f sur (t,z) € R/™* x RZ, (4.18)

ou H(0;) est un opérateur convolutif inversible et diagonal, et G(V) est un opérateur linéaire
différentiel anti auto-adjoint. De nombreux phénomenes de propagation, tel que la propagation des
ondes électromagnétiques dans un milieu dispersif (voir paragraphe 4.1.2), peuvent étre modélisés
par le modele (4.18). Au moyen de la représentation diffusive, on obtient une nouvelle formulation
a la fois équivalente a (4.18) et temps-locale, écrite sous forme de probléme de Cauchy :

OV = AV + Bf avec (t,z,§) € RF* x R? x Re,  ¥(0,.,.) =0, (4.19)
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de telle sorte que la solution de (4.18) s’exprime & = CW.

On montre alors que, sous des hypothéses naturelles sur le symbole H(p), la formulation (4.19)
est dissipative au sens d’une fonctionnelle énergie dérivée de celle de I’équation standard : 0;® =
G(V)®. Cette propriété essentielle permet d’envisager ensuite la discrétisation en & de (4.19), ce qui
aboutit sur une équation dissipative approchée a partir de laquelle on peut construire des schémas
numériques intuitifs apres discrétisation en les variables t, z. Différentes classes de schémas ainsi
obtenus ont été étudiés, et leur stabilité a été établie au sens d’une fonctionnelle énergie adaptée,
héritée du modele continu (4.18) : des conditions suffisantes de stabilité ont ainsi été établies. Ces
schémas ont ensuite été mis en ceuvre sur le modele de paroi poreuse (4.8), de la forme (4.18) avec :

U 0 -0 Hq(0) 0
(p)em=] 0 Fanma-["P 0] aw
H1(0;) et Hy(0;) étant des opérateurs convolutifs de symboles Hi(p) = kp+a+/1+bp et Ha(p) =

/ cp? . el s SN .
k'p+ ST VITT Sur cet exemple, les conditions suffisantes de stabilité se sont avérées étre quasiment
nécessaires. Une interprétation physique de ces conditions a été établie en terme de vitesse de
propagation numérique haute fréquence.

4.2 Réduction de modeles non linéaires

Les problemes de réduction de modele sont fréquents et d’autant plus importants que les sys-
temes considérés sont grands. Grace a la représentation diffusive, on peut reformuler ces problemes
et reporter ce qui concerne les opérateurs sur leurs y-symboles. La méthode de réduction proposée
est présentée dans ce paragraphe de maniere formelle et illustrée d’'un exemple académique.

On considére le modele entrée-sortie :

H(0)X = f(X,u)
{ Y= h(X). (4.21)

ou :
» H(0;) est un opérateur diffusif matriciel carré de y-symbole p € X™"*" inversible et d’inverse
-1 nxn
poe AV,
» f:C" x C? — C" est une fonction suffisamment réguliere, continue et dérivable en (0, 0),
telle que (4.21) soit asymptotiquement stable pour u = 0 et que l'on ait :

f(0,0) = o0, (4.22)
et 01f(0,0) = 0. (4.23)

» h est une fonction de C" dans CP telle que h(0) = 0,

» u, X et y sont des trajectoires de la variable temps ¢t € R™, & valeurs respectives dans C4, C"
et CP.

Remarque 124 » La condition de stabilité asymptotique, quelque peu restrictive, pourra éventuel-
lement étre affaiblie moyennant adaptations techniques dépassant le cadre de cette étude.

» La condition (4.23) est a considérer sans perte de généralité. Dans le cas ot 01 f(0,0) # 0, on
pose K(0) := H(0;) — 01f(0,0) et g(X,u) := f(X,u) — 01f(0,0)X et on choisit un contour 7 tel
que K(0;) admette un y-symbole dans ¥, : on se raméne ainsi @ un systéme de la forme (4.21)
satisfaisant U'hypothése (4.23).

» Du fait de la stabilité du point (0,0) et de la condition (4.23), le systéme (4.21) est équivalent,
lorsque u est petit, au systeme dynamique :
{ H(8,)X = Bu,

Y~ OX, (4.24)

avec B = 02£(0,0) et C = 1/ (0)
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Le probleme de réduction du modele (4.21) consiste & trouver un opérateur H(8,) et deux
fonctions f et h tels que la sortie y(¢) € CP du modele réduit :
H(0)X = f(X
y=h(X)
d’entrée u et d’état X (t) € C" avec n < m, soit aussi proche que possible de y(t) (en un sens a

préciser selon les cas). L'opérateur H (J;) recherché est v-symbolique ; on note fi son y-symbole. On
note également B = 05 f(0,0) et C' = h'(0).

Remarque 125 Si l’état X du modéle a_réduire (4.21) peut avoir un sens physique, il est peu
probable qu’apres réduction le nouvel état X du modeéle réduit (4.25) en ait un : il s’agit alors d’un
modeéle comportemental entrée-sortie.

Le probleme de réduction considéré peut en fait se ramener a un probleme d’identification
simplifié. En effet, le modele & réduire (4.21) étant connu, on évalue pour une entrée uy, “suffi-
samment riche” donnée, la sortie y(uy,) correspondante. Le modele réduit recherché devant étre tel
que y(u) ~ y(u), le probleme de réduction de (4.21) peut alors étre formulé comme un probléme
d’identification du modele (4.25) & partir de la "mesure” y(um) de y(u) et de la donnée u.

Dans le cas de la réduction de modele, ce probléme est cependant simplifié du fait que le modele
a réduire est connu. Lorsque u est petit, les deux systémes (4.21) et (4.25) se comportent en effet
comme leurs linéarisés autour de ’équilibre. Le fait que leurs comportements entrée-sortie sont
similaires se traduit par :

ChLB=CuB. (4.26)

Ainsi, en fixant C et B de manitre judicieuse par rapport au modele, on peut identifier pi par
pseudo-inversion :
i=AL_CuB, (4.27)

ou Aé,é est l'opérateur linéaire défini par Aé,é S C 1 B.

Exemple 126 On considére le modéle :

aX1+€1gl(X,U)+U fl(Xvu)
diag(H;(01))X = | b1 X1 + b2 Xo +e2g2(X,u) | = | fo(X,u) |, (4.28)
cXs + g3(X1, X3,u) J3(X,u)

d’état X = (X1, X2, X3) € R3 et de sortie mesurée y(t) € R définie par :

ot C =[001]. On suppose que 9;f3(0,0,0) =0 pour i =1,2,3, et que, pour u suffisamment petit,
X reste suffisamment petit pour que &;f;(X,u) soient négligeables, f;(0,0) étant supposé nul Vi.
Dans ce cas, lorsque u est petit, le modele (4.28) est voisin du modéle simplifié :

aX1+u
diag(HZ-((?t))X = b1 X1 + b Xo . (4.30)
cXo + f3(X1, X3,u)

Pour se ramener a un modéle satisfaisant les hypothéses (4.22) et (4.23), on pose :

Hy(8) —a 0 0
H(0)) = by Ha(d)—by 0 (4.31)
0 —C Hg(at)
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et on considere le modéle équivalent a (4.30) suivant :

1 0
HX =10 |ut 0 , (4.32)
0 f3(X1, X3,u)

dont le linéarisé a ’équilibre est, du fait des hypothéses sur fs :

1
HX = 8 u = Bu (4.33)
y:[O 0 1]X:CX.
En considérant une variable d’état X € R?, et en posant :
J(Xu) [ X17X3, )]
~ H1 815 —a 0 :|
tH )
¢ [ —byc(Hy(0y) — by)~ Hs(0y)
on a alors :
CH'B=CH"B, (4.34)
ot
~ ~ ~ ~ 1
C:=05h(0,00=[0 1] et B:=08f(0,0)= [ 0 ] . (4.35)

4.3 Identification de modeles de Volterra non linéaires

Les problemes d’identification de modeles sont d’autant plus délicats que des opérateurs com-
plexes sont a identifier. Tel est le cas des modeles de Volterra ou plus généralement des modeles
faisant intervenir un ou plusieurs opérateurs intégraux inconnus. Sous représentation diffusive, on
peut reformuler de tels modeéles de maniere unifiée et bien adaptée aux transformations formelles
et au traitement numérique, via les y-symboles des opérateurs. En reportant ainsi le probleme sur
les v-symboles (comme dans le cas de la réduction de modele), on peut développer de nouvelles mé-
thodes d’identification, faisant souvent appel a 'inversion y-symbolique traitée précédemment. Les
méthodes introduites dans ce paragraphe ont donné lieu & plusieurs publications [18, 19, 20, 21, 22]
ainsi qu’a une application contractuelle relative a l'identification a partir de données réelles et a
des fins de controle, d’'un modele dynamique de MEMS [15, 16, 21].

4.3.1 Motivations

On considére les modeles de Volterra de la forme :

ou :
» uet X sont des trajectoires définies sur ¢ €0, o[, & valeur dans R,
» [ est une fonction définie sur R? (en général non linéaire),

» H(0;) est un opérateur convolutif causal défini sur un espace adapté de fonctions & support
dans R;".
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On suppose que le probleme (4.36) est bien posé au sens de 'existence, 1'unicité et la dépendance
continue par rapport a l'entrée u de la solution X. L’opérateur H(9;) étant en outre supposé
inversible, (4.36) peut étre réécrit sous la forme standard d’équation de Volterra :

X(t) = /0 k(t—s) f(u(s),X(s))ds Vt >0, (4.37)

oil k est la réponse impulsionnelle de I'opérateur H (d;)~'.

Cette forme de modele est suffisamment riche pour décrire des phénomenes physiques complexes
et variés, que ’on rencontre dans divers domaines :
» phénomenes thermiques (on considérera au paragraphe 7.3.2 un modele de combustion éla-
boré dans [31]),
» ingénierie électrique [56],
» systemes différentiels linéaires SISO avec correcteur non linéaire :

t=Ax+ Bf(u, X
{ oA Bl (4.38)
on a alors H(p)~! = C(pl — A)~'B,
» systémes aux dérivée partielles SISO sur R x Q, ¢ R"*! de la forme :
X = [Tpdz, '

qui peut étre réécrit sous la forme synthétique fgk:(t —8) f(u(s), X(s))ds = X(t) ou la
fonction k est la réponse impulsionnelle associée a 'opérateur f — X, c’est a dire la solution
de :
¢ =A(z,V)p+ B, ¢g=0
4.4
{ k= [T¢dz. (4.40)

» etc.

L’identification de tels systemes devient un probleme central des lors que la connaissance du
phénomene modélisé est trop imprécise pour obtenir un modele suffisamment fiable par simple
analyse physique (une telle analyse est méme parfois impossible a réaliser car trop complexe). Le
probléme (d’identification) considéré consiste a construire des estimations (si possible optimales)
de H(0;) et/ou de f a partir de données (en général bruitées) X* = X + n ou 7 désigne un bruit
de mesure additif et X est générée par un procédé expérimental soumis & une entrée connue u. Un
tel probleme peut présenter de sérieuses difficultés :

» du fait du couplage entre 'opérateur H(0;) et la fonction f via I’équation (4.36),

» lorsque l'opérateur H(0;) est non rationnel, ce qui est en général le cas (par exemple des lors

que des phénomenes distribués sous-jacents sont impliqués),

» lorsque f est singuliére,

» lorsque f est fortement non linéaire (par exemple non dérivable) et qu’aucune information

n’est disponible la concernant,

» lorsqu’il existe des bifurcations dynamiques.

On propose dans ce chapitre diverses méthodes d’identification toutes basées sur la paramétri-
sation via la représentation diffusive de 'opérateur H(9;) dont 'identification portera alors sur son
~y-symbole.

4.3.2 Paramétrisation de I'opérateur H(0;) via la représentation diffusive

Identifier un opérateur consiste a identifier une quantité caractéristique de cet opérateur. Lorsque
l'opérateur a identifier est linéaire, une approche commode et assez générale consiste a travailler
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dans le domaine fréquentiel ou tout opérateur causal peut étre défini par son symbole H (iw),
transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle. L’identification de H (iw) peut alors étre clas-
siquement réalisée au moyen de techniques de Fourier; on pourra se référer a [42, 59] pour plus
de détails concernant ces techniques, a [45] pour un exemple d’application & l'identification des
dynamiques d’un hélicoptere, et a [46] pour un exemple intéressant de méthode optimale basée
sur une structure ARMA. Une identification purement fréquentielle présente néanmoins des incon-
vénients majeurs. En particulier, le symbole H(iw) ainsi identifié est en général mal adapté a la
construction de réalisations temporelles efficaces ; ceci est en partie du au cout numérique excessif
des approximations par quadrature résultant de la nature convolutive intrinseque de 'opérateur
qui peut parfois étre & mémoire longue [56], ou avoir des composantes de type retard [49]. Un
autre inconvénient est que les méthodes fréquentielles ne sont pas compatibles avec 'identification
temps-réel (et donc avec la poursuite lorsque le symbole a la propriété d’évoluer lentement). Enfin,
et surtout, le nombre d’inconnus a identifier est excessif, ce qui rend le probleme d’autant plus
sensible aux bruits de mesures.

Via la représentation diffusive il est possible d’utiliser la notion de symbole pour une identifica-
tion directement en domaine temporel d’'un nombre réduit de parametres inconnus, suffisant pour
une bonne précision. Ainsi, au lieu d’identifier le symbole H (iw) de l'opérateur, on identifie son
~v-symbole qui intervient de maniere linéaire dans la réalisation temporelle de 'opérateur. On a en
effet, pour tout opérateur H(9;) ~y-diffusif de degré n :

H(0)X = (1,070 x) = (1, oy ) (4.41)

ot y1 est le y-symbole de H(0;) o d; ", ce qui, en notant Agr x I'opérateur linéaire défini par :

Agpx :pp— <#,¢agx> ; (4.42)

s’écrit :
H(0)X = Agpx p. (4.43)
Identifier le y-symbole d’un opérateur présente de nombreux avantages parmi lesquels on peut
mentionner en particulier :
» une formulation entrée-sortie différentielle stable est disponible deés lors que le y-symbole est
bien défini;
» des algorithmes récursifs d’identification peuvent aisément étre construits, autorisant 1’'iden-
tification temps-réel ou méme la poursuite (dans ce dernier cas, le y-symbole dépend de t) ;
» de méme que pour les méthodes purement fréquentielles, aucune distinction qualitative n’est
faite entre les opérateurs rationnels ou non rationnels, qui peuvent étre identifiés par le méme
procédé numérique.

Il est également important de rappeler que la -réalisation d’un opérateur H(0;) est locale en
temps ; en notant A, la fonction linéaire définie par :

Ap o (), (4.44)

| (H(@0)X] (£) = Ay (00x] (1)) (4.45)

De ce fait, tout opérateur dynamique H(0;) est traité comme n’importe quelle application linéaire A.

4.3.3 Les méthodes proposées

Pour identifier les opérateurs H(9;) et f a partir de données potentiellement bruitées Xy, et ty, :

Xn=X+¢€1, unm =u+ &9, (446)
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ou €1 eteg sont des bruits "suffisamment petits” et (X, u) est solution de (4.36), on considere le
probleme :
min || H(8) X — f(tm, Xm)|*. 4.47
i ()Xo = (1. Xor) | (447
D’apres le paragraphe 4.3.2, ce probléeme s’écrit encore :

min || Agp x,, = f (ttm, Xon) 1% (4.48)

Remarque 127 Ezcepté lorsque le bruit de mesure est suffisamment régulier (c’est-a-dire suffi-
samment pauvre & haute fréquence), le calcul numérique direct de Ao x,, engendrerait en pratique
des erreurs excessives du fait que le bruit présent dans Xy, serait amplifié a haute fréquence par
lopération 0F. Il convient donc de préfiltrer les données de maniére a atténuer suffisamment les
composantes haute fréquence du signal mesuré, ce qui, du point de vue du modéle, s’interpréte
comme la composition des deux membres de (4.36) par un opérateur inversible Q(0;) convenable,
de type “passe-bas™. C’est alors sur le nouwveau modéle ainsi obtenu, équivalent au modéle initial
du fait que lopérateur Q(0y) est inversible, qu’est mise en ceuvre la méthode d’identification pré-
cédemment décrite. Bien que tout opérateur Q(0¢) de réponse Q(iw) suffisamment décroissante a
haute fréquence convienne pour pouvoir mettre en ceuvre la méthode, la détermination systématique
et optimale du préfiltre Q(0;) en fonction des caractéristiques statistiques du bruit de mesure est un
probléme important, qui n’a pas été approfondi dans cette étude dont ’objet était en premier lieu
de montrer la pertinence de l'approche. Ce probléme fera l’objet de travauz ultérieurs.

Dans la suite, on introduit plusieurs méthodes d’identification qui sont ensuite détaillées et mise
en oeuvre sur des exemples dans les chapitres 5, 6 et 7. Ces méthodes font largement appel a la
notion de projection orthogonale. Lorsqu’un telle projection n’est pas envisageable, des extensions
sont évidemment possibles (méthodes itératives, non linéaires,...).

» Premier cas : f est connue et on identifie uniquement ’opérateur H(0;).

Le probleme (4.47) s’écrit alors :

min || Ay x,, = f (tm: Xon) || (4.49)

Via la représentation diffusive, on se raméne donc a un probleme de moindres carrés classique
que I’on résout par simple pseudo-inversion, la solution étant donnée par u* = Agtn X, f (Um, Xm)-
Cette premiere approche a permis de valider la méthode sur un cas simplifié; les résultats
obtenus ont donné lieu & publications [18], [22].

» Deuziéme cas : on identifie simultanément H(0;) et f.
On introduit une paramétrisation de la fonction f en la décomposant sur une base topologique
(g’ ® k9), 4 d'un produit tensoriel d’espaces de Hilbert auquel f appartient : on a alors
f= Zp, o Opg 8" @ k1. Les parametres a identifier sont donc le v-symbole i et les coefficients
apq ; le probleme (4.47) s’écrit alors :

min |Gy, X, (14 @) = V][, (4.50)
(iu'vai)

oll vy, est une quantité connue déduite des données Xy, et um, avec a = (apq) et Gy, X
un opérateur linéaire défini sur (u, a) construit a partir des données. La solution s’obtient 1a
encore par simple pseudo-inversion, cette fois-ci de 'opérateur G, x, . L’identification de f
étant ici faite simultanément a celle de H(0) il est impossible d’adapter sa paramétrisation
en fonction de son allure ”générale”. Il est donc souvent nécessaire de prendre un nombre
de apq assez grand, ce qui rend l'estimation sensible aux bruits. Les résultats obtenus sont
néanmoins bons et ont été publiés dans [19].

LA noter que cet opérateur peut étre non causal, lorsque I'identification n’a pas & étre mise en ceuvre en ligne.
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» Troisiéme cas : on identifie séparément H(0;) et f.
On suppose ici pour simplifier que f ne dépend que de X. Afin de découpler I'identification de
f de celle de H(0;), on exploite la propriété caractéristique des opérateurs statiques, a savoir :
F(X)(t) = f(Y)(7) st X(t) = Y (7). On propose pour cela une transformation opératorielle
de I’équation (4.36), basée sur I'application de I'opérateur de différences D défini par :

D(Y): (t,7) — D(Y)(t,7) = Y (t) — Y(r). (4.51)

Cet opérateur permet de supprimer le terme non linéaire f de I’équation, sur le sous-ensemble
{(t,7) €]0,T] x [0,T] tels que X (t) = X (1)} C [0,7] x [0,T]. On peut ainsi identifier 'opé-
rateur H(9;) seul (comme dans le premier cas), et ensuite s’'intéresser a l'identification de la
fonction f. Les résultats obtenus ont été publiés dans [21] et [20]; une nouvelle publication
est en cours de rédaction.

4.3.4 Sur l’intérét de I’inversion v-symbolique en identification

L’inversion y-symbolique étudiée dans le chapitre 3 est une opération tres utile voire parfois
nécessaire en identification. On notera par exemple qu’apres identification (via une des méthodes
décrites précédemment) d’un modele de Volterra de la forme (4.36), la réalisation d’état diffusive
du modele identifié, utile pour la simulation, ’analyse, le contréle, etc., fait intervenir 'inverse
du ~y-symbole identifié. En effet, soit p* (respectivement f*) l’estimation du v-symbole de H(0;)
(respectivement de la fonction f). Le modele identifié s’écrit alors :

H*(0)X = f*(u, X), (4.52)

ot H*(9;) est Popérateur de y-symbole p*. Le modele (4.52) s’écrit encore X = H*(9;) "L f*(u, X);
sa réalisation d’état diffusive est donnée par :

8t¢ = 71/} + f*(u7X)7 ¢(Oa§) =0
{ X — <(M*)_1’¢>. (4.53)

D’autres exemples d’utilisation de I'inversion ~-symbolique en identification sont donnés dans
le paragraphe 5, ainsi que dans ’exemple formel ci-dessous.

Exemple 128 On considére le modéle :

{ H(9)X = AX + Bu (4.54)

y=CX,

ot A, B et C sont connus, X (t) € R" est inconnu, et H(0;) est un opérateur convolutif causal. On
souhaite identifier H(0;) a partir des données u et y, et simuler le modéle ainsi identifié.

La quantité X étant inconnue, on ne peut utiliser la formulation y = CH(0;) " (AX + Bu) déduite
de (4.54) pour identifier H(0;). On pose donc :

H(0;) := H() — A, (4.55)
et on note i son y-symbole. On a X = H(d;) ' Bu, d’ou :
y=CH) 'Bu=Cpu ' yp, = A", (4.56)

avec A : p— C g, opérateur linéaire. Via cette formulation dans laquelle X n’intervient pas,
on peut identifier, par pseudo-inversion de A, le y-symbole it € Efy‘X” de H(0y)7 ! :

pt = Aly. (4.57)
Le ~-symbole p de H(0y) est alors donné, d’apreés (4.55), par :

w= [+ At (4.58)
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le y-symbole p € XT*™ de H(8;) étant ensuite obtenu par inversion numérique de ji~".

Enfin, la simulation de (4.54) est obtenue via la réalisation d’état diffusive :

op = v + AX + Bu, (0,§) =0
X=pt9y (4.59)
y=0CX,

qui mécessite cette fois linversion vy-symbolique de (.



Chapitre 5

Identification d’un opérateur H(0;) via
son y-symbole

La méthode d’identification proposée est basée sur une paramétrisation adaptée de H(9;) via son
~v-symbole. Elle a été précédemment mise en oeuvre, dans un version simplifiée, sur des problemes
variés [56], [27].

5.1 Présentation de la méthode

5.1.1 Principe
On s’intéresse au probleme d’identification d’un opérateur intégral (en général matriciel) H =
H(@t) :
X —y=H(0)X, (5.1)
que l'on suppose ~v-diffusif au sens strict dans un premier temps. En notant u le y-symbole de H,
on a:

Y= HX = -, 65:2)
ou ¥y = Rd, X, ce qui, en notant Ax I'opérateur linéaire défini par :
Ax tp— p- P, (5.3)
s’écrit
y =Axp. (5.4)

On considere des mesures (directes ou indirectes) yn, et X, de la sortie y et de I'entrée X associée;
le probléme consiste alors a identifier p a partir de ces données.

On recherchera la solution p dans un sous-espace de Hilbert noté £ de ’espace A;, et on notera
o la valeur exacte (mais inconnue) de p en supposant que celle-ci est dans & ; elle vérifie :

y = Ax - (5.5)

Cas ou X est connue et y mesurée

Dans un premier temps on suppose X connu exactement, c’est a dire Xy, = X. On considere
alors le probleme :
. 2
min || Ax = ymlx, (5.6)
neé

ot F est un espace de Hilbert & préciser. On prendra ici F := L?(0;T) avec T > 0, et la norme

associée : )
T 2
1y = ( / rf<t>|2dt) . (5.7)
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La solution de ce probleme est classiquement donnée par :
ol .AE( désigne le pseudo-inverse de Ax [6]. Au sens de la norme hilbertienne de F, 'estimateur u*
de i est optimal. Ce type d’identification a été utilisé avec succes par exemple dans [7].

Cas ou y est connue et X mesurée

On suppose a présent y connue exactement et on considere une mesure X, de X.
» Une premiere maniere d’identifier i consiste & appliquer la méthode précédente a l'opérateur
H~! afin d’obtenir une approximation de o I qu’il suffit ensuite d’inverser numériquement (voir
chapitre 3). En effet, on a :

X=H"'y= Ayﬂ_la (5.9)
d’ou I'approximation optimale de I'inverse de p suivante :
(W) = Al X (5.10)
» Il est également possible d’identifier directement le y-symbole p de H par résolution du probléme :
. 2
min || Ax,, ¢ — y[|7F- (5.11)
neeé
On obtient ainsi I'approximation de py :
p=A y. (5.12)

On note que cette formulation nécessite le calcul d’'un nouveau A&m a chaque nouvelle mesure X,
de X.

Cas ou y et X sont mesurées

Il faut également considérer le cas ou X et y sont mesurées (avec bruit de mesure). Une esti-
mation p* de p est alors donnée par résolution du probleme :

min || Ax,, 1 — % (5.13)
nee

de solution :
w= Al ym. (5.14)

Exemple 129 On considére ici un modele de Volterra de la forme :

ol :

» [ est une fonction non linéaire (opérateur statique) supposée connue,

» H(0) est un opérateur dynamique linéaire, de fonction de transfert H, ~y-diffusif au sens

strict et de y-symbole jp € AL,

> X, u et v sont des trajectoires de la variable t € [0,T] a valeurs dans R.

Soit Xy, un mesure de X et (u,v) lentrée associée. Le probléme consiste alors, a partir des
données (u,v, Xy,) et étant donnée la fonction f, a identifier opérateur H(0y).
Pour cela, on réécrit le modéle (5.15) sous la forme :

Ax p= f(X,u) + v, (5.16)

qut en posant :
y = f(X,u)+wv, (5.17)

est de la forme (5.4). En posant de plus ym = f(Xm,u) + v, on se raméne au probléme (5.13).
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Remarque 130 Une formulation récursive de (5.14) peut étre établie sous la forme (voir [27]) :

g = pi—ae T Kieae(Ym — Axo Bi—ad)|0,4); (5.18)

un telle formulation permet une identification temps-réel ou méme une poursuite de p dans le cas
d’un opérateur H = H (t,d;) variant lentement dans le temps.

5.1.2 Extensions

La méthode d’identification proposée peut s’étendre au cas des opérateurs y-diffusifs au sens
large et au cas des trajectoires multiples comme expliqué ci-dessous.

Cas des opérateurs -diffusifs au sens large

L’extension au cas ot H(9;) est y-diffusif au sens large de degré n se fait de maniére naturelle.
On a:

Y= (5n#7ﬂ) : wat"X = AE?{LX (6n#'ylu) . (5.19)

A partir de ce modele, on peut identifier le y-symbole 6" #~u de 'opérateur 9, " o H de maniere
similaire au cas ou H est ~-diffusif au sens strict. On réalise ensuite 'opérateur H a partir de
I'estimation (6"#,u)* de 6"#- 4 comme indiqué au paragraphe 1.6.2.

Cas des trajectoires multiples

Comme ce sera le cas la plupart du temps en pratique, on considere a présent un ensemble de
trajectoires d’entrée X7, j = 1 : J et les sorties 3/ = H(0;)X’ associées. Soient yi, et Xi, des
mesures de 3/ et X7. En redéfinissant les variables y et X de la maniere suivante :

INT 1 INT
y= (" ..,y)T, X=X, x)HT, (5.20)

on se ramene au modele d’identification (5.4) avec :

P
Ax @ pp— : . (5.21)
B thxa
En notant alors :
Y = (YL, oy T et X = (XL, ., X)), (5.22)

le probleme d’identification de u peut étre résolu de la méme maniere que dans le cas d’une trajec-
toire unique.

5.1.3 Analyse de l’estimateur

L’estimateur p* de pq de la méthode d’identification proposée est donné par :
p= Al ym. (5.23)

Lorsque les données ne sont pas bruitées et que le modele est exact, cet estimateur est lui méme
exact puisque l'on a :

Axpo =Y, (5.24)

et donc :
1o = Aly. (5.25)

Du fait de la dépendance de A&m en le bruit de mesure, on note également que ’estimateur u* est
biaisé.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse d’une part a la convergence de ’estimateur, et d’autre part
au biais d’identification.
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Hypothése sur les bruits de mesure

On suppose ici que les bruit de mesure sont additifs et de moyenne nulle, c’est a dire que 'on

Xm = X +navecE[n =0,
Ym = y-+eavec Efg] =0.

Cette hypothése n’est pas toujours vérifiée en pratique. Si I’on reprend I'exemple 129 du modele de
Volterra et que ’on suppose que le bruit de mesure de X est additif et de mesure nulle, c’est a dire
que :

Xm = X +n avec E[n] =0, (5.26)

on a :

ym = f(X +n,u) +v. (5.27)
En supposant la fonction f Fréchet différentiable par rapport a la premiére variable, d’apres la
formule de Taylor-Lagrange, il existe 8 € [0, 1] tel que :

FX +mn,u) = (X, u) + 01 f(X + B, u) - 1. (5.28)

En posant :
e=01f(X + Bn,u) -n, (5.29)
on retrouve bien une quantité yy, de la forme y,, = y + &, mais rien n’impose a priori que E[e] = 0.
Cela ne pose cependant pas de réel probleme pour la suite. En effet, ’hypothese E[e] = E[n] = 0
n’est pas utilisée pour le résultat de convergence. L’étude du biais, essentiellement destinée a exhiber
le biais d’identification, pourra quant a elle étre adaptée aisément.

Convergence

On a le résultat suivant :

Proposition 131 Si la fonction a valeur opératorielle X — .ATX est localement Fréchet différen-
tiable, avec AK continue par rapport a X, alors p* := Ajrxmym est un estimateur convergent de g,
c’est a dire :

Preuve. (indications) La fonction X — A_Jg( étant différentiable, d’apres la formule de Taylor-
Lagrange, il existe 3 € [0, 1] tel que :

A=Al =Al+ A% 0. (5.31)

On obtient ainsi :
o= Al = [Al+ A, 0| (r+e) (5.32)
= Aly+ (A gy n)y— Ak = (AL, 5, 0) e (5.33)

Puisque AE( et AK sont des opérateurs linéaires continus et que la fonction a valeur opératorielle
X — .AJ% est continue, il s’ensuit :

lim [(AXH,?] ) Y — A&s - (AXH%] ) 5} =0; (5.34)

n—0,e—0

grace a (5.25), on obtient alors :

li Ty = = .
nﬂé,r?ﬂo““ ym = Al y = 1. (5.35)
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Remarque 132 X et n étant des objets fonctionnels, la différentiabilité s’entend au sens d’un
espace de Banach (de dimension infinie) sous-jacent non spécifié ici.

Remarque 133 Dans le cas de l'exemple 129, les bruits € et ne sont pas indépendants. Le résultat
précédent reste cependant valable du fait que € — 0 lorsque n — 0.

Les hypotheses de cette proposition, a savoir la Fréchet-différentiabilité de X — A} et la
continuité (par rapport a X) de .A;( sont nécessaires; I'inversion matricielle étant une opération
différentiable, cela suffit a assurer la différentiabilité continue des opérateurs Ax et A% . En pratique,
ces hypotheses seront satisfaites (au sens des topologies usuelles) si tous les éléments de Ax sont
suffisamment réguliers par rapport a t, c’est a dire si leur contenus fréquentiels sont décroissants
aux hautes fréquences, ce qui est le cas des opérateurs ~y-diffusifs au sens strict.

Biais d’identification [14]

Le fait que ATXm dépende du bruit de mesure implique que 'estimateur p* de p est biaisé.

En effet, si 'on suppose que X — A} est deux fois Fréchet-differentiable avec AK’ continue par
rapport a X, d’apres la formule de Taylor-Lagrange, il existe § € [0, 1] tel que :

‘AJB(m = ‘AJE(Jrn = ‘AJ;( + ‘AK N+ %AK/+/377 : (777 77)‘ (5.36)
On obtient alors :

wr=po+ (.AK : 77) Y+ % (A;,Jrﬁn . (n,’n)) Y+ ATXE + (.A_J% . 77) €+ % (.AK;M . (77,77)) e. (5.37)

Du point de vue probabiliste, grace aux propriétés E[n] =0 et E[¢] =0, on a :

E[(AYn)y] = (A% Ep)y=0 (5.38)
et E|Ale] = ALE[]=o0. (5.39)

E tant :
e Eur 1= % (AK/JFW - (n, 77)) Y+ (AK . 77) e+ % (AK/JFB77 . (77,17)) g, (5.40)

on obtient alors, a partir de (5.37) :
Ep*] = po+ E[eu]. (5.41)

Puisque des termes quadratiques en 7 apparaissent dans ’expression de €+, on a en général
E [e,+] # 0 et donc 'estimateur p* est biaisé. Sous des hypotheses raisonnables, on peut cependant
s’attendre a ce que le biais €, satisfasse la propriété lim, .o —o E [||e,+]|] = 0, ce qui signifie en
pratique que le biais d’identification peut étre négligé lorsque le bruit de mesure est suffisamment
petit.

Pour le cas ou le bruit est grand (suffisamment grand pour que la part d’erreur d’identification
due au biais soit supérieure a celle due au bruit), on présente au paragraphe 5.1.3 une technique de
réduction de biais simple, valable lorsque certaines caractéristiques statistiques du bruit de mesure
sont connues.

Réduction du biais

On présente ici une méthode empirique simple pour améliorer la précision de I'identification en
estimant le biais de p*. Dans ce but, on fait les hypotheses suivantes :

1. le biais dépend continiiment des parametres & identifier ;

2. dans 'expression de 'erreur d’identification py — p*, le terme de biais €, est dominant ;
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3. le biais €,+ a une variance petite comparée a celle de I'erreur d’identification pg — p*; en
d’autres mots, le biais dépend peu de la trajectoire particuliere du bruit de mesure (il dépend
essentiellement des caractéristiques statistiques du bruit)

L’hypothese 1) est physiquement raisonnable et méme nécessaire pour avoir une identification
robuste. L’hypothese 2) peut apparaitre moins évidente ; notons cependant que si elle n’est pas sa-
tisfaite, le processus décrit dans la suite sera neutre : aucune amélioration ne sera obtenue et I’erreur
d’identification n’augmentera pas non plus significativement. Finalement, ’hypothese 3) implique
de subtiles propriétés ergodiques sous-jacentes difficiles a établir mais qui sont la plupart satisfaites
en pratiques. Sur la base de ces trois hypotheses, il est possible d’estimer le biais d’identification
que l'on soustraira ensuite au parametre identifié p*. Un telle méthode de réduction de biais a été
utilisée avec succes pour un probléeme d’identification de modele de micro-miroirs ayant donné lieu
a publication [14].

Grace a la propriété 2), la relation entre le y-symbole exact f, I'identifié ©* et le biais associé
g+ peut etre réduite a :

W g+ € (5.42)

Considérons a présent un jeu de données simulées numériquement a partir du modele identifié
(défini par p*), avec le méme niveau de bruit que les données mesurées (avec lesquelles on a utilisé
le processus d’identification). On identifie alors le y-symbole & partir de ce jeu de données simulées :
le nouveau y-symbole identifié est noté p,.

Puis, grace a 'hypothese 2), on peut considérer I'estimation suivant du biais de u; (en fait
lopposé de l'erreur d’identification ) :

€ = — 1 (5.43)

qui, grace a ’hypothese 1) et 3), sera proche de la valeur inconnue ¢« si le bruit est suffisamment
petit. On peut ensuite s’attendre a améliorer 'identification du y-symbole en considérant :

Py =gt ey, =207 — . (5.44)

Ce processus peut étre réitéré a partir de la nouvelle valeur uj, et cela jusqu’a ce que ¢, se
stabilise autour de 0 : dans ce cas, on aura E(u)) — 1y quand n — oo.

Remarque 134 Puisque les modéles mathématique utilisé pour l'identification ne décrivent en gé-
néral pas tous les phénomeénes complexes présents dans les situations physiques, dans la plupart des
cas, Uerreur de biais peut étre noyé dans des erreurs plus grandes résultant de telles imperfections
“structurelles' ” du modéle. Dans de tels cas, la réduction de biais peut s’avérer inutile.

5.2 Du point de vue numérique

En pratique, on a acces a J jeux de données discretes {yﬂﬁk,Xﬂﬁk}k:@ K ou yﬁnk et X% sont
les valeurs des trajectoires 1, et X, mesures respectives de la sortie du systeme 37 et de I’entrée
associée X7, au temps t,, avec ty = t_1 + Aty, k = 1 : K. Le probleme de minimisation (5.13) que
Pon résout pour identifier H(9;) dépend du choix du contour « et de la discrétisation de la variable
&. Une fois ces parametres fixés, on discrétise le probleme d’une part en la variable £ et d’autre part
en t avant de le résoudre numériquement.

Choix du contour v

L’opérateur H(9;) que l'on identifie est supposé y-diffusif, ce qui implique I'analyticité de H
dans Q. L’ensemble des singularités de H doit donc étre a I'intérieur du domaine €25 délimité par

1 S . . . R
Notons que lorsque le modele présente des "imperfections structurelles”, pu* # p, méme avec des mesures non
bruitées.
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~. En identification, 'opérateur H(0;) est inconnu et on ne sait a priori pas ou sont les singularités

de son Laplace-symbole H. On choisit donc un contour v tel que le domaine €2 soit suffisamment
grand, de maniere a englober les singularités de H. En pratique, on prendra souvent un contour
de type secteur y(&) = [¢] €l sign(€)(3+9) | avec o suffisamment “petit”. On rappelle cependant (voir
paragraphe 2.2.1) que plus le contour v considéré est proche de 1’axe iR, plus la discrétisation en &
doit étre fine, donc numériquement cotteuse. Si I'identification est bonne, on peut ensuite réitérer
le processus en prenant un angle a plus grand (a < §). Notons qu’en pratique, des informations
sur l'opérateur H(0;) a identifier sont souvent disponible, ce qui peut guider quant au choix du
contour 7.

Discrétisation en £

Le modele d’identification en temps continu utilisé est le suivant :
y () = [H(0)X] (t) = [Axs p] (t), j=1:J. (5.45)

En considérant une discrétisation {;};—1.;, de la variable £, et en utilisant une approximation de
telle que décrite au paragraphe 2.2, on a :

L
[Axip] () = Z i (t &), (5.46)
=1

ce qui nous amene au probléeme de minimisation discrétisé en & :

T
min E /
peck 0

Jj=1

2

L
Z,Ul Vi (8,&) — yh(t)| dt. (5.47)

=1

Des indications quant au choix de la discrétisation en £ sont données au paragraphe 2.2.1.
Notons cependant qu’a partir des données discretes {yﬁnk, Xfﬁk}k:o; K, on ne peut identifier la réponse

fréquentielle H (iw) que sur la bande [%; 2225—7;], ou At = max(Aty). En conséquence, la bande [£1;;)]
couverte par la discrétisation en ¢ sera choisie de telle sorte que? [3Z; 2%{] RT{ISHIAIE

Discrétisation en temps

On propose ensuite deux manieres de discrétiser en temps : soit on discrétise la solution une
fois le probleme résolu, soit on discrétise le probleme avant de le résoudre.

» Résolution du probléeme (5.47) et discrétisation de la solution :
Le probleme (5.47) peut s’écrire sous la forme :

. 2
:161(151 [ Ax,p— ymH(L2(0;T))J ) (5.48)
avec
Ay = (s (& jmtnimtins = (st et Y = (e 37, (5.49)
et ol la norme sur (L%(0;T))”est donnée par :
1
T _J ) 2
1 AV — ‘
H(f s f7) H(L2(0;T))J = /0 Zl‘f](t)‘ dt . (5.50)
]:

*La quantité |y(€)| est comparable & une fréquence. Dans le cas d’un contour de type secteur ou de la forme

Y(€) = =&, on a [y (§)[ = [¢].
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La solution du probleme (5.48) est alors donnée par :

,U/* — A;llbmy (551)
avec
T . T e
An = / S U B €y (8,6t et by = / PBCIAZACLE
0 J l,m=1:L ° J i=1:L
(5.52)

Il ne reste ensuite plus qu’a discrétiser les intégrales pour calculer numériquement les éléments de la
matrice Ay, et du vecteur by, en utilisant les données {yﬁnk, ank} disponibles. Pour cela plusieurs
méthodes sont possibles : méthode des rectangles, des trapezes, utilisation des splines pour estimer
les trajectoires yi, et Xi,, etc.

» Discrétisation du probléme (5.47) et résolution :
Apres quadrature de l'intégrale (quadrature adaptée a la discrétisation {t;}r—o.x des données), le
probleme de minimisation (5.47) est approché par :

w3y

7j=1k=1

L 2
Yol —ult| A, (5.53)

=1

MGC

ou ¢ . est une approximation de v X, (tx,&;) obtenue par intégration numérique de 1’équation

d’etat de la réalisation diffusive de H (04) (voir schéma numérique du paragraphe 2.2.4):

V€At _

Lk _ (&) At plk=1 4 Gk—1 1,0 _ 1. 1.
@ZJXgﬂ— ! ¢ T X ,szA—O,k—l.K,l—l.L. (5.54)
Le probleme approché s’écrit encore :
min || Ax,, e = Ymllgs (5.55)
neCL
2 J K 2
avec ||z|[grxx = Zj:l > ket lcikl” et
Axy, 1y Yo
AXm = ) /"L = ) ym = ) (556)
Ays [, Yin
ou :
L,k j j
Ay, = W =t i=L et yh = (TR T (5.57)
Sa solution est donnée par :
= (Ax,, DAx,,) 'A%, Dy, (5.58)
avec
Aty (0)
D = T . . (5'59)
(0) Atg

Remarque 135 La solution (5.58) est la méme que celle que l'on aurait obtenue avec la premiére
méthode, en utilisant une méthode des rectangles pour le calcul de la matrice Ay, et du vecteur by,

Remarque 136 Dans le cas ot Uopérateur H(0y) est y-diffusif au sens large, la matrice Ay a
pseudo-inverser doit étre adaptée.
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Remarque 137 Dans le cas d’un probléeme mal conditionné, on peut ajouter des termes de péna-
lisation sur u, ,u/ ou H', de maniére a limiter 'amplitude et les oscillations de u* et/ou de H*. Le
probléme a résoudre s’écrit alors :

min (| A, o=yl + e1 [l + ea ||+ es || 1], (5.60)

€1, €9 et €3 étant des parametres a adapter selon le probléme considéré.

5.3 Application numérique

5.3.1 Validation de la méthode sur des exemples "test”

On cherche dans un premier temps a illustrer l'efficacité de la méthode d’identification sur des
exemples "test”. On considere pour cela 'opérateur H(9;) de symbole :

H(p) = pf’l. (5.61)

Cet opérateur est y-diffusif au sens strict et peut étre réalisé avec le contour ~ défini par :

7€) = —[¢]- (5.62)

Les données {yﬂnk, Xr];’lk}k:(): x utilisées pour l'identification sont obtenues par simulation numé-
rique du modele :
H(0)X =y. (5.63)

Pour réaliser 'opérateur, on utilise une représentation diffusive avec 120 points de discrétisation en
€ répartis de maniere géométrique entre &, = 107! et £, = 103, le contour « étant défini par (5.62).
Le diagramme de Bode de la fonction de transfert de I'opérateur ainsi approché est comparé a celui

1
de l'opérateur théorique H(9;) = 02 o (0; + 1)~! en figure 5.1. On peut constater que I'opérateur
est trés bien approché dans la bande fréquentielle [1071, 10%] couverte par les {&;}—1.r.

On considére une discrétisation temporelle {tx }x—o.x définie par :

to=0et ty =t)_ 1+ Atg, k=1: K avec K = 150000 et Aty = 107°. (5.64)

On choisit comme entrée une impulsion X = §;—¢ correspondant & l’entrée discrete {X k}k:(); K
définie aux temps {tx}r—0.x par :
1sik=0
Xk = { > (5.65)

0 sinon.

On note {yk }—o0:.x la sortie discrete associée. Les J trajectoires discretes d’entrée (respectivement
de sortie) mesurées considérées sont obtenues & partir de {X*}r—o. (respectivement & partir de
{y*}r—0.rc) par addition de bruits blancs centrés numériques {7/"*},—o.x, j = 1 : J (respectivement
{e"*}h—o.kc, = 1: J) d’écart type o, (respectivement o ):

XIF = x* L pF (respectivement yJF = y* + £IF). (5.66)

m

Cas ou il existe une valeur exacte p telle que Axpy =1y

Dans un premier temps on identifie 'opérateur H (9;) avec le méme contour +y et les mémes points
de discrétisation {;};=1.1, utilisés pour la simulation des données. Ainsi, la valeur exacte g de p
appartient & l’espace de recherche des solutions £ et peut donc étre comparée a la solution obtenue
par la méthode d’identification. Pour identifier p, on utilise un seul jeu de données {yrlnk, X&n’k} k=0:K
(J = 1) et on suppose que seule la sortie est bruitée (n** = 0). Les résultats obtenus d'une part

sans bruit de mesure sur la sortie (¢1'F = 0) et d’autre part avec un bruit de mesure d’écart-type
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Fia. 5.1 — Diagramme de Bode de l'opérateur approché utilisé pour les simulations du modele et
1
de Popérateur théorique H(0;) = 92 o (0, + 1)~ L.

0. = 10~* sont donnés en figures 5.2 et 5.3. On constate que Iidentification est bonne sur la bande
fréquentielle [ 2%, 2% ] = [4.19 x 1072, 3.14 x 10%] accessible par les données et les &, 1 =1: L. Le
tracé du y-symbole identifié p* est superposé a celui de la valeur exacte u, dans le cas de données
non bruitées.

Pour quantifier I’erreur d’identification entre py et p*, on introduit les quantités Eg, E}L et Ei
définies par :

Dol — ml A

0
B = > || Ag
o D '“7_“;?/,
> 1l Tll
ot B2 — ™ = pol” _ >l — Moz’_
g lol” 21 |kl

On considere également les quantités E et Eg,p, suivantes :

L w2 L
M H(iw;)| 2% 1 M H(
. 2 l;) &) H(iw;) o, /wl 2 l;) e H(iw)| dw 6
S DG Lrslalde
L . Lo .
> gy — Hiw) 2 ey — H(w)
et Bayp = sup|=2 ’ ~ sup | =2 , (5.68)

' wj H (iw;) w H(iw)

qui permettent d’estimer la qualité de 'identification de la réponse fréquentielle de H(d;). Les
valeurs de ces quantités sont données en table 5.1 pour différentes valeurs de 1’écart-type o. du
bruit de mesure de sortie. La valeur du parametre de pénalisation? €; est également précisée. On

3Seule la pénalisation en ||u|| est ici considérée; on a donc ez = e3 = 0.
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F1a. 5.2 — Identification sans bruit de mesure sur la sortie : (a), (b) et (c¢) : Gains en dB, gains
1

et phases des réponses fréquentielles de H(9;) = 97 o (9; +1)~!, de son approximation sous RD et
de Popérateur identifié.- (d) : Coefficients p et p*

constate comme prévu que lorsque o, tend vers 0, il y a convergence de p* vers pg, et de H*,
réponse fréquentielle de 'opérateur de «-symbole p*, vers H. On note également que plus il y a de
bruit, plus le parametre de pénalisation €; doit étre grand pour reconditionner le probleme.

Cas ou il n’existe pas de valeur p, exacte

On cherche a présent & identifier H(9;) en utilisant un contour «y différent de celui utilisé pour
la simulation des données. On choisit un contour v de type secteur, c’est a dire de la forme :

™

7(&) = |€] ¢ 58O ET) ayec o = % (5.69)

et on utilise L = 140 points de discrétisation en ¢ répartis géométriquement entre £, = 107! et
¢, = 103. On considere 1a encore un seul jeu de données {yrlnk,Xrlnk} dont I'entrée est connue
(n"* = 0) et la sortie est bruitée par un bruit blanc centré d’écart-type o. = 107%. Le terme de
pénalisation € est quant & lui pris égal & 1076, Le diagramme de Bode de lopérateur identifié et
la valeur des coefficients p* sont donnés en figure 5.4. L’identification est un peu moins bonne que
dans le cas ou le contour - est le méme que celui utilisé pour la simulation des données; elle reste
cependant de bonne qualité comme en témoignent les valeurs de E et Eg,, obtenues :

E = 5.1080 x 107! et Eg,, = 0.1452. (5.70)
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(€Y (b)

— — — utilisé pour la simulation ) 0.2}
identifié 1 p
théorique 0.1k ]

107 10° 10° 10" 1072 10° 107 10°*

pulsation w (en rad.s_l) pulsation w (en rad.sfl)

© ©)
‘ 100 ‘ ‘

) . . -40
107 10° 10 10

pulsation w (en rad.sfl) £ (enrad.s™}

FiG. 5.3 - Identification avec bruit de mesure sur la sortie (0. = 107%) : (a), (b) et (c) : Gains

1
en dB, gains et phases des réponses fréquentielles de H(9;) = 07 o (0; +1)~!, de son approximation
sous RD et de 'opérateur identifié.- (d) : Coefficients g et p*

5.3.2 Application a l’identification de ’opérateur d’impédance d’une paroi po-
reuse [18]

On considere maintenant un exemple physique plus réaliste, dans lequel I'entrée X et la sortie
y sont bruitées.

Le probléme considéré

Le bruit des moteurs constitue une part importante des nuisances sonores produites par les
aéronefs et sa réduction est a I’heure actuelle un enjeu important. Pour les zones chaudes comme
les tuyeres soumises a 1’écoulement des gaz d’échappement, S. Gasser propose dans [28] de recou-
vrir les parois d’'un matériau absorbant. Du fait de la structure complexe de tels matériaux, les
impédances acoustiques générées sont des fonctions non rationnelles et complexes de la fréquence,
avec des retards inévitables dus a la propagation des ondes dans le milieu. De plus, leur détermi-
nation analytique est difficile. Par conséquent, le processus d’identification est nécessaire lorsque
des modeles fiables sont requis pour la simulation numérique par exemple. Ainsi il devient possible,
pour un matériau donné, de calculer le champ aéroacoustique dans une cavité de moteur équipée
d’une paroi absorbante et d’évaluer la réduction de bruit obtenue.

L’impédance sur un bord homogene 2D a la propriété de ne pas dépendre des variables de
paramétrisation de la surface; de ce fait, au moins aux hautes fréquences, cette impédance peut
étre identifiée & partir de mesures physiques sur un petit morceau de matériau (voir figure 5.5
pour le dispositif physIlque de mesure). Dans la suite, on montre comment la méthode introduite
précédemment peut étre utilisée sur cet exemple.

Pour simplifier I’analyse, on suppose que le probleme décrit en figure 5.5 peut étre réduit a un
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[18] 101

oe E Esup E) E, E2 €1

0 7.3121 x 10715 | 1.3064 x 1076 | 2.4323 x 10~* | 0.0065 | 0.0065 | 10~16
1078 | 5.6500 x 10~1* | 8.7091 x 10~ | 0.0018 0.0055 | 0.0055 | 10~
1077 [ 6.6201 x 1073 | 9.0663 x 10~° | 0.0040 0.0142 [ 0.0142 | 10~ ™
1070 [ 6.3046 x 10712 | 7.7146 x 10~* | 0.0385 0.0888 | 0.0895 | 10~
107° | 5.3474 x 10~ | 0.0107 0.0404 0.1215 | 0.1218 | 10~ 12
107% | 6.7330 x 10719 | 0.0673 0.2212 0.6249 | 0.6314 | 10~ 11
1073 | 3.2136 x 1079 | 0.3872 1.3715 1.1155 | 1.1134 | 1010

TAB. 5.1 — Comparaison des valeurs de E, Eq,p, E#, Ef et Ef pour différentes valeurs de I’écart-type
o¢ du bruit de mesure sur les données de sortie.

probleme 1D, ce qui est 1égitime lorsque la source et le capteur sont suffisamment loin de la paroi
absorbante. Ce cas simplifié est suffisant pour illustrer la méthode d’identification ; pour une analyse
plus réaliste, le probleme 3D peut étre traité de maniere similaire, a des adaptations techniques
pres. Sous ces conditions, le probleme 1D de la propagation des ondes acoustiques peut étre décrit
par le modele suivant? :

OPP=0’P+v®dy dans z €] — o00,1], (5.71)

oll v ® dg désigne la source au point x = 0, v étant une fonction du temps connue, et P est la
pression acoustique, que ’on mesure au point xp, :

y = P(t,zy). (5.72)

La paroi absorbante peut alors étre résumée par un opérateur d’impédance Q(9;) au point z = 1
[12]:

OxPlz=1 = Q(0¢) O Py (5.73)

Le probleme d’identification considéré consiste alors & construire une approximation de 1’opé-
rateur Q(0) a partir des données y et v (notons qu’en pratique, la mesure y peut étre perturbée
par un bruit blanc additif non spécifié explicitement ici).

Résolution du probleme

On cherche dans un premier temps a expliciter 'opérateur P(.,0) — y, noté K(9;). Pour cela,
il faut calculer le coefficient de réflexion au point x = 1 pour toute fréquence w. Soit ¢ une solution
harmonique de (5.71) avec v = 0; ¢ peut étre exprimée comme la somme d’une onde incidente ¢*
(se propageant dans le sens des x croissants) et de 'onde réfléchie associée " (se propageant dans
le sens des = décroissants) (voir figure 5.5) :

o=¢ +¢. (5.74)

Ces deux ondes sont respectivement données par :
(Pi (t, w, .%') _ eiw(t—x)
et " (t,w,x) =

)

k(w) eiw(t—i—x)’

ou k(w) est le coefficient de réflexion a la fréquence w, dépendant de Q(iw). Au point z = 1, le
coefficient k(w) vérifie la relation d’impédance (5.73) qui méne apres quelques calculs simples & :

14 Q(iw) o~ 2iw

H) = T 00w

(5.75)

4Par simplicité, la vitesse a été prise égale & 1.
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(€Y (b)

— — — utilisé pour la simulation N 0.2+ /)
identifié ] 7
théorique

107 10° 10 10°* 10 10° 107 10*

pulsation w (en rad.sfl) pulsation w (en rad.sfl)

(c) (d)

1072 10° 10° 10* 10" 10° 10" 10° 10°

pulsation w (en rad.s™) £ (enrad.s™}

FIG. 5.4 — Identification avec bruit de mesure (0. = 10~%) et contour ~ différent : (a), (b)
1

et (c) : Gains en dB, gains et phases des réponses fréquentielles de H(0;) = 82 o (9, + 1)~1, de son
approximation sous RD et de 'opérateur identifié.- (d) : Coefficients pq et p*

On a alors : L4 Qi)
i + Qlw) ; :
t _ (piwz iw(z—2)y Llwt )
Plt,w, ) = (77 4 TS ) e, (5.76)
d’ot, & partir de (5.72) :
. _i 1+ Q(w) ; _
K _ iWwTm - TR iw(rm—2) ) 577
(iw) =e t1z Qi) e (5.77)
D’autre part, la solution de (5.71) est classiquement donnée par :
P(t,x) = & (3 "0)(t — ) (5.78)

par synthese harmonique, la relation entrée-sortie v — y peut alors étre explicitée dans le domaine
temporel (7, désigne 'opérateur de translation f(¢) — f(t — a)) de la maniere suivante :

Y= 57w 007 0+ M(0) 0 Tos, 0 8; 0, (5.79)
avec : L4 Q)
. + Q(iw

M (iw) := = Q) (5.80)

En définissant les nouvelles données et notations suivantes :
T =Y = 3(Taw + T2—a) 00, 0, Xy 1= 379 4,0, M(3;) := M(0;) — 1, (5.81)

on obtient alors la relation : - }
U = 07 ' o M(9¢) Xm (5.82)
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<«——— paroi absorbante

onde réfléchie

- ---—--

° " capteur —> y(t)

onde incidente
(depuis la source)

@ <« 0 source €— v(t)

FiG. 5.5 — Dispositif physique de mesure pour l'identification de 'impédance d’un matériau homo-
gene absorbant.

sur laquelle on peut directement appliquer la méthode pour identifier le y-symbole de 9; ! o M (Or),
que I'on notera® .
D’apres (5.80), on a :
M
Qliw) = @) (5.83)
M (iw) +2
Une estimation du y-symbole v de 9; ' 0 Q(d;) est alors obtenue & partir de p via la relation :

v = (4 + 20)" gty (5.84)

on note que ce calcul nécessite I'inversion du «-symbole 1 + 25. On obtient alors la représentation
d’état entrée-sortie suivante de 'opérateur w — Q) w :

{ Op =y + w, Py =0

(5.85)
QO)w = (v,7¢ +w),

qui est exacte (de dimension infinie) si i est le y-symbole exact, et approchée (de dimension finie®)
si p est le y-symbole identifié.

Résultats numeériques

On considere le matériau poreux étudié dans [44], [28], dont I'impédance a été calculée analyti-
quement dans [12]. Cette impédance est donnée par :

Qi) = 1| X8 o (/) () (5.86)

peff(lw)

On notera indifféremment 4 le y-symbole identifié ou exact de 9; ' o M(@t).
Dans ce cas, (f,g) = >, fr G-
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107 0.55F
0.5
0.45r
0.4r
0.351
0.3r

0.251

magnitude
=
o

0.2

0.15¢

0.1r

0.051

1 1 1 1 L
10 10 10" 10 10 10 10 10* 10 10
frequency(rad/s) frequency(rad/s)

(a) (b)

F1G. 5.6 — (a) : Réponses fréquentielles identifiée (—) et exacte (- - -) de l'opérateur Q(9;) - (b) :
Erreur relative d’identification |%]

avec = 3.33 et ou les fonctions p.g (iw) et x.g (iw) sont respectivement la densité effective de
Pride et al. [52] et la compressibilité effective de Lafarge [33]. Ces fonctions sont exprimées par
[28] :

. 1 .
pet (1) = ep (14 a L2y o o (1w) = ex (1 — c ——2—), (5.87)
iw+a’ (1+biw) 2

avec
1 8u /

_ _ 1 . _ _ _8u
p_p0a007X_ Py’ a = p0A27a — pOA/27

b=go, b =5, 0<c=21 <1,

= 541

(5.88)

ott e,p9, Po, i, 7, oo, A, A’ sont des parametres physiques de valeurs A = A’ = 0.11073m,
po=12keg.m™3 Py=10°Pa, u=1.810"° kg.m ts™t v =14, apo = 1.3, e =510"2 m.

Via une analyse standard, on peut montrer que le prolongement analytique de @) présente des
singularités pouvant étre localisées asymptotiquement pres d’une ligne droite verticale (voir figure
3.6 du chapitre 3) : opérateur Q(9;) présente des comportements sous-jacents de type retard,
hérités des modes propagatifs a 'intérieur du matériau poreux, et desquels résultent des variations
complexes de gains et de phase de @), rendant le probleme d’identification sensible ou méme mal
posé.

On considere le probleme d’identification numérique d’un tel opérateur Q(9;) sous sa formulation
d’état (5.85), dans la situation idéale décrite précédemment. Les données mesureés yy, = y + € ont
été générées sur t € [0, T] par simulation numérique précise de (5.79), avec v un bruit blanc gaussien
et € un bruit blanc gaussien de sortie, de rapport signal sur bruit égal a 26 dB.

Les parametres numériques utilisés sont At = 1075s, T = 0.05s, L = 100, &; = 103rad/s,
€,=31001ad/s, §4y =&, L=1: L—1, A(€) = |¢| 82O (3+2) o = 10n,

La comparaison entre les réponses fréquentielles exacte” et identifiée de I'impédance Q(iw) est
visible en figures 5.6a et 5.6b. Comme prévu, I'identification est précise dans la bande fréquentielle
[103 rad /s, 3 10° rad/s] couverte par ’'ensemble {7(£;)}k=1.,. On peut noter que I'identification reste
correcte dans toute la bande fréquentielle audio, en particulier aux basses fréquences grace a la
nature asymptotique rationnelle de Q(iw) qui se comporte comme iw quand w — 0.

En figure 5.7, on peut voir le graphe du y-symbole identifié associé a I'opérateur 0, Lo M (0y),
a partir duquel est réalisé l'opérateur QQ(9;) via la formulation entrée-sortie (5.85).

"A des erreurs numériques prés, qui sont négligeables dans la bande fréquentielle considérée.
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i
——real part
15l — ~ ~imaginary part| |

-2 L L

10* 10
F1G. 5.7 — y-symbole identifié u(&), & > 0.

Outre ces résultats quantitatifs, on peut ajouter que la méthode d’identification est robuste par

rapport au niveau de bruit de perturbation €, au temps de mesure 1" et a la dimension L du modele
identifié.

Remarque 138 Cette derniere propriété essentielle est une conséquence du fait que les poles v(&y,)
de la fonction de transfert identifiée sont a priori imposés par la discrétisation en £ du modéle
diffusif entrée-sortie. Il s’ensuit, grace auzx propriétés de la représentation diffusive, que le ~y-symbole
identifié u converge (dans un sens non précisé ici), quand L — +00, o — %, & — 01, & — 400
et T'— 400, vers le y-symbole exact, et qu’il en est de méme pour 'impédance identifiée Q(iw) au
sens de lespace de Fréchet L2 (R,).

loc






Chapitre 6

Identification simultanée de
’opérateur dynamique et de la
fonction non linéaire du modele

Le probleme d’identification d’un opérateur dynamique H (0;) via son ~y-symbole i, lorsque 'en-
trée et la sortie du systéme sont mesurées, a été traité dans le paragraphe précédent. On s’intéresse
désormais a l'identification d’un modele de Volterra de la forme particuliere, adaptée au probleme
et peu restrictive en pratique :

H(0)X = f(u,X) + v, (6.1)

ou H(0;) et f sont inconnus. On se donne des mesures upy,, vy et Xy, de u, v et de X, & partir
desquelles on cherche & identifier H(9;) et f; pour cela, on considére le probléme :

in ||H(0)Xm — f(tm, Xm) — vmll® - 2
H%S{f” (Or) flu ) — V| (6.2)

6.1 Principe

Pour tout (u,v) fixé, I’équation (6.1) traduit I’équilibre entre deux trajectoires obtenues a partir
de X, dépendant respectivement de l'opérateur linéaire dynamique H(0;) et de 'opérateur (non
linéaire) statique défini par la fonction f!: [f(u,x)](t) = f(u(t), z(t)) ¥t. Du point de vue des trajec-
toires (et si I’évaluation numérique de H(9;)X n’est pas trop cotiteuse), on peut remarquer que les
opérateurs H(0;) et f(u,.) jouent un réle comparable dans I’expression (6.1). La méthode proposée
consiste & paramétrer d’une part 'opérateur H(9;) au moyen de son y-symbole (comme présenté
dans le paragraphe précédent), et d’autre part la fonction f au moyen d’une base de fonctions
adaptée. On obtient ainsi un probléeme équivalent dans lequel les parametres inconnus dépendent
linéairement des données, et dont la dimension est raisonnable sous approximation numérique.

Paramétrisation de ’opérateur H (9;)

On suppose que l'opérateur H(9;) est v-diffusif de degré n et on note p le y-symbole de H(9;) o
0; ™. On suppose également que p est inversible dans ¥,. On a (voir chapitre 5) :

H(0) X = Agpx (1), (6.3)

olt Agpx est I'opérateur linéaire défini par Agpx : pp— < 1 Yo X> .

1On distinguera les trajectoires (u, z,...), qui sont des fonctions du temps, et les valeurs prises par ces trajectoires
au temps t (i.e. u(t), z(t),...).
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Paramétrisation de la fonction f

On considere une base topologique {gP ®k9},, j—1:+00 d'un produit tensoriel d’espaces de Hilbert
auquel f appartient; on a alors :

f= Zapq g’ ® k%, avec ap, € R. (6.4)
P
Modéle équivalent a (6.1)

Le modele de Volterra (6.1) peut alors étre réécrit de maniere équivalente sous la forme :
Agpx p— > g (u)KU(X) apg = v, (6.5)
p.g

ou encore, de maniere simplifiée et en notant a := (a,q) :

Gux (1, a) =, (6.6)
ou G, x désigne l'opérateur linéaire défini par :
Gux © (1, 0) = Agpx o — Y g7 () K9(X) apg. (6.7)
X

Le probleme (6.2) s’écrit alors de maniere équivalente :
I’IIILH({I ngm7xm <,U/, a) - va2 ) (68>

sa solution est formellement obtenue par projection orthogonale :

(u*,a") = G} x,.v (6.9)

6.2 Du point de vue numérique

On considére J solutions (u/, v, X7), j : J de (6.1), et on se donne J jeux de données

discretes {ufnk, bk X k}k 0.k Ol uﬁﬁk, vfnk et ank sont les mesures respectives de u/,v7 et XJ au

temps t. On a tg =0, t = t_1 + Aty, k =1: K et on note T' = tx. On note egalement Uh, U]m

et X7, les trajectoires mesurées continues telles que uly (tx) = uli¥, vl (tp) = vi et Xi () = X%F.
Pour résoudre (6.8) numériquement, il faut se ramener a un probléme approché de dimension

finie, ce qui s’obtient par troncature de la décomposition de f sur la base de fonctions, et par

discrétisation d’une part en la variable £ et d’autre part en la variable temps t.

Approximation de dimension finie de f et discrétisation en £

Une approximation de f est obtenue par troncature & un ordre fini P x @) de la somme infinie
(6.4) :

P Q
[~ g E ape 8 ® k. (6.10)
p=1g¢=1
Les valeurs de P et de @ doivent étre choisies de maniére a assurer le meilleur compromis entre les
erreurs générées par la troncature et celles générées par la présence de bruit de mesure, ou méme
par un défaut structurel du modele. En pratique, ce choix se fait de maniere empirique.

On considere une discrétisation {&;};—1.;, de la variable &, et 'approximation de H(0:)X =

Agr x p correspondante (voir paragraphe 2.2) :

L

[Asgpx 1] (£) = iy Yoarx(t, &), avec p € C. (6.11)
=1
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Le modele approché de (6.1) que l'on utilisera s’écrit donc, pour tout ¢ € [0,77] :

meanxmfl ZZapqg W (1) @ KUXI(t) +v (1), j =11, (6.12)

p=1g=1
ce qui nous amene au probleme :
2
(mZ [ Zuzwanxj (&) Zzg (1 (1)) &8 (X(0)) — ()] .
—r (6.13)

Discrétisation en temps

La discrétisation en temps du probléme (6.13) peut se faire de différentes maniéres (voir para-
graphe 5.2); on ne présentera ici qu'une seule méthode.
Apres quadrature de l'intégrale, le probleme (6.13) est approché par :

2
: u

min G —— = 6.14

i N, [ - o (6.14)
avec ”ZH%JxK = Z}‘Izl Eszl |Cj,k’2 Aty,
= (g, pur)t, a=(a1,...,a19,a2,...,ap1,...,apq)?’,

1 LK 21 J1 JENT (6.15)

Um = (Und y cees Ul 5 Uy eeey Uity oeey Ui ) ,

et Gy, x,, la matrice définie par :
Gul 7)(1
— : =W K. P
Gum:Xm - . avec Gugn,an - [‘IJ |K | |K ]’
Gug x4

™ ] — lzk Jp ]7k q .77k
o Wi, =y, Ky =g (uhf) ko (XF)

L,k ’ . . e s . , . , .
z/Janrjn étant une approximation de 1%? X7, (tg,&;) obtenue par intégration numérique de I’équation

d’état de la réalisation diffusive de H(9;) (voir schéma numérique du paragraphe 2.2.4):

BZLXIJH atnXgn 7(51) t “*m ) 8?X1Jn ’ . 5 L. .
Sa solution est donnée par :
(M*7a*) = GLH,,XH,Um’ (617)
ou :
Aty (0)
Glm,xm = (G Xm‘DGu Xu) lGZm,XmD avec D = (6.18)
(0) Aty

Formulation récursive

Les estimés p* et a* obtenus peuvent ensuite étre utilisés comme initialisation d’une méthode
récursive afin d’améliorer la qualité de 'estimation. En supposant 1'opérateur H(0;) connu et égal
a H*(0;), on identifie & nouveau la fonction f, cette fois ci de maniére indépendante. A partir de
I'estimation f; ainsi obtenue, on identifie ensuite H(0;), et on réitere jusqu’a ce que la qualité de
I’estimation soit suffisante. La convergence d’une telle méthode reste encore a étudier.
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6.3 Application a un exemple académique
On considere le modele de Volterra :

1 1
92 X = —=arctan(c X) + v, avec ¢ = 10%. (6.19)
c

1
L’opérateur 07 est vy-diffusif au sens large de degré 1 et peut étre réalisé avec un contour v de type
secteur, défini par :

(&) = [¢] O E ), avee a €]0, 7). (6.20)

Les données vﬁr}k Xﬁﬁk —o:k utilisées pour l'identification sont obtenues par simulation numé-
) k=0:K ? p

rique de (6.19), Popérateur H(9;)~! = 9, ? étant réalisé au moyen d’une réalisation diffusive avec
150 points de discrétisation en & répartis de maniere géométrique entre &, = 1073 et £, = 10°, et
88~

un contour 7 défini par (6.20) avec a = 355. Le diagramme de Bode de la réponse fréquentielle de

_1
l'opérateur ainsi approché peut étre comparé a celui de 'opérateur théorique 9, * en figure 6.1. On
note que I'opérateur est trés bien approché dans la bande fréquentielle [1071, 104].

0
X — — —théorique -10}F
approximation
i -20
-30
g
o -40
13
< -50F
<
o
_60 F
1 -70t
_80 F
-2 ‘0 ‘2 ‘4 6 8 _90—4 ‘—2 ‘O ‘2 4 ‘6 8
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
pulsation (rad/s) pulsation (rad/s)

F1G. 6.1 - Fonctions de transfert de 'opérateur 9, /2 ot de sa réalisation via représentation diffusive
qui a été utilisée lors des simulations

On considére une discrétisation temporelle {ty }r—o.x définie par :
to=0et ty =ty 1+ Aly, k=1: K avec K = 610° et Atj, = 107°. (6.21)

Les entrées {v/F};_o.x considérées sont obtenues par filtrage de bruits blancs centrés d’écart-
type o = 1; elle sont supposées connues (pas de bruit de mesure) :

vik = ok, (6.22)

On note {X7*};_o.x la sortie discréte associée & U'entrée {v/F},_o.x. Les J trajectoires discrétes
de sortie mesurées sont obtenues & partir des {X7*},_g.x par addition de bruits blancs centrés
numériques {e*}_o.x, j = 1: J d’écart type o :

Xk = X0k 4 ik, (6.23)

On utilise J = 4 trajectoires.

Dans un premier temps, on suppose les bruits de mesure /¥ nuls. On identifie H(9;) en utilisant
un contour 7 de la forme (6.20) avec o = 7 et en considérant 100 points de discrétisation en £
répartis géométriquement entre &, = 107! et £, = 10%. Enfin, on cherche une approximation de
f:Xv— —%arctan(cX ) sous forme de combinaison linéaire de 30 fonctions "chapeaux”. Les

résultats obtenus sont donnés en figure 6.2.
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On constate que 'identification de H(d;) est bonne dans la bande fréquentielle couverte par
les {&;}1=1.1. Pour ce qui est de la fonction non linéaire f, on note que 1’écart entre f(x) et son
estimé f*(z) est d’autant plus grand que z s’éloigne de 0. Ceci s’explique par le nombre de données
disponibles : les valeurs de = proches de 0 ont plus de poids dans I'identification que celles qui en sont
loin car elles sont représentées en plus grand nombre. Pour quantifier la qualité de I’identification
de H(0;), on utilise les quantités E et Eq,, définies au paragraphe 5.3.1 par (5.67) et (5.68); on a :

E = 3.5459 1077 et Eg,, = 0.6830. (6.24)
Pour la fonction f, on introduit les quantités Ef et Efup définies par :
LX) = (X)) dX *(X) - f(X
pf = S (OO FONAX 0y WO FE oy
Jeme | f(X)|dX X[ Xmin Xma] (X))

avec f* l'estimation de f obtenue par la méthode d’identification, et Xyin et Xmax les valeurs
minimale et maximale atteintes par les jeux de données utilisés pour l'identification. On obtient :

Ef =0.0535 et Ef, = 0.3602. (6.26)
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F1c. 6.2 — Identification de H(d;) = 97 et f = —Larctan(c.) sans bruit de mesure. (a) et (c) :

gain et phase de la réponse impulsionnelle de 'opérateur identifié comparé a 1'opérateur théorique
1
H(0:) = 02 - (b) : fonction identifiée f*- (d) : y-symbole identifié p*.

On suppose a présent les mesures X bruitées avec 0. = 1077, et on garde les mémes pa-
rametres d’identification pour H(9;) et f. On obtient les résultats de la figure 6.3. On note que
I'identification de H () reste de tres bonne qualité. Celle de f s’est quant a elle détériorée ; son
allure reste néanmoins proche de la fonction théorique. On a :

E = 2.5277 x 1078, Eq,p, = 1.0882, B/ = 0.0225 et B/, = 10.6449. (6.27)

sup
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(a) et (c) : gain et phase de la réponse impulsionnelle de 1'opérateur identifié comparé a 'opérateur
1

théorique H(0;) = 82 - (b) : fonction identifiée f*- (d) : y-symbole identifié p*.



Chapitre 7

Identification par suppression du
terme non linéaire

La difficulté principale rencontrée lors de l'identification d’un systéeme de Volterra vient du
couplage qu’il y a entre la partie dynamique linéaire caractérisée par 'opérateur H(0;) et la partie
non linéaire statique, caractérisée par la fonction f. La méthode proposée dans ce paragraphe
permet de découpler les identifications : via une transformation adaptée du modele, on supprime
dans un premier temps le terme non linéaire de ’équation et on identifie opérateur H(0;). La
fonction f peut ensuite étre identifiée par interpolation a partir du ”pseudo-graphe” déduit de
I'opérateur identifié H*(0;) et des données.

7.1 Présentation de la méthode

La méthode proposée dans ce paragraphe peut étre présentée de maniere tres générale. Etant
donnés trois espaces de Hilbert séparables E, F, G, une fonction non linéaire g : £ — Get A: F — G
linéaire, on considere le modele abstrait :

g(@) + Ay + 2 =0, (7.1)

ou x,y, z sont des trajectoires définies sur ¢ € [0,7] & valeurs respectivement dans F, F,G. Le pro-
bléeme considéré consiste a estimer a la fois A et g a partir de trajectoires données (éventuellement)
bruitées T, Ym, Zm, c’est a dire a résoudre :

rﬂi;l 19(2m) + Aym + Zm||2 ) (7.2)
avec ||.|| une norme hilbertienne, par exemple fOT H||2G dt, tpy = x+ €1, Yym = Y + €2, 2m = 2+ €3 Ol

(x,y, z) est solution de (7.1) et &; sont des bruits (suffisamment petits).
Lorsque ¢ est connue, l'opérateur A peut étre aisément identifié du fait de sa linéarité, le
probleéme (7.2) se réduisant alors au probleme standard de moindres carrés :

min ||y A -], (7.3)
avec ) - A = Ay et b = —g(x) — 2. La solution formelle est alors obtenue par pseudo-inversion de
l'opérateur Y [6] :

A* =Y. b (7.4)

La méthode présentée ci-dessous permet de se ramener a un cas semblable et d’identifier A indépen-
damment de g. Pour cela, on transforme le modele (7.1) de sorte que le terme g(x) soit supprimé®
dans un sous ensemble d’équations, spécifiquement défini & partir des données x. Sous certaines
hypotheses fréquemment satisfaites en pratique, ce ”sous-modele” se révele suffisant pour obtenir
une bonne estimation de A sous la forme (7.4). Une fois 'opérateur A correctement estimé, on
déduit aisément une estimation de g via les méthodes standard.

! A une constante preés go := g(x(to)) € G qui sera identifié simultanément.
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7.1.1 L’opérateur de différences D, .

Soit X un espace de Banach et Q un espace métrique complet. On note C°(Q; X) I'espace de
Banach des fonctions continues définies sur €2 et a valeurs dans X. Cet espace est muni de la norme :

[[#]] = sup [|z(&) ] x - (7.5)
£eq

On se donne un espace Xy C X et on définit :
CY(9,Xp) := {z € CY(2;X) tel que V¢ € Q, z(£) € Xo} . (7.6)

. o . , . J ;
Soient 7, j = 1: J des espaces métriques®. La norme sur l’espace produit szl CO(V;X) est
définie par :

(7.7)

||| = sup sup [|27(¢)]|x -
J ey

Soit Y un espace de Banach et g : Xg — Y une fonction continue pour la topologie induite sur Xg.
Pour tout x € H}]:l C%(£; Xp), on note par convention :

J
gox = (g(a’));—rs € [] CO(¥;Y). (7.8)

j=1

On note également : . , )
Qz,j = Ql X QJ' (79)

Définition 139 On note D l'opérateur défini par :

D: szlco'(gi;x) — I, 0@ X)

) 7.10
Tr = (.’L’J)j:LJ —— Dz = (Dl’].’E)@j:l:J ( )

avec

Vi,j e {1:J}, Vt, 7 € QW (DYa)(t, 1) = 2'(t) — 27 (7). (7.11)

L’opérateur D est linéaire (évident) et continu : la continuité de D découle de celle de 'opérateur
+ dans les espaces de Banach; c’est une propriété essentielle, notamment pour les traitements
numériques. On montre également la propriété suivante :

Proposition 140 Pour tout x € szl CY(V;Xy) et pour toute fonction g : Xg — Y linéaire,
on a :
D(goz) = go (Dzx). (7.12)

Preuve. On a : D(goz) = (D% (g o x)); j=1.navec, Vi,j € {1: J}, Vt,7 € QW :

(Di’j(gow))(tﬁ) = (g02)'(t) = (goa) () = (9(x")(t) = (9(2"))(r)
g(2'(t) — g(a? (1)) = g(a'(t) — 27 (7)) = g o (D" ) (¢, 7)).

On considere ensuite les sous-ensembles de Q%7 des couples (¢, 7) tels que x(t) soit "proche” de
2(7) : y o
Q;”Jg ={(t,7) € Q"; H(Dwx)(t, T)HX <el (7.13)

En figure 7.1 sont donnés deux exemples de couple (t,7) € Q;Jg dans le cas ou ¢ = j puis dans le
cas ol i # j.

2En pratique, €’ sera un intervalle en temps de la forme [t%7 t;]
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ti=t, T T t T

(a) (b)

Fic. 7.1 — Exemple de (i,i,t,7) et de (i,7,t,7) tels que ||D%x(t, 7)|| < € et ||[D¥z(t,7)|| < e.

Remarque 141 Les ensembles Qi’ie ne sont jamais vides puisque (D%'z)(t,t) = 0. De plus, du fait

de la continuité de Dx, on a ﬂo O = va’fo.
>

Pour tout 7, € {1: J}, on note alors D I'opérateur de différences sur I'ensemble Q%7

Dy I, QO(QJ'; X) — COQ; X) _—
y=)j=us  — Diky=(D"y)lg, '

et on pose, par simplicité :
Dy = (DyL)ij=1.7- (7.15)

Théoréme 142 Pour tout x € H}-Izl C°(Q7;Xy) et pour toute fonction g : Xg — Y :
(1) Dgoz =0,
(2) D ;
(3) |Dae ()| < £
(4) ¥(te, 7o) € QUL tel que (to,7) — (1,7) € Q;;jo, lime—o | (DL (g 0 2)) (e, 72)| = Ox,
(5)

5) si g est k-Lipschitz, alors |Dy(goz)|| <

Preuve. (1) Vi,j € {1: J}, V(t,7) € Q;JO, (D¥z) (t,7) = z'(t) — 2 (7).0r, (t,7) € Q;JO donc

H(DW:L“ HE 0 dou : (D%x) (t,7) = 0.

(2) Vi,j € {1 : J}, V(1) € Q;JO, (D™z) (t,7) = 0 cest a dire z'(t) = a7
g9(a? (1)) <= (9(2"))(t) = (9(27))(7). On a alors : (D™ (goz)) (t,7) = (9(z"))(

(3) IDze(z)|| =sup sup |(D™x)(t,7)||x < e par définition de QL.
BI o (t,1)EQY%

(1) dou g(z'(t)) =
)~ (g(a?))(7) = 0.

() ¥t 7o) € 9k, (Dik(gon) (t7e) = g(ai(t)) — g(a(r.). Comme (t.,7) — (7) €

e—0
leo et par continuité de g et de x on a alors : (D;]E(gox)) (te,72) = g(zi(t)) — g(ai (1)) =
(D;’,jo(g o fE)) (t,7) = 0 d’apres (2).
(5) IDsc(goa)l =sup sup [|(D¥(goa))(t.7)]ly =sup sup [g(a’ >—g<$a‘<f>>HY
7'7 (t’T’)EQ 7_] (tT)GQ’LI]E

<sup  sup k:H:U ) — I (T )‘ x = ksup sup H(DWx
LI (t,7)eNhl I (t,m)eNbl

H x < ke par définition de Q [



116 IDENTIFICATION PAR SUPPRESSION DU TERME NON LINEAIRE

Remarque 143 La convergence (5) est uniforme alors qu’en (4), on utilise une topologie plus faible
de convergence simple. De ce fait, on peut s’attendre a ce que les traitement numériques soient plus
délicats lorsque g n’est pas Lipschitzienne. Cependant, dans beaucoup de situations concrétes, la
fonction g est Lipschitzienne sur des sous-ensembles E, C Ey, de telle sorte que la propriété
||Dsc(gn 0 2)|| < kye reste vraie pour toute fonction g, (définie sur Eg) ky,-Lipschitz-continue telle
que gyl g, = 9|E,. On verra sur un exemple concret (avec E = G =R, g = In, £, = [n,4+00[) qu’une
telle propriété (couplée avec (4)) peut étre suffisante pour obtenir de bons résultats d’identification.

La propriété (2) découle de la nature statique de la fonction g qui se traduit par :
2'(t) =2/ (1) = g(a'(t)) = g(a’ (7). (7.16)
Cette propriété est essentielle; elle permet de supprimer le terme non linéaire g dans un sous

ensemble d’équations directement déduit de zx.
Par commodité, on note ), . I’ensemble, appelé e-noyau de Dz, défini par :

Qe =, (160} x %) (7.17)
c’est I'ensemble de tous les (i, j, ¢, 7) tels que ||2*(t) — 27 (7) HX < e. Ainsi, pour tout y € H}]:1 Co%Q%Y),
la fonction D, . y est simplement définie par :

D:c,e Yy Qx,e - Y

(i.5.t,7) = y(t) —y' (7). (7.18)

7.1.2 Transformation de I’équation via 'opérateur de différences D

On considere a présent le modele (7.1) : gox + Ay + z = 0, avec désormais (z,y, z) un vecteur
J

de trajectoires & valeurs dans EY x F/ x G7 avec 27,47, 27 définis sur Y = [t), ¢ f], et on applique
Popérateur D aux deux membres de ’équation. On a alors :

Proposition 144 Pour tout (x,y, z) € H}]:1 CUY,ExFx@Q), ily aéquivalence® entre le modéle
(7.1) et le modéle :

(7.19)
go+ Ayo + 20 =0,

avec k € {1 : J} et t¥ € QF choisis arbitrairement, go == (g o 2*)(tF) € G, yo := y*(tF) € G et
— Sk(k
2o = 2"(ty) € G.

Preuve. L'implication (7.1)==(7.19) est évidente.
Montrons que (7.19)==(7.1). On a :

Vi, j e {1:J}, ¥t 1) € QY. g(a'(t)) — g(a? (7)) + A(y'(t) =y’ (1)) + 2'(t) = 2 (1) =0, (7.20)
d’oti :
Vie {1:J}, Ve, g(a'(t) — g(a®(£) + A(y'(1) — y* (1)) + 2'(t) = 2F(e) =0,  (7:21)
et puisque (g o 2%)(tF) + Ay*(tF) + 2F(tF) = 0 :
Vie {1:J},VteQ, goxt(t) + Ayi(t) + 2i(t) = 0. (7.22)

{ D(gox)+ AD(y) + D(2) =0

Remarque 145 Du fait que D est un opérateur de différences, on perd l’équivalence lorsqu’on l’ap-
plique seul au modéle (7.1). Pour récupérer ’équivalence, il faut considérer une condition “initiale”
en un temps t¥. Notons que cette condition initiale n'est pas forcément unique : on peut effective-
ment considérer jo < J couples (k,t*) € {1: J} x QF tels que (g o z¥)(tF) + AyF(t¥) + 2F(tF) = 0.
On se raméne alors a un modéle de la forme (7.19) avec go := ((g o 2¥)(t*)), € G, yo =
(Y () € G0 et 29 := (2F(th)), € GF. En pratique on choisira les jo couples de telle sorte que
90 = gox x (1,.... )T, gox € E : ainsi un seul coefficient go. sera a identifier.

3au sens ol (x,y, z) solution de (7.1) si et seulement si (z,y, z) solution de (7.19).
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7.1.3 Réduction au sous-ensemble (2,

On considere & présent le modele équivalent (7.19) sur le sous-ensemble €, o de U; ; ({1 : J}? x Q"9),
ce qui revient a appliquer 'opérateur D, o au lieu de 'opérateur D. D’apres la propriété (2) de la
proposition 142, on obtient alors :

(7.23)

ADz oy +Dzoz=0
go+ Ayo+ 20 =0.

L’avantage de ce modele est que la fonction non linéaire g a été supprimée et ne se retrouve que
dans I’équation de condition initiale alors que I'opérateur A et 'inconnue gq interviennent de fagon
linéaire. Formellement, ces inconnues pourront étre identifiées par résolution du probleme :

(glg)l) 1% - (4, 90) + (D0 2, 20) {1200y g0y o (7.24)
avec :
J
||(Z1722)||%L2(Q$,Q;G’))><Gj0 = Z /Q” ||Z1(i7jvt’7-)||éd€+ HZ2||éj0’ (7.25)
ii=1792%

ou ( est un paramétrage de I’espace €2, ¢. La solution de ce probléme s’obtient par pseudo-inversion
de Popérateur Yy : (4, go) — (A Dz 0y, go + Ayo)-

La restriction au sous-ensemble €2, ¢ peut faire perdre 1'équivalence entre les modeles (7.23) et
(7.1). Cette équivalent peut cependant étre préservée si €1, ¢ est suffisamment riche, ce qui sera le
cas, lorsque la dimension de F est égale a 1, si 'on considere suffisamment de trajectoires sur un
temps T suffisamment long.

Remarque 146 Grace au théoréme 142, un préfiltrage des données x, y et z par un opérateur
Q(0:) peut étre envisagé; les nouvelles données préfiltrées sont alors ' := Q(9¢)x, y' = Q(d)y et
2/ = Q(0)z. En effet, en appliquant Q(0;) a (7.1), on obtient un modéle équivalent Q(0;) g(x) +
Q) Ay+Q(0¢)z = 0 ; si, en un certain sens, Q(0¢)g(x) =~ g(x'), alors Dy ¢Q(0¢)g(z) ~ Dy gg(z’) =
0. Un tel préfiltrage pourra étre utile en pratique, voire nécessaire, pour la construction de l’ensemble

Qz0-

En pratique, grace aux propriétés (4) et (5) de la proposition 142 qui permettent de négliger
(en un certain sens) le terme D, (g o x), (7.24) est remplacé par le probleme affaibli suivant, basé
sur I'opérateur V: : (A4, go) — (ADgp.c Ym, 90 + AYmo) :

(Ijllgn) ||y£ : (A790) + (Dxm,a Zm; ZmO)”?LZ(Qmm «:G))xGio > (726)
»go ’
dont la solution formelle est (A%, g5) = —yl. (Dgp e Zm, 2mo0)- Si les données =y, Ym, 2m permettent

d’obtenir une estimation (A*, gj) ~ (A4,g0) (en particulier si J est suffisamment grand et si les
bruits ¢; sont suffisamment petits), alors, grace aux propriétés de continuité, on peut s’attendre a
ce que, V(4,7,t,7) € Qp .-

A (7' (1) = yha(7) + 2 () — (1) = 0. (7.27)

De plus, bien que g soit encore inconnue a ce stade, on peut également s’attendre a ce que Vi € {1 :
J}, g(xh,) + A%yl + 25, =~ 0, cest a dire :

9(@n (1) + A*yp (1) + 20 () ~ 0,V € [t5, 1), (7.28)
que l'on peut également écrire sous la forme :
9(@n(t) = —Ayi () — 25, (1), VE € [t 1), (7.29)

A partir de la, I'identification de la fonction non linéaire g peut étre obtenue au moyen de mé-
thodes classiques de régression mises en oeuvre sur le "pseudo-graphe” de g (déduit des données
disponibles) :
G,= U @@, - A0 — )} C Ex G, (7.30
J={1:T} e[t ]
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7.1.4 Cas ou g est variable d’une trajectoire a ’autre

On suppose a présent que la fonction g peut changer d’une trajectoire a l'autre, et que l'on a,
pour tout j =1:J: . ' '
gj(z?) + Ay’ + 27 =0, (7.31)
ce que 'on note :
gox+Ay+z=0, (7.32)
avec g = (g1,...,95)7 et gox = (gj(x;))j=1.s. Contrairement au cas précédent, x*(t) = 27(1) #
gi(z'(t)) = gj(27(7)), sauf dans le cas olt i = j. On considére donc le sous ensemble de Qg% noté

Q) -, défini par :

Q]mlje ={(t,7) € QI H(Dj’jx)(t,T)HX < e} (7.33)
En notant Q. = |J; ({ Jj} x Qéé), et en définissant I'opérateur de différence D, . de la maniere
suivante :
Dycy: Oy e - Y
’ . ; ; 7.34
Gr) = w0 - (). 730
le théoreme 142 reste valable et la méthode d’identification peut alors étre appliquée.
7.1.5 Application aux modeles de Volterra sous représentation diffusive
Le modele de Volterra
HO)X = f(u, X)+v (7.35)

est de la forme (7.1). En effet, en supposant que H(9;) est y-diffusif de degré n, et en notant u € A/,
le y-symbole de H(0¢) 0 0; ", on a :

H(0) X = (1, 0 x) s (7.36)
avec ¢y la représentation diffusive de X. Le modele (7.35) s’écrit alors de maniere équivalente :
(1, 0 x) = fo(u, X) —v=0. (7.37)
L’opérateur linéaire ¢ — (u, ) étant statique :
v, ({1, ) () = (1)) (7.38)
le modele (7.37) peut s’écrire (contrairement a (7.35) qui est un modele non local) :
vt (O x (1)) — f(u(t), X(¢)) — v(t) = 0. (7.39)

On obtient ainsi un modele de la forme (7.1) avec :
E=R% F=A, G=R, Q:=[0,1/],
€T = (qu)v Y= 8p¢X7 Zi= =0, 9= _f7 A Yy <,U,y>,

et la méthode d’identification présentée précédemment peut donc étre formellement appliquée. Le
probleme s’écrit :

(7.40)

min || Yz - (1, 90) + (—Day e Vs —0mo) || (7.41)
(1,90)

avec Ve (Mmg()) = (<,LL, Dmm,s ym> » go + <,LL, ym0>) :

On ne considérera cependant dans la suite que des modeles de Volterra dont 'opérateur H(0;)
est ~y-diffusif de degré 0 ou 1. Le préfiltrage du modele proposé en remarque 127 pour pallier
I'amplification du bruit de mesure dans le cas oll n > 1 n’est pas valable pour cette méthode*. En
composant I’équation par un opérateur dynamique Q(0d;), on perd en effet la nature statique de la
fonction f (qui est remplacée par Q(9;) o f) sur laquelle est basée toute la méthode. Le cas n > 1
reste donc un probleme ouvert.

4Le cas ol n = 1 ne pose pas de probleme d’amplification du bruit. En effet on peut dériver 1 en utilisant la
relation d0yyp = v + X dans laquelle le bruit n’est pas dérivé.
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7.2 Du point de vue numérique

On considere J jeux de données (a:{flk, yfﬁk, zfﬁk) tels que

abk = 2 (t) + )Pyl = I (1) + €58, B = 2 (1) + €5, (7.42)

avec (27,47, 27) solution de (7.1), {6fk}k un bruit blanc numérique centré d’écart-type o; et t =
tk_1 + Atg, k =1: K, tg = 0. On souhaite appliquer la méthode d’identification précédemment
introduite sur ces données. Pour cela, on procede par étapes.

Préfiltrage des données

Le filtre Q(0;) de fonction de transfert Q(p) que l'on utilise pour filtrer les données peut étre
de divers types :
» filtre passe-bas causal du premier ordre :

Qp) = S a> 0. (7.43)

Ce type de filtre induit un retard.
» filtre passe-bas non causal du premier ordre :

Q) = 1_g;q(p), a > 0. (7.44)

Ce filtre n’induit pas de retard mais ne peut étre appliqué qu’en domaine fréquentiel, ce qui
entre autre implique de connaitre la trajectoire entiere (exclut I'identification temps-réel)
» filtre passe-bas causal du premier ordre, de fréquence de coupure variable dans le temps :

a(t)

=——— a(t) > 0Vt. 7.45

Q) = 5 al) (7.45)

Ce filtre permet d’adapter la fréquence de coupure en fonction des variations de la trajectoire

a filtrer : plus la trajectoire varie brusquement, plus la fréquence de coupure considérée est

élevée. Ainsi, le retard induit par le filtre est moindre dans les zones ou les variations sont

rapides.

D’autres solutions sont évidemment envisageables (passage par les splines de lissage [57], etc.) ;
le probleme reste largement ouvert.

Construction de I’ensemble €, .

La construction pratique de I’ensemble €2, . ainsi que le choix du parametre € sont des problemes
encore largement ouverts. La méthode que 'on a utilisée pour les tests numériques est détaillée ci-
dessous.

On se donne une discrétisation {x;}, { = 1 : L de la variable x. On procede alors en deux étapes :

» On cherche des couples (j,1) tels que ||#7(t) — x|y < 5.

Pour cela, on considere les trajectoires continues x7, obtenues par interpolation (linéaire, par

splines [57], etc) des jeux de données {tx, xjmk}, puis, pour tout x; € [xfnk, :rf;’lkﬂ], on cherche
le temps t tel que : ‘
xd (1) = xy. (7.46)

» On forme ensuite les couples (¢, 7) € Q4L & partir de I'ensemble des (j, ) déterminé A 'étape

précédente.

Etant donné e, on a, pour tout [ :

|27 () — @[ x < § j i irj
A - < | .

On a alors (i,7,t,7) € Qg .
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De nombreuses questions relatives a cette construction peuvent étre soulevées et restent a étu-
dier. Dans la suite, on note (i9, j9,19,79), ¢ = 1 : Q I'ensemble des quadruplets déterminés précé-
demment ; c’est un sous-ensemble discret de €2, .. On note également yi, et 21y les interpolations

(linéaires, par splines, etc.) des jeux de données {tx, yfnk} et {t, 2k , et ym = (y&) L Zm = (zfn) A
J j

Probléeme approché discret

Apres discrétisation en temps, le probleme de minimisation (7.26) est approché par :

min ||Yz (4, 90) — bll&e xgmo (7.48)
(Avg())

avec

Y;—: (A7 gO) = ([A(Dquqym)(tq? TQ)] =1:Q "’ go + Aym(]) =A ([(Diq7qum)(tq7 Tq)]q:LQ ) ymO) + fO (0’ 1) )

et b=— ([(Diq’jqzm)(tq,T‘])}q:LQ, Zmo) .
(7.49)
Concretement, 'opérateur Y. s’exprime au moyen d’une matrice. Dans le cas des modeles de
Volterra par exemple, on a, avec y := 9y € CO(Q; A,

(Ay) (1) = (. y(1)) » (7.50)

que ’on approche par :

Ay =" [y®)] (&) (7.51)
l

Ainsi, 'opérateur Y. considéré s’exprime :

Vel o) = gt [ (752

avec u = (u;); et \Ifél (respectivement \IJ?l) une approximation de 9;'9 yia (19,§;) — 074 50 (79, §))
(respectivement de 9/t xx (tk.€,)) obtenue par intégration numérique de I’équation d’état de la
réalisation diffusive de H(0;) (voir schéma numérique du paragraphe 2.2.4).

La solution de (7.48) est obtenue par pseudo-inversion de Y; :
(1", 95) = YIb = (V2Y2) Y2, (7.53)

Remarque 147 Comme d’habitude, lorsque le probléme est mal conditionné, on remplacera le
pseudo-inverse Y;-T par :
(Y2Ye +0l)~'Y2, (7.54)

ou > 0 est un petit parametre de reconditionnement.

Identification de g

Une fois l'opérateur linéaire A identifié, il est possible d’estimer la fonction g a partir de son

"pseudo-graphe” :
Go= U A(afk -l 0, (7.55)

J={1:J}, k={L:K}

Pour cela, on considére une base topologique {g”},—1.4 d'un espace de Hilbert auquel g appar-

tient ; on a alors :
g= Zap g’ ap € R. (7.56)

p
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En pratique, on considere une approximation de g obtenue par troncature & un ordre fini® P de
(7.56) :

P
9= apg’, (7.57)
p=1
et on considere le probleme :
2
;161]11{1}1) Z ap 8P (zm) + A" Ym + Zm|| , (7.58)
P
dont la solution est donnée par :
a* =G'b (7.59)
avec :
Gt b
G=| : | ouG, =g'all), etb=| : | oud/ = (—A*yg;j“ - Zgak)k*k}(' (7.60)
e A -
7.3 Application numérique
7.3.1 Validation sur un exemple académique
On considere le modele :
82/2X = —sat(X) + v, (7.61)
ou :
—Xb si X < —Xb
sat(X)=1¢ Xsi — X, <X <X, avecX,=310""% (7.62)
Xb six 2 be

Les données {vﬂgk, Xfﬁk}kzo; k utilisées pour l'identification sont obtenues par simulation numé-

_1
rique de (7.61), Popérateur H(0;)~! = 9, ? étant réalisé au moyen de la méme réalisation diffusive
que celle utilisée au paragraphe 6.3.
On considére la discrétisation temporelle {tj }x—o.x définie par :

to=0e¢t ty =tr_1 + Aty, k=1: K avec K =6 x 10° et Aty = 107°. (7.63)

Les entrées {v/F};_o.x considérées sont obtenues par filtrage de bruits blancs centrés d’écart-
type o = 1; elle sont supposées connues (pas de bruit de mesure) :

vik =¥, (7.64)

On note { X7F};_o.x la sortie discrete associée a 'entrée {v/F}_o.x. Les J = 4 trajectoires discretes
de sortie mesurées sont obtenues a partir des {Xjfk}kzo;K par addition de bruits blancs centrés
numériques {e*}_o.x, 7 = 1: J d’écart type o :

Xk X o (7.65)

. 1
Dans un premier temps, on suppose les bruits de mesure £/* nuls. On identifie H(9;) = 97 en

utilisant un contour «y de la forme (6.20) avec o = %7‘(’ et en considérant 100 points de discrétisation

en ¢ répartis géométriquement entre &, = 10° et £, = 10°. Les résultats obtenus sont donnés en

5 . ~ . . By N . . 7 z z

°La valeur de P doit étre choisie de maniere a assurer le meilleur compromis entre les erreurs générées par la
troncature et celles générées par la présence de bruit de mesure, ou méme par un défaut structurel du modele. En
pratique, ce choix se fait de maniére empirique.
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Fic. 7.2 — Identification de H(9;) = 02 et f = —sat sans bruit de mesure. (a), (b) et (c) :
gain et phase de la réponse impulsionnelle de 'opérateur identifié comparé a 'opérateur théorique

1
H(0¢) = 02 - (d) : y-symbole identifié p* - (e) : pseudo-graphe de f - (f) : fonction identifiée f*

figure 7.2 (a), (b), (c) et (d). On constate que I'identification de H(J;) est bonne dans la bande
fréquentielle [10°; 10%]. Les quantités E et Egyp définies au paragraphe 5.3.1 par (5.67) et (5.68) ont
pour valeur :

E = 4.2038 x 107% et Egyp = 1.1349. (7.66)

L’identification de la fonction f = —sat se fait au moyen de 10 fonctions "chapeau” d’interpola-
tion. Un des J pseudo-graphes de f déduit de p* est donné en figure 7.2 (e) ; la fonction identifiée f*
obtenue est donnée en figure 7.2 (e). De méme que dans le paragraphe 6.3, on constate que Iestimé
f*(x) est d’autant moins bon que z s’éloigne de 0. On note également que l’erreur d’identification
de f découle essentiellement de celle de H(9;), 'erreur d’interpolation du pseudo-graphe étant ici
négligeable. Les quantités Ef et Egup définies au paragraphe 5.3.1 par (6.25) ont pour valeur :

E/ = 0.4257 et E

sup

= 1257.9. (7.67)

On suppose a présent les mesures yfnk bruitées avec 0. = 1074, et on garde les mémes parametres
d’identification pour H(d;) et F'. On obtient les résultats de la figure 7.3. On note que 'estimation
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F1G. 7.3 — Identification de H(0;) = 07 et f =

—sat avec bruit de mesure (0. = 107%). (a), (b)

et (c) : gain et phase de la réponse impulsionnelle de I'opérateur identifié comparé a 'opérateur
1

théorique H(0;) = 02 - (d) : vy-symbole identifié u* - (e) : pseudo-graphe de f - (f) : fonction
identifiée f*.

de H(O;) reste de bonne qualité sur la bande fréquentielle [10°;103] 1égerement moins large que
précédemment. Le pseudo-graphe de F' est quant a lui plus dispersé a cause du bruit de mesure;
I'identification de F' reste similaire au cas sans bruit. On a :

et EX

sup

E = 8.6492 x 1078, Eg,p = 0.8858, Ef' = 0.2122 = 113.8723. (7.68)

7.3.2 Application a un cas physique réaliste

Dans ce paragraphe, on illustre la méthode d’identification introduite précédemment sur un
probleme physique réaliste, les données étant obtenues par simulation d’un phénomeéne dynamique
complexe étudié dans [2], [3] et [31].
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Le modeéle considéré

Dans [31], Joulin propose un modele de Volterra pour décrire, sous certaines conditions ther-
modynamiques adaptées, I’évolution d’une flamme sphérique initiée par une source dans un milieu
réactif. Sous certaines hypotheses physiques raisonnables, un tel phénomene peut étre décrit par un
systeme de 2 équations différentielles portant sur la température et la densité de masse du milieu.
En considérant la zone réactive comme une mince couche située dans une spheére de rayon x(t),
Joulin a établi que lorsque la flamme se développe dans un espace libre, = est solution de ’équation
non linéaire d’Abel-Volterra suivante® (N.B. u(t) désigne la puissance de la source au temps t) :

t . d
_He)ds 2z(t) Inz(t) + 2u(t) Vt >0, (7.69)
0 V7(t—s)
avec les conditions additionnelles : z(07) = 0, w > 0, > 0 (dont l'interprétation physique est
évidente). Il a été démontré dans [3] que le probleme d’évolution (7.69) est bien posé, c’est a dire

que la solution x existe, est unique, et dépend continiment de u. En notant H(9;) 1'opérateur
convolutif” x — % g \j% e
la forme (7.35).

En conditions réelles, ’évolution de = dépend également de perturbations variées (dues par
exemple a la perte de symétries spatiales); le modele, c’est a dire a la fois opérateur convolutif
H(0;) et la fonction f, est alors plus ou moins éloigné de (7.69). Dans ce cas, et si la précision du

modele est requise, un processus d’identification peut étre justifié.

t f(u, X)+v:=Inz+%, (7.69) peut étre formellement réécrite sous

On considere le probleme d’identification de H(0%) et de f a partir de données (bruitées) (u,x)
obtenues par simulation de (7.69).

Sur le comportement dynamique du rayon de la flamme

Il a été montré dans [2] qu’il existe un seuil de puissance de la source u, au-dela duquel la flamme
se développe alors qu’elle s’éteint en deca. En ce sens, le phénomeéne d’évolution est essentiellement
instable avec deux comportements qualitativement différents. Du fait de la nature héréditaire du
probleme, il est difficile de connaitre la valeur de ce seuil qui doit étre évalué sur la base de
simulations numériques. En figure 7.4 on peut voir les deux comportements de la flamme : celle-ci
s’éteind en figure 7.4a ou se développe en figure 7.4b, la fonction source étant donnée, comme dans
[3], par :

u(t) = Et*3(1 —t) 1jg4y(). (7.70)

A ce comportement dynamique sensible s’ajoute le fait que ’entrée u est dynamiquement pauvre
et que f est singuliere, ce qui engendre des problemes d’identification mal conditionnés. En consé-
quence, ce modele peut étre vu comme un test significatif pour la méthode d’identification proposée.

Formulation du probleme d’identification

1
L’opérateur H(0;) = %(’3,3 est y-diffusif de degré 1; en notant y le y-symbole de H(d;) 0 9; !, le
modele (7.69) s’écrit :

(1.7 tg + ) = Ina+ =, (7.71)
ce qui est de la forme (7.1), avec :
g :lnay::7w2+xaz _%7 Ay:<ﬂay> (772)
E=G=R, By=R™ F=A, :

51ci sans dimension par simplicité.

"Notons que dans le cas idéal, H(9;) =
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3.5 4 4.5 5 o 1 2 3

o 0.5 1 1.5

n s s
time (s)

(a) E = 1.7390 (b) E = 1.7393

: timé5 (s) :
F1G. 7.4 — Source u (- - -) et rayon de la flamme x (—)

Résultats numériques et commentaires

Le probleme consiste & identifier le y-symbole p de Popérateur H(d;) o d; ' & partir de don-
nées numeériques expérimentales. Ces données sont composées de J = 9 jeux (uj’k,xﬁﬁk)k:o:lg
(voir figure 7.5), avec K = 610° et u/* = u/(t;), les 9 sources u/ étant de la forme (7.70) avec
E=15,1.6,1.7,1.73, 1.74, 1.75, 2.0, 3.0 et 5.0. Le pas de temps At a été pris constant et égal a
1075 et le temps final est T = K At = 6. Les mesures sont telles que :

2P = 29 (1) + F, (7.73)

avec {e#F}; un bruit blanc centré numérique d’écart-type o. = 1071, et (u/,27) solution de (7.69).
Les valeurs 27 (t;,) sont obtenues par simulation numérique de (7.69) (voir paragraphe 4.1.1), I'opé-
1

rateur 9, 2 étant réalisé au moyen de la méme réalisation diffusive que celle utilisée au paragraphe
6.3.

12

0 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

time (s)

F1G. 7.5 — Trajectoires o7 simulées.

Le contour « choisi pour l'identification est de type secteur : v(§) = [¢] ¢8O (3+) qyec
a= %m On utilise 130 points de discrétisaton &; géométriquement espacés pour couvrir 7 décades
fréquentielles de 1072 & 10°.

En figure 7.6 (d), on peut voir le symbole diffusif identifié p* associé & H*(d) 0 0, ! La réponse
fréquentielle associée H*(iw) est donnée en figure 7.6 (a), (b), (c). Dans la bande fréquentielle
[1071;10?], 1a réponse fréquentielle est correctement identifiée.
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Un des pseudo-graphes de g :
G5 = Ul (st 7t — 1)) (711

est visible en figure 7.6 (e). L’identification de la fonction g a été obtenue au moyen d’une méthode
standard de moindres carrés mise en oeuvre sur I’ensemble disponible du pseudo-graphe donné par
(7.55) ; les résultats sont montrés en figure 7.6 (f). Malgré la faible richesse fréquentielle des données,
Iidentification de g reste trés bonne, méme pour les valeurs de x grandes, contrairement au cas de
I’exemple 7.3.1. Ceci s’explique par le fait que les valeurs les plus grandes de z sont atteintes en des
temps longs (voir figure 7.5) et que l'opérateur H (0;) a été tres bien identifié aux basses fréquences.
De ce fait, le pseudo-graphe de g déduit de p* est tres proche du graphe exact, ce qui a permis une
identification de g d’aussi bonne qualité. On note également que la fonction g a été bien identifiée
autour de 0 malgré la singularité du logarithme ; bien que g ne soit pas Lipschitzienne autour de 0,
la propriété (5) du théoreme 142 reste satisfaite autour de ce point.
On obtient ici :

E =3.1414 x 1075, Egup = 1.0115, EY = 0.0376, EJ,, = 619.6384. (7.75)

sup
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FIG. 7.6 — Identification de H(9;) = 07 et g = In avec bruit de mesure (o. = 1071). (a), (b) et (c) :

gain et phase de la réponse impulsionnelle de I'opérateur identifié comparé a I'opérateur théorique
1

H(8:) =02 - (d) : y-symbole identifié u* - (e) : pseudo-graphe de g - (f) : fonction identifiée g*.






Conclusion

De portée générale et dotée d’'un cadre mathématique bien défini, la représentation diffusive
offre des perspectives d’application intéressantes, notamment en modélisation, simulation, identifi-
cation, estimation, controle, etc., comme l'illustrent les divers problemes abordés dans cette these.
Dans certains cas, comme en identification de modeles, 'inversion opératorielle est une opération
algébrique naturelle, qui permet d’exprimer certaines solutions de fagon simple et directe. Le cadre
théorique et les principaux résultats topologiques de cette opération dans ’algebre étendue des -
symboles, étudiés en premiere partie du mémoire, permettent ainsi d’aborder concretement certains
problemes dynamiques ou l'inversion opératorielle s’avere utile. Diverses questions sont encore ou-
vertes, par exemple sur 'efficacité des inversions numériques de y-symboles, notamment en termes
de rapidité de convergence et de cout numérique.

Plusieurs méthodes ont été proposées ou parfois méme seulement évoquées dans la seconde par-
tie de ce mémoire, laissant en suspens de nombreuses questions qui devront faire I'objet d’études
approfondies. La encore, I’étude de convergence des méthodes d’identification proposées et la sensi-
bilité aux incertitudes sur la structure du modele sont des questions importantes, en vue d’établir
les conditions d’applicabilité des méthodes & des données réelles. Du point de vue numérique, il
serait en particulier intéressant d’étudier I'influence de chacun des parametres intervenant dans les
réalisations numériques, et de tester diverses méthodes et variantes en vue d’améliorer la résolution
du probléme de moindres carrés (4.48), parfois numériquement mal conditionné lorsque les modeles
sont singuliers, au sens ou les données mesurées renferment peu d’information sur certains para-
metres a identifier, ce qui arrive fréquemment en pratique. Sont a étudier également les possibilités
d’extension et/ou d’adaptation des méthodes d’identification au cas ou f n’est plus une fonction
mais un opérateur, de type hystérésis par exemple.

Un autre aspect pouvant étre approfondi dans un futur proche est la possibilité de tirer parti
de la différence de nature entre 'opérateur H(9;), qui est dynamique linéaire, et la fonction f, qui
est, au "contraire”, non linéaire mais statique, en vue de la résolution de problemes dynamiques
sur les systemes de Volterra. De cette réflexion est née 'idée de base de la méthode présentée au
chapitre 7, qui permet de découpler I'identification du ~-symbole de H(0;) de celle de f.

Finalement, tout probleme dont la solution fait intervenir & un moment ou un autre un opéra-
teur dynamique susceptible de formulation diffusive, bien d’autres applications que celles évoquées
dans ce mémoire peuvent étre envisagées. En particulier, les problemes relatifs a des modeles de
grande dimension sont naturellement adaptés au cadre diffusif. En effet, 'unification apportée par
la représentation diffusive permet d’une part d’inclure dans un méme cadre algébrico-topologique
les opérateurs rationnels et une vaste classe d’opérateurs non rationnels. Sous approximation, on
dispose alors d’une algebre d’opérateurs concretement réalisables bien adaptée au cas non rationnel
comme au cas rationnel. D’autre part, comme il a été montré au paragraphe 4.2, il est possible
de poser en termes de y-symbole le probleme de réduction de modele, via l'identification (& partir
de données simulées) d’un opérateur H(0;) synthétisant ’ensemble des composantes dynamiques
linéaires d’un systéme dynamique, lesquelles peuvent parfois étre en nombre tres important, notam-
ment lorsque le systeme présente des comportements directement liés a des phénomenes répartis
sous-jacents.

Les perspectives d’application les plus intéressantes se trouvent donc tout naturellement dans
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les problemes relatifs aux systemes de grande dimension présentant des propriétés de dissipation,
d’origine thermique ou autre. On peut mentionner & titre d’exemples envisagés dans un avenir
proche :

. les phénomenes d’hystérésis et/ou de saturation avec mémoire évanescente dans certains
composants du génie électriques par exemple [7], o les discontinuités de la tension d’alimentations
a découpage provoquent d’importants courants de Foucault de nature répartie a l'intérieur des
carcasses métalliques, induisant a leurs tours des phénomenes dynamiques complexes ;

° certains systemes dynamiques de la biologie dont la modélisation nécessite la prise en
compte d’un grand nombre d’équations de bilans biochimiques, avec des parametres la plupart du
temps mal connus ou variables [23, 63]. La possibilité, offerte par la formulation diffusive et la
maitrise de l'inversion y-symbolique, de séparer les parties linéaires dynamiques et non linéaires
statiques, pourrait alors conduire a une méthodologie praticable en vue de 'identification, de la
réduction de modeles ou du controle.
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Annexe A

Notions sur les Opérateurs

A.1 Opérateurs linéaires intégraux

Définition 148 Un opérateur linéaire intégral H est un opérateur qui admet une formulation de
la forme :

(Hu)(t) —/Rh(t, s)u(s)ds, (A1)

la fonction h étant appelée noyau de ['opérateur H.

Définition 149 Un opérateur linéaire intégral H est dit convolutif ou de convolution si son noyau

h est de la forme :
h(t,s) = h(t — s). (A.2)

On a alors :

(Hu)(t) = [ h(t — s)u(s)ds = [ h(s)u(t — s)ds = (h*u)(t). (A.3)
R R

La fonction h(s) = h(t,t — s) est appelée réponse impulsionnelle de l'opérateur de convolution
‘H ; c’est la fonction obtenue par application de I'opérateur a une masse de Dirac :

h(t) = (HO)(t) = (h*0) (t). (A.4)

Par extension, la réponse impulsionnelle d’un opérateur intégral général (i.e. non forcément
convolutif) est la fonction h définie par :

h(t,s) =h(t,t — s) (A.5)

On a donc la formulation équivalente :
(Hu)(t) = / h(t,t — s)u(s)ds = (h(t,.) * u)(t). (A.6)
R

L’appellation "réponse impulsionnelle” pour le fonction h(t,s) = h(t,t — s) est donc abusive
puisque 'on a :

(HO)(t) = /R h(t,t — $)5(s)ds = h(t,1). (A7)

En fait, a ¢ fixé, la fonction h(t,.) : s — h(t,s) est la réponse impulsionnelle de 'opérateur de
convolution H; défini par :

(Hyu)(s) = /Rh(t, s —T)u(r)dr = (h(t,.) *xu)(s). (A.R)

On a donc :

Hu = (Hyu),_, - (A.9)
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Définition 150 Le symbole (ou symbole-Laplace) H d’un opérateur linéaire intégral H est la trans-
formée de Laplace par rapport a la variable s de la réponse impulsionnelle h(t,s) :

H(t,p) = (Lh(t,.))(p) (A.10)
Ona:
(Hu)(t) = (h(t,.) *u)(t) = (E_l [H(t,.)Lu]) (t), (A.11)
et l'on note :
(Hu)(t) = (H(t,01)u) (t) ou simplement Hu = H(t, 0)u. (A.12)

Par ailleurs, le théoreme des noyaux de Schwartz [58] permet de donner un sens aux opérateurs
intégraux a noyau de type distribution. En ce sens général, les opérateurs de dérivation ou plus
généralement les opérateurs dont le symbole H(t,p) n’est pas décroissant a I'infini peuvent encore
s’écrire sous la forme (A.1).

Exemple 151 » H = Zd, de symbole Id(p) =1 et de réponse impulsionnelle &, s’écrit :

:/5(75_5 ds_/a u(t — s)ds = ult). (A.13)

» H = 04, de symbole H(p) = p et de réponse impulsionnelle &', s’écrit :

/6’t—s /5 6ut—sds_/5 '"(t — s)ds = u/(t). (A.14)

» H = a(t)dy, de symbole H(p) = a(t)p et de réponse impulsionnelle &', s’écrit :
(Hu) (t) = /a(t)(s/(t — s)u(s)ds = a(t)u'(t). (A.15)

A.2 Notions générales

Opérateurs t-locaux

Définition 152 Un opérateur K sur un espace € de fonctions continues définies sur un ouvert
I C Ry est dit t-local (ou simplement local lorsqu’aucune ambiguité n’est a craindre) lorsque pour
tout t € I et toutes f,g € €, si f et g coincident sur un voisinage de t, alors (K(f))(t) = (K(g))(t).

» Les opérateurs différentiels (a coefficients constants ou non) sont des opérateurs locaux.

» Un opérateur K qui vérifie (IC(f))(t) = K (t, f(t)) Vt € E, est dit statique; il est évidemment
local.

» La composition de deux opérateurs locaux est un opérateur local.

» Un opérateur sur un espace de distributions est dit local lorsque sa restriction a un sous
espace de fonctions continues l’est.

Opérateurs causaux (resp. anticausaux)

Définition 153 Un opérateur K agissant sur un espace vectoriel de fonctions (ou de distributions)
de la variable t € R et a valeurs dans un espace vectoriel est dit causal (resp. anticausal) lorsque :

Yu,v € dom(K), Vt € R,
supp(u — v) C [t, +00[= supp [K(u) — K(v))] C [t, +o0[
(resp. supp(u —v) C] — o00,t] = supp [K(u) — K(v))] C] — o0,1]),

ou supp f désigne le support de f, i.e le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel la fonction
(ou distribution) f est identiquement nulle.
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» Les opérateurs a la fois causaux et anticausaux sont les opérateurs locaux.
» Un opérateur linéaire intégral H de réponse impulsionnelle h(¢, s) est causal (resp. anticausal)
si et seulement si

supph C {(t,s) € R?; 5 >0} (resp. supph C {(t,s) € R? s < 0}). (A.16)

On a alors :

(Hu)(t) = / h(t, s)u(s) = /000 h(t, s)u(t — s)ds, (A.17)

—0o0

et, si suppu C RT,

(Hu)(t) = /0 h(t,s)u(t — s)ds = /0 h(t,t — s)u(s)ds. (A.18)

Lorsque h(t,.) € L}OC(R), les opérateurs linéaires intégraux peuvent donc étre décomposés de

maniere unique en la somme de deux opérateurs respectivement causal et anticausal :

= [ bt s uls)ds = [ hitt = 9)1e, (=5 uls) ds+ [ bt = )1z (=) u(<A>f9)

Lorsque h(t,.) est une distribution, cette décomposition n’est plus unique lorsque h(t,.) est
singuliére en 0 (présence d’une composante a la fois causale et anticausale).






Annexe B

Expression analytique des coefficients
K7l en inversion y-symbolique
numérique

Dans le paragraphe (3.4.2) plusieurs méthodes de résolution du probléme d’inversion numérique
scalaire ont été présentées. La méthode 3 nécessite, avant d’étre mise en oeuvre, le calcul préliminaire
des termes :

K =< ¢ (€), < 8¢ (), k(&,m) >p>e, (B.1)
pour (q,7, k, 1) € ({1,2}%x {0..n}2)U({m} x {1,2} x {s} x {0..n}). Dans la suite, la fonction notée k
(resp. f) sera celle définie par (3.71) (resp. par (3.72)). On rappelle également que l'indice s € [0, n]
est tel que &, = 0.
Les calculs sont essentiellement basés sur le fait que 5gk est le y-symbole de 'opérateur (9,— (&) ¢
et que par conséquent, d’apres (3.70), on a :

w2
Kkt — / _71_ dw. (B.2)
wr (iw—7(§))" (lw = (&)
On peut également utiliser le fait que :
1
02 L ———5 . B.3
S A(&y) (B3)
Apres calculs, on montre les résultats suivants :
» soit (k1) € {0.n}? :
e sig=r=1ona:
~ (e +7@) &) £ ]
. =" si y(&) # (&
K = k(&,6,) = 7(£/i) +7(&) . : (B.4)

e T rnig) T =)

esig=r=2ona:

= si (&) # (&),

o S 11 1
KT = s1(f(&) + f(&)) + 52 ((,UQ +iv(€r) w1 +iv(€) " wo —iv(§) w1 — i’y(fﬂ)
(B.5)
ou :
s1 = —2 et s9 = ! (B.6)

(v(&) +(&x))? (v(&) + (&)
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— et si (&) = —7(8),

Kq’““l:1< ! — ! ) B.7
EA N R ORI (1)
esig=letr=2ona:

= st (&) # —v(&),

Fakrl — 1 B 1 ( 1 B 1 ) ’
I I A T FSTro | Py m—W@% |
B.8
= et si (&) = —v(&);
qkrl _ l 1 _ 1
" 2 <(iw2 —7(k))? (w1 — 7(§k))2) ’ (B.9)
esig=2etr=1ona:
= st (&) # —v(&)
gkrl _ 1 TieN) 1 1 _ 1
. (Y(&) +7(&x))? &)= Je) (&) + (&) (“’2 Thl) et W(&E%B)l’o)
— et si (&) = —7(&),
qkrl _ 1 -1 1
. 2<mu—w@»f*mn—wg»9’ (B.1)
» soit [ € {0.n},g=met k=s:
esir=1ona:
~ si1(0) £ (&) :
m—2 . .
qgkrl __ u u (1w2 - ’Y(O))qim+1 - (lwl — ’Y(O)>qim+1
KT = um—1(f(0) + f(&) + 2 < D ) (B.12)
avec o (_1)1+q Yo — O 1 513
T O gy T (B13)
— et si y(0) = —7(§)
qkrl __ i -1 1
K= G G (B.14)

esir=2ona:

= siy(0) # (&) :

m—2 . g—m+1 _ (4 — q—m
qu?’l — Um—l(f(0)+f(€l))+ Vg ((10)2—’7(0)) 1 ( 1 ’7(0)) +1>

= i(g—m+1)
Y ( 11 )
- w2 — i@ w1 — i@ ’
vog = ! et vy = (g + 1&)(1 Vg =0..m—1, (B.15)
(= (&) —~(0))™ (7(0) +~(&))**e

ot 1 ) 1
K m+1 ((iw2 —y(0))m 1t (iwy — ’y(O))mH) ' (B.16)
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