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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛❞r❡ss❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡
t❤ès❡ ❆❧❛✐♥ ❑r❛✉s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❝♦♥✲
s❛❝ré❡s✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❛♣♣ré❝✐❡r s❛ ❞r♦✐t✉r❡✱ s♦♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❛❧✐s♠❡ ❡t s❛ ❣é♥ér♦s✐té✳ ■❧
❛ s✉ ♠✬❡♥❝❛❞r❡r ❞❡ très ♣rès t♦✉t ❡♥ ♠❡ ❧❛✐ss❛♥t ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞✬❛❜♦r❞❡r ♣❛r ♠♦✐✲
♠ê♠❡ ❞✬❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❙♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐s ♠❡
❞é❝♦✉r❛❣❡r ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ♠❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡s
② ❛✉r❛✐❡♥t ✐♥❝✐té✳

❏❡ s✉✐s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❤♦♥♦ré q✉❡ ▼✐❝❤❛❡❧ ❇❡♥♥❡tt ❡t P✐❡rr❡ P❛r❡♥t ❛✐❡♥t
❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ ❝♦♥♥❛✐s ❡t ❥✬❛❞♠✐r❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❡t ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡✱ ❧♦rs ❞❡ ♠❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r
P✐❡rr❡ P❛r❡♥t à ❇♦r❞❡❛✉①✳

❏✬❛♣♣ré❝✐❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡ ❏♦❤♥ ❇♦①❛❧❧ ♠✬❛ té♠♦✐❣♥é❡ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ♣❛r✲
t✐❝✐♣❡r à ♠♦♥ ❥✉r② ❡t ❡♥ ♠✬✐♥✈✐t❛♥t à ✈❡♥✐r ❢❛✐r❡ ✉♥ ❡①♣♦sé à ❈❛❡♥✳ ❏❡ ❝♦♥♥❛✐s
❨❛♥♥ ❇✉❣❡❛✉❞ ❞❡♣✉✐s ♠❡s ❛♥♥é❡s str❛s❜♦✉r❣❡♦✐s❡s ❡t ❧✬❛✐ ♣❛r❢♦✐s s♦❧❧✐❝✐té ❞❡♣✉✐s
♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs ré♣♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❝é❧ér✐té ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥✳
❙❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❡t ❞✬♦r❛t❡✉r s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❏❡ s✉✐s très ❤❡✉r❡✉①
q✉❡ ❧✬✉♥ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❢❛ss❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳

❉✉r❛♥t ♠❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ ❝ôt♦②é ♣r❡sq✉❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ❉❛♥✐❡❧
❇❡rtr❛♥❞ ❡t ❏♦s❡♣❤ ❖❡st❡r❧é✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❡t ✉♥ ❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧s ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à
♠♦♥ ❥✉r②✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧✬■▼❏ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ ♣r✐s ♣❧❛✐s✐r à tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❇❡r♥❛r❞✐ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❛r✐✱ P✐❡rr❡ ❈❤❛r♦❧❧♦✐s
♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ ♣♦rté ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡t ▼❛r❝ ❍✐♥❞r② ❞♦♥t
❥✬❛✐ s♦✉✈❡♥t s♦❧❧✐❝✐té ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❢♦♦t❜❛❧❧✐st✐q✉❡s ✦

❙✐ ❥✬❛✐ ♣✉ ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❣râ❝❡ ❛✉ s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ▼❛r❝❡❧❧✐♥❡ Pr♦s♣❡r✲❈♦❥❛♥❞❡ ♣♦✉r s❛
❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t s♦♥ ❞é✈♦✉❡♠❡♥t ❡t ●✐❧❧❡s ●♦❞❡❢r♦② ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs
♣♦rté ❛✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ❥❛♠❛✐s ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r s❛♥s ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠❛t❤é✲
♠❛t✐❝✐❡♥s✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❍❡♥r✐ ❉❛r♠♦♥ ❡t ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❙❡rr❡ ♦♥t ❡✉ ❧❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡
❞❡ r❡❧✐r❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡✉rs ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s
q✉❡ ♣ré❝✐❡✉①✳

❉✉r❛♥t q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s✱ ❥✬❛✐ s✉✐✈✐ ❧❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❉♦♥ ❩❛❣✐❡r ❛✉ ❈♦❧❧è❣❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡✳
❏✬② ❛✐ ❛♣♣r✐s ❛✉t❛♥t s✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉❡ s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬❡♥ ❢❛✐r❡✳ ■❧ ❛ ❡✉ ❧❛
❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❞❡ ❧✐r❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❙❡s
♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♠❛rq✉❡s ♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❢♦♥❞ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❢♦r♠❡✳

✺



✻

❏❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐s ▲✉✐s ❉✐❡✉❧❡❢❛✐t ♣❛r s❡s tr❛✈❛✉① ❧♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❛✈❡❝ ❧✉✐✳ ❏✬❛✐ été ❢r❛♣♣é ♣❛r s♦♥ ❤✉♠✐❧✐té ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✉r♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ♠✬❛ ❞❡ ♣❧✉s ♦✛❡rt ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣♦s❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♠❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ✉♥ sé♠✐♥❛✐r❡✳ ❉❡♣✉✐s
❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ✐♥st✐t✉ts ✿ ♠❡r❝✐ à ➱r✐❝ ●❛✉❞r♦♥✱ P✐❡t❡r
▼♦r❡❡✱ ▼❛r✉s✐❛ ❘❡❜♦❧❧❡❞♦✱ ●❛ë❧ ❘é♠♦♥❞ ❡t ❉❛✈✐❞ ❱❛✉❝❧❛✐r ♣♦✉r ❧❡s ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s✳

●râ❝❡ ❛✉ s♦✉t✐❡♥ ✜♥❛♥❝✐❡r ❞❡ ❧✬■▼❏✱ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t
❞✉ rés❡❛✉ ❡✉r♦♣é❡♥ ●❚❊▼✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① sé❥♦✉rs ❡t ♣❛rt✐❝✐♣❡r
à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ♦♥t été ❛✉t❛♥t ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t
♣❡rs♦♥♥❡❧s✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❍■▼ ❞❡ ❇♦♥♥ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ❞❡s ♠♦✐s
❞❡ ♠❛rs ❡t ❛✈r✐❧ ✷✵✵✾✳

▼❡r❝✐ à t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❣ré ♦✉ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r
❛✉ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡s ➱t✉❞✐❛♥ts ❡♥ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡s ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛✐s✳

❯♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡
s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡✉① ❞✉ ✼❇✵✹✮ ❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❡st s✐ ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❥❡ ♥❡
♣♦✉rr❛✐s ♣❛s ❧❡s ❝✐t❡r t♦✉s s❛♥s ❡♥ ♦✉❜❧✐❡r ❡t ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é r❡♣❛s q✉❛s✐✲
q✉♦t✐❞✐❡♥s✱ sé♠✐♥❛✐r❡s ✭s❡❝r❡ts ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❝❛❢és✱ t❤és✱ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❢♦♦t✱ ♣✐q✉❡✲♥✐q✉❡s✱
s♦✐ré❡s✱ ✈❛❝❛♥❝❡s. . . ❡t q✉✐ ♥❡ ♠❛♥q✉❡r♦♥t ♣❛s ❞❡ ✈❡♥✐r ♠✬❛✐❞❡r à ❞é♠é♥❛❣❡r ✦

▼❡r❝✐ à ♠❡s ✜❞è❧❡s s♦✉t✐❡♥s str❛s❜♦✉r❣❡♦✐s✱ ➱t✐❡♥♥❡ ❡t ❖❧✐✈✐❡r✱ ❡t ✈✐s✐t❡✉rs
à ❝❤❡✈❛❧❡r❡t✱ ●✐❧❧❡s ❡t ▼❛♥✉✳

▼❡r❝✐ à ♠❛ ✭❜❡❧❧❡✲✮❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❡t ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♣♦r✲
t❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s✳

➚ P❡rr✐♥❡ ❡♥✜♥✱ ❡t à ♥♦tr❡ ➱t✐❡♥♥❡ q✉✐ ❢êt❡r❛ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦✐s ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛
s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ♣❛♣❛✱ ♠❛✐s q✉✐ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ✉♥ ❡t ✉♥ ❢♦♥t tr♦✐s ✦



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡✉①
❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ q✉❡❧q✉❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✔✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✳

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❊❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ♣♦rt❛♥t ❝❤❛❝✉♥ s✉r ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✵✳✶ ❙♦✐❡♥t F ∈ Z [X, Y ] ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré
≥ 3 ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Cd,F > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ d
❡t F t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r > Cd,F ❡t (a, b, c) ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs
♥♦♥ ♥✉❧s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ✈ér✐✜❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té

F (a, b) = dcp,

❛❧♦rs ♦♥ ❛ c = ±1✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ tr✐♣❧❡t (a, b, c) ❞✬❡♥t✐❡rs ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

F (x, y) = dzp ✭✶✮

s✐ F (a, b) = dcp✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣r♦♣r❡ s✐ a✱ b ❡t c s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❛♥s ❧❡✉r
❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✐ abc 6= 0✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù

F (X, Y ) = X5 + Y 5.

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù F ❡st ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❝✉❜✐q✉❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r d ≥ 1 ❧✐❜r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡s ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r p✱ ♦♥ ♥♦t❡ Sp(d) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

F (X, Y ) = X5 + Y 5.

✼



✽

➚ t♦✉t é❧é♠❡♥t (a, b, c) ∈ Sp(d)✱ ❉❛r♠♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E(a, b)
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y2 = x3 − 5(a2 + b2)x2 + 5

(
a5 + b5

a + b

)
x.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E(a, b) ❞é♠♦♥tré❡s ♣❛r
❲✐❧❡s ✭❬❲✐❧✾✺❪✮ ❡t ❇r❡✉✐❧✱ ❈♦♥r❛❞✱ ❉✐❛♠♦♥❞ ❡t ❚❛②❧♦r ✭❬❇❈❉❚✵✶❪✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱
♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r d✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Sp(d) ❧♦rsq✉❡
p ✈❛r✐❡✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❛✉ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉str❛❧✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②
❡♥ 2007 ✭❬❇✐❧✵✼❪✮✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ▲✉✐s ❉✐❡✉❧❡❢❛✐t ❡t ♠♦✐✲♠ê♠❡ ❛✈♦♥s ❛♠é❧✐♦ré ❝❡s
rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ à ♣❛r❛îtr❡ à ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ✭❬❇❉✵✽❪✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✵✳✶ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ❞❡ ▼❛ss❡r ❡t
❖❡st❡r❧é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù F ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 3✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t✶ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ G(X, Y, Z)
❞❡ ❞❡❣ré 3 ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z t❡❧ q✉❡

discZG(X, Y, Z) = disc(f) · F (X, Y )2,

♦ù discZ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z ❡t disc(f) ❧❡ ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ f(X) = F (X, 1)✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❋r❡② ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✉❜✐q✉❡

F (X, Y ) = XY (X + Y )

❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❡r♠❛t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❛r♠♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡

F (X, Y ) = X3 + Y 3.

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ (a, b, c) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ ❝❡tt❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = G(a, b, x)

q✉✐ ❛ ❧❡s ✓ ❜♦♥♥❡s ✔ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 3✱ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✵✳✶ à ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡② ❡t ▼❛③✉r s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞r❡
♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r d✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

F (X, Y ) = X3 + X2Y + XY 2 + Y 3.

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❇✐❧✵✽❛❪ ❛✉ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ❡♥ ♠❛✐ 2008✳

✶❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❉♦♥ ❩❛❣✐❡r ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✐❣♥❛❧é ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t✳



✾

❙❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡

❊❧❧❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❡t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉①
❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s s✉r
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ Q2✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙♦✐❡♥t K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Q2 ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✜①é❡
Q2 ❞❡ Q2 ❡t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❛②❛♥t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ s✉r K ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❡st ❡♥t✐❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs
✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ Knr ❞❡ K ❞❛♥s Q2 ♦ù E
❛❝q✉✐❡rt ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Φ = ●❛❧(L/Knr) ❡st s♦✐t ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡
2✱ 3✱ 4 ♦✉ 6✱ s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ 8 ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✐❡♥✱ s♦✐t ❞✬♦r❞r❡
24 ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❙▲2(F3)✳ ❙❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ♥✬❛ été ♠❡♥é❡ q✉❡ ❞❛♥s
❞❡✉① ❝❛s ✿ ♣❛r ❆✳ ❑r❛✉s ♣♦✉r K = Q2 ✭❬❑r❛✾✵❪✮ ❡t ♣❛r ➱✳ ❈❛❧✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s K/Q2 ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ✭❬❈❛❧✵✹❪✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét❛❜❧✐r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
j ♠♦❞✉❧♦ 12 ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φ✱ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K/Q2✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s r❡st❛♥ts✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ j ♠♦❞✉❧♦ 12 ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φ✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s r❛♠✐✜é❡s ❞❡ Q2✱ ♦♥
❞ét❡r♠✐♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E✳ ❈♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧✐ ❡t ❑r❛✉s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
rés✉❧t❛t ❛❝❤è✈❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Q2 ❞❡ ❞❡✲
❣ré ≤ 2✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été s♦✉♠✐s ❡♥ ❥✉✐♥ 2008 à ❧❛ r❡✈✉❡❉✐ss❡rt❛t✐♦♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ Q ❞❡ Q

❞❛♥s C ❡t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p
❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (E,K) s✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

ρp : Gal(Q/K) −→ Aut(E[p])

❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Gal(Q/K) s✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ E[p] ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥
❞❡ E ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (E,K)✳ ■❧ ❡st
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ s✐ E ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✉r Q✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ✜♥✐✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✶✳ ▲❡ ❝♦r♣s K ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ét❛♥t ❞♦♥♥és✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❞é❝✐❞❡r ❡♥ t♦✉t❡
❣é♥ér❛❧✐té s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡st ✜♥✐ ❡t s✐ t❡❧ ❡st
❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❄



✶✵

❈♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ❝❡ s✉❥❡t✱ ♦♥
❞é♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r s✉r Q✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡st ✜♥✐ ❡t
q✉✬✐❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞✬❡♥t✐❡rs ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ (E,K)✮✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ E
❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r K✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
α(E , K) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E ✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ρp s♦✐t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞ès q✉❡ p > α(E , K) ❄

▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐✈❡✳ ➚
❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s
❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs é♥♦♥❝és ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷ ♣♦✉r ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s E ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛②❛♥t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ ✉♥❡
♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❡t ✉♥ ✓ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ✔ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❧❡s (E,K)✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ K
❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Q✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡s ✶✸

✶ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❡r♠❛t ❞❡ t②♣❡ (5, 5, p) ✶✺
✶✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✸ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✶✳✻ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✱ 600 ❡t 1200 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷ ❋♦r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 3 ✹✼
✷✳✶ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✷✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡s ❡♥ ❞❡❣ré ≥ 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✷✳✹ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✷✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

■■ ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✼✺

✸ ❉é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ✼✼
✸✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✸✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✸✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✹ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✸✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉① ❞❡ P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✸✳✻ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ Q2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✹ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✶✸✼
✹✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✹✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✹✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾
✹✳✺ ❇♦r♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
✹✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✶✶





Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡s

✶✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❡r♠❛t ❞❡ t②♣❡
(5, 5, p)

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r♦❞✉✐t s❛♥s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇✐❧✵✼❪ ♣❛r✉ ❛✉ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢
t❤❡ ❆✉str❛❧✐❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
été ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❛r ▲✉✐s ❱✳ ❉✐❡✉❧❡❢❛✐t ❡t ♠♦✐✲♠ê♠❡ ❡t s♦♥t à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ✭❬❇❉✵✽❪✮✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦✐❡♥t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ s❛♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡s ❡t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r
≥ 7✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x5 + y5 = dzp. ✭✶✳✶✮

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❍✳ ❉❛r♠♦♥ ❡t ❆✳ ●r❛♥✈✐❧❧❡ ✭❬❉●✾✺❪✮✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥
tr✐♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs (a, b, c) ∈ Z3 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ s✐ ❧✬♦♥ ❛ a5 +
b5 = dcp✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣r♦♣r❡ s✐ a✱ b ❡t c s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ s✐ abc ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳

◆♦t♦♥s Sp(d) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✶✳✶✮✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(d)✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣✉✐ss❛♥❝❡s
❝✐♥q✉✐è♠❡s ❞✬❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(d)✱ q✉✐
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ d✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ p > c(d)✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ♥✬❛❞♠❡t
❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✳ ❋r❡②✱ ❑✳ ❆✳ ❘✐❜❡t✱ ❏✳✲P✳ ❙❡rr❡ ❡t ❆✳ ❲✐❧❡s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❝❢✳ ❬❋r❡✽✻❪✱
❬❘✐❜✾✵❪✱ ❬❙❡r✽✼❪ ❡t ❬❲✐❧✾✺❪✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ à ❝❡
s✉❥❡t ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s
❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ à ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✶✺



✶✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

❡st ❞û❡ à ❍✳ ❉❛r♠♦♥ ✭❬❉❛r✾✼❪✮✱ ❞✐t❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ♦✉ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❍❡❧❧❡❣♦✉❛r❝❤✲
❋r❡② ❡t ❞♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❛♥s s❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❡st ❧✐é❡
à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝✐s✱ q✉✐ ✓ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✔ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥❢r♦♥té
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t à
✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ♣❡r♠❡t ♣❛r❢♦✐s ❞✬② ♣❛r✈❡♥✐r✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t ✜❣✉r❛♥t ❞❛♥s ❬❑r❛✵✷❪ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡✱ p ét❛♥t ❞♦♥♥é✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs d s❛♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡s ❡t s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs
❝♦♥❣r✉s à 1 ♠♦❞✉❧♦ 5✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Sp(d) s♦✐t ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❡st ✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱
♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Sp(d) ❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r
p ≥ 7✱ ♦✉ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ p✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♦ù d ❡st ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ 2α · 3β · 5γ ❛✈❡❝ 0 ≤ α, β, γ ≤ 4✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❝r✐tèr❡✱ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❆✳ ❑r❛✉s ❝♦♥✲
❝❡r♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x3 + y3 = zp ✭❝❢✳ ❬❑r❛✾✽❪✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ Sp(3) ❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ✜①é✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ✭♥♦t❛♠♠❡♥t p = 7✮✳ ❖♥ ❧❡ ✈ér✐✜❡
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r✐✴❣♣ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs p ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 7 ❡t 106✳

✶✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s rés✉❧t❛ts

❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞é❝r✐ts ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs
d ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

d = 2α · 3β · 5γ , ❛✈❡❝ 0 ≤ α, β, γ ≤ 4.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù d = 1✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷ ❙♦✐t (a, b, c) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sp(1)✳ ❆❧♦rs c ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ p✲✐è♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♣❛✐r ♥♦♥ ♥✉❧ ♥❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳

P♦✉r q✉✐♥③❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ d s✉r ❧❡s ❝❡♥t ✈✐♥❣t✲❝✐♥q ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣❛r ❧❛
♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡
❝♦♠♣❧èt❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Sp(d) ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

d = 2α · 5γ ❛✈❡❝ α ∈
{
2, 3, 4

}
❡t 0 ≤ γ ≤ 4.

❆❧♦rs✱ Sp(d) ❡st ✈✐❞❡✳

P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ d✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ ❞é♠♦♥✲
tr❛♥t q✉❡ Sp(d) ❡st ✈✐❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p
❞❡ ❞❡♥s✐té > 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❍❑✵✷❪✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t à ❝❡ s✉❥❡t ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ P♦s♦♥s d = 2α · 3β · 5γ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s
❝❛s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
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✶✳ (α, β, γ) ∈
{
(3, 1,≥ 1), (3, 4,≥ 1), (4, 2,≥ 1)

}
❡t p ≡ 5 ♦✉ 7 (mod 12) ❀

✷✳ (α, β, γ) ∈
{
(3, 2,≥ 1), (4, 1,≥ 1), (4, 4,≥ 1)

}
❡t p ≡ 7, 11, 13 ♦✉ 17

(mod 24) ❀

✸✳ (α, β, γ) ∈
{
(3, 1, 0), (3, 4, 0), (4, 2, 0), (4, 3, 0)

}
❡t p ≡ 5 ♦✉ 19 (mod 24) ❀

✹✳ (α, β, γ) = (4, 3,≥ 1) ❡t p ≡ 3 ♦✉ 5 (mod 8)✳

❆❧♦rs✱ Sp(d) ❡st ✈✐❞❡✳

➱♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 3✳ P♦✉r
t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 7✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t s♦✉✈❡♥t ❞❡
♣r♦✉✈❡r q✉❡ Sp(3) ❡st ✈✐❞❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r q ❝♦♥❣r✉
à 1 ♠♦❞✉❧♦ p✳ P♦s♦♥s q = np + 1✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ µn(Fq) ❞❡s r❛❝✐♥❡s n✲✐è♠❡s ❞❡
❧✬✉♥✐té ❞❡ Fq ❡st ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s A(n, q) ❡t B(n, q)
❞❡ µn(Fq) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✳ ❙♦✐t Ã(n, q) ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ µn(Fq) ❢♦r♠é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ζ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✿

405 + 62500ζ ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Fq.

➚ ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ζ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r δ1,ζ ≥ 0 t❡❧ q✉❡

δ2
1,ζ (mod q) = 405 + 62500ζ.

❖♥ ❞é✜♥✐t A(n, q) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Ã(n, q) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ζ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡s ❡♥t✐❡rs

−225 + 10δ1,ζ ❡t − 225 − 10δ1,ζ

❡st ✉♥ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ q✳ ➚ t♦✉t é❧é♠❡♥t ζ ∈ A(n, q)✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs ❧❛
❝✉❜✐q✉❡ s✉r Fq s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F1,ζ : y2 = x3 +
δ1,ζ

25
x2 + 25ζx. ✭✶✳✷✮

❙♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✈❛✉t 6480ζ2 = 24 ·34 ·5ζ2✱ q✉✐ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❝❛r ♦♥ ❛ q ≥ 7✳
P❛r s✉✐t❡✱ F1,ζ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Fq✳ ❖♥ ♥♦t❡ n1,q(ζ) ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r Fq ❞❡ F1,ζ ❡t ❧✬♦♥ ♣♦s❡

aq(ζ) = q + 1 − n1,q(ζ). ✭✶✳✸✮

✷✳ ❙♦✐t B̃(n, q) ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ µn(Fq) ❢♦r♠é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ζ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✿

405 + 20ζ ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Fq.

➚ ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t ζ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r δ2,ζ ≥ 0 t❡❧ q✉❡

δ2
2,ζ (mod q) = 405 + 20ζ.

❖♥ ❞é✜♥✐t B(n, q) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ B̃(n, q) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ζ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡s ❡♥t✐❡rs

−225 + 10δ2,ζ ❡t − 225 − 10δ2,ζ
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❡st ✉♥ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ q✳ ➚ t♦✉t é❧é♠❡♥t ζ ∈ B(n, q)✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs ❧❛
❝✉❜✐q✉❡ s✉r Fq s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F2,ζ : y2 = x3 + δ2,ζx
2 + 5ζx. ✭✶✳✹✮

❙♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t 24 · 34 · 53ζ2 ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❝❛r ♦♥ ❛ q ≥ 7✳ P❛r s✉✐t❡✱ F2,ζ

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Fq✳ ❖♥ ♥♦t❡ n2,q(ζ) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r Fq ❞❡ F2,ζ ❡t ❧✬♦♥ ♣♦s❡

bq(ζ) = q + 1 − n2,q(ζ). ✭✶✳✺✮

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ét❛♥t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪ ✭à ❝❡❝✐ ♣rès
q✉❡ ❧❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ✐❝✐ ♣❛r ❞❡s ❧❡ttr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s✮✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

E1 = {150C1, 600A1, 600F1, 1200J1};
E2 = {150A1, 600C1, 1200N1}.

❙✐ F ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2 ❡t s✐ ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r ≥ 7✱ ❛❧♦rs F ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ℓ✳ ❖♥ ♣♦s❡

aℓ(F ) = ℓ + 1 − |F̃ (Fℓ)|,

♦ù |F̃ (Fℓ)| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ F̃ s✉r Fℓ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡
F ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ℓ✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ F ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 2
t❡❧ q✉❡ ✿

✭❛✮ ❧✬❡♥t✐❡r q = np + 1 ❡st ♣r❡♠✐❡r✳

✭❜✮ ❖♥ ❛ aq(F )2 6≡ 4 (mod p)✳

✭❝✮ P♦✉r t♦✉t ζ ❞❛♥s A(n, q)✱ ♦♥ ❛

aq(ζ)2 6≡ aq(F )2 (mod p).

✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ F ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 2
t❡❧ q✉❡ ✿

✭❛✮ ❧✬❡♥t✐❡r q = np + 1 ❡st ♣r❡♠✐❡r✳

✭❜✮ ❖♥ ❛ aq(F )2 6≡ 4 (mod p)✳

✭❝✮ P♦✉r t♦✉t ζ ❞❛♥s B(n, q)✱ ♦♥ ❛

bq(ζ)2 6≡ aq(F )2 (mod p).

❆❧♦rs✱ Sp(3) ❡st ✈✐❞❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ▲✳ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù
p = 5 ✭❬❉✐r✷✽❪✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ 5 ≤ p ≤ 106✱ ❛❧♦rs Sp(3) ❡st ✈✐❞❡✳
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▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ 106✳ ❆✐♥s✐ Sp(3) ❡st ✈✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ p = 15485863 q✉✐ ❡st ❧❡ ♠✐❧✲
❧✐♦♥✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✿ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ n = 10 s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ✭♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ Sp(3)
❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r p = 1000000007✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ n = 44✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥t✐❡rs n s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 11 ❡t 150✱
❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧❡s
✓ ❣r❛♥❞s ✔ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳

✶✳✷ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t (a, b, c) ❞❡ Sp(d)✳ ➚ ✉♥ t❡❧ tr✐♣❧❡t ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss E ❞é✜♥✐❡ s✉r Q ✿

y2 = x3 − 5(a2 + b2)x2 + 5

(
a5 + b5

a + b

)
x. ✭✶✳✻✮

❙❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts st❛♥❞❛r❞ ✭c4, c6,∆✮ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❝❢✳ ❬❚❛t✼✺❪✮ ✿





c4 = 24 · 5
(
5(a2 + b2)2 − 3a5+b5

a+b

)
= 24 · 5(2a4 + 3ba3 + 7a2b2 + 3ab3 + 2b4),

c6 = 25 · 52(a2 + b2)
(
2 · 5(a2 + b2)2 − 32 a5+b5

a+b

)

= 25 · 52(a6 + 9a5b + 12a4b2 + 18a3b3 + 12a2b4 + 9ab5 + b6),

∆ = 24 · 53(a + b)2(a5 + b5)2.

P✉✐sq✉❡ (a, b, c) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Sp(d)✱ E ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳

✶✳ ❖♥ ♣♦s❡
r =

∏

ℓ|cd,ℓ6=2,5

ℓ,

♦ù ℓ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ cd ❛✉tr❡s q✉❡ 2 ❡t 5✳

✷✳ ❙✐ ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♥♦t❡ vℓ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡ ❞❡ Q✳

✸✳ ❖♥ ♣♦s❡

φ(a, b) =
a5 + b5

a + b
= a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4. ✭✶✳✼✮

✹✳ ❖♥ ♥♦t❡ ∆m ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ E✳

❘❡♠❛rq✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳

✶✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs a✱ b ❡t c s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡✉① à ❞❡✉① ✿ ❝❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞✉
❢❛✐t q✉❡ a✱ b ❡t c s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❛♥s ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t q✉❡ d ❡st
s❛♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❝✐♥q✉✐è♠❡s✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ✐♠♣❛✐r✳ ❙✐ a ♦✉ b ❡st ♣❛✐r ✭♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ❞❡✉①✮✱ ❛❧♦rs c ❡st
✐♠♣❛✐r✳ ❙✐ a ❡t b s♦♥t ✐♠♣❛✐rs✱ ❛❧♦rs c ❡st ♣❛✐r✳

✸✳ ❙✐ d ❡st ♣❛✐r✱ ❛❧♦rs ab ❡st ✐♠♣❛✐r✳
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✹✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❞❡✉① r❡♠❛rq✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❢❡r❛ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✭❛✮ d ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ac ❡st ♣❛✐r ✿ s✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs ab ❡st ♣❛✐r ❡t ❧✬♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝✬❡st a q✉✐ ❡st ♣❛✐r✳

✭❜✮ d ❡st ♣❛✐r ❡t ab ✐♠♣❛✐r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ 2✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❡♥ 2✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❛ ∆m = ∆✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❧❡s ❡♥t✐❡rs d ❡t a s♦♥t ✐♠♣❛✐rs ✭❡t c ❡st ♣❛✐r✮ ❀

✷✳ ❧❡s ❡♥t✐❡rs d ❡t c s♦♥t ♣❛✐rs ❀

✸✳ ❧✬❡♥t✐❡r c ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(d) = 2✱ 3 ♦✉ 4✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∆m =
∆

212
.

❙♦✐t NE ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ E✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ✐♠♣❛✐r✳ ❖♥ ❛ ✿

✶✳ NE = 24 · 52r s✐ v2(a) = 1 ❀

✷✳ NE = 23 · 52r s✐ v2(a) ≥ 2 ❀

✸✳ NE = 2 · 52r s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✾ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ♣❛✐r✳

✶✳ ❙✐ c ❡st ♣❛✐r✱ ♦♥ ❛ NE = 2 · 52r✳

✷✳ ❙✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs ✿

✭❛✮ s✐ v2(d) = 2✱ ♦♥ ❛ NE = 52r ❀

✭❜✮ s✐ v2(d) = 3 ♦✉ 4✱ ♦♥ ❛ NE = 2 · 52r ❀

✭❝✮ s✐ v2(d) = 1✱ ♦♥ ❛ NE = 24 · 52r✳

▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ✶✳✷✳✶ à ✶✳✷✳✺✳

✶✳✷✳✶ ▲❡♠♠❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡s tr♦✐s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✵ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t a + b✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

φ(a, b) ≡ 5a2b2 (mod ℓ2). ✭✶✳✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t a + b✱ ♦♥ ❛

a2 + b2 ≡ −2ab (mod ℓ2).

❖r
φ(a, b) = (a2 + b2)2 − ab(a2 + b2 + ab), ✭✶✳✾✮

❞✬♦ù
φ(a, b) ≡ 5a2b2 (mod ℓ2)

❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✵
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▲❡♠♠❡ ✶✳✶✶ ▲❡s ❡♥t✐❡rs a + b ❡t φ(a, b) s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡
5✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ 5 ❞✐✈✐s❡ a+b✱ ❛❧♦rs v5(φ(a, b)) = 1 ❡t v5(a+b) = v5(d)+pv5(c)−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t a + b ❡t φ(a, b)✳ ❙✐ ℓ 6= 5✱ ♦♥
❛ 5a2b2 6≡ 0 (mod ℓ) ❝❛r ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ab✳ ❉♦♥❝ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s φ(a, b) ✭❧❡♠♠❡
✶✳✶✵✮✳ ❙✐ ℓ = 5✱ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✽✮ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ v5(φ(a, b)) = 1✳ ▲✬é❣❛❧✐té
(a + b)φ(a, b) = dcp ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✷ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ❝♦♥❣r✉ à 1 ♠♦❞✉❧♦ 5 ❡t ❞✐✈✐s❛♥t
a5 + b5✳ ❆❧♦rs✱ ℓ ❞✐✈✐s❡ a + b✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ a5 + b5✱ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ab✳ ❙♦✐t b′ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡
−b ♠♦❞✉❧♦ ℓ✳ ❖♥ ❛ a5 ≡ (−b)5 (mod ℓ)✱ ❞✬♦ù (ab′)5 ≡ 1 (mod ℓ)✳ P❛r s✉✐t❡✱
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ab′ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ F∗

ℓ ❡st 1 ♦✉ 5✳ ▲❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ab′ ≡ 1
(mod ℓ) ❝♦♥❞✉✐t à a+ b ≡ 0 (mod ℓ)✳ ❙✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a+ b✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝
q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ab′ ❞❛♥s F∗

ℓ ❡st 5 ♣✉✐s ℓ ≡ 1 (mod 5)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✶✳✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ {2, 5}
❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✸ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐st✐♥❝t ❞❡ 2 ❡t 5✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st
s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ ℓ ❡t ❧✬♦♥ ❛

vℓ(NE) =

{
1 s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ cd,
0 s✐♥♦♥.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ ℓ ❞❡ E ❡t ∆m = ∆✳ ❖♥ ❛ ❞❡
♣❧✉s✱

vℓ(∆m) ≡
{

4vℓ(d) (mod p) s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ a + b,
2vℓ(d) (mod p) s✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b.

✭✶✳✶✵✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
p ❞✐✈✐s❡ vℓ(∆m) ⇐⇒ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d. ✭✶✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té✱

∆ = 24.53(a + b)2(a5 + b5)2,

♦♥ ❛ vℓ(∆) = 2vℓ(a + b) + 2vℓ(a
5 + b5)✳ ❖r

a5 + b5 = dcp,

❞♦♥❝ vℓ(a
5 + b5) = vℓ(d) + pvℓ(c)✳ ❉✬♦ù

vℓ(∆) ≡ 2vℓ(a + b) + 2vℓ(d) (mod p). ✭✶✳✶✷✮

❙✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s cd✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té a5 + b5 = dcp ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ a + b
❞✐✈✐s❡ a5 + b5✱ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ∆ ❡t E ❛ ❞♦♥❝ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ℓ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ cd✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ℓ ❞✐✈✐s❡ a5 + b5✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs
❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥t q✉❡ a + b ❡st ♦✉ ♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ℓ✳
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✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ a + b✳ ❆❧♦rs✱ φ(a, b) ≡ 5a4 (mod ℓ)✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✶✳✶✵✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

c4 ≡ 24.52a4 (mod ℓ)

❞✬♦ù vℓ(c4) = 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ℓ ❡t E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ℓ✱ ❞✬♦ù vℓ(NE) = 1 ❡t vℓ(∆m) = vℓ(∆)✳
P✉✐sq✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ a + b✱ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s φ(a, b) ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✶✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

vℓ(a + b) ≡ vℓ(d) (mod p).

▲❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✷✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✶✳✶✶✮
❡♥ rés✉❧t❡ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ 0 ≤ vℓ(d) ≤ 4✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✳ ❖♥ ❛ φ(a, b) ≡ 0 (mod ℓ) ❝❛r ℓ
❞✐✈✐s❡ a5 + b5 s❛♥s ❞✐✈✐s❡r a + b✳ ❉✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✾✮✱ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s
a2 + b2 ❝❛r ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ab✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ vℓ(c4) = 0✳ P❛r s✉✐t❡✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ℓ ❡t E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ℓ✱
❞✬♦ù vℓ(NE) = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✷✮✱ ♦♥ ❛ vℓ(∆m) ≡ 2vℓ(d)
(mod p) ❡t ❧✬♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✶✳✷✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ 5

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✹ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❡♥ 5 ❡t ❧✬♦♥ ❛
v5(NE) = 2✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 5✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E
❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 5 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✳

❉❡ ♣❧✉s✱ p ❞✐✈✐s❡ v5(j) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✶✳ ♦♥ ❛ a + b 6≡ 0 (mod 5)✱

✷✳ ♦♥ ❛ a + b ≡ 0 (mod 5) ❡t (p, v5(d)) ∈ {(7, 3), (11, 4)}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ φ(a, b) ≡ 1 (mod 5) ❝❛r
a5 + b5 ≡ a + b (mod 5)✱ ❞✬♦ù ✿

(v5(c4), v5(c6), v5(∆)) = (1,≥ 2, 3).

▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❑♦❞❛✐r❛ ❞❡ E ❡st ❞♦♥❝ ■■■ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ■✱ ♣✳✶✷✻ ❞❡ ❬P❛♣✾✸❪✮ ❡t
❧✬♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ v5(NE) = 2✳ ▲✬é❣❛❧✐té j = c3

4/∆ ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs v5(j) = 0✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✵✮

a2 + b2 ≡ −2ab (mod 25) ❡t φ(a, b) ≡ 5a2b2 (mod 25).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

c4

5
≡ 24.5a2b2 (mod 25) ❡t

c6

52
≡ 26.5(ab)3 (mod 25),

❞✬♦ù ❧❡s é❣❛❧✐tés ✿
v5(c4) = 2 ❡t v5(c6) = 3.
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❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❡♥
5 ❡t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 5✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❑♦❞❛✐r❛ ❞❡ E ❡st
❞♦♥❝ I∗ν ♦ù ν = 4v5(a + b) − 1 ❡t ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t v5(NE) = 2 ✭❝❢✳ ❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✶✱ ♦♥ ❛ ✿

v5(a
5 + b5) = v5(a + b) + 1,

❞✬♦ù v5(∆) = 5 + 4v5(a + b) ≥ 9 ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té v5(j) < 0✳
❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té

v5(∆) = 5 + 4(v5(d) + pv5(c) − 1),

✐❧ ✈✐❡♥t ✿
v5(j) = 6 − v5(∆) ≡ 5 − 4v5(d) (mod p).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

v5(j) ≡





5 (mod p) s✐ v5(d) = 0,
1 (mod p) s✐ v5(d) = 1,

−3 (mod p) s✐ v5(d) = 2,
−7 (mod p) s✐ v5(d) = 3,
−11 (mod p) s✐ v5(d) = 4.

❈❡❧❛ ét❛❜❧✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✶✳✷✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ 2 s✐ d ❡st ✐♠♣❛✐r

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ✐♠♣❛✐r✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 2✳

✶✳ ❙✐ a ❡st ♣❛✐r✱ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❡♥ 2✳ ❖♥ ❛

v2(NE) =

{
4 s✐ v2(a) = 1,
3 s✐ v2(a) ≥ 2.

✷✳ ❙✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r✱ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ 2 ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs
v2(NE) = 1✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a ❡st ♣❛✐r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ a✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s a ♣❛✐r✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

v2(c4) ≥ 5, v2(c6) = 5, v2(∆) = 4.

❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t (v2(a), v2(c4)) ∈ {(1,≥ 6), (≥ 2, 5)}✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

c4

24
≡ 2 + 3ab3 ≡ 2 + 3ab (mod 4)

≡
{

0 (mod 4) s✐ v2(a) = 1
2 (mod 4) s✐ v2(a) ≥ 2.

✭✶✳✶✸✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù v2(a) = 1 ❡t v2(a) ≥ 2✳
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✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(a) = 1✳ ❖♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3 ♦✉ 5 ❞❡ ❚❛t❡ ✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉
■❱✱ ♣✳129 ❞❡ ❬P❛♣✾✸❪✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 1✱ ♣✳124 ❞❡ ❧♦❝✳ ❝✐t✳
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ r = t = 1✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

5

(
a5 + b5

a + b

)
− 5(a2 + b2) ≡ 0 (mod 4),

❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à

a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4 − (a2 + b2) ≡ 0 (mod 4).

❖r ♦♥ ❛ a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4 − (a2 + b2) ≡ −ab (mod 4) ❡t
❝♦♠♠❡ v2(a) = 1✱ ❧✬❡♥t✐❡r ab ♥✬❡st ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 4✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3 ❞❡ ❚❛t❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(NE) = 4✳

✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(a) ≥ 2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

v2(c4) = 5, v2(c6) = 5, v2(∆) = 4.

❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3 ♦✉ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲
❣r✉❡♥❝❡ a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4 − (a2 + b2) ≡ −ab (mod 4)✱ q✉❡
❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 4 ❞❡ ❚❛t❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(NE) = 3✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s a ✐♠♣❛✐r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✹✱ b ❡st
✐♠♣❛✐r ❡t c ❡st ♣❛✐r✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ φ(a, b) ≡ 1 (mod 2)✱ a2 + b2 ≡ 2 (mod 4)
❡t ❧✬é❣❛❧✐té v2(a

5 + b5) = v2(a + b)✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭1.1✮✱ ✐❧ ❡♥
rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 6,≥ 32).

❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (1.6) ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛
❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ c6/26 ♠♦❞✉❧♦ 4 ✭❬❑r❛✽✾✱ ♣✳77❪✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

c6

26
≡ 2ab + 1 (mod 4).

P✉✐sq✉❡ ab ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ❛ ab ≡ ±1 (mod 4)✱ ❡t ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥❣r✉✲
❡♥❝❡ c6/26 ≡ −1 (mod 4)✳ ◆♦tr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✷ ❞❡ ❧♦❝✳ ❝✐t✳✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥
2 ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❞♦♥❝ v2(NE) = 1✳

❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✺✳

✶✳✷✳✺ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ 2 s✐ d ❡st ♣❛✐r

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ♣❛✐r✳

✶✳ ❙✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t s✐ v2(d) = 2✱ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 2✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❛
v2(NE) = 0✳

✷✳ ❙✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t s✐ v2(d) = 1✱ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❡♥
2 ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(NE) = 4✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s c ♣❛✐r ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t v2(d) = 3 ♦✉ 4✳ ❆❧♦rs E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ 2 ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(NE) = 1✳



✶✳✷✳ ▲❆ ❈❖❯❘❇❊ ❊▲▲■P❚■◗❯❊ E ✷✺

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t v2(d) = 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ d ❡st ♣❛✐r✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs a ❡t b s♦♥t ✐♠♣❛✐rs✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
φ(a, b) ≡ 1 (mod 2) ❡t v2(a + b) = v2(a

5 + b5)✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

v2(c4) = 4, v2(c6) = 6, v2(∆) = 4(1 + v2(d) + pv2(c)).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛
(
v2(c4), v2(c6), v2(∆)

)
= (4, 6,≥ 8).

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛




v2(∆) = 8 s✐ v2(d) = 1 ❡t s✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r,
v2(∆) = 12 s✐ v2(d) = 2 ❡t s✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r,
v2(∆) > 12 s✐ v2(d) = 3 ♦✉ 4, ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ c ❡st ♣❛✐r.

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❛s ♦ù v2(∆) = 8 ❡t v2(∆) ≥ 12✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(∆) ≥ 12✳ ❖♥ ❛ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s

c6

26
≡ 2ab + 1 ≡ −1 (mod 4).

P❛r s✉✐t❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (1.6) ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ v2(d) = 2
❡t s✐ c ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❞♦♥❝ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 2✱ ✐✳❡✳ ♦♥ ❛
v2(NE) = 0✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ v2(d) = 3 ♦✉ 4✱ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ c ❡st ♣❛✐r✱ E ❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ 2 ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(NE) = 1✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(∆) = 8✳ ❖♥ ❛
(
v2(c4), v2(c6), v2(∆)

)
= (4, 6, 8)

❡t ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 6✱ 7 ♦✉ 8 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ♣✳124 ❞❡
❬P❛♣✾✸❪✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡

−52

(
a5 + b5

a + b

)2

+2.3.5r2

(
a5 + b5

a + b

)
−22.5r3(a2+b2)+3r4 ≡ 0 (mod 32)

❛ ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r ∈ Z✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ r = 1 ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 3 ❞❡ ❧♦❝✳ ❝✐t✳✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ Z t❡❧ q✉❡

5

(
a5 + b5

a + b

)
− 5(a2 + b2) + 1 ≡ t2 (mod 8),

❡t ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ t = 2 ❝♦♥✈✐❡♥t✳ P♦s♦♥s

u = 5

(
a5 + b5

a + b

)
− 5(a2 + b2) − 3.

❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ v2(u) = 3✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs a2 ❡t b2 s♦♥t ❝♦♥❣r✉s à 1 ♦✉ 9
♠♦❞✉❧♦ 16✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ a2 ≡ b2 (mod 16) ♦✉ b2 ≡ 9a2 (mod 16)✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ v2(d) = 1 ❡t c ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❉✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭1.1✮✱ ♦♥
❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ a ≡ b (mod 4)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ab ≡ 1 ♦✉ 5
(mod 8)✳



✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s a2 ≡ b2 (mod 16)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

u ≡ 2 + 6ab (mod 16).

❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❛ ab ≡ 1 (mod 8)✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ♥♦tr❡
❛ss❡rt✐♦♥✳

✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s b2 ≡ 9a2 (mod 16)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

u ≡ 2(1 − ab) (mod 16).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ab ≡ 5 (mod 8)✱ ❞✬♦ù ❧✬❛ss❡rt✐♦♥✳

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 6 ❞❡ ❚❛t❡✱ ♣✉✐s q✉❡ v2(NE) = 4✳ ❉✬♦ù
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✻✳

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✼✱ ✶✳✽ ❡t ✶✳✾ rés✉❧t❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✶✳✶✸ à ✶✳✶✻✳

✶✳✸ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p

❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7 ❡t (a, b, c) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sp(d)✳ ◆♦t♦♥s Q ❧❛
❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q ❞❛♥s C ❡t ●Q = Gal(Q/Q) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉
❞❡ Q✳ ❙♦✐t E[p] ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ E(Q) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E✳ ❈✬❡st ✉♥ Fp✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 s✉r ❧❡q✉❡❧ ●Q

♦♣èr❡ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t✳ P❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E[p] s✉r Fp✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

ρE
p : ●Q −→ ●▲2(Fp).

➚ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❏✳✲P✳ ❙❡rr❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦✐❞s k q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 2 ❡t
✉♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N(ρE

p ) q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✱ ♣r❡♠✐❡r à p✱ q✉✐ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r
NE ❞❡ E ✭❝❢✳ ❬❙❡r✽✼❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✼ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✳ P❛r
s✉✐t❡✱ s✐ ρE

p ét❛✐t ré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ E(Q) ♣♦ssè❞r❛✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡
2p st❛❜❧❡ ♣❛r ●Q✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ Y0(2p) ❛✉r❛✐t ✉♥ ♣♦✐♥t
r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✳ ❖r✱ s✐ p ≥ 11✱ ❇✳ ▼❛③✉r ❡t ▼✳ ❆✳ ❑❡♥❦✉ ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y0(2p)(Q) ❡st ✈✐❞❡ ✭❝❢✳ ❬❑❡♥✽✷❪✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t p = 7 ❡t ρE
7 ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ Y0(14)

❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♥♦té❡ 14A1 ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪ ✭❬▲✐❣✼✺✱ ♣✳✹✺❪✮✳ ❊❧❧❡
♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r Q q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉①
❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts j = −153 ❡t 2553✳
❈❡ s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦té❡s 49A1 ❡t 49A2 ❞❛♥s
❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪ ❡t ❡❧❧❡s ♦♥t ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ 14 st❛❜❧❡ ♣❛r ●Q✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥ ♣♦✐♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
♠♦❞✉❧❛✐r❡ Y0(14)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ j = −153 ♦✉ 2553✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t t = a/b✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

28 (2t4 + 3t3 + 7t2 + 3t + 2)3

(t + 1)2(t5 + 1)2
= −153 ♦✉ 2553.

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳



✶✳✸✳ ▲❆ ❘❊P❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ρE
P ✷✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✽ ❖♥ ❛ k = 2 s✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d ❡t k = p + 1 s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳ ❙✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s c✱ ❛❧♦rs E
❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸✮ ❡t ❧✬♦♥ ❛ k = 2 ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 5
♣✳191 ❞❡ ❬❙❡r✽✼❪✳ ❙✐ p ❞✐✈✐s❡ c✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ p ≥ 7✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ p ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ p ❞✐✈✐s❡ vp(∆m) ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✱ ❝❡ q✉✐
❡♥tr❛î♥❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ k = 2✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p ❞✐✈✐s❡ d✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❛❧♦rs ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ p ❡t p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s vp(∆m)✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à
k = p + 1✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ N(ρE
p )✳ P♦s♦♥s

r′ =
∏

ℓ 6=2,5,p
ℓ|d

ℓ,

♦ù ℓ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ d ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ 2, 5 ❡t p✳ ▲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r
N(ρE

p ) ❞❡ ρE
p ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① é♥♦♥❝és s✉✐✈❛♥ts ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs ✿

✶✳ N(ρE
p ) = 24.52r′✱ s✐ v2(a) = 1 ❀

✷✳ N(ρE
p ) = 23.52r′✱ s✐ v2(a) ≥ 2 ❀

✸✳ N(ρE
p ) = 2.52r′✱ s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ♣❛✐r✳ ❆❧♦rs ✿

✶✳ N(ρE
p ) = 2.52r′✱ s✐ v2(d) = 3 ♦✉ 4 ❀

✷✳ N(ρE
p ) = 52r′✱ s✐ v2(d) = 2 ❀

✸✳ N(ρE
p ) = 2.52r′✱ s✐ v2(d) = 1 ❡t c ❡st ♣❛✐r✳

✹✳ N(ρE
p ) = 24.52r′✱ s✐ v2(d) = 1 ❡t c ❡st ✐♠♣❛✐r✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ 2✳ ❆❧♦rs✱

v2(∆m) ≡ −8 + 4v2(d) (mod p). ✭✶✳✶✹✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ p ❞✐✈✐s❡ v2(∆m) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c ❡st ♣❛✐r ❡t v2(d) = 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ 2✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s
❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✭❧❡♠♠❡s ✶✳✶✺ ❡t ✶✳✶✻✮ ✿

✶✳ ❧❡s ❡♥t✐❡rs d ❡t a s♦♥t ✐♠♣❛✐rs ✭❡t c ❡st ♣❛✐r✮ ❀

✷✳ ❧❡s ❡♥t✐❡rs d ❡t c s♦♥t ♣❛✐rs ❀

✸✳ ❧✬❡♥t✐❡r c ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ❧✬♦♥ ❛ v2(d) = 3 ♦✉ 4✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬❡♥t✐❡r ab ❡st ✐♠♣❛✐r ❞♦♥❝

v2(a + b) = v2(a
5 + b5).

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼✱ ♦♥ ❛ ✿

∆m =
∆

212
.
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
v2(∆m) = 4 + 4v2(a

5 + b5) − 12.

❖r v2(a
5 + b5) = v2(d) + pv2(c) ≡ v2(d) (mod p)✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✹✮✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝❛r ♦♥ ❛ 0 ≤ v2(d) ≤ 4✳

❉é♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✶✾ ❡t ✶✳✷✵✳ P✉✐sq✉❡ N(ρE
p ) ❞✐✈✐s❡

NE ✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ q✉✐ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s 10r✱ ♦♥ ❛ vℓ(N(ρE
p )) = 0.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ♣r❡♠✐❡r ℓ ❞❡ NE ❞✐st✐♥❝t ❞❡ 2, 5 ❡t p✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸ ❡t ❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳✷✽❪✱ ♦♥ ❛

vℓ(N(ρE
p )) =

{
1 s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ d,
0 s✐♥♦♥.

▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛②❛♥t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❡♥ 5✱ ♦♥ ❛ v5(N(ρE
p )) = 2 ✭❧♦❝✳

❝✐t✳✮✳
■❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ 2 ❞❛♥s N(ρE

p )✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t
❞❡ 2 ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r NE ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✽ ❡t ✶✳✾✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❡♥ 2✱ ✐✳❡✳ s✐ v2(NE) ≥ 2✱ ♦♥ ❛ v2(N(ρE

p )) =
v2(NE) ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ ❙✐ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ 2✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✶✳✷✶✱ v2(N(ρE

p )) = v2(NE) s❛✉❢ s✐ c ❡st ♣❛✐r ❡t v2(d) = 2 ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ❛
v2(N(ρE

p )) = v2(NE) − 1✱ ✐✳❡✳ v2(N(ρE
p )) = 0✳

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ N(ρE
p ) ❡st ♣r❡♠✐❡r à p✱ ❝❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲

t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✶✾ ❡t ✶✳✷✵✳

✶✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t (a, b, c) ∈ Sp(d) ♦ù
p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7✳ ❙♦✐t E ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❛tt❛❝❤é❡ à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ (a, b, c)✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❙✐ n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ S+
2 (n) ❧❡ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢♦r♠é ❞❡s

♥❡✇❢♦r♠s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Γ0(n) ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❆▲✼✵❪✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N(ρE

p )✳
❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑✳ ❘✐❜❡t ✭❝❢✳ ❬❘✐❜✾✵❪✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥❡✇❢♦r♠

f = q +
∑

n≥2

an(f)qn ∈ S+
2 (N(ρE

p )) ❛✈❡❝ q = e2iπτ ,

❡t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ P ❞❡ Q ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ p t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r ℓ✱ ♦♥ ❛✐t ✿
{

aℓ(f) ≡ aℓ(E) (mod P) s✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s pNE ,
aℓ(f) ≡ ±(ℓ + 1) (mod P) s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ NE ❡t ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s pN(ρE

p ).
✭✶✳✶✺✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts an(f) s♦♥t ❞❛♥s Z✱ ❧❛ ♥❡✇❢♦r♠ f
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ A/Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N(ρE

p ) ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦❣é♥✐❡
♣rès✳ ◆♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

LE(s) =
∑

n≥1

an(E)n−s ❡t LA(s) =
∑

n≥1

an(A)n−s
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❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L ❞❡ ❍❛ss❡ ✲ ❲❡✐❧ ❞❡ E ❡t A✳
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE

p ❡t ρA
p s♦♥t ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿

aℓ(E) ≡ aℓ(A) (mod p), ✭✶✳✶✻✮

♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s NE ✭❝❢✳ ❬❑❖✾✷❪✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥✲
tr❡❞✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ f ✳

❙♦✐t Q(E[p])/Q ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ E✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ Q✳ ❖♥ ♥♦t❡ e s♦♥ ✐♥❞✐❝❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ✶✳✹✳✸ ❡t ✶✳✹✳✹✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✷ ✶✳ ❙✐ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✱ ♦♥ ❛ ✿

e =

{
2 s✐ (p, v5(d)) = (7, 3) ♦✉ (11, 4),

2p s✐♥♦♥✳
✭✶✳✶✼✮

✷✳ ❙✐ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✱ ♦♥ ❛ e = 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ 5✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 5 ❡t s♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r ❡♥ 5 ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✹✮✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✶✼✮ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞✉
❧❡♠♠❡ ✶✳✶✹ ❡t ❞❡ ❬❈❑✵✷✱ ♣✳✼❪✳

❙✐ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 5 ✭❧❡♠♠❡
✶✳✶✹✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❞♦♥❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 5✳ ▲❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡♥ 5 ❞❡ s♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛✉t 3 ✭❝❢✳ ➓✶✳✷✳✸✮✳ ▲❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té
❡♥ 5 ❞❡ E ✭q✉✐ ❡st ♠❡s✉ré ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ Φ5✮ ❡st ❞♦♥❝
❞✬♦r❞r❡ 4 ✭❬❙❡r✼✷✱ ♣✳312❪✮✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✶✳✹✳✶ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ d = 1 ❡t q✉❡ c ❡st ♣❛✐r✳ ▲✬❡♥t✐❡r a ❡st ✐♠♣❛✐r✳
❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✸✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
❞❡ ♣♦✐❞s 2 ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 50✳ ❖r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ S+

2 (50)
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 50 ♥♦té❡s 50A1
❡t 50B1 ❞❛♥s ❬❈r❡✾✼❪ ❡t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ✿

50A1 : y2 + xy + y = x3 − x − 2,

50B1 : y2 + xy + y = x3 + x2 − 3x + 1.

❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs ❝♦♥tr❡❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✶✳✶✺✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ = 3✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

{
a3(50A1) = +1,
a3(50B1) = −1.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ 3 ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ❛✐t ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ 3✳ P✉✐sq✉❡ 3 ❞✐✈✐s❡ NE ✱ ♠❛✐s
♣❛s 50p = pN(ρE

p )✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✶✳✶✺✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

±1 ≡ ±4 (mod p),



✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r p ≥ 7✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❞♦♥❝ ❜♦♥♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 3✳ P✉✐sq✉❡ E ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✱ a3(E) ❡st ♣❛✐r
❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |a3(E)| < 2

√
3 ✭❬❙✐❧✾✷✱ t❤✳✶✳✶✱ ♣✳✶✸✶❪✮ ❡♥tr❛î♥❡ a3(E) = 0 ♦✉ ±2✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✶✳✶✺✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

±1 ≡ a3(E) (mod p),

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳

✶✳✹✳✷ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸

❖♥ ❛ r′ = 1✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v2(d)✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(d) = 2✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✵✱ ♦♥ ❛ N(ρE
p ) = 25✳ ❖r

❧✬❡s♣❛❝❡ S+
2 (25) ❡st ré❞✉✐t à 0✳ ❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(d) = 3 ♦✉ 4✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ N(ρE
p ) = 50✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡✱

♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ➓✶✳✹✳✶✱ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✶✳✹✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts an(f) s♦♥t ❞❛♥s Z✳
▲❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✶✳✶✻✮ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡
r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❬❍❑✵✷✱ ♣✳180❪✮✳ ◆♦t♦♥s ∆m(A) ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ A✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✸ ❙♦✐❡♥t ℓ1 ❡t ℓ2 ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛✉tr❡s q✉❡ p✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ❡t A ❛✐❡♥t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ ℓi ❡t q✉❡ p ♥❡
❞✐✈✐s❡ ♣❛s vℓi

(∆m)✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s vℓi

(
∆m(A)

)
✭i = 1, 2✮✳

❆❧♦rs✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ♠♦❞✉❧♦ p ❞❡ vℓ1(∆m)vℓ2(∆m) ❡t vℓ1

(
∆m(A)

)
vℓ2

(
∆m(A)

)
❞✐❢✲

❢èr❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝❛rré ❞❡ Fp✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ d s✬é❝r✐t

d = 2α · 3β · 5γ , ❛✈❡❝ α = 3 ♦✉ 4 ❡t 1 ≤ β ≤ 4, 0 ≤ γ ≤ 4.

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✵✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

N(ρE
p ) = 150.

❯♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S+
2 (150) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣✲

t✐q✉❡s s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✳ ❆✐♥s✐ ρE
p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

●Q ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦té❡s 150A1✱ 150B1 ❡t
150C1 ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥
2 ❡t 3 ✭❧❡♠♠❡s ✶✳✶✸ ❡t ✶✳✶✻✮ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✶✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

v2(∆m) ≡
{

4 (mod p) s✐ α = 3
8 (mod p) s✐ α = 4.

✭✶✳✶✽✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✷✱ 3 ❞✐✈✐s❡ a + b ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

v3(∆m) ≡ 4β (mod p). ✭✶✳✶✾✮

▲❡s ❡♥t✐❡rs v2(∆m) ❡t v3(∆m) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r p✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r α✳



✶✳✹✳ ❉➱▼❖◆❙❚❘❆❚■❖◆❙ ❉❊❙ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✸✶

❙✉♣♣♦s♦♥s α = 3

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡ ♦♥ ♥♦♥ a + b✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈✲
❛♥t❡s ✿ {

3 (mod p) ∈ (F∗
p)

2 s✐ β = 1 ♦✉ 4,
6 (mod p) ∈ (F∗

p)
2 s✐ β = 2.

✭✶✳✷✵✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✷✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5 ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(E[p])/Q
❡st 2 ♦✉ 2p✳ ❖r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦té❡s 150A1 ❡t 150B1 ❞❛♥s ❬❈r❡✾✼❪ ♦♥t ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 5 ❡t ❧❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠♦❞✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❡♥t✐❡rs ❡♥ 5✳ ▲❡s
✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❡♥ 5 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 3 ❡t
9✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5 ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Q ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡✉rs
♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ✈❛✉t ❞♦♥❝ 4 ✭❬❙❡r✼✷✱ ♣✳312❪✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ p 6= 2✱
❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ρE

p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA
p ✱ ♦ù A ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡

♥♦té❡ 150C1 ❞❛♥s ❬❈r❡✾✼❪✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❧❡♠♠❡ 1.23
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s E ❡t A✱ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ℓ1 = 2✱ ℓ2 = 3✳ ❖♥ ❛
v2(∆m(A)) = 4 ❡t v3(∆m(A)) = 3✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✳✶✽✮ ❡t ✭✶✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐ ✿

3 (mod p) ≡ β (mod p) (mod (F∗
p)

2),

❞✬♦ù ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✷✵✮✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

{
2 (mod p) ∈ (F∗

p)
2 s✐ β = 1 ♦✉ 4

6 (mod p) ∈ (F∗
p)

2 s✐ β = 3.
✭✶✳✷✶✮

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 5✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✷✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5 ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(E[p])/Q ❡st 4✳ ❖r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
♥♦té❡ 150❈1 ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ 5✳ ❈♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ρE

p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA
p ✱ ♦ù A ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s

❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♥♦té❡s 150❆1 ❡t 150❇1 ❞❛♥s ❬❈r❡✾✼❪✳ ❖♥ ❛ v2(∆m(A)) = 2 ❡t
v3(∆m(A)) = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✸ ❡t ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✶✳✶✽✮ ❡t ✭✶✳✶✾✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

2 (mod p) ≡ β (mod p) (mod (F∗
p)

2),

❞✬♦ù ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✷✶✮✳

❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ s✐ α = 3✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s γ ≥ 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✷✱ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ β ∈

{
1, 2, 4

}
✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥

❛ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✿

3 (mod p) 6∈ (F∗
p)

2 ⇐⇒ p ≡ 5 ♦✉ 7 (mod 12), ✭✶✳✷✷✮

❡t
6 (mod p) 6∈ (F∗

p)
2 ⇐⇒ p ≡ 7, 11, 13 ♦✉ 17 (mod 24), ✭✶✳✷✸✮

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳



✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

❙✉♣♣♦s♦♥s γ = 0✱ ✐✳❡✳ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs β = 1 ♦✉ 4✳ ❊t✱ ❞✬❛♣rès
❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ 2 (mod p) ♦✉ 3 (mod p) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à (F∗

p)
2 s✉✐✈❛♥t q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡

♦✉ ♥♦♥ a + b✳
❉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

2 (mod p) 6∈ (F∗
p)

2 ⇐⇒ p ≡ 3 ♦✉ 5 (mod 8), ✭✶✳✷✹✮

♦♥ ❞é❞✉✐t ✿

3 (mod p) 6∈ (F∗
p)

2 ❡t 2 (mod p) 6∈ (F∗
p)

2

⇐⇒ p ≡ 5 ♦✉ 19 (mod 24). ✭✶✳✷✺✮

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧✐♥é❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❝❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ s✐ α = 3✳

❙✉♣♣♦s♦♥s α = 4

▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♥❣r✉✲
❡♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞✐✛èr❡♥t✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s❛♥s ré♣ét❡r ❡①❤❛✉st✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

ρA
p ✱ ♦ù A ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♥♦té❡ 150C1 ❞❛♥s ❬❈r❡✾✼❪✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉

❧❡♠♠❡ 1.23 ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✿

3 (mod p) ≡ 2β (mod p) (mod (F∗
p)

2).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ✿




6 (mod p) ∈ (F∗
p)

2 s✐ β = 1 ♦✉ 4
3 (mod p) ∈ (F∗

p)
2 s✐ β = 2

2 (mod p) ∈ (F∗
p)

2 s✐ β = 3.

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬❛❧♦rs ρE
p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡

à ρA
p ✱ ♦ù A ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♥♦té❡s 150❆1 ❡t 150❇1 ❞❛♥s

❬❈r❡✾✼❪✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

β (mod p) ∈ (F∗
p)

2.

❉é♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ s✐ α = 4✳
❙✉♣♣♦s♦♥s γ = 0✱ ✐✳❡✳ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ β = 2 ♦✉ 3✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ❛❧✐♥é❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ 2 (mod p) ♦✉ 3 (mod p) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à (F∗
p)

2✳ ❉✬♦ù
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✷✺✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s γ ≥ 1✳ ❆❧♦rs 5 ❞✐✈✐s❡ a + b ❡t β ∈ {1, 2, 3, 4}✳ ❙✐ β = 1 ♦✉ 4✱ ♦♥
❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✷✸✮✳ ▲❡s ❝❛s ♦ù β = 2 ❡t β = 3 s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✶✳✷✷✮ ❡t ✭✶✳✷✹✮✳

❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 1.4✳

✶✳✹✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7✱ (a, b, c) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
Sp(3) ❡t q✉❡ E ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❛tt❛❝❤é❡ à (a, b, c)✳
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❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✾✱ ♦♥ ❛ ✿

N(ρE
p ) =





150 s✐ a ❡st ✐♠♣❛✐r;
600 s✐ v2(a) ≥ 2;

1200 s✐ v2(a) = 1.

▲❡s ♥❡✇❢♦r♠s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❡s♣❛❝❡s S+
2 (150)✱ S+

2 (600) ❡t S+
2 (1200) s♦♥t

t♦✉t❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ à ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧✲
❧✐♣t✐q✉❡s✳ ■❧ ② ❛ ❡♥ tr♦✐s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✱ ♥❡✉❢ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 600 ❡t ❞✐①✲♥❡✉❢
❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 1200✱ s♦✐t tr❡♥t❡✲❡t✲✉♥❡ ❝♦✉r❜❡s ❛✉ t♦t❛❧✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té ♣♦✉r ❧❡
❧❡❝t❡✉r✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞♦♥t ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪ ✿

F1 = {150C1, 600A1, 600F1, 1200E1, 1200G1, 1200J1, 1200P1};
F2 = {150A1, 150B1, 600C1, 600H1, 1200B1, 1200I1, 1200M1

1200N1, 1200Q1, 1200S1}.

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝r✐t ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ρE
p ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥s ρA
p ♦ù A ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr❡♥t❡✲❡t✲✉♥❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r

150✱ 600 ❡t 1200✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✹ ✶✳ ❙✐ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ A ❞❛♥s F1 t❡❧ q✉❡ ρE
p s♦✐t

✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA
p ❀

✷✳ ❙✐ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a+b✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ A ❞❛♥s F2 t❡❧ q✉❡ ρE
p s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡

à ρA
p ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρA

p ❞✬✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ A ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✱ 600 ♦✉ 1200✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈✲
❛♥t ✿

G = {150A1, 150B1, 600B1, 600C1, 600D1, 600E1, 600G1, 600H1, 600I1,

1200A1, 1200B1, 1200C1, 1200D1, 1200F1, 1200H1, 1200I1, 1200K1,

1200L1, 1200M1, 1200N1, 1200O1, 1200Q1, 1200R1, 1200S1}.

❉✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ❞❡ ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G ✭r❡s♣✳ F1✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✱ 600 ❡t 1200 ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✲
✉❧❛✐r❡ j ❡♥t✐❡r ❡♥ 5 ✭r❡s♣✳ ♥♦♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ 5✮✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 5 ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✹✮✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡ a+ b✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✷✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5 ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(E[p])/Q ❡st 2p ✭❝❛r v5(d) 6= 3, 4✮✳
❖r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G ♦♥t t♦✉t❡s ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 5 ❡t ❧❡✉r
✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 5✳ ▲❡✉r ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❡♥ 5
❡st ❛❧♦rs ❞✬♦r❞r❡ 2✱ 3✱ 4 ♦✉ 6 ✭❝❢✳ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ρE

p ♥✬❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
G✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ρE

p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA
p ♦ù A ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

F1✳



✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a+ b✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r
❡♥ 5 ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✹✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✷✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5
❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(E[p])/Q ❡st 4✳ ❖r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s A ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F1 ♦♥t
t♦✉t❡s ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 5 ❡t ❧❡✉r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r
❡♥ 5✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 5 ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(A[p])/Q ❡st ❛❧♦rs 2p
✭❝❢✳ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ρE

p ♥✬❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♠♦❞✉❧♦ p ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G✱ s❡✉❧❡s ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
F2 ♦♥t ✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❡♥ 5 ❞✬♦r❞r❡ 4✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ρE

p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA
p ♦ù A ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F2✳

❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✹✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s F1 ❡t F2 ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱
❧❡s ❝♦✉r❜❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ✿

− 150C1 ❡t 1200P1, − 150A1, 150B1, 1200M1 ❡t 1200Q1,
− 600A1 ❡t 1200E1, − 600C1, 600H1, 1200B1 ❡t 1200I1,
− 600F1 ❡t 1200G1, − 600D1 ❡t 1200A1,

− 1200N1 ❡t 1200S1.

▲❡✉r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 0 ❡t ❞❡ 1728✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r✲
♣❤❡s s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Q✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ E1 ✭r❡s♣✳ E2✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✶✳✺ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F1 ✭r❡s♣✳ F2✮✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ A ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F1 ✭r❡s♣✳ F2✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉r❜❡ F ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E1 ✭r❡s♣✳ E2✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
q✉❡ A✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ✿

aℓ(A)2 = aℓ(F )2. ✭✶✳✷✻✮

▼♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✹✱ ρE
p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡

à ρA
p ♦ù A ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s F1 ❡t F2✳ ❖♥ ♥♦t❡ F ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉r❜❡

❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2 ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ q✉❡ A✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs
n ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 2 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺
s✐ A ❛♣♣❛rt✐❡♥t à F1 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2 s✐ A ❛♣♣❛rt✐❡♥t à F2✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✺ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ q ♥❡ ❞✐✈✐s❡
♣❛s c✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q ❞✐✈✐s❡ c ❡t
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ q✳ ❈♦♠♠❡ A ❛
❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❬❑❖✾✷✱ ♣r♦♣✳✸✭✐✐✐✮❪ ✿

aq(A) ≡ ±(q + 1) ≡ ±2 (mod p).

❖r✱ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✷✻✮✱ ♦♥ ❛ aq(A)2 = aq(F )2✳ ❈✬❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤è♦rè♠❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r a ❡t b ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ a ❡t b ♠♦❞✉❧♦ q✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ à ♣rés❡♥t
❞❡✉① ❝❛s✳



✶✳✹✳ ❉➱▼❖◆❙❚❘❆❚■❖◆❙ ❉❊❙ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ✸✺

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ❞✐✈✐s❡ a + b✱ ✐✳❡✳ F ∈ E1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✶✳✶✶ ❡t ✶✳✶✷✱
✐❧ ❡①✐st❡ c1 ❡t c2 ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ ✿

5(a + b) = 3cp
1, φ(a, b) = 5cp

2 ❡t c = c1c2.

❉❡ ♣❧✉s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ q ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s c✱ ❛✐♥s✐

u = cp
1 (mod q) ∈ µn(Fq) ❡t v = cp

2 (mod q) ∈ µn(Fq).

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
5(a + b) = 3u ❡t φ(a, b) = 5v.

❊♥ ♣♦s❛♥t

a′ =
a

u
, b

′
=

b

u
❡t ζ =

v

u4
,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
5(a′ + b

′
) = 3 ❡t φ(a′, b

′
) = 5ζ. ✭✶✳✷✼✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ b
′
❡st r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

P1,ζ(X) = X4 − 6

5
X3 +

18

25
X2 − 27

125
X +

81

3125
− ζ ∈ Fq[X].

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶✱ ❧✬é❣❛❧✐té P1,ζ(b
′
) = 0 ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs

ζ ∈ Ã(n, q).

❈❤♦✐s✐ss♦♥s α1,ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ −225 + 10δ1,ζ ❡t β1,ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❝❛rré❡ ❞❡ −225− 10δ1,ζ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ Fq ❞❡ Fq✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s
❞❡ P1,ζ ❞❛♥s Fq s♦♥t ✿

3

10
+

α1,ζ

50
,

3

10
− α1,ζ

50
,

3

10
+

β1,ζ

50
,

3

10
− β1,ζ

50
.

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ b
′
❡st ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ α1,ζ ♦✉ β1,ζ

❡st ❞❛♥s Fq ❡t q✉❡ ζ ∈ A(n, q)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ✭❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✼✮✮

a′ =
3

5
− b

′
.

❉✬♦ù ✿

{
a′, b

′}
=

{
3

10
+

α1,ζ

50
,

3

10
−α1,ζ

50

}
♦✉

{
a′, b

′}
=

{
3

10
+

β1,ζ

50
,

3

10
−β1,ζ

50

}
.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

a′2 + b
′2

=
δ1,ζ

125
♦✉ a′2 + b

′2
= −δ1,ζ

125
.

❊①♣❧✐❝✐t♦♥s à ♣rés❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✉r Fq ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ✭✶✳✻✮ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ q✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − 5u2(a′2 + b
′2

)x2 + 5u4φ(a′, b
′
)x



✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ s✉r Fq à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − 5(a′2 + b
′2

)x2 + 5φ(a′, b
′
)x. ✭✶✳✷✽✮

❙✐ a′2 + b
′2

= − δ1,ζ

125 ✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ F1,ζ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 +
δ1,ζ

25
x2 + 25ζx. ✭✶✳✷✾✮

❙✐ a′2 + b
′2

=
δ1,ζ

125 ✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ t♦r❞✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ F1,ζ ♣❛r
√
−1✱

♥♦té❡ F ′
1,ζ ✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − δ1,ζ

25
x2 + 25ζx. ✭✶✳✸✵✮

P♦s♦♥s ❛❧♦rs
a′

q(ζ) = q + 1 − n′
1,q(ζ) ✭✶✳✸✶✮

♦ù n′
1,q(ζ) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r Fq ❞❡ F ′

1,ζ ✳ ❖♥ ❛

a′
q(ζ) = ±aq(ζ).

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❧✬é❣❛❧✐té
aq(E)2 = aq(ζ)2. ✭✶✳✸✷✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✻✮ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✻✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

aq(ζ)2 ≡ aq(F )2 (mod p).

❈✬❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1(c) ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a+ b✳ ❈♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs c1 ❡t
c2 ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ ✿

a + b = 3cp
1, φ(a, b) = cp

2 ❡t c = c1c2.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ q ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s c✱ ❛✐♥s✐ ✿

u = cp
1 (mod q) ∈ µn(Fq) ❡t v = cp

2 (mod q) ∈ µn(Fq).

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
a + b = 3u ❡t φ(a, b) = v.

❊♥ ♣♦s❛♥t

a′ =
a

u
, b

′
=

b

u
❡t ζ =

v

u4
,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
a′ + b

′
= 3 ❡t φ(a′, b

′
) = ζ. ✭✶✳✸✸✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ b
′
❡st r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

P2,ζ(X) = X4 − 6X3 + 18X2 − 27X +
81 − ζ

5
∈ Fq[X].

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶✱ ❧✬é❣❛❧✐té P2,ζ(b
′
) = 0 ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs

ζ ∈ B̃(n, q).
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❈❤♦✐s✐ss♦♥s α2,ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ −225 + 10δ2,ζ ❡t β2,ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❝❛rré❡ ❞❡ −225 − 10δ2,ζ ❞❛♥s Fq✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P2,ζ ❞❛♥s Fq s♦♥t ❛❧♦rs ✿

3

2
+

α2,ζ

10
,

3

2
− α2,ζ

10
,

3

2
+

β2,ζ

10
,

3

2
− β2,ζ

10
.

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ b
′
❡st ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ α2,ζ ♦✉ β2,ζ

❡st ❞❛♥s Fq ❡t q✉❡ ζ ∈ B(n, q)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ✭❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✸✸✮✮

a′ = 3 − b
′
.

❉✬♦ù ✿

{
a′, b

′}
=

{
3

2
+

α2,ζ

10
,
3

2
− α2,ζ

10

}
♦✉

{
a′, b

′}
=

{
3

2
+

β2,ζ

10
,
3

2
− β2,ζ

10

}
.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

a′2 + b
′2

=
δ2,ζ

5
♦✉ a′2 + b

′2
= −δ2,ζ

5
.

❊①♣❧✐❝✐t♦♥s à ♣rés❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✉r Fq ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ✭✶✳✻✮ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ q✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − 5u2(a′2 + b
′2

)x2 + 5u4φ(a′, b
′
)x

q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ s✉r Fq à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − 5(a′2 + b
′2

)x2 + 5φ(a′, b
′
)x.

❙✐ a′2 + b
′2

=
δ2,ζ

5 ✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ F2,ζ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + δ2,ζx
2 + 5ζx. ✭✶✳✸✹✮

❙✐ a′2 + b
′2

= − δ2,ζ

5 ✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ t♦r❞✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ F2,ζ ♣❛r
√
−1✱

♥♦té❡ F ′
2,ζ ✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − δ2,ζx
2 + 5ζx. ✭✶✳✸✺✮

P♦s♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s

b′q(ζ) = q + 1 − n′
2,q(ζ) ✭✶✳✸✻✮

♦ù n′
2,q(ζ) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r Fq ❞❡ F ′

2,ζ ✳ ❖♥ ❛✱ à ♥♦✉✈❡❛✉

b′q(ζ) = ±bq(ζ),

♣✉✐s
aq(E)2 = bq(ζ)2. ✭✶✳✸✼✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✻✮ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✻✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

bq(ζ)2 ≡ aq(F )2 (mod p),

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2(c) ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳

❖♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ (a, b, c) ∈ Sp(3)✳ P❛r
s✉✐t❡✱ Sp(3) ❡st ✈✐❞❡✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳
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✶✳✹✳✺ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x5 + y5 = 3zp ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ♣♦✉r 5 ≤ p ≤ 106✳ ❈✬❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r p = 5 ✭❝❢✳ ❬❉✐r✷✽❪✮✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ x5 + y5 = 3z7✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ p = 7✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ A ❞❡ F1 ❡t F2✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ρE

7 ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA
7

✭❧❡♠♠❡ ✶✳✷✹✮✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s A✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡
s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙♦✐t A ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ F1 ✭r❡s♣✳ ❞❡ F2✮✳ ❙♦✐t F
❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ E1 ✭r❡s♣✳ ❞❡ E2✮ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ q✉❡ A✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 2 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ✭r❡s♣✳
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE

7 ❡t ρA
7

♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à é❧✐♠✐♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

150A1, 150B1, 150C1, 600A1, 600F1, 1200E1,

1200G1, 1200P1, 1200M1, 1200N1, 1200Q1, 1200S1.

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ A ∈ {150C1, 1200P1}✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) = (150C1, 16) ✈ér✐✜❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
q✉❡ ρE

7 ❡t ρA
7 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✿

✕ s✐ A ∈ {600A1, 1200E1}✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) = (600A1, 16) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

✕ ❙✐ A ∈ {600F1, 1200G1}✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) = (600F1, 16) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

✕ ❙✐ A ∈ {150A1, 150B1, 1200M1, 1200Q1}✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) = (150A1, 4)
✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2 ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

✕ ❙✐ A ∈ {1200N1, 1200S1}✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) = (1200N1, 6) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ 2 ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ρE
7 ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA

7 ♦ù A ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s

1200J1, 600C1, 600H1, 1200B1 ❡t 1200I1.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ρE
7 s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA

7 ♦ù A = 1200J1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✶✳✷✺✱ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q = 43 ❝❛r

aq(1200J1) = 4 6≡ ±2 (mod 7). ✭✶✳✸✽✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✹✱ 5 ❞✐✈✐s❡ a+b✳ ❉ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ré❞✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦ 43✳ ❖♥ ❛

µ6(F43) = {1 (mod 43), 6 (mod 43), 7 (mod 43), 36 (mod 43),

37 (mod 43), 42 (mod 43)},

♣✉✐s

Ã(6, 43) = {6 (mod 43), 7 (mod 43), 36 (mod 43),

37 (mod 43), 42 (mod 43)}
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❡t
A(6, 43) = {6 (mod 43), 7 (mod 43)}.

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ζ = 6 (mod 43) ♦✉
ζ = 7 (mod 43)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ζ = 6 (mod 43)✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ q✉❡ b

′
❡st r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

P1,6(X) = X4 + 16X3 − X2 − 4X + 22

= (X + 2)(X + 6)(X2 + 8X + 9) ∈ F43[X].

❉✬♦ù b
′
= −2 (mod 43) ♦✉ −6 (mod 43) ❡t

(a′, b
′
) = (37 (mod 43),−2 (mod 43))

♦✉
(a′, b

′
) = (41 (mod 43),−6 (mod 43)).

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ré❞✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦ 43 ❡st ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡ s✉r F43 à ❧❛ ❝♦✉r❜❡
F ′

1,6 ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ✭✶✳✷✽✮ ❡t ✭✶✳✸✵✮✮

y2 = x3 − 28x2 + 21x. ✭✶✳✸✾✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ζ = 7 (mod 43)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ q✉❡ b
′
❡st r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

P1,7(X) = X4 + 16X3 − X2 − 4X + 21

= (X + 23)(X + 28)(X2 + 8X + 22) ∈ F43[X].

❉✬♦ù b
′
= 20 (mod 43) ♦✉ 15 (mod 43) ❡t

(a′, b
′
) = (15 (mod 43), 20 (mod 43))

♦✉
(a′, b

′
) = (20 (mod 43), 15 (mod 43)).

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ré❞✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦ 43 ❡st ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡ s✉r F43 à ❧❛ ❝♦✉r❜❡
F1,7 ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ✭✶✳✷✽✮ ❡t ✭✶✳✷✾✮✮

y2 = x3 + 14x2 + 3x. ✭✶✳✹✵✮

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ✭✶✳✸✾✮ ❡t ✭✶✳✹✵✮ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s❡✉❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛
ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ♠♦❞✉❧♦ 43✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ aq(E) = a′

q(6) = −8
♦✉ aq(E) = aq(7) = 10 ✭❝❢ ✭✶✳✸✮ ❡t ✭✶✳✸✶✮✮✳ ❉✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✸✽✮ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t
❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✻✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

4 ≡ −8 (mod 7) ♦✉ 4 ≡ 10 (mod 7).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
7 ❡t ρA

7 ♦ù A = 1200J1
♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ρE
7 ❡t ρA

7 ♦ù
A = 600C1, 1200B1 ❡t 1200I1✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧s s❛♥s ré♣ét❡r
❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✳
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❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ρE
7 s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA

7 ♦ù A ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ 1200B1 ♦✉ ❧❛
❝♦✉r❜❡ 1200I1✳ P♦s♦♥s n = 10 ❡t q = 71✳ ❖♥ ❛

a71(1200B1) = a71(1200I1) = 4.

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
q✉✬✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ éq✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉✐t❡ ❞❡ E ♠♦❞✉❧♦ 71✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ❝♦✉r❜❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❝❢✳ ✭✶✳✺✮ ❡t ✭✶✳✸✻✮ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✸✹✮ ❡t ✭✶✳✸✺✮✮ ✿

F ′
2,5 : y2 = x3 − 24x2 + 25x ❡t b′71(5) = 0,

F2,5 : y2 = x3 + 24x2 + 25x ❡t b71(5) = 0,

F ′
2,57 : y2 = x3 − 14x2 + x ❡t b′71(57) = −8,

F ′
2,70 : y2 = x3 − 32x2 + 66x ❡t b′71(70) = −4.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s

a71(E) ≡ b′71(5), b71(5), b′71(57) ♦✉ b′71(70) (mod 7).

❉✬♦ù ✐❧ rés✉❧t❡
4 ≡ 0, 3 ♦✉ 6 (mod 7).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
7 ❡t ρA

7 ♦ù A = 1200B1
♦✉ 1200I1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
7 ❡t ρA

7 ✱ ♦ù A ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ 600C1✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✺✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q = 197 ❝❛r
a197(600C1) = 6✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs 5 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a + b✱ ♦♥ ❛ ♦♥③❡ éq✉❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ré❞✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦ 197 ✭❝❢✳ éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✸✹✮ ❡t ✭✶✳✸✺✮✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱

b197(104) = 4, b′197(113) = 14, b197(113) = 14, b′197(120) = 10,
b197(120) = 10, b′197(178) = −12, b197(196) = 8, b′197(77) = −18,
b197(77) = −18, b′197(87) = 2, b′197(87) = 2.

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
7 ❡t ρA

7 ✱ ♦ù A = 600C1 ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ A = 600H1 ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ 6 <
n < 1000 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❛✈❡❝ n = 6✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛❝❤❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q = 43✱
❝❡ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✹ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛✣r♠❡r ❝❛r

a43(600H1) = −12 ≡ 2 (mod 7).

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ 43✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✻ ❙♦✐❡♥t q ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q

❛②❛♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ρE
7 s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ρA

7 ❡t q✉❡ q
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ♦♥ ❛ q ≡ 1 (mod 7) ❡t q 6≡ 1 (mod 5)✳
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✷✳ ❖♥ ❛

aq(A) 6≡ 2

(
5

q

)
(mod 7),

♦ù
(

5
q

)
❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✳

❆❧♦rs✱ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ❛✐t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛
q 6= 2✱ 5✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ q ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✸✮✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ✿

aq(E) =

(−c6

q

)
.

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ q 6≡ 1 (mod 5) ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ q ❞✐✈✐s❡ a + b ✭❧❡♠♠❡ ✶✳✶✷✮✳ P❛r s✉✐t❡✱
♦♥ ❛ ✿

−c6 = 26 · 53a6 (mod q),

❞✬♦ù ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
(−c6

q

)
=

(
5

q

)
.

▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
7 ❡t ρA

7 ét❛♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t A ❛②❛♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥
q✱ ♦♥ ❛ ✭❬❑❖✾✷✱ ♣r♦♣✳✸✭✐✐✐✮❪✮ ✿

aq(E)aq(A) ≡ q + 1 (mod 7),

❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ q ≡ 1 (mod 7)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

aq(E)aq(A) ≡ 2 (mod 7).

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

aq(A) ≡ 2

(
5

q

)
(mod 7),

❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❉é❞✉✐s♦♥s✲❡♥ q✉❡ ρE
7 ❡t ρA

7 ✱ ♣♦✉r A = 600H1✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q = 43✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥
❛

a43(A) = −12 ≡ 2 (mod 7). ✭✶✳✹✶✮

P✉✐sq✉❡
(

5
43

)
= −1✱ ♦♥ ❛

2 ≡ a43(A) 6≡ 2

(
5

43

)
(mod 7),

❞✬♦ù ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✻✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶✱ ♦♥ ❛ B(6, 43) = {42 (mod 43)}

❡t ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉r❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ♠♦❞✉❧♦
43✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ✭✶✳✸✺✮✮ ✿

F ′
2,42 : y2 = x3 − 16x2 + 38x.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✶✳✶✻✮✱ ✭✶✳✸✻✮ ❡t ✭✶✳✹✶✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

2 ≡ a43(A) ≡ b′43(42) ≡ −1 (mod 7).
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❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ρE
7 ❡t ρA

7 ✱ ♣♦✉r A = 600H1✱ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✭❛♣♣❧✐q✉é❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ à q = 43✮ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE

7 ❡t ρA
7 ♦ù A = 1200I1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s

✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ S7(3) ❡st ✈✐❞❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ x5 + y5 = 3zp✱ ♣♦✉r p ≥ 11✳ P♦✉r p ≥ 11✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡
é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❋❡r♠❛t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛❞r❡ss❡
✇✇✇✳♠❛t❤✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❜✐❧❧❡r❡②✳

P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p t❡❧ q✉❡ 11 ≤ p ≤ 106✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 2 t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(F, n) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ s✐ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E1 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
2 s✐ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E2✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻✳
❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ❛ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❞❡ ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬ ❡♥t✐❡rs n tr♦✉✈és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ E∞ ❡t E∈✳

✶✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs

❖♥ ❛ ✈✉ ❛✉ ➓✶✳✹✳✹ q✉❡ s✐ q = np+1 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❣r✉ à 1 ♠♦❞✉❧♦
p ❡t s✐ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✭❝❢✳ ✭✶✳✸✷✮ ❡t
✭✶✳✸✼✮✮ ✿

✶✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ζ ∈ A(n, q) t❡❧ q✉❡

aq(E) ≡ ±aq(ζ) (mod p).

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ζ ∈ B(n, q) t❡❧ q✉❡

aq(E) ≡ ±bq(ζ) (mod p).

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s 4n ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ aq(E)
♠♦❞✉❧♦ p ❝❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s A(n, q) ❡t B(n, q) s♦♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ≤ n✳ P❧✉s p ❡st
❣r❛♥❞ ❡t n ♣❡t✐t ❡t ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭❡♥ ✉♥ s❡♥s ❤❡✉r✐st✐q✉❡✮ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

aq(E)2 ≡ aq(F )2 (mod p),

♦ù F ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2✱ s♦✐t ré❛❧✐sé❡✱ ❡st
❢❛✐❜❧❡✳

❈❡❧❛ ♣♦rt❡ à ❝r♦✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ♦✉ E2 ❞♦♥✲
♥é❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ ❡st
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ p ❡st ❣r❛♥❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡✲
t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p✱ ♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ♦❜❧✐❣é ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ n ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✓ r❛r❡♠❡♥t ✔ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ p ❡st ❣r❛♥❞ ✭❞✐s♦♥s
p > 10000✮✳

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✱ ♦♥ ❛ ♦♥ ❛ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 11 ❡t 150✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✐♥s❝r✐t❡s s✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2✳ P♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p
❡t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ F ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❧✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡



✶✳✺✳ ❆◆◆❊❳❊ ❆ ✕ ❚❆❇▲❊❆❯ ❉❊ ❱❆▲❊❯❘❙ ✹✸

✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (F, n) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺ s✐ F
❛♣♣❛rt✐❡♥t à E1 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 2 s✐ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t à E2✳

❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❋❡r♠❛t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à
❧✬❛❞r❡ss❡ ✇✇✇✳♠❛t❤✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❜✐❧❧❡r❡②✳

150C1 600A1 600F1 1200J1 150A1 600C1 1200N1
11 2 2 2 2 2 2 2
13 4 4 4 4 6 4 4
17 6 6 6 6 14 8 14
19 10 24 24 10 22 22 12
23 2 2 2 2 2 2 2
29 2 2 2 2 2 2 2
31 10 10 22 22 10 10 42
37 4 4 4 4 4 4 6
41 2 2 2 2 2 2 2
43 4 4 4 4 10 4 4
47 6 6 6 6 6 6 6
53 2 2 2 2 2 2 2
59 12 18 18 12 12 18 12
61 12 6 12 6 12 6 6
67 4 4 4 4 4 4 4
71 8 8 8 8 8 8 8
73 4 4 6 4 4 4 6
79 4 4 18 18 18 4 4
83 2 2 2 2 2 2 2
97 4 4 4 4 4 4 4
101 8 6 6 6 8 36 6
103 6 12 10 12 10 10 6
107 6 6 6 6 6 6 6
109 30 10 10 10 10 10 10
113 14 2 14 2 2 2 2
127 4 18 4 4 4 4 4
131 2 2 8 2 2 2 2
137 6 6 6 6 6 6 6
139 4 4 4 4 4 4 4
149 8 8 8 8 8 8 8

❚❛❜✳ ✶✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥t✐❡rs n ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳



✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❋❊❘▼❆❚ ❉❊ ❚❨P❊ (5, 5, P )

✶✳✻ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✱ 600
❡t 1200

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪✳ P♦✉r ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t F ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 150✱ 600
♦✉ 1200✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✿

✕ ✉♥ q✉✐♥t✉♣❧❡t [a1, a2, a3, a4, a6] t❡❧ q✉❡

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

s♦✐t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ F ✱
✕ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ jF ❞❡ F ✱
✕ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 5✱ v5(jF )✱ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ jF ❞❡ F ✱
✕ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 5✱ v5(∆m(F ))✱ ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ F ✱
✕ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ e ❡♥ 5 ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(F [p])/Q ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s

❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ F ✳ ❙✐ v5(jF ) ≥ 0✱ ❝✬❡st
❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ v5(∆m(F ))/12 ❡t s✐ v5(jF ) < 0✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s v5(jF )✱ ♦♥ ❛ e = 2p ✭❝❢✳ ❬❈❑✵✷❪✮✳



✶✳✻✳ ❆◆◆❊❳❊ ❇ ✕ ❈❖❯❘❇❊❙ ❉❊ ❈❖◆❉❯❈❚❊❯❘ 150✱ 600 ❊❚ 1200 ✹✺

❝♦✉r❜❡ éq✉❛t✐♦♥ jF v5(jF ) v5(∆m(F )) e
150A1 [1, 0, 0,−3,−3] −24389/12 0 3 4
150B1 [1, 1, 0,−75,−375] −24389/12 0 9 4
150C1 [1, 1, 1, 37, 281] 357911/2160 −1 7 2p
600A1 [0,−1, 0,−383, 3012] 24918016/45 −1 7 2p
600B1 [0,−1, 0, 7,−3] 5120/3 1 2 6
600C1 [0,−1, 0, 32,−68] 27436/27 0 3 4
600D1 [0, 1, 0, 17, 38] 2048/3 0 6 2
600E1 [0, 1, 0,−233, 1563] −8780800/2187 2 4 3
600F1 [0,−1, 0, 92,−188] 21296/15 −1 7 2p
600G1 [0,−1, 0,−5833, 207037] −8780800/2187 2 10 6
600H1 [0, 1, 0, 792,−6912] 27436/27 0 9 4
600I1 [0, 1, 0, 167,−37] 5120/3 1 8 3

1200A1 [0,−1, 0, 17,−38] 2048/3 0 6 2
1200B1 [0,−1, 0, 792, 6912] 27436/27 0 9 4
1200C1 [0,−1, 0, 167, 37] 5120/3 1 8 3
1200D1 [0,−1, 0,−233,−1563] −8780800/2187 2 4 3
1200E1 [0, 1, 0,−383,−3012] 24918016/45 −1 7 2p
1200F1 [0, 1, 0, 7, 3] 5120/3 1 2 6
1200G1 [0, 1, 0, 92, 188] 21296/15 −1 7 2p
1200H1 [0, 1, 0,−5833,−207037] −8780800/2187 2 10 6
1200I1 [0, 1, 0, 32, 68] 27436/27 0 3 4
1200J1 [0,−1, 0,−8,−1488] −1/15 −1 7 2p
1200K1 [0,−1, 0, 27,−243] 20480/243 1 2 6
1200L1 [0,−1, 0,−333, 3537] −40960/27 1 8 3
1200M1 [0,−1, 0,−48, 192] −24389/12 0 3 4
1200N1 [0,−1, 0,−333,−2088] 131072/9 0 9 4
1200O1 [0, 1, 0,−13, 23] −40960/27 1 2 6
1200P1 [0, 1, 0, 592,−16812] 357911/2160 −1 7 2p
1200Q1 [0, 1, 0,−1208, 21588] −24389/12 0 9 4
1200R1 [0, 1, 0,−133, 563] −102400/3 2 4 3
1200S1 [0, 1, 0,−13,−22] 131072/9 0 3 4

❚❛❜✳ ✶✳✷ ✕ ❈❧❛ss❡s ❞✬✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ✶✺✵✱ ✻✵✵ ❡t
✶✷✵✵





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❋♦r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 3
❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s p✲✐è♠❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇✐❧✵✽❛❪ ♣❛r✉ ❛✉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②
à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❡ ❞❡ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ ❡t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❀

✕ ❛❥♦✉t ❞✉ ➓✷✳✹✳✶ ❀
✕ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✷✳✸✻ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡✛❡❝t✐❢✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✶ ✭❆✮ ❙♦✐❡♥t F ∈ Z [X, Y ] ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡
❞❡❣ré ≥ 3 ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Cd,F > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t
q✉❡ ❞❡ d ❡t F t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r > Cd,F ❡t (a, b, c) ✉♥ tr✐♣❧❡t
❞✬❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ✈ér✐✜❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té

F (a, b) = dcp,

❛❧♦rs ♦♥ ❛ c = ±1✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ F (X, Y ) = XY (X + Y )✱ ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡r♠❛t✳

❍♦r♠✐s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡r♠❛t✱ ❧❡s s❡✉❧s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❝♦♥♥✉s s✉r ❝❡tt❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❡r♠❛t ❣é♥ér❛❧✲
✐sé❡s ♦ù d ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡t ♦ù F (x, y) ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✭❝❢✳ ❬❑r❛✾✽✱ ❈❙✵✾✱ ❊❧❧✵✹✱ ❉✐❡✵✺❛✱ ❉✐❡✵✺❜✱ ❉❛r✾✸✱ ❇✐❧✵✼✱ ❇❉✵✽✱ ❑r❛✵✷❪✮ ✿

x3 + y3, x4 + y4, x4 − y4, x5 + y5 ❡t x6 + y6.

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s F (x, y) = ±d ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s x✱ y ❞❛♥s Z s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❚❤✉❡✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬❡❧❧❡s
♥✬♦♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❍❙✵✵✱ ♣✳✸✻✸❪✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
s✐ p ≥ 5 ❡st ✜①é✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❬❉●✾✺❪ ❛✣r♠❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐

✹✼
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❞❡ tr✐♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s (a, b, c) ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① t❡❧s q✉❡ F (a, b) = dcp✳
▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐♣❧❡ts (a, b, c) ❞✬❡♥t✐❡rs ♥♦♥
♥✉❧s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5 t❡❧ q✉❡
F (a, b) = dcp✱ ❡st ✜♥✐✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✷✳✹ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc✳

❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐✲
❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F (x, y) = dzp, ✭✷✳✶✮

♦ù F ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré 3 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✱
p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7 ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✳

▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮

x3 + y3 = zp, ✭✷✳✷✮

❛ été ét✉❞✐é✶ ♣❛r ❍✳ ❉❛r♠♦♥ ❡t ❆✳ ●r❛♥✈✐❧❧❡ ✭❬❉●✾✺❪✮ ❡t ❆✳ ❑r❛✉s ✭❬❑r❛✾✽❪✮✳
▲❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r❢♦✐s ❝♦✉r❜❡ ❞❡
❋r❡② ♦✉ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❍❡❧❧❡❣♦✉❛r❝❤✲❋r❡②✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✳

❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬❉●✾✺❪✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ tr✐♣❧❡t
❞✬❡♥t✐❡rs (a, b, c) ∈ Z3 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ s✐ F (a, b) = dcp✱ q✉✬❡❧❧❡
❡st ♣r♦♣r❡ s✐ a✱ b ❡t c s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✐ abc
❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✱ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ❛ss♦❝✐é❡
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❞❛♥s ❬❉●✾✺❪ à t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s sé♣❛r❛❜❧❡s ❞❡
❞❡❣ré 3

F (x, y) = t0x
3 + t1x

2y + t2xy2 + t3y
3,

❛✈❡❝ t0✱ t1✱ t2 ❡t t3 ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳ ❙✐ (a, b, c) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥

E : y2 = x3 + a2x
2 + a4x + a6,

❛✈❡❝




a2 = t1a − t2b,
a4 = t0t2a

2 + (3t0t3 − t1t2)ab + t1t3b
2,

a6 = t20t3a
3 − t0(t

2
2 − 2t1t3)a

2b + t3(t
2
1 − 2t0t2)ab2 − t0t

2
3b

3.

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✺ q✉❡ s✐ p ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t c 6= ±1✱ ❛❧♦rs E ❡st
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦✛r❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥ s♦✉❧❡✈é
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦✉ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠✲
❜r❡s ♦✉✱ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❚❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛ttr✐❜✉é❡ à ●✳ ❋r❡② ❡t ❇✳ ▼❛③✉r ✭❝❢✳
❬❉❛r✾✺❪ ❡t ❬❑r❛✾✾❪✮ ✿

✶❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❈❤❡♥ ❡t ❙✐❦s❡❦ ✭❬❈❙✵✾❪✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ♥✬❛❞♠❡t ❛✉❝✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ❞❡ ❞❡♥s✐té ≈ 0.628✳
▲❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥s ✭❞❡ t②♣❡
❇r❛✉❡r✲▼❛♥✐♥✮ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳
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❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✷ ✭❋r❡②✲▼❛③✉r✮ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✳
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r FA ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ℓ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ A(ℓ) ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✱ ♥♦♥ ✐s♦❣è♥❡ à A s✉r Q✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s
♠♦❞✉❧❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ℓ✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A ❡t A(ℓ) s♦✐❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❆❧♦rs✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FA ❡st ✜♥✐✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♥✬❛ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t été ❞é♠♦♥tré❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳
❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ 2✱ 3 ❡t 5 s♦♥t ❞❛♥s FA✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ E✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✮ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 3✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✷✳✺ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ à ❑r❛✉s✱
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✈✐❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❞❡ ❙③♣✐r♦✮ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ rés✉♠é ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r

��

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ abcks

��

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ (A) ♣♦✉r deg(F ) = 3 ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ (A)

❙✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ≥ 3 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✱
♦♥ ♣♦s❡ f(x) = F (x, 1)✳ ▲♦rsq✉❡ d = 1 ❡t y = 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ s✬é❝r✐t

f(x) = zp. ✭✷✳✸✮

❊♥ 1920✱ ◆❛❣❡❧❧ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

f(x) = x3 + x2 + x + 1, ✭✷✳✹✮

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ♥✬❛❞♠❡tt❛✐t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ✭xz 6= 0✮ ♣♦✉r p ≥
3 ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t (x, z) = (7, 20) ❧♦rsq✉❡ p = 2 ✭❬◆❛❣✵✷✱ ♣✳✼✸❪✮✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛t❛❧❛♥✱ x3 ± zp = 1✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❬❇❱❨✵✹❪ ❡t ❬❇❍▼✵✷❪✳

❙✉✐✈❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ◆❛❣❡❧❧✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❧♦rsq✉❡ F ❡st
❧❛ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 3 s✉✐✈❛♥t❡

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3. ✭✷✳✺✮

❙✐ (a, b, c) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(d) ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ♦ù F ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

E : y2 = x3 + (a − b)x2 + (a + b)2x + a3 + a2b − ab2 − b3.

P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥t✐❡rs d ❧✐❜r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s tr♦✐s✐è♠❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ré✲
s✉❧t❛ts s✉r Sp(d)✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ♥❛t✉r❡
♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸✮ q✉❡ s✐ d = 2✱ 6✱ 10 ♦✉ 22✱ ❛❧♦rs Sp(d) ❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r
p ≥ 7✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛❧♦rs Sp(2ℓ) ❡st ✈✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ p ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❚❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ℓ = 19, 43, 59, 61, 67, 83 ✭t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✹✮✳
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❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ♣❛s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ◆❛❣✲
❡❧❧ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù d = 1 ❡t y = 1✮✱ ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸ ❝♦♠✲
♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✱
❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡s✱ ❝❡rt❡s ♣❧✉s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ♠❛✐s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✶✮ ♦✉ ✭✷✳✸✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞❡ ❞❡✲
❣ré ≥ 3✳

✷✳✶ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré 3 à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s

F (x, y) = t0x
3 + t1x

2y + t2xy2 + t3y
3.

P♦s♦♥s f(x) = F (x, 1)✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ F ét❛♥t sé♣❛r❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r f ✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 7✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r d ≥ 1 ❡t (a, b, c) ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳

✷✳✶✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s✉♣♣♦s❡r t0 6= 0✱ ✐✳❡✳ deg(f) = 3✳ ❙♦✐t K = Q(α, β, γ)
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q ❞❛♥s C ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s α✱ β✱ γ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ✳ ❖♥
❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

F (x, y) = t0(x − αy)(x − βy)(x − γy).

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à (a, b, c) ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E/Q ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ P♦s♦♥s ✿





A = t0(β − γ)(a − αb),
B = t0(γ − α)(a − βb),
C = t0(α − β)(a − γb).

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
A + B + C = 0.

❙♦✐t E ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

E : Y 2 = X(X − A)(X + B). ✭✷✳✻✮

❙♦♥ ❞✐s❝✐♠✐♥❛♥t ❡st

∆(E) = 16(AB)2(A + B)2 = 16D(f)F (a, b)2,

♦ù D(f) ❡st ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ✳ ▲✬❡♥t✐❡r c ét❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ❧❡
♣♦❧②♥ô♠❡ f sé♣❛r❛❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ∆(E) 6= 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r K✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts u1✱ u2 ❡t u3 ❞❡ K ❞é✜♥✐s ♣❛r




u1 = t0(αa + γβb),
u2 = t0(βa + γαb),
u3 = t0(γa + βαb).
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■❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ✿ A = u2−u3✱ B = u3−u1 ❡t C = u1−u2✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

x = X + u3, y = Y, ✭✷✳✼✮

tr❛♥s❢♦r♠❡ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.6) ❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

E : y2 = (x − u1)(x − u2)(x − u3).

❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♣♦✉r éq✉❛t✐♦♥ ✿

y2 = x3 + a2x
2 + a4x + a6, ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝




a2 = t1a − t2b,
a4 = t0t2a

2 + (3t0t3 − t1t2)ab + t1t3b
2,

a6 = t20t3a
3 − t0(t

2
2 − 2t1t3)a

2b + t3(t
2
1 − 2t0t2)ab2 − t0t

2
3b

3.

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭✷✳✼✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ s✉r K ❞❡ E s✉r E✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
st❛♥❞❛r❞ c4(E) ❡t ∆(E) ❞❡ ✭✷✳✽✮ s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞❡ E ✭❝❢✳
❬❚❛t✼✺❪✮✳ ❖♥ ❧❡s ♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t c4 ❡t ∆✳ ❖♥ ❛ ✿





c4 = 16
(
(t21 − 3t0t2)a

2 + (t1t2 − 9t0t3)ab + (t22 − 3t1t3)b
2
)
,

∆ = 16D(f)F (a, b)2

♦ù D(f) = −27t20t
2
3 + (18t1t2t3 − 4t32)t0 − 4t3t

3
1 + t21t

2
2.

✭✷✳✾✮

❙✉♣♣♦s♦♥s t0 = 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à (a, b, c) ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣✐t✐q✉❡
E/Q ❞✬éq✉❛t✐♦♥

E : y2 = x3 + (t1a − t2b)x
2 + t1(t3b − t2a)bx + t21t3ab2.

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❛✈❡❝ t0 = 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ x0 ∈ Q r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ✳ ❆❧♦rs✱ E
❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✳ ❙✐ x0 = 0✱ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦✐♥t (t2b, 0)✱
s✐♥♦♥ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ (t0x0a − t3

x0
b, 0)✳

✷✳✶✳✷ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② E

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7 ❡t q✉❡ (a, b, c) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ ◆♦t♦♥s Q ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q

❞❛♥s C ❡t ●Q = ●❛❧(Q/Q) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡ Q✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❡t A[p] ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ A(Q) ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ A✳ ❈✬❡st ✉♥ Fp✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
●Q ♦♣èr❡ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t✳ P❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ A[p] s✉r Fp✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

ρA
p : ●Q −→ ●▲2(Fp).

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥ ♣♦✐❞s k q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 2 ❡t ✉♥ ❝♦♥✲
❞✉❝t❡✉r N(ρA

p ) q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✱ ♣r❡♠✐❡r à p✱ q✉✐ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r NA

❞❡ A ✭❝❢✳ ❬❙❡r✽✼✱ ➓✶❪✮✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r ∆A ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ A✳ ❙✐ ℓ ❡st
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♥♦t♦♥s vℓ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ℓ✲❛❞✐q✉❡ ❞❡ Q✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❙♦✐t A/Q ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
SA ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ A✳ ❙♦✐❡♥t S ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ SA ❡t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ A ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡
❋r❡② ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (p, S) s✐ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✶✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρA
p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳

✷✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s SA✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ∈ SA\S✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ A ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❡♥ ℓ ❡t vℓ(∆A) ≡ 0 (mod p)✳

❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α(d, F ) ≥ 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ d ❡t
F t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ c 6= ±1 ❡t p > α(d, F )✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡②
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ (p, S) ♦ù S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ 2dD(f)
❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❉é♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❝❡t é♥♦♥❝é✳

❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❖♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

U(a, b)F (a, b) + V (a, b)c4 = −16D(f)b4, ✭✷✳✶✵✮

♦ù {
U(a, b) = 16

(
3t0(3t0t2 − t21)a + (t31 − 6t0t1t2 + 27t20t3)b

)

V (a, b) = 3t20a
2 + 2t0t1ab + (4t0t2 − t21)b

2.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✻ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t ∆ ❡t ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s 2dD(f)✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ℓ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❡♥ ℓ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ vℓ(∆E) ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s dD(f)
❡t ❞✐✈✐s❛♥t ∆ = 24D(f)d2c2p✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ℓ ❞✐✈✐s❡ ❧✬❡♥t✐❡r c✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c4✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ❧✬❡♥t✐❡r ℓ
❞✐✈✐s❡ ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t 16D(f)b4✳ ❖r ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s 2D(f)✱ ❞♦♥❝ ℓ ❞✐✈✐s❡ b✳ ❉❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ F (a, b)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ t0a

3✳ ❙✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s a✱ ❛❧♦rs
ℓ ❞✐✈✐s❡ t0 ❡t ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c4 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧
✈✐❡♥t q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t1✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ℓ ❞✐✈✐s❡ D(f) ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
✭✷✳✾✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ ℓ ❞✐✈✐s❡ a✳ ❈♦♠♠❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ ❛✉ss✐
b ❡t c✱ ❝✬❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ (a, b, c) s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s c4✳

▲❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ vℓ(∆E) ≡ 0 (mod p) rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té vℓ(∆) = vℓ(∆E) ❡t
❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ∆✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✼ P♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❙✐ E ❛ ✉♥

♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r p ≥ 11✳ ❙✐ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
j ❞❡ E ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ −153 ❡t 2553✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

7 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞ès q✉❡ p > 163

❞✬❛♣rès ❬▼❛③✼✽❪✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q ✭❝✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡

❝❛s s✐ f ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r Q ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✮✳ ❙✐ ρE
p ét❛✐t ré❞✉❝t✐❜❧❡✱

❧❡ ❣r♦✉♣❡ E(Q) ♣♦ssè❞r❛✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ 2p st❛❜❧❡ ♣❛r ●Q✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ Y0(2p) ❛✉r❛✐t ✉♥ ♣♦✐♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✳ ❖r✱ s✐ p ≥ 11✱
❇✳ ▼❛③✉r ❡t ▼✳ ❑❡♥❦✉ ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y0(2p)(Q) ❡st ✈✐❞❡ ✭❝❢✳
❬❑❡♥✽✷❪✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

▲❡ ❝❛s p = 7 s❡ tr❛✐t❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ Y0(14) ❡st
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♥♦té❡ 14A1 ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❬❈r❡✾✼❪ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s s✉r Q q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡
Q✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts j = −153 ❡t 2553 ✭❬▲✐❣✼✺✱
♣✳✹✺❪✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✽ ❙✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s dD(f)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ k = 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s dD(f)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✳✻✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡ ❡♥ p ❡t ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ p ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ E ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡
❞❡ p✳ ❉✬♦ù k = 2 ✭❬❙❡r✽✼✱ ♣r♦♣✳ ✺❪✮✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s❡r✈✐r❛ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ✭♣♦✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱
✈♦✐r ❬❙♣r✾✸✱ ❱✳➓✹❪✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✾ ❙♦✐t S′ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs (u, v,m) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ♦♥ ❛ F (u, v) = m✱

✷✳ ❧❡s ❡♥t✐❡rs u ❡t v s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱

✸✳ ❧✬❡♥t✐❡r m ❛ t♦✉s s❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❛♥s S′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ P♦s♦♥s S′ = {p1, . . . , pr}✳ ❙♦✐t n ∈ Z \ {0}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
{

(x, y) ∈ Z

[
1

S′

]2 ∣∣∣ F (x, y) = n

}

❡st ✜♥✐ ✭❬❍❙✵✵✱ ♣✳✸✻✸❪✮✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ N = {±pα1

1 · · · pαr
r , ❛✈❡❝ 0 ≤ αi ≤ 2}✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

F =

{
(x, y) ∈ Z

[
1

S′

]2 ∣∣∣ F (x, y) = n, ❛✈❡❝ n ∈ N
}

❡st ❡♥❝♦r❡ ✜♥✐✳
❙♦✐t (u, v,m) ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬❡♥t✐❡rs ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ■❧

❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r Z > 0 ❛②❛♥t t♦✉s s❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❛♥s S′ t❡❧ q✉❡
m = Z3n ❛✈❡❝ n ∈ N ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

F
( u

Z
,

v

Z

)
= n.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r ❡t s t❡❧s q✉❡
( u

Z
,

v

Z

)
= (r, s) ∈ F .
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▲❡s ❡♥t✐❡rs u ❡t v ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧✬❡♥t✐❡r Z ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞é♥♦♠✲
✐♥❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ > 0 ❞❡ r ❡t s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r u ❡t v ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r m✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡
❧❡♠♠❡✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❙♦✐t S′ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡
♣❛r FF,S′ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✜♥✐✮ ❞❡s tr✐♣❧❡ts (u, v,m) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✾✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

NF,S′ =

{
max {|m|, (u, v,m) ∈ FF,S′} s✐ FF,S′ 6= ∅

1 s✐♥♦♥.
✭✷✳✶✶✮

▲✬❡♥t✐❡r NF,S′ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ F ❡t S′✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β(d, F ) ≥ 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ d ❡t F
t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p > β(d, F )✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ✿

✶✳ ♦♥ ❛ c = ±1✱

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s 2dD(f) ❡♥ ❧❡q✉❡❧ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡
ré❞✉❝t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦♥ ré❛❧✐sé❡✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✱ ❧✬❡♥t✐❡r c ❛ t♦✉s s❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ❞❡s
❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ 2dD(f)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ♣❣❝❞(a, b) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t
b✱ ❛❧♦rs (♣❣❝❞(a, b))3 ❞✐✈✐s❡ d✳ P♦s♦♥s

a′ =
a

♣❣❝❞(a, b)
, b′ =

b

♣❣❝❞(a, b)
❡t d′ =

d

(♣❣❝❞(a, b))3
.

▲❡ tr✐♣❧❡t (a′, b′, d′cp) ✈ér✐✜❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✾✱ ✐✳❡✳ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ FF,S′ ✳ P♦s♦♥s ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮

β(d, F ) =
log NF,S′

log 2
≥ 0.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ F ❡t d✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r β(d, F )✳ ❙✐
❧✬♦♥ ❛ p > β(d, F )✱ ❛❧♦rs d′2p > NF,S′ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ c = ±1✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵✳

❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✺

◆♦t♦♥s S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ 2dD(f) ❡♥ ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E
❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ γ(d, F ) ≥ 5
t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p > γ(d, F )✱ ❛❧♦rs ρE

p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ P♦s♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉
❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵✱ α(d, F ) = max (β(d, F ), γ(d, F ))✳ ❙✐ c 6= ±1 ❡t p > α(d, F )✱ ❛❧♦rs
p > β(d, F ) ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡
ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞❛♥s S✱ ✐✳❡✳ SE \ S 6= ∅✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡
✷✳✻✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ∈ SE \ S✱ E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ℓ ❡t
vℓ(∆E) ≡ 0 (mod p)✳ ❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳
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◆♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✳ ❖♥ ♣♦s❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r✱

νA = max {ℓ | ℓ ∈ FA} .

❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ νA ∈ N✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ♣♦✉r
❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✷✳✼ ❡t ✷✳✽✱ ♦♥ ♣❡✉t s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥
s✉♣♣♦s❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s 2✳ ▲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N(ρE
p )

❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ q✉❛❞r✉♣❧❡t (a, b, c, p)✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ ℓ ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ♣r❡♠✐❡r ❞❡ N(ρE

p )✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻ ❡t
❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳ ✷✽❪✱ ℓ ❞✐✈✐s❡ 2dD(f)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ v2(N(ρE

p )) ≤ 8✱ v3(N(ρE
p )) ≤ 5

❡t s✐ ℓ ≥ 5✱ vℓ(N(ρE
p )) ≤ 2 ✭❝❢✳ ❬P❛♣✾✸❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❤♦✐s✐r

M = (2dD(f))8✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3 ❞❡ ❬❑r❛✾✼❜❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ηd,F ♥❡

❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ d ❡t F t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p > ηd,F ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
A ❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r NA = N(ρE

p ) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
p ❡t

ρA
p s♦✐❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✈ér✐✜é❡

p > νd,F = max {ηd,F , νA′ | A′ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q t❡❧❧❡ q✉❡ NA′ ≤ M} .

▲✬❡♥t✐❡r M ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ d ❡t F ✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r νd,F ✳ ❈♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ❛❧♦rs ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t c ❡t ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s 2dD(f)NA✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ℓ ❞✐✈✐s❡ ∆ s❛♥s ❞✐✈✐s❡r 2dD(f)✱ ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ℓ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ p > νd,F ≥ νA✱ ❧❡s
❝♦✉r❜❡s E ❡t A s♦♥t Q✲✐s♦❣è♥❡s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r ❡t ♦♥ ❛

1 = vℓ(NE) = vℓ(NA) = 0, ❝❛r ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s NA.

❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ c ❛ t♦✉s s❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ 2dD(f)

∏
NA′ ♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦rt❡

s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ✭❝❢✳ ❬❙✐❧✾✷✱ ■❳ ➓✻❪✮ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s A′ ❞é✜♥✐❡s s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ≤ M ✳

❙✐ ♣❣❝❞(a, b) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t b✱ ❛❧♦rs (♣❣❝❞(a, b))3 ❞✐✈✐s❡ d✳ P♦s♦♥s

a′ =
a

♣❣❝❞(a, b)
, b′ =

b

♣❣❝❞(a, b)
❡t d′ =

d

(♣❣❝❞(a, b))3
.

▲❡ tr✐♣❧❡t (a′, b′, d′cp) ✈ér✐✜❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✾✱ ✐✳❡✳ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ FF,S′ ✳ P♦s♦♥s ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✶✮✮

Cd,F =
log NF,S′

log 2
≥ 0.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ F ❡t d✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Cd,F ✳ ❊t✱
s✐ p > Cd,F ✱ ❛❧♦rs d′2p > NF,S′ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ c = ±1✳ ❈✬❡st ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ✳
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✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3.

❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7 ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ Sp(d) ❞és✐❣♥❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3 = dzp. ✭✷✳✶✷✮

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧✬❡♥t✐❡r d ❧✐❜r❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ tr♦✐s✐è♠❡✳

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ s✐ (a, b, c) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Sp(d)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡♥t✐❡rs a✱ b ❡t c
s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡✉①✲à✲❞❡✉①✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sp(d)✱ ❡t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st rés✉♠é ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸✮✱
♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧❛ts s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s d = 1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✷ ❙♦✐t (a, b, c) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sp(1)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥t✐❡r c ❡st ✐♠♣❛✐r✳

P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r d✱ ♦♥ ❛ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♠♣❧❡t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Sp(2)✱ Sp(6)✱ Sp(10) ❡t Sp(22) s♦♥t ✈✐❞❡s✳

❙♦✐t ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 13✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ℓ = 3✱ 5 ❡t 11✱ ❧❛ ✈❛❝✉✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(2ℓ) ✭❛✉✲♠♦✐♥s ❧♦rsq✉❡
p ❡st ❣r❛♥❞✮✳ ❈❡❧❛ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s s✐ ℓ ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r N∗ ♣❛r

g(n) =





50
13 · log(n)

log(2) s✐ n < 29,

18 + 2 log n
log 2 s✐ 29 ≤ n < 2362

50
13 · log(n)

log(2) s✐ n ≥ 2362.

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ℓ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭P✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

2 ≤ k < g(ℓ),

❛✉❝✉♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ℓ − 1✱ ℓ − 2k✱ ℓ + 2k ❡t 2k − ℓ ♥✬❡st ✉♥ ❝❛rré✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✹ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ℓ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭P✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥s✲
t❛♥t❡ κ(ℓ) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ℓ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p > κ(ℓ)✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(2ℓ)
❡st ✈✐❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✺ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❡♥❞r❡ κ(ℓ) =
(
4
√

ℓ + 1 + 1
)4(ℓ−1)

✳
▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s ♥❡✇❢♦r♠ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❆▲✼✵❪✮ ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ❡t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 64ℓ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
ℓ = 11✱ ♦♥ ❛ κ(11) ≈ 7 · 1046✱ ❛❧♦rs q✉❡ Sp(22) ❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r p ≥ 7 ❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs 13 ≤ ℓ ≤ 200 s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭P✮ s♦♥t

ℓ = 19, 43, 59, 61, 67, 83, 107, 109, 131, 139, 149, 157, 163, 167, 179, 181 ❡t 191.

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✷✳✶✷✱
✷✳✶✸ ❡t ✷✳✶✹✳
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✷✳✷✳✶ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E

❙♦✐t (a, b, c) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Sp(d)✳ ➚ ✉♥ t❡❧ tr✐♣❧❡t ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣✲
t✐q✉❡ E/Q ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❛✈❡❝ t0 = t1 = t2 = t3 = 1 ✿

y2 = x3 + (a − b)x2 + (a + b)2x + a3 + a2b − ab2 − b3. ✭✷✳✶✸✮

▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✱ à s❛✈♦✐r
(b − a, 0)✳

❖♥ ❛ D(f) = −16 ❡t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts st❛♥❞❛r❞ ✭c4, c6,∆✮ ❛ss♦❝✐és à E s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥ts ✭❝❢✳ ✭✷✳✾✮ ❡t ❬❚❛t✼✺❪✮ ✿





c4 = −32(a2 + 4ab + b2),
c6 = −128(5a3 + 3a2b − 3ab2 − 5b3),
∆ = −28F (a, b)2 = −28c2pd2.

✭✷✳✶✹✮

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ NE ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ E ❡t ∆E s♦♥ ❞✐s❝r✐♠❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧✳
P♦s♦♥s

r =
∏

ℓ|cd,ℓ6=2

ℓ.

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ 2✳ ❊❧❧❡ ❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s d ✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs✱ ab 6≡ 1 (mod 4) ❡t ♦♥ ❛

NE =

{
26r s✐ ab ≡ −1 (mod 4),
27r s✐ ab ❡st ♣❛✐r✳

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ab ❡st ♣❛✐r✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(d) = 1✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

ab ≡ −1 (mod 4) ❡t NE = 26r.

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r ❡♥ 2✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v2(d) = 2✳ ❆❧♦rs ab ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ♦♥ ❛

NE =

{
25r s✐ ab ≡ 1 (mod 4),
26r s✐ ab ≡ −1 (mod 4).

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ab ≡ 1
(mod 4)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs p ❞✐✈✐s❡ vℓ(∆E) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r ℓ ❞✐✈✐s❡ ∆✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬❡♥t✐❡r ℓ ❞✐✈✐s❡
❛❧♦rs

F (a, b) = (a + b)(a2 + b2) = dcp. ✭✷✳✶✺✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ab✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬❡♥t✐❡r a✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s❡r❛✐t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r ℓ✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡r❛✐t q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ b ✭❝❛r ℓ ❞✐✈✐s❡ F (a, b)✮ ❝❡
q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs a ❡t b s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s c4✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

c4 ≡
{

−26ab (mod ℓ) s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ a + b,
−27ab (mod ℓ) s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ a2 + b2.

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ℓ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ ℓ✳ ❖♥ ❛ vℓ(∆) = vℓ(∆E)✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ∆✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ℓ ❡t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ℓ✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱

vℓ(∆E) = vℓ(∆) ≡ 2vℓ(d) (mod p).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ p ❞✐✈✐s❡ vℓ(∆E) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳
➱t✉❞✐♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ✭✷✳✶✸✮ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥

2✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ab ✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs✱

F (a, b) ≡ 2(a + b) (mod 8) ❡t v2(c4) = 6.

✭❛✮ ❙✐ ab ≡ 1 (mod 4)✱ ❛❧♦rs v2(F (a, b)) = 2 ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t v2(d) =
2 ❡t c ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (6,≥ 9, 12). ✭✷✳✶✻✮

❉✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ■■ ❞❡ ❬P❛♣✾✸❪✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2
❡t ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s I∗ν ❛✈❡❝ ν = 2 ♦✉ ν = 3✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❚❛t❡ ✭❬❚❛t✼✺✱ ♣✳✺✵❪✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ν = 3 ❡t ♦♥ ❛ v2(NE) = 5✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t j ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 2 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

✭❜✮ ❙✐ ab ≡ −1 (mod 4)✱ ❛❧♦rs v2(F (a, b)) ≥ 3✱ ❞♦♥❝ c ❡st ♣❛✐r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

v2(∆) = 8 + 2v2(d) + 2pv2(c) ≥ 22.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛

− c6

128
≡ 5a + 3b − 3a − 5b ≡ 4a (mod 8).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (6, 9,≥ 22).

❉✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸❪✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2 ❡t ♦♥ ❛ v2(NE) =
6✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t j ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r ❡♥ 2✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ab ♣❛✐r✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ (a, b, c) ét❛♥t ♣r♦♣r❡✱ a ❡st ♣❛✐r ❡t b ✐♠♣❛✐r
✭♦✉ a ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t b ♣❛✐r✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ c ❡t d s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✐♠♣❛✐rs✳ ❉✬♦ù

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (5, 7, 8). ✭✷✳✶✼✮

❉✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸❪✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ 2 ❡t ♦♥ ❛ v2(NE) = 7✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t j ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r ❡♥ 2✳

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
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✷✳✷✳✷ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✼ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
p ❡st ✭❛❜s♦❧✉♠❡♥t✮ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✱ ❞♦♥❝
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r p ≥ 11✳ P♦s♦♥s
t = a/b✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬é❣❛❧✐té j = −153 ♦✉ 2553 ✭♦ù j ❡st ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ E✮
❝♦♥❞✉✐t à

27 (t2 + 4t + 1)3

t3 + t2 + t + 1
= −153 ♦✉ 2553.

❖r ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ρE

7 ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✽ ❖♥ ❛ k = 2 s✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d ❡t k = p + 1 s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s
✷✳✽ ❡t ✷✳✶✻✱ ♦♥ ❛ k = 2✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ p ❞✐✈✐s❡ d✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❛❧♦rs ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ p ❡t p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s vp(∆E)✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à
k = p + 1✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

P♦s♦♥s

r′ =
∏

ℓ|d,ℓ 6=2,p

ℓ.

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✾ ✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ d ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs✱ ab 6≡ 1 (mod 4) ❡t
♦♥ ❛

N(ρE
p ) =

{
26r′ s✐ ab ≡ −1 (mod 4),
27r′ s✐ ab ❡st ♣❛✐r✳

✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ v2(d) = 1✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

ab ≡ −1 (mod 4) ❡t N(ρE
p ) = 26r′.

✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ v2(d) = 2✳ ❆❧♦rs ab ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ♦♥ ❛

N(ρE
p ) =

{
25r′ s✐ ab ≡ 1 (mod 4),
26r′ s✐ ab ≡ −1 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ℓ 6= p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻✱ ℓ ❞✐✈✐s❡ cd✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ℓ ❡t E ❛
♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡♥ ℓ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s d✳ ❆❧♦rs✱ vℓ(∆E) ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ vℓ(N(ρE

p )) = 0 ✭❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳✷✽❪✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ℓ ❞✐✈✐s❡ d✳ ❆❧♦rs✱ vℓ(∆E) ♥✬❡st ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻✮

❡t ♦♥ ❛ vℓ(N(ρE
p )) = 1 ✭❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳✷✽❪✮✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❞♦♥❝ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2 ❡t ♦♥ ❛
v2(N(ρE

p )) = v2(NE) ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
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✷✳✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✷✳✶✷✱ ✷✳✶✸ ❡t ✷✳✶✹

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (a, b, c) ∈ Sp(d) ♦ù p ❡st
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7 ❡t d ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡s
t❤é♦rè♠❡s ✷✳✶✷✱ ✷✳✶✸ ❡t ✷✳✶✹✳
◆♦t❛t✐♦♥s ❡t r❛♣♣❡❧s✳ ❙♦✐t n ∈ N∗✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r S+

2 (n) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♥❡✇❢♦r♠
✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❆▲✼✵❪✮ ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Γ0(n) ❞❡ SL2(Z)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡
f ∈ S+

2 (n) ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✐ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❧✬✐♥✜♥✐ s✬é❝r✐t

f = q +
∑

m≥2

am(f)qm, ❛✈❡❝ q = e2iπτ .

■❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t dimC(S+
2 (n)) ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❛♥s S+

2 (n)✳ P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡
❢♦r♠❡✱ ♥♦t♦♥s Kf ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am(f)✱ m ≥ 2 ❡t NKf /Q

❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Kf/Q✳
❙✐ A/Q ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥♦t❡

LA(s) =
∑

m≥0

am(A)m−s

s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L ❞❡ ❍❛ss❡✲❲❡✐❧✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❙❡r✾✻❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵ ■❧ ❡①✐st❡ f ∈ S+
k (N(ρE

p )) ♥♦r♠❛❧✐sé❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ré❛❧✐sé❡s✳

✶✳ ❙✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ NE ❡t ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s pN(ρE
p )✱ ❛❧♦rs

p ❞✐✈✐s❡ NKf /Q(aℓ(f) ± (ℓ + 1)).

✷✳ ❙✐ ℓ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s pNE✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≤
√

l t❡❧ q✉❡

p ❞✐✈✐s❡ NKf /Q(aℓ(f) ± 2r).

P♦✉r ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✷✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ E ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧
s✉r Q✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t aℓ(E) ❡st ♣❛✐r✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s |aℓ(E)| ≤ 2

√
ℓ ❞✬❛♣rès ❧❡s

❜♦r♥❡s ❞❡ ❲❡✐❧✳
❙✐ f ✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✱ ❛ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts am(f)

❞❛♥s Z✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ Ef ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N(ρE
p )

❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
p ❡t ρ

Ef
p s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❙♦✐t Q(E[p])/Q ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ E✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ Q✳ ❙♦✐t e s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 2✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s ab ≡ −1 (mod 4)✳ ❖♥ ❛ e = 2p✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ab ≡ −1 (mod 4)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻✱ ❧✬✐♥✈❛r✐✲
❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐❡r ❡♥ 2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

v2(j) = 18 − (8 + 2v2(d) + 2pv2(c)) ≡ 10 − 2v2(d) 6≡ 0 (mod p)

❝❛r v2(d) = 0 ♦✉ 1 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t e = 2p ✭❬❈❑✵✷✱ ❝♦r✳ ✶❪✮✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✷

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✾✱ ♦♥ ❛

N(ρE
p ) =

{
26 s✐ ab ≡ −1 (mod 4),
27 s✐ ab ❡st ♣❛✐r.

❙✉♣♣♦s♦♥s ab ≡ −1 (mod 4)✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ S+
2 (64) ♥✬❡st ❝♦♥st✐t✉é q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡

❝❧❛ss❡ ❞❡ Q✲✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 64✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
E ❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ 2 ❡t s♦♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té
❡♥ 2 ❡st ❞✬♦r❞r❡ 2p ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✷✶✮✳ ❖r✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 64 ♦♥t ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2 ❡t ❧❡✉r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡
❝♦✉r❜❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ 2 ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Q(A[p])/Q ❡st 8 ✭❝❢✳ ❬❈r❡✾✼❪
❡t ❬❑r❛✾✵❪✮✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE

p ❡t ρA
p ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❖♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡ ab ❡st ♣❛✐r✳ ❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ d ∈ {2, 6, 10, 22}✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✾✱ ♦♥ ❛ ab ≡ −1
(mod 4) ❡t

N(ρE
p ) =





26 s✐ d = 2,
26 · 3 s✐ d = 6,
26 · 5 s✐ d = 10,
26 · 11 s✐ d = 22 ❡t p 6= 11,

26 s✐ d = 22 ❡t p = 11.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✶✱ ♦♥ ❛ e = 2p✳

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs N(ρE
p ) = 64✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉✲

♠❡♥t q✉✬❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳✸✱ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(2) ❡st ✈✐❞❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 6✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ S+
2 (192) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ❡t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r

q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r Q ✭❝❢✳ ❬❙t❡✵✻❪✮✳
❚♦✉t❡s ♦♥t ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2 ❡t ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡♥t✐❡r ❡♥ 2✳ ▲❡✉r
❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❡♥ 2 ❡st ❞✬♦r❞r❡ 8 ♦✉ 24 ✭❝❢✳ ❬❈r❡✾✼❪ ❡t ❬❑r❛✾✵❪✮✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 2p✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(6) ❡st ✈✐❞❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 10✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ S+
2 (320) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s✐① ❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲

✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 320 ❡t ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s f1

❡t f2 ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és s✉r Q(
√

2) ✭❝❢✳ ❬❙t❡✵✻❪✮✳
▲❛ ❢♦r♠❡ f = f1 ♦✉ f2 ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞✉ ❝♦r♣s Kf

❡♥❣❡♥❞ré s✉r Q ♣❛r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ α ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ X2 − 8 ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ℓ = 3✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳

a3(f) NKf /Q(a3(f) ± 4) NKf /Q(a3(f)) NKf /Q(a3(f) ± 2)

α 8 −8 −4

▲❛ ❢♦r♠❡ f ♥❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ ρE

p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρA
p ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡

A/Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 320✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t t♦✉t❡s ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
❡♥ 2 ❡t ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡♥t✐❡r ❡♥ 2 ✭❧❡✉r ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❡♥ 2
❞✐✈✐s❡ 24 ❞✬❛♣rès ❬❙❡r✼✷✱ ♣✳✸✽✻❪✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 2p✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
Sp(10) ❡st ❞♦♥❝ ✈✐❞❡✳



✻✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❋❖❘▼❊❙ ❍❖▼❖●➮◆❊❙ ❉❊ ❉❊●❘➱ 3

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 22 ❡t p 6= 11✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ S+
2 (704) ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞♦✉③❡

❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲✐s♦❣é♥✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 704 ❡t ❞❡ ❤✉✐t ❢♦r♠❡s
♠♦❞✉❧❛✐r❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❤✉✐t ❢♦r♠❡s ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ●Q à ❧✬✉♥❡
❞❡s q✉❛tr❡ ❢♦r♠❡s ♥♦té❡s 704M1✱ 704N1✱ 704O1 ❡t 704P1 ❞❛♥s ❬❙t❡✵✻❪✳ ❆✈❡❝ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✱ ♦♥ ❛ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ℓ = 3✳

◆❡✇❢♦r♠ f 704M1 704N1 704O1 704P1

P♦❧②♥ô♠❡ Pf t❡❧ q✉❡

Kf = Q(α) ❡t Pf (α) = 0 X2 + X − 4 X2
− X − 4 X2 + X − 4 X2

− X − 4
a3(f) α α α α

NKf /Q(a3(f) + 4) 8 16 8 16

NKf /Q(a3(f) − 4) 16 8 16 8

NKf /Q(a3(f)) −4 −4 −4 −4

NKf /Q(a3(f) + 2) −2 2 −2 2

NKf /Q(a3(f) − 2) 2 −2 2 −2

❆✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ ρE

p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρA
p ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ A/Q

❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 704✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t t♦✉t❡s ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2
❡t ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡♥t✐❡r ❡♥ 2✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sp(22) ❡st ❞♦♥❝ ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 22 ❡t p = 11✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE
11 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s

12 ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✽✮ ❡t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 64✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ r❡❢❡r❡❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✐❣♥❛❧é
q✉❡ ρE

11 ✓ ♣r♦✈✐❡♥t ✔ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♥❡✇❢♦r♠ ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ❡t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 12 · 64 = 704
✭✈♦✐r ❬❘✐❜✾✹✱ ✭✷✳✷✮❪ ❡t ❬❉✐❛✾✺✱ ❧❡♠✳ ✷✳✶❪✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✱ ✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ S+

2 (12 · 64) ♥♦r♠❛❧✐sé❡ t❡❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r ℓ 6= 2✱ 11✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ré❛❧✐sé❡s ✿

✶✳ s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ NE ✱ ❛❧♦rs 11 ❞✐✈✐s❡ NKf /Q(aℓ(f) ± (ℓ + 1))✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≤
√

l t❡❧ q✉❡ 11 ❞✐✈✐s❡ NKf /Q(aℓ(f) ± 2r)✳

❖♥ ❝♦♥tr❡❞✐t ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✬à
❧✬❛❧✐♥é❛ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S11(22) ❡st ✈✐❞❡✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✹

❙✉♣♣♦s♦♥s d = 2ℓ✱ ♦ù ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 13 s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été
✭P✮✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ❡st ❛❧♦rs ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r p ≥ 7 ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s 2 ❞ès q✉❡
p 6= ℓ ✭❧❡♠♠❡s ✷✳✶✼ ❡t ✷✳✶✽✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ab ≡ −1 (mod 4) ❡t N(ρE

p ) = 26ℓ✳
❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✼❜✱ t❤✳✸❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ κ(ℓ) > ℓ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡

ℓ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ p > κ(ℓ)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
E′ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✱ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N(ρE

p ) = 26ℓ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
p

❡t ρE′

p s♦✐❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
◗✉✐tt❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r κ(ℓ)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ E′ ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡

2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q ✭❝❢✳ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤✳ ✹ ❞❡ ❬❑r❛✾✼❜❪ ❡t ❬❙❡r✻✽✱ ■❱✲✻❪✮✳
▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 64ℓ ❛②❛♥t ❛✉✲

♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖r ❝✬❡st ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ℓ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭P✮ ❞✬❛♣rès ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡❲✳ ■✈♦rr❛

✭❝❢✳ ❬■✈♦✵✹❪✮✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✼❜❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ κ(ℓ) =
(
4
√

ℓ + 1 + 1
)4(ℓ−1)

✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✹✳



✷✳✸✳ ❘❊▼❆❘◗❯❊❙ ❊◆ ❉❊●❘➱ ≥ 3 ✻✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✷ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r Q ❛②❛♥t
✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q ❡t ✉♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 64ℓ✱ ■✈♦rr❛ ✭❬■✈♦✵✹❪✮
✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❇❡✉❦❡rs ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡s 1 ❡t 2 ❞❡ ❬❇❡✉✽✶❪✮ s✉r ❧❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♠❛♥✉❥❛♥✲◆❛❣❡❧❧✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s ♦♥t ❞❡♣✉✐s été ❛♠é❧✐♦ré❡s
♣❛r ❇❛✉❡r ❡t ❇❡♥♥❡tt ✭❬❇❇✵✷❪✮✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ♣r❡♥❞ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✭❧♦rsq✉❡ 29 ≤ n < 2362 ♦♥ ❛ ❛❞❛♣té ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ 2 ❞❡ ❬❇❡✉✽✶❪ ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜♦r♥❡s✮✳

✷✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡s ❡♥ ❞❡❣ré ≥ 3

✷✳✸✳✶ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② ❡♥ ❞❡❣ré 6

❙♦✐t F ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 6 sé♣❛r❛❜❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳
❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r F ✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❝♦♠♠❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✶✱ ❝♦♥s✲
tr✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é❡ à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r F (x, y) = Φ9(x, y) = x6 +x3y3 + y6✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y2 = x3 + a2x
2 + a4x + a6,

❛✈❡❝ 



a2 = 3ab,
a4 = −3(a4 − a3b + 2a2b2 − ab3 + b4),
a6 = a6 − 9a5b + 9a4b2 − 19a3b3 + 9a2b4 − 9ab5 + b6.

❙♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡st ∆ = 24 · 34 · Φ9(a, b)2✳ ❊❧❧❡ ❡st s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡
2 ❡t 3✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s à
❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ F = Φ9✳

✷✳✸✳✷ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
éq✉❛t✐♦♥s s✉♣❡r❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♦♥ ❛ ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❋r❡② à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ✐❧❧✉str❡ ✐❝✐ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧❛ ✈❛❝✉✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳

❙♦✐t t ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E/Q[t] ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

E : y2 + txy = x3 + (1 + t)x.

❙❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ∆(t) ❡t c4(t) s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ❞❡ Q[t] ✿

∆(t) = t6 + 2t5 + t4 − 64t3 − 192t2 − 192t − 64,

c4(t) = t4 − 48t − 48.

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ R ❞és✐❣♥❡ ❧❡✉r rés✉❧t❛♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

R = 216.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛♣rès s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t ❡♥t✐❡r✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡ 2✳ ❙✐ t ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 4✱ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 2 ❞❡ ∆(t) ❡st 6✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐
v2(t) = 1✱ ❛❧♦rs v2(∆(t)) = 4✳ ❊♥✜♥✱ s✐ t ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ∆(t) ❡st ♣❛✐r ❡t c4(t) ✐♠♣❛✐r✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ E r❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ρE

p ❡st ❞♦♥❝ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r p ≥ 11 ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✼✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❞❡ E ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ −153 ❡t 2553✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ρE

7 ❡st é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ à ♣rés❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r c t❡❧ q✉❡ t ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
s✉♣❡r❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✿

∆(t) = cp,

♦ù p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 7✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ t ❡st ✐♠♣❛✐r✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s 2
❡t ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 1✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ c✳

✷✳✹ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮

❉❛♥s ❬▲❛♥✾✾❛❪✱ ▼✳ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✷✸ ❙♦✐❡♥t F ∈ Z [X, Y ] ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré
≥ 3 ❡t ε ✉♥ ré❡❧ > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Cε,F > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ε ❡t
F t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞✬❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦♥ ❛ ✿

rad(F (a, b)) ≥ Cε,F max(|a|, |b|)deg(F )−2−ε,

♦ù rad(n)✱ n ∈ N∗✱ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞✐✈✐s❛♥t n✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ rad(0) = ∞✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝❡ ❝❡tt❡❆♥♥❡①❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥
❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡sq✉✐ssé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❬●❚✵✷❪ ✭✈♦✐r
é❣❛❧❡♠❡♥t ❬❍✐♥✵✽✱ ♣♣✳✷✹✹✲✷✹✻❪✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮✳

✷✳✹✳✶ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✷✹ ✭❛❜❝✮ ❙♦✐t ε ✉♥ ré❡❧ > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(ε) > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t tr✐♣❧❡t (a, b, c) ❞✬❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ✈ér✐✜❛♥t
a + b = c✱ ♦♥ ❛✐t

rad(abc) ≥ C(ε) max(|a|, |b|)1−ε.

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ➓ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✺ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛❜❝ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✷✸✳

▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✷✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

F (X,Y ) = XY (X + Y ).

■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❞♦♥❝ à ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ♣❧✉s✐❡✉rs
ét❛♣❡s✳
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✶✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛s♦♥

◆♦t❛t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ∈ Z[X]✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ {f = 0} ❞és✐❣♥❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ f ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ |{f = 0}| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❡ f ❝♦♠♣té❡s s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✻ ✭▼❛s♦♥✮ ❙♦✐❡♥t a✱ b ❡t c tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ Z[t] ♥♦♥ ❝♦♥s✲
t❛♥ts ❡t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ✈ér✐✜❛♥t ✿

a(t) + b(t) = c(t).

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ✿

max(deg(a),deg(b),deg(c)) ≤ |{abc = 0}| − 1. ✭✷✳✶✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ a✱ b ❡t c ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ ▲✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥

φ : t 7→ a(t)

c(t)

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ P1 → P1 ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

✕ s✐ φ(∞) 6= 0✱ ❛❧♦rs φ−1(0) = {a = 0}
✕ s✐ φ(∞) 6= ∞✱ ❛❧♦rs φ−1(∞) = {c = 0}✱
✕ s✐ φ(∞) 6= 1✱ ❛❧♦rs φ−1(1) = {b = 0}✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ∞ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✉♥✱ ❛✉ ♣❧✉s✱ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s φ−1(∞)✱ φ−1(1) ❡t
φ−1(0)✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✲ ❍✉r✇✐t③ à φ q✉✐ ❡st ❞❡
❞❡❣ré d = max(deg(a),deg(c))✳ ❖♥ ❛ ✿

−2 = −2d +
∑

y∈P1

(
d − |φ−1(y)|

)
.

❈❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✭✜♥✐❡✮ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s
ét❛♥t ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

−2 ≥ −2d +
∑

y∈{0,1,∞}

(
d − |φ−1(y)|

)
. ✭✷✳✶✾✮

✭❆✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ φ ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❤♦rs ❞❡ {0, 1,∞}✳✮ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

−2 ≥ −2d + 3d −
(
|φ−1(0)| + |φ−1(1)| + |φ−1(∞)|

)
.

❙♦✐t ❡♥❝♦r❡
d ≤ |φ−1(0)| + |φ−1(1)| + |φ−1(∞)| − 2.

❖r✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ✿

|φ−1(0)| + |φ−1(1)| + |φ−1(∞)| ≤ |{abc = 0}| + 1. ✭✷✳✷✵✮

✭❆✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ φ({∞}) ⊂ {0, 1,∞}✳✮ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

d ≤ |{abc = 0}| − 1.

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ b = c − a✱ ♦♥ ❛

deg(b) ≤ d

♣✉✐s d = max(deg(a),deg(b),deg(c))✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
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✷✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡❧②✐

❆❞♦♣t♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✼ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ P1(Q)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❇❡❧②✐ ❛ss♦❝✐é❡ à S t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ φ : P1 → P1

❞é✜♥✐❡ s✉r Q ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❤♦rs ❞❡ 0✱ 1 ❡t ∞ ❀

✷✳ ♦♥ ❛ φ(S) ⊂ {0, 1,∞}✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳ ❬❙❡r✾✼❪✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✽ ✭❇❡❧②✐✮ ❙♦✐t S ⊂ P1(Q) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧②✐ ❛ss♦❝✐é❡ à S✳

❱✉ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛s♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✾ ❙♦✐t φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧②✐ ❛ss♦❝✐é❡ à {∞} ❡t a(t)✱ c(t) ❞❡✉①
♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ Z[t] ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① t❡❧s q✉❡ φ(t) = a(t)/c(t)✳
❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

max(deg(a),deg(b),deg(c)) = |{abc = 0}| − 1,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé b(t) = c(t) − a(t)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✻✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés
❞♦♥t rés✉❧t❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✿ ✭✷✳✶✾✮ ❡t ✭✷✳✷✵✮✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✷✳✶✾✮ s✐ φ ❡st
♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❤♦rs ❞❡ {0, 1,∞}✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✷✳✷✵✮ s✐ φ({∞}) ⊂ {0, 1,∞}✳
❖r ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧②✐✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✸✳ ❙✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛s♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✵ ❙♦✐t f ∈ Z[t] ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ sé♣❛r❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a(t)✱
b(t) ❡t c(t) tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡ Z[t] ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① t❡❧s q✉❡ ✿

✶✳ a(t) + b(t) = c(t) ❀

✷✳ max(deg(a),deg(b),deg(c)) = |{abc = 0}| − 1 ❀

✸✳ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st
❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t ❀

✹✳ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ❞✐✈✐s❡ abc✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t S = {f = 0}∪{∞}✳ ❈✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ P1(Q)✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧②✐ φ ❛ss♦❝✐é❡ à S✳ P♦s♦♥s✱
φ = a/c✱ ♦ù a ❡t c s♦♥t ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ Z[t] ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ♥♦♥
❝♦♥st❛♥ts✱ ♣✉✐s b = c − a✳ ❈♦♠♠❡ {∞} ⊂ S✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧②✐ ❛ss❝♦✐é❡ à {∞}✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✾✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱
b ❡t c s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷✳

◆♦t♦♥s d = max(deg(a),deg(b),deg(c))✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✱ ❧❡s tr♦✐s
♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❞❡ ❞❡❣rés ❞✐✛ér❡♥ts✳ ■❧ ② ❡♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❡✉① ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré✱ ❡t ❝✬❡st d✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ∞ ∈ S✱ ❡t
❞♦♥❝ φ(∞) = 0✱ 1 ♦✉ ∞✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s
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a✱ b ❡t c q✉✐ s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t
c✱ ❞❡✉① ❡①❛❝t❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré d✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s♦✐t t ∈ P1(Q) t❡❧ q✉❡ f(t) = 0✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ t ∈ S✳
❈♦♠♠❡ φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧②✐ ♣♦✉r S✱ ♦♥ ❛ φ(t) = 0✱ 1 ♦✉ ∞✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ t ✈ér✐✜❡ ✿

(abc)(t) = 0.

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ét❛♥t sé♣❛r❛❜❧❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t abc✳ ❈❡❧❛
❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✹✳ ❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ F ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✷✸ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ f(t) = F (t, 1)✳ ▲❡
♣♦❧②♥ô♠❡ f ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré

deg(f) ≥ deg(F ) − 1. ✭✷✳✷✶✮

❙♦✐❡♥t m ❡t n ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ ♥✉❧s ❡t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① t❡❧s q✉❡ F (m, n) 6= 0✳
◗✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r F (X, Y ) ❡♥ F (Y, X)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ m ≤ n✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ q✉✐tt❡ à ❝❤❛♥❣❡r F (X, Y ) ❡♥ F (−X, Y )✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
m > 0✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

0 < m ≤ n.

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ét❛♥t sé♣❛r❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✵✱ tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s
a✱ b ❡t c ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡ Z[t] ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① t❡❧s q✉❡ ✿

✶✳ a(t) + b(t) = c(t) ❀

✷✳ max(deg(a),deg(b),deg(c)) = |{abc = 0}| − 1 ❀

✸✳ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st
❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t ❀

✹✳ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ❞✐✈✐s❡ abc✳

P♦s♦♥s d = max(deg(a),deg(b),deg(c)) ❡t ❤♦♠♦❣é♥é✐s♦♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t
c ❡♥ ❞❡❣ré d ✿

A(X, Y ) = Y da(X/Y ),

B(X, Y ) = Y db(X/Y ),

C(X, Y ) = Y dc(X/Y ).

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✱ ♦♥ ❛

A(m, n) + B(m, n) = C(m, n).

▲❡s ❡♥t✐❡rs A(m, n)✱ B(m, n) ❡t C(m, n) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣r❡♠✐❡rs
❡♥tr❡ ❡✉①✳ ◆♦t♦♥s D ❧❡✉r ♣❣❝❞✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✶ ▲✬❡♥t✐❡r D ❡st ♠❛❥♦ré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m ❡t n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◗✉✐tt❡ à é❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
✭❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

deg a = deg b = d.
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P♦s♦♥s ❛❧♦rs

a(t) = a0t
d + · · · + ad ❡t b(t) = b0t

d + · · · + bd.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ a ❡t b ✭❬❇♦✉✽✶✱ ❆ ■❱✳✼✶❪✮✱ ♥♦té Res(a, b)✱ ❡st ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r M ❞❡ a ❡t b ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ (2d)×(2d)✮ r❛♣♣❡❧é❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

M =




a0 . . . . . . . . . ad 0
0 a0 . . . . . . ad−1 ad

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
a0 a1 . . . . . . ad

b0 . . . . . . . . . bd

0 b0 . . . . . . bd−1 bd

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
0 b0 b1 . . . . . . bd




.

❖♥ ♥♦t❡ {Ci}1≤i≤2d ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉
❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ ♦♥ ❛

X2d−1Res(a, b) = det




X2d−1a0 . . . . . . . . . ad 0
0 a0 . . . . . . ad−1 ad

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
a0 a1 . . . . . . ad

X2d−1b0 . . . . . . . . . bd

0 b0 . . . . . . bd−1 bd

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
0 b0 b1 . . . . . . bd




.

P✉✐s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s X2d−iY i−1Ci

♣♦✉r t♦✉t 2 ≤ i ≤ 2d✱ ♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐

X2d−1Res(a, b) = det




Xd−1A(X, Y ) . . . . . . . . . ad 0
Xd−2Y A(X, Y ) a0 . . . . . . ad−1 ad

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

Y d−1A(X, Y ) a0 a1 . . . . . . ad

Xd−1B(X, Y ) . . . . . . . . . bd

Xd−2Y B(X, Y ) b0 . . . . . . bd−1 bd

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

Y d−1B(X,Y ) b0 b1 . . . . . . bd




.

❉✬♦ù✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✿

X2d−1Res(a, b) ∈ (A, B)Z[X, Y ].

❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✭❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ C2d ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M
♣❛r Y 2d−1C2d ❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s X2d−iY i−1Ci ♣♦✉r
1 ≤ i ≤ 2d − 1✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

Y 2d−1Res(a, b) ∈ (A, B)Z[X, Y ].
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❖r✱ ❧❡ ♣❣❝❞ D ❞❡ A(m, n)✱ B(m, n) ❡t C(m, n) ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ A(m, n)
❡t B(m, n)✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ s♣é❝✐❛❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

D | n2d−1Res(a, b) ❡t D | m2d−1Res(a, b).

▲❡s ❡♥t✐❡rs m ❡t n ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ D ❞✐✈✐s❡ ❧❡
rés✉❧t❛♥t ❞❡ a ❡t b✳ ▲✬❡♥t✐❡r D ❡st ❞♦♥❝ ♠❛❥♦ré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ m ❡t n✳
❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✶✳

◗✉✐tt❡ à ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡r a✱ b ❡t c✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ A(m, n) ≥ 0✱
B(m, n) ≥ 0 ❡t C(m, n) ≥ 0✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ❛✉① ❡♥t✐❡rs
♣♦s✐t✐❢s✱ A(m, n)✱ B(m, n) ❡t C(m, n)✳ P♦✉r ε > 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

rad(A(m, n)B(m, n)C(m, n)) ≫ε,F max(A(m, n), B(m, n))1−ε. ✭✷✳✷✷✮

▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✺ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥♦r❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ♠❛❥♦r❡r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳

▼❛❥♦r❛t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ H ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ✭❢❛❝t♦r✐❡❧✮ Z[X,Y ]✱
♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r rad(H) ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✮

rad(H) =
∏

P |H
P,

♦ù ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s P ❞❡ Z[X,Y ]✳

❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✷ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ F (X, Y ) ❞✐✈✐s❡ rad(A(X, Y )B(X, Y )C(X, Y ))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ f ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t abc✳ P♦s♦♥s

(abc)(t) = f(t) · g(t), ♦ù deg(g) = deg(abc) − deg(f).

❖♥ ❛

A(X, Y )B(X, Y )C(X, Y ) = Y 3da
(X

Y

)
b
(X

Y

)
c
(X

Y

)

= Y 3df
(X

Y

)
g
(X

Y

)

= Y 3d−deg(F )F (X, Y )g
(X

Y

)
.

❖r✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❞❡✉① s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré d ❡t
❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré < d✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛

3d − deg(F ) ≥ deg(abc) − deg(F ) + 1,

♣✉✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✷✶✮

3d − deg(F ) ≥ deg(abc) − deg(f) = deg(g).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

Y 3d−deg(F )g
(X

Y

)
∈ Z[X, Y ]
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❡t F ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ABC✳ ❖r✱ F ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞♦♥❝ F ❞✐✈✐s❡
rad(ABC)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✷✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✷✱ ♣♦s♦♥s ✿

rad(ABC) = F · G,

♦ù G ∈ Z[X, Y ]✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

rad(A(m, n)B(m, n)C(m, n)) | rad(ABC)(m, n) = F (m, n)G(m, n),

♣✉✐s
rad(A(m, n)B(m, n)C(m, n)) ≤ rad(F (m, n))|G(m, n)|. ✭✷✳✷✸✮

❖r✱ ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s a✱ b ❡t c ❡st ❞❡ ❞❡❣ré < d ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s s♦♥t
❞❡ ❞❡❣ré ❡①❝❛t❡♠❡♥t d✱ ❞✬♦ù

deg(rad(ABC)) = |{abc = 0}| + 1.

❖r✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ |{abc = 0}| = d + 1✳ ❉✬♦ù ✿

deg(rad(ABC)) = d + 2.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G ❡st ❞❡ ❞❡❣ré d + 2 − deg(F )✳ ❉✬♦ù

|G(m, n)| ≪F max(|m|, |n|)d+2−deg(F )

❡t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✸✮

rad(A(m, n)B(m, n)C(m, n)) ≪F rad(F (m, n)) max(|m|, |n|)d+2−deg(F ).
✭✷✳✷✹✮

▼✐♥♦r❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❡st ♣❧❛❝é ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù

0 < m ≤ n ❡t A(m, n), B(m, n) ❡t C(m, n) ≥ 0.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

max (A(m, n), B(m, n)) = nd max
(
a
(m

n

)
, b
(m

n

))

= max(|m|, |n|)d max
(
a
(m

n

)
, b
(m

n

))

≥ max(|m|, |n|)d ✐♥❢
t∈C

(
♠❛① (|a(t)|, |b(t)|)

)
.

❖r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s a ❡t b ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❑✳ ▼❛❤❧❡r ✭❝❢✳ ❬▲❛♥✾✾❜❪✮ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱

✐♥❢
t∈C

(
♠❛① (|a(t)|, |b(t)|)

)
> 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

max (A(m, n), B(m, n), C(m, n)) ≫F max(|m|, |n|)d. ✭✷✳✷✺✮
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▲❡♠♠❡ ✷✳✸✸ ✭▼❛❤❧❡r✮ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s❛♥s ③ér♦
❝♦♠♠✉♥✳ ❆❧♦rs✱

inf
z∈C

(
max (|P (z)|, |Q(z)|)

)
> 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s

P (z) = a(z − x1) . . . (z − xp) ❡t Q(z) = b(z − y1) . . . (z − yq).

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ xi 6= yj ♣♦✉r t♦✉t i, j✳ ❙♦✐t z ∈ C✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t

min
j

|z − yj | ≥ min
i
|z − xi|.

❙♦✐t ❛❧♦rs i0 t❡❧ q✉❡ |z − xi0 | ≤ min
j

|z − yj |✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤ q✱ ♦♥ ❛

❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡

|xi0 − yj | ≤ |xi0 − z| + |z − yj | ≤ 2|z − yj |.

❉✬♦ù |Q(z)| ≥ 2−q|Q(xi0)| ♣✉✐s

|Q(z)| ≥ min
i,j

(
2−p|P (yj)|, 2−q|Q(xi)|

)
.

❙✐ min
j

|z − yj | < min
i
|z − xi|✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡

|P (z)| ≥ min
i,j

(
2−p|P (yj)|, 2−q|Q(xi)|

)
.

❉✬♦ù
max (|P (z)|, |Q(z)|) ≥ min

i,j

(
2−p|P (yj)|, 2−q|Q(xi)|

)
> 0.

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝❛r ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ s❡s
♠✐♥♦r❛♥ts✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✷✳✷✹✮ ❡t ✭✷✳✷✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

rad(F (m, n)) max(|m|, |n|)d+2−deg(F ) ≫ε,F max(|m|, |n|)d(1−ε).

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ε ♣❛r ε/d ❞❛♥s ✭✷✳✷✷✮✳ ❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✺✳

✷✳✹✳✷ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮

❉é❞✉✐s♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
❢♦r♠✉❧é❡ ❛✉ ➓ ♣ré❝é❞❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✹ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❆✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t F ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ≥ 3 à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ (a, b, c) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮✳ P♦s♦♥s

a′ =
a

♣❣❝❞(a, b)
❡t b′ =

b

♣❣❝❞(a, b)
,
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♦ù ♣❣❝❞(a, b) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ a ❡t b✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs a✱ b ❡t c ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡
❡✉①✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (♣❣❝❞(a, b))deg(F ) ❞✐✈✐s❡ d✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

F (a′, b′) = d′cp, ♦ù d′ =
d

(♣❣❝❞(a, b))deg(F )
. ✭✷✳✷✻✮

▲❡s ❡♥t✐❡rs a′ ❡t b′ ét❛♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Cε,F > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ε ❡t
F t❡❧❧❡ q✉❡

rad(F (a′, b′)) ≥ Cε,F max(|a′|, |b′|)deg(F )−2−ε. ✭✷✳✷✼✮

❖r✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✻✮✱ ♦♥ ❛ rad(F (a′, b′)) ≤ |d′c|✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
MF ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ F t❡❧❧❡ q✉❡

max(|a′|, |b′|)deg(F ) ≥ MF |d′cp|.

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✷✳✷✼✮ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

|d′c| ≥ Cε,F (MF |d′cp|)α
, ♦ù α = 1 − 2 + ε

deg(F )
.

❙✉♣♣♦s♦♥s ε < 1✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs 0 < α < 1 ❡t

|c|αp−1 ≤ |d′|1−α

Cε,F Mα
F

.

P♦✉r p s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ c = ±1✳ ❈✬❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉✳

✷✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ abc ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✲
❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡②✲▼❛③✉r

❆✳ ❑r❛✉s ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡② ❡t ▼❛③✉r ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❝♦♥❥❡❝t✉r❛❧❡ ❞❡ ❙③♣✐r♦ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❡t ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✷✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s✲❡♥ ❧✬é♥♦♥❝é ✐❝✐ ✭❝✳❢✳ ❬❖❡s✽✽✱ ❙③♣✾✵❪✮✳

❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳✸✺ ✭❙③♣✐r♦✮ P♦✉r t♦✉t ε ré❡❧ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C(ε)
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N ❡t ❞❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ∆✱ ♦♥ ❛

|∆| < C(ε)N6+ε. ✭✷✳✷✽✮

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
❞❡ ❙③♣✐r♦ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡② ✲ ▼❛③✉r✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✻ ❙♦✐t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❙③♣✐r♦ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❋r❡② ✲
▼❛③✉r ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t✱ s✐ p ∈ FE✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✿

p ≤ max
(
log2(C(ε)) + (6 + ε)(1 + log2 N), 2.6N

√
1 + log log N

)
.

✷❈❡ rés✉❧t❛t ✜❣✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥♦t❡s ♥♦♥ ♣✉❜❧✐é❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❈♦♠♣t❡s ✲ ❘❡♥❞✉s ❞✉ ❙é♠✐✲
♥❛✐r❡ ❞❡ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ◆♦♠❜r❡s ❞❡ ❈❛❡♥ ✭❡①♣♦sé ❳❱■■■✱ ❛♥♥é❡ 1989 ✲ 1990✱ ❝✳❢✳ ❬❇✐❧✵✽❛✱ ❆♣♣✳❇❪✮
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▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❇✐❧✵✽❛✱ ❆♣♣✳❇❪ ♦ù ❧✬♦♥ ❛
❡♠♣❧♦②é ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✼ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳2✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❙♦✐❡♥t E ❡t E′ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣✲
t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r Q ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N ✳ ◆♦t♦♥s S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
♣r❡♠✐❡rs ℓ ❡♥ ❧❡sq✉❡❧s E ✭♦✉ E′✮ ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t aℓ 6= a′

ℓ✳ ❙✉✐✈✲
❛♥t ❬❉❡❧✽✺✱ ❈✳♣✳✷✺✸❪✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬❡♥t✐❡r

N(S) = N
∏

ℓ∈S

ℓ

❡t ♣♦✉r n ≥ 1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

µ(n) =
n

6

∏

ℓ|n

(
1 +

1

ℓ

)
.

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥s E[p](Q) ❡t E′[p](Q) s♦✐❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 4

√
µ(N(S))✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s E ❡t

E′ s♦♥t ✐s♦❣è♥❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬❑❖✾✷✱ ♣r♦♣✳3❪✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

aℓ ≡ a′
ℓ (mod p), ♣♦✉r t♦✉t ℓ ∤ N.

❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≤ µ(N(S)) ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à S✳ ❙✐ ℓ | N ✱ ♦♥ ❛
aℓ = a′

ℓ ❝❛r E ❡t E′ ♦♥t ♠ê♠❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ℓ ❡t ℓ 6∈ S✳ ❙✐ ℓ ∤ N ✱ ♦♥ ❛ aℓ ≡ a′
ℓ

(mod p) ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ p ❞✐✈✐s❡ |aℓ − a′

ℓ|✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❲❡✐❧✱ ♦♥ ❛

|aℓ − a′
ℓ| < 4

√
ℓ ≤ 4

√
µ(N(S)).

❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ p ≥ 4
√

µ(N(S))✱ ❞✬♦ù aℓ = a′
ℓ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞✬❛♣rès ❬❉❡❧✽✺✱

❈✳ ♣✳ ✷✺✸❪✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ aℓ = a′
ℓ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ✳ ❖♥

❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❛❧t✐♥❣s ✭❬❋❛❧✽✻✱ ➓✺✱❝♦r✳2❪✮✳

❉é♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✻✳ ❙♦✐❡♥t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ s✉r Q ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r N ❡t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ∆✳ ❙♦✐t p > 7 ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à FE ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E(p) ❞é✜♥✐❡ s✉r Q✱ ♥♦♥ ✐s♦❣è♥❡ à E s✉r Q✱ t❡❧❧❡ q✉❡
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE

p ❡t ρE(p)

p s♦✐❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳✷✽❪✱ s✐
p > log2|∆|✱ ♦♥ ❛

N
(
ρE

p

)
= N, ✭✷✳✷✾✮

♦ù N
(
ρE

p

)
❡st ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE

p ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s Gal(Q/Q) s✉r ❧❛ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ E ✭❝✬❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r❡♠✐èr❡ à p ❞✉
❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞✬❆rt✐♥ ❞❡ ρE

p ✱ ❝✳❢✳ ❬❙❡r✽✼✱ ➓✶❪✮✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρE
p ❡t ρE(p)

p ét❛♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

N
(
ρE

p

)
= N

(
ρE(p)

p

)
. ✭✷✳✸✵✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ N ❞✐✈✐s❡ NE(p) ✳ ❖♥ é❝r✐t

NE(p) = N · up. ✭✷✳✸✶✮
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▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ up
p ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ∆E(p) ❞❡ E(p)✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ 6= p✳ ❆❧♦rs

vℓ

(
N
(
ρE(p)

p

))
= vℓ (NE(p))

s❛✉❢ s✐ E(p) ❛ ❡♥ ℓ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t p ❞✐✈✐s❡ vℓ(∆E(p)) ✭❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳✷✽❪✮✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ℓ ❞✐✈✐s❡ up✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✷✳✷✾✮ ❡t ✭✷✳✸✵✮ ❡t ❧❛
r❡♠❛rq✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ E(p) ❛ ❡♥ ℓ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t p ❞✐✈✐s❡ vℓ(∆E(p))✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ vℓ(up) = 1✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ρE
p ❡st

2 ✭❬❙❡r✽✼❪✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρE(p)

p ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s 2
❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E(p) ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p ❀

✷✳ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E(p) ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ p ❡t ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡
p ❞❛♥s ∆E(p) ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p ❀

✸✳ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E(p) ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p✳

❖r ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✼❛✱ ♣✳✻❪✱ s✐ E(p) ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p ❡t s✐ ρE(p)

p

❡st ❞❡ ♣♦✐❞s 2✱ ❛❧♦rs p ≤ 7✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé p > 7✳ ▲❡ ❝❛s ✸ ♥❡
♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✱ q✉❡ up
p ❞✐✈✐s❡ ∆E(p) ✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à

♣rés❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙③♣✐r♦ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E(p)✳ ❙♦✐t ε > 0✱ ♦♥ ❛ ✿

|∆E(p) | < C(ε)N6+ε
E(p) .

❖r ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✸✶✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ up
p ❞✐✈✐s❡ ∆E(p) ✱ ♦♥ ❛

|up|p−(6+ε) < C(ε)N6+ε.

❉♦♥❝ s✐ p > log2(C(ε)) + (6 + ε)(1 + log2 N)✱ ❛❧♦rs up = 1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

NE(p) = N.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✼ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❝♦✉r❜❡s E ❡t E(p)✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
s✐

p ≥ 4
√

µ(N(S)),

♦ù S ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ℓ ♦ù ❧❡s ❝♦✉r❜❡s E ❡t E(p) ♦♥t ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t aℓ(E) 6= aℓ(E

′)✳ ❈♦♠♠❡ N(S) ❞✐✈✐s❡ N2✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞ès ❧♦rs q✉❡ p ≥ 4

√
µ(N2)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✺✱

(1)❪✱ ♦♥ ❛
4
√

µ(N2) ≤ 2.6N
√

1 + log log N.

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱

log2(C(ε)) + (6 + ε)(1 + log2 N) > log2|∆|

❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙③♣✐r♦ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à E✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

2.6N
√

1 + log log N > N > 7.

❉♦♥❝✱ s✐ p ≥ 2.6N
√

1 + log log N ✱ ❛❧♦rs p > 7 ❡t p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N ✳ ❉✬♦ù ❧❡
rés✉❧t❛t✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

✼✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ t❡①t❡ ❬❇✐❧✵✽❜❪ s♦✉♠✐s ❡♥ ❥✉✐♥ ✷✵✵✽ à ❧❛ r❡✈✉❡ ❉✐s✲
s❡rt❛t✐♦♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈ q✉✐ ❛ été ❛❥♦✉té❡✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✱ ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ Qp ❞❡ Qp ❡t ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K ❞❡ Qp ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s Qp✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E
❞é✜♥✐❡ s✉r K ❛②❛♥t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ s✉r K ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❡st ❡♥t✐❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ L ❞❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡
♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ Knr ❞❡ K ❞❛♥s Qp ♦ù E ❛❝q✉✐❡rt ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ En ❞és✐❣♥❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ n✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ E✱ ♦♥ ❛ L = Knr(En) ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 3
♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p ✭❬❙❚✻✽✱ ✷✳❝♦r✳✸✳❪✮✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Φ = ●❛❧(L/Knr) ❡st ❝♦♥♥✉
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p ≥ 3 ✭❬❑r❛✾✵❪✮✳ ▲♦rsq✉❡ p = 2✱ ✐❧ ❡st s♦✐t ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ 3✱
4 ♦✉ 6✱ s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ 8 ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✐❡♥✱ s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ 24
❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❙▲2(F3)✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φ ❧♦rsq✉❡ p = 2
♥✬❛ été ♠❡♥é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿ ♣❛r ❆✳ ❑r❛✉s ♣♦✉r K = Q2 ✭❬❑r❛✾✵❪✮ ❡t ♣❛r
➱✳ ❈❛❧✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✜♥✐❡s K/Q2 ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡s ✭❬❈❛❧✵✹❪✮✳

▲❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❛ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ét❛❜❧✐r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ j ♠♦❞✉❧♦ 12 ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φ✱ ✈❛❧❛❜❧❡s
♣♦✉r t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ K/Q2 ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s r❛♠✐✜é❡s ❞❡ Q2✳ ❈♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛❧✐ ❡t
❑r❛✉s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❛❝❤è✈❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡ Q2 ❞❡ ❞❡❣ré ≤ 2✳

✸✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s rés✉❧t❛ts

❙♦✐❡♥t K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Q2 ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ e✱ π ✉♥❡ ✉♥✐✲
❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K ❡t v ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ K ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r v(π) = 1✳ ❙♦✐t E ✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ❛②❛♥t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ t②♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ s✉r K ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡st ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ≥ 0✳

✼✼
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▲✬❛rt✐❝❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ Φ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ v(j) ♠♦❞✉❧♦ 12✳ ▲❡s s❡✉❧s
rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❝♦♥♥✉s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❬❑r❛✾✵✱ t❤✳2❪✮ ✿

✶✳ s✐ v(j) = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ |Φ| = 2✳

✷✳ s✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≥ 12e✳

✭❛✮ ❙✐ v(j) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 2 ❀

✭❜✮ ❙✐ v(j) ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ❞❡
E ❡st IV ♦✉ IV ∗ ❡t |Φ| = 6 s✐♥♦♥✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ♥✬❛ été ❞é♠♦♥tré s✐ ❧✬♦♥ ❛ 0 < v(j) < 12e✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s 0 < v(j) < 12e✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≡ ±3 (mod 12)✱ ❛❧♦rs |Φ| = 8✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≡ ±1 (mod 12) ♦✉ v(j) ≡ ±5 (mod 12)✱ ❛❧♦rs |Φ| = 24✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≡ ±2 (mod 12) ❡t |6e − v(j)| > 2e✱ ❛❧♦rs |Φ| = 24✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ j ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ Φ ✭❝❢✳ ❬❈❛❧✵✹❪ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φ ❧♦rsq✉❡ K ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ Q2✳ ■❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✐① t❡❧❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ω1 = {Q2(
√
−1),Q2(

√
3)}

❡t
Ω2 = {Q2(

√
2),Q2(

√
−2),Q2(

√
6),Q2(

√
−6)}.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ E ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡♥t✐èr❡✱ ♥♦♥ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞♦♥t (c4, c6,∆) s♦♥t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts st❛♥❞❛r❞ ✭❬❚❛t✼✺❪✮ q✉✐
❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳ ❖♥ ❛ j = c3

4/∆✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù jc6 ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣♦s❡

c4 = πv(c4)c′4, c6 = πv(c6)c′6,

∆ = πv(∆)∆′ ❡t j′ = c′34 /∆′.

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✭❈✶✮✱ ✭❈✶✬✮✱ ✭❈✷✮✱ ❡t ✭❈✸✮ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∆′ ≡ 1 + π (mod 2) ✭❈✶✮

c′4 ≡ 1 + π (mod 2) ✭❈✶✬✮

j′ ≡ 1 + π2 (mod π3) ✭❈✷✮

c′4 ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ c′4 ≡ 1 + π3 (mod 4). ✭❈✸✮

❘❡♠❛rq✉❡s✳

✶✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥✲
t❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧✳
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✷✳ ❊❧❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ε ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ε = 3 ·
(

2

π2

)2

.

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞✬✉♥✐tés ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❞❡ K ✿

L1 =
{
(−ε2 + 6 + π6 + π7,−ε), (−ε2 + 2π4 + 6 + π6 + π7,−ε + π4)

(−ε2 + 6 + π6,−ε + π5), (−ε2 + 2π4 + 6 + π6,−ε + π4 + π5),

(−ε2 + 2επ2 + 6 − π4 + π6,−ε + π2), (−ε2 + 2επ2 + 6 + π4 + π6,−ε + π2 + π4),

(−ε2 + 2επ2 + 6 − π4 + π6 + π7,−ε + π2 + π5), (−ε2 + 2επ2 + 6 + π4 + π6 + π7,

−ε + π2 + π4 + π5), (−ε2 + 2επ3 + 6,−ε + π3), (−ε2 + 2επ3 + 6 + 2π4,

−ε + π3 + π4), (−ε2 + 2επ3 + 6 + π7,−ε + π3 + π5), (−ε2 + 2επ3 + 6 + 2π4 + π7,

−ε + π3 + π4 + π5), (−ε2 + 2επ2 + 2επ3 − π4 + 6,−ε + π2 + π3),

(−ε2 + 2επ2 + 2επ3 + π4 + 6,−ε + π2 + π3 + π4),

(−ε2 + 2επ2 + 2επ3 − π4 + 6 + π7,−ε + π2 + π3 + π5),

(−ε2 + 2επ2 + 2επ3 + π4 + 6 + π7,−ε + π2 + π3 + π4 + π5)
}

;

L2 =

{(
−1,

2

π2

)
,

(
−1 + π2 + π3,

2

π2

)
,

(
1,

2

π2
+ π2

)
,

(
1 + π2 + π3,

2

π2
+ π2

)
,

(
−1 + π3,

2

π2
+ π3

)
,

(
−1 + π2,

2

π2
+ π3

)
,

(
1 + π3,

2

π2
+ π2 + π3

)
,

(
1 + π2,

2

π2
+ π2 + π3

)}
.

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q2 ❡st q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❛♠✐✜é❡✳ ❖♥
❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✳ ❙✐ v(j) = 0✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 2✳

✷✳ ❙✐ v(j) ∈ {1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22, 23}✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 24✳

✸✳ ❙✐ v(j) ∈ {3, 9, 15, 21}✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 4✳

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✐✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✐✐✳ ❙✐ K ∈ Ω1✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ 1 + π3 (mod 4) ❀

✐✐✐✳ ❙✐ K ∈ Ω2✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4)✳

❖♥ ❛ |Φ| = 6 s✐♥♦♥✳

✭❜✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 24✳
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✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 6✳ ❖♥ ❛

|Φ| =

{
4 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡,
8 s✐♥♦♥.

✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 8✳

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✐✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 4 (mod 12) ❀

✐✐✳ ✐❧ ❡①✐st❡ (a, b) ∈ L1 t❡❧ q✉❡ c′4 ≡ a (mod π8) ❡t c′6 ≡ b (mod π6)✳

❖♥ ❛ |Φ| = 6 s✐♥♦♥✳

✭❜✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 24✳

✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 12✳

✭❛✮ ❙✐ 2v(c6) = 3v(c4) + 1✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

✭❜✮ ❙✐ 2v(c6) = 3v(c4) + 2✳

✐✳ ❙✐ K ∈ Ω1✱ ♦♥ ❛

|Φ| =

{
4 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡,
8 s✐♥♦♥.

✐✐✳ ❙✐ K ∈ Ω2✱ ♦♥ ❛

|Φ| =





8 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡,
2 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡,
4 s✐♥♦♥.

✭❝✮ ❙✐ 2v(c6) = 3v(c4) + 3✱ ♦♥ ❛

|Φ| =

{
8 s✐ K ∈ Ω1,
4 s✐ K ∈ Ω2.

✭❞✮ ❙✐ 2v(c6) − 3v(c4) ≥ 4✳

✐✳ ❙✐ K ∈ Ω1✱ ♦♥ ❛

|Φ| =

{
2 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡t v(c4) ❡st ♣❛✐r,
4 s✐♥♦♥.

✐✐✳ ❙✐ K ∈ Ω2✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

✽✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 16✳

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✐✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✐✐✳ ✐❧ ❡①✐st❡ (a, b) ∈ L2 t❡❧ q✉❡ c′4 ≡ a (mod 4) ❡t c′6 ≡ b (mod 4)✳

❖♥ ❛ |Φ| = 6 s✐♥♦♥✳

✭❜✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 24✳
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✾✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 18✳ ❖♥ ❛

|Φ| =

{
4 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡,
8 s✐♥♦♥.

✶✵✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 20✳

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✐✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 4 (mod 12) ❀

✐✐✳ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 + 2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + π3 (mod 4)✳

❖♥ ❛ |Φ| = 6 s✐♥♦♥✳

✭❜✮ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 24✳

✶✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≥ 24✳

✭❛✮ ❙✐ 3 ❞✐✈✐s❡ v(∆)✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 2✳

✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 3 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s v(∆)✳

❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✐✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 4 (mod 12) ♦✉ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✐✐✳ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + 2 + π3 (mod 4)✳

❖♥ ❛ |Φ| = 6 s✐♥♦♥✳

❉❛♥s ❧✬❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✹✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s s❡ ré❛❧✐s❡✳

✸✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

✸✳✷✳✶ ▲❡♠♠❡s s✉r ❧❡s ❝❛rrés

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K ❞❛♥s K✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ N ✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
K/Q2 ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ N ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ 4 ❡t ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❡st µ3 ∪{0}✱ ♦ù µ3 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s
❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❖♥ ♥♦t❡ OK ✭r❡s♣✳ ON ✮ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K ✭r❡s♣✳ ❞❡ N✮ ❡t
UK ✭r❡s♣✳ UN ✮ s❡s ✉♥✐tés✳

P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❬❑r❛✾✵✱ ❧❡♠✳✼❪✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ❝♦♥❣r✉ à 1 ♠♦❞✉❧♦ 4OK ✳ ❆❧♦rs✱ x ❡st ✉♥
❝❛rré ❞❛♥s Knr✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ✳ ❆❧♦rs✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❡ UN t❡❧ q✉❡

x ≡ y2 (mod 4ON ).
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝❛r s✐ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✱
❝✬❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s
N ✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❡ N t❡❧ q✉❡ x ≡ y2 (mod 4ON )✱
❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ N
❞❛♥s K✳ ❖r Nnr = Knr ❝❛r N/K ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q2 ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ♣ré❝✐s
s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q2 t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✳ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ UK ✳ ❆❧♦rs✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t y ∈ UK t❡❧ q✉❡ x ≡ y2 (mod 4OK)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s
Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts a0, a1, . . . , ae−1 t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

✶✳ ♦♥ ❛ a0 = 1 ❡t aj = 0 ♦✉ 1 ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ e − 1 ❀

✷✳ ♦♥ ❛
x ≡

(
a0 + a1π + · · · + ae−1π

e−1
)2

(mod 4OK). ✭✸✳✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x s♦✐t ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs

y ❞❛♥s ON t❡❧ q✉❡ x = y2✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞✉
❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ3 ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ y ♠♦❞✉❧♦ 2 ✿

y ≡ a0 + a1π + · · · + ae−1π
e−1 (mod 2ON ), ♦ù aj ∈ µ3 ∪ {0} .

❙♦✐t i ✉♥ ❡♥t✐❡r ≥ 0 ❡t P (i) ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✓ a0, . . . , ai = 0 ♦✉ 1 ✔.

▼♦♥tr♦♥s P (0)✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q2 ét❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ x ❡st ❝♦♥❣r✉ à
1 ♠♦❞✉❧♦ πOK ✱ ❞✬♦ù y2 ≡ 1 (mod πOK)✳ ❖r π ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ N ✱
❞♦♥❝ πON ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ON ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t y ≡ ±1 (mod πON )✳ P✉✐s✱
❝♦♠♠❡ −1 ≡ 1 (mod π)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t y ≡ 1 (mod πON )✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ P (0) ❡t ♦♥
❛ a0 = 1✳ ❙✐ e = 1✱ ❝❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❙✉♣♣♦s♦♥s e > 1✳ ❙♦✐t i ≥ 0 t❡❧ q✉❡ i < e−1 ❡t P (i) ✈r❛✐❡✳ ▼♦♥tr♦♥s P (i+1)✳
P♦s♦♥s

z =
1

πi+1

(
y − (1 + a1π + · · · + aiπ

i)

)
.

▲✬é❧é♠❡♥t z ❡st ❞❛♥s ON ✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s z2 (mod πON ) ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

z2 =
1

π2(i+1)

(
y2 − 2y(1 + a1π + · · · + aiπ

i) + (1 + a1π + · · · + aiπ
i)2
)

.

❖r

2y(1 + a1π + · · · + aiπ
i) ≡ 2(1 + a1π + · · · + aiπ

i)2 (mod πe+i+1ON ).

❈♦♠♠❡ x = y2✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝✱

z2 ≡ 1

π2(i+1)

(
x − (1 + a1π + · · · + aiπ

i)2
)

(mod πe−1−iON ).
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P♦s♦♥s

α =
1

π2(i+1)

(
x − (1 + a1π + · · · + aiπ

i)2
)

.

❆❧♦rs✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ α ∈ ON ∩ K = OK ❡t ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

α ≡ 0 ♦✉ 1 (mod πON ).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs

z2 ≡ 0 ♦✉ 1 (mod πON ).

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛

z ≡ ai+1 (mod πON ), ♣✉✐s z2 ≡ a2
i+1 (mod πON ).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ai+1 = 0 ♦✉ 1✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ x ≡
(1 + a1π + · · · + ae−1π

e−1)2 (mod 4ON ) ❛✈❡❝ a1, . . . , ae−1 = 0 ♦✉ 1✳ ❉✬♦ù

1

4

(
x − (1 + a1π + · · · + ae−1π

e−1)2
)
∈ ON ∩ K = OK .

❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Knr ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 0✳ ❆❧♦rs✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s
❝✉❜✐q✉❡s ❞❡ x ❞❛♥s K s♦♥t ❞❛♥s Knr✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t x ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(x)✳ ❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ x = ξ · b✱ ♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r ❡t b ✉♥❡ ✉♥✐té
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(x)✱ ✐✳❡✳ b ≡ 1 (mod πOK(x))✳ ❖r✱ ξ ❡st ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❛♥s
Knr ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ X3 − b ❞❡ OK(x)[X] ♠♦♥tr❡
q✉✬✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r b✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ e ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q2✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✼ ❙♦✐❡♥t K ′/Knr ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ✐♠♣❛✐r✱ x ❡t y ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ′ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ≥ 0 ❡t ρ ✉♥ r❛t✐♦♥♥❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✶✳ v(x − y) = ρ ❀

✷✳ ρ = r/s✱ ❛✈❡❝ r ❡t s ❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t r ✐♠♣❛✐r ❀

✸✳ ρ ≤ 2e✳

❆❧♦rs✱ ❧✬✉♥ ❛✉✲♠♦✐♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts x ❡t y ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s K ′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x = a2 ❡t y = b2 s♦✐❡♥t ❞❡s ❝❛rrés ❞❛♥s K ′✳ ❖♥
❛ v(2b) = e + v(b) = e + v(y)/2 ≥ ρ/2 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s v(a − b) < ρ/2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té a + b = a − b + 2b✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t v(a + b) = v(a − b) < ρ/2✳ ❖r✱ ❝✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r v(a − b) + v(a + b) =
v(a2 − b2) = ρ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ v(a − b) ≥ ρ/2 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡✱ v(a + b) ≥ ρ/2✳ ❉✬♦ù✱
v(a − b) = v(a + b) = ρ/2✳ ▼❛✐s✱ r ❡t n ét❛♥t ✐♠♣❛✐rs✱ ρ/2 6∈ v(K ′) ⊂ 1

nZ✳ ❉✬♦ù
✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
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✸✳✷✳✷ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ e ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ K/Q2 ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ v ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
♥♦r♠❛❧✐sé❡ v ❞❡ K à ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ K ❞❡ K ✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❝✉❜✐q✉❡ ∆1/3 ❞❡ ∆ ❞❛♥s K✳ ❖♥ ♥♦t❡ M ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Knr ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ∆1/3✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✱ s✐ v(∆) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✱ ❛❧♦rs ∆1/3 ❡st ❞❛♥s Knr✱ ✐✳❡✳
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ M/Knr ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ∆1/3 ❡st ❞❛♥s Knr✱ ❛❧♦rs
v(∆) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3 ❝❛r v(Knr) ⊂ Z✳

❖♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ3 ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝✉❜✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✿

At = c4 − 12t∆1/3 ❡t Bt = c2
4 + 12tc4∆

1/3 + (12t∆1/3)2.

▲♦rsq✉❡ t = 1✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts A1 = A ❡t B1 = B ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✳ ❖♥
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t AtBt = c2

6✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✱ At ❡t Bt s♦♥t ❞❛♥s Knr

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 3 ❞✐✈✐s❡ v(∆)✱ ✐✳❡✳ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 3 ❞✐✈✐s❡ v(j)✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡
♣❛r j1/3 ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ j ❞❛♥s K ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té

j1/3 = c4/∆1/3.

❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ v(j) > 6e✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❡♥t✐❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✱ ♥♦té❡ Ẽ✱ s✉r K ✿

y2 + 2xy = x3 +
j

3(j − 1728)
x +

j

33(j − 1728)
. ✭✸✳✷✮

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts st❛♥❞❛r❞ (c̃4, c̃6, ∆̃) ❞❡ Ẽ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

c̃4 = −24 1728

j − 1728
= −210 · 33 ∆

c2
6

, c̃6 = 26 1728

j − 1728
= 212 · 33 ∆

c2
6

✭✸✳✸✮

❡t

∆̃ = −212 1728j

(j − 1728)3
= −218 · 33 c3

4∆
2

c6
6

. ✭✸✳✹✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ v(∆̃) = v(j)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ j̃ = c̃4
3/∆̃ = 17282/j✱ ❞✬♦ù ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ v(j̃) = 12e − v(j)✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♥♦t❡r ∆̃1/3 ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ ∆̃ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✿

∆̃1/3 = −26 · 3 j1/3

j − 1728
= −26 · 3c4∆

2/3

c2
6

.

P♦✉r t ∈ µ3✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r E ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

B̃t = c̃4
2 + 12tc̃4∆̃

1/3 + (12t∆̃1/3)2.

➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱ B̃t ❡st ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 3 ❞✐✈✐s❡ v(j)✳ P♦s♦♥s à ♣rés❡♥t

wt = 24 · 3 · t2 ∆1/3

c6
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽ ❖♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ s✉♣♣♦s♦♥s v(j) ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✱ ❛❧♦rs wt ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Knr ❀
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✷✳ s✉♣♣♦s♦♥s v(j) ♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✱ ❛❧♦rs wt ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à Knr ❡t wt

❛♣♣❛rt✐❡♥t à M q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 3 ❞❡ Knr✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t ∈ µ3✱
B̃t = w4

t Bt2 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❛ss❡rt✐♦♥s rés✉❧t❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳ ❖♥ ❛

12 · ∆̃1/3

c̃4
=

1

12
· c4

∆1/3
.

❉✬♦ù

B̃t

c̃4
2 = 1 + 12t

∆̃1/3

c̃4
+

(
12t

∆̃1/3

c̃4

)2

= 1 +
t

12
· c4

∆1/3
+

(
t

12
· c4

∆1/3

)2

=
(
t

c4

12∆1/3

)2
(

1 + 12t2
∆1/3

c4
+

(
12t2

∆1/3

c4

)2
)

=
(
t

c4

12∆1/3

)2

· Bt2

c2
4

.

❉✬♦ù✱ ❝♦♠♠❡ c̃4 = −210 · 33∆/c2
6✱ ♦♥ ❛

B̃t = 216 · 34 · t2 ∆4/3

c4
6

Bt2 = w4
t Bt2

❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❖♥ ♥♦t❡✱ ❝♦♠♠❡ j̃ 6= 0✱ c̃4 = πv( ec4)c̃4
′✱ ∆̃ = πv(e∆)∆̃′ ❡t j̃ = πv(ej)j̃′✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡

❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✸✳✸✮ ❡t ✭✸✳✹✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✾ ❖♥ ❛

∆̃′ = −33 ·
(

2

πe

)18
c′34 ∆′2

c′66
❡t j′j̃′ = 36 ·

(
2

πe

)12

.

✸✳✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ 0 < v(j) < 12e✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ B1/2 ❞❡ B ❞❛♥s K✳ ❖♥ ♣♦s❡
❛❧♦rs ✿

C = 2
(
c4 + 6∆1/3 + B1/2

)
.

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st à ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ♣rès ❬❈❛❧✵✹✱ ♣r♦♣✳✶❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s c6 6= 0 ❡t v(j) ≡ 0 (mod 3)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
t ❞❛♥s µ3✱ Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
❝❛rré ❞❛♥s Knr(B

1/2)✳ ❖♥ ❛ AtBt = c2
6 q✉✐ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❉♦♥❝ At

❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Bt ❧✬❡st✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ c4 6= 0 ✭❝❛r Bt

♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✮✳ P♦s♦♥s

ν = 1 +
B1/2

c4
.
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❆❧♦rs✱ (1, ν) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Knr(B
1/2) s✉r Knr✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C s♦✐t ✉♥ ❝❛rré

❞❛♥s Knr(B
1/2)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts a ❡t b ❞❡ Knr t❡❧s q✉❡

C = c4(12j−1/3 + 2ν) = (a + bν)2. ✭✸✳✺✮

❖r✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ν2 = 2ν + 12j−1/3 + 144j−2/3✳ ▼❛✐s✱ j1/3 ∈ Knr ❝❛r
v(j) ≡ 0 (mod 3)✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✺✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

{
c4 = b(a + b)
12c4j

−1/3 = a2 + b2(12j−1/3 + 144j−2/3),

♣✉✐s✱ a2 − 12abj−1/3 + 144b2j−2/3 = 0✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t 6= 1 ❞❛♥s µ3

t❡❧ q✉❡ a = −12tbj−1/3✳ ❉✬♦ù✱ c4 = b2(1− 12tj−1/3)✳ ❖r✱ At = c4(1− 12tj−1/3)✱
❞♦♥❝ At = b2(1 − 12tj−1/3)2 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr ❡t Bt ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❡t ❝❡❝✐
❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶

❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ v(j) ≡ ±3 (mod 12)✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ v(j) ≡ 0
(mod 3)✱ ❞♦♥❝ j1/3 ∈ Knr✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ v(j) < 6e ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ v(12j−1/3) =
2e − v(j)/3 ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 0 < v(12j−1/3) ≤ 2e✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r
t ∈ µ3✱

Bt

c2
4

= 1 + 12tj−1/3 + (12tj−1/3)2

❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ Knr ❡t

v

(
Bt

c2
4

− 1

)
= v(12tj−1/3) = 2e − v(j)

3
.

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✼ ❛♣♣❧✐q✉é à K ′ = Knr✱ x = Bt/c2
4✱ y = 1 ❡t ρ = 2e−v(j)/3✱

Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ |Φ| = 8 ✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ v(j) > 6e✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t

♠♦❞✉❧❛✐r❡ j̃ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 12e− v(j)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Ẽ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ µ3✱ B̃t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱ ❝❡❧❛ ✈❛✉t ❛✉ss✐ ♣♦✉r Bt2 ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❛♥s µ3✱ Bt2 ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ |Φ| = 8✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✷

❖♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ v(j) ≡ ±1 (mod 12) ♦✉ v(j) ≡ ±5 (mod 12)✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ v(j) ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ v(j) < 6e ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ v(12j−1/3) =
2e − v(j)/3 ❡st > 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱

v

(
B

c2
4

− 1

)
= v(12j−1/3) = 2e − v(j)

3
=

6e − v(j)

3
≤ 2e.

❖r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ 6e − v(j) ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✼ ❛♣♣❧✐q✉é à K ′ = Knr(∆

1/3) = M ✱ x = B/c2
4✱ y = 1 ❡t ρ =

(6e − v(j))/3✱ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ v(j) > 6e✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠♦❞✉❧❛✐r❡ j̃ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 12e− v(j)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Ẽ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉♦♥❝✱ B̃ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱
❝❡❧❛ ✈❛✉t ❛✉ss✐ ♣♦✉r B✳

❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ |Φ| = 24 ❡t ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✷ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✸

❖♥ ❛ v(j) ≡ ±2 (mod 12) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ v(j) ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 3✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ v(j) < 6e✳ ❆❧♦rs✱

B

c2
4

= 1 + 12j−1/3 + 144j−2/3

❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ M ✳ ◆♦t♦♥s π0 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ π ❞❛♥s K ❡t s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ B s♦✐t ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs a✱ b ❡t c ❞❛♥s Knr t❡❧s q✉❡

B

c2
4

= (a + bπ0 + cπ2
0)2

= (a2 + 2bcπ) + (c2π + 2ab)π0 + (b2 + 2ac)π2
0 . ✭✸✳✻✮

❖r✱ v(π0) = 1/3✱ ❞♦♥❝ v(a)✱ v(bπ0) ❡t v(cπ2
0) s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ♣✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té

0 = v

(
B

c2
4

)
= 2v(a + bπ0 + cπ2

0),

✐❧ ✈✐❡♥t✱ v(a) = 0✱ v(b) ≥ 0 ❡t v(c) ≥ 0✳ P♦s♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs

u =
j1/3

π
v(j)
0

.

❖♥ ❛ u3 = j′ ❡t v(j′) = 0✱ ❞♦♥❝ u ∈ Knr ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ à ♣rés❡♥t ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ v(j) ♠♦❞✉❧♦ 12✳

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≡ 2 (mod 12)✳ ➱❝r✐✈♦♥s v(j) = 12k + 2✱ k ≥ 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱

j−1/3 = u−1π−12k−2
0 =

u−1

π4k+1
π0 ❡t j−2/3 =

u−2

π8k+2
π2

0 ,

♣✉✐s✱
B

c2
4

= 1 + 12
u−1

π4k+1
π0 + 144

u−2

π8k+2
π2

0

❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ✭✸✳✻✮ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
(1, π0, π

2
0)✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❝♦♠♠❡ u ∈ Knr✮ ✿

{
c2π + 2ab = 12 · u−1/π4k+1

b2 + 2ac = 144 · u−2/π8k+2.
✭✸✳✼✮

❙✉♣♣♦s♦♥s 2v(b) ≥ 4e − 8k − 2 = v(144u−2/π8k+2)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✼✮✱ ♦♥
❛ v(2ac) = e + v(c) ≥ 4e − 8k − 2✳ P✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ e + v(b) > 2e − 4k − 1✱ ♦♥ ❛
v(c2π) = 2v(c) + 1 = 2e − 4k − 1✱ ✐✳❡✳ v(c) = e − 2k − 1✳ ❖r✱

e − 2k − 1 ≥ 3e − 8k − 2 =⇒ v(j) ≥ 4e.
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❙✐ v(j) < 4e✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ 2v(b) ≥ v(144u−2/π8k+2)
❡st ❛❜s✉r❞❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t❡❧ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✱ ✐✳❡✳ v(j) < 4e✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs 2v(b) < 4e − 8k − 2✱
♣✉✐s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✼✮✱ e+v(c) = 2v(b)✱ ❞✬♦ù 2v(c)+1 = 4v(b)−2e+1✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
à ♣rés❡♥t tr♦✐s ❝❛s✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s 2v(c) + 1 = e + v(b)✳ ❆❧♦rs✱ 3(v(b) − e) + 1 = 0✱ ❞✬♦ù ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♠♦❞✉❧♦ 3✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s 2v(c) + 1 > e + v(b)✱ ✐✳❡✳ 4v(b) − 2e + 1 > e + v(b)✳ ❆❧♦rs✱
❞✬❛♣rès ✭✸✳✼✮✱ e+v(b) = 2e−4k−1✱ ✐✳❡✳ v(b) = e−4k−1✳ ❖r✱ 4v(b)−2e+1 >
e + v(b) ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❉♦♥❝ v(j) < 0✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s 2v(c)+1 < e+v(b)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✼✮✱ 2v(c)+1 = 2e−4k−1✱
♣✉✐s v(c) = e− 2k − 1✳ ❖r✱ 2v(b) = v(c) + e✱ ❞♦♥❝ 2v(b) = 2e− 2k − 1✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♠♦❞✉❧♦ 2✳

❆♣rès ❡①❛♠❡♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ❡st ❛❜s✉r❞❡ s✐ v(j) ≡ 2 (mod 12) ❡t v(j) < 4e✳

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≡ −2 (mod 12)✳ ➱❝r✐✈♦♥s v(j) = 12k+10✱ k ≥ 0✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱

j−1/3 = u−1π−12k−10
0 =

u−1

π4k+4
π2

0 ❡t j−2/3 =
u−2

π8k+7
π0,

♣✉✐s✱
B

c2
4

= 1 + 144
u−2

π8k+7
π0 + 12

u−1

π4k+1
π2

0

❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ✭✸✳✻✮ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
(1, π0, π

2
0)✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❝♦♠♠❡ u ∈ Knr✮ ✿

{
c2π + 2ab = 144 · u−2/π8k+7

b2 + 2ac = 12 · u−1/π4k+4.
✭✸✳✽✮

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s 2v(b) > 2e−4k−4✱ ✐✳❡✳ v(b) > e−2k−2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✽✮✱ ♦♥
❛ e+v(c) = 2e−4k−4✱ ✐✳❡✳ v(c) = e−4k−4✳ ❉♦♥❝ 2v(c)+1 = 2e−8k−7✱
♣✉✐s 2v(c) + 1 < 4e − 8k − 7 = v(144u−2/π8k+7)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✽✮✱
v(2ab) = e+v(b) = 2v(c)+1 = 2e−8k−7✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ v(b) = e−8k−7✱
❞✬♦ù e − 8k − 7 > e − 2k − 2✳ ❖r ❝❡❧❛ éq✉✐✈❛✉t à v(j) < 0✳ ❉✬♦ù ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s 2v(b) < 2e− 4k− 4✱ ✐✳❡✳ v(b) < e− 2k− 2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✽✮✱
♦♥ ❛ e + v(c) = 2v(b)✱ ♣✉✐s 2v(c) + 1 = 4v(b) − 2e + 1✳ ❊♥ ré❞✉✐s❛♥t ❡♥
♠♦❞✉❧♦ 3✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té e+v(b) = 4v(b)−2e+1 ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱

2v(c) + 1 = 4v(b) − 2e + 1 > e + v(b) ⇐⇒ v(b) > e − 1

3
⇐⇒ v(b) ≥ e,

❝❛r e ❡t v(b) s♦♥t ❡♥t✐❡rs✳ ❖r✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ ❡♥tr❛î♥❡ v(b) < e✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
2v(c)+ 1 = 4v(b)− 2e+1 = 4e− 8k− 7✱ ♣✉✐s 2v(b) = 3e− 4k− 4✳ ❈♦♠♠❡
2v(b) < 2e − 4k − 4✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t e < 0✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ 2v(b) < 2e − 4k − 4 ét❛✐t ❛❜s✉r❞❡✳
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✸✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t 2v(b) = 2e − 4k − 4✱ ✐✳❡✳ v(b) = e − 2k − 2✳ ❉♦♥❝

e + v(b) = 2e − 2k − 2 < 4e − 8k − 7 ⇐⇒ v(j) < 4e.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ v(j) < 4e✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✽✮✱ 2v(c) + 1 = e + v(b) =
2e − 2k − 2✳ ❉✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♠♦❞✉❧♦ 2✳

❆♣rès ❡①❛♠❡♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ❡st ❛❜s✉r❞❡ s✐ v(j) ≡ −2 (mod 12) ❡t v(j) < 4e✳

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ✈♦✐r q✉❡ s✐ v(j) ≡ ±2 (mod 12) ❡t v(j) > 8e✱ ❛❧♦rs B ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳
❖♥ ❛

v(j̃) = 12e − v(j) ≡ −v(j) ≡ ±2 (mod 12) ❡t v(j̃) < 4e.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❞♦♥❝ B̃ ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ❡t B ♥♦♥ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳

❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ |Φ| = 24✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✸
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❡t ❛❝❤è✈❡ s❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✸✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❡t ✸✳✷✳✶ ❡t ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
K/Q2 q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❛♠✐✜é❡✳ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛r π0 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ π ❞❛♥s K✳
❈✬❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr(π0)/Knr✳

✸✳✸✳✶ ▲❡♠♠❡s ❣é♥ér❛✉①

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ✳ ❆❧♦rs✱

x2 ≡
{

1 (mod 4π) s✐ x ≡ 1 (mod 2)
1 + π2 + π3 (mod 4) s✐ x ≡ 1 + π (mod 2).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ x2 ≡ 1 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ x ≡ 1 (mod 2)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a ❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡ x = 1 + 2a✳
P✉✐s x2 = 1 + 4a(a + 1)✳ ❖r✱ a(a + 1) ≡ 0 (mod π)✱ ❞♦♥❝ x2 ≡ 1 (mod 4)✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ s✐ x ≡ 1 + π (mod 2)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a ❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡ x = 1 + π + 2a✳
P✉✐s x2 ≡ 1 + π2 + 2π (mod 4)✳ ❖r✱ 2 ❡st ❛ss♦❝✐é à π2✱ ❞✬♦ù 2π ≡ π3 (mod 4)
❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛ x2 ≡ 1 (mod 2)✳ ❉✬♦ù ❧❡
rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ✳ ❆❧♦rs✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ≡ 1 ♦✉ 1 + π2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ 4OK ✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ❙♦✐❡♥t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ❝♦♥❣r✉ à 1 ♠♦❞✉❧♦ 4 ❡t
√

x ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❝❛rré❡ ❞❡ x ❞❛♥s K✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

√
x ≡ 1 (mod 2OKnr

)✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱
√

x ∈ Knr✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(
√

x − 1) < 2✳
❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té✱

√
x+1 =

√
x−1+2✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱ v(

√
x+1) = v(

√
x−1) < 2✳

❉♦♥❝ v(x − 1) < 4 ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s✐① ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s r❛♠✐✜é❡s ❞❡ Q2✱ ♦♥ ✐♥❞✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡✳

K Q2(
√
−1) Q2(

√
3) Q2(

√
2) Q2(

√
−2) Q2(

√
6) Q2(

√
−6)

π 1 +
√
−1 1 +

√
3

√
2

√
−2

√
6

√
−6

❆✈❡❝ ❝❡s ❝❤♦✐① ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡s✱ s✐ K ❡st ❞❛♥s Ω1✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

2 ≡ π2 + π3 (mod 4) ❡t − 1 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4). ✭✸✳✾✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ K ❡st ❞❛♥s Ω2✱ ♦♥ ❛

2 ≡ π2 (mod 4) ❡t − 1 ≡ 1 + π2 (mod 4). ✭✸✳✶✵✮

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ 2 ♠♦❞✉❧♦ 4 ❡st ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé

ε = 3 ·
(

2

π2

)2

. ✭✸✳✶✶✮

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ❖♥ ❛

ε ≡
{

1 (mod 4) s✐ K ∈ Ω1

−1 ≡ 1 + π2 (mod 4) s✐ K ∈ Ω2.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ε ≡ 1 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛

2

π2
≡
{

1 + π (mod 2) s✐ K ∈ Ω1

1 (mod 2) s✐ K ∈ Ω2.

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ é❧❡✈❛♥t ❛✉ ❝❛rré✳

✸✳✸✳✷ ❈❛rrés ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡
❞❡ K

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K ❞❛♥s K✱ ♦♥ ❛
N = K(ζ) ♦ù ζ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s K✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ❙♦✐t x ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡ K(ζ) ❝♦♥❣r✉❡ ♠♦❞✉❧♦ 4
à ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

1 + ζπ2, 1 + ζ2π2, 1 + ζπ2 + ζπ3, 1 + ζ2π2 + ζ2π3.

❆❧♦rs✱ x ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t y ❞❛♥s ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ N ′ ❞❡ K(ζ) t❡❧ q✉❡

x ≡ y2 (mod 4ON ′).

◆♦t♦♥sR ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ N ′ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡

{
0, 1, ζ, ζ2

}
✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ y ♠♦❞✉❧♦ 2 s✬é❝r✐t ✿

y ≡ a0 + a1π (mod 2ON ′),

❛✈❡❝ a0 ∈ R \ {0} ❡t a1 ∈ R✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts 2 ❡t π2 ❞❡ K ét❛♥t ❛ss♦❝✐és✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t

x ≡ y2 ≡ a2
0 + a2

1π
2 + a0a1π

3 (mod 4ON ′). ✭✸✳✶✷✮

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ ♦♥ ❛✱

a2
0 = 1 ❡t a2

1 = ζ ♦✉ ζ2.

❖r✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s X2−1✱ X2−ζ ❡t X2−ζ2 ❞❡ OK(ζ)[X] ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡✉rs r❛❝✐♥❡s
❞❛♥s OK(ζ)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ✿

a0 = 1 ❡t a1 = ζ ♦✉ ζ2.

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x ≡ 1+ ζπ2 + ζ2π3

(mod 4) ♦✉ x ≡ 1 + ζ2π2 + ζπ3 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

✸✳✸✳✸ ❈❛rrés ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝✉❜✐q✉❡ K(π0)

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻ ❙♦✐t x ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(π0) ❝♦♥❣r✉❡ ♠♦❞✉❧♦ 4 à ❧✬✉♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts

1 + π8
0 , 1 + π4

0 + π7
0 + π8

0 , 1 + π4
0 + π7

0 + π8
0 + π10

0 , 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h + π4

0k,

♦ù h ❡t k s♦♥t✱ s♦✐t ♥✉❧s✱ s♦✐t ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s > 0 ❞❡ π3
0✳ ❆❧♦rs✱ x

♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(π0)/Q2 ét❛♥t t♦t❛❧❡✲
♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞❡ UK(π0) t❡❧ q✉❡
x ≡ y2 (mod 4OK(π0))✳ ◆♦t♦♥s 1+a1π0+a2π

2
0 +a3π

3
0 +a4π

4
0 +a5π

5
0 ✱ ❛✈❡❝ ai = 0

♦✉ 1✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ y ♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❖♥ ❛

x ≡ y2 ≡ 1 + a2
1π

2
0 + a2

2π
4
0 + a2

3π
6
0 + a2

4π
8
0 + a2

5π
10
0 + 2a1π0 + 2a2π

2
0 + 2a3π

3
0

+2a4π
4
0 +2a5π

5
0 +2a1a2π

3
0 +2a1a3π

4
0 +2a1a4π

5
0 +2a2a3π

5
0 (mod 4OK(π0)).

❙✐ x ≡ 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h + π4

0k (mod 4)✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ ♦♥ ❛ a1 = a2 = 1✳ ❙✐ a3 = 1✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✈❛♥t π6

0 ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
a3 = 0✳ ❖r✱ 2 ≡ π6

0 (mod π9
0) ❝❛r 2 ≡ π2 (mod π3)➲ ❉✬♦ù

x ≡ 1+π2
0 +π4

0 +π2
0h+π4

0k ≡ 1+π2
0 +π4

0 +π7
0 +(a4+1)π8

0 +π9
0 +a5π

10
0 (mod 4)

❝❡ q✉✐ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✈❛♥t π9
0 ❡st ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡

❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳
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❉♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ x 6≡ 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h + π4

0k (mod 4) ❡t a1 = 0✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ π7

0 ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ x ❡st ♥✉❧✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t x ≡ 1 + π8

0 (mod 4)✱ ✐✳❡✳ a1 = a2 = a3 = 0✳ ❈♦♠♠❡ 2 ❡st ❛ss♦❝✐é à π6
0 ✱ ✐❧

✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

x ≡ 1 + a4π
8
0 + a2

5π
10
0 + 2a4π

4
0 + 2a5π

5
0 (mod 4) ❡t a4 = a5 = 1.

P✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ 2 ≡ π6
0 (mod π9

0)✱ ♦♥ ❛ x ≡ 1 + π8
0 + π11

0 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼ ▲✬✉♥✐té 1 + π8
0 + π11

0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0)✳ ❖♥ ❛ ❧❡s éq✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0) ⇐⇒ K ∈ Ω1

❡t
1 + π4

0 + π8
0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0) ⇐⇒ K ∈ Ω2.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 2 ≡ π2 (mod π3)✱ ♦♥ ❛ 2 ≡ π6
0 (mod π9

0)✱
❞✬♦ù

1 + π8
0 + π11

0 ≡ (1 + π4
0 + π5

0)2 (mod 4)

❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ 1 + π8
0 + π11

0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0) ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✹✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♦♥ ❛

(1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 )(1 + π4

0 + π8
0) ≡ 1 + π8

0 (mod 4)

❡t 1+π8
0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t

❞✐t✱ s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts 1+π4
0 +π8

0 +π10
0 ❡t 1+π4

0 +π8
0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0)✱

❛❧♦rs ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳
❙✐ K ∈ Ω1✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱ ♦♥ ❛

1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 ≡ (1 + π2

0 + π5
0)2 (mod 4).

❉♦♥❝ 1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0) ❡t 1 + π4

0 + π8
0 ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

❙✐ K ∈ Ω2✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛

1 + π4
0 + π8

0 ≡ (1 + π2
0)2 (mod 4).

❉♦♥❝ 1 + π4
0 + π8

0 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(π0) ❡t 1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

❉✬♦ù ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s✳

✸✳✸✳✹ ❈❛rrés ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ K

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ ❧✬✉♥✐té 1 + π3 ❞❡ K ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳
◆♦t♦♥s γ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s K ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s OK

X2 − 2

π
X − π = 0. ✭✸✳✶✸✮

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽ ▲✬é❧é♠❡♥t γ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K(
√

1 + π3)/K ❡t ♦♥ ❛

π ≡ γ2 + γ3 (mod 2).
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✱ ♦♥ ❛ v(γ) = 1/2 ❡t γ ∈ K(
√

1 + π3)✳
❉♦♥❝ γ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(

√
1 + π3)/K✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

♦♥ ❛ γ2 = (2/π)γ + π✱ ❞♦♥❝ γ3 = (4/π2)γ + 2 + πγ✳ ❉✬♦ù

γ2 + γ3 ≡ 2

π
γ + π + πγ ≡ π (mod 2),

❝❛r 4/π2 ≡ 2/π + π ≡ 0 (mod 2)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾ ❙♦✐❡♥t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ❡t
√

x ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ x ❞❛♥s
K✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ x ≡ 1+π3 (mod 4)✳ ❆❧♦rs✱ Knr(

√
x) = Knr(

√
1 + π3) ❡t

√
x ≡

1 + γ3 (mod 2OKnr(
√

x))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠✲
♠❡ ✸✳✶✽✱ γ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K(

√
1 + π3)/K✳ ◆♦t♦♥s a0 + a1γ + a2γ

2 +
a3γ

3✱ ❛✈❡❝ ai = 0 ♦✉ 1✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡
√

x ♠♦❞✉❧♦ 2 ✭✐❧ ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✮✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✽✱ ♦♥ ❛
π2 ≡ γ4 + γ6 (mod 4)✱ π3 ≡ γ6 + γ7 (mod 4) ♣✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ 2 ❡st ❛ss♦❝✐é à π2✱
2 ≡ γ4 (mod γ6)✳ ❉♦♥❝

1 + γ6 ≡ x ≡ a2
0 + a2

1γ
2 + a2

2γ
4 + a2

3γ
6 + 2a0a1γ + 2a0a2γ

2 (mod γ7)

≡ a2
0 + a2

1γ
2 + a2

2γ
4 + a0a1γ

5 + (a2
3 + a0a2)γ

6 (mod γ7).

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

a0 = 1, a1 = a2 = 0 ❡t a3 = 1.

❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✵ ❙♦✐t x ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(
√

1 + π3)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ x
✈ér✐✜❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧✬✉♥✐té x ❡st ❝♦♥❣r✉❡ ♠♦❞✉❧♦ 4 à ❧✬✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ é❧é♠❡♥ts

1 + γ4 + γ6 + γ7, 1 + γ4, 1 + γ6, 1 + γ7;

✷✳ ♦♥ ❛ x ≡ 1 + γ2 + γ3 (mod 2)✳
❆❧♦rs✱ x ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
1 + π3)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(
√

1 + π3)/Q2 ét❛♥t
t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✱ ✉♥❡ ✉♥✐té y ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
K(
√

1 + π3) t❡❧❧❡ q✉❡ x ≡ y2 (mod 4)✳ ◆♦t♦♥s 1+a1γ+a2γ
2+a3γ

3✱ ❛✈❡❝ ai = 0
♦✉ 1✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ y ♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

x ≡ y2 ≡ 1 + a2
1γ

2 + a2
2γ

4 + 2a1γ + a2
3γ

6 + 2a2γ
2 + 2a3γ

3 (mod 4).

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ x ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ γ3 ❡st ♥✉❧✮✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs a1 = 0✱ ♣✉✐s

x ≡ 1 + a2
2γ

4 + a2
3γ

6 + 2a2γ
2 + 2a3γ

3 (mod 4).

❖r✱ ♦♥ ❛ 2 ≡ γ4 (mod γ6) ❝❛r 2 ≡ π2 (mod π3)✳ ❉♦♥❝

x ≡





1 (mod 4) s✐ (a2, a3) = (0, 0)
1 + γ4 + γ6 (mod 4) s✐ (a2, a3) = (1, 0)
1 + γ6 + γ7 (mod 4) s✐ (a2, a3) = (0, 1)
1 + γ4 + γ7 (mod 4) s✐ (a2, a3) = (1, 1).

❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t✳
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✸✳✸✳✺ ❈❛rrés ❞❛♥s Knr(
√

3)

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮✱ 3 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s
Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ K ❡st ❞❛♥s Ω1✳ ◆♦t♦♥s

√
3 ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ 3 ❞❛♥s

K✳ ❙♦✐❡♥t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ UK ❡t
√

x ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ x ❞❛♥s K✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1 ❡t x ≡ 3 (mod 4)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

√
3 ≡ √

x ≡ 1 + π (mod 2OKnr
).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(
√

3−√
x) < 2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té✱

√
3+

√
x =√

3 −√
x + 2

√
x✱ ♦♥ ❛ v(

√
3 −√

x) = v(
√

3 +
√

x) < 2 ♣✉✐s v(3 − x) < 4 ❝❡ q✉✐
❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❉✬♦ù✱ v(

√
3−√

x) ≥ 2 ♦✉✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
√

3 ≡ √
x (mod 2OKnr

)✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(

√
x)/K ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ✭❡❧❧❡ ❡st ♠ê♠❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✮✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts R ❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧
❞❡ K(

√
x) ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s {0, 1, ζ, ζ2}✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs a0 +a1π ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡

❍❡♥s❡❧ ♠♦❞✉❧♦ 2OKnr
❞❡

√
x✳ ❖♥ ❛ a0, a1 ∈ R ⊂ {0, 1, ζ, ζ2}✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱

3 ≡ 1 + π2 + π3 ≡ a2
0 + a2

1π
2 + a0a1π

3 (mod 4OKnr
).

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ a0 = a1 = 1✳ ❉✬♦ù ❧❡
❧❡♠♠❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s K ∈ Ω2 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ 3 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ▲✬✉♥✐té x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(
√

3) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ≡ 1 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x s♦✐t ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(
√

3)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs a
❡t b ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ Knr t❡❧s q✉❡ x = (a + b

√
3)2✳ P✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ (1,

√
3) ❡st

✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Knr(
√

3)/Knr✱ ♦♥ ❛ x = a2 + 3b2 ❡t ab = 0✳ ❙✐ b = 0✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr ❡t s✐ a = 0 q✉❡ x/3 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s
Knr✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ x ♦✉ x/3 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✱ ❛❧♦rs x ❡st ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr(

√
3)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ x ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ≡ 1 (mod 4) ♦✉ x ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛ 3 ≡ 1 + π2 (mod 4)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ x/3 ❡st
✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ≡ 1+π2 (mod 4) ♦✉ x ≡ 1+π3 (mod 4)✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

◆♦t♦♥s η ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K(
√

3)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❞❡ K✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2 ❡t x ≡ 3 (mod 4)✳ ❆❧♦rs✱ Knr(
√

x) = Knr(
√

3)
❡t ♦♥ ❛

π ≡ η2 + η3 (mod 2OK(
√

3)) ❡t
√

x ≡
√

3 ≡ 1 + η2 (mod 2OKnr(
√

3))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é❣❛❧✐té rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(
√

3)/K ét❛♥t
t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✱ π ❡st ❛ss♦❝✐é à η2 ❡t ♦♥ ❛

π ≡ η2 (mod 2OK(
√

3)) ♦✉ π ≡ η2 + η3 (mod 2OK(
√

3)).
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❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ 2 ≡ η4 (mod η6)✳ ◆♦t♦♥s
a0 + a1η + a2η

2 + a3η
3✱ ❛✈❡❝ ai = 0 ♦✉ 1✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡

√
3

♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

3 ≡ 1 + π2 ≡ a2
0 + a2

1η
2 + a2

2η
4 + a2

3η
6

+ 2a0a1η + 2a0a2η
2 + 2a0a3η

3 + 2a1a2η
3 (mod 4).

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ ❝♦♠♠❡ π2 ❡st ❛ss♦❝✐é à η4✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
a0 = 1✱ a1 = 0 ❡t a2 = 1✳ ❉✬♦ù✱ ❝♦♠♠❡ 2 ≡ η4 (mod η6)✱

3 ≡ 1 + η4 + (a2
3 + 1)η6 + a3η

7 (mod 4)

≡
{

1 + η4 + η6 (mod 4) s✐ a3 = 0,
1 + η4 + η7 (mod 4) s✐ a3 = 1.

✭✸✳✶✹✮

❙✉♣♣♦s♦♥s π ≡ η2 (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛ 2 ≡ π2 ≡ η4

(mod 4) ❡t ❞♦♥❝✱ 3 ≡ 1 + η4 (mod 4)✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✶✹✮✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱

π ≡ η2 + η3 (mod 2OK(
√

3)).

❉✬♦ù✱ 2 ≡ η4 + η6 (mod 4OK(
√

3)) ❡t✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✶✹✮✱

1 + η4 + η6 ≡ 1 + η4 + (a2
3 + 1)η6 + a3η

7 (mod 4).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t a3 = 0✳ ❉✬♦ù
√

3 ≡ 1 + η2 (mod 2OK(
√

3))✳

❙✉♣♣♦s♦♥s v(
√

3−√
x) < 2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té✱

√
3 +

√
x =

√
3−√

x +
2
√

x✱ ♦♥ ❛ v(
√

3 −√
x) = v(

√
3 +

√
x) < 2 ♣✉✐s v(3 − x) < 4 = v(4) ❝❡ q✉✐ ❡st

❛❜s✉r❞❡✳ ❉✬♦ù✱ v(
√

3−√
x) ≥ 2 ♦✉✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

√
3 ≡ √

x (mod 2OKnr(
√

3))✳
❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ▲✬✉♥✐té 3 + 2
√

3 ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡
K(

√
3) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
3)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(
√

3)/Q2 ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
3 + 2

√
3 s♦✐t ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
3)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ✉♥✐té y ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(
√

3) t❡❧❧❡ q✉❡ 3 + 2
√

3 ≡ y2 (mod 4OK(
√

3))✳ ❖r✱

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✸✱ ♦♥ ❛ 3 + 2
√

3 ≡ 1 + 2η2 ≡ 1 + η6 (mod 4)✳ ◆♦t♦♥s
a0 + a1η + a2η

2 + a3η
3✱ ❛✈❡❝ ai = 0 ♦✉ 1✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ y

♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❊♥ ✉t✐❧s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 2 ≡ 1+η4+η6 (mod 4) ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✸
❡t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛

3 + 2
√

3 ≡ 1 + η6 ≡ a2
0 + a2

1η
2 + a2

2η
4 + a0a1η

5 + (a2
3 + a0a2)η

6

+ (a0a1 + a0a3 + a1a2)η
7 (mod 4OK(

√
3)).

P❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✱ ✐❧ ✈✐❡♥t a0 = 1✱ a1 = 0 ❡t a2 = 0✳ ❖♥
❛ ❞♦♥❝

1 + η6 ≡ 1 + a2
3η

6 + a3η
7 (mod 4OK(

√
3)).

❉✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r a3 = 0 ♦✉ 1✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✷✺ ❙♦✐t y ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(
√

3)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ y ❡st ✉♥
❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
3)✳ ❆❧♦rs✱

y ≡ 1 (mod 2OKnr(
√

3)) ♦✉ y ≡ 1 + η2 (mod 2OKnr(
√

3)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(
√

3)/Q2 ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é❡✳ ❈♦♠♠❡ y ❡st
✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
3)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✱ ✉♥❡ ✉♥✐té z ❞❡s ❡♥t✐❡rs

❞❡ K(
√

3) t❡❧❧❡ q✉❡ y ≡ z2 (mod 4)✳ ◆♦t♦♥s 1 + a1η✱ ❛✈❡❝ a1 = 0 ♦✉ 1✱ ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❞❡ z ♠♦❞✉❧♦ η2✳ ❆❧♦rs✱

y ≡ z2 ≡ 1 + a2
1η

2 (mod 2OK(
√

3)).

❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝❛r a1 = 0 ♦✉ 1✳

✸✳✸✳✻ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❛✉① ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ∆1/3 ❞❡ ∆✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❍❡♥s❡❧ ❛♣♣❧✐q✉é
❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ X3 − ∆′ ❞❡ OK [X]✱ ∆′ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❛♥s
K✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ δ✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

∆1/3 = π
v(∆)
0 δ

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s✐ v(∆) ≡ 0 (mod 3)✱ ♦♥ ❛ ∆1/3 ∈ K✳ ◆♦t♦♥s θ ❧✬✉♥✐té ❞❡ K ❞é✜♥✐❡
♣❛r

θ = ε
δ

c′4
. ✭✸✳✶✺✮

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ B1/2 ❞❡ B ❞❛♥s K ❡t ♦♥ ♣♦s❡

C = 2(c4 + 6∆1/3 + B1/2).

❆❧♦rs✱
C

πv(c4)
= c′4

[
2

(
1 +

B1/2

c4

)
+ θπ

12−v(j)
0

]
✭✸✳✶✻✮

❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ K(B1/2)✳

❈❛s ♦ù v(j) < 12

❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t ❞❛♥s µ3✱

Bt

c2
4

= 1 + 12tj−1/3 + 144t2j−2/3 = 1 + tθπ
12−v(j)
0 + (tθπ

12−v(j)
0 )2, ✭✸✳✶✼✮

❝❛r 12j−1/3 = 3(2/π2)2π
12−v(j)
0 δ/c′4 = θπ

12−v(j)
0 ✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬é❣❛❧✐té c3
4 − c2

6 = 1728∆ s✬é❝r✐t

π3v(c4)c′34 − π2v(c6)c′26 = 33 · 26πv(∆)∆′,

♣✉✐s
c′34 − c′26 = ε3π12−v(j)∆′, ✭✸✳✶✽✮

❝❛r 2v(c6) = 3v(c4)✳ ❉✬♦ù

1 − c′26
c′34

=
(
θπ

12−v(j)
0

)3

. ✭✸✳✶✾✮
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▲❡♠♠❡ ✸✳✷✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≤ 8✳ ❆❧♦rs✱

c′4 ≡ c′34 ≡ c′26 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✾✮ ♠♦❞✉❧♦ 2✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ c′4 ≡ 1 (mod 2)✱ ♣✉✐s c′4 ≡ c′34 (mod 4)✳ ▲❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s
rés✉❧t❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ é❣❛❧✐té ré❞✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦ 4✱ ❝❛r v(j) ≤ 8✳

❈❛s ♦ù v(j) = 12

P♦✉r t ❞❛♥s µ3✱ ♦♥ ❛

Bt

c2
4

= 1 + 12tj−1/3 + 144t2j−2/3 = 1 + tθ + (tθ)2. ✭✸✳✷✵✮

▲❡ ❝♦r♣s K ét❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t r❛♠✐✜é✱ ♣♦✉r t = 1✱ B/c2
4 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬é❣❛❧✐té c3
4 − c2

6 = 1728∆ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮✱

1 − π2v(c6)−3v(c4)
c′26
c′34

= θ3. ✭✸✳✷✶✮

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ✉♥✐tés ♥✬❡♥ ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡✱ ♦♥ ❛ 2v(c6) − 3v(c4) > 0✳

❈❛s ♦ù v(j) > 12

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❙♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j̃

❡st ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v(j̃) = 24 − v(j) < 12✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✼ ❖♥ ❛

∆̃′ ≡ c′4 (mod 2) ❡t j′ · j̃′ ≡ 1 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✾ ❡t ✸✳✶✶✳

✸✳✸✳✼ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷

▲✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (i) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷❪✳
▲✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✶ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (iv) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✾✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ 1 ≤ v(j) ≤ 23✳ ❉✬♦ù ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ j 6= 0✳

▲✬ ❛ss❡rt✐♦♥ ✷ ❧♦rsq✉❡ v(j) 6= 10 ❡t v(j) 6= 14 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✸ rés✉❧t❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳

❉é♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✭❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s t②♣❡s ❞❡ ◆ér♦♥ ❡st r❡♣♦rté❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✽✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✷ ❧♦rsq✉❡ v(j) = 10 ♦✉ 14

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 10✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

B

c2
4

= 1 + θπ2
0 + (θπ2

0)2.

❖r✱ ε ≡ ±1 (mod 4) ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✮✱ ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✱ θ ≡ ±δ/c′4
(mod 4)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

B

c2
4

≡ 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h + π4

0k (mod 4),
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♦ù h ❡t k s♦♥t✱ s♦✐t ♥✉❧s✱ s♦✐t ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s > 0 ❞❡ π3
0 ✳ ❉✬❛♣rès

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✻✱ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M ✳ ❉✬♦ù |Φ| = 24 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✐✮❪✳

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 14✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠♦❞✉❧❛✐r❡ j̃ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v(j̃) = 10✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ B̃ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s
M ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r B ❡t ❞♦♥❝ |Φ| = 24
❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✐✮❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹

❖♥ s✉♣♣♦s❡ v(j) = 4✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✽ ❖♥ ❛
B

c2
4

≡ 1 + π8
0∆′ (mod 4).

❉❡ ♣❧✉s✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∆′ ≡ 1 + π (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✶✶ ❡t ✸✳✶✹✱ ♦♥ ❛

ε ≡ 1 (mod 2) ❡t δ ≡ ∆′ (mod 2).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✶✶ ❡t ✸✳✷✻✱ ♦♥ ❛ c′4 ≡ c′26 ≡ 1 (mod 2)✳ ❉✬♦ù✱
θ ≡ ∆′ (mod 2)✱ ♣✉✐s θπ8

0 ≡ π8
0∆′ (mod 4)✳ ▲❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ rés✉❧t❡

❛❧♦rs ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✼✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à t = 1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ B ❡st ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐té 1+π8

0∆′ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(π0) ❧✬❡st
✭❧❡♠♠❡ ✸✳✸✮✳ ❖r✱

1 + π8
0∆′ ≡

{
1 + π8

0 (mod 4) s✐ ∆′ ≡ 1 (mod 2)
1 + π8

0 + π11
0 (mod 4) s✐ ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✶✻ ❡t ✸✳✶✼✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡

♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳3(ii)❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡r✲
t✐♦♥ ✹ s❡ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪ ❡t
❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✺ ❡t ✸✳✹✻✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✵

❖♥ s✉♣♣♦s❡ v(j) = 20✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
j̃ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v(j̃) = 4✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M s✐
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ B̃ ❧✬❡st✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✽✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∆̃′ ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✼✱ ❝✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ c′4 ≡ 1 + π
(mod 2)✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✵ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✵ s❡ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✲
t✐♦♥ (ii) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✹✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✺

❖♥ s✉♣♣♦s❡ v(j) = 6✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✷✾ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ µ3✱

Bt

c2
4

≡ 1 + t∆′π2 (mod 4).

❉❡ ♣❧✉s✱ Bt ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

t = 1 ❡t ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ♦♥ ❛ ε ≡ 1 (mod 2) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠✲
♠❡ ✸✳✶✶✱ δ ≡ ∆′ (mod 2)✳ P✉✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✻✱ c′4 ≡ c′26 ≡ 1 (mod 2)✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t θ ≡ ∆′ (mod 2)✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ Bt ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐té 1 + t∆′π2 ❞❡ N
❧✬❡st✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t❡❧ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ∆′ ≡ 1 ♦✉ 1 + π (mod 2)✱ ♦♥
❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺✱ t = 1✱ ♣✉✐s ∆′ ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐
t = 1 ❡t ∆′ ≡ 1 + π (mod 2)✱ ❛❧♦rs 1 + t∆′π2 ≡ (1 + π)2 (mod 4) ❡t B = B1 ❡st
✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ∆′ ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✱ B = B1 ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✱ ❞♦♥❝ |Φ| = 2 ♦✉ 4✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ Bt ♣♦✉r t 6= 1✱ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✱ ❞♦♥❝ |Φ| = 4 ♦✉ 8
✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ |Φ| = 4✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ∆′ 6≡ 1 + π (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣♦✉r
t♦✉t t ∈ µ3✱ Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱
♦♥ ❛ |Φ| = 8 ✭♦♥ ❛ c6 6= 0 ❝❛r v(j) 6= 12✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✾

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 18✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
j̃ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v(j̃) = 6✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱ s✐ t ∈ µ3✱ Bt ❡st ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ B̃t2 ❧✬❡st✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✾✱ ♦♥ ❛

B̃t2 ∈ Knr
2 ⇐⇒ t = 1 ❡t ∆̃′ ≡ 1 + π (mod 2).

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✼✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

Bt ∈ Knr
2 ⇐⇒ t = 1 ❡t c′4 ≡ 1 + π (mod 2).

▲✬❛ss❡rt✐♦♥ ✾ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (i) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 8✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✵ ❖♥ ❛

B

c2
4

≡ 1 + εj′π4
0 + π8

0 (mod 4).

❉❡ ♣❧✉s✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ j′ ≡ 1 + π2 (mod π3)✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t c′4/δ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ K✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱
♦♥ ❛ (

c′4
δ

)4

≡ 1 (mod 4), ❞✬♦ù j′ =
c′34
δ3

≡ δ

c′4
(mod 4).

❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✶✹ ❡t ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛

ε2j′2π8
0 ≡ π8

0 (mod 4).

❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✼✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ε ≡ 1 (mod 4)✳ ❉♦♥❝

B

c2
4

≡





1 + π4
0 + π8

0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 (mod π3),
1 + π4

0 + π7
0 + π8

0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 + π (mod π3),
1 + π4

0 + π8
0 + π10

0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 + π2 (mod π3),
1 + π4

0 + π7
0 + π8

0 + π10
0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 + π + π2 (mod π3).

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✶✻ ❡t ✸✳✶✼ q✉❡ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ j′ ≡ 1 + π2 (mod π3)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ε ≡ −1 ≡ 1 + π2 (mod 4)✳
❉♦♥❝

B

c2
4

≡





1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 (mod π3),

1 + π4
0 + π7

0 + π8
0 + π10

0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 + π (mod π3),
1 + π4

0 + π8
0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 + π2 (mod π3),

1 + π4
0 + π7

0 + π8
0 (mod 4) s✐ j′ ≡ 1 + π + π2 (mod π3).

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✶✻ ❡t ✸✳✶✼ q✉❡ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ j′ ≡ 1 + π2 (mod π3)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡
❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✸✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✽

❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 16✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
j̃ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ v(j̃) = 8✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s M s✐
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ B̃ ❧✬❡st✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ j̃′ ≡ 1 + π2 (mod π3)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✼✱ ❝✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❞✐r❡ j′ ≡ 1 + π2 (mod π3) ❝❛r ♦♥ ❛ j′ ≡ 1/j̃′ (mod π3)✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✽ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ (ii) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✽ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✲
t✐♦♥ (ii) ❞❡ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✽✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❛

❖♥ ❛ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) − 3v(c4) = 1✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t ❞❛♥s µ3✱

θ ≡ 1 + π (mod 2) ❡t
Bt

c2
4

≡ 1 + t + t2 + tπ (mod 2).
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛ θ3 ≡ 1+π (mod 2)✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛ θ2 ≡ 1 (mod 2)✱ ❞✬♦ù θ ≡ θ3 ≡ 1 + π (mod 2)✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s t = 1✳ ❆❧♦rs✱ B/c2
4 ≡ 1+π (mod 2)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱

B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳
❙✉♣♣♦s♦♥s t 6= 1✳ ❆❧♦rs✱ v(Bt) = 1 ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❉♦♥❝✱ Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré

❞❛♥s Knr✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❛♥s µ3✱ Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr ✳ ❉✬❛♣rès

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❛ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❜

❖♥ ❛ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) − 3v(c4) = 2✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ v(c4) ❡st ♣❛✐r✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✷ ❖♥ ❛✱

θ ≡ 1 + π2c′4 (mod 4) ❡t
B

c2
4

≡ 3 + π2c′4 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛ θ3 ≡ 1 (mod 2)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛ θ ≡ θ3 ≡ 1 + π2c′4 (mod 4)✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ rés✉❧t❡
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✵✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à t = 1✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✶✳ ♦♥ ❛ K ∈ Ω1 ❡t c′4 ≡ 1 + π (mod 2) ❀

✷✳ ♦♥ ❛ K ∈ Ω2 ❡t c′4 ≡ 1 (mod 2)✳

❆❧♦rs✱ Knr(B
1/2) = Knr✱ ♣✉✐s

B1/2

c4
≡ 1 (mod 2OKnr

) ❡t
C

πv(c4)
≡ c′4 + π2 (mod 4OKnr

).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✷✱

B

c2
4

≡ 1 (mod 4).

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸✱ ✐❧ ✈✐❡♥t B1/2/c4 ≡ 1 (mod 2OKnr
)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

B1/2

c4
+ 1 ≡ 0 (mod 2OKnr

).

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✻✮✱ ♦♥ ❛

C

πv(c4)
≡ c′4θ (mod 4OKnr

).

P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✷✱ c′4θ ≡ c′4 + π2 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ➓✸✳✸✳✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ γ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡
❞❡ K(

√
1 + π3)✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✸✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✶✳ ♦♥ ❛ K ∈ Ω1 ❡t c′4 ≡ 1 (mod 2) ❀

✷✳ ♦♥ ❛ K ∈ Ω2 ❡t c′4 ≡ 1 + π (mod 2)✳

❆❧♦rs✱ Knr(B
1/2) = Knr(

√
1 + π3) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Knr✱ ♣✉✐s

B1/2

c4
≡ 1 + γ3 (mod 2O

Knr(
√

1+π3)
)

❡t
C

πv(c4)
≡ c′4 + γ4 + γ6 + γ7 (mod 4O

Knr(
√

1+π3)
).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✷✱

B

c2
4

≡ 1 + π3 (mod 4).

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✾✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ Knr(B
1/2) = Knr(

√
1 + π3) ❡t B1/2/c4 ≡

1 + γ3 (mod 2O
Knr(

√
1+π3)

)✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✲

✐té ✭✸✳✶✻✮✱ ♦♥ ❛
C

πv(c4)
≡ c′4(2γ3 + θ) (mod 4OKnr

).

❖r✱ 2 ❡st ❛ss♦❝✐é à γ4✱ ❞♦♥❝ 2c′4γ
3 ≡ γ7 (mod 4)✳ ❊t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✽✱ ♦♥

❛ π2 ≡ γ4 + γ6 (mod 4)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✷✱ ♦♥ ❛ c′4θ ≡ c′4 + π2 ≡
c′4 + γ4 + γ6 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❜✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥
❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✸✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ v(c4) ❡st ♣❛✐r✱ C ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧✬✉♥✐té c′4 + π2 ❞❡ OK ❧✬❡st✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ ❝❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
❧❡ ❝❛s ❝❛r c′4 + π2 ≡ 1 + π (mod 2) ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
|Φ| = 4 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✮✳
❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ v(c4) ❡st ♣❛✐r✱ C ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(B

1/2) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧✬✉♥✐té c′4 + γ4 + γ6 + γ7 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(

√
1 + π3) ❧✬❡st✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ✸✳✶✽✱ ♦♥ ❛

c′4 +γ4 +γ6 +γ7 ≡





1 + γ4 + γ6 + γ7 (mod 4) s✐ c′4 ≡ 1 (mod 4),
1 + γ7 (mod 4) s✐ c′4 ≡ 1 + π2 (mod 4),
1 + γ4 (mod 4) s✐ c′4 ≡ 1 + π3 (mod 4),
1 + γ6 (mod 4) s✐ c′4 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✵✱ C ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(B
1/2) ❡t

|Φ| = 8 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✮✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s
✉♥ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ v(c4) ❡st ♣❛✐r✱ C ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(B

1/2)
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐té c′4 + γ4 + γ6 + γ7 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(

√
1 + π3)
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❧✬❡st✳ ❖r✱ c′4 + γ4 + γ6 + γ7 ≡ c′4 ≡ 1 + γ2 + γ3 (mod 2)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✷✵✱ C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(B

1/2) ❡t |Φ| = 8 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
✭❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✮✳

❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✸✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ v(c4) ❡st ♣❛✐r✱ C ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐té
c′4 + π2 ❞❡ OK ❧✬❡st✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ C ❡st ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c′4 ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ c′4 ≡ 1 + π3 (mod 4)✳
❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

|Φ| =

{
2 s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡,
4 s✐♥♦♥.

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❜ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❝

❖♥ ❛ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) − 3v(c4) = 3✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✺ ❖♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❛♥s µ3✱

θ ≡ 1 + π3 (mod 4) ❡t
Bt

c2
4

≡ 1 + t + t2 + tπ3 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛ θ3 ≡ 1 (mod 2) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ θ2 ≡ 1 (mod 2)✱ ❞✬♦ù✱ θ ≡ 1 (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧♦❝✳ ❝✐t✳ ❡t ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ θ ≡ θ3 ≡ 1 + π3 (mod 4)✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ rés✉❧t❡
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✵✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✺ q✉❡ ♣♦✉r t 6= 1 ❞❛♥s µ3✱ v(Bt) = 1 ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❝✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✺ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱ ♦♥ ❛

B

c2
4

≡ 3 + π3 ≡ 1 + π2 (mod 4).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ P❛r
s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❛♥s µ3✱ Bt ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ |Φ| = 8✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✺ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥
❛

B

c2
4

≡ 3 + π3 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉✬❛♣rès
❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ |Φ| = 2 ♦✉ 4✳ ❖r✱ ♣♦✉r t 6= 1 ❞❛♥s µ3✱ Bt ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✱ ❞♦♥❝ |Φ| = 4 ♦✉ 8 ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t |Φ| = 4 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❝ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❞

❖♥ ❛ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) − 3v(c4) ≥ 4✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✻ ❖♥ ❛✱

θ ≡ 1 (mod 4) ❡t
B

c2
4

≡ 3 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ❛ θ3 ≡ 1 (mod 2) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ θ2 ≡ 1 (mod 2)✱ ❞✬♦ù✱ θ ≡ 1 (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧♦❝✳ ❝✐t✳ ❡t ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ θ ≡ θ3 ≡ 1 (mod 4)✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs
❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✵✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1✳ ❆❧♦rs✱ Knr(B
1/2) = Knr ❡t ♦♥ ❛

B1/2

c4
≡ 1 + π (mod 2OKnr

) ❡t
C

πv(c4)
≡ c′4 + π3 (mod 4OKnr

).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✻✱ ♦♥ ❛ Knr(B
1/2) = Knr(

√
3)✳ ❖r✱ 3 ❡st

✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr ❝❛r K ❡st ❞❛♥s Ω1✳ ❉✬♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ❛♥♥♦♥❝é❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ rés✉❧t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✶ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ B/c2

4 ≡ 3 (mod 4) ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✳✸✻✳ ❉✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✻✮✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✻ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛

C

πv(c4)
≡ c′4(2π + 1) (mod 4OKnr

).

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❛r 2c′4π ≡ π3 (mod 4)✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ➓✸✳✸✳✺✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ η ❞és✐❣♥❡✱ ❧♦rsq✉❡ K ∈ Ω2✱
✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ K(

√
3)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ❆❧♦rs✱ Knr(B
1/2) = Knr(

√
3) ❡t ♦♥ ❛

B1/2

c4
≡

√
3 ≡ 1 + η2 (mod 2OKnr(

√
3))

❡t
C

πv(c4)
≡ c′4(3 + 2

√
3) (mod 4OKnr(

√
3)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ rés✉❧t❡♥t ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✸✻
❡t ✸✳✷✸✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✻ ❡t ❞❡
❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✻✮✳

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❞✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1✳ ❙✐ v(c4) = v(C) ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❛❧♦rs C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr(B

1/2) = Knr✳ ❉♦♥❝ |Φ| = 4 ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✳ ❙✐ v(c4) ❡st
♣❛✐r✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✼✱ B ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ C
❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐té c′4 + π3 ❞❡ OK ❧✬❡st✳ ❖r✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✷✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✳
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✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✽✱ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr✳ ❙✐ v(c4) ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ❛

C

πv(c4)−1η2
≡ c′4β(3 + 2

√
3) (mod 4OKnr(

√
3)),

♦ù β ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ K(
√

3) t❡❧❧❡ q✉❡ π = η2β✳ ❖♥ ❡♥ ❞é✲
❞✉✐t q✉❡ C ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(B

1/2) = Knr(
√

3) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❧✬✉♥✐té c′4β(3 + 2

√
3) ❞❡ K(

√
3) ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
3)✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès

❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✸✱ ♦♥ ❛ β ≡ 1 + η (mod η2)✳ ❉✬♦ù c′4β(3 + 2
√

3) ≡ 1 + η
(mod η2)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✺ q✉❡ C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s
Knr(

√
3)✳ ❉✬♦ù |Φ| = 8 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✳

❙✉♣♣♦s♦♥s v(c4) ♣❛✐r✳ ❆❧♦rs✱ C ❡st ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(B
1/2) = Knr(

√
3)

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥✐té c′4(3 + 2
√

3) ❞❡ K(
√

3) ❧✬❡st✳ ❙✐ c′4 ❡st ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Knr(

√
3)✱ ❛❧♦rs C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(

√
3)✱ ❝❛r ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ✸✳✷✹✱ 3 + 2
√

3 ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❙✐ c′4 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(
√

3)✱
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✷✱ ♦♥ ❛ c′4 ≡ 1+π (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✸✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs

c′4(3 + 2
√

3) ≡ 1 + π ≡ 1 + η2 + η3 (mod 2OKnr(
√

3)).

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✺✱ c′4(3+2
√

3) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ❞❛♥s Knr(
√

3)
❡t ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r C ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉✬♦ù |Φ| = 8
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✸✭✐✮❪✳

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼❞ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

✸✳✸✳✽ ❈❛❧❝✉❧s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ◆ér♦♥

❉✬❛♣rès ❬❚❛t✼✺❪✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛❞♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Y 2 = X3 − c4

48
X − c6

864
. ✭W0✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥t✐❡r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ v(c4) ≥ 8 ❡t v(c6) ≥ 10✳ ❉❛♥s t♦✉t❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ∆m ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ E✳

❈❛s ♦ù v(j) = 4

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E ✈ér✐✜❡ v(j) = 4 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭❈✶✮✱ ✐✳❡✳ ∆′ ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✶✽✮✱ ♦♥ ❛

c′34 − c′26 = ε3π8∆′, ✭✸✳✷✷✮

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ε = 3
(

2
π2

)2

✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✾ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ IV ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❡ t②✲
♣❡ IV ∗✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4✳
❈✬❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v(j) = 4✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡
IV ∗✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs v(∆m) = 8✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✹✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(∆) ≡ 8 (mod 12)✳ ❆❧♦rs✱ v(∆m) = 8 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ c′6 ≡ 1 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(∆) ≡ 8 (mod 12)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ q✉✐tt❡
à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 12, 20).

▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ✉♥ ❝❛s 7 ❞❡ ❚❛t❡ ♦✉ à ✉♥ ❝❛s ♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r ❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱ ♦♥ ❛

b2 = 0; b4 = −2
c4

48
= −6

c′4
ε2

; b6 = −4
c6

864
= −23 c′6

ε3
;

b8 = −
( c4

48

)2

= −32 c′24
ε4

.

❊①❛♠✐♥♦♥s à ♣rés❡♥t à q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❛❞♠❡t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (r, s) ❞❛♥s OK ✿

{
b8 + 3r2b4 + 3r4 ≡ 0 (mod 4π)
r ≡ s2 (mod 2).

❈♦♠♠❡ v(b8) = 0✱ s✐ (r, s) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r ∈ UK ✱ ❞♦♥❝ s
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✉♥✐té ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ r ≡ 1 (mod 2) ✭❡t ♦♥
♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r s = 1✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ r2 ≡ r4 ≡ 1 (mod 4π) ❡t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ε2 ≡ ε4 ≡ 1
(mod 4π)✳ ❉♦♥❝

−9c′24 − 18c′4 + 3 ≡ 0 (mod 4π).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c′24 +
2c′4 ≡ 3 (mod 4π)✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛ c′4 ≡ 1
(mod 2)✱ ♣✉✐s c′24 ≡ 1 (mod 4π) ❡t c′4 ≡ c′26 (mod 4π)✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛ 3 ≡ c′24 +2c′4 ≡
1 + 2c′26 (mod 4π)✳ ▼❛✐s✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛

1 + 2c′26 ≡
{

3 (mod 4π) s✐ c′6 ≡ 1 (mod 2)
3 + π4 (mod 4π) s✐ c′6 ≡ 1 + π (mod 2).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (r, s) ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❝✐✲❞❡ss✉s
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❛✈❡❝ ❬P❛♣✾✸✱
♣r♦♣✳4❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

c′4 ≡ (1 + π4)(1 − c′26 ) + 1 + π8 + π9 (mod π10).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ε ≡ ±1 (mod 4)✱ ❞✬♦ù✱ ε2 ≡ 1 (mod π6)✱ ♣✉✐s ε4 ≡ 1
(mod π8) ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✮✳ ❊♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✷✮ ♠♦❞✉❧♦ 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t c′4 ≡
1 (mod 2)✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛ c′4 ≡ c′34 (mod 4π) ❡t✱ ❝♦♠♠❡
c′6 ≡ 1 (mod 2)✱ c′26 ≡ 1 (mod 4π)✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✱ ♦♥ ❛
c′34 ≡ c′26 (mod 4π)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t c′4 ≡ 1 (mod 4π)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t c′24 ≡ 1 (mod π7)✱
♣✉✐s c′34 ≡ c′4 (mod π7)✳ ❉✬♦ù c′4 ≡ c′26 (mod π7) ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ré❞✉✐t❡
♠♦❞✉❧♦ π7✳ P♦s♦♥s ❞♦♥❝ c′4 = c′26 + π7a✱ ❛✈❡❝ a ∈ OK ✳ ❖♥ ❛

c′34 ≡ c′66 + 3π7c′46 a (mod π10).
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❖r✱ c′46 ≡ 1 (mod π3) ❡t 3 ≡ 1 + π2 (mod π3)✱ ❞♦♥❝ c′34 ≡ c′66 + π7a + π9a
(mod π10)✱ ♣✉✐s

c′34 − c′26 ≡ c′66 − c′26 + π7a + π9a (mod π10).

▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ c′26 ≡ 1 (mod π5) ❝❛r c′6 ≡ 1 (mod 2)✱ ♦♥ ❛ c′26 + 1 ≡ 2 (mod π5)
❡t

c′66 − c′26 = c′26 (c′26 + 1)(c′26 − 1) ≡ 2(c′26 − 1) ≡ 2(c′4 − π7a − 1) (mod π10).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ c′34 −c′26 ≡ 2c′4−2−π7a+π9a (mod π10) ❡t c′34 −c′26 ≡ c′4+c′26 −
2+π9a (mod π10)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❈✶✮✱ ♦♥ ❛ c′34 −c′26 ≡ π8+π9

(mod π10)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝

c′4 ≡ −c′26 + 2 + π8 + π9(a + 1) (mod π10).

❖r✱ ♦♥ ❛ π9(a+1) = π2(c′4−c′26 +π7)✳ ❉♦♥❝ (1−π2)c′4 ≡ −(1+π2)c′26 +2+π8+π9

(mod π10)✳ ❉✬♦ù

c′4 ≡ 1 + π2

1 − π2
(1 − c′26 ) + 1 + π8 + π9 (mod π10).

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ (1+π2)/(1−π2) ≡ 1+π4 (mod π5) ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❛r c′26 −1 ≡ 0
(mod π5)✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

P♦s♦♥s

a2 =
1

π2

(
3

ε
c′6 − 1

)
; a4 =

1

π4

(
3

ε2

(
c′26 − c′4

)
− 4

)
;

a6 =
1

π6

(
c′6
ε3

(
c′26 − 3c′4 − 2

)
− 4

)
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy +

4

π3
y = x3 + a2x

2 + a4x + a6, ✭W ✮

❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡♥t✐❡r ❞❡ E ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛

a4 ≡ 1

π2

(
c′26 − 1

)
+ ε (mod 4), a6 ≡ ε

π2

(
c′6
ε

+ 1

)
+ π2 + π3 (mod 4)

❡t

a6 + εa2 ≡ π3 (mod 4), π2a2

(
a2 +

2

π2

)
≡ a4 − ε (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

X = x +
1

π2

c′6
ε

; Y = y +
x

π
+

2

π3

tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts 2/π ❡t 4/π3 s♦♥t ❡♥t✐❡rs✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✵✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1

(mod 2)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2 ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❱ér✐✜♦♥s q✉❡
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❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a4 ❡t a6 ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❡t q✉✬✐❧s s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✶✱ ♦♥ ❛

π4a4 ≡ 3

ε2

(
c′26 − (1 + π4)(1 − c′26 ) − 1

)
− 4 (mod π8)

≡ 3

ε2
(2 + π4)(c′26 − 1) − 4 (mod π8).

❖r✱ c′26 − 1 ≡ 0 (mod π5)✱ ❞♦♥❝ v(a4) = 0 ❡t a4 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ✳ P✉✐s✱ ♦♥ ❛
π4a4 ≡ 2(c′26 − 1) − 4 (mod π8) ❡t

a4 ≡
(

2

π2

)
1

π2
(c′26 − 1) −

(
2

π2

)2

(mod 4).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ♣♦✉r a4 ❝❛r v(c′26 − 1) ≥ 5 ❡t 2/π2 ❡st ✉♥❡
✉♥✐té✳

❊①❛♠✐♥♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a6✳ ❖♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✶✱

π6a6 =
c′6
ε3

(
c′26 − 3c′4 − 2

)
− 4

≡ c′6
ε3

(
c′26 − 3(1 + π4)(1 − c′26 ) − 5

)
+ π8 + π9 − 4 (mod π10)

≡ c′6
ε3

(
(4 + 3π4)(c′26 − 1) − 4

)
+ π8 + π9 − 4 (mod π10).

❖r✱ 4 + 3π4 ≡ 0 (mod π5) ❡t c′26 − 1 ≡ 0 (mod π5)✱ ❞♦♥❝ π6a6 ≡ −4c′6/ε3 − 4 +
π8 + π9 (mod π10)✳ P✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ ε2 ≡ 1 (mod π6)✱ ♦♥ ❛

π6a6 ≡ −4

(
c′6
ε

+ 1

)
+ π8 + π9 (mod π10).

❉✬♦ù v(a6) ≥ 0 ❝❛r c′6/ε + 1 ≡ 0 (mod 2) ❡t ♦♥ ❛

a6 ≡ −
(

2

π2

)2
1

π2

(
c′6
ε

+ 1

)
+ π2 + π3 (mod 4).

❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ♣♦✉r a6 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ε✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

3a6 ≡ ε

π2

(
3

ε
c′6 + 3

)
+ π2 + π3 (mod 4).

❖r✱ 3 ≡ −5 ≡ −1 − 4 (mod π6)✱ ❞♦♥❝

3a6 ≡ ε

π2

(
3

ε
c′6 − 1

)
− 4

π2
ε + π2 + π3 (mod 4).

❖r✱ 4 ≡ π4 (mod π6)✱ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2✱ ♦♥ ❛ 3a6 ≡ εa2 +π3

(mod 4)✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✈♦✉❧✉❡✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2✱

π2a2

(
a2 +

2

π2

)
=

1

π2

(
3

ε
c′6 − 1

)(
3

ε
c′6 + 1

)
≡ 1

π2

(
9

ε2
c′26 − 1

)
(mod 4)

≡ 1

π2
(c′26 − 1) (mod 4) ❝❛r 9/ε2 ≡ 1 (mod π6)

≡ a4 − ε (mod 4)
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❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✹✷✳

P♦s♦♥s

r =
2

π2
+ π ❡t t = π.

◆♦t♦♥s b2✱ b4✱ b6 ❡t b8 ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts st❛♥❞❛r❞ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠♦❞è❧❡ (❲) ❞❡ E✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4 ≡ 0 (mod π5).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s ≥ 7 ❞❡ ❚❛t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛
(a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W ✮ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✷✳ ❖♥ ❛

b2 =

(
2

π

)2

+ 4a2; b4 =
23

π4
+ 2a4; b6 =

(
4

π3

)2

+ 4a6;

❡t

b8 =

(
2

π

)2

a6 −
23

π4
a4 + 4a2a6 +

24

π6
a2 − a2

4.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

b2 ≡ −επ2 + 4a2 (mod 4π), b4 ≡ 2(a4 − ε) ≡ 0 (mod 4π),

b6 ≡ π2 + 4a2 (mod 4π), b8 ≡ π2(a2 − εa6) + 1 + 4a2 ≡ 1 (mod 4π)

❝❛r a2 − εa6 ≡ 2a2 (mod π3)✳
▲✬❡♥t✐❡r r ❞❡ OK ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ❡t ♦♥ ❛

b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4 ≡ 1 + 3rπ2 + 4a2 − εr3π2 + 4a2 + 3 (mod 4π)

≡ 4 + π2(3 − εr2) (mod 4π)

≡ 4 + π2

((
2

π2

)2

− r2

)
(mod 4π).

❖r✱ r2 ≡ (2/π2)2 + π2 (mod π3)✳ ❉♦♥❝ 4 + π2((2/π2)2 − r2) ≡ 0 (mod 4π)✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ r = 2/π2 + π ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (a) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✸❪✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✷✱

a6 + ra4 + r2a2 + r3 = a6 +

(
2

π2
+ π

)
a4 +

(
2

π2
+ π

)2

a2 +

(
2

π2
+ π

)3

≡ π3 − εa2 +

(
2

π2
+ π

)(
ε + π2a2

(
a2 +

2

π2

))

+

(
2

π2
+ π

)2

a2 +

(
2

π2
+ π

)3

(mod 4) ✭✸✳✷✸✮

≡ π3 − εa2 + ε

(
2

π2

)
+ πε + 2a2

(
a2 +

2

π2

)
− εa2 +

4

π
a2 + π2a2

− ε

(
2

π2

)
+ πε + 2 + π3 (mod 4)

≡ π3(a2 + 1) + 2a2(a2 + 1) + 2 ≡ (a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 (mod 4).
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) ≥ 3✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

a6 + ra4 + r2a2 + r3 ≡ 2 ≡ π2 (mod π3).

❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ t = π✱

t

(
4

π3

)
+ t2 + rt

(
2

π

)
≡ π2

(
2

π2

)2

+ π2 + 2

(
2

π2
+ π

)
(mod 4)

≡ π2 + π2 + π2 + π3 (mod 4) ✭✸✳✷✹✮

≡ π2 + π3 (mod 4).

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t(4/π3) + t2 + rt(2/π) ≡ π2 (mod π3)✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs
❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✸❪ ❛♣♣❧✐q✉é à r ❡t t ❡t ❞❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✸✳✷✸✮ ❡t ✭✸✳✷✹✮ q✉❡ ❧✬♦♥
❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 7 ❞❡ ❚❛t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 + π3

(mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) ≥ 3✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ (a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ π3 (mod 4) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a2 ≡ 0 ♦✉ 1 + π
(mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2 ❡st ❡♥t✐❡r ❡t ❧✬♦♥ ❛
v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) ≥ 3✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ (a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ π3 (mod 4) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) = 3✳ ❖r✱ v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) = 3 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v(a2) ≥ 2 ♦✉ v(a2 + 1) = 1✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω1✳ ❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s

✶✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✷✳ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ 1 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s |Φ| = 3✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡
IV ♦✉ IV ∗✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✾✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗ ✭❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✮ ❡t
v(∆m) = 8✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✵✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1
(mod 2)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 7 ❞❡ ❚❛t❡✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✸✱
(a2 +1)(π3 +2a2)+2 ≡ π2 +π3 (mod 4)✳ ❉♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω1✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
(a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ 0 (mod 4)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✹✱ ♦♥ ❛
a2 ≡ 1 ♦✉ π (mod 2)✳ ❖r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2✱ ❧♦rsq✉❡ K ❡st ❞❛♥s
Ω1✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱

π2a2 ≡ −c′6 − 1 (mod 4), ❞✬♦ù c′6 ≡ π2a2 − 1

≡ π2a2 + 1 + π2 + π3 (mod 4).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ 1 + π3 (mod 4)✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs✱

c′6 ≡ 1 (mod 2) ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✵✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(4, 6, 8)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ✉♥ ❝❛s 6✱ 7 ♦✉ 8 ✭t②♣❡ IV ∗✮
❞❡ ❚❛t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω1✱ ♦♥ ❛ a2 ≡ (3c′6 − 1)/π2 (mod 2)✱
❞✬♦ù a2 ≡ 1 ♦✉ π (mod 2)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✹✱ ♦♥ ❛ (a2+1)(π3+2a2) ≡
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0 (mod 4)✱ ♣✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω1✱ (a2+1)(π3+2a2)+2 ≡ π2+π3 (mod 4)✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✸✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 7 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❱ér✐✜♦♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✸✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (a) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✹❪ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r s ❞❡ OK t❡❧ q✉❡

a2 + r ≡ s2 + sπ (mod 2).

❖r✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ❝❛r a2 ≡ 1 ♦✉ π (mod 2) ❡t r ≡ 1 (mod 2)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♦✉
❜✐❡♥ a2 + 1 ≡ 0 (mod 2) ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t s = 0✱ ♦✉ ❜✐❡♥ a2 + 1 ≡ 1 + π (mod 2) ❡t
♦♥ ❝❤♦✐s✐t s = 1✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (b) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✹❪ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡ ❡t ♦♥ ❡st
❜✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡ |Φ| = 3 ❛✈❡❝ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✳
❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ∈ Ω2✳ ❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s

✶✳ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✷✳ c′6 ≡ 1 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s |Φ| = 3✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡
IV ♦✉ IV ∗✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✾✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗ ✭❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✮ ❡t
v(∆m) = 8✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✵✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1
(mod 2)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 7 ❞❡ ❚❛t❡✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✸✱
(a2 +1)(π3 +2a2)+2 ≡ π2 +π3 (mod 4)✳ ❉♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω2✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
(a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ π3 (mod 4)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✹✱ ♦♥ ❛
a2 ≡ 0 ♦✉ 1+π (mod 2)✳ ❖r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2✱ ❧♦rsq✉❡ K ❡st ❞❛♥s
Ω2✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱

π2a2 ≡ c′6 − 1 (mod 4), ❞✬♦ù c′6 ≡ π2a2 + 1 (mod 4).

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4)✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs✱

c′6 ≡ 1 (mod 2) ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✵✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(4, 6, 8)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 6✱ 7 ♦✉ 8 ✭t②♣❡ IV ∗✮ ❞❡
❚❛t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω2✱ ♦♥ ❛ a2 ≡ (c′6 − 1)/π2 (mod 2)✱ ❞✬♦ù
a2 ≡ 0 ♦✉ 1+π (mod 2)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✹✱ ♦♥ ❛ (a2 +1)(π3 +2a2) ≡
π3 (mod 4)✱ ♣✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω2✱ (a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 + π3

(mod 4)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✸✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 7 ❞❡
❚❛t❡✳ ❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✹✸✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (a) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✹❪ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❞♦✐t
s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r s ❞❡ OK t❡❧ q✉❡

a2 + r ≡ s2 + sπ (mod 2).

❖r✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ❝❛r a2 ≡ 0 ♦✉ 1 + π (mod 2) ❡t r ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ♦✉ ❜✐❡♥ a2 + 1 + π ≡ 1 + π (mod 2) ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t s = 1✱ ♦✉ ❜✐❡♥
a2 + 1 + π ≡ 0 (mod 2) ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t s = 0✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (b) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳
✹❪ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡ ❡t ♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡
|Φ| = 3 ❛✈❡❝ ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
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❈❛s ♦ù v(j) = 8

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E ✈ér✐✜❡ v(j) = 8 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭❈✷✮✱ ✐✳❡✳ j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✶✽✮✱ ♦♥ ❛

c′34 − c′26 = ε3π4∆′. ✭✸✳✷✺✮

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✼ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ IV ∗✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❡
t②♣❡ IV ✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳
❈✬❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v(j) = 8✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡
IV ✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(∆) ≡ 4 (mod 12)✳ ❆❧♦rs✱ v(∆m) = 4 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ c′6 ≡ 1 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(∆) ≡ 4 (mod 12)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ q✉✐tt❡
à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 12, 16).

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡st ❛❧♦rs ❡♥t✐❡r ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 7 ❞❡
❚❛t❡ ♦✉ à ✉♥ ❝❛s ♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❊①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✳✸✾✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1
(mod 2)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✾ ❙✉♣♣♦s♦♥s c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❖♥ ❛ c′4 ≡ c′26 + επ4 (mod π7)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ε ≡ ±1 (mod 4)✱ ❞✬♦ù✱ ε2 ≡ 1 (mod π6)✱ ♣✉✐s ε4 ≡ 1
(mod π8) ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✮✳ ❊♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✺✮ ♠♦❞✉❧♦ 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t c′4 ≡
1 (mod 2)✳ P✉✐s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛ c′4 ≡ c′34 (mod 4π) ❡t c′26 ≡ 1
(mod 4π) ❝❛r c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✱ ♦♥ ❛ c′34 ≡
c′26 + π4 (mod 4π)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

c′4 ≡ 1 + π4 (mod 4π). ✭✸✳✷✻✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t c′24 ≡ 1 + 2π4 ≡ 1 + π6 (mod 4π3)✱ ♣✉✐s

c′34 ≡ c′4 + π6 (mod 4π3). ✭✸✳✷✼✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✻✮✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ c′4 ≡ 1 (mod 2π)✱
❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π) ✐♠♣❧✐q✉❡

∆′ ≡ 1 + π2 (mod 2π). ✭✸✳✷✽✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✺✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✸✳✷✼✮✱

c′4 ≡ c′26 + επ4 (mod π7),

❝❛r ε2 ≡ 1 (mod π6) ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ε2 ≡ 1 (mod 2π)✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

P♦s♦♥s

a2 =
1

π2
(3εc′6 − 1) ; a4 =

1

π4

3

ε2

(
ε4c′26 − c′4

)
; .

a6 =
1

π6

c′6
ε3

(
ε6c′26 − 3c′4ε

2 − 2
)
.
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy = x3 + a2x

2 + a4x + a6, ✭W ✮

❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡♥t✐❡r ❞❡ E ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ a4 ≡ 1 (mod 2)
❡t a6 ≡ 1 (mod π)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

X = x +
εc′6
π2

; Y = y +
x

π

tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 2/π ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✽✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 (mod 2)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a2 ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts a4 ❡t a6 s♦♥t ❡♥t✐❡rs ❡t s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❛♥♥♦♥❝é❡s✳

❖♥ ❛

π4a4 =
3

ε2
(ε4c′26 − c′4) ≡

3

ε2
(c′26 − c′4) ≡ 3

π4

ε2
≡ π4 (mod π6),

❝❛r ε4 ≡ 1 (mod π6) ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✾✱ c′4 ≡ c′26 + π4 (mod π6)✳ ❉✬♦ù ❧❡
❢❛✐t q✉❡ a4 ≡ 1 (mod 2)✳

❊①❛♠✐♥♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t a6✳ ❖♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✾✱

ε3

c′6
π6a6 ≡ ε2c′26 − 3c′4ε

2 − 2ε2 (mod 4π3)

≡ ε2(c′26 − 3c′4 − 2) ≡ ε2(−2c′4 − 2 − επ4) (mod 4π3),

❝❛r ε4 ≡ 1 (mod π7)✳ ❖r✱ −επ4 = −12 ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✾ ❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
c′6 ≡ 1 (mod 2)✱ ♦♥ ❛ c′4 + 1 ≡ 2 + π4 (mod 4π)✳ ❉♦♥❝

ε3

c′6
π6a6 ≡ −2π4 ≡ π6 (mod 4π3).

❈♦♠♠❡ ε3/c′6 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ a6 ≡ 1 (mod π) ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4)✳ ❆❧♦rs✱ E ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❛s à ✉♥ ❝❛s 4 ❞❡ ❚❛t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 3
✭II✮✱ 4 ✭III✮ ♦✉ 5 ✭IV ✮ ❞❡ ❚❛t❡✳ ❙♦✐t ✭W ✮ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ a4 ≡ 1
(mod 2)✱ r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳
✷❪✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱

b2 ≡ π2 (mod 2π); b4 ≡ π2 (mod 2π); b6 ≡ 0 (mod 2π);

b8 ≡ π2a6 − 1 (mod 2π).

❉♦♥❝✱ b8 +3b6 +3b4 + b2 +3 ≡ π2a6 +2 ≡ π2(a6 +1) (mod 2π)✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t
❞✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✷❪ ❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ a6 ≡ 1 (mod π)✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✺✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4)✳ ❆❧♦rs✱ a2 ❡t a6 s♦♥t
❡♥t✐❡rs ❡t ♦♥ ❛

a2 ≡ 1

π2
(εc′6 + 1) (mod 2), c′6 ≡ π2a2 − ε (mod 4).

❡t

a6 ≡ 1

π6
(c′26 − 3c′4 − 2) (mod 2), c′4 ≡ −c′26 + 6 + π6a6 (mod π8).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts a2 ❡t a6 s♦♥t ❡♥t✐❡rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵✳
❖♥ ❛✱ 3ε ≡ −ε (mod 4)✱ ❞✬♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
ε4 ≡ 1 (mod π8) ❡t 2 ≡ 2ε2 (mod π8)✳ ❉♦♥❝

a6 ≡ 1

π6

c′6
ε

(
c′26 − 3c′4 − 2

)
(mod 2).

❉✬♦ù ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❛r c′6/ε ≡ 1 (mod 2)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

c′4 ≡ π6a6 +
1

3
(c′26 − 2) (mod π8).

❖r✱ 1/3 ≡ −1 (mod 2π) ❡t c′26 − 1 ≡ 0 (mod 4π) ❝❛r c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❉♦♥❝✱
(c′26 − 1)/3 ≡ 1− c′26 (mod π8)✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ −1/3 ≡ 5 (mod π8)✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✸ ❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s

✶✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 4 (mod 12) ❀

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ (a, b) ∈ L1 t❡❧ q✉❡ c′4 ≡ a (mod π8) ❡t c′6 ≡ b (mod π6)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s |Φ| = 3✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV
♦✉ IV ∗✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✼✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ✭❝❛s 5 ❞❡ ❚❛t❡✮ ❡t
v(∆m) = 4✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✽✱
♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W ✮ ❞❡ E ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❊①♣r✐♠♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 3 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❖♥ ❛ a4 ≡ 1 (mod 2)✱ ❞♦♥❝ r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✶❪✳

❙✉♣♣♦s♦♥s a2 ≡ 1 (mod π)✳ ❆❧♦rs✱ t = 0 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ P✉✐s✱

a2 + a6 ≡ a6 + a4 + a2 + 1 ≡ 0 (mod 2),

❝❛r ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡ ✭❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✶❪✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s a2 ≡ 0 (mod π)✳ ❆❧♦rs✱ t = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ P✉✐s✱

a6 + a4 + a2 −
2

π
≡ a2 + a6 + 1 + π ≡ 0 (mod 2),

❝❛r ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡ ✭❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✶❪✮✳ ❉✬♦ù a2 + a6 ≡ 1 + π
(mod 2)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ a2 + a6 ≡ 0 ♦✉ 1 + π (mod 2)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✺✷✱ ♦♥ ❛

c′6 ≡ π2a2 − ε (mod 4) ❡t c′4 ≡ −c′26 + 6 + π6a6 (mod π8). ✭✸✳✷✾✮
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵ ❡t ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s a2 + a6 ≡ 0 ♦✉ 1 + π
(mod 2)✱ ♦♥ ❛

(a2 (mod 2), a6 (mod 2)) ∈ {(0, 1 + π), (1, 1), (π, 1), (1 + π, 1 + π)}.

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✷✾✮ ❧❡s q✉❛tr❡ ❝♦✉♣❧❡s (c′4 + c′26
(mod π8), c′6 (mod 4)) ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ c′6 (mod 4) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ q✉❛tr❡
✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r c′6 (mod π6)✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t c′26 (mod π8) ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r
❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ ✭✸✳✷✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s s❡✐③❡ ❝♦✉♣❧❡s (c′4
(mod π8), c′6 (mod π6)) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥
❛ c′6 ≡ 1 (mod 2) ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✽✱ v(∆m) = 4✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(4, 6, 4)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 3✱ 4 ♦✉ 5 ❞❡ ❚❛t❡✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ E ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ ❝❛s 3 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❈♦♠♠❡ a4 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té✱
r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✷✱ ♦♥ ❛

a2 ≡ 1

π2
(εc′6 + 1) (mod 2) ❡t a6 ≡ 1

π6
(c′26 − 3c′4 − 2) (mod 2).

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❡✐③❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1✱ ♦♥ ❛ a2 +
a6 ≡ 0 ♦✉ 1 + π (mod 2)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s a2 + a6 ≡ 0 (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ t = 0 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐✈✐s✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✶❪ ❡t a6 + a4 + a2 + 1 ≡ 0 (mod 2)✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❡st
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ a2 + a6 ≡ 1 + π (mod 2)✱ ❛❧♦rs✱ t = 1
❝♦♥✈✐❡♥t ❡t a6 + a4 + a2 − 2/π ≡ 0 (mod 2) ❡t ♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4
❞❡ ❚❛t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✶✱ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 4 ❞❡ ❚❛t❡✳
❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 5 ✭t②♣❡ IV ✮ ❡t |Φ| = 3✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✳

❈❛s ♦ù v(j) = 16

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E ✈ér✐✜❡ v(j) = 16 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭❈✷✮✱ ✐✳❡✳ j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✹ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ IV ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❡ t②✲
♣❡ IV ∗✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4✳
❈✬❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v(j) = 16✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ E ❡st ❞❡
t②♣❡ IV ∗✱ ❛❧♦rs v(∆m) = 8✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

P♦s♦♥s

a4 = −3
c′4
ε2

❡t a6 = −
(

2

π2

)
c′6
ε3

.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥

y2 = x3 + a4x + a6 ✭W ✮

❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡♥t✐❡r ❞❡ E✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a4 ❡t a6

s♦♥t ❞❡✉① ✉♥✐tés ❞❡ OK s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❛✉① ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

a4 ≡ c′4 (mod 4), a6 ≡
(

π2

2

)
c′6 (mod 4)
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❡t
a4 ≡ 1 (mod 2), a4 ≡ a2

6 + π2 (mod 2π).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8)✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦✲
♣♦sé ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛

− c4

48
= −3

c′4
ε2

= a4 ❡t − c6

864
= −

(
2

π2

)
c′6
ε3

= a6.

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a4 ❡t a6 s♦♥t ❞❡✉① ✉♥✐tés ❞❡ OK ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

a4 = − 3

ε2
c′4 ≡ c′4 (mod 4)

❡t

a6 = −
(

2

π2

)
c′6
ε3

≡
(

π2

2

)
c′6 (mod 4)

❝❛r ε2 ≡ 1 (mod 4)✳ ❖♥ ❛ ❡♥✜♥

j′ =

(
2

π2

)8
a3
4

a2
6 + 4(a4/3)3

≡ a3
4

a2
6

(mod 2π).

❉✬♦ù a3
4 ≡ a2

6 + π2 (mod 2π)✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮✳ ❖r✱ a6 ét❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐té
❞❡ OK ✱ ♦♥ ❛ a2

6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❉✬♦ù a4 ≡ 1 (mod 2) ❡t a2
4 ≡ 1 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❡

rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞❡ t②♣❡ IV ∗✳ ❆❧♦rs✱ c′6 ≡ 2/π2 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✹✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳ ❉♦♥❝✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(8, 10, 8)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W ✮ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺✳ ❖♥ ❛
a4 ≡ 1 (mod 2) ❡t a6 ≡ (π2/2)c′6 (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✶❪ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
r = t = 1✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✱

0 ≡ a6 + a4 ≡ 1 +

(
π2

2

)
c′6 (mod 2).

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8) ❡t c′6 ≡ 2/π2

(mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a4 + a6 ≡ 0 ♦✉
π2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 3✱ 4✱
6✱ 7 ♦✉ 8 ✭t②♣❡ IV ∗✮ ❞❡ ❚❛t❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W ✮ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺✱
♦♥ ❛✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱

b2 = 0; b4 = 2a4 = − 6

ε2
c′4; b6 = 4a6 = −4

(
2

π2

)
c′6
ε3

;

b8 = −a2
4 = −9

c′24
ε4

.
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❉✬❛♣rès ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺✱ ♦♥ ❛ a6 ≡ (π2/2)c′6 ≡ 1
(mod 2) ❡t a4 ≡ 1 + π2 (mod 2π)✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✶❪ ❛♣♣❧✐q✉é à
r = t = 1✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ε ≡ ±1 (mod 4)✱ ♦♥
❛

b8 + 3b6 + 3b4 + b2 + 3 ≡ −9 − 4 − 18(1 + π2) + 3 ≡ 0 (mod 4π).

❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✷❪ ❛♣♣❧✐q✉é à r = 1✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 5 ❞❡ ❚❛t❡✳
❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 7 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐
♣ré❝è❞❡✱ r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (a) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✸❪ ❡t s = 1 s❛t✐s❢❛✐t
à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (b)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 7 ❞❡ ❚❛t❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s
✉♥ ❝❛s 6✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✸✭❜✮❪✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ t
❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡ a6 + a4 + 1 ≡ t2 (mod 4)✳ ❖r✱ a6 + a4 + 1 ét❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡
OK ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t ∈ UK ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✽ ❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s

✶✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ (a, b) ∈ L2 t❡❧ q✉❡ c′4 ≡ a (mod 4) ❡t c′6 ≡ b (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s |Φ| = 3✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV
♦✉ IV ∗✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✹✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗ ✭❝❛s 8 ❞❡ ❚❛t❡✮ ❡t
v(∆m) = 8✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✻✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s✱
c′6 ≡ 2/π2 (mod 2)✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✼ ♦♥ ❛ a4 + a6 ≡ 0 ♦✉ π2 + π3

(mod 4)✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺✱ ♦♥ ❛

a4 + a6 ≡ c′4 +

(
π2

2

)
c′6 (mod 4)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♦✉ ❜✐❡♥ c′4 ≡ −(π2/2)c′6 (mod 4)✱ ♦✉ ❜✐❡♥✱ c′4 ≡
−(π2/2)c′6+π2+π3 (mod 4)✳ ❊♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s s❡❧♦♥ ❧❡s q✉❛tr❡ ✈❛❧❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r c′6 (mod 4)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❤✉✐t ❝♦✉♣❧❡s (c′4 (mod 4), c′6 (mod 4))
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (a, b) ∈ L2 t❡❧ q✉❡ a ✭r❡s♣✳ b✮ s♦✐t ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ c′4 ✭r❡s♣✳ c′6✮ ♠♦❞✉❧♦ 4✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣✲
♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t c′6 ≡ 2/π2 (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

a4 + a6 ≡ c′4 +

(
π2

2

)
c′6 ≡ 0 ♦✉ π2 + π3 (mod 4)

❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✼✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗✳ ❉✬♦ù |Φ| = 3 ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱
t❤✳✷✭✐✮❪✳

❈❛s ♦ù v(j) = 20

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E ✈ér✐✜❡ v(j) = 20 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭❈✶✬✮✱ ✐✳❡✳ c′4 ≡ 1 + π (mod 2)✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✺✾ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ IV ∗✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❡
t②♣❡ IV ✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 8✳
❈✬❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v(j) = 20✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ E ❡st ❞❡ t②♣❡
IV ✱ ❛❧♦rs v(∆m) = 4✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(∆) ≡ 4 (mod 12)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(∆) ≡ 4 (mod 12)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱
q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (12, 14, 16).

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡st ❛❧♦rs ❡♥t✐❡r✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥ ❝❛s 10 ❞❡ ❚❛t❡ ♦✉ à ✉♥ ❝❛s ♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❞♦♥❝ à q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐❧ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ✿

b6 = −4
c6

864
= −23π2 c′6

ε3
; b8 = −

( c4

48

)2

.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ v(b8) = 8✱ ❞♦♥❝ r = 0 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱
♣r♦♣✳✻❪✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r x ❞❡ K t❡❧ q✉❡

b6 ≡ x2 (mod π10),

❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t v(x) = 4✱ ❝❛r v(b6) = 8✳ P✉✐s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

c′6 ≡
(

π2

2

)(
x

2π2

)2

(mod 2).

❉✬♦ù c′6 ≡ π2/2 (mod 2) ❝❛r x/2π2 ∈ UK ✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✱ ❛❧♦rs x = 2π2 ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❆✈❡❝

❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✻❪✱ ❝❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

P♦s♦♥s

a4 = −3
c′4
ε2

; a6 = − 1

π2

1

ε3

((
2

π2

)
c′6 + ε3

(
2

π2

)2
)

.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
4

π3
y = x3 + a4x + a6, ✭W ✮

❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡♥t✐❡r ❞❡ E ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ a4 ≡ 1 + π
(mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

X = x; Y = y +
2

π3
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tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 4/π3 ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a4 ❡t a6 s♦♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥t✐❡rs ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ a4 ≡ 1 + π (mod 2)✳
❖♥ ❛

a4 = −3
c′4
ε2

≡ −3(1 + π) ≡ 1 + π (mod 2),

❝❛r c′4 ≡ 1 + π (mod 2) ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✵✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✳ ❉✬♦ù

π2a6 = − 1

ε3

((
2

π2

)
c′6 + ε3

(
2

π2

)2
)

≡ 0 (mod 2),

❝❛r ε ≡ 1 (mod 2) ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✮✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✳ ❆❧♦rs✱ E ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❛s à ✉♥ ❝❛s 4 ❞❡ ❚❛t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 3
✭II✮✱ 4 ✭III✮ ♦✉ 5 ✭IV ✮ ❞❡ ❚❛t❡✳ ❙♦✐t ✭W ✮ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✶✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ a4 ≡
1 + π (mod 2)✱ r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱
♣r♦♣✳ ✷❪✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱

b2 = 0; b4 = −6
c′4
ε2

≡ π2 (mod 2π); b6 =

(
4

π3

)2

+ 4a6 ≡ π2 (mod 2π);

b8 = −9
c′24
ε4

≡ −(1 + π)2 ≡ −(1 + π2) (mod 2π).

❉♦♥❝✱ b8 + 3b6 + 3b4 + b2 + 3 ≡ −(1 + π2) + 3π2 + 3π2 + 3 ≡ 0 (mod 2π)✳ ❉✬♦ù
❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✷❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✳ ❆❧♦rs✱ a6 ❡st ❡♥t✐❡r ❡t
❧✬♦♥ ❛ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s

a6 ≡ 1

π2

(
1 −

(
2

π2

)
c′6

)
(mod 2) ❡t c′6 ≡ π2

2
+ 2a6 (mod 4).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡✱ ♦♥ ❛ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2/2 (mod 2) ❡t ❧✬é❧é♠❡♥t
a6 ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❈♦♠♠❡ ε ≡ ±1 (mod 4)✱ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s✱

−π2a6 ≡
(

2

π2

)
εc′6 +

(
2

π2

)2

≡
(

2

π2

)2(
1 + 3

(
2

π2

)
c′6

)
(mod 4).

❖r✱ (2/π2)2 ≡ 1 (mod 2) ❡t v(1 + 3(2/π2)c′6) ≥ 2✱ ❞✬♦ù

π2a6 ≡ 1 −
(

2

π2

)
c′6 (mod 4)

❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❛r π4 ≡ 4 (mod π6)✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✹ ❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s

✶✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 4 (mod 12) ❀

✷✳ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 + 2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s |Φ| = 3✳ ❉✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV
♦✉ IV ∗✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺✾✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ✭❝❛s 5 ❞❡ ❚❛t❡✮ ❡t
v(∆m) = 4✳ ❉♦♥❝✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✵✱ ♦♥
❛ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a4 ❡t a6 s♦♥t ❛❧♦rs ❡♥t✐❡rs ❞✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✶✳ ❊①♣r✐♠♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3 ❞❡ ❚❛t❡✳
❖♥ ❛ a4 ≡ 1 (mod π)✱ ❞♦♥❝ r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té
❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✶❪✳

❙✉♣♣♦s♦♥s a6 ≡ 1 (mod π)✳ ❆❧♦rs✱ t = 1 ✈ér✐✜❡ t2 − a6 ≡ 0 (mod π)✳ P✉✐s✱

a4 + a6 − π ≡ 0 (mod 2),

❝❛r ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡ ✭❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✶❪✮✳ ❉♦♥❝ a6 ≡ 1 (mod 2) ❝❛r
a4 ≡ 1 + π (mod 2) ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✶✳

❙✉♣♣♦s♦♥s a6 ≡ 0 (mod π)✳ ❆❧♦rs✱ t = 0 ✈ér✐✜❡ t2 − a6 ≡ 0 (mod π)✳ P✉✐s✱

a4 + a6 + 1 ≡ 0 (mod 2),

❝❛r ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡ ✭❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳ ✶❪✮✳ ❉✬♦ù a6 ≡ π (mod 2) ❝❛r
a4 ≡ 1+π (mod 2) ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✶✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ a6 ≡ 1 ♦✉ π (mod 2)✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✸✱
♦♥ ❛

c′6 ≡ π2

2
+ 2a6 (mod 4).

❉✬♦ù ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❆❧♦rs✱

♦♥ ❛ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✵✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ v(∆m) = 4 ❡t ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱
E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 3✱ 4 ♦✉ 5 ❞❡ ❚❛t❡✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ E ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à
✉♥ ❝❛s 3 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✶✳ ❈♦♠♠❡
a4 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té✱ r = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱
♣r♦♣✳✶❪✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✸✱ ♦♥ ❛

a6 ≡ 1

π2

(
1 −

(
2

π2

)
c′6

)
(mod 2).

❉✬♦ù✱ a6 ≡ 1 ♦✉ π (mod 2)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s a6 ≡ 1 (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ t = 1 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡

❞✐✈✐s✐❧✐té ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳✶❪ ❡t a4 + a6 − π ≡ 0 (mod 2)✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❡st ❞❛♥s
✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ a6 ≡ π (mod 2)✱ ❛❧♦rs✱ t = 0 ❝♦♥✈✐❡♥t ❡t
a4 + a6 + 1 ≡ 0 (mod 2) ❡t ♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✷✱ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 4 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥
❝❛s 5 ✭t②♣❡ IV ✮ ❡t |Φ| = 3✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✷✭✐✮❪✳
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❈❛s ♦ù v(j) ≥ 24

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E ✈ér✐✜❡ v(j) ≥ 24 ❡t q✉❡ 3 ♥❡
❞✐✈✐s❡ ♣❛s v(∆)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 11, 10, 8)✳ ❆❧♦rs✱ E ❡st ❞❡

t②♣❡ IV ∗ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 +2+π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡✱ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ❡♥t✐❡r ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 3✱ 6 ♦✉ 8 ✭t②♣❡ IV ∗✮ ❞❡ ❚❛t❡ ✭❞✬❛♣rès
❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

− c4

48
= − 3

ε2
πv(c4)−8c′4 ❡t − c6

864
= −

(
2

π2

)
c′6
ε3

. ✭✸✳✸✵✮

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳1❪ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s
♣❛r r = 0 ❡t t = 1✱ ♣✉✐s

− c6

864
− 1 ≡

(
2

π2

)
c′6 − 1 (mod 2).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ≥ 4 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✳
❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱ ♦♥ ❛ b8 = −(c4/48)2✱ ❞♦♥❝ v(b8) ≥ 6 ❡t r = 0
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (a) ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳3❪✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡ E ❡st ❞❡
t②♣❡ IV ∗ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ t ❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡ −c6/864 ≡ t2 (mod 4)✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✵✮✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

c′6 ≡ π2

2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + 2 + π3 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✻ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ v(∆) ≡ 4 (mod 12)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4 s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c′6 ≡ π2

2 (mod 2)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 14, 14, 16)✳ ▲❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡st ❛❧♦rs ❡♥t✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ ❝❛s 10 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✱
♦♥ ❛ b8 = −(c4/48)2 ❡t v(c4/48) ≥ 6✱ ❞♦♥❝ v(b8) ≥ 12✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ r = 0
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳6❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❛ b6 = −4c6/864 = −8π2c′6/ε3✳ P✉✐s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❡st
♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ x ❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡

−8π2 c′6
ε3

≡ x2 (mod π10).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ x ❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡ 8π2c′6 ≡ x2

(mod π10)✳ ❈♦♠♠❡ c′6 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ✱ s✐ ✉♥ t❡❧ x ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡♠❡♥t v(x) = 4 ❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s éq✉✐✈❛✉t à c′6 ≡ (π2/2)(x/2π2)2

(mod 2)✱ ♣✉✐s c′6 ≡ π2/2 (mod 2) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐
c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✱ ❛❧♦rs x = 2π2 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡❧❛
❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

P♦s♦♥s

a4 = −3
c′4
ε2

πv(c4)−8; a6 = − 1

π6

(
4 + 2π2 c′6

ε3

)
.
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4)✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥

y2 +
4

π3
y = x3 + a4x + a6, ✭W ✮

❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡♥t✐❡r ❞❡ E✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

X = x; Y = y +
2

π3

tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W0✮ ❞❡ E ❡♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
4/π3 ❡t a4 s♦♥t ❡♥t✐❡rs✳ ❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r a6✳ ❉✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ✸✳✻✻✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 (mod 2)✳ P✉✐s✱

−π6a6 = 4 + 2π2 c′6
ε3

≡ 4 + 2π2c′6 (mod π6).

❈♦♠♠❡ 4 ≡ π4 (mod π6)✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ −π6a6 ≡ 0 (mod π6) ❡t a6 ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❉✬♦ù
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✽ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4)✳ ❆❧♦rs✱ E ❡st ❞❡

t②♣❡ IV s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + 2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭W ✮ ❞❡ E ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✼✳ ■❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ à ✉♥ ❝❛s 3 ♦✉ 5 ✭t②♣❡ IV ✮ ❞❡ ❚❛t❡✳ ❈♦♠♠❡
v(a4) ≥ 2 ✭❝❛r v(c4) ≥ 10✮✱ r = 0 s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❞❡ ❬P❛♣✾✸✱ ♣r♦♣✳1❪✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s 5 ❞❡ ❚❛t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ t
❞❛♥s OK t❡❧ q✉❡ a6 ≡ t2 + tπ (mod 2)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a6 ≡ 0
♦✉ 1 + π (mod 2)✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ −π6a6 ≡ 4 + 2π2εc′6 (mod π8)✱ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
a6 ≡ 0 (mod 2) éq✉✐✈❛✉t à c′6 ≡ − 4

2π2ε ≡ π2/2 (mod 4)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ a6 ≡ 1 + π

(mod 2) éq✉✐✈❛✉t à c′6 ≡ − 4
2π2ε +

π6

2π2ε +
π7

2π2ε ≡ π2/2 + 2 + π3 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❡
❧❡♠♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✾ ❖♥ ❛ |Φ| = 3 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s

✶✳ ♦♥ ❛ v(∆) ≡ 4 (mod 12) ♦✉ v(∆) ≡ 8 (mod 12) ❀

✷✳ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2 (mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + 2 + π3 (mod 4)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵❪✱ E ❡st
❞❡ t②♣❡ IV ♦✉ IV ∗✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❡ t②♣❡ IV ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ v(∆m) =
4 ❡t q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4)✳ P✉✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✽✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ π2

2

(mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + 2 + π3 (mod 4)✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ∗✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵❪✱ ♦♥ ❛ v(∆m) =
8 ❡t q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 11, 10, 8)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✺✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ c′6 ≡ π2

2

(mod 4) ♦✉ c′6 ≡ π2

2 + 2 + π3 (mod 4)✳
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❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s♦✐❡♥t s❛t✲
✐s❢❛✐t❡s✳ ❙✐ v(∆) ≡ 4 (mod 12)✱ ❝♦♠♠❡ c′6 ≡ π2/2 (mod 2)✱ ♦♥ ❛ v(∆m) = 4
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✻✳ ◗✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣✲
♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✽
q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ v(∆) ≡ 8 (mod 12)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✳✺✱ q✉✐tt❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 11, 10, 8) ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st
❞❡ t②♣❡ IV ∗ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✺✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ E ❡st ❞❡ t②♣❡ IV ♦✉ IV ∗ ❡t
|Φ| = 3 ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳2❪✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✳✹ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳
❈✬❡st ✐♠♠é❞✐❛t ♣♦✉r ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r K ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t j ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❛t✼✺❪✳

✸✳✹✳✶ ❈❛s ♦ù v(j) ≥ 24

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π13

48
x − π12

864

✈ér✐✜❡ v(j) = 27 ❡t v(∆) = 12✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 2 ❡t ❧❡
❝❛s ✶✶(a) s❡ ré❛❧✐s❡✳

❱ér✐✜♦♥s q✉✬✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ❝❛s ✶✶(b)✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π11

48
x − π10a

864
, ❛✈❡❝ a ∈ UK ,

✈ér✐✜❡ v(j) = 25 ❡t v(∆) = 8✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

|Φ| =

{
3 s✐ a ≡ 2/π2 (mod 4) ♦✉ a ≡ 2/π2 + 2 + π3 (mod 4)
6 s✐♥♦♥.

❡t ❧❡ ❝❛s ✶✶(b) s❡ ré❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

✸✳✹✳✷ ❈❛s ♦ù v(j) = 16✱ 18 ❡t 20

P♦✉r i = 16✱ 18 ♦✉ 20✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 + π2xy = x3 − 36π8

πi − 1728
x − π12

πi − 1728
✭✸✳✸✶✮

❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥t✐❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s✉r K ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
j = πi✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ j′ = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c4 = π8 +
1728π8

πi − 1728
= π8

(
1 − 1

1 − πi

1728

)

=
π8+i

1728


1 +

∑

k≥1

(
πi

1728

)k

 .
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❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ v(c4) = 8 + i − 12 ❡t c′4 ≡ π12

33·26 ≡ 1/ε3 ≡ 1 (mod 2)✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮✱ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭❈✷✮✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ✽(b) ❡t ✶✵(b) ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π12(1 + π)

48
x − π15

864
✭✸✳✸✷✮

✈ér✐✜❡ v(j) = 18 ❡t c′4 = 1 + π✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡✳ ❆✈❡❝
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r i = 18✱ ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ✾ s❡ ré❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❈❛s ♦ù v(j) = 16 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡r✲
str❛ss ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y2 = x3 + a4x + a6,

❛✈❡❝ a4 ❡t a6 ❞❡✉① ✉♥✐tés ✈ér✐✜❛♥t a4 ≡ a2
6 + π2 (mod 2π)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8) ❡t j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ b2 = 0✱ b4 = 2a4✱ b6 = 4a6 ❡t b8 = −a2
4✳ ❉♦♥❝✱

c4 = −48a4, c6 = −864a6 ❡t ∆ = −16(4a3
4 + 27a2

6).

❈♦♠♠❡ a4 ❡t a6 s♦♥t ❞❡✉① ✉♥✐tés ❞❡OK ✱ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(8, 10, 8)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

j′ =
a3
4

a2
6 + 4(a4/3)3

≡ a3
4

a2
6

(mod 2π).

❖r✱ a2
4 ≡ 1 (mod 2π)✱ ❝❛r a4 ≡ a2

6 (mod 2)✳ ❉✬♦ù✱ j′ ≡ a4/a2
6 ≡ 1 + π2

(mod 2π)✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✶ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − x + 1

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡t |Φ| = 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✵✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′4 =
48

π8
=

1

3
ε2 ≡ −1 (mod 4) ❡t c′6 = −864

π10
= −25 · 33

π10
≡ 2

π2
(mod 4).

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (−1, 2/π2) ∈ L2 ❡st ❛❧♦rs ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♠♦❞✉❧♦ 4 ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (c′4
(mod 4), c′6 (mod 4))✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✽ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✷ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + x + 1 + π

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡t |Φ| = 6✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✵✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −864

π10
(1 + π) ≡ 2

π2
+ π (mod 2).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ L2 t❡❧ q✉❡ c′6 ≡ b (mod 4)✳ ❖♥
❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 6 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✽ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✽ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳

❈❛s ♦ù v(j) = 20 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡st ✈ér✐✜é❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡r✲
str❛ss ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y2 +
4

π3
y = x3 + a4x + a6,

❛✈❡❝ a4 ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4) ❡t c′4 ≡ 1 + π (mod 2).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ b4 = 2a4 ❡t ❞♦♥❝ v(b4) = 2✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ c4 = −24b4

✈ér✐✜❡ v(c4) = 8✱ ♣✉✐s c′4 = − 24·3
π8 a4 = −3

(
2

π2

)4

a4 ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱

♦♥ ❛ b6 = (4/π3)2 + 4a6 ❡t ❞♦♥❝ v(b6) = 2✳ ❉✬♦ù✱ c6 = −216b6 ✈ér✐✜❡ v(c6) = 8✳
❊♥✜♥✱ ∆ = −8b3

4 − 27b2
6 ✈ér✐✜❡ v(∆) = 4✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✹ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
4

π3
y = x3 + (1 + π)x + 1

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡t |Φ| = 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✸✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −432

π8

(
2 +

8

π6

)
≡ 2 +

8

π6
≡ π2

2
+ 2 (mod 4).

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✵ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✺ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
4

π3
y = x3 + (1 + π)x

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ ❡t |Φ| = 6✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✸✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −3456

π6
≡ −1

3

(
π2

2

)
ε4 ≡ π2

2
(mod 4).

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 6 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✵ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶✵ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳

✸✳✹✳✸ ❈❛s ♦ù v(j) = 12

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π9

48
x − π14

864

✈ér✐✜❡ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) = 3v(c4)+1✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ✼❛ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷
s❡ ré❛❧✐s❡✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π10a

48
x − π16

864
, ♦ù a ∈ UK

✈ér✐✜❡ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) = 3v(c4) + 2✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
♦♥ ❛ a ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ a ≡ 1 + π3 (mod 4)✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ✼❜ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ s❡ ré❛❧✐s❡✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π9

48
x − π15

864

✈ér✐✜❡ v(j) = 12 ❡t 2v(c6) = 3v(c4)+3✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ✼❝ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷
s❡ ré❛❧✐s❡✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − π10a

48
x − π17

864
, ♦ù a ∈ UK

✈ér✐✜❡ v(j) = 12✱ v(c4) = 10 ❡t 2v(c6)−3v(c4) = 4✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ a ≡ 1 + π2 (mod 4) ♦✉ a ≡ 1 + π3 (mod 4)✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ❝❛s ✼❞ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ s❡ ré❛❧✐s❡✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✼ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳

✸✳✹✳✹ ❈❛s ♦ù v(j) = 4✱ 6 ♦✉ 8

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✸✶✮✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ v(j) = 24 − i✱ ♦ù i = 16✱ 18 ♦✉ 20✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ v(j) = 4✱
6 ♦✉ 8✳ ❙❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts st❛♥❞❛r❞ s♦♥t ♥♦tés (c̃4, c̃6, ∆̃✮ ❡t s❛t✐s❢♦♥t ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✷✼ ❛✉① ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∆̃ ≡ c′4 (mod 2) ❡t j̃′ ≡ 1 (mod 4).
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Ẽ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮✱ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮✳ ❈❡❧❛
❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ✹(b) ❡t ✻(b) ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ẽ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮
✈ér✐✜❡ v(j) = 6 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡ ❝❛s ✺ s❡ ré❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❈❛s ♦ù v(j) = 4 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡st ✈ér✐✜é❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡r✲
str❛ss ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y2 +
2

π
xy +

4

π3
y = x3 + a2x

2 + a4x + a6,

❛✈❡❝

a6 + εa2 ≡ π3 (mod 4) ❡t π2a2

(
a2 +

2

π2

)
≡ a4 − ε (mod 4).

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8), c′6 ≡ 1 (mod 2) ❡t ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

b2 =

(
2

π

)2

+ 4a2; b4 =
23

π4
+ 2a4; b6 =

(
4

π3

)2

+ 4a6;

b8 =

(
2

π

)2

a6 −
23

π4
a4 + 4a2a6 +

24

π6
a2 − a2

4

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ε✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

b2 =
π2

3
ε + 4a2; b4 =

2

3
ε + 2a4; b6 =

π2

9
ε2 + 4a6

❡t

b8 =
π2

3
εa6 −

2

3
εa4 + 4a2a6 +

π2

9
ε2a2 − a2

4.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s a2 ≡ a6 (mod 2) ❡t a4 ≡ ε (mod 2π)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs

v(b2) = 2, v(b4) ≥ 5, v(b6) = 2 ❡t v(b8) = 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ c4 = b2
2 − 24b4 ✈ér✐✜❡ v(c4) = 4 ❡t c6 = −b3

2 + 36b2b4 − 216b6

✈ér✐✜❡ v(c6) = 6✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ −b3
2/π6 (mod 2)✱ ♣✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ b2/π2 ≡ 1

(mod 2)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t c′6 ≡ 1 (mod 2)✳
■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt v(∆) = 8 ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

∆′ ≡ 1 + π (mod 2)✳ ❈✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠♦♥tr❡r ∆ ≡ π8 + π9 (mod π10)✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

b2
2 ≡ π4 + 2π6a2 + π8a2

2 (mod π10) ✭✸✳✸✸✮

−27b2
6 ≡ π4 + π8 + 2π6a6 + π8a2

6 (mod π10) ✭✸✳✸✹✮

b8 ≡ 1 + π5 + 4a2
2 + 2π2a2 (mod π6) ✭✸✳✸✺✮

9b2b4b6 ≡ 2π4(a4 − ε) (mod π10). ✭✸✳✸✻✮
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❉✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛

b2
2 =

π4

9
ε2 + 16a2

2 + 8
π2

3
εa2.

❖r✱ ♦♥ ❛ ε2/9 ≡ 1 (mod π6)✱ 4 ≡ π4 (mod π6) ❡t 16 ≡ π8 (mod π10)✳ ❈❡❧❛
❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✸✳✸✸✮✳ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s✱ ♦♥ ❛

b2
6 =

π4

34
ε4 + 16a2

6 + 8
π2

9
εa6 ≡ π4 + 2π6a6 + π8a2

6 (mod π10).

P✉✐s✱ −27 ≡ −3 ≡ 1 + π4 (mod π6)✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✸✳✸✹✮✳
▼♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✸✳✸✺✮✳ ❖♥ ❛

b8 =
π2

3
εa6 −

2

3
εa4 + 4a2a6 +

π2

9
ε2a2 − a2

4

≡ −π2εa6 + 2εa4 + 4a2a6 + π2a2 − a2
4 (mod π6).

❖r✱ a2 + εa6 ≡ π3 (mod 4) ❡t a4 ≡ ε (mod 2π)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ −a2
4 ≡ 1− 2εa4

(mod π6) ❝❛r ε2 ≡ 1 (mod π6)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

b8 ≡ π2(2a2 + π3) + 1 + 4a2
2 ≡ 1 + π5 + 4a2

2 + 2π2a2 (mod π6).

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ b2 ≡ b6 ≡ π2 (mod π6) ❡t b4 ≡ 2(a4 − ε) (mod π6)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✸✳✸✻✮✳

❉é❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✻✮ ❝❡❧❧❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ♣♦✉r ∆✳ ❖♥ ❛

∆ = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6.

❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✸✳✸✸✮ ❡t ✭✸✳✸✹✮ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ a2 ≡ a6 (mod 2)✱ ♦♥ ❛

−27b2
6 ≡ b2

2 + π8 (mod π10).

❈♦♠♠❡ v(8b3
4) ≥ 10✱ ♦♥ ❛✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✸✳✸✻✮ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s

∆ ≡ b2
2(1 − b8) + π8 + 2π4(a4 − ε) (mod π10).

❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ✭✸✳✸✸✮ ❡t ✭✸✳✸✺✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs

∆ ≡ π8 + π9 + 4π4a2
2 + 2π6a2 + 2π4(a4 − ε) (mod π10).

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ a4 − ε ≡ π2a2
2 + 2a2 (mod 4)✱ ♦♥ ❛

+2π4(a4 − ε) ≡ 4π4a2
2 + 2π6a2 (mod π10)✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡

❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

∆ ≡ π8 + π9 (mod π10),

❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❤❡r❝❤é✳ ❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✻✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✼ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ❞❛♥s Ω1✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy +

4

π3
y = x3 − x2 + (1 + π3)x + 1 + π3

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡t |Φ| = 3✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✻✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −37
26

π12
− 3 · 5 26

π10
+ 3

25

π8
(mod 4).

❉✬♦ù c′6 ≡ ε + 2 + π2 (mod 4)✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω1✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 + π3

(mod 4)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ❞❛♥s Ω1✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy +

4

π3
y = x3 + x + π3

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡t |Φ| = 6✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✻✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −37
26

π12
+ 32 25

π8
≡ ε + 2 (mod 4).

❖r✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω1✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥
❛ |Φ| = 6 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼✾ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ❞❛♥s Ω2✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy +

4

π3
y = x3 − x + π3

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡t |Φ| = 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✻✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −37
26

π12
+ 32 25

π8
≡ ε + 2 (mod 4).

❖r✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω2✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 (mod 4)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3
❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✽✵ ❙✉♣♣♦s♦♥s K ❞❛♥s Ω2✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy +

4

π3
y = x3 + x2 − x + 1 + π3

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡t |Φ| = 6✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼✻✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′6 = −37
26

π12
+ 3 · 5 26

π10
− 3 · 5 25

π8
(mod 4).

❉✬♦ù c′6 ≡ ε + 2 + π2 (mod 4)✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ K ❡st ❞❛♥s Ω2✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ 1 + π2

(mod 4)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 6 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✹ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳
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❈❛s ♦ù v(j) = 8 ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡r✲
str❛ss ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y2 +
2

π
xy = x3 + a2x

2 + a4x + a6,

❛✈❡❝ a4 ≡ 1 (mod 2) ❡t a6 ≡ 1 (mod π)✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4), c′6 ≡ 1 (mod 2) ❡t j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

b2 =

(
2

π

)2

+ 4a2; b4 = 2a4; b6 = 4a6; b8 =

(
2

π

)2

a6 + 4a2a6 − a2
4.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

v(b2) = 2, v(b4) = 2, v(b6) = 4 ❡t v(b8) = 0.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ c4 = b2
2 − 24b4 ✈ér✐✜❡ v(c4) = 4 ❡t c6 = −b3

2 + 36b2b4 − 216b6

✈ér✐✜❡ v(c6) = 6✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ c′6 ≡ −b3
2/π6 (mod 2)✱ ♣✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ b2/π2 ≡ 1

(mod 2)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t c′6 ≡ 1 (mod 2)✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ ∆ = −b2

2b8−8b3
4−27b2

6 +9b2b4b6✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ v(∆) = 4
❡t ♦♥ ❛

j′ =
c′34
∆′ ≡ − 1

b8
≡ − 1

π2 − a2
4

(mod 2π).

❖r✱ a4 ≡ 1 (mod 2)✱ ❞♦♥❝ a2
4 ≡ 1 (mod 2π) ❡t j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π)✳ ❉✬♦ù ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✽✷ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy = x3 + x + 1 + π

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡t |Φ| = 3✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✶✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′4 =

(
2

π2

)4

− 3

(
2

π

)4

=
1

9
ε2 − 1

3
ε2π4.

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 (mod π8)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

c′6 = − 26

π12
+ 32 25

π8
− 33 25

π6
− 33 25

π5
.

❉✬♦ù✱ c′6 ≡ −ε/3 + 2 + 2π2 + π5 ≡ 5ε + 2 + 2π2 + π5 (mod π6)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t K ∈ Ω1✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 ≡ −ε2 + 2π4 + 6 + π6 + π7 (mod π8)
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❡t
c′6 ≡ 5ε + 2 + 2π2 + π5 ≡ −ε + π4 (mod π6).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) = (−ε2+2π4+6+π6+π7,−ε+π4) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
L1 ✈ér✐✜❡ c′4 ≡ a (mod π8) ❡t c′6 ≡ b (mod π6)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3
❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs K ∈ Ω2✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 ≡ −ε2 + 6 + 2π4 ≡ −ε2 + 6 + π6 (mod π8)

❡t
c′6 ≡ 5ε + 2 + 2π2 + π5 ≡ −ε + π5 (mod π6).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) = (−ε2 + 6 + π6,−ε + π5) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1

✈ér✐✜❡ c′4 ≡ a (mod π8) ❡t c′6 ≡ b (mod π6)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 3 ❛✈❡❝
❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✽✸ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 +
2

π
xy = x3 + x + 1

✈ér✐✜❡ (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ❡t |Φ| = 6✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés rés✉❧t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✶✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

c′4 =

(
2

π2

)4

− 3

(
2

π

)4

=
1

9
ε2 − 1

3
ε2π4.

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 (mod π8)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛

c′6 = − 26

π12
+ 32 25

π8
− 33 25

π6
.

❉✬♦ù✱ c′6 ≡ −ε/3 + 2 + 2π2 ≡ 5ε + 2 + 2π2 (mod π6)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t K ∈ Ω1✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛

c′4 ≡ −ε2 + 2π4 + 6 + π6 + π7 (mod π8) ❡t

c′6 ≡ 5ε + 2 + 2π2 ≡ −ε + π4 + π5 (mod π6).

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1 ✈ér✐✜❛♥t c′4 ≡ a (mod π8)
❡t c′6 ≡ b (mod π6)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 6 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs K ∈ Ω2✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛
c′4 ≡ −ε2 + 6 + π6 (mod π8) ❡t

c′6 ≡ 5ε + 2 + 2π2 ≡ −ε (mod π6).

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L1 ✈ér✐✜❛♥t c′4 ≡ a (mod π8)
❡t c′6 ≡ b (mod π6)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ| = 6 ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✻ s❡ ré❛❧✐s❡♥t✳
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✸✳✺ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉① ❞❡ P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ V ❞❡ ❬P❛♣✾✸❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù✱ ❛✈❡❝
s❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ λ = 2 ✭✐✳❡✳ e = 2✮✳

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■■

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✸

v(c4) 4 ≥ 8 ≥ 8 4 8 8 4 8 ≥ 9

v(c6) 6 8 10 6 11 ≥ 12 6 12 11

v(∆) 4 4 8 6 10 12 7 13 10

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 4 8 6 10 12 7 13 10

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■■■

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✹

v(c4) 4 8 8 4 8 9 9 9 9 9

v(c6) 6 8 10 6 11 8 10 12 13 ≥ 14

v(∆) 4 4 8 6 10 4 8 12 14 15

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 3 3 7 5 9 3 7 11 13 14

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■❱

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✺

v(c4) 4 8 ≥ 10

v(c6) 6 8 8

v(∆) 4 4 4

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗
v(N) 2 2 2

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗0
❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✻

v(c4) 8 4 8 8 4 8 ≥ 10 ≥ 10 ≥ 10

v(c6) 10 6 ≥ 12 12 6 12 10 12 13

v(∆) 8 8 12 14 9 15 8 12 14

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 4 8 10 5 11 4 8 10
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❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗1 ■∗3
❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✼ ✼

v(c4) 4 8 10 4 8 10

v(c6) 6 10 10 6 ≥ 12 12

v(∆) 8 8 8 11 12 12

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 3 3 3 4 5 5

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗5 ■∗7
❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✼ ✼

v(c4) 4 8 10 4 8 10

v(c6) 6 12 14 6 12 15

v(∆) 13 16 16 15 19 20

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 7 7 4 8 9

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗2
❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✼

v(c4) 8 8 8 4 10 10 10 10

v(c6) ≥ 12 12 12 6 12 14 ≥ 15 15

v(∆) 12 14 16 10 12 16 18 19

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 6 8 10 4 6 10 12 13

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗4
❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✼

v(c4) 8 8 4 10 10 10

v(c6) 12 12 6 14 ≥ 15 15

v(∆) 16 17 12 16 18 20

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 8 9 4 8 10 12
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❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗6
❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✼

v(c4) 4 8 10 10

v(c6) 6 12 15 15

v(∆) 14 18 20 21

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 8 10 11

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■∗ν ✱ ν ≥ 8

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✼

v(c4) 4 8 10

v(c6) 6 12 15

v(∆) 8 + ν 12 + ν 14 + ν

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 8 10

❖♥ ♥♦t❡r❛ à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t q✉❡ s✐
(
v(c4), v(c6), v(∆)

)
❡st ❧❡ tr✐♣❧❡t

(
10, 15, 14+ν

)

❡t s✐ ν ❡st ✐♠♣❛✐r≥ 9✱ P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ∗✱
♠❛✐s ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦✉r ❝❡ tr✐♣❧❡t s✐ ν ❡st ♣❛✐r ≥ 8✳

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■❱∗

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✽

v(c4) 4 8 ≥ 11

v(c6) 6 10 10

v(∆) 8 8 8

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗
v(N) 2 2 2

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■■■∗

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✾

v(c4) 4 8 8 11 11 11 11 11

v(c6) 6 12 ≥ 12 12 14 15 16 ≥ 17

v(∆) 10 14 12 12 16 18 20 21

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 3 7 5 5 9 11 13 14
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❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ■■∗

❈❛s ❞❡ ❚❛t❡ ✶✵

v(c4) ≥ 12 ≥ 12 ≥ 12 8 4 8 8

v(c6) 15 12 14 ≥ 12 6 12 12

v(∆) 18 12 16 12 11 17 16

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 10 4 8 4 3 9 8

❚②♣❡ ❞❡ ◆ér♦♥ ➱q✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡

v(c4) ≥ 12 ≥ 12 ≥ 12 8 4 8 8

v(c6) ≥ 16 12 14 ≥ 12 6 12 12

v(∆) ≥ 20 12 16 12 ≥ 12 16 ≥ 18

❈♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣✳ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

✸✳✻ ❆♥♥❡①❡ ❈ ✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ Q2

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù K = Q2 ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ j ✭❛✉t❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡
❛ ❞é❥à été ♠❡♥é❡ ♣❛r ❑r❛✉s ✭❬❑r❛✾✵✱ ❈♦r✳❪✮ ❡t ❈❛❧✐ ✭❬❈❛❧✵✹❪✮✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss♦✉s
♥❡ ❞✐✛èr❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭à ❝❡❝✐ ♣rès q✉✬♦♥ ♥❡
s✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽✹ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q2✳ ❖♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✳ ❙✐ v(j) = 0✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 2✳

✷✳ ❙✐ v(j) ∈ {1, 2, 5, 7, 10, 11}✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 24✳

✸✳ ❙✐ v(j) ∈ {3, 9}✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 4✳

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ∆′ ≡ −1 (mod 4)✳ ❆❧♦rs

|Φ| =

{
3 s✐ c′6 ≡ −1 (mod 4) ❡t v(∆) ≡ 8 (mod 12),
6 s✐♥♦♥.

✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ∆′ ≡ 1 (mod 4)✳ ❆❧♦rs |Φ| = 24✳

✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 6✳

✭❛✮ ❙✐ 2v(c6) = 3v(c4) + 1✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 4✳

✭❜✮ ❙✐ 2v(c6) > 3v(c4) + 1✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 8✳

✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) = 8✳

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s c′4 ≡ −1 (mod 4)✳ ❆❧♦rs

|Φ| =

{
3 s✐ c′6 ≡ 1 (mod 4) ❡t v(∆) ≡ 4 (mod 12),
6 s✐♥♦♥.
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✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s c′4 ≡ 1 (mod 4)✳ ❆❧♦rs |Φ| = 24✳

✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s v(j) ≥ 12✳

✭❛✮ ❙✐ 3 ❞✐✈✐s❡ v(∆)✱ ♦♥ ❛ |Φ| = 2✳

✭❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ 3 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s v(∆)✳ ❖♥ ❛

|Φ| =

{
3 s✐ c′6 ≡ 1 (mod 4) ❡t v(∆) ≡ 4 ♦✉ 8 (mod 12),
6 s✐♥♦♥.



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈r✐tèr❡s ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦✐❡♥t Q ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q ❞❛♥s C ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Q✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❡t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✱ ♦♥ ♥♦t❡ E[p] ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E✳
❈✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 s✉r ❧❡ ❝♦r♣s Fp = Z/pZ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s GK = Gal(Q/K)✳ ❈❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ρp : GK −→ Aut(E[p]) ≃ GL2(Fp).

❙❡rr❡ ❛ ❞é♠♦♥tré ✭❬❙❡r✼✷❪✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E/K s❛♥s ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r Q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c(E,K) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p > c(E,K)✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rt❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r K = Q✮ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ c(E,K)
♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ E ✭❬❙❡r✼✾❪✮✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ E✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧
s✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✱ ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s rés✉❧t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤ ✭❬❙✐❧✾✷✱ ♣✳✷✻✺❪ ♦✉ ➓✹✳✷✳✶✮✳ ❙✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ✜①é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠✲
❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r K✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞é✜♥✐❡ s✉r K✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ♣❡✉t êtr❡ ✜♥✐ ♦✉
✐♥✜♥✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K = Q(

√
−3)

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ y2 = x3 + 1✱ ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≡ 1
(mod 3) ✭❝✳❢✳ ➓✹✳✻✱ ❡①✳ ✹✳✸✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛
q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✶✳ ▲❡ ❝♦r♣s K ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ét❛♥t ❞♦♥♥és✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❞é❝✐❞❡r ❡♥ t♦✉t❡
❣é♥ér❛❧✐té s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡st ✜♥✐ ❡t s✐ t❡❧ ❡st
❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❄

✶✸✼
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▲♦rsq✉❡ E ❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ▼❛ss❡r ❡t ❲üst❤♦❧③ ✭❬▼❲✾✸❪✮✱
♣✉✐s P❡❧❧❛r✐♥ ✭❬P❡❧✵✶❪✮ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c(E,K) ❝♦♠♠❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s❡ ♣rê✲
t❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s à ✉♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✮ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ 1✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡st ✜♥✐ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✮✳

❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ➓✹✳✻ ♦ù ❧✬♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❞❡s ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✮✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

◗✉❡st✐♦♥ ✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ E
❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r K✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
α(E , K) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E ✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ρp s♦✐t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞ès q✉❡ p > α(E , K) ❄

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡❧❛
s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù K = Q ❡t E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r Q✱ ▼❛③✉r ❛ ♠♦♥tré ✭❬▼❛③✼✽❪✮ q✉❡ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s
❛✈❡❝ α(E ,Q) = 163✳ ▼♦♠♦s❡ ✭❬▼♦♠✾✺❪✮ ❛ ét❡♥❞✉ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♥♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ à t♦✉s ❧❡s ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s 1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
s❡♠✐✲st❛❜❧❡s✱ ❑r❛✉s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❡✛❡❝t✐❢s ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❞❡❣ré 2✱ 3✱ 5✱ 7 ♦✉ s✉r ❝❡✉①
❞❡ ❞❡❣ré n s✉r Q ❞♦♥t ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❛ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r Q ✐s♦♠♦r✲
♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡ Sn ✭❬❑r❛✾✻✱ ❑r❛✵✼❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❛✉① ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r Q ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✺ ❡t ✹✳✻✮✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ 2 ♣♦✉r ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s E ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛②❛♥t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ ✉♥❡
♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❡t ✉♥ ✓ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ✔ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t s♦♥t ✐❧❧✉strés ❛✉ ➓✹✳✻✳

✹✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s rés✉❧t❛ts

✹✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❖♥ ♥♦t❡ MZ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Z[X] ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♥❡
s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s ❡♥ 0✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

MZ × MZ −→ Z[X]
(P,Q) 7−→ (P ∗ Q)(X) = ResZ

(
P (Z), Q (X/Z) Zdeg Q

)

♦ù ResZ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z✱ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉r MZ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ X − 1 ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ P ∗ Q s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ P ❡t
❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ Q ❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳
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❙♦✐❡♥t P ∈ MZ ❡t r ≥ 1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (r) ∈ MZ t❡❧
q✉❡

P (r)(Xr) = (−1)(r+1) deg P
r−1∏

k=0

P (ζk
r X),

♦ù ζr ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ r✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s C ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ P (r) s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s r✲✐è♠❡s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❞❡ P ❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P 7→ P (r) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ∗ ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳

✹✳✶✳✷ ❘és✉❧t❛ts

❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Q ❡t E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ s✉r K✳ ❖♥ ♥♦t❡ d ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ K s✉r Q✱ DK s♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡t OK s♦♥
❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs✳

❙♦✐t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❡♥ ❧❡q✉❡❧ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡

Pq(X) = X2 − tqX + N(q) ∈ Z[X]

♦ù N(q) ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ OK/q ❡t

tq = N(q) + 1 − Aq,

♦ù Aq ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ OK/q ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E
❡♥ q✳

❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t

ℓOK =
∏

q|ℓ
qvq(ℓ)

❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ℓOK ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ OK ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ℓ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ P ∗

ℓ ❞❡ Z[X] ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

P ∗
ℓ = ∗

q|ℓ
P

(12vq(ℓ))
q . ✭✹✳✶✮

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∗
ℓ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs {(tq, vq(ℓ), fq)}q|ℓ

♦ù N(q) = ℓfq ❡t s❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ℓ6d ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✺✮✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥t✐❡r ✿

B
(d)
ℓ =

[ d
2 ]∏

k=0

P ∗
ℓ

(
ℓ12k

)

♦ù [d/2] ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ d/2✳

❉❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ 1 ❞❡ ❧✬■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡
s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r E✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❡st
❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ p ❞✐✈✐s❡ 6DK ❀
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✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t p ❡♥ ❧❡q✉❡❧ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉♣❡rs✐♥❣✉❧✐èr❡✳

✸✳ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ t❡❧ q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ℓ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❞✐✈✐s❡ ❧✬❡♥t✐❡r B

(d)
ℓ

✭s✐ d = 1✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ℓ 6= p✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ OK ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆E ❡t ♥♦t♦♥s NK/Q ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
K/Q✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r E✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❡st
❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ p ❞✐✈✐s❡ 6DKNK/Q(∆E) ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ t❡❧ q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ℓ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❞✐✈✐s❡ ❧✬❡♥t✐❡r B

(d)
ℓ

✭s✐ d = 1✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ℓ 6= p✮✳

▲❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ P ∗
ℓ ét❛♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ℓ6d✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿

d ✐♠♣❛✐r =⇒ B
(d)
ℓ 6= 0.

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸ ✭❝❛s ❞✉ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q ❡st
❞❡ ❞❡❣ré d ✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r
E ❡st ✜♥✐ ❡t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r ♥♦♥ ♥✉❧

6DKNK/Q(∆E)B
(d)
ℓ ,

♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ t❡❧ q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r
❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ℓ✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡s K ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❄

✓ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❞é✜♥✐❡ s✉r K✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E) ❡st ✜♥✐✳ ✔
❉✬❛♣rès ❬❉❛✈✵✽✱ t❤✳ ■❪✱ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s s✐ K ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡
❍✐❧❜❡rt ❞✬✉♥ ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❛✐r✳
❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✭d = 2✮✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ∗

ℓ ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Tn ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Z[X] t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡
ré❡❧ θ✱ ♦♥ ❛✐t

Tn(cos θ) = cos(nθ).

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Tn s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ n✲✐è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈ ✭❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s✲
♣è❝❡✮✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

T12(X) = 2048X12 − 6144X10 + 6912X8 − 3584X6 + 840X4 − 72X2 + 1

❡t T24(X) = 2T12(X)2 − 1✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❙♦✐t ℓ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r t❡❧ q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t ℓ✳ ❖♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✳ ❙♦✐t ℓ ❡st r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✱ ℓOK = q2 ❡t ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (X) = P

(24)
q (X) = (X − ℓ12)2 + 2ℓ12

(
1 − T24

(
tq

2
√

ℓ

))
X.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (ℓ12) = −ℓ12t2q(t

2
q − ℓ)2(t2q − 4ℓ)(t2q − 2ℓ)2(t2q − 3ℓ)2(t4q − 4ℓt2q + ℓ2)2.

❆✐♥s✐ P ∗
ℓ (ℓ12) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq ≡ 0 (mod ℓ) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r

ℓ ≥ 5✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq = 0✮✳

✷✳ ❙♦✐t ℓ ❡st ✐♥❡rt❡ ❞❛♥s K✱ ℓOK = q ❡t ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (X) = P

(12)
q (X) = (X − ℓ12)2 + 2ℓ12

(
1 − T12

(
tq
2ℓ

))
X.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (ℓ12) = −ℓ12t2q(t

2
q − ℓ2)2(t2q − 4ℓ2)(t2q − 3ℓ2)2.

❆✐♥s✐ P ∗
ℓ (ℓ12) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq ≡ 0 (mod ℓ)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq = 0✱ ±ℓ ♦✉ ±2ℓ✳

✸✳ ❙♦✐t ℓ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❞❛♥s K✱ ℓOK = q1q2 ❡t ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (X) = (Pq1

∗ Pq2
)(12)(X)

= (X2 − ℓ24)2 − 4ℓ12

(
T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
T12

(
tq2

2
√

ℓ

)
X2 − ℓ12

(
T12

(
tq1

2
√

ℓ

)2

+T12

(
tq2

2
√

ℓ

)2
)

X + ℓ24T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
T12

(
tq2

2
√

ℓ

))
X.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (ℓ12) = ℓ36

(
t2q1

− t2q2

)2 (
(t2q1

+ t2q2
− 3ℓ)2 − t2q1

t2q2

)2 (
t2q1

+ t2q2
− 4ℓ

)2

×
(
(t2q1

+ t2q2
− ℓ)2 − 3t2q1

t2q2

)2
.

❆✐♥s✐ P ∗
ℓ (ℓ12) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st

s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

tq1 = ±tq2 ; t2q1
+ t2q2

± tq1tq2 = 3ℓ; t2q1
+ t2q2

= 4ℓ.

❘❡♠❛rq✉❡s✴q✉❡st✐♦♥s✳

✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 1 ✭✐✳❡✳ K = Q✮ ❡t ℓ ≥ 5✱ ♦♥ ❛ P ∗
ℓ (ℓ6) 6= 0 s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡♥ ℓ✳ ❖r ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs s✉♣❡rs✐♥❣✉❧✐❡rs ❛ ♣♦✉r ❞❡♥s✐té 0 ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs s✐ E ❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t 1/2 s✐♥♦♥✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ℓ t❡❧s q✉❡ P ∗

ℓ (ℓ6) 6= 0✳
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✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 2✱ ♦♥ ❛

B
(2)
ℓ = P ∗

ℓ (1) · P ∗
ℓ (ℓ12) ❡t P ∗

ℓ (1) 6= 0.

P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ t❡❧ q✉❡ B

(2)
ℓ s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st✲❝❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s s✐ E ❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❄
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✱ ❝❡❧❛ rés✉❧t❡r❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈✲
❛♥t ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❡♥ ❧❡q✉❡❧ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
♦r❞✐♥❛✐r❡✳

✸✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d = 2✱ s✐ E ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ Q✲❝♦✉r❜❡ ✭✐✳❡✳ E ♥✬❡st ♣❛s
✐s♦❣è♥❡ à s❛ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❬❙❡r✼✷✱ t❤✳✻❪
❡t ❬❋❛❧✽✻❪ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ❞é❝♦♠♣♦sé ❞❛♥s K ✭ℓOK =

q1q2✮ t❡❧ q✉❡ tq1 6= ±tq2 ✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❛ss✉r❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ B
(2)
ℓ s♦✐t

♥♦♥ ♥✉❧✳

✹✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ d ≥ 2 ❡t E ❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡①✐st❡✲
t✲✐❧ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ t❡❧ q✉❡ P ∗

ℓ (ℓ6d) 6= 0 ❄

❉❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ 2 ❞❡ ❧✬■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r Q✳ ❙♦✐t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ℓ✳ ❖♥ ❛

N(q) = |OK/q| = ℓfq ,

♦ù fq ❡st ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ ❞❡ q✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
❡♥ q ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r
p ≥ 3 t❡❧ q✉❡ p 6= ℓ✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Iq✱ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ q✱ s✉r E[p] s❡ ❢❛✐t
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ q✉♦t✐❡♥t ✜♥✐ Φq ❞❡ Iq ✭❬❙❚✻✽❪✮ ✿

Iq −→ Φq →֒ Aut(E[p]).

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r K = Q ❡t ♦♥t
été ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❙❡rr❡ ❞❛♥s ❬❙❡r✼✷✱ ➓✺❪ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ♥✬❡st ♣❛s ❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 0✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φq

♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N(q)n(N(q)− 1)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 3 t❡❧ q✉❡ p 6= ℓ✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❙✐ ℓ ≥ 5✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛r ✿ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φq

♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N(q) − 1✳

❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈✲
❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù q ❞✐✈✐s❡ 2 ♦✉ 3✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ q ❞✐✈✐s❡ 2 ❡t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✶✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ❡st ❞✬♦r❞r❡ 8 ♦✉ 24 ❀

✷✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ❡st ❞✬♦r❞r❡ 3 ♦✉ 6 ❡t ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ fq ❡st ✐♠♣❛✐r✳
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❆❧♦rs✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5✳

▲♦rsq✉❡ q ❞✐✈✐s❡ 2✱ ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣❡r♠❡t ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬♦r❞r❡
❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φq ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ E
✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✮✳ ❙✐ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Q ✭♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ ❞❡❣ré s✉r Q2 ❞✉ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❡♥ q ❡st ≤ 2✮✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❛✈❡❝ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✽✹ ❡t ❬❈❛❧✵✹❪ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φq ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡ E✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t K ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Q ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

(X2 + 5X + 1)3(X2 + 13X + 49) − 24 · 133

32
X

❡t E ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − x2 − 4x − 4.

❆❧♦rs✱ ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ ❞❡ K ❡♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛❧ p2 ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t 2✱ ❡st fp2
= 2

❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ 6 ❡♥ p2✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ7 : GK −→ GL2(F7) ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ ❝❛r K ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♦✉s✲
❝♦r♣s ❞❡ Q ❧❛✐ssé ✜①❡ ♣❛r ❧❡ st❛❜❧✐❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s Gal(Q/Q) ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✬♦r❞r❡ 7 ❞❡ E(Q) ✭❬❑❖✾✷✱ ♣✳✷✼✸❪✮✳

▲♦rsq✉❡ q ❞✐✈✐s❡ 3✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✽ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ q ❞✐✈✐s❡ 3 ❡t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

✶✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ❡st ❞✬♦r❞r❡ 12 ❀

✷✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ❡st ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡t ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ fq ❡st ✐♠♣❛✐r✳

❆❧♦rs✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5✳

✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Q ❡t
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E ❞é✜♥✐❡ s✉r K✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ E[p] ♣♦ssè❞❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ D st❛❜❧❡ ♣❛r GK ✳ ◆♦t♦♥s λ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GK s✉r D✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡ ❛ss♦❝✐é à D✳
❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡ E[p] s✉r Fp✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r (

λ ∗
0 λ′

)
,

♦ù λ ❡t λ′ s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ GK à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s F∗
p✳ ❖♥ ❛

det ρp = λ · λ′ = χp, ✭✹✳✷✮

♦ù χp ❡st ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ GK s✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s p✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té
✭❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡✮✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
K(E[p])/K✱ ♦ù K(E[p]) ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré s✉r K ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s
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♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ E✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ ρp✱ λ✱ λ′ ❡t χp ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣❛ssés
❛✉ q✉♦t✐❡♥t✳

❙♦✐t q ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ✳ ❖♥ ♥♦t❡ Iq ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ q

❞❡ Gal(K(E[p])/K)✳ ❙✐ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q ❡t q ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s p✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
K(E[p])/K ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡♥ q ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ◆ér♦♥✲❖❣❣✲❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤✳ ❖♥
♥♦t❡ σq ✉♥❡ s✉❜s✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥ q ❞❡ Gal(K(E[p])/K) ✭❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ à
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✮✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭❝✳❢✳ ❬❙✐❧✾✷✱ ❚❤✳✷✳✹❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾ ✭❍❛ss❡ ✕ ❲❡✐❧✮ ❙♦✐t q ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❡♥ ❧❡q✉❡❧
E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ Pq s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ N(q)1/2✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

|tq| ≤ 2N(q)1/2.

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s q ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s p✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ρp(σq) ❡st Pq = Pq

(mod p) ∈ Fp[X]✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

Pq(λ(σq)) = 0.

✹✳✷✳✶ ❈♦✉r❜❡s s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

❉❛♥s ❝❡ ➓ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦r♦❧✲
❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤ ✭❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❙✐❡❣❡❧✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ✭❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤✮ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ✭à K✲✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♣rès✮ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s E′ ❞é✜♥✐❡s s✉r K ❡t ✐s♦❣è♥❡s à E s✉r K✳

❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❬❙✐❧✾✷✱ ❝♦r✳ ✻✳✸❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✭❙❡rr❡✮ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r E ❡st ✜♥✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❞✬♦r❞r❡ p✱ ♥♦té Dp✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ♥♦té❡ Ep ❞é✜♥✐❡
s✉r K ❡t ✉♥❡ ✐s♦❣é♥✐❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r K

φp : E −→ Ep

t❡❧❧❡ q✉❡ ker φp = Dp✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ E s♦✐t ✐♥✜♥✐✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s Ep ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛♣♣❛rt✐✲
❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❙♦✐❡♥t p ❡t p′ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s t❡❧s q✉❡ Ep ≃ Ep′ ✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

E
φp−→ Ep ≃ Ep′

φ̂p′−→ E,

♦ù φ̂p′ ❡st ❧✬✐s♦❣é♥✐❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ φp′ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ E ❞❡ ❞❡❣ré

(deg φp)(deg φ̂p′) = p · p′.
❖r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ End(E) = Z✱ ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ E ❡st ❞❡ ❞❡❣ré
n2 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ∈ Z✳ ❉✬♦ù p = p′ ❡t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s Ep s♦♥t ❞❡✉①✲à✲❞❡✉①
♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳



✹✳✷✳ ❘❆PP❊▲❙ ✶✹✺

✹✳✷✳✷ ❘❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r E✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❝❡ ➓ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s p ≥ 5 ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✳

✶✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ λ12 ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ OK

❞✐✈✐s❛♥t p✳

✷✳ ❙♦✐t p ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t p✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ E ♥✬❛ ♣❛s ♠❛✉✈❛✐s❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2
✭s✉♣❡rs✐♥❣✉❧✐èr❡✮✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r αp ∈ {0, 12} t❡❧ q✉❡

λ12 |Ip
= χαp

p |Ip
.

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲
t♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E/D ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r

(
λ′ ∗
0 λ

)
.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs✱ s✐ ♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✱ r❡♠✲
♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {αp}p|p ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {12 − αp}p|p✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❞♦♥♥é❡ ❛✉① ➓➓✹✳✷✳✷✕✹✳✷✳✷✱ ❞❡
❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ρp ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ Gal(K(E[p])/K)✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
ét❛♥t ❝♦♥♥✉s✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛❞♠❡ttr♦♥s t♦✉t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♦ù tr♦✉✈❡r ❧❡s
❞ét❛✐❧s ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬❉❛✈✵✽✱ ➓✶❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✮✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ j ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ E✱ SE ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉①
♣r❡♠✐❡rs ❞❡ OK ❡♥ ❧❡sq✉❡❧s E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t S′

E ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
SE ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ P♦✉r ✉♥ ✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r q ❞❡ OK ✱ ♦♥ ♥♦t❡ vq ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ q ❞❡ K ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r vq(K

∗) = Z✳

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❤♦rs ❞❡ p

❙♦✐t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s p✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t rés✉❧t❡
❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ◆ér♦♥✲❖❣❣✲❙❤❛❢❛r❡✈✐❝❤ ✭❬❙✐❧✾✷✱ ♣✳✶✽✹❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ❙✐ q ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à SE✱ ❛❧♦rs E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q

❡t Iq ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r E[p]✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❚❛t❡
✭❝✳❢✳ ❬❙❡r✻✽✱ ■❱❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ q ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à SE ❡t vq(j) < 0✳ ❆❧♦rs ✿

✶✳ s♦✐t E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ q ❡t ♦♥ ❛

ρp |Iq
≃
(

1 ∗
0 1

)
,

♦ù Iq ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ vq(j) ≡ 0 (mod p)✳
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✷✳ ❙♦✐t E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ q ✭❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮ ❡t ♦♥ ❛

ρp |Iq
≃
(

ε ∗
0 ε

)
,

♦ù ε : Iq → {±1} ❡st ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ p ≥ 5✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ❙✐ q ❛♣♣❛rt✐❡♥t à S′
E ❡t vq(j) ≥ 0✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Iq ♣❛r λ

❞❛♥s F∗
p ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ Φq ❀ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱

3✱ 4 ♦✉ 6✳

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡♥ p

❙♦✐t p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t p✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ p ❡st ≥ 5 ❡t ♥♦♥
r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✳ ❖♥ ♥♦t❡ ∆p ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❡
E ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬❙❡r✼✷✱ ➓➓✶✳✶✶✲✶✳✶✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ❙✐ p ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à S′
E✱ ❛❧♦rs E ❛ s♦✐t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝✲

t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ s♦✐t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡♥ p ❡t ♦♥ ❛

ρp |Ip
≃
(

χp ∗
0 1

)
.

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✳ 10 ❞❡ ❬❑r❛✾✼❛❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ❙✐ p ❛♣♣❛rt✐❡♥t à S′
E ❡t vp(j) < 0✱ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛

ρp |Ip
≃
(

χp−α
p ∗
0 χα

p

)
, ♦ù α =

p − 1

2
.

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t rés✉❧t❡ ❞❡ ❬❑r❛✾✼❛✱ ♣r♦♣✳1❪ ❡t ❬❑r❛✾✼❛✱ ❧❡♠✳2❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✽ ❙✐ p ❛♣♣❛rt✐❡♥t à S′
E✱ vp(j) ≥ 0 ❡t E ❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r h = 1✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ α = (p − 1)vp(∆p)/12 ❡st ❡♥t✐❡r
❡t ♦♥ ❛

ρp |Ip
≃
(

χ1−α
p ∗
0 χα

p

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷

❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✾ ❙♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Gal(K(E[p])/K)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❞❛♥s
❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ E[p] s✉r Fp✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ρp à H ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❛r (

λ ∗
0 λ′

)
❡t

(
µ ∗
0 µ′

)
.

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ {λ, λ′} = {µ, µ′} ✭♦ù ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ λ ❡t λ′ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s
❝❛r❛❝tèr❡s à H ❡t ♦ù µ✱ µ′ s♦♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ H à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Fp✮✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s (P1, P2) ❡t (P3, P4) ❧❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ E[p] s✉r Fp ♦ù

ρp |H ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

(
λ ∗
0 λ′

)
❡t

(
µ ∗
0 µ′

)
✳

P♦✉r 1 ≤ i ≤ 4✱ ♥♦t♦♥s Di ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r Pi✳ ❙✐ D1 6= D3✱ ❛❧♦rs ❞❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ (P1, P3)✱ ρp |H ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

(
λ 0
0 µ

)
.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs λ = µ′ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t σ ❞❛♥s H✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ρp(σ) s♦♥t
µ(σ) ❡t µ′(σ)✳ ❉✬♦ù λ′ = µ✳ ❙✐ D1 = D3✱ ❛❧♦rs H ❛❣✐t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r
❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s λ ❡t µ✳ ❉♦♥❝✱ λ = µ ❡t ♣❛r s✉✐t❡✱ λ′ = µ′✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✾✳

❉é♠♦♥tr♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s✳

✶✳ ❙♦✐t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s p✳ ❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉
➓✹✳✷✳✷✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✭❛✮ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸✱
E[p] ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ q✱ ❞♦♥❝ λ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ 12✲✐è♠❡✳

✭❜✮ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✭② ❝♦♠♣r✐s
ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮ ❡♥ q ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ❡t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✾✱ ♦♥ ❛

λ2 |Iq
= 1.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ λ12 ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ q✳

✭❝✮ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ q ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺✱ ♦♥ ❛

λn |Iq
= 1, ❛✈❡❝ n = 2, 3, 4 ♦✉ 6.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ λ12 ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❡♥ q✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳

✷✳ ❙♦✐t p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t p✳ ❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ➓✹✳✷✳✷
❡t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✭❛✮ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ s♦✐t ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ s♦✐t ❜♦♥♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡♥ p ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✾
♦♥ ❛

λ |Ip
= χp |Ip

♦✉ λ |Ip
= 1.

❉✬♦ù
λ12 |Ip

= χαp

p |Ip
❛✈❡❝ αp = 0 ♦✉ 12.

✭❜✮ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ p ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ❡t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✾ ♦♥ ❛

λ12 |Ip
=
(
χp |Ip

)12−12α
♦✉ λ12 |Ip

=
(
χp |Ip

)12α
, ♦ù α =

p − 1

2
.

❖r✱ χp |Ip
❡st ❞✬♦r❞r❡ p − 1 ❡t 12α ≡ 0 (mod (p − 1))✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛

λ12 |Ip
= χαp

p |Ip
❛✈❡❝ αp = 0 ♦✉ 12.
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✭❝✮ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r h = 1 ❡♥ p✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✽
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✾ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs h = 1 ❡t

λ12 |Ip
=
(
χp |Ip

)12−12α
♦✉ λ12 |Ip

=
(
χp |Ip

)12α
,

♦ù α = (p − 1)vp(∆p)/12✳ ❖r✱ χp |Ip
❡st ❞✬♦r❞r❡ p − 1 ❡t 12α ≡ 0

(mod (p − 1))✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛

λ12 |Ip
= χαp

p |Ip
❛✈❡❝ αp = 0 ♦✉ 12.

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳

❘❡♠❛rq✉❡s✳

✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ρp ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❬❑r❛✾✼❛✱ ♣r♦♣✳2❪ q✉❡ s✐ p ❞✐✈✐s❡ p ❡t E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉♣❡rs✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r αp ∈ {4, 6, 8} t❡❧ q✉❡

λ12 |Ip
= χαp

p |Ip
.

✷✳ ❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ✭❬❉❛✈✵✽❪✮✱ ❆✳ ❉❛✈✐❞ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ K ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡
❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞✬✉♥ ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ C(K)✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ K ✭❡t ❞♦♥❝ ♣❛s
❞❡ E✮ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ p > C(K)✱ ♦♥ ❛ αp = 6 ♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞❡ OK

❞✐✈✐s❛♥t p ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❬▼♦♠✾✺❪✮✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛s ❝❡s rés✉❧t❛ts✳

✹✳✷✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ p ❡st
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 5 ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r p ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t p✱ E ♥✬❛ ♣❛s ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p ❛✈❡❝
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p

❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r

Np : (OK/p)∗ −→ F∗
p

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥♦r♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ➓ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s✳ ❊❧❧❡ ✜❣✉r❡ ❞é❥à s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡
❞❡ ❉❛✈✐❞ ✭❬❉❛✈✵✽✱ ♣r♦♣✳✷✳✷✳✶❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ ✭❉❛✈✐❞✮ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r 6= p ❡t ℓOK =
∏

q|ℓ qvq(ℓ)

❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ℓOK ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ OK ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r q ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t ℓ✱ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q✳ ❆❧♦rs✱
♦♥ ❛ ✿ ∏

q|ℓ
λ(σq)

12vq(ℓ) =
∏

p|p
Np(ℓ + p)αp ,

♦ù αp ∈ {0, 12} ❡st ❞é✜♥✐ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳



✹✳✷✳ ❘❆PP❊▲❙ ✶✹✾

❯♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s

❙♦✐❡♥t L ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K tr✐✈✐❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ λ12 ❡t µp ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
r❛❝✐♥❡s p✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s Q✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❲❡✐❧✱ ♦♥ ❛ µp ⊂
K(E[p])✳ ❉♦♥❝ L(µp) ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ K(E[p])/K✳ ❖♥ ♥♦t❡
IK ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✐❞è❧❡s ❞❡ K ❡t

r : IK −→ Gal(L(µp)/K),

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❣❧♦❜❛❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■❧
❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✐❞è❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳

❙♦✐t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K✳ ❖♥ ♥♦t❡ Kv ❧❡ ❝♦♠♣❧été ❞❡ K ❡♥ v ❡t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ K
à ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ Kv✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r

rv : K∗
v →֒ IK −→ Gal(L(µp)/K)

❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ K∗
v ❞❛♥s IK ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❣❧♦❜❛❧✳

❙✐ q ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❞❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s p✱
♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K(E[p])/K ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡♥ q✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à
Gal(L(µp)/K) ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥ q ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Gal(K(E[p])/K)
✭❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✮ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ σq✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ χp ✭r❡s♣✳ λ✮ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡ ✭r❡s♣✳
❞✬✐s♦❣é♥✐❡✮ à Gal(L(µp)/K)✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t r❡❣r♦✉♣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✳ ▲❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st t✐ré❡ ❞❡ ❬❑r❛✵✼✱ ❆♣♣✳ ✶ ♣r♦♣✳ ✶❪✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✶ ❙♦✐t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K✳

✶✳ ❙✐ v ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ K✱ ♦♥ ❛ λ12(rv(ℓ)) = 1✳

✷✳ ❙✐ v = q ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s p✱ ♦♥ ❛

rq(Uq) = {1},

♦ù Uq ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞✉ ❝♦r♣s Kq✳ ❙✐ ❞❡
♣❧✉s✱ q ❞✐✈✐s❡ ℓ✱ ❛❧♦rs

rq(πq) = σq,

♦ù πq ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ Kq✳

✸✳ ❙✐ v = p ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❞✐✈✐s❛♥t p✱ ❛❧♦rs rp(ℓ) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ p ❞❡ L(µp)/K ❡t ♦♥ ❛

χp (rp(ℓ)) = Np(ℓ + p)−1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t v ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ K✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v s♦✐t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ K✳ ❙♦✐t L′ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K
tr✐✈✐❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ λ✱

r′ : IK −→ Gal(L′(µp)/K),

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❣❧♦❜❛❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s
❡t

r′v : K∗
v →֒ IK

r′

−→ Gal(L′(µp)/K).
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▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r′v ❡st ❞✬♦r❞r❡ ≤ 2✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r
λ12 ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Gal(L′(µp)/K) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à
Gal(L(µp)/K)✳ ❉✬♦ù ✿

λ12(rv(ℓ)) = λ12(r′v(ℓ)),

♣✉✐s

λ(r′v(ℓ))12 = λ(r′v(ℓ)12) = 1.

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v = q s♦✐t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s p✳ ❆❧♦rs✱
❞✬❛♣rès ❬◆❡✉✽✻❪✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r rq ❞❡ Uq ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥
q ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ L(µp)/K✳ ❖r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡♥ q ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✾✳ ❉✬♦ù ❧✬é❣❛❧✐té

rq(Uq) = {1}.

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s q ❞✐✈✐s❡ ℓ ❛❧♦rs E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ q ❡t ❞✬❛♣rès ❬◆❡✉✽✻❪✱
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r rq ❞❡ πq ❡st ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥ q ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
L(µp)/K✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ rq(πq) = σq✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v = p s♦✐t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❞✐✈✐s❛♥t p✳ ❖♥ ♥♦t❡ Qp ✉♥❡
❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Qp✳ ❈♦♠♠❡ p ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡
Kp à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❞❡ Qp ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s Qp ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré s✉r
Qp ❡st ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧ ❞❡ p s✉r p✳ ❖♥ ♥♦t❡ Kab ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡
K ❞❛♥s Q✱ Kab

p ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ Kp ❞❛♥s Qp✱

Θp : K∗
p −→ Gal(Kab

p /Kp)

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❧♦❝❛❧ ❡♥ p ❡t

Resp : Gal(Kab
p /Kp) −→ Gal(L(µp)/K)

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ K∗

p ✱

Resp(Θp(x)) = rp(x). ✭✹✳✸✮

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❬❑r❛✵✼✱ ❆♣♣✳ ✶ ♣r♦♣✳ ✶❪✱ ♦♥ ❛

Θp(ℓ)(ζ) = ζn−1

,

♦ù n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡

Np(ℓ + p) = n (mod pZ).

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉✱ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✸✮✳

❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✶✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵

▲✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐❞è❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ (ℓ)v ❡st
tr✐✈✐❛❧❡✱ ✐✳❡✳ ∏

v

rv(ℓ) = 1. ✭✹✳✹✮

❙✐ v ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ K✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✶✱ ♦♥ ❛

λ12 (rv(ℓ)) = 1. ✭✹✳✺✮

❙✐ v = q ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♥✐ p✱ ♥✐ ℓ ♦♥ ❛ ℓ ∈ UKq
✳ ❉✬❛♣rès

❧♦❝✳ ❝✐t✳ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ rq(ℓ) = 1✳
❙✐ v = q ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❞✐✈✐s❛♥t ℓ✳ ❆❧♦rs✱

ℓ = u · πvq(ℓ)
q ,

♦ù πq ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ Kq ❡t u ∈ UKq
✳ ❉✬❛♣rès ❧♦❝✳ ❝✐t✳ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

rq(ℓ) = σ
vq(ℓ)
q ✱ ♣✉✐s

λ12 (rq(ℓ)) = (λ12(σq))
vq(ℓ) = λ(σq)

12vq(ℓ). ✭✹✳✻✮

❙✐ v = p ❡st ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❞✐✈✐s❛♥t p✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧♦❝✳ ❝✐t✳✱ rp(ℓ) ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡♥ p ❞❡ L(µp)/K ❡t ♦♥ ❛

χp (rp(ℓ)) = Np(ℓ + p)−1.

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✱ ♦♥ ❛

λ12 |Ip
= χαp

p |Ip
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

λ12 (rp(ℓ)) = Np(ℓ + p)−αp . ✭✹✳✼✮

❉✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✹✳✹✮✕✭✹✳✼✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛

1 =
∏

v

λ12 (rv(ℓ))

=
∏

q|ℓ
λ(σq)

12vq(ℓ) ·
∏

p|p
Np(ℓ + p)−αp .

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✳

✹✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶

❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Q✱ E ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ s✉r K ❡t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ p ≥ 5✱ p ♥♦♥
r❛♠✐✜é ❞❛♥s K ❡t ♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞❡OK ❞✐✈✐s❛♥t p✱ E ♥✬❛ ♣❛s ♠❛✉✈❛✐s❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2✳

❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r t❡❧ q✉❡ E ❛✐t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r
❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t ℓ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ p ❞✐✈✐s❡ B

(d)
ℓ ✳
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▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ❞é✜♥✐r ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ A ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉r ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A[X] ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s
❡♥ 0 ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞✉
♣♦❧②♥ô♠❡ P ∗

ℓ ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✺✮ ✿
✕ s❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ℓ6d ❀
✕ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡

P ∗
ℓ = P ∗

ℓ (mod p)✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ s❡ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✳

✹✳✸✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡

❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s L ❡t L ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡ L✳ ❖♥ ♥♦t❡ MA ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ A[X] ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✉♥✐t❛✐r❡s
♥❡ s✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s ❡♥ 0✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✷ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

MA × MA −→ A[X]
(P,Q) 7−→ (P ∗ Q)(X) = ResZ

(
P (Z), Q (X/Z) Zdeg Q

)

❛ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s MA✳ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
s✉r MA ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ P0(X) = X − 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ P ✱ Q ∈ MA s✬é❝r✐✈❡♥t

P (X) =

n∏

i=1

(X − αi) ❡t Q(X) =

m∏

j=1

(X − βj)

❞❛♥s L[X]✱ ♦♥ ❛

(P ∗ Q)(X) =
∏

1≤i≤n
1≤j≤m

(X − αiβj).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

(P ∗ Q)(0) = (−1)deg P ·deg QP (0)deg QQ(0)deg P .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t P ✱ Q ❡t R ∈ MA✱ ♦♥ ❛

✶✳ P ∗ Q ∈ MA ❀

✷✳ P ∗ P0 = P0 ∗ P = P ❀

✸✳ (P ∗ Q) ∗ R = P ∗ (Q ∗ R) ❀

✹✳ P ∗ Q = Q ∗ P ✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Q s✬é❝r✐t

Q(X) = Xm + bm−1X
m−1 + · · · + b1X + b0, ❛✈❡❝ b0 6= 0.

❆❧♦rs✱

Q

(
X

Z

)
Zm = b0Z

m + b1XZm−1 + · · · + bm−1X
m−1Z + Xm ∈ A[X][Z]
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❡t degZ(Q(X/Z)Zm) = m = deg Q ✭❝❛r b0 6= 0✮✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛♥t ❞❡
❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭❬❇♦✉✽✶✱ ❆ ■❱✳✼✶ ➓✻ ❉é❢✳ ✶❪✮✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ P ∗ Q ∈ A[X]✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❡t Q s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡♥t s✉r L ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡

P (X) =
n∏

i=1

(X − αi) ❡t Q(X) =
m∏

j=1

(X − βj).

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

Q

(
X

Z

)
Zm = Q(0)

m∏

j=1

(
Z − 1

βj
X

)

❡t ❞✬❛♣rès ❬❇♦✉✽✶✱ ❆ ■❱✳✼✺ ➓✻ ❈♦r✳ ✶❪✱

(P ∗ Q)(X) = Q(0)n
∏

i,j

(
αi −

1

βj
X

)
.

❖r✱ Q(0) =
∏m

j=1(−βj)✱ ❞♦♥❝

(P ∗ Q)(X) =

n∏

i=1

m∏

j=1

(X − αiβj) .

❈✬❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿
✕ (P ∗ Q)(0) = (−1)deg P ·deg QP (0)deg QQ(0)deg P 6= 0✱ ❞♦♥❝ P ∗ Q ∈ MA ❀
✕ P ∗ P0 = P0 ∗ P = P ❀
✕ P ∗ Q = Q ∗ P ❀

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s (P ∗ Q) ∗ R ❡t P ∗ (Q ∗ R) ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s
L ❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧s s♦♥t ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ✐❧s s♦♥t é❣❛✉①✳ ❉✬♦ù ❧❡
❧❡♠♠❡✳

P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r r ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ ζr ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ r✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s L✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✸ ❙♦✐❡♥t r ≥ 1 ❡t P ∈ MA✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (r) ∈ MA

t❡❧ q✉❡

P (r)(Xr) = (−1)(r+1) deg P
r−1∏

k=0

P (ζk
r X). ✭✹✳✽✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P 7→ P (r) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ∗✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
s✐ P ∈ MA s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ s✉r L ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

P (X) =

n∏

i=1

(X − αi),

♦♥ ❛

P (r)(X) =

n∏

i=1

(X − αr
i ) . ✭✹✳✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t P ∈ MA✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P (r) ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ét❛♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦sé❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✿

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0

=

n∏

i=1

(X − αi) ❛✈❡❝ αi ∈ L.
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❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

P (r)(X) =

n∏

i=1

(X − αr
i ) .

❖♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✿

✶✳ P (r) ∈ MA ❀

✷✳ P (r)(Xr) = (−1)(r+1) deg P
∏r−1

k=0 P (ζk
r X)✳

◆♦t♦♥s {σk}1≤k≤n ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ n ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1 ❡t n✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ σk(Xr

1 , . . . , Xr
n) ❡st

s②♠étr✐q✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❬❇♦✉✽✶✱ ❆ ■❱✳✺✽ ➓✻ ❚❤✳ ✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
Qk ∈ A[Y1, . . . , Yn] t❡❧ q✉❡

σk(Xr
1 , . . . , Xr

n) = Qk(σ1(X1, . . . , Xn), . . . , σn(X1, . . . , Xn)).

❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ♦♥ ❛

σk(αr
1, . . . , α

r
n) = Qk(σ1(α1, . . . , αn), . . . , σn(α1, . . . , αn))

= Qk(−an−1, . . . , (−1)na0) ∈ A.

❉♦♥❝ P (r) ∈ A[X]✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ P (r)(0) = (−1)(r+1) deg P P (0)r 6= 0 ❡t P (r)

❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ P (r) ∈ MA✳ ❱ér✐✜♦♥s à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✽✮ ✿

P (r)(Xr) =

n∏

i=1

(Xr − αr
i ) =

n∏

i=1

r−1∏

k=0

(
X − ζ−k

r αi

)

=

(
r−1∏

k=0

ζ−k
r

)n r−1∏

k=0

n∏

i=1

(
ζk
r X − αi

)

=

(
ζ

r(r−1)
2

r

)−n r−1∏

k=0

P (ζk
r X).

❖r✱

(
ζ

r(r−1)
2

r

)2

= ζ
r(r−1)
r = 1✱ ♣✉✐s

ζ
r(r−1)

2
r = (−1)r+1.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P 7→ P (r) ❡st ❜✐❡♥
❞é✜♥✐❡✳

❱ér✐✜♦♥s ❡♥✜♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s✳ ❖♥ ❛ P
(r)
0 =

P0✳ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❛♥s MA✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✾✮✱ ❧❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s (P ∗Q)(r) ❡t P (r) ∗Q(r) ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s L ❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ é❣❛✉①✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✹ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ✐♥tè❣r❡s ❡t ϕ : A → B ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

Mϕ
A = {P ∈ MA | ϕ(P (0)) 6= 0}
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❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ∗✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : A[X] → B[X] ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ
(∑

i

aiX
i
)

=
∑

i

ϕ(ai)X
i.

✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s ✭❡♥❝♦r❡ ♥♦té ϕ✮

ϕ : Mϕ
A −→ MB .

❙♦✐❡♥t P ∈ Mϕ
A ❡t r ≥ 1✳ ❆❧♦rs✱ P (r) ∈ Mϕ

A ❡t ♦♥ ❛

(ϕ(P ))
(r)

= ϕ
(
P (r)

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✱ s✐ P ✱ Q ∈ Mϕ
A ⊂ MA✱ ♦♥ ❛ P ∗ Q ∈ MA

❡t
(P ∗ Q)(0) = (−1)deg P ·deg QP (0)deg QQ(0)deg P .

❉✬♦ù

ϕ ((P ∗ Q)(0)) = (−1)deg P ·deg Qϕ(P (0))deg Qϕ(Q(0))deg P 6= 0

❝❛r ϕ(P (0)) 6= 0✱ ϕ(Q(0)) 6= 0 ❡t B ❡st ✐♥tè❣r❡✳ ❉♦♥❝ Mϕ
A ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ MA st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ∗✳ ❖♥ ❛ ϕ(P0) = P0 ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

ϕ(P ∗ Q) = ϕ(P ) ∗ ϕ(Q), ♣♦✉r P, Q ∈ Mϕ
A ,

rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭❬❇♦✉✽✶✱ ❆ ■❱✳✼✷ ➓✻❪✮
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❙②❧✈❡st❡r✳

❙♦✐❡♥t P ∈ Mϕ
A ❡t r ≥ 1✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✱ ♦♥ ❛ P (r) ∈ MA ❡t

ϕ
(
P (r)(0)

)
= (−1)(r+1) deg P ϕ(P (0))r 6= 0

❝❛r ϕ(P (0)) 6= 0 ❡t B ❡st ✐♥tè❣r❡✳ ❉✬♦ù P (r) ∈ Mϕ
A ✳ P♦s♦♥s ✿

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 =

n∏

i=1

(X − αi) ❛✈❡❝ αi ∈ L;

P (r)(X) = Xn + bn−1X
n−1 + · · · + b1X + b0 =

n∏

i=1

(X − αr
i ) ∈ A[X];

ϕ(P )(r)(X) = Xn + cn−1X
n−1 + · · · + c1X + c0 ❛✈❡❝ ci ∈ B.

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ k ≤ n✱ ♦♥ ❛ ϕ(bn−k) = cn−k✳ ◆♦✲
t♦♥s {σk}1≤k≤n ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ n ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1 ❡t n✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ σk(Xr

1 , . . . , Xr
n)

❡st s②♠étr✐q✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❬❇♦✉✽✶✱ ❆ ■❱✳✺✽ ➓✻ ❚❤✳ ✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣♦❧②♥ô♠❡ Qk,A ∈ A[Y1, . . . , Yn] ✭r❡s♣✳ Qk,B ∈ B[Y1, . . . , Yn]✮ t❡❧ q✉❡

σk(Xr
1 , . . . , Xr

n) = Qk,A(σ1(X1, . . . , Xn), . . . , σn(X1, . . . , Xn))

(r❡s♣✳ σk(Xr
1 , . . . , Xr

n) = Qk,B(σ1(X1, . . . , Xn), . . . , σn(X1, . . . , Xn))).

❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ♦♥ ❛

(−1)kbn−k = σk(αr
1, . . . , α

r
n) = Qk,A(σ1(α1, . . . , αn), . . . , σn(α1, . . . , αn))

= Qk,A(−an−1, . . . , (−1)na0).
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❖r✱ ♣❛r ✉♥✐❝✐té✱ ϕ(Qk,A) = Qk,B ✳ ❉♦♥❝✱

(−1)kϕ(bn−k) = Qk,B(−ϕ(an−1), . . . , (−1)nϕ(a0)) = (−1)kcn−k

à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t r❛❝✐♥❡s ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❉✬♦ù
❧✬é❣❛❧✐té (ϕ(P ))

(r)
= ϕ

(
P (r)

)
❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✹✳

✹✳✸✳✷ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∗

ℓ

❙♦✐t
∏

q|ℓ qvq(ℓ) ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ ℓOK ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs
❞❡ OK ✳ ❖♥ ♥♦t❡ gℓ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {q | ℓ}✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ E ❛
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r q ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t ℓ✳ ▲❡
♣♦❧②♥ô♠❡ P ∗

ℓ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✶✮ ❡st ❛❧♦rs ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❡♥t✐❡rs✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✹✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ϕ : Z → Z/pZ ✐♥❞✉✐t ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s

Mϕ
Z −→ MFp

P 7−→ P .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ P ∗ Q = P ∗ Q ♣♦✉r t♦✉t P ✱ Q ∈ Mϕ
Z ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✺ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∗
ℓ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à MZ ❡t ✈ér✐✜❡ ✿

P ∗
ℓ (0) = ℓ12·d·2

gℓ−1

. ✭✹✳✶✵✮

❙❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ℓ6d✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ℓ 6= p✱ ❛❧♦rs P ∗
ℓ ∈ Mϕ

Z ❡t
♦♥ ❛

P ∗
ℓ (Ω) = 0, ♦ù Ω =

∏

q|ℓ
λ(σq)

12vq(ℓ) ∈ Fp.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t q | ℓ✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pq ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs
❡t ✈ér✐✜❡ ✭♣r♦♣✳ ✹✳✾✮ ✿

Pq(0) = N(q) = ℓfq .

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Pq ∈ MZ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✹✳✷✷ ❡t ✹✳✷✸✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ∗
ℓ

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ✭❧❛ ❧♦✐ ∗ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✮ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✐❞é❛✉①
♣r❡♠✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ℓ ❞❛♥s K ✭❧❛ ❧♦✐ ∗ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ P ∗

ℓ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à MZ ⊂ Z[X]✳
❙♦✐❡♥t P1, . . . , Pn ∈ MA ❞❡ ❞❡❣rés r❡s♣❡❝t✐❢s d1, . . . , dn✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉r✲

r❡♥❝❡ s✉r n✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r n = 2 ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

(P1 ∗ · · · ∗ Pn)(0) = (−1)(n+1)d1···dn

n∏

i=1

Pi(0)
Q

j 6=i dj .

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✱ ♣♦✉r t♦✉t P ∈ MZ ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r r ≥ 1✱ ♦♥ ❛
P (r)(0) = (−1)(r+1) deg P P (0)r✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ q | ℓ✱ ♦♥ ❛ deg Pq = 2✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

P ∗
ℓ (0) =

∏

q|ℓ
Pq(0)12vq(ℓ)·2gℓ−1

=
∏

q|ℓ

(
ℓfq

)12vq(ℓ)·2gℓ−1

= ℓ12·2
gℓ−1 P

q|ℓ fqvq(ℓ).

❉✬♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❛r
∑

q|ℓ fqvq(ℓ) = d✳
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P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ Pq s♦♥t ❞❡

♠♦❞✉❧❡ N(q)1/2 = ℓfq/2✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P
(12vq(ℓ))
q s♦♥t

❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ℓ6fqvq(ℓ)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ P ∗
ℓ s♦♥t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡

∏

q|ℓ
ℓ6fqvq(ℓ) = ℓ6

P

q|ℓ fqvq(ℓ) = ℓ6d.

❙✉♣♣♦s♦♥s à ♣rés❡♥t ℓ 6= p✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛ P ∗
ℓ ∈ Mϕ

Z ✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✱ ♦♥ ❛

Pq(λ(σq)) = 0.

❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✸✱ ♦♥ ❛ ✿

Pq

(12vq(ℓ))
(
λ(σq)

12vq(ℓ)
)

= 0 (mod p). ✭✹✳✶✶✮

P✉✐s✱

P ∗
ℓ (Ω) = ∗

q|ℓ
P

(12vq(ℓ))
q

(∏

q|ℓ
λ(σq)

12vq(ℓ)
)

=

(
∗
q|ℓ

Pq

(12vq(ℓ))
)(∏

q|ℓ
λ(σq)

12vq(ℓ)
)

✭❧❡♠♠❡ ✹✳✷✹✮

= 0 (mod p) ✭❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✮.

❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✺✳

✹✳✸✳✸ ❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡s ➓➓✹✳✶✕✹✳✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
λ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ st❛❜❧❡✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé p ≥ 5✱ ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K ❡t ♣♦✉r t♦✉t
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t p✱ E ♥✬❛ ♣❛s ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p

❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ p

❞✐✈✐s❡ B
(d)
ℓ ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s p = ℓ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r d ≥ 2✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ B
(d)
p ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r

k > 0 t❡❧ q✉❡ P ∗
p (p12k) ❞✐✈✐s❡ B

(d)
p ✳ ❉✬♦ù p ❞✐✈✐s❡ B

(d)
p ❝❛r

P ∗
p (p12k) ≡ P ∗

p (0) (mod p)

≡ 0 (mod p) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✺.

❙✉♣♣♦s♦♥s p 6= ℓ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✱ ♦♥ ❛ ✿

Ω =
∏

q|ℓ
λ(σq)

12vq(ℓ) =
∏

p|p
Np(ℓ + p)αp . ✭✹✳✶✷✮

❖r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛

Np(ℓ + p) = ℓ1+p+···+pfp−1

(mod p)

= ℓfp (mod p)
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♦ù N(p) = |OK/p| = ℓfp ✳ ❉✬♦ù

∏

p|p
Np(ℓ + p)αp = ℓ

P

p|p fpαp . ✭✹✳✶✸✮

❖r✱ αp ∈ {0, 12} ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ❡t ♦♥ ♣♦s❡

k =
∑

p|p
αp=12

fp ≥ 0

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ∑

p|p
fpαp = 12k. ✭✹✳✶✹✮

❈♦♠♠❡ p ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✱ ♦♥ ❛

d =
∑

p|p
fp. ✭✹✳✶✺✮

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs✱ s✐ ♦♥ ❧❡
s♦✉❤❛✐t❡✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {αp}p|p ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {12− αp}p|p✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿ ∑

p|p
fpαp ≤

∑

p|p
fp(12 − αp).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✹✳✶✹✮ ❡t ✭✹✳✶✺✮

12k ≤ 12(d − k)

s♦✐t ❡♥❝♦r❡

k ≤
[
d

2

]
.

❉✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✹✳✶✸✮ ❡t ✭✹✳✶✹✮ ♦♥ ❛

∏

p|p
Np(ℓ + p)αp = ℓ12k (mod p). ✭✹✳✶✻✮

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✺✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (Ω) = 0.

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✻✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

P ∗
ℓ

(
ℓ12k

)
= 0

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

P ∗
ℓ

(
ℓ12k

)
≡ 0 (mod p).

❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳
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✹✳✹ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {Tn}n≥1 ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛

T3(X) = 4X3 − 3X; 1 − T3(X) = −(X − 1)(2X + 1)2;

1 + T3(X) = (X + 1)(2X − 1)2; 2T3(X)2 − 1 = (2X2 − 1)(16X4 − 16X2 + 1).

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿

1 − T2n(X) = 2
(
1 − Tn(X)2

)
♦✉ ❡♥❝♦r❡ 1 + T2n(X) = 2Tn(X)2. ✭✹✳✶✼✮

❙♦✐t ℓ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r t❡❧ q✉❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r
❞❡ OK ❞✐✈✐s❛♥t ℓ✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ℓ ❞❛♥s K✳

✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ℓ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K ❛✈❡❝ ℓOK = q2 ❡t ♣♦s♦♥s

Pq(X) = X2 − tqX + ℓ = (X − α)(X − β).

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✾✱ ♦♥ ❛ |α| = |β| =
√

ℓ✳ P♦s♦♥s ❞♦♥❝ α =
√

ℓeiθ ❛✈❡❝
θ ∈ R✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (X) = (X − α24)(X − β24).

❉✬♦ù

P ∗
ℓ (X) = X2 − (α24 + β24)X + ℓ24

= X2 − 2ℓ12 cos(24θ)X + ℓ24.

❖r✱ cos(24θ) = T24(cos θ) ❡t 2
√

ℓ cos θ = tq✱ ❞✬♦ù

P ∗
ℓ (X) = X2 − 2ℓ12T24

(
tq

2
√

ℓ

)
X + ℓ24

= (X − ℓ12)2 + 2ℓ12
(

1 − T24

(
tq

2
√

ℓ

))
X.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

P ∗
ℓ (ℓ12) = 2ℓ24

(
1 − T24

(
tq

2
√

ℓ

))
.

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✼✮✱ ♦♥ ❛

1 − T24 = 25(1 − T3)(1 + T3)T
2
3 (2T 2

3 − 1)2.

❉✬♦ù ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

P ∗
ℓ (ℓ12) = −ℓ12t2q(t

2
q − ℓ)2(t2q − 4ℓ)(t2q − 2ℓ)2(t2q − 3ℓ)2(t4q − 4ℓt2q + ℓ2)2

❝❛r

T3

(
tq

2
√

ℓ

)
=

tq

2ℓ
√

ℓ

(
t2q − 3ℓ

)
;

1 − T3

(
tq

2
√

ℓ

)
= − 1

2ℓ
√

ℓ
(tq − 2

√
ℓ)(tq +

√
ℓ)2;

1 + T3

(
tq

2
√

ℓ

)
=

1

2ℓ
√

ℓ
(tq + 2

√
ℓ)(tq −

√
ℓ)2;

2T3

(
tq

2
√

ℓ

)2

− 1 =
1

2ℓ3
(t2q − 2ℓ)(t4q − 4ℓt2q + ℓ2).
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❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ P ∗
ℓ (ℓ12) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✭❛✮ s♦✐t ℓ ≥ 5 ❡t tq = 0 ❀

✭❜✮ s♦✐t ℓ = 3 ❡t tq = 0 ♦✉ ±3 ❀

✭❝✮ s♦✐t ℓ = 2 ❡t tq = 0 ♦✉ ±2✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq ≡ 0 (mod ℓ) ❝❛r |tq| ≤ 2
√

ℓ✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ℓ ✐♥❡rt❡ ❞❛♥s K ❛✈❡❝ ℓOK = q ❡t ♣♦s♦♥s

Pq(X) = X2 − tqX + ℓ2 = (X − α)(X − β).

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✾✱ ♦♥ ❛ |α| = |β| = ℓ✳ P♦s♦♥s ❞♦♥❝ α = ℓeiθ ❛✈❡❝ θ ∈ R✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (X) = (X − α12)(X − β12).

❉✬♦ù

P ∗
ℓ (X) = X2 − (α12 + β12)X + ℓ24

= X2 − 2ℓ12 cos(12θ)X + ℓ24.

❖r✱ cos(12θ) = T12(cos θ) ❡t 2ℓ cos θ = tq✱ ❞✬♦ù

P ∗
ℓ (X) = X2 − 2ℓ12T12

(
tq
2ℓ

)
X + ℓ24

= (X − ℓ12)2 + 2ℓ12
(

1 − T12

(
tq
2ℓ

))
X.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

P ∗
ℓ (ℓ12) = 2ℓ24

(
1 − T12

(
tq
2ℓ

))
.

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✼✮✱ ♦♥ ❛

1 − T12 = 8(1 − T3)(1 + T3)T
2
3 .

❉✬♦ù ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

P ∗
ℓ (ℓ12) = −ℓ12t2q(t

2
q − ℓ2)2(t2q − 4ℓ2)(t2q − 3ℓ2)2

❝❛r

T3

(
tq
2ℓ

)
=

tq
2ℓ3

(
t2q − 3ℓ2

)
;

1 − T3

(
tq
2ℓ

)
= − 1

2ℓ3
(tq − 2ℓ)(tq + ℓ)2;

1 + T3

(
tq
2ℓ

)
=

1

2ℓ3
(tq + 2ℓ)(tq − ℓ)2.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ P ∗
ℓ (ℓ12) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq = 0✱ ±ℓ ♦✉ ±2ℓ✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ tq ≡ 0 (mod ℓ) ❝❛r |tq| ≤ 2ℓ✳
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✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ℓ ❞é❝♦♠♣♦sé ❞❛♥s K ❛✈❡❝ ℓOK = q1q2 ❡t ♣♦s♦♥s

Pqj
(X) = X2 − tqj

X + ℓ = (X − αj)(X − βj), ❛✈❡❝ j = 1, 2.

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✾✱ ♦♥ ❛ |αj | = |βj | = ℓ✳ P♦s♦♥s ❞♦♥❝ αj = ℓeiθj ❛✈❡❝
θj ∈ R✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✷✱ ♦♥ ❛

P ∗
ℓ (X) = (X − α12

1 α12
2 )(X − α12

1 β12
2 )(X − β12

1 α12
2 )(X − β12

1 β12
2 ).

❉✬♦ù

P ∗
ℓ (X) = (X2−2ℓ12 cos(12(θ1+θ2))X+ℓ24)(X2−2ℓ12 cos(12(θ1−θ2))X+ℓ24).

❖r✱
{

cos(12(θ1 + θ2)) + cos(12(θ1 − θ2)) = 2 cos(12θ1) cos(12θ2)
cos(12(θ1 + θ2)) · cos(12(θ1 − θ2)) = cos2(12θ1) + cos2(12θ2) − 1

❡t cos(12θj) = T12(cos θj) ❡t 2
√

ℓ cos θj = tqj
✳ ❉✬♦ù

P ∗
ℓ (X) = X4 − 4ℓ12T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
T12

(
tq2

2
√

ℓ

)
X3 + 2ℓ24

(
2T12

(
tq1

2
√

ℓ

)2

+2T12

(
tq2

2
√

ℓ

)2

− 1

)
X2 − 4ℓ36T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
T12

(
tq2

2
√

ℓ

)
X + ℓ48

= (X2 − ℓ24)2 − 4ℓ12

(
T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
T12

(
tq2

2
√

ℓ

)
X2 − ℓ12

(
T12

(
tq1

2
√

ℓ

)2

+T12

(
tq2

2
√

ℓ

)2
)

X + ℓ24T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
T12

(
tq2

2
√

ℓ

))
X.

❈✬❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

P ∗
ℓ (ℓ12) = 4ℓ48

(
T12

(
tq1

2
√

ℓ

)
− T12

(
tq2

2
√

ℓ

))2

.

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✼✮✱ ♦♥ ❛

T12(X) − T12(Y ) = 4(T3(X) − T3(Y ))(T3(X) + T3(Y ))(T6(X) + T6(Y ))

= 8(T3(X) − T3(Y ))(T3(X) + T3(Y ))(T3(X)2 + T3(Y )2 − 1).

❉❡ ♣❧✉s✱

T3

(
tq1

2
√

ℓ

)
− T3

(
tq2

2
√

ℓ

)
=

1

2ℓ
√

ℓ
(tq1 − tq2)(t

2
q1

+ t2q2
+ tq1tq2 − 3ℓ);

T3

(
tq1

2
√

ℓ

)
+ T3

(
tq2

2
√

ℓ

)
=

1

2ℓ
√

ℓ
(tq1

+ tq2
)(t2q1

+ t2q2
− tq1

tq2
− 3ℓ);

❡t

T3

(
tq1

2
√

ℓ

)2

+T3

(
tq2

2
√

ℓ

)2

−1 =
1

ℓ3
(t2q1

+t2q2
−4ℓ)

(
(t2q1

+ t2q2
− ℓ)2 − 3t2q1

t2q2

)
.
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❉✬♦ù ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

P ∗
ℓ (ℓ12) = ℓ36

(
t2q1

− t2q2

)2 (
(t2q1

+ t2q2
− 3ℓ)2 − t2q1

t2q2

)2 (
t2q1

+ t2q2
− 4ℓ

)2

×
(
(t2q1

+ t2q2
− ℓ)2 − 3t2q1

t2q2

)2
.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ P ∗
ℓ (ℓ12) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

tq1
= ±tq2

; t2q1
+ t2q2

± tq1
tq2

= 3ℓ; t2q1
+ t2q2

= 4ℓ.

❈❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳

✹✳✺ ❇♦r♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s

✹✳✺✳✶ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺

❙♦✐t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK t❡❧ q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Φq s♦✐t ♥♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡✳
❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s Φ✱ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r q ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ℓ = 2 ♦✉ 3 ✭❬❙❡r✼✷✱ ➓5.6(a)❪✮ ❡t |Φq| = 8 ♦✉ 24 ✭r❡s♣✳ 12✮
s✐ ℓ = 2 ✭r❡s♣✳ ℓ = 3✮✳ ▲✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ρp rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈♦q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✻ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Φq s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞❛♥s Aut(E[p]) ✭❝❛r ℓ 6= p ❡t p ≥ 3✱ ❬❙❡r✼✷✱ ➓5.6(a)❪✮✳

◆♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Aut(E[p]) st❛❜✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❞r♦✐t❡ ❞❡ E[p] ❡st ❛♣♣❡❧é s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✻ ❙♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Gal(K(E[p])/K)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ H ♥♦♥
❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✳ ❙✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ H✱ ❛❧♦rs H ♥❡ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ♣❛s ❞❛♥s ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ Aut(E[p])✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ι ❞❡ G ❞❛♥s ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B ❞❡ Aut(E[p])✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡ E[p] s✉r
Fp✱ B ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❇♦r❡❧ st❛♥❞❛r❞

(
∗ ∗
0 ∗

)
.

■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ S ❞✬♦r❞r❡ p ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t

u =

(
1 1
0 1

)
.

❈✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ B✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ H ❡st ♣r❡♠✐❡r à p✱ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♣♦sé

H
ι→֒ B → B/S

❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ B/S ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❉✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r H ❡st
s✉♣♣♦sé ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳
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✹✳✺✳✷ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻

❙♦✐❡♥t p ≥ 3 ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❡t q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK

❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ℓ 6= p ❡♥ ❧❡q✉❡❧ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
n ≥ 0 t❡❧ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φq ❞✐✈✐s❡ N(q)n(N(q) − 1)✳

❱✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ λ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❤♦✲
♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡

λ : Gal(Km/K) −→ F∗
p,

♦ù m ❡st ❧❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ λ ❡t Km ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ r❛②♦♥ m✳ ❆❧♦rs✱
❞✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶✹ ❡t ✹✳✶✺✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ λ ❡st r❛♠✐✜é ❡♥ q ❡t ♦♥ ❛ ✉♥❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡

m = m′ · qn+1, ♦ù n ≥ 0 ❡t (m′, q) = 1.

▲✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Φq ❞✐✈✐s❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ q ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ Km/K✳
❖r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ Km

′

/K ❡st ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❡♥ q✳ ❉♦♥❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Φq

❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Gal(Km/Km
′

)✳ ◆♦t♦♥s hm ✭r❡s♣✳ hm′✮ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
❞✉ ❣r♦✉♣❡ Gal(Km/K) ✭r❡s♣✳ Gal(Km

′

/K)✮✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❬❈♦❤✵✵✱ ❝♦r✳3.2.4❪✱
♦♥ ❛

|Gal(Km/Km
′

)| =
hm

hm′

=
(U : Um′,1)

(U : Um,1)
N(q)n(N(q) − 1),

♦ù Um,1 ✭r❡s♣✳ Um′,1✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✉♥✐tés U ❞❡ OK

q✉✐ s♦♥t ❝♦♥❣r✉❡s à 1 ♠♦❞✉❧♦ m ✭r❡s♣✳ m′✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬❈♦❤✵✵✱ ❉❡❢✳3.2.2❪✳ ❖r✱
❝♦♠♠❡ m′ ❞✐✈✐s❡ m✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ Um′,1 ❞❛♥s U ❞✐✈✐s❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Um,1✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ Gal(Km/Km

′

) ❞✐✈✐s❡ N(q)n(N(q) − 1) ❡t ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Φq✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ℓ ≥ 5✱ ♦♥ ❛ |Φq| = 2✱ 3✱ 4 ♦✉ 6 ✭❬❙❡r✼✷✱ ♣✳ ✸✶✷❪✮✳ ❖r N(q)
❡st ♣r❡♠✐❡r à 12✱ ❞♦♥❝ |Φq| ❞✐✈✐s❡ N(q)n(N(q) − 1) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |Φq| ❞✐✈✐s❡ N(q) − 1✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✹✳✻✳

✹✳✺✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ✹✳✼ ❡t ✹✳✽

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ q ❞✐✈✐s❡ 2✳ ▲♦rsq✉❡ |Φq| = 8 ♦✉ 24✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ♥✬❡st ♣❛s
❛❜é❧✐❡♥ ✭❬❙❡r✼✷✱ 5.6(a)❪✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✺✳ P♦✉r |Φq| = 3 ♦✉
6✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✻✱ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ Φq ❞✐✈✐s❡ 2fq(2fq − 1)✳ ❖r✱ 2fq − 1 ≡ 1 (mod 3) ❝❛r fq ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❉✬♦ù ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ q ❞✐✈✐s❡ 3✳ ▲♦rsq✉❡ |Φq| = 12✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φq ♥✬❡st ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥
✭❬❙❡r✼✷✱ 5.6(a)❪✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ rés✉❧t❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✺✳ P♦✉r
|Φq| = 4✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✻✱
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Φq ❞✐✈✐s❡ 3fq(3fq − 1)✳ ❖r✱ 3fq − 1 ≡ 2 (mod 4) ❝❛r fq ❡st ✐♠♣❛✐r✱
❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✽✳

✹✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ E✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Exc(E) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
s❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
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❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s E ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E)✳

✹✳✻✳✶ ❙tr❛té❣✐❡

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ t②♣❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r✳ ❙✐ ♣♦✉r ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥
❝❛s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✓ rés✉❧t❛ts ✉♥✐❢♦r♠❡s ✔ ✭♣r♦♣✳ ✹✳✺ ❡t ✹✳✻ ❡t ❝♦r✳ ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✮
❞✉ ➓✹✳✶✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❛❧♦rs à tr❛✐t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s p = 2 ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
p = 3 ❡t p = ℓ ♦ù ℓ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 5✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ ❞❡ ✓ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✔ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ B(d)

ℓ s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❙✐ d ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ❝✬❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❝♦r✳ ✹✳✸✮✳ ❙✐ d ❡st ♣❛✐r
✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t P ∗

ℓ (ℓ6d) 6= 0✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s ♠♦♥tr❡r q✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ s❛♥s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t❡❧ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❆♣rès
q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ très r❡str❡✐♥t
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥t❡♥❛♥t 2✱ 3 ❡t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs r❛♠✐✜és ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s✳ ❖♥
tr❛✐t❡ ❛❧♦rs ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ ❝❡✉① q✉✐ r❡st❡♥t✳ ❙♦✐t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r q ❞❡
❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s p t❡❧ q✉❡ Pq s♦✐t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❡t ❛❧♦rs
p ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✐t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ E ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ st❛❜❧❡
❞✬♦r❞r❡ p ❡t ❛❧♦rs p ❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳

✹✳✻✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6,

❛✈❡❝ ai ∈ OK ✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❚❛t❡ ✭❬❚❛t✼✺❪✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p ❞❡ OK ✱ ♦♥ ♥♦t❡ vp ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ p ❞❡ K ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r
vp(K

∗) = Z✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ✱ ♦♥ ♥♦t❡ S
(d)
ℓ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs

♣r❡♠✐❡rs ❞❡ B
(d)
ℓ ✳ ▲♦rsq✉❡ E ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡

❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❛r✐ ✿ ❧✬✉♥✱ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
{tq}q|ℓ ❀ ❧✬❛✉tr❡✱ ❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧Pr✐♠❡s✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S

(2)
ℓ ✭❡t ❛✉ss✐

❧✬❡♥t✐❡r B
(2)
ℓ ✮✳

✹✳✻✳✸ ❈♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ✐✳❡✳ d = 2✳

❈♦✉r❜❡s s❡♠✐✲st❛❜❧❡s ❡t ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s s❡♠✐✲st❛❜❧❡s✱ ❑r❛✉s ❛ ♦❜t❡♥✉
♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷ ✭❬❑r❛✾✻✱ ❑r❛✵✼❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❬❑r❛✾✻✱ t❤✳
♣✳✷✹✻❪✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ▼❡r❡❧ ✭❬▼❡r✾✻❪✮ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✼ ✭❑r❛✉s✮ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❡✛❡❝t✐✈❡ c(K) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ K t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ s❡♠✐✲
st❛❜❧❡ E ❞é✜♥✐❡ s✉r K ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p > c(K)✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ♥♦♥ ♣✉❜❧✐é ❞❡ ❖❡st❡r❧é ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥✲
str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝✳ ❝✐t✳✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r

c(K) = max

((
1 + 3h+

K

)2

, DK · M(K)

)
,

♦ù h+
K ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ K ❛✉ s❡♥s r❡str❡✐♥t ❡t

M(K) =

{
1 s✐ K ❡st ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡;

NK/Q(u2 − 1) s✐ K ❡st ré❡❧ ❞✬✉♥✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ u.

❈♦✉r❜❡s ♥♦♥ s❡♠✐✲st❛❜❧❡s ❡t ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✽ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√

5)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + 2x2 + ωx ♦ù ω =
1 +

√
5

2
.

❆❧♦rs✱ Exc(E) = {2} ❡t (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ 



c4 = 24(4 − 3ω)
c6 = 26(−8 + 9ω)
∆ = −26ω.

❖r✱ ω ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡ ✭❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r✮ 2OK ✳ ❖♥ ❛ ✿

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 6, 6).

❉♦♥❝ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2✳ ❖♥ ♥♦t❡ Φ2 s♦♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲
st❛❜✐❧✐té ❡♥ 2✳ ❖♥ ❛ v2(j) = 6 ❡t 3v2(c4) = 2v2(c6)✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/Q ét❛♥t ♥♦♥
r❛♠✐✜é ❡♥ 2✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❬❈❛❧✵✹❪✱ |Φ2| = 4 ♦✉ 8✳ ❖r✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❝✳
❝✐t✳ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✷✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |Φ2| = 8✳
❊t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r✳ ✹✳✼✱ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5✳ ▲❛
❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r 7OK ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛ t7 = −12✳ ❉✬♦ù

P7(X) = X2 − t7X + 49 ≡ X2 + 1 (mod 3).

❉♦♥❝ ρ3 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ2✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡st ré✲
❞✉❝t✐❜❧❡ ❝❛r (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✾ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√
−3)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + x + 1 + 2ω, ♦ù ω =
1 +

√
−3

2
.

❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E) ❡st ✈✐❞❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ 



c4 = −24 · 3
c6 = −25 · 33(1 + 2ω)
∆ = 24(77 − 216ω).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ NK/Q(∆) = 28 · 157 · 229 ❡t✱ ♥✐ 157✱ ♥✐ 229 ♥❡ ❞✐✈✐s❡♥t c4✳ ❉♦♥❝
❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ 157 ❡t ❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 229 ✭157 ❡t 229 s♦♥t t♦✉s ❞❡✉①
❞é❝♦♠♣♦sés ❞❛♥s K✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐❞é❛❧ 2OK ❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 5, 4).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2 ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ v2(j) = 8✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❬❈❛❧✵✹❪✱ |Φ2| = 3✱ 6 ♦✉ 24✳ ❖r✱

j′ =
j

28
≡ 1 (mod 4)

❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ {1, ω, ω2}✱ j′ 6≡ γ4 + 2γ3 (mod 4)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❝✳ ❝✐t✳✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
❧✬♦♥ ❛ |Φ2| = 24✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r✳ ✹✳✼✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s p = 2 ❡t
p = 3✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞✐✈✐s❛♥t
7 ❡t 11 ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

{tq}q|7 = {0,−2} ❡t t11 = −5.

❉♦♥❝ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
P11(X) = X2 + 5X + 112

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❊t✱ s✐ p7 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 7
t❡❧ q✉❡ tp7

= 0✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

Pp7
(X) = X2 + 7

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 3✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✵ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√

13)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − (313 + 240ω)x − 17 ♦ù ω =
1 +

√
13

2
.

❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E) ❡st ✈✐❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛




c4 = 24 · 3(11 + 8ω)2

c6 = 25 · 33 · 17
∆ = 24 · 5(11 + 8ω)2(213629 + 167568ω).

❉❡ ♣❧✉s✱ NK/Q(213629 + 167568ω) = −1153 · 2430503 ❡t ♥✐ 1153✱ ♥✐ 2430503 ♥❡
❞✐✈✐s❡♥t c4✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 1153 ❡t ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2430503✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r 2 ❡st ✐♥❡rt❡ ❞❛♥s K ❡t

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 5, 4).
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❉♦♥❝ v2(j) = 8 ❡t ❞✬❛♣rès ❬❈❛❧✵✹❪✱ ♦♥ ❛ |Φ2| = 3✱ 6 ♦✉ 24✳ ❈♦♠♠❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

j′ =
j

28
≡ −1 (mod 4),

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ❞❡ ❧♦❝✳ ❝✐t✳ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ γ = 1 ❡t |Φ2| = 3 ♦✉ 6 ✭❡♥ ❢❛✐t
|Φ2| = 6 ❞✬❛♣rès ❧♦❝✳ ❝✐t✳✮✳ P✉✐sq✉❡ f2 = 2 ❡st ♣❛✐r✱ ❧❡ ❝♦r✳ ✹✳✼ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p17 = (15 + 4

√
13)OK ✱ ♦♥ ❛

(vp17(c4), vp17(c6), vp17(∆)) = (2, 1, 2).

❉♦♥❝ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p17 ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❙♦♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té Φp17

❡st ❞✬♦r❞r❡ 6 ✭❬❙❡r✼✷✱ ♣✳✸✶✷❪✮✳ ❖r✱
6 ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s N(p17) − 1 = 16✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✻✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 3 ❡t p 6= 17✳ ❙✐ p3 ❞és✐❣♥❡
✉♥ ✐❞é❛❧ ❞✐✈✐s❛♥t 3✱ ❛❧♦rs E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ p3 ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

tp3
= −3.

❉♦♥❝ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pp3
(X) = X2 + 3X + 3 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 2 ❡t 17✳ ❖♥

❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✶ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√
−1)✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r a ∈ Z[

√
−1]✱ ♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ea ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + ax + a.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t vp2
(a) = 0, 1, 3, 4, 5, 6 ♦✉ 7✱ ♦ù p2 ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛❧ ❞❡

OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 2✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(Ea) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s {2, 3}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛




c4(Ea) = −24 · 3 · a
c6(Ea) = −25 · 3 · a
∆(Ea) = −24 · a2(4a + 27).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ vp2
(c4(Ea)) = 8 + vp2

(a)✱ vp2
(∆(Ea)) = 8 + 2vp2

(a) ❡t

vp2(j(Ea)) = 16 + vp2(a) ≥ 0.

❉♦♥❝ Ea ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p2 ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ 2 ❡st r❛♠✐✜é ❞❛♥s K ✭❞♦♥❝ fp2

= 1 ❡st ✐♠♣❛✐r✮ ❡t

vp2(j(Ea)) ∈ {16, 17, 19, 20, 21, 22, 23}.

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❬❇✐❧✵✽❜❪✱ ♦♥ ❛ |Φp2
| ∈ {3, 6, 8, 24}✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦r✳ ✹✳✼✳

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ vp2
(a) = 2 ♦✉ ≥ 8✱ ❧❡

❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù vp2

(a) = 2✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✷ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√
−1)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + 2(3 + 2
√
−1)x + 2(3 + 2

√
−1). ✭✹✳✶✽✮

❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E) ❡st ✈✐❞❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛




c4 = −25 · 3(3 + 2
√
−1)

c6 = −26 · 33(3 + 2
√
−1)

∆ = −26(3 + 2
√
−1)2 · (51 + 16

√
−1).

❖♥ ❛ 2OK = p2
2 ♦ù p2 = (1 +

√
−1)OK ❡t

(vp2
(c4), vp2

(c6), vp2
(∆)) = (10, 12, 12).

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❬P❛♣✾✸❪✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s 6 ♦✉ 7 ❞❡ ❚❛t❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ p2 ❡t E ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p2✳ ❉ét❡r♠✐♥♦♥s à
♣rés❡♥t ❧✬♦r❞r❡ |Φp2

| ❞❡ s♦♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❡♥ p2✳ ❖♥ ❛ vp2
(j) = 18 ❡t

π = 1 +
√
−1 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ Kp2

✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

c4

π10
≡ 1 + π (mod 2).

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❬❇✐❧✵✽❜✱ t❤✳✷❪✱ ♦♥ ❛ |Φp2
| = 4✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡

❝♦r✳ ✹✳✼✳
◆♦t♦♥s p13 ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r 3 + 2

√
−1✳ ❖♥ ❛

(vp13
(c4), vp13

(∆)) = (1, 2),

❞✬♦ù vp13(j) = 1✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ p13 ❡t E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p13 ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❙♦♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲
st❛❜✐❧✐té ❡st ❞✬♦r❞r❡ 6 ✭❝✳❢✳ ❬❙❡r✼✷✱ ♣✳✸✶✷❪✮✳ ❈♦♠♠❡ 6 ❞✐✈✐s❡ N(p13) − 1 = 12✱ ❧❛
♣r♦♣✳ ✹✳✻ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ Exc(E)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛ vp13

(∆) = 2
❡t ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✼❛✱ ❧❡♠✳✶❪ ✭♦✉ ❧❛ ♣r♦♣✳ ✹✳✶✽✮✱ E ♥✬❛ ♣❛s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r 2 ❡♥ p13✳

◆♦t♦♥s p2857 ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r 51 + 16
√
−1✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E

❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ p2857✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ p2✱ p13 ❡t p2857✱ ❧❛
❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❱✉ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✓ ✉♥✐❢♦r♠❡s ✔ ❞✉ ➓✹✳✶ ✭♣r♦♣✳ ✹✳✺
❡t ✹✳✻ ❡t ❝♦r✳ ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✮ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ r❡❝♦✉rs
❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✉ t❤✳ ✹✳✶✳ ❙♦✐t p ≥ 5 ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

{tq}q|5 = {−2, 1} ❡t t7 = 6.

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤✳ ✹✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ℓ = 5 ❡t ℓ = 7✱ p ❞✐✈✐s❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs B
(2)
5 ❡t

B
(2)
7 ✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧Pr✐♠❡s✱ ♦♥ ❛

B
(2)
5 = 228 · 316 · 539 · 112 · 17 · 61 · 73 · 277 · 397 · 557 · 653 · 757 · 23833

❡t
B

(2)
7 = 214 · 38 · 52 · 713 · 11 · 135 · 372 · 2089 · 2689 · 3889.

❉✬♦ù
p ∈ S

(2)
5 ∩ S

(2)
7 = {2, 3, 5, 11}.

■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s p = 2✱ 3✱ 5 ❡t 11✳ ❖r✱ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❡♥ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r 3OK ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

P3(X) = X2 + 3X + 9.
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❉♦♥❝ P3 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 2✱ 5 ❡t 11✳ ❊t✱ s✐ p5 ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲
❞❡ss✉s ❞❡ 5✱ ♦♥ ❛ tp5

= −2 ♦✉ 1✱ ❡t

Pp5(X) ≡ X2 + 2X + 2 (mod 3).

❉♦♥❝ Pp5
❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 3✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ρp ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐rré✲

❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r p = 2✱ 3✱ 5 ❡t 11✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✸ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√
−6)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 − 2(5 + 6
√
−6)x − 23 · 35. ✭✹✳✶✾✮

❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E) ❡st ✈✐❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛




c4 = 25 · 3(5 + 6
√
−6)

c6 = 28 · 38

∆ = −29(3191761 + 846
√
−6)

❡t NK/Q(3191761 + 846
√
−6) = 7 · 249947 · 5822573✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 7✱ 249947 ❡t 5822573✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ 2 ❡st r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✳ P♦s♦♥s 2OK = p2

2✳ ❊♥ p2✱ ♦♥ ❛

(vp2
(c4), vp2

(c6), vp2
(∆)) = (10, 16, 18).

❉♦♥❝ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ p2 ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ vp2(j) = 12 ❡t 2vp2(c6) = 3vp2(c4) + 2✳ P♦s♦♥s π =

√
−6✳

❈✬❡st ✉♥❡ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t❡ ❞❡ Kp2 ❡t ♦♥ ❛

c4

π10
= −5 + 6π

34
≡ 1 + π2 + π3 (mod 4Z2[

√
−6]).

❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❬❇✐❧✵✽❜✱ t❤✳✷❪✱ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✬✮✱ ♥✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✸✮ ♥✬❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡t |Φp2

| = 4✳
❱✉ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✓ ✉♥✐❢♦r♠❡s ✔ ❞✉ ➓✹✳✶ ✭♣r♦♣✳ ✹✳✺

❡t ✹✳✻ ❡t ❝♦r✳ ✹✳✼ ❡t ✹✳✽✮ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ r❡❝♦✉rs
❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✉ t❤✳ ✹✳✶✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs r❛♠✐✜és ❞❛♥s K s♦♥t 2 ❡t 3✳ ❙♦✐t p ≥ 5 ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

{tq}q|11 = {−4, 3} ❡t t13 = −8.

❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ❛♣♣❧✐q✉é à ℓ = 11 ❡t ℓ = 13 ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧Pr✐♠❡s✱ ♦♥ ❛

p ∈ S
(2)
11 ∩ S

(2)
13 = {2, 5, 7}.

■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s p = 2✱ 3✱ 5 ❡t 7 ✭❝❛r 3 ❡st r❛♠✐✜é
❞❛♥s K✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

{tq}q|5 = {−3,−2} ❡t {tq}q|11 = {−4, 3}.

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r p5 ✭r❡s♣✳ p5✮ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 5 t❡❧ q✉❡ tp5 = −3
✭r❡s♣✳ tp5

= −2✮✳ ❆❧♦rs✱

Pp5
(X) = X2 + 3X + 5
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❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 2 ❡t 7✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

Pp5
(X) = X2 + 2X + 5

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 3✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r p11 ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ 11 t❡❧ q✉❡ tp11

= −4✳ ❆❧♦rs✱

Pp11
(X) = X2 + 4X + 11

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 5✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✹ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√

2) ❡t ♦♥ ♣♦s❡
{

A = −33 · 5 · 173(428525 + 303032
√

2)

B = 2 · 33 · 5 · 173(62176502533 + 43965551956
√

2).

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + Ax + B.

❆❧♦rs✱ Exc(E) = {13}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✱ ♦♥ ❛

NK/Q(∆) = −225 · 318 · 54 · 72 · 1715 · 236 · 796.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❧❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞✐✈✐s❛♥t
11✱ 13✱ 19✱ 29 ❡t 41 ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❚r❛❝❡❖❢❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ♦♥ ❛

t11 = 4; t13 = −14 t19 = 26; t29 = 1 ❡t {tq}q|41 = {−3, 2}.

❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{2, 3, 5, 7, 17, 23, 79}.

❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

p ∈ S
(2)
11 ∩ S

(2)
13 .

❉✬♦ù✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧Pr✐♠❡s✱

p ∈ {2, 3, 5, 7, 13}.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 23 ❡t
79✳ ❖r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P11 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 5✱ 23 ❡t 79✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ P13 ❡st
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 7✱ P19 ♠♦❞✉❧♦ 17 ❡t P29 ♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❙✐ p41 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐❞é❛❧
♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 41 t❡❧ q✉❡ tp41 = 2✱ ❛❧♦rs Pp41 ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
♠♦❞✉❧♦ 3✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ 2, 3, 5, 7, 17, 23 ❡t 79 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡ 13 ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡
X0(13) ♣❛r❛♠étr✐s❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ st❛❜❧❡
❞✬♦r❞r❡ 13 ❡st ❞❡ ❣❡♥r❡ 0 ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ P1 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❬▼❡s✽✵✱ ➓✷✳✷❪✮ ✿

j(X0(13))(X) =
(X2 + 5X + 13)(X4 + 7X3 + 20X2 + 19X + 1)3

X
.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ j(X0(13))(
√

2) = j✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ 13 ❡st ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳



✹✳✻✳ ❊❳❊▼P▲❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙ ✶✼✶

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✺ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√

3) ❡t ♦♥ ♣♦s❡





a1 = 22 · 7
√

3(1 + 2
√

3)(2 −
√

3) = 252 − 112
√

3

a4 = 2 · 32 · 72
√

3(1 + 2
√

3)2 = 10584 + 11466
√

3

a6 = 23 · 3 · 74
√

3(1 + 2
√

3)4(7 − 4
√

3) = −24202080 + 15616104
√

3.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 + a1xy = x3 + a4x + a6. ✭✹✳✷✵✮

❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦r♣s Q(
√
−1) ❡t

Exc(E) = {2, 3}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛




c4 = −25 · 32 · 72 · 112(−1 + 2
√

3)(2 − 3
√

3)3ε−2

c6 = 29 · 33 · 74 · 113(1 + 2
√

3)(2 − 3
√

3)3ε−4

∆ = −29 · 34 · 76 · 116
√

3(2 − 3
√

3)6ε−4

♦ù ε = 2 +
√

3 ❡st ❧✬✉♥✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ Q(
√

3)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

j = 26 · 3 ·
√

3(−1 + 2
√

3)3(2 − 3
√

3)3ε−2

= 76771008 − 44330496
√

3

❡st ❡♥t✐❡r ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r Q

P (X) = X2 − 153542016X − 1790957481984.

❱ér✐✜♦♥s q✉❡ E ❛ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Q(
√
−1) ❞❡

❝♦♥❞✉t❡✉r 3✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✲
✐♥❛♥t D ✜①é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r Q ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❡st

ΦD(X) =
∏

a,b,c

(
X − j

(
−b +

√
D

2a

))
,

♦ù j ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡t (a, b, c) ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐♣❧❡ts
❞✬❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ax2 + bxy + cy2 s♦✐t ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡
ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t D ✭❬❈♦❤✾✸✱ ❚❤✳ ✼✳✷✳✶✹❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù D = −36✱
♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞♦♥♥és ♣❛r

x2 + 9y2 ❡t 2x2 + 2xy + 5y2.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

Φ−36(X) = (X − j(3
√
−1))

(
X − j

(−1 + 3
√
−1

2

))

= X2 − 153542016X − 1790957481984 = P (X)
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❡t

j = j

(−1 + 3
√
−1

2

)
.

❈❡❧❛ ét❛❜❧✐t ❧✬❛ss❡rt✐♦♥✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts c4✱ c6 ❡t ∆ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ E ❛

ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ ❧✬✐❞é❛❧ p3 =
√

3OK ❡t

(vp3
(c4), vp3

(c6), vp3
(∆)) = (4, 6, 9).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳ ✶❪✱ |Φp3
| = 4 ♦✉ 12✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡

❝♦r✳ ✹✳✽✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ≥ 5✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ X0(3) ♣❛r❛♠étr✐s❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ st❛❜❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 3 ❡st ❞❡ ❣❡♥r❡ 0 ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❛✈❡❝ P1 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

j(X0(3))(X) =
(X + 3)3(X + 27)

X
.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ j(X0(3))(243 − 162
√

3) = j✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ 3 ❡st
❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛✣♥❡s

{
x = −22 · 7(15 + 8

√
3)

y = 23 · 3 · 72(13 + 4
√

3)

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ E✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ 2 ❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❘❡♠❛rq✉❡s✳

✶✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦r✳ ✹✳✷ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❝♦r✳ ✹✳✽✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r ℓ = 5 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ B

(2)
5 6= 0✳

✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r d ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ Q✲
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞é✜♥✐❡s
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ≤ d✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ✓ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✔ d
❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ❞❡❣ré ≤ d✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥tr❡♣r✐s ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 2 ♠❛✐s ♣❛r
♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✜♥✐ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡
j ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮ ❝✐✲❞❡ss✉s ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✻ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(
√
−3)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞é✜♥✐❡

s✉r K ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
y2 = x3 + 1.

❆❧♦rs✱ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r 2OK ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❢❛✉t
❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞✬♦r❞r❡ 3 ❡t

Exc(E) = {2, 3} ∪ {p ♣r❡♠✐❡r | p ≡ 1 (mod 3)}.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ♥✉❧ ♥♦té❡ 36A1 ❞❛♥s
❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❈r❡♠♦♥❛ ❬❈r❡✾✼❪✳ ❙✉r Q ❡❧❧❡ ❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡♥ 2 ❡t s♦♥ ❞é❢❛✉t
❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❡st ❞✬♦r❞r❡ 3 ✭❬❑r❛✾✵✱ ❝♦r✳ ♣✳357❪✮✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ♠ê♠❡ s✉r K ❝❛r 2 ❡st
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♥♦♥ r❛♠✐✜é ❞❛♥s K✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (−1, 0) ❡st ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t (0, 1) ❞✬♦r✲
❞r❡ 3✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ≥ 5✳ ❱✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
s✐ p ≡ 1 (mod 3)✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρp : GQ → GL2(Fp) ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❧❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❞é♣❧♦②é ❞❡ GL2(Fp)✳ ❙❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à
GK ❛ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❞é♣❧♦②é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❡❧❧❡ ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ p ≡ 2 (mod 3)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❬❙❡r✼✷✱ ♣✳ ✷✼✺❪✱
❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ρp ❞❡ GQ ❡st ❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ♥♦♥ ❞é✲
♣❧♦②é ❞❡ GL2(Fp)✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ρp à GK ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❈❛rt❛♥ ♥♦♥ ❞é♣❧♦②é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✹✳✻✳✹ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❝✉❜✐q✉❡

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✼ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ K = Q(α) ♦ù α ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s Q ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
X3 − 3X + 1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y2 = x3 + 2(1 + α)2x + 24α(2 + α).

❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Exc(E) ❡st ✈✐❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ DK = 34 ❡t 3OK = p3
3 ♦ù p3 ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ OK ❡♥❣❡♥❞ré

♣❛r 1 + α✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛




c4 = −25(1 + α)5(1 + α − α2);
c6 = −28(1 + α)12(1 + α − α2)3;
∆ = −29(1 + α)6 · 5 · 11

❡t 1 + α − α2 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ OK ✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ❧❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs 5OK ❡t 11OK ✳ ❊♥ ❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r p3✱ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t
vp3(∆p3) = vp3(∆) = 6✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❬❑r❛✾✵✱ t❤✳✶❪✱ ♦♥ ❛ |Φp3 | = 2 ♦✉ 6✳ ❊♥
❧✬✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r 2OK ✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (5, 8, 9)

❞✬♦ù v2(j) = 6 ❡t 2v2(c6) = 3v2(c4) + 1✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s

j′ =
j

26
=

(1 + α)9(1 + α − α2)3

5 · 11
=

33

5 · 11
≡ 1 (mod 4),

❞✬❛♣rès ❬❈❛❧✵✹❪✱ ♦♥ ❛ |Φ2| = 4✳ P❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ E ❛ ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
❱✉ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✓ ✉♥✐❢♦r♠❡s ✔ ❞✉ ➓✹✳✶ ♥❡ s✬❛♣✲

♣❧✐q✉❡♥t✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs 17✱ 19✱ 37 ❡t 53 s♦♥t ✭t♦t❛❧❡♠❡♥t✮ ❞é❝♦♠♣♦sés
❞❛♥s K ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

{tq}q|17 = {−3,−3, 3}; {tq}q|19 = {−5,−5, 5};
{tq}q|37 = {−7,−7, 7}; {tq}q|53 = {−3, 3, 3}.

❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧≥ 5✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤✳ ✹✳✶✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

p ∈ S
(3)
17 ∩ S

(3)
19 ∩ S

(3)
37 = {2, 3, 5}.
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■❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù p = 2, 3 ♦✉ 5✳ ❖r✱ s✐ p53 ❞és✐❣♥❡ ✉♥
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ OK ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ 53✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pp53

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 2
❡t 5✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✐❞é❛❧ 7OK ❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t t7 = −36✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

P7(X) = X2 + 36X + 73

❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 3✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳
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❬❆▲✼✵❪ ❆✳ ❖✳ ▲✳ ❆t❦✐♥ ❡t ❏✳ ▲❡❤♥❡r✳ ❍❡❝❦❡ ❖♣❡r❛t♦rs ♦♥ Γ0(m)✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱
✶✽✺ ✿✶✸✹✕✶✻✵✱ ✶✾✼✵✳

❬❇❇✵✷❪ ▼✳ ❇❛✉❡r ❡t ▼✳ ❇❡♥♥❡tt✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞
t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘❛♠❛♥✉❥❛♥✲◆❛❣❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❘❛♠❛♥✉❥❛♥ ❏✳✱
✻✭✷✮ ✿✷✵✾✕✷✼✵✱ ✷✵✵✷✳

❬❇❱❨✵✹❪ ▼✳ ❆✳ ❇❡♥♥❡tt✱ ❱✳ ❱❛ts❛❧✱ ❡t ❙✳ ❨❛③❞❛♥✐✳ ❚❡r♥❛r② ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ (p, p, 3)✳ ❈♦♠♣♦s✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✹✵✭✻✮ ✿✶✸✾✾✕✶✹✶✻✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❡✉✽✶❪ ❋✳ ❇❡✉❦❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘❛♠❛♥✉❥❛♥✲◆❛❣❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■✳ ❆❝t❛
❆r✐t❤✳✱ ✸✽✭✹✮ ✿✸✽✾✕✹✶✵✱ ✶✾✽✵✴✽✶✳

❬❇✐❧✵✼❪ ◆✳ ❇✐❧❧❡r❡②✳ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❡r♠❛t ❞❡ t②♣❡ (5, 5, p)✳ ❇✉❧❧✳ ❆✉str❛❧✳ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳✱ ✼✻✭✷✮ ✿✶✻✶✕✶✾✹✱ ✷✵✵✼✳

❬❇✐❧✵✽❛❪ ❋♦r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✸ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡s p✲✐è♠❡s✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r
❚❤❡♦r②✱ ✶✷✽✭✺✮ ✿✶✷✼✷✕✶✷✾✹✱ ✷✵✵✽✳

❬❇✐❧✵✽❜❪ ✳ ❙✉r ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ✷✵✵✽✳
❙♦✉♠✐s✳

❬❇❉✵✽❪ ◆✳ ❇✐❧❧❡r❡② ❡t ▲✳ ❱✳ ❉✐❡✉❧❡❢❛✐t✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❋❡r♠❛t✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s x5 +
y5 = dzp✳ ❛r❳✐✈ ✿✵✽✵✷✳✶✷✶✼✈✷✱ ✷✵✵✽✳ ❆ ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳

❬❇♦✉✽✶❪ ◆✳ ❇♦✉r❜❛❦✐✳ ➱❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✻✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ▼❛ss♦♥✱ P❛r✐s✱ ✶✾✽✶✳ ❆❧❣è❜r❡✳ ❈❤❛♣✐tr❡s ✹ à ✼✳

❬❇❈❉❚✵✶❪ ❈✳ ❇r❡✉✐❧✱ ❇✳ ❈♦♥r❛❞✱ ❋✳ ❉✐❛♠♦♥❞✱ ❡t ❘✳ ❚❛②❧♦r✳ ❖♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t②
♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ♦✈❡r Q ✿ ✇✐❧❞ 3✲❛❞✐❝ ❡①❡r❝✐❝❡s✳ ❏✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱
✶✹ ✿✽✹✸✕✾✸✾✱ ✷✵✵✶✳

❬❇❍▼✵✷❪ ❨✳ ❇✉❣❡❛✉❞✱ ●✳ ❍❛♥r♦t✱ ❡t ▼✳ ▼✐❣♥♦tt❡✳ ❙✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡
(xn −1)/(x−1) = yq✳ ■■■✳ Pr♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭✸✮✱ ✽✹✭✶✮ ✿✺✾✕✼✽✱
✷✵✵✷✳

❬❈❛❧✵✹❪ ➱✳ ❈❛❧✐✳ ❉é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♥♦♥ r❛♠✐✜é✳ ❈❛♥❛❞✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✻✭✹✮ ✿✻✼✸✕✻✾✽✱ ✷✵✵✹✳

❬❈❑✵✷❪ ➱✳ ❈❛❧✐ ❡t ❆✳ ❑r❛✉s✳ ❙✉r ❧❛ p✲❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ℓ✲t♦rs✐♦♥
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ℓ 6= p✳ ❆❝t❛ ❆r✐t❤✳✱ ✶✵✹ ✿✶✕✷✶✱ ✷✵✵✷✳

❬❈❙✵✾❪ ■✳ ❈❤❡♥ ❡t ❙✳ ❙✐❦s❡❦✳ P❡r❢❡❝t ♣♦✇❡rs ❡①♣r❡ss✐❜❧❡ ❛s s✉♠s ♦❢ t✇♦ ❝✉❜❡s✳
❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✱ ✸✷✷ ✿✻✸✽✕✻✺✻✱ ✷✵✵✾✳

❬❈♦❤✾✸❪ ❍✳ ❈♦❤❡♥✳ ❆ ❝♦✉rs❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡
✶✸✽ ♦❢ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✸✳

❬❈♦❤✵✵❪ ✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ t♦♣✐❝s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✾✸
♦❢ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✵✳

✶✼✺
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❬❈r❡✾✼❪ ❏✳ ❈r❡♠♦♥❛✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✼✳

❬❉❛r✾✸❪ ❍✳ ❉❛r♠♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x4 − y4 = zp✳ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❘❡♣✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳
❈❛♥❛❞❛✱ ✶✺✭✻✮ ✿✷✽✻✕✷✾✵✱ ✶✾✾✸✳

❬❉❛r✾✺❪ ✳ ❚❤❡ ❙❤✐♠✉r❛✲❚❛♥✐②❛♠❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❛❢t❡r ❲✐❧❡s✮✳ ❯s♣❡❦❤✐
▼❛t✳ ◆❛✉❦✱ ✺✵✭✸✭✸✵✸✮✮ ✿✸✸✕✽✷✱ ✶✾✾✺✳

❬❉❛r✾✼❪ ✳ ❋❛❧t✐♥❣s ♣❧✉s ❡♣s✐❧♦♥✱ ❲✐❧❡s ♣❧✉s ❡♣s✐❧♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❋❡r♠❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❈✳ ❘✳ ▼❛t❤✳ ❘❡♣✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ ❈❛♥❛❞❛✱ ✶✾✭✶✮ ✿✸✕✶✹✱
✶✾✾✼✳

❬❉●✾✺❪ ❍✳ ❉❛r♠♦♥ ❡t ❆✳ ●r❛♥✈✐❧❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s zm = F (x, y) ❛♥❞
Axp + Byq = Czr✳ ❇✉❧❧✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✷✼ ✿✺✶✸✕✺✹✹✱ ✶✾✾✺✳

❬❉❛✈✵✽❪ ❆✳ ❉❛✈✐❞✳ ❈❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐s♦❣é♥✐❡ ❡t ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤♦♠♦t❤✲
ét✐❡s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙tr❛s❜♦✉r❣✱ ✷✵✵✽✳

❬❉❡❧✽✺❪ P✳ ❉❡❧✐❣♥❡✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s l✲❛❞✐q✉❡s✳ ❆stér✐sq✉❡✱ ✭✶✷✼✮ ✿✷✹✾✕✷✺✺✱
✶✾✽✺✳ ❙❡♠✐♥❛r ♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❜✉♥❞❧❡s ✿ t❤❡ ▼♦r❞❡❧❧ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭P❛r✐s✱
✶✾✽✸✴✽✹✮✳

❬❉✐❛✾✺❪ ❋✳ ❉✐❛♠♦♥❞✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦❢ ❙❡rr❡✳ ■♥ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ♠♦❞✲
✉❧❛r ❢♦r♠s✱ ✫ ❋❡r♠❛t✬s ❧❛st t❤❡♦r❡♠ ✭❍♦♥❣ ❑♦♥❣✱ ✶✾✾✸✮✱ ❙❡r✳ ◆✉♠❜❡r
❚❤❡♦r②✱ ■✱ ♣❛❣❡s ✷✷✕✸✼✳ ■♥t✳ Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ✶✾✾✺✳

❬❉✐❡✵✺❛❪ ▲✳ ❱✳ ❉✐❡✉❧❡❢❛✐t✳ ▼♦❞✉❧❛r ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s✱ Q✲❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❉✐♦♣❤❛♥✲
t✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x4 + y4 = zp✳ ❇✉❧❧✳ ❇❡❧❣✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ❙✐♠♦♥ ❙t❡✈✐♥✱
✶✷✭✸✮ ✿✸✻✸✕✸✻✾✱ ✷✵✵✺✳

❬❉✐❡✵✺❜❪ ✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s x4 + y4 = qzp✳ ❆❝t❛ ❆r✐t❤✳✱
✶✶✼✭✸✮ ✿✷✵✼✕✷✶✶✱ ✷✵✵✺✳

❬❉✐r✷✽❪ ▲✳ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ q✉❡❧q✉❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥✲
❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞✉ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❞❡❣ré✳ ❏✳ r❡✐♥❡ ❛♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✸ ✿✸✺✹✕✸✼✺✱
✶✽✷✽✳

❬❊❧❧✵✹❪ ❏✳ ❊❧❧❡♥❜❡r❣✳ ●❛❧♦✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ Q✲❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❋❡r♠❛t ❡q✉❛t✐♦♥ A4 + B2 = Cp✳ ❆♠❡r✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✷✻✱
✷✵✵✹✳

❬❋❛❧✽✻❪ ●✳ ❋❛❧t✐♥❣s✳ ❋✐♥✐t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦✈❡r ♥✉♠❜❡r
✜❡❧❞s✳ ■♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✭❙t♦rrs✱ ❈♦♥♥✳✱ ✶✾✽✹✮✱ ♣❛❣❡s ✾✕✷✼✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✻✳

❬❋r❡✽✻❪ ●✳ ❋r❡②✳ ▲✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜❧❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐♦♣❤❛♥t✐♥❡
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥♥✳ ❯♥✐✈✳ ❙❛r❛✈✳ ❙❡r✳ ▼❛t❤✳✱ ✶ ✿✶✕✹✵✱ ✶✾✽✻✳

❬●❚✵✷❪ ❆✳ ●r❛♥✈✐❧❧❡ ❡t ❚✳ ❚✉❝❦❡r✳ ■t✬s ❛s ❡❛s② ❛s abc✳ ◆♦t✐❝❡s ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳✱ ✹✾✭✶✵✮ ✿✶✷✷✹✕✶✷✸✶✱ ✷✵✵✷✳

❬❍❑✵✷❪ ❊✳ ❍❛❧❜❡rst❛❞t ❡t ❆✳ ❑r❛✉s✳ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ❋❡r♠❛t ✿ rés✉❧t❛ts ❡t ♣r♦❜✲
❧è♠❡s✳ ❏✳ r❡✐♥❡ ❛♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✹✽ ✿✶✻✼✕✷✸✹✱ ✷✵✵✷✳

❬❍✐♥✵✽❪ ▼✳ ❍✐♥❞r②✳ ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ❚❛❜❧❡❛✉ ◆♦✐r✳ ❈❛❧✈❛❣❡ ✫ ▼♦✉♥❡t✱ ✷✵✵✽✳

❬❍❙✵✵❪ ▼✳ ❍✐♥❞r② ❡t ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✳ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✵✶ ♦❢
●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✵✳ ❆♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

❬■✈♦✵✹❪ ❲✳ ■✈♦rr❛✳ ❈♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r Q✱ ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞r❡ 2 r❛✲
t✐♦♥♥❡❧ s✉r Q✱ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r 2Np✳ ❉✐ss❡rt✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✷✾✱ ✷✵✵✹✳
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❬❑❡♥✽✷❪ ▼✳ ❆✳ ❑❡♥❦✉✳ ❖♥ t❤❡ ◆✉♠❜❡r ♦❢ Q✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❈❧❛ss❡s ♦❢ ❊❧❧✐♣t✐❝
❈✉r✈❡s ✐♥ ❊❛❝❤ Q✲■s♦❣❡♥② ❈❧❛ss✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✶✺✭✷✮ ✿✶✾✾✕✷✵✷✱
✶✾✽✷✳

❬❑r❛✽✾❪ ❆✳ ❑r❛✉s✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts c4✱ c6 ❡t ∆
❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❆❝t❛ ❆r✐t❤✳✱ ✺✹ ✿✼✺✕✽✵✱ ✶✾✽✾✳

❬❑r❛✾✵❪ ✳ ❙✉r ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s à ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✳✱ ✻✾✭✹✮ ✿✸✺✸✕✸✽✺✱ ✶✾✾✵✳

❬❑r❛✾✺❪ ✳ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳
❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér✳ ■ ▼❛t❤✳✱ ✸✷✶✭✾✮ ✿✶✶✹✸✕✶✶✹✻✱ ✶✾✾✺✳

❬❑r❛✾✻❪ ✳ ❈♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s❡♠✐✲st❛❜❧❡s ❡t ❝♦r♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ ❏✳
◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✻✵ ✿✷✹✺✕✷✺✸✱ ✶✾✾✻✳

❬❑r❛✾✼❛❪ ✳ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❡t ❞✉ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❛ss♦❝✐és ❛✉①
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❉✐s✲
s❡rt❛t✐♦♥❡s ▼❛t❤✳✱ ✸✻✹✱ ✶✾✾✼✳

❬❑r❛✾✼❜❪ ✳ ▼❛❥♦r❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❡r♠❛t ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳
❈❛♥✳ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✾✭✻✮ ✿✶✶✸✾✕✶✶✻✶✱ ✶✾✾✼✳

❬❑r❛✾✽❪ ✳ ❙✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ a3 + b3 = cp✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✼✭✶✮ ✿✶✕✶✸✱
✶✾✾✽✳

❬❑r❛✾✾❪ ✳ ❖♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ xp + yq = zr ✿ ❆ ❙✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ❘❛♠❛♥✉❥❛♥
❏♦✉r♥❛❧✱ ✸✭✸✮ ✿✸✶✺✕✸✸✸✱ ✶✾✾✾✳

❬❑r❛✵✷❪ ✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s xm − ym = Rzn✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦
▼❛t❤✳✱ ✶✸✷ ✿✶✕✷✻✱ ✷✵✵✷✳

❬❑r❛✵✼❪ ✳ ❈♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s❡♠✐✲st❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳
■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✸✭✹✮ ✿✻✶✶✕✻✸✸✱ ✷✵✵✼✳

❬❑❖✾✷❪ ❆✳ ❑r❛✉s ❡t ❏✳ ❖❡st❡r❧é✳ ❙✉r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❇✳ ▼❛③✉r✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱
✷✾✸ ✿✷✺✾✕✷✼✺✱ ✶✾✾✷✳

❬▲❛♥✾✾❛❪ ▼✳ ▲❛♥❣❡✈✐♥✳ ■♠❜r✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛s♦♥✱ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡
❞❡ ❇❡❧②✐ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ (abc)✳ ❏✳ ❚❤é♦r✳
◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉①✱ ✶✶✭✶✮ ✿✾✶✕✶✵✾✱ ✶✾✾✾✳ ▲❡s ❳❳è♠❡s ❏♦✉r♥é❡s ❆r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡s ✭▲✐♠♦❣❡s✱ ✶✾✾✼✮✳

❬▲❛♥✾✾❜❪ ✳ ▲✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛s♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ (abc)✳ ■♥
◆✉♠❜❡r t❤❡♦r② ✭❖tt❛✇❛✱ ❖◆✱ ✶✾✾✻✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✾ ♦❢ ❈❘▼ Pr♦❝✳ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✶✸✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✶✾✾✾✳

❬▲✐❣✼✺❪ ●✳ ▲✐❣♦③❛t✳ ❈♦✉r❜❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ 1✳ ❙♦❝✐été ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❋r❛♥❝❡✱ ✶✾✼✺✳ ❇✉❧❧✳ ❙♦❝✳ ▼❛t❤✳ ❋r❛♥❝❡✱ ▼é♠✳ ✹✸✳

❬▼❲✾✸❪ ❉✳ ❲✳ ▼❛ss❡r ❡t ●✳ ❲üst❤♦❧③✳ ●❛❧♦✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✜❡❧❞s ♦❢
❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❇✉❧❧✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✷✺✭✸✮ ✿✷✹✼✕✷✺✹✱ ✶✾✾✸✳

❬▼❛③✼✽❪ ❇✳ ▼❛③✉r✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ■s♦❣❡♥✐❡s ♦❢ Pr✐♠❡ ❉❡❣r❡❡✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✹✹✱
✶✾✼✽✳

❬▼❡r✾✻❪ ▲✳ ▼❡r❡❧✳ ❇♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✷✹✭✶✲✸✮ ✿✹✸✼✕✹✹✾✱ ✶✾✾✻✳

❬▼❡s✽✵❪ ❏✳✲❋✳ ▼❡str❡✳ P♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ X0(169)✳ ❆♥♥✳
■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r ✭●r❡♥♦❜❧❡✮✱ ✸✵✭✷✮ ✿✈✱ ✶✼✕✷✼✱ ✶✾✽✵✳

❬▼♦♠✾✺❪ ❋✳ ▼♦♠♦s❡✳ ■s♦❣❡♥✐❡s ♦❢ ♣r✐♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦✈❡r ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦
▼❛t❤✳✱ ✾✼✭✸✮ ✿✸✷✾✕✸✹✽✱ ✶✾✾✺✳
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❬◆❛❣✵✷❪ ❚✳ ◆❛❣❡❧❧✳ ❈♦❧❧❡❝t❡❞ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❚r②❣✈❡ ◆❛❣❡❧❧✳ ❱♦❧✳ ✶✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✶ ♦❢
◗✉❡❡♥✬s P❛♣❡rs ✐♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ◗✉❡❡♥✬s ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
❑✐♥❣st♦♥✱ ❖◆✱ ✷✵✵✷✳ ❊❞✐té ♣❛r P❛✉❧♦ ❘✐❜❡♥❜♦✐♠✳

❬◆❡✉✽✻❪ ❏✳ ◆❡✉❦✐r❝❤✳ ❈❧❛ss ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✽✵ ♦❢ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❞❡r ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙❝✐❡♥❝❡s❪✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✽✻✳

❬❖❡s✽✽❪ ❏✳ ❖❡st❡r❧é✳ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ✧t❤é♦rè♠❡✧ ❞❡ ❋❡r♠❛t✳ ❙é♠✳
❇♦✉r❜❛❦✐✱ ✭✻✾✹✮ ✿✶✻✺✕✶✽✻✱ ✶✾✽✼✲✽✽✳

❬P❛♣✾✸❪ ■✳ P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s✳ ❙✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ◆ér♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s
❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ 2 ❡t 3✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✹✹✭✷✮ ✿✶✶✾✕✶✺✷✱
✶✾✾✸✳

❬P❡❧✵✶❪ ❋✳ P❡❧❧❛r✐♥✳ ❙✉r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬✐s♦❣é♥✐❡
❧✐❛♥t ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ❆❝t❛ ❆r✐t❤✳✱ ✶✵✵✭✸✮ ✿✷✵✸✕✷✹✸✱ ✷✵✵✶✳

❬❘✐❜✾✵❪ ❑✳ ❆✳ ❘✐❜❡t✳ ❖♥ ♠♦❞✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ Gal(Q/Q) ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
♠♦❞✉❧❛r ❢♦r♠s✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✵✵ ✿✹✸✶✕✹✼✻✱ ✶✾✾✵✳

❬❘✐❜✾✹❪ ✳ ❘❡♣♦rt ♦♥ ♠♦❞ l r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ Gal(Q/Q)✳ ■♥ ▼♦t✐✈❡s
✭❙❡❛tt❧❡✱ ❲❆✱ ✶✾✾✶✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✺ ♦❢ Pr♦❝✳ ❙②♠♣♦s✳ P✉r❡ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s
✻✸✾✕✻✼✻✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✶✾✾✹✳

❬❙❡r✻✽❪ ❏✳✲P✳ ❙❡rr❡✳ ❆❜❡❧✐❛♥ l✲❛❞✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ▼❝●✐❧❧
❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❲✳ ❆✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✲❆♠st❡r❞❛♠✱ ✶✾✻✽✳

❬❙❡r✼✷❪ ✳ Pr♦♣r✐étés ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✺ ✿✷✺✾✕✸✸✶✱ ✶✾✼✷✳

❬❙❡r✼✾❪ ✳ P♦✐♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s X0(N) ❬❞✬❛♣rès
❇❛rr② ▼❛③✉r❪✳ ■♥ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❇♦✉r❜❛❦✐✱ ✸✵❡ ❛♥♥é❡ ✭✶✾✼✼✴✼✽✮✱ ✈♦❧✲
✉♠❡ ✼✶✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ❊①♣✳ ◆♦✳ ✺✶✶✱ ♣♣✳ ✽✾✕✶✵✵✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✾✳

❬❙❡r✽✼❪ ✳ ❙✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❞❡ Gal(Q/Q)✳
❉✉❦❡ ▼❛t❤✳ ❏✳✱ ✺✹ ✿✶✼✾✕✷✸✵✱ ✶✾✽✼✳

❬❙❡r✾✻❪ ✳ ❚r❛✈❛✉① ❞❡ ❲✐❧❡s ✭❡t ❚❛②❧♦r✱ . . .✮✳ ■✳ ❆stér✐sq✉❡✱ ✭✷✸✼✮ ✿❊①♣✳
◆♦✳ ✽✵✸✱ ✺✱ ✸✶✾✕✸✸✷✱ ✶✾✾✻✳ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❇♦✉r❜❛❦✐✱ ❱♦❧✳ ✶✾✾✹✴✾✺✳

❬❙❡r✾✼❪ ✳ ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ▼♦r❞❡❧❧✲❲❡✐❧ t❤❡♦r❡♠✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s✳ ❋r✐❡❞r✳ ❱✐❡✇❡❣ ✫ ❙♦❤♥✱ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✱ t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✼✳
❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞ ❡❞✐t❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥ ❇r♦✇♥✳

❬❙❚✻✽❪ ❏✳✲P✳ ❙❡rr❡ ❡t ❏✳ ❚❛t❡✳ ●♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❆♥♥✳ ♦❢
▼❛t❤✳✱ ✽✽ ✿✹✾✷✕✺✶✼✱ ✶✾✻✽✳

❬❙✐❧✾✷❪ ❏✳ ❍✳ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✳ ❚❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✻ ♦❢
●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✷✳

❬❙♣r✾✸❪ ❱✳ ❙♣r✐♥❞➸✉❦✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✺✺✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✸✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✶✾✽✷ ❘✉ss✐❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

❬❙t❡✵✻❪ ❲✳ ❙t❡✐♥✳ ❚❤❡ ▼♦❞✉❧❛r ❋♦r♠s ❉❛t❛❜❛s❡✳
❤tt♣ ✿✴✴♠♦❞✉❧❛r✳❢❛s✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴❚❛❜❧❡s✱ ✷✵✵✻✳

❬❙③♣✾✵❪ ▲✳ ❙③♣✐r♦✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡t ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳
❆stér✐sq✉❡✱ ✭✶✽✸✮ ✿✼✕✶✽✱ ✶✾✾✵✳ ❙é♠✐♥❛✐r❡ s✉r ❧❡s P✐♥❝❡❛✉① ❞❡ ❈♦✉r❜❡s
❊❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭P❛r✐s✱ ✶✾✽✽✮✳
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❬❚❛t✼✺❪ ❏✳ ❚❛t❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✜❜❡r ✐♥ ❛♥
❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❡♥❝✐❧✳ ✐♥ ▼♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ▲❡❝t✳ ◆♦t❡s ✐♥
▼❛t❤✳✱ ✷✼✸ ✿✸✸✕✺✷✱ ✶✾✼✺✳

❬❲✐❧✾✺❪ ❆✳ ❲✐❧❡s✳ ▼♦❞✉❧❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❋❡r♠❛t✬s ▲❛st ❚❤❡♦r❡♠✳ ❆♥♥✳
♦❢ ▼❛t❤✳✱ ✶✹✶✭✸✮ ✿✹✹✸✕✺✺✶✱ ✶✾✾✺✳



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤✲
♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❖♥ tr❛✐t❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❋❡r♠❛t
❞❡ t②♣❡ (5, 5, p) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ F (x, y) = zp ♦ù p ❡st
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t F ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Q2 ❛②❛♥t ♠❛✉✲
✈❛✐s❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à
❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ é♥♦♥❝❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ Q2✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡s r❛♠✐✜é❡s ❞❡ Q2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♠♣❧❡t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ E ❡st
✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛❜s♦❧✉ ❞❡ K s✉r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ E
❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

▼♦ts✲❝❧és ✿

➱q✉❛t✐♦♥s ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥♥❡s✱ ❝♦✉r❜❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✱ ❢♦r♠❡s ♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s✱ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
s♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ❞✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦✲
❝✉s ♦♥ ❋❡r♠❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ (5, 5, p) ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ F (x, y) = zp

✇❤❡r❡ p ✐s ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ F ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❝✉❜✐❝✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦❢ s❡♠✐✲st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛
✜♥✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q2 ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❜❛❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣♦♦❞
r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ st❛t❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q2✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡s✉❧t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❧❡t E ❜❡
❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ K✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t
♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs p s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ●❛❧♦✐s ❛❝t✐♦♥ ♦❢ K ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ p✲t♦rs✐♦♥
♣♦✐♥ts ♦❢ E ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤✐s s❡t ✐s ✜♥✐t❡✱ ✇❡ st❛t❡ ❛ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
✉s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡❧②✳

❑❡②✇♦r❞s ✿

❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝✉r✈❡s✱ ♠♦❞✉❧❛r ❢♦r♠s✱ ●❛❧♦✐s r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s✱ ❝❧❛ss ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳


