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INTRODUCTION

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit concernent ’application des mé-
thodes multi-niveaux pour la simulation numérique des écoulements incompressibles turbu-
lents dans le cadre d’une approximation Volumes Finis avec placement des inconnues sur
grilles décalées (Harlow et Welch [42]), ainsi que le développement d’une nouvelle méthode
de type frontiere immergée sur maillage cartésien pour la simulation numérique d’écoule-
ments autour d’obstacles. Ces méthodes sont notamment motivées par des problemes issus
de l'industrie (aéronautique, automobile) et de 'environnement (météorologie, dispersion de
polluant). Les écoulements considérés dans cette étude sont bidimensionnels.

Modélisation d’un écoulement turbulent

Un écoulement turbulent est caractérisé par la présence de nombreuses échelles spatiales
et temporelles. 11 est formé de structures (tourbillons) de dimensions tres variées qui inter-
agissent entre elles. On associe a chaque écoulement un nombre sans dimension appelé nombre
de Reynolds. Plus ce nombre est grand, plus la différence entre la taille de la plus grande
structure et celle de la plus petite est importante. La théorie phénoménologique de la tur-
bulence, initialement développée par Kolmogorov [47], [48], permet de décrire la répartition
de I'énergie parmi les échelles d'un écoulement turbulent. Selon cette théorie, il existe un
ensemble d’échelles pour lesquelles le transfert d’énergie des grandes échelles vers les petites
échelles du aux effets des termes non-linéaires et la dissipation de I’énergie liée a la viscosité
du fluide s’équilibrent.

L’écoulement incompressible d’un fluide homogene et newtonien est modélisé par les équa-
tions de Navier-Stokes adimensionnées

?;tle(u.V)u— Rleﬁu%—Vp:f,

div u =0,

(0.0.1)

ou les inconnues sont la vitesse u et la pression p. La force extérieure f et le nombre de
Reynolds Re sont les données du probleme. Ces équations sont complétées par une condition
initiale et des conditions aux limites qui dépendent du phénomene physique modélisé. Elles
sont discrétisées a l'aide d’un schéma en temps et en espace. La condition de stabilité de type
CFL due au terme de transport entraine une contrainte sur le pas de temps du schéma.

Méthodes de simulation numérique

La simulation numérique des écoulements turbulents est délicate. En effet, lorsque le pas
d’espace du maillage est plus grand que 'échelle dissipative, le maillage ne permet pas la
représentation des plus petites échelles de 1’écoulement réel. L’énergie transférée depuis les
grandes échelles vers les petites échelles, par ’action des termes d’interaction non-linéaires,
n’est pas dissipée correctement. On constate alors une augmentation anormale de I'énergie
au niveau des échelles qui correspondent a la taille de la maille de calcul. En conséquence,
la réalisation d’une simulation numérique directe (résolution de toutes les échelles physiques
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INTRODUCTION

sans modélisation de la turbulence) pour des écoulements caractérisés par un nombre de
Reynolds élevé est tres cotiteuse en ressources informatiques, c¢’est-a-dire en encombrement
mémoire (plusieurs dizaines voire centaines de Go) et en temps calcul (plusieurs centaines
voire milliers d’heures CPU). Plusieurs méthodes ont été développées pour permettre la
simulation d’écoulements a nombres de Reynolds élevés.

Simulation des grandes échelles

En simulation des grandes échelles, la vitesse du fluide u est décomposée en
u=1u+u, (0.0.2)

ol 1 est la vitesse des grandes échelles et u’ est une fluctuation de la vitesse provenant des
petites échelles. Les équations des grandes échelles sont obtenues formellement a partir des
équations de Navier-Stokes, par I'application d’un filtre. L’effet des petites échelles sur la
dynamique des grandes échelles est représenté par un terme d’interaction non-linéaire appelé
tenseur des contraintes sous-mailles. La plupart des modeles expriment ce tenseur en fonction
des échelles résolues [33], [29], [30].

Méthodes multi-niveaux

Les méthodes multi-niveaux reposent sur une séparation en espace des échelles de 1’écou-
lement. La vitesse u, solution des équations de Navier-Stokes, est décomposée en

u=y-+z, (0.0.3)

ouy (resp. z) représente les grandes (resp. petites) échelles. Les nouvelles inconnues (y, z) ont
des propriétés tres différentes. L’énergie cinétique de la composante z est faible par rapport a
celle de y. Par contre, z, considérée comme signal temporel oscille plus et avec une fréquence
plus élevée que la composante grandes échelles (plus de détails dans [37]). L’évolution des
grandes échelles dépend des petites échelles par I'intermédiaire des termes d’interaction non-
linéaires.

Les méthodes multi-niveaux dynamiques utilisent une approche quasi-stationnaire : I’'évo-
lution de la composante petites échelles est négligée durant plusieurs itérations. Les termes
d’interaction petites/grandes échelles sont figés pendant plusieurs V-cycles successifs a la
maniere des méthodes multigrilles (voir [77] et [15]), ce qui définit un cycle multi-niveaux.
L’analyse d’erreur est étudiée et les cycles multi-niveaux sont gérés dynamiquement. Cette
technique a été développée dans de nombreux contextes : pour les méthodes volumes finis [36],
pour les méthodes spectrales [10], [31], pour les méthodes éléments finis [18], [19], et pour les
méthodes utilisant une décomposition en ondelettes [25], [27].

Dans une autre approche, les méthodes multi-niveaux consistent a accélérer la convergence
vers la solution d’'un probleme stationnaire, par exemple celle du probleme de Stokes, en
utilisant un algorithme de type Uzawa. La résolution du systeme linéaire sur grille fine est
alors équivalente a la résolution d’une suite de systemes linéaires de tailles plus petites.
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INTRODUCTION

Ces systemes linéaires correspondent a des niveaux de grilles imbriquées. Ici, les propriétés
physiques de ’écoulement ne sont pas prises en compte. On cite en particulier les travaux [21]
et [64] dans le contexte des méthodes différences finies.

Dans une derniere approche, les méthodes multi-niveaux consistent a appliquer un trai-
tement spécifique a chaque échelle, en considérant les propriétés physiques de 1’écoulement.
Dans le cadre spectral [11], [53], [32], la décomposition des échelles est utilisée pour imposer
la décroissance du spectre d’énergie. La dynamique des grandes échelles est améliorée par le
controle de I'accumulation de ’énergie sur les modes élevés. Le cadre spectral est le contexte
le plus naturel pour la décomposition des échelles. On extrait simplement les grandes échelles
en tronquant le développement en série de Fourier de la vitesse. Nous proposons d’étendre
ces travaux dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet afin de pouvoir traiter des
problemes plus réalistes.

Nous nous plagons dans le contexte Différences Finies/Volumes Finis sur maillage carté-
sien. La position des inconnues (u,p) sur le maillage est de type MAC [42]. Il est possible
de séparer les échelles de I'écoulement en ayant recours a des opérateurs d’interpolation dans
I'espace physique. La décomposition (0.0.3) est obtenue en définissant les grandes échelles
par

y = PRu (0.0.4)

et les petites échelles par
z=u-y, (0.0.5)

ou R (resp. P) est un opérateur de restriction (resp. prolongement) qui agit sur les champs
de vitesse définis sur maillage MAC. Dans [64], le facteur de raffinement entre les niveaux de
grille est égal a trois. Grace a ce choix, certaines inconnues coincident entre deux niveaux de
grille consécutifs. Cette injection est un opérateur de restriction naturel. Ce choix a néanmoins
un inconvénient : le nombre de niveaux de grille est tres limité. Par exemple, pour quatre
niveaux de grilles imbriquées, il y a un facteur 27 entre le niveau le plus fin et le niveau le
plus grossier. Un facteur de raffinement inférieur permet une meilleure décomposition des
échelles.

Dans [82], les opérateurs d’interpolation sont définis lorsque ce facteur est égal a deux et
ils conservent (en un certain sens) la divergence d'un champ de vitesse défini sur maillage
MAC. C’est une propriété tres intéressante dans le cadre de la simulation des écoulements
incompressibles. Malheureusement, ces opérateurs ne séparent pas efficacement les différentes
échelles de I'écoulement (voir Section 2.5.3.3).

La premiere partie de notre travail concerne donc la construction de nouveaux opéra-
teurs d’interpolation sur maillage MAC qui conservent la contrainte d’incompressibilité de
I'écoulement et le développement d’une méthode multi-niveaux, inspirée de [11], utilisant ces
opérateurs. L’algorithme multi-niveaux est testé dans un premier temps dans le cas de la tur-
bulence homogene (écoulement périodique), afin d’éviter les difficultés liées au traitement des
bords. Nous avons ensuite proposé une extension des opérateurs d’interpolation qui permet
de prendre en compte les conditions aux limites de Dirichlet. Un simulation multi-niveaux
sur grille grossiere est effectuée dans le cas de la simulation numérique d’écoulement dans
une cavité entrainée. Nous avons ensuite souhaité tester les performances de 'algorithme
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INTRODUCTION

multi-niveaux dans le cas d’écoulements autour d’un obstacle. Le choix d’une méthode de
type frontiere immergée sur grille cartésienne avec placement des inconnues de type MAC
s’est donc imposé.

Méthodes de frontiere immergée

L’idée majeure de ces méthodes est de ne pas adapter la grille de calcul a la géométrie
du probleme, ici 'obstacle. Loin de 1'obstacle, le schéma est robuste, il est identique a celui
utilisé pour I’écoulement avec conditions aux limites périodiques. La difficulté provient de
I’écriture du schéma a proximité de l'obstacle. Ces dernieres années, beaucoup d’auteurs se
sont intéressés a cette problématique. Voici une liste non exhaustive des techniques utilisées
dans la littérature :

— méthodes de « forgage » [24], [69], [51], [75], [34], [39], [54], [56] : la condition aux limites
sur I'obstacle est modélisée par I’ajout d’une force dans le second membre de 1’équation
du moment.

— méthodes de type cellules fantomes (ghost cell approach) [6], [60], [28] : les inconnues
situées en dehors du fluide sont exprimées en fonction des inconnues situées a I'intérieur
du fluide par une procédure d’interpolation.

— méthodes de pénalisation : ces méthodes utilisent une méthode de pénalisation pour
prendre en compte la condition aux limites sur 'obstacle [1]. L'obstacle est assimilé a
un milieu poreux de perméabilité tres faible. Cela revient a résoudre les équations de
Navier-Stokes dans le fluide et les équations de Darcy dans le solide.

— méthodes utilisant un terme de masse [45] : 'obstacle est approché en supposant qu’il
coupe les mailles de calcul uniquement en diagonale. Un terme de masse ¢~ est dé-
fini pour représenter la divergence de la vitesse intégrée sur une maille K coupée par
I'obstacle

1
¢ ~ Tl /K div u dx. (0.0.6)

— méthodes de type mailles coupées (cut cell method) [7] : le placement des inconnues
est adapté au mailles coupées par 'obstacle. Cette technique est parfois complétée par
une méthode qui consiste a traiter différemment les mailles les plus petites. Selon ces
travaux, la condition de stabilité numérique, écrite sur les plus petites mailles, induit
une forte contrainte sur le pas de temps du schéma. Dans [23] et [81], une telle cellule
est fusionnée avec une cellule voisine (mergin cell) et dans [46] ces inconnues sont reliées
a d’autres inconnues par une relation maitre/esclave (slaving cell).

Pour la plupart de ces méthodes, I'algorithme de résolution des systemes linéaires est itérative.
Or, I'obstacle coupe généralement les mailles de calcul de fagons tres variées. Ceci peut affecter
le conditionnement des systemes linéaires et rendre la convergence difficile. De telles méthodes
sont donc limitées a 1'usage de maillages grossiers, ce qui induit une limitation sur le nombre
de Reynolds de I’écoulement simulé. D’ailleurs, nous remarquons que dans la littérature le
nombre de Reynolds des écoulements simulés par une méthode de type frontiere immergée
dépasse rarement 1000.

10



La deuxieme partie de notre travail concerne donc le développement d’un nouveau schéma
numérique de type cut cell semi-implicite pour la simulation d’écoulements autour d’obstacles
dont la résolution est effectuée par une méthode directe. Ce schéma est appliqué a la simu-
lation numérique d’écoulements autour d’un obstacle cylindrique. Plusieurs types de sillages
sont observés : écoulements stationnaires, allée tourbillonnaire, sillage turbulent. Des résultats
préliminaires concernant ’application de I'algorithme multi-niveaux sont présentés.

Présentation du travail de these

La présente these s’articule en trois parties. Dans la premiere, nous traitons de la mo-
délisation des écoulements incompressibles turbulents. Dans la Section 1.1, nous rappelons
les hypotheses physiques qui conduisent aux équations de Navier-Stokes et nous énoncons
quelques résultats mathématiques concernant les solutions de ces équations. Les écoulements
turbulents sont ensuite décrits par une approche statistique : la théorie phénoménologique de
la turbulence. Le comportement du fluide a proximité d’une paroi et le bilan des forces qui
s’appliquent sur celle-ci sont présentés. L’écriture d’'un schéma numérique d’ordre deux sur
maillage MAC est 'objet de la Section 1.2.

La deuxieme partie concerne la présentation des opérateurs d’interpolation et de 1'algo-
rithme multi-niveaux. La construction des opérateurs est détaillée dans les Sections 2.3 et 2.4,
leurs propriétés dans I'espace spectral sont présentées dans la Section 2.5. Ces opérateurs sont
utilisés dans le cadre d’'une méthode multi-niveaux originale. La vitesse est résolue sur le ni-
veau de grille le plus fin, les autres niveaux de grille servent uniquement a la décomposition du
champ de vitesse. Dans la Section 2.6, la décomposition des échelles est utilisée pour définir
une correction locale des petites échelles de ’écoulement. L’algorithme multi-niveaux corrige
de fagon dynamique en temps les petites échelles afin d’améliorer la dynamique des grandes
échelles. La Section 2.7 est consacrée a l'application de la méthode multi-niveaux dans le
cas des conditions aux limites périodiques. Les résultats obtenus sont tres satisfaisants. On
présente ensuite dans la Section 2.8 une extension des opérateurs d’interpolation dans le cas
des conditions aux limites de Dirichlet. La méthode multi-niveaux est ensuite appliquée a la
simulation numérique d’écoulements dans une cavité entrainée.

La troisieme partie concerne la présentation d’'un nouveau schéma numérique pour la simu-
lation d’écoulements autour d’obstacles. On utilise une méthode de projection en temps [76],
afin de découpler la vitesse et la pression. La discrétisation de 1’étape de prédiction est pré-
sentée dans la Section 3.3. On utilise pour cela une approximation d’ordre un de l'opérateur
laplacien continu en utilisant 6 inconnues. Cette discrétisation est une extension de 1'approxi-
mation a 5 points classique. Le terme non-linéaire est discrétisé avec une approche Volumes
Finis qui utilise une reconstruction des flux au second ordre. La discrétisation de 1’étape
de correction est présentée dans la Section 3.4. La divergence discrete est définie lorsqu'une
maille de calcul est coupée par 1'obstacle. Cette définition généralise la notion de divergence
discrete sur une maille entierement située dans le fluide. La méthode directe de résolution
des systemes linéaires est détaillée dans la Section 3.5. Le maillage est supposé uniforme dans
la direction verticale, on peut donc appliquer une transformée de Fourier rapide. Moyennant
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une étape de prétraitement relativement cotuteuse en début de simulation, le nombre d’opé-
rations par itération est de l'ordre de O(n?ln(n)), c’est-a-dire du méme ordre que pour une
simulation d’écoulement dans une cavité entrainée. La Section 3.6 contient les résultats des
simulations numériques directes. Les écoulements a nombres de Reynolds 1, 10, 40, 80, 200
et 9500 sont simulés avec précision et une étude de la convergence en grille est effectuée. Des
résultats préliminaires concernant 1’application de I'algorithme multi-niveaux a la simulation
numérique d’écoulements autour d’obstacles sont regroupés dans la Section 3.7.
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Modélisation des écoulements
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CHAPITRE 1. MODELISATION DES ECOULEMENTS INCOMPRESSIBLES TURBULENTS

1.1 Ecoulements fluides : modélisation mathématique
et aspects physiques

1.1.1 Les équations de Navier-Stokes

La dynamique des fluides est gouvernée par les lois de conservation de la physique clas-
sique : conservation de la masse, du moment et de ’énergie. On déduit de ces lois des équations
aux dérivées partielles qui forment un modele mathématique : les équations de Navier-Stokes.

Dans certains cas, comme pour les écoulements incompressibles ou les fluides homogenes,
les équations peuvent étre simplifiées. Nous commencons par rappeler brievement la modéli-
sation d’un écoulement, supposé incompressible, pour un fluide newtonien et homogene. On
trouve plus de détails dans [78].

1.1.1.1 Un peu de modélisation

1 se e 1 e e tri-dimensionne muni du repére rtésien usuel. Le vecteur
On s lace dans ’espace tri-d S10 1R3 d cartés suel. L ct
X = € Rg
(331,1‘2,.%3)

désigne les coordonnées d'un point quelconque dans ce repere. On suppose que la région de
I'espace occupée par le fluide & chaque instant ¢ > 0 est un ouvert régulier de R?, noté (¢).
On introduit la densité du fluide

p= p<X7 t) € R+a

la vitesse du fluide
u=u(x,t) € R®

et la pression dans le fluide
p=px,t) ER,

on suppose que ces quantités sont définies en chaque point x € €(t) et a chaque instant
t > 0. La position x d’une particule de fluide est reliée au champ de vitesse du fluide u par
le systeme d’équations aux dérivées ordinaires suivant :

Définition 1.1.1. TRAJECTOIRE D’UNE PARTICULE
Soit xo € Q(0), on note t — x(t,x0) la solution du probléme de Cauchy suivant

R

Remarque 1.1.1. Soit xq la position d’une particule a t = 0, le vecteur x(t,xq) € R donne
la position de cette particule au temps t. Ainsi, la trajectoire d’une particule issue d’un point
Xg est donnée par

Sxo = {x(t,%0), t > 0}. (1.1.2)
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1.1. ECOULEMENTS FLUIDES : MODELISATION MATHEMATIQUE ET ASPECTS PHYSIQUES

La tragectoire Sk, est une courbe dont la régularité dépend de celle du champ de vitesse u. La
Figure 1.1 illustre la trajectoire d’une particule issue d’un point xo arbitraire. Sur ce dessin,
on remarque qu’'une particule peut se trouver a deux instants distincts au méme point de
l’espace.

(t— x(t,Xq)
(t >0)

FIGURE 1.1 — La trajectoire d'une particule de fluide.

Pour décrire la dynamique du fluide, on s’intéresse a la déformation au cours du temps
d’un volume de fluide qui est constitué en permanence des mémes particules.

Définition 1.1.2. VOLUME MATERIEL
Soit t > 0. On appelle volume matériel [’ensemble défini par

V(t) = {x(t,x0), %o € Vo}, (1.1.3)

ot Vo est un ensemble quelconque de particules qui est inclus dans £2(0).

Remarque 1.1.2. L’ensemble V(t) dépend de linstant t, il est inclus dans (t). La Fi-
gure 1.2 illustre le déplacement et la déformation d’un volume matériel V (t) au cours du
temps. Sur cette méme figure, on a représenté un point appartenant a V(t), ainsi que sa
trajectoire.

FI1GURE 1.2 — Un volume matériel se déforme au cours du temps.

Nous énongons maintenant un résultat fondamental concernant la variation temporelle
d’une intégrale portant sur un volume matériel.
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CHAPITRE 1. MODELISATION DES ECOULEMENTS INCOMPRESSIBLES TURBULENTS

Théoréme 1.1.1. THEOREME DE TRANSPORT DE REYNOLDS [78]
Soient V (t) un volume matériel et ¢ = ¢(x,t) un champ scalaire suffisament régulier, alors

jt/va) B / V() ( v (d)“)) dx, (1.1.4)

ot u=u(x,t) est la vitesse du fluide au point x et au temps t.

Remarque 1.1.3. On suppose que les quantités telles que la vitesse et la densité dépendent
continument de la position x et du temps t. C’est I’hypothése des milieux continus. Ces
considérations sont développées plus finement dans [3].

e Loi de conservation de la masse.

Soit p = p(x,t) la densité du fluide au point x et au temps ¢. La loi de conservation de la
masse exprime que la masse d'un volume matériel V (¢) arbitraire doit étre constante au cours

du temps,
d

dt V(t)

En utilisant le théoreme de transport (1.1.4), il vient

pdx = 0. (1.1.5)

/ (gt —l—dw(pu)) dx = 0, (1.1.6)

Ceci étant vrai quel que soit le volume matériel V'(¢), on en déduit ’équation de continuité

op
E%—dw( pu) = 0. (L.1.7)

On peut écrire I’équation (1.1.7) sous la forme équivalente suivante

Dp

Di + p divu =0, (1.1.8)
ou D 5
p_9p
— 1.1.
Dt ot TV (1.1.9)

est la dérivée totale ou encore dérivée particulaire de la densité. Elle exprime la dérivée
suivant la trajectoire d’une particule.

Définition 1.1.3. On dit qu’un écoulement est incompressible si la densité de chaque
particule de fluide est constante le long de sa trajectoire. Cette propriété se traduit mathé-

matiquement par la relation
Dp _ 0 (1.1.10)
Dt = - 1.

Dans ce cas, I'équation de continuité (1.1.8) est simplifiée, elle devient

div u = 0. (1.1.11)

16



1.1. ECOULEMENTS FLUIDES : MODELISATION MATHEMATIQUE ET ASPECTS PHYSIQUES

Remarque 1.1.4. La propriété (1.1.11) exprime lincompressibilité de ’écoulement qui n’est,
en toute rigueur, pas équivalente a l'incompressiblité du fluide. En réalité, tous les fluides
sont compressibles, certains plus que d’autres. Lorsqu’on suppose qu’un écoulement est in-
compressible, on considére que la compressibilité du fluide est négligeable dans le contexte de
[’écoulement étudié.

Définition 1.1.4. On dit qu’un fluide est homogéne si la densité du fluide est identique en

chaque point de [’espace
p(x,t) = p(t), Vx € Q(t). (1.1.12)

Remarque 1.1.5. L incompressibilité de [’écoulement nimplique pas que toutes les particules
ont la méme densité. Par exemple, un mélange d’huile et d’eau peut étre supposé incompres-
sible, bien que la densité ne soit pas constante dans l'espace. La relation (1.1.10) implique
seulement que la densité de chaque particule ne change pas durant son mouvement. Il s’en-
suit que si le fluide est homogene a un instant initial, il restera homogeéne au cours du temps.
Ainsi, pour [’écoulement incompressible d’un fluide homogéne, on admet que la densité

est constante
p(x,t) = po, Vx, Vit. (1.1.13)

e Loi de conservation du moment.
La loi de conservation du moment est ’application aux fluides du principe fondamental de

la dynamique. Elle exprime que la variation du moment sur un volume matériel est égal a la
somme des forces qui s’appliquent sur ce volume

d
2 d :/ £ d / £ ds, 1.1.14
dt K/(t) pI G V(t)p X+ oV (t) S ( )

ol f? représente la résultante des forces par unité de masse et f* représente la résultante des
forces par unité de surface.

Soit i € {1,2,3}, on désigne par u; la 7™
¢ par pu; dans le théoreme de transport, on peut écrire la conservation du moment sous la
forme équivalente suivante

¢ composante de la vitesse u. En substituant

9 (pu) . B b .
/V(t) < o —l—dw(l)uzU)) dx = /V(t) pfi dx—l—/@v(t) 17 ds. (1.1.15)

Remarque 1.1.6. Un exemple de force massique est la force gravitationnelle,
f=(0,0,—g)", (1.1.16)

ot g est la constante gravitationnelle, exprimé en m.s~2.

Il est montré dans [2] qu’il existe un tenseur a neuf composantes, noté

(1.1.17)

T= (Tij)1§i,j§3’
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‘eme

appelé tenseur des contraintes, tel que la i composante de la force de surface prend la

forme
> T, (1.1.18)
1<j<3
ol n = (n;);.,.3 est la normale sortante unitaire a la surface considérée. Lorsque les carac-
téristiques de I’écoulement (rhéologie du fluide, conditions de température, de vitesse et de
pression) le permettent, on peut compléter le systeme d’équations (1.1.15) par une relation
qui relie le tenseur des contraintes a la vitesse et a la pression dans le fluide.

Définition 1.1.5. On dit qu’un fluide est newtonien lorsque le tenseur des contraintes
s’écrit

T;j = —poi; + 2 <eij—zl))div uéij> , (1.1.19)
ot
(s = ; <ng n ZZJ> (1.1.20)
sont les composantes du tenseur des déformations,
p = p(x,t) (1.1.21)

est la pression qui agit sur le fluide au point x et au temps t,

1 sii=7y
= ’ 1.1.22
% { 0 sinon, ( )

est le symbole de Kronecker et p désigne la viscosité dynamique du fluide.

Remarque 1.1.7. La plupart des fluides usuels, dans des conditions standards, satisfont ce
modele de fluide. On trouve plus de détails dans 'ouvrage de Batchelor [3].

Supposons que le fluide est newtonien. L’équation du moment (1.1.15) devient

y - Ou;  Ou,
» o Op 2 : J 1.1.2
5 + div(puu) = pf; oz, o 0z T Z Oz, <5:13] Ox i>’ ( #)

1<5<3

que 'on peut écrire sous la forme

d (pu;)
ot

1 0(div u)
3t ox;

 + (1.1.24)

+div(pugu) = pf? — 5
ou A est 'opérateur Laplacien usuel.

Si on suppose de plus que le fluide est homogene et que 1’écoulement est incompressible, le
raisonnement développé dans la Remarque 1.1.5 implique que la densité p est constante. En
utilisant 1'’équation de continuité (1.1.11), I’équation du moment (1.1.24) devient

Ju; . I _
p <8t + dw(uiu)> — plu; + oz, pfi, (1.1.25)
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pour i appartenant a {1,2,3}.

Pour résumer ce qui vient de précéder, le systeme d’équations de Navier-Stokes (1.1.10)-
(1.1.15) pour la modélisation de ’écoulement, supposé incompressible, d'un fluide newtonien
et homogene se simplifie et devient (1.1.11)-(1.1.25).

Remarque 1.1.8. La déformation du fluide est ici décrite avec une approche eulérienne.
Cette description consiste a observer les modifications des propriétés du fluide en des points
fixes du milieu. Les caractéristiques locales du fluide sont alors fonction du point de l’espace
x et du temps t. C’est la description que l’on utilise le plus souvent en mécanique des fluides.
A l'opposé la description lagrangienne consiste a observer les modifications des propriétés
d’une particule fluide que [’on suit dans son mouvement. Cette description donne une bonne
idée de ce qui se passe dans le fluide. En revanche, il est difficile de connaitre l’état du fluide
en un point donné de l’espace et du temps puisque le référentiel se déplace constamment.

1.1.1.2 Les problémes étudiés

Nous considérons 1’écoulement, supposé incompressible, d’'un fluide homogene, newtonien,
de masse volumique (i.e. densité) p > 0 constante et de viscosité dynamique p > 0. Nous
faisons I’hypothese simplificatrice que 1’écoulement s’effectue principalement dans le plan
(Ozy).

Soit 2 C R? la région du plan occupée par le fluide. Le champ de vitesse u(x,t) =
(u(x,t),v(x,t)) et la pression p(x,t) au point x € € et au temps ¢ > 0 vérifient les équations
de Navier-Stokes

p<?;tl—|—div (u®u)> —plAu+Vp =1, (1.1.26)
divu =0, (1.1.27)
u(x,t =0) = uy(x), (1.1.28)

ou f = f(x,t) est une force extérieure et ugy est la condition initiale pour la vitesse. La
notation ® désigne le produit
u®u= (uiuj>1§i,j§2’ (1129)

Proposition 1.1.1. Sous [’hypothese d’incompressibilité de [’écoulement, le terme convectif
peut s’écrire sous la forme suivante

div(u®u) = (u.V)u. (1.1.30)
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Démonstration. On considere la premiere composante du terme convectif

o(u?)  I(uv)

(div(u®u)), = o + dy (1.1.31)
ou ou ou  Ov
— - i 1.1.32
u8x+vay+u<8$+8y> (1.1.32)
= (u.V)u+ u(div u) (1.1.33)
= (uV)u, (1.1.34)
car 1’écoulement est supposé incompressible. O

Remarque 1.1.9. Dans le systeme international des unités de mesures,
— la vitesse est exprimée en m.s~ !,
— la pression en Pascal, sachant que 1 Pa =1 N.m™2,
— la force extérieure en Newton, sachant que 1 N =1 kg.m.s™2,
— la masse volumique en kg.m=3,

et la viscosité dynamique en Pa.s.

A titre d’exemples, on trouve dans le Tableau 1.1 la masse volumique et la viscosité dynamique
de quelques fluides usuels.

fluides glycérine | air a 20C | eau a 20C
masse volumique 1 260 1.293 1 000
viscosité dynamique 1.5 1.8 x 107° 1073

TABLE 1.1 — Masse volumique et viscosité dynamique de quelques fluides usuels.

On introduit une vitesse U, et une longueur L, caractéristiques de 1’écoulement. Dans
le cas d'un écoulement autour d’un obstacle cylindrique immobile, la vitesse caractéristique
correspond a la vitesse du fluide loin de 'obstacle et la longueur caractéristique au diametre
de l'obstacle. On opere les changements de variables suivants

x' =x/L., ' =t/T,, u =u/U,, p =p/U? et f = (T%/L,)f, (1.1.35)
ou le temps caractéristique T, est défini par
T, = L,/U.. (1.1.36)

On montre que le nouveau couple vitesse/pression (u’,p’) vérifie les équations de Navier-
Stokes adimensionnées

ou’ , , 1

Au' +Vyp'/p=1/p, (1.1.37)

ou le nombre de Reynolds Re et la viscosité cinématique v désignent les quantités

U.L,
Re =

, v =pu/p. (1.1.38)

20



1.1. ECOULEMENTS FLUIDES : MODELISATION MATHEMATIQUE ET ASPECTS PHYSIQUES

Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous utiliserons u, p et f pour désigner les quantités
u', p'/p et t'/p.

Remarque 1.1.10. Nous allons étudier le systeme d’équations adimensionnées, car il est
plus simple o édudier. En effet, le nombre de Reynolds est 'unique parametre physique qui
intervient dans ces équations. On remarque ainsi que deuz écoulements sont similaires (a un
changement d’échelles prés) lorsqu’il sont caractérisés par le méme nombre de Reynolds. On
s’intéressera donc a la résolution des équations de Navier-Stokes adimensionnées suivantes

Ju 1

E—l—(u.V)u—EAu—l—Vp—f, (1.1.39)
divu =0, (1.1.40)
u(x,t = 0) = up(x). (1.1.41)

Remarque 1.1.11. Dans le systeme international des unités de mesures, la viscosité ciné-
matique v est exprimée en m?s—t. On montre facilement que le nombre de Reynolds Re est
un nombre sans dimension.

On trouve dans le Tableau 1.2 la viscosité cinématique et le nombre de Reynolds associés a
I’écoulement de quelques fluides usuels, autour d’un obstacle immobile de forme cylindrique
de diametre égal a 1 cm, lorsque la vitesse du fluide loin de ['obstacle est uniforme et égale
a b m.s™t. Les caractéristiques de ces fluides (masse volumique et viscosité dynamique) ont

été données précédemment dans le Tableau 1.1.

fluides glycérine air a 200 | eau a 20
viscosité cinématique | 1.2 x 1073 [ 1.4 x 107> | 107
nombre de Reynolds 42 3 594 50 000

TABLE 1.2 — Viscosité cinématique et nombre de Reynolds associés aux écoulements de
quelques fluides usuels. Les grandeurs caractéristiques sont ici L, = 1072 m et U, = 5 m.s~ L.

Les équations de Navier-Stokes sont complétées par des conditions aux limites qui dé-
pendent du probleme physique que I'on souhaite modéliser. On a représenté sur la Figure 1.3
quelques exemples de simulations. Dans ce travail, nous considérons les problemes suivants :

— des écoulements avec conditions aux limites périodiques modélisant la turbulence ho-

mogene,

— des écoulements dans une cavité avec des conditions aux limites de type Dirichlet,

— et des écoulements autour d'un obstacle avec des conditions aux limites mixtes (condi-

tion aux limites de Dirichlet, de Neumann).

e Ecoulements périodiques.
Les conditions aux limites périodiques sont généralement utilisées pour modéliser des écou-
lements dans un petit volume suffisamment éloigné des parois, de telle sorte que les effets de
couches limites peuvent étre négligés. On suppose que

u, p, fet ugsont périodiques de période 2w dans chaque direction. (1.1.42)
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Dans ce contexte, on est amené & considérer le domaine = (0, 27)%.

e Ecoulements dans une cavité.
Le fluide remplit une cavité assimilée au domaine Q = (0,1)2. Soit x € 99, la vitesse vérifie

u(x, ) = { (1,0) siy=1 (1.1.43)

0 sinon

Le fluide est ainsi confiné dans la cavité et il n'y a pas de force extérieure (f = 0). La
vitesse uniforme appliquée sur le bord supérieur du domaine entraine le fluide contenu dans
la cavité. On observe sur chaque paroi, le développement d’une couche limite dont ’épaisseur
varie avec la viscosité v.

e Ecoulements autour d’un obstacle
Enfin, nous considérons des écoulements autour d’obstacles dans un domaine rectangulaire

O = (=X, Xg) X (—A, A).

Un objet de forme quelconque est placé a 'origine du repere. En entrée, on impose un profil
de vitesse uniforme

U = (Uoo,0) siz = —X,. (1.1.44)

Les bords horizontaux sont supposés imperméables et la vitesse varie peu dans la direction
verticale

gZJ:Oetv:Osi ly| = A. (1.1.45)

En sortie, on applique une condition aux limites dite « convective », utilisée dans [69]. La
vitesse sur le plan de sortie est obtenue en résolvant une équation de transport de la forme

({;l;—i-ucgz—Osix—Xd, (1.1.46)
ol u. est une vitesse de convection constante. Ces conditions aux limites permettent aux
tourbillons qui se dirigent vers le plan de sortie de s’échapper du domaine de calcul sans créer
de perturbation a l'intérieur du domaine. En pratique, I’équation (1.1.46) est discrétisée par
une méthode explicite et la vitesse de convection est égale a la vitesse moyenne du fluide
sur le plan de sortie. L’incompressibilité du fluide entraine que u,. est aussi égale a la vitesse
moyenne sur le plan d’entrée et donc

Ue = Uso-

Enfin, on impose une condition de non-glissement sur I'obstacle. La vitesse d’'une particule
de fluide en contact avec le solide est égale a la vitesse de 'obstacle

u = up, sur [g. (1.1.47)

Nous souhaitons observer les propriétés du fluide au voisinage de I'obstacle (décollement de
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la couche limite, coefficient de trainée, de portance). Lorsque les bords du domaine de calcul
sont suffisamment éloignés de l'obstacle, les conditions aux limites (1.1.44)-(1.1.45)-(1.1.46)
influent peu sur la dynamique de ’écoulement a proximité de l'obstacle.

Il n’y a pas de force extérieure (f = 0). La présence de 'obstacle engendre la création d’un
sillage en aval. En changeant les caractéristiques du fluide, on observe différents types de
sillage : laminaire, allée tourbillonaire, turbulent.

1.1.1.3 Quelques résultats mathématiques

Nous rappelons dans cette section quelques résultats classiques de la théorie mathématique
des équations de Navier-Stokes. De nombreux ouvrages sont consacrés a cette thématique.
Les preuves des théoremes d’existence et d’unicité sont présentées dans [71].

On introduit les espaces fonctionnels H et V' qui sont respectivement des sous-espaces de
L*(Q)% et H'(Q2)? dont les éléments vérifient les conditions aux limites (1.1.42) ou (1.1.43)
ainsi que la contrainte d’incompressibilité (1.1.27). De plus, dans le cas périodique, la condi-
tion [ ¥ (x) dx = 0 est imposée aux éléments ¢ de H et V.

Les espaces H et V sont munis des produits scalaires canoniques respectifs (—, —) g et
(—,—)v définis par

(V.0)n = [ $(x)o(x) dx (1.1.48)
et
(¥, @)y = AVzﬁ(x).Vgﬁ(x) dx. (1.1.49)
On désigne par | — |z et | — |1 les normes associées. L’espace dual de V' est noté V.

On cherche u solution de (1.1.39), (1.1.40) et (1.1.41) au sens des distributions. La formu-
lation variationnelle des équations de Navier-Stokes consiste a chercher u(.,t) € V solution
sur (0,7") de

d 1
%(U,V)H+§(u,v)v+b(u,u,v) =(f,v)g (1.1.50)

pour toute fonction test v € V. La forme tri-linéaire b est définie par
b(u,v,w) = ((u.V)v, W)y

pour tout u,v,w € V. On rappelle ci-apres les résultats classiques d’existence et d’unicité
de solutions pour (1.1.50) valables lorsque Q C R2.

Théoreme 1.1.2. (Solutions faibles) Soient ug € H et £ € L*(0,T;V"). Il existe une unique
solution u solution au sens des distributions sur (0,T) de (1.1.50) avec u(t = 0) = uyg telle
que u € L*(0,T; V)N L>(0,T; H). Cette solution est unique et satisfait u € C([0,T); H) et
du/ot € L*(0,T;V"). De plus, l’application définie pour t > 0 par

S(t) :ug — u(t) (1.1.51)

est continue de H dans lui-méme.
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FIGURE 1.3 — Exemples d’écoulements : périodique (a), dans une cavité (b) et autour d’un
obstacle (c).
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Théoréme 1.1.3. (Solutions fortes) Soient ug € V et £ € L*(0,T; H). Il existe une unique
solution u de (1.1.50) avec u(t = 0) = g telle que u € L*(0,T;V N H*(Q)*) N L>(0,T;V).
De plus, u € C([0,T]; V) et Ou/dt € L*(0,T; H).

1.1.2 Théorie phénoménologique de la turbulence
1.1.2.1 Notations

On se place dans le contexte périodique. Soit u un champ de vitesse périodique, de période
27 dans chaque direction de l'espace et de classe C!, alors u s’écrit sous la forme d’une série
de Fourier

u(x) = Zzﬁ(k)e’k'x, (1.1.52)
avec ) 1 e
u(k) = |Q|Au(x)e dx, (1.1.53)

ou k désigne un point a coordonnées entieres et t(k) € C est le coefficient de Fourier de u
associé au mode k. Soit £ € N, on définit

E(k) :; 3 lak))?, (1.1.54)

keSS,

ou [a(k)| désigne le module du coefficient de Fourier u(k) et Sy est 'ensemble défini par
Sk = {k = (k1 k) € Z* tel que |k| = \/k} + k3 € [k — 0,5, k+0,5)} (1.1.55)

On constate sur la Figure 1.4 que le nombre de points dans la couronne Sy est de l'ordre
de k. La quantité E(k) représente I’énergie cinétique associée aux nombres d’onde contenus
dans la couronne S). L’ensemble

{E(k), k € N}

est appelé spectre d’énergie associé¢ au champ de vitesse u. La représentation graphique du
spectre d’énergie rend compte des intéractions entre les différentes échelles de 1’écoulement.
De méme, on définit le spectre d’enstrophie par

{e(k), k € N},

avec

e(k) = |k lak). (1.1.56)

keSy
On montre facilement que €(k) ~ 2k*E(k) lorsque k — +oo. On définit ensuite I'énergie

cinétique E par

o :ZOOE(k) _ ; Y Ja(k)?, (1.1.57)

keZ2
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et I’enstrophie par

+0o0
e=Y ek) = |k[*lak)]. (1.1.58)
k=0 kez?
L’identité de Parseval implique
1
ko
2

N3

k1

N3

FIGURE 1.4 — Modes compris dans la couronne Sy.

Proposition 1.1.2. On note

oo
Y= br oy’

la vorticité d’un champ de vitesse u. On montre l’égalité suivante :

2 2
Q] e = |wly = [uly .

(1.1.60)
Démonstration. La contrainte d’incompressibilité implique
ksl Jo (k)| = [k|* [a(k)| (1.1.61)
et
[ (k)| = [k|* [o(k)] - (1.1.62)
D’ou
w(k)| = k[ [a(k)]. (1.1.63)
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De plus, la relation
lok)| = [Va(k)| (1.1.64)

est triviale. Pour conclure, il suffit d’appliquer I'identité de Parseval. O

1.1.2.2 Comportement asymptotique des solutions.

Supposons que la force extérieure f est indépendante du temps t et appartient a H. On
rappelle ici un résultat fondamental concernant la majoration de I'énergie cinétique de la
solution de la formulation variationnelle (1.1.50). On trouve plus de détails dans [70].

En prenant le produit scalaire dans H de I’équation du moment par u, on obtient

1 d 9 1

— — |uly — =—(Au,u)y + b(u,u,u) = (f,u)y.

3 o Tl = o (Aw) b w) = (£ )
Ensuite, on utilise le fait que b(u,u,u) = 0'. En moyennant sur €2, il s’ensuit ’équation
d’énergie suivante

dE € f.u
i _ Ewn (1.1.65)
dt ~ Re |Q] 19|
Le taux de dissipation de I’énergie est donc proportionnel a ’enstrophie € et le taux d’injec-
tion d’énergie correspond au terme (f,u)y. En utilisant un lemme de Gronwall, on montre

I'inégalité suivante

EM)<E(t=0e""'"+C [f[5 (1 -9, (1.1.66)

pour tout ¢ positif. Les constantes C et Cs sont strictement positives et ne dépendent pas
de t. En passant a la limite lorsque ¢ tend vers I'infini, il vient

limsup E(t) < Cy [f]% . (1.1.67)
t—o0
Ce résultat implique que I'attracteur global pour le semi-groupe {S()},5, est un ensemble
compact de H, qui est invariant par S(¢) et qui attire tous les ensembles bornés de H.

1.1.2.3 Loi de décroissance du spectre.

En 1941, Kolmogorov proposa dans les articles [47] et [48] de décrire le spectre d’énergie
lorsque la dimension de I'espace est égale a trois. Dans ces articles, ’auteur prédit I'existence
d’un ensemble d’échelles qui atteignent rapidement en temps un état d’équilibre statistique.
Ces échelles correspondent a des nombres d’onde k tels que k;, < |k| < k4, I'ensemble
[k, kq] est appelé zone inertielle. Le mode kj est caractéristique des échelles comportant
I’essentiel de I’énergie cinétique. A l'opposé, le mode k; caractérise les échelles dissipatives,
c’est-a-dire les échelles qui sont dissipées sous I'effet des forces visqueuses. La formule obtenue
par Kolmogorov a I’aide d’une analyse dimensionnelle, valable pour k£ dans la zone inertielle,
est la suivante

E(k) = Cx (ve(u))s k5,

1. La preuve de ce résultat est donnée dans la Section 3.3.2.2.
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ou Uk est appelée constante de Kolmogorov.

En 1967, Kraichnan présenta dans [50] une théorie qui étend les travaux de Kolmogorov
au cas bi-dimensionnel. Dans la zone inertielle (voir Figure 1.5), Kraichnan déduit par une
analyse dimensionnelle que le spectre d’énergie admet une décroissance en k~3. On trouve
dans [32] les principaux développements qui ont suivi cette théorie.

2 4 § 16 32 64 128 256 512 1024 2048

kL kd

FI1GURE 1.5 — Décroissance du spectre d’énergie en dimension deux. En trait plein, le spectre
d’énergie E(k), en tirets la fonction k3 E(k). Dans la zone inertielle [kz, k4], la pente du spectre
d’énergie est en k3.

1.1.3 Couche limite et trainée

1.1.3.1 Couche limite

Lorsqu’un fluide s’écoule le long d’une paroi supposée fixe, la vitesse du fluide est nulle
sur la paroi (condition de non-glissement) et, loin de I'obstacle, elle est égale a la vitesse de
I’écoulement non perturbé. Le profil de la vitesse le long de la normale a la paroi dépend
évidemment des caractéristiques de l’écoulement, en particulier du nombre de Reynolds.
Lorsque le nombre de Reynolds est faible, la viscosté a un effet prépondérant et la vitesse varie
progressivement, pour atteindre la vitesse au bord. Au contraire, si le nombre de Reynolds
est élevé, la vitesse a l'infini se maintient jusqu’a une courte distance de I'obstacle. La zone
proche de la paroi ou la vitesse varie depuis la vitesse de 1’écoulement non perturbé jusqu’a
atteindre la vitesse de la paroi est appelée couche limite. On rappelle un résultat concernant
I'épaisseur de la couche limite que l'on trouve dans [3].

Proposition 1.1.3. On estime que ’épaisseur moyenne de la couche limite &y est de [’ordre
de Re_%, lorsque Re — +00.
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1.1.3.2 Bilan de forces agissant sur une paroi

Dans un fluide au repos, une résistance s’oppose au mouvement d'un corps. De fagon
équivalente, une force s’applique sur un obstacle immobile placé dans un écoulement uniforme.
Comme on l'a illustré sur la Figure 1.6, cette force F se décompose naturellement en (Fy, F))
dans la base orthonormale {e;, e}, ou e; désigne la direction principale de ’écoulement.

e?‘— Fy
€

F1GURE 1.6 — Forces appliquées sur un obstacle placé dans un fluide.

La composante F,; e; est appelée force de trainée (drag force) et la composante F; e,
est appelée force de portance (lift force). En aéronautique, on cherche souvent a minimiser
la force de trainée et a maximiser la force de portance, afin de consommer moins d’énergie.

Par exemple, dans le domaine automobile, on veut que les pneumatiques d’une voiture
restent plaqués au sol pour conserver une bonne adhérence : ici, on parle de force d’appui
(down force). On peut augmenter cette force en installant sur le véhicule des ailerons ou des
spoilers. Dans le domaine de ’aviation, on veut que cette force soit maximale afin d’augmenter
les performances de ’appareil en vol. Les ingénieurs s’intéressent ici a la conception des profils
d’aile et au choix de leur inclinaison. On cherche aussi a minimiser les variations de la force de
portance, car elles engendrent un comportement du véhicule désagréable pour les utilisateurs,
voire une perte du controle du pilote.

La force F dépend toujours de la masse volumique p, de la vitesse du fluide loin de
I’'obstacle u., et d'une aire A qui correspond a la surface vue par I’écoulement, ici le diametre
de 'obstacle. Une analyse dimensionnelle conduit a la formule suivante

C(F) 1 Cy
F = < F > = 2pAuOO< C ), (1.1.68)

ou Cy et () sont des nombres sans dimension, appelés respectivement coefficient de trainée
et coefficient de portance.

Comme dans [51], on considere €2y, un sous ensemble du domaine 2 qui contient le solide
5. On integre la premiere composante de ’équation de conservation du moment sur €y, il
vient

d 1 ou
dx = 2 d nd / d——/ A e 1.1,
Qo fl X dt Qo wax + 00 v undao + 0Qo pnl 7 R@ 00 871 7 ( 69)

On fait tendre formellement )y vers ’ensemble qui représente 1’obstacle, c¢’est-a-dire {2g.
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Comme la vitesse est nulle sur 'obstacle, 'intégrale qui porte sur le terme non linéaire
disparait. En supposant que I’écoulement est stationnaire, I’équation (1.1.69) devient

1 ou
B _ R 1.1,
AO f1 dx Agopnl do + oo [990 o do (1.1.70)

Finalement, la résultante des forces qui s’appliquent sur I'obstacle est
F,=F}+ F], (1.1.71)

ou, le terme
FP = —/ d 1.1.72
. . pny do ( )

est appelé trainée de pression. Il représente la somme des forces exercées par la pression
sur 'obstacle. La force de pression est localement dirigée dans la direction normal a la surface.
Cette trainée est liée a la présence d’une surpression en amont de 1’obstacle et d'une dépression

en aval. Le terme ) 5
U
FT:—/ Ao 1.1.73
“ " Re Joas on 7 ( )

est appelé trainée de frottement. Il représente la somme des forces exercées par le frotte-
ment du fluide sur 'obstacle. La force de frottement est localement dirigée dans la direction
parallele a la surface.

Remarque 1.1.12. On déduit formellement de ["incompressibilité du fluide I’approximation
sutvante : 5 a( L)
u un-) |
— o~ Ipt 1.1.74
on on ( )
ou nt est la direction paralléle a la surface, obtenue par rotation d’angle 7/2 de n. En effet,
lincompressibilité de [’écoulement implique

d(u.n) N d(unt)

> 5 =0. (1.1.75)

Or, la vitesse du fluide est nulle sur l’obstacle, on en déduit formellement

d(un')
T = 0 (1.1.76)
et donc : o )
u.n
. 0. (1.1.77)

On écrit la décomposition de la vitesse u dans la base {n, nL}

u = (un)n+ (un')nt, (1.1.78)
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On applique la dérivée normale a 'équation (1.1.78), avec la relation (1.1.77), il vient :

ou  O(unt) |

Définition 1.1.6. On appelle contrainte de cisaillement la quantité suivante

~ J(un')
r= 250 (1.1.80)

La contrainte de cisaillement est définie comme la variation de la composante tangentielle
de la vitesse pres de l'obstacle. La couche limite est illustrée sur la Figure 1.7.

FIGURE 1.7 — Couche limite et contrainte de cisaillement.

Remarque 1.1.13. D’apres (1.1.74), on a :

Ju |
N~ —.n . 1.1.81
™ on n ( )
Avec la Définition 1.1.6, on a
1
wa/ Lq tFp:—/ do. 1.1.82
1% e Joo Tnydo e . pnido ( )
On introduit de méme les quantités
o1
FJ =~ e [993 tnydo et FP = — /6‘90 pnado. (1.1.83)
On a alors :
Fy=F+F] et F,=F+ F]. (1.1.84)
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1.2 Discrétisations des équations de Navier-Stokes

1.2.1 Le schéma MAC
1.2.1.1 Méthode de projection

Soit dt le pas de temps. Pour tout entier k, on définit ¢, = k dt et on considere u® et p*
les approximations respectives des inconnues u et p a I'instant ;. Nous utilisons un schéma
aux différences rétrogrades (BDF') pour approcher la dérivée en temps en t;1, ainsi qu'une
méthode de projection [76] [41] pour obtenir le schéma suivant :

Etape 1 : La vitesse dite « intermédiaire » @**! est solution de 1’équation

S I A
3u 4u” +u _ iAﬁk"‘l _ QV.(uk 2 uk) 4 V.(uk_l ® uk—l)

20t Re (1.2.1)
— Pk 4 R
dans €2, complétée par les conditions aux limites
it =g (1.2.2)
Etape 2 : La vitesse u**! est solution de 1’équation suivante
uF = el 23575 V(pk—H _ pk) (1.2.3)
dans 2, vérifie la contrainte d’incompressibilité
div u"™ =0 (1.2.4)
et satisfait les conditions aux limites
(W' — @") npe = 0. (1.2.5)
On définit 'incrément de la pression au temps ;1 par
Pt = it _ k. (1.2.6)

En appliquant l'opérateur div a I’équation (1.2.3), et en utilisant la contrainte d’incompres-
sibilité (1.2.4), on obtient une équation portant uniquement sur 'incrément de pression

A (6pT) = 23&V.ﬁk“ (1.2.7)

dans €2, qui est complétée par la condition de Neumann

o (5pk+1)

5 =0, (1.2.8)
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k+1 k+1

qui provient de (1.2.5). Connaissant l'incrément de pression dp"**, on déduit la vitesse u

grace a la relation (1.2.3).
1.2.1.2 Discrétisation spatiale.

Nous considérons un domaine d’étude rectangulaire
Q= (0,L)x(0,H), (1.2.9)

discrétisé a l'aide d’'un maillage uniforme. Soient n, et n;, deux entiers qui représentent res-
pectivement le nombre de points du maillage dans la direction horizontale et verticale. On
définit les pas d’espace dans chaque direction

L H
(== h=— (1.2.10)
Ny np

et les subdivisions régulieres

=10, 0<1<ny,

, . (1.2.11)
yi=j3h,0<75 <n.

Soient i et j deux entiers tels que 1 < i < mny et 1 < j < ny, on définit la maille principale

Kij = [Ii—l ) xz:| X [yj—l ) Z/j} (1.2.12)
et les mailles décalées
Kij =K1 (1.2.13)
et
K ;= Ki,jJr%' (1.2.14)

On trouve deux principaux types de discrétisations :

— Les méthodes a variables décalées de type M.A.C. (abrégé de « Marker and Cell »)
consistent a approcher la pression p au centre de K; ;, la premiere composante de la
vitesse u au centre de K}'; et la deuxieme composante de la vitesse v au centre de
K7, (voir Figure 1.8). Cette méthode, proposée la premiere fois en 1965 par Harlow
et Welch dans [42], est d’une tres grande robustesse. Elle est utilisée pour de nom-
breux types d’écoulements (monophasique, diphasique, compressible, incompressible,
turbulent, laminaire,. ..) avec succes.

— Les méthodes a variables colocalisées consistent a approcher la vitesse et la pression
au centre de la maille K; ;. Ce n’est qu’en 1981 que les premieres méthodes a variables
colocalisées ont été proposée par Hsu [44], Prakash [65] et Rhie [66]. La principale
raison du développement tardif de ces méthodes vient du fait qu’elles donnaient lieu a
un mauvais couplage de la vitesse et de la pression, ce qui entraine de fortes instabilités
numériques. Dans [35], auteur explique comment ces difficultés peuvent étre résolues.
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FI1GURE 1.8 — Position des inconnues discretes sur le maillage.

Une comparaison intéressante entre ces deux méthodes peut étre trouvée dans [63]. Les
méthodes a variables colocalisées sont plus faciles & mettre en oeuvre et la mise en place d’'un
algorithme multi-niveaux est simplifiée.

On définit les inconnues discretes du probleme pour la composante horizontale de la vitesse

1
wig(t) = 5 [ ulwyt)dedy, (1.2.15)

pour la composante verticale de la vitesse

2

1
Uij(t) — M/szj v(a:,y,t) d:vdy, (1216)

et pour la pression
1
o (t) ~ — . 1.2.1
pislt) = 5 [ playt)dedy (1.2.17)

Approximation de I’équation de la vitesse intermédiaire : I’équation (1.2.1) pour la com-
posante horizontale de la vitesse

3t —duF Wt 1 O, v O 4
551 —ﬁﬁu =—2 ax(uu)—l—ay(uv)} o)
O/ w1 ke d /bt pe op* o
+ %(uk 1,k 1)+ay(uk 1,k 1)} -

se réécrit sous la forme :
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20t
,I':Lk—‘rl .

. 1 0 0
3R€Auk+1 =3 [4uk — = 2575( {817 (ukuk) + — ukvk)}

&y(
6 k-1, k—1 8 k=1, k-1 ap"

En intégrant cette équation sur la maille K';, on obtient pour chacun des termes :

(1.2.19)

/ udrdy ~ (£ h)u, ;. (1.2.20)

Audrdy = /az(u gZdS

~ h(%) I h(%% (1.2.21)

£<Ui,j+1h— uzg) i €<ui,j—1h_ uz])

Nous notons L(u);; ce dernier terme.

i

D izd :/ pn, dS
/“ T Joxe, (1.2.22)

~ h (pi+17j - pi,j) .

/ . [8(u ) . 8(;”)} drdy = /am. [(W®)n, + (wv)n,] dS

(i +wirn;)” (wij+ ui—l,j)T
4 4
(wi,j + wi j+1) (Vi + Vita,5)
4
(gt uio) (01 ’Uz‘+1,j1)}
. .

~ h

(1.2.23)

+/

Nous notons NLj(u); ; ce dernier terme. Ces approximations conduisent a la premiere étape
du schéma numérique. Nous calculons la premiere composante de la vitesse intermédiaire u**!
a I’aide du schéma suivant
20t

— o L(@ Y, = ; [fh(‘l“f,j - “531>

g h k+1
(€ h)@; 3Re

— 26t<2NL1(uk)i = NLy(u ), (1.2.24)

+h (pin; — o) )} ’
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complété par les conditions aux limites de type Dirichlet

Ulgtl = 9(07 yj+l ) tk—i—l)a
Ut = 9L yjp1stirn),
aght + aly! (1.2.25)

9 = g(24,0,tkt1),

~ k41 ~ k41
1y ket

uA
Z’nhHQ S = g(@i, H, tpy1).

On utilise un schéma analogue pour calculer la composante verticale 7+,

Approximation de 1’étape de correction : on integre la premiere composante de (1.2.3) sur

la maille K}';, on a
20t

On integre ensuite la deuxieme composante de (1.2.3) sur la maille K7 ;, ce qui mene a
20t

On integre enfin I’équation (1.2.5) sur la maille K ;, on a

h(uk+1 L )—l—é( ktl kel ):0' (1.2.28)

i, ] U; 1,5 i, 5—1

En combinant les trois équations ci-dessus, on montre que I'incrément de la pression dp*+!

vérifie ’équation suivante

M(hépﬁ'ij —20p;5 +opty, 0P — 20p05 + 5pﬁ?11>

3 ‘ +£ I (1.2.29)
— h( k+1 f+1lj) +£( k+1 ,Ufj]»il)

Remarque 1.2.1. On obtient le méme resultat en discrétisant directement (1.2.7). En effet,
lorsqu’on utilise un maillage uniforme, la composée du gradient discret et de la divergence
discrete est égale a l'opérateur laplacien discret.

k+1

Nous calculons I'incrément de pression dp*™" a ’aide du schéma suivant

Spitl s — 205 + ot 4 eépfﬁl — 26pitt + opitLy
¢ ; h (1.2.30)
k 1 ~k+1 k 1 k+1
— 3 (gt — bt )+ e - et

h

complété par les conditions aux limites de Neumann, provenant de (1.2.8)
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Py = oLt
5 k+1 =4 lﬁ-l’
p“";j} p;j; (1.2.31)
5]90,]' = 5191,]' 5
k41 s ket
OPng+1,j = 0Py, ;-
Enfin, nous calculons la vitesse u**! a I'aide du schéma suivant :
k1 k1 20t Py — opit
R N A
(1.2.32)
kil _ ki1 200 opiiia — opis!
e e N O A

1.2.2 Meéthodes de résolution des systéemes linéaires
1.2.2.1 Bases de vecteurs propres

Nous présentons dans cette partie une base orthogonale formée de vecteurs propres pour
I'opérateur discret obtenu par approximation centrée du laplacien mono-dimensionnel. Cette
base nous sert a résoudre les systemes linéaires correspondant au schéma MAC.

Soit f une fonction réguliere définie sur (0,1) a valeurs réelles. Le probleme continu
consiste a trouver une fonction u qui vérifie

—u = (1.2.33)

sur l'intervalle (0,1) et les conditions aux limites de Dirichlet. Les réels u(0) et u(1) sont
des données du probleme. L’existence d’une solution de (1.2.33) est admise. Soit n un en-
tier strictement positif, on pose h = 1/n. L’intervalle (0,1) est discrétisé a 1’aide des deux
subdivisions suivantes :

x; =1ih, pouri€ {0,...,n}

et xx; = (v-1 +x;)/2, pouri € {1,...,n}. (1.2.34)

On considere le second membre F' = (f;);=1,_n, avec

Ji= f(ﬁxz)

et on cherche U = (u;);=1,..» tel que u; est une approximation de u(xx;). La discrétisation par
différences finies du second ordre sur une subdivision uniforme de pas h consiste a approcher

—u” au point xx; par
— U1 + 2u; — u g

12
Lorsque ¢ = 1 (respectivement ¢ = n), nous approchons ug par 2u(0) — u; (respectivement
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Unt1 par 2u(1l) — u,). Il vient alors la discrétisation suivante

—Uo + 3U1 — QU(O)
h2

—u"(xxy) ~

et
—Up—1 + 3u, — 2u(l)

_ u"(x$n) ~ %

(1.2.35)

(1.2.36)

Les termes —2u(0)/h? et —2u(1)/h? sont évidemment reportés dans le second membre du

systeme linéaire. Ainsi, nous avons défini une discrétisation du second ordre du Laplacien

mono-dimensionnel sur maillage uniforme. La représentation matricielle de cet opérateur

discret est la matrice

1
7z
ol la matrice D; est définie par
3 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
D, = ' € M, ,(R).
o ... 0 -1 2 -1
o ... ... 0 -1 3
Une solution efficace pour résoudre le systeme
D\U=F
est d’utiliser une base de vecteurs propres de D;. Soit k € {1,...,n}, le vecteur

¢" = <5m <(22—27;1)’€7T>>21 o

)

est un vecteur propre de D; associé a la valeur propre

k
A\ = 4sin? <F>
2n

(1.2.37)

(1.2.38)

(1.2.39)

La famille de vecteurs propres {¢k}k:1,,,.7n est une base orthogonale. On note P; la matrice

de passage de la base canonique vers cette nouvelle base

Pr=(¢'...¢". . ") € Mun(R).

Il s’ensuit que
PID\P, = Ay

(1.2.40)

est une matrice diagonale dont le k-ieme élément de la diagonale est le produit de la valeur
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propre \; par le carré de la norme du vecteur ¢, c’est a dire

Mllot2 0 .. 0
A, = 9 R ‘ € Mya(R). (1.2.41)
: 0
0 .0 A"

Précisons que ||x|| est la norme du vecteur x de R™ associé au produit scalaire (.,.) défini par

(Xu Y> - Z TilYi-
=1

Pour résoudre le systeme DU = F, il suffit de procéder en trois étapes :
1. Calculer F = P'F
2. Résoudre AU = F
3. Calculer U = PU

Remarque 1.2.2. Rapidité de la méthode : Sin est un produit de petits nombres premiers

(typiquement de 2 et 3), les étapes 1 et 3 nécessitent O (nlog(n)) opérations. La matrice
Ay étant diagonale, I'étape 2 ne nécessite que n opérations. Au total, la résolution du sys-
teme (1.2.39) nécessite seulement O (nlog(n)) opérations.

Simplicité de la méthode : Cette transformée de Fourier discréte rapide est disponible dans
la librairie Fortran appelée DFFTPACK V1.0 écrite par Paul N. Swarztrauber au Centre
national de recherche atmosphérique au Colorado.

Inconvénients : Se limite a l'utilisation d’une subdivision uniforme.

1.2.2.2 Cholesky

Lors de la résolution des systemes linéaires correspondant au schéma MAC, nous avons
besoin de résoudre des systemes linéaires de matrices A carrées tridiagonales et symétriques.
Nous proposons d’utiliser pour cela la décomposition de Cholesky. On cherche a décomposer
A sous la forme :

A=LDL,
ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et D est une matrice
diagonale. Une fois cette décomposition obtenue, la solution du systeme

Az =1b (1.2.42)

est obtenue directement par la résolution successive de
1. un systeme tridiagonal inférieur Lz = b
2. un systeme diagonal Dy = z

3. un systeéme tridiagonal supérieur L'z = y
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1.2.2.3 Découplage du systeme en n systémes tri-diagonaux

Nous proposons de détailler dans cette section la méthode utilisée pour résoudre le systeme
portant sur la premiere composante de la vitesse intermédiaire. Notons que les systemes
portant sur la seconde composante de la vitesse intermédiaire et sur I'incrément de pression
sont résolus de facon analogue. On suppose que le pas d’espace est constant dans la direction
verticale est égal a h. Le pas d’espace dans la direction horizontale est éventuellement variable,
on note ¢; = x; — x;_; et EH% = (l; + l;11)/2. On pose a = 2vdt/3. La premiere composante
de la vitesse intermédiaire vérifie pour tout 1 <i<ny—1let 1 <j < ny,

(E’Hréh)uz‘]_a(h <u+1€]'+1u] _uJ gu 1]) +€Z+% (u J+1 ’l;l}]—{—u] 1>> :sz7
(1.2.43)

ou le second membre b contient tous les termes explicites du schéma
bi; = (@%h (4uf; — uis ") — 26t (2NLy(0*);; — NL1(u* "), + h(pl, ; — pfj))) /3 (1.2.44)

Ces équations sont complétées par les conditions aux limites suivantes

Ugj = g(xOJyj—%>7 (1 9 45)
Unp, j = g(xnha yj;%)?
et selon le type de condition a la limite souhaitée
si Dirichlet si Libre
w0 =2 g1(x,0) — uiq Ui = Uj 1 (1.2.46)
Uin,+1 = 2 gl(lﬂi,H) — Uiny, | Uing+1 = Uiny,
1.2.2.4 Formulation matricielle
Les champs a deux indices du type
W={w; eR;1<i<n —1,1<j5<n},
sont notés sous la forme du vecteur colonne de R™~Dr suivant
t
W = ( Wi ... Win, Wny—11 -+ Wny—1n, ) (1247)

On applique cette notation a U et b. Le systeme (1.2.43) s’écrit alors sous la forme matricielle
suivante

AU =, (1.2.48)
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ou A, est la matrice tridiagonale par blocs définie par

Bi|Cy| o ... 0
Cy | By | Cs . :

A= 0 |Cy| .| . 0 € Mn,—1)m, (ng—1ynn (R), (1.2.49)
S R e P O/
0...[ 0 |Cn1|Bn1

avec les matrices B; et C; définies respectivement par

li1 1 1
et L
C; = —oz[]nh € My, n,(R), (1.2.51)
ol w; est égal a I'aire de la maille K}

la matrice I,,, est la matrice identité de dimension ny, et la matrice D est une représentation
discrete de la dérivée partielle seconde dans la direction verticale. Si on utilise des conditions
aux limites de Dirichlet, on définit la matrice D} par

3 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
pr=| " T e My, (®), (1.2.52)
o ... 0 -1 2 -1
o ... ... 0 -1 3
et on doit ajouter au second membre le vecteur de R((e=Dnn)* guivant
0 0, Yyn ne s Yny) )
ah( 90.9y1)  9Oyy) o 9@anyy) 9@ YY) > (1.2.53)
61 61 gne gw
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afin de prendre en compte les termes de bord. En revanche, si on utilise des conditions aux
limites de type Libre, c’est a dire telles que %Z = 0, on définit la matrice D} par

1 -1 0 ... ... 0
1 2 -1 0 0

pr=| 0 T T e My (R). (1.2.54)
0 ... 0 -1 2 -1
0 ... ... 0 -1 1

et on n’ajoute pas de terme au second membre.

1.2.2.5 Changement de base

On introduit la matrice de passage P, diagonale par blocs suivante

Pl O]...]0
0P| | :

P2 - . . - < M(né_l)nh, (Tbg—l)nh (R)a (1255)
: | P |0
0]...l0 P

v

(ng — 1) blocs de taille ny,.

ou la matrice P; est la matrice de passage de taille n;, formée par les vecteurs propres de
la matrice DY introduits dans la partie 1.2.2.1. On suppose que les vecteurs propres sont de
norme égale a 1, on a alors :

M 0 ... 0
PIDYP, = Ay = (_) 52 ; € My, n, (R), (1.2.56)
0 ... 0 A,

ou A est la matrice diagonale de taille ny, qui contient les valeurs propres de la matrice DY.
On applique le changement de base a la matrice As, notons A, cette nouvelle matrice
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On peut écrire A, sous la forme

Elclol ... ] o
Co| By | Cs5| - :
No=1| 0 |Cy] .| - 0 € Mn—1)nn (ne—1)nn (R). (1.2.58)
0 U P I o A
0 ...[0][Cui|En

La matrice A, est tridiagonale. En effet, les matrices E; sont définies par

i1 1 1
Ei = 2 Al + ah | — + — ]nh + wi]nh. (1259)
h b Ain

Le jm¢ élément de la diagonale principale de Ay est donc donné par

Ajliy1 1 1
wp+a | +h(+ ) . (1.2.60)
o L

A Taide de ce changement de base, la résolution du systeme (1.2.48) est équivalente a la
résolution successive de

b= Plb, (1.2.61)

AU = b, (1.2.62)
et 3

U=PRU. (1.2.63)

1.2.2.6 Matrice de permutation

Dans le but de simplifier la résolution du systeme (1.2.62), on introduit la matrice de
permutation o qui transforme le vecteur W de R—1mn noté

W:(w11 <. Winp, Wpy—11 -+ Wpy—1n, )t (1264)

e1n
t
oW = ( w11 ... Wpy—11 Win;, --- Wnpy—1ny ) . (1265)
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A titre d’exemple pour n, = n, = 4, la matrice o est égale a

100 0/00O0O0[0O0O0O
00001 0OO0OO0O|0OO0O0ODUO0
000O0[00O0O0|10O00O0
01 00[{0O0O0OO0O|0OO0O0OUO0
00 0O0(0O10O0/0O0O00O0
o= | o000t oo | € Mot vm®). (1260
00 0O0[{0OO0OT1TO0|0O0O00O 0
00 0O0[0OO0OO0OO0O|O0OO0T1O0
000 1{00O0O0|0O0O0O0
00 0O0[{0OO0O0T1|00O00
000O0[0OO0O0OO0OIO0O0TO0T1
Plus généralement, si i et j sont deux indices qui varient respectivement dans {1,...,n,—1}
et {1,...,np}, alors les éléments de la ligne (j—1)(n,— 1)+ sont tous nuls sauf le (i—1)n,+j

eme qui vaut 1. Rappelons qu'une matrice de permutation est inversible et que son inverse

est sa transposée. On multiplie le systéme (1.2.62) & gauche par la matrice de permutation

o. Le systeme tridiagonal de matrice Ay est transformé en

ToU = ob
avec
710 [...1 0O
T =0Ayo ! = 0 _in 0 € Mn,—1)ny, (ne—1)ny, (R),
00 (T

ot les blocs T; sont les matrices tridiagonales de taille (n, — 1) définies par

a b, 0 ... 0
v, a b :
Ti={o0 b - . 0 |€Mu-1w-nR),
. . " b;jufl
0 0 b, a,
avec )\E
afzwi+a< jé+é+h<é+£il>>, Vi=1,...,n—1
et
b =—a h . Yi=2,...,n— 1.
i+3

(1.2.67)

(1.2.68)

(1.2.69)

(1.2.70)

(1.2.71)
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On s’est ramené a la résolution de nj, systemes tridiagonaux indépendants de taille (n, — 1).
Finalement, la résolution du systeme 1.2.48 est équivalente a la résolution successive de

b= Pib, (1.2.72)
ToU = ob, (1.2.73)

et 3
U=PRU. (1.2.74)

1.2.2.7 Si les vecteurs propres ne sont pas normés

Dans ce cas, la relation (1.2.40) est fausse, elle est remplacée par

ou la matrice N; contient les carrés des normes des vecteurs propres

"> o ... 0
Ny = v € My, n, (R). (1.2.76)
: 0
0 .. 0 |\¢”h]|2
On définit la matrice
Ny O 0
0O | N{| .| :
N2 - . - € M(ng—l)nh (ng—l)nh(R)- (1277)
: oI Ny O
O1]...] 0|V

~ J

(ng — 1) blocs de taille ny,.

On a alors la relation suivante :
P;AZPQ = Ay Ns. (1.2.78)

La résolution du systeme (1.2.48) est équivalente a la résolution successive de

b= Plb, (1.2.79)
ToU = ob, (1.2.80)
0 = N; U, (1.2.81)
et 3
U=PRU. (1.2.82)

Remarque 1.2.3. Les transformées de Fourier rapides utilisées ici ne sont pas normalisées.
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En effet, un appel de la routine dcosqf suivi d’un appel de la routine dcosqb multiplie un
vecteur de longueur n par 4n. Autrement dit, la matrice Ny vaut (4n)l,. On peut dans ce cas
multilplier par Ny ' en dernier lieu.

1.2.3 Meéthodes spectrales

On définit tout d’abord l'opérateur de projection Py en tronquant le développement en
série de Fourrier d’'un champ de vitesse périodique :

ux Py(u) = Y a(k)e™™

|k|<N

Les équations de Navier-Stokes sont projetées sur l'espace a divergence nulle en utilisant
I'opérateur P défini de la maniere suivante :

N k “ .
P = Y <wk - (kwk)) i
keZ2\{(0,0)}
pour A
= Ppex.

kez?

Cet opérateur permet d’éliminer le gradient de pression dans I’équation du moment, et ’on
obtient donc :
ou—rvAu—+ B(u,u) =g,

B(u,u) = P((u-V)u),

et
g = P(f).

De la relation ci-dessus, on déduit :
0Py (w) — vA(Py(u)) + By(u,u) = Py(g),

ou By(u,u) = Py(B(u,u)), car 'opérateur Py commute avec les opérateurs de dérivation
en espace et en temps. On recherche alors 'approximation uy de Py(u) solution de :

@uN — VALIN + BN<11N, llN) = PN<g).

En notant u(t) les coefficients de Fourrier de uy(t), on obtient I’équation suivante :

Btﬁk(t) — I/|k’21~lk(t) + BN(uN; uN)k = gk
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Remarque 1.2.4. L’expression du terme non-linéaire peut étre simplifice. On a en effet :
1 2
(u-V)u=(wxu)+ §V|u| :

ot
w=V X u.

Il en découle les relations suivantes :
B(u,u) =P((u-V)u) =P(w x u).

On voit ici que 'approximation du terme provenant de la diffusion ne pose pas de pro-
bleme. Le terme le plus long a évaluer dans le cadre spectral est ce terme non-linéaire

Bn(uy,uy)y. Plusieurs stratégies sont possibles, mais il faut noter que la technique consis-
tant a évaluer ces coefficients directement en fonction des coefficients de Fourier de uy est
tres couiteuse en nombre d’opérations.

On préfere donc passer dans l'espace physique, évaluer point par point le produit dans
cet espace physique et revenir dans ’espace spectral. Les transferts entre ’espace physique
et 'espace spectral peuvent se faire rapidement grace aux F.F.T.

Différents schémas d’intégration en temps peuvent étre implémentés. Pour la partie non-
linéaire, 'utilisation de méthodes implicites semble délicate. Les méthodes de Runge Kutta
sont souvent utilisés, une condition CFL impose 1'utilisation d’un pas de temps majoré par
C/N, ou C est une constante.
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2.1. INTRODUCTION.

2.1 Introduction.

Dans cette partie, nous présentons une nouvelle méthode multi-niveaux pour les équations
de Navier-Stokes incompressibles en dimension deux. Afin de supprimer les difficultés liées
au traitement des bords du domaine occupé par le fluide, on se placera, dans un premier
temps, dans le cadre des conditions aux limites périodiques. Dans ce cas, la présentation de
I’algorithme multi-niveaux est simplifiée. De plus, ’étude dans ’espace spectral permet de
mieux comprendre les interactions entre les différents niveaux d’échelles de la turbulence.
Enfin, on montrera que cette méthode s’applique aussi pour d’autres types de conditions aux
limites.

Les équations de Navier-Stokes avec conditions aux limites périodiques modélisent 1’écou-
lement d’un fluide visqueux incompressible, dans un petit volume et loin des parois. La vitesse
u et la pression p satisfont le systeme d’équations suivant

61; (u®u)—};Au—|—Vp—f,
{ ¢ (2.1.1)
| divu = 0.

On retrouve le nombre de Reynolds, noté Re, qui caractérise ’écoulement. On suppose que
la force extérieure f est {2 - périodique et que [ f dx = 0. Le champ de vitesse est connu a
I'instant initial

u(t=0) = uy. (2.1.2)

On suppose de plus que le champ de vitesse initial uy est périodique, de période €2, que
Jaug dx = 0 et divug = 0. On munit les équations (2.1.1) des conditions aux limites pério-
diques

u est ) — périodique. (2.1.3)

Remarque 2.1.1. 1] existe un unique couple (u, p) solution du systéme (2.1.1)-(2.1.2)-(2.1.3)
(la pression étant déterminée a une constante pres). De plus, cette solution vérifie

Au(x, t) dx = 0, (2.1.4)

pour tout t > 0.

2.1.1 Enjeux et motivations.

Ces dernieres années, 1’évolution des performances des ordinateurs a été considérable
(rapidité d’exécution des calculs et capacité mémoire accrues). Ces progres permettent au-
jourd’hui de résoudre facilement des problemes autrefois inaccessibles, méme en ayant recours
aux super-calculateurs. Cependant, la difficulté a simuler des écoulements turbulents réalistes
(ayant un nombre de Reynolds de 'ordre de plusieurs millions et plus) est toujours présente.

Ces difficultés sont liées a la nature méme du phénomene physique étudié. En effet, comme
on I'a présenté dans la Section 1.1.2.3, la théorie phénoménologique de la turbulence introduite
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en 1967 par Kraichnan [50] dans le cas bi-dimensionnel montre que le rapport entre les échelles
dissipatives 7 et la longueur caractéristique de 'écoulement L est de ordre de Re™'/? ([32],
page 52). Ce résultat montre que, en premiere approximation, le nombre de modes nécessaires
pour représenter la turbulence est une fonction polynomiale et croissante du nombre de
Reynolds. Pour les méthodes du type différences finies, on obtient une estimation du nombre
de points de discrétisation nécessaires pour représenter correctement I’écoulement.

Lorsque le pas d’espace du maillage est plus grand que 1’échelle dissipative 7, le maillage
ne permet pas la représentation des plus petites échelles de la turbulence présentes dans
I’écoulement. L’énergie transférée depuis les grandes échelles vers les petites échelles, par
I’action des termes d’interaction non-linéaires, n’est pas dissipée correctement. On constate
alors une augmentation anormale de ’énergie au niveau des échelles dont le mode est de
I'ordre de la taille de la maille de calcul et la solution numérique obtenue ne représente pas
le phénomene physique attendu. Ce comportement est observé en simulation des grandes
échelles dans [13], en méthode multi-niveaux dans [31], ainsi que dans cette these.

En conséquence, la réalisation d’une simulation numérique directe (résolution de toutes les
échelles physiques sans modélisation de la turbulence, DNS en abrégé) pour des écoulements
caractérisés par un nombre de Reynolds élevé peut devenir tres cotiteuse. Elle peut pour cela
nécessiter 'utilisation de machines de calcul tres honéreuses pendant une longue durée et
entrainer la consommation d’une quantité d’énergie électrique importante.

C’est pouquoi le développement de nouvelles méthodes, plus efficaces, est un enjeu qui est
non seulement industriel et économique mais aussi écologique. Les méthodes multi-niveaux
contribuent a la résolution de ces problemes.

2.1.2 Objectifs.

L’idée générale des méthodes multi-niveaux est d’appliquer un traitement numérique
adapté pour chaque niveau d’échelles du champ de vitesse. L’objectif étant de proposer une
solution répondant aux aspects physiques du probleme (décroissance correcte du spectre
d’énergie), tout en gagnant du temps de calcul par rapport a une DNS. Ces méthodes sont
basées sur une séparation des échelles du champ de vitesse u en

u=y+z, (2.1.5)

ou y est la composante des grandes échelles et z est celle des petites échelles.
Dans le cas périodique, une telle décomposition est naturelle. Pour obtenir une séparation
des échelles, il suffit de tronquer le développement en série de Fourier de la vitesse

u(x) = Y ak)e™, (2.1.6)

keZ?

a un niveau de coupure N. On définit la grandes échelles par

y(x) = | IZ/ a(k)e™ (2.1.7)
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et les petites échelles par
z(x) = Y a(k)e™* (2.1.8)
|k|>N/2
Malheureusement, cette décomposition, utilisée dans [32] est basée sur le développement
spectral. Elle s’applique donc seulement dans le cadre périodique. Nous souhaitons étendre
les travaux développés dans [32] & un contexte plus général : géométrie complexe, conditions
aux limites de Dirichlet.

La technique que nous proposons utilise des opérateurs d’interpolation dans I’espace phy-
sique agissant sur des champs de vitesse définis sur grilles décalées. Pour filtrer la vitesse, on
procede en deux étapes. La premiere étape consiste a transférer le champ de vitesse u sur une
grille grossiere, par I'application d'un opérateur de restriction R linéaire. Par cette opération,
on souhaite supprimer les échelles qui correspondent aux plus hauts modes supportés par le
maillage. La deuxieme étape consiste a transférer le champ de vitesse Ru sur la méme grille
que u, par I'application d’un opérateur de prolongement P linéaire. On pose

y = PRu, (2.1.9)

et
z=u-y. (2.1.10)

La composante des petites échelles z doit contenir une faible partie de 1'énergie contenue
initialement dans u. Inversement, la composante des grandes échelles y doit contenir une
grande partie de I’énergie contenue dans u.
Nous étudions la dynamique d’un fluide incompressible. La vitesse du fluide u vérifie donc
la relation
div u = 0. (2.1.11)

Les opérateurs que nous avons construits réalisent une séparation des échelles qui conserve
la nature de I’écoulement. En effet, les composantes y et z vérifient les relations

divy =0et divz=0. (2.1.12)

Dans le travail que nous présentons, la vitesse est résolue sur la grille la plus fine, les autres
niveaux de grille servent uniquement a la décomposition du champ de vitesse. Une possibilité,
non-exploitée dans ce travail, consiste a résoudre la vitesse sur les autres niveaux de grille.
On pourrait aussi mettre en place une méthode de raffinement local.

2.1.3 Quelques méthodes existantes.
Cadre spectral

De nombreuses méthodes basées sur une décomposition en échelles du champ de vitesse
ont été étudiées dans le cadre spectral, car cette décomposition se fait aisément en tronquant le
développement du champ dans la base spectrale utilisée. Il est alors facile de mettre en ceuvre
les stratégies qui permettent d’appliquer des traitements différents aux différents niveaux
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d’échelles.

“Gel” des petites échelles

Ces méthodes ont été développées par Dubois et Al [32] dans le cadre périodique 3D et
pour le canal 3D. L’objectif était de calculer ’ensemble des échelles d'un écoulement turbulent
jusqu’a I’échelle de dissipation k4. Des stratégies basées sur des V-cycles et W-cycles ont ainsi
été validées, le principe étant de réactualiser les plus grandes échelles a chaque pas de temps,
en figeant les plus petites voire des niveaux d’échelles intermédiaires. Une analyse a priori
permettait d’estimer 'erreur due au “gel” des différents niveaux d’échelle afin de savoir a quel
moment il devenait nécessaire de les recalculer.

Les quantités statistiques des écoulements ont ainsi pu étre retrouvées, parmi lesquelles
la fonction “densité de probabilité” liée aux plus petites échelles de I’écoulement. Un gain de
temps de calcul d'un facteur allant de 2 a 3 par rapport a la méthode classique a ainsi pu
étre obtenu.

Correction des petites échelles

Ces méthodes avaient la méme ambition que la simulation des grandes échelles. L’idée
est ici de faire un calcul treés grossier (et donc tres économique en mémoire et en temps
de calcul), en négligeant completement les petites échelles [11]. On définit alors un niveau
d’échelles intermédiaires, correspondant aux plus petites échelles effectivement calculées. Des
analyses a priori ont confirmé le fait que négliger les petites échelles induisait un calcul erroné
des plus petites échelles résolues (une sur-estimation de 1’énergie de ces échelles) qui induit a
son tour une mauvaise estimation des plus grandes échelles calculées.

Une stratégie basée sur la correction du spectre d’énergie des plus petites échelles résolues
a permis de corriger le spectre de I’écoulement, et d’estimer tres correctement les plus grandes
échelles.

Ces méthodes ont été validées sur différents types d’écoulements périodiques tridimen-
sionnels (périodique forcé, écoulement d’Euler, turbulence décroissante) ainsi que dans le cas
du canal 3D.

2.2 Notations et définitions

Pour simplifier la présentation, on choisit de prendre comme domaine de calcul
Q = (0,2m)>. (2.2.1)

On peut généraliser tout ce qui va suivre au cas d’un domaine rectangulaire quelconque. Il
suffit par exemple d’introduire un coefficient multiplicateur du type 2% dans les transformées
de Fourier.

La méthode multi-niveaux que nous avons développée nécessite plusieurs niveaux de grilles
imbriquées avec un facteur de raffinement égal a deux. Pour cette raison, les nombres n, et
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ny, doivent étre divisibles par 2"~ oll n,;, est le nombre de niveaux de grille considérés.
Pour alléger les notations, on introduit le vecteur a deux composantes entieres

n = (ng,np). (2.2.2)
On définit le pas d’espace maximal
dn = max(, h), (2.2.3)
et la grille uniforme
gn:{(ﬂfuyj) , 0< 1< ng, Oﬁjﬁnh}- (2.2.4)

Définition 2.2.1. Soit u = (u,v) une fonction définie sur Q a valeurs dans R?. On ap-
pelle représentation décalée de u sur la grille G, le champ de vitesse discret a deux
composantes u™ = (u™,v™) défini pour 1 <i <mny et 1 <7 <ny par

u?j = U(l‘i, yj—%> et Uznj - U([Ei_%, y]) (225)

Le placement des inconnues est représenté sur la Figure 2.1.

Yj 1
- U
—t> —t>
1 v
Yj—1 1
Ti—1 X

FIGURE 2.1 — Placement décalé des inconnues discretes sur le maillage.

La pression n’intervient pas dans le schéma multi-niveaux que nous proposons. On a donc
représenté seulement les inconnues discretes de la vitesse.

Remarque 2.2.1. Par abus de notation, on écrira u™ € G, lorsque u™ est un champ de
vitesse défini sur la grille Gy.

Remarque 2.2.2. Notre but est de construire des opérateurs d’interpolation qui permettent
le transfert de la vitesse entre des niveaux de grilles ayant un facteur de raffinement égal a
deux. On va donc construire un opérateur de restriction

R™ : gn - gn/?

s (2.2.6)

u' —u

qui transforme un champ de vitesse défini sur une grille G, en un champ de vitesse défini
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sur la grille Gn /o et un opérateur de prolongement

2 gn/2 - gn
Ve o (2.2.7)
u"“ —u
qui transforme un champ de vitesse défini sur une grille Gy/o en un champ de vitesse défini
sur la grille Gy,.

Remarque 2.2.3. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité a propos du niveau de grille sur lequel est
appliqué lopérateur d’interpolation, on notera R au lieuw de R™ et P au lieu de P™. C’est
le cas notamment des opérateurs d’interpolation définis dans le contexte des conditions aux
limites périodiques, car il n’y a pas de traitement spécifique di aux bords du domaine.

Remarque 2.2.4. Les opérateurs d’interpolation agissent différemment sur les deux com-
posantes de la vitesse. Néanmoins, elles seront traitées de facon analogue. Sl n’y a pas
d’ambiguité, on utilisera les abus de notation suivants :

Ru = (Ru, Rv) (2.2.8)

et
Pu = (Pu, Pv) (2.2.9)

pour la restriction et le prolongement de chaque composante d’un champ de vitesse discret.

Remarque 2.2.5. Les deuzx niveaur de grilles Gy et Gy sont représentés sur la Figure 2.2.
On voit que la grille Gyjo s’emboite dans la grille Gy, qui est deuz fois plus fine. Malheureu-
sement, en raison du placement décalé, les inconnues discretes définies sur la grille Gy o ne
coincident pas avec certaines inconnues de la grille G,. En conséquence, il n’existe pas de
restriction triviale du type
T 0 Gn— Gup, (TU7), =035 6,00

ot les inconnues ug, ;) 4.y €t u%Z seraient localisées au méme point.

Certains auteurs cherchent a obtenir une injection entre les niveauz de grille. Lorsque les
inconnues sont décalées, P. Poullet propose dans [64] de prendre un facteur de raffinement

€gal a trois. De méme, lorsque les inconnues de vitesse sont colocalisées, S. Faure propose
aussi dans [36] de prendre un facteur égal a trois.

2.3 Propriétés géométriques des opérateurs

2.3.1 Invariance des opérateurs
2.3.1.1 Opérateur de restriction

Considérons un opérateur de restriction R. On note u™ = (u™,v™) un champ de vitesse sur
la grille G,,. L’opérateur de restriction R associe a u™ un champ de vitesse a deux composantes
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FIGURE 2.2 — Les opérateurs d’interpolation transferent le champ de vitesse entre des niveaux
de grille ayant un facteur de raffinement égal a deux.

(Ru™, Ru™) défini sur la grille G, >, deux fois moins fine. L’opérateur de restriction est supposé
linéaire. Pour chaque entier i et j, il existe des coefficients réels bl;7 tels que

(Ru™), ;=D b5 up, (2.3.1)
p,q

On peut faire naturellement plusieurs hypotheses sur l'opérateur de restriction.
— Analogie entre u et v : 'interpolation des deux composantes de la vitesse doit étre trai-
tée de fagon analogue. Il est donc naturel de supposer 'existence d’une correspondance
entre les coefficients d’interpolation des deux composantes de la vitesse. Sachant que

I'interpolation de la premiére composante est donnée par (2.3.1), on écrit

(Ro™), = o budop (2.3.2)
b, q
avec ) N
b;ijq - b;’(?i—j)+q,2(j_i)+p7 (2.3.3)

pour tout ¢, j, p, q entiers.

— Invariance par translation : soient d; et J; deux entiers quelconques. Le schéma d’in-

2
e
point (g, y2j-1) + 2(6:¢,0,h), point de localisation de u?ﬁi’ﬂéj. Cette hypothese est
justifiée car la configuration d’interpolation en ces différents points est la méme. Elle
se traduit sur les coefficients de 'opérateur par la relation

terpolation en (xg;, ya2j—1), point de localisation de u est identique a celui utilisé au

i+0i,j+0; _ phJ
bpg" " = by 05, g 05, (2.3.4)

pour tout p et g entiers.
— Symétrie de 'opérateur par rapport a un axe horizontal : vu le placement des incon-
nues, on peut supposer que les coefficients qui interviennent dans le schéma d’interpo-
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lation sont symétriques par rapport a la droite horizontale passant par le point d’inter-
polation, c’est-a-dire que

phd — B

p,4j—1—q D’ (2'3'5)
pour tout p et g entiers.

— Symétrie de 'opérateur par rapport a un axe vertical : de méme, on peut supposer que
les coefficients intervenant dans le schéma d’interpolation sont symétriques par rapport

a la droite verticale passant par le point d’interpolation, c’est a dire que

bl = b (2.3.6)

4i-p,q T "p,@
pour tout p et g entiers.

Remarque 2.3.1. Si on suppose (2.3.4), alors pour définir l'opérateur de prolongement R,
il suffit de définir les coefficients b;‘f;]jo avec (p,q) € Z* pour une paire quelconque d’entiers
(0, Jo). En effet, Uinvariance par translation permet d’étendre la définition de [’opérateur
auz autres points d’interpolation. Si on suppose de plus (2.3.5) et (2.3.6), alors il suffit
de définir les coefficients b;(j’qjo avec (p,q) € Z* tels que p < 2iy et ¢ < 2jy. Les symétries
(horizontale et verticale) de ['opérateur permettent de trouver les autres coefficients du schéma
dinterpolation.

2.3.1.2 Opérateur de prolongement

Considérons un opérateur de prolongement P. On note u™? = (u™?2,v™2) un champ de
vitesse sur la grille Gy, /5. L'opérateur de prolongement P associe a u™? un champ de vitesse
& deux composantes (Pu™?, Pv™/?) défini sur la grille G, deux fois plus fine. L’opérateur de
prolongement est supposé linéaire. Pour chaque entier 7 et j, il existe des coefficients réels
ch? tels que

(Pu“/Q)M =Sl upl, (2.3.7)
p,q
On peut faire naturellement plusieurs hypotheses sur I'opérateur de prolongement.
— Analogie entre u et v : 'interpolation des deux composantes de la vitesse doit étre trai-

tée de fagon analogue. Il est donc naturel de supposer 'existence d’une correspondance
entre les coefficients d’interpolation des deux composantes de la vitesse. Sachant que
I'interpolation de la premiere composante est donnée par (2.3.7), on écrit

n/2 _ ~i,j ,n/2
(PU )” - ZC JaYp,q> (2'3'8)
D, q
avec
~2i4+08;,2j+8; _ 20465, 2j+5;
p,q = Climj)+q, —i)+p’ (2'3'9)

pour tout i, j, p, ¢ entiers et ¢;, 0; dans {—1,0}.
— Invariance par translation : soient d; et d; deux entiers quelconques. Le schéma d’in-
terpolation en (z;, y]-f%), point de localisation de u; ;, est identique a celui utilisé au

point (x;, yj,%) + 2(6;¢, 0;h), point de localisation de uf, 5, ;,04,- Cette hypothese est
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justifiée car la configuration d’interpolation en ces différents points est la méme. Elle

se traduit sur les coefficients de I'opérateur par la relation

B+ — o (2.3.10)

P, q p—0i,q—0;” o
pour tout p et g entiers.

— Invariance par une symétrie d’axe horizontal : les schémas d’interpolation aux points
(l’i,ygj,%) et (24, Yy, s ) sont symétriques par rapport au point (z;,y2j_1), ¢’est-a-dire
que

02j—1 _ 0,2j
T =) g (2.3.11)

pour tout p et g entiers.
— Symétrie de I'opérateur par rapport a un axe vertical : au vu du placement des incon-

nues, on peut supposer que les coefficients intervenant dans le schéma d’interpolation
sont symétriques par rapport a la droite verticale passant par le point d’interpolation,
c’est-a-dire que
26,5 _ 24,7 2i—1,5  _ 2i—1,j
Citp,q = Ci—p,q et ©2i-1-p,q = Cp,q > (2'3'12)

pour tout p et g entiers.

Remarque 2.3.2. Si on suppose (2.3.8), (2.3.10) et (2.3.11), alors pour définir l'opérateur
de prolongement P, il suffit de définir les coefficients cf,f%’zjo et cf,f%_l’zjo avec (p,q) € 72
pour une paire quelconque d’entiers ig et jo. FEn effet, les invariances par translation et par
symétrie permettent d’étendre la définition de ['opérateur aux autres points d’interpolation.

Si on suppose de plus (2.3.12), alors il suffit de définir les coefficients /%270 et ¢2'o =" 200
avec (p,q) € Z? tels que p < iy. La symétrie de 'opérateur permet de trouver les autres
coefficients du schéma d’interpolation.

2.3.2 Ordre d’un opérateur

Définition 2.3.1. ETENDUE D'UN OPERATEUR
Soient (p)p=0..n, €t (Yg)q=0..n, les subdivisions de pas respectifs { et h. On appelle étendue
d’un opérateur de restriction R la quantité A(R) définie par

A(R) = max{A,(R),A,(R)} (2.3.13)

avec | |
B Tp — T4
AL (R) = I P (2.3.14)
b5 4 #0

et
|yq—% — Yaj1|

Ay(R) = Lmax (2.3.15)
70
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On appelle étendue d’un opérateur de prolongement P la quantité A(P) définie par
A(P) = max{A,(P), A, (P)} (2.3.16)

avec | |
. Top — T4
A, (P) =, e (2.3.17)
cp a0

et
Yag1 — Yjo1
A (P) =  max I = 4531 (2.3.18)

i,5,p,q tels que h
C;’,Jﬂéo
Remarque 2.3.3. Soit un opérateur A qui ne posséde pas de direction privilégiée, c’est-a-
dire tel que

alors le nombre d’opérations requises pour l'interpolation d’un champ de vitesse u € G, est
de lordre de
A(A)? ng ny,.

Dans le cadre de l'application de la méthode multi-niveauz, le prolongement et la restriction
sont utilisés a chaque itération (en temps) de la simulation. Par soucis de réduction du temps
de calcul, 1l est donc intéressant de construire des opérateurs dont [’étendue est faible. De
plus, on sait qu’un opérateur dont [’étendue est faible permet d’extraire, par le procédé de
séparation des échelles

y=PRu et z=u-—y,

les plus petites structures de [’écoulement. Le comportement local du champ de vitesse et la
hiérarchie entre les différents niveaux d’échelles sont pris en compte dans [’algorithme que
nous proposons. Pour cette raison, il est aussi important de construire des opérateurs dont
l’étendue est faible.

Définition 2.3.2. ERREUR D'INTERPOLATION

Soitu = (u,v) un champ de vitesse régulier défini sur Q). Soient u® et u™? les représentations
décalées de u sur les grilles Gy et Gyjo. On définit Uerreur d’interpolation d’un opérateur de
restriction R par

en(R) = max {e4(R),el(R)}, (2.3.19)
avec
en(R) = max (Ru“)ij — u?jﬂ‘ et ep(R) = max‘(Rvn)ij — vfjﬂ‘ . (2.3.20)
1) ¥

De méme, on définit l'erreur d’interpolation d’un opérateur de prolongement P par

en(P) = max {eﬁ(P),eg(P)}, (2.3.21)
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avec

(2.3.22)

n (2

en(P) = max (Punﬂ)ij —ul

et ep(P) = max ‘(PUH/Q)A A

ij 1]
On rappelle que d,, désigne le pas d’espace maximal de la grille G,,.

Définition 2.3.3. ORDRE D’UN OPERATEUR
Soit k un entier naturel. On dira qu’un opérateur A est d’ordre k s’il existe une constante C'

qui ne depend pas de n telle que
len(A)] < COr. (2.3.23)

Proposition 2.3.1. ERREUR D’INTERPOLATION LOCALE POUR LA RESTRICTION
Soit u = (u,v) une fonction de classe C* définie sur Q. On considére u™? et u® les repré-
sentations décalées de u sur les grilles Gy et Gy. Soit R un opérateur de prolongement et

1, j des entiers. On montre la majoration de 'erreur d’interpolation locale (Ru“)ij — u?J/Q
suivante
‘(R n/2‘ < Z a(r-‘rs} u( ) (Er hs)
u). - —— (79,
r,s>0 T ’ 81'7" ay “ y2j '
r+s<2 (2.3.24)

{Z i} o AR 2

3 5. y
ot les réels o}, sont définis par

{Z b”} si (r,s) = (0,0),
(2.3.25)
7"'1! ; —2i)" (g — 2§ +0.5)° sinon.

R

<

ucn 4

I
—————N—m————

La constante C" dépend uniquement de la fonction u et A(R) est l’étendue de l'opérateur R
définie par (2.3.13).

Démonstration. On considere le développement de Taylor a l'ordre deux de u au point

(3321', y2j—1)

T ! " 0 2.3.26
(z,y) = TEO @(if —x2)" (Y — Y2j-1)° W(:EZZ)?/Q] 1) (2.3.26)
r+s<2

Soient p et ¢ entiers. Le développement de Taylor T, , = T (:Ep,yq_ 1 ) donne une valeur
approchée de uy . L'erreur de troncature |uy , — T, 4| satisfait la majoration suivante

3
u = Tp.ql < Cpty max {2, — 2, [y, 1 — vj1} (2.3.27)
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N u
ou Cp’ .

sur le segment qui joint les points (x,, yq_%) et (29, Y2;—1). Il vient alors :

s

est un constante qui dépend des extremas des dérivées partielles d’ordre trois de u

(R

1‘7 1‘1/2
bpvq p(I} uz]

3.9 n/2
< HZ b];7Jqu7q} _ Uzé (2.3.28)
3
—i—z |bZ | max{]xp Tai| \yq_é - y2j—1|} .
On montre que le premier terme est majoré par
or+s)

” — (T, e 2.3.29
réo ‘8 o 5(962 yaj—1)| (€7 B%) ( )
7‘—1—5%2

et le second par
{Z b7, } C" max{A,(R),A,(R)} &2, (2.3.30)

O

ou C" dépend des extremas des dérivées partielles d’ordre trois de u sur le domaine (2.

Remarque 2.3.4. On a fait apparaitre dans (2.3.24) le polynéme en £ et h de degré inférieur
n/2

ou €gal a deux intervenant dans l’erreur d’interpolation locale (Ru“)ij — U

Proposition 2.3.2. ERREUR D’INTERPOLATION LOCALE POUR LE PROLONGEMENT
Soit u = (u,v) une fonction de classe C> définie sur Q0. On considére u™? et u® les repré-

sentations décalées de u sur les grilles Gy o et Gyn. Soit P un opérateur de prolongement et

1, 7 des entiers. On montre la majoration de ’erreur d’interpolation locale (Pu“/z)”, — Uy

suvante

1’1/2 n Zj 8(T+S) u r s
‘(PU/ )Zj_uzj S 2;0 T, S W(ajl,yjii) (ﬁ h )
rhes? (2.3.31)
{3 Il o s g,
ot les réels ﬁfﬂs sont définis par
( N .
DR si (r,8) = (0,0),
R N
bre = 1 (2.3.32)
E\ s' Z . (2p —14)" (2¢ —j —0.5)° sinon.

La constante C*

dépend uniquement de la fonction u et A(P) est l’étendue de l'opérateur P
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définie par (2.3.16).

Démonstration. On utilise les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 2.3.1.

]

Remarque 2.3.5. L’erreur dinterpolation locale pour la deuxieme composante de la vitesse
associée a un opérateur de restriction R vérifiant (2.3.2) s’obtient en remplagant afnfs par
ot dans la formule (2.3.24).

De méme, [’erreur d’interpolation locale pour la deuxieme composante de la vitesse asso-
ciée a un opérateur de prolongement P vérifiant (2.3.8) s’obtient en remplacant 517, par 57,
dans la formule (2.3.31).

Proposition 2.3.3. OPERATEUR DE RESTRICTION D’ORDRE DEUX : CONDITION NECES-
SAIRE ET SUFFISANTE

Soit R un opérateur de restriction dont les coefficients d’interpolation b;;ﬂ] verifient (2.3.2),
(2.3.4), (2.3.5) et (2.3.6). L'opérateur R est d’ordre deuz si et seulement si

bt =1 (2.3.33)

p:q

Démonstration. L’hypothese (2.3.2) implique qu’il suffit d’étudier 'erreur d’interpolation de
la premiere composante de la vitesse.

L’hypothese (2.3.4) implique que les coefficients af;’ J qui interviennent dans l'erreur d’in-
terpolation locale sont indépendants des indices ¢ et j, c’est-a-dire que

oyl = oy, (2.3.34)

pour tout ¢ et j. La relation (2.3.33) implique que ag ¢ = 0. De plus, les hypotheses (2.3.5)
et (2.3.6) impliquent que a9 = 0 et a1 = 0. On obtient alors pour tout i et j la majoration

suivante
|(Ru®),, —ui?| < C a3, (2.3.35)
avec la constante C" qui dépend de la fonction wu. O

Lemme 2.3.1. Soit P un opérateur de prolongement. Soient d; et d; entiers. On a les im-
plications suivantes

(23.10) = BP0 = 80T pour touti et j. (2.3.36)
(23.11) = BLF 1= (=1)° oY  pour touti et j. (2.3.37)
(2.3.12) = Byh=0 pour touti et j. (2.3.38)

Proposition 2.3.4. OPERATEUR DE PROLONGEMENT D’ORDRE DEUX : CONDITION NE-
CESSAIRE ET SUFFISANTE
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Soit P un opérateur de prolongement dont les coefficients d’interpolation cé;ﬂl verifient les

hypothéses (2.3.8), (2.3.10), (2.3.11) et (2.3.12). Soient iy et jo deux entiers quelconques.
L’opérateur P est d’ordre deux si et seulement st

S =1, (2.3.39)
p,q

Eq: {(Qq —j—0.5) <§pj cﬁ,’?;) } =0, (2.3.40)

pour (i, j) € {(io, Jo), (io + 1, Jo) }-

Démonstration. Tout d’abord I'hypothese (2.3.8) implique qu’il suffit d’étudier 'erreur d’in-
terpolation de la premiere composante de la vitesse. Soient d; et J,; entiers. D’apres le
Lemme 2.3.1, les coefficients ﬁi;g qui interviennent dans l’erreur d’interpolation locale vé-
rifient les relations

420, 5428; _ gisJ (2.3.41)
et
gL = (1 (2342

pour tout 4, j entiers. On se rameéne donc a I'étude des coefficients 32,70 et G070, Or
I'hypothese (2.3.12) et les relations (2.3.39) et (2.3.40) entrainent respectivement que

Bih =0, Bih=0 et B3} =0, (2.3.43)

pour (i,7) € {(i0, jo), (0 + 1,70)}. Les coefficients ﬁi{), ﬁéj{) et 8]1 sont donc nuls quels que
soient 7, j entiers. On en déduit que 'opérateur P est d’ordre deux. O

Proposition 2.3.5. Soit R un opérateur de restriction dont les coefficients d’interpolation
b3 werifient (2.3.4) ou bien (2.3.5), alors on a :

p,q
ol =0, Yi,j. (2.3.44)

Soit P un opérateur de prolongement dont les coefficients d’interpolation c]"g”{l verifient (2.3.6),
alors on a :

Arl=0, Vi,j. (2.3.45)

2.3.3 Consistance avec la contrainte d’incompressibilité

Définition 2.3.4. Soit u™ = (u™,v™) un champ de vitesse défini sur la grille G,. On définit
la divergence discréte de u™ intégrée sur la maille K;; = [v,-1, x;] X [yj-1,Y;], pour 1 <i <mny
et 1 <5 < ny, par

Dyp(u)ij = h(u; —uiy ;) + (v —vi_y). (2.3.46)
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Proposition 2.3.6. Soit u = (u,v) une fonction définie sur Q0 a valeurs dans R?, trois fois
continument dérivable. La représentation de u sur la grille Gy, notée u™ vérifie

1

7 Pn(0)ij = Voulz_ 1y, 1) + O(63), (2.3.47)

ot Oy est le pas d’espace maximal de la grille Gy, .

Démonstration. Le preuve est menée en utilisant un développement de Taylor a ’ordre trois
au point (mi_%,yj_%) de chaque terme intervenant dans (2.3.46). O
Définition 2.3.5. On dira qu’un opérateur de restriction R est consistant d’ordre k
avec la contrainte d’incompressibilité si pour tout champ de vitesse régulier u défini

sur €2 on a )

"
ou u™ est la représentation de u sur la grille G,. De méme, on dira qu’un opérateur de
prolongement P est consistant d’ordre k avec la contrainte d’incompressibilité si
pour tout champ de vitesse réqulier u défini sur €2 on a

n2(RU™)ij = Vou(gi 1, y25-1) + O(63), (2.3.48)

1
ﬁDn(Pun/Q)” = V.u(z;_1,y;-1) + O(3y), (2.3.49)

ot u™? est la représentation de u sur la grille Gn/2-
Proposition 2.3.7. Tout opérateur d’ordre deux est consistant d’ordre un avec la contrainte

d’incompressibilité.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat pour un opérateur de prolongement, la dé-
monsration est identique pour un opérateur de restriction. Soit u un champ de vitesse suffi-
samment regulier défini sur 2. Soit u™? (resp.u®) la représentation décalée de u sur la grille
Gn/2 (resp. Gy). Soit P un opérateur de prolongement. En supposant que P est d’ordre deux,

on a:
n/2  n 2
Pu;j™ =ujy + O(6z),
Pul? . =ul .+ O(52),
wh 2< ) (2.3.50)
Pvij = vij + O(én)y
Poll?) = ol + O(62).
Alors ) )
- n/2 = n
MDH(Pu ), = NLDn(u );; + O6n). (2.3.51)
D’autre part, d’apres la Proposition 2.3.6, on a :
1 n 2
mDn(u )M = V.u(z;_1,y;_1) + O(3). (2.3.52)
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D’ou
—Dp(Pu?) = Vau(z,_1,y; 1)+ O(0). (2.3.53)

]

ij

Proposition 2.3.8. Soit P un opérateur de prolongement d’ordre deux vérifiant les hypo-
théses (2.3.8), (2.3.10), (2.3.11) et (2.3.12), alors :

P est un opérateur consistant d’ordre deux avec la contrainte d’incompressibilité
st et seulement s
les coefficients HSJQ sont identiques quelque soient i et j et les coefficients ﬁ%fo sont
identiques quelque sotent i et j.

Démonstration. — Condition nécessaire : on suppose que P est consistant d’ordre deux

avec la contrainte d’incompressibilité. On suppose ici que les pas d’espace sont égaux
dans chaque direction (¢ = h = ¢). Pour simplifier, on considére un champ de vitesse
suffisamment régulier u dont la composante verticale est nulle

u = (u,0).
Comme l'opérateur est d’ordre deux, I'estimation de I'erreur d’interpolation locale de-
vient
n/2 n ij 0%u 2 i 0%u 2 3

(PU )” — U ;= 52,0 @(%’ayj_%) 0 +50,2 @(%%_J 0"+ 0(6%).  (2.3.54)

On calcule la divergence discrete
n/2 _ n/2 _ n/2
DH(PU )i,j —(5((7)”& )i7j <Pu )i—l,j)

=0 (i, j — ui-1,5)

0*u i1, 0%u 2.3.55

+53(52 0 5 2(%,%_) - 2,01’] @(l‘i—l,yj_%)) ( )

+53(50 2 By 2(%7%_7) — o2 W(l‘i—hyj_;)) +0(5").

Or P est consistant d’ordre deux avec la contrainte d’incompressibilité. En utilisant, la
Propriété (2.3.47) il vient

2U ; 82
(62 0 ox 2(]31,3/3_,) - M2, 01 7 or 2(2['@ 17y3—7)>
0 i—1,j d*u

(502 y Z(xiay;;%) _5072 ayQ( i—1, yjff)) O(6).

Si on suppose de plus que u vérifie
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alors on obtient
0*u . 92u
G5 - @iy 1)~ B W( i1,y 1) = 0(0), (2.3.57)

que l'on peut factoriser en

d%u 0*u
2 0<8 2( i7yj—%) - @(Ii—hyj_;))

. n P (2.3.58)
+ (850 — B0 J)a 2(% 1 Y-1) = 0(9).
La régularité de u implique que le premier terme est égal a
Pu )
B e 25 (Ti1,y;1) 0+ 0(0%) = O(9). (2.3.59)
Ainsi
i,j i—1,j d%u
(ﬁz,o — 2,0 )W(zi—byj—%) = 0(9). (2.3.60)

1
Or, ceci est vrai seulement si 5y = ﬁ; o7, En supposant cette fois que u vérifie

0%u

927

on peut montrer que 60’J = Béfgl’j . On conclut enfin grace au Lemme 2.3.1.

— Condition suffisante : clair grace a (2.3.47).

2.3.4 Conservation de la contrainte d’incompressibilité

Définition 2.3.6. On dira qu’un opérateur de restriction R conserve la contrainte d’in-
compressibilité discréte si pour tout champ de vitesse u™ défini sur la grille Gy, la di-
vergence discrete du champ de vitesse restreint Ru™ définie sur la grille Gy peut s’écrire
comme une combinaison linéaire de la divergence discréte de u™ sur la grille G,. C’est-a-dire
qu’il existe pour tout 1 <i <ng/2 et 1 < j < np/2 des coefficients réels dy, tels que

Dyja(Ru®) Z (2.3.61)

De méme, on dira qu’un opérateur de prolongement P conserve la contrainte d’incom-
pressibilité discréte si pour tout champ de vitesse w™? défini sur la grille Gn/2, la diver-
gence discréte du champ de vitesse prolongé Pu™? définie sur la grille Gy, peut s’écrire comme

une combinaison linéaire de la divergence discréte de u™? sur la grille Gny2. Clest-a-dire qu’il
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existe pour tout 1 < i < ny et 1 < 5 < ny des coefficients réels ey tels que

Dpn(Pu™?);; Zepq n/2 (U2, (2.3.62)

Remarque 2.3.6. Soit R un opérateur de restriction qui conserve la contrainte d’incom-
pressibilité discréte. Alors on a limplication suivante :

La divergence de u™ est nulle = La divergence de Ru®™ est nulle

2.3.
i.e. Dn(u?);; =0 Vi, j i.e. Dujs(RU™);; =0 Vi, j (2.3.63)

Soit P un opérateur de prolongement qui conserve la contrainte d’incompressibilité discrete.
Alors on a limplication suivante :

n/2 n/2

La divergence de u™* est nulle =- La divergence de Pu™*= est nulle

2.3.64
i.e. Dpjpp(u™?),;, =0 Vi, j i.e. Du(Pu™?),; =0 Vi, j (2.3.64)

2.4 Construction des opérateurs

On considere u™ = (u™, v™) un champ de vitesse a inconnues décalées défini sur la grille G,,.
Nous présentons dans cette section deux opérateurs de restriction qui réalisent le transfert de
la vitesse u™ vers la grille Gy, /2, deux fois moins fine que G, et deux opérateurs de prolongement
qui réalisent le transfert de la vitesse u™ vers la grille Gsy,, deux fois plus fine que G,.

Les opérateurs introduits par Zeng et Wesseling dans [82] sont notés RZ" pour I'opérateur
de restriction et P?" pour I'opérateur de prolongement. Dans cet article, les opérateurs d’in-
terpolation sont utilisés dans le cadre d’un algorithme multi-grilles, appelé « Galerkin coarse
grid approximation » (GCA, en abrégé). Cette technique consiste a faire des manipulations

algébriques sur le systeme linéaire

Au = b,

obtenu en discrétisant le probleme (par exemple, les équations de Navier-Stokes) a I’aide d’'une
grille fine. L’opérateur de prolongement P est défini, de facon originale, comme 'opérateur
adjoint de 'opérateur de restriction

P=TR"
ou l'adjoint R* est caractérisé par la propriété
(v, R*w) = (Rv, w),

quels que soit v défini sur la grille fine et w sur la grille grossiere, avec (—, —) qui désigne le
produit scalaire standard. L’algorithme GCA consiste a approcher, de maniere itérative, la
solution u définie sur la grille grossiere du systeme

(RAP)u = Rb.

Les opérateurs introduits par Toth et Roe dans [72] sont notés RT® pour I'opérateur
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de restriction et PT% pour I'opérateur de prolongement. Ici, les opérateurs de restriction et
de prolongement ont des propriétés de conservation. Ils préservent, en un certain sens, la
divergence et la vorticité du champ de vitesse. Les opérateurs sont utilisés dans le cadre d'un
algorithme a maillage adaptatif, pour un probleme de magnétohydrodynamique.

Nous définissons également de nouveaux opérateurs, notés RBP7 et PBP7 différents des
opérateurs déja cités plus haut. Les propriétés de chaque opérateur dans l'espace physique
(conservation de la divergence discrete, ordre d’approximation) et dans ’espace spectral se-
ront exposées (séparation des échelles).

2.4.1 Opérateur de restriction

Soit u™ = (u™,v™) la représentation d’un champ de vitesse quelconque régulier u = (u, v),
a inconnues décalées, défini sur la grille G,,.

2.4.1.1 L’opérateur de restriction R?".
Définition 2.4.1.
(RZW Un)ij = (U§11712j+1 3 Ugi_y9; + 3 Up_y95 1 F Up_19j 0T
2 U§i2j+1 +6 Ugnj +6 ugﬂj—l +2 Ugin—QWL (2.4.1)
U1 2j+1 T 3 Ui 25 T 3 Ui 2j—1 U1 2j—2)/32
On écrit un développement limité de u a 'ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie

0” 3,0
237;;(1"% Yaj-1) + *(h)QJ($2i, Yoj—1) + 0(5?1)7 (2.4.2)

n n 1
(RZW ™) —ull® = 2(0) S50

[¥] (¥ Z

ol £ et h sont les pas d’espace de la grille G,,. Ainsi, I'opérateur de restriction R?" est d’ordre
deux. Le schéma d’interpolation de 'opérateur R?" est illustré par la Figure 2.3.

n

[ RZWUn

FIGURE 2.3 — Douze valeurs interviennent dans la calcul de la restriction RZW
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2.4.1.2 L’opérateur de restriction R7%.

Définition 2.4.2.
(RTF un)ij = (uBy; + uBin;_1)/2 (2.4.3)

On écrit un développement limité de v a 'ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie

2
, 0%

n 1
(R™ ™), —uff* = < () 873/2(3:2"’%’1) +O(0y), (2.4.4)

iJ ij g
ou h est le pas d’espace dans la direction verticale de la grille G,,. On en déduit que 'opérateur
de restriction RT% est d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de I'opérateur RT% est illustré
par la Figure 2.4.

un

RTRUD

FIGURE 2.4 — Deux valeurs interviennent dans la calcul de la restriction RT%
2.4.1.3 L’opérateur de restriction R?P”.

On définit une famille d’opérateurs de restriction RZP7, avec o parametre réel.

Définition 2.4.3. Soit o un réel différent de —3. La restriction de u™ sur la grille Gy /o,
notée REPT u», est définie pour 1 <i<mny/2 et 1 < j < ny/2 par

BDJ
(Ra “n)ij = <U3¢—1 9j T (o 2j—1 T U3i2j+1 + augﬂj (2.45)
4.5
QU o; 1+ Upio; o+ U iq9j T Uiy 2j—1> /(6 + 2a)

On remarque que lopérateur RT# correspond & opérateur REZP7 lorsqu’on fait tendre le
parametre « vers l'infini. Plus précisement, pour 7 et j fixés, on a

lim (RSP w®). = (R™™ ), (2.4.6)

a—00 ¥ ¥

On écrit un développement limité de u a l'ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie

(RBDJ un) YL 1 (4)2@(@%%'_1)_‘_
@ ij 34 a T 0x? /

11+« ( )282u
8(3+ a) oy?

(2.4.7)

(2o, y2j—1) + 0(5?1);
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olt £ et h sont les pas d’espace de la grille G,,. Ainsi, 'opérateur de restriction RBP7 est
d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de I'opérateur REP7 est illustré par la Figure 2.5.

n

[ RBDJUH

FIGURE 2.5 — Huit valeurs interviennent dans la calcul de la restriction RZP7

2.4.2 Opérateur de prolongement

Soit u™? = (u™?,v™/?) la représentation d’'un champ de vitesse quelconque régulier u, &
inconnues décalées, défini sur la grille Gy, ».

Remarque 2.4.1. Les opérateurs de prolongement présentés dans [12] et [82] utilisent les
valeurs d’une composante de la vitesse. Dans [72], l'opérateur de prolongement nécessite les

deux composantes de la vitesse. Ce fait est justifié lorsque la divergence du champ de vitesse
82

est nulle. La relation % = _% entraine que la dérivée seconde 5 peut étre approchée par
9%v
T 9zdy
2.4.2.1 L’opérateur de prolongement P*".
Définition 2.4.4.
n n/2 n/2
(P?Y u /Q)Qin = (3u”/ + uij/ﬂ)/él (2.4.8)
et
n n/2 n/2 n/2 n/2
(PZW Uu /2)22._12], = (3“23/ + uij/+1 + 3“1_/1] + ui—/1j+1>/8 (249)

On écrit un développement limité de v a 'ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie

Proposition 2.4.1.

(P unP?) Ugig; = < (05— (22,455 1) + O(83) (2.4.10)

ay?
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et

) 1, ,0%
(PZW U /2)2i—12] u2l 12 =5 (£)2a 2(33'21 173/2]77)4—
82
8(h) a 2(3722 17y2] )+O(53)

(2.4.11)

ou l et h sont les pas d’espace de la grille Gy.

fPZW

Ainsi, I'opérateur de prolongement est d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de

lopérateur P#W est illustré par la Figure 2.6.

DZW /2 i

n/2

FIGURE 2.6 — Jusqu’a quatre valeurs interviennent dans la calcul du prolongement P#"W

2.4.2.2 L’opérateur de prolongement PT%,

Définition 2.4.5. Soient u™? et v™? les deuz composantes d’un champ de vitesse & incon-
nues décalées défini sur la grille Gy o.

(PTHwml?), =iy + (ulfey —uif?,) /8 (2.4.12)
et
(P u“/2)2i_12. = (u;] n/2 +u'z“/fj)/2+
(P s+l fE =2y — i) 16+ (2.4.13)
(Uznﬁg - U?/%] znﬁg 1+ zn/%j—l)/lﬁ
On écrit un développement limité de u et de v a l'ordre trois. L’erreur d’interpolation
vérifie

Proposition 2.4.2.

TR , n/2 _.m __1h282u O(53 2.4.14
(73 u ) Up;oj = ()82(3721,%] 1) +0(6,) (2.4.14)

2127
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et
n n 1 82u
(PTR u /2)%—12]' = Ugi—12; :7(6)2W(x2i717y2j—%)_
82
(h) a 2(x21 1 y2]77)+ (2415)
1 9%u

_ _ 3
2(€ h)axay (J;% lay2j——) + 0(5 )

ou £ et h sont les pas d’espace de la grille Gy,.

Ainsi, I'opérateur de prolongement P7% est d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de
l'opérateur PT% est illustré par la Figure 2.7.

PTRun/Q

FIGURE 2.7 — Jusqu’a dix valeurs interviennent dans la calcul du prolongement PT%

2.4.2.3 L’opérateur de prolongement P5P/,

fPBDJ

On définit une famille d’opérateurs de prolongement avec \ parametre réel.

Définition 2.4.6. Soit A un réel différent de —1/2. Le prolongement de u™? sur la grille
Gu, noté PEPT un/2 ) est défini pour 1 < i <mny/2 et 1< j<ny/2 par

n n/2 n/2
(PEPT uml?), = {(1 AU+ 21+ 5N, o
+ A1 — 4N + 6+ (1 + 8A)u;‘ﬁj}/8(2x +1)
et
(P}\BDJ 'LLD/Z)zZ 12; {3)\’1111;/22J (1 + 5)\)’&?121 j+1
+3(1— Nt + 3+ (145l (2.4.17)
+3(1 = a4+ a3 ] /822 + 1)
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On écrit un développement limité de u a l'ordre trois au point. L’erreur d’interpolation
vérifie

Proposition 2.4.3.

. N 1+ 8\ 0%u
(PR )iy = s =55y () g ()
(2.4.18)
3(1+10)) , 0%
8((2/\ + 1)) (h)* Oy? (x217y2j 1)+ 0(5)
et
. . 148X 0%u
(P2 ) 1oy = iy g3y 1y (O g (i -y
(2.4.19)

3(1+10)\) 0% ;
s@n ) () g (wan vag) + O,

ou l et h sont les pas d’espace de la grille Gy,.

Ainsi, Popérateur de prolongement PPP7 est d’ordre deux. De plus, on constate que la
précision de 'opérateur est la méme en chaque point d’interpolation de la grille G,,. La pro-
position 2.3.8 montre que cette propriété est reliée a une notion de consistance de 'opérateur
avec la contrainte d’incompressibilité. Le schéma d’interpolation de l'opérateur PEP7 est
illustré par la Figure 2.8.

PBDJyn/2

n/2 i

FIGURE 2.8 — Jusqu’a huit valeurs interviennent dans la calcul du prolongement PZP7

ZW , n/2 BDJ ,n/2
Remarque 2.4.2. On a (P?V u/ )2i—12] (P / )2i_12j
Remarque 2.4.3. Lorsque le paramétre X est égal a zéro, le prolongement PPP7 s’écrit
BDJ u™ 2 _ n/2 n/2 n/2 n/2
(P / )2i2j - < Ly A 250 + A z+1]>/8
(2.4.20)

n n/2 n/2 n/2 n/2
(PBDJ /2)21'_]_2]' = <U¢11g+1 + 3u; /13 zJ/+1 + 3u; / )/8
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Dans ce cas, le schéma d’interpolation est plus compact. Il nécessite deux fois moins d’opé-
rations que lorsque \ est différent de zéro.

Dans la section suivante, nous comparons les propriétés de séparation des échelles des
opérateurs REP7 et PEPJ avec les opérateurs proposés par Zeng et Wesseling dans [82] et
ceux de Toth et Roe dans [72].

2.5 Séparation des échelles

2.5.1 Propriétés de conservation

Proposition 2.5.1. CONSERVATION DE LA CONTRAINTE D’INCOMPRESSIBILITE DISCRETE.
L’opérateur de restriction RfD T conserve la contrainte d incompressibilité discrete. Plus pré-

cisément, on a
Dn/2(RfDJun>ij = ZquDn(un)pm (2.5.1)
Pq

avec

-

[ (20-2,2j), (2i-2,2j - 1),

_ (20— 1,25 +1), (20 — 1,25 — 2),
, - X . . .

o+ 3 o (p q) {: (217 2] + 1)7 (2172] - 2)’

L (2i+1,2)), (2i+1,25— 1)

0 (2.5.2)

a+1 ‘ (20 —1,25), (20 = 1,2j — 1),

3 (p.q) € { (24,25), (2,25 — 1) ’

————————

(0 sinon.

En faisant tendre le paramétre a vers oo, on en déduit que R™E conserve aussi la contrainte

d’incompressibilité discréte. L’opérateur de prolongement PEP7 conserve aussi la contrainte

dincompressibilité discrete. Plus précisément, on a

Du(PPP )5 = €bi Dy o (u?),,,, (2.5.3)
pq
avec { 3)\
(3 . i1 i
1 16(2>\+1) St (pvq) (Z 7.]) ou (27] )7
i 145\ , o , .
L 160A+ 1) si(p,q) = (4,7 +1) ou (i +1,7),
ey = (2.5.4)
i 2 — &\ ) o
oo (p,q) = (4,7),
L 0 sinon.
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: 2—12j—1 ,2i—12j 2i2j—1 Ty )
et les coefficients e, y € et e, sont définis par des formules analogues. L’opé-

rateur de prolongement PTE conserve également la contrainte d’incompressibilité discréte
avec

(1 : .

T A (p.q) = (4,7)

e2i% = { (2.5.5)
'\ 0 sinon

Les opérateurs R*W et P?W ne conservent pas la contrainte d’incompressibilité discréte.

Proposition 2.5.2. CONSISTANCE AVEC LA CONTRAINTE D’INCOMPRESSIBILITE.

— Opérateurs de restriction : RfDJ et RTE et RZW sont consistants d’ordre deux.

— Opérateurs de prolongement : PPP7 est consistant d’ordre deuz, PTR et PV sont

consistants d’ordre un.

2.5.2 Propriétés dans ’espace physique

Dans cette partie, nous énoncons quelques propriétés des opérateurs REDJ et PPP7 dans
I'espace physique (conservation de la divergence, ordre d’interpolation). Ces résultats sont
des conséquences directes des propriétés 2.5.1 et 2.4.3.

Proposition 2.5.3. OPERATEURS ET CONDITION D’INCOMPRESSIBILITE.
Soit u™ un champ de vitesse défini sur la grille Gy, tel que

Dp(u®), =0,

2¥]
pour tout 1 et j entre 1 et n, alors

Dyja(RBPTum) =0,

1’"7

pour tout i et j entre 1 et n/2. Soit u™? un champ de vitesse défini sur la grille Gny2 tel que

Dyjp(u™?) =0,

Z?]

pour tout i et j entre 1 et n/2, alors

BDJ. n/2
DRI, =0
pour tout 1 et j entre 1 et n.

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.5.1. SEPARATION DES ECHELLES ET CONDITION D’INCOMPRESSIBILITE.
Soit u™ un champ défini sur la grille Gy tel que

Dn(un)i’j =0, Vi j, (2.5.6)
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alors la composante des grandes échelles de u, soit
y = PPPIRBDIy, (2.5.7)
et la composante des petites échelles de u, soit
z=u— PPPIRIEDy, (2.5.8)
vérifient
Du(y),, =0 et Du(z), ;=0 Vi (2.5.9)

Ce résultat assure que la décomposition des échelles conserve la contrainte d’incom-
pressibilité discréte. On considére maintenant un champ de vitesse u : Q — R2, régulier
et (-périodique. Soient u™ = (u™,v") la représentation discrete de u sur la grille G, et
u™/2 = (u™?2 v"/?) la représentation discrete de u sur la grille G, o.

Proposition 2.5.4. OPERATEURS ET INTERPOLATION A L’ORDRE DEUX.
Ona :
IRBDTyn — un/?|| < ¢62 (2.5.10)

et
PP a2 — || < O (2.5.11)

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.5.2. SEPARATION DES ECHELLES ET INTERPOLATION A I’ORDRE DEUX.
La composante petites échelles, soit

z = u® — PPPIRBD (2.5.12)
vérifie
max |z, ;| < CJ, (2.5.13)
Z7]
ou C' est une constante qui dépend uniquement de la fonction u.

Ce résultat assure que la composante des petites échelles contient une faible partie de
I’énergie cinétique.
2.5.3 Propriétés dans ’espace spectral.

Pour simplifier I’écriture des formules, on suppose que le nombre de points de discrétisation
est identique dans chaque direction

ne = np = n. (2.5.14)

Les résultats qui suivent s’étendent facilement au cas ny, # nj,. On commence par étudier
les propriétés de 'opérateur de restriction REDJ dans I'espace spectral, nous verrons ensuite
celles de 'opérateur de prolongement P)]\BDJ.

77



CHAPITRE 2. ALGORITHME MULTI-NIVEAUX ET APPLICATIONS

2.5.3.1 Restriction

Soit u™ = {u?j 1<4,5 < n} la premiere composante d’un champ de vitesse défini sur la
grille G,. Pour k; et ky compris entre —n /2 et n/2 —1, on définit les coefficients de Fourier

de u™ par :
— 1
WPk, ey = —5 Z u?je—z(kmﬁkzyqu)' (2.5.15)

1<4,j<n
L’effet de I'opérateur de restriction RQBDJ sur les coefficients de Fourier du champ de vitesse

est détaillé dans la proposition suivante.

Proposition 2.5.5. EFFET DE LA RESTRICTION.
Soient ky et ky deuz entiers compris entre —n/4 et n/4 — 1. Les coefficients de Fourier du

champ de vitesse restreint RgDJun s’expriment en fonction de ceuxr de u™ par la relation
suivante
REPTun, 4 =CO0i 0™ ks + Cli g W), ko (2.5.16)
— O W™k, 1k2) — Ok ya(ha) U™ b0, (R2)
ot les coefficients C}), sont définis pour ki et ky entre —n/2 et n/2 — 1 par
1
ey = 35 g o (k’gh/Q) (2 Ccos (k‘lh) + 4 cos® (kgh/Q) -3+ a) (2.5.17)
o
et la fonction t est définie, pour k € N, par
k+n/2 sik<-1
t(k) = - 2.5.1
(k) { k—mn/2 sinon. (2:5.18)
Remarque 2.5.1. Dans le cas o =1,
koh /2
crl = “’3(22/) (cos (kah) +2 (cos (kah/2))* 1) (2.5.19)

décroit avec |ki| et |ko|. La Figure 2.9 représente le coefficient Cyy, pour ki et ky compris
entre 0 et n/2 — 1. On constate que la restriction conserve les basses fréquences et attenue
les hautes fréquences.

Démonstration. Par définition des coeflicients de Fourier

=T 4
REPIun, = — 37 (RPIum), e arathane ) (2.5.20)
1<i,j<n/2

RaBDJ

Or, 'opérateur de restriction est défini par

BDJ n _ n n n n
(Ra u )ij = (U195 T Ugj_19j—1 T Uginjpq T QUy;o;

(2.5.21)
F Uy, 0 1 F Upioj o T Upii19j T Upitq 2]'71) /(6 +2a)
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coeff_rest
1.00

0.654
0.308

-0.0387

-0.385

~

FIGURE 2.9 — Effet de la restriction sur les coefficients de Fourier

et u™ est la premiere composante de la représentation discrete d’'un champ de vitesse u =
(u,v) sur la grille G,

Uiy = (T Y1) = > ﬁk;,kéez<kl$i+k2yj*%) (2.5.22)
—n/2<k} kb <n/2—1
donc
BDJ.. 4 Y o (k' —k1)xo; ! — ; T, o
RaBDJunkl,kQ _ ﬁ Z ( Z Unk’l,kée ((k:1 k1 )wo;+(k5 kz)y%*l) k}l,k’2> (2,5,23)
1<i,j<n/2 \ —n/2<k! k,<n/2—1
ol
l:fkg - 5= 1 (ez(—k’1€+k’2h/2) 4 o (K —kyh/2) L eBks/2 | tRyh/2
(3 +a) (2.5.24)
1 e tksh/2 | g Bikbh/2 4 oU(Fi+kyh/2) X ez(kz’lé—kghﬂ)).
Cette expression se réécrit
el
0%, = ——\cos (kil — kyh/2) + cos (ki + kbyh/2
k1, kS (3—|—Oé) ( 1 2 / ) ( 1 2 / ) (2525)

+ cos (3k4h/2) + acos (kyh/2) >,
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puis :

ra 1 ’ , , 9
Criw, = mcos (kyh/2) <2COS (K10) + 4(cos (ksh/2))* — 3 + oz). (2.5.26)

Dans I'expression (2.5.23), on échange 1'ordre de la somme portant sur i et j avec celle portant
sur k] et kb, cette expression prend la forme suivante

4 —
REDIu, = — 3 Wi, CFy Oyt (2.5.27)
—n/2<k] kL<n/2—1
ol
k) — k1 )i+ (ky—ka)ya;—
Ukll,kl,ké,/@ — Z / 6@(( 1 —Fk1)x2i+(ky—k2)ya; 1). (2528)
1<i,j<n/2
On peut écrire o sous la forme
Ok}, ki kly ke = U;ffl,klcfz;,@ (2.5.29)
avec
op =y el TR (2.5.30)
1<i<n/2
et
O-Z’,k — Z el(k/*k)yzjﬂ
1<j<n/2
2.5.31
— s K) 3D e R (2:5.:31)
1<j<n/2
ol
s(k' k) = e K =Rh (2.5.32)

Comme —n/2 < k' <n/2—-1et —n/4 < k < n/4— 1, on montre facilement les égalités
suivantes

. | n/2 stk =kout(k)
Ok = { 0 sinon (2.5.33)
et
y | s(K k)n/2 sik'=kout(k)
ol = { ; . (2.5.34)
ainsi que
s(k,k) =1et s(t(k), k) =—1. (2.5.35)
On a donc
([ n2/4  si(k, =k out(ks)) et k) = ks
Tt b ke = { —n2/4 si (K, =k out(ky)) et k, = t(ks) (2.5.36)
( O sinon.
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Il s’ensuit que

EDT — —
n _ T, n T, n
RO! u ki,ko — 1k2u k1, ko + Ct(]ﬂ)k’zu t(k1), k2

— _ (2.5.37)
— %, un — unt )
kit(ka) ki, t(k2) t(k1)t(ksa) t(k1), t(k2)

Proposition 2.5.6. La restriction RfDJ conserve la moyenne si et seulement si o = 1.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a :

,R’aBDJunO,O - Og’gaﬁo,o + sz/g oaﬁ—n/Q,O + Cg’fn/gaho, —n/2 + OES/Q _71/263—71/27 —n/2 (2538)

Le calcul de chaque coefficient implique

a—1+

REDIym o= umg o + e CY (2.5.39)

Donc l'opérateur de restriction REDJ conserve la moyenne si et seulement si o = 1. [
2.5.3.2 Prolongement

Soit u™? = {u?j/2 1<, < n/Q} la premiere composante d'un champ de vitesse défini

sur la grille Gy, /o. Pour k; et k; compris entre —n/4 et n/4 — 1, on définit les coefficients de

Fourier de u™/? par :

= 4

UM = Y upy e ki) (2.5.40)

1<i,j<n/2

L’effet de 'opérateur de restriction P/]\gDJ sur les coefficients de Fourier du champ de vitesse

est détaillé dans la proposition suivante.

Proposition 2.5.7. EFFET DU PROLONGEMENT.

Soient ky et ke deux entiers compris entre —n/2 et n/2 — 1. Les coefficients de Fourier du
champ de vitesse prolongé PfDJun/Q s’exprime en fonction de ceuz de u™? par la relation
sutvante

——

n J— 7)\ n
PIPIun2, = OFo,u™ 1), i) (2.5.41)
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avec

05122 :M <<(1 + 5X)cos (t(k1)h) cos ((t(k2) + ko/2)h)

+3(Acos (3t(k)h) + (1= Neos (t(kn)h) )cos ((t(k2) — ka/2)h)

+ 3Xcos (t(ki)h) cos ((3t(ka) — ko /2)h) >s(k51)

(2.5.42)
+ (14 5X)cos ((t(k2) + ka/2) )
+ (1 + 8\)cos (2(k)h) +2(1 — 43) )cos ((t(k2) — ka/2)h)
+ 3Xcos ((3t(ks) — k2/2)h) > :
ot la fonction t(k) est définie par
((k+n/2 s k<-n/4i—1
t(k) = { k—n/2 si k>n/4 (2.5.43)
Lk sinon
et la fonction s(k) est définie par
s(k) = { j zzn(m— nfdsksnfA-1 (2.5.44)

Démonstration. Pour commencer, on rappelle la définition de la transformée de Fourier dis-
crete pour un champ de vitesse défini sur la grille G,,. Soient k; et ky deux entiers compris
entre —n/2 et n/2 — 1 et ¢ et j deux entiers compris entre 1 et n. Les coefficients de Fourier

de u™ sont définis par
— 1
Wy = 5 3 up e i) (2.5.45)
n ;

1<i,j<n

La formule inverse est donnée par

n T w(kix;+koy,_
Ui j = > by, e 1) (2.5.46)
—n/2<k1,ka<n/2—1

Par définition de I'opérateur PEPY on a :

BDJ, n n/2 /2 A
(P)\ T /2)2i, 2 [(1 + 8/\)Uz‘—/1,j +2(1+ 5>‘)ui7é+1 +4(1— 4)\)U¢,é

o o (2.5.47)
6P+ (180l ] /32A + 1)

Z?]
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En utilisant (2.5.46) avec n/2 a la place de n, il vient

(PEPLE) xS s syt s
20,2 <y k<21 ’
h

+2(1+5A)e®2(3) 4 4(1 — 4\)eh2 02 4 GAeke(— %)
(14 8tk 2B+~ )}ez(klzzﬁkzyzj—l/z)/s(% +1)

(2.5.48)

Que l'on peut simplifier en

(,P)]\BDJ un/2)

3 un/2 [(1 + 5\ k=312

—n/4<kika<n/4-1

+ {(1+8X) cos(k1(2h)) + 2(1 — 4A) petk2(h/2) (2.5.49)
+ 3/\61162(—5}1/2)} €Z(k1I2i+k2yzj71/2)/4(2)\ + 1)

2,2j

En utilisant la méme méthode on trouve les trois relations suivantes :
(PPDJU“Q)? Ly = > u™2y, {(1 + 5X) cos(kih)etk2(31/2)
U NJA<ky ko <N/4-1

+ {3Xcos(k1(3h)) + 3(1 — \) cos(kyh) }eh2(=1/2) (2.5.50)
+ 3X cos(ky )29/ | rlhiznici ka2 4 (2) + 1)

—

(P/{%DJun/z) _ Z YR {<1+5)\) ks (—3h/2)

2,2j—1
R _N/4<ky ka<N/4—1

+ {(1 + 8)\) cos(ky(2h)) + 2(1 — 4X) }etk2(/2) (2.5.51)
+ 3Aeh/D) | rlbazaicthanasa72) (4 (9) + 1)

—

(PPDJUHD) = > un/2, [(1 + 5) cos(kyh)ek2(=3h/2)

2i-1,2j-1
A _N/4<ky ka<N/4—1

+ {3A\cos(k1(3h)) + 3(1 — ) cos(ky h)}ezkz(hﬂ) (2.5.52)
+ 3Acos(kih)e tka( 5h/2)} (k1z2i—1+kayg; 3/2)/4(2)\ +1)
On décompose la somme intervenant dans (2.5.45) en fonction de la parité de i et j. Il vient

S 1
BDJ, n _ BDJ n
P Ju /2k1,k2 =z Z <('P>\ u™?

1<i,j<N/2

e~ Uk1z2itk2y2;1/2)

‘ A 6—2(k1$2i71+k292j71/2)
2i-1,2; (2.5.53)

—1(k1z2i+k2y2;_3/2)

e—z(k1$2i—1+k2y2j—3/2)>
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Il suffit maintenant de combiner (2.5.53) avec (2.5.49), (2.5.50), (2.5.51) et (2.5.52), pour
obtenir

1

BDJ, x
P)\ Un/2 ﬁ

Ei,ka

> > mk;,kg {(1 + 5X)etks(3h/2)

1<i,j<2 —n <kl kh <21

+ {(1 4 8)) cos(K,(2h)) 4 2(1 — 4\) Jetka(=1/2)

+ 3Ae@’f’2<—5h/2>} (R )ont Ot 12) JA2X + 1)

—

U2 gy [(1 + 5) cos(k h)etk2(30/2)
+ {3 cos(k} (3h)) +3(1 — \) cos(k, h) etk (=h/2)

+ 3\ COS(k h) 5h/2)} ((k‘ll7]"»‘1)$2i71+(k‘l2*k2)y2j—1/2) /4(2)\ + 1) (2.5.54)

Tt/ gy | (14 5A)e430/2)
+ {(1 4+ 8X) cos(k} (2h)) + 2(1 — 4\) }eko(h/2
i 3)\6zk’2(5h/2)] ez((k’l—kl)xzz'+(k’2—k2)y2173/2) /42X + 1)

——

—i—un/zkg,ké [( + 5)) cos(k} h)e® (=3h/2)
+ {3Xcos(k,(3h)) + 3(1 — \) cos(k,h) }ea/2)
+ 3\ cos(k}h)et*a 5’1/2)} ((kll_kl)in—1+(k/2_k2)y2j73/2) J4(2A+ 1)
On remarque que les termes correspondant aux indices (kf, k3) tels que &} # t(k1) ou kb #

t(k2) sont nuls. Apres avoir appliqué ces simplifications, la somme portant sur les indices &}
et k) disparait, on a

—_ —

PEDIyn/z = 2,0 (afa%’ﬁ(k:l, ko) + o%o¥a(ky, ko)

(2.5.55)
+ 0To¥ Bk, ko) + oFobalky, k) ) /AN + Dn?
ol on a posé

o= Y etk (2.5.56)
1<i<n/2

ot = 2 !tk =h1)z2io1 (2.5.57)
1<i<n/2

ol = Z U tk2)=k2)yzj—1/2 (2.5.58)
1<j<n/2

o = 3 el kaluzsp (2.5.59)
1<j<n/2
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alky, ke) =(1 + 5X) cos(t(ky)h)et R (=31/2)
+ {3\ cos(t(k1)(3h)) + 3(1 — X) cos(t(k; )h) yetk2)(h/2) (2.5.60)
+ 3\ cos(t(ky ) h)e k) (57/2)
et

ﬁ(kla kg) (1 + 5)\) 1t(k2)(—3h/2)

2.5.61
+ {(1 4 8X) cos(t(k1)(2R)) + 2(1 — 4) JetF) (/D) 4 3)prt(k2)(5h/2), ( )

Ensuite, on montre simplement les égalités suivantes :

1tk —k)(=h)

(2.5.62)
(t(ka)—k2)(=h/2)

@

wc\b:w\:w\ﬁw\ﬁ

(t(k2)—k2)(=3h/2) _ ﬁel(t(kz)—kz)(hﬂ)
2 ?

car (t(k) — k) est toujours multiple de n/2. D’ou :

1 o
fPBD n _ n o(t(k —h/2)
A Tu /2k1,k2 - 16(2)\ + 1)“ /2t(k1)7t(k2) (6 (6(k2) —h2) (=h/2) ﬁ(klﬂ k2)

(kD)= ()02 k) (- 2))m

(2.5.63)
gX(tk2)=h2)(h/2) 5(k1,k2)

61((t(kl)*kl)(*h)Jr(t(kQ)*b)(h/z)) a(ky, k2)>

On note R(z) la partie réelle d'un nombre complexe z, il vient :

1 —

BDJ, n/2 — n/2, 2(t(k2)—k2)(h/2)
’P)\ U g ko 16(2/\+ 1)“’ t(k1), <2§R<ﬁ( ) )

(2.5.64)
+2§R< (K1, ks ) ’“2><h/2>> ot (knm(h))

On obtient la formule recherchée en posant s(k) = e!*(K)=k)(=h) O

La Figure 2.10 représente le coefficient C’,ff,)w pour ky et ko compris entre 0 et n/4—1. On
constate que le prolongement conserve les basses fréquences. De plus, pour A = 0, la formule
du prolongement est plus compacte.
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rapport_theorique: 0 0.10.20.30405060.70.809 1

anbuoay) poddel

200
k2 250 290

FIGURE 2.10 — Effet du prolongement sur les coefficients de Fourier (N=1024).

2.5.3.3 Illustration de la séparation des échelles sur un champ analytique.

Nous proposons d’appliquer la séparation des échelles (dans I’espace physique) & un champ
de vitesse u représentant un tourbillon. Les lignes de niveau de la vorticité des grandes échelles
y sont représentées sur la Figure 2.11 lorsque les opérateurs d’interpolation utilisés dans la
décomposition sont R?W et PV sur la Figure 2.12 pour RT¥ et PTE et sur la Figure 2.13
pour RBP7 et PBPY . Les lignes de niveau de la vorticité du champ de vitesse u de référence
sont des cercles concentriques tracés en noir, celles des grandes échelles sont tracées en gris.
Pour la décomposition qui utilise les opérateurs RZ" et P#W et celle qui utilise les opérateurs
REPT et PPPY les lignes de niveaux sont trés proches des lignes ne niveau de référence. Pour
les opérateurs RT% et PTE, le résultat est surprenant, les lignes de niveau ne ressemblent
pas a des cercles. On compare le spectre d’énergie de la vitesse de référence u et celui
des grandes échelles. On remarque sur la Figure 2.14 que le spectre des grandes échelles pour
les opérateurs RTE et PTE est proche de celui de la vitesse de référence, la séparation des
échelles n’est pas nette.

2.5.3.4 Illustration de la séparation des échelles sur un écoulement issu d’une
simulation.

Nous avons choisi d’appliquer la séparation des échelles a un champ de vitesse obtenu en
résolvant les équations de Navier-Stokes avec conditions aux limites périodiques. On s’inté-
resse a deux simulations : la premiere n, = n, = n = 1024 est trop grossiere pour représenter
toutes les échelles de ’écoulement, la deuxieme n, = nj, = n = 2048 est plus fine, elle permet
une bien meilleure résolution de la turbulence. La vorticité du champ de vitesse et celle de
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FIGURE 2.11 — Lignes de niveau de la vorticité : filtrage des grandes échelles avec les opéra-
teurs RV et P2V,
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FIGURE 2.12 — Lignes de niveau de la vorticité : filtrage des grandes échelles avec les opéra-
teurs RT% et PTE,
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FIGURE 2.13 — Lignes de niveau de la vorticité : filtrage des grandes échelles avec les opéra-

teurs REP7 et PBDJI

— spectre test
1 T T T T[T T T T[T T T T [ TT T T [TT 1T --y(Weﬁellng)
— Yy (nos operateurs)
—— y(Roe)

I 1 I 1 1 1 I 11 1 1 I 11 1 1 I 11 1 1 I 11 1 1 I 11 1 1 I 11 11 1 1
le14
S 2 4 8 16 32 64 128 256 512

FIGURE 2.14 — Comparaison des spectres d’énergie. En trait plein noir, celui du champ de
vitesse de référence, en pointillés rouges celui des grandes échelles pour les opérateurs R%"W
et P?W en tirets rouges celui des grandes échelles pour les opérateurs R7® et PTH et en

trait plein rouge celui des grandes échelles pour les opérateurs RBP7 et PBPY.
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ces grandes (resp. petites) échelles est repésentée sur la Figure 2.15. On trouve également
une comparaison des fonctions spectre d’énergie sur la Figure 2.16. Les opérateurs séparent
efficacement les échelles de 1’écoulement.

2.6 Méthodes multiniveaux

2.6.1 Deécomposition de la vitesse

Soient ny et ny, les entiers correspondant aux nombres de points du maillage respectivement
dans la direction horizontale et verticale, on pose n = (ng,ny). On considére un champ
de vitesse u™, a inconnues décalées, défini sur la grille G, (voir Section 2.2). On souhaite
construire une décomposition de la vitesse en plusieurs niveaux d’échelles. Pour cela, on
définit, a partir des opérateurs de restriction et de prolongement, des nouveaux opérateurs
qui « filtrent » les échelles de la vitesse.

Définition 2.6.1. Soient R et P respectivement opérateur de restriction et de prolongement
sur grilles décalées, on pose :

Fi= PO o RO, (2.6.1)
avec )

RO = RA/27 o o RY2 o RY. (2.6.2)
et )

PO = propr2o. o P/ (2.6.3)

Par convention, F° désigne l'application identité, notée I.

Remarque 2.6.1. L’opérateur F* agit sur les champs de vitesse, a inconnues décalées,
définis sur la grille Gy, :

B " (2.6.4)

u" — Flu".

Il consiste a calculer successiwement la restriction du champ de vitesse sur la grille Gy i et
le prolongement du champ de vitesse restreint sur la grille G,

gn - gn/2i - gn

u® . R(i)un s rP(z) o R(i)un — fiun' (265)
La Figure 2.17 illustre les étapes de « filtrage » du champ de wvitesse. Connaissant le

champ de vitesse u™, on voit que le nombre d’opérations nécessaires au calcul du champ

filtré Fu™ augmente avec i. Nous proposons d’évaluer cette complexité. On suppose que le

nombre d’opérations nécessaires au calcul d’une valeur (Ru®), ; (respectivement (Pu®); ),

7/7]
est identique pour tout i et j, on note ng (respectivement np) ce nombre d’opérations. Le
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() (f)

FIGURE 2.15 — La colonne de gauche (resp. droite) correspond a une simulation sur une grille
a 20482 points (resp. 10242 points). En haut, (a) et (b), la vorticité du champ de vitesse, au
milieu, (e) et (f), celle des grandes échelles et en bas, (c¢) et (d), celle des petites échelles.
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FIGURE 2.16 — On a représenté le spectre d’énergie pour une simulation sur une grille a
20482 points (a), 10242 points (b). En trait plein celui de u™, en pointillés celui de des petites
échelles, en tirets celui des grandes échelles. La séparation des échelles est ici réalisée avec les
opérateurs REDJ et P)]\BDJ .

91



CHAPITRE 2. ALGORITHME MULTI-NIVEAUX ET APPLICATIONS

n

Gn u” Fla® . Flua
Rn'/Pn /pn
gn/2 . °
fR/n/Qi'_l'/7311/2"4_1
gn/Qi .

FIGURE 2.17 — « Filtrage » d’un champ de vitesse.

calcul du champ filtré FOu® nécessite alors evactement

1

gnmh(nn + np) <1 - L) (2.6.6)

opérations, ce nombre d’opérations reste donc magjoré par

1
gnmh(nR + n'p). (267)

On rappelle que la complezité de la résolution du schéma MAC (avec utilisation des trans-
formées de Fourier) est de l'ordre de n*In(n). Le résultat (2.6.7) montre donc que le champ
de vitesse peut étre filtré a chaque itération sans causer une augmentation significative du
temps de calcul de la simulation.

Le champ de vitesse filtré Fiu™ est défini sur la méme grille que le champ de vitesse u®™.
On s’attend a ce que le champ de vitesse filtré contienne essentiellement les modes supportés
par la grille Gy o du champ de vitesse de départ, c’est-a-dire les modes k = (ky, ks) tels que

n£/2i+l < kl < ng/2i+1 -1

et
np /27 < ky <y, /27 — 1.

La Figure 2.18 représente le spectre d’énergie du champ de vitesse u™ et des champs filtrés
Fia®, pour i € {1, 2, 3}. Ce procédé est original puisque toutes les opérations se déroulent
dans [’espace physique.

On vient de voir dans la Remarque 2.6.1 comment les filtres F* servent & extraire les
grandes échelles d’un champ de vitesse. On explique maintenant comment on peut définir
plusieurs niveaux d’echelle.
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1 rrryrrrryrrr Ty TrT T T rTT T T T T T T T T T T T

I Il |IIIIIIII|IIII|IIIIIIIII|IIII|IIII|IIIIIII
leld 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

FIGURE 2.18 — « Filtrage » d'un champ de vitesse. Le spectre d’énergie d'un champ de
vitesse défini sur une grille & 20482 points est représenté en trait plein, les spectres associés
aux champs filtrés F'u™ pour i € {1,2,3} sont tracés respectivement en tirets, en traits
mixtes et en pointillés.
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Définition 2.6.2. On définit le 1™ niveau d’échelle du champ de vitesse u™ par
put = (F7 - F)u” (2.6.8)

Soit n,;, le nombre de niveaux de grille que 'on souhaite considérer, on suppose que ny
et ny, sont divisibles par 2™, Grace a la Définition 2.6.2, on peut décomposer le champ de
vitesse u™ sous la forme

u® = <Z 5§}un> + Frriva®, (2.6.9)
i=1

Dans (2.6.9), on a fait apparaitre (n,;,+1) niveaux d’échelle de u™. Dans cette décomposition,
le niveau

§ru” = (Z —-PoR)u"

représente les petites échelles de u™ et le niveau
f"niv un — ’P(nnlv) o R(nnzv)un

représente les grandes échelles de u®.

La Figure 2.19 représente le spectre d’énergie et ’énergie cinétique d'un champ de vitesse
u" et des niveaux d’échelles intervenant dans la décomposition (2.6.9) pour n,;, = 3. On a
illustré le cas ou la turbulence est résolue ((a), (c)) et le cas contraire ((b), (d)).

Sur les Figures 2.19(a) et 2.19(b), on a représenté en trait plein le spectre d’énergie de
u®, en tirets celui des grandes échelles F3u®, en traits mixtes celui des échelles intermédiaires
d2u™ et §2u™ et en pointillés celui des petites échelles dxu™. Sur les Figures 2.19(c) et 2.19(d),
on a représenté ’énergie cinétique de chaque niveau d’échelle. A gauche, I’énergie des grandes
échelles, au milieu celle des échelles intermédiaires et a droite celle des petites échelles.

Ces données sont issues de simulations a Re = 500000, au temps ¢ = 10. On a utilisé un
champ de vitesse obtenu sur une grille & 10242 points (sous-résolu) et un champ de vitesse
obtenu sur une grille & 2048 points (quasiment résolu), que 'on a restreint sur la grille 10242

Il existe vraisemblablement une hiérarchie entre les niveaux d’échelles qui interviennent
dans la décomposition (2.6.9). En effet, ils se distinguent par leur répartition dans 'espace
spectral et par la quantité d’énergie cinétique qu’ils possedent.

— Si la turbulence est résolue.

Le maillage est suffisamment fin pour représenter toutes les échelles de la turbulence.
On remarque d’ailleurs (voir Figure 2.19(a)) que le spectre de la vitesse se termine par
une zone dissipative (k > k; ~ 256).

La composante des grandes échelles F™vu™ est principalement constituée de faibles
nombres d’onde (k < 64). Pour ces nombres d’onde, le spectre d’énergie est proche
de celui de u™. En conséquence (voir Figure 2.19(c)), cette composante renferme une
grande partie de I’énergie cinétique présente a l'origine dans u®.

Au contraire, la composante des petites échelles d'u™ est principalement constituée
de nombres d’onde élevés (k > 64). Pour ces nombres d’onde, le spectre d’énergie est
proche de celui de u™. En conséquence (voir Figure 2.19(c)), cette composante renferme
une faible partie de I’énergie cinétique présente a l'origine dans u™.
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FIGURE 2.19 — Décomposition des échelles de deux champs de vitesse : (a)-(c) la turbulence est
résolue, (b)-(d) la turbulence n’est pas résolue. On a repésenté pour chaque niveau d’échelle
(nniv = 3), (a)-(b) le spectre d’énergie et (c)-(d) 'énergie cinétique.

95



CHAPITRE 2. ALGORITHME MULTI-NIVEAUX ET APPLICATIONS

De plus (voir Figure 2.19(c)), on observe que I'énergie cinétique des différents niveaux
d’échelle est ordonné. Plus précisement, les niveaux d’énergie vérifient une relation du

type
E.(0Fu®)  E.(0Fu™)
E.(03un) ~ B(ogun)
— Si la turbulence n’est pas résolue. Le maillage n’est pas assez fin pour repré-
senter toutes les échelles de la turbulence. On remarque (voir Figure 2.19(b)) que le
spectre d’énergie ne présente pas de zone dissipative. Il y a au contraire une accu-
mulation de l'énergie sur les modes élevés (k > 256). Cette accumulation entraine
(voir Figure 2.19(d)) une répartition anormale de 1’énergie cinétique entre les niveaux
d’échelles : on n’a pas la hiérachie observée dans le cas ou la turbulence est résolue.

(2.6.10)

2.6.2 Coefficients de correction locaux.

Nous présentons dans cette section la construction des coefficients de correction locaux
que nous utilisons pour corrigé la composante des petites échelles de la vitesse. Nous nous
sommes inspirés des travaux [11], effectués dans le cadre spectral.

Estimation de I’énergie des petites échelles : on a observé que lorsque le maillage
est trop grossier pour permettre la résolution de toutes les échelles de la turbulence, la
composante des petites échelles possede une énergie trop importante. A partir de ce constat,
notre idée est de corriger la composante des petites échelles de u®, soit 6'u®, par un coefficient
de correction local multiplicatif, afin de réguler ’énergie de cette composante. Ce traitement
des petites échelles est appliqué de facon dynamique en temps. On espere ainsi conserver une
décroissance du spectre d’énergie correcte pendant toute la simulation et donc obtenir sur
maillage grossier une simulation numérique proche d'une simulation obtenue sur grille fine.

La loi de Kraichnan prédit que, dans la zone inertielle, le spectre d’énergie décroit en
k3. On suppose que ny = n, = n et que les niveaux d’échelle §'u® se situent dans la zone
inertielle du spectre d’énergie de u™, pour i € {1,2,3}. On peut alors écrire formellement que
I'énergie cinétique du 7™ niveau d’échelle vérifie

iy [ -3
E.(¢u )_A/W(J k=3 dk. (2.6.11)
D’ou 50
E,(u™) = (W) §, (2.6.12)

On en déduit que I’énergie des petites échelles respecte

E.(0Fu”)  E.(6%u")
E.(02u»)  E.(6%um)’

(2.6.13)

Ce résultat reste vrai, plus généralement, lorsque le spectre d’énergie est de la forme

E(k) = Ck°,
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avec v un parametre réel quelconque. La relation entre les niveaux d’énergie (2.6.13) est en
accord avec les observations de la Section 2.6.1.

Lorsque le maillage est trop grossier pour représenter toutes les échelles de la turbulence,
on a vu que la composante des petites échelles ne satisfait pas la relation (2.6.13). Pour
ramener la composante des petites échelles a un niveau d’énergie satisfaisant, on a d’abord
pensé a lui appliquer le coefficient multiplicateur suivant

1
cor — . 2.6.14
c o ( )
ot E (53 n)E (51 n)
ny _ Lel0FU ) Ecl0FU
r(u™) = E.(0Zun)? . (2.6.15)

Cependant, on sait que 'accumulation de I'énergie sur les petites échelles est tres variable
selon le point de 'espace. Elle est quasi inexistente la ou 1’écoulement est laminaire, et tres
présente lorsque deux tourbillons se rencontrent, ou bien dans la zone de décollement de la
couche limite

On a donc choisi d’appliquer une correction de la vitesse qui dépend de sa localisation.
Pour cela, on introduit la notion d’énergie cinétique locale pour un champ de vitesse défini
sur grilles décalées.

Définition 2.6.3. ENERGIE CINETIQUE LOCALE.
Soit d un entier qui divise ng et n,. Pour p et q entre 1 et d, on définit [’énergie locale
d’un champ u™ de G, par :

Jj=np(g—1)/d+1 i=n,(p—1)/d

! h npq/d nep/d .
Ep(u®) = 2< Z Z aie/d (u?j)2

nep/d nna/d e (2.6.16)
+ > > a "t (w) ),
i=ne(p—1)/d+1 j=np(q—1)/d
ot
1/2 ] U1
o = { / i k divise m, (2.6.17)
1 s1non.

Remarque 2.6.2. On remarque que lorsque d est égal a 1, la quantité Ey, est l’énergie
cinétique totale de l’écoulement. Dans le cadre de [’algorithme multi-niveaux, le parametre d
est égal au nombre de points de la grille la plus grossiére, c’est-a-dire d = n /2",

La Définition 2.6.3 permet de comparer localement 1’énergie cinétique des différentes
échelles de I’écoulement.

Définition 2.6.4. COEFFICIENTS DE CORRECTION LOCAUX.
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Soit Cpin un parametre réel appartenant a 'intervalle (0,1). Soient p et q entre 1 et d, on
définit les coefficients locaux suivants :
i — Epq(07u®)
Pq :
\/qu(éf’fun)qu(élfun)

(2.6.18)

Remarque 2.6.3. Afin de controler les coefficients de correction, on va appliquer la trans-
formation suivante

Cpq = (Cpg — M) <m) + Cimin, (2.6.19)

ot m et M sont respectivement le minimum et le mazimum de { Cpq; 1 <p,g<d } Ainsi,
les coefficients c,q sont compris entre Cp, et 1.

Enfin, pour que la correction soit la plus localisée possible, on interpole les d* coefficients
(Cpq)1<pg<q POUT Obtenir n? coefficients (Cij)1<ijen- On utilise pour cela un opérateur d’in-
terpolation linéaire d’ordre deu.

2.6.3 Description de ’algorithme

L’algorithme multi-niveaux est inséré entre le calcul de la vitesse intermédiaire et la phase
de projection sur I'espace a divergence nulle.
On commence par séparer les échelles de la vitesse a ’aide des opérateurs d’interpolation

u® = (Z 5}u“> + Frmivg®, (2.6.20)
=1

On calcule ensuite le rapport r(u™), rapport entre les énergie cinétiques totales des niveaux
d’échelles (voir (2.6.15).

Si ce rapport est inférieur a un parametre r,,,, donné, alors on ne fait rien. Dans le cas
contraire, on applique un traitement spécifique des petites échelles. L’algorithme de correction
des petites échelles se décompose en six étapes :

1. on calcule I'énergie cinétique locale de chaque niveau d’échelle E,,(d%u"), i € {1,2,3},
par la formule (2.6.16)

2. on en déduit les coefficients de correction locaux ¢,, par la relation (2.6.18)
3. on calcule a partir des coefficients ¢, ,, les coefficients ¢, , qui vérifient ¢, < cpq <1

4. les d?* coefficients c,, sont interpolés pour en obtenir n?, ceci dans le but d’appliquer
une correction plus localisée.

5. on modifie la vitesse intermédiaire en appliquant la correction suivante

{ T 1>(51fu)” (2.6.21)

vij < vig + (cij — 1)(0Fv),,

6. enfin, on rétablit la moyenne de la vitesse a zéro. Soient m,, et m, les moyennes respec-
tives de u et v, on sustitue u; ; — my, a u; j et v; j —my, a v; ;.
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2.7 Résultats numériques

Dans cette partie, nous décrivons et analysons des résultats de simulations numériques
d’écoulements bi-dimensionnels incompressibles et périodiques. Dans un premier temps, des
simulations numériques directes ont été réalisées a différentes résolutions et pour différentes
valeurs de la viscosité. Pour des parametres physiques donnés, force extérieure et viscosité
cinématique, la résolution minimum nécessaire afin de capter la dynamique de 1’essentiel
des échelles de 1'écoulement, c’est-a-dire celles qui ont un sens physique (grandes échelles et
zone inertielle), est estimée. L’analyse des résultats est basée sur I'examen de la décroissance
des fonctions spectres d’énergie. Ensuite des simulations multiniveaux sont réalisées sur des
grilles grossieres, trop grossieres pour que les grandes échelles de 1’écoulement puissent étre
correctement prédites. Les simulations numériques directes résolues sont considérées comme
solutions de référence. Elles sont utilisées pour générer les conditions initiales des simulations
multiniveaux et comme éléments de comparaison afin de valider les résultats de ces dernieres.

2.7.1 Simulations numériques directes
2.7.1.1 La condition initiale

La condition initiale ug est un champ périodique qui satisfait la contrainte d’incompres-
sibilité. Il est calculé dans 'espace spectral a partir d'une fonction spectre d’énergie donnée

) = e (i) e (-5 (3,) )

ol o et (] sont des parametres réels positifs et ky est un entier. Nous avons utilisé ici
les valeurs 0 = 2 et kg = 10. La constante C est déterminée de telle sorte qu’a l'instant
initial, le taux d’injection d’énergie du a la force extérieure et le taux de dissipation d’énergie

par

s’équilibrent.

En supposant une répartition uniforme de 1’énergie cinétique sur les couronnes spectrales
Sy définies par (1.1.55), on détermine les modules des coefficients de Fourrier de ugy. Leurs
phases sont choisies aléatoirement dans [0, 27|. La fonction spectre d’énergie Ey(k) (voir la
Figure 2.20) décroit exponentiellement des que le nombre d’onde k a dépassé kq. De ce fait
la condition initiale possede peu de petites échelles. Sous l'effet du terme non linéaire, une
partie de I’énergie cinétique contenue dans les échelles correspondant a k < kg est rapidement
transférée vers les plus grands nombres d’onde. On constate sur la Figure 2.20 qu’apres
a peine un temps de retournement des grandes échelles, la décroissance exponentielle est
remplacée par une décroissance en puissance qui est ici de 'ordre de k=°. Une multitude de
petites échelles sont ainsi rapidement générées dans I’écoulement. L’utilisation d’une condition
initiale analytique permet d’initialiser des simulations sur différentes grilles avec le méme
champ de vitesse périodique. La Figure 2.21 montre les lignes de niveaux de wy. L’écoulement
est assez homogene au sens ou toutes les structures sont de taille similaire. L’utilisation de
phases aléatoires permet d’obtenir une succession de structures ayant des sens de rotation
alternés.
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FIGURE 2.20 — Spectres d’énergie de la condition initiale et de la solution obtenue a ¢t = 1,0
pour v = 3,33 x 107% sur une grille & 40962 points.

FIGURE 2.21 — Isovaleurs de la vorticité de la condition initiale. Les valeurs utilisées sont
{-12,-10,-8,—6,—4,—-2,—1,1,2,4,6,8,10,12}. Les lignes de niveaux représentées avec des
tirets correspondent aux valeurs négatives de wy.
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2.7.1.2 Les parametres et les grandeurs caractéristiques

Les simulations numériques directes réalisées correspondent a des viscosités cinématiques
variant de 3,33 x 107% & 1,33 x 1075. D’aprés les travaux de Kraichnan [50], Leith [52] et
Batchelor [4] qui ont étendu la théorie phénoménologique de la turbulence de Kolmogorov au
cas de la turbulence homogene bi-dimensionnelle, un tel écoulement peut étre caractérisé par
une vitesse U = VK ot K est Pénergie cinétique et par une échelle intégrale (voir Lilly [53])
L définie par )

1/2
Lo

ou y
_ 2
v = |Q|A|Vw] dx

est le taux de dissipation de ’enstrophie. Associé a cette vitesse et cette échelle caractéris-
tiques, on peut définir le nombre de Reynolds intégral par
UL
RGL = —.
v
Le temps de retournement des grandes échelles, de 'ordre de 1'échelle intégrale, est défini
par t;, = L/U. Par analogie avec la théorie de Kolmogorov, la taille des échelles dissipatives,
c’est-a-~dire les échelles dont la dynamique est dominée par les termes visqueux, est estimée
par le nombre d’onde kg = 1/n ot n est I’échelle de Kolmogorov et est définie, a 'aide d’un
argument dimensionnel, par
3\ 1/6
v
- ()"
fy

Nous avons reporté dans le Tableau 2.1 ces grandeurs caractéristiques calculées a I'instant
initial ¢ = 0.

vt Rey, U n tr
300000 | 8,92910° | 1,484 | 0,212 x 1072 | 1,352
500000 | 3,48710° | 2,473 | 0,151 x 1072 | 1,114
750000 | 1,012107 | 3,775 | 0,116 x 102 | 1,005

TABLE 2.1 — Parametres et grandeurs caractéristiques des conditions initiales des simulations
numériques directes.

2.7.1.3 La force extérieure

La force extérieure f est indépendante de la variable temporelle ¢ et agit seulement sur les
basses fréquences de la vitesse. Sous 'effet des termes non linéaires, ’énergie apportée par f
dans les grandes échelles est transférée vers les petites échelles. Cette force est donnée dans
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I'espace spectral par ses coefficients de Fourier fi, = (f1y, f2)) qui sont définis comme suit :

- - Cgelak si |]{?1|+|l{32| =10
p— = ! 2. .1
Jie = o { 0 sinon, (27.1)
ou la constante Cy est choisie telle que ||f|| = 0,05. Les phases ) forment une suite de

valeurs aléatoires dans l'intervalle [0, 27]. La Figure 2.22 montre quelques lignes de niveaux
de la vorticité de la force extérieure. Les structures sont de taille plus grande que celles de
la condition initiale. De ce fait, 'injection d’énergie est réalisée sur les plus grandes échelles
qui devraient ainsi se développer au cours du temps dans 1’écoulement.

FIGURE 2.22 — Isovaleurs de la vorticité de la force extérieure. Les valeurs utilisées ici sont
{-0.2,-0.1,-0.05,—0.025, —0.01,0.01, 0.025, 0.05,0.1,0.2}. Les lignes de niveaux représen-
tées avec des tirets correspondent aux valeurs négatives.

2.7.1.4 Convergence en fonction de la taille du maillage

Pour les viscosités v = 3,33 x 1076 et 2,0 x 1079, des simulations numériques directes ont
été réalisées sur des maillages de 10242, 20482 et 40962 points. A ces résolutions, le pas de
temps, choisi de maniere a satisfaire la condition de stabilité de type CFL, vaut respectivement
2,5x107%, 107% et 5x 107, Les cofits en terme de temps CPU sont respectivement de 1,3, 8 et
32 secondes par itération temporelle. Ces simulations directes ont été menées sur I'intervalle
de temps adimensionnel [0,20]. Sur un maillage & 4096® points, une simulation compléte
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nécessite donc 355 heures. Une version parallele & communications implicites (OPENMP) a
été utilisée.

L’observation des spectres d’énergie permet de vérifier si la résolution est suffisante. En
effet, si le maillage est trop grossier, de telle sorte que les plus petites échelles ayant un sens
physique ne sont pas représentables, une accumulation d’énergie dans les nombres d’ondes les
plus élevés apparait. En conséquence, les grandes échelles ne sont plus correctement appro-
chées. Par effet de transfert inverse, de ’énergie est enlevée dans les échelles de taille moyenne.
La décroissance du spectre d’énergie en loi puissance prédite par la théorie phénoménologique
de la turbulence n’est plus respectée. Dans le pire des cas, c’est-a-dire a résolution tres gros-
siere, le spectre d’énergie croit sur les plus grands nombres d’onde et en amont un creux
apparait dans la zone inertielle.

La Figure 2.23 représente les spectres d’énergie a t = 20 des solutions obtenues sur les
différents maillages pour v = 3,33 x 107%. Des I'utilisation de 20482 points, la distribu-
tion d’énergie est correctement approchée, méme sur les plus petites échelles pour lesquelles
une décroissance exponentielle est observée. Pour 10242 inconnues, une légere accumulation
d’énergie est visible sur les plus grands nombres d’onde. Elle est de faible importance et ne
semble pas nuire a 'approximation des petites échelles. A t = 20, le nombre d’onde k,; est de
l'ordre de 650 indiquant quune grille & 1300? points est nécessaire pour capter les échelles
dissipatives, dites de Komogorov. Cette valeur est en accord avec ’analayse des spectres
d’énergie.

Pour v = 2 x 1079 ce phénomene s’amplifie a cette résolution (voir la Figure 2.24).
Les échelles correspondant a k € [100, 512], ce qui représente 80% des nombres d’onde, sont
contaminées par le manque de résolution. Cette résolution est dans ce cas insuffisante. Par
contre, avec 20482 inconnues, I’écoulement est correctement résolu. Cette observation est en
accord avec la valeur de k; obtenue en fin de simulation, c¢’est-a-dire 900, sur le maillage le
plus fin.

Au temps final ¢ = 20 les spectres d’énergie, pour k € [30,200], exhibent une décroissance
en loi puissance de la forme k=37 (voir la Figure 2.25). Cette décroissance est plus rapide que
la valeur k=3 prévue par la théorie phénoménologique de la turbulence bi-dimensionnelle. Par
contre, au temps intermédiaire ¢ = 10 (voir la Figure 2.26) la décroissance en k=3 du spectre
est bien retrouvée. Pour ¢t < 10, ’essentiel de I’énergie est contenu dans les échelles de nombre
d’onde k € [5,10] en raison de la condition initiale dont le pic d’énergie est au voisinage de
k = 10. Le transfert inverse d’énergie, caractéristique de la turbulence bi-dimensionnelle,
injecte de I'énergie dans les modes k ~ 1 qui deviennent dominant au cours du temps. C’est
lorsque ce régime est atteint que la décroissance en k~3? est observée. Pour visualiser I'impact
de ce changement de pente sur I’écoulement nous avons représenté sur les Figures 2.27 et 2.28
la vorticité pour les solutions obtenues avec v = 3,33 x 107% aux temps respectifs ¢t = 10 et
t = 20. On observe effectivement a ¢t = 10 une présence plus importante de petites échelles :
I’écoulement est plus complexe qu’a t = 20. La méme observation est faite pour v = 2,0x 1076
en examinant les Figures 2.29 et 2.30.

Pour v = 1,33 x 107%, un maillage de 81922 points a été utilisé afin d’assurer une résolution
correcte de la plupart des échelles physiques de ’écoulement (voir la Figure 2.31). Une dé-
croissance en k3 du spectre d’énergie est retrouvée pour k € [10,500] suivi d’une décroissance
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exponentielle pour les plus grands nombres d’onde. La représentation de la vorticité (voir la
Figure 2.32) confirme que 'analyse basée sur le spectre d’énergie : le gradient de la vitesse est
correctement approché sur cette grille. L’écoulement est plus complexe, ¢’est-a-dire avec plus
d’échelles et des échelles de plus petites tailles que pour les autres valeurs, plus grandes, de
la viscosité. Pour ce nombre d’inconnues, la simulation a été réalisée sur la machine scalaire
IBM Regatta Power 6 de 'IDRIS (CNRS, Orsay) en utilisant jusqu’a 10 threads simultanés.
Le cout calcul en équivalent monoprocesseur pour cette simulation menée sur l'intervalle de
temps [0, 5] est de 'ordre de 9500 heures CPU. Bien que bi-dimensionnelle, une telle simu-
lation dans ces cotits CPU et mémoire est similaire a une simulation tri-dimensionnelle.

10 =5 T T LI T T T T T T

IIII.

10-12
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10—14E 1 R | 1 R | 1 R |
1 10 100 1000

FIGURE 2.23 — Spectre d’énergie de la vitesse u & ¢t = 20 pour v = 3,33 x 107 % et n =
1024, 2048 et 4096.

v1 Rej, U n tr
300000 | 2,873 10° | 1,484 | 0,120 x 10-2 | 1,436
500000 | 1,06810°% | 2,467 | 0,837 x 1072 | 0,350
750000 | 1,85510°% | 3,663 | 0,496 x 10~* | 0,184

TABLE 2.2 — Parametres et grandeurs caractéristiques des conditions initiales des simulations
multi-niveaux.
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FIGURE 2.24 — Spectre d’énergie de la vitesse u a t = 20 pour v = 2,0x 1076 et n = 1024, 2048

et 4096.
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FIGURE 2.25 — Représentation de k*’E(k) a t = 20 pour v = 3,33 x 107¢ (ligne pleine) et
v =2,0x 1079 (tiret). La résolution est de 4096® points.
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FIGURE 2.26 — Spectre d’énergie (trait plein) et k*F(k) (tiret) & ¢t = 10 pour v = 3,33 x 107S.
La résolution est de 40962 points.

FIGURE 2.27 — Vorticité & t = 10 pour v = 3,33 x 1075 calculée sur une grille & 40962 points.
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FIGURE 2.29 — Vorticité a t = 10 pour v = 2,0 x 1076 calculée sur une grille & 40962 points.

107



CHAPITRE 2. ALGORITHME MULTI-NIVEAUX ET APPLICATIONS

FIGURE 2.30 — Vorticité a t = 20 pour v = 2,0 x 107¢ calculée sur une grille & 40962 points.
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FIGURE 2.31 — Spectre d’énergie (trait plein) et k3 E(k) (tiret) a t = 5 pour v = 1,33 x 1076
et n = 8192.

108



2.7. RESULTATS NUMERIQUES

FIGURE 2.32 — Vorticité a t = 5 pour v = 1,33 x 107 calculée sur une grille & 81922 points.

2.7.2 Les solutions multi-niveaux.

Nous avons choisi d’appliquer la méthode multi-niveaux pour la simulation d'un écoule-
ment périodique a nombre de Reynolds Re = 300 000. Dans la Section 2.7.1, la convergence
en grille de cet écoulement a été étudiée. Nous avons constaté que la simulation directe sur la
grille & 40962 points est suffisamment fine pour reproduire toutes les échelles de la turbulence :
elle sera notre simulation de référence. En revanche, la simulation directe sur la grille & 2562
points est trop grossiere, on remarque une accumulation d’énergie importante sur les petites
échelles (voir Figure 2.33(a)). L’évolution du rapport r(u), défini par (2.6.15), pour la simu-
lation directe sur la grille & 2562 points est représenté sur la Figure 2.33(b). On remarque une
augmentation importante de cette quantité, ceci traduit une répartition anormale de 1’énergie
entre les différentes échelles. Nous appliquons la méthode multi-niveaux sur la grille & 2562
points, afin de corriger cette accumulation d’énergie. Les résultats obtenus seront comparés a
la simulation sur grille fine. La solution de référence est calculée jusqu’a t = 20. Les solutions
multi-niveaux et la solution directe sont calculées a partir de t = 10 et jusqu'a ¢ = 20. Elles
sont initialisées avec la restriction sur la grille & 256° points du champ de vitesse obtenu
avec la simulation de référence au temps ¢ = 10. On utilise pour cela 1'opérateur RQBDJ , qui
conserve la contrainte d’incompressibilité de I’écoulement et qui est d’ordre deux.

Une premiere solution multi-niveaux : les parametres de ’algorithme multi-niveaux
sont ici
Tmaz = 1 €t Cpin = 07
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FIGURE 2.33 — (a) Spectre d’énergie associé a la simulation directe sur une grille & 40962
points (trait plein), & 2562 points (en tirets), au temps ¢ = 20. (b) Evolution du rapport r(u)
pour la simulation directe sur une grille & 2562 points.
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ce sont les choix les plus naturels. En effet, 7,,,,, = 1 signifie que I'on impose r(u) < 1 pendant
toute la simulation multi-niveaux. La constante 1 provient des observations faites a propos de
la répartition de I’énergie entre les échelles, dans le contexte de la décomposition spectrale.
Le choix du parametre c¢,,;, = 0 entraine que les coefficients de correction locale sont compris
entre 0 et 1. Lorsqu'un coefficient ¢; ; vaut 0 la correction consiste a supprimer entiérement
la composante des petites échelles

1

lorsqu’il vaut 1 il n’y a pas de modification de la vitesse
Ui, j < Wi

On a représenté sur la Figure 2.34 1’évolution de 1’énergie contenue dans les petites echelles
d%u. On constate que la correction des petites échelles a été appliquée seulement quatre fois
durant toute la simulation. La diminution de 1’énergie des petites échelles est radicale, on
enleve environ 40% de leur énergie a chaque correction. Nous souhaitons que la correction
soit appliquée dynamiquement en temps, donc de maniere plus fréquente. Nous proposons
pour cela une autre simulation multi-niveaux ou la correction des petites échelles est moins
radicale.
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FIGURE 2.34 — Evolution de I'énergie contenue dans les petites echelles d%u, les parametres
de I'algorithme multi-niveaux sont 7,4, = 1 et ¢pin = 0.

Une seconde solution multi-niveaux : les parametres de I'algorithme multi-niveaux
sont ici
T'maz = 1et Cmin — 0.99.
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L’évolution du rapport r(u) pour la simulation multi-niveaux est représentée sur la Fi-
gure 2.35(b). On voit que la correction de petites échelles est appliquée des que ce rapport
devient supérieur au seuil 1. La correction est assez fréquente, environ toutes les 10 itérations.
Elle est aussi beaucoup moins radicale que dans le cas ¢,,;, = 0, on enléve ici environ 0.5% de
I’énergie des petites échelles. Le choix ¢, = 0.99 répond donc a nos attentes : une correction
moins brutale et plus fréquente. L’accumulation d’énergie sur les petites échelles lors de la
simulation directe sur la grille & 256* points (voir Figure 2.33(a)) est contrdlée. La pente
du spectre d’énergie de la simulation multi-niveaux (voir Figure 2.35(a)) est proche de celle
de la simulation de référence. On remarque cependant que ce spectre est situé largement en
dessous du spectre de référence. Nous pensons que le choix r,,,, = 1 conduit & une contrainte
trop forte sur la quantité d’énergie contenue dans les petites échelles, celle-ci se traduit par
une dissipation de 1’énergie abusive. Le rapport r,,,. = 1 correspond a un spectre d’énergie
correct et aussi a une séparation des échelles idéale : la séparation dans ’espace spectrale.
Or la séparation des échelles dans 1’espace physique que nous proposons ne sépare pas les
échelles de facon idéale. Une simulation multi-niveaux avec un parametre r,,,, plus grand va
permettre de relaxer la contrainte sur la quantité d’énergie contenue dans les petites échelles.

Une troisieme solution multi-niveaux : les parametres de I'algorithme multi-niveaux
sont ici
T"mazx = 1.2 et Cmin — 0.99.

L’accumulation d’énergie sur les petites échelles lors de la simulation directe sur la grille & 2562
points (voir Figure 2.33(a)) est maitrisée. La pente du spectre d’énergie de la simulation multi-
niveaux (voir Figure 2.36) est proche de celle de la simulation de référence. La grande partie du
spectre est situé en dessous du spectre de référence, mais il est plus proche que le spectre de la
simulation multi-niveau avec le parametre r,,,, = 1. On a relaxé la contrainte sur la quantité
d’énergie des petites échelles. Les observations sur le spectre d’énergie se confirment lorsqu’on
regarde 1’écoulement dans l'espace physique. La vorticité associée a la vitesse du fluide est
représentée sur la Figure 2.37. La ressemblance des structures tourbillonaires de la solution
multi-niveaux (voir Figure 2.37(c)) et de la solution de référence (voir Figure 2.37(a)) est forte.
La solution obtenue par simulation directe sur la grille a 256® points (voir Figure 2.37(a))
comporte trop de petites structures. Ces structures sont présentes dans tout le domaine, elles
parasitent la dynamique des grandes échelles.

2.8 Opérateurs d’interpolation et conditions aux limi-
tes de Dirichlet

On se place dans le cadre des conditions aux limites de Dirichlet, sur un domaine rectan-
gulaire. Le schéma d’interpolation de l'opérateur de restriction REDJ (resp. de 'opérateur
de prolongement P)]?DJ ) ne permet pas d’étendre (resp. de restreindre) un champ de vitesse
a inconnues décalées a proximité du bord du domaine. En effet, ces opérateurs nécessitent

pour cela des valeurs du champ de vitesse situées a l'extérieur du domaine.
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FIGURE 2.35 — (a) Spectre d’énergie associé a la simulation directe sur une grille & 40962
points (trait plein), simulation multi-niveaux sur grille & 256% points (en tirets), au temps
t = 20. Les parametres de la simulations multi-niveaux sont 7, = 1 et ¢ = 0.99. (b)
Evolution du rapport r(u) pour la simulation multi-niveaux, aux premiers instants de la
simulation 10 < ¢ < 10.5.
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FIGURE 2.36 — Spectre d’énergie associé a la simulation directe sur une grille & 40962 points
(trait plein), simulation multi-niveaux sur grille & 256% points (en tirets), au temps ¢ = 20.
Les parametres de la simulations multi-niveaux sont r,,,, = 1.2 et ¢, = 0.99.

Nous proposons dans la Section 2.8.1 une extension du champ de vitesse sur de nouvelles
mailles disposées autour du domaine. Sur ces nouvelles mailles, la vitesse est définie de fagon
consistante avec les inconnues définies a I'intérieur du domaine et la contrainte d’incompres-
sibilité est vérifiée.

Nous discutons ensuite dans la Section 2.8.2 de l'interpolation de la vitesse sur le bord
du domaine, deux approches sont proposées. Dans la premiere approche, la vitesse restreinte
(ou prolongée) vérifie la contrainte d’incompressibilité sur tout le domaine, en contrepartie
on introduit sur le bord une erreur par rapport a la condition aux limites. Dans la seconde
approche, la vitesse restreinte (ou prolongée) ne vérifie pas la contrainte d’incompressibilité
sur certaines mailles proches du bord, en revanche la condition aux limites est préservée.

2.8.1 Extension du champ de vitesse sur les mailles fictives.

On considere un champ de vitesse discret a inconnues décalées (u,v) avec
U = {UL],OSZSTL[,l Sj th}

et
v={v;;,1 <i<n,0<j5<ny}.

La vitesse sur le bord du domaine est connue. On souhaite étendre le champ de vitesse (u,v)
sur les mailles Ky ; et K41, pour 1 < j <ny, et K; et K; p, 41, pour 1 <i < ny, qui sont
situées a ’extérieur du domaine, ces mailles sont appelées mailles fictives. Sur la Figure 2.38,
la maille fictive Ky ; est représentée en pointillés, on a également matérialisé le bord gauche
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()

FIGURE 2.37 — Comparaison du champ de vorticité a ¢ = 20 : (a) simulation de référence,
(b) simulation directe sur grille & 2562 points, (c) simulation multi-niveaux sur cette méme
grille. Les parametres de la simulations multi-niveaux sont : 7,,,. = 1.2 et ¢, = 0.99.
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du domaine et les mailles K j11, Ky ; et K j_1, situées a l'intérieur du domaine. Nous
introduisons les nouvelles valeurs de la vitesse u_;_; et vy, ;, situées a 'extérieur du domaine,
de maniere consistante avec les valeurs de la vitesse a I'intérieur du domaine. La vitesse sur
le bord étant connue, on définit vy ; par

;o,j V1,5
EU71"7 uov.] ul:]
Vo, j—1 U1,5-1
o0

FIGURE 2.38 — Extension de la vitesse sur les mailles fictives.

vo,; = 20(0, ;) — 1,5, (2.8.1)

pour j entre 0 et ny. On calcule vy j_; de facon analogue, il reste a définir u_; ;. Nous
proposons de déduire cette valeur de la contrainte d’incompressibilité

que nous souhaitons imposer. On obtient la formule suivante

U—1,j = Up,j + 7 (Uo,j - UO,j%) :

Avec la relation (2.8.1), on obtient

20 4

U-1,j = Uoj+ 5 (v(0,y;) —v(0,y;-1)) — 7 (V1,5 —v1,5-1) -

La contrainte d’incompressibilité sur la maille K ; permet de simplifier cette expression, il
vient

20
u-r, = U+ 7 (00, 55) = v(0,95-1)) - (2.8.2)
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2.8.2 Restriction et prolongement de la vitesse sur le bord.

L’extension de la vitesse sur les mailles fictives, par (2.8.1) et (2.8.2), permet la restriction
et le prolongement d’un champ de vitesse par simple application des opérateurs REDJ et
PPDJ . Les formules d’interpolation des opérateurs pres du bord sont identiques aux formules
utilisées a l'intérieur du domaine.

Pour que la divergence discrete du champ restreint (resp. prolongé) soit nulle sur les mailles
situées en bord de domaine, c’est-a-dire sur les mailles K ; et K,,, ;, pour 1 < j < nj et K;
et K n,, pour 1 < i < ng, il est nécessaire de restreindre (resp. prolonger) la composante
normale de la vitesse sur le bord du domaine. Prenons le cas de I'opérateur de restriction, les
inconnues qui interviennent dans le schéma d’interpolation de (’REDJ u“)

sur la Figure 2.39. La valeur (RQBDJu")

0.5 sont représentées

0.7 est définie par

mailles fictives

(9]

FIGURE 2.39 — Interpolation de la vitesse sur le bord.

BDJ n n n n n
(Ra u )O = <u_172j + u—172j—1 ‘I‘ uO, 2j+1 —|— O{’LLO7 Qj
’ (2.8.3)
+ oaug, 2j—1 T “3, 92j—1 T u‘i 2j T u‘i 2j—1>/(6 + 2a),

c’est une combinaison linéaire qui fait intervenir des inconnues situées a l'intérieur du domaine
n n 3 3 n n n n 3
(uf o; et uf 5;_;), la vitesse sur le bord du domaine (ug o;,1, Ug 95, U 251 €t UG 9;_1), €t aussi
la vitesse sur les mailles fictives (u?, ,; et u?; 5, ;). En approchant la vitesse de cette maniere,
on introduit sur le bord une erreur du second ordre par rapport a la condition aux limites.
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Au lieu d’interpoler la vitesse sur le bord du domaine en appliquant la relation (2.8.3),
on peut obtenir la vitesse sur le bord en utilisant directement la condition aux limites qui est
une donnée du probléme. On définit alors la valeur (REDJ u“) o,; Par:

(REDJu“)O = u(0, yaj_1). (2.8.4)
On gagne alors en précision sur le bord, en contrepartie, la divergence discrete du champ de
vitesse restreint (ou prolongé) est non nulle sur les mailles situées en bord de domaine.

Pour résumer, on a proposé deux méthodes pour calculer la restriction et le prolongement
d’un champ de vitesse dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet. Ces méthodes ont
chacune un avantage et un inconvéniant. L’avantage de la premiere méthode (voir 2.8.3) est de
conserver la contrainte d’incompressibilité sur le domaine entier, son défaut est d’introduire
sur le bord du domaine une erreur par rapport a la condition aux limites. L’avantage de la
deuxieme méthode (voir 2.8.4) est de préserver la condition aux limites, son défaut est la
perte de la contrainte d’incompressibilité sur les mailles a proximité du bord du domaine.

Afin de capter correctement la couche limite, nous souhaitons privilégier la précision
du schéma au voisinage du bord. Nous préférons donc la technique qui consiste a utiliser
directement la condition aux limites pour définir les inconnues de la vitesse restreinte (ou
prolongée) situées sur le bord, car elle a I'avantage de ne pas introduire d’erreur sur le
bord. Avec cette technique, la conservation de la contrainte d’incompressibilité sur certaines
mailles proches du bord n’est plus assurée. On remarque toutefois que, lors de la correction
des petites échelles, la contrainte d’incompressibilité du champ de vitesse n’est pas conservée,
cette correction étant locale.

2.8.3 Application a la simulation de la cavité entrainée.

La cavité entrainée est un probleme modele pour la simulation numérique des écoulements
incompressibles turbulents. Le domaine d’étude est une cavité rectangulaire

Q=(0,1)

remplie de fluide. On impose au sommet de la cavité une vitesse d’entrainement horizontale
et uniforme
u=(1,0), siy=1.

Sur les autres bords, on impose une condition de non-glissement
u=0, size{0,1} ouy=0.

La viscosité du fluide vaut 1075, le nombre de Reynolds est égal & 100 000. A ce nombre de
Reynolds, I'écoulement est instationnaire et on observe sur chaque paroi le développement
d’une couche limite tres fine (voir Figure 2.8.3). On a effectué cinq simulations numériques
directes, les grilles considérées comptent respectivement 40962, 20482, 10242, 5122 et 2562
points. L’algorithme multi-niveaux a été appliqué & la simulation sur la grille & 2562 points.

118



2.8. OPERATEURS D’INTERPOLATION ET CONDITIONS AUX LIMITES DE DIRICHLET

La simulation de référence est obtenue sur la grille uniforme qui contient 4096 points dans
chaque direction. Pour satifaire la condition de stabilité, le pas de temps 6t vaut 5.0 107°.
La solution est calculée jusqu’a l'instant t = 4, elle a nécessité pour cela 80 000 itérations.
Le temps d’exécution par itération du code de simulation de la cavité est du méme ordre que
celui d'une simulation d’écoulement périodique sur la méme grille.

Les niveaux d’échelles du champ de vitesse sont calculés selon la décomposition (2.6.9).
Le nombre de niveaux de grille introduits lors de cette décomposition est de 4 = n,,;, pour les
simulations sur grille & 256® points (simulation directe et simulation avec algorithme multi-
niveaux), 5 lorsque la grille compte 5122 points, 6 lorsque la grille compte 1024* points, 7
lorsque la grille compte 20482 points et 8 lorsque la grille compte 40962 points. Ainsi, dans
tous les cas, le niveau de grille le plus grossier comprend 162 points. Pour chaque simulation
(voir légende), on a représenté sur la Figure 2.41 I'énergie associé aux niveaux d’échelle
intervenant dans la décomposition (2.6.9). Sur ce graphique, 1’énergie des grandes échelles
correspond au niveau 1 et celle des petites échelles correspond au niveau le plus a droite (pas
forcément la plus faible quantité d’énergie).

Il semble qu’il existe une hiérarchisation entre les niveaux d’échelle, plus ou moins nette
selon le maillage utilisé pour la simulation. On observe que les niveaux d’énergie coincident
avec ceux de la simulation de référence, sauf en ce qui concerne 1’énergie des petites échelles.
Soit u® une solution obtenue sur une grille grossiere G. et u/ la solution de référence obte-
nue sur grille fine. On note z° = d-u° les petites échelles de u®. On remarque que, plus le
pas d’espace de la grille G. est grand, plus la différence entre 1’énergie des petites échelles
z¢ et Dénergie du niveau d’échelle 6-u’ correspondant a z¢ est grande. Cette augmentation
est principalement due a 'accumulation de I’énergie sur les modes les plus élevés supportés
par le maillage (phénomene déja observé dans le cas de conditions aux limites périodiques).
L’algorithme multi-niveau est justement congu pour controler 1’énergie contenu dans les pe-
tites échelles. On voit que 'énergie des petites échelles pour la simulation avec algorithme
multi-niveaux est nettement inférieure a celle de la simulation numérique sans algorithme
multi-niveaux. On s’intéresse essentiellement a la dynamique du fluide dans le sous-domaine
(3,1) x (0,3) de Q. La vorticité de la vitesse w, au temps ¢ = 4, est représentée sur la
Figure 2.42(a) pour la simulation sur la grille & 10242 points, sur la Figure 2.42(b) pour la si-
mulation sur la grille & 256% points et sur la Figure 2.42(c) pour la simulation avec algorithme
multi-niveaux sur la grille & 2562 points. On voit que la couche limite qui se développe sur
le coté droit du domaine se décolle de la paroi aux environs de y = 0.45 pour la simulation
fine, vers y = 0.43 pour la simulation avec algorithme multi-niveaux et aux alentours de
y = 0.36 pour la simulation directe sur la grille & 2562 points. L’accumulation de 1'énergie
au niveau des petites échelles de ’écoulement empéche le décollement de la couche limite
(voir 2.42(b)), la correction des petites échelles, généralisée au cas des conditions aux limites
de Dirichlet, permet un développement correct de celle-ci(voir Figure 2.42(c)). Ces résultat
sont assez satisfaisants, ils montrent que la correction des petites échelles améliore significati-
vement le décollement de la couche limite, lorsque le maillage est grossier. Ainsi, I’algorithme
multi-niveaux, développé dans le cadre spectral, est applicable dans le contexte des conditions
aux limites de Dirichlet. En revanche, il est clair qu’on ne peut pas espérer reproduire sur
un maillage grossier les phénomenes les plus fins qui se produisent a l'intérieur de la couche
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limite. Seule une simulation sur grille fine permet de capter ces phénomenes.
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FIGURE 2.40 — Profil de la vitesse dans la cavité a U'instant ¢ = 4.
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FIGURE 2.41 — Energie des niveaux d’échelle pour chaque simulation.
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FIGURE 2.42 — La viscosité du fluide vaut 1075, on a représenté la vorticité du champ de
vitesse, au temps ¢ = 4, de la solution numérique directe obtenue sur une grille & 10242 points
(a), 256% points (b) et de la solution multi-niveaux sur une grille & 256 points (c).
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Chapitre 3

Nouveau schéma pour la simulation
d’écoulements autour d’obstacles
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CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

3.1 Description du probleme

On considere I’écoulement bi-dimensionnel, supposé incompressible, d’'un fluide newtonien
et homogene. A D'instant initial, le fluide se déplace uniformément selon une vitesse horizontale
(tso, 0), quand un obstacle de forme quelconque (décrit par une courbe fermée) est placé dans
I’écoulement. On s’intéresse a la dynamique du fluide au voisinage de 1'obstacle.

3.1.1 Le domaine d’étude

Alors que le phénomene physique que nous souhaitons modéliser se déroule dans un do-
maine aux dimensions infinies, I’étude numérique que nous présentons nécessite un domaine
aux dimensions finies. Le domaine de calcul doit étre assez grand, afin de minimiser 'effet
des conditions aux limites sur le développement de la solution. De plus, on remarque que
lorsque la finesse du maillage est conservée, la taille du domaine est directement reliée au
nombre d’inconnues, c’est a dire au temps de calcul. Il faut donc trouver un compromis entre
I'influence du bord et le cott de calcul. Nous choisissons un domaine de calcul rectangulaire,
noté €2, défini par :

O =[-X,, Xy x [-A, Al

Sa longueur est égale a L = X, + X, et sa hauteur est égale a H = 2A (voir Figure 3.1). On
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! A |

| |

| |
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= =
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j OBSTACLE : impermeable, no-slip boundary. 35
: E
=il I Il —
=X, R\\O/R X8
~ ! ..
. I

I 1=
= "
! =
= S
= =

I 1O

; l

| |

| |

| |

SIDES : impermeable, free-slip boundary.

FI1GURE 3.1 — Domaine de calcul.

positionne le centre de gravité de l'obstacle a l'origine (0, 0). Le diametre de I'obstacle, noté
D, est normalisé a 1, son rayon est R = D/2. Jusqu’a présent, les auteurs d’articles au sujet
de I’écoulement autour d’'un obstacle ne semblent pas s’accorder sur une taille du domaine
idéale. En effet, le tableau 3.2 montre a quel point les dimensions des domaines utilisés sont
variables.
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3.1. DESCRIPTION DU PROBLEME

auteur Xu | Xg| A
Kirkpatrick [46] | 20 | 40 | 20
Ye [81], Chung [23] | 15 | 15 | 15
Botella [7] 8 | 15| 8

FIGURE 3.2 — Quelques dimensions de domaines utilisés pour un écoulement a nombre de

Reynolds Re = 40.

3.1.2 Le nombre de Reynolds

Selon la valeur du nombre de Reynolds, on distingue plusieurs régimes de sillage. Ces
propos sont illustés par la Figure 3.1.2).

— Re < 1 : les forces de viscosité sont dominantes, le fluide épouse parfaitement les
contours de l'obstacle (Figures 3.3(a)). Dans ce cas, on peut approcher les équations
de Navier-Stokes par les équations de Oseen, plus simples. Ces équations ont été beau-
coup étudiée au début du vingtieme siecle, a cet époque on cherchait des solutions
analytiques. On trouve plus de détails dans le livre [3].

— 1 < Re < 50 : I’écoulement s’organise de fagon stable autour de ’obstacle, on remarque
la présence de deux zones de recirculation a 'arriere de I'obstacle (Figure 3.3(b)).

— 50 < Re < 5000 : alors que les forces de viscosité tendent a stabiliser les mouvements du
fluide en amortissant les perturbations, les forces d’inertie ont un effet déstabilisateur.
Ainsi, on observe que lorsque le nombre de Reynolds est supérieur a 50, la stabilité du
régime stationnaire n’est plus assurée. On assiste alors a une transition de régime. Dans
ce cas, le sillage fait apparaitre 1’émission alternée de tourbillons (Figure 3.3(c)) : c’est
I’allée tourbillonnaire de Von Karman.

— 5000 < Re < 300 000 : la couche limite autour du cylindre reste laminaire du coté
amont et devient turbulente a partir d’'un point de décollement, situé a un angle de
I'ordre de 80°. Il existe alors un large sillage turbulent (Figure 3.3(d)). Cest le régime
subcritique.

— Au-dela du nombre de Reynolds critique Re. ~ 300 000, le décollement s’effectue plus
en aval (Figure 3.3(e)), le sillage est plus étroit et la force de trainée chute brutalement
(phénomene de crise de trainée). Cest le régime supercritique.

3.1.3 L’obstacle

L’obstacle est délimité par une courbe fermée I' comprise dans 2. Comme le montre la
Figure 3.4, on définit Q° comme '’ensemble délimité par la frontiere I' et I’ensemble QF
comme le complémentaire de Q% UT dans €. Le domaine 2 se décompose en

Q=05uUQf"uUr.

L’ensemble Q7 (resp. Q) est appelé partie solide (resp. partie fluide). Pour prendre en compte
I’obstacle, on définit la distance algébrique a la courbe I'. C’est une fonction définie sur €2 a
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CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

FIGURE 3.3 — Différents types de sillage : (a) écoulement dit « rampant », (b) deux zones
de recirculation, (c) allée tourbillonnaire de Von Karman, (d) couche limite laminaire, sillage
turbulent large, (e) couche limite turbulente, sillage turbulent étroit.

QF
@F

FIGURE 3.4 — Ecoulement autour d’un obstacle : décompostion du domaine d’étude.
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3.2. LE PLACEMENT DES INCONNUES

valeurs réelles qui associe a tout point (z,y) € 2, la distance algébrique de (z,y) a I'. Par
convention, on suppose que la distance algébrique est négative a I'intérieur de ¥, on a donc

d: Q) —R

(z,y) — d(z,y) (3.1.1)
I'={d=0}

QF ={d <0} (3.1.2)

Q% = {d >0}

3.2 Le placement des inconnues

Le domaine €2 est discrétisé a ’aide d’'un maillage cartésien.

3.2.1 Le maillage

Soit {z;, 0 <i < mny} une subdivision de l'intervalle [—X,, X4] et {y;, 0 < j < n,} une
subdivision de l'intervalle [—A, A]. Le domaine € est discrétisé a ’aide du maillage cartésien

G={(zs,y;), 0<i<ny, 0< 5 <nyp}.

La subdivision (yj)jzl’m’nh est uniforme, de pas h = 2A/ny, cela permet d’appliquer une
transformée de Fourier discrete dans la direction verticale. Cette transformation est a la
base de la méthode de résolution des systemes linéaires que nous utilisons. Dans la direction
horizontale, le maillage est uniforme dans un voisinage de I'obstacle (pour = € [—D, D] par
exemple). Dans cette région le pas d’espace est identique dans les deux directions. De fagon
générale, la subdivision (2;)i—o..n, est 'image d’une subdivision uniforme (x¥™),—¢ ,, par
une application réguliere ¢

z; = (™). (3.2.1)

On note ¢; = x; — x;_1 le pas d’espace dans la direction horizontale. On a représenté sur la
Figure 3.5 un exemple de pas d’espace ¢; en fonction de la position x € [—X,, X4|. Le pas
d’espace est constant pour x € [—1, 1] et il augmente en dehors de cet intervalle. La précision
du maillage est donc maximale au voisinage de ’obstacle.

3.2.2 Ratios

On note d; ; la distance algébrique entre le point (x;,y;) et I'obstacle :

dij =d(x;,y;) pour 0 <i<mnyet0<j<my, (3.2.2)

127



CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

1,2e-02

1,0e-02

8,0e-03

6,0e-03

4,0e-03

2,0e-03

o v b by b b

FIGURE 3.5 — Pas d’espace dans la direction horizontale.
Comme dans [7], on définit, pour chaque face de chaque cellules, une quantité qui sert a
imposer la condition aux limites sur ’obstacle.

Définition 3.2.1. Soient i et j deux entiers tels que 0 < 1 < ny et 1 < 7 < ny. On appelle
ratio de la face of; = x; X [y;1,y;] le réel v}, défini par

|r 0 sz’dijEOetdij_le,
P de .
! Lk szdijZOetdij,1<O,
4o Ty 02
Py dig S =T
L 1 s1non.

Le ratio r}; est compris entre 0 et 1, il est calculé¢ a partir de la donnée de la distance
algébrique en chaque point du maillage (voir Figure 3.6). Le ratio représente la proportion
du segment o7, = {z;} X [y;-1,y;] qui est inclus dans la partie fluide du domaine, autrement
dit :

w o7 ;0 QF|
i T

r (3.2.4)

o} j|
Remarque 3.2.1. Ici, on a fait Uapprozimation que d est linéaire sur le segment o}'; (ap-
prozimation & 'ordre 1). Pour améliorier la précision, on pourrait appliquer une méthode de
Newton a la résolution de

— u
d=0 sur o}

Soit ', la courbe fermée, linéaire par morceaux sur chaque maille, qui coupe les segments
i et of; en respectant exactement les ratios rj; et r}; (voir Figure 3.7). Le schéma numérique
que nous présentons assimile la courbe I' a T',.
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3.2. LE PLACEMENT DES INCONNUES

FIGURE 3.6 — Calcul du ratio rj; a partir de la distance algégrique.

FIGURE 3.7 — Approximation de la courbe I'.
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CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

3.2.3 Placement des inconnus
Placement de la vitesse

Dans la partie fluide du domaine, on approche u au milieu du segment o} N QF Les
inconnues situées dans la partie solide du domaine sont placées au milieu de la face o};. Ces
inconnues, notées u;;, sont donc des approximations de la solution exacte u au point M}
défini par :

|{ (xi7yj—1 + 057’?] h) si dij >0 et dij—l <0,
M = (zi,y; — 057 k) sidij <0etdij >0, (3.2.5)
U (@i, (yj—1 +y;) /2)  sinon.

Cetaines inconnues peuvent donc étre positionnées tres pres de 'obstacle. La composante
verticale de la vitesse est placée sur la maillage de fagon analogue. Cette position des inconnues
de vitesse permet d’exprimer facilement la divergence discrete sur une maille coupée.

Placement de la pression

La pression p est calculée au centre de la maille K

Tio1+ T Y1+ yj)

5 5 (3.2.6)

pij%p<

Lorsqu’une maille est coupée, le gradient de la pression sera approché au milieu de l'aréte
0;; N QF par un formule d’interpolation adaptée (voir Figure 3.8).

Yi ..,

Yi—1. .

Ti—1 Tq

FIGURE 3.8 — Placement des inconnues sur le maillage. On a représenté la maille K ;.

3.3 Discrétisation de ’étape de prédiction

Afin de prendre en compte 'obstacle, nous proposons une discrétisation du laplacien et
de la non-linéarité spécifique au traitement du bord. Loin de l'obstacle, les opérateurs sont
discrétisés par 'approximation volumes finis usuelle.
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3.3. DISCRETISATION DE L’ETAPE DE PREDICTION

3.3.1 Discrétisation du Laplacien

Soient 1 <i<ny—1et1<j <ny. On distingue plusieurs cas :

- U _ U — U — U — U — 73 ] 3
Losiry;,=r =ri,;=ri =1_1 =1, alors 'inconnue v; ; est dans la partie fluide

i+1j i—1j
du domaine et elle est assez loin de I'obstacle pour utiliser la formulation volumes finis
suivante :
ou
Au dx = / 22 as
K, oKy, On
~ plitly T Wiy pUig T Uil (3.3.1)
ita l;

Ui, j1 — 2Ui j + Ui 1

2h

Cette approximation est d’ordre deux sous '’hypothése de régularité du maillage.

2. siry; =0, alors on utilise le méme schéma que ci-dessus. Pourtant, dans ce cas, u;; est
positionnée dans la partie solide du domaine, ce n’est pas une inconnue du probleme.

3. sinon, on utilise un schéma différences fines d’ordre un pour approcher l'opérateur
Laplacien au point M. L’erreur de troncature sera donc localement d’ordre un (seule-
ment & proximité de I'obstacle). Le principe de super-convergence démontré par Yama-
moto [58] est valable dans ce contexte, I'ordre global du schéma n’est donc pas affecté.

On cherche une approximation du laplacien exacte pour un polynome de la forme
ago + a10T + ag 1Y + a20x2 + aq 1TY + a02y2. (332)

Nous utilisons pour cela des valeurs parmi les voisins directs de u; ;. Nous notons V cet
ensemble, il est défini par

V = {titp,j+q; [Pl < 1, g < 1}.
Nous utilisons également la donnée de la vitesse sur le bord de 'obstacle
u=g sur [.

De fagon plus précise, nous procédons comme suit.

(a) Identifier les points d’interpolation : Notons O, S, N, E, W et P les coordonnées
des points qui servent a l'interpolation. Les cinq premiers points correspondent
respectivement aux points origine, sud, nord, est et ouest, comme illustré sur la
Figure 3.9. Le sixieme et dernier point n’a pas de position particuliere par rapport

a l'origine, il sera appelé point supplémentaire, car il n’intervient pas dans la
discrétisation volumes finis usuelle du Laplacien. Ces six points sont définis comme
suit :
— le point origine

O = M. (3.3.3)
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CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

FI1GURE 3.9 — Points d’interpolation intervenant dans ’approximation du Laplacien pour u.

— le point nord
[ (zi,y51 +riyh) st diy >0,
N = 1 (3.3.4)
L M sinon.
— le point sud
|{ (xuy] - T;L]h> sl dij—l Z 07
S = { (3.3.5)
L My sinon.

— le point ouest

={ <[L‘Z~_1 n d(xi—byO) 7yo> R O,

A — ' i—17
W — { d(l’z_l, yO) d(aju yO) (336)
I\ Miu—lj sinon.
— le point est
( < d(xi-i-la yo) > ;
Z; —/ Y 51 T;L = 07
+1 d(ﬂfi+1, yO) - d<x27 ?/O) © Y (337)

My ; sinon.

— enfin le point supplémentaire P est le point le plus proche de 'obstacle et ap-
partenant & Q' parmi

u u U u
{Mi—lj—b M¢—1j+1a Mi+1j—17 Mi-i—lj-i—l} .

(b) Calculer les coefficients d’interpolation. On cherche les coefficients oy, € R, pour
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3.3. DISCRETISATION DE L’ETAPE DE PREDICTION

M € {O,N,S,W, E, P}, tels que

> apu(M) = Au(O) + O(h), (3.3.8)

pour toute fonction réelle u réguliere définie sur 2. Ce qui équivaut a résoudre le
systeme linéaire de matrice

(Vo Vv Vs Ve Vir Ve )€ Mgs(R), (3.3.9)
ou

1

(zm — 7o)

Vir = (yar = o) € R (3.3.10)
(zar — z0)

(xnmr — 20) (Y — yo)
(?JM - ?Jo)2

et de second membre
(0,0,0,2,0,2)" . (3.3.11)

3.3.2 Approximation de la non-linéarité

3.3.2.1

Quelques notations particulieres

On pose

Appaz = Max (h, mgxx{&}) (3.3.12)

On définit la maille K;; et les mailles décalées K; et K}, par

ou

Kij=[zio1, zi] X [yj—1, yil,
K = [wic12s Tigaye] X [Yi-1, i), (3.3.13)

szj = [%’—17 xz] X [%‘—1/2, yj+1/2],

Tiv1y2 = (i + Tig1) /2,

(3.3.14)
Yivrz = (; +Yi41)/2,
et les faces « est » et « sud » de la maille K;;, notées o}; et o7; sont définies par

o} = (i1, m] x {y;}
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3.3.2.2 Propriété fondamentale du terme non-linéaire

Proposition 3.3.1. Soient u et v deux fonctions réguliéres définies sur un domaine € C R2.
On a l’égalité suivante

A <agf) N 8(81;U)>udxdy_ 2/ <au gz> ey

(u?)  O(uv)
+§Az py + ay dx dy

On a un résultat analogue pour la deuxieme composante de la non-linéarité. Ce qui donne

(3.3.16)

[ (V. mew) udxdy—z/ (a“ g”>(u +0?) dady

P (3.3.17)
2/83: U +v))+afy(v(u2+v2)) dx dy
La derniere intégrale se réduit en
1
5 | (v* 4+ v*) (wn) dS (3.3.18)

Si on suppose que la composante normale de la vitesse est nulle sur le bord du domaine et
que le champ de vitesse est a divergence nulle, il vient

A (V.(u®w)).udedy =0 (3.3.19)

C’est une propriété fondamentale du terme non-linéaire, déja utilisée dans la Section 1.1,
pour démontrer la majoration de 1'énergie cinétique (1.1.67). Sous I'hypothese de glissement

un=0 sur 08, (3.3.20)

la solution u du systeme de Navier-Stokes incompressibles vérifie I’équation d’énergie suivante

i ul? dx = fudx—v Vul? dx 3.3.21
dt Jo 0 Q

Dans (3.3.21), le terme [, f.u dx est U'injection d’énergie apportée par la force extérieure et
I'enstrophie v [, [Vul? dx est la dissipation de I'énergie par effet visqueux. La compétition
entre ces deux termes induit les variations de I'énergie cinétique. On désigne par (N L;(u));;
une approximation discrete de la premiere composante de la non-linéarité intégrée sur la
maille K et (NLz(u));; une approximation discrete de la premiere composante de la non-

134
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linéarité intégrée sur la maille K7, c’est a dire

(NLi(w)i; = [ <agj) + ag;”)) d dy.

(NLy(u))i; ~ /K;Jj <ag;v) + 8gj>> dz dy.

(3.3.22)

Il semble important que la discrétisation de la non-linéarité vérifie un équivalent discret de
la, propriété (3.3.19).

Définition 3.3.1. Soit NL(u) = (NLy(u), NLs(u)) un champ réel bi-dimensionnel. On
dira que N L(u) est une approzimation de la non-linéarité conservative lorsque le réel

B(u) = (NLy(w))ijuij + (N La(u))ijvi (3.3.23)

est nul pour tout champ de vitesse (u,v) a divergence discréte nulle dont la composante
normale u.n s’annule sur le bord du domaine.

3.3.2.3 En absence d’obstacle

Dans cette section, on définit une approximation du terme non-linéaire du second ordre,
valable en absence d’obstacle, ou plus généralement loin de I'obstacle. Dans ce cas, u;; est
une approximation de u au milieu de la face o

i, c'est a dire
Ujj =2 U(fﬁ'i,yj,%) (3.3.24)

v
177

et I'inconnue v;; est une approximation de v au milieu de la face o}, c’est a dire
Vi R U(l’i,%, Y;) (3.3.25)
La divergence discrete de u intégrée sur la maille K ;, notée (D(u)), ;, est définie par
(D(w))ij = h(uij —wi1;) + £(vij = vij) (3.3.26)

Définition 3.3.2. Soient 1 < j < n, et 1 <1 < n; — 1, on définit une approrimation de la
premiere composante du terme non-linéaire

intégré sur la maille K par

(NLi(u));j =h (u2 — u?_%j) +4 (uij+%v
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avec
Uip 1y = (Wij + wisaj) /2,
Uit = (Uij + Uije1) /2, (3.3.28)
Virdj = (Vij + viga5) /2.

De méme, pour 1 < j <np,—1etl <i<ny, on définit une approximation de la seconde
composante du terme non-linéaire

I(uv)  I(v?)
ox + dy

intégré sur la maille K7; par

Remarque 3.3.1. Lorsque le maillage n’est pas uniforme dans la direction horizontale, on
remplace dans (3.3.27) € par ({; + ;y1)/2 et dans (3.3.29) £ par ;.

Proposition 3.3.2. Sous les hypotheses suivantes

(D(u));; =0 Vi, j
woy = 0=1tpn,; Vi (3.3.30)

Vio — 0= Viny, VZ,

la formule d’approzimation défine par 3.3.27 est conservative au sens suivant

B(u) = i_h:l”i:; (NLy(u))ijuij + "i__:l i(N[Q(u))ijvij = 0. (3.3.31)
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Plus précisément, on montre que

in[z_; (NLi(a))ijui; + n»hz_l i(NLQ(u))”U“
B %’;n: 1( i+ (D))i1;)u;;
+nhZ i 1( i+ (D(W))ije )0l

2 2 2

(Une]un[ 1j + Ung 1]un;j - u]_quj - Uoju1j> (3332)
2 2 2

( Vin, U mh 1 T Vin,—1Vip, — Vi1tVig — UiOUz‘l)

(uznh-l—luznh (Uznh + vz+1nh) - uiluio(vio + Vit1 0))
=1
np—1

Ty > h<vw+1jvm(un” + Uy 1) = V1005 (U0 + U0j+1)>-
i=1
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Démonstration.
np ng—1 np ng—1 ) )
4y > uij(NLi(u));; = Uij <h((uij +uiv1;)? = (Uim1j + ui)?)
j=1 i=1 j=1 i=1

0 (uig + i) (Vig + vier ) = (wijor +wig)(vij-1 + Uz‘+1j—1)))
nh ne—1 ) ng ) ne—2 )

=2 {h (Z 2u; (i1 — wio1g) + D ujtio — Y “z‘j“i+1j>
=1 i=1 i=0

=2

ng—1
2
+ > lug (Vi s+ vig — Vi1 — vij—l)}
i=1

ne—1 np np—1
+ Z 14 Zuijuij—i-l(Uz'j + Vit15) — Z Ui j1 (Vi + Vig1j)

i=1 j=1 j=0
np ng—1

= { > huzzj(ul”rlj —Ui—15) +h (uigqu*lj - U%;’UOJ (3.3.33)
j=1 Ui=1

ng—1
2 2 2
g,y U, — Ugutg) + Y L (Vi1 + Vi — Vig1jo1 — Uz‘j—l)}

=1
ne—1
+ Z g(uinhuinh+l(vi+lnh + Vin, ) — Ui1tio(Vit10 + Uz'o))
i=1
np neg—1 )
= Z Z uij(D(u>ij + D(u);415)
j=1 i=1

Th
2 2 2 2
+ Z h(unngnﬁ—lj — U UG U,y jUng g — quulj)
j=1
ny—1
+ > é(uinhuinh—&-l(vi—i—lnh + Vin,) — Uirtio(Vit10 + UiO))

=1

De la méme facon, on montre que

ne np—1 neg np—1
433 wii(NLe(u))ij = > > v (D(u)i; + D(u)ij41)
i—1 j=1 =1 j=1
ng
+ Zé(vfnhvmh_l — V2 v + vfnh_lvmh — U?OUM) (3.3.34)
=1
np—1
+ 3 B(Vng V15 (Ung 1 + Ungj) — V1005 (U011 + Uoj))
j=1

]

Remarque 3.3.2. Ce résultat est bien conforme a ce qu’on obtient dans le cas continu, voir
proposition 5.3.1.

Par construction, (NL;(u));; est une approximation de la premiere composante de la
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non-linéarité %ﬁ:) + %;) intégrée sur la maille Kj';. Pour obtenir une approximation de la
non-linéarité au point ot est localisé w;; il suffit de diviser (N L;(u));; par 'aire de la maille

K. La longueur de cette maille est égale a (£; + £;41)/2 et sa hauteur est égale a h.

Proposition 3.3.3. Approximation ordre deux
Siu et v sont des fonctions suffisamment réguliéres on a

2(NL1(11))” _8(u2) . a(uv) ‘ '
(b; 4+ liy1)h  Ox (i yj172) + oy (@i, Yj-1/2)

N (liv1 — i) <62(u2)(;pi,y]~1/2) +2 ( 82u> (%7%1/2))

4 0x? u@
1 0 9%u
+ §(£?+1 +6 fifiﬂ)% (UaxQ> (i, Yj-1/2) (3.3.35)
h? & (uv) liliy, O [ 0%
+ 21 Tyg(xmyj—uz) - 8+1 87y <UW> (25, 95)
h? 0 [ J%*u
— — (v=— i Ui O(A3
+ 8 ay <vay2> (.CL' 7y.7) + ( ma:r;)

La Figure 3.10 représente l'erreur d’approximation de la non-linéarité en fonction du pas
d’espace. On observe que la pente de cette courbe se comporte en O(A2 ) (le segment tracé

max
en noir au dessus de la courbe représente une pente en A2, ).

Remarque 3.3.3. Dans le cas d’un maillage uniforme en x, ¢; est constant égal a €. Le
premier terme du reste disparait ce qui donne une erreur d’approximation égale a

628<82u><' . )+EM(. 1)
2 Or uaZL’Q LiyYj—1/2 24 ay?) Liy Yj—1/2 (3 ] 36)
20 0*v h* 9 ([ O*u o

A i Ty = = Ty A3
8 dy <u8x2> (@i95) + g Ay <vay2> (#685) + OBimaa)

Remarque 3.3.4. Si le maillage dans la direction horizontale (x;),__,,

maillage uniforme (x{™),_, ., par une application régulicre p(ih), alors (3.3.35) se réécrit

est Itmage d’un

7
sous la forme suivante

(2N Ly (w))i; = ag; ) (74, Yj-1/2) + ag;v)(%yj—m)

(l; +Liv1)h

€2 b umi 62 u2 (92’LL

+ ZSD (zi™) < a(xQ)<xiayjl/2) +2 <u8352> (Iiayj1/2)>
2 0 [ 0%

+ 5(%0 (™)) B <U8$2> (i, Yj-1/2) (3.3.37)
h* 93(uv) 02 e O 0%
h? 0 [ 0*u

+ g Fy </Uay2> (miayj) + O<Ama:p3)
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0,001

0,0001

1le-05

1le-06

1 1 ‘ 1 1
e 001 0,01

o
i

F1GURE 3.10 — Erreur d’approximation du terme non-linéaire loin de I'obstacle. On observe
une convergence d’ordre deux.

140
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est la subdivision réguliére sous-jacante. Ainsi (NLyi(u));; approche bien %ﬁ:) - %;v)

uni
i

a Uordre deux au point (;,Yj-1/2)-

ou x

Nous présentons dans les deux paragraphes suivants deux approximations du terme non-
linéaire, valables a proximité d’un obstacle. La premiere est de type Volumes Finis. Lorsqu’on
integre le terme non-linéaire sur une maille coupée par I'obstacle, on peut toujours se ramener
a une intégrale sur le bord. Pour obtenir une approximation des flux sur les arétes on a
recours a une interpolation des flux du second ordre. Sous certaines hypotheses portant sur
le maillage, on montre que 'erreur d’approximation de la non-linéarité est d’ordre un. Dans
la seconde approche, une approximation du terme non-linéaire est dérivée de la notion de
conservation définie dans 3.3.1.

3.3.2.4 Approximation de la non-linéarité par une approche Volumes Finis. Ap-
proximation par une reconstruction des flux au second ordre

Dans cette section, nous construisons une approximation du terme non-linéaire. Nous
traitons uniquement la premiere composante. On a une formule analogue pour la deuxieme
composante. Soient ¢ et 7 deux entiers tels que 1 < i <mny —1et 1 <5 < ny. On suppose
que le ratio r}; est strictemant positif. Dans ce cas, u;; est localisée dans la partie fluide du
domaine, c’est une inconnue du probleme. On remarque que I'ensemble Q' N K ;; est de mesure
non nulle. On peut donc considérer I'intégrale Z;; du terme non-linéaire sur ce domaine

_ O(u?)  O(uv)
T, = LW%< o T o >dx. (3.3.38)

On se ramene a une intégrale sur le bord

Li; = [W (u*ng, + (wv)ny) dS, (3.3.39)
ou )
K} =Qp NK}

i (3.3.40)
est la partie de la maille K}, occupée par le fluide. Comme on le voit sur la Figure 3.11, la
maille coupée K} est un polygone. Il s’ensuit que sa frontiere est une ligne brisée fermée. Les
segments qui la composent peuvent étre classés en fonction de leur orientation : horizontal,

vertical ou oblique. On introduit les notations suivantes

N __
Ej _Lfﬂsm uv ds, (3.3.41)
L)
FP = 2Ny ds.
Iy A - (u Ng + (uv)ny)
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\
\\ Fh
\

F S
Qy \\ Oy
Yj

E
Fiyj

N
Ti—1 Z; Ti+1 F;jfl

FI1GURE 3.11 — Le domaine f(;‘j est représenté en gris. On introduit trois types de flux sur le
bord d’une maille coupée.

On peut décomposer I'intégrale Z;; en

Z,; = F%

E N N B
i, —FE+FN —F  + FfF (3.3.42)

ij
Nous allons maintenant discrétiser les termes intervenant dans (3.3.42). Puisque ces intégrales
portent sur des segments, on les approche avec précision en utilisant une formule d’intégration
au point milieu. L’erreur de cette formule d’intégration numérique est d’ordre trois. On trouve
plus de détails sur cette méthode d’intégration dans les propositions suivantes.

Proposition 3.3.4. Soient a et b deux réels quelconques. Soit f une application définie sur
le segment [a, b] C R a valeurs réelles. La formule élémentaire du point milieu consiste a
approcher [’intégrale

I(f) = /zbf(w)dwy (3.3.43)
par
"(f) = (b—a)f(a;b) (3.3.44)
Si f est de classe C?, on a :
() - 1) < el (3345

avec My = maxeciq ) \f” (3]

Proposition 3.3.5. Soient A et B deux points du plan quelconques. Soit f une application
définie sur le segment [A, B] C R? a valeurs réelles. La formule élémentaire du point milieu
consiste a approcher l’intégrale

1(f) = /[A,B] fas = A [ CHA+ (B = A, (3.3.46)
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par
A+ B
T"(f) = ABF (=),
Si f est de classe C?, on a :
, My AB
2 - () < AT

avec
My = max (|0p0f(x)| + 100y f(X)| + 0, f(x)])-

x€[A,B]

1. Discrétisation de F}7. On pose :

Ki = |y, m] <y, et K= (o 2,0] < [y-1,)]

ainsi que B _
K =KYnQy et KY =K/ NQ,
Alors
K= KUK et [KYNKY[=0
et
. (u?ng + (uv)n,) dS + (u?ng + (uv)ny) dS

N cul A ur
o{K1}ry, H{EEIINT,

On introduit les notations suivantes (voir Figure 3.12)
M' = (29" le milieu du segment 8.&?}1 NIy
M" = (z",y") le milieu du segment Of(fjr NIy

n' = (nl, né) la normale & I', au point M' dirigée de QF vers Q7

n" = (ny,n,) la normale a I';, au point M" dirigée de QF vers

Ef;l = la longueur du segment 8[?;;1 NIy
Ef;-’” = la longueur du segment 8}~(ij Nnry

. \ N B
Ce qui nous amene a approcher F; o par

F = 5] (u(a,y')Pnl, + u(ad yho(ad, g,

Lt g
+ Kfj’” (u(xT, Y )l 4 u(a”, y ) o(a", y" n;)

(3.3.47)

(3.3.48)

(3.3.49)

(3.3.50)

(3.3.51)

(3.3.52)

(3.3.53)

(3.3.54)

2. Discrétisation de FZ]}[ . On a besoin de construire des valeurs approchées du second ordre

de u et v au milieu de QF N Siy1; notées u; ;1 et vy 1 ;. Pour cela, on utilise les valeurs
2 2

1
) 3
sulvantes :

{umlﬁjw, 5re{—1,01}, 8 €0, 1}} U {uij, vmj}

(3.3.55)
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Les valeurs de u et v sur la frontiere I';, sont également utilisées, elles font partie des
données du probleme. On obtient w, ;. 1et v 1, en appliquant une formule d’inter-
polation linéaire du second ordre. Ces considérations nous amenent a approcher Fg
par
N N
< 9N F
ou 4;; est la longueur du segment €2 N SZ’JF%],.

Discrétisation de F7. On utilise la technique utilisée pour FY. Cette fois, on construit

une valeur approchée de u au milieu de Q' N S i notée u,;_1 ;. On utilise pour cela
1 1

les valeurs {%‘—1 s Wi j} et la donnée de u sur la frontiere I';. Finalement, on approche
Ff par

Eapp _ yE
F;; = gij (Uz

1) (3.3.57)

ot £f; est la longueur du segment N Sy, .
2

. lB.l
i "hl\j
i
e

Yi—1

[ 1

FIGURE 3.12 — La maille K}; est coupée par 'obstacle. On a représenté les quantités mises

en jeu dans le calcul de Ff; wp,

Tous les termes de (3.3.42) ont été discrétisés. Nous sommes maintenant en mesure de définir
une approximation de la premiere composante du terme non-linéaire, notée N L;(u), lorsque
le placement des inconnues est de type MAC et en présence d’un obstacle.

Définition 3.3.3.

NLy(w)i; = FLS — B + F " — B + FJ°", (3.3.58)

(2
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Yj .
AN :
. 7,,]+§ N\ .
. N .
. 0\ .
s ~{n;
. ulilJ :u7*l] \\:\
: [ ij AN
DU T
— T3] D S
Ui 1 T, ..
Yj—1 ? — Ui+l
i1 Vij-1 Uitlj—1 Vitlj-1 X
€T

FIGURE 3.13 — Nouveaux flux sur le bord de f(;’j.

avec

Eapp _ y)FE 2
E7 =45 (“i—%j) ’

Napp _ yN
Fi; ) g;jzu I Z'er%j’z 11 AN (3.3.59)
Fi = eij (u(m Y )an + U(.T ) )U(x Y )ny)v

Yy
+ ffjr (u(:cr, Y )" 4 u(a”, y")o(a”, y’")n;)

ij+i U

Etude de lerreur d’approximation : Les tests numériques semblent montrer que
I'erreur de cette approximation est de I'ordre de h (pas d’espace du maillage).

Proposition 3.3.6. ORDRE D’APPROXIMATION DE LA FORMULE 3.3.58
On suppose [’existence d’une constante réelle strictement positive Cy telle que

0 < CoAZ,, < min |KY, (3.3.60)
0

max u
K |>

pour tout pas d’espace Ap,q.. Soit u une fonction réquliere. Alors on a le résultat suivant

e (NLy()i; = Tij) = O(D ), (3.3.61)

pour tout (i,7) tels que ‘f(zuj > 0.

145



CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

Démonstration.

+

7

1 1
“ ( 1( )J ]) Kzuj(

ij
N
F; " —F}

C
< Coh? ((CF 1) + (5> + (ehy)°

F(EN_)P (B2 4 (087)?)
S CQAmaan

FE app E
Fiag — Fi—&-lj‘ +

FE app E
F;'j _‘Fij

N app N
Fij _Fij—1‘ +

+

Bapp B
Fi‘ _Ej

)

(3.3.62)

ou (5 est une constante qui dépend uniquement de la fonction wu. O

Remarque 3.3.5. On peut se demander si la contrainte sur le maillage (3.3.60) n’est pas
trop forte. On calcule pour cela la quantité

(
Ch, :i min ‘Kzuj
0

f(;‘j‘>

)
} /A2 (3.3.63)

Pour cette application numérique, on a pris des maillages uniformes comportant entre 32
et 1024 points dans chaque direction. L’obstacle est un disque de rayon 1/2 centré en (0,0)
et le domaine Q = [—L,L]?, avec L = 0.625. Le résultat de cette étude est illustré par la
Figure 3.14, on a représenté le coefficient Cy en fonction de h. Il semble que le coefficient
Cy, reste plus grand que 0.01. On peut cependant concevoir un cas dans lequel le coefficient
Cy, est aussi petit que l'on veut. En effet, dans le cas ou l’obstacle passe par un point du
maillage, Cy, est nul. Nous allons maintenant illustrer la proposition 3.3.6 avec une appli-
cation numérique. Nous mettons en évidence que 'approzimation de la non-linéarité définie
dans 3.3.3 est d’ordre un. Pour tester l'ordre d’approximation, on propose les deux erreurs
d’approximation suivantes

1 Zij — NLi(u);]

E; = max =
K|>0 ‘Kzuj
IR . (3.3.64)
Ey— max < () (UU)> (Giy) 1(W)i
ke [>0 [\ Oz dy K,

ot G;; est le centre de gravité de la maille IN(:‘] La différence entre ces deux définitions se
comporte en O(h?). En effet, on a la proposition suivante

Proposition 3.3.7. Soit un domaine w C R2. Soit une fonction f définie sur w a valeurs
réelles réguliere. Soit G le centre de gravité de w, noté G = (zq,yc) défini par

1 1
TG = — / x dx dy et yg = —/ y dx dy (3.3.65)
jw[ Jo |w| Jo
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0,15 T L

0,1

0,05

o

o

o

=

o

o

=

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-

FIGURE 3.14 — Le coefficient C}, en fonction du pas d’espace.

On montre que

£(G) - ‘wl‘ [ #(a.) drdy = O (d()?) (3.3.66)

ot d(w) désigne le diameétre de w.

Remarque 3.3.6. Le point G défini dans 3.3.7 permet d’obtenir la meilleure approzimation
ponctuelle de la moyenne de f surw. On peut montrer que cette propriété caractérise le point

G.

Les erreurs Ey et Ey se comportent en O(h), on peut donc utiliser indifféremment ces deux
définitions. L’erreur Ey est représentée en fonction du pas d’espace h sur la Figure 3.15. On a
choisi u(z,y) = cos(x)sin(y). Comme on le voit sur la Figure 3.15, Uerreur d’approximation
se comporte en O(h).

Remarques sur le temps de calcul : Si on suppose que 1'obstacle est immobile, la
mise a jour du terme non-linéaire N Li(u) nécessite un temps de calcul raisonnable. En
effet, certains termes dépendent uniquement de la géométrie et/ou de la vitesse au bord
de l'obstacle, notamment les aires V% et les flux Ff; P Tls peuvent étre calculés lors de la
premiere itération a partir des ratios {rﬁj} et {r}’j} et de la donnée de la vitesse u sur I'. Une
fois stockés, on peut les utiliser directement pour les itérations suivantes. Durant la premiere

itération, on peut également stocker les coefficients mis en jeu dans le calcul des flux Ff;f PP et
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0,01 T L

0’0001 L Ll
0,001 0,01 0,1

F1GURE 3.15 — Erreur d’approximation du terme non-linéaire pres de 1'obstacle. On observe
une convergence d’ordre un.
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B .. P . . ;.
F;5 . Ainsi, on réduit le temps de calcul lors des itérations suivantes, le nombre d’opérations

est de 'ordre de nyny,.
3.3.2.5 Formule d’approximation conservative

On suppose ici que la vitesse vérifie u.n = 0 sur le bord de I'obstacle. Dans ce cas, la
divergence discrete de u intégrée sur la maille K;; N QF est donnée par

(D"bs(u))ij h(rmuw Ti_ljui—u)—i-f(?” Vi — Tij_ﬂ)z‘j—l) (3.3.67)

Définition 3.3.4. Soit u un champ de vitesse bi-dimentionnel. Pour i et j deux entiers tels
quel <1< ny—1¢et1l<j<ny, on noteru le nouveau champ de vitesse défini par

ru;; = (r} i Ty v”)

Soit (NL$¥(u));; Uapprozimation de la premicre composante de la non-linéarité %’f) + 85;;)
intégrée sur la maille Kj'; définie par
(NL$*(u));; =(NLy(ru));;
h u 2 2
:Z<(Ti+1jui+1j+7”?juij) (szuw —i—rl 1 Wi— 1]) >
(3.3.68)

l
u u v v
+ 4 ((Tijuij + 7"z'j+1uij+1) (rijvij + Tiﬂjviﬂj)
v v
(r Ui+ i1 1)(7%]'—1“1']’4 +7Ai+1j—1vi+1j*1)>'

De méme, pour i et j deux entiers tels que 1 < i < nypetl < j < ny,—1. On définit une
approximation de la deuxieme composante de la non-linéarité (alf:) + agjy) intégrée sur la
maille Kj; par

(NL§”(u));; =(NLy(ru));;

E v v 2 2
:Z ((Tij+1vij+1 + Tijvij) (7’”1}2] + 7’” 1Vij— 1) )
—+ 1 ((Tijvij + TiJrljUH_lj) (’f‘ijuij —+ Tij+1uij+1)

v v u u
- (Tijvij + Ti—ljvi—lj) (Ti—ljui—lj + ri_1j+1ui—1j+1>>~
Proposition 3.3.8. Sous les hypotheses suivantes

(D™*(w))i; =0 Vi,j,
Ugj; = 0= Un, j \V/j, (3370)

vio = 0 = vy, Vi,

on montre que NL°(u) est une approxvimation de la non-linéarité conservative au sens
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(3.3.71)

sutvant
np—1 ny
0

>3 )+ 5 SOVES () (1 vs) =

> 3 (N () o) + 3 D

j=1 i=1

Plus précisément, on montre que
np—1 ny

)+ 5 SOVES () (Y 01)

S 3 (NL () rts) + X D)

i+ (D7) ) (71w )

np Ng— 11

_ZZ (Dobs

Jj=1 i=1

np—1 ny ) 9
+ (DO S(u))ij-f-l)( ZJUU)

+ZZ (Dabs

]1@1

1 Th 2 2
u
+ - Zh< ng]u”e](rng ljune 1]) +Tng71ju”£ 1J(Tng]u"1£])

] 1
2 2
u u u u
7"1ju1j(7"0j“0j) _TOJUOJ(TU“U) )
) (3.3.72)

1
+4Z€< znhvlnh(/’nzn; _1Uznh 1) +rznh 1vlnh 1(Tznhvlnh>
=1

2 2
v v v
- Tilvzl( OUzO) - Tiovio(rmvil)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
np—1 ny
(3.3.73)

np ng—1

Z Z Lobs ” ’T‘”U” + Z Z Lobs
j=1 =1

i O

7j=1 =1

ou B(.) est défini dans 3.3.23 et d’utiliser la proposition 3.3.2

(rijvis)

3.4 Discretisation de ’étape de correction

Apres 'étape de prédiction, on obtient un champ de vitesse qui ne satifait pas la contrainte
d’incompressibilité. L’étape de correction consiste a projeter le champ de vitesse sur 1’espace

a divergence discrete nulle.

150



3.4. DISCRETISATION DE L’ETAPE DE CORRECTION

Nous commencons par définir la divergence discrete de la vitesse lorsque la maille est cou-
pée par I'obstacle. Ensuite pour corriger la vitesse a proximité de I'obstacle, nous proposons
une discrétisation du gradient de pression d’ordre deux spécifique au traitement du bord.
Loin de I'obstacle, les opérateurs sont discrétisés par ’approximation volumes finis usuelle.

3.4.1 La divergence discrete en présence d’un obstacle

Les cellules K;; sont classées en trois catégories. Pour cela, on leur associe un entier :

={—1 si Kij - QF7
IZCJC ~ {—i‘l si Kij C QS,

t 0 sinon.

Soient 1 <@ < nyet1<j <ny, Onintegre I'équation de continuité sur la maille K ;. Apres
une intégration par parties, on obtient

Vaudx = undS (3.4.1)
KijﬁQF Q(KijﬁQF)

:/ udS—/ udS—l—/ vdS—/ vdS + Xéu.ndS (3.4.2)
o o o7 %1

i—1j

ou A et B sont les points d’intersection de I' avec les faces de K;; (voir Figure 3.16).
I'NOK;; = {A, B} (3.4.3)
et AB est le chemin parcouru par la courbe I' dans la maille K;;, c’est a dire
AB=TNK;, (3.4.4)

En supposant que la taille de la maille est petite devant le rayon de courbure de I', on

FIGURE 3.16 — La maille K;; est coupée par I'.

peut raisonnablement approcher ’arc AB par le segment [AB]. On fait donc 'approximation

suivante
/Au.ndSz/ u.ndSzlu(
AB [AB]

A+ B
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ou [ est la longueur du segment [AB] et n;; est le vecteur, unitaire, orthogonal a [AB] et
dirigé de QF vers Q°. L’erreur commise ici est de I'ordre de h®. De plus, le placement des
inconnues autorise les approximations suivantes

[ﬂ‘ udS ~rihu; ; (3.4.6)
Av vdS =~} lv; (3.4.7)

ij

Les approximations (3.4.5) et (3.4.5) nous amenent a définir la divergence discrete de la fagon
suivante :

Définition 3.4.1. Soitu={u; ;; 1 <i<ngetl <j<mny,}. En présence d’un obstacle, on
définit la divergence discréte de u intégrée sur la maille K; ; par

A+ B
2

(Dobsu)ij = h(r;fjum — T’;ilyjuz;l,j) + ﬁi(rf’jviyj — sz,jflvﬁj*l) -+ lg < > -1 (348)

F1GURE 3.17 — Divergence discrete généralisée aux cut-cell.

Dans la définition de Dy, il est inutile de distiguer si K; ;NQF est un rectangle, un trapeze,
un pentagone ou un triangle. Les informations géométriques du probleme sont contenues dans
les ratios 1y’ ; et 77 ;. Les points A et B, la longueur [ et le vecteur n; ; s’expriment en fonction
des ratios r}';, ri'y 5, r); et ri; 4, ce sont des données géométriques du probleme. Cette
formulation fait intervenir la vitesse du fluide sur le bord de l'obstacle g, c’est également
une donnée du probléeme. Il faut noter que la divergence discrete, ainsi définie, se décompose
immédiatement en

Dgsu = DY u + D*PP, (3.4.9)
avec
(ngsu)i’j = h(r};fjui,j — riuflyjui_l,j) + &-(rzjvi,j — T;},jflvi,j—l)v (3.4.10)
o A+ B
(D), =g ( } ) ;. (3.4.11)
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3.4. DISCRETISATION DE L’ETAPE DE CORRECTION

U et D**P sont fondamentalement différents. En effet, DY contient

Les deux termes DY, » Dobs

la partie linéaire de la divergence discrete et D*"PP les termes constants. Remarquons que la
quantité D*"PP dépend seulement des données du probleme et peut, dans certains cas, étre
calculée une seule fois en préprocessing. Si la maille K;; est entierement dans la partie fluide
du domaine, la divergence discrete D,,su coincide avec la divergence discrete classique Du
définie par

(Dll)@j = h(ui,j - ui—l,j) + Ei(vi,j - Ui,j—l) (3412)

u 7}
En effet, dans ce cas les ratios r}' ;, 71" ;, 17

peut dire que D, est une généralisation de D qui permet de définir la divergence discrete
lorsque la maille est coupée par la frontiere I'.

et r},_; sont tous égaux a 1. En ce sens, on

3.4.2 Gradient de pression et opérateur d’interpolation

Le gradient discret de la pression s’écrit naturellement de la facon suivante :

o Pi+1,5 — Pi,j

- Py _ l;

Gp — ( o ) S (3.4.13)
h

Le gradient discret, ainsi défini, est une approximation du second ordre du gradient continu,
localisé au milieu de la face o}, pour la premiere composante et au milieu de la face o7; pour
la seconde composante.

Afin de localiser vitesse et gradient de pression aux mémes points, on introduit les triplets
de R? définis par :

(0501 =72,),05(147"),0) sidi;>0etd, 4<0,
ct {mgauw 0,051 =72 ) sidi; <0etds,; 1 >0, (3.4.14)
((0,1,0) sinon.

pour tout 0 < <npetl1 <5< ny,et

(0501 —77,),05(1477),0) sidi;>0etd,; <0,
ct {maauw 0,051 =12 ) sidi; <0etdiy; >0, (3.4.15)
((0,1,0) sinon.

pour tout 1 < i < ny et 0 < j <mny. Par la suite, ¢}’ ; , désignera la kime composante de c¥ i
k pouvant appartenir a {1,2,3}. L’opérateur d’interpolatlon du gradient de pression P, est
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défini & partir des coefficients ¢}’ ; et ¢} ; par :

3
Z (Glp)i,j-i-k—lcz ik
(Po(@p), = | 5 (3.4.16)
Y (GPp)itr—1,5¢ .1
k=1

L’opérateur Py est l'identité sauf dans la partie fluide du domaine a proximité de 'obstacle.
En effet, la premiére composante est l'identité sauf quand le segment o}’ ; est coupé par I'.
On montre que le gradient de pression interpolé P,(Gp) et la vitesse U sont localisés aux
meémes points. Par suite, nous proposons de corriger la vitesse intermédiaire u par :

ST 1

\ \

\ \

Pij Pit1j

o o |

> \

\

——d

\

Dij—1 Di+15—-1
o

FIGURE 3.18 — Interpolation du gradient de pression en M.

u=1u-—P,(Gdp) (3.4.17)
ou d¢ est I'incrément de pression. Nous sommes donc amenés a résoudre
Do () = DS (Po(G09)). (3.4.18)
afin d'imposer la condition d’inpressibilité
Dgps(u) = 0. (3.4.19)
Le systeme d’équations linéaires 3.4.18 differe du systeme sans obstacle

D(w) = D(G5¢), (3.4.20)

seulement aux points (i,j) tels que I = 0. Plus précisément D(Py(Gd¢));; est égal au
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3.5. DESCRIPTION DU SOLVEUR RAPIDE

produit scalaire de
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(3.4.21)

(3.4.22)

3.5 Description du solveur rapide

Dans cette section, nous décrivons le solveur utilisé pour la résolution du systeme linéaire
pour ’écoulement d’un fluide en présence d’un obstacle.

La discrétisation des équations de Navier-Stokes pour l’écoulement d’un fluide autour

d'un obstacle conduit a la résolution d'un systeme linéaire non-symétrique. Ce type de sys-
teme linéaire est souvent résolu par une méthode itérative, par exemple par ’algorithme du
bi-gradient conjugué avec préconditionnement. Malheureusement, la technique de frontiere

immergée sur maillage cartésien peut entrainer un mauvais conditionnement du systeme li-

néaire, la convergence des méthodes itératives peut alors étre difficile. Dans ce contexte,

afin de ne pas étre pénalisé par le conditionnement du systeme linéaire, nous utilisons une
méthode de résolution directe.
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Cette méthode est détaillée dans l'article [14] de F. Bouchon et H. Peichl qui est inspirée
des traveaux de B.L. Buzbee et F.W. Dorr rédigés dans [17] et [16]. On s’interresse a la
résolution du systeme linéaire suivant :

Mz = 2. (3.5.1)

Soit GG une matrice pour laquelle un systeme linéaire est simple a résoudre. On suppose que
la matrice M differe de la matrice G sur n; lignes. Par exemple, la matrice du systeme
linéaire pour I’écoulement autour d’un obstacle differe de la matrice du systeme linéaire pour
I’écoulement sans obstacle seulement sur les lignes correspondant au traitement de ’obstacle.
Une manipulation habile du systéeme linéaire (3.5.1) permet de ramener sa résolution a la
résolution successive des trois systemes linéaires suivants

(I, + PA(M — G)G™'P)y = P"(M — G)G™ 'z, (3.5.2)

ol P est la matrice de dimension (n — 1)? x n; composée d'un coefficient non-nul par colonne
(égal & 1) telle que le vecteur y € R™ solution de Py = (M — G)x collecte les valeurs
non-nulles de (M — G)z,

Z=z— Py, (3.5.3)

et
Gz = 2. (3.5.4)

Remarque 3.5.1. On montre que ([m + PY(M — G)G_lP) est une matrice inversible de
dimension ni. La résolution du systéeme (3.5.2) est assez cotuteuse, elle est de l'ordre de
O(n?) opérations. Si l'obstacle est immobile, cette étape est la méme & chaque itération. On
peut effectuer la factorisation LU de la matrice (Im + PY(M — G)G”P). Cette étape de
préprocessing est donc réalisée une fois pour toute la simulation.

La résolution du systeme (3.5.3) est immédiate et la complexité de (3.5.4) est de l'ordre
de O(n%ln(n)) opérations (méme complexité que pour un écoulement dans une cavité).

3.6 Simulations numériques directes

Afin de valider le schéma proposé, on s’intéresse a 1’écoulement bi-dimensionnel, supposé
incompressible, d'un fluide homogene et newtonien, autour d’un obstacle de forme cylindrique,
placé a l'origine du repere. L’obstacle est supposé immobile

UFS:O

et la vitesse du fluide loin de I'obstacle est uniforme et horizontale

u(x) — (Ueo,0) quand |x| — oo.
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Pour les applications numériques que nous présentons, le diametre de ’obstacle D vaut 1 et la
vitesse a l'infini u., vaut 1. Dans ce cas, on peut simplifier I’écriture du nombre de Reynolds

Re =1/v. (3.6.1)

Dans la Section 3.6.1, nous présentons des simulations d’écoulements a faibles nombres de
Reynolds, Re € {1,10,20,40}. L’écoulement atteint rapidement un état d’équilibre, on ob-
serve typiquement deux zones de recirculation symétriques placées a I’arriere de I'obstacle. On
a comparé les caractéristiques de 1’écoulement obtenu (longueur de la zone de recirculation,
coefficient de trainée, etc...) avec les résultats trouvés dans la littérature.

Ensuite, dans la Section 3.6.2, nous présentons des simulations d’écoulements a nombres
de Reynolds modérés, Re € {80,200}. Apres un phase transitoire, I’écoulement atteint un
état instable, on observe une succession de tourbillons alternés a ’arriere de 'obstacle. On
a comparé les caractéristiques de 1’écoulement obtenu (coefficient de trainée, de portance,
nombre de Strouhal, etc...) avec les résultats trouvés dans la littérature.

Puis, dans la Section 3.6.3, nous présentons une simulation d’écoulement a nombre de
Reynolds élevé, Re = 9500. Une telle simulation étant tres cotiteuse en temps de calcul,
on s’est intéressé, tout comme [40], aux premiers instants du développement de la solution
(t < 5). Les résultats obtenus (lignes de niveaux de la fonction de courant) sont confrontés
avec d’autres simulations numériques et avec des résultats expérimentaux trouvés dans la
littérature.

3.6.1 Ecoulements stationnaires

On a remarqué que dans la littérature des articles au sujet de 1’écoulement d’un fluide
incompressible autour d’un obstacle, les auteurs ne s’accordent pas sur une taille de domaine
idéale. D’ailleurs le choix du domaine parait souvent arbitraire. C’est pour cela que 'on
propose de faire ’étude de la convergence en grille de la méthode proposée dans cette these
(on fait varier le pas d’espace h) sur différents domaines d’étude (on fait varier 2). Pour cette
étude, le nombre de Reynolds est de 40. L’écoulement atteint un état stationnaire a partir
de t = 100, nous comparons les coefficients de trainée obtenus (voir Tableau 3.1). Le pas
d’espace varie entre 1.95 1072 et 7.8 1072, le domaine d’étude est un carré Q = (=L, L)?
avec L entre 5 et 50. D’une part, pour une taille de domaine donnée, on remarque que le

L L 5 10 15 20 25 30 35 40 45 20
7.8107% | 1.734 1.568 1.524 1.505 1.494 1.487 1.482 1.479 1.476 1.474
521072 | 1.730 1.565 1.522 1.503 1.492 1.485 1.481 1.477 1.475 1.473
3.9107% | 1.748 1.582 1.538 1.519 1.508 1.502 1.497 1.493 1.491 1.489
2.6 1072 | 1.758 1.591 1.547 1.528 1.517 1.510 1.505 1.502 1.500
1.951072 | 1.757 1.591 1.547 1.528 1.517 1.510

TABLE 3.1 — Convergence en grille : on a reporté pour chaque simulation le coefficient de
trainée.
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coefficient de trainée arrive a convergence des que le pas d’espace h est inférieur a
h, = 2.6 x 1072,

D’autre part, pour un pas d’espace donné, on remarque que le coefficient de trainée arrive a
convergence des que la longueur L est supérieur a

L, = 40.

La simulation de référence pour 1’écoulement a nombre de Reynolds égal a 40 est donc obtenue
sur le maillage Q = (—40,40)?, avec un maillage dont le pas d’espace h vaut 2.6 1072, Le
nombre de mailles coupées par 'obstacle est de 156 et le pas de temps vaut 7.5 1073.

Maintenant que ’on possede une simulation de référence sur un domaine carré, on propose
de tester l'influence des conditions aux limites sur le développement de ’écoulement. Pour
ces simulations numériques, le pas d’espace est égal a h,. On fait d’abord varier la hauteur
du domaine d’étude, la longueur du domaine est inchangée, on prend

Q= (=L, L) x (A, A),

avec A entre 5 et 40. On obtient un résultat satisfaisant des que la longueur A est supérieure
a 30 (voir Tableau 3.2).

A ) 10 15 20 25 30 35 40
Cy| 1729 1.576 1.537 1.520 1.512 1.507 1.503 1.502

TABLE 3.2 — Convergence en grille : on fait varier la hauteur du domaine.

On fait ensuite varier la longueur du domaine en amont de 'obstacle, la longueur du
domaine en aval et sa hauteur sont inchangées, on prend

QO = (=Xu, L) x (L., L),

avec X, entre 5 et 40. On obtient un résultat satisfaisant des que la longueur X, est supérieure
a 30 (voir Tableau 3.3).

Xy ) 10 15 20 25 30 35 40
Cy | 1.695 1.570 1.535 1.522 1.514 1.508 1.503 1.502

TABLE 3.3 — Convergence en grille : on fait varier la longueur du domaine en amont.

Enfin, on fait varier la longueur du domaine en aval de I'obstacle, la longueur du domaine
en amont et sa hauteur sont inchangées, on prend

Q= (=L, X4) x (—L., L,),

avec Xy entre 5 et 40. On obtient un résultat satisfaisant des que la longueur X, est supérieure
a 15 (voir Tableau 3.4).
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Xa 5 10 15 20 25 30 35 40
Cy | 1.495 1.497 1.500 1.501 1.502 1.502 1.502 1.502

TABLE 3.4 — Convergence en grille : on fait varier la longueur du domaine en aval.

Ces résultats montrent que les conditions aux limites ont une influence sur le développe-
ment de la solution numérique. La condition aux limites sur le plan de sortie est celle qui a
la plus faible influence.

En considérant que I’épaisseur de la couche limite est de I'ordre de Re'/=, on peut déduire
les parametres des simulations & nombres de Reynolds Re € {1, 10,20}. Le domaine d’étude
est carré, Q = (—L, L)?, on trouve les parametres de ces simulations dans le Tableau 3.5.

1/2

Re | L n h

1 |80 | 1536 101
10 | 40 | 1536 | 5.2 1072
20 | 40 | 2048 | 3.9 1072
40 | 40 | 3072 | 2.6 1072

TABLE 3.5 — Simulations étudiée dans le cas stationnaire.

On a représenté sur les Figures 3.19, 3.21 et 3.20 les lignes de niveaux de la fonction de
courant ¢, de la vorticité w et de la pression p.

On rappelle les notations introduites par Bouard et Coutanceau dans [8], elles permettent
de caractériser la structure d'un écoulement stationnaire autour d'un obstacle cylindrique
(voir Figure 3.22) :

— [ la longueur de la zone de recirculation

— a la distance du cylindre au centre du tourbillon

— b la distance entre les centre des deux tourbillons

— @ 'angle de séparation de I’écoulement mesuré par rapport a ’axe horizontal

Les résultats des simulations a nombres de Reynolds Re = 20 et 40 sont présentés dans
le Tableau 3.6. Ils sont conformes aux résultats rencontrés dans la littérature.

La contribution des forces de pression et de frottement pour le coefficient de trainée des
simulations & nombres de Reynolds Re € {1,10,20,40} est présentée dans le Tableau 3.7.
On voit que la contribution des forces de frottement diminue lorsque le nombre de Reynolds
augmente.

L’évolution de I’angle de séparation et la longueur de la zone de recirculation sont présentés
sur la Figure 3.23, pour les simulations & nombres de Reynolds Re € {1, 10, 20, 40}.

On définit les quantités

symy = max ([t = tin,—j1],0 i <nget 1 <j <y /2) (3.6.2)
symy = max ([v;j + Vin,—j, 1 <i <mpet 0 < j <my/2—1) N

L’évolution du maximum de la divergence discrete de la vitesse (en valeur absolue) et de
sym,, et sym,, est illustrée sur la Figure 3.24.
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FiGURE 3.19 — Lignes de niveau de la fonction de courant associée a la dynamique d'un
écoulement autour d’un disque. Le nombre de Reynolds vaut 1 (a), 10 (b), 20 (c) et 40 (d).

Auteurs Re =20 Re =40
Cqa 0 [ a b Ca 0 l a b

Bouard et al [§] 45.0 093 0.33 0.46 53.8 2.13 0.76 0.59
Calhoun [20] 2.19 455 0091 1.62 54.2 2.18

Chung [23] 2.05 0.96 1.54 2.30

Dennis et al [26] | 2.05 43.7 0.94 1.52 53.8 2.35

Ding et al [28] 2.14 0.94 1.58 52.8 2.32

Fornberg [38] 2.00 45.7 0.91 1.50 55.6 2.24

Gao et al [39] 2.09 1.58

Henderson [43] 1.54

Linnick et al [55] | 2.06 43.5 0.93 0.36 0.43 |1.54 53.6 228 0.72 0.60
Mittal et al [59] 1.53

Silvano et al [54] | 2.04 1.54

Taira et al [69] 2.07 44.1 037 043 | 1.55 54.1 0.73  0.60
Tritton [73] 2.22 1.48

Tseng et al [74] 1.53 2.21

Ye et al [81] 2.03 0.92 1.52 2.27

Présente étude 2.10 421 091 0.359 0429|150 534 226 0.710 0.60

TABLE 3.6 — Ecoulements a nombres de Reynolds 20 et 40 : comparaison avec les résultats
obtenus dans littérature.

160
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FIGURE 3.20 — Lignes de niveau de la pression associée a la dynamique d'un écoulement
autour d'un disque. Le nombre de Reynolds vaut 1 (a), 10 (b), 20 (c) et 40 (d).

Re  pression  frottement cumul
1 530 (52%) 4.49 (48%) 10.19
10 1.57 (57%) 1.20 (43%) 2.77
20 1.22 (61%) 0.79 (39%) 2.01
40 0.99 (66%) 0.51 (34%)  1.50

TABLE 3.7 — Coeflicient de trainée : contribution des forces de pression et de frottement.
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FIGURE 3.21 — Lignes de niveau de la vorticité de la vitesse associée a la dynamique d’un
écoulement autour d’un disque. Le nombre de Reynolds vaut 1 (a), 10 (b), 20 (c) et 40 (d).

C— o

FIGURE 3.22 — Definition des dimensions caractéristiques de la structure d’un écoulement
stationnaire.
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F1GURE 3.23 — Colonne de gauche, angle de séparation exprimé en degré et colonne de droite
longueur de la zone de recirculation a I’arriere de I'obstacle.
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FIGURE 3.24 — On a représenté sur la Figure (a) 1’évolution du maximum de la divergence en
valeur absolue du champ de vitesse. L’évolution des coefficients sym, et sym,, qui rendent
compte de la symétrie de 1’écoulement par rapport a 'axe y = 0 sont représentés sur la
Figure (b) respectivement en noir et rouge.
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La répartition de la pression et de la contraite de frottement sur 'obstacle est illustrée
sur la Figure 3.25. Un point de coordonnées (z,y) appartenant a I’obstacle est ici caractérisé
par angle § € (—m,7) qu’il forme avec I’axe horizontal

0 = tan ' (y/x). (3.6.3)

L’évolution du coefficient de trainée est illustrée sur la Figure 3.26.

Quelques profils de la vitesse pour 1’écoulement a nombre de Reynolds égal a 40 sont
représentés sur la Figure 3.27. On peut voir qu’a ce nombre de Reynolds, la couche limite est
assez large.

3.6.2 Ecoulements & nombres de Reynolds modérés : Re=80 et 200

On a choisi de traiter les écoulements autour d’un cylindre a nombre de Reynolds 80
et 200. Ces écoulements sont instationnaires, on sait que 1’écoulement devient instationnaire
au dela de Re ~ 43. En revanche le sillage derriere 'obstacle forme une allée de tourbillons
alternés, appelée allée de Von Karmann. On voit sur la Figure 3.28 que la représentation de
la vitesse en un point est un signal périodique.

La fréquence d’émission des tourbillons est appelée nombre de Strouhal, on la note St.
Pour amener plus rapidement la solution vers un état instable, on applique a ’obstacle une
rotation dont le centre est 'origine du repere. Comme 1'obstacle est de forme cylindrique, il
reste inchangé par une telle rotation. L’obstacle coupe donc les mailles de la grille de calcul de
la méme facon. La rotation de 'obstacle se traduit par I'ajout de nouveaux termes explicites
dans le membre de droite du systeme linéaire. Il est inutile de renouveler 1’étape cotiteuse de
prétraitement. La Figure 3.6.2 représente la vitesse de rotation r(t) imposée a I'obstacle au
cours du temps t. La vitesse de rotation au bord du cylindre est donnée par

(o) =10 ()

X

Cette perturbation est non nulle a partir de ¢ = 0.1, afin de laisser la solution se développer
quelques instants (0 < ¢ < 0.1) sans perturbation. Elle cesse au temps ¢ = 0.95, des lors la
solution est déstabilisée et 1’obstacle reste immobile. Si on n’introduit pas de perturbation, les
erreurs de troncature introduites par le calcul sur ordinateur (en double précision &~ 10714)
s’amplifient progressivement jusqu’a rendre la solution instable (environ a partir de ¢ ~ 100).
En perturbant la solution, on se dispense de cette phase de transition qui peut étre tres longue.
On a de plus observé que les caractéristiques de I’'écoulement « perturbé » sont identiques a
celles de I’écoulement équivalent « non perturbé ». Les résultats des simulations a nombres de
Reynolds Re = 80 et 200 sont présentés dans le Tableau 3.8. Ils sont conformes aux résultats
rencontrés dans la littérature. On a représenté sur la Figure 3.30 les lignes de niveaux de la
fonction de courant ¢, de la vorticité w et de la pression p, pour les écoulements a nombre
de Reynolds 80 et 200. La répartition de la pression et de la contraite de frottement sur
I’obstacle est illustrée sur la Figure 3.31. L’évolution du coefficient de trainée et du coefficient
de portance est illustrée sur la Figure 3.32.
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CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHEMA POUR LA SIMULATION D’ECOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

FI1GURE 3.25 — On trouve, dans la colonne de gauche, la répartition de la pression sur I'obstacle
et dans celle de droite, la contrainte de cisaillement sur I'obstacle. Ces quantités rendent
compte des forces respectivement de pression et de frottement exercées par le fluide sur
I’obstacle. De haut en bas, le nombre de Reynolds de 1’écoulement vaut 1, 10, 20 et 40.
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3.6. SIMULATIONS NUMERIQUES DIRECTES
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FIGURE 3.26 — Evolution du coefficient de trainée : (a) Re =1, (b) Re = 10, (¢) Re = 20 et
(d) Re = 40.
Auteurs Re =80 Re =200
Ca Ci St Cy Ci St

Lima E Silva, et al [54] 1.40

Ye et al [81] 1.37 0.15

Williamson [79] 0.15

Park et al [62] 1.35

Sucker et al [68] 1.51

Belov et al [5] 1.19 £ 0.042 0.64 0.193
Linnick et al [55] 1.34 £0.044  0.69 0.197
Liu et al [57] 131+ 0.049  0.69 0.192
Miyake et al [61] 1.34 £ 0.043  0.67 0.196
Rogers et al [67] 1.23 = 0.05 0.65 0.185
Taira et al [69] 1.36 £+ 0.043 0.69 0.197
Présente étude 1.347 £0.0042 0.234 0.153 | 1.380 £ 0.0445 0.678 0.197

TABLE 3.8 — Ecoulements a nombre de Reynolds 80 et 200 : résultats dans la littérature.
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FIGURE 3.27 — Le nombre de Reynolds vaut 40. On a représenté le profil de uw a x = 0 (c),
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FIGURE 3.28 — Capteur de vitesse au point (—1.4,0) : en trait plein, la composante horizontale
u, en pointillés, la composante verticale v. Le nombre de Reynolds vaut 80. On observe un
signal sinusoidal.
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3.7. SIMULATIONS MULTI-NIVEAUX : RESULTATS PRELIMINAIRES
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FIGURE 3.29 — Evolution de la vitesse de rotation imposée a l'obstacle pour déstabiliser
I’écoulement.

3.6.3 Ecoulements & nombre de Reynolds élevé : Re=9500

Le développement initial de 1’écoulement autour d’un cylindre placé dans un écoulement
uniforme lorsque le nombre de Reynolds vaut 9500 a été étudié par des techniques de visua-
lisation [9] et étudié numériquement dans les articles [22] et [49]. A ce nombre de Reynolds,
I’écoulement présente une structure tourbillonaire complexe qui rend la simulation difficile.
Sur la Figure 3.33, les résultats obtenus avec le schéma Différences Finies / Volumes Finis
sont comparés avec 1’écoulement expérimental de [9], aux instants ¢ = 0.75,1.0,1.25 et 1.5.
La ressemblance est excellente. Quand t = 0.75, le sillage est confiné dans une fine zone
de recirculation. On remarque la présence d’'un point singulier ou se concentre le tourbillon.
Lorsque t = 1.0, le tourbillon déja présent a l'instant ¢ = 0.75 a grandi. On remarque 'appa-
rition de deux nouveaux tourbillons, c¢’est le phénomene (3. La répartition de la pression et de
la contraite de frottement sur 'obstacle est illustrée sur les Figures 3.34 et 3.35. La vorticité
du champ de vitesse est représentée sur la Figure 3.36.

3.7 Simulations multi-niveaux : résultats préliminaires

Ici, le nombre de Reynolds vaut 500 000, le pas de temps 6t est égal a 10~ et le do-
maine d’étude est 2 = (—5,5) x (—2.5,2.5). Une simulation directe ne donne aucun résultat,
I’accumulation de 1’énergie portée par les petites échelles empéche le développement de la
couche limite. En appliquant régulierement la correction des petites échelles, on parvient a
la solution illustrée par la Figure 3.37. La répartition de la pression et de la contraite de
frottement sur 'obstacle, au temps t = 10, est présentée sur la Figure 3.38.
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F1GURE 3.30 — Ecoulement autour d'un disque au temps ¢ = 100. De bas en haut, les lignes
de niveau de la fonction de courant ¢, de la vorticité w et de la pression p. Dans la colonne
de gauche, le nombre de Reynolds vaut 80, dans celle de droite 200.
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F1GURE 3.31 — On trouve, dans la colonne de gauche, la répartition de la pression sur I'obstacle
et dans celle de droite, la contrainte de cisaillement sur I'obstacle. Ces quantités rendent
compte des forces respectivement de pression et de frottement exercées par le fluide sur
I'obstacle. De haut en bas, le nombre de Reynolds de I’écoulement vaut 80 et 200.
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FIGURE 3.32 — On trouve, dans la colonne de gauche, ’évolution du coefficient de trainée
Cy4, dans celle de droite, I’évolution du coefficient de portance C;. Ces coefficients rendent
compte des forces induites par 1’écoulement sur I'obstacle et qui s’exercent parallelement a la
direction de I’écoulement (resp. perpendiculairement). De haut en bas, le nombre de Reynolds
de I’écoulement vaut 80 et 200.
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FIGURE 3.34 — A gauche, les courbes de pression et, a droite, les courbes de la contrainte de
cisaillement, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 0.75, (b) t = 1.0, (¢) t = 1.25, (d) t = 1.5.
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FIGURE 3.35 — A gauche, les courbes de pression et, a droite, les courbes de la contrainte de
cisaillement, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 2.0, (b) t = 3.0, (c¢) t = 4.0, (d) t = 5.0.
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FIGURE 3.36 — Vorticité du champ de vitesse, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 1.0, (b)
t =20, (c) t = 3.0, (d) t = 4.0 et (e) t = 5.0.
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FIGURE 3.37 — méthode multiniveaux, vorticité, Re = 500 000, ¢t = 10.
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FI1GURE 3.38 — Ici, le nombre de Reynolds vaut 500 000, une simulation numérique directe
est trop cotiteuse en temps de calcul, on propose alors une solution multiniveaux. On se place
a l'instant ¢ = 10. La Figure (a) représente la répartition de la pression sur l'obstacle et
la Figure (b) représente la contrainte de cisaillement sur 'obstacle. Ces quantités rendent
compte des forces respectivement de pression et de frottement exercées par le fluide sur
I’obstacle.
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Conclusion et perspectives






Le premier objectif de cette these concernait la construction de nouveaux opérateurs
d’interpolation sur maillage MAC [42] et le développement d’une méthode multi-niveaux
utilisant ces opérateurs. Les opérateurs proposés sont d’ordre deux et conservent la contrainte
d’incompressibilité de 1’écoulement. Nous avons montré par une analyse spectrale que la
décomposition petites/grandes échelles sépare efficacement les échelles de 1’écoulement. Une
méthode multi-niveaux, inspirée des travaux [11], a été développée dans le contexte de la
discrétisation MAC. Elle consiste a appliquer une correction dynamique en temps des petites
échelles lorsque I’énergie de celles-ci dépasse un seuil établi en fonction de I’énergie contenue
dans les autres échelles. Les résultats présentés dans le cas de la turbulence homogene et
de I’écoulement dans une cavité montrent que ’application de la méthode multi-niveaux sur
grille grossiere permet de diminuer considérablement le temps de calcul de la simulation,
comparativement a une simulation numérique directe.

Le deuxieme objectif de cette these concernait ’application des méthodes multi-niveaux
a la simulation numérique d’écoulements autour d’obstacles. Une nouvelle méthode de type
frontiere immergée sur maillage MAC a été développée afin de permettre la simulation d’écou-
lements a nombres de Reynolds élevés. Apres une étape de prétraitement, la résolution des
systemes linéaires est effectuée a I'aide d'une méthode directe.

Les résultats sont comparés avec ceux obtenus a 'aide d’autres schémas numériques et
avec des données issues d’expériences. Les écoulements autour d'un disque a nombres de
Reynolds compris entre 1 et 9 500 sont simulés avec précision. Une simulation numérique
multi-niveaux de 1’écoulement autour d'un disque au nombre de Reynolds égal a 500 000 a
été réalisée. Une simulation numérique directe, c¢’est-a-dire sans modele de turbulence, n’est
pas envisageable a ce nombre de Reynolds : elle nécessiterait trop de points pour étre résolue
sur les calculateurs dont nous disposons (cott mémoire et temps CPU trop importants). Ces
résultats préliminaires sont trés encourageants.

Les perspectives de recherche a la suite de cette these sont nombreuses. Nous avons classé
ces themes par ordre de difficulté croissante.
— Simulations numérique d’écoulements autour d’un ensemble d’objets : la méthode que
nous avons proposée s’adapte facilement a I’écoulement autour de plusieurs obstacles.
Une distance algébrique d; (négative dans le fluide) est associée & chaque obstacle 7,
la distance algébrique a I’ensemble U Q7 est définie par d = max d;.

— Construction des opérateurs d’interf)olation en dimension trois : nous recherchons des
opérateurs de restriction et de prolongement d’ordre deux qui agissent sur des champs
de vitesse définis sur maillage MAC en dimension trois et qui conservent la contrainte
d’incompressibilité. La construction de l'opérateur de restriction est facile, celle de
I'opérateur de prolongement est nettement plus complexe.

— Mise en évidence du phénomene de « crise de trainée » aux alentours de Re = 300 000
pour I’écoulement autour d’un cylindre par simulation numérique multi-niveaux et/ou
directe.

— Prise en compte de la température du fluide dans les équations de Navier-Stokes : on
pourra s’intéresser a la simulation de la convection naturelle autour d’un objet plus
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(resp. moins) chaud que le fluide (exemple de tels travaux dans [80]).

— Extension du schéma pour I’écoulement autour d’'un obstacle en dimension trois : nous

commencerons par étudier le cas ou l'obstacle est un volume de révolution (cylindre)
de longueur infinie. Une condition aux limites périodique pourrait étre appliquée dans
la troisieme direction. On a représenté sur la Figure 3.39 une maille coupée en di-
mension trois. Le placement des inconnues et la définition de la divergence discrete se
généralisent.

FI1GURE 3.39 — Exemple de maille coupée en dimension 3.

Utilisation d'une méthode de décomposition de domaine pour 1’écoulement autour d’un
obstacle : I'idée est de résoudre le schéma numérique sur un domaine de petite taille
qui contient 'obstacle, lequel est discrétisé par un maillage tres fin.

Méthode de raffinement local : les opérateurs de restriction/prolongement proposés
peuvent étre utilisés pour raffiner localement la résolution dans les zones de forte acti-
vité, comme les couches limites et derriere un obstacle, la ou la turbulence se développe
et o de nombreuses échelles de petites tailles sont générées.

La simulation numérique d’écoulements bi-dimensionnels a été un contexte favorable au déve-
loppement de nouvelles méthodes numériques. Les résultats obtenus nous donnent bon espoir
quant a l’extension de ces méthodes pour la simulation d’écoulements tri-dimensionnels. Nous
pourrons alors traiter des probléemes encore plus réalistes.
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