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Application à la simulation numérique
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1.2 Discrétisations des équations de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Algorithme multi-niveaux et applications 49

2.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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2.3 Propriétés géométriques des opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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3.7 Simulations multi-niveaux : résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . 169

Conclusion 181





Introduction





INTRODUCTION

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit concernent l’application des mé-

thodes multi-niveaux pour la simulation numérique des écoulements incompressibles turbu-

lents dans le cadre d’une approximation Volumes Finis avec placement des inconnues sur

grilles décalées (Harlow et Welch [42]), ainsi que le développement d’une nouvelle méthode

de type frontière immergée sur maillage cartésien pour la simulation numérique d’écoule-

ments autour d’obstacles. Ces méthodes sont notamment motivées par des problèmes issus

de l’industrie (aéronautique, automobile) et de l’environnement (météorologie, dispersion de

polluant). Les écoulements considérés dans cette étude sont bidimensionnels.

Modélisation d’un écoulement turbulent

Un écoulement turbulent est caractérisé par la présence de nombreuses échelles spatiales

et temporelles. Il est formé de structures (tourbillons) de dimensions très variées qui inter-

agissent entre elles. On associe à chaque écoulement un nombre sans dimension appelé nombre

de Reynolds. Plus ce nombre est grand, plus la différence entre la taille de la plus grande

structure et celle de la plus petite est importante. La théorie phénoménologique de la tur-

bulence, initialement développée par Kolmogorov [47], [48], permet de décrire la répartition

de l’énergie parmi les échelles d’un écoulement turbulent. Selon cette théorie, il existe un

ensemble d’échelles pour lesquelles le transfert d’énergie des grandes échelles vers les petites

échelles dû aux effets des termes non-linéaires et la dissipation de l’énergie liée à la viscosité

du fluide s’équilibrent.

L’écoulement incompressible d’un fluide homogène et newtonien est modélisé par les équa-

tions de Navier-Stokes adimensionnées

∂u

∂t
+ (u .∇) u− 1

Re
4u +∇p = f ,

div u = 0,
(0.0.1)

où les inconnues sont la vitesse u et la pression p. La force extérieure f et le nombre de

Reynolds Re sont les données du problème. Ces équations sont complétées par une condition

initiale et des conditions aux limites qui dépendent du phénomène physique modélisé. Elles

sont discrétisées à l’aide d’un schéma en temps et en espace. La condition de stabilité de type

CFL due au terme de transport entrâıne une contrainte sur le pas de temps du schéma.

Méthodes de simulation numérique

La simulation numérique des écoulements turbulents est délicate. En effet, lorsque le pas

d’espace du maillage est plus grand que l’échelle dissipative, le maillage ne permet pas la

représentation des plus petites échelles de l’écoulement réel. L’énergie transférée depuis les

grandes échelles vers les petites échelles, par l’action des termes d’interaction non-linéaires,

n’est pas dissipée correctement. On constate alors une augmentation anormale de l’énergie

au niveau des échelles qui correspondent à la taille de la maille de calcul. En conséquence,

la réalisation d’une simulation numérique directe (résolution de toutes les échelles physiques
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INTRODUCTION

sans modélisation de la turbulence) pour des écoulements caractérisés par un nombre de

Reynolds élevé est très coûteuse en ressources informatiques, c’est-à-dire en encombrement

mémoire (plusieurs dizaines voire centaines de Go) et en temps calcul (plusieurs centaines

voire milliers d’heures CPU). Plusieurs méthodes ont été développées pour permettre la

simulation d’écoulements à nombres de Reynolds élevés.

Simulation des grandes échelles

En simulation des grandes échelles, la vitesse du fluide u est décomposée en

u = ū + u′, (0.0.2)

où ū est la vitesse des grandes échelles et u′ est une fluctuation de la vitesse provenant des

petites échelles. Les équations des grandes échelles sont obtenues formellement à partir des

équations de Navier-Stokes, par l’application d’un filtre. L’effet des petites échelles sur la

dynamique des grandes échelles est représenté par un terme d’interaction non-linéaire appelé

tenseur des contraintes sous-mailles. La plupart des modèles expriment ce tenseur en fonction

des échelles résolues [33], [29], [30].

Méthodes multi-niveaux

Les méthodes multi-niveaux reposent sur une séparation en espace des échelles de l’écou-

lement. La vitesse u, solution des équations de Navier-Stokes, est décomposée en

u = y + z, (0.0.3)

où y (resp. z) représente les grandes (resp. petites) échelles. Les nouvelles inconnues (y, z) ont

des propriétés très différentes. L’énergie cinétique de la composante z est faible par rapport à

celle de y. Par contre, z, considérée comme signal temporel oscille plus et avec une fréquence

plus élevée que la composante grandes échelles (plus de détails dans [37]). L’évolution des

grandes échelles dépend des petites échelles par l’intermédiaire des termes d’interaction non-

linéaires.

Les méthodes multi-niveaux dynamiques utilisent une approche quasi-stationnaire : l’évo-

lution de la composante petites échelles est négligée durant plusieurs itérations. Les termes

d’interaction petites/grandes échelles sont figés pendant plusieurs V-cycles successifs à la

manière des méthodes multigrilles (voir [77] et [15]), ce qui définit un cycle multi-niveaux.

L’analyse d’erreur est étudiée et les cycles multi-niveaux sont gérés dynamiquement. Cette

technique à été développée dans de nombreux contextes : pour les méthodes volumes finis [36],

pour les méthodes spectrales [10], [31], pour les méthodes éléments finis [18], [19], et pour les

méthodes utilisant une décomposition en ondelettes [25], [27].

Dans une autre approche, les méthodes multi-niveaux consistent à accélérer la convergence

vers la solution d’un problème stationnaire, par exemple celle du problème de Stokes, en

utilisant un algorithme de type Uzawa. La résolution du système linéaire sur grille fine est

alors équivalente à la résolution d’une suite de systèmes linéaires de tailles plus petites.

8



INTRODUCTION

Ces systèmes linéaires correspondent à des niveaux de grilles imbriquées. Ici, les propriétés

physiques de l’écoulement ne sont pas prises en compte. On cite en particulier les travaux [21]

et [64] dans le contexte des méthodes différences finies.

Dans une dernière approche, les méthodes multi-niveaux consistent à appliquer un trai-

tement spécifique à chaque échelle, en considérant les propriétés physiques de l’écoulement.

Dans le cadre spectral [11], [53], [32], la décomposition des échelles est utilisée pour imposer

la décroissance du spectre d’énergie. La dynamique des grandes échelles est améliorée par le

contrôle de l’accumulation de l’énergie sur les modes élevés. Le cadre spectral est le contexte

le plus naturel pour la décomposition des échelles. On extrait simplement les grandes échelles

en tronquant le développement en série de Fourier de la vitesse. Nous proposons d’étendre

ces travaux dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet afin de pouvoir traiter des

problèmes plus réalistes.

Nous nous plaçons dans le contexte Différences Finies/Volumes Finis sur maillage carté-

sien. La position des inconnues (u, p) sur le maillage est de type MAC [42]. Il est possible

de séparer les échelles de l’écoulement en ayant recours à des opérateurs d’interpolation dans

l’espace physique. La décomposition (0.0.3) est obtenue en définissant les grandes échelles

par

y = PRu (0.0.4)

et les petites échelles par

z = u− y, (0.0.5)

où R (resp. P) est un opérateur de restriction (resp. prolongement) qui agit sur les champs

de vitesse définis sur maillage MAC. Dans [64], le facteur de raffinement entre les niveaux de

grille est égal à trois. Grâce à ce choix, certaines inconnues cöıncident entre deux niveaux de

grille consécutifs. Cette injection est un opérateur de restriction naturel. Ce choix a néanmoins

un inconvénient : le nombre de niveaux de grille est très limité. Par exemple, pour quatre

niveaux de grilles imbriquées, il y a un facteur 27 entre le niveau le plus fin et le niveau le

plus grossier. Un facteur de raffinement inférieur permet une meilleure décomposition des

échelles.

Dans [82], les opérateurs d’interpolation sont définis lorsque ce facteur est égal à deux et

ils conservent (en un certain sens) la divergence d’un champ de vitesse défini sur maillage

MAC. C’est une propriété très intéressante dans le cadre de la simulation des écoulements

incompressibles. Malheureusement, ces opérateurs ne séparent pas efficacement les différentes

échelles de l’écoulement (voir Section 2.5.3.3).

La première partie de notre travail concerne donc la construction de nouveaux opéra-

teurs d’interpolation sur maillage MAC qui conservent la contrainte d’incompressibilité de

l’écoulement et le développement d’une méthode multi-niveaux, inspirée de [11], utilisant ces

opérateurs. L’algorithme multi-niveaux est testé dans un premier temps dans le cas de la tur-

bulence homogène (écoulement périodique), afin d’éviter les difficultés liées au traitement des

bords. Nous avons ensuite proposé une extension des opérateurs d’interpolation qui permet

de prendre en compte les conditions aux limites de Dirichlet. Un simulation multi-niveaux

sur grille grossière est effectuée dans le cas de la simulation numérique d’écoulement dans

une cavité entrâınée. Nous avons ensuite souhaité tester les performances de l’algorithme
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multi-niveaux dans le cas d’écoulements autour d’un obstacle. Le choix d’une méthode de

type frontière immergée sur grille cartésienne avec placement des inconnues de type MAC

s’est donc imposé.

Méthodes de frontière immergée

L’idée majeure de ces méthodes est de ne pas adapter la grille de calcul à la géométrie

du problème, ici l’obstacle. Loin de l’obstacle, le schéma est robuste, il est identique à celui

utilisé pour l’écoulement avec conditions aux limites périodiques. La difficulté provient de

l’écriture du schéma à proximité de l’obstacle. Ces dernières années, beaucoup d’auteurs se

sont intéressés à cette problématique. Voici une liste non exhaustive des techniques utilisées

dans la littérature :

– méthodes de « forçage » [24], [69], [51], [75], [34], [39], [54], [56] : la condition aux limites

sur l’obstacle est modélisée par l’ajout d’une force dans le second membre de l’équation

du moment.

– méthodes de type cellules fantômes (ghost cell approach) [6], [60], [28] : les inconnues

situées en dehors du fluide sont exprimées en fonction des inconnues situées à l’intérieur

du fluide par une procédure d’interpolation.

– méthodes de pénalisation : ces méthodes utilisent une méthode de pénalisation pour

prendre en compte la condition aux limites sur l’obstacle [1]. L’obstacle est assimilé à

un milieu poreux de perméabilité très faible. Cela revient à résoudre les équations de

Navier-Stokes dans le fluide et les équations de Darcy dans le solide.

– méthodes utilisant un terme de masse [45] : l’obstacle est approché en supposant qu’il

coupe les mailles de calcul uniquement en diagonale. Un terme de masse qk est dé-

fini pour représenter la divergence de la vitesse intégrée sur une maille K coupée par

l’obstacle

qk ≈ 1

|K|
Z
K

div u dx. (0.0.6)

– méthodes de type mailles coupées (cut cell method) [7] : le placement des inconnues

est adapté au mailles coupées par l’obstacle. Cette technique est parfois complétée par

une méthode qui consiste à traiter différemment les mailles les plus petites. Selon ces

travaux, la condition de stabilité numérique, écrite sur les plus petites mailles, induit

une forte contrainte sur le pas de temps du schéma. Dans [23] et [81], une telle cellule

est fusionnée avec une cellule voisine (mergin cell) et dans [46] ces inconnues sont reliées

à d’autres inconnues par une relation mâıtre/esclave (slaving cell).

Pour la plupart de ces méthodes, l’algorithme de résolution des systèmes linéaires est itérative.

Or, l’obstacle coupe généralement les mailles de calcul de façons très variées. Ceci peut affecter

le conditionnement des systèmes linéaires et rendre la convergence difficile. De telles méthodes

sont donc limitées à l’usage de maillages grossiers, ce qui induit une limitation sur le nombre

de Reynolds de l’écoulement simulé. D’ailleurs, nous remarquons que dans la littérature le

nombre de Reynolds des écoulements simulés par une méthode de type frontière immergée

dépasse rarement 1000.
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La deuxième partie de notre travail concerne donc le développement d’un nouveau schéma

numérique de type cut cell semi-implicite pour la simulation d’écoulements autour d’obstacles

dont la résolution est effectuée par une méthode directe. Ce schéma est appliqué à la simu-

lation numérique d’écoulements autour d’un obstacle cylindrique. Plusieurs types de sillages

sont observés : écoulements stationnaires, allée tourbillonnaire, sillage turbulent. Des résultats

préliminaires concernant l’application de l’algorithme multi-niveaux sont présentés.

Présentation du travail de thèse

La présente thèse s’articule en trois parties. Dans la première, nous traitons de la mo-

délisation des écoulements incompressibles turbulents. Dans la Section 1.1, nous rappelons

les hypothèses physiques qui conduisent aux équations de Navier-Stokes et nous énonçons

quelques résultats mathématiques concernant les solutions de ces équations. Les écoulements

turbulents sont ensuite décrits par une approche statistique : la théorie phénoménologique de

la turbulence. Le comportement du fluide à proximité d’une paroi et le bilan des forces qui

s’appliquent sur celle-ci sont présentés. L’écriture d’un schéma numérique d’ordre deux sur

maillage MAC est l’objet de la Section 1.2.

La deuxième partie concerne la présentation des opérateurs d’interpolation et de l’algo-

rithme multi-niveaux. La construction des opérateurs est détaillée dans les Sections 2.3 et 2.4,

leurs propriétés dans l’espace spectral sont présentées dans la Section 2.5. Ces opérateurs sont

utilisés dans le cadre d’une méthode multi-niveaux originale. La vitesse est résolue sur le ni-

veau de grille le plus fin, les autres niveaux de grille servent uniquement à la décomposition du

champ de vitesse. Dans la Section 2.6, la décomposition des échelles est utilisée pour définir

une correction locale des petites échelles de l’écoulement. L’algorithme multi-niveaux corrige

de façon dynamique en temps les petites échelles afin d’améliorer la dynamique des grandes

échelles. La Section 2.7 est consacrée à l’application de la méthode multi-niveaux dans le

cas des conditions aux limites périodiques. Les résultats obtenus sont très satisfaisants. On

présente ensuite dans la Section 2.8 une extension des opérateurs d’interpolation dans le cas

des conditions aux limites de Dirichlet. La méthode multi-niveaux est ensuite appliquée à la

simulation numérique d’écoulements dans une cavité entrâınée.

La troisième partie concerne la présentation d’un nouveau schéma numérique pour la simu-

lation d’écoulements autour d’obstacles. On utilise une méthode de projection en temps [76],

afin de découpler la vitesse et la pression. La discrétisation de l’étape de prédiction est pré-

sentée dans la Section 3.3. On utilise pour cela une approximation d’ordre un de l’opérateur

laplacien continu en utilisant 6 inconnues. Cette discrétisation est une extension de l’approxi-

mation à 5 points classique. Le terme non-linéaire est discrétisé avec une approche Volumes

Finis qui utilise une reconstruction des flux au second ordre. La discrétisation de l’étape

de correction est présentée dans la Section 3.4. La divergence discrète est définie lorsqu’une

maille de calcul est coupée par l’obstacle. Cette définition généralise la notion de divergence

discrète sur une maille entièrement située dans le fluide. La méthode directe de résolution

des systèmes linéaires est détaillée dans la Section 3.5. Le maillage est supposé uniforme dans

la direction verticale, on peut donc appliquer une transformée de Fourier rapide. Moyennant
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une étape de prétraitement relativement coûteuse en début de simulation, le nombre d’opé-

rations par itération est de l’ordre de O(n2ln(n)), c’est-à-dire du même ordre que pour une

simulation d’écoulement dans une cavité entrâınée. La Section 3.6 contient les résultats des

simulations numériques directes. Les écoulements à nombres de Reynolds 1, 10, 40, 80, 200

et 9500 sont simulés avec précision et une étude de la convergence en grille est effectuée. Des

résultats préliminaires concernant l’application de l’algorithme multi-niveaux à la simulation

numérique d’écoulements autour d’obstacles sont regroupés dans la Section 3.7.
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CHAPITRE 1. MODÉLISATION DES ÉCOULEMENTS INCOMPRESSIBLES TURBULENTS

1.1 Écoulements fluides : modélisation mathématique

et aspects physiques

1.1.1 Les équations de Navier-Stokes

La dynamique des fluides est gouvernée par les lois de conservation de la physique clas-

sique : conservation de la masse, du moment et de l’énergie. On déduit de ces lois des équations

aux dérivées partielles qui forment un modèle mathématique : les équations de Navier-Stokes.

Dans certains cas, comme pour les écoulements incompressibles ou les fluides homogènes,

les équations peuvent être simplifiées. Nous commençons par rappeler brièvement la modéli-

sation d’un écoulement, supposé incompressible, pour un fluide newtonien et homogène. On

trouve plus de détails dans [78].

1.1.1.1 Un peu de modélisation

On se place dans l’espace tri-dimensionnel R3 muni du repère cartésien usuel. Le vecteur

x = (x1, x2, x3) ∈ R3

désigne les coordonnées d’un point quelconque dans ce repère. On suppose que la région de

l’espace occupée par le fluide à chaque instant t ≥ 0 est un ouvert régulier de R3, noté Ω(t).

On introduit la densité du fluide

ρ = ρ(x, t) ∈ R+,

la vitesse du fluide

u = u(x, t) ∈ R3

et la pression dans le fluide

p = p(x, t) ∈ R,

on suppose que ces quantités sont définies en chaque point x ∈ Ω(t) et à chaque instant

t ≥ 0. La position x d’une particule de fluide est reliée au champ de vitesse du fluide u par

le système d’équations aux dérivées ordinaires suivant :

Définition 1.1.1. Trajectoire d’une particule

Soit x0 ∈ Ω(0), on note t 7→ x(t,x0) la solution du problème de Cauchy suivant(
y′(t) = u(y(t), t), t > 0

y(0) = x0.
(1.1.1)

Remarque 1.1.1. Soit x0 la position d’une particule à t = 0, le vecteur x(t,x0) ∈ R3 donne

la position de cette particule au temps t. Ainsi, la trajectoire d’une particule issue d’un point

x0 est donnée par

Sx0 = {x(t,x0), t ≥ 0} . (1.1.2)
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1.1. ÉCOULEMENTS FLUIDES : MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ASPECTS PHYSIQUES

La trajectoire Sx0 est une courbe dont la régularité dépend de celle du champ de vitesse u. La

Figure 1.1 illustre la trajectoire d’une particule issue d’un point x0 arbitraire. Sur ce dessin,

on remarque qu’une particule peut se trouver à deux instants distincts au même point de

l’espace.

x0

(t = 0)
x(t,x0)

(t > 0)

Figure 1.1 – La trajectoire d’une particule de fluide.

Pour décrire la dynamique du fluide, on s’intéresse à la déformation au cours du temps

d’un volume de fluide qui est constitué en permanence des mêmes particules.

Définition 1.1.2. Volume matériel

Soit t ≥ 0. On appelle volume matériel l’ensemble défini par

V (t) = {x(t,x0), x0 ∈ V0} , (1.1.3)

où V0 est un ensemble quelconque de particules qui est inclus dans Ω(0).

Remarque 1.1.2. L’ensemble V (t) dépend de l’instant t, il est inclus dans Ω(t). La Fi-

gure 1.2 illustre le déplacement et la déformation d’un volume matériel V (t) au cours du

temps. Sur cette même figure, on a représenté un point appartenant à V (t), ainsi que sa

trajectoire.

V0

(t = 0)

V (t)

(t > 0)

Figure 1.2 – Un volume matériel se déforme au cours du temps.

Nous énonçons maintenant un résultat fondamental concernant la variation temporelle

d’une intégrale portant sur un volume matériel.
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Théorème 1.1.1. Théorème de transport de Reynolds [78]

Soient V (t) un volume matériel et φ = φ(x, t) un champ scalaire suffisament régulier, alors

d

dt

Z
V (t)

φ dx =
Z
V (t)

�
∂φ

∂t
+ div (φu)

�
dx, (1.1.4)

où u = u(x, t) est la vitesse du fluide au point x et au temps t.

Remarque 1.1.3. On suppose que les quantités telles que la vitesse et la densité dépendent

continûment de la position x et du temps t. C’est l’hypothèse des milieux continus. Ces

considérations sont développées plus finement dans [3].

• Loi de conservation de la masse.

Soit ρ = ρ(x, t) la densité du fluide au point x et au temps t. La loi de conservation de la

masse exprime que la masse d’un volume matériel V (t) arbitraire doit être constante au cours

du temps,
d

dt

Z
V (t)

ρ dx = 0. (1.1.5)

En utilisant le théorème de transport (1.1.4), il vientZ
V (t)

�
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

�
dx = 0. (1.1.6)

Ceci étant vrai quel que soit le volume matériel V (t), on en déduit l’équation de continuité

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0. (1.1.7)

On peut écrire l’équation (1.1.7) sous la forme équivalente suivante

Dρ

Dt
+ ρ div u = 0, (1.1.8)

où
Dρ

Dt
=
∂ρ

∂t
+ u.∇ρ (1.1.9)

est la dérivée totale ou encore dérivée particulaire de la densité. Elle exprime la dérivée

suivant la trajectoire d’une particule.

Définition 1.1.3. On dit qu’un écoulement est incompressible si la densité de chaque

particule de fluide est constante le long de sa trajectoire. Cette propriété se traduit mathé-

matiquement par la relation
Dρ

Dt
= 0. (1.1.10)

Dans ce cas, l’équation de continuité (1.1.8) est simplifiée, elle devient

div u = 0. (1.1.11)
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Remarque 1.1.4. La propriété (1.1.11) exprime l’incompressibilité de l’écoulement qui n’est,

en toute rigueur, pas équivalente à l’incompressiblité du fluide. En réalité, tous les fluides

sont compressibles, certains plus que d’autres. Lorsqu’on suppose qu’un écoulement est in-

compressible, on considère que la compressibilité du fluide est négligeable dans le contexte de

l’écoulement étudié.

Définition 1.1.4. On dit qu’un fluide est homogène si la densité du fluide est identique en

chaque point de l’espace

ρ(x, t) = ρ(t), ∀x ∈ Ω(t). (1.1.12)

Remarque 1.1.5. L’incompressibilité de l’écoulement n’implique pas que toutes les particules

ont la même densité. Par exemple, un mélange d’huile et d’eau peut être supposé incompres-

sible, bien que la densité ne soit pas constante dans l’espace. La relation (1.1.10) implique

seulement que la densité de chaque particule ne change pas durant son mouvement. Il s’en-

suit que si le fluide est homogène à un instant initial, il restera homogène au cours du temps.

Ainsi, pour l’écoulement incompressible d’un fluide homogène, on admet que la densité

est constante

ρ(x, t) = ρ0, ∀x, ∀t. (1.1.13)

• Loi de conservation du moment.

La loi de conservation du moment est l’application aux fluides du principe fondamental de

la dynamique. Elle exprime que la variation du moment sur un volume matériel est égal à la

somme des forces qui s’appliquent sur ce volume

d

dt

Z
V (t)

ρu dx =
Z
V (t)

ρf b dx +
Z
∂V (t)

f s dS, (1.1.14)

où f b représente la résultante des forces par unité de masse et f s représente la résultante des

forces par unité de surface.

Soit i ∈ {1, 2, 3}, on désigne par ui la ième composante de la vitesse u. En substituant

φ par ρui dans le théorème de transport, on peut écrire la conservation du moment sous la

forme équivalente suivanteZ
V (t)

�
∂ (ρui)

∂t
+ div(ρuiu)

�
dx =

Z
V (t)

ρf bi dx +
Z
∂V (t)

f si dS. (1.1.15)

Remarque 1.1.6. Un exemple de force massique est la force gravitationnelle,

f = (0, 0,−g)t, (1.1.16)

où g est la constante gravitationnelle, exprimé en m.s−2.

Il est montré dans [2] qu’il existe un tenseur à neuf composantes, noté

τ = (τi j)1≤i, j≤3 , (1.1.17)
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appelé tenseur des contraintes, tel que la ième composante de la force de surface prend la

forme

f si =
X

1≤j≤3

τi jnj, (1.1.18)

où n = (ni)1≤i≤3 est la normale sortante unitaire à la surface considérée. Lorsque les carac-

téristiques de l’écoulement (rhéologie du fluide, conditions de température, de vitesse et de

pression) le permettent, on peut compléter le système d’équations (1.1.15) par une relation

qui relie le tenseur des contraintes à la vitesse et à la pression dans le fluide.

Définition 1.1.5. On dit qu’un fluide est newtonien lorsque le tenseur des contraintes

s’écrit

τi j = −pδi j + 2µ
�
εi j −

1

3
div u δi j

�
, (1.1.19)

où

εi j =
1

2

�
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

�
(1.1.20)

sont les composantes du tenseur des déformations,

p = p(x, t) (1.1.21)

est la pression qui agit sur le fluide au point x et au temps t,

δi j =

(
1 si i = j,

0 sinon,
(1.1.22)

est le symbole de Kronecker et µ désigne la viscosité dynamique du fluide.

Remarque 1.1.7. La plupart des fluides usuels, dans des conditions standards, satisfont ce

modèle de fluide. On trouve plus de détails dans l’ouvrage de Batchelor [3].

Supposons que le fluide est newtonien. L’équation du moment (1.1.15) devient

∂ (ρui)

∂t
+ div(ρuiu) = ρf bi −

∂p

∂xi
− 2

3
µ
∂ (div u)

∂xi
+ µ

X
1≤j≤3

∂

∂xj

�
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

�
, (1.1.23)

que l’on peut écrire sous la forme

∂ (ρui)

∂t
+ div(ρuiu) = ρf bi −

∂p

∂xi
+ µ4ui +

1

3
µ
∂ (div u)

∂xi
, (1.1.24)

où 4 est l’opérateur Laplacien usuel.

Si on suppose de plus que le fluide est homogène et que l’écoulement est incompressible, le

raisonnement développé dans la Remarque 1.1.5 implique que la densité ρ est constante. En

utilisant l’équation de continuité (1.1.11), l’équation du moment (1.1.24) devient

ρ

�
∂ui
∂t

+ div(uiu)

�
− µ4ui +

∂p

∂xi
= ρf bi , (1.1.25)
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pour i appartenant à {1, 2, 3}.
Pour résumer ce qui vient de précéder, le système d’équations de Navier-Stokes (1.1.10)-

(1.1.15) pour la modélisation de l’écoulement, supposé incompressible, d’un fluide newtonien

et homogène se simplifie et devient (1.1.11)-(1.1.25).

Remarque 1.1.8. La déformation du fluide est ici décrite avec une approche eulérienne.

Cette description consiste à observer les modifications des propriétés du fluide en des points

fixes du milieu. Les caractéristiques locales du fluide sont alors fonction du point de l’espace

x et du temps t. C’est la description que l’on utilise le plus souvent en mécanique des fluides.

À l’opposé la description lagrangienne consiste à observer les modifications des propriétés

d’une particule fluide que l’on suit dans son mouvement. Cette description donne une bonne

idée de ce qui se passe dans le fluide. En revanche, il est difficile de connâıtre l’état du fluide

en un point donné de l’espace et du temps puisque le référentiel se déplace constamment.

1.1.1.2 Les problèmes étudiés

Nous considérons l’écoulement, supposé incompressible, d’un fluide homogène, newtonien,

de masse volumique (i.e. densité) ρ > 0 constante et de viscosité dynamique µ > 0. Nous

faisons l’hypothèse simplificatrice que l’écoulement s’effectue principalement dans le plan

(Oxy).

Soit Ω ⊂ R2 la région du plan occupée par le fluide. Le champ de vitesse u(x, t) =

(u(x, t), v(x, t)) et la pression p(x, t) au point x ∈ Ω et au temps t > 0 vérifient les équations

de Navier-Stokes

ρ

�
∂u

∂t
+ div (u⊗ u)

�
− µ4u +∇p = f , (1.1.26)

div u = 0, (1.1.27)

u(x, t = 0) = u0(x), (1.1.28)

où f = f(x, t) est une force extérieure et u0 est la condition initiale pour la vitesse. La

notation ⊗ désigne le produit

u⊗ u = (uiuj)1≤i, j≤2 . (1.1.29)

Proposition 1.1.1. Sous l’hypothèse d’incompressibilité de l’écoulement, le terme convectif

peut s’écrire sous la forme suivante

div (u⊗ u) = (u .∇) u. (1.1.30)
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Démonstration. On considère la première composante du terme convectif

(div (u⊗ u))1 =
∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y
(1.1.31)

= u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ u

�
∂u

∂x
+
∂v

∂y

�
(1.1.32)

= (u.∇)u+ u (div u) (1.1.33)

= (u.∇)u, (1.1.34)

car l’écoulement est supposé incompressible.

Remarque 1.1.9. Dans le système international des unités de mesures,

– la vitesse est exprimée en m.s−1,

– la pression en Pascal, sachant que 1 Pa = 1 N.m−2,

– la force extérieure en Newton, sachant que 1 N = 1 kg.m.s−2,

– la masse volumique en kg.m−3,

– et la viscosité dynamique en Pa.s.

A titre d’exemples, on trouve dans le Tableau 1.1 la masse volumique et la viscosité dynamique

de quelques fluides usuels.

fluides glycérine air à 20̊C eau à 20̊C
masse volumique 1 260 1.293 1 000

viscosité dynamique 1.5 1.8× 10−5 10−3

Table 1.1 – Masse volumique et viscosité dynamique de quelques fluides usuels.

On introduit une vitesse U∗ et une longueur L∗ caractéristiques de l’écoulement. Dans

le cas d’un écoulement autour d’un obstacle cylindrique immobile, la vitesse caractéristique

correspond à la vitesse du fluide loin de l’obstacle et la longueur caractéristique au diamètre

de l’obstacle. On opère les changements de variables suivants

x′ = x/L∗, t′ = t/T∗, u′ = u/U∗, p′ = p/U2
∗ et f ′ = (T 2

∗ /L∗)f , (1.1.35)

où le temps caractéristique T∗ est défini par

T∗ = L∗/U∗. (1.1.36)

On montre que le nouveau couple vitesse/pression (u′, p′) vérifie les équations de Navier-

Stokes adimensionnées

∂u′

∂t′
+ (u′ .∇) u′ − 1

Re
4u′ +∇p′/ρ = f ′/ρ, (1.1.37)

où le nombre de Reynolds Re et la viscosité cinématique ν désignent les quantités

Re =
U∗L∗
ν

, ν = µ/ρ. (1.1.38)
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Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous utiliserons u, p et f pour désigner les quantités

u′, p′/ρ et f ′/ρ.

Remarque 1.1.10. Nous allons étudier le système d’équations adimensionnées, car il est

plus simple à édudier. En effet, le nombre de Reynolds est l’unique paramètre physique qui

intervient dans ces équations. On remarque ainsi que deux écoulements sont similaires (à un

changement d’échelles près) lorsqu’il sont caractérisés par le même nombre de Reynolds. On

s’intéressera donc à la résolution des équations de Navier-Stokes adimensionnées suivantes

∂u

∂t
+ (u .∇) u− 1

Re
4u +∇p = f , (1.1.39)

div u = 0, (1.1.40)

u(x, t = 0) = u0(x). (1.1.41)

Remarque 1.1.11. Dans le système international des unités de mesures, la viscosité ciné-

matique ν est exprimée en m2s−1. On montre facilement que le nombre de Reynolds Re est

un nombre sans dimension.

On trouve dans le Tableau 1.2 la viscosité cinématique et le nombre de Reynolds associés à

l’écoulement de quelques fluides usuels, autour d’un obstacle immobile de forme cylindrique

de diamètre égal à 1 cm, lorsque la vitesse du fluide loin de l’obstacle est uniforme et égale

à 5 m.s−1. Les caractéristiques de ces fluides (masse volumique et viscosité dynamique) ont

été données précédemment dans le Tableau 1.1.

fluides glycérine air à 20̊ eau à 20̊
viscosité cinématique 1.2× 10−3 1.4× 10−5 10−6

nombre de Reynolds 42 3 594 50 000

Table 1.2 – Viscosité cinématique et nombre de Reynolds associés aux écoulements de
quelques fluides usuels. Les grandeurs caractéristiques sont ici L∗ = 10−2 m et U∗ = 5 m.s−1.

Les équations de Navier-Stokes sont complétées par des conditions aux limites qui dé-

pendent du problème physique que l’on souhaite modéliser. On a représenté sur la Figure 1.3

quelques exemples de simulations. Dans ce travail, nous considérons les problèmes suivants :

– des écoulements avec conditions aux limites périodiques modélisant la turbulence ho-

mogène,

– des écoulements dans une cavité avec des conditions aux limites de type Dirichlet,

– et des écoulements autour d’un obstacle avec des conditions aux limites mixtes (condi-

tion aux limites de Dirichlet, de Neumann).

• Écoulements périodiques.

Les conditions aux limites périodiques sont généralement utilisées pour modéliser des écou-

lements dans un petit volume suffisamment éloigné des parois, de telle sorte que les effets de

couches limites peuvent être négligés. On suppose que

u, p, f et u0 sont périodiques de période 2π dans chaque direction. (1.1.42)
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Dans ce contexte, on est amené à considérer le domaine Ω = (0, 2π)2.

• Écoulements dans une cavité.

Le fluide remplit une cavité assimilée au domaine Ω = (0, 1)2. Soit x ∈ ∂Ω, la vitesse vérifie

u(x, t) =

(
(1, 0) si y = 1

0 sinon
(1.1.43)

Le fluide est ainsi confiné dans la cavité et il n’y a pas de force extérieure (f = 0). La

vitesse uniforme appliquée sur le bord supérieur du domaine entrâıne le fluide contenu dans

la cavité. On observe sur chaque paroi, le développement d’une couche limite dont l’épaisseur

varie avec la viscosité ν.

• Écoulements autour d’un obstacle

Enfin, nous considérons des écoulements autour d’obstacles dans un domaine rectangulaire

Ω = (−Xu, Xd)× (−A,A) .

Un objet de forme quelconque est placé à l’origine du repère. En entrée, on impose un profil

de vitesse uniforme

u = (u∞, 0) si x = −Xu. (1.1.44)

Les bords horizontaux sont supposés imperméables et la vitesse varie peu dans la direction

verticale
∂u

∂y
= 0 et v = 0 si |y| = A. (1.1.45)

En sortie, on applique une condition aux limites dite « convective », utilisée dans [69]. La

vitesse sur le plan de sortie est obtenue en résolvant une équation de transport de la forme

∂u

∂t
+ uc

∂u

∂x
= 0 si x = Xd, (1.1.46)

où uc est une vitesse de convection constante. Ces conditions aux limites permettent aux

tourbillons qui se dirigent vers le plan de sortie de s’échapper du domaine de calcul sans créer

de perturbation à l’intérieur du domaine. En pratique, l’équation (1.1.46) est discrétisée par

une méthode explicite et la vitesse de convection est égale à la vitesse moyenne du fluide

sur le plan de sortie. L’incompressibilité du fluide entrâıne que uc est aussi égale à la vitesse

moyenne sur le plan d’entrée et donc

uc = u∞.

Enfin, on impose une condition de non-glissement sur l’obstacle. La vitesse d’une particule

de fluide en contact avec le solide est égale à la vitesse de l’obstacle

u = uΓS
sur ΓS. (1.1.47)

Nous souhaitons observer les propriétés du fluide au voisinage de l’obstacle (décollement de
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la couche limite, coefficient de trâınée, de portance). Lorsque les bords du domaine de calcul

sont suffisamment éloignés de l’obstacle, les conditions aux limites (1.1.44)-(1.1.45)-(1.1.46)

influent peu sur la dynamique de l’écoulement à proximité de l’obstacle.

Il n’y a pas de force extérieure (f = 0). La présence de l’obstacle engendre la création d’un

sillage en aval. En changeant les caractéristiques du fluide, on observe différents types de

sillage : laminaire, allée tourbillonaire, turbulent.

1.1.1.3 Quelques résultats mathématiques

Nous rappelons dans cette section quelques résultats classiques de la théorie mathématique

des équations de Navier-Stokes. De nombreux ouvrages sont consacrés à cette thématique.

Les preuves des théorèmes d’existence et d’unicité sont présentées dans [71].

On introduit les espaces fonctionnels H et V qui sont respectivement des sous-espaces de

L2(Ω)2 et H1(Ω)2 dont les éléments vérifient les conditions aux limites (1.1.42) ou (1.1.43)

ainsi que la contrainte d’incompressibilité (1.1.27). De plus, dans le cas périodique, la condi-

tion
R

Ω ψ(x) dx = 0 est imposée aux éléments ψ de H et V .

Les espaces H et V sont munis des produits scalaires canoniques respectifs (−,−)H et

(−,−)V définis par

(ψ, φ)H =
Z

Ω
ψ(x)φ(x) dx (1.1.48)

et

(ψ, φ)V =
Z

Ω
∇ψ(x).∇φ(x) dx. (1.1.49)

On désigne par | − |H et | − |V les normes associées. L’espace dual de V est noté V ′.
On cherche u solution de (1.1.39), (1.1.40) et (1.1.41) au sens des distributions. La formu-

lation variationnelle des équations de Navier-Stokes consiste à chercher u(., t) ∈ V solution

sur (0, T ) de
d

dt
(u,v)H +

1

Re
(u,v)V + b(u,u,v) = (f ,v)H (1.1.50)

pour toute fonction test v ∈ V . La forme tri-linéaire b est définie par

b(u,v,w) = ((u.∇)v,w)H

pour tout u,v,w ∈ V . On rappelle ci-après les résultats classiques d’existence et d’unicité

de solutions pour (1.1.50) valables lorsque Ω ⊂ R2.

Théorème 1.1.2. (Solutions faibles) Soient u0 ∈ H et f ∈ L2(0, T ;V ′). Il existe une unique

solution u solution au sens des distributions sur (0, T ) de (1.1.50) avec u(t = 0) = u0 telle

que u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). Cette solution est unique et satisfait u ∈ C([0, T ];H) et

∂u/∂t ∈ L2(0, T ;V ′). De plus, l’application définie pour t > 0 par

S(t) : u0 → u(t) (1.1.51)

est continue de H dans lui-même.
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(a) (b)

(c)

Figure 1.3 – Exemples d’écoulements : périodique (a), dans une cavité (b) et autour d’un
obstacle (c).
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Théorème 1.1.3. (Solutions fortes) Soient u0 ∈ V et f ∈ L2(0, T ;H). Il existe une unique

solution u de (1.1.50) avec u(t = 0) = u0 telle que u ∈ L2(0, T ;V ∩H2(Ω)2) ∩ L∞(0, T ;V ).

De plus, u ∈ C([0, T ];V ) et ∂u/∂t ∈ L2(0, T ;H).

1.1.2 Théorie phénoménologique de la turbulence

1.1.2.1 Notations

On se place dans le contexte périodique. Soit u un champ de vitesse périodique, de période

2π dans chaque direction de l’espace et de classe C1, alors u s’écrit sous la forme d’une série

de Fourier

u(x) =
X
k∈Z2

û(k)eık.x, (1.1.52)

avec

û(k) =
1

|Ω|
Z

Ω
u(x)e−ık.x dx, (1.1.53)

où k désigne un point à coordonnées entières et û(k) ∈ C est le coefficient de Fourier de u

associé au mode k. Soit k ∈ N, on définit

E(k) =
1

2

X
k∈Sk

|û(k)|2 , (1.1.54)

où |û(k)| désigne le module du coefficient de Fourier û(k) et Sk est l’ensemble défini par

Sk =
n
k = (k1, k2) ∈ Z2 tel que |k| =

È
k2

1 + k2
2 ∈ [k − 0, 5 , k + 0, 5)

o
(1.1.55)

On constate sur la Figure 1.4 que le nombre de points dans la couronne Sk est de l’ordre

de k. La quantité E(k) représente l’énergie cinétique associée aux nombres d’onde contenus

dans la couronne Sk. L’ensemble

{E(k), k ∈ N}
est appelé spectre d’énergie associé au champ de vitesse u. La représentation graphique du

spectre d’énergie rend compte des intéractions entre les différentes échelles de l’écoulement.

De même, on définit le spectre d’enstrophie par

{ε(k), k ∈ N} ,

avec

ε(k) =
X
k∈Sk

|k|2 |û(k)|2 . (1.1.56)

On montre facilement que ε(k) ≈ 2k2E(k) lorsque k → +∞. On définit ensuite l’énergie

cinétique E par

E =
+∞X
k=0

E(k) =
1

2

X
k∈Z2

|û(k)|2 , (1.1.57)
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et l’enstrophie par

ε =
+∞X
k=0

ε(k) =
X
k∈Z2

|k|2 |û(k)|2 . (1.1.58)

L’identité de Parseval implique

E =
1

2|Ω| |u|H . (1.1.59)

n
2

n
2

−n
2

−n
2

0 k1

k2

kk
−

0.
5

k
+

0.
5

Sk

1

Figure 1.4 – Modes compris dans la couronne Sk.

Proposition 1.1.2. On note

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
,

la vorticité d’un champ de vitesse u. On montre l’égalité suivante :

|Ω| ε = |ω|2H = |u|2V . (1.1.60)

Démonstration. La contrainte d’incompressibilité implique

|k2| |ω̂(k)| = |k|2 |û(k)| (1.1.61)

et

|k1| |ω̂(k)| = |k|2 |v̂(k)| . (1.1.62)

D’où

|ω̂(k)| = |k| |û(k)| . (1.1.63)
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De plus, la relation

|ω̂(k)| = |∇û(k)| (1.1.64)

est triviale. Pour conclure, il suffit d’appliquer l’identité de Parseval.

1.1.2.2 Comportement asymptotique des solutions.

Supposons que la force extérieure f est indépendante du temps t et appartient à H. On

rappelle ici un résultat fondamental concernant la majoration de l’énergie cinétique de la

solution de la formulation variationnelle (1.1.50). On trouve plus de détails dans [70].

En prenant le produit scalaire dans H de l’équation du moment par u, on obtient

1

2

d

dt
|u|2H −

1

Re
(4u,u)H + b(u,u,u) = (f ,u)H .

Ensuite, on utilise le fait que b(u,u,u) = 0 1. En moyennant sur Ω, il s’ensuit l’équation

d’énergie suivante
dE

dt
+

ε

Re |Ω| =
(f ,u)H
|Ω| . (1.1.65)

Le taux de dissipation de l’énergie est donc proportionnel à l’enstrophie ε et le taux d’injec-

tion d’énergie correspond au terme (f ,u)H . En utilisant un lemme de Gronwall, on montre

l’inégalité suivante

E(t) ≤ E(t = 0)e−C1 t + C2 |f |2H
�
1− e−C1 t

�
, (1.1.66)

pour tout t positif. Les constantes C1 et C2 sont strictement positives et ne dépendent pas

de t. En passant à la limite lorsque t tend vers l’infini, il vient

lim sup
t→∞

E(t) ≤ C2 |f |2H . (1.1.67)

Ce résultat implique que l’attracteur global pour le semi-groupe {S(t)}t≥0 est un ensemble

compact de H, qui est invariant par S(t) et qui attire tous les ensembles bornés de H.

1.1.2.3 Loi de décroissance du spectre.

En 1941, Kolmogorov proposa dans les articles [47] et [48] de décrire le spectre d’énergie

lorsque la dimension de l’espace est égale à trois. Dans ces articles, l’auteur prédit l’existence

d’un ensemble d’échelles qui atteignent rapidement en temps un état d’équilibre statistique.

Ces échelles correspondent à des nombres d’onde k tels que kL ≤ |k| ≤ kd, l’ensemble

[kL, kd] est appelé zone inertielle. Le mode kL est caractéristique des échelles comportant

l’essentiel de l’énergie cinétique. A l’opposé, le mode kd caractérise les échelles dissipatives,

c’est-à-dire les échelles qui sont dissipées sous l’effet des forces visqueuses. La formule obtenue

par Kolmogorov à l’aide d’une analyse dimensionnelle, valable pour k dans la zone inertielle,

est la suivante

E(k) = CK (νε(u))
2
3 k−

5
3 ,

1. La preuve de ce résultat est donnée dans la Section 3.3.2.2.

27
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où CK est appelée constante de Kolmogorov.

En 1967, Kraichnan présenta dans [50] une théorie qui étend les travaux de Kolmogorov

au cas bi-dimensionnel. Dans la zone inertielle (voir Figure 1.5), Kraichnan déduit par une

analyse dimensionnelle que le spectre d’énergie admet une décroissance en k−3. On trouve

dans [32] les principaux développements qui ont suivi cette théorie.

kL kd

E(k) = Ck −3

Figure 1.5 – Décroissance du spectre d’énergie en dimension deux. En trait plein, le spectre
d’énergie E(k), en tirets la fonction k3E(k). Dans la zone inertielle [kL, kd], la pente du spectre
d’énergie est en k−3.

1.1.3 Couche limite et trâınée

1.1.3.1 Couche limite

Lorsqu’un fluide s’écoule le long d’une paroi supposée fixe, la vitesse du fluide est nulle

sur la paroi (condition de non-glissement) et, loin de l’obstacle, elle est égale à la vitesse de

l’écoulement non perturbé. Le profil de la vitesse le long de la normale à la paroi dépend

évidemment des caractéristiques de l’écoulement, en particulier du nombre de Reynolds.

Lorsque le nombre de Reynolds est faible, la viscosté a un effet prépondérant et la vitesse varie

progressivement pour atteindre la vitesse au bord. Au contraire, si le nombre de Reynolds

est élevé, la vitesse à l’infini se maintient jusqu’à une courte distance de l’obstacle. La zone

proche de la paroi où la vitesse varie depuis la vitesse de l’écoulement non perturbé jusqu’à

atteindre la vitesse de la paroi est appelée couche limite. On rappelle un résultat concernant

l’épaisseur de la couche limite que l’on trouve dans [3].

Proposition 1.1.3. On estime que l’épaisseur moyenne de la couche limite δ0 est de l’ordre

de Re−
1
2 , lorsque Re→ +∞.
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1.1.3.2 Bilan de forces agissant sur une paroi

Dans un fluide au repos, une résistance s’oppose au mouvement d’un corps. De façon

équivalente, une force s’applique sur un obstacle immobile placé dans un écoulement uniforme.

Comme on l’a illustré sur la Figure 1.6, cette force F se décompose naturellement en (Fd, Fl)

dans la base orthonormale {e1, e2}, où e1 désigne la direction principale de l’écoulement.

Fl

Fd

F

e1

e2

Figure 1.6 – Forces appliquées sur un obstacle placé dans un fluide.

La composante Fd e1 est appelée force de trâınée (drag force) et la composante Fl e2

est appelée force de portance (lift force). En aéronautique, on cherche souvent à minimiser

la force de trâınée et à maximiser la force de portance, afin de consommer moins d’énergie.

Par exemple, dans le domaine automobile, on veut que les pneumatiques d’une voiture

restent plaqués au sol pour conserver une bonne adhérence : ici, on parle de force d’appui

(down force). On peut augmenter cette force en installant sur le véhicule des ailerons ou des

spoilers. Dans le domaine de l’aviation, on veut que cette force soit maximale afin d’augmenter

les performances de l’appareil en vol. Les ingénieurs s’intéressent ici à la conception des profils

d’aile et au choix de leur inclinaison. On cherche aussi à minimiser les variations de la force de

portance, car elles engendrent un comportement du véhicule désagréable pour les utilisateurs,

voire une perte du contrôle du pilote.

La force F dépend toujours de la masse volumique ρ, de la vitesse du fluide loin de

l’obstacle u∞ et d’une aire A qui correspond à la surface vue par l’écoulement, ici le diamètre

de l’obstacle. Une analyse dimensionnelle conduit à la formule suivante

F =

 
Fd
Fl

!
=

1

2
ρAu∞

 
Cd
Cl

!
, (1.1.68)

où Cd et Cl sont des nombres sans dimension, appelés respectivement coefficient de trâınée

et coefficient de portance.

Comme dans [51], on considère Ω0, un sous ensemble du domaine Ω qui contient le solide

ΩS. On intègre la première composante de l’équation de conservation du moment sur Ω0, il

vient Z
Ω0

f1 dx =
d

dt

Z
Ω0

u dx +
Z
∂Ω0

u u.n dσ +
Z
∂Ω0

pn1 dσ −
1

Re

Z
∂Ω0

∂u

∂n
dσ. (1.1.69)

On fait tendre formellement Ω0 vers l’ensemble qui représente l’obstacle, c’est-à-dire ΩS.
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Comme la vitesse est nulle sur l’obstacle, l’intégrale qui porte sur le terme non linéaire

disparâıt. En supposant que l’écoulement est stationnaire, l’équation (1.1.69) devient

−
Z

Ω0

f1 dx = −
Z
∂Ω0

pn1 dσ +
1

Re

Z
∂Ω0

∂u

∂n
dσ. (1.1.70)

Finalement, la résultante des forces qui s’appliquent sur l’obstacle est

Fd = F p
d + F τ

d , (1.1.71)

où, le terme

F p
d = −

Z
∂ΩS

pn1 dσ (1.1.72)

est appelé trâınée de pression. Il représente la somme des forces exercées par la pression

sur l’obstacle. La force de pression est localement dirigée dans la direction normal à la surface.

Cette trâınée est liée à la présence d’une surpression en amont de l’obstacle et d’une dépression

en aval. Le terme

F τ
d =

1

Re

Z
∂ΩS

∂u

∂n
dσ. (1.1.73)

est appelé trâınée de frottement. Il représente la somme des forces exercées par le frotte-

ment du fluide sur l’obstacle. La force de frottement est localement dirigée dans la direction

parallèle à la surface.

Remarque 1.1.12. On déduit formellement de l’incompressibilité du fluide l’approximation

suivante :
∂u

∂n
≈ ∂(u.n⊥)

∂n
n⊥, (1.1.74)

où n⊥ est la direction parallèle à la surface, obtenue par rotation d’angle π/2 de n. En effet,

l’incompressibilité de l’écoulement implique

∂(u.n)

∂n
+
∂(u.n⊥)

∂n⊥
= 0. (1.1.75)

Or, la vitesse du fluide est nulle sur l’obstacle, on en déduit formellement

∂(u.n⊥)

∂n⊥
= 0 (1.1.76)

et donc :
∂(u.n)

∂n
= 0. (1.1.77)

On écrit la décomposition de la vitesse u dans la base
¦
n,n⊥

©
u = (u.n)n + (u.n⊥)n⊥, (1.1.78)
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On applique la dérivée normale à l’équation (1.1.78), avec la relation (1.1.77), il vient :

∂u

∂n
=
∂(u.n⊥)

∂n
n⊥. (1.1.79)

Définition 1.1.6. On appelle contrainte de cisaillement la quantité suivante

τ =
∂(u.n⊥)

∂n
. (1.1.80)

La contrainte de cisaillement est définie comme la variation de la composante tangentielle

de la vitesse près de l’obstacle. La couche limite est illustrée sur la Figure 1.7.

n

n⊥

ΩS

u

Figure 1.7 – Couche limite et contrainte de cisaillement.

Remarque 1.1.13. D’après (1.1.74), on a :

τ ≈ ∂u

∂n
.n⊥. (1.1.81)

Avec la Définition 1.1.6, on a

F τ
d ≈

1

Re

Z
∂ΩS

τn⊥1 dσ et F p
d = −

Z
∂Ω0

pn1dσ. (1.1.82)

On introduit de même les quantités

F τ
l ≈

1

Re

Z
∂ΩS

τn⊥2 dσ et F p
l = −

Z
∂Ω0

pn2dσ. (1.1.83)

On a alors :

Fd = F p
d + F τ

d et Fl = F p
l + F τ

l . (1.1.84)

31
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1.2 Discrétisations des équations de Navier-Stokes

1.2.1 Le schéma MAC

1.2.1.1 Méthode de projection

Soit δt le pas de temps. Pour tout entier k, on définit tk = k δt et on considère uk et pk

les approximations respectives des inconnues u et p à l’instant tk. Nous utilisons un schéma

aux différences rétrogrades (BDF) pour approcher la dérivée en temps en tk+1, ainsi qu’une

méthode de projection [76] [41] pour obtenir le schéma suivant :

Etape 1 : La vitesse dite « intermédiaire » ũk+1 est solution de l’équation

3ũk+1 − 4uk + uk−1

2δt
− 1

Re
4ũk+1 =− 2∇.

�
uk ⊗ uk

�
+∇.

�
uk−1 ⊗ uk−1

�
−∇pk + fk+1

(1.2.1)

dans Ω, complétée par les conditions aux limites

ũk+1 |∂Ω = g. (1.2.2)

Etape 2 : La vitesse uk+1 est solution de l’équation suivante

uk+1 = ũk+1 − 2δt

3
∇
�
pk+1 − pk

�
(1.2.3)

dans Ω, vérifie la contrainte d’incompressibilité

div uk+1 = 0 (1.2.4)

et satisfait les conditions aux limites�
uk+1 − ũk+1

�
.n |∂Ω = 0. (1.2.5)

On définit l’incrément de la pression au temps tk+1 par

δpk+1 = pk+1 − pk. (1.2.6)

En appliquant l’opérateur div à l’équation (1.2.3), et en utilisant la contrainte d’incompres-

sibilité (1.2.4), on obtient une équation portant uniquement sur l’incrément de pression

4
�
δpk+1

�
=

3

2δt
∇.ũk+1 (1.2.7)

dans Ω, qui est complétée par la condition de Neumann

∂
�
δpk+1

�
∂n

= 0, (1.2.8)
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qui provient de (1.2.5). Connaissant l’incrément de pression δpk+1, on déduit la vitesse uk+1

grâce à la relation (1.2.3).

1.2.1.2 Discrétisation spatiale.

Nous considérons un domaine d’étude rectangulaire

Ω = (0, L)× (0, H) , (1.2.9)

discrétisé à l’aide d’un maillage uniforme. Soient n` et nh deux entiers qui représentent res-

pectivement le nombre de points du maillage dans la direction horizontale et verticale. On

définit les pas d’espace dans chaque direction

` =
L

n`
, h =

H

nh
(1.2.10)

et les subdivisions régulières

xi = i ` , 0 ≤ i ≤ n`,

yj = j h , 0 ≤ j ≤ nh.
(1.2.11)

Soient i et j deux entiers tels que 1 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh, on définit la maille principale

Ki, j =
�
xi−1 , xi

�
×
�
yj−1 , yj

�
(1.2.12)

et les mailles décalées

Ku
i, j = Ki+ 1

2
, j (1.2.13)

et

Kv
i, j = Ki, j+ 1

2
. (1.2.14)

On trouve deux principaux types de discrétisations :

– Les méthodes à variables décalées de type M.A.C. (abrégé de « Marker and Cell »)

consistent à approcher la pression p au centre de Ki, j, la première composante de la

vitesse u au centre de Ku
i, j et la deuxième composante de la vitesse v au centre de

Kv
i, j (voir Figure 1.8). Cette méthode, proposée la première fois en 1965 par Harlow

et Welch dans [42], est d’une très grande robustesse. Elle est utilisée pour de nom-

breux types d’écoulements (monophasique, diphasique, compressible, incompressible,

turbulent, laminaire,. . . ) avec succès.

– Les méthodes à variables colocalisées consistent à approcher la vitesse et la pression

au centre de la maille Ki, j. Ce n’est qu’en 1981 que les premières méthodes à variables

colocalisées ont été proposée par Hsu [44], Prakash [65] et Rhie [66]. La principale

raison du développement tardif de ces méthodes vient du fait qu’elles donnaient lieu à

un mauvais couplage de la vitesse et de la pression, ce qui entrâıne de fortes instabilités

numériques. Dans [35], l’auteur explique comment ces difficultés peuvent être résolues.
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xi−1 xi xi+1 xi+2

yj−1

yj

yj+1

yj+2

- - - -

- - - -

- - - -

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

d

d

d

d

d

d

d

d

d
d p i j
- u i j
6 v i j

Figure 1.8 – Position des inconnues discrètes sur le maillage.

Une comparaison intéressante entre ces deux méthodes peut être trouvée dans [63]. Les

méthodes à variables colocalisées sont plus faciles à mettre en oeuvre et la mise en place d’un

algorithme multi-niveaux est simplifiée.

On définit les inconnues discrètes du problème pour la composante horizontale de la vitesse

u i j(t) '
1

` h

Z
Ku

i, j

u(x, y, t) dx dy, (1.2.15)

pour la composante verticale de la vitesse

v i j(t) '
1

` h

Z
Kv

i j

v(x, y, t) dx dy, (1.2.16)

et pour la pression

p i j(t) '
1

` h

Z
Ki j

p(x, y, t) dx dy. (1.2.17)

Approximation de l’équation de la vitesse intermédiaire : l’équation (1.2.1) pour la com-

posante horizontale de la vitesse

3ũk+1 − 4uk + uk−1

2δt
− 1

Re
4ũk+1 =− 2

�
∂

∂x

�
ukuk

�
+

∂

∂y

�
ukvk

��
+

�
∂

∂x

�
uk−1uk−1

�
+

∂

∂y

�
uk−1vk−1

��
− ∂pk

∂x
,

(1.2.18)

se réécrit sous la forme :

34
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ũk+1 − 2δt

3Re
4ũk+1 =

1

3

�
4uk − uk−1 − 2δt

�
2

�
∂

∂x

�
ukuk

�
+

∂

∂y

�
ukvk

��
−
�
∂

∂x

�
uk−1uk−1

�
+

∂

∂y

�
uk−1vk−1

��
+
∂pk

∂x

��
.

(1.2.19)

En intégrant cette équation sur la maille Ku
i, j, on obtient pour chacun des termes :Z

Ku
i, j

u dx dy ' (` h)ui, j. (1.2.20)

Z
Ku

i, j

4u dx dy =
Z
∂Ku

i, j

∂u

∂n
dS

' h
�ui+1, j − ui, j

`

�
+ h

�ui−1, j − ui, j
`

�
+

`
�ui, j+1 − ui, j

h

�
+ `

�ui, j−1 − ui, j
h

�
.

(1.2.21)

Nous notons L(u)i j ce dernier terme.Z
Ku

i, j

∂p

∂x
dx dy =

Z
∂Ku

i, j

p nx dS

' h (pi+1, j − pi, j) .
(1.2.22)

Z
Ku

i, j

�∂ (u2)

∂x
+
∂ (uv)

∂y

�
dx dy =

Z
∂Ku

i, j

�
(u2)nx + (uv)ny

�
dS

' h

�
(ui, j + ui+1, j)

2

4
− (ui, j + ui−1, j)

2

4

�
+ `

�
(ui, j + ui, j+1) (vi, j + vi+1, j)

4

− (ui, j + ui, j−1) (vi, j−1 + vi+1, j−1)

4

�
.

(1.2.23)

Nous notonsNL1(u)i j ce dernier terme. Ces approximations conduisent à la première étape

du schéma numérique. Nous calculons la première composante de la vitesse intermédiaire ũk+1

à l’aide du schéma suivant

(` h) ũk+1
i, j −

2δt

3Re
L(ũk+1)i, j =

1

3

�
`h
�

4uki, j − uk−1
i, j

�
− 2δt

�
2NL1

�
uk
�
i, j
−NL1

�
uk−1

�
i, j

+h
�
pki+1, j − pki, j

� ��
,

(1.2.24)
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complété par les conditions aux limites de type Dirichlet

ũk+1
0, j = g(0, yj+ 1

2
, tk+1),

ũk+1
n`, j

= g(L, yj+ 1
2
, tk+1),

ũk+1
i, 0 + ũk+1

i, 1

2
= g(xi, 0, tk+1),

ũk+1
i, nh+1 + ũk+1

i, nh

2
= g(xi, H, tk+1).

(1.2.25)

On utilise un schéma analogue pour calculer la composante verticale ṽk+1.

Approximation de l’étape de correction : on intègre la première composante de (1.2.3) sur

la maille Ku
i, j, on a

(` h)uk+1
i, j = (` h) ũk+1

i, j −
2δt

3
h
�
δpk+1

i+1, j − δpk+1
i, j

�
. (1.2.26)

On intègre ensuite la deuxième composante de (1.2.3) sur la maille Kv
i, j, ce qui mène à

(` h) vk+1
i, j = (` h) ṽk+1

i, j −
2δt

3
`
�
δpk+1

i, j+1 − δpk+1
i, j

�
. (1.2.27)

On intègre enfin l’équation (1.2.5) sur la maille Ki, j, on a

h
�
uk+1
i, j − uk+1

i−1, j

�
+ `

�
vk+1
i, j − vk+1

i, j−1

�
= 0. (1.2.28)

En combinant les trois équations ci-dessus, on montre que l’incrément de la pression δpk+1

vérifie ’équation suivante

2δt

3

�
h
δpk+1

i+1, j − 2δpk+1
i, j + δpk+1

i−1, j

`
+ `

δpk+1
i, j+1 − 2δpk+1

i, j + δpk+1
i, j−1

h

�
= h

�
ũk+1
i, j − ũk+1

i−1, j

�
+ `

�
ṽk+1
i, j − ṽk+1

i, j−1

�
.

(1.2.29)

Remarque 1.2.1. On obtient le même resultat en discrétisant directement (1.2.7). En effet,

lorsqu’on utilise un maillage uniforme, la composée du gradient discret et de la divergence

discrète est égale à l’opérateur laplacien discret.

Nous calculons l’incrément de pression δpk+1 à l’aide du schéma suivant

h
δpk+1

i+1, j − 2δpk+1
i, j + δpk+1

i−1, j

`
+ `

δpk+1
i, j+1 − 2δpk+1

i, j + δpk+1
i, j−1

h

=
3

2δt

�
h
�
ũk+1
i, j − ũk+1

i−1, j

�
+ `

�
ṽk+1
i, j − ṽk+1

i, j−1

��
,

(1.2.30)

complété par les conditions aux limites de Neumann, provenant de (1.2.8)
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δpk+1
i, 0 = δpk+1

i, 1 ,

δpk+1
i, nh+1 = δpk+1

i, nh
,

δpk+1
0, j = δpk+1

1, j ,

δpk+1
n`+1, j = δpk+1

n`, j
.

(1.2.31)

Enfin, nous calculons la vitesse uk+1 à l’aide du schéma suivant :

uk+1
i, j = ũk+1

i, j −
2δt

3

�
δpk+1

i+1, j − δpk+1
i, j

`

�
,

vk+1
i, j = ṽk+1

i, j −
2δt

3

�
δpk+1

i, j+1 − δpk+1
i, j

h

�
.

(1.2.32)

1.2.2 Méthodes de résolution des systèmes linéaires

1.2.2.1 Bases de vecteurs propres

Nous présentons dans cette partie une base orthogonale formée de vecteurs propres pour

l’opérateur discret obtenu par approximation centrée du laplacien mono-dimensionnel. Cette

base nous sert à résoudre les systèmes linéaires correspondant au schéma MAC.

Soit f une fonction régulière définie sur (0, 1) à valeurs réelles. Le problème continu

consiste à trouver une fonction u qui vérifie

− u′′ = f (1.2.33)

sur l’intervalle (0, 1) et les conditions aux limites de Dirichlet. Les réels u(0) et u(1) sont

des données du problème. L’existence d’une solution de (1.2.33) est admise. Soit n un en-

tier strictement positif, on pose h = 1/n. L’intervalle (0, 1) est discrétisé à l’aide des deux

subdivisions suivantes :

xi = i h, pour i ∈ {0, . . . , n}
et xxi = (xi−1 + xi)/2, pour i ∈ {1, . . . , n} . (1.2.34)

On considère le second membre F = (fi)i=1,...,n, avec

fi = f(xxi)

et on cherche U = (ui)i=1,...,n tel que ui est une approximation de u(xxi). La discrétisation par

différences finies du second ordre sur une subdivision uniforme de pas h consiste à approcher

−u′′ au point xxi par
−ui+1 + 2ui − ui−1

h2
.

Lorsque i = 1 (respectivement i = n), nous approchons u0 par 2u(0) − u1 (respectivement
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un+1 par 2u(1)− un). Il vient alors la discrétisation suivante

− u′′(xx1) ≈ −u2 + 3u1 − 2u(0)

h2
(1.2.35)

et

− u′′(xxn) ≈ −un−1 + 3un − 2u(1)

h2
(1.2.36)

Les termes −2u(0)/h2 et −2u(1)/h2 sont évidemment reportés dans le second membre du

système linéaire. Ainsi, nous avons défini une discrétisation du second ordre du Laplacien

mono-dimensionnel sur maillage uniforme. La représentation matricielle de cet opérateur

discret est la matrice
1

h2
D1 (1.2.37)

où la matrice D1 est définie par

D1 =

0BBBBBBBBBB@
3 −1 0 . . . . . . 0

−1 2 −1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 −1 2 −1

0 . . . . . . 0 −1 3

1CCCCCCCCCCA ∈Mnn(R). (1.2.38)

Une solution efficace pour résoudre le système

D1 U = F (1.2.39)

est d’utiliser une base de vecteurs propres de D1. Soit k ∈ {1, . . . , n}, le vecteur

φk =

�
sin

�
(2i− 1)kπ

2n

��
i=1,...,n

est un vecteur propre de D1 associé à la valeur propre

λk = 4sin2

�
kπ

2n

�
La famille de vecteurs propres {φk}k=1,...,n est une base orthogonale. On note P1 la matrice

de passage de la base canonique vers cette nouvelle base

P1 = (φ1 . . . φk . . . φn) ∈Mnn(R).

Il s’ensuit que

P t
1D1P1 = ∆1 (1.2.40)

est une matrice diagonale dont le k-ième élément de la diagonale est le produit de la valeur
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propre λk par le carré de la norme du vecteur φk, c’est à dire

∆1 =

�
λ1||φ1||2 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 λn||φn||2

�
∈Mnn(R). (1.2.41)

Précisons que ||x|| est la norme du vecteur x de Rn associé au produit scalaire (., .) défini par

(x,y) =
nX
i=1

xiyi.

Pour résoudre le système D1U = F , il suffit de procéder en trois étapes :

1. Calculer F̃ = P tF

2. Résoudre ∆1Ũ = F̃

3. Calculer U = PŨ

Remarque 1.2.2. Rapidité de la méthode : Si n est un produit de petits nombres premiers

(typiquement de 2 et 3), les étapes 1 et 3 nécessitent O (nlog(n)) opérations. La matrice

∆1 étant diagonale, l’étape 2 ne nécessite que n opérations. Au total, la résolution du sys-

tème (1.2.39) nécessite seulement O (nlog(n)) opérations.

Simplicité de la méthode : Cette transformée de Fourier discrète rapide est disponible dans

la librairie Fortran appelée DFFTPACK V1.0 écrite par Paul N. Swarztrauber au Centre

national de recherche atmosphérique au Colorado.

Inconvénients : Se limite à l’utilisation d’une subdivision uniforme.

1.2.2.2 Cholesky

Lors de la résolution des systèmes linéaires correspondant au schéma MAC, nous avons

besoin de résoudre des systèmes linéaires de matrices A carrées tridiagonales et symétriques.

Nous proposons d’utiliser pour cela la décomposition de Cholesky. On cherche à décomposer

A sous la forme :

A = LDLt,

où L est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et D est une matrice

diagonale. Une fois cette décomposition obtenue, la solution du système

Ax = b (1.2.42)

est obtenue directement par la résolution successive de

1. un système tridiagonal inférieur Lz = b

2. un système diagonal Dy = z

3. un système tridiagonal supérieur Ltx = y
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1.2.2.3 Découplage du système en n systèmes tri-diagonaux

Nous proposons de détailler dans cette section la méthode utilisée pour résoudre le système

portant sur la première composante de la vitesse intermédiaire. Notons que les systèmes

portant sur la seconde composante de la vitesse intermédiaire et sur l’incrément de pression

sont résolus de façon analogue. On suppose que le pas d’espace est constant dans la direction

verticale est égal à h. Le pas d’espace dans la direction horizontale est éventuellement variable,

on note `i = xi − xi−1 et `i+ 1
2

= (`i + `i+1)/2. On pose α = 2νδt/3. La première composante

de la vitesse intermédiaire vérifie pour tout 1 ≤ i ≤ n` − 1 et 1 ≤ j ≤ nh,

(`i+ 1
2
h)ui j − α

�
h

�
ui+1 j − ui j

`i+1

− ui j − ui−1 j

`i

�
+ `i+ 1

2

�
ui j+1 − 2ui j + ui j−1

h

��
= bi j,

(1.2.43)

où le second membre b contient tous les termes explicites du schéma

bi j =
�
`i+ 1

2
h
�
4uki j − uk−1

i j

�
− 2δt

�
2NL1(uk)i j −NL1(uk−1)i j + h(pki+1 j − pki j)

��
/3 (1.2.44)

Ces équations sont complétées par les conditions aux limites suivantes

u0 j = g(x0, yj− 1
2
),

unh j = g(xnh
, yj− 1

2
),

(1.2.45)

et selon le type de condition à la limite souhaitée

si Dirichlet si Libre

ui 0 = 2 g1(xi, 0)− ui 1 ui 0 = ui 1
ui nh+1 = 2 g1(xi, H)− ui nh

ui nh+1 = ui nh

(1.2.46)

1.2.2.4 Formulation matricielle

Les champs à deux indices du type

W = {wi j ∈ R ; 1 ≤ i ≤ n` − 1, 1 ≤ j ≤ nh} ,

sont notés sous la forme du vecteur colonne de R(n`−1)nh suivant

W =
�
w1 1 . . . w1nh

. . . wn`−1 1 . . . wn`−1nh

�t
(1.2.47)

On applique cette notation à U et b. Le système (1.2.43) s’écrit alors sous la forme matricielle

suivante

A2U = b, (1.2.48)
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où A2 est la matrice tridiagonale par blocs définie par

A2 =

0BBBBBBBBB@
B1 C2 0 . . . 0

C2 B2 C3
. . .

...

0 C3
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . Cn`−1

0 . . . 0 Cn`−1 Bn`−1

1CCCCCCCCCA ∈M(n`−1)nh (n`−1)nh
(R), (1.2.49)

avec les matrices Bi et Ci définies respectivement par

Bi = α
`i+ 1

2

h
Dy

1 + αh

�
1

`i
+

1

`i+1

�
Inh

+ ωiInh
∈Mnh nh

(R) (1.2.50)

et

Ci = −αh
`i
Inh
∈Mnh nh

(R), (1.2.51)

où ωi est égal à l’aire de la maille Ku
i j

ωi = `i+ 1
2
h,

la matrice Inh
est la matrice identité de dimension nh et la matrice Dy

1 est une représentation

discrète de la dérivée partielle seconde dans la direction verticale. Si on utilise des conditions

aux limites de Dirichlet, on définit la matrice Dy
1 par

Dy
1 =

0BBBBBBBBBB@
3 −1 0 . . . . . . 0

−1 2 −1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 −1 2 −1

0 . . . . . . 0 −1 3

1CCCCCCCCCCA ∈Mnh nh
(R), (1.2.52)

et on doit ajouter au second membre le vecteur de R((n`−1)nh)2 suivant

α h

�
g(0, yy1)

`1

. . .
g(0, yynh

)

`1

0 . . . 0
g(xn`

, yy1)

`n`

. . .
g(xn`

, yynh
)

`n`

�t
, (1.2.53)

41
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afin de prendre en compte les termes de bord. En revanche, si on utilise des conditions aux

limites de type Libre, c’est à dire telles que ∂u
∂y

= 0 , on définit la matrice Dy
1 par

Dy
1 =

0BBBBBBBBBB@
1 −1 0 . . . . . . 0

−1 2 −1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 −1 2 −1

0 . . . . . . 0 −1 1

1CCCCCCCCCCA ∈Mnh nh
(R). (1.2.54)

et on n’ajoute pas de terme au second membre.

1.2.2.5 Changement de base

On introduit la matrice de passage P2 diagonale par blocs suivante

P2 =

0BBBBB@
P1 0 . . . 0

0 P1
. . .

...
...

. . . P1 0

0 . . . 0 P1

1CCCCCA| {z }
(n` − 1) blocs de taille nh.

∈M(n`−1)nh (n`−1)nh
(R), (1.2.55)

où la matrice P1 est la matrice de passage de taille nh formée par les vecteurs propres de

la matrice Dy
1 introduits dans la partie 1.2.2.1. On suppose que les vecteurs propres sont de

norme égale à 1, on a alors :

P t
1D

y
1P1 = ∆1 =

�
λ1 0 . . . 0

0 λ2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 λnh

�
∈Mnh nh

(R), (1.2.56)

où ∆1 est la matrice diagonale de taille nh, qui contient les valeurs propres de la matrice Dy
1 .

On applique le changement de base à la matrice A2, notons ∆2 cette nouvelle matrice

∆2 = P t
2A2P2. (1.2.57)
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On peut écrire ∆2 sous la forme

∆2 =

0BBBBBBBBB@
E1 C2 0 . . . 0

C2 E2 C3
. . .

...

0 C3
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . Cn`−1

0 . . . 0 Cn`−1 En`−1

1CCCCCCCCCA ∈M(n`−1)nh (n`−1)nh
(R). (1.2.58)

La matrice ∆2 est tridiagonale. En effet, les matrices Ei sont définies par

Ei = α
`i+ 1

2

h
∆1 + αh

�
1

`i
+

1

`i+1

�
Inh

+ ωiInh
. (1.2.59)

Le j ème élément de la diagonale principale de ∆2 est donc donné par

ωi + α

 
λj`i+ 1

2

h
+ h

�
1

`i
+

1

`i+1

�!
. (1.2.60)

A l’aide de ce changement de base, la résolution du système (1.2.48) est équivalente à la

résolution successive de

b̃ = P t
2b, (1.2.61)

∆2Ũ = b̃, (1.2.62)

et

U = P2Ũ . (1.2.63)

1.2.2.6 Matrice de permutation

Dans le but de simplifier la résolution du système (1.2.62), on introduit la matrice de

permutation σ qui transforme le vecteur W de R(n`−1)nh , noté

W =
�
w1 1 . . . w1nh

. . . wn`−1 1 . . . wn`−1nh

�t
(1.2.64)

en

σW =
�
w1 1 . . . wn`−1 1 . . . w1nh

. . . wn`−1nh

�t
. (1.2.65)
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A titre d’exemple pour n` = nh = 4, la matrice σ est égale à

σ =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
∈M(n`−1)nh (n`−1)nh

(R). (1.2.66)

Plus généralement, si i et j sont deux indices qui varient respectivement dans {1, . . . , n`− 1}
et {1, . . . , nh}, alors les éléments de la ligne (j−1)(n`−1)+i sont tous nuls sauf le (i−1)nh+j

ème qui vaut 1. Rappelons qu’une matrice de permutation est inversible et que son inverse

est sa transposée. On multiplie le système (1.2.62) à gauche par la matrice de permutation

σ. Le système tridiagonal de matrice ∆2 est transformé en

TσŨ = σb̃ (1.2.67)

avec

T = σ∆2σ
−1 =

0BBBBB@
T1 0 . . . 0

0 T2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 Tnh

1CCCCCA ∈M(n`−1)nh (n`−1)nh
(R), (1.2.68)

où les blocs Tj sont les matrices tridiagonales de taille (n` − 1) définies par

Tj =

0BBBBBBBBB@
aj1 bj2 0 . . . 0

bj2 aj2 bj3
. . .

...

0 bj3
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . bjn`−1

0 . . . 0 bjn`−1 ajn`−1

1CCCCCCCCCA ∈M(n`−1) (n`−1)(R), (1.2.69)

avec

aji = ωi + α

 
λj`i+ 1

2

h
+ h

�
1

`i
+

1

`i+1

�!
, ∀i = 1, . . . , n` − 1 (1.2.70)

et

bji = −α h

`i+ 1
2

, ∀i = 2, . . . , n` − 1. (1.2.71)
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On s’est ramené à la résolution de nh systèmes tridiagonaux indépendants de taille (n` − 1).

Finalement, la résolution du système 1.2.48 est équivalente à la résolution successive de

b̃ = P t
2b, (1.2.72)

TσŨ = σb̃, (1.2.73)

et

U = P2Ũ . (1.2.74)

1.2.2.7 Si les vecteurs propres ne sont pas normés

Dans ce cas, la relation (1.2.40) est fausse, elle est remplacée par

P t
1D

y
1P1 = ∆1N1, (1.2.75)

où la matrice N1 contient les carrés des normes des vecteurs propres

N1 =

� ||φ1||2 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 ||φnh ||2

�
∈Mnh nh

(R). (1.2.76)

On définit la matrice

N2 =

0BBBBB@
N1 0 . . . 0

0 N1
. . .

...
...

. . . N1 0

0 . . . 0 N1

1CCCCCA| {z }
(n` − 1) blocs de taille nh.

∈M(n`−1)nh (n`−1)nh
(R). (1.2.77)

On a alors la relation suivante :

P t
2A2P2 = ∆2N2. (1.2.78)

La résolution du système (1.2.48) est équivalente à la résolution successive de

b̃ = P t
2b, (1.2.79)

Tσ ˜̃U = σb̃, (1.2.80)

Ũ = N−1
2

˜̃U, (1.2.81)

et

U = P2Ũ . (1.2.82)

Remarque 1.2.3. Les transformées de Fourier rapides utilisées ici ne sont pas normalisées.
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En effet, un appel de la routine dcosqf suivi d’un appel de la routine dcosqb multiplie un

vecteur de longueur n par 4n. Autrement dit, la matrice N1 vaut (4n)In. On peut dans ce cas

multilplier par N−1
2 en dernier lieu.

1.2.3 Méthodes spectrales

On définit tout d’abord l’opérateur de projection PN en tronquant le développement en

série de Fourrier d’un champ de vitesse périodique :

u ≈ PN(u) :=
X
|k|≤N

û(k)eik·x.

Les équations de Navier-Stokes sont projetées sur l’espace à divergence nulle en utilisant

l’opérateur P défini de la manière suivante :

P(ψ) =
X

k∈Z2\{(0,0)}

�
ψ̂k −

k

|k2| · (k · ψ̂k)
�
eik·x,

pour

ψ =
X
k∈Z2

ψ̂ke
ik·x.

Cet opérateur permet d’éliminer le gradient de pression dans l’équation du moment, et l’on

obtient donc :

∂tu− ν∆u +B(u,u) = g,

où

B(u,u) = P((u · ∇)u),

et

g = P(f).

De la relation ci-dessus, on déduit :

∂t(PN(u))− ν∆(PN(u)) +BN(u,u) = PN(g),

où BN(u,u) = PN(B(u,u)), car l’opérateur PN commute avec les opérateurs de dérivation

en espace et en temps. On recherche alors l’approximation uN de PN(u) solution de :

∂tuN − ν∆uN +BN(uN ,uN) = PN(g).

En notant ũk(t) les coefficients de Fourrier de uN(t), on obtient l’équation suivante :

∂tũk(t)− ν|k|2ũk(t) + ˜BN(uN ,uN)k = g̃k
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Remarque 1.2.4. L’expression du terme non-linéaire peut être simplifiée. On a en effet :

(u · ∇)u = (ω × u) +
1

2
∇|u|2,

où

ω = ∇× u.

Il en découle les relations suivantes :

B(u,u) = P((u · ∇)u) = P(ω × u).

On voit ici que l’approximation du terme provenant de la diffusion ne pose pas de pro-

blème. Le terme le plus long à évaluer dans le cadre spectral est ce terme non-linéaire
˜BN(uN ,uN)k. Plusieurs stratégies sont possibles, mais il faut noter que la technique consis-

tant à évaluer ces coefficients directement en fonction des coefficients de Fourier de uN est

très coûteuse en nombre d’opérations.

On préfère donc passer dans l’espace physique, évaluer point par point le produit dans

cet espace physique et revenir dans l’espace spectral. Les transferts entre l’espace physique

et l’espace spectral peuvent se faire rapidement grâce aux F.F.T.

Différents schémas d’intégration en temps peuvent être implémentés. Pour la partie non-

linéaire, l’utilisation de méthodes implicites semble délicate. Les méthodes de Runge Kutta

sont souvent utilisés, une condition CFL impose l’utilisation d’un pas de temps majoré par

C/N , où C est une constante.
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2.1. INTRODUCTION.

2.1 Introduction.

Dans cette partie, nous présentons une nouvelle méthode multi-niveaux pour les équations

de Navier-Stokes incompressibles en dimension deux. Afin de supprimer les difficultés liées

au traitement des bords du domaine occupé par le fluide, on se placera, dans un premier

temps, dans le cadre des conditions aux limites périodiques. Dans ce cas, la présentation de

l’algorithme multi-niveaux est simplifiée. De plus, l’étude dans l’espace spectral permet de

mieux comprendre les interactions entre les différents niveaux d’échelles de la turbulence.

Enfin, on montrera que cette méthode s’applique aussi pour d’autres types de conditions aux

limites.

Les équations de Navier-Stokes avec conditions aux limites périodiques modélisent l’écou-

lement d’un fluide visqueux incompressible, dans un petit volume et loin des parois. La vitesse

u et la pression p satisfont le système d’équations suivant8>><>>: ∂u

∂t
+∇. (u⊗ u)− 1

Re
4u +∇p = f ,

div u = 0.

(2.1.1)

On retrouve le nombre de Reynolds, noté Re, qui caractérise l’écoulement. On suppose que

la force extérieure f est Ω - périodique et que
R

Ω f dx = 0. Le champ de vitesse est connu à

l’instant initial

u(t=0) = u0. (2.1.2)

On suppose de plus que le champ de vitesse initial u0 est périodique, de période Ω, queR
Ω u0 dx = 0 et divu0 = 0. On munit les équations (2.1.1) des conditions aux limites pério-

diques

u est Ω− périodique. (2.1.3)

Remarque 2.1.1. Il existe un unique couple (u, p) solution du système (2.1.1)-(2.1.2)-(2.1.3)

(la pression étant déterminée à une constante près). De plus, cette solution vérifieZ
Ω

u(x, t) dx = 0, (2.1.4)

pour tout t > 0.

2.1.1 Enjeux et motivations.

Ces dernières années, l’évolution des performances des ordinateurs a été considérable

(rapidité d’exécution des calculs et capacité mémoire accrues). Ces progrès permettent au-

jourd’hui de résoudre facilement des problèmes autrefois inaccessibles, même en ayant recours

aux super-calculateurs. Cependant, la difficulté à simuler des écoulements turbulents réalistes

(ayant un nombre de Reynolds de l’ordre de plusieurs millions et plus) est toujours présente.

Ces difficultés sont liées à la nature même du phénomène physique étudié. En effet, comme

on l’a présenté dans la Section 1.1.2.3, la théorie phénoménologique de la turbulence introduite
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en 1967 par Kraichnan [50] dans le cas bi-dimensionnel montre que le rapport entre les échelles

dissipatives η et la longueur caractéristique de l’écoulement L est de l’ordre de Re−1/2 ([32],

page 52). Ce résultat montre que, en première approximation, le nombre de modes nécessaires

pour représenter la turbulence est une fonction polynomiale et croissante du nombre de

Reynolds. Pour les méthodes du type différences finies, on obtient une estimation du nombre

de points de discrétisation nécessaires pour représenter correctement l’écoulement.

Lorsque le pas d’espace du maillage est plus grand que l’échelle dissipative η, le maillage

ne permet pas la représentation des plus petites échelles de la turbulence présentes dans

l’écoulement. L’énergie transférée depuis les grandes échelles vers les petites échelles, par

l’action des termes d’interaction non-linéaires, n’est pas dissipée correctement. On constate

alors une augmentation anormale de l’énergie au niveau des échelles dont le mode est de

l’ordre de la taille de la maille de calcul et la solution numérique obtenue ne représente pas

le phénomène physique attendu. Ce comportement est observé en simulation des grandes

échelles dans [13], en méthode multi-niveaux dans [31], ainsi que dans cette thèse.

En conséquence, la réalisation d’une simulation numérique directe (résolution de toutes les

échelles physiques sans modélisation de la turbulence, DNS en abrégé) pour des écoulements

caractérisés par un nombre de Reynolds élevé peut devenir très coûteuse. Elle peut pour cela

nécessiter l’utilisation de machines de calcul très honéreuses pendant une longue durée et

entrâıner la consommation d’une quantité d’énergie électrique importante.

C’est pouquoi le développement de nouvelles méthodes, plus efficaces, est un enjeu qui est

non seulement industriel et économique mais aussi écologique. Les méthodes multi-niveaux

contribuent à la résolution de ces problèmes.

2.1.2 Objectifs.

L’idée générale des méthodes multi-niveaux est d’appliquer un traitement numérique

adapté pour chaque niveau d’échelles du champ de vitesse. L’objectif étant de proposer une

solution répondant aux aspects physiques du problème (décroissance correcte du spectre

d’énergie), tout en gagnant du temps de calcul par rapport à une DNS. Ces méthodes sont

basées sur une séparation des échelles du champ de vitesse u en

u = y + z, (2.1.5)

où y est la composante des grandes échelles et z est celle des petites échelles.

Dans le cas périodique, une telle décomposition est naturelle. Pour obtenir une séparation

des échelles, il suffit de tronquer le développement en série de Fourier de la vitesse

u(x) =
X
k∈Z2

û(k)eık.x, (2.1.6)

à un niveau de coupure N . On définit la grandes échelles par

y(x) =
X

|k|≤N/2
û(k)eık.x, (2.1.7)
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et les petites échelles par

z(x) =
X

|k|>N/2
û(k)eık.x. (2.1.8)

Malheureusement, cette décomposition, utilisée dans [32] est basée sur le développement

spectral. Elle s’applique donc seulement dans le cadre périodique. Nous souhaitons étendre

les travaux développés dans [32] à un contexte plus général : géométrie complexe, conditions

aux limites de Dirichlet.

La technique que nous proposons utilise des opérateurs d’interpolation dans l’espace phy-

sique agissant sur des champs de vitesse définis sur grilles décalées. Pour filtrer la vitesse, on

procède en deux étapes. La première étape consiste à transférer le champ de vitesse u sur une

grille grossière, par l’application d’un opérateur de restriction R linéaire. Par cette opération,

on souhaite supprimer les échelles qui correspondent aux plus hauts modes supportés par le

maillage. La deuxième étape consiste à transférer le champ de vitesse Ru sur la même grille

que u, par l’application d’un opérateur de prolongement P linéaire. On pose

y = PRu, (2.1.9)

et

z = u− y. (2.1.10)

La composante des petites échelles z doit contenir une faible partie de l’énergie contenue

initialement dans u. Inversement, la composante des grandes échelles y doit contenir une

grande partie de l’énergie contenue dans u.

Nous étudions la dynamique d’un fluide incompressible. La vitesse du fluide u vérifie donc

la relation

div u = 0. (2.1.11)

Les opérateurs que nous avons construits réalisent une séparation des échelles qui conserve

la nature de l’écoulement. En effet, les composantes y et z vérifient les relations

div y = 0 et div z = 0. (2.1.12)

Dans le travail que nous présentons, la vitesse est résolue sur la grille la plus fine, les autres

niveaux de grille servent uniquement à la décomposition du champ de vitesse. Une possibilité,

non-exploitée dans ce travail, consiste à résoudre la vitesse sur les autres niveaux de grille.

On pourrait aussi mettre en place une méthode de raffinement local.

2.1.3 Quelques méthodes existantes.

Cadre spectral

De nombreuses méthodes basées sur une décomposition en échelles du champ de vitesse

ont été étudiées dans le cadre spectral, car cette décomposition se fait aisément en tronquant le

développement du champ dans la base spectrale utilisée. Il est alors facile de mettre en œuvre

les stratégies qui permettent d’appliquer des traitements différents aux différents niveaux
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d’échelles.

“Gel” des petites échelles

Ces méthodes ont été développées par Dubois et Al [32] dans le cadre périodique 3D et

pour le canal 3D. L’objectif était de calculer l’ensemble des échelles d’un écoulement turbulent

jusqu’à l’échelle de dissipation kd. Des stratégies basées sur des V-cycles et W-cycles ont ainsi

été validées, le principe étant de réactualiser les plus grandes échelles à chaque pas de temps,

en figeant les plus petites voire des niveaux d’échelles intermédiaires. Une analyse a priori

permettait d’estimer l’erreur due au “gel” des différents niveaux d’échelle afin de savoir à quel

moment il devenait nécessaire de les recalculer.

Les quantités statistiques des écoulements ont ainsi pu être retrouvées, parmi lesquelles

la fonction “densité de probabilité” liée aux plus petites échelles de l’écoulement. Un gain de

temps de calcul d’un facteur allant de 2 à 3 par rapport à la méthode classique a ainsi pu

être obtenu.

Correction des petites échelles

Ces méthodes avaient la même ambition que la simulation des grandes échelles. L’idée

est ici de faire un calcul très grossier (et donc très économique en mémoire et en temps

de calcul), en négligeant complètement les petites échelles [11]. On définit alors un niveau

d’échelles intermédiaires, correspondant aux plus petites échelles effectivement calculées. Des

analyses a priori ont confirmé le fait que négliger les petites échelles induisait un calcul erroné

des plus petites échelles résolues (une sur-estimation de l’énergie de ces échelles) qui induit à

son tour une mauvaise estimation des plus grandes échelles calculées.

Une stratégie basée sur la correction du spectre d’énergie des plus petites échelles résolues

a permis de corriger le spectre de l’écoulement, et d’estimer très correctement les plus grandes

échelles.

Ces méthodes ont été validées sur différents types d’écoulements périodiques tridimen-

sionnels (périodique forcé, écoulement d’Euler, turbulence décroissante) ainsi que dans le cas

du canal 3D.

2.2 Notations et définitions

Pour simplifier la présentation, on choisit de prendre comme domaine de calcul

Ω = (0, 2π)2. (2.2.1)

On peut généraliser tout ce qui va suivre au cas d’un domaine rectangulaire quelconque. Il

suffit par exemple d’introduire un coefficient multiplicateur du type 2π
L

dans les transformées

de Fourier.

La méthode multi-niveaux que nous avons développée nécessite plusieurs niveaux de grilles

imbriquées avec un facteur de raffinement égal à deux. Pour cette raison, les nombres n` et
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nh doivent être divisibles par 2nniv−1, où nniv est le nombre de niveaux de grille considérés.

Pour alléger les notations, on introduit le vecteur à deux composantes entières

n = (n`, nh). (2.2.2)

On définit le pas d’espace maximal

δn = max(`, h), (2.2.3)

et la grille uniforme

Gn =
¦
(xi, yj) , 0 ≤ i ≤ n` , 0 ≤ j ≤ nh

©
. (2.2.4)

Définition 2.2.1. Soit u = (u, v) une fonction définie sur Ω à valeurs dans R2. On ap-

pelle représentation décalée de u sur la grille Gn le champ de vitesse discret à deux

composantes un = (un, vn) défini pour 1 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh par

un
i j = u(xi, yj− 1

2
) et vn

i j = v(xi− 1
2
, yj). (2.2.5)

Le placement des inconnues est représenté sur la Figure 2.1.

u

v

xi−1 xi

yj−1

yj

1

Figure 2.1 – Placement décalé des inconnues discrètes sur le maillage.

La pression n’intervient pas dans le schéma multi-niveaux que nous proposons. On a donc

représenté seulement les inconnues discrètes de la vitesse.

Remarque 2.2.1. Par abus de notation, on écrira un ∈ Gn lorsque un est un champ de

vitesse défini sur la grille Gn.

Remarque 2.2.2. Notre but est de construire des opérateurs d’interpolation qui permettent

le transfert de la vitesse entre des niveaux de grilles ayant un facteur de raffinement égal à

deux. On va donc construire un opérateur de restriction

Rn : Gn → Gn/2

un 7→ un/2
(2.2.6)

qui transforme un champ de vitesse défini sur une grille Gn en un champ de vitesse défini
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sur la grille Gn/2 et un opérateur de prolongement

Pn : Gn/2 → Gn

un/2 7→ un
(2.2.7)

qui transforme un champ de vitesse défini sur une grille Gn/2 en un champ de vitesse défini

sur la grille Gn.

Remarque 2.2.3. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté à propos du niveau de grille sur lequel est

appliqué l’opérateur d’interpolation, on notera R au lieu de Rn et P au lieu de Pn. C’est

le cas notamment des opérateurs d’interpolation définis dans le contexte des conditions aux

limites périodiques, car il n’y a pas de traitement spécifique dû aux bords du domaine.

Remarque 2.2.4. Les opérateurs d’interpolation agissent différemment sur les deux com-

posantes de la vitesse. Néanmoins, elles seront traitées de façon analogue. S’il n’y a pas

d’ambigüıté, on utilisera les abus de notation suivants :

Ru = (Ru , Rv) (2.2.8)

et

Pu = (Pu , Pv) (2.2.9)

pour la restriction et le prolongement de chaque composante d’un champ de vitesse discret.

Remarque 2.2.5. Les deux niveaux de grilles Gn et Gn/2 sont représentés sur la Figure 2.2.

On voit que la grille Gn/2 s’embôıte dans la grille Gn, qui est deux fois plus fine. Malheureu-

sement, en raison du placement décalé, les inconnues discrètes définies sur la grille Gn/2 ne

cöıncident pas avec certaines inconnues de la grille Gn. En conséquence, il n’existe pas de

restriction triviale du type

I : Gn → Gn/2,
�
Iun

�
i, j

= un
φ1(i), φ2(j),

où les inconnues un
φ1(i), φ2(j) et u

n/2
i, j seraient localisées au même point.

Certains auteurs cherchent à obtenir une injection entre les niveaux de grille. Lorsque les

inconnues sont décalées, P. Poullet propose dans [64] de prendre un facteur de raffinement

égal à trois. De même, lorsque les inconnues de vitesse sont colocalisées, S. Faure propose

aussi dans [36] de prendre un facteur égal à trois.

2.3 Propriétés géométriques des opérateurs

2.3.1 Invariance des opérateurs

2.3.1.1 Opérateur de restriction

Considérons un opérateur de restrictionR. On note un = (un, vn) un champ de vitesse sur

la grille Gn. L’opérateur de restrictionR associe à un un champ de vitesse à deux composantes
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R

P

uf

vf

ug

vg

1

Figure 2.2 – Les opérateurs d’interpolation transfèrent le champ de vitesse entre des niveaux
de grille ayant un facteur de raffinement égal à deux.

(Run,Rvn) défini sur la grille Gn/2, deux fois moins fine. L’opérateur de restriction est supposé

linéaire. Pour chaque entier i et j, il existe des coefficients réels bi, jp, q tels que�
Run

�
i, j

=
X
p, q

bi, jp, q u
n
p, q. (2.3.1)

On peut faire naturellement plusieurs hypothèses sur l’opérateur de restriction.

– Analogie entre u et v : l’interpolation des deux composantes de la vitesse doit être trai-

tée de façon analogue. Il est donc naturel de supposer l’existence d’une correspondance

entre les coefficients d’interpolation des deux composantes de la vitesse. Sachant que

l’interpolation de la première composante est donnée par (2.3.1), on écrit�
Rvn

�
i, j

=
X
p, q

b̃i, jp, q v
n
p, q, (2.3.2)

avec

b̃i, jp, q = bi, j2(i−j)+q, 2(j−i)+p, (2.3.3)

pour tout i, j, p, q entiers.

– Invariance par translation : soient δi et δj deux entiers quelconques. Le schéma d’in-

terpolation en (x2i, y2j−1), point de localisation de u
n/2
i, j , est identique à celui utilisé au

point (x2i, y2j−1) + 2(δi`, δjh), point de localisation de u
n/2
i+δi, j+δj

. Cette hypothèse est

justifiée car la configuration d’interpolation en ces différents points est la même. Elle

se traduit sur les coefficients de l’opérateur par la relation

bi+δi, j+δjp, q = bi, jp−2δi, q−2δj
, (2.3.4)

pour tout p et q entiers.

– Symétrie de l’opérateur par rapport à un axe horizontal : vu le placement des incon-

nues, on peut supposer que les coefficients qui interviennent dans le schéma d’interpo-
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lation sont symétriques par rapport à la droite horizontale passant par le point d’inter-

polation, c’est-à-dire que

bi, jp, 4j−1−q = bi, jp, q, (2.3.5)

pour tout p et q entiers.

– Symétrie de l’opérateur par rapport à un axe vertical : de même, on peut supposer que

les coefficients intervenant dans le schéma d’interpolation sont symétriques par rapport

à la droite verticale passant par le point d’interpolation, c’est à dire que

bi, j4i−p, q = bi, jp, q, (2.3.6)

pour tout p et q entiers.

Remarque 2.3.1. Si on suppose (2.3.4), alors pour définir l’opérateur de prolongement R,

il suffit de définir les coefficients bi0, j0p, q avec (p, q) ∈ Z2 pour une paire quelconque d’entiers

(i0, j0). En effet, l’invariance par translation permet d’étendre la définition de l’opérateur

aux autres points d’interpolation. Si on suppose de plus (2.3.5) et (2.3.6), alors il suffit

de définir les coefficients bi0, j0p, q avec (p, q) ∈ Z2 tels que p ≤ 2i0 et q ≤ 2j0. Les symétries

(horizontale et verticale) de l’opérateur permettent de trouver les autres coefficients du schéma

d’interpolation.

2.3.1.2 Opérateur de prolongement

Considérons un opérateur de prolongement P . On note un/2 = (un/2, vn/2) un champ de

vitesse sur la grille Gn/2. L’opérateur de prolongement P associe à un/2 un champ de vitesse

à deux composantes (Pun/2,Pvn/2) défini sur la grille Gn, deux fois plus fine. L’opérateur de

prolongement est supposé linéaire. Pour chaque entier i et j, il existe des coefficients réels

ci, jp, q tels que �
Pun/2

�
i, j

=
X
p, q

ci, jp, q u
n/2
p, q . (2.3.7)

On peut faire naturellement plusieurs hypothèses sur l’opérateur de prolongement.

– Analogie entre u et v : l’interpolation des deux composantes de la vitesse doit être trai-

tée de façon analogue. Il est donc naturel de supposer l’existence d’une correspondance

entre les coefficients d’interpolation des deux composantes de la vitesse. Sachant que

l’interpolation de la première composante est donnée par (2.3.7), on écrit�
Pvn/2

�
i, j

=
X
p, q

c̃i, jp, q v
n/2
p, q , (2.3.8)

avec

c̃2i+δi, 2j+δj
p, q = c

2i+δj , 2j+δi
(i−j)+q, (j−i)+p, (2.3.9)

pour tout i, j, p, q entiers et δi, δj dans {−1, 0}.
– Invariance par translation : soient δi et δj deux entiers quelconques. Le schéma d’in-

terpolation en (xi, yj− 1
2
), point de localisation de un

i, j, est identique à celui utilisé au

point (xi, yj− 1
2
) + 2(δi`, δjh), point de localisation de un

i+2δi, j+2δj
. Cette hypothèse est
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justifiée car la configuration d’interpolation en ces différents points est la même. Elle

se traduit sur les coefficients de l’opérateur par la relation

ci+2δi, j+2δj
p, q = ci, jp−δi, q−δj , (2.3.10)

pour tout p et q entiers.

– Invariance par une symétrie d’axe horizontal : les schémas d’interpolation aux points

(xi, y2j− 1
2
) et (xi, y2j− 3

2
) sont symétriques par rapport au point (xi, y2j−1), c’est-à-dire

que

ci, 2j−1
p, q = ci, 2jp, 2j−q, (2.3.11)

pour tout p et q entiers.

– Symétrie de l’opérateur par rapport à un axe vertical : au vu du placement des incon-

nues, on peut supposer que les coefficients intervenant dans le schéma d’interpolation

sont symétriques par rapport à la droite verticale passant par le point d’interpolation,

c’est-à-dire que

c2i, j
i+p, q = c2i, j

i−p, q et c2i−1, j
2i−1−p, q = c2i−1, j

p, q , (2.3.12)

pour tout p et q entiers.

Remarque 2.3.2. Si on suppose (2.3.8), (2.3.10) et (2.3.11), alors pour définir l’opérateur

de prolongement P, il suffit de définir les coefficients c2i0, 2j0
p, q et c2i0−1, 2j0

p, q avec (p, q) ∈ Z2

pour une paire quelconque d’entiers i0 et j0. En effet, les invariances par translation et par

symétrie permettent d’étendre la définition de l’opérateur aux autres points d’interpolation.

Si on suppose de plus (2.3.12), alors il suffit de définir les coefficients c2i0, 2j0
p, q et c2i0−1, 2j0

p, q

avec (p, q) ∈ Z2 tels que p ≤ i0. La symétrie de l’opérateur permet de trouver les autres

coefficients du schéma d’interpolation.

2.3.2 Ordre d’un opérateur

Définition 2.3.1. Etendue d’un opérateur

Soient (xp)p=0...n`
et (yq)q=0...nh

les subdivisions de pas respectifs ` et h. On appelle étendue

d’un opérateur de restriction R la quantité ∆
�
R
�

définie par

∆
�
R
�

= max{∆x

�
R
�
,∆y

�
R
�
} (2.3.13)

avec

∆x

�
R
�

= max
i, j, p, q tels que

bi, j
p, q 6=0

|xp − x2i|
`

(2.3.14)

et

∆y

�
R
�

= max
i, j, p, q tels que

bi, j
p, q 6=0

|yq− 1
2
− y2j−1|
h

. (2.3.15)
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On appelle étendue d’un opérateur de prolongement P la quantité ∆
�
P
�

définie par

∆
�
P
�

= max{∆x

�
P
�
,∆y

�
P
�
} (2.3.16)

avec

∆x

�
P
�

= max
i, j, p, q tels que

ci, j
p, q 6=0

|x2p − xi|
`

(2.3.17)

et

∆y

�
P
�

= max
i, j, p, q tels que

ci, j
p, q 6=0

|y2q−1 − yj− 1
2
|

h
. (2.3.18)

Remarque 2.3.3. Soit un opérateur A qui ne possède pas de direction privilégiée, c’est-à-

dire tel que

∆x(A) ≈ ∆y(A),

alors le nombre d’opérations requises pour l’interpolation d’un champ de vitesse u ∈ Gn est

de l’ordre de

∆(A)2 n` nh.

Dans le cadre de l’application de la méthode multi-niveaux, le prolongement et la restriction

sont utilisés à chaque itération (en temps) de la simulation. Par soucis de réduction du temps

de calcul, il est donc intéressant de construire des opérateurs dont l’étendue est faible. De

plus, on sait qu’un opérateur dont l’étendue est faible permet d’extraire, par le procédé de

séparation des échelles

y = PRu et z = u− y,

les plus petites structures de l’écoulement. Le comportement local du champ de vitesse et la

hiérarchie entre les différents niveaux d’échelles sont pris en compte dans l’algorithme que

nous proposons. Pour cette raison, il est aussi important de construire des opérateurs dont

l’étendue est faible.

Définition 2.3.2. Erreur d’interpolation

Soit u = (u, v) un champ de vitesse régulier défini sur Ω. Soient un et un/2 les représentations

décalées de u sur les grilles Gn et Gn/2. On définit l’erreur d’interpolation d’un opérateur de

restriction R par

en(R) = max
¦
eun(R), evn(R)

©
, (2.3.19)

avec

eun(R) = max
i j

����Run
�
i j
− un/2

i j

��� et evn(R) = max
i j

����Rvn
�
i j
− vn/2

i j

��� . (2.3.20)

De même, on définit l’erreur d’interpolation d’un opérateur de prolongement P par

en(P) = max
¦
eun(P), evn(P)

©
, (2.3.21)
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avec

eun(P) = max
i j

����Pun/2
�
i j
− un

i j

��� et evn(P) = max
i j

����Pvn/2
�
i j
− vn

i j

��� . (2.3.22)

On rappelle que δn désigne le pas d’espace maximal de la grille Gn.

Définition 2.3.3. Ordre d’un opérateur

Soit k un entier naturel. On dira qu’un opérateur A est d’ordre k s’il existe une constante C

qui ne depend pas de n telle que

|en(A)| ≤ Cδkn. (2.3.23)

Proposition 2.3.1. Erreur d’interpolation locale pour la restriction

Soit u = (u, v) une fonction de classe C3 définie sur Ω. On considère un/2 et un les repré-

sentations décalées de u sur les grilles Gn/2 et Gn. Soit R un opérateur de prolongement et

i, j des entiers. On montre la majoration de l’erreur d’interpolation locale
�
Run

�
i j
− un/2

i j

suivante ����Run
�
i j
− un/2

i j

��� ≤ X
r, s≥0
r+s≤2

���αi jr, s��� �����∂(r+s) u

∂xr ∂ys
(x2i, y2j−1)

����� �`r hs�
+

(X
p, q

|bi, jp, q|
)
Cu ∆(R) δ3

n,

(2.3.24)

où les réels αi jr, s sont définis par

αi, jr, s =

8>>>><>>>>:
(X
p, q

bi, jp, q

)
− 1 si (r, s) = (0, 0),

1

r!s!

X
p, q

bi, jp, q (p− 2i)r (q − 2j + 0.5)s sinon.

(2.3.25)

La constante Cu dépend uniquement de la fonction u et ∆(R) est l’étendue de l’opérateur R
définie par (2.3.13).

Démonstration. On considère le développement de Taylor à l’ordre deux de u au point

(x2i, y2j−1)

T (x, y) =
X
r, s≥0
r+s≤2

1

r!s!
(x− x2i)

r (y − y2j−1)s
∂(r+s) u

∂xr ∂ys
(x2i, y2j−1). (2.3.26)

Soient p et q entiers. Le développement de Taylor Tp, q = T (xp, yq− 1
2
) donne une valeur

approchée de un
p, q. L’erreur de troncature |un

p, q − Tp, q| satisfait la majoration suivante

|un
p, q − Tp, q| ≤ Cu

p, q max
n
|xp − x2i|, |yq− 1

2
− y2j−1|

o3
, (2.3.27)
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où Cu
p, q est un constante qui dépend des extremas des dérivées partielles d’ordre trois de u

sur le segment qui joint les points (xp, yq− 1
2
) et (x2i, y2j−1). Il vient alors :����Run

�
i j
− un/2

i j

��� =

�����(X
p, q

bi, jp, qu
n
p, q

)
− un/2

i, j

�����
≤
�����(X

p, q

bi, jp, qTp, q

)
− un/2

i, j

�����
+
X
p, q

|bi, jp, q|Cu
p, q max

n
|xp − x2i| , |yq− 1

2
− y2j−1|

o3
.

(2.3.28)

On montre que le premier terme est majoré parX
r, s≥0
r+s≤2

���αi jr, s��� �����∂(r+s) u

∂xr ∂ys
(x2i, y2j−1)

����� �`r hs� (2.3.29)

et le second par (X
p, q

|bi, jp, q|
)
Cu max{∆x(R),∆y(R)} δ3

n, (2.3.30)

où Cu dépend des extremas des dérivées partielles d’ordre trois de u sur le domaine Ω.

Remarque 2.3.4. On a fait apparâıtre dans (2.3.24) le polynôme en ` et h de degré inférieur

ou égal à deux intervenant dans l’erreur d’interpolation locale
�
Run

�
i j
− un/2

i j .

Proposition 2.3.2. Erreur d’interpolation locale pour le prolongement

Soit u = (u, v) une fonction de classe C3 définie sur Ω. On considère un/2 et un les repré-

sentations décalées de u sur les grilles Gn/2 et Gn. Soit P un opérateur de prolongement et

i, j des entiers. On montre la majoration de l’erreur d’interpolation locale
�
Pun/2

�
i j
− un

i j

suivante ����Pun/2
�
i j
− un

i j

��� ≤ X
r, s≥0
r+s≤2

���βi jr, s��� �����∂(r+s) u

∂xr ∂ys
(xi, yj− 1

2
)

����� �`r hs�
+

(X
p, q

|ci, jp, q|
)
Cu ∆(P) δ3

n,

(2.3.31)

où les réels βi jr, s sont définis par

βi, jr, s =

8>>>><>>>>:
(X
p, q

ci, jp, q

)
− 1 si (r, s) = (0, 0),

1

r! s!

X
p, q

ci, jp, q (2p− i)r (2q − j − 0.5)s sinon.

(2.3.32)

La constante Cu dépend uniquement de la fonction u et ∆(P) est l’étendue de l’opérateur P
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définie par (2.3.16).

Démonstration. On utilise les mêmes arguments que dans la preuve de la proposition 2.3.1.

Remarque 2.3.5. L’erreur d’interpolation locale pour la deuxième composante de la vitesse

associée à un opérateur de restriction R vérifiant (2.3.2) s’obtient en remplaçant αi jr, s par

αi js, r dans la formule (2.3.24).

De même, l’erreur d’interpolation locale pour la deuxième composante de la vitesse asso-

ciée à un opérateur de prolongement P vérifiant (2.3.8) s’obtient en remplaçant βi jr, s par βi js, r
dans la formule (2.3.31).

Proposition 2.3.3. Opérateur de restriction d’ordre deux : condition néces-

saire et suffisante

Soit R un opérateur de restriction dont les coefficients d’interpolation bi, jp, q verifient (2.3.2),

(2.3.4), (2.3.5) et (2.3.6). L’opérateur R est d’ordre deux si et seulement siX
p, q

bi, jp, q = 1. (2.3.33)

Démonstration. L’hypothèse (2.3.2) implique qu’il suffit d’étudier l’erreur d’interpolation de

la première composante de la vitesse.

L’hypothèse (2.3.4) implique que les coefficients αi, jr, s qui interviennent dans l’erreur d’in-

terpolation locale sont indépendants des indices i et j, c’est-à-dire que

αi, jr, s = αr, s, (2.3.34)

pour tout i et j. La relation (2.3.33) implique que α0, 0 = 0. De plus, les hypothèses (2.3.5)

et (2.3.6) impliquent que α1, 0 = 0 et α0, 1 = 0. On obtient alors pour tout i et j la majoration

suivante ����Run
�
i j
− un/2

i j

��� ≤ Cu δ2
n, (2.3.35)

avec la constante Cu qui dépend de la fonction u.

Lemme 2.3.1. Soit P un opérateur de prolongement. Soient δi et δj entiers. On a les im-

plications suivantes

(2.3.10) ⇒ βi+2δi, j+2δj
r, s = βi, jr, s pour tout i et j. (2.3.36)

(2.3.11) ⇒ βi, 2j−1
r, s = (−1)s βi, 2jr, s pour tout i et j. (2.3.37)

(2.3.12) ⇒ βi, j1, 0 = 0 pour tout i et j. (2.3.38)

Proposition 2.3.4. Opérateur de prolongement d’ordre deux : condition né-

cessaire et suffisante
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Soit P un opérateur de prolongement dont les coefficients d’interpolation ci, jp, q verifient les

hypothèses (2.3.8), (2.3.10), (2.3.11) et (2.3.12). Soient i0 et j0 deux entiers quelconques.

L’opérateur P est d’ordre deux si et seulement siX
p, q

ci, jp, q = 1, (2.3.39)

et X
q

(
(2q − j − 0.5)

 X
p

ci, jp, q

!)
= 0, (2.3.40)

pour (i, j) ∈ {(i0, j0), (i0 + 1, j0)}.

Démonstration. Tout d’abord l’hypothèse (2.3.8) implique qu’il suffit d’étudier l’erreur d’in-

terpolation de la première composante de la vitesse. Soient δi et δj entiers. D’après le

Lemme 2.3.1, les coefficients βi, jr, s qui interviennent dans l’erreur d’interpolation locale vé-

rifient les relations

βi+2δi, j+2δj
r, s = βi, jr, s (2.3.41)

et

βi, 2j−1
r, s = (−1)s βi, 2jr, s , (2.3.42)

pour tout i, j entiers. On se ramène donc à l’étude des coefficients βi0, j0r, s et βi0+1, j0
r, s . Or

l’hypothèse (2.3.12) et les relations (2.3.39) et (2.3.40) entrâınent respectivement que

βi, j1, 0 = 0, βi, j0, 0 = 0 et βi, j0, 1 = 0, (2.3.43)

pour (i, j) ∈ {(i0, j0), (i0 + 1, j0)}. Les coefficients βi, j1, 0, βi, j0, 0 et βi, j0, 1 sont donc nuls quels que

soient i, j entiers. On en déduit que l’opérateur P est d’ordre deux.

Proposition 2.3.5. Soit R un opérateur de restriction dont les coefficients d’interpolation

bi, jp, q verifient (2.3.4) ou bien (2.3.5), alors on a :

αi, j1, 1 = 0, ∀i, j. (2.3.44)

Soit P un opérateur de prolongement dont les coefficients d’interpolation ci, jp, q verifient (2.3.6),

alors on a :

βi, j1, 1 = 0, ∀i, j. (2.3.45)

2.3.3 Consistance avec la contrainte d’incompressibilité

Définition 2.3.4. Soit un = (un, vn) un champ de vitesse défini sur la grille Gn. On définit

la divergence discrète de un intégrée sur la maille Ki j = [xi−1, xi]× [yj−1, yj], pour 1 ≤ i ≤ n`
et 1 ≤ j ≤ nh, par

Dn(un)i j = h(un
i j − un

i−1 j) + `(vn
i j − vn

i j−1). (2.3.46)
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Proposition 2.3.6. Soit u = (u, v) une fonction définie sur Ω à valeurs dans R2, trois fois

continûment dérivable. La représentation de u sur la grille Gn, notée un vérifie

1

` h
Dn(un)i j = ∇.u(xi− 1

2
, yj− 1

2
) +O(δ2

n), (2.3.47)

où δn est le pas d’espace maximal de la grille Gn.

Démonstration. Le preuve est menée en utilisant un développement de Taylor à l’ordre trois

au point (xi− 1
2
, yj− 1

2
) de chaque terme intervenant dans (2.3.46).

Définition 2.3.5. On dira qu’un opérateur de restriction R est consistant d’ordre k

avec la contrainte d’incompressibilité si pour tout champ de vitesse régulier u défini

sur Ω on a
1

4 ` h
Dn/2(Run)i j = ∇.u(x2i−1, y2j−1) +O(δkn), (2.3.48)

où un est la représentation de u sur la grille Gn. De même, on dira qu’un opérateur de

prolongement P est consistant d’ordre k avec la contrainte d’incompressibilité si

pour tout champ de vitesse régulier u défini sur Ω on a

1

` h
Dn(Pun/2)i j = ∇.u(xi− 1

2
, yj− 1

2
) +O(δkn), (2.3.49)

où un/2 est la représentation de u sur la grille Gn/2.

Proposition 2.3.7. Tout opérateur d’ordre deux est consistant d’ordre un avec la contrainte

d’incompressibilité.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat pour un opérateur de prolongement, la dé-

monsration est identique pour un opérateur de restriction. Soit u un champ de vitesse suffi-

samment regulier défini sur Ω. Soit un/2 (resp.un) la représentation décalée de u sur la grille

Gn/2 (resp. Gn). Soit P un opérateur de prolongement. En supposant que P est d’ordre deux,

on a :

Pun/2
i j = un

i j +O(δ2
n),

Pun/2
i−1 j = un

i−1 j +O(δ2
n),

Pvn/2
i j = vn

i j +O(δ2
n),

Pvn/2
i j−1 = vn

i j−1 +O(δ2
n).

(2.3.50)

Alors
1

` h
Dn

�
Pun/2

�
i j

=
1

` h
Dn

�
un
�
i j

+O(δn). (2.3.51)

D’autre part, d’après la Proposition 2.3.6, on a :

1

` h
Dn

�
un
�
i j

= ∇.u(xi− 1
2
, yj− 1

2
) +O(δ2

n). (2.3.52)
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D’où
1

` h
Dn

�
Pun/2

�
i j

= ∇.u(xi− 1
2
, yj− 1

2
) +O(δn). (2.3.53)

Proposition 2.3.8. Soit P un opérateur de prolongement d’ordre deux vérifiant les hypo-

thèses (2.3.8), (2.3.10), (2.3.11) et (2.3.12), alors :

P est un opérateur consistant d’ordre deux avec la contrainte d’incompressibilité

si et seulement si

les coefficients βi j0, 2 sont identiques quelque soient i et j et les coefficients βi j2, 0 sont

identiques quelque soient i et j.

Démonstration. – Condition nécessaire : on suppose que P est consistant d’ordre deux

avec la contrainte d’incompressibilité. On suppose ici que les pas d’espace sont égaux

dans chaque direction (` = h = δ). Pour simplifier, on considère un champ de vitesse

suffisamment régulier u dont la composante verticale est nulle

u = (u, 0).

Comme l’opérateur est d’ordre deux, l’estimation de l’erreur d’interpolation locale de-

vient�
Pun/2

�
i, j
− un

i, j = βi, j2, 0

∂2u

∂x2
(xi, yj− 1

2
) δ2 + βi, j0, 2

∂2u

∂y2
(xi, yj− 1

2
) δ2 +O(δ3). (2.3.54)

On calcule la divergence discrète

Dn

�
Pun/2

�
i, j

=δ
��
Pun/2

�
i, j
−
�
Pun/2

�
i−1, j

�
=δ
�
ui, j − ui−1, j

�
+ δ3

�
βi, j2, 0

∂2u

∂x2
(xi, yj− 1

2
)− βi−1, j

2, 0

∂2u

∂x2
(xi−1, yj− 1

2
)
�

+ δ3
�
βi, j0, 2

∂2u

∂y2
(xi, yj− 1

2
)− βi−1, j

0, 2

∂2u

∂y2
(xi−1, yj− 1

2
)
�

+O(δ4).

(2.3.55)

Or P est consistant d’ordre deux avec la contrainte d’incompressibilité. En utilisant, la

Propriété (2.3.47) il vient�
βi, j2, 0

∂2u

∂x2
(xi, yj− 1

2
)− βi−1, j

2, 0

∂2u

∂x2
(xi−1, yj− 1

2
)
�

+
�
βi, j0, 2

∂2u

∂y2
(xi, yj− 1

2
)− βi−1, j

0, 2

∂2u

∂y2
(xi−1, yj− 1

2
)
�

= O(δ).

(2.3.56)

Si on suppose de plus que u vérifie

∂2u

∂y2
= 0,
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alors on obtient

βi, j2, 0

∂2u

∂x2
(xi, yj− 1

2
)− βi−1, j

2, 0

∂2u

∂x2
(xi−1, yj− 1

2
) = O(δ), (2.3.57)

que l’on peut factoriser en

βi, j2, 0

�∂2u

∂x2
(xi, yj− 1

2
)− ∂2u

∂x2
(xi−1, yj− 1

2
)
�

+
�
βi, j2, 0 − βi−1, j

2, 0

�∂2u

∂x2
(xi−1, yj− 1

2
) = O(δ).

(2.3.58)

La régularité de u implique que le premier terme est égal à

βi, j2, 0

∂3u

∂x3
(xi− 1

2
, yj− 1

2
) δ +O(δ2) = O(δ). (2.3.59)

Ainsi �
βi, j2, 0 − βi−1, j

2, 0

�∂2u

∂x2
(xi−1, yj− 1

2
) = O(δ). (2.3.60)

Or, ceci est vrai seulement si βi, j2, 0 = βi−1, j
2, 0 . En supposant cette fois que u vérifie

∂2u

∂x2 = 0,

on peut montrer que βi, j0, 2 = βi−1, j
0, 2 . On conclut enfin grâce au Lemme 2.3.1.

– Condition suffisante : clair grâce à (2.3.47).

2.3.4 Conservation de la contrainte d’incompressibilité

Définition 2.3.6. On dira qu’un opérateur de restriction R conserve la contrainte d’in-

compressibilité discrète si pour tout champ de vitesse un défini sur la grille Gn, la di-

vergence discrète du champ de vitesse restreint Run définie sur la grille Gn/2 peut s’écrire

comme une combinaison linéaire de la divergence discrète de un sur la grille Gn. C’est-à-dire

qu’il existe pour tout 1 ≤ i ≤ n`/2 et 1 ≤ j ≤ nh/2 des coefficients réels dk ` tels que

Dn/2(Run)i j =
X
p q

dp qDn(un)p q. (2.3.61)

De même, on dira qu’un opérateur de prolongement P conserve la contrainte d’incom-

pressibilité discrète si pour tout champ de vitesse un/2 défini sur la grille Gn/2, la diver-

gence discrète du champ de vitesse prolongé Pun/2 définie sur la grille Gn peut s’écrire comme

une combinaison linéaire de la divergence discrète de un/2 sur la grille Gn/2. C’est-à-dire qu’il
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existe pour tout 1 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh des coefficients réels ek ` tels que

Dn(Pun/2)i j =
X
p q

ep qDn/2(un/2)p q. (2.3.62)

Remarque 2.3.6. Soit R un opérateur de restriction qui conserve la contrainte d’incom-

pressibilité discrète. Alors on a l’implication suivante :

La divergence de un est nulle ⇒ La divergence de Run est nulle

i.e. Dn(un)i j = 0 ∀i, j i.e. Dn/2(Run)i j = 0 ∀i, j (2.3.63)

Soit P un opérateur de prolongement qui conserve la contrainte d’incompressibilité discrète.

Alors on a l’implication suivante :

La divergence de un/2 est nulle ⇒ La divergence de Pun/2 est nulle

i.e. Dn/2(un/2)i j = 0 ∀i, j i.e. Dn(Pun/2)i j = 0 ∀i, j (2.3.64)

2.4 Construction des opérateurs

On considère un = (un, vn) un champ de vitesse à inconnues décalées défini sur la grille Gn.

Nous présentons dans cette section deux opérateurs de restriction qui réalisent le transfert de

la vitesse un vers la grille Gn/2, deux fois moins fine que Gn et deux opérateurs de prolongement

qui réalisent le transfert de la vitesse un vers la grille G2n, deux fois plus fine que Gn.

Les opérateurs introduits par Zeng et Wesseling dans [82] sont notésRZW pour l’opérateur

de restriction et PZW pour l’opérateur de prolongement. Dans cet article, les opérateurs d’in-

terpolation sont utilisés dans le cadre d’un algorithme multi-grilles, appelé « Galerkin coarse

grid approximation » (GCA, en abrégé). Cette technique consiste à faire des manipulations

algébriques sur le système linéaire

Au = b,

obtenu en discrétisant le problème (par exemple, les équations de Navier-Stokes) à l’aide d’une

grille fine. L’opérateur de prolongement P est défini, de façon originale, comme l’opérateur

adjoint de l’opérateur de restriction

P = R∗,
où l’adjoint R∗ est caractérisé par la propriété

(v,R∗w) = (Rv, w),

quels que soit v défini sur la grille fine et w sur la grille grossière, avec (−,−) qui désigne le

produit scalaire standard. L’algorithme GCA consiste à approcher, de manière itérative, la

solution u définie sur la grille grossière du système

(RAP)u = Rb.

Les opérateurs introduits par Toth et Roe dans [72] sont notés RTR pour l’opérateur
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de restriction et PTR pour l’opérateur de prolongement. Ici, les opérateurs de restriction et

de prolongement ont des propriétés de conservation. Ils préservent, en un certain sens, la

divergence et la vorticité du champ de vitesse. Les opérateurs sont utilisés dans le cadre d’un

algorithme à maillage adaptatif, pour un problème de magnétohydrodynamique.

Nous définissons également de nouveaux opérateurs, notés RBDJ et PBDJ différents des

opérateurs déjà cités plus haut. Les propriétés de chaque opérateur dans l’espace physique

(conservation de la divergence discrète, ordre d’approximation) et dans l’espace spectral se-

ront exposées (séparation des échelles).

2.4.1 Opérateur de restriction

Soit un = (un, vn) la représentation d’un champ de vitesse quelconque régulier u = (u, v),

à inconnues décalées, défini sur la grille Gn.

2.4.1.1 L’opérateur de restriction RZW .

Définition 2.4.1.�
RZW un

�
i j

=
�
un

2i−1 2j+1 + 3 un
2i−1 2j + 3 un

2i−1 2j−1 + un
2i−1 2j−2+

2 un
2i 2j+1 + 6 un

2i 2j + 6 un
2i 2j−1 + 2 un

2i 2j−2+

un
2i+1 2j+1 + 3 un

2i+1 2j + 3 un
2i+1 2j−1 + un

2i+1 2j−2

�
/32

(2.4.1)

On écrit un développement limité de u à l’ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie�
RZW un

�
i j
− un/2

i j =
1

4
(`)2∂

2u

∂x2
(x2i, y2j−1) +

3

8
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i, y2j−1) +O(δ3

n), (2.4.2)

où ` et h sont les pas d’espace de la grille Gn. Ainsi, l’opérateur de restriction RZW est d’ordre

deux. Le schéma d’interpolation de l’opérateur RZW est illustré par la Figure 2.3.

un

RZWun

1

Figure 2.3 – Douze valeurs interviennent dans la calcul de la restriction RZW
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2.4.1.2 L’opérateur de restriction RTR.

Définition 2.4.2. �
RTR un

�
i j

=
�
un

2i 2j + un
2i 2j−1

�
/2 (2.4.3)

On écrit un développement limité de u à l’ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie�
RTR un

�
i j
− un/2

i j =
1

8
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i, y2j−1) +O(δ3

n), (2.4.4)

où h est le pas d’espace dans la direction verticale de la grille Gn. On en déduit que l’opérateur

de restriction RTR est d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de l’opérateur RTR est illustré

par la Figure 2.4.

un

RTRun

1

Figure 2.4 – Deux valeurs interviennent dans la calcul de la restriction RTR

2.4.1.3 L’opérateur de restriction RBDJ .

On définit une famille d’opérateurs de restriction RBDJ
α , avec α paramètre réel.

Définition 2.4.3. Soit α un réel différent de −3. La restriction de un sur la grille Gn/2,

notée RBDJ
α un, est définie pour 1 ≤ i ≤ n`/2 et 1 ≤ j ≤ nh/2 par�
RBDJ
α un

�
i j

=
�
un

2i−1 2j + un
2i−1 2j−1 + un

2i 2j+1 + αun
2i 2j

+αun
2i 2j−1 + un

2i 2j−2 + un
2i+1 2j + un

2i+1 2j−1

�
/(6 + 2α)

(2.4.5)

On remarque que l’opérateur RTR correspond à l’opérateur RBDJ
α lorsqu’on fait tendre le

paramètre α vers l’infini. Plus précisement, pour i et j fixés, on a

lim
α→∞

�
RBDJ
α un

�
i j

=
�
RTR un

�
i j

(2.4.6)

On écrit un développement limité de u à l’ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie�
RBDJ
α un

�
i j
− un/2

i j =
1

3 + α
(`)2∂

2u

∂x2
(x2i, y2j−1)+

11 + α

8(3 + α)
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i, y2j−1) +O(δ3

n),

(2.4.7)
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où ` et h sont les pas d’espace de la grille Gn. Ainsi, l’opérateur de restriction RBDJ
α est

d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de l’opérateur RBDJ
α est illustré par la Figure 2.5.

un

RBDJun

1

Figure 2.5 – Huit valeurs interviennent dans la calcul de la restriction RBDJ
α

2.4.2 Opérateur de prolongement

Soit un/2 = (un/2, vn/2) la représentation d’un champ de vitesse quelconque régulier u, à

inconnues décalées, défini sur la grille Gn/2.

Remarque 2.4.1. Les opérateurs de prolongement présentés dans [12] et [82] utilisent les

valeurs d’une composante de la vitesse. Dans [72], l’opérateur de prolongement nécessite les

deux composantes de la vitesse. Ce fait est justifié lorsque la divergence du champ de vitesse

est nulle. La relation ∂u
∂x

= −∂v
∂y

entraine que la dérivée seconde ∂2u
∂x2 peut être approchée par

− ∂2v
∂x∂y

.

2.4.2.1 L’opérateur de prolongement PZW .

Définition 2.4.4. �
PZW un/2

�
2i 2j

=
�
3u

n/2
i j + u

n/2
i j+1

�
/4 (2.4.8)

et �
PZW un/2

�
2i−1 2j

=
�
3u

n/2
i j + u

n/2
i j+1 + 3u

n/2
i−1 j + u

n/2
i−1 j+1

�
/8 (2.4.9)

On écrit un développement limité de u à l’ordre trois. L’erreur d’interpolation vérifie

Proposition 2.4.1.�
PZW un/2

�
2i 2j
− un

2i 2j =
3

8
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i, y2j− 1

2
) +O(δ3

n) (2.4.10)
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et �
PZW un/2

�
2i−1 2j

− un
2i−1 2j =

1

2
(`)2∂

2u

∂x2
(x2i−1, y2j− 1

2
)+

3

8
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i−1, y2j− 1

2
) +O(δ3

n),

(2.4.11)

où ` et h sont les pas d’espace de la grille Gn.

Ainsi, l’opérateur de prolongement PZW est d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de

l’opérateur PZW est illustré par la Figure 2.6.

PZWun/2

un/2

1

Figure 2.6 – Jusqu’à quatre valeurs interviennent dans la calcul du prolongement PZW

2.4.2.2 L’opérateur de prolongement PTR.

Définition 2.4.5. Soient un/2 et vn/2 les deux composantes d’un champ de vitesse à incon-

nues décalées défini sur la grille Gn/2.�
PTR un/2

�
2i 2j

= u
n/2
i j +

�
u

n/2
i j+1 − un/2

i j−1

�
/8 (2.4.12)

et �
PTR un/2

�
2i−1 2j

=
�
u

n/2
i j + u

n/2
i−1 j

�
/2+�

u
n/2
i−1 j+1 + u

n/2
i j+1 − un/2

i j−1 − un/2
i−1 j−1

�
/16+�

v
n/2
i+1 j − vn/2

i−1 j − vn/2
i+1 j−1 + v

n/2
i−1 j−1

�
/16

(2.4.13)

On écrit un développement limité de u et de v à l’ordre trois. L’erreur d’interpolation

vérifie

Proposition 2.4.2.�
PTR un/2

�
2i 2j
− un

2i 2j = −1

8
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i, y2j− 1

2
) +O(δ3

n) (2.4.14)
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et �
PTR un/2

�
2i−1 2j

− un
2i−1 2j =

1

2
(`)2∂

2u

∂x2
(x2i−1, y2j− 1

2
)−

1

8
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i−1, y2j− 1

2
)+

1

2
(` h)

∂2u

∂x∂y
v(x2i−1, y2j− 1

2
) +O(δ3

n),

(2.4.15)

où ` et h sont les pas d’espace de la grille Gn.

Ainsi, l’opérateur de prolongement PTR est d’ordre deux. Le schéma d’interpolation de

l’opérateur PTR est illustré par la Figure 2.7.

PTRun/2

un/2

vn/2

1

Figure 2.7 – Jusqu’à dix valeurs interviennent dans la calcul du prolongement PTR

2.4.2.3 L’opérateur de prolongement PBDJ .
On définit une famille d’opérateurs de prolongement PBDJλ , avec λ paramètre réel.

Définition 2.4.6. Soit λ un réel différent de −1/2. Le prolongement de un/2 sur la grille

Gn, noté PBDJλ un/2, est défini pour 1 ≤ i ≤ n`/2 et 1 ≤ j ≤ nh/2 par�
PBDJλ un/2

�
2i 2j

=
�
(1 + 8λ)u

n/2
i−1 j + 2(1 + 5λ)u

n/2
i j+1

+ 4(1− 4λ)u
n/2
i j + 6λu

n/2
i j−1 + (1 + 8λ)u

n/2
i+1 j

�
/8(2λ+ 1)

(2.4.16)

et �
PBDJλ un/2

�
2i−1 2j

=
�
3λu

n/2
i−2 j + (1 + 5λ)u

n/2
i−1 j+1

+ 3(1− λ)u
n/2
i−1 j + 3λu

n/2
i−1 j−1 + (1 + 5λ)u

n/2
i j+1

+ 3(1− λ)u
n/2
i j + 3λu

n/2
i j−1 + 3λu

n/2
i+1 j

�
/8(2λ+ 1)

(2.4.17)
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On écrit un développement limité de u à l’ordre trois au point. L’erreur d’interpolation

vérifie

Proposition 2.4.3.�
PBDJλ un/2

�
2i 2j
− un

2i 2j =
1 + 8λ

2(2λ+ 1)
(`)2∂

2u

∂x2
(x2i, y2j− 1

2
)+

3(1 + 10λ)

8(2λ+ 1)
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i, y2j− 1

2
) +O(δ3

n)

(2.4.18)

et �
PBDJλ un/2

�
2i−1 2j

− un
2i−1 2j =

1 + 8λ

2(2λ+ 1)
(`)2∂

2u

∂x2
(x2i−1, y2j− 1

2
)+

3(1 + 10λ)

8(2λ+ 1)
(h)2∂

2u

∂y2
(x2i−1, y2j− 1

2
) +O(δ3

n),

(2.4.19)

où ` et h sont les pas d’espace de la grille Gn.

Ainsi, l’opérateur de prolongement PBDJλ est d’ordre deux. De plus, on constate que la

précision de l’opérateur est la même en chaque point d’interpolation de la grille Gn. La pro-

position 2.3.8 montre que cette propriété est reliée à une notion de consistance de l’opérateur

avec la contrainte d’incompressibilité. Le schéma d’interpolation de l’opérateur PBDJλ est

illustré par la Figure 2.8.

PBDJun/2

un/2

1

Figure 2.8 – Jusqu’à huit valeurs interviennent dans la calcul du prolongement PBDJλ

Remarque 2.4.2. On a
�
PZW un/2

�
2i−1 2j

=
�
PBDJ0 un/2

�
2i−1 2j

Remarque 2.4.3. Lorsque le paramètre λ est égal à zéro, le prolongement PBDJ s’écrit�
PBDJ0 un/2

�
2i 2j

=
�
u

n/2
i−1 j + 2u

n/2
i j+1 + 4u

n/2
i j + u

n/2
i+1 j

�
/8�

PBDJ0 un/2
�

2i−1 2j
=
�
u

n/2
i−1 j+1 + 3u

n/2
i−1 j + u

n/2
i j+1 + 3u

n/2
i j

�
/8

(2.4.20)
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2.5. SÉPARATION DES ÉCHELLES

Dans ce cas, le schéma d’interpolation est plus compact. Il nécessite deux fois moins d’opé-

rations que lorsque λ est différent de zéro.

Dans la section suivante, nous comparons les propriétés de séparation des échelles des

opérateurs RBDJ
α et PBDJα avec les opérateurs proposés par Zeng et Wesseling dans [82] et

ceux de Toth et Roe dans [72].

2.5 Séparation des échelles

2.5.1 Propriétés de conservation

Proposition 2.5.1. Conservation de la contrainte d’incompressibilité discrète.

L’opérateur de restriction RBDJ
α conserve la contrainte d’incompressibilité discrète. Plus pré-

cisément, on a

Dn/2(RBDJ
α un)i j =

X
p q

dp qDn(un)p q, (2.5.1)

avec

dp q =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

1

α + 3
si (p, q) ∈

8>>><>>>:
(2i− 2, 2j), (2i− 2, 2j − 1),

(2i− 1, 2j + 1), (2i− 1, 2j − 2),

(2i, 2j + 1), (2i, 2j − 2),

(2i+ 1, 2j), (2i+ 1, 2j − 1)

9>>>=>>>; ,
α + 1

α + 3
si (p, q) ∈

(
(2i− 1, 2j), (2i− 1, 2j − 1),

(2i, 2j), (2i, 2j − 1)

)
,

0 sinon.

(2.5.2)

En faisant tendre le paramètre α vers ∞, on en déduit que RTR conserve aussi la contrainte

d’incompressibilité discrète. L’opérateur de prolongement PBDJλ conserve aussi la contrainte

d’incompressibilité discrète. Plus précisément, on a

Dn(PBDJλ un/2)i j =
X
p q

ei, jp qDn/2(un/2)p q, (2.5.3)

avec

e2i 2j
p q =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

3λ

16(2λ+ 1)
si (p, q) = (i− 1, j) ou (i, j − 1),

1 + 5λ

16(2λ+ 1)
si (p, q) = (i, j + 1) ou (i+ 1, j),

2− 8λ

16(2λ+ 1)
si (p, q) = (i, j),

0 sinon.

(2.5.4)
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et les coefficients e2i−1 2j−1
p q , e2i−1 2j

p q et e2i 2j−1
p q sont définis par des formules analogues. L’opé-

rateur de prolongement PTR conserve également la contrainte d’incompressibilité discrète

avec

e2i 2j
p q =

8>><>>:
1

4
si (p, q) = (i, j)

0 sinon

(2.5.5)

Les opérateurs RZW et PZW ne conservent pas la contrainte d’incompressibilité discrète.

Proposition 2.5.2. Consistance avec la contrainte d’incompressibilité.

– Opérateurs de restriction : RBDJ
α et RTR et RZW sont consistants d’ordre deux.

– Opérateurs de prolongement : PBDJλ est consistant d’ordre deux, PTR et PZW sont

consistants d’ordre un.

2.5.2 Propriétés dans l’espace physique

Dans cette partie, nous énonçons quelques propriétés des opérateurs RBDJ
α et PBDJλ dans

l’espace physique (conservation de la divergence, ordre d’interpolation). Ces résultats sont

des conséquences directes des propriétés 2.5.1 et 2.4.3.

Proposition 2.5.3. Opérateurs et condition d’incompressibilité.

Soit un un champ de vitesse défini sur la grille Gn tel que

Dn

�
un
�
i, j

= 0,

pour tout i et j entre 1 et n, alors

Dn/2

�
RBDJ
α un

�
i, j

= 0,

pour tout i et j entre 1 et n/2. Soit un/2 un champ de vitesse défini sur la grille Gn/2 tel que

Dn/2

�
un/2

�
i, j

= 0,

pour tout i et j entre 1 et n/2, alors

Dn

�
PBDJλ un/2

�
i, j

= 0,

pour tout i et j entre 1 et n.

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.5.1. Séparation des échelles et condition d’incompressibilité.

Soit un un champ défini sur la grille Gn tel que

Dn

�
un
�
i, j

= 0, ∀i, j, (2.5.6)
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alors la composante des grandes échelles de u, soit

y = PBDJλ RBDJ
α u, (2.5.7)

et la composante des petites échelles de u, soit

z = u− PBDJλ RBDJ
α u, (2.5.8)

vérifient

Dn

�
y
�
i, j

= 0 et Dn

�
z
�
i, j

= 0 ∀i, j (2.5.9)

Ce résultat assure que la décomposition des échelles conserve la contrainte d’incom-

pressibilité discrète. On considère maintenant un champ de vitesse u : Ω → R2, régulier

et Ω-périodique. Soient un = (un, vn) la représentation discrète de u sur la grille Gn et

un/2 = (un/2, vn/2) la représentation discrète de u sur la grille Gn/2.

Proposition 2.5.4. Opérateurs et interpolation à l’ordre deux.

On a :

||RBDJ
α un − un/2|| ≤ Cδ2

n (2.5.10)

et

||PBDJλ un/2 − un|| ≤ Cδ2
n. (2.5.11)

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.5.2. Séparation des échelles et interpolation à l’ordre deux.

La composante petites échelles, soit

z = un − PBDJ
λ RBDJ

α un, (2.5.12)

vérifie

max
i, j
|zi, j| ≤ Cδ2

n, (2.5.13)

où C est une constante qui dépend uniquement de la fonction u.

Ce résultat assure que la composante des petites échelles contient une faible partie de

l’énergie cinétique.

2.5.3 Propriétés dans l’espace spectral.

Pour simplifier l’écriture des formules, on suppose que le nombre de points de discrétisation

est identique dans chaque direction

n` = nh = n. (2.5.14)

Les résultats qui suivent s’étendent facilement au cas n` 6= nh. On commence par étudier

les propriétés de l’opérateur de restriction RBDJ
α dans l’espace spectral, nous verrons ensuite

celles de l’opérateur de prolongement PBDJ
λ .
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2.5.3.1 Restriction

Soit un =
¦
un
i j ; 1 ≤ i, j ≤ n

©
la première composante d’un champ de vitesse défini sur la

grille Gn. Pour k1 et k2 compris entre −n/2 et n/2−1, on définit les coefficients de Fourier

de un par : Óun
k1, k2 =

1

n2

X
1≤i,j≤n

un
i je
−ı(k1xi+k2yj−1/2). (2.5.15)

L’effet de l’opérateur de restriction RBDJ
α sur les coefficients de Fourier du champ de vitesse

est détaillé dans la proposition suivante.

Proposition 2.5.5. Effet de la restriction.

Soient k1 et k2 deux entiers compris entre −n/4 et n/4 − 1. Les coefficients de Fourier du

champ de vitesse restreint RBDJ
α un s’expriment en fonction de ceux de un par la relation

suivante

R̂BDJ
α un

k1, k2
=Cr,α

k1k2
Óun

k1, k2 + Cr,α
t(k1)k2

Óun
t(k1), k2

− Cr,α
k1t(k2)

Óun
k1, t(k2) − Cr,α

t(k1)t(k2)
Óun

t(k1), t(k2),
(2.5.16)

où les coefficients Cr,α
k1k2

sont définis pour k1 et k2 entre −n/2 et n/2− 1 par

Cr,α
k1k2

=
1

3 + α
cos

�
k2h/2

��
2 cos

�
k1h

�
+ 4 cos2

�
k2h/2

�
− 3 + α

�
(2.5.17)

et la fonction t est définie, pour k ∈ N, par

t(k) =

(
k + n/2 si k ≤ −1

k − n/2 sinon.
(2.5.18)

Remarque 2.5.1. Dans le cas α = 1,

Cr,1
k1k2

=
cos (k2h/2)

2

�
cos (k1h) + 2 (cos (k2h/2))2 − 1

�
(2.5.19)

décrôıt avec |k1| et |k2|. La Figure 2.9 représente le coefficient Cr,1
k1k2

pour k1 et k2 compris

entre 0 et n/2 − 1. On constate que la restriction conserve les basses fréquences et attenue

les hautes fréquences.

Démonstration. Par définition des coefficients de Fourier

R̂BDJ
α un

k1, k2
=

4

n2

X
1≤i,j≤n/2

�
RBDJ
α un

�
i, j
e−ı(k1x2i+k2y2j−1) (2.5.20)

Or, l’opérateur de restriction RBDJ
α est défini par�

RBDJ
α un

�
i j

=
�
un

2i−1 2j + un
2i−1 2j−1 + un

2i 2j+1 + αun
2i 2j

+αun
2i 2j−1 + un

2i 2j−2 + un
2i+1 2j + un

2i+1 2j−1

�
/(6 + 2α)

(2.5.21)
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Figure 2.9 – Effet de la restriction sur les coefficients de Fourier

et un est la première composante de la représentation discrète d’un champ de vitesse u =

(u, v) sur la grille Gn

un
i, j = u(xi, yj− 1

2
) =

X
−n/2≤k′1,k′2≤n/2−1

Óun
k′1, k

′
2
e
ı
�
k′1xi+k

′
2yj− 1

2

�
(2.5.22)

donc

R̂BDJ
α un

k1, k2
=

4

n2

X
1≤i,j≤n/2

� X
−n/2≤k′1,k′2≤n/2−1

Óun
k′1, k

′
2
eı((k′1−k1)x2i+(k′2−k2)y2j−1)Cr, α

k′1, k
′
2

�
(2.5.23)

où

Cr, α
k′1, k

′
2

=
1

2(3 + α)

�
eı(−k

′
1`+k

′
2h/2) + eı(−k

′
1`−k′2h/2) + e3ık′2h/2 + αeık

′
2h/2

+ αe−ık
′
2h/2 + e−3ık′2h/2 + eı(k

′
1`+k

′
2h/2) + eı(k

′
1`−k′2h/2)

�
.

(2.5.24)

Cette expression se réécrit

Cr, α
k′1, k

′
2

=
1

(3 + α)

�
cos (k′1`− k′2h/2) + cos (k′1`+ k′2h/2)

+ cos (3k′2h/2) + αcos (k′2h/2)
�
,

(2.5.25)
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puis :

Cr, α
k′1, k

′
2

=
1

(3 + α)
cos (k′2h/2)

�
2cos (k′1`) + 4(cos (k′2h/2))2 − 3 + α

�
. (2.5.26)

Dans l’expression (2.5.23), on échange l’ordre de la somme portant sur i et j avec celle portant

sur k′1 et k′2, cette expression prend la forme suivante

R̂BDJ
α un

k1, k2
=

4

n2

X
−n/2≤k′1,k′2≤n/2−1

Óun
k′1, k

′
2
Cr, α
k′1, k

′
2
σk′1, k1,k′2, k2 (2.5.27)

où

σk′1, k1,k′2, k2 =
X

1≤i,j≤n/2
eı((k′1−k1)x2i+(k′2−k2)y2j−1). (2.5.28)

On peut écrire σ sous la forme

σk′1, k1,k′2, k2 = σxk′1, k1σ
y
k′2, k2

(2.5.29)

avec

σxk′, k =
X

1≤i≤n/2
eı(k

′−k)x2i (2.5.30)

et

σyk′, k =
X

1≤j≤n/2
eı(k

′−k)y2j−1

= s(k′, k)
X

1≤j≤n/2
eı(k

′−k)y2j ,
(2.5.31)

où

s(k′, k) = e−ı(k
′−k)h (2.5.32)

Comme −n/2 ≤ k′ ≤ n/2 − 1 et −n/4 ≤ k ≤ n/4 − 1, on montre facilement les égalités

suivantes

σxk′, k =

(
n/2 si k′ = k ou t(k)

0 sinon
(2.5.33)

et

σyk′, k =

(
s(k′, k)n/2 si k′ = k ou t(k)

0 sinon
(2.5.34)

ainsi que

s(k, k) = 1 et s(t(k), k) = −1. (2.5.35)

On a donc

σk′1, k1,k′2, k2 =

8><>: n2/4 si (k′1 = k1 ou t(k1)) et k′2 = k2

−n2/4 si (k′1 = k1 ou t(k1)) et k′2 = t(k2)

0 sinon.

(2.5.36)
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Il s’ensuit que

R̂BDJ
α un

k1, k2
=Cr,α

k1k2
Óun

k1, k2 + Cr,α
t(k1)k2

Óun
t(k1), k2

− Cr,α
k1t(k2)

Óun
k1, t(k2) − Cr,α

t(k1)t(k2)
Óun

t(k1), t(k2).
(2.5.37)

Proposition 2.5.6. La restriction RBDJ
α conserve la moyenne si et seulement si α = 1.

Démonstration. D’après la proposition précédente, on a :

R̂BDJ
α un

0, 0 = Cr,α
0 0
Óun

0, 0 +Cr,α
−n/2 0

Óun−n/2, 0 +Cr,α
0−n/2Óun

0,−n/2 +Cr,α
−n/2−n/2Óun−n/2,−n/2 (2.5.38)

Le calcul de chaque coefficient implique

R̂BDJ
α un

0, 0 = Óun
0, 0 +

α− 1

α + 3
Óun−n/2, 0. (2.5.39)

Donc l’opérateur de restriction RBDJ
α conserve la moyenne si et seulement si α = 1.

2.5.3.2 Prolongement

Soit un/2 =
n
u

n/2
i j ; 1 ≤ i, j ≤ n/2

o
la première composante d’un champ de vitesse défini

sur la grille Gn/2. Pour k1 et k2 compris entre −n/4 et n/4− 1, on définit les coefficients de

Fourier de un/2 par : Õun/2
k1, k2 =

4

n2

X
1≤i,j≤n/2

u
n/2
i j e

−ı(k1x2i+k2y2j−1). (2.5.40)

L’effet de l’opérateur de restriction PBDJ
λ sur les coefficients de Fourier du champ de vitesse

est détaillé dans la proposition suivante.

Proposition 2.5.7. Effet du prolongement.

Soient k1 et k2 deux entiers compris entre −n/2 et n/2 − 1. Les coefficients de Fourier du

champ de vitesse prolongé PBDJ
λ un/2 s’exprime en fonction de ceux de un/2 par la relation

suivante
̂PBDJ
λ un/2

k1, k2
= Cp,λ

k1k2
Õun/2

t(k1), t(k2), (2.5.41)
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avec

Cp,λ
k1k2

=
1

8(1 + 2λ)

��
(1 + 5λ)cos (t(k1)h) cos

��
t(k2) + k2/2

�
h
�

+ 3
�
λcos (3t(k1)h) + (1− λ)cos (t(k1)h)

�
cos

��
t(k2)− k2/2

�
h
�

+ 3λcos (t(k1)h) cos
��

3t(k2)− k2/2
�
h
��

s(k1)

+ (1 + 5λ)cos
��
t(k2) + k2/2

�
h
�

+
�

(1 + 8λ)cos (2t(k1)h) + 2(1− 4λ)
�
cos

��
t(k2)− k2/2

�
h
�

+ 3λcos
��

3t(k2)− k2/2
�
h
��

,

(2.5.42)

où la fonction t(k) est définie par

t(k) =

8><>: k + n/2 si k ≤ −n/4− 1

k − n/2 si k ≥ n/4

k sinon

(2.5.43)

et la fonction s(k) est définie par

s(k) =

(
+1 si − n/4 ≤ k ≤ n/4− 1

−1 sinon
. (2.5.44)

Démonstration. Pour commencer, on rappelle la définition de la transformée de Fourier dis-

crète pour un champ de vitesse défini sur la grille Gn. Soient k1 et k2 deux entiers compris

entre −n/2 et n/2− 1 et i et j deux entiers compris entre 1 et n. Les coefficients de Fourier

de un sont définis par Óun
k1, k2 =

1

n2

X
1≤i,j≤n

un
i, je
−ı(k1xi+k2yj−1/2) (2.5.45)

La formule inverse est donnée par

un
i, j =

X
−n/2≤k1,k2≤n/2−1

Óun
k1, k2e

ı(k1xi+k2yj−1/2) (2.5.46)

Par définition de l’opérateur PBDJ
λ on a :�

PBDJ
λ un/2

�
2i, 2j

=
�
(1 + 8λ)u

n/2
i−1, j + 2(1 + 5λ)u

n/2
i, j+1 + 4(1− 4λ)u

n/2
i, j

+ 6λu
n/2
i, j−1 + (1 + 8λ)u

n/2
i+1, j

�
/8(2λ+ 1)

(2.5.47)
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En utilisant (2.5.46) avec n/2 à la place de n, il vient�
PBDJ
λ un/2

�
2i, 2j

=
X

−n
4
≤k1,k2≤n

4
−1

Õun/2
k1, k2

�
(1 + 8λ)eı(k1(−2h)+k2(−h

2
))

+ 2(1 + 5λ)eık2( 3h
2

) + 4(1− 4λ)eık2(−h
2

) + 6λeık2(− 5h
2

)

+ (1 + 8λ)eı(k1(2h)+k2(−h
2

))
�
eı(k1x2i+k2y2j−1/2)/8(2λ+ 1)

(2.5.48)

Que l’on peut simplifier en�
PBDJ
λ un/2

�
2i, 2j

=
X

−n/4≤k1,k2≤n/4−1

Õun/2
k1, k2

�
(1 + 5λ)eık2(3h/2)

+ {(1 + 8λ) cos(k1(2h)) + 2(1− 4λ)}eık2(−h/2)

+ 3λeık2(−5h/2)
�
eı(k1x2i+k2y2j−1/2)/4(2λ+ 1)

(2.5.49)

En utilisant la même méthode on trouve les trois relations suivantes :�
PBDJ
λ un/2

�
2i−1, 2j

=
X

−N/4≤k1,k2≤N/4−1

Õun/2
k1, k2

�
(1 + 5λ) cos(k1h)eık2(3h/2)

+ {3λ cos(k1(3h)) + 3(1− λ) cos(k1h)}eık2(−h/2)

+ 3λ cos(k1h)eık2(−5h/2)
�
eı(k1x2i−1+k2y2j−1/2)/4(2λ+ 1)

(2.5.50)

�
PBDJ
λ un/2

�
2i, 2j−1

=
X

−N/4≤k1,k2≤N/4−1

Õun/2
k1, k2

�
(1 + 5λ)eık2(−3h/2)

+ {(1 + 8λ) cos(k1(2h)) + 2(1− 4λ)}eık2(h/2)

+ 3λeık2(5h/2)
�
eı(k1x2i+k2y2j−3/2)/4(2λ+ 1)

(2.5.51)

�
PBDJ
λ un/2

�
2i−1, 2j−1

=
X

−N/4≤k1,k2≤N/4−1

Õun/2
k1, k2

�
(1 + 5λ) cos(k1h)eık2(−3h/2)

+ {3λ cos(k1(3h)) + 3(1− λ) cos(k1h)}eık2(h/2)

+ 3λ cos(k1h)eık2(5h/2)
�
eı(k1x2i−1+k2y2j−3/2)/4(2λ+ 1)

(2.5.52)

On décompose la somme intervenant dans (2.5.45) en fonction de la parité de i et j. Il vient

̂PBDJ
λ un/2

k1, k2
=

1

N2

X
1≤i,j≤N/2

� �
PBDJ
λ un/2

�
2i, 2j

e−ı(k1x2i+k2y2j−1/2)

+
�
PBDJλ un/2

�
2i−1, 2j

e−ı(k1x2i−1+k2y2j−1/2)

+
�
PBDJ
λ un/2

�
2i, 2j−1

e−ı(k1x2i+k2y2j−3/2)

+
�
PBDJ
λ un/2

�
2i−1, 2j−1

e−ı(k1x2i−1+k2y2j−3/2)
� (2.5.53)
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Il suffit maintenant de combiner (2.5.53) avec (2.5.49), (2.5.50), (2.5.51) et (2.5.52), pour

obtenir

̂PBDJ
λ un/2

k1, k2
=

1

n2

X
1≤i,j≤n

2

X
−n

4
≤k′1,k′2≤n

4
−1

Õun/2
k′1, k

′
2

�
(1 + 5λ)eık

′
2(3h/2)

+ {(1 + 8λ) cos(k′1(2h)) + 2(1− 4λ)}eık′2(−h/2)

+ 3λeık
′
2(−5h/2)

�
eı
�

(k′1−k1)x2i+(k′2−k2)y2j−1/2

�
/4(2λ+ 1)

+Õun/2
k′1, k

′
2

�
(1 + 5λ) cos(k′1h)eık

′
2(3h/2)

+ {3λ cos(k′1(3h)) + 3(1− λ) cos(k′1h)}eık′2(−h/2)

+ 3λ cos(k′1h)eık
′
2(−5h/2)

�
eı
�

(k′1−k1)x2i−1+(k′2−k2)y2j−1/2

�
/4(2λ+ 1)

+Õun/2
k′1, k

′
2

�
(1 + 5λ)eık

′
2(−3h/2)

+ {(1 + 8λ) cos(k′1(2h)) + 2(1− 4λ)}eık′2(h/2)

+ 3λeık
′
2(5h/2)

�
eı
�

(k′1−k1)x2i+(k′2−k2)y2j−3/2

�
/4(2λ+ 1)

+Õun/2
k′1, k

′
2

�
(1 + 5λ) cos(k′1h)eık

′
2(−3h/2)

+ {3λ cos(k′1(3h)) + 3(1− λ) cos(k′1h)}eık′2(h/2)

+ 3λ cos(k′1h)eık
′
2(5h/2)

�
eı
�

(k′1−k1)x2i−1+(k′2−k2)y2j−3/2

�
/4(2λ+ 1)

(2.5.54)

On remarque que les termes correspondant aux indices (k′1, k
′
2) tels que k′1 6= t(k1) ou k′2 6=

t(k2) sont nuls. Après avoir appliqué ces simplifications, la somme portant sur les indices k′1
et k′2 disparâıt, on a

̂PBDJ
λ un/2

k1, k2
= Õun/2

t(k1), t(k2)

�
σx1σ

y
1β(k1, k2) + σx2σ

y
1α(k1, k2)

+ σx1σ
y
2β(k1, k2) + σx2σ

y
2α(k1, k2)

�
/4(2λ+ 1)n2

(2.5.55)

où on a posé

σx1 =
X

1≤i≤n/2
eı(t(k1)−k1)x2i , (2.5.56)

σx2 =
X

1≤i≤n/2
eı(t(k1)−k1)x2i−1 , (2.5.57)

σy1 =
X

1≤j≤n/2
eı(t(k2)−k2)y2j−1/2 , (2.5.58)

σy2 =
X

1≤j≤n/2
eı(t(k2)−k2)y2j−3/2 , (2.5.59)
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α(k1, k2) =(1 + 5λ) cos(t(k1)h)eıt(k2)(−3h/2)

+ {3λ cos(t(k1)(3h)) + 3(1− λ) cos(t(k1)h)}eıt(k2)(h/2)

+ 3λ cos(t(k1)h)eıt(k2)(5h/2)

(2.5.60)

et

β(k1, k2) =(1 + 5λ)eıt(k2)(−3h/2)

+ {(1 + 8λ) cos(t(k1)(2h)) + 2(1− 4λ)}eıt(k2)(h/2) + 3λeıt(k2)(5h/2).
(2.5.61)

Ensuite, on montre simplement les égalités suivantes :

σx1 =
n

2
,

σx2 =
n

2
eı(t(k1)−k1)(−h),

σy1 =
n

2
eı(t(k2)−k2)(−h/2),

σy2 =
n

2
eı(t(k2)−k2)(−3h/2) =

n

2
eı(t(k2)−k2)(h/2),

(2.5.62)

car (t(k)− k) est toujours multiple de n/2. D’où :

̂PBDJ
λ un/2

k1, k2
=

1

16(2λ+ 1)
Õun/2

t(k1), t(k2)

�
eı(t(k2)−k2)(−h/2)β(k1, k2)

eı
�

(t(k1)−k1)(−h)+(t(k2)−k2)(−h/2)

�
α(k1, k2)

eı(t(k2)−k2)(h/2)β(k1, k2)

eı
�

(t(k1)−k1)(−h)+(t(k2)−k2)(h/2)

�
α(k1, k2)

� (2.5.63)

On note <(z) la partie réelle d’un nombre complexe z, il vient :

̂PBDJ
λ un/2

k1, k2
=

1

16(2λ+ 1)
Õun/2

t(k1), t(k2)

�
2<
�
β(k1, k2)eı(t(k2)−k2)(h/2)

�
+2<

�
α(k1, k2)eı(t(k2)−k2)(h/2)

�
eı(t(k1)−k1)(−h)

� (2.5.64)

On obtient la formule recherchée en posant s(k) = eı(t(k)−k)(−h).

La Figure 2.10 représente le coefficient Cp,0
k1k2

pour k1 et k2 compris entre 0 et n/4− 1. On

constate que le prolongement conserve les basses fréquences. De plus, pour λ = 0, la formule

du prolongement est plus compacte.
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Figure 2.10 – Effet du prolongement sur les coefficients de Fourier (N=1024).

2.5.3.3 Illustration de la séparation des échelles sur un champ analytique.

Nous proposons d’appliquer la séparation des échelles (dans l’espace physique) à un champ

de vitesse u représentant un tourbillon. Les lignes de niveau de la vorticité des grandes échelles

y sont représentées sur la Figure 2.11 lorsque les opérateurs d’interpolation utilisés dans la

décomposition sont RZW et PZW , sur la Figure 2.12 pour RTR et PTR et sur la Figure 2.13

pour RBDJ et PBDJ . Les lignes de niveau de la vorticité du champ de vitesse u de référence

sont des cercles concentriques tracés en noir, celles des grandes échelles sont tracées en gris.

Pour la décomposition qui utilise les opérateursRZW et PZW et celle qui utilise les opérateurs

RBDJ et PBDJ , les lignes de niveaux sont très proches des lignes ne niveau de référence. Pour

les opérateurs RTR et PTR, le résultat est surprenant, les lignes de niveau ne ressemblent

pas à des cercles. On compare le spectre d’énergie de la vitesse de référence u et celui

des grandes échelles. On remarque sur la Figure 2.14 que le spectre des grandes échelles pour

les opérateurs RTR et PTR est proche de celui de la vitesse de référence, la séparation des

échelles n’est pas nette.

2.5.3.4 Illustration de la séparation des échelles sur un écoulement issu d’une

simulation.

Nous avons choisi d’appliquer la séparation des échelles à un champ de vitesse obtenu en

résolvant les équations de Navier-Stokes avec conditions aux limites périodiques. On s’inté-

resse à deux simulations : la première n` = nh = n = 1024 est trop grossière pour représenter

toutes les échelles de l’écoulement, la deuxième n` = nh = n = 2048 est plus fine, elle permet

une bien meilleure résolution de la turbulence. La vorticité du champ de vitesse et celle de
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Figure 2.11 – Lignes de niveau de la vorticité : filtrage des grandes échelles avec les opéra-
teurs RZW et PZW .

Figure 2.12 – Lignes de niveau de la vorticité : filtrage des grandes échelles avec les opéra-
teurs RTR et PTR.
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Figure 2.13 – Lignes de niveau de la vorticité : filtrage des grandes échelles avec les opéra-
teurs RBDJ et PBDJ
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Figure 2.14 – Comparaison des spectres d’énergie. En trait plein noir, celui du champ de
vitesse de référence, en pointillés rouges celui des grandes échelles pour les opérateurs RZW

et PZW , en tirets rouges celui des grandes échelles pour les opérateurs RTR et PTR et en
trait plein rouge celui des grandes échelles pour les opérateurs RBDJ et PBDJ .
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ces grandes (resp. petites) échelles est repésentée sur la Figure 2.15. On trouve également

une comparaison des fonctions spectre d’énergie sur la Figure 2.16. Les opérateurs séparent

efficacement les échelles de l’écoulement.

2.6 Méthodes multiniveaux

2.6.1 Décomposition de la vitesse

Soient n` et nh les entiers correspondant aux nombres de points du maillage respectivement

dans la direction horizontale et verticale, on pose n = (n`, nh). On considère un champ

de vitesse un, à inconnues décalées, défini sur la grille Gn (voir Section 2.2). On souhaite

construire une décomposition de la vitesse en plusieurs niveaux d’échelles. Pour cela, on

définit, à partir des opérateurs de restriction et de prolongement, des nouveaux opérateurs

qui « filtrent » les échelles de la vitesse.

Définition 2.6.1. Soient R et P respectivement opérateur de restriction et de prolongement

sur grilles décalées, on pose :

F i = P(i) ◦ R(i), (2.6.1)

avec

R(i) = Rn/2i−1 ◦ · · · ◦ Rn/2 ◦ Rn, (2.6.2)

et

P(i) = Pn ◦ Pn/2 ◦ . . . ◦ Pn/2i−1

. (2.6.3)

Par convention, F0 désigne l’application identité, notée I.

Remarque 2.6.1. L’opérateur F i agit sur les champs de vitesse, à inconnues décalées,

définis sur la grille Gn :

F i : Gn → Gn

un 7→ F iun.
(2.6.4)

Il consiste à calculer successivement la restriction du champ de vitesse sur la grille Gn/2i et

le prolongement du champ de vitesse restreint sur la grille Gn

Gn → Gn/2i → Gn

un 7→ R(i)un 7→ P(i) ◦ R(i)un = F iun.
(2.6.5)

La Figure 2.17 illustre les étapes de « filtrage » du champ de vitesse. Connaissant le

champ de vitesse un, on voit que le nombre d’opérations nécessaires au calcul du champ

filtré F iun augmente avec i. Nous proposons d’évaluer cette complexité. On suppose que le

nombre d’opérations nécessaires au calcul d’une valeur (Run)i, j (respectivement (Pun)i, j),

est identique pour tout i et j, on note nR (respectivement nP) ce nombre d’opérations. Le

89



CHAPITRE 2. ALGORITHME MULTI-NIVEAUX ET APPLICATIONS

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 2.15 – La colonne de gauche (resp. droite) correspond à une simulation sur une grille
à 20482 points (resp. 10242 points). En haut, (a) et (b), la vorticité du champ de vitesse, au
milieu, (e) et (f), celle des grandes échelles et en bas, (c) et (d), celle des petites échelles.
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2.6. MÉTHODES MULTINIVEAUX

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512

1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

1e-04

1e-03

1e-02

1e-01

1e+00

(a)

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512

1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

1e-04

1e-03

1e-02

1e-01

1e+00

(b)

Figure 2.16 – On a représenté le spectre d’énergie pour une simulation sur une grille à
20482 points (a), 10242 points (b). En trait plein celui de un, en pointillés celui de des petites
échelles, en tirets celui des grandes échelles. La séparation des échelles est ici réalisée avec les
opérateurs RBDJ

α et PBDJ
λ .
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Figure 2.17 – « Filtrage » d’un champ de vitesse.

calcul du champ filtré F (i)un nécessite alors exactement

1

3
n`nh(nR + nP)

�
1− 1

4i

�
(2.6.6)

opérations, ce nombre d’opérations reste donc majoré par

1

3
n`nh(nR + nP). (2.6.7)

On rappelle que la complexité de la résolution du schéma MAC (avec utilisation des trans-

formées de Fourier) est de l’ordre de n2ln(n). Le résultat (2.6.7) montre donc que le champ

de vitesse peut être filtré à chaque itération sans causer une augmentation significative du

temps de calcul de la simulation.

Le champ de vitesse filtré F iun est défini sur la même grille que le champ de vitesse un.

On s’attend à ce que le champ de vitesse filtré contienne essentiellement les modes supportés

par la grille Gn/2i du champ de vitesse de départ, c’est-à-dire les modes k = (k1, k2) tels que

n`/2
i+1 ≤ k1 ≤ n`/2

i+1 − 1

et

nh/2
i+1 ≤ k2 ≤ nh/2

i+1 − 1.

La Figure 2.18 représente le spectre d’énergie du champ de vitesse un et des champs filtrés

F iun, pour i ∈ {1, 2, 3}. Ce procédé est original puisque toutes les opérations se déroulent

dans l’espace physique.

On vient de voir dans la Remarque 2.6.1 comment les filtres F i servent à extraire les

grandes échelles d’un champ de vitesse. On explique maintenant comment on peut définir

plusieurs niveaux d’echelle.
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Figure 2.18 – « Filtrage » d’un champ de vitesse. Le spectre d’énergie d’un champ de
vitesse défini sur une grille à 20482 points est représenté en trait plein, les spectres associés
aux champs filtrés F iun pour i ∈ {1, 2, 3} sont tracés respectivement en tirets, en traits
mixtes et en pointillés.
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Définition 2.6.2. On définit le ième niveau d’échelle du champ de vitesse un par

δiFun =
�
F i−1 −F i

�
un (2.6.8)

Soit nniv le nombre de niveaux de grille que l’on souhaite considérer, on suppose que n`
et nh sont divisibles par 2nniv . Grâce à la Définition 2.6.2, on peut décomposer le champ de

vitesse un sous la forme

un =

 
nnivX
i=1

δiFun

!
+ Fnnivun. (2.6.9)

Dans (2.6.9), on a fait apparâıtre (nniv+1) niveaux d’échelle de un. Dans cette décomposition,

le niveau

δ1
Fun = (I − P ◦ R) un

représente les petites échelles de un et le niveau

Fnnivun = P(nniv) ◦ R(nniv)un

représente les grandes échelles de un.

La Figure 2.19 représente le spectre d’énergie et l’énergie cinétique d’un champ de vitesse

un et des niveaux d’échelles intervenant dans la décomposition (2.6.9) pour nniv = 3. On a

illustré le cas où la turbulence est résolue ((a), (c)) et le cas contraire ((b), (d)).

Sur les Figures 2.19(a) et 2.19(b), on a représenté en trait plein le spectre d’énergie de

un, en tirets celui des grandes échelles F3un, en traits mixtes celui des échelles intermédiaires

δ2
Fu

n et δ3
Fu

n et en pointillés celui des petites échelles δ1
Fu

n. Sur les Figures 2.19(c) et 2.19(d),

on a représenté l’énergie cinétique de chaque niveau d’échelle. A gauche, l’énergie des grandes

échelles, au milieu celle des échelles intermédiaires et à droite celle des petites échelles.

Ces données sont issues de simulations à Re = 500000, au temps t = 10. On a utilisé un

champ de vitesse obtenu sur une grille à 10242 points (sous-résolu) et un champ de vitesse

obtenu sur une grille à 20482 points (quasiment résolu), que l’on a restreint sur la grille 10242.

Il existe vraisemblablement une hiérarchie entre les niveaux d’échelles qui interviennent

dans la décomposition (2.6.9). En effet, ils se distinguent par leur répartition dans l’espace

spectral et par la quantité d’énergie cinétique qu’ils possèdent.

– Si la turbulence est résolue.

Le maillage est suffisamment fin pour représenter toutes les échelles de la turbulence.

On remarque d’ailleurs (voir Figure 2.19(a)) que le spectre de la vitesse se termine par

une zone dissipative (k > kd ≈ 256).

La composante des grandes échelles Fnnivun est principalement constituée de faibles

nombres d’onde (k < 64). Pour ces nombres d’onde, le spectre d’énergie est proche

de celui de un. En conséquence (voir Figure 2.19(c)), cette composante renferme une

grande partie de l’énergie cinétique présente à l’origine dans un.

Au contraire, la composante des petites échelles δ1un est principalement constituée

de nombres d’onde élevés (k > 64). Pour ces nombres d’onde, le spectre d’énergie est

proche de celui de un. En conséquence (voir Figure 2.19(c)), cette composante renferme

une faible partie de l’énergie cinétique présente à l’origine dans un.
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Figure 2.19 – Décomposition des échelles de deux champs de vitesse : (a)-(c) la turbulence est
résolue, (b)-(d) la turbulence n’est pas résolue. On a repésenté pour chaque niveau d’échelle
(nniv = 3), (a)-(b) le spectre d’énergie et (c)-(d) l’énergie cinétique.
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De plus (voir Figure 2.19(c)), on observe que l’énergie cinétique des différents niveaux

d’échelle est ordonné. Plus précisement, les niveaux d’énergie vérifient une relation du

type
Ec(δ

1
Fun)

Ec(δ2
Fun)

≈ Ec(δ
2
Fun)

Ec(δ3
Fun)

. (2.6.10)

– Si la turbulence n’est pas résolue. Le maillage n’est pas assez fin pour repré-

senter toutes les échelles de la turbulence. On remarque (voir Figure 2.19(b)) que le

spectre d’énergie ne présente pas de zone dissipative. Il y a au contraire une accu-

mulation de l’énergie sur les modes élevés (k > 256). Cette accumulation entrâıne

(voir Figure 2.19(d)) une répartition anormale de l’énergie cinétique entre les niveaux

d’échelles : on n’a pas la hiérachie observée dans le cas où la turbulence est résolue.

2.6.2 Coefficients de correction locaux.

Nous présentons dans cette section la construction des coefficients de correction locaux

que nous utilisons pour corrigé la composante des petites échelles de la vitesse. Nous nous

sommes inspirés des travaux [11], effectués dans le cadre spectral.

Estimation de l’énergie des petites échelles : on a observé que lorsque le maillage

est trop grossier pour permettre la résolution de toutes les échelles de la turbulence, la

composante des petites échelles possède une énergie trop importante. A partir de ce constat,

notre idée est de corriger la composante des petites échelles de un, soit δ1un, par un coefficient

de correction local multiplicatif, afin de réguler l’énergie de cette composante. Ce traitement

des petites échelles est appliqué de façon dynamique en temps. On espère ainsi conserver une

décroissance du spectre d’énergie correcte pendant toute la simulation et donc obtenir sur

maillage grossier une simulation numérique proche d’une simulation obtenue sur grille fine.

La loi de Kraichnan prédit que, dans la zone inertielle, le spectre d’énergie décrôıt en

k−3. On suppose que n` = nh = n et que les niveaux d’échelle δiun se situent dans la zone

inertielle du spectre d’énergie de un, pour i ∈ {1, 2, 3}. On peut alors écrire formellement que

l’énergie cinétique du ième niveau d’échelle vérifie

Ec(δ
i
Fun) =

Z n/2i

n/2i+1
C k−3 dk. (2.6.11)

D’où

Ec(δ
i
Fun) =

�
3 C

2 n2

�
4i. (2.6.12)

On en déduit que l’énergie des petites échelles respecte

Ec(δ
1
Fun)

Ec(δ2
Fun)

=
Ec(δ

2
Fun)

Ec(δ3
Fun)

. (2.6.13)

Ce résultat reste vrai, plus généralement, lorsque le spectre d’énergie est de la forme

E(k) = Ckα,
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avec α un paramètre réel quelconque. La relation entre les niveaux d’énergie (2.6.13) est en

accord avec les observations de la Section 2.6.1.

Lorsque le maillage est trop grossier pour représenter toutes les échelles de la turbulence,

on a vu que la composante des petites échelles ne satisfait pas la relation (2.6.13). Pour

ramener la composante des petites échelles à un niveau d’énergie satisfaisant, on a d’abord

pensé à lui appliquer le coefficient multiplicateur suivant

ccor =
1È
r(un)

. (2.6.14)

où

r(un) =
Ec(δ

3
Fun)Ec(δ

1
Fun)

Ec(δ2
Fun)2

. (2.6.15)

Cependant, on sait que l’accumulation de l’énergie sur les petites échelles est très variable

selon le point de l’espace. Elle est quasi inexistente là où l’écoulement est laminaire, et très

présente lorsque deux tourbillons se rencontrent, ou bien dans la zone de décollement de la

couche limite

On a donc choisi d’appliquer une correction de la vitesse qui dépend de sa localisation.

Pour cela, on introduit la notion d’énergie cinétique locale pour un champ de vitesse défini

sur grilles décalées.

Définition 2.6.3. Énergie cinétique locale.

Soit d un entier qui divise n` et nh. Pour p et q entre 1 et d, on définit l’énergie locale

d’un champ un de Gn par :

Ep q(u
n) =

` h

2

�
nhq/dX

j=nh(q−1)/d+1

n`p/dX
i=n`(p−1)/d

a
n`/d
i

�
un
i j

�2

+
n`p/dX

i=n`(p−1)/d+1

nhq/dX
j=nh(q−1)/d

a
nh/d
j

�
vn
i j

�2

�
,

(2.6.16)

où

akm =

(
1/2 si k divise m,

1 sinon.
(2.6.17)

Remarque 2.6.2. On remarque que lorsque d est égal à 1, la quantité E1 1 est l’énergie

cinétique totale de l’écoulement. Dans le cadre de l’algorithme multi-niveaux, le paramètre d

est égal au nombre de points de la grille la plus grossière, c’est-à-dire d = n/2nniv .

La Définition 2.6.3 permet de comparer localement l’énergie cinétique des différentes

échelles de l’écoulement.

Définition 2.6.4. Coefficients de correction locaux.
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Soit cmin un paramètre réel appartenant à l’intervalle (0, 1). Soient p et q entre 1 et d, on

définit les coefficients locaux suivants :

c̄p q =
Ep q(δ

2
Fun)È

Ed
p q(δ

3
Fun)Ed

p q(δ
1
Fun)

. (2.6.18)

Remarque 2.6.3. Afin de contrôler les coefficients de correction, on va appliquer la trans-

formation suivante

cp q = (c̄p q −m)
�1− cmin
M −m

�
+ cmin, (2.6.19)

où m et M sont respectivement le minimum et le maximum de
¦
c̄p q ; 1 ≤ p, q ≤ d

©
. Ainsi,

les coefficients cp q sont compris entre cmin et 1.

Enfin, pour que la correction soit la plus localisée possible, on interpole les d2 coefficients

(cp q)1≤p,q≤d pour obtenir n2 coefficients (ci j)1≤i,j≤n. On utilise pour cela un opérateur d’in-

terpolation linéaire d’ordre deux.

2.6.3 Description de l’algorithme

L’algorithme multi-niveaux est inséré entre le calcul de la vitesse intermédiaire et la phase

de projection sur l’espace à divergence nulle.

On commence par séparer les échelles de la vitesse à l’aide des opérateurs d’interpolation

un =

 
nnivX
i=1

δiFu
n

!
+ Fnnivun. (2.6.20)

On calcule ensuite le rapport r(un), rapport entre les énergie cinétiques totales des niveaux

d’échelles (voir (2.6.15).

Si ce rapport est inférieur à un paramètre rmax donné, alors on ne fait rien. Dans le cas

contraire, on applique un traitement spécifique des petites échelles. L’algorithme de correction

des petites échelles se décompose en six étapes :

1. on calcule l’énergie cinétique locale de chaque niveau d’échelle Ep q(δ
i
Fu

n), i ∈ {1, 2, 3},
par la formule (2.6.16)

2. on en déduit les coefficients de correction locaux c̄p q par la relation (2.6.18)

3. on calcule à partir des coefficients c̄p q, les coefficients cp q qui vérifient cmin ≤ cp q ≤ 1

4. les d2 coefficients cp q sont interpolés pour en obtenir n2, ceci dans le but d’appliquer

une correction plus localisée.

5. on modifie la vitesse intermédiaire en appliquant la correction suivante8<: ui j ← ui j + (ci j − 1)
�
δ1
Fu
�
i j

vi j ← vi j + (ci j − 1)
�
δ1
Fv
�
i j

(2.6.21)

6. enfin, on rétablit la moyenne de la vitesse à zéro. Soient mu et mv les moyennes respec-

tives de u et v, on sustitue ui, j −mu à ui, j et vi, j −mv à vi, j.
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2.7 Résultats numériques

Dans cette partie, nous décrivons et analysons des résultats de simulations numériques

d’écoulements bi-dimensionnels incompressibles et périodiques. Dans un premier temps, des

simulations numériques directes ont été réalisées à différentes résolutions et pour différentes

valeurs de la viscosité. Pour des paramètres physiques donnés, force extérieure et viscosité

cinématique, la résolution minimum nécessaire afin de capter la dynamique de l’essentiel

des échelles de l’écoulement, c’est-à-dire celles qui ont un sens physique (grandes échelles et

zone inertielle), est estimée. L’analyse des résultats est basée sur l’examen de la décroissance

des fonctions spectres d’énergie. Ensuite des simulations multiniveaux sont réalisées sur des

grilles grossières, trop grossières pour que les grandes échelles de l’écoulement puissent être

correctement prédites. Les simulations numériques directes résolues sont considérées comme

solutions de référence. Elles sont utilisées pour générer les conditions initiales des simulations

multiniveaux et comme éléments de comparaison afin de valider les résultats de ces dernières.

2.7.1 Simulations numériques directes

2.7.1.1 La condition initiale

La condition initiale u0 est un champ périodique qui satisfait la contrainte d’incompres-

sibilité. Il est calculé dans l’espace spectral à partir d’une fonction spectre d’énergie donnée

par

E0(k) = C1

�
k

k0

�σ
exp

 
−σ

2

�
k

k0

�2
!

où σ et C1 sont des paramètres réels positifs et k0 est un entier. Nous avons utilisé ici

les valeurs σ = 2 et k0 = 10. La constante C1 est déterminée de telle sorte qu’à l’instant

initial, le taux d’injection d’énergie dû à la force extérieure et le taux de dissipation d’énergie

s’équilibrent.

En supposant une répartition uniforme de l’énergie cinétique sur les couronnes spectrales

Sk définies par (1.1.55), on détermine les modules des coefficients de Fourrier de u0. Leurs

phases sont choisies aléatoirement dans [0, 2π]. La fonction spectre d’énergie E0(k) (voir la

Figure 2.20) décrôıt exponentiellement dès que le nombre d’onde k a dépassé k0. De ce fait

la condition initiale possède peu de petites échelles. Sous l’effet du terme non linéaire, une

partie de l’énergie cinétique contenue dans les échelles correspondant à k ≤ k0 est rapidement

transférée vers les plus grands nombres d’onde. On constate sur la Figure 2.20 qu’après

à peine un temps de retournement des grandes échelles, la décroissance exponentielle est

remplacée par une décroissance en puissance qui est ici de l’ordre de k−5. Une multitude de

petites échelles sont ainsi rapidement générées dans l’écoulement. L’utilisation d’une condition

initiale analytique permet d’initialiser des simulations sur différentes grilles avec le même

champ de vitesse périodique. La Figure 2.21 montre les lignes de niveaux de ω0. L’écoulement

est assez homogène au sens où toutes les structures sont de taille similaire. L’utilisation de

phases aléatoires permet d’obtenir une succession de structures ayant des sens de rotation

alternés.
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Figure 2.20 – Spectres d’énergie de la condition initiale et de la solution obtenue à t = 1,0
pour ν = 3,33× 10−6 sur une grille à 40962 points.

Figure 2.21 – Isovaleurs de la vorticité de la condition initiale. Les valeurs utilisées sont
{−12,−10,−8,−6,−4,−2,−1, 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12}. Les lignes de niveaux représentées avec des
tirets correspondent aux valeurs négatives de ω0.
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2.7.1.2 Les paramètres et les grandeurs caractéristiques

Les simulations numériques directes réalisées correspondent à des viscosités cinématiques

variant de 3,33 × 10−6 à 1,33 × 10−6. D’après les travaux de Kraichnan [50], Leith [52] et

Batchelor [4] qui ont étendu la théorie phénoménologique de la turbulence de Kolmogorov au

cas de la turbulence homogène bi-dimensionnelle, un tel écoulement peut être caractérisé par

une vitesse U =
√
K où K est l’énergie cinétique et par une échelle intégrale (voir Lilly [53])

L définie par

L =
K1/2

γ1/3
,

où

γ =
ν

|Ω|
Z

Ω
|∇ω|2 dx

est le taux de dissipation de l’enstrophie. Associé à cette vitesse et cette échelle caractéris-

tiques, on peut définir le nombre de Reynolds intégral par

ReL =
UL

ν
.

Le temps de retournement des grandes échelles, de l’ordre de l’échelle intégrale, est défini

par tL = L/U . Par analogie avec la théorie de Kolmogorov, la taille des échelles dissipatives,

c’est-à-dire les échelles dont la dynamique est dominée par les termes visqueux, est estimée

par le nombre d’onde kd = 1/η où η est l’échelle de Kolmogorov et est définie, à l’aide d’un

argument dimensionnel, par

η =

�
ν3

γ

�1/6

.

Nous avons reporté dans le Tableau 2.1 ces grandeurs caractéristiques calculées à l’instant

initial t = 0.

ν−1 ReL U η tL
300 000 8,929 105 1,484 0,212× 10−2 1,352
500 000 3,487 106 2,473 0,151× 10−2 1,114
750 000 1,012 107 3,775 0,116× 10−2 1,005

Table 2.1 – Paramètres et grandeurs caractéristiques des conditions initiales des simulations
numériques directes.

2.7.1.3 La force extérieure

La force extérieure f est indépendante de la variable temporelle t et agit seulement sur les

basses fréquences de la vitesse. Sous l’effet des termes non linéaires, l’énergie apportée par f

dans les grandes échelles est transférée vers les petites échelles. Cette force est donnée dans
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l’espace spectral par ses coefficients de Fourier bfk = (cf1k,
cf2k) qui sont définis comme suit :cf1k = cf2k =

(
C2 e

ıθk si |k1|+ |k2| = 10,

0 sinon,
(2.7.1)

où la constante C2 est choisie telle que ||f || = 0,05. Les phases θk forment une suite de

valeurs aléatoires dans l’intervalle [0, 2π]. La Figure 2.22 montre quelques lignes de niveaux

de la vorticité de la force extérieure. Les structures sont de taille plus grande que celles de

la condition initiale. De ce fait, l’injection d’énergie est réalisée sur les plus grandes échelles

qui devraient ainsi se développer au cours du temps dans l’écoulement.

Figure 2.22 – Isovaleurs de la vorticité de la force extérieure. Les valeurs utilisées ici sont
{−0.2,−0.1,−0.05,−0.025,−0.01, 0.01, 0.025, 0.05, 0.1, 0.2}. Les lignes de niveaux représen-
tées avec des tirets correspondent aux valeurs négatives.

2.7.1.4 Convergence en fonction de la taille du maillage

Pour les viscosités ν = 3,33× 10−6 et 2,0× 10−6, des simulations numériques directes ont

été réalisées sur des maillages de 10242, 20482 et 40962 points. A ces résolutions, le pas de

temps, choisi de manière à satisfaire la condition de stabilité de type CFL, vaut respectivement

2,5×10−4, 10−4 et 5×10−4. Les coûts en terme de temps CPU sont respectivement de 1,3, 8 et

32 secondes par itération temporelle. Ces simulations directes ont été menées sur l’intervalle

de temps adimensionnel [0, 20]. Sur un maillage à 40962 points, une simulation complète

102
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nécessite donc 355 heures. Une version parallèle à communications implicites (Openmp) a

été utilisée.

L’observation des spectres d’énergie permet de vérifier si la résolution est suffisante. En

effet, si le maillage est trop grossier, de telle sorte que les plus petites échelles ayant un sens

physique ne sont pas représentables, une accumulation d’énergie dans les nombres d’ondes les

plus élevés apparâıt. En conséquence, les grandes échelles ne sont plus correctement appro-

chées. Par effet de transfert inverse, de l’énergie est enlevée dans les échelles de taille moyenne.

La décroissance du spectre d’énergie en loi puissance prédite par la théorie phénoménologique

de la turbulence n’est plus respectée. Dans le pire des cas, c’est-à-dire à résolution très gros-

sière, le spectre d’énergie crôıt sur les plus grands nombres d’onde et en amont un creux

apparâıt dans la zone inertielle.

La Figure 2.23 représente les spectres d’énergie à t = 20 des solutions obtenues sur les

différents maillages pour ν = 3,33 × 10−6. Dès l’utilisation de 20482 points, la distribu-

tion d’énergie est correctement approchée, même sur les plus petites échelles pour lesquelles

une décroissance exponentielle est observée. Pour 10242 inconnues, une légère accumulation

d’énergie est visible sur les plus grands nombres d’onde. Elle est de faible importance et ne

semble pas nuire à l’approximation des petites échelles. A t = 20, le nombre d’onde kd est de

l’ordre de 650 indiquant qu’une grille à 13002 points est nécessaire pour capter les échelles

dissipatives, dites de Komogorov. Cette valeur est en accord avec l’analayse des spectres

d’énergie.

Pour ν = 2 × 10−6, ce phénomène s’amplifie à cette résolution (voir la Figure 2.24).

Les échelles correspondant à k ∈ [100, 512], ce qui représente 80% des nombres d’onde, sont

contaminées par le manque de résolution. Cette résolution est dans ce cas insuffisante. Par

contre, avec 20482 inconnues, l’écoulement est correctement résolu. Cette observation est en

accord avec la valeur de kd obtenue en fin de simulation, c’est-à-dire 900, sur le maillage le

plus fin.

Au temps final t = 20 les spectres d’énergie, pour k ∈ [30, 200], exhibent une décroissance

en loi puissance de la forme k−3,5 (voir la Figure 2.25). Cette décroissance est plus rapide que

la valeur k−3 prévue par la théorie phénoménologique de la turbulence bi-dimensionnelle. Par

contre, au temps intermédiaire t = 10 (voir la Figure 2.26) la décroissance en k−3 du spectre

est bien retrouvée. Pour t ≤ 10, l’essentiel de l’énergie est contenu dans les échelles de nombre

d’onde k ∈ [5, 10] en raison de la condition initiale dont le pic d’énergie est au voisinage de

k = 10. Le transfert inverse d’énergie, caractéristique de la turbulence bi-dimensionnelle,

injecte de l’énergie dans les modes k ' 1 qui deviennent dominant au cours du temps. C’est

lorsque ce régime est atteint que la décroissance en k−3,5 est observée. Pour visualiser l’impact

de ce changement de pente sur l’écoulement nous avons représenté sur les Figures 2.27 et 2.28

la vorticité pour les solutions obtenues avec ν = 3,33 × 10−6 aux temps respectifs t = 10 et

t = 20. On observe effectivement à t = 10 une présence plus importante de petites échelles :

l’écoulement est plus complexe qu’à t = 20. La même observation est faite pour ν = 2,0×10−6

en examinant les Figures 2.29 et 2.30.

Pour ν = 1,33×10−6, un maillage de 81922 points a été utilisé afin d’assurer une résolution

correcte de la plupart des échelles physiques de l’écoulement (voir la Figure 2.31). Une dé-

croissance en k−3 du spectre d’énergie est retrouvée pour k ∈ [10, 500] suivi d’une décroissance
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exponentielle pour les plus grands nombres d’onde. La représentation de la vorticité (voir la

Figure 2.32) confirme que l’analyse basée sur le spectre d’énergie : le gradient de la vitesse est

correctement approché sur cette grille. L’écoulement est plus complexe, c’est-à-dire avec plus

d’échelles et des échelles de plus petites tailles que pour les autres valeurs, plus grandes, de

la viscosité. Pour ce nombre d’inconnues, la simulation a été réalisée sur la machine scalaire

IBM Regatta Power 6 de l’IDRIS (CNRS, Orsay) en utilisant jusqu’à 10 threads simultanés.

Le coût calcul en équivalent monoprocesseur pour cette simulation menée sur l’intervalle de

temps [0, 5] est de l’ordre de 9 500 heures CPU. Bien que bi-dimensionnelle, une telle simu-

lation dans ces coûts CPU et mémoire est similaire à une simulation tri-dimensionnelle.
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Figure 2.23 – Spectre d’énergie de la vitesse u à t = 20 pour ν = 3,33 × 10−6 et n =
1024, 2048 et 4096.

ν−1 ReL U η tL
300 000 2,873 105 1,484 0,120× 10−2 1,436
500 000 1,068 106 2,467 0,837× 10−3 0,350
750 000 1,855 106 3,663 0,496× 10−4 0,184

Table 2.2 – Paramètres et grandeurs caractéristiques des conditions initiales des simulations
multi-niveaux.
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Figure 2.24 – Spectre d’énergie de la vitesse u à t = 20 pour ν = 2,0×10−6 et n = 1024, 2048
et 4096.

1 10 10010
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

Figure 2.25 – Représentation de k3,5E(k) à t = 20 pour ν = 3,33 × 10−6 (ligne pleine) et
ν = 2,0× 10−6 (tiret). La résolution est de 40962 points.
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Figure 2.26 – Spectre d’énergie (trait plein) et k3E(k) (tiret) à t = 10 pour ν = 3,33×10−6.
La résolution est de 40962 points.

Figure 2.27 – Vorticité à t = 10 pour ν = 3,33× 10−6 calculée sur une grille à 40962 points.
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Figure 2.28 – Vorticité à t = 20 pour ν = 3,33× 10−6 calculée sur une grille à 40962 points.

Figure 2.29 – Vorticité à t = 10 pour ν = 2,0× 10−6 calculée sur une grille à 40962 points.
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Figure 2.30 – Vorticité à t = 20 pour ν = 2,0× 10−6 calculée sur une grille à 40962 points.
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Figure 2.31 – Spectre d’énergie (trait plein) et k3E(k) (tiret) à t = 5 pour ν = 1,33× 10−6

et n = 8192.
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Figure 2.32 – Vorticité à t = 5 pour ν = 1,33× 10−6 calculée sur une grille à 81922 points.

2.7.2 Les solutions multi-niveaux.

Nous avons choisi d’appliquer la méthode multi-niveaux pour la simulation d’un écoule-

ment périodique à nombre de Reynolds Re = 300 000. Dans la Section 2.7.1, la convergence

en grille de cet écoulement a été étudiée. Nous avons constaté que la simulation directe sur la

grille à 40962 points est suffisamment fine pour reproduire toutes les échelles de la turbulence :

elle sera notre simulation de référence. En revanche, la simulation directe sur la grille à 2562

points est trop grossière, on remarque une accumulation d’énergie importante sur les petites

échelles (voir Figure 2.33(a)). L’évolution du rapport r(u), défini par (2.6.15), pour la simu-

lation directe sur la grille à 2562 points est représenté sur la Figure 2.33(b). On remarque une

augmentation importante de cette quantité, ceci traduit une répartition anormale de l’énergie

entre les différentes échelles. Nous appliquons la méthode multi-niveaux sur la grille à 2562

points, afin de corriger cette accumulation d’énergie. Les résultats obtenus seront comparés à

la simulation sur grille fine. La solution de référence est calculée jusqu’à t = 20. Les solutions

multi-niveaux et la solution directe sont calculées à partir de t = 10 et jusqu’à t = 20. Elles

sont initialisées avec la restriction sur la grille à 2562 points du champ de vitesse obtenu

avec la simulation de référence au temps t = 10. On utilise pour cela l’opérateur RBDJ
α , qui

conserve la contrainte d’incompressibilité de l’écoulement et qui est d’ordre deux.

Une première solution multi-niveaux : les paramètres de l’algorithme multi-niveaux

sont ici

rmax = 1 et cmin = 0,
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Figure 2.33 – (a) Spectre d’énergie associé à la simulation directe sur une grille à 40962

points (trait plein), à 2562 points (en tirets), au temps t = 20. (b) Evolution du rapport r(u)
pour la simulation directe sur une grille à 2562 points.
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ce sont les choix les plus naturels. En effet, rmax = 1 signifie que l’on impose r(u) ≤ 1 pendant

toute la simulation multi-niveaux. La constante 1 provient des observations faites à propos de

la répartition de l’énergie entre les échelles, dans le contexte de la décomposition spectrale.

Le choix du paramètre cmin = 0 entrâıne que les coefficients de correction locale sont compris

entre 0 et 1. Lorsqu’un coefficient ci, j vaut 0 la correction consiste à supprimer entièrement

la composante des petites échelles

ui, j ← ui j −
�
δ1
Fu
�
i j
,

lorsqu’il vaut 1 il n’y a pas de modification de la vitesse

ui, j ← ui j.

On a représenté sur la Figure 2.34 l’évolution de l’énergie contenue dans les petites echelles

δ1
Fu. On constate que la correction des petites échelles a été appliquée seulement quatre fois

durant toute la simulation. La diminution de l’énergie des petites échelles est radicale, on

enlève environ 40% de leur énergie à chaque correction. Nous souhaitons que la correction

soit appliquée dynamiquement en temps, donc de manière plus fréquente. Nous proposons

pour cela une autre simulation multi-niveaux où la correction des petites échelles est moins

radicale.
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Figure 2.34 – Evolution de l’énergie contenue dans les petites echelles δ1
Fu, les paramètres

de l’algorithme multi-niveaux sont rmax = 1 et cmin = 0.

Une seconde solution multi-niveaux : les paramètres de l’algorithme multi-niveaux

sont ici

rmax = 1 et cmin = 0.99.
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L’évolution du rapport r(u) pour la simulation multi-niveaux est représentée sur la Fi-

gure 2.35(b). On voit que la correction de petites échelles est appliquée dès que ce rapport

devient supérieur au seuil 1. La correction est assez fréquente, environ toutes les 10 itérations.

Elle est aussi beaucoup moins radicale que dans le cas cmin = 0, on enlève ici environ 0.5% de

l’énergie des petites échelles. Le choix cmin = 0.99 répond donc à nos attentes : une correction

moins brutale et plus fréquente. L’accumulation d’énergie sur les petites échelles lors de la

simulation directe sur la grille à 2562 points (voir Figure 2.33(a)) est contrôlée. La pente

du spectre d’énergie de la simulation multi-niveaux (voir Figure 2.35(a)) est proche de celle

de la simulation de référence. On remarque cependant que ce spectre est situé largement en

dessous du spectre de référence. Nous pensons que le choix rmax = 1 conduit à une contrainte

trop forte sur la quantité d’énergie contenue dans les petites échelles, celle-ci se traduit par

une dissipation de l’énergie abusive. Le rapport rmax = 1 correspond à un spectre d’énergie

correct et aussi à une séparation des échelles idéale : la séparation dans l’espace spectrale.

Or la séparation des échelles dans l’espace physique que nous proposons ne sépare pas les

échelles de façon idéale. Une simulation multi-niveaux avec un paramètre rmax plus grand va

permettre de relaxer la contrainte sur la quantité d’énergie contenue dans les petites échelles.

Une troisième solution multi-niveaux : les paramètres de l’algorithme multi-niveaux

sont ici

rmax = 1.2 et cmin = 0.99.

L’accumulation d’énergie sur les petites échelles lors de la simulation directe sur la grille à 2562

points (voir Figure 2.33(a)) est mâıtrisée. La pente du spectre d’énergie de la simulation multi-

niveaux (voir Figure 2.36) est proche de celle de la simulation de référence. La grande partie du

spectre est situé en dessous du spectre de référence, mais il est plus proche que le spectre de la

simulation multi-niveau avec le paramètre rmax = 1. On a relaxé la contrainte sur la quantité

d’énergie des petites échelles. Les observations sur le spectre d’énergie se confirment lorsqu’on

regarde l’écoulement dans l’espace physique. La vorticité associée à la vitesse du fluide est

représentée sur la Figure 2.37. La ressemblance des structures tourbillonaires de la solution

multi-niveaux (voir Figure 2.37(c)) et de la solution de référence (voir Figure 2.37(a)) est forte.

La solution obtenue par simulation directe sur la grille à 2562 points (voir Figure 2.37(a))

comporte trop de petites structures. Ces structures sont présentes dans tout le domaine, elles

parasitent la dynamique des grandes échelles.

2.8 Opérateurs d’interpolation et conditions aux limi-

tes de Dirichlet

On se place dans le cadre des conditions aux limites de Dirichlet, sur un domaine rectan-

gulaire. Le schéma d’interpolation de l’opérateur de restriction RBDJ
α (resp. de l’opérateur

de prolongement PBDJ
λ ) ne permet pas d’étendre (resp. de restreindre) un champ de vitesse

à inconnues décalées à proximité du bord du domaine. En effet, ces opérateurs nécessitent

pour cela des valeurs du champ de vitesse situées à l’extérieur du domaine.
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Figure 2.35 – (a) Spectre d’énergie associé à la simulation directe sur une grille à 40962

points (trait plein), simulation multi-niveaux sur grille à 2562 points (en tirets), au temps
t = 20. Les paramètres de la simulations multi-niveaux sont rmax = 1 et cmin = 0.99. (b)
Evolution du rapport r(u) pour la simulation multi-niveaux, aux premiers instants de la
simulation 10 ≤ t ≤ 10.5.
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Figure 2.36 – Spectre d’énergie associé à la simulation directe sur une grille à 40962 points
(trait plein), simulation multi-niveaux sur grille à 2562 points (en tirets), au temps t = 20.
Les paramètres de la simulations multi-niveaux sont rmax = 1.2 et cmin = 0.99.

Nous proposons dans la Section 2.8.1 une extension du champ de vitesse sur de nouvelles

mailles disposées autour du domaine. Sur ces nouvelles mailles, la vitesse est définie de façon

consistante avec les inconnues définies à l’intérieur du domaine et la contrainte d’incompres-

sibilité est vérifiée.

Nous discutons ensuite dans la Section 2.8.2 de l’interpolation de la vitesse sur le bord

du domaine, deux approches sont proposées. Dans la première approche, la vitesse restreinte

(ou prolongée) vérifie la contrainte d’incompressibilité sur tout le domaine, en contrepartie

on introduit sur le bord une erreur par rapport à la condition aux limites. Dans la seconde

approche, la vitesse restreinte (ou prolongée) ne vérifie pas la contrainte d’incompressibilité

sur certaines mailles proches du bord, en revanche la condition aux limites est préservée.

2.8.1 Extension du champ de vitesse sur les mailles fictives.

On considère un champ de vitesse discret à inconnues décalées (u, v) avec

u = {ui, j, 0 ≤ i ≤ n`, 1 ≤ j ≤ nh}

et

v = {vi, j, 1 ≤ i ≤ n`, 0 ≤ j ≤ nh} .
La vitesse sur le bord du domaine est connue. On souhaite étendre le champ de vitesse (u, v)

sur les mailles K0, j et Kn`+1, j, pour 1 ≤ j ≤ nh et Ki, 0 et Ki, nh+1, pour 1 ≤ i ≤ n`, qui sont

situées à l’extérieur du domaine, ces mailles sont appelées mailles fictives. Sur la Figure 2.38,

la maille fictive K0, j est représentée en pointillés, on a également matérialisé le bord gauche
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(a) (b)

(c)

Figure 2.37 – Comparaison du champ de vorticité à t = 20 : (a) simulation de référence,
(b) simulation directe sur grille à 2562 points, (c) simulation multi-niveaux sur cette même
grille. Les paramètres de la simulations multi-niveaux sont : rmax = 1.2 et cmin = 0.99.
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du domaine et les mailles K1, j+1, K1, j et K1, j−1, situées à l’intérieur du domaine. Nous

introduisons les nouvelles valeurs de la vitesse u−1, j et v0, j, situées à l’extérieur du domaine,

de manière consistante avec les valeurs de la vitesse à l’intérieur du domaine. La vitesse sur

le bord étant connue, on définit v0, j par

∂Ω

u1, ju0, ju−1, j

v1, jv0, j

v1, j−1v0, j−1

Figure 2.38 – Extension de la vitesse sur les mailles fictives.

v0, j = 2v(0, yj)− v1, j, (2.8.1)

pour j entre 0 et nh. On calcule v0, j−1 de façon analogue, il reste à définir u−1, j. Nous

proposons de déduire cette valeur de la contrainte d’incompressibilité

Dn (un)0, j = 0,

que nous souhaitons imposer. On obtient la formule suivante

u−1, j = u0, j +
`

h
(v0, j − v0, j−1) .

Avec la relation (2.8.1), on obtient

u−1, j = u0, j +
2`

h
(v(0, yj)− v(0, yj−1))− `

h
(v1, j − v1, j−1) .

La contrainte d’incompressibilité sur la maille K1, j permet de simplifier cette expression, il

vient

u−1, j = u1, j +
2`

h
(v(0, yj)− v(0, yj−1)) . (2.8.2)
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2.8.2 Restriction et prolongement de la vitesse sur le bord.

L’extension de la vitesse sur les mailles fictives, par (2.8.1) et (2.8.2), permet la restriction

et le prolongement d’un champ de vitesse par simple application des opérateurs RBDJ
α et

PBDJ
λ . Les formules d’interpolation des opérateurs près du bord sont identiques aux formules

utilisées à l’intérieur du domaine.

Pour que la divergence discrète du champ restreint (resp. prolongé) soit nulle sur les mailles

situées en bord de domaine, c’est-à-dire sur les mailles K1, j et Kn`, j, pour 1 ≤ j ≤ nh et Ki, 1

et Ki, nh
, pour 1 ≤ i ≤ n`, il est nécessaire de restreindre (resp. prolonger) la composante

normale de la vitesse sur le bord du domaine. Prenons le cas de l’opérateur de restriction, les

inconnues qui interviennent dans le schéma d’interpolation de
�
RBDJ
α un

�
0, j

sont représentées

sur la Figure 2.39. La valeur
�
RBDJ
α un

�
0, j

est définie par

∂Ω
mailles fictives

(Ru)0, j

u0, 2j+1

u−1, 2j u0, 2j u1, 2j

u−1, 2j−1 u0, 2j−1 u1, 2j−1

u0, 2j−2

Figure 2.39 – Interpolation de la vitesse sur le bord.�
RBDJ
α un

�
0, j

=
�
un
−1, 2j + un

−1, 2j−1 + un
0, 2j+1 + αun

0, 2j

+ αun
0, 2j−1 + un

0, 2j−1 + un
1, 2j + un

1, 2j−1

�
/(6 + 2α),

(2.8.3)

c’est une combinaison linéaire qui fait intervenir des inconnues situées à l’intérieur du domaine

(un
1, 2j et un

1, 2j−1), la vitesse sur le bord du domaine (un
0, 2j+1, un

0, 2j, u
n
0, 2j−1 et un

0, 2j−1), et aussi

la vitesse sur les mailles fictives (un
−1, 2j et un

−1, 2j−1). En approchant la vitesse de cette manière,

on introduit sur le bord une erreur du second ordre par rapport à la condition aux limites.
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Au lieu d’interpoler la vitesse sur le bord du domaine en appliquant la relation (2.8.3),

on peut obtenir la vitesse sur le bord en utilisant directement la condition aux limites qui est

une donnée du problème. On définit alors la valeur
�
RBDJ
α un

�
0, j

par :�
RBDJ
α un

�
0, j

= u(0, y2j−1). (2.8.4)

On gagne alors en précision sur le bord, en contrepartie, la divergence discrète du champ de

vitesse restreint (ou prolongé) est non nulle sur les mailles situées en bord de domaine.

Pour résumer, on a proposé deux méthodes pour calculer la restriction et le prolongement

d’un champ de vitesse dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet. Ces méthodes ont

chacune un avantage et un inconvéniant. L’avantage de la première méthode (voir 2.8.3) est de

conserver la contrainte d’incompressibilité sur le domaine entier, son défaut est d’introduire

sur le bord du domaine une erreur par rapport à la condition aux limites. L’avantage de la

deuxième méthode (voir 2.8.4) est de préserver la condition aux limites, son défaut est la

perte de la contrainte d’incompressibilité sur les mailles à proximité du bord du domaine.

Afin de capter correctement la couche limite, nous souhaitons privilégier la précision

du schéma au voisinage du bord. Nous préférons donc la technique qui consiste à utiliser

directement la condition aux limites pour définir les inconnues de la vitesse restreinte (ou

prolongée) situées sur le bord, car elle a l’avantage de ne pas introduire d’erreur sur le

bord. Avec cette technique, la conservation de la contrainte d’incompressibilité sur certaines

mailles proches du bord n’est plus assurée. On remarque toutefois que, lors de la correction

des petites échelles, la contrainte d’incompressibilité du champ de vitesse n’est pas conservée,

cette correction étant locale.

2.8.3 Application à la simulation de la cavité entrâınée.

La cavité entrâınée est un problème modèle pour la simulation numérique des écoulements

incompressibles turbulents. Le domaine d’étude est une cavité rectangulaire

Ω = (0, 1)2,

remplie de fluide. On impose au sommet de la cavité une vitesse d’entrâınement horizontale

et uniforme

u = (1, 0), si y = 1.

Sur les autres bords, on impose une condition de non-glissement

u = 0, si x ∈ {0, 1} ou y = 0.

La viscosité du fluide vaut 10−5, le nombre de Reynolds est égal à 100 000. A ce nombre de

Reynolds, l’écoulement est instationnaire et on observe sur chaque paroi le développement

d’une couche limite très fine (voir Figure 2.8.3). On a effectué cinq simulations numériques

directes, les grilles considérées comptent respectivement 40962, 20482, 10242, 5122 et 2562

points. L’algorithme multi-niveaux a été appliqué à la simulation sur la grille à 2562 points.
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La simulation de référence est obtenue sur la grille uniforme qui contient 4096 points dans

chaque direction. Pour satifaire la condition de stabilité, le pas de temps δt vaut 5.0 10−5.

La solution est calculée jusqu’à l’instant t = 4, elle a nécessité pour cela 80 000 itérations.

Le temps d’exécution par itération du code de simulation de la cavité est du même ordre que

celui d’une simulation d’écoulement périodique sur la même grille.

Les niveaux d’échelles du champ de vitesse sont calculés selon la décomposition (2.6.9).

Le nombre de niveaux de grille introduits lors de cette décomposition est de 4 = nniv pour les

simulations sur grille à 2562 points (simulation directe et simulation avec algorithme multi-

niveaux), 5 lorsque la grille compte 5122 points, 6 lorsque la grille compte 10242 points, 7

lorsque la grille compte 20482 points et 8 lorsque la grille compte 40962 points. Ainsi, dans

tous les cas, le niveau de grille le plus grossier comprend 162 points. Pour chaque simulation

(voir légende), on a représenté sur la Figure 2.41 l’énergie associé aux niveaux d’échelle

intervenant dans la décomposition (2.6.9). Sur ce graphique, l’énergie des grandes échelles

correspond au niveau 1 et celle des petites échelles correspond au niveau le plus à droite (pas

forcément la plus faible quantité d’énergie).

Il semble qu’il existe une hiérarchisation entre les niveaux d’échelle, plus ou moins nette

selon le maillage utilisé pour la simulation. On observe que les niveaux d’énergie cöıncident

avec ceux de la simulation de référence, sauf en ce qui concerne l’énergie des petites échelles.

Soit uc une solution obtenue sur une grille grossière Gc et uf la solution de référence obte-

nue sur grille fine. On note zc = δ1
Fuc les petites échelles de uc. On remarque que, plus le

pas d’espace de la grille Gc est grand, plus la différence entre l’énergie des petites échelles

zc et l’énergie du niveau d’échelle δiFuf correspondant à zc est grande. Cette augmentation

est principalement due à l’accumulation de l’énergie sur les modes les plus élevés supportés

par le maillage (phénomène déjà observé dans le cas de conditions aux limites périodiques).

L’algorithme multi-niveau est justement conçu pour contrôler l’énergie contenu dans les pe-

tites échelles. On voit que l’énergie des petites échelles pour la simulation avec algorithme

multi-niveaux est nettement inférieure à celle de la simulation numérique sans algorithme

multi-niveaux. On s’intéresse essentiellement à la dynamique du fluide dans le sous-domaine

(1
2
, 1) × (0, 1

2
) de Ω. La vorticité de la vitesse ω, au temps t = 4, est représentée sur la

Figure 2.42(a) pour la simulation sur la grille à 10242 points, sur la Figure 2.42(b) pour la si-

mulation sur la grille à 2562 points et sur la Figure 2.42(c) pour la simulation avec algorithme

multi-niveaux sur la grille à 2562 points. On voit que la couche limite qui se développe sur

le côté droit du domaine se décolle de la paroi aux environs de y = 0.45 pour la simulation

fine, vers y = 0.43 pour la simulation avec algorithme multi-niveaux et aux alentours de

y = 0.36 pour la simulation directe sur la grille à 2562 points. L’accumulation de l’énergie

au niveau des petites échelles de l’écoulement empêche le décollement de la couche limite

(voir 2.42(b)), la correction des petites échelles, généralisée au cas des conditions aux limites

de Dirichlet, permet un développement correct de celle-ci(voir Figure 2.42(c)). Ces résultat

sont assez satisfaisants, ils montrent que la correction des petites échelles améliore significati-

vement le décollement de la couche limite, lorsque le maillage est grossier. Ainsi, l’algorithme

multi-niveaux, développé dans le cadre spectral, est applicable dans le contexte des conditions

aux limites de Dirichlet. En revanche, il est clair qu’on ne peut pas espérer reproduire sur

un maillage grossier les phénomènes les plus fins qui se produisent à l’intérieur de la couche
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limite. Seule une simulation sur grille fine permet de capter ces phénomènes.
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profil de u, x=0.5
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Figure 2.40 – Profil de la vitesse dans la cavité à l’instant t = 4.
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Figure 2.41 – Energie des niveaux d’échelle pour chaque simulation.

120
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(a) (b)

(c)

Figure 2.42 – La viscosité du fluide vaut 10−5, on a représenté la vorticité du champ de
vitesse, au temps t = 4, de la solution numérique directe obtenue sur une grille à 10242 points
(a), 2562 points (b) et de la solution multi-niveaux sur une grille à 2562 points (c).
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Chapitre 3

Nouveau schéma pour la simulation

d’écoulements autour d’obstacles
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CHAPITRE 3. NOUVEAU SCHÉMA POUR LA SIMULATION D’ÉCOULEMENTS AUTOUR D’OBSTACLES

3.1 Description du problème

On considère l’écoulement bi-dimensionnel, supposé incompressible, d’un fluide newtonien

et homogène. À l’instant initial, le fluide se déplace uniformément selon une vitesse horizontale

(u∞, 0), quand un obstacle de forme quelconque (décrit par une courbe fermée) est placé dans

l’écoulement. On s’intéresse à la dynamique du fluide au voisinage de l’obstacle.

3.1.1 Le domaine d’étude

Alors que le phénomène physique que nous souhaitons modéliser se déroule dans un do-

maine aux dimensions infinies, l’étude numérique que nous présentons nécessite un domaine

aux dimensions finies. Le domaine de calcul doit être assez grand, afin de minimiser l’effet

des conditions aux limites sur le développement de la solution. De plus, on remarque que

lorsque la finesse du maillage est conservée, la taille du domaine est directement reliée au

nombre d’inconnues, c’est à dire au temps de calcul. Il faut donc trouver un compromis entre

l’influence du bord et le coût de calcul. Nous choisissons un domaine de calcul rectangulaire,

noté Ω, défini par :

Ω = [−Xu, Xd]× [−A,A].

Sa longueur est égale à L = Xu +Xd et sa hauteur est égale à H = 2A (voir Figure 3.1). On

O−R R−Xu Xd

A
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x

y

IN
L
E

T
:
u
n
if
or

m
p
ro

fi
le

.

O
U

T
L
E

T
:
co

nv
ec

ti
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.

SIDES : impermeable, free-slip boundary.

OBSTACLE : impermeable, no-slip boundary.

Figure 3.1 – Domaine de calcul.

positionne le centre de gravité de l’obstacle à l’origine (0, 0). Le diamètre de l’obstacle, noté

D, est normalisé à 1, son rayon est R = D/2. Jusqu’à présent, les auteurs d’articles au sujet

de l’écoulement autour d’un obstacle ne semblent pas s’accorder sur une taille du domaine

idéale. En effet, le tableau 3.2 montre à quel point les dimensions des domaines utilisés sont

variables.
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auteur Xu Xd A
Kirkpatrick [46] 20 40 20

Ye [81], Chung [23] 15 15 15
Botella [7] 8 15 8

Figure 3.2 – Quelques dimensions de domaines utilisés pour un écoulement à nombre de
Reynolds Re = 40.

3.1.2 Le nombre de Reynolds

Selon la valeur du nombre de Reynolds, on distingue plusieurs régimes de sillage. Ces

propos sont illustés par la Figure 3.1.2).

– Re < 1 : les forces de viscosité sont dominantes, le fluide épouse parfaitement les

contours de l’obstacle (Figures 3.3(a)). Dans ce cas, on peut approcher les équations

de Navier-Stokes par les équations de Oseen, plus simples. Ces équations ont été beau-

coup étudiée au début du vingtième siècle, à cet époque on cherchait des solutions

analytiques. On trouve plus de détails dans le livre [3].

– 1 < Re < 50 : l’écoulement s’organise de façon stable autour de l’obstacle, on remarque

la présence de deux zones de recirculation à l’arrière de l’obstacle (Figure 3.3(b)).

– 50 < Re < 5 000 : alors que les forces de viscosité tendent à stabiliser les mouvements du

fluide en amortissant les perturbations, les forces d’inertie ont un effet déstabilisateur.

Ainsi, on observe que lorsque le nombre de Reynolds est supérieur à 50, la stabilité du

régime stationnaire n’est plus assurée. On assiste alors à une transition de régime. Dans

ce cas, le sillage fait apparâıtre l’émission alternée de tourbillons (Figure 3.3(c)) : c’est

l’allée tourbillonnaire de Von Karman.

– 5 000 < Re < 300 000 : la couche limite autour du cylindre reste laminaire du côté

amont et devient turbulente à partir d’un point de décollement, situé a un angle de

l’ordre de 80◦. Il existe alors un large sillage turbulent (Figure 3.3(d)). C’est le régime

subcritique.

– Au-delà du nombre de Reynolds critique Rec ≈ 300 000, le décollement s’effectue plus

en aval (Figure 3.3(e)), le sillage est plus étroit et la force de trâınée chute brutalement

(phénomène de crise de trâınée). C’est le régime supercritique.

3.1.3 L’obstacle

L’obstacle est délimité par une courbe fermée Γ comprise dans Ω. Comme le montre la

Figure 3.4, on définit ΩS comme l’ensemble délimité par la frontière Γ et l’ensemble ΩF

comme le complémentaire de ΩS ∪ Γ dans Ω. Le domaine Ω se décompose en

Ω = ΩS ∪ ΩF ∪ Γ.

L’ensemble ΩS (resp. ΩF ) est appelé partie solide (resp. partie fluide). Pour prendre en compte

l’obstacle, on définit la distance algébrique à la courbe Γ. C’est une fonction définie sur Ω à
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(a) (b)

(c)

(d) (e)

Figure 3.3 – Différents types de sillage : (a) écoulement dit « rampant », (b) deux zones
de recirculation, (c) allée tourbillonnaire de Von Karman, (d) couche limite laminaire, sillage
turbulent large, (e) couche limite turbulente, sillage turbulent étroit.

ΩF

ΩS
Γ

Figure 3.4 – Ecoulement autour d’un obstacle : décompostion du domaine d’étude.
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valeurs réelles qui associe à tout point (x, y) ∈ Ω, la distance algébrique de (x, y) à Γ. Par

convention, on suppose que la distance algébrique est négative à l’intérieur de ΩF , on a donc

d : Ω→ R
(x, y) 7→ d(x, y)

(3.1.1)

avec

Γ = {d = 0}
ΩF = {d < 0}
ΩS = {d > 0}

(3.1.2)

3.2 Le placement des inconnues

Le domaine Ω est discrétisé à l’aide d’un maillage cartésien.

3.2.1 Le maillage

Soit {xi, 0 ≤ i ≤ n`} une subdivision de l’intervalle [−Xu, Xd] et {yj, 0 ≤ j ≤ nh} une

subdivision de l’intervalle [−A,A]. Le domaine Ω est discrétisé à l’aide du maillage cartésien

G = {(xi, yj), 0 ≤ i ≤ n`, 0 ≤ j ≤ nh} .

La subdivision (yj)j=1,...,nh
est uniforme, de pas h = 2A/nh, cela permet d’appliquer une

transformée de Fourier discrète dans la direction verticale. Cette transformation est à la

base de la méthode de résolution des systèmes linéaires que nous utilisons. Dans la direction

horizontale, le maillage est uniforme dans un voisinage de l’obstacle (pour x ∈ [−D,D] par

exemple). Dans cette région le pas d’espace est identique dans les deux directions. De façon

générale, la subdivision (xi)i=0,...,n`
est l’image d’une subdivision uniforme (xunii )i=0,...,n`

par

une application régulière ϕ

xi = ϕ(xunii ). (3.2.1)

On note `i = xi − xi−1 le pas d’espace dans la direction horizontale. On a représenté sur la

Figure 3.5 un exemple de pas d’espace `i en fonction de la position x ∈ [−Xu, Xd]. Le pas

d’espace est constant pour x ∈ [−1, 1] et il augmente en dehors de cet intervalle. La précision

du maillage est donc maximale au voisinage de l’obstacle.

3.2.2 Ratios

On note di j la distance algébrique entre le point (xi, yj) et l’obstacle :

di j = d(xi, yj) pour 0 ≤ i ≤ n` et 0 ≤ j ≤ nh (3.2.2)
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-2,5 0 2,5 5 7,5

2,0e-03

4,0e-03

6,0e-03

8,0e-03

1,0e-02

1,2e-02

Figure 3.5 – Pas d’espace dans la direction horizontale.

Comme dans [7], on définit, pour chaque face de chaque cellules, une quantité qui sert à

imposer la condition aux limites sur l’obstacle.

Définition 3.2.1. Soient i et j deux entiers tels que 0 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh. On appelle

ratio de la face σui j = xi × [yj−1, yj] le réel rui j défini par

rui j =

8>>>>>><>>>>>>:
0 si di j ≥ 0 et di j−1 ≥ 0,

di j−1

di j−1 − di j
si di j ≥ 0 et di j−1 < 0,

di j
di j − di j−1

si di j < 0 et di j−1 ≥ 0,

1 sinon.

(3.2.3)

Le ratio rui j est compris entre 0 et 1, il est calculé à partir de la donnée de la distance

algébrique en chaque point du maillage (voir Figure 3.6). Le ratio représente la proportion

du segment σui j = {xi} × [yj−1, yj] qui est inclus dans la partie fluide du domaine, autrement

dit :

rui j ≈
|σui j ∩ ΩF |
|σui j|

. (3.2.4)

Remarque 3.2.1. Ici, on a fait l’approximation que d est linéaire sur le segment σui j (ap-

proximation à l’ordre 1). Pour améliorier la précision, on pourrait appliquer une méthode de

Newton à la résolution de

d = 0 sur σui j.

Soit Γh la courbe fermée, linéaire par morceaux sur chaque maille, qui coupe les segments

σui j et σvi j en respectant exactement les ratios rui j et rvi j (voir Figure 3.7). Le schéma numérique

que nous présentons assimile la courbe Γ à Γh.
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di j−1

di j

ru
i j hy

ΩF

ΩS

Figure 3.6 – Calcul du ratio rui j à partir de la distance algégrique.

Γh

Γ

Figure 3.7 – Approximation de la courbe Γ.
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3.2.3 Placement des inconnus

Placement de la vitesse

Dans la partie fluide du domaine, on approche u au milieu du segment σui j ∩ ΩF Les

inconnues situées dans la partie solide du domaine sont placées au milieu de la face σui j. Ces

inconnues, notées ui j, sont donc des approximations de la solution exacte u au point Mu
i j

défini par :

Mu
i j =

8><>: (xi, yj−1 + 0.5 rui j h) si di j > 0 et di j−1 ≤ 0,

(xi, yj − 0.5 rui j h) si di j < 0 et di j−1 ≥ 0,

(xi, (yj−1 + yj) /2) sinon.

(3.2.5)

Cetaines inconnues peuvent donc être positionnées très près de l’obstacle. La composante

verticale de la vitesse est placée sur la maillage de façon analogue. Cette position des inconnues

de vitesse permet d’exprimer facilement la divergence discrète sur une maille coupée.

Placement de la pression

La pression p est calculée au centre de la maille Ki j

pi j ≈ p
�xi−1 + xi

2
,
yj−1 + yj

2

�
. (3.2.6)

Lorsqu’une maille est coupée, le gradient de la pression sera approché au milieu de l’arête

σi j ∩ ΩF par un formule d’interpolation adaptée (voir Figure 3.8).

Γh

pi j

ui j

vi j

xixi−1

yi−1

yi

Figure 3.8 – Placement des inconnues sur le maillage. On a représenté la maille Ki j.

3.3 Discrétisation de l’étape de prédiction

Afin de prendre en compte l’obstacle, nous proposons une discrétisation du laplacien et

de la non-linéarité spécifique au traitement du bord. Loin de l’obstacle, les opérateurs sont

discrétisés par l’approximation volumes finis usuelle.
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3.3.1 Discrétisation du Laplacien

Soient 1 ≤ i ≤ n` − 1 et 1 ≤ j ≤ nh. On distingue plusieurs cas :

1. si rui j = rui+1 j = rui−1 j = rui j+1 = rui j−1 = 1, alors l’inconnue ui, j est dans la partie fluide

du domaine et elle est assez loin de l’obstacle pour utiliser la formulation volumes finis

suivante : Z
Ku

i j

4u dx =
Z
∂Ku

i j

∂u

∂n
dS

≈ h
ui+1, j − ui, j

`i+1

− hui, j − ui−1, j

`i

+ (`i + `i+1)
ui, j+1 − 2ui, j + ui, j−1

2h

(3.3.1)

Cette approximation est d’ordre deux sous l’hypothése de régularité du maillage.

2. si rui j = 0, alors on utilise le même schéma que ci-dessus. Pourtant, dans ce cas, ui j est

positionnée dans la partie solide du domaine, ce n’est pas une inconnue du problème.

3. sinon, on utilise un schéma différences fines d’ordre un pour approcher l’opérateur

Laplacien au point Mu
i j. L’erreur de troncature sera donc localement d’ordre un (seule-

ment à proximité de l’obstacle). Le principe de super-convergence démontré par Yama-

moto [58] est valable dans ce contexte, l’ordre global du schéma n’est donc pas affecté.

On cherche une approximation du laplacien exacte pour un polynôme de la forme

a0 0 + a1 0x+ a0 1y + a2 0x
2 + a1 1xy + a0 2y

2. (3.3.2)

Nous utilisons pour cela des valeurs parmi les voisins directs de ui j. Nous notons V cet

ensemble, il est défini par

V = {ui+p, j+q ; |p| ≤ 1, |q| ≤ 1} .

Nous utilisons également la donnée de la vitesse sur le bord de l’obstacle

u = g sur Γ.

De façon plus précise, nous procédons comme suit.

(a) Identifier les points d’interpolation : Notons O, S, N , E, W et P les coordonnées

des points qui servent à l’interpolation. Les cinq premiers points correspondent

respectivement aux points origine, sud, nord, est et ouest, comme illustré sur la

Figure 3.9. Le sixième et dernier point n’a pas de position particulière par rapport

à l’origine, il sera appelé point supplémentaire, car il n’intervient pas dans la

discrétisation volumes finis usuelle du Laplacien. Ces six points sont définis comme

suit :

– le point origine

O = Mu
i j. (3.3.3)
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O

N

S

E

W

P

Figure 3.9 – Points d’interpolation intervenant dans l’approximation du Laplacien pour u.

– le point nord

N =

8><>: (xi, yj−1 + rui jh) si di j ≥ 0,

Mu
i j+1 sinon.

(3.3.4)

– le point sud

S =

8><>: (xi, yj − rui jh) si di j−1 ≥ 0,

Mu
i j−1 sinon.

(3.3.5)

– le point ouest

W =

8>><>>:
�
xi−1 + `

d(xi−1, yO)

d(xi−1, yO)− d(xi, yO)
, yO

�
si rui−1 j = 0,

Mu
i−1 j sinon.

(3.3.6)

– le point est

E =

8>><>>:
�
xi+1 − `

d(xi+1, yO)

d(xi+1, yO)− d(xi, yO)
, yO

�
si rui+1 j = 0,

Mu
i−1 j sinon.

(3.3.7)

– enfin le point supplémentaire P est le point le plus proche de l’obstacle et ap-

partenant à ΩF parmi¦
Mu

i−1 j−1,M
u
i−1 j+1,M

u
i+1 j−1,M

u
i+1 j+1

©
.

(b) Calculer les coefficients d’interpolation. On cherche les coefficients αM ∈ R, pour
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M ∈ {O,N, S,W,E, P}, tels queX
M∈V

αMu(M) = 4u(O) +O(h), (3.3.8)

pour toute fonction réelle u régulière définie sur Ω. Ce qui équivaut à résoudre le

système linéaire de matrice�
VO VN VS VE VW VP

�
∈M6 6(R), (3.3.9)

où

VM =

0BBBBBBBBB@
1

(xM − xO)

(yM − yO)

(xM − xO)2

(xM − xO)(yM − yO)

(yM − yO)2

1CCCCCCCCCA ∈ R6 (3.3.10)

et de second membre

(0, 0, 0, 2, 0, 2)t . (3.3.11)

3.3.2 Approximation de la non-linéarité

3.3.2.1 Quelques notations particulières

On pose

∆max = max
�
h , max

i
{`i}

�
(3.3.12)

On définit la maille Ki j et les mailles décalées Ku
i j et Kv

i j par

Ki j = [xi−1 , xi]× [yj−1 , yj],

Ku
i j = [xi−1/2 , xi+1/2]× [yj−1 , yj],

Kv
i j = [xi−1 , xi]× [yj−1/2 , yj+1/2],

(3.3.13)

où

xi+1/2 = (xi + xi+1)/2,

yj+1/2 = (yj + yj+1)/2,
(3.3.14)

et les faces « est » et « sud » de la maille Ki j, notées σui j et σvi j sont définies par

σui j = {xi} × [yj−1 , yj],

σvi j = [xi−1 , xi]× {yj}.
(3.3.15)
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3.3.2.2 Propriété fondamentale du terme non-linéaire

Proposition 3.3.1. Soient u et v deux fonctions régulières définies sur un domaine Ω ⊂ R2.

On a l’égalité suivanteZ
Ω

�
∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y

�
u dx dy =

1

2

Z
Ω

�
∂u

∂x
+
∂v

∂y

�
(u2) dx dy

+
1

2

Z
Ω

∂(u3)

∂x
+
∂(u2v)

∂y
dx dy

(3.3.16)

On a un résultat analogue pour la deuxième composante de la non-linéarité. Ce qui donneZ
Ω

(∇.(u⊗ u)) .u dx dy =
1

2

Z
Ω

�
∂u

∂x
+
∂v

∂y

�
(u2 + v2) dx dy

+
1

2

Z
Ω

∂

∂x

�
u
�
u2 + v2

��
+

∂

∂y

�
v
�
u2 + v2

��
dx dy

(3.3.17)

La dernière intégrale se réduit en

1

2

Z
∂Ω

�
u2 + v2

�
(u.n) dS (3.3.18)

Si on suppose que la composante normale de la vitesse est nulle sur le bord du domaine et

que le champ de vitesse est à divergence nulle, il vientZ
Ω

(∇.(u⊗ u)) .u dx dy = 0 (3.3.19)

C’est une propriété fondamentale du terme non-linéaire, déjà utilisée dans la Section 1.1,

pour démontrer la majoration de l’énergie cinétique (1.1.67). Sous l’hypothèse de glissement

u.n = 0 sur ∂Ω, (3.3.20)

la solution u du système de Navier-Stokes incompressibles vérifie l’équation d’énergie suivante

d

dt

Z
Ω
|u|2 dx =

Z
Ω

f .u dx− ν
Z

Ω
|∇u|2 dx (3.3.21)

Dans (3.3.21), le terme
R

Ω f .u dx est l’injection d’énergie apportée par la force extérieure et

l’enstrophie ν
R

Ω |∇u|2 dx est la dissipation de l’énergie par effet visqueux. La compétition

entre ces deux termes induit les variations de l’énergie cinétique. On désigne par (NL1(u))i j
une approximation discrète de la première composante de la non-linéarité intégrée sur la

maille Ku
i j et (NL2(u))i j une approximation discrète de la première composante de la non-
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linéarité intégrée sur la maille Kv
i j, c’est à dire

(NL1(u))i j ≈
Z
Ku

i j

�
∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y

�
dx dy,

(NL2(u))i j ≈
Z
Kv

i j

�
∂(uv)

∂x
+
∂(v2)

∂y

�
dx dy.

(3.3.22)

Il semble important que la discrétisation de la non-linéarité vérifie un équivalent discret de

la propriété (3.3.19).

Définition 3.3.1. Soit NL(u) = (NL1(u) , NL2(u)) un champ réel bi-dimensionnel. On

dira que NL(u) est une approximation de la non-linéarité conservative lorsque le réel

B(u) =
X
i j

(NL1(u))i jui j + (NL2(u))i jvi j (3.3.23)

est nul pour tout champ de vitesse (u, v) à divergence discrète nulle dont la composante

normale u.n s’annule sur le bord du domaine.

3.3.2.3 En absence d’obstacle

Dans cette section, on définit une approximation du terme non-linéaire du second ordre,

valable en absence d’obstacle, ou plus généralement loin de l’obstacle. Dans ce cas, ui j est

une approximation de u au milieu de la face σui j, c’est à dire

ui j ≈ u(xi, yj− 1
2
) (3.3.24)

et l’inconnue vi j est une approximation de v au milieu de la face σvi j, c’est à dire

vi j ≈ v(xi− 1
2
, yj) (3.3.25)

La divergence discrète de u intégrée sur la maille Ki j, notée (D(u))i j, est définie par

(D(u))i j = h(ui j − ui−1 j) + `(vi j − vi j−1) (3.3.26)

Définition 3.3.2. Soient 1 ≤ j ≤ nh et 1 ≤ i ≤ nl − 1, on définit une approximation de la

première composante du terme non-linéaire

∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y

intégré sur la maille Ku
i j par

(NL1(u))i j = h
�
u2
i+ 1

2
j − u2

i− 1
2
j

�
+ `

�
ui j+ 1

2
vi+ 1

2
j − ui j− 1

2
vi+ 1

2
j−1

�
, (3.3.27)
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avec

ui+ 1
2
j = (ui j + ui+1 j) /2,

ui j+ 1
2

= (ui j + ui j+1) /2,

vi+ 1
2
j = (vi j + vi+1 j) /2.

(3.3.28)

De même, pour 1 ≤ j ≤ nh − 1 et 1 ≤ i ≤ nl, on définit une approximation de la seconde

composante du terme non-linéaire
∂(uv)

∂x
+
∂(v2)

∂y

intégré sur la maille Kv
i j par

(NL2(u))i j = `
�
v2
i j+ 1

2
− v2

i j− 1
2

�
+ h

�
vi+ 1

2
jui j+ 1

2
− vi− 1

2
jui−1 j+ 1

2

�
. (3.3.29)

Remarque 3.3.1. Lorsque le maillage n’est pas uniforme dans la direction horizontale, on

remplace dans (3.3.27) ` par (`i + `i+1)/2 et dans (3.3.29) ` par `i.

Proposition 3.3.2. Sous les hypothèses suivantes

(D(u))i j = 0 ∀i, j,
u0 j = 0 = un` j ∀j,
vi 0 = 0 = vi nh

∀i,
(3.3.30)

la formule d’approximation défine par 3.3.27 est conservative au sens suivant

B(u) =
nhX
j=1

n`−1X
i=1

(NL1(u))i jui j +
nh−1X
j=1

nX̀
i=1

(NL2(u))i jvi j = 0. (3.3.31)
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Plus précisément, on montre que

nhX
j=1

n`−1X
i=1

(NL1(u))i jui j +
nh−1X
j=1

nX̀
i=1

(NL2(u))i jvi j

=
nhX
j=1

n`−1X
i=1

1

4

�
(D(u))i j + (D(u))i+1 j

�
u2
i j

+
nh−1X
j=1

nX̀
i=1

1

4

�
(D(u))i j + (D(u))i j+1

�
v2
i j

+
1

4

nhX
j=1

h
�
un` ju

2
n`−1 j + un`−1 ju

2
n` j
− u1 ju

2
0 j − u0 ju

2
1 j

�
+

1

4

nX̀
i=1

`
�
vi nh

v2
i nh−1 + vi nh−1v

2
i nh
− vi 1v2

i 0 − vi 0v2
i 1

�
+

1

4

n`−1X
i=1

`
�
ui nh+1ui nh

�
vi nh

+ vi+1nh

�
− ui 1ui 0

�
vi 0 + vi+1 0

��
+

1

4

nh−1X
j=1

h
�
vn`+1 jvn` j

�
un` j + un` j+1

�
− v1 jv0 j

�
u0 j + u0 j+1

��
.

(3.3.32)
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Démonstration.

4
nhX
j=1

n`−1X
i=1

ui j(NL1(u))i j =
nhX
j=1

n`−1X
i=1

ui j

�
h
�
(ui j + ui+1 j)

2 − (ui−1 j + ui j)
2
�

+ `
�
(ui j + ui j+1)(vi j + vi+1 j)− (ui j−1 + ui j)(vi j−1 + vi+1 j−1)

��
=

nhX
j=1

(
h

 
n`−1X
i=1

2u2
i j(ui+1 j − ui−1 j) +

nX̀
i=2

u2
i jui−1 j −

n`−2X
i=0

u2
i jui+1 j

!
+

n`−1X
i=1

`u2
i j(vi+1 j + vi j − vi+1 j−1 − vi j−1)

)
+

n`−1X
i=1

`

�
nhX
j=1

ui jui j+1(vi j + vi+1 j)−
nh−1X
j=0

ui j+1ui j(vi j + vi+1 j)

�
=

nhX
j=1

(
n`−1X
i=1

hu2
i j(ui+1 j − ui−1 j) + h

�
u2
n` j
un`−1 j − u2

1 ju0 j

+u2
n`−1 jun` j − u2

0 ju1 j

�
+

n`−1X
i=1

`u2
i j(vi+1 j + vi j − vi+1 j−1 − vi j−1)

)
+

n`−1X
i=1

`
�
ui nh

ui nh+1(vi+1nh
+ vi nh

)− ui 1ui 0(vi+1 0 + vi 0)
�

=
nhX
j=1

n`−1X
i=1

u2
i j(D(u)i j +D(u)i+1 j)

+
nhX
j=1

h
�
u2
n` j
un`−1 j − u2

1 ju0 j + u2
n`−1 jun` j − u2

0 ju1 j

�
+

n`−1X
i=1

`
�
ui nh

ui nh+1(vi+1nh
+ vi nh

)− ui 1ui 0(vi+1 0 + vi 0)
�

(3.3.33)

De la même façon, on montre que

4
nX̀
i=1

nh−1X
j=1

vi j(NL2(u))i j =
nX̀
i=1

nh−1X
j=1

v2
i j(D(u)i j +D(u)i j+1)

+
nX̀
i=1

`
�
v2
i nh
vi nh−1 − v2

i 1vi 0 + v2
i nh−1vi nh

− v2
i 0vi 1

�
+

nh−1X
j=1

h
�
vn` jvn`+1 j(un` j+1 + un` j)− v1 jv0 j(u0 j+1 + u0 j)

� (3.3.34)

Remarque 3.3.2. Ce résultat est bien conforme à ce qu’on obtient dans le cas continu, voir

proposition 3.3.1.

Par construction, (NL1(u))i j est une approximation de la première composante de la
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non-linéarité ∂(u2)
∂x

+ ∂(uv)
∂y

intégrée sur la maille Ku
i j. Pour obtenir une approximation de la

non-linéarité au point où est localisé ui j il suffit de diviser (NL1(u))i j par l’aire de la maille

Ku
i j. La longueur de cette maille est égale à (`i + `i+1)/2 et sa hauteur est égale à h.

Proposition 3.3.3. Approximation ordre deux

Si u et v sont des fonctions suffisamment régulières on a

2(NL1(u))i j
(`i + `i+1)h

=
∂(u2)

∂x
(xi, yj−1/2) +

∂(uv)

∂y
(xi, yj−1/2)

+
(`i+1 − `i)

4

�
∂2(u2)

∂x2
(xi, yj−1/2) + 2

�
u
∂2u

∂x2

�
(xi, yj−1/2)

�
+

1

2

�
`2
i+1 + `2

i − `i`i+1

� ∂
∂x

�
u
∂2u

∂x2

�
(xi, yj−1/2)

+
h2

24

∂3(uv)

∂y3
(xi, yj−1/2) − `i`i+1

8

∂

∂y

�
u
∂2v

∂x2

�
(xi, yj)

+
h2

8

∂

∂y

�
v
∂2u

∂y2

�
(xi, yj) + O(∆3

max)

(3.3.35)

La Figure 3.10 représente l’erreur d’approximation de la non-linéarité en fonction du pas

d’espace. On observe que la pente de cette courbe se comporte en O(∆2
max) (le segment tracé

en noir au dessus de la courbe représente une pente en ∆2
max).

Remarque 3.3.3. Dans le cas d’un maillage uniforme en x, `i est constant égal à `. Le

premier terme du reste disparâıt ce qui donne une erreur d’approximation égale à

`2

2

∂

∂x

�
u
∂2u

∂x2

�
(xi, yj−1/2) +

h2

24

∂3(uv)

∂y3
(xi, yj−1/2)

− `2

8

∂

∂y

�
u
∂2v

∂x2

�
(xi, yj) +

h2

8

∂

∂y

�
v
∂2u

∂y2

�
(xi, yj) + O(∆3

max)

(3.3.36)

Remarque 3.3.4. Si le maillage dans la direction horizontale (xi)i=0...n`
est l’image d’un

maillage uniforme (xunii )i=0...n`
par une application régulière ϕ(ih), alors (3.3.35) se réécrit

sous la forme suivante

(2NL1(u))i j
(`i + `i+1)h

=
∂(u2)

∂x
(xi, yj−1/2) +

∂(uv)

∂y
(xi, yj−1/2)

+
`2

4
ϕ′′(xunii )

�
∂2(u2)

∂x2
(xi, yj−1/2) + 2

�
u
∂2u

∂x2

�
(xi, yj−1/2)

�
+
`2

2

�
ϕ′(xunii )

�2 ∂

∂x

�
u
∂2u

∂x2

�
(xi, yj−1/2)

+
h2

24

∂3(uv)

∂y3
(xi, yj−1/2) − `2

8
(ϕ′(xunii ))2 ∂

∂y

�
u
∂2v

∂x2

�
(xi, yj)

+
h2

8

∂

∂y

�
v
∂2u

∂y2

�
(xi, yj) + O(∆max

3)

(3.3.37)
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Figure 3.10 – Erreur d’approximation du terme non-linéaire loin de l’obstacle. On observe
une convergence d’ordre deux.
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où xunii est la subdivision régulière sous-jaçante. Ainsi (NL1(u))i j approche bien ∂(u2)
∂x

+ ∂(uv)
∂y

à l’ordre deux au point (xi, yj−1/2).

Nous présentons dans les deux paragraphes suivants deux approximations du terme non-

linéaire, valables à proximité d’un obstacle. La première est de type Volumes Finis. Lorsqu’on

intègre le terme non-linéaire sur une maille coupée par l’obstacle, on peut toujours se ramener

à une intégrale sur le bord. Pour obtenir une approximation des flux sur les arêtes on a

recours à une interpolation des flux du second ordre. Sous certaines hypothèses portant sur

le maillage, on montre que l’erreur d’approximation de la non-linéarité est d’ordre un. Dans

la seconde approche, une approximation du terme non-linéaire est dérivée de la notion de

conservation définie dans 3.3.1.

3.3.2.4 Approximation de la non-linéarité par une approche Volumes Finis. Ap-

proximation par une reconstruction des flux au second ordre

Dans cette section, nous construisons une approximation du terme non-linéaire. Nous

traitons uniquement la première composante. On a une formule analogue pour la deuxième

composante. Soient i et j deux entiers tels que 1 ≤ i ≤ n` − 1 et 1 ≤ j ≤ nh. On suppose

que le ratio rui j est strictemant positif. Dans ce cas, ui j est localisée dans la partie fluide du

domaine, c’est une inconnue du problème. On remarque que l’ensemble ΩF
h ∩Ku

i j est de mesure

non nulle. On peut donc considérer l’intégrale Ii j du terme non-linéaire sur ce domaine

Ii j =
Z

ΩF
h
∩Ku

i j

�
∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y

�
dx. (3.3.38)

On se ramène à une intégrale sur le bord

Ii j =
Z
∂K̃u

i j

�
u2nx + (uv)ny

�
dS, (3.3.39)

où

K̃u
i j = ΩF

h ∩Ku
i j, (3.3.40)

est la partie de la maille Ku
i j occupée par le fluide. Comme on le voit sur la Figure 3.11, la

maille coupée K̃u
i j est un polygone. Il s’ensuit que sa frontière est une ligne brisée fermée. Les

segments qui la composent peuvent être classés en fonction de leur orientation : horizontal,

vertical ou oblique. On introduit les notations suivantes

FE
i j =

Z
ΩF

h
∩Su

i− 1
2 j

u2 dS,

FN
i j =

Z
ΩF

h
∩Sv

i+1
2 j

uv dS,

FB
i j =

Z
∂{Ku

i j∩ΩF
h
}∩Γh

�
u2nx + (uv)ny

�
dS.

(3.3.41)
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xi−1 xi xi+1

yj−1

yj

ui j FE
i j

FE
i+1 j

FN
i j

FN
i j−1

FB
i j

Γh

ΩF
h ΩS

h

Figure 3.11 – Le domaine K̃u
i j est représenté en gris. On introduit trois types de flux sur le

bord d’une maille coupée.

On peut décomposer l’intégrale Ii j en

Ii j = FE
i+1 j − FE

i j + FN
i j − FN

i j−1 + FB
i j (3.3.42)

Nous allons maintenant discrétiser les termes intervenant dans (3.3.42). Puisque ces intégrales

portent sur des segments, on les approche avec précision en utilisant une formule d’intégration

au point milieu. L’erreur de cette formule d’intégration numérique est d’ordre trois. On trouve

plus de détails sur cette méthode d’intégration dans les propositions suivantes.

Proposition 3.3.4. Soient a et b deux réels quelconques. Soit f une application définie sur

le segment [a , b] ⊂ R à valeurs réelles. La formule élémentaire du point milieu consiste à

approcher l’intégrale

I(f) =
Z b

a
f(x)dx, (3.3.43)

par

Im(f) = (b− a)f
�a+ b

2

�
. (3.3.44)

Si f est de classe C2, on a :

|I(f)− Im(f)| ≤ M2 (b− a)3

24
, (3.3.45)

avec M2 = maxξ∈[a,b] |f ′′(ξ)|

Proposition 3.3.5. Soient A et B deux points du plan quelconques. Soit f une application

définie sur le segment [A , B] ⊂ R2 à valeurs réelles. La formule élémentaire du point milieu

consiste à approcher l’intégrale

I(f) =
Z

[A,B]
fdS = AB

Z 1

0
f(A+ t(B − A))dt, (3.3.46)
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par

Im(f) = ABf
�A+B

2

�
. (3.3.47)

Si f est de classe C2, on a :

|I(f)− Im(f)| ≤ M2AB
3

24
, (3.3.48)

avec

M2 = max
x∈[A,B]

(|∂xxf(x)|+ |∂x yf(x)|+ |∂y yf(x)|) .

1. Discrétisation de FB
i j . On pose :

Ku l
i j =

h
xi− 1

2
, xi
i
× [yj−1, yj] et Ku r

i j =
h
xi, xi+ 1

2

i
× [yj−1, yj] (3.3.49)

ainsi que

K̃u l
i j = Ku l

i j ∩ ΩF
h et K̃u r

i j = Ku r
i j ∩ ΩF

h (3.3.50)

Alors

Ku
i j = Ku l

i j ∪Ku r
i j et |Ku l

i j ∩Ku r
i j | = 0 (3.3.51)

et

FB
i j =

Z
∂{K̃u l

i j }∩Γh

�
u2nx + (uv)ny

�
dS +

Z
∂{K̃u r

i j }∩Γh

�
u2nx + (uv)ny

�
dS (3.3.52)

On introduit les notations suivantes (voir Figure 3.12)

M l = (xl, yl) le milieu du segment ∂K̃u l
i j ∩ Γh

M r = (xr, yr) le milieu du segment ∂K̃u r
i j ∩ Γh

nl = (nlx, n
l
y) la normale à Γh au point M l dirigée de ΩF

h vers ΩS
h

nr = (nrx, n
r
y) la normale à Γh au point M r dirigée de ΩF

h vers ΩS
h

`B li j = la longueur du segment ∂K̃u l
i j ∩ Γh

`B ri j = la longueur du segment ∂K̃u r
i j ∩ Γh

(3.3.53)

Ce qui nous amène à approcher FB
i j par

FB app
i j = `B li j

�
u(xl, yl)2nlx + u(xl, yl)v(xl, yl)nly

�
+ `B ri j

�
u(xr, yr)2nrx + u(xr, yr)v(xr, yr)nry

� (3.3.54)

2. Discrétisation de FN
i j . On a besoin de construire des valeurs approchées du second ordre

de u et v au milieu de ΩF
h ∩Svi+ 1

2
j
, notées ui j+ 1

2
et vi+ 1

2
j. Pour cela, on utilise les valeurs

suivantes : §
ui+δ1 , j+δ2 , δ1 ∈

¦
− 1, 0, 1

©
, δ2 ∈

¦
0, 1

©ª
∪
§
vi j, vi+1 j

ª
(3.3.55)
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Les valeurs de u et v sur la frontière Γh sont également utilisées, elles font partie des

données du problème. On obtient ui j+ 1
2

et vi+ 1
2
j en appliquant une formule d’inter-

polation linéaire du second ordre. Ces considérations nous amènent à approcher FN
i j

par

FN app
i j = `Ni j ui j+ 1

2
vi+ 1

2
j (3.3.56)

où `Ni j est la longueur du segment ΩF
h ∩ Svi+ 1

2
j
.

3. Discrétisation de FE
i j . On utilise la technique utilisée pour FN

i j . Cette fois, on construit

une valeur approchée de u au milieu de ΩF
h ∩ Sui− 1

2
j
, notée ui− 1

2
j. On utilise pour cela

les valeurs
§
ui−1 j, ui j

ª
et la donnée de u sur la frontière Γh. Finalement, on approche

FE
i j par

FE app
i j = `Ei j

�
ui− 1

2
j

�2
(3.3.57)

où `Ei j est la longueur du segment ΩF
h ∩ Sui− 1

2
j
.

nl

M l

lB l
i j

nr

M r

lB r
i j

xi− 1
2

xi xi+ 1
2

yj−1

yj

Figure 3.12 – La maille Ku
i j est coupée par l’obstacle. On a représenté les quantités mises

en jeu dans le calcul de FB app
i j .

Tous les termes de (3.3.42) ont été discrétisés. Nous sommes maintenant en mesure de définir

une approximation de la première composante du terme non-linéaire, notée NL1(u), lorsque

le placement des inconnues est de type MAC et en présence d’un obstacle.

Définition 3.3.3.

NL1(u)i j = FE app
i+1 j − FE app

i j + FN app
i j − FN app

i j−1 + FB app
i j , (3.3.58)
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nl

nr

Γh

xi−1

xi

xi+1

yj−1

yj

ui−1 j ui− 1
2 j

ui j
ui+ 1

2 j

ui+1 j

ui j+ 1
2

ui j− 1
2

vi j

vi j−1 vi+1 j−1vi+ 1
2 j−1

vi+ 1
2 j

Figure 3.13 – Nouveaux flux sur le bord de K̃u
i j.

avec

FE app
i j = `Ei j

�
ui− 1

2
j

�2
,

FN app
i j = `Ni j ui j+ 1

2
vi+ 1

2
j,

FB app
i j = `B li j

�
u(xl, yl)2nlx + u(xl, yl)v(xl, yl)nly

�
,

+ `B ri j
�
u(xr, yr)2nrx + u(xr, yr)v(xr, yr)nry

�
.

(3.3.59)

Etude de l’erreur d’approximation : Les tests numériques semblent montrer que

l’erreur de cette approximation est de l’ordre de h (pas d’espace du maillage).

Proposition 3.3.6. Ordre d’approximation de la formule 3.3.58

On suppose l’existence d’une constante réelle strictement positive C0 telle que

0 < C0∆2
max ≤ min

|K̃u
i j|>0

���K̃u
i j

��� (3.3.60)

pour tout pas d’espace ∆max. Soit u une fonction régulière. Alors on a le résultat suivant

1���K̃u
i j

��� (NL1(u)i j − Ii j) = O(∆max), (3.3.61)

pour tout (i, j) tels que
���K̃u

i j

��� > 0.
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Démonstration.

1���K̃u
i j

��� (NL1(u)i j − Ii j) ≤
1���K̃u
i j

��� ����FE app
i+1 j − FE

i+1 j

���+ ���FE app
i j − FE

i j

���+���FN app
i j − FN

i j

���+ ���FN app
i j−1 − FN

i j−1

���+ ���FB app
i j − FB

i j

����
≤ C1

C0h2

�
(`Ei+1 j)

3 + (`Ei j)
3 + (`Ni j)

3

+(`Ni j−1)3 + (`B li j )3 + (`B ri j )3
�

≤ C2∆max,

(3.3.62)

où C2 est une constante qui dépend uniquement de la fonction u.

Remarque 3.3.5. On peut se demander si la contrainte sur le maillage (3.3.60) n’est pas

trop forte. On calcule pour cela la quantité

Ch =

8<: min
|K̃u

i j|>0

���K̃u
i j

���9=; /∆2
max (3.3.63)

Pour cette application numérique, on a pris des maillages uniformes comportant entre 32

et 1024 points dans chaque direction. L’obstacle est un disque de rayon 1/2 centré en (0, 0)

et le domaine Ω = [−L,L]2, avec L = 0.625. Le résultat de cette étude est illustré par la

Figure 3.14, on a représenté le coefficient Ch en fonction de h. Il semble que le coefficient

Ch reste plus grand que 0.01. On peut cependant concevoir un cas dans lequel le coefficient

Ch est aussi petit que l’on veut. En effet, dans le cas où l’obstacle passe par un point du

maillage, Ch est nul. Nous allons maintenant illustrer la proposition 3.3.6 avec une appli-

cation numérique. Nous mettons en évidence que l’approximation de la non-linéarité définie

dans 3.3.3 est d’ordre un. Pour tester l’ordre d’approximation, on propose les deux erreurs

d’approximation suivantes

E1 = max
|K̃u

i j|>0

|Ii j −NL1(u)i j|���K̃u
i j

���
E2 = max

|K̃u
i j|>0

�������∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y

�
(Gi j)−

NL1(u)i j���K̃u
i j

��� ������ (3.3.64)

où Gi j est le centre de gravité de la maille K̃u
i j. La différence entre ces deux définitions se

comporte en O(h2). En effet, on a la proposition suivante

Proposition 3.3.7. Soit un domaine ω ⊂ R2. Soit une fonction f définie sur ω à valeurs

réelles régulière. Soit G le centre de gravité de ω, noté G = (xG, yG) défini par

xG =
1

|ω|
Z
ω
x dx dy et yG =

1

|ω|
Z
ω
y dx dy (3.3.65)
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0,001 0,01 0,1
0

0,05

0,1

0,15

Figure 3.14 – Le coefficient Ch en fonction du pas d’espace.

On montre que

f(G)− 1

|ω|
Z
ω
f(x, y) dx dy = O

�
d(ω)2

�
(3.3.66)

où d(ω) désigne le diamètre de ω.

Remarque 3.3.6. Le point G défini dans 3.3.7 permet d’obtenir la meilleure approximation

ponctuelle de la moyenne de f sur ω. On peut montrer que cette propriété caractérise le point

G.

Les erreurs E1 et E2 se comportent en O(h), on peut donc utiliser indifféremment ces deux

définitions. L’erreur E2 est représentée en fonction du pas d’espace h sur la Figure 3.15. On a

choisi u(x, y) = cos(x)sin(y). Comme on le voit sur la Figure 3.15, l’erreur d’approximation

se comporte en O(h).

Remarques sur le temps de calcul : Si on suppose que l’obstacle est immobile, la

mise à jour du terme non-linéaire NL1(u) nécessite un temps de calcul raisonnable. En

effet, certains termes dépendent uniquement de la géométrie et/ou de la vitesse au bord

de l’obstacle, notamment les aires V u
i j et les flux FB app

i j . Ils peuvent être calculés lors de la

première itération à partir des ratios
¦
rui j
©

et
¦
rvi j
©

et de la donnée de la vitesse u sur Γ. Une

fois stockés, on peut les utiliser directement pour les itérations suivantes. Durant la première

itération, on peut également stocker les coefficients mis en jeu dans le calcul des flux FN app
i j et
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0,001 0,01 0,1
0,0001

0,001

0,01

Figure 3.15 – Erreur d’approximation du terme non-linéaire près de l’obstacle. On observe
une convergence d’ordre un.
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FE app
i j . Ainsi, on réduit le temps de calcul lors des itérations suivantes, le nombre d’opérations

est de l’ordre de n`nh.

3.3.2.5 Formule d’approximation conservative

On suppose ici que la vitesse vérifie u.n = 0 sur le bord de l’obstacle. Dans ce cas, la

divergence discrète de u intégrée sur la maille Ki j ∩ ΩF est donnée par

(Dobs(u))i j = h
�
rui jui j − rui−1 jui−1 j

�
+ `

�
rvi jvi j − rvi j−1vi j−1

�
(3.3.67)

Définition 3.3.4. Soit u un champ de vitesse bi-dimentionnel. Pour i et j deux entiers tels

que 1 ≤ i ≤ n` − 1 et 1 ≤ j ≤ nh, on note ru le nouveau champ de vitesse défini par

rui j = (rui jui j , r
v
i jvi j).

Soit (NLobs1 (u))i j l’approximation de la première composante de la non-linéarité ∂(u2)
∂x

+ ∂(uv)
∂y

intégrée sur la maille Ku
i j définie par

(NLobs1 (u))i j =(NL1(ru))i j

=
h

4

��
rui+1 jui+1 j + rui jui j

�2 −
�
rui jui j + rui−1 jui−1 j

�2
�

+
`

4

��
rui jui j + rui j+1ui j+1

��
rvi jvi j + rvi+1 jvi+1 j

�
−
�
rui jui j + rui j−1ui j−1

��
rvi j−1vi j−1 + rvi+1 j−1vi+1 j−1

��
.

(3.3.68)

De même, pour i et j deux entiers tels que 1 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh − 1. On définit une

approximation de la deuxième composante de la non-linéarité ∂(uv)
∂x

+ ∂(v2)
∂y

intégrée sur la

maille Kv
i j par

(NLobs2 (u))i j =(NL2(ru))i j

=
`

4

��
rvi j+1vi j+1 + rvi jvi j

�2 −
�
rvi jvi j + rvi j−1vi j−1

�2
�

+
h

4

��
rvi jvi j + rvi+1 jvi+1 j

��
rui jui j + rui j+1ui j+1

�
−
�
rvi jvi j + rvi−1 jvi−1 j

��
rui−1 jui−1 j + rui−1 j+1ui−1 j+1

��
.

(3.3.69)

Proposition 3.3.8. Sous les hypothèses suivantes

(Dobs(u))i j = 0 ∀i, j,
u0 j = 0 = un` j ∀j,
vi 0 = 0 = vi nh

∀i,
(3.3.70)

on montre que NLobs(u) est une approximation de la non-linéarité conservative au sens
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suivant

nhX
j=1

n`−1X
i=1

(NLobs1 (u))i j(r
u
i jui j) +

nh−1X
j=1

nX̀
i=1

(NLobs2 (u))i j(r
v
i jvi j) = 0 (3.3.71)

Plus précisément, on montre que :

nhX
j=1

n`−1X
i=1

(NLobs1 (u))i j(r
u
i jui j) +

nh−1X
j=1

nX̀
i=1

(NLobs2 (u))i j(r
v
i jvi j)

=
nhX
j=1

n`−1X
i=1

1

4

�
(Dobs(u))i j + (Dobs(u))i+1 j

��
rui jui j

�2

+
nh−1X
j=1

nX̀
i=1

1

4

�
(Dobs(u))i j + (Dobs(u))i j+1

��
rvi jvi j

�2

+
1

4

nhX
j=1

h
�
run` j

un` j

�
run`−1 jun`−1 j

�2
+ run`−1 jun`−1 j

�
run` j

un` j

�2

− ru1 ju1 j

�
ru0 ju0 j

�2 − ru0 ju0 j

�
ru1 ju1 j

�2
�

+
1

4

nX̀
i=1

`
�
rvi nh

vi nh

�
rvi nh−1vi nh−1

�2
+ rvi nh−1vi nh−1

�
rvi nh

vi nh

�2

− rvi 1vi 1
�
rvi 0vi 0

�2 − rvi 0vi 0
�
rvi 1vi 1

�2
�

+
1

4

n`−1X
i=1

`
��
rui nh+1ui nh+1

��
rui nh

ui nh

��
rvi nh

vi nh
+ rvi+1nh

vi+1nh

�
−
�
rui 1ui 1

��
rui 0ui 0

��
rvi 0vi 0 + rvi+1 0vi+1 0

��
+

1

4

nh−1X
j=1

h
��
rvn`+1 jvn`+1 j

��
rvn` j

vn` j

��
run` j

un` j + run` j+1un` j+1

�
−
�
rv1 jv1 j

��
rv0 jv0 j

��
ru0 ju0 j + ru0 j+1u0 j+1

��
.

(3.3.72)

Démonstration. Il suffit de remarquer que

B(ru) =
nhX
j=1

n`−1X
i=1

(NLobs1 (u))i j(r
u
i jui j) +

nh−1X
j=1

nX̀
i=1

(NLobs2 (u))i j(r
v
i jvi j) (3.3.73)

où B(.) est défini dans 3.3.23 et d’utiliser la proposition 3.3.2.

3.4 Discretisation de l’étape de correction

Après l’étape de prédiction, on obtient un champ de vitesse qui ne satifait pas la contrainte

d’incompressibilité. L’étape de correction consiste à projeter le champ de vitesse sur l’espace

à divergence discrète nulle.

150



3.4. DISCRETISATION DE L’ÉTAPE DE CORRECTION

Nous commençons par définir la divergence discrète de la vitesse lorsque la maille est cou-

pée par l’obstacle. Ensuite pour corriger la vitesse à proximité de l’obstacle, nous proposons

une discrétisation du gradient de pression d’ordre deux spécifique au traitement du bord.

Loin de l’obstacle, les opérateurs sont discrétisés par l’approximation volumes finis usuelle.

3.4.1 La divergence discrète en présence d’un obstacle

Les cellules Ki j sont classées en trois catégories. Pour cela, on leur associe un entier :

Ic.c.
i j ≈

8>><>>:−1 si Ki j ⊂ ΩF ,

+1 si Ki j ⊂ ΩS,

0 sinon.

Soient 1 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh. On intègre l’équation de continuité sur la maille Ki j. Après

une intégration par parties, on obtientZZ
Ki j∩ΩF

∇.u dx =
Z
∂(Ki j∩ΩF )

u.n dS (3.4.1)

=
Z
σu

i j

udS −
Z
σu

i−1 j

u dS +
Z
σv

i j

vdS −
Z
σv

i j−1

v dS +
ZöAB u.n dS (3.4.2)

où A et B sont les points d’intersection de Γ avec les faces de Ki j (voir Figure 3.16).

Γ ∩ ∂Ki j = {A,B} (3.4.3)

et øAB est le chemin parcouru par la courbe Γ dans la maille Ki j, c’est à direøAB = Γ ∩Ki j (3.4.4)

En supposant que la taille de la maille est petite devant le rayon de courbure de Γ, on

Γ

A

B

n

Figure 3.16 – La maille Ki j est coupée par Γ.

peut raisonnablement approcher l’arc øAB par le segment [AB]. On fait donc l’approximation

suivante ZöAB u.n dS ≈
Z

[AB]
u.n dS ≈ l u

�
A+B

2

�
.ni j (3.4.5)
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où l est la longueur du segment [AB] et ni j est le vecteur, unitaire, orthogonal à [AB] et

dirigé de ΩF vers ΩS. L’erreur commise ici est de l’ordre de h3. De plus, le placement des

inconnues autorise les approximations suivantesZ
σu

i j

udS ≈rui jhui j (3.4.6)Z
σv

i j

vdS ≈rvi j`vi j (3.4.7)

Les approximations (3.4.5) et (3.4.5) nous amènent à définir la divergence discrète de la façon

suivante :

Définition 3.4.1. Soit u = {ui, j ; 1 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh}. En présence d’un obstacle, on

définit la divergence discrète de u intégrée sur la maille Ki, j par

(Dobsu)i j = h(rui, jui, j − rui−1, jui−1, j) + `i(r
v
i, jvi, j − rvi, j−1vi, j−1) + l g

�
A+B

2

�
.ni, j (3.4.8)

f .n

vi j

vi j−1

ui−1 j

ui j

Figure 3.17 – Divergence discrète généralisée aux cut-cell.

Dans la définition deDobs, il est inutile de distiguer siKi, j∩ΩF est un rectangle, un trapèze,

un pentagone ou un triangle. Les informations géométriques du problème sont contenues dans

les ratios rui, j et rvi, j. Les points A et B, la longueur l et le vecteur ni, j s’expriment en fonction

des ratios rui, j, r
u
i−1, j, r

v
i, j et rvi, j−1, ce sont des données géométriques du problème. Cette

formulation fait intervenir la vitesse du fluide sur le bord de l’obstacle g, c’est également

une donnée du problème. Il faut noter que la divergence discrète, ainsi définie, se décompose

immédiatement en

Dobsu = D0
obsu +Dsupp, (3.4.9)

avec �
D0
obsu

�
i, j

= h(rui, jui, j − rui−1, jui−1, j) + `i(r
v
i, jvi, j − rvi, j−1vi, j−1), (3.4.10)

et

(Dsupp)i, j = l g
�
A+B

2

�
.ni j. (3.4.11)
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Les deux termes D0
obsU et Dsupp sont fondamentalement différents. En effet, D0

obs contient

la partie linéaire de la divergence discrète et Dsupp les termes constants. Remarquons que la

quantité Dsupp dépend seulement des données du problème et peut, dans certains cas, être

calculée une seule fois en préprocessing. Si la maille Ki j est entièrement dans la partie fluide

du domaine, la divergence discrète Dobsu cöıncide avec la divergence discrète classique Du

définie par

(Du)i, j = h(ui, j − ui−1, j) + `i(vi, j − vi, j−1) (3.4.12)

En effet, dans ce cas les ratios rui, j, r
u
i−1, j, r

v
i, j et rvi, j−1 sont tous égaux à 1. En ce sens, on

peut dire que Dobs est une généralisation de D qui permet de définir la divergence discrète

lorsque la maille est coupée par la frontière Γ.

3.4.2 Gradient de pression et opérateur d’interpolation

Le gradient discret de la pression s’écrit naturellement de la facon suivante :

Gp =

 
G1p

G2p

!
=

�
pi+1, j − pi, j

`i
pi, j+1 − pi, j

h

�
(3.4.13)

Le gradient discret, ainsi défini, est une approximation du second ordre du gradient continu,

localisé au milieu de la face σui j pour la première composante et au milieu de la face σvi j pour

la seconde composante.

Afin de localiser vitesse et gradient de pression aux mêmes points, on introduit les triplets

de R3 définis par :

cui, j =

8>><>>:
�
0.5(1− rui, j), 0.5(1 + rui, j), 0

�t
si di, j > 0 et di, j−1 < 0,

(0, 0.5(1 + rui, j), 0.5(1− rui, j))t si di, j < 0 et di, j−1 > 0,

(0, 1, 0)t sinon.

(3.4.14)

pour tout 0 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh et

cvi, j =

8>><>>:
�
0.5(1− rvi, j), 0.5(1 + rvi, j), 0

�t
si di, j > 0 et di−1, j < 0,

(0, 0.5(1 + rvi, j), 0.5(1− rvi, j))t si di, j < 0 et di−1, j > 0,

(0, 1, 0)t sinon.

(3.4.15)

pour tout 1 ≤ i ≤ n` et 0 ≤ j ≤ nh. Par la suite, cui, j, k désignera la kième composante de cui, j,

k pouvant appartenir à {1, 2, 3}. L’opérateur d’interpolation du gradient de pression Pφ est
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défini à partir des coefficients cui, j et cvi, j par :

�
Pφ(Gp)

�
i, j

=

� 3X
k=1

(G1p)i, j+k−1c
u
i, j, k

3X
k=1

(G2p)i+k−1, jc
v
i, j, k

�
(3.4.16)

L’opérateur Pφ est l’identité sauf dans la partie fluide du domaine à proximité de l’obstacle.

En effet, la première composante est l’identité sauf quand le segment σui, j est coupé par Γ.

On montre que le gradient de pression interpolé Pφ(Gp) et la vitesse U sont localisés aux

mêmes points. Par suite, nous proposons de corriger la vitesse intermédiaire ũ par :

pi j pi+1 j

pi j−1 pi+1 j−1

Figure 3.18 – Interpolation du gradient de pression en Mu
i j.

u = ũ− Pφ(Gδφ) (3.4.17)

où δφ est l’incrément de pression. Nous sommes donc amenés à résoudre

Dobs(ũ) = D0
obs(Pφ(Gδφ)), (3.4.18)

afin d’imposer la condition d’inpressibilité

Dobs(u) = 0. (3.4.19)

Le système d’équations linéaires 3.4.18 diffère du système sans obstacle

D(ũ) = D(Gδφ), (3.4.20)

seulement aux points (i,j) tels que Ic.c.
i j = 0. Plus précisément D(Pφ(Gδφ))i j est égal au
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produit scalaire de0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
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h
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1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(3.4.21)

et 0BBBBBBBBBBBBBBBB@

(δφ)i−1, j+1

(δφ)i, j+1

(δφ)i+1, j+1

(δφ)i−1, j

(δφ)i, j
(δφ)i+1, j

(δφ)i−1, j−1

(δφ)i, j−1

(δφ)i+1, j−1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
(3.4.22)

3.5 Description du solveur rapide

Dans cette section, nous décrivons le solveur utilisé pour la résolution du système linéaire

pour l’écoulement d’un fluide en présence d’un obstacle.

La discrétisation des équations de Navier-Stokes pour l’écoulement d’un fluide autour

d’un obstacle conduit à la résolution d’un système linéaire non-symétrique. Ce type de sys-

tème linéaire est souvent résolu par une méthode itérative, par exemple par l’algorithme du

bi-gradient conjugué avec préconditionnement. Malheureusement, la technique de frontière

immergée sur maillage cartésien peut entrâıner un mauvais conditionnement du système li-

néaire, la convergence des méthodes itératives peut alors être difficile. Dans ce contexte,

afin de ne pas être pénalisé par le conditionnement du système linéaire, nous utilisons une

méthode de résolution directe.
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Cette méthode est détaillée dans l’article [14] de F. Bouchon et H. Peichl qui est inspirée

des traveaux de B.L. Buzbee et F.W. Dorr rédigés dans [17] et [16]. On s’interresse à la

résolution du système linéaire suivant :

Mx = z. (3.5.1)

Soit G une matrice pour laquelle un système linéaire est simple à résoudre. On suppose que

la matrice M diffère de la matrice G sur n1 lignes. Par exemple, la matrice du système

linéaire pour l’écoulement autour d’un obstacle diffère de la matrice du système linéaire pour

l’écoulement sans obstacle seulement sur les lignes correspondant au traitement de l’obstacle.

Une manipulation habile du système linéaire (3.5.1) permet de ramener sa résolution à la

résolution successive des trois systèmes linéaires suivants�
In1 + P t(M −G)G−1P

�
y = P t(M −G)G−1z, (3.5.2)

où P est la matrice de dimension (n−1)2×n1 composée d’un coefficient non-nul par colonne

(égal à 1) telle que le vecteur y ∈ Rn1 solution de Py = (M − G)x collecte les valeurs

non-nulles de (M −G)x,

z̃ = z − Py, (3.5.3)

et

Gx = z̃. (3.5.4)

Remarque 3.5.1. On montre que
�
In1 + P t(M − G)G−1P

�
est une matrice inversible de

dimension n1. La résolution du système (3.5.2) est assez coûteuse, elle est de l’ordre de

O(n3) opérations. Si l’obstacle est immobile, cette étape est la même à chaque itération. On

peut effectuer la factorisation LU de la matrice
�
In1 + P t(M − G)G−1P

�
. Cette étape de

préprocessing est donc réalisée une fois pour toute la simulation.

La résolution du système (3.5.3) est immédiate et la complexité de (3.5.4) est de l’ordre

de O(n2ln(n)) opérations (même complexité que pour un écoulement dans une cavité).

3.6 Simulations numériques directes

Afin de valider le schéma proposé, on s’intéresse à l’écoulement bi-dimensionnel, supposé

incompressible, d’un fluide homogène et newtonien, autour d’un obstacle de forme cylindrique,

placé à l’origine du repère. L’obstacle est supposé immobile

uΓS
= 0

et la vitesse du fluide loin de l’obstacle est uniforme et horizontale

u(x)→ (u∞, 0) quand |x| → ∞.
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Pour les applications numériques que nous présentons, le diamètre de l’obstacle D vaut 1 et la

vitesse à l’infini u∞ vaut 1. Dans ce cas, on peut simplifier l’écriture du nombre de Reynolds

Re = 1/ν. (3.6.1)

Dans la Section 3.6.1, nous présentons des simulations d’écoulements à faibles nombres de

Reynolds, Re ∈ {1, 10, 20, 40}. L’écoulement atteint rapidement un état d’équilibre, on ob-

serve typiquement deux zones de recirculation symétriques placées à l’arrière de l’obstacle. On

a comparé les caractéristiques de l’écoulement obtenu (longueur de la zone de recirculation,

coefficient de trâınée, etc...) avec les résultats trouvés dans la littérature.

Ensuite, dans la Section 3.6.2, nous présentons des simulations d’écoulements à nombres

de Reynolds modérés, Re ∈ {80, 200}. Après un phase transitoire, l’écoulement atteint un

état instable, on observe une succession de tourbillons alternés à l’arrière de l’obstacle. On

a comparé les caractéristiques de l’écoulement obtenu (coefficient de trâınée, de portance,

nombre de Strouhal, etc...) avec les résultats trouvés dans la littérature.

Puis, dans la Section 3.6.3, nous présentons une simulation d’écoulement à nombre de

Reynolds élevé, Re = 9500. Une telle simulation étant très coûteuse en temps de calcul,

on s’est intéressé, tout comme [40], aux premiers instants du développement de la solution

(t < 5). Les résultats obtenus (lignes de niveaux de la fonction de courant) sont confrontés

avec d’autres simulations numériques et avec des résultats expérimentaux trouvés dans la

littérature.

3.6.1 Écoulements stationnaires

On a remarqué que dans la littérature des articles au sujet de l’écoulement d’un fluide

incompressible autour d’un obstacle, les auteurs ne s’accordent pas sur une taille de domaine

idéale. D’ailleurs le choix du domaine parâıt souvent arbitraire. C’est pour cela que l’on

propose de faire l’étude de la convergence en grille de la méthode proposée dans cette thèse

(on fait varier le pas d’espace h) sur différents domaines d’étude (on fait varier Ω). Pour cette

étude, le nombre de Reynolds est de 40. L’écoulement atteint un état stationnaire à partir

de t = 100, nous comparons les coefficients de trâınée obtenus (voir Tableau 3.1). Le pas

d’espace varie entre 1.95 10−2 et 7.8 10−2, le domaine d’étude est un carré Ω = (−L,L)2,

avec L entre 5 et 50. D’une part, pour une taille de domaine donnée, on remarque que le

HHHHHHh
L

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

7.8 10−2 1.734 1.568 1.524 1.505 1.494 1.487 1.482 1.479 1.476 1.474
5.2 10−2 1.730 1.565 1.522 1.503 1.492 1.485 1.481 1.477 1.475 1.473
3.9 10−2 1.748 1.582 1.538 1.519 1.508 1.502 1.497 1.493 1.491 1.489
2.6 10−2 1.758 1.591 1.547 1.528 1.517 1.510 1.505 1.502 1.500
1.95 10−2 1.757 1.591 1.547 1.528 1.517 1.510

Table 3.1 – Convergence en grille : on a reporté pour chaque simulation le coefficient de
trâınée.
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coefficient de trâınée arrive à convergence dès que le pas d’espace h est inférieur à

h∗ = 2.6× 10−2.

D’autre part, pour un pas d’espace donné, on remarque que le coefficient de trâınée arrive à

convergence dès que la longueur L est supérieur à

L∗ = 40.

La simulation de référence pour l’écoulement à nombre de Reynolds égal à 40 est donc obtenue

sur le maillage Ω = (−40, 40)2, avec un maillage dont le pas d’espace h vaut 2.6 10−2. Le

nombre de mailles coupées par l’obstacle est de 156 et le pas de temps vaut 7.5 10−3.

Maintenant que l’on possède une simulation de référence sur un domaine carré, on propose

de tester l’influence des conditions aux limites sur le développement de l’écoulement. Pour

ces simulations numériques, le pas d’espace est égal à h∗. On fait d’abord varier la hauteur

du domaine d’étude, la longueur du domaine est inchangée, on prend

Ω = (−L∗, L∗)× (−A,A),

avec A entre 5 et 40. On obtient un résultat satisfaisant dès que la longueur A est supérieure

à 30 (voir Tableau 3.2).

A 5 10 15 20 25 30 35 40
Cd 1.729 1.576 1.537 1.520 1.512 1.507 1.503 1.502

Table 3.2 – Convergence en grille : on fait varier la hauteur du domaine.

On fait ensuite varier la longueur du domaine en amont de l’obstacle, la longueur du

domaine en aval et sa hauteur sont inchangées, on prend

Ω = (−Xu, L∗)× (−L∗, L∗),

avec Xu entre 5 et 40. On obtient un résultat satisfaisant dès que la longueur Xu est supérieure

à 30 (voir Tableau 3.3).

Xu 5 10 15 20 25 30 35 40
Cd 1.695 1.570 1.535 1.522 1.514 1.508 1.503 1.502

Table 3.3 – Convergence en grille : on fait varier la longueur du domaine en amont.

Enfin, on fait varier la longueur du domaine en aval de l’obstacle, la longueur du domaine

en amont et sa hauteur sont inchangées, on prend

Ω = (−L∗, Xd)× (−L∗, L∗),

avec Xd entre 5 et 40. On obtient un résultat satisfaisant dès que la longueur Xd est supérieure

à 15 (voir Tableau 3.4).
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Xd 5 10 15 20 25 30 35 40
Cd 1.495 1.497 1.500 1.501 1.502 1.502 1.502 1.502

Table 3.4 – Convergence en grille : on fait varier la longueur du domaine en aval.

Ces résultats montrent que les conditions aux limites ont une influence sur le développe-

ment de la solution numérique. La condition aux limites sur le plan de sortie est celle qui a

la plus faible influence.

En considérant que l’épaisseur de la couche limite est de l’ordre de Re1/2, on peut déduire

les paramètres des simulations à nombres de Reynolds Re ∈ {1, 10, 20}. Le domaine d’étude

est carré, Ω = (−L,L)2, on trouve les paramètres de ces simulations dans le Tableau 3.5.

Re L n h
1 80 1536 10−1

10 40 1536 5.2 10−2

20 40 2048 3.9 10−2

40 40 3072 2.6 10−2

Table 3.5 – Simulations étudiée dans le cas stationnaire.

On a représenté sur les Figures 3.19, 3.21 et 3.20 les lignes de niveaux de la fonction de

courant φ, de la vorticité ω et de la pression p.

On rappelle les notations introduites par Bouard et Coutanceau dans [8], elles permettent

de caractériser la structure d’un écoulement stationnaire autour d’un obstacle cylindrique

(voir Figure 3.22) :

– l la longueur de la zone de recirculation

– a la distance du cylindre au centre du tourbillon

– b la distance entre les centre des deux tourbillons

– θ l’angle de séparation de l’écoulement mesuré par rapport à l’axe horizontal

Les résultats des simulations à nombres de Reynolds Re = 20 et 40 sont présentés dans

le Tableau 3.6. Ils sont conformes aux résultats rencontrés dans la littérature.

La contribution des forces de pression et de frottement pour le coefficient de trâınée des

simulations à nombres de Reynolds Re ∈ {1, 10, 20, 40} est présentée dans le Tableau 3.7.

On voit que la contribution des forces de frottement diminue lorsque le nombre de Reynolds

augmente.

L’évolution de l’angle de séparation et la longueur de la zone de recirculation sont présentés

sur la Figure 3.23, pour les simulations à nombres de Reynolds Re ∈ {1, 10, 20, 40}.
On définit les quantités

symu = max
�
|ui j − ui nh−j+1|, 0 ≤ i ≤ n` et 1 ≤ j ≤ nh/2

�
symv = max

�
|vi j + vi nh−j|, 1 ≤ i ≤ n` et 0 ≤ j ≤ nh/2− 1

� (3.6.2)

L’évolution du maximum de la divergence discrète de la vitesse (en valeur absolue) et de

symu et symv est illustrée sur la Figure 3.24.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.19 – Lignes de niveau de la fonction de courant associée à la dynamique d’un
écoulement autour d’un disque. Le nombre de Reynolds vaut 1 (a), 10 (b), 20 (c) et 40 (d).

Auteurs Re = 20 Re = 40
Cd θ l a b Cd θ l a b

Bouard et al [8] 45.0 0.93 0.33 0.46 53.8 2.13 0.76 0.59
Calhoun [20] 2.19 45.5 0.91 1.62 54.2 2.18
Chung [23] 2.05 0.96 1.54 2.30
Dennis et al [26] 2.05 43.7 0.94 1.52 53.8 2.35
Ding et al [28] 2.14 0.94 1.58 52.8 2.32
Fornberg [38] 2.00 45.7 0.91 1.50 55.6 2.24
Gao et al [39] 2.09 1.58
Henderson [43] 1.54
Linnick et al [55] 2.06 43.5 0.93 0.36 0.43 1.54 53.6 2.28 0.72 0.60
Mittal et al [59] 1.53
Silvano et al [54] 2.04 1.54
Taira et al [69] 2.07 44.1 0.37 0.43 1.55 54.1 0.73 0.60
Tritton [73] 2.22 1.48
Tseng et al [74] 1.53 2.21
Ye et al [81] 2.03 0.92 1.52 2.27
Présente étude 2.10 42.1 0.91 0.359 0.429 1.50 53.4 2.26 0.710 0.60

Table 3.6 – Ecoulements à nombres de Reynolds 20 et 40 : comparaison avec les résultats
obtenus dans littérature.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.20 – Lignes de niveau de la pression associée à la dynamique d’un écoulement
autour d’un disque. Le nombre de Reynolds vaut 1 (a), 10 (b), 20 (c) et 40 (d).

Re pression frottement cumul
1 5.30 (52%) 4.49 (48%) 10.19
10 1.57 (57%) 1.20 (43%) 2.77
20 1.22 (61%) 0.79 (39%) 2.01
40 0.99 (66%) 0.51 (34%) 1.50

Table 3.7 – Coefficient de trâınée : contribution des forces de pression et de frottement.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.21 – Lignes de niveau de la vorticité de la vitesse associée à la dynamique d’un
écoulement autour d’un disque. Le nombre de Reynolds vaut 1 (a), 10 (b), 20 (c) et 40 (d).
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Figure 3.22 – Definition des dimensions caractéristiques de la structure d’un écoulement
stationnaire.
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0 10 20 30 40 50
23

24

25

26

27

(a)

0 10 20 30 40 50 60
0,23

0,24

0,25

0,26

(b)

0 10 20 30 40 50
40

41

42

43

(c)

0 20 40 60
0,85

0,9

0,95

(d)

0 10 20 30 40 50
50

51

52

53

(e)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2,1

2,15

2,2

2,25

2,3

(f)

Figure 3.23 – Colonne de gauche, angle de séparation exprimé en degré et colonne de droite
longueur de la zone de recirculation à l’arrière de l’obstacle.
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Figure 3.24 – On a représenté sur la Figure (a) l’évolution du maximum de la divergence en
valeur absolue du champ de vitesse. L’évolution des coefficients symu et symv, qui rendent
compte de la symétrie de l’écoulement par rapport à l’axe y = 0 sont représentés sur la
Figure (b) respectivement en noir et rouge.
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La répartition de la pression et de la contraite de frottement sur l’obstacle est illustrée

sur la Figure 3.25. Un point de coordonnées (x, y) appartenant à l’obstacle est ici caractérisé

par l’angle θ ∈ (−π, π) qu’il forme avec l’axe horizontal

θ = tan−1(y/x). (3.6.3)

L’évolution du coefficient de trâınée est illustrée sur la Figure 3.26.

Quelques profils de la vitesse pour l’écoulement à nombre de Reynolds égal à 40 sont

représentés sur la Figure 3.27. On peut voir qu’à ce nombre de Reynolds, la couche limite est

assez large.

3.6.2 Écoulements à nombres de Reynolds modérés : Re=80 et 200

On a choisi de traiter les écoulements autour d’un cylindre à nombre de Reynolds 80

et 200. Ces écoulements sont instationnaires, on sait que l’écoulement devient instationnaire

au delà de Re ≈ 43. En revanche le sillage derrière l’obstacle forme une allée de tourbillons

alternés, appelée allée de Von Karmann. On voit sur la Figure 3.28 que la représentation de

la vitesse en un point est un signal périodique.

La fréquence d’émission des tourbillons est appelée nombre de Strouhal, on la note St.

Pour amener plus rapidement la solution vers un état instable, on applique à l’obstacle une

rotation dont le centre est l’origine du repère. Comme l’obstacle est de forme cylindrique, il

reste inchangé par une telle rotation. L’obstacle coupe donc les mailles de la grille de calcul de

la même façon. La rotation de l’obstacle se traduit par l’ajout de nouveaux termes explicites

dans le membre de droite du système linéaire. Il est inutile de renouveler l’étape coûteuse de

prétraitement. La Figure 3.6.2 représente la vitesse de rotation r(t) imposée à l’obstacle au

cours du temps t. La vitesse de rotation au bord du cylindre est donnée par

uΓS
(x, y) = r(t)

 
−y
x

!
Cette perturbation est non nulle à partir de t = 0.1, afin de laisser la solution se développer

quelques instants (0 < t < 0.1) sans perturbation. Elle cesse au temps t = 0.95, dès lors la

solution est déstabilisée et l’obstacle reste immobile. Si on n’introduit pas de perturbation, les

erreurs de troncature introduites par le calcul sur ordinateur (en double précision ≈ 10−14)

s’amplifient progressivement jusqu’à rendre la solution instable (environ à partir de t ≈ 100).

En perturbant la solution, on se dispense de cette phase de transition qui peut être très longue.

On a de plus observé que les caractéristiques de l’écoulement « perturbé » sont identiques à

celles de l’écoulement équivalent « non perturbé ». Les résultats des simulations à nombres de

Reynolds Re = 80 et 200 sont présentés dans le Tableau 3.8. Ils sont conformes aux résultats

rencontrés dans la littérature. On a représenté sur la Figure 3.30 les lignes de niveaux de la

fonction de courant φ, de la vorticité ω et de la pression p, pour les écoulements à nombre

de Reynolds 80 et 200. La répartition de la pression et de la contraite de frottement sur

l’obstacle est illustrée sur la Figure 3.31. L’évolution du coefficient de trâınée et du coefficient

de portance est illustrée sur la Figure 3.32.
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Figure 3.25 – On trouve, dans la colonne de gauche, la répartition de la pression sur l’obstacle
et dans celle de droite, la contrainte de cisaillement sur l’obstacle. Ces quantités rendent
compte des forces respectivement de pression et de frottement exercées par le fluide sur
l’obstacle. De haut en bas, le nombre de Reynolds de l’écoulement vaut 1, 10, 20 et 40.
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3.6. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DIRECTES
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Figure 3.26 – Evolution du coefficient de trâınée : (a) Re = 1, (b) Re = 10, (c) Re = 20 et
(d) Re = 40.

Auteurs Re = 80 Re = 200
Cd Cl St Cd Cl St

Lima E Silva, et al [54] 1.40
Ye et al [81] 1.37 0.15
Williamson [79] 0.15
Park et al [62] 1.35
Sucker et al [68] 1.51
Belov et al [5] 1.19 ± 0.042 0.64 0.193
Linnick et al [55] 1.34 ± 0.044 0.69 0.197
Liu et al [57] 1.31 ± 0.049 0.69 0.192
Miyake et al [61] 1.34 ± 0.043 0.67 0.196
Rogers et al [67] 1.23 ± 0.05 0.65 0.185
Taira et al [69] 1.36 ± 0.043 0.69 0.197
Présente étude 1.347 ± 0.0042 0.234 0.153 1.380 ± 0.0445 0.678 0.197

Table 3.8 – Ecoulements à nombre de Reynolds 80 et 200 : résultats dans la littérature.
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Figure 3.27 – Le nombre de Reynolds vaut 40. On a représenté le profil de u à x = 0 (c),
profil de u à y = 0 en amont (a), profil de u à y = 0 en aval (b), profil de v à x = 0 (d).
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Figure 3.28 – Capteur de vitesse au point (−1.4, 0) : en trait plein, la composante horizontale
u, en pointillés, la composante verticale v. Le nombre de Reynolds vaut 80. On observe un
signal sinusöıdal.
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3.7. SIMULATIONS MULTI-NIVEAUX : RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES
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Figure 3.29 – Evolution de la vitesse de rotation imposée à l’obstacle pour déstabiliser
l’écoulement.

3.6.3 Écoulements à nombre de Reynolds élevé : Re=9500

Le développement initial de l’écoulement autour d’un cylindre placé dans un écoulement

uniforme lorsque le nombre de Reynolds vaut 9500 a été étudié par des techniques de visua-

lisation [9] et étudié numériquement dans les articles [22] et [49]. A ce nombre de Reynolds,

l’écoulement présente une structure tourbillonaire complexe qui rend la simulation difficile.

Sur la Figure 3.33, les résultats obtenus avec le schéma Différences Finies / Volumes Finis

sont comparés avec l’écoulement expérimental de [9], aux instants t = 0.75, 1.0, 1.25 et 1.5.

La ressemblance est excellente. Quand t = 0.75, le sillage est confiné dans une fine zone

de recirculation. On remarque la présence d’un point singulier où se concentre le tourbillon.

Lorsque t = 1.0, le tourbillon déjà présent à l’instant t = 0.75 a grandi. On remarque l’appa-

rition de deux nouveaux tourbillons, c’est le phénomène β. La répartition de la pression et de

la contraite de frottement sur l’obstacle est illustrée sur les Figures 3.34 et 3.35. La vorticité

du champ de vitesse est représentée sur la Figure 3.36.

3.7 Simulations multi-niveaux : résultats préliminaires

Ici, le nombre de Reynolds vaut 500 000, le pas de temps δt est égal à 10−4 et le do-

maine d’étude est Ω = (−5, 5)× (−2.5, 2.5). Une simulation directe ne donne aucun résultat,

l’accumulation de l’énergie portée par les petites échelles empêche le développement de la

couche limite. En appliquant régulièrement la correction des petites échelles, on parvient à

la solution illustrée par la Figure 3.37. La répartition de la pression et de la contraite de

frottement sur l’obstacle, au temps t = 10, est présentée sur la Figure 3.38.
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Figure 3.30 – Ecoulement autour d’un disque au temps t = 100. De bas en haut, les lignes
de niveau de la fonction de courant φ, de la vorticité ω et de la pression p. Dans la colonne
de gauche, le nombre de Reynolds vaut 80, dans celle de droite 200.

170



3.7. SIMULATIONS MULTI-NIVEAUX : RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES
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Figure 3.31 – On trouve, dans la colonne de gauche, la répartition de la pression sur l’obstacle
et dans celle de droite, la contrainte de cisaillement sur l’obstacle. Ces quantités rendent
compte des forces respectivement de pression et de frottement exercées par le fluide sur
l’obstacle. De haut en bas, le nombre de Reynolds de l’écoulement vaut 80 et 200.
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Figure 3.32 – On trouve, dans la colonne de gauche, l’évolution du coefficient de trâınée
Cd, dans celle de droite, l’évolution du coefficient de portance Cl. Ces coefficients rendent
compte des forces induites par l’écoulement sur l’obstacle et qui s’exercent parallèlement à la
direction de l’écoulement (resp. perpendiculairement). De haut en bas, le nombre de Reynolds
de l’écoulement vaut 80 et 200.
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Figure 3.33 – Comparaison des lignes de niveaux de la fonction courant φ entre, à gauche,
les résultas expérimentaux de Bouard et Coutanceau et, à droite, les résultas numériques de
la présente méthode, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 0.75, (b) t = 1.0, (c) t = 1.25,
(d) t = 1.5.
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Figure 3.34 – À gauche, les courbes de pression et, à droite, les courbes de la contrainte de
cisaillement, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 0.75, (b) t = 1.0, (c) t = 1.25, (d) t = 1.5.
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Figure 3.35 – À gauche, les courbes de pression et, à droite, les courbes de la contrainte de
cisaillement, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 2.0, (b) t = 3.0, (c) t = 4.0, (d) t = 5.0.
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Figure 3.36 – Vorticité du champ de vitesse, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 1.0, (b)
t = 2.0, (c) t = 3.0, (d) t = 4.0 et (e) t = 5.0.
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Figure 3.37 – méthode multiniveaux, vorticité, Re = 500 000, t = 10.
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Figure 3.38 – Ici, le nombre de Reynolds vaut 500 000, une simulation numérique directe
est trop coûteuse en temps de calcul, on propose alors une solution multiniveaux. On se place
à l’instant t = 10. La Figure (a) représente la répartition de la pression sur l’obstacle et
la Figure (b) représente la contrainte de cisaillement sur l’obstacle. Ces quantités rendent
compte des forces respectivement de pression et de frottement exercées par le fluide sur
l’obstacle.
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Conclusion et perspectives





Le premier objectif de cette thèse concernait la construction de nouveaux opérateurs

d’interpolation sur maillage MAC [42] et le développement d’une méthode multi-niveaux

utilisant ces opérateurs. Les opérateurs proposés sont d’ordre deux et conservent la contrainte

d’incompressibilité de l’écoulement. Nous avons montré par une analyse spectrale que la

décomposition petites/grandes échelles sépare efficacement les échelles de l’écoulement. Une

méthode multi-niveaux, inspirée des travaux [11], a été développée dans le contexte de la

discrétisation MAC. Elle consiste à appliquer une correction dynamique en temps des petites

échelles lorsque l’énergie de celles-ci dépasse un seuil établi en fonction de l’énergie contenue

dans les autres échelles. Les résultats présentés dans le cas de la turbulence homogène et

de l’écoulement dans une cavité montrent que l’application de la méthode multi-niveaux sur

grille grossière permet de diminuer considérablement le temps de calcul de la simulation,

comparativement à une simulation numérique directe.

Le deuxième objectif de cette thèse concernait l’application des méthodes multi-niveaux

à la simulation numérique d’écoulements autour d’obstacles. Une nouvelle méthode de type

frontière immergée sur maillage MAC a été développée afin de permettre la simulation d’écou-

lements à nombres de Reynolds élevés. Après une étape de prétraitement, la résolution des

systèmes linéaires est effectuée à l’aide d’une méthode directe.

Les résultats sont comparés avec ceux obtenus à l’aide d’autres schémas numériques et

avec des données issues d’expériences. Les écoulements autour d’un disque à nombres de

Reynolds compris entre 1 et 9 500 sont simulés avec précision. Une simulation numérique

multi-niveaux de l’écoulement autour d’un disque au nombre de Reynolds égal à 500 000 a

été réalisée. Une simulation numérique directe, c’est-à-dire sans modèle de turbulence, n’est

pas envisageable à ce nombre de Reynolds : elle nécessiterait trop de points pour être résolue

sur les calculateurs dont nous disposons (coût mémoire et temps CPU trop importants). Ces

résultats préliminaires sont très encourageants.

Les perspectives de recherche à la suite de cette thèse sont nombreuses. Nous avons classé

ces thèmes par ordre de difficulté croissante.

– Simulations numérique d’écoulements autour d’un ensemble d’objets : la méthode que

nous avons proposée s’adapte facilement à l’écoulement autour de plusieurs obstacles.

Une distance algébrique di (négative dans le fluide) est associée à chaque obstacle ΩS
i ,

la distance algébrique à l’ensemble
[
i

ΩS
i est définie par d = max

i
di.

– Construction des opérateurs d’interpolation en dimension trois : nous recherchons des

opérateurs de restriction et de prolongement d’ordre deux qui agissent sur des champs

de vitesse définis sur maillage MAC en dimension trois et qui conservent la contrainte

d’incompressibilité. La construction de l’opérateur de restriction est facile, celle de

l’opérateur de prolongement est nettement plus complexe.

– Mise en évidence du phénomène de « crise de trâınée » aux alentours de Re = 300 000

pour l’écoulement autour d’un cylindre par simulation numérique multi-niveaux et/ou

directe.

– Prise en compte de la température du fluide dans les équations de Navier-Stokes : on

pourra s’intéresser à la simulation de la convection naturelle autour d’un objet plus
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(resp. moins) chaud que le fluide (exemple de tels travaux dans [80]).

– Extension du schéma pour l’écoulement autour d’un obstacle en dimension trois : nous

commencerons par étudier le cas où l’obstacle est un volume de révolution (cylindre)

de longueur infinie. Une condition aux limites périodique pourrait être appliquée dans

la troisième direction. On a représenté sur la Figure 3.39 une maille coupée en di-

mension trois. Le placement des inconnues et la définition de la divergence discrète se

généralisent.

ui j k

vi j k

wi j k

x y

z

1

Figure 3.39 – Exemple de maille coupée en dimension 3.

– Utilisation d’une méthode de décomposition de domaine pour l’écoulement autour d’un

obstacle : l’idée est de résoudre le schéma numérique sur un domaine de petite taille

qui contient l’obstacle, lequel est discrétisé par un maillage très fin.

– Méthode de raffinement local : les opérateurs de restriction/prolongement proposés

peuvent être utilisés pour raffiner localement la résolution dans les zones de forte acti-

vité, comme les couches limites et derrière un obstacle, là où la turbulence se développe

et où de nombreuses échelles de petites tailles sont générées.

La simulation numérique d’écoulements bi-dimensionnels a été un contexte favorable au déve-

loppement de nouvelles méthodes numériques. Les résultats obtenus nous donnent bon espoir

quant à l’extension de ces méthodes pour la simulation d’écoulements tri-dimensionnels. Nous

pourrons alors traiter des problèmes encore plus réalistes.
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vitesse de référence, en pointillés rouges celui des grandes échelles pour les
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à 10242 points (a), 2562 points (b) et de la solution multi-niveaux sur une grille
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3.26 Evolution du coefficient de trâınée : (a) Re = 1, (b) Re = 10, (c) Re = 20 et

(d) Re = 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

3.27 Le nombre de Reynolds vaut 40. On a représenté le profil de u à x = 0 (c),
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cisaillement, pour Re = 9500 et au temps (a) t = 0.75, (b) t = 1.0, (c) t = 1.25,

(d) t = 1.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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trop coûteuse en temps de calcul, on propose alors une solution multiniveaux.
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