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Introduction

Soit C' un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, complet pour une valeur
absolue ultramétrique || et dont le corps résiduel est de caractéristique p > 0. On note O¢

I’'anneau de valuation de C.

Pour toute C-algebre topologique A, on note Spm A I’espace topologique des morphismes
continus de C-algebres de A vers C, muni de la topologie de la convergence simple. Une
partie 2 de Spm A est dite bornée s’il existe un ouvert non vide U de A tel que I'ensemble
des |s(a)| pour s € Q et a € U soit borné. Pour toute partie bornée Q0 de Spm A,
Iapplication ||-||, définie par ||al| = sup {|s(a)|, s € 2} est une semi-norme sur A. On
dit que A est pro-spectrale si I'application naturelle de A dans sa séparée complétée pour la

famille des semi-normes |||, est un homéomorphisme.

La catégorie des variétés spectrales sur C' est la catégorie opposée a celle des C-algebres
spectrales. Il est commode de voir une variété spectrale comme un espace topologique S
muni d’une structure spectrale, celle-ci consistant en la donnée d’une algébre pro-spectrale A et
d’un homéomorphisme de Spm A sur S. On appelle alors A Valgebre des fonctions analytiques
sur la variété spectrale \S'; les fonctions analytiques entre deux variétés spectrales S = Spm A
et T' = Spm B sont les morphismes de variétés spectrales, c’est-a-dire les morphismes
continus de C'-algebres de B vers A. Par exemple, C' est une variété spectrale et son algebre
de fonctions analytiques est 'algebre des séries formelles de rayon de convergence infini (on
voit ainsi que les fonctions analytiques sur une variété spectrale .S sont bien les fonctions

analytiques de S vers la variété spectrale C).

Un espace de Banach spectral effectif sur C' est un objet en espaces de Banach p-adiques dans

la catégorie des variétés spectrales sur C'. Par exemple :

— tout (Qp-espace vectoriel de dimension finie V' a une structure naturelle d’espace
de Banach spectral effectif, I'algeébre spectrale étant l'algébre des fonctions continues
sur V' ;

— tout C-espace vectoriel de dimension finie W a une stucture naturelle d’espace
de Banach spectral effectif : pour tout sous-Oc-module libre # de W contenant une
base de W, l'algebre des fonctions analytiques sur W est la complétée de Sym W*
pour la famille de semi-normes ||al|,, = sup {|a(x)|,z € p™"#'};

— soit mg 1'idéal maximal de C et U lensemble des suites (U(n))neN d’éléments
de 1 4 m¢ vérifiant (u™+D))? = 4 pour tout n € N. C’est, de facon naturelle, un
espace de Banach p-adique et % = {u eU,u® el —I—pﬁc} est un réseau de U. 11
a aussi une structure d’espace de Banach spectral effectif : soit Ag la limite inductive
des algebres C'[X,] pour les morphismes X, — X£+1~ Tout élément de U définit de
facon évidente une fonction continue sur Ag a valeurs dans C, et I'algebre des fonctions
analytiques sur U est la séparée complétée de Ay pour la famille de semi-normes
lal,, = sup {la(z)], = € p~"#}.

La catégorie des espaces de Banach spectraux effectifs est une catégorie exacte : une suite

exacte est une suite 0 — ' 25 B 25 g7 0, ou f et g sont des applications Q-linéaires

analytiques, qui est exacte dans la catégorie des (Qp-espaces vectoriels.
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Par exemple, la suite 0 — Q,(1) - U — C — 0, ou Q,(1) est le sous-Qp-espace

0 soit une racine de I'unité, et U — C est

vectoriel de U formé des (u(™),en tels que ul
le morphisme (u(™),en — log(u(?)), est une suite exacte d’espaces de Banach spectraux

effectifs.

Un espace de Banach-Colmez effectif sur C' est un espace de Banach spectral effectif qui
est extension d’un C-espace vectoriel de dimension finie W par un Qp-espace vectoriel de
dimension finie V. Un espace de Banach-Colmez est le quotient d’un espace de Banach-Colmez
effectif par un Qp-espace vectoriel de dimension finie : de fagon plus précise, la catégorie
des espaces de Banach-Colmez est la localisée de la catégorie des paires (V' C E) (ot V est
un Qp-espace vectoriel de dimension finie et £/ un espace de Banach-Colmez effectif) par
les quasi-isomorphismes, c’est-a-dire les morphismes (V C E) — (V' C E’) qui induisent
une bijection E/V — E'/V".

La catégorie des espaces de Banach-Colmez est abélienne et le foncteur d’oubli de cette
catégorie vers celle des espaces de Banach p-adiques est exact et fideéle. On peut donc
voir un espace de Banach-Colmez comme un espace de Banach p-adique muni d’une
structure supplémentaire ; on appelle applications Q) -linéaires analytiques les morphismes de
la catégorie des espaces de Banach-Colmez. Le foncteur naturel de la catégorie BCg des
espaces de Banach-Colmez effectifs vers la catégorie BC¢ des espaces de Banach-Colmez
est exact et pleinement fidéle, ce qui identifie BC¢ a I'abélianisation de BCg (c’est-a-dire
que tout foncteur exact de BCg vers une catégorie abélienne se factorise uniquement (a un

isomorphisme de foncteurs pres) par BCg).

Comme la terminologie le suggere, il existe une équivalence naturelle de catégories
entre BC¢ et la catégorie introduite dans [4] sous le nom d’Espaces de Banach de dimension
finie. Outre le fait de donner une nouvelle approche de la catégorie introduite par Colmez,
le but de ce travail est d’étudier en détail cette catégorie, qui est liée d’assez pres, comme
lavait remarqué Colmez, aux anneaux de périodes Bgpis et Bgr. En particulier, nous
redémontrons certains résultats de Colmez et mettons également en évidence une filtration

de Harder-Narasimhan sur une sous-catégorie intéressante de BC¢.

Ce travail prouve en particulier les résultats suivants :

(i) Soit X un espace de Banach-Colmez; alors on peut représenter X par les deux suites

exactes
0 —V. —F — X —0 9e¢&¢ 0 —V, —E — W — 0,

ou W est un C-espace vectoriel de dimension finie et Vi, V_ deux Qp,-espaces

vectoriels de dimension finie. Alors les entiers
dim(X) = dimcW et ht(X) = dimg, V; — dimg, V_

ne dépendent pas des choix effectués pour Vi, V_ et W. On les appelle respec-
tivement dimension et hauteur de X. De plus, ces fonctions sont additives sur la

catégorie BCg.
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(111)

(iv)

Tout BCTR—module de longueur finie peut naturellement étre muni d’une structure
d’espace de Banach-Colmez; sa dimension est alors égale a sa longueur comme
B;‘R—module et sa hauteur est nulle. Le foncteur ainsi défini de la catégorie des
B;R—modules de longueur finie vers celle des espaces de Banach-Colmez est exact et
pleinement fidele.

Soient k un sous-corps parfait du corps résiduel de C, Ky = FracW(k), et o le
Frobenius absolu sur K. Un -isocristal effectif sur k est un Kg-espace vectoriel de
dimension finie D, muni d’une application o-linéaire ¢ : D — D bijective et telle

qu’il existe un réseau de D stable par ¢. Pour tout ¢-isocristal effectif D, le Q,-espace
+

cris a une structure

vectoriel (D) des applications Q,-linéaires ¢-équivariantes D — B
naturelle d’espace de Banach-Colmez; de plus, la dimension de E(D) est égale au
nombre de Newton tN(D) (c’est-d-dire A la valuation p-adique du déterminant de )
et la hauteur de E(D) est égale a dimp, D. Si les pentes de D sont < 1 (i.e. s'il existe
un réseau 7 tel que pZ C ¢(2)), alors E(D) est effectif.

Cette construction est fonctorielle et le foncteur ainsi défini de la catégorie des -
isocristaux vers celle des espaces de Banach-Colmez est exact et fidele.
Pour tout m € N, soit B,, = Bd+R/ Fil™ B(J{R; on note encore B le

B(J{R—module BdR/BIR = lim B,,(—m). Pour tout espace de Banach-Colmez X,

meN
on note

Xir = Hom(X, E) = h_r)n Hompc,. (X, B (—m)),
neN
X;R = HomB:er(XgR, B) et XdR — X;_R ®B:er BdR-

+ + - :
Alors X ji est un Bjp-module de type fini, et donc Xgg est un Bgr-espace vectoriel
de dimension finie. On dit que X est constructible si application naturelle X — X;R
est injective et que X est d pentes finies si X — Xgpr est injective, ce qui revient a
dire que X est constructible et que le B:R—module X;_R est sans B:R—torsion. Si X est
constructible alors dimp,;, Xqr = ht(X); en particulier, la hauteur de X est positive.

Un espace de Banach-Colmez X est constructible si et seulement s’il admet une

pseudo-présentation, ¢’ est-a-dire une suite exacte d’espaces de Banach-Colmez
0O —V — X — M —0

ou V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, et M un Bd+R—module de longueur
finie. En particulier, tout espace de Banach-Colmez effectif est constructible.

Lorsque X est constructible, on identifie 'espace de Banach p-adique sous-jacent a
son image dans X(J{R et on note F'*°X le sous—B(J{R—module de torsion de X ; alors
le quotient X/F*° X est A pentes finies (et c’est le plus grand quotient a pentes finies
de X).
La catégorie des espaces de Banach-Colmez constructibles est exacte et le fonc-
teur X +— X;R vers la catégorie des B;‘R—modules est exact et fidele. Pour tous
espaces de Banach-Colmez constructibles X et Y, le Q,-espace vectoriel des appli-
cations Qp,-linéaires analytiques de X dans Y s’identifie 4 I'ensemble des applications
BIR—linéaires f: X;'R — Yd—;{ telles que f(X) C Y.

La catégorie des BJR—modules de longueur finie s’identifie a la sous-catégorie pleine

des espaces de Banach-Colmez constructibles qui sont de hauteur nulle.
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(vi)

(vii)

(viii)

La catégorie des espaces de Banach-Colmez a pentes finies est une catégorie exacte et
le foncteur X —— Xgg vers la catégorie des Byr-espaces vectoriels est exact et fidele.
Soient X un espace de Banach-Colmez a pentes finies et Y un sous-objet de X ;
alors Y est a pentes finies et YR est un sous-Bgr-espace vectoriel de Xqr. L’adhérence
de Y dans X est Y = X N YgR; c’est un sous-objet strict de X (c’est-a-dire que le
quotient X /Y est 4 pentes finies) et dimY C dimY avec égalité si et seulement si
Y=Y.

Ces propriétés permettent de munir la catégorie des espaces de Banach-Colmez
a pentes finies d’une structure de Harder-Narasimhan : cette catégorie a des propriétés
formelles analogues a celle des fibrés vectoriels sur une courbe projective lisse, la
hauteur jouant le role du rang, et la dimension celui du degré. Plus précisément, la pente
d’un objet X est le nombre rationnel positif ¢4(X) = dim X/ ht X ; on dit que X est
semi-stable si pour tout sous-objet strict Y de X, on a pu(Y) < p(X). Alors tout objet

non nul X admet une unique filtration par des sous-objets stricts
0=Xp2X1...2X, =X,

telle que chaque quotient X;/X;_1 soit semi-stable et que la suite des
pentes 1(X;/X;—1) soit strictement décroissante.

Il est commode de renuméroter cette filtration et d’introduire la filtration décrois-
sante (Fil* X') indexée par les réels positifs, en notant Fil* X = X, ot ¢ est le plus
petit entier tel que p(X;/X;—1) < a (et Fil* X = 0 pour av > p(X7)). Les gradués de
cette filtration sont les Gr” X = Fil* X/ lim 85a Fil® X . Cette filtration est exhaustive
et séparée, les sauts (i.e. les « tels que Gr® X # 0) sont des nombres rationnels et sont
en nombre fini.

Soit X un espace de Banach-Colmez constructible. On munit X d’une filtra-
tion décroissante indexée par [0,+00] en notant Fil* X I'image inverse dans X
de Fil*(X/F>*X) et FilI** X = F* X . Tout morphisme d’espace de Banach-Colmez
constructibles X — Y est compatible avec les filtrations sur X et Y.

Pour tout a € [0,4+00[NQ, soit « = d/h Técriture irréductible de «; on pose
alors By = {x € B:;is, oM(x) =p?- x} Alors tout espace de Banach-Colmez semi-

stable de pente o est isomorphe 4 une somme directe d’'un nombre fini de copies
de E,.

Pour tout espace de Banach-Colmez a pentes finies X et pour tout a € [0, +00],
il existe un entier nx(a) tel que Gr® X soit isomorphe a (E,)"X (@) et la filtra-
tion (Fil* X') est (non canoniquement) scindée. Autrement dit, il existe une (unique)

fonction nx : Q+ — N, presque partout nulle, et telle que

X ~ PEF.

8

Pour tout réel , le sous-objet Fil® X s’identifie alors 3 ) EZX ) pour 3 = a.

Signalons enfin que la définition des espaces de Banach-Colmez sur C' se généralise en une

définition des espaces de Banach-Colmez sur tout sous-corps fermé K de C' dont la cloture

algébrique est dense dans C. Les propriétés de ces espaces permettent alors de retrouver le
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théoréme de [5] qui dit que lorsque la valuation sur K est discréte, alors tout ¢-module filtré

sur K qui est faiblement admissible est admissible.

Décrivons a présent 'organisation de ce travail; il est divisé en trois parties. La premiere
se compose des chapitres T a 3 et construit le cadre général des groupes spectraux dans lequel
se situe toute la suite. La deuxiéme partie (chapitres 4 4 6) donne la définition des espaces
de Banach-Colmez ainsi que leur propriété principale, le lemme fondamental 6.0.1. Enfin,
la troisieme partie (chapitres 7 a 10) tire les conséquences de ce résultat sur la structure de la

catégorie des espaces de Banach-Colmez.

Le chapitre 1 donne le cadre des variétés spectrales. Soient K un corps p-adique et C la
complétion de la clture algébrique de K. A toute K-algébre de Fréchet A (ceci incluant
les algebres de Banach) on associe son spectre Spm A, qui est I'espace topologique des
morphismes continus de K -algebres de A vers C. Par la transformation de Gelfand, A est
une sous-algeébre des fonctions continues de Spm A vers C'; on dit que A est spectrale si sa
topologie est celle de la convergence uniforme sur tout borné de Spm A et pro-spectrale si
c’est une limite projective dénombrable d’algebres spectrales. La catégorie des variétés spectrales

sur K est la catégorie opposée a celle des K -algeébres pro-spectrales.

Le chapitre 2 considére le cas particulier des algebres affinoides, c’est-a-dire des algebres
de Banach topologiquement de type fini sur K. Les variétés spectrales rigides sont celles qui

sont associées a des algebres affinoides.

Le troisiéme chapitre est consacré aux groupes spectraux affines, ¢’est-a-dire aux objets en
groupes dans la catégorie des variétés spectrales affines, et aux espaces de Banach spectraux
effectifs.

Le chapitre 4 élargit la gamme des espaces de Banach spectraux effectifs 4 notre disposition
en étudiant les structures analytiques obtenues 4 partir des objets classiques de la théorie des
périodes p-adiques. En particulier, 'anneau R = h(Ln( .. = O¢ immiiN O¢) est muni
d’une structure spectrale, ainsi que son anneau de vecteurs de Witt W(R); il en est de
méme du W(R)-module BW (R) des bivecteurs de Witt a coefficients dans R, ¢’est-a-dire

des vecteurs (zp,)nez indexés par Z tels que limsup,, _,_ |zn| < 1.

Le cinquiéme chapitre introduit les espaces de Banach-Colmez effectifs, et en donne
plusieurs constructions (a partir de groupes p-divisibles sur le corps résiduel de k ou a partir
de sous-objets de BW (R)). Enfin, ce chapitre montre que Ey = {x € B}, , o(z) = pz} est
I'extension universelle de C' par ), dans la catégorie des espaces de Banach spectraux ; ceci
permet de classifier les extensions spectrales d’'un C'-espace vectoriel de dimension finie par

un Qp-espace vectoriel de dimension finie.

Le sixieme chapitre établit le lemme fondamental (analogue a ceux présents dans [5, 4]) :
soit F/ un espace de Banach-Colmez effectif admettant une présentation de dimension un
(c’est-a-dire qui s’écrit comme extension de C' par un Qp-espace vectoriel V' de dimension
finie h). Alors tout morphisme analytique u de E vers C' vérifie 'une des deux conditions

suivantes :
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(i) I'image de u est un Qp-espace vectoriel de dimension finie ;

(i) w est surjectif, et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension h.

Ce résultat est établi en deux étapes. La premiére partie le montre pour I'espace de Banach-
+

oris? (ph(.r) = px}, a l'aide de la structure analytique

Colmez élémentaire Eyj = {:L' €eB
explicite de F j, établie au paragraphe 5.2. La deuxieme partie raméne le cas général a

celui-ci en utilisant extension universelle du chapitre précédent.

Le chapitre 7 construit la catégorie des espaces de Banach spectraux. C’est une catégorie
localisée de morphismes d’espaces de Banach spectraux effectifs; elle contient comme
sous-catégorie pleine celle des espaces de Banach spectraux effectifs étudiée jusque-la, et
tout morphisme dont la source est un espace de Banach spectral étale a un conoyau par

construction.

En localisant de la méme facon la catégorie des espaces de Banach-Colmez effectifs, on
obtient la catégorie des espaces de Banach-Colmez, qui est une sous-catégorie pleine de
celle des espaces de Banach spectraux. Le chapitre 8, a partir du lemme fondamental 6.0.1,
montre que la catégorie des espaces de Banach-Colmez est abélienne et qu’il existe d’uniques
fonctions de dimension et de hauteur (notées dim et ht), additives sur les suites exactes
courtes et telles que dimC' = 1, ht C = 0, dim Q,, = 0 et ht Q, = 1. Le chapitre 8 montre
également que la catégorie des espaces de Banach-Colmez est équivalente a celle des Espaces

de Banach de [4], pour lesquels ce résultat est déja connu.

Le chapitre 9 est consacré aux homomorphismes et aux extensions d’espaces de Banach-
Colmez. On commence par construire un foncteur pleinement fidele de la catégorie des
B;{’R—modules de longueur finie vers celle des espaces de Banach-Colmez, qui prolonge la
structure spectrale naturelle sur les C'-espaces vectoriels (qui sont les B;‘R—modules annulés
par tBJz). Soient B, = {z € B, p(z) =z} et B = Bar/Bgy ; alors la suite exacte

fondamentale 0 — Q, — Be — B — 0 est naturellement munie d’une structure analytique,

est c’est méme I'extension universelle de B par Q.

Enfin, le chapitre 10 classifie les espaces de Banach-Colmez a pentes finies. 11 établit la
structure de Harder-Narasimhan de cette catégorie et donne la nature des gradués de la

filtration.



Partie 1. Espaces de Banach spectraux effectifs

I. Variétés spectrales affines

Dans tout ce qui suit, p est un nombre premier, et K est un corps complet pour une
valuation p-adique v, normalisée par v (p) = 1. On note également || la valeur absolue
associée, définie par |z| = pUk(®) L’anneau des entiers de K est noté O et son idéal
maximal mz. On note K une cléture algébrique de K, % le groupe de Galois de K sur K,
et C' la complétion de K ; c’est un corps algébriquement clos, et 'action de ¥ sur K se

prolonge de facon unique en une action continue sur C'.

Tous les anneaux et algebres considérés sont, sauf mention explicite du contraire, supposés

unitaires et commutatifs.

1.I. Espaces de Banach. —

Définition 1.1.1. — Soit V un K-espace vectoriel. On appelle réseau de V' tout sous-Og -
module ¥ de V' séparé pour la topologie p-adique et tel que I'application canonique ¥ ®z,
Qp — V soit bijective. Deux réseaux #] et %3 sont dits commensurables 5’1l existe un entier n
tel que p" ¥ C Yo et p ¥y C V1.

Pour tout réseau ¥ de V/, I'application ||-||,, définie sur V' par ||z||, = inf {|A|,z € AV}
est une norme sur V. Inversement, si N est une norme sur V', alors sa boule unité % est un
réseau de V, et ||-|| 5 est une norme équivalente 3 N. Deux normes sont équivalentes si et
seulement si les réseaux correspondants sont commensurables ; un réseau est commensurable

au réseau définissant la norme si et seulement §’il est ouvert est borné pour cette norme.

Par conséquent, il revient au méme de munir un K-espace vectoriel d'une classe
d’équivalence de normes, ou d’une famille de réseaux commensurables. Ceci définit de facon

unique une topologie sur V.

Définition 1.1.2. — La catégorie des K -espaces de Banach est la catégorie dont les objets sont
les K -espaces vectoriels topologiques complets dont la topologie provient d’une norme, et

dont les morphismes sont les applications K -linéaires continues.

Dire qu’un K-espace vectoriel normé V' est un K-espace de Banach revient donc a dire

que sa boule unité ¥ est séparée et compléte pour la topologie p-adique.

Un produit direct de deux K -espaces de Banach, muni de la topologie produit, est encore
un K-espace de Banach; si ces espaces sont munis de normes, cette topologie est aussi
donnée par la norme ||(v, w)|| = max {||v]], ||w]|}. Par conséquent, tout K -espace vectoriel

de dimension finie est un K-espace de Banach.

Tout sous-K -espace vectoriel fermé d’un K -espace de Banach est un K -espace de Banach.
De plus, si W est un sous-K-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach V, alors le
quotient V/W, muni de la norme |||y, définie par ||v|[y,y, = inf {||0]},, 0 — v} =
d(v, W) est un K-espace de Banach.
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Soient V, W deux K -espaces de Banach dont la topologie est donnée par des réseaux
respectifs sont ¥ et #, et notons VW le séparé complété pour la topologie p-adique
du Oc-module ¥ @ # ; alors (VW) ®e, C est un K-espace de Banach, qui ne
dépend pas du choix des réseaux ¥ et #, et que I'on note V&W. De plus, le K-espace
vectoriel Hom g (V, W) des applications K -linéaires continues de V' vers W est un K -espace
de Banach, dont une norme est donnée par HfHHomK(V,W) = sup {||f(v)|lw, lvll,, <1}

La proposition suivante est un théoréme classique d’analyse fonctionnelle réelle, qui

s’applique tel quel en analyse fonctionnelle p-adique.

Proposition 1.1.3. — [21, 1.25,1.36,1.37] Soit V un K -espace vectoriel. Alors les trois conditions

suivantes sont équivalentes :

() V est la limite projective d’une famille dénombrable d’espaces de Banach ;
(i) la topologie de V' est donnée par une famille dénombrable de semi-normes pour laquelle V' est
séparé et complet ;
(iii) la topologie de V est donnée par une distance invariante par translation pour laquelle V est

complet.

Démonstration. — 11 est clair que les conditions (i) et (il) sont équivalentes.

Supposons que (Pp)nen soit une famille de semi-normes définissant la topologie sur V.
Soit h une fonction continue, définie sur [0, +-00[ et A valeurs dans [0, 1], bornée, strictement

_ T

croissante, telle que f(0) = 0; par exemple h(z) = 75.

d(z,y) => 2 "h(pa(z —y)) ;

neN

On pose alors, pour x,y € V :

alors d est invariante par translation, et puisque d(z,y) = 0 si et seulement si p,(x —y) =0
pour tout n, c’est une distance sur V. Enfin, puisque V' est complet pour la famille (p,,), il

Iest pour la distance d.

Réciproquement, supposons que V' soit muni d’une distance d invariante par translation ;
soit (2, )nen une base dénombrable de voisinages de zéro. Pour tout n et pour tout x € V/,
puisque la fonction de K dans V' qui a A associe Az est continue, Az appartient a {2, pour A

assez proche de zéro. Pour tout n € N, on pose donc
po(z) =inf {|A, Ae VA 'z € Q,} ;
Pr, est une semi-norme sur V, et puisque la famille (€2,,),cn est une base de voisinages de

zéro, la topologie de V est bien celle donnée par les semi-normes (P )pen. <

Définition 1.1.4. — Un K -espace de Fréchet V' (« F-space » au sens de [2I]) est un K -espace
vectoriel topologique satisfaisant les trois conditions équivalentes de la proposition 1.1.3.

En particulier, tout K -espace de Banach est un K-espace de Fréchet.

Un sous-espace fermé d’un espace de Fréchet, un quotient d’un espace de Fréchet par un
sous-espace fermé, ou le produit tensoriel complété de deux espaces de Fréchet sont encore
des espaces de Fréchet. Cependant, 'espace des morphismes entre deux espaces de Fréchet

n’est en général pas un espace de Fréchet.
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Puisque les K -espaces de Fréchet sont complets, ils vérifient le théoréme de Baire et ses

conséquences ([3, 2.8.1]) :

Théoréme de Baire. — |21, 2.2]| L’intersection d’une famille dénombrable d’ouverts denses d’un
K -espace de Fréchet V' est dense.

Ceci revient bien str au méme que de dire que la réunion d’une famille dénombrable de
fermés d’intérieur vide d'un K-espace de Fréchet V est d’intérieur vide. En particulier, si
V est réunion dénombrable de fermés, alors I'un au moins de ces fermés est d’intérieur non

vide.

Théoréme de application ouverte. — [21, 2.11| Soient V., W deux K -espaces de Fréchet, et
soit f V. — W une application linéaire continue. Si f est surjective, alors f est une application

ouverte.

En particulier, si f est bijective et continue, alors I'application linéaire réciproque f~1 est

continue.

Théoréme du graphe fermé. — (21, 2.15] Soient V., W deux K -espaces de Fréchet, et soit f :

V' — W une application linéaire. Alors f est continue si et seulement si son graphe est fermé

dans V. x W.

Définition 1.1.5. — [21, 2.3] Un ensemble A d’applications linéaires V. — W est dit
collectivement bomé si pour toute partie bornée A de V, A(A) est bornée dans W.

Théoréme de Banach-Steinhaus. — [21, 2.5] Soient V., W deux K-espaces de Fréchet, et
soit A un ensemble d’applications linéaires continues f : V. — W. Si pour tout v € V,
Pensemble { f(v), f € A} est borné, alors A est collectivement borné.

Proposition 1.1.6. — Soient V' un K-espace de Banach et V' un réseau munissant V' de sa

topologie. Alors un réseau W de V' est commensurable a ¥V si et seulement s’il est fermé dans V.

Démonstration. — Supposons d’abord % commensurable 2 #. Alors #  est en particulier

ouvert, et donc fermé puisque c’est un sous-groupe de V.

Réciproquement, supposons que # est un réseau fermé. Puisque # est un réseau, on
peut alors écrire V' = Un>0 p "W ; puisque V est un K -espace de Banach et # est fermé,
d’apres le théoréeme de Baire, il existe un entier n tel que p~"%# soit d’intérieur non vide ;
autrement dit, #  est d’intérieur non vide. Comme c’est un sous-groupe de V, ceci implique

qu’il est ouvert dans V.

Puisque # est un réseau fermé de V, il est séparé et complet pour la topologie p-adique,
et donc V, muni de la topologie donnée par #/, est un K-espace de Banach, que nous
noterons W ; puisque #  est ouvert, I'application identité est continue de V vers W, et
surjective. Par le théoreme de l'application ouverte, elle est donc ouverte, c’est-a-dire qu’il

existe un entier m tel que p™# C V ; par conséquent, #  est borné dans V. <

Proposition 1.1.7. — Soient V., W deux espaces de Banach, f : W — V' une application

linéaire continue et surjective, et V' un réseau fermé de V. Il existe un réseau fermé W de W tel

que f(W) =7V,
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Démonstration. — Soit #” un réseau fermé de W. Son image f(#”) est un sous-groupe
borné de V'; puisque V et W sont des espaces de Banach et f est surjective, d’apres le
théoréme de I'application ouverte, f(#”) est ouvert. Par conséquent, f(#”) est un réseau
de V' commensurable 4 ¥, et il existe donc un entier n tel que V' C f(p™"#"). 1l suffit
alors de prendre # =p "' N f~Y(¥). <

Proposition 1.1.8. — [3, 2.8.2/2]; [11, 1.2.1(3)] Soit V' un espace de Banach engendré topologi-
quement par une famille dénombrable de vecteurs. Alors V' est soit de dimension finie, soit isomorphe a

Pespace de Banach co(K) des suites d’éléments de K convergeant vers zéro.

1.2. Algébres de Banach. —

Définition 1.2.1. — La catégorie des K -algébres de Banach est la catégorie dont les objets
sont les K -algébres commutatives topologiques complétes dont la topologie provient d’une
norme d’algebre (c’est-a-dire vérifiant ||ab|| < ||a||||b]| et [|1|| < 1), et dont les morphismes

sont les morphismes continus de K -algébres.

Soit &7 la boule unité pour la norme d’algebre sur A. Alors &7 est une sous-Of-
algebre fermée de A, séparée et compléte pour la topologie p-adique, et I'application
naturelle o7 []l)] — A est un homéomorphisme. Inversement, si % est une Ok -algebre
séparée et compléte pour la topologie p-adique, alors B = %[%] est une K -algebre
de Banach.

Le produit direct de deux algebres de Banach, muni de la norme |[(a,bd)| =

max {||a|, ||b]|}, est encore une algebre de Banach.

Soit A une K-algebre de Banach. Alors puisque [|1]] < 1 et |1 < [|1]|% on a

nécessairement ||1]| = 1 ou ||1|| = 0. Le cas ot ||1]| = 0 correspond a I'algebre nulle.

Soit @ un élément inversible de A. Pour tout élément x tel que Hxa_IH <1 la
série géométrique ) (7)™ est normalement convergente, donc convergente dans A; par

conséquent, A* est un ouvert de A.

Soit m un idéal maximal de A. Puisque m est un idéal strict de A, il est inclus dans le
complémentaire de A*, qui est fermé d’aprés ce qui précéde ; son adhérence est donc aussi

incluse dans cet ensemble, et est donc un idéal strict. Par conséquent, m est fermé.

Définition 1.2.2. — La catégorie des K -algébres de Fréchet est la catégorie dont les objets
sont les K -algeébres commutatives topologiques complétes dont la topologie provient d’une
famille dénombrable de semi-normes d’algebre (c’est-a-dire vérifiant p, (ab) < pp(a)-pn (D)),

et dont les morphismes sont les morphismes continus de K -algebres.

De méme que pour une algebre de Banach, pour toute algebre de Fréchet A, A* est un

ouvert de A, et tout idéal maximal de A est fermé.

1.3. Algébres pro-spectrales et variétés spectrales affines. — Soient A une K-

algebre topologique et S = Homp cont(A, C') I'ensemble des homomorphismes continus
de K -algebres de A vers C.
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A un éément a € A, on peut associer par la transformation de Gelfand une fonction,
que l'on notera encore a, définie sur S et a valeurs dans C, en notant pour tout s € S :
a(s) = s(a) € C. L’ensemble S peut ainsi étre muni de la topologie faible : c’est par
définition la topologie la moins fine qui rend continues toutes les images des éléments de A
par la transformation de Gelfand. L’espace topologique ainsi obtenu ne dépend pas de la
cloture algébrique de K choisie. De plus, S est naturellement muni d’une action a gauche

de Yy, et cette action est continue pour la topologie faible.

Tout morphisme continu f : A — A’ induit une application o : §* — S (ou

S’ = Hompg cont (A’, C')) ; cette application est continue et ¥k -équivariante.

Définition 1.3.1. — Un ouvert €2 de S est dit borné §’il existe un ouvert &/ de A tel que
{a(w), a € & ,w € Q} soit une partie bornée de C.

Ceci revient a dire que la restriction a {2 définit un morphisme continu de K -algébres
de A vers I'algebre €(€2) des fonctions continues sur €2, qui est une algébre de Banach pour

la norme de la convergence uniforme.

1 est clair que, si € est un ouvert borné de S, alors tout ouvert ' C € est borné; il est
également vrai que, si et  sont deux ouverts bornés de S, alors 2 U 2’ est un ouvert

borné de S.

(W), w € N} < o0, et
Iapplication ||-||, ainsi définie vérifie ||a + b||, < max(||a||Q, 16llg) llabllg < llallq-

et ||[Aallg = [A|gllallg pour tous a,b € A et A € K ; autrement dit, c’est une semi-norme
sur la K -algebre A. Notons Ag le séparé complété de A pour la semi-norme ||| Clest
une K -algebre de Banach.

Soient 2 C ' deux ouverts bornés de S, alors pour tout a € A, |allg < ||allq ; par
conséquent, le morphisme de restriction A — Agq se prolonge en un morphisme d’algébres
continu A\Q/ — A\Q Par conséquent, et puisque les ouverts bornés de .S forment un systéme
inductif filtrant, les A\Q forment un systéme projectif filtrant de K -algeébres de Banach et de

morphismes continus de K -algebres.

Définition 1.3.2. — L’algebre A est dite pro-spectrale si S est la réunion de ses ouverts bornés

et si le morphisme canonique
A — lim Aq,
la limite projective étant prise sur tous les ouverts bornés €2 de A, est un homéomorphisme.

L’algeébre A est dite spectrale si S est un ouvert borné de A etsil’application canonique A —

Ag est un homéomorphisme.

Il est en particulier clair que, si A est pro-spectrale, alors la transformation de Gelfand

réalise une injection de A dans les fonctions continues sur Spm A.

Si S est lui-méme un ouvert borné de A, alors S est bien siir la réunion de ses ouverts
bornés; en outre, on a alors lim AQ = AS Par conséquent, l'algebre A est spectrale si et

seulement si elle est pro—spectrale et si S est borné.
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Définition 1.3.3. — On note en particulier ||-||SlD = ”'HHom(A,C)’ c’est-a-dire pour tout a €
A
lallg, = sup{|s(a)l,s € Homk cont (4, C)}-

L’application H-Hsp : A — [0, +00] sappelle la semi-norme spectrale sur A.

Il est clair que la semi-norme spectrale est bien une semi-norme d’algebre sur A.

De plus, I'algebre A est spectrale si et seulement si la semi-norme spectrale est a valeurs
dans [0, +00[, est une norme sur A et définit la topologie de A. On notera dans ce cas ||-|| la

norme spectrale sur A.

Soit A une algébre spectrale. Alors [[a|| < 1 si et seulement si la suite (a™) est bornée
dans A. Par conséquent, 'ensemble A° des éléments a € A dont les puissances sont bornées
est le sous-anneau de A qui définit la norme. De plus, le sous-ensemble A°° des éléments

topologiquement nilpotents est un idéal de A°.

Définition 1.3.4. — Une variété spectrale affine sur K est un triplet X = (S, A,), ot S
est un Y -espace topologique (c’est-a-dire un espace topologique muni d’une action
continue de ¥), A est une K-algebre pro-spectrale, et i : Homg cont (A4, C) — S est un
homéomorphisme ¥ -équivariant. L’algébre pro-spectrale A est Ualgébre affine de la variété
spectrale X, et le ¥k -espace topologique S est le support de X ; on notera encore A = 0/(X),
S =X

Un morphisme de variétés spectrales affines sur K de (S, A,i) vers (S', A’,i') est une
paire (f,p), ot f: S — S’ est une application continue et p : A’ — A est un morphisme

d’algebres continu, tels que le diagramme

S S’

| ]

HomK,cont (A7 C) L) HomK,Cont(A,’ C)

commute.

Pour toute K-algebre pro-spectrale A, on note Spm A, et on appelle spectre de A, la
variété spectrale affine (Hompg cont (4, C), A4, 1d).

Soient X = (S, A, 1) une variété spectrale affine sur K et B une K-algebre topologique ;
on note X (B) l'espace topologique Hom g cont (A, B), muni de la topologie de la conver-
gence simple. En particulier, X (C) = S = | X]| est I'espace topologique sous-jacent a X.
Les éléments de X (B) sont appelés les points de X a valeurs dans B.

La catégorie des variétés spectrales affines est naturellement anti-équivalente a la catégorie
des algebres pro-spectrales et des morphismes d’algeébres continus. La catégorie des algebres
spectrales correspond par cette anti-équivalence a la catégorie des variétés spectrales affines

bornées.

Soit S un espace topologique muni d’une action de ¥k ; une structure spectrale sur S est
une variété spectrale affine dont I'espace topologique sous-jacent est S. Soient S, T deux

variétés spectrales affines; alors une application continue f : 7" — S est dite spectrale, ou
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analytique, si elle est issue d’'un morphisme de variétés spectrales affines T — 5. Si deux
applications analytiques f, g : T" — S coincident sur les espaces topologiques, alors elles sont
égales ; autrement dit, le foncteur d’oubli de la catégorie des variétés spectrales affines vers

celle des espaces topologiques est fidele.

Proposition 1.3.5. — Soit (A, pn)nen un systeme projectif indexé par N d’algebres spectrales et
de morphismes continus surjectifs. Alors la limite projective A = @1 Ay, est prospectrale, et Spm A est

la réunion des Spm A,,.

Démonstration. — Notons 7, la projection A — A,. Soit s : A — C' un morphisme

continu de K -algebres. I suffit de montrer que s se factorise par 'une des projections (7, ).

Soit (ap)nen une suite d’éléments de A telle que m,(a,) = 0 pour tout n; montrons
que s(ay,) tend vers zéro dans C'. Par construction, A est un espace de Fréchet, et sa topologie

est donc donnée par la distance

—n 1 3
dan) =32 (1- 5 ”nn<a—b>un> |

neN

on en déduit que d(a,,0) < 27", et donc que a,, — 0 dans A. Par conséquent, puisque

s est continu, s(ay,) tend vers zéro dans C',

Pour toute suite (A, )pen d’éléments de K, on a encore 7, (Apay,) = 0, et donc le résultat
précédent s’applique a la suite (MA@ )nen ; par conséquent, A\ps(a,) — 0 dans C'. Puisque
ceci est vrai pour toute suite (A, )nen, la suite (8(ay))neN est nécessairement stationnaire en

Zéro.

Ceci signifie que I'application s : A — C' est continue pour la topologie discréte sur C'
et pour la topologie de la limite projective A = thAn (ou chaque quotient est muni de la
topologie discréte). Par conséquent, son noyau est ouvert dans A pour cette topologie, et il

contient donc I'un des Ker 7,,. <

Proposition 1.3.6. — Soit S une variété spectrale affine. Alors S admet une famille exhaustive

dénombrable de bornés.

Démonstration. — Soient A I'algebre affine de S et d une distance donnant la topologie de
I’algebre de Fréchet A ; pour tout entier n > 1, soit B, la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 1/n.

Alors tout élément s de S est continu et il existe donc n > 1 tel que s(B,,) C O¢; par

conséquent, S est la réunion des bornés 2, = {s € S,s(B,) C O¢}. <

Corollaire 1.3.7. — Les algébres pro-spectrales sont exactement les limites projectives dénombrables

d’algébres spectrales.

Remarquons également que toute algebre topologique qui est a la fois pro-spectrale et

une algébre de Banach est une algebre spectrale.

Corollaire 1.3.8. — La limite projective d’une famille dénombrable d’algebres pro-spectrales est encore

pro-spectrale.
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Définition 1.3.9. — Soient (S, A, i) une variété spectrale affine, et T' une partie de S. On
dit que T est une sous-variété spectrale affine de S si, en notant a I'idéal fermé de A des

fonctions s’annulant sur 7', A/a est une algeébre pro-spectrale et le morphisme quotient j :

Hom(A/a,C) — T fait de (T, A/a, j) une variété spectrale affine.

Puisque Spm A/a est 'intersection des lieux des zéros de f pour f € a, c’est un fermé
de I’espace topologique sous-jacent & Spm A ; par conséquent, toute sous-variété spectrale
affine de Spm A est fermée. De méme, toute sous-variété spectrale affine de Spm A est stable

par l'action de ¥k .

Proposition 1.3.10. — Soient S = Spm A une variété spectrale affine et T' une partie de S. Alors

les deux ensembles ci-dessous coincident :

T = {x € Spm A, (Va € A) |a(z)| < |lall;},
T ={xe€SpmA, (Va € A) a|lr =0 = a(z) = 0}.

Démonstration. — Les éléments de T sont exactement les # € Spm A tels que |a( ) =0
dés que ||al|; = 0; par conséquent, T C T. 1l suffit donc de démontrer que T C T.

Soit p: A — AT le morphisme canonique; alors dire que z € T signifie que le
noyau de © : A — C contient celui de p. Par conséquent, il existe une application
K-linéaire y : A\T — C telle que x = y o p. Puisque p est surjective, c’est une application
ouverte, et donc y est continue. Soit A présent a € A tel que ||al; < 1; ceci signifie
que ||p(a)|| < 1, c’est-a-dire que (p(a™))nen est une suite bornée. Puisque y est continue, il

s’ensuit que (z(a"))pen est une suite bornée, c’est-a-dire que |z(a)| < 1 et donc z € T. <

Proposition 1.3.11. — Soit T' une partie d’une variété spectrale affine S = Spm A et soit a I'idéal
de A constitué des éléments a tels que a(x) = O pour tout x € T. Alors AJa est une algébre

spectrale ; espace topologique sous-jacent a son spectre est Uespace T défini a la proposition 1.3.10.

De plus, T', muni de cette structure de variété spectrale, est la plus petite sous-variété spectrale de S

dont le support contient T'.

Démonstration. — 11 est évident que Hompg cont(A/a) = T'; de plus, d’aprés la proposi-
tion 1.3.10, pour tout f € A, || f|l; = || fllF

Soit 2 C S un ouvert borné et soit f € Atel que || f||, < 1;supposons que || f||qqpr < 1.
Alors (quitte A choisir un supplémentaire fermé V' de a) on voit que || f|| (Ao/a) = d(f,a) <

1; ceci entraine que, pour tout f € A, = Hf”ﬁﬂ/u' Par conséquent, Ag/a est

spectrale, et donc A/a = liLnA\Q/CI est pro-spectrale. <

Définition 1.3.12. — L’adhérence analytique de T est la sous-variété analytique affine T

définie a la proposition 1.3.1T.

Il est clair que T est la plus petite sous-variété spectrale affine de S contenant T'. De plus,

r = |lal|F; en outre, T est la plus

la proposition 1.3.11 démontre que, pour tout a € A,

grande partie de S contenant 1" qui satisfait cette propriété.
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Soit A une algebre pro-spectrale sur C. Une action par automorphismes semi-linéaires de G
sur A est une action par automorphismes continus de K -algebre de ¢ sur A, telle que, pour
tousy € Y, a € Aetc € C,7y(ca) = v(c)y(a). Soitalors s € Spm A : alors yosoy~ ! est

encore un élément de Spm A, et I'action de ¥ ainsi définie sur Spm A est continue.

La catégorie des variétés potentiellement spectrales sur K est la catégorie opposée a celle des
C'-algebres pro-spectrales munies d’une action de ¥k par automorphismes semi-linéaires et
des morphismes de C-algébres continus et ¥ -équivariants. Autrement dit, se donner une
variété potentiellement spectrale S sur K revient a se donner une variété spectrale sur C'
munie d’une action de ¥k provenant d’une action de ¢ par automorphismes semi-linéaires,

et une fleche de cette catégorie est une application analytique ¥ -équivariante.

Soit S = Spm A une variété spectrale affine sur K. Alors ARxC' est naturellement
munie d’une action de % par automorphismes semi-linéaires, et Spm(A®xC) est donc
une variété potentiellement spectrale sur K. Ceci définit un foncteur de la catégorie
des variétés spectrales affines sur K vers celle des variétés potentiellement spectrales. Ce
foncteur n’est en général pas essentiellement surjectif : supposons par exemple que K soit
de valuation discréte, soit x le caractére cyclotomique de K, et soit A = C{X} muni de
'action donnée par v - X = x(v) - X. Un élément de A s’écrit donc de fagon unique
sous la forme a = ) -y an X", et pour tout g € Y, g(a) = > x(9)"9(a,)X". Un tel
élément est donc invariant par I'action de ¥k si et seulement si ag € K et a, = 0 pour
tout 7 > 1 ([23, §4]), Cest-da-dire que AY% = K. De plus, Spm A est isomorphe a C(1),

donc Spm A est une variété potentiellement spectrale sur K, mais pas spectrale.

Proposition 1.3.13. — Le foncteur naturel de la catégorie des variétés spectrales sur K vers la catégorie

des variétés potentiellement spectrales sur K est pleinement fidéle.

Démonstration. — Soit V' un K-espace de Banach; alors lapplication naturelle V. —

(VR C)?K est un isomorphisme.

Soient S = Spm A, T' = Spm B deux variétés spectrales sur K. Alors un morphisme f :
T — S dans la catégorie des variétés potentiellement spectrales sur K est donné par un
morphisme d’algebres p : ARxC — B®xC continu et F-équivariant. On voit alors
que p((ARKC)9K) C (BRxC)YK); daprés ce qui précéde, ceci signifie que p(A) C B,

et donc que f provient bien d’'un morphisme de variétés spectrales T — S. <

I.4. Variétés spectrales étales. — Un espace topologique S est dit localement profini s’il
est réunion de ses ouverts profinis; un ¥ -espace localement profini est un espace topologique
localement profini, muni d’une action continue de ¥x. Soit S un ¥ -espace localement
profini. Un Y -ouvert de S est un ouvert compact de S stable par I'action de Y.
Puisque Y est profini, S est réunion de ses ¥ -ouverts. En particulier, puisque la réunion

de deux ¥ -ouverts est un ¥ -ouvert, il existe une suite exhaustive de g -ouverts de S.

Proposition 1.4.1. — Soit S un G -espace localement profini. Notons A = € (S, C)?¥ Ialgébre
des fonctions continues et Gy -équivariantes sur S et a valeurs dans C, munie de la topologie de la

convergence sur tout Gy -ouvert.
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Alors A est une algébre pro-spectrale, et le morphisme d’évaluation fournit un homéomorphisme
entre S et Spm A.

Démonstration. — L’évaluation fournit une application continue 7 : S — Spm A. Montrons

que ¢ est un homéomorphisme.

Puisque S est localement profini, les fonctions de A séparent les points de S, donc 7 est
injectif. De plus, S étant localement compact, si ¢ est une bijection continue, c’est un

homéomorphisme. Il suffit donc de prouver que ¢ est surjectif.

Supposons d’abord que S est compact. Alors la sous-algebre A’ des fonctions localement
constantes est dense dans S. Par conséquent, un morphisme continu s : A — C est défini
par sa restriction 3 A’, et il existe donc un point j(s) € S tel que s(f) = f(j(s)) pour
tout f € A. Ceci signifie que i(j(s)) = s et donc que 7 est surjectif.

Dans le cas général, soit a I'idéal de A formé des fonctions a support compact. Soit (€2, ) nen
une suite exhaustive de @ -ouverts de S'; alors la suite (1, )nen converge vers 1 dans
l'algébre de Fréchet A. Par conséquent, pour tout a € A, la suite (a - 1o, )nen converge
vers a, donc a est dense dans A. Il s’ensuit que tout morphisme continu A — C' est déterminé

T 0 @ N VR . .
par sa restriction a a = lim ¢’ (Q,, C)7K . D’apres ce qui précéde, un tel morphisme provient
donc d’un élément de A, donc l'application ¢ : S — Spm A est surjective dans tous les cas.
Soit £ un ¥ -ouvert de A. Alors, €2 étant compact, c’est un ouvert borné de S. De plus, la

norme ||-||¢, est la norme uniforme sur €, et donc le séparé complété de A pour cette norme

est € (Q, C)7x.

Finalement, puisque S est réunion de ses ¥ -ouverts, une fonction est continue sur S
si et seulement si elle est sur tout ¥ -ouvert €2, et donc l'application naturelle j : A —

lim € (92, C)¥% est un homéomorphisme. Par conséquent, A est pro-spectrale. <]
4m

Par conséquent, (A,S,i) est une variété spectrale affine sur K. En particulier, toute

variété potentiellement spectrale étale sur K est spectrale.

Proposition 1.4.2. — La correspondance qui a un Gy -espace localement profini associe une variété

spectrale affine sur K est fonctorielle et pleinement fidéle.

Démonstration. — Soient S, S’ deux espaces topologiques localement profinis munis d’actions
continues de ¥k ; leur structure de variété spectrale est donnée par les algebres A =
€(S,0)7K et A = €(S’,C)?% . Pour toute application continue g -équivariante f : S —
S" et pour tout a’ € A’, I'application a = a’ o f : S — C est continue et ¥ -équivariante ;
Iapplication F' : A’ — A,a’ — a ainsi définie est un morphisme d’algébres spectrales,
dont le spectre s’identifie 2 f. Par conséquent, toute application continue ¥k -équivariante

f:S — S estanalytique. <

Définition 1.4.3. — Une variété spectrale étale est 'image par ce foncteur d’un espace topolo-
gique localement profini et muni d’une action continue de ¥ . Une variété spectrale constante
est 'image d’un tel espace muni de l'action triviale de 5. Une variété spectrale finie étale est

une variété spectrale étale dont l'espace topologique sous-jacent est fini.
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Remarquons qu’une variété spectrale étale est finie si et seulement si son algebre affine est

une algebre finie.

Tout sous-module ouvert d'un Qp-espace vectoriel de dimension finie est localement
profini et définit donc canoniquement une variété spectrale constante. Par abus de notation,
on notera en particulier Z,, ), etc. les variétés spectrales constantes associées a ces espaces

topologiques.

Proposition 1.4.4. — Le foncteur qui a un Gy -espace localement profini associe une variété spectrale
étale est adjoint a gauche au foncteur d’oubli qui a une variété spectrale associe le G -espace topologique

sous-jacent.

Démonstration. — Soient T une variété spectrale étale et S = Spm A une variété spectrale.
Puisque tout morphisme spectral définit une application continue et ¥x-équivariante sur
les supports, on dispose d’une fleche naturelle ¢ : Hom(S,T) — (S, T)?%. Soit B =
Spm € (T, C)®x Talgébre affine de T. Pour toute application continue ¥ -équivariante
f:T — Setpourtouta € A, ao f est une application continue et ¥k -équivariante définie
sur T" et a valeurs dans C, c’est-a-dire que ao f € B. De plus, I'application (f) : a — ao f
est un morphisme d’anneaux de A vers B. Son spectre est alors I'inverse de I'application ¢
ci-dessus, qui est donc bijective. Enfin, la construction de ¢ et de 8 est fonctorielle par rapport

aSetT. <

Soit T' = Spm B une variété spectrale étale. Alors les sous-K -algébres de B correspondent
bijectivement aux quotients du ¥x-espace topologique 1. Soit a présent f : T — S un
morphisme de variétés spectrales bornées, correspondant au morphisme p : A — B
d’algebres spectrales. Alors I'image de p correspond a lapplication f : T — f(T), et

donc p est surjective si et seulement si f est injective.

1.5. Disques de C. — Notons K{X} la complétée de I'algebre de polynomes K[X]
pour la norme définie par HZ al-XiH = sup {a;, 7 € N}.

Proposition 1.5.1. — K{X} est une algébre spectrale, et Iapplication naturelle

Oc — SpmK{X}
r — (f— f(z))

est un homéomorphisme.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer que, pour tout polynéme f a coefficients dans K,

sup{|f(z),z € Oc} = ||f

on peut en outre supposer || f|| = 1. Dans ce cas, la réduction modulo mg de f est un

; quitte a diviser f par son coefficient de plus grande norme,

élément non nul de k[X] ; puisque k est infini, il existe donc un élément s de k sur lequel il

f@)|=1.<

Proposition 1.5.2. — Pour tout intervalle réel de la forme I = [0, r[ou I = [0, 7] ot r €]0, +00],

ne s’annule pas. Par conséquent, pour tout relevement x de s dans O¢,

notons B le sous-Oc-module de C' formé des x tels que |x| € I, et

K{X} =Y " anX" an € K et p"|an| — 0 pour tout p € I
n>0
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(En particulier, pour tout € |C*|, B9 est la boule fermée de centre zéro et de rayon r).

(i) Pourtoutr € |C*|, K{X}[O’T], munie de la norme ||> " an, X™|| = sup {||la,||r",n € N},
est une algebre spectrale dont le spectre est canoniquement homéomorphe a 78U
(i1) pourtoutr € [0, +oo], K{X} 0T est une algebre pro-spectrale dont le spectre est canoniquement
homéomorphe a B0 ;
(iil) si 7 > O n’appartient pas a |C*|, alors K{X}[O’ﬂ n’est pas une algébre pro-spectrale (au sens
de la définition 1.3.2).

En particulier, B = mp, BOARL = O sont des variétés spectrales affines, et BN = G est

une variété spectrale affine bornée.

Démonstration. — (i) Puisque r € |C*|, il existe a € O¢ tel que |a| = r. Alors 'application

K{y} — K{x}0]
Y — aX

est un isomorphisme ; son spectre est ’homéomorphisme BT G,z —s x/a.

(i) Pour tout p < 7 tel que p € |[C*|, B est un ouvert borné de Zl, dont
I'algebre affine s’identifie a K{X}[O’r] d’apres (i), et la réunion de ces ouverts est B0,
Or, K{X}[O’p[ est I'intersection dans K[[X]] des algébres K{X}[O’p], pour p < r. Par

conséquent, c’est bien une algebre pro-spectrale.

(iii) Dire que K{X }[O’T] est spectrale reviendrait a dire que 'application canonique f :
K{X}[O’T] - N K{X}[O’p] est un isomorphisme, l'intersection étant prise sur les p < r
tels que p € |C*|. Or, il existe des éléments a,, € C tels que |a,| € [%rn,T"]; en
b”H[O,p] < (2)™ et tend

donc vers zéro. Par conséquent, 'application f n’est pas un homéomorphisme. <1

posant b, = a, X", on voit que anH[o . > %, et pour tout p < 1,

La démonstration du point (i) permet de poser, pour a € C*, K{X/a} = K{X}[O’la”.
Cette notation est compatible avec la multiplication : si b € C*, alors K{X/(ab)} =

K{(X/a)/b}.

La proposition 1.5.2 munit C, ainsi que tous ses sous-Oc-modules ouverts non nuls,
d’une structure canonique de variété spectrale affine; en outre, pour tout ¢ € C' non nul,
la variété spectrale affine associée au Oc-module a0¢ est bornée, et son algébre affine

s’identifie canoniquement 3 K{X/a}.

1.6. Propriétés des algébres spectrales. — Soit A une algebre spectrale, alors on voit
immédiatement que son radical de Jacobson est nul; en particulier, A est réduite. Il existe
une réciproque partielle : si A est une algebre de Banach topologiquement de type fini sur K

et réduite, alors elle est spectrale ([I1, 3.4.9]).

Il n’est en général pas vrai que tout quotient (méme réduit) d’une algébre de Banach
spectrale soit spectral. Soit en effet A = C{Xp}, oy, et notons I I'idéal de A engendré par
les (pXpn+1— Xp). Alors : Spm A est la somme directe d’une infinité dénombrable de copies
de Oc ; AJI est réduit, et Spm A/ est 'ensemble des éléments p-divisibles de O, et donc

nul. Par conséquent, la semi-norme spectrale sur A/ est nulle.
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Soit p : A — B un morphisme continu d’algébres spectrales, alors pour tout a € A :

lp(a)l = sup{lp(a)(t)],t € Spm B}
= sup {|a((Spmp)(t))|,t € Spm B}
< sup{la(s)|,s € Spm A}

autrement dit, ||p(a)|| < |la||, c’est-a-dire que p est 1-lipschitzienne.

Proposition 1.6.1. — Soient A et B deux algébres spectrales, et p : A — B un morphisme
continu.Si f = Spm p : Spm A — Spm B est surjective, alors p est une isométrie.

all 4 = sup{[s(a)l, s € Spm A};
la|| 4 = sup {|t(p(a))|,t € Spm B}. Par conséquent, on a

Démonstration. — Soit a € A. Puisque A est spectrale,

done, Spm p étant surjective,

bien [lal 4 = [la] 5. <

Proposition 1.6.2. — Soient A, B deux algébres de Banach et p : A — B un morphisme de
k-algébres. On suppose que B est spectrale. Alors p est continu.

Démonstration. — Puisque A, B sont deux algebres de Banach, il suffit de montrer que le
graphe de p est fermé dans A X B, c’est-a-dire que, si (ay,) est une suite d’éléments de A

tendant vers zéro telle que la suite des (p(ay)) a une limite b € B, alors b = 0.

Soit t € Spm B. Alors I'application composée t o p est le quotient de A par un idéal
maximal, et donc continue. Donc, puisque les a,, tendent vers zéro, la limite des t(p(ay,)) est
nulle ; par conséquent, puisque ¢ est continue, on a t(b) = 0. Puisque ceci est vrai pour

tout ¢, on en déduit que ||b|| = 0, et donc que b= 0. <

Corollaire 1.6.3. — Soit A une algébre spectrale. Alors toutes les normes d’algébre de Banach sur A

sont équivalentes.

Démonstration. — Notons ||-|| la norme spectrale sur A, et soit N une autre norme d’algébre
de Banach. Alors I'identité de A est continue pour les normes N sur la source et ||-|| sur le
but; puisque c’est une bijection, et puisque les deux normes rendent A compleéte, il découle

du théoréme du graphe fermé que son inverse est également continu. <

Proposition 1.6.4. — Soit p : A — B un morphisme d’algébres spectrales, de noyau a C A.

Alors A" = A/ a est une algébre spectrale, et le morphisme induit A" — B est une isométrie.

Démonstration. — Prouvons d’abord la deuxiéme partie : il suffit de montrer que la norme
d’algebre ||-|| 4 sur A" est équivalente A la norme ||-||z provenant de B. Puisque p est
continue, ||-|| 5 est dominée par ||.|| 4 ; il reste 3 montrer l'autre inégalité, c’est-a-dire qu’il

existe un réel C' > 0 tel que pour tout a € A, il existe b € a avec ||a + b|| < C ||p(a)||.

Pour tout entier n, notons F,, = {a € A,(3b € a) ||a + b|| < n||p(a)||}. Puisque p est
continue, F}, est I'image inverse dans A d’un fermé de A’ (pour la norme ||-|| 4/, et donc un
fermé de A. Soit @ € A. Si a € a, alors p(a) = 0 et il suffit de poser b = —a pour voir
que a € F, pour tout n;si a ¢ a, alors |[p(a)|| > 0 et donc pour n assez grand, a € F,.

Par conséquent, A est la réunion des fermés F),; puisque A est complet, d’apres le

théoreme de Baire, il s’ensuit qu’il existe n tel que F}, soit d’intérieur non vide, et donc que



1. Variétés spectrales affines 25

pour tout a € A, il existe m tel que p™a € F,. Par conséquent, ||-|| 4, est bien dominée

par |||| 5, et donc ces deux normes sont équivalentes.

Montrons a présent que A’ est spectrale. Soit @ € A : alors [lally, < [lal 4, il reste
3 montrer lautre inégalité; or |lal| ,» = [|a||z est la norme spectrale de A sur I'image

de Spm B dans Spm A’, et donc inférieure a ||all,. <

Par conséquent, le morphisme 7' = Spm B — S = Spm A de variétés spectrales bornées
correspondant 3 A — B admet une image S’ = Spm A’.

Proposition 1.6.5. — Soit (A, pn)nen une famille d’algebres spectrales et de morphismes d’algébres
spectrales pp, @ Ap — Apgq tels que Spm py, @ Spm A1 — Spm A, soit surjectif ; alors le
complété de la réunion des Ay, est une algébre spectrale, et c’est la limite inductive des (Ay,) dans la

catégorie des algébres de Banach.

Démonstration. — Observons d’abord que, en vertu de la proposition 1.6.1, les applications py,
sont des isométries, et donc en particulier injectives. Notons A’ la réunion des A,,, et soit a €
A, C A’. Alors, pour tout m > n,

Notons A le complété de A’ pour cette norme; par construction, Spm A est la limite

lall 4, = llalla, s on pose alors [lal] o = Timyy, [|al| 5,

projective des Spm A,,, et les applications Spm A — Spm A,, sont surjectives.

Soita € A; pour tout réel £ > 0, il existe un entier n et b € A, tels que ||a — b|| < . Soit
alors s € Spm A, tel que |b(s)| >

|b|| — €; puisque Spm A — Spm A,, est surjective, s se
reléve en un élément t de Spm A. On a alors |a(t)| > [lal| — 2e et donc ||allg, > [lal| — 2e.

Puisque ceci est vrai pour tout € > 0, on en déduit que HaHSp = |la|| ; par conséquent, A est

bien une algebre spectrale. <

Proposition 1.6.6. — Soient p' : A — B', p” : A — B" deux morphismes de K -algébres
pro-spectrales. Alors le produit tensoriel complété B = B'® s B"" est une K -algébre pro-spectrale. De

plus, si B', B" sont spectrales, alors B est spectrale.

Démonstration. — Notons S = Spm A, T = Spm B, T” = Spm B”, et T = Spm B, et
aussi f' =Spmp : T" — Set f/ =Spmp”:T" — S. Alors, par définition du produit
tensoriel complété, T =T xg T".

Soit t = (¢/,t") un point de T. Puisque B’ et B” sont pro-spectrales, il existe des
ouverts bornés Q' Q" de T' et T” tels que t' € ' et " € Q. Posons Q = Q' xg Q”;
alors Q = (' xg T") N (T" x5 "), et donc Q est un ouvert de T'. Pour tous b’ € B/,
V' e B, W e, 0" eQ ona|t/ @V)(w )| = b)) |V)(w)], et donc b @ b”
est bornée sur (). Il en est donc de méme d’une somme de termes bg ® b;’, et donc, par

complétion, de tout élément de B ; par conséquent, {2 est un ouvert borné de 7.

On voit donc que T est la réunion de ses ouverts bornés, et que la famille des ' x g

est cofinale dans les ouverts bornés de T'.

De plus, pour tout b € B/, Hb'@lHQ |||y ; par conséquent, le morphisme B’ — B
est continue pour les normes |||y et ||:||, et se prolonge donc en un morph1sme
continu B’ o — BQ On a de méme une morphisme continu de A-algébres B”Qu — BQ,

et donc une fleche B’Q/®AB”Q// — BQ. Puisque par ailleurs B’ ® 4 B” est dense dans B,
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et que la topologle de B est plus fine que celle de |||, B’ ®4 B” est dense dans Ba; par
conséquent, B Q/®AB//QN — BQ/XSQ// est un isomorphisme.

Soit j la fleche naturelle B = liLn(BIQ’)@) liLn(B”Q”) — By = @(B’Q/®B”Q//).
Soient f, € B’ ®4 B” tels que j(f,) — 0 dans Bg; alors pour tous ouverts bornés (V,
Q" | fallrxgon — 0. Pour tout w” € O, on a donc [|w”(fn)llg: — 0 dans Blgy, et
donc dans B'; puisque les ©” sont exhaustifs dans 7", il s’ensuit que, pour tout t” € T”,
t"(fn) — 0 dans B’. De méme, pour tout t’ € T”, t/(f,) — 0 dans B”. Par conséquent,

on a bien f,, — 0 dans B, et donc j est injective.

De plus, j se restreint en une flecche B’ ® 4 B”, qui est la composée
B'®4B" — B'@alim(B"gr) — lim(B'e ® B'qn) C By ;

s N - . PN !/ "
les deux premiéres de ces fleches sont continues et dominantes par hypothese sur B’ et B”,
et la troisieme lest par construction de Bg. Par conséquent, j est continue et surjective ; ¢’est

donc bien un homéomorphisme entre B et By, et B est bien une algébre pro-spectrale.

Enfin, si B, B” sont spectrales, alors T”, T" sont des ouverts bornés, et donc T' = T x g T"

est un ouvert borné ; par conséquent, B est spectrale. <

Corollaire 1.6.7. — La catégorie des variétés spectrales affines admet des produits fibrés finis. De
plus, le support d’un produit fibré fini est le produit fibré des supports.

Proposition 1.6.8. — Soit L une extension algébrique (éventuellement infinie) de K ; on note L

son adhérence dans C'.

() L est une K - algébre spectrale.

(11) Pour toute L- algébre de Banach B, B est une L- algébre pro-spectrale si et seulement si elle est
une K -algébre pro-spectrale, et une L—algebre spectrale si et seulement si elle est une K -algébre
spectrale.

(iii) Pour toute K -algébre pro-spectrale A, ARkL est une E—algébre pro-spectrale ; si A est une
K -algébre spectrale, alors AR kL est une E—algébre spectrale.

Démonstration. — (i) Puisque K est complet et L/K algébrique, la valeur absolue de K se
prolonge de maniére unique en une valeur absolue sur L ; celle-ci fait de L une K -algébre

spectrale.

(i) Soit 3 I’ensemble des K-plongements continus de L dansC. Tout o € X s’étend
par continuité en un plongement de L dans C. Le choix d’un élément o € ¥ fédinit une
bijection Homg (B,C) — ¥ x Homp (B, C), et un ouvert §2 de Homg (B, C) est borné
si et seulement si 2 = QN Homyp (B, C) est.

(ii1) D’apres la proposition 1.6.6, A@KE est une K -algebre spectrale; d’apres (ii), c’est

donc une E—algébre spectrale. <

On parlera donc parfois d’algebre spectrale ou pro-spectrale en omettant le corps de base

considéré.
Définition 1.6.9. — Soit S = Spm - A une variété spectrale affine sur K.

(i) S est dite connexe si AR C n’a pas d’idempotents autres que 0 et 1.
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(i1) S est dite irréductible si A est intégre.

De méme, une variété potentiellement spectrale sur K est dite connexe si la variété

spectrale sur C' obtenue par oubli de I'action de ¥k est connexe.

Proposition 1.6.10. — Soient S une variété spectrale affine connexe et T une variété spectrale étale.

Alors tout morphisme analytique S — T est constant.

Démonstration. — Notons S = Spm A, T'= Spm B, et p: B — A le morphisme continu
d’ou est issue application f: S — T

Pour tout ouvert fermé ) de T stable par ¥k, notons xq la fonction caractéristique
de S. Puisque € est ouvert et fermé, xq est un élément idempotent de B ; donc p(xq) est
un idempotent de A et vaut donc 0 ou 1. Notons F' lintersection de tous les £ tels
que p(xq) = 1. Par construction, .# est un compact de T, stable par ¥k, et pour tout €2,
p(xq) vaut 1 si FF C et 0 sinon.

Si F' contient strictement plus d’un point de 7', alors il existe un ouvert fermé {2 stable
par Y et contenant F', tel que I'on puisse écrire 2 = Q' IT Q” et tel que F ne soit inclus ni
dans € ni dans Q" ; par conséquent, 1 = p(xa) = p(xa’) + p(xq~) = 0+ 0. C’est absurde,
donc F est réduit a un point t € T, et f est application constante égale a t. <
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Soit d un entier naturel. Rappelons que algébre de Tate en d variables X1, ..., Xg sur K
est I'algebre K{X1,..., X} des séries formelles a coefficients dans K en X7, ..., Xy dont
les coefficients tendent vers zéro selon le complémentaire des parties finies de N%. Cette

algebre est compléte et séparée pour la norme de Gauss ||-|| définie par

Z an X7t X :sup{|an|,n€Nd}.

n=(n1,...,nqg)ENe

C’est aussi une algebre spectrale et la norme de Gauss est la norme spectrale ([II1, 3.3.2]).
De plus, tout idéal a de K{Xi,..., X} est fermé et la norme de Gauss induit sur A =
K{Xi,...,X4}/a une norme qui en fait une K-algébre de Banach.

2.1. Propriétés. —

Définition 2.1.1. — Une K-algebre de Banach est dite affinoide si elle est topologiquement
de type fini sur K.

Il revient bien sir au méme de dire que A est affinoide et qu’elle est un quotient d’une

algebre K{X;,..., X, } par un idéal fermé.

Proposition 2.1.2. — Une algébre affinoide A vérifie les propriétés suivantes (|11, 3.2.1]) :
(i) Toutes les normes de Banach sur A sont équivalentes.
(1) A est un anneau noethérien.
(ii1) Tout idéal de A est fermé.
(iv) Soit d la dimension de Krll de A, alors il existe un morphisme injectif et

fini K{X1,..., X4} — A.
(v) Pour tout idéal maximal m de A, A/m est une extension finie de K .
(vi) Si A est réduite, alors c’est une algébre spectrale ([11, 3.4.9]; [3, 6.2.1/4]).

En particulier, tout idéal maximal m de A donne un morphisme A — A/m — C.
Par conséquent, si a € A est un élément dont la transformée de Gelfand ne s’annule pas

sur X = Spm A, alors a n’appartient a aucun idéal maximal de A, et est donc inversible

sur A.

De plus, il revient au méme de dire que A est une K-algebre affinoide et que c’est une
algebre finie sur une algebre de Tate K{X1,..., X4}

Définition 2.1.3. — Une variété spectrale bornée S est dite rigide si son algebre spectrale est

une algebre affinoide sur K.

On dispose donc d’une antiéquivalence de catégories entre la catégorie des K -algeébres

affinoides réduites et celle des variétés spectrales affinoides sur K.

Un quotient d’une algebre affinoide par un idéal (nécessairement fermé) ou le produit
tensoriel complété sur K de deux algébres affinoides sont encore des algébres affinoides.

Par conséquent, une sous-variété analytique d’une variété analytique rigide, ou 'image d’un
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morphisme de variétés spectrales dont le but est une variété spectrale rigide, sont des variétés

analytiques rigides.

On rappelle que A° est la sous-Ok-algebre {a € A, |ja| <1}, A°° est
idéal {a € A, ||a|]| < 1}, et A est la k-algébre quotient A°/A°.

Proposition 2.1.4. — (11, 3.5.3]; [3, 6.3.5] Soit p : A — B un morphisme d’algébres affinoides.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) p est fini;

(11) p est entier;
(iii) p°: A° — B° est entier;
(iv) p: A — B est entier;
~v) p: A — B est fini.

Soit A une algébre affinoide. Alors A est un anneau noethérien; par conséquent, la
dimension (comme K-espace vectoriel) de toute sous-K -algebre finie de A est majorée
par le nombre (fini) d’idéaux premiers minimaux de A. La réunion des sous-algébres finies
de A est donc une sous-algébre finie, qui est maximale dans A; on note my(A) cette
sous-algebre, et mo(Spm A) = Spm(7mp(A)) la variété spectrale étale associée. La variété
spectrale 7o (Spm A) est équipée d’un morphisme Spm A — 7o (Spm A) qui est universel

pour les morphismes analytiques de A vers une variété spectrale étale.

Définition 2.1.5. — Une variété spectrale est dite prorigide si c’est une limite projective de

variétés spectrales rigides et de morphismes spectraux surjectifs.

En particulier, une variété spectrale prorigide est bornée.

2.2. Formes différentielles. — Soit A une K-algebre pro-spectrale. Un A-module de Ba-
nach est un K-espace de Banach M, muni d’une structure de A-module telle que la

multiplication A X M — M soit une application continue.

Définition 2.2.1. — Soit M un A-module de Banach. Une K-dérivation continue de A
dans M est une application K -linéaire continue d : A — M telle que d(ab) = a - d(b) +
b-d(a) pour tous a,b € A.

Supposons que A soit le quotient de K{ X7, ..., X, } par I'idéal (automatiquement fermé)
engendré par Fy(Xi,...,X,),..., Fpn(X1,...,X,). Alors le A-module Q4, quotient
de AdX1 & ... ® AdX, par le sous-module (automatiquement fermé) engendré par les

différentielles des Fj, est muni d’'une K -dérivation continue d : A — € 4.

Proposition 2.2.2. — [11, 3.6.2] Pour toute K -dérivation continue D : A — M, il existe une
unique application A-linéaire (automatiquement continue) f : Q14 — M telle que D = f o d.

En particulier, le module §24 ainsi construit ne dépend pas du choix des générateurs
affinoides X; ni des relations Fj. Il est également isomorphe au quotient a/a?, ou a est le

noyau du morphisme de multiplication de AR A vers A.
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Proposition 2.2.3. — [11, 3.6.3] Soit A une algébre affinoide intégre, de dimension d.

1) Q4 ®4 (Frac A) est un (Frac A)-espace vectoriel de dimension d.
(1) Pour tout idéal maximal m de A, sont équivalentes :
(a) Awm est un anneau local régulier ;
(b) (A)m est un Ay-module libre (de rang d);
(c) 24 ®4 (A/m) est un (A/m)-espace vectoriel de dimension d ;
(d) la matrice des (0F;/0X;) (mod m) est de rang au moins d.

Si les conditions sont vérifiées, on dit que I'idéal m de A est régulier. Un pointx : A — C
est dit régulier si son noyau lest; il est dit singulier s’il n’est pas régulier. Il résulte de la
proposition que I’ensemble des points singuliers est un fermé de Spm A pour la topologie

de Zariski. La variété analytique affine Spm A est dite lisse si tous ses points sont réguliers.

2.3. Théorémes d’inversion locale et globale. — Soient A une algebre affinoide, et
soient f € A et ¢ € K non nul. On note A{f/c} I'algébre affinoide A{Y'}/(cY — f). Cette
notation est compatible avec la notation K {X/a} introduite en 1.5.2. Pour tous ay, . . ., a, €
Aetcy,...,c € K non nuls, on note encore A{a1/ey,... arfe,} = A{ar/e;} ... {ar/e.}.
Soit X = Spm A, alors Spm A{@1/c, ... ar/c,} s’identifie au sous-ensemble de X formé
des x tels que |a;(x)| < |¢;] pour tout i.

Définition 2.3.1. — Soit a un idéal d’une algebre affinoide A (de type fini puisque A est
noethérienne). Un voisinage (analytique) tubulaire de Y = Spm(A/a) dans X = Spm A est

une variété spectrale affine Y’ de la forme

SpmA{ﬂ,...,a—n},

c c
ou (ai,...,ay) est une famille de générateurs de a et ot ¢ € K est non nul.
Autrement dit, si Y est défini par les équations a;(x) = 0 dans X, alors Y’ est

défini par les inéquations |a;(z)| < |c|. En particulier, Y’ est naturellement équipée de
morphismes Y — Y’ et Y/ — X, dont la composition est le morphisme naturel ¥ — X.
1l est clair qu'un voisinage tubulaire Y de Y dans Y est encore un voisinage tubulaire de Y’

dans X.

Proposition 2.3.2. — [15, 1.8,1.9] Soient p : A — B un morphisme d’algébres affinoides
eta=(ay,...,a,) unidéal de A.

(i) Supposons que p fasse de B/aB une algebre finie sur A/a. Alors il existe un élément ¢ de K
tel que A’ = A{a1/c,...,a,/c} — B'= Blai/c,...,a,/c} soit finie.
(i) Suppposons que Aj/a — B/aB soit surjective. Alors il existe un élément ¢ de K tel

que A’ — B’ soit surjective.

Démonstration. — (i) Il suffit de le démontrer si a est 'idéal principal (a). Soient f1,..., fn
des générateurs topologiques de B. Choisissons une norme d’algebre ||-|| sur A et B telle
que p(A°) C B°; alors, puisque A/a — B/a est fini, A°/(aA°) — B°/(aB°) est fini.
Il existe par conséquent des polyndmes unitaires P, ..., Ps a coefficients dans A° tels

que P(f;) s’annule dans B°/a, c’est-a-dire qu’il existe u; € B° tel que P(f;) = au;.



2. Algébres afhinoides 31

Soita présent ¢ € K tel que |cu;| < 1 pour touti; notons B = B{a/c} et A’ = A{a/c}.
Alors les images des f; dans B’ sont entiéres sur A’. Puisque B’ est engendré sur A’ par les f;
et par 'image de a/c, et puisque cette derniére appartient 3 A’, il s’ensuit que B’ est entier
sur A’. Par conséquent, B’ est fini sur A’.

N

(i) Quitte a se restreindre a un voisinage tubulaire de Spm(A/a), on peut supposer
d’aprés (1) que B est fini sur A. Alors, puisque a(B/A) = B/A, d’aprés le lemme
de Nakayama, il existe un élément u de 1+ a tel que u(B/A) = 0, c’est-a-dire uB =
uA. Par conséquent, I'application A[l/u] — B[1/u| est surjective. Puisque v € 1 + a,
si ay,...,a, sont des générateurs de A, on peut écrire u = 1+ g1a1 + ... + gra,
pour g1, ..., g, € A. Soit alors ¢ € K tel que |cg;| < 1 pour touti = 1,...,r. Alors u est
inversible dans A’ = A{a1/c,...,a,/c}, et donc A[1/u] C A’; de méme, B[1/u] C B'.
Puisque B’ est engendré par B[1/u] et par les a; /¢, il est engendré par A’ ; donc A" — B’ est

surjective. <

Proposition 2.3.3. — Soient A une algebre affinoide de dimension d, S = Spm A, et s € S un
point régulier. Il existe alors un voisinage tubulaire " = Spm B de s dans S tel que, sit : B — C'est
le prolongement de s, alors I’idéal maximal Kert de B est engendré par d éléments de B.

Démonstration. — Soient (f1,..., fn) des générateurs de m = Kers. Puisque m est
un idéal maximal régulier, on peut supposer, quitte a étendre la famille (fi,..., fn),
que (f1, ..., f4) estune base de m/m?. Notons A le localisé enm de A, et r : A — A, ap-
plication de localisation. Puisque Ay est régulier, (f1, ..., fq) est une famille de générateurs
de son idéal maximal mA;. Il existe donc des éléments g et a; ; de A, pouri =d+1,...,n
etj=1,...,d, tels que g(s) # O et, pourtouti =d+1,...,n,

ai1fi+ ...+ agafa
1(9)
Ceci signifie encore que gf; — (a;1fi1 + ... + a;qafq) € Ker .

p(fi) =

Soient Py, . .., P, les idéaux premiers minimaux de A. Puisque Ag est régulier, il est intégre
et a donc un unique idéal premier minimal ; par conséquent, Ker s contient un unique idéal
premier minimal de A, par exemple pj. Pour tout a € Ker p, il existe b € AN Kers tel
que ab = 0; on a alors ab € py et b ¢ p1, donc a € p1. On a donc Ker = p;. En outre,
puisque aucun des idéaux Ppa,...,p, n’est inclus dans Ker s, leur intersection ne lest pas
non plus, et il existe donc un élément h de (p2 N ... N p;) tel que h(s) # 0.

On munit l'algébre A de la norme image de la norme canonique sur K{X1,..., X}
par la surjection K{X1,...,X,} — A quia Xj associe f;. Soit ¢ € K un élément non nul
et tel que |¢| < min { |g||(gsH)| , %} Notons T le voisinage tubulaire de s dans S défini par
l'algebre affine

poafll
c c

et p: A — B Tapplication canonique. Par construction de la norme sur A, il existe une
écriture h = > hyy i, f1*- o fin telle que ho,..0 = h(s) et |ai,,. .| < ‘cilh(sﬂ; on
en déduit que, pour tout t € T', h(t) # 0. Par conséquent, p(h) est inversible dans B ; de

méme, p(g) est inversible dans B.



32 2. Algeébres affinoides

Soit @ € pj. Puisque h € pa N ... NP, ha appartient 3 py Npa N ... N p, = 0,
et donc p(ha) = 0. Par conséquent, p(a) = 0, c’est-a-dire que Keru = p; C Kerp.
Puisque, pour @ > d + 1, gf;i € (f1,...,f4) + Kerpu, on a donc p(g)p(fi) €
(p(f1),---,p(fa)); puisque p(g) € B>, ceci implique que p(Kers) = Kert est en-
gendré par p(f1),...,p(fq). <

Proposition 2.3.4. — [2, 2.6] Soient A une algébre affinoide de dimension d, S = Spm A,
et s € S un point régulier. Il existe alors un voisinage tubulaire de s dans S qui est isomorphe comme

variété analytique d ﬁg.

Démonstration. — D’apres la proposition 2.3.3, on peut supposer, quitte a se restreindre a
un voisinage tubulaire de s, que le noyau de s est engendré par d fonctions fi,..., fq.
Alors l'application de K{Xj,..., Xy} vers A qui 2 X; associe f; induit un isomorphisme
entre K{X1,...,X4}/(X1,...,X4) et A/(Kers). Par conséquent, d’aprés la proposi-

tion 2.3.2, il existe un élément non nul ¢ de K tel que

K{Xle} — A’:A{fl,...,fd}
c c c c

soit encore surjective. Puisque ces deux algébres sont par construction de méme dimension d,
cette application est un isomorphisme ; autrement dit, A’ est isomorphe a une algébre affinoide

libre en d indéterminées. <

Proposition 2.3.5. — Soit p : A — B un morphisme d’algebres affinoides réduites. On suppose
que S = Spm A et T = Spm B sont lisses, et que f = Spmp : T — S est une bijection.

Alors p: A — B est un isomorphisme.

Démonstration. — Remarquons d’abord que, puisque f : " — S est surjective, p: A —
B est une isométrie. Soient (1, - . . , g, les idéaux premiers minimaux de B. Alors p; = q; N A
est encore un idéal premier de A ; de plus, application p: A — B — (B/q1)%...x(B/qy)
se factorise par (A/p1) X ... x (A/p,). Puisque Spm B est lisse, Spm(B/q;) est lisse. En
outre, f étant bijective, sa restriction en une application Spm(B/q;) — Spm(A/p;) est
encore bijective. Par conséquent, on peut supposer que B est un anneau intégre. Dans ce

cas, A est également intégre.

Notons d, d' les dimensions respectives de A et B. Puisque S et T sont lisses, tout
point s € S a un voisinage tubulaire isomorphe 3 0% ; de méme, tout point t € T a un
voisinage tubulaire isomorphe a ﬁg . En composant ces isomorphismes et Uapplication T' —
S, et quitte a se restreindre a un produit de boules dans ﬁ(dj, on obtient une application
analytique entre ﬁg et ﬁg, qui induit une bijection sur les points. Par conséquent, cette

application est un isomorphisme analytique, ce qui implique que d = d’.

Puisque p est une isométrie, p est injectif; puisque A et B sont de méme dimension,
A et B le sont aussi. Par conséquent, d’apres [2, 3.8], il existe des éléments non nuls a € A,
b € B tels que Ala~!] — B[b™!] soit un morphisme fini. Soient a’ € A, ' € B des
relévements respectifs de a, b; alors A[(a’)~!] — B[(b') ] est fini.

Notons L et M les corps de fractions respectifs de A et B. Alors M est une extension

séparable de L, et donc engendrée par un élément b € M ; quitte 3 multiplier b par un élément
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)= X"+ X"+t
le polynéme minimal de b sur A; alors M = L[X]/(P(X )) Un élément T de T' =
Hom(B,C) = Hom(M,C) est donc déterminé par s = f(t) € X et par la donnée

d’une racine £ de s(P) dans C. Puisque C' est algébriquement clos, ceci signifie que

de L, on peut supposer que b est entier sur A. Soit P(X

chaque élément s a n antécédents; f étant bijective, ceci implique que n = 1, c’est-a-dire

que M = L.

Par conséquent, B C L. Puisque B est topologiquement de type fini, il existe un
élément a € A tel que B = A[l/a]. Alors Spm B = Spm A entraine que s(a) # 0 pour
tout $ € Spm A, c’est-a-dire que a est inversible dans A ; par conséquent, B = A. <

2.4. Complétude. —

Lemme 2.4.1. — Soit S une variété spectrale bornée rigide. Alors tout élément de I'algébre affine A

de S est une fonction uniformément continue sur S.

Démonstration. — Puisque S' est rigide, A est topologiquement engendrée par des éléments
Xi,..., Xy, et (puisque la norme est ultramétrique) il suffit de montrer que ces élé-
ments induisent des fonctions uniformément continues sur S. Puisque A est un quotient
de K{Xy,...,X,}, alors S est un sous-espace de I'espace affine OF, et on peut donc
supposer que A = K{Xj,...,X,,}. Enfin, il est clair que les fonctions X7, ..., X, sont

uniformément continues sur 'espace affine. <

Puisque le passage a la limite projective de variétés spectrales bornées correspond a la
réunion complétée des algebres affines, le résultat du lemme reste vrai sur une variété spectrale

prorigide.

Proposition 2.4.2. — Soient T et S deux variétés spectrales bornées ; on suppose que S' est prorigide.
Alors Uespace des fonctions analytiques définies sur T et a valeurs dans S est complet pour la topologie

de la convergence uniforme sur tout ouvert borné.

Démonstration. — Soit (f, : X — Y') une suite de Cauchy. Soient A et B les algébres
spectrales respectives de T' et S, et p, : A — B le morphisme correspondant a f;, ; notons
encore &/ et % les boules unité de A et B. Soit a € A. Alors, si m,n > 0,

lom = pull < sup{llom(a) — pu(a)l, a € &/}
< sup {|pm(a)(t) — pn(a)(t)|, a € &,y €Y}
< sup {la(fn (1)) — a(fa(?))], a € #,y €Y}

Or, puisque S est prorigide, d’apres le lemme 2.4.1, @ est une fonction uniformément
continue sur S'; puisque la suite (f,) est de Cauchy, ceci entraine que la suite (py,) est
de Cauchy. Par conséquent, puisque B est une algebre de Banach, elle converge, et sa
limite p munit la limite des f,, d’une structure spectrale. <
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3.I. Groupes spectraux. —

Définition 3.1.1. — La catégorie GS i des groupes spectraux affines (sous-entendu : commutatifs)
est la catégorie dont les objets sont les objets en groupes (commutatifs) de la catégorie des
variétés spectrales affines et dont les morphismes sont les morphismes de variétés spectrales

affines qui sont des morphismes de groupes.

Tous les groupes spectraux affines considérés seront commutatifs.

Un groupe spectral affine est donc isomorphe 2 Spm A, ot A est une algébre pro-spectrale
munie d’'un morphisme continu A : A — A®p A, satisfaisant les axiomes habituels d’une

comultiplication cocommutative. Un tel objet est appelé bigébre pro-spectrale.

Une structure K -spectrale sur un groupe topologique GG muni d’une action continue de ¥x

est un groupe spectral affine dont le groupe topologique sous-jacent s’identifie a G.

Soit G = Spm A un groupe spectral. Alors, pour tout élément g de G, I'application (g ®
id)oA: A — A est un morphisme d’algeébres spectrales, appelé translation par g. Le

morphisme de variétés spectrales associé est la translation G — G,z —— x + g.

Soient G’ — H, G” — H des morphismes de groupes spectraux affines, alors d’apreés la
proposition 1.6.6, G = G’ X i G” est une variété spectrale affine ; puisque G x G = (G’ x g
G")x (G"'xug G") = (G' < G") X (gx ) (G" x G"), les morphismes de multiplication G x
G — G et G" x G" — G” donnent bien un morphisme spectral G x G — G, qui
coincide avec la loi de groupe de G. Par conséquent, G est un groupe spectral affine, et c’est

le produit fibré de G’ — H et G” — H dans la catégorie des groupes spectraux affines.

En particulier, la catégorie des groupes spectraux affines admet des noyaux et des produits

finis.

On dit qu’un groupe spectral est borné si la variété spectrale sous-jacente l'est. Le caractére
borné est conservé par les opérations de produit fibré, limite projective et de noyau.

Enfin, d’aprés la proposition 1.6.4, tout morphisme de groupes spectraux f : G — G’
admet une image dans la catégorie des variétés spectrales; on voit alors que cette image est
naturellement munie d’une structure de groupe spectral par la multiplication de G, et que

c’est encore I'image de f dans la catégorie des groupes spectraux.

3.2. Groupes spectraux étales. — Soit G un groupe topologique (abélien) localement
profini, muni d’une action continue de ¥k par automorphismes de groupe. Alors la variété
spectrale étale G est un groupe spectral affine ; en notant A = € (G, C )gK , la comultiplication

sur A est donnée par (Af)(s,s’) = f(s+ &) pour s, s € S.

On déduit immédiatement de la proposition 1.4.2 le résultat suivant.

Proposition 3.2.1. — La correspondance entre groupes topologiques localement profinis munis d’une

action de Gy et groupes spectraux affines est fonctorielle et pleinement fidéle.
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Définition 3.2.2. — Les groupes spectraux étales sont les objets de son image essentielle. Les
groupes spectraux constants sont les groupes spectraux étales dont P'action de ¥y associée est

triviale.

Par exemple, tout Zy,-module de type fini a une structure naturelle de groupe spectral
constant borné, et tout Q,-espace vectoriel de dimension finie définit un groupe spectral
constant ; toute Qp,-représentation de ¥k de dimension finie a une structure naturelle de
groupe spectral étale, et tout réseau stable d’une telle représentation définit un groupe spectral

étale borné.

Pour tout groupe topologique localement profini G muni d’une action continue de ¥,

on notera encore G le groupe spectral étale associé a G.

La proposition 1.6.10 entraine que tout morphisme entre un groupe spectral connexe
et un groupe spectral étale est nul; la proposition 1.4.4 entraine que les morphismes d’un
groupe spectral étale vers un groupe spectral quelconque sont les morphismes de groupes

topologiques.

3.3. Groupes spectraux vectoriels. — On appelle C-représentation de Yx ([10, 1.3])
un C-espace vectoriel W de dimension finie muni d’une action continue et semi-linéaire
de 9. Un morphisme de C-représentations de 5 est une application C-linéaire et ¥x -

équivariante.

Un Yk -sous-module d'une C-représentation W est un sous-Oc-module stable par ¥k
Un Y -réseau de W est un ¥ -sous-module qui est un &c-module libre de rang égal a la
dimension de W. Tout ¥k -sous-module ouvert de W est la réunion des ¥k -réseaux qu’il

contient.

Soit W une C-représentation de 4. On note Ag I'algebre symétrique sur C' du dual W*
de W'; Ap est munie d’une action de ¥k définie par g(c-n) = g(c)-(nog) pour tous g € Y,
c € Cetn € W*. Cette action est semi-linéaire.

Soit Ay la complétion de Ay pour la topologie I-adique, ot I est I'idéal engendré par
le dual de W. Le choix d’une base de W sur C' identifie Ay 3 C[X7,..., Xy, et Ay
aCX1,. ., Xdl]-

Pour tout ¥k -sous-module ouvert €2 de W, notons Aq la sous-K -algebre de A, formée

des séries convergentes sur ).

Proposition 3.3.1. — Soit ) un Gyc-sous-module ouvert de W. Alors Ualgébre Aq est une
K -algébre pro-spectrale et munit €2 d’une structure naturelle de groupe spectral affine sur K. Si de plus
Q est un G -réseau de W, alors Aq est spectrale.

Démonstration. — Soit d’abord A un ¥ -réseau de W. Alors toute série a € Ap est bornée
sur A ; soit

lally = sup {[a(z)[,z € A}.
Il est clair par construction de Ap que les fleches d’évaluation fournissent une application
continue A — Spm A, ; puisque A est dense dans Ap, tout morphisme continu Ay — C

est déterminé par sa restriction a Ag et provient donc d’un élément de A. Par conséquent,
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A est une algebre spectrale et Spm Ap est homéomorphe & A. De plus, la loi de groupe
sur A munit Ay d’une structure de bigebre spectrale, qui fait de A un groupe potentiellement

spectral.

Soit & présent 2 un ¥x-sous-module ouvert quelconque de W. Alors €2 est la réunion
des Ygc-réseaux A de W tels que A C ; par conséquent, Aq est I'intersection des Ay, et

donc une algebre pro-spectrale. <

On voit en particulier que pour tout ¥x-réscau A de W, le choix d’une base du
Oc-module libre A identifie Ay a Palgebre affinoide C{ X7, ..., X4}, et donc que A est un

groupe spectral rigide.

Définition 3.3.2. — La catégorie des groupes potentiellement spectraux vectoriels est la sous-
catégorie pleine de celle des groupes potentiellement spectraux dont les objets sont les

C'-représentations de ¥y .

Proposition 3.3.3. — Le foncteur naturel de la catégorie des C-représentations de dimension finie

de Gi¢ vers celle des groupes potentiellement spectraux vectoriels est pleinement fidéle.

Démonstration. — Quitte a choisir des bases, il suffit de montrer que tout endomorphisme du
groupe potentiellement spectral vectoriel C' est K -linéaire. Or, un tel morphisme provient
d’un endomorphisme de C{X}, et donc d’un élément f € K{X} vérifiant A(f) =
f®1 4+ 1&f. Un tel élément est bien de la forme f = aX pour un a € C'; comme de
plus a est 9y-invariant, on a bien a € K. <

On dit que la C-représentation W est triviale si la flche naturelle W9 @5 C' — W est
un isomorphisme. Ceci revient a dire qu’il existe un entier d > 0 tel que W soit isomorphe
i la C-représentation C%. Si W est triviale, alors le groupe potentiellement spectral vectoriel
associé est en fait un groupe spectral. Les représentations triviales forment la sous-catégorie
pleine des groupes spectraux vectoriels sur I de celle des groupes potentiellement spectraux
vectoriels ; cette catégorie est équivalente a celle des K -espaces vectoriels de dimension finie,
I'équivalence de catégorie associant a une représentation W le sous-K-espace vectoriel des

vecteurs invariants par Y.

En particulier, si K = C, alors les groupes potentiellement spectraux vectoriels sont

spectraux.

3.4. Groupes spectraux rigides et prorigides. — Un groupe spectral borné G est
dit rigide si la variété spectrale sous-jacente est rigide (c’est-a-dire est le spectre d’une algebre

affinoide).

Soient (Gn, fn ¢ Gp41 — Gp) une famille indexée par N de groupes spectraux
rigides et de morphismes surjectifs de groupes spectraux. Alors, d’apres la proposition 1.6.5,
leur limite projective G existe dans la catégorie des variétés spectrales affines; de plus,
puisque G X G = @(Gn X Gy), G est naturellement muni d’une structure de groupe

spectral.

Définition 3.4.1. — Un groupe spectral est dit prorigide s’il est isomorphe a une limite

projective de groupes spectraux rigides et de morphismes surjectrifs de groupes spectraux.
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Définition 3.4.2. — Une suite 0 — G’ — G — G” — 0 de groupes spectraux affines et
de morphismes de groupes spectraux affines est dite exacte si la suite de groupes topologiques

sous—jacente est exacte.

Proposition 3.4.3. — [2, 5.1,5.3] Soit G = Spm A un groupe spectral rigide. Alors G est lisse.

On déduit de la proposition 3.4.3 et de la proposition 2.3.5 le théoreme suivant.

Proposition 3.4.4. — Soit f : G — H un morphisme de groupes spectraux rigides. Si f est bijectif
sur les groupes topologiques sous-jacents, alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit H' un quotient rigide de H ; alors f~!(H') est un quotient de G, et
il est rigide en tant qu’image réciproque d’un groupe rigide. De méme, si G’ est un quotient
rigide de G, alors f(G’) est rigide. En outre, puisque f est bijectif et puisque les groupes
rigides sont lisses, il résulte de la proposition 2.3.5 que chaque quotient rigide de H est

isomorphe a un quotient rigide de G. Par conséquent, G et H sont isomorphes. <

La proposition suivante se démontre exactement de la méme facon que dans le cas des

groupes algébriques.

Proposition 3.4.5. — Soit G un groupe spectral rigide. Alors wo(G) est un groupe fini étale,
et tout morphisme de groupes G — H on H est un groupe étale se factorise de fagon unique

en G — mp(G) — H.

Proposition 3.4.6. — Soit G un groupe spectral prorigide connexe. Alors G est une limite projective

de groupes spectraux rigides connexes et de morphismes de groupes spectraux.

Démonstration. — Soient Gy, = Spm Ay, des groupes spectraux rigides tels que G = lim G,
et soit A l'algebre affine de G. Alors A est le complété de la réunion des A,,. Puisque G est
connexe, A® C n’a pas d’idempotent, et puisque A, C A, A,®@xC n’a pas d’idempotent.

Par conséquent, Gy, est bien un groupe connexe. <

Proposition 3.4.7. — Soit G un groupe spectral prorigide connexe, d’algébre affine A. Alors A est

un anneau intégre.

Démonstration. — Prouvons d’abord le résultat dans le cas ou G est rigide. Soit A I'algebre
affine de GG. Puisque A est un anneau noethérien, il a un nombre fini d’idéaux premiers
minimaux p1, . .., P, ; en outre, 'intersection des p; est le nilradical de A, c’est-a-dire 'idéal
nul puisque A est spectral. Par conséquent, il suffit de montrer que A admet un unique idéal

premier minimal.

Puisque les p; sont minimaux, on a, pour tout ¢ = 2,...,7, p; ¢ P1; puisque p; est
premier, P2 ...Pp, ¢ p1. Par conséquent, il existe un point g € Spm A tel que p; C Kerg
etpa...p, ¢ Kerg; onadonc pourtouti =2,...,r, p; ¢ Ker g. Par conséquent, p; est
I'unique idéal premier minimal inclus dans Ker g. Puisque G = Spm A est un groupe, on
en déduit par translation que tout idéal maximal de A contient un unique idéal premier
minimal. Puisque G est connexe, on en déduit que A contient un unique idéal premier

minimal, et donc que A est intégre.
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Prouvons enfin le cas général. Si G = Spm A = @Gn est connexe, Nous savons
que Gy, est un groupe connexe, et donc son algébre affine A,, est un anneau integre. Soit L,
le corps des fractions de A, et soit L le complété de la réunion des A,,. Alors toute suite
d’éléments a,, de A, convergente dans A converge dans L, ce qui définit un morphisme

injectif A — L; par conséquent, A est un anneau integre. <l

Proposition 3.4.8. — Soient G un groupe spectral prorigide, et (Gp)nen des groupes spectraux
rigides tels que G = lim Gy, Alors lim mo(Gh) ne dépend pas du choix des (Gr)nen.

Démonstration. — Montrons qu’il existe une unique sous-algébre de 1'algébre affine de G,
engendrée topologiquement par des éléments idempotents, et maximale pour cette propriété.
Notons A, lalgebre affine de G,,; alors I'algébre affine de G est la limite inductive
complétée A des A,. Soit B la sous-algébre de A qui est la limite inductive complétée
des mo(Ay); alors, puisque mp(A;,) est engendrée par des éléments idempotents, B est

topologiquement engendrée par des éléments idempotents.

Soit a présent e un élément idempotent de A; alors e définit une partition de Spm A
en deux ouverts fermés ) et Q' pour la topologie de Zariski. Puisque Spm A est affine,
il est quasi-compact pour cette topologie; par conséquent, {2 et {2 sont quasi-compacts.
Notons f, : Spm A — Spm A, ; alors, puisque Spm A est la limite projective des fi,,
les ouverts de sa topologie de Zariski sont engendrés par les f,1(£,), ot €, est un
ouvert de Spm A,,. Puisque ) est quasi-compact, c’est une réunion finie de tels ouverts.
Par conséquent, il existe des entiers n et r et des ouverts {1y,...,€, de Spm A, tels
que Q = f7H(Q)U...Uf Q) ; autrement dit, en posant Qg = Q1 U...UQ,., ona Q =
f7H(Q0). De méme, quitte 3 augmenter n, il existe un ouvert Q) tel que Q = f,, 1(Q).
Puisque f;, est surjective, on a o U, = Spm A,, ; puisque Q et ' sont disjoints, Qg et €
le sont aussi. Par conséquent, il existe un idempotent ey de A,, dont I'image dans A est ¢;

puisque A,, — A est injective, ceci signifie que e € A,,. <

Par conséquent, mp(A) est la sous-algebre de A engendrée topologiquement par les
éléments idempotents. En particulier, mo(A) = K si et seulement si Spm A est connexe, et

G = lim GG, est connexe si et seulement si tous les GG, le sont.

Proposition 3.4.9. — Soit G un groupe spectral prorigide borné sur K. On note mo(QG) la limite
projective des mo(Gy,), et GO le noyau du morphisme de groupes spectraux G- — 7o(G).

(i) 7o(G) est un groupe spectral étale.
(i) G est un groupe spectral connexe.
(ii) Le morphisme G — mo(QG) est surjectif, et il représente les morphismes de G vers un groupe
spectral étale.
(1v) La suite

(3.4.10) 0 — G — G — mm(G) — 0

est une suite exacte courte de groupes spectraux bornés.

Autrement dit, il existe une unique (3 isomorphisme prés) suite exacte courte 0 — G’ —

G — G" — 0, ou G” est étale et G est connexe.
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Démonstration. — (i) Par construction, 7o(G) est une limite projective de groupes spectraux

finis étale et de morphismes surjectifs, et est donc étale.

(i1) On sait d’apres la proposition 3.4.8 que mo(A) est topologiquement engendrée par
les idempotents de A, et donc I'algébre affine de G°, qui est le quotient de A par I'idéal

engendré par I'idéal d’augmentation de 7y(A), n’a pas d’idempotents.

(iii) Soit f : G — H un morphisme vers un groupe étale. Quitte a remplacer H par I'image
de f, on peut supposer que f est surjectif, et provient donc d’une isométrie p : B — A.
Alors p(B) est topologiquement engendrée par des éléments idempotents, et donc inclus

dans mp(A) ; par conséquent, f se factorise par mo(A).

(iv) D’apres (iii), G — mo(G) est surjectif, ce qui montre I'exactitude de la suite 3.4.10. <

3.5. Espaces de Banach spectraux effectifs. —

Définition 3.5.1. — La catégorie BS; des espaces de Banach spectraux effectifs sur K est
la sous-catégorie pleine des groupes spectraux affines sur K dont le groupe topologique
sous-jacent £ est un Q-espace de Banach et tels que I'application de multiplication par %
dans E soit analytique.

En particulier, si E est un groupe spectral prorigide dont le groupe topologique sous-jacent
est un espace de Banach, d’aprés la proposition 2.3.5, la condition d’analyticité de la
la multiplication par Il? est automatiquement satisfaite ; par conséquent, [ est un espace

de Banach spectral effectif. Un tel objet est un espace de Banach spectral effectif prorigide.

De méme, la catégorie BS'};’C des espaces de Banach potentiellement spectraux effectifs sur K
est la sous-catégorie pleine des groupes potentiellement spectraux sur K dont le groupe

spectral sur C' associé est un espace de Banach spectral effectif sur C'.

Par exemple, le groupe spectral étale associé a toute (Q,-représentation de dimension finie
de ¥k est un espace de Banach spectral effectif et le foncteur ainsi défini de la catégorie
des (Qp-espaces vectoriels de dimension finie vers celle des espaces de Banach spectraux
effectifs est pleinement fidele. Réciproquement, tout espace de Banach spectral effectif étale
est localement profini et donc topologiquement engendré par un nombre dénombrable
d’éléments. En vertu de la proposition 1.1.8, il est donc soit de dimension finie sur Q,, soit
isomorphe a ¢(Qp).

De méme, tout groupe potentiellement spectral vectoriel est encore un espace de Banach
potentiellement spectral effectif, et tout groupe spectral vectoriel est un espace de Banach

spectral effectif.

De méme que pour les variétés prorigides (proposition 1.3.13), le foncteur naturel de la
catégorie des espaces de Banach spectraux effectifs prorigides sur K vers celle des espaces

de Banach potentiellement spectraux effectifs est pleinement fidéle.

Soient £/ — F,E"” — F des morphismes d’espaces de Banach spectraux effectifs, alors
le produit fibré dans la catégorie des groupes spectraux ' = E’ X p E” est encore un espace
de Banach spectral effectif. En particulier, la catégorie des espaces de Banach spectraux

effectifs admet des noyaux et des produits finis, et ces opérations sont compatibles avec les
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opérations correspondantes dans la catégorie des Q-représentations de ¥x. De plus, tout

morphisme d’espaces de Banach spectraux effectifs admet une image.

Proposition 3.5.2. — Soit E = Spm A un espace de Banach spectral effectif. Alors tout réseau
fermé & de E est un ouvert borné de E.

Démonstration. — Puisque la topologie spectrale sur E coincide avec la topologie d’espace

de Banach, & est ouvert pour la topologie spectrale.

Montrons que & est borné. D’apres le théoréeme de Banach-Steinhaus, il suffit de montrer
que tout élément de A est borné sur & ; puisque pour tout f € A et pour tout ¢ € K,
f -+ c est borné sur & si et seulement si f I'est, on peut en outre se limiter aux éléments f
de Iidéal d’augmentation AT de A.

Pour tout entier 1, notons Fy, I'ensemble des a € AT telles que p"& C a~(0¢). Pour
tout a € A, puisque a est continue et a(0) = 0, il existe n tel que a € F, ; par ailleurs, F},

est un fermé de A™T.

Par conséquent, puisque AT est complet, d’aprés le théoréme de Baire, il existe un entier n
tel que F}, soit d’intérieur non vide ; ceci revient a dire que, pour toute a € AT, il existe
un entier 1 tel que pa € F,,, c’est-d-dire a(p"&) C p~" O¢. Par conséquent, tout élément
de AT, et donc tout élément de A, est borné sur p"&.

Notons 7 : A — A l’endomorphisme associé a la multiplication par % dans E. Soit f € A.
Pour tout x € E, onaalors f(z) = (7" f)(p"x) ; or, d’aprés ce qui précede, 7" f est bornée

sur p"&. Par conséquent, f est bornée sur &, et & est bien un ouvert borné de E. <

Par conséquent, les ouverts bornés de E au sens spectral sont exactement ses ouverts

bornés au sens de I'espace de Banach, c¢’est-a-dire ceux qui sont inclus dans un réseau.

On appellera réseaux spectraux les réseaux fermés des espaces de Banach spectraux effectifs.
Tout réseau spectral & de FE, est naturellement muni d’une structure de groupe spectral
affine borné, et la catégorie des espaces de Banach spectraux effectifs est équivalente a celle

des réseaux spectraux a isogénie pres.

Définition 3.5.3. — Une suite courte d’espaces de Banach spectraux effectifs est dite exacte

si la suite de groupes spectraux sous-jacente est exacte (définition 3.4.2).

D’aprés les propositions 1.1.7 et 1.6.5, si (Ey, pn) est une suite d’espaces de Banach
spectraux et de morphismes surjectifs p,, : Epy1 — By, alors la limite projective des Ey,
existe dans la catégorie des espaces de Banach spectraux effectifs.

Définition 3.5.4. — Un espace de Banach spectral effectif E est dit prorigide s’il existe un
réseau spectral & qui est un groupe spectral prorigide.

Cette notion est indépendante du choix du réseau & : en effet, si & est un autre réseau
. . . / /
spectral de E, qu’on peut supposer inclus dans &, et si & = lim &, alors &, = &, N &” est
Lo r_ r ) / :
un groupe spectral borné rigide, et & = lim Fy, ; par conséquent, &' est bien un groupe

spectral prorigide.
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Remarquons que pour tout réseau spectral & d’un espace de Banach spectral effectif, E est

connexe si et seulement si & 1’est; de méme, E est étale si et seulement si & Dest.

Proposition 3.5.5. — Soit E un espace de Banach spectral effectif prorigide. Alors il existe une
unique suite exacte
0 — E' — F — 7(E) — 0,

ot E© est un espace de Banach spectral connexe et wo(E) est un espace de Banach spectral étale.

De plus, cette suite exacte est scindée (de fagon non canonique).

Démonstration. — Soit & un réseau de E. Montrons d’abord que 7p(&) est un réseau
d’un espace de Banach spectral effectif. Puisque c’est un groupe étale, il suffit pour cela
d’établir qu’il n’a pas de p-torsion. Or, puisque E est un espace de Banach spectral effectif,
la multiplication par p est un isomorphisme spectral entre & et p& ; par conséquent la
multiplication par p réalise un isomorphisme spectral de my(pé&) sur m(&). Ceci signifie
que (&) n’a pas de p-torsion. Notons m(E) = mo(&)[1/p]; alors mo(E) est un espace
de Banach spectral effectif étale, et la fleche & — (&) donne un morphisme analytique
surjectif E — mo(E) dont le noyau E° s’identifie 3 £°[1/p] et est par conséquent connexe.
Puisque tout morphisme spectral d’un espace de Banach spectral effectif connexe vers un
espace de Banach spectral effectif étale est nul, la suite 0 — E° — E — mo(E) — 0 ne
dépend pas du choix du réseau & et est fonctorielle.

Il reste 3 établir que la suite exacte 0 — E° — E — mo(E) — 0 est scindée.
Puisque 7o (E) est étale, toute section continue de cette suite est analytique. Or nous savons
que 7o(E) est étale et donc soit de dimension finie sur Q, soit isomorphe a I'espace ¢o(Qp)
des suites convergeant vers zéro. Dans le premier cas, toute section de E — my(E)
est continue. Dans le second cas, soit Uy, = (Umn)mnen Iélément de cp(Qp) défini
par Umy = 1 si m = n et Upy, = 0 sinon. Alors se donner une section continue
de E — mo(F) revient a se donner la famille bornée des s(u,,) € E, ce qui est toujours

possible.

Enfin, toute application linéaire continue de 7o(E) vers E° est analytique, ce qui montre

que le scindage de la suite n’est pas canonique. <1

Proposition 3.5.6. — Soit f : F' — E un morphisme d’espaces de Banach spectraux  effectifs
prorigides. Si f est bijective, alors c’est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 suffit de choisir un scindage de la suite exacte de la proposition 3.5.5, ce

qui permet d’écrire E = E° @ mo(E), et d’appliquer la proposition 3.4.4 3 Eg. <l

Corollaire 3.5.7. — Soit V un espace de Banach p-adique, et soient E, E' deux structures d’espaces
de Banach spectral p-adique effectif provigide sur V. Si Uidentité de V' est un morphisme analytique

de E vers E', alors ¢’est un isomorphisme entre les deux structures analytiques.
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4. Structures analytiques dans B

4.1. Un lemme de calcul de valuation. — Le lemme 4.1.2 ci-dessous est utilisé dans la

preuve de plusieurs propositions ultérieures.

S . PNy iy .
Lemme 4.1.1. — Pour tous entiers j, i avec 1 < i < j, vp((%)) = vp(B) = j — vp(d).
Démonstration. — Pour tout > 1, v,(p? —1) = v,(r), donc dans le produit définissant (pl]),
toutes les valuations se compensent, sauf celle des facteurs p7 et % <
Lemme 4.1.2. — Soient L un corps muni d’une valuation v telle que v(p) = 1, x,y deux éléments

de A tels que v(x) = v(y) = X et v(y — ) = XN+ p avec = 0. Alors, pour tout entier j,
o(y? —2P’) = p"A 4+ min {p'p—r,r=0,...,j}.

Démonstration. — Soit z = y/x — 1. Alors v(z) = p et y? — a?’ = o’ (2¢' — 1), donc il
suffit de démontrer le résultat lorsque x = 1 (et donc A = 0).
On peut alors écrire
, i Pl
1 f N i.
(1+2) 1 Z ( . )z ;
=1

puisque U((p; )) = U(%) = j — v(i), le terme de plus petite valuation de la somme est
atteint lorsque ¢ est une puissance de p, soit ¢ = p” pour un entier r = 0, ..., 7.. On a donc
v(1+y)P —1)=min{j—r+p'u,r=0,...,5} <

Lemme 4.1.3. — Soit A une Q-algébre de Banach et (x;)icn une suite d’éléments de A ftelle
que ||z;]| < 1et fo+1 — xZH < |p|. Alors pour tout entier i, la suite mﬁj converge dans A.

, . J
Démonstration. — 11 sufhit de le prouver pour ¢ = 0. Notons y; = w? et zj = x§+1 —Zj;

on peut alors écrire
_ Y
i1 =y = (25 +2) —aj
et donc [Jyj4+1 — y;|| < [p"| d’aprés le lemme 4.1.2. Par conséquent, la suite (y;) en est
de Cauchy dans A, et donc convergente. <

4.2. Structures analytiques dans R. — On reprend ici la construction de [9, 1.2.2].
Notons R et R les limites projectives respectives
R:@(... — Oc — ... — Oc — 0¢),

EZ@(-~- — Oc/pOc — ... — Oc/pOc — O¢c/pOc),

I'application de transition étant 1’élévation a la puissance p-ieme. Puisque O¢/pOc est
un anneau de caractéristique p, 'application de transition O¢/pOc — O /pOc est un

morphisme d’anneaux et donc R est naturellement muni d’une structure d’anneau.
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La réduction modulo p dans O définit une application R — R. Puisque le morphisme
de Frobenius est surjectif sur O¢/pOc, cette application est une bijection; la bijection
réciproque associe 4 un élément (z;);cy de R la suite (y(i))ieN de R définie par Y =
limjeN(:ﬁ:j)pj, ol Zit; est un relévement quelconque dans O¢ de xii; (cette limite
existe en vertu du lemme 4.1.3). Cette bijection transporte donc la structure d’anneau
sur R en une structure d’anneau sur R. Pour tous z,y € R, on a alors (a:y)(i) = 2y
et (z + y)® = limjen (27 + y )y

L’anneau R est par construction un anneau parfait de caractéristique p; de plus, il est
séparé et complet pour la valuation vg(x) = vc(a?(o)). Notons |-| 5 la norme correspondante,
définie par |z|p = p~ "2 On note mp I'idéal maximal de R pour la valuation v, et, pour
tout intervalle réel I, %’é I'idéal fractionnaire des éléments « € Frac R tels que |z|, € I;
on a ainsi RO = R, %’][3’1[ = mp, et RI0:+o°l = Frac R.

La proposition suivante est 'analogue pour R de la proposition 1.5.2.

Proposition 4.2.1. — Posons K[X|r = K[X(i)}ieN/((X(i"'l))p — X)), Pour tout réel

strictement positif v, il existe une unique norme ||-||, sur K[X|g telle que “X(i) ‘ = P~ pour

tout © € N. Pour tout intervalle réel I, notons K{X}é la limite projective des complétées de K[X|R

pour la norme ||-||,. pour v € 1. Alors :

(i) Pour tout € |C*|, K{X}Eg’r] est spectrale, la norme ||-||,. est la norme spectrale, et son
spectre sidentifie & RO en particulier, K{X}[R?’H est spectrale, et son spectre s’identifie
a R = RO,
(i) Pour tout r € [0, +00], K{X}[Ig’r[ est pro-spectrale et son spectre s’identifie & RIOTL.
(1) La structure d’anneau sur R est spectrale.

1

(iv) Le morphisme o~ " : R — R est spectral.

Démonstration. — (i) Il est clair que le morphisme canonique de K {X }[}g’r} dans la complétée
de K[X|g pour la norme ||-||,. est un isomorphisme. Par construction, K[X|p est la limite
inductive des algebres K[X(i)] pour i € N, et est une sous-algebre dense de K{X}[g’r] ; par

0,11 e .
R — C est determlne par sa restriction

conséquent, tout morphisme continu s : K{X}
A K[X]|g, et donc par la suite (u;)ien = (s(X®));en. Cette suite vérifie up = u

et |ug| < r et définit donc un élément u de RO,
Réciproquement, soit 4 = (u;) un élément de RIO7] 11 existe alors un unique morphisme

de K-algebres s : K[X]|p — C tel que s(X¥) = u; pour tout i € N. Par construction,
. ; par conséquent, Spm K{X}[}g’r] s'identifie a RO,

S est continu pour H |

Enfin, soit f € K{X}Eg’r] telle que ||f]|, = 1. Pour tout € > 0, il existe i € N
et g € K[X(i)] tels que [|g]|, = 1 — ¢; puisque C{X} est une algebre spectrale, il existe
. > 1—2¢. Il existe un élément u = (u;);en de RO
f(uw)] =1 —3e. On voit donc que || f|ly, =1, ce

doncv; € C'tel que |v;| < 7P " et |g(v;)

tel que u; = v; ; alors par construction,

qui signifie que K{X}[RE)’T] est une K -algébre spectrale.
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(ii) Puisque |C*| est dense dans [0, +00], K{X}Q’T[ est la limite projective des K{X}[R?’S]

pour s € |C*|, s < . Puisque RI%"[ est la réunion des R%# pour p < 7, K{X}[RE)’T[ est

pro-spectrale.

(iii) D’apres le lemme 4.1.3, pour tout %, la suite des ((X(H'j) R1+1® X(i+j))pj>

converge.

jEN

La structure d’anneau spectral sur K{X}[}g’l] est donnée par les morphismes de co-
addition « et de comultiplication g : K{X}Eg’l] — K{X}g’”@K{X}[}g’l] définis par

(XD) =1lim(X) @1+ 10 XOENP et y(XD) = X0 @ X0

(iv) L’inverse du morphisme de Frobenius sur R provient de I’endomorphisme

de K[XO)jen/ (XD — XO) défini par X, — X,q1. <

De plus, la variété spectrale sous-jacente 4 R est connexe et prorigide. Enfin, remarquons

que (ii) entraine que Frac R et mp sont deux variétés spectrales.

Pour simplifier, et puisque R = RI%!, Iintervalle I sera omis des notations lorsqu’il est
égal a [0, 1]. Pour tout entier n, on notera K{X7, ..., Xn}f{ le produit tensoriel complété
sur K de n copies de K{X}é Enfin, si a € R\{0}, on note K{X/a}% = K{X}‘;'Rl.
Cette notation est compatible avec le produit au sens ot K{X/(ab)}% = K{(X/a)/b}é

Les éléments de K {X }  sont les séries de la forme ZneN[pfl] an X", ot N[p~1] désigne
I'ensemble des éléments positifs de Z[pil], et ou a, tend vers zéro selon le complémentaire

des parties finies de N[p~1].

4.3. Vecteurs et covecteurs de Witt. — On note W,,(R) I'anneau des vecteurs de Witt
de longueur n a coefficients dans R, et W (R) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans R, limite projective des Wy, (R).

Définition. — Le groupe CW"(R) des covecteurs de Witt unipotents 3 coefficients dans R

est la limite inductive h_r)nn W, (R), Papplication de transition étant le Verschiebung V' :

eN
(CLQ, ag, ... 7an—1) — (07 ap, i, - - - 7an—1)-

Le groupe BW™(R) des bivecteurs de Witt unipotents a coefficients dans R est la limite
inductive des morphismes V' : W(R) — W(R).

Autrement dit, un covecteur unipotent a coefficients dans R peut s’écrire (Zp,)n<0,
ou les x, sont une suite d’éléments de R qui sont presque tous nuls; on no-
tera (...,0,2_p, T _py1,...,2-1,209) un tel covecteur. De méme, un bivecteur uni-
potent peut s’écrire (Zy)nez, ou les x, sont nuls pour 7 assez petit; on no-

tera (...,0,2_p, T _pi1,...,T_1;T0,Z1,...) un tel bivecteur.

Pour tout n, W,,(R), ainsi que W(R), sont de facon naturelle des W (R)-modules.
Pour tout A € W(R) et pour tout w € W(R) ou Wy (R), on a V(p(Nw) = AV (w).
Puisque R est parfait, on peut munir W, (R) ou W(R) de la structure de W (R)-module
donnée par (A, w) — @ " (A\)w; les applications de transition V' sont alors W ( R)-linéaires,
et CW™(R) et BW"(R) sont donc naturellement munis de structures de W (R)-modules.
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Proposition 4.3.1. — Pour tout réel v < 1 et pour tout m € 7Z, soit
BWym(R) = {(zn)nez, (Vn <m) [znlp <7}

(i) Pour tout 7 < 1 tel que v € |C*|, BW,. p, est une variété spectrale affine sur Q.
(i1) Il existe une IFp-algébre topologique complete By. p, telle que BW,. ,, = Homﬂ?mcont(Br,m, R).
(iii) Pour tout entier s, toute appltcatlon [ BWrm(R)* — BWpm(R) provenant d’un

morphisme continu d’anneavx B ram B ., est analytique.

Démonstration. — (i) Soit A I'algebre
- (4) (i+1)yp _ x (@) .
A= x0] (- xD)

pourr < 1 etm € Z, soit ||-||,.,. 'unique norme sur A prolongeant celle de Q,, et telle que

O — 1 sin>m+1,
n
sin <

Soit Ay, le complété de A pour la norme ||-||,. ... Alors A, p, est une Qp-algebre spectrale,

et son spectre s’identifie & BW,. ., (R).

(ii) Notons B I'algebre F),[ X}, |,ez. Pour tout € [0, 1] et pour tout m € Z, B peut étre

munie d’une norme, que I'on note ||-||,.,,,, définie par
:

Xl =

1 sin>m+1,
sin<m

Se donner un morphisme p : B — R revient a se donner les z, = p(X,,) € R; dire
que p est continu pour |||, ,,, revient a dire que |z,|p < r pour n < m, c’est-d-dire

que & = (zp)nez € BW, n(R).

(iii) 11 suffit de traiter le cas ot s = 1. Soit f : BW;.,,,(R) — BW,. p,(R) une application

provenant du morphisme continu p : B, — B, p,. Soit

B =T, [ XV nezien ;

n

puisque [F), est parfait, le morphisme p : B — B se prolonge en un unique mor-

phisme p' : B’ — B’. Pour tous n € Z, i € N, soit a,; un relévement dans A
de p (X( )) Alors

al it —a; . < |p| et donc d’aprés le lemme 4.1.3, pour tous 7, 1,

la suite ( n z+] )]EN converge vers un élément a,; de A, ,,. De plus, on a par construc-
tion afm#l = an, et il existe donc un unique morphisme d’algebres 7 : A — A, ,, tel

que W(XT(LZ‘)) = Qp ;.
Puisque p est continu pour ||-[|,.,,, ona[|p(Xy)|| < r pourn < m, et donc ||an0HTm <r

pour n < m. Par conséquent, 7 se prolonge en un morphisme continu 7 : Ar m — AT m-

Enfin, la réduction de m : A — A modulo I'idéal engendré par p et les Xy(L) pour (n,i) €
Z x N coincide avec p/, et donc I'application analytique BW,. ,(R) — BW,.,(R) associée

amest f. <
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Soient (y )nez et (Yn)nez deux éléments de BW™(R) ; notons (Sy, )nez leur somme dans
le groupe BW"(R). Alors les coordonnées s,, € R s’expriment de facon polynomiale a partir
des x,, et des yy,. De facon précise, soit 7 'endomorphisme de B tel que 7(X,,) = X,,—1
pour tout n € Z. Alors il existe une suite d’éléments (S_,,)en de B ®z B telle que

S_pn = S—m(x—n—ma ey T Y—n—my - - - 7y—n) = (T & T)nS—m(x; y)

pour tout entier m assez grand.

Notons abusivement X = X ® 1 et Y = 1 ® X. Les polynomes S_,,(X,Y") sont définis

par la relation de récurrence :

(4.3.2) Zp (r®T1)! Sp7n i) Zp_JXp +Zp_3Y”J

c’est-a-dire
So(Xo, Yo) = Xo + Yo,

1 1 1
S()(X_l; Y_l) + ];S_l(X_l,XO; Y_l,Yg)p =Xo+Yy+ EXfl + EYED ..

Proposition 4.3.3. — Pour tout 7 < 1 et pour tout m € N, la suite (S_,,)nen est de Cauchy
pour la norme ||-|| ... dans B @, B.

Démonstration. — Ceci revient a démontrer que, pour tout m > 0, la suite (7 ®

7)""(S—n)nen est de Cauchy pour la norme |[-[|,. .

Prouvons d’abord le cas ot m = 0, c’est-a-dire que la suite (S_;)pen est de Cauchy.
Puisque ||al|,« o < [la|,, pour tout a € A et pour tout t > 0, il suffit de démontrer le
b} )

-

résultat lorsque 7 est assez petit; on peut donc supposer que 7 = p~ " avec A = [ﬁ. Soit v

la valuation associée a la norme HaHnO.

La différence de I'équation (4.3.2) appliquée respectivement a S_j, et S_(,_1) s’écrit

nil . .
Sop I erP (87, ) = ST y) Fr e (S) =p X, 4TV,
7=0

soit, puisque Sy = Xg + Yo,

Sen =8 (n-1)=- Zpij(T@)T)j(S_pg i) szn ie 1))
(Kb Yo = X, Y.

Remarquons d’abord que 7 est 1-lipschitzienne pour la norme ||+, 5 5 de plus, v(S—n) = A.

Soit fiy, = v(S—pn — S_(n—1)) — A; alors le lemme 4.1.2 entraine que

U<Szjj(nfj) _Sp](n i—1) ) >pj)\+min{j_i+pi'u’”_j’i:O""’j}'

De méme, la valuation de (X_,, + Y_n)pi — Xﬂl — Yfz est p" A + 1. On en déduit que

un—i—)\}min{p”/\—(n—l),pj)\—i—pi,un_j—z’, j:l,...,n—l,z‘:O,...,j}.
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Montrons par récurrence que pour tout n = 1, pu, = n(p — 1)\, La formule ci-dessus
démontre le cas ou n = 1. Supposons a présent n > 2. Alors, pour tout 7 < n — 1,
puisque ftp—j = (n—7)p—1A = A > ﬁ, le minimum des p'p,,—; — i est atteint
pour ¢ = 0 et vaut donc fi,,—j ; il s’ensuit que

fin Z>min{(p" — DA — (n—1), (¥ =)+ —5)(p—1)A, j=1,...,n—1}.
Puisque la suite des p/ — j(p — 1) est croissante, la valeur minimale ne peut étre atteinte que
pour j = 1, ce qui signifie que fy, = min{(p" — )X\ — (n — 1), n(p — DA} =n(p—1)A\
Par conséquent, on a v(S—p — S_(,—1)) = (n(p — 1) + 1)\, et donc la suite (S—p)nen est
de Cauchy.

Montrons a présent par récurrence sur m que, pour tout m, la suite (S_p m)neNy =
(T®T) ™™ (S—n)nen est de Cauchy pour ||-||,. ;- Nous venons d’établir le résultat pour m = 0;
supposons-le connu pour m et démontrons-le pour m + 1. Par construction des S_,,
S_(nt1),m+1 est défini par la relation

= 1 +1 j+1 j+1
— 7} : v’ § : p] P’
S_(”+1)um+1 - pj+IS (n—3),m—j + pj+1 < + Ym—j ’
—
J
Par conséquent, puisque toutes les suites S_,, ;) ; sont de Cauchy pour [|-[|,. o, il en est de

méme de S_ (1) m1, et donc (S—p mt1)nen est une suite de Cauchy. <

Proposition 4.3.4. — Soient

BW(R) = {(xn)nez, limsup |z,|p < 1},

n——0o0

n ——00

W) = {(an)ue-s, lmsup o < 1}

(i) BW(R) et CW(R) sont des variétés spectrales affines.

(1) BW(R) est un espace de Banach spectral effectif et CW (R) est un groupe spectral affine ; les
inclusions naturelles BW"(R) — BW(R), CW"(R) — CW/(R) sont des morphismes
de groupes.

(iii) Le morphisme de Frobenius @ : BW (R) — BW (R) est analytique ainsi que son inverse.

(iv) On dispose d’une suite exacte de groupes spectraux effectifs

0 — W(R) — BW(R) — CW(R) — 0.
(v) BW(R) et CW(R) sont munis de structures naturelles de W ( R)-modules spectraux.

Démonstration. — On conserve les notations des propositions 4.3.T et 4.3.3.
(i) Par construction, BW (R) est la réunion pour 7 < 1 et m € Z des BW, p,(R).

< lall et donc

Soient r < 7' < 1 et m’ < m. Alors, pour tout a € A, P m?
I'application identique de A définit un morphisme continu et injectif f/l\r m = A\T m- Soit A
la limite projective (c’est-a-dire l'intersection) du systeme pro_]ectlf des Arm C’est une
algebre pro-spectrale, et puisque A est dense dans chacun des Arm, elle est dense dans A.
De plus, en vertu de la proposition 1.3.5, SpmA s'identifie a la réunion des Spm Ar,m,
c’est-a-dire 3 BW (R). Enfin, la multiplication par 1/p dans BW (R) sécrit V"1™ 1 et est

donc analytique.
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Une construction analogue fournit I'algeébre affine de CW(R); on peut également la

définir comme le quotient de A par I'idéal fermé engendré par les Xy(li) pour n = 0.

(i) Soient S_,, € B®p, B les polynémes donnant I'addition sur BW"(R). Pour tous 7 <
1,m € Z, (S—,,) est une suite de Cauchy pour ||- Hr,m et converge donc vers un élément S_
de Br,m; la famille des 7°S_oo définit donc un morphisme « : Br,m — Er,m®Fp§T,ma
qui prolonge par construction I'addition de BW"(R). Puisque BW,. ,, muni de cette loi,
est un groupe abélien, c’est encore le cas de BW (R); et d’apres 4.3.1(iii), 'addition ainsi

définie sur BW (R) est analytique.
(i11), (iv) sont évidents.

(v) Pour tout n € N, ¢ : R — R est analytique, donc la fleche de multiplica-
tion W(R) X BW, i (R) — BW,. 1, (R) est analytique. Puisque BW (R) = lim BW;. m, (R)
dans la catégorie des groupes spectraux, la fleche de multiplication W(R) x BW(R) —
BW (R) est encore analytique. <

Définition 4.3.5. — Les éléments de CW (R), BW (R) sont appelés respectivement covec-
teurs de Witt et bivecteurs de Witt a coefficients dans R.

En particulier, pour tout entier naturel e > 1, on a les égalités W(Fpe) = ZLpe,

BW(FPE) = @pe, et CW(Fpe) = Qpe/Zpe.

Il existe un unique morphisme d’anneaux 6 : W(R) — O dont la réduction modulo p est
I'application identique de O¢ ; ce morphisme est surjectif et se prolonge en 6 : W (R)[1/p] —
Oc. On note [9] B;R le complété séparé de W(R)[1/p] pour la topologie (Ker6)-
adique; c’est un anneau de valuation discréte complet dont le corps résiduel est C. Soit
également W (R)P I'enveloppe 4 puissances divisées de W (R) relativement aux puissances
divisées canoniques sur Ker; on note A le complété séparé p-adique de W(R)P
et B :;is

de définir 0 : BT

cris

= Acris[1/p]. Il existe un plongement canonique de B/, dans By, ce qui permet

cris
— C.

Soit (ap)nez un élément de BW (R). alors la série Znezp_”[an]pn converge vers
un élément 7(a) de b:ris; I'application 7 ainsi définie est une injection W (R)-linéaire
de BW(R) dans B;is.
module de B;is'

de groupes analytiques 6 : BW(R) — C, qui est défini par

On considérera donc toujours BW (R) comme un sous-W (R)-
+

. SR )
Par composition, 'application 6 : B_

— (' donne donc un morphisme

0((an)nez) = Zp*n(ag)))p”_"_ Z pfna%").

n>0 n<—1

Proposition 4.3.6. — Soient P un élément de R tel que 50 = p, et € = [p] —p € W(R). Alors

0 définit une suite exacte courte d’espaces de Banach spectraux

0 — BW(R) =% BW(R) L ¢ — 0,
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Démonstration. — L’algébre affine de C' est K{T}[O’+Oo[, et 6 provient du morphisme

~

K{T}lo+=l _, 2

T o= D p X+ D p X
n>0 n<—1

Ceci démontre que 6 est analytique. Il est évident qu’elle est surjective. La
fleche BW (R) E, BW(R) est analytique d’apres la propositiong.3.4 et clairement

injective ; il reste 2 montrer que la suite est exacte au centre.

Soit z € W(R)[1/p]. Alors [[[plz| = [[PII| - [l]l = ll2ll, et [[pz]l = [p[ - =[] < [,
donc ||€x|| = ||z||, ce qui signifie que la multiplication par £ est une isométrie de W (R)[1/p].

On sait ([9, 2.3.3]) que & est un générateur du noyau de 0 : W(R) — O, et donc du
noyau de 0 : W(R)[1/p] — C. Soit y un élément du noyau de § : BW(R) — C. Alors
y est limite d’une suite (Y, )nen d’éléments de W(R)[1/p]; en outre, puisque 6(y) = 0,
0(yn) tend vers zéro, et il existe donc une suite (2, )pen d’éléments de W (R)[1/p] et une
suite (zp )nen d’éléments de W(R)[1/p] tendant vers zéro telles que y,, = &z + 2p. Par
conséquent, puisque la suite des £z, est de Cauchy et puisque la multiplication par £ est une
isométrie, la suite des x,, est de Cauchy et a donc une limite & dans BW (R). Puisque 2z,

tend vers zéro, on peut alors écrire y = £x comme voulu. <

4-4. Sous-espaces de pentes de B;is. — Soient d > 1, h > 1 deux entiers. On
note Ey j, le sous-ensemble de B;is défini par :

Eqn = {b € BY..o"(b) = p* b} ;

+

c’est par construction un sous-Q,,n-espace vectoriel de B_;.

Soit @ €]0, 1]NQ; notons alors d/h la forme irréductible de . Alors on pose E, = Eq p,
et on note L, I'algebre a division sur Q, d’invariant «, c’est-a-dire I'algebre non-commutative
Qpn [F]/[F" — p%]; F est semi-linéaire, ¢’est-a-dire que pour a € Qun, Fa=p(a)F.

+

oyis induit un isomor-

Proposition 4.4.1. — Soit n = 1 un entier. Alors la multiplication dans B
phisme de Qpnh -espaces vectoriels de @pnh ®q , Ean sur Engpnh.
P

Démonstration. — Notons ¢ = p%, et soit ® = (ph le Frobenius relatif de D'extension
de corps Qpnh/(@ph. D’apres le théoreme de la base normale, il existe un élément x
de Qnn tel que (z,®Px,..., ®"~12) soit une Q,n-base de Qpnn ; en outre, ®"z = .
Soit a € @pnh ®Qph Eq4 p ; alors il existe ag, . . ., an—1 € Egp tels que

n—1
a = ZCI)i(a:)(@ai.
=0
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Si I'image de a dans Ey,q 5, est nulle, alors ses images successives par application de g 1e

le sont aussi, et par conséquent

T dxr ... I lg ap
dx D2y x ai
=0.
L R N L Ap_1

Or le déterminant de la premiére matrice est

n—1 n—1

+ ][O ¢vaa),

i=0 j=0
ou ( est une racine primitive n-ieme de I'unité ; le choix de x assure que ce déterminant ne
s’annule pas. Ceci démontre donc l'injectivité.
Réciproquement, si b € Ey,g »p, alors soit

n—1

a= Z (q_I(ID)i(mb).

=0
On vérifie que a € Ey p, ; Uinversibilité de la matrice ci-dessus permet alors d’écrire b comme

combinaison Q,nn-linéaire des ®%(a). Ceci démontre la surjectivité de 'application. <

Proposition 4.4.2. — Pour tous entiers d,h tels que d < h, Eqp, est 'image par Uinjection
h—d
canoniqgue BW (R) — B(—:’;is de Pensemble des bivecteurs de la forme (T, )nez avec Ty_q = xh
/ . . / s . phfd
Démonstration. — Soit I/, , 'ensemble des bivecteurs (Tn)nez tels que xp—q = xn, . Par

construction, tout élément b de EY;, vérifie Va(b) = "4(b), ot V est le décalage ; par
conséquent, puisque Vi = oV = p, on en déduit que p?b = " (b). 1l suffit donc de

montrer que tout élément de Eg j, peut s’écrire comme un bivecteur.

Soit b un élément de Ey j,. Quitte a multiplier b par une puissance de p, on peut supposer
que b € Agris. Par définition de B:;is, b est la limite d’une suite convergente d’éléments (b,,)
de W(R)[1/p] de la forme

iz—md
De plus, puisque " (b) = p?b, la suite (©"(by,) — p?bm)men tend vers zéro. Pour tous
entiers m, n tels que m > 0 et n > —m, notons

—md+(d—1)
b = Z [xfr;] ;
i=—md
on peut alors écrire
by = Z pndbm,n-
n=>—m

Notons enfin by, l'image de by, dans Wy(R) = W(R)/p?W(R). Puisque la
suite (b, )men est de Cauchy, by, — by—1 tend vers zéro, ce qui signifie que by, —yy, tend
vers zéro, ainsi de proche en proche que toutes les suites by, 5, — by—1,, pour n > —m + 1.

Par conséquent, pour tout n € N, la suite (bymn)men a une limite a, dans Wy(R).
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Puisque gph(bn) — p?b,, tend vers zéro, on voit que pour tout n, @y = " % (any1). Soit
an = (ano;- -, an,d—l) Iécriture de a,, comme vecteur de Witt. Toutn € Z s’écrit de facon
unique n = jd +iavec j € Zet 0 < i < d—1; posons alors ¢, = aj; = (pfj(h*d)(ao,i).
On voit alors que liminf,, . vgr(c,) > 0, et donc ¢ = (¢ )nez est bien un élément
de BW(R); de plus, 'image de ¢ dans B, est b par construction. <

cris
Proposition 4.4.3. — Soient d, h deux entiers tels que d < h.

(1

(1) Le morphisme de Frobenius ¢ : Eqp — Eqp est analytique.

Eq p, est un sous-espace de Banach spectral effectif de BW (R).

(v

)
)
(i) L’application 0 : Eqp — C' est analytique.
) Pour tout élément c de Qph, Pendomorphisme de multiplication par ¢ dans Eq p, est analytique.
)

(v) Pour tout entier d’ tel que d + d' < h et pour tout élément ¢ de Eg p, Iapplication de

multiplication par c me : Eqp — Eqyq p est analytique.

Démonstration. — (i) D’apreés la  proposition 4.4.2, on sait que Fg, =
{b€ BW(R),"(b) = p?b}; or, dapres la proposition 4.3.4, BW(R) est un groupe
spectral et ¢ est un endomorphisme spectral de BW (R). Par conséquent, il en est de méme

de " — p?, et donc son noyau est un sous-groupe spectral de BW (R).
(i1), (i), (iv) sont alors évidents.

(v) Remarquons d’abord que, pour tout z € Egp, oM(cx) = derdl(cx), et on a donc
bien cx € E44q p,. Par conséquent, d’aprés la proposition 4.4.2, cx € BW (R).

Puisque * € BW(R), on peut écrire  comme la limite des p~"¢"z),, ot x,, € W(R);
de méme, on peut écrire ¢ = lim p~"p"c,. Alors cx est la limite des p~2"p 2" (¢, ) ;
puisque la multiplication par ¢, est analytique dans Wy, il s’ensuit que la multiplication

par c est analytique. <

4.5. L’espace de Banach spectral d’un isocristal de Dieudonné. — Soient k£ un
corps parfait de caractéristique p et Ko = W (k)[1/p]. On note o : k — k le Frobenius
absolu de k ainsi, par fonctorialité, que ceux de W (k) et K.

Un -isocristal sur k est un Kp-espace vectoriel de dimension finie D muni d’une
bijection ¢ : D — D semi-linéaire relativement au morphisme de Frobenius absolu sur Kj.
Les (p-isocristaux forment de maniere évidente une catégorie abélienne et tout (-isocristal

est muni [5] d’une graduation canonique indexée par Q, la graduation par les pentes.

On dit que D est effectif si toutes ses pentes sont positives, ce qui revient a dire qu’il
existe un réseau 7 de D tel que p(Z) C . Un isocristal de Dieudonné est un @-isocristal D

dont toutes les pentes appartiennent a [0, 1], ce qui signifie qu’il existe un réseau & de D tel

que pZ C p(2) C 2.

Pour tout -isocristal D, on note E(D) le Qp-espace vectoriel des applications Q-
linéaires de D dans B:;is qui commutent a 'action de (.
Par exemple, pour d, h > 0, soit Dy ;, un Ko-espace vectoriel de dimension &, muni d’une

base (eq, . .., ep—1) et d’une application semi-linéaire ¢ définie par p(e;) = €; 41517 < h—2
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et p(ep_1) = pPeg. Alors M est un @-isocristal effectif dont 'unique pente est d/h, et E(M)
s’identifie au sous-espace Iy de B;is. En particulier, si d < h, alors E(Dgp) C BW(R).
Proposition 4.5.1. — Soit M un isocristal de Dieudonné. Alors pour tout x € E(M), I'image
de x est incluse dans BW (R).

Démonstration. — Soit k la cléture algébrique de k; alors il existe une unique extension
semi-linéaire de o a M’ = M Qw (k) W (k), qui devient ainsi un (-isocristal sur k. Les
pentes de M’ sont les mémes que celles de M et E(M') = E(M) @y ) W (k), on peut

donc supposer que k est algébriquement clos.

Dans ce cas, d’aprés la classification des (p-isocristaux, M est isomorphe 4 une somme
directe d’isocristaux de la forme Dy j,, ot d/h est une pente de M ; puisque M est un isocristal

de Dieudonné, on a toujours 0 < d < h et le résultat découle alors de la proposition 4.4.2. <

Soit M un isocristal de Dieudonné sur & ; alors V' = Homg, (M, BW (R)) est naturelle-
ment muni d’une structure d’espace de Banach spectral vectoriel. De plus, 'endomorphisme f
de V défini par f(x) = x o p — @ o x est analytique, et donc son noyau, qui s’identifie
a E(M), est un espace de Banach spectral prorigide.

On peut donc considérer £ comme un foncteur contravariant additif de la catégorie des
isocristaux de Dieudonné vers celle des espaces de Banach spectraux prorigides.
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5.1. Construction de groupes spectraux a partir de groupes p-divisibles. —
Soit (I'(p"))nen un groupe p-divisible connexe sur k, de hauteur h et de dimension d,
et soit I' = @F(p") le groupe formel correspondant. Par construction, 1'algébre affine B
de T, limite projective des algebres affines des I'(p™), est une algebre de séries formelles
en d variables A coefficients dans k. Pour toute k-algébre topologique S, I'(.S) est le groupe
des morphismes continus de k-algébres de B vers S.

On note encore ' : I' — TI'et V : I' — I' les morphismes de Frobenius et de décalage

de I', et ¢ 'endomorphisme de Frobenius de I'algébre affine de I'.

Pour toute k-algebre topologique S, notons respectivement

U(T)(5) = Hom(Qy, I'(55)),
T(T')(S) = Hom(Qy/Zy, I'(5)),
Uo(T')(S) = Hom(Qy, I'(S)™").

Puisque Q) est la limite inductive des groupes topologiques p~"Zy,, un élément du
Qp-espace vectoriel U(I')(S) peut étre vu comme une suite (fy,) d’éléments de I'(S) tels
que pfrny1 = frn. Alors T'(I") () est le sous-Zy,-module des suites f telles que fo = 0 tandis
que Up(I")(.S) est le sous-espace vectoriel des suites f telles que f,, = 0 pour 7 assez grand.

Par conséquent, le foncteur U(I') ne dépend que de la classe d’isogénie de I' et est
représenté par l'algebre m( .. > B — ... — B), l'application de transition étant la

multiplication par p du groupe p-divisible I'.

Proposition 5.1.1. — Soit I' un groupe p-divisible connexe sur k, d’algébre affine B. On note
encore B la cléture radicielle de B, b Pidéal de B™Y engendré par 'idéal maximal de B, et B’ le

complété séparé de B pour la topologie b-adique.

Alors B représente le foncteur U (T").

Le coproduit B — B®yB sétend en un morphisme B™ — (B®,B)?d =
Br2d®, B4 et donc en un morphisme B’ — B'®B’, d’ol provient 'addition sur U(T").

Démonstration. — Puisque I est connexe, le morphisme de Frobenius ¢ est topologiquement
nilpotent sur I, c’est-a-dire qu’il existe 7 tel que F"(I") C pI'. Ceci entraine que les familles
des p"I" et des F'T" sont cofinales, c’est-a-dire qu'un élément f de U(G)(S) peut encore
s’écrire comme limite de morphismes g, € I'(.S) tels que F o gp41 = gn. Se donner un
élément f de U(G)(S) revient donc a se donner des morphismes continus g, : B — S
tels que gny1 © @ = gn, et donc un morphisme ¢ : B — S, continu pour la topologie
b-adique. <

Proposition 5.1.2. — Soient T' un groupe p-divisible connexe sur k, B son algébre affine, et B’
Palgebre topologique représentant le foncteur U (T').

Soit G un groupe formel lisse sur W (k) relevant T', et soit A Dalgébre affine de G; on

note A’ = th( .. = A — ... — A), lapplication de transition étant la multiplication par p.

Alors A" =W (B').
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Démonstration. — Par définition, B est la réduction modulo p de A. Puisque [p|r : B —
B est la réduction modulo p de [p]g : A — A, lapplication de réduction modulo p
de A vers B donne par passage a la limite projective une application m : A’ — B’; cette
application est la réduction modulo p. Puisque A’ est séparé et complet pour la topologie

p-adique et sans p-torsion et puisque B’ est parfait, A’ = W (B’). <

En particulier, A’ ne dépend pas du choix du relevement G de I'; ceci signifie que pour
toute k-algebre topologique S, 'ensemble sous-jacent au Qp-espace vectoriel U(G)(S)
ne dépend pas de G. De plus, le coproduit B’ — B'&;B’ donne par fonctorialité un
morphisme A’ — A'®A’, et donc I'addition sur U(G)(S) ne dépend pas non plus de S ;
on en déduit que les homothéties de rapport A € Qp, sur U(G)(S) ne dépendent pas non
plus de S.

Par conséquent, le Q-espace vectoriel U(G)(.S) ne dépend que de I', et méme seulement

de sa classe d’isogénie.

Le choix d’'une base de 'espace cotangent de I' identifie B a une algébre de séries
formelles k[[X1, ..., Xg]], et donc A a 'algebre W (k)[[X1, ..., Xq4]]; par conséquent, ce
choix identifie G(0¢) a ﬁg. De plus, puisque les changements de coordonnées sont des
applications linéaires, la topologie ainsi définie sur G(0¢) ne dépend pas du choix des

coordonnées sur I'.

Un réseau de G(O¢) est un sous-groupe fermé A tel que la famille des [p]@zA forme une
base de voisinages de zéro dans G(0¢).

Pour tout tel réseau A, on note ||-||, la semi-norme sur A[1/p] qui 2 f = (fn)nen
associe || f||, = sup {|fo(z)|, 2 € A}. D’aprés ce qui précéde, la complétion Ade A pour
la famille des ||-|| , ne dépend pas du choix des coordonnées. C’est une algébre pro-spectrale
dont le spectre s’identifie 2 G(O¢). De plus, 'addition G(0¢) x G(O¢) — G(O¢) est un

morphisme analytique. Le choix d’un systéme de coordonnées sur G(O¢) identifie Ap a

une algebre affinoide.

Puisque U(G)(O¢) = lillneN G(0O¢), l'application de transition étant la multiplication
par p (et donc un morphisme de groupes spectraux), U(G)(O¢) est naturellement muni

d’une structure de groupe spectral; de plus, la multiplication par p~!

est analytique et
donc U(G)(O¢) est un espace de Banach spectral effectif. En outre, puisque tout réseau A

de G(O¢) estrigide, U(G)(0¢) est espace de Banach spectral effectif prorigide.

Cette construction permet donc de munir U(G)(0¢) d’une structure d’espace de Banach
spectral effectif’; elle ne dépend que de I' et définit un foncteur de la catégorie des groupes
p-divisibles sur k vers celle des espaces de Banach spectraux effectifs prorigides sur W (k)[1/p].

Proposition 5.1.3. — Sous les hypotheses et notations de la proposition 5.1.2, les groupes

U(G)(Oc) et U(T')(R) sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. — Rappelons que R = liinneN(ﬁC)’ les applications de transition étant
I’élévation a la puissance p-iéme. Par conséquent, un morphisme f : B’ — R correspond

a des applications f, : B' — O¢ telles que, pour tout z € B', fri1(x)P = fu(z).
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Soit z = (xg, ..., Tn,...) un élément de W(B’) ; alors la série de terme général p" f,(zy,)

est convergente dans O¢. Notons g(z) sa somme. Il est en particulier clair que g(1) = 1.

Soient & = (Zn)n>0, ¥ = (Yn)n>0 des éléments de W(B'); notons z = (2 )n>0 leur

somme. Pour tout entier m :

g(xz +y) = fo(z0) +pfi(z1) + -+ 0" fn(2zm) (mod p™*1)
= fu(20)"" 4 pfm ()P A D o (2m) (mod p™ ™)
= fm(zgm —i—pzfmjl + A+ p ) (mod p™*1).

Par construction de (2p,)n>0, on en déduit donc que, pour tout m, g(x +y) = g(z) + g(y)

(mod pm+1)

, donc que g est un morphisme de groupes. Par un raisonnement analogue,
g(zy) = g(x)g(y), et donc g est un morphisme d’anneaux, donc g € Hom(W (B'), O¢).

Notons g = F(f).

Réciproquement, si ¢ € Hom(W (B’), O¢), alors il existe des fonctions f,, : B — O¢,
uniques modulo p, telles que g(z) = fo(zo) + pfi(x1) + -+ + p" fin(Tm) (mod p™*+1)
pour tout entier m. Par construction, on a alors, pour tout x € B, g(p™[x]P"") = p™ fm(2)
(mod p™*1), soit g([2]P™") = fu(z) (mod p), dot frn(z)P" = fo(z) (mod p). La suite
des (fn(z)) définit donc un élément de R. Par le raisonnement ci-dessus, f = (fy,) est un
morphisme d’anneaux; et 'application qui a g associe f est I'inverse de F', qui est donc

bijective. <

Puisque de plus R est un anneau parfait de caractéristique p, I'(R) est p-divisible et sans
torsion, et donc I'(R) = Hom(Q,,,I'(R)) = U(I')(R) = U(G)(O¢).
De plus, le choix de coordonnées sur I identifie I'(R) a mc]l%, qui est muni d’une structure

analytique par la proposition 4.2.1. La construction de la proposition 5.1.3 montre que la

bijection U(G)(O¢) — I'(R) ainsi que son inverse sont des isomorphismes analytiques.

Soit M un isocristal de Dieudonné. Pour toute k-algeébre finie A, on pose G(M) (A) =
Homyy (1), (M, CW(A)). Alors G(M) est un groupe p-divisible sur k. Le foncteur G est
une antiéquivalence entre la catégorie des isocristaux de Dieudonné et celle des groupes

p-divisibles sur k.

Proposition 5.1.4. — Soit I un groupe p-divisible sur k et notons M Uisocristal de Dieudonné

associé. Alors les groupes spectraux E (M) et T'(R) sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. — Par définition de G, on sait que I'(R) = Homyy () (M, CW(R)), et
donc U(T')(R) = Homyy () ,(M, BW(R)). D’apres la proposition 4.5.1, ceci entraine
qu’il existe un isomorphisme naturel de groupes F' : E(M) — I'(R). Il reste & démontrer

que F' est analytique.

Soit (e1,...,ep) une base de M telle que (e1,...,eq) soit une base de M/@p(M);
A un éément (r1,...,24) de E(M) ¢ BW(R)" ot z; = (Tin)nez avec Ti, €
R, T'application F' associe alors (21,0,...,%40) € de. Par conséquent, puisque chaque
composante BW(R) — R est analytique, I'application F' est analytique.
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Enfin, puisque I'(R) est un espace de Banach spectral prorigide, la proposition 3.4.4

entraine que la bijection inverse de I est elle aussi analytique. <

5.2. Structure analytique explicite des espaces de Banach-Colmez élémentaires.

— Dans toute cette partie, on fixe deux entiers d, h tels que 0 < d < h.

Définition 5.2.1. — Un réseau A de C? est dit droit s'il existe des rationnels (vq, ... ,vq)

tels que
A= {(xl, ce,Tq) € CY, pourtouti=1,...,d, v(x;) = vz}.
Le d-uplet (v1,...,vq) est appelé le type de A.

Un réseau A de ﬁ’g est dit régulier s’il vérifie les conditions suivantes :

(RR1) c’est un réseau droit, de type (v1,...,v4), o les v; sont des rationnels positifs ;
(RR2) en notant m = p%l’ il existe m € N tel que, pour tout 4, pmhvi € [ﬂ',phﬂ'[;

(RR3) pourtoutt =1,...,d—1, plu; < Vig1 < p “vjaveca=1— %

L’entier m est appelé la hauteur du réseau régulier A.

Remarquons que, puisque d < h sauf'si d = h = 1, il existe toujours des réseaux réguliers
d
de ﬁc
Pour tout réseau régulier A, la condition (RR3) implique en outre :
(RRy4) pourtoutt =1,...,dettout j =1,...,d — 1, v; <pjvi+j < pl.

Le seul résultat pour lequel la condition plus forte (RR 3) est nécessaire est le suivant :

Lemme 5.2.2. — Soient N et A" deux réseaux réguliers de O%, de méme hauteur m. Il existe

alors un réseau régulier A de hauteur m, inclus dans A’ N A” .

Démonstration. — Posons
/
V.- - a1
x, = log (p Lh—;pz 2 >,

et définissons de méme 7. Alors, A étant régulier, la condition (RR3) implique que la suite
des z et celle des z!/ sont (O‘T_l log p)-lipschitziennes ; donc la suite z; = max(z}, z/) est
aussi. Il suffit alors de définir, comme ci-dessus,
_ _soa+l
v =p " mexp(ai) ;
les (v;) vérifient alors la condition (RR3), donc le réseau A de type (v1,...,v4) est

régulier. <

Soit a présent I le groupe p-divisible sur k de module de Dieudonné W (k)[¢]/ (" —p?) ;
c’est un groupe p-divisible irréductible, lisse, de dimension d et de hauteur h. Si k est
algébriquement clos, alors tout groupe p-divisible s’écrit de facon unique, a isogénie pres,

comme somme directe de tels groupes I'.

Le groupe I'(R) s'identifie alors & {z = (zp)nz0 € CW(R), " %(z) = V(2)}, et est
donc homéomorphe de cette fagon a de ; de méme, G(0¢) est homéomorphe a mdc.
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Soit A un réseau régulier de ﬁg, de type (v1,...,vq). D’aprés (RR2), les v; sont tous

strictement positifs ; par conséquent, A est inclus dans m&, que 'on identifie 3 G(0¢).

Lemme 5.2.3. — 1l existe un entier mg = 0 tel que, si A est un réseau régulier de ﬁg de

hauteur m = my, alors A est un sous-groupe fermé de G(O¢) pour la loi induite par la loi de groupe
Sformel de G.

Démonstration. — Définissons les séries entiéres £ € Q[[X]] et Lo € Q[[Xo, ..., Xq—1]] par
g(X) _ Zp—ndxpnh
n=0
et
d—1
Lo(Xo, ..., Xq-1) = {(Xo) + p0(XT) + ...+ p~ @ De(xt ).

De méme, pour tout anneau A et pour tout 2 = (x,...,Tq_1) € A% notons Tjng =
pr(h—d) h—d

z; et V(z) = (21,...,24) = (¥1,...,2q-1,25 );notons enfin L; = Ly o V.

Soit A un réseau régulier de hauteur m, et de type (v, ..., V4—1)-

Le groupe I' est donné par son algebre affine k[[Xp,..., X4-1]], muni d’une loi
de groupe formelle F' € k[[Xo,...,X4-1, Yo,... ,Yd,l]]d qui est déterminée par les
conditions F; = X; +Y; (mod deg?2) et L;(F) = L;(X)) + L;(Y). Alors I'algebre
affine de G s’identifie 3 O¢[[Xo, ..., Xgq_1]]; elle est munie d'une comultiplication Fe
oc([Xo, .-, Xa-1, Yo, ... ,Yd,l]]d dont la réduction modulo p est F'. Supposons que m
est assez grand pour que p"~™d < p" — 1; alors pour tout i = 0,...,d — 1, ona v; < 1
d’apres (RR2), et le relevement de F' choisi est donc indifférent.

Pouri=0,...,d — 1, notons u; = p"™"v; — md. Posons encore Sy = p0c @ ... S

pi-10c et L = (Lo, L1,...,Lq—1) € Z[[Xo,.- .. ,Xd,l]]d, et montrons que L(A) C Sy.
Fixons un entier ¢ tel que 0 < ¢ < d, et soit © = (xq, ..., T4-1) € A.
d—1—4 1 h—i h—1

1 1 _

1 hetji—i 1 j—i
:ZWE(xg? ’ )—i—ﬁ(wi)—&—z _ié(xg?] ).

J
j<i J>i p

Pour tout r = 0,...,h — 1, par la théorie du polygone de Newton, la série entiere E(:c?r)
induit une surjection de p”O¢ sur p*7" O¢, ou v;, = min {pT+”hvj —nd,n > 0}. Ce
minimum est atteint pour le plus petit entier n tel que p" ™™ v; > 7. Or, d’aprés la
condition (RR2), on peut écrire pmhvi = Tw;, ou w; € [l,ph[; le minimum v}, est donc

r+(n—m)

atteint pour le plus petit entier n tel que p hwj > 1. lls’ensuit que n = msir = 0,

et n = m ou m — 1 dans tous les cas, c’est-a-dire que
vio = 7w; —md= uj;
Vjr = min (ﬂ'pr’u)j,ﬂ'pr_h’w]‘ + d) —md sij>1.
Par conséquent, la condition (RR4) entraine que
vij—i = (G —=1) sij>1,
Vi S N
Vjihtj—i— (d+37—1) sij<i.

Par conséquent, on a bien L;(z) € S, et donc L(A) C Sy.
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Soit A’ le réseau régulier de hauteur m — 1 et de type (pvo,...,p"vg_1); alors
Sy = p?Sy, et puisque A’ C A, lapplication G induit par passage au quotient une
application A/A’ — Sy /p?Sx. Soit  un élément de A dont I'image dans Sy /p?Sy est
nulle ; alors il existe y; € p@t%9¢ tel que ¢ (x;) = yi. Par la théorie du polygone de Newton
de ¢, ceci implique que x; € pph”i O¢, et on a donc bien x € A'.

Montrons a présent que L~ 1(Sp) C A. Soit z € G(O¢) tel que y = L(x) € Sy.
Notons (Ay,) le réseau régulier de hauteur m + n et de type (p~™ g, ..., p"™vy_1) ; alors
G(O¢) étant la réunion des A, il existe un plus petit entier n tel que = € A,,. Supposons
que n > 1. Le réseau (A,,)’ construit ci-dessus n’est autre que A,,_1; et, puisque I'image
de x dans S, /S, _, est nulle, on voit d’aprés ce qui précéde que x € Aj,_1, ce qui est
absurde. Par conséquent, on a bien n = 0, et donc z € A, c’est-a-dire que L™1(Sy) C A.

Enfin, soient x,y € A. Alors leur somme z dans le groupe G(O¢) vérifie L(z) =
L(z) + L(y) dans 0% ; or, on a L(x) € Sy, de méme L(y) € S, et donc L(2) € Sy, ce
qui implique que z € A. <

Lemme 5.2.4. — Soit A un réseau régulier de hauteur m > 0 de G(O¢). Alors sa préimage par

multiplication par p® dans le groupe formel est un réseau régulier A’ de hauteur m + 1.

Démonstration. — Soit (v1, . ..,vq) le type de A, et soit A’ le réseau de type (v],...,v)) =
(p~"v1,...,p7"vg); on voit que A’ est encore un réseau régulier, de hauteur m + 1.
Montrons que A’ est la préimage de A par la multiplication par p®.
~ ST d on p" p"
Par construction de I, la multiplication par p® s’écrit (z1,...,24) — (2] ,..., T, )

(mod p). Puisque les v vérifient phvg < v} + 1 pour tous 4, j, on a bien p?A’ C A.

Réciproquement, soit & € A, et cherchons les y € G(0¢) tels que p? -y = z. La
multiplication par p? est un morphisme de variétés analytiques affines de G(0¢) vers G(0¢) ;
si y est un point de G(0¢), c’est-d-dire un morphisme Spm C — G, alors les préimages
de y correspondent aux points du produit fibré de G(0¢) et Spm C' au-dessus de G(0¢)
pour les applications y et p?. Notons B I'algébre affine de produit fibré. Alors I'algébre
résiduelle de B est finie sur k ; donc B est finie sur C. Par conséquent, il existe un nombre

fini de solutions z € G(0¢) de I'équation p? - x = .

Soit x une telle solution, alors les v(y;) sont égaux a U(xfh +p(...)ssto(zg) < v =

h
p~v;, Cest impossible car v(a?") < v(pz;). Par conséquent, x est un élément de A'. <

Pour tout réseau régulier A de €%, de type (vq,...,v4), on note AR le réseau de R?
défini par

Ar = {(ﬁly---,xd) € R, vg(w) > Uz‘}-
Un tel réseau est appelé réseau régulier de RY.

Soit A un réseau régulier de hauteur mg assez élevée, alors on peut construire une
famille (A,)nen de réseaux réguliers, telle que Ag = A et en notant Ay,41 la préimage
de A, par la multiplication par pd. D’apres les lemmes §.2.3 et §.2.4, pour tout n, A, est
un réseau régulier de hauteur mg + n, et un sous-groupe de ¥(0¢). De plus, la limite
inductive du diagramme Ag C A} C ... C Ay C ... est ¥(0¢), et la limite projective
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><pd Xpd d ><pd

d
. Xp Xp
du diagramme ... —— A,4q A, A

Puisque A, est un sous-groupe de 4 (0¢) pour tout n, A est un sous-groupe de U (G)(O¢),
donc de I'(R).

Ag s’identifie a Ag.

Proposition 5.2.5. — Soit I le groupe p-divisible irréductible sur k, de hauteur hy et de dimension d,
et de module de Dieudonné W (k)[p] /(" — p?) ; notons B Palgébre affine de T

() Soit A un réseau spectral de ﬁg. Alors la complétion de W (B) pour la norme A g-spectrale est
une W (k)-algebre spectrale, et son spectre est un groupe spectral borné et prorigide, dont le groupe
topologique sous-jacent s’identifie a A, muni de la loi de groupe venant de T'(R) ; la donnée de
cette structure spectrale sur A fait de T'(R) un espace de Banach spectral effectif prorigide.

(i) Pour tout autre réseau régulier ' de O%, les structures analytiques données par AR et par Ay
sur I'(R) sont équivalentes.

(i) La structure analytique ainsi définie sur I'(R) est équivalente a celle définie par le choix d’un

systéme de coordonnées sur I'(R).

Démonstration. — (i) Soit G un groupe formel affine lisse sur W (k) relevant I'. Alors
d’apres la proposition 5.1.3, nous savons que I'(R) s’identifie 3 U(G)(O¢), c’est-a-dire i la
limite projective de G(O¢) pour la multiplication par p. Notons A, les réseaux réguliers
de G(O¢) tels que Ag = A et Ajp41 soit (d’apres le lemme 5.2.4) 'image inverse de A, pour
la multiplication par p? dans G(0¢) ; alors AR correspond, sous I'isomorphisme entre I'(R)
et la limite projective de G(O¢), a la limite projective des A,,.

Soit A I'algebre affine de G, et notons f/l\m la complétion pour la norme spectrale sur A,
de A[1/p]. Alors, puisque A est isomorphe & W (k)[[X1,..., Xn]], Ay, est une algebre
affinoide en d variables; de plus, son spectre A, est un groupe spectral rigide d’apres le
lemme §.2.3, et la multiplication par p : Ay+1 — Ay est un morphisme surjectif de
groupes spectraux. Par conséquent, la complétion de la réunion des ﬁm est une algebre
spectrale A, dont le spectre est un groupe spectral prorigide qui a pour groupe topologique
sous-jacent AR.

Enfin, la multiplication par % fait correspondre A,, et A,,_1, et est donc bien un

. _ P
endomorphisme analytique de I'(R) ; par conséquent, I'(R) est un espace de Banach spectral
effectif prorigide. Remarquons en particulier que la structure analytique ainsi construite

sur I'(R) ne dépend pas du choix du groupe G.

(ii) Soient A, A’ deux réseaux réguliers de I'(R). Quitte A remplacer I'un des deux par
I'une de ses préimages par p"¢, on peut supposer que les deux réseaux sont de méme hauteur ;
d’apres le lemme 5.2.2, on peut alors supposer que A C A’; alors I'identité de A fournit un
morphisme continu de A A Vers A A’» et donc I'identité de I'(R) est un morphisme analytique
entre les deux structures données par A’ et A. D’aprés le corollaire 3.5.7, ces deux structures

sont donc équivalentes.

(iii) La forme du module de Dieudonné de I' munit 'espace tangent & I' d’une base
canonique, qui permet d’identifier I'(R) a de en tant que variété spectrale. Sous cette
identification, mc}l% est la limite projective des réseaux A,,, et donc son algebre affine est la

réunion complétée des algebres affines de ces réseaux. <
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Soit (ag,...,aq—1) une base du R-module libre Ag. Alors Ag est isomorphe comme
variété spectrale au produit (agR) X ... X (ag_1R) ; par conséquent, son algebre affine est
de la forme K{X(]/ao, ey Xd_l/ad_l}R.

Puisque le module de Dieudonné de T est W (k)[p]/(¢" — p?), nous savons d’aprés la
proposition 5.1.4 que I'(R) s’identifie au Q,-espace vectoriel {b € B, ¢"(b) = p? - b},
c’est-a-dire a Eg .

Soit M le module de Dieudonné du groupe p-divisible I'. Alors un élément f de M
est un morphisme de schémas en groupe de I' vers CWj, et donne donc un morphisme
de groupes f(R) : I'(R) — CW(R). On obtient ainsi un morphisme de groupes M —
Hom(I'(R), CW(R)), quis’étend en un morphisme M ®yy ) K — Hom(I'(R), BW (R)).
Par composition avec 6§ : BW(R) — C, on dispose donc d’un morphisme canonique M ®

K — Hom(I'(R),C).
Proposition 5.2.6. — Soit M le module de Dieudonné de I". Alors le morphisme canonique
M ® K — Hom(I'(R),C)

est une bijection.

En particulier, le groupe des homomorphismes d’espaces de Banach spectraux sur K

entre I'(R) et C' est un K -espace vectoriel de dimension h.

Démonstration. — Notons 7 le morphisme canonique M ® K — Hom(I'(R), C). Il est clair

que ¢ est injectif.

Soit Agp = K{X1/a1,...,X4/aq}palgebre affine de I'(R) ; d’aprés la proposition 5.2.5,
AR est la complétion de la réunion des algebres affines A,, des groupes spectraux A,,, et
puisque A, est isomorphe comme variété spectrale a un produit de d copies de la boule unité,
Ay, est une algebre spectrale de la forme K{X1/an1,...,Xq/anq}. Notons encore Oy,

la boule unité de A,,.

Puisque A, est un sous-groupe de G(O¢), Ay, est munie d’une coaddition 4,, —
A @K A, Cest-a-dire d’un élément F, de (Am®Am)d; compte tenu de la forme
de A,,, on peut écrire Fy;, comme un vecteur de d séries (Fjy, ;)i=1, .4 2 coeflicients
en Xq,...,Xq, Y1,..., Yy Puisque A, est un quotient de Ar, F}), est compatible avec la

comultiplication sur AR, c’est-a-dire que le diagramme

Ap——— Ag

s
Am®AmC—> AR®AR

est commutatif. Soit L I'élément de A défini dans la preuve du lemme §.2.3; alors,
pour tout m, il existe L,, € Ay, tel que L,, = L (mod p™?). Puisque L(F(X,Y)) =
L(X) + L(Y), on en déduit donc que Ly, (F(X,Y)) = Lp(X) + L (Y) (mod p™?).

Un morphisme analytique entre I'(R) et C correspond a un élément f de la boule unité
de Atel que F(f) = f®1+1® f dans A®x A. Quitte 3 multiplier f par un élément
de K, on peut supposer que f € O4.
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Soit n un entier naturel. Puisque A est la limite inductive complétée des A, il existe

un entier m et un élément f,, de 04, tels que f,, = f (mod p™); par conséquent,
fn(Fn(X,Y)) = fi(X) + fi(Y) (mod p™). Puisque A,, est un anneau de séries
entiéres convergentes, on peut dériver cette relation par rapport & X ; on obtient alors
1L (Fn(X,Y)-0xFp(X,Y) = f](X) (mod p"), soit pour X = 0, puisque F,(0,Y) =
Y2 1Y) - Ox Fn(0,Y) = fu(0) (mod p7).

Quitte A augmenter m, on peut supposer que md > n; on aura alors Ly, (F,(X,Y)) =
Ly(X) + Ly (Y) (mod p"), et donc pour X = 0: OxF,(X,Y) = L (V)1 L (0)
(mod p"). En combinant les deux égalités, on voit que f/ (Y) = L, (YY)~ L. (0)- f.(0)
(mod p™).

Puisque ce résultat est vrai pour tout m, on en déduit que f appartient au K-espace
vectoriel engendré par Lo, ..., L4_1; par conséquent, Hom(I'(R),C) est un K-espace
vectoriel de dimension au plus h. Finalement, on voit que l'application M ® K —
Hom(I'(R), C) est surjective. <

Proposition 5.2.7. — DPour tout groupe p-divisible I' (sans hypothése sur la forme du module
de Dieudonné de I'), le morphisme canonique

M ® K — Hom(I'(R),C)

est bijectif.

Démonstration. — Notons  FEj ~ Pespace  de  Banach  analytique TI'(R) =
Homgy, (M(T"), BW(R)). Pour toute extension k' de k, M(T" x;, k') = M(T') ® ¢, D,
de sorte que Eyp = Ej. Par conséquent, si i : M Qp gy C — Hom(I(R), C) est un
isomorphisme, alors il en est de méme de i : M @y () C — Hom(['(R),C). On peut
donc supposer que k est algébriquement clos. De plus, M(I") et I'(R) sont invariants par
toute isogénie sur M. Finalement, on peut donc supposer que M (I") est une somme directe
de modules de Dieudonné élémentaires de la forme W (k)[e]/ (¢ — p%), et appliquer le

résultat §.2.6 a chacun des termes. <

5.3. Espaces de Banach-Colmez effectifs. — La catégorie BC}; des espaces de Banach-
Colmez effectifs sur K est la sous-catégorie pleine des espaces de Banach potentiellement

spectraux effectifs E tels qu’il existe une suite exacte
(5.3.1) 00—V — FE — W — 0,

ou V est un espace de Banach spectral effectif étale de dimension finie et W un espace

de Banach potentiellement spectral effectif vectoriel.

Une suite exacte de la forme §.3.1 est appelée présentation de E. Les présentations d’espaces
de Banach-Colmez effectifs, munies des morphismes de suites exactes, forment une catégorie. Le
foncteur évident de la catégorie des présentations d’espaces de Banach-Colmez effectifs vers

celle des espaces de Banach-Colmez effectifs est essentiellement surjectif par construction.

En particulier, tout espace de Banach spectral étale de dimension finie ou tout C'-espace

vectoriel de dimension finie est bien stir un espace de Banach-Colmez effectif.
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Soit E un espace de Banach-Colmez effectif, dont une présentationest0 — V — F —
W — 0. D’apreés la proposition 1.1.7, il existe alors des réseaux ¥ -invariants respectifs ¥,
E, W deV, E, W tels que la suite 0 — ¥ — & — # — 0 soit encore exacte; de
plus, d’aprés la proposition 3.5.2, &, # et ¥ sont des sous-groupes spectraux de FE, W,
V. Puisque ¥ est un groupe étale, le quotient &, = & /p"¥ existe dans la catégorie des
espaces de Banach spectraux, et c’est encore un groupe spectral effectif, extension de #  par
le groupe étale ¥ /p™ ¥, et donc rigide; donc E est un espace de Banach potentiellement
spectral prorigide.

Par conséquent, toutes les propriétés des espaces de Banach potentiellement spectraux
prorigides s’appliquent encore aux espaces de Banach-Colmez; en particulier, ils s’écrivent
comme extension d’un groupe étale par un groupe connexe (proposition 3.5.5), cette

extension étant scindée de maniére non canonique.

Proposition 5.3.2. — Notons tg Uespace tangent a Uorigine du groupe formel lisse G'. Alors :

(i) T(I')(k) ®z, Qp est une Qp-représentation continue de dimension h de G ;
(1) tq(Oc) est un C-espace vectoriel de dimension d ;

(iii) il existe une suite exacte, fonctorielle en G :

0 — T(I)(k) — U(G)(Oc) — ta(Oc) — 0.

Démonstration. — (i) Puisque T' est un groupe p-divisible de hauteur h, T(T")(k) est un
Zyp-module libre de rang h.

(ii) Puisque I' est lisse de dimension d, G est un groupe lisse de dimension d, et donc

tq(0O¢) est un C-espace vectoriel de dimension d.

(111) On dispose du diagramme commutatif suivant :

0 0

G(0c)

ta(Oc) —=0

0 — Uo(G)(Oc) —= U(G)(Oc) —ta(Oc) —=0

Les deux premiéres colonnes sont exactes car, O¢ étant I'anneau des entiers d’un corps

algébriquement clos, G(0) est p-divisible ; les deux premiéres lignes sont exactes d’apres [23,

§4]. Donc la diagonale 0 — T(G)(0¢) — U(G)(Oc) — ta(Oc) — 0 est exacte. <



5. Espaces de Banach-Colmez eflectifs 63

Proposition 5.3.3. — L’espace de Banach spectral T'(R) est un espace de Banach-Colmez effectif,
et tout relevement G de T sur W (k) définit une présentation

0O —V —TITR — W — 0,

on V' est un Qp-espace vectoriel de dimension h et W un C-espace vectoriel de dimension d.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que la suite exacte de la proposition 5.3.2 est formée de
morphismes analytiques. Notons E = I'(R), V = T(') (k) ®z, Q, et W = t¢(O¢). Alors
I'application V' — E est continue et ¥k -équivariante ; puisque V' est un espace de Banach
étale, elle est donc analytique.

Pour montrer que A : & — W est analytique, on fixe une base de I'espace cotangent
de I', ce qui permet d’identifier I/ a de en tant que variété spectrale et tq(0¢) a C4.
Lapplication A : m% — t(0¢) s'écrit alors A(z1,...,2q) = (0([21]), . ..,0([z4])) et est
donc analytique. <

Tout nombre rationnel o €]0, 1] peut s’écrire de facon unique o« = d/h, ot d, h sont
deux entiers positifs premiers entre eux. On notera alors E,, 'espace de Banach-Colmez

effectif Fgj,. On pose encore Fy = Q,; on a alors Ey = {a: € B;is, o(z) = x}

Définition 5.3.4. — Un espace de Banach-Colmez effectif élémentaire est un espace de Banach-

Colmez effectif isomorphe a un espace E,, ot @ est un élément de ]0, 1] N Q.

Proposition 5.3.5. — Pour tout & €]0,1] N Q, E,, est connexe.

Démonstration. — La variété spectrale sous-jacente i F,, est isomorphe 3 R%, et R est une
p ] o p

variété spectrale connexe. <l

En particulier, le groupe des morphismes analytiques de E, vers QQ,, est réduit a zéro en

vertu de la proposition 1.6.10.

5.4. Enveloppe vectorielle. —

Définition 5.4.1. — Soit E un espace de Banach-Colmez effectif. On note Ef, et on
appelle co-enveloppe vectorielle de E, le C'-espace vectoriel des morphismes analytiques sur C'
de E vers C'; on note E¢, et on appelle enveloppe vectorielle de F, le dual du C'-espace

vectoriel F*.

Lorsque E¢ est de dimension finie sur C' (on verra que c’est toujours le cas), 'enveloppe
vectorielle Ec est munie d’'un morphisme de « bidualité » ¢ : E — Eg; clest un
morphisme analytique entre ' et Eic, muni de sa structure analytique de C'-espace vectoriel.
Ce morphisme est solution d’un probléme universel : tout morphisme d’espaces de Banach

spectraux effectifs de F vers un C'-espace vectoriel se factorise de facon unique par ¢.

La proposition suivante est une conséquence de la proposition 5.2.7.

Proposition 5.4.2. — Pour tous entiers 0 < d < h, la co-enveloppe vectorielle (Egp)7 de Eqp,
est un C-espace vectoriel de dimension h ayant les 6 o % pouri =0, ..., h — 1 comme base.
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Proposition 5.4.3. — Si d < h alors Papplication v : Eqp, — (Eqp)c est injective,

h—l)

Démonstration. — Dans la base (6,00 ¢, ..., 60" "), Papplication ¢ est définie par ¢(x) =

(O(x),0 0 p(2),...,0 0 " (x)).

Soit x € Egp tel que ¢(x) = 0. cedi signifie donc que, pour tout r = 0,...,h — 1,
6 o " (z) = 0. Puisque " (z) = p?z, on a donc encore # o ¢"(x) = 0 pour tout r € N.
Soit t € B, un générateur de Z,(1); alors ([9, 5.3.7]) il existe y € Bt

cris cris
d—h

tel que = = ty.
Puisque o(t) = t, on en déduit que ©"(y) = p®"y. Comme d — h < 0, un tel élément y

est nul, ce qui implique que £ = 0. <

La proposition §.4.3 est fausse dans le cas ou d = h; en effet, dansle casou d = h =1,
onaalorst =0:E;; — C, et donc Kert = Qp(1). D’aprés la proposition 4.4.1, on en
déduit que le noyau de ¢ : B, — Ch est Qun(1).

5.5. L’extension universelle de C' par Q,. — Soit W un C-espace vectoriel de
dimension finie. On notera W™ le dual de W en tant que C-espace vectoriel. De méme,

pour tout Oc-module libre de rang fini #, on pose #* = Homg, (¥, Oc).

On notera VY le dual d'un Q,-espace vectoriel de dimension finie V'; de méme, pour
tout sous-Z,-module libre de type fini ¥, on notera ¥ le dual de 7.

Proposition 5.5.1. — Soient G, G' deux groupes potentiellement spectraux sur K. Alors il existe

un isomorphisme canonique

Extgs, (G, G') — Extgs, (G, G)%.

Démonstration. — Soit 0 — G' =+ X =5 G — 0 une extension de G par G’ dans la

'y*lov

catégorie GS¢. Pour tout élément v de %, 0 — G’ X G — 0 définit un

élément de Ext! GS¢ (G, G'), que 'on note X7 ; de plus, on voit que pour tous 7, 7,
(X7)Y = X7, ce qui définit donc une action de ¥ sur EthGSC (G,G).

Le morphisme canonique EXtéSK’C (G,G") — EX‘G%;SC (G, G’") est injectif et son image
est incluse dans le sous-ensemble invariant par ¥. Réciproquement, soit X un élément
. . 1 n . . . . .
invariant par 9k de Extgg (G, G') : alors pour tout v € Y, il existe un isomorphisme
analytique wy : X7 — X. Puisque le support de X7 s’identifie 3 X par construction, on
peut voir w, comme un automorphisme de X, qui le munit d’une structure potentiellement

spectrale sur K. <

Soient G un groupe et M un groupe abélien muni d’une action de G. On note

alors H™(G, M) les groupes de cohomologie de G a coefficients dans M.

Soit G un groupe spectral. Un G-module spectral est un groupe abélien spectral M muni

d’une action analytique de G, c’est-a-dire que G X M — M est analytique.

Pour tout G-module spectral M, on peut définir les groupes de cohomologie analytique

de G a coefficients dans M de la facon suivante. Pour tout entier n 2> 0, le groupe des chaines

Gn+1

analytiques C? (G, M) est le groupe des fonctions analytiques sur a valeurs dans n;

alors les applications de dérivation d™ de la cohomologie des groupes sont évidemment
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analytiques, et on a donc d"(C™ (G, M)) C CF(G, M). Par conséquent, les CT, (G, M)
forment un complexe cohomologique. On note donc Z7, (G, M) les groupes de cocycles,
BI' (G, M) les groupes de cobords, et H (G, M) les groupes de cohomologie analytique
de G a coeflicients dans M.

En particulier, si G est un groupe fini étale, alors les groupes HJ, (G, M) sont canonique-

ment isomorphes aux groupes de cohomologie continue H" (G, M).

Proposition 5.5.2. — Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte courte de G-modules

analytiques. On a alors une suite exacte a six termes
0 — Hgn(G’ M/) - HSH(G’ M) - Hgn(Gv M”)
- H;n(G7 M/) - H;n(Gv M) - Halun(G7 M”)’

Soit Gy, le groupe spectral multiplicatif sur K ; son algébre affine est K {X , X _1}.
Soit G = Spm A un groupe spectral ; on munit GG de la structure de Gy,-module spectral
triviale. Alors un élément de C™(G, Gy,) est donné par un élément a de (AR ... D A)*
(n+1 facteurs) tel que ||a|| = Hail H = 1. Dansle cas particulier ou GG est un sous-O¢c-module
ouvert d’'un C-espace vectoriel de dimension d, on peut identifier a a une série en (n + 1)d
variables convergente sur G"*1. Ceci permet d’écrire Z'(G,Gy,) comme I'ensemble des
éléments a de (AR A)* tels que ||a|| = HailH =1etque a(X+Y,2)a(X,Y) =
a(X,Y + Z)a(Y, Z), ot X,Y,Z représentent des familles de d variables; un élément

de BY(G,Gy) est de la forme % poura € A*.

Lemme 5.5.3. — Soit f € ZY(O¢,Gn) ; on suppose que f =1 (mod degn). Il existe alors
un élément a de C tel que f(xz,y) = 1+ aCp(x,y) (mod degn + 1), o Cyp(x,y) =
(@+y)" —a" -y

Démonstration. — Soit g la série formelle g = log(f); alors ¢ = 0 (mod degn) et g est
un cocycle symétrique en deux variables, c’est-a-dire que g(z,y) = g(y,z) et g(z +
y,2) + g(x,y) = g(x,y + 2) + g(y,z). D’apres [18, 6.1], il existe donc a € C tel
que g(z,y) = aCy(x,y) (mod deg(n + 1)). Il suffit alors d’appliquer 'exponentielle a g

pour en déduire le résultat. <

Proposition 5.5.4. — H. (Oc,Gy) = 0.

Démonstration. — Soit f € ZY(O¢, Gy). En appliquant par récurrence le lemme 5.5.3, on
voit qu’il existe une série formelle g € X K[[X]] telle que f(X,Y)=(1+g(X+Y))(1+
g(X) 714+ g(Y)) L. Quitte a remplacer g par exp(—g'(0) - X) g, on voit alors d’aprés [4,
9.11] que g converge sur O¢, ce qui montre que I'on a bien f = dg € BY(0¢, Gy), et
donc HY(0¢,G) = 0. <

Soit G un groupe spectral affine. Le groupe des caractéres X (G) de G est le groupe des
morphismes spectraux de G vers le groupe multiplicatif Gy,. Soit B T'algébre affine de G;
alors X (G) s’identifie au groupe des b € B* tels que ||b]| = Hb_lH =1etA(b) =b®0b.

La construction du groupe des caractéres en fait un foncteur contravariant de la catégorie

des groupes spectraux affines vers celle des groupes. En particulier, si I' est un groupe
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spectral étale de p-torsion, alors le groupe X (I') s’identifie canoniquement au groupe des

morphismes ¥k -équivariants de I' vers (Q,/Zp)(1).

Proposition 5.5.5. — Soit I' un groupe spectral étale. Il existe un isomorphisme canonique

Extls, (0c.T) = HA\(X (D), X (60)).

Démonstration. — Soit G un élément de EX‘EESK -(0c,T). Puisque H! (Oc,Gy) =0
d’apres la proposition s.5.4, la suite longue de la proposition s.5.2 est réduite a la suite exacte

courte 0 — X (0¢) — X(G) — X(I') — 0; autrement dit, on a un morphisme naturel
n: Extgg,, (00, T) — Ext! (X (T), X(00)).

Soient A et B les algebres affines respectives de O¢ et G. Alors, puisque les caractéres
de T" forment une base de l'algebre des fonctions continues sur I', tout relévement des
caracteres forme une base de B comme A-module ; par conséquent, 'extension de O¢ par I’

est déterminée par I'extension de X (I") par X (0¢). Ceci prouve que 7 est injectif.

De plus, puisque X (I') est un groupe abélien agissant trivialement sur X (J¢), on peut
identifier canoniquement Ext!(X(T'), X(0¢) 2 HY(X(T),X(0¢)). Soit ¢ un cocycle
représentant un élément de H. (X (T), X (0¢)); soit B. le A-module libre engendré par
des éléments e, pour x € X (I'), muni de la multiplication définie par eye s = Cy \/€y
et de la comultiplication A(ey) = e, ® ey. Alors G- = Spm B, est un groupe spectral,
extension de O¢ par I'; de plus, modifier le cocycle ¢ par un cobord ne change pas la
classe d’isomorphisme de cette extension. Enfin, on vérifie que 1(G.) = ¢, et donc 7 est

surjectif. <

Proposition 5.5.6. — Soient W une C-représentation de Gy et V' une Qp-représentation de
dimension finie de Gyc. Alors on a un isomorphisme canonique

1 \%
ExtBS}C(W, V) = Homg, g, (V' (1), W7).
Démonstration. — D’apreés la proposition §.5.1, il suffit de traiter le cas o K = C et on peut

donc supposer que l'action de ¥y est triviale. Il suffit alors de traiter le cas ou W = C.

Soit ¥ un réseau de V. On peut alors identifier Ext%;sc (C,V)a EX‘E%;SC (Oc, V)[1/p].
De plus, 'égalité¢ ¥ = lim ¥ /p" ¥ identifie Extésc(ﬁc, V) a @Extésc(ﬁc, vV /p"Y)

Puisque I' = ¥/p"¥ et un groupe abélien de torsion, on peut
écrire Hom(X(I'),Q,/Z,) = T'(—1). Par conséquent, on peut naturellement identi-
fier ExthSO(ﬁC,F) = HL(X(),X(@)) a T(-1) ®z X(0O¢). De plus, les éléments
de X(O¢) sont les fonctions exponentielles, et donc X (0¢) s’identifie au domaine de
convergence de I'exponentielle. <

En passant au dual, on voit que l'on peut encore identifier EXtES;?,c(VV’ V) au Qp-
espace vectoriel des morphismes ¥g-invariants de W vers V' ®q, C(—1). En particulier,

Ethl?)SJé (07 Qp(l)) =C.

Définition 5.5.7. — Soit L';( la catégorie dont les objets sont les triplets (W, V, f), ot V' est
une Q-représentation de dimension finie de 95, W une C-représentation de %, et f :
W — V ®q, C(—1) est une application Qp-linéaire et ¥k -équivariante, et dont les
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morphismes entre deux objets (W, V, f) et (W', V', f') sontles paires (v, w), onv : V — V’
est un morphisme de représentations et w : W — W' est une application C-linéaire, telles
que f'ow = (v®@idg-1)) o f.

Par abus de notation, on omettra parfois V' et W, et on notera simplement f : W —

V ®g, C(—1) un objet de L.
Proposition 5.5.8. — La correspondance qui a un objet f de L}g associe

E(f) =W X (Voo (-1)) (V ® El(—l))

est un_foncteur covariant de la catégorie L}_{ vers la catégorie BC},(J'

Démonstration. — Pour tout objet f de L, E(f) est construit par le diagramme commutatif
suivant :
(5-5-9) 0 v E(f) w 0
| |
id ®60

04>V4>V®Qp El(—l) 4>V®Qp C(—l) —— 0

C’est un produit fibré d’espaces de Banach spectraux effectifs sur K, et donc un espace
de Banach spectral effectif sur K. De plus, les deux lignes du diagrammes sont des suites

exactes courtes, et la premiére ligne fait de F/(f) un espace de Banach-Colmez effectif.

Soit u : f — f’ un morphisme de L"I"{, alors le diagramme

w w’

T

Vel(-1) —= V'@ C(-1)

est commutatif, et donne donc naissance A un morphisme E(u) : E(f) — E(f'). <

On remarque que, puisque E(f) est naturellement muni d’une présentation, ceci définit
également un foncteur de la catégorie L} vers la catégorie des présentations d’espaces
de Banach-Colmez eftectifs.

Comme corollaire de la proposition 5.5.6, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.5.10. — Le foncteur I réalise une équivalence de catégorie entre L;} et la catégorie

des présentations d’espaces de Banach-Colmez effectifs sur K.

En particulier, le foncteur E est essentiellement surjectif sur la catégorie BC%.

Définition 5.5.11. — Un objet (W, V, f) de Lk est dit :
— a pentes finies si f est injective (ce qui revient a dire que ‘f(VV(1)) engendre W*
comme C'-espace vectoriel) ;
— connexe si f(W)NV =V (ce qui revient a dire que f est injective) ;
— étalesi W = 0.
On note Lf;} la sous-catégorie pleine des objets a pentes finies de L%.
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Proposition 5.5.12. — Soit f = (W, V, f) un objet de Lif; . Il existe une unique suite exacte 0 —
fo = f —=f —0de L?}, on fo est connexe, et f' est étale. De plus, cette suite exacte est (non

canoniquement) scindée.

Démonstration. — Les objets fo et f’ sont bien sir donnés par fo = (W, f(W) NV, f)
et f/=(0,V/(f(W)NV),0). De plus, puisque V est une Q,-représentation de dimension
finie de Yk, lasuite 0 — f(W)NV —V — V/(f(W)NV) — 0 se scinde, et toute

section de cette suite fournit une sectionde 0 — fo — f — f/ — 0. <

Proposition 5.5.13. — Pour tout objet f = (W, V, f) de L}, E(f) est connexe si et seulement
si f est connexe; E(f) est étale si et seulement si f est étale.

Démonstration. — Compte tenu des propositions §5.5.12 et 3.5.s, il suffit de remarquer que
f est étale si et seulement si E(f) est étale. Or, si f : V. — 0 est étale, on trouve
directement E(f) = V'; inversement, tout espace de Banach-Colmez étale V' est une

Qp-représentation de dimension finie, et est donc isomorphe 2 E(0 — V' ®q, B ). <

Corollaire 5.5.14. — Soit E& un espace de Banach-Colmez effectif. Alors E est connexe si et
seulement si , pour tout espace de Banach spectral étale V., Homp 4 (E, V) = 0.
K

Proposition 5.5.15. — Soient V' un espace de Banach spectral étale et W un espace de Banach-
Colmez effectif connexe. Alors

Ext}ac; (V,W) = 0.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que toute extension 0 — W — F — V — 0 est
scindée. Or toute section Qp-linéaire continue de F' — V est analytique et fournit donc un

scindage de I'extension. <



6. Lemme fondamental sur les espaces de Banach-Colmez effectifs de

dimension un
Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.0.1 (Lemme fondamental). — Soit I un espace de Banach-Colmez effectif « de
dimension un » (C’est-a-dire extension de C' par un Qp-espace vectoriel V' de dimension finie h). Alors

tout morphisme analytique u de E vers C' vérifie 'une des deux conditions suivantes :

(i) Pimage de w est un Qp-espace vectoriel de dimension finie ;

(i1) w est surjectif, et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension h.

La démonstration s’effectue en deux étapes. On commence par établir le résultat
lorsque £ est 'espace de Banach-Colmez élémentaire E1 j, (proposition 6.1.1). La deuxieme
partie consiste en un résultat de structure des espaces de Banach-Colmez effectifs (propo-
sition 6.2.7) : ils sont tous isomorphes a la somme directe de E7 ), et d’'un groupe spectral

étale.

6.1. Lemme fondamental pour E /. —

Proposition 6.1.1. — Soit u : Ey, — C un morphisme analytique non nul. Alors le support
de w est un morphisme surjectif Ey s, — C et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension h.

Démonstration. — Tout au long de cette preuve, on pose ¢ = p'.

Remarquons que le résultat est vrai pour u si et seulement s’il est vrai pour u o ¢*, i € Z.
D’aprés la proposition §.4.2, il existe des u; € C' tels que u = ug @ +ujfop---+up_160

©" 1 puisque u # 0, les u; ne sont pas tous nuls.

. - S : hei oy 1 i
J— . 1 .
Soit i un entier entre 0 et b — 1 minimisant v(u;) + #/h. Alors u o ™" s’écrit > uj0p’,
<o . , ;L . . L
ouu; =puitjsij <h—i—1letu;=ujpyisij>h—i Onen déduit donc que, pour
. / AN o . . -
tout j, v(uj) = v(up) — J/h. Quitte a composer u par une puissance de ¢ et a multiplier par

une constante, on peut donc toujours supposer :
4 .
v(up) = 0, v(u;) = % pourt=0,...,h—1.

La famille des (ui)izo,m?h_l peut se prolonger en une unique suite (u; )z telle que u; 1 p =

1

P~ u; pour tout 4; il est encore vrai que, pour tout i € Z, v(u;) = —3. D’apres la

proposition 5.2.5, 'application

est un isomorphisme de variétés spectrales. De plus, pour tout * € mpg,

uon(z) = Z p " uZ-H([qupi]) = Zu,@([:ﬂpz})

n€Z,0<i<h—1 i€Z
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Pour montrer la surjectivité de u, il suffit de montrer que son image contient une boule

= > ub([2")) ;

120

de C. Notons encore

on peut encore écrire u (z) = fT(0([x])), ot fT est la série entiére a coefficients dans C

définie par f*(z) = > upa?”.

Puisque v(up) = —F et v(u,n) = —n pour tout n, le polygone de Newton de I oest
formé des points (p™, —n) pour n € N. Posons p = ﬁ. Par la théorie des polygones
de Newton, nous voyons alors que pour tout élément b de O¢ tel que v(b) > p, 'équation
fT(x) = b a exactement une solution x € O¢ de valuation égale a v(b) ; de méme, pour
tout entier n, si v(b) = p — n, alors fT(x) = b a exactement ¢" solutions de valuation

supérieure a p~ " p.
On remarque enfin que f7 vérifie 'équation fonctionnelle

h—1

F7@) = 9(@)+ 7@, 0 g(o) = 2w’ o uora?

Choisissons donc un élément b de O¢, de valuation supérieure a p, et construisons
. 12
par récurrence une suite x; de racines des équations fT(z;) = p~'b, telle que ¥
.. 1 i+1 ,
une limite dans Oc. 1l suffit pour cela de montrer que zf — z! 41 tend vers zéro; ou

ait

encore, d’apres le lemme 4.1.2, de montrer qu’il existe un réel £ > 0 tel que, pour tout %,
v(agy — i) —v(w) > &

Supposons x; construit; choisissons une racine y de I'équation y? = x;. On remarque
que p~tft(z;) = fH(x;) — g(=;), de sorte que, si I'on cherche x;11 sous la forme y + t,

on est amené a résoudre I’équation
-1
Frly+t -y =—gly) == uy”
=0

Commencons par calculer la valuation de —g(y) : le calcul montre que le terme de plus

petite valuation corresponda j =i+ 1 (ouj=h —1si% > h —1), et ona donc

z+1
+ h—1,
v(g(y)) = i )

511 <
—l—l—g‘i'm sit > h—1.

Dans tous les cas, on a bien v(g(y)) > —1 + /n(p-1).

Le développement en série entiére en t de f1(y +1t) — fT(y) est:

P+t - ) =Y z( e

i>1 =
=ZﬂZwGﬁWi
jzl pizj J

Notons p; le coefficient de ¢/ dans cette somme. On vérifie que v(gpem) = —¢/h, et
que cette valeur est atteinte lorsque m = 1 et e est multiple de h. On peut donc en

déduire le polygone de Newton de Z,ujtj — g(y); il est compris (3 droite de la droite



6. Lemme fondamental sur les espaces de Banach-Colmez effectifs de dimension un 71

d’équation x = ¢q) entre le polygone dont les points sont les (p’, —i/n) et celui dont les
points sont les (g*, —4), et puisque v(g(y)) > —1 + 1/h(p—1), son premier segment rejoint
les points (0,v(g(y))) a (¢, —1).

On vérifie donc que fT(y +t) = p~ "1 a p" solutions t de valuation strictement
supérieure a la valuation de x;, et qu'on a méme
1 q—1
q
v(t) > gp, etdonc w(w ; —x;) > Tp.
On peut donc construire une suite (x;) vérifiant les conditions énoncées. Ceci garantit que,
. yaa1s S . J . . .
pour tout ¢, 'élément de O défini par x} = llm(:ﬂ?ﬂ-) existe. Par construction de z}, il
est immédiat que (2}, ,)? = xj; cette suite définit donc un élément de R, et 'élément
de El/h(C) correspondant vérifie bien u(z’) = b. Ceci achéve la preuve de la surjectivité
de u.

Pour prouver que Keru est un Qp-espace vectoriel de dimension h, commengons par
fixer un réseau A de Keru : il suffit alors de prouver que A/pA est de cardinal p". Ceci
revient A refaire le raisonnement précédent lorsque b = 0; en choisissant A assez petit,
on peut supposer £g = 0, et le cardinal de A/pA est égal au nombre de valeurs possibles
pour z1. Puisque 0 n’a qu’une seule racine g-iéme, il y a exactement p’ valeurs possibles, ce

qui prouve que Ker u est de dimension h sur Q. <

6.2. Structure des espaces de Banach-Colmez de dimension un. —

Lemme 6.2.1. — Soient k = R/mp et E = Frac R.

Soient Py, ..., Py des polynémes a h variables a coefficients dans R, de la forme P, =
> am,nXZP oun €Z,etI,....Is une partition de ensemble 1, ..., h en s parties. Soit h; le

cardinal de I;. On suppose en outre :

(i) il existe des entiers d; tels que VR(arin) = 0 si et seulement il existe j = 1,...,s tel
que (ryi) € Ij x Ijetr =dj;
(i) pourtout j =1,...,8, 6; = det(arin;)(rier,x1; est une unité de R ;
(i11) pour tout © = 1,...,s, soit e; le plus petit entier nv tel que I'un des coefficients ay.; n, soit non

nuls ; alors det(amﬁi)r’i est non nul.

Soit A = R[X1,...,Xp]/(P1,...,P,). Alors Hom(A, R) a exactement p2="i%—2¢:

points.
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Démonstration. — Quitte a réordonner les X;, on peut supposer que les parties Iy, ..., I
de 1,...,h sont des intervalles rangés par ordre croissant; de plus, quitte a remplacer X;
par leei pour tout ¢, on peut supposer d’apres (iii) que e; = 0 pour tout ¢, c’est-a-dire
que le déterminant jacobien des P, est non nul. Puisque R est parfait, ceci ne change pas le
nombre de solutions.

Soient P, les images des Pg dans k[ X1, ..., X}]. Alors d’aprés (i), pour 7 € I, on peut
écrire P. = Zielj ai7j7anf ! ; d’apres (i1), on en conclut que les P, forment une suite
réguliere de k[X1,..., Xp]. De plus, Ay = A ®pg k est une k-algebre finie et plate de
rang pZ hid;

Par conséquent, les P, forment une suite transversalement réguliére de R[X71,..., X}]
relativement & R ([12, [V.19.2.1]), et donc A est une R-algebre finie et plate de rang p2hidi,

D’aprés (iv), Q}4®E/E = 0; par conséquent, A ® E est une algebre finie étale de
rang p2- "%  donc Hompg(A ® E, F est de cardinal R. Enfin, puisque R est intégralement

clos, tout point de E" définissant un morphisme A — E est en fait 4 coordonnées dans R,
et donc Homp (A, R) est de cardinal phidi

Dans ce qui suit, (V,C, A) est un objet connexe et i pentes finies de la catégorie Lg
définie en 5.5.7, cest-a-dire que A : €' — V ®q, C(—1) est injective et VN A(C) = V.

Quitte a fixer une base de V, on peut écrire A = (A1,...,Ay), ot les A; appartiennent
a C, et on peut méme choisir cette base de facon que les \; appartiennent a O¢. Dire
que A est connexe et a pentes finies revient alors a dire que les A; sont linéairement

indépendants sur Q.

Soit également ¢ : By, — (E1;)c Papplication d’enveloppe de la proposition 5.4.3.
Puisque Ei{/h est le C-espace vectoriel de base (0p",7 = 0,...,h — 1), on peut
Pécrire 1(z) = (Oz,0px,...,00 " 1x). On rappelle également qu’en vertu de la pro-
position 5.2.5, Ey/, s’identifie comme variété spectrale affine  mp, I'isomorphisme étant

donné par

Enfin, (E7 )¢ est naturellement muni d’une structure de Q n-espace vectoriel, la multipli-
cation par un élément c de Qph étant définie par ¢ - (2y)r=0,. h—1 = (¢"()@r)r=0,. h—1;
Papplication ¢ : By, — (E1p)c est Q,n-linéaire pour cette structure.

La proposition qui suit traite un cas particulier, celui ot les coefficients (fi,. .., f) sont
[F)-linéairement indépendants dans 0 /mc. Ce cas ne sert pas a la démonstration du cas

général (proposition 6.2.3), mais il en rend 'exposé plus compréhensible.

Proposition 6.2.2. — Soient \1, ..., Ay des éléments de O¢ dont les images modulo mg sont

linéairement indépendantes sur Iy, ; alors

HDHKVLEuh)ZﬁEbh — (Eyp)c=C"

h
®0N: ,
' (T1,---,2p) E Ai 0" ()
i=1

i=0,....h—1
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est sutjective, et son noyau est un Qn-espace vectoriel de dimension .
Démonstration. — Soit ¢ = p’*. Puisque 1 : mp — E1/p, est une bijection analytique, il

suffit de montrer le résultat pour f = (ton) ® A : mly — C". Notons & le réseau de R

constitué des éléments de valuation supérieure ou égale i 1/g—1, et . le réseau droit de C"

(5.2.1) de type
1 P ph—l
1 q-1 ""qg-1)

On vérifie que 'image de &” est bien incluse dans .7 ; il suffit donc de montrer que f :

&M — 7 est surjective, et que son noyau est un Z,h-module libre de rang h.

Soit Ly /h la Qp-algebre a division d’invariant %; Q@Q,r est un sous-corps commutatif

P
de Ly, et Ly, est engendrée sur Q,n par un élément 7 vérifiant les relations ah = p,
7 = @(x)7 pour € Qpn.

Alors Ly, agit par automorphismes sur Ey /;, (action de 7 étant donnée par ), et donc
sur By, ® V' ; de méme, Ly, agit sur C™, I'action de 7 étant donnée par I'automorphisme TT
de C" défini par

H(Z‘O, cee 7xh—1) = (xla s 7$h—17px0)'

Par construction de ¢, on vérifie en outre que ¢ 0 ¢ = Il 0, c’est-a-dire que ¢ : Ey/, —
(Ein)c = Ch" commute 4 I'action de Ly 1 en est donc de méme de f, qui est par
conséquent une application Ly /p,-linéaire  gauche entre RM et O Par conséquent, le noyau

de f est un Ly ,-espace vectoriel a gauche.

Soit & l'ordre maximal de Ly ;,; & est séparé et complet pour la topologie p-adique,
7 est une uniformisante de 7 et /19 = th. De plus, &M et . sont des sous-Z-modules
A gauche respectivement de R" et C”, et on voit que 7 - (&7) = (&) et 7 - () = I1.Y.

11 suffit donc, pour prouver la proposition, de montrer que 'application quotient
f:&" o — 7/

est surjective, et que son noyau (qui est un Fg-espace vectoriel) est une droite sur .

h
Par construction du réseau .7 et puisque 1 + ﬁ = %, son image I1.7 est le réseau
droit de type
2 h
p p p
—1a-1" ""q-1)
Pour tout r = 0,...,h — 1, l'application § 0 " o : R — C' s’écrit sous forme de série :
_ nh+r
Bog on(x)=2 p T o([e"" "))
nez
sous la condition vg(z) > qfll, les seuls termes de cette série dont la valuation est inférieure
. p'r+1
a ‘- sont :

— pourr =0, lestermesn =0etn =1;
—pourl <r<h—2letermen =0;
—pourr =h—1,lestermesn =0 et n = —1.
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Autrement dit, 'application f s’écrit encore

h h h h
— 1. n 2 h—2
flr,... 2q) = <Z Al + =[221) ) Xl Ml ) D Ml
=1 p i=1 i=1 i=1
h h
1 -1
> dipla ]+ ) :
=1
~ ~ (0 .
Pour tout ¢ = 1,..., h, soit \; un élément de R tel que )\i( ) = )\;; soit également p un
élément de R tel que PO = p. 1l suffit alors pour montrer la surjectivité de f de montrer
que, pour tous by, ...,bp—1 € R tels que v(b,) > qpfrl, le systéme
~ 1 h
ZAZ(xZ+§xf ) = by,
Z)/\\z(:vfr) = b pourr=1,...,h —2,
~ 1 h—1
Z Xi(pxf +xf ) = b,
aune solution (1, . .., z) dans &, Soit € un élément de R tel que ¢pla=1) = 5 alors EP est

un générateur de I'idéal &. Alors, en effectuant le changement de variables z; = (£y;)P, il

suffit de résoudre dans R" le systéme

~ h+1

SN+ ) = £ 7P
o~ 41 7

> At = &7,
pourr=1,...,h — 2,

~ h
5 S0y 4+ 42")

~n
Posons enfin p1; = A’ . puisque R est un anneau parfait de caractéristique p, les équations

" by,

peuvent de « linéariser » en :

h—r—1
Z,uf Vi = ¢ pourr=1,...,h —2,
phfl ph
ol i+ ul) = Ch-1
h _ _ h
D A (S Ca Y p——
ot ¢ = (c1,...,cp) est un élément de R"; autrement dit, il s’agit de montrer que, pour

tout ¢ appartenant 3 R", le R-schéma Z, défini par ces équations a au moins un point i

coefficients dans R. Le déterminant jacobien de Z,. vaut P~D(@=1 § oy

h—1
0= det(ﬂfT)i,r:L...,h = H (Z[@i]ﬂf)

a€Ph-1F, \i=0
Puisqu’on a supposé les images des A; linéairement indépendantes sur I, il en est de méme
pour les p?, et il s’ensuit que & est une unité de R; par conséquent, Z. n’est pas étale sur R,
mais Z. ®p (Frac R) est étale sur Frac R. Remarquons enfin que les (b — 2) premiéres
équations sont linéaires, ce qui implique que ce systeme peut se réduire sur Frac I? a deux

équations a deux inconnues, de la forme

29+ az + (2 = c
204 DDy 4 ce-De-Dg, — ¢
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On constate donc que Z, est de rang q2, entier sur R, et étale sur Frac R. Par conséquent,
Z.(R) et Z.(Frac R) sont de méme cardinal ¢%. Ceci montre que f est surjective ; il en est

donc de méme de f.

Il reste a prouver que le noyau de f est de dimension 1 sur F,n, c’est-a-dire
que Zp(R)/¢(&) a q points.

On voit immédiatement que Zp(R)/mp a exactement ¢ points; par conséquent,
Zy(R)/¢(&) a au moins ¢ points distincts. De plus, on dispose de la suite exacte courte

(d’ensembles pointés)
0 — Zo(R)Ne(&) — Zo(R) — Zo(R)/p(&) — 0

par conséquent, il suffit de montrer que Zp(R) N ¢(&’) a au moins ¢ points distincts.

Puisque l'idéal (&) de R est engendré par &P, on voit que déterminer les points
de Zo(R) N (&) revient a résoudre les équations suivantes (en posant ; = P~ 1z;)

E,uf;zi = 0 pourr=1,...,h =2,
—1 .

Zufh (zi +p2l) = 0,

Y (mitz) =0

On constate que le déterminant jacobien est cette fois égal & J, et que le systéme est donc

étale sur R; par conséquent, ce systéme admet g solutions sur I?, ce qui montre que le

cardinal de Zy(R) N (&) est q.

Finalement, on conclut que Ker(f) est bien une droite sur F

phs et donc Ker(f) est un

Qp-espace vectoriel de dimension h. <

Proposition 6.2.3. — Soit V' un sous-Qp-espace vectoriel de dimension h de C, et notons X\ :
V' — C Pinjection canonique. Alors t @ X : Eyjp, @q, V' — C™ est surjective, et son noyau est un

Qpn -espace vectoriel de dimension h.

Démonstration. — La preuve de cette proposition est bien sir semblable a celle du cas

particulier précédent.

Soit ¥ un réseau de V. Alors ¥ /(V Nmc¥) est par hypothése un F-espace vectoriel de
dimension h ; par conséquent, on peut choisir une base (A1, ..., Ap) de V telle qu’il existe des
réels 0 < vy < ... <wvs<letdesentiersng=1<...<ng="h+1tels que v(\;) = v;
pour tout ¢ = mn;_1,...,n; — 1; en outre, les images de )\nj—17 cey )\nj—l sont linéairement
indépendantes modulo I'idéal de & de valuation v;. Pour tout entier ¢ = 1, ..., h, on note

encore m(i) 'unique entier tel que v(A;) = Vyy ;).
On pose encore vg = vs — let,pour j =1,...,8 w; = pfnjfl(vj — vj_l), ainsi que

1
pj:ﬁ(wl‘f‘-‘-"‘w]""qw]’*—l+"'+qwh)’

Par construction des p;, on a les relations

pj—pj+1 =p " (vjg1 —vj) et qps—p1 =v1 —vs+1=1v] —wp.
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Notons également h; = nj — n;_1; on a alors hy + ... + hg = h. Puisque la somme des
p"tw; est égale a 1 et puisque 0 < p"i~tw; < 1, on obtient pour p; 'encadrement :
h—n;

-1

p "t P
1 <pj <

(6.2.4)

Soit & le réseau droit de R" de type (Pm(i))i=1,...h s chaque p; est répété h; fois.
Par construction des pj, I'image de & est incluse dans le réseau droit . de Ch de
type (Vpn(r) + D" Pr(r) Jr=1,....h-

De méme que dans la preuve de la proposition 6.2.2, E{L/h et C" sont des Ly jp,-modules
a gauche, et l'application ¢ @ A est Ly p-linéaire; de plus, puisque vji1 + pzj?:_jlﬂ =
v + p?nj pour j = 0,...,5 — 1, on vérifie que ILY est le réseau droit de C" de
type (Up(r) + pT+1pm(r)>T=1,...,hfl-

Par conséquent, il suffit encore de démontrer que I'application
f:6)pE — FS/NS

est surjective, et que son noyau est un [F-espace vectoriel de dimension h.

Soient &1, . .., &5 des éléments de R tels que
O O
( : ) R
0 o 0 B )
‘53(421 A”jfl d ) )‘nsﬂ

Alors, pour tout j, v(§;) = pj, et par conséquent les &;, répété chacun h; fois, forment une
base du R-module libre &. Par conséquent, I'application & : (y;)i=1,..n — (z; = {m(i)yi)
est une bijection entre @(R/ﬁ;-)_lR)hf et &/p(&).

Notons, pour nj—1 < i < nj — 1, A\j un élément de R tel que §(N\;) = Ni, et p; =
)‘i/)‘njq ; alors les pi; sont des unités de R, et les images modulo mp de Py -y Hnj—1

sont linéairement indépendantes sur I,,. Posons

h
P(X1, X)) = >0 S A
1=1 n€Z
on peut alors écrire f o & = (Py,...,P,_1). De plus, dans ./IL.¥, seul un nombre
fini des termes de P, ne s’annule pas. D’apreés le lemme 6.2.1, le nombre de solutions du
systéme d’équations (Po(X) = bo,..., Pr—1(X) = bp—1) pour (bo,...,bp—1) € .7 est
donc p2hidi—2 e oy d; et e; sont définis comme dans le lemme. En particulier, ce nombre

est non nul, ce qui prouve que f, et donc ¢ ® A, sont surjectives.

Il reste a prouver que le noyau de ¢ ® A est un D-module a gauche de rang 1; il
suffit pour cela de montrer que le noyau de f est un Fp-espace vectoriel de dimension 1,
c’est-a-dire de démontrer qu’il est de cardinal p. Or ce noyau est le quotient N/(N N &),
oo N ={X€e€E P(X)=...=P,1(X)=0}. Puisque ¢ est une bijection entre &
et &, C’est aussi une bijection entre N et {X € F, Py(¢X) =...= P,_1(¢X) =0};
or, pour tout 7, P o ¢ = P.i1. Par conséquent, N N p& est en bijection avec N/ =
{X € E,P(X) =...= Py(X) = 0}. De plus, par construction, P, = pFy. Soient d,

e; les entiers donnés par le lemme 6.2.1 pour les polyndémes (Pp, Py, ..., P,_1); alors
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d;- = dj pour tout j, et e; =e sii =1, 66 = epg — 1. Par conséquent, le cardinal de N’
est p2=hidi=22¢i=1 et donc le cardinal de N/N’ est p. Ceci prouve que le noyau de t ® A est

un Q,n-espace vectoriel de dimension h. <

Corollaire 6.2.5. — Sous les hypothéses de la proposition 6.2.3, il existe un élément T =
(x1,...,2p) de Kerv @ X tel que 6(x) = det(@"xj), ; soit égal au produit de t et d’une unité
de Zp.

Démonstration. — Pour tout élément x = (x1,...,xp) de E", notons u, : th — Eh
h h
Papplication Q,n-linéaire définie par

Ug(to, ... th1) = tox + t1o(x) + ... + th19" ().

Alors 0(x) est égal au déterminant de I'application u,. Soit € Ker(t ® \) : alors u, est a
valeurs dans le @ph -espace vectoriel Ker(: ® \) ; en outre, Up(z) = Uz O II. Par conséquent,
0(5(z)) = 0 et p(d(x)) = (—=1)""1pd(x); quitte 2 multiplier §(x) par [v], ot v € R
vérifie v?~1) = —1, on peut donc supposer que @(6(x)) = pd(x). Par conséquent,
d(z) € Qp(1).

Soit Ly le corps gauche sur Qp d’invariant 1/h; alors, pour tout a € Lyp, on
a 0(ax) = NLl/h/Qp(a) - 0(z), et I'image de 0 est donc un Qp-espace vectoriel. Par

conséquent, il suffit de montrer que cette image est non nulle.

Or on voit que §(z) est non nul si et seulement si u, est injective, c’est-a-dire
si(x,0(x),...,¢" 1(x)) est une Q,n-base de Ker(t ® \) ; ceci revient encore a dire que z
engendre Ker(t ® A) comme L; /;-module. Mais Ker(t ® A) est un Lj,-module qui est
de dimension h en tant que Qpn-espace vectoriel; il est donc de dimension 1 comme

Ly p-module. <

Proposition 6.2.6. — Soit f : W — V ®q, C(—1) un objet de L5, o1t W est de dimension d =
1 et V de dimension h. On suppose qu’il existe a € Ker(t @ 'f) tel que §(a) soit une unité
de Qp(d). Alors E(f) est isomorphe dans BCJCC aEqp.

Démonstration. — Le diagramme 5.5.9 permet de voir E(f) comme un sous-espace
de Banach-Colmez de E{‘ .

Soient a = (a1, .. .,ap) € Ker(¢ @) tel que §(a) soit une unité de Q,(d), et g : B} —
t~1B*. Tapplication définie par

cris
U
g(ut, ... up) = g aj—2L.

1l est clair que " 0 g = p- g. Il reste & montrer que g(E) C BT et que E <, Egp estun

cris’

isomorphisme.
Soit & € E, et notons y = g(x). Alors, pour tout entier 7 = 0, 0(to"(y)) =
p~"0("(ty)); or ty = Y aju;, et par construction des aj, on a donc bien §(¢" (ty)) = 0

pour tout 7. Par conséquent, ty"(y) appartient 3 Fil' Beys, et donc ¢"(y) appartient
+

A Fil° By, et ce pour tout 7. On en déduit ([9, 5.3.7()]) que ¥ appartient i B_, et donc

a Ed,h-
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%) = ., on voit que l'on a une égalit¢é matricielle (¢"(y)), =

(" (ai))ni (%)Z Or, les a; ont été choisis de sorte que d(a) soit une unité ; par conséquent,

Puisque ¢"(

g: E — Egp estinjective.

L’image de V par g est le sous-Qp-espace vectoriel V' de Eg4p engendré par ay, ..., ap;
d’apres la proposition 6.2.3, on a une présentation 0 — V' — Egp — W' — 0,
ot W’ est un C-espace vectoriel de dimension d. L’application ¢ induit alors un morphisme
de présentations entre E et Eqp, et donc une application W — W'. Cette application est
analytique, et donc C-linéaire; de plus, elle est injective, et donc surjective. Finalement,

g est un isomorphisme de présentations, et donc un isomorphisme analytique £ — Eg . <

Proposition 6.2.7. — Soit E/ un espace de Banach-Colmez de dimension un et de hauteur h. Il
existe alors un entier naturel h' et un Qp-espace vectoriel V" de dimension finie h'' = h — h' tels

que E soit isomorphe comme espace de Banach-Colmez effectif a E p & V"

Démonstration. — Soit f : C' — V ®qg, C(—1) un objet de L, tel que E = E(f). D’apres
la proposition 5.5.12, on peut écrire E = E(fo) @ E(f’), ot fo est étale et f’ est connexe.
Puisque f' : V' — C est injective, d’aprés la proposition 6.2.6, E( f') estisomorphe 3 E p,. <



Partie III. Propriétés des espaces de Banach-Colmez

7. Espaces de Banach spectraux

7.1. Localisation des espaces de Banach spectraux effectifs. —

Définition 7.1.1. — La catégorie C{_I’O}BS; des {—1,0}-complexes d’espaces de Banach

spectraux est la catégorie dont les objets sont les complexes concentrés en degrés —1 et 0.
1 d
X=... —0— X125 X' 50— ...

d’espaces de Banach spectraux tels que X ! est un espace étale et dx est un morphisme
injectif, et dont les morphismes X — Y sont les paires (f =1, f) ou f~1: X1 — y~!
et fO: X% = YO telles que dy o f! = fOody.

Le produit fibré sur la catégorie BS} se prolonge en un produit fibré sur la catégo-
rie C{fl’O}BS}. Le produit fibré de deux morphismes X’ — Y, X" — Y de C{fl’o}BS},
est le complexe X défini par X* = (X')? xy (X”)? pour tout i € {—1,0}.

Définition 7.1.2. — La famille Qis des quasi-isomorphismes de C{_l’O}BS; est la famille
des morphismes s : X — X' de C{_l’O}BS'}; tels que la suite déduite

1 dx®s1 s"®d s

0 — X~ XV (X))t (X" — 0

soit une suite exacte d’espaces de Banach spectraux effectifs.
Ceci revient a dire que Papplication s induit un isomorphisme entre les espaces de Banach

quotients H°(X) et HY(X"), les autres espaces de cohomologie de X et X' étant nuls.

Rappelons [14, 7.1.6] qu’un systeme de morphismes .¥ d’une catégorie additive € est dit

multiplicatif a gauche s’il vérifie les propriétés :

(S1) tout isomorphisme de € appartient a .7 ;
(S2) .7 est stable par composition dans € ;

(S’3) tout diagramme X oy L Y de € ot t est un morphisme de . peut se
compléter par un diagramme X - X' < Y’ ot s est un morphisme de . ;
(S’4) pour tout diagramme X Ty Ly de € ount apppartient & ., sito f =0,

alors il existe un morphisme X’ = X de . tel que fo s = 0.

Proposition 7.1.3. — La famille des quasi-isomorphismes de C{_l’O}BS; forme un systéme
multiplicatif a gauche.
Démonstration. — Les propriétés (S1) et (S2) sont évidentes.

Vérifions (S'3) : soit X Sy Ly diagramme de C{_l’O}BS'}; tel que t soit
un quasi-isomorphisme. Soit X’ le produit fibré X xy Y’ dans C{_I’O}BS};; X' est

naturellement muni d’applications f' : X/ — Y’ et s: X’ — X, et il suffit de démontrer
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que s est un quasi-isomorphisme. Or, on voit que la suite 0 — (X/)~! — (X 0p X1 —
X0 — 0 est le produit fibré des suites exactes 0 — (YY) — (Y)Yl Y =0
et — X! - X1 X - X0 — 0 au-dessus de la suite exacte 0 — Y1 —
Y '1aY® — Y® — 0; par conséquent, elle est exacte, ce qui signifie que s est un

quasi-isomorphisme.

Vérifions enfin (S'4) : soit X Ly Ly diagramme de C{fl’O}BS} tel que ¢
soit un quasi-isomorphisme et ¢ o f = 0. Puisque ¢ est un quasi-isomorphisme, le noyau
de t9 @ dy+ est un espace de Banach spectral étale ; il contient le noyau de t°, qui est donc
lui ausst étale. Par conséquent, 'image de fo est étale, et il existe donc une section o :
Im f© — X% de f9. Posons (X")? = (Ker f°) @ (Im f°), s* = (Ker f* — X°) @ (—0),
et (X')71 = (X")? x xo X 1; alors X’ est naturellement un objet de C{fl’O}BS}, etil est
muni d’un morphisme s : X’ — X tel que f o s = 0. Il reste donc a vérifier que $ est un
quasi-isomorphisme. Or, la suite 0 — (X')™! — (X)%@ X! — X0 — 0 est exacte 2
gauche et au centre par construction de (X’)~!; de plus, puisque X© = Ker 9+ o (Im f°),

elle est exacte a droite. <

7.2. Structures analytiques non effectives. —

Définition 7.2.1. — La catégorie des espaces de Banach spectraux sur K est la catégorie BS
localisée de C{_I’O}BS}; par le systéme multiplicatif a gauche Qis.

Autrement dit, les objets de BS g sont ceux de C{I=10'BS T et un morphisme X — Y

., . s f N
dans BSg est une classe d’équivalence de diagrammes X «— X’ = Y, ol s est un

quasi-isomorphisme.

Pour tout objet X 1 — X de BS, I'espace quotient HY(X) = X9/dx (X !) est un
espace de Banach p-adique, et cette construction définit un foncteur, que 'on note H°, de

la catégorie BS i vers la catégorie des espaces de Banach p-adiques.

Proposition 7.2.2. — (i) Le foncteur H® de la catégorie BS g vers celle des espaces de Banach
p-adiques est fidéle.
(i) Soient X, X' deusx objets de BS . Alors une application linéaire continue f : HO(X) —
HO(X'") provient d’un morphisme de BS ¢ si et seulement si le produit fibré X° X HO(X7)
(X0 est un_fermé analytique de X° x (X0,

Le foncteur H est aussi appelé foncteur d’oubli sur les espaces de Banach p-adiques.

Démonstration. — (i) Soit f : X — X’ un morphisme de BSg tel que HO(f) = 0.
Ceci signifie que fO(X°?) c (X’)7!. Soient Y? = Ker(f°) et Y™! = YO X1,
Alors Y = (Y1 — Y9) est un sous-objet de X dans CI=10YBST  etlafleche Y — X' est
nulle. De plus, puisque fO(X%) = fO(X 1), on peut écrire X? = Y? + X~ et donc la
suite 0 — Y ! — X 1YY — X0 — 0 est exacte, ce qui signifie que Y — X est
un quasi-isomorphisme. Par conséquent, la fleche nulle Y — X’ représente f dans la

catégorie BSg.

(ii) Soit B = X x o xr) (X')°.
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Supposons que E soit un fermé analytique de X° x (X’)%. Alors X! x (X/)7! —
E estquasi-isomorphe 3 X ; la fleche naturelle E — (X”)? définit donc un morphisme X —

X' dans la catégorie BSk.

Réciproquement, supposons que f soit un morphisme de BSg. Ceci signifie qu’il existe
un objet Y de BSg quasi-isomorphe a2 X, et un morphisme g : ¥ — X' induisant f.
Quitte 4 étendre Y !, on peut de plus supposer que la flecche g7 : Y1 — (X')7! est

surjective.

Par construction de E, la fleche naturelle YO — X0 x (X)? se factorise par E, et on

dispose donc du diagramme suivant :

0 y-! Vo X —=X0——0
00— (X)7! E X0 0

La premiére ligne est exacte puisque W — F est quasi-isomorphe 3 X1 — X0: la
seconde Pest par construction de E. Puisque la flecche W — (X')~! est surjective, la
flecche YO @ X1 — XO Test aussi; par conséquent, E est identique 4 son adhérence

analytique dans X? x (X”)°, et donc un fermé analytique. <

La proposition qui précede permet de voir un espace de Banach spectral sur K comme
un espace de Banach p-adique X muni d’une action linéaire continue de ¥ et d’une
structure analytique, ¢’est-a-dire tel que X = H?(X 1 — X0). Soient X et Y deux espaces
de Banach spectraux; alors I'ensemble des morphismes d’espaces de Banach spectraux de X
vers Y est inclus dans I'ensemble des applications Q)% |-linéaires continues. Une telle

application est dite analytique si elle provient d’un morphisme d’espaces de Banach spectraux.

Soit E un espace de Banach spectral effectif. Alors le complexe 0 — E est un objet

de BSk, et ceci définit un foncteur de la catégorie BS}'{ vers la catégorie BSk.

Proposition 7.2.3. — Le foncteur naturel de BS}; vers BS est pleinement fideéle.

Démonstration. — Soient E, E' deux objets de BS};. Alors un morphisme f : E — E’ dans
la catégorie BSx correspond a un objet X de cette catégorie, quasi-isomorphe a0 — E, et
i une flecche g : X — (0 — E'); autrement dit, lasuite 0 — X1 — X% — E — O est
exacte, et la fleche g : X% — E’ gannule sur X 1. Par conséquent, cette fleche se factorise
par E, et donc les morphismes entre E et E’ sont les mémes dans les catégories BS}
et BSg. <

Proposition 7.2.4. — Soit [ : X — Y un morphisme de BSg, et soit X' I'objet de BS
défini par (X0 = Im fO er (X')™ = (X')? xyo Y. Alors X' est Vimage de f dans la
catégorie BS i .

Démonstration. — Le complexe X' est naturellement muni d’une factorisation dans BS
:/
1

de f en un diagramme X Iox Py,



82 7. Espaces de Banach spectraux

) f” i ) ) . )
Soit X —— — X” — Y une autre factorisation de f, ot i” est un monomorphisme.

Alors, par définition de (X'), il existe un morphisme u® : (X")? — (X0 tel que (i')°? =
(i")? o u®; de plus, Papplication naturelle (X’)™!1 — (X")? se factorise par (X")71,
ce qui fournit donc un morphisme u : X’ — X”. Par construction, le morphisme u

vérifie i’ = 7" o u, et donc X’ est bien I'image de f dans BSg. <

7.3. Espaces de Banach spectraux connexes et étales. — Un espace de Banach
spectral X est dit prorigide s’il admet un représentant X ' — X9 ou X© est prorigide.
Puisque tout espace de Banach spectral étale est prorigide, cette propriété est alors vraie de

tout représentant de X.

Définition 7.3.1. — Soit X un espace de Banach spectral. On dit que X est connexe s’il
admet un représentant X ! — X0 ot X0 est connexe. On dit que X est étale s°il admet
un représentant X ! — X0 ot X© est étale. (Cette propriété est alors vraie de tout

représentant de X).

Si X admet un représentant X ! — X0 ot X0 est étale, puisque la sous-catégorie des
espaces de Banach spectraux étales est abélienne, alors X admet le représentant 0 — X0/ X1,
et est en fait un espace de Banach spectral étale. De plus, il est clair que si X est un espace
de Banach spectral étale et Y un espace de Banach spectral quelconque, alors toute

application Q)-linéaire continue X — Y est analytique.

Proposition 7.3.2. — Soit X un espace de Banach spectral. Alors X est connexe si et seulement si

, pour tout espace de Banach spectral étale V', Hompg, (X, V') = 0.

Démonstration. — Supposons que X soit connexe ; il admet donc un représentant X ~% —
X0 ot X0 est un espace de Banach spectral effectif connexe. Soit f : X — V une
fleche de BSj ; ceci signifie qu’il existe un objet X’ de BS, un quasi-isomorphisme s :
X' — X et un morphisme de complexes f’ : X’ — V. Puisque $ est un quasi-
isomorphisme, on dispose de la suite exacte 0 — Hom (X%, V) — Hom((X')°@X 1, V) —
Hom((X")™1, V). Puisque f((X’)~!) = 0, on voit ainsi que f = 0.

Réciproquement, supposons que pour tout V étale, Hompg, (X,V) = 0, et
soit X~! — X9 un représentant de X. Alors I'espace de Banach spectral étale mo(X?)
est muni d’un morphisme naturel X° — my(X?). Par hypothése, pour tout V étale, tout
morphisme f : X° — V dont la restriction 2 X! est nulle est nul; par conséquent,
X1 — 75(X0) est surjective, et admet donc une section s. Soit Y la partie connexe
de X0, Alors X1 /s(mp(X?)) — Y est un représentant de X, et donc X est connexe. <l

Soit f :' Y — X un morphisme d’espaces de Banach spectraux. Si Y est rigide, alors
le noyau de f a pour algebre affine un quotient de celle de Y ; cette algebre est de type
fini et donc Ker f est encore un espace de Banach spectral rigide. Supposons que Y est
prorigide ; soient A, B les algebres affines respectives de A et B. Quitte a remplacer A par
son image dans B, on peut supposer que A est incluse dans B. Puisque Y est prorigide, on
peut écrire B comme la limite inductive complétée d’algebres affinoides B,,. Alors A est

la complétion de la réunion des algebres A, = AN B, et 'algébre affine du noyau de f
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est B/AT = liE)an/Aﬂ;. Par conséquent, c’est une algebre prorigide, et donc le noyau de f

est un espace de Banach spectral prorigide.

Proposition 7.3.3. — Soit X un espace de Banach spectral prorigide. Alors il existe une suite exacte

d’espaces de Banach spectraux
0 — X% — X — m(X) — 0,

ot X O est connexe et wo(X) est étale. De plus, cette suite exacte est unique (a isomorphisme prés) et

scindée.

Démonstration. — Soit X1 — X9 un représentant de X. D’aprés la proposition 3.5.5, il
existe une suite exacte courte, unique i isomorphisme pres, 0 — E' — X9 — E” — 0,
ot E’ est un espace de Banach spectral étale connexe, et E’ est un espace de Banach
spectral étale. Posons V! = X1 xyo B/ et V" = X~ Y/V'. Alors X' = (V! — E')
et X" = (V" — E”) sont des espaces de Banach spectraux, respectivement étale et
connexe; de plus, la suite 0 — X' — X — X” — 0 est exacte. Enfin, toute section

Qp-linéaire continue X” — X est une section analytique de cette suite. <
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8.1. Construction. — La catégorie BC g des espaces de Banach-Colmez est la sous-catégorie
pleine de BSg dont les objets sont de la forme X ! — X0 ot X! est étale et X9 est un
espace de Banach-Colmez effectif sur K.

En particulier, tout espace de Banach-Colmez est un espace de Banach spectral prorigide ;
il est donc extension (scindée de maniére non canonique) d’un espace de Banach-Colmez

connexe par un espace de Banach spectral étale.

On dit que deux objets X, X’ de BSg sont presque isomorphes s’il existe des sous-objets
étales V, V' de X, X' tels que X/V et X'/V’ soient isomorphes.

Proposition 8.1.1. — Soit W un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-
linéaire de Y. Un objet X de BS est presque isomorphe a Uespace de Banach spectral effectif W
si et seulement s’il existe un espace de Banach-Colmez effectif E qui est a la fois extension de W et

de X par des espaces de Banach spectraux étales.

Démonstration. — Dire que X et W sont presque isomorphes dans BS i signifie qu’il existe
un objet (V' — FE) de BSk et des quasi-isomorphismes de C{fl’D}BS;—( (V. - E) —
(X! - X9, (V- E) - (0 — W), c’est-a-dire que les suites

0—V —wFeX ! X0 50 e 00—V —FE —W —0

soient exactes. Posons B/ = E @ X ~!; c’est alors un espace de Banach spectral effectif]

extension de W par 'espace de Banach spectral étale V @& X 1. <

Autrement dit, il revient au méme de dire qu’un espace de Banach spectral X est presque

isomorphe 3 W et qu’il s’insére dans un diagramme (ot les deux suites sont exactes)

(8.1.2) 0

HO(X)

0

Ceci signifie que les espaces de Banach-Colmez sont exactement les espaces de Banach
spectraux qui sont presque isomorphes a une C'-représentation de dimension finie W de 9.
Un diagramme de la forme 8.1.2 s’appelle une présentation de 'espace de Banach-Colmez X.

On la notera également sous la forme abrégée

X! - W — X" — W — H'(X).
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Se donner une structure d’espace de Banach-Colmez sur un espace de Banach X revient

donc a se donner une présentation de la forme
V. — (Vi — E — W) — X,

ou V_, V4 sont des espaces de Banach spectraux effectifs étales, I/ est un espace de Ba-
nach spectral effectif (donc nécessairement un espace de Banach-Colmez), et ou tous les

morphismes sont analytiques.

Le foncteur naturel de la catégorie BC}; vers la catégorie BS a son image essentielle

dans BCg, ce qui autorise a voir BC} comme une sous-catégorie pleine de BCr.

8.2. Espaces de Banach spectraux et Espaces de Banach. — Dans toute la suite,
on ne s’intéressera qu’aux espaces de Banach-Colmez sur C'. Nous allons commencer par
démontrer (mais on ne s’en servira pas dans la suite) que cette catégorie est équivalente a la

catégorie introduite par Colmez [4] sous le nom d’Espaces de Banach.

Une C-algebre spectrale A est dite p-close si tout élément € R tel que ||z —1|| < 1a
une racine p-iéme dans A. Une C-algébre de Banach A est dite sympathique ([4, 4.1]) si elle

est spectrale, connexe et p-close.

Proposition 8.2.1. — [4, 4.20] Soit A une C-algébre spectrale connexe. Il existe une algébre
sympathique A et un morphisme injectif de C-algébres de Banach i : A — A, tels que :

() pour toute algebre sympathique B, tout morphisme continu p : A — B se prolonge (de facon
non nécessairement unique) en un morphisme A — B ;

(ii) pour toutes algebres sympathiques B, B', B telles que le diagramme

/

AL pr

lpﬂ lgl
1"

B v .
soit commutatif et pour tout prolongement p' : A — B’, il existe un unique prolongement p”
A — B' telquecd’ op =c" o p";
(iii) tout morphisme continu de C'-algeébres 0 : A — A dont la restriction a A est une isométrie de A

est une isométrie de A.

Ces conditions impliquent en outre que l'algeébre A et le morphisme ¢ sont uniques
a isomorphisme non unique prés. Soient en efffet ¢/ : A — A’, " : A — A” deux

morphismes vérifiant les conditions ci-dessus ; alors I'algébre A’® 4 A” est encore une algébre

l Z'N i OJ
1"

A 9, Al (§)A AV

sympathique, et le diagramme

est commutatif. D’apres (ii), il existe un unique morphisme p’ : A" — A” tel que 0’ = 0" 0p’;

de méme, il existe un unique morphisme p” : A” — A’ tel que " = 0’ 0 p”. Le morphisme
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composé p”’ o p est alors un endomorphisme continu de A’, induisant I'identité sur A ; par
le point (iii), c’est une isométrie de A’. De méme, p’ o p” est une isométrie de A”. Par

conséquent, A" et A” sont isomorphes.

L’algebre A définie 3 1 proposition 8.2.1 s’appelle une cldture sympathique de A.

Définition 8.2.2. — [4, 6.1] La catégorie EB des Espaces de Banach est la sous-catégorie
pleine de la catégorie des foncteurs covariants & de la catégorie des C-algebres sympathiques

vers celle des Q,-espaces de Banach, tels que :

(EB1) pour toute algébre sympathique R, lapplication (Spm R) x &(R) — &(C),
(s,z) — x(s) est continue;
(EB2) pour toute algébre sympathique R, &(R) — €°(Spm R, &(C')) est injective.

Proposition 8.2.3. — Soit E = Spm A un C-espace de Banach spectral effectif. Alors le foncteur &
défini par &(E)(R) = Hom(A, R) est un Espace de Banach.

De plus, on définit ainsi un foncteur (covariant) de la catégorie BSZV vers la catégorie des Espaces
de Banach.

Démonstration. — Soit R une algébre sympathique. Alors 'application (Spm R) x &(R) —
&(C) est la composition Hom(A, R) x Hom(R,C) — Hom(A, C). Elle est continue par

définition de la topologie spectrale, donc & vérifie la condition (EBT).

Montrons que & vérifie la condition (EB2). Notons € : A — C le morphisme
d’augmentation de A. Soit f : A — R tel que, pour tout s € Spm R, so f = ¢; alors pour
tout élément a de I'idéal d’augmentation de A et pour tout s € Spm R, s(f(a)) = e(a) =0,
et donc I'élément f(a) de R vérifie || f(a)lls,
entraine que f(a) = 0 dans R, et donc f se factorise par C.

= 0. Puisque R est une algebre spectrale, ceci

Enfin, il est clair que cette construction est fonctorielle par rapport a I’algébre spectrale A. <1

On peut naturellement étendre le foncteur & en un foncteur de la catégorie BS¢ vers
la catégorie EB : pour tout objet X = (X! — XY) de BS¢ et pour toute algébre
sympathique R, on définit &(X)(R) comme le conoyau de la fleche &(X1)(R) —
E(X)(R).

Proposition 8.2.4. — Le foncteur de la catégorie des espaces de Banach spectraux effectifs prorigides
sur C vers la catégorie EB défini par la proposition 8.2.3 est pleinement fidéle.

Démonstration. — Tout espace de Banach prorigide peut d’apres la proposition 3.5.5 se
décomposer en produit d’un espace de Banach prorigide étale (c’est-a-dire un Qp-espace
vectoriel de dimension finie) et d’un espace de Banach prorigide connexe. D’apres [4,
6.1(i)], le foncteur des Qp-espaces vectoriels de dimension finie dans les Espaces de Banach
est pleinement fidéle ; on peut donc se limiter aux espaces de Banach spectraux prorigides

connexes.

Soient £ = Spm A, F' = Spm B deux espaces de Banach spectraux prorigides connexes,

et &, .Z les Espaces de Banach correspondants.
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Soit f : ' — E un morphisme d’espaces de Banach spectraux, issu du morphime de
C-algebres spectrales p : A — B, et induisant le morphisme nul .# — &. Ceci signifie
que, pour toute algebre sympathique R, Hom(B, R) — Hom(A, R) est le morphisme nul.
Puisque B est spectrale et connexe, elle posséde une cloture sympathique Betun morphisme
canonique i : B — B en particulier, Hom(B, B) — Hom(A, B) est le morphisme nul,
c’est-a-dire que i o p se factorise par C. Puisque i est injectif, on en déduit que p est le

morphisme nul.

Soit A présent ¢ : % — & un morphisme d’Espaces de Banach, autrement dit une
famille compatible de morphismes ¢(R) pour toute algébre sympathique R. En particulier,
puisque i : B — B est un élément de .Z(B), p = o(B)(i) € &(B), cest-a-dire
que p est un morphisme continu de C-algebres de A vers B. Soit en outre ¢ un
endomorphisme de B fixant B'; alors, puisque @(R) commute a 0, de méme p commute
a 0. Par conséquent, I'image de p est incluse dans le sous-anneau de B invariant par o,
c’est-a-dire B. Le morphisme f = Spmp est alors un morphisme d’espaces de Banach
spectraux f : ' — E.

Définition 8.2.5. — [4, 6.1] La catégorie EBDF des Espaces de Banach de dimension finie est
la sous-catégorie pleine de la catégorie des Espaces de Banach dont les objets X sont tels

qu’il existe des suites exactes d’Espaces de Banach

0 — V. — F — X — 0,

0—V, — E — C? — 0,

ou V_, V sont des Qp-espaces vectoriels de dimension finie.

Théoréme 8.2.6. — Le foncteur naturel de la catégorie BSg vers la catégorie EB réalise une
équivalence entre les catégories BCo et EBDF.

Démonstration. — Nous savons d’apres la proposition 8.2.4 que ce foncteur est pleinement
fidele. De plus, les objets des deux catégories admettent des présentations de la forme V_ —
(Vy - E - W) — X, ou V_ et Vi sont des Qp-espaces vectoriels de dimension
finie et W est un C-espace vectoriel de dimension finie. Or le groupe Exthppr(C, Qp)
s’identifie a C ([4, 9.16]), et le groupe Extll?)cg (C,Qp) est canoniquement isomorphe a C'
en vertu de la proposition 5.5.6; en outre, pour tout (Q,-espace vectoriel de dimension
finie V' et pour tout objet X de EBDF, Homggpr(V, X) = Homg, (V, X). <

8.3. Lemme fondamental pour les espaces de Banach-Colmez. —

Définition 8.3.1. — Soit V. — (V, — E — W) — X une présentation (8.1.2) d'un
espace de Banach-Colmez X. La hauteur de la présentation est dimg, Vy — dimg, V_. La

dimension de la présentation est dimg W.

La proposition suivante est une version du lemme fondamental 6.0.1 sur les espaces

de Banach-Colmez.
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Proposition 8.3.2. — Soient X un espace de Banach spectral sur C' presque isomorphe a C' et
f X — C un morphisme d’espaces de Banach spectraux. Supposons en outre que I'image de f ne

soit pas un espace de Banach spectral étale. Alors f est surjective.

De plus, le noyau de f est un espace de Banach spectral étale, dont la dimension sur Q) est égale a

la hauteur de toute présentation de X.

En particulier, si X admet une présentation V. — (V — E — W) — X,
avec dimg, V4 < dimg, V-, alors Hompc, (X, C) = 0.

Démonstration. — Soit V. — (V. — E — W) — X une présentation de X. D’aprés
la proposition 6.2.7, on sait qu’il existe un entier h > 1 et un espace de Banach spectral

étale Vi tels que E soit isomorphe a Vi x Eyp, ; on a alors dimg, Vy = dimg, Vi + h.

Le morphisme f : X — (' donne, par composition, un morphisme g : Ey/, —
C'; puisque f(X) n’est pas de dimension finie sur Qp, g(E/;) n’est pas nul. Par la
proposition 6.1.1, g est donc surjectif, et par conséquent f est surjectif; en outre, Ker g est
un espace de Banach spectral étale de dimension h. On dispose donc du diagramme suivant,

ou les lignes et les colonnes sont exactes :

0 0 0
0 %448 V_ Ker g 0
0 Vi By x Vi Ei/n 0
0——Ker f X C 0
0 0 0

Onaalorsdim Ker f = dim V] —dim V. = dim V| —dim V_+h, soit encore dim Ker f =
dimVy —dimV_. Q

8.4. Structure abélienne. —

Proposition 8.4.1. — Soient X, X' deux espaces de Banach-Colmez admettant les présentations

respectives
V. - (V¢ - E—W) —>X e« V —V, —-E — W) — X

et f: X — X' un morphisme surjectif d’espaces de Banach-Colmez. Alors le noyau X" de f admet

, ,
une presentation

vl — vy — E" — W) — X",
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dont la hauteur et la dimension sont données par

dime VJIFI - dime V" = (dime V+ - dime V_) - (dim@p Vfr - dime Vi),

dime W = dim¢ W — dime W'.
En particulier, s’il existe un morphisme surjectif X — X', alors dimg W > dim¢e W',

Démonstration. — Soit Y = E X x E'. Alorslasuite 0 — V_ xV/ —Y — X — 0Qest
exacte ; de plus, le morphisme canonique g : Y — E’ a pour noyau une extension de Ker f
par V_, et pour image I'image inverse dans ' de Im f. En particulier, g est surjective si et
seulement si f I'est. Par conséquent, quitte a remplacer f : X — X' parg:Y — E’, on

peut supposer que X' est effectif et donc que V' = 0.

Soitalors 0 — V' — X’ — W’ — 0 une présentation de X'. Pour tout sous-C'-espace
vectoriel Z de W/, posons X/, = X' Xy Z ; c’est un espace de Banach-Colmez effectif dont
une présentation est 0 — V' — X/ — Z — 0. Soitencore Xz = X xx/ X}, = X Xy Z;
il est muni d’un morphisme naturel f7 : Xz — X/, dont le noyau s’identifie a celui de f.
Enfin, si W/ = Z @ Z' est une décomposition telle que fz et fyz/ vérifient le résultat de la
proposition, on en déduit que f vérifie aussi ce résultat; par conséquent, quitte a choisir une

base de W', on peut se ramener au cas ot W/ = C.

Soit donc X — E’ un morphisme surjectif, ot £’ est effectif et admet la présentation 0 —
V! — E' 55 C — 0. Pour tout sous-C-espace vectoriel Z de W, le produit fibré par Z
donne une suite exacte naturelle 0 — (V_)z — Ez — Xz — 0; en outre, pour toute
décomposition W = Z @ Z', lasuite 0 — V. /(V_NV}) - Xz Xy — X —0
est exacte. Par conséquent, si fz : Xz — FE', fz : Xz — E' vérifient le résultat de la

proposition, alors c’est encore le cas de f : X — E'; on peut donc supposer que W = C.

Enfin, sid = 1, alors puisque f est surjective, wo f est encore surjective, et donc son noyau
est un Q-espace vectoriel de dimension dim Vi — dim V_. Par conséquent, le noyau de f,
qui est une extension de celui de 7o f par V', est de dimension dim V; —dim V_ — (dim V).

D’apres ce qui précede, ceci permet de prouver le cas général. <

Corollaire 8.4.2. — Deux présentations d’un espace de Banach-Colmez X ont méme dimension et

méme hauteur.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition 8.4.1 a 'application identité de X entre

les deux présentations. <

Définition 8.4.3. — On appelle dimension et hauteur d'un espace de Banach-Colmez X la

dimension et la hauteur commune de toute présentation de X, et on les note

dim X = dim¢ W, ht X = dimg, V; — dimg, V_.

En particulier, tout espace de Banach-Colmez effectif est de hauteur positive.

Proposition 8.4.4. — Soient X un espace de Banach-Colmez et X' un sous-espace de Banach-
Colmez de X. Il existe alors un espace de Banach-Colmez quotient X /X', qui est de dimen-
sion dim X — dim X', et de hauteur ht X — ht X'.
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Démonstration. — Notons d, d’, h, h' les dimensions et hauteurs de X et X'. Soient V. —
Vy = E -W) - XeV — (Vi - FE — W) — X' des présentations
respectives de X et X’. De méme qu’a la proposition 8.4.1, quitte a remplacer X' — X

par E X x E' — E, on peut supposer que X est effectif.

Soit donc X’ < E un morphisme d’espaces de Banach-Colmez, ot E est effectif et a la
présentation 0 — V' — E — W — 0. Alors, quitte a remplacer X’ par X'/(V N X’), on
peut supposer que £ =W et donc V = 0.

Soit (eq,...,€q) une base de W'; notons XZ( I'image de X’ dans Cle;. Alors d’apres le
corollaire 8.3.2, X; — Cle; admet un quotient X/, qui vérifie le résultat voulu. Il suffit alors

de prendre comme objet X" la somme directe des X" pour obtenir le résultat. <

De plus, puisque la suite 0 — X’ — X — X/X’ — 0 est une suite exacte d’espaces
de Banach-Colmez, c’est aussi une suite exacte d’espaces de Banach p-adiques, et donc le

support de ’espace de Banach-Colmez X/ X" est le quotient des supports de X et X'.

Théoréme 8.4.5. — La catégorie des espaces de Banach-Colmez est abélienne, et la dimension et la

hauteur sont additives dans les suites exactes courtes.

Démonstration. — Nous savons déja que la catégorie des espaces de Banach-Colmez est

additive.

Soit f : X — X’ un morphisme d’espaces de Banach-Colmez. Alors f admet un noyau
d’apres la proposition 8.4.1, une coimage d’apres la proposition 8.4.4, et une image d’apres
la proposition 7.2.4 ; de plus, comme les espaces de Banach p-adiques sous-jacents a Coim f
et Im f sont la coimage et I'image de I'application Q,-linéaire sous-jacente a f, ils sont
isométriques, et donc f : Coim f — Im f est un isomorphisme d’apreés la proposition 3.4.4.

Enfin, la proposition 8.4.4 prouve que f a un conoyau. <
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9.1. Structure analytique sur les B;R-modules de longueur finie. — Soit K un
sous-corps fermé de C' tel que la valuation sur K soit discrete et dont le corps résiduel k
est parfait. On note Ky = Frac W (k) et o le Frobenius absolu agissant sur K. On reprend
ici les notations de [5]. On rappelle qu'un @-isocristal sur K est un Ko-espace vectoriel de
dimension finie D muni d’une application o-linéaire ¢ : D — D, Le rang d’'un ¢-module

est la dimension du Kg-espace vectoriel sous-jacent.

Un @-module filtré sur K est un (p-module D, muni d’une filtration décrois-
sante (Fil" Dg )nez du K-espace vectoriel D = D ®p, K par des sous-Ko-espaces
vectoriels ; on exige en outre que Dy soit séparé et complet pour cette filtration. Puisque
D est de dimension finie, cette derniére condition est équivalente a : Fil" Dg = Dk

pour n assez petit, et Fil" D = 0 pour n assez grand.

Soit D un p-module filtré. Son nombre de Newton tN(D) est la somme Y adim D,
ot Dy, est la partie isocline de pente o de D ; ceci revient a dire que tn(D) est la valuation
p-adique du déterminant de la matrice de ¢ dans une base quelconque de D (ce déterminant
dépend de la base mais pas sa valuation p-adique). Son nombre de Hodge ty(D) est la
somme » 7 -dim Fil’ Dg/ Fil'™! Dy Les deux nombres £y et ¢y sont additifs sur les suites

exactes courtes.

On dit qu’un p-module filtré D est effectif si toutes ses pentes sont > 0 etsi Fil® Dg = Dp.
Pour tout p-module filtré effectif D, on pose :

V(D) = Homcp,Fil(D;Bcris)y
E(D) = Homy(D,BL.),

cris

M(D) = Homg(Dg,Biy)/Homg ri(Dk, Bir),

de sorte que M (D) est un B(TR—module de longueur finie. De plus, le groupe ¥k agit
sur V(D), E(D) et M (D). On dispose alors d’une suite exacte naturelle

0 — V(D) — E(D) — M(D).

On dit qu'un ¢-module filtré D est faiblement admissible si tir(D) = tn(D) et si, pour
tout sous-p-module filtré D’ de D, ty(D’) < tn(D'). On dit que D est admissible si V(D)
est un Qp-espace vectoriel de dimension finie égale au rang de D. D’aprés [5], nous savons
qu’un p-module filtré est admissible si et seulement s’il est faiblement admissible et qu’alors
la suite 0 — V(D) — E(D) — M(D) — 0 est exacte. Nous n’utiliserons ici que les

propriétés plus faibles suivantes :

(i) si D est admissible, alors il est faiblement admissible [5, 4.2] ;
(ii) si D est faiblement admissible, alors il est admissible si et seulementsi E(D) — M (D) est
surjective [5, 5.7];
(iii) si tg(D’) < tn(D') pour tout sous-objet D’ de D, alors V(D) est un Qp-espace

vectoriel de dimension finie, inférieure ou égale au rang de D |5, 4.3()].
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On dira qu’une filtration Fil sur un @-module D est admissible effective si le ¢-module

fileré (D, Fil) est admissible et effectif. Dans ce cas, nous écrirons la suite exacte courte

ci-dessus 0 — V(D,Fil) — E(D) — M(D,Fil) — 0.

Une filtration Fil sur D est dite de niveau < m si Fil® Dg = Dk et Fil”t! Dx = 0. En
particulier, une filtration de niveau < 1 est donnée par le sous-K -espace vectoriel Fil' Dy

de Dy ; dans ce cas, on voit immédiatement que ty(D) = dim Fil' Dg.

Dire que Fil est de niveau < m revient a dire que le B;R—module M (D) est annulé
par Fil™ B;R' En outre, soit (€1, . .., ep) une base de D adaptée a la filtration, et soit r; le
plus grand entier 7 tel que e; € Fil" D ; alors M (D) s’identifie A la somme directe des By,
et est donc un BJR—module de longueur > r;, c’est-a-dire tgy(D). Par conséquent, si D est
de niveau < 1, alors M (D) est un C-espace vectoriel de dimension (D).

Soit D un @-isocristal sur k£ A pentes dans [0, 1]. Le choix d’une filtration admissible
effective Fil de niveau < 1 sur D donne une suite exacte courte 0 — V/(D,Fil) —
E(D) — M(D,Fil) — 0 qui est une présentation de E(D) dans la catégorie des espaces
de Banach-Colmez effectifs. Si a présent Fil’ est une autre filtration admissible effective de D
(qui n’est pas nécessairement de niveau < 1) alors la suite exacte courte 0 — V(D,Fil') —
E(D) — M(D,Fil') — 0 définit une structure d’espace de Banach-Colmez sur le
Bj-module de longueur finie M (D, Fil).

Proposition 9.1.1. — Soit KX un sous-corps fermé de C' dont la valuation est discréte et dont le corps
résiduel k est parfait.

() Pour tout B(YR-module de longueur finie M, il existe un p-module filtré effectif admissible D a
pentes dans [0, 1] tel que le BIR-module M (D) soit isomorphe a M.
(1) La structure analytique définie comme en (i) par un isomorphisme M (D) ~ M de B('fR-modules
est indépendante du choix du p-module filtré D.
(i) Soient M, M’ deux BQ'R-modules de longueur finie. Alors toute application B$R-linéaire de M
vers M est analytique pour la structure définie en (i).
(iv) Le foncteur ainsi défini de la catégorie des B;{'R—modules de longueur finie vers celle des espaces

de Banach-Colmez est pleinement fidéle.

Démonstration. — (i) 1l suffit de le prouver dans le cas ou M = B, pour un entier m > 1.
Soit D = Qp[e]/(¢™ — p) ; alors D est le module de Dieudonné d’un groupe p-divisible I’
sur [F, de hauteur m et de dimension 1. Soit G un reléevement sur Zj, de I'. Alors G
correspond A une filtration admissible Fil sur le ¢-module D, telle que Fil°D = D,
Fil2D =0, et Fil! D = Qpe ot e est un élément non nul de D. Comme la catégorie des
¢-modules filtrés admissibles est stable par produit tensoriel [5], le ¢-module filtré D®™
est encore admissible; c’est encore le cas de tout sous-module filtré D’ de D®™ tel
que t(D') = tn(D'). Cestle cas du sous-Qp[¢]-module D’ engendré pare’ = e®...®¢;
il est de rang m et de pente 1, et en outre Fil' D’ = D/, Fil' D’ = ... = Fil" D' = Qpe’
et Fil™ ™ D’ = 0. Par conséquent, M (D') = B,,.

(i1) résulte immédiatement d’une application de (iii) a 'application identique de M.

(iii) Soient D, D" deux ¢-modules filtrés effectifs admissibles A pentes dans [0, 1] tels
que M (D) ~ M et M(D') ~ M’. Notons (€;)i=1,.._h, (€;)i=1,.n des bases de D et D'
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Soient (U;)j=1,..p et (Ug)izl,...,h’ des bases de D et D/K adaptées aux filtrations respectives ;

il existe alors des coefficients ¢; ;, ¢; ; € K tels que 'on puisse écrire u; = Zci,jej,

/

i,J

u =3¢ Soit encore m; le plus petit entier m tel que u; € Fil™ D, et définissons
Z_] j plus p q

de méme ml.

On peut alors écrire M (D) = @ B, vi et M(D") = €D By, v;. Puisque Iapplication f :
M(D) — M(D') est Bji-linéaire, il existe des éléments b; ; de B,,/, pour tous 4,i’, tels
que f(vl,) = > b;yv;. Enfin, Iapplication 7 : E(D) — M(D) est donnée par 7(x) =
2o a(ui)vi = ) cija(e;)vi.

Soit E" = E(D) X p(pry E(D') (E" estle « graphe de f »); on peut alors écrire

h/

h
E"={ (z,2")e E(D)xE(D’), Z ci ' (€)= Z ai Z ci jz(ej) | € FiI™ B, »;
j'=1 =1 j=1

autrement dit, E” est le produit fibré du diagramme

E(D) x E(D') —*= BW(R)" @, K

|

[T, Fil™ BW(R)

Puisque D et D' sont effectifs, E(D) et E(D’) sont naturellement munis de structures
d’espaces de Banach-Colmez effectifs ; en outre, puisque K /Ky est finie, on peut également
munir BW(R) ®, K d’une structure d’espace de Banach spectral, et le morphisme ¢
défini ci-dessus est analytique. Par conséquent, d’aprés la proposition 4.3.6, E” est un fermé
analytique de E(D) x E(D'). On déduit alors de la proposition 7.2.2 que f : M (D) —
M (D') est analytique.

(iv) 1l suffit de démontrer que, pour tout m, Hom(B,,,C) = C, c’est-a-dire que
tout morphisme analytique f : B,, — C sannule sur Fil' B,, = B,,_1(1); en outre,
puisque 0 — By,—1(1) — By, — C — 0 est une suite exacte d’espaces de Banach-Colmez,

il suffit d’établir ce résultat pour m = 2.

D’apreés (i), une structure analytique sur Bg est donnée par la présentation) — V — E —

By — 0,00 F = {x € Bcns,go (z) = p?- x} et V = ENFil® B+ est un Qp-espace

Cris
vectoriel de dimension 2. Puisque la catégorie BC¢ est abélienne, on dispose d’une suite

exacte 0 — Hom(B3,C) — Hom(E,C) — Hom(V,C).

Soit e un élément de Q2 tel que {e,¢(e)} soit une Qp-base de Q2 ; alors 'appli-
cation By & E1 — E,(z,2') — ze + 2'p(e) est un isomorphisme. Par conséquent,
Hom(E, C') est un Qp-espace vectoriel de dimension 2. Puisque 6 : By — C' est analy-
tique en vertu de (iii), Pespace Hom (B2, C) est non nul; il suffit donc de montrer que
la fleche F' : Hom(E,C) — Hom(V,C) est non nulle. Soient f, f' : E — C définies
par f(z-e+ 2" - ¢(e)) = 0(z) et f'(x-e+ 2" p(e)) = O(z) pour tous z,2' € Ey;
alors F'(f) = F(f") = 0 entraine que ¢"(e) € Fil' BJ; pourtoutn € Netdonce € tBY

ce qui est absurde. <

cris’
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Remarquons également que, par construction, I'espace de Banach-Colmez associé i
tout B;’R—module de longueur finie est connexe. Par conséquent, d’apres la proposition 7.3.2,
pour tout B;R—module de longueur finie M et tout espace de Banach spectral étale V,
Hompcg, (M, V) =0.

Proposition 9.1.2. — Soit D un p-module effectif. Alors E(D) est naturellement muni d’une
structure d’espace de Banach-Colmez de dimension tx (D) et de hauteur égale au rang de D.

De plus, Uapplication naturelle E(D) — M (D) est analytique.

Démonstration. — D’apres la proposition 5.3.3, le résultat est connu lorsque toutes les pentes
de D sont < 1. Supposons le résultat connu lorsque toutes les pentes de D sont < m — 1 pour
un entier m, et montrons-le lorsque D est de pentes < m. En écrivant la décomposition
isocline de D, on peut supposer que celui-ci n’a qu’une seule pente et qu’elle appartient a
I'intervalle Jm — 1, m].

Soient D1 un @-isocristal effectifeta : D — B:j;is ® K, D1 une application Ko[p]-linéaire.
On dispose alors d’une application linéaire E(a) : E(D1) — E(D) définie par E(a)(f) =
(id®f) o a. La paire (D1, «) est dite admissible si E () est surjective et si son noyau est un
Qp-espace vectoriel de dimension finie ; la donnée d’une paire admissible (D1, @) telle que

toutes les pentes de D1 soient < m — 1 munit D d’une structure d’espace de Banach-Colmez.

Soient a présent f : D — D’ un morphisme de p-isocristaux effectifs et (D1, o), (D], &)
des paires admissibles respectives pour D et D', de pentes < m — 1. Alors f induit un
morphisme E(f) : E(D') — E(D); on peut ainsi construire & = E(D1) X g(py E(Dy).
En choisissant des bases de D, D', Dy et D’l et en écrivant les matrices de o, o/ et f dans
ces bases, on montre de méme qu’a la proposition 9.1.1(iii) que E est un fermé analytique
de E(D1) x E(D}); par conséquent, f est analytique. En particulier, en appliquant ce
résultat & f = id : D — D, on voit que la structure analytique sur D ne dépend pas du
choix de la paire admissible (D1, ).

Montrons qu’il existe au moins une paire admissible (D1, «) avec D7 de pentes < m — 1.

Soient h le rang de D, ¢ : D — D le Frobenius de D et notons D' = (D,p~1p). La
+

cris
d’apres [9, 5.3.7(1)], un élément du noyau de cette fleche est un morphisme D — B

+
valeurs dans t B_ ;..

— C donne un morphisme naturel F(D) — Homg,(D,C);
+
cris @

composition par 6 : B

On dispose donc d’une suite exacte
0 — E(D') — E(D) — Homg,(D,C),

ot E(D') — E(D) est la multiplication par t.

Soit u € Ej tel que §(u) = 1. Alors la multiplication par 42 induit une injec-
tion E(D,p ™) — E(D') et un carré commutatif

E(D,p~"*p) —— Hom, (D, C)

|

E(D') Homy, (D, C).
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“mFlp) est a pentes dans [0,1], et par conséquent F =

Le -isocristal effectif (D,p
E(D,p~™%1p) est un espace de Banach-Colmez effectif. Par conséquent, la flecche F —
Hompg, (D, C) s’identifie a I'injection F' — F¢ (ot F est I'enveloppe vectorielle de F',
5.4.1); on en déduit que I'image de cette fleche engendre Hompg, (D, C'). Puisque I'image

de la fleche du haut engendre Hompg, (D, C), il en est de méme de celle de la fléche du bas.

Soient donc (v1,...,vy) € E(D’) dont les images forment une base de Homg, (D, C);
soit D1 = D' & Kpe1 @ ... & Kpep, muni de ¢ défini par ¢(e;) = pe;, et soit  : D —
B;is ® Dy définie par a(x) =t @z B vi(x)e1 @ ... B vp(z)ep. Alors a est Ko[p]-linéaire
et Dy est de pentes < m — 1; de plus, E(D;) = E(D’) @ E!. Par construction, I'image
de F(a) : E(D1) — E(D) contient tE(D’), et la flecche composée E(D1) — E(D) —

Hompg, (D, C) est surjective ; par conséquent, F(«) est surjective et la suite
(9.1.3) 0 — E(D') — E(D) — Homg,(D,C) — 0

est exacte. De plus, le noyau de E(a) est ER NtE(D’), c’est donc un Qp-espace vectoriel

de dimension h. Par conséquent, (D1, «) est une paire admissible.

Enfin, puisque la suite 9.1.3 est exacte, on a dim E(D) = dim E(D") + h = tx(D)
et ht E(D) = ht E(D’) = h.

Il reste 2 montrer que E(D) — M(D) est analytique. Il existe des entiers m, n et une
injection naturelle analytique E(D) — B ; puisque B)', — M (D) est analytique d’aprés
la proposition 9.1.1, on voit que E(D) — M (D) est analytique. <

Proposition 9.1.4. — [5, Théoréeme A| Soit D un p-module effectif. Alors toute filtration

faiblement admissible sur D est admissible.

Démonstration. — Pour toute filtration Fil sur D, la suite exacte 0 — V(D) — E(D) —
M (D) est analytique; si Fil est faiblement admissible, alors ti(D) = tN(D) entraine
dim E(D) = dim M (D), et ty(D’") < tN(D’) pour tout sous-objet D’ de D entraine
que V(D) est un Qp-espace vectoriel de dimension finie [5, 4.3(i)] et donc un espace
de Banach-Colmez de dimension nulle. On en déduit que le conoyau X de E(D) — M (D)
est de dimension 0 et donc un espace de Banach-Colmez étale. Puisque M (D) est connexe,
on a donc X = 0, ce qui signifie que E(D) — M(D) est surjective et donc [5, 5.7]
que Fil est admissible. <

9.2. L’extension universelle de B par Q,. — Soient B = BdR/Bj{R et Be =
{2 € Bais, () = z}. On note encore, pour tout entier m, By, = Bi;/Fil" B, ;
alors By = C' et By,+1 est une extension de B, par C'(m). On dispose alors de la suite

exacte suivante ([9, 5.3.7(111)]) :
(9.2.1) 0 — Q — B. — B — 0.

On rappelle que pour tous entiers positifs premiers entre eux d,h, on note Eg, =
Eqpn = {:c € B;is, goh(x) = pdx} ; on a donc en particulier, pour tout entier m, F,, =
{x € B;isv p(x) = pm:c}. On dispose alors d’une suite exacte courte d’espaces de Banach

p-adiques, qui est analytique et donc une suite exacte courte dans BC¢ :

(9.2.2) 0 — Qy(m) — Ep — B, — 0,
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et on a encore Be = h_H)lEm(—m), B = @Bm(—m), ce qui permet de considérer B,
et B comme des limites inductives d’espaces de Banach-Colmez et la suite 9.2.1 comme une

suite exacte de limites inductives d’espaces de Banach-Colmez.

Pour tout espace de-Banach-Colmez X, on pose donc

X}p = Hom(X, B) = lim Hompc,, (X, Bm(—m)).
meN

Un Bg—R—module M est dit de cotype fini si HomB(J{R(]W7 E) est de type fini; ceci revient a
dire que M est extension d’'un module de longueur finie par un module divisible de cotype
fini (donc de la forme (B)™). De plus, cette extension est (non canoniquement) scindée. En

particulier, si M est de cotype fini et de type fini, alors il est de longueur finie.

Proposition 9.2.3. — (1) Pour tout espace de Banach spectral étale V',
Vir = lim Homa, (V, Byn(—m)) = Homg, (V. B) = V" &g, B ;

(ii) Pour tout m, (Bp)ig = Bm(—m);
(iii) Pour tout C-espace vectoriel W, Wi = Homg(W,C(—1)) = W*(-1);
(iv) Pour tout espace de Banach-Colmez X, X est un B;R-module de cotype fini.

Démonstration. — (i) est une conséquence de la proposition I.4.4.

(i1) découle de la pleine fidélité du foncteur de la catégorie des B(TR—modules de longueur

finie vers celle des espaces de Banach spectraux (proposition 9.1.1).
(iii) est un cas particulier de (ii).
(iv) Le résultat est vrai dans les cas particuliers ou X est un Qp-espace vectoriel ou un

C-espace vectoriel de dimension finie d’aprés ce qui précéde. Dans le cas général, X est le

quotient d’une extension de tels objets, et donc le résultat est encore vrai. <

Définition 9.2.4. — Notons L¢ la catégorie dont les objets sont les triplets (M, V, f),
ou V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, M un BIR—module de longueur finie,
et f: M —V ®q, B une application B;‘R—linéaire, et dont les morphismes entre deux
objets (M, V, f) et (M', V"', f') sont les couples de morphismes (v € Homg, (V, V'), w €
HomB;rR(M, M) tels que wo f = f'ow.

Se donner un objet f : M — V ®q, B de L¢ revient a se donner une application
Q,-linéaire f* : V¥V — M*, ot V'V est le dual de V' comme Q)-espace vectoriel, et M* est

le dual de M comme B(;FR—module.

La promotion d’'un C-espace vectoriel de dimension finie en un BIR—module de
longueur finie fournit un foncteur naturel, que ’'on note f — f4g, de la catégorie Lg vers

la catégorie L.
Proposition 9.2.5. — La correspondance qui a un objet (M, V, f) de L associe
E(f)y=M X Ve, B) (V ®q, Be)

est un_foncteur (covariant) de la catégorie Licr vers la catégorie BC(.
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De plus, pour tout objet f de L, E(fqr) est un espace de Banach-Colmez effectif naturellement
isomorphe a lobjet E( f) construit a la proposition 5.5.8.

Démonstration. — Pour tout objet (M, V), f) de L¢, E(f) est construit par le diagramme

suilvant :

(9-2.6) 0 4 E(f) M 0

| k

04>V4>V®QpBe4>V®Qp§4>O

Puisque M est un B;R—module de longueur finie, il est annulé par un idéal th;R, ce qui
signifie que I'image de f : M — V ®q, B est incluse dans I'un des V @ By, (—m); la
deuxieme ligne du diagramme peut donc étre remplacée par V. — V ®q, Epn(—m) —
V ®q, Bm(—m), et tous ces objets sont naturellement des espaces de Banach-Colmez. Par

conséquent, F(f) est naturellement un espace de Banach-Colmez.

Enfin, dire que f est un objet de LZZ revient a dire que M est un C-espace vectoriel, et

donc annulé par tB;'R ; dans ce cas, le diagramme 9.2.6 se confond avec le diagramme 5.5.9. <

Proposition 9.2.7. — Pour tout B(;FR—module de longueur finie M et pour tout espace de Banach

spectral étale V', la fléche de la proposition 9.2.5 fournit un isomorphisme canonique

Extpe, (M, V) = Hom: (M,V @q, B).

Démonstration. — 1l suffit de le prouver lorsque M = By,. Si m = 1, alors M = C, et
le résultat est celui de la proposition 5.5.6. Montrons par récurrence le cas quelconque;

supposons que G, : HomB;R(Bm, V ®q, B) — Ext]l?,cc (B, V) soit un isomorphisme.

On déduit de la suite exacte
0 — Byn(l) — Bpt1 — C — 0
une suite
0 — Ext!(C,V) — Ext'(Bni1,V) — Ext'(Bn(1),V);

cette suite est exacte a gauche et au centre. De plus, les espaces de Banach-Colmez By, (1)

et By+1 admettent les représentants

Q2)@...®Qy(m+1) Ei(1)®...® E1(m) —— Bn(1)

| |

Q1) ®Qp(2)®... & Qp(m+1) — E1 & Ei(1)... & E1(m) — By

Par conséquent, pour toute extension X de B, (1) par V' dont un représentant est le
complexe V' — E’, I'espace de Banach-Colmez défini par V' @ Qp,(1) — E' @ Ej est
une extension de By,.1 par V, et donc la flecche Ext!(B41,V) — Ext!(B,,(1),V) est
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surjective. On peut alors écrire le diagramme

0

Ext!(C,V) Ext!(B41,V)

QT ﬁm«le Bm(l)T

0 — Homp: (C,V®g, B) — Hom(By+1, V&g, B) — Hom(B,(1),V@g, B) — 0

Les deux lignes sont exactes, la fleche a est un isomorphisme d’apres la proposition §.5.6,
et la fleche f3,,(1) est un isomorphisme par hypothése de récurrence; donc (3, est un

isomorphisme. <

Proposition 9.2.8. — Soit h > 1. Alors HomBCg (C,Ey1 ) =0.

Démonstration. — Soit f : C — FEjj un morphisme analytique. Alors o f est un

endomorphisme analytique de C, donc soit un isomorphisme, soit nul.

Supposons que f soit un isomorphisme. Alors Ej j, est engendré par f(C) et par le
noyau V de 0 ; puisque C' est de dimension 1 et de hauteur nulle, et V' de dimension nulle
et de hauteur h, cette somme est directe, autrement dit on peut écrire Fy j, = C' @ @ph. Par
conséquent, Hom(E j,, C') est un C-espace vectoriel de dimension h + 1, ce qui contredit

la proposition §.4.2.

Par conséquent, 6 o f = 0, ce qui signifie que f(C) C V'; puisque C' est connexe, ceci
entraine que f(C) = 0, et donc que f = 0. <

Proposition 9.2.9. — Soit I/ un espace de Banach-Colmez effectif. Alors

(i) Hom(C, E) est un C-espace vectoriel de dimension finie ;

(i) soit n la dimension de cet espace, alors C™ est un facteur direct de E ;

(i) ht(E) = dime¢ Hom(E, C) — dime Hom(C, E).

Démonstration. — Soit h la hauteur de F.

Si E est de dimension nulle, alors c’est un Qp-espace vectoriel ; en particulier, puisque
E est un groupe spectral étale, Hom(C, E') = 0, et Hom(E, C) est un C-espace vectoriel

de dimension h.

Si E est de dimension un, la proposition 6.2.7 prouve qu’il existe un entier A’ > 1 et
un Qp-espace vectoriel V”, de dimension " = h — I/, tels que E = Ey s & V. Si
h' = 0, alors E est isomorphe 3 la somme directe C' & @ph; on a alors Hom(C, E) = C
et Hom(E,C) = C & Ch. Si ' > 0, alors Hom(C, E) = Hom(C, Ey y) = 0 daprés
la proposition 9.2.8, et Hom(E,C) = C" @ C"". Dans les deux cas, on a bien h =
dimc Hom(E, C) — dimec Hom(C, E).

Montrons par induction sur d le cas ou d > 2. Soit E un espace de Banach-Colmez effectif
de dimension d et de hauteur A, dont une présentation est 0 — V. — E W — 0.
Soit W = W’ & W” une décomposition non triviale de W et posons £/ = E xy W/
et B = E xyw W"; alors E' et E” sont des extensions respectivement de W' et W par V,
et E' +y E” s'identifie 3 F. En particulier, E’ et E” sont des espaces de Banach-Colmez de
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hauteur h et de dimension strictement inférieure a d ; par hypothése d’induction, ils vérifient

donc les conclusions de la proposition.

Par construction de E’, Hom(C, E’) s’identifie au sous-ensemble des morphismes
analytiques f : C' — E tels que 7(f(1)) € W’; on a donc bien Hom(C,E) =
Hom(C, E") @ Hom(C, E”). Par conséquent, Hom(C, E) est un C-espace vectoriel de
dimension finie.

De plus, puisque ' = E' +y £, Hom(E, C') = Hom(E', C) X gom(v,c) Hom(E"”, C) ;

par conséquent,

dime Hom(E, C) — dime Hom(C, E) = (dim¢ Hom(E', C') + dime Hom(E", C) — h)
+ (dime Hom(C, E') 4+ dime Hom(C, E"))
=h

donc FE vérifie la condition (iii).

Enfin, remarquons que, puisque Hom(C,Q,) = 0, I'image de 'application V' — E’ =
C™ @& F' est incluse dans F”; de méme, I'image de application V. — E” = C"' @& F" est
incluse dans F”’. Par conséquent, on peut écrire B = E' +y E” = O+ @ (F' 4y F"),

donc la condition (ii) est vérifiée. <

Soit f: W — V ®q, C(—1) un objet de Lg de hauteur h et soient W’ = Ker(f),
W"=W/W'et f": W" —V ®q, C(—1) I'application quotient. On dispose alors d’une

suite exacte d’espaces de Banach-Colmez effectifs
0 — W' — E(f) — E(f") — 0.

En outre, d’aprés ce qui précede, E(f")} s’identifie & VA et E(f)¢ est de dimension h +

dime W'; par conséquent, la suite
0 — V& — E(f)t — Kerf) — 0

est exacte.

Proposition 9.2.10. — Soit 0 — E' — E 5 C — 0 une suite exacte courte d’espaces
de Banach-Colmez effectifs. On suppose que E est connexe et de dimension 2. Alors le mor-

phisme Ef. — (E') est surjectif.

Démonstration. — Nous savons d’apres la propositon §.4.3 que le noyau de lapplication
d’enveloppe ¢ : © — E¢ est un sous-espace étale de I, qui ne contient par conséquent

pas E'. Soit u : E — C un morphisme analytique tel que w(E’) # 0; puisque E’ est de
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dimension 1, u(E’) = C et on peut donc former le diagramme commutatif

V—V
0 E E——=(C 0
| e
0 C—1= 2 C 0.

Comme FE est de dimension 2, le noyau V de £ — C' 2 est étale. Par conséquent, il existe

un morphisme f: C? — V ®q, C(—1) tel que E = E(f) et E' = E(f o 1).

D’apres ce qui précede, on dispose alors du diagramme

0 — Vs — B Ker(f)* —— 0

| |

0—— Vi —— (E/)"év —— Ker(foi)* —=0
Puisque Ker(f oi) — Ker(f) est injective, on voit que Ef, — (E') est surjective. <

Proposition 9.2.11. — Soient M, N deux B;‘R-modules de longueur finie et X une extension
de M par N dans la catégorie des espaces de Banach-Colmez. Alors X est un BQ'R-module de

longueur finie.

Démonstration. — 1l suffit de le démontrer lorsque M = N = C'; par commodité, on
notera N = C(1). Soit 0 — C(1) — X — C — 0 une suite exacte d’espaces

de Banach-Colmez. La structure analytique sur By est donnée par le diagramme

00— QP(1> - C(l) D @p<1) —C(1) —=0

| |

0—= Q1) ——C(1) & By By ——0
| |
C———(C.

Soient 0 — V — E — X — 0 une présentation de X et B/ = E xx V(1); quitte
a étendre E, on peut en outre supposer que E’ est un espace de Banach-Colmez effectif.
Puisque X est de dimension 2, E est de dimension 2 et £’ de dimension 1; de plus, on
dispose de suites exactes 0 — E' — E — C — 0et0 — V — E' ™ C(1) — 0. Enfin,
si 'image de la composante neutre Ey de E dans C' n’est pas C, alors ¢’est un sous-espace
étale de C' et elle est donc nulle, donc 'image de E est 'image de sa partie étale, ce qui est

absurde. Par conséquent, I'image de Ejy est C' et on peut donc supposer que E est connexe.

D’aprés la proposition 9.2.10, il existe un prolongement analytique u : E — C(1)
de 7 : B/ — C(1). Alors l'application u ® 0 : E — C(1) @ E; définit un morphisme
analytique v : X — By prolongeant I'identité de C'(1). On dispose par conséquent d’un
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diagramme commutatif

00— C(1) X C 0
0——=C(1) Bl: ct*w 0

et I'extension X est donc donnée par la fleche analytique w : C — C, c’est-a-dire par un
élément de C'. Par conséquent, on a bien Extllgcc (c,c)=C= EthlBiR(C’ C). <

9.3. Constructibilité. — Pour tout espace de Banach-Colmez X, on note X;R le
dual du B;‘R—module Xin et Xqr le Bgqr-espace vectoriel X;_R ®B:1ra Bgr. On déduit

immédiatement de la proposition 9.2.3 le résultat suivant :

Proposition 9.3.1. — (1) pour tout espace de Banach spectral étale V', Vd—;{ =V ®q, B(—ii_R ;
(11) pour tout BCTR—module de longueur finie M, MJR =M,
(ii1) pour tout espace de Banach-Colmez X, Xd+R est un B(J{R—module de type fini, et XqR est un
Bar-espace vectoriel de dimension finie.

Soit X un espace de Banach-Colmez. Une application Qp-linéaire X — Bji_R est dite
analytique si toutes les applications déduites X — B, sont analytiques. De méme, pour
tout B;R—module de type fini M, une application X — M est dite analytique si toutes les
applications X — M ®p+ B, sont analytiques.

dR

On voit alors que X — Xd+R vérifie une propriété universelle : tout morphisme analytique

de X vers un B:{R—module M se factorise de fagon unique par X(;FR.

Proposition 9.3.2. — Soit X un espace de Banach-Colmez. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

() il existe une suite exacte de la forme 0 — 'V — X — M — 0, ou V est un espace de Banach
spectral étale et M est un BCTR-module de longueur finie ;
(i) Papplication d’enveloppe ¢ : X — XS'R est injective ;
(iii) il existe un B;{‘R—module de type fini N et une injection analytique X C N.

Démonstration. — (i) = (ii). D’apreés la proposition 9.2.7, il existe un objet f : M — V®Qp§
de L¢ tel que X = E(f). On dispose d’une suite exacte d gauche 0 — Mjz — Xz — V.
Se donner f € Vi revient a se donner une application Qp-linéaire f : V. — B,
qui s’étend donc en une application B(;FR—Iinéaire de V ®q, B;R dans B. Soit X le
sous—Bg{R—module di V ®q, Bdr engendré par X ; alors j; se prolonge en une application
B;{'R—linéaire X — B, etlafleche composée X — X — B est analytique. Par conséquent,
la suite 0 — Mz — Xjg — Vgr — 0 est exacte et il en est donc de méme de la suite
duale 0 — V ®q, BIR — XJR — M — 0. On dispose alors du morphisme de suites

exactes

0 Vv X M 0

L]

00—V &g, Big Xdr M 0.
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Puisque les deux fleches verticales extrémes sont injectives, on en déduit que X — Xd+R est
injective.
(1) = (). II suffit de remarquer que XIR est un BJR—module de type fini d’aprés la

proposition 9.3.1.

(iii) = (i). Montrons le résultat plus fort suivant : soit X un espace de Banach-Colmez
muni d’une injection analytique dans un B;R—module de type fini N. Alors il existe un
quotient M de NN tel que X — M soit surjective et que son noyau V' soit un Q,-espace

vectoriel de dimension finie.

11 suffit de savoir prouver ce résultat lorsque N = B,;, pour un entier m > 1. Sim = 1,
alors X C C'; d’aprés le lemme fondamental 8.3.2, ceci entraine que X = C' ou X est étale.

Dans le premier cas, il suffit de prendre M = C'. Dans le second cas, M = 0 convient.

Supposons le résultat connu lorsque N = By, _1 et soit X C B,,. On peut alors former

le diagramme commutatif (dont les lignes sont exactes et dont les colonnes sont injectives) :

0 X' X X" 0
oo
0 — B,-1(1) By, C 0

Toujours d’aprés le lemme fondamental, X" est étale ou égal a C. Si X" est étale, alors
toute section continue de X — X" est analytique ; on peut donc écrire X = X' @ X", et
I’hypothése de récurrence s’applique 2 X’. Supposons donc que X” = C'. Par hypothése de
récurrence, il existe un entier 7 < m — 1 tel que X' — By,—1(1) — B, (1) soit surjective
et que son noyau V soit un Qp-espace vectoriel de dimension finie. On dispose alors du

diagramme commutatif suivant :

0 X' X X" 0

I

0 BT(1> > Br+1 —(C ——>0

ou la fleche X — B,y est la composée X — B,, — Byy1. Puisque les deux fleches
extrémes sont surjectives, il en est de méme de X — B,41; en outre, son noyau coincide

avec celui de X’ — B, (1), et est donc un Q,-espace vectoriel de dimension finie. <

Définition 9.3.3. — On dit qu'un espace de Banach-Colmez X est constructible s’1l satisfait
les conditions de la proposition 9.3.2.

On dit que X est a pentes finies 5’1l est constructible et si X(—ii_R est un B;R—module libre.

Il revient donc au méme de dire que X est a pentes finies et que X — XgR est injective.

Par exemple, tout espace de Banach spectral étale est un espace de Banach-Colmez a
pentes finies. De méme, pour tous d, h, puisque (Eq )iz = (Big)", Eqp esta pentes finies.
L’espace de Banach-Colmez associé a un BgR—module de longueur finie est constructible

mais n’est pas a pentes finies.
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Proposition 9.3.4. — Soit X un espace de Banach-Colmez constructible. Il existe alors une filtration

canonique et fonctorielle, scindée de facon non canonique,
X =F'X > FtX > F®X,

ott FOX/F+ X est étale, FTX/F>®X est connexe et a pentes finies, et F*°X est un BJR-module

de longueur finie.

En outre, F'T X est le plus grand sous-espace de Banach-Colmez connexe de X, et F®X est le
plus petit sous-espace de Banach-Colmez de F+ X tel que F+ X /F>®X soit a pentes finies.

Démonstration. — L’existence de F'"X est une conséquence de la proposition 7.3.3; on

peut donc supposer X connexe.

Soit M la partie de torsion du BCTR—module X;‘R ;alors N = X;‘R/M est un B('IR—module
libre, et 'extension 0 — M — X;‘R — N — 0 est scindée de facon non canonique. Alors
I'image de M dans XJR est incluse dans X et, d’apres la proposition 9.3.7, la fleche M —
X est analytique. On pose alors F°X = M et Y = X/F*>X. Puisque Yd—;{ = N,
on voit alors que Y est a pente finies; de plus, c’est par construction le plus grand

quotient a pentes finies de X. Enfin, toute rétraction de M — X;R fournit une rétraction

de F*X — FTX. <

Proposition 9.3.5. — Soit X un espace de Banach-Colmez constructible. Alors

Ext'(X, B) = lim Ext! (X, By (—m)) = 0.

Démonstration. — Soit 0 — V' — X — M — 0 une présentation de X. On dispose alors

de la suite exacte longue
0 — (M)4g — Xig — (V)ir — Ext'(M, B) — Ext!(X, B) — Ext'(V, B) ;
il suffit par conséquent de vérifier le résultat lorsque X est étale ou lorsque c’est un

B(;FR—module de longueur finie.

Si X est étale, alors toute section Qp-linéaire continue d’une extension 0 — B, —
Y — X — 0 est analytique, donc Ext! (X, B,,) = 0 pour tout m. Enfin, le cas ot X est

un Bg‘R—module de longueur finie est une conséquence de la proposition 9.2.11. <

Proposition 9.3.6. — Le foncteur qui a un espace de Banach-Colmez constructible X associe le
B(;FR—module XdJrR est exact et fidele.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 9.3.5. <

Proposition 9.3.7. — Soient X, Y deux espaces de Banach-Colmez constructibles. Alors
Hom(X,Y') s’identifie a I'ensemble des applications BIR-linéaires f: X;_R — d—il_% telles
que f(X)CY.

Démonstration. — Soient f vérifiant les conditions de I’énoncé et g : X — X X Y le graphe

de f. Alors g s’étend en une application B;‘R—linéaire g: XJR — XS_R X Yd—;{; on peut
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donc former le diagramme suivant :

+ + +
Xir > Xqr X YR

L

X X xY

. . , v+ —

Par construction, le produit fibré X ji; X (X xYh) (X XY) est X. Pour tout m, notons X, =
+ _ v .

Xar ®BIR Bpoet Y, =Yr ®B:R Y. ; ce sont des espaces de Banach-Colmez, et pour m

assez grand, le produit fibré X, X x, xy,, (X X Y) s’identifie encore 2 X. Par conséquent,

g: X — X XY estanalytique. Il suffit de composer avec la premiére projection pour en

déduire que f est analytique. <

9.4. Morphismes entre espaces de Banach-Colmez élémentaires. — On rappelle
que, pour tous entiers d, h premiers entre eux, on note FEy/, = Egp. En particulier, on
notera Fg = Fg 1. D’apres ce qui précede, (Ed,h)g_R est un B;’R—module libre de rang h, et
sii:Bgp — BCTR désigne I'injection canonique, alors 'application d’enveloppe est donnée
par (i,iop,...,i0¢@" 1)

Proposition 9.4.1. — Soient d, d, d” sont quatre entiers positifs tels que d = d' + d" et h > 1.
Notons B = Ed,h; E = Ed’,h et B = Ed”,h'

L’application

v E" ®q, Qule]/(¢" —p?) — Hompc,(E', E)
' a®e" — [r ¢ (a- )

est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels.

Démonstration. — Posons M = Qp[go]/(goh — p%). Remarquons qu’on n’a pas imposé

que d’, d” soient strictement positifs. Le cas ot d’ = 0 est évident (car Eg , = Q,n est étale),

P
le cas ott d” = 0 ne Pest pas (on détermine alors I'algébre des endomorphismes de Ej ).

D’aprés la proposition 9.3.7, 1(a ® ¢") est bien un morphisme d’espaces de Banach-

Colmez entre E' et FE pour tout a € E” et pour tout r = 0,...,h — 1. De plus,
puisque B;—R est un anneau intégre, 'application ¥ est injective.

Rappelons que (Egp)iz = (Big)" et que le morphisme d’enveloppe est dé-
fini par u(z) = (z,9(x),...,0o" Y(x)). Alors pour tous a € E" et r =
0,....,.h—1, Y(a® g@r)jirR est 'endomorphisme de (B:{R)h qui a (zg,...,Tp_1) as-
socie (" (a)xy, ..., ¢" Ya)zy_1,plaxg, ..., p%e" " (a)z,_1). On voit ainsi que ¥ est
injective.

Notons F = Hompc,(E',E). Alors F et un sous-Qp-espace vectoriel

de End((BI)"). Soit Fil”' F I'ensemble des éléments f € F tels que fi(Bi)™) C
(Fil? Bir)". Alors pour tout élément f de Fil”' F et pour tout = € Fil? E', f(x) appar-
tient 3 Fil? E; or, Fil¥ E’ et Fil? E sont des Qjp-espaces vectoriels de dimension h, ce qui

N g . . )
entralne que Fil?" F est un Qp-espace vectoriel de dimension au plus h2.
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Par conséquent, on dispose du diagramme commutatif suivant :

0— (Fil¥' B o M — (B") @ M — (Byr) @ M ——= 0

| i |

Fil¥' F F F/Fil¥' F ——=0

0

LEN . . . . . . "
La premiére ligne est exacte par construction de E” et 1) est injective ; de plus, F// Fil?" F est
. . . "
par construction un sous-Qp-espace vectoriel de (B:{R)h/(Flld Bi)" = (By)". Par
conséquent, 1) est bijective, et on peut donc écrire F = (E")" = E" ®¢g, M. <

Proposition 9.4.2. — DPour tous entiers d,h premiers entre eux, ’algébre d’endomorphismes de

Pespace de Banach-Colmez Eqp, est le corps gauche Lg j, d’invariant d/h sur Q.

Démonstration. — Par construction, il existe un morphisme d’algebres Lq;, — End(Eqp).
1l suffit d’appliquer la proposition 9.4.1 avec d” = 0 pour voir que ce morphisme est

surjectif. <

On en déduit immédiatement que pour d,h premiers entre eux et n > 1, lalgebre
d’endomorphismes de Ejq,, est une algebre de matrices de taille n x n a coeflicients

dans Ly p.

Proposition 9.4.3. — Si d' < d alors Hompc, (E,E’) = 0.

Démonstration. — En effet, un tel morphisme est de la forme x —— > ¢;¢'(z) pour des
éléments ¢; de Bl ; puisque I'image de E dans (Bjz)" engendre (BJR)" comme B, -
module, les ¢; doivent vérifier ¢; £ C E’. En particulier, puisque Fil? E # 0 et Fil? E' = 0, 1a
multiplication par ¢; n’est pas injective. Puisque B:{R est integre, ceci implique que ¢; = 0. <

Proposition 9.4.4. — Avec les notations de la proposition 9.4.1 (et sous Uhypothése d' < d),
Extpe,, (E, E) = 0.
Démonstration. — Notons M = By, M" = By ; il existe alors un Qp-espace vectoriel V' de
dimension h et des présentations
0O —V —FEF — M — 0, 00—V —E — M — 0.
Puisque la catégorie BC¢ est abélienne, on dispose des suites exactes longues
0 — Hom(M',E) — Hom(E',E) — Hom(V,E) —
Ext'(M',E) — Ext!(F',E) — Ext!(V, E),
0 — Hom(M',V) — Hom(M',E) — Hom(M', M) —
Ext'(M', V) — Ext!(M',E) — Ext'(M’, M).
Or puisque d < d, nous savons que Hom(M’,E) = 0, Hom(M',M) = M/,

Ext!(M',V) = Hom(M',V ®q, B) = V ®qg, (M')* et Ext'(M’, M) = M’, donc
Ext!(M’, E) est un Bl -module de longueur au plus d’h.

De plus, Hom(M’, E) = 0, Hom(FE’, E) est un espace de Banach-Colmez de dimen-
sion (d — d’)h et de hauteur h? d’aprés la proposition 9.4.1 et Hom(V, E) = VV ® E est un
espace de Banach-Colmez de dimension dh et de hauteur h?, donc Ext'(E', E) = 0. <
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10.1. Catégories de Harder-Narasimhan. — Rappelons d’abord la définition d’une

catégorie exacte au sens de Quillen ([17, 1.0.2]).

Définition 10.1.1. — Une catégorie additive € est dite exacte si elle est munie d’une
. . u v - .

classe & de suites de morphismes 0 — E' — E — E" — 0 (dites suites exactes de €) ; les

morphismes 1 et v apparaissant dans ces suites sont dits respectivement monomorphismes stricts

et épimorphismes stricts telle que :

(CE1) Toute suite isomorphe a une suite de & appartient a &

(CE2) Soient E’, E” deux objets de &, alors lasuite 0 — E/ — E'® E" — E" — 0
est une suite de &.

(CE3) Pour toute suite 0 — FE' = E = E” — 0de &, v est un conoyau de u et u est
un conoyau de v.

(CE4) La classe des monomorphismes stricts et celle des épimorphismes stricts sont stables
par composition.

(CEs) Soient u : E/ — FE un monomorphisme strict et f : E/ — F une fleche de €,
alors la somme amalgamée E + g F existe dans €, et la fleche canonique u+pgr F' :
F — FE +pg F est un monomorphisme strict. De méme, soient v : £ — E’ un
épimorphisme strict et f : F' — E” une fleche de €, alors le produit fibré E X g F'
existe dans %, et la fleche canonique v X g F' : E X gn F' — F est un épimorphisme
strict.

(CE6) Soitv : E — E" une fleche de ¢ ayant un noyau; s’il existe une fleche f: F — E
telle que v o f soit un épimorphisme strict, alors v est un épimorphisme strict. De
méme, soit u : B/ — E une flecche de € ayant un conoyau; s’il existe une
fleche f: E — F telle que f owu soit un monomorphisme strict, alors u est un

monomorphisme strict.

Un foncteur exact entre deux catégories exactes est un foncteur qui préserve les suites exactes.

En particulier, une catégorie abélienne, ou encore la catégorie des modules libres de type
fini sur un anneau fixé, sont de facon évidente des catégories exactes. Il est également clair

que la catégorie opposée a une catégorie exacte est encore exacte.

Dans toute cette partie, € est une catégorie exacte. Par extension de la définition des
monomorphismes et épimorphismes stricts, on appellera sous-objet strict un sous-objet dont le
monomorphisme associé est strict; on note ¥ < F' pour dire que E est un sous-objet strict
de F', et & < F pour dire que E est un sous-objet strict de F' distinct de F'.

Définition 10.1.2. — On dit que € est une catégorie de Harder-Narasimhan si elle est munie
d’un foncteur exact 7 vers une catégorie abélienne 4, et de la donnée de deux fonctions d
et 7, définies sur € et 6, respectivement et a valeurs dans N, additives pour les suites exactes

courtes, telles que :

(HN1) pour tout objet E de &, r(n(E)) = 0 si et seulementsi £ =0;
(HN2) si f : E — F est un morphisme de € tel que 7(f) soit un isomorphisme,

alors d(F') > d(F), avec égalité si et seulement si f est un isomorphisme ;
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(HN3) pour tout objet E' de €, le foncteur n réalise une injection entre les sous-objets
stricts de E et les sous-objets de n(E) ;

(HNy) si f : F — G est la composée d’'un monomorphisme strictc ' — FE et d’'un
épimorphisme strict £ — G, alors il existe une décomposition f =vogowu ouu

est un épimorphisme strict, ¥ un monomorphisme strict et 77(g) un isomorphisme.

On appelle d et r respectivement le degré et le rang.

Un foncteur de Harder-Narasimhan entre deux catégories de Harder-Narasimhan ¢ et ¢’
est la donnée de deux foncteurs F' : 6 — ¢, F,, : 6, — Cg,lz tels que F' conserve le degré,
F,, conserve le rang, et Fyon=1mn'oF.

Proposition 10.1.3. — Pour que I"axiome (HNy) soit vérifié, il suffit que € admette des produits
fibrés de monomorphismes stricts, compatibles & ceux de €y, c’est-a-dire que si F', F" sont deux
sous-objets stricts de E, alors le produit fibvé F' = F' xp F" existe dans E, F — FE est un

monomorphisme strict et n(F) = n(F") X gy n(F").

Démonstration. — Soit f : F' — G la composée d’'un monomorphisme strict F' — E
et d’'un épimorphisme strict ¥ — G, et notons H le noyau de £ — G. Alors le
produit fibré = F' X H existe dans €, et F' xg H — F est un monomorphisme strict,
donc F' = F/(F x g H) existe dans €. Puisque F' — F est un monomorphisme strict, on
peut former la somme amalgamée G’ = F’ +p E. Le morphisme f : F' — G se décompose
alors en F' — F' — G’ — @. Par construction, n(F") et n(G’) sont respectivement la
coimage et I'image de 7(f) dans la catégorie abélienne %), et sont donc isomorphes dans

cette catégorie. <

Pour tout objet E de %, on note encore r(E) = r(n(E)). Notons que I'axiome (HN3)
implique que si F < F, alors 7(E) < r(F'), avec égalité si et seulement si £ = F. En
particulier, si 7(E) = 0, alors £ = 0. On définit donc, pour tout objet non nul E de €,
w(E) = d(E)/r(E). Remarquons que, pour tout objet F, ensemble des p(F') pour tous

les sous-objets stricts F' de E est un ensemble fini de rationnels.

Lemme 10.1.4. — Soit 0 — E' — E — E"” — 0 une suite exacte courte d’objets non
nuls de €. Alors les trois nombres rationnels (E"), p(E), w(E") forment une suite constante ou

strictement monotone.

Démonstration. — Notons d’, d, d” et 7', 7, 1" les degrés et rangs respectifs. Alors, puisque d =
d+d" ecr=r"+7", wW(E) = %M(E') + TTNM(E”), donc p(E) est barycentre a coeficients
strictement positifs de pu(E’) et u(E”). <

Définition 10.1.5. — Un objet E de la catégorie € est dit stable si, pour tout F' < E non
nul, u(F) < p(E); il est dit semi-stable si, sous les mémes conditions sur F', u(F) < p(E).

D’apres le lemme 10.1.4, la stabilité de E' équivaut encore i : pour tout /' < E non nul,

u(F) < p(B/F).

Lemme 10.1.6. — Soit E un objet de €. 1l existe un F' < E stable et tel que pu(F') > p(E).



108 10. Filtration de Harder-Narasimhan

Démonstration. — Notons S la famille des A < E non nuls et tels que u(A) > u(E); en
particulier, S contient F/, donc n’est pas vide. Le rang des objets de S est un entier compris
entre 1 et r(E); il existe donc un objet F' de S de rang minimal. Supposons que F' ne soit
pas stable : il existe alors un G < F tel que u(G) = p(F), et donc pu(G) = u(E); par
conséquent, G appartient 3 S, et 7(G) < r(F'), ce qui est absurde. <

Lemme 10.1.7. — Soient E/ un objet de € et F' X E semi-stable ; alors les trois conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) pour tout tout F < F' X E, u(F') > u(F);
(1) pourtout0 # G X E/F, u(G) < u(F);
(iii) pour tout 0 # G < E/F stable, u(G) < p(F).

Si ces trois conditions sont vérifies, on dit que F' est costable dans I

Démonstration. — 11 est clair d’aprés le lemme 10.1.4 que (i) et (ii) sont équivalentes, et

que (ii) implique (iii). Enfin, le lemme 10.1.6 montre que (iii) implique (ii). <

Lemme 10.1.8. — Soient Fy, Fy deux sous-objets stricts de E tels que Fy soit semi-stable et F
soit costable dans E. Si Fy n’est pas un sous-objet strict de Fy, alors 1(Fy) > pu(Fy).

Démonstration. — Supposons que F] ne soit pas un sous-objet strict de Fy. Alors le
morphisme canonique f : F1 — E/F5 est non nul. Par 'axiome (HNy), il existe une
factorisation f = vogowu ot u: F; — F est un épimorphisme strict, v : Fy — (E/F)

un monomorphisme strict et 77(g) est un isomorphisme.

Par conséquent, d’aprés 'axiome (HN2), d(F]) < d(F3), et donc puisque r(F}) = r(F}),
p(F) < p(F%). En outre, Fy étant semi-stable, p(Fy) < p(Fy); de plus, Fo étant costable
dans F avec Fy < E/Fs, p(F5) < u(Fy). Par conséquent, u(Fy) < p(Fy) < p(F3) <
p(F2). <

Lemme 10.1.9. — Si Fy, F5 < FE sont tous deux semi-stables et costables dans F, alors F'y = F5.

Démonstration. — Supposons que f(F7) et p(Fy) sont différents, par exemple p(Fy) >
((Fy). Par le lemme 10.1.8, on a alors F] < Fy. Puisque Fj est semi-stable, ceci entraine
que p(F1) < p(Fy), ce qui est absurde. Par conséquent, on a bien p(F) = pu(Fy). 1l suffit
alors d’appliquer deux fois le lemme 10.1.8 pour voir que F1 = F5. <

Proposition 10.1.10. — Tout objet E de € contient un unique sous-objet strict F' qui est a la fois

semi-stable et costable.

Démonstration. — L’unicité étant assurée par le lemme 10.1.9, il suffit de montrer qu’un tel
sous-objet strict existe. Soit F' un sous-objet strict de F/, maximal pour I'ordre lexicographique
sur (u(F),r(F)); un tel objet existe car d et r ne prennent qu’un nombre fini de valeurs

sur les sous-objets stricts de I£. Montrons que F' est semi-stable et costable.
Si G % F,alors u(G) < u(F); donc F' est semi-stable.

Si F < G,alorsr(G) > r(F) ; donc par construction de F', nécessairement i(G) < u(F).
Donc F' est costable. <
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Lemme 10.1.11. — Soit 0 = Fy < F1 < ... < F,, = E une filtration croissante de E par des
sous-objets stricts, telle que les quotients F;/F;_1 soient semi-stables. Alors les conditions suivantes

Lo
sont équivalentes :

(i) pour tout i, F;/F;_1 est costable dans E/F;_1 ;
(i1) la suite des pu(F; )/ Fi—1) est strictement décroissante.

Une filtration satisfaisant les deux conditions est dite filtration de Harder-Narasimhan.

Démonstration. — Supposons (i) vérifiée. Alors, F;/F;_1 étant costable dans E/F;_q,
pour tout G < (E/F;_1)/(F;/Fi—1) = E/F;, p(G) < w(F;/F;_1); en particulier,
pw(Fip1/F;) < p(F;/Fi—1). Par conséquent, la filtration (F}) vérifie (ii).

Réciproquement, supposons que (F;) vérifie (ii). Soit G < (E/Fy—2)/(Fn_1/Fn—2) =
F,_1/F,_o; alors, F,_1/F,_o étant semi-stable, u(G) < u(E/F,_1), et d’apres (ii),
wWE/F,—1) < w(Fn—1/F,—2). Par conséquent, u(G) < p(Fh—1/Fn_2), et
donc F,—1/F,,_2 est semi-stable.

Montrons par récurrence descendante sur @ que, pour tout i, F;/F;_1 est stable
dans E/F;_y. 1l suffit pour cela de montrer que, pour tout G < (E/F;_1)/(F;/Fi—1) =
E/F; stable, u(G) < w(E/Fi_1).

Si G <X Fiy1/F;, alors, ce dernier étant semi-stable, u(G) < p(Fit1)/Fi < w(F;/Fi—1).
Sinon, par hypothése de récurrence, Fji1/F; est costable dans E/F;; puisque G n’est
pas inclus dans Fj11/F;, d’aprés le lemme 10.1.8, u(G) < pu(Fip1/F;), et donc p(G) <
W(Fy/Fir). <

Proposition 10.1.12. — [13, Prop. 1.3.9] Tout objet £ de € admet une unique filtration de

Harder-Narasimhan.

Démonstration. — L’existence est une simple application par récurrence de la proposi-
tion 10.1.10. Par ailleurs, si (Fj;) est une filtration de FE satisfaisant les hypotheése,
alors (F/F1)i>2 est une filtration de E/F) satisfaisant les hypotheses; on peut donc

raisonner par induction sur le rang de E pour montrer 'unicité. <

10.2. Catégories d’applications linéaires. — On rappelle (9.2.4) que L est la catégorie
des triplets (M, V, f) ot M est un B(;FR—module de longueur finie, V' est un Qp-espace
vectoriel de dimension finie et f est une application B:{R—linéaire M —V ®q, B.

En se restreignant aux objets M — V ®q, B tels que tM = 0, on obtient une
sous-catégorie pleine Lg de L¢, dont les objets sont les applications QQ,-linéaires W —
V ®q, C(—1), ot W est a présent un C-espace vectoriel de dimension finie. Tout ce
qui est dit ci-dessous de la catégorie Lo s’applique également, de maniére évidente, a la

sous-catégorie pleine Lg.

Proposition 10.2.1. — La catégorie Lo est une catégorie abélienne (et donc exacte).

De plus, la sous-catégorie pleine L ¢ des objets (M, V, f) de L tels que f soit injective, munie
des suites qui sont exactes dans Lo, est encore une catégorie exacte.
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Démonstration. — Puisque la catégorie des B(J{R—modules de longueur finie et celle des
Qp-espaces vectoriels de dimension finie sont abéliennes, tout monomorphisme et tout
épimorphisme de L sont stricts. Par conséquent, la catégorie L est exacte.

Un monomorphisme (m,v) : (f' : M' — V' ®q, B) - (f: M —V ®q, B)
de Lf est strict dans Lf o si et seulement si son conoyau est un objet de Lf ¢, ¢’est-a-dire si
Coker m — Coker(v®q, B) est injective. De plus, tout noyau dans L d’un épimorphisme

de Lf¢ est encore un objet de Lf o ; par conséquent, tout épimorphisme de Lf¢ est strict.

Puisque Lfc est une sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne L, elle vérifie

automatiquement les axiomes (CE1) a (CE3) et (CEo6).

Soient f — f' <% f” deux monomorphismes stricts composables de L. Alors v o u
a un conoyau dans Lf, qui est une extension de Cokeru par Coker v ; par conséquent,
Lf ¢ vérifie 1a condition (CEy).

Soit f' «— f =5 g un diagramme de Lf, ot u est un monomorphisme strict. Alors
la somme amalgamée ¢’ = g+ f’ existe dans Lf¢, et est naturellement munie d’une
fleche g - ¢'. De plus, cette fleche est un monomorphisme, et elle a un conoyau, qui est

isomorphe a Coker u ; par conséquent, c’est encore un monomorphisme strict de Lfc. On

voit ainsi que Lfo vérifie (CEs). <

Proposition 10.2.2. — Avec les notations de la proposition 10.2.1, la catégorie L o, munie du
foncteur fibre ) défini par (M, V, f) =V, du rang r(V') = dimg,, V' et du degré d(M,V, f) =
lgBd+R M, est une catégorie de Harder-Narasimhan.

Démonstration. — Pour tout objet (M, V, f) de Lf¢, si (V) = 0 alors V' = 0. Puisque f :
M — V ®q, B est injectif, ceci entraine que M = 0. Par conséquent, Lfc vérifie
laxiome (HN1).

Soitu = (m,v) : (M,V, f) — (M',V, f) tel que n(u) soit un isomorphisme. Se donner

un tel u revient a se donner un diagramme commutatif d’applications BJR—linéaires

M4m>M/

A

V ®q, B.

Puisque f est injective, M est un sous-Bjp-module de M’, et donc d(f) < d(f’);
de surcroit, s’il y a égalité, alors m est un isomorphisme, et donc u : f — f’ est un

isomorphisme. Par conséquent, axiome (HN2) est vérifié.

Soit (M, V, f) un objet de Lf . Alors un sous-objets (M’ V', f’) est strict si et seulement
si le quotient (M", V", f") est un objet de Lfc, c’est-a-dire si M" — V" ®q, B est
injective. Ceci implique que M" est 'image de M dans V" ®q, B. Par conséquent,
(M', V') f) est uniquement déterminé par le sous-objet V'’ de V, et donc I'axiome (HN3)

est vérifié.

Enfin, soient (N, W’ ¢') et (N”, W" g"") deux sous-objets d’un objet (M, V, f) de Lf¢,
etsolent W =W'NW" et N = M N (W ®q, B). Alors g: N — W ®g, B est un objet
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de Lfc et c’est le produit fibré ¢’ x ¢ ¢"; de plus, n(g) = W = n(g’) Xn(f) n(g"). Par
conséquent, (HNy) est vérifié. <

Lemme 10.2.3. — Soit M — V ®q, B un objet de Lic; on suppose que M n’est pas un
B;'R-module monogene. Soit également N un quotient non trivial de M . Il existe alors une application
B:R-linéaire a: M — B telle que pour tout quotient strict V" de V., M = Ker(a)) + Ker(M —
v ®Q, E)

Démonstration. — Soit t un générateur du noyau de 6 : BJ'R — C et soit n le plus
petit entier tel que "M = 0. Alors I'application M — V ®q, B donne un plongement
de M dans V' ®q, Bp. Le choix de ¢ permet d’identifier les Bj-modules de longueur
finie M et By, a des C-espaces vectoriels de dimension finie munis d’'un endomorphisme
nilpotent ¢. De plus, le choix d’une base de V permet d’identifier V ®q, By a (C[t]/t™)".
Soit (e1, .. ., €,) une famille de C'[t]-générateurs de M etsoit Alamatrice de M — V®q, By,
dans ces bases. Notons enfin L I'extension de Q) engendrée par les coefficients des
matrices A, tA, ..., "L A. Cest une extension finie de Q,, et il existe donc une application
C[t]-linéaire « : N — B, de coordonnées (ay,...,a;) dans la base (eq,...,e,) dont les

images dans C'/ L sont Q-linéairement indépendantes.

Alors pour & € M et pour toute application Qp-linéaire surjective v : V. — V"’ le
systeme {a(z) = 0, (v ®q, By)(x) = 0} est non dégénéré par construction. Il s’ensuit que
on peut toujours écrire M = Ker o + Ker(M — V" ®q, By). <

Proposition 10.2.4. — Soit M — V ®q, B un objet stable de Lf o' 1l existe alors une application
B:R-linéaire a: M — B telle que (Ker o) — V ®q,, B soit soit nul, soit un objet stable de Lf ¢

Démonstration. — Si M est monoggene, il suffit de choisir ¢ injective. Par conséquent, on peut
se limiter au cas ou M n’est pas monogene. D’apreés le lemme 10.2.3, il existe alors o : M — B
tel que, pour tout quotient V' — V" distinct de V, M = Ker(a) +Ker(M — V" ®q, E)

Soient M" = a(M) et M" = Ker(a); notons enore h = dimg, V' et d, d’, d’ les
longueurs respectives de M, M’ et M". Enfin, pour tout quotient V" de V, on notera h”
la dimension de V" et N, N’ les images respectives de M, M’ dans V" ®@q, V.

Puisque M — V' ®q, B est stable, pour tout V",

lgps N ¢
W
De plus, puisque 0 — N’ — N + M"” — M"” — 0 est exacte, on voit que lgBj{R N' =
lgBd+ N — lchT (N +p M"). Or, par construction de «, on sait que N 457 M"” = 0,
R R

donclgz+ N’ =lggz+ N. Finalement, on en déduit que, pour tout quotient strict V- — V7,
drR dR

lgBIR N/

d
T

ce qui signifie que M’ — V ®q, B est stable. <
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10.3. Espaces de Banach-Colmez a pentes finies. — Rappelons qu'un espace
de Banach-Colmez X est dit a pentes finies (9.3.3) s’il est constructible et si X;'R est
un B:R—module libre de type fini. Dans ce cas, I'application X — Xgr est injective.

Proposition 10.3.1. — Soient X un espace de Banach-Colmez a pentes finies et Y un sous-espace
de Banach-Colmez de X . Alors :
— Y est a pentes finies ;
—s0it Y =Yar N X, alors Y est un sous-espace de Banach-Colmez a pentes finies de X, et le
quotient X /Y est a pentes finies ;
— 5i X/Y est a pentes finies, alors Y =Y .

Démonstration. — (i) Puisque X est A pentes finies, X C Xgg, et donc Y C Xgr, donc

Y est 4 pentes finies.

(ii) Puisque X et Y sont 4 pentes finies, la fleche naturelle X/Y — Xgr/Yqr est

injective, donc X /Y est a pentes finies.

(iii) Supposons que X /Y soit a pentes finies; alors X/Y C Xgr/Yqr, or cette fleche se
factorise par X/Y, donc X/Y — X/Y est injective. Par conséquent, Y =Y. <

Théoréme 10.3.2. — La catégorie des espaces de Banach-Colmez a pentes finies, munie du foncteur n
défini par n(X) = Xqg, de la fonction rang égale a la dimension du Bgg-espace vectoriel X 4R
(et donc a la hauteur de X), et de la fonction degré égale a la dimension de X, est une catégorie

de Harder-Narasimhan.

Démonstration. — Soit € la catégorie des espaces de Banach-Colmez a pentes finies.
Puisque € est la sous-catégorie pleine de la catégorie abélienne des espaces de Banach-Colmez
dont les objets X sont tels que X;_R soit un B;R—module libre de type fini, un épimorphisme
(ou un monomorphisme) f de € est strict si et seulement s’il est strict dans la catégorie des
espaces de Banach-Colmez et si fqg est strict dans la catégorie des Bqgr-espaces vectoriels de

dimension finie. Puisque ces deux catégories sont exactes, on en déduit que % est exacte.

Puisque, pour tout objet X de €, X(;FR est un BCTR—module libre, la catégorie € vérifie
Paxiome (HNT).

Soit f : X — Y un morphisme de € tel que fqr soit un isomorphisme ; ceci signifie
que 'on a linclusion X C Y C Xgr = Y4r, autrement dit X est un sous-objet de Y.
Par conséquent, puisque dim(Y) = dim(X) + dim(Y/X), I'axiome (HN2) est vérifié. De
méme, si X, X' C Y etsi Xqr = X/, alors il est clair que X = X', et donc (HN3) est
vérifié.

Enfin, soient Y/, Y"” deux sous-objets stricts de X dans &. Alors I'espace de Banach-
Colmez Y =Y’ xx Y existe, et de plus Yk = (Y')1x XXt (Y")dg ; par conséquent,
Yd—;{ est un B;{'R—module libre, donc Y est un objet de €. De plus, Y =YgrnX=Y'NY";
puisque Y/ et Y sont stricts, on a Y’ = Y’ et Y7 = Y”, donc Y = Y. Par conséquent,
Y est un sous-objet strict de X . On déduit alors de la proposition 10.1.3 que la catégorie €
vérifie (HN4). <
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10.4. Objets stables. — Dans tout ce qui suit, d, h sont deux entiers strictement positifs.
On note £ = Egp, ECTR la B;}’R—enveloppe de E,eti: E — B:R, t: B — E;R les

morphismes canoniques.

Soit f : V' — M un objet de L, de rang h et de degré d.

Proposition 10.4.1. — Soient V' un Qp-espace vectoriel de dimension h, M un B&"R—module de
longueur d < h, et f 'V — M une application Qp-linéaire injective et dont I"image engendre M
comme Bg‘R—module.

Alors il existe un sous-B:{R-module non trivial X de M tel que E('fR RXCLRfHIERV).

Démonstration. — 11 suthit de le démontrer pour M = B,;,, avec m < d; quitte a plonger B,
dans By, on peut donc supposer que M = By. Pour r = 0,...,h, notons alors F, =
Ker(EQV L8, Eiz®By — E{;®B,);ilsuffit de montrer que .® f : Fy_1 — C(d—1)"

est surjective.
Montrons par récurrence sur 7 qu’il existe un morphisme analytique injectif u, :
Eivpn®V — Egp ®V et une application Qp-linéaire injective f : V' — By_,, dont

I'image engendre Bg_, comme BCTR—module, tels que le carré

®f;
Eqrp@V ek, Bh_,

S

Egnov 21 pn

soit commutatif.

Soit (e1,...,eq) une base de V'; alors f est donnée par les \; = f(e;) € By. Une
application linéaire u : leLl — Bg est de la forme u(z1,...,xp) = (Y1,...,Yn) avec y; =
>4 5,s9°(xj) pour des coefficients w; j s € Ey . Dire qu'il existe f : V' — By faisant
commuter le diagramme signifie que la fleche composée ngl,h = Eg,h 8, Bg NoL
est nulle. Il suffit pour cela que, pour tous j, s, 7,

h

> 0N (i) =0 ;

=1
d’apres la proposition 6.2.3, ceci est possible avec des (ui,j,,ﬂ)jzl,“_yh linéairement indépen-

dants sur @, et donc une application u : ngl h o Eg injective.

On voit ainsi par récurrence qu’il existe un diagramme commutatif

LR fn_
B @V —5C(d— 1)

| |

Egnov 2L ph

ou fp—1:V — C estinjective. D’apreés la proposition 6.2.3, on en déduit que ¢ ® fr,_1 est
surjective et donc que I'image de f contient C(d — 1)". <
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Proposition 10.4.2. — Soit f : M — V ®q, B un objet de Lo de rang h et degré d.
Notons v : Egp — (Ed,h):R Papplication d’enveloppe.

Si f est stable, alors I"application
: ) Hom(V,Ez) — Hom(M, (Eqp)lR)
f®u: i
u — ((ou)@g, Bly)o f

est surjective.

Démonstration. — Remarquons que le cas ot d = 1 entraine que M = C et a donc été

démontré dans la proposition 6.2.3.

Prouvons par récurrence le cas ou d > 2. Soient d > 2, h > d deux entiers, V un
Qp-espace vectoriel de dimension h, M un Bi'R—module de longueur d, et f : M —
V ®q, B un objet stable de L¢.

D’apres les propositions 10.4.1 et 10.2.4, il existe une suite exacte courte de B:R—modules
0 — M — M — M — 0

telle que f': M’ — V ®q, B soit encore stable et que Hom(M", (Ed,h)jl_R) soit inclus
dans I'image de 'f ® .

Notons d’, d” les longueurs respectives de M’ et M" ; alors d’ + d” = d. On notera E =
Eqn, E' = Eg p, et E” = Egv . Chacun des BCTR—modules E:{R, (E’)(TR et (E”)&LR est
canoniquement isomorphe a (BSFR)h ; on les identifiera donc tous a ECJ{R.

Puisque d’ < d, 'hypothése de récurrence s’applique a f” et donc 'f’ @/ : Hom(V, E') —
Hom (M, Ed+R) est surjective ; par conséquent son noyau NN est un Qn-espace vectoriel de

dimension h. De plus, la multiplication dans B définit une application bilinéaire E” x N —

cris
Hom(V, E) et donc un morphisme analytique et injectif v : E” ®q,, N — Hom(V, E). De
plus, par construction, (!f’ ®1') o a = 0. Puisque les couples (dimension, hauteur) respectifs

de E” ®q, N, Hom(V, E) et Hom(M’', Ejy) sont (d"h, h?), (dh, h?) et (d"h,0), on en

déduit que la suite
0 — E"®q, N — Hom(V,E) — Hom(M',Efz) — 0
est exacte.

Finalement, les deux lignes du diagramme suivant sont exactes :

0 E"®q,, N Hom(V, E)

e

0 — Hom(M", Ej;) — Hom(M, Ej;) — Hom(M’, EJ;) —= 0

Hom(M',Efz) —= 0

Puisque Hom(M", E:{R) est inclus dans I'image de !f ® ¢, g est surjective. On déduit alors

du diagramme que !f ® ¢ est surjective. <1

Théoréme 10.4.3. — Soit X un espace de Banach-Colmez a pentes finies stable, de hauteur h et de
dimension d. Alors X est isomorphe a Eg p,.

Démonstration. — Identique 2 celle de la proposition 6.2.7, moins ’hypothése d = 1. <
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Proposition 10.4.4. — Les espaces de Banach-Colmez a pentes finies stables sont exactement

les Eqp, on d, h sont premiers entre eux, et Qp = Eo 1.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que, pour tous d, h premiers entre eux, Fy j, est stable.
Par la proposition 10.1.12, nous savons que Fgj admet un quotient stable X ; d’apres la
proposition 10.4.3, il existe d’, i’ tels que X soit isomorphe 3 E,. Supposons que E — X
ne soit pas un isomorphisme. Alors la pente d’/h’ est strictement inférieure A d/h. Donc,

d’apres la proposition 9.4.3, £ — X est le morphisme nul, ce qui est absurde. <

Proposition 10.4.5. — Tout espace de Banach-Colmez a pentes finies semi-stable est isomorphe a
un produit direct d’un nombre fini de copies de g p,.

Démonstration. — D’apres le théoréme 10.4.3, un tel espace de Banach-Colmez est extension
successive d’espaces isomorphes a £/ = FEgp,; or, d’apres la proposition 9.4.4, une telle

extension est triviale. <
Théoréme 10.4.6. — Soit X un espace de Banach-Colmez a pentes finies.

(i) X est muni d’une unique filtration décroissante (Fil* X)qe(o, o0 dont les gradués Gr® X
sont semi-stables de pente cv ;
(i1) pour tout o € QN [0, 00, il existe un entier ng, (X)) (presque toujours nul) tel que Gr* X =
EZQ(X), et Gr® X = 0 pour tout v ¢ Q;
(iii) la filtration Fil est fonctorielle par rapport a X : pour tout morphisme f : X — X' d’espaces
de Banach-Colmez constructibles et pour tout o, f(Fil* X) C Fil* X’ ;

(iv) la filtration Fil est scindée (de facon non canonique), c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme

X~ @ Ex-.

a€l0,+00[NQ

(non canonique)

Démonstration. — (1) D’apres la proposition 10.1.12, X admet une unique filtration
de Harder-Narasimhan 0 = Xg C X;... C X, = X, cest-a-dire que les quo-
tients X;/X;_1 sont semi-stables et de pentes i; strictement décroissantes.
Pour tout @ € R, notons Fil* X = X; ot 7 est le plus petit entier tel que pu(X;/X;-1) <
a. Alors Fil est une filtration décroissante sur X ; les gradués de cette filtration sont les
Gr® X = Fil* X/ lim Fil® X.
—
B>a
Pour tout o, Gr® X est un espace de Banach-Colmez a pentes finies, semi-stable de pente a.
(ii) Avec les notations précédentes, s'il existe i = 1,...,d tel que pu(X;/X;—1) = «
alors Gr® X est isomorphe 3 X;/X;_1, et Gr™ X est nul sinon. De plus, la proposition 10.4.5

entraine que Gr® X est une somme directe d’'un nombre fini de copies de E,,.

(iii) et (iv) résultent respectivement des propositions 9.4.3 et 9.4.4. <l
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Résumé

L’objet de cette these est I'étude d’une classe d’espaces de Banach p-adiques munis d’une structure analytique

qui interviennent naturellement dans la théorie de Hodge p-adique.

Un espace de Banach spectral p-adique est un espace de Banach p-adique muni d’une algebre de fonctions
analytiques 4 valeurs dans un corps complet et algébriquement clos C. Par exemple, @), muni de I'algebre
des fonctions continues a valeurs dans C, ou C' lui-méme, muni de 'algébre des séries formelles de rayon de

convergence infini, sont des espaces de Banach spectraux p-adiques.

Un espace de Banach-Colmez est un espace de Banach spectral qui s’obtient par extensions et quotients a partir
de C et Qp. La premiére partie de cette thése est consacrée a la démonstration que la catégorie des espaces
de Banach-Colmez est abélienne, et munie de fonctions « dimension » et « hauteur » qui sont additives
et telles que dimC =1, htC' = 0, dimQ, = 0 et ht Q, = 1. Par exemple, pour tous entiers d,h > 0,
Eqpn = {x € B:;is? oM (z) = pdm} est un espace de Banach-Colmez a pentes finies, dimension d et de hauteur h.

Soit K un corps p-adique non ramifié. Il existe alors un foncteur naturel de la catégorie des ¢-modules sur K
vers celle des espaces de Banach-Colmez, et 'image par ce foncteur d’'un ¢-module D est de dimension égale au
nombre de Newton de D et de hauteur égale au rang de D. Comme conséquence de ce résultat, on retrouve le

théoréme « faiblement admissible implique admissible ».

Un espace de Banach-Colmez est dit a pentes finies s’il se plonge de facon analytique dans un Bggr-espace
vectoriel de dimension finie. On montre que la catégorie des espaces de Banach-Colmez a pentes finies posseéde
des propriétés analogues a celle des fibrés vectoriels sur une courbe projective lisse, la hauteur jouant le role du

rang, et la dimension celle du degré.

Plus précisément, tout espace de Banach-Colmez a pentes finies X est canoniquement muni d’une filtration
décroissante indexée par [0, +00[NQ. De plus, les gradués de cette filtration sont presque tous nuls et isomorphes

a des sommes directes d’espaces Eg p, ou d, b sont premiers entre eux.

Abstract

This thesis studies a class of p-adic Banach spaces with analytic structure that naturally occur when studying

p-adic Hodge theory.

A spectral p-adic Banach space is a Banach space endowed with an algebra of analytic functions that take values
in an algebraically closed complete field C. For example, QQ,, with the algebra of all continuous functions with
values in C, or C itself, with the algebra of all formal series with infinite radius of convergence, are spectral p-adic

Banach spaces.

A Banach-Colmez space is a spectral Banach space obtained by way of successive extensions and quotients from C
and Q). The first part of this thesis establishes that the Banach-Colmez spaces form an abelianc category, and that

there exist dimension and height functions, which are additive, and such that dimC' =1, ht C =0, dimQ, =0
+

and ht Q, = 1. For example, for every integers d,h > 0, Eg ), = {x € B ol = pdx} is a Banach-Colmez

space and has dimension d and height h.

Let K¢ be an unramified p-adic field. Then there exists a functor from the category of ¢-modules over Ky to
that of Banach-Colmez spaces, and this functor maps a p-module D to a space of dimension equal to the Newton
number of D and of height equal to the rank of D. As a consequence of this, one finds a new proof of the
« weakly admissible implies admissible » theorem.

A Banach-Colmez space has finite slopes if it is analytically embeddable in a Bqr-vector space of finite dimension.
The category of Banach-Colmez spaces with finite slopes has properties analogous to those of vector bundles on a

projective smooth curve : height is analogous to rank and dimension to degree.

More precisely, each Banach-Colmez space with finite slopes is canonically endowed with a decreasing filtration
indexed by Q. Moreover, the graded spaces of this filtration are almost all zero and isomorphic to a direct sum

of spaces Fgq j, where d, h are coprime.



