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Résumé

Les bases de Grobner constituent un outil important pour la résolution de
systemes d’équations algébriques, et leur calcul est souvent la partie difficile de
la résolution. Cette these est consacrée a des analyses de complexité de calculs de
bases de Grobner pour des systemes surdéterminés (le nombre m d’équations est
supérieur au nombre n d’inconnues).

Dans le cas générique (”aléatoire”), des outils existent pour analyser la com-
plexité du calcul de base de Grébner pour un systéme non surdéterminé (suites
régulieres, borne de Macaulay). Nous étendons ces résultats au cas surdéterminé,
en définissant les suites semi-régulieres et le degré de régularité dont nous donnons
une analyse asymptotique précise. Par exemple des que m > n nous gagnons un
facteur 2 sur la borne de Macaulay, et un facteur 11,65 quand m = 2n (ces fac-
teurs se répercutent sur 'exposant de la complexité globale). Nous déterminons la
complexité de 'algorithme F5 (J-C. Faugere) de calcul de base de Grobner.

Ces résultats sont appliqués en protection de I'information, ou les systemes sont
alors considérés modulo 2 : analyse de la complexité des attaques algébriques sur
des cryptosystemes, algorithmes de décodage des codes cycliques. Dans ce dernier
cas, une remise en équation complete du probleme conduit a utiliser des systemes
de dimension positive dont la résolution est de maniere surprenante plus rapide.
Nous obtenons ainsi un algorithme de décodage efficace de codes précédemment
indécodables, permettant un décodage en liste et applicable a tout code cyclique.

Abstract

Grobner bases constitute an important tool for solving algebraic systems of
equations, and their computation is often the hard part of the resolution. This
thesis is devoted to the complexity analysis of Grobner basis computations for
overdetermined algebraic systems (the number m of equations is greater than the
number n of variables).

In the generic ("random”) case, tools exist to analyze the complexity of Grébner
basis computations for a non overdetermined system (regular sequences, Macaulay
bound). We extend these results to the overdetermined case, by defining the semi-
regular sequences and the degree of regularity for which we give a precise asymptotic
analysis. For example as soon as m > n we gain a factor 2 on the Macaulay bound,
and a factor 11,65 when m = 2n (these factors are reflected on the exponent of global
complexity). We determine the complexity of the F5 Algorithm (J-C. Faugere) for
computing Grobner bases.

These results are applied in information theory, where the systems are then
considered modulo 2 : analysis of the complexity of the algebraic attacks on crypto-
systems, algorithms for the decoding of cyclic codes. In this last case, a new equation
set-up of this problem leads to use systems of positive dimension for which the re-
solution is in a surprising way faster. We thus obtain an effective algorithm for
decoding codes previously undecodable, allowing list decoding and applicable to
any cyclic code.
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Introduction

Le probleme de la résolution des systemes d’équations algébriques est un pro-
bleme fondamental dont les applications, tant académiques qu’industrielles (ro-
botique, codes correcteurs, cryptographie, etc.), sont nombreuses. Les problemes
provenant d’applications industrielles comme la robotique possedent généralement
autant de contraintes que de parametres, et les solutions intéressantes sont les so-
lutions réelles. Cela signifie que 'on cherche a résoudre un systeme d’équations po-

lynomiales fi(z1,...,2,) =0,..., fu(x1,...,2,) =0, ot les f; sont des polynoémes
a coefficients rationnels (nous omettrons par la suite les égalités a zéro et les va-
riables, et considererons le systeme fi, ..., f,). Un tel systéme possede généralement

un nombre fini de solutions, dont la plupart ne sont pas rationnelles ou réelles mais
complexes, et 'expression de ces solutions ne peut se faire explicitement.

Les domaines des codes correcteurs d’erreurs et de la cryptographie constituent
un autre champ d’application de la résolution de systemes d’équations algébriques.
Pour les systemes a coefficients rationnels, le probleme de trouver les racines réelles
n’est pas algébrique. Par contre, le probleme de trouver les solutions d’un systeme
dans un corps fini I'est : il suffit en effet pour obtenir les solutions dans le corps fini
F, d’ajouter pour chaque variable x I’équation 27 — . Le systeme obtenu possede
alors nécessairement un nombre fini de solutions, et est fortement surdéterminé
(il possede plus d’équations que d’inconnues) : il est formé des n équations de
corps (pour chacune des n variables), plus les équations de départ qui peuvent étre
également tres nombreuses (par exemple des relations entre des messages en clair
et des messages chiffrés en cryptographie).

Les bases de Grobner constituent un outil important pour la résolution de
systemes algébriques, et leur calcul est souvent la partie difficile de la résolution.
Elles servent par exemple a résoudre le probleme Ideal Membership d’appartenance
a un idéal, qui est EXPSPACE-complet. La complexité du calcul de base de Grobner
dans le cas le pire est 920 (ot n est le nombre de variables), mais pour des systémes
possédant un nombre fini de solutions, la complexité n’est plus que simplement ex-
ponentielle : DO") (o D est le maximum des degrés des polynomes engendrant
l'idéal).

Il est alors naturel de se demander ce que devient cette complexité théorique
pour un systeme surdéterminé ou pour un systeme “tiré au hasard” ? Peut-on donner
des bornes précises de complexité pour le calcul de la base de Grébner ? Pour des

xiil
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systemes avec équations de corps, le colt de la résolution est au pire celle de la
recherche exhaustive, en O(n)2" sur Fy. Comment se situe le cout du calcul de la
base de Grobner par rapport a cette recherche exhaustive ?

Cette these est consacrée a des analyses de complexité de calculs de bases de
Grobner, pour des systemes surdéterminés en général et en particulier pour des
systemes contenant des équations de corps. Ces résultats sont utilisés pour étudier
le décodage algébrique des codes correcteurs d’erreurs, ainsi que pour analyser des
attaques algébriques en cryptographie.

Mise en équations. Codes correcteurs. D’une maniere générale, il existe pour
un probleme donné plusieurs mises en équations possibles. Le choix d’une bonne
mise en équation est crucial, les calculs de bases de Grobner pour différentes mises
en équations pouvant aller de quelques secondes a plusieurs heures, voire étre im-
possibles avec les algorithmes existants. Le choix des variables, 'utilisation des
symétries du probleme, 1’élimination de solutions parasites peuvent avoir un effet
déterminant sur la complexité de résolution du probleme.

Les chapitres 2 et 6 de cette these sont consacrés au décodage algébrique des
codes correcteurs. La mise en équation est une étape cruciale pour obtenir un bon
algorithme de décodage. Nous récapitulons dans le chapitre 2 tous les systemes
algébriques utilisés pour décoder les codes cycliques, et nous en donnons au cha-
pitre 6 une classification. Tous ces systemes contiennent des équations de corps,
de la forme 22" — x olt m peut étre grand. Ces équations permettent d’éliminer
toutes les solutions parasites, mais paradoxalement leur présence constitue 1’étape
bloquante du calcul de la base de Grobner.

Nous proposons dans le chapitre 6 de nouvelles mises en équations, qui ne
contiennent plus les équations de corps. Bien qu’il soit surprenant a priori d’utiliser
pour le décodage des systemes possédant une infinité de solutions, nous montrons
que les solutions parasites sont bien controlées, et que ces systemes résolvent bien
théoriquement le probleme du décodage. En pratique, le calcul de la base de Grobner
est bien plus efficace, et cela nous permet de donner des algorithmes de décodage
efficaces, pour de nombreux codes pour lesquels aucun algorithme n’était connu
auparavant.

Suites régulieres. La complexité dans le cas le pire d'un calcul de base de
Grobner est connue depuis 'exemple de Mayr-Meyer : elle est doublement exponen-
tielle en le nombre de variables. Mais de nombreux travaux ont montré que ce pire
cas n’arrive presque jamais, et que, sous des hypotheses vérifiées par “presque tous”
les systemes, et en particuliers ceux contenant des équations de corps, la complexité
était simplement exponentielle.

Les suites régulieres ont été introduites par Macaulay au début du XX®™® siecle,
comme classe naturelle de systemes “non singuliers”. Une bonne mesure de com-
plexité du calcul d’une base de Grobner est le degré maximal atteint par les po-
lynomes intervenant au cours du calcul. Pour une suite réguliere de m < n équations
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homogenes en n variables, on peut analyser précisément la complexité du calcul de
la base de Grobner : le degré maximal des polynomes intervenant dans le calcul de
la base de Grébner est majoré par > .- (d; — 1) + 1, appelée borne de Macaulay,
ol d; est le degré du i*™° polynome de la suite. De plus, les suites régulieres sont
“génériques” : presque toute suite de m < n équations en n variables est réguliere.

Il n’existe pas de suites régulieres surdéterminées, en particulier parce que I’en-
semble des solutions d’un systeme défini par une suite réguliere de m équations en
n variables est de dimension n — m, ce qui impose m < n.

L’une des contributions principales de cette these est la définition et 'analyse des
suites semi-régulieres (Chapitre 3), qui étendent la notion de suites régulieres aux
systemes surdéterminés. Nous montrons que les suites semi-régulieres homogenes
sont exactement celles dont la série de Hilbert est

m

TIa-=% /-2

i=1

et que le degré maximal d’un élément de la base de Grobner est le premier degré d
pour lequel le d*™ coefficient de la série []", (1 — 2%)/(1 — 2)" est négatif ou nul.

L’existence de suites semi-régulieres est une question tres importante. Nous
avons vu que presque toute suite est réguliere, la conjecture de Froberg [Fro85]
généralise cette propriété aux suites semi-régulieres. Cette conjecture est prouvée
dans le cas de n+1 polynomes en n variables, mais des que le nombre de variables est
m > n+1 il n’existe pas de famille connue de suite semi-réguliere (par contre, a m,
n et le degré des polynomes fixés, il est facile de construire une suite semi-réguliere).

Analyse de F'5. L’outil que nous utilisons pour analyser les suites semi-régulieres
est I’algorithme F5 de Jean-Charles Faugere, ou plus précisément une version matri-
cielle de cet algorithme, appelée F5-matriciel, que nous décrivons chapitre 1. Nous
montrons que les suites semi-régulieres sont celles pour lesquelles il n’y a pas de
réduction a zéro dans 'algorithme F5-matriciel. Cette propriété nous permet de
prévoir le comportement de 1’algorithme a chaque étape du calcul.

Pour des suites régulieres homogenes en position de Noether, nous donnons une
borne sur le nombre de polynomes de la base de Grobner pour l'ordre du degré
inverse lexicographique, ce qui nous donne en corollaire une nouvelle preuve de
la borne de Macaulay. Nous donnons également une formule explicite bornant le
nombre d’opérations élémentaires de l'algorithme Fb5-matriciel. En comparaison,
pour 'algorithme de Buchberger, de telles bornes n’existent que pour des systemes
de 2 variables (Buchberger) et 3 variables (Winkler).

Analyse asymptotique. Le chapitre 4 est consacré a ’analyse asymptotique du
degré maximal d’un élément d’une base de Grobner, lorsque le nombre de variables
tend vers l'infini. Nous obtenons des formules généralisant la borne de Macaulay :
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par exemple, pour une suite semi-réguliere de m = n + k polynomes en n variables,

ma(di—1 N
szl( t ) ou

avec k > 0 fixé, ce degré maximal est asymptotiquement équivalent a 5 ,

d; est le degré du i*™ polynome de la suite et k& > 0 est une constante.

Les méthodes utilisées (méthode du col et des cols coalescents) permettent d’ob-
tenir tous les termes du développement asymptotique de ce degré maximal. Ainsi,
pour 2n équations quadratiques en n variables, le degré maximal d’un élément de
la base de Grobner se comporte asymptotiquement lorsque n — oo comme :

1.71 1
— + o
ns n

d = 0.0858n+1.04n% — 1.47 + )

W=

ce qui améliore d’'un facteur de l'ordre de 11 la borne de Macaulay (n + 1), et nous
donnons la valeur exacte de chaque coefficient.

De plus, les premiers termes de ce développement asymptotique du degré maxi-
mal donnent déja une tres bonne estimation de sa valeur exacte pour de petites
valeurs de n.

Systemes avec équations de corps L’analyse de complexité des systéemes a
coefficients dans le corps fini Fy contenant les équations de corps a de nombreuses
applications, notamment en cryptographie (nous en présentons certaines au cha-
pitre 5). Dans cette these, nous donnons une définition particuliere de suites semi-
régulieres sur Fy, et une version de l'algorithme F5-matriciel incluant un nouveau
critere, qui vérifient que les suites semi-régulieres sur Fy sont exactement celles
pour lesquelles il n’y a aucune réduction a zéro dans cette version de 1’algorithme
F5-matriciel. Toutes les propriétés des suites semi-régulieres restent vraies : nous
montrons en particulier que les suites semi-régulieres sur Fy sont exactement celles
dont la série de Hilbert est

o /TI0+)

pour des suites de m équations en n variables de degrés dy, . . ., d,, plus les équations
de corps 2% + z1,...,2% + x,. Il est possible d’obtenir un développement asympto-
tique de la régularité en utilisant les mémes méthodes que dans le cas général.

Plan de lecture

Chaque chapitre contient une introduction présentant brievement son contenu.

Cette these aborde des domaines tres différents : codes correcteurs, cryptogra-
phie, algebre commutative, bases de Grobner, analyse asymptotique. Nous avons
choisi de la découper en deux grandes parties, en séparant les rappels des contribu-
tions. Les préliminaires nécessaires a la compréhension des chapitres de la seconde
partie font 'objet de chapitres dans la premiere partie.
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Préliminaires
Partie 1

Rappels sur les Décodage algébrique
@ > des codes correcteurs

d’erreur

bases de Grobner

Contributions
Partie 2 v v
Suites semi—-régulieres. Nouveaux algorithmes de @
Complexité de F5. @ décodage des codes cycliques
Analyse asymptotique de la régularité Cryptographie @
de suites semi—régulieres @ et systémes algébriques

F1G. 1 — Plan de lecture de la theése

Les rappels sur les bases de Grobner, Chapitre 1, sont utilisés dans presque
tous les chapitres de cette these, excepté le chapitre 4. En particulier, le chapitre 3
fait référence aux suites régulieres et a 'algorithme F5-matriciel, qui sont définis et
présentés dans ce chapitre 1.

Le chapitre 2 présente le décodage algébrique des codes cycliques, il est préférable
de le lire avant le chapitre 6 qui décrit de nouveaux algorithmes pour le décodage
algébrique des codes cycliques. Les propriétés théoriques (spécialisation, élimination)
autant que pratiques (choix de la stratégie de calcul) des bases de Grobner calculées
dans ces chapitres sont rappelées dans le chapitre 1.

Le chapitre 4, consacré a l’analyse asymptotique de l'indice de régularité de
la fonction de Hilbert pour des suites semi-régulieres, peut étre lu de maniere
indépendante des autres. Le chapitre 5 est lui aussi indépendant : nous montrons
comment les résultats des chapitres 3 et 4 pour les systemes a coefficients et solu-
tions dans le corps fini a deux éléments peuvent s’appliquer a ’analyse de systemes
provenant de problemes cryptographiques.
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Chapitre 1

Rappels sur les bases de GGrobner
et les suites régulieres

Ce chapitre contient toutes les définitions et propriétés des bases
de Grobner qui seront utilisées dans cette these. En particulier, nous
récapitulons les propriétés d’élimination et de spécialisation des bases
de Grobner, que nous utiliserons Chapitres 2 et 6 pour le décodage des
codes cycliques.

Nous décrivons les liens entre calcul de base de Grobner et algebre
linéaire. En particulier, nous introduisons une version matricielle, ap-
pelée F5-matriciel, de 'algorithme F5 de Jean-Charles Faugére, qui
servira de support a l'analyse de complexité des suites semi-régqulieres
au, Chapitre 3.

1.1 Introduction

Les bases de Grobner sont un outil fondamental de ’algebre commutative pour
I’étude de systemes polynomiaux. Généralisation de la division Euclidienne, de I’al-
gorithme d’Euclide pour le calcul du pged, de I'élimination de Gauss (pour des
polynomes de degré plus élevé que le degré 1), elles permettent de résoudre de nom-
breux problemes concernant les systemes polynomiaux : appartenance a un idéal,
dimension et degré de 'espace des solutions, nombre de solutions dans le cas d’un
nombre fini de solutions, calcul de ces solutions, etc.

Dans ce chapitre, nous présentons cet outil et ses propriétés principales, en parti-
culier celles dont nous nous servirons dans cette these. Nous énoncons les théoremes
et propriétés sans preuve, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a des livres
de référence sur le sujet, comme par exemple [CLO97, BW93].

Résolution d’un systeme d’équations Une des principales questions concer-
nant les systemes d’équations polynomiales est la recherche des solutions de ce
systeme. La définition suivante précise la notion de solution d’un systeme :
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Définition 1.1.1 Soit L D K une extension de corps. La variété algébrique (affine)

associée a un systeme d’équations { f1,..., fm} C K[z, ..., x,] surL est l'ensemble
des solutions (ou zéros) de {f1,..., fm} dans L, c’est-a-dire

VL(f1y ooy fm) ={(21,...yzn) €L fi(z1, ..., 20) =0Vi=1...m}
On appelle ensemble des solutions d’un systéme la variété Vie(f1, ..., fn) ot K est

la cloture algébrique de K. Un systéeme est de dimension zéro, ou zéro-dimensionnel,
si Ve(fi, ..., fm) est fini.

Nous ne ferons pas de rappels sur les idéaux, les liens entre idéaux et variétés, les
notions de dimension, de multiplicité d’une solution, etc. Nous renvoyons le lecteur
a des livres généraux comme [CLO97, BW93].

Les bases de Grobner constituent une premiere étape vers la résolution d'un
systeme. Une base de Grobner donne directement des renseignements sur les solu-
tions du systeme dans K : dimension de la variété, nombre de solutions s’il y en a
un nombre fini, degré de la variété, etc.

Trouver les solutions dans . d’un systéme de polynomes de K[z, ..., x,] avec
L D K une extension de corps distincte de la cloture algébrique de K constitue un
probleme qui peut étre difficile, comme trouver les solutions réelles d’un systeme a
coefficients rationnels. Dans le cas particulier d'un systeme a coefficients dans un
corps fini, il existe une méthode générale algébrique pour trouver les solutions dans
[F, du systeme : en effet, les éléments du corps fini [F;, sont exactement les solutions
du polynome x? — z. Cette équation s’appelle équation de corps, c’est 1’équation

qui caractérise 'appartenance au corps Fq. Ainsi, Vg, (f1,..., fm) est exactement
I’ensemble des solutions du systeme de départ auquel on a rajouté les équations de
corps. L’idéal considéré devient I = (f1,..., fm, 2§ —21,..., 22 —x,), et on a donc

la relation :

VFq(fla"')fm) :VE(fla"‘vfm’x?_$17"-7x%_x71)

De plus, l'idéal I a de bonnes propriétés : grace aux équations de corps, l'idéal
est radical' et posseéde un nombre fini de solutions (cf. lemme de Seidenberg A.2.2
page 144).

Homogénéisation Un polyndme est homogene si tous ses monomes ont méme
degré. Un idéal homogene est un idéal engendré par des polynomes homogenes. La
théorie est tres souvent construite pour des idéaux homogenes, pour lesquels les
preuves sont plus faciles. Par exemple, pour des polynomes affines, un polynéme de
haut degré peut se réduire en un polynome de bas degré lors d’un calcul de base
de Grobner, et il devient difficile d’estimer par exemple des bornes sur le degré des
polynomes. Ces problemes n’apparaissent pas pour des polyndémes homogenes.

Dans le cas général de polynomes affines, il est possible de se ramener a des
polynomes homogenes en ajoutant une variable d’homogénéisation.

1Un idéal I est radical (ou réduit) si f" € I = f € I.
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Notations Dans tout ce chapitre, K désigne un corps quelconque, K sa cloture
algébrique et S,, = K[z1, ..., x,] 'anneau des polynomes en n variables a coefficients
dans K. Dans toutes les applications, nous aurons soit K = @, R ou C un corps infini,
soit K = [F, le corps fini a ¢ éléments.

Pour s € N nous notons (S,)s = {f € S, : deg(f) = s} et J; = JN(Sy)s si
J C S,. Nous notons [i; j] 'intervalle des entiers de i & j inclus.

Nous considérerons fi, ..., f,, C .S, une suite de m polynémes homogenes en n
variables. Nous notons I = (f1, ..., fi,) l'idéal homogene engendré par les f;, et d;
le degré du polynome f;.

Plan du chapitre Dans ce chapitre nous rappelons les définitions et propriétés
des bases de Grobner (Section 1.2) et quelques-unes de leurs applications : nous
redonnons en particulier Section 1.3 les propriétés d’élimination et de spécialisation
qui seront utilisées au chapitre 6 pour le décodage algébrique des codes correcteurs.

Nous introduisons Section 1.6 les séries de Hilbert, qui nous permettent de re-
donner les propriétés des suites régulieres, définies Section 1.7.

La Section 1.8 récapitule les analyses de complexité existantes pour les calculs
de bases de Grobner. Ces analyses de complexité s’appuient sur le lien entre calcul
de base de Grobner et algebre linéaire, que nous décrivons Section 1.4. Nous don-
nons Section 1.5 une version matricielle de ’algorithme F5, appelée F5-matriciel,
dont nous analyserons la complexité au chapitre 3 pour les suites semi-régulicres,
généralisant les suites régulieres aux systemes surdéterminés.

1.2 Définitions, premier algorithme

1.2.1 Ordres monomiaux, réduction

Un probleme bien connu pour les polynomes en une variable est celui de I'ap-
partenance a un idéal : étant donnés des polynomes f, g1, ..., gn € Klz], décider si
f appartient a 'idéal (g1, ..., gmn). Ce probleme se résout simplement en calculant
g le pged de ¢4, ..., gm, puis en effectuant la division euclidienne de f par g. La
théorie des bases de Grobner généralise ce probleme aux polynomes multivariés.
Cela nécessite de définir la notion d’ordre sur les monomes, généralisant 1’ordre na-
turel par degré croissant pour les polynomes univariés. Un autre probleme est de
généraliser la notion de division euclidienne, qui devient la réduction d'un polynome
par un ensemble de polynomes.

Définition 1.2.1 Un ordre monomial admissible sur S, est une relation d’ordre
total < sur 'ensemble des monomes de S,,, vérifiant :
(i) si my < mgy et mg est un monome alors myms < momsg,
(i1) tout sous ensemble non vide de monomes admet un plus petit élément pour
lordre <.
Le point (ii) peut étre remplacé par (i)’ :
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(i)’ pour tout monome m, on a 1 < m.

Les ordres suivants sont des exemples classiques d’ordres admissibles :

Exemple. L’ordre lexicographique (Lex) avec x; > xo > ... > x, est défini
par my = x7' ... 28" <pex Mo = :vfl ...xP si le premier terme non nul dans
(o1 — B1, .., — () est négatif.

Le degré d'un monéme my = x{* ...z est degré(my) = > i | ;.

Exemple. L’ordre du degré inverse lexicographique (grevlex) avec x1 > xo > ... >
, est défini par my = 287 ... 29 <greviex Mo = 20" . .. a8 si degré(my) < degré(ms)
ou degré(m,) = degré(ms) et le dernier terme non nul dans (a; — 51, ..., a, — ()

est positif.

L’ordre grevlex appartient a la classe des ordres gradués par le degré : on compare
d’abord les degrés totaux de deux monomes, et en cas d’égalité on utilise un autre
ordre monomial admissible pour décider (par exemple I'inverse de 1'ordre Lex pour
xn, > ... > xp dans le cas de l'ordre grevlex).

Exemple. Soit w, = (wi,...,w,) € N" un n-uplet d’entiers, et < un ordre
monomial admissible. L’ordre monomial <,, pondéré par les poids w,, est défini
par my = i ... <y Mo = gl siogter | gmen < WO b

Nous verrons Section 1.3.2 d’autres exemples d’ordres monomiaux, les ordres
d’élimination.

Définition 1.2.2 Un ordre monomial admissible < étant fixé, soit p € S,, un po-
lynome, alors on peut définir les quantités suivantes :

— LM(p) le monéme de téte de p (ou Leading Monomial), qui correspond au plus

grand monome apparaissant dans p,

— LC(p) le coefficient de téte de p (ou Leading Coefficient), qui correspond au

coefficient dans p de son monome de téte,

— LT(p) le terme de téte de p (ou Leading Term), qui vaut LC(p)LM(p),

- si F C S, est un ensemble de polynomes, on note LT(F) = {LT(f) : f € F}.

On définit de méme LM(F).

— simy et my sont des mondomes, on note ppecm(my, msy) le plus petit commun
multiple de my et mq, et pged(my, ms) leur plus grand commun diviseur,
deg(p) le degré maximal d’un monome apparaissant dans p, appelé le degré
(ou degré total) de p.

Il reste maintenant a définir, pour un ordre monomial fixé, la notion de réduction
d’un polynome, qui généralise la division euclidienne.

Définition 1.2.3 Soit < un ordre admissible, soit f,g,p € K[zy,...,x,] et P C
Klzy,...,x,). On définit alors
— [ se réduit a g modulo p, noté f — g, si il existe un monome t dans f qui
p
doit divisible par le monome de téte de p, i.e. il existe deux monomes t et s

tels que g = f — #(msp, sLM(p) =t et a # 0 soit le coefficient du monome t
dans f,
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— f se réduit a g modulo P, noté f -9 si dp € P tel que f 7 g,
— f est réductible modulo p si il existe g tel que f — g,
— f est réductible modulo P si il existe g tel que f % qg,
On note encore - la cloture réflexive et transitive de la relation - (i.e. tout po-

lynome obtenu aprés un nombre fini de réductions modulo P). On dit que f est en
forme normale modulo P si f n’est pas réductible modulo P.

Une forme normale de f modulo P = {f1,..., fs} est un polynome g tel qu’il
existe a; € K[xq,...,x,] pouri € [1;8] avec f =ayfi + ...+ asfs + g et aucun des
termes de téte des f; ne divise un terme de g, i.e. f -9 et g est en forme normale

modulo P. O n note alors g = ?P.
On dit que [ est top-réductible modulo P si ?P =g et LT(g) < LT(f).

Exemple. Le résultat de la réduction d’un polynéme par un ensemble de po-
lynomes dépend fortement de l'ordre dans lesquels sont faits les calculs, il n’y a
pas unicité de la forme normale en général. Considérons par exemple les polyndémes
f= x%xg,_gl = 22 et gy = xy29 — 22 pour Pordre Lex @1 > x5. On obtient f7' =0
alors que f* = x3 # 0. Les bases de Grobner forment des ensembles particuliers
par lesquels la forme normale d’un polynome est unique.

1.2.2 Bases de Grobner : existence et unicité

Nous pouvons maintenant donner la définition mathématique d’une base de
Grobner.

Définition 1.2.4 (Base de Grobner) Soit I un idéal de S, < un ordre admis-
sible et G C I un sous ensemble fini de I. Alors G est une base de Grobner de I
pour Uordre < si (LT(G)) = (LT(I)).

Théoreme 1.2.5 Tout idéal possede une base de Grobner pour 'ordre <.

Cette base de Grobner n’est évidemment pas unique, ainsi si {g1, g2} est une base de
Grébner d'un idéal I, et si f € I alors {g1,92 + g1}, {91, 92, f} et {91,291, g2} sont
également des bases de Grobner de I, on peut comme cela construire une infinité de
bases de Grobner pour un idéal donné. En rendant tous les polynomes unitaires et
en supprimant successivement les g € G tels que LT (g) € (LT(G\{g})), on obtient
une base de Grobner minimale. La définition suivante caractérise 'une de ces bases.

Définition 1.2.6 (Base de Grobner réduite) Soit I un idéal de S,. Un sous
ensemble fini G C I est une base de Grobner réduite de I pour l'ordre < st

- LC(g) = 1 pour tout g € G,

— pour tout g € G, aucun monome de g n’appartient a (LT(G\{g})).
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Proposition 1.2.7 Soit I # {0} un idéal de S, et < un ordre monomial admis-
sible. Alors I posséde une unique base de Grobner réduite G, et G est une base de
I. En particulier, G = {1} si et seulement si Vig(I) = 0.

Dans cette these, lorsque nous parlerons de “la” base de Grobner d'un idéal, il
s’agira de la base de Grobner réduite de cet idéal pour un ordre donné.

Par exemple dans le cas de polynémes univariés, K[z] est principal donc tout
idéal est engendré par un unique élément unitaire, qui forme 'unique élément de la
base de Grobner réduite.

Considérons maintenant I'idéal I engendré par {f1, fo} = {23 — 22y, 2%y — 29> +
x}. Alors {f1, fo} n’est pas une base de Grobner de I, puisque le polynéme z fo —
yfi = x* appartient a I, mais 22 ¢ (LT(f;),LT(f2)) = (23, 2%y). Notons que la
base de Grobner réduite dépend de 'ordre monomial utilisé : la base réduite pour
lordre Lex x < y est {x — 2y?, y3} alors que pour l'ordre grevlex z < vy, la base
réduite est {z?, zy,y? — 2} (nous verrons Section 1.2.3 comment calculer une base
de Grébner).

Une des propriétés essentielles des bases de Grobner est 'unicité de la réduction
d’un polynome par une base de Grobner :

Proposition 1.2.8 Soit G = {¢1,..., g} une base de Grobner d’un idéal I, et soit
f € S,. Alors il existe un unique r € S, vérifiant :
(i) aucun terme de r n’est divisible par l'un des LT(g;), i € [1;t], i.e. 1 est en
forme normale modulo G,
(i) il existe g € I tel que f=g+r.
r est alors la forme normale de f modulo G, noté r = ?G.

La proposition suivante caractérise les bases de Grobner :

Proposition 1.2.9 Un ensemble fini G est une base de Grobner d’un idéal I pour
l’ordre < si, de maniére équivalente :

(i) vfel, 7€ =0

(i1) tout 0 # f € I est réductible modulo G

(iii) tout 0 # f € I est top-réductible modulo G

(iv) Vf eI, 3g € G LT(g)|LT(f)

La caractérisation (i) fournit un test d’appartenance a un idéal : f € I si et seule-

ment si f = 0.

1.2.3 Algorithme de Buchberger

Le premier algorithme de calcul de base de Grobner a été donné par Buchberger
dans sa these? [Buc65]. L'un des principaux outils de cet algorithme est la notion
de S-polynome.

2(C’est Buchberger qui les a appelées bases de Grobner en hommage & son directeur de these
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Définition 1.2.10 Soit p,q € S, deuz polynomes. Le S-polynome de p et q par
rapport a l'ordre < est la combinaison

_ ppem(LM(p), LM(q)) ppem(LM(p), LM(q))
Stp.g) = LT(p) e LT(q) '

Le degré du S-polynome est deg(S(p,q)) < deg(ppem(LM(p), LM(q))). Le couple
(p,q) est appelé une paire critique, et S(p,q) est le S-polynome associé a la paire
critique.

La proposition suivante caractérise les bases de Grébner a l'aide des S-polynomes.

Proposition 1.2.11 Soit G = {fi,..., fm} € Sn, 0 € G et soit S;; = S(fi, [;)
les S-polynomes associés pour l'ordre <. Alors G est une base de Grébner de
. =G .

(fi,--., fm) pour < si et seulement si S;; =0 pour tous 1, j.

L’algorithme de Buchberger calculant une base de Grobner de 'idéal (fi, ..., fm)
en découle naturellement, et est reproduit Figure 1.1. Partant de G = {f1, ..., fm},
il suffit de calculer tous les S-polynomes possibles, de les réduire par rapport a G,
et d’ajouter a GG tous les restes non nuls. On recalcule alors tous les nouveaux S-
polynomes, on les réduit par rapport a GG, et ainsi de suite. La preuve de terminaison
de l'algorithme utilise le lemme de Dickson, qui assure qu’il n’existe pas de suite
infinie strictement croissante d’idéaux monomiaux. Ce lemme n’est pas effectif, et
ne donne pas de preuve de complexité pour I'algorithme de Buchberger.

Entrée : {F = (f1,..., fm) et < un ordre monomial admissible

) une base de Grébner G = (g1, ..., ;) de I pour l'ordre <,
Sortie :
avec F C G

G:=F

P = Trier({{p,q}| p.q € G, p # q},degré)
Tant que P # () Faire

{p, q} := premier élément de P

P = P\{{p,q}}

S:=S5(p,q)
Si S #0 Alors
P := Trier(P U {{g,S}| g € G}, degré)
G:=GU{S}
Fin
Fin
Retourner G

FiG. 1.1 — Algorithme de Buchberger
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Au cours de 'algorithme, il arrive que la réduction d’un S-polynome par la base
en cours de construction GG donne zéro. On parle alors de réduction a zéro dans
I’algorithme. De méme, lorsqu’on utilise un ordre gradué par le degré, si le degré du
S-polynoéme une fois réduit est strictement inférieur a celui du S-polynoéme, on dit
qu’il y a eu une chute de degré dans ’algorithme. Les chutes de degré n’apparaissent
que lors de calculs avec des polynomes affines, et une chute de degré correspond a
une réduction a zéro de la partie homogene de plus haut degré du S-polynome.

Dans T'algorithme tel que décrit Figure 1.1, I'essentiel du temps est perdu a
calculer des réductions a zéro de S-polynomes. Il existe des criteres, qui permettent
de prédire a I'avance de telles réductions a zéro, et ainsi d’améliorer 'efficacité de
I'algorithme (voir Section 1.2.4).

On peut définir la notion de d-base de Grébner pour des polynomes homogenes
comme suit :

Définition 1.2.12 Soit I = (f1,..., fm) un idéal homogéne. Un ensemble fini G C
S, est une d-base de Grobner de I si G engendre I et que, de maniére équivalente :

—
= S(g1,92) = 0Vg1,92 € G lorsque deg(S(g1,92)) < d,
— tout f € I, avec s < d est top-réductible par G.
Une d-base de Grobner est aussi appelée une base de Grobner jusqu’au degré d.

Notons G4 une base de Grobner jusqu’au degré d, alors il existe un entier dy tel que
Ggy—1 C Ggy = Ggy41 = ... que I'on note G. Ainsi, a partir d'un certain degré
une d-base est une base de Grobner, et G, est une base de Grobner.

Nous avons décrit I'algorithme de Buchberger avec une fonction Trier(.,degré)
qui choisit en premier les paires critiques de plus petit degré. Cela revient a appliquer
la stratégie Normale [Buc65, BW93], qui semble étre plutét efficace en général.
L’algorithme de Buchberger se transforme alors aisément en un algorithme qui
calcule une d-base de Grobner : il suffit de ne considérer que les S-polynomes de
degré inférieur ou égal a d.

1.2.4 Stratégies de calcul

Il existe de nombreuses stratégies pour calculer une base de Grobner, mais les
couts du calcul (en temps et en espace) varient énormément d’une stratégie a l'autre.
Nous décrivons dans cette section quelques “bonnes” stratégies, qui heuristiquement
donnent des calculs plus efficaces dans la plupart des cas.

Choix de I’ordre monomial Il est souvent plus efficace de ne pas calculer direc-
tement la base de Grébner pour l'ordre voulu, mais de faire un calcul intermédiaire
pour un autre ordre “plus faible” et d’utiliser ensuite un algorithme de changement
d’ordre comme FGLM [FGLM93] (en dimension zéro) ou Grébner Walk [CKM97]
(qui reste valable en dimension positive).

Si le nombre de solutions de I'idéal est fini, il est relativement facile de calculer
numériquement ces solutions a partir d'une base de Grobner de I'idéal pour 'ordre
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Lex (voir Section 1.3.1, [CLO97, p. 95] ou [Fr697, p. 84]). Cependant la base Lex
est en général difficile a calculer.

L’ordre grevlex semble étre le mieux adapté pour le calcul de la base de Grébner :
on le constate aisément expérimentalement, c’est pour cet ordre que les calculs sont
les plus rapides. C’est aussi l'ordre pour lequel on obtient les meilleurs bornes de
complexité (voir [Laz83] et la section 3.4 de cette these) : le degré maximal des
polynomes intervenant au cours du calcul est plus petit pour 'ordre grevlex que
pour n’importe quel autre ordre monomial admissible (le cas le pire étant celui de
I'ordre Lex [Laz83]).

Dans le cas d’un idéal ayant un nombre fini de solutions D (comptées avec
multiplicité), une base de Grobner pour l'ordre Lex peut se calculer a partir d’une
base de Grobner pour n’importe quel autre ordre (en particulier I'ordre grevlex) en
O(nD?) opérations arithmétiques [FGLM93] (n étant le nombre de variables). Pour
calculer une base de Grobner pour 'ordre Lex, on calcule en premier une base pour
I'ordre grevlex, puis on utilise un algorithme de changement d’ordre.

Choix des paires critiques Une fois I'ordre monomial fixé, il reste de nombreux
choix a faire au cours du calcul, en particulier celui de 'ordre de sélection des paires
critiques. Il n’existe pas de bonne stratégie de sélection, mais des criteres heuris-
tiques mettent en évidence des stratégies plus efficaces que d’autres en pratique.

La stratégie Normale [Buc65, BW93] semble étre plutot efficace. Les calculs
sont faits en sélectionnant en premier les paires critiques de plus petit degré (les
choix entre deux paires critiques de méme degré sont encore une fois heuristiques).
Cette stratégie est particulierement efficace pour n’importe quel ordre monomial
gradué par le degré. Enfin, la stratégie du sucre est une autre stratégie parti-
culiere [GMNT91].

Lorsqu’on utilise une stratégie Normale dans l'algorithme F4 de Jean-Charles
Faugere [Fau99], 'algebre linéaire permet de décider entre les paires critiques d’'un
méme degré. Le lien entre algebre linéaire et calcul de base de Grobner est explicité
dans la section 1.4.

Homogénéisation Il est souvent intéressant, du point de vue théorique, de tra-
vailler avec des systemes homogenes : lorsqu’on calcule une base de Grobner avec
la stratégie Normale, le degré des polynomes intervenant au cours du calcul est
croissant, et en supprimant toutes les paires critiques de degré plus grand que d on
obtient une d-base de Grobner.

Dans le cas général, on homogénéise un systeme en rajoutant une variable d’ho-
mogénéisation h, et en considérant les polynomes f/' = pdeUo) fy(21 . Zn) ['in-
convénient de cette méthode est qu’elle fait apparaitre des solutions “a l'infini”,
c’est-a-dire les solutions vérifiant h = 0, qui ne sont pas solutions du systeme de
départ.

Dans le cas des systemes provenant de la théorie des codes correcteurs, que nous
rencontrerons dans le chapitre 6, les équations sont de la forme Si—l—zz;ll 0;Si—j+io;
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(relations de Newton) ou S; + > 7, Z; (fonctions puissances), et ne sont donc pas
homogenes. Par contre, si I'on utilise un ordre monomial pondéré (voir page 6), en
donnant un poids ¢ aux variables S; et g;, elles deviennent homogenes, et I’ensemble
des solutions du systéme est inchangé (il n’y a pas de solutions parasites). Le calcul
de la base de Grobner d’idéaux engendrés par des équations de ce type est souvent
bien plus efficace avec un ordre monomial pondéré qu’avec un ordre classique.

Partant d’'un systeme affine, on peut également considéré le systeme homogene
formé des parties homogenes de plus haut degré des polynomes. L’ensemble des
solutions de ce nouveau systeme n’a plus rien a voir avec les solutions du systeme
de départ, mais nous verrons Section 3.5 que la complexité du calcul de la base de
Grobner pour ces deux systemes est reliée.

Criteres évitant les réductions a zéro D’un point de vue pratique, lors d'un
calcul de base de Grobner une grande partie du temps est perdue a calculer zéro,
en calculant la réduction de S-polynomes a zéro. Il s’avere que pour certains S-
polynomes, il est possible de détecter de maniere combinatoire et rapide s’ils vont
se réduire a zéro (et les tests de ces critéres sont bien plus rapides que le calcul
effectif de la réduction a zéro).

Buchberger a donné trois criteres, qui permettent d’éviter un certain nombre
de réductions a zéro [Buc65], [CLO97, §9] : ainsi, il est inutile de considérer le S-
polynome de deux polynomes ayant des termes de téte étrangers (premier critere
de Buchberger). Le second critére de Buchberger dit que, si p, f, g sont des éléments
de la base de Grobner courante, tels que LM(p) divise ppem(LM(f), LM(g)), et si
les paires critiques (f,p) et (g,p) ont déja été traitées, alors il est inutile de traiter
la paire (f,g). Le troisieme critere est plus complexe et ne sera pas décrit ici.

Mais ces criteres n’évitent pas toutes les réductions a zéro, et il en subsiste méme
beaucoup dans certains cas. Récemment, Jean-Charles Faugere a proposé un nouvel
algorithme, F5 [Fau02], qui contient un critere évitant toutes les réductions a zéro
combinatoires provenant des relations f;f; = f;f; (et ce sont les seules réductions
a zéro dans le cas ou la suite fi,..., f,, est réguliere, notion qui sera définie Sec-
tion 1.7). Nous donnons Section 1.5 une version matricielle de 'algorithme F5,
contenant également un nouveau critere dans le cas de systemes sur [Fy contenant
les équations de corps.

1.3 Applications des bases de Grobner

1.3.1 Résolution de systéemes d’équations polynomiales

Un systeme de m = n équations en n variables possede génériquement un nombre
fini de solutions, borné par la borne de Bezout. Dés que m > n, un systeme de m
équations n’a génériquement plus de solution, mais dans de nombreuses applications
on a besoin de résoudre des systemes fortement surdéterminés ayant au moins une
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solution (en cryptographie, codes correcteurs, ... ).

Dans cette these, nous nous intéresserons essentiellement a des systemes sur-
déterminés de dimension zéro. Nous ne présenterons donc pas de méthodes de
résolution pour des systemes ayant une infinité de solutions.

Systemes de dimension zéro Une base de Grobner donne de nombreux ren-
seignements sur les solutions d’un systeme polynomial f; = 0,...,f, = 0. En
particulier, le systeme possede un nombre fini de solutions si et seulement si la base
de Grobner de {f1,..., fm} vérifie la propriété suivante : pour toute variable z;,
i € [1;n], il existe dans la base de Grobner un polynoéme dont le terme de téte est
une puissance de x;.

Supposons maintenant que le systeme d’équations f; =0, ..., f,, = 0 possede un
nombre fini de solutions. Alors le nombre de solutions (dans la cloture algébrique
K de K, comptées avec multiplicité et en incluant les solutions & I'infini) est le
cardinal de I'’ensemble des monomes qui ne sont pas multiples des monomes de téte
des polynomes de la base de Grobner. On sait aussi que dans ce cas, la base de

Grobner pour 'ordre Lex zy > ... > x, a la forme triangulaire de la Figure 1.2.
91(5517 X2, T3y vy xn)
gp(1, T, T3, ..., Tn)
gp+1<£ll'2, T3, ..., xn)
gq<x27 X3, ..., xn)
Gg1(x3, ..., Tp)
9r(n)

Fi1G. 1.2 — Forme générale d'une base Lexicographique

La résolution d’un tel systeme équation par équation donne I’ensemble des so-
lutions du systeme dans la cloture algébrique du corps de base.

Sous certaines hypotheses (idéal radical et a un changement de coordonnées
pres, [GM89, BMMT94, Shape Lemmal), la base de Grébner de {fi,..., fin} pour
lordre Lex x1 > ... > x, a la structure simplifiée suivante :

{ffl - gl<xn)v Ty — gQ(xn>v sy Tp—1 — gn—l(xn): gn(l‘n)} (1'1)

ou chaque g; est un polynome en une seule variable. Ces hypotheses sont vérifiées
par la plupart des systemes, et dans le cas général, un systeme de dimension zéro
est équivalent a plusieurs systemes de la forme 1.1.
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Systémes a coefficients et solutions dans un corps fini Si l'on s’intéresse a

la résolution dans Fy d’un systeme d’équations a coefficients dans Fs, nous avons
.- , . . : 2 2

vu qu’il suffit d’ajouter au systeme les équations de corps xy + 1, ..., z; + x,. On

a alors les caractérisations suivantes :

Proposition 1.3.1 Soit FF = {f1,..., fm} C Falz1,...,2,], et G la base de Grob-
ner réduite de l'idéal I = (fy,. .., fom, T3 +x1, ..., T2 +2,) pour un ordre quelconque.
Alors
— lidéal I est radical, i.e. toutes ses solutions sont de multiplicité 1,
— G = {1} si et seulement si le systéme F' n’a pas de solutions dans Fo,
-G ={xy —ay,...,x, — a,} si et seulement si le systéme F a une unique
solution (ay,...,a,) dans Fy.

Ces résultats restent valable dans tout corps fini F,, en ajoutant les équations de

corps x{ — x1,..., 21 — x,.

1.3.2 Elimination, Spécialisation des bases de Grobner

Cette section est consacrée a 'utilisation des bases de Grobner pour 1’élimination
de variables d'un idéal (ou de manieére équivalente pour le calcul de la projection
d’une variété), et a leur comportement lors d'une spécialisation (on affecte une
valeur particuliere a une variable). Ces propriétés seront beaucoup utilisées, en
particulier au chapitre 6 pour le décodage de codes correcteurs.

Définition 1.3.2 Un ordre d’élimination des variables x4, ..., x, est un ordre mo-
nomial admissible sur K[zy,..., %0, Y1, .., Ym] tel que pour tous monomes x®1yP,
222y on ait ¥ > 1% — M yP > g2yP2 Un tel ordre est aussi appelé ordre par
blocs x1,..., 20 > Y1, Ym-

Exemple. L'ordre >(exgreviex) POUr T1 > ... > T, > Y1 > ... > Y, mélange
I'ordre lexicographique pour le premier bloc de variables xy > ... > z, et l'ordre
grevlex pour les variables y; > ... > y,,. Il est défini par z*1y* > (Lex,grevlex) o2y
Si 2% >1e 2 ou 2% = 22 et Yy > orevlex y?2. Cet ordre d’élimination sera utilisé
au chapitre 6 pour traiter des systemes a parametres.

Il est possible de la méme maniere de mélanger deux blocs de variables avec
I'ordre grevlex pour chacun des deux blocs : on définit I'ordre > (greviex greviex) Par
falyﬁl >(grev1ex,grevlex) fazyﬁ2 st ™t > grevlex % ou x™ = x*? et yﬂl >grevlex Y ?

Exemple. L’ordre d’élimination de Bayer et Stillman est défini par : z%y% >
°2y"2 si deg(z*) > deg(z°2) ou deg(z™) = deg(x?) et ™'Y’ >yeviex T2y

Une propriété essentielle de ces ordres d’élimination est la possibilité d’éliminer des
variables d’un systeme d’équations :
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Theorem 1.3.3 (Théoréme d’élimination, [CLO97, p. 113]) Soit I un idéal
de Klzy,...,2n,Y1,...,Ym| €t G sa base de Grébner pour un ordre d’élimination
Tyeves T YLy Ym. Alors 'ensemble

Gn=GNKy1, ..., Ym)
est une base de Grobner de l'idéal d’élimination I, = I N K[y, ..., Ym].

D’un point de vue géométrique, ce théoreme d’élimination correspond a un théoreme
de projection pour les variétés associées : éliminer le premier bloc de variables revient
a projeter les variétés associées sur le sous-espace constitué du deuxieme bloc de
variables.

Par exemple, I'ordre Lex est un ordre d’élimination successive de chaque variable.
C’est pour cela que cet ordre est bien adapté au calcul des solutions d’un systeme
de dimension zéro.

Un autre exemple d’utilisation d’un ordre d’élimination est le calcul de 1'idéal
des relations d’un systéme de polynomes (ce théoreme sera utilisé au chapitre 6) :

Théoreme 1.3.4 ([CLO97, chap. 7 §4]) Soit {fi,..., fm} C K[z1,...,2,]. On
considere Uidéal I = (fi — y1,- -y fon — Ym) C Klz1, ..y 20, y1, oo, Ym]. Alors J =
INK[y1,...,ym] est un idéal premier, c’est l'idéal de toutes les relations entre les

fi-

Ces ordres d’élimination sont tres utiles lorsque 1'on veut par exemple traiter
de systemes a parametres : un bloc de variables constitue en fait des parametres,
et 'on cherche a exprimer les autres variables en fonction de ces parametres. Un
autre probleme intéressant de ces systéemes a parametres concerne la spécialisation :
étant donné une base de Grobner G d'un idéal I C Klzy,...,Zn, Y1,. .., Ym), s
I'on substitue des valeurs yj, ...,y € L (ou L est une extension du corps K) aux
variables yi, ..., Ym, que peut-on dire du systeme G* = G(y; = yF) 7 1l est évident
que ce systéme engendre I'idéal I* = I(y; = y), mais a quelles conditions G* est-il
une base de Grobner de I*7

Nous donnons ci-dessous trois cas particuliers pour lesquels cette propriété est
vraie. Le premier concerne I'’homogénéisation d’un systéme : si nous notons f* =
hdeg(f)f(%, ..., %) homogénéisation d'un polynome f, et f, = f(z1,...,2,,1) la
déshomogénéisation d’un polynome f, alors la proposition suivante est vérifiée :

Proposition 1.3.5 ([BW93]) Soit FF C Klxy,...,x,], et G une base de Grobner
du systéeme homogénéisé F" = {f": f € F} C K[zy,...,2,,h]. Alors G, = {g, :
g € G} est une base de Grobner de F.

Dans les deux autres cas toutes les variables sauf une sont spécialisées. Si 'idéal
est de dimension zéro, le théoreme est vrai et il n’y a pas de chute de degré dans
la base de Grobner lors de la spécialisation, dans le cas général il peut y avoir une
chute de degré mais elle est bien controlée.
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On appelle variable principale d'un polynéme P pour un ordre donné la plus
grande variable (pour cet ordre) qui apparait dans ce polynome, et l'initial de P
est son coefficient dominant en tant que polyndéme en sa variable principale.

Pour y* = (y7,...,y,) € L" (o L D K est une extension de corps) notons ¢,-
la fonction de spécialisation des variables y o

Pys Klz,y1,...,yn] — Llx]
p(@,y,) = by (p) =plz.y")

Théoréme 1.3.6 (Gianni [Gia89]) Soit I C K|z, y,...,ys] un idéal de dimen-
sion zéro, et G une base de Grobner de I pour un ordre d’élimination de la variable
x. Soit (yi,...,y;) € L™ et I = ¢+ (1) C Lz].

Notons g un polynome de G de phfs petit degré en x dont l'initial ne s’annule pas
en (yi,...,y5) (un tel g existe). Alors Dy (9) € L[z] engendre I* (ce qui implique
que G* = ¢+ (G) est une base de Grébner de I).

Théoréme 1.3.7 (Fortuna-Gianni-Trager[FGTO01]) Soit I C Klz,y1,..., Y]
un idéal, et G une base de Grobner de I pour un ordre d’élimination de la variable
x. Soit (yi,...,ys) € L™ et I* = ¢y« (I). Pour p € I on définit §(p) = deg,(p) —
deg(oy~ (p)) la chute de degré et 6; ;nmin{é(p), pel}.

Notons g un polynome de G de plus petit degré en x tel que ¢y« (g) # 0, alors

— ¢y+(g) engendre I* (ce qui implique que G* = ¢, (G) est une base de Grobner

dénl*), et 0y = 6(g) (i.e. la chute de degré de gﬁyést minimale),
— sl existe h € I dont le terme de téte ne s’annule pas par ¢y;, alors deg,(g) =

deg(@y- (9)) et LT(¢y= (1)) = ¢y- (LTo(1))

1.4 Bases de Grobner et algebre linéaire

Le but de cette section est de décrire le lien entre un calcul de base de Grobner et
I’algebre linéaire. Nous nous limitons dans un premier temps au cas de polynomes
homogenes fi,..., fm € S, = Klzy,...,z,], fi de degré d;. Fixons < un ordre
admissible gradué, et notons I = (f1,..., f,) I'idéal engendré par les f;. Pour tout
entier d, nous rappelons que I; = {f € I; deg(f) = d} est muni d’une structure
d’espace vectoriel (c’est un sous-espace vectoriel de (S,,)s 'ensemble des polynomes
de degré d, qui possede lui-méme comme base ’ensemble des monomes de degré
d). L’espace vectoriel I est de dimension finie, notée dim(Iy), et 0 < dim(/;) <
dim((Sp)a) = ("7571).

1.4.1 Matrice de Macaulay

L’idée de Macaulay [Macl6] est de représenter I’espace vectoriel I; via une ma-
trice, dont les colonnes sont indexées par les monomes de S,, de degré d, et les lignes
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par les multiples par un monome des m polynomes engendrant I, ces multiples étant
de degré d. L’espace vectoriel I, est ainsi représenté par un tableau de coefficients, et
cette représentation matricielle est utilisée pour ramener les opérations faites dans
I'idéal a des opérations d’algebre linéaire sur une matrice. Cette matrice généralise
la matrice de Sylvester pour calculer le résultant de deux polyndémes en une variable.

Revenons plus précisément sur la construction de la matrice de Macaulay en
degré d, notée MZTZUIW, qui est décrite dans [Mac02]. Les colonnes de la matrice
correspondent aux monomes de degré d, il y a donc p = ("+g_1
wgd), e ,w&d). Pour chaque f;, j € [1;m] considérons tous les produits ¢f; de degré
d, avec t un monome de degré d — d;. Ces polynomes particuliers de I'idéal sont
appelés polynomes élémentaires® par Macaulay, ils engendrent ’espace vectoriel I;.

Chaque polynome élémentaire est associé a une ligne de la matrice : pour un
produit ¢f;, il suffit d’écrire dans la colonne correspondant a un monome wi(d) le
coefficient du polynome ¢ f; en ce monéme. Chaque coefficient non nul de la matrice
est I'un des coefficients d’un polynome f;. Pour chaque ligne, le monéme indexant
la premiere colonne non nulle est le monome de téte de la ligne, c¢’est exactement le
monome de téte du polynome correspondant. Chaque ligne de la matrice associée

) monomes, notés

monomes wgd) de degré d

MZ?;UI&Y = tf; -« coeff(t f;, wi(d)) e

au polynome f; contient les mémes éléments (les coefficients de f; et des zéros) mais
dans des colonnes différentes.

Tout polynome de degré d de l'idéal I peut s’écrire f = gi1fi + ... 4+ 9mfm,
et est donc une combinaison linéaire de polynomes élémentaires de degré d : f =
AMwi fi 4+ Aowa fi + .. F Apwp fi + ...+ Aw, frn. Le polynome f est donc représenté
par une combinaison linéaire des lignes de la matrice.

Macaulay utilise ces matrices pour définir le Résultant de n polynoémes ho-
mogenes Fi, ..., F, en n variables, qui permet de résoudre le systeme d’équations
Fy=F, =--- = F, = 0. Il suppose “each polynomial being complete in all its
terms with literal coefficients, all different”, ce que 1'on traduirait maintenant par
des polynomes génériques au sens de la définition suivante.

Définition 1.4.1 Un polynome F' homogéne de degré d est générique s’il s’écrit
F = Zi1+...+in:d Uiy,.in®y - -zl aquec Ui,...i, des variables. C’est un polynome a

coefficient dans K[{Ui, . i, Yii+. +in—d]-

Le Résultant est défini dans le cas général pour des polyndomes génériques, le

3Ces polynomes élémentaires dépendent de la base (f1,..., fm) de [
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résultant de n polynomes donnés en n variables étant le résultat de la spécialisation
du résultant générique pour ces polyndémes particuliers.

Définition 1.4.2 ([Mac02]) Soit Fy,...,F, des polynémes homogénes en n va-
riables, de degrés dy,...,d, respectivement, chaque polynome F; étant générique.
Le Résultant R de Fy,...,F, est le plus grand facteur commun des déterminants
de la matrice de Macaulay en degré d = Y7 (d; — 1) + 1, i.e. de la matrice des
coefficients des polynomes élémentaires de (Fy, ..., F,) pour le degré d.

Proposition 1.4.3 ([Mac02]) Le Résultant R est un polynéme homogéne, irré-
ductible (i.e. il ne peut pas s’écrire comme le produit de deuz polynomes non triviaux
en les coefficients des F;) et de degré D; = dyds---d,/d; en les coefficients de F;
(i € [1;n]).

Une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme Fy = F» = ... =
F,, = 0 ait une solution non triviale est ’annulation de R.

Nous voyons ici que pour des polynomes génériques, la matrice de Macaulay intéres-
sante pour la résolution du systéme est celle en degré d =5 "" |(d;—1)+1=d; +
do+...+d,—n+1. Cette borne s’appelle la borne de Macaulay, nous verrons qu’elle
est une borne de complexité intrinseque a 1'idéal (calcul d’une base de Grébner, du
résultant, indice de régularité, etc.).

1.4.2 Algorithme de Lazard, complexité

Il est possible d’effectuer un calcul de base de Groébner en appliquant un algo-
rithme d’élimination de Gauss a la matrice de Macaulay [Laz83, Laz01]. En effet,
notons Macamay la matrice obtenue a partir de Macamay apres application d’un
algomthme de Gauss tel que les seules opérations elementalres autorisées soient
I’addition d’une ligne et d’une combinaison linéaires des précédentes. Les lignes de
Macaulay conservent le mémes ordre que dans /\/l?lf;ulay (voir la notion d’étiquette
d’une ligne Section 1.5.1). Considérons 'ensemble des polynomes correspondant a
une ligne de Macamay dont le terme de téte n’est pas le méme que celui de la ligne

correspondante dans ./\/lacalﬂay, pour tout d < D. Alors cet ensemble de polynomes
est une base de Grobner de (f1,..., fm) jusqu’'au degré D, et pour D suffisamment
grand c’est une base de Grobner de (fy,..., fi).

Du point de vue de la complexité, si Dp.c est le degré maximal d'un po-
lynome apparaissant au cours du calcul, et Np__ la taille de la plus grande matrice
Mp,....m, alors la complexité globale du calcul de la base de Grobner est dominée
par le cotit de I’algebre linéaire sur cette matrice, qui peut étre estimé a Ny~ ou w
est le coefficient de la complexité de ’algebre linéaire. La meilleur borne connue est
w = 2.376 [CW90]. Cependant, les matrices que nous considérons sont tres creuses :
pour des polynomes quadratiques f;, il y a au plus @ coefficients non nuls par
lignes, et considérer w = 2 n’est pas déraisonnable.
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Cependant, la taille de la matrice de Macaulay en degré D,., est bien plus
grande que son rang, en effet de nombreuses lignes valent zéro dans la matrice
réduite M%ijffn La section suivante présente une version matricielle de 1'algo-
rithme F5, qui utilise les criteres de 'algorithme F5 pour réduire considérablement
la taille de la matrice utilisée. Nous verrons Chapitre 3 la définition des suites semi-
régulieres, qui sont exactement les suites pour lesquelles les matrices apparaissant

dans l'algorithme F5-matriciel seront de rang plein.

1.4.3 Cas affine

Si les polynomes f1, ..., f,, sont affines, les colonnes de la matrice de Macaulay
./\/lz’cf:lulay en degré d sont indexées par tous les monomes de S, de degré < d, les

lignes représentant toujours tous les multiples des polynomes f; (1 < i < m) par
des monomes tels que le produit soit de degré exactement d. Pour calculer une
base de Grébner de I = (fy, ..., fn), il suffit comme précédemment de calculer une

forme Echelon des matrices Mflfjlulay pour tout d < D et D suffisamment grand,

en ajoutant une opération élémentaire : & une ligne de MZ?ZUI&Y correspondant &
un polynéme f; dont le terme de téte est de degré d' < d on peut ajouter une
combinaison linéaire des lignes de ./\/l?;;umy. Cela revient a homogénéiser le systeme
et a calculer une forme Echelon de la matrice de Macaulay des polynoémes homogenes

en degré D.

1.5 Versions matricielles de ’algorithme F5

Dans cette section, nous décrivons un algorithme, appelé F5-matriciel , qui étant
donné une suite fi,..., f,, de polynomes homogenes de degrés dy < dy < ... < d,,
et un degré dp.x, calcule une base de Grobner de I = (fy, ..., fi) jusqu’au degré
dmax en utilisant de ’algebre linéaire. Cet algorithme est une transcription simple
de l'algorithme F5 [Fau02] en version matricielle, et utilise le méme critere pour
éviter les réductions a zéro provenant des relations f;f; = f;fi.

Notre algorithme fonctionne pour toute suite de polynomes homogenes, mais
nous en décrivons une version simple : par exemple, nous évitons de maintenir a
jour une liste de paires critiques, comme dans la plupart des algorithmes de calcul
de base de Grobner, ce qui impose 'utilisation d’un degré maximal en entrée de
'algorithme (sans liste de paires critiques I’algorithme n’a plus de critere d’arrét).
L’algorithme est également adapté aux systemes denses : le nombre de colonnes de
la matrice en degré d est exactement le nombre de monomes de degré d.

Dans le cas de polynomes affines, nous appliquerons I’algorithme apres ho-
mogénéisation. Nous donnons Section 1.5.2 un nouveau critere dans le cas ou I’idéal
contient en plus les équations de corps x2 —x1h, ..., 22 —z,h, évitant les réductions
a zéro provenant des relations f2 = f;h48(f) oli h est la variable d’homogénéisation
(et h < x; pour tout 7). Ce critere est identique si I'idéal contient les équations
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22, ..., 22 il évite les réductions & zéro provenant des relations f? = 0.

1.5.1 Description de ’algorithme F5-matriciel et du critere

L’idée de [Fau02] est de construire une sous-matrice Mg, de la matrice de
Macaulay en retirant les lignes se réduisant a zéro a cause des relations f;f; = f; fi.
Cette matrice sera de rang plein pour des suites régulieres (voir Section 1.7).

Les lignes susceptibles d’étre retirées sont caractérisées au moyen d’'un critére.
Pour le décrire, nous ordonnons les colonnes de M;?;ulay suivant 1'ordre <, et nous

monomes wgd) de degré d

(tu fl)
Macaulay o (u7 fQ) COQH(UfQ, wz(

d,m -

d))

(v, fm)

étiquetons et ordonnons les lignes : la ligne tf; est étiquetée (¢, f;) et précede la
ligne (u, f;) sij <iou (j =iett<u). Avec cette convention, a cause des relations
fifi = fjfi pour tout 1 < i < j < m, une ligne d’étiquette (¢, f;) est combinaison
linéaire des précédentes si ¢ est le terme de téte d'un élément de (fy, ..., f;—1)-

Pour appliquer ce critere, nous avons besoin de construire les matrices /\;ldm qui
sont le résultat de I'application d'un algorithme d’élimination de Gauss sur Mg,
dans lequel les seules opérations élémentaires permises pour la ™ ligne sont :
ligne; < ¢ x ligne; + ¢’ x ligne; ; avec j > 0et c# 0 € K, € K.

Le critere s’exprime alors comme suit :

Proposition 1.5.1 (Critere général) [Fau02] : pour tout j < m, si une ligne
d’étiquette (t, f;) dans la matrice My_g,, m—1 a pour terme de téte t', alors la ligne
(t', fim) dans la matrice Mg, est combinaison linéaire des précédentes.

L’algorithme F5-matriciel est décrit figure 1.3. Il est incrémental en d et m.

1.5.2 Algorithme F5-matriciel dans le cas [F, homogeéne

Supposons que I'on ajoute & I'idéal I les équations x?. Alors de nouvelles réduc-
tions & zéro apparaissent, provenant des relations f? = 0. Le critére suivant sup-
prime toutes les réduction & zéro provenant des relations f? = 0 (le méme critere
reste valable si 'on ajoute les équations de corps homogénéisées x? = z;h, il sup-
prime les réductions a zéro provenant des relations f? = fl-hdeg(fi)) :

Proposition 1.5.2 (Critére de Frobenius) si une ligne d’étiquette (t, f,,) dans
la matrice My_q,, m a pour mondéme de téte t' alors la ligne (', f,,) dans la matrice
M est combinaison linéaire des précédentes.
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I ¢ {fl, ..., fm polynomes homogenes de degrés d; < ds < ... < d,,,
nput :

dmax UnN entier.

Output : {Une base de Grobner de fi,..., f, jusqu’au degré d .
POUR d de d; a dy.c FAIRE

M, := matrice avec 0 lignes
POUR i de 1 a m FAIRE

construire M, en ajoutant a Mg,_1 les lignes :

(1) sid; = d ajouter les lignes f; d’étiquette (1, f;)

(2) sinon, pour toute ligne f de ./\;ldq,i d’étiquette (e, f;)
telle que la plus grande variable de e soit x), ajouter les
n—A+1lignes x) f, xa11f, - ..,z f (dans cet ordre) avec les
étiquettes (zye, fi), ..., (zne, fi), sauf celles qui vérifient
que x)ire est un terme de téte dans Md_dm_l,

calculer ./\;ld,m la forme de Gauss de M, (sans pivots)
RETOURNER tous les polynomes correspondant a une ligne dont le terme
de téte n’est pas le méme dans Mg, et /\;ld,m, pour tout d <d.x.

Fic. 1.3 — Algorithme F5-matriciel

L’algorithme F5-matriciel se comporte comme précédemment, il suffit de modifier
I'étape (2) comme suit :

(2) sinon, pour toute ligne f dans Md—u d’étiquette (e, f;) telle
que la plus grande variable apparaissant dans e soit x,, ajouter
les n — A lignes zyi1f, xas2f, ..., 2, f (dans cet ordre) d’étiquette
(a6, fi), - -+, (Tne, f;), sauf celles vérifiant que x) e est un terme
de téte dans ./\;ld_di,i (et non -A;ld—di,i—l comme précédemment).

Nous appelerons F5-matriciel/2 'algorithme F5-matriciel dédié au calcul de
bases de Grobner pour les systemes a coefficients et solutions dans o, modifié
comme ci-dessus.

1.6 Fonction et série de Hilbert

1.6.1 Définition

Un outil essentiel dans I’étude des idéaux de polynomes est la fonction de Hilbert
d’un idéal. Cette fonction est une donnée intrinseque de 1'idéal, et ne dépend pas en
particulier du systeme de générateurs choisi. Nous rappelons brievement la définition
et les propriétés de la fonction de Hilbert, le lecteur peut se reporter a [CLO97] pour
plus de détails.

Rappels. Pour s € N I'ensemble (S,)s = {f € S, : deg(f) = s} est un espace
vectoriel sur K, de dimension ("+j_1). Si I est un idéal, alors I, = I N (S,)s est
aussi un espace vectoriel sur K.
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Définition 1.6.1 La fonction de Hilbert d’un idéal homogeéne I = (f1,..., fm) en
degré s est définie par

HF; g (n) =dim (S,/I), = dim ((S,),/Is) = dim(S,, ), — dim(Zy)
oud, = (di,...,dy) et d; estle degré du polynome homogéne f;.

A partir d’un certain degré, appelé la régularité de Hilbert, ou indice de régularité,
cette fonction de s est égale a un polynome en s, appelé polynome de Hilbert. Le
degré de ce polynome est exactement la dimension de I'idéal. L’indice de régularité
de l'idéal I est noté H(I).

La série de Hilbert est définie par HS,, m 4 (2) = Y o9 HFsma  (n)2°. Cette série
est une fraction rationnelle, qui peut s’écrire %, avec P(1) # 0. Alors d est la

dimension de I, et P(1) est le degré de la variété définie par I.

1.6.2 Fonction de Hilbert “générique”

Nous redonnons ici les résultats présentés dans [MS91], et provenant essentiel-
lement de [Fro85, Ani86, FH94|, pour le calcul de fonctions et séries de Hilbert
d’idéaux génériques.

La définition d’idéal générique est la méme que celle utilisée par Macaulay
(Définition 1.4.1 page 17) : un idéal J de S, est dit (homogene) générique s’il
s'écrit J = (g1, ..., gm) avec pour j € [1;m], g; = Zi1+...+in:dj Usiyooin o - ain est
un polynome a coefficient dans K({Uj,.....i, }ir+..4in=d;, je[1;m])- La série de Hilbert
générique est la série de Hilbert associée a un idéal générique J, notée Gy ma (2).

On définit 'ordre < sur les séries par > ;2" < > b;2" si a; < b; Vi, et on note
[Dis0@iz'] = X inpbiz’ oltb; = a; sia; > 0V0 < j <ietb; =0 sinon.

Lemme 1.6.2 Pour tout idéal I on a HS, ;ma (2) > Gumd, (2).
Un idéal est dit H-générique si HSy, m 4 (2) = Gpma, (2). On conjecture une valeur
explicite pour cette borne inférieure : notons

m

Frma, () = [0 = 2%) /(1 = 2)"] (1.2)

i=1

Conjecture 1.6.3 Gn7m4m(z) = Fn,m,dm(z)

Théoreme 1.6.4 La conjecture 1.6.3 est prouvée dans les cas suivants :
1. m <n (suite réquliére),
2. n=2,

3. n=3 et le corps K est infini (ou “suffisamment gros”),
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4. m=n+1 en caractéristique 0,
S5.di=2Vie[l;mletn<1l;d;=3Vie[l;m] etn<8;

Il est relativement facile de montrer que I’ensemble des idéaux H-génériques forme
un ouvert de Zariski dans ’ensemble des idéaux, le probleme étant de montrer que
cet ouvert est non vide. Dans tous les cas du théoreme précédent, la preuve consiste
a exhiber un exemple d’idéal H-générique ayant F}, ,,, 4 (z) comme série de Hilbert.

Dans le cas m < n, on utilise I'idéal monomial I = (z{, ... z%). En fait, nous
allons voir dans la section suivante que, plus généralement, toute suite réguliere
a pour série de Hilbert F,,,q (z). Mais les suites réguliere n’existent que pour
m < n. Dans le chapitre 3, nous définissons les suites semi-régulieres, qui étendent
la notion de suites réguliere aux suites surdéterminées, et qui sont exactement les
suites ayant pour série de Hilbert F), ., 4 (2). Malheureusement nous n’avons pas
pu prouver d’autres cas généraux de la conjecture 1.6.3, le probleme difficile étant
ici de trouver un exemple explicite (ce qui est paradoxal, puisqu’il suffit de trouver
un exemple explicite pour prouver que presque tous les systemes marchent!).

1.7 Suites régulieres

1.7.1 Définition des suites régulieres

Les suites régulieres ont été introduites par Macaulay [Mac02, Macl16]. Ce sont
des suites ayant un comportement tres prédictible, qui est également le “comporte-
ment moyen” des suites de polynomes.

Définition 1.7.1 (Suites régulieres) Une suite f1,..., fm € S, de m polynomes
homogénes est réquliere si les conditions suivantes sont vérifiées :

- <f1a"'7fm> #S’n

— Pour tout i € [1;m], si g;f; = 0 dans S,/{f1,..., fi—1) alors g; = 0 dans

Sn/<f17 s 7fi71>

Pour des suites homogenes, 1'ordre n’a pas d’importance : toute permutation des
polynémes donne encore une suite réguliere [Eis95], ce qui est faux pour des suites
affines. Les suites régulieres affines sont généralement définies exactement de la
méme fagon que pour les suites homogenes, et par exemple la suite x, (z — 1)z, (z —
1)y est une suite réguliere, alors que (z—1)z, (z—1)y, x ne 'est pas (dans le premier
cas, (r — 1)z = —z dans K[z,y, z]/(z) est non diviseur de zéro, et (z — 1)y =
—y est non diviseur de zéro dans K|z, y, z|/(x, (x — 1)z) = K|z, y, z]/(x, z). Dans
lautre cas, (x — 1)y est diviseur de zéro dans K[z, y, z]/((z — 1)z)). De nombreuses
autres propriétés des suites régulieres homogenes ne sont plus valables pour les
suites régulieres affines définies ainsi, comme le calcul de la série de Hilbert ou la
complexité du calcul de la base de Grobner.

Nous considérons dans cette theése une autre définition de suite réguliere affine,
plus restrictive :
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Définition 1.7.2 Une suite affine fi,..., f, est réquliere si la suite homogene
fho o P Dest, ou fP est la partie homogéne de f; de plus grand degré.

Cette définition nous permet de conserver toutes les propriétés des suites régulieres
homogenes (en particulier les calculs de complexité) pour les suites régulieres affines.
Dans toute la suite, une suite réguliere affine s’entendra au sens de la définition 1.7.2.
Nous allons maintenant voir, de maniere théorique, que partant d’une suite quel-
conque, on peut se ramener a une suite réguliere. Cette proposition ne nous servira
pas dans la suite de cette these, mais elle montre la portée des suites régulieres.

Proposition 1.7.3 Soit [ = (f1,..., fm) un idéal de codimension h. Alors il existe
des N j tels que la suite (g1,...,9m) = (fi, fo+ Aosfs + ..o+ Ao fms f3 + Agafa +

vt M mfmy o fot A fo oo A frats - fm) vérifie
- {91,---,9m} engendre I,
— (g1, -.,9n) est une suite réguliere

et cette proposition est vraie pour tous \;; € K sauf un nombre fini.

Démonstration [Mat89] La preuve utilise le lemme suivant : si a,b sont deux po-
lynémes de 'anneau de polynomes K|z, ..., z,], et P un idéal premier, b ¢ P, alors

#AeK:a+XeP}<1

En effet, soit M un idéal maximal contenant P et ne contenant pas b (a vérifier :
un idéal premier est l'intersection des idéaux maximaux qui le contiennent). Alors
dans le corps K|z, ..., z,|/M,onaa+Ab=0et b # 0, ce qui donne A = —a/b € K
et il y a au plus une solution (et aucune si le polynéme b ne divise pas le polynome
a).

On a g; = f;. Supposons que l'on ait construit la suite gq,...,g;_1, réguliere,
construisons g; non diviseur de zéro dans K[xy,...,x,]/{g1,...,gi—1). On considere
min(/;_;) I'ensemble des idéaux premiers minimaux (pour l'inclusion) associés? a
Iiy ={g1,...,9i—1). Il suffit de trouver g; qui n’appartienne a aucun de ces idéaux
premiers, alors g; sera non diviseur de zéro modulo les premiers polynomes. Si f;
n’appartient a aucun de ces premiers associés, alors g; = f; convient. Supposons que
fi € Pj, alors il suffit par le lemme précédent de trouver un f;y;, ¢ P; pour que pour
presque tout A\, g; = f; + A;fizi; € P;. Or, si pour tout [ > 1 on a fi; € P;, alors
P; est un idéal premier associé a I, or une suite réguliere est équidimensionnelle,
donc dim(/) < dim(/;—1) = dim(P;) donc P; ne peut pas étre un idéal associé a I.
Si f; est dans plusieurs idéaux associés a I;_y, alors g; = f; + > P Ajfivi; nest
dans aucun P. O

4 Tout idéal I peut s’écrire I = Q, N --- N Q, avec \/Q; = P; un idéal premier. Les @Q; sont
appelés idéaux primaires associés a I, et les P; sont les idéaux premiers associés a I.
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1.7.2 Caractérisations des suites régulieres
Proposition 1.7.4 Soit fi, ..., f.. une suite réguliere homogéne, et d; le degré de
fi. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. lidéal (fi, ..., fm) est de dimension n —m,

2. la série de Hilbert de fi,..., f., est

> HF i, ()= = [[(1 = %) /(1= 2)" (1.3)
d>0 i=1
et réciproquement, toute suite gy, ..., gm de degrés dy, . .., d,, ayant pour série

de Hilbert (1.3) est une suite réguliére,
3. toute permutation fo(1),..., fo(m) est une suite réguliere,
4. Vindice de régularité est la borne de Macaulay Y ;" (d; — 1) + 1,

5. presque toute suite est une suite réguliere : [’ensemble des suites de n variables
et degrés dy, . ..,d,, qui sont régulieres est un ouvert non vide de Zariski,

Démonstration La propriété 1 se trouve dans [CLO97]. Il n’est pas évident de trou-
ver une référence précise pour la propriété 2, elle est par exemple citée en exercice
dans [Fr697, p. 137] ou peut étre obtenue comme un corollaire de [Lan02, Théoreme
6.6 p. 436]. Nous en donnons ici une preuve courte due & D. Lazard® : considérons la

suite exacte 0 — S, /(f1, ..., fi—1) %, Sn/{frs-os fic1) = Su/{f1,..., fi) — 0, alors
les séries de Hilbert vérifient la relation 2% HE(f1,..., fi_1) — HF(fi,..., fi1) +
HE(f1,...,fi)=0,et HF() =1/(1 — 2)" ce qui donne

HF(fi,. o ) = [J00= %) /(1= 2)
i=1
Pour la réciproque, considérons la suite exacte 0 — K — S,/(f1,..., fi—1) LN

Sn/{f1,-- -, fic1) = Su/{f1,-.., [i) = 0 ou K est le noyau de la multiplication par
fi, alors la série de Hilbert de K est nécessairement nulle, donc K = {0} et la suite
est exacte. La propriété 3 est prouvée dans [Eis95], la propriété 4 dans [Laz83].
Quant a la derniere, il est facile de voir que I’ensemble des suites régulieres est un

ouvert de Zariski, qui est non vide puisqu’il contient la suite x‘{h, couy Tm, O

1.8 Etudes de complexité existantes

Complexité théorique Le probleme Ideal Membership (appartenance a un idéal)
est un probleme EXPSPACE-complet, qui peut étre résolu en calculant une base

La méme preuve se trouve dans [CLO97] sans utiliser la notion de suite exacte, les propriétés
des suites exactes utilisées ici sont redémontrées.
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de Grobner. Dans le pire cas, le calcul d’une base de Grobner est doublement ex-
ponentiel en le nombre de variables, mais le comportement générique est bien plus
efficace. Pour les systemes de dimension zéro, le calcul de la base de Grobner est
simplement exponentiel en le nombre de variables.

Degré maximal apparaissant dans un calcul de base de Grobner Une
bonne mesure de complexité est le degré maximal d’'un polynéome apparaissant au
cours d’un calcul de base de Grobner. Nous donnons ici quelques résultats connus,
cette liste étant loin de I’exhaustivité. Un premier résultat concerne le cas le pire :

Proposition 1.8.1 ([MM&82, BS88]) Pour tout corps K, il existe un systéme de
n polynomes en n variables de degrés D tel que pour tout ordre admissible, la base
de Grébner de ce systéme contienne des polynomes de degré D*", et le calcul de
cette base de Grobner est polynomial en D*" (les polynomes intervenant au cours
du calcul restent creux).

se ire qui puis raitre, et n rencontr n énéral.

Ce cas est le pire se apparaitre, et ne se rencontre pas dans le cas éral. La
proposition suivante concerne des systemes plus “généraux”, c¢’est un cas particulier
du résultat de Lazard [Laz83], redémontré dans [Giu84] :

Théoréme 1.8.2 ([Laz83, Giu84]) Soit fi,..., fm un systéme de m < n po-
lynomes en n wvariables a coefficients dans un corps K quelconque. Si le systéme
homogénéisé admet un nombre fini de solutions, alors pour l'ordre greviex, et pour
presque tout changement linéaire de variable, le degré maximal de n’importe quel
polynome intervenant au cours du calcul de la base de Grobner est la borne de Ma-
caulay Y ¢ (d; — 1) + 1, ot d; est le degré de f; avec dy > dy > ...d,, , et le coit
du calcul de la base de Grébner est polynomial en D" (avec D = max{d;}).

("presque tout changement de variable” s’applique sur les variables xg, ..., z,, et
implique en particulier que I’hyperplan a l'infini est en position générique).

Cas des suites régulieres Nous avons vu que pour les suites régulieres, 'in-
dice de régularité est la borne de Macaulay. Cependant, les exemples suivants
montrent que le degré maximal des éléments d’une base de Grobner réduite va-
rie considérablement selon 1’ordre monomial utilisé.

Considérons d’abord la suite de K[xg, z1,. .., z,]| suivante :
d d—1 d d—1 d
{x,2i w1 — 5, .. 2y Tpo1 — 25} (1.4)

C’est une suite de n polynomes en n + 1 variables qui est réguliere. La variété
associée est donc de dimension 1.

Pour lordre grevlex(zy, ..., x,,xo), la suite est déja une base de Grobner, et le
degré maximal est d. Considérons maintenant l’ordre grevlex(xg,x1,...,z,). Dans
ce cas, I'idéal contient les polynomes x4, ng, .., %" La base de Grébner contient

24" et le degré maximal atteint lors du calcul est d”.

n
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La définition classique d’une suite en position de Noether est donnée par exemple
dans [Eis95], nous en donnons une autre équivalente (d’apres [BGO1, lemme 4.1]),
mais plus algorithmique :

Définition 1.8.3 On dit que les variables x1, xo, ..., x, mettent la suite f1,..., fm
en position de Noether si, pour ['ordre grevlex ¥y > xy > ... > x,, pour tout
1 < j < m il existe n; tel que x’ € LT((f1,..., f;)).

Ainsi, les variables z1, ..., x,,xo mettent la suite (1.4) est en position de Noether,
alors que ce n’est pas le cas pour les variables xg, x4, ..., x,.

En utilisant I'ordre grevlex, et a un changement linéaire pres de coordonnées,
le degré maximal d’un polynéme intervenant dans le calcul de la base de Grobner
de I est inférieur ou égal a la borne de Macaulay [Laz83]. Nous remontrerons ce
résultat dans le chapitre 3 dans le cas ou toute sous-suite fi,..., f; est en position
de Noether, toujours pour l'ordre grevlex (mais sans changement de coordonnées).

Cas des systemes surdéterminés On peut déduire de la proposition 1.8.2 une
borne pour les systemes surdéterminés, mais en pratique la complexité pour ces
systemes est tres en dessous de cette borne. Ainsi, si 'on ajoute simplement un
polynéme (i.e. on considére n + 1 polynomes en n variables), la borne déduite de
la proposition précédente est > (d; — 1) + 1, qui est a peu pres le double de la
borne minimale estimée a partir des méthodes de résultants :

Proposition 1.8.4 ([Sza01]) Soit fi,..., foy1 un systéme générique (i.e. les co-
efficients des f; sont des parametres, et f; est vu comme un polynome a coefficient
dans l'anneau de polynome de ses coefficients) de degrés dy, ... ,d,+1 enn variables.
Alors le résultant projectif du systeme homogénéisé peut étre calculé a partir d’une
matrice dont les lignes correspondent a des polynomes de l’idéal de degré au plus

(o (di — 1) + 1) /2.

Cela signifie que, dans le cas d’un systeme surdéterminé de n + 1 polynomes gé-
nériques en n variables, de degrés dy,...,d,+1, on peut calculer les solutions du
systeme en considérant des polynomes de l'idéal de degré inférieur ou égal a la
moitié de la borne de Macaulay, soit (327 (d; — 1) + 1)/2.

Le chapitre 3 est consacré a la définition et a I'analyse du comportement des
suites semi-régulieres, qui généralisent les suites régulieres aux systemes surdéter-
minés. Nous montrerons que I’on peut calculer le degré maximal d'un élément d’une
base de Grobner, et que par exemple pour tout systeme de n + k équations en n
variables, ou k > 0 fixé, ce degré maximal est asymptotiquement équivalent a
(SN (d; — 1) +1)/2 lorsque n — oo, ce qui généralise le résultat de la proposi-
tion 1.8.4.
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Chapitre 2

Décodage algébrique de codes
correcteurs d’erreurs

Dans ce chapitre nous présentons rapidement la théorie des codes
correcteurs d’erreurs, et nous explicitons le décodage algébrique des
codes cycliques et le lien avec les calculs de bases de Grébner. Nous
rappelons les différents systemes algébriques utilisés, et les algorithmes
de décodage qui en découlent. Nous montrons les limites de ces
systemes pour une utilisation effective.

2.1 Introduction

La théorie des codes correcteurs a été introduite dans les années 40 par les tra-
vaux de Golay, Hamming et Shannon. Cette théorie a été développée pour répondre
a un besoin (transmission de données sur un canal de communication bruité, com-
pression de données, ...), et trouve de nos jours de nombreuses applications a
d’autres domaines (par exemple en cryptographie, avec le systeme de chiffrement
de McEliece [McE78]). Elle est fondée sur le théoreme de Shannon de 1948 (dont
on peut par exemple trouver une description dans [vL.99]) qui assure Iexistence de
“bons” codes correcteurs d’erreurs. Un probleme important de la théorie des codes
reste la construction et ’analyse de “bons” codes.

Dans cette these, nous ne nous intéressons qu’a des codes en blocs (par op-
position aux codes convolutifs, qui traitent les symboles les uns apres les autres),
dont le principe est décrit figure 2.1 : on veut transmettre un message par blocs
U = ujUs...u; sur un canal bruité (le modele utilisé est celui du canal binaire
symétrique). Pour cela on encode ce message ujus ... u; en un mot du code ¢ =
CoC1 - - . Cn—1 qui comporte des bits de redondance par rapport au message d’origine
(n > k), ce qui va permettre de corriger les éventuelles erreurs de transmission.

Pouvoir détecter une erreur, c’est eétre capable de répondre a la question : le
vecteur requ ¢ = ¢y . . . C,_1 est-il égal a ¢? Pouvoir corriger cette erreur, c’est étre
capable, apres détection, d’obtenir par correction le vecteur ¢ = ¢ et donc apres

29
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source | — | encodeur | — | canal | —— | correction | — | décodeur | — v
u c é=c+te c/ ?
=u
[I?
Te c
erreur

Fi1aG. 2.1 — Schéma de transmission d’un message sur un canal bruité

décodage v = v1Uy ...V = U = UiUs . . . Ug.

Le taux d’efficacité du code (ou rendement) est R = & = nombre de bits dinformation
Les autres parametres importants d’un code correcteur sont sa capacité de cor-
rection, qui est le nombre d’erreurs que le code peut corriger, et sa capacité de
détection. La distance de Hamming entre deux mots de code est le nombre de
bits qui different, dy(z,y) = {i € [1;n] | x; # v}, et la distance minimale
d'un code correcteur est la distance minimale entre deux mots du code : d =
min {dg(z,y) : ¢ # vy, (z,y) € C}. Le poids d'un mot est wy(c) = dy(c,0), c’est
le nombre de bits non nuls de ce mot. Le décodage au mazimum de vraisemblance
consiste a trouver le mot du code le plus proche d’un mot donné au sens de la
distance de Hamming. Dans ce cas, la capacité de correction du code est la moitié
de sa distance minimale. Un code de longueur n, de dimension k£ et de distance

d—1

minimale d est dit de type [n, k, d], et on note t = [ %5~ | sa capacité de correction.

Les codes les plus simples sont les codes a répétitions :

Exemple 2.1.1 Le code a trois répétitions : 0 s’encode en 000 et 1 s’encode en
111. Par exemple 01011 s’encode en 000111000111111. On décode par décision ma-
joritaire (mazimum de vraisemblance) :

Le taux d’efficacité du code est de
erreur.

%, sa distance minimale est 3 et il corrige 1

Plus généralement, pour un code a n répétitions, le taux d’efficacité du code est %,
sa capacité de détection est n — 1, sa distance minimale est n et il corrige donc |7 |
erreurs.

Les parametres associés a un code permettent de définir plus précisément la
notion de “bon” code correcteur d’erreur. On attend d’un bon code qu’il ait un
bon rendement k/n et une grande capacité de correction ¢, ces deux criteres étant,
comme on peut s’y attendre, contradictoires. Dans le cas des codes linéaires (un
code linéaire de type [n, k, d] sur F, est un sous espace vectoriel de Fy), I'inégalité
des empilements de spheres donne le nombre maximal de mots décodables a n et
k fixés. Un code pour lequel cette borne est atteinte est appelé code parfait. Les
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codes a répétitions de longueur impaire sur Fy sont des codes parfaits. Tous les
codes parfaits existants sont répertoriés : les seuls vérifiant t > 1 et n > 2 sont,
outre les codes a répétition de longueur impaire sur Fy, de type [n impair, 1,n], les
deux codes de Golay, de type [23,12,7] sur [y et [11,6,5] sur Fg [MS77, page 179].

L’existence de bons codes est assurée par la borne de Varshamov-Gilbert, qui est
une borne inférieure sur ¢ pour les meilleurs codes. La plupart des codes linéaires
atteignent cette borne, en particulier les codes choisis au hasard. Cependant, un
bon code pris au hasard a peu de chances de posséder un algorithme de décodage
performant. Le probleme général de décodage d'un code linéaire est un probleme
NP-complet [BMvT78].

Une classe importante de codes correcteurs est celle des codes cycliques, qui
sont des cas particuliers de codes linéaires. Une sous-classe importante de codes
cycliques a été découverte par R. C. Bose et D. K. Ray-Chaudhury en 1960 et
indépendamment par A. Hocquenghem en 1959. Ces codes, connus sous le nom de
codes BCH, sont tres utilisés en pratique, notamment parce qu’il existe pour cette
famille de codes cycliques un algorithme de décodage tres efficace du a Berlekamp-
Massey [Ber68]. Par exemple, le C.C.S.D.S. (Consultative Committee for Space
Data System!) recommande d’utiliser, dans les systémes de télémesure par satellite,
le code de Reed-Solomon (les codes de Reed-Solomon sont des codes BCH parti-
culiers) de type [255,223,33] sur Fos (il est de rendement R = 0.87, sa distance
minimale est 33, donc il corrige 16 erreurs). Le code de Reed-Solomon [31, 15, 17]
sur F3, est utilisé dans les communications militaires.

Il existe de nombreuses autres familles de codes cycliques, comme par exemple
les codes a résidus quadratiques (codes RQ). Ces codes RQ sont de bons codes -
leur rendement est proche de 1/2 et on connait de bonnes bornes sur leur capacité
de correction - mais il n’existe pas a I’heure actuelle d’algorithme de décodage
générique et efficace des codes RQ. La famille des codes RQ contient en particulier
les deux codes parfaits de Golay. Plus généralement, étant donnés un corps de base
et une dimension n, on peut construire une large variété de codes cycliques, mais
on ne sait ni décoder, ni déterminer la capacité de correction de la plupart d’entre
eux.

Décodage algébrique. Les bases de Grobner sont un outil tres utilisé pour
le décodage de codes correcteurs [MS03a, CM02, Aug96, BFO1, RH99, LVY97,
CRHT94b]. .. Nous présentons dans ce chapitre les méthodes existantes de décodage
algébrique des codes cycliques a 'aide de calculs de base de Grobner.

L’idée du décodage algébrique est de réécrire le probleme du décodage en un
systeme d’équations algébriques, ayant les caractéristiques suivantes :

1. correction de la mise en équation : le calcul des solutions du systeme permet
de retrouver 'erreur qui s’est produite,

L http ://www.ccsds.org/
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2. effectivité du calcul des solutions : le calcul des solutions de ce systeme peut
étre fait en un temps raisonnable (temps polynémial par exemple).

Un tel systeme est un systeme a parametres : une partie des variables, les pa-
rametres, correspondent a des quantités qui peuvent étre calculées pour chaque
erreur, et l'on s’intéresse aux solutions du systéeme dans lequel les parametres ont
été spécialisés.

Un algorithme de décodage comporte deux phases : la premiere phase est la
phase de pré-calcul, qui peut nécessiter une grande puissance de calcul sur un long
terme. La seconde est la phase de décodage, ou 'on recoit un flot de mots codés a
décoder. On calcule alors pour chaque mot la valeur des parametres, et on obtient
les solutions du systeme dans lequel on a remplacé les parametres par leur valeur
calculée pour ce mot précis. Cette seconde phase doit étre la plus rapide possible,
et peut comporter des limitations liées a la puissance de calcul autorisée ou a la
quantité de mémoire disponible.

Le calcul de base de Grobner peut s’utiliser dans chacune de ces deux phases.
Si 'on considere les parametres comme des variables, on peut calculer une base
de Grobner du systeme avec parametres. Ce pré-calcul donne des formules, et la
phase de décodage consiste simplement, pour chaque mot a décoder, a calculer les
parametres correspondants et a le substituer dans les formules. On parle dans ce
cas de décodage formel. La seconde solution consiste, pour chaque mot a décoder, a
calculer les parametres correspondants, a les substituer dans le systeme algébrique
et a calculer une base de Grobner du systeme ainsi spécialisé. On parle alors de
décodage en ligne. Pour le décodage formel, la base de Grobner est calculée une
fois pour toutes, mais le systeme contient beaucoup plus de variables que pour un
décodage en ligne, et la base de Grobner est souvent impossible a calculer. Dans
le cas d'un décodage en ligne, il faut recalculer une base de Grébner pour chaque
mot, mais chaque base est beaucoup plus facile a calculer.

Syndrome, localisateurs et fonctions symétriques élémentaires. A partir
d’un mot bruité recgu, il est possible de calculer le syndrome, qui est I’ensemble de
parametres associé a l’erreur transmise. Décoder une erreur, ¢’est pouvoir retrouver
I'erreur a partir de son syndrome. Pour cela, on introduit un ensemble de variables,
les localisateurs : si les positions non nulles de 'erreur e = ege;...e,_1 sont les
i1,..., %, (C’est-a-dire e;; # 0), les localisateurs sont les puissances a’t .. o' ol
« est une racine primitive n-eme de I'unité. Avec ces notations, le syndrome de
I’erreur correspond a un ensemble de fonctions puissances des localisateurs. Pour
décoder une erreur, il suffit donc de retrouver les localisateurs a partir du syndrome,
ou de maniere équivalente de retrouver les fonctions symétriques élémentaires des
localisateurs a partir du syndrome.

Les systemes algébriques et leurs difficultés sur F,. De nombreuses relations
algébriques existent entre les syndromes et les localisateurs, ainsi que les fonctions
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puissances et les fonctions symétriques élémentaires des localisateurs, en particulier
les relations de Newton. Si l’on se place dans le corps des rationnels, les relations de
Newton permettent d’exprimer les fonctions symétriques élémentaires en fonction
des fonctions puissances, mais modulo 2 cette propriété n’est plus vérifiée, et les
équations de Newton sont plus difficiles a résoudre. Une autre difficulté du calcul
modulo 2 est que les localisateurs sont des racines n-eme de 'unité, et donc les
syndromes et les fonctions symétriques élémentaires des localisateurs vérifient des
équations de corps (de la forme x2” + x, oit m est ordre multiplicatif de 2 modulo
n). Ces équations sont vite de trés haut degré, et les prendre en compte constitue
une vraie difficulté pour le calcul de la base de Grébner. Inversement, les ignorer
revient a chercher les solutions du systeme dans la cloture algébrique de Fy, ce qui
peut augmenter de maniere drastique le nombre de solutions du systeme, et rendre
le calcul de la base de Grobner plus difficile.

Tous les systemes étudiés jusqu’ici contiennent ces équations de corps. Les pre-
miers systemes qui ont été proposés [CRHT94a] utilisent I'expression des syndromes
en fonction des localisateurs de I'erreur, et les résultats ont été démontrés par Lous-
taunau et Von York [LVY97], fournissant un algorithme de décodage formel basé sur
un pré-calcul de base de Grobner. On trouve également une étude de ces systemes
dans [CMO02]. Il est cependant souvent impossible de calculer la base de Grobner
du systeme formel, méme pour le code RQ de longueur 41.

En parallele, de nombreux travaux ont été menés a partir des identités de New-
ton, en essayant de trouver des formules pour les fonctions symétriques élémentaires
des localisateurs en fonction des syndromes. Ceci a été appliqué notamment aux
codes a résidus quadratiques - par exemple, [RYT90, RTCY92, RRTCO1, CRT94]
pour des codes binaires, et [Hum92, HH93] pour des codes ternaires. Dans ces pa-
piers, les auteurs construisent pour chaque code RQ particulier un algorithme de
décodage spécifique a partir des identités de Newton, et ils ne donnent aucune
méthode générale. Notons que, grace aux équations de corps, tous les systemes
considérés sont de dimension zéro (ils possedent un nombre fini de solutions), mais
le degré des polynomes engendrés par les équations de corps rendent généralement
le calcul de la base de Grobner impossible.

Organisation du chapitre. Dans une premiere partie (section 2.2), nous
définissons mathématiquement les codes cycliques, plus particulierement les codes
a résidus quadratiques et les codes BCH. Les sections 2.3 et 2.4 présentent les
diverses approches du décodage algébrique par bases de Grobner, pour des systemes
de dimension zéro.

2.2 Codes cycliques : définitions et propriétés

Dans cette section, p désigne un nombre premier, ¢ une puissance de ce nombre
premier et n un entier tel que pged(n,q) = 1 (cette hypothese sera justifiée plus
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loin). La construction et les performances d’un code cyclique sont fortement basées
sur les propriétés des polynomes a coefficients dans un corps fini. Nous renvoyons
le lecteur a I'annexe A.1 ou a 'ouvrage [LLN97] pour des rappels sur les corps finis
et polynomes a coefficients dans un corps fini, et aux ouvrages [LN97, MS77, vL.99]
pour une étude détaillée des codes cycliques.

Notation. Sir est un entier, nous notons [1;7] l'intervalle des entiers de 1 a r.

2.2.1 Codes linéaires, définition des bons codes

Définition 2.2.1 Un code linéaire C de longueur n et de dimension k sur Iy est
un sous-espace vectoriel de (F,)" de dimension k.
d—1

Soit C un code linéaire de type [n,k,d] et t = |%5~] sa capacité de correction.

Notons V;(n) =30, (")(g—1)" le nombre de points de I'espace & distance au plus ¢
d’un mot du code. La relation suivante, appelée borne des empilements de spheres,
donne le nombre maximal de mots décodables en fonction de n et ¢ : Vt(") < ¢nU-h),
Un code pour lequel cette inégalité est une égalité est appelé code parfait, c’est un
code qui possede le maximum de mots décodables a n et k fixés.
Le théoreme ci-dessous explicite une notion de “bon” code :

Théoréme 2.2.2 50 <6 < %, alors il existe une famille infinie de codes linéaires
de type [n,k,d) avec n — oo, vérifiant® ¢ > 6 et R = £ > 1 — Hy(2) lorsque
n — oo, avec Ho(x) = —xlogy(z) — (1 — ) logy(1 — x). Cette borne s’appelle la
borne de Varshamouv-Gilbert.

Un code linéaire tiré au hasard (on tire au hasard les vecteurs engendrant ’espace
vectoriel du code) est un bon code, au sens ou il atteindra cette borne [Bar97, Bar98g].

2.2.2 Codes cycliques

Définition 2.2.3 (Code cyclique) Un code cyclique C de longueur n sur IF, est
un tdéal de ’algebre
R, =F,[z]/(z" — 1) = F}.

q
On identifie F* a R, par (c1,...,Cn1,Cn) — C1 +Cox + ... +cpox™b). Siqg=2 on
q
parle de code binaire.

Nous avons choisi pged(n, g) = 1, donc ™ — 1 n’a que des facteurs simples. Notons
a € F,m une racine primitive n®® de l'unité, o m est 'ordre multiplicatif de ¢
modulo n et Fym est le corps de décomposition de ™ — 1 (cf. annexe A.1).
L’anneau R,, est principal, donc un code cyclique C est défini par g(z) son
polynome générateur unitaire de degré minimal. C’est un diviseur de " — 1, qui

2olt on note f(n) = g(n) lorsque n — oo si il existe une fonction €(n) avec |e(n)| — 0 quand
n— oo et f(n) > g(n)(1+ e(n)).
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s'écrit donc g(z) = [[;cq(z — a'). La classe cyclotomique d'un entier i est Cl; =
{¢’i mod n,j € [1;m]}. L’ensemble Q est une réunion de classes cyclotomiques, et
s’appelle 'ensemble des zéros ou [’ensemble de définition du code. Réciproquement,
un code cyclique est entierement défini par la donnée dune réunion de classes
cyclotomiques. La dimension du code est & = n — deg(g), on code un message
f(z) € Fylx] de degré au plus k — 1 par f(x)g(z).

On dit que C est un code cyclique de type [n,k,d] sil est de longueur n, de
dimension k et de distance minimale d.

Exemple 2.1.1 (suite) Le code a trois répétitions est un code cyclique binaire
de générateur g(z) = 2+ +1 et d’ensemble de définition {1,2}. On code 0 en 0 et
1 en g(z). C’est un code de type [3,1, 3], qui corrige donc une erreur et en détecte
deux.

2.2.3 Codes a résidus quadratiques

Les codes a résidus quadratiques sont des codes possédant de tres bons pa-
rametres, étudiés pour la premiere fois par Assmus et Mattson [AM72] en 1972, et
qui ont fait I'objet de nombreuses recherches théoriques.

Définition 2.2.4 Soit n et g deux entiers premiers tels que q soit un carré modulo
n. Le code a résidus quadratiques de longueur n sur F, est le code cyclique dont
l’ensemble de définition (), est ’ensemble des carrés modulo n. Son générateur est

g@)=[[@-a)= [] @-a).

1€Qn r2€[l;n—1]

Exemple 2.2.5 Le code binaire a résidus quadratiques de longueur 31 est défini
par Q31 = {1,2,4,5,7,8,9,10, 14,16, 18,19, 20, 25, 28}. Il est de type [31,16,7], de
générateur g(z) = a2 + 2™ + 2B + 2%+ 2% + 23 + 1 et o € Fys est une racine
de ° + x? + 1. Les classes cyclotomiques de Q3 sont Cly = {1,2,4,8,16}, Cl5 =
(5,10,20,9, 18} et Cl, = {7, 14,28, 25, 19}.

Exemple 2.2.6 Les codes a résidus quadratiques sur Fy de longueur < 50 ont pour
ensembles de définition Q7, Q17, Qaz, Q31, Qa1 et Qur.

Proposition 2.2.7 ([MS77]) Le code a résidus quadratiques @, de longueur n

sur Fy est de dimension k = ”TH et a une distance minimale impaire.

Proposition 2.2.8 ([vL99, p. 87]) Dans le cas binaire (q = 2), nécessairement
n =41 mod 8, et la distance minimale d du code Q,, vérifie d*> > n. Si de plus on
an=—1 mod4, alorsd> —d+1<n etd=3 mod 4.
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2.2.4 Codes BCH

Définition 2.2.9 Soit q¢ une puissance d’un nombre premier, n et 6 < n deux
entiers. Le code BCH au sens strict de longueur n et de distance construite 0 sur
Fy est le code cyclique de générateur g(x) = [[;co(r —a') ot Q@ = CU(1) U C1(2) U
...UCl(6 —1). On le note BOCH(n, ).

Proposition 2.2.10 La distance minimale d d’un code BCH(n,d§) vérifie d > 6.

Théoreme 2.2.11 Les codes BCH de longueur n = 2™ — 1 sur Fy ont une distance
minimale impaire. On les appelle les codes BCH binaires primitifs.

2.3 Aspects algébriques du décodage, relations
de Newton

Dans tout ce qui suit, nous nous limiterons au cas de codes binaires (¢ = 2).
Soit C un code cyclique binaire de type [n,k,d], d’ensemble de définition ). On
note ¢ = | 41| la capacité de correction du code. On se donne o € Fym une racine
primitive n®¢ de 'unité, ot Fym est le corps de décomposition de 2™ — 1.

Considérons ¢(z) € C un mot de code, et ¢ = ¢+ e le mot bruité regu apres
transmission, ou e(x) = E::Ol e,x” est erreur. Si iq,...,%, correspondent aux
positions non nulles de cette erreur, on appelle (Z]* = aij)je[lw] les localisateurs
de e. On dit que l'erreur e est de poids v. Comme un mot ¢ est un mot du code
si et seulement si c(a’) = 0 pour tout ¢ € Q, on peut calculer les parametres
S = e(a’) = &(a’) pour i € Q. Remarquons que Si; = (S%)°.

1

Définition 2.3.1 (Syndrome) L’ensemble S* = {S},i € Q} C Faom s’appelle le
syndrome de Uerreur e. Il est enticrement défini par S;., = {S}, 1 € Qrep} 0U Qrep
est un ensemble de représentants des classes cyclotomiques de Q). Il est calculable a
partir du mot bruité recu.

Convention. Dans ce chapitre, nous distinguerons une valeur particuliere d'un
parametre de la variable correspondante par 1'ajout d’une étoile . Ainsi, S est une
valeur particuliere de la variable S;.

Un outil important dans 1’étude des codes cycliques est la transformée de Fourier
d’un mot. On préférera la définir pour des polynomes a coefficients dans [y la cloture
algébrique de Fo, en suivant [Aug93] :

Définition 2.3.2 La transformée de Fourier de a = S aa” € Fylr]/(a™ — 1)
est le polynome S(Z) = Y1 SiZ"" € FyZ] de degré au plus n — 1, ot S; =
a(a?) = S0 a,ai". On Uappelle aussi le polynéme de Mattson-Solomon de a.
Proposition 2.3.3 La transformée de Fourier est une application bijective de FZ
dans lui-méme.
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Ainsi, connaitre la transformée de Fourier d’une erreur revient a connaitre 'erreur
elle-méme. Cependant, pour un mot bruité recu ¢ = ¢ + e, on ne peut calculer
qu'une partie de la transformée de Fourier de e, le syndrome. En effet, si i € @
alors S} = e(a’) = Y7, (Z])" est bien I'un des coefficients de la transformée de
Fourier de e. Les autres coefficients sont les S = »°_,(Z;)" pour i ¢ Q. La
proposition suivante prouve que cette connaissance du seul syndrome est tout de
méme suffisante lorsque le poids de I'erreur est inférieur a la capacité de correction
du code :

Proposition 2.3.4 L’application suivante est injective :

( {mots de poids <t =%t} — F#9 )

e — 5"

Démonstration Soit e; et ey deux erreurs ayant méme syndrome {e;(a), i € Q}.
Alors e = e; — ey vérifie e(a’) = e;(a’) — ex(a’) = 0 pour tout i € Q et donc e € C.
Or, w(e) < w(ey) +w(ez) <2t < d—1 et par définition de la distance minimale du
codeon ae=0et e; = ey. O

On définit le polynome localisateur de e par :

70— ot 20 g g (1) et 7+ (—1)Y0 '

v

N * i * * . Jr /12 .
oulesof = (—1)">] Z% - Z5 sont les fonctions symétriques élémentaires

J1<j2<-<ji
des Z7.
Convention. Nous utiliserons les notations Z,, = (Z;),en pour les variables et
Z, = (Z7)jenw pour des valeurs particulieres de ces variables. Nous notons de

S = (Si)ieq et S = (Si)igq, ainsi que g, S™ et S".

meme g, = (Uj)je[l;v]’

Décoder ¢, c’est pouvoir retrouver les valeurs des localisateurs Z) a partir du
syndrome de 'erreur S*. Or, le polynome localisateur contient toute cette informa-
tion, et la méthode de Chien (“Chien search”, [MS77, p. 276]) permet de trouver les
racines du localisateur en un temps négligeable par rapport au temps nécessaire au
décodage. C’est une technique de recherche exhaustive (on essaie toutes les racines
n®mes de I'unité) qui peut étre implantée de maniere trés efficace. Pour connaitre
Ierreur, il est donc équivalent, sur le plan théorique comme sur le plan algorith-
mique, de retrouver soit ses localisateurs soit les fonctions symétriques élémentaires
de ces derniers.

Les localisateurs, les syndromes et les fonctions symétriques élémentaires des
localisateurs d’une erreur vérifient de nombreuses équations algébriques, résumées
dans la proposition suivante :

Proposition 2.3.5 Soit C un code cyclique d’ensemble de définition Q). Soit e €
Fylz]/(z" — 1) un mot de poids w avec w < v < n, et notons Z%,, a,, S* et S
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respectivement les localisateurs, les fonctions symétriques élémentaires des localisa-
teurs, les syndromes et les fonctions puissances inconnues de e. Alors ces quantités
satisfont les relations algébriques suivantes :

L’expression des syndromes comme fonctions puissances des localisateurs :

SYNDROM,, = {Si - ZZ;, Vie Q} : (2.2)
j=1

ainsi que [’expression des fonctions symétriques élémentaires des localisateurs :

SyMy=<0;— Y Z,-Z,,  YjeELu]p. (2.3)

1§l1<-~~<lj§w
Les relations de Newton généralisées pour le poids v (avec 0}, =0=---=0}) :
NEWGENU = { S(v—i—i mod n) + Zajs(v+i—j mod n) Vi € []-a ’I’L] } . (24)

j=1

Comme le code considéré est un code binaire, les S*, 'S" et o vérifient de plus la
partie triangulaire des relations de Newton :

i—1
NEWTRI, = {SZ» + ZSi_jaj +io; Vie [l;v]} . (2.5)

j=1
Les équations de corps et de longueur :

S+ S, Vi€ ([l;n]
o2 +o; Vie[lw] p. (2.6)

ZMM +Z; Vije Ll

Nous présentons dans les deux sections suivantes différents systemes construits a
partir de ces équations qui permettent de retrouver 'erreur a partir de son syn-
drome. Nous verrons que ces systemes ont des comportements tres différents vis-a-
vis des bases de Grobner.

2.4 Deécodage a partir d’idéaux de dimension zéro

Dans cette section, nous présentons les différents systemes étudiés, ainsi qu’'un
nouveau systeme SYNSYM;", obtenu en symétrisant le systéme SYNDROM;", et dont
le comportement est similaire a celui des autres systemes. Nous récapitulons les
résultats existants, donnant des algorithmes de décodage algébrique des codes cy-
cliques.
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Tous les systemes utilisés sont composés d’équations provenant de la proposi-
tion 2.3.5, et tous contiennent des équations de longueur ou de corps qui les rendent
de dimension zéro.

Nous considérons les trois systemes suivants :

Si—=> " 72t VieqQ
+ v J=1"3
SYNDROM;! { 227 Vel } C Fy[Z,, S]
0;?:1 — 0, J € [1;]
q i y . —
NEWTON] = 5 5;]_’1 CJE [1;n] c Fy[S, 8,0,
Si + Zj:l O'jSifj + 04,1 € [1;1}]
Syti + Z;:1 0jSuyi-j, @ € [1;n]
Si— 3017 VieQ
SYNSYMQT - Uj - le<"'<lj le e le vj € [17 U] - FQ[Z@7§7 gv]
Zm 7, vj € [1;0]

Convention. Un systeme comportant les équations de longueur ou de corps pour
ses variables est noté avec un ™ ajouté au nom du systeéme sans ces équations. Ainsi,
le systéme SYNDROM, correspond au systéme SYNDROM, auquel on a ajouté les
équations de longueur® pour les variables Z;.

Notons que S,.; = 5;, i.e. S; est en fait la variable S; 104 n- Les deux pre-
miers systemes sont étudiés par Chen et al. [CRHT94c, CRHT94b|. Les auteurs
étudient le décodage en ligne. Le décodage formel est introduit par ces mémes au-
teurs dans [CRHT94a] & partir du systeme SYNDROM, et les preuves, basées sur
une affirmation fausse?, sont corrigées par Loustaunau et Von York dans [LVY97].
L’idéal SYNSYM," n’est pas considéré par ces auteurs, mais il est naturel d’intro-
duire les fonctions symétriques élémentaires dans ces systemes, et les résultats et
preuves sont similaires & celles produites pour le systéme SYNDROM; .

Nous redonnons les propriétés de ces trois systemes algébriques et expliquons
en particulier comment le calcul d'une base de Grobner fournit un algorithme de
décodage. Des exemples détaillés sont donnés, qui illustrent le comportement de ces
systemes pour différents codes a résidus quadratiques (longueur 23, 31 et 41). Nous
verrons au chapitre 6, section 6.2, une classification de tous ces systemes.

2.4.1 Préliminaires

Un point commun a tous ces systemes est qu’ils contiennent des équations de
m m . .
corps ou de longueur (Z;H'1 —Zj,0f —ojouS! —Sj), qui n’ont que des solutions

311 est suffisant d’ajouter les équations de longueur des variables Z; pour que lidéal contienne
également les équations de corps pour les variables S;

4Les auteurs utilisent la “propriété” qu’une base de Grobner d’un idéal de dimension zéro
pour un ordre lexicographique est triangulaire, c’est-a-dire comporte autant de polyndmes que de
variables. La figure 2.3 page 49 donne un exemple d’une telle base, qui est loin d’étre triangulaire.



40 Chapitre 2. Décodage algébrique de codes correcteurs d’erreurs

distinctes. D’apres le lemme de Seidenberg A.2.2 page 144, cela implique que les
idéaux étudiés sont tous radicaux® :

Lemme 2.4.1 Les idéauz (NEWTON]), (SYNDROM,') et (SYNSYM) sont radi-
cauz et possedent un nombre fini de solutions.

Ces deux propriétés restent vraies pour toute spécialisation, i.e. pour tout S* C
Fy les idéauz (NEWTONS (S*)), (SYNDROM] (S*)) et (SYNSYM (S*)) sont radicaux
et de dimension zéro.

Démonstration Chaque idéal contient une équation en chaque variable, donc 'idéal
est bien de dimension zéro. La radicalité provient du lemme de Seidenberg, car
chacune de ces équations admet des solutions distinctes. Ces propriétés persistent
lorsqu’on spécialise certaines variables. O

La proposition suivante traduit les propositions de bijectivité de la transformée de
Fourier (propositions 2.3.3) et d’unicité de l'erreur de poids au plus t (proposi-
tion 2.3.4) pour les idéaux :

Proposition 2.4.2 Soit S* le syndrome d’un mot d’erreur de poids v < t, alors
les idéaur (NEWTON, (S™)), (SYNDROM; (S¥)) et (SYNSYM;(S*)) possédent une
unique solution (a permutation prés des Z;).

Démonstration 1l est évident que si (SYNDROM (S™)) posseéde une unique solution,
alors (SYNSYM;(S™)) aussi. Or, si (Z) est une solution du premier systéme, alors
par bijectivité de la transformée de Fourier (proposition 2.3.3), les Z} sont non nuls
et sont exactement les localisateurs de 'erreur de syndrome S™.

Pour l'idéal (NEWTON; (S¥)), la preuve ne nous parait pas simple, comme
dans [CRHT94b], et nous le redémontrons dans la proposition 6.3.1 page 118. O

Ces deux propriétés vont permettre de donner des algorithmes de décodage, a I'aide
du lemme suivant :

Lemme 2.4.3 Soit I C K|xy,...,z,]| un idéal radical possédant une unique solu-
tion x3,...,x;. Soit G une base de Grobner réduite de I pour un ordre quelconque,
alors G = {xy —x3,..., 0, — ) }.

Démonstration Comme I posséde une unique solution, on a I NK[z;] = ((z; —x})*)
pour un entier A € N, et par radicalité on a z; — z € I pour tout i € [1;n], donc
I=(x;—xf,...,2, —}). O

Corollaire 2.4.4 Soit S* le syndrome d’un mot d’erreur de poids v < t, alors on
a les égalités suivantes :

(NEWTON] (S*)) = (oj—0}, j€[Lin], Si—S;, i¢Q)
(SYNSYM[ (S¥)) NFam[o,] = (05 -0, j € [1;0])

5ie. f* €I implique f € I.
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2.4.2 Deécodage en ligne

Décodage en ligne avec le systéme SYNDROM;. Ce systeme est étudié par
Chen et al. [CRHT94c], nous en donnons ici une preuve simple a partir des résultats
de la section précédente.

Théoréme 2.4.5 ([CRHT94c]) Soit e une erreur de poids 1 < v < t, L(Z) le
polynome localisateur de e, S™ le syndrome de e. Alors

(1) stw < w,
L St w =,
(SYNDROM(S™)) NFom[Z1] = (L(21)) _

(Z1-L(Zy)) siw=wv+1,

(ZPT = 7)) siw>v+2.
Démonstration Notons I = (SYNDROM.(S™)) et Z7, ..., Z¥ les localisateurs de e.
Soit (z7,. .., z5) une solution quelconque de SYNDROMJr Notons u le nombre de z;
non nuls, & permutation preés on peut supposer que ce sont les w premiers, et on a
alors 25 = o™, ..., zf = a™, 25, =0,...,25 = 0. Lerreur a = " + ... + 2™ est

ainsi de poids au plus t et a pour syndrome S*, donc d’apres la proposation 2.3.4
onaa=e,v<u<wetles z; qui ne sont pas égaux a un Z; sont égaux deux a
deux.

On en déduit que, si w < v, alors I n’a aucune solution. Si w = v, les solutions
de I sont exactement les racines de L(Z). Pour w = v + 1 les solutions de I sont
exactement les racines de L(Z) et 0, et enfin pour w > v + 2 tout Z* racine de
7" 4 Z est solution de I. Les égalités d’idéaux proviennent du fait que I est un
idéal radical. a

Le systéme des équations de Newton, décodage en ligne. L’égalité pour le
systeme (NEWTON; (S*)) du corollaire 2.4.4 est donné par Chen et al. [CRHT94b],
mais avec une preuve différente. Cette proposition est complétée par C. Rong
dans [RH99], ce qui permet de déterminer le poids de e :

Proposition 2.4.6 Si e est une erreur de poids® 1 < v < t et de syndrome S*
alors :
(NEWTON (S™)) N Fam[o.
(NEWTON; (S*)) N Fan[o

w

U

t—1
siv < LTJ alors (NEWTON; (S*)) N Fom|[0y41

]
]
") ]
et (NEWTON; (S*)) N Fom[09y41]

siv > LTJ alors (NEWTON; (S*)) N Fam[o;] =

6la proposition n’est plus vraie pour v = 0
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Algorithmique Pour décoder pratiquement une erreur de syndrome S*, il suffit
de calculer une base de Grobner réduite G' du systéme spécialisé NEWTON; (S*)
pour un ordre quelconque (en pratique on utilise 'ordre grevlex, pour lequel les
calculs sont les plus rapides). On peut déterminer v de la maniére suivante : on
pose w = 0, et tant que G = (1) on incrémente w. On obtient finalement v = w et
GNFaymloy,...,0,] ={o1—0F,...,0,—0} (avec o # 0). Les fonctions symétriques
élémentaires des localisateurs sont les o7 Il est également possible de partir de w = ¢
et de décrémenter w tant que o, = 0 annule les polynomes de G.

De la méme maniere si 'on veut utiliser le systeme (SYNDROM (S™)), il suffit
d’en calculer une base de Grébner G pour un ordre d’élimination {Z;,j > 1} > Z;.
On détermine v en incrémentant w a partir de w = 0 tant que G = (1) ou en
décrémentant w a partir de w =t tant que Z; = 0 est solution du systeme, et pour
w = v on obtient le polynome localisateur.

Nous obtenons ainsi un algorithme de décodage, décrit ici pour NEWTON;" mais
valable de la méme maniére pour SYNDROM," ou SYNSYM; :

Algorithme 1 (Décodage en ligne a partir des équations de Newton)
Pour chaque mot ¢ recu,
— calculer le syndrome de lerreur S* = {c(a’) : i € Q},
— calculer la base de Grobner réduite de (NEWTON;(S™)) pour un ordre grevlex
et pour w = 0,...,v, en déduire v le poids de l'erreur et les polynomes o; — o7
pour 1< j <w,
— calculer les racines du polynome localisateur de l’erreur.

Exemple Prenons 'exemple du code RQ [31, 16, 7], et essayons de décoder suc-
cessivement les erreurs e; = 22, ey = 22 + 2t et e3 = 2% + 2* + 27. Calculons pour
ces trois erreurs ey, k € [1;3] une base de Grébner réduite G% de (NEWTON; (S*)),
G% de (SYNDROM] (5*)) NFam[Z;] et GF de (SYNSYMZ (S*)) NFam[os]. On obtient
(avec « racine de z° + 22 + 1) :

Gy =G = {o1+a% 09+ (1+a?) 03,05 + 03}
G4 =G%2 = {o1+a?+a*, o0+ a+a? 03}
G =G = {o,o0+1+a+a?+at o3+ + o’ +a}

et
G}g == {Zl+oz2}
Gy = {Zi+(®+a")Zi+a+a’}
Gy = {Zi+(1+a+a*+ah) 2+ +a® +a'}
On vérifie bien par exemple que la seule solution pour l'erreur ez est o1 = 0,

oy =14+a+a?+a o3 =a’+a+a ce qui donne comme polynéome localisateur
ZB+(Ql+a+a’+at)Z+a*+ad+at = (Z —a?)(Z —a*)(Z - a").
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2.4.3 Deécodage formel

Décodage formel avec le systéme SYNDROM; . L’approche est introduite par
Chen et al. [CRHT94a] et les preuves sont données par Loustaunau et York [LVY97].
Une étude détaillée de la forme de la base de Grobner de l'idéal (SYNDROM;) est
donnée dans [CMO02].

Théoréme 2.4.7 ([LVY97]) Soit G une base de Grobner de (SYNDROM; ) pour
Uordre lexicographique Zy > -+ > Zy_ 1 > Zy > S. Soit Gy, = GNFs[Zy, ..., Z;, S] la
base de Grobner de l'idéal (SYNDROM, ) NFo[Zy, ..., Z;, S] d’élimination des k — 1
premieres coordonnées et Oy le vecteur nul de longueur k.

Alors une erreur de syndrome S* est de poids v <t si et seulement si

Vk>v+1, Vg€ Gy, g(0;,:11,5") =0 et g € Gy, g(04_p11,S") #0
Si Gy ={g1,.-.,9u} alors lidéal principal
<G7J(Z7J) 0t—v7§*)> - <gl(Z’v7 Ot—v7§*>a s 7gu(Zv7 Ot—vuﬁ*)> - ]F2m [Z'u]

est engendré par le polynome localisateur L(Z,) de Uerreur, qui est (a un coefficient
prés dans Fom ) U'un des g;(Zy, 01—y, S¥) .

Démonstration Nous ne réécrivons pas la preuve qui est bien faite dans [LVY97],
et que nous réutiliserons pour prouver le théoreme 2.4.8, mais nous donnons les
ingrédients qui font marcher la preuve : (1) unicité de la solution, (2) propriété
d’élimination des bases de Grébner, (3) propriété de radicalité des idéaux (que les
auteurs oublient de prouver dans [LVY97]), (4) théoreme de spécialisation d’une
base de Grobner. O

Remarque. L’idéal (SYNDROM;,") contient les polynomes linéaires Sa; mod n + S
Il suffit donc de considérer le systéeme SYNDROM, en ne prenant qu’un représentant
S; par classe cyclotomique, le théoreme 2.4.7 reste valable, mais le systeme possede
beaucoup moins de variables.

Remarque. SYNDROM, est une base de Grobner de (SYNDROM,') pour l'ordre
lexicographique S > Z, et I'idéal (SYNDROM;]") est zéro dimensionnel. Il suffit donc
d’utiliser un algorithme de changement d’ordre du type FGLM [FGLM93] pour
calculer G pour l'ordre lexicographique Z > S.

L’algorithme de décodage issu de ce théoreme est détaillé a la fin de cette section
sur les exemples des codes a résidus quadratiques de longueurs 23 et 31.

Le systéme SYNSYM," avec fonctions symétriques élémentaires, décodage
formel. Nous avons vu que I’étude du systéme SYNDROM," permet d’obtenir une
formule symbolique pour le polynome localisateur de I’erreur. Or, il parait plus facile
d’obtenir des formules séparées pour chaque coefficient du polynome localisateur
plutot qu’une seule formule, ce qui est bien vérifié en pratique. Nous donnons un
résultat semblable au théoréme 2.4.7 pour le systéme SYNSYM;, en utilisant les
mémes méthodes de preuve que dans [LVY97].
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Theorem 2.4.8 Soit G une base de Grébner de I = (SYNSYM;) NFya,,S] pour
Uordre lexicographique oy > -+ > 0,1 > o, > S et notons Gy, = GNFa[oy, ..., 04, S]
une base de Gréobner de l'idéal d’élimination des k — 1 premieres coordonnées I N
Folok, ..., 00 S].

Alors une erreur e de syndrome S* est de poids v <t si et seulement si

Wk > 041, Vg € Gp, 9(0i441,57) = 0 et 3g € Gy, g(0r-31,57) #0  (27)

De plus,

<G1(017U27 e ey Ou, Ot—v7§*>> = <0-1 - UT? sy Oy — U:)

et pour toute spécialisation (0y41,...,0¢) = 0, et S = S* en le syndrome d’une
erreur de poids v, pour tout j € [1;v], G; contient un polynome de degré 1 en o;
dont 'initial (i.e. le coefficient de o) ne s’annule pas lorsque l'on spécialise.

Démonstration Le schéma de la preuve est le méme que pour le systeme SYNDROM;"
(théoreme 2.4.7), nous en redonnons les grandes étapes. L’équation 2.7 provient
du fait que, si oj,...,0, sont les coefficients du polynome localisateur de e, alors
(oF,...,0%,0,...,0) est solution de (SYNSYM, (S*)), que (SYNSYM, | (S¥)) = (1),
ainsi que du théoreme d’élimination 1.3.3. Considérons maintenant I'idéal G} qui est

I'idéal G spécialisé en (0yy1,...,01) = 0;y, S = 5%, et 041 = 0}yy,...,0, = 0.
Alors en utilisant le théoreme de spécialisation 1.3.6 il existe un polynome g; € G;
tel que g;(0j,05,4,...,05,0;,S") engendre G5. Comme G n’a quune solution
oj = 0; et est un idéal radical (grace aux équations de corps), il est engendré par
oj — o;. Ainsi g; est un polynome de degré 1 en o; dont linitial ne s’annule pas
lorsqu’il est spécialisé. O
Remarque.

1. Ce théoreme montre que pour toute spécialisation (o141, ...,0;) = 04—y, S =

8%, la base de Grobner contient un polynome de degré un en o; dont I'initial
ne s’annule pas, mais ce polynome peut différer pour chaque spécialisation,

2. L’initial des polynomes de degré un en o; est un polynoéme en les variables S
et op, k> 7.

Le théoreme précédent conduit a l'algorithme de décodage suivant :
Algorithme 2 (Décodage formel a partir des syndromes)
Pré-calcul. 1) Calculer la base de Grobner G de (SYNSYM]) NFy[o, S| (Iordre
utilisé est un ordre d’élimination des Z;, et lordre lexicographique oy > ... >

o, > S sur le deuzieme bloc de variables, en donnant un poids’ i auzx variables
g; et S,L),

"Voir la section 1.2.4 page 10 pour une discussion sur les stratégies de choix des ordres mono-
mials.
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2) éventuellement sélectionner certaines formules de la forme Poj+@Q avec P

et Q des polynomes en S, 041, ..., 0, pour lesquelles on peut prouver (théori-

quement ou par recherche exhaustive) que pour chaque erreur de poids v < t,

au moins 'un des initiaux P ne va pas s’annuler pour chaque j € [1;v].
Décodage. Pour chaque mot a décoder,

— calculer le syndrome S*,

— évaluer G en S*,

— en évaluant les polynomes en oy = 0,0,1 = 0,... successivement, en
déduire le poids v de l'erreur, puis les ceefficients o), ..., 0] du polynome
localisateur,

— calculer les racines du polynome localisateur.

Cette méthode de décodage est illustrée a la fin de cette section sur I'exemple des
codes a résidus quadratiques de longueur 23 et 31. L’avantage de 'introduction des
fonctions symétriques élémentaires en les localisateurs est que I'idéal (SYNSyYM;)
possede environ ! fois moins de solutions que I'idéal (SYNDROM;), le calcul de
la base de Grobner est donc bien plus rapide (ces deux systémes sont déja des
bases de Grobner, on peut donc utiliser un algorithme de changement d’ordre du
type [FGLMO93] : voir le paragraphe “efficacité des algorithmes” de la section 6.2
pour plus de détails).

Décodage formel a partir du systeme des équations de Newton. Il est
aussi possible d’étudier le systéme NEWTON] C Fy[S, g,,S] en considérant cette
fois les S;, i € @) comme des variables. En éliminant les {Sy, k ¢ @}, on obtient des
formules pour les o; en fonction des {S;,i € Q}.

Dans [RYT90, RTCY92, RRTCO01, CRT94], les auteurs donnent des formules
pour le décodage des codes a résidus quadratiques de longueur 31, 41, 47 et 73. Ils
expriment les o; en fonction des syndromes “a la main” a partir des équations de
Newton, et ne donnent pas de technique automatisable.

Si T'on calcule une base de Grébner de NEWTON," pour un ordre par blocs
(grevlex, grevlex) (voir page 14), elle contiendra les formules de plus petit degré
possible en les o;. Ainsi, théoriquement le calcul de la base de Grobner permet de
retrouver automatiquement les formules linéaires pour les o; trouvées a la main,
mais nous verrons sur deux exemples qu’en pratique il est impossible de faire le
calcul de la base de Grobner, a cause des équations O’?m +0j.

2.4.4 Deux exemples détaillés

Exemple 1 : le code de Golay de longueur 23 C(C’est le code a résidus
quadratiques Q93 de type [23,12,7], de rendement %, étudié en exemple dans
[LVY97, CRHT94a]. Soit a € Fyr une racine primitive 23*™¢ de 1'unité, prenons
a racine de g(x) = z'' + 2% + 27 + 2% + 2% + 2 + 1 qui est aussi le générateur de

(Q23. L’ensemble de définition Qa3 = {r? mod 23} = {1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}
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est constitué d’une seule classe cyclotomique. Les calculs ont été effectués avec le
logiciel FGb de Jean-Charles Faugere, sur un Pentium 4 a 2.2 GHz. Considérons le
systeme

S\ — 2y — Zy — Zs,

Z24 _ Zl

SYNDROM: = ! ’
3 2224 o Z27

72— 7,

Une base de Grobner pour l'ordre lexicographique Z; > Zy > Z3 > S] est obtenue
en 9 secondes :

(( Z1+ Zy+ Zs + S1 = 1(Z1, Za, Z5, 51),

Z34 + Z,,

Z%(Zg + Sl) + ZQ(Z% + S%) + 23?5'1 + ZgS% + 5%56 + Sf - 9271(22, Z3, Sl),
G (ST +51)[Z5 4+ Zo(Zs + S1) + Z5 + Z3S1 + f1(S1)] = g22(Za, Z3, 1),
723+ 73,

(SP* + S1)[Z3 + Z3S1 + Zsf1(S1) + f2(S1)] = g3(Zs, S1),
| 528 4 5, = o(5))

de dimension 0, degré 13824, ou f; (resp. fz) est un polynéme univarié de degré
1313 (resp. 1314) comportant 13 termes (resp. 15) :

_ Q25(Q1288 1265 1127 1012 759 506 391 368 299 138
fl — Sl (Sl +Sl +Sl +Sl +Sl +Sl +Sl +Sl +Sl +Sl +
STO+ 57 +1)

_ @3(ql1311 1288 1150 1035 782 529 414 391 322 253
fa = SP(S1PH 4 5125°% 4 S0 + 5199 5782 4§70 4 ST 4 ST 4+ SV + S +
SP6t 4 599 4 516+ 8 4+ 1).

En gardant les notations du théoreme 2.4.7, nous avons

Gy = {Z3'+ Z3,93(Z3,51),¢(S1)},
Go\Gs = {Z3" + Zs, 921(Za, Z3,51), 92.2(Z2, Z3,51) },
G1\G2 = {91(Z1, ZQ, Z3, 51)}-

Comme la solution vérifie toujours I'équation Z** = Z;, d’apres le théoreme 2.4.7,
une erreur de syndrome S; est de poids 3 si et seulement si g3(0,.57) # 0 : le terme
constant en Z3 ne peut étre nul. Ainsi, I'inégalité (S + S1) fo(S1) # 0 caractérise
les syndromes S; correspondant a une erreur de poids 3, et dans ce cas le polynome
localisateur de l'erreur est g3(Z,S1).

De méme, une erreur de syndrome S} est de poids 2 si et seulement si g3(0, S7) =
0 et (g2.1(0,0,57) # 0 ou ¢22(0,0,57) # 0), soit

SHSPS+1) £ 0

ou (S +51)f1(S1) #0 28)

(S74 4+ 51) f2(S1) = 0 et {

Comme pged(S3(S33 + 1), (S + S1) f1(S1)) = S?(S?* + S1), il est nécessaire que
Sy # 0 et S#+S; # 0 pour que I'une des inégalités de I'équation (2.8) au moins soit
vérifiée. [égalité a zéro se simplifie alors en f5(S1)/S7 = 0, et les deux inégalités en
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(5214 5}) # 0. Finalement, les erreurs de poids 2 sont caractérisées par f»(S;)/S; =
0, et S#* +S; # 0 et le polynome localisateur est donné par go;(Z,0,5;)/S; =
7?4+ 812y + S35 4+ S3.

Une erreur de syndrome Sj est de poids 1 si et seulement si {(S?* + S51) f2(S1) =
0, (S# + 5))f1(S1) = 0,55(523 + 1) = 0} et S; # 0. Le pged des trois polynémes
qui doivent s’annuler vaut S3(S?* + 1), donc on obtient comme caractérisation des
erreurs de poids 1 le systeme {S? +1 = 0 et S; # 0}. Le polynome localisateur
est donné par ¢;(Z,0,0,5;) = Z + S;. On en déduit le schéma de décodage de la
figure 2.2 pour le code de Golay.

Calculer le syndrome S}, puis suivre le schéma suivant :

St=07 —— pas d’erreur,
l non
Si?+1=07 | — erreur de poids 1, L(Z) = Z + S}
l non
f(SH)/SF¥ =07 — erreur de poids 2, L(Z) = 7%+ SiZy + S0 + 572
l non

erreur de poids 3, L(Z) = g3(Z, S})

Fic. 2.2 — Algorithme de décodage du code de Golay de longueur 23.

Etudions maintenant le systeme avec fonctions symétriques élémentaires :

S\ — 2y — Zy — Zs, )
o1 — 2y — Zy — s,

Oy — L1 Zy — 21243 — Lo Z3,
SYNSYMZ = 03 — 217273,

Z124 — /1,
Z224 — Lo,
\ Z§4 — Zs J

La base Lex du systéme (SYNSYM; ) NTFylos, S1] pour ordre o3 > 0y > 01 > Sy se
calcule en 2 secondes :

o1+ Sl,
03 + 0'251 + 51256 + 513,
G =< 0+ 09+ f3(51),

(51 + 51) (0 + f1(S1)),

$,20%8 4 g
de dimension 0, degré 2600, ou f1(S;) est la méme fonction que précédemment,
ot f2(S1) = (24 + 5))(S, 1312 4 G, 1289 | g/ 1105 4 G 1036 4 G576 4 G 553 4 g 302 4
G527 4 5208 4 51624 G139 4 g 16§98 g2 +57). Nous retrouvons par le calcul
I’algorithme de la figure 2.2.
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En ce qui concerne le systeme des équations de Newton, nous n’avons pas réussi

a calculer directement une base de Grobner de (NEWTONS ) N[0y, S1]. Par contre,
en mettant de coté dans un premier temps les équations de corps, nous obtenons
en quelques secondes une base de Grobner de 1'idéal des équations de Newton sans
équations de corps pour 'ordre Lex o3 > g9 > 01 > 5 (les fonctions puissances in-
connues et des syndromes de la méme classe cyclotomique que S sont des fonctions
linéaires en S1), et on vérifie® qu’en ajoutant I’équation de corps 03°4®+a5 on obtient
bien une base de Grébner de (NEWTON; ) N Fy[os, S1] pour 'ordre lexicographique
o3 > 09 > 01 > 5] :

o1+ 51,

o3+ 0251 + 5170 + 5,2,

03048 + 09,

(51 + 81) (02 + f1(S1)),

S 2% + 5,

Le systéme est de dimension 0 et de degré 51200. Remarquons que (NEWTON3 ) N
Fylos, S est différent de (SYNSYMZ ) N Fyfos, S)].

Exemple 2 : le code a résidus quadratiques de longueur 31 Le corps des
syndromes est o5, et ’ensemble de définition est formé de 3 classes cyclotomiques,
celles de S1, S5 et S7. Le systeme

'51—21—22—23, )
S5 — 27 — 73 — 73,
St — Z{ — 73 — Z3,
oy — 4y — Zy — L3,
SYNSYM; = 09 — lez — 21Z3 — ZQZg,

03 — Z14y 43,
Zf’Q — Zy,
Z§’2 — Zs,
\ Z??Q - Z3 y,

pour un ordre d’élimination des Z; et 'ordre lexicographique o1 > 05 > 03 > S; >
S5 > 51 donne en moins de 7 secondes la base de Grobner réduite de 9 polynomes
de la figure 2.3. L’idéal est de dimension 0 et de degré 5984. Il contient bien des

8par exemple en utilisant la caractérisation d'une base de Grébner par les S-polynémes, voir
proposition 1.2.11 page 9 : il n’y a qu’une seule paire critique & considérer, celle de g; = 0348 + 7
et go = (S12* + S1) (02 + f1(S1)), soit

S(g1,92) = 1038 4 (S3* + 51) f1(S1)03T + S0y = (S7*+ 51) f1(S1)o3™T + (ST + S1)oa

— (5%44*51)]01(51)205046 + (Sl24+51)0'2 — ...
92 92

= (S7* + S1) f1(51)***%03 + (S* + S1)o2 = (ST + 51 (f1(51)*T + 1)

= (ST* 4 S1)(f1(51)**® + f1(S1)) 0

—
53048_,’_51
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(O3+0251 + S3S30SH + S2529516 4 S2528521 + 52827526 4 52520531 + S2.526 + 5282589 + 252185 +
54520530+ 54514529 4 54510518 4 9495 1 9352752 + 5352057 4+ 835245174 535235224 5352086 4+ 92519511 4
525385164.92517521 4+ 535165264 58515 531 + 5351489 +53 510525+ 9257 59452 53 5394+ 52 5253+ 52530525+
52829890 + 82524574 4 S2523579 + S2522S3 + S25218F + S2SI8SP3 4 S2SL5ST + S2SH1S?T 4 S25108; +
528989 + 5258811 + S2STSI6 + 525857 + 5252551 + 5252 + S2S2SP + 5752081 + S7S2BSIT + S7525576 +
57524531 + 57520520 4 75345190 + 57533524 4 S7.S31SF + S7S2SE + S7S2S12 + 8782517 + S7577 + S31ST +
53058 +.829613 4 §28,918 4 626,628 1 62562 1 §22G17 4 6216224 5209274 518861 515621 1 58,5254 58.5%+ 8257,
0'32 + 09,
o2(S7 + SI)+S$S§6S§+S§S§5slﬂ+S;1S515sf’°+S;*sg35§’+S$Sg25114+s;1sgsf9+S$sgsf+s$sgs%3+
5482518 + 8454523 4 §2530574 4 S2529529 + S3526813 + 53525518 + 53524573 + S3523578 4 S252252 +
5282187 +52520812 + 82519517 4 52518522 + S2516.51 4+ 53514511 + 52512521 4 5382525 4 535259 + 52510 +
52530531 452930+ 8252959 4+ 82526520 4 62525925+ 5252351 + 5252259 + 52521 514+ 525185294 2515513 ¢
52831524+ 5288527 + 525259 + 5252516 457530 ST + 57528517 + 5752455 + 57521 S 4+ 57 519831 + 57 51857 +
57537510 + 87835830 + S7S12ST + S7S2510 + S7SESPA + S7STSP + S7S8S + 752523 + 757 + S29S19 +
SETSTO+ SPOSY +534517 + STST 4 SPSF 4 S0P+ SYTSYT 4 SLOSP 4 5175 +-5425]1 4531510+ 570 +
SESPL 4+ 82815 4 83575 + 52530 + 59,
o2(Ss + Sf)—ks;‘sgf)s}s + 52528975 + 9252051 + S252559 + S2SEASI + 5252257 + S7S19SY +
S3SLTS18 + 52516523 4 S251482 + SFSI3ST 4 53512512 + SFSMSIT + 53510622 4 §18957T + S7SES +
548756+ 545452 +5453520 4 5252531 + 54510+ 5352755 + 53526511 + 5352189 4+ S3SL7525 + 53516530 +
5253551 + 52513514 4 53511524 + §250.53 4 S3ST 518 4 5358518 4+ 535357 + 52517 4 2530529 + 5252955 +
52827513 + 52524538 + 252357 + 5282287 + 52520817 + S2SE8SPT + S2SE0 51 4 52514516 4 52813521 +
53555704 5258575 + 525551 + 5253514 + 52574 + 57535530 + S7.53451 + 5753357 + 57531 519 4 5752057 +
S7S385% + 57536513 + S753° 518 + S75335%8 + S7531ST + 57510812 + 5759577 + S7SISTT 4+ S753516 +
S7S2S% + 5755570 + S7SP + S7 + 529817 + 52651 + 52589 + 523516 4 §21.526 + 520551 4 S17S15 4 516,520 4
SIASP0 + SIISI4 + S98Y + SISI + SS1® 4 53573 + 5257 + 8552,
o1+ 51,

S§’+S$353f + 8259 + 82528t + S2555) + SIS14 + S251657 + 52548y + S2S2S1t 4+ S2S2L 4+ S7SETST +
57536510+ 5783089 4+ 5752514+ S7SESTO + 578253 + S7S2S13 + 5752518 4 57,528 4+ 52557 + S24S% + 52952 +
Si8ST 4 S16S1T 4 5138y + 81289 + ST + S8SY + SESI® 4 5285 + 55530 + 51,

(S7 + ST)((S5 + S7)* + 1),

ng + S5,
(S3?+ S

F1G. 2.3 — Base Lex de (SYNSYMZ) N Fy[o, Sy, S5, S1] pour le code RQ 31.
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équations linéaires en les o;, et permet donc de résoudre le probleme du décodage.

La base de Grobner du systéme NEWTON; se calcule comme précédemment, en
mettant de coté dans un premier temps les équations de corps, puis en rajoutant
I’équation o3 + 0. Nous obtenons en moins de 5 secondes exactement le méme
systeme que pour I'idéal (SYNSYM3Z ) N Fyfos, S]. Ainsi, pour le code RQ 31 nous
avons (NEWTONZ )NFy[as, S] = (SYNSYMS ) NFy[o3, S] (cela provient probablement
du fait que pour ce code, 2™ = n + 1 et donc les équations a;”rl +o0; et O’?m + 0;
sont égales).

2.5 Conclusion

Nous verrons au chapitre 6 section 6.2 une classification des systemes présentés
ici, ainsi qu’une analyse de la complexité du calcul de leur base de Grobner, mon-
trant qu’il est improbable de réussir a calculer ces bases de Grobner méme pour
des codes de taille raisonnable. Nous donnerons d’autres systemes, de dimension
positive, pour lesquels la base de Grobner est bien plus facile a calculer.
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Chapitre 3

Suites semi-régulieres. Complexité
de F5.

Dans ce chapitre nous définissons la notion de suites semi-
réqulieres, qui étend celle de suites réqulieres au cas surdéterminé.

Nous analysons précisément [’algorithme F5-matriciel pour des
suites semi-réqulieres. Nous en déduisons des propriétés des suites
semi-réguliéres (série de Hilbert, indice de régularité, etc.). Nous don-
nons également une formule bornant le nombre d’opérations élémen-
taires de cet algorithme pour des suites réqulieres en position de Noe-
ther, pour l’ordre grevlex.

Dans tout ce chapitre, sauf Section 3.5, tous les idéaux considérés seront ho-
mogenes et de dimension zéro (i.e. engendrés par des polyndémes homogenes et
possédant un nombre fini de solutions). Nous notons I un idéal de dimension zéro,
engendré par m polynomes homogenes fi,..., f,, de degrés di,...,d,, en n va-
riables (ce qui implique m > n), a coefficients dans un corps K. Rappelons que I
est I’ensemble des polynomes de I de degré d.

3.1 Introduction, motivations

La motivation essentielle de notre travail était de donner une définition rigou-
reuse d’'une suite surdéterminée “tirée au hasard”, et de pouvoir analyser son com-
portement vis-a-vis d’un calcul de base de Grobner. Cela provenait entre autres du
besoin de comprendre le comportement de suites a coefficients dans le corps fini
Fy, “tirées au hasard”, et en particulier celles dont on cherche les solutions dans
Fy (qui sont nécessairement surdéterminées, car elles contiennent les équations de
corps o2 + x1,...,x2 + x,), besoin essentiel en cryptographie.

Suites régulieres Nous avons vu Section 1.7 la définition de suite réguliere, qui
répond bien a cette motivation lorsque le nombre de polynomes m est inférieur

23
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au nombre de variables n. Les suites régulieres homogenes sont des suites tres
“prédictibles” : on connait leur série de Hilbert, la dimension de la variété algébrique
associée est nécessairement n — m (il n’existe donc pas de suites régulieres pour
m > n), etc. Les suites régulieres sont également caractérisées par l'existence de
diviseurs de zéro : une suite réguliere vérifie que pour tout i € [1;m], le ieme po-
lynéme f; n’est pas diviseur de zéro dans S, /{f1,..., fi_1). Or, des que m > n, f,
(et f; pour ¢ > n) devient inévitablement diviseur de zéro. Ainsi, si on calcule une
base de Grobner de I'idéal en utilisant une stratégie Normale (par degrés croissants),
il est évident que lorsqu’on arrive au degré ou tous les monomes sont divisibles par
le terme de téte d'un élément de la base de Grobner, il va y avoir des réductions a
zéro (et ce degré existe si I'idéal est de dimension zéro) qui traduisent le fait que f;
soit un diviseur de zéro.

Pour étendre la notion de suites régulieres a des suites surdéterminées, il est donc
nécessaire de tolérer certains diviseurs de zéro dans S, /(fi,..., fi_1). La définition
que nous donnons Section 3.2 de suites semi-régulieres impose simplement que f; soit
un diviseur de zéro dans (.S,), pour un d suffisamment grand, i.e. que ces diviseurs
de zéro apparaissent le plus tard possible lors d’un calcul de base de Grobner pour
une stratégie Normale. Rappelons que, pour un idéal de dimension zéro, le plus petit
degré d tel que dim(1;) = dim((.S,,)q4), vus comme espaces vectoriels, est exactement
celui ou la fonction de Hilbert devient nulle, on I'appelle 'indice de régularité (ou
régularité) de la fonction de Hilbert et on le note H(I). Nous définissons les suites
semi-régulieres comme les suites pour lesquelles f; n’est pas diviseur de zéro dans
(Sn/(f1,.-., fi_1))a pour tout degré d strictement plus petit que H(I). C’est le
mieux que l'on puisse espérer, au-dela de ce degré il y aura nécessairement des
réductions a zéro lorsque m > n. Nous relions Section 3.2.3 notre définition a
d’autres étendant la notion de suite régulieres [Par00, PR0O3, Fro85].

Généricité Les suites régulieres représentent bien le comportement d’une suite
dont les coefficients ont été tirés au hasard. Plus précisément, on peut montrer
que, lorsque le corps des coefficients est infini, “presque toute” suite est une suite
réguliere, ou plus rigoureusement que “étre une suite réguliere” est une propriété
générique au sens de la définition suivante :

Définition 3.1.1 Considérons ’ensemble E(n,m,dy, ..., d,) des suites fi,..., fm
de m polynomes de S,, = Klz1, ..., x,] enn variables, de degrés dy, ..., d,,. Lorsque
le corps K est infini, on dit qu’une propriété des suites est générique si [’ensemble
des suites vérifiant cette propriété est un ouvert non vide de Zariski, i.e. si elle est
vérifiée par toutes les suites de E, sauf un ensemble algébriquel de codimension au
moins un.

Montrer que la propriété de semi-régularité est générique est une conjecture de
Froberg [Fro85] de 1985, qui n’a pu étre démontré jusqu’ici que dans les quelques cas

1Un ensemble algébrique est I'ensemble des zéros d'un systéme de polynémes
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particuliers récapitulés Section 1.6. Il est en général tres facile de montrer qu'une
propriété est vérifiée par toutes les suites sauf un ensemble algébrique, la partie
difficile étant de montrer que cet ensemble est de co-dimension au moins un, c’est-
a-dire qu’il existe au moins une suite vérifiant la propriété. Nous n’avons pas pu
démontrer de nouveaux cas de cette conjecture, mais nous montrons que l’algo-
rithme F5-matriciel, décrit Section 1.5, permet de décider si une suite explicite est
semi-réguliere ou non.

Analyse de l’algorithme F5-matriciel Nous allons montrer dans ce chapitre,
en utilisant I'algorithme F5-matriciel, que les suites semi-régulieres prolongent bien
la notion de suites régulieres, et vérifient essentiellement les mémes propriétés que les
suites régulieres. En particulier, les suites semi-régulieres homogenes de m équations
en n variables de degrés di,...,d,, sont exactement celles ayant pour séries de

Hilbert? : -
[Hu - zd’i)/(l . z)"] (3.1)
i=1
Ce sont exactement les suites appelées “suffisamment génériques” par Froberg et
Hollman [FH94]. Les suites semi-régulieres sur Fy de m équations en n variables de
degrés dy, ..., d,, sont exactement celles ayant pour séries de Hilbert :

[(1 + z)"/f[(l + zdi)} sur Fy (3.2)

A partir de la série de Hilbert, on peut calculer explicitement I'indice de régularité
de la suite, qui majore le degré maximal d’un élément d’une base de Grobner pour
un quelconque ordre gradué par le degré. Notons que 1’algorithme F5-matriciel est
utilisé pour prouver les propriétés des suites semi-régulieres, mais que les résultats
sont indépendants de tout algorithme de calcul de base de Grobner, ils ne dépendent
que de I'idéal considéré.

Pour les suites régulieres en position de Noether, nous donnons Section 3.4 une
analyse fine du comportement de l'algorithme F5-matriciel pour l'ordre grevlex.
Nous obtenons une borne précise sur le nombre de polynomes obtenus dans la base
de Grobner calculée par l'algorithme F5-matriciel. Nous en déduisons une borne
générale sur le nombre d’éléments d’'une base de Grobner réduite, et nous obtenons
une nouvelle preuve de la borne de Macaulay. Nous donnons également une borne sur
le nombre total d’opérations élémentaires (multiplications ou additions) effectuées
par l'algorithme F5-matriciel.

Suites affines Dans la plupart des applications, les systemes étudiés ne sont pas
homogenes. En particulier, pour les applications en cryptographie, les équations de
corps x? + z; ne le sont pas. Nous définissons Section 3.5 les suites semi-régulicres

2om [Zizo aizi} = Zizo b;z" avec b; = a; si a; >0V0 <j <ietb; =0 sinon.
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affines comme les suites dont la partie homogene de plus haut degré est semi-
réguliere. Cette définition est assez contraignante, mais elle permet de conserver les
propriétés des suites semi-régulieres homogenes.

Suites semi-régulieres sur Fy Dans le cas de polynomes a coefficients et solu-
tions dans Iy, cette restriction sur le degré des diviseurs de zéro n’est plus suf-
fisante : en effet, tout polynome d’un idéal comportant les équations de corps
2+ x1,...,22 + x, vérifie f2 = f. 1l est alors nécessaire de modifier un peu la
définition de suites semi-régulieres en tenant compte de I'action du morphisme de
Frobenius f — f? pour ’adapter a ce cas particulier. A notre connaissance il n’existe
pas d’autre définition prolongeant celle de suites régulieres dans ce cas.

Un autre probleme des suites a coefficients dans Fs est la notion de généricité :
I’ensemble des suites est en effet fini, il faut alors parler de la probabilité quune
suite soit semi-réguliere.

Pour des systemes a coefficients dans Fy, ’ensemble E des suites possibles est
de dimension zéro, et donc la notion de propriété générique de la définition 3.1.1
n’a plus de sens. Nous conjecturons tout de méme qu’une suite “tirée au hasard”
sera semi-réguliere sur [y, dans le sens ou la proportion de suites semi-régulieres
tend vers 1 quand n tend vers l'infini.

Organisation du chapitre Dans une premiere partie (Section 3.2), nous défi-
nissons des suites semi-régulieres (dans le cas général et sur Fy), nous explicitons le
lien entre nos définitions et les autres existantes, et nous énongons leur propriétés. La
section 3.3 est consacrée au calcul de la série de Hilbert des suites semi-régulieres
a 'aide de l'algorithme F5-matriciel. Nous faisons Section 1.7 une étude fine du
comportement de I'algorithme F5-matriciel pour des suites régulieres en position de
Noether. Nous indiquons enfin Section 3.5 comment définir les suites semi-régulieres
affines pour conserver toutes les propriétés des suites homogenes.

3.2 Suites semi-régulieres

Nous rappelons que toutes les suites considérées dans ce chapitre engendrent des
idéaux de dimension zéro. En particulier, pour un idéal I, 'indice de régularité H (1)
de la fonction de Hilbert est le plus petit d tel que dim(Z;) = dim(Klzy, ..., z,]q) =

()

3.2.1 Définitions

Dans cette section, nous définissons les suites semi-régulieres dans le cas général,
puis dans le cas particulier de suites a coefficients dans le corps fini Fy avec les
équations de corps.
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Suites semi-régulieres homogenes Nous donnons la définition de suite semi-
réguliere homogene sur le modele de celle des suites régulieres (définition 1.7.1
page 23) :

Définition 3.2.1 Une suite homogene fi,..., fn, C S, est semi-réguliere si les
conditions suivantes sont vérifiées :
~I={f1,..., fm) # Sn,
— Pour i € [1;m], sigifi =0 dans Sp/{f1,..., fic1) et deg(g:fi) < H(I)
alors g; =0 dans S, /{f1,..., fi—1).

Nous verrons Section 3.2.2 que cette définition des suites semi-régulieres permet de
conserver de nombreuses propriétés des suites régulieres.

Cas des idéaux de dimension positive La définition précédente ne s’applique
qu’a des systemes de dimension zéro. Pour unifier cette définition et celle de suites
régulieres, nous proposons la définition suivante :

Définition 3.2.2 Soit f1,..., fn C S, une suite homogéne, et I = (f1,..., fm)-
Notons D, le plus petit degré tel * que dim(I;) = dim((S,)a). Alors la suite
fi,- -+ fm est semi-réguliere si les conditions suivantes sont vérifiées :
ST (f ) # S
~ Pouri € [1;m], sigif; =0 dans S,/{f1,..., fic1) et deg(gifi) < Dy alors
g; =0 dans S, /{f1,..., fi—1)-

Suites semi-régulieres sur Fy Soit {f1,..., fm} C Falzy,...,z,] une suite de
m équations en n variables pour lesquelles on cherche les solutions dans Fy. On
considere donc ce systéme auquel on ajoute les équations de corps {22 +x1, ..., 2% +
Z,}. Ainsi le systeme a résoudre contient m + n équations en n variables sur F,.
Notons I = (2341, ..., 24T, f1,- -, fm) €t Ry = Folzy, ... 2,/ (23471, ..., 22+
7,). Remarquons qu’il est équivalent de travailler sur le systeme {z? + x1,..., 22 +
Ty f1y -y fn} dans Folxq, ... 2, ou sur le systeme { f1,..., fn} dans R,. Dans un
souci de simplification, nous travaillerons toujours dans R,,.
La présence des équations de corps pose deux problemes :

1. les équations de corps sont des polynomes affines,

2. l'application f — f2 de Fy[xy, ..., z,]/(2? + z1,...,2% + x,) dans lui-méme,
appelé morphisme de Frobenius, est en fait I'identité. Ainsi, tout f € I vérifie
f? = f, et aucune suite n’est semi-réguliere selon la définition précédente.

Pour définir les suites semi-régulieres sur [F, il faut donc modifier la définition 3.2.1
en se ramenant a des polynomes homogenes et en tenant compte de l'action du
morphisme de Frobenius.

Considérons dans un premier temps des polyndémes homogenes, le cas des po-
lynomes affines sera traité Section 3.5. En particulier, la partie homogene de plus

3Remarquons que Dieg vaut H(I) lorsque 'idéal est de dimension zéro, et co sinon.
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haut degré des équations de corps étant 2, notons R = Fy[xy, ..., z,]/(23, ..., 22)
I’ensemble des polynomes ayant tous leurs monomes sans facteurs carrés, et consi-
dérons le systeme {f1,..., f,,} dans R".

Tout polynome homogene de R de degré d vérifie la relation f? = 0. L’indice

de régularité H(I) vérifie donc la proposition suivante :

Proposition 3.2.3 Soit fi,..., fm une suite de m polynémes homogénes de R",
et I =(f1,..., fm). L’indice de réqularité de I, qui est le plus petit degré d tel que
dim(Z,) = dim((R")4) = dim((R,)a) = (), vérifie H(I) <n+ 1.

Démonstration Grace aux équations zZ = 0, tout monoéme de degré n+ 1 vaut zéro

dans R a
Nous pouvons alors donner la définition de suite semi-réguliere sur Fy dans le cas

homogene :

Définition 3.2.4 Une suite homogéne fi, ..., f, C R est semi-réguliére sur Fy si -

B ]:<f177fm>7éRZ;
— pouri € [1;m], sigifi =0 dans R'/{f1,..., fi_1) et deg(gif;) < H(I) alors

gi =0 dans R /{f1,..., fi_1, fi)-

Remarquons que, pour tenir compte du morphisme de Frobenius, on autorise dans
R /{fi,..., fi-1) non seulement les diviseurs de zéro de grand degré, mais aussi
ceux appartenant & R"/(f1,..., fi_1, f;), en incluant le iéme polynome.

3.2.2 Propriétés des suites semi-régulieres

Nous énoncons ici des propriétés des suites semi-régulieres, les preuves seront
faites Section 3.3 en utilisant I'algorithme F5-matriciel et des séries génératrices.

Proposition 3.2.5 Soit fi,..., f,, une suite semi-réguliére homogéne (dans S,, ou
RM), f; étant de degré d;. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. la suite fi,..., f;n C S, est semi-réguliere dans S, st et seulement si sa série
de Hilbert est

[ﬁu — 2y /(1 - z)”}, (3.1)

i=1

la série Spn(z) = Zhd,m(n)zd = JT%, (1= 2%) /(1 — 2)" étant appelée la

d=0
série génératrice de la suite fi,..., fm,
2. la suite fi,..., fm C R est semi-réguli¢re sur Fy, si et seulement si sa série

de Hilbert est

a+ z)"/f[u + 2], (3.2)

la série Spn(z) = Zhdm(n)zd = (1+2)" /T~ (1 + z%) étant appelée la
=0
série génératrice de la suite f1, ..., fm,
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3. toute permutation fo(1),..., fom) est une suite semi-régulicre,

4. lorsque la variété associée est de dimension zéro (i.e. m > n dans S, et
toujours dans R"), H(I) est caractérisé par

Vd < H([), hd,m(n) >0 et hH([Lm(TL) < 0.

5. la suite fi, ..., fm est semi-réguliere # pour tout i € [1;m], la suite fi,..., f;
est semi-réquliere.

Démonstration Les propriétés (1) et (2) seront prouvées Section 3.3, corollaires 3.3.4
page 66 et 3.3.8 page 68. La propriété (3) est un corollaire immédiat de la premiere.
La propriété (4) provient de la définition de H([). Enfin, la derniére provient du fait
que H(I) dépend de la suite f1,..., f,, tout entiere, et que H({f1,..., fi)) >H(I)
en général. Par exemple, la suite {f; = z3, fo = T119 + 23, f3 = X273, f1 = 73} est
semi-réguliere (H(I) =3), mais la sous-suite { f1, f2, f3} ne l'est pas (I'idéal engendré
est de dimension positive, et z f3 se réduit a zéro). O

Remarquons que la propriété (4) donne un moyen de calcul efficace de H(I). Nous
donnons Section 3.3.3 page 68 un exemple détaillé (cas de n + 1 équations quadra-
tiques en n variables).

3.2.3 Lien avec d’autres définitions

Dans le cas général, il existe d’autres définitions, qui étendent la notion de suites
régulieres au cas surdéterminé. Nous donnons les liens entre ces définitions, celle de
suites régulieres et notre définition de suites semi-régulieres. Pour le cas particulier
de suites a coefficients et solutions dans o, il n’existe pas a notre connaissance
d’autres définitions de suites semi-régulieres.

Dans [FH94], les auteurs appellent suites “suffisamment génériques” les suites
ayant pour série de Hilbert la série (3.1). D’apres la proposition 3.2.5, ce sont exac-
tement les suites semi-régulieres. Ces suites sont également appelées suites willing
dans [MS03b].

Dans [Par00, PR03], les auteurs définissent une autre notion de semi-régularité :

Définition 3.2.6 (Suites semi-régulieres”?) Soit I C S, un idéal homogeéne.
Une forme non nulle f; € S, de degré d; est dite semi-réguliere™® (au sens de

Pardue-Richert) sur S, /I si l'application de multiplication (Sp/1)a—d, 5, (Sn/1)a
est une application linéaire de rang plein pour tout a. Une suite fy,..., fn dans
S, de degrés di,...,d, est dite semi-réguliere’® si f; est semi-réguliere’™ sur
Sn/{f1,-.., fi—1) pour tout i € [1;m].

Les suites semi-régulieres selon notre définition 3.2.1 sont plus générales que les
suites semi-régulieres”? (ces dernitres vérifient que toute sous-suite fi,..., f; est
aussi semi-réguliere” ™ mais cette propriété n’est pas vérifiée pour notre définition) :
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Proposition 3.2.7 Toute suite semi-régquliere’’ ™ est semi-régulicére. La suite { f, =
22, fy = 1129, f3 = 23} est semi-réguliére mais pas semi-régulicre .

Démonstration La premiere affirmation provient du fait que la série de Hilbert
d’une suite semi-réguliere”’? est la méme que cette d’une suite semi-réguliere (cf.
[PRO3]). Pour la réciproque, la suite { fi = z%, fo = 2179, f3 = 73} est semi-régulicre

car H(I) = 2, mais n’est pas semi-régulicre”” : application (S/(f1))1 EEN (S/(f1))s
n’est ni injective (x; s’envoie sur 0) si surjective (z3 n’a pas de préimage). O
Remarque. La proposition 1 de [Par00] est donc fausse : il n’y a pas équivalence
entre les suites semi-régulieres”™ et celles ayant pour série de Hilbert (3.1).

Corollaire 3.2.8 Etant donné une suite de m < n polynomes de S,,, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
— la suite est réguliére,
la suite est semi-réqulicre’®,
la suite est semi-réquliere,

sa série de Hilbert est [T, (1 — zdi)/(l —z)"

3.2.4 Algorithme F5-matriciel et suites semi-régulieres

Nous renvoyons le lecteur a la section 1.5 pour une présentation de I'algorithme
F5-matriciel, transcription matricielle de 1'algorithme F5 de Faugere [Fau02]. Cet
algorithme applique deux criteres, le critere général et le critere de Frobenius, qui
vont assurer I’absence de réduction a zéro (jusqu’a un certain degré) pour les suites
semi-régulieres.

Le théoreme suivant est prouvé dans [Fau02] :

Théoreme 3.2.9 Soit fi,..., f.n une suite homogene, et < un ordre monomial
admissible gradué par le degré, alors fi,..., fm est une suite réguliere si et seule-
ment si il n’y a pas de réduction a zéro au cours de [’algorithme F5-matriciel pour
n’importe quel degré.

Les théoremes suivants sont I'analogue du précédent pour des suites semi-régulieres
générales ou sur [y :

Théoréme 3.2.10 Soit fi,..., f, une suite homogéne, telle que (fi,..., fm) soit

de dimension zéro, et < un ordre monomial admissible gradué par le degré. Alors,

— Si la suite est semi-réquliére alors il n’y a pas de réduction a zéro dans l’al-
gorithme F5-matriciel jusqu’au degré d =H(I) —1,

— Réciproquement, s’il n’y a aucune réduction a zéro dans [’algorithme F5-
matriciel jusqu’au degré D — 1, et si la matrice en degré D est de rang plein
et est la premiére matrice a avoir plus de lignes que de colonnes, alors la suite
est semi-réquliére et son indice de régularité est H(I) = D.
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Démonstration Soit g; € S, et notons my > mo > ... > my tous les monomes de
g; triés par ordre décroissant, nous avons alors g; = aymy + asms + . .. + apmy avec
a; € K. Alors g;f; = 0 dans S,,/{f1, ..., fi_1) équivaut au fait que la ligne étiquetée
(myq, fi) est combinaison linéaire des lignes situées au dessus d’elle dans la matrice
de Macaulay M?lcf WAy avee d = deg(gi fi)-

Alinsi, si la suite est semi-réguliere alors il n’y a pas de réduction a zéro au cours
de T'algorithme jusqu’au degré H(I) —1 (les lignes qui se réduisent & zéro dans la
matrice J\/lgcza U9 sont celles étiquetées (m, f;) avec m terme de téte d'un élément de
Sn/{f1,-.., fi—1), et ce sont exactement les lignes supprimées par le critere général).

Réciproquement, s’il n’y a pas de réduction a zéro jusqu'au degré D — 1, alors
gifi = 0dans S,,/(f1,..., fic1) = g; = 0dans S, /{f1, ..., fi_1) deés que deg(g; f;) <
D—1. Or, comme le degré D est le premier pour lequel tous les monomes sont terme
de téte d'un élément de 'idéal, on a H(I) = D et la suite est semi-réguliere. O

Dans le cas de suites semi-régulieres sur [y, le théoreme est similaire :

Théoreme 3.2.11 Si f1,..., fin est une suite semi-réquliere sur Fy, alors il n’y
a pas de réduction a zéro dans l'algorithme F5-matriciel jusqu’a d =H(I) —1.
Réciproquement, sl n’y a aucune réduction a zéro dans [’algorithme F5-matriciel
Jusqu’au degré D — 1, et si la matrice en degré D est de rang plein et a plus de
lignes que de colonnes, alors la suite est semi-réqulicre et son indice de réqularité
est H(I) = D.

Démonstration La preuve est essentiellement la méme que dans le cas général, la
seule différence étant que les lignes de la matrice de Macaulay supprimées par les
deux criteres sont celles étiquetées (m, f;) avec m terme de téte d’'un élément de

Su/{frs - fi)- D

Ainsi, 'algorithme F5-matriciel est un algorithme de décision pour la semi-
régularité. De plus, si la suite est semi-réguliere, on peut prendre dp.x =H (I) et
'algorithme F5-matriciel va rendre une base de Grobner de (fy,..., f,). Il n'y a
aucune réduction a zéro, excepté peut-étre dans le dernier degré, donc on peut
calculer exactement le nombre de lignes de chaque matrice, ce que nous faisons
maintenant a ’aide de séries génératrices.

3.2.5 Existence de suites semi-régulieres

L’une des questions les plus importantes qui subsistent est : “combien y a-
t-il de suites semi-régulieres?”, et méme “existe-t-il des suites semi-régulieres” 7.
La caractérisation des suites semi-régulieres comme les suites ayant pour série de
Hilbert (3.1) (proposition 3.2.5) montre que cette question rejoint la conjecture 1.6.3
page 22 de Froberg. Comme nous l'avons rappelé, cette conjecture n’a pu étre
prouvée que dans un petit nombre de cas particuliers. Elle implique qu’une suite
de polynomes aléatoires (dont les coefficients sont tirés aléatoirement) est semi-
réguliere.
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Proposition 3.2.12 Soit P(n,d) [’espace vectoriel des polynomes de S, de degré
d. Nous définissons E = E(n,m,dy,...,dy,) = P(n,d;) x P(n,dy) x ... x P(n,d,,)
comme [’espace vectoriel des suites de m polynomes homogenes fi,..., fm en n
variables de degrés dy,...,d,,. Alors I’ensemble des points de E correspondant a
des suites semi-régulieres est un ouvert de l’espace E pour la topologie de Zariski.

Démonstration Notons U = U(n,m,ds,...,d,) Uensemble des suites semi-régu-
lieres. 11 est équivalent de prouver que I’ensemble F\U des points de £ qui ne sont
pas des suites semi-régulieres est une variété algébrique de E. Nous utilisons pour
cela I'algorithme F5-matriciel. Tout élément de E\U vérifie que pour un d <H(I), le
rang de la matrice de Macaulay en degré d, MZTSLUIay, est inférieur au rang de cette
matrice pour une suite réguliere. Or, ce rang est connu : c’est My(n) — ham(n),
ol My(n) est le nombre de monémes de degré d, et hg.,(n) est le coefficient de
degré d de la série génératrice associée aux suites semi-régulieres. Les suites qui
ne sont pas semi-régulieres sont donc celles dont les coefficients annulent tous les
mineurs de la matrice générique Mj?:may d’ordre My(n)—hgm,(n). La réciproque est
également vraie, les systémes de E'\U sont en bijection avec ceux dont les coefficients
annulent I'un de ces déterminants. Comme les déterminants sont des polynomes en
les coefficients de fi, ..., f, E\U est un ensemble fermé dans E pour la topologie
de Zariski. a

La preuve de cette proposition est assez simple, la difficulté étant de montrer que
cet ouvert U n’est pas l’ensemble vide. Pour cela, lorsque le corps K est infini,
il suffit d’exhiber un exemple concret de suite fi,..., f, dans E(n,m,dy,...,d,)
qui soit semi-réguliere, alors F\U est de co-dimension positive. Le cas de n+ 1 po-
lynomes a déja été traité dans [Fro85]. Dans cette section nous redonnons une preuve
élémentaire (nous montrons qu’il n'y a pas de réduction a zéro dans l’algorithme
F5-matriciel avant le degré H(I)) de cette conjecture dans le cas de m = n + 1
équations quadratiques de S,,.

Proposition 3.2.13 La suite

2 2
{xl,...,xn, Z $ia:]} C Sy

1<i<j<n

de n + 1 équations quadratiques en n variables est semi-réqulicre.
. h , . . .
La suite )2, ; jcn, it} C Ry de une équation quadratique sur Fy est semi-
réquliere sur IFs.

Démonstration Nous donnons les grandes lignes de la preuve : nous allons montrer
que toutes les matrices apparaissant au cours de ’algorithme F5-matriciel sont de
rang plein. Notons f,, le dernier polynéme. Pour simplifier les calculs, en tenant
compte des équations x?, ..., x2, nous ne considérons, pour chaque matrice, que les
lignes et les colonnes correspondant a des monomes de degré au plus un en chaque
x;. Pour les lignes, cela revient a appliquer le critere général, pour les colonnes cela
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revient a travailler dans RZ. Nous continuons a noter M, ,,, la matrice construite par
I’algorithme F5-matriciel au degré d pour m polynomes. Si 'on sépare les monomes
qui dépendent de z, de ceux qui ne dépendent que de xq,...,x,_1, on obtient la
formule de récurrence :

(Sn71>d Ty (Snfl)dfl

M — Tn (Sn—l)d—?) fn 0 Md—l,n—l
i (Sn—l)d—Q fn Md,n—l M/d—l,n—l

et
(Sn—l)d T, (Sn—l)d—l
M/ T (Snfl)de fn < 0 M/dfl,nfl )
Er (S ) act fa M gn1 J

ot J est la matrice anti-diagonale. On a également My, = (1...1) = ™M, (avec
(5) colonnes) et My, = (1...1) = "M, ,, (avec n colonnes).

Nous allons prouver la propriété par récurrence sur n. Pour n = 2 la propriété
est clairement vraie. Supposons que toutes les matrices sont de rang plein pour
n’ <n — 1. Nous voulons le prouver pour n’ = n.

Il est facile de vérifier que

V2 < d <n T~/\/ld,n = Mnfd+2,n et V1 < d <n T/\/lld,n - Mlnfd%»l,n

Pour une suite semi-réguliere, on a H(I) = §+1. Tant que d <H(I) on a hq,(n) >0
et pour d >H(I) alors hgp,(n) < 0. Tant que d < 25% + 1, en utilisant la formule
de récurrence on montre que My, est de rang plein. Le seul cas pour lequel on ne
peut pas utiliser la formule de récurrence est lorsque n est pair et que d = 5 + 1 :
ici Mg_1,—1 & plus de colonnes que de lignes et My,_1 a plus de lignes que de
colonnes. Cependant, dans ce cas Mg, est une matrice carrée de la forme :

0 A
Man = (TA C)

avec C' une matrice symétrique inversible, et A une matrice de rang plein ayant plus
de colonnes que de lignes. Un résultat algébrique simple donne que dans ce cas, Mg,
est aussi inversible (il suffit d’écrire C' = D'D avec D une matrice inversible, alors

. . : —-A™A . :
M., est équivalente & la matrice < (1) ! ?) ot A; = AID~! est de rang plein,
de sorte que A;™4; est inversible.
Dans le cas d'un unique polynome quadratique sur Fsy, la preuve est similaire :

. -1 ;. . .
nous montrons que les matrices M’y,, sont de rang (371) et que la série génératrice

s . 1 n B E e s, 2
associée au rang de ces matrices Mg, est 22 (112)2 . La preuve utilise des propriétés

algébriques des matrices de la méme maniere. O

Cette proposition se généralise au cas de n + 1 polynomes de degrés quelconques :
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Proposition 3.2.14 La suite

di d
Ty ,...,2,", g m

m monéme de degré dy 41
de n+1 équations de degrés dy, . .., d,+1 enn variables est semi-réguliére sur K = Q.

Une des particularités de l'indice de régularité H(I) qui fait que la preuve
précédente marche dans ce cas est que H(I) peut étre calculé explicitement, et
a une forme simple en fonction de n et des degrés dy, ..., d,, des polynomes. Dans
tous les cas autres que m < n + 1, H(I) ne possede pas de forme explicite simple.
Cela nous incite a penser que le probleme de trouver un exemple explicite de suites
semi-réguliere pour m > n + 2 en utilisant ’approche de l'algorithme F5 est un
probleme difficile.

La suite que nous exhibons a 'avantage de rester semi-réguliere sur Fy, cepen-
dant sur [y le nombre total de suites de degrés dy,...,d,, a coefficients dans Fy
est fini, donc la définition 3.1.1 de généricité n’a pas de sens, et il ne suffit plus de
donner un exemple pour montrer que “presque toute” suite est semi-réguliere. Nous
conjecturons que la proportion de suites semi-régulieres sur Fy tend vers 1 lorsque
le nombre de variables tend vers I'infini.

Nous avons fait de nombreuses expériences numériques avec des suites aléatoires,
et nous avons toujours obtenu des suites semi-régulieres (dans le cas général, et sur
[Fy lorsque n est suffisamment grand).

3.3 Séries génératrices

Dans cette section, nous calculons explicitement la formule de récurrence vérifiée
par la fonction de Hilbert d’un systéeme de polynoémes homogenes tant qu’il n’y a
pas de réductions a zéro. Nous calculons la série génératrice associée, et la relions a
la série de Hilbert de suites semi-régulieres. Cette série génératrice sera également
tres utile pour I'analyse asymptotique du chapitre suivant. Nous montrons comment
calculer H(I) a partir de ces quantités pour des suites semi-régulieres.

Soit fi,..., fmm une suite de polynomes de S, de degrés d,, = (di,...,dn).
Notons I = (f1,..., fm) et HFg;, 4 (n) la fonction de Hilbert de I en degré d. Nous
allons calculer exactement le nombre de lignes et de colonnes de la matrice Mg,
construite par l'algorithme F5-matriciel en degré d pour une suite semi-réguliere,
et en déduire la fonction de Hilbert associée.

3.3.1 Série de Hilbert d’une suite semi-réguliere

Rappelons que le nombre de colonnes de la matrice Mg, est simplement le
nombre de monomes en degré d :
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Lemme 3.3.1 Le nombre My(n) de monémes en x1,...,x, de degré d dans S, est
donné par sa série génératrice :

1 n+d-—1
Mi)t = = = ( >zd
dZ; 1—2) ; d

Tant que les lignes de Mg, sont indépendantes, la fonction de Hilbert de I est
donnée par le nombre de colonnes moins le nombre de lignes de M ,.

Lemme 3.3.2 Tant qu’il n’y a pas de réduction a zéro au cours de l’algorithme F5-
matriciel, alors la fonction de Hilbert HF g, 4 (n) vérifie la formule de récurrence
sutvante :

HEgma, (n) = HFqm-14, ,(n) = HFq_ 4, m-14, (1)

avec comme conditions initiales HFg g (n) = Ma(n) sim =0 oud < ming<,{dx}.

Démonstration Comme toutes les matrices sont de rang plein, pour construire la
matrice Mg, a partir de la matrice Mg,,_1, il suffit d’ajouter toutes les lignes
d’étiquette (my, f,,) et de supprimer autant de lignes qu’il y en a dans Mg_4,, m—1
(critere général). Si l'on note Uy, (n) le nombre de lignes de M, on obtient :

Uim(n) =Ugm-a(n) = Ma_q,,(n) —Ua—d,ym-1(n)
~ P v —— —_——
# lignes de la forme m; f,, en degré d # monomes de degré d—dn, Critere général

avec comme conditions initiales Uy, (n) = 0 si m = 0 ou d < ming<,,,{dx}. Comme

HFd7m7dm(n) = Md(n) — Udm(n) alors HFd,m,dm( ) Hde 1,d,,_ 1( ) = Ud,m_l(n) —
Uigm(n) ce qui termine la preuve. O

La série génératrice associée a la formule de récurrence du lemme 3.3.2 a une
forme tres simple, et tant qu’il n’y a pas de réduction a zéro alors HFy,, 4 (n)= #
colonnes - # lignes est donné par le coefficient de degré d de cette série, et est donc
tres facile a calculer.

Proposition 3.3.3 Soit hg.,(n) une suite vérifiant la formule de récurrence du
lemme 3.3.2, i.e.

hd,m(n) = hd,m—l(n) - hd—dm,m—l(n)
avec pour conditions initiales hqm(n) = Mg(n) sim =0 ou d < ming<,,{dy}. Alors
la série génératrice de hgm(n) est

) =3 hamn)z* =T (1 - zd’“)/(l )y (3.3)

d>0
Démonstration En utilisant la formule de récurrence on obtient :

Z hdm(n)zd = Z hdym,l(n)zd — zdmz hdm,l(n)zd

d>0 d>0 d>0

= 1—2 Zhdm 1 H 1_Z Zhdl d
k=2

d=0
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On a hg1(n) = My(n) — My_q4,(n) ce qui donne
S ()2 = (1 — =) Y Myt = L2
’ (1—2z)"
d>0 >0

O

Corollaire 3.3.4 La série de Hilbert d’une suite semi-réguliere de m polynomes

homogenes de degrés respectifs dy, ..., d,, est
[Hu — 2y /(1 - z)"] (3.1)
i=1

Réciproquement, toute suite homogene de m polynomes de degrés dy, ..., d, ayant

pour série de Hilbert (3.1) est une suite semi-réguliére.

Démonstration Tant que hg,(n) > 0, la fonction de Hilbert vérifie la formule de
récurrence du lemme 3.3.2; et les coefficients de la série de Hilbert et de la série (3.1)
sont égaux. Considérons le premier d pour lequel le coefficient de la série génératrice
est négatif. Comme la suite est semi-réguliere, on a d =H (/) et tous les monomes
sont atteints (sinon il y aurait une réduction a zéro avant le degré H(I)). Ainsi la
fonction de Hilbert vaut zéro pour d’ > d, ce qui est aussi le cas pour les coefficients
de la série (3.1).

Réciproquement, supposons que la suite fi,..., f,, a pour série de Hilbert la
série (3.1). Le d*™ coefficient HFy,, 4 (n) de la série de Hilbert correspond au
nombre de colonnes de la matrice Mg, moins son rang. Si I'on note ) ., aqz% la
série (3.3), alors a4 correspond au nombre de colonnes de Mg, moins le nombre de
lignes, et tant que ag > 0 on a Hdedm(n) = aq de sorte que la matrice M, est
de rang plein, il n’y a pas de réduction a zéro. Si aq < 0, alors HF,,4 (n) = 0 de
sorte que tous les monomes de degré d sont atteints et la suite est semi-réguliere.

O

3.3.2 Série de Hilbert d’une suite semi-réguliere sur I,

Sur Fo, le critere général et le critere de Frobenius de 'algorithme F5-matriciel
sont indépendants, ce qui permet comme dans le cas général de compter exactement
le rang de chaque matrice Mg,,, et de déterminer la série de Hilbert et I'indice de
régularité de suites semi-régulieres homogenes sur F.

Lemme 3.3.5 Le nombre My(n) de monémes en xy, ..., 1, de degré d dans R est
donné par la série génératrice :

S Myn)t=(1+2)" =Y (Z) 2

d>0 d>0
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Lemme 3.3.6 Etant donnée une suite fi,. oy fm, tant qu’il n’y a pas de réduction
a zéro, la fonction de Hilbert HFy (1) vérifie la formule de récurrence :

HFyma,(n) = HEqm14, (1) = HFy—a, m.d,,(7)
avec pour conditions initiales HF gy g (n) = Mg(n) sim =0 ou d < ming<p,{d}.

Démonstration Comme toutes les matrices sont de rang plein, pour construire la
matrice Mg, a partir de la matrice Mg,,_1, il suffit d’ajouter toutes les lignes
d’étiquette (my, f,,) et de retirer un nombre de lignes égal au nombre de lignes de
M_a,, m, ce qui correspond a 'application des criteres généraux et de Frobenius.
Si l'on note Uy, (n) le nombre de lignes de M, alors on a :

yd,m(n> - Ud,mq (nz = Mdfdm (n) - Udfdm,m (n)

~
# lignes de la forme m; f,, en degré d # mondémes de degré d—d,,  (Critere général + Frobenius)

avec pour conditions initiales Ug,,(n) = 0 si m = 0 ou d < ming<,,{dx}. Comme
HFd,m,dm (n) = Md(n) — Udm(n) alors HFd,m,dm (n) - HFd,mfl,d (TL) = Ud,m,l(n) —

=m—1

Ud,m (n) . O

La série génératrice associée a la formule de récurrence du lemme 3.3.6 est simple
a calculer :

Proposition 3.3.7 Soit hg.,(n) une suite vérifiant la formule de récurrence du
lemme 3.5.6, soit

hd,m(n) = hd,m—l(n) - hd—dm,m(n)

avec pour conditions initiales hqm(n) = Mg(n) sim =0 ou d < ming<,,{dy}. Alors
la série génératrice de hgm(n) est

Spn(2) = 3 ham(n)zt = (14 2)" / TT (1 +=%) (3.4)

d=0

Démonstration A partir de la formule de récurrence on obtient :

Z hd,m(n)zd = Z hd’m_l(n)zd — zdmz P (n)z*

d>0 d>0 >0
et ainsi
D ham(m)z! = D hame ()2 = s Y haa(n)!
d=0 d>0 = d>0

Nous avons hg1(n) = Mg(n) — hg—q, 1(n) ce qui donne

Z hgi1(n)zt = ! ZMd(n)zd = M

14z
d=0 d=0 T
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Corollaire 3.3.8 La série de Hilbert d’une suite semi-réguliere de m polynéomes
homogenes de degrés respectifs dy, ..., d,, sur Fy est

[(1 + z)”/ﬁ(l + zdi)} (3.2)

Réciproquement, toute suite de m polynomes homogenes de degrés dy, ..., d,, ayant
pour série de Hilbert (3.2) est une suite semi-réguliére.

3.3.3 Calcul explicite de H(I) pour les suites semi-réguliéres

Pour un systeme de dimension zéro, le lemme suivant permet de calculer 'indice
de régularité H(I) a partir de la série génératrice (sur un corps quelconque) :

Lemme 3.3.9 Soit fi,..., f.. une suite semi-réguliere ayant un nombre fini de
solutions, notons Spyn(z) = Zhdm(n)zd sa série génératrice. Alors ¥d < H(I),
d>0

ham(n) = HF g4 (n) et H(I) est caractérisé par
(Vd < H(I), ham(n)>0) et hgaym(n) <0

Démonstration Comme la suite est semi-réguliere, pour d <H(I) il n'y a aucune
réduction a zéro, de sorte qu’il y a plus de colonnes que de lignes et HFy,, 4 (n) =
ham(n) > 0 (il ne peut pas y avoir égalité a zéro par définition de H(I)). Pour
d =H(I), tous les monomes de degré H(I) sont atteints, le rang de la matrice est
exactement égal au nombre de colonnes, et hy(r)m(n) = # colonnes — # lignes <
# colonnes — rang = 0. O

Il est donc tres facile de calculer H([) a partir des séries génératrices : il suffit
d’évaluer les premiers coefficients de la série, jusqu’a trouver le premier négatif.

Considérons par exemple le cas de n + 1 équations quadratiques. La série géné-
ratrice est

Surinl(z) = (L+2)"(1—2?)

1 1
= l+nz+ §(n +1)(n—2)2% + én(n +1)(n —4)2*

+—(n—1nn+1)(n—6)z*
+—(m —2)(n — Dn(n+1)(n —8)2° + O(z°)

Le coefficient en z est m, qui est toujours positif, donc on a H(I) > 1. Le
coefficient en 22 est < 0 pour n < 2, et > 0 pour n > 2, ce qui donne H([) = 2
pour n < 2 et H(I) > 3 pour n > 2. Le coefficient en 23 a une racine positive 4,
donc il est négatif pour 2 < n < 4 et H(I) = 3, et positif pour n > 5, et H(I) > 4.

A nouveau, la plus grande racine du coefficient en z* est 6, donc pour 5 < n < 6 on



Section 3.4 Etude fine de la complexité de F5 pour des suites régulieres 69

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

O W AR UNONI00\O
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1

Fi1a. 3.1 — H(I) pour m = n + 1 polynéomes quadratiques

a H(I) =4 et pour n > 7 on a H(I) > 5. Il suffit donc de calculer successivement
la plus grande racine du coefficient de z? dans S, ,(z) pour tracer I'escalier de la
figure 3.1

La question que I'on se pose alors est la suivante : quelle est la pente moyenne de
cet escalier 7 la réponse est 1/2, et dans ce cas particulier on peut le calculer expli-
citement & partir de la série S, ,(z) : on a [z9]S,,,(z) = ("+?) %de, sa plus grande
racine en tant que polynéome en n est 2(d — 1). Dans le cas général, I'expression
du coefficient de degré d de S, ,,(z) en fonction de n est trop complexe pour que
I’on puisse calculer explicitement sa plus grande racine. Nous donnons dans le cha-
pitre 4 une estimation asymptotique de cette pente, en calculant un développement
asymptotique de H () lorsque n — oc.

3.4 Etude fine de la complexité de F5 pour des
suites régulieres

Dans cette section, nous étudions plus précisément le comportement de 'algo-
rithme F5 sur des suites réguliere en position de Noether, pour l'ordre grevlex.

Considérons une suite fi,..., fin C S, avec m < n. Fixons comme ordre monomial
l'ordre grevlex avec xy > ... > x, et notons I = (fi,..., fn,) l'idéal engendré par
la suite de polynomes. Rappelons la notation S; = K[zy, ..., x;].

Dans toute cette section nous nous placerons sous les hypotheses suivantes :
Hypothese 1. La suite f, ..., f,, est réguliere.

Hypothese 2. Pour tout 1 < ¢ < m, les variables xq, ..., z; mettent la sous-suite
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f1,-.., fi en position de Noether.

La définition classique d’une suite en position de Noether est rappelée par
exemple dans [Fis95]. Nous utiliserons plutot ici la caractérisation donnée page 27
(définition 1.8.3) dans le cas de I'ordre grevlex. L’hypothese 2 peut alors s’écrire :
Hypotheése 2 (version équivalente). Pour tout 1 < i < m il existe n; > 0 tel
que 2" € LT({f1,..., f;)) et il n’existe pas t; > 0 tel que = € LT((f1,..., fi_1)).

Nous conjecturons que 'hypothese 2 équivaut a supposer que la suite fi,..., fi
est en position de Noether, a permutation pres des polynomes.
Nous allons montrer le théoreme suivant :

Théoreme 3.4.1 Sous les hypothéses 1 et 2, le nombre de polynomes de degré d
de la base de Grobner de (f1,..., fi;) est majoré par gq;(n), qui est donné par la
série génératrice suivante :

Z gai(n)z? = ﬁ 1:[(1 — %) (3.5)
d=0 k=1

Remarquons que cette série est en fait un polynome, de degré § = Z;:1<dj —-1)+1
On en déduit donc que la base de Grobner ne contient que des polynomes de degré
< 4, ce qui permet de retrouver la borne de Macaulay [Laz83].

Ce théoreme sera prouvé Section 3.4.1 en suivant tres précisément le comporte-
ment de 'algorithme F5-matriciel. Nous en déduirons Section 3.4.2 une borne tres
précise pour le nombre total d’opérations élémentaires effectuées par 1'algorithme

F5-matriciel :

Théoreme 3.4.2 Sous les hypothéses 1 et 2, le nombre total d’opérations élémen-
taires effectuées par l’algorithme F5-matriciel pour calculer la base de Grobner de
(fi,--., fm) est majoré par N,,, avec

m—1

= i+d+di\ (n+d+dig—1
NOP = Zzgd""di-khi"rl(n)( d+di+1+ )( d_‘_dz::-_l )

i=1 d=0

En supposant que tous les polynomes sont quadratiques, la formule se simplifie en :

- (2d+2> <n+d+ 1) (m+d—|—2) <n+1>
Nop = — :
« d d+2 2d+ 3 2
De telles formules pour l'algorithme de Buchberger n’existent que dans le cas
de polynémes en 2 variables [Buc83] ou 3 variables [Win84]. En analysant asymp-
totiquement la valeur de V,p,, nous pouvons comparer le gain de 'algorithme F5-
matriciel (qui construit incrémentalement des matrices de type Macaulay, et calcule

au fur et a mesure leur forme Echelon) par rapport, par exemple, au calcul direct
d’une forme Echelon sur la matrice de Macaulay en degré suffisamment élevé :

3

.
Il
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Théoreme 3.4.3 Sous les hypothéses 1 et 2, le nombre total d’opérations élémen-
taires effectuées par l’algorithme F5-matriciel pour calculer la base de Grobner d’un
systeme fi,..., fn de n équations quadratiques en n variables est majoré par :

Nop _ 2d1n+o(n) _ 24.3n+0(n)

avec di = —3Xglogy(Ao) + 2(Ao + 1) logy (Mo + 1) — (1 — o) logy (1 — Ag)
1
etho = ¢ ((44 F3VITTYR 4 (44 — 3VITT)V3 — 1) ~ 0.829

Comparativement, le coiut de la mise sous forme Echelon de la matrice de Macaulay
en degré n + 1 est dominé par

Né\gacaulay — 26n+o(n)

Il n’existe pas a notre connaissance d’algorithme rapide permettant de calculer
une forme Echelon pour des matrices creuses. Un tel algorithme, s’il existait, aurait
au mieux une complexité de 24"+t La borne de complexité prouvée de I'algorithme
F5-matriciel en 2+37+°(") est donc vraiment compétitive.

Cette analyse n’est donnée ici que dans le cas de polynomes quadratiques com-
portant autant d’équations que d’inconnues, il sera intéressant de la poursuivre dans
d’autres cas (équations de degré D > 2, systémes polynomiaux creux, comparaison
avec la méthode des sous-résultants creux, etc.).

Les deux sections suivantes contiennent les preuves des théoremes précédents.

3.4.1 L’algorithme F5-matriciel pas a pas

Le but de cette section est de prouver le théoreme 3.4.1. Nous allons voir que,
pour des suites vérifiant les hypotheses 1 et 2, il est possible de suivre pas a pas le
déroulement de 1’algorithme F5-matriciel.

Nous commencons la preuve par trois lemmes :

Lemme 3.4.4 Sous les hypothéses 1 et 2, pour tout 1 <1 < m, la suite fi,..., [,
Tit1y---, T, est réguliere.

Démonstration On a (fi,..., fi)NK[zy1,...,2,] = {0} par définition de la dimen-

sion et le fait que la suite soit en position de Noether. Donc si f1,. .., fi, Zit1,..., Ty
n’est pas une suite réguliere, il existe gy, ..., g; tels que Z;:l figi soit un élément
non nul de K[z;,1,...,z,] ce qui contredit la premiere équation. a

De I’hypothese 2, nous pouvons déduire en particulier que LT(f;) = xfl. Notons G,
la base de Grobner de f, ..., f;. Plus généralement, ces deux hypotheses impliquent
le lemme suivant :

Lemme 3.4.5 Sous les hypothéses 1 et 2, tout polynome f d’étiquette (m;, f;) avec
m; € S; apparaissant dans l'algorithme F5 au cours du calcul de G; vérifie LT(f) €
Si.
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Démonstration Notons H; la base de Grobner de x;.1,...,%,, f1,..., fi- Si I'on
construit en parallele les matrices de 'algorithme F5 pour G; et H;, alors les lignes
de H; concernant le polynome f; sont exactement les lignes de GG; concernant f;
d’étiquette dans S;. Si un polynome f apparaissait dans le calcul de G; avec une
étiquette (my, f;), m; € S; et x|LT(f) pour un k > ¢ alors on aurait une réduction
a zéro dans la matrice correspondant au calcul de H;, ce qui est absurde car d’apres
le lemme 3.4.4 la suite x;41,...,%p, f1,..., fi est réguliere. O

Toujours sous les hypotheses 1 et 2, on peut démontrer le lemme suivant, qui précise
les polynomes appartenant a la base de Grébner de fi, ..., f; :

Lemma 3.4.6 Sous les hypotheéses 1 et 2, tout polynéome g d’étiquette (my, f;) qui
est réduit lors du calcul de G; vérifie m; € S;_1.

Démonstration Nous prouvons ce lemme par récurrence sur ¢ le nombre de po-
lynomes et d le degré. Le lemme est vrai pour ¢« = 1 car il n’y a aucune réduction.
Soit ¢ > 1 un entier, alors le lemme est vrai pour d = d; le degré de f; car I’étiquette
de f; est (1, f;) (le lemme est aussi vrai pour d < d; car il n’y a aucun polynéme
de ce degré d’étiquette (m;, f;)). Soit maintenant f un polynome intervenant dans
le calcul de G; en degré d > d;, supposons le lemme vrai pour tous les polynomes
d’étiquette plus petite que celle de f. Tout nouveau polynome f de degré d s’écrit,
avant réduction, f = Afoy, avec degré(\) > 1, fy d’étiquette (u, f;) réduit par rap-
port a la base G;_1 et tous les v fy réduits par rapport a G;_; pour v|\ strictement.
On a par hypothese de récurrence p € S;_1, LT(fy) € S; et f est d’étiquette (Ay, f;).

Supposons que f est réductible, soit g un élément de Gy, avec k < i, d’étiquette
(B, fx), qui réduise f. Par hypotheése de récurrence on a § € Sy_; et d’apres le
lemme 3.4.5 on a LT(g) € Si. Comme ¢ ne réduit aucun v f, pour v|A, alors LT(g)
divise LT(f) = ALT(fo) mais LT(g) ne divise aucun vLT(fy) pour v diviseur strict
de A, donc A|LT(g) et A € Sj.

1. sik <i,ona € S;_; et 'étiquette de f est (A, f;) avec Au € S;_1.

2. si k = i, soit x; la variable principale de A (i.e. le plus grand [ tel que x;

apparait dans \).

—sil<i—1alors A €. S;_1 et on a bien \p € 5;_.

— si | = i, alors on peut écrire ALT(fy) = cLT(g) avec ¢ € S;_1 (si z;|c
alors LT (g)|2LT(fo) absurde). Alors, 'étiquette de cg est (¢, f;) qui est
supérieure a lz’étiquette de f car ¢ € S;_1 et A\u contient du z;, ce qui est
absurde car cg réduit f.

(I
Nous allons déterminer précisément le nombre de lignes qui vont étre réduites au
cours de l'algorithme F5, ce qui donnera exactement le nombre de polynoémes dans

la base de Grobner (non réduite) donnée en sortie de 'algorithme F5. Nous utilisons
les notations suivantes :

Notations. Nous noterons :
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— ug,i(n) le nombre de lignes en degré d d’étiquette (¢, f;),

— Saik(n) le nombre de lignes en degré d d’étiquette (t, f;) avec t € K[z, ..., zx),
— htg;r(n) le nombre de lignes en degré d d’étiquette (¢, f;) dont le terme de
téte apres réduction est dans K[z, ..., xy],

— ga,i(n) le nombre de lignes en degré d d’étiquette (¢, f;) qui peuvent se réduire
lors du calcul de G;. ' ‘
Notons également Uy;(n) =375, Ug;(n), Sain(n) =375 sajk(n) et HTy;x(n) =

Lemme 3.4.7 Si f1,..., f,, sont de degrés dy,...,d,,, alors
Saik(n) = Mg_q,(k) — HTy_q, ;—11(n) (3.6)

Démonstration Le nombre de lignes possibles ayant pour étiquette (t, f;) avec
t € Klzy, ...,k est le nombre de monomes de degré d — d; en k variables, moins
les lignes rejetées par les criteres, et il y en a autant que de lignes en degré d — d;
et en les i — 1 premiers polynémes dont le terme de téte est dans Klzy,...,z]. O

Le lemme suivant est un corollaire du lemme 3.4.5 :

Lemme 3.4.8 Pour i < k < n on a ugi(k) = sqix(n) = htgix(n) et ga;(n) =
Sd,ii-1(n).
Démonstration La premiere égalité provient du lemme 3.4.4, et la seconde du

lemme 3.4.5. La derniére découle du lemme 3.4.6. O

Lemme 3.4.9 Le nombre de polynomes dans la base de Grobner G; vérifie la for-
mule de récurrence :

gai(n) = Mg_4,(i = 1) = Ugg,i-1(i — 1) (3.7)

Proposition 3.4.10 La série génératrice de gq;(n) est :

ng7i(n)zd = # 1:[(1 — ) (3.8)

Démonstration Nous avons vu que les séries génératrices de Uy_g,;—1(¢ — 1) et
My_4,(1 — 1) sont :

> . 1. 1 [T (1 — 2%)

d=0
o0 d
Z d _ "
Md—di(l — 1)2 = (1 _ z)l—l
d=0
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3.4.2 Nombre d’opérations élémentaires

Connaissant exactement les lignes de la matrices qui vont étre réduites, il est
possible de calculer le nombre d’opérations élémentaires effectuées par 1’algorithme
F5 pour réduire la matrice. Nous utiliserons ici, pour réduire la matrice en degré
d, un algorithme de Gauss sans pivot de lignes ou de colonnes, et pour lequel une
ligne ne peut étre réduite que par les lignes qui la précedent dans la matrice.

Pour chaque polynéme f; considéré, pour tous les degrés d de 0 au degré maxi-
mal (ici ¢ — 1) on réduit g4;(n) lignes. Pour une ligne correspondant a un po-
lynome g, d’apres la section précédente son terme de téte apres réduction est dans

K[z, ..., 2;], donc on réduit par au plus le nombre de lignes correspondant a des
monomes de K[zy,...,z;], 1l y en a (”fl_l). Pour chaque ligne f réduisant g, on

effectue la combinaison linéaire de ces deux lignes L, < L, — cLy, il faut donc
multiplier chaque terme de f par ¢, et il y a au plus (n+2171) termes dans f. On
obtient donc la formule suivante :

1 (dj—1)+1

(n) t+d—1\/n+d—1
gd,i\n d d
d=d;

-1 Z;‘:l(dj_l)

e
Il

Ny =

iM:

- mz: Gdtdiyyit1(n) (Z T diﬂ) (n Tt di - 1)
— ot o d+dip d+ ditq

_ mli":g | (n)(z’+d+di+1)(n+d+di+1—1)
L L d+d;y1,i+1 d + di+1 d + di+1

i—1
d—2

m—1 1 . .
I\ (i+d+2\ [n+d+1
o = 22 () () (M)

i=1 d=0

Lorsque tous les degrés d; = 2, on a g4,(n) = ( ) et on obtient :

En intervertissant les deux signes somme, on obtient

m—1 m—1 . .
7 1+d+2\ /n+d+1
v =2 X () 0en Y

d=0 {=max(d,1)

B ’”Zl n+d+1 mzld i+ d\ (i+2d+2
N d+2 d d+2

d=0 i=max(0,1—d)

i+d) (z’+2d+2) (D) +2d+2)!  (i42d+2)! (2d+2)! (z‘+2d+2) (2d+2)

En remarquant que (7 dr2 ) T @iGrddr2) — aedr2)! didr2)! — \ 2442 d
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on obtient

m—1 m—d—1 .
2d+2\ (n+d+1 i+ 2d+ 2
Ny =
P Z( d )( d+2) , Z <2d+2)

d= i=max(0,1—d)

RS (2d+2) (n+d+ 1) (m+d—|—2) B (n+1)
— d d+2 2d + 3 2

Pour estimer asymptotiquement N,,, nous estimons le plus grand terme u, de
la somme. Pour m = n équations, nous obtenons la valeur suivante :

— O

Lemme 3.4.11 Le terme dominant de la somme précédente est obtenu pour d ~
Ao avec

1
M= ((44 + 3VITT)Y3 + (44 — 3VITT)V3 — 1) ~ 0.829
On a alors
Y — 2d1n+o(n)
op
avec di = —3Xglogy(Ao) + 2(Ao + 1) logy(Ao + 1) — (1 — o) logy(1 — Ao)
~ 4.295

Comparativement, le coiut de la mise sous forme Echelon de la matrice de Macaulay
en degré n+ 1 est au pire

o —1\ [2n + 1\’ 2 om
n ~
n—1 n+1 \/ﬁﬂ'%

Démonstration 1.’étude de la fonction f(d) = uq‘j—zl — 1 montre que cette fonction

est décroissante en d, et qu’elle s’annule pour d = dy avec %n < dp <n— 2. Posons
alors \g = %0 et cherchons une valeur approchée de A\g = O(1) lorsque n tend vers
I'infini. Le numérateur de f(d) est un polynéme de degré 4 en n, dont le terme
dominant est 2A\(—2 A3 — A2 + A\ + 1)n*. Pour approcher de la racine de f(d), il faut
que ce terme dominant s’annule, et donc que \g soit sa racine strictement positive.

Pour estimer ug4,, on utilise la formule log((‘jsiz)) = (alog(a) — clog(c) — (a —
¢)log(a — ¢))n — $log(n) + O(1) qui donne : log(uq,) ~ din.

Calculons le coit de la résolution de la matrice de Macaulay : cette matrice (en

degré n + 1) possede (2::11) colonnes et n(%?:ll) lignes. La complexité de la mise

sous forme Echelon de cette matrice est au pire

on —1\ (2n+1)° 2 oom
n ~
n—1 n+1 Jnm?
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3.5 Suites semi-régulieres affines

Nous avons vu que les suites semi-régulieres homogenes sont exactement les
suites pour lesquelles il n’y a aucune réduction a zéro dans ’algorithme F5-matriciel.

On définit habituellement les suites régulieres affines de la méme fagon que dans
le cas homogene. Cependant, pour définir les suites semi-régulieres affines tout en
conservant les propriétés des suites homogenes, nous avons besoin d’une hypothese
plus forte, qui est qu’il n’y ait aucune chute de degré avant le degré H(I). Notons
qu'une chute de degré pour un polynome affine correspond a une réduction a zéro
de sa partie homogene de plus haut degré, ce qui conduit a la définition suivante :

Définition 3.5.1 Soit fi,..., f,n C S, une suite de m polynomes affines, et I =
(fi,..., fm). Notons fI' la partie homogéne de f; de plus haut degré, 1 < i < m.
La suite fi,..., fm est dite semi-réguli¢re si la suite fJ',..., f* Uest. L’indice de
régularité de la suite fl', ..., f' s’appelle le degré de régularité de la suite fi, ..., fm,
c’est le degré de la premiére chute de degré lors d’un calcul de base de Grobner. Nous
le noterons D,,.

Notons que D, dépend des générateurs fi, ..., f, de I'idéal.

Notre analyse de complexité ne s’appliquera qu’a la définition ci-dessus de suites
semi-régulieres. Par exemple, nous ne considérons pas que la suite {z + 1, zy} soit
réguliere. Remarquons que génériquement, un systeme affine surdéterminé n’a au-
cune solution, 'idéal associé vaut (1), et donc I'indice de régularité de la fonction
de Hilbert est 0, par contre le degré de régularité est beaucoup plus élevé.

Avec notre définition, I’ensemble des suites semi-régulieres affines reste tout de
méme générique (c’est un ouvert non vide de Zariski, “presque toute” suite est
semi-réguliere). De plus, parmi les suites affines ayant une solution commune (i.e.
pour lesquels I'idéal n’est pas réduit a {1}), ’ensemble des suites semi-régulieres est
encore un ouvert de Zariski non vide.

L’algorithme F5-matriciel n’est décrit que dans le cas de polynomes homogenes,
mais les critéres restent valables tant qu’il n’y a pas de chutes de degré (les colonnes
de My, étant alors indexées par tous les monomes de degré < d). Pour une suite
affine semi-réguliere, I’algorithme F5-matriciel va donc marcher pour tout d < D, :
les parties homogenes de plus haut degré des polynomes de la suite formant une
suite semi-réguliere, il n’y a aucune réduction a zéro, ce qui équivaut a aucune chute
de degré pour les polynomes affines. L’algorithme F5-matriciel ne renvoie plus une
base de Grobner jusqu’au degré d, mais D, est toujours une borne sur le degré des
éléments de la base de Grobner. On peut exécuter F5-matriciel avec le degré Dieq
puis terminer les calculs en utilisant par exemple 'algorithme F4 pour obtenir la
base de Grébner finale. La partie la plus cotiteuse en temps de calcul est en général
la premiere.

Comme précédemment, une suite affine est dite semi-réguliere sur [, si sa partie
homogene de plus haut degré I'est :
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Définition 3.5.2 Soit fi,...,fn C R, une suite affine de polynomes, et I =
(fi, . fm) C Ry,. Pour tout 1 <i < m notons fI la partie homogéne de plus haut
degré de f;. La suite fi1,..., fm est dite semi-réguli¢re sur Fy si la suite fI',..., f
Uest (avec fl' € R!). Le degré de régularité de la suite fi,..., [ est Uindice de
régularité de la suite ff,..., f.
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Chapitre 4

Analyse asymptotique de la
régularité de suites semi-régulieres

Dans ce chapitre nous présentons une analyse asymptotique du
degré de régularité d’un idéal de dimension zéro défini par une suite
semi-réquliere. Nous appliquons des méthodes de points cols et de
points cols coalescents pour calculer un développement asymptotique
de ce degré de régularité lorsque le nombre de wariables n tend
vers l'infini. Nous donnons de nombreux calculs explicites de ces
développements, dont les premiers termes fournissent déja une trés
bonne approrimation du degré de régularité pour de petites valeurs de
n.

4.1 Introduction

Dans la section 3.3 nous avons calculé les séries génératrices associées a des

suites semi-régulieres de m > n équations en n variables, de degrés dy,...,d,, :
Spn(2) = 3 ham(n)z? = J](1 - zdi)/(l et (4.1)
d=0 i=1

dans le cas général et

Smn(2) = 3 ham(n)zt = (1 + z)”/H(l + %) (4.2)
=0 i=1
sur Fo. Nous avons vu Section 3.3.3 que le degré de régularité D, de ces suites est
égal au plus petit d tel que hg,(n) <O0.
Le but de ce chapitre est de calculer le développement asymptotique de Dieg
lorsque n — oo. Pour cela, exprimons les coefficients hg,(n) de la série génératrice
sous la forme d’une intégrale en utilisant les formules de Cauchy :

ham(n) ! j{ Sm’n(z)dz =:Z,(d) (4.3)

s zd+1

79
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Le chemin d’intégration est un lacet simple, entourant z = 0 mais aucun des autres
poles de la série génératrice.

La formule (4.3) définit la fonction Z,(d) pour tout d entier strictement positif.
Nous allons calculer un développement asymptotique de Z,(d), lorsque n — oo, en
considérant d comme un parametre. Cela nous permet de définir asymptotiquement
la fonction Z,(d) pour d réel (le domaine de validité dépendant de n). La régularité
D,y vérifie Z,,(d) > 0 pour tout entier d <Diey €t Z,,(Dyeg) < 0. Nous montrerons
que cette propriété reste vraie pour d réel lorsque n — oo, c¢’est-a-dire que pour n
suffisamment grand, D, est le premier entier supérieur ou égal au plus petit zéro
de Z,(d).

Dans tout ce chapitre, nous notons d(n) le plus petit zéro de Z,,(d). Comme 6(n)
est racine de Z,(d), la valeur de d annulant le premier terme du développement
asymptotique de Z,,(d) donnera le premier terme du développement asymptotique de
d(n) lorsque n — oo. Pour obtenir chaque terme supplémentaire, il faut déterminer
le coefficient dominant de Z,(d) au voisinage de §(n) et 'annuler.

Le développement asymptotique de Z,(d) est calculé en utilisant la méthode
du col ou des points cols coalescents. L’idée de ces méthodes est de faire passer
le chemin d’intégration par les points cols de la fonction a intégrer. On montre
alors que la contribution des parties du chemin qui ne sont pas voisines des cols est
asymptotiquement négligeable, et qu’au voisinage de ces cols la fonction a intégrer
peut étre approchée par une fonction gaussienne (pour la méthode des cols) ou une
fonction d’Airy (pour la méthode des points cols coalescents). Nous décrivons ces
méthodes Section 4.2, et renvoyons le lecteur a des ouvrages comme [dB81, Won89]
pour plus de détails.

Nous avons choisi dans cette these de détailler ces méthodes sur deux exemples
particuliers. Nous calculons Section 4.3 le développement asymptotique de la ré-
gularité d’une suite semi-réguliere de n 4+ k équations en n variables en utilisant la
méthode des cols. Cette méthode ne s’applique plus dans le cas de an équations, il
faut alors appliquer la méthode des points cols coalescents, ce que nous détaillons
Section 4.4. Nous obtenons les théoremes suivants :

Théoreme 4.1.1 Le degré de régularité d’une suite semi-réguliére de n + k équa-

tions de degrés di,...,d,+r en n variables se comporte asymptotiquement comme
n+k
Drey=Y (4.4)

i=1

]{3 eme

lorsque n — oo, ot «y, est la plus grande racine du polynome de Hermite.

Dans la section 4.3, nous donnons tous les détails de la preuve de ce théoreme dans
le cas ou tous les d; sont égaux a 2. Nous en indiquons les grandes étapes dans le
cas général. La proposition suivante est un corollaire de ce théoreme dans le cas ou
tous les polynomes sont de méme degré :
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Proposition 4.1.2 Le degré de régqularité d’une suite semi-réquliére de n+k équa-
tions de degré D en n variables se comporte asymptotiquement comme

D-1 D?2 -1
Dyeg =1 5~ apt/n G + o(v/n) lorsque n — oo. (4.5)

Nous détaillons Section 4.4 les grandes étapes du calcul du développement
asymptotique du degré de régularité pour an équations :

Théoreme 4.1.3 Le degré de réqularité d’une suite semi-régquliere de an équations
de degrés dy, ... ,du, en n variables, « > 1 constant, se comporte asymptotiquement

comme |
3

Doy = d(20)n — ay (—%gb”(z@z%) ni + o(n

lorsque n — oo, ot

W=

) (4.6)

an

d;z%

1—2‘1’

¢(2) =

2o est la racine de ¢'(z) qui minimise qb(zo) > 0, et ay est la plus grande racine de
la fonction Ai d’Aury.

La proposition suivante est un corollaire de ce théoreme dans le cas ou tous les
polynomes sont quadratiques :

Proposition 4.1.4 Le degré de régularité d’une suite semi-réquliere de an équa-
tions quadratiques, o > 1 constant, se comporte asymptotiquement comme

—a; 200 — 1 1
( / ( ) 2(a(a—1))s ( 4(a(a — 1))2) (n / )

Les deux méthodes utilisées permettent d’obtenir tous les termes du développement
asymptotique du degré de régularité.

Wl

Nous donnons également le développement asymptotique du degré de régularité
de suites semi-régulieres sur Fy, en utilisant les mémes méthodes. Ainsi, les quatre
premiers termes du développement asymptotique de D, pour une suite semi-
réguliere sur Fy, de n équations quadratiques en n variables sont :

Proposition 4.1.5 Le degré de réqularité d’une suite semi-réquliecre sur By de n
équations quadratiques en n variables se comporte asymptotiquement comme

3\2 /13 5\° . 265 85 16, 38 .\3
Dre A - - — — = 3 —1— ———)\——)\2——/\3
o (2> (3\/3 2) " (648 3670 2770 81 0)

1 1 2
31 3 152231 1159 2386 3062 3\ &
— —/\ —A3 B )? - A A2 23 —
+ ((108 TR T 0) (2187000 162007 T 911250 T 27337570 ns

+ O(n—)

W= =
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oth A\g = —1/2 4+ 3/21/2/V/3 — 1 ~ 11.114 est la plus petite racine de 2X\* + 4> +

1202 4 10\ — 1, ce qui donne numériquement :

Dyeg = 0.0900 1 4 1.00 n5 — 1.58 + == + of

)

N
| T

1
ns3

Ces développements asymptotiques donnent également une tres bonne approxi-
mation de la régularité pour de petites valeurs de n. La figure 4.1 compare les
valeurs exactes de D, calculées a partir de la série génératrice, et les formules
asymptotiques avec deux ou trois termes, pour des suites semi-régulieres sur [Fy de
n équations a n inconnues. Par contre, le quatrieme terme, en 1.41n_%, ne sera pas
petit pour de petites valeurs de n.

Dreg
14 T T T T T T T T T |
13 F F2 exact : : ; ; .
12 b F2asympt2terms === ! 5 . L
11+ F2 asympt 3 terms ' 5 1 g -

or T

A T N S S S S R S S S
49 16 24 32 41 49 58 67 77 86 95

Fi1G. 4.1 — Comparaison de la régularité et de son développement asymptotique
pour m = n équations quadratiques sur Fs.

O— N WAUINJIO\O

Organisation du chapitre Nous décrivons les méthodes d’analyse asymptotique
employées dans ce chapitre Section 4.2. Nous utilisons la méthode du col Section 4.3
pour calculer le développement asymptotique de la régularité dans le cas de n + k
équations en n variables. Nous donnons une preuve intégrale du théoreme 4.1.1
lorsque tous les polynomes sont quadratiques, et esquissons la preuve dans le cas
général. La méthode des points cols coalescents est utilisée Section 4.4 pour calculer
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le développement asymptotique de la régularité de suites semi-régulieres de an po-
lynomes en n variables. Nous esquissons les preuves du théoreme 4.1.3. Enfin, dans
la section 4.4.3 nous donnons d’autres exemples de développements asymptotiques
de la régularité pour des suites semi-régulieres sur [y, obtenus en utilisant 'une des
deux méthodes présentées.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Bruno Salvy. Ils
ont fait I'objet d’une présentation a la conférence ICPSS en Novembre 2004 [BFS04].
Pour le cas particulier d’équations a coefficients et solutions dans Fy un article est
disponible sous forme de rapport de recherche INRIA [BFS03].

4.2 Description des méthodes employées

Nous décrivons brievement deux méthodes qui permettent, sous certaines condi-
tions, de calculer un développement asymptotique d’une intégrale de la forme

I= }{etf(z)g(z)dz,

lorsque t — oo.

Les deux méthodes considerent les points cols de la fonction a intégrer, qui sont
les points 2y tels que f'(z9) = 0, et montrent qu’asymptotiquement, ’essentiel de
I'intégrale est concentrée au voisinage de ces points cols.

Nous donnons une description générale de la méthode du col section 4.2.1. Dans
le cas ou la fonction f(z) est paramétrée, pour toute valeur fixe du parametre A
la méthode du col va fournir un développement asymptotique de l'intégrale. Le
probleme se pose lorsque, pour une valeur Ay du parametre, deux cols coalescent.
Dans ce cas, les approximations obtenues par la méthode du col pour A # g
ne tendent pas vers celle pour A\ = Ay : la méthode des cols ne donne pas d’ap-
proximation uniforme au voisinage de A\ = ). Nous décrivons Section 4.2.2 la
méthode des cols coalescents de Chester-Friedmann-Ursell, qui permet de donner
un développement asymptotique uniforme au voisinage de A.

4.2.1 Méthode du col

Un point col est dit d’ordre k si fV(z) = 0 pour 1 <i < k et fEH () #£ 0.
Un point col d’ordre 1 est appelé point col simple. La méthode du col s’applique
quel que soit I'ordre des points cols, mais nous la décrivons dans le cas ou tous les
cols sont simples (qui sera le cas rencontré dans nos applications).

D’apres le théoreme de Cauchy, on peut déformer le lacet d’intégration sans
changer la valeur de l'intégrale. La méthode du col fait passer le lacet d’intégration
par certains points cols simples, et montre que 'intégrale est essentiellement donnée
par la somme des contributions de ces points cols, la contribution des autres parties
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étant asymptotiquement négligeable :

Ly | 2w
I ~ Z etf( 0) T(Z)tg(zo) (47)
2o point col simple 0

Nous voyons sur cette formule que seuls les points cols pour lesquels |e/ (zo)] est
maximal vont contribuer asymptotiquement a l'intégrale.

Décrivons les trois étapes qui permettent d’obtenir la formule (4.7). Nous mon-
trons successivement que :
1. Seules les parties du lacet au voisinage des cols contribuent asymptotiquement
a I'intégrale,
2. Au voisinage de ces points cols, la fonction sous 'intégrale peut étre approchée

par une fonction gaussienne, intégrée sur un voisinage de 0,

3. Cette fonction gaussienne peut étre intégrée sur R tout entier sans changer la
valeur asymptotique de l'intégrale.

Plus précisément :

1. Pour z voisin d'un point col zg, on a f(z) = f(z0) + 3/"(20)(z — 20)* + .. ..
Choisissons la direction du lacet de sorte que 3 f”(z)(z — 29)* soit réel négatif au
voisinage de z. En faisant le changement de variable u® = —%f"(2)(z — 2)?, la
variable u sera réelle au voisinage de u = 0 (disons dans l'intervalle (—e, €)). Le

changement de variable s’écrit u = |/—5 f"(z0)(z — 2), la racine étant choisie telle

que du soit positif lorsque dz a la direction positive de circulation du lacet, et 'on
se ramene a l'intégrale :

¢ 2
_ tf(= —u2+0(ud
f=e (0)/eg(z(u))e " T@o)thR/
ou R’ correspond a l'intégrale I sur le reste du lacet (en dehors du voisinage de zp).

2. Nous obtenons alors une intégrale réelle pour laquelle nous appliquons la
méthode de Laplace, en approchant la fonction sous 'intégrale :

2 €
I = tf(20) /W/ g(zo)e_UZdu—i—R’ LR
- 0 —€

ou R” correspond a l'erreur commise en approchant la fonction g(z(u))e
par g(z)e " sur Dintervalle (—e, €),

3. Nous écrivons enfin

2 o
I — tf(z0) ,_f//(z())tg(zo)/ e_“2du—i—R’+R”—|— R"

—u2+0(u®)
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ot R est 'erreur commise en intégrant la gaussienne sur tout U'intervalle R,
Il reste a montrer que R, R” et R"” sont asymptotiquement négligeables devant

etf(z0), /7f+(z0)tg(z0) 1= e~*du; on obtient alors la formule (4.7).

Pour obtenir les termes suivants du développement asymptotique de I, il suffit
d’approcher plus précisément g(z(u))e **+O®") = (X k>0 azuF)e™™ . On se ramene
alors a des sommes d’intégrales de la forme

/ ey dy = 0 pour k>0 (4.8)
OO —tu?, 2k 1 1
_ooe u?du = Wf(k + 5) pour k >0
1 (2k)!
= iR VT (4.9)

4.2.2 Méthode des points cols coalescents

Supposons maintenant que la fonction f(z) dépende d'un parametre A, tel que
pour A # )¢ on ait deux points cols zj et z;, et pour A = )¢ un unique point
col double zy. En utilisant la méthode du col, on obtient un développement asymp-
totique en (tf"(zF))~1/2 lorsque A # XA et en (tf"(z))~"/% lorsque A = Xo. Ces
deux équivalents sont radicalement différents : le premier devient singulier lorsque
A — Ao, et t est d’ordre —1/2 dans le premier et —1/3 dans le second.

La méthode des cols coalescents [CFU57] donne un équivalent asymptotique
de [ uniforme, valable pour A dans un voisinage de \g. L’idée est d’introduire un
changement de variable cubique de la forme f(z) = % — (u 4+ n, pour se ramener a
I'intégrale d’une fonction d’Airy (voir annexe A.4 page 146),

3

Ai(x) = L/ es Wy
2T Je

ot C; est un chemin d’origine un point a I'infini dans le secteur —5 < arg(v) <

—% et de fin un point dans le secteur conjugué. Les constantes ¢ et 1 dépendent

évidemment de . Pour que le changement de variable soit régulier, les points cols

25 et z; doivent correspondre aux points cols ui = £(¢'/? de la nouvelle fonction

en u, et coalescer en uy = 0 lorsque A = A\g. Cela impose de choisir

¢ =2(Fe) — 1) e = () + )

En choisissant bien le chemin d’intégration au voisinage des points cols, et en sup-
posant pour simplifier que g(z) = 1, nous obtenons

I = 6tn/ et(g—Cu)dZ_(u)du + R
cinD du
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ou D est un voisinage de u(jf et R’ est I'intégrale sur le reste du chemin. Ecrivons

dz(u) 2 i

>0

En intégrant terme a terme et en remplacant le chemin C; N D par (' entier, nous
obtenons

W3
1= etn/ Zet(T_Cu)(UQ _ C)l(bl —|—clu)du—|—R’+R”’
C

1 1>0

CAN(t30) B, = Ai(ti0) Ch,
I =e"24mr | ——22 LU R S YA - R+R"+R!, (4.10
e Z + 2 Z i + R+ + Ry, (4.10)

m
t 0<m<M t t

=

ou les coefficients B,, et C), peuvent s’exprimer en fonction des coefficients b,, et ¢,,
(posons Go(u) = £ alors pour tout m > 0, on a Gy, (u) = B+ Cru+(u? =) Hy, (u)
et G (u) = 95 (u)).

Comme dans la méthode du col, pour prouver la formule (4.10) il faut mon-
trer que R', R}, pour tout M > 0 et R"” sont asymptotiquement négligeables. Les
auteurs de [CFU57] prouvent, sous des hypotheses simples de régularité des fonc-
tions intégrées (par exemple elles doivent étre analytiques en z et \), que R” est
négligeable et que

Dy
E|C’]\471)1\/I >0: | | —= tM+1/3|A1(t C)| 2SMJr2/3|Al (t C)|

4.3 Le cas de n + k équations

Nous étudions dans cette section la régularité d’une suite semi-réguliere de n+k

équations de degrés dy, ..., d, 1 en n variables. La formule (4.3) devient :
n+k
k
Zn( 2@7r zd+1 \:,ﬁ/dz
— - =9(2)
=F(2)

Nous montrons Section 4.3.1 comment obtenir §(n) lorsque 'on connait le déve-
loppement asymptotique de Z,(d), qui sera calculé Section 4.3.2. Nous prouvons
également que le degré de régularité est bien Do = [d(n)].

4.3.1 Asymptotique du degré de régularité

Nous utilisons ici le lemme suivant. Il sera démontré Section 4.3.2 dans le cas
ou tous les d; = 2. Dans le cas général, la preuve semble beaucoup plus technique
et ne sera qu’esquissée :
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Lemme 4.3.1 Le premier terme du développement asymptotique de I, (d) est

1

PO\ )

9(z0)F(z0) (4.11)

ot f(z) = Z?:Jrlk log (%) —(d+1)log(z), et z est la racine réelle positive de
F'(2).

Si, de plus, zy tend vers 1 lorsque n tend vers linfini, soit zo = 1 — Az avec
Az — 0, un nowvel équivalent asymptotique de L,(d) est donné par :

F(z)
7 (2w)

ou Hy, est le k™ polynome de Hermite.

A
o, | 22

I”<d) ~ k+1 2

k k2] :
On a Hy(z) = \2/—; o+ iu)Fe ™ du = Z}iﬁ)(—l)@?&fg’;;!x’“—%. Les premieres
valeurs de oy, sont données Figure 4.2.

Valeur de la plus grande racine a;, du k™ polynome de Hermite :

F 1] 2 3 1 5
o 0] L~ 0707 |\ [E~122| (34/8) 2165 a5 = (5+/3) ~202

F1G. 4.2 — Racines des premiers polynomes de Hermite

Pour approcher une racine de Z,(d), nous annulons le premier terme du dévelop-
pement asymptotique de I'intégrale. Comme zj est réel > 0, alors F'(zp) n’est jamais
nul, il faut donc que g(zp) ~ 0 i.e. zp ~ 1. De 'équation

n+k

142 o (d—1D)2E 41
f,(ZO):Z + 2204 ...+( d;)lzo Cd+1
1—|—Zo+...—|—ZOZ 20

0, (4.13)

=1

on déduit d + 1 ~ Z?jlk di; L ce qui donne le premier terme de Iéquation (4.4).

Lorsque zj est voisin de 1, soit zg = 1—Az avec Az — 0, pour annuler le terme de

o
droite de I’équation (4.12) il faut que Az = 2ay/ Z?jlk % ol «y, est une racine

de Hy. En utilisant I'équation (4.13), on obtient d+1 = 3" F dil _ LA 4 o(A2),
ce qui donne
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Pour obtenir la plus petite racine de Z,(d), il faut prendre pour a4 la plus grande
racine de Hy/(z).

Il nous reste a montrer que, asymptotiquement, le degré de régularité est bien
la partie entiere supérieure de la plus petite racine de Z,,(d). Si cette propriété était
fausse, il n'y aurait aucun entier entre les deux plus petites racines de Z,(d). Or,
I’écart entre les deux plus petites racines de Z,,(d) est donné asymptotiquement par

ou f > 0 est la différence entre les deux plus grandes racines de Hy(z), et il tend
vers 'infini lorsque n — oo, ce qui montre que le degré de régularité est bien donné
asymptotiquement par la plus petite racine de Z,(d).

4.3.2 Asymptotique de Z,(d)

Cette section est consacrée a la preuve du lemme 4.3.1.
Dans le cas particulier d’équations quadratiques, nous donnons une preuve

complete du lemme. La fonction F' vaut alors F(z) = “tﬁ?k = /(3. Les cols

= k_ d +hk—d—1)—(d+1 . . .
vérifient f'(z) = % - %1 = = Zo(l_zz)( ) — 0 (équation 4.13). Le seul point
col est zy = ﬁ, et il est réel.

d+1
Nous donnons dans le dernier paragraphe le schéma de la preuve pour le cas

général. En particulier, nous admettons l'existence d’un point col zy strictement
positif qui “capture” I'essentiel de l'intégrale, et nous appliquons la méthode du col
au voisinage de zg, en admettant la validité de chacune des étapes.

Restriction du domaine pour d Une premiere analyse montre que I’'on peut se
restreindre au cas ot 1 < €; < ZTHf < €9 < 00. En effet, pour n équations le degré
de régularité vaut d = n + 1 et il diminue lorsque 'on ajoute des équations, donc

on peut supposer d < n+ 1 < n+ k. De plus, pour d,n, k entiers, on a

k
kY 1 (1 + z)ntk
l
() = Y ()) g U
=0
min(k,d

)
k\ (n+k
= = (=1)
2 w avec u; = ( )(Z)(d—l>

Or, pour d = o(n), la somme est dominée par le premier terme (car — 0), qui
tend vers l'infini lorsque n — 0 (car log(ug) ~ dlog(n)), donc Z,,(d) ne possede pas
de racine en o(n). Si d ~ n, alors le terme dominant de la somme est le plus grand

(- — 0), et log(ug) ~ (n—d+2k)log(n) — 400 donc Z,,(d) ne peut pas s’annuler

Ur4+1

Up41
U

pour d ~ n. Nous nous restreignons donc au cas ou 1 < ¢; < ZTHf

et €5 des constantes.

< €9 < 00 avec €
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Fixation du chemin d’intégration Au voisinage du col, on a f(z) = f(z) +
F20) (5 — 20)2 + 0(z — )% Or, f"(20) = (PG

n—i-‘k—:l

contour de sorte que z— zy soit imaginaire pur au voisinage de zg, alors /( 0) (2—2)?
est réel négatif.

Le lacet d’intégration sera constitué :

— d’un segment vertical L, ayant pour milieu z5. Notons z; et 2z ses extrémités,

z1 étant de partie imaginaire négative, sa longueur sera fixée ultérieurement,

— d’un arc de cercle C, de centre O joignant 21 et 22, et coupant I’axe réel négatif.
Lintégrale s’écrit Z,,(d) = 5= [, F(2)g(2)dz + 5= [, F(2)g(z)dz = I + Ic, et nous
montrerons section 4 3 3 que, sous certames hypotheses sur la longueur du segment
L,

> 0. Il faut donc choisir le

i
F(z)

Intéressons nous a la portion d’intégrale au voisinage du col.

1
= O(n_M) pour tout M > 0 (4.14)

La contribution du voisinage du col Posons z — zy = #(, on a alors

% — exp ((n+k)log (H 1f20) ~(d+1log (Hg))

en utilisant le logarithme usuel (défini sur C\R™ et valant log(1) = 0 pour ¢ = 0).
Pour |¢] < max(|1 + 2|, |20]), nous avons le développement en séries entieres :

F(2) =i (= ]JrlC] > i (- g+1<]
=exp | (n+k) (d+1)
F(z) ( ]Z:; J(1+ z)! ; Jz
Or, I'équation du col donne d + 1 = (n + k)22
F(z) LI (1) ( 1 1 )
=exp [(n+k , — — —
Flz) 7 { ) <JZ=; JA+20) \(1+2)t ]

> ]"rlCJ 1 1
=exp [+ k) 21+Z0 2; (1+ ) ((1+20)f1_z8‘1)]

_ —¢ — i _ ;i
Posons u = /s = @ +z02) m(z 2p), notons yzo la demi-longueur du segment
\/ 5, et on obtient

L, alors sur ce segment u varie de —N a N avec N =

1+z

I = MF(ZO) /_ g(z(w)) exp [(n + k) (—u2 + u? i ajuj3> |du

27 N

ijgj/2Z(J)'/2 ((H—Zo

J/2 et
n < 2 2
J 20

j—1
> — 1) qui vérifie |, e

avec a; = —
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Méthode de Laplace Nous nous sommes ramenés a une intégrale réelle, pour
laquelle nous allons pouvoir utiliser la méthode de Laplace [dB81, page 67-68].
Nous avons g(z(u)) = (1—z(u)k = (1 = 20 — i(1 + 2)v220u)* = Z?:o gju’ avec
g5 = (1 — 2g)F i3 20/220/2(1 4 2,)d (I;), qui est également borné uniformément en d :
k /2 j
|9j| < (J)(quei
Développons en série entiere la fonction sous I'intégrale :

P((n+ k)u?,u) = Zgjuj exp [(n+ k)u Zajuj °]

7=0

les coefficients ¢;; étant bornés uniformément en n et . Nous ne détaillerons pas
les calculs, donnés dans [dB81], qui montrent que, si 6 = n% avec o > %, alors! Fgo)
peut étre approché uniformément par 'intégrale sur R des sommes partielles de P.

Nous obtenons, pour tout A > 0, M > 0, et lorsque n — oo :

L V220(1+2) . 3j+1+1 1 ]
] ™ > o Yl ﬁ?glF( )+ O(—) + Ol=)
0 J,1>0,5+1 pair,j+I<A 277(” + k‘) ns
(4.15)

Terme dominant On obtient le terme dominant de la formule (4.15) pour j =
[ =0, et comme ¢y = g(20) on obtient :

7(d) ~ Y g ) L (4.16)

Terme dominant au voisinage de zp = 1 Notons zp = 1 — Az avec Az — 0
lorsque n — oo, alors g; ~ (’;)23j/2ij(Az)k*j et a; tend vers une constante non

nulle. On peut alors montrer que c¢;; se comporte comme (Az)™*ED et le terme
dominant de la formule (4.15) est obtenu pour j = 0, ce qui donne

2n+k+1/2 () )
L~ o) / g(=(u))e= R gy
m _

o0
2n+k+1/2 0o )
=(—+ 0(1))/ (1 — 2o + i(1 + 29)v/2zou) e gy
™ —o
LAlors nud € oy < pl-da = o(1) donc nu® < 1 sur lintervalle [-N, N] pour n

= 23/2(1420)3/2 =
suffisamment grand.
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On reconnait l'intégrale Hy(x) = \2/—; ffooo(x+iu)ke_“2 du qui définit le £*™¢ polynome
de Hermite, et en normalisant on obtient

2n+k+1/2 ((1+Zo) /—220>k ﬁ
@ vn+k 2F/n + k

(1—z)vn+k
(1+ 20)v/220

Iy ~ Hy(z) avec z =

et finalement

n—l—%k-l—%
7.(d) 2 i, (\/n+l€

vt (Y Al o))

» » /7 k 1—2% 7 .
Cas général Dans le cas général, on a F(2) = [[I7, 52—t = /). L'équation

du col est

n+k / d 1 1— d;
f'(z) = E % — JZF avec g;(z) = : _ZZ (4.18)
i=1 7!

Nous admettons que l'essentiel de l'intégrale est concentrée autour d’'un unique
point col réel positif, que nous noterons z.
Nous appliquons comme précédemment la méthode du col. Le changement de

£ (20)
2

on applique la méthode de Laplace.
Le premier terme du développement asymptotique est alors

In(d)wdﬁg(zo)F(zo)% /_ T ey = mg(%wzo) (4.19)

Au voisinage de zg = 1, en posant z = 1—Az, le premier terme du développement
asymptotique de I devient :

variable u =14 (z — z9) permet de se ramener a une intégrale réelle, a laquelle

In(d)rv% %F(zo)/_oo g(z(u))e‘“Qdu

k+1
~ L ; P _ f"(20)
( f”(%)) 2k+1ﬁF( O)Hk ((1 0) 9 )

Estimons f”(zy) lorsque n — oo : on a

sy dtl  Ngl) g(2)?
['(z) = 2 +;gi(z) 9i(2)?

)

ce qui donne, en utilisant ’équation (4.18) pour éliminer d :

n+k n+k
vy N~ 9i(z0)  gi(20)° | gi() -1
£"(20) —z_; )~ oGl T renlo) ; “o— +0(A)
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et ’on obtient ainsi :

F(2)

~ k

e (W) k1

(4.20)

n

4.3.3 Estimation de l’intégrale en dehors du col

Nous prouvons dans cette section I'équation (4.14) :

1 1 1 1 1
‘ < :O(n—M)pourtoutM>Olorsqu690:ﬁetZ—l<oz<§

F(z0)

Pour cela, écrivons

Io :F<Z2)/Cg(z) F(z) &

F(z0)  F(z0) F(z)
) F(22)  Ous n+k d+1 .
Comme 2z = zo(1 + i), on a ’F 7| = )1 + ity Trgs| -+ e qui donne, en

(20
utilisant 'équation du col (n + k)zg = (1 + z9)(d + 1) et 'encadrement z — 22/2 <
log(l1+2)<az:

2
n+k

F(2) ( 0323 ) 20 )
1 ‘ ’:1 1+ — log(1 + 6
Bl F()l 1+22) 1+z og(1 + ;)

B 2
<6; (—61 ! +9—0)

€1€2 €9

Posons alors 0y = nia, on obtient

En choisissant %1 <a< %, on obtient

|

Il reste a estimer l'intégrale sur l'arc de cercle C, qui est un cercle de rayon p =
20/1+ 6% :
T — arcsin(6p) F( 0
pe’’) i0\; 0
= + g(pe” )ipe™ db
'{/arcsin(@o) /—7r } F(ZQ) ( )

T n+k
<2/
arcsin(6o)

pl1 — pe'|*d
k
<2p|1 + p|*n

F -1 1—2a
(22) ‘ S 2€Xp (—&> pour n assez grand.
F(ZQ) 26162

1+ pet
1+22
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tarcsin(6p) | —

car |pe| = |z sur le cercle, |1 — pe®| < |1+ p| et |1+ pe| < |1+ pe

V1 9§<

e1—1 — e—1

|1 + 25| pour 6 € [arcsin(fy), 7|. Comme, de plus, [p| <
grand, et [1 +p| <1+ 512—1 = 61“ , on obtient, pour n assez grand :

8 1 k - 1 1—2« 1
T (61 + ) exp (_%) = O(—M) pour tout M >0
n

pour n assez

Ic
eg—1\¢g—1 2¢;

Flao)| =

1 1
pourvu que ; < a < 3.

4.4 Le cas de an équations

Considérons maintenant le cas d’une suite semi-réguliere de an équations de

degrés dy,...,d., en n variables, o o > 1 est une constante.. La formule (4.3)
devient :
(1-— 1
]{ [[Z0—-2% 1
1 ) At
_F(z) e”f(z)

L’équation de col est :

an

0 [ L Ut s B (L TR 1)

1—2d 11—z n n

=

et les points cols sont les racines de n¢(z) = d + 1.

4.4.1 Premier terme : méthode du col

Commencons par étudier le cas d’équations quadratiques. La fonction intégrée

est F(z) = (ti%i" 5 = ") Léquation des cols est

—((2r— 1) — Et1)z2 4 o — 44l
B (1—2?)

Restriction du domaine de d Nous avons vu dans la section précédente que
pour n + k équations, 6(n) ~ 5. On peut donc se restreindre dans cette section a
d < %, ce qui implique que (2ac — 1)n — (d + 1) > 0.

Il y a donc bien deux points cols, 23 = 2((2%\(”1) ou A =4 (d:tl)2 +4(1 —
204)% + 1 est le discriminant du numérateur de I’équation de col. Il s’annule pour
L — AT avec \j = a — 3 & \/a(a — 1) > 0. Lorsque 4t o AT, les deux cols sont
simples et pour d“ = )\i 11 y a un point col double réel strictement positif, noté z.
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Méthode du col Placons nous dans le cas ou les deux cols sont distincts. En
appliquant la méthode du col on obtient :

L FED L FGE)
V2 pia) | V2 ()

Or, si les deux cols sont réels I'un des deux termes domine et ne s’annule jamais
(car F'(z) ne s’annule que pour z = —1, ou z = 1 et an > n). De méme, si les deux
2F (z)

27rnf”(zér)
jamais. Nous en déduisons donc que, au voisinage de la plus petite racine de Z,(d),
il faut que le point col soit double, soit :
d+1 1

TNAE:a_ﬁ_ ala—1)

Zn(d)

cols sont complexes conjugués, Z,,(d) ~ R ) qui ne s’annule également

Cas général Dans le cas général, nous admettons que tout se passe comme dans
le cas d’équations quadratiques. Plus précisément, nous admettons que :
— asymptotiquement, I'intégrale est dominée par les contributions de deux points
cols zg et zy,
— on approche de la racine §(n) de U'intégrale Z,,(d) lorsque ces deux points cols
coalescent.
L’équation de col (4.21) donne d + 1 ~ no(zp) ou 2y est la valeur du point col
double. On détermine 2, en dérivant 1’équation de col : zy est la racine de ¢'(2)
pour laquelle ¢(zo) a la plus petite valeur positive.
Remarquons que \g = ¢(2p) est aussi la plus petite racine strictement positive
du discriminant en z du numérateur de ¢(z) — \.

4.4.2 Termes suivants : méthode des cols coalescents

Posons \ = %. Pour obtenir les termes suivants du développement asympto-
tique de d(n), nous utilisons la méthode des cols coalescents de Chester-Friedmann-
Ursell [CFU57] pour calculer un développement asymptotique uniforme de Z,,(d) au
voisinage de A ~ Aq.

Changement de variable Nous appliquons le changement de variable cubique :
w3 3 _ _

f(z) = % = Cutnavec (2 = §(f(z) — f(z)) et 1 = 3(f(z) + f(z)). La

méthode des cols coalescents conduit a un développement asymptotique de la forme

de I’équation (4.10) :

Ai(n3¢) x= B AI'(n3¢) <= Ch
T (d) = e | ZN075) Zmo ANPTS) “m
Ay =e | SIS0 S SEEELST S (14 o)
m>0
les coefficients B,, et C,,, s’exprimant en fonction des coefficients b,, et ¢,,. Le terme

dominant est un multiple de Ai(n%C ), qui s’annule donc pour n%C ~ aq un zéro de
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la fonction d’Airy. Il faut donc déterminer un développement de ( en fonction de
A— Ao

Calcul de ¢ en fonction de A —)\y. Nous avons A — \g = ¢(25) — ¢(2). Comme
¢'(z9) = 0, un développement limité au voisinage de 2z, donne :

A== L8 ol - 0)

Notons que, pour A > Ao, i — 2o est imaginaire pur, et donc ¢”(2) < 0. En prenant
la racine carrée de ce développement et en l'inversant, on obtient :

oE = ki %(ZO)(A — o)} 4+ o((A = o)

D=

) (4.22)

Rappelons que la fonction f(z) = f(z,\) dépend également de A. Un développement
de Taylor de f au voisinage de (zg, Ag) donne, en utilisant (4.22) :

FEN) = S0 = 7 (%()) (A= 2)? +o((A— A0)h)

ce qui donne

. 2
d’ol, comme n3( ~ aj :

/! 2 1/3
a —¢ 1
A\ = )\0 1 ( (ZO>ZO) + 0(

p2/3 9 n2/3 )

d’ou le résultat du théoreme 4.1.3 en utilisant que d + 1 = An.

Corollaire 4.4.1 Pour an équations quadratiques semi-réquliéres, on obtient :

5(n) = (o~ 5 —Vaa ~ D+ ni - (2 - L) +0(,)

2 2o — 1)) 4(a(a—1))2
(4.23)

o=

La figure 4.3 donne les valeurs numériques des quatre premiers termes du développe-
ment asymptotique de la régularité pour an équations quadratiques, o« = 1,2, 3,4, 5.
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développement asymptotique de D;g, en O(#)

D;eg = 0.085786n + 1.0415n'/% — 1.4697 + 1.7130 =7
Dyeg = 0.050510n 4 0.86725n'/3 — 1.4897 4 1.9958 n11/3
Doy = 0.035898 1 + 0.77263 n'/3 — 1.4948 4 2.2230 nll/g

Dieg = 0.027864n + 0.70957 n'/3 — 1.4969 + 2.4131 —

/3

O x| W[ N 2

Fic. 4.3 — Développement asymptotique de la régularité pour an équations qua-
dratiques semi-régulieres

4.4.3 Suite semi-réguliere de an équations sur [,

L’analyse asymptotique s’applique dans ce cas exactement comme dans le cas
de an équations formant une suite semi-réguliere générale, il suffit de changer la
valeur de la fonction ¢. On obtient :

Théoreme 4.4.2 La régularité d'une suite semi-réguliere sur Fy de an équations
de degrés dy, . ..,d., enn variables, a > 1 constant, se comporte asymptotiquement

comme i
Doy = oo = ar (=560l ) b1+ o(1) (4.24)

lorsque n — o0, o1

z 1 o= d;z%
6(2) = >
i=1

1+2z n 1+ 24’

2o est la racine de ¢'(z) qui minimise ¢(zo) > 0, et ay est la plus grande racine de
la fonction Ai d’Airy.

Corollaire 4.4.3 Pour an équations quadratiques semi-réqulicres sur Fo, on a :

d(n) ~ <—a + % + %\/2@2 — 100 — 1 4 2(a + 2)/a(a + 2)) n (4.25)

La figure 4.4 donne les valeurs numériques des trois premiers termes du développe-
ment asymptotique de la régularité pour n équations semi-régulieres sur o de degré
D e [2;7].
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développement asymptotique de D, en O(

1
nl/3

)

Dy = 0.09n + 1.00n5 — 1.58

Dieg = 0.15n + 1.35n3 — 1.42

Dieg = 0.20n 4 1.60n3 — 1.27

Dyeg = 0.24n + 1.7905 — 1.11

Dyeg = 0.26n 4 1.95n5 — 0.94

Nlojuolkslw |

Dy = 0.28n + 2.09n5 — 0.78

97

FiG. 4.4 — Développement asymptotique de la régularité pour m = n équations de

degré D, semi-régulieres sur [Fo
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Chapitre 5

Applications en cryptographie

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats obtenus pour les
suites semi-régulieres (Chapitres 3 et 4) a lanalyse de problémes issus
de la cryptographie. Nous explicitons les particularités des systemes a
coefficients et solutions dans Fy, et montrons comment la connaissance
du comportement des systemes semi-réquliers sur Fy peut apporter des
informations sur des systemes provenant de systémes de chiffrement.
Nous illustrons cela sur le systeme de chiffrement a clef publiqgue HFE
et sur des systémes de chiffrement symétriques.

5.1 Introduction

Depuis les années 80, sont apparus en cryptographie de nombreux systemes
basés sur le probleme de la résolution d’un systeme algébrique a coefficients dans un
corps fini [MI88, Pat96bh, Moh99, Koh98]. Dans de nombreux cas, ces systémes sont
a coefficients dans [y, et les seules solutions intéressantes sont les solutions dans
Fy et non dans sa cloture algébrique. Une possibilité pour trouver ces solutions
dans le corps de base est d’ajouter au systeme original des équations de corps
22 4+ 21, ...,02 + 3, si les variables sont z1, . .., z,.

Pour trouver les solutions dans une extension Fy D Fy sans ajouter de variable
supplémentaire, on peut ajouter les équations de corps x?l + x;. Le systeme se
comporte alors vis-a-vis du calcul de base de Grobner comme un systeme sans
équations de corps jusqu’au degré 2!. Si [ est suffisamment grand, ce degré n’est pas
atteint et il est inutile (voire génant) d’ajouter les équations de corps au systeme.

Pour certains cryptosystemes a clef publique, comme [MI88, Pat96b, Moh99], la
clef publique est un ensemble de polynomes algébriques

pi(x, ..., my),

pm(xla s ,ﬂ?n)

99
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a coefficients dans Fy. Pour chiffrer un message a = (ay,...,a,), l'utilisateur doit
évaluer les m polynomes de la clef publique (y1, ..., y,) = (p1(a), ..., pm(a)) modulo
2. Pour déchiffrer le message (y1, - .., ym) sans connaitre la clef secréete, une solution
est de résoudre le systeme de m équations y1 —p1 (1, .-, Tn)s - s Ym—Pm(T1, - - -, Tp)
en n variables (z1,...,x,) avec les équations de corps.

Une autre méthode générale de cryptanalyse, appelée cryptanalyse algébrique,
a fait son apparition plus récemment. Un grand nombre d’articles [BDC03, CMO03,
AKO03, MRO2, ...] exploitent la structure algébrique de certains cryptosystemes
(dont ’AES) pour construire un systeme algébrique reliant les bits d’entrée de
I’algorithme de chiffrement aux bits de sortie.

Le but de ce chapitre est de montrer l'intérét de la connaissance de la complexité
de résolution par bases de Grobner pour des systémes semi-réguliers sur Fy (que
nous abrégerons en “semi-réguliers” dans ce chapitre lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité)
pour I'étude de cryptosystemes algébriques ou pour I'analyse de la complexité d’une
cryptanalyse algébrique.

Nous expliquons Section 5.2 pourquoi les bornes de complexité obtenues pour
les systemes semi-réguliers peuvent servir de bornes pour des systemes particuliers.
Nous verrons dans l'exemple du cryptosysteme HFE que ces bornes peuvent étre
tres mauvaises, la complexité réelle des systemes étant bien meilleure que celle
des systemes semi-réguliers de mémes parametres. Dans ce cas il est nécessaire de
mener une étude plus poussée pour obtenir une bonne estimation de complexité.
Nous définissons pour cela la notion de d-régularité d'un systeme (Section 5.2.3),
qui permet d’estimer précisément la complexité de résolution.

Un schéma d’analyse possible de cryptosystemes algébriques (ou d’une crypta-
nalyse algébrique) est le suivant :

1. Eventuellement, remise en équation du probleme,

2. Comparaison expérimentale des systemes obtenus avec des systemes aléatoires
(pour des petites tailles),

3. Comparaison théorique avec des systemes semi-réguliers, recherche de la d-
régularité du systeme,

4. Analyse de complexité globale.
Organisation du chapitre Nous récapitulons Section 5.2 les résultats de com-
plexité pour des systemes a coefficients et solutions dans Fy. Nous appliquons ces

résultats a l'analyse du cryptosystéeme HFE (Section 5.3) ainsi qu’a l'analyse de
cryptanalyses algébriques sur des systemes symétriques comme I’AES (Section 5.4).

5.2 Complexité de résolution de systemes dans I,

Dans tous ce chapitre nous étudions essentiellement des systemes d’équations
a coefficients dans Fy dont on recherche les solutions dans ce méme corps fini.
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Nous ajoutons donc les équations de corps =% + xy,...,22 + z,, et nous notons
R, = Falz1, ..., 2]/ (2} + 21,...,22 + 1,) I'anneau des fonctions booléennes en n
variables. Soit fi,..., fin C R, un systeme de m équations en n variables de degrés
(dy,...,dp).

Du fait de la présence des équations de corps, l'idéal I = (fi,..., fm) C R,
vérifie de bonnes propriétés. Il possede un nombre fini de solutions, méme apres
homogénéisation. Il est radical (i.e. toutes ses solutions sont de multiplicité 1), et si
G est une base de Grobner réduite de I alors G = {1} si et seulement si le systeme
n’a pas de solution, et G = {z1 — a1,...,2, — a,} si et seulement si le systéme
a une unique solution (ay,...,a,). Dans ces deux cas, calculer la base de Grobner
équivaut a résoudre le systeme.

5.2.1 Complexité dans le cas le pire et génériquement

Le probleme de résoudre un systeme d’équations algébriques dans Fy est NP-
complet [FY80, FY79]. Pour ce qui est du calcul d'une base de Grobner, nous
avons vu chapitre 1 que le cas le pire est simplement exponentiel : le degré de
régularité (voir Définition 3.5.1, ¢’est une borne sur le degré maximal d’un polynome
apparaissant dans un calcul de base de Grébner) est Dye, < n.

Il arrive qu’un probleme, bien que NP-complet, soit génériquement facile : il
existe des instances dures du probléme (puisqu’il est NP-complet), mais toute ins-
tance tirée au hasard se résout en temps polynomial (c’est par exemple le cas du
probleme 3-SAT). De tels problemes n’ont pas d’intérét en pratique du point de vue
de la cryptographie.

Le probleme de résoudre un systeme algébrique semble lui étre un probleme
génériquement difficile. Nous conjecturons en effet a4 la maniere de Froberg (voir
Conjecture 1.6.3 page 22) que les suites semi-régulieres sont génériques, i.e. que
lorsque n — oo, la proportion de suites semi-régulieres en n variables et m équations
de degrés dy, . .., d,, tend vers 1 (le nombre d’équations m pouvant dépendre de n).
Cela signifie que “presque toute suite” est semi-réguliere. Or, nous avons vu Cha-
pitre 4 que, pour des suites semi-régulieres, on peut trouver un équivalent tres précis
du degré de régularité D, du systeme. En admettant notre conjecture de généricité
des suites semi-régulieres, les bornes pour ces suites donnent des estimations de com-
plexité en moyenne, et peuvent étre utilisées comme bornes de complexité pour des
systemes issus de problemes cryptographiques.

Ainsi, pour an équations quadratiques en n variables («a constant) ce degré
maximal équivaut a

1 1
Dyeg ~ <—a—|—§+ 5\/2042 — 10a—1+2(a—|—2)\/a(a+2)> n

lorsque n tend vers I'infini.
Remarquons qu'’il existe un exemple (celui de Mayr-Meyer) de suite (sans équa-
tions de corps) ayant une complexité pire que celle des suites semi-régulieres, mais
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cette question reste ouverte pour les systemes a coefficients dans Fy avec équations
de corps.

5.2.2 Reégularité “linéaire” d’un systéme

Pour des suites semi-régulieres le degré de régularité est le premier degré ou
apparait une chute de degré dans le calcul de la base de Grobner avec 1’algo-
rithme F5-matriciel. Or, les systemes fortement surdéterminés ont en général peu
de solutions (au moins une pour des systémes provenant d’applications, ils ont été
construits pour), et la base de Grébner contient de nombreux polynémes linéaires.
Il est intéressant de regarder le premier degré Dy, pour lequel apparaissent ces
polynomes linéaires dans la base de Grobner.

Lemme 5.2.1 En supposant qu’il n’y a pas de réduction a zéro dans [’algorithme
F5-matriciel avant le degré Dy, (mais il peut y avoir des chutes de degré), alors
Dy;, est l'exposant du premier coefficient négatif ou nul de la série :

(I+2)" 1 1+nz

l—z J[2,(142%) 11—z

Démonstration Dy, est le premier degré pour lequel, dans I'algorithme F5-matriciel
en version affine, le nombre de lignes de degré < d est supérieur au nombre de
monomes de degré compris entre 2 et d. Le nombre de monomes est donné par

4 12 21n2 ot Je nombre de lignes par [24) 5" (1 — m) O

Nous avons tracé sur la figure 5.1 les degrés de régularité et de linéarité pour des
équations quadratiques sur Fy. Nous voyons que, pour de petites valeurs de n, il
suffit d’aller au degré juste supérieur au degré de régularité pour voir apparaitre des
relations linéaires (et souvent elles apparaissent déja au degré de régularité). Plus
généralement, nous avons le lemme suivant :

Lemme 5.2.2 En supposant qu’il n’y a pas de réduction a zéro dans [’algorithme
Fb5-matriciel avant le degré Dyy, alors Dy, ~D.,

Démonstration Nous utilisons les méthodes d’analyse asymptotique décrites Cha-
pitre 4. Le degré de régularité D, est la plus petite racine de I'intégrale

1 1+2)" 1 |
To(d) = —— PR G Cr
@) =5 f[ [+ %) 21 " 2 O 7

On l'obtient en calculant un équivalent asymptotique de Z,(d). Notons zj et z, les
deux cols qui contribuent pour I'essentiel a I'intégrale asymptotiquement, alors tant
que z; # z, nous obtenons

onf () o (=)

~ + .
\/27mf”(z5“) \/27mf”(20_)

Z,(d)
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3 7 14 21 30 38 47 56 65 74 83 93
1T T T T T T 1 T T T 1 T
14 - de re deregulante — s e s o L o

egre de linéarité ®reere

Fi1G. 5.1 — Comparaison des degrés de régularité et de linéarité, équations quadra-
tiques

Nous montrons que ce terme ne peut pas s’annuler, ce qui implique que 1’équivalent
asymptotique de Do, est obtenu lorsque les deux cols zj et z, coalescent.
Le degré de linéarité Dy, est la valeur de d telle que I'intégrale définie par

1 1 (1+2)" 1 1 1
Z.(d) = — dz = — nl@ g
(@) 2iﬂ%1—znzl(1+zdi)zd“ TTornf1-" %

vérifie Z,,(d) = n + 1. Les cols contribuant essentiellement & l'intégrale sont les
mémes que précédemment. A nouveau, tant que les deux cols ne coalescent pas, un
équivalent asymptotique de Z,,(d) est

enf D) enf )
+ .
(1 —zg)V2mnf"(z5) (1 —z0)v/2mnf"(z)

Or, ce terme a un comportement exponentiel en n, et Z,(d) ne peut se comporter
comme un polynoéme en n que si les deux cols 2§ et z, coalescent & nouveau, d’out
nous déduisons que D,e, et Dy, sont asymptotiquement équivalents a la plus petite
valeur strictement positive de d pour laquelle 2 = z; . O

In(d) ~

5.2.3 d-Régularité d’un systeme

Nous verrons Section 5.3 que certains systemes, s’ils ne sont pas semi-réguliers,
se comportent “presque” comme un systeme semi-régulier c¢’est-a-dire que le calcul
se termine lorsque les premieres chutes de degré apparaissent dans le déroulement
de I'algorithme F5-matriciel. Nous pouvons donner la définition suivante :
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Définition 5.2.3 Une suite homogéne fi,..., frn C Folwy, ..., z,]/ (23, ... 22) =
RI est semi-réguliere jusqu'a I'ordre d sur Fy si :
~I={fi,-... fm) # Rl
— pour i € [1;m], sigifi =0 dans R"/(f1,..., fi.1) et deg(gif;) < d alors
gi =0 dans R/(f1,..., fii1, fi)-

Nous pouvons donner de la méme maniere la définition de suite semi-réguliere
générale jusqu’a l'ordre d. Notons qu'une suite semi-réguliere est semi-réguliere
jusqu’a l'ordre Dieg.

Etant donnée une suite semi-réguliere jusqu’a 'ordre d, le nombre de lignes et
de colonnes des matrices de l’algorithme F5-matriciel jusqu’au degré d sont bien
déterminées, et ces matrices sont de rang plein (sauf peut-étre celle en degré d).
Si, au degré d, les chutes de degré sont suffisamment fortes pour que le calcul se
termine (par exemple on obtient des équations linéaires), alors la complexité du
calcul de la base de Grobner est essentiellement celle de la mise sous forme Echelon
de cette plus grande matrice. Un tel systeme sera appelé un systeme d-régulier.

5.3 Analyse du cryptosysteme HFE

Le systeme HFE (Hidden Field Equations) est décrit dans [Pat96b]. Ce crypto-
systeme généralise et améliore celui de Matsumoto et Imai [MI88] cassé dans [Pat95].
Il peut étre utilisé en chiffrement ou en signature, et est tres étudié car il fournit
des signatures tres courtes (le schéma Quartz basé sur HFE propose des signatures
de 128 bits).

Longtemps considérée comme siire, la version basique du systeme HFE, décrite
Section 5.3.1, a été cassée par Jean-Charles Faugere [Fau03] en calculant une base de
Grobner du systeme y; = p1(T1, ..., %n)s -+« Yn = Dul(21, ..., x,) avec équations de
corps, ou (pi, ..., pn) est la clef publique, y1, ..., y, le message chiffré et z,...,x,
le message clair a retrouver. Le Challenge [Pat96a] portait sur un systéeme HFE-
basic de 80 équations en 80 variables. La plus grande matrice a résoudre était de
taille 307 126 x 1 667 009, et le temps de calcul global d’environ 2 jours et 4 heures
sur une station de travail HP avec processeur alpha EV68 a 1000 Mhz et 4 Go de
mémoire (le process utilisant une taille mémoire de 7.65 Go).

Dans une publication commune avec Antoine Joux [FJ03], les auteurs analysent
la complexité de cette attaque, en calculant la d-régularité de ces systemes.

5.3.1 Description de HFE-basic

Nous n’étudions pas ici toutes les variantes possibles des systemes HFE, dont la
sécurité n’est pas encore bien comprise. Nous décrivons la version basique de HFE.
Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier, et n un entier. Soit

6; s D i €
f(z) = Z Bt I Z apzd™

q%ii +q%ii <d gk <d
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une fonction quadratique de Fyn[z] de degré d, avec G;;, o € Fyn, 0,,, ¢ij.€x €
N. Comme Fyn >~ (F,)", les éléments de Fy» sont représentables par des n-uplets
d’éléments de F,, et comme

Foulz]/ (27 — ) =~ (Fy [z, ... 2]/ (2] — 21, 2l — 2,))"

alors f(z) est représentable (voir annexe A.3) par un n-uplet de fonctions polynomes
en n variables sur F,

flxy,..ooxy) = (filzr, . xn)y ooy fu(Tr, .o, )

La fonction f a été choisie de poids de Hamming 2 (chaque exposant d’un monéme
de f écrit en base ¢ est de poids de Hamming au plus 2), or la fonction z +— 27 est
linéaire sur Fy» donc les polynomes f; sont de degré au plus 2 en (x1,...,x,).
Convention. Siz,...,z, sont des éléments de F,, nous noterons x = (z1,...,%,)
élément de F," et . = > z;w'™! € Fym olt w est un générateur de Fn sur F,.

Soit s et t deux bijections affines de (F,)” — (IF,)", a nouveau s et ¢ peuvent étre
représentées soit comme des fonctions linéaires bijectives de Fyn[x] /(29" —z) (chaque
monome est de la forme xqi), soit, comme des n-uplets de polynomes linéaires en
(x1,...,x,) sur F, linéairement indépendants. Notons que du point de vue de la
mise en équations algébriques, les bijections s et t ne changent pas la complexité du
systeme (les degrés de régularité ou de linéarité sont les mémes). Ces bijections sont
nécessaires pour protéger le systemes vis-a-vis d’autres attaques que les attaques
algébriques.

Nous pouvons alors décrire une version basique du cryptosysteme HFE :

Clef secrete : les fonctions f, s, t,

Clef publique : une représentation de Fyn» sur Iy, et le n-uplet de fonctions qua-

dratiques en z1, ..., x, représentant t(f(s(z1,...,x,))), noté

n

P(x) = (p1(x1,. .. 20), ..o, Pu(21, .o ) € (Fylan, ... zp))",

Chiffrement : pour chiffrer un n-uplet x = (zy,...,x,), calculer

y = (pl(xlv cee 7xn)7 s 7pn(x17 cee an))u

Déchiffrement : pour déchiffrer un message y, calculer les solutions z du po-
lyndome univarié f(z) = t~'(y) puis calculer z = s7!(z2),

Le calcul des racines d’un polynoéme univarié de degré d sur un corps fini Fyn
peut se faire en O(M(d)log(d)) opérations dans le corps fini, avec M (d) le cout de
la multiplication de deux polynomes de degré d. Il faut donc que d soit assez petit
pour pouvoir déchiffrer les messages en temps raisonnable (d < 512, voir [FJ03]).
Nous noterons HFE(d) un systeme HFE dont le polynome secret est de degré d.

Pour pouvoir analyser le comportement des systemes HFE, et en particulier
les comparer aux systemes aléatoires, nous avons implanté en Magma la génération
d’une clef publique HFE. Les calculs de bases de Grobner ont été effectués par Jean-
Charles Faugere avec I'algorithme F5/2 implantant 1’algorithme F5-matriciel /2 dé-
crit section 1.5.2.
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5.3.2 Un distingueur pour les systemes HFE

L’auteur du systeme HFE affirme qu’un systeme HFE est indistinguable d’un
systeme aléatoire. Si 'on calcule la proportion de coefficients non nuls dans un
systeme HFE et dans un systeme aléatoire, on obtient dans les deux cas environ
1/2.

Essayons de calculer une base de Grobner pour des systemes HFE et pour des
systemes aléatoires. En un temps raisonnable, nous pouvons construire expérimenta-
lement le graphe de la figure 5.2, qui compare le degré maximal atteint lors d’un cal-
cul de base de Grobner avec ’algorithme F5-matriciel pour des systemes aléatoires
et des systemes HFE. A ce stade, pour n < 30 les systemes HFE(16 < d < 129)

6 T T T T
systemes semi—réguliers mm—m .
HFE(3<D<17) waeeam

Fi1G. 5.2 — Comparaison des systemes HFE et des systemes aléatoires

semblent se comporter comme des systemes aléatoires, mais il est difficile de pour-
suivre l'expérience car la complexité de résolution des systemes devient tres grande.

Or, la courbe correspondant aux systemes aléatoires est théoriquement connue :
c’est celle obtenue pour les systemes semi-réguliers. Nous constatons que les calculs
pour les systemes semi-réguliers montent en degré 6 a partir de n = 32 variables.
Or, dans ce cas les systemes HFE(16 < d < 129) continuent a se résoudre en degré
au plus 5.

En utilisant la courbe théorique pour les systemes aléatoires, nous pouvons ob-
tenir la courbe de la figure 5.3 (fournie par Jean-Charles Faugere [Fau03]). L’algo-
rithme décrit Figure 5.4 page 108 est un distingueur pour les systemes HFE.
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Fi1G. 5.3 — d-Régularité des systemes HFE

5.3.3 Analyse de HFE connaissant sa d-régularité

Pour résoudre un systeme algébrique avec les bases de Grobmer, il suffit de
mettre sous forme échelon une matrice de type Macaulay (Section 1.4) pour un
degré suffisamment élevé. Dans le cas d’un systeme HFE d-régulier, pour obtenir
des équations linéaires il suffit de se placer en degré d. Les valeurs de d en fonction
du degré du polynome secret sont données dans [F'J03] et reproduites table 5.1.

HFE(D) 3<DL<16[17<D <128 [129< D <512 |513< D <1280
d-régularité 3 4 5 6

TAB. 5.1 — d-régularité des systemes HFE

Pour l'algorithme F5-matriciel, la matrice en degré d possede ZZ:O (Z) ~n

colonnes, et son nombre de lignes en degré d est donné par le deme coefficient de la
série génératrice

d

1

(14 2)" (1—m

1
> = nz2+n2z3+§n(n2—2n—1)z4

—l—énQ (n2 —6n— 1) 20

+in (n4— 12n3+15n2—|—12n+8) 26+O(z7)

Nous en déduisons le tableau suivant donnant la taille de la matrice a résoudre :
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i F=(f1,..., fn) un systeme d’équations quadratiques,
Entrée : )
D un entier
) oui si F provient d'un systeme HFE(D)
Sortie :

non sinon

Calculer d la d-régularité d’un systeme HFE(D) (en utilisant la table 5.1),
Exécuter I'algorithme F5-matriciel jusqu’au degré d,
Si en degré d on observe de nombreuses chutes de degré,

alors Retourner oui

sinon Retourner non.

Fi1G. 5.4 — Un distingueur pour les systemes HFE

HFE(D) 3<D<16|17<D<I128|1129< D <512 |513< D <1280
. T 1 1

Nb. lignes ~ n? ~ §n3 ~ 6”4 ~ ﬂnf’

Nb. colonnes ~ n3 ~nt ~ ~ nd

Chacune de ces matrices est tres creuse : elle possede %nQ termes non nuls par ligne.

Dans [FJ03], Faugere et Joux suggerent 'utilisation d’un algorithme du type
Wiedemann ou Lanczos par blocs [Cop94, Mon95]. Ils obtiennent une attaque pro-
babiliste, de complexité globale de résolution de 'ordre de O(n?N?) ot N est le
nombre de lignes de la matrice, ce qui donne le tableau suivant :

HFE(D) B3<D<16117<D<128|129< D <512(513< D <1280
d-régularité 3 4 5 6 d
Complexité |  O(n®) O(n®) O(n') O(n'?)  O(n*?)

La complexité de résolution d'un systeme HFE d-régulier est donc polynomiale en
n, a d fixé.

5.4 Cryptosystemes symétriques

Dans de nombreux articles, les auteurs dérivent pour des cryptosystemes symé-
triques des ensembles d’équations vérifiées par les bits de messages clairs et chiffrés.
Le probleme est d’estimer la complexité de résolution de tels systemes. En appli-
quant les résultats que nous avons obtenus pour les systemes semi-réguliers, nous
obtenons des bornes supérieures “a priori” de complexité pour leurs attaques.

Ainsi, pour le cryptosysteme AES| il a été montré que 1’on peut retrouver la clef
secrete a partir d'un couple clair-chiffré a condition de pouvoir résoudre un systeme
de 6000 équations quadratiques en 1600 variables sur Fy [CP02], ou en résolvant
un autre systeme (creux) de 3840 équations quadratiques en 2578 variables sur Fos.
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Dans le premier cas, si la suite était semi-réguliere le degré de régularité serait D,eq
= 56, il faudrait donc résoudre un systeme linéaire de taille ('5g') ~ 2346, Dans
le second cas, toujours en supposant la suite semi-réguliere, le degré de régularité
vaudrait D,e, = 367, et la taille de la plus grande matrice serait (235673 ) ~ 217 Dans
les deux cas, on est largement au-dela de la recherche exhaustive.

Dans [BDCO03], les auteurs donnent pour divers cryptosystemes des ensembles
d’équations algébriques sur Fy vérifiées par les bits d’entrée et de sortie de 1’algo-
rithme de chiffrement, en essayant dans la mesure du possible d’obtenir des systemes
creux. Plus précisément, les équations sont choisies de sorte a “minimiser le nombre
de termes libres”, i.e. le nombre de monomes libres lorsque 1'on considere le systeme
comme un systeme linéaire en ses monomes, et lorsque cela est possible de sorte a
“minimiser le nombre de termes de chaque polynome”.

La table 5.2 est recopiée de [BDCO3] : elle décrit le nombre d’équations (linéaires
ou quadratiques) trouvées reliant les bits d’entrée et de sortie de différents crypto-

systemes, ainsi que le nombre de variables. A partir de cette table nous pouvons

Cryptosysteme | Variables | Eq. linéaires | Eq. quadratiques
Khazad 6464 1664 6000
Misty1 3856 2008 1848
Kasumi 4264 2264 2000
Camellia-128 3584 1920 4304
Rijndael-128 3296 1696 4600
Serpent-128 16640 8320 9360

TaB. 5.2 — Equations reliant les bits d’entrée/sortie de cryptosystemes symétriques

construire la table 5.3. Nous ne considérons pas les équations linéaires (nous re-
tirons autant d’équations linéaires que de variables). Nous pouvons pour chaque
systeme donner le degré maximal D,., d'un systeme semi-régulier de mémes pa-
rametres, et la taille de la plus grande matrice a résoudre. Il parait clairement

Cryptosysteme | Variables | Eq. quad. | D, | Taille matrice
Khazad 4800 6000 | 379 22076
Misty1 1848 1848 | 179 21040
Kasumi 2000 2000 | 193 21129

Camellia-128 1664 4304 | 78 2538
Rijndael-128 1600 4600 | 69 2119
Serpent-128 8320 9360 | 703 24196

TAB. 5.3 — Bornes de complexité pour la cryptanalyse algébrique

impossible de résoudre des systemes génériques de cette taille. Cela ne signifie nul-
lement qu’une attaque algébrique sur ces systemes ne marchera pas, ni que ces
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attaques ne marchent pas, mais que pour montrer la pertinence de ces attaques il
faudrait montrer, comme dans le cas des systemes HFE, que les systemes construits
sont beaucoup plus simples a résoudre que des systemes semi-régulieres. Enfin, les
auteurs de [BDCO03] se restreignent a des systémes non surdéterminés, or notre étude
montre que les systemes surdéterminés sont en général plus faciles a résoudre.

Notons que les auteurs de ces articles cherchent a obtenir des systemes le plus
creux possible. Pour pouvoir exploiter cette propriété, il faudrait pouvoir quantifier
la complexité de résolution de systemes “creux”. Un systeme ne contenant qu’un
unique monome a clairement une complexité de résolution polynomiale en le nombre
de variables, et un systeme dense a une complexité de résolution exponentielle en
le nombre de variables. Les systemes creux se situent entre les deux, mais comment
délimiter les bornes ?



Chapitre 6

Nouveaux algorithmes de
décodage des codes cycliques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme du décodage
des codes cycliques, qui peut se réécrire sous forme d’un probléme
algébrique, et se résoudre par un calcul de base de Grébner. Les (nom-
breux) systémes étudiés précédemment comportent tous des équations
dites équations de corps, qui permettent de calculer les solutions du
systeme dans un corps fini plutot que dans sa cloture algébrique. Notre
travail a porté sur la possibilité de conserver les bonnes propriétés de
décodage de ces systemes, tout en supprimant les équations de corps,
qui sont de degré tres élevé et rendent trés vite impossible le calcul de
la base de Grobner.

Notre étude nous a permis de donner une classification précise
de tous les systemes de dimension zéro. Nous proposons de nou-
veaux systemes, de dimension positive, qui possedent les mémes pro-
priétés de décodage mais dont la résolution par base de Grobner,
étonnamment, est bien plus efficace. Nous donnons de nombreux
exemples de décodages de codes cycliques, en particulier pour les codes
a résidus quadratiques, pour lesquels aucun algorithme de décodage
n’existait auparavant.

6.1 Introduction

Nous invitons le lecteur a se reporter au chapitre 2 pour une introduction
aux codes correcteurs d’erreurs, ainsi qu’'une présentation du principe de décodage
algébrique par bases de Grobner. Le principe du décodage algébrique est de trou-
ver un systeme algébrique dont les solutions donnent 'erreur qui s’est produite,
et pour lequel la résolution par bases de Grobner soit effective. Tous les systemes
étudiés précédemment comportent des équations de corps de tres haut degré, qui
permettent de ne chercher que les solutions appartenant a ce corps fini, mais qui
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compliquent la résolution par bases de Grobner.
Nos contributions au probleme de décodage des codes a résidus quadratiques
binaires, et plus généralement des codes cycliques binaires, sont les suivantes :

Nouveaux systemes algébriques et algorithmes de décodage. Nous intro-
duisons de nouveaux systemes algébriques, de dimension positive. Pour ces systemes,
les théoremes de structure des idéaux de dimension zéro, qui conduisent aux algo-
rithmes de décodage précédents, ne sont plus valables, mais nous avons prouvé que
ces idéaux possedent les mémes propriétés théoriques de décodage que les systemes
de dimension zéro, et conduisent de la méme maniere a des algorithmes de décodage
formel et en ligne.

Ces systemes ne contiennent plus les polynomes de degré élevé qui provenaient
des équations de corps, et se comportent mieux en pratique pour les calculs. Ils sont
spécifiques aux codes binaires. Pour supprimer les équations de corps, nous avons
été amenés a étudier tres précisément tous les systemes de dimension zéro qui ont
été utilisés dans des algorithmes de décodage des codes cycliques. Nous donnons
une classification fine de tous ces systemes de dimension zéro.

Les algorithmes de décodage que nous donnons sont automatiques, valables pour
n’importe quel code cyclique et permettent de décoder au-dela de la distance mini-
male du code. En effet, pour tout poids donné v, les algorithmes renvoient I’ensemble
des mots de codes a distance au plus v du mot transmis (décodage en liste) .

Taille des formules. Nous étudions en détail 'exemple du code a résidus quadra-
tiques [41,21,9]. Dans [RTCY92], les auteurs obtiennent des formules de décodage
de degré 4 en les fonctions puissances, et donnent une méthode pour discriminer
la bonne solution parmi les 4 obtenues. Grace aux systémes de dimension positive,
nous pouvons calculer la base de Grobner du systeme formel, et obtenir des for-
mules linéaires. Nous montrons que la taille de ces formules est bien trop grande
pour étre utile, leur évaluation pour chaque mot prenant beaucoup trop de temps.
Cela indique que 'approche par décodage en ligne est la plus efficace.

Trace du pré-calcul. Nous utilisons une méthode tres utile pour des systemes
a parametres, la “trace du pré-calcul”. Cette méthode consiste, pour chaque code
cyclique, a calculer une base de Grobner d’un systeme spécialisé pour un mot parti-
culier, en conservant (sous forme de programme C dans notre cas), la trace de tous
les calculs effectués. Cette méthode utilise fortement des propriétés de spécialisation
de la base de Grobner formelle. Une fois ce programme généré, il suffit de I'exécuter
sur un mot quelconque (de méme poids que le mot test) pour obtenir avec une forte
probabilité la solution, sans avoir a recalculer explicitement une base de Grobner.
On peut voir ce programme comme une maniere efficace d’évaluer une formule.
Nous donnons de nombreux exemples de décodage en ligne, pour des codes de
possédant aucun algorithme de décodage connu : des codes a résidus quadratiques
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de longueur 71, 89, 113 et un code de longueur 75 n’appartenant a aucune classe
particuliere de codes cycliques. Nous donnons aussi des résultats pour plusieurs
codes BCH de longueur 75 ou 511, et montrons que I'on peut décoder bien au-dela
de la capacité de correction de ces codes.

Conclusion Nous obtenons des systemes de dimension positive qui possedent les
mémes propriétés de décodage théorique que les systemes de dimension zéro. En
pratique, nos systemes sont nettement plus efficaces pour le calcul de la base de
Grobner, et nous donnons de nombreux exemples de codes cycliques pour lesquels
aucun algorithme de décodage n’existait auparavant. Enfin, la méthode de la trace
du précalcul permet un gain considérable sur les temps de décodage par rapport a
un calcul direct de base de Grébner.

Organisation du chapitre. Dans une premiere partie (section 6.2) nous donnons
une classification des différentes mises en équations proposées en dimension zéro.
Nous proposons dans la section 6.3 de nouveaux systemes, de dimension positive, et
prouvons qu’ils satisfont la propriété de décodage et sont tres efficaces en pratique.
On peut ainsi résoudre de nouveaux exemples : nous donnons des “formules” de
décodage pour le code a résidus quadratiques de longueur 41. Enfin, la section 6.4
présente de nombreux exemples de décodage en ligne et d’applications de la méthode
de trace du pré-calcul employée pour plus d’efficacité.

Tous les calculs ont été effectués a partir de Maple V.5 en utilisant une interface
avec les programmes de calcul de bases de Grobner FGb sur les corps finis, implantés
par Jean-Charles Faugere.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Daniel Augot
et Jean-Charles Faugere. Ils ont fait I'objet d’une présentation a la conférence ISIT a
Yokohama (Japon) en Juillet 2003 [ABF03]. Un article correspondant est disponible
sous forme de rapport de recherche INRIA [ABF02].

6.2 Classification des systemes de dimension zéro

Il existe une multitude d’articles consacrés au décodage algébrique des codes
cycliques, qui different par le choix du systeme algébrique utilisé, I'obtention d’un
algorithme de décodage en ligne ou formel, et 1'utilisation de bases de Grébner pour
la résolution des systemes algébriques, ou la résolution a la main de ces systemes.
Nous proposons dans cette section une classification de tous ces systemes, et des
algorithmes de décodage qui en découlent. Les liens algébriques entre les systemes
sont récapitulés sur la figure 6.1 page 114 et proviennent de la proposition 6.2.1.
Pour le décodage en ligne, tous ces idéaux sont équivalents.

D’apres les exemples des codes RQ de longueur 23 et 31, il semble que le systeme
des équations de Newton soit contenu dans le systeme des fonctions puissances et
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S S, — S 7t
syndrome d’une SYNDROM;," { ZZ” +1¥921' J }
erreur de poids v J J :
+ fonctions symétriques \I/
élémentaires
. :
. Si =25 %,
SYNSYM; ¢ 05 = (=1 22, ey, Zin -+ Ziys
+1
2 - 7,
élimination

| <SYNSYM}/>HFQ[Q,§] |

(SYNSYM[ (S, 0;—)) NFag,]

(o1 —0f,...,00, —0O)) spécialisation Q

(NEWTON; (5", 0;-0)) N Falo, ]

| (NEwTON;") NFyfo, S| |

N
élimination
qum—aj, Jj € [1,v]
sS4 — S, el
NEWTON; = J -” j € [Ln]

Sl' + Z;;ll O'jSifj + iJi, 1€ [1, U]
Seri + Z;:l O-jSU+ifj7 (&S [17 n]

Fia. 6.1 — Idéaux zéro-dimensionnels utilisés pour le décodage des codes cycliques.
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fonctions symétriques. La proposition 6.2.1 confirme cette intuition.
Proposition 6.2.1 Les idéaux vérifient l’inclusion :
(NEWTON; ) NFy[0,,S] C (SYNSYM;) NFyg,, S] (6.1)

mais linclusion inverse est fausse en général. Cependant, si S* est le syndrome
d’une erreur e de poids v < w et que la seule erreur de poids < v et de syndrome
S* est e (ce qui est vérifié si v < t), alors'

(SYNSYM}! (S™), 0442,y .-+, 00)) NFa[o,] = (NEWTON] (S¥), 012, - .., 0w)) NFa[a,]
= (01— 07,0y — Oy Oyl ey Oup)
avec 07, ...,0, les fonctions symétriques élémentaires associées a e.

Démonstration Pour l'inclusion 6.1, les deux idéaux sont radicaux donc il est
équivalent de prouver 'inclusion inverse des variétés associées (théoreme du Null-
StellenSatz de Hilbert).

Soit (¢%,S") € V((SYNSYMm) N Fyo,,S]), alors (propriété de projection) il
existe Z, € 4., tels que (Z, 0%, 5%) € V(SYNSYM). Posons S} = 2521 Z;-‘i pour
i ¢ Q, alors S* et les S~ et o* sont solutions du systeme NEWTON et (¢*,S*) €
V((NEwTON) NFyla,, S]).

Ces idéaux sont distincts pour le code de Golay [23, 12, 7] (voir page 48). L’égalité
des idéaux spécialisés sera prouvée plus généralement dans la proposition 6.3.1
page 118. O

La figure 6.1 récapitule les liens entre tous les idéaux de dimension zéro.

Efficacité des algorithmes Dans la pratique, il est souvent impossible de calcu-
ler la base de Grobner formelle de ces idéaux. Cela est dii en partie aux deux points
suivants :

Nombre de solutions. La complexité du calcul de la base de Grobner d’un systeme de
dimension zéro en N variables possédant D solutions peut étre estimée & O(N D?) si
'on utilise un algorithme de changement d’ordre [FGLM93] (les systemes SYNSYM,
et SYNDROM;" sont déja des bases de Grobner). Or, Iidéal (SYNDROM; ) pour le
poids maximal ¢ a D = (n+ 1)* solutions, et le calcul de la base de Grébner devient
vite impraticable. L’idéal (SYNSYM; ) N Fy[o, S] posseéde encore un nombre tres
important de solutions, plus de (nzl)t, méme si le nombre de solutions parasites est
réduit d’un facteur de I'ordre de t! par rapport au systeme de Loustaunau et York.
Le tableau 6.1 récapitule le nombre de solutions de chaque systeme pour différents
codes a résidus quadratiques. Notons qu'un idéal de dimension zéro résolvant le
probleme du décodage comporte au minimum autant de solutions que le nombre

'Remarquons qu’il suffit d’ajouter & l'idéal o,,...,0; pour qu’il contienne o,
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d’erreurs possibles, et il y en a ZZ:O (Z) (ce qui donne le cout d’une méthode
exhaustive). La complexité du calcul de la base de Grobner est donc nécessairement
élevée.

code n,k,d [ RQ23] RQ31[] RQ4l RQ 73
Fom Fom Fao4s [F35 220 F510
t E 3 3 4 6

nombre de solutions de
(NEWTON; ) Ny, S] 7| 51200 5984 ? ?
nombre de solutions 746
de (SYNDROM;) (n4+1)"| 13824 32768|3111696| > 16-10'
nombre de solutions de ? 2 600 5 984 7> 7>
(SYNSYM) NTyo, 8] | > CH0 1> 9304 | > 5462 | 129 654 | 228 064 570
nombre d’erreurs [ > (§) | 2048] 4992| 112792186 404 114

TAB. 6.1 — Nombre de solutions d’idéaux avec équations de corps

E’quations de degré élevé. Tous ces idéaux contiennent les équations de corps
S2" + S;, donc les polynémes qui interviennent dans la base de Grébner sont de
degré de l'ordre de 2™. Des que le corps des syndromes est gros le pré-calcul de
la base de Grébner devient impossible. Cette croissance des degrés est un facteur
tres limitant pour le calcul de la base de Grobner, et méme pour le code a résidus
quadratiques de longueur 41 nous n’avons pas réussi a calculer la base de Grobner
de (SyNDROM;") NFy[g,, S]. Pour le systétme NEWTON;, la seule maniére de calcu-
ler la base de Grobner est de supprimer provisoirement les équations de corps, de
calculer une base de Grobner sans équations de corps, puis d’ajouter au résultat les
équations de corps. Nous allons voir dans la section suivante que ce résultat peut se
formaliser, car nous donnons des algorithmes de décodage utilisant le systeme des
équations de Newton sans équations de corps.

Conclusion pour les systemes de dimension zéro. Pour le calcul de la base
de Grobner formelle, le systéme le mieux adapté semble étre SYNSyM;™ : 1'idéal
(SYNSYM;") N Fylo,] est celui qui possede le moins de solutions, et le systéme
SYNSYM; est déja une base de Grébmer (il suffit done d’utiliser un algorithme
de changement d’ordre comme FGLM). Pour le systeme des équations de Newton,
il est nécessaire de retirer les équations de corps pour pouvoir faire les calculs, mais
dans ce cas il faut prouver que I’on obtient bien des formules de décodage (ce qui est
fait dans la section suivante). Dans le cas d’un décodage en ligne, les deux systeémes
ont la méme solution et sont radicaux.
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6.3 Nouvelles mises en équations

Dans cette section nous présentons les résultats obtenus pour le systeme des
équations de Newton sans équations de corps. Ce systeme comporte a priori beau-
coup plus de solutions que lorsque 'on garde les équations de corps, en particu-
lier des solutions dans la cloture algébrique de Fom. Nous montrerons que, dans
les conditions du décodage, il n’y a en fait aucune solution parasite : 'idéal des
équations de Newton (pour le bon poids) spécialisé sur un syndrome particulier
possede une unique solution et est radical (proposition 6.3.1 et Algorithme 3). La
base de Grobner réduite formelle contient alors des formules de degré 1 en les o;
qui, spécialisées sur un syndrome, donnent 'unique solution (proposition 6.3.2 et
Algorithme 4).

Nous étudierons ensuite d’autres systemes, obtenus en éliminant les fonctions
puissances inconnues, et donnerons leur intérét pour le décodage. La figure 6.2
récapitule tous les liens entre les systemes de dimension positive, que nous prouve-
rons dans les sections suivantes.

S* € Fom . :
S S, — St 7t

syndrome d’une SYNSYM, { UZ‘ _ %J_l J 7 7 }
erreur de poids v J <2 <<l LT

élimination

v

| (SYNSYM,) Ny o, 5] |

| WARING,(Q,0) {S; — fi(o1,...,04) _V@ €Qy |

N

(NEWTON;(0;_,, S¥)) NFylo, ] PRI
spécialisation
_ E | (NEWTON;) N F3[0, 5] |
(o1 —0f,...,0,—0F)
élimination /l\
NEWTONt Sz + Z;;;ll UjSi—j + 7:0'1', 1€ []_, t]
St+i + Zj:l O-J'StJri*jv (S [17 n}

Fi1G. 6.2 — Idéaux de dimension positive utilisés pour le décodage des codes cycliques

6.3.1 Le systeme des équations de Newton

Considérons le systeme des équations de Newton en supprimant les équations
de corps :
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Si+ Y1058, +ioy, i € [1;0] }

NEwWTON, = v .
{ Svti + ijl 0jSuyi—js 1 € [1;n]

avec NEWTON, C Fyo,, S, S].

Proposition 6.3.1 (Décodage en ligne) Si S* C Fom est le syndrome d’une er-
reur e de poids v < w et que la seule erreur de poids < v et de syndrome S* est e
(ce qui est vérifié siv <t), alors

(NEWTON,,(S™), 0pt2, - - -y 0p)NFam[a,] = (NEWTON (S™), 0pi2, - - ., 00y NFam[a,]
= (SYNSYM} (S™), 0042y -+ ., 0u) NFom[o, ] = (01 — 0, ..., 00 — O0y Opity o Ou)
avec 07, ...,0, les fonctions symétriques élémentaires associées a e.

Démonstration Nous pouvons sans restriction supposer w = v + 1. Les inclusions
suivantes sont vérifiées :

I = (NEWTONy41(8%) 1 Fanlg, 1] € (NEWTONY, (8')) N Fane, ]
C (SYNSYM,,(S*)) NFom[o,4]) C (01— 07, ..., 00 — 04, Opi1)

La premiere inclusion est évidente (on ajoute les équations de corps), la seconde
provient de I’équation 6.1, la derniere du fait que ¢, (avec o}, = 0) est solution
de tous ces systemes et est I'unique solution de (o — of,...,0, — 0}, 0p11) qui est
radical. Il suffit donc de montrer que I'idéal I est radical et possede comme unique
solution o7 ;.

Commencons par prouver l'unicité de la solution. Soit &}, une solution dans
Vg, (I), notons Zj ., les racines du polynoéme Ly1(Z) = ZVT + 672+ - -+ 65, et
S;=(Z;)' + ...+ (Z:,)" pour i € [1;n]. Soit ¢ le mot de (F2)" de transformée de
Fourier S™, S". Nous allons montrer que les Z! de multiplicité impaire sont solutions
des équations de longueur Z"! + Z. puis que tous les Z © sont des racines simples,
qui sont en fait les localisateurs de e (j € [1;v]) et Z,; = 0 (a ré-ordonnancement

N * a1e . . N v v+1 v+1—7j .
prés des Z7). Nous utilisons la relation suivante, ott L(Z) = Z°+! —l—zjil VAR

(i S;Z" (w1 +ZML(Z)+ (2" + 2)L(2) =

vt! izl n4v+1 v+1
D (Si+ Y 0iSiy+io)(Z TR 2 1 N (S Y 0ySiy) 2
i=1 j=1 1=v+2 j=1

(6.2)

Le membre de droite de ’égalité (6.2) est une combinaison des équations de Newton
triangulaires et généralisées. Soit Z; une racine de L,;1(Z) de multiplicité impaire
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2k +1, ordonnons les racines de sorte que o = v +1let Z;,, = 2] = ... = Z; | 4.
Alors Ly 1(Z) = (Z — ZF ) Lys1(Z) et Z,, est racine simple de LUH(Z). Pour
tout ¢ € [1;n] on a S = ZUH(Z*)i = Z;’f 2k(Z*) . et si l'on pose Lyyi(Z) =
ARE +Zv+1 2 g3 7V 172 alors (S, S, 6% 1 _ox) est solution des équations de
Newton trlangulau"es et généralisées pour le poids v + 1 — 2k et la relation (6.2)

donne 1’égalité :
O Sz + (v + 1)1+ Z") Lo (2) + (2" + Z)L},,,(2) = 0.

Comme Z;,, est une racine simple de LUH(Z ), c’est aussi une racine de 1’équation
de longueur Z"*! 4 Z. Ordonnons maintenant les Z 7 pour que les v’ premiers soient
deux a deux distincts et non nuls, et les suivants égaux par paires ou nuls, alors
par injectivité de la transformée de Fourier, si on note Z; = o' pour j € [1;9'] on
ac= Z;jlzl 2% qui est un mot binaire de poids < v. Le théoréme d’unicité 2.3.4
impose e = c et donc G;,, = 0 et 67 = o} pour j € [1;9].

Il reste a montrer que l'idéal I est radical. Considérons pour cela l'idéal I =
(NEWTON,+1(S), 05 + 220, cpyency, Zta -+ Z1ys § € (Lo + 1)) C FonlZ,,4,8,0,44]
1l vérifie I* N Fou[S, 0,,,] = I donc il suffit de prouver que I* est radical®. En
substituant dans ’équation de Newton S; + me(z Lo+1) 0;Si—; les Sy, k < i, et les
0j, on obtient :

UJ+211<12< <l le"'Zl jE[l U+1]
I < SE+YZLieQ, S+ Y ZE k¢ Q, >
ZvH Zi~ 1(Z”Jrl +Z;), i € [L;v+1]
(les v + 1 dernieres relations provenant des équations S,.; + Z 1 0 Sut1+i—js
i€ [lv+1)).
Notons F; = ZUH ZENZP + Zj)i € [Lu+ 1] et 55, j € [1;0] les fonctions
symétriques elementalres de Zy,...,Z, alors F:= F,.1 + Z;’:l ojF,_; € I*. Or, on

a
v

F =20+ Zo) [ [(Zosa + 2))
j=1

et ’équation H ' (Zy41+Z;) ne s’annule pas sur I'unique solution de I* (les racines
Z solutions sont toutes dlstlnctes). En utilisant le théoreme de NullStellenSatz, on
en déduit qu’il existe un polynome g tel que qu;:l(ZUH + Z;)+1 € I*, et donc
que Z)H + Zyp € 17

Ainsi, I" = (05 + 32, ey, 200 21,5 € [Lv+1], S*—i—ZvHZ’ i€Q,Sy+
S ZE k¢ Q.2+ Zy i € 1 U+1}> (SYNSYM,(S*), Sk,+2”“ ZF k¢ Q)
et d’apres la proposition 2.4.1, I* est radical.

21’intersection de deux idéaux radicaux est un idéal radical.
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La proposition précédente montre que l'idéal des équations de Newton possede,
comme les idéaux avec les équations de corps ou de longueur, la propriété de
décodage : il est possible de trouver le poids v de I'erreur en annulant successive-
ment oy, 01, - - - tant que I'idéal ne contient pas 1, et le systeme (NEWTON, (S™))N
Fom[o,] possede une unique solution, donnée directement par la base de Grobner
réduite du systéme pour n’importe quel ordre monomial admissible (on choisit
I'ordre grevlex pour lequel les calculs sont plus rapides en pratique). Remarquons
que les solutions de (NEWTON,,(S¥)) N Fam[o,] donnent I’ensemble des mots de
code a distance au plus w du mot transmis, et que s’il n’y en a aucun alors
(NEWTON,,(S*)) NFam[a, ] = (1).
Nous obtenons directement un algorithme de décodage en ligne :
Algorithme 3 (Décodage en ligne sans équations de corps)
Pour chaque mot ¢ recu,
— calculer le syndrome de lerreur S* = {c¢(a’) : i € Q},
— calculer la base de Gréobner réduite de (NEWTON.(S™)) en utilisant un ordre
d’élimination des variables S et un ordre grevlex pour les variables o,,
— en spécialisant successivement a zéro oy, 04_1,... en déduire v le poids de
Uerreur et les polynomes o; — o pour 1 < j <w,
— calculer les racines du polynome localisateur de l’erreur.

Remarque. En pratique, il est souvent plus rapide de calculer la base de Grobner
en deux fois : on calcule une premiere base de (NEWTON,(,S™)) pour un ordre grevlex,
puis une base pour 'ordre d’élimination. Le lecteur peut se référer a la section 1.2.4
pour plus de détails sur les stratégies de calcul.

Pour le décodage formel, si G; est une base de Grébner de (NEWTON;) NIFy[o,, S|
pour un ordre d’élimination g, > S, et que nous la spécialisons en un syndrome
S*, nous obtenons un systeme de générateurs G4(S*) d’un idéal n’ayant qu’une
seule solution de multiplicité un (& condition de spécialiser aussi oy, = 0,..., 04 =
0). Cependant, calculer les solutions d’un idéal donné par des générateurs quel-
conques n’est pas facile, et il faut a priori recalculer une base de Grobner de 1'idéal
spécialisé. Or, de la méme facon que dans le cas zéro-dimensionnel, un théoreme
de spécialisation (Théoreme 1.3.7 de Fortuna, Gianni, Trager) assure que si 'on
spécialise toutes les variables sauf une, la base de Grobner spécialisée est une base
de Grobner de 'idéal spécialisé. Plus précisément, la proposition suivante établit
que, sous réserve de réussir a calculer la base de Grobner formelle, on peut obtenir
des formules de décodage linéaires :

Proposition 6.3.2 (Décodage formel) Soit v < ¢ et G une base de Grobner
réduite de (NEWTON,) NFy[o,, S| pour un ordre d’élimination o, > S et un ordre
lezicographique pour le bloc des variables a,,. Si l'on suppose que (NEWTON, ) NFa[S]
est un idéal radical, alors G contient pour tout syndrome S* et pour tout j un
polynome de variable principale® o;, linéaire en o;, dont linitial est dans Fo[S] et

3la variable principale d’un polynéme f est la plus grande variable apparaissant dans f et son
initial est le coefficient dominant de f vu comme polyndéme en sa variable principale.
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ne s’annule pas en S*.

Avant de donner la preuve du théoreme, nous pouvons faire les remarques suivantes :

1. Le théoreme affirme que pour chaque syndrome, il existe un polynoéme dont
I'initial ne va pas s’annuler, mais ce polynome n’est pas le méme pour tous
les syndromes,

2. En pratique, I'idéal (NEWTON, ) NFy[S] est toujours radical, mais nous n’avons
pas pu le prouver dans le cas général,

3. L’hypothese de radicalité n’est nécessaire que pour prouver que G contient des
polynomes linéaires en o, : si I'idéal n’était pas radical, alors G' contiendrait
pour tout syndrome S* un polynéme de variable principale o, qui spécialisé
donnerait un polynome linéaire o; — o7 a un facteur multiplicatif pres dans
Fam,

4. Enfin, si I'on arrive a calculer la base de Grobner G, et qu’elle ne contient
aucun polynome linéaire en un o;, on peut en déduire que les initiaux des
polynomes de variables principales o; de plus petit degré vont tous s’annuler
sur toute spécialisation, et donc que ces polynomes appartiennent au radical de
I'idéal. On peut donc recalculer une base de Grobner de GG auquel on a ajouté
tous ces initiaux, et répéter cette opération jusqu’a obtenir des polynomes
linéaires en o;. On peut aussi calculer une base de Grobner du radical de
(NEWTON,) N Fy[S], et ajouter ces polynomes a l'idéal (NEWTON,) pour
obtenir des formules linéaires.

Démonstration Remarquons tout d’abord que V ((NEWTON,) N Fy[S]) est exacte-
ment 1’ensemble des syndromes correspondant & une erreur de poids au plus v (il
est évident que V((NEWTON,) N Fy[S]) contient tous les syndromes d’une erreur
de poids au plus v, et I'inclusion réciproque est un corollaire de la preuve de la
proposition 6.3.1). Soit 0, la plus petite des variables o,, et soit ¢ € G un po-
lynome de variable principale o, et de degré minimal k en o,, (dans I’ensemble des
polynomes de G de variable principale ¢,,). On peut écrire g = q(S)o* + ... ou
q(S) est linitial de g. Si k& > 1, comme pour tout syndrome S* d’une erreur de
poids au plus w, G(S*) contient un polynéme linéaire en o,,, d’apres le théoreme de
spécialisation 1.3.7 on doit avoir ¢(S*) = 0 et donc ¢(S) € (NEWTON,) N Fy[S] car
I'idéal est radical, ce qui contredit le fait que G soit une base de Grobner réduite,
et ainsi k = 1.

Si maintenant o,s est une variable quelconque, d’apres ce qui précede (en chan-
geant l'ordre des variables ¢,) on sait que I'idéal (NEWTON,,) contient un polynéme
de la forme ¢, (S)o, + py(S) avec g, réduit par rapport a G. Il existe donc g € G
tel que LT (g) divise LT (g, )0, mais ne divise pas LT(g,/). On a donc LT(g) = ho,
avec h € Fy[S] et g est un polynéme de G de variable principale o,/, linéaire en o,
et d’initial dans Fa[S]. O

La base de Grobner réduite formelle contient beaucoup de polynémes (375 po-
lyndmes en 7 variables pour le code RQ 41), mais tres peu d’entre eux serviront
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effectivement au décodage : en effet, pour décoder une erreur de poids v, il suffit de
v équations de variable principale o; linéaires en o; pour i € [1;v] dont les initiaux
ne s’annulent pas. Nous pouvons au moins ne garder pour tout 1 < j < v que
les polynomes d’initial o; linéaires en o;, la proposition 6.3.2 assure que pour tout
syndrome d’'une erreur de poids < v I'un de ces initiaux au moins ne s’annulera pas.
Si nous arrivons a prouver (par exemple par recherche exhaustive, c’est ce qui est
fait par Chen et al. [RYT90]) que I'un de ces initiaux ne s’annule sur aucun syn-
drome, alors nous pouvons ne garder que ce polynome. Nous obtenons finalement
l'algorithme de décodage suivant (valable si (NEWTON,) N Fy[S] est radical) :

Algorithme 4 (Décodage formel sans équations de corps)
Pré-calcul.

1. calculer la base de Gréobner réduite de (NEWTON(S)) N Fyla,, S| en
utilisant un ordre d’élimination o, > S et un ordre Lex pour les variables
gt;

2. extraire de G un sous-ensemble G' tel que tout g € G’ soit un polynéme
de variable principale o; linéaire en o;, et que pour tout syndrome S*
correspondant a une erreur de poids v < t il existe (¢1,...,g,) € G' avec
gi(S*) = 0; — of (a un élément de Fom preés),
Notons que G’ contient au moins t polynomes.
Décodage. Pour chaque mot e a décoder, calculer le syndrome S*, spécialiser
G' en S*, déterminer le poids de e et son polynome localisateur, et calculer
les racines de ce polynomes localisateur.

Remarque. De méme que pour 'algorithme 3, le calcul de la base de Grobner
peut se faire en plusieurs étapes : on calcule d’abord une base pour I'ordre grevlex,
puis pour un ordre d’élimination (grevlex,grevlex), puis avec 'ordre (Lex,grevlex).
Remarquons que cette derniere étape n’est pas forcément nécessaire, en général
la base de Grobner pour l'ordre d’élimination (grevlex,grevlex) contient déja des
polynomes linéaires en les 0;. Et de méme que dans le cas zéro dimensionnel, on
donne un poids 7 aux variables S; et o;.

Ces nouveaux systemes conduisent donc comme ceux en dimension zéro a des algo-
rithmes de décodage formel et en ligne pour les codes cycliques. Cependant, ils se
comportent beaucoup mieux pour le calcul de la base de Grobner.

6.3.2 Taille des formules

Nous avons déja donné pages 48 et 49 les exemples des codes a résidus quadra-
tiques de longueur 23 et 31 (les bases sans équations de corps ne comportent pas
les polynomes me + 0;).

Dans le cas du code RQ 41, nous avons réussi a calculer une base de Grobner de
l'idéal (NEwWTON,) N Fylo,, S| de la maniere suivante : on commence par éliminer
du systeme NEWTON, tous les syndromes inconnus, puis on calcule une base de
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(0453 + ...,

0'459 4+ ... ,

0'455 +...,

0'451 + ... y

0'3—|—0'2S1—|—...,

02(52355 51 + 59395511 4 S2351% 4+ S5 5% + S5 5551° 4+ S5 517 + 5555590 + 55 5551 +
S2S2 + 89 S3518 + 595287 + S9S55978 + S8 + S22 + 5553 4+ S51) + ..,
0552395513 4 53559 + 255 + SAS5 4 585559 4+ 5255559 + 52623 4 G 62622 4
SgS5977 + 59932 4 S350 + S2898 4 G55%6 + S + ...,

05(S52355+ 593516 + S350 + 55 55557+ 535, + 5252+ 525557 4 S9.S2 St 45952570 +
595259 + 59860 4 G519y

o2(Sy + 89555} 4 S9S7? + SoS1® + S2SY° + ST + ..,

02(S3588 + 8255512 + 825551 + 8952 + 5952570 + 5955510 + 59 51° + 52529 +. . .
02(5235053% + Sy SH + 5355552 4 626,641 4§26, 4 62646 4 G265 | 662645 |
SgS7° + SES19 4 G257 + S557%) + ...,

02(S5533 + 5352572 4+ 8255537 + 5351 + SgS2ST + 5952 + S S7t + 52510 + 55.57° +
SO+ ..,

02(S235553! + 593550 4+ S2S2S53! + S2 + 5952510 + 5950 + 595 + S5971) + ...,
02(S557°+ 52538 +5959551 +S9 ST +S9 S8+ 53 +525104 5257455571 + 95 519) +. . .
02(52355% + S3537 + 5953531 + 8952536 + 89S + S9S18 + 5957 + S2SP + 55570 +
SPY 4.,

02(S559551° 4 S5 S1° + 5557 + S5 5251 + S3S73 + 5952572 + 595557+ S2 + Sit +
SO+ ..,

0552353 4 S9350.S1® + SESI 4 5255527 + 52552 + 5053526 4 545253 + 89,5553 4
So ST+ S + S2510 + S59%) + .. .,

02(59235059551% + 52399518 + 523595572 + 52357 + Sg St + SSE + S2SZST +
S255527 + 82572 + SgStt 4 Sg + S2SF + S5 S+ S+ ...,

02(52352 S5+ 52355518 + 559557 + Sg 510+ S5 S5 514+ 53 S8 + 5952577 + 59 S5.552 +
SoS3T 4 S35 4+ 828530 + S5 S 4+ S5+ S16) + ..,

02(5235257 4 5935973 + 545557 + S5S1 4 5255573 + 5953572 + S9S37 + S5+ S0 +
S+,

02(52359555% + 9359513 + 5355517 + 53522 4 S5 4 SS9 + 5255522 4 5452526 4
S9S5S3t 4+ S0 + SP + 5 + ...,

055239559 + Sy3 514 + S5 + S352 4 §28289 4 Gy 62618 4 GG, 628 4 G628 4
S2SFT 4 S + ..,

0 (5235951 + S2352 + Sg5% + 5952514 + SgSP + SP) + ...,

02(553510 + $3555) + S356 4+ 5253 4 525255 4 5255510 + Sy85519 + S3S18 4
S2S% 4+ 55578 + ...,

02(535% + SoSit + S5 + 52510 + S5815 + 8P + ..,

\350 polynémes en 523, Sg, 55, Sl.

F1G. 6.3 — Base d’élimination de (NEWTON,) NFy[0,, S] pour le code RQ [41,22,9]
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Grobner grevlex de 'idéal <NEWTON4> NI, [540, 5367 532, Sgo, Slg, 516, Slo, Sg, S4,
Sa, 04, O3, 02, 01, S39, S37, S33, S31, Sa5, Sa3, S91, S, S5, S1]. Cette premiere étape
prend environ 176 secondes sur un Pentium 4 a 2.8 GHz. On peut alors éliminer
les variables Sig, S35, S32, S20, Si8, S16, S105 S8, S, S2, S39, Sz7, S33, S31, S2s, Sa1
et 01 pour lesquelles la base de Grobner contient un polynéme linéaire, on a donc
une base de Grobner de (NEWTONy) NFa[oy, 03, 09, Sag, So, S5, 51]. On calcule alors
une base de Grébner de ce systeme pour un ordre d’élimination (grevlex,grevlex)
04 > 03 > 09 > Sag > Y9 > S5 > S1. On obtient apres 2h30 de calcul le systeme
de la figure 6.3. Chaque polynome linéaire en un o; contient de 'ordre de 1400
termes (entre 1348 et 1442) et est de degré environ 110 (entre 106 et 115). Le cott
de Iévaluation de ces polynomes est important (il faut évaluer 3 polynémes pour
chaque mot & décoder, chacun de degré 110 avec 1400 termes), et conduit a un
algorithme de décodage qui n’est pas tres efficace. Nous verrons dans les sections
suivantes comment obtenir un décodage en ligne beaucoup plus efficace.

6.3.3 Les formules de Waring

Le systeme des équations de Newton comporte un tres grand nombre d’inconnues
qu’il faut éliminer : tous les S; pour i ¢ . Dans cette section nous donnons d’autres
systemes dans lesquels ces inconnues ont déja été éliminées, et nous faisons le lien
entre le systeme des équations de Newton et le systeme des fonctions puissances et
fonctions symétriques.

Par substitutions successives dans l’équation S; + Z 0;S;—; a l'aide des
équations de Newton définissant .S, j < ¢ nous pouvons ehrmner ces S;,j < 1. Nous
obtenons des expressions S; = f;(o1,...,0,) exprimant les fonctions puissances
en fonction des fonctions symétriques élémentaires. Ces f; sont les fonctions de
Waring [LN97, p. 30], f; peut étre obtenue comme le i*™¢ coefficient d’une série :

max(%,v)

. Y jo ij—l o'(2)
filor,...,0,) = [Z27(2" + 2)—2 =[Z2')(Z" + 2) (6.3)
1+ Z] 1052 o(Z)
— Z (1) Hiatiot- (11 + ia + + iv — 1)! Qi
Zl! tee ’l,U!
ol la somme est prise sur I’ensemble des v-uplets d’entiers naturels (iy,...,1,) tels

que i1 + 2t + - - - + 01, = 1.

Utilisant le fait que les équations de Newton sont cycliques, nous pouvons aussi
partir de I'équation qui définit S;y,, et éliminer de cette équation les S;i;,7 > 1
(cette fois-ci en utilisant pour éliminer S, ; I'équation de Newton définissant S;t ;).
Nous obtenons une formule exprimant S; en fonction des S;, j € [1;v], il suffit alors
d’utiliser la partie triangulaire des équations de Newton.

Nous obtenons une formule a”_i“S = 0, fn i(01,...,0,) qui est de degré n —
7+ 2 au lieu de ¢ pour les formules de Waring, et comporte o, en facteur. Nous
appellerons les fn ; les fonctions de Waring inverses, fn ; peut étre obtenue comme



Section 6.3 Nouvelles mises en équations 125

le (n — i)™ coefficient d’une série :

>0 (v =)o 20!
AR DIRE VA
Z)
Zn i1 _n—1i Zn+1 7 rec(
= [Z" oy (2" + )%C(Z)
_ Z (_1)ju—2+jv—4+-" (n —i—1- jv)

Jil e Jomt! (n —1— El 1]1)

Focilon, - 00) = (2700 (27 + 2)

(n =)ol -l

ou la somme est prise sur I’ensemble des v-uplets d’entiers naturels (ji, ..., J,) tels
que j1 + 2js + - - +vj, = (v — 1)(n — i). Nous utiliserons la notation suivante :

WARING, (Ey, Ey) =
{Si—fi(al,..., ) ZEEl}U{UU( n- ]S fn 1(0'1,...,01))), iEEQ}

Pour relier ces formules a d’autres systemes connus, considérons le systeme des
fonctions puissances et fonctions symétriques élémentaires :

Si =i Z; VieQ }
SYNSYM, = J=17j .
{ 05 — <<l le T le Vi e [1; v}

avec SYNSYM, C [F3[Z,, S, g]. Nous avons (SYNSYM, ) NFy[S, g] C (NEWTON,) N
Fy[S, o], mais il n'y a pas égalité. Cependant, I'idéal (SYNSYM,) N Fy[S, o] admet
comme systeme de générateurs les fonctions de Waring, et est donc inclus dans
l'idéal (NEWTON,) N[5, g] :

Proposition 6.3.3 Les trois idéauz NEWTON,,, SYNSYM, et WARING,(Q, D) vé-
rifient les relations :

(WARING,(@,0)) = (SYNSYM,) NFy[o,,S]
(WARING,(Q,Q)) < (NEWTON,) NFyla,,S5]

et 'idéal d’élimination (WARING,(Q,0)) est un idéal premier (c’est l'idéal des re-
lations entre les o). Plus précisément,

(NEWTON,) NFalo,, S] = (S; — filg,), i € Q, 5 — fatila,),i € QN [L;v])
Démonstration Pour la premiere égalité, nous avons

(WARING, (Q, 0), 0j +Zl1<l2< <l Ziy 2y, J € [1;0] )

(Si+ filon, .- 00), 05+ 22 e <l Z - 2)

= (Si+filZi+-+Zy,.... 21 2y ) o; +2“< iy Ziv o Ziy)
(Si+Zi++Z), 05+ X e <ty L1yt 2 )

(SYNSYMU>
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De plus, WARING,, (@, 0) est une base de Grobner de (WARING, (@, 0))) pour un ordre
Lex tel que S > g,. Soit G une base de Grobner de <O’j+zl1<l2<_“<lj Zy 2y, j €
[1;v] ) pour n'importe quel ordre Lex vérifiant Z, > g, alors (WARING,(Q, (), G)
est une base de Grébner de (SYNSYM,,) pour un ordre Lex avec Z, > S > o, (cela
provient du premier critére de Buchberger, cf. [CLO97]). Alors, d’apres le théoréeme
d’élimination 1.3.3, WARING,(Q, ) est une base de Grobner de (SYNSyMm,) N
Fy[o,, S| pour un ordre Lex tel que S > ¢,. Le fait que WARING,(Q, (}) soit premier
provient du théoreme 1.3.4 page 15.

La seconde égalité est évidente, et provient de la relation :
(NEWTON,) = (S; — filo1,...,00), i € [1;n],S; — faori(o1,...,00), @ € [1;0]).

O

Remarque. Pour le décodage formel, nous cherchons a obtenir des formules
linéaires en les o;. Il se peut qu’en considérant un systéme plus petit (c’est-a-dire
avec plus de solutions) WARING,(F1, Fs) C NEWTON, nous obtenions déja de telles
formules (c’est vrai en pratique mais non prouvé en général), 'avantage du systeme
WARING,(FE1, Ey) étant que la phase d’élimination des fonctions puissances incon-
nues est déja réalisée. Or, les calculs sont d’autant plus rapides que le nombre de
variables (et donc que E; U Es) est petit.

Contrairement au cas des idéaux de dimension zéro, I'idéal (WARING,(E}, E5))
ne contient pas toutes les équations S9; medn = Sf, nous ne pouvons donc pas
nous contenter d’un représentant des syndromes par classe cyclotomique. Cependant
cette propriété reste vraie pour les syndromes pairs : si ¢,2¢ € FE; alors 1'idéal
(WARING,(FE},0)) contient le polynome linéaire Sy; 4+ S?, donc il suffit de considérer
dans E; des syndromes impairs. De la méme maniere, si 7,2t — n € E5 alors 1'idéal
(WARING((), E5), 0, T + 1) (ot nous avons ajouté une condition spécifiant que o,
était non nulle, ce qui n’est pas réducteur car il est facile de déterminer le poids de
erreur) contient le polynome linéaire Sp;_,, + 52, donc il suffit de considérer dans
E5 des syndromes pairs.

Comme l'idéal WARING, (FE1, Es) est toujours de dimension v, il faut au mini-
mum v syndromes (impairs dans F; ou pairs dans Es), et en pratique v+ 1 ou v+ 2
suffisent.

Remarque. Comme WARING,(F1, Fy) C NEWTON, N Fy[g,, S], pour tout syn-
drome S* les solutions de WARING, (E}, Ey)(S™) contiennent nécessairement la ou
les erreurs a distance au plus v de l'erreur. Si WARING,(Ey, E»)(S™) n’a aucune
solution, c¢’est qu’il n’existe aucun mot du code a distance au plus v de I'erreur.

La section suivante illustre ces algorithmes de décodage sur les exemples des codes
a résidus quadratiques de longueur 31 et 41, et explicite les limites de ce type de
décodage.
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6.3.4 Exemples pratiques, efficacité des algorithmes

Cas du code RQ de longueur 31. Les carrés impairs modulo 31 sont {1,5,7,9,
19,25} et il faut prendre au moins 4 syndromes impairs® pour avoir des relations
linéaires en oy et o3. Nous considérons donc le systeme WARING3({1,5,7,9},0)(S™)
qui est radical® pour toute spécialisation d'un syndrome correspondant & une erreur
de poids 3. Le systeme est :

So + 0] + 090 + 0308 + 0307 + 0903071 + 0501 + 030901 + 0503 + 03,
St + 0l + 0907 + 0307 + 090307 + 0501 + 03201 + 0303,

S5 + 0% + 0903 + 0307 + 0501 + 0309,

S1+ o0

La base de Grobner pour l'ordre Lex o3 > 09 > 01 > Sg > S; > S5 > 57 est
donnée figure 6.4. Nous obtenons bien des polynomes linéaires en les o;, en parti-
culier les relations obtenues a la main dans [RYT90]. Remarquons que la formule
linéaire (15) de [RYT90] pour o9 est fausse, la formule correcte étant :

09(895753 + 59510 + S2S5 + 5257 + S7525F + S751% 4 5257 + S17) + S2SF +
SgS12 + 52 + 525552 + 575557 + S7S14 + S48, + S2Si

Le systeme triangulaire T" suivant résout le probleme du décodage pour le code
a résidus quadratiques de longueur 31, pour les mots de poids 2 et 3 :

o1+ 51,

0'3(0'2 + Sl2> + 0'351 + 0'2513 + 55 + Sir),

02(89575; + 89510 + 5255 + S2S7 + 575257 + 57512 + S2S) + S19) +
S35% + SS1? + 52 4 825557 4+ 575557 + S7S1 + 535, + S2SH

Si ’équation en o3 est nulle, alors 'erreur est de poids 0 ou 1 et la premiere
équation donne la valeur de o;. L’avantage de ces formules est qu’elles sont de
taille beaucoup plus raisonnable que les formules obtenues a partir du systeme des
équations de Newton, et permettent aussi de décoder.

T =

Cas du code RQ de longueur 41 Dans le cas du code RQ de longueur 41, de
type [41,21,9], on a Q4 = {1,5,9,21,23,25,31,33,37,39} U {2,4, 8,10, 16, 18, 20,
32, 36,40}. Ce code corrigeant 4 erreurs il est nécessaire de considérer de grands syn-
dromes. Or le calcul de la base lexicographique de WARING,({1,5, 9,21}, ) n’abou-
tit pas, et le calcul de la base lexicographique du systéeme WARING3({1,5,9},0)
donne des formules de degré 5 en o3.

Considérons alors le systeme WARING,({1, 5,9}, {36,40}) dans lequel on a di-
visé les équations de Waring inverses par o4 (on s’intéresse alors uniquement aux

4Les syndromes intéressants sont les plus petits, car ils donnent des équations de petit degré
(Péquation de Waring f; définissant S; est de degré 7).

°Le systeéme contient les équations Fy = (Z32 + Z1) + (232 + Zo) + (Z3% + Z3), Fs = Z{(Z32 +
Zv) + Z3(Z3 + Zo) + Z3(Z37 + Zs), Fy = ZY(Z{? + Z0) + Z5(23° + Zz) + Z5(Z5? + Z3) et nous
avons la relation Fg + (Z1 + ZQ)4F5 + (Z122)4F1 = (Z:}’32 + Zg)(Zg + Z1)4(Zg + Z2)4 et donc
Z3% + Z; € WARING3 pour i € [1,2,3]
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(0'3 + OSS? + 0'2(5’7 + 35512) + Sg + 355%,
0'§S5 + 0'5518 + 0'357 + 0'259 + SgS% + SgSl,
0351 + 0351 + 035} + 0955 + S7 + ST,
o3(0y + 57) + 0351 + 0257 + S5 + 57,
0359582 + 02(S5 + SP)? + 02(Se S5 + 5252 + S557) + 52 + 5757 + S2S} + S,
0'3S7 + 0-2818 + SgSl + Sg,

03(S5 + 57)? + 03(S7 + S7) + 02(Se + S7) + 02(S75F + S559) 4+ SoSt + 5557,
03(S551 + S%) + 0355 + 0357 + 0257 + 0257 + 5757 + 5557,

05(S7+ S]) + 03(Sg + 57) 4+ 03(555% + S11) + 09(575551 + Si?) + SoS¢ + 52 +
5255 4 82,
03(S7+57)2+03(Sg(S7+S]) 4+ S259 + 516) + 09(S9 S + S2S5} + 5751+ S18) +. . .
03(S5 + S7) + 03(S7 + ST) + S7S7 + S2S51 + 5559 + Sit,
05(S9S5+53) (S5 +S7) +09(S9.S751 + 59 57 + 5757 + 579557 + 5557 +5551%) +. . .,
02(S2 + S2) + 09(S9S2 + S S55 + S5t + S2SY + S;95SH + 5,516 + S2ST +
S8 + ...,

03(S755 + S1%) + 02(S89S7 + 52 + S251 + S557) 4 S9555% + 5257 + 5,57 + S35,
035751 + 0358 + 595951 + 095753 + 0252 4+ 0251° + 595 + 5755 + 5757 + S25%,
02(SET 4 S%5) + 09599551 + S§5% + S§S52S5, + S§S2 + 5588 + 555758 + .. )+ ..,
03(53°51+ 57%) +02(55 5551+ S§S¢ + 555251 + 5458 + 5558+ 555757 +...)
03(533SF +597) 4+ 02(54 5551+ Sg 59 + 555251 + 5§52+ S8.58 + 55575 +...)
(S31.53 4 S58) + 05(S8555, + 5550 + 55525, + 5552 + 5258 + 525787 +...)
(S2SE+S19) +09(558551 + 5589 + 55525 + SgS2 + S9SE + 595787 +...)
03(S257 +519) + 02(555551 + 555y + 555251 + S5 58 + S+ 525251 +..)
( )
( )
(

2
2
2
5

cey

Q

Q
FYFIT AT

|
03(S2S9+ 531) +09( 585551 + 5359 + 555251 + 5552 4S9 55 51 + 59574 +
03(S3ST + S72) + 09(525551 + S3.5¢ + 5952S) + 5952 + 5283 + 52510 + i,
03(S5 + S57)S? + 02(S9S551 + S9.5% + S251 + 575558 + S2 + S2S7) + S7(5755 +
SZ + 5557 + 519,

09(S2555% + S3S] + S9S257 4+ S9S10 + S3Si 4 82528, + S2S5S5 +..) + ...,
02(S59 5255 4 595257 4 53 + 535557 + S3ST + 52514 + S752S81 + 5,571 4 S2.5% +
S28) 4+ ...,

02(595755S) + 595134535, +5753 4+ 525124 S5 S17) 4+ 5256 4 59 S5 S10+ 5252+ . . |
02(S957534+ 59510 +52 5545257 +5,52 574 57512 +525)+51%)+ 52 57 +S9 S12+. . .
02(S9S5510 + SgS15 + 5253+ 8252 + 525559 + 5795512 + S35 + S2S1H) + 525593 +
S2S% + 5385 + 575257 + S75551% + 57519 4+ 5251 + 5559,

02(S5353 4+ 53524+ 535557 + 52510+ 525174+ 5,524 + 85,526 + S31) + 52579553 +. . .
o1+ Sl7
[ S35552 4+ 5358 + 525253 + 52575557 + 5557910 + 535352 4+ S2S2S] + 82517+ .. .,

F1G. 6.4 — Base Lex du systeme WARING3({1,5,7,9},0) pour le code RQ [31,16,7]
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2
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mots de poids exactement 4) :

(
S1 4+ o1,
S + 5 3 2 2
5 + 0] +0y02 + 0703 + 0501 + 0203 + 0104,
So + 0} + 0803 + 0301 + 0303 + 05 + 0103 + 030104 + 0704 + 0l0y + 020901+
020403 + 00203 + 0303,
Ss605 + 05 + 030303 + 030901 + 0303 + 040509 + 010507,
| S04 + 03,

Nous pouvons éliminer les variables o; et o3 avec la premiere et la derniere équation.
Il reste donc un systeme de 3 équations, gs,g9 et gss et 7 variables, ordonnées
09 > 04 > Sy > S36 > S9 > S5 > 51, et dont la base de Grobner est toujours
incalculable. Considérons alors séparément les deux systemes {gs, go} et {gs, 936},
la base de Grobner de chacun de ces systemes est calculable, ce qui donne deux
polynomes en 4. Une base lexicographique de {gs, go} fournit la formule de degré
5en oy :

Psg = (55,55 + 53057 + 54051 +55,53) 05 + (5405553 + 51,55 + 93,57 + 57,5551 +
540315 + Sf)aj + (820598% + 82055281 + 8205110)0'2 + (5208955 + 520352511 + 520355? +
5305114+S40595f+S4055S§+S405113—|—S§S%)02 + (5405’9555?+S405§512+S40555112 +
S10S517 + SoST + S2SY + S551 + S1%)04 + 5557 + SoSit + S5 + 52510 + S551° 4 570
et une base lexicographique de {gs, g3} donne la formule de degré 4 pour o4 (en
fait de degré 7 avec o3 en facteur) :

Ps 35 = (S195% + 83051 + Shy + SigSaeS1 + SioSa6 + S357) o4 + (Si St + SipST +
SZ?()Sl + Sio + 5’205365% + 5405368%)0‘2 + (3205551 + 52085 + 5408365§3 + 836515)03 +
(8409553 + 53,58 + 83,87 + 52,5551 + S40S7 + St)oy + 52,52 + 52,510 + 8405955} +
S10Sy + 5553 + SP

Nous obtenons alors une formule linéaire pour o4 en calculant le pged de Ps g et
P; 36. Nous avons calculé ce pged formel en utilisant le logiciel Magma, le résultat
final est un polynome linéaire en o4, de degré total 170 en Sy, S5, S, S36 €t Sao
contenant 29828 termes. La base de Grobner formelle contient donc bien une for-
mule linéaire, mais tellement grande que son évaluation sur chaque syndrome est
beaucoup trop cotiteuse.

Pré-calcul d’une formule L’idée du décodage formel est de pré-calculer des
formules donnant chaque o; en fonction des syndromes S, que 'on pourra évaluer
rapidement dans la phase de décodage en ligne. Nous avons vu que le systeme des
équations de Newton formel donne bien des formules, mais le cout de I’évaluation de
ces formules les rend inutilisables. L’exemple du systeme WARING4({1,5,9,21},0)
montre également que la formule linéaire que I’'on peut obtenir est bien trop grande
pour étre utile. Cependant, si nous considérons la formule pged(Psg,Ps36), 1'éva-
luation consiste a d’abord spécialiser les syndromes, puis calculer le pged des po-
lynomes en une variable o4 a coefficients dans Fom. L’évaluation sur cet exemple
cotite grossierement 9 divisions et 134 multiplications dans le corps Fy20, plus un cal-
cul de pged de polynomes a coefficients dans ce méme corps fini (ici, il faut compter
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28 multiplication et 9 divisions). Ainsi, I’évaluation de cette formule est beaucoup
plus rapide que celle donnée dans la base de Grobner du systeme des équations de
Newton.

De la méme maniere dans [RTCY92], les auteurs donnent une formule de degré
4 pour oy et des formules linéaires pour oy, 03, et 4. Ils calculent chacune des
4 solutions (i, 0%, 0%, 0%) et déterminent la bonne (une seule donne un polynome
localisateur correspondant bien a une erreur). Remarquons que la résolution d’une
équation de degré 4 sur le corps Fy20 n’est pas triviale, la moitié de I'article y est
consacrée. Si, au lieu d’avoir une équation de degré 4 en o, on prenait une équation
de degré 4 en o4, on pourrait chercher ses racines avec la méthode du “Chien search”
(cf. [MS77, p. 276], 04 est le produit des localisateurs Z;, ¢’est donc une racine 41°™e
de 'unité). On peut également sur cet exemple chercher les racines de Psg et Ps 34
par la méthode du “Chien search” et comparer les racines.

Nous allons voir dans la section suivante que 1’on peut remplacer le calcul de la
base de Grobner formelle par la trace d’un calcul spécialisé, qui peut étre vu comme
une maniere rapide d’évaluer la base de Grobner formelle.

6.4 Résultats pratiques, trace du pré-calcul

Dans cette section nous décrivons les systemes utilisés en pratique, et la méthode
de la trace du pré-calcul qui permet d’accélérer les calculs et de ne pas recalculer une
base de Grobner pour chaque mot a décoder. Nous donnons de nombreux exemples
pratiques, avec les temps de décodage.

6.4.1 Systemes utilisés en pratique pour le décodage en
ligne

L’exemple du code RQ 41 indique que la méthode la plus efficace semble étre
celle du décodage en ligne. Pour chaque mot e de poids v on construit le systeme
NEWTON, (S*) et on calcule sa base de Grobner sur Fom. Le systéme a une unique
solution, est radical et la base de Grobner réduite est de la forme (voir proposi-
tion 1.3.1 page 14) :

{o1+0],...,00+0,}

ou les o} sont les coefficients du polynome localisateur.

Remarque. Le systéme NEWTON,(S™) comporte beaucoup d’équations et de va-
riables & éliminer (les Sk, k ¢ Q). Nous avons donc intérét a éliminer a l'avance
ces fonctions puissances inconnues (et a remplacer oy par S), et dés que possible a
prendre un sous-ensemble des équations (en effet, le systétme NEWTON, (S™) est sur-
déterminé car il comporte de nombreuses équations redondantes, et I'on a intérét
a en extraire une suite dont le comportement pour le calcul de la base de Grobner
est le plus régulier possible, i.e. pour laquelle il y a le moins de réduction a zéro
possible). Si I’on élimine tous les S;, j < i de I’équation de Newton définissant .S;, on
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obtient le systeme WARING,({i}, (), et si 'on élimine tous les S;, j > i de '’équation
définissant S;,,, on obtient le systeme WARING, (), {i}). Remarquons qu’il est inutile
d’éliminer les syndromes S}, j € @) puisque ceux-ci vont étre spécialisés. Nous utilise-
rons donc un sous-ensemble du systéme NEWTON,,, encore noté WARING,(E1, E»),
et obtenu en éliminant uniquement les fonctions puissances inconnues et o;. Nous
essayons d’extraire un systeme qui possede une unique solution, et pour lequel le
degré maximal atteint au cours du calcul de la base de Grobner soit minimal :
c’est pour ce systeme que nous aurons une efficacité maximale. Nous choisissons les
équations de degré minimal une fois éliminées les fonctions puissances inconnues.

Remarque. En calculant une base de Grobner G,, de WARING,,(Ey, Ey)(S™), il
se peut que 'on obtienne G,, = {1}. Cela signifie qu’il n’y a aucun mot du code a
distance < w du mot que 'on cherche a décoder, et que 'on a détecté une erreur
de poids w + 1 < v < d — 1. Il suffit alors d’augmenter w et de recalculer une base

de WARING,,(S™).

Exemple. Pour le code a résidus quadratiques de longueur 31, apres recherche des
équations de plus bas degré, nous utilisons le systeme suivant :

S1o + S9S1 + Sgop + S7o3,
WARINGg({lO}, {4, 16}) = S%Sg + 025157 + 5189 + 0'20355 + 0’%54 + 0’3577
0'251519 + 0_351518 + 0%518 + 0'2520 + 0'%516 + 03519

Le degré maximal atteint au cours du calcul de la base de Grobner est 3 (ou 2
pour des erreurs de poids au plus 1).

— Terreur 1+z+ 2 donne le systeme {o; +a*+a+1,09+a +a? +a, 03+ %}
de dimension 0, degré 1.
I'erreur 1+ x donne le systéme {01 +a+1, 09+ «, 03} toujours a une solution,
I'erreur 1 donne le systeme {0y + 1,09 + 03} de dimension 1, degré 1.
Enfin Perreur 0 (i.e. pas d’erreur) donne le systeme {0}. On a NEWTON3(0) =
{01,053} de dimension 1, degré 1.
— Terreur 1+ x + 22 + 2 donne le systeme {1}, il n’y a donc aucune erreur de

poids < 3 correspondant.

6.4.2 Décodage au-dela de la distance minimale

Remarquons que ’ensemble des solutions du systeme NEWTON, (S™) est exacte-
ment ’ensemble des erreurs de poids au plus v qui ont pour syndrome S*. Il suffit
donc qu’il existe une unique erreur de poids au plus v et de syndrome S* pour que
cette erreur soit décodable, méme si v est plus grand que la capacité de correction
t du code C. Et dans le cas ou plusieurs erreurs de poids au plus v ont le méme
syndrome, les méthodes présentées précédemment permettent de faire du décodage
en liste jusqu’au poids v. La taille de la liste est inconnue, et peut étre tres grande.
Remarquons aussi que la complexité du calcul de la base de Grobner croit avec la
taille de cette liste.



132 Chapitre 6. Nouveaux algorithmes de décodage des codes cycliques

Conséquences.
— On peut ainsi décoder au-dela de la distance minimale du code pour certains
mots,
— Sil’on obtient plusieurs solutions pour NEWTON,, c’est que d < 2u, on a ainsi
une borne supérieure sur la distance minimale d’un code.
— Plus précisément, si I’'on trouve une solution de poids v; et une solution de
poids ve qui ont le méme syndrome, c’est que d < vy + vs.

[lustrons cette propriété avec le code RQ [31,16,7] :
— Terreur 1+ = + 2% + 2% donne le systeme NEWTON,(S*) = {o; + o® + a? +
a+1l,00+at+a+1,05+a*+a®>+a+1,04+a®+a} de dimension 0, degré
1. On peut décoder cette erreur de poids 4,
— Terreur 1+ + 2%+ 2" donne un systeme NEWTON,(S*) de dimension 0, degré
4 dont toutes les solutions sont de poids 4 : elles correspondent aux erreurs
lbrta? ot 29424010 4220 g5 4013 4 2% 4226 ot g8 421 4218 4 24
Cela implique que la distance minimale du code est d < 8. Or, d’apres la
proposition 2.2.8, on sait que d*> > 31, i.e. d > 6 et d’aprés la proposition
2.2.7, d est impaire donc on retrouve d = 7.
Nous pouvons donc recalculer la distance minimale du code RQ 31, et décoder
certaines erreurs de poids plus grand que la capacité de correction de ce code. Nous
avons effectué une recherche exhaustive sur toutes les erreurs de poids 4 (il y en a
31465). Comme le montre la table 6.2, 31% de ces erreurs de poids 4 sont décodables
(i.e. il y a un unique mot du code a distance au plus 4), et pour 4.9% des erreurs de
poids 4 'ensemble des solutions de NEWTON,(S™) contient une solution de poids 4
et une de poids 3. La liste est toujours de taille au plus 5. On peut dans tous les
cas renvoyer une liste de solutions de taille au plus 5.

nombre et % d’erreurs de poids 4 pour lesquelles NEWTON,(S™)
possede ng (resp. ny) solutions de poids 3 (resp. 4)
(n37 714) (Oal) (072) (171) (073) (172) (0’4) (173) (075) (1a4)
976519300 1550|4650 | 1860|1860 (1395 | 465 | 620
31% | 29,6% 4,9% | 14,8% 5,9% 5,9% 4,4% | 1,5% 2%

TAB. 6.2 — Décodage des erreurs de poids 4 pour le code RQ [31,16,7].

Pour le poids 5 il y a 169911 erreurs possibles. La table 6.3 donne le nombre et
le poids des solutions du systeme NEWTON5(S™). Un point d’interrogation indique
que l'idéal est de dimension 1 et que la variable o5 est libre. Il est alors possible
de trouver le nombre d’erreurs de poids < 5 en substituant o5 = 0 dans la base de
Grobner, puis o4 = 0, etc. Pour connaitre exactement le nombre d’erreurs de poids
5 il faudrait essayer pour o toutes les valeurs o’ possibles (0 < j < 30), calculer
le polynome localisateur et vérifier qu’il divise bien 23! — 1. Plus simplement, il est
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possible de ne renvoyer que les erreurs de poids < 4 correspondantes. Moins de 2%
des erreurs de poids 5 se décodent en une unique erreur de poids 2, pour environ
15% des erreurs de poids 5 on décode en une unique erreur de poids 3, ou une liste
de taille au plus 5 d’erreurs de poids 3 et 4, et enfin pour la majorité des erreurs de
poids 5 (soit pres de 83%) on décode en une liste de taille 6 contenant des erreurs
de poids 4 et 5.

dimension, degré | nombre de solutions de poids | TOTAL %
de l'idéal v=2|v=3|v=4|v=5
0, 6 6 67518 | 39.74
0,6 1 5 48825 | 28.74
0,6 2 4 18600 | 10.95
0,6 3 3 4650 | 2.74
0,6 4 2 930 .55
0,6 5 1 93 .05
1,1 1 4 ? 465 27
1,1 1 3 ? 1860 | 1.09
1,1 1 2 ? 4650 | 2.74
1,1 1 1 ? 9300 | 5.47
1,1 1 0 ? 9765 | 5.75
1,1 1 0 ? ? 3255 | 1.92

TAB. 6.3 — Décodage exhaustif des erreurs de poids 5 pour le code RQ [31,16,7].

6.4.3 Trace du pré-calcul

Nous utilisons une méthode générale de résolution de systemes a parametres, la
méthode de la trace du pré-calcul. D’apres les théoremes de spécialisation de la base
de Grobner (Théorémes 1.3.6 ou 1.3.7), le résultat d'un calcul de base de Grébner
en ligne (sur Fam) est exactement la spécialisation de la base de Grobner formelle
sur [F5. Nous conjecturons que cette propriété s’étend a ’algorithme : chaque étape
du calcul de la base spécialisée est la spécialisation de I’étape correspondante pour
la base formelle. En d’autres termes, le calcul de la base de Grobner se comporte
de la méme maniere pour toutes les spécialisations possibles du syndrome, pour un
poids d’erreur donné. Il faut toute fois que le corps de base soit suffisamment gros
(par exemple 22Y) : en effet, pour le calcul de la base de Grobner spécialisée, on
divise chaque polynome par son terme de téte (qui est un élément non nul de Fam ),
qui est la spécialisation d'un coefficient formel en les S;. Or, si le corps est trop
petit, la probabilité que ce coefficient non nul se spécialise a zéro est grande, alors
qu’elle tend vers zéro quand m devient grand. Nous utilisons cette conjecture pour
réduire la complexité du décodage en ligne (d'un facteur 1000).
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Nous décrivons la méthode dans le cas particulier de l'algorithme F4 [Fau99]
que nous avons utilisé en pratique, mais elle s’applique de la méme maniere a
n’importe quel autre algorithme de calcul de base de Grobner. L’algorithme F4
construit incrémentalement des matrices, et calcule leur forme Row Echelon (voir
le chapitre 1 pour plus de détails).

Pour une erreur ey de poids vy, calculons la base de Grébner de NEWTON,(S7, )
en mémorisant toutes les étapes du calcul (la trace du calcul). Nous enregistrons
en pratique cette trace sous forme d’'un programme C (voir schéma figure 6.4.3).
Maintenant, si e est une autre erreur de poids vy, nous pouvons exécuter le pro-

§*

l

Calcul de base de Programme en C
Grobner sur un ? | réalisant des opérations
syndrome “générique” élémentaires dans 1'idéal

l

décodage

F1G. 6.5 — Méthode de la trace du pré-calcul

gramme généré sur le syndrome de e. Ce programme va construire incrémentalement
des matrices, et calculer leur forme Row Echelon, de la méme maniere que pour eg.
Expérimentalement, le résultat est bien toujours une base de Grobner du systeme
NEWTON, (S?), ce qui renforce 'idée que chaque étape du calcul se spécialise bien.
Ces considérations justifient ’algorithme suivant :
Algorithme 5
~ TRACE DU PRE-CALCUL : calculer une base de Grébner de NEWTON, (S} )
pour une erreur ey de poids v choisie au hasard, et enregistrer (par exemple
sous forme de programme C) la trace de toutes les opérations d’algébre linéaire
effectuées,
~ DECODAGE : pour une erreur e, exécuter le programme C sur le syndrome S?,

on obtient les valeurs des 0;.

Remarque. Si I, = NEWTON,(S}), les opérations d’algebre linéaire effectuées
au cours de l'exécution du programme C correspondent, en termes de polynomes,
a des opérations dans l'idéal I, i.e. tous les polyndémes obtenus appartiennent
nécessairement a I.. Il se peut qu’au cours de 'exécution du programme sur S
il y ait une division par 0 (si ’évaluation des parametres pour le premier syndrome
donnait un élément non nul de Fom et donne zéro sur le deuxieme syndrome). Cepen-
dant, si I'on ne rencontre pas de telle division par zéro, on obtient des polynomes
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{h1,..., iy} qui appartiennent a l'idéal I(S™), et donc les solutions du systeme
{h1, ..., y} contiennent les solutions du systeme (S*) (avec peut-étre d’autres so-
lutions parasites). Si le résultat du programme est G = {go,...,gs}, alors on a
g; € I. pour tout 4, et les solutions vérifient V' ({go,...,gs)) D V(I). Si le systeme
GG a une unique solution, alors cette solution est bien celle de I.. Si V({(go, ..., 3s))
contient plusieurs solutions, alors la bonne est I'une d’entre elles. En pratique, 'idéal
contient toujours une unique solution.

Remarque. Une variante possible de ’algorithme 5 est de calculer en parallele
1000 bases de Grébner de NEWTON,(S?, ), pour 1000 erreurs ey de poids v choisies
au hasard. On génere de la méme facon que précédemment la trace de ce précalcul,
I’avantage étant que pour des corps de plus petite taille, la probabilité qu'un terme
de téte se spécialise a zéro pour une erreur particuliere, alors qu’il ne s’est spécialisé
a zéro pour aucune des 1000 erreurs de référence, devient négligeable.

Par exemple, pour le code RQ 41, pour tous les essais effectués, le programme
s’exécute normalement et donne une unique solution. On décode ainsi 4 erreurs en
1.7-107° secondes (avec une arithmétique de calcul sur un corps fini). Le programme
effectue environ 300 multiplications dans le corps fini (ce qui est proche du nombre
de multiplications, environ 200, effectuées dans le cas d’'un décodage utilisant la
formule pged(Ps g, P 36), voir page 129). Ce programme représente une formule et
un ordre d’évaluation de cette formule.

En utilisant cette méthode plutot que de recalculer une base de Grobner a chaque
erreur, on gagne un facteur d’efficacité non négligeable : c’est le temps utilisé par
F4 pour construire les matrices. En effet, le programme C se contente d’effectuer
les opérations d’algebre linéaire. Le gain est semblable a celui que I'on aurait en
effectuant une élimination de Gauss en connaissant tous les pivots et les opérations
de ligne a effectuer a ’avance.

Remarquons que le programme C ne s’exécute a priori sans division par zéro que
si erreur e a le méme poids v que l'erreur test ey (ou éventuellement est de poids
v+1 ouv—1). Pour un code donné C corrigeant ¢ erreurs, I’algorithme de décodage
consiste a pré-calculer ¢t programmes Pj,..., P, un pour chaque poids possible.
Ensuite, pour décoder un mot en ligne, on exécute ces programmes dans l'ordre de P,
a P, jusqu’a ce que I'un des systemes rende une solution. Ces programmes peuvent
étre exécutés en parallele. Un autre avantage est que maintenant, contrairement a
un calcul de base de Grobner générique, nous sommes capables de prédire le temps
exact nécessaire au décodage. Comme nous n’utilisons que de 1’algebre linéaire, nous
pouvons donner explicitement le nombre d’opérations arithmétiques effectuées dans
le corps fini Fom pour le décodage d’'un mot.

6.4.4 Résultats pratiques, exemples

Nous avons écrit une procédure Maple qui, étant donnés une longueur et 1’en-
semble de définition d’un code, trouve pour chaque poids le nombre minimal d’équa-
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tions nécessaire au décodage.

Pour différents codes, nous donnons ci-dessous la complexité du décodage sous la
forme du nombre de multiplications dans le corps fini Fom nécessaires a I'exécution
du programme C. Ce nombre de multiplications est une bien meilleure mesure de
complexité que le temps d’exécution : il ne dépend ni du processeur utilisé, ni
de I'implantation de I'arithmétique sur les corps finis utilisés. Ce nombre de mul-
tiplications ne comprend pas celles nécessaires au calcul des syndromes, ni a la
spécialisation du systeme et a la recherche des racines du polynome localisateur.

Codes a résidus quadratiques La table 6.4 donne des algorithmes de décodage
pour différents codes a résidus quadratiques. Excepté pour le code de longueur 73,
il n’existait auparavant aucun algorithme permettant de décoder ces codes jusqu’a
la capacité de correction, et I'algorithme que nous donnons permet également de
décoder au-dela de cette capacité de correction. Ainsi, pour le code a résidus qua-
dratiques de longueur 113, le code corrige 7 erreurs et notre algorithme permet de
renvoyer une liste de taille au plus 2 pour 8 erreurs.

Codes BCH Nous donnons ci-dessous des exemples de décodages de codes BCH,
y compris pour de grandes longueur (n = 512). En comparaison, la complexité
du décodage des codes BCH jusqu’a la distance construite (pour 'algorithme de
Berlekamp-Massey ou de Fitzpatrick) est de 2¢* multiplications, oti ¢ est le nombre
d’erreurs corrigées [FJ98].

Exemple du code BCH(n = 31,6 = 15) Considérons le code BCH(31,15),
qui corrige 7 erreurs. Pour 1000 erreurs tirées au hasard nous obtenons les résultats
de la table 6.5. La colonne “dim > 07 signifie que I'idéal NEWTONuqs est de
dimension strictement positive. Les chiffres obtenus correspondent assez a la vraie
distribution® reproduite table 6.5.

Exemple du code BCH(n = 127, = 29) Pour le code BCH de longueur 127
de distance construite § = 29, les algorithmes de décodage jusqu’a la distance
construite permettent de corriger 14 erreurs. Or, ce code a une distance minimale
réelle de 31, et corrige donc 15 erreurs. L’ensemble des syndromes de ce code contient
Q:{S, 5,7,9,11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 33, 35}. Appliquons 'algorithme
de décodage “en ligne” & partir du systtme NEWTON,(Q). Pour le poids 15, 'idéal
possede naturellement une unique solution (on est en dessous de la capacité de
correction), et cela reste vrai pour le poids 16 (ce qui signifie que “presque toute”
erreur de poids 16 se corrige). La table 6.6 donne le nombre de solutions du systeme
pour 1000 erreurs de poids 17 tirées au hasard.

6 http://vega.c.oka-pu.ac.jp/ wadayama/fujita/completewd.html
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n d | Fom | v nombre de nombre de tests donnant ¢ solutions
multiplications | =1 2] 3|4|5] 7|

71 |11 ] 2% |3 204110 000

4 294110 000

5 2111110 000

6 214419832 165 3

7 218218904 | 1016 | 58 22
73 13| 22 |3 254110 000

4 272 110 000

5 2105110 000

6 2153110 000

7 221519837 163

8 2243 | 8530|1346 | 108 [ 2] 1] 13|
89 [ 17| 2% |3 251110 000

4 289110 000

5 2133110 000

6 2173110 000

7 2212110 000

8 226219 996 4
113 |15 | 2% | 3 27 1 10 000

4 294110 000

5 2127110 000

6 2149110 000

7 2200110 000

8 28419996 4|

TAB. 6.4 — Décodage de codes a résidus quadratiques [n, "TH, d].

Exemple des codes BCH(n = 511,6 = 93) et (n = 511,06 = 91) Notre al-
gorithme de décodage reste efficace pour certains codes de grande longueur, comme
le code BCH de longueur 511 de distance construite § = 93. Ce code a une dis-
tance minimale réelle de 97, et corrige donc 48 erreurs, alors que les algorithmes
de décodage jusqu’a la moitié de la distance construite ne corrigent que 46 erreurs.
L’ensemble de définition @) est engendré par Qo = {2i — 1,7 € [1;47]}, et les im-
pairs suivants modulo 511 sont {97, 99, 101, 105, 113, 121, 129, ... }. La table 6.7
donne des complexités de décodage pour les deux codes de distance construite 91 et
93. En comparaison, I’algorithme de Berlekamp-Massey aura un coiit d’environ 2'2
multiplications (pour ¢t = 47 ou 45 erreurs), ce qui n’est pas treés éloigné des nombre
de multiplications que nous obtenons pour ¢ 4 1 erreurs. Nous voyons sur la figure
que pour le BCH(511,93) on peut corriger jusqu’a 52 erreurs presque toujours, et
jusqu’a 50 erreurs pour le BCH(511,91).
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Décodage et nombre de solutions pour 1000 mots de poids 7 a 10
poids | 1 sol. | 2 sol. | 3 sol. | 4 sol. | > 4 sol. dim > 0

7 1000 0 0 0 0 0
8 921 78 0 0 0 1
9 7T | 365 34 0 0 24
10 52 314 | 304 144 0 186
Vraie distribution des mots de poids 7 & 10 (pour 1000 mots).
poids | 1 sol. | 2 sol. | 3 sol. | 4 sol. | 5 sol. 6 sol.

7 1000 0 0 0 0 0

8 930.5 | 69.5 0 0.05 0 0

9 583 | 386.5 | 30 0.6 0 0

10 67 412 | 395 125 0 1

TAB. 6.5 — Décodage du code BCH(31, 15) de type [31, k, 15].

dimension, degré | poids 16 | poids 17 | Pour 1000 erreurs
0, 2 2 13
0, 3 3 978
0, 3 1 2 8
| 1,1 1 ] 7 ] 1]

)

TAB. 6.6 — Décodage du code BCH(127,29) de type [127, k, 31] pour le poids 17

Comparaison avec un code “aléatoire” Enfin, la table 6.8 compare deux codes
de longueur 75 : le code BCH [75,31,7] et un code de type [75,33,7] et d’ensemble
de définition {1, 3,25} qui n’appartient a aucune classe connue de codes cycliques.
Notre méthode de décodage ne dépend pas d'une classe particuliere de codes cy-
cliques, tout code cyclique peut étre décodé de cette maniere. Nous avons choisi ce
code de longueur 75 car il est meilleur que le code BCH correspondant : ils sont de
méme longueur et de méme distance minimale, mais la dimension du code choisi est
plus grande que celle du code BCH, et il se comporte mieux au-dela de 4 erreurs.
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o | k | d|t nombre de nombre de tests
v | multiplications | donnant ¢ = 1 solutions

93 | 175 | 95 | 47 | 48 2162 10 000
49 216.7 100 000
50 2176 10 000
51 2240 10 000
52 10 000

91 | 184 | 91 | 45 | 46 2154 10 000
47 2168 10 000
48 2168 10 000
49 2229 1 000
50 226.7 1 000

TAB. 6.7 — Décodage des codes BCH [511, k, ] sur Fyo, au-dela de ¢

BCH [75,31,7] Code aléatoire [75, 33, 7]
Q={1,3,25}

v Nombre de multiplications pour v erreurs, v =4,5,6 :

4 211.2 A 213.5 211.4 A 213.4
5 211.7 A 215.8 212.3 A 216.6
6 212.3 A 216.4 218.1 A 221

Nombre de tests donnant 7 solutions

1 v = 4 5 6 3 4 5 6
1 110000 |{ 9970 | 9806 | 9338 | 10000 | 9970 | 9673 | 8 923
2 0 25 165 570 0 25 276 811
3 0 0 19 0 0 0 19 111
4 0 5 6 44 0 5 28 70
5 0 0 0 0 0 0 0 5
6 0 0 1 28 0 0 1 51
8 0 0 0 0 0 0 0 2
%) 0 0 3 20 0 0 3 27

TAB. 6.8 — Décodage du code BCH [75,31,7] et C de type [75,33,7] avec QQ =
{1,3,251.
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Conclusions et Perspectives

Motivés par les questions de Daniel Augot concernant le décodage algébrique
des codes a résidus quadratiques et ’analyse du cryptosysteme HFE, ainsi que
celles de Jean-Charles Faugere sur la complexité de l'algorithme F5, les travaux
de ma these ont abouti a des résultats généraux de complexité du calcul de bases
de Grobner pour des systemes surdéterminés : définition des suites semi-régulieres,
développement asymptotique de leur degré de régularité mettant en oeuvre des
méthodes de combinatoire analytique et d’analyse asymptotique. Cela améliore net-
tement les précédentes bornes connues : par exemple gain d’un facteur 11,65 sur
le degré de régularité lorsque le nombre d’équations est le double du nombre de
variables. Nous avons également obtenu des résultats de complexité particuliers a
I’algorithme F5.

Ces résultats ont été adaptés dans le cas de polynomes a coefficients dans un
corps fini, en particulier pour les systémes booléens (& coefficients dans Fy contenant
les équations de corps x? — z;), et appliqués & la cryptologie (analyse du crypto-
systeme HFE, pertinence d’attaques algébriques). Nous avons effectué de nombreux
tests expérimentaux, pour I’analyse du cryptosysteme HFE ou le choix d’une bonne
mise en équation pour le décodage algébrique des codes correcteurs d’erreur.

Ces themes de recherche dans lesquels s’inscrit ma these offrent des perspectives
de recherche nombreuses et variées, tant d’un point de vue appliqué que théorique.

L’analyse du cryptosysteme HFE (version basique) nous a permis de développer
de nombreux outils d’analyse de cryptosystemes algébriques. Il reste a appliquer ces
méthodes aux variantes de HFE, réputées plus difficiles, ainsi qu’a d’autres cryp-
tosystemes ayant comme clef publique un systeme polynomial, comme le systeme
TTM et ses variantes. Enfin les perspectives de développement en cryptanalyse
algébrique pour des systemes a clef secrete sont nombreuses, et attendues par la
communauté cryptographique : nous avons vu que compter le nombre d’équations
de bas degré vérifiées par un cryptosysteme ne suffit pas a obtenir une attaque
sur ce cryptosysteme, la seule estimation de complexité que nous puissions donner
(celle pour des suites semi-régulieres) étant bien au-dela de la recherche exhaustive.
Pour chaque cryptosysteme, une phase de remise en équations est probablement
nécessaire, suivie d’une analyse de régularité propre du systéme obtenu (en parti-
culier prise en compte de I’aspect creux des systémes).

Concernant le décodage algébrique des codes correcteurs, les systemes que nous
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avons proposés permettent en pratique des décodages extrémement rapides. Les
systemes que nous donnons pour le décodage en ligne ne forment pas des suites
semi-régulieres, mais il doit étre possible d’en extraire un systeme semi-régulier. Il
sera tres intéressant de pouvoir quantifier précisément la complexité de 1’algorithme
de décodage (algorithme polynomial, exponentiel 7 bornes fines de complexité ?) en
analysant la régularité de ces systemes extraits.

La démarche utilisée dans ma these pour étudier les systemes booléens est
générale et peut s’appliquer a d’autres classes de problemes : déterminer les ré-
ductions a zéro apparaissant au cours de ’algorithme F5, isoler un nouveau critere
permettant de les éviter génériquement, en déduire une définition de régularité et
une analyse de complexité du calcul de bases de Grébner pour de tels systemes.
Ainsi I'étude des systemes a coefficients dans un corps fini F, (¢ > 2) contenant les
équations de corps x! — x; aura de nombreuses applications en protection de 1'infor-
mation. Un autre exemple concerne 1’étude des systemes formés des mineurs d’une
matrice a coefficients polynomiaux. L’étude de tels systemes permet par exemple
d’analyser la complexité des systémes bi-homogenes (voir [ST04]), ou peut servir a
I'analyse de cryptosystémes (par exemple le systeme Augot-Finiasz, voir [AFL03]).
Tout nouveau critere intégré dans l’algorithme F5 fournit un algorithme adapté a
une classe de systemes et plus performant pour cette classe qu'un algorithme général
de calcul de base de Grobner.

Il sera enfin particulierement intéressant de poursuivre 1’étude fine de 'algo-
rithme F5, effectuée dans cette these uniquement pour des systemes non surdéter-
minés, en déterminant le nombre d’opérations élémentaires de cet algorithme pour
des suites surdéterminés, et en étudiant son comportement asymptotique. Cela per-
mettrait par exemple de comparer ce cott a celui de la recherche exhaustive sur des
corps finis, ou d’une algebre linéaire creuse sur la matrice de Macaulay en degré
suffisamment élevé.



Annexe

A.1 Rappels sur les corps finis

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions sur les corps finis. Nous ne
donnons aucune preuve, le lecteur peut se référer a [LN97].

Théoreme A.1.1 Pour tout entier premier p et tout entier m > 1, il existe un
corps fini d’ordre p™, unique a isomorphisme prés. On le note Fym. Ses éléments
sont les racines du polynome

-

Tout corps fini est isomorphe a un corps Fpm.

Définition A.1.2 Tout élément o tel que o =1 et o # 1 pour 0 < | < k est
appelé une racine primitive k™ de l'unité.

Théoreme A.1.3 Soit ¢ = p™ une puissance d’un nombre premier, alors le groupe
multiplicatif (F,\{0}, %) est cyclique, i.e. il est engendré par un unique élément. Un
tel générateur 3 est une racine primitive ¢ — 1°™¢ de 'unité.

Sin divise g—1, alors o = BY9=V/™ est une racine primitive n®™® de l'unité. Elle
est définie par son polynome minimal, qui est un diviseur irréductible de x9=! — 1.

Exemple A.1.4 Cherchons une racine primitive 63" de l'unité modulo 2. On
cherche un facteur irréductible de 2% — 1 qui ne soit pas un facteur irréductible
dun 2% — 1 pour k divisant 63 (on utilise la commande Maple Factors(x% — 1)
mod 2). Les facteurs irréductibles de x% —1 modulo 2 sont x+1,2? +x+1, 23+ 1+
L3+ + 1,28+ 23+ 1,254+ 2+t + 22+ 1,28+ 2 + 2 o+ 1, 28+ 2 + ¥ o+
LS4+ 28 +1, 254+ + a3+ 224+ 1, 2542+ 1, 28+ P +2? + o+ 1, 254 2P + 2t + o+ 1.
Or,63=32-7, etx®+1 = (x+1)(2*+2+1), 2"+1 = (z+ 1) (23 +2+1) (23 +22+1),
P4+1=@+1)@+2+ ) etz +1=@" +1)(2*+2x+1)(2b +2° + 2 + 22 +
1)(2®+ 2+ 2% +2x+1). Donc on peut prendre pour o n’importe quelle racine de ['un
des polynomes restant, soit 25 + 2t + 23 +x+1, 25 + 2+ 1, 25 + 2° + 23 + 2% + 1,
W+ +1, 28 b+ o+ 1 et a8 4+ 2% + 2t + 2+ 1. Attention, l'élément défini
par le facteur 2%+ 22 + 1 est une racine 9°™¢ de l'unité, et n’est donc pas une racine
primitive 63°™¢ de ['unité.
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Théoreme A.1.5 Soit n un entier et ¢ une puissance d’un nombre premier, consi-
dérons le polynome x™ — 1 € F |[x].

Sin et q sont premiers entre eux, alors le corps de décomposition de x" — 1 est
Fym, ot m =min{\ >0: ¢ =1 mod n} est l'ordre multiplicatif de ¢ modulo n.
Soit v € Fym une racine primitive n®™ de l'unité, alors

at—1= H (z —a)

i€0,...,n—1]
Dans toute la suite, on prendra n et ¢ premiers entre eux.

Définition A.1.6 La classe cyclotomique d’un entier i modulo n sur un corps fini
F, (avec pged(n,q) =1) est

Cl(i)={i-¢ modn,j e N}
L’ordre multiplicatif de ¢ modulo n est m = Card(CI(1)).

Exemple. Les classes cyclotomiques modulo 9 sur Fy sont Cl(1) = {1,2,4,8,7,5}
et Cl(3) = {3,6}. L’ordre multiplicatif de 9 modulo 2 est 6.

Théoréme A.1.7 En utilisant les notations précédentes, le polynome M;(x) =
Hseol(i) (x —®) est un polynome a ceefficients dans F,. C’est le polynome minimal
de o.

Réciproquement, tout polynome g(x) divisant 2™ — 1, et a ceefficients dans F,
est un produit de polynomes minimaus et s’écrit donc g(x) = [[,cp(z — a®) ot
D C[0,...,n — 1] est une réunion de classes cyclotomiques.

A.2 Rappels sur les idéaux de polynomes

Définition A.2.1 Soit R un anneau. I est un idéal de R si :
.a+bel VY(ab)elxlI
«—ael Yael
«p-a€l Yael VpeR
Un idéal est radical si (n e N frel)= (fel)
Un idéal est principal sl est engendré par un unique élément. Un anneau est
principal st tous ses idéaux le sont.
Par exemple, l'anneau K[z], ot K est un corps, est principal.
Un idéal est premier si V(f,g) € R X R, frgel=felougel.

Lemme A.2.2 (Seidenberg) Soit I un idéal de k[xy,...,x;] tel que pour tout
€ [1;n], il existe g; € I Nk[x;] # 0 tel que pged(g;, g;) = 1 alors I est radical.

Corollaire A.2.3 Soit I un idéal de Fylxq,...,x)], alors (I,x] —xq1,..., 20 — x,)
est radical.
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Démonstration Une preuve directe : grace aux équations de corps, pour tout g €

J={,2¢—x,...,00 —x,) onag?=g. Ainsi,si g € vJ alors il existe un entier r
tel que g" € J, et il existe un entier m tel que ¢™ > r, alors g = g7 = g7 "-g" € J.
O

A.3 Représentation d’un polynoéme de F:[x] sur
L

Soit p un nombre premier, et ¢ = p™. Considérons le corps fini F, et une exten-
sion Fy» de degré n. Nous pouvons considérer des éléments du corps fini Fy» comme
des n-uplets d’éléments du corps fini IF, en utilisant la représentation de F,» comme
quotient d’anneau de polynome F,[z]/(g(z)) ou g(z) est un polynéme irréductible
de degré n sur F,. Si w est une racine de g(z), alors tout élément de Fjn peut étre
vu comme un n-uplet d’éléments de F, par I'isomorphisme suivant :

Fon — (Fy)"
n—1
a= Zaiﬂwl — (ay,...,a,)
=0

Toute fonction g : Fyn — Fn peut s'éerire g(x) = f(z) avec f € Fu[X]/(X1" — X).

De la méme maniere, nous pouvons considérer une fonction polynéme en une
variable a coefficients dans F,» comme un n-uplet de fonctions polynomes en n
variables a coefficients dans F,. Notons quune fonction polynome en une variable
z & coefficients dans Fy» est un polynéome de Fyn[z]/(29" — z). 11 suffit alors, pour
toute fonction f(x), de substituer x = > z; 1w’ dans f(z), puis de regrouper
les termes en fonctions des puissances de w qui apparaissent. Plus précisément on
a l'isomorphisme suivant :

Lemma A.3.1 L’application suivante est un isomorphisme de l’ensemble des fonc-
tions en une variable a coefficients dans Fn dans l'ensemble des n-uplets de fonc-
tions en n variables a coefficients dans Fy :

Feoulz]/(z7 — 2) = Fulre, ..., 0]/ (2] — 21,.. ., 20 — 2,)
n—1 n—1
f(z) Hf(z Tipw') = fini(z1, .. xp)w’
i=0 i=0
avec fi(x1,...,x,) polynome a coefficients dans F,, et on a l'isomorphisme :
Fopnlz1, .o yan]/ (2 — 2y, o 28 —ay) = (Fylz, .o ]/ (@ — 2,0 28 — a,)"
n—1
firr(ay, .. o)W’ — (fi(xy, .oy n), ooy fulTr, .o xp))
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Démonstration Soit ¢ : Fpu[z] /(27" — ) — (Fylx1,. .., 2]/ (2] — 21, ..., 20 — x,))"
la composée des applications ci-dessus. Montrons que ¢ est surjective : soit fi,..., f,
des fonctions polynomes en n variables dans F, et f(z) € Fyu[x]/(29" — ) la fonc-
tion polynéme qui, pour y = Z?:_Ol Yirrw' € Fon vaut Y70 fiv1(y1, .., yn)w" (on
la trouve par interpolation sur ’ensemble des points de Fyn). Alors on a ¢(f) =
(fi,..., fn). L'injectivité provient du fait que tout polynéme de F,[z] identique-
ment nul comme fonction polynéme peut s’écrire comme un polynéme en z9°. O

Si m est un mondéme de Fyu[z]/(z7" — z), qui s'écrit m = 222" avec 0 <
iy < ...<i; <n—1,alors chaque polynéme du n-uplet ¢(m) sera de degré au plus
égal a v le poids de Hamming binaire du degré de m (cela provient de la linéarité
de la fonction x +— x7 sur Fjn).

A.4 Fonction Ai d’Airy

La fonction d’Airy [AS92, §10.4] apparait couramment dans des domaines de la
physique, comme l'optique, la mécanique quantique, 1’électromagnétisme. Elle est
définie comme 'une des deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
différentielle

y// —yz=0

et peut étre écrite sous forme intégrale

1 w3
Ai(z) = —/C es "dv
1

%

ot C} est un chemin d’origine un point a l'infini dans le secteur —% < arg(v) < —
et de fin un point dans le secteur conjugué.

SE]

Al —

Les plus grandes racines de la fonction d’Airy valent approximativement —2.33811,
—4.08795, —5.52056, etc.
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code en blocs, 29

code linéaire, 30

code RQ, 31, 35

col
méthode des cols coalescents, 85
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méthode du col, 83
point col, 83
cryptanalyse algébrique, 100, 108

Décodage en ligne, 32, 41-42
NEWTONT, 41
NEWTON, 118, 120
SYNDROM™, 41

Décodage formel, 32, 43-50
NEWTONT, 45
NEWTON, 120, 122
SYNSYM™, 44
SYNDROM™, 43

Décodage par liste, 112, 131

degré de linéarité, 102

degré de régularité, 76
an équations, 81
an équations sur Fy, 96
n + k équations, 81
affine, 76

Ensemble de définition, 35
Equations de corps, 40

fonctions puissances, 32

fonctions symétriques élémentaires, 32

Générique
idéal, 22
propriété, 54
série de Hilbert, 22

Hamming (distance de), 30, 111
Hermite (polynéme), 87
HFE, 104

d-régularité, 107

Challenge 1, 104
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distingueur, 106 variété algébrique, 4
Hilbert variable principale, 16

fonction de, 21, 22

polynome de, 22

régularité de, 22

série de, 21, 22

série générique, voir Générique, sé-

rie de Hilbert

Waring (formules de), 124-125

zéros, 4

idéal des relations, 15, 125
initial, 16

Localisateurs, 32, 36

Matrice de Macaulay, 16, 17
maximum de vraisemblance, 30, 30

Newton (relations de), 12, 32
Noether (position de), 27

Ordre monomial, 5, 10
élimination, 14
grevlex, 6
degré inverse lexicographique, 6
gradué, 6, 11
lexicographique (Lex), 6
mélangé, 14
par blocs, voir élimination
pondéré, 6, 12

d-régularité, 103
Résidus quadratiques, voir code RQ

solutions, 4

Spécialisation, 16

suite réguliere, 22, 23

suite semi-réguliere, 57
affine, 76
jusqu’a 'ordre d, 104
selon Pardue-Richert, 59
sur [y, 58

Syndrome, 32, 36

Systemes paramétrés, 14, 112

Théoreme d’élimination, 14
Trace du pré-calcul, 112
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