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Chapitre 1Introdu
tion générale
Le travail de re
her
he présenté i
i se fo
alise sur la dynamique des é
oulements de sillaged'avion à l'aide de simulations numériques. La parti
ularité de 
es sillages est qu'ils sont 
om-posés de tourbillons intenses inhérents à la portan
e de l'avion. Le di�érentiel de pressionentre l'intrados et l'extrados autour de l'aile est responsable de la mise en rotation de l'airà ses extrémités (Green [33℄), formant ainsi des tourbillons longitudinaux intenses et 
on
en-trés. Les di�érentes dis
ontinuités de surfa
es portantes (volets, be
s, na
elles, empennage...)
onstituent également des éléments générateurs de tourbillons. Ces di�érents tourbillons in-teragissent entre eux ainsi qu'ave
 les é
oulements de jet des moteurs, pour �nalement formerune paire de tourbillons marginaux derrière l'avion qui peut persister plusieurs minutes dansl'atmosphère.Ces tourbillons marginaux peuvent représenter un danger pour un avion suiveur qui subi-rait leur in�uen
e, en parti
ulier pour les phases 
ritiques de dé
ollage et d'appro
he. Une telleren
ontre peut 
auser un moment de roulis di�
ilement 
ontr�lable de l'appareil ou même despertes soudaines d'altitude. L'enjeu majeur est don
 lié à la sé
urité du transport aérien. L'ad-ministration fédérale améri
aine de l'aviation (FAA) et l'organisation internationale d'aviation
ivile (ICAO) ont don
 établi des distan
es de sé
urité à respe
ter entre deux dé
ollages oudeux atterrissages. Ces distan
es dépendent des 
ara
téristiques respe
tives des avions géné-rateur et suiveur pour 
haque phase de vol (dé
ollage, appro
he et 
roisière). Le tableau 1.1présente la grille de distan
es re
ommandées par l'ICAO pour un avion en phase d'appro
he.Les valeurs sont basées sur des données empiriques. Si elles s'avèrent su�santes pour la sé
u-rité des voyageurs, elles sont, 
ependant, un fa
teur limitant de la 
apa
ité des aéroports. Deplus, l'introdu
tion de nouveaux avions pose le problème des distan
es appropriées à imposer.Dans les années soixante-dix, les premiers problèmes sérieux de ren
ontre avion/tourbillonont eu lieu ave
 le Boeing 757 (d'où les distan
es parti
ulières pour 
et avion). Ces aspe
tsreprésentent don
 un enjeu é
onomique très important pour les industriels de l'aéronautique.L'introdu
tion ré
ente de l'Airbus A380 a ainsi motivé depuis une dizaine d'années plusieursprogrammes de re
her
hes européens sur la dynamique des tourbillons de sillage. L'obje
tifde 
es re
her
hes est de 
ara
tériser la signature tourbillonnaire d'un avion et sa durée de viepour mieux évaluer le danger qu'elle peut représenter. Cela permettrait ainsi de re
onsidérerles distan
es de sé
urité en adéquation ave
 le danger potentiel 
orre
tement évalué.Plusieurs solutions sont aujourd'hui envisagées pour minimiser le danger des sillages et per-



6 Avion suiveur Avion générateurLight Medium B757 Heavy A380Light 3 4 6 6 10Medium 3 3 5 5 8Heavy − − 4 4 6A380 − − − − 4Tab. 1.1 � Grille de distan
es de séparation en miles nautiques re
ommandée par l'ICAO. Lesavions sont 
lassés par 
atégories selon leur poids maximum au dé
ollage (MTOW, MaximumTake-O� Weight) : Light < 7000kg < Medium < 136000kg < Heavy. Les données pourl'Airbus A380 pourraient être révisées à la baisse à l'issue des dernières 
ampagnes d'études(les valeurs répertoriées i
i datent du mois de septembre 2006).mettre de limiter la 
ontrainte des distan
es de sé
urité. Gerz et al. [29℄ mentionnent les deuxappro
hes qui se distinguent :
1- une appro
he ta
tique qui 
onsiste à prendre une dé
ision heure par heure par les au-torités du tra�
 aérien (ATC) de réduire ou non les distan
es. Cette dé
ision est priseà l'aide d'instruments de mesures et de prédi
tions des traje
toires et du temps de viedes tourbillons dans les 
ouloirs aériens de phase d'appro
he et de dé
ollage, en fon
tiondes 
onditions atmosphériques (système AVOSS, Air
raft Vortex Spa
ing System [71℄).Ce système utilise la te
hnologie Lidar pour des mesures en temps réel. L'informationest ensuite traitée numériquement pour déterminer le 
ritère de distan
e. Un 
on
eptsimilaire est employé à l'aéroport de Fran
fort (WSWS, Wirbels
hleppen-Warnsystem).Une autre ta
tique peut être utilisée en dé�nissant une route de vol à suivre qui minimisele risque de ren
ontre avion/tourbillon (Rossow [78℄), 
omme le système HALS-DTOP,High Approa
h Landing System / Dual Threshold Operation [44℄, développé pour l'aéro-port de Fran
fort ou SOIA Simultaneous O�set Instrumented Approa
h [88℄ développépar la FAA pour l'aéroport de San Fran
is
o.
2- Une appro
he stratégique basée sur la 
onnaissan
e du 
omportement des tourbillons desillage, notamment des mé
anismes de dégénéres
en
e. Cette appro
he a pour obje
tifd'atteindre la sour
e même du problème, en agissant sur la voilure pour générer une si-gnature tourbillonnaire peu o�ensive. Pour 
ela, les moyens envisagés seraient l'inje
tionmassive de turbulen
e à petite é
helle par di�érents dispositifs (aileron, dé�e
teur aéro-dynamique...) qui réduiraient l'intensité des tourbillons de façon importante. Cependantde tels systèmes ont l'in
onvénient d'augmenter la traînée totale qui est une 
ontrainteplus importante pour les avionneurs. Une autre solution est l'utilisation de systèmes dedé
len
hement d'instabilités des tourbillons qui a

élèrent leur dé
roissan
e (instabilitésde Crow [15℄, de moyenne longueur d'onde [14,21℄, perturbation optimale [23℄). Mais pour
ela, il est né
essaire de 
onnaître les 
ara
téristiques stationnaires et instationnaires dusillage, les instabilités intrinsèques au système de tourbillons et leurs 
ara
téristiques (enrégimes linéaire, non-linéaire et turbulent), ainsi que les moyens a
tifs ou passifs per-mettant de fournir de l'énergie à moindre 
oût aux modes instables que l'on désire ex
iter.Les sillages d'avion représentent un domaine vaste d'é
oulements en raison des nombreuxmé
anismes qui peuvent avoir lieu (fon
tion du nombre de tourbillons générés et des 
onditions



7atmosphériques). De nombreuses études ont don
 été menées pour identi�er, 
omprendre et
ara
tériser 
es di�érents pro
essus (voir la revue de Spalart [87℄ par exemple) mais restenten
ore aujourd'hui in
omplètes étant donnée l'étendue du sujet. Le paragraphe suivant présenteune des
ription synthétique globale d'un sillage en fon
tion de la distan
e en aval du bord fuitede la voilure.Des
ription d'un sillage tourbillonnaire d'avionL'âge d'un sillage 
orrespond à une 
ertaine distan
e derrière l'avion. Quatre régions sedistinguent [36℄ quelle que soit la 
on�guration de l'avion générateur (hypersustentée ou 
roi-sière). En notant c la 
orde aérodynamique moyenne de l'aile, et B l'envergure de l'avion, 
esrégions sont :- le 
hamp pro
he : x/c = O(1)Il 
ouvre la formation de la nappe de vorti
ité générée à partir des bords de fuite dela voilure, et des tourbillons très 
on
entrés générés aux dis
ontinuités des surfa
es por-tantes (Fig. 1.1). Dans 
ette partie du sillage, les jets moteurs ne sont turbulents qu'àpetite é
helle, la distan
e aval 
orrespondant seulement à quelques diamètres du jet(Dj/c = O(1)) .

Fig. 1.1 � Sillage d'un avion dans le 
hamp pro
he en phase d'appro
he, illustré par la vapeurd'eau pour des 
onditions atmosphériques très parti
ulières (�airliners.net).- Le 
hamp pro
he étendu : x/B = O(1)Cette région est 
ara
térisée par l'enroulement de la nappe tourbillonnaire autour destourbillons 
on
entrés (bout de volet, bout d'aile). Certains tourbillons 
o-rotatifs peuventfusionner ensemble et réduisent ainsi le nombre de tourbillons derrière 
haque aile. Lesé
oulements de jet des moteurs sont généralement devenus turbulents à grande é
helle(instabilité naturelle de Kelvin-Helmholtz) et interagissent ave
 les tourbillons prin
i-paux.- Le 
hamp moyen : x/B = O(10)À 
ette distan
e aval, le sillage est généralement 
omposé d'une unique paire de tour-billons 
ontra-rotatifs qui peuvent vivre plusieurs minutes dans l'atmosphère (Fig. 1.2).



8 Les é
oulements de jet ne se distinguent plus et se sont enroulés autour des tourbillons.

Fig. 1.2 � Sillage d'un avion dans le 
hamp moyen, illustré par l'éje
tion de fumées lors detests grandeur nature (�airliners.net).� Le 
hamp lointain : x/B = O(100)Quel que soit le système tourbillonnaire obtenu, il dégénère sous l'e�et 
ombiné des in-stabilités intrinsèques au système et de la turbulen
e externe. Cette région 
orrespondau régime de destru
tion. Les systèmes tourbillonnaires, qu'ils soient 
omposés d'une ouplusieurs paires de tourbillons sont instables vis-à-vis de perturbations tridimensionnelles(voir Crou
h [13℄, Crow [15℄). Ces perturbations proviennent en général de la turbulen
eexterne et permettent le développement d'instabilités responsables d'une dégénéres
en
e.Le régime non linéaire des instabilités 
orrespond à une intera
tion forte entre les di�é-rents tourbillons, qui s'a

ompagne de la déstru
turation plus ou moins rapide du sillage(
omme les anneaux tourbillonnaires résultant de la re
onne
tion lors de l'instabilité deCrow [15℄ qui peuvent persister longtemps dans l'atmosphère). Suivant le niveau de tur-bulen
e de l'atmosphère, le temps de saturation des instabilités peut également varierde manière signi�
ative. Globalement, la vitesse de dégénéres
en
e est liée au niveau deturbulen
e atmosphérique.Obje
tifs et organisation du manus
ritLe travail de re
her
he présenté dans 
e manus
rit s'ins
rit dans l'appro
he stratégiquedu problème, ave
 pour obje
tif de 
ontribuer à l'étude des é
oulements de sillage d'avion enutilisant le moyen numérique. Il a été réalisé dans le 
adre du projet européen FAR-Wake,FundAmental Resear
h on Air
raft Wake Phenomena.Au 
ours de 
ette thèse, trois types d'é
oulements sont abordés, qui ont été observés dansle 
hamp pro
he étendu et dans le 
hamp lointain d'un sillage d'avion. Chaque dynamique estétudiée indépendamment des autres, la simulation 
omplète de l'évolution des tourbillons desillage n'étant pas réalisable en raison des é
arts d'é
helles spatiales pouvant être très élevés,



9de l'ordre de 103 − 104 (en première approximation le rayon d'un tourbillon étant de l'ordre
0.01B [37℄). Les di�érents mé
anismes physiques sont don
 étudiés de manière séparés enfon
tion de la région du sillage 
onsidéré.Les trois 
on�gurations tourbillonnaires typiques de sillage d'avion abordées i
i sont :- la propagation et la 
ollision de fronts d'onde le long d'un tourbillon en 
hamp loin-tain, en partie responsable de la dissipation du sillage lors de l'instabilité de Crow [15℄.Ces phénomènes identi�és depuis les années soixante-dix sont en
ore mal 
ompris. Ilsont pour 
onséquen
e de modi�er les 
ara
téristiques du tourbillon, allant jusqu'à ladéstru
turation 
omplète des tourbillons (explosion tourbillonnaire ou vortex bursting).- L'intera
tion entre un jet et un tourbillon en 
hamp pro
he étendu pour des 
onditionsréalistes. L'intérêt de 
ette étude porte notamment sur les mé
anismes d'intera
tionentre un é
oulement axial et un é
oulement de rotation. De plus, 
e type d'é
oulementest à l'origine de la formation de traînées de 
ondensation observables par temps 
lairdans le 
iel, qui par la suite se transforme en nuage de type 
irrus (impa
t 
limatique).- La fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques en 
hamp pro
he étendu. Ce pro-
essus 
onduit à la formation de la paire de tourbillons 
ontra-rotatifs potentiellementdangereux qui persistent dans l'atmosphère par la suite, d'où son importan
e pour dé-terminer les 
ara
téristiques des tourbillons. Cette fusion résulte soit du rappro
hementprogressif des deux tourbillons, soit du développement d'instabilités [63℄.Pour 
es é
oulements, on re
her
he la possibilité d'un développement d'instabilité intrinsèqueau système et dans 
e 
as à le 
ara
tériser (taux d'ampli�
ation et longueurs d'onde des modesinstables), mais aussi d'autres mé
anismes de déstru
turation des tourbillons, 
onduisant ainsià une dissipation prématurée du sillage. L'a

ès à 
e type d'information �ne n'est envisageablequ'au travers l'utilisation d'un s
héma numérique pré
is et de modèle 
apable d'une résolutionspe
trale su�sante (simulations numériques dire
tes et aux grandes é
helles).L'organisation du manus
rit s'arti
ule autour de 
es trois thèmes. Sont exposées dans le 
ha-pitre 2, les équations de la mé
anique des �uides dans un 
ontexte de simulations numériquesdire
tes et de simulations aux grandes é
helles. Les développements numériques au niveau des
onditions limites pour les simulations spatiales sont également pré
isés ainsi que leurs valida-tions.Le 
hapitre 3 est 
onsa
ré à l'étude de la propagation de front d'onde axisymétrique le longd'un tourbillon, où un a

ent parti
ulier est mis sur la 
ara
térisation de leur vitesse de pro-pagation. Il est ensuite dis
uté des résultats des simulations dire
tes de la 
ollision de deuxfronts qui peut 
onduire au phénomène d'explosion tourbillonnaire (vortex bursting).Au 
hapitre 4, il est examiné l'impa
t de l'é
oulement de jet d'un moteur sur un tourbillonpour des 
on�gurations réalistes de vol, à l'aide de simulations aux grandes é
helles. Une étudeparamétrique est présentée pour déterminer notamment les paramètres importants qui 
ara
-térisent 
ette intera
tion.Le 
hapitre 5 est dédié au phénomène de fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs. Ce pro
essuspeut être bidimensionnel ou tridimensionnel par le développement d'une instabilité de 
ourteslongueurs d'onde. Deux appro
hes numériques ont été utilisées : l'appro
he temporelle où il estsupposé que l'é
oulement se 
omporte de manière périodique dans la dire
tion longitudinale,et l'appro
he spatiale, plus naturelle, qui permet en outre de tenir 
ompte de l'e�et d'unevitesse axiale.Ces trois derniers 
hapitres se terminent par une 
ourte 
on
lusion, les perspe
tives étantévoquées dans le 
hapitre de 
on
lusion générale (
hapitre 6).
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Chapitre 2Méthodes numériques
Introdu
tionL'objet de 
e 
hapitre est de dé
rire les équations de la mé
anique des �uides et les méthodesnumériques qui ont permis d'obtenir les résultats présentés dans les 
hapitres suivants. Les deuxappro
hes numériques utilisées au 
ours de 
ette thèse sont la simulation numérique dire
te(SND ou DNS pour Dire
t Numeri
al Simulation) et 
elle aux grandes é
helles (SGE ou LESpour Large-Eddy Simulation). La première résout le système d'équation de Navier-Stokes sansmodélisation pour des é
oulements à faible nombre de Reynolds (se
tion 2.1), tandis que lase
onde modélise les é
hanges d'énergie entre des é
helles non-résolues et 
elles résolues dansle 
as d'é
oulement à haut nombre de Reynolds (se
tion 2.2). La résolution numérique deséquations est e�e
tuée ave
 le 
ode nommé NTMIX. Les di�érents s
hémas implémentés dans
et outil sont présentés dans la se
tion 2.3.Pour la simulation d'é
oulements de tourbillons de sillage d'avion, la di�
ulté majeure provientdes di�érentes é
helles spatiales et temporelles présentes dans l'é
oulement, dont le rapportentre les plus grandes et les plus petites peut être de l'ordre de O(103 − 104). L'appro
henaturelle d'une simulation spatiale d'une dynamique tourbillonnaire peut être 
ompromise parles limites informatiques (espa
e mémoire, temps de 
al
ul exorbitant...). Ainsi, on a re
ours àdes simulations temporelles où une partie du sillage est isolée dans un domaine de 
al
ul, donton suppose un développement périodique dans la dire
tion axiale (l'axe de vol de l'avion).Le passage du temporel au spatial est e�e
tué en supposant que 
e domaine se dépla
e àune vitesse 
onstante (
elle de l'avion i
i). Cette te
hnique permet de réaliser des simulationsd'une grande partie des mé
anismes de dynamique tourbillonnaire de sillage d'avion sansêtre trop onéreuses. En revan
he, elle reste une approximation de la réalité et a des limitesqui seront dis
utées par la suite dans les 
hapitres 
on
ernant les résultats. La majorité dessimulations présentées dans 
ette thèse n'a pas né
essité des modi�
ations du 
ode NTMIX,tous les ingrédients pour faire des simulations instationnaires pré
ises étaient déjà développéset validés [47,66℄. Toutefois, il a été implanté de nouvelles 
onditions limites qui ont permis deréaliser des simulations spatiales de dynamique tourbillonnaire, détaillées dans la se
tion 2.4.La validation des développements numériques est présentée dans la dernière se
tion 2.5 de 
e
hapitre. Tout les 
al
uls ont été e�e
tués sur des ma
hines parallèles utilisant la librairie MPI(Message Passing Interfa
e) pour les 
ommuni
ations entre pro
esseurs.



12 2.1 Équations de la mé
anique des �uides2.1 Équations de la mé
anique des �uidesLes équations générales de Navier-Stokes instationnaires expriment la 
onservation de lamasse, de la quantité de mouvement et de l'énergie d'un é
oulement de �uide 
ompressiblenewtonien. En 
onsidérant qu'il n'y a pas de for
e volumique extérieure ou de sour
e de 
ha-leur externe, elles s'é
rivent sous forme 
onservative dans un repère 
artésien de 
oordonnées
(x, y, z)

∂U

∂t
+
∂(fc − fv)

∂x
+
∂(gc − gv)

∂y
+
∂(hc − hv)

∂z
= 0, (2.1)où U représente le ve
teur d'état

U =




ρ
ρu
ρv
ρw
ρet



, (2.2)où ρ est la masse volumique du �uide, u, v, w le 
hamp de vitesse et et l'énergie totale. Lapression est notée p. Les ve
teurs 
olonnes fc, gc, hc représentent les termes des �ux 
onve
tifs

fc =




ρu
ρu2 + p
ρuv
ρuw

u(ρet + p)



, gc =




ρv
ρvu

ρv2 + p
ρvw

v(ρet + p)



, hc =




ρw
ρwu
ρwv

ρw2 + p
w(ρet + p)



, (2.3)et les ve
teurs fv, gv, hv les termes de �ux visqueux

fv =




0
σxx
σxy
σxz

ujσxj − qx



, gv =




0
σyx
σyy
σyz

ujσyj − qy



, hv =




0
σzx
σzy
σzz

ujσzj − qz



, (2.4)où j = x, y, z (utilisation de la 
onvention de sommation d'Einstein), σij le tenseur des
ontraintes visqueuses et q = (qx, qy, qz) le ve
teur �ux de 
haleur.Pour un �uide supposé newtonien, la partie visqueuse du tenseur des 
ontraintes ne dépendque du tenseur des vitesses de déformation Sij de manière linéaire et isotrope tel que

σij = 2µSij + λ
∂Uk
∂xk

δij , (2.5)
Sij =

1

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
, (2.6)où µ est la vis
osité dynamique, λ se
ond 
oe�
ient de vis
osité et δij le symbole de Kröne
ker.L'hypothèse de Stokes d'égalité entre la pression mé
anique et thermodynamique implique

2µ+ 3λ = 0. (2.7)



2.1 Équations de la mé
anique des �uides 13Pour un �uide en équilibre thermodynamique lo
al, le tenseur des 
ontraintes visqueuses de-vient
σij = 2µSij −

2

3
µ
∂Uk
∂xk

δij . (2.8)Le mode de transfert thermique 
onsidéré est uniquement de type 
ondu
tif, les 
omposantes
qi du ve
teur �ux de 
haleur q sont données par la loi de Fourier

qi = −k ∂T
∂xi

, (2.9)où T est la température, et k le 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique. Ce dernier est 
al
uléen supposant un nombre de Prandtl 
onstant, 
e qui indique que k ne dépend que de latempérature :
k =

µcp
Pr

, (2.10)où cp est le 
oe�
ient de 
haleur spé
i�que à pression 
onstante, dé�ni pour un gaz parfaitpar la relation
cp = γcv =

γR

γ − 1
, cv =

R

γ − 1
, (2.11)ave
 cv le 
oe�
ient de 
haleur spé
i�que à volume 
onstant, R la 
onstante des gaz parfaitset γ le rapport des 
oe�
ients de 
haleur spé
i�que. La vis
osité laminaire du �uide µ dépendde la température et peut être exprimée selon la loi de Sutherland

µ

µ0
=

(
T

T0

) 3
2 T0 + C

T + C
, (2.12)où µ0 est la vis
osité à la température de référen
e T0 et C une 
onstante (C = 110.3 pourl'air). Pour des raisons de simpli
ité, il est utilisé dans le 
ode NTMIX une approximation de
ette loi de type loi en puissan
e :

µ

µ0
=

(
T

T0

)b ave
 0.5 < b < 1. (2.13)Les travaux présentés dans 
e manus
rit 
on
ernent uniquement les é
oulements d'air, ainsila valeur des 
onstantes dans les expressions pré
édentes sont respe
tivement R = 287J/kgK,
γ = 1.4 et b = 0.76.L'équation d'état qui relie la pression aux autres variables thermodynamiques est

p = ρRT. (2.14)L'énergie interne e s'é
rit
e = cvT =

1

(γ − 1)

p

ρ
. (2.15)L'énergie totale et est la somme de l'énergie interne et de l'énergie 
inétique

et = e+
1

2
(u2 + v2 + w2), (2.16)
e qui ferme le système d'équations de Navier-Stokes.



14 2.1 Équations de la mé
anique des �uidesAdimensionnementLe 
ode NTMIX résout les équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnelle. Lesvariables adimensionnées sont notées ave
 le symbole ∗, et obtenues de la manière suivante
x∗i = xi

L∞
, ρ∗ = ρ

ρ∞
, u∗ = u

a∞
, p∗ = p

ρ∞a2
∞
, T ∗ = T

(γ−1)T∞
,

et
∗ = et

a2
∞
, ν∗ = ν

ν∞
, c∗p =

cp
cp∞

, t∗ = t
(L∞/a∞) ,

(2.17)où l'indi
e∞ indique les quantités d'un é
oulement arbitraire véri�ant l'équation d'état des gazparfaits. L∞ est un é
helle de longueur 
ara
téristique du problème 
onsidéré, par exemple lerayon d'un tourbillon. Le 
oe�
ient adimensionnalisé de 
haleur spé
i�que à pression 
onstanteest �xé à c∗p = 1. Le rapport des 
oe�
ients de 
haleur spé
i�que est pris 
onstant à la valeur
γ = 1.4. L'é
helle de vitesse est la vitesse du son isentropique a∞ =

√
γp∞/ρ∞. Ainsi laformulation adimensionnelle du système d'équations de Navier-Stokes s'é
rit :

∂ρ∗

∂t∗
+
∂(ρ∗u∗i )

∂x∗i
= 0, (2.18)

∂(ρ∗u∗i )

∂t∗
+
∂(ρ∗u∗iu

∗
j )

∂x∗j
+
∂p∗

∂x∗i
=

1

Rec

∂σ∗ij
∂x∗j

, (2.19)
∂(ρ∗e∗t )

∂t∗
+
∂[(ρ∗e∗t + p∗)u∗j ]

∂x∗j
=

1

Rec

∂(u∗iσ
∗
ij)

∂x∗j
− 1

RecPr

∂q∗j
∂x∗j

, (2.20)L'énergie adimensionnalisée est dé�nie par :
e∗t =

1

γ
T ∗ +

1

2
u∗ku

∗
k, (2.21)et la loi des gaz parfaits s'é
rit :

p∗ =
γ − 1

γ
ρ∗T ∗. (2.22)Les relations du tenseur des 
onstraintes visqueuses 2.8 et du �ux de 
haleur 2.9 restent in-
hangées sous forme adimensionnelle. Le nombre de Prandtl est 
onstant tel que Pr = 0.72. Lenombre de Reynolds numérique Rec = a∞L∞/ν∞ est �xé en fon
tion du nombre de Reynoldsphysique de l'é
oulement simulé. Pour les simulations de système tourbillonnaire on utilise unnombre de Reynolds basé sur la 
ir
ulation Γ, ainsi Rec = ν∗/Γ∗ReΓ.Simulation numérique dire
te (SND) et aux grandes é
helles (SGE)La résolution numérique des équations de Navier-Stokes implique de tenir 
ompte du plusgrand nombre d'é
helles spatio-temporelles possibles pour obtenir une solution de qualité. Pourles é
oulements turbulents, le rapport entre les di�érentes é
helles est très important, du faitde leur 
ara
tère tridimensionel, instationnaire et pseudo-aléatoire. Dans le 
as parti
ulier d'uné
oulement turbulent statistiquement homogène et isotrope (une dé�nition pré
ise est donnéedans [83℄), le rapport entre la longueur 
ara
téristique de l'é
helle la plus énergétique l, et 
ellede la plus petite η (é
helle dissipative de Kolmogorov) est

l

η
∼
(
ul

ν

)3/4

= Rel
3/4, (2.23)



2.2 Simulations des Grandes É
helles 15où Rel est le nombre de Reynolds turbulent des grandes stru
tures de l'é
oulement. Pour lesé
oulements où 
e nombre de Reynolds est élevé, plusieurs ordres de grandeurs séparent lesdi�érentes é
helles. Or pour simuler toutes les é
helles d'un é
oulement turbulent isotrope, lataille de maille ∆ doit être inférieure à η/2 et la taille du domaine de 
al
ul L supérieure à l.Le nombre de points de 
al
ul né
essaire pour un é
oulement tridimensionnel est alors de
Nxyz =

(
L/∆

)3 ∼ Rel9/4. (2.24)Les équations de Navier-Stokes peuvent être résolues dire
tement sans ajout de modèle, ap-pro
he appelée simulation numérique dire
te (SND ou DNS pour Dire
t Numeri
al Simula-tion). Elle permet de résoudre toutes les é
helles de l'é
oulement en respe
tant la 
ondition(2.23). Étant données la puissan
e et la 
apa
ité mémoire des 
al
ulateurs, elle est limitée àdes nombres de Reynolds faibles. Pour palier à 
ette 
ontrainte et pouvoir simuler des é
oule-ments à plus haut nombre de Reynolds, une autre te
hnique appelée simulation numérique desgrandes é
helles (SGE ou LES pour Large-Eddy Simulation) a été developpée ; elle 
onsiste àne résoudre qu'une partie de l'é
oulement et à modéliser l'autre. La se
tion suivante présentede manière non-exhaustive 
ette appro
he, le le
teur pourra alors se référer au livre de P.Sagaut [83℄ pour plus de détails.2.2 Simulations des Grandes É
hellesLa simulation des grandes é
helles 
onsiste à ne résoudre que les stru
tures les plus éner-gétiques de l'é
oulement, 
orrespondant aux plus grandes é
helles, et à modéliser les moinsénergétiques (Fig. 2.1). Le formalisme mathématique de 
ette distin
tion d'é
helles se fait àl'aide d'un �ltre. L'appli
ation de 
e �ltre aux équations de Navier-Stokes permet d'obtenirles équations pour les variables �ltrées, où il apparaît de nouveaux termes qui traduisent le
ouplage entre les é
helles résolues (�ltrées) ave
 les é
helles non-résolues appelées de sous-maille (un tenseur de 
orrélation des vitesses et un �ux de 
haleur de sous-maille). A�n demodéliser les é
hanges entre les é
helles, il existe deux stratégies de simulation des grandesé
helles, l'appro
he stru
turelle et l'appro
he fon
tionnelle.
E(k)

ktotal
= E(k)

krésolu
kc +E(k)

kmodélisé
kc

Fig. 2.1 � S
héma du spe
tre d'énergie dans l'espa
e spe
tral entre les é
helles résolues etmodélisées de l'appro
he Simulation aux Grandes É
helles (SGE).L'appro
he stru
turelle est basée sur la 
onnaissan
e de la stru
ture des petites é
helles pourrelier les termes de sous-maille aux grandeurs résolues. Elle repose sur une des deux hypothèsessuivantes : soit les petites é
helles de l'é
oulement ont une forme et un 
ara
tère universels



16 2.2 Simulations des Grandes É
helleset par 
onséquent sont dé
orrélées des stru
tures résolues ; soit au 
ontraire il existe une trèsforte 
orrélation entre les stru
tures de di�érentes é
helles pour que le 
omportement desstru
tures de sous-maille soit déduit des termes résolus. On peut 
iter par exemple le modèlede Bardina [3℄.De son 
�té, l'appro
he fon
tionnelle repose sur la 
onnaissan
e des intera
tions entre lesdi�érentes é
helles et non sur leur stru
ture. Dans 
e 
as les é
hanges entre é
helles de sous-maille et é
helles résolues sont supposés posséder un 
ara
tère universel. Les termes de sous-maille ne sont alors pas modélisés dire
tement, mais leur in�uen
e est estimée. Dans le 
as d'uneturbulen
e développée, homogène, isotrope, 
es intera
tions entre é
helles se 
ara
térisent par :� une 
as
ade d'énergie dire
te des grosses stru
tures vers les é
helles de sous-maille,� et un transfert d'énergie inverse d'intensité moindre.Les modèles fon
tionnels s'atta
hent essentiellement à la 
as
ade d'énergie responsable de laperte d'énergie des é
helles résolues. La 
as
ade inverse est souvent négligée dans la modéli-sation, 
ar les résultats obtenus ne sont pas assez satisfaisants et sa prise en 
ompte favorisel'apparition d'instabilités numériques (inje
tion d'énergie aux hautes fréquen
es).Ces deux types de modélisation ont leurs avantages et leurs in
onvénients. Les modèles fon
-tionnels prédisent en général 
orre
tement le niveau de transfert d'énergie mais moins bien lastru
ture du tenseur de sous-maille, 
ontrairement aux modèles stru
turels. Ces derniers ont
ependant l'in
onvénient de prédire un niveau trop faible d'énergie de transfert. Il existe desmodèles mixtes ou hybrides 
ombinant les deux appro
hes pour obtenir un modèle possédantde bonnes qualités stru
turelles et énergétiques, 
omme le modèle mixte Smagorinsky-Bardinapar exemple.Pour les travaux présentés dans 
e mémoire, un modèle basé sur l'appro
he fon
tionnelle uni-quement a été utilisé étant donné que son e�
a
ité a été prouvée dans les pré
édentes étudesde Laporte [47℄ et Moet [66℄ pour le type d'é
oulement en transition 
onsidéré (développementd'instabilités).2.2.1 Notions de �ltrageOn 
onsidère qu'une variable φ(x) peut se dé
omposer en une partie résolue φ(x) et unepartie non résolue φ′′(x)
φ = φ+ φ′′. (2.25)Le �ltrage spatial est dé�ni dans l'espa
e physique par une intégrale de 
onvolution sur undomaine Ω

φ(x) =

∫

Ω
G(x− ξ,∆c)φ(ξ)d3ξ, (2.26)où le noyau de 
onvolution G (aussi appelé fon
tion �ltre) est 
ara
téristique du �ltre utiliséet dépend en parti
ulier de la longueur de 
oupure haute-fréquen
e ∆c. Les �ltres les plus
ourants sont le �ltre porte, gaussien et boîte. Le �ltrage SGE implique en général

φ 6= φ, φ
′′ 6= 0. (2.27)Un se
ond �ltrage a don
 pour 
onséquen
e d'éliminer en
ore plus de stru
tures de l'é
oule-ment. Pour les é
oulements 
ompressibles, un 
hangement de variable par pondération par lamasse volumique est très souvent utilisé, appelé �ltrage de Favre par analogie ave
 la dé�nition
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helles 17de la moyenne de Favre :
φ = φ̃+ φ′, φ̃ =

ρφ

ρ
, (2.28)ave
 l'hypothèse que l'opérateur 
ommute ave
 les opérateurs de dérivation spatiale et tem-porelle

∂φ

∂t
=

∂φ

∂t
,

∂φ

∂xi
=

∂φ

∂xi
. (2.29)Pour que le �ltre soit appli
able aux équations de Navier-Stokes, il doit véri�er deux autrespropriétés : la 
onservation des 
onstantes (a = a) et la linéarité.À toute dis
rétisation spatiale des équations de Navier-Stokes 
orrespond un �ltre impli
ite(�ltre de type porte) de longueur d'onde de 
oupure dans les hautes fréquen
es λc = 2∆, où

∆ est le pas d'espa
e du maillage. Pour des maillages réguliers le �ltre satisfait les propriétés(2.29). La majorité des simulations de 
ette thèse ont été e�e
tuées sur des maillages lo
a-lement réguliers (
.-à-d. dans la zone d'intérêt de l'é
oulement). La fon
tion �ltre réellementappliquée au 
ours d'une simulation n'est jamais expli
itement 
onnue, 
ar les termes de dissi-pation numérique des s
hémas de dis
rétisation, ou en
ore de la dissipation arti�
ielle parfoisutilisée, peuvent être interprétés 
omme des opérations de �ltrage additionnelles.2.2.2 Équations �ltréesEn utilisant le 
hangement de variables de Favre (Eq. 2.28) et la notation indi
ielle, leséquations �ltrées de 
onservation de la masse et de la quantité de mouvement s'é
rivent
∂ρ

∂t
+
∂ρũi
∂xi

= 0, (2.30)
∂ρũi
∂xi

+
∂ρũiũj
∂xj

+
∂p

∂xi
=

∂σij
∂xj

+
∂τij
∂xj

, (2.31)où le tenseur des tensions (
orrélations de vitesses) de sous-maille à modéliser est dé�ni par
τij = −(ρuiuj − ρũiũj). (2.32)L'appro
he de Smagorinsky [86℄ 
onsiste à modéliser dire
tement 
e tenseur en se basant sur lastratégie de modélisation fon
tionnelle. Des appro
hes alternatives existent et reposent sur ladé
omposition des termes non-linéaires 
omme la dé
omposition de Leonard par exemple [83℄(modélisation stru
turelle). Dans toute la suite, on ne s'interessera qu'à l'appro
he fon
tion-nelle.Pour les é
oulements à haut nombre de Reynolds, les �u
tuations de température peuventêtre supposées faibles et les non-linéarités dues à la vis
osité négligeables [20℄. Si de plus,le �ltrage de Favre du tenseur des déformations est supposé similaire à 
elui de Reynolds(dé
omposition des grandeurs d'un é
oulement en valeurs moyennes et �u
tuantes), les termesvisqueux deviennent

σij ≈ σ̃ij = µ
(∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

)
− 2

3
µ δij

∂ũk
xk

. (2.33)La validité de 
es hypothèses a été démontrée par Vreman et al. [94℄ dans le 
as d'une 
ou
hede mélange 
ompressible.
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hellesLe �ltrage de l'équation de l'énergie 
onduit à
∂ρẽt
∂t

+
∂(ρet + p)uj

∂xj
=

∂σijui
∂xj

− ∂qj
xj

, (2.34)ave
 ρet = ρcvT + 1/2ρuiui.Les termes visqueux de l'équation (2.34) peuvent être simpli�és 
ar leur 
ontribution de sous-maille est supposée petite, et deviennent
σijui = σ̃ij ũi. (2.35)Les non-linéarités dans les �ux de 
haleur sont également négligées à haut nombre de Reynolds,d'où

qj ≈ q̃j = −k ∂T̃
∂xj

. (2.36)L'énergie interne peut être 
ombinée ave
 le terme de pression-vitesse et en utilisant l'équationd'état �ltrée pour un gaz parfait
p = ρRT̃ , (2.37)on obtient la relation

ρcvTuj + puj = ρcvT̃ ũj + pũj + ρcvTuj + ρRTuj − (ρcvT̃ ũj + ρRT̃ ũj)

= ρcvT̃ ũj + pũj +Qj . (2.38)Le �ux de 
haleur de sous-maille [20℄ est dé�ni par
Qj = ρcpTuj − ρcpT̃ ũj . (2.39)Le dernier terme dans l'équation de l'énergie à modéliser est ρKuj , ave
 K = 1

2uiui désignantl'énergie 
inétique. Ce terme est approximé en négligeant 
ertaines tensions par
ρKuj ≈ ρK̃ũj − τij ũj , (2.40)où on a supposé que τij = −ρũ′′i u′′j ave
 u′′i représentant une estimation de la partie sous-maillede vitesse. Cette approximation n'est basée que sur l'analogie ave
 la modélisation statistiquede la turbulen
e, et les termes négligés ne le sont pas ave
 
ertitude. À l'aide des équations(2.38) et (2.40), nous obtenons

(ρet + p)uj = (ρẽt + p)ũj − τij ũi +Qj , (2.41)où l'énergie totale résolue est donnée par la relation
ẽt = cvT̃ +

1

2
ũiui. (2.42)Il est à noter que l'énergie 
inétique ρũiui peut être exprimée à l'aide du tenseur des tensionsde sous-maille par ρũiui = ρũiũi − τii.En résumé, les équations de Navier-Stokes �ltrées s'é
rivent alors

∂ρ

∂t
+
ρũi
∂xi

= 0, (2.43)
∂ρũi
∂t

+
∂ρũiũj
∂xj

+
∂p

∂xi
=

∂σ̃ij
∂xj

+
∂τij
∂xj

, (2.44)
∂ρẽt
∂t

+
∂(ρẽt + p)ũj

∂xj
=

∂(σ̃ij + τij)ũi
∂xj

− ∂q̃j
∂xj
− ∂Qj
∂xj

. (2.45)
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helles 19Le tenseur des 
orrélations de vitesses de sous-maille τij et le �ux de 
haleur de sous-maille
Qi doivent être modélisés pour les relier aux variables résolues et ainsi fermer le systèmed'équations.2.2.3 Con
ept de vis
osité de sous-mailleCe paragraphe introduit le 
on
ept de vis
osité de sous-maille qui est utilisé dans la
onstru
tion de modèle fon
tionnel. A�n de modéliser la 
as
ade dire
te de l'énergie des stru
-tures énergétiques vers les é
helles de sous-maille, une analogie ave
 la 
inétique des gaz este�e
tuée. On suppose que le mé
anisme de transfert d'énergie des é
helles résolues vers lesé
helles de sous-maille peut être représenté par un terme de di�usion grâ
e à l'utilisationd'une vis
osité de sous-maille µsm. Une formulation de type Boussinesq est utilisée dans la-quelle la partie déviatri
e du tenseur des 
ontraintes de sous-maille τij (Eq. 2.32), est reliée autenseur de déformation S̃ij du 
hamp résolu par

τij −
1

3
τkkδij = −2µsm

(
S̃ij −

1

3
δijS̃kk

)
. (2.46)La vis
osité de sous-maille µsm requiert une modélisation. Le terme 1

3τkk qui 
orrespond àl'énergie 
inétique de sous-maille est introduit pour valider la relation en 
as de 
ontra
tiondes indi
es (le se
ond membre étant de tra
e nulle). La tra
e τkk peut être soit modélisée, soitnégligée [20℄. L'appro
he de Du
ros et al. [19℄ est retenue i
i, qui 
onsiste à introduire unepression modi�ée P tenant 
ompte de la tra
e τkk
P = p− 1

3
τkk. (2.47)En réé
rivant la relation de l'énergie totale sous la forme

ρẽt = ρcv
(
T̃ − 1

2ρcv
τkk
)

+
1

2
ρũkũk, (2.48)et en dé�nissant une température modi�ée par

Θ = T̃ − 1

2ρcv
τkk, (2.49)l'équation d'état devient

P = ρRΘ−
(1
3
− R

2cv

)
τkk = ρRΘ− 5− 3γ

6
τkk. (2.50)Le terme τkk est in
onnu dans la modélisation de sous-maille 
ompressible. En introduisant lenombre de Ma
h de sous-maille M2

sgs = τkk/γρc2, et 
omme c2ρ = γp, il s'é
rit τkk = γM2
sgsp.Ng et Erleba
her [70℄ proposent de négliger 
e terme devant la pression, 
e qui implique
omme 
ondition γM2

sgs ≪ 1 dans tout le domaine de 
al
ul. Pour les gaz monoatomiques(par exemple l'argon ou l'hélium) pour lesquels γ ∼ 5/3, le 
oe�
ient devant le terme τkkdans l'équation 2.50 est négligeable quel que soit le nombre de Ma
h de sous-maille. Lesieuret Comte [54℄ proposent de généraliser 
ette approximation à l'air γ = 1.4, en supposant que
(|5 − 3γ|/6)γM2

sgs ≪ 1. Ave
 
ette hypothèse, l'équation d'état est déterminée à partir degrandeurs 
onnues :
P ≈ ρRΘ. (2.51)
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hellesCette approximation revient à intégrer la partie isotrope du tenseur τ dans la partie thermo-dynamique, puis à la négliger par la suite. Les variables P et Θ sont dire
tement 
al
ulables àpartir du 
hamp résolu. La vis
osité est alors donnée en fon
tion de la température modi�éepar la loi de Sutherland (Eq. 2.12) ou une loi en puissan
e.La modélisation d'une vis
osité de sous-maille µsm peut être obtenue en 
onsidérant une é
hellede longueur l0 et une é
helle de temps t0 
ara
téristiques des quantités de sous-maille. Ensuivant un raisonnement dimensionnel analogue à 
elui de Prandtl, la vis
osité de sous-mailleest telle que
µsm ∝ l0

2t0
−1. (2.52)Ce type de modèle est lo
al en espa
e et en temps par 
onstru
tion de l'équation (2.46). Lesmodèles de sous-maille déterminent les é
helles 
ara
téristiques des quantités de sous-maille

l0 et t0.Le �ux de 
haleur Q est modélisé en utilisant l'hypothèse que le nombre de Prandtl tur-bulent est 
onstant, 
e qui 
onduit à
Qi = −µsmcp

Prt

∂Θ

∂xi
= −ksm

∂Θ

∂xi
. (2.53)Le 
oe�
ient de 
ondu
tivité thermique ksm de sous-maille est alors dé�ni.Ave
 
es hypothèses et en dé�nissant la partie déviatri
e du tenseur des taux de déformationpar

Dij = Sij −
1

3
δijSkk, (2.54)les équations de Navier-Stokes �ltrées se réduisent �nalement à

∂ρ

∂t
+
∂ρũi
∂xi

= 0, (2.55)
∂ρũi
∂t

+
∂(ρũiũj)

∂xj
= − ∂P

∂xi
+

∂

∂xj

[
(µ+ µsm)D̃ij

]
, (2.56)

∂ρẽt
∂t

+
∂

∂xi

[
ũi(ρẽt + P )

]
=

∂

∂xi

[
(µ+ µsm)ũjD̃ij

]
+ (k + ksm)

∂Θ

∂xi
, (2.57)où l'expression de la vis
osité de sous-maille µsm = ρνsm reste à déterminer. Ces équations�ltrées ne di�èrent des équations de Navier-Stokes que par l'ajout des termes µsm et ksm.2.2.4 Modèles de sous-maille2.2.4.1 Modèle de SmagorinskyLe modèle de Smagorinsky [83, 86℄ est présenté i
i à titre d'information, il est l'un despremiers modèles SGE et est à l'origine de nombreux autres. Ce modèle basé sur les é
hellesrésolues utilise dire
tement une appro
he semblable au modèle de longueur de mélange dePrandtl, par une analyse dimensionnelle. L'é
helle de longueur l0 est obtenue en supposantque la longueur de 
oupure ∆c imposée par le �ltre est représentative des modes de sous-maille

l0 = Cs∆c, (2.58)
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helles 21où Cs est la 
onstante du modèle à déterminer. L'évaluation de l'é
helle de temps suppose qu'ilexiste un équilibre lo
al entre le taux de produ
tion d'énergie 
inétique, le taux de dissipationde 
ette énergie par vis
osité en énergie interne et le �ux d'énergie 
inétique à travers la
oupure, imposée par le �ltre. Le temps 
ara
téristique des é
helles de sous-maille est alorségal à 
elui des é
helles résolues. Il 
orrespond au temps de retournement d'une grosse stru
turedonné par
1

t0
=
(
2SijSij

)1/2
. (2.59)La vis
osité de sous-maille s'é
rit don


νsm = (Cs∆c)
2(2SijSij)

1/2, (2.60)ave
 Sij = 1/2(∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi), le modèle ayant été développé dans un 
adre in
ompres-sible. La 
onstante Cs est déterminée théoriquement en supposant un spe
tre de Kolmogorovinertiel in�ni. Elle est évaluée de façon à 
e que la dissipation de sous-maille soit équivalenteau taux de dissipation à la 
oupure, 
e qui donne
Cs =

1

π

(
3CK

2

)−3/4

≈ 0.18, (2.61)ave
 CK = 1.4 (
onstante de Kolmogorov). En pratique, 
e modèle est 
onnu pour être tropdissipatif pour des é
oulements où un 
isaillement moyen est présent (type 
ou
he limite parexemple). De plus, la valeur de Cs doit être modi�ée selon le type d'é
oulement 
onsidéré. Unpoint 
ritique pour les études de stabilité des é
oulements tourbillonnaires est que 
e modèleest in
apable de prédire la dynamique des é
oulements faiblement turbulents ou transitionnels.2.2.4.2 Modèle de Fon
tion de Stru
tureLe modèle de Fon
tion de Stru
ture se base sur les mèmes hypothèses que 
elles du modèlede Smagorinsky. La vis
osité de sous-maille est évaluée en fon
tion de l'énergie 
inétique àla 
oupure. Métais et Lesieur [60℄ ont établi la transposition de la vis
osité de sous-mailleexprimée dans l'espa
e spe
tral à l'espa
e physique. La suppression de la dépendan
e de 
ettevis
osité vis-à-vis du nombre d'onde 
onduit à une relation lo
ale en fréquen
e. L'énergie
inétique à la 
oupure est déterminée à l'aide de la fon
tion de stru
ture d'ordre deux F2. Ensupposant un spe
tre inertiel de Kolmogorov pour les é
helles de sous-maille, la vis
osité desous-maille s'é
rit
νsm(x,∆c, t) = 0.063 ∆c

√
F2(x,∆c, t), (2.62)où la fon
tion de stru
ture est 
al
ulée dans l'espa
e physique en moyennant spatialement surla distan
e ∆c

F2(x,∆c, t) = 〈‖ũ(x + r, t)− ũ(x, t)‖2〉‖r‖=∆c
. (2.63)Ce modèle permet d'obtenir des résultats 
omparables au modèle spe
tral, et a été employéave
 su

ès pour des simulations d'é
oulements 
isaillés libres. Bien que basé sur l'énergie à la
oupure, le modèle est dire
tement lié aux é
helles résolues

ũ(x + r, t)− ũ(x, t) ≈ r∇ũ +O(|r|2), (2.64)
e qui prouve la sensibilité de la fon
tion F2 aux gradients de vitesse résolue. Le modèlesou�re alors du même problème que 
elui de Smagorinsky, à savoir son in
apa
ité à simulerles phénomènes de transition.
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helles2.2.4.3 Modèle de Fon
tion de Stru
ture FiltréeCe modèle est basé sur le modèle de Fon
tion de Stru
ture [60℄. La lo
alité en espa
ede 
e dernier induit une non-lo
alité en fréquen
e 
onformément au prin
ipe d'in
ertitude,
onduisant à une mauvaise estimation de l'énergie à la 
oupure.Les gradients des plus grandes é
helles sont pris en 
ompte dans la modélisaton ave
 un poidséquivalent à 
eux des plus petites é
helles résolues. Or, 
'est la dynamique des 
es dernièresqui est déterminante pour les transferts d'énergie. A�n d'éliminer l'in�uen
e des plus grandesé
helles résolues dans l'estimation de la vis
osité de sous-maille, Du
ros et al. [19℄ proposed'appliquer un �ltre passe-haut au 
hamp de vitesse résolu avant de 
al
uler la fon
tion destru
ture. Ce �ltre est un �ltre Lapla
ien dis
ret H, appliqué n fois au 
hamp de vitesse résolu
ũ

(n)
i,j,k = H(ũ

(n−1)
i,j,k ) = ũ

(n−1)
i+1,j,k − 2ũ

(n−1)
i,j,k + ũ

(n−1)
i−1,j,k+ (2.65)

ũ
(n−1)
i,j+1,k − 2ũ

(n−1)
i,j,k + ũ

(n−1)
i,j−1,k+ (2.66)

ũ
(n−1)
i,j,k+1 − 2ũ

(n−1)
i,j,k + ũ

(n−1)
i,j,k−1, (2.67)où les indi
es i, j, k sont les indi
es des points du maillage et où ũ

(n)
i,j,k est la vitesse �ltrée nfois. Cette opération implique une perte de lo
alité dans l'espa
e physique, 
e qui 
onduit àun enri
hissement spe
tral. La vis
osité de sous-maille s'é
rit après n appli
ation du �ltre

νsm(x,∆c, t) = α(n)∆c

√
F

(n)
2 (x,∆c, t), (2.68)et 
onstitue l'expression du modèle de stru
ture �ltrée d'ordre deux des vitesses.La 
onstante α(n) varie en fon
tion du nombre d'appli
ations n du �ltre lapla
ien. Du
ros etal. [19℄ montrent que la valeur optimale du nombre d'appli
ations du �ltre pour des simulationsde 
ou
hes limites 
ompressibles est n = 3 (α(3) = 0.00084). Le modèle ainsi obtenu apparaîtmoins dissipatif que le modèle de Smagorinsky ou de fon
tion de stru
ture et permet de simulerla transition à la turbulen
e. En pratique, la fon
tion de stru
ture F (n)

2 est 
al
ulée sur les sixpoints de maillage voisins de x

F
(n)
2 (x,∆c, t) = 1

6

[
‖ũ(n)

i+1,j,k − ũ
(n)
i,j,k‖ 2 + ‖ũ(n)

i−1,j,k − ũ
(n)
i,j,k‖ 2

+ ‖ũ(n)
i,j+1,k − ũ

(n)
i,j,k‖ 2 + ‖ũ(n)

i,j−1,k − ũ
(n)
i,j,k‖ 2

+ ‖ũ(n)
i,j,k+1 − ũ

(n)
i,j,k+1‖ 2 + ‖ũ(n)

i,j,k−1 − ũ
(n)
i,j,k‖ 2

]
. (2.69)L'é
helle de longueur de 
oupure ∆c est �xée par la dis
rétisation spatiale, 
orrespondante à lalargeur du �ltre. Pour un maillage régulier, elle est simplement égale à la longueur de la maille

∆c = ∆. Dans le 
as de maillage irrégulier, elle peut être 
al
ulée dans un 
ontexte volume�ni, par : ∆c = (∆x∆y∆z)
1/3 = V 1/3, où V est le volume de la maille et ∆i 
orrespond à lataille de la maille dans la dire
tion i.Ce modèle dissipe très peu, νsm → 0 lorsque l'é
oulement est 
omplètement résolu (
.-à-d.quand il n'y a pas d'énergie à la fréquen
e de 
oupure). Si le maillage est su�samment ra�né,
e modèle permet de simuler ave
 une très bonne pré
ision la phase linéaire du développementdes instabilités de grandes longueurs d'onde ou de 
ourtes longueurs d'onde ren
ontrées dansles é
oulements de tourbillons de sillage. Dans 
e 
as, l'é
oulement de base est 
omplètement



2.3 S
hémas numériques du 
ode NTMIX 23résolu et le modèle reste ina
tif tant que les petites stru
tures générées par le 
ouplage desmodes dans le régime non-linéaire ont une é
helle de longueur supérieure à la longueur de
oupure. Lorsque le mode le plus instable sature, le régime non-linéaire alimente les petiteslongueurs d'onde jusqu'à la 
oupure, 
e qui dé
len
he le modèle pendant la transition vers laturbulen
e.2.3 S
hémas numériques du 
ode NTMIX2.3.1 Dis
rétisation spatialeLa méthode numérique employée dans le 
ode NTMIX pour 
al
uler les termes de dé-rivation spatiale (premier et se
ond ordre) est la méthode des di�éren
es �nies. Le s
hémanumérique est un s
héma 
ompa
t de type Padé d'ordre six [53℄.Considérons la dérivée première d'une fon
tion f au point xi, notée f ′i . Pour 
ette dérivée, uns
héma de type Padé s'é
rit de manière générale sur un maillage uniforme de pas d'espa
e ∆

βf ′i−2 + αf ′i−1 + f ′i + αf ′i+1 + βf ′i+2 =

c
fi+3 − fi−3

6∆
+ b

fi+2 − fi−2

4∆
+ a

fi+1 − fi−1

2∆
.

(2.70)Les relations entre les 
oe�
ients a, b, c et α, β sont obtenues par identi�
ation aux 
oe�
ientsdes séries de Taylor à plusieurs ordres. Le premier 
oe�
ient de la série qui ne peut être identi�édétermine l'ordre de tron
ature du s
héma (Eq. 2.70). Selon l'ordre d'approximation voulu,les relations de 
ontraintes sur les 
oe�
ients sont
a+ b+ c = 1 + 2α+ 2β (ordre 2), (2.71)

a+ 22b+ 32c = 2
3!

2!
(α+ 22β) (ordre 4), (2.72)

a+ 24b+ 34c = 2
5!

4!
(α+ 24β) (ordre 6). (2.73)Dans le 
as général β 6= 0, le 
al
ul des dérivées premières f ′i en tout point i du maillage par larelation (Eq. 2.70) se ramène à la résolution d'un système linéaire pentadiagonal de la forme

Af ′ = Bf. (2.74)La 
lasse de s
hémas (2.70) est ainsi impli
ite en espa
e. Pour le 
as parti
ulier où β = 0, 
esystème se réduit à un système tridiagonal. Le s
héma spatial retenu dans NTMIX est d'ordresix parmi 
ette 
lasse de s
héma où β = 0. Les autres 
onstantes pour 
e s
héma, donné parLele [53℄ sont α = 1/3, a = 14/9, b = 1/9 et c = 0. La résolution du système tridiagonal,inversé à l'aide d'un algorithme de Thomas fournit l'approximation f ′i en tout point. De plus,Lele a montré que 
e s
héma possède des erreurs dispersives très faibles.Pour l'utilisation de 
onditions aux limites non-périodiques, l'ordre de pré
ision est dégradéaux bords du domaine (ordre trois dans le 
as général) où une formulation dé
entrée est utili-sée, pour assurer la stabilité du s
héma (Carpenter et al. [9℄). L'utilisation de 
onditions auxlimites périodiques dans les trois dire
tions permet en revan
he de 
onserver formellementl'ordre six dans tout le domaine de 
al
ul, y 
ompris aux frontières.
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ode NTMIXPour les dérivées se
ondes en espa
e, un s
héma tridiagonal d'ordre six est égalementemployé
βf ′′i−2 + αf ′′i−1 + f ′′i + αf ′′i+1 + βf ′′i+2 =

c
fi+3 − 2fi + fi−3

9∆2
+ b

fi+2 − 2fi + fi−2

4∆2
+ a

fi+1 − fi + fi−1

∆2
,

(2.75)ave
 α = 2/11, β = 0, a = 12/11, b = 3/11 et c = 0.2.3.2 Traitement des maillages 
artésiens irréguliersLes équations de Navier-Stokes sont dis
rétisées et résolues dans le 
ode NTMIX sur desmaillages 
artésiens réguliers ou non. L'utilisation des maillages irréguliers permet de 
onsidé-rer des grands domaines de 
al
ul pour minimiser l'impa
t du traitement des 
onditions limitessur la dynamique étudiée. Le nombre de points de 
al
ul peut être ainsi 
onsidérablement ré-duit, ave
 une résolution �ne dans la zone d'intérêt de l'é
oulement.Plusieurs méthodes existent pour 
al
uler les dérivées sur un maillage de pas irrégulier telleque la méthode de transformation de Ja
obi et la méthode Fully In
luded Metri
s (FIM).Cette dernière méthode a été implantée dans le 
ode NTMIX et utilisée pour les simulationsde tourbillons de sillage. Ce 
hoix est basé sur le fait que la méthode de transformation deJa
obi peut mener à des erreurs 
onséquentes si l'évolution du pas d'espa
e est trop grande.La méthode FIM 
onsiste à tenir 
ompte de la métrique dire
tement dans le 
al
ul des 
oe�-
ients du s
héma numérique [28℄. La 
ontrainte majeure est de 
onserver exa
tement l'ordre depré
ision dans le 
as où le maillage utilisé est uniforme. Gamet et al. [28℄ montrent que l'ordrede pré
ision sur un maillage non-uniforme peut être 
onservé si l'évolution du pas d'espa
eest dou
e. Dans le 
as 
ontraire, ave
 une s
héma 
ompa
t d'ordre six (Eq. 2.70), l'ordre depré
ision est au moins d'ordre quatre pour les dérivées premières et trois pour les dérivéesse
ondes.2.3.3 Erreur de repliement ou d'aliasingLa dis
rétisation des termes non-linéaires des équations de Navier-Stokes (termes de 
onve
-tion, par exemple de la forme ∂(fg)/∂x) 
onduit à une erreur supplémentaire (en plus de l'er-reur de tron
ature), appelée erreur de repliement ou plus 
ouramment d'aliasing. Elle provientdu fait que tous les nombres d'onde des termes non-linéaires ne peuvent être représentés surla grille de dis
rétisation. Ainsi, l'énergie qui devrait être transférée vers des longueurs d'ondeplus 
ourtes que le pas d'espa
e ∆ se retrouve à des nombres d'onde plus faibles : une 
ontri-bution haute fréquen
e apparaît alors sous la forme d'une 
ontribution à basse fréquen
e, d'oùle nom de repliement. L'ordre élevé d'un s
héma favorise 
e type d'erreur, la pré
ision per-mettant d'a

éder à des nombres d'onde plus grands. L'a

umulation d'énergie peut 
onduireà l'apparition d'os
illations et à la détérioration de la solution numérique.Pour réduire 
ette erreur les termes non-linéaires de 
onve
tion sont é
rits sous la forme appeléeskew-symmetri

∂(ρuiuj)

∂xj
=

1

2

(
∂(ρuiuj)

∂xj
+ ρui

∂uj
∂xj

+ uj
∂(ρui)

∂xj

)
. (2.76)Bien que 
es deux formulations soient équivalentes, la dis
rétisation numérique di�ère dans lapratique. Ainsi, l'étude de Blaidsell et al. [6℄ montre par des expérien
es numériques que laformulation semi-
onservative (terme de droite de l'équation 2.76) est plus robuste et pré
ise
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ode NTMIX 25pour des simulations de turbulen
e que la formulation 
onservative (∂(ρuiuj)/∂xj).Pour l'équation de 
ontinuité et d'énergie totale, le 
ode NTMIX utilise la formulation 
onser-vative, ∂(ρuj)/∂xj et ∂((ρet + p)uj)/∂xj , respe
tivement.2.3.4 Intégration temporelleL'intégration temporelle est e�e
tuée à l'aide de la méthode expli
ite de Runge-Kutta àtrois étapes. Ce s
héma est pré
is à l'ordre trois et les 
oe�
ients ont été 
hoisis pour minimiserl'en
ombrement mémoire (méthode de Wray [97℄ reproduite dans [98℄).Soit l'équation temporelle é
rite sous la forme
∂U

∂t
= R(U), (2.77)où U représente le ve
teur d'état (ρ, ρu, ρv, ρw, ρet)

T et R l'opérateur regroupant le 
al
ul destermes de 
onve
tion, de di�usion et de pression. L'intégration temporelle entre deux pas detemps, tn < t < tn+1, est e�e
tuée expli
itement 
omme suit
U1 = Un + ∆t(

8

15
Rn),

U2 = Un + ∆t(
1

4
Rn +

5

12
R1), (2.78)

Un+1 = Un + ∆t(
1

4
Rn +

3

4
R2).La stabilité du s
héma numérique est assurée en respe
tant la 
ondition de Courant-Friedri
hs-Lewy (CFL) pour l'adve
tion et de Fourier (Fo) pour la di�usion. En utilisant
e s
héma pour résoudre une équation linéaire purement adve
tive de la forme

∂f/∂t+ (u+ c)∂f/∂x = 0, (2.79)où u+ c est la vitesse d'adve
tion égale à la vitesse de propagation des ondes a
oustiques, la
ondition CFL s'é
rit sous forme adimensionnelle
CFL = max

[(
|u∗|+

√
c∗p(γ − 1)T ∗

)∆t∗

∆x∗

]
≤
√

3

Cc
, (2.80)où Cc est une 
onstante dépendante de la dis
rétisation spatiale.Pour une équation purement di�usive du type

∂f/∂t− ν∂2f/∂2x = 0, (2.81)le s
héma est stable si le nombre de Fourier (Fo) véri�e la relation adimensionnelle
Fo = max

[
ν∗

∆t∗

(∆x∗)2
1

Re

]
≤ 2.5

Cd
, (2.82)où le nombre de Reynolds de référen
e est Re = arefLref/νref . La 
onstante Cd dépendégalement du s
héma de dis
rétisation spatiale.A�n que soit assurée la stabilité numérique, Lele [53℄ a démontré pour le s
héma 
ompa
ttridiagonal d'ordre six que les 
onstantes sont Cc = 1.989, Cd = 6.857. Les 
ritères sont alors :

CFL ≤ 0.8708 et Fo ≤ 0.365. Le pas de temps est 
hoisi en prenant le 
ritère le plus restri
tif
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ode NTMIXentre le 
ritère CFL (Eq. 2.80) et le 
ritère Fo (Eq. 2.82). En pratique, pour tous les 
al
ulse�e
tués, 
es 
ritères sont �xés tels que
{
CFL = 1/2,
Fo = 1/10.

(2.83)2.3.5 Modèles pour la simulation des grandes é
hellesDans le 
ode NTMIX, les modèles disponibles sont le modèle de fon
tion de stru
tureet le modèle de fon
tion de stru
ture �ltrée (se
tion 2.2). Seul 
e dernier modèle est employépour les simulations des grandes é
helles d'é
oulements tourbillonnaires de type sillage d'avionsprésentées dans 
ette thèse. Il a montré son e�
a
ité dans les pré
édentes études de Laporte [47℄et Moet [66℄.2.3.6 Traitement numérique supplémentaire utilisé pour les simulationsspatialesUn s
héma numérique de di�éren
es �nies 
entré, tel que 
elui implanté i
i (se
tion 2.3.1),est 
onnu pour être sujet à des instabilités numériques liées aux approximations faites par les
onditions limites, ou par l'utilisation d'un maillage non-régulier, ou par une sous-résolutiondes gradients de l'é
oulement. Ce type d'instabilité numérique de nombre d'onde très élevé estgénéralement évité par l'addition d'une dissipation arti�
ielle, ou par un �ltrage expli
ite dela solution.Pour les simulations spatiales, une pré
aution a été prise pour éviter des problèmes de stabi-lité du 
al
ul. Un terme de dissipation arti�
ielle séle
tive est ajouté aux équations (sele
tivearti�
ial dissipation), suivant l'appro
he de Tam et Webb [90℄ et Barone [4℄. Les 
ontraintessont les suivantes : les termes doivent 
on
erner uniquement les é
helles spatiales bien résolues,l'estimation de l'erreur doit être a

essible, et l'erreur supplémentaire provenant des opérateursd'amortissement doit être liée au rapport entre les é
helles de l'é
oulement et les é
helles dumaillage plut�t qu'au maillage uniquement.Il est utilisé pour 
es simulations, un maillage 
artésien irrégulier dans les plans transverses
(x, y). Au lieu d'utiliser une méthode semblable à 
elle employée pour les termes de dériva-tion (méthode FIM se
tion 2.3.2), l'opérateur de dissipation arti�
ielle D est d'abord 
al
ulédans l'espa
e de 
al
ul (ξ, η) puis exprimé dans l'espa
e physique (x, y) pour des raisons desimpli
ité et de fa
ilité d'implantation. Nous nous restreignons i
i à présenter la formulationdans la dire
tion x uniquement (pour la se
onde dire
tion, rempla
ement x ← y, ξ ← η,respe
tivement). Le passage de l'espa
e de 
al
ul à l'espa
e physique est e�e
tué suivant larelation

Dx =
1

xξ
Dξ. (2.84)La métrique xξ est déterminée à l'aide d'une formulation 
ompa
te de Lele [53℄ pour les déri-vées premières.Dans l'espa
e de 
al
ul, l'opérateur de dissipation arti�
ielle qui est une approximation dela dérivée sixième en fon
tion de la puissan
e 
inquième du pas d'espa
e, s'exprime par

Dx = γ(∆x)5
∂6U

∂x6
, (2.85)
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ode NTMIX 27où γ est un paramètre arbitraire. La dérivée sixième est 
hoisie pour traiter les nombres d'ondesd'é
helles k6 dans l'espa
e spe
tral. L'atténuation ou l'amortissement 
on
erne ainsi essentiel-lement les nombres d'onde très élevés du spe
tre d'énergie.Une approximation de la dérivée sixième par un s
héma 
ompa
t représente mieux le 
om-portement en k6 dans l'espa
e spe
tral qu'un s
héma expli
ite. L'opérateur Dξ est déterminéimpli
itement par une approximation di�éren
es �nies pour la dérivée sixième :
∂6U

∂ξ6

∣∣∣∣
i−1

+ α
∂6U

∂ξ6

∣∣∣∣
i

+
∂6U

∂ξ6

∣∣∣∣
i+1

= a0Ui +
3∑

l=1

al(Ui+l + Ui−l), (2.86)ave

α = 3, a0 = 80, a1 = −60, a2 = 24, a3 = −4. (2.87)La dissipation arti�
ielle est modi�ée pour les deux points pro
hes des frontières, en utilisantrespe
tivement un s
héma d'orde deux et quatre :

∂2U

∂ξ2

∣∣∣∣
i−1

+ 10
∂2U

∂ξ2

∣∣∣∣
i

+
∂2U

∂ξ2

∣∣∣∣
i+1

= 2Ui − (Ui+1 + Ui−1), (2.88)
∂4U

∂ξ4

∣∣∣∣
i−1

+ 5
∂4U

∂ξ4

∣∣∣∣
i

+
∂4U

∂ξ4

∣∣∣∣
i+1

= 36Ui − 24(Ui+1 + Ui−1) + 6(Ui+2 + Ui−2). (2.89)Pour les points frontières la dissipation arti�
ielle est simplement nulle. Dans le 
as de 
ondi-tions limites périodiques dans la dire
tion ξ, la formulation (2.86) doit être utilisée pour tousles points dis
rets. La valeur du paramètre γ 
ontr�le l'intensité de la dissipation arti�
ielle (i
i
γ ∈ [0.001, 0.006]). La dissipation séle
tive arti�
ielle est testée par des simulations bidimen-sionnelles et tridimensionnelles dont les résultats sont présentés dans le paragraphe suivant.Tests : di�usion d'un tourbillon et développement d'une instabilité for
éeL'obje
tif de l'utilisation de la dissipation séle
tive arti�
ielle est d'éliminer les ondes nu-mériques qui peuvent engendrer une déstabilisation du 
al
ul ou une solution erronée, sansa�e
ter la dynamique de l'é
oulement simulé. Deux aspe
ts de son in�uen
e ont été envisagéset testés :(i) une sur-estimation de la vis
osité physique,(ii) un amortissement du taux d'ampli�
ation d'une instabilité.Pour le 
as (i), la simulation test est la di�usion visqueuse d'un tourbillon isolé de Lamb-Oseen(voir se
tion 3.2.1 du 
hapitre 3), solution des équations instationnaires de Navier-Stokes. Letourbillon s'étale suivant la loi théorique [82℄

rc(t) =
√

4βνt+ r2c0 , (2.90)où rc est le rayon où la vitesse azimutale atteint son extremum et β = 1.2564. L'indi
e 0
orrespond au temps initial.La �gure 2.2 montre que l'évolution du rayon du tourbillon en fon
tion du temps normalisépar l'é
helle de temps visqueuse tν = 2πβ2r2c0/ν, obtenue par les deux simulations ave
 et sansdissipation arti�
ielle, est en parfait a

ord ave
 la loi théorique.Dans le 
as de simulations ave
 des instabilités tridimensionnelles dans un système tourbillon-naire, on s'intéresse notamment à leur taux d'ampli�
ation. Les simulations spatiales visées



28 2.3 S
hémas numériques du 
ode NTMIX

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

t ν / (2πβ r
c

0

2
)

0

1

2

3

4

5

6

7

r c / 
r c 0

loi  theorique
sans dissipation artificielle
avec dissipation artificielle

Fig. 2.2 � Évolution du rayon du 
÷ur d'un tourbillon isolé par di�usion visqueuse.
on
ernent la fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs via le développement d'instabillités ellip-tiques de 
ourtes longueurs d'onde. Le 
hapitre 3 détaille 
e type d'instabilités, nous nouslimitons i
i à présenter la méthodologie du test numérique et les résultats. Moet [66℄ et La-porte [47℄ ont montré qu'il était possible de simuler par une appro
he temporelle de tellesinstabilités, notamment par forçage initial d'un mode instable.Deux simulations temporelles tridimensionnelles ont don
 été e�e
tuées, ave
 et sans dissipa-tion arti�
ielle, d'un système de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques. La prédi
tion théoriquede Le Dizès et Laporte [48℄ permet d'identi�er la longueur d'onde λ de 
e mode ainsi que sontaux d'ampli�
ation σ en fon
tion du système 
onsidéré (rapport a/b entre les rayons des tour-billons et la distan
e de séparation) et du nombre de Reynolds ReΓ (basé sur la 
ir
ulation Γ).I
i, les simulations tests sont réalisées à ReΓ = 104 et pour un é
oulement quasi-in
ompressible(nombre de Ma
h M = vθmax/c∞ = 0.1, où vθmax est l'extremum de vitesse azimutale). Lalongueur axiale Lz du domaine de 
al
ul détermine le nombre de longueurs d'onde qui peuventêtre prises en 
ompte, i
i Lz = 3λ. La perturbation initiale in�nitésimale (indi
ée par .′) deforçage est ajoutée à l'é
oulement de base (indi
é par .b) sur une des 
omposantes de vitessetransverse en utilisant une loi sinusoïdale :
v(x, y, z) = vb(x, y, z) + v

′

(x, y, z) = vb(x, y, z) +A(x, y)sin(kz), (2.91)où k = 2π/λ est le nombre d'onde et l'amplitude de la perturbation A dépend de x et y, de sorteque la perturbation soit lo
alisée dans le plan xy au voisinage d'un des tourbillons du dip�le.Une fenêtre de perturbation est dé�nie à l'intérieur de laquelle A(x, y) = constante = 0.01vcet à l'extérieur de laquelle A(x, y) dé
roît linéairement en fon
tion de la distan
e normale à lafenêtre. Cette fenêtre est 
entrée sur un tourbillon pour perturber son 
÷ur et son extension
ouvre environ deux rayons.La �gure 2.3-a illustre l'ampli�
ation de l'instabilité elliptique en visualisant une isosurfa
ede vorti
ité et d'iso
ontours dans le premier plan. Cette instabilité est 
ara
térisée par uneos
illation de la position du 
÷ur des tourbillons dans la dire
tion axiale et une ampli�
ationexponentielle dans la phase de régime linéaire ∼ e(2σt). Pour 
al
uler son taux d'ampli
ation,une transformée de Fourier par FFT (Fast Fourier Transform) des 
omposantes de vitesses
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(a) (b)Fig. 2.3 � Instabilité elliptique de 
ourte longueur d'onde dans un système de tourbillons
o-rotatifs. (a) Isosurfa
e de vorti
ité |ω| = 0.8|ωmax| à t∗ = t/T = 1.56, où T = 2π2b20/Γ estla période de rotation du système ave
 b0 la distan
e de séparation. (b) Évolution temporellede l'énergie du mode instable for
é : ligne 
ontinue et symbole ◦ pour la simulation sansdissipation arti�
ielle, et le symbole △ pour la simulation ave
 dissipation arti�
ielle.est e�e
tuée dans la dire
tion axiale permettant de déterminer l'énergie spe
trale de 
haquenombre d'onde axial. La dissipation arti�
ielle séle
tive n'ajoute pas d'erreur supplémentaireau niveau du taux d'ampli�
ation (Fig. 2.3-b), mais 
onduit à un niveau d'énergie légèrementplus faible durant la phase linéaire du développement de l'instabilité. La méthode de forçageimplique i
i que le régime simulé ne 
orrespond pas exa
tement à un régime linéaire 
ar leniveau d'énergie inje
tée n'est pas négligeable devant l'é
oulement de base dans le tourbillonoù les vitesses deviennent de plus en plus faibles à mesure que l'on se rappro
he du 
÷ur.Cependant, la solution numérique est pro
he de la valeur prédite par l'analyse de stabilitélinéaire de Le Dizès et Laporte [48℄ ave
 une surestimation de ∼ 8% du taux d'ampli�
ation.2.4 Conditions limitesLe traitement des 
onditions aux limites est un problème majeur et ré
urrent pour lessimulations de dynamique des �uides et fait l'objet de nombreuses re
her
hes. Dans le 
adre dessimulations de dynamique tourbillonnaire, on peut distinguer deux 
lasses de 
onditions limites(non né
essairement dé
orrélées) qui sont asso
iées à deux types de problèmes. Considérons ledomaine de 
al
ul représenté sur la �gure 2.4 qui 
ontient un tourbillon. Le premier problèmeest lié au traitement des fa
es latérales où on 
her
he à représenter un domaine ouvert. Ledeuxième problème 
on
erne les 
onditions limites des plans d'entrée et de sortie lorsqu'il y aprésen
e d'un é
oulement axial qui doit traverser 
es fa
es. Ce problème se pose en parti
ulierdans le 
adre de simulations spatiales.Une parti
ularité des é
oulements tourbillonnaires étudiés dans 
ette thèse est liée à la 
ir
ula-tion non-nulle dans un plan transverse (plan orthogonal à l'axe du tourbillon). Les 
onditionslimites devraient respe
ter 
ette propriété en traitant 
orre
tement l'information provenant del'extérieur du domaine. Mais 
ette information est ina

essible, di�érentes stratégies peuvent
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Fig. 2.4 � Exemple de domaine de 
al
ul pour la simulation d'un tourbillon.alors être employées pour minimiser l'approximation faite ou non de 
ette information. Il estpossible d'utiliser des 
onditions limites de type périodiques ou symétriques, mais elles im-pliquent l'existen
e de tourbillons images, de nombre in�nis. L'infuen
e d'un tourbillon enun point dépend de sa distan
e d'éloignement, on utilise alors des domaines de 
al
ul degrandes dimensions pour minimiser l'impa
t des tourbillons images sur la dynamique étudiée.Le nombre de points de 
al
ul peut ainsi s'avérer très élevé, alors que toute la dynamique est
on
entrée dans une zone. On a re
ours alors à des maillages �ns uniquement dans 
ette régionet étirés jusqu'aux frontières pour limiter le nombre de points. Ce type de 
ondition est tou-tefois peu représentatif de la réalité et généralement employé pour des études fondamentalesou pour un 
hoix de modélisation de l'é
oulement (appro
he temporelle). On peut 
iter parexemple Sreedhar et Ragab [89℄ qui ont simulé le développement d'instabilités dans un tour-billon isolé ave
 des 
onditions de symétries pour les fa
es latérales. Pradeep et Hussain [77℄ont mis en éviden
e que l'utilisation de 
ondition limite périodique dans les trois dire
tionspouvaient mener à des résultats in
orre
ts pour des simulations de dynamique tourbillonnaireoù la taille du domaine était grande vis-à-vis de 
elle du tourbillon. Ces mauvais résultats sontliés à la 
ontrainte arti�
ielle de 
ir
ulation non-nulle inhérente aux simulations périodiques.L'appro
he Navier-Stokes Chara
teristi
 Boundary Conditions (NSCBC) de Poinsot et Lele[76℄ est adaptée à la résolution des équations 
ompressibles. Elle est plus en adéquation ave
une modélisation d'é
oulements réels. Cette appro
he est basée sur une é
riture des équationssous forme de variables 
ara
téristiques. Il est imposé sur 
es 
ara
téristiques des relations liéesà la physique de la 
ondition limite. Ce
i permet d'obtenir un problème bien posé en imposantle nombre de 
ontrainte adéquat. Les relations 
orrespondantes à la physique du problème ré-sultent de la résolution d'un problème lo
alement monodimensionnel, appelé LODI pour Lo
alOne Dimensional Invis
id. Au 
ours de 
ette thèse, il a été développé une nouvelle 
onditionNSCBC de type entrée/sortie mieux adpatée aux é
oulements tourbillonnaires de 
ir
ulationnon-nulle.Dans le 
adre de simulations basées sur une appro
he temporelle, des 
onditions de pé-riodi
ité sont appliquées dans les plans d'entrée et de sortie (Fig. 2.4). L'hypothèse majeureest de 
onsidérer que le domaine de 
al
ul se dépla
e à une vitesse 
onstante, par exemple lavitesse de l'avion dans le 
ontexte des tourbillons de sillage. En revan
he, pour des simulationstridimensionnelles spatiales, il est né
essaire d'imposer un é
oulement dans le plan d'entrée et



2.4 Conditions limites 31de minimiser la ré�exion d'ondes numériques dans le plan de sortie. Pour 
haque plan, deux
onditions limites de type NSCBC ont été envisagées et testées, permettant d'établir un 
hoixadpaté à la simulation spatiale d'instabilité dans un système de tourbillons 
o-rotatifs (
ha-pitre 5).Les deux se
tions suivantes présentent l'aspe
t te
hnique des 
onditions aux limites de symé-trie et 
elles basées sur le traitement des ondes et des variables 
ara
téristiques NSCBC, quiont été utilisées pour les simulations présentées dans 
e mémoire.2.4.1 Conditions de symétrieUn aspe
t important de l'utilisation de 
ondition aux limites de symétrie est que les va-riables primitives s
alaires, ρ, et, sont symétriques tandis que le ve
teur vitesse a des propriétésdi�érentes. En e�et, les 
omposantes ve
torielles parallèles à la frontière sont symétriques alorsque les 
omposantes normales sont anti-symétriques. De plus, une opération de dérivation oud'intégration 
hange les propriétés : après appli
ation pour une variable symétrique, elle de-vient anti-symétrique et inversement.Deux types de s
héma de di�éren
es �nies sont employés pour des 
onditions de symétrie géo-métrique : une di�éren
iation pour les variables symétriques et une autre pour les variablesanti-symétriques. Dans le 
ode NTMIX, la dérivée première en espa
e d'une variable est e�e
-tuée ave
 un s
héma 
ompa
t de di�éren
e �nie (se
tion 2.3.1). Pour les points intérieurs dudomaine de 
al
ul, le s
héma s'é
rit
3f ′i+1 + 9f ′i + 3f ′i−1 =

1

∆

(
1

4
fi+2 + 7fi+1 − 7fi−1 −

1

4
fi−2

)
, (2.92)où ∆ est le pas d'espa
e.Pour une variable symétrique, la dérivée première en espa
e au premier point à la frontière

i = 1 où il faut tenir 
ompte de la symétrie, s'é
rit
f ′1 = 0, (2.93)et pour le se
ond point i = 2

3f ′1 + 9f ′2 + 3f ′3 =
1

∆

(
−1

4
f0 − 7f1 + 7f3 +

1

4
f4

)
. (2.94)La symétrie de la variable au point i = 1 est exprimée par les relations

f−1 = f3,
f0 = f2.

(2.95)La dérivée de 
ette variable est anti-symétrique, d'où
f ′0 = −f ′2,
f ′1 = 0.

(2.96)Au point i = 2, l'expression de la dérivée est ainsi simpli�ée
9f ′2 + 3f ′3 =

1

∆

(
−1

4
f2 − 7f1 + 7f3 +

1

4
f4

)
, (2.97)



32 2.4 Conditions limiteset il n'y a pas de modi�
ation ou de simpli�
ation du s
héma pour les points intérieurs i ≥ 3.Pour une variable anti-symétrique au premier point i = 1 de la frontière symétrique, la dérivéepremière s'é
rit
3f ′0 + 9f ′1 + 3f ′2 =

1

∆

(
−1

4
f−1 − 7f0 + 7f2 +

1

4
f3

)
, (2.98)où la propriété d'anti-symétrie implique

f−1 = −f3,
f0 = −f2,
f1 = 0.

(2.99)La dérivée étant dans 
e 
as symétrique
f ′0 = f ′2, (2.100)l'expression de la dérivée première d'une variable anti-symétrique devient en utilisant aussi leséquations (2.99)

9f ′1 + 6f ′2 =
1

∆

(
14f2 +

1

2
f3

)
. (2.101)Au point i = 2, le s
héma s'é
rit

3f ′1 + 9f ′2 + 3f ′3 =
1

∆

(
−1

4
f0 − 7f1 + 7f3 +

1

4
f4

)
, (2.102)qui peut être simpli�é en utilisant les équations (2.99)

3f ′1 + 9f ′2 + 3f ′3 =
1

∆

(
1

4
f2 − 7f1 + 7f3 +

1

4
f4

)
. (2.103)Le s
héma reste in
hangé pour les autres points i ≥ 3.La même pro
édure est appliquée pour le 
al
ul des dérivées se
ondes en espa
e.2.4.2 Conditions limites basées sur les variables 
ara
téristiquesLa formulation de Poinsot et Lele [76℄ pour le traitement des 
onditions aux limites estbasée sur les relations des ondes 
ara
térisiques pour les équations d'Euler, généralisée auxéquations de Navier-Stokes par l'ajout des termes visqueux. Cette méthode permet de 
ontr�lerla ré�exion d'ondes non-physiques aux frontières du domaine de 
al
ul. La formulation NSCBCpermet d'avoir des 
onditions non-ré�é
hissantes ou ré�é
hissantes mais aussi de glissement oude non-glissement. Le paragraphe suivant présente la théorie asso
iée aux ondes et variables
ara
téristiques pour les équations d'Euler.2.4.2.1 Théorie pour les équations d'EulerSoit les équations d'Euler é
rites pour les variables primitives V = (ρ, u, v, w, p)T sous laforme

∂V

∂t
+A

∂V

∂x
+B

∂V

∂y
+ C

∂V

∂z
=
∂V

∂t
+
(
Ã · ∇

)
V = 0, (2.104)



2.4 Conditions limites 33où A,B, et C sont les 
omposantes de la matri
e ja
obienne Ã = (A,B,C) dont les valeurspropres sont données par
det
∣∣∣λI − Ã · n

∣∣∣ = 0, (2.105)où n est une dire
tion de propagation. Les valeurs propres données par la résolution de (2.105)
λ1 = v · n− c |n| ,
λ2 = λ3 = λ4 = v · n, (2.106)
λ5 = v · n + c |n| ,ave
 v = (u, v, w)T , c la vitesse du son et |n| le module du ve
teur n. Soit ri (respe
tivement

li) le ve
teur propre à gau
he asso
ié à la valeur propre λi. Les matri
es L dont les 
olonnessont les ri, et L−1 dont les lignes sont les li (ave
 LL−1 = I5) permettent de diagonaliser lamatri
e Ã, de sorte que Ã · n = Λ. Le symbole Λ représente la matri
e diagonale de valeurspropres λi. Le système des équations d'Euler (2.104) peut don
 être transformé sous la forme(Thompson [91℄)
L−1∂V

∂t
+ L−1Λ

∂V

∂n
= 0. (2.107)Les variables 
ara
téristiques sont dé�nies par δW = L−1δV où δ est une di�érentielle spatialeou temporelle. Dans toute la suite on se restreint à une dire
tion de propagation selon l'axe

0z (n = z), on obtient alors le système d'équations d'ondes suivant
− ∂

∂t




W1

W2

W3

W4

W5




=




L1

L2

L3

L4

L5




=




λ1

(∂p
∂z − ρc∂w∂z

)

λ2

(
c2 ∂ρ∂z −

∂p
∂z

)

λ3
∂u
∂z

λ4
∂v
∂z

λ5

(∂p
∂z + ρc∂w∂z

)



. (2.108)

Dans le 
as n = z, le système hyperbolique des équations d'Euler 
orrespond à un systèmedé
rivant la propagation de 
inq ondes W1,W2,W3,W4,W5 (dont les amplitudes sont les Li).Les ondesW1 etW5 
orrespondent à deux ondes a
oustiques se propageant aux vitesses (w−c)et (w + c), respe
tivement. W2 est l'onde entropique 
onve
tée à la vitesse w, W3 et W4
orrespondent à l'adve
tion de u et v à la vitesse w.Les amplitudes Li sont estimées en fon
tion de l'information à l'intérieur ou à l'extérieur dudomaine selon le signe des valeurs propres :(i) λi > 0 indique que l'onde quitte le domaine et l'amplitude 
orrespondante est spé
i�éepar l'information 
onnue à l'intérieur du domaine,(ii) λi < 0 indique que l'onde est entrante et la valeur de l'amplitude doit être déterminéepar une 
ondition respe
tant la physique de l'é
oulement (enjeu des 
onditions appliquéesaux frontières normales à l'axe d'un tourbillon, exposé dans la se
tion 2.4.2.3).Les relations entre les amplitudes Li et les variables primitives sont appelées relations de
ompatibilité. Elles dé�nissent un système d'équations équivalentes aux équations d'Euler



34 2.4 Conditions limites(2.104), et s'é
rivent [91℄ de la manière suivante :
∂

∂t




ρ
p
u
v
w




+




L2+(L5+L1)/2
c2

(L5+L1)
2

(L5−L1)
2ρc

L3

L4




+




u 0 ρ 0 0
0 u γp 0 0
0 1/ρ u 0 0
0 0 0 u 0
0 0 0 0 u




∂

∂x




ρ
p
u
v
w




+




v 0 0 ρ 0
0 v 0 γp 0
0 0 v 0 0
0 1/ρ 0 v 0
0 0 0 0 v




∂

∂y




ρ
p
u
v
w




= 0. (2.109)Toute la théorie présentée i
i est basée sur les équations d'Euler. Poinsot et Lele [76℄ proposentégalement d'utiliser 
ette méthode pour les équations de Navier-Stokes, bien que 
elles-
i nesoient pas hyperboliques. En e�et, une bonne approximation 
onsiste à 
onsidérer que les ondesse propagent dans un �uide visqueux 
omme dans un �uide non-visqueux, don
 que les ondespour les équations de Navier-Stokes sont uniquement asso
iées à la partie hyperbolique de 
eséquations. Les ondes asso
iées au pro
essus de di�usion sont ainsi négligées, 
e qui est unebonne approximation dans le 
as d'é
oulements à grand nombre de Reynolds (en parti
ulierdans les 
as de Simulation des Grandes É
helles).Cette formulation des 
onditions limites permet de dé�nir des 
onditions 
ompatibles ave
 lesalgorithmes des s
hémas d'ordre élevé, très peu dissipatifs et permet d'éviter des instabilitésnumériques en 
ontr�lant la ré�exion d'ondes non-physiques. Plusieurs tests et 
omparaisonsave
 d'autres méthodes ont été faits par Poinsot et Lele [76℄ montrant la pré
ision et la ro-bustesse de la méthode. Les 
onditions NSCBC sont implantées dans le 
ode NTMIX pourdes 
onditions d'entrée et de sortie, ré�é
hissantes et non-ré�é
hissantes, de mur glissant etnon-glissant, et valables pour des é
oulements subsoniques et supersoniques.2.4.2.2 Condition d'inje
tion subsonique instationnaireUne première stratégieOn 
onsidère un é
oulement entrant par la fa
e d'entrée du domaine de 
al
ul (Fig. 2.4)dont la normale est n = z. Les équations (2.108) montrent qu'il existe 4 ondes entrantes(W2,W3,W4,W5) dans le domaine de 
al
ul à travers 
ette surfa
e, et une onde sortante (W1).Si l'on désire imposer un 
hamp de variables primitives sur 
ette surfa
e 
omme 
onditiond'entrée au domaine de 
al
ul, on ne peut imposer a priori que 4 des 5 variables, la 
inquièmedevant être 
al
ulée à partir du 
hamp intérieur (soit 4 
onditions physiques et une 
onditionnumérique [76℄). En e�et les 
ara
téristiques de l'onde sortante sont entièrement déterminées àpartir du 
hamp intérieur. Pour une 
ondition d'entrée subsonique, les 4 
onditions physiquespeuvent être obtenues en imposant les variables (U, V,W, T )(t) [76℄ à la surfa
e délimitant ledomaine de 
al
ul, 
hoix retenu i
i. Dans 
e 
as, la densité ou la pression est la 
inquièmevariable qui est 
al
ulée par la résolution du système d'équations de Navier-Stokes. L'équationde 
onservation de la masse (2.109-1) donne l'évolution de la densité en fon
tion des di�érentesondes
∂ρ

∂t
= − 1

c2

(
L2 +

1

2
(L5 + L1)

)
− ∂ρu

∂x
− ∂ρv

∂y
. (2.110)



2.4 Conditions limites 35Les variables imposées à la surfa
e sont notées u = U(t), v = V (t), w = W (t) et T = T (t).L'équation (2.110) exprimée lo
alement sur la surfa
e limite montre que la densité à la surfa
eest déterminée par le 
hamp de vitesse imposé et par les ondes L2, L5 et L1. Le problème seramène don
 à déterminer les amplitudes de 
es ondes. L1 est une onde sortante, elle peutdon
 être fa
ilement 
al
ulée à la limite à partir du 
hamp intérieur en utilisant (2.108)
L1 = λ1

(∂p
∂z
− ρc∂w

∂z

)
, (2.111)et un s
héma de dis
rétisation dé
entré aval. Les amplitudes L2 et L5 étant des ondes en-trantes, elles ne peuvent pas être 
al
ulées à partir du 
hamp intérieur.Le système LODI [76℄ s'é
rit :

∂ρ

∂t
+

1

c2

(
L2 +

1

2
(L5 + L1)

)
= 0, (2.112)

∂p

∂t
+

1

2
(L5 + L1) = 0, (2.113)

∂w

∂t
+

1

2ρc
(L5 − L1) = 0, (2.114)
∂u

∂t
+ L3 = 0, (2.115)

∂v

∂t
+ L4 = 0. (2.116)L'évolution d'autres quantités peuvent être également déterminées à partir de (2.112). Dansle 
as où l'on impose la température, nous avons aussi

∂T

∂t
+

T

ρc2

(
− L2 +

1

2
(γ − 1)(L5 + L1)

)
= 0. (2.117)Dans le 
as d'une entrée subsonique ave
 (u, v, w, T ) imposés, les relations manquantes entre

Li peuvent être obtenues par (2.112)-(2.117). Puisque la vitesse w = W (t) est imposée, l'am-plitude L5 est déterminée par
L5 = L1 − 2ρc

∂W

∂t
, (2.118)de même, la température étant imposée

L2 =
1

2
(γ − 1)(L5 + L1) +

ρc2

T

∂T

∂t
, (2.119)et �nalement une approximation de l'évolution de la densité sur la 
ondition d'entrée estdonnée par

∂ρ

∂t
= − 1

c2

[
γ
(
L1 − ρc

∂W

∂t

)
+
ρc2

T

∂T

∂t

]
− ∂ρu

∂x
− ∂ρv

∂y
. (2.120)L'e�
a
ité de 
ette 
ondition limite d'entrée a été montrée par les di�érents tests de Poinsotet Lele [76℄. Cependant, l'obje
tif de simuler spatialement le développement d'un système dedeux tourbillons pose le problème d'une solution des équations de Navier-Stokes dans le pland'entrée. Une solution bidimensionnelle peut être obtenue par une simulation préliminaire maisla question de la distribution de vitesse axiale reste ouverte d'un point de vue modélisation :dé�
it ou ex
ès de vitesse dans les 
÷urs tourbillonnaires.



36 2.4 Conditions limitesNouvelle 
ondition d'entréeIl est proposé i
i une 
ondition ayant un degré de liberté plus élevé, où une pression etune température totale, ainsi que les 
omposantes transverses de vitesses sont imposées. Lavitesse axiale au 
÷ur des tourbillons est déterminée par la résolution du système d'équationsde Navier-Stokes.La pression et la température totale, pt et Tt, sont 
al
ulées dans la pratique à la premièreitération par
pt = P (1 +

γ − 1

2
M2)

γ
γ−1 , (2.121)

Tt = T (1 +
γ − 1

2
M2), (2.122)où γ est le rapport des 
oe�
ients de 
haleur spé
i�ques et M le nombre de Ma
h :

M2 =
u2 + v2 + w2

c2
, (2.123)où c est la vitesse du son et les vitesses transverses u, v sont déterminées par l'intensité dutourbillon (
onnue à l'aide d'un modèle analytique ou par une simulation préliminaire d'unsystème tourbillonnaire). La température T est supposée uniforme T = 1/(γ−1). Pour fermer
e système à deux équations, le 
hamp de pression P et la vitesse axiale w doivent êtredéterminés. Les seules 
ontraintes �xées sont que 
es quantités doivent être uniformes et égalesà une valeur 
ible en dehors de l'é
oulement tourbillonnaire, p = 1/γ et w = wcible, où wcibleest la vitesse axiale externe 
hoisie par l'utilisateur.Le 
hamp de pression d'un tourbillon bidimensionnel axisymétrique de vitesse azimutale vθ(r),est donné par l'équation d'équilibre hydrodynamique en 
oordonnée polaire

∂p2d

∂r
= ρ

vθ(r)

r2
. (2.124)A�n de respe
ter la valeur uniforme en dehors du tourbillon, 
e 
hamp de pression est alors
al
ulé par

P =
1

γ
+ α

(
p2d −

1

γ

)
, (2.125)où α est un paramètre 
onstant arbitraire (α ∈ [0, 1]). Sa valeur 
ontr�le la pression totale etdon
 la vitesse axiale au 
÷ur du tourbillon.Le système LODI (se
tion 2.4) est réé
rit pour que la pression et la température totale soient
onstantes, permettant d'exprimer l'amplitude des ondes à partir des grandeurs 
al
ulées. Cesdeux équations 
orrespondent à 
elles de l'entropie s = Cv logP/ργ et de l'enthalpie totale

hst = 1/2w2 + CpT . Elles sont exprimées par
∂s

∂t
− 1

(γ − 1)ρT
L2 = 0, (2.126)

∂hst
∂t

+
1

(γ − 1)ρ

[
−L2 +

γ − 1

2
((1−Ml)L1 + (1 +Ml)L5)

]
= 0, (2.127)où Ml = w/c est le nombre de Ma
h lo
al. L'amplitude de l'onde entropique L2 et d'une desondes a
oustiques L1 ou L5 est déterminée telle que la dérivée temporelle soit nulle, et 
omme



2.4 Conditions limites 37les vitesses transverses sont �xées, L3 = L4 = 0.Cette méthode 
orrespond à une approximation monodimensionelle, mais pour une simulationtridimensionnelle, la présen
e de termes de dérivées transverses non pris en 
ompte dans leséquations 2.126 et 2.127, peuvent induire des variations temporelles de 
es deux quantités.Pour tenir 
ompte de 
es variations, un pro
essus de relaxation ou de rappel vers les valeursde référen
e peut être utilisé ou même les imposées dire
tement après 
haque pas de la méthodede Runge-Kutta (utilisé dans le 
ode NTMIX). Seule la vitesse axiale est 
al
ulée par le s
hémanumérique, mais 
e type de 
hoix introduit des petites perturbations numériques qui ne sontpas 
ontr�lables et di�
ilement quanti�ables. Il est don
 proposé une autre méthode qui tient
ompte des termes de dérivées transverses dire
tement dans la résolution du système LODI(Eq. 2.126, 2.127), telle que
∂s

∂t
− 1

(γ − 1)ρT
L2 +

{
∂s

∂t

}

transverse

= 0, (2.128)où le dernier terme représente les dérivées transversales. Il est obtenu à l'aide de
∂s

∂t
= Cv

(
1

p

∂p

∂t
− γ

ρ

∂ρ

∂t

)
. (2.129)Pour assurer une entropie 
onstante, l'amplitude de l'onde entropique est don


L2 = (γ − 1)ρT

{
∂s

∂t

}

transverse

. (2.130)L'intégration temporelle des équations de Navier-Stokes 
onserve alors l'entropie initiale sanstraitement parti
ulier.La même stratégie est employée pour l'enthalpie totale en utilisant
∂hst
∂t

=
γ

γ − 1

(
1

ρ

∂p

∂t
− p

ρ2

∂ρ

∂t

)
+ u

∂u

∂t
+ v

∂v

∂t
+ w

∂w

∂t
. (2.131)Une formulation pour les amplitudes L1 et L5 (Eq. 2.127) peut être établie ave
 ∂hst

∂t = 0exa
tement respe
tée.Tests : in�uen
e du paramètre arbitraire αL'in�uen
e du paramètre arbitraire α (Eq. 2.125) de la 
ondition limite d'entrée est évaluéepour un tourbillon isolé unique. Le modèle de tourbillon de Lamb-Oseen est utilisé pour dé�nirle 
hamp tourbillonnaire. La distribution azimutale de vitesse est dé�nie mathématiquementen 
oordonnée 
ylindrique par
vθ(r, t) =

Γ0

2πr
(1− e−β(r/rc)2), (2.132)ave
 β = 1.2564 et Γ0 la 
ir
ulation à l'in�ni. Le 
hamp de pression est dé�ni par l'équation2.124. Le nombre de Reynolds est basé sur la 
ir
ulation tel que ReΓ = Γ0/ν = 104 (νest la vis
osité 
inématique de l'air). L'extremum de vitesse azimutale est atteint au rayon

r = rc, �xée à vθmax = 0.4 et la vitesse axiale est initialisée à une valeur 
onstante w = 0.2(vitesses normalisées par la 
élérité du son). Le domaine de 
al
ul est un parallélipipède tel que
Lx×Ly ×Lz = [−30rc, 30rc]× [−30rc, 30rc]× [0, 100rc]. La résolution 
hoisie est relativement



38 2.4 Conditions limitesgrossière pour éviter des temps de simulation trop longs pour 
e type d'analyse. Le pas d'espa
edans la dire
tion longitudinale est régulier ∆z = 1, tandis que dans les dire
tions transverses
x, y, on dé�nit un domaine 
arré de longueur L = 30rc ave
 un pas régulier ∆x,y = 0.2rc
ontenant le tourbillon en son 
entre, entouré d'une zone de maillage étiré.
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(a) Vitesse axiale (b) PressionFig. 2.5 � Coupe transversale à travers le tourbillon dans le plan d'entrée. La vitesse axialeest normalisée par l'extremum de vitesse du tourbillon W ∗ = w/vθmax et la pression par lapression ambiante p∞.Pour 
inq valeurs de α = 0/0.1/0.2/0.4/0.6, les simulations ont permis de montrer, lorsque lasolution numérique est 
onvergée, que 
e paramètre détermine un ex
ès de vitesse axiale au
÷ur du tourbillon (Fig. 2.5-a). En e�et, pour 
ette 
ondition les vitesses transverses u, v, lapression pt et la température totale Tt sont imposées et 
onservées au 
ours du temps. Plus lavaleur de α est élevée, plus le dé�
it de pression totale sera pronon
é, engendrant un dé�
itde vitesse axiale. Le 
hamp de pression statique est quant à lui indépendant de la valeur α(Fig. 2.5-b), 
e qui véri�e à posteriori la 
onservation de l'équilibre hydrodynamique dans leplan d'entrée.De plus, le phénomène d'é
latement tourbillonnaire ou vortex breakdown, est observé pour lesvaleurs α = 0.4 et 0.6 (Fig. 2.6) sur la longueur axiale du domaine de 
al
ul. Il est marquépar un ou plusieurs points d'arrêts selon le jeu des valeurs des paramètres. La vitesse axialediminue ave
 la distan
e aval et lorsque l'é
latement a lieu, elle dé
roît fortement atteignantéventuellement des valeurs négatives (Fig. 2.7). L'apparition de 
e phénomène est souventétablie suivant la valeur du nombre de swirl S, dé�ni par le rapport des vitesses axiale etazimutale, mais la prédi
tion à l'aide d'un unique paramètre serait selon Delery [17℄ unesimpli�
ation exagérée de la réalité. Cependant, pour 
es deux valeurs de α le nombre de swirl
ritique Sc est approximativement identique Sc = 2vθmax/w(r = 0) ≃ 1.5, où les valeurs devitesse sont extraites à la distan
e aval z = 20 et 54 pour α = 0.4 et 0.6, respe
tivement.Ce rapport 
ritique est très pro
he de 
eux obtenus expérimentalement par Billant et al. [5℄
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Fig. 2.6 � Illustration du phénomène d'é
latement tourbillonnaire pour le 
as α = 0.6, parune isosurfa
e de vorti
ité |ω| = 0.44|ωmax|.
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Fig. 2.7 � Distribution de la vitesse axiale dans la dire
tion longitudinale au 
÷ur du tour-billon, normalisée par l'extremum de vitesse du tourbillon dans le plan d'entréeW ∗ = W/vθmax .
Scexp = 1.4±0.18 pour des jets tournants. Il est proposé dans la se
tion 2.5 un test de validationen utilisant 
e type d'é
oulement, par reprodu
tion de deux simulations numériques dire
tesSND de Ruith et al. [81℄.Pour se pla
er dans un 
ontexte le plus favorable possible et éviter le phénomène d'é
latementtourbillonnaire dans les simulations spatiales de deux tourbillons 
o-rotatifs, il sera don
 utilisé
α = 0.2.4.2.3 Condition limite latéraleUne formulation non-ré�é
hissante 
lassiquement employée pour les fa
es latérales 
onsisteà 
onsidérer que l'amplitude des ondes entrantes dans le domaine est nulle. Comme au
unevariable n'est imposée, il est di�
ile de maintenir une pression statique 
onstante aux frontièresdu domaine de 
al
ul, Rudy et Strikwerda [79℄ proposent d'imposer un pro
essus de relaxationpour l'onde 
ara
téristique a
oustique entrante, et de �xer l'amplitude des autres à zéro. A�nde simpli�er le propos, on se pla
e dans le 
adre de propagation d'onde dans la dire
tion Ox du



40 2.4 Conditions limitesdomaine de 
al
ul tel que x ∈ [0, L]. À la frontière x = L, l'amplitude des ondes 
ara
téristiqueest
L1 = σ

c

L
(p− pi) si λ1 < 0, (2.133)

Li = 0 ∀i tel que λi < 0, (2.134)ave
 σ un paramètre arbitraire tel que σ ∈ [0, 1], c la vitesse du son et pi une valeur de pressionde référen
e.Les é
oulements tourbillonnaires étudiés i
i, sont de 
ir
ulation globale non-nulle. Du �uidedoit pouvoir entrer dans le domaine de 
al
ul à travers les fa
es latérales, ainsi la valeur nulledes amplitudes des ondes entrantes sont en 
ontradi
tion ave
 la physique du problème. Unesolution 
onsiste à éloigner les frontières latérales de manière à réduire l'importan
e du �uideentrant, mais 
ette stratégie peut 
onduire à des 
oûts de 
al
ul prohibitifs pour des simulationstridimensionnelles. Il a don
 été 
onstruit une 
ondition limite de type entrée/sortie, baséenotamment sur la 
ondition d'entrée pré
édemment détaillée (Eq. 2.127, 2.130).Une valeur moyenne de pression et de température totale est 
al
ulée sur la fa
e ou la frontière
onsidérée, qui est imposée par la suite. En revan
he, le 
hoix de la dire
tion de la vitesse del'é
oulement entrant, qui détermine les deux amplitudes L3 et L4, est plus déli
at. Dansla pratique, il est supposé que 
ette dire
tion suit la normale à la frontière. Une nouvelleappro
he est proposée i
i, dont l'idée est de 
onsidérer que 
et é
oulement est irrotationnel.Les 
omposantes de vorti
ité normales sont don
 supposées nulles.Soit la propagation d'ondes suivant la dire
tion normale à la frontière x = L, 
ette hypothèses'é
rit
∂u

∂y
− ∂v

∂x
= 0 et ∂u

∂z
− ∂w

∂x
= 0. (2.135)Ces deux équations permettent de 
al
uler la dérivée normale des 
omposantes de vitesse v, w
onduisant à

L3 = u
∂u

∂y
et L4 = u

∂u

∂z
. (2.136)Les amplitudes L1 et L2 sont déterminées en utilisant le système LODI

∂hst
∂t

+
1

ρ(γ − 1)

[
−L2 +

γ − 1

2
((1−Ml)L1 + (1 +Ml)L5)

]
= 0, (2.137)

∂s

∂t
+

1

ρT (γ − 1)
L2 = 0, (2.138)et ainsi

L2 = σρT (γ − 1)
c

L
(smoy − s), (2.139)

L1 =
2

(γ − 1)(1−Ml)
[σρ(γ − 1)(hmoy − hst) + L2]−

1 +Ml

1−Ml
L5, (2.140)où Ml = u/c le nombre de Ma
h lo
al et σ un paramètre de relaxation. smoy et hmoy sont lesvaleurs moyennées à la frontière.Un autre type de 
ondition limite a été implanté et testé, qui di�ére des pré
édentes par le
al
ul des amplitudes L3 et L4. Elle repose sur l'hypothèse que les 
omposantes de vitesses



2.4 Conditions limites 41normales au plan axial (z i
i) peuvent être dé
omposées sous la forme d'une superposition depuits et de tourbillons :




us =
N∑

n=0

1

rn
(an cos(nθ) + bn sin(nθ)) ,

vs =
N∑

n=0

1

rn
(an sin(nθ)− bn cos(nθ)) .

(2.141)Les 
oe�
ients an et bn étant déterminés à l'aide d'une méthode des moindres 
arrés sur undomaine limité pro
he des frontières, où le 
hamp de vitesse us, vs 
oïn
ide ave
 le 
hamp de vi-tesse 
al
ulé par la résolution du sytème d'équations de Navier-Stokes. Ce domaine 
orrespondà une bande de n-points à partir de la frontière. La valeur de L3 est
L3 = us

∂vs
∂x

. (2.142)Pour 
al
uler l'amplitude L4, soit la 
omposante de vorti
ité suivant x est supposée nulle (Eq.2.136), soit un pro
essus de relaxation sur la vitesse w à une valeur prédéterminée est employé.Tests : rotation d'un système de deux tourbillons 
o-rotatifsLes simulations tests 
onsistent à simuler la rotation bidimensionnelle de deux tourbillons
o-rotatifs pla
és initialement au 
entre du domaine de 
al
ul. Ce système tourbillonnaire est
ensé rester à sa position initiale en l'absen
e de for
es extérieures ou d'é
oulement transverse.De plus, on se pla
e dans un 
adre où les e�ets visqueux sont négligeables, permettant deretarder le pro
essus de fusion stable (voir 
hapitre 3). Ainsi le nombre de Reynolds, basé surla 
ir
ulation Γ est ReΓ = 106, et les tourbillons tournent l'un autour de l'autre par indu
-tion mutuelle. La période de rotation est T = 2π2b20/Γ et dépend de la 
ir
ulation et de ladistan
e de séparation entre les tourbillons b0 = 10rc, où rc est le rayon 
ara
téristique dutourbillon. Le domaine de 
al
ul est un 
arré de longueur L = 31rc. L'extremum de vitesseazimutale des tourbillons est vθmax = 0.4, ainsi la vitesse induite par un tourbillon positionnéen (X1, Y1) = (−5rc, 0) à un point frontière (d, 0) = (−15.5rc, 0) est v ∼ 0.13vθmax . Cette
on�guration représente don
 un 
as défavorable, qui pourrait être minimisé en 
onsidérantun domaine beau
oup plus grand ou une vitesse des tourbillons plus faible, ou même les deux.L'obje
tif de 
es tests est non seulement une validation des nouvelles 
onditions limites d'en-trée/sortie exposées pré
édemment, mais aussi d'indiquer le meilleur 
hoix pour la simulationspatiale de deux tourbillons 
o-rotatifs.L'in�uen
e des 
onditions limites latérales est analysée, d'une part en terme de maintien dusystème à sa position initiale et d'autre part en terme de respe
t de la période de rotationdu système. Cinq types de 
onditions limites ont été testées : symétriques, périodiques, et
elles basées sur l'appro
he 
lassique des 
ara
téristiques non-ré�é
hissantes (Eq. 2.133, 2.134),entrée/sortie ave
 rotationnel nul (Eq. 2.139, 2.140) et entrée/sortie ave
 expansion en série(Eq. 2.142). On applique la même 
ondition limite à 
haque frontière du domaine. La notationdu type de 
onditions limites est résumée dans le tableau 2.1.La première analyse qualitative des lignes de 
ourant met en éviden
e l'e�et des 
onditionslimites (Fig. 2.8). Il en résulte que les 
onditions de symétries (cl1) induisent un e�et de



42 2.4 Conditions limitesNotation cl1 cl2 cl3 cl4 cl5Condition symétrie périodique non-ré�é
hissante rotationnel nul expansion en sérieTab. 2.1 � Notation des 
onditions limites transverses testées.
on�nement 
ar les vitesses normales aux frontières sont imposées à zéro. Ce type de 
onditionn'est pas re
ommandé pour la simulation spatiale d'un système de tourbillon 
o-rotatif enraison de son 
ara
tère très ré�é
hissant, même si le système 
onserve sa position au 
entredu domaine de 
al
ul. De même, si les frontières sont traitées en utilisant une hypothèse depériodi
ité (cl2), il y a un e�et de 
on�nement où la dynamique tourbillonnaire est 
on
entréedans un 
er
le de rayon R = L/2. L'emploi de 
es deux types de 
onditions n'a pas dejusti�
ation physique pour simuler des domaines ouverts.
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hissante (d) rotationnel nul (e) expansion en sérieFig. 2.8 � E�et des 
onditions limites latérales, illustré par les lignes de 
ourant à l'instantnormalisé t∗ = t/T = 5, où T = 2π2b20/Γ est la période de rotation du sytème. Les tourbillonssont repérés par les iso
ontours de vorti
ité.Pour les 
onditions limites basées sur l'appro
he des 
ara
téristiques NSCBC, les lignes de
ourant sont relativement 
ir
ulaires, mais il y a un dépla
ement latéral du système dansle 
as de la 
ondition d'entrée/sortie ave
 expansion en série (cl5). Les tourbillons étaientinitialement alignés sur l'axe horizontal et 
omme la dynamique est uniquement une rotation
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(a) horizontale (b) verti
aleFig. 2.9 � Coordonnées d'un tourbillon au 
ours du temps, normalisé par la période de rotation,pour trois types de 
onditions limites transverses testée. Notation cl1 : symétrique, cl3 : non-ré�é
hissante, et cl4 : entrée/sortie ave
 rotationnel nul.du sytème, 
ette position devrait être respe
tée à 
haque période. Après 
inq périodes, suivantles 
onditions limites il y a un dé
alage plus ou moins important, les 
onditions d'entrée/sortieave
 rotationnel nul (cl4) et d'expansion en série (cl5) semblent être les plus adaptées vis-à-visde 
e 
ritère.L'analyse de la position horizontale X1 et verti
ale Y1 d'un tourbillon entre trois et sept pé-riodes de rotation du sytème (Fig. 2.9), pour les 
onditions cl1, cl3 et cl4, montre que laposition horizontale est légèrement avan
ée dans le 
as cl1 et retardée dans le 
as cl3, tandisqu'elle est bien respe
tée dans le 
as cl4. En revan
he, il apparaît que la position verti
aledévie pour 
e type de 
ondition, 
ontrairement aux deux autres.
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 zone épongeFig. 2.10 � Position horizontale d'un tourbillon au 
ours du temps normalisé par la période derotation T , pour trois types de 
onditions limites transverses testées (a) et (b) 
ouplées ave
une zone éponge pro
he de frontières. Notation cl3 : non-ré�é
hissante, cl4 : entrée/sortie ave
rotationnel nul, et cl3 : entrée/sortie ave
 expansion en série.



44 2.4 Conditions limitesEn 
omparant la position horizontale X1 pour les trois 
onditions limites cl3, cl4 et cl5 sur untemps long de onze périodes de rotation du sytème (Fig. 2.10-a), on remarque que le sytèmepeut dévier fortement et même sortir du domaine de 
al
ul pour les deux 
as cl3 et cl5. Cettedérive est due au mauvais traitement de l'information qui provient de l'extérieur du domaine.Il est possible de la minimiser par l'utilisation d'arti�
e numérique appliquée dans une zonepro
he des frontières, tel qu'un �ltre ou un ajout de vis
osité numérique très important, appe-lée zone éponge. De nombreuses possibilités existent et sont notamment présentées et dis
utéesdans la se
tion 5 de la revue de Colonius [12℄ et ne font pas l'objet de re
her
he dans 
ettethèse. I
i, un test ave
 une zone éponge où est appliquée un �ltre du se
ond ordre sur les 
inqpoints pro
hes des frontières, montre qu'il n'est pas assez su�sant pour le type de 
ondition
cl3 mais permet de retarder la dérive du sytème à des temps très longs pour les 
onditions detype entrée/sortie ave
 expansion en série cl5 (Fig. 2.10-b).2.4.2.4 Condition limite de sortiePoinsot et Lele [76℄ proposent une 
ondition de sortie parfaitement non-ré�é
hissante pourles ondes qui se propagent dans la dire
tion normale à la frontière. Ce type de 
ondition estseulement monodimensionnelle. Giles [30℄, [31℄ introduit une théorie générale pour obtenir des
onditions non-ré�é
hissantes pour les équations d'Euler. Ses travaux traitent également dedi�érentes formulations pour les 
as d'é
oulements stationnaires ou instationnaires. La suitedu paragraphe présente su

in
tement la formulation instationnaire de 
ette théorie.L'appro
he de Giles 
onsidère les équations d'Euler linéarisées autour d'un ve
teur état moyenou de référen
e V̄ = (ρ̄, ū, v̄, w̄, p̄) exprimé en 
oordonnées 
artésiennes. Pour le ve
teur deperturbation V, 
es équations s'é
rivent

∂V

∂t
+A

∂V

∂x
+B

∂V

∂y
+ C

∂V

∂z
= 0, (2.143)où les matri
es Ja
obiennes A,B,C basées sur le ve
teur d'état de référen
e sont 
onstantes.Pour identi�er les ondes entrantes et sortantes, le ve
teur d'état de perturbation est dé
omposésous la forme d'une série de Fourier :

V (x, y, z, t) =
∞∑

l=−∞

vle
i(−ωlt+klx+lly+mlz). (2.144)Le mode parti
ulier Vl = vle

i(−ωlt+klx+lly+mlz), introduit dans l'équation 2.143 
onduit àl'équation de 
ompatibilité, en omettant l'indi
e l pour plus de 
larté des notations,
Czq = mq (2.145)où m est une valeur propre, q le ve
teur propre, ave


Cz = −ωC−1 + kC−1A+ lC−1B (2.146)La relation de dispersion est un polyn�me de degré 
inq qui relie les nombre d'ondes k, l,m àla fréquen
e ω donnée par det ∣∣∣∣−I +
k

ω
A+

l

ω
B +

m

ω
C

∣∣∣∣ = 0. (2.147)
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ondition limite non-ré�é
hissante dans la dire
tion z, le mode Vl est dé
omposésous la forme d'une somme de ses fon
tions propres
Vl =

(
5∑

n=1

anqne
imnz

)
ei(−ωt+kx+ly). (2.148)Les ré�exions d'ondes sont évitées théoriquement si an = 0 pour 
haque n. Cette 
onditionpeut être exprimée en introduisant le ve
teur propre de gau
he qgn de la matri
e Cz par

qgnVl = 0 où n est l'index de l'onde entrante. (2.149)La relation de dispersion indique que mn/ω, qgn dépendent de λ = k/ω et µ = l/ω. Ensupposant λ et µ de faibles valeurs, le ve
teur propre q
g
n est exprimé sous la forme d'une sériede Taylor à l'ordre deux en fon
tion de 
es deux termes

qg
n(λ, µ) ∼ qg

n(0, 0) + λ
∂qg

n

∂λ
(0, 0) + µ

∂qg
n

∂µ
(0, 0) +O(λ2, µ2, µλ). (2.150)Ce développement limité permet d'obtenir une 
ondition limite lo
ale et une équation d'évo-lution

qg
n(0, 0)

∂V

∂t
=
∂qg

n

∂λ
(0, 0)

∂V

∂x
+
∂qg

n

∂µ
(0, 0)

∂V

∂y
. (2.151)Ce
i 
orrespond à une équation lo
ale de la 
ondition limite et ne 
onstitue qu'une approxi-mation de la nature non-ré�é
hissante. En e�et, 
ette 
ondition peut générer des ré�exionsd'ondes sortantes pour lesquelles k et l seraient grands.Après quelques développements algébriques non détaillés i
i, l'équation (2.151) peut être é
riteen fon
tion des variables 
ara
téristiques W, si l'onde a
oustique asso
iée à w − c entre dansle domaine de 
al
ul

∂W5

∂t
+ (0, w, 0, 0, u)

∂W
∂x

+ (0, 0, w, 0, v)
∂W
∂y

= 0, (2.152)et pour les ondes entrantes asso
iées à w − c et w
∂W1

∂t
+ (u, 0, 0, 0, 0)

∂W
∂x

+ (v, 0, 0, 0, 0)
∂W
∂y

= 0,

∂W2

∂t
+

(
0, u, 0,

1

2
(w + c),

1

2
(c− w)

)
∂W
∂x

+ (0, v, 0, 0, 0)
∂W
∂y

= 0,

∂W3

∂t
+ (0, 0, u, 0, 0)

∂W
∂x

+

(
0, 0, v,

1

2
(w + c),

1

2
(c− w)

)
∂W
∂y

= 0, (2.153)
∂W5

∂t
+

(
0,

1

2
(w + c), 0, 0, u

)
∂W
∂x

+

(
0, 0,

1

2
(w + c), 0, v

)
∂W
∂y

= 0.Modi�
ationsL'appro
he de Giles est basée sur la 
onnaissan
e d'un ve
teur d'état V de référen
e, 
onnusoit par une simulation stationnaire préliminaire (état moyen), soit par une formulation ana-lytique. Comme l'obje
tif est d'utiliser 
e type de 
ondition limite pour la dynamique spatialed'é
oulement tourbillonnaire, le 
hamp est in
onnu à la frontière de sortie, 
et état de réfé-ren
e est alors 
al
ulé par une moyenne glissante. Cette variation temporelle permet de réduire



46 2.4 Conditions limitesl'intensité des ondes sortantes et de limiter les nombres d'ondes des perturbations, par uneadaptation 
ontinue de l'état de référen
e vers l'é
oulement réel.Cependant, 
ette 
ondition n'assure pas une pression statique moyenne 
onstante, sa valeurpeut 
hangée en raison de perturbations qui traverseraient la frontière. Un pro
essus de re-laxation de la pression (Eq. 2.133) peut être employé, mais uniquement en dehors de la régiontourbillonnaire. Les simulations spatiales présentées dans 
ette thèse 
on
ernent le pro
essusde fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs, il est don
 attendu une stru
ture tourbillonnaireunique plus ou moins perturbée dans le plan de sortie. Cela se traduit par un paramètre derelaxation σ qui suit une loi du type
σ = σ∗

(
1−min

[
1,max

(
0,
ω − ωl
ωl

)]) ave
 ωl = εωmax, (2.154)où ωmax est la maximum de vorti
ité dans le plan de sortie, σ∗ et ε sont des paramètres ar-bitraires ave
 σ∗ ∈ [0.0, 1.0] et ε ≈ 0.001. Le pro
essus de relaxation est ainsi ina
tif dans lesrégions où la pression statique est inférieure à 1% par rapport à la pression de référen
e.Bruneau [7℄ montre que l'intensité d'une onde 
ara
téristique peut être dé
omposée en deuxparties, une asso
iée à l'évolution de l'état de référen
e et l'autre aux perturbations. Pour l'étatde référen
e ou moyen, il est utilisé des 
onditions de type LODI (Eq. 2.112), les amplitudes
Li sont 
al
ulées en utilisant un s
héma d'ordre deux en espa
e (la moyenne glissante est don
aussi e�e
tuée pour les deux points intérieurs). Tandis que pour la partie relative aux pertur-bations, des 
onditions non-ré�é
hissantes de Giles sont appliquées (Eq. 2.152 ou 2.154). Cetteméthode permet de déterminer l'intensité des ondes sortantes, et pour les ondes entrantes un
omportement physique est spé
i�é, qui 
onsiste au maintien de la pression statique à la valeurde référen
e (Eq. 2.133, 2.154).Pour traiter les perturbations qui impliquent une vitesse normale négative, la même straté-gie développée pour les 
onditions latérales (basées sur l'entropie et l'enthalpie totale, se
tion2.4.2.3) est utilisée mais uniquement pour les ondes 
ara
téristiques asso
iées à l'état de réfé-ren
e.Tests : 
onve
tion d'un tourbillon à travers une frontièrePour évaluer le 
ara
tère ré�é
hissant d'une 
ondition limite, une simulation test 
onsisteà 
onve
ter un tourbillon de faible intensité vis-à-vis de l'é
oulement porteur à travers lafrontière. Deux types de 
onditions limites basées sur l'appro
he du traitement des ondes
ara
téristiques ont été testées. La première est 
elle de Poinsot et Lele [76℄ et la se
ondeprésentée dans la se
tion pré
édente de type Giles.L'é
oulement test et le domaine de 
al
ul sont représentés sur la �gure 2.11. Le domaine estun 
arré de longueur 2L où L est la longueur de référen
e, dis
rétisé par un maillage régulierde pas d'espa
e ∆ = 0.02. La vitesse du son c est utilisée 
omme vitesse de référen
e. Letourbillon est 
onve
té à la vitesse unifome U = u/c = 0.2. Le 
hamp de vitesse est initialisé àl'aide de la fon
tion de 
ourant d'un é
oulement tourbillonnaire in
ompressible non-visqueux

(
u(x, y)
v(x, y)

)
=

(
U
0

)
+

(
∂ψ(x,y)
∂y

−∂ψ(x,y)
∂x

)
, (2.155)ave


ψ(x, y) = Γexp

(
− (x− xc)2 + (y − yc)2

2R2
c

)
, (2.156)
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Fig. 2.11 � Conve
tion d'un tourbillon dans la dire
tion Ox à la vitesse U . Illustration desiso
ontours de vorti
ité positive en trait plein et négative en pointillé.où Γ est l'intensité du tourbillon (i
i Γ = 0.01) et (xc, yc) la position de son 
entre. Le rayon
ara
téristique du tourbillon est Rc = 0.15L. Le 
hamp de pression est 
al
ulé par
p(x, y)− p∞ = − Γ2

2R2
cρ
exp
(
− (x− xc)2 + (y − yc)2

R2
c

)
, (2.157)où p∞ est la pression in�nie amont. Le nombre de Reynolds est Re = RcL/ν = 10000. Ce typede tourbillon est utilisé pour tester les 
onditions limites en raison de sa 
ir
ulation nulle. Le
÷ur tourbillonnaire de vorti
ité positive est entouré par une région de vorti
ité négative.Les 
onditions limites sont identiques pour les deux simulations tests, ex
eptée 
elle à lafrontière de sortie x = 2L. Elles sont toutes basées sur l'appro
he NSCBC. La 
ondition limiteen x = 0 
orrespond à la vitesse imposée U , tandis que sur les frontières supérieure y = L etinférieure y = −L, une 
ondition de mur glissant est utilisée. Pour la 
ondition de Poinsot etLele en sortie, le 
oe�
ient de relaxation permettant de maintenir la pression à une valeur deréféren
e, est 
hoisi volontairement nul pour avoir une solution indépendante de 
e paramètre.Le tourbillon traverse la frontière de sortie dans l'intervalle de temps t∗ = t/(L/c) ∈ [4.25, 5.75].Le pi
 de vorti
ité positive diminue pour atteindre une valeur nulle lorsque le tourbillon est
omplètement sorti du domaine (Fig. 2.12, a)). Les deux 
onditions limites testées 
onduisentà des résultats identiques pendant la phase de 
onve
tion et lors de la traversée de la frontière.En revan
he, la 
ondition limite de Poinsot et Lele induit une ré�exion d'ondes qui se traduitpar une augmentation de la pression dans le domaine de 
al
ul (Fig. 2.12-b). Les iso
ontoursde pression représentés sur la �gure 2.13 illustrent bien le problème de la ré�exion d'ondesa
oustiques, et l'avantage de la 
ondition de Giles [31℄ vis-à-vis de 
elle de Poinsot et Lele [76℄pour le type de test e�e
tué i
i.
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(a) (b)Fig. 2.12 � Évolution temporelle du maximum de vorti
ité (a) et de pression (b) dans ledomaine de 
al
ul. Le temps est normalisé tel que t∗ = t/(L/c), où L est la longueur deréféren
e et c la vitesse du son.
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(a) (b)Fig. 2.13 � Iso
ontours de pression normalisée par la pression in�nie amont à l'instant t∗ =
3.989. Condition limite de sortie non-ré�é
hissante en x = 2L : de Poinsot et Lele (a) et detype Giles (b).2.5 Cas test de validation de simulation spatialeLa validation d'un 
ode numérique est réalisée le plus souvent par 
omparaison à une expé-rien
e lorsqu'elle existe, sinon il faut re
ourir soit à la théorie, soit à d'autres simulations. Nouavons 
hoisi i
i de suivre 
ette dernière stratégie. En e�et, le 
ode numérique NTMIX a déjàété validé pour des simulations de dynamique tourbillonnaire suivant l'appro
he temporelle en
omparaison ave
 des résultats théoriques [47,66℄, mais les développements numériques présen-tés pré
édemment 
on
ernent la simulation spatiale de la fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs



2.5 Cas test de validation de simulation spatiale 49via le développement d'une instabilité de type elliptique à 
ourte longueur d'onde ave
 é
oule-ment axial. Il est don
 proposé i
i une 
omparaison ave
 deux simulations numériques dire
tes(SND) spatiales de Ruith et al. [81℄ de l'é
latement tourbillonnaire (ou vortex breakdown). Cephénomène physique a fait l'objet de nombreuses études [1,5,17,50,81℄ de par la diversité desdomaines dans lequel il peut avoir lieu (aile delta à forte in
iden
e, 
hambre de 
ombustion,tornade...).Les travaux de Ruith et al. sont une extension de 
eux initiés par Grabowski et Berger [32℄ quianalysent les e�ets instationnaires et tridimensionnels de l'é
latement tourbillonnaire. Pour
ela, ils ont utilisé un 
ode numérique résolvant les équations de Navier-Stokes in
ompres-sibles. Leur outil est basé sur un s
héma de di�éren
es �nies d'ordre deux pour des maillages
ylindriques [93℄ et une intégration temporelle par une méthode à pas fra
tionné [80℄.Les 
on�gurations d'é
oulements sont dé�nies par une famille de pro�ls de vitesse à deux para-mètres. Ces pro�ls, appelés � pro�l de Grabowski �, sont imposés 
omme 
onditions d'entrée.Ils présentent une vitesse radiale nulle, tandis que les 
omposantes axiale et azimutale sontdé�nies par mor
eaux entre une région interne et externe, délimitée par un rayon 
ara
téris-tique R. La vitesse axiale 
ara
térise le type d'é
oulement au 
÷ur, jet ou sillage, et atteintune vitesse externe 
onstante en dehors (r > R). En utilisant l'é
helle de longueur R 
ommelongueur de référen
e et la vitesse externe U 
omme vitesse de référen
e, 
ette famille de pro�lss'é
rit
vθ(0 ≤ r ≤ 1) = Sr(2− r2), (2.158)

vθ(1 ≤ r) =
S

r
, (2.159)

vr(r) = 0, (2.160)
vz(0 ≤ r ≤ 1) = α+ (1− α)r2(6− 8r + 3r2), (2.161)

vz(1 ≤ r) = 1, (2.162)où S = vθ(R)/U est le rapport entre la vitesse azimutale en r = R et la vitesse axialed'é
oulement externe. Le se
ond paramètre α = vz(0)/U est le rapport des vitesses axiales au
÷ur et externe. Deux 
on�gurations d'é
oulement (S = 0.8944, α = 1) et (S = 1.095, α = 1)où l'é
latement tourbillonnaire est présent, ont été prises en 
ompte. La première 
orrespondà un é
latement tourbillonnaire axisymétrique stationnaire et la se
onde 
orrespond au 
asinstationnaire. Les pro�ls de vitesse azimutale de 
es deux 
on�gurations sont représentés surla �gure 2.14, ainsi que les pro�ls de vorti
ité. Le nombre de Reynolds est basé sur la vitesseaxiale externe et le rayon 
ara
téristique, tel que Re = UR/ν = 200, pour les deux 
as.La 
ondition initiale est un tube tourbillon pla
é au 
entre du domaine de 
al
ul. Ce dernier estun 
ube de 
�té L = 30R. Le pas d'espa
e est régulier dans la dire
tion axiale ∆z = 0.1R. Dansles plans transverses, le maillage est régulier uniquement dans la zone d'intérêt de l'é
oulementave
 un pas d'espa
e ∆ = 0.1R, 
.-à-d. dans le 
arré de 
�té d = 10R. Le maillage est ensuiteétiré jusqu'aux frontières pour minimiser le nombre de points. Ce type de maillage transverse
orrespond à 
elui envisagé pour les simulations spatiales de la fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs.Les 
onditions limites employées aux frontières transverses sont 
elles présentées dans la se
tion2.4.2.3 d'entrée/sortie ave
 rotationnel nul (cl4). La 
ondition de sortie est basée sur l'appro
hede Giles (se
tion 2.4.2.4). Dans le plan d'entrée, le 
hamp de vitesse (u, v, w)T et la densité
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(a) Vitesse azimutale (b) Vorti
itéFig. 2.14 � Pro�ls des tourbillons de � Grabowski � pour les deux 
on�gurations simulées :
vxbdr1 7→ (S = 0.8944, α = 1) et vxbdr2 7→ (S = 1.095, α = 1).sont imposés à l'aide de la méthode des 
ara
téristiques (se
tion 2.4). Au
une perturbationn'est ajoutée à l'é
oulement de base.
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(a) NTMIX (b) Graboswki et Berger [32℄Fig. 2.15 � É
latement tourbillonnaire axisymétrique stationnaire (S = 0.8944, α = 1) et
Re = 200. Vitesse axiale dans la dire
tion longitudinale au 
÷ur du tourbillon à des tempsdi�érents t∗ = t/(R/U) et résultat de Graboswki et Berger [32℄.La validation de l'é
latement tourbillonnaire axisymétrique stationnaire est représentée sur la�gure 2.15 par 
omparaison ave
 le résultat obtenu par Graboswki et Berger [32℄ de la vitesseaxiale au 
÷ur en fon
tion de la dire
tion longitudinale. Son 
omportement est identiqueentre les deux simulations. Pour 
ette 
on�guration d'é
oulement, le phénomène physique est
ara
térisé par la présen
e d'un fort ralentissement de l'é
oulement sur l'axe du tourbillon. Deplus, la propriété stationnaire du phénomène pour 
ette 
on�guration d'é
oulement est bienobtenue par la simulation ave
 NTMIX, les pro�ls étant exa
tement identiques à trois instantsdi�érents.Ruith et al. [81℄ ont montré que pour le se
ond 
as (S = 1.095, α = 1), l'é
latement tour-
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(a) t∗ = t/(R/U) = 100.4 (b) t∗ = t/(R/U) = 164.4Fig. 2.16 � É
latement tourbillonnaire (S = 1.095, α = 1) et Re = 200. Visualisation d'uneisosurfa
e de vorti
ité |ω| = 0.4|ωmax|. (a) État quasi-stationnaire et (b) instationnaire.billonnaire atteignait un état quasi-stationnaire, avant de devenir instable et instationnaire.Ces deux états sont illustrés sur la �gure 2.16. L'instationnarité se manifeste par une stru
tureen héli
e en aval de la zone d'é
latement. Ruith et al. ont extrait les lignes de 
ourant etla vitesse axiale au 
÷ur du tourbillon lorsque l'é
latement est quasi-stationnaire. La pro
é-dure pour déterminer 
et état est l'évaluation du maximum des di�éren
es de vitesse entre unnombre donné d'itérations. Cette di�éren
e est 
al
ulée entre n et n + 100 itérations 
ommeRuith et al.. La �gure 2.17 montre que 
e maximum diminue au 
ours du 
al
ul pour atteindreune 
ourte période 85 < t∗ < 100 sur laquelle il est presque 
onstant pour la 
on�guration
S = 1.095, dé�nissant l'état quasi-stationnaire. De plus, on remarque que le 
omportementstationnaire pour la première 
on�guration S = 0.8944 est obtenu à partir de t∗ = 160.
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Fig. 2.17 � Maximum de la di�éren
e des vitesses évaluée toute les 
ents itérations pour lesdeux 
on�gurations d'é
latement tourbillonnaire.



52 2.5 Cas test de validation de simulation spatialeDurant la 
ourte période quasi-stationnaire, un a

ord très 
onvenable est obtenu (Fig. 2.19)pour la position et la forme de la zone de re
ir
ulation. La prin
ipale di�éren
e provient del'extremum de vitesse axiale à la distan
e z = 3, où un é
art de 20% est observé, qui peut êtreexpliqué par les di�éren
es des 
odes. En e�et, leur outil résout les équations in
ompressiblesdis
rètes sur des maillages 
ylindriques, plus adaptés à 
e type d'é
oulement, tandis que le 
odeNTMIX est 
artésien pour des équations 
ompressibles. De plus, leur s
héma de dis
rétisationspatiale d'ordre deux est plus dissipatif que 
elui utilisé i
i (s
héma 
ompa
t du sixième ordre).

(a) NTMIX (b) Ruith et al. [81℄Fig. 2.18 � Lignes de 
ourant dans le plan médian pour l'état quasi-stationnaire. Con�guration(S = 1.095, α = 1).
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(a) NTMIX (b) Ruith et al. [81℄Fig. 2.19 � Vitesse axiale le long du tourbillon pour l'état quasi-stationnaire. Con�guration(S = 1.095, α = 1). Les symboles ◦ représentent les valeurs extraites de la simulation de Ruithet al. [81℄.Étant donné que les di�érents développements numériques au niveau des 
onditions limitesont été testés et validés, ainsi que le bon a

ord obtenu i
i d'une simulation SND d'é
oule-ment tourbillonnaire 
omplexe (é
latement tourbillonnaire), nous pouvons être 
on�ants surla 
apa
ité du 
ode à réaliser 
orre
tement des simulations spatiales de tourbillons.



Chapitre 3Propagation et 
ollision de fronts d'ondeaxisymétriques le long d'un tourbillon
3.1 Introdu
tionL'étude des ondes et de leur propagation dans un �uide est un sujet de re
her
he très vaste,en raison de la diversité des domaines dans lesquels elles sont présentes (hydraulique, a
ous-tique...) mais aussi des multiples 
onséquen
es qu'elles peuvent engendrer (
ho
s, instabilités,transition à la turbulen
e, é
latement tourbillonnaire...). Dans le 
ontexte des tourbillons desillage d'avion, les visualisations par fumée au 
ours d'essais en vol dans les années soixante-dix [11, 92℄ ont montré la présen
e de phénomènes de propagation et de 
ollision d'ondesmenant à la perte visuelle des tourbillons. Les 
auses de tels phénomènes sont di�
ilementidenti�ables et don
 mal 
onnues. Toutefois, la re
onne
tion des tourbillons lors de l'instabilitéde Crow [15℄ est 
onnue pour 
réer des ondes se propageant le long des tourbillons [67℄. Deplus, dans les expérien
es, les limites du domaine dans la dire
tion axiale induisent parfois lagénération d'ondes qui voyagent le long des tourbillons et rendent les mesures inexploitables(phénomènes appelés end-e�e
ts). De nombreuses études expérimentales [35, 56, 84℄ et théo-riques [51,52℄ ont éte menées à 
e sujet, permettant de démontrer l'existen
e et la diversité detels phénomènes.Moet et al. [67℄ proposent une expli
ation au phénomène d'explosion tourbillonnaire, ou vortexbursting, mis en éviden
e par Tomba
h [92℄, par la 
ollision de deux fronts d'onde se propa-geant l'un vers l'autre. Dans sa revue sur les tourbillons de sillage d'avion, Spalart [87℄ proposenotamment un s
héma des
riptif (Fig. 3.1). Il montre que la 
ontra
tion lo
ale du tube tour-billonnaire engendre des propagations de fronts qui se ren
ontrent et forment ainsi un pan
ake,suggérant un phénomène 
ritique et spontané. D'un point de vue théorique, l'étude de Arendtet al. [2℄ montre que des petites perturbations initiales quel
onques peuvent être par la suite
ara
térisées par des ondes de Kelvin, notamment pour un 
hangement lo
al de la taille dutourbillon. Fabre et al. [24℄ ont analysé le 
omportement de 
es ondes pour un tourbillon modèlede Lamb-Oseen représentatif des tourbillons de sillage. La 
on�guration simpli�ée 
onsidéréei
i 
orrespond à 
e type d'ondes axisymétriques (modes m = 0). En a

ord ave
 l'analysede stabilité linéaire, Moet et al. [67℄ ont montré pour des 
on�gurations à haut nombre deReynolds que 
e type de front d'onde se propageaient à une vitesse quasi-
onstante de l'ordrede la vitesse azimutale du tourbillon. Dans le 
ontexte des tourbillons de sillage, 
elle-
i estinférieure à la vitesse de l'avion, l'énergie des perturbations est don
 
onve
tée en aval de
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Fig. 3.1 � S
héma de Spalart [87℄ dé
rivant le phénomène d'explosion tourbillonnaire ouvortex bursting. La vitesse azimutale du tourbillon dans la région de faible rayon est présuméesupérieure à 
elle de la région de plus large rayon (
onservation de la 
ir
ulation).l'avion. Cette propriété empê
he la possibilité de perturbation voyageant en amont à des vi-tesses supérieures à 
elle de l'é
oulement, une 
ondition né
essaire à l'apparition du phénomèned'é
latement tourbillonnaire (vortex breakdown [17℄). Spalart argumente également que l'iden-ti�
ation dire
te du phénomène d'é
latement tourbillonnaire à 
elui d'une explosion doit êtreévitée, bien qu'il existe des similitudes entre 
es événements 
atastrophiques a�e
tant le 
÷urdes tourbillons.Les obje
tifs de 
ette étude sont d'analyser les phénomènes de propagation de front d'ondeaxisymétrique le long d'un tourbillon dans un 
ontexte d'é
oulements à faible nombre deReynolds (extension des résultats à haut nombre de Reynolds de Moet et al. [67℄). Un intérêtparti
ulier est porté sur l'in�uen
e des di�érents paramètres 
ara
téristiques sur la vitessede propagation du front (se
tion 3.2). Pour 
ela, des simulations numériques dire
tes ont étéréalisées ave
 le 
ode NTMIX (se
tion 2.3). Le phénomène d'explosion tourbillonnaire par la
ollison de deux fronts d'onde est ensuite analysé en détails (se
tion 3.3) dans le but notammentd'établir un 
ritère d'apparition obje
tif.3.2 Propagation d'un front d'onde le long d'un tourbillon3.2.1 Modélisation et génération d'un frontLa 
ondition initiale est 
onstituée d'un tube tourbillonnaire ave
 une variation lo
ale derayon du 
÷ur. La simulation numérique est initialisée à l'aide d'une distribution de vitesseet de pression basée sur le modèle de tourbillon de Lamb-Oseen. Ce modèle est 
ara
térisépar une rotation solide au 
÷ur du tourbillon et par une 
ir
ulation non-nulle à l'in�ni. Ladistribution azimutale de vitesse est dé�nie en 
oordonnées 
ylindriques par
vθ(r, t) =

Γ

2πr
(1− e−(r/a)2),

=
vθmaxαrc

r
(1− e−(r/a)2), (3.1)(3.2)



3.2 Propagation d'un front d'onde le long d'un tourbillon 55où a est le rayon de dispersion, α = 1

1−e−(rc/a)2
∼ 1.398. Le rayon r = rc est le rayon où la vitesseazimutale atteint son extremum vθmax , et pour un tourbillon de Lamb-Oseen rc ∼ √1.2564a[82℄. Le 
hamp de pression est dé�ni par

∂p

∂r
=
ρv2
θ(r, t)

r
. (3.3)La distribution de vorti
ité axiale est gaussienne et s'é
rit

ωz(r, t) =
Γo

4πνt
e−(r/a)2 , (3.4)où le rayon de dispersion a évolue suivant la loi

a(t) =
√
a2

0 + 4νt. (3.5)La 
ondition initiale dans le domaine numérique tridimensionnel est obtenue par extrusion lelong de l'axe du 
hamp bidimensionnel. La variation lo
ale de la taille du 
÷ur dé�nit deuxrégions dé
rites par les rayons rc1 et rc2 respe
tivement (Fig. 3.2). Le ra

ord entre les deuxvaleurs de rayons est e�e
tué à l'aide de la fon
tion sinus sur une demi-période de longueur
E. La région tourbillonnaire de rayon rc1 est 
onsidérée 
omme non-perturbée. On dé�nitl'amplitude relative du front d'onde initial par :

ε = |(rc2 − rc1)/rc1|. (3.6)Toutes les quantités présentées par la suite sont exprimées en fon
tion des grandeurs 
ara
té-ristiques de la région 1, telle que, pour les vitesses v∗ = v/vθmax1 , pour les longueurs l∗ = l/rc1et pour le temps t∗ = t/T ave
 T = 2πr2c1/vθmax1 . Toutes les simulations ont été e�e
tuéesdans un 
ontexte de �uide quasi-in
ompressible où l'extremum de vitesse du tourbillon 
orres-pond à un nombre de Ma
h M = 0.2. Le nombre de Reynolds est basé sur la 
ir
ulation dutourbillon et la vis
osité de l'air : ReΓ = Γ/ν.Cette 
on�guration simpli�ée permet d'étudier et de 
omprendre les phénomènes de propa-gation d'onde le long d'un tourbillon. En e�et, la 
ir
ulation du tube tourbillonnaire étant
onstante tout le long, la variation lo
ale de rayon induit une variation de vitesse azimutale,
onduisant à une variation de pression au 
÷ur du tourbillon du fait de l'équilibre entre le
hamp de pression et la for
e 
entrifuge. Un front d'onde de pression est alors généré et vaensuite se propager.La 
on�guration ε = 1, E = 5 et ReΓ = 104 est utilisée 
omme 
on�guration de référen
e(
omme Moet et al. [67℄). Un ensemble de valeurs pour les di�érents paramètres 
ara
térisquesautour de 
e 
as a été testé pour déterminer leur importan
e vis-à-vis de la propagation defront d'onde. Toutes les 
on�gurations sont résumées dans le tableau 3.1.Les premiers résultats 
orrespondants aux 
as A et B, ont permis de montrer que la 
on�gu-ration la plus favorable au développement d'instabilités héli
oïdales est la 
on�guration ε = 1et E = 5. Ainsi des simulations SND 
orrespondantes aux 
on�gurations C du tableau, ontété e�e
tuées dans un premier temps sans bruit blan
, puis ave
 pour provoquer la dynamiqueintrinsèque de développement d'instabilités.
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y

z

EPSfrag repla
ements rc1rc2

5rc1

60rc1Fig. 3.2 � S
héma de la 
ondition initiale ave
 la variation de rayon du 
÷ur. rc1 et rc2 sontles rayons du tourbillon des deux régions et E l'épaisseur du front d'onde.Cas A B C
ε 1 / 0.75 / 0.4 / 0.25 / 0.1 / 0.0625 1 1

ReΓ (∗103) 10 10 10 / 8 / 5 / 2.5 / 1

E 5 3 / 5 / 8 / 13 5Tab. 3.1 � Synthèse des 
on�gurations simulées. Pour les 
on�gurations C, les simulations ontété faites sans, puis, ave
 l'ajout d'une perturbation 3D de très faible amplitude (bruit blan
).Cadre numériqueLe domaine de 
al
ul a pour dimensions transverses Lx = Ly = 40rc1 et pour longueur axiale
Lz = 60rc1. Le nombre de points de 
al
ul est Nx×Ny×Nz = 145×145×401. Le maillage estrégulier ave
 un pas de ∆ = 0.15 dans la zone d'intérêt de l'é
oulement 
.-à-d. dans la boîtetransverse Lxp = Lyp = 15rc1. Le maillage est ensuite étiré jusqu'aux frontières su�sammentéloignées pour minimiser l'in�uen
e du type de 
onditions limites 
hoisi. Pour les frontièrestransverses le 
hoix des 
onditions aux limites a été fait en suivant l'appro
he de Sreedhar et al.[89℄ employée également par Moet et al. [67℄. Des 
onditions de symétries sont appliquées dansles deux dire
tions transverses, 
e qui implique la présen
e d'un nombre in�ni de tourbillonsimages dont l'in�uen
e est négligeable en raison de la taille du domaine utilisé. Des 
onditionsde non-ré�exion de type Poinsot and Lele [76℄ ont également été testées 
onduisant à desrésultats identiques, 
onfortant l'hypothèse d'un domaine de 
al
ul su�samment grand. Des
onditions de non-ré�exion sont imposées aux frontières axiales z∗ = 0 et z∗ = 60, détailléesdans la se
tion 2.4. Ce type de 
onditions permet de ne pas avoir d'ondes entrantes ou ré�é
hiesà 
es frontières et laisse l'é
oulement entièrement résolu à l'intérieur du domaine de 
al
ul.3.2.2 Topologie de la propagationLa 
on�guration de référen
e est utilisée pour illustrer la dynamique de propagation, quiest dé
rite en suivant l'historique d'isosurfa
es et d'iso
ontours de vorti
ité |ω| sur la �gure 3.3.La stru
ture interne du 
÷ur tourbillonnaire est visualisée en ayant 
hoisi une valeur su�santedu seuil de vorti
ité. On peut observer qu'une stru
ture annulaire de vorti
ité est générée etvoyage le long du tourbillon. Moet et al. [67℄ expliquent 
ette génération de stru
ture d'après
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ité dans la dire
tion azimutale
Dωθ
Dt

= ωr
∂vθ
∂r

+
ωθ
r

∂vθ
∂θ

+ ωz
∂vθ
∂z

. (3.7)où D · /Dt représente la dérivée parti
ulaire. Initialement l'é
oulement est axisymétrique(∂/∂θ = 0) et sans vitesse radiale et axiale (vr = vz = 0), l'équation 3.7 se simpli�e etdevient
∂ωθ
∂t
∼ ωz

∂vθ
∂z

. (3.8)Comme la 
ir
ulation est 
onstante dans la dire
tion axiale z, le 
hangement de la taille du
÷ur du tourbillon implique une di�éren
e de vitesse azimutale dans 
ette dire
tion, d'où
∂vθ/∂z > 0. Étant donné la symétrie axiale de l'é
oulement, une stru
ture annulaire estformée et voyage le long du tourbillon, du fait du gradient de pression entre les deux régions.Cette stru
ture marque la position du front d'onde, qui se propage 
omme une entité uniqueet transporte le �uide de la région 1 ave
 un 
÷ur plus gros vers la région tourbillonnaire 2 de
÷ur plus petit.La propagation est bien illustrée par l'évolution temporelle des pro�ls de pression normaliséele long de l'axe du tourbillon, tra
és sur la �gure 3.4. Cette �gure montre notamment quel'onde se propage à une vitesse quasi-
onstante. Les paramètres in�uençant 
ette vitesse depropagation sont dis
utés dans la pro
haine se
tion, mais auparavant les 
onséquen
es dupassage du front d'onde sont analysées.Cara
téristiques du tourbillonLorsque le front d'onde voyage le long du tourbillon, il en modi�e les 
ara
téristiques. Ellessont 
al
ulées à partir du pro�l de 
ir
ulation dans des plans transverses d'analyse dé�nis par
z∗ = 24/30/36. Ce pro�l est obtenu dans 
haque plan en intégrant le 
hamp de vorti
ité surun maillage polaire

Γ(r) =

∫ 2π

0

∫ r

0
ωz(r

′

, θ)r
′

dr
′

dθ, (3.9)où l'intégration radiale est e�e
tuée à partir du 
entre du tourbillon (déterminé par l'extremumde vorti
ité). De 
e pro�l de 
ir
ulation et en utilisant le fait que l'é
oulement est axisymétrique,on en déduit le pro�l radial de vitesse azimutale
vθ(r) =

Γ(r)

2πr
. (3.10)Le rayon du 
÷ur du tourbillon est dé�ni 
omme le point où 
ette vitesse est extremum

vθ(rc) = max[vθ(r)].Les 
onséquen
es du passage du front d'onde sont présentées pour la 
on�guration de référen
e
ε = 1 à ReΓ = 104 et E = 5 (Fig. 3.5). Tant que le front d'onde n'est pas passé, le tourbillondi�use ave
 une légère augmentation de sa taille et une diminution de son pi
 de vitesseazimutale. Lorsque le front passe, la taille du 
÷ur augmente au moins de 35% tandis que lepi
 de vitesse azimutale diminue de ∼ 20%. Ces résultats étant identiques pour les trois plansarbitraires d'analyse, le front d'onde généré initialement se 
omporte don
 
omme une entitésingulière voyageant le long du tourbillon. Cependant on remarque que l'amplitude du frontd'onde n'est pas identique à 
elle imposée initialement, indiquant une adaptation de la solution
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(a) t∗ ∼ 1.15

(b) t∗ ∼ 2.29

(
) t∗ ∼ 4.46

(d) t∗ ∼ 6.27Fig. 3.3 � Propagation de front d'onde axisymétrique : évolution de deux isosurfa
es arbitrairesde vorti
ité. Le temps est normalisé tel que t∗ = t/T ave
 T = 2πrc1/vθmax1 . Con�guration(ε = 1, ReΓ = 104).
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Fig. 3.4 � Évolution temporelle du pro�l de pression le long de l'axe du tube tourbillonnaire
P ∗ = P/P∞ où P∞ est la pression ambiante. Pro�ls tra
és pour la 
on�guration (ε = 1,
ReΓ = 104). Le temps t∗ est normalisé par le temps de référen
e T = 2πrc1/vθmax1 .générée initialement. En e�et, bien que le 
hamp initial soit 
onstruit par 
on
aténation desolutions bidimensionelles des équations de Navier-Stokes, il ne 
onstitue pas pour autant unesolution exa
te d'équilibre. Cette dernière semble 
ependant bien être obtenue rapidement unefois la stru
ture annulaire formée (temps très 
ourt vis-à-vis de l'é
helle de temps 
onve
tive).
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Fig. 3.5 � Évolution du maximum de vitesse et du rayon du 
÷ur du tourbillon dans lestrois plans z∗ = 24/30/36. Con�guration (ε = 1, ReΓ = 104). Le temps est normalisé tel que
t∗ = t/T ave
 T = 2πrc1/vθmax1 .



60 3.2 Propagation d'un front d'onde le long d'un tourbillon
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Fig. 3.6 � Vitesse de propagation d'onde en fon
tion de l'amplitude initiale du front d'onde.Simulation à ReΓ = 104. La vitesse est adimensionnalisée telle que v∗p = vp/vθmax1 où vθmax1est le maximum de vitesse azimutale de la région 1.3.2.3 Vitesse de propagationUne perturbation quel
onque dans un milieu en rotation uniforme engendre la propagationd'ondes dispersives, appelées ondes inertielles. Leur équivalent dans le 
as des tourbillons senomme ondes de Kelvin et joue un r�le fondamental en dynamique tourbillonnaire. Arendt etal. [2℄ ont étudié la stabilité du tourbillon de Rankine et démontrent notamment qu'une pertur-bation arbitraire du 
÷ur du tourbillon peut toujours être dé
omposée en une somme de tellesondes. Pour le modèle de tourbillon de Lamb-Oseen, l'étude ré
ente de Fabre et al. [24℄ dresseune 
artographie 
omplète de 
es ondes à l'aide d'une analyse de stabilité linéaire (dé
ompo-sition du 
hamp de vitesse et de pression en un é
oulement de base plus des perturbations defaible amplitude).La perturbation 
onsidéré i
i 
orrespond à un front d'ondes axisymétriques (modes azimutaux
m = 0). Ja
quin et al. [38, 39℄ évoquent que la vitesse de groupe d'ondes de Kelvin axisy-métriques la plus élevée (dans la limite des grandes longueurs d'onde) est vg = dω(k)/dk ∼
0.63Γ/(2πa) et 
orrespond approximativement à la vitesse maximum du tourbillon vθmax .Il est présenté dans 
ette se
tion une analyse de la vitesse de propagation du front d'ondesaxisymétriques pour déterminer si elle est 
omparable à 
elle de la théorie des ondes de Kelvinet également pour évaluer l'in�uen
e des di�érents paramètres 
omme l'amplitude initiale (
asnon-linéaire), l'épaisseur du front et le nombre de Reynolds (
as visqueux). La méthode de
al
ul de 
ette vitesse 
onsiste à relever la position du front d'ondes à di�érents instants, puisà moyenner 
haque vitesse 
al
ulée sur l'intervalle de temps entre deux solutions. La valeurobtenue est d'autant plus juste que le front se propage de manière 
onstante et que le nombred'é
hantillons est élevé.La �gure 3.6 montre que la vitesse de propagation dépend légèrement de l'amplitude du frontd'onde ε. Pour de faibles valeurs ε 6 0.2, la vitesse de propagation est plus pro
he de 
elle
orrespondant à l'analyse théorique des ondes de Kelvin axisymétriques. Lorsque l'amplitudeinitiale du front est élevée, la vitesse de propagation l'est aussi. Pour ε = 1, la vitesse depropagation est supérieure à l'analyse théorique de ∼ 13%. Ces résultats montrent que 
ettevitesse est proportionelle à la vitesse azimutale du tourbillon de la région 1, qui 
orrespond à



3.2 Propagation d'un front d'onde le long d'un tourbillon 61la partie du tourbillon dans laquelle le front d'onde se propage. On peut toutefois s'interrogersi d'autres paramètres 
ara
téristiques de l'é
oulement, telles que l'épaisseur du front d'onde
E ou la vis
osité, in�uen
ent 
ette vitesse de propagation et de quelle manière.In�uen
e de l'épaisseur du front EL'épaisseur du front d'onde E peut aussi être interprétée 
omme l'inverse de sa raideur. Unesérie de simulations a été menée pour di�érentes valeurs de E ave
 une amplitude initiale
ε = 1 et un nombre de Reynolds ReΓ = 104. La dynamique dé
rite pré
édemment ne 
hangepas, ave
 un front d'onde voyageant à vitesse quasi-
onstante. Cette vitesse est plus élevéesi sa raideur est plus pronon
ée (tableau 3.2), mais varie peu et reste de l'ordre de la vitesseazimutale du tourbillon de petit rayon. Par la suite, toutes les �gures présentées 
orrespondentà des 
on�gurations où l'épaisseur est E = 5 qui n'est don
 pas rappelée dans les légendes.

E 3 5 8 10 13

v∗p 1.14 1.13 1.1 1.08 1.06Tab. 3.2 � Vitesse de propagation du front d'onde en fon
tion de sa raideur E (ReΓ = 104 et
ε = 1).In�uen
e du nombre de ReynoldsLe tube tourbillonnaire initial est 
onstruit ave
 une 
ir
ulation 
onstante le long de son axeet sujet aux e�ets visqueux partout de la même manière. L'e�et du nombre de Reynolds estétudié i
i en variant la vis
osité. Pour le type de fronts d'onde axisymétriques 
onsidéré, lavis
osité atténue sa vitesse de propagation (Tab. 3.3). La �gure 3.7 représente la positiondu front d'onde le long de l'axe du tourbillon en fon
tion du temps. Son dépla
ement estapproximativement 
onstant pour les nombres de Reynolds ReΓ > 2500, tandis que pour le
as où Re = 1000 il devient plus 
ourt au 
ours du temps. La vitesse de propagation 
al
uléepour 
e 
as est don
 donnée à titre indi
atif dans le tableau, 
ar sa méthode de 
al
ul estbasée sur l'hypothèse d'une vitesse de propagation 
onstante qui n'est plus valable pour desnombres de Reynolds bas. En revan
he, 
ette vitesse tend vers une valeur asymptotique lorsquele nombre de Reynolds devient très grand. Moet et al. [67℄ ont obtenu à l'aide d'une simulationSGE, une vitesse de propagation v∗prop = 1.2 pour un nombre de Reynolds ReΓ = 106.

ReΓ ∗103 1. 2.5 5. 8. 10. 1000.

v∗p 0.77 0.95 1.08 1.11 1.13 1.2Tab. 3.3 � Vitesse de propagation du front d'onde en fon
tion du nombre de Reynolds (am-plitude initiale ε = 1).3.2.4 Vitesse axiale induiteUne des 
onséquen
es majeures de la propagation d'un front d'onde est l'augmentationsigni�
ative de la vitesse axiale au 
÷ur du tourbillon. Au passage du front d'onde, la vitesse
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Fig. 3.7 � Position du front d'onde pour la 
on�guration ε = 1.axiale augmente soudainement et fortement (Fig. 3.8-a). Elle dépend de l'amplitude du frontd'onde (Fig. 3.9-a), 
ar elle est liée au gradient de pression axial au 
÷ur du tourbillon. Justeaprès le passage du front, 
ette vitesse diminue et atteint une valeur presque 
onstante. Lespro�ls de vitesse axiale extraits d'un plan transverse (z∗ = 24) et représentés à di�érentsinstants (Fig. 3.8-b) montrent un léger 
reux de vitesse axiale au 
÷ur, qui 
orrespond à lastru
ture annulaire qui voyage le long du tourbillon.
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(a) Vitesse le long de l'axe (b) Pro�ls dans le plan transverse z∗ = 24Fig. 3.8 � Con�guration (ε = 1, ReΓ = 104) : (a) Historique de la vitesse axiale au 
÷ur dutourbillon dans les plans transverses z∗ = 24/30/36, adimensionnalisée par la vitesse azimutalemaximum vθmax1 . (b) Pro�ls de vitesse axiale à di�érents temps, normalisé t∗ = t/T ave

T = 2πrc1/vθmax1 .La vis
osité a le même e�et que sur la vitesse de propagation du front d'onde : la vitesseaxiale induite par le front est plus faible à bas nombre de Reynolds. L'é
art entre l'é
helle detemps di�usif, dé�ni par t∗v = t/(2πa2/ν) et l'é
helle de temps 
onve
tif t∗c = t/(2πa2/Γ) estde plus en plus réduit à mesure que le nombre de Reynolds est faible. À partir d'un nombrede Reynolds limite ReΓ > 5000, la propagation du front d'onde (é
helle de temps 
onve
tive)
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essus de di�usion du tourbillon.
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(a) (b)Fig. 3.9 � Évolution de la vitesse axiale au 
÷ur du tourbillon dans le plan transverse z∗ = 24,en fon
tion de l'amplitude du front à ReΓ = 104 (a) et en fon
tion du nombre de Reynoldspour la 
on�guration ε = 1 (b).La vitesse induite peut être à l'origine de la déstabilisation du tourbillon, à travers le dévelop-pement d'instabilités dites héli
oïdales. Les travaux de Mayer et Powell [57℄ font référen
e à
e sujet en établissant notamment, un 
ritère de distin
tion entre les 
on�gurations d'é
oule-ments stables et instables. La se
tion suivante présente les résultats où la propagation de frontd'onde est 
ouplée ave
 le développement de 
e type d'instabilité.3.2.5 Propagation d'onde et instabilité héli
oïdaleLa 
on�guration d'é
oulement tourbillonnaire ε = 1 (
as C du tableau 3.1) est la pluspropi
e au développement d'instabilités héli
oïdales, puisque la vitesse axiale induite au 
÷urest la plus élevée. Il est né
essaire, dans un 
ontexte numérique, de fournir de l'énergie auxmodes potentiellement instables du tourbillon pour simuler le développement d'instabilités.Ainsi il est ajouté une perturbation aléatoire de très faible amplitude de type bruit blan
 aux
omposantes de vitesse. Seules les 
omposantes transverses u, v ne sont pas nulles initialement,d'où
u(x, y, z) = ubase(x, y, z)(1 +A× rand(x, y, z)),
v(x, y, z) = vbase(x, y, z)(1 +A× rand(x, y, z)),où rand est un nombre aléatoire en fon
tion du point de l'espa
e, 
ontenu dans l'intervalle

[−0.5, 0.5]. Ce type de perturbation permet d'amor
er les instabilités intrinsèques à l'é
ou-lement puisque au
une longueur d'onde instable n'est spé
i�ée. La même perturbation estappliquée aux di�érentes 
on�gurations ave
 A = 10−2.La dynamique globale de la propagation de front d'onde axisymétrique engendrant un dé-veloppement d'instabilités héli
oïdales est illustrée sur les �gures 3.10, où sont représentéesdeux isosurfa
es de vorti
ité. Les premiers temps t∗ ∼ 1.11 − 2.23 sont 
ara
térisés par la
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(a) t∗ ∼ 1.11

(b) t∗ ∼ 2.23

(
) t∗ ∼ 4.46

(d) t∗ ∼ 6.24Fig. 3.10 � Propagation de front d'onde et instabilité héli
oïdale : évolution de deux isosurfa
esde vorti
ité. Con�guration (ε = 1, ReΓ = 104) + bruit blan
. Le temps est adimensionné telque t∗ = t/T with T = 2πrc1/vθmax1 .
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ture annulaire le long du tourbillon. Lorsque la vitesseaxiale induite est su�sante pour que l'é
oulement devienne instable, il apparaît des stru
tureshéli
oïdales dans le sillage du front d'onde t∗ ∼ 4.46− 6.24. À une position axiale parti
ulière�xe, il y a su

ession de plusieurs stru
tures de nombres d'onde azimutaux di�érents.Nombre de swirlLa vitesse axiale induite dans le 
÷ur du tourbillon dépend de l'amplitude initiale du frontd'onde et du nombre de Reynolds. Le nombre de swirl est le rapport entre la vitesse azimutalemaximum vθmax et axiale wmax. Il est dé�ni i
i par
q = 1.121αvθmax/wmax ∼ 1.569vθmax/wmax, (3.11)où α = 1.4. Ce nombre permet de distinguer, suivant sa valeur, l'é
oulement tourbillonnairepotentiellement instable d'après l'analyse de Mayer et Powell [57℄. En e�et, leurs travaux ontmis en éviden
e pour un tourbillon de Bat
helor, appelé aussi q-vortex, la présen
e d'instabilitéhéli
oïdale pour des nombres de swirl q 6 1.5. Ce modèle de tourbillon a une distributionazimutale identique à 
elle du tourbillon de Lamb-Oseen (Eq. 3.1), mais la 
omposante devitesse axiale n'est pas nulle, et est dé�nie par

w(r) = wmaxα
rc
r

(1− e−β(r/rc)2). (3.12)
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(a) vitesse axiale (b) vitesse azimutaleFig. 3.11 � Pro�ls de vitesse à t∗ = 3.05 dans le plan z = 24 pour la 
on�guration (ε = 1,
ReΓ = 104).Après le passage du front d'onde, la distribution radiale de vitesse axiale induite au 
÷urest très pro
he d'une distribution gaussienne 
omme le modèle Bat
helor (Fig. 3.11-a). Enrevan
he, la distribution azimutale dans le 
÷ur (rotation solide) est di�érente ave
 un petitdé
alage pro
he du 
entre (Fig. 3.11-b), qui est visible notamment au rayon r = rc où la vitesseatteint son maximum.Bien que le tourbillon après le passage du front d'onde ne 
orresponde pas exa
tement au 
asidéal d'un tourbillon de Bat
helor, d'un point de vue stru
turel, l'analyse du nombre de swirlreste valable pour déterminer si des modes héli
oïdaux instables peuvent être ampli�és.
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instableFig. 3.12 � Historique du nombre de swirl dans le plan z∗ = 24 pour les di�érentes amplitudesdu front d'onde. Simulations à ReΓ = 104.L'évolution du nombre de swirl q en fon
tion du temps dans le plan z = 30 est tra
ée sur la�gure 3.12 pour les di�érentes amplitudes de front d'onde 
onsidérées. Le nombre de Reynolds
hoisi pour étudier son in�uen
e est ReΓ = 104, 
ar 
'est la 
on�guration où la vitesse axialeinduite est la plus élevée et où les e�ets visqueux sur la vitesse azimutale sont moindres. Lenombre de swirl est 
al
ulé ave
 la vitesse azimutale maximale instantanée dans le plan d'ana-lyse en raison des e�ets de di�usion qui 
ontribuent à la dé
roissan
e de 
e maximum. Seulesles 
on�gurations ε > 0.75 impliquent un nombre de swirl inférieur au seuil, le développementd'une instabilité héli
oïdale est bien observé dans les simulations pour 
es 
as.E�et du nombre de ReynoldsDeux 
onséquen
es liées au pro
essus de di�usion ont été relevés dans les se
tions pré
édentes :la dé
roissan
e de la vitesse azimutale maximale (di�usion bidimensionnelle 
lassique), et aussi
elle la vitesse axiale induite par la propagation de front d'onde, qui elle dépend égalementde l'amplitude de 
e front. I
i, 
ette amplitude est �xée à ε = 1 
ar pour 
ette 
on�gurationelle est la plus élevée. À travers l'évolution temporelle du nombre de swirl pour di�érentsnombres de Reynolds, il est ainsi mis en éviden
e la 
ompétition de 
es deux e�ets, qui peuventéventuellement mener au développement d'instabilités héli
oïdales si le nombre de swirl atteintune valeur inférieure au seuil 
ritique.Pour illustrer l'e�et de la vis
osité sur le développement des instabilités héli
oïdales dues àla propagation d'un front d'onde, deux isosurfa
es de vorti
ité sont représentées au temps
(t∗ = 6.239) pour quatre nombre de Reynolds 
onsidérés i
i sur la �gure 3.13. La vis
ositéatténue l'ampli�
ation des modes instables jusqu'à les annihiler.La �gure 3.14 montre que le nombre de swirl, évalué dans le plan z = 30, est en dessous duseuil 
ritique de stabilité pour des nombres de Reynolds ReΓ > 5000 à t∗ ∼ 2.7−3. Pour le 
asoù ReΓ = 2500, 
e seuil n'est atteint qu'ultérieurement t∗ > 6.3, tandis que pour un nombrede Reynolds bas ReΓ = 1000 il n'est pas fran
hi sur l'intervalle de temps simulé. Le pro
essusde di�usion du tourbillon reste alors prédominant sur la propagation du front d'onde et ledéveloppement d'instabilités.
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(a) ReΓ = 10000 (b) ReΓ = 8000

(
) ReΓ = 2500 (d) ReΓ = 1000Fig. 3.13 � Deux isosurfa
es de vorti
ité ||~ω|| = ωmax/e
β et ||~ω|| = 2 ∗ ωmax/eβ à l'instant

(t∗ ∼ 6.24), pour les di�érentes valeurs du nombre de Reynolds 
onsidérées i
i. Con�guration
ε = 1 ave
 bruit blan
 initialement.
3.3 Collision de deux fronts : explosion tourbillonnaire ?Le phénomène d'explosion tourbillonnaire ou vortex bursting peut être interprété par la
ollision de deux fronts d'onde se propageant l'un vers l'autre [67, 87℄. L'é
oulement de baseest un tube tourbillonnaire ave
 un 
hangement lo
al de son rayon à ses deux extrémités (Fig.3.15), générant ainsi un front d'onde axisymétrique (se
tion 3.2). Le 
hamp de vitesse et depression initial dans 
haque plan transerve est obtenue à l'aide du modèle de tourbillon deLamb-Oseen (Eq. 3.1). Le domaine de 
al
ul 
onsidéré i
i di�ére du pré
édent uniquement parsa longueur axiale plus grande Lz = 81rc1 (taille du domaine transverse et maillage identiques,paragraphe 3.2.1).Cette étude se pla
e dans un 
ontexte d'é
oulement quasi-in
ompressible, la vitesse maximale
orrespond à un nombre de Ma
h M = 0.2. Le nombre de Reynolds est identique pour toutesles simulations présentées dans 
ette se
tion, ReΓ = Γ/ν = 104.Les 
onditions limites dans la dire
tion longitudinale sont périodiques. Ce
i 
orrespond à lamodélisation d'un tube tourbillonnaire ave
 plusieurs a

roissements lo
aux de rayon, maisoù seulement deux d'entres eux sont pris 
ompte à 
ha
une des extrémités du domaine de
al
ul. Dans 
haque dire
tion transverse, des 
onditions limites non-ré�e
hissantes [76℄ sontemployées modélisant un é
oulement ouvert.3.3.1 Dynamique globaleLa dynamique de l'é
oulement est illustrée en suivant l'évolution de deux isosurfa
es devorti
ité au 
ours du temps (Fig. 3.16 et 3.17). Elle peut être dé
rite par trois régimes : lespremiers instants (t∗ ∼ 0−4.46) 
orrespondent à la génération et la propagation de deux entitésreprésentées par des stru
tures annulaires de vorti
ité. Elles voyagent à vitesse quasi-
onstantele long du tourbillon dans des dire
tions opposées. Le deuxième régime (t∗ ∼ 5.44 − 9.58)
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ements rc1 rc2rc2Fig. 3.15 � S
héma de la 
ondition initiale ave
 variation de rayon du 
÷ur pour l'étude del'explosion tourbillonnaire, rc1 et rc2 étant les rayons du tourbillon.est l'interse
tion ou la 
ollision des deux fronts au milieu du domaine de 
al
ul 
ara
térisépar un 
hangement soudain et 
onséquent de la stru
ture tourbillonnaire. On remarque undéveloppement d'instabilités héli
oïdales à (t∗ ∼ 6.72) de part et d'autre de la région de
ollision, qui est due à la vitesse axiale induite su�sament élevée pour rendre l'é
oulementinstable à des perturbations tridimensionnelles. Un troisième régime où les petites stru
turesgénérées par la 
ollision se dissipent et deux fronts d'onde se propagent dans des dire
tionsopposées par rapport à la région de 
ollision. Ces deux propagations sont a

ompagnées par ledéveloppement d'instabilités héli
oïdales (t∗ ∼ 11.14). De plus, la symétrie axiale initiale estbien respe
tée tout au long de 
ette dynamique malgré les di�érentes intera
tions non-linéairesprésentes.L'évolution temporelle de la pression au 
÷ur du tourbillon dans la dire
tion longitudinale,tra
ée sur la �gure 3.18, montre e�e
tivement la propagation à vitesse quasi-
onstante desdeux fronts d'onde avant leur 
ollision. Lorsque qu'ils se ren
ontrent, il y a un a

roissementsoudain du minimum de pression, qui est suivi d'une propagation de deux autres fronts d'onde.En 
omparant deux 
on�gurations d'é
oulements, 
ara
térisées par les amplitudes initiales
ε = 0.0625 et ε = 1, une di�éren
e majeure apparaît : pour ε = 1, la 
ollision 
onduit à une
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(a) t∗ ∼ 3.18

(b) t∗ ∼ 4.46

(
) t∗ ∼ 5.44Fig. 3.16 � Illustration du phénomène d'explosion tourbillonnaire par la visualisation de deuxisosurfa
es de vorti
ité. Le temps est normalisé tel que t∗ = t/T où T = 2πrc1/vθmax1 . Con�-guration ε = 1.
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(d) t∗ ∼ 6.72

(e) t∗ ∼ 9.58

(f) t∗ ∼ 11.14Fig. 3.17 � Illustration du phénomène de vortex bursting par la visualisation de l'évolutionde deux isosurfa
es de vorti
ité. Le temps est normalisé t∗ = t/T où T = 2πrc1/vθmax1 .Con�guration ε = 1.



3.3 Collision de deux fronts : explosion tourbillonnaire ? 71région tourbillonnaire très perturbée, indiquant de fortes intera
tions non-linéaires. Tandis quepour le 
as de faible amplitude ε = 0.0625, le tourbillon semble retrouver un état stable etlaminaire, la 
ollision des fronts ne 
onduisant pas, dans 
e 
as, au phénomène d'explosiontourbillonnaire ou vortex bursting.Cette première analyse met en éviden
e deux types de 
ollisions, une où les 
onséquen
essont majeures et mènent à l'explosion tourbillonnaire et une autre marquée par l'intera
tionde fronts d'onde de faibles amplitudes sans déstru
turation du tourbillon. Par la suite, il estdis
uté de la 
ara
térisation de 
e phénomène en fon
tion de l'amplitude des fronts d'onde.3.3.2 Conséquen
es et 
ara
térisation du phénomèneStru
ture du tourbillon dans la région de 
ollisionL'explosion tourbillonnaire est identi�ée par un 
hangement rapide et radi
al de la stru
turedu tourbillon [87, 92℄. Celle-
i est 
ara
térisée par le pro�l de 
ir
ulation en fon
tion de ladistan
e radiale au 
÷ur par
Γ(r, θ) =

∫∫
ωzrdrdθ, (3.13)où ωz est la 
omposante de vorti
ité axiale. Les pro�ls de 
ir
ulation sont extraits pour di�é-rentes 
on�gurations d'é
oulements ε = 0.0625/0.3/0.5/1, dans le plan z∗ = Lz/2 = 40.5. Ceplan 
orrespond au lieu de ren
ontre, les fronts d'onde se propagent à la même vitesse 
ar ilssont symétriques de part et d'autre.La vorti
ité axiale est tout d'abord interpolée sur un maillage 
ylindrique, puis intégrée dans ladire
tion azimutale a�n d'obtenir un pro�l de 
ir
ulation fon
tion de la distan
e radiale unique-ment. Les �gures 3.19 représentent 
es pro�ls à di�érents instants. Pour les 
as ε = 0.0625−0.3,la stru
ture tourbillonnaire est très peu a�e
tée par la 
ollision des fronts d'onde. Tandis que,pour les 
as ε = 0.5−1, elle 
onduit à une déstru
turation du tourbillon par une augmentationsigni�
ative de sa taille, d'autant plus importante que l'amplitude est élevée. Après un 
ertainlaps de temps qui dépend de l'importan
e de la 
ollision, la stru
ture du tourbillon redevientbien dé�nie pour toutes les 
on�gurations, en raison de la dissipation des petites stru
turesturbulentes dans 
ette région de l'é
oulement.Evolution de l'enstrophieL'enstrophie est l'intégrale du 
arré de la vorti
ité sur un volume donné. À partir deséquations de Navier-Stokes, il est possible d'établir l'équation instationnaire de l'évolutionde l'énergie 
inétique en fon
tion du nombre de Reynolds et de l'enstrophie [82℄. Pour un�uide in
ompressible dans un domaine in�niment grand, 
ette équation s'é
rit

d

dt

∫

D

1

2
||u||2dV = − 1

Re
Z, (3.14)où V est un volume de 
ontr�le et Z l'enstrophie

Z =

∫

D
||ω||2 dV. (3.15)Ainsi, l'évolution de l'enstrophie peut être interprétée 
omme le taux de dissipation d'énergie
inétique par unité de volume.Pour 
haque 
on�guration l'évolution temporelle de l'enstrophie dans le domaine de 
al
ulentier est représentée sur la �gure 3.20. Elle dé
roît au 
ours du temps par e�et de di�usion.
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(a) ε = 1

(b) ε = 0.0625Fig. 3.18 � Pro�l du minimum de pression au 
÷ur du tourbillon dans la dire
tion axiale enfon
tion du temps normalisé par T = 2πrc1/vθmax1 et pour deux amplitudes initiales de frontd'onde ε.
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) ε = 0.5 (d) ε = 1Fig. 3.19 � Pro�ls de 
ir
ulation du tourbillon dans le plan z∗ = Lz/2 = 40.5 à di�érentstemps, pour quatre 
on�gurations d'é
oulements où ε est l'amplitude initiale des fronts d'ondeaxisymétriques. Les pro�ls sont normalisés par la 
ir
ulation totale Γtot = 2παrc1vθmax1 . La
ollision a lieu à t∗ ∼ 5− 6.Lorsque les deux fronts d'onde se ren
ontrent elle augmente de manière signi�
ative pour desamplitudes de fronts grandes ε > 0.4, tandis que pour les autres 
as son évolution est peu ounon perturbée. Par la suite, l'enstrophie atteint un extremum avant de dé
roître, indiquantla dissipation des petites stru
tures résultant de la 
ollision. Le léger dé
alage des temps oùl'enstrophie est maximale entre les 
on�gurations est du aux légères di�éren
es de vitesses depropagation des fronts d'onde. Pour les 
as ε > 0.8, l'enstrophie s'a

roît de nouveau après

t∗ = 10 
orrespondant au développement d'instabilités héli
oïdales.Dans le but de distinguer les 
on�gurations où l'explosion tourbillonnaire a lieu, un temps de
ollision t∗c est dé�ni. Ce temps 
orrespond à 
elui que met un front d'onde pour par
ourirune distan
e d∗ = (Lz − 2E)/2 = 35.5 à la vitesse de propagation v∗p. Cette vitesse dépendde l'amplitude des fronts d'onde ε mais reste pro
he de la vitesse du tourbillon vθmax1 . Ainsipour 
onserver un 
ara
tère obje
tif, pour toute les 
on�gurations le temps de 
ollision est
al
ulé ave
 v∗p = vθmax1 . L'analyse de l'enstrophie au temps t∗c en fon
tion de l'amplitude desfronts (Fig. 3.21) montre que l'explosion tourbillonnaire a lieu pour des amplitudes supérieuresà 40 − 50% du rayon initial. Même si le temps de 
ollision est 
al
ulé ave
 la vitesse de
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Fig. 3.22 � Spe
tre d'énergie pour la 
on�guration ε = 1.propagation respe
tive de 
haque 
on�guration, la 
ourbe est similaire ave
 une brisure depente pour ε ∼ 0.4− 0.5Analyse spe
traleLa génération de petites stru
tures lors de la 
ollision des fronts d'onde est étudiée suivantl'évolution des spe
tres d'énergie monodimensionnels dans la dire
tion axiale. Pour 
al
uler
ette énergie asso
iée à 
haque longueur d'onde, une transformée de Fourier est e�e
tuée. Le
hamp de vitesse est é
rit sous forme d'une série de Fourier :
u(x, y, z, t) =

nz−1∑

n=1

û(x, y, kz, t)e
ikzz, kz = n

2π

Lz
, (3.16)ave
 nz le nombre de points dans la dire
tion longitudinale et Lz la longueur axiale du domainede 
al
ul. La transformée de Fourier s'é
rit

û(x, y, kz, t) =
1

Lz

∫ Lz

0
u(x, y, z, t)e−ikzzdz. (3.17)L'énergie modale de 
haque nombre d'onde kz est dé�nie par

Ekz(t) =
Lz
2

∫ Lx

0

∫ Ly

0
û.û∗dxdy, (3.18)où û∗ est le nombre 
omplexe 
onjugué de û. Les limites des intégrales transverses sont déter-minées par les longueurs du domaine de 
al
ul (Lx, Ly).Pour la 
on�guration ε = 1, les spe
tres monodimensionnels sont représentés à di�érents ins-tants de la dynamique de propagation et de 
ollision sur la �gure 3.22. Pour 
ette 
on�gurationla 
ollision des fronts 
onduit à l'explosion tourbillonnaire, 
ara
térisée par la génération de pe-tites stru
tures (t∗ ∼ 4.46−5.44). Les spe
tres d'énergie aux temps ultérieurs (t∗ ∼ 6.72−9.58)montrent la dissipation d'énergie asso
iée à 
es stru
tures. Au temps (t∗ = 11.14), le dévelop-pement d'instabilités héli
oïdales a lieu et 
ontribue à la génération d'autres petites stru
tures.
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Fig. 3.23 � Énergie 
inétique moyenne des petites stru
tures au temps de 
ollision t∗c = 5.65,fon
tion de l'amplitude des fronts d'onde ε.Pour établir un se
ond diagnosti
 du phénomène d'explosion tourbillonnaire, une énergiemoyenne des petites stru
tures est introduite :
Escs(t) =

nz−1∑

k=kc

Ek(t), (3.19)où kc estle nombre d'onde délimitant les plus petites longueurs d'ondes. Pour 
ette analyse,on 
hoisit toutes les longueurs d'ondes plus petites que le rayon 
ara
téristique du tourbillon
rc1 où a lieu la 
ollision, 
.-à-d. un nombre d'onde kc = 81. Pour toutes les 
on�gurations, onreprésente 
ette énergie moyenne des petites stru
tures au temps de 
ollision t∗c , dé�ni dansla se
tion pré
édente 3.3.2. Comme pour l'enstrophie à 
et instant, il apparaît que l'explosiontourbillonnaire a lieu seulement pour les 
on�gurations ǫ > 0.5, 
ara
térisées par un é
oulementlo
alement turbulent.3.4 Con
lusionLes simulations SND ont permis de montrer que la variation lo
ale de la taille d'un tour-billon mène à la génération de fronts d'onde axisymétrique qui se propagent le long d'untourbillon. L'in�uen
e de di�érents paramètres 
ara
téristiques de l'é
oulement a été évaluée :
elle de l'amplitude des fronts, de leur épaisseur et également du nombre de Reynolds. Il s'estavéré que pour la gamme de valeurs 
onsidérées, la vitesse de propagation d'un tel front est del'ordre de la vitesse azimutale du tourbillon de la région dans laquelle il se propage. Une des
onséquen
es majeures de la propagation est la génération d'une vitesse axiale qui peut êtresu�samment élevée pour déstabiliser l'é
oulement à travers le développement d'instabilitéshéli
oïdales [57℄.La 
ollision de deux fronts d'onde se propageant l'un vers l'autre a pour 
onséquen
e l'ex-plosion tourbillonnaire lorsque leur amplitude est su�sament élevées. Il a ainsi été établi un
ritère obje
tif d'apparition de 
e phénomène, en 
onsidérant le 
hangement soudain de l'en-strophie à l'instant de la 
ollision ainsi que la génération de petites stru
tures. L'explosiontourbillonnaire a lieu pour des amplitudes de front d'onde ǫ > 0.5.



Chapitre 4Intera
tion entre un jet et un tourbillon desillage d'avion
4.1 Introdu
tionLes motivations du 
hamp de re
her
he sur la dynamique des tourbillons de sillage d'avionsont d'une part la sé
urité du transport aérien par la minimisation du danger représenté parla ren
ontre entre un sillage et un avion suiveur, et d'autre part, l'impa
t environnementaldu tra�
 aérien à travers la dispersion des polluants sortant des turboréa
teurs dans l'at-mosphère. Ces deux aspe
ts sont étroitement liés par le fait que les émissions de gaz brûléssont entraînées par le 
hamp tourbillonnaire. Sous 
ertaines 
onditions atmosphériques (temps
lair), des pana
hes blan
s, appelés traînées de 
ondensation, se forment derrière l'avion [74℄,et 
orrespondent aux tourbillons marginaux sur une partie du sillage. Ces traînées résultentde la 
ondensation de la vapeur d'eau issue des jets moteurs, dé
len
hée par les parti
ules desuies 
haudes provenant de la 
ombustion du kérosène dans l'atmosphère très froide. Mêmeaprès la dégénéres
en
e des tourbillons (
ausée généralement par une instabilité de Crow [15℄ou par l'intera
tion ave
 la turbulen
e atmosphérique [34℄), elles peuvent persister plusieursheures dans l'atmosphère et 
ontribuer à la formation de nuages (
irrus), et ainsi à l'e�et deserre.Il est abordé dans 
e 
hapitre, la dynamique d'intera
tion entre un é
oulement de jet moteuret un tourbillon pour des 
onditions de vol réalistes. Les premières études d'intera
tion, notam-ment 
elle de Miake-Lye et al. [64℄, ont montré que deux régimes se distinguent en 
onditionde 
roisière, 
elui du jet puis 
elui de l'intera
tion (Fig. 4.1). Pendant les premières se
ondesaprès l'émission, le jet se mélange rapidement ave
 l'air ambiant, pendant que la nappe de vor-ti
ité s'enroule autour des tourbillons marginaux. Par la suite, la dynamique est gouvernée parl'enroulement du jet autour du tourbillon. L'expérien
e en sou�erie de Brunet et al. [8℄ ave
un modèle d'avion à é
helle réduite montre que le jet 
ommen
e à subir l'in�uen
e du 
hamptourbillonnaire à partir d'une distan
e aval d'une demi envergure. Cette distan
e est relativeà l'intensité du jet 
onsidéré qui est fon
tion du moteur et n'est don
 pas généralisable. Ré-
emment, des 
ampagnes expérimentales ont été menées, notamment par Ja
quin et al. [40℄ etMargaris et al. [55℄, pour évaluer l'in�uen
e des di�érents paramètres 
ara
téristiques, 
ommela distan
e de séparation entre le jet et le tourbillon, le rapport d'intensité des deux entitésou en
ore le nombre de Reynolds et l'in
linaison du jet. Paoli et al. [75℄ ainsi que Ferreira etal. [27℄ ont e�e
tué des simulations numériques aux grandes é
helles (SGE). À travers l'étude
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E1

E2

Fig. 4.1 � Illustration de l'intera
tion jet moteur/tourbillon en 
ondition de 
roisière, 
ara
-térisée par deux régimes : le régime du jet E1, et le régime d'intera
tion E2.de l'intera
tion pour des 
on�gurations simpli�ées et a
adémiques, 
es travaux ont montré lespossibilités et l'apport du numérique à 
e sujet.Dans le 
adre du projet européen FAR-Wake (2005-2008), 
ette thématique a fait l'objet deplusieurs études expérimentales (
on�guration simpli�ée en basssin à eau, modèle réduit ensou�erie) et numériques, dans le but d'identi�er l'impa
t du jet sur la dynamique tourbillon-naire et d'en évaluer les 
onséquen
es par des 
omparaisons 
roisées des nombreux résultats.Cette étude se pla
e dans 
e 
ontexte ave
 pour obje
tif de réaliser des simulations à hautnombre de Reynolds (à l'aide de SGE) pour des 
on�gurations de vol réalistes (phase de dé-
ollage, de 
roisière et d'appro
he). Plusieurs paramètres sont testés 
omme la distan
e deséparation entre le jet et le tourbillon, l'intensité du jet vis-à-vis de 
elle du tourbillon ainsique sa température. Dans 
e 
hapitre, on appellera jet 
haud 
elui dont le 
hamp de tempé-rature est anisotherme, et jet froid dans le 
as isotherme (à température atmosphérique).Ce 
hapitre est 
omposé de quatre se
tions. La première se
tion est dédiée à la modélisationainsi qu'aux di�érentes hypothèses utilisées. La se
onde présente les résultats des simulationsSGE en 
onditions de 
roisière. La troisième se
tion 
on
erne l'intera
tion pendant les deuxphases de vol hypersustenté, et en�n la dernière se
tion présente les 
on�gurations d'intera
-tion tenant 
ompte de la température du jet.4.2 Modélisation et initialisationCette se
tion présente les di�érentes hypothèses et la méthode employée pour modéliserl'intera
tion entre un é
oulement de jet d'un moteur et un tourbillon de sillage d'avion.Deux hypothèses majeures sont posées pour la modélisation de 
e type d'intera
tion. La pre-mière est l'appro
he temporelle où il est supposé que l'é
oulement est quasi-parallèle dans ledomaine de 
al
ul 
onsidéré. Cette appro
he repose sur le fait que les gradients axiaux peuventêtre négligés sur la longueur de la boîte de 
al
ul par rapport aux gradients transverses. Des
onditions aux limites de périodi
ité sont don
 employées dans la dire
tion axiale. Ainsi, la dy-namique de l'é
oulement est suivie en fon
tion du temps, qui peut être assimilé à une distan
e



4.2 Modélisation et initialisation 79aval dans le sillage en supposant que la domaine de 
al
ul se dépla
e à une vitesse 
onstante(vitesse de l'avion). La deuxième hypothèse 
on
erne l'intera
tion en 
ondition de 
roisière.On suppose que le 
hamp tourbillonnaire a peu d'in�uen
e sur l'é
oulement de jet sur unedistan
e aval d'une envergure environ (
e qui 
orrespond à 50Dj ave
 Dj le diamètre du jet),étant donné qu'ils sont éloignés l'un de l'autre [73℄. Pour 
e type de 
ondition de vol, on simuledans un premier temps le régime du jet, puis 
elui de l'intera
tion ave
 un tourbillon, tan-dis que pour les phases hypersustentées seul le régime d'intera
tion est simulé. Pour les troisphases de vol, la modélisation 
on
erne la dynamique derrière une aile uniquement, supposantune symétrie par rapport à l'axe de vol de l'avion.Les paragraphes suivants s'atta
hent à dé
rire les di�érentes approximations qui ont permisd'obtenir les paramètres 
ara
téristiques du jet pour les trois 
on�gurations de vol et la mo-délisation de 
e type d'é
oulement.4.2.1 Approximation d'un jet moteur d'avion double-�uxLa majeure partie des moteurs équipant les avions 
ommer
iaux sont de type turboréa
teurdouble-�ux. L'obje
tif n'est pas d'étudier la dynamique de 
e type de jet mais l'obtention d'unjet turbulent pour initialiser la simulation d'intera
tion ave
 un tourbillon de bout d'aile. Ilest alors dé�ni un jet mono-�ux équivalent (Fig. 4.2) de débit et de poussée identiques à 
eluid'un jet double-�ux.PSfrag repla
ements
wj

wjf

wjf

wjc

U

U

Fig. 4.2 � S
hématisation de l'approximation d'un jet double-�ux par un jet mono-�ux.Dans le 
adre du projet européen FAR-Wake, le laboratoire national d'aéronautique des Pays-Bas (NLR, Pays-Bas), a e�e
tué des simulations de turbine à gaz ave
 leur programme Gasturbine Simulation Program (GSP) pour déterminer les valeurs de vitesse et de températured'un jet double-�ux en sortie d'un moteur de General Ele
tri
s [16℄. Les données obtenuessont résumées dans le tableau 4.1. Les indi
es ·jc et ·jf 
orrespondent respe
tivement aux �uxsortant primaire (interne ou 
ore) et se
ondaire (externe ou fan).Phase U [m/s℄ Ta [K℄ Pa [Pa℄ wjf [m/s℄ wjc [m/s℄ Tjf [K℄ Tjc [K℄appro
he 68.1 288.15 101325 143 136 294 605dé
ollage 85.1 288.15 101325 255 306 297 605
roisière 254.8 234.6 34381 334 464 253 570Tab. 4.1 � Estimation d'un jet double-�ux d'un moteur de General Ele
tri
s, obtenue par leNLR.



80 4.2 Modélisation et initialisationLes relations d'équivalen
es pour le débit D et la poussée T , entre un jet double-�ux et un jetmono-�ux, s'é
rivent
D = Dc +Df = De, (4.1)
T = Dj(wj − U) = Dc(wjc − U) +Df (wjf − U), (4.2)ave
 D∗ = ρ∗w∗A∗, où ρ∗ est la densité, w∗ la vitesse axiale et Aj·∗ l'aire respe
tive de 
haquepartie du jet 
ylindrique et U la vitesse de l'avion (vitesse à l'entrée). L'indi
e ·j indiquele jet équivalent mono-�ux. Il est supposé que les gaz sortants du jet double-�ux véri�ent larelation des gaz parfaits, permettant d'obtenir les valeurs de densité respe
tives. Les in
onnuesrestantes sont les rayons des parties du jet 
ylindrique des �ux primaires rjc et se
ondaires

rjf permettant de déterminer les aires respe
tives (Ajf , Ajc). Le rapport des débits bpr =
Df

Dc
ara
téristique d'un moteur permet d'établir :
rjc = Rm

√
H

H + bpr
ave
 H =

ρfwf
ρcwc

. (4.3)où Rm est le rayon du moteur 
onnu à l'entrée, le rayon du �ux se
ondaire est rjf = Rm −
rjc. L'estimation du rapport des �ux sortants H, 
onduit à une valeur du rayon rjc variantlégèrement en fon
tion des 
on�gurations. On 
hoisit alors d'utiliser H = 1 pour avoir unrayon 
onstant. Il est alors plus faible de ∼ 20% que 
elui estimé en tenant 
ompte des valeursexa
tes des �ux (H ∼ 1.6− 2).Le débit D et la poussé T du jet double-�ux peuvent alors être 
al
ulés. La résolution dusystème d'équations (4.1) et (4.2) fournit les 
ara
téristiques du jet mono-�ux :

wj =
T

D
, (4.4)

ρj =
D

wjAj
ave
 Aj = πr2j = πR2

m, (4.5)ave
 rj le rayon à demi-vitesse du jet équivalent, 
hoisi identique au rayon Rm.L'initialisation du 
hamp de vitesse axiale du jet est e�e
tuée en utilisant une distributionradiale de vitesse et de densité le 
as é
héant, suivant un pro�l en tangente hyperbolique :
w(r) =

1

2

{
(wj + wa)− (wj − wa) tanh

[
1

4

rj
θ

( r
rj
− rj
r

)]}
, (4.6)

ρ(r) =
1

2

{
(ρj + ρa)− (ρj − ρa) tanh

[
1

4

rj
θ

( r
rj
− rj
r

)]}
, (4.7)où ρa est la densité de l'atmosphère. L'é
oulement externe n'est pas pris en 
ompte, d'où

wa = 0. Ce type de pro�l a été utilisé dans les pré
édentes études numériques d'intera
tionentre un jet et un tourbillon de Paoli et al. [75℄, ou de Ferreira et al. [27℄, en raison des travauxde Moore [69℄. Ce dernier a montré que 
ette famille de pro�ls modélise 
orre
tement le pro�ld'un jet 
ylindrique expérimental dans la région du 
�ne potentiel. L'épaisseur de quantité demouvement de la 
ou
he de mélange du jet θ est dé�nie par
θ =

∫ ∞

0

w(r)

wj

(
1− w(r)

wj

)
dr. (4.8)



4.2 Modélisation et initialisation 81Pour toutes les 
on�gurations, sa valeur est rj/θ = 10 qui 
orrespond au 
as le plus instableparmi les trois valeurs (2.5, 5, 10) étudiées par Mi
halke et Herman [65℄. Les variations dedensité peuvent a�e
ter la stabilité d'un jet, Monkewitz et Sohn [68℄ ont montré qu'il pouvaitêtre absolument instable pour des rapports de densité S = ρj/ρa 6 0.72. Les jets 
haudsdé�nis i
i ont un rapport supérieur à 
ette valeur 
ritique, les instabilités sont don
 de type
onve
tives, en adéquation ave
 l'appro
he temporelle employée i
i. On remarque toutefois quel'approximtaion du jet double-�ux ave
 les hypothèses utilisées 
onduit à des jets simple �uxdont la température est nettement plus faible que les jets primaires.Pour estimer la vitesse du jet froid, on se pla
e dans le 
adre où la poussée uniquement estidentique à 
elle du jet 
haud. Il est 
ependant possible d'estimer les propriétés d'un jet froidéquivalentes à 
elles d'un jet 
haud pour une poussée et un débit identiques mais la di�éren
ede densité implique né
essairement une di�éren
e de la taille du jet. Ce 
hoix n'a pas été retenui
i privilégiant la modélisation d'un é
oulement de jet provenant du même moteur équipant lemême avion (géométrie identique). Le jet froid ainsi estimé a un débit supérieur de 7% pour les
on�gurations hypersustentées et de 14% en 
ondition de 
roisière. Les valeurs des paramètres
ara
téristiques des jets mono-�ux, 
haud et froid, sont ré
apitulées dans le tableau 4.2. Lavitesse du jet froid aurait pu être évaluée à partir d'un même débit ave
 la même restri
tiongéométrique, dans 
e 
as les vitesses auraient été plus faibles alors que l'estimation du jetdouble-�ux en jet simple �ux 
onduit déjà à des vitesses moindres que 
elle du �ux primaire(Tab. 4.1 et 4.2). Type de jet paramètre appro
he dé
ollage 
roisière
haud wj [m/s℄ 142.407 260.375 348.272

Tj [K℄ 321.611 325.556 281.818froid wj [m/s℄ 137.2 247.99 335.56

Tj [K℄ 288.15 288.15 234.6Tab. 4.2 � Paramètres des jets équivalents froids et 
hauds. La température du jet froid
orrespond à 
elle de l'air ambiant.4.2.2 Modélisation de l'intera
tionPour distinguer les di�érentes 
on�gurations de l'intera
tion, un paramètre sans dimension
R est introduit, traduisant le rapport entre l'intensité du jet et 
elui du sillage tourbillonnairede 
ir
ulation Γ :

R =
ρjwj(wj − U)Aj

ρaΓ2
. (4.9)Une autre hypothèse majeure de la modélisation de l'intera
tion 
on
erne l'intensité du tour-billon. On 
onsidère un tourbillon de taille et de 
ir
ulation bien dé�nies. Pour les 
on�gu-rations hypersustentées, la modélisation 
on
erne l'intera
tion d'un tourbillon de volet émisjuste au-dessus du moteur ; tandis que pour les phases de vol de type 
roisière, elle 
on
erne
elle d'un tourbillon émis en bout d'aile plus ou moins distant du jet.Pour toutes les 
on�gurations, la 
ir
ulation du tourbillon 
onsidéré Γ est supposée moins



82 4.2 Modélisation et initialisationintense que la 
ir
ulation totale Γ0, 
ar l'intera
tion 
ommen
e avant la �n de l'enroulement
omplet de la nappe de vorti
ité émise derrière une aile. Nous avons 
hoisi dans 
ette étude
Γ = 0.6Γ0. La 
ir
ulation totale Γ0 peut être déterminée en fon
tion des paramètres de volpour un avion réel [16℄. L'équilibre entre la for
e verti
ale de portan
e et le �ux de quantitéde mouvement verti
al du sillage est traduit par la relation

ρaCL
2Ar

B2U2 = ρaUb0Γ0, (4.10)où U est la vitesse de l'avion, B son envergure, Ar le rapport d'aspe
t de l'aile, CL le 
oe�
ientde portan
e de l'aile, b0 la distan
e entre les deux tourbillons marginaux de bout d'aile aprèsenroulement total de la nappe de vorti
ité. La 
ir
ulation s'exprime en fon
tion des paramètresde vol par
Γ0 =

CLUB

2sAr
, (4.11)où s = b0/B le fa
teur de 
hargement de l'aile. Ce paramètre est fon
tion de la 
ir
ulationlo
ale et traduit la distan
e de séparation des 
entroïdes tourbillonnaires. Pour une aile ellip-tique s = π

4 [37℄. En pratique, même si les distributions de 
ir
ulation ne sont pas elliptiquespour des 
on�gurations hypersustentées, 
e 
oe�
ient peut néanmoins être très pro
he de 
ettevaleur [29℄. Ainsi, pour estimer la 
ir
ulation à partir des paramètres de vol, on utilise s = π
4 .Le 
hamp tourbillonnaire est dé�ni en utilisant le modèle de Lamb-Oseen, dont on rappelle laloi de distribution de vitesse azimutale :

vθ(r, t) =
Γ

2πr
(1− e−(r/a)2) =

vθmaxαrc
r

(1− e−β(r/rc)2), (4.12)où a est le rayon de dispersion, vθmax l'extremum de vitesse atteint au rayon r = rc et α = 1.398.La 
onstante β = 1.2564 provient de la relation entre le rayon de dispersion a et le rayon
rc = 1.121a. On 
onsidère un tourbillon formé partiellement par l'enroulement de la nappe,ainsi le rayon rc est relativement plus petit que 
elui issu d'un sillage 
omplètement formé.Pour toutes les 
on�gurations, on 
hoisit rc ≃ 0.015B où B est l'envergure de l'avion, 
ar il
orrespond à un bon ordre de grandeur dans le 
hamp pro
he étendu [16℄. Par rapport à lataille 
ara
téristique du jet rj , 
e rayon 
orrespond à rc = 0.5rj (rj ≃ 0.03B) dans toutes lessimulations présentées dans 
e 
hapitre.Le domaine de 
al
ul est représenté sur la �gure 4.3 et les 
on�gurations 
onsidérées sontré
apitulées dans le tableau 4.3. Les valeurs sont présentées sous forme normalisée en utilisant
omme vitesse de référen
e, la vitesse du son c, et 
omme longueur de référen
e le rayon à demi-vitesse du jet rj . Les distan
es de séparation entre le jet et le tourbillon pour les 
onditionsde 
roisière sont identiques à 
elles employées dans les expérien
es e�e
tuées en sou�erie parl'ONERA dans le 
adre du projet FAR-Wake [40℄.Les résultats obtenus de l'intera
tion entre le jet et le tourbillon sont présentés sous formeadimensionnelle. Pour 
ela, les grandeurs utilisées sont la vitesse de l'avion U , le rayon dujet mono-�ux équivalent rj et la température atmosphérique T∞ le 
as é
héant. Un tempssans dimension est introduit dé�nissant l'âge du sillage [29℄, tel que τ = t× 16CLU/(π

4ArB).Comme les paramètres de vol sont pris en 
ompte, 
e temps adimensionnel permet d'avoir unenotion temporelle de référen
e entre les di�érentes 
on�gurations.
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ements
∆h ∆v

Domaine d'intera
tion
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x
y

zFig. 4.3 � Modélisation de l'intera
tion entre un jet de moteur et un tourbillon de sillaged'avion derrière une aile.4.2.3 Maillage et 
onditions limitesPour les 
onditions de 
roisière, les simulations sont e�e
tuées en deux étapes : le dé-veloppement du jet seul puis l'intera
tion ave
 un tourbillon (Fig. 4.3). Pour la simulationdu jet seul, le domaine de 
al
ul est de longueurs Lx = Ly = 16rj et Lz = 6rj , dis
ré-tisé par un maillage uniforme dans les trois dire
tions ave
 dix points dans le rayon du jet(Nx ×Ny ×Nz = 161 × 161 × 61). Cette résolution 
orrespond à 
elle employée par Paoli etal. [75℄. La longueur du domaine Lz a été 
hoisie de manière à simuler deux longueurs d'onde
λ du mode linéaire le plus instable. Pour le type de pro�ls de vitesse 
onsidéré i
i (Mi
halkeet Hermann [65℄), 
ette longueur d'onde est λ/rj ∼ 3. Les longueurs transverses du domainede 
al
ul sont 
hoisies de manière à minimiser les ré�exions d'ondes numériques parasites.Le pro
essus d'intera
tion entre un jet et un tourbillon est simulé dans un domaine plus grand,dont les dire
tions transverses sont Lx = Ly = 80rj , tandis que la longueur axiale est iden-tique à 
elle utilisée pour le régime du jet seul. Le maillage est régulier dans la zone d'intérêtde la dynamique (Fig. 4.4), de longueur Lxr = Lyr = 36rj et de résolution identique à 
elleemployée pour le régime du jet. Le pas d'espa
e est ensuite augmenté jusqu'aux points fron-tières. L'avantage d'une résolution identique entre la simulation du régime du jet et 
elle del'intera
tion pour les 
on�gurations de type 
roisière, est d'éviter une erreur supplémentaireliée à une éventuelle interpolation du jet turbulent.Les 
onditions limites sont de type périodique dans la dire
tion axiale 
orrespondant à l'ap-pro
he temporelle employée pour 
ette étude. Pour les fa
es latérales, des 
onditions non-ré�é
hissantes de Poinsot et Lele [76℄ sont utilisées (se
tion 2.4.2.4). De plus, une pré
aution aété prise pour le traitement de 
es frontières ave
 une zone éponge sur 
inq points, dans laquellela vis
osité augmente linéairement jusqu'au point frontière. Ce type de traitement, employé parPaoli et al. [75℄, s'est avéré à posteriori indispensable pour supprimer les ré�exions parasites.



84 4.3 Intera
tion en 
onditions de 
roisièrePhase Distan
e R S Mj M Rej ReΓ(∆h/rj ,∆v/rj) ×106 ×106Croisière (5,−2) 4.36 0.832 0.304 0.103 2.88 5.99Croisière (10,−2) 4.36 0.832 0.304 0.103 2.88 5.99Appro
he (0,−2) 0.94 0.897 0.218 0.119 5.34 15.55Dé
ollage (0,−2) 4. 0.885 0.515 0.119 12.33 15.55Croisière (5,−2) 4.36 1 0.263 0.103 3.46 5.99Croisière (10,−2) 4.36 1 0.263 0.103 3.46 5.99Appro
he (0,−2) 0.94 1 0.203 0.119 6.03 15.55Dé
ollage (0,−2) 4. 1 0.479 0.119 14.22 15.55Tab. 4.3 � Con�gurations d'intera
tion entre un jet de rayon rj et un tourbillon de rayon
rc = 0.5rj (Fig. 4.3). La paramètre R 
orrespond au rapport d'intensité du jet et du tourbillon.
S = ρj/ρa est le rapport des densités entre le jet et l'atmosphère. Les nombres de Ma
h du jetet du tourbillon sont respe
tivement Mj =

wj−U
c et M =

vθmax
c .4.3 Intera
tion en 
onditions de 
roisière4.3.1 Obtention d'un jet turbulentCette se
tion est dédiée au développement d'un jet froid en 
ondition de 
roisière. Pourprovoquer le développement d'instabilités, une perturbation aléatoire en espa
e et de faibleamplitude (bruit blan
) est ajoutée telle que wj → wj(1 + ǫ). L'amplitude maximale de 
etteperturbation est 5 · 10−3.4.3.1.1 Topologie de l'é
oulementLa dynamique d'un jet est gouvernée par le développement d'une instabilité de Kelvin-Helmholtz. Cette dynamique est illustrée sur la �gure 4.5 représentant une isosurfa
e de s
alairepassif et des iso
ontours de vorti
ité dans un plan de 
oupe à travers le jet. Cette instabilitéest présente dans les é
oulements où il y a de forts gradients de 
isaillement entre deux 
ou
hesde �uide de vitesses ou de densités di�érentes. Elle est 
ara
térisée par un enroulement d'une
ou
he ave
 l'autre.La �gure 4.6 présente l'évolution temporelle de la vitesse axiale dans le plan de 
oupe transverse

z = 3. L'évolution de l'é
oulement de jet est 
ara
térisée par une phase laminaire 
orrespon-dant au 
�ne potentiel où le pro�l de vitesse ne 
hange pas. Par la suite, l'ampli�
ation del'instabilité modi�e les pro�ls et 
onduit à une phase turbulente où la forme des pro�ls devitesse est très perturbée.4.3.1.2 Période d'auto-similaritéLe 
omportement d'un jet turbulent a fait l'objet de nombreux travaux expérimentaux etnumériques. Il se 
ara
térise essentiellement par trois propriétés : la vitesse axiale au 
entredu jet évolue suivant une loi inversement proportionnelle à la distan
e aval, l'épaisseur du jetaugmente linéairement et en�n, les pro�ls moyens de vitesse sont indépendants de la distan
e
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Fig. 4.4 � S
héma du maillage non-uniforme dans un plan transverse.aval s'ils sont normalisés par les variables appropriées. Cette propriété d'auto-similarité est va-lable dans le 
as d'un jet spatial où les variables sont moyennées en temps. On peut toutefoisdé�nir une période d'auto-similarité dans le 
as d'une appro
he temporelle où les variablessont moyennées en espa
e dans la dire
tion périodique [26,75℄.Le 
hamp moyen est interpolé sur un maillage polaire, i
i à l'aide des polyn�mes de Lagranged'ordre trois. Une moyenne azimutale est e�e
tuée pour obtenir un pro�l de vitesse axialedépendant uniquement de la distan
e au 
entre w(r). Les �gures 4.7-a-b représentent respe
-tivement l'inverse de la vitesse moyenne au 
entre et le rayon à demi-vitesse r1/2 (rayon où lavitesse atteint la moitié de sa valeur au 
entre) en fon
tion du temps. Pendant la période d'auto-similarité l'inverse de la vitesse au 
entre évolue de manière linéaire en fon
tion du temps, ainsique le rayon à demi-vitesse. Cette période est relativement 
ourte (t∗ = t/(rj/wj) ∈ [42, 58])à 
ause d'un nombre de Reynolds très élevé.Les pro�ls de vitesse 
oïn
ident à di�érents temps lorsque l'adimensionnalisation est e�e
tuéeave
 la vitesse au 
entre et le rayon à demi-vitesse. La �gure 4.8 illustre le 
omportementauto-similaire, 
onvenablement obtenu i
i. Les é
arts des 
ourbes sont attribués en partie àla méthode de post-traitement, notamment à la dé�nition du 
entre du jet qui est 
hoisi i
i
omme le 
entre géométrique initial et ne 
orrespondant pas for
ément au maximum de vitesseaxiale lorsque le jet est devenu pleinement turbulent.4.3.1.3 Initialisation de la 
on�guration d'intera
tionPour initialiser la simulation d'intera
tion entre un jet et un tourbillon dans des 
onditionsde 
roisière, il est né
essaire de 
hoisir un instant du développement du jet. Ce 
hoix peutêtre basé sur la 
onsidération d'une distan
e aval à partir de laquelle l'in�uen
e du tourbillonsur l'é
oulement de jet n'est plus négligeable. Cependant, l'appro
he temporelle 
onduit à unemauvaise évaluation de 
ette distan
e à 
ause de la longueur du 
�ne potentiel qui est plusgrande. Cette surestimation est due au temps d'émergen
e de l'instabilite de Kelvin-Helmholtz
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Fig. 4.5 � Dynamique d'un jet froid pour des 
onditions de vol de type 
roisière. De hauten bas : tj = t/(wj/rj) = 15.78/31.56/47.34. Figures de gau
he : iso
ontours de vorti
itétransverse ωx dans le plan y−z à travers le jet [lignes 
ontinues pour les iso
ontours positifs eten pointillé pour 
eux négatifs℄. Figures de droite : isosurfa
e de s
alaire passif Yt = 0.4Yt(t =
0).
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Fig. 4.6 � Évolution de la vitesse axiale du jet wj dans le plan de 
oupe transverse z = 3.qui est initialement provoquée par une perturbation de l'é
oulement de base. Le 
hoix de laperturbation et de son intensité peuvent 
ontribuer également à des di�éren
es notables.Pour s'a�ran
hir de 
es in
ertitudes, on 
hoisit i
i un instant de la période d'auto-similarité,garantissant un é
oulement de jet turbulent pleinement développé. La solution numérique dujet à t∗ = 47.34 est ainsi utilisée pour initialiser la simulation d'intera
tion ave
 un tourbillon.En e�e
tuant la transformation du passage temporel à une distan
e spatiale d = U ∗t (où U estla vitesse de l'avion), 
et instant 
orrespond à une distan
e aval d ∼ 4.34B ave
 B l'envergurede l'avion. En revan
he, si on s'a�ran
hit de la longueur de la zone laminaire, elle est estiméeà d ∼ 1.2B qui est une distan
e raisonnable pour le début de l'intera
tion [73℄.À l'instant t∗ = 47.34, la vitesse maximum du jet a diminué de moitié, et le 
hamp est 
omposéde stru
tures d'é
helles di�érentes (Fig. 4.9-a). À l'aide d'une transformée de Fourier dis
rètre(FFT) dans la dire
tion axiale [75℄, on représente le spe
tre d'énergie de 
e 
hamp turbulentsur la �gure 4.9-b. La partie inertielle du spe
tre de pente −5/3 est bien 
ouverte pour lesé
helles de grandes et moyennes longueurs.4.3.2 Analyse de l'intera
tionL'instant initial de l'intera
tion 
orrespond à 
elui où l'é
oulement du jet turbulent estajouté à 
elui du tourbillon dans le grand domaine de 
al
ul (Fig. 4.3). Le rayon initial dutourbillon est rc = 0.5rj ave
 rj le rayon initial du jet.4.3.2.1 Dynamique d'enroulementLa dynamique de l'intera
tion est gouvernée par l'entraînement du jet dans le 
hamp tour-billonnaire. Elle est illustrée sur les �gures 4.10 et 4.11, représentant une isosurfa
e de lavorti
ité axiale et les iso
ontours dans le plan z∗ = 0 ainsi qu'une isosurfa
e de la norme de lavorti
ité transverse ωt =
√
ω2
x + ω2

y pour distinguer le jet turbulent (
on�guration de 
roisière
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tivement par leur valeur initiale. Le temps est adimensionnalisépar le temps 
ara
téristique du jet tj = rj/wj .
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Fig. 4.8 � Pro�ls de vitesse adimensionnalisée par la vitesse au 
entre en fon
tion de la distan
eradiale adimensionnalisée par le rayon à demi-vitesse. Le temps est adimensionnalisé par letemps 
ara
téristique du jet t∗ = t/tj = t/(rj/wj).
(∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2)). Trois phases se distinguent : une première où les stru
tures turbu-lentes du jet se rappro
hent du tourbillon, une se
onde où l'intera
tion est forte lorsqu'ellessont pro
hes, qui est 
ara
térisée par des grands anneaux de vorti
ité autour du tourbillon,puis une dernière où les grandes stru
tures se dissipent par des pro
essus d'intera
tion mutuels.
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(a) Isosurfa
e arbitraire de vorti
ité (b) Spe
tre d'énergie.Fig. 4.9 � Jet turbulent 
hoisi 
omme 
ondition initiale pour la simulation d'intera
tion ave
un tourbillon en 
onditions de 
roisière, solution à t∗ = t/tj = 47.34La se
onde phase de l'intera
tion est 
ara
térisée par la 
réation de larges stru
tures annu-laires de vorti
ité azimutale entourant le tourbillon. Elles résultent de l'intera
tion entre lavitesse azimutale du tourbillon et la vitesse axiale du jet, qui s'expliquent d'après l'équationde vorti
ité azimutale en 
oordonnées 
ylindriques 
entrées sur l'axe du tourbillon sous formein
ompressible :
Dωθ
Dt

= ωr
∂vθ
∂r

+
ωθ
r

∂vθ
∂θ

+ ωz
∂vθ
∂z

. (4.13)Au début de la phase d'entraînement, les 
omposantes radiale et azimutale sont nulles au-tour du 
÷ur du tourbillon, ωr = ωθ ≃ 0. Comme le jet est enroulé par la suite autour dutourbillon, il induit une variation axiale du 
hamp de vitesse azimutale, 
onduisant ainsi à
∂ωθ/∂t ≃ ωz∂vθ/∂z.Bien que l'intera
tion génère essentiellement de la vorti
ité azimutale, il y a également dela vorti
ité radiale. Une étude plus approfondie pourrait être menée sur la quanti�
ation de
haque 
omposante de vorti
ité résultante de l'intera
tion.Au niveau de la dynamique d'intera
tion, on note d'une part que les stru
tures de vorti
itéde signes identiques fusionnent ensemble et d'autre part, qu'elles se dissipent en interagissantave
 
elles de signes opposés (Fig. 4.12). L'é
oulement se relaminarise et une stru
ture tour-billonnaire bien dé�nie persiste par la suite. On remarque de plus, que le jet ne pénètre pas àl'intérieur du tourbillon au 
ours de l'intera
tion (Fig. 4.11).4.3.2.2 In�uen
e du jet et de sa positionIl a été dé
rit dans le paragraphe pré
édent le pro
essus de génération de vorti
ité azi-mutale lors de l'intera
tion, on propose i
i d'analyser l'évolution temporelle de l'extremumde vorti
ité azimutale autour du tourbillon (dans un disque de rayon r = 2rc pour éviter de
onsidérer la vorti
ité du jet turbulent). En pratique, la méthode d'extra
tion est la suivante :le 
hamp de vorti
ité 
artésien est dans un premier temps 
al
ulé, puis exprimé dans le repère
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(a) τ ∼ 0.036 (b) τ ∼ 0.102

(
) τ ∼ 0.169 (d) τ ∼ 0.235Fig. 4.10 � Intera
tion jet/tourbillon en 
ondition de 
roisière (∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2) :Isosurfa
e ωz = 0.4ωzmax et iso
ontours dans le plan z∗ = 0 de la vorti
ité axiale (tourbillon),et une isosurfa
e de la norme de la vorti
ité transverse ωt =
√
ω2
x + ω2

y 
oloriée par la vorti
itéaxiale.
ylindrique asso
ié au tourbillon. L'extremum de vorti
ité azimutale est extrait dans 
haqueplan transverse et 
onstitue un ensemble de valeurs parmi lesquelles est 
onsidéré le maxi-mum. Cette pro
édure permet de 
onserver le 
ara
tère lo
al de la formation d'anneau devorti
ité azimutale autour du tourbillon. La �gure 4.13 représente l'évolution temporelle de
e maximum pour les deux positions initiales du jet 
onsidérées. Le pro
essus en trois phasesest retrouvé et 
ommen
e plus t�t lorsque le jet est plus près du tourbillon. L'intera
tion est
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(a) τ ∼ 0.036 (b) τ ∼ 0.0102
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(
) τ ∼ 0.169 (d) τ ∼ 0.235Fig. 4.11 � Iso
ontours de vitesse moyenne axiale lors de l'intera
tion en 
ondition de 
roisièreave
 (∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2). L'iso
ontour de vorti
ité axiale ωz = ωzmax/e
β est égalementreprésenté pour délimiter et positionner le 
÷ur tourbillonnaire (ωzmax est l'extremum devorti
ité initial du tourbillon).dans 
e 
as plus pronon
ée, la di�usion turbulente du jet et son étirement étant moindre avantd'interagir ave
 le 
hamp tourbillonnaire.Une analyse de l'impa
t de l'intera
tion sur le tourbillon est e�e
tuée suivant son pro�l de
ir
ulation Γ(r) et de vitesse azimutale vθ(r). Pour obtenir 
es pro�ls, une moyenne spatialedans la dire
tion axiale du 
hamp de vitesse 
artésien est e�e
tuée. Le 
hamp de vorti
ité estensuite 
al
ulé, puis interpolé sur un maillage polaire, permettant de déterminer le pro�l de
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Fig. 4.12 � Iso
ontours de vorti
ité azimutale à l'instant τ = 0.102 de l'intera
tion en 
onditionde 
roisière dans un plan de 
oupe à travers le tourbillon (
on�guration (∆h/rj ,∆v/rj) =
(5,−2)). Vorti
ités positives en lignes 
ontinues et négatives en lignes pointillées. Le tourbillonest représenté par les isosurfa
es de la vorti
ité axiale telle que ωz 6 ωzmax/e

β .
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Fig. 4.13 � Évolution de l'extremum lo
al de la vorti
ité azimutale dans un disque de rayon
r = 2rc, pendant l'intera
tion en 
ondition de 
roisière pour deux positions initiales du jet.
ir
ulation par intégration radiale et azimutale (Eq. 3.9 et 3.10, 
hapitre 3). Les pro�ls ainsiobtenus sont tra
és sur la �gure 4.14 à di�érents instants. À mesure que le jet turbulent serappro
he du tourbillon, sa 
ir
ulation diminue dans la région pro
he du 
÷ur. On remarqueque les pro�ls restent non-perturbés pour des rayons r < rc. Les 
onséquen
es en terme devitesse du tourbillon se traduisent par une diminution des extrema. À l'instant τ = 0.333,elle atteint ∼ 38% de la valeur initiale pour le 
as (∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2) et ∼ 19% pour
(∆h/rj ,∆v/rj) = (10,−2). En revan
he, quelle que soit la position initiale du jet, la taille dutourbillon dé�ni par le rayon rc où la vitesse azimutale atteint un pi
, reste 
onstante.
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Fig. 4.14 � Pro�ls de 
ir
ulation Γ(r) et de vitesse azimutale vθ(r) lors de l'intera
tion en
ondition de 
roisière. La position initiale du jet est indiqué par un point sur l'axe des abs
isses.Figures de gau
he pour (∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2) et de droite pour (∆h/rj ,∆v/rj) = (10,−2).4.4 Intera
tion en 
onditions hypersustentées4.4.1 Des
ription de l'intera
tionLes 
on�gurations étudiées dans 
ette se
tion modélisent l'intera
tion entre un tourbillongénéré au niveau d'un volet ave
 le jet débou
hant d'un turboréa
teur pla
é juste en dessous,dans des 
onditions de dé
ollage ou de phase d'appro
he. Comme le jet est très pro
he dutourbillon, l'hypothèse de deux régimes distin
ts ne peut être posée et justi�ée. Ainsi, les jets
onsidérés (Tab. 4.3) sont initialement laminaires et leur axe est pla
é pro
he du tourbillon(à un diamètre de jet). L'é
oulement de base du jet est perturbé initialement par l'ajoutd'un bruit blan
 (wj → wj(1 + ǫ) ave
 ǫ ∈ [−5 · 10−3, 5 · 10−3]) pour favoriser l'apparitiond'instabilités. Les rapports des vitesses 
ara
téristiques, axiale et azimutale, sont initialementde wj/vθmax ∼ 1.71 pour la 
on�guration de phase d'appro
he et de wj/vθmax ∼ 4.02 pour la
on�guration de dé
ollage (valeurs déduites du tableau 4.3).La dynamique globale est illustrée en suivant l'évolution d'une isosurfa
e de la vorti
ité axialeet une isosurfa
e de la norme de la vorti
ité transverse (Fig. 4.15, 4.16). Le jet s'étire ets'enroule dès les premiers instants autour du tourbillon, en raison du 
hamp de 
ontrainteinduit par le tourbillon. L'é
oulement se déstabilise et devient rapidement turbulent pour
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tion en 
onditions hypersustentéesles deux 
on�gurations. Un dé
alage temporel est observé entre la 
on�guration de dé
ollageet 
elle de phase d'appro
he, mais le résultat �nal est similaire ave
 la pré
ense de grandesstru
tures turbulentes. Paoli et al. [75℄ ont obtenu le même résultat pour 
e type d'intera
tionave
 des valeurs de rapports de vitesse pro
hes de 
elles 
onsidérées i
i (wj/vθmax = 1.5 et
wj/vθmax = 3 et un jet pla
é initialement à une distan
e deux fois plus 
ourte).

(a) τ ∼ 0.0038 (b) τ ∼ 0.0098

(
) τ ∼ 0.0189 (d) τ ∼ 0.0288Fig. 4.15 � Intera
tion jet/tourbillon en 
ondition de phase d'appro
he : isosurfa
e de lavorti
ité axiale ωz = 0.4ωzmax et iso
ontours dans le plan z∗ = 0 (ωzmax est le maximuminitial), et une isosurfa
e de la norme de la vorti
ité transverse ωt =
√
ω2
x + ω2

y 
oloriée par lavorti
ité axiale.



4.4 Intera
tion en 
onditions hypersustentées 95

(a) τ ∼ 0.0038 (b) τ ∼ 0.0098

(
) τ ∼ 0.0189 (d) τ ∼ 0.0288Fig. 4.16 � Intera
tion jet/tourbillon en 
ondition de dé
ollage : isosurfa
e de la vorti
itéaxiale ωz = 0.4ωzmax et iso
ontours dans le plan z∗ = 0 (ωzmax est le maximum initial), etune isosurfa
e de la norme de la vorti
ité transverse ωt =
√
ω2
x + ω2

y 
oloriée par la vorti
itéaxiale.



96 4.4 Intera
tion en 
onditions hypersustentées4.4.2 Analyse de la stru
ture du tourbillonLes pro�ls de 
ir
ulation et de vitesse azimutale permettent de quanti�er la stru
ture dutourbillon (Fig. 4.17). Pour les deux 
on�gurations, l'intera
tion se traduit par une pertur-bation qui se propage vers le 
÷ur (délimité par un rayon de rc = 0.5rj) jusqu'à l'a�e
terfortement. La perturbation est indiquée par un ex
ès de 
ir
ulation typique des instabilités
entrifuges (dis
uté également par Ja
quin et Pantano [41℄). Ces instabilités se développentdans des é
oulements tourbillonnaires lorsqu'il y a présen
e de vorti
ité axiale opposée à 
elledu tourbillon ou d'un maximum lo
al de 
ir
ulation. L'intera
tion de la vitesse axiale ave
 lavitesse azimutale 
onduit à la génération de larges stru
tures de vorti
ité radiale, azimutale etaxiale de signes di�érents. Il semblerait don
 que 
e soit 
e type d'instabilité qui est respon-sable de la déstru
turation du tourbillon.La di�éren
e notable entre la 
on�guration de phase d'appro
he et de dé
ollage est que la dé-stru
turation du tourbillon est plus pronon
ée en 
ondition de dé
ollage, 
e qui peut s'expliquerpar l'intensité du jet plus élevée dans 
e 
as (Tab. 4.3).
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(a) Phase d'appro
he (b) Phase de dé
ollageFig. 4.17 � Pro�ls de 
ir
ulation Γ(r) et de vitesse azimutale vθ(r) lors de l'intera
tionjet/tourbillon en 
onditions hypersustentées. Le jet est initialement pla
é à r = 2rj .Pour les 
on�gurations hypersustentées modélisées i
i, l'é
oulement axial du jet est intenseet très pro
he du tourbillon. La �gure 4.18 montre l'évolution de la distribution de vitesseaxiale moyennée dans la dire
tion axiale au 
ours de la dynamique. Le jet s'enroule autour
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onditions hypersustentées 97du tourbillon. En raison de l'intera
tion ave
 la vitesse azimutale du tourbillon, l'é
oulementdevient instable et turbulent. On remarque que pour la 
on�guration de dé
ollage, la vitesseaxiale du jet pénètre à l'intérieur du tourbillon. Pour la phase d'appro
he, elle ne semble pasy entrer ou du moins en plus faible intensité et plus tardivement. Il semble don
 possible quepour la 
on�guration de dé
ollage, il y ait un développement d'instabilités héli
oïdales.En e�et, 
es 
on�gurations d'intera
tion sont pro
hes d'un é
oulement dé
rit par un tourbillonde Bat
helor (
hamp gaussien de vitesses azimutale et axiale), dont la 
ondition de stabilitéest établie en fon
tion du nombre de swirl (instable si q 6 1.5 [57℄). Par analogie ave
 
etype d'é
oulement, on évalue un nombre de swirl en 
onsidérant la vitesse maximale du jet
wmax = wj , même si les axes de l'é
oulement de jet et du tourbillon ne sont pas 
onfondus.Les nombres de swirl initiaux des deux 
onditions hypersustentées (q ∼ 0.918 en 
onditiond'appro
he et q ∼ 0.39 en 
ondition de dé
ollage) 
onsidérées i
i sont bien inférieurs à la valeurlimite de stabilité.Ja
quin et Pantano [41℄ dis
utent de l'existen
e d'une zone tampon, appelée bu�er dispersion,adja
ente au 
÷ur du tourbillon de Bat
helor, qui empê
herait la turbulen
e d'être transportéevers l'intérieur ou vers l'extérieur du tourbillon selon son origine. Ils montrent notamment que
ette zone est plus étendue lorsque le nombre de swirl est élevé, le tourbillon est dans 
e 
asplus stable et la turbulen
e disparaît progressivement due à l'atténuation du 
isaillement tan-dis que le moment angulaire est 
onservé. En revan
he, pour des nombres de swirl faibles, laturbulen
e peut être transportée à travers 
ette zone, en raison de l'instabilité de l'é
oulementet de la di�usion du moment angulaire. Cette zone est presque inexistante pour q . 0.7.Les deux 
on�gurations étudiées sont 
ara
térisées par un nombre de swirl faible et di�èrentd'un fa
teur supérieur à deux. Pour les 
onditions de dé
ollage, le nombre de swirl est in-férieur à la valeur limite d'existen
e d'une zone tampon 
ontrairement au 
as de la phased'appro
he. Ces résultats 
on�rment l'existen
e de 
ette zone tampon, qui apporte une expli-
ation au dé
alage temporel observé dans la dynamique globale d'intera
tion pré
édemmentdé
rite. Pour résumer, il semble que la déstru
turation du tourbillon soit 
ausée par le 
ou-plage ou un pro
essus 
ontinu de deux types d'instabilités, 
entrifuge et héli
oïdale, pour la
on�guration de dé
ollage tandis qu'elle serait asso
iée uniquement aux instabilités 
entrifugespour la 
on�guration de phase d'appro
he.
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(a) Phase d'appro
he (b) Phase de dé
ollageFig. 4.18 � Iso
ontours de la vitesse axiale moyenne lors de l'intera
tion jet/tourbillon en 
ondi-tions hypersustentées. De haut en bas : τ = 0.0098/0.0189/0.0288. L'iso
ontour de vorti
ité
ωz = ωzmax/e

β est également représenté pour délimiter et positionner le 
÷ur tourbillonnaire(ωmax est l'extremum de vorti
ité initial du tourbillon).
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haud 994.5 Intera
tions ave
 un jet 
haudOn s'intéresse dans 
ette se
tion aux e�ets de la température du jet qui est plus élevéeque 
elle de l'atmosphère. Les simulations SGE sont réalisées ave
 le même 
adre numérique(domaine, maillage, 
onditions limites) que 
elles pré
édentes ave
 un jet froid (isothermeà température ambiante). La méthodologie d'initialisation des 
on�gurations d'intera
tionest également identique, notamment pour les 
onditions de 
roisière où les simulations sonte�e
tuées en deux étapes (régime du jet et régime d'intera
tion).Cette étude se pla
e dans un 
ontexte à isovaleur du paramètre de 
on�guration R (Eq. 4.9),qui se traduit par une poussée des jets froids et 
hauds identiques (débits di�érents), pour 
es
on�gurations d'intera
tion simpli�ées.4.5.1 Conditions de 
roisièreLe développement du jet 
haud seul est en premier lieu simulé. Pour les 
ara
téristiquesdu jet 
haud 
onsidéré, il se développe une instabilité de Kelvin-Helmholtz. Les é
hangesthermiques entre le jet et l'air ambiant 
ontribuent à baisser la température maximale du jet(Fig. 4.19-a).Pour la simulation d'intera
tion ave
 un tourbillon, on 
hoisit un instant de la dynamique du jetoù il véri�e un 
omportement auto-similaire. À 
et instant t∗ = t/(rj/wj) ∼ 45.5, la vitesse etla température ont diminué de moitié. Les résultats des simulations d'intera
tion ne montrentau
une di�éren
e d'un point de vue dynamique ave
 
elles obtenues en 
onsidérant un jetfroid. Le jet turbulent et son 
hamp de température asso
ié, sont entraînés vers le tourbillonet s'enroule autour de lui (Fig. 4.20). Au 
ours de 
e pro
essus, les é
hanges thermiques entrele jet et l'air ambiant 
ontinuent. Ainsi, lorsque le jet est pro
he du tourbillon les gradientsthermiques sont faibles et n'ont don
 que peu d'in�uen
e sur le tourbillon (Fig. 4.19-b).
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(a) Régime du jet (b) Intera
tionFig. 4.19 � Maximum de température en 
ondition de 
roisière pour 
haque régime.Une 
omparaison des deux types d'intera
tion d'un tourbillon ave
 un jet 
haud et 
elle ave
 unjet froid, est illustrée par la �gure 4.21, pour la 
on�guration de 
roisière où (∆h/rj ,∆v/rj) =
(5,−2). Elle représente les iso
ontours de la vitesse axiale du 
hamp moyen à l'instant τ ∼
0.0413 (solution moyennée dans la dire
tion axiale). Il apparaît que l'entraînement du jet
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(a) τ ∼ 0.0413 (b) τ ∼ 0.1075Fig. 4.20 � Iso
ontours de température au 
ours de l'intera
tion en 
ondition de 
roisière ave

(∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2).
ommen
e plus t�t dans le 
as d'un jet 
haud. Le 
hamp de 
ontrainte induit par le tourbillonsur les 
ou
hes de �uides de densité plus faible implique un étirement plus important. Ainsil'intera
tion est avan
ée par rapport à 
elle ave
 un jet froid.

X

Y

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10
W

0.0450
0.0396
0.0341
0.0287
0.0232
0.0178
0.0124
0.0069
0.0015

X

Y

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10
W

0.0450
0.0396
0.0341
0.0287
0.0232
0.0178
0.0124
0.0069
0.0015

(a) Intera
tion ave
 un jet froid (b) Intera
tion ave
 un jet 
haudFig. 4.21 � Iso
ontours de vitesse axiale moyenne à l'instant τ ∼ 0.0413 pour les 
on�gurationsde type 
roisière ave
 un jet positionné initialement tel que (∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2).L'énergie 
inétique transverse peut être utilisée 
omme quantité pour déterminer l'importan
ede la dégénéres
en
e d'un sillage tourbillonnaire [16℄. On propose i
i d'évaluer 
ette énergie
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haud 101pour les di�érentes 
on�gurations. Elle est dé�nie par
Eccf =

∫ Lyr/2

−Lyr/2

∫ Lxr/2

−Lxr/2

ρ(u2 + v2)dxdy, (4.14)La �gure 4.22 montre que 
ette énergie dé
roît lorsque le jet interagit fortement ave
 le tour-billon. Le dé
alage temporel entre les 
on�gurations ave
 un jet 
haud et 
elles ave
 un jet froidest observée dans le 
as (∆h/rj ,∆v/rj) = (5,−2). Le jet 
haud est entraîné plus t�t autour dutourbillon. Il serait don
 possible que 
e jet ait plus d'in�uen
e sur le tourbillon. Cependant,étant donné l'appro
he employée i
i pour 
es 
onditions de 
roisière (simulation de deux ré-gimes), 
ette idée est relativisée par le fait que le jet turbulent initial de l'intera
tion n'est pas lemême. Pour la 
on�guration où le jet est plus éloigné du tourbillon (∆h/rj ,∆v/rj) = (10,−2),l'énergie 
inétique transverse se 
omporte de manière similaire.
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Fig. 4.22 � Énergie 
inétique moyenne transverse au 
ours de l'intera
tion en 
ondition de 
roi-sière. Légende : Hd1 
on�guration ave
 un jet 
haud et une position initiale (∆h/rj ,∆v/rj) =
(5,−2), Hd2 pour une position (∆h/rj ,∆v/rj) = (10,−2). Cd1 et Cd2 
orrespondent au 
asd'un jet froid, respe
tivement pour les mêmes positions initiales du jet.4.5.2 Conditions hypersustentéesLes 
on�gurations où le jet 
haud est très pro
he du tourbillon (dé
ollage et phase d'ap-pro
he) sont 
ara
térisées par des vitesses du jet légèrement di�èrentes de 
elles du jet froid(Tab. 4.3). Les simulations montrent que la dynamique est similaire à 
elle pré
édement ob-tenue ave
 un jet froid, respe
tivement pour 
haque phase. Le jet est enroulé très rapidementautour du tourbillon et l'intera
tion 
onduit à un é
oulement turbulent ave
 une déstru
tura-tion du tourbillon (Fig. 4.23, 4.24).Bien qu'il existe des gradients de température ou de densité pro
hes du tourbillon, il estdi�
ile d'identi�er leur in�uen
e. L'extremum de température initialement au 
entre du jetdiminue fortement lorsque l'é
oulement devient turbulent et tend à s'uniformiser par la suitevers la température ambiante (Fig. 4.25-a). La dynamique semble être 
ontr�lée par l'intensitédes vitesses du jet et du tourbillon pour 
es 
on�gurations où le jet est initialement pro
he dutourbillon. De plus, l'évolution de l'énergie 
inétique moyenne transverse (Eq. 4.14) 
on�rmela similitude des résultats ave
 le 
as d'un jet froid (Fig. 4.25-b).
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(a) τ ∼ 0.0098 (b) τ ∼ 0.0288Fig. 4.23 � Intera
tion jet/tourbillon en 
ondition de phase d'appro
he : isosurfa
e de lavorti
ité axiale ωz = 0.4ωzmax et iso
ontours dans le plan z∗ = 0 (ωzmax est le maximuminitial), et une isosurfa
e de la norme de la vorti
ité transverse ωt =
√
ω2
x + ω2

y 
oloriée par lavorti
ité axiale. Les valeurs des isosurfa
es sont identiques à 
elles aux 
as d'intera
tion ave
un jet froid.

(a) τ ∼ 0.0098 (b) τ ∼ 0.0288Fig. 4.24 � Intera
tion jet/tourbillon en 
ondition de dé
ollage : isosurfa
e de la vorti
itéaxiale ωz = 0.4ωzmax et iso
ontours dans le plan z∗ = 0 (ωzmax est le maximum initial), et uneisosurfa
e de la norme de la vorti
ité transverse ωt =
√
ω2
x + ω2

y 
oloriée par la vorti
ité axiale.Les valeurs des isosurfa
es sont identiques à 
elles aux 
as d'intera
tion ave
 un jet froid.
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Cdec(a) Température maximum (b) Énergie 
inétique transverseFig. 4.25 � Con�gurations d'intera
tion en 
onditions hypersustentées. (a) Évolution du maxi-mum de température moyenne dans le 
as d'intera
tion ave
 un jet 
haud. (b) Comparaison del'évolution de l'énergie 
inétique transverse. Légende : Happ pour la 
on�guration d'appro
heave
 un jet 
haud et Capp ave
 un jet froid ; Hdec pour la 
on�guration de dé
ollage ave
 unjet 
haud et Cdec ave
 un jet froid.4.6 Con
lusionLes simulations SGE de l'intera
tion entre un jet et un tourbillon ont été réalisées pourdes 
on�gurations de vol réalistes (dé
ollage, 
roisière et phase d'appro
he). Bien que la mo-délisation numérique né
essite des approximations de 
e type d'é
oulement, les valeurs desparamètres 
ara
téristiques utilisées sont pro
hes des 
onditions réelles. Il a été mis en évi-den
e que l'impa
t du jet sur le tourbillon s'avère pronon
é pour des distan
es de séparation
ourtes. En 
onditions de vol hypersustentées, le tourbillon généré au niveau d'un volet justeau-dessus d'un moteur est même 
omplètement déstru
turé ; tandis que pour les 
onditions de
roisière, l'intera
tion 
onduit à une diminution du pi
 de vitesse du tourbillon sans 
hangersa taille.Pour la gamme de valeurs des paramètres 
onsidérée i
i, la di�éren
e de température entrele jet et l'atmosphère ne semble pas avoir de 
onséquen
es sur la dynamique d'intera
tionquelles que soient les 
onditions de vol. Il a toutefois été obtenu que le jet 
haud s'enroulaitplus t�t en 
onditions de 
roisière lorsque le jet était pro
he du tourbillon, 
e qui 
orrespond àune modélisation d'intera
tion entre le jet extérieur et le tourbillon de bout d'aile d'un avionquadri-moteur. Pour les autres 
on�gurations, il n'y a pas de di�éren
e notable. Les deuxparamètres importants de la dynamique d'intera
tion sont don
 la distan
e entre le jet et letourbillon ainsi que le rapport d'intensité.
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Chapitre 5Fusion de deux tourbillons 
o-rotatifsidentiques
5.1 Introdu
tionL'étude présentée dans 
e 
hapitre 
on
erne le mé
anisme de fusion de deux tourbillons
o-rotatifs. Ce pro
essus est aujourd'hui bien 
onnu et do
umenté dans la littérrature en raisondes nombreux domaines dans lesquels il est présent (turbulen
e, météorologie, géophysique,aéronautique...). Dans le 
ontexte des tourbillons de sillage d'avion, 
e phénomène a lieuderrière 
haque aile entre les tourbillons émis en bout d'aile et de volet sur une distan
eaval entre 
inq et dix envergures (
hamp pro
he étendu), essentiellement en 
onditions de volhypersustentées (Fig. 5.1).

Processus de fusion

UPSfrag repla
ements
b0

Fig. 5.1 � S
héma en vue de dessus du pro
essus de fusion des tourbillons 
o-rotatifs de boutd'aile et de volet, dans le 
hamp pro
he étendu d'un sillage d'avion.Les expérien
es de Cerretelli et Williamson [10℄ ont montré que le mé
anisme de fusion de deuxtourbillons 
o-rotatifs à faible nombre de Reynolds étaient essentiellement bidimensionnel etavait lieu dans des 
onditions stables des tourbillons. Ils montrent notamment que 
e pro
essusse dé
ompose en quatre étapes : une première étape de di�usion, une étape de 
onve
tion, unese
onde étape de di�usion et une étape d'axisymétrisation (dis
utées en détail dans la se
tion5.3.2). Meunier et al. [61℄ montrent que l'amor
e du pro
essus de fusion 
ommen
e dès que le



106 5.2 Modélisation et 
ondition initialerapport entre le rayon d'un tourbillon a et la distan
e qui le sépare de son voisin b atteignaitla valeur 
ritique (a/b)c ∼ 0.22− 0.24.Pour des sillages réels d'avion, 
e rapport 
ara
téristique est inférieur à 
ette valeur seuil, etla di�usion visqueuse des tourbillons est très lente (nombre de Reynolds très élevé de l'ordrede 106). Cependant, l'enroulement de toute la nappe de vorti
ité 
ontribue à l'augmentationde la taille des tourbillons a, et l'in�uen
e d'autres tourbillons de signes opposés (
elui del'empennage par exemple) peut 
onduire à une rédu
tion de la distan
e de séparation b, lavaleur 
ritique (a/b)c peut ainsi être atteinte. Le pro
essus de fusion bidimensionnel stablepeut don
 avoir lieu dans des 
on�gurations réelles de sillage d'avion.Un autre mé
anisme identi�é expérimentalement par Meunier et Leweke [63℄ mène à la fusiondes tourbillons, 
'est le développement d'une instabilité de 
ourte longueur d'onde (fusion tridi-mensionnelle instable). Cette instabilité est appelée instabilité elliptique 
ar elle a pour originela déformation des lignes de 
ourant internes des tourbillons prennant une forme elliptique enraison du 
hamp de 
ontrainte induit par un tourbillon sur son voisin. Elle est 
ara
térisée parune déformation sinusoïdale des tourbillons le long de leur axe. Le Dizès et Laporte [48℄ ontétabli une relation analytique de prédi
tion du taux d'ampli�
ation et des longueurs d'ondesde l'instabilité elliptique pour des tourbillons gaussiens, 
on�rmée par des simulations SND etSGE. Ce taux dépend du raport a/b et du nombre de Reynolds.Meunier et al. [62℄ ont synthétisé les derniers travaux expérimentaux, théoriques et numé-riques de 
es deux mé
anismes menant à la fusion des tourbillons. Ils mentionnent quelquesquestions en
ore ouvertes à propos de la modélisation utilisée pour 
et é
oulement : l'in�uen
ed'un modèle de tourbillon non-gaussien sur 
e pro
essus de fusion, l'e�et de la vitesse axiale etd'une dissymétrie des tourbillons. Les obje
tifs de 
e 
hapitre 
orrespondent aux deux premierspoints, pour lesquels deux appro
hes numériques ont été employées, temporelle et spatiale.La première se
tion de 
e 
hapitre est dédiée à la dé�nition des modèles de tourbillon utili-sés et introduit les 
on�gurations 
onsidérées pour l'appro
he temporelle. La se
onde se
tionprésente les résultats des simulations temporelles SND et SGE pour lesquelles il n'y a pasd'é
oulement axial. Dans 
e 
hapitre, on évoquera la fusion stable en l'absen
e de dévelop-pement d'instabilités et la fusion instable dans le 
as 
ontraire. Il est ensuite dis
uté, dansla troisième se
tion, des premiers résultats de simulations spatiales SND du développementd'instabilités ave
 vitesse axiale. Ce type de simulation a été réalisée pour la première fois ànotre 
onnaissan
e par Orlandi [72℄.5.2 Modélisation et 
ondition initialeLe système de deux tourbillons 
o-rotatifs 
onsidéré i
i modélise les deux tourbillons émisen bout d'aile et de volet. On suppose que l'enroulement de la nappe de vorti
ité autourde 
es tourbillons est 
omplet, permettant ainsi de 
onsidérer des tourbillons bien formés et
on
entrés lo
alement. De plus, on se pla
e dans un 
ontexte simpli�é et fondamental, où lesdeux tourbillons 
o-rotatifs sont de taille et d'intensité identiques, les obje
tifs majeurs étantla 
ompréhension et la 
ara
térisation de leur intera
tion.5.2.1 Modèle analytique de tourbillonPlusieurs modèles analytiques existent pour dé
rire un tourbillon issu d'un enroulementde nappe de vorti
ité, en majeure partie ré
apitulés par Gerz et al. [29℄. Deux familles se dis-
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ondition initiale 107tinguent : une où les modèles se dé�nissent ave
 une seule é
helle de longueur 
ara
téristique
omme 
elui de Lamb-Oseen ou en
ore de Hallo
k-Burnham, et une autre ave
 des modèlesbasés sur deux é
helles de longueur 
ara
téristiques 
omme 
eux de Fabre et Ja
quin [37℄, [22℄,Vortex Model 1 (VM1) et Vortex Model 2 (VM2). Ils ont établi 
es modèles à partir de don-nées expérimentales qui 
orrespondent à la stru
ture d'un tourbillon isssu d'un enroulement denappe de vorti
ité (résultat observé également dans les expérien
es de Devenport et al. [18℄).Un des obje
tifs dans 
e 
hapitre est l'analyse de l'in�uen
e de la stru
ture des tourbillonssur le pro
essus de fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs. Deux modèles ont don
 été étudiés :
elui de Lamb-Oseen (LO) et 
elui de Fabre et Ja
quin VM2 [22℄.Le modèle de tourbillon de Lamb-Oseen est dé
rit à l'aide d'une seule é
helle de longueur
ara
téristique, le rayon r = rc où est atteint l'extremum de vitesse azimutale. Le �uide suitun mouvement de rotation sans déformation vθ(r) ∼ r dans le 
÷ur du tourbillon (0 < r < rc),tandis que la vitesse dé
roît potentiellement vθ(r) ∼ 1/r à l'extérieur (r > rc). La distributionanalytique de vitesse azimutale exprimée en 
oordonnées 
ylindriques s'é
rit
vθ(r) =

Γ

2πr
(1− e−( r

a
)2), (5.1)où Γ représente la 
ir
ulation du tourbillon et a son rayon de dispersion dé�ni à partir duse
ond moment de la vorti
ité :

a =
1

Γ

∫ ∫
r2ωdS, (5.2)où S est la surfa
e 
ontenant le 
hamp tourbillonnaire. Les rayons rc et a sont liés par larelation linéaire : rc ∼ 1.12a [82℄. La 
ir
ulation est proportionnelle à l'extremum de vitesseet au rayon 
ara
téristique rc telle que

Γ = 2πǫrcvθmax , ǫ =
1

(1− e−( rc
a

)2)
. (5.3)Le modèle VM2 de Fabre et Ja
quin [22℄ a été 
onstruit à partir de données expérimentalesobtenues en sou�erie. Il est basé sur deux é
helles de longueur 
ara
téristiques. Le premierrayon a1 
orrespond à la position du maximum de vitesse azimutale, noté V1. Le se
ond rayon

a2 marque le début de la région externe potentielle. La zone intermédiaire entre 
es deuxrayons est 
ara
térisée par une loi en puissan
e vθ(r) ∼ r−α. Ce modèle de tourbillon s'é
riten 
oordonnées 
ylindriques
vθ(r) =

Ω0r

[1 + (r/a1)4]
(1+α)/4[1 + (r/a2)4]

(1−α)/4
, (5.4)où Ω0 = V1/a1 est la vitesse angulaire dans la région interne. La 
ir
ulation de 
e type detourbillon est dé�nie par la relation :

Γ = 2πΩ0a1
2

(
a2

a1

)(1−α)

. (5.5)Les paramètres α et a2/a1 dé�nissent une famille de pro�ls de vitesse, les valeurs utilisées pour
ette étude sont (α, a2/a1) = (0.5, 10). Ces valeurs 
orrespondent à 
elles obtenues expérimen-talement en sou�erie ave
 une aile d'avion de type A300 [37℄.



108 5.2 Modélisation et 
ondition initiale

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

r/a

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
v θ / 

(Γ
/2

πa
)

a1
rc a2a

0.1 1 10

r/a

0.01

0.1

1

v θ / 
(Γ

/2
πa

)

α = -0.5

α = -1

a1 rc a2aFig. 5.2 � Pro�ls de vitesse azimutale d'un tourbillon VM2 (ligne 
ontinue) et Lamb-Oseen(ligne pointillée), pour un rayon de dispersion et une 
ir
ulation identiques. La distan
e radialeest adimensionnalisée par le rayon de dispersion initial a0 et la vitesse en utilisant la 
ir
ulation
Γ et a0.Pour un tourbillon axisymétrique de 
ir
ulation Γ et de rayon de dispersion a identique, la�gure 5.2 représente les pro�ls de vitesse azimutale de 
haque modèle, VM2 et Lamb-Oseen.Le tourbillon VM2 est plus 
on
entré que le tourbillon LO, son rayon de dispersion a est lié aurayon 
ara
téristique a1 tel que a1 ∼ 0.1716a tandis que pour un tourbillon de Lamb-Oseenla relation est rc ∼ 1.12a [82℄.5.2.2 InitialisationLe 
hamp de vitesse azimutale d'un tourbillon, VM2 ou Lamb-Oseen, permet d'intialiserle 
hamp de vitesse en 
oordonnées 
artésiennes. Le 
hamp de pression est déduit de la vitesseazimutale à l'aide de l'équation d'équilibre entre l'a

élération 
entrifuge et la for
e de pression.Cette équation exprimée dans un repère 
ylindrique suivant la dire
tion radiale s'é
rit

∂p

∂r
= ρ

vθ
2(r)

r
(5.6)Le 
hamp de pression ainsi dé�ni est intégré radialement sur une distan
e limitée par la tailledu domaine de 
al
ul, puis interpolé sur le maillage 
artésien pour 
haque tourbillon. La
on�guration du système de deux tourbillons est dé�nie par le rapport a/b initial entre lataille 
ara
téristique d'un tourbillon a et la distan
e de séparation b entre les deux 
entrestourbillonnaires, ainsi que par le nombre de Reynolds basé sur la 
ir
ulation

ReΓ =
Γ

ν
. (5.7)La distan
e initiale entre les deux tourbillons b0 est utilisée dans toute la suite 
omme longueurde référen
e.



5.3 Simulations temporelles 1095.3 Simulations temporellesLes pro
essus de fusion bidimensionnel et tridimensionnel de deux tourbillons 
o-rotatifssans vitesse axiale sont présentés dans 
ette se
tion. Les simulations sont réalisées suivant l'ap-pro
he temporelle étant donné que dans les sillages réels d'avion, l'hypothèse d'un é
oulementquasi-parallèle est valable dans un domaine de 
al
ul ayant une 
ourte longueur axiale.5.3.1 Des
ription des simulationsPour les simulations bidimensionnelles, le domaine de 
al
ul est un 
arré de 
�té L = 20b0,dans lequel est pla
é le système de tourbillons 
o-rotatifs en son 
entre. Cette taille de domainede 
al
ul est relativement élevée, mais elle permet de minimiser l'in�uen
e des 
onditions li-mites latérales. En e�et, l'é
oulement au niveau des frontières est 
ensé être au repos mais 
ette
ondition ne peut être assurée en raison de l'é
oulement induit par les tourbillons. La di�
ultédu traitement des 
onditions limites latérales est asso
iée à la 
ir
ulation non nulle qui a étémontrée et dis
utée dans la se
tion 2.4.2.3 du 
hapitre 2. Les 
onditions limites de symétriesont employées i
i à 
haque frontière latérale 
ar le domaine de 
al
ul est très grand vis-à-visde l'é
helle du tourbillon (in�uen
e des tourbillons images négligeable). De plus, Shreedar etRagab [89℄ ont obtenu de bons résultats ave
 
e type de 
ondition limite pour les frontièreslatérales.Deux systèmes de tourbillons sont 
onsidérées pour 
ette étude. Ils sont 
ara
térisés par unrapport 
ara
téristique entre la taille des tourbillons a0 et la distan
e qui les séparent b0, telsque a0/b0 = 0.1 et a0/b0 = 0.15. On utilise un maillage �n et régulier dans la zone d'intérêtde l'é
oulement et étiré autour pour limiter le 
oût du 
al
ul. Dans la région de pas d'espa
erégulier, le 
÷ur d'un tourbillon dé�nie par le rayon de dispersion a est dis
rétisé ave
 14points pour les 
on�gurations ave
 a0/b0 = 0.1 et 21 points pour a0/b0 = 0.15.Le mé
anisme de fusion stable est 
onnu pour être bidimensionnel [63℄, il est don
 étudiéei
i à l'aide de simulations numériques dire
tes (SND) bi-dimensionnelles. Les 
on�gurations
onsidérées pour 
ette étude sont ré
apitulées dans le tableau 5.1.Les simulations temporelles tridimensionnelles du développement d'instabilités elliptiquesCon�guration Modèle a0/b0 ReΓ Nx Ny Nz

L1 LO 0.1 750 401 401 1

L2 LO 0.1 1500 401 401 1

L2b LO 0.15 1500 401 401 1

L3 LO 0.1 5000 401 401 1

L4 LO 0.15 10000 401 401 1

V 1 VM2 0.1 750 401 401 1

V 2 VM2 0.1 1500 401 401 1

V 3 VM2 0.1 5000 401 401 1

V 4 VM2 0.15 10000 401 401 1Tab. 5.1 � Ré
apitulatif des simulations temporelles bidimensionnelles.menant à la fusion des tourbillons (fusion instable) sont ré
apitulées dans le tableau 5.2. Ledomaine de 
al
ul est un parallélipipède pour 
es simulations, dont 
haque plan transverse est
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elui employé pour les simulations 2D (
arré de 
�té L). La longueur axiale Lzest 
hoisie en fon
tion du nombre d'onde de l'instabilité elliptique (méthode pré
isée dans lase
tion 5.3.3). Les 
on�gurations L5 et V 5 ont été réalisées dans le but d'une 
omparaison ave
le pro
essus de fusion stable d'où le 
hoix du nombre de Reynolds intermédiaire ReΓ = 10000,tandis que les 
on�gurations L6 et V 6 
orrespondent à un nombre de Reynolds élevé pluspro
he d'é
oulements de sillage réels.L'ensemble des simulations bidimensionnelles et tridimensionnelles ont été réalisées dans le
ontexte d'é
oulement quasi-in
ompressible (vitesses initiales des tourbillons 
orrespondent àun nombre de Ma
h M = 0.2).Con�guration Modèle a0/b0 ReΓ Nx Ny Nz Lz/b0 SND SGE
L5 LO 0.15 10000 401 401 36 1.48 ∗
L5b LO 0.15 10000 401 401 36 1.92 ∗
L6 LO 0.15 240000 401 401 36 1.48 ∗
V 5 VM2 0.15 10000 401 401 36 1.48 ∗
V 6 VM2 0.15 240000 401 401 36 1.48 ∗Tab. 5.2 � Ré
apitulatif des simulations temporelles tridimensionnelles.5.3.2 Pro
essus bidimensionel : fusion stablePour étudier le mé
anisme de fusion bidimensionel stable, on 
onsidére une 
on�gurationsimpli�ée de deux tourbillons 
o-rotatifs et symétriques (
ir
ulation et taille identiques) defaibles rapports 
ara
téristiques a/b évoluant sous l'e�et de la vis
osité. Cette dernière estutilisée pour modéliser l'augmentation du rapport a/b (di�usion de la taille des tourbillons

a =
√
a2

0 + 4νt [82℄), 
ar l'enroulement de la nappe de vorti
ité et les tourbillons se
ondairesne sont pas pris en 
ompte dans la modélisation.5.3.2.1 Dynamique globaleLa dynamique globale de la fusion stable est illustrée sur la �gure 5.3 représentant desiso
ontours de vorti
ité et des lignes de 
ourant tra
és dans le repère lié au système tour-billonnaire (son origine est le 
entre du système et son abs
isse est la ligne de 
onne
tivité desdeux tourbillons). Cerretelli et Williamson [10℄ ont mis en éviden
e expérimentalement que 
epro
essus se dé
ompose en quatre étapes :- une première étape de di�usion, où les tourbillons tournent l'un autour de l'autre à lavitesse angulaire Ω = Γ/πb20, tandis que leur taille augmente par di�usion visqueuse.La forme initiale axisymétrique des tourbillons devient rapidement elliptique à 
ause du
hamp de 
ontrainte induit par un tourbillon sur son voisin, et la majeure partie de leurvorti
ité est 
on�née dans les zones internes de la ligne de 
ourant séparatri
e en formede � huit �.- Une deuxième étape, dite 
onve
tive, qui débute lorsqu'une partie de la vorti
ité asso
iéeà un tourbillon traverse 
ette ligne de 
ourant. Elle est ensuite 
onve
tée le long desdeux lignes de 
ourant externes et les tourbillons 
ommen
ent à é
hanger leur vorti
itérespe
tive et à se rappor
her. Deux arguments sont avan
és pour expliquer 
ette phase,soit elle est due à la 
réation d'un 
hamp de vorti
ité antisymétrique présentant deux



5.3 Simulations temporelles 111dip�les qui induisent une vitesse de rappro
hement des deux tourbillons [10℄, soit elleest une 
onséquen
e de la 
onservation du se
ond moment de la vorti
ité [63℄.- Une troisième étape, nommée se
onde étape de di�usion, où les deux 
entres tourbillon-naires sont en
ore visibles, l'é
oulement est alors 
ara
térisé par l'intera
tion entre le
isaillement des 
÷urs tourbillonnaires et la di�usion visqueuse.- Une dernière étape, appelé d'axisymétrisation, où la fusion des tourbillons est 
omplèteave
 un seul extremum de vorti
ité, les �laments de vorti
ité disparaîssent sous l'e�et
ombiné du 
isaillement et de la di�usion (shear-di�usion). Le tourbillon �nal devientainsi axisymétrique.5.3.2.2 Cara
térisationLes évolutions temporelles de la distan
e de séparation entre les deux tourbillons et de leurtaille trans
rivent quantitativement le pro
essus de fusion stable en quatre étapes (Fig. 5.4).L'étape 2 de 
onve
tion débute lorsqu'ils 
ommen
ent à se rappro
her et à é
hanger de leurvorti
ité, le rapport 
ara
téristique du système ayant atteint la valeur 
ritique (a/b)c ∼ 0.22. Ladétermination de 
e rapport 
ritique a fait l'objet de nombreuses études (revues par Meunieret al. [63℄), sa valeur peut di�érer suivant la dé�nition de la taille du tourbillon (rayon dedispersion, rayon d'extremum de vitesse). En revan
he, en utilisant le rayon de dispersion touss'a

ordent sur une valeur 
ritique (a/b)c = 0.22 − 0.24. Cette valeur a été 
on�rmée par lesexpérien
es de Meunier et al. [61℄, et de Cerettelli et Williamson [10℄, mais également par lessimulations numériques dire
tes de Le Dizès et Verga [49℄. La valeur obtenue i
i pour toutesles 
on�gurations 
onsidérées est déterminée dès que la distan
e de séparation b/b0 dé
roît(instant t∗1, Fig. 5.4), le rayon de dispersion est alors 
al
ulé à 
et instant par intégrationdans un domaine autour d'un tourbillon. Ce dernier est délimité par la médiatri
e du segment
onne
tant les deux tourbillons et par la taille du domaine régulier. Cette te
hnique permetd'isoler le 
hamp de vorti
ité asso
ié à 
haque tourbillon, mais n'a plus de sens lorsque lestourbillons é
hangent leur vorti
ité (étape 2 de 
onve
tion). Les valeurs de 
e rayon sont don
erronées sur l'intervalle de temps t∗ ∈ [t∗1, t
∗
3].Pour toutes les 
on�gurations bidimensionnelles, la 
roissan
e de la taille de 
haque tourbillonsuit la loi théorique établie pour un tourbillon isolé a(t) =

√
a2

0 + 4νt (Fig. 5.5-a). Le temps
ara
téristique de la première phase de di�usion, normalisé par la période de rotation dusystème tc = 2π/Ωc = 2π2b20/Γ, est alors donné par
t∗1 =

ReΓ
8π2

[(a
b

)2

c
− a2

0

b20

]
. (5.8)Pendant l'étape de 
onve
tion t∗1 < t∗ < t∗2, la distan
e de séparation dé
roît en deux phases :une transitionnelle (b/b0 ∈ [1.0, 0.8]) et une linéaire (b/b0 ∈ [0.8, 0.28]) ave
 
omme 
oe�
ientdire
teur d(b/b0)/dt∗ = −3.25, indépendamment du nombre de Reynolds (Fig. 5.5). Pourexpliquer le mé
anisme de rappro
hement mutuel des tourbillons durant 
ette phase, Cerretelliet Williamson [10℄ et Melander et al. [59℄ montrent que les �laments de vorti
ité éje
tés autourdu système engendrent un 
hamp de vorti
ité antisymétrique qui induit sur 
haque tourbillonune vitesse qui les pousse l'un vers l'autre. La dé
omposition du 
hamp de vorti
ité ω en partie
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) Se
onde étape de di�usion t∗ = 1.52 d) Axisymétrisation t∗ = 2.02Fig. 5.3 � Dynamique du pro
essus de fusion stable (
on�guration V 2) illustrée par les iso-
ontours de la vorti
ité normalisée ω/(Γ/a2
0). Les lignes de 
ourant, 
al
ulées dans le repèretournant à la vitesse angulaire du système Ω = Γ/πb20, sont également représentées par leslignes 
ontinues noires. Le temps est adimensionnalisé par la période de rotation du système

tc = 2π2b20/Γ.
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114 5.3 Simulations temporellessymétrique ωs et antisymétrique ωa s'é
rit
ω(x, y) = ωs(x, y) + ωa(x, y)

=
1

2
[ω(x, y) + ω(x,−y)] +

1

2
[ω(x, y)− ω(x,−y)], (5.9)ave
 
omme 
onditions de symétrie et d'antisymétrie

ωs(x, y) = ωs(−x, y) = ωs(x,−y) (5.10)
ωa(x, y) = −ωa(−x, y) = −ωa(x,−y). (5.11)
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ité ω (b) Vorti
ité antisymétrique ωaFig. 5.6 � Champ de vorti
ité à deux instants de l'étape de 
onve
tion, t∗ = 0.97 (haut) et
t∗ = 1.17 (bas). Les valeurs des iso
ontours sont normalisées par Γ/a2

0.La 
on�guration L2 est utilisée pour illustrer 
ette dé
omposition du 
hamp de vorti
ité à deuxinstants de l'étape 2 de 
onve
tion (Fig. 5.6). Le 
hamp antisymétrique obtenu i
i est 
omposé



5.3 Simulations temporelles 115de huit lobes, dont quatres sont situés à l'extérieur du système et les quatres autres entre lesdeux tourbillons. Les quatres lobes externes induisent une vitesse sur 
haque tourbillon qui lespoussent l'un vers l'autre, tandis que les quatres internes ont un r�le inverse (Fig. 5.7-a). Cesderniers ne sont pas mis en éviden
e dans l'expérien
e de Cerretelli et Williamson [10℄ bien quele 
hamp de vorti
ité total indique bien la présen
e d'une dissymétrie entre les deux tourbillons.Le nombre de Reynolds de leur expérien
e est ReΓ = 530. Ferreira de Sousa et Pereira [25℄ont reproduit numériquement par SND 
ette 
on�guration d'é
oulement et montrent que lesquatres lobes internes sont quasi-inexistants à un instant de la dynamique pro
he de 
elui deCerretelli et Williamson. Pour la 
on�guration à ReΓ = 1500, ils obtiennent le même 
hampde vorti
ité anti-symétrique que 
elui obtenu i
i. Il semble que l'in�uen
e des quatres lobesinternes ne soit pas négligeable et reste en
ore mal évaluée. Le rappro
hement des tourbillonspeut alors être interprété par un déséquilibre entre l'in�uen
e des lobes externes et 
elle deslobes internes. En e�et, la vitesse sur l'axe 
onne
tant les deux tourbillons montre que les lobesexternes induisent une vitesse supérieure à 
elle des lobes internes (Fig. 5.7-b). Cette di�éren
eest plus importante à l'instant 
orrespondant exa
tement à la phase purement 
onve
tive dupro
essus de fusion t∗ = 1.17.Ces 
onsidérations sur le 
hamp de vorti
ité antisymétrique apportent une expli
ation aurappro
hement des tourbillons durant la phase de 
onve
tion (étape 2).
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(a) S
hématisation (b) Vitesse induiteFig. 5.7 � S
hématisation de l'in�uen
e du 
hamp de vorti
ité antisymétrique (a) (les deuxtourbillons 
o-rotatifs sont représentés par les points noirs). Vitesse induite via sur l'axe 
onne
-tant les deux tourbillons (normalisée par Γ/2πa0) à deux instants de l'étape de 
onve
tion.La troisième étape du pro
essus de fusion, appelée se
onde phase de di�usion, est 
ara
tériséepar la persistan
e des deux 
entres tourbillonnaires repérés par les deux extrema de vorti
ité.En e�et, après le rappro
hement rapide des tourbillons, les forts gradients de 
isaillement au
÷ur de 
ha
un empê
hent la fusion 
omplète, qui ne sera atteinte que sous l'in�uen
e de ladi�usion visqueuse. Josserand et Rossi [42℄ ont montré numériquement par SND que la duréede 
ette phase dépend du nombre de Reynolds telle que t∗3− t∗2 = O(Re1/2). Ce 
omportementest également obtenu pour toutes les 
on�gurations 
onsidérées i
i.La fusion 
omplète se distingue par la présen
e d'un unique extremum de vorti
ité et par unpro
essus d'axisymétrisation [45, 58℄, où les �laments de vorti
ité �nissent par disparaître. Le



116 5.3 Simulations temporellestourbillon �nal devient axisymétrique et sa 
ir
ulation 
orrespond à la somme des 
ir
ulationsinitiales de 
ha
un des tourbillons.La se
tion suivante présente une analyse de la stru
ture de 
haque tourbillon avant et après lafusion, dans le but d'identi�er l'in�uen
e du modèle de tourbillon sur 
e pro
essus, notammentde 
elui à deux é
helles VM2.5.3.2.3 Analyse stru
turelleLa superposition initiale de deux tourbillons n'est pas solution stationnaire des équationsde Navier-Stokes. Le système peut évoluer 
ependant vers une solution quasi-stationnaire dansle repère tournant par un pro
essus de relaxation. Le Dizès et Verga [49℄ ont montré par dessimulations numériques dire
tes bidimensionnelles qu'il se dé
ompose en deux étapes. La pre-mière, appelée adaptation non-visqueuse, est asso
iée au 
hamp de 
ontrainte imposé par untourbillon sur son voisin et dont le temps 
ara
téristique est l'é
helle de temps 
onve
tive
Ta = (2πa2

0)/Γ. Le se
ond pro
essus de relaxation est lié aux e�ets de la vis
osité, qui im-pliquent que quel que soit le modèle de tourbillon, le système évolue 
omme 
elui de deuxtourbillons initiaux gaussiens sur une é
helle de temps di�usive Tν = πa2
0/ν. Sipp et al. [85℄ont obtenu les mêmes 
on
lusions pour des systèmes de deux tourbillons 
ontra-rotatifs. Lagamme des nombres de Reynolds 
onsidérés i
i est in
lue dans 
elle de Le Dizès et Verga [49℄,pour laquelle il existe une unique solution du système tourbillonnaire 
o-rotatif avant la phase
onve
tive du pro
essus de fusion stable.Pendant la première étape du pro
essus de fusion stable, les tourbillons axisymétiques prennentrapidement une forme elliptique (adaptation non-visqueuse), mais di�usent indépendammentl'un de l'autre 
omme un tourbillon isolé (Fig. 5.5-a). Pour le système dé
rit ave
 le modèle detourbillon VM2 à deux é
helles, seul le premier rayon a1 augmente alors que la se
onde é
hellereste 
onstante, menant à la disparition de la zone intermédiaire du pro�l de vitesse azimutale(Fig. 5.8). Ces pro�ls sont 
al
ulés suivant la méthode dé
rite dans le 
hapitre 3 (Eq. 3.10).Le système de deux tourbillons initiaux VM2 devient similaire à 
elui ave
 des tourbillons deLamb-Oseen. La dynamique du pro
essus de fusion stable n'est don
 pas a�e
tée par le modèlede tourbillon. Ce résultat a été 
on�rmé pour toutes les simulations bidimensionnelles réaliséesdans 
ette étude (Tab.5.1).Une analyse importante de l'étude du pro
essus de fusion 
on
erne la stru
ture du tourbillon�nal, 
ar il 
onstitue par la suite un des deux tourbillons marginaux 
ontra-rotatifs du sillaged'avion potentiellement dangereux. Pour toutes les simulations de la fusion stable, il est obtenuun tourbillon �nal dont la stru
ture est dé
rite par deux é
helles (Fig. 5.9), même si les deuxtourbillons initiaux n'ont qu'une é
helle de longueur 
ara
téristique (modèle de Lamb-Oseen).Il apparaît que la zone intermédiaire suit une loi en puissan
e vθ(r) ∼ r−α ave
 α ∼ 0.6 quidi�ère de 
elle initiale ave
 des tourbillons VM2 (α = 0.5). Ce résultat montre que la stru
turedu tourbillon �nal est indépendante des paramètres 
ara
téristiques que sont le nombre deReynolds et le rapport a0/b0. Elle semble don
 être spé
i�que au pro
essus de fusion stable,du moins pour la gamme de paramètres envisagés i
i.Dans les sillages d'avion, la dynamique des tourbillons 
o-rotatifs peut être a�e
tée par ledéveloppement d'instabilités tridimensionnelles, on peut s'interroger sur l'in�uen
e de 
es phé-nomènes tridimensionnels sur la stru
ture du tourbillon �nal. La se
tion suivante présente les
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(a) Linéaire (b) LogarithmiqueFig. 5.8 � Pro�ls de vitesse d'un des tourbillons VM2 (
as V 2) pendant la première phasede di�usion du pro
essus de fusion stable. La vitesse est normalisée par la 
ir
ulation totale(Γtot = Γ1 + Γ2) et le rayon de dispersion initial a0, la distan
e au 
÷ur par la distan
e initialde séparation, et le temps par la période de rotation du système tc = 2π2b20/Γ.simulations de 
e type d'instabilités en l'absen
e de vitesse axiale.
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(a) Linéaire (b) LogarithmiqueFig. 5.9 � Pro�ls du tourbillon �nal pour les 
on�gurations V 2 (ligne 
ontinue) et L2 (symbols
ir
ulaires) à t∗ = t/tc ∼ 1.7. La vitesse est normalisée par la 
ir
ulation totale (Γtot = Γ1+Γ2)et la rayon de dispersion initial a0, la distan
e au 
÷ur par la distan
e initial de séparation.5.3.3 Pro
essus tridimensionnel : instabilités elliptiquesUn des mé
anismes favorables à la minimisation de l'intensité d'un sillage tourbillonnaireest lié au développement d'instabilités. Dans le 
hamp pro
he étendu (distan
e avale de l'ordrede l'envergure), la fusion des tourbillons 
o-rotatifs émis en bout d'aile et de volet derrière
haque aile peut être a�e
tée par le développement d'instabilités de 
ourte longueur d'onde(de l'ordre du rayon d'un tourbillon), appelé également instabilités elliptiques à 
ause de laforme des tourbillons. Certaines 
onditions favorisent 
e type d'instabilité 
omme un faible
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ara
téristique a/b, un nombre de Reynolds élevé et un fort taux de turbulen
e atmo-sphérique, qui peut fournir de l'énergie aux modes potentiellement instables du système. Cettese
tion présente les résultats obtenus à l'aide de simulations temporelles tridimensionnelles(SND et SGE). Les 
on�gurations étudiées sont résumées dans le tableau 5.2.5.3.3.1 Prédi
tion théoriqueCette sous-se
tion présente su

in
tement la prédi
tion théorique proposée par Le Dizèset Laporte [48℄ pour les instabilités elliptiques dans un système de deux tourbillons 
o-rotatifsgaussiens (type Lamb-Oseen) sans vitesse axiale. On 
onsidère dans 
e paragraphe un sytèmede rapport 
ara
téristique a/b. Cette théorie a permis en outre de déterminer le 
hoix de lalongueur axiale du domaine périodique, notamment par prédi
tion des longueurs d'onde desmodes instables du système 
onsidéré. L'appro
he temporelle �xe le nombre d'onde qui peutêtre simulé, par la longueur axiale du domaine de 
al
ul. Ainsi, pour des simulations où lesinstabilités ne sont pas for
ées expli
itement mais simplement ex
itées par l'ajout d'une pe-tite perturbation (méthode employée i
i ave
 un bruit blan
), la longueur axiale 
orrespondné
essairement à un multiple de la longueur d'onde de l'instabilité.Le développement de l'instabilité elliptique a pour origine le 
hamp de 
isaillement induit surla stru
ture interne du tourbillon par son voisin. Deux arti
les majeurs de la littérature sont
elui de Le Dizès et Laporte [48℄ pour les aspe
ts théoriques et 
elui de Meunier et Leweke [63℄pour les résultats expérimentaux.L'analyse de stabilité linéaire est basée sur une dé
omposition de l'é
oulement d'un tourbillonen modes normaux, appelés ondes de Kelvin, de la forme
u = uk(r)ei(kzz+mθ−ωt) (5.12)où kz est le nombre d'onde axial, m 
elui azimutal et ω la pulsation. Ces quantités sont déter-minées à partir d'une relation de dispersion D(kz,m, ω) = 0, qui 
orrespond à la résolution dusystème d'équations linéarisées. Cette relation dépend du pro�l de vorti
ité du tourbillon 
onsi-déré. Pour un tourbillon de Rankine, une des
ription de 
es ondes a été établie par Kelvin [43℄,et pour un tourbillon de Lamb-Oseen par Fabre et al. [24℄. La parti
ularité des l'instabilitéselliptiques est qu'elles proviennent d'un phénomène de résonan
e entre deux modes neutres

(kz1 ,m1, ω1) et (kz2 ,m2, ω2), qui est provoquée par le 
hamp de 
ontrainte d'un tourbillon surson voisin (déformation elliptique). Les 
onditions de résonan
e s'é
rivent
kz1 − kz2 = 0 (5.13)
m1 −m2 = 2 (5.14)
ω1 − ω2 = 2Ω (5.15)(5.16)où Ω = Γ/πb20 est la vitesse angulaire de rotation du système. Plusieurs paires de modespeuvent satisfaire 
es 
onditions, mais ave
 des taux d'ampli�
ation di�érents. Pour des tour-billons de Lamb-Oseen, la 
on�guration la plus instable est 
onstituée des ondes de Kelvintelles que (m1 = 1, ω1 = Ω) et (m2 = −1, ω2 = −Ω) pour un nombre d'onde kz(Ω). Le Dizèset Laporte [48℄ ont établi pour la résonan
e de 
es modes, une formule du taux d'ampli�
ation
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tion du rapport 
ara
téristique a/b et du nombre de Reynolds. Celle-
i adimensionna-lisée par la période de rotation du système tc s'é
rit
σ∗ = σtc = π

√[
3

4
− 1

2
X

]4( si
se

)2

− 4

(
b

a

)4[1

2
−X − cos(ξ(n))

]2

− 2π2(kzb)
2

ReΓ cos2(ξ(n))
, (5.17)ave
 kz = 2π/λ le nombre d'onde, X = (a/b)2 et où

si
se

= 1.5 + 0.038(0.16−X)−
9
5 , (5.18)

cos(ξ(n)) =
1

2
− (2.26 + 1.69n)− kza

14.8 + 9n
, n = 0, 1, 2, ... (5.19)où si/se est le rapport des 
hamps de 
ontrainte interne et externe, respe
tivement, ξ estl'angle d'in
linaison du ve
teur d'onde par rapport à l'axe du tourbillon, et n est l'indi
e dela bande d'instabilité. Cette formule théorique a été validée par des résultats expérimentauxet numériques [63℄.La �gure 5.10 représente les trois premières bandes d'instabilité pour les 
on�gurations L5, L5bet L6. Le rapport 
ara
téristique a/b �xe la largeur des bandes d'instabilité tandis que lavis
osité atténue le taux d'ampli�
ation. La longueur axiale Lz du domaine de 
al
ul est
hoisie de manière à 
apturer trois longueurs d'ondes λ du mode le plus instable, 
.-à-d. dontle taux d'ampli�
ation est le plus élevé.Le Dizès et Laporte [48℄ établissent également le nombre de Reynolds 
ritique en fon
tion durapport a/b à partir duquel l'instabilité de 
ourte longueur d'onde peut être présente. Pourun système de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques (même taille et 
ir
ulation), la relations'é
rit

Rec =
2π(2.26− 14.8X)2b2

(1
2 −X)2(3

4 − 1
2X)2( si

se
)a2

. (5.20)Pour le type de système 
onsidéré, 
e nombre de Reynolds 
ritique est approximativementproportionnel à (b/a)2, 
omme illustré par la �gure 5.11 (toutes les 
on�gurations de 
etteétude sont également représentées).5.3.3.2 Dynamique tridimensionnelleLa 
ondition initiale des simulations tridimensionnelles est une paire de deux tubes tour-billonnaires 
o-rotatifs identiques. Le 
hamp de vitesse transverse de base (u, v) est perturbépar l'ajout d'une pertubation de faible amplitude aléatoire en espa
e pour fournir de l'énergieaux modes potentiellement instables (u→ u(1 + ǫ) ave
 ǫ ∈ [−5 · 10−4, 5 · 10−4]).Le développement de l'instabilité elliptique est illustré par deux isosurfa
es de la norme de vor-ti
ité sur les �gures 5.12 et 5.13, pour les simulations initialisées ave
 un modèle Lamb-Oseenet VM2, respe
tivement. Les tourbillons tournent l'un autour de l'autre et lorsque l'ampli-tude des modes instables est su�sament élevée, une dynamique 
omplexe tridimensionnelledu pro
essus de fusion a lieu et mène à une stru
ture tourbillonnaire unique perturbée. Ledéveloppement de l'instabilité elliptique est 
ara
térisé par une déformation sinusoïdale destourbillons dans la dire
tion axiale, ave
 une longueur d'onde bien dé�nie (Fig. 5.12, t∗ ∼ 1.95).Quatres longueurs d'ondes sont visibles pour la 
on�guration ave
 des tourbillons de Lamb-Oseen, et seulement trois ave
 les tourbillons VM2. On remarque visuellement que la sinusoïde
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es tourbillons, qui peut s'expliquer par le développement de plu-sieurs modes instables. En e�et, la perturbation initiale ex
ite plusieurs modes instables. Cettephase 
orrespond au régime linéaire de l'instabilité. Elle est suivie par une phase non-linéaireoù la déformation des 
÷urs tourbillonnaires est su�sament élevée pour qu'ils é
hangent leurvorti
ité (t∗ = 2.431 dans le 
as du système Lamb-Oseen et t∗ = 2.233 dans le 
as VM2). Degrosses stru
tures de vorti
ité alongées sont alors visibles entre les deux tourbillons. L'originede 
et é
hange est l'instant où une partie de la vorti
ité de 
haque tourbillon atteint le pointhyperbolique de la ligne de 
ourant séparatri
e en forme de � huit �(Fig. 5.3). La saturation del'instabilité est 
ara
térisée par la présen
e de nombreuses stru
tures de tailles plus ou moinsgrandes, qui par la suite se réorganisent et fusionnent ensemble pour former une stru
turetourbillonnaire unique perturbée. Le �n de la dynamique est marquée par une relaminarisa-tion de l'é
oulement en raison des e�ets visqueux et du mouvement global de rotation.Cette dynamique globale a été observée pour toutes les 
on�gurations tridimensionnelles 
onsi-dérées i
i. On remarque toutefois qu'il y a un dé
alage temporel entre les deux modèles detourbillons, indiquant un taux de 
roissan
e de l'instabilité plus élevé dans le 
as des tourbillonsVM2. Les 
ara
téristiques de l'instabilité sont dis
utées dans la pro
haine se
tion respe
tive-ment pour 
haque 
on�guration.5.3.3.3 Taux de 
roissan
e de l'instabilitéPour déterminer les 
ara
téristiques de l'instabilité elliptique de 
haque 
on�guration, uneanalyse spe
trale a été menée à l'aide d'une transformée de Fourier dans la dire
tion axiale.L'ampli�
ation de 
haque mode de Fourier k instable durant le régime linéaire est déterminéepar une 
roissan
e exponentielle de son énergie spe
trale Ek ∼ e(2σt).Pour les 
on�gurations L5 et L5b, l'évolution temporelle des modes dominants est représentéesur la �gure 5.14. Un temps de transition est observé avant la phase linéaire de l'instabilitépour toutes les 
on�gurations. Il 
orrespond à un temps d'émergen
e du mode le plus instableintrinsèque à l'é
oulement, étant donné que 
e mode n'est pas expli
itement for
ée. Les résul-tats numériques sont résumés dans le tableau 5.3 ainsi que les prédi
tions théoriques visqueuseet non-visqueuse. Con�guration k λ/b0 σ∗num σ∗thv
σ∗thinv

L5 4 0.371 5.0 − −
L5 3 0.493 3.6 3.47 4.89

L5b 3 0.640 5.1 4.23 5.13

L6 3 0.427 4.6 4.83 4.89

V 5 3 0.493 6.2 − −
V 6 7 0.211 6.0 − −Tab. 5.3 � Ré
apitulatifs de l'analyse spe
trale : k mode de Fourier, λ/b0 longueur d'onde del'instabilité asso
ié à 
e mode, et σ∗ = σtc est le taux d'ampli�
ation (tc est la période derotation du système). Les prédi
tions théoriques, visqueuse σ∗thv

et non-visqueuse σ∗thinv
sontégalement notées.Il a été mentionné pré
édemment que l'appro
he temporelle �xe impli
itement le nombre
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(a) t∗ = 1.955 (b) t∗ = 2.247

(
) t∗ = 2.431 (d) t∗ = 3.291Fig. 5.12 � Dynamique du pro
essus de fusion instable ave
 le développement d'une instabilitéelliptique pour un système de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques de type Lamb-Ossen.Visualisation de deux isosurfa
es de normes de vorti
ité ω1 = ||ω||/(Γ1/a
2
0) = 0.1675 and

ω2 = 0.0837, 
oloriées par le niveau instantané de norme de vorti
ité, pour la 
on�guration
L5.
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(a) t∗ = 1.953 (b) t∗ = 2.233

(
) t∗ = 2.420 (d) t∗ = 3.291Fig. 5.13 � Dynamique du pro
essus de fusion instable ave
 le développement d'une insta-bilité elliptique pour un système de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques de type VM2. Vi-sualisation de deux isosurfa
es de la norme de la vorti
ité ω1 = ||ω||/(Γ1/a
2
0) = 0.1675 and

ω2 = 0.0837, 
olorisées par le niveau instantané de la norme de la vorti
ité, pour la 
on�gura-tion V 5.d'onde qui peut être 
apturé par la simulation. Utilisant la prédi
tion théorique pour destourbillons gaussiens (Lamb-Oseen), la longueur axiale du domaine de 
al
ul 
orrespond àtrois longueurs d'onde du mode ayant le taux le plus élevé. Ainsi, pour la 
on�guration L5, ilétait attendu que 
e soit le mode de Fourier k = 3 qui domine la dynamique. Or, la simulationmontre que 
'est le mode k = 4 qui gouverne la dynamique (
on�rmé visuellement sur la�gure 5.12 à t∗ = 2.247) qui n'était pas prédit par la théorie. On remarque 
ependant que



124 5.3 Simulations temporellesle mode visé k = 3 est bien ampli�é ave
 un taux en très bon a

ord ave
 la théorie, maisil est par la suite atténué (t∗ ∼ 1.5 Fig. 5.14), laissant pla
e au mode k = 4 qui a un tauxd'ampli�
ation plus élevé. Ce résultat montre la di�
ulté asso
iée à la séle
tion des modes del'instabilité elliptique, qui dépendent du rapport 
ara
téristique a/b. En e�et, le 
hoix de lalongueur axiale du domaine de 
al
ul est basé sur le rapport initial a0/b0 = 0.15, mais 
omme ily a existen
e d'une période d'émergen
e de l'instabilité et des e�ets visqueux non négligeables,
e rapport est plus élevé au début du régime linéaire a(t∗ ∼ 0.5)/b0 = 0.178. Les propriétésde l'instabilité ne 
orrespondent plus au 
hoix initial de longueur du domaine périodique. Ene�et, la simulation L5b a été réalisée ave
 le même rapport initial a0/b0 = 0.15 mais ave
 undomaine plus long 
orrespondant ex
atement à trois longueurs du mode le plus instable préditpar la théorie pour un système a/b = 0.178. Le mode attendu k = 3 gouverne e�e
tivementla dynamique ave
 un taux d'ampli�
ation pro
he de la théorie. L'é
art entre la simulationet la prédi
tion visqueuse est de ∼ 17% et de moins de 1% ave
 la prédi
tion non-visqueuse.Cette di�éren
e a déjà été observée dans les travaux de Le Dizès et Laporte [48℄, et les raisonssont mal 
onnues. Ils émettent les expli
ations suivantes : une possibilité d'intera
tion ave
 lepro
essus de fusion stable, ou que la vis
osité a�e
te les 
ara
téristiques des ondes de Kelvin(non pris en 
ompte pour l'établissement de l'équation 5.17). Dans 
e 
as, la résonan
e desmodes de Kelvin 
hangeraient de bandes d'instabilité vers des longueurs d'onde plus grandes etune atténuation visqueuse plus faible. La di�éren
e serait alors moins importante, notammentpour le nombre de Reynolds intermédiaire utilisé i
i.
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Fig. 5.14 � Évolution de l'énergie spe
trale du mode le plus instable de l'instabilité elliptiquepour les 
on�gurations L5 et L5b. Ligne 
ontinue pour le mode de Fourier k = 4 et en pointilléepour le mode k = 3 dans le 
as d'une longueur du domaine axiale de Lz/b0 = 1.48. Ligne tiret-point pour le mode k = 3 ave
 Lz/b0 = 1.92 (L5b).Le 
as des tourbillons initiaux VM2 est plus déli
at 
ar ils ne sont pas gaussiens. Il n'existe pasà l'heure a
tuelle de prédi
tion théorique semblable à 
elle de Le Dizès et Laporte [48℄. De plus,pour la 
on�guration V 5, la vis
osité modi�e la stru
ture interne du tourbillon en réduisant lalongueur de la zone intermédiaire (Fig. 5.15). Toutefois, deux é
helles se distinguent toujoursau début du régime linéaire. La séle
tion impli
ite du mode le plus instable et de sa longueurd'onde ave
 
e type de modèle de tourbillon est asso
iée au mode de Fourier k = 3, 
orres-pondant étonnamment à 
elui attendu pour un tourbillon gaussien. On remarque 
ependantque le taux d'ampli�
ation est plus élevé de ∼ 30% (Tab. 5.3). Ce résultat est en a

ord ave

eux obtenus par Fabre et Ja
quin [22℄ pour 
e type de pro�l. Ils établissent que les longueurs



5.3 Simulations temporelles 125d'ondes des modes instables sont de l'ordre de l'é
helle a1 pour les pro�ls où 0.5 6 α < 1 etde l'ordre de a2 pour 0 < α < 0.4. Comme i
i le rapport des deux é
helles est très faible audébut du régime linéaire, la distin
tion des longueurs d'ondes ne peut être établie. Le modequi se développe a 
ependant bien une longueur d'onde de l'ordre du rayon du tourbillon,
ara
téristique des instabilités elliptiques.
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(a) Linéaire (b) LogarithmiqueFig. 5.15 � Pro�ls de vitesse azimutale d'un tourbillon VM2 à di�érents temps avant le régimelinéaire de l'instabilité elliptique pour la 
on�guration V 5 où ReΓ = 10000.La 
omparaison des deux modèles de tourbillons vis-à-vis de l'instabilité elliptique est mieuxadaptée pour les 
on�gurations à plus haut nombre de Reynolds, L6 et V 6. Les e�ets de lavis
osité sur la stru
ture interne des tourbillons VM2 étant faibles, la 
ara
téristique d'unestru
ture à deux é
helles est 
onservée plus longtemps, notamment au début du régime linéairede l'instabilité. Il résulte de l'analyse spe
trale des modes instables (Fig. 5.16 et Tab. 5.3), quele taux d'ampli�
ation est plus élevé dans le 
as de tourbillons VM2 que pour des tourbillonsde Lamb-Oseen. On remarque également que la longueur d'onde du mode le plus instable estplus 
ourte dans 
e 
as.5.3.3.4 Stru
ture du tourbillon �nalLes résultats du pro
essus de fusion stable montrent que le tourbillon �nal n'est pas gaus-sien et que sa stru
ture est dé
rite par deux é
helles de longueurs 
ara
téristiques 
omme lemodèle VM2 mais ave
 des paramètres di�érents de l'initialisation. Il est proposé i
i la mêmeanalyse des pro�ls de vitesse azimutale, obtenus en 
onsidérant le 
hamp solution moyennédans la dire
tion axiale et azimutale pour avoir une distribution dépendant uniquement de ladire
tion radiale.Il apparaît 
lairement que le tourbillon issu de la fusion instable via le développement d'uneinstabilité elliptique a également une stru
ture 
omposée de deux é
helles de longueurs, simi-laire à 
elle d'un tourbillon VM2. Cependant, les 
ara
téristiques de 
es pro�ls di�érent de
elles initiales pour la 
on�guration V 5 et V 6. De plus, la loi en puissan
e de la zone intermé-diaire entre les deux rayons vθ(r) ∼ r−α est di�érente de 
elle obtenue par la fusion stable, i
i
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Fig. 5.16 � Évolution de l'énergie spe
trale du mode le plus instable de l'instabilité elliptiquepour les 
on�gurations L6 et V 6. Ligne 
ontinue dans le 
as d'un système initial VM2 (V 6)et en pointillée dans le 
as Lamb-Oseen (L6).
α ∼ 0.35. Ce type de stru
ture interne peut être expliquée par la persisten
e de �laments devorti
ité pro
hes du 
÷ur, qui ont été éje
tés au 
ours du pro
essus.En 
on
lusion, la stru
ture interne du tourbillon �nal est don
 liée au pro
essus de fusion etdes 
onditions dans lesquelles il a lieu.
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Fig. 5.17 � Pro�ls du tourbillon �nal pour les 
on�gurations VM2 (lignes 
ontinues) et Lamb-Oseen (lignes pointillées) : lignes �nes à t∗ = t/tc ∼ 3.29 et ReΓ = 10000 (L5 et V 5), lignesépaisses à t∗ = t/tc ∼ 3.93 et ReΓ = 240000 (L6 et V 6). La vitesse est normalisée par la
ir
ulation totale (Γtot = Γ1 + Γ2) et le rayon de dispersion initial a0.5.4 Simulations spatialesIl a été présenté dans la se
tion pré
édente le développement d'instabilités elliptiques dansun système de tourbillons 
o-rotatifs sans vitesse axiale, suivant une appro
he temporelle dela dynamique instationnaire. L'in
onvénient de 
e type d'appro
he est l'hypothèse forte d'uné
oulement quasi-parallèle sur la longueur axiale périodique du domaine de 
al
ul. Elle peutêtre remise en 
ause lorsque les deux tourbillons sont très pro
hes 
ar la torsion de 
haque tube
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ée. De plus, 
ette appro
he ne permet de simuler que des instabilités
onve
tives, et le 
hoix de la longueur du domaine dans la dire
tion périodique limite le nombred'ondes qui peut être simulées (forçage impli
ite). Les simulations du développement spatio-temporel permettent de s'a�ran
hir de 
es limites, mais sont très onéreuses en termes deressour
es informatiques 
ontrairement aux simulations temporelles, en raison de l'é
art entreles di�érentes é
helles de l'é
oulement.L'obje
tif des simulations présentées dans 
ette se
tion est de simuler le développement spatiald'une instabilité elliptique dans un système de deux tourbillons 
o-rotatifs. Cette appro
hepermet en outre de tenir 
ompte de l'in�uen
e de la vitesse axiale et de l'auto-indu
tion destourbillons due à la torsion des stru
tures tourbillonnaires.Cette se
tion présente les premiers résultats de deux simulations spatiales, qui di�érent parle rapport entre la vitesse azimutale du tourbillon et la vitesse axiale de 
onve
tion. Les
on�gurations 
hoisies et la mise en pla
e des 
al
uls sont dis
utées dans la pro
haine se
tion.5.4.1 Mise en pla
e des simulationsLes 
on�gurations tourbillonnaires simulées ont été 
hoisies d'une part pour 
orrespondreà des paramètres expérimentaux et d'autre part pour e�e
tuer des simulations numériquesdire
tes.Ainsi, le nombre de Reynolds basé sur la 
ir
ulation est ReΓ = 10000 pour les deux 
on�gura-tions. Les 
ara
téristiques du système tourbillonnaire 
o-rotatif imposées dans le plan d'entréesont ré
apitulées dans le tableau 5.4. Les rapports 
ara
téristiques a/b entre le rayon de dis-persion a des tourbillons et la distan
e b qui les sépare sont inférieurs à la valeur 
ritique dedé
len
hement du pro
essus de fusion stable (a/b)c ∼ 0.22−0.24 étudiée dans la se
tion 5.3.2.Con�guration a/b vθmax w0 w(r = 0) Lx, Ly, Lz nx, ny, nz

spa1 0.212 0.06 0.2 0.223 100, 100, 500 241 ∗ 241 ∗ 2001

spa2 0.166 0.31 0.2 0.552 120, 120, 420 291 ∗ 291 ∗ 1401Tab. 5.4 � Cara
téristique du système tourbillonnaire dans le plan d'entrée, du domaine de
al
ul et du nombre de points dans 
haque dire
tion. Les vitesses sont adimensionnalisées parla vitesse du son c et les longueurs par le rayon 
ara
téristique d'un tourbillon de Lamb-Oseen
rc.Le 
hamp solution bidimensionnel imposé dans le plan d'entrée du domaine de 
al
ul a été ob-tenu à l'aide d'une pré-simulation bidimensionnelle initialisée par superposition de deux tour-billons de Lamb-Oseen (Eq. 3.1). Le rapport 
ara
téristique a/b de 
e système augmente au
ours du temps par di�usion visqueuse des 
÷urs tourbillonnaires (initialement a0/b0 = 0.1).Lorsqu'il atteint la valeur visée, la solution est extraite pour servir de 
hamp initial du pland'entrée de la simulation spatiale. De plus, pendant 
ette phase di�usive, 
haque tourbillons'adapte au 
hamp de 
ontrainte imposé par son voisin, prenant alors une forme elliptique(pro
essus de relaxation mis en éviden
e par Le Dizès et Verga [49℄). Cette pro
édure permetdon
 d'obtenir une solution bidimensionnelle aux équations de Navier-Stokes.Les deux tourbillons tournent l'un autour de l'autre à la période tc = 2π2b20/Γ. La vitesse de
onve
tion w0 dans la dire
tion longitudinale a pour 
onséquen
e la torsion des tubes tour-billonnaires. On peut alors dé�nir un pas d'héli
e du système dh qui 
orrespond à la distan
e



128 5.4 Simulations spatialesaval pour laquelle les tourbillons ont e�e
tué un tour 
omplet. Ce pas d'héli
e est déterminépar la relation dh = w0tc.Une di�éren
e notable entre les deux 
on�gurations est la vitesse azimutale des tourbillons,impliquant une longueur de retournement du système plus grande lorsque la vitesse azimutaleest plus faible (
on�guration spa1). Ainsi, les e�ets tridimensionnels seront plus pronon
éspour la 
on�guration spa2, tandis que le pas d'héli
e du système sera plus long pour la 
on�-guration spa1, se rappro
hant ainsi de l'hypothèse employée pour les simulations temporelles.Pour 
es simulations spatiales, la vitesse axiale n'est pas expli
itement imposée dans le pland'entrée. Elle est 
al
ulée par la résolution du système d'équations de Navier-Stokes et 
orres-pond au niveau 
hoisi de pression et de température totale qui est imposé dans 
e plan (
hoixde la 
ondition limite). En première approximation, la pression totale s'é
rit Pt = p + 1
2ρw

2,et 
omme la pression statique p au 
÷ur du tourbillon dépend de la vitesse azimutale dutourbillon, la vitesse axiale w(r = 0) est plus ou moins élevée selon la 
on�guration 
hoisie.Domaine de 
al
ulLe domaine de 
al
ul est un parallélépipède dont les dimensions Lx, Ly, Lz sont pré
iséesdans le tableau 5.4 pour 
haque 
on�guration. Les valeurs des longueurs transverses Lx, Lysont �xées de manière à minimiser l'impa
t des 
onditions limites sur la dynamique. Pourlimiter le nombre de points, on utilise un maillage régulier uniquement dans la zone d'intérêtde la dynamique (domaine Lxreg, Lyreg = [50, 50]), ave
 un pas d'espa
e ∆x = ∆y = 0.25rcoù rc est le rayon 
ara
téristique initial du tourbillon de Lamb-Oseen dans la pré-simulationbidimensionnelle. Au début de la simulation spatiale, il y a huit points dans le 
÷ur de 
haquetourbillon pour la 
on�guration spa1 et six points pour spa2. La longueur axiale Lz permetde simuler au moins deux rotations du système tourbillonnaire, en 
orrélation ave
 le rapportdes vitesses axiale et azimutale. Cependant, 
e 
hoix ne permet pas de garantir que la fusionsera obtenue avant la �n de la boîte de 
al
ul, il 
orrespond seulement à un ordre de grandeurdu pro
essus de fusion instable qui serait réalisé ave
 une simulation temporelle. Le maillageest régulier dans 
ette dire
tion axiale, telle que ∆z = 0.3rc pour la 
on�guration spa1 et
∆z = 0.25rc pour spa2. Bien que la prédi
tion théorique des 
ara
téristiques de l'instabilitéelliptique de Le Dizès et Laporte [48℄ ne tienne pas 
ompte de la vitesse axiale, elle permetd'indiquer une gamme de longueurs d'onde des modes instables. Ainsi, pour les systèmes tour-billonnaires 
onsidérés, la dis
rétisation axiale 
orrespond à huit points par longueur d'onde.Au total le nombre de point de 
al
ul est 118.63×106 pour la 
on�guration spa1 et 116.22×106.Ces deux simulations ont été réalisées par des 
al
uls massivement parallèles (1024 pro
esseurs)et ont posées des di�
ultés au niveau du sto
kage des données mais également en terme depost-traitement pour la visualisation (
apa
ité mémoire).Conditions limitesLes 
onditions limites des fa
es latérales sont basées sur l'appro
he du traitement des ondes
ara
téristiques, développé et détaillé dans la se
tion 2.4.2.3 du 
hapitre 2. Elles 
orrespondentà des 
onditions de type entrée/sortie, ave
 un é
oulement entrant irrotationnel (Eq. 2.139,2.140).Une 
ondition d'inje
tion subsonique est utilisée dans le plan d'entrée, qui impose une pres-sion et une température totale (se
tion 2.4.2.2) ainsi que les 
omposantes transverses de vitesse(asso
ié au 
hamp tourbillonnaire). La 
ondition limite de sortie du domaine de 
al
ul est une
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ondition de non-ré�exion basée sur l'appro
he de Giles [31℄ (se
tion 2.4.2.4).Perturbations des tourbillonsPour provoquer le développement d'instabilités, il est né
essaire de fournir de l'énergie auxmodes potentiellement instables de l'é
oulement. D'un point de vue numérique, deux stratégiesexistent pour les ex
iter :(i) l'ajout d'une perturbation aléatoire de très faible amplitude (bruit blan
),(ii) un forçage expli
ite d'une fréquen
e prédéterminée de l'instabilité.La première (i) a l'avantage de laisser libre le développement d'instabilités liées aux 
onditionsde l'é
oulement, mais ne garantit pas le type d'instabilité qui va gouverner la dynamique,
ontrairement à la se
onde stratégie (ii).Pour s'assurer du développement d'une instabilité elliptique dans les systèmes 
onsidérées i
i,un autre type de perturbation est proposé. L'idée est de laisser une part de liberté aux in-stabilités mais en utilisant le fait que l'instabilité elliptique est 
onnue pour a�e
ter le 
÷urdes tourbillons en 
hangeant leur position. La perturbation utilisée pour les deux simulationsspatiales se base sur 
ette propriété, où un mouvement de translation aléatoire de faible am-plitude est introduit dans le 
hamp d'entrée. Cela 
orrespond à l'ajout d'une perturbation devorti
ité autour de 
haque 
÷ur tourbillonnaire, telle que
ω′ = (ǫ1 cos θ + ǫ2 sin θ) exp

(
− r

2

b′2

)
, (5.21)où ǫ1 et ǫ2 sont des nombres aléatoires (ǫ1 = ǫ2 ∈ [0.0002, 0.0004]), et b′ délimite l'aire de laperturbation (i
i b′ = 2rc). La loi de Biot et Savart [82℄ est ensuite utilisée pour traduire laperturbation en termes de 
omposantes transverses de vitesse.5.4.2 Développement des instabilitésInitialement, le domaine de 
al
ul 
ontient deux tourbillons 
o-rotatifs identiques paral-lèles, pla
és en son 
entre. Ces deux tubes tourbillonnaires longilignes s'enroulent l'un autourde l'autre par indu
tion mutuelle au 
ours du 
al
ul jusqu'à l'établissement d'un régime établi,où les torsions du système sont visibles sur toute la longueur longitudinale du domaine de 
al-
ul. Cette période 
orrespond à l'obtention d'un 
hamp solution tridimensionnel du systèmetourbillonnaire ave
 é
oulement axial. Après 
ette période de transition, une perturbation estinje
tée dans le plan d'entrée au 
÷ur des tourbillons et 
onve
tée le long des tourbillons. Lesystème devient alors instable à partir d'une 
ertaine distan
e aval (Fig. 5.18 et 5.19). L'insta-bilité est 
ara
térisée par une déformation sinusoïdale des tubes tourbilonnaires et a�e
tantleur 
÷ur, typique des instabilités elliptiques. Les �gures représentent une isosurfa
e arbitrairede la norme de vorti
ité de la solution numérique statistiquement 
onvergée. En raison du trèsgrand nombre de points (problème de mémoire), il n'est utilisé que un point sur deux pour letraitement visuel de 
es solutions.Pour les deux 
on�gurations 
onsidérées, il semble exister une symétrie entre les deux tour-billons indiquant un développement d'instabilité en phase. La di�éren
e entre les deux 
on�-gurations est observable qualitativement. Elle est marquée par des déformations plus allongéespour la 
on�guration spa2. Cette dernière est 
ara
térisée par une vitesse de rotation des tour-billons supérieure à la vitesse de 
onve
tion, le pas d'héli
e du système est par 
onséquent
ourt. La déformation des tourbillons implique dans 
e 
as une auto-indu
tion qui semble
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ontribuer à l'allongement des os
illations dans la dire
tion axiale.Dans les deux 
as, le mé
anisme du développement d'instabilités est semblable et mène à la fu-sion tridimensionnelle des deux tourbillons 
o-rotatifs. Il résulte de 
e pro
essus une stru
turetourbillonnaire unique très perturbée.

(a)

(b)Fig. 5.18 � Isosurfa
e de la norme de la vorti
ité pour spa1 (a) et spa2 (b).
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(a) (b)Fig. 5.19 � Zoom du développement d'instabilités. Isosurfa
e de la norme de la vorti
ité pour

spa1 (a) et spa2 (b).5.4.3 Analyses quantitatives5.4.3.1 Grandeurs moyennes temporellesLes tourbillons sont lo
alisés dans le domaine de 
al
ul par la présen
e d'un extremum devorti
ité axiale. Leur position est déterminée à 
haque instant puis moyennée temporellement.Ces positions moyennes permettent d'indiquer le nombre de rotations des tourbillons maiségalement la position axiale de la fusion (Fig. 5.20). La relation de la longueur du pas d'héli
e
dh du système est véri�ée seulement pour la 
on�guration spa1. Pour la 
on�guration spa2,le pas est bien plus long que 
elui estimé ave
 la relation dh = w0tc (di�éren
e de ∼ 50%).Ce résultat s'explique par la 
ondition limite d'inje
tion de l'é
oulement 
ar la vitesse axialen'est pas imposée. Il en résulte une a

élération du �uide entre les deux tourbillons (Fig. 5.23)qui 
ontribue ainsi à l'allongement du pas d'héli
e. Ce type de 
ondition limite a été 
hoisipour éviter l'apparition du phénomène d'é
latement tourbillonnaire, obtenu ave
 une autre
ondition limite d'inje
tion subsonique (se
tion 2.4.2.2 du 
hapitre 2). La sur-vitesse au 
entredu système tourbillonnaire est moins élevée pour la 
on�guration spa1 permettant d'obtenirun pas d'héli
e 
orrespondant à la relation dh = w0tc.Un mouvement de translation d'ensemble des tourbillons se produit progressivement en aval,observé également dans les simulations spatiales de Laporte [47℄ ave
 un autre 
ode numériqueet un système tourbillonnaire di�érent (
hamp de mesures exprérimentales). Cette dérive estliée i
i à l'introdu
tion de la perturbation dans le plan d'entrée, 
ar 
e mouvement est quasi-inexistant en l'absen
e de perturbation. Pour les deux 
on�gurations les tourbillons restentdans le domaine régulier Lxreg = [−25, 25]×Lyreg = [−25, 25] où l'é
oulement est bien résolu.On évalue la pression et la vitesse axiale moyenne en temps au 
entre des tourbillons en utilisantla pro
édure suivante : à 
haque instant on extrait les valeurs de pression et de vitesse axialeau 
entre de 
haque tourbillon (repéré par un extremum lo
al de vorti
ité axiale), puis 
esvaleurs sont moyennées temporellement. Les �gures 5.22, 5.23 illustrent 
es deux variablesmoyennés. Le dé�
it de pression au 
entre des tourbillons est proportionnel au 
arré de lavitesse azimutale du tourbillon en raison de l'équilibre hydrodynamique. Ce dé�
it est de faibleamplitude pour la 
on�guration spa1 
ontrairement à la 
on�guration spa2 pour laquelle lavitesse azimutale est 
inq fois plus élevée. Le minimum de pression augmente dou
ement enfon
tion de la distan
e aval par di�usion des tourbillons, et fortement lorsque le pro
essus defusion instable est amor
é. Il atteint un pi
 à la position axiale z ∼ 370rc 
orrespondant à
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ale des deux tourbillons (vx1, vx2) pour la 
on�gu-ration spa1.
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vx2Fig. 5.21 � Positions horizontale et verti
ale des deux tourbillons (vx1, vx2) pour la 
on�gu-ration spa2.la perte stru
turelle de 
haque tourbillon due à la saturation de l'instabilité, puis s'atténuelorsque les stru
tures turbulentes se réorganisent en une seule. Cet a

roissement du minimumde pression au moment de la fusion est utilisé par Orlandi [72℄ pour déte
ter 
e pro
essus.Il est en revan
he bien moins visible pour la 
on�guration spa2, où pour des distan
es avalssupérieures à z = 50rc, il augmente 
ontinuellement pour atteindre un niveau presque 
onstantà partir de z ∼ 250rc. Cet a

roissement est lié à l'ampli�
ation de la perturbation montréepar la suite ave
 l'évolution de l'énergie 
inétique des �u
tuations. De plus, il est obtenu uneos
illation spatiale de 
e minimum après la fusion de longueur l ∼ 45rc dont l'origine estin
omprise.La vitesse axiale moyenne au 
÷ur des tourbillons est plus élevée que 
elle de l'é
oulementambiant de 
onve
tion 
ar elle n'est pas imposée par la 
ondition limite d'inje
tion subsonique(se
tion 5.4.1) et dépend de la valeur de la pression totale imposée dans 
e plan.Cette sur-vitesse axiale moyenne dé
roît 
ontinuellement en fon
tion de la distan
e aval pour la
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(a) spa1 (b) spa2Fig. 5.22 � Minimum de pression au 
entre des tourbillons.
on�guration spa1 due aux e�ets visqueux. Elle augmente soudainement lorsque les tourbillonsfusionnent par le développement d'une instabilité. Tandis que pour la se
onde 
on�guration
spa2, 
ette dé
roissan
e lente est seulement obtenue jusqu'à z ∼ 50rc puis elle est plus im-portante par la suite. La vitesse axiale moyenne atteint �nalement une valeur quasi-
onstanteaprès la fusion des tourbillons.
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(a) spa1 (b) spa2Fig. 5.23 � Vitesse axiale au 
entre des tourbillons.5.4.3.2 Cara
térisation de l'instabilitéLa première analyse du développement d'une instabilité de type elliptique ave
 é
oulementaxial dans un système de deux tourbillons 
o-rotatifs est e�e
tuée suivant l'évolution spatialedes énergies 
inétiques des �u
tuations transverses
Eccf =

1

2

∫ ∫
(u′2 + v′2)dS, (5.22)
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Ecf =

1

2

∫ ∫
(u′2 + v′2 + w′2)dS, (5.23)où l'intégration est e�e
tuée dans 
haque plan transverse z = cst et où le 
hamp de �u
tuationest dé�ni par f ′

= f − f . Ces deux quantités sont 
al
ulées dans une fenêtre englobant lesdeux tourbillons, délimitée par le domaine de pas d'espa
e régulier. Elles permettent d'unepart d'indiquer la 
onvergen
e statistique du 
al
ul et d'autre part de montrer l'ampli�
ationspatiale d'une perturbation dans le système tourbillonnaire.Un temps de 
onve
tion est introduit tconv 
orrespondant au temps mis par une parti
ule�uide pour par
ourir la longueur axiale du domaine de 
al
ul Lz à la vitesse de 
onve
tion
w0 (temps de 
onve
tion tconv = Lz/w0). Les �gures 5.24 et 5.25 représentent les évolutionsspatiales des deux énergies 
inétiques pour les deux 
on�gurations d'é
oulements. Tant quel'instabilité n'est pas développée, elles sont nulles et augmentent lorsque le pro
essus instableest amor
é. Il apparaît que 
et a
roissement est essentiellement dû aux �u
tuations des 
om-posantes transverses de vitesse (u

′

, v
′

), traduisant le fait que l'instabilité a�e
te la zone internedes tourbillons où 
es vitesses sont élevées. Pour la 
on�guration spa1, une brisure de pente alieu à la distan
e aval z ∼ 400rc qui 
orrespond à la fusion des deux tourbillons (Fig. 5.20).Ce résultat n'est pas obtenu pour la 
on�guration spa2 (Fig. 5.25).On remarque 
ependant que la 
onvergen
e n'est pas atteinte pour 
ette 
on�guration, bienque les deux instants utilisés 
orrespondent à de nombreuses itérations, respe
tivement 14344et 24744 (même ordre de grandeur pour spa1). Au niveau du temps de 
al
ul, il est à noter queseulement 
inq 
ents itérations sont réalisables sur un temps d'o

upation du super-
al
ulateurde six heures, en utilisant pourtant 1024 pro
esseurs.Cette mauvaise 
onvergen
e des deux énergies peut s'expliquer par la présen
e d'un mouvementinstationnaire de dérive du système tourbillonnaire dans le domaine de 
al
ul dû à l'inje
tiondes perturbations dans le plan d'entrée et qui serait plus important pour 
ette 
on�guration
spa2. Une 
onvergen
e statistique des grandeurs moyennes et des varian
es d'un é
oulementrégi par une os
illation de basse fréquen
e né
essite un très grand nombre d'itérations qui nepeut être atteint i
i. Il est proposé dans le paragraphe suivant une analyse lo
ale montrant unniveau de 
onvergen
e statistique 
onvenable.
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Fig. 5.24 � Énergie 
inétique des �u
tuations transversales Eccf et totales Ecf pour la 
on�-guration spa1.
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Fig. 5.25 � Énergie 
inétique des �u
tuations transversales Eccf et totales Ecf pour la 
on�-guration spa2.La se
onde analyse des simulations spatiales 
on
erne les déformations stru
turelles d'untourbillon selon l'ampli�
ation de la perturbation. Pour 
ela, une dé
omposition de la vorti
itéaxiale ωz en série de Fourier est 
al
ulée dans le repère lié au système tourbillonnaire. L'axede 
e repère est la ligne de 
onne
tivité des deux tourbillons et son origine est le point médianentre les deux tourbillons (Fig. 5.26). Pour 
haque tourbillon, la 
omposante de vorti
ité axialeest interpolée sur un maillage 
ylindrique puis exprimée sous la forme d'une série de Fourier(on se restreint i
i à six modes), telle que
ωz(R, θ, z, t) =

a0

2
+

6∑

n=1

an(R, z, t)cos(nθ) + bn(R, z, t)sin(nθ). (5.24)où les 
oe�
ients de Fourier sont
a0(R, z, t) =

1

π

∫ 2π

0
ωz(R, θ, z, t)dθ (5.25)

an(R, z, t) =
1

π

∫ 2π

0
ωz(R, θ, z, t)cos(nθ)dθ, (5.26)

bn(R, z, t) =
1

π

∫ 2π

0
ωz(R, θ, z, t)sin(nθ)dθ. (5.27)(5.28)L'évolution en fon
tion de la distan
e aval d'un 
oe�
ient moyenné en temps an ou bn à deuxinstants de la simulation permet de s'assurer de la 
onvergen
e statistique de la solution. Ene�et, le mouvement de dérive du système à basse fréquen
e dans le domaine de 
al
ul n'est paspris en 
ompte 
ar on se pla
e dans le repère lié aux tourbillons. Pour la 
on�guration spa2dont la 
onvergen
e des énergies �u
tuantes n'était pas établie, il apparaît que 
e défaut est
orrigé ave
 
ette analyse lo
ale des 
oe�
ients de Fourier. Les valeurs moyennes se 
omportentde manière très similaire ainsi que leurs varian
es (Fig. 5.27). On obtient pour la 
on�guration

spa1 exa
tement les mêmes résultats. On rappelle que la varian
e d'une fon
tion f par rapport
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RPSfrag repla
ements x
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θ

xsys

ysys

Fig. 5.26 � Repère lié au tourbillon (xsys, ysys) utilisé pour la dé
omposition de la vorti
itéde 
haque tourbillon en série de Fourier.à sa moyenne temporelle f s'é
rit par dé�nition
V ar(f) = f2 − f2

. (5.29)
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(a) (b)Fig. 5.27 � Comparaison à deux instants di�érents du 
oe�
ient a1, moyenné en temps a1 (a)et de sa varian
e (b), pour la 
on�guration spa2. Extra
tion du 
oe�
ient au rayon R = 0.8.Les 
oe�
ients de Fourier (an, bn) permettent de déterminer le mode prédominant de la stru
-ture du tourbillon. Le mode n = |2| est le plus présent pour la 
on�guration spa1 (Fig. 5.28),dont sa stru
ture est illustrée sur la �gure 5.29. Ce mode 
orrespond à la déformation elliptiquedu tourbillon par le 
hamp de déformation induit par son voisin. On remarque 
ependant qu'ils'ampli�e à partir de la distan
e aval z ∼ 300rc et atteint un niveau de saturation à z ∼ 400rcqui 
orrespond à la fusion des tourbillons pour 
ette 
on�guration (Fig. 5.20). Les �u
tuationsimportantes du mode n = 1 sont dues à la di�
ulté d'une lo
alisation pré
ise des 
entres destourbillons qui est e�e
tuée i
i simplement à l'aide de l'extremum de vorti
ité axiale.
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onde 
on�guration spa2, l'é
oulement est plus 
omplexe et il est plus di�
ile dedéterminer le mode de déformation pré-dominant (Fig. 5.30). Le mode n = |2| est égalementprésent mais il n'a 
ependant pas un a

roissement signi�
atif lorsque l'é
oulement devientinstable 
omme pour la 
on�guration spa1. On remarque que le mode n = |4| présente uneos
illation de longueur d'onde λ ∼ 30rc pour les deux dire
tions, 
e qui indique le développe-ment d'un mode de stru
ture héli
oïdale.
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on�guration spa1 etévalué en R = 0.8.
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Fig. 5.29 � Re
onstru
tion du 
hamp moyen de vorti
ité axiale du mode prédominant n = 2pour la 
on�guration spa1 : ωz(R, z, theta) = a2cos(2θ)+b2sin(2θ), ave
 R = 0.8 et z = 330rc.L'évolution des varian
es des modes représentée sur la �gure 5.31 montre que les modes n = 0et n = 2 ont un a

roissement similaire et à partir de la même distan
e longitudinale (lorsquel'é
oulement devient instable). Il semble don
 que 
es deux modes sont 
eux qui résonnent etqui gouvernent le développement de l'instabilité elliptique (
ondition de résonan
e Eq. 5.15).
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n=4Fig. 5.30 � Comparaison de quatre modes moyennés en temps pour la 
on�guration spa2 etévalué en R = 0.8.Ce résultat est en a

ord ave
 l'analyse de La
aze et al. [46℄ sur l'e�et de la vitesse axiale sur
e type d'instabilité, en 
hangeant le 
ouple de modes satisfaisant les 
onditions de résonan
esde l'apparition (Eq. 5.14, 5.13, 5.15). De plus, les varian
es des 
oe�
ients a2 et b2 ont lemême 
omportement pour les deux 
on�gurations, indiquant la dire
tion de déformation destourbillons. Ainsi, l'ampli�
ation des perturbations lors du développement de l'instabilité suitla dire
tion d'angle π/4 par rapport à la ligne de 
onne
tivité des deux tourbillons. Cettedire
tion 
orrespond à 
elle du 
hamp de 
ontrainte induit par un tourbillon sur son voisin ena

ord ave
 la théorie des instabilités elliptiques [48,95,96℄.
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n=4(a) (b)Fig. 5.31 � Varian
e des 
inq premiers modes (
oe�
ient an) évaluée en R = 0.8 pour les
on�gurations spa1 (a) et spa2 (b).5.5 Con
lusionLa fusion de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques (taille et 
ir
ulation) a été étudiée àl'aide de deux types de simulations : temporelles et spatiales.
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(a) (b)Fig. 5.32 � Varian
e des 
oe�
ients a2 et b2 évaluée en R = 0.8 pour les 
on�gurations spa1(a) et spa2 (b).Les simulations temporelles ont permis d'analyser le pro
essus de fusion bidimensionnelle ettridimensionnelle sans vitesse axiale. Le mé
anisme bidimensionnel se dé
ompose en quatresétapes : une première étape de di�usion, une étape de 
onve
tion, une se
onde étape de di�u-sion et en�n une étape d'axisymétrisation. Une analyse stru
turelle a été menée pour évaluerl'in�uen
e du modèle de tourbillon sur 
e mé
anisme (Lamb-Oseen ou VM2). À faible nombrede Reynolds, les 
÷urs des tourbillons di�usent, leur stru
ture 
onverge alors vers 
elle d'untourbillon gaussien. Le pro
essus de fusion bidimensionnelle est amor
é dès que la rapportentre les rayon des tourbillons a et la distan
e qui les sépare l'un de l'autre b atteint la valeur
ritique (a/b)c ∼ 0.22. La phase de 
onve
tion est 
ara
térisée par l'éje
tion de �laments devorti
ité autour du système qui induisent une vitesse les poussant l'un vers l'autre.Lorsque le nombre de Reynolds est élevé, la fusion peut être obtenue par le développementd'instabilités elliptiques. Ce type d'instabilité est responsable d'une fusion qui a lieu plus t�t.Les résultats d'analyse du taux d'ampli�
ation ont montré qu'il était plus élevé dans des tour-billons VM2, qui sont plus représentatifs de tourbillons issus d'un enroulement de nappe devorti
ité 
omme dans un sillage d'avion.Pour 
es deux mé
anismes de fusion, la stru
ture du tourbillon �nal est dé�nie par deuxé
helles de longueurs pour les 
on�gurations 
onsidérées dans 
ette étude. Ce résultat est in-trinsèque au pro
essus de fusion. La valeur de la puissan
e de la loi de vitesse azimutale vθ(r)entre les deux rayons di�ére selon le mé
anisme, α ∼ 0.6 dans le 
as 2D et α ∼ 0.35 dans le
as tridimensionnel.Les simulations spatiales tiennent 
ompte de la vitesse axiale et de la torsion du sytème,
ontrairement à l'appro
he temporelle. Deux 
on�gurations d'é
oulements ont été simuléespour lesquelles la fusion est obtenue par le développement d'instabilités elliptiques. Une 
a-ra
térisation des modes de déformations des tourbillons a été proposée. Ces premiers résultatsmontrent l'e�et de la vitesse axiale sur le développement spatio-temporel d'instabilités dansun système de deux tourbillons 
o-rotatifs, en 
hangeant notamment le 
ouple de modes quientrent en résonan
e. Cependant, 
e type de simulations est limité à des 
on�gurations a
a-démiques en raison des grandes ressour
es informatiques né
essaires.
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Chapitre 6Con
lusion générale et perspe
tives
Le travail de re
her
he présenté dans 
e manus
rit a pour obje
tif prin
ipal de 
ontribuerà la 
ompréhension et la 
ara
térisation des é
oulements tourbillonnaires de sillage d'avionen réalisant des simulations numériques dire
tes et aux grandes é
helles. Cette 
ontributions'ins
rit dans une stratégie basée sur la 
onnaissan
e du 
omportement des tourbillons pouragir à la sour
e du problème de la limitation de la 
apa
ité des aéroports. Les apports dessimulations numériques proviennent d'une part du fait qu'elles tiennent 
ompte d'une grandepartie de la 
omplexité des é
oulements, et d'autre part, de la pré
ision des résultats qu'ellespeuvent atteindre, et 
e même pour des nombres de Reynolds très élevés.La ri
hesse des é
oulements de sillage d'avion, due aux nombreux mé
anismes à di�érentesé
helles, impose de 
onsidérer des 
on�gurations épurées représentant seulement une partiedu sillage. Au 
ours de 
ette thèse, trois é
oulements 
ara
téristiques ont été étudiés : lapropagation et la 
ollision de fronts d'onde, l'intera
tion entre un jet et un tourbillon, et lafusion de deux tourbillons 
o-rotatifs identiques.Synthèse des résultatsCon
ernant la propagation et la 
ollision de fronts d'onde axisymétriques, il a été établique la variation lo
ale du rayon des tourbillons a pour 
onséquen
e la génération d'une entitéunique se propageant à vitesse quasi-
onstante le long du tourbillon. Nous avons montré que
ette vitesse de propagation dépend essentiellement de la vitesse azimutale du tourbillon mêmepour des amplitudes de fronts non-linéaires. Une 
onséquen
e majeure d'une telle propagationest la génération d'un é
oulement axial au 
÷ur du tourbillon, qui peut s'avérer su�sant pourdéstabiliser l'é
oulement via le développement d'instabilités héli
oïdales.Les simulations numériques dire
tes de deux fronts se propageant l'un vers l'autre ont per-mis de montrer que leur 
ollision pouvait mener à un phénomène d'explosion tourbillonnairelorsque leur amplitude était élevée. Nous avons établi un 
ritère obje
tif d'apparition de 
ephénomène par deux diagnosti
s di�érents : une augmentation soudaine d'enstrophie et unegénération de petites stru
tures. Plus pré
isément, l'explosion tourbillonnaire a lieu pour desvariations relatives de rayon supérieures à 40%.Dans le but d'identi�er un mé
anisme de minimisation de l'intensité des tourbillons, nousnous sommes intéressés à l'impa
t de l'é
oulement de jet issu d'un moteur sur un tourbillon,



142pour les trois phases de vol d'un avion. Dans un premier temps, les e�orts ont porté sur l'es-timation d'une gamme de paramètres pro
he des 
on�gurations réelles, en 
orrélation ave
la modélisation utilisée. En e�et, nous avons 
onsidéré une 
on�guration simpli�ée de l'inter-a
tion d'un jet et d'un tourbillon ayant permis d'e�e
tuer des simulations temporelles auxgrandes é
helles. Il ressort de 
es simulations que le jet a peu d'in�uen
e sur le tourbillon en
on�guration de 
roisière. Il 
ontribue à réduire l'extremum de vitesse azimutale du tourbillonet 
e, de manière plus pronon
ée lorsqu'il est plus pro
he. Pour les 
on�gurations hypersus-tentées, le tourbillon est au 
ontraire 
omplètement déstru
turé par l'intera
tion ave
 le jet àtravers le développement d'instabilités de type 
entrifuge 
ouplé ou non ave
 le dé
len
hementd'instabilités héli
oïdales. De plus, les simulations ave
 un jet 
haud n'ont pas montré de di�é-ren
es notables de la dynamique d'intera
tion pour les paramètres 
onsidérés dans 
ette étude.Cette dynamique semble prin
ipalement 
ontr�lée par le rapport des vitesses 
ara
téristiquesdu jet et du tourbillon.Le troisième é
oulement abordé 
on
erne le pro
essus de fusion des deux tourbillons 
o-rotatifs émis en bout d'aile et de volet qui gouverne la dynamique dans le 
hamp pro
he étendu.L'intérêt de son étude est la détermination des 
ara
téristiques des tourbillons 
ontra-rotatifspersistant par la suite dans l'atmosphère. Deux appro
hes numériques ont été employées.La première appro
he dite temporelle est 
elle 
lassiquement utilisée pour les simulations destourbillons de sillage. Elle est basée sur l'hypothèse d'un é
oulement quasi-parallèle sur la lon-gueur longitudinale de la boîte de 
al
ul. Des simulations numériques dire
tes et aux grandesé
helles ont été réalisées pour étudier le pro
essus bidimensionnel et tridimensionnel via ledéveloppement d'instabilités elliptiques. Nous avons étudié l'in�uen
e du modèle de tourbillonsur 
e mé
anisme en 
onsidérant deux modèles de tourbillon : le modèle 
lassique de Lamb-Oseen à une é
helle de longueur 
ara
téristique et 
elui de Fabre et Ja
quin à deux é
hellesreprésentatif d'une stru
ture tourbillonnaire issue d'un enroulement de nappe de vorti
ité.Le premier résultat obtenu ave
 
es simulations temporelles est que le taux de 
roissan
e del'instabilité elliptique est plus important dans les tourbillons à deux é
helles. Le se
ond ré-sultat 
on
erne la stru
ture du tourbillon �nal qui est dé�nie par deux é
helles de longueurs
ara
téristiques indépendamment du modèle initial de tourbillon et du pro
essus de fusionbidimensionnel et tridimensionnel. En revan
he, 
es simulations ne tiennent 
ompte ni de lavitesse axiale, ni de la torsion du système tourbillonnaire due au 
hamp de 
ontrainte ex
er
épar un tourbillon sur son voisin. Nous avons don
 mis en pla
e des simulations spatiales de 
epro
essus pour palier 
e manque.Les di�
ultés majeures ren
ontrées pour 
es simulations étaient dans un premier temps d'ordrenumérique. Nous avons développé de nouvelles 
onditions limites mieux adaptées à la physiquedu problème, aussi bien pour la 
ondition d'inje
tion dans le plan d'entrée, que 
elle de sor-tie, ainsi que 
elles des fa
es latérales en raison de la 
ir
ulation non-nulle de l'é
oulement
onsidéré. Ces développements ont été validés par 
omparaison de simulations numériquesdire
tes d'é
latement tourbillonnaire stationnaire et instationnaire. La deuxième di�
ulté ma-jeure a été la gestion de l'a

umulation de �
hiers de tailles très importantes ainsi que lepost-traitement de solutions, même si une partie a été e�e
tuée au 
ours des 
al
uls.Deux 
on�gurations de système tourbillonnaire ont été 
onsidérées. Elles se di�éren
ient pardeux valeurs de rapport de vitesse entre 
elle du tourbillon et 
elle de l'é
oulement axial. Pour
es deux simulations numériques dire
tes, le système tourbillonnaire développe une instabilitéqui semble bien être de type elliptique, 
onduisant à la fusion 
omplète des deux tourbillons.Une analyse stru
turelle des tourbillons a été proposée en dé
omposant le 
hamp de vorti
ité



143axiale sous la forme d'une série de Fourier dans le repère lié aux tourbillons. Elle a permisde mettre en éviden
e que les modes instables observés ne sont pas les mêmes que pour les
on�gurations sans vitesse axiale.Ce travail montre de plus la possibilité de réaliser de telles simulations, ouvrant ainsi de nom-breuses perspe
tives pour l'étude de la dynamique des tourbillons.Perspe
tivesLes résultats obtenus au 
ours de 
ette thèse ont permis d'identi�er quelques perspe
tivessur la dynamique des tourbillons de sillage d'avion.L'étude des phénomènes de propagation de fronts d'onde axisymétriques pourrait êtrepoursuivie, notamment en 
onsidérant des fronts d'origines physiques di�érentes, 
omme un
hangement de 
ir
ulation ou de vitesse axiale, résultant d'une a

élération ou dé
élérationde l'avion ou d'une perte lo
ale de portan
e. Il serait également intéressant d'étudier la pro-pagation de fronts d'onde non-axisymétriques (modes m = 1) qui pourraient provenir d'undépla
ement de la position des 
÷urs des tourbillons issu d'une légère embardée de l'avionpar rapport à son axe de vol. D'un point de vue plus fondamental, les fronts d'onde d'ordresupérieur (m > 2) peuvent également se propager et en étudier les 
onséquen
es en termes d'in-stabilités se
ondaires représente aussi une autre poursuite d'étude. Pour 
es di�érents types defront, nous pouvons nous interroger sur leur stabilité. D'un point de vue théorique, il pourraitêtre re
her
hé des solutions notamment 
on
ernant le nouvel état du tourbillon, stationnaireou instationnaire en se plaçant éventuellement dans le repère se propageant à la vitesse dufront d'onde.Con
ernant la 
ollision de deux fronts d'onde, on peut s'interroger sur les mé
anismes d'inter-a
tion lorsque les amplitudes sont di�érentes, et si l'explosion tourbillonnaire peut avoir lieuet dans quelles 
onditions.Nous avons analysé i
i les phénomènes de propagation et de 
ollision de fronts d'onde pour untourbillon isolé alors qu'ils peuvent être présents dans un 
ontexte d'une paire de tourbillons
ontra-rotatifs (
hamp moyen et lointain d'un sillage d'avion). Il apparaît ainsi naturellementla question de l'in�uen
e du 
hamp de 
ontrainte exer
é par un tourbillon sur son voisin sur 
esphénomènes, notamment le 
ouplage éventuel ave
 le développement d'instabilités elliptiques.Le rappro
hement des deux tourbillons 
o-rotatifs égaux lors du pro
essus de fusion bidimen-sionnel est généralement expliqué par la présen
e d'un 
hamp de vorti
ité anti-symétriquereprésenté par un quadrip�le externe, qui induit sur 
haque tourbillon une vitesse les poussantl'un vers l'autre. Or, il semble que la stru
ture de 
e 
hamp de vorti
ité ne soit pas aussi simpledurant les premiers instants où les tourbillons se rappro
hent. En e�et, nous avons montré laprésen
e d'un quadrip�le de vorti
ité anti-symétrique situé entre les deux tourbillons qui a unr�le opposé au quadrip�le externe. Il reste 
ependant à analyser dans les détails et à quanti�erson in�uen
e sur le pro
essus de fusion bidimensionelle.Les e�ets d'un é
oulement axial sur le développement d'instabilités elliptiques dans un systèmede deux tourbillons 
o-rotatifs sont en
ore mal déterminés. Il serait don
 souhaitable de pour-suivre les travaux, notamment ave
 des vitesses axiales au 
÷urs des tourbillons di�érentes.D'un point de vue de la modélisation numérique, le type de perturbation des tourbillons quiamor
e le développement d'instabilités 
onstitue également un sujet d'étude, 
ar il peut dé-



144terminer le type d'instabilité qui va gouverner la dynamique.L'intera
tion entre un jet et un tourbillon pourrait être simulée spatialement, qui ave
 l'ap-pro
he temporelle sou�re d'un manque de réalisme (développement spatio-temporel du jet,torsion du jet autour du tourbillon). Dans 
ette perspe
tive, l'in�uen
e du jet sur l'enroule-ment d'une nappe de vorti
ité, sur la naissan
e des tourbillons 
on
entrés et par suite surle mé
anisme de fusion pourrait être aussi analysée. De nouvelles fon
tionnalités pourraients'avérer utiles pour minimiser le 
oût de telles simulations, 
omme l'utilisation de maillages
urvilignes ou le dé
oupage du domaine de 
al
ul en plusieurs blo
s.Dans le 
ontexte général des sillages d'avion, les aspe
ts physi
o-
himiques des rejets desmoteurs représentent un domaine ouvert dont les enjeux 
on
ernent l'environnement et les
hangements 
limatiques globaux à venir. Les gaz et les parti
ules émis par les avions ont unimpa
t sur la 
himie et sur le bilan radiatif de l'atmosphère, de part la formation de traînéesde 
ondensation dégénérant en nuages de type 
irrus, et d'autre part, par la produ
tion oula destru
tion d'ozone 
ausée par les oxydes d'azote issus de la 
ombustion du kérosène in-terférant ave
 la 
himie de l'atmosphère. Le tra�
 aérien ne 
essant d'augmenter, le manqued'informations pré
ises et obje
tives de la 
ontribution de 
es rejets au ré
hau�ement 
lima-tique rend né
essaire l'étude de la dynamique des tourbillons de sillage en prenant en 
omptela strati�
ation atmosphérique et les réa
tions 
himiques asso
iées aux gaz et aux suies issusdes moteurs.
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ialité : Dynamique des �uidesLieu et date de soutenan
e : CERFACS-10 Juin 2008Résumé : Un sillage d'avion est 
omposé de plusieurs tourbillons énergétiques dont la durée de vie peut at-teindre plusieurs minutes. Ils peuvent représenter un danger pour un avion suiveur en induisant un fort momentde roulis. Le travail présenté i
i 
ontribue à la 
onnaissan
e du 
omportement de 
es tourbillons à l'aide desimulations numériques dire
tes et aux grandes é
helles. Di�érents aspe
ts de la dynamique des tourbillonsont été étudiés. Le premier 
on
erne la propagation et la 
ollision de fronts d'onde le long d'un tourbillon. Ilspeuvent être générées lors de la re
onne
tion des tourbillons 
ontra-rotatifs dans le 
hamp lointain du sillage.Les 
ara
téristiques de la propagation et de ses 
onséquen
es ont été mises en éviden
e, ainsi qu'un 
ritèreobje
tif d'apparition du phénomène d'explosion tourbillonnaire (vortex bursting). Par le biais de simulationstemporelles, une étude paramétrique a ensuite été menée pour 
ara
tériser et quanti�er l'intera
tion entre untourbillon et un jet de moteur. Les résultats obtenus montrent que l'é
oulement de jet a pour e�et de diminuerl'extremum de vitesse des tourbillons en 
ondition de 
roisière. En 
onditions hypersustentées, le jet peut êtresu�samment puissant pour mener à la déstru
turation du tourbillon. Le dernier phénomène étudié est la fusiondes tourbillons 
o-rotatifs émis en bout d'aile et de volet. L'appro
he temporelle a permis d'étudier 
e pro
es-sus dans des 
onditions stables et instables sans vitesse axiale pour deux modèles de tourbillons réalistes. Des
onditions aux limites adaptées ont par la suite été implantées dans le but d'e�e
tuer des simulations spatiales.Ce type de simulation permet en outre de prendre en 
ompte la torsion du sytème tourbillonnaire et l'in�uen
ede la vitesse axiale. Deux 
on�gurations d'é
oulements ont été simulées et ont permis de montrer la 
omplexitédes mé
anismes instationnaires existants.Mots-
lefs : Simulation numérique - Dynamique tourbillonnaire - Propagation d'onde - Intera
tion jet/tourbillon- Fusion - Instabilités Numeri
al study of air
raft wake vortexAbstra
t : The wake of an air
raft is 
omposed of intense vorti
es whose lifetime may be of the order ofseveral minutes in 
alm air. The may represent a signi�
ant danger to any following air
raft as they may 
ausean upset in roll or downwash. The aim of the present work is to 
ontribute to the knowledge of the wake vortexbehavior, studying di�erent �ow 
on�gurations by dire
t numeri
al and large-eddy simulations. The �rst one
on
erns the wave propagation and 
ollision along a single vortex, modeling the end-e�e
ts and vortex burstingphenomena, respe
tively. The wave propagation 
hara
teristi
s and its 
onsequen
es were analyzed. Moreover,an obje
tive 
riterion of appearan
e of the vortex bursting has been established. Then, the intera
tion betweena vortex and jet has been simulated by temporal large-eddy simulations for the three �ight 
onditions. In
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ondition, the intera
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onsequen
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e the velo
ity extrema of the wing tip vortex.This e�e
t is less important if the separation distan
e is large. For the take-o� and approa
h phases, the studydeals with the vortex emanating from a �ap just above the engine jet. The results showed that the jet maybe su�
ient strong to lead to the 
omplete loss of the vortex stru
ture. The third phenomenon studied is themerging of two 
o-rotating vorti
es, whi
h governs the dynami
s in the extended near-�eld of an air
raft wake.The temporal approa
h allowed to analyze the pro
ess in stable and unstable 
onditions, without axial �owand for two realisti
 vortex models. The boundary 
onditions has been adapted to perform spatial simulations.These simulations are more representative and let to take into a

ount the torsion of the system and the e�e
tsof axial �ow. Two vortex �ow 
on�gurations were simulated showing the 
omplexity of the me
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