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O — Introduction

Cette thése a pour objet d'affiner les criteres pour l'indépendance algébrique et les mesures
d'indépendance algébrique démontrés par P. Philippon dans [ P1 | et par E.M. Jabbouri
dans [ J1 ] d'une part, et I'indépendance linéaire et les mesures d'indépendance linéaire établis
par Y.V. Nesterenko dans [ N1 | et P. Bundschuh et T. Topfer dans [ BT1 ] d'autre part,
réalisant ainsi une jonction entre les problémes d'indépendance linéaire et algébrique sur un
corps de nombres.

La démarche adoptée consiste a reprendre le travail fait par E.M. Jabbouri dans [ J1 | en
controlant bien plus précisément les estimations. Un des points clé réside dans une définition
soigneuse des hauteurs des sous-variétés d'un espace projectif, définies sur un corps de
nombres et dune bonne distance d'un point a une telle sous-variété. Les notions utilisées
dans [ J1 ] ne sont pas suffisamment canoniques et ne coincident pas, pour les sous-variétés
linéaires, avec celles utilisées dans [ N1 ] .

Les travaux de J.B. Bost , H. Gillet et C. Soulé dans [ BGS1 ] et [ S1 ] surles hauteurs et
la théorie de l'intersection arithmétique ont permis de trouver de bonnes hauteurs des variétés

projectives définies sur Q, qui généralisent la hauteur des sous-variétés linéaires et satisfont

des théorémes de Bézout (arithmétiques) trés fins. Nous rappelons la définition de cette
hauteur projective au paragraphe II-3, en termes de la forme de Chow associée a la variéte.

Parallelement a la hauteur projective, nous définissons et étudions au chapitre III une notion
de distance algébrique d'un point a une sous-variété d'un espace projectif. Nous donnons cette
deéfinition également a l'aide de la forme de Chow. On obtient une distance toujours
inférieure ou égale a 1. Nous montrons aussi que cette définition coincide avec les notions
déja existantes dans le cas des points, des hypersurfaces et des variétés linéaires.

Nous établirons deux criteres. qui s’énoncent de la facon suivante :

Si I’on suppose que 1’on a un systeme de formes définies sur un corps de nombres, qui dans
un espace projectif

¢ pour le premier critére, prennent des valeurs petites en un point donné 6 = (HO, a,..., Hn) ,

6’) aux

>%n

¢ pour le second critére, sont ftelles que la distance d’'un point Q:(é’o,é’l,...
hypersurfaces qu’elles définissent soient petites,

mais dans les deux cas n’ont pas de zéro commun trop proche de ce point, alors on peut
minorer la distance du point € a toute variété Z(S) définie sur le corps de nombres, de

dimension, degré et hauteur bornés en fonction des formes.

En particulier, en construisant des formes quadratiques ( ou de degré donné O ) réalisant les
hypothéses du critére on peut établir I'indépendance quadratique ( ou en degré O ) de nombres
complexes.

Les deux critéres sont énoncés sous deux formes A et B :

- la forme B utilisant la distance algébrique du point & a la sous-variété projective

Z (3) définie dans le paragraphe III et notée Dist, ( 8.z (3)) ,
- la forme A utilisant elle la distance ensembliste du point & a la sous-variété projective
2(3) notée dist, (Q,Z(o)) :y]é/g(g)(Dzstv (Q’X)) :
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Les quatre critéres ainsi obtenus proposent des conclusions de type différents, et ne perdent
rien les uns par rapport aux autres.

L'outil essentiel dans la démonstration des deux critéres est une inégalité¢ majorant la distance
d'un point a l'intersection d'une sous-variété par une hypersurface d'un espace projectif en
fonction de la distance de ce point a la sous-variété et a I'hypersurface. Nous obtenons au
chapitre IV deux formules selon que le point est trés proche de 1'hypersurface ou non.

La démonstration du critére, au chapitre V, suit celle de E.M. Jabbouri dans [ J1 ] mais
nécessite plusieurs aménagements. Par exemple nous introduisons deux parametres
supplémentaires afin, d'une part, de mieux contrdler le rayon de la boule d'exclusion des zéros
communs et d'autre part de prendre en compte la différence entre la valeur d'une forme en un
point et la distance de ce point a I'hypersurface que cette forme définit.

Pour I’énoncé exact de ces deux critéres, on se rapportera aux Propositions 5.1 et 5.2 .
La précision de ces deux criteres permet d’en déduire un certain nombre de corollaires.
Etudions d’abord le cas linéaire.

* Le premier critere permet de retrouver le critére de Y. V. Nesterenko démontré dans [ N1 | :

Soient k un entier appartenant a [O, n] et 8= (HO, g,...,6, ) ac,” .
Soient O,N,,c,,c,,T,,T, des nombres positifs avec 0<T,—T,<0 .
Soit O (t) une fonction croissante pour t 2 N telle que :
, —o(t+1)

lim U(t) =+ et lim ————"=1

t —+00 1 - +o0 U(t)
On suppose que pour tout entier naturel N > N, , il existe une forme linéaire L,
de Z[XO,X],...,Xn] telle que :

(i)|Ly|ge™

-1,0(N)

o N (O _
I G ’

.. -7
(ii) ce

Soit & [ Q[XO,XI,...,XH] un idéal homogene de dimension k de degré 1 alors si

7, +1
k est tel que 0<k+1< 11+5 , il existe un réel K tel que

1+7,

Dist(8,2(®)) >K.(V (€)) 7=+9) .

De plus si & est de hauteur suffisamment grande on a :

1+7,
k+1

r \TH=(k+1)(1+0) )
1 c 1 GG
KZ . _— —L .€X — — | .
“l (2j p(zz J
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e [ e second critére entraine le corollaire suivant :

Soient K un corps de nombres, v une place quelconque de ce corps, k un entier
appartenant a [0,n] et 8=(6,.6,....6,)0C,"" .

[K:Q].

n

v

Soient O,N,,c,,c,,T,,T, des nombres positifs avec 0<T,-T,<0 et T,>

Soit J(t) une fonction croissante pour t 2 N, telle que :
lim o (¢) =+ et HM =1
0

On suppose que pour tout entier naturel N > N, , il existe une forme linéaire L,

de K[XO,XI,...,XH] telle que :

(i) h(L,)<e™

() < |LN (Q) v -1,0(N)

(ii) ce "V s " _<ce ,
1 €], M, (L)~

Soit I [ K[XO,XI,...,XH] un idéal homogene de dimension k de degré D alors si

k est tel que 0<(k+1)D<[KQZ]-—10_ , il existe un reel K >0 tel que
=y

n,

W [al,

"y

Dist(8,2(2))>K.(H(2)) &Y )pips -

n,

v

Ce critére contient le fait suivant :

Lorsqu'il permet de montrer 1'indépendance linéaire sur Q de n+1 nombres complexes

,,8,...,8, , on ¢établit en fait la non appartenance du point (490,6’1,...,6’,,) a toute variété

n

projective de dimension & et de degré¢ D  vérifiant (k + I)D <n . Cecin'arien d'étonnant,

car d'apres un résultat de M. Chardin dans [ C1 ] chapitre I, ces variétés sont contenues dans
un hyperplan .
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Etudions maintenant le cas non linéaire.

En utilisant le premier criteére on peut déduire une forme améliorée du critere de E. M. Jabbouri .

Soient K un corps de nombres, v une place quelconque de ce corps, k un entier
appartenant a [O, n] et 8= (HO, g,...,6, ) ac,” .

. , T U
Soient O0,1,0 et U desréelsavec T>0, 0,021 , 0" <1 et T<[W} .
g g

On suppose que pour tout entier S vérifiant :

r U
(O) 0.k+l <Ssa.k+1 ’

il existe une famille de polynomes homogenes (QS),...,QS’S)) de K[XO,XI,...,XH] telle

que :
(i) d°Q§j)S5 pour tout j=1,...,n, ,

(ii) H((ng)) )ST pour tout j=1,...,ng ,

-sa*"! -
pour tout j=1,...,ng ,

(iv) les polynomes Qéj ) sont sans zéros communs dans la boule

B(Q,e‘som) de C! de centre 8 et de rayon e

Soit JOK (XO,XI,...,Xn) un idéal homogene de dimension k, de hauteur H et de
degré D .

St la condition suivante est réalisée

(v)
M5k+1H+([K:Q] Z_+(k+1)dlog(n+])+log3](k+l)5kl)S|: (k]+]:|(lj s
n, , ’ 2
alors on a

log(Distv (Q,Z(?ﬁ))) >2-U .
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Enfin on peut déduire un certain nombre de corollaires du type de celui qui m’a été fourni
par P. Philippon , et dont I’énoncé est le suivant :

Soit  k un entier appartenant a [O,n] et QZ(HI,...,Hn)DCy" .
Soient 0,0,T et U des réels tels que 0,021 et U>T23.(k+1).5.log(n+1).

On suppose que pour tout réel S vérifiant T<S<U , il existe un polynome Qg de
Z[X],...,Xn] tel que :

« d'Q0,<0,
<e’,

0;

<e™’ .

e—aS+2r < |QS (Q)|
S —d°Q5 <

(1+ler) >

Alors pour tout idéal 30 Q[X] yeo ,Xn] de dimension k, de degré D et de hauteur
H satisfaisant

28" (8+7.(k1) D) s —
on a
log(Dist, (6.2(3))) 2 U .
Nota bene

On obtient le méme résultat, si I’on remplace la condition

e—U'S+21' < |QS (Q)| < e—S
d°0g

(1+1e) =

par

e—U'S+T < |QS (Q)|

d°0s

(1+]er) * m.(05)

< e_s

et que I’on applique le cas B du théoréme 5.2 . O
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Nous aurons besoin dans ces travaux, d’un certain nombre de résultats relatifs a la théorie de
I’élimination exposés dans [ P1 ] . Nous n’exposerons pas en détail cette théorie, mais pour en
donner une premiere approche, nous rappellerons et adapterons certains résultats dans le premier

paragraphe, en considérant des indices d = (1,...,1) UN" . Pour approfondir cette théorie, on se

reporteraa [ P1].

Nous rappellerons aussi un certain nombres de résultats d’arithmétique qui nous seront utiles
pour la suite.

Enfin, pour faciliter la lecture de cette thése, nous donnerons dans ce premier paragraphe les
notations qui seront utilisées le plus fréquemment au cours des paragraphes suivants.

Le deuxieéme paragraphe sera consacré a I’introduction de la hauteur d’une variété définie sur un
corps de nombres K . Pour cela il nous faudra définir successivement dans les définition 2.1 et
2.3 , la mesure d’un polyndme homogene puis celle d’un polyndme multihomogene. A partir de
ces mesures, nous définirons, comme le fait P. Philippon dans [ P1 ], la hauteur d’un polynéme
homogene a la définition 2.8 puis celle d’une sous-variété projective via sa forme de Chow
associée a la définition 2.12.

Dans le troisieme paragraphe, nous nous consacrerons a 1’étude d’une distance algébrique

d’indice dJN" d’un point x de P, (Cv) a une sous-variété projective V' de dimension r—1
notee Dist, , (§, V) . Elle sera mise en place dans la définition 3.1 .

Cette distance sera €tudiée d’abord dans le cas ou V' est un point et sera notée Dist, , (g,y) .

Dans cette ¢tude nous verrons que lorsque 1’indice d =1, elle coincide avec la distance habituelle
et nous la comparerons a la distance euclidienne de la carte affine {X L O} dans la proposition

3.4 . Puis dans la proposition 3.5 nous comparerons deux distances d’indices différents.
La proposition 3.6 montrera que la distance d’indice (1,...,1)DN” d’un point a une

hypersurface est celle habituellement utilisée. Enfin la proposition 3.10 prouvera que la distance
d’indice (1,...,1) ON" d’un point a une sous-variété projective de dimension »—1 correspond

encore a celle utilisée par Y. V. Nesterenko dans [ N1 ] .
Au quatriéme paragraphe nous mettrons en place les résultats relatifs a I’intersection d’une sous-

variété projective par une hypersurface de P, (Cy) .

Le lemme 4.1 et son corollaire 4.2 nous permettent de comparer respectivement la mesure et la
hauteur de D’intersection aux mesures et hauteurs de la sous-variété et de I’hypersurface.

Le corollaire 4.4 montre une majoration de la distance d’un point donné a I’intersection d’une
sous-variété projective par une hypersurface et la proposition 4.7 donne cette majoration dans le
cas ou le point est relativement éloigné de la sous-variété projective. Auparavant nous aurons
¢tudié¢ dans la lemme 4.6 le minimum des distances d’un point donné aux points d’une
hypersurface.

Dans le cinquiéme paragraphe nous citerons les deux critéres respectivement aux théoréme 5.1 et
5.2, ces criteres ne différent essentiellement que par 1’hypothése (7ii) qui porte dans le premier
sur la valeur des formes en un point donné et dans le second sur la distance de ce point aux
hypersurfaces définies par ces formes. Les démonstrations étant semblables, seule celle du
théoréme 5.1 sera rédigée.

Dans un premier temps, nous établirons un corollaire 5.4 de la forme de celui établi par
EM. Jabbouri dans [ J1].

Puis dans le cas linéaire nous écrirons d’abord un corollaire 5.5 au théoréme 5.1 qui nous
permettra de retrouver le critere de Y.V Nesterenko exposé dans le corollaire 5.6 puis un
corollaire 5.7 au théoréme 5.2 qui nous permettra d’écrire le corollaire 5.8 qui aura une forme
similaire a celle du critére de Y.V. Nesterenko . C’est ce dernier corollaire qui nous servira a
comparer indépendance algébrique et linéaire.

Enfin nous exposerons, le corollaire 5.9, corollaire qui m’a été suggéré par P. Philippon.
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| - Notations et Rappels
1 - Elimination

Soit R un anneau commutatif unitaire noethérien et 4 = R[X . . ¢ n] l'anneau des
polyndmes a coefficients dans R et a variables X, X ,..., X, .

Soit M* :{ X =X". X" ] a,+-+a, = k} I’ensemble des mondmes unitaires de
degré & .

Pour un entier naturel », on définira :

R_ de la fagon suivante :

-Sir=0 alors R, =R,
-Si r#0 alors R, :R[uél),...,u,(:),u(()z),...,ugz),...,uér),...,u,(f)] .

A, de la fagon suivante :

-Sir=0 alors 4,=4 ,
-Si r#0 alors A4, :A[uél),...,u,(:),u(()z),...,ugz),...,uér),...,u,(f)] .

Pour un entier naturel » =1, on définit U ; pour j=1,....r, I'¢lément de 4, :

U, = u X, +ul x4+ X

1 n n °
Etant donné un idéal homogéne § de A, pour un entier naturel 7, on notera :

3, l'idéal de 4, défini de la fagon suivante :

-Si r=0 alors J, =33,

-Si r#0 alors I, =(3,U,,...,U,) .

Définition 1.1 - Pour un entier naturel » donné, on appelle idéal U -éliminant de 3,
l'idéal @, (3) formé des éléments f de R tel qu'il existe un entier £ =0 pour lequel

ona fIMOJ, ,clest-a-dire:

6, (3)=(U(3.5 ) e

k=0

Comme les idéaux 3, :, M" sont des idéaux emboités de 4. et que 4. est noethérien, la
suite de ces idéaux est finie et il existe un entier N tel que :

¢, (3)=R.N(3,:, M")
c'est-a-dire

¢, (3)={ror/rMm 03} .
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Exemples

« Si A estl'hyperplan de P, (C) dont I'idéal de définition dans R[XO,X],Xz] est
d:(a’X0+,BX1+yX2) ,ona:

@, (3) = [ (1 )+ Bl -2+ p{ulf? -2
En effet, si 'on pose

£ = a (W =)+ B =)+ (il =)
et P=aX,+BX +yX,

alors on a:

/X, (u] “g ) - ug ) (ﬁ“z yul(z))Ul +(:8u§]) _yul(l))Uz
fX, = (u2 u(() ) —uél)ugz)).P—(yuéz) —a’ugz))U] +(yu(gl) —augl))U2
fX, (uo ”1( ) - ul(l)u(()z)).P—(a’ul(z) —,Bu(()z))U1 + (a’ul(l) —,Bu(()l))U2 .

« Si P estlepoint (xo,xl,xz) de P, (C) dont 1'idéal de définition dans R[XO,XI,Xz]
est J=(xX, —xX,xX,-x,X,),ona:
¢ (3)= (xou(()l) +xlu1(1) +x2u§1)) .
En effet, on remarque d'abord que :
XX, —x,X, 03

(xou(()l) +x1u1(1) +x2u§1))X0 = XU, _”1(1)‘(on1 _x1X0)+”§1)'(x2X0 _onz)
(xou(()l) +x1“1(]) +x2u§]))Xl =x.U, _ugl)'(xle _szl) +“(()1)'(x0X1 _xlXO)

(xou(()l) +xlu1(]) +x2u£]))X2 =x,U, —u(()]).(szo —xOXz) +u](]).(x])(2 —sz]).

Considérons l'algebre €4, des polyndmes a coefficients dans 4, et de variables s,((fl)

(ou O0sksn, 0<sl<metl<j<r ) liées par les relations Sl(c{l)+sl(,jl;') =0.

Définissons 'homomorphisme O de A —algebres par :

0:4 004, tel que 5(u,£j)) = S,E{I)Xl.
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On remarque que :

o(u,)=o.
En effet,
a_(Uj) = 5(2”1(5/)ij = [ S/E{I)Xz ]Xk = E(SIE’) +sl(,fk))Xle
k=0 k=0 \'/=0 k=0 1=0

et par conséquent,
5(u,)=0.

Appelons Z(s)z{ﬁz(xo,...,xn)DC"H/pourtOUtPDS’P(ﬁ)zo} .

Proposition 1.2 - Pour tout élément f de R, et pour tout idéal premier 3 de

R [XO, Xiseons Xn] , on a l'équivalence entre les propriétés suivantes:

G : f06E, (I)

(ii) : Pour tout élément x de Z(i‘s) ona (Jof) (§) =0, ou Oo f est considérée

comme une fonction de variables X, X,,...,X, .

Démonstration

(7) = (i)
Si fOE, (3) , il existe NN tel que pour tout i[IN avec 0<i<n on a:
fx'= a’.P+ZajUj avec PUS.
Jj=1
Comme on a vu que 0 (Uj) =0, on déduit immédiatement que
(0o1).x) =5(a.P).
Or pour tout x de Z(?S) il existe une composante x; de x non nulle, ce qui permet

d'écrire la propriété (ii).
(i7)= (1)

Si pour tout élément x de Z(3J) ona (Jo f)(x) =0, montrons que fOE (3).

Pour un itel que 0<i<n définissons I'homomorphisme &, de A4 —algebres par :
8:€4 00 X4

tel que pour tout j =1,...,7r :

si(sﬁj;.)):t’)él si k#i
Qi(sf,‘f))=—§ si [#i

i

Qi(s,((‘f,))ZO si (k:l:i) ou (k#ietl#i).
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D'ou pour tout &, tel que 0<k<n,ona: X, (éi (5(u]£f))) —MIEJ)) 03, ,
ce qui permet d'affirmer que pour tout f 4., etpourtout i avec 0<i<n,
il existe n, tel que X" (Jof~f)OS, .

Et par conséquent en prenant N = Max (”,) , on obtient :

0<i<n
pour tout i telque 0<i<n, X'0of-X"fOSI, .
Comme d'autre part, X;"do f 0 A et que pour tout élément x de Z(?S) ona
(0 £)(x) =0, on déduit que X0 f O,

Et par suite, on obtient bien la propriété (i7) . O

Si I'on considére un anneau intégre et principal R et son corps de fractions K, d'aprés la
Proposition (1.5) de [ P1 ], si 3 est un idéal homogeéne pur de 4 de codimension n+1-r,

alors 1'idéal @, (8) est principal et ses générateurs sont des polynomes de R, homogenes,

pour j =1L,...,r parrapporta chaque groupe de variables U, ={u(()j),...,u(j)} et de degré

n

inférieur ou égal au degré de 3.

Définition 1.3 - L'idéal I étant un idéal homogene pur de 4 de codimension n+1-r,
on appelle forme éliminante de I, tout générateur de €, (J).

De fagon plus générale, on appelle forme éliminante de § d’indice d = (dl,. . d,,) ON"
, tout générateur de ¢ (3) tel que :

@d(3)=(U(3[Q]:A[d]Wk)jﬂR[Q] ol

k=0

3[d]=(3.U,,....U,) avec U = > ug)zg

ay+-+a,=d,

et

Ald]=4]....u

on les indices @ = (a,,...,a, ) deu'/) varifient a, +--+a, =d, .

a

R[Q] IR[...,MS),...,M
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2 - Arithmétique
Etant donné le corps Q des nombres rationnels , on note Q sa cloture algébrique.
On considére un corps de nombres K de degré d = [K : Q] muni d'une valeur absolue non
triviale | . | .
La restriction de cette valeur absolue au corps Q est :

- soit la valeur absolue usuelle (archimédienne)
- soit une valeur absolue p-adique (ultramétrique).
Deux valeurs absolues sont dites équivalentes sur K lorsqu'elles définissent la méme
topologie sur K .
Les classes d'équivalences de ces valeurs absolues sont les places de K on les note v.
Chaque place v de K est représentée par la valeur absolue normalisée | . |W définie par :
- |x|y =x sixUQ et x=0 et v estarchimédienne,
1. . . . :
- | p|y =— si p estpremier et v étend la valuation p-adique de K .
p

L'ensemble des places archimédiennes seranoté S, , celui des places qui étendent la

valuation p-adique de K sera écrit S,

Le complété de K en la place v seranoté K, et le complété de sa cloture algébrique sera
notée C,.

On notera 77, le plongement de K dans C, étendant le plongement canonique de K dans
K

v

Exemple - lorsque K = Q(a),

« Détermination des plongements aux places infinies de K .

Notons a; pour ivariantde 1 2 d les d racines dans C du polyndme minimal de & .
On obtient alors d plongements de K dans C définis par chaque a;:
mK - C
a— lT(a) tel que si @ JQ alors lT(a) =a
et m(a)=a,

et a chaque plongement 77 on associe la valeur absolue définie par :
M. =[]

-Si a,0R le plongement est dit réel et dans ce cas a chaque plongement est
associé une place archimédienne réelle v et K, =R . On pose n, =1.

-S1 a,0R le plongement est dit complexe et dans ce cas les deux plongements
définis par @, et @, sont associés a une seule place archimédienne complexe v et K, =C.
On pose alors n, =2. On a en tout cas

n,= [KW :R] .
Le nombre de places infinies de K est alors »+s,
ou r estle nombre de places réelles et s le nombre de places imaginaires avec d =r +2s .

On aura donc

[](x~la)=[] (x ~lal.)" -

i=1 oS,
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« Détermination des plongements aux places finies de K .
Etant donné un nombre entier premier p .

Notons a,.(" ) pour ivariantde 1 & d les d racines dans C, du polynéme minimal de o .
On obtient alors d plongements de K dans C, définis par chaque a'l.(p )
m:K - C,
a7, (a) tel que si @ LJQ alors 77, (a) =a
et 77 (a)=al”

et a chaque plongement 77, on associe la valeur absolue définie par :

A, =lm ()], -

On obtient ainsi toutes les places finies au dessus de p . En général il y a plusieurs
plongements associés a une méme place v , leur nombre 7, est appelé le degré local en v et
noté

On a alors

«  Formule du produit

Si xOK et x#0

ona L_l (|x|y)"” :% ou encore L_l (xv)n” X ID_l (
oS, ID_l |x|v) oS, oS,
oS,

X

) =1 .

3 3

o

«  Hauteur logarithmique absolue de Weil d'un nombre algébrique o
Si K est un corps de nombres contenant & , on définit la hauteur logarithmique absolue
de Weil par :
al,))

h(a) = ﬁ;nv log(max (1,

ou la somme est étendue a 1'ensemble des places de K .

Cette hauteur ne dépend pas du corps K choisi contenant «a .

De plus
* pour tout a et [ algébriques ona : h (a) 20

h(a.B)<h(a).h(p)
h(a+pB)<log2+h(a)+h(B),

* pour tout a:%DQ, on a h(a):Max(|a

b)) .
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3 - Notations

« On utilisera dans la suite de I'exposé la constante ),  définie par :

emen($))

i=1

n+l
1
On remarque que : —< e.( " j < N <1 ou y estlaconstante d'Euler
2 n+l (n + 1) e’

G R () o

i=1 i=1
Un calcul montre que lo M = i .F;dt O 01+(n+1)10 ( " j
a 8 % : 0i(i+t) ’ )|

n i=n+1

r1r — 1
Pour un élément g—(ao,al,...,an)DCZ+ , on note

n
pour v, , Jal, = \[>Jaf, -
i=0

-pour »01S,, |l

= max

O<i<n

a.
v ty

On considére la fonction ¢/: N - R telle que

e Pour a= (ao, a,....Q, ) 0 NZ” , nous utiliserons les notations suivantes :

. |Q|:0'0+"'+0’n

d . . . d!
. pour le coefficient multinomial ———
a a,l..a,

n*

ou |g|=d.
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v

) dans P,(C,), ou N+1:(”+dj,

«  On considere le plongement @, de P, (C
n

défini par :
w,: P(C,)00GP,(C,)

ou y, = z'z"...z." et les mondmes z;°z" ...z." sont dans le méme ordre que

pour le plongement de Veronese .

Nous dirons que @), est un plongement de Veronese remodelé .

Si M estunpointde P, (Cy) de coordonnées projectives z = (zo,. vz ) , on notera

>“n

y= ( yg)‘g‘:d les coordonnées projectives de w), (M ) dans P, (Cv) :

- Onnote &J et @, les applications de C)"' dans C)*' définie par :

o) C¥ oo ©: C¥ oo

_1 !

G(P)()=% [dj_; o¥,

Dans le cas d'une place archimédienne v, en considérant sur C)'™' le produit scalaire

hermitien :
N

<5|X> =2 %%,

i=0
on remarque que :

|P(2)

= [(w(2)| @ @)
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Remarques :
* Si Z est une hypersurface de degré d de P,(C,) d'équation P(X)=0

alors w), (Z) est l'intersection d'un hyperplan de P, (C ) d'équation P’ ( ) 0 etde
@ (P,(C,)) on P'(Y)=aj(P)(Y).

* Si M estun pointde P, (Cv) de coordonnées projectives z = (zo,. ..,zn) , on sait qu'une

forme ¢éliminante d'indice d de M est f (g) = z z°u, et qu'une forme éliminante
jal=d

d'indice 1 de w), (M) de P, (Cy) est g(y) = Z VgV -

lal=d

1
d\?, \a ) ~
Comme d'autre part  y, = (g)* , on obtient, en posant u =), (y) :

IR

« Soit V' une sous-variété¢ de dimension r—1de P, (C) définie sur un corps de nombres

K dont I'idéal de définition dans K [X . S, ¢ n] est un idéal premier § derang n-—r.

Si f estune forme ¢liminante d'indice d = (dl,...,d,) de l'idéal J , cette forme
¢liminante est un élément de K [g(l),g(z),. .. ,g(r)] homogene en chaque groupe de

variables g(‘/) :(...,ué/),...) ou |g|:dj et de degré d,, f en ce groupe de variables.

n+d.
Le nombre de variables de ce groupe est N, +1 avec N, +1 =[ ! ]
n

Le degré total de f estnoté d°f, onadonc d° f :Zd;]_f .

j=

On considere les applications @, définies sur K [gm] pour j=1,...,r par:

et 'application @, définie sur K [ u® ) | pour d=(d,...,d)ON" telle quela

restriction de &), sur chaque K [u J soit I'application a)
On note alors :

, ,...,g(r))) sila place v est infinie

£ (u?u®,

g(")) sila place v est finie
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Remarque : Si U, = ) u ) xe et Y, = X" X[ ... X", onnote :

lal=d;
!
d. )2 "
! ué’)K* sila place v est infinie
U, =ql=\4
uc(,j)ig st la place v est finie
lal=d;
et
1
d. )2
71wy, silaplace v est infinie
UUDJ = ‘Q‘:dj g -
uL(,j )Ya st la place v est finie
jal=d;

« Soit x = (xo,x1 ...,xn) un élément de C™' et &C [d] l'algebre des polyndmes a

(pour 1<j<r et |a| |a|—d) liées par

coefficients dans C, et de variables sé z

les relations sg) +sU) =0

a.a

P ' . \ srA —
On considere I'homomorphisme de C, -algebre associé a x = (xo,x1 ...,xn)

J,.4:C,[dODB-ecC,[d]

défini par:
1
d. \?
4 > sV x«  sila place v est infinie
0, 5.4 (“51])) =L
s,(,’ 2, X7 st la place v est finie
al=d,
Le polynome d (

) est un polynéme de 9, , ( f ) homogene en chaque groupe de
)

‘Q/—\ Q

variables s ( ) ou a=<a' et |g|:|g' |:d,, , I'inégalité "<" ¢étant I'ordre

lexicographique inverse strict .
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On remarque que le degré du polyndome 9, , ( fy) par rapport au groupe de variables §(j )

est d, f etpar conséquent le degré total de 9, , , ( fy) est d°f . De plus, le nombre de
(v, +1) N,

; n+d
avec Nj+1:

j]s(nﬂ)"f.

variables de ce groupe est N, +1= ,

n+1)"% ' n+1)™
% et que VN;S(N/H)eyS%

T J

On montre facilement que N +1<

« On utilisera un certain nombre de spécialisations de formes éliminantes. Dans un souci de
cohérences des notations nous allons définir celles les plus fréquemment utilisées.

Soient Q:(dl,...,d,,_l,d,,)DN’ ,éZ(dl,...,aV,_l)DN"_1 et plus généralement
d,=(d....d .d d,)ON"™" .

Jo1 %10

* On note p I'homomorphisme défini par :

p:K[d |0 K
tel que

p(u(’)) =, 0K avec |a|=d, .
On prolonge naturellement I'homomorphisme o en un homomorphisme
p:K[d]0 0. K[ﬁ}
en posant ,O(u(gj)) =u(gj) pour j=l..,r=1 et |a|=d,.

Sil'on pose g = ,0( f ), alors g, = ,OE( fy) ou 0, est 'homomorphisme défini par :

pc[doa.c, [@} tel que

1

4\ 2
o) (ug)) :( rj U, silaplace v estinfinie,

a
pf(uflr)) = U, sila place v est finie.
,Of(ug)):p(ug)) pour j=1,...,r-1
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* On note O; I'homomorphisme défini par :

p:Cld,|0oc,

P, (ug‘)) = uflk) UC, avec |g| =d, pour k=l,...j-1j+1,....r
On prolonge naturellement 'homomorphisme 0, en un homomorphisme
p,:C,[d0E-C,d,]

en posant ,[)j(u(’)):u(j) avec |g|:dj

- On note O 'homomorphisme défini par :
P, :€C,[d,.....d, |xC,[d,,....d |0 0-C,
tel que

A;(s(k;.):JkZL.DC avec |g|=|g’|=dk pour k=l,...,j-1

P; (ugk)) = ,uc(lk) OcC, avec |g| =d, pour k=j+l,...,r.
La encore, on prolonge naturellement I'homomorphisme 0, en un homomorphisme
P, :€C,[d,.....d, |xC,[d,...d, |00.C,[d,]

enposant Q) (u(j)):u(j) avec |g|=dj
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Il - Hauteur d'une variété projective

1 - Mesure d'un polynome

a - Mesure d'un polynome homogeéne
Soient K[XO,X],...,XH] l'anneau des polynomes d'indéterminées X, X,,..., X, a
coefficients dans K et P un élément homogene de degré d de cet anneau.

Définition 2.1 - La mesure de P en la place v, que I'on notera M, (P) , serale
nombre défini de la fagon suivante :

st vUS,, M, (P) est le maximum des valeurs absolues v -adiques des coefficients

du polynéme 77, (P), c'est aussi le maximum des valeurs absolues v -adiques des
coefficients du polyndme P .

-si oUS, , lamesure M, (P) du polyndéme P, est définie par :
+si P =0 alors MW(P) =0,

*si P#0 alors M, (P) =exp

Is,m 1°g|”; (P(Z))|U,,+1 (Z))(y)g

ou S ,, estlasphére unité de C!*' et o,,, (g) est la mesure invariante de masse totale
lsur S, .

Cette derniére expression de M, (P) a bien un sens , et elle ne dépend pas de

l'anneau K[XO,Xl,...,X,I,...,X,ﬂm] dans lequel P est considéré.

Pour démontrer cette propriété nous considérerons un polyndme P homogeéne de degré total
d de K[XO,XI,...,X,,] et nous nous placerons dans K[XO,XI,...,Xn,XnH] . Le polyndme

P reste bien siir homogéne de degré total d dans ce nouvel anneau.

_ 1
On note pour g—(zo,z,,...,zk)DCf+ ,

2 k
|2 = > |-
i=0

o Bu(r)={zoCk

g”Sr} et Sea (7) :{ZDCf”;

7| =1},
de plus, on pose  B,,, =B,,, (1) et S, =54 (1) .

On utilisera les opérateurs

0 S _ &0
d—;—Zinl. et d—;—dzwz ,
~ (7-2)
d=d+7d et  d°=+—u-—~
-4
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On aura besoin aussi des mesures

o0 ||z ko d Dd_
u() =21 =340

i

(2) = H(z) 0 Op(z)

Mlz)= T pour 1</ < k+1 , le produit étant répété /fois.
On remarque que
[l dz; 0dz,)
Y7 v/ ( ) = "0— ( mesure de Lebesgue sur C"™).

( 21)k+1

k! 0|2 O, (2
0k+1 (Z) = FD || ||!|2(k+l)k ( ) )

cette mesure ¢tant telle que L . )Jk+1 ( ) =1 pour tout »>0.

k+1
On aura besoin plusieurs fois du résultat suivant :

Lemme 2.2 : Avec les notations introduites précédemment on a la relation :

(e, 00z) = 220 o 0 ()
Démonstration :
Comme 2
O (z)=§ d ||ﬂ|5f‘l)k (2)
donc
0 ()0l = £ o (2)0dl]
_ 2 g1 O O (o)
R
mais
d* || Dd]" = 41ﬂ( =0)|2f ©(3+) |2
= (3l Do)

i)
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et

o |2 Dolf* D (z):‘.—l[iz,f] S |ou (o

1

c{$m (e g e)

Les seuls termes qui ne sont pas nuls sont du type

dz, Odz, D(jmo(dzj Ddz_j)] Q(dz 0dz,),
j#i

d'ou l'on déduit

o D9l O )= ”),L Oz 0az) |

et
k! Q(dzi Ddz,)

d”Z”2 Dak+1 (Z) = (_2i)k+1 ﬂkﬂ D ||Z||2k

c'est-a-dire

nk+] k+1 )
T dlef 61, (2). 0

D(dzi Odz,) =

i=0

Revenons maintenant a la propriété d'invariance mentionnée apres la définition 2.1.

—_ 2 A 1
Posons g—(zo,z,,. z,, nH)DC"+ et g—(zo,zl,...,zn)DC’“,

on remarque que P(g) = P(i)

En utilisant les résultats de la proposition 1 de [ P2 ] et son nota bene pour un polynéme

homogene, on obtient, en notant Z = { =(z9,2150-0,2,02,,)0C"™ | P(2) = O}
+2)! +1)!
J'SM T, (P(g)) 0,.,(z)= (”nm) J‘M (P(z)) U, (2)+ (Znnﬂ) j

+2)!
(" ) IB

't

D'autre part, comme P(g) est indépendant de z

J.Bm-z

ona

n+2

s (P(Z))|,U,,+2 (Z) = J.B,,ﬂ
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Or

A

Z

2)’

j(ﬁ)ﬂl( 2,) =71

ce qui donne

J, tog|r (P(2)) 7 (P(2))|(1-[12 ) 4 (2)

()

to(2)=1]

-z 2):D0(dzi DdZ)

_ T
~(~20)" Jo, o

Et par conséquent d'apres le Lemme 2.2,

2

7 (P(2))|(1-12F ) I dlzff Do, (2) -

n_n+2
lun+2 (Z) =

n ! Bn+l

J,, log|m (P(2))

A 12 .
z|| , on obtient alors

En posant u =

J‘Bn+2

Calculons J. .

7, (P(2))

ta(2) =7 Jy(1=u)e Usm(ﬁ)

n!

7, (P(2))

o (i)jdu |

| n+1

IN>

En faisant le changement de variable t =

i

comme P est homogene et que T, (z ( ) =0, (1) , on obtient :

I, ol (P@) (D)=, tog (Vi) m (P(0)e.. ()
——j logu g, (t +j N )log|ﬂ; (P(;)) ,.(t)
=§logu +logM, (P) —%log(yn),
ce qui entraine
J, tog|m (P(2)) ... (2) = n}:, [[(1-u)u’ (glogu +logM, (P) —%log(yn))du
- ”;2 (%j;(l—u)u" logu du +[logMV (P)—%log(n)jj;(l—u)u" duj.
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Mais aprés un calcul intégral ¢lémentaire qui donne :

1 o ! . _ L.
jo(l—u)u .du—m et ,[0(1_”)" logu.du——(n+1)1(n+2)(n+1+n+2j,

J, el (Pt (2) =7 (—2(n+1;(n+2) (e oo, (P)my,,)'i))mj
i 2.2:?12)!(_ nil n Jlr 2) ' (nn:)! (log(M" (P)'(y”)z)) '

Et par conséquent,

7, (P(z))

J‘Smlog Un+2(z):£(_L_ 1 j+10g(M”(P)'yn 2J+£E|1

ce qui permet d'écrire

M,(P)= exp(J.Sw2 log

et de généraliser aisément par :

Lmﬂ log

b - Résultats auxiliaires

a
2

7,(P(2))|o,.. (z)) dy,..)

M, (P) =exp

7, (P(2))| (z)) 1y,..):. O

On aura besoin par la suite, d'utiliser la mesure de certains polyndmes particuliers, qui est
donnée par :

Proposition 2.3 - Etant donnés deux polynomes P et Q de K[XO,X],...,XH] )

(i) Si P est le polynome constant P(X) =a, alors
pour tout place v1S, ona M, (P) = |a|v .

(i) Si P est une forme linéaire du type P(X) = ZaiXi , alors

i=0

pour tout place v1S,, ona M, (P) = /Zn:|ai|j = ||a||y ,
i=0

pour tout place v1S,, ona M, (P) =max|a, |y = ||a||y :

0<isn

(iiij) Pour tout place vUJS, ona M, (P.Q) =M, (P) XM, (Q) .

(iv) Si P est un polynéme du type P(X)=aX{" X[ ... X, alors

pour tout place v1S, ona M, (P) = |a|y .

Démonstration :
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* (i) et (iii) découlent immédiatement de la définition de M, (P) et du Lemme de
Gauss pour (i) et v1IS .
* Pour (ii) , voir la Proposition 4 de [ P2 ].

* Pour (iv) ,
- si vS, la propriété est immeédiate,

- si v S, la propriété découle de (iii), et du fait que

J,, toglz8"], 0,0 (2) = [ toglz5"], 0, (20) - tog (1)

car pour z,[lS, ona |Zo|,, =1 qui entraine J.S log|zg’0
1

7)0'1(20)=(),

et permet d'établir facilement la propriété (iv). O

En utilisant les notations introduites dans le premier paragraphe, on peut énoncer la
proposition suivante :

Proposition 2.4 - Etant donné un polynome homogene de degré d de
K[XO,XI,...,Xn], de la forme :

P(X)=> a,XQ X .. X"

laf=d

* pour tout place vUS,, ona

M, (P) = Max(ja,| ) =[P

P

* pour tout place vUS_, ona

()< () e e (R)] < m (P) e

v
Démonstration
« Pour les places finies, I'égalité découle de la définition .

« Pour les places infinies,

- s1 d =1, d'apres la Proposition 2.3, on a l'égalité M (P) = ”af(B)”v qui donne les

deux inégalités.

* si d 22, montrons d'abord la premicre inégalité.
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Comme |P(g)

=)@ ()

|P(g) <

v

U

2 2 2\72
< () x{Jof +If + -+
. 2 2
Mais pour z=(zy,2,...,2,)08,,, ona |z +--+|z,[ =1,
ce qui entraine, pour zUS ,,, I'inégalité

P (2)], = e (p)

14

En intégrant on obtient alors

7 (P(2)0,0 (2)) < e (B)]

exp (J.Snﬂ (]) log

b
ce qui permet d'écrire l'inégalité souhaitée, a savoir

m, (P)<|af ()], ()¢ -

Montrons maintenant la seconde inégalité.

D'aprés le Lemme (1.13) de [ P1 ], on a le résultat suivant:

|ag| < (Z]exp(ﬂ...ﬂ log‘ﬂv (p) (e2iﬂuo’.”’ezim,”)

duo...dun).

Or P. Lelong a montré dans le Théoréme 4 de [ Lel ], que

.[ol - J.O] log|7z, ( P) (ez’m" yeery @ )}duo . ..dun)
7 (P(2)) 0 (2) ()7

exp

SRR

<exp (J‘Sm log

ce qui permet d'écrire :

o RGN %S@(% (7))
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n

et en sommant pour tous les @ = (ao,a],...,a ) tels que |g| =

S8}

a

z'{ jS(MW (P))’ (n+1)".

qui donne 1'inégalité souhaitée, a savoir

W

Jai ()] =, (P))(+1)" . @
Nota bene
*Sid=1,commeon a Z|4 Z| n+1 Z|aaz ,
\aFi a1 R
cela donne

laf=1

d
*Si d 22, I'inégalité |ag|y < [ajM , (P) sera utilisée dans le paragraphe suivant, elle nous

permet aussi d'obtenir deux inégalités dont nous aurons besoin, obtenues en sommant sur
toutes les valeurs de a telles que |g| =d ,quisont:

<(n+1)'M,(P) et IP|, < (n+1)" M, (P) . O

Nous aurons besoin par la suite des deux résultats suivants :

Lemme 2.5 : Avec les notations introduites précédemment et avec

z= (ZO,...,Zi_l,ZHl,. ..,zn), on a les relations suivantes :
" |Z. 2 5 2(n-1) ,
0, (2)=n 2= —m—dlE Do, (2) Do (=)
= 2
(1)

et par conséquent

el (S0 ] el @ () o
s, i=0 5, (Vu )<, (Vi=u)
2)
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Deémonstration

n
2
Comme [l2] =3 |z,
i=0

n
2 2 2
,onaura d°[z] => d%|z[ .
i=0

La définition de O

n+l

(g) conduit donc a :

n! zdc |Zi|2 D'un (Z)
* | =0

aﬂ” (Z - ? ||Z 2(n+1)
et comme
dc |Zl- |2 — (d _d)(Z,Z) z dZ_l _.ZidZi o
—4 AT
1 n On
= dz, Odz,
H, (Z) (_21)n nl [; Z; sz

on déduit

&z O, (2) = ! |n:|(dzj 0z, ) O(z,dz, ~Zdz,),

J#i

ce qui, d'apres le Lemme 2.2, conduit a:

'
~4i(n-1)!
4

2(;1—1)

A

d° |z Oy, (2) = d|z Do, (2) O(z.dz, -Zdz,)

z

2(n-1)

Ja

(n—l)! B

Vs

d|gf Oo, (2) Od°z,

|2

z

2 1A112(n-1)

T 1)'|z,. 2" d|z|’ Do, (2) 00, (z,),
n-1)!
d'ou la conclusion
" |Z. 2 2 2(;1—1) s
0i1+1 (Z):n Zowd Z Da-n (Z) DO—](ZI) *

En posant ||2||2 =u , on obtient immédiatement la relation (2).00
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Lemme 2.6 . Considérons pour n21 un polynome homogene P de K[XO,...,XH]

de degré total d et de degré d, en la variable X, , on a donc
d

P(Xy X0 X,) =S P (X X X,

I ERAT P ERRRE
k=0

X,) X!

avec

i i-1°

P7d_kDK[X0,...,X XM,...,XH] un polynome homogene de degré total d —k .

Pour tout entier k tel que 0<k<d, on alarelation :
si oUs, ,

i) Mool 58] ool )

X[exp[n.jé{(l —u)u"" 3 [ log|P(Z)|,, o,(z)00, (Z)}dun .

(. )

si vl Sp , de facon évidente
Mv (B,d—k)SMv (P)

Démonstration
- Si M, (Pl., d_k) =0, la relation est vérifiée immédiatement.
- Si M, (E,d_k) #0, ce qui entraine F,_, # 0, notons (Z) = (zo,...,zl._l,zl.ﬂ,...,zn) .

Pour (Z) OC" fixé, on a alors

Le polynome P(.X,,2) est un polyndme de K[X,] dedegré 0, ,avec &, <d,.
Notons f3,(2) ses racines telles que : B;(2)20 pour 1<,/<d,-r,

B,(2)=0 pour & -r+lsj<g, .
Posons P(X,,2)=X/.0,(X,) tel que

0.(X,)=a,(2) X7 +aq, (Z)sz_r_l +eta, (2) avec as. (2) 20 et
a, (Z)#O,

o,-r

0.(X,)=a,(2) D (Xz' -5 (Z)) '
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Soitunréel o tel que 0< p <1, d'apres la formule de Jensen appliquée en z, =0, on

obtient
o) < 16(2)
logl—/——~| g,(z,)=—) log|—
s10) as _, (Z) ]( ) (; P )
v B)[<p
Et comme
o,-r ﬂj (Z) _|a52—r (Z) % =0,
- ~ p s
/=1| P v | aO(Z) v
on a
o, -r fa A o, -r A
< 18(2) a,(2) | &, |5(2)
- > log|— =1 + log|—* +(9, —r)l
2. tog =7 =loe B+ 2 e HlAr)lees
g Tl )
d'ou I'on déduit aisément
J. 10g|Qi (Zi)|y0-l(zi):10g|a0( | Z log [() ) (5z—r)10g,0
v I, :
= 18,(2)

+(52—r)log,0.

=log |aO (Z) ,

De plus, comme on a |zi|y =p sur S (,0) ,

j 10g|Ql. (zl.)L g, (zl.) +rlogp= j log|P(zl.,Z)|v o, (zl.)

51(p) 51(p)

par conséquent

%13 (5
e R <
Si(p) (:1‘ op P v
D'autre part,
, B,(2) B.(2) [@—rJ" /3-(2)‘ ;
h < £ J d
o, (2)], =la, (2) PK](%(J | o | Ja, (2)] I fﬂll_l P v,O
|,>p

ce qui entraine

)| < (Jih‘r}xp[s[ [ 10g|P(z.2)| o (zi)} s

(#)
De plus, comme g, (2) = E s (2), ona

|ah (Z
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d —
{2 o [ el

(p)

On remarque que les réels » et O, dépendent de Z, on majorera donc

s

On peut donc écrire pour tout (2) UC", et pour tout entier k avec 0<k<d,,

{2 ool J el ate)] o

1P (2) J
Silp

En posant p =+/1—-u et en intégrant sur la sphére S, (\/; ) , on obtient alors

d
| 1oglp,. (2)],,( )<10g(d ’kj’f ] 10g|P(z)|v0,,(Z)DUI(Zi)—glog(l—u)-
s, (V) i 8, (N )xs, (Vi=u)

Comme P, , est un polynome homogene de degré d —k ,ona

J.10g|1)i,d & | log j 10g|Pd -k )|,,Un (Z)
S, S, (e
ce qui conduit a
J.10g| > ( d; log (u)
d
_1og£d _ka+ [ toglP(2), o, (2) 00 (=)~ rog(1-u)
i 8, (v s, (V1w
ou encore

log (M, (E’d_k))+%(—§l‘+log(u)J

=1 ]

d. k
slog( ' ]+ log|P | Z )—=log(1-u)
Gk snw)xjsl(r) 2
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n—l1

[ =h v, 1)+ 55 S5 o)

J=1

| d,
Sjo(l_u)un{log(d _’kj+ j log|P(z)| o,(2) 0o (= )—glog(l—u) du .
/ S, (Vupes, (Vi

Apres des calculs élémentaires d'intégrales qui nous donnent les résultats suivants:

1

J.Ol (1 - u)u”_l.du = m
1
[n (n + 1):|2

1 - _ _ 1 o 1
[ (1=u)u" tog (1-u).du = 1)([:]7} 7

n(n+ (n+1)

(1-u "Nogu.du=-(2n+1
0

on obtient

d[ n+ ] d_kx 2] _ n '
()24 oo 3] (o[£ —WHJJ
x| exp| n.fy| (1-u)u" log|P(z z Jdun O
[e p[ [( I e S Bk
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¢ - Mesure d'un polynome multihomogene

I‘lj

Soient K [X(l),z(z),. ..,X(rq I'anneau des polyndmes d'indéterminées X, éj ),X 1(‘/ ),...,X ()
avec j=1,...,r et acoefficients dans K et P un élément de cet anneau, homogéne par
(4)

rapport a chaque groupe de variables X' de degré d_(, pour ce groupe de variables.

Définition 2.7 - La mesure de P en la place v, que I'on notera M ") (P) , estle

v

nombre défini de la facon suivante :

st oUS, , M ,Er) (P) est le maximum des valeurs absolues v -adiques des coefficients

du polynome 77, (P) , c'est aussi le maximum des valeurs absolues v -adiques des

coefficients du polyndme P.

(

*st S, , lamesure Mvr) (P) du polyndme P, est définie par :
-si P=0 alors MW(") (P) =0,

-si P#0 alors

My(r)(P)=exp( J. log‘ﬂ;(P(g(]),...,g(r)))

j=1
S11|+l x xSn, + J

0. (2")0...00,, (Zw)} 10

)

\ B s i+l . .
ou S, ., estlasphére unité de C'" et o ( ) est la mesure invariante de masse

S+
/+1 n; 1

totale 1 sur S, ,, pour j=1...,r.

Cette définition n'est qu'une généralisation de la définition 2.1 .
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2 - Hauteur d'un polynéme

Nous reprendrons les définitions proposées dans [ P1 | par P. Philippon, c'est-a-dire:
Soient K [XO,XI, , X ] l'anneau des polynomes d'indéterminées X, X,,..., X, a

coefficients dans K et P un élément homogene de degré d de cet anneau.

Définition 2.8 -
* La hauteur invariante de P, que 'on notera h (P) , est le nombre réel défini de la

facon suivante :

+si P=0 alors h(P):O,

.si P#0 alors h(P):[KI:Q] S, dog, (P).
- La hauteur de P, que l'on notera h(P), est le nombre réel défini de la fagon
suivante :
+si P=0 alors H(P):o,
-si P#0 alors h(P)= [K a2 > n,.Max(0,log M, (P)).
Remarque
Pour une forme linéaire du type P(X)= Za X, et a=(ay.a,,...,a,) , comme
pour 005l ﬁ ,
=
- pour 205, la, =max|al, .

0<isn

d'apres la Proposition 2.3 on obtient

h(P)= [K Q] 2, log(”a”)

Nous aurons aussi besoin par la suite de certaines des propriétés suivantes, qui correspondent
a celles exposées dans [ P1 ] dans la Proposition (1.12) :
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Proposition 2.9 - Etant donnés un élément A de K" et deux polynémes homogénes P
et Qde K[X,,X,,....X,] ,ona:
- h(A)=0,
-(ii) h(P)<h(P)
(iii) h(P.Q)=h(P)+h(Q) et  h(PQ)<h(P)+h(Q),
(iv) h(P)<h(PQ)+h(Q)-h(0Q),
‘) h(P)z0 e h(P)z0,
(vi) pour toute place v, M, (P) > exp(-[K Q] H(P)],
n‘l}
(vii) il existe U= ,LI(P) OK" tel que H(,UP) = h(,uP) = h(P)

Démonstration
« Pour la démonstration de (i), (ii) et (iii), il suffit, comme c'est indiqué dans [ P1 ]
d'utiliser les définitions, la formule du produit et la multiplicativité de la mesure d'un
polynome.
+ Pour (iv), on peut remarquer que pour deux réels quelconques a et b, on a:

max (O,a) +b< max(O,b) +max(0,a +b) .
Ce qui nous permet de déduire immédiatement la propriété (iv).
« Pour (v), nous allons faire un raisonnement par récurrence sur 7 .
*Pour n=0,
P(X,)=a,X;.
Pour toute place v,ona:

og([a],) =1og (1, (7))

En sommant sur toutes les places et en utilisant la formule du produit, on obtient

alors
h(P)=0.
*Pour n>0,
P(X) est un polyndme de degré d; enla variable X, pourun ifixé tel que
0<i<n.

Comme la hauteur d'un monome est nulle, quitte a diviser P(X) par un monoéme on

peut supposer sans perte de généralité, que pour i =0,...,n ona P, _  #0.
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En appliquant le résultat du Lemme 2.6 au polyndme P (X) avec k =0 , nous pouvons

écrire pour toute place infinie v :

n+l

[exP("g‘zLdex exp(n.jé[(l—u)u”].sn f log|E(g)|an(2)DU](zi)]du]

s 470)

Ce qui en appliquant le Lemme 2.5 entraine pour toute place v

!':l M, (P/X,=o) < (MV (P))n+l

et par conséquent

glog(% (P/XI.:O)) <(n+1)log(M, (P)).

En sommant pour toutes les places , on obtient donc:
Y h(B,,)<(n+1)h(P).
i=0

D'aprées I'hypothése de récurrence, ona 0<h (B Y=o ), ce qui nous permet d'obtenir la

premiére inégalité de (v) et par conséquence de (ii) la seconde inégalité de (v).

« Démonstration de (vi).

- Si M, (P)=1, le résultat est évident.

- Si M, (P) <1, d'apres 'inégalité (v), on a

an.logMW (P) =0,

donc
n,.logM, (P) > —Z n,.logM, (P)

WY

> —Z n,.max (0,10ng (P))

w*y

mais comme
logM, (P) <0, ona max(O,logMy (P)) =0,

ce qui permet d'écrire
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n,.logM, (P) > —; nw.max(O,long (P))
>-[K:Q|.h(P)

et de conclure la démonstration de l'inégalité (vi).

» Démonstration de (vii).

On procede par récurrence sur 7 et pour les mémes raisons que dans la propriété (v), on
peut supposer que pour i =0,...,n ona B, _, #0 .

La propriété (vii) est bien évidemment vraie pour n =0.
Supposons qu'elle soient vraie pour n—1 (n>0).

Pour i =0,...,n , il existe alors ,ul.DIZIj tel que H(,ul..P/X:O)zh(P/X:O) , ce qui signifie

que pour toute place v de K(/'IO’ILII""’/'In) ona M, (,u,..P/X:O)Zl .

1 [e—
Posons ,u:(,uo.,ul.....,un)m OK", alors pour toute place v de K(,uo,,ul,...,,un,y) ,ona

1< [ s, <l (o1, () = 0, ()

Ceci entraine alors I'existence d'un élément K tel que

h(uP)=h(P) .O
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3 - Hauteur d'une variété projective

Soit V' une sous-variété de dimension »—1 de P, (C) définie sur un corps de nombres K

dont I'idéal de définition dans K [X . . ¢ n] est un idéal premier § derang n—r.

Soit f une forme éliminante d'indice d = (dl,...,d,,) de lidéal I et f, l'application
définie dans le premier paragraphe , a savoir :

f (&)g (E(l),g(z),...,g(r) )) sila place v est infinie

f (u(l),g(z),. ) _,E(")) sila place v est finie

a - Mesure d'une forme éliminante

Définition 2.10 - La mesure de la forme éliminante f en la place v est le nombre

M (f.,), ou M y(r) est la mesure d'un polyndme multihomogeéne.

v

Remarques

Dans le cas d'une place infinie, si I'on considére les ellipsoides Ey ., de P, (C)

2
(vt(,j )) : ,
d'équations z ;l =1, etle changement de variables défini par @, (g(’ )) = y(’ )
af=a, [ 4 '
(Q J

alors pour g(j) us

3

N OD A

-1
X(j) DEN/.+1 et aNj.+1 (H(j)) :( |:‘|1/ [ij }UN/” (Y(j)) )

En prenant comme mesure J ., (y(j)) = [ I:! (ZJ ]IJU,\,/H (y(j))

cela entraine

J. log

Sy X XSy 4

7 ( (@)
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Exemples

1) Si V est une sous-variété de P, (C) de dimension 0, c'est-a-dire un point de représentant

X= (xo,xl,. c X, ) OK"™", son idéal de définition a pour forme éliminante d'indice d,

pour une place v infinie

pour une place v finie .

2) Considérons l'espace projectif P, (C) . Une forme éliminante d'indice (1,. ..,1) ON""de
P, est:

MO I/l] u
e
u(()n+1) ](n+]) (n+1)

Pour cela nous allons établir le fait suivant :

Lemme 2.11 : Etant donné un polynome homogene P de degré d de
C[XO,XI,...,XH] ,ona:

o

v

J. log|P(Z)|7,-Un+1 (Z) = jlog{
8,41 P,
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Deémonstration

Considérons chaque élément de P, représenté par x = (xo,x],...,xn) tel que ”5”7, =1et
les fibres {)l §}
S

n+l

oo de T C"”—{O} U - P, . Les éléments de chaque fibre appartenant a

sont donc dutype z=Ax avec |/1|y =1 clest-a-dire A0S, .

Exprimons alors la mesure g, ,, (g) en fonction de O, (/1) et de Q(§)D" , ol

| d'|z Og,(z) _ n! .
0,.(2) = ””Z”z ():”?m o Oy, (2) sur s,
d*|A| _ . -
0,(1)= |)I||2|:d A ses @ 0=l |
_ 1 — 2 Un _ 1 c P _ 2 On
Comme m—m(ddﬂzﬂ) lors0,.(2)= = o(e2lef) "

De plus z=Ax , avec ||§|| =1 et |)l| =1, ce qui donne sur S, xP, (C)
32| :(Zn:dxi Ddzjm/l OdT +Td) D(ixidfi)—/ldﬁ D[ifidxij
i=0 i=0 i=0

On

(091)" =( S 0
" O(n-1) B B
+n(2dxi Ddfij D(dA OdA +AdA D(Zx,.df,j—/ldﬁ D[ZfidxiD

i=0 i=0

n (n —_ 1) n D(n—Z) _ n n
= [deiﬂdfij D(d/‘Dd/‘ D[Zfidxijﬂ( xl.d)?l.]

i=0 i=0

et

c — 1 3
o =——(7-0)lef

= 1. (zxidﬁ—z“f,dxﬁAd/T—/Td/lj
=4\ % =

=[x +a" of
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par suite
2 =i\ 2 < o
L (a7l ) e o S

n D(I’l—l) _ _ n _ n
+n[2dxl. Ddfij D(dA OdA +AdA D( x.dfj—)ld)l D( _.dxiD

i=0

n (n —_ 1) n D(n—2) _ n n
= (deiDdfij D(d/}Dd/} D( )?idxijD[ xdx. ﬂ

i=0 i=0

I}
(=}

Comme d'autre part seules les formes (n,n) en x et (1,0) ou (0,1) en A ontune

influence dans l'intégration, en développant d°

g”z D(dd_”gnz )Dn et en ne gardant que ces

formes on obtient :

On

o | o(@ k) = f of S 0
N o(n-1) " " N N

+ : (de[ Ddfij [I(/Td/l D(Zx[d)?ij - AdA D(Zde‘,)j D(Zx[d)?i —Zdeij
AN i=0 i=0 i=0 i=0

On

| (B lef ) =e Af o 3, |
i=0

. D(n—l)
—n(de[ Dd)?,} Od° |A] D( % dx,
i=0

i
i=0

;/
O
o
-
Ry
B
~—

" . D(n—l) n n n
d&° 2| D(o"?”g”z)m =d°|A[ D(del. Ddfl} D(de,. Odx, —n(ZYidxij D(indfi D
i=0 i=0

i=0 i=0
et par conséquent

1
(-2im)

n o(n-1) n n n
g, (z)= —d° A D(dei Dd)?l_j D(dei Odx, —n(Zde,.j D(fod)?fj] :
i=0 i=0 i=0 i=0

1, . On
Considérons maintenant la mesure Q ( X ) .

g\ 1 ()" (@] ol 03]xf
Q(E)Dn{ ogzl :( [ 3} D[ x| _ ¥ X }

-2irmr =2im)" x| | I
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ce qui pour ||§||2 =1, donne

n

—2im

_ P On
afe) o Pl | = (@) oladle ol 071

(-2im)

1

(—2i7T) i=0 i=0 i=0

et finalement
(2)=c ]of D0 (x)”

g

n+l

Par conséquent ,
J. log|P(g)|y.cTn+1 (g) = j log|/1d.P(§)|W.d° |/1|2 DQ(§)D"
S 5P,

= [ (d1og}], +log|P(x)), o, (1) DQ(x)”
SMRI

mais comme |/1|v =1, cela entraine

SI log|P(z)| .0, (z) = Pfu a,(A )jlogIP(z)LQ (x)”

= ];'. log|P(§)|y Q (g)mn

et achéve la démonstration de ce lemme. O

Revenons a la mesure de la forme éliminante f d'indice (1,...,1) ON"" de P, .

Si l'on considere la spécialisation définie par p(ui'””) =1 et ,O(us."”)) =0 pour

j=0,...,n—-1,

Criteres pour ['indépendance algébrique et linéaire

n D(}’l—]) n n n
= . (de,- Ddz] D(de,. 0dx, —n[zzdxij D[Zx,.df,D
i=0

est une forme éliminante d'indice (1, e ,1) ON”
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D’apres le corollaire 4 de [ P2 ], on peut écrire :

e g ()0 ) oo o5

n

g
v P,

J. log

Sy %o XS,

Mais d'apres le Lemme précédent , on peut écrire :

jbg(

-t = [ el o (o)

Sn+l

Comme P(g) =z, ne dépend pas de z,,...,z, , on peut écrire, suite a la remarque faite

n 2

apres la définition 2.1,

J.log(|zo|) nﬂ .[log(|zo ) (zo) 22%

S i=1

qui entraine par conséquent

Junt|

n

j log |~

Sy X XS

ou encore

j nﬂ(o)g qu(@m): f log|f,..|, 0 HH(O)D qu(um)_

Sy % XS Sy X XS4

(n+1)

D'autre part f,_, est indépendant des variables u* ', ce qui entraine

[ 10g]s], 0, (u")0 00, ()= [ loglf,.|,0,, (") 0O, (u”)

S X XS, S % XS,

(/)

et f _, estindépendant de chacune des variables u,”" pour j=1,...,n , qui en appliquant

de nouveau la remarque faite apres la définition 2.1, nous donne :

[ g ()50, 4] |

S X X8, S, % xS,

En itérant cette relation n fois, on obtient :

J

Sy % XS

L) 00 4) = sl )22
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d'ou

j long.cTn+1 (g(]))D...DJn+1 (g("+]))+(n+l) y L'I(n+l) y i‘—

Sn+l x'“XSnH =1 ! i=1

qui donne le résultat cherché

Ln+tl-i Il &1
M =ex & =exp| — —| .0
3) Considérons un hyperplan H de 'espace projectif P, (C), d’équation L(X) =0 ou

L(X) =iai.Xl. :
i=0

Une forme éliminante d'indice (1,...,1) ON"de H est:

o 0 (n)

Ug" Ug™ =t Uy a
P L
) u® ),

Montrons que pour une place infinie 7 la mesure de f est:

MY (f)=]

a

ln—l i 1
v.exp(5227] ou g=(a0,...,an).

i=l j=1
On remarque d’abord que f = ,O(fn) avec ,o(ui(”“)) =a, pour i=0,...,n .

D’apres le Corollaire 4 de [ P2 ], on a

) X On
AZ:A)((Q) = eXpL[ log@L”(&ﬂy) : }Q (x) } ,

v

qui, grace au Lemme 2.11, donne

M ()
M(n+1) (fn)

v

= exp(sj' 10g|L (Z)L O, (g)}
-l -1 3]

J=1

qui est le résultat souhaité. [J
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4) Considérons une sous-variété linéaire J de dimension r—1 de 'espace projectif

n

M (x)=>aV.x, .
i=0

P (C) , définie par le systéme d’équations V) (X) =0 pour j=r+l,...,n+t1 ou

Une forme éliminante d'indice (1,...,1) ON" de V est:

o 0

Uy Uy
e
ur(ll) u}gz)

(r) (r+1) n+l)

(
uo ao ...ao
(
1

u(n) (r+1) e

n+l)
1 al

ur(lr) ar(lr*-]) . a£n+])

Montrons par récurrence, que pour une place infinie v la mesure de f est:

et

)=o)

Le résultat est vrai pour » =n .

On remarque d’abord que f = p(f") avec ,O(M,-(m)) :ai(m) pour i=0,...,n ,0u f" est

une forme éliminante d’indice (1,...,1) ON" de la variété linéaire V' de dimension

définie par le systéme d’équations V) (X) =0 pour j=r+2,...,n+1 .

Soit I’hyperplan &, d'équation Zal.(’“).)(i =0 . Alorsona V=V'Ng,.

Il existe b, = (bo,l,bl’l,...,bn’l)DV' et b,= (bo,z,bl,z,...,bn,z) OV'" uniques tels que

a=b, +b,

On a alors

Uy" U
a0
ur(ll) u}gz)
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On peut encore écrire  f = ,0( f ') ou

u(()]) u(()z) u(()r) u(§r+l) a§r+2) . a(§n+])
0 ) (n) (r+1) (r+2) .. (n*)

' =det he ul. o ) “ ) af et ,O(u,.(’”)) =b,, pour i=0,...,n.
“,(11) “,(12) “,(zr) uém) ](y+2) .. (n+1)

D’apres le Corollaire 4 de [ P2 ], on a

ibl,i X,
i=0 v Q (&)Dr

Ix

— o —exp| | log
ot

Considérons alors la transformation unitaire U , telle que U (V') =P (C) .

r

Le membre de droite étant invariant par transformation unitaire, on obtient

1,0 *7%i
i=0 Or
5L o) | avee [, =lo,

v

qui, grace au Lemme 2.11, donne

MFL((];),)=exp£ j log

Sy

Zblz 1

i=0

T, (Z)] on 2=(z,....z,)

v

1G1
“lo s 331

j=l
ce qui entraine, d’apres I’hypothése de récurrence
i

MO (f )=[b, ”V( (r+2) MI)GXPEZ;

1

)

D'apres un résultat énoncé par Y.V. Nesterenko dans [ N1 ],ona

y (g(rﬂ) ,g(r+2) o ’g(nﬂ)) - ”bl ” v (g(r+2) - ,g(nﬂ) ) ’

~. |~

j=1

qui entraine alors

MO (1) =[5 1T
=1 1

=l j=
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b - Hauteur d'une variété projective

Définition 2.12 -
* La hauteur invariante d'indice d = (d od, ) de la sous-variété projective V de

P (C) de dimension 7-/, que l'on note h (V), est le nombre réel

n

h, (V)=h(f) Zﬁ.;nv.logMﬁr) (f).

* La hauteur d'indice d = (dl,...,d,,) de la sous-variété projective V de P, (C) , que

I'on note Hg (V), est le nombre réel :

[K Q] Zn Max(O logM(')(f ))

D'apres la formule du produit, on remarque que le nombre h, (V) ne dépend pas de la forme

¢liminante f choisie et d'apres la Proposition 2 .9 que c'est un nombre positif ou nul.

Lorsque d = (1,...,1), h, (V) sera noté simplement h(V) , dans ce cas et lorsque V' est une

sous-variété de P, (C) de dimension 0, c'est-a-dire un point de représentant x JK"*', on

)

obtient :

h(r)=

[K Q] Zn log(

et h,(V)=d.h(r).O

On va maintenant généraliser cette remarque a une sous-variété projective V' de P, (C) de

dimension » —1 , dans le lemme suivant :

Lemme 2.13 -
- Etant donnés une sous-variété projective V de P, (C) de dimension r —1 et un

élément d=(d,,...,d, )ON" , ona:

h,(V)=d,....d h(V) .

Démonstration

Considérons f et /' deux formes éliminantes de 1'idéal de définition P de la sous-variété
V', d'indices respectifs Q:(dl,...,d,,) et Q':(dl,...,d,,_l,l). On note ﬁZ(dl,...,d,_l) )
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Soit une place 7 de K et un homomorphisme quelconque défini par
p:Cld|nn.c,

tel que, pour j=1,...,r—1,

Z P, (u[(j )) =1 stla placev est infinie
lal=d, o
‘,0 ug :1 sila place v est finie

et p(f)z0 et p(/f)20.

Dans ces conditions,

l'ensemble & = Z( (%[d], . _1])) est fini et inclus dans P, (Cv),

- d'aprés les Propositions (2.4) et (2.8) de [ P1], il existe des entiers naturels

(ll)ymy et des ¢léments A, et A de C, tels que 4 =A0K " soit indépendant de P,

vérifiant

et

Alors pour tout y9", M ( ( ))

Done w0 (p,(1,))=

o
o P (p () =L 1M (2 () =1
yy

Par conséquent

MO (p,(£)) =], (M9 (1)) avee ATK".

« Si v estune place infinie, par intégration, on obtient

d,

() - O ()"
M0 (1) =, (0 (1)
« Si v estune place finie , en utilisant les égalités ultramétriques, on a la méme relation .
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Ce qui par sommation sur toutes les places v de K et l'utilisation de la formule du produit,
donne

hy (f)=d hy(f) -

Par itération, on montre alors que si f" est une forme éliminante de 1'idéal de définition B
de la sous-variété V', d'indice (1, .. .,1) ON"

qui est le résultat souhaité. O
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[Il - Distance d'un point a une sous-variété projec  tive

Considérons un sous-schéma X de P, (CV) définie sur un corps de nombres K dont

l'idéal de définition dans K [X 0,Xl,...,)(n] est un idéal homogene 3 de dimension r—1 et
de degré d .

On rappelle que 3={PDK[X0,X1,...,XH]/P(§)=0 pourtout§DX}
et que Z(3)={§DPH(CV)/P(§):O pourtoutPDS}

Soit f une forme éliminante d'indice d = (dl,. ..,d,,) ON" , del'idéal 3§ .
Soit un point de P, (C) de représentants x = (xo,x1 yeues xn) :

On considere I'hnomomorphisme O,

v,X,d

de C, -algebre défini dans le premier paragraphe.

Définition 3.1 - La distance d'indice d de x au sous-schéma X de P, (Cy) en la

place v, que I'on notera Dist,, (§, X ) , est le nombre défini de la fagcon suivante :
Pour toute place v :

_ MP(8,,(£)
v,d .
My) (fy) ”§ d;dy,f

4
j=1

~ |

Dist,, (x,.X) =[3(x)

Pour une place finie, la définition est celle introduite dans [ P1 |, par conséquent les
résultats qui y figurent ne seront que rappelés .

Une démonstration analogue a celle faite dans [ P1 |, montre que pour toute place v :

« Si Distw(g,X):O alors x[IX.
« Silidéal J estpur ||3(§)||vd =0 estéquivalent a XDZ(S).

Dans le cas d'une place infinie, Dist,, ( X, X ) est invariant par transformation unitaire de
P (C,).

n

SiI'on remplace le sous-ensemble algébrique X par le point y = ( Voo Vi ...,yn) , une forme

¢liminante d'indice d de y est:

laf=a

On obtient alors la distance de deux points.
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1 - Distance de deux points

La définition 3.1 nous permet de dire que la distance d'indice d de deux points x et y

de P, (Cy) en la place v, que l'on notera Dist,, (é, X) , est le nombre

M0(8, (V.0 (y)) 20 (8 (v, (1)
mD (v, ()l e

Iy

On remarque que cette définition ne dépend pas du représentant de x et y choisi et que,

d'apres la Proposition 2.3, elle s’exprime de la fagon suivante :

d\(d a _a a af
2, T -2ty
=\ @\ D !
* pour une place infinie v, Dist,,(X,y)= = y—
o],k
g (| g g _ . a )
adeta = 2 TR 2,
* pour une place finie v,  Dist,, (x,y)=—— —
ol

On remarque aussi que

« Pour tout (§,X) 0cC,xC,,ona Dist,, (§,X) =20.

« Pour tout (ﬁ,y)DCy xC,,ona Dist,, (X’i) = Dist,, (K’X) .

On déduit enfin que

« Pourtout xUUC, , Dist,, (§,§):O.

Etudions plus précisément le cas d =1.

On montrera que dans ce cas Dist,, , que nous noterons Dis, , est une distance sur P, (C, )

* Pour une place finie v,ona

Max(|xl..yj —xj.yl.L)

i<j

Dist, (K’X) =

I, -1l

-
On montre sans aucun probléme que Dist, est une distance ultramétrique.
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* Pour une place infinie v, on a

\/ > |,

0<i<j<n
I

Dzst
Yy

v v

Montrons l'inégalité triangulaire .

On aura besoin des résultats suivants :

, T 1 . .
Lemme 3.2 - Etant donnés trois éléments x,y et zde C"", on a les relations suivantes :

2 N
|x,.yj —xjy,.|y 2 X3,
. 0<i<j<n i=0 v _
(i) TN TN
2
2. Ixy,-xy, 2, IXZ -xZI 2 |y =z,
0<l<]<n 0<i<js<n 0<i<jsn
(it)

: [2l. iy

La relation (ii) est l'inégalité triangulaire.

Z

v

(iii) si  Dist, (K’X) =1 onaalors

1:@xg(&2»2SU%HAzz»2+UW%(LX»2

Démonstration
« Larelation (i) se démontre par récurrence.

* pour n =1 ,

oy = x|+ T + 37 =|xE + 2T s T

*pour n=1 , supposons la relation (i) vraie, alors

|ij_x Vil, ‘zxy, z |xyj—x yl| ny +Z|xyn+l n+1yi|j
v 0<i<j<n v
(nyj X1V n+1 (Z)?,-y,-]xnﬂ)_/nﬂ +|x
i=0

O<1<]<n+]

2
n+1yn+1 v
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2

n+1 v

yn+1

Sk

> |y -]+

0<i<j<n+l

S (g g )

2
‘xn+1yn+1 v

n+l n+l
-ge)e

c'est-a-dire

> |y -]

0<i<j<n+l

Ce qui démontre donc la relation (7).

 Pour la relation (ii), on va montrer pour » =1 une relation plus précise qui est :

|xoy1 X |, |XOZI x]ZO| |ZoJ_’o +z,), v |Zoy1 _Zly0| |xoZo +x121|
TR 7 T 1 |, |y|. 7,y bl
or d'apres la relation (i) on a
|Zo)_’o +z,), v <] ot |x020 +x121| <1,
|, ||, LT,

qui permet de déduire la relation (ii).

On remarque d'abord que I'homogénéité de la formule permet, sans restriction, de prendre

x,yetz telsque ”5”1; :|y z|l =1.
—llv
La relation a montrer devient alors
XoV1 — X1 o, =1 X0 _leOL, ><|yozo Tz, T2 T 20|, X[ X020 T X2

Relation qui est évidente en remarquant que I'on a 1'égalité:

(xoyl _xlyo)(ZoEo +2121) = (xOZI —x]ZO)X(yOEO +y1?1)+(zoy1 _Zlyo)x(xofo +x121)-
et

zyz, + 2,2, = 1.
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« Démontrons la relation (i) pour tout n >1.

On remarque d'abord que pour tout couple de complexes (/1 , ,u) et pour tout couple ( X, Z)

de C!"'xC!™ ona:

b, (A, + p2y,) =, (A +,Uy,-)|j = Y |y, x|

0<i<j<n 0<i<j<n
et v, (Ax, +uy, )=y, (A +A1y,-)|j =L > |y, -]
0<i<j<n 0<i<j<n
Par conséquent
Dist, (5,/1,54-#!) — ||/]'UX:’uX; Dist, (X,X)
Al X
et Dist, (/1.§+,U.X,X) = ”/1 xv+,u; Dist, (& Y)

d'ou I'on déduit

y

_ 7Ll +e, -

Dist, (&)l_yr,u.y) + Dist, (/].§+ﬂ.}’a Y) ||/] +
y %y XLy

= Dist, (g,z) = Dist, (g,z) .

v

1

Considérons l'espace préhilbertien complexe C""' muni du produit scalaire hermitien

()= 505,
i=0

Soit £ le sous espace engendré par {§, X} et z un élément de C"*' | il existe alors deux
nombres complexes A et i (uniques si x et y sont linéairement indépendants) et un

élément z' de E" tel que :

z=7Z+Ax+Uy.
On a alors

(elx)=(Axruylx) et (gy)={Axruyly)
Or d'apres la relation (7)

2 2

X

(Disty (Z,g))z =1—% ou encore |<Z|§>|2 = (1—(Distw (Z,ﬁ))z) X

Z

v v

v v

(A xspay )]
sty sl

(Disty (§,/1.§+,u.z))2 =1-
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(z]x)[

R

(Disty (§,/].§+,u.z))2 =1-

2

Z

”/1 XHULY

14

1 _(1 -(Dist, (&Z))z)

2
v

2

4

||/1.§+,u.z

Et comme

5 =
v

cela entraine

Dist, (§,/1.§+,u.z) < Dist, (§,g)

et de la méme fagon
Dist, (/1.§+,u.z, X) < Dist, (g, X) .
Et d'aprés la remarque préliminaire, on peut conclure
Dist, (x.y) < Dist, (x. AxtLy) + Dist, (Ax+uy.y) < Dist, (x.z) + Dist, (z.y)

ce qui termine la démonstration de la propriété (ii) du lemme 3.2.

Démontrons la relation (iii) .

En reprenant les notations et les éléments utilisés dans la relation (ii), on obtient :

Dist, (é,ﬂ-zﬂlz) = ”Lﬂ;iy W Dist, (z, y)
et

Dist, (Ax+ity,y) = ”/l/!vj%% W Dist, (x.y)-
puis

Dist, (x,Ax+uy) < Dist, (x.z)
et

Dist, (/1.§+,U.X,X) < Dist, (g,z) .

Cela entraine alors
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2
AL sl +
(4

. > (D st, ( ,X))2 < (Distv (5,;))2 +(Distv (g,z))z .

Ve st Dt (o)< AL I +
ais s1 Dist, (é,z)—l, les vecteurs x et y sont orthogonaux et

ce qui entraine bien la relation (iii), c'est-a-dire

2

1= (Disty (ﬁ,z))z < (Disty (§,Z))2 +(Disty (g,z)) . d

Remarques :

Pour une place finie , d'apres [ P1 ],
Dist,, (X,é) = Dist, (Z’ﬁ) .

Pour une place infinie,

Dist,, (X,é) = Dist, (wd (Z) » Wi (5))

. n+d e
ou w, estleplongement de P, (C ) dans P, (Cy) avec N =[ p j—l , défini au

v

premier paragraphe, on peut donc affirmer que Dist,, est aussi une distance sur P, (Cy) .

Cette distance étant archimédienne si la place v est infinie et ultramétrique si la place v est
finie.

 Pour une place infinie ,

- la propriété (1) du lemme 3.2 , nous amene a définir naturellement

Az

0<i<j<n _ =
| et cos, (X, y)= |x
v

qui sont en fait les sinus et cosinus de l'angle ( g,z) U {O,g} dans le plan engendré par x et

n
DXy,
i=0 v

SlIl

Al 1Y Y

v v

v

y.
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- La propriété (2) de ce méme lemme 3.2 nous donne alors la relation
sin, (x.z) <sin, (x.y) +sin, (y.z)
avec l'inégalité plus précise obtenue dans le cas 7 =1,
sin, (x,z) < sin, (x.y)-cos, (y.z) +sin, (y.z).cos, (x.y).

- On définit aussi

d\(d a _a __a al?
oot (el
sin,, (X, y)= =

I N} ANk
et
d n d
Z(ajg”,z” Zx,-yl-
o) = e Ty e

n

DXy,

i=0

« Pour une place infinie, comme est invariant par transformation unitaire, on

v

deduit que Dist,, (y, X ) est aussi invariant par transformation unitaire. O

Proposition 3.3 - Etant donnés deux points x et y de C!"' on a la propriété

suivante :
(i) Pour toute place v, Dist, (z,ﬁ) <1,
de plus, si y, =0, ona |||x0 < Dist, (y,g)
< 2z

v

(ii)  Pour toute place v, Dist, (y,;) < ”Z X
0 Max(|x

)

y

v b

Démonstration

« La premicre partie de la propriété (i) est simple, en effet:
Pour une place finie, le résultat est immédiat.

Pour une place infinie , il suffit d'appliquer la propriété (i) du lemme 3.2.
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« Pour la seconde partie de la propriété (i) , on considérera deux cas.

- S1 v est une place infinie et si y, =0, on peut écrire

2 ! 2
> |xiy/ —xjyl.L 2 Z|x0yj _xijL
0<i<j<n j=0
n 2
2 Z|xoyj .
=0
>l Iy
- |X0 v X”y

Ce qui donne le résultat souhaité.

- St v est une place finie et si y, =0, on peut écrire

max |x,y. —Xx, | Zmax|x,y. —Xx. |
0<i<j<n ly‘/ «/yl v 0<j<n Oy] jyo v
= max|x |
0<j<n 0 v
> |xO max|y.
v o<j<n |’ /v

Ce qui cette fois donne le résultat souhaité pour une place finie et permet d'énoncer la
deuxieme partie de la relation (7).

« Pour la propriété (ii).
- Si v est une place infinie,

Considérons I'espace préhilbertien complexe C"*' muni du produit scalaire hermitien
(x[y) =27
i=0
Soit E le sous espace engendré par { Z} , 'élément x de C"*' s'écrit

x=y,+y, avec y OE et &DED.

On a alors

||
v —Ily b

2
+||Y2
L, 122

Ey)=(uly) e w

ce qui entraine

2

[, -
—llv

Y,

Ix

v), [
| Ik

v

4 14

cos,, (g,z) = | et sin, (5’2) =

v v
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D'autre part,

= (x-y[x-y)
=(y vyl tya-y)
=y, =3[ +[yal,

2 .
> x[; sin, (x.y)

|x-y

qui entraine

sin, (x.y) < ”__% 2
-kl
De la méme fagon on a
. L)
sin,, (§,y) < -
R )

Ce qui permet de déduire immédiatement la relation (ii) pour une place infinie.

- Si v est une place finie

max |x.y.—x.y.| < max |(x. — vy, .—(x.— ) |
max [xy, =xy,| < max (x-,)y, =(x; =y, )|,
< max |(x, = y,)y,
o<i<jsnlI® ! 1T Ny
Smax|y,| .max|x; —yi|
0<j<n v 0<isn v
5”}’ X~y
—lly =l
d'ou
Jx-y Jx-
Dist, (2’5) e et de la méme fagon Dist, (X’i) < —
¥, ],

Ces deux inégalités permettent de déduire la relation (ii) pour une place finie, ce qui
achéve ainsi la démonstration de la Proposition 3.3 . O
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Remarque :

On peut visualiser trés facilement la relation (ii) de cette proposition sur la figure ci-
dessous:

Lorsque I'on fait varier y en gardant une direction constante, on constate que

b

[x-3], 2|y

v

or ], sin(xy) =]y,

3
v

ce qui illustre bien le résultat. [
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Plagons nous dans la carte affine de P, (C,) définie par { X, # 0} munie de la métrique

gesey

- ‘1 ~ _[ x X,
euclidienne et notons les éléments de cette carte X =| — 1.

X X

0 0

Nous pouvons alors énoncer :

propriété suivante :

Proposition 3.4 - Etant donnés deux points x et y de C!*' tels que x,#20, onala

pour toute place finie v,

B ()

TR () R

y-X

14

A

Y

A

y

X

max (1,

max (l,

)

« Si y, =0, larelation découle immédiatement de la relation (i) de la Proposition 3.3.

7/,9

Démonstration

En effet, on a

L sl
< 0

N x

« Si y, #0, démontrons d'abord la majoration. Pour cela, appliquons la relation (i) de la

=< Dist, (Z’i)‘

v

.. oy 1 1 . .
Proposition 3.3 aux ¢léments —.x et —.y de C] '. On obtient alors:

Xo Yo
- pour une place infinie
L1y
11 =X
Dist, [—.y,—.&] < il 0o .
Yo = X 1 1
max| |[—.X| ,|—-¥
Xo ol 1Yo I,
Mais comme
1 1 1 1 A a
Dist, (—.y,—.&JZDisty (y,&) et —.y——X| =|y-X| ,
Yo = %o - Yoo X% |, — 7

on déduit immédiatement la relation (7i) pour une place infinie.
- pour une place finie, la relation est immédiate puisque:

1
(i) Si y, =0, pour toute place v, —2SDisty (y,&)sl.
1+|x B
(ii) Si y,#0,
-3 §-%
pour toute place infinie v, — - < Dist, (y,x ) < — =
\/(1+ gj)(1+ ¥ ) \/max(1+||§j,1+ ¥ )
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1 1

—y——X

[ 1
max

xo
] > max (1, X

1 1
Dist, [—.y,—.&] <
Yo T %o

1
max
[ 0

|

v

et

3l).

X

2 it |

X

1
_.y
v Yo v

Démontrons maintenant la minoration.
On remarque pour cela que:

- pour une place infinie,

2
n

2:2

, =0

1 1
—y-—X

Yo o X

XN

X0 Vo

v

Z|yo
Z v =xf
"ol ||yo|

s|x0|2 o (Dlst (y. ))
< (118

2

v

3[[)(pist, (z’z))z

et par conséquent

~ A 2
y—Xx
(1+ ;2_2)(1.: g 2) S(Dmv (1’5))2

- pour une place finie,

1 1 — X _ Vi
—.Yy——X —Il'laX —_—
yO - ‘xO ; 1<isn xo yo )
1
= .maxi{|(y,x ily
|x0 ) Yo , 1<i<n ( 0 )
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1 1
—y——X
Yoo X

Yi%i _xjyiL)

|yj

s max [H}m bl |2 ()
(P (3:)).

Ce qui acheve la démonstration de la Proposition. O

1
v |x0|7/ |y0 |7/ Osi<s=n

A

y

X”y).max (1,

< max (1,

Nous allons maintenant nous intéresser a Dist,, et la comparer a Dist, ;.

Proposition 3.5 - Etant donnés deux points x et y de C'*' et deux entiers non nuls

d et O avec d <0 , alors on a les propriétés suivantes :

(i)  Pour toute place v,  Dist,, (z,z) <l1.
(ii) Pour toute place finie v,
Dist,, (X,é) = Dist, 5 (z,é) ,

Pour toute place infinie v,
Dist,, (z,g) < Dist, 5 (z,g) < \/g.Distv/d (z,g) .

Démonstration

« Pour une place finie le résultat de la relation (i) est immédiat.

Pour une place infinie, il découle immédiatement de la Proposition 3.3, puisque
Dist,, (z,g) = Dist, (a)d (z),a)d (g)) .

« Pour une place finie , le résultat de la relation (ii) est celui du Lemme (2.9)de [ P1].

Dans le cas d'une place infinie, on va utiliser les remarques faites a la suite de la
démonstration du lemme 3.2 .

* Démontrons d'abord la minoration. D'apres ces remarques

sin,, 5 (g,z) = \/1 - (cosw (é,z))z et COS,, 5 (&,X) = (cosy (g,z))é <1

sin,,, (é,z) = \/1 —(COSW (é,z))z et Cos,, (é,z) = (COS,, (é,z))d <1

donc
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oS, 5 (§,X) <cos,, (&,Z) et sin,, 5 (gaz) 2 \/1 - (COSW (é,z))2 ’
ce qui prouve que sin,z ( X, X) >sin,, ( X, X) , qui est le résultat souhaité, a savoir

Dist,, (2’5) < Dist, 5 (z,&) .

* Démontrons maintenant la majoration. En utilisant toujours les mémes remarques, on a

Mais comme 0 <sin,, (g,z) <I,

EMENY

{21 s )]

qui entraine

\/1 —(1 —(sinw (g,z))z)j < \/g.sinw, (x.y)

c'est-a-dire

Dist, 5 (X,g) < \/g‘DiSty,d (X,g) . d

Ul
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2 - Distance d'un point a une hypersurface

notée Dist, (§,Z), est

Dist, (x,Z) =

Démonstration

« Pour une place infinie v .

Proposition 3.6 - La distance d'indice (1,...,1) UON" d'un point x de P, (C

|P(x)

M, (P).[x|

v

7

x|

)dune

hypersurface Z de degré d d'équation réduite P(X) =0, entout place v, quel'on a

L'homogénéité nous permet de prendre x tel que ”5”1, =1, comme de plus la distance d'un

point x de P,(C,) aun sous-schéma est invariante par transformation unitaire de P, (C, ),

comme on le justifiera au prochain paragraphe, on peut donc se ramener sans perte de
généralité par une transformation unitaire de P, (Cy) aucas X = (1, o,..., 0) .

Soit R une forme éliminante d'indice (1,...,1,d) de P, (Cv) ,ona:

R=Res(L,...,L

et

0 ,,,U,,H) ou L, :Zn:ul.(j)Xl.
=0

pour

Un+1 =

Z uglﬂ)zg .

laf=d

Considérons la spécialisation o définie par :

ou

Considérons la spécialisation o, définie par :

pO (Un+1) :X()d et

On remarque d'abord que  Dist, (5, ZO) =1,

(1,...,1) de Z, est:

Z, T'hypersurface de P, (Cy) d'équation X, =0 .

D & 0
(2) (2) (2) 2 02
g =det| ! u2 u’f ce qui donne  J, g(gy):det SO_" Sojz
W )l s sy

ce qui donne immédiatement le résultat souhaité.
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La forme f = ,O(R) est une forme éliminante d'indice d = (1,. ..,1) de Z ,danscecas f,

et 0, , sontdéfinis de la méme fagon quelque soit la place v envisagée, nous les no

respectivement, pour simplifier les notations, ,O(R) et O .

On a alors
ist (x,7)= DiSt”(é’Z) = s 'OO(R) (n) é—X('O(R))J
pit (s (Dist, (x.2,))’ " (P JM” [@(po(R))

(
(R)

R)
« Dans un premier temps évaluons M y(”) Ao :
P(R)

En appliquant le Lemme 1 de [ P3 ], on obtient

n O(R) _ |Zoj On
M7E)['(I;(—R»}—exp(ilogiP(Z)W]Q(g) }

qui d'apres le lemme 2.11 donne

2 P (R) ) _ |xoj
M! )(2(10 J —expu 1og£|P(§)y]-0’n+] (é)}

« Evaluons maintenant My(") {M] .
o.(m(R))

Cette fois, en appliquant le Lemme 1' de [ P3 ], on obtient

og| 27 3, (o (R)) ]: . 7(y)
I g{My (@(PO(R))] P’IL}I g{ ol

ou Q (y) est la mesure définie par Q_ (y) = i
A= B

WJ.QX (X)D” +1og(|P(§)|v) car |x0|v =1

D'autre part en posant ﬁ(g):P(l,zl,...,zn) avec Z:(zl,...,zn)

jx}log{‘P(zg J‘QX )= | 10g(|15(g)y).( 21 amog”Z”zjan

nq vl i ~2irt
) B 1 . " On
= lim log(|P(z ( —Jdo log Z”j
f:omBn(R).[Bn(r) (| ( )”) —2im Il
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Calculons alors J. 10g(|]5(g)
B,(r)

1 On
y).( . amog”g”jj |

—Z17T

En remarquant que
c —_ 1 =)
dd log |2 ) = —— 07 tog]

ona

=2imr

=2irr

1 On -1 1 On -1
o sl (1 e (1) o B wll? )| <ol ) 0 e () o B vl

y 1 _ 5 n
(loaP () - el |
=2i7T
mais on a aussi

On-1

B ) 1 _ ) On-1 ) . . 1 _ )
atoeP(2) 36 o e ) o —— B el | =0 og(Jef) o (el (o)) o - el
- -

qui donne en appliquant la formule de Stokes

- 1 _ , On i C 2 | ) 2 .
Bl:[y)log(|P(Z)|y).(Eo"o" logle] j = [ ox(1P(2)]) )m(Ew togll] j
- ] o)) o sl

B,

(

1
=2irr

On-1
azlog||g||2j |

1
=2iIT

On-1
Mais pour zOS, (r) , ona d° log(”g”z) D( dglog”g”zj =0,(z) , ce qui donne

p L 57 ). og(|P(2) ).o (2
[ oa(P(, ) sl | = [ we((p(2)] ). (0

5,(r)
1
=2irr

On-1
azlog||g||2j |

- [ afoe(1e)) o (el ()

B,

(

Or en appliquant la formule de Jensen , on a

o[ (n—l)! dp
v) jo{ .[”(r)’u”l}p ’

[ 10g(|P(2)] )2, (z) =10g | (0)

S” (r)

D'autre part
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J el )) o0 Goalp D o rater | <[ ( J o el () o -

5,(r)
1 _ 5 On-1
|

f afoa1 o Gl )2 -l =[] [ o ulpt) o L) 222

5() [®)

)r”"' 2.dp]
P

On-1
Z ||g||jj , ce qui donne

et pour z[1S,(p) , ona ( -2irp’

Mais

. |
d° (1 0
S,,.!p) ( o |P(Z)|”) (_21”

et d'apres I'équation de Lelong-Poincaré, on a

_jjm_l = [ oo (ogl(e)] ) o 21k j

B,(p)

dd° (10g|15(g)

1 . i
) = ET , ou T, estlecourant défini par la variété projective Z,
(4

donc

i 1
d° (1 O
Sn.!'p) ( o |P (Z) v ) ( =2imr

5 On-1 1 On-1
z = —T. oo ||z ]
)= Lol

-1)!
(1) jTDﬂn_l
,(P)

et

~ 1
d z ’ z D(
1) v ( ) v ) =277

| d{tog(lel})) oo (1og|?

ce qui entraine finalement

[t/
B,(r)

‘P
|
Pn£ Og[ |y0

D'ou le résultat

On
y).(_zlino"o"_log”g”jj = log(|(0)

et

oo
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« Pour une place finie v .

L'homogénéité nous permet de prendre x tel que ||§||y = |x0|y =1,

Une forme éliminante de Z est f = P(AO,AI,...,An) ou

)l
: () 2 (... 0

b= (i) a6
Al

=—- ce qui entraine ,

Nota bene :

La propriété (iv ) de la Proposition 2.9 nous permet alors d’écrire :

Dist, (x,Z) <
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3 - Distance d'un point a une sous-variété

a ) Cas d'une sous-variété quelconque

Lemme 3.7 - Soit f une forme éliminante d'indice (d] yeues dr) UN" d'une sous-variété V
de dimension r-1 de P, (Cy) et X un pointde P, (Cv), alors en tout place v,

*u; S

. pour j=1 r
i N

() e

Mv(r) (é;,x,(dl,...,d ) (fv )) s My) (Jw,x,(dl nd

|

( En posant pourj=1, M") (a;,x,(dl,...,d,_l) (f,,)) =m! (£) )

Démonstration
o . A e . )
Considérons un homomorphisme quelconque ©O; defini dans le premier paragraphe :

p:@C,|d,.....d,, |xC,[d,....d, | - C,
tel que :
« pour 1<k<j-1,
z X ( (k) ) 2 ) .
Pi\Sgw || =1 pour une place v infinie
el
N k . . .
P, (sg l) =1 pour une place v infinie
« pour jHl<k<r,
z A ( (k)) 2 _ . .
Pilu,’) =1 pour une place v infinie
\al=dy v
o (uflk) ) =1 pour une place v infinie

L’idéal P étant I’idéal de définition de V', I'ensemble
y,zz(p;oq},x’(d ) )(s;s[dl,...,dj_l,djﬂ,...,d,}))

oo

est un ensemble fini de points de P, (Cy) etilexiste AUC, et [ N ftels que:

NOAEY] 1L E7) N WAL

yoy' yoor'
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Par conséquent

d; 1,

A

wO(7e0 (82U

d;

JIX

y

l
d; |
v

w08 (81000 ()=, T Do (s9)

yo”
/
d/ y
JIX
v

N EREE
0y

djdy, |
4

y

car Dist,, (é,z)Sl .

On en déduit que

d;doy, |
4

e (5 (228,010 (Jz))) s M0 (020, g,y (0

et par intégration pour une place infinie et d'apres les égalités ultramétriques pour une place
finie, on obtient

d/"daﬂjf
" .

O

M) (57/,X,(d1,...,d/.) (/. )) < M) (q/,x,(dl,...,d/._l) (/. ))|§
MO(d, (2190, (0)

MIEI) (,@; o 5‘!},§,(dl,...,dj,l) (fv)) ||§ dyd, f

Remarque : Comme

y

A
d; \'v
v

= i (Dl'Sl‘y’dj (éaz)|

J
v

I<

etque Dist,, ( X, Z)‘”X”jj est invariant par transformation unitaire de P, (Cy) ,onen
déduit

M) (Q,X,(dl,_..,d,) (. ))

d;dy, f

est invariant par transformation unitaire,

Mﬁ’) (a_y,x,(dI vond,) (. ))

dd°y, |
v

et par conséquent  Dist, (5, V) = est bien invariant

par transformation unitaire .
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Corollaire 3.8 - Soit V' une sous-variété de dimension r-1 de P, (Cy) et X un point de

P, (Cy), alors en tout place v,

Dist, ,(x,V)<1.
Démonstration

Grace au Lemme 3.7 , on montre par récurrence que pour tout j=1,...,r
J
de Aoy f

)= MO )T

,ona

de S

k=1

On se propose maintenant de comparer Dist, ; (§,V) et Dist, (x V)

Proposition 3.9 - Soient V' une sous-variété de dimension r-1 de P, (Cy) , X un point

de P(C,) , d=(d,,....d,,,d,)ON" et d'=(d,,....,d,_,0)ON" tels que d<d, .

alors

- pour toute place infinie v

daﬂ,f
Dist, , (x,V) < Dist, , (x,V). (\/7] :

- pour toute place finie v

Dist, , (X V) < Dist, (X V)

Démonstration

Par homogénéité de la formule, on peut, sans perte de généralité, considérer ||§|| =1.
Soient f, f' et g trois formes élimantes de 7 d'indices respectifs d :(d »d._,d, )
d=(d,....d_,d) etd"=(d,,...,d _,,1) . Posons §=(dl,...,dr_1) .

Critéres pour 'indépendance algébrique et linéaire Page 71



Considérons un homomorphisme quelconque P! défini dans le premier paragraphe vérifiant:

e pour 1<k<rl,

2
n k . .
Z oA (sg 2, ) =1 pour une place v infinie
a<a' e
lala=d
N k _ . .
P, (sa J ) = pour une place v infinie
ALY

Sil'on appelle 9" l'ensemble fini de points de P, (Cy) défini par
' =Z(ﬁl°%a($m)) , alors il existe A,A",A, 0C, et [ ON tels que:

ou encore
M (g0, (1)) (;)df M40 4 (2))
1 v
ot MP(pod (1)) (j ) URICEL IR
1/ 1y

Or dans la démonstration de la Proposition (2.8) de [ P1 |, P. Philippon montre que

(;l)d. =kOK, et /‘—=k'DKE ol k et k' sontindépendants de o, |,
1

(A)

car lorsqu'on spécialise U, en L% , f sespécialiseen k.g et lorsqu'on spécialise

U en L°, ' sespécialiseen k'.g°
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Par intégration pour une place infinie et en utilisant les égalités ultramétriques pour une
place finie on obtient alors :

My) (51)’&4 (f;) )) = |k|v Mﬁ’) (d},é,i” (gv ))d’. et
My) (d)’é’i (f;},)) = |k,|7/ Mlgr) (d},é,dl (gv )) .

Considérons un homomorphisme quelconque P, défini dans le premier paragraphe vérifiant:

e pour 1<k<r-l,

Z o; (uf,k)) =1 pour une place v infinie
lal=d, e
o (ug‘) ) =1 pour une place v infinie

Sil'on appelle 9" l'ensemble fini de points de P, (Cv) défini par =Z( p. (%[é})) , alors
il existe 4,40, 0C, et [ ON tels que:

que :

ou k et k' sont indépendants de O/ et P, .
Ce qui nous amene, en faisant le méme raisonnement que précédemment a

MO (1) =lk, M (g, )" et MO (f) =], MO (g,)”

Par conséquent
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Et d'autre part, en reprenant les homomorphismes P introduits précédemment, on obtient

d, lz
v

(228 (£))=1L [ (Pt (5.3)]y
Yo

et

M0 (310, 0) = (i)
yoy

ce qui entraine

et

. /d e
Mais comme  Dist, , (g, X) < E".Distu 5 (g, X) pour une place infinie

et  Dist,, (é, X) =Dist, , ( X, X) pour une place finie ,

on obtient

« pour une place infinie

et par intégration

w0 e
M (5%@ (7, )) ! (5%@ (ﬂ)) °

qui conduit, par multiplication membre a membre avec 1'inégalité précédemment obtenue, a
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c'est-a-dire

d°y, f
Dist, , (g,V) < Dist, » (g, V)(\/d?;j .

« pour une place finie

En utilisant les égalités ultramétriques et un raisonnement analogue au précédent, on obtient
Dist,,(x,V) < Dist,, (x,V) . O

Nota bene

Avec un raisonnement analogue et en itérant le procédé précédent, on obtient une
comparaison de Dist, (X,V) etde Dist, (X,V) ou d= (dl,...,dr_],d,).

 pour une place infinie

I

Dist, , (§, V) < Dist, (ﬁ, V)ﬂ (\/Z)deﬂkf ,

+ pour une place finie

Dist,,(x,V) < Dist,(x,V) . O

Critéres pour l'indépendance algébrique et linéaire  Page 75



b ) Cas d'une sous-variété linéaire
Dans ce paragraphe, nous nous plagons uniquement dans le cas d'une place infinie v .
Soit V une sous-variété linéaire de P, (Cy) de dimension n-k . Considérons l'espace

préhilbertien complexe C"*' muni du produit scalaire
(x[y)=2x5 -
i=0
et 7/ le sous-espace de dimension n+1-k associé 2 V. Onnote V" le sous-espace

orthogonal de V' et P, laprojection orthogonale de C"! sur V" . On note de la méme

fagon un vecteur x de C"*' et le point de P, (Cy) dont il est un représentant.

D'aprés la Proposition 3.6, dans le cas ou V un hyperplan projectif de P, (Cv) d'équation
P(X) =0, c'est-a-dire k£ =1, on obtient :

Ps), G,

M, (P)[sl, Il

Dist, (x,V) =

Nous allons montrer que ce résultat est vrai pour k =1,...,n .

Proposition 3.10 - Soit V' une sous-variété linéaire de dimension n—k de P, (Cv) et X

un point de P, (Cy), alors en tout place infinie v et pour tout k=1,...,n ,ona

- ”ij (5) v

DiStv (é,V) - W .

Deémonstration

17 n+l —_ \
Considérons x comme un vecteur C"*' ,alors x=a,.e, +a,,.€,.,, OU e et e, sont

7 . 0 rr s 1z
deux vecteurs normés et orthogonaux respectivement de V- et V. Considérons alors une
4 —n , j—
base orthonormée (e] ) ..,ek) de V' etune base orthonormée (ek+1,...,en+]) de V.

Soit 7 une transformation unitaire de C"*' telle que rLl(ej) = (0,...,0, L 0,...,0) ou

(0....,0,1,0,...,0) estle j“* vecteur de la base canonique de C"*' .

Dans cette base canonique de C"*' , ona rLl(g) =x'= (0,...,0, ak,ak+1,0,...,0) et 'image

du sous-espace linéaire ¥ par U est définie par une famille de k& formes linéaires de
CU[XO,...,XH] de la forme

P("_j)(l)ZX‘ pour j=0,....k-1

J

SiI'on note U (V) la sous-variété linéaire projective déduite de U (17) , la distance Dist,

¢tant invariante par transformation unitaire, on a :

Dist, (x,V) = Dist, (x, u(V)) .
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Une forme éliminante d'indice (1, .

est alors :
0
(1)
£ =det] "
0
k
0
)
0
Posons f'=det| *
0

u(n+1—k)

0

(n+1-k)
k-1

u(n+1—k)

k

u(n+1—k)

1

' u e u
0 _ (_1)(k+1)(22n—k) det u,?) u£nT1—k)
0 : :

: M,E]) }Snﬂ—k)
0

,alors f' estune forme éliminante d'indice

(1,...,1) ON* de ‘ll(V) considéré comme hyperplan projectif de P ,,_, (Cy) .

, 1) ON""* de la sous-variété linéaire projective U (V)

Posons x" = (ak,ak+1,0,. ..,O) , cette fois x" est un représentant d'un point de P, _, (Cv) .

On a immédiatement

Dist, (x',u(V)) = Dist, (x",u(V))

et comme d'apres la Proposition 3.6
Dist, (x",u(V))

cela donne le résultat souhaité. O

e, ”pvD (x)

v

-1,
<]
—llv

|
—llv
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IV - Mesures, hauteurs, distances et intersections

Nous rappellerons dans ce paragraphe un certain nombre de définitions et de propriétés
démontrées dans [ P1 ].

Considérons un corps de nombres K et I'anneau des polynomes K [X . . ¢ n] pour

tout entier n=1.

Considérons un idéal homogene pur § de K [XO,XI,...,Xn] de codimension n+1-r et

d= (dl,. ..,d,,) ON", alorssi f estune forme éliminante d'indice d de ¥ ,ona

/< deg¥x[d,.,
zj

avec égalité si 1'idéal 3 est premier.

Sil'on appelle d° f le degré total de la forme éliminante f, nous aurons alors :
r r 1
d’ f<deg3Ix[|d, x| > —| .
ﬂ ‘ {Z d, j

On appelle degré d'indice d de 3 , le degré total de f* et on le notera Deg, (3)
Soit d=(d,,....d,.,)ON"" et un homomorphisme 0 K[d]O G K[é} défini par:

o)

Y, UK  avec |g|=d,
p(ué))=ug) pour j=1,...,r=1 et |g|=dj.

~

On suppose en plus que ,O(Ur) OFP ou P estun idéal premier associé¢ a I, de manicre a

ce que ,0( f ) soit non nulle.

La forme ,0( f ) est une forme éliminante d'indice QD N de lidéal de définition de V' Z

~

ou V est le sous-ensemble algébrique d'idéal de définition J et Z I'hypersurface
d'équation réduite ,O(U ,,) =0.

Sil'on pose g = ,0( f ), alors g, = ,OE( fy) ou p. est I'homomorphisme défini dans le

premier paragraphe par :

pl:c[doa.c, m tel que

d\ 2
o) (ug)) =| | M, silaplace v estinfinie,

,of(ug)) =/, sila place v est finie.

et prolong¢ naturellement a C, [ Q] .
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) *ul)X,  silaplace v estinfinie,

>

al=d,

SRS

On note alors U’ =

<

g

)Xg sila place v est finie.

On remarque que p(U:) est une forme linéaire de C, [ . ¢ a,...} avec |g| =d, .D'apres la

Proposition 2.3 ,on a

silaplace v estinfinie,

M, (p(v)))= dg”
()

M, (p(U, )) Max( ) sila place v est finie.

lal=d,

Ha |,

Nous allons nous intéresser a la distance d'indice d d'un point x = (xo,...,xn) de

n

P (C,) a ¥NZ mais pour cela nous faudra d'abord énoncer un théoréme de Bézout

arithmétique .
1 - Théoreme de Bézout arithmétique

(1) e

Lemme 4.1 - Etant donnée une forme éliminante f(g , ,g(")) d’un idéal premier P

et une spécialisation ,O:K[d,,] U [k K définie par :
,O(ug)) =y, 0K  avec |g| =d, ,

pour toute place v, ona:

M (p2(7)) 59 (1)<, (o(v)
Démonstration

Considérons un homomorphisme quelconque p. défini au premier paragraphe
pCld]-c,
tel que pour 1<k <r-1,

o,(),

v

=1 sila place v estinfinie,

<

lal=d,

2. ()

=1 silaplace v est finie.

v
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Sil'on appelle 9 l'ensemble fini de points de P, (Cy) défini par & = Z( p. (‘JS[

alors il existe AUC, et [ UN telsque:

2. (1) =AU, (3))  avee X1 =av,r.

yor yr

d, lz
v I_l | v
yoy

(o () -nL b )
. YDFJ P, (U (z))r <

Ce qui donne alors My(l) (,f)r (f, )) =11

y

y

et

A A

16,2 00(1,),

" )ly x(u, (A(U)))"

il

)

( La derniere inégalité étant obtenue en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz pour une

place infinie et les égalités ultramétriques pour une place finie ) .

De ces deux relations, on déduit alors

16,2 00(1,),

<u? (2 (£))%(m (0(v)))"

Par intégration pour une place infinie et en utilisant les égalités ultramétriques pour une

place finie, on obtient

M (p( 1)) <M (1)%(v1, (o(0)))

ce que nous voulions démontrer. O

Remarque

« Considérons une spécialisation p': €K [d,,] U [ K définie par :

p'(sg)l) = —p'(s(':) ) =0,,0K avec |g| = |l'| =d et a=<a .

On montre de la méme fagon que précédemment que
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Dans toute la suite, on note

H, (V) , le nombre défini par H (V) = exp(h(f)) ,

H, (VN Z), celui défini par H, (V¥ NZ)=exp(h(o()))

puis

H(,O(U:)):exp(h(,o(U:))) et H(,O(U:))=exp(h(,0(U:))) :

Corollaire 4.2 - Etant données une sous-variété V de P, (Cy) de dimension r-1 et une

hypersurface Z de degré d,. et d'équation ,O(U,,) =0 telleque V U Z, alors

H, (vNz)<u, () xu(p(v;))"" .

Démonstration

Ce corollaire se déduit immédiatement du Lemme 4.1 et des définitions des hauteurs . O

Dans la suite de ce paragraphe, nous ne démontrerons les lemmes, propositions et corollaires
que dans le cas d'une place infinie, celles dans le cas d'une place finie étant tout a fait

semblables.

2 - Distance et intersection

Lemme 4.3 - Avec les notations introduites dans les paragraphes précédents, on a

l'inégalité:

M(’) o . | U s
Mol ) [ PO o T fon o) .
=" m (1) . M. *
oil M, =M, (p(U))).
. = a’;rf.2d‘;”f_1 si v est une place infinie
" 1 si v est une place finie
et
-l Tt
¢, = | (yNL) ’ si v est une place infinie
1 si v est une place finie
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Deémonstration

L'homogénéité de la formule nous permet sans perte de généralité, de prendre x tel que
] =1

D'autre part si I'on considére une transformation unitaire U telle que x =U (&’ ) alors en
posant P(x)= ,O(Ur (5)) et p’(Ur (x_')) =Pot(x')=P(x) . La proposition 2 obtenue
par M. Laurent dans [ Lal ], nous permet d'écrire M, (p(Ur)) =M, (p’(U:)) .

Enfin la distance d'un point a une sous-variété étant invariante par transformation unitaire,
nous pourrons prendre x sous la forme x = (1,0,. ..,O) .

Considérons alors I'hnomomorphisme p:C, [dr] U0 C, définipar:

On remarque que ,B(Uw (Z)): H, (Z)g‘p(Ur (E))yg ct que ﬁ(UW (5)):0 :

Considérons un homomorphisme quelconque P défini dans le premier paragraphe

tel que pour 1<k<r-1,

z ol (sgczl) =1 silaplace v estinfinie,
la[Fla’=d,
oA (sg‘;) = sila place v est finie.

Soit 7 l'ensemble fini de points de P, (C,) défini par & =Z(,b; oJHd(%[é})) , alors
ilexiste AUC, et [ ON tels que:

pod . (f,)=4 |_| (UW (X))ZX avec ZIX =d°, f .

o ybr
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Ce qui donne alors

;1,. )ly < MS‘) (O-MA (fy))

MO ( 2o (1)) =1L Iy
o
et
mO( 20, (£)) =], [P (x )l ) = (Do (x.3)) MO (200, (1)
sm(a,,(1£)) -

( L'inégalité étant obtenue en itérant » —1 fois la remarque qui suit le Lemme 4.1 .)

Mais d'autre part

5. o0 (f)=(8, 00 (f)=8, oB(£))*8, ;oB(f) -

Al
r

ce qui permet d'écrire pour tout homomorphisme 0O

pod, op (1) <|Bed, o (£)-Bled, (L) +|ood, n(L)

, ) (I’I v, (X)),J_ ELH (v, (X))’y]v : /‘?[H (.. (z))“]v .

yu yu y

<|al, +A

otl £V=Z(bl°5y,x,a(q5[§})) '

p”{m (0., () ] —,5[ M. (z))ly] |

v

« Majorons d'abord |/1|y

(N0 2N o) ] o n(Ze o] -n(En 0w o )|

o[ S[ " 0o bty ot o

k=1 k

a )’3
v

_]j(“ (o())) lo(u (z))lfj-Mf" (66, (1))

Y

a, 11

<4 flo(v @»L(z("“'

;
<d, 11o(u, (). (1, (o(v))) +lo(w D) 4 (5, (1))

Comme

(ST

on obtient
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Al <d, flo(u, (). (2m. (p(U)))"" M (5., (£)).

« Majorons maintenant |/1|y.

Aoty |

IX
. IL_{H (UW (X))IYJ =, 1| 2 He (X)g = Ha, Yy
yoy ) yo |lal=d, v
ly
=1, wy (yoxs —x"y)
YOy |laj=d, v

ly

IN

(. (o) L (e ()

qui donne, avec les remarques précédentes

e ) )

yor

|A|v

(i, (o(2)" M 00(1))

De ces deux majorations on déduit

pled, 4o (1) < [C%“ |p(U|\;|(f))|” MO(3 L (£)+M (3, (JZ))}.(MD (o(u; )))d;”‘f_] M,

avec ) :d;rf.2d;"f_] et M, =M, (,O(U:)) .

Comme d'apres le Lemme 3.7 ,ona M) (Jy ; (f, )) <M (f,) , cela donne

"b; ° sz,z,é OpE(fv)L S [Cy,l- |\r/|y z ,Msr) (fy)+M1E’) (51),5,4 (fv))J(M,, (,O(U:)))d;/"f_l M,

et apres intégration

u? (s, (0'(1))) S[

M (1)
r—1 dy, f
avec ¢, = |_| (VN,;)
k=l
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Pour une place finie le méme type de calcul donne :

Mﬁ"’(fl,x,a(pu(ﬁ,))LM £|p(U,(§)) .
3 I < Max M. , M,E")(

ce qui nous conduit bien au résultat souhaité. [

Corollaire 4.4 - Avec les notations introduites précédemment, on a les inégalités

[xo]

| NS RN Y N ORI e
D’””"‘(WZ)‘{C“'nzn:' o (p()) ”"‘("V)} e

et

Dl_stm(bmz)g(% d |P(U,(é))L(U‘)))+Dl_stm(LV))X(Hd(V).ﬁ(P(U;))X(H(p(U:)))J,,.J"

x|l Max (1,0, (p(v H, (¥ Nz)

Deémonstration

D'aprés le Lemme 4.1,0n a:
e[ (g2 (1.)) o (12 (1)) . oo {0 e
oul’on prendra M | :Max(l,Mw (,O(U:))).

Ce qui permet d'écrire en ajoutant pour toutes les places w # v et en divisant par [K : Q]

(o)~ igpos M (e )]s n ()= tos (1)

=1 o) gl o0

en prenant I'exponentielle , on obtient :

[:Q]

(Hé(VﬂZ))@ < (1, (r)H(p(v)))) - x(H(p(U*)))@'(”W) .

TR C00) M T el (o Do (o))
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En multipliant membre a membre cette inégalité avec l'inégalité obtenue dans le Lemme 4.3,
dans laquelle onapris M, = Max(l,Mw (,O(U:))) , on obtient :

| o) b DERW) j o
Dist (i,VﬂZ) < (c". ”5”/ .Max(l’Mz (p(U))) Dist (&V)j [ i (Vﬂz) (H(p(U' ))) c . .

Si I’on fait le méme raisonnement avec M, =M ( ,O(U ; )) , on obtient

lo(u, (x))

F v (p(U;

u)) +Distw (§,V)\]X(LV))X(H(IO(U:)))“M] " xc;’1 .

Dist ; (&VﬂZ)S(c g(VﬂZ

AN
Ix

et I’on obtient bien les inégalités souhaitées. [J

Nous allons ¢tablir maintenant une relation entre MDin Dist,, ( X, y) et Dist,, (x,V) . Pour
yw ' - -

cela nous aurons besoin d’établir le lemme suivant :
Nous aurons besoin dans la suite de ce paragraphe, du lemme suivant :

Lemme 4.5 - Avec les notations introduites dans les paragraphes précédents, on a
l'inégalité:

MOUEES (o0 (5 g
0z, () S O] )=

k=1

Deémonstration

Considérons pour cela I'homomorphisme p:&C, [d]} U C, [ﬁ} défini par :

N
R =

je}
—
U

avec, pour g = (ao,a,,...,an) tel que |g| =d, , les conventions suivantes :
*si a,2d;—d, alors QI(O’O —d, +d1,a1,...,an) , Ce qui entraine |Q| =d

* sl a,<d;—d, alors ug)ZO.

On a alors
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~ UU,(K) i ~d
ped,.,(U.,)=U., _mUv,l‘Xod] .,

ce qui entraine , d'apres la remarque faite a la suite du Lemme (1.8) de [ P1 ] que

Soit p:C, [dl,. ..,dr] U s C, unhomomorphisme quelconque tel que pour tout

j=1...,r ona

> |p(ul) =1 .
lal=d, ¢
On a alors
(1)), =|peped, . (1),

Considérons maintenant 'homomorphisme po p .

Pour j=1,ona z

)...) e (alj p(ud).... | de

Considérons les éléments = ( . p(ug

(€)”
ona ”,L_l

A, <1

=1 s
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et

p[ut?)o () <o, (1 £) . 12 =1

e, || (9
a<a' ,
a

o s e 1
a;:,Z;dj P IO(SQCL) < |p(U%1 (z))r

ou encore

o (1), oV, ()]

ce qui par intégration donne

MO ()00 (U, ()5 < (5, (m){ﬁ o )‘”’f}(m O

=1

Comme My(l) (Uv,1 (5)) = ||§||j‘ , on obtient

MO (L) IEES [

v G/ S5 diyf 0
< k=2
MG (1) ! i) = fln

k=1

Critéres pour l'indépendance algébrique et linéaire  Page 88



Lemme 4.6 - Soit V' une sous-variété projective de P, (C) de dimension r—1 , un
point x[P, (C) et d= (dl,...,d,) UN" avec d, <d; pourtout j=2,...,r . Ilexiste
au moins un point yUV  tel que :

1

Dist,, (K’X) < (Distw (§,V))d;’11f Xc,,

avec
1 si dy f=d=1 et v estune place infinie
1
r d’;lkf lidD f d';qf

Uy . o . .
Cpy = ﬂ (yNk) 2 (J/Nl)z’»':2 ' si d, f>1 et v estune place infinie

1 si v estune place finie .

Démonstration

« Traitons d'abord le cas ou d;, f =d =1 .

Dans ce cas V' est une sous-variété linéaire et d'apres la proposition 3.10 ,

- ”ij (5) v

DiStv (é, V) = W

mais comme

‘<§|X>2 e (%)

RERE ]
X
el ld, B

v

Y=X~" D (§)DV et Dist, (K’X):

v

on obtient bien la conclusion souhaitée.

« Considérons le casou dy, f>1.

Comme pour le Lemme 4.3 on peut, sans restriction, considérer un élément x 1P, (C) tel

que x = (1,0,...,0) et de plus on peut supposer x 1} . On rappelle que él = (dz,...,d,) .

Considérons un homomorphisme quelconque P, : €C, [ﬂl] UbsC,,

tel que pour tout k£ =2,...,r

2
=1

v

2

a<a'

la|=la’l=d;

A(s8)
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Supposons que pour tout 0] , tel que Jjo9J,, , ( fy) #0 , on ait

ce qui est absurde.

Donc il existe un homomorphisme g tel que 2 o3,

v,x,d,

( fy) #0 vérifiant :

Comme d’aprés le lemme 4.5 , on a

[l ="
k=2

MO (f,) sl T Ldur
Mfgr)(a-u,gl (fv)) <[k 1(yzvk) }(VNI)Z ’

on déduit

(1) r ,
vl ) M) [

Mi‘) ( All o 57,,“1] (fy)) - Mir) (fy) §||jl'k’z;zd€’/c~f'

Posons
d, f

¢, {ﬂ(m) :

En utilisant la remarque faite dans [ P1 ] apres la Proposition (2.4), on peut écrire que

}(VNI)“ZZ .

plodul Aﬂ (/). ou AOCY, ZIh:d;lf
h=l

et f, sont des formes éliminantes d'indice d, de points y, de V.
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Ce qui entraine

! ) Iy le) O, xd, (fh)y '
Al =0
1))

M(5 ”
(x,

X

I

Cv 2
dl Z dﬂkf

MO(1,)

< Dist,

V)e,

et par conséquent il existe au moins un point y [V, tel que

1

Dist,, ( y) (Dzst (X V)) W/ .C,, -

1
Y N s
avece CV,Z - (Cy,2 )dﬂ]f .

Pour une place finie un calcul analogue donne :

1

Dist,, (ﬁ,z) < (Disty/g (K,V))@ €y

avec c,,=1 .0
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Proposition 4.7 - On considere une sous-variété V de dimension r—1 de P, (Cy) et
une hypersurface Z de degré d. d'équation réduite ,O(U,,) =0, telleque V I Z.
Soit X un point P, (Cy) .

» Sil'on suppose que l'on a, pour un réel positif H, l'inégalité :

U
y |,0( r(z))” Smin(H.(Distyd (§,y)”)) avec 0sn <1 .
R .Max(l,My(p(U:))) e AT
Alors on a
[k
_ _ H,(V) (= ANV |
Dist .(x,VZ)<|Dist,,(x,V 7 x Q—(H p\U, ) } Xc, ;-
s 02z () L o)) | e
» Sil'on suppose que l'on a, pour un réel positif H, l'inégalité :
p(U, (x) . .
||§|||j .(Mv (,0()(;;)) SI%:IIJII}I(H.(DZSZ‘M’_ (g,z)”)) avec 0sn<1 .
Alors on a
[k

n,

Dist  (x.V NZ) < (Dist,, @,V))”x{H&H(dV—(;)Z)(H(p(U: )))d&'fJ xe,,

avec dans les deux cas

(1 + H)d;"'f si v estune placeinfinie
7,3 o 4
Max(l,H)d”"f si v estune place finie.

Deémonstration

Nous ne ferons la démonstration que dans le premier cas, le second étant en tout point
semblable.

Soit f* une forme éliminante d'indice (dl,...,dr) UN" de la sous-variét¢ V' de P, (Cy) de
dimension »—1.Comme V' [UZ ,ona p(f);tO.

On peut supposer sans perte de généralité que x = (1,0,. o O) .
Considérons de nouveau un homomorphisme quelconque P défini au premier paragraphe.

Sil'on appelle 9" I'ensemble fini de points de P, (Cv) défini par

v = Z(,[): °0, ¢ (‘JS[@})) ,ou P est’idéal de définition de V', alors il existe ALIC, et
lz UN tels que:
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I[);oa;&d(fy):Al_l(UW(X))IZ avec .1 =d;, f .

yor yy

Ce qui donne alors

MO (pe0, (£))=MLT] (M) (pea o pi()) =L (220
y

o
. , MO(pes, 00, (1))
et yL‘JDzst,,,d, (zé) B Mv(l)(lb;oq%é( v))

Cela entraine

:I

Mﬁl)(p,od (7 ,,) yor

(||y|| )

L'homogénéité¢ des deux égalités nous permet de supposer ”y =1, alors d'apres le
—lly

Lemme 4.3 , appliqué a f =U, (z), ona:

U, ly)|l < |p(U"(§))|v +Dist,, (x,y) [xMax|1,M,(p(U’
W(_))L‘[ d (U))) W,(—’_)J (’ ”(:0( )))

)" Max (1,0, (o (U]

I

car d, [U,,(XDZI , r=1=0, ¢, =c, =1.

Ce qui donne en faisant le produit des puissances lz de ces incgalites lorsque y parcourt o

v0(oea (1)) e (11 (o0

AT ( o () o (ﬁ,y)jaXMax(LMU(p(U:)))““-

Comme Dist, , (§,Z)sl et 0sp<I1, ona Dist, ( y) (Dlst ( ,Z))I7

donc

: 7/) < yml_yl (DiSf,,,dr (X,X))’HX x((l +H)Max(1,Mv (,O(U:))))d&'f
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et par conséquent

MO (pe6, 00, (1)) A
« < _vad ((1+H)Max(l,My (p(U))))

./

800, o0 (f) sMP (B o0, 00, (£)) MO (8 ea,,(£) " ((1+H)Max(1.M,(p(V)))))"

Comme on a imposé a I'nomomorphisme O de vérifier :
2

5 [ )
p(stx)

=1 pour j=1,..., r—1,

v

laf=la’=d,
a<a'

alors, par intégration, on obtient :

dy, f

M (5ol (1) < (MY (8,0 (2))) (Mﬁr) (s ’&(fv)))l—n((1+H)Max(1,MV(,0(U:))))

et comme d'apres le Lemme 3.7

MO(s, ()M (1),

on obtient

dy f

M (g o p8(1)) < (M0 (6, () (2 (£)) 7 (0 1) 1.01, (o (1))

Comme pour la démonstration du Corollaire 4.4 , on montre que :

[K'Q]
[¥Q] &

O N

)] " _(H,
(n) - MY

(H,(vnz
Ml

Q@ |

en multipliant membre a membre cette inégalité avec 1'inégalité obtenue précédemment on

obtient :
[&:Q]

Dist_; (§,VﬂZ)S(Dist%l (K,V))UX HH‘]‘&(ﬁ(p(U;ﬁ)))d;l"f N xc,
d
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Pour une place finie un calcul analogue donne

Dist , (x,V NZ)<(Dist,, (x,V)) x| —

avec  ¢,, :Max(l,H)d;’ff .0g
V - Critéres pour l'indépendance algébrique
Nous avons défini au paragraphe III la distance algébrique d’un point & a une sous-variété
projective Z(S) notée Dist, (Q,Z(S)) , nous aurons besoin, dans ce paragraphe, de définir la
distance ensembliste du point € a la sous-variété projective 2 (3) notée dist, et définie par :
dist, (6,2(3)) = Z]é/gg)(Disty (Q,X)) .

Z (i)iéagX ., bour une place infinie
Si Q(X) =) a, X%, onnote Q =<l

laj=o > a,X, pour une place finie .
lal=s

1 - Cas général

Critéres pour l'indépendance algébrique et linéaire  Page 95



Théoréme 5.1 Soient K un corps de nombres, v une place quelconque de ce corps,
k un entier appartenant a [O,n] et =(6,.6.,....,6,)0C,"" .

Soient O,71,0,U,K et U des réels avec £=20 , 0,021 et T2Kk20.

On suppose qu'il existe:

- une suite strictement croissante de réels (Sl.) satisfaisant :

O<i</

(0) 0<S,<k+log2 et S, <USS,,

-pour 1<i <[, une famille de polynomes homogenes (Ql.’] yeues Qi,n,) de
K[XO,XI,...,XH] telle que :

(i) d°Q,;=0 pourtout j=1,...,n, ,

(ii) E(Q:j)sr et E(Q )—log(Max(lM (Q )))<K pour tout j=1,...,n, ,

" <™ pour tout j=1,...,n, ,

(S, +/1)a)

(iv) les polynomes Q, ; sont sans zéros communs dans la boule B (Q,e
de P, (Cy) de centre 8 et de rayon ¢ Brile pour la distance Dist, .
Soit I [ K[XO,XI,...,XH] un idéal homogene de dimension k .
Posons t, (3)=hg (8) +(r+(k +1) 5.log(n +1)).Deg§ (3) ou d= (5,...,5) ON“" .

A ) Si la condition suivante est réalisée

(v) o ([ UQ] (3)+k(y+10g2)Def++(ls)]sU+(k+1)Min(,u,T—K)

alors on a dist, (Q,Z(S)) >-(U+p)o
B ) Si la condition suivante est réalisée

(V) o ([ an] L(3)+ (y+1og2+2i_5jDegd(s)j U +(k+1) Min(p,7 - k)

alors on a log(DistV (Q,Z(S))) >-U .
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Théoréme 5.2 Soient K un corps de nombres, v une place quelconque de ce corps,
k un entier appartenant a [O,n] et 9=(6,.6,...,6,)0C,"" .
Soient O,1,0,1u et U desréels avec =0 , 0,021 et 1>0.

On suppose qu'il existe:
- une suite strictement croissante de réels (Sl. ) osic) SQlisfaisant :

(0) 0<S,<T+log2 et S, <USS, ,

-pour 1<i <[, une famille de polynomes homogenes (Ql.’] yeues Qi,n,) de
K[XO,XI,...,XH] telle que :

(i) d°Q,;=0 pourtout j=1,...,n, ,
(ii) H(Q )<T pour tout j=1,...,n, ,

(8
(iii ) |QI’J (_) L <e™ pourtout j=1,...,n,

e, (2,

(iv) les polynomes Q, . sont sans zéros communs dans la boule B (Q, PARENY )U)

de P, (Cv) de centre 8 et de rayon ¢ Skl pour la distance Dist, .

Soit I 0 K[XO,X,,...,Xn] un idéal homogene de dimension k .
Posons t,,(J)=h, (J)+ (T +(k+1)d.log(n+ 1)).Degg (I) ou d=(0,...,0)ON"" .

A ) Si la condition suivante est réalisée

(v) o ([ nWQ] (3)+k(y+log2)l)ekg+_'_(13)JSU

alors on a

dist, (6,2(3))2-(U+u)o
B ) Si la condition suivante est réalisée

(v) 0.k+]([ nWQ] ( ) (Iu+10g2+12i5)Degd(3)j5U

alors on a

log(Disty (Q,Z(S))) >-U .
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Nous ne ferons que la démonstration du théoréme 5.1 , celle du théoréme 5.2 étant
semblable dans sa structure et beaucoup plus simple au niveau des calculs.

Avant de démontrer ce théoreme, démontrons le Lemme qui suit, dans lequel
d=(3,...,0)ON" et d=(J,....,8)ON""

Lemme 5.3 . Si l'on consideére un idéal premier homogene P, de rang n+1—r etun
polynome homogene Q de degré O de K[XO,Xl, .,Xn] tels que :

- Q0%
. deg(Q):J ,
. H(Q*)sr,

alors

tr,ﬂ (%r’ Q) = tr,g (%r) .

D'autre part, chaque idéal premier homogene B, derang n+2—r associé a

l'idéal (B,,0) vérifie

tr,a (*r—l) s tT,Q (*r) :

Démonstration du Lemme.

D'apres le Corollaire 4.2 ,ona h; (B..0)< h, (B.)

Par conséquent

IN

h@ (%,,Q) hQ (qsr) + T'dr_l deg($r)

<h, (%,) +§Degd (%)
et comme r.Deg; (‘JS,,, Q) = (r - 1) Deg, (‘JS,) cela entraine

b (%,.0) +7.Deg, (%,,0) <h, (,) + 5 Deg, (% )+ 77— Deg, (%)

<h, (qsr) +T.Deg, (%r)

d'ou

tr,@ (%,,Q) < tT,Q (qsr) )

D'apres les propriétés d'additivité et de positivite des fonctions hy et Deg, dans les

décompositions primaires, on déduit que chaque idéal homogene premier ., de rang
n+2—r associé a l'idéal (‘JSF,Q) est tel que :

tr,é (qsr—l) = tT,Q (%r) )
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Démonstration du théoréme 5.1 .
Pour la lisibilité de la démonstration, certains résultats ne seront énoncés qu'avec quelques
indications, ils seront précédés de (*i* ) et on trouvera le détail de la démonstration en

annexe.

« Plagons nous dans le cas 4 .

Supposons que log (disty (Q,Z(S))) = log( %l('l;l) (Distw (Q,§))) < —(U + ,u) o.

Il existe alors un élément x = (xo,xl,...,xn) de Z(?S) tel que
log(Dist, (x.0)) <-(U+p)o<=(S,, +u)o .

Onaalors 2 (3) NB ( g, PARENG )U) #[J. Sil'on suppose que pour chaque polyndome 0, ; ,
avec j=1,...,ng ,ona Z(S) O Z(Q,,j) et le point x de Z(?S)HB(Q,e—(s,_lw)a) est 7610

commun & tous les polyndmes O, ; , ce qui contredit la propriété (iv) .

Par conséquent, il existe donc un entier j D[l,nsl] telque O, 03 et lidéal (Ql’j,?s)

est derang n+1-k .

D'aprés le corollaire 4.4

log (Distmé (Q, Z (3, 0, ))) <log [cv’l.

k
oo C. =—lo ) st k<nm
avec ¢, =d;, f 2%l et ) g(n)

C,., =0 si k=n.

( On se référera a la page 17 pour la définition de ), ).

Comme S, =U , d'aprés la propriété ('iii ), on obtient
! p prop

2.(9), [ H(g)
el | max(1., (2],))

< e—U+K .
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De plus d'apres I'hypothése faite et la Proposition 3.9 , on a
_ " —(U+/1)J+H(Q; ) Degg(s)
Dist, , (Q,Z(%)).H(QL‘/) <e e 2

Degg(a)
<eUiTHe 2

logd

logd

qui entraine

[ 0,(9),
Cv.l N 5 %
le]} Max (1.0, (0,

2 M +e 2

~ Deg, (3) De, (3)
,‘s) -1 logd e—UJrMax(K.T*/‘) .
k+1

) +Dist (g,z(s))}ﬁ(g;,) < (D Al

Une ¢étude fastidieuse de fonction, prouve que

)Degg (3)

<(k+1).0log(n+1 e

Deg, (3) Defisa)—l Deg;‘(a) logd Deg, (3)
—=2 +e +Cy————
k+1 k+1

(*1%) 105{
et entraine par conséquent

log (Dl'sl‘y’é (Q’Z(S’ Qlj))) <(k+1),510g(n +1)M—U + Max (K,T —,U) +(M—1]H(Q:j)

e, oyt )

Comme d'autre part

-U<g-o* (Mtr,d(?s)+k(u+log2)m§++(ls))+(k+1)Min(,u,r—K)

n

et (k '|'1)l)€gg (s, Qz,j) = k.DegQ (3) >

et que d'apres le Lemme 5.3 et la propriété (ii )

’QM) +K(Q:/)[Degd (3) i lj = _aktﬂé (S, Q/,/) - (k + 1) 510g(n + l)—DegQ (S) -7

*2* _ kt ~ +h ~ _h~
( ) g r,g(“) g(‘s) ﬂ( k+1 k+1

2

On obtient alors

[k :Q]

n
v

(*3%) log (Distyyé (Q,Z(S,Qu ))) <-o' ( t,; (S,QLJ_) +(u+1log 2)Degé (S,Q”)j +k.Min(u,7 - k).
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et Deg, etla

D'apres les propriétés d'additivité des fonctions log(DiStV{1 (Q,Z(.))) sty

positivit¢ de t . et Deg, dans les décompositions primaires, il existe au moins un idéal

premier P, vérifiant :

(a) rang(‘JSk)Zn+1—k,

(0) Deg, (,) s Deg, ().

© t,(B)st(I).

(d) log (Distué (Q,Z(‘:]Sk ))) <-g ([Kn—:Q]t”} (‘-Bk ) + (,u+ log 2)Degé (% )j + k.Min (,u, T —K) .

Plagons nous dans le cas B .

Supposons que log (Disty ( 8,2 (3))) <-U . D'apres le nota bene de la proposition 3.9 , on

a

logo

log (Distm (Q,Z(TS))) <-U+ 5 Deg, (8) :
La condition ('v') entraine alors
- ~ [ lKQ] o ~ , _
log(Dzsty,d (Q,Z(d))) <=0 | ——t,y (\s)+(,u+log2)Degd (d) +(k+1).Mm(,u,T K).
d n, d d

D'apres les propriétés d'additivité des fonctions log(DiStng (Q,Z(.))) , t,q et Deg, etla
positivité de t, ; et Deg, dans les décompositions primaires, il existe au moins un idéal

premier B,,, vérifiant :
(a) rang(P..)=n-k,
(b) Deg,(B,..) < Deg, (),
(©) trg(Pin) St4(3) .

[K:Q]

nT/

() +(4+Tog2) Deg, (ssm)j

+(k +1).Min(u, 7~ k).

(d) log(DistV’Q(Q,Z(‘JSkH))) <—0"”(
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Montrons par récurrence, qu'il existe une suite d'idéaux premiers homogenes P, de
K[XO,XI,...,X,,] pour r=1,....k danslecas4 ( r=1...,k+1 danslecasB).

vérifiant :

n d

v

(d) tog(Dist,,(6.2(%,) U(M (%,.)+(u+logz)negd(m,.)]

+rMin(p,7-kK).

Les quatre propriétés sont vérifiées par l'idéal premier ¥, dans le cas 4 et par l'idéal

premier ¥,,, dans le cas B.

» Supposons que pour 2<r<k danslecas 4 (ou 2<r<k+1 dansle cas B) il existe un
idéal premier homogeéne P, vérifiant les quatre propriétés (a), (b), (c) et (d) . Montrons

alors l'existence d'un idéal premier homogeéne ., vérifiant ces quatre propriétés.
Dans un premier temps montrons l'existence d'un indice i, tel que 1<i, </ etd'un

polynéme O, ; de la famille associée a i, tel que:

”ang(Qio,jfﬁ) =n+2-r ,pour r=2 .

D'apres le Lemme 4.6, 1l existeun x = (xo,xl,. . xn) dans Z (‘JS,) tel que

I

Dist, 5(8.x) < (Dist, , (8.2(®,))) =™ c,,

avec
1 si Deg, (‘JS,) =r ousi vestune place finie

sinon

Comme d'aprées la proposition 3.5 ,on a Dist, ( g, 5) < Dist, 5 ( g,x ) , cela donne, en utilisant

la propriété (d)

log (Distv (Q,&)) < m(—ar ([Kn: Q] t, (‘.B) + (,u+ log 2)Deg§ (‘.B)] +r.Min (,u, T —K)j +log (Cu,z) .

v

D’autre part, on a
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[k:Q]

: (—Jr( tTd(‘-B’_)+(,u+10g2)Degd(‘-B’_)]+r.Min(,u,T—K)j+log(cﬂ2)<—J(,u+10g2+K)
Degg (‘:]3) n . B '

( cette relation étant encore vraie si r =1 et Deg, (‘JS]) =1).

Mais comme on a aussi

0<S§,<k+log2
cela entraine
Dist, (8,x) < e SorH)e

Par conséquent, ona (%, )N B ( g,e 5o )a) # 0, considérons le plus grand entier i, tel

que :

1<i, <1 et Z(‘JSF)HB(Q,e_(S’O"W)U)# 0.

D'aprés les hypothéses du critére, il existe donc une famille de polyndmes homogenes
(Q,.O,l,. 0, ) de K[X,, X,,..., X, satisfaisant les propriétés (i ), (ii ) , (iii) et (iv) .

SiI'on suppose que pour chaque polynéme O, ; ,avec j=1l...,n, ,ona

z(P,) 0 Z(Q,-O,,) et le point x de Z(‘JS,)ﬂB(Q, R +#)U) est un zéro commun a tous les

polyndémes O, ., ce qui contredit la propriéte (iv) .

Il existe donc un entier D[l,nsl_ } telque O,  U%P, et lidéal (Qio, j,‘JS,,) est de rang

n+2-r .

L'idéal (Qio, j,‘JS,,) verifie Deg, (Q,.O, j,‘JS,) = r—_lDegd (‘JS,) , donc on a la propriété (b)
d , d

r—1 ~
Deg, (Qio,j,qs,,) < mDegQ (d) :

D'aprés le lemme 5.2 , I'idéal (Qio,j’ qsr) vérifie aussi la propriété (c)
ta (Qio,/’$r) Sty (3) :
Montrons maintenant que 1l'idéal (Ql.o,j,%r) vérifie la propriété (d) .

Deux cas sont envisageables .

Soit i, </ , alors on peut dire que tous les points de Z (‘JS,) sont relativement

"¢loignés" de & .

Soit i, =1 , alors on peut dire qu'il y a un point de Z(‘JSF) "proche" de @ .
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« Etudions le premier cas i, </.

Considérons r=2 .

On a par définition de i, , Z(‘Jér)ﬂ B ( g, e_(s"’ W)a) =0 et 1§, </, cequientraine que

pour tout x 12 (‘JSF) on a:

1

(DiSl‘v (Q’K))E > e_(sto’f'“) )

Mais
Qio’f (Q) v < =S, —log(Max(l,My(Q;J_j)))
o ax(1.01, ()
et donc
Qi(p/ (Q) ” < e—(SiO+,u)e/1—log(Max(l,Mw(Ql:w.)))
le Max (1,11, (2 ,))

1

< e”'l"g(M""("Mw(Q%v/‘))) (Dist, (6.x))°

ﬂ—log(M“x(l’M” (Q,Z A ))) ( 1

<e Dist, (Q,g))g.

#_10g(Max(1,My (Q:; 1)))

. 1 )
En appliquant la Proposition 4.7, avec H =e et /7=— ,on obtient
g

Deg, (‘JS )

r

log (Disz‘y’é (Q,Z(ﬂsr,QiO’j))) <%10g (Disty’g (Q,Z(s,]sr))) +10g(1 +e#—log(MfL‘(l,M,,(Q;A/))))

M(h (%,)-n, (as,,Q,.n.f-)ﬁ(Q;f)Degd—mj'

n r
v

Nous remarquons alors que :
r.Degé (‘JS,,,Q[OJ) = (r —1).Deg£l (213,)
d'apres la propriété (d)

[K:Q]

n
v

élog(Disa,d (6.2(%,))) <-o~ ( t, (%) +(u+log2) Deg, (P, )j +§Mm (1.7-k)
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d'apres le Lemme 5.3 et la propriété (ii )

—f . ) Dege ("B )

ot (3)m (3)-n (.0 )+7(0 P (%) g

-7 (0 )

<=t (#.0 )-(k+1)d10g(n+1)

r r
Toutes ces remarques nous permettent alors d'écrire

¢5 oe(omn (0.2(%.0 )<~ (@t”}(m,,,g,vj)+(u+logz)Deg& (qs,,,Q,,/)}(r_I)Mm(ﬂ,r_K).

Etudions le second cas i, =/, qui est celui étudié a la premiére étape

Considérons r =2 .

D'apres le corollaire 4.4

log (DiStv,é (Q, = (‘Jsra oy ))) < log( |Ql’j (Q)L )) + Dist, , (Q’ z(%P, ))}

“Tlof max (11, (0],
(% :Q]

n
v

(hd (G‘BV) ~hy (G‘B“Q/’j) +H(QZ}.) 2 (5)j + Cr.l)egg—(‘-ﬁ)

r

r—1
o/ C, =——1 ) osior-1<k<
avec ¢, :d;f f %/ et { ’ > Og( Vv ) st r n

C =0 st r-l=k=n.

Comme S, 2U , d'apres la propriété (iii )

|Ql)/ (Q)L { I_{(Q“) }<eu+/( .

lel | Max(1m,(0)) )

-Us-0' (Mtr,d (3) +k(ﬂ+1og2)m%P]+(k+1)Min(ﬂ»f-K),
e

ce qui donne en grace aux propriétés (b) et (c)

-Us-0™' (Mtw (2]3,)+k(y+1og2)Deg+($")J+(k+1)Min(y,r—x)

n

n B r

< —a""‘([K:Q] (., (‘JSV)+(r—1)(y+log2)mgd—mJ+r.Min(,u,r—K).
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De plus d'apres la propriété (d) , on a

[k :Q]

n

v

tg (‘JEV)+(,u+log2)Degg (‘ﬁy)j+r.Min(,u,T—K)

t,o(B,)+(r—1)(u+log 2)M

n B r

log (Disz‘yqg (Q, Z (‘JSr ))) <-g {

j—/.l+r.Min(/J,T—K)

et en posant

U=0" [Mtr’d (P,)+(r —1)(y+1og2)—Deg9 (¥.)

n r

v

J—r.Min(,LI,T—K),

on obtient , comme dans la premicre étape

2,(9) { (o)) } » | I
— ) - <e Ut et Dist, , Q’Z(G‘Br) H(Q ) <e U'-pr
o a1, (0]) (ex(¥))A(c))

qui entraine
Deg, (G‘B ) Pal®)

[Cm. |Q1,j (Q) v )) + DiStvg (Q,Z (‘Jsr ))JITI (Q[*]) < (—".2 B + lJe—U'+Max(K,T—/1) .

6 Max (1,0, (0], r

La méme étude de fonction que pour (*1*) prouve que

r r

DEgQ(T’r)_
log[l)egd—(%’).z e +1J+c,.—Degd () (1) G1og (n-+1) 228 %)
r

et le méme calcul que celui de (*3*) donne

n

oe(Dit,,(6.2(%.0,)) <=0 (@M ($r,Q1,/)+(y+logz)Dega(s.p,‘,Q,_/)}(r-I)Mm(y,r-K).

qui est la relation souhaitée.

Les quatre propriétés (a) , (b) , (c) et (d) sont donc vérifiées par 1'idéal (%r, Qg )) . Grace

aux propriétés d'additivité des fonctions log(Distva(Q,Z(.))), t . et Deg, etdela

r.d

positivit¢ de t . et Deg; dans les décompositions primaires, il existe alors un idéal

premier homogene P _, derang n+2—r vérifiant les propriétés (b) , (c) et (d) . Ce qui

achéve la récurrence.
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- Considérons lecas r=1.

L'ensemble Z(‘JS]) est formé d'un point isolé¢ x = (xo,xl,...,xn) donc Z(‘JS]) est tel que

Deg,(®)=1 et Dist,(8,x)=Dist,(6,2(®)) -

On prouve alors d'une fagon analogue a celle de la démonstration par récurrence, en prenant
r=1 et log(cﬁ) =0, I'existence d’un indice i, tel que 1<i; </ et d'un polynéme Q,

tel que rang( l.ojj,‘-]Sl):nH.

Dans les deux cas i, </ et i, =/ , on aboutit, par la méme démonstration que celle faite

dans la récurrence, a :

v

qui nous donne une contradiction car

v

(9.0, ) vl fo2(9,0, ) =

Par conséquent notre hypothése est fausse et on a donc

dansle cas 4 : log(disty (Q,Z(S))) > —(U +,u)0

dansle cas B : log(Disty (Q,Z(S))) >-U . 0O
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Remarques

1) Sile polynéme Q, . estde degreé d, (0<d, <9 ) ets'écrit O, ; (1) = z ,ugig .

lal=d,

Soit &k, tel que |¢9k |v = max (HO,. s Hn) . On peut, par changement d’indice, considérer £ =0.

ﬁ,...,ij . on a alors ||Q||ys\/n+l )

Hk Hk
Considérons le polyndme P = X;>.0, ; telque d, +d, =0 .

Posons alors &' = {1,

« Si v est une place infinie

Mv (wd(P))_ & (g) et My (C’-)dl (Qi,j))_ GZ:;I (21)
ou a=(a,.a,...a,) et a =(a,+d,.a,....a,)

Comme [éj . (ZJ , celaentraine M, (a); (P)) <M, (a);l (Q,.’j)) .

« Si v estune place finie

M, (P)=M,(Q,,) = Max

laj=o

)

Hy

- Par conséquent, on a

h(P)<h(0]) o B(P)<h(0)).

v

P(8)|, _|o.,(8)
|9 d°'p - |6 o ;

— —llv

- On a aussi

v

- D’autre part, les polynémes P et (), ; ont les mémes zeros de la forme (l,xo,...,xn) . Par

contre on introduit de nouveaux zéros de la forme (0,x, yeres xn)

11 suffit alors, d’aprés la propriété (i) de la Proposition 3.4, d’imposer la condition

(5, + k)o > log (n+1) 2 log 0],

pour que le polyndmes P n’aient pas de nouveaux zéros dans la boule de centre 8 et de

(Sia+u)o

rayon e pour la distance Dist, .
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Par conséquent, on peut remplacer, dans le théoréme 5.1 , la propriété (i) par la propriété

(i)' d°Q,,<0 pourtout j=1,..n ,

. e 1
a condition toute fois d’imposer (S0 + ,u) o> Elog (n + 1) .

2) Montrons "l'équivalence" de la distance euclidienne dans la carte affine X, #0, et la

distance  Dist, entre un élémentde P,(C,) delaforme x=(x{,x],...,x)) et

>n

2 6 1
g =|1,—,...,—~ | donné sur une boule centrée en & telle que Dist, (5, 74 ) <R< )
6, 6, n+l
1 1 . ..
Comme Dist, ( x,8 ) <——<—— , d’apres la propriété (i) de la Proposition 3.4, on peut

J+1 el

affirmer que x, #0.

Prenons comme représentant de x I’élément x = (l,xl,... X ) et posons

>n

. A 17
§=(x1,...,xn) et Q:[ ,...,?:J )

YRS

Comme on a

%], <[x -4

|6
e

v
on peut en déduire que

1 1

RN e e

D'ou I'on déduit grace a la propriété (ii) de la Proposition 3.4

X

K@)z

< Dist, (x,0) <% -8

2

v v

ce qui nous permet de remplacer dans la propriété (iv) la boule de centre € de P, (Cy)

pour la distance Dist, par une boule euclidienne de la carte affine X, # 0 , a condition

d’imposer (SO + ,u) o> %log (n + 1) , comme on 1’a vu dans la remarque précédente . OJ

Critéres pour l'indépendance algébrique et linéaire  Page 109



Nous allons établir , un corollaire de la forme de celui de E-M Jabbouri de [ J1 ].

Soient O,1,0 et U des réels avec T>0, 0,021 , o'

On suppose que pour tout entier S verifiant :

r U
(O) 0.k+1 <S< 0.k+1 ’

que :
(i) d°Qg, <0 pourtout j=1,..,ng ,

(ii) H(Q;,j)sr pour tout j=1,...,ng ,

_ c+1 .
v g5 pour tout j=1,...,ng ,

_ e+2
de C! de centre @ et de rayon e s

Soit I U K(XO,XI,...,XH) un idéal homogene de dimension k.

Si la condition suivante est réalisee

K_ k+1
) ﬂt,ﬂ(s){logzﬁi&f}pegd(s)s[aﬁfﬂ}.(lj |

n 2

v

alors on a
log(Distv (Q,Z(S))) 2-U .

Démonstration

Posons d'abord /=0 et kK =7 . On obtient alors Min(/,/, r —K) =0.

Indexons les entiers S de facon naturelle en posant S, ={

r

S D
Posons U'I( L_ 1o ,onabien évidemment 1<0<0'<20 .

k+1
g

1

Posons maintenant S’ =S.0""" pour i=0,...,/. Ona alors S, <7+log2 .
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r U
<T et F<F

Corollaire 5.4 (Critére de Jabbouri) Soient K un corps de nombres, v une place
quelconque de ce corps, k un entier appartenant a [O,n] et = (6’0, g,....6, ) ac,™ .

|-

il existe une famille de polynomes homogenes (QS,I,...,QS,HS) de K[XO,X],...,XH] telle

_ +2
(iv) les polynomes Qg . sont sans zéros communs dans la boule B(Q,e st )

Posons t,, (S)Zhg (3)+(T+(k+1) 5.10g(n+1)).Deggl (J) ou d=(0,...,0)ON"".

d }H pour i =1,...,/ et
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De plus, si pour i=1,...,/ onpose Q.. =Q. . ,dapres(iii), ona:
i,j SiJ p

0,,(9)

v < =S

e,
—lly

. S S, : '
D'autre part, pour i =21, 0 :( : ja > (—lja cequidonne S_ o =S80
et par conséquent
S . o=8_0"0=8.0'"
Donc pour i=1, ona B(Q, e_S"“”') 0 B(Q, e S ) , ce qui implique que les polyndmes

O, ; sont sans z¢ros communs dans la boule B(Q, e_S"“”') de P, (Cy) de centre & et de

rayon e **“ pour la distance Dist, .
N . o U . .
De plus S, estle plus grand entier inférieur ou égal 8 —— , ce qui entraine
g

k+1 °
U
S, < {F} =S .

U N .
}.ak ' on obtient alors

k+1
g

k+1
1 I I U' — U 0- U 1
Sl—l <U'= Sl et s - [O.kﬂ }(;j 2 [O.kﬂ }'(2%1 j :

La relation (v ) entraine alors

Posons U' = {

Mt,,d (3)+ (log 2+ 1;‘3_?)Degd (I) < U

n 0_Ik+1 .

v

On peut alors appliquer le Théoréme 5.1 qui nous donne la conclusion

log(Dist, (6. 2(3)))2-U" 2 —lejﬂ }ak*‘ >-y . O

Remarque :
el
0.k+1

. . . 1
On peut améliorer le coefficient de la propriété (v) en remplacant 5 par a =
Eils
g

. . 1
qui est compris entre 5 et 1.0
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2 - Cas linéaire

Ecrivons un corollaire du théoréme 5.1, pour lequel nous nous placerons dans le cas ou
K =Q etlaplace v est archimédienne qui sont les hypothéses du critére établi par Y. V.

Nesterenko dans [ N1 ], critére que déduisons de ce corollaire.

Dans ce cas, pour simplifier les notations nous omettrons les indices v .

Corollaire 5.5
Soient k un entier appartenant a [O,n] et 8= (490,6] yeues Hn) ac,”™ .
Soient T,U,E et U desréelsavec U217 ,12£20 et Er+log2<U .

On suppose qu'il existe:
- une suite strictement croissante de réels (S p ) osic) SQtisfaisant :

(0) 0<S,<er+log2 et S, <USS,

-pour 1<i<|[ , une famille de formes linéaires (LM,... L ) de Z[XO,XI,...,XH]

> i,

telle que :

(i) H(Li,j)ST pour j=1,...,n, ,

(iii) les polynomes L, ; pour j=l,...,n; sontsans zéros dans la boule

B (Q, e (St )) de P, (C) de centre @ et de rayon e (Srt) pour la distance Dist .

Soit { [J Q[XO,X],...,XH] un idéal homogene de dimension k de degré 1 . Si la

condition suivante est réalisée
(iv) h(8)+(k+1) log(n+1)+k.(u+log2)sU—-(k+1).eT |
alors on a

log(Dist (Q,Z(Q))) > —(U +,u) )
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Démonstration

On remarque d'abord que si les formes linéaires L. . sont a coefficients entiers
i,j >

h(z,)=h(z,,)=10g(m, (z,,))

donc on peut prendre « = &£.7 et par conséquent la condition 7 < g implique :
Min(pu,T1-K)=T-€T .

Posons maintenant o =1.

Comme Deg, (2) =k+1 et t, (2) =h, (2) +(k +1) r+(k +1)2 log(n +1) , la propriété (v')

du Théoréme 5.1 est
h(L)+(k+1) log(n+1)+k.(u+log2)<U-(k+1)er.
On peut alors appliquer le cas A du Théoréme 5.1 , mais comme dans le cas linéaire on a

Min (Disty (Q,ﬁ)) = Dist, (Q,Z(g))

éDZ(Q)
cela nous donne

log(Distv (Q,Z(Q))) > —(U +,u) .4
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Nous allons établir maintenant le critére de Y. V. Nesterenko démontré dans [ N1] , mais pour
cela nous avons besoin de comparer le volume et la hauteur d'un sous-espace vectoriel
rationnel de C"*' .

On ConSidére un sous-espace Vectoriel rationnel 2 de Cn+1 de dimenSion k +1 ensemble
5
deS Zél‘OS communs aux n k fOrmeS linéaires .

Lj(§)=;ai,j.)(i pour j=L...,n+l-k avec q , UZ.
On rappelle que

1 n
V(2)=(det”<gk|gl>”)2 ou <gk|gl>=2ak,j.a,,j avec g‘/:(ao,j,...,an’j).

J=0

Comme on considere la place archimédienne v de Q, si 1’on appelle f une forme

¢liminante de la variété linéaire projective de P, (C) déduite de €, ona

Ilest a noter que ce résultat peut étre retrouvé en utilisant les résultats exposés par
J.B. Bost, H. Gillet et C. Soul¢ dans [ BGS1 ] .
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Corollaire 5.6 ( Critére de Nesterenko)
Soient k un entier appartenant a [O,n] et 8= (490,6] yeens Hn) oc,” .
Soient O,N,,c,,c,,T,,T, des nombres positifs avec 0<T,—T,<0 .
Soit T (t) une fonction croissante pour t 2 N, telle que :
—o(t+1)

lim o(¢) =+ et lim =0

On suppose que pour tout entier naturel N > N, , il existe une forme linéaire L, de
Z[XO,X],...,Xn] telle que :

(i) ]ease™

i L(8)_ . -
(ii ) c,e M < | X <c,e W)
1 lg

’

Soit &1 Q[XO,XI,...,XH] un idéal homogene de dimension k de degré 1 alors si k

7, +1
est tel que 0<k+1< -

, il existe un réel K tel que

1+7;

Dist(8,2(%)) >K.(V (€)) mn-ti=a) .

De plus si & est de hauteur suffisamment grande on a :

1+7;

i k+1 . © |0+ (k+1)(1+0) L
K= C. w (—1] .exp(—z —] .
(n +1) c, 2 24T j=1J

Démonstration

r1+1< 7, +1
1+ 1+r1,-71,

D'une part, comme 0 <k +1< ,il existe £€>0 tel que:

(n+)(1+e) 7+l

k+1
* <(r,+1)(1+£)—r2+£ 1+7, -7,

ce qui entraine
0<r,—e(k+1)-k((r, +1)(1+€)-1,) .

D'autre part les propriétés de U(N ) , nous permettent de dire qu'il existe un entier N, , avec
N, >N, tel que

pour tout N = N, , on ait (T(N)<(1+£)J(N—1) .
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Soit N, >N, , tel que
1,0(N,)<e0(N,)+log2+log(c,) et 1,0(N,)<r0(N,).

On suppose que la hauteur de & est suffisamment grande, plus précisément que :
(z,—e(k+1)-k((r, +1)(1+€)-1,)) o (NV,) <h (&) +(k+1)" log(n+1) +k.(log2+log[c—zJ] +log(c, ).
C1

( On peut aussi supposer que la hauteur de € est quelconque mais choisir ¢, suffisamment
grand afin que I’inégalité soit réalisée.)

Comme U(N ) est croissante et de limite infinie et que
I, —é‘(k + 1) —k((r1 + 1) (1 + 6) - Tz) >0, il existe N, telque N, soit le plus petit

entier supérieur a N, vérifiant :

h(€)+(k+1) 1og(n+1) +k.(log2+log(i—zjj+log(cz) <(r,-e(k+1)-k((zr, +1)(1+&)-17,))o(N,)
< (rz —E.(k+1))0’(N‘M) —k((r1 +1)(1 +£) - TZ)O'(N‘M —l).

1

Posons
u=((r+1)(1+€) 1) o (V.. -1)+10g(%]
71=0(Ny.)

U=1,0(N,,.)-log(c,)
S, =1,0(N, +i)~log(c,) ot N,+I=N,
L,=Ly. .

Vérifions que 1'on a alors les conditions du corollaire 5.5 , pour 0<i</ .

« La définition de S, entraine :
S, = TZJ(NZ) —log(cz) et S, = TZJ(NMM) —log(cz),

on obtient donc immédiatement d'apres la définition de N, etde N,

S,ser+log2 et S, <S,=U .

N)

«  Comme ||LN|| < ¢l et que H(LN) <log (”LN ||) , on obtient :

Max) :T:LN2+1‘ .

h(L,)<log(|Ly,.[)<o(N
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_ . . c
Comme ¢, "™ < c,e™™ | cela entraine log (—2] >(r,-1,)0(Ny) -
cl

Donc
,UE((Tl +1)(1+5)_Tz)J(NMax ~1)+(7,-1,)0(Npsat) -

mais
0(Ny)s(1+€)o(N,, -1)

et par conséquent

e ((rﬂ) - )a(zvm>+(r2—n)a(m)

1+¢&
1+r j (N,
20- Max
=T
L8
« Comme | ( )|_cze 2™ ona

|L’?1 (Q)| — |LN2H (Q)| < ~1,0(N; +i)+log(c,) < S
el el

L. (6)

Les conditions (i ) et (ii) entrainent cle_(]”‘)”(N ) <

or

p=((r,+1)(1+&)-1,) o (N, 1) +log£6—2j :
G
et par conséquent
p=((r,+1)(1+€)-1,)o(N, +i—1)+10g(c—2] :
cl

Mais
o(N,+i)<(1+&)o(N, +i-1)
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qui donne

u>(r,+1)o (N, +i)-1,0(N, +i_1)+log(z_?]
> (1, +1)a (N, +i)-log(c,) +S,.,
qui permet de conclure que
e 10 5, g5

et par conséquent la forme linéaire L, n'a pas de zéros dans la boule B ( g, ¢ (St )) .

Enfin l'inégalité

h(€)+(k+1) log(n+1) +k.(log2 +10g{c—2jj +log(c,) < (1, —&.(k+1))a(N,,.)

—k((r,+1)(1+¢€)-1,)o(N,,. 1)

entraine
h(2)+(k+1)"log(n+1)+k.(log2+ ) < (1, —£.(k +1)) o(N,,. ) - log(c,)
c'est-a-dire
h(€)+(k+1)"log(n+1)+k.(log2+u)<U-(k+1).e1 .

On peut alors appliquer le corollaire 5.5 , avec n, =1 , ce qui donne

log(Dist (Q,Z(Q))) > —(U +,u)
soit

&

log(Dist(Q,Z(E))) = —((Z’1 +1)(1+5)_T2)U(me —1)—log( j—TZO'(NMM)Hog(cz)

G
et par conséquent
log(Dist(Q,Z(E))) > —((1 +1,+£(1+1,+1,)) 0 (N, 1) —log(cl)) :

Comme

h(2)+(k+l)2 10g(n+1)+k.(10g2+10g(z—zjj+log(cz) > (T2 —‘E(k+1)—k((1'1 +1)(1+£)—T2))J(Nm —1) ,

1
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ona

1

(Tz —e(k+1)-k((7, +1)(1+g)_7.2)) (h(8)+K,)>0 (N, -1)

avee

K, = (k +1)2 log(n +1) +k.(log2 +log(C—ZD +log (cz)

¢

ce qui entraine

K, < log£((n +1) ) GN .

1

Donc on obtient

1+7, +€(1+7,+7,)
1, —&(k+1)=k((r, +1)(1+€) -1,

10g(Dist(Q,Z(2)))>—[( ))(h(2)+Kl)—log(cl) :

D'autre part

1+7 +e(1+7,+7)) ~ 1+7 +e(1+7,+1,) N 1+7,

r,-e(k+1)-k((z, +1)(1+€)-1,) - r+1-(k+1)(1+7, -1,)-e(k+1+k(1+7)) 7, +1-(k+1)(1+7,-1,)

or

1+7, S 1+7,
r,+1-(k+1)(1+9) r,+1-(k+1)(1+7,-7,)"’

ce qui implique que 1'on peut choisir £ tel que

1+7, S 1+z’1+£(1+r1+r2)
1, +1-(k+1)(1+0) 1, —e(k+1)=k((r, +1)(1+€)-1,)

et qui entraine

log(Dist (8.2(2))) 2 _[rl +1—(1k++ri)(1 3 h(e)+ sz
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avee

1+7
K, < 1 K, -1
Z{rlﬂ—(kﬂ)(w) | °g(“)J

Enfin, comme on a

ﬁ(z):V(ﬁ)'eXpGg,i l]

i=1 J
cela entraine grace au fait que H (2) <H (2) ,

1+7,

Dist(8,2(2))>K.(v(€)) w-Giea

avee

1+7,

1 k+1 k \r+1-(k+1)(1+0) L ki

C
K=>c,. ‘ : — —1. 0
5 [(n+1)(k+l)cj [Max(z, Qll)} o EzzJ

Remarque :

T n—1
En particulier, si 7, >

(1+7,) alors 6,.,6,...,6, sont linéairement indépendants sur Q.
n

I+71 . .
En effet, dans ce cas n < 1—1 et si l'on appelle » le nombre maximum de nombres
+7, —T
1 2
linéairement indépendants sur Q parmi 8,,8,...,8, , il existe n+1-r formes linéaires

n

L, (X) a coefficients rationnels telles que L, (Q) =0 pour j=L...n+1-r.

Si & est la variété lin€aire projective de dimension »—1 définie par les équations

pour tout

. 1+
L, (X) =0, alors 808 et d'apres le corollaire 5.6 on obtient r = 1+T5

. . I+7 ;
0>1,-T,,cequientralne »r=——— etparconséquent r=n+l .
1+7, -1,
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3 - Indépendance linéaire et algébrique

Le corollaire 5.7 , corollaire du théoréme 5.2 , sera traité sur un corps de nombres K .

Corollaire 5.7
Soient K un corps de nombres, v une place quelconque de ce corps, k un entier

appartenant a [O,n] et 8= (490,61,...,49”) oc,” .
Soient T, et U desréels avec 1,420 et T+log2<U .
On suppose qu'il existe:

- une suite strictement croissante de réels (S p ) osic) SQtisfaisant :
(0) 0<S,<r+log2 et S, <U<S,
-pour 1<i<1[ , une famille de formes linéaires (Li,l""’Li,n-) de K[XO,XI,...,Xn]

telle que :

(i) H(Li,j)ST pour j=1,...,n, ,

(ii) pour j=1,....n ,

L,(6), _ s
lel, -, (z,,)

i,J

(iii) les polynomes L, ; pour j=l,...,n; sontsans zéros dans la boule

B(Q, PARENY )) de P, (C) de centre @ et de rayon ¢ (5m7) pour la distance Dist, .

Soit I U K[XO,XI,...,XH] un idéal homogene de dimension k de degré D . Sila

condition suivante est realisée

(iv) M(h(3)+((k+1)log(n+1)+r)(k+1)D)+k.D.(u+log2) <U ,
nv
alors on a
log(Dist, (8.2(3))) 2 —(U +u) .
Démonstration

Prenons O =1 et o =1 .L’application du théoréme 5.2, nous donne immédiatement le
résultat. O
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Corollaire 5.8 .

appartenant a [0,n] et 8=(6,.6,....6,)0C,"" .
. y [K
Soient O,N,,c,,c,,T,,T, des nombres positifs avec 0<T,-T,<0 et T,>
Soit J(t) une fonction croissante pour t 2 N, telle que :

—ofi+)_

fim o (1) = woo et lim = oyt =

K[XO,XI,...,XH] telle que :

(i) h(L,)<e™

Soit I [ K[XO,XI,...,XH] un idéal homogene de dimension k de degré D

k est tel que 0<(k+1)D<[KQZ]-—10_ , il existe un reel K >0 tel que
=y

n,

n,

Dist (Q,Z(S)) > K.(H (3))_5—M(k+1)0—k.0.5 .

n

v

Deémonstration

Z-] Z-]
[&:Q] +0 [&:Q] +1 -1,
ﬂy ﬂy

D'une part, comme 0 < (k + 1) D<

7, (1+¢) g T,
olvr (1+e)-r, E4r -7,

v ny

(k+1)D<

ce qui entraine
r,+D(r,(1+¢€)-1,)
<9l 4 7. (1+£) -1,

ny

(k+1)D<

et

r, -5 (k+1)D-k.D(r,(1+€)-1,) >0 .

n,

D'autre part les propriétés de (T(N ) , nous permettent de dire qu'il existe un entier
N, >N, tel que

pour tout N =N, , on ait U(N)<(1+£)U(N—l) .
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Soient K un corps de nombres, v une place quelconque de ce corps, k un entier

:Q].

n

v

On suppose que pour tout entier naturel N > N, , il existe une forme linéaire L, de

alors si

, 1l existe £€>0 tel que:

N.

, ,avec
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Soit N, >N, , tel que
,0(N,)<so(N,)+log2+log(c,) et r1,0(N,)<r,0(N,).

On suppose que la hauteur de 3 est suffisamment grande, plus précisément que :

(r2 -9 (k+1) D-k.D (7, (1+¢) —rz))a(N3) < @[h(s) +(k+1)°.D.log(n +1)]

+ k.D.(log 2+log (c—zn +log (cz) .

cl
( On peut aussi supposer que la hauteur de  est quelconque mais choisir ¢, suffisamment
grand afin que 1’inégalité soit réalisée.)

Comme U(N ) est croissante et de limite infinie et que

I,

_[x«q]

n

(k+1)D-k.D(r,(1+€)-1,)>0,

il existe N, telque N,, ~soitle plus petit entier supérieur a N, vérifiant :

ax

el (1 (3) +(k +1)° D.log(n+1)) +k.D.(10g2 +10g{c—2Jj +log(e,) = (r, -9 (k +1) D)o (N,,, )

P c )
-k.D(r,(1+&)-1,)o(N,, -1).

Posons

u=(r, (1+£)_T2)0(NMM_1)+10g[C—2]

G

71=0(Ny..)
U= T2J(NMax) —log(cz)

S, :rza(Nz+i)—10g(cz) et N,+I=N,,.

L. =L

il — N, +ioc

On montre comme dans le corollaire 5.5 , que les conditions du corollaire 5.7 sont vérifiées
pour 0<i</ ,c’est-a-dire :

S, <1+log2 et S, <S8, =U .

h(L,)<o(Ny,)=T .

|Li,1 (Q)L/ = |LN2 *i (Q) r _< _TZU(NZH)Hog(CZ) = e_Si
ERAREEAE o

Critéres pour l'indépendance algébrique et linéaire  Page 123



La forme lin€aire L,, n'a pas de zéro dans la boule B (Q, e SmrH )) )

Enfin que

M(h(s)+((k+1)1og(n+1)+r)(k+1)D)+k.D.(1og2+y)SU .

n

v

On peut alors appliquer le corollaire 5.7, avec n, =1 , ce qui donne
log(Dist (8, 2(3))) 2 -(U + )
soit
log(Dist (8.2(3))) 2 =((r, +£(z, +1,)) o (N, =1) ~log(c,)) -
On montre alors que

log Dise (£.2(3))) > {(rz —

[K;Q] h(3J)+ K1) +log(c,).

n

1, +e(1,+1,) J(

(k+1)D=kD(r,(1+£)-1,))

avee

[£:Q] . (k+1)D k.D
K1 < log([(n+]) " (k+1) czj Eij
¢

et qu’il existe £>0 tel que

T, > T1+£(T1+T2)
Yk +1)D-kD5 1,-YEd(k+1)D-kD(r, (1+6)-1,)

n, y

ce qui entraine

[K:Q] '

log (Dist (6.2 (o))) > -{ 7, —[d] (kv+ 1)D- k.D.Jh

T,

(3)+Kz]

ny,

avee

T
K, < ! K, -1 . O
2<[rz—[’“Q](k+1)D—k.D.5 ‘ Og(c‘)}

n,
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Remarque

Placons nous dans le cas ou K =Q et v laplace archimédienne , si I'on considére que les
hypotheses du corollaire 5.8 sont satistaites au niveau des formes linéaires de
Z[ Xy X, X,

N . n—1 o,
Dans le cas particulier ou 7, > r,+1 alors 4,,6,...,68, sontlinéairement
n
indépendants sur Q .
T . .
En effet, dans cecas,ona n< " ' et si 'on appelle 7 le nombre maximum de
+7, —T
1 2

nombres linéairement indépendants sur Q parmi 6,,8,...,6, , il existe n+1—r formes

lin¢aires L, (X) a coefficients rationnels telles que L, (Q) =0 pour j=L...,n+l-r.

Si & est la variété lin€aire projective de dimension »—1 définie par les équations

L, (X) =0, alors 808 et d'apres le corollaire 5.8 on obtient r = _4h , ce qui

1+71, -1,

entraine r =n+1 .

Soit 3 [ Q[X 05 Xpseen X n] un idéal homogene, de dimension k et de degré D vérifiant
(k + 1) D<n,

comme n<— , il existe 0>T1, — T, tel que (k+1)D<L
1+7, -1, 1+0
et d'aprés le corollaire 5.8 ,on obtient
lral,
Dist (Q,Z(%)) > K.(H(3))_5_[5%’](;1)1)_,(0,5 avec K >0

ce qui entraine la non appartenance de 8 a Z(ﬁ) . Ce résultat n'a rien d'étonnant, car
d'aprés un résultat de M. Chardin dans [ C1 ] chapitre I, les variétés Z(S) vérifiant

(k + 1) D <n sont contenues dans un hyperplan . [
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4 - Autre corollaire

Voici une autre forme de corollaire du premier critére qui m’a été fournie par P. Philippon.
On se placera dans le corps Q.

Corollaire 5.9 Soit k un entier appartenant a [O,n] et 9=(4,....6,)0C," .
Soient 0,0,T et U des réels tels que 0,021 et U>T2 3.(k+1).5.log(n +1) )

On suppose que pour tout réel S vérifiant T<S<U , il existe un polynome Qg de
Z[Xl,...,Xn] tel que :

. d°0,<0 .
+ fei]se

e IS < |QS (Q)|

d°Qg

(1+1ef) =

<e’ |

Alors pour tout idéal U Q[Xl, s Xn] de dimension k, de degré D et de hauteur H

satisfaisant
U
2.0" (8.H+1.(k+1)D) < e
ona
log(Distv (Q,Z(S))) >2-U .
Démonstration

Posons §, =1 , Hk:Max(Hl,Hl,...,Q,) et &= i,ﬂ,...l,...,i )
Hk Hk Hk

Considérons les polyndomes "Q, de Z[XO,XI,...,XH] , polyndmes homogénéisés de O, ,
de degré O, définis par :

X X

h - d°Q 0-d°Q. 1 n
=X7% x5 o | 2L .
Os =4, k QS{XO Xoj
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Nous allons établir dans ces conditions un résultat préliminaire, qui est le suivant :

Considérons un polynome homogene Q DK[XO,X],...,Xn] , tel que Q(X) = z ag.Xg )

laj=6

. A . r L 0 6] Hn
Si ce polynéme a au moins un zéro dans la boule de centre @ =| —,—,...1,...,—~ | et de

Hk Hk Hk

rayon

R<

pour la distance euclidienne de la carte affine X, #0 alors

1
Vn+l

2

) ey
< R2°7A/In+1.0. —= .
e’ 20

2
v

Supposons que le polynéme O est un zéro 77 = (170,17, yer .,/7n) dans la boule de centre &

etderayon R . Lacondition R <

entraine que 77, #0 .

1
Vn+l

T ..1,...,&J et posons :

n.n’ n,

e(iij o f,(ﬂ_”_j
6, 6, - Uk i

D’apres le théoréme des accroissements finis il existe un €lément ¢ = (Z YTV N4 n) de

Prenons comme représentant de 77 I’élément 77 :(

la boule tel que

Q(Q’)—Q(’Z):Zn:(%‘ijj—ﬁ(é) -

i=0 k
itk

Ce qui entraine grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz

2

49
o-,—Xi(i)y

2 Zn:
Y =0
ik

o(e)] < ]e-1

Mais on montre facilement que

2 2

< 52. |agv
,, 2 ()

2(d-1)

4

20
d_Xl.(é)

v
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et par conséquent

oo) _[le-1, (
le” 1 lel,

v

2

{

le

I~y

Il

>

— &
IR

v

2(5-1)
} & (n+1).Y

Ce qui donne

2

s
@

la

6’ 2
|Q('_225” <R’. 1 >
le], lel,

<R227 (n+1).6% 10}
laj=0 \a

aly

)

2(o-1)
z ] .52.(11 + 1).

v

R

lal=0 (

et termine la démonstration du résultat préliminaire.

Revenons a la démonstration du corollaire.

L=

La condition 7 = 3.5(k + l)log(n + 1) entraine 7 > (5—1)10g2 +%log(n + 1) +logod

2
v

la

. a ..

et comme on a aussi z —=-<e' , delacondition e
laj=5 (z)

2
e A P CA
lal=o (g) ”Q'j

-0S+21 < |QS (Q)|

— on déduit
g

(1+]ef) *

qui nous permet d’affirmer d’aprés la remarque préliminaire, que le polyndme "Q, n’a pas

n

2
La condition z @ <e’ entraine H( hQ;) <T.
lal=6 (2)

Considérons la suite

de zéro dans la boule de centre (1, 6,...,6 ) et de rayon e % .

%log(n+1)<S0 <r+log2

S, =8 +tHU
S, =U

logd

ou u>0,vérifie y+log2+
H M+ log 2
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Alors pour tout 1<i</, les polyndmes hQSI_ vérifient :
o d° (hQS, ) =0 ,
. H( hQ;) <r

|hQSf (Q)| <e S

se
Fi )
'
e

le polynome hQSI_ n’a pas de zéro dans la boules de centre (1, 6,...,6 ) et de

n

-o(S._
rayon e 74

Comme de plus, pour d=(d,...,d) ON*"!

t, (3)+(,u+log2+ lgi_?-jDegd (3)< 0 .(8.H +(r+(k +1) 8.log(n+1)+20.log (n +1)) (k +1).D)

<0 .(0.H +(r+3(k+1)d.log(n+1))(k +1).D)
<2.0".(8.H +1(k+1).D)
la propriété

U
O_kH

20" (8.H+1.(k+1)D) <

entraine

~ logd - U
t g (is)+(,u+10g2+ ;ik jDegd(&s) S— -

On peut alors appliquer le cas B du théoréme 5.1, dans lequel « =0 , et ’on obtient :
log(Disty (Q,Z(S))) >-U .0

Nota bene
On obtient le méme résultat, si I’on remplace la condition

e IS < |QS (Q)|

d°Qs

(1+]ef) =

-0S+1 < |QS (Q)|

d°0s

(1+1eF) > v, (c})

<e®

par e <e™ etque I’on applique le cas B du théoréme 5.2 . O
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5 - Calculs annexes

a) Démonstration de (¥1%) :

+e ?

D Degé(’#,)il Deg, (%,) . D
IOgEM'z - v +C’_,M < Jlog(n +1)Degii (6’3,) < (k +1).510g(n +1)

r r

sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeosk sk skoskosk sk

On se place dans lecas ou k+1=7r2>2 , cela entraine que n =1 .

On a
Degd (mr )

r

=9"'D ou D=deg(P,)
et
Crsé(r—l)log(y]v,) sir<n+l

C =0 sir=n+l

(n +1)25} |

avec log(yN,) < log(N' +1) +y< log( 5

Posons

-1

o
log[d"_lD.2le_l+e 2 1ga}+(r—1)(é’log(n+l)—%logb'].b"_lD si r<n+1

-1 > p-1 r@logé
log| 0" D.2 te ? si r=n+l

Déterminons a tel que: A< a.0" log(n+1)D .

Cela revient a chercher a tel que :

-s1 r<n+l
. =1y rﬂlogd— 1
105{5' D27 P e 2 ]—E(r—l)(logJ).J’_le(a'—r+1).5’ log(n+1)D .

-si r=n+1

71

log{é"'_lD.TrlD_1 +e 2 Ogd] <a.0 log(n+1)D .

Deg, (%)

7
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* Si D=1 et 0=1,

. =1y _ rﬂlogd 1
log(é’ 'D2% P4 2 ]‘E(F—l)(IOgJ)-Jr_lD:10g2

<log(n+1).D.0

ce qui entralne a =r .
e Si D22 et O0=1,
-si n=1 alors r=n+l1 et C =0,

-1

07D,
log[ar—lD.zy—lD—l +e’ P 1 gd} - log (D.2D_1 +1)

10g(x.2)‘"1 + 1)

X

mais I’étude de la fonction 4 définie par & (x) = montre que celle-ci

admet un maximum voisin de 0,879 , ce qui entraine

oD

log Ldf‘luzf’""‘“ + erzl"g‘;} <0,879.D

< r.log(n +1)D

ce qui entraine encore a =r .
-sin=2,
= 5 D1 r@logé 1 I
log| 0" D.2 te 2 _E(V_l) (logJ).é_f_Dslog(DQD_] +1)

d’aprés 1’étude de la fonction 4 on obtient

oD
1og£5"1D.20""‘D-1 + erz“’g‘f} —%(r ~1)(logd).0'"'D<0,879.D

< log(n +1).D

par conséquent, nous avons encore une fois a =r .
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« Si D=2 et 022 ,posons X =D.J" , alors

- rLlogJ rélo o
log O0'D2% P +e 2 log[X_2X_l+e 2% J
1 1
—-—(r—1)logo = —-—(r—1)logo
5D 25\ loe oX AR
log(X.2" " +1 -
Srlogé__'_ g( )_r llogé_
20 oX 20
log( X.2*" +1
< 10g5+ og( )
20 oX
ce qui d’apres I’étude de la fonction 2 donne
Na?)
log{b’”DQdﬂD“ + elzlog(j}
‘ _L(r_l)loga_slog5+0,879
o'D 20 20 1)
<0,624
< log(n + 1)

c’est-a-dire

oD
log (5"'11).2""“0‘1 . e’z“’g"] —%(r ~1)(log d-10g0,9) ' D <log(n+1)d".D

ce qui donne encore a =r .

Dans tous les cas, on a donc

-1
b logd

gD
log{é_’_]DQ‘le_1 te 2 J+Cr.0'HD <rlog(n+1)D.0" . O
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b ) Démonstration de (¥2%) :

— D 3 D 3
ot @ @) (w0, ) om0 E T e (3.0, )k ssto 0 T D
¢ : S Ik e k+1
sk sk s ske sk sk sk ke sk sk s skeoskeskeske sk sk
Posons
~ ~ -~ — * Deg 3
A= _aktT*Q (‘S) +hg (‘S) _hQ (\S, Q"o’f) +h (Q’ol)[k+(1) _IJ
Alors on a
. Deg, (3)
As-(a" 1)1, (3)-(r+(k +1)Slog(n+1)).Deg, (3) -1, (3.0, ) +7 —
- - - ! +
: Deg, (3)
s-lo -1)t (3.0 . )-(r+(k+1)J] +1)).Deg, (J)—h, (3.0 |+ - -1
(J )T’g(\s Qw) (T ( ) og(n )) egi(o) 7(\5 Qw) T( P ]
k Deg, (3)
<-0't, (3.0, ))+.,(3.0,) -1, (3.0, )-(r+(k+1)Slog (n+1)).Deg, (I) +7 et
k Deg, (3)
S—O’trva(3,QJ,)+(Z’+(k+1)510g(n+1))Dega(Ts‘,Q‘,/)-(T+(k+1)(510g(n+1)).Degd(3)+T P
- ! - o - +
D xR
S—Jktra(S,Q[I,)+(T+(k+1)510g(n+1))Degd(i‘s‘)( k -1)” (),
- B k+1 k+1
k 1 Deg, (3)
<=0t 13,0 J-—(r+(k+1)31 +1)) Deg, () + - -
g Tvg(\s Qw) k+l(r ( ) og(n )) egi(\s) T ) T
Deg (3)
k ~ d -
<-0 tr,é(d’Q’b»/)-(k-'-l)dlog(n+1)T T
sk sk s ske sk sk sk ke s sk sk skeoskeoskeske sk sk
On démontre de fagon identique
=\ Peg, (¥ Deg, (¥,
o t,,d(%,.)Jrhd(‘Js,.)‘ha(“E»Q,-,,,j)+h(Qi,,,j)[¥'ljS_a tna(‘,B,_,in)-(k+1)5log(n+1)#—r

d’ou I’on déduit

-0t (® )+hg () ~h, (%,’Q,_, ) +E(Q;/ )—Degg (%) <-0''t, (‘-B, .0, ) “(k+1)Slog(n+1) Des, (%) -7 +E(Q:J)

r r

sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeoske sk skoskosk sk
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¢) Démonstration de (*3%) :
g Dist,(.2(3.0,,))) <-o* (@m (3.0,)+(u+l0g2) Deg, (3. QZ,,.)J ek Min(p7-K).

sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeoske sk skoskosk sk

Ona

ou{ o, (02(3.0,)) <t sutr Dt - o 2 o)

+[K:Q](h :

nV

~ ~ — o[ Degy (3
d(“)'ha(“’Qu)*h(Qz,j)( ki(l )_lﬂ'
Comme d'autre part

-U<-d* ([K:Q] tra (3)+k(ﬂ+10g2)l)ekg++(ls)J+(k+1)Mz‘n(,U,T—K)
n, -

et (k+ 1).Degé (3, Q;,j) =k.Deg, (3) ,
et que d'apres (*2%)

_a"ftrqé (3) +h, (8) _hé (3’ Q/J) +H(Q/’i/‘)(Deg+(8) _1] = _Uktr,é (3, Q/,j) _(k + 1) Jlog(n +1) Des (8)

=-T.
k+1 k+1
On obtient alors
IOg(Dmvé (Q’Z(G’Q’f))) <(k1).g0e (n+1) Dej (13) o ([K o t, (3) +k(p+10g2) Dej (13))+k.Min(/1,T —Kk)+T
: : De, 3
+([K : Q] —I)F(Q‘/)Jr[K : Q] (hd (3)_}1é (S,Ql)+F(Q;/)( j (1 ) —1)j
T S e L G S
k+1 k+1
. _ De. (3) . _
e CCRTCRACER R ch et NI S P
) 51080 o) 25D o) 2 G-

k+1

+[K:Q] (—a‘tlth ~(k+1)510g(n+1) Degﬂ(a) —r,)+[K:Q] r

n k+1

n

D -~
t;(3.0,)+k(u+log 2)%@} +k.Min (4,7 - k)

t.:(3.0,) +k(u+10g2)%}+k.Min(,u,r—K) :
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d) Démonstration de (*4%) :

Deg:(‘JSr) (—J’ ([Kn Q] t,,(B,)+(4+log2) Deg, (B, )j +r.Min(u, T —K)j + 1og(cm) <-o(k+pu+log2).

v

sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeosk sk skoskosk sk

Posons

- Deg, n

4= r(%)(_ar([K;Q]t,,d(as,)+(y+logz)z>egd(smj+r.Mm(u,r—K)}+log(cw,z)

On a alors

r

e (ol () s in2) s, () ).

< —U.V(T+(k+1)510g(n+1)+,u+log2)+U.r.Min(,U,Z’—K)+10g(cy’2)

Si r=1 et Deg, (213]):1 alors log(cv,z)zo . Dans ce cas

A<-0(r+pu+log2)+oMin(u,r-k)-o(k+1)dlog(n+1)
< —J(Z’+,u+log2—Min(,u,T—K)).

Si usr-«,

A<-0(7+ p+log2- )
SJ(—T—log2)
<o(-k-pu-log2)
<-o(k+pu+log2).

Si uz2r-«,

A<-0(T+p+log2+K~T)

<-o(k+pu+log2).
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Si r=2 alors log (Cw,z) < (r —%) log (yN) et cette fois

log(yN)

log ((N +1) e")

[281og(n+1)+y~log(20)]
donc
A< -0+ (k+1)Slog (n+1) + +log2) + or-Min(1,T ~K) + r—%)[2510g(n+1)+ y-log(20)]
<-or(k+pu+log2)-or.(k+1)dlog(n+1) +(r —%j[zdlog(n +1)+y~log(29) ]
<-0(k+p+log2)=(r—1)log2~r.(k+1)dlog(n+1) +(r —%)[2510g(n +1)+y~log(29) ].
Posons
B=—(r—1)10g2—r.(k+1)510g(n+1)+(r—%j[2510g(n+1)+y—log(2 )]
comme 722, 0na k+122 etalors
B<—(r-1)log2-2r.dlog(n+1) +(r —%)[2510{;(;1 +1)+y]
< —(r—1)10g2—510g(n+1)+(r—%jy

< —(r—l)log2—log2+(r—%jy
< —r(log2—y)
<0

et par conséquent

A<-0(k+pu+log2) .
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e) Démonstration de (*5%) :

[xq],

g (Dis (Q,z(i]sr,Qw)))<—a"'( L(2.0.)+ (u+10g2) Deg, (qg,_,Qw)}(r_I)Mm(ﬂ,r_K).

sk sk s ok s e s sk sk sk sk sk skosk ok

Ona

Deg, (ng)

r

hy (¥,)-h; (%,Qfo,j)%(Q;;J)Degd—m)

- r

o (DiSt”@ (Q’ = (%r O ))) ) élog (D ist, , (6,2 (%, ))) + log(l + e”_log(M”x(]’M”(Q;vf)))]
N [K : Q] (

n

v

Posons

r

+[K:Q] (hd (¥,)-h, (%r,Q,-O,(/.)‘FE(Qi:,j)l)egd—(?’%)J.

n, r

A= %log (Dist,,,g (Q, z(%P, ))) +log (l + ey_log(Max(LMv(Q%'j))) ]—Degd (¥)

Nous remarquons que :
r.Dega (‘ﬁr, Qio,j) = (r - 1) Deg, (‘JS,)

d'apres la propriété (d)

%log (Dist, , (8.2(®,))) <=0 (Mt,,d (B,)+(+1og2) Deg, (B, )J +§Mz‘n (u,7-k)

n’I/

d'apres le Lemme 5.3 et la propriété (ii )

o (8 ), (8 ), (9.0 )+ T (o ) 2R

De
< _Uﬂt,,g (%,.,Q,N,)—(k +1)c)'log(n + 1) £, (%)

r r

—r+f(Q:_,).
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Toutes ces remarques nous permettent alors d'écrire

A<-g {[Kn—:Q]tm (B,)+(u+log2) Deg, (2]3)] +gMin (u,7-k)
mg(l p elielen »)]Degd_(*w

M(h (¥.)-h, (%Qio,j)%(@?f)mgd—m}

n, r

o om0, (.0, (@) 5 bt -

| +10g(1+eﬂ oe{asa{ 101, )))] Deg, (¥.)

r

-o (,u +log 2)Deg£l (2]3,)

: [—o—r"tr,a(%,gw) (k+1)510g(n+1)ng—m

+log( p- log chlM )))] Deg, (‘JS )

r

T+H(QIZJ)] +r.Min (U, T~ K)

-o (,u +log 2)Deg£l (2]3,)

—t,,é(qst,-o,,)*( 1).Min(p,7 = K)+Min(pu,7 -K) -1+ h(Q;,j)
+10g( w1 )))jl)egd—m

r

o' (1+1log2) Deg, (B,).

Montrons alors que

r

Min(,u,T—K)—r+H(Ql* ,)+10g(1+eﬂ og{ (1.1, (0}, )))]Degd (B, )S('u+10g2)Degd ($r)

- Soit Min(,u,r—K)—T+h(Ql ]) 0 etalors

Min(,u,r—/()—r+H(Qi’:’j)+10g(l+eu tog( Max(1.1, (0, )))]Degd (B.) < (u+10g2) Deg, (B,) |

r

- Soit Min(,u,r—/()—r+h(Ql.:,j)20 et alors

Min(p,7-K) =T +H(Q;,/) +log[1 +e {11 (0, )))j—Degd (%)

r

r

< {Min (,u, r— K) -T +H(Q; ’j) + IOg[l N ell—log(Max(l,Mv(Q;,w)))J\] Deg, (‘JS,)
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Mais alors

-st UST—K,ona

i0./

Min (/1 T—-K ) -7+ H(Q* ) + log(l + eﬂ_log(Max(]’M”(Q;”)))] < U+log (e_”h(g’;") + e_rm(Q;”)W_log(MM(]’M”(Q* )))]
> iy, ] -

<u+ log(e—nh(Qfo,/) + e—r+/(+,u)
< U+log?2

-si /[2T—K ,ona

Min(p,T=K) =T+ H(Q;,/ ) +log [1 + eﬂ_log(Max(LM”(Q;J))) j <-K+h (Qi:,j ) +log (1 + eﬂ_l"g(M“x(l'Mv(Q;»f))) j
<+ log(e_#_“h(Q;”) 4 e—K+h(Q;l_0_j)—log(Max(],Mw(Q;]y/.)))j

Su+ log(e“‘_“’ + e_“h(Q;w)“"g(M“x("Mv(Q;J./)))j

< U+log?2

ce qui donne dans tous les cas

Min (,u, r— K) -7+ H(Q:], ) + 10g(1 + e#—log(Mux(l,M,,(Q%,j)))J Deg, (‘JS,)

r

r
Par conséquent

[K:Q] t . (‘JSI,,Q,. j)+(r—1).Min(,u,T—/()+J’_1 (,u+log2)Degé—($r)
n, = .
K:
1 - Q] t, (‘JS},,Q,.U’/.) +(r=1).Min(p,7 - k) =0 (p£+log2) Deg, (%IA,Q,_W)

v

A < _a_r—l

- (y+ log 2) Deg, (%r)

r

et ainsi

og(Dist,, (6.2(%.0 )))<-o” (@t (2.0 )+(u+log2) Deg, (£.0 )] +(r=1)Min(ur-«). O
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