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Jean-Marie BILBAULT (Rapporteur), Professeur des Universités, Université de Dijon
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une formation de qualité aux doctorants comme moi qui ont la chance de travailler sous

sa direction.
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Effet de bruit utile dans les processus non linéaires : Contribution sur de

nouveaux mécanismes en traitement du signal et en imagerie

Résumé : Le bruit peut avoir un rôle bénéfique sur les processus non linéaires en charge

du traitement de l’information. Depuis quelques années, des études dans divers domaines

mettent en évidence différents mécanismes par lesquels cet effet de bruit utile se produit.

Dans ce mémoire, nous montrons de nouveaux mécanismes d’amélioration par le bruit en

traitement du signal et en imagerie, plus particulièrement dans les réseaux de capteurs et

dans les systèmes d’imagerie cohérente. L’analyse de ces mécanismes est realisée au moyen

d’études analytiques, de simulations numériques et de mises en œuvre expérimentales.

Nous prenons en compte les non-linéarités avec seuil et saturation présentes dans les

processus considérés, en interaction avec différents mélanges signal–bruit. Ces travaux

peuvent avoir une portée dans des domaines variés tels que l’électronique ou l’imagerie

optique. Nous étudions également l’influence du bruit sur le traitement de l’information

par les processus neuronaux.

Mots-clés : effet de bruit utile, processus non linéaires, capteurs, réseaux de capteurs,

processus neuronaux, estimation de paramètres, acquisition d’image, imagerie cohérente.

Useful noise effect in nonlinear processes : Contribution on new

mechanisms in signal processing and in imaging

Abstract : Noise can have a beneficial impact on the nonlinear processes in charge of

information processing. In the last years, studies in various areas underlined different

mechanisms by which this useful effect of the noise occurs. In this work, we show new

mechanisms of improvement by noise in signal processing and in imaging, more specially

in arrays of sensors and in coherent imaging systems. We investigate these mechanisms

by means of analytical studies, numerical simulations and experimental implementations.

We consider threshold and saturating nonlinearities existing in the studied processes, in

relation with different signal–noise mixtures. This work can bear significance in many

areas such as electronics or optical imaging. We also study the impact of noise on the

information processing by neural processes.

Keywords : useful noise effect, nonlinear processes, sensors, arrays of sensors, neural

processes, parameter estimation, image acquisition, coherent imaging.
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Introduction sur les réseaux de capteurs 5
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3.3.1 Transmission au seuil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

i



3.3.2 Transmission en régime intermédiaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Introduction générale

L’effet de bruit utile est un phénomène physique non linéaire de coopération entre le

bruit et un système physique. Introduit par Benzi et al. [1, 2] en géophysique, et développé

en physique non linéaire [3, 4, 5] sous le nom de résonance stochastique, ce phénomène a été

étendu par la suite à divers domaines dont le traitement du signal. Différents mécanismes

ont été mis en évidence dans des domaines tels que la détection [6, 7, 8], ainsi que des

possibilités remarquables de l’effet comme des gains en rapport signal-sur-bruit [9] ou

l’amélioration d’une détection optimale [10, 11]. Le Laboratoire d’Ingénierie des Systèmes

Automatisés (LISA) a participé activement à la compréhension de cet effet de bruit utile

sur les processus non linéaires d’un point de vue traitement de l’information [12, 13].

L’ensemble des situations qui peuvent donner lieu à une amélioration par le bruit est

en expansion, ainsi que la diversité des domaines concernés par cette amélioration. Nous

avons cherché à montrer de nouvelles situations où le bruit joue un rôle bénéfique sur le

traitement de l’information.

Un certain nombre d’études se sont penchées sur les mécanismes d’effet de bruit utile

dans les non-linéarités isolées [14, 15, 16]. D’autres mécanismes ont été montrés pour des

systèmes plus sophistiqués, organisés selon différentes architectures comme la mise en

cascade de non-linéarités ou les réseaux parallèles de capteurs [17, 18, 19, 20]. L’intérêt

porté à ces structures est toujours d’actualité [21]. Au début de cette thèse, l’effet de

bruit utile dans les réseaux était essentiellement analysé pour des non-linéarités à seuil.

En considérant d’autres types de non-linéarités, d’autres signaux à traiter ou d’autres

traitements, nous cherchons à déterminer si cet effet persiste. Dans l’affirmative, nous

étudions dans quelles proportions et par quels mécanismes. Ce faisant, nous apportons

notre contribution sur la robustesse de l’effet lorsqu’on complexifie les processus. Par-

allèlement, le domaine du traitement neuronal de l’information est très actif. L’analyse de

l’influence du bruit dans les processus neuronaux permet d’avancer dans la connaissance

des systèmes naturels du point de vue du traitement de l’information, comme par exemple

le système auditif. De plus, ces avancées peuvent se traduire par un perfectionnement des

technologies bio-inspirées. Dans le cas de l’audition, les dispositifs sophistiqués que sont

les prothèses auditives et les implants cochléaires sont des exemples de technologies où il a

été montré que le bruit apporte une meilleure intelligibilité pour les porteurs. Les neurones

font également partie de notre système visuel et on retrouve une exploitation du bruit

en vision [22], et plus particulièrement dans le fonctionnement de la rétine [23, 24, 25].
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Introduction générale

Les images constituent également une source d’information que l’on souhaite traiter au

mieux [26, 27], et ce dans un grand nombre de secteurs. Nous nous sommes interrogés sur

l’existence et les spécificités d’une amélioration par le bruit en imagerie.

Le manuscrit comporte deux parties principales. Dans la première partie, nous exam-

inons l’influence du bruit dans les réseaux parallèles de capteurs. Dans la seconde partie,

nous nous proposons d’étudier l’influence du bruit de speckle en imagerie cohérente. Dans

ces deux domaines, nous montrons de nouveaux mécanismes d’effet de bruit utile, que

nous analysons au moyen d’études analytiques, de simulations numériques et de mises en

œuvre expérimentales.

2



Première partie

Effet de bruit utile dans les réseaux

de non-linéarités





Introduction sur les réseaux de

capteurs

Un grand nombre de travaux sur l’effet de bruit utile concernent les systèmes non

linéaires isolés [5, 15, 13]. Cependant, les systèmes physiques sont souvent plus sophis-

tiqués, comportant diverses sources de bruit provenant de leur structure ou de leur environ-

nement, comme par exemple les réseaux de capteurs. L’effet de bruit utile dans les réseaux

de capteurs a essentiellement été analysé pour des capteurs avec seuil [28, 29, 30, 31]. Ces

études ont mis en évidence des mécanismes différents de ceux agissant dans les non-

linéarités isolées. En particulier, la possibilité d’une amélioration par le bruit dans ces

réseaux n’est pas restreinte à la transmission de signaux sous le seuil ou mal positionnés

par rapport aux non-linéarités. Cette propriété peut être intéressante pour diverses appli-

cations telles que les convertisseurs analogique–numérique, les antennes et la localisation

de source [32], ou la détection [33].

La structure en réseau parallèle est présente dans de nombreux domaines. On trouve

dans ce type d’organisation un moyen de mieux traiter l’information, en parallélisant

les tâches. Dans la nature, les processus neuronaux forment une association d’éléments

non linéaires très efficace pour transmettre les signaux, et sont très étudiés dans le con-

texte bruité [34]. Les réseaux parallèles paraissent appropriés pour modéliser les ensem-

bles neuronaux. Une amélioration par le bruit est analysée pour de tels processus dans

[35, 36, 37, 38, 39, 40] pour différents modèles de neurones. L’influence du bruit multipli-

catif dans les réseaux a récemment été étudiée [41] avec une signification pour les processus

neuronaux. Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction générale, les études sur l’in-

fluence du bruit dans ces processus, complémentaires aux études sur la modélisation des

traitements qu’ils réalisent [42, 43, 44], permettent de mieux comprendre les systèmes

naturels de traitement de l’information tels que le système auditif [45, 46, 47]. Et, dans

les technologies s’inspirant de la nature, ces études apportent des alternatives pour perfec-

tionner les dispositifs existants comme les prothèses auditives et les implants cochléaires

[48, 49, 50, 51].

Dans cette première partie du manuscrit, nous nous intéressons aux réseaux parallèles

de non-linéarités dans les deux domaines que sont l’estimation de paramètres et la trans-

mission neuronale de l’information. Dans le chapitre 1, nous montrons que le bruit peut

aider l’estimation d’un paramètre non déterministe, la puissance d’un bruit, à partir

5



Introduction sur les réseaux de capteurs

des observations en sortie d’un réseau parallèle de capteurs avec seuil. Nous analysons

dans le chapitre 2 les différents mécanismes d’effet de bruit utile intervenant dans un

réseau de capteurs avec saturation en charge de l’estimation d’un signal quelconque. Dans

le chapitre 3, nous appliquons ces études au cas des processus neuronaux présentant

également un seuil et une saturation.
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Chapitre 1

Estimation de puissance aidée par le

bruit avec des comparateurs

La possibilité d’un effet bénéfique du bruit pour une problématique d’estimation de

paramètres a été essentiellement considérée jusqu’ici sur des paramètres liés à des sig-

naux déterministes [14, 52, 53, 54]. Ici, nous considérons l’estimation d’un paramètre

(la puissance) lié à un signal de nature statistique. Dans ce chapitre, il n’y aura pas de

signal déterministe, et le signal porteur d’information sera aléatoire. Pour une première

démonstration d’une nouvelle forme d’effet de bruit utile portant sur l’estimation d’un

paramètre lié à un bruit, comme nous le montrons également dans [55], nous allons com-

mencer nos investigations avec un système non linéaire à seuil.

1.1 Estimation à partir d’un comparateur isolé

Nous allons étudier comment estimer au mieux la puissance d’un bruit à la sortie de

comparateurs isolés. Afin de quantifier la performance de ces comparateurs pour une tâche

d’estimation, nous utilisons l’information de Fisher à leur sortie.

1.1.1 Information de Fisher en sortie du comparateur

On considère un signal aléatoire x(t) de fonction de densité de probabilité fx(u) et de

puissance ou variance E[x2(t)] = σ2. Dans ce qui suit, sans perte de généralité, le signal

x(t) sera pris de moyenne nulle. Ce signal x(t) est observé au moyen d’un comparateur

de seuil θ qui délivre le signal binaire

y(t) = ∐[x(t) − θ] = 0 ou 1 , (1.1)

où ∐(·) est la fonction de Heaviside avec ∐(u) = 0 si u ≤ 0 et ∐(u) = 1 sinon. À partir de

la sortie y(t) du comparateur, on souhaite faire une estimation de la puissance du bruit

σ2. Pour ce faire, on collecte M observations y(tj) = yj à M instants distincts tj avec

7



1. Estimation de puissance aidée par le bruit avec des comparateurs

j allant de 1 à M . Une quantité fondamentale pour cette problématique d’estimation à

partir des données (y1, . . . yM) = ~y est l’information de Fisher J(~y, σ2), qui représente

une mesure de l’information contenue dans les données ~y, sur le paramètre inconnu σ2 à

estimer [56]. La quantité J(~y, σ2) sert à définir une borne qui fixe la meilleure performance

que tout estimateur de σ2 puisse atteindre à partir de ~y : l’erreur quadratique moyenne

d’estimation possède toujours une borne inférieure (la borne dite de Cramér-Rao) qui est

directement reliée à l’inverse de l’information de Fisher. Cette borne qui fixe la meilleure

performance d’estimation peut être atteinte notamment par l’estimateur du maximum

de vraisemblance, dans le régime asymptotique où le nombre M de mesures est grand.

L’information de Fisher J(~y, σ2) s’écrit [56] à partir de la probabilité Pr{~y} d’un vecteur

de données ~y fixé

J(~y, σ2) =
∑

~y

1

Pr{~y}

[
∂

∂σ2
Pr{~y}

]2

, (1.2)

où la somme porte sur les 2M configurations possibles du vecteur de données ~y. Les

données yj sont supposées statistiquement mutuellement indépendantes. C’est une hy-

pothèse courante en métrologie qui est satisfaite en choisissant des instants d’observation

suffisamment éloignés par rapport au temps caractéristique de corrélation du signal x(t).

Dans ce contexte d’indépendance des mesures, l’information de Fisher est additive et

devient

J(~y, σ2) =

M∑

j=1

J(yj, σ
2) , (1.3)

où

J(yj , σ
2) =

∑

yj∈{0,1}

1

Pr{yj}

[
∂

∂σ2
Pr{yj}

]2

(1.4)

est l’information de Fisher contenue dans la mesure yj au sujet de σ2. De plus, lorsque

les mesures yj sont identiquement distribuées, J(yj, σ
2) est identique quelle que soit j et

J(~y, σ2) = MJ(yj, σ
2). À partir du signal binaire observable de l’Éq. (1.1), on a

Pr{yj = 0} = Pr{x(tj) ≤ θ} = Fx(θ) , (1.5)

et Pr{yj = 1} = 1 − Pr{yj = 0} = 1 − Fx(θ), où Fx(u) =
∫ u

−∞
fx(v)dv est la fonction de

répartition du signal aléatoire x(t). Pour un signal x(t) de moyenne nulle et de puissance

σ2, on a toujours pour la densité fx(u) = fstand(u/σ)/σ et pour la fonction de répartition

Fx(u) = Fstand(u/σ) avec les fonctions standardisées, indépendantes de σ, fstand(·) et

Fstand(·) de moyenne nulle et de puissance unité. Ceci permet d’exprimer les dérivées

∂

∂σ2
Fx(u) = − u

2σ2
fx(u) , (1.6)

menant après développement de l’Éq. (1.4) et via l’Éq. (1.5) à

J(yj, σ
2) =

θ2

4σ4

f 2
x(θ)

Fx(θ)
+

θ2

4σ4

f 2
x(θ)

[1 − Fx(θ)]
(1.7)

8



1.1. Estimation à partir d’un comparateur isolé

soit

J(yj, σ
2) =

f 2
x(θ)

[1 − Fx(θ)]Fx(θ)

θ2

4σ4
. (1.8)

L’équation (1.8) traduit des propriétés importantes pour l’estimation de σ2 à partir des

données yj . En particulier, l’Éq. (1.8) montre qu’en général J(yj, σ
2) = 0 quand θ = 0. Ceci

signifie qu’il est impossible d’estimer la puissance σ2 quand le signal x(t) de moyenne nulle

est observé au moyen d’un comparateur de seuil θ = 0. Dans de nombreuses situations,

θ = 0 serait le seuil optimal pour la quantification d’un signal x(t) de moyenne nulle. Ceci

permettrait par exemple de minimiser la distorsion quadratique moyenne entre x(t) et sa

version quantifiée y(t). Ici, avec un réglage du seuil du comparateur à θ = 0, le signal

quantifié y(t) bascule entre 0 et 1 de façon totalement indépendante de la puissance σ2

du signal x(t). Ainsi, pour l’estimation de la puissance du signal aléatoire x(t), θ = 0 est

un réglage du comparateur complètement inefficace.

En outre l’information de Fisher J(yj, σ
2) de l’Éq. (1.8) peut aussi s’écrire

J(yj, σ
2) =

1

4σ4

f 2
stand(θ/σ)

[1 − Fstand(θ/σ)]Fstand(θ/σ)

(
θ

σ

)2

=
1

σ4
ρ(θ/σ) , (1.9)

du fait que

fx(θ) =
1

σ
fstand

(
θ

σ

)
(1.10)

Au-delà du cas J(yj, σ
2) = 0 à θ = 0, la fonction ρ(θ/σ) définie par l’Éq. (1.9) exprime

que la dépendance de J(yj, σ
2) avec θ est universelle en θ/σ, matérialisant une invariance

d’échelle du processus par rapport à l’amplitude du signal, et qui se traduit dans l’ex-

pression de la performance de l’estimateur. Quand le seuil du comparateur θ varie sur

l’intervalle ]−∞,∞[, dans l’Éq. (1.9) la fonction ρ(θ/σ) reste positive, et pour tout σ > 0

en général ρ(θ = 0) = 0 et ρ(θ → ∞) = 0. En conséquence, on s’attend à ce que ρ(θ/σ)

passe par un maximum ρmax > 0 pour un seuil réduit uopt = θopt/σ où ρmax et uopt sont

indépendants de σ. Ainsi, quelle que soit la valeur de σ, l’information de Fisher J(yj, σ
2)

sera maximisée pour un seuil du comparateur θopt = uoptσ où elle culminera à ρmax/σ
4.

Ceci établit les conditions optimales de réglage du seuil θ du comparateur pour maximiser

la performance de l’estimation de la puissance.

Le seuil réduit optimal θopt/σ dépend de la forme spécifique de la densité de probabilité

de x(t). Pour illustration, nous présentons sur la Fig. 1.1 les évolutions de l’information

de Fisher J(yj , σ
2) calculée à partir de l’Éq. (1.9), en fonction du seuil du comparateur θ,

dans deux cas, quand x(t) est gaussien de densité de probabilité

fx(u) =
1

σ
√

2π
exp

(
− u2

2σ2

)
(1.11)

et de fonction de répartition

Fx(u) =
1

2

[
1 + erf

(
u√
2σ

)]
, (1.12)

9



1. Estimation de puissance aidée par le bruit avec des comparateurs

et quand x(t) est laplacien de densité de probabilité

fx(u) =
1

σ
√

2
exp

(
−
√

2
|u|
σ

)
(1.13)

et de fonction de répartition

Fx(u) =





1

2
exp

(
−
√

2
|u|
σ

)
si u ≤ 0 ,

1 − 1

2
exp

(
−
√

2
|u|
σ

)
si u ≥ 0 .

(1.14)

Sur la Fig. 1.1, comme nous l’avions annoncé, on observe que l’information de Fisher

J(yj, σ
2) est toujours nulle quand le seuil du comparateur est à θ = 0, et que J(yj, σ

2) cul-

mine à un maximum ρmax/σ
4 pour un seuil optimal θopt = uoptσ. Dans le cas gaussien, on
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Fig. 1.1 – Information de Fisher réduite J(yj, σ
2)×σ4 = ρ(θ/σ) de l’Éq. (1.9), en fonction

du seuil réduit u = θ/σ du comparateur, quand le signal aléatoire x(t) est gaussien (trait

plein) et laplacien (pointillés).

trouve (uopt, ρmax) ≈ (1.575, 0.1521), et, dans le cas laplacien (uopt, ρmax) ≈ (1.302, 0.0730).

La valeur supérieure de l’information de Fisher dans le cas gaussien par rapport au cas

laplacien signifie que l’estimation de la puissance σ2 à partir des données quantifiées y(t)

sera plus efficace (plus précise pour une taille fixée M de données) pour un signal gaussien

x(t) que pour un signal laplacien x(t).

Cette analyse de l’information de Fisher J(yj, σ
2) soulève une difficulté pratique. En

effet, la valeur optimale du seuil du comparateur θopt = uoptσ pour l’estimation est

dépendante du paramètre inconnu σ que l’on souhaite justement estimer. Cette diffi-

culté peut être dépassée si on peut spécifier a priori un intervalle sur lequel la puissance

σ2 ou l’écart-type σ est susceptible de prendre ses valeurs. Dans un tel cadre bayésien,

10



1.1. Estimation à partir d’un comparateur isolé

les valeurs attendues sont décrites par une densité de probabilité a priori p0(u). Ainsi, on

peut considérer l’information de Fisher moyenne sur cette densité a priori p0(u), soit

J(yj) =

∫ ∞

0

J(yj, σ
2)p0(σ)dσ . (1.15)

Ensuite, en sélectionnant le seuil θ qui maximise J(yj) à partir des Éqs. (1.15) et (1.9),

on s’assure d’obtenir en moyenne de bonnes performances, et ceci avec un comparateur

dont le seuil est fixé pour l’estimation d’un grand nombre de valeurs de puissance is-

sues de la densité de probabilité p0(u). La performance de ce comparateur au seuil fixé

sera évidemment meilleure que dans la configuration inopérante où θ = 0. Par contre,

la performance de l’Éq. (1.15), en tant que valeur moyenne, sera un peu inférieure à la

performance maximale déduite de l’Éq. (1.9). Pour illustration, la Fig. 1.2 montre l’infor-

mation de Fisher moyenne J(yj) de l’Éq. (1.15), pour l’estimation de puissance σ2 d’un

signal x(t) gaussien et laplacien, avec une densité de probabilité a priori p0(σ) uniforme

sur [0.5, 1.5]. La localisation des maxima de l’information de Fisher J(yj) de la Fig. 1.2

nous suggère de placer le seuil du comparateur à θ = 0.97 pour un signal gaussien, et à

θ = 0.83 pour un signal laplacien, afin d’obtenir une performance moyenne optimale pour

l’estimation de la puissance. Nous venons de montrer une amélioration par le bruit à la
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Fig. 1.2 – Information de Fisher moyenne J(yj) de l’Éq. (1.15), en fonction du seuil

du comparateur θ, quand le signal aléatoire x(t) est gaussien (trait plein) et laplacien

(pointillés), pour une densité de probabilité a priori p0(σ) uniforme sur [0.5, 1.5].

sortie d’un comparateur isolé. Pour mieux appréhender l’effet de bruit utile sur l’estima-

tion de la puissance σ2, nous comparons dans la section suivante ces résultats avec ceux

que l’on obtiendrait par une observation directe du signal analogique d’entrée x(t).
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1. Estimation de puissance aidée par le bruit avec des comparateurs

1.1.2 Évolution entrée–sortie de l’information de Fisher pour

un comparateur isolé

Pour aller plus loin dans l’appréciation de l’efficacité de l’estimation à partir du signal

quantifié y(t), une référence utile est de comparer J(yj, σ
2) à J(xj , σ

2), où J(xj , σ
2) est

l’information de Fisher sur la puissance σ2 contenue dans un échantillon xj = x(tj) qui

consisterait en une observation directe du signal analogique x(t) au lieu de sa version

quantifiée y(t). Cette information de Fisher J(xj , σ
2) s’exprime [56] comme

J(xj , σ
2) =

∫ ∞

−∞

1

fx(u)

[
∂

∂σ2
fx(u)

]2

du . (1.16)

En introduisant comme précédemment la densité de probabilité standardisée fstand(·) selon

l’Éq. (1.10), on a

∂

∂σ2
fx(u) = − 1

2σ4
[σfstand(u/σ) + uf ′

stand(u/σ)] . (1.17)

Nous obtenons alors pour l’Éq. (1.16) l’expression équivalente

J(xj , σ
2) =

1

4σ4

∫ ∞

−∞

1

fstand(u)
[fstand(u) + uf ′

stand(u)]
2
du =

1

σ4
ρent , (1.18)

avec ρent définie par l’Éq. (1.18) qui est une constante, indépendante de la puissance

σ2, et fonction seulement de la forme standardisée de la densité de probabilité du signal

d’entrée x(t). Avec x(t) gaussien de densité de probabilité fx(u) =
1

σ
√

2π
exp

(
− u2

2σ2

)
,

on trouve J(xj , σ
2) = 1/(2σ4) = 0.5/σ4 à comparer avec J(yj, σ

2) ≈ 0.1521/σ4 après

quantification au seuil optimal θopt du comparateur. Avec x(t) laplacien de densité de

probabilité fx(u) =
1

σ
√

2
exp

(
−
√

2
|u|
σ

)
, on trouve J(xj , σ

2) = 1/(4σ4) = 0.25/σ4 à

comparer avec J(yj , σ
2) ≈ 0.0730/σ4 après quantification au seuil optimal θopt du com-

parateur. La valeur maximale de l’information de Fisher J(xj , σ
2) est supérieure pour

un signal x(t) gaussien que pour un signal x(t) laplacien, ce qui montre que l’estima-

tion de la puissance directement effectuée à partir du signal analogique x(t) pour une

taille fixée M de données est également plus efficace dans le cas gaussien que dans le

cas laplacien. Le rapport J(yj, σ
2)/J(xj , σ

2) nous donne une mesure de la perte d’effi-

cacité liée à l’utilisation du signal quantifié y(t) en sortie du comparateur au lieu du

signal analogique x(t) pour l’estimation de la puissance σ2. La configuration la moins

défavorable est obtenue lorsque le seuil du comparateur est réglé à sa valeur optimale

pour laquelle le rapport J(yj, σ
2)/J(xj , σ

2) atteint sa valeur maximale ρmax(uopt)/ρent. Ce

rapport maximal est indépendant de la puissance σ2, et fonction seulement de la forme

de la densité de probabilité standardisée du signal d’entrée x(t). On trouve pour le cas

gaussien ρmax(uopt)/ρent ≈ 0.304, et pour le cas laplacien ρmax(uopt)/ρent ≈ 0.292. La
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1.2. Estimation à partir d’un réseau de comparateurs

valeur légèrement supérieure du rapport signifie qu’il y aura également moins de perte

d’efficacité pour l’estimation de la puissance sur un signal x(t) gaussien que sur un signal

x(t) laplacien.

Nous venons de montrer comment estimer au mieux la puissance d’un bruit au moyen

d’un comparateur isolé. Nous allons voir dans la section suivante que l’effet de bruit utile

est préservé lorsque ces comparateurs sont assemblés en un réseau parallèle, et que le

bruit agit dans le réseau par un mécanisme différent de celui que nous venons de décrire.

1.2 Estimation à partir d’un réseau de comparateurs

Récemment, de nouveaux mécanismes d’effet de bruit utile ont été montrés lorsque

des systèmes non linéaires isolés sont associés en réseaux parallèles [35, 29, 57]. De tels

réseaux constitués de comparateurs forment les structures de ce type les plus simples.

Un effet de bruit utile a été mesuré dans des réseaux parallèles de comparateurs, avec

l’information mutuelle entrée–sortie dans [29], avec la corrélation entrée–sortie dans [58]

et avec un rapport signal-sur-bruit dans [59]. Pour contribuer à étendre les analyses de ces

nouveaux mécanismes d’effet de bruit utile dans les réseaux, nous poursuivons maintenant

l’estimation de puissance à partir d’un réseau parallèle de comparateurs.

1.2.1 Information de Fisher en sortie du réseau

Nous considérons N comparateurs identiques décrits par y(t) = ∐[x(t) − θ] = 0 ou 1

de l’Éq. (1.1) avec un même seuil θ, assemblés en un réseau parallèle comme celui de

[29, 31]. Ce réseau parallèle de comparateurs (non-linéarités à seuil) est représenté sur le

Fig. 1.3 – Réseau parallèle de non-linéarités de caractéristique g(·) (donnée par

l’Éq. (1.19) dans ce chapitre) que nous avons considéré dans les chapitres 1–3 du manuscrit.

Les bruits de réseau ηi(t) sont supposés indépendants et identiquement distribués (i.i.d.),

et indépendants de l’entrée x(t) du réseau commune à chaque comparateur.

schéma de la Fig. 1.3. Chaque comparateur i reçoit le même signal d’entrée x(t) auquel

vient s’ajouter un bruit de réseau ηi(t) indépendant. Le comparateur i délivre alors le

13



1. Estimation de puissance aidée par le bruit avec des comparateurs

signal binaire de sortie yi(t) selon la relation

yi(t) = ∐[x(t) + ηi(t) − θ] = 0 ou 1 , (1.19)

pour i allant de 1 à N . Les N bruits de réseau ηi(t) ajoutés sont blancs, indépendants

et identiquement distribués, de fonction de répartition Fη(u) et de densité de probabilité

fη(u) = dFη(u)/du, et indépendants de x(t). Les valeurs des N signaux de sortie yi(t) à

l’instant t sont ensuite moyennées pour produire la sortie Y (t) du réseau

Y (t) =
1

N

N∑

i=1

yi(t) . (1.20)

Comme précédemment, à M instants distincts tj on collecte M observations Y (tj) = Yj,

et à partir des données (Y1, . . . YM) = ~Y on cherche à estimer la puissance σ2 du signal

d’entrée x(t). L’efficacité de l’estimation est mesurée par l’information de Fisher J(~Y , σ2)

contenue dans les données ~Y sur le paramètre inconnu σ2. Puisque les observations Yj

sont indépendantes, on a J(~Y , σ2) =
∑M

j=1 J(Yj , σ
2). Chaque observation Yj peut prendre

N + 1 valeurs différentes, soit Yj = 0/N, 1/N, 2/N, . . .N/N car la somme
∑N

i=1 yi(tj)

de l’Éq. (1.20) compte le nombre de sorties à 1, variant de 0 à N . Il en résulte que

l’information de Fisher J(Yj, σ
2) contenue dans une observation Yj est

J(Yj, σ
2) =

N∑

n=0

1

Pr{Yj = n/N}

[
∂

∂σ2
Pr

{
Yj =

n

N

}]2

. (1.21)

Pour chacune des sorties binaires yi(t), à une valeur fixée x pour le signal d’entrée x(t) et

à partir de l’Éq. (1.19), on a les probabilités conditionnelles

Pr{yi(t) = 0|x} = Pr{x + ηi(t) ≤ θ} = Fη(θ − x) (1.22)

et Pr{yi(t) = 1|x} = 1−Pr{yi(t) = 0|x} = 1−Fη(θ−x). À partir des propriétés connues

de la distribution binomiale [60], on en déduit pour la sortie Yj du réseau la probabilité

conditionnelle

Pr{Yj = n/N |x} = CN
n [1 − Fη(θ − x)]n Fη(θ − x)N−n , (1.23)

où CN
n est le coefficient binomial. Comme x a une densité fx(x), on obtient la probabilité

totale

Pr
{
Yj =

n

N

}
=

∫ ∞

−∞

CN
n [1 − Fη(θ − x)]n Fη(θ − x)N−n fx(x)dx , (1.24)

comme également trouvée dans [31, 61, 62] pour l’estimation d’un signal d’entrée déterministe

avec un réseau de comparateurs similaire. À la différence de [31], on cherche ici à estimer

la puissance σ2 d’un signal aléatoire x(t) sans qu’il y ait de composante déterministe à
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1.2. Estimation à partir d’un réseau de comparateurs

l’entrée, ce qui nous amène à évaluer la dérivée ∂Pr{Yj = n/N}/∂σ2. En utilisant la

densité de probabilité standardisée fstand(·), on a

∂

∂σ2
fx(x) = − 1

2σ2
[fx(x) + xf ′

x(x)] , (1.25)

avec f ′
x(x) = dfx(x)/dx, on en déduit alors que

∂

∂σ2
Pr

{
Yj =

n

N

}
=

−CN
n

2σ2

∫ ∞

−∞

[1 − Fη(θ − x)]n Fη(θ − x)N−n [fx(x) + xf ′
x(x)]dx . (1.26)

Les Éqs. (1.24) et (1.26) permettent de calculer, au besoin par intégration numérique,

l’information de Fisher J(Yj, σ
2) de l’Éq. (1.21). Nous pouvons maintenant étudier l’in-

fluence des bruits ηi(t), ajoutés dans le réseau de comparateurs, sur la performance de

l’estimation. La Fig. 1.4 présente les évolutions de l’information de Fisher J(Yj , σ
2) de

l’Éq. (1.21) dans un réseau de taille donnée N = 15, en fonction de l’amplitude efficace

ση des bruits de réseau ηi(t) choisis gaussiens de moyenne nulle. Il est clairement visible
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Fig. 1.4 – Information de Fisher J(Yj, σ
2) de l’Éq. (1.21) dans un réseau de taille N =

15, en fonction de l’amplitude efficace ση des bruits de réseau ηi(t) choisis gaussiens de

moyenne nulle, et pour différentes valeurs du seuil θ commun à chaque comparateur. Le

signal d’entrée x(t) est gaussien d’amplitude efficace σ = 1.

sur la Fig. 1.4 que l’ajout des bruits de réseau ηi(t) mène à une amélioration de l’estima-

tion mesurée par l’information de Fisher. Sans aucun bruit de réseau ηi(t), c’est-à-dire à

ση = 0 sur la Fig. 1.4, tous les comparateurs commutent ensemble à la façon d’un unique

comparateur, et l’information de Fisher J(Yj, σ
2) a la valeur correspondante à un com-

parateur isolé comme indiqué sur la Fig. 1.1. Ensuite, au fur et à mesure que le niveau

ση des bruits de réseau augmente au-dessus de 0 sur la Fig. 1.4, l’information de Fisher

J(Yj, σ
2) augmente aussi, pour culminer à une valeur maximale pour un niveau non nul

de ση. De plus, la plus grande des valeurs maximales de l’information de Fisher de la
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1. Estimation de puissance aidée par le bruit avec des comparateurs

Fig. 1.4 est obtenue avec un niveau θ = 0 du seuil. Le cas d’un comparateur isolé est

différent car, comme le montre la Fig. 1.1, l’information de Fisher J(yj, σ
2) est nulle à

θ = 0, et le seuil θ du comparateur isolé demande un réglage spécifique afin de maximiser

J(yj, σ
2). Pour un signal x(t) gaussien, le seuil optimal θopt = 1.575 déduit de la Fig. 1.1

pour un comparateur isolé est également testé pour le réseau de la Fig. 1.4. On peut voir

sur la Fig. 1.4 que la valeur θ = 1.575 n’est plus le seuil optimal pour le réseau, mais

que le meilleur réglage pour le seuil est θ = 0. Dans le réseau, quel que soit le seuil θ,

une amélioration de l’estimation est toujours possible à l’aide des bruits de réseau ηi(t) ce

qui n’est pas le cas sans les bruits ηi(t), et la meilleure performance est atteinte au seuil

θ = 0.

Un autre point de vue sur l’amélioration par le bruit dans le réseau est fourni par

la Fig. 1.5 qui montre l’information de Fisher J(Yj, σ
2) au seuil θ = 0 déduite de la

Fig. 1.4, pour différentes tailles N du réseau. La Fig. 1.5 montre, au moyen de l’information
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Fig. 1.5 – Information de Fisher J(Yj , σ
2) de l’Éq. (1.21), en fonction de l’amplitude

efficace ση des bruits de réseau ηi(t) choisis gaussiens de moyenne nulle, pour différentes

tailles N de réseau, avec un seuil θ = 0. Le signal d’entrée x(t) est gaussien d’amplitude

efficace σ = 1.

de Fisher J(Yj , σ
2), une amélioration par le bruit de plus en plus prononcée pour une

taille N du réseau de plus en plus grande. Quelle que soit la taille du réseau N > 1

sur la Fig. 1.5, on trouve un niveau optimal des bruits de réseau ηi(t) qui maximise

l’information de Fisher J(Yj, σ
2). D’autre part, la structure en réseau avec une taille N > 1

offre toujours la possibilité d’atteindre, grâce aux bruits ajoutés, un maximum J(Yj, σ
2)

supérieur à la plus grande information de Fisher J(yj, σ
2) que l’on puisse atteindre avec un

comparateur isolé réglé à son niveau de seuil optimal θopt 6= 0. Par conséquent, comparés

aux comparateurs isolés, les réseaux comportant des bruits à l’intérieur de la structure

apportent deux avantages : il n’y a pas besoin de réglage spécifique autre que θ = 0

pour le seuil ; l’information de Fisher maximale que l’on peut obtenir peut toujours être

améliorée. Pour une configuration donnée, on tire le meilleur profit du second avantage
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1.2. Estimation à partir d’un réseau de comparateurs

pour un niveau optimal des bruits de réseau ηi(t), comme on l’a vu sur la Fig. 1.5. Ce

niveau optimal de bruit, comme le seuil optimal θopt d’un comparateur isolé, dépend

habituellement du paramètre inconnu σ que l’on cherche à estimer. Cette difficulté est

surmontée comme précédemment, dans le contexte bayésien où l’on spécifie, par une

densité de probabilité a priori p0(u), un intervalle de valeurs attendues pour σ. Le niveau

ση des bruits de réseau ηi(t) peut être réglé de manière à maximiser l’information de

Fisher moyenne

J(Yj) =

∫ ∞

0

J(Yj, σ
2)p0(σ)dσ , (1.27)

c’est-à-dire de manière à assurer en moyenne une bonne performance de l’estimation.

Une illustration en est faite pour le réseau sur la Fig. 1.6, comme il en était pour un

comparateur isolé sur la Fig. 1.2. La Fig. 1.6 présente l’information de Fisher moyenne

J(Yj) de l’Éq. (1.27) pour l’estimation de la puissance σ2, sur un signal x(t) gaussien

et laplacien, avec une densité a priori p0(σ) uniforme sur [0.5, 1.5]. Afin d’obtenir une
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Fig. 1.6 – Information de Fisher moyenne J(Yj) de l’Éq. (1.27) pour un réseau de taille

N = 15 et un seuil des comparateurs réglé à θ = 0, en fonction de l’amplitude efficace ση

des bruits de réseau ηi(t) choisis gaussiens de moyenne nulle. Le signal aléatoire x(t) est

gaussien (trait plein) et laplacien (pointillés), avec une densité a priori p0(σ) uniforme sur

[0.5, 1.5].

performance moyenne optimale en estimation de puissance, le point correspondant au

maximum de l’information de Fisher J(Yj) sur la Fig. 1.6 suggère d’ajuster l’amplitude

efficace des bruits de réseau, de densité de probabilité gaussienne, à ση = 0.66 pour un

signal d’entrée gaussien et à ση = 0.59 pour un signal laplacien. Comme nous l’avons

fait dans la section 1.1.2, nous comparons maintenant ces résultats avec l’information de

Fisher en entrée du réseau parallèle de comparateurs.
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1.2.2 Évolution entrée–sortie de l’information de Fisher pour

un réseau

Comme remarqué dans la section 1.1.2, dans le cas où le signal aléatoire x(t) a une

densité de probabilité gaussienne, l’information de Fisher contenue dans une observation

analogique xj à l’entrée est J(xj , σ
2) = 1/(2σ4) = 0.5/σ4. Quand la taille du réseau

N → ∞ sur la Fig. 1.5, l’information de Fisher maximale J(Yj, σ
2) à partir des observa-

tions quantifiées tend vers la totalité de l’information de Fisher J(xj , σ
2) contenue dans

les observations analogiques (σ valant 1). On peut affirmer que ceci n’est pas uniquement

vrai dans le cas gaussien comme sur la Fig. 1.5, mais pour n’importe quelle densité de

probabilité de x(t). En effet, lorsque N → ∞, la sortie du réseau Y (t) =
1

N

∑N
i=1 yi(t) de

l’Éq. (1.20), de par la loi des grands nombres, tend à correspondre exactement à l’espérance

statistique Eη[yi(t)], avec une différence s’estompant en 1/
√

N , où l’espérance Eη[·] dépend

de la densité de probabilité fη(u) des bruits de réseau ηi(t) (que nous avons choisie ici

gaussienne). À la limite N → ∞, le réseau de comparateurs devient alors un dispositif

déterministe avec une caractéristique entrée–sortie Y (t) = Eη[yi(t)] = 1 − Fη[θ − x(t)].

Comme la fonction de répartition Fη(u) est généralement une fonction croissante et donc

inversible, la caractéristique entrée–sortie Y (t) = 1 − Fη[θ − x(t)], remplaçant la car-

actéristique y(t) = ∐[x(t)−θ] de l’Éq. (1.1), est en général inversible. Une transformation

inversible laisse l’information de Fisher inchangée, soit J(Yj, σ
2) → J(xj , σ

2) pour des

réseaux de grande taille. La caractéristique à seuil y(t) = ∐[x(t) − θ] non inversible d’un

comparateur isolé entrâıne une perte d’information, comme nous l’avons noté dans la sec-

tion 1.1.2. Cependant, la caractéristique inversible Y (t) = 1 − Fη[θ − x(t)] obtenue par

un réseau de comparateurs de grande taille peut, grâce aux bruits de réseau, récupérer la

totalité de l’information de Fisher contenue dans les observations analogiques. Ce résultat

se reporte sur l’information de Fisher moyenne en sortie J(Yj) donnée par l’Éq. (1.27)

laquelle tend, pour un réseau de grande taille, vers l’information de Fisher moyenne en

entrée J(xj) contenue dans les observations analogiques xj .

1.3 Discussion sur l’effet de bruit utile en estimation

Nous avons examiné la question de l’estimation de la puissance d’un bruit à partir

des observations en sortie de comparateurs offrant une représentation utile et condensée

des données. Nous avons montré qu’avec un comparateur isolé, il est souvent nécessaire

de régler son seuil afin d’obtenir une estimation efficace. À l’aide d’une analyse de l’in-

formation de Fisher contenue dans les données, nous avons mesuré que pour l’estimation,

l’utilisation des données quantifiées à la place des données analogiques initiales entrâıne

une réduction de l’efficacité du comparateur. Ensuite, nous avons montré qu’aucun réglage

spécifique du seuil n’est nécessaire lorsque les comparateurs sont assemblés en réseau par-

allèle. Par un effet de bruit utile, on peut obtenir une estimation efficace en injectant
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dans la structure des bruits de réseau (indépendants du signal aléatoire dont on cherche

à estimer la puissance). L’estimation est réalisée avec une efficacité maximale pour un

niveau non nul des bruits de réseau (choisis ici gaussiens de moyenne nulle). De plus, un

réseau de comparateurs comportant des bruits peut toujours bénéficier de ces bruits afin

d’être plus efficace pour l’estimation comparé à un comparateur isolé.

La forme initiale d’amélioration par le bruit dans des réseaux similaires aux Éqs. (1.19)

à (1.20), comme introduite dans [28, 29], concernait un signal d’entrée aléatoire sans bruit

d’entrée. La mesure de performance utilisée dans ces études était l’information mutuelle

entrée–sortie quantifiant la similarité entre le signal d’entrée porteur d’information et la

sortie du réseau. Pour des tâches d’estimation, l’effet de bruit utile a été montré unique-

ment pour l’estimation sur des signaux déterministes, et souvent des signaux déterministes

constants. Ici au contraire, nous avons étudié cet effet dans le cas de l’estimation sur un

bruit, sans qu’il y ait de signal déterministe. L’estimation du paramètre statistique du

bruit qu’est sa puissance est facilitée lorsque plus de bruit est ajouté. Ceci démontre que

l’effet de bruit utile en estimation est une possibilité générale, accessible pour l’estimation

de paramètres autant sur du bruit que sur des signaux déterministes. Ce travail, d’une

certaine manière, contribue à étendre les connaissances sur le traitement non linéaire du

signal et le traitement de l’information aidés par le bruit.

Les résultats présentés ici peuvent avoir une portée dans le cadre des capteurs et de l’in-

strumentation, ou en acquisition et traitement de données [20]. En effet, les comparateurs

employés ici sont des éléments non linéaires courants en électronique. En tant que conver-

tisseurs analogique–numérique 1-bit, ils offrent une représentation très parcimonieuse du

signal. Cette propriété peut s’avérer particulièrement utile pour les traitements en temps

réel, ou pour les systèmes dont les ressources sont limitées en terme de puissance de calcul

ou d’énergie. Dans ce contexte, l’effet de bruit utile pour l’estimation de puissance que

nous venons de montrer en utilisant ces réseaux parallèles de comparateurs pourrait se

révéler intéressant. Ils ont également un sens pour le traitement neuronal de l’informa-

tion, beaucoup de formes d’amélioration par le bruit ont d’ailleurs été relevées dans ce

domaine [63, 64, 65, 66, 67]. Les non-linéarités avec seuil et les réseaux parallèles avec

bruit interne sont des éléments courants dans les processus neuronaux. Les conclusions

de cette analyse suggèrent que les systèmes neuronaux sensoriels pourraient exploiter de

façon constructive leur bruit interne, afin d’améliorer l’estimation du niveau de l’activité

de fond de l’environnement. D’autres types de non-linéarités sont connues pour donner lieu

à un effet de bruit utile, comme les non-linéarités avec saturation [68, 16]. Dans la suite

de cette partie nous allons étudier ce type de non-linéarités, également caractéristique des

neurones, lorsqu’elles sont associées en réseau parallèle.
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Chapitre 2

Estimation aidée par le bruit avec

des capteurs comportant une

saturation

Les non-linéarités avec saturation sont présentes dans un grand nombre de systèmes et

sont souvent perçues comme une limitation aux performances de ces systèmes. Pourtant,

un effet de bruit utile a été observé dans des non-linéarités avec saturation isolées [68].

Concernant leur mise en réseau, [69] montre une amélioration de la transmission d’un

signal sinusöıdal par le bruit contenu dans le réseau de non-linéarités. Un tel réseau com-

portant du bruit permet même d’atteindre des gains entrée–sortie supérieurs à l’unité en

terme de rapport signal-sur-bruit, comme le montre [69]. Dans ce chapitre, nous restons

dans le cadre de l’estimation de paramètre mais ici l’observation se fait par un réseau con-

stitué de capteurs avec saturation, comme nous le décrivons dans [70]. Nous commençons

dans la section suivante par définir l’information de Fisher contenue dans les observations

en sortie du réseau parallèle de capteurs.

2.1 Information de Fisher dans les réseaux non liné-

aires

On cherche à estimer la valeur d’un paramètre inconnu a dont dépend un signal

aléatoire x(t). Ce signal d’entrée x(t) est observé de la sortie d’un réseau parallèle de N

capteurs identiques, selon la structure de la Fig. 1.3 qui a également été considérée dans

[71, 35, 28]. Chaque capteur est doté de la même caractéristique entrée–sortie, modélisée

par la fonction g(·) statique et sans mémoire. Un bruit ηi(t), indépendant de x(t), est

ajouté à l’entrée x(t) de chaque capteur i, pour produire la sortie

yi(t) = g[x(t) + ηi(t)], i = 1, 2, . . .N . (2.1)
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Les N bruits de réseau ηi(t) sont blancs, indépendants et identiquement distribués (i.i.d.),

de fonction de répartition Fη(u), de densité de probabilité fη(u) = dFη(u)/du et d’écart-

type ση. La sortie Y (t) du réseau est obtenue en moyennant les valeurs des N sorties des

capteurs, soit

Y (t) =
1

N

N∑

i=1

yi(t) . (2.2)

Les observations sont faites de la sortie Y (t) du réseau dans le but d’estimer un paramètre

a. L’information de Fisher J(Y, a) contenue dans Y (t) au sujet de a peut s’exprimer [56]

J(Y, a) =

∫ +∞

−∞

1

pY (y)

[
∂

∂a
pY (y)

]2

dy , (2.3)

où pY (y) est la fonction densité de probabilité de Y (t) (dépendante de a). Pour une valeur

fixée x de l’entrée, la densité de probabilité résultante pour chaque yi(t) de l’Éq. (2.1) est

notée pyi|x(y, x). Cette densité de probabilité conditionnelle pyi|x(y, x) est généralement

accessible, à partir de la densité de probabilité fη(u) du bruit ηi(t) selon la transformation

par g(·). Par exemple, lorsque la caractéristique g(·) est inversible, on obtient

pyi|x(y, x) =
fη(g

−1(y) − x)

g′(g−1(y))
. (2.4)

Quand g(·) n’est pas inversible, elle transforme des domaines continus en valeurs discrètes.

Dans la densité de probabilité conditionnelle pyi|x(y, x), les probabilités correspondantes à

ces domaines sont des fonctions de Dirac localisées aux valeurs discrètes. Il est également

possible d’exprimer séparément les différents moments statistiques de la densité pyi|x(y, x).

À partir de l’Éq. (2.1), on a par exemple les espérances

E[yi(t)|x] =

∫ +∞

−∞

g(x + u)fη(u)du (2.5)

et

E[y2
i (t)|x] =

∫ +∞

−∞

g2(x + u)fη(u)du . (2.6)

Nous notons ensuite pY |x(y, x) la densité de probabilité conditionnelle de Y (t) de l’Éq. (2.2)

sachant x. Comme les bruits de réseau ηi(t) sont indépendants et identiquement distribués,

les sorties yi(t) de l’Éq. (2.1) le sont aussi, et par conséquent pY |x(y, x) peut être trouvée

en réalisant N convolutions de pyi|x(y, x) sur elle-même. La densité de probabilité con-

ditionnelle pY |x(y, x) est ensuite intégrée sur x selon la densité de probabilité fx(x), afin

d’accéder à la densité de probabilité pY (y) dont on a besoin dans l’Éq. (2.3) pour exprimer

l’information de Fisher J(Y, a).

Dans l’intention d’être explicites concernant la dépendance paramétrique de x(t) en a,

nous allons considérer dans la suite la vaste catégorie de processus où x(t) est le mélange

additif x(t) = ξ(t)+sa(t). Le signal ξ(t) est un bruit blanc, indépendant des ηi et de a, de
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fonction de répartition Fξ(u), de densité de probabilité fξ(u) = dFξ(u)/du et d’écart-type

σξ. Le signal sa(t) est déterministe et contient le paramètre a. Par exemple, le paramètre

a peut être la valeur d’une constante sa(t) ≡ a, ou l’amplitude ou la fréquence d’un signal

périodique sa(t), ou n’importe quel paramètre entrant dans la spécification du signal

déterministe sa(t). Nous avons la densité fx(x) = fξ[x − sa(t)], et

pY (y) =

∫ +∞

−∞

pY |x(y, x)fξ[x − sa(t)]dx , (2.7)

et pour la dérivée par rapport au paramètre a,

∂

∂a
pY (y) = −∂sa(t)

∂a

∫ +∞

−∞

pY |x(y, x)f ′
ξ[x − sa(t)]dx . (2.8)

Ces équations exposent la relation précise entre le paramètre inconnu a à estimer et

l’information de Fisher J(Y, a) de la sortie du réseau. Ceci permet en principe d’étudier

l’évolution de J(Y, a), reflétant l’efficacité de l’estimation, dans différentes configurations

du réseau parallèle de capteurs. On pourra par exemple examiner l’influence des bruits

ηi(t) ajoutés et le choix de la caractéristique g(·) des capteurs.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons prendre g(·) linéaire pour des faibles signaux

d’entrée et saturante pour de forts signaux d’entrée, ce comportement étant classique pour

des capteurs. Nous allons poursuivre les investigations en étudiant l’influence des bruits

ηi(t) sur J(Y, a), c’est-à-dire sur la performance de l’estimation du paramètre a par le

réseau parallèle.

2.2 Information de Fisher dans les réseaux avec sat-

uration

Nous choisissons la caractéristique g(·) avec saturation, sous la forme

g(u) =






−λ si u ≤ −λ ,

u si − λ < u < λ ,

λ si u ≥ λ .

(2.9)

La forme simple de g(·) de l’Éq. (2.9) permet en particulier d’évaluer précisément les

intégrales (2.5)–(2.6) qui donnent

E[yi(t)|x] = λ

∫ +∞

λ−x

fη(u)du−λ

∫ −λ−x

−∞

fη(u)du+

∫ λ+x

−λ−x

xfη(u)du+

∫ λ+x

−λ−x

ufη(u)du (2.10)

soit

E[yi(t)|x] = λ+(−λ−x)Fη(−λ−x)− (λ−x)Fη(λ−x)−Gη(−λ−x)+Gη(λ−x) (2.11)
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et de façon similaire

E[y2
i (t)|x] = λ2 + (λ2 − x2)

[
Fη(−λ − x) − Fη(λ − x)

]
−

2x
[
Gη(−λ − x) − Gη(λ − x)

]
− Hη(−λ − x) + Hη(λ − x) ,

(2.12)

avec les fonctions Gη(u) =
∫ u

−∞
vfη(v)dv et Hη(u) =

∫ u

−∞
v2fη(v)dv. Au-delà des moments

conditionnels E[yi(t)|x] et E[y2
i (t)|x] des Éqs. (2.11) à (2.12), c’est la densité de proba-

bilité conditionnelle pyi|x(y, x) complète dont on a besoin en premier lieu pour en déduire

la densité pY |x(y, x), et ensuite la densité pY (y) de l’Éq. (2.7) pour trouver l’information

de Fisher J(Y, a) de l’Éq. (2.3). La totalité du calcul de la densité de probabilité pY (y)

et ensuite de J(Y, a) peut rarement être réalisée complètement analytiquement. La diffi-

culté se pose lors du calcul analytique pour les N produits de convolution de pyi|x(y, x)

nécessaires à l’obtention de pY |x(y, x). Nous allons maintenant examiner des cas rendant

cette convolution accessible analytiquement, et fournissant par la suite une idée sur le

comportement de l’information de Fisher J(Y, a). Concrètement, nous allons considérer

le cas N = 1 où la convolution n’est pas nécessaire, le cas N = 2 où la convolution peut

être faite analytiquement, et le cas N grand où pY |x(y, x) est directement accessible par

le théorème de la limite centrale sans avoir à faire de convolution.

2.2.1 Cas N = 1

Dans le cas simple où N = 1, le réseau revient à un capteur isolé et la sortie Y (t) =

y1(t) = g[sa(t)+ξ(t)+η1(t)]. C’est le cas similaire à celui pris dans [16]. Nous introduisons

la densité de probabilité p1(u) de ξ(t)+ η1(t), qui est la convolution p1(u) = fξ(u) ∗ fη(u),

associée à la fonction de répartition F1(u) =
∫ u

−∞
p1(v)dv. La densité de probabilité pY (y)

de la sortie du réseau est alors

pY (y) = F1[−λ − sa(t)] δ(y + λ) + p1[y − sa(t)] +
[
1 − F1[λ − sa(t)]

]
δ(y − λ) , (2.13)

où p1[y − sa(t)] cöıncide avec p1[y − sa(t)] pour y ∈ (−λ, λ) et est nulle ailleurs. L’infor-

mation de Fisher J(Y, a) résultante en sortie, définie par l’Éq. (2.3) et également trouvée

dans [16], est

J(Y, a) =

[
∂sa(t)

∂a

]2

×
[

p2
1[−λ − sa(t)]

F1[−λ − sa(t)]
+

∫ λ

−λ

p′21 [y − sa(t)]

p1[y − sa(t)]
dy +

p2
1[λ − sa(t)]

1 − F1[λ − sa(t)]

]
.

(2.14)

On peut par exemple noter que dans la situation où le bruit ξ(t) est gaussien de moyenne

nulle et de variance σ2
ξ , si le bruit de réseau η1(t) est aussi gaussien de moyenne nulle

et de variance σ2
η alors la densité p1(u) est gaussienne de moyenne nulle et de variance

σ2
ξ + σ2

η ; pour une fonction quelconque fξ(u) et η1(t) étant uniforme sur [−b, b], on a

p1(u) = [Fξ(u + b) − Fξ(u − b)]/(2b).
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2.2.2 Cas N = 2

Pour une taille N = 2 du réseau, les sorties sont y1(t) = g[x + η1(t)] et y2(t) =

g[x + η2(t)] lesquelles ont toutes deux pour densité de probabilité conditionnelle

pyi|x(y, x) = Fη(−λ − x) δ(y + λ) + f η(y − x) + [1 − Fη(λ − x)] δ(y − λ) , (2.15)

où f η(y − x) cöıncide avec fη(y − x) pour y ∈ (−λ, λ) et est nulle ailleurs. La densité

de probabilité conditionnelle pY |x(y, x) de la sortie Y (t) = [y1(t) + y2(t)]/2 résulte de la

convolution pyi|x(y, x) ∗ pyi|x(y, x) de l’Éq. (2.15) suivie d’un recalage correspondant au

facteur 1/N = 1/2. Cette densité pY |x(y, x) est nulle pour y à l’extérieur de [−λ, λ] et a une

probabilité de F 2
η (−λ−x) au point y = −λ, une probabilité de 2Fη(−λ−x)[1−Fη(λ−x)]

à y = 0 et une probabilité de [1 − Fη(λ − x)]2 au point y = λ. Et, pour y ∈ (−λ, 0) on a

pY |x(y, x) = 4Fη(−λ − x)fη(2y + λ − x) + 2

∫ λ+2y

−λ

fη(u − x)fη(2y − u − x)du , (2.16)

pour y ∈ (0, λ) on a

pY |x(y, x) = 4[1−Fη(λ− x)]fη(2y − λ− x) + 2

∫ λ

−λ+2y

fη(u− x)fη(2y− u− x)du . (2.17)

Les intégrales à droite des Éqs. (2.16) à (2.17) peuvent être calculées analytiquement dans

les cas classiques où fη(u) est gaussien ou uniforme. Une fois que l’on connâıt pY |x(y, x),

les intégrations sur x des Éqs. (2.7) à (2.8) sont généralement réalisées numériquement,

et l’information de Fisher en sortie du réseau résulte ensuite de l’intégrale J(Y, a) =∫ +∞

−∞

1

pY (y)

[
∂

∂a
pY (y)

]2

dy de l’Éq. (2.3).

2.2.3 Cas N grand

Quand N est grand et du fait du théorème de la limite centrale, la densité de probabilité

conditionnelle pY |x(y, x) peut être approximée en supposant que la densité fη(u) des bruits

de réseau est uniforme sur [−b, b], d’écart-type ση = b/
√

3. C’est un choix approprié à la

fois pour la simplification des calculs et pour la signification des bruits de réseau ηi(t) car

ils peuvent être choisis librement en tant que composante du réseau, à la différence du

bruit ξ(t) en entrée que l’on doit plutôt considérer comme imposé par l’environnement

physique. Pour x fixé vérifiant x ≤ −λ − b, quel que soit i on a x + ηi(t) ≤ −λ car ηi(t)

varie dans l’intervalle [−b, b]. Dans ce cas yi(t) = g[x + ηi(t)] sature à −λ quel que soit i,

et la quantité Y (t) =
1

N

∑N
i=1 yi(t) de l’Éq. (2.2) atteint la valeur y = −λ. En particulier,

pour un tel x on a E[Y |x] = −λ et var[Y |x] = 0 car toutes les sorties yi(t) restent à −λ.

De façon similaire, à x fixé vérifiant x ≥ λ + b, quel que soit i on a x + ηi(t) ≥ λ car ηi(t)

varie dans l’intervalle [−b, b]. Dans ce second cas, les sorties yi(t) = g[x + ηi(t)] saturent

à λ quel que soit i, et la sortie du réseau de l’Éq. (2.2) atteint y = λ. En particulier, pour
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un tel x on a E[Y |x] = λ et var[Y |x] = 0 car toutes les sorties yi(t) restent à λ. Entre ces

deux situations, lorsque −λ − b < x < λ + b, les yi se distribuent dans l’intervalle [−λ, λ]

avec pour chaque yi une probabilité non nulle d’éviter les ±λ. La sortie Y de l’Éq. (2.2),

selon le théorème de la limite centrale, devient donc normalement distribuée de moyenne

E[Y |x] ∈ (−λ, λ) et de variance var[Y |x] > 0, c’est-à-dire selon la gaussienne

ϕ(y, x) =
1√

2π var[Y |x]
exp

(
− [y − E[Y |x]]2

2 var[Y |x]

)
. (2.18)

À partir de l’Éq. (2.2) on trouve aussi E[Y |x] = E[yi|x] et var[Y |x] = var[yi|x]/N avec

var[yi|x] = E[y2
i |x] − E2[yi|x], lesquelles sont connues par les expressions

E[yi(t)|x] = λ + (−λ − x)Fη(−λ − x) − (λ − x)Fη(λ − x) − Gη(−λ − x) + Gη(λ − x)

et
E[y2

i (t)|x] = λ2 + (λ2 − x2)
[
Fη(−λ − x) − Fη(λ − x)

]
−

2x
[
Gη(−λ − x) − Gη(λ − x)

]
− Hη(−λ − x) + Hη(λ − x)

des Éqs. (2.11) et (2.12). La densité de probabilité conditionnelle pY |x(y, x) peut donc

s’exprimer par

pY |x(y, x) =





δ(y + λ) si x ≤ −λ − b ,

ϕ(y, x) si − λ − b < x < λ + b ,

δ(y − λ) si x ≥ λ + b .

(2.19)

En calculant l’Éq. (2.19) l’intégration pY (y) =
∫ +∞

−∞
pY |x(y, x)fξ[x− sa(t)]dx de l’Éq. (2.7)

mène à

pY (y) = Fξ[−λ − b − sa(t)] δ(y + λ) + Φ(y) +
[
1 − Fξ[λ + b − sa(t)]

]
δ(y − λ) , (2.20)

avec la fonction Φ(y) définie par

Φ(y) =

∫ λ+b

−λ−b

ϕ(y, x)fξ[x − sa(t)]dx . (2.21)

Cette fonction Φ(y) est non nulle surtout sur un support limité à y ∈ [−λ, λ] et disparâıt

rapidement quand y s’écarte de cet intervalle. Ceci est dû à l’intégrande gaussienne ϕ(y, x)

de l’Éq. (2.21), qui se concentre quel que soit x ∈ (−λ − b, λ + b) sur un domaine en y

centré sur E[Y |x] ∈ (−λ, λ) et dont la dispersion var[Y |x] est petite pour des grandes

valeurs de N . L’information de Fisher J(Y, a) définie par l’Éq. (2.3) s’écrit alors

J(Y, a) =

[
∂sa(t)

∂a

]2

×
[
f 2

ξ [−λ − b − sa(t)]

Fξ[−λ − b − sa(t)]
+

∫ λ

−λ

[∂Φ(y)/∂sa]
2

Φ(y)
dy +

f 2
ξ [λ + b − sa(t)]

1 − Fξ[λ + b − sa(t)]

]
.

(2.22)

Avant de regarder de près les évolutions de l’information de Fisher J(Y, a) dans différents

régimes de fonctionnement du réseau parallèle de capteurs, il est intéressant d’observer

des comportements spécifiques de la quantité J(Y, a) provenant de certaines conditions

limites.
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2.2.4 Comportements limites

À la limite où les bruits de réseau ηi(t) disparaissent, soit à ση = 0, la dispersion

var[Y |x] à x donné de la sortie Y du réseau tend également vers zéro. Alors, la sortie

Y s’approche jusqu’à correspondre exactement à l’espérance conditionnelle E[Y |x] pour

donner

Y = E[Y |x] =





−λ si x ≤ −λ ,

x si − λ < x < λ ,

λ si x ≥ λ ,

. (2.23)

La densité de probabilité conditionnelle devient pY |x(y, x) = δ(y − E[Y |x]) et la densité

de probabilité pY (y) de la sortie résultant de l’Éq. (2.7) devient

pY (y) = Fξ[−λ − sa(t)] δ(y + λ) + f ξ[y − sa(t)] +
[
1 − Fξ[λ − sa(t)]

]
δ(y − λ) , (2.24)

où f ξ[y − sa(t)] cöıncide avec fξ[y − sa(t)] pour y ∈ (−λ, λ) et est nulle ailleurs. On en

déduit l’information de Fisher définie par l’Éq. (2.3)

J(Y, a) =

[
∂sa(t)

∂a

]2

×
[
f 2

ξ [−λ − sa(t)]

Fξ[−λ − sa(t)]
+

∫ λ

−λ

f ′2
ξ [y − sa(t)]

fξ[y − sa(t)]
dy +

f 2
ξ [λ − sa(t)]

1 − Fξ[λ − sa(t)]

]
.

(2.25)

On peut interpréter l’Éq. (2.25) à la fois comme la limite (du cas N grand) de l’Éq. (2.22)

quand b → 0 ou comme la limite (du cas N = 1) de l’Éq. (2.14) quand p1(u) → fξ(u)

pour ση → 0. Les bruits de réseau ηi(t) disparaissant, l’Éq. (2.25) est indépendante de la

distribution des ηi. Puisque sans ajouter de bruit ηi tous les capteurs du réseau répondent

ensemble à la manière d’un capteur unique, l’Éq. (2.25) est également indépendante de la

taille N du réseau. En fait le comportement limite du réseau exposé par l’Éq. (2.25) résume

l’information de Fisher de la sortie d’un capteur isolé lorsque son entrée est sa(t) + ξ(t).

Une autre limite intéressante se produit à ση non nul quand N → ∞. Dans cette

condition, la largeur var[Y |x] = var[yi|x]/N tend vers zéro et ϕ(y, x) de l’Éq. (2.18)

devient un Dirac δ(y − E[Y |x]). Ce qui change dans Φ(y) de l’Éq. (2.21) se traduit sur

l’information de Fisher J(Y, a) par un changement de l’intégrale centrale de droite de

l’Éq. (2.22) en ∫ λ

−λ

[∂Φ(y)/∂sa]
2

Φ(y)
dy =

∫ λ+b

−λ−b

f ′2
ξ [u − sa(t)]

fξ[u − sa(t)]
du , (2.26)

le reste de l’expression de J(Y, a) dans l’Éq. (2.22) restant inchangé.

Les trois configurations spéciales que l’on vient de décrire

• N = 1 quel que soit ση où J(Y, a) est donnée par l’Éq. (2.14) ;

• ση = 0 quel que soit N où J(Y, a) est donnée par l’Éq. (2.25) ;

• N = ∞ quel que soit ση où J(Y, a) est donnée par les Éqs. (2.26) et (2.22)

sont des configurations où la dispersion var[Y |x] du réseau disparâıt de manière identique.

En conséquence, pour une valeur de x donnée la sortie Y du réseau devient la fonction
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déterministe Y = E[Y |x] = E[yi|x] donnée par E[yi(t)|x] =
∫ +∞

−∞
g(x + u)fη(u)du de

l’Éq. (2.5) rendant la valeur déterministe y ∈ [−λ, λ] quelle que soit celle de x. D’autre

part, quelle que soit la caractéristique g(u) de l’Éq. (2.5) qui sature à ±λ pour u → ±∞,

la fonction déterministe E[Y |x] = E[yi|x] sature aussi à ±λ pour x → ±∞. Du fait de la

dépendance Y = E[Y |x] de la sortie du réseau avec une dispersion var[Y |x] nulle, l’ajout

des bruits de réseau ηi(t) ne joue plus aucun rôle dans la dispersion de la sortie Y . Le

réseau se comporte totalement comme un dispositif déterministe, de fonction de transfert

déterministe donnée par Y = E[Y |x], avec des saturations à ±λ. Tout ceci revient au cas

d’une caractéristique de capteur avec saturation comme celle considérée dans [16]. Dans

une telle situation, pour les mêmes raisons que celles données dans [16] et par examen

des Éqs. (2.14) et (2.25) d’une part et (2.22) et (2.26) d’autre part, ce qui importe pour

l’information de Fisher J(Y, a) est la position des saturations ±λ dans la caractéristique du

capteur mais pas l’évolution entre ces saturations. En d’autres termes la valeur de J(Y, a)

sera la même pour n’importe quelle caractéristique g(u) dont la saturation apparâıt à ±λ

pour les mêmes valeurs de l’argument u. La partie de g(.) entre les saturations, qu’elle

soit linéaire comme dans ce chapitre avec l’Éq. (2.9) ou curvi-linéaire comme dans [16],

n’affecte pas l’information de Fisher J(Y, a). Par contre, dans les configurations différentes

de celles citées au-dessus, la dispersion var[Y |x] ne disparaissant pas, on s’attend à ce que

J(Y, a) soit dépendante de la forme de la partie entre saturations de la caractéristique,

comme par exemple l’information de Fisher dans le cas N grand qui résulte de l’Éq. (2.22).

Nous pouvons maintenant étudier les évolutions de l’information de Fisher J(Y, a) de

la sortie du réseau parallèle de capteurs.

2.3 Information de Fisher améliorée par le bruit

Considérons l’estimation de l’amplitude a d’une entrée sinusöıdale de période connue

Ts, soit sa(t) = a sin(2πt/Ts). Ce signal d’entrée sa(t) est corrompu par un bruit d’entrée

ξ(t) gaussien de moyenne nulle. La sortie Y (t) du réseau est observée à M instants tj
distincts, j allant de 1 à M . Tous les bruits ξ(t) et ηi(t) étant blancs, les M observa-

tions Y (tj) = Yj sont indépendantes. L’information de Fisher est alors additive [56], et

l’information de Fisher totale sur le paramètre a contenue dans l’ensemble de données
~Y = (Y1, Y2, . . . YM), notée J(~Y , a), est la somme des informations de Fisher J(Yj , a)

contenues dans chaque observation Yj, soit

J(~Y , a) =
M∑

j=1

J(Yj, a) . (2.27)

À l’aide de J(~Y , a) de l’Éq. (2.27), nous allons étudier l’influence des bruits de réseau ηi(t),

dont la densité de probabilité est choisie uniforme, sur la performance d’estimation lorsque

la sinusöıde d’entrée stimule le réseau dans différentes configurations. La Fig. 2.1 présente

les évolutions de l’information de Fisher J(~Y , a) pour des réseaux de différentes tailles
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N . Dans les conditions de la Fig. 2.1, le signal d’entrée sinusöıdal sa(t) = a sin(2πt/Ts)
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Fig. 2.1 – Information de Fisher J(~Y , a) de la sortie d’un réseau de taille N et pour λ = 1,

en fonction de l’amplitude efficace ση des bruits de réseau ηi(t) de densité de probabilité

uniforme. Le signal d’entrée est sa(t) = a sin(2πt/Ts) où a = 2, dans un bruit d’entrée

ξ(t) gaussien de moyenne nulle et d’amplitude efficace σξ = 1. M = 10 observations Y (tj)

sont faites aux instants t1 = ∆t à t10 = 10∆t avec ∆t = Ts/(M + 1).

est centré dans la partie linéaire de la caractéristique g(·) de l’Éq. (2.9) ; le signal sa(t)

ayant une grande amplitude a > λ, il agit par moments dans la partie saturante de g(·).
Cette configuration correspond à la sinusöıde en trait plein de la Fig. 2.2. Du fait que le

signal sa(t) soit centré dans la partie linéaire de g(.), aucun bénéfice ne peut être obtenu

en ajoutant du bruit pour un capteur isolé, comme le montre la décroissance monotone de

l’information de Fisher J(~Y , a) quand le niveau ση du bruit de réseau est augmentée sur

la Fig. 2.1 à N = 1. Ce comportement de l’information de Fisher a déjà été remarqué dans

[16] pour des capteurs avec saturation isolés. C’est en fait une propriété standard de l’effet

de bruit utile, où le bruit ajouté permet de déplacer dans un régime de la non-linéarité

plus favorable un signal d’entrée mal positionné par rapport à cette non-linéarité isolée.

Sur la Fig. 2.1 à N = 1, le signal d’entrée sa(t) étant bien positionné car centré dans la

partie linéaire de g(·), l’estimation ne peut pas être améliorée par le bruit. Cependant,

il ne se passe pas la même chose pour un réseau de taille N > 1. Dans ce cas présenté

sur la Fig. 2.1, le même signal d’entrée sa(t) centré de manière optimale dans la partie

linéaire de la caractéristique g(·) peut bénéficier de l’ajout de bruit dans le réseau. Ceci se

vérifie sur la Fig. 2.1 à N > 1 par les évolutions non monotones de l’information de Fisher

J(~Y , a) quand le niveau ση des bruits de réseau ηi(t) est augmenté, et par le maximum de

J(~Y , a) atteint pour un niveau optimal non nul des bruits de réseau. Dès une taille N du

réseau supérieure à 2, l’information de Fisher est toujours augmentée par ajout des bruits

ηi(t) au-dessus de sa valeur obtenue sans bruit de réseau à ση = 0 sur la Fig. 2.1. Comme

on peut le voir sur cette figure, l’amélioration par le bruit est de plus en plus efficace
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saturation

Fig. 2.2 – Stimulation du réseau parallèle de capteurs dans différentes configurations.

A) Caractéristique g(·) des capteurs selon l’Éq. (2.9). B) Sinusöıde d’entrée sa(t) =

a sin(2πt/Ts) pour une valeur du paramètre a > λ (en trait plein) et a < λ (en tirets).

au fur et à mesure que l’on augmente la taille N du réseau. Ceci est un mécanisme

d’amélioration par le bruit différent de la forme classique à N = 1, qui ne nécessite pas

un signal mal positionné par rapport à la non-linéarité. Ainsi, des signaux positionnés

à l’entrée de façon optimale bénéficient des bruits de réseau par un effet spécifique du

réseau, et l’efficacité augmente avec la taille de celui-ci. D’un point de vue qualitatif, cet

effet de réseau peut être lié à l’augmentation de la variabilité produisant une meilleure

représentation lorsque les capteurs sont répliqués en réseau avec ajout de bruits. Sans les

bruits ηi(t) dans le réseau, les capteurs délivrent des sorties yi(t) identiques en réponse à

l’entrée x(t), ce qui rend le réseau équivalent à un capteur isolé. Les bruits de réseau ηi(t)

que l’on ajoute forcent chaque capteur à délivrer une sortie yi(t) distincte des autres en

réponse à x(t). Cette augmentation de variabilité se traduit comme nous le démontrons

ici par une possibilité d’enrichir l’information de Fisher de la sortie du réseau.

La Fig. 2.3 illustre une situation similaire avec l’entrée sinusöıdale sa(t) = a sin(2πt/Ts)

centrée dans la partie linéaire de la caractéristique g(·) mais avec une amplitude a qui passe

légèrement au-dessus du niveau de saturation λ de l’Éq. (2.9), c’est-à-dire la sinusöıde en

trait plein sur la Fig. 2.2. Les comportements observés sur la Fig. 2.1 sont préservés dans

les conditions de la Fig. 2.3, à savoir une amélioration par ajout des bruits de réseau

ηi(t) n’existant pas pour un capteur isolé (N = 1) mais ayant toujours lieu pour un
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réseau à N > 1. La Fig. 2.4A montre une situation qualitativement différente des figures

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

amplitude efficace des bruits de réseau

in
fo

rm
at

io
n 

de
 F

is
he

r

N=∞

N=255

N=15

N=63

N=1

N=2

Fig. 2.3 – Même conditions que sur la Fig. 2.1 sauf pour a = 1.1 .

précédentes par l’évolution permanente de la sinusöıde d’entrée sa(t) = a sin(2πt/Ts) dans

la partie linéaire de g(.) du fait de son amplitude a < λ. Dans le cas de la Fig. 2.4A, une

amélioration par le bruit de l’information de Fisher J(~Y , a) est également possible pour un

réseau de taille N > 1, et non accessible pour un capteur isolé à N = 1. Même si a < λ,

le mélange d’entrée a sin(2πt/Ts) + ξ(t) opère aussi la non-linéarité g(·) dans sa partie

saturante par moments, du fait de la présence du bruit d’entrée ξ(t). Ce comportement

non linéaire suffit pour que l’effet de bruit utile ait lieu, comme le montre la Fig. 2.4A.

Néanmoins une certaine non-linéarité est nécessaire pour produire un effet de bruit utile.

Des capteurs strictement linéaires, obtenus par exemple quand λ → ∞ dans l’Éq. (2.9),

mèneraient à la sortie Y (t) = sa(t)+ ξ(t)+N−1
∑N

i=1 ηi(t) du réseau ; un mélange signal–

bruit purement additif ne permettrait donc pas d’amélioration par le bruit de l’information

de Fisher J(~Y , a). Au fur et à mesure que l’amplitude a de la sinusöıde d’entrée sa(t) est

encore plus réduite au-dessous de λ, la Fig. 2.4B montre que le même type d’effet de

bruit utile reste présent, avec une information de Fisher J(~Y , a) améliorée par le bruit

pour N > 1 et pas pour N = 1. L’effet de saturation des capteurs est de moins en moins

prononcé en diminuant a par rapport à λ. Par conséquent, l’effet non linéaire de bruit utile

est également de moins en moins prononcé, comme on peut le voir sur les Figs. 2.1–2.4.

Pour le mélange d’entrée signal–bruit x(t) = sa(t)+ξ(t), il est possible de calculer l’in-

formation de Fisher J(x, a) en entrée contenue dans x(t) sur le paramètre a. Il faut passer

par une définition similaire à l’Éq. (2.3) avec la densité de probabilité pY (y) remplacée

par la densité px(x) = fξ[x − sa(t)], ce qui donne

J(x, a) =

[
∂sa(t)

∂a

]2 ∫ +∞

−∞

f ′2
ξ [u − sa(t)]

fξ[u − sa(t)]
du . (2.28)

Dans les conditions des Figs. 2.1–2.4, avec un bruit d’entrée ξ(t) gaussien et sa(t) =
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saturation

Fig. 2.4 – Même conditions que sur la Fig. 2.1 sauf pour (A) le paramètre a = 0.9 et (B)

le paramètre a = 0.3 .

a sin(2πt/Ts), l’Éq. (2.28) atteint J(x, a) = sin2(2πt/Ts)/σ
2
ξ pour une seule observation

sur x(t) à l’instant t. Pour les M observations indépendantes x(tj) = xj , l’information

de Fisher totale contenue dans les données ~x = (x1, x2, . . . xM ) est la somme J(~x, a) =∑M
j=1 J(xj , a) =

∑M
j=1 sin2(2πtj/Ts)/σ

2
ξ . En ce qui concerne l’application numérique, on a

J(~x, a) = 5.5 dans les conditions des Figs. 2.1–2.4. Cette valeur J(~x, a) est l’information de

Fisher qui serait accessible si l’entrée x(t) = sa(t) + ξ(t) était directement (linéairement)

observable, ou si elle était observable de la sortie d’un capteur de caractéristique inversible

(éventuellement non linéaire) car une caractéristique inversible conserve l’information de

Fisher comme il est par exemple montré dans [16]. Cependant nous supposons que x(t)

doit être observé de la sortie de capteurs avec saturation modélisés par la caractéristique

g(·) non inversible de l’Éq. (2.9). Alors, un capteur isolé sans bruit de réseau fournit

l’information de Fisher J(~Y , a) en sortie qui est toujours inférieure à l’information de

Fisher J(~x, a) en entrée, comme il est visible sur les Figs. 2.1–2.4 à ση = 0. Ceci est dû

au caractère non inversible de g(·) impliquant une perte d’information de Fisher. Cette

perte d’information que l’on peut voir sur les Figs. 2.1–2.4 à ση = 0, devient de plus en

plus importante pour un signal d’entrée sa(t) = a sin(2πt/Ts) opérant de plus en plus

dans la partie saturante de la non-linéarité, ce qui arrive en augmentant a. La propriété

à remarquer est que le réseau parallèle avec ses bruits ηi(t) rend possible la récupération

de cette perte d’information de Fisher. Pour de grandes tailles de réseau soit pour N

grand sur les Figs. 2.1–2.4, il est même possible de récupérer complètement l’information

de Fisher J(~x, a) d’entrée. Dans le cas limite N → ∞, l’information de Fisher J(Y, a) en

sortie se comporte selon

J(Y, a) =

[
∂sa(t)

∂a

]2

×
[
f 2

ξ [−λ − b − sa(t)]

Fξ[−λ − b − sa(t)]
+

∫ λ

−λ

[∂Φ(y)/∂sa]
2

Φ(y)
dy +

f 2
ξ [λ + b − sa(t)]

1 − Fξ[λ + b − sa(t)]

]

de l’Éq. (2.22), ce qui veut dire que pour un niveau suffisant des bruits de réseau ηi(t) (pour

32
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b grand dans l’Éq. (2.22) pour la densité de probabilité uniforme que nous avons choisie

ici), l’information de Fisher en sortie J(Y, a) en sortie de réseau à partir des Éqs. (2.22)

et (2.26) tend vers l’information de Fisher J(x, a) en entrée donnée par l’Éq. (2.28).

En résumé, lorsque des capteurs tels que celui de l’Éq. (2.9) sont utilisés pour observer

un signal, isolés ils entrâınent une perte d’information de Fisher mais répliqués en réseau

parallèle, ils peuvent récupérer une partie voire la totalité de cette perte d’information de

Fisher, ceci étant possible grâce à l’ajout des bruits de réseau.

2.4 Deux mécanismes d’effet de bruit utile

La section précédente s’intéressait au cas d’un signal d’entrée sa(t) périodique centré

exactement (optimalement) dans la partie linéaire de la caractéristique g(·) de l’Éq. (2.9),

parfois avec une excursion dans ses saturations à ±λ comme sur les Figs. 2.1–2.3, et parfois

maintenu à l’intérieur de la partie linéaire de g(·) comme sur la Fig. 2.4. Nous considérons

maintenant le cas d’un signal d’entrée sa(t) périodique évoluant en permanence dans le

régime de saturation de la caractéristique g(·) de l’Éq. (2.9). Ceci se produit par exemple

pour un signal sa(t) = S0 + a sin(2πt/Ts) avec un offset S0 qui est assez grand pour que

S0 − a > λ. Alors, la modulation périodique de sa(t) autour de S0 (l’amplitude a que

l’on cherche à estimer) est totalement invisible de la sortie d’un capteur seul et dans ce

cas, l’information de Fisher J(Y, a) contenue dans la sortie du capteur sur le paramètre

a est nulle. Pour un capteur isolé, le bruit que l’on peut ajouter à sa(t) pourra donc

faire revenir le mélange signal–bruit dans la partie linéaire du capteur. La modulation

périodique sera alors visible de la sortie du capteur grâce à la présence de bruit, ce qui se

traduira par une information de Fisher non nulle. Cette forme d’effet de bruit utile dans

les capteurs avec saturation isolés a été montrée et analysée dans [16, 67] et est également

visible ici sur la Fig. 2.5 à N = 1. Sans ajouter de bruit η1(t), c’est-à-dire à ση = 0 sur

la Fig. 2.5 toujours à N = 1, c’est la présence du bruit d’entrée ξ(t) qui rend le signal

sa(t) visible de la sortie du capteur menant à une information de Fisher J(~Y , a) en sortie

non nulle. Lorsque le bruit d’entrée ξ(t) n’est pas à son niveau optimal pour l’efficacité

de l’estimation, le bruit de réseau η1(t) coopère avec ξ(t) pour augmenter encore l’effet de

bruit utile. Ceci s’observe sur la Fig. 2.5 à N = 1 par une augmentation de l’information de

Fisher J(~Y , a) en sortie quand ση devient non nul, jusqu’à un maximum de J(~Y , a) quand

on continue d’augmenter la quantité de bruit ξ(t) + η1(t) jusqu’à sa valeur optimale. Ce

type d’amélioration par le bruit observé sur la Fig. 2.5 à N = 1 relève de la forme classique

d’effet de bruit utile où un signal mal positionné par rapport à une non-linéarité est aidé

par le bruit pour que la transmission par un capteur isolé soit plus efficace. Finalement,

cette forme d’effet de bruit utile dans les capteurs isolés peut être complétée d’une autre

forme, quand les capteurs sont assemblés en réseau parallèle, comme le montre la Fig. 2.5

à N > 1. L’information de Fisher J(~Y , a) en sortie peut être encore accentuée dans un

réseau par ajout des bruits de réseau ηi(t). Il s’agit d’une forme distincte d’effet de bruit

utile à N > 1, qui a également été montrée dans la section 2.3, mais qui coexiste ici avec
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Fig. 2.5 – Information de Fisher J(~Y , a) de la sortie d’un réseau de taille N avec λ = 1,

en fonction de l’amplitude efficace ση des bruits de réseau ηi(t) de densité de probabilité

uniforme. Le signal d’entrée est sa(t) = 2+a sin(2πt/Ts) où a = 0.5, dans un bruit d’entrée

ξ(t) gaussien de moyenne nulle d’amplitude efficace σξ = 0.2. M = 10 observations Y (tj)

ont été réalisées aux instants t1 = ∆t à t10 = 10∆t avec ∆t = Ts/(M + 1).

la forme classique à N = 1. Deux mécanismes différents sont donc présents sur la Fig. 2.5,

caractérisant deux formes possibles d’effet de bruit utile.

Beaucoup d’exemples d’effet de bruit utile sont montrés en impliquant une sinusöıde

dans du bruit, ce qui a motivé l’analyse ci-dessus du comportement de l’information de

Fisher dans cette situation. Cependant l’analyse théorique développée dans les sections 2.1

et 2.2 s’applique quel que soit le type du signal d’entrée sa(t) dépendant du paramètre a.

Ainsi notre étude théorique n’est pas restreinte aux signaux sinusöıdaux, comme nous le

montrons dans la section suivante.

2.5 Estimation sur un signal non sinusöıdal

Pour illustration du caractère général de l’étude théorique présentée dans les sec-

tions 2.1 et 2.2 ainsi que de l’effet de bruit utile en estimation de paramètre, nous ex-

aminons ici l’estimation d’un paramètre d’une impulsion exponentielle par un réseau de

capteurs avec saturation. Les résultats sont montrés Fig. 2.6 pour l’estimation de l’ampli-

tude a de l’impulsion exponentielle sa(t) = a exp(−t/Ts) pour t ≥ 0 de constante de temps

Ts. Les résultats de la Fig. 2.7 correspondent à l’estimation du coefficient d’amortissement

a de l’impulsion exponentielle sa(t) = A exp(−at) pour t ≥ 0 avec une amplitude A con-

nue. Dans ces deux configurations, les Figs. 2.6 et 2.7 confirment le fait que la performance

de l’estimation, mesurée par l’information de Fisher J(~Y , a), peut toujours être améliorée

par ajout de bruits de réseau dans des réseaux de taille N > 1. L’amélioration par le bruit

de J(~Y , a) a lieu à la fois pour une amplitude de l’impulsion au-dessus ou au-dessous de λ
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Fig. 2.6 – Information de Fisher J(~Y , a) de la sortie d’un réseau de taille N avec λ = 1,

en fonction de l’amplitude efficace ση des bruits de réseau ηi(t) de densité de probabilité

uniforme. Le signal d’entrée est sa(t) = a exp(−t/Ts) dans un bruit d’entrée ξ(t) gaussien

de moyenne nulle et d’amplitude efficace σξ = 1. M = 10 observations Y (tj) sont réalisées

aux instants tj = 2Ts(j − 1)/(M − 1) pour j allant de 1 à M . Les pointillés représentent

le cas N = 1 et les traits pleins le cas N = 63. Pour chacune des valeurs de a les deux

courbes associées à N = 1 et à N = 63 cöıncident à ση = 0. L’information de Fisher en

entrée est J(~x, a) =
∑M

j=1 exp(−2tj/Ts)/σ
2
ξ ≈ 2.75 .

comme le montrent les Figs. 2.6 et 2.7, c’est-à-dire qu’un effet de bruit utile est possible

pour une impulsion exponentielle tombant dans la partie linéaire ou la partie saturante

des capteurs. D’autre part, à N = 63 dans les Figs. 2.6 et 2.7 pour un niveau optimal des

bruits de réseau ηi(t), la valeur maximale de l’information de Fisher J(~Y , a) en sortie est

proche de celle en entrée J(~x, a), ce qui signifie que l’on peut en principe se rapprocher

plus de J(~x, a) en augmentant la taille N du réseau comme on l’a vu dans les Figs. 2.1–2.5.

Ces différentes applications de la théorie développée dans la section 2.1 mettent en

évidence que l’effet de bruit utile dans les réseaux avec saturation est préservé pour

n’importe quel type d’estimation de paramètre sur un signal sa(t). Cette propriété peut

être attribuée à la forme de l’information de Fisher J(Y, a) donnée par exemple dans

l’Éq. (2.22). À partir de l’Éq. (2.22), l’influence que peut avoir un type de signal sa(t)

spécifique s’exprime essentiellement dans le facteur [∂sa(t)/∂a]2 et l’influence provenant

des bruits de réseau ηi(t) que l’on ajoute s’exprime dans le second facteur à droite de

l’Éq. (2.22) dans lequel la quantité sa(t) a un rôle réduit à une constante. C’est pourquoi

l’amélioration de l’information de Fisher par les bruits de réseau est régie par ce second

facteur, on peut donc s’attendre à ce que cette amélioration ait lieu de manière com-

parable pour n’importe quel type de signal sa(t). Au vu des résultats des Figs. 2.6 et

2.7, l’estimation de multiples paramètres par un réseau de capteurs avec saturation doit

probablement pouvoir tirer profit des bruits de réseau ηi(t) pour être améliorée. Le sujet
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Fig. 2.7 – Information de Fisher normalisée J(~Y , a)/A2 de la sortie d’un réseau de taille

N avec λ = 1, en fonction de l’amplitude efficace ση des bruits de réseau ηi(t) de densité

de probabilité uniforme. Le signal d’entrée est sa(t) = A exp(−at) avec a = 1, dans un

bruit d’entrée ξ(t) gaussien de moyenne nulle et d’amplitude efficace σξ = 1. M = 10

observations Y (tj) sont réalisées aux instants tj = 2(j − 1)/(M − 1) pour j allant de 1 à

M . Les pointillés représentent le cas N = 1 et les traits pleins le cas N = 63. Pour chacune

des valeurs de A les deux courbes associées à N = 1 et à N = 63 cöıncident à ση = 0.

L’information de Fisher en entrée est J(~x, a) = A2
∑M

j=1 t2j exp(−2atj)/σ
2
ξ ≈ 0.99A2 .

peut être traité en calculant la matrice de l’information de Fisher pour une mesure de

l’efficacité de l’estimation [56, 72], dans une extension de dimension multiple des calculs

des sections 2.1 et 2.2.

2.6 Discussion sur le réseau de capteurs avec satura-

tion considéré

L’étude que nous venons de présenter sur l’estimation de paramètre au moyen de

l’information de Fisher peut être comparée aux travaux de [69] sur le comportement du

rapport signal-sur-bruit (RSB) d’un signal sinusöıdal transmis par le même type de réseau

de capteurs avec saturation, lorsqu’on lui ajoute des bruits de réseau. Pour un signal si-

nusöıdal, le RSB de [69] caractérise l’efficacité de la détection de la sinusöıde qui pourrait

par exemple être faite dans le domaine fréquentiel par un filtre passe-bande ; l’information

de Fisher ici, caractérise de façon fondamentale l’efficacité de l’estimation de l’amplitude

de la sinusöıde. Il s’agit de deux tâches différentes, mesurées par des quantités différentes.

Cependant, lorsque les signaux sont transmis par des capteurs avec saturation tels que

g(·) de l’Éq. (2.9), les deux mesures peuvent toujours être augmentées par réplication des

capteurs en réseau dans lequel on ajoute des bruits. Ceci confirme le caractère général de

36
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l’effet de bruit utile dans les réseaux. Une différence existe néanmoins entre les présents

résultats et ceux de [69]. Le RSB d’une sinusöıde dans un bruit gaussien dans [69] peut

être augmenté au-dessus du RSB qui serait obtenu par une observation directe (linéaire)

du mélange signal–bruit d’entrée, au lieu de l’observation contrainte de se faire par les

capteurs avec saturation. L’amplification maximale du rapport signal-sur-bruit atteinte

dans [69] nécessite toutefois un réseau réglable, avec une valeur de λ spécifique correspon-

dant à l’amplitude de l’entrée sinusöıdale. Par contre ici, l’information de Fisher J(Y, a)

de la sortie du réseau de saturations peut toujours être augmentée au-dessus de l’infor-

mation de Fisher de la sortie d’un capteur avec saturation isolé, mais J(Y, a) ne peut

pas atteindre une valeur supérieure à celle de l’information de Fisher J(x, a) de l’entrée

obtenue lors de l’observation directe du mélange x(t) = sa(t) + ξ(t). Au mieux, comme

nous l’avons remarqué sur les Figs. 2.1–2.5, J(Y, a) atteint la valeur de J(x, a) pour des

réseaux de grande taille sans jamais la dépasser. Cette meilleure performance ne nécessite

pas de réglage spécifique du réseau et peut être obtenue pour tout λ donné en prenant

une taille de réseau suffisamment grande ainsi qu’un niveau des bruits de réseau suffisam-

ment grand. Pour l’information de Fisher, l’action des bruits dans le réseau peut être

interprétée comme une transformation des capteurs dont les saturations sont inhérentes,

en un dispositif équivalent qui serait purement linéaire et de gamme d’entrée infinie.

Un autre point de discussion réside dans le caractère non inversible de la caractéristique

g(·) que nous avons considérée. La non inversibilité est un ingrédient nécessaire à la

présence d’effet de bruit utile dans les réseaux mesuré par l’information de Fisher, effet qui

disparâıt pour des dispositifs inversibles. Comme déjà remarqué dans [16], c’est également

le cas pour des capteurs isolés. La raison vient de l’invariance par changement inversible

de variable de l’intégrale définissant l’information de Fisher, de la forme

J(Y, a) =

∫ +∞

−∞

1

pY (y)

[
∂

∂a
pY (y)

]2

dy

de l’Éq. (2.3). Pour des capteurs présentant des saturations (habituel en pratique), la

modélisation par une saturation inversible est pourtant une hypothèse formelle ne reflétant

pas toujours correctement le comportement physique du capteur. Envisageons une satu-

ration inversible de la forme g(u) = λ tanh(u/λ) à la place du modèle non inversible de

l’Éq. (2.9), dont l’entrée est la sinusöıde sa(t) = S0 + a sin(2πt/Ts) d’offset S0 comme sur

la Fig. 2.5. Pour S0 ≫ λ > a, la sinusöıde est à la sortie complètement écrasée sur le

voisinage de λ. À la sortie, la modulation de la sinusöıde d’entrée est alors comprimée

sur λ, sur un petit intervalle qui réduit au fur et à mesure que l’offset S0 grandit. Pour

une valeur donnée de S0 la modulation sinusöıdale devient invisible en sortie, alors que

pour une modélisation inversible de la saturation, l’information de Fisher sur l’amplitude

a de la modulation n’est pas affectée par le traitement et garde la même valeur en entrée

et en sortie quelle que soit la position de l’offset S0. En pratique, il y aura toujours une

limite physique à la résolution de la sortie, permettant de distinguer ou pas une petite

modulation sinusöıdale à l’environ du niveau λ de saturation. Le modèle inversible est
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donc incapable de représenter cette limite et la perte incontournable d’information qui lui

est associée. Le modèle non inversible de l’Éq. (2.9) offre quant à lui une représentation

naturelle de cette limite et constitue ainsi un modèle plus approprié pour les capteurs avec

saturation, et avec ce choix, la perte d’information de Fisher lorsque les capteurs opèrent

en régime de saturation est prise en compte.

Les résultats présentés dans cette étude montrent que l’amélioration de l’efficacité

d’estimation par le bruit peut arriver dans le réseau pour n’importe quelle position du

signal d’entrée par rapport à la non-linéarité. En particulier, un signal d’entrée centré de

manière optimale peut bénéficier de la mise en réseau avec bruits. Ceci marque un fort

contraste avec le mécanisme d’effet de bruit utile correspondant à un signal mal positionné

par rapport à un seuil comme dans [73] ou par rapport à une saturation comme dans

[16]. Ainsi, nous avons vu que deux mécanismes distincts peuvent être observés ; l’un

concernant des entrées mal positionnées et l’autre concernant un effet de réseau basé sur

une représentation enrichie et ce pour n’importe quel signal, les deux pouvant coexister

dans certaines configurations (comme illustré par la Fig. 2.5).

À travers le contexte des capteurs physiques, les résultats de cette étude comme

ceux sur les réseaux de comparateurs peuvent avoir une signification dans le domaine

du traitement neuronal de l’information. Les neurones exhibent une saturation et les

réseaux parallèles constituent une structure habituelle de leur organisation, comportant

diverses sources de bruit d’origine interne ou externe. Dans la partie suivante, nous allons

appliquer ces mécanismes d’effet de bruit utile dans les non-linéarités que sont les neu-

rones. On pourra également étudier l’influence du bruit lorsque le signal est positionné

dans les différents régimes d’activités des neurones.
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Chapitre 3

Application aux réseaux parallèles

de neurones

Plusieurs types d’effet de bruit utile ont été enregistrés dans le domaine du traitement

neuronal de l’information, par analyse théorique [74, 75] ou par observation expérimentale

[64, 65]. Une synthèse est présentée dans [34]. Ces études se penchent essentiellement sur

le mécanisme classique d’amélioration par le bruit où la non-linéarité présente un seuil

infranchissable par un signal d’amplitude trop faible, le bruit coopérant constructivement

avec le signal pour déclencher une réponse efficace à la sortie du neurone isolé [76]. Un

mécanisme d’effet de bruit utile en réseau pour un signal sous le seuil, similaire à celui

décrit dans le chapitre 1 pour des comparateurs, est également observé en transmission

neuronale [77, 28, 29, 38, 78, 40]. Ces deux mécanismes ont été étudiés pour différents

modèles de neurones, que ce soit pour leur réponse à un courant d’entrée analogique

[79, 39] ou à des trains d’impulsions (spikes) comme le modèle de FitzHugh-Nagumo

[35, 38], représentant différentes caractéristiques physiques. Parmi ces caractéristiques, les

neurones présentent une saturation pour de fortes intensités à leur entrée. Un mécanisme

d’effet de bruit utile en régime de saturation est montré avec des neurones isolés dans

[67] où le bruit est capable de réduire la distorsion, comme nous l’avons montré pour

des capteurs isolés dans le chapitre 2. Dans la suite, nous poursuivons l’étude sur le

comportement de ce type de neurones dans le cadre de l’amélioration par le bruit, lorsqu’ils

sont répliqués en un réseau parallèle. Les résultats principaux de cette étude sont présentés

dans [80].
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3. Application aux réseaux parallèles de neurones

3.1 Le modèle de processus neuronal

Le modèle classique (( intègre et tire )) d’un neurone isolé peut être représenté par une

caractéristique g(·) d’entrée–sortie sous la forme de la fonction de Lapicque [81, 82]

f(t) = g
[
I(t)

]
=






0 pour I(t) ≤ Iseuil ,

1/Tr

1 − (τm/Tr) ln
[
1 − Iseuil/I(t)

] pour I(t) > Iseuil .
(3.1)

Nous choisissons donc le même modèle de neurone que dans [67], qui sera répliqué pour

former un réseau parallèle dans notre étude. Le signal à l’entrée du neurone isolé est le

courant I(t) à l’instant t résultant de la somme des courants arrivant sur le neurone.

Ce courant d’entrée I(t) peut résulter des activités neuronales pré-synaptiques, ou d’un

stimulus externe provenant de l’environnement des neurones, une situation où l’étude de

l’effet de bruit utile est pertinente. La sortie du neurone est le taux de décharge à court-

terme f(t) auquel les potentiels d’action sont émis en réponse à I(t). Dans la fonction

de l’Éq. (3.1), un courant de seuil survient à Iseuil = Vseuil/Rm, avec Vseuil le potentiel de

décharge standard du neurone, et Rm la résistance totale de sa membrane. Les autres

paramètres de l’Éq. (3.1) sont la constante de temps τm de la membrane et la période Tr

de réfraction du neurone. Nous prenons les valeurs typiques également prises dans [67] :

Vseuil = 10 mV et Rm = 100 MΩ, ce qui donne Iseuil = 0.1 nA, ainsi que τm = 10 ms et

Tr = 1 ms. Le taux de décharge de l’Éq. (3.1) prenant en compte ces paramètres est décrit

sur la Fig. 3.1. Bien que fondé sur une description très simplifiée de la dynamique du
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Fig. 3.1 – Taux de décharge f(t) de sortie en unités de fmax = 1/Tr, en fonction du courant

d’entrée I(t) en unités de Iseuil, dans les conditions typiques τm = 10 ms, Tr = 1 ms et

Iseuil = 0.1 nA, selon la fonction de Lapicque de l’Éq. (3.1).

neurone, la fonction de l’Éq. (3.1) décrit des caractéristiques essentielles de la réponse
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d’un neurone [81, 82] à savoir la présence d’un seuil, d’une saturation et d’une partie

curvilinéaire entre ces deux parties.

Le réseau que nous allons étudier maintenant est la mise en parallèle, selon une struc-

ture similaire à celle considérée dans les chapitres précédents, de N neurones identiques

indexés de i = 1 à N et modélisés par la caractéristique de l’Éq. (3.1). Chaque neu-

rone i du réseau reçoit le signal d’entrée I(t) auquel on ajoute un bruit de réseau ηi(t)

indépendant de I(t). La réponse d’un neurone i est alors

fi(t) = g[I(t) + ηi(t)], i = 1, 2, . . .N . (3.2)

Les N bruits ηi(t) sont supposés blancs, indépendants et identiquement distribués (i.i.d.),

de densité de probabilité pη(u). La réponse y(t) du réseau peut être prise comme la

somme
∑N

i=1 fi(t) ou comme la moyenne N−1
∑N

i=1 fi(t) des N sorties, ces quantités se

comportant de la même façon dans cette étude. Dans la suite, nous prenons la moyenne

y(t) =
1

N

N∑

i=1

fi(t) , (3.3)

et nous mesurons l’influence des bruits de réseau ηi(t) sur la transmission de signaux

périodiques et apériodiques par le réseau neuronal.

3.2 Mesure de la transmission par le réseau

Afin d’étudier l’influence du bruit sur la transmission neuronale, nous supposons que

le courant d’entrée I(t) est

I(t) = s(t) + ξ(t) . (3.4)

Dans l’Éq. (3.4), le signal s(t) est le signal porteur d’information qui sera successivement

une composante périodique puis apériodique dans ce qui suit. Le signal s(t) représente

l’information provenant des neurones pré-synaptiques ou de l’environnement des cellules

sensorielles. La quantité ξ(t) dans l’Éq. (3.4) est un bruit blanc, indépendant de s(t)

et des bruits ηi(t), de densité de probabilité pξ(u), pouvant être issu des fluctuations

spontanées des neurones pré-synaptiques ou de l’environnement extérieur. Le mélange

signal–bruit I(t) = s(t)+ ξ(t) est transmis par le réseau neuronal, lequel produit la sortie

y(t) correspondante via les Éqs. (3.2) et (3.3). Nous allons maintenant étudier l’influence

des bruits de réseau ηi(t) sur l’efficacité de la transmission du signal s(t) à travers le

réseau.

3.2.1 Transmission d’un signal périodique

Une mesure standard pour quantifier l’efficacité de la transmission, lorsque s(t) est

un signal périodique de période Ts, est le rapport signal-sur-bruit (RSB) défini dans le

domaine fréquentiel [12, 5]. À la sortie du réseau, le RSB mesure dans y(t) la puissance
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3. Application aux réseaux parallèles de neurones

contenue dans la ligne de spectre cohérent existant à 1/Ts divisé par la puissance contenue

dans un fond de bruit de petite bande de fréquence ∆B autour de 1/Ts, ce qui donne

Rsor =

∣∣〈E[y(t)] exp(−ı2πt/Ts)〉
∣∣2

〈var[y(t)]〉∆t∆B
. (3.5)

Dans l’Éq. (3.5), une moyenne temporelle est définie par

〈...〉 =
1

Ts

∫ Ts

0

... dt , (3.6)

E[y(t)] et var[y(t)] = E[y2(t)] − E2[y(t)] représentant respectivement l’espérance et la

variance de y(t) à un instant t donné ; ∆t est la résolution temporelle de la mesure, c’est-

à-dire la période d’échantillonnage du signal en discret. Dans cette étude nous prendrons

∆t∆B = 10−3. Pour une valeur donnée I du courant d’entrée I(t) à l’instant t et selon

l’Éq. (3.3), on a les espérances conditionnelles

E[y(t)|I] = E[fi(t)|I] (3.7)

et

E[y2(t)|I] =
1

N
E[f 2

i (t)|I] +
N − 1

N
E2[fi(t)|I] . (3.8)

Ces deux quantités sont indépendantes de i car les bruits ηi(t) ainsi que leur densité fi(t)

sont indépendants et identiquement distribués, pour chaque i

E[fi(t)|I] =

∫ +∞

−∞

g(I + u)pη(u)du (3.9)

et

E[f 2
i (t)|I] =

∫ +∞

−∞

g2(I + u)pη(u)du . (3.10)

Le courant d’entrée s’exprimant I(t) = s(t)+ξ(t), la densité de probabilité est pξ

(
I−s(t)

)
,

et on obtient

E[y(t)] =

∫ +∞

−∞

E[y(t)|I]pξ

(
I − s(t)

)
dI , (3.11)

et

E[y2(t)] =

∫ +∞

−∞

E[y2(t)|I]pξ

(
I − s(t)

)
dI . (3.12)

toutes ces relations permettent l’évaluation du rapport signal-sur-bruit en sortie Rsor de

l’Éq. (3.5).
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3.3. Transmission aidée par le bruit dans un réseau neuronal

3.2.2 Transmission d’un signal apériodique

Lorsque le signal d’entrée s(t) porteur d’information est apériodique, une mesure stan-

dard dans les études d’effet de bruit utile est l’intercovariance entrée–sortie normalisée,

quantifiant la similarité entre l’entrée s(t) et la sortie y(t) du réseau sans être sensible

aux changements d’échelle ou d’offset dans l’amplitude du signal [83, 68]. Pour un signal

s(t) déterministe et apériodique sur une durée Ts, on introduit les signaux centrés sur leur

espérance statistique moyenne

s̃(t) = s(t) − 〈s(t)〉 (3.13)

et

ỹ(t) = y(t) − 〈E[y(t)]〉 , (3.14)

avec la moyenne temporelle définie par l’Éq. (3.6). L’intercovariance moyenne normalisée

est alors

Csy =

〈
E[s̃(t)ỹ(t)]

〉
√

〈E[s̃ 2(t)]〉 〈E[ỹ 2(t)]〉
. (3.15)

Puisque s(t) est déterministe, on peut écrire de façon équivalente

Csy =
〈s(t) E[y(t)]〉 − 〈s(t)〉〈E[y(t)]〉√[

〈s(t)2〉 − 〈s(t)〉2
][
〈E[y2(t)]〉 − 〈E[y(t)]〉2

] , (3.16)

avec E[y(t)] et E[y2(t)] données par les Éqs. (3.11) et (3.12). Nous pouvons à présent

quantifier l’influence des bruits de réseau ηi(t) sur l’efficacité de la transmission d’un

signal périodique ou apériodique s(t) par un réseau neuronal, au moyen des mesures de

performance Rsor de l’Éq. (3.5) et Csy de l’Éq. (3.16).

3.3 Transmission aidée par le bruit dans un réseau

neuronal

Les évaluations numériques de Rsor et Csy peuvent être réalisées par une intégration

numérique dans les Éqs. (3.9) à (3.12). On peut également choisir un traitement analytique

en utilisant l’approximation suivante. La fonction de Lapicque prise pour la caractéristique

g(·) de l’Éq. (3.1) peut s’approximer, pour I(t) suffisamment au-dessus du seuil Iseuil, en

prenant ln(1 − Iseuil/I) ≈ −Iseuil/I ce qui mène à

f(t) = g
[
I(t)

]
=






0 pour I(t) ≤ Iseuil ,

1/Tr

1 +
τm

Tr

Iseuil

I(t)

pour I(t) > Iseuil ,
(3.17)

illustrée en pointillés sur la Fig. 3.2. L’approximation de l’Éq. (3.17) est intéressante car
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Fig. 3.2 – Taux de décharge f(t) de sortie en unités de fmax = 1/Tr, en fonction du courant

d’entrée I(t) en unités de Iseuil, dans les mêmes conditions que la Fig. 3.1 pour la fonction

de Lapicque de l’Éq. (3.1) (trait plein) et son approximation donnée par l’Éq. (3.17)

(pointillés).

elle diffère peu de la fonction de l’Éq. (3.1), seulement légèrement pour I(t) juste au-

dessus du seuil Iseuil. Ainsi, elle préserve les propriétés qualitatives des neurones que sont

la présence de seuil, de saturation et d’une partie intermédiaire curvilinéaire dans leur

réponse. L’approximation que l’on vient de faire, associée à la densité de probabilité pη(u)

choisie uniforme sur [−a, a] permet l’évaluation analytique des intégrales des Éqs. (3.9) à

(3.10). À partir des primitives

∫
g(u)du =

u

Tr

− τmIseuil

T 2
r

ln

(
τmIseuil

Tr

+ u

)
(3.18)

et
∫

g2(u)du =
u

T 2
r

− 2τmIseuil

T 3
r

ln

(
τmIseuil

Tr
+ u

)
+

τ 2
mIseuil

T 4
r u + τmIseuilT 3

r

, (3.19)

nous obtenons les espérances conditionnelles

E[fi(t)|I] =






0 pour I ≤ Iseuil − a ,

1

Tr

Iseuil

2a
[Φ1(I + a) − Φ1(Iseuil)] pour Iseuil − a < I < Iseuil + a ,

1

Tr

Iseuil

2a
[Φ1(I + a) − Φ1(I − a)] pour I ≥ Iseuil + a ,

(3.20)
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et

E[f 2
i (t)|I] =





0 pour I ≤ Iseuil − a ,

(
1

Tr

)2
Iseuil

2a
[Φ2(I + a) − Φ2(Iseuil)] pour Iseuil − a < I < Iseuil + a ,

(
1

Tr

)2
Iseuil

2a
[Φ2(I + a) − Φ2(I − a)] pour I ≥ Iseuil + a ,

(3.21)

avec les deux fonctions

Φ1(u) =
u

Iseuil

− τm

Tr

ln

(
u

Iseuil

+
τm

Tr

)
(3.22)

et

Φ2(u) =
u

Iseuil
− 2

τm

Tr
ln

(
u

Iseuil
+

τm

Tr

)
− (τm/Tr)

2

u

Iseuil

+
τm

Tr

. (3.23)

Dans le but d’analyser l’influence du bruit dans le réseau neuronal, nous choisissons comme

entrée périodique celle de [67]

s(t) = I0 + I1 sin(2πt/Ts) ∀t, (3.24)

pour laquelle la mesure de performance est le RSB Rsor de l’Éq. (3.5), et comme entrée

apériodique

s(t) =

{
I0 + I1 sin(2πt/Ts) pour t ∈ [0, Ts] ,

0 ailleurs,
(3.25)

pour laquelle la mesure de performance est l’intercovariance Csy de l’Éq. (3.16). Nous

pourrons varier les paramètres I0 (offset) et I1 (amplitude) de l’entrée s(t) des Éqs. (3.24)

ou (3.25) afin de stimuler le réseau dans les différents régimes présentés sur la Fig. 3.1,

soit successivement le seuil, la partie curvilinéaire et la saturation.

3.3.1 Transmission au seuil

Dans la situation au seuil, le signal s(t) porteur d’information évolue à chaque instant

t au-dessous du courant de seuil Iseuil. Le bruit d’entrée ξ(t) ajouté au signal s(t) est

également faible, si bien que le mélange d’entrée signal–bruit I(t) = s(t) + ξ(t) n’atteint

pratiquement jamais le seuil de décharge Iseuil des neurones. Le courant I(t) n’est donc

pas capable à lui seul de déclencher une réponse efficace de la sortie du réseau, et par

conséquent les mesures Rsor et Csy de l’efficacité de la transmission restent essentiellement

nulles. La Fig. 3.3 montre que dans cette configuration, les bruits de réseau ηi(t) ont un

rôle constructif sur la transmission. Dans le cas d’un neurone isolé c’est-à-dire à N = 1

sur la Fig. 3.3, le bruit η1(t) ajouté coopère avec le signal d’entrée I(t) sous le seuil,
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Fig. 3.3 – Transmission au seuil par un réseau neuronal de taille N , en fonction de

l’amplitude efficace ση/Iseuil des bruits de réseau ηi(t) de densité de probabilité uniforme,

avec un bruit d’entrée ξ(t) gaussien de moyenne nulle et d’amplitude efficace σξ = 0.1Iseuil.

Les paramètres du signal d’entrée sont I0 = 0.5Iseuil et I1 = 0.1Iseuil. A) RSB en sortie

Rsor de l’Éq. (3.5) pour s(t) un signal Ts-périodique d’Éq. (3.24). B) Intercovariance

entrée–sortie Csy de l’Éq. (3.16) pour s(t) un signal apériodique d’Éq. (3.25).

pour atteindre ce seuil de décharge Iseuil et induire ainsi des variations de la sortie du

neurone qui sont corrélées au signal s(t) porteur d’information. Cet effet coopératif a lieu

que l’entrée s(t) soit périodique (Fig. 3.3A) comme apériodique (Fig. 3.3B). L’effet de

bruit utile, se manifestant par une évolution non monotone culminant à un maximum

des mesures pour un niveau non nul du bruit η1(t), est l’effet standard dans une non-

linéarité à seuil comme il a été mesuré avec l’information de Fisher dans le chapitre 1.

Nous montrons ici que la transmission aidée par le bruit présente dans le cas d’un neurone

isolé est accentuée lorsque les neurones sont associés en réseau parallèle, comme le montre

la Fig. 3.3 à N > 1 où les deux mesures de performance sont toujours augmentées par

l’action bénéfique des bruits de réseau ηi(t) choisis ici uniformes. Sans ajouter aucun

bruit ηi(t) dans le réseau, soit à ση = 0 sur la Fig. 3.3, tous les neurones répondent

ensemble à la manière d’un seul donnant la même performance à ση = 0 quelle que

soit la taille N du réseau. Comparé à l’efficacité d’un neurone isolé, l’ajout des bruits

de réseau ηi(t) implique toujours un effet bénéfique à l’efficacité de la transmission par

le réseau neuronal. De plus, on peut déduire de la Fig. 3.3 que cet effet devient plus

important quand la taille N du réseau est augmentée. Dans la configuration limite de

grands réseaux N = ∞, les deux mesures Rsor et Csy atteignent un plateau pour de

grandes valeurs de l’amplitude efficace ση des bruits ηi(t). Le comportement du réseau en

fonction des bruits ηi(t), et en particulier la présence de ce plateau pour de grandes valeurs

de leur amplitude efficace, est en accord avec le comportement similaire des travaux de

[35] sur les réseaux neuronaux pour le modèle de FitzHugh-Nagumo et pour la corrélation

entrée–sortie de la transmission d’un signal apériodique (sans bruit d’entrée). Dans notre
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3.3. Transmission aidée par le bruit dans un réseau neuronal

cas de mélange signal–bruit I(t) = s(t) + ξ(t), le rapport signal-sur-bruit en entrée défini

par les Éqs. (3.5) et (3.24) est la quantité Rent = I2
1/(4σ2

ξ∆t∆B) ; pour l’intercovariance

normalisée définie par les Éqs. (3.16) et (3.25) c’est la quantité CsI = 1/[1 + 2σ2
ξ/I

2
1 ]1/2.

Pour les paramètres de la Fig. 3.3, ces quantités valent Rent = 250 et CsI = 1/
√

3 (valeurs

identiques pour toutes les figures de ce chapitre). Le plateau atteint par le RSB à N = ∞
et de grandes valeurs de ση sur la Fig. 3.3 est justement Rent, de même que le plateau

atteint par l’intercovariance dans ces conditions est CsI . En d’autres termes, le réseau à

l’aide des bruits ηi(t) ajoutés, est capable pour de grandes tailles N du réseau de restituer

l’efficacité de la transmission que l’on obtiendrait par une observation directe de l’entrée

I(t) = s(t) + ξ(t) au lieu de son observation par les neurones possédant un seuil.

Un point de vue complémentaire sur l’effet de bruit utile dans le réseau neuronal est

donné dans le domaine temporel par la Fig. 3.4. Dans cette figure on considère la même
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Fig. 3.4 – Pour la sortie y(t) d’un réseau de taille N → ∞ : sa moyenne E[y(t)] et son

écart-type σy, en unités de fmax = 1/Tr. Le signal d’entrée est la sinusöıde bruitée de

l’Éq. (3.24) dont les valeurs des paramètres sont celles de la Fig. 3.3. A) à ση = 0 (sans

ajouter de bruit de réseau ηi(t)). B) à ση = 0.4Iseuil (avec des bruits de réseau dont le

niveau est non nul et proche de sa valeur optimale). Dans le panneau A la quantité σy est

divisée par 100 pour correspondre à l’échelle de E[y(t)].

sinusöıde bruitée et sous le seuil que pour la Fig. 3.3. On peut déduire des espérance

E[y(t)] et écart-type σy que l’effet de bruit utile est double. Par ajout de bruits ηi(t),

correspondant au passage de la Fig. 3.4A à la Fig. 3.4B, la sortie y(t) du réseau ressem-

ble plus en moyenne à la sinusöıde d’entrée, et la fluctuation σy par rapport à E[y(t)]

est réduite. Ces aspects examinés qualitativement sur la Fig. 3.4 sont quantifiés par les

mesures de la Fig. 3.3.
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3. Application aux réseaux parallèles de neurones

3.3.2 Transmission en régime intermédiaire

Un autre régime intéressant à étudier dans le cadre de l’amélioration par le bruit cor-

respond à la transmission d’un signal s(t) dont l’amplitude est assez grande pour que le

signal évolue à chaque instant t au-dessus du seuil de décharge Iseuil des neurones, sans

pour autant solliciter la saturation de la caractéristique du neurone que l’on peut voir

sur la Fig. 3.1. Le comportement du réseau dans ce régime intermédiaire est présenté

sur la Fig. 3.5. Dans le cas d’un neurone isolé soit à N = 1 sur la Fig. 3.5, l’effet de
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Fig. 3.5 – Transmission en régime intermédiaire du réseau neuronal de taille N , en

fonction de l’amplitude efficace ση/Iseuil des bruits de réseau ηi(t) de densité de proba-

bilité uniforme. Le bruit d’entrée ξ(t) est gaussien de moyenne nulle et amplitude efficace

σξ = 5Iseuil, les paramètres du signal d’entrée sont I0 = 10Iseuil et I1 = 5Iseuil. A) RSB en

sortie Rsor de l’Éq. (3.5) pour s(t) une entrée Ts-périodique d’Éq. (3.24). B) Intercovari-

ance entrée–sortie Csy de l’Éq. (3.16) pour s(t) une entrée apériodique d’Éq. (3.25).

bruit utile n’intervient pas, comme le montre la décroissance monotone du RSB Rsor et

de l’intercovariance Csy lorsque le niveau de bruit ση augmente. Ceci est dû au fait que

s(t), en permanence au-dessus du seuil et au-dessous de la saturation, peut par lui-même

déclencher une réponse efficace de la sortie du neurone isolé. Un signal s(t) évoluant dans

le régime intermédiaire d’un capteur n’a pas besoin de l’aide du bruit, que ce soit pour

dépasser un seuil ou pour être déplacé en dehors d’une saturation. L’ajout de bruit dans

cette condition ne peut alors que dégrader l’efficacité de la transmission d’un neurone

isolé, propriété également notée pour le même modèle de neurone isolé dans [67]. Nous

montrons ici que les résultats sont différents lorsque les neurones sont assemblés en un

réseau parallèle. Pour des tailles N de réseau suffisamment au-dessus de 1, la Fig. 3.5

illustre que les bruits de réseau ηi(t) peuvent toujours améliorer l’efficacité de la trans-

mission par rapport à celle d’un neurone isolé sans bruit η1(t), dans le cas d’un signal s(t)

en régime intermédiaire. L’action constructive des bruits de réseau ηi(t) s’exprime comme

auparavant par une augmentation de Rsor sur la Fig. 3.5A et Csy sur la Fig. 3.5B quand

le niveau ση de bruit est augmenté. Comme dans la section précédente pour un signal
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au-dessus du seuil, l’effet de bruit utile est de plus en plus prononcé quand la taille N

du réseau devient plus grande. Dans la limite d’un réseau infini N = ∞ sur la Fig. 3.5,

les mesures en entrée Rsor = Rent et Csy = CsI sont aussi récupérées pour de grandes

valeurs de ση, comme si le réseau de neurones non linéaires se transformait en un dispositif

linéaire sous l’action du bruit.

D’autre part, une propriété importante apparâıt sur la Fig. 3.5 pour des réseaux de

taille suffisamment grande : la possibilité d’améliorer les mesures efficacité Rsor et Csy au-

dessus de leur valeur en entrée Rent et CsI , dans un intervalle réduit de valeurs du niveau

de bruit ση. Cet effet, où Rsor et Csy montent légèrement au-dessus des plateaux pour

de grandes valeurs de ση, est ici faible ; mais il prouve en principe que certains capteurs

non linéaires, éventuellement aidés par le bruit, peuvent surpasser les compétences d’un

hypothétique système purement linéaire ayant un accès direct au signal d’entrée. Une telle

observation linéaire directe n’est pas accessible aux neurones isolés qui doivent faire avec

leur caractéristique de seuil et saturation, mais elle devient possible pour un assemblage de

neurones avec des bruits, comme nous le montrons dans cette étude. C’est une propriété

remarquable montrée sur la Fig. 3.5, que d’observer un réseau de non-linéarités avec seuil

et saturation pouvant amplifier les efficacités Rsor et Csy au-dessus de leur valeur d’entrée

Rent et CsI , car cette propriété est présente dans très peu de systèmes. Il est clair que les

systèmes linéaires y compris les systèmes linéaires dynamiques de n’importe quel ordre ne

peuvent pas amplifier le RSB en sortie de l’Éq. (3.5) au-dessus du RSB en entrée, car dans

le spectre de sortie d’un système linéaire le pic cohérent à 1/Ts et le fond de bruit autour

de 1/Ts sont multipliés par le même facteur qui est le module de sa transmittance au carré,

laissant le RSB inchangé entre l’entrée et la sortie. Très peu de systèmes non linéaires sont

capables d’amplifier le RSB d’une sinusöıde dans un bruit blanc gaussien comme il est

montré sur la Fig. 3.5. L’amplification du RSB est une problématique qui a été posée très

tôt en traitement du signal et pour les conditions les moins difficiles d’un bruit à bande

étroite [84, 85], des gains maximaux de 2 ont été atteints avec des non-linéarités avec

seuil ou de Heaviside. Dans les conditions plus difficiles d’un bruit blanc large bande, les

gains en RSB sont tout aussi modestes : un gain de RSB maximal de 1.2 est obtenu dans

[86] pour un système dynamique bistable isolé, un gain de RSB maximal de 1.25 dans

[87] par réseau couplé de systèmes dynamiques bistables, et il est rapporté dans [9] qu’un

gain de RSB maximal de 1.4 peut être obtenu par une non-linéarité statique réglée de

façon optimale. Il semble que dans une amplification du RSB par des non-linéarités, une

certaine quantité de saturation soit un ingrédient important pour le gain, du fait de son

aptitude à couper le mélange d’entrée signal–bruit qui permettrait de réduire le bruit plus

que le signal d’intérêt, comme c’est le cas dans [9] ou comme ici pour les non-linéarités

neuronales.

Dans le domaine temporel, la Fig. 3.6 offre un autre aperçu de l’effet de bruit utile

dans le réseau. Pour la même sinusöıde d’entrée bruitée que sur la Fig. 3.5, la Fig. 3.6

montre de nouveau la double action constructive du bruit. En passant de la Fig. 3.6A à la

Fig. 3.6B par ajout des bruits ηi(t), la sortie y(t) ressemble en moyenne plus (légèrement
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  0     Ts    2Ts    3Ts
0

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

  0     Ts    2Ts    3Ts
0

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

temps t

A

B

y

y

E[y]

E[y]

σ

σ

Fig. 3.6 – Pour la sortie y(t) d’un réseau de taille N → ∞ : sa moyenne E[y(t)] et son

écart-type σy, en unités de fmax = 1/Tr. Le signal d’entrée est la sinusöıde bruitée de

l’Éq. (3.24) dont les valeurs des paramètres sont celles de la Fig. 3.5. A) à ση = 0 (sans

ajouter de bruit de réseau ηi(t)). B) à ση = 7Iseuil (avec des bruits de réseau dont le niveau

est non nul et proche de sa valeur optimale).

pour ces valeurs de paramètres) à la sinusöıde d’entrée, et la fluctuation σy est réduite.

3.3.3 Transmission à la saturation

Les conditions de la Fig. 3.7 concernent un réseau soumis à un régime de forte satu-

ration. Dans le cas d’un neurone isolé correspondant à la courbe N = 1 sur la Fig. 3.7, le

bruit η1(t) ajouté est déjà capable d’un effet de bruit utile sur l’efficacité de la transmis-

sion d’un signal périodique ou apériodique. Une amélioration similaire à celle pour N = 1

avait déjà lieu dans le régime sous le seuil sur la Fig. 3.3, mais pas dans le régime in-

termédiaire de la caractéristique du neurone sur la Fig. 3.5. Ce qui se passe en saturation

à N = 1, également observé dans [67], illustre que l’ajout de bruit apporte au besoin un

décalage à la réponse neuronale, qui la déplace d’un régime fortement non linéaire (seuil

ou ici saturation) vers un régime plus favorable à la transmission (partie curvilinéaire de

la caractéristique). Nous illustrons ensuite une transmission aidée par le bruit en régime

de saturation qui est fortement améliorée lorsque les neurones sont associés en réseau à

N > 1 sur la Fig. 3.7. Cet effet de bruit utile est valable pour des signaux périodiques

(Fig. 3.7A) comme pour des signaux apériodiques (Fig. 3.7B), et il est de plus en plus

important au fur et à mesure que la taille N du réseau est augmentée. Pour des tailles

de réseau N → ∞ et une quantité suffisante des bruits ηi(t), la sortie du réseau non

linéaire récupère la performance que l’on aurait à l’entrée. La double action bénéfique des

bruits de réseau est également illustrée dans le domaine temporel sur la Fig. 3.8. En effet,

pour des grandes amplitudes de la sinusöıde d’entrée bruitée sur la Fig. 3.7, la sortie y(t)
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Fig. 3.7 – Transmission à la saturation par un réseau neuronal de taille N , en fonction de

l’amplitude efficace ση/Iseuil des bruits de réseau ηi(t) de densité de probabilité uniforme,

avec un bruit d’entrée ξ(t) gaussien de moyenne nulle et d’amplitude efficace σξ = 5 ×
103Iseuil, les paramètres du signal étant I0 = 104Iseuil et I1 = 5 × 103Iseuil. A) RSB en

sortie Rsor de l’Éq. (3.5) pour s(t) un signal Ts-périodique d’Éq. (3.24). B) Intercovariance

entrée–sortie Csy de l’Éq. (3.16) pour s(t) une entrée apériodique d’Éq. (3.25).

en moyenne ressemble plus, avec une saturation réduite, à l’entrée et la fluctuation est

diminuée.

3.4 Discussion sur les mécanismes d’effet de bruit

utile

Nous venons de montrer dans les réseaux de non-linéarités appliqués aux processus

neuronaux qu’un effet de bruit utile est toujours renforcé par un niveau suffisant des

bruits de réseau, comparé à la situation d’un neurone isolé, dans les régimes de seuil

et saturation de la caractéristique des neurones. Dans la partie curvilinéaire où le bruit

est subi comme une nuisance par le neurone isolé, l’effet de bruit utile devient possible

par la mise en réseau avec ajout de bruits de réseau (pris ici de densité de probabilité

uniforme). Il est donc possible d’améliorer la transduction du signal dans les processus

neuronaux pour n’importe quelle position du signal, qu’il soit sous le seuil ou dans la

saturation ou même dans la partie curvilinéaire de la réponse neuronale. Ces régimes

correspondent à des signaux mal positionnés ainsi que bien positionnés par rapport à

la non-linéarité. Dans ces différentes configurations, un effet de bruit utile a été vérifié

tout aussi bien pour des signaux périodiques que des signaux apériodiques, illustrant le

nombre important de formes d’amélioration par le bruit dans les structures neuronales.

Ces améliorations sont permises par un mécanisme distinct dans les réseaux, où l’ajout de

bruits de réseau force les neurones à répondre différemment à un même signal d’entrée.
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Fig. 3.8 – Pour la sortie y(t) d’un réseau de taille N → ∞ : sa moyenne E[y(t)] et son

écart-type σy, en unités de fmax = 1/Tr. Le signal d’entrée est la sinusöıde bruitée de

l’Éq. (3.24) dont les valeurs des paramètres sont celles de la Fig. 3.7. A) à ση = 0 (sans

ajouter de bruit de réseau ηi(t)). B) à ση = 12 × 103Iseuil (avec des bruits de réseau dont

le niveau est non nul et proche de sa valeur optimale).

De nos études, il apparâıt que ceci est la source d’une représentation plus riche en sortie

du réseau et ainsi d’une transduction améliorée du signal d’entrée. Nous avons vu que

l’effet de bruit utile est aussi disponible dans le régime intermédiaire, ce qui signifie que

cet effet ne requiert pas de position particulière du signal. Dans le cas des neurones isolés

et pour d’autres types de capteurs comme ceux vus dans les chapitres 1 et 2 précédents,

au contraire des réseaux, le mécanisme d’effet de bruit utile s’appuie sur les non-linéarités

avec seuil ou saturation. Nous retrouvons donc, ici pour la transduction neuronale de

l’information, deux mécanismes opérant ensemble sur les Figs. 3.3 et 3.7 respectivement

en régime de seuil et de saturation, tandis qu’un seul mécanisme (celui de réseau) a lieu

en régime intermédiaire sur la Fig. 3.5.

L’effet de bruit utile dans la transduction neuronale en réseau a été montré ici avec le

modèle très simple de neurone décrit par la fonction de Lapicque de l’Éq. (3.1). Comme

le souligne beaucoup d’études sur les neurones [82], ce modèle de la fonction de Lapicque

transcrit des propriétés essentielles de la transmission neuronale, à savoir la présence à

la fois d’un seuil, d’une saturation et d’une réponse intermédiaire curvilinéaire. En même

temps, l’effet de bruit utile est connu pour être robuste à des changements dans les non-

linéarités considérées. Des modèles de neurones plus élaborés, avec des couplages possibles

dans le réseau, pourraient être testés afin d’étudier comment les propriétés basiques ex-

posées ici sont préservées ou évoluent. Il serait aussi intéressant de connâıtre le rôle de

ces propriétés basiques dans le traitement de l’information accompli par les systèmes

neuronaux, traitement très efficace et dont le mode et les mécanismes sont toujours in-

tensément étudiés.
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Conclusion sur les réseaux de

capteurs

Dans les études de cette partie, nous avons étudié des réseaux parallèles de capteurs

dans leurs différents régimes de fonctionnement. Nous avons pris en compte la présence

d’un seuil, d’une saturation, et d’une partie intermédiaire linéaire ou curvilinéaire. Dans

les non-linéarités isolées et pour le couplage signal–bruit additif supposé ici, la possibilité

d’un effet de bruit utile dépend de la position du signal porteur d’information par rapport

à la non-linéarité. Le signal doit être mal positionné pour bénéficier du bruit, le ramenant

alors dans une partie plus favorable au traitement par le capteur isolé. Cet effet de bruit

utile n’est pas disponible en régime intermédiaire pour un capteur isolé, comme la partie

curvilinéaire de la fonction de Lapicque choisie pour modéliser le comportement des neu-

rones naturels. Nous avons montré que la mise en réseau parallèle de ces capteurs avec

bruits de réseau permet toujours d’améliorer le traitement de l’information. Dans le cas

d’un signal mal positionné (seuil ou saturation), les mesures de performance sont encore

meilleures quand le nombre de capteurs assemblés augmente. En régime intermédiaire

nous avons vu que le réseau avec bruits est capable de tirer parti de ces bruits pour une

meilleure performance que dans le cas isolé. Dans certaines conditions, le réseau de cap-

teurs avec bruits permet même de récupérer à sa sortie plus d’information que dans le cas

d’une observation directe du mélange signal–bruit d’entrée. Dans la situation d’un sig-

nal bien positionné, nous retrouvons une augmentation de la performance pour un grand

nombre de capteurs composant le réseau. Ceci est une propriété remarquable illustrant la

possibilité d’un effet bénéfique du bruit dans une situation adaptée pour le traitement du

signal. À travers ces résultats, nous présentons différents mécanismes d’effet de bruit utile

opérant dans les réseaux, qui peuvent éventuellement apparâıtre conjointement comme

nous le discutons dans la section 2.4.

Nous avons considéré deux domaines du traitement de l’information que sont l’estima-

tion de paramètres et la transmission neuronale. En estimation, l’analyse est faite pour un

signal quelconque ce qui nous permet de souligner le caractère général de l’amélioration

par le bruit dans ce domaine. En transmission neuronale, les présents résultats apportent

une contribution vers la compréhension des mécanismes plus complexes de la transduc-

tion neuronale par des structures présentant des non-linéarités dès les plus bas niveaux.

Des perspectives directes des travaux développés dans cette partie I ont été abordées
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Conclusion sur les réseaux de capteurs

dans les discussions des trois chapitres. On pourrait aussi envisager d’autres couplages

signal–bruit, comme le fait par exemple l’étude de [41], voire des structures de réseaux

où les capteurs sont liés. Les non-linéarités traitées ici se retrouvent dans de nombreux

domaines, comme par exemple l’imagerie cohérente à laquelle nous nous intéressons dans

la seconde partie de ce manuscrit.

54



Deuxième partie

Effet de bruit utile en imagerie

cohérente





Introduction sur l’imagerie cohérente

Nous nous sommes intéressés jusqu’ici à l’effet de bruit utile sur le traitement de

signaux monodimensionnels. Quelques études ont montré cet effet dans le cas des images

[88, 89, 27]. Beaucoup d’entre elles concernent la perception des images par le système

visuel, au moyen d’évaluations psychophysiques [90] (voir [34] pour une synthèse). Une

amélioration par le bruit a également été observée dans des systèmes optiques, que ce soit

en théorie [91, 92, 93, 94] ou expérimentalement [95, 96].

Nous considérons ici le domaine de l’imagerie cohérente qui concerne un grand nombre

de systèmes (sonar, échographie, SAR, laser...). Dans ces systèmes, une onde monochro-

matique éclaire la scène à imager avec une phase uniforme ou quasi-uniforme dans l’es-

pace. En se réfléchissant, l’onde incidente voit sa phase perturbée par les variations mi-

croscopiques (contributions élémentaires d’amplitude et/ou phase aléatoires) dues à la

rugosité inhérente de la scène à l’échelle de la longueur d’onde. Sur le capteur d’im-

age, certaines variations s’additionnent constructivement donnant de fortes intensités,

d’autres interfèrent destructivement en donnant de faibles intensités. Il en résulte dans

l’image cohérente des variations d’intensité d’apparence granuleuse que l’on appelle bruit

de speckle. Le bruit de speckle est également observé en transmission par des diffuseurs

statiques, car les longueurs des chemins optiques parcourus à travers l’objet varient de

manière significative par rapport à la longueur d’onde [97]. La plupart des matériaux étant

rugueux à l’échelle de la longueur d’onde optique, le bruit de speckle est fréquemment ren-

contré en imagerie cohérente. Dans cette seconde partie du manuscrit, nous montrons un

effet de bruit utile pour la première fois dans ce domaine. Dans ce cadre, il est également

intéressant d’étudier l’imagerie cohérente du fait que le speckle qu’elle implique peut être

modélisé comme un bruit multiplicatif. En effet, nous mettons en évidence de nouveaux

mécanismes d’amélioration par le bruit provenant notamment de cette propriété. De plus,

le couplage signal–bruit multiplicatif a reçu relativement peu d’attention jusqu’à présent,

dans des systèmes variés statiques [98, 41] ou dynamiques [99, 100, 101, 102, 103, 104],

ces études concernant exclusivement des signaux monodimensionnels.

Cette partie du manuscrit sur l’effet de bruit utile en imagerie cohérente s’organise

comme suit. Dans le chapitre 4 nous montrons, par des études analytiques et numériques,

que le bruit de speckle peut être favorable à la transmission d’une image par un système

comportant un capteur d’image à seuil. Nous avons présenté ces résultats lors d’un
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séminaire. À cette occasion, nous avons initié une collaboration avec le laboratoire des

Propriétés Optiques des Matériaux et Applications (POMA) de l’Université d’Angers, qui

a donné lieu à plusieurs publications [105, 106, 107] avec D. Gindre [108, 109] (POMA).

Un dispositif optique est présenté dans le même chapitre, permettant une évaluation

expérimentale de l’effet bénéfique du speckle ainsi qu’une comparaison avec l’étude théori-

que. Nous étudions dans le chapitre 5 le cas d’un capteur d’image dont la caractéristique

comporte une partie linéaire et avec une saturation. Avec ce type de capteur, nous mon-

trons qu’il est possible d’optimiser l’acquisition avec le bruit de speckle. Enfin, nous con-

sidérons dans le chapitre 6 des applications de cet effet de bruit utile pour des méthodes

de réduction de bruit de speckle et pour d’autres méthodes d’imagerie cohérente non

conventionnelles telles que la polarimétrie.
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Chapitre 4

Transmission d’image aidée par le

bruit de speckle

Nous montrons dans ce premier chapitre que le bruit de speckle peut favoriser, dans

certaines conditions, la transmission d’une image par un système d’imagerie cohérente.

Pour une première étude sur l’effet de bruit utile dans ce domaine, nous commençons par

prendre en compte le seuil du capteur d’image intégré dans un tel système. L’étude prend

d’abord la forme d’une analyse théorique illustrant un nouveau mécanisme d’amélioration

par le bruit que nous avons présenté dans [110]. Afin d’observer un effet de bruit utile, le

bruit est généralement injecté de manière intentionnelle et son influence sur le système non

linéaire est examinée. Le bruit de speckle auquel nous nous intéressons ici est au contraire

inhérent à l’acquisition. En effet, comme nous le verrons en détail à la fin de ce chapitre, le

niveau du speckle peut être contrôlé par l’intensité de l’onde incidente. Nous utilisons cette

propriété pour réaliser un dispositif optique, nous permettant également d’étudier de façon

expérimentale le mécanisme d’effet de bruit utile présenté théoriquement comme nous

l’exposons dans [105]. Dans la section suivante, nous commençons par décrire le modèle

considéré pour le système imageur ainsi que les mesures pour évaluer la performance de

ce système.

4.1 Système d’imagerie cohérente avec un capteur à

seuil

Nous considérons l’image S(u, v) en niveaux de gris dont les pixels sont indexés par les

coordonnées entières (u, v) et ont une intensité S(u, v) ∈ [0, 1]. Nous supposons que l’image

S(u, v) est suffisamment grande pour qu’une approche statistique de la transmission soit

significative : l’image S(u, v) possède un histogramme d’intensité empirique dont la version

normalisée donne une estimation de la densité de probabilité pS(·) pour l’intensité de

l’image S(u, v) [111]. Le bruit de speckle N(u, v) est supposé ergodique et statistiquement

indépendant de S(u, v). Les valeurs des pixels du bruit sont supposées indépendantes d’un
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4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

pixel à l’autre, et sont prises identiquement distribuées selon la densité de probabilité

pN(·) (que ce soit sur des réalisations successives de N(u, v) pour un pixel donné, ou sur

l’ensemble des pixels de N(u, v) pour une réalisation donnée). Afin de décrire l’action

du bruit de speckle sur l’image d’entrée S(u, v) représentant la scène imagée [112, 113],

considérons la transmission d’une onde monochromatique de fréquence w

Ai(t) =
A0

|D| exp(iwt) (4.1)

à travers un diffuseur D de transmitivité/réflectivité R constante. Un capteur situé

derrière le diffuseur reçoit alors l’onde

Ar(t) =

∫∫
A0

|D|R exp(iwt − iΦx,y)dxdy (4.2)

avec un déphasage Φx,y dû au retard de transmission. On peut choisir Φx,y uniformément

distribué sur [0, 2π[ pour représenter les fluctuations induites par la rugosité du diffuseur

à l’échelle de la longueur d’onde. L’Éq. (4.2) peut aussi s’écrire sous la forme

Ar(t) = A0R exp(iwt)Z (4.3)

avec Z une fonction de Φx,y. L’intensité du champ reçu au niveau du capteur est alors

Ir = |Ar(t)|2 = |A0|2R2|Z|2 = I0R
2N . (4.4)

Le bruit de speckle N = |Z|2 peut donc être modélisé comme un bruit N(u, v) multipli-

catif, agissant sur chaque pixel de l’image d’entrée S(u, v) pour donner le mélange non

linéaire

X(u, v) = S(u, v) × N(u, v) (4.5)

que nous appelons l’image intermédiaire X(u, v). Le modèle de capteur du système imageur

qui est choisi est un comparateur à seuil θ, de caractéristique entrée–sortie g(·) non linéaire

g[X(u, v)] =

{
0 si X(u, v) ≤ θ

1 si X(u, v) > θ .
(4.6)

Ce comparateur constitue un modèle très basique pour les systèmes d’imagerie lorsqu’ils

opèrent, dans le domaine des faibles flux, proche de leur seuil de détectabilité. Le compara-

teur de l’Éq. (4.6) peut également représenter une étape dans un processus plus complexe

telle que le pas d’un quantificateur, ou le seuil présent dans divers processus de haut

niveau de traitement des images comme par exemple la détection ou la segmentation.

De plus, ce modèle non linéaire présente l’avantage de faciliter les calculs analytiques. Le

capteur du système imageur non linéaire délivre alors en sortie l’image observable Y (u, v)

suivant la relation

Y (u, v) = g[X(u, v)] . (4.7)
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4.1. Système d’imagerie cohérente avec un capteur à seuil

Afin d’étudier quantitativement le rôle du bruit de speckle sur la transmission de

l’image d’entrée S(u, v), nous mesurons la performance du système imageur décrit par les

Éqs. (4.5) à (4.7). Une mesure standard de traitement de l’information est l’intercovariance

entrée–sortie. Pour que la mesure de performance utilisée soit adaptée à l’information qui

est transmise, nous prenons sa version pour les images qui est l’intercovariance normalisée

CSY =
〈(S − 〈S〉)(Y − 〈Y 〉)〉√
〈(S − 〈S〉)2〉 〈(Y − 〈Y 〉)2〉

, (4.8)

où 〈·〉 désigne une moyenne spatiale sur les images. Cette mesure quantifie pixel à pixel la

similarité contenue dans les fluctuations autour des moyennes. CSY est proche de 1 lorsque

les images S(u, v) et Y (u, v) ont des structures fortement similaires, et proche de 0 lorsque

les images ne sont pas liées (décorrélées). Une autre possibilité est de définir l’information

mutuelle ISY au sens de Shannon entre les pixels des images S(u, v) et Y (u, v), qui elle

quantifie l’indépendance entre l’entrée et la sortie d’un point de vue informationnel en

prenant pour base l’incertitude de l’entrée pour une observation de la sortie. L’information

mutuelle est définie par

ISY = H(Y ) − H(Y |S) , (4.9)

avec les définitions standard [114] pour les entropies H(·) qui sont

H(Y ) =

∫

j

−pY (j) log2[pY (j)]dj , (4.10)

et

H(Y |S) =

∫

s

pS(s)ds

∫

j

−pY |S(j) log2[pY |S(j)]dj . (4.11)

On a ISY = 0 lorsque S(u, v) et Y (u, v) sont indépendantes, et ISY = H(S) lorsque les

images sont identiques. Dans les Éqs. (4.10) et (4.11), la densité de probabilité condition-

nelle est définie par pY |S(j)dj = Pr{Y ∈ [j, j + dj) |S = s} et la densité marginale est

pY (j) =
∫

s
ds pS(s) pY |S(j). Dans le cas où Y (u, v) prend des valeurs discrètes au lieu des

valeurs continûment distribuées considérées ici, des formules standard alternatives pour

les entropies ayant des probabilités à la place des densités remplacent les Éqs. (4.10) et

(4.11).

En principe, quand pS(·), pN(·) et g(·) sont connues, il est possible de prédire théorique-

ment les mesures de similarité entrée–sortie que sont CSY et ISY . Une fois ces prédictions

obtenues, nous pourrons étudier dans la prochaine section l’influence du bruit de speckle

N(u, v) sur la transmission en observant l’évolution de ces mesures. En plus de l’évaluation

numérique des mesures de similarité entre les pixels des images S(u, v) et Y (u, v), leurs

prédictions permettent une base de comparaison et d’évaluation de la méthode.

61



4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

4.2 Amélioration de la transmission par le bruit de

speckle

Des prédictions analytiques sur l’évolution des mesures CSY et ISY des Éqs. (4.8)

et (4.9) peuvent être obtenues en choisissant des modèles simples pour les quantités

physiques. Afin d’obtenir une description simple des propriétés statistiques de l’image

d’entrée S(u, v) transcrite par la distribution pS(·) en niveaux de gris, nous considérons

d’abord une image binaire d’intensités S(u, v) ∈ {R0, R1} avec R0 < R1. S(u, v) représente

la transmitivité/réflectivité de la scène avec deux régions spatialement uniformes que

sont l’objet et le fond caractérisés par les coefficients {R0, R1}. Cette catégorie d’images

représente par exemple un modèle basique pour les images caractérisées uniquement par

deux régions avec une densité de probabilité très étroite dans chaque région. On peut

penser à un objet avec un niveau de gris quasiment uniforme centré autour de R1 ≥ 0

sur un fond dont le niveau de gris est quasiment uniforme centré autour de R0 ≥ 0. Une

telle scène serait plutôt bien approximée par sa version binaire contenant simplement les

niveaux R1 et R0. De plus, le choix simple d’une image d’entrée S(u, v) binaire permet

d’aller plus loin dans le traitement analytique de notre modèle théorique. Pour illustration

nous avons pris pour les Figs. 4.1 et 4.2 une image de taille 273× 300 pixels représentant

la silhouette d’un avion sur un fond, image pour laquelle la probabilité des pixels blancs

est Pr{S = R1} = p1 = 0.28 et celle des pixels noirs est Pr{S = R0} = 1−p1. Concernant

le bruit de speckle N(u, v), nous choisissons la densité de probabilité

pN(j) =
1

σN
exp

(
− j

σN

)
pour j ≥ 0 . (4.12)

La moyenne et l’écart-type du bruit de speckle N(u, v) valent tous les deux σN et l’am-

plitude efficace du bruit de speckle pour ce modèle est
√

2σN . Les Éqs. (4.5) et (4.12)

constituent un modèle avec sa limite de validité fixée par les hypothèses simplificatrices

faites pour ce modèle. Les Éqs. (4.5) et (4.12) établissent un modèle de bruit de speckle

valide si la taille des pixels du capteur est plus petite que la taille du grain de speckle

[113], permettant de débuter nos investigations dans le domaine de l’imagerie cohérente

par une situation simple. De plus, ce modèle offre la possibilité d’obtenir une expression

théorique explicite des mesures CSY et ISY à travers la description du capteur d’image de

l’Éq. (4.6).

Nous introduisons la probabilité conditionnelle p1k = Pr{Y = 1 |S = Rk} valant

Pr{N > θ/Rk} = 1−FN(θ/Rk) avec k ∈ {0, 1}, où FN (j) =
∫ j

−∞
pN(j′)dj′ est la fonction

de répartition du bruit N(u, v). Quand la densité de probabilité pN(·) est donnée par

l’Éq. (4.12), on a

FN (j) = 1 − exp

(
− j

σN

)
pour j ≥ 0 . (4.13)

De la même façon, nous définissons Pr{Y = 1} = q1 avec la probabilité q1 pouvant s’écrire

q1 = p1p11 +(1− p1)p10. Au moyen des Éqs. (4.8) à (4.11), on peut quantifier la similarité
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4.2. Amélioration de la transmission par le bruit de speckle

entre l’image de sortie Y (u, v) et une image binaire de référence S ′(u, v) similaire à S(u, v)

mais avec R0 = 0 (pour le fond) et R1 = 1 (pour l’objet). En théorie pour une image

binaire S ′(u, v) on a la moyenne 〈S ′〉 = 1 × Pr{S ′ = 1} + 0 × Pr{S ′ = 0}, et donc 〈S ′〉
est tout simplement p1 = Pr{S ′ = 1}. De même, on a 〈S ′Y 〉 = 1 × 1 × Pr{Y = 1 ; S ′ =

1} = p1p11. Pour l’intercovariance normalisée de l’Éq. (4.8), le numérateur s’exprime

par 〈S ′Y 〉 − 〈S ′〉〈Y 〉, et le dénominateur est le produit des écarts-types σS′ × σY avec

var[S ′] = 〈S ′2〉−〈S ′〉2 et 〈S ′2〉 = 12 ×Pr{S ′ = 1}+02 ×Pr{S ′ = 0} = p1. On a également

var[Y ] = 〈Y 2〉 − 〈Y 〉2 avec 〈Y 2〉 = q1. En réunissant tous ces résultats, nous obtenons

CS′Y =
p1p11 − p1q1√

(p1 − p2
1)(q1 − q2

1)
. (4.14)

En ce qui concerne l’information mutuelle à travers les entropies des Éqs. (4.10) et (4.11),

les intégrales deviennent des sommmes (du fait que Y (u, v) prend des valeurs discrètes).

Nous obtenons pour ces entropies, en utilisant la fonction h(u) = −u log2(u), les expres-

sions

H(Y ) = h[p1p11 + (1 − p1)p10] + h[p1(1 − p11) + (1 − p1)(1 − p10)] (4.15)

et

H(Y |S ′) = (1 − p1)[h(p10) + h(1 − p10)] + p1[h(p11) + h(1 − p11)] , (4.16)

ce qui permet l’accès à l’information mutuelle IS′Y de l’Éq. (4.9). Comme on peut le voir

sur la Fig. 4.1, les deux mesures de similarité CS′Y et IS′Y ont une évolution non monotone

lorsque le niveau du bruit de speckle est augmenté, culminant à une valeur maximale pour

un niveau de bruit optimal. Ces mesures de performance quantifient de manière différente

la similarité entre les images S ′(u, v) et Y (u, v). Pour une valeur optimale du niveau de

bruit permettant de maximiser la similarité entre les fluctuations contenues dans S ′(u, v)

et celles contenues dans Y (u, v) quantifiée par CS′Y , on ne maximisera pas forcément

la similarité d’un point de vue informationnel quantifiée par IS′Y . Cependant, pour ces

deux mesures la Fig. 4.1 illustre que le bruit de speckle peut améliorer la transmission

d’une image par un système d’imagerie cohérente. Les prédictions théoriques des mesures

CS′Y et IS′Y montrées sur la Fig. 4.1 sont très proches des évaluations numériques et

reproduisent la caractéristique non monotone de l’effet de bruit utile. Cette amélioration

par le bruit de speckle quantitativement présentée sur la Fig. 4.1 peut aussi être appréciée

visuellement sur la Fig. 4.2. La Fig. 4.2 illustre l’image de sortie Y (u, v) pour un niveau

de speckle à une valeur insuffisante, à sa valeur optimale et à une valeur trop élevée

pour transmettre l’image d’entrée S(u, v) le mieux possible. On peut noter sur la Fig. 4.1

que l’effet de bruit utile est préservé pour toutes les valeurs du seuil θ du comparateur.

Il s’agit d’une propriété nouvelle par rapport au mécanisme classique agissant pour des

bruits additifs sur des systèmes non linéaires avec seuil où le signal porteur d’information

doit être positionné sous le seuil pour bénéficier du bruit.

En pratique, les scènes réelles sont en général plus complexes que des images binaires.

Nous poursuivons donc avec le cas où les transmitivités/réflectivités du fond et de l’objet
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4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

Fig. 4.1 – Mesures de similarité entrée–sortie en fonction de l’amplitude efficace
√

2σN

du bruit de speckle N(u, v) de l’Éq. (4.12) pour (A) l’intercovariance normalisée CS′Y

de l’Éq. (4.8) et (B) l’information mutuelle IS′Y de l’Éq. (4.9). Les prédictions théoriques

sont représentées en trait plein et les évaluations numériques sur les pixels des images sont

représentées en points, pour différentes valeurs du seuil θ du comparateur avec △,×, ◦
respectivement pour θ = 0.4, 0.8, 1.6. Les niveaux de l’image S(u, v) sont {R0 = 1/2, R1 =

1}.

dans la scène S(u, v), au lieu d’être représentées par deux niveaux de gris {R0, R1}, sont

toutes deux distribuées sur un intervalle de niveaux possibles. Dans ce cas, la fonction

de densité de probabilité du bruit dans ces régions ne correspondra plus à l’Éq. (4.12).

Considérons R la variable aléatoire représentant la distribution des niveaux dans chaque

région de l’image S(u, v), la densité de probabilité du speckle dans l’image intermédiaire

X(u, v) est alors donnée par

pX(j) =

∫
1

r
pN

(
j

r

)
pR(r)dr , (4.17)

avec pN (·) la densité de probabilité de l’Éq. (4.12) [113]. Quand R a une distribution

uniforme autour des valeurs minimale et maximale (Rm, RM) c’est-à-dire respectivement

sur [Rm −∆R, Rm + ∆R] et [RM −∆R, RM + ∆R], il est possible d’obtenir une expression

analytique exacte pour la densité de probabilité de l’image intermédiaire X(u, v). Celle-ci

s’exprime alors

pX(j) =
1

σN∆R

∫ j/(σN Rm)

j/(σN RM )

1

r
exp(−r)dr , (4.18)

et en utilisant la fonction intégrale exponentielle E1(j) =
∫ +∞

1

1

j′
exp(−jj′)dj′, on a

pX(j) =
1

σN∆R

[
E1

(
j

σNRM

)
− E1

(
j

σNRm

)]
. (4.19)
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4.3. Calcul théorique du niveau de bruit optimal

Fig. 4.2 – Image de sortie Y (u, v) du comparateur pour des amplitudes efficaces
√

2σN du

bruit de speckle N(u, v) croissantes. De gauche à droite
√

2σN = 0.6, 1.8 (valeur optimale),

6 avec le seuil θ = 1.6. Les niveaux sont R0 = 1/2 et R1 = 1 comme sur la Fig. 4.1.

Une primitive Φ(·) de la fonction E1(·) peut s’exprimer par Φ(j) = jE1(j)−exp(−j) [115]

et la fonction de répartition FX(·) de l’image intermédiaire X(u, v) est alors

FX(j) =
1

∆R

{
j

σN

[
E1

(
j

σNRM

)
− E1

(
j

σNRm

)]

−RM

[
exp

(
− j

σNRM

)
− 1

]
+ Rm

[
exp

(
− j

σNRm

)
− 1

]}
.

(4.20)

La Fig. 4.3 montre les évolutions de l’intercovariance CS′Y et de l’information mutuelle

IS′Y (au sens de Shannon). Comme illustré sur la Fig. 4.3, l’évolution non monotone

des mesures de similarité est préservée par rapport à la Fig. 4.1, lorsque la transmi-

tivité/réflectivité du fond et de l’objet de la scène S(u, v) sont distribuées. Cette trans-

mission d’image aidée par le bruit de speckle apparâıt sur la Fig. 4.3, même quand les

distributions se chevauchent.

Nous venons de montrer la possibilité d’une transmission aidée par le bruit de speckle.

Nous cherchons dans la section suivante à approfondir l’examen des expressions ana-

lytiques et obtenir une expression du niveau optimal du bruit de speckle ainsi que la

performance maximale qui en résulte.

4.3 Calcul théorique du niveau de bruit optimal

L’obtention d’une expression pour le niveau optimal du bruit de speckle est difficile

avec les mesures CSY et ISY utilisées précédemment car l’équation obtenue en annulant

la dérivée de ces mesures par rapport à la variable σN rend l’extraction de cette variable

difficile. Une autre mesure cependant, plus simple mais usuelle dans le domaine du traite-

ment des images, permet d’obtenir ces expressions. Il s’agit de l’écart quadratique moyen,

défini par

QSY =

√
〈(S − Y )2〉 =

√
〈S2〉 − 2〈SY 〉 + 〈Y 2〉 , (4.21)
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4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

Fig. 4.3 – Mesures de similarité entrée–sortie en fonction de l’amplitude efficace
√

2σN du

bruit de speckle N(u, v) pour (A) l’intercovariance normalisée CS′Y de l’Éq. (4.8) et (B)

l’information mutuelle IS′Y de l’Éq. (4.9). Les prédictions théoriques sont représentées en

trait plein et les points correspondent aux évaluations numériques pour différentes valeurs

de la distribution en niveaux de gris avec △,×, ◦ respectivement pour ∆R = 0, 0.2, 0.3

étant identique dans les régions du fond et de l’objet. Nous prenons Rm = 1/2 dans le

fond et RM = 1 dans l’objet. Les distributions dans ces deux régions ne se chevauchent

pas quand ∆R = 0.2 et se chevauchent quand ∆R = 0.3. Le seuil du comparateur est fixé

à θ = 0.4.

où comme précédemment 〈·〉 représente une moyenne spatiale sur l’ensemble des pixels de

l’image. Avec les mêmes définitions pour les probabilités que celles prises dans la section

précédente, on obtient pour l’écart quadratique moyen de l’Éq. (4.21)

QS′Y =
√

p1 + q1 − 2p1p11 , (4.22)

avec pour rappel les probabilités conditionnelles p1k =Pr{Y = 1|S = Rk} et q1 =Pr{Y =

1} = p1p11 + (1 − p1)p10. La Fig. 4.4 illustre la possibilité d’un effet bénéfique du bruit

de speckle dans la transmission de l’image cohérente. Cette possibilité se manifeste de

nouveau par une évolution non monotone de l’écart quadratique moyen entrée–sortie de

l’Éq. (4.22), qui passe par un minimum lorsque l’amplitude efficace du bruit crôıt. Ceci se

produit avec toutes les valeurs du seuil θ, comme nous l’avions noté pour l’intercovariance

CS′Y et l’information mutuelle IS′Y . Ainsi, la Fig. 4.4 montre qu’il existe des conditions

pour lesquelles l’écart quadratique moyen passe par un minimum pour un niveau de bruit

optimal σopt non nul. Dans la plupart des études sur l’effet de bruit utile, il est difficile de

pousser l’analyse théorique au-delà du calcul numérique de l’évolution de la performance

en fonction du niveau de bruit, comme représenté sur la Fig. 4.4. Grâce aux choix opérés

ici, nous montrons qu’il est possible d’aller plus loin, en déterminant de manière explicite

les expressions théoriques exactes pour le niveau de bruit optimal σopt et pour le minimum

de l’écart quadratique moyen qu’il permet d’atteindre. Les minima de l’écart quadratique
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4.3. Calcul théorique du niveau de bruit optimal

Fig. 4.4 – Écart quadratique moyen de l’Éq. (4.22) en fonction de l’amplitude efficace√
2σN du bruit de speckle N(u, v), pour différentes valeurs du seuil θ du capteur d’image

de l’Éq. (4.6). Les autres paramètres sont R0 = 1/2, R1 = 1 et p1 = 0.22. Le tableau en

encart donne les valeurs optimales du niveau de bruit de l’Éq. (4.24).

moyen de l’Éq. (4.22) vérifient
∂QS′Y

∂σN
= 0, ce qui revient à résoudre

(1 − p1)
∂p10

∂σN
− p1

∂p11

∂σN
= 0 . (4.23)

La solution de cette équation s’écrit

σopt =
R1 − R0

R0R1

θ

ln(Ka)
avec Ka =

R1

R0

1 − p1

p1
. (4.24)

On observe qu’il existe, dans l’Éq. (4.24), des domaines où le niveau optimal σopt du bruit

N(u, v) est positif et non nul quand θ 6= 0, p1 6= 1, R0 < R1 si Ka > 1. Comme on peut

le constater sur le tableau en encart de la Fig. 4.4, les positions du niveau de bruit opti-

mal σopt prédites par l’Éq. (4.24) montrent un accord exact avec les calculs numériques.

L’expression de l’Éq. (4.24) permet d’appréhender complètement le phénomène de trans-

mission d’image aidée par le bruit de speckle, en fonction des paramètres physiques du

système imageur. L’Éq. (4.24) permet en particulier de connâıtre à l’avance si le speckle

peut être bénéfique à la transmission. Dans les conditions où l’effet de bruit utile est

possible, l’écart quadratique minimal Qmin quantifie la performance optimale du système

atteinte pour un niveau de bruit optimal σopt du speckle. Il est également possible d’ex-

primer analytiquement de façon explicite Qmin, en injectant l’expression de σopt de l’Éq.

(4.24) dans l’expression de l’Éq. (4.22). Nous obtenons

Qmin =


p1 + (1 − p1)K

R1

R0 − R1
a − p1K

R0

R0 − R1
a




1/2

(4.25)

67



4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

avec Ka donné par l’Éq. (4.24). Cette expression permet de connâıtre à l’avance la per-

formance optimale que l’on peut obtenir en utilisant avantageusement le bruit de speckle,

en fonction des différents paramètres du système imageur considéré. On peut aussi noter

que l’écart quadratique minimal de l’Éq. (4.25) est indépendant du seuil θ du capteur

d’image. Ainsi, il n’est pas nécessaire que le signal porteur d’information soit sous le seuil

pour bénéficier du bruit multiplicatif de speckle. Cette propriété d’indépendance de l’effet

par rapport au seuil, que nous avions remarqué sur les Figs. 4.1 et 4.4, s’exprime par

l’absence de la variable θ dans l’expression de l’écart quadratique minimal de l’Éq. (4.25).

Une interprétation est fournie en considérant le couplage multiplicatif par rapport au

seuil S(u, v) × N(u, v) ≷ θ. Si θ est multiplié par un quelconque facteur pour une image

d’entrée S(u, v) donnée, alors la distribution du bruit N(u, v) doit être déplacée par le

même facteur pour rester dans des conditions optimales de transmission. Le niveau σN

du speckle est à la fois la moyenne et l’écart-type du speckle, comme l’indique la den-

sité de probabilité exponentielle pN(j) =
1

σN

exp

(
− j

σN

)
pour j ≥ 0 de l’Éq. (4.12). Par

conséquent, lorsque l’écart-type du speckle est augmenté, sa moyenne est augmentée de la

même façon. De ce fait, la distribution de N(u, v) est déplacée en variant σN et la valeur

optimale de la performance reste inchangée.

Nous venons de montrer théoriquement la possibilité d’une transmission aidée par

le bruit de speckle en imagerie cohérente. Dans la section suivante nous montrons au

moyen d’un dispositif expérimental que l’effet de bruit utile peut être observé en variant

l’intensité de l’onde cohérente incidente.

4.4 Mise en œuvre expérimentale

Nous cherchons à réaliser un dispositif optique qui permette d’étudier l’influence du

bruit de speckle sur le traitement d’image réalisé par le capteur à seuil de l’Éq. (4.6).

Nous voulons également pouvoir comparer le comportement expérimental avec la théorie

développée dans les sections 4.1 à 4.3. Dans la conception du dispositif optique, il faut

donc pouvoir contrôler les différents éléments du dispositif en relation avec les différents

paramètres du système imageur que nous avons considéré. Un premier élément du dis-

positif est le réglage du niveau σN du bruit de speckle, lié à l’intensité de l’onde cohérente

transmise avec [113]

σN = Ii × Rk avec k ∈ {0, 1} , (4.26)

où Ii est l’intensité de l’onde incidente et Rk le coefficient de réflexion/transmission de

la surface diffusante. Le coefficient Rk dépend souvent de la longueur d’onde de l’onde

incidente. Il est donc possible d’ajuster le niveau du bruit de speckle en réglant deux

paramètres déterministes : la longueur d’onde et l’intensité de l’onde incidente. Dans

le dispositif expérimental que nous avons réalisé et qui est présenté sur la Fig. 4.5, le

niveau du bruit de speckle est contrôlé par l’intensité d’un faisceau laser. Pour régler

l’intensité de l’onde cohérente incidente provenant de ce laser, et ainsi faire varier le
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4.4. Mise en œuvre expérimentale

Fig. 4.5 – Dispositif expérimental produisant une version optique du système théorique

décrit par les Éqs. (4.5), (4.7) et (4.12).

paramètre σN , nous utilisons une lame demi-onde en association avec un polariseur de

Glan-Taylor. Aussi, dans le modèle de bruit de speckle de l’Éq. (4.12) un seul écart-type

σN est supposé pour le speckle sur toute l’image N(u, v). Par conséquent, une attention

particulière doit être consacrée pour contrôler expérimentalement l’uniformité du faisceau

laser. Dans notre cas, ceci est assuré par le filtre spatial conçu pour obtenir un faisceau

laser épuré quasiment uniforme autour du centre couvrant le capteur CCD. Comme il

est visible sur une image expérimentale de bruit de speckle acquise avec le dispositif

de la Fig. 4.5 et montrée sur la Fig. 4.6, le speckle apparâıt avec une taille de grain

spécifique. Des conditions liées à ce paramètre sont requises sur le dispositif expérimental

pour assurer la validité du modèle de bruit de speckle des Éqs. (4.5) et (4.12). La densité

Fig. 4.6 – Image expérimentale de bruit de speckle obtenue avec le dispositif optique

schématisé sur la Fig. 4.5.
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4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

de probabilité exponentielle de l’Éq. (4.12) décrit les fluctuations des niveaux de gris dans

le speckle aux échelles inférieures à la taille du grain, et cette densité de probabilité ne

subit pas les moyennages sur plusieurs grains voisins [112]. Ainsi, le modèle de bruit de

speckle des Éqs. (4.5) et (4.12) décrit la situation où la taille des pixels du capteur est plus

petite que la taille des grains de speckle [112]. Dans le même temps, le modèle basé sur la

densité de probabilité de l’Éq. (4.12) est significatif dans un contexte statistique si l’image

acquise Y (u, v) contient un grand nombre de grains de speckle. La taille des grains de

speckle doit donc être contrôlée pour qu’ils soient bien plus grands que la taille du pixel

et bien plus petits que le capteur CCD. Ceci est obtenu expérimentalement en ajustant

la position de la première lentille avec un précision micrométrique. Une onde d’intensité

spatialement uniforme traverse alors le diffuseur statique, un verre poli, pour créer un

champ de speckle (front d’onde) qui illumine l’objet. Cet objet est un transparent portant

le contraste de l’image d’entrée S(u, v), de niveaux de transparence calibrés correspondant

aux paramètres R0 et R1 de notre étude théorique. Enfin, la seconde lentille image le plan

de l’objet sur la caméra comme l’indique la Fig. 4.5, pour produire l’image de sortie

Y (u, v). Le dispositif d’acquisition d’image est réduit au simple quantificateur 1 bit de

l’Éq. (4.6).

Afin de mesurer la qualité de l’acquisition, nous reprenons l’écart quadratique moyen

QS′Y =
√

〈(S ′ − Y )2〉 de l’Éq. (4.21) entre l’image de référence binaire S ′(u, v) (pour

l’objet sur le transparent de la Fig. 4.5) et l’image de sortie Y (u, v) (l’image sur la caméra

CCD de la Fig. 4.5). Dans cette expérience l’image S(u, v) est une image en niveaux

de gris de taille 1024 × 1024 pixels. Le rôle constructif du bruit de speckle N(u, v) est

illustré sur la Fig. 4.7 où les points de mesure expérimentaux de QS′Y reproduisent une

évolution non monotone lorsque le niveau σN du speckle augmente. La Fig. 4.7 montre

un bon accord entre les résultats théoriques et expérimentaux. On peut voir sur cette

figure que les positions du niveau de bruit optimal σopt dont l’expression analytique est

donnée par l’Éq. (4.24) correspondent exactement aux valeurs théoriques données par

le tableau en encart. On peut également s’intéresser à l’évolution de l’écart quadratique

moyen minimal en fonction du contraste en intensité de l’image d’entrée pris comme le

rapport R1/R0. D’un point de vue théorique, selon l’Éq. (4.25) l’écart quadratique moyen

minimal augmente de façon monotone quand le contraste R1/R0 diminue. Pour de forts

contrastes entre l’objet et le fond, c’est-à-dire une valeur élevée du rapport R1/R0, le bruit

de speckle a un effet bénéfique plus important sur la transmission. Ce contraste apparâıt

dans les Éqs. (4.24) et (4.25) ce qui corrobore l’idée que ce rapport a un rôle important sur

la transmission aidée par le bruit de speckle. D’un point de vue expérimental, la Fig. 4.7

confirme la diminution de l’écart minimal, c’est-à-dire l’augmentation de la meilleure

performance possible, lorsque le contraste est augmenté.
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4.5. Discussion sur le modèle utilisé

Fig. 4.7 – Écart quadratique moyen entrée–sortie QS′Y de l’Éq. (4.21) en fonction de

l’amplitude efficace
√

2σN du bruit de speckle N(u, v), pour différentes valeurs du con-

traste R1/R0 de l’image d’entrée S(u, v). Les autres paramètres sont θ = 0.75, p1 = 0.6 et

R1 = 1. Le trait plein correspond à l’expression analytique de l’Éq. (4.22). Les ensembles

de points (cercles) sont obtenus en injectant dans l’Éq. (4.5) des images réelles de speckle

acquises par le dispositif expérimental de la Fig. 4.5. La taille du grain de speckle a été

ajustée pour être plus grande que la taille du pixel (le domaine de validité du modèle

choisi) et pour être plus petite que la taille du capteur CCD (pour diminuer les fluctu-

ations d’une acquisition à l’autre). Le tableau en encart donne les amplitudes efficaces

optimales du bruit de speckle données par l’Éq. (4.24).

4.5 Discussion sur le modèle utilisé

Nous avons montré la possibilité d’une transmission aidée par le bruit de speckle. La

démonstration est enrichie par une analyse théorique avancée qui fournit pour la première

fois une expression analytique exacte du niveau de bruit optimal pour favoriser la trans-

mission de l’image. La possibilité d’obtenir cette expression est à souligner car c’est un

fait rare dans le cadre des analyses de l’effet de bruit utile dans les systèmes non linéaires

où l’on est souvent contraint d’avoir recours, au moins partiellement, aux simulations

numériques. Nous avons également réalisé une analyse expérimentale, montrant la pos-

sibilité d’une action constructive du bruit de speckle dans la transmission d’une image

par un système d’imagerie cohérente. Ainsi, les prédictions analytiques affichent un bon

accord avec les résultats expérimentaux. L’étude théorique est réalisée dans le cas d’une

image d’entrée binaire ainsi que dans le cas d’une distribution simple des niveaux de gris.

L’effet de bruit utile en imagerie cohérente peut donc s’étendre à des modèles plus com-

plexes pour le système imageur, ce qui illustre le caractère général de cet effet. À l’aide

de l’analyse de la section 4.2 pour des images avec niveaux de gris distribués, on pourrait

considérer une comparaison entre ces résultats théoriques et les résultats obtenus avec le

même dispositif optique.
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4. Transmission d’image aidée par le bruit de speckle

Nous avons choisi de commencer les investigations dans le domaine de l’imagerie

cohérente par un simple détecteur à seuil, comme nous l’avions fait dans la première

partie sur les réseaux de capteurs. À la différence du couplage additif présent dans ces

réseaux de capteurs à seuil, le couplage multiplicatif entre l’image à transmettre et le

speckle apporte l’avantage de rendre l’effet de bruit utile indépendant du seuil. Cepen-

dant ce modèle simple de capteur peut être remplacé par un quantificateur à plusieurs

bits ou un capteur linéaire avec saturation, qui respectent mieux les attributs des caméras

numériques. Dans le chapitre suivant, nous allons analyser comment utiliser le phénomène

d’amélioration par le bruit de speckle, en présence de saturation du capteur d’image, afin

d’optimiser l’efficacité du système d’imagerie cohérente pendant l’acquisition.
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Chapitre 5

Transmission par un capteur avec

saturation

En mesure et instrumentation, les dispositifs d’acquisition sont généralement linéaires

pour les faibles amplitudes d’entrée et saturent aux fortes amplitudes. La partie linéaire de

leur caractéristique entrée–sortie pose souvent une limite à la dynamique du signal pour

laquelle le signal est acquis fidèlement. Dans ce chapitre nous allons voir qu’il est possible

d’utiliser la partie saturante à l’aide du bruit de speckle, afin d’obtenir une acquisition

plus efficace. Nous allons montrer, comme nous l’exposons dans [106], comment ajuster de

façon optimale le niveau de bruit de speckle pour obtenir un bénéfice maximal en présence

d’une saturation du dispositif d’acquisition.

5.1 Système d’acquisition dont un capteur avec sat-

uration

Nous considérons à nouveau le système d’imagerie cohérente présenté dans le chapitre

précédent mais ici l’image intermédiaire bruitée X(u, v) est observée au moyen d’un autre

dispositif d’acquisition, décrit par la caractéristique entrée–sortie g(·), délivrant l’image

de sortie selon Y (u, v) = g[X(u, v)] de l’Éq. (4.7). Dans la suite, nous considérons pour le

dispositif d’acquisition la caractéristique

g(x) =






0 si x ≤ 0

x si 0 < x < θ

θ si x ≥ θ .

(5.1)

La caractéristique g(·) de l’Éq. (5.1) est un modèle standard pour beaucoup de cap-

teurs ou de dispositifs d’acquisition d’image, plus réaliste que la caractéristique à seuil de

l’Éq. (4.6) et plus similaire aux capteurs d’image que l’on rencontre en pratique comme

par exemple les caméras CCD supposant à la fois une partie linéaire et une saturation.

La caractéristique g(·) de l’Éq. (5.1) est purement linéaire pour des niveaux d’entrée de
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5. Transmission par un capteur avec saturation

faible amplitude au-dessus de zéro et sature pour des niveaux d’entrée de forte amplitude

au-dessus de θ > 0. Par exemple, g(·) de l’Éq. (5.1) offre un modèle pour une caméra

CCD qui représente l’entrée sur 256 niveaux entre 0 et 255, et qui sature au-dessus de

255.

Étant donné les Éqs. (4.5) et (4.7) où l’on considère une action multiplicative du bruit

de speckle N(u, v), le niveau de bruit de speckle joue un rôle clé dans la position de la dy-

namique de l’image intermédiaire X(u, v) appliquée au dispositif d’acquisition par rapport

à l’intervalle linéaire [0, θ] de g(·). Pour un capteur donné avec un niveau de saturation θ

fixé, un niveau trop grand de N(u, v) peut saturer fortement l’acquisition, tandis qu’un

niveau trop faible de N(u, v) peut provoquer une exploitation médiocre de la dynamique

complète [0, θ] du capteur. Afin de mesurer la similarité entre l’image d’entrée S(u, v)

porteuse d’information et l’image de sortie Y (u, v), nous reprenons l’intercovariance nor-

malisée CSY entre les images S(u, v) et Y (u, v) définie par

CSY =
〈(S − 〈S〉)(Y − 〈Y 〉)〉√
〈(S − 〈S〉)2〉 〈(Y − 〈Y 〉)2〉

de l’Éq. (4.8) et l’écart quadratique moyen entrée–sortie

QSY =

√
〈(S − Y )2〉 =

√
〈S2〉 − 2〈SY 〉 + 〈Y 2〉

de l’Éq. (4.21). Nous utiliserons les mesures CSY et QSY explicitées dans la section

suivante, pour caractériser quantitativement l’existence d’un niveau optimal de bruit de

speckle, dans des conditions d’acquisition d’image. Nous allons voir comment exploiter de

manière avantageuse la saturation contenue dans le fonctionnement du capteur à l’aide du

bruit de speckle. En tirant parti de la saturation de cette façon, l’acquisition atteint une

performance maximale qui ne peut pas être atteinte lorsque le capteur opère seul dans la

partie linéaire de sa réponse.

5.2 Évaluation des mesures de similarité entrée–sortie

Avec le capteur g(·) de l’Éq. (5.1), nous voulons maintenant obtenir des expressions

explicites pour les mesures de similarité entrée–sortie CSY et QSY des Éqs. (4.8) et (4.21).

Pour le calcul de l’espérance de sortie E[Y ], on peut noter que Y prend ses valeurs dans

[0, θ] du fait des Éqs. (4.7) et (5.1). Nous introduisons les probabilités conditionnelles

Pr{Y ∈ [y, y + dy[ |S = s}. Pour 0 < y < θ, on a

Pr{Y ∈ [y, y + dy[ |S = s} = Pr{N ∈ [y/s, y/s + dy/s[ } = pN(y/s)dy/s , (5.2)

et pour y = θ on a

Pr{Y = θ|S = s} = Pr{sN ≥ θ} = Pr{N ≥ θ/s} = 1 − FN(θ/s) , (5.3)
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5.3. Optimisation avec un bruit de speckle exponentiel

avec la fonction de répartition FN (j) =
∫ j

−∞
pN(r)dr du bruit de speckle. Cela suffit pour

déduire l’espérance E[Y ] qui s’écrit

E[Y ] =

∫

s

∫ θ

y=0

y pN(y/s)
dy

s
pS(s) ds +

∫

s

θ[1 − FN(θ/s)] pS(s) ds . (5.4)

Nous introduisons aussi la fonction GN(j) =
∫ j

0
rpN(r)dr, et donc l’Éq. (5.4) devient

E[Y ] = θ +

∫

s

[sGN(θ/s) − θFN(θ/s)] pS(s) ds . (5.5)

De façon similaire, l’espérance E[SY ] est

E[SY ] =

∫

s

∫ θ

y=0

sy pN(y/s)
dy

s
pS(s) ds +

∫

s

sθ[1 − FN (θ/s)] pS(s) ds , (5.6)

ce qui est équivalent (sachant que S(u, v) est déterministe) à

E[SY ] = θ〈S〉 +

∫

s

[s2GN(θ/s) − θsFN(θ/s)] pS(s) ds . (5.7)

L’évaluation des Éqs. (4.8) et (4.21) requiert également l’espérance E[Y 2] s’exprimant

E[Y 2] =

∫

s

∫ θ

y=0

y2 pN (y/s)
dy

s
pS(s) ds +

∫

s

θ2[1 − FN(θ/s)] pS(s) ds . (5.8)

De plus, avec la fonction HN(j) =
∫ j

0
r2pN(r)dr, on peut écrire que l’Éq. (5.8) devient

E[Y 2] = θ2 +

∫

s

[s2HN(θ/s) − θ2FN(θ/s)] pS(s) ds . (5.9)

Avec E[S] =
∫

s
spS(s)ds et E[S2] =

∫
s
s2pS(s)ds, les Éqs. (5.5), (5.7) et (5.9) permettent

d’évaluer les mesures de similarité entrée–sortie CSY et QSY des Éqs. (4.8) et (4.21), dans

des conditions données en entrée spécifiées par les densités de probabilité pS(·) et pN(·).
Dans ce but d’évaluation, nous choisissons comme précédemment le modèle exponentiel

de bruit de speckle pour N(u, v) et une image binaire pour l’image d’entrée S(u, v). La

section suivante décrit les évolutions des mesures de similarité CSY et QSY qui résultent

de ces choix.

5.3 Optimisation avec un bruit de speckle exponen-

tiel

La densité de probabilité exponentielle pN(j) =
1

σN

exp

(
− j

σN

)
pour j ≥ 0 de l’Éq. (4.12)

est une densité utile pour modéliser le bruit de speckle N(u, v) [112], qui est nulle pour
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5. Transmission par un capteur avec saturation

des valeurs négatives j < 0 des niveaux de gris. On peut déduire de l’Éq. (4.12) la fonction

de répartition du bruit de speckle FN (j) = 1 − exp

(
− j

σN

)
pour j ≥ 0 de l’Éq. (4.13)

ainsi que

GN(j) =

∫ j

0

r pN(r)dr = σN

[
1 −

( j

σN

+ 1
)

exp
(
− j

σN

)]
pour j ≥ 0 (5.10)

et

HN(j) =

∫ j

0

r2pN(r)dr = σ2
N

{
2 −

[( j

σN

)2

+ 2
j

σN
+ 2

]
exp

(
− j

σN

)}
pour j ≥ 0 .

(5.11)

Il en résulte pour l’Éq. (5.5) l’expression

E[Y ] = σN E[S] − σN

∫

s

s exp
(
− θ

sσN

)
pS(s) ds , (5.12)

pour l’Éq. (5.7) l’expression

E[SY ] = σN E[S2] − σN

∫

s

s2 exp
(
− θ

sσN

)
pS(s) ds , (5.13)

et pour l’Éq. (5.9) l’expression

E[Y 2] = 2σ2
N E[S2] − 2σN

∫

s

(σNs2 + θs) exp
(
− θ

sσN

)
pS(s) ds . (5.14)

Avec le bruit de speckle exponentiel N(u, v) et la caractéristique avec saturation de

l’Éq. (5.1), nous examinons maintenant l’acquisition d’une image d’entrée S(u, v) binaire,

pour les mêmes raisons que celles évoquées dans la section 4.2. Avec des fonctions de

Dirac, la densité de probabilité associée à l’image binaire est

pS(s) = p1δ(s − R1) + (1 − p1)δ(s − R0) , (5.15)

où pour rappel p1 est la proportion des pixels à R1 dans l’image S(u, v). Il en résulte que

E[S] = p1R1 +(1−p1)R0 et E[S2] = p1R
2
1 +(1−p1)R

2
0. On obtient alors pour l’Éq. (5.12)

E[Y ] = σN E[S] − σN

[
p1R1 exp

(
− θ

R1σN

)
+ (1 − p1)R0 exp

(
− θ

R0σN

)]
, (5.16)

pour l’Éq. (5.13)

E[SY ] = σN E[S2] − σN

[
p1R

2
1 exp

(
− θ

R1σN

)
+ (1 − p1)R

2
0 exp

(
− θ

R0σN

)]
, (5.17)

et pour l’Éq. (5.14)

E[Y 2] = 2σ2
N E[S2]−2σN

[
p1(σNR2

1+θR1) exp
(
− θ

R1σN

)
+(1−p1)(σNR2

0+θR0) exp
(
− θ

R0σN

)]
.

(5.18)
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5.3. Optimisation avec un bruit de speckle exponentiel

Les Éqs. (5.16), (5.17) et (5.18) rendent possible une évaluation explicite des mesures de

similarité entrée–sortie CSY et QSY des Éqs. (4.8) et (4.21). La Fig. 5.1 montre pour illus-

tration des conditions où l’on peut enregistrer une évolution non monotone des mesures

de performance CSY et QSY qui se trouvent améliorées quand le niveau du bruit de

speckle est augmenté. Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, le niveau σN du

0 1 2 3 4 5
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

amplitude efficace du speckle

in
te

rc
ov

ar
ia

nc
e 

no
rm

al
is

ée R
1
=5

R
1
=1.5

R
1
=0.9

A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.3

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9

amplitude efficace du speckle

éc
ar

t q
ua

dr
at

iq
ue

 m
oy

en

R
1
=1.5

R
1
=1.1

R
1
=0.6

0.9

B

Fig. 5.1 – Mesures de similarité entrée–sortie en fonction de l’amplitude efficace
√

2σN

du bruit de speckle exponentiel pour (A) l’intercovariance normalisée CSY et (B) l’écart

quadratique moyen QSY , pour différentes valeurs de R1. Les autres paramètres sont θ = 1,

p1 = 0.27 et R0 = 0.5. Les traits pleins correspondent aux expressions théoriques des

Éqs. (4.8) et (4.21). Les ensembles de points (cercles) sont obtenus en injectant dans le

couplage de l’Éq. (4.5) des images réelles de speckle acquises par le dispositif expérimental

de la section 4.4.

bruit de speckle peut être contrôlé expérimentalement en variant l’intensité de la source

cohérente du dispositif décrit dans la section 4.4 de ce manuscrit. Ceci permet une con-

frontation des évolutions théoriques et expérimentales des mesures de performance CSY

et QSY , présentée sur la Fig. 5.1. Les résultats de la Fig. 5.1, avec un bon accord en-

tre les valeurs expérimentales et le calcul théorique des mesures de performance dans les

conditions indiquées, illustrent comment une image peut être acquise avec une efficacité

maximale quand une quantité suffisante de bruit de speckle est présente dans le système

imageur avec saturation considéré ici. La Fig. 5.1 démontre que les mesures CSY et QSY

sont maximisées lorsque le niveau σN du bruit de speckle est réglé à une valeur non nulle

optimale qui peut être obtenue par simulation avec la théorie présentée dans ce chapitre.

Il s’agit d’un nouveau mécanisme d’effet de bruit utile, dû ici à la partie saturante de la

réponse du capteur d’image. On peut noter, du fait que les mesures quantifient de façon

différente la similarité entre les images d’entrée et de sortie, que l’intercovariance CSY est

améliorée lorsque R1 augmente alors que l’écart quadratique moyen QSY est augmenté.

Une représentation de l’image d’entrée S(u, v) binaire utilisée pour réaliser l’expérience

est montrée sur la Fig. 5.2A avec l’objet représentant un avion entouré par un fond de
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5. Transmission par un capteur avec saturation

couleur foncée. La Fig. 5.2 fournit une appréciation visuelle de l’écrêtage réalisé par la

Fig. 5.2 – (A) Image d’entrée S(u, v) de taille 1024×1024 pixels, utilisée pour les points de

mesure expérimentaux présentés sur la Fig. 5.1 où l’objet occupe p1 = 27 % de la surface

de l’image et pour les paramètres R0 = 0.5, R1 = 1.5. (B) Image intermédiaire X(u, v)

correspondante obtenue avec un bruit de speckle d’amplitude efficace
√

2σN = 0.42. (C)

Image binaire représentant uniquement les pixels saturés sur l’image acquise Y (u, v),

résultante d’une acquisition avec un niveau de saturation θ = 1.

partie saturante du capteur d’image pour donner l’image observée Y (u, v).

Comme montré sur la Fig. 5.3, pour un niveau optimal du bruit de speckle, la sat-

uration affecte presque uniquement les pixels à 1 des deux régions (objet et fond) de

l’image. Sur la Fig. 5.3, puisque R1 > R0, les pixels saturés dans l’image acquise Y (u, v)

appartiennent quasiment tous à la région de l’objet. Par conséquent, dans les conditions

optimales de speckle de la Fig. 5.3, la région de l’objet est d’une certaine façon débruitée

par la saturation du dispositif d’acquisition. Pour un niveau de bruit de speckle trop bas,

l’image acquise n’est pas du tout saturée et ne peut pas bénéficier de ce débruitage par

la saturation. Pour un niveau de bruit de speckle trop élevé, la saturation affecte pro-

gressivement les deux régions de l’image acquise qui perd alors son contraste et donc sa

similarité avec l’image d’entrée S(u, v) binaire. Ceci fournit une interprétation qualitative

des évolutions non monotones des mesures de performance, quantifiées sur la Fig. 5.1,

quand le niveau du bruit de speckle est augmenté.

5.4 Discussion sur l’acquisition en présence de satu-

ration

Nous venons de montrer comment optimiser le système d’imagerie cohérente pour

une efficacité maximale de l’acquisition en réglant le niveau du bruit de speckle. De façon

générale, le point de départ est un signal porteur d’information à un niveau donné de bruit

qui amène le capteur à opérer essentiellement dans la partie linéaire de sa caractéristique

entrée–sortie. À partir de ce point, une augmentation suffisante du niveau de bruit amène

le capteur à opérer dans la partie saturante de sa réponse. Comme nous l’avons expliqué
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Fig. 5.3 – Histogramme des régions du fond (carrés) et de l’objet (astérisques) dans

l’image intermédiaire X(u, v) du couplage de l’Éq. (4.5) en échelle logarithmique. L’image

d’entrée S(u, v) est celle de la Fig. 5.2A. Les traits pleins correspondent aux histogrammes

théoriques calculés à partir du modèle exponentiel de l’Éq. (4.12). Les pointillés verticaux

correspondent au niveau de saturation θ = 1 du dispositif d’acquisition d’image. Le bruit

de speckle est obtenu avec le dispositif expérimental de la Fig. 4.5, d’amplitude efficace√
2σN = 0.42 correspondant à sa valeur optimale pour l’intercovariance normalisée CSY .

ci-dessus, la saturation met en œuvre un mécanisme d’écrêtage capable de réduire le bruit.

Avec un contrôle adéquat, ce mécanisme peut mener à la sortie du dispositif avec écrêtage

à une situation plus favorable au signal porteur d’information que la situation initiale

sans écrêtage. Ceci démontre donc qu’en imagerie cohérente, la saturation d’un dispositif

d’acquisition peut être exploitée pour que la transmission soit plus efficace que celle d’un

capteur purement linéaire. La faisabilité d’un tel effet à été montrée dans [68] pour des

signaux temporels 1D de distribution continue avec bruit additif et nous le montrons ici

pour des signaux 2D (images) binaires avec un bruit multiplicatif de speckle.

L’acquisition, habituellement vue comme une première étape dans une châıne de traite-

ment de l’information, est conventionnellement conçue pour produire une représentation

fidèle d’un signal physique avec la plus grande fidélité linéaire. Ici, nous avons montré

comment la partie non linéaire saturante d’un dispositif d’acquisition peut également être

utilisée comme un prétraitement capable de propriétés de débruitage, généralement réalisé

à des niveaux plus hauts de la châıne de traitement de l’information. Des situations sem-

blables, où l’effet d’écrêtage d’un dispositif avec saturation peut être bénéfique pour le

traitement d’un signal porteur d’information, peuvent également être rencontrées dans

d’autres contextes [116]. Des effets non linéaires différents, se comportant d’une manière

similaire à l’effet d’écrêtage considéré ici, ont aussi été rapportés dans d’autres secteurs

de l’imagerie cohérente [117, 118, 119]. Dans ces études, l’image est quantifiée sur 1 bit,

l’écrêtage qui est utilisé est donc plus fort que celui que nous considérons ici venant de
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5. Transmission par un capteur avec saturation

la réponse linéaire du capteur vers la saturation. D’autre part, les traitements considérés

dans [117, 118, 119] sont des post-traitements à l’acquisition, à la différence de la tâche

d’acquisition au niveau du capteur que nous avons examinée dans ce chapitre.

Nous avons illustré l’effet de bruit utile coopérant avec la saturation avec une densité de

probabilité exponentielle pour le modèle de bruit de speckle et avec des images binaires. En

se basant sur les résultats de [68], on peut s’attendre à ce que la possibilité d’exploitation

bénéfique du bruit de speckle en présence de saturation se reproduira pour des images en

niveaux de gris distribués. L’effet de bruit utile n’est pas dépendant, de manière critique,

de la nature discrète et binaire du signal porteur d’information. La densité de probabilité

exponentielle de l’Éq. (4.12) est une possibilité pour modéliser le bruit de speckle. Nous

allons analyser dans le chapitre suivant l’effet de bruit utile, rencontré dans les chapitres 4

et 5 en présence de seuil et de saturation, dans des contextes applicatifs de l’imagerie

cohérente où la distribution du speckle est changée (de façon dépendante de l’application).
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Chapitre 6

Applications en présence de speckle

Dans certains domaines de l’imagerie cohérente, le speckle n’est pas perçu comme une

nuisance et peut même être mis à profit pour mesurer des paramètres porteurs d’infor-

mation. On mesure par exemple des micro-déplacements en interférométrie de speckle

[97]. Dans d’autres applications de l’imagerie cohérente, le speckle est au contraire subi

[120, 121, 122] comme une source de bruit réduisant la quantité d’information qu’il est

possible d’extraire des images, et on peut alors chercher à le supprimer. De nombreuses

techniques existent pour réduire autant que faire se peut la présence de speckle en il-

lumination cohérente [97]. Dans la section suivante nous allons considérer une de ces

méthodes, modifiant la densité de probabilité du speckle par rapport à celle considérée

précédemment, qui utilise un diffuseur en mouvement et un moyennage temporel afin de

réduire le bruit de speckle. Nous allons étudier pour cette technique comment le bruit de

speckle peut conduire à un mécanisme d’effet de bruit utile. Une partie de ces travaux fait

l’objet de l’étude [107]. Par ailleurs, les récents progrès dans les domaines des capteurs, des

composants de transmission et traitement de l’information ont permis l’émergence de nou-

veaux types d’imagerie comme l’imagerie de polarimétrie, l’imagerie holographique, l’im-

agerie multi-spectrale et hyper-spectrale. Ces imageries non conventionnelles fournissent

souvent des images bruitées par du speckle. Dans la seconde section de ce chapitre nous

considérons également l’une d’entre elles, l’imagerie polarimétrique, et nous établissons

un lien avec l’effet de bruit utile décrit dans les chapitres précédents. Ces résultats sont

présentés sous une autre forme dans [123].

6.1 Application à la réduction de bruit de speckle

Une technique de réduction du bruit de speckle est illustrée par le schéma de la Fig. 6.1

reprenant le dispositif optique de la Fig. 4.5, qui utilise un diffuseur en mouvement. Si

deux acquisitions sont réalisées avant et après le mouvement, et que la distance parcourue

par un grain de speckle (dont la taille est contrôlée par la distance focale de la première

lentille) sur le diffuseur est supérieure à la taille du capteur, alors on obtient deux images
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6. Applications en présence de speckle

Fig. 6.1 – Mouvement du diffuseur (flèche rouge montante) au niveau du dispositif d’ac-

quisition (à gauche) et au niveau du capteur de la caméra CCD (à droite). Le grand cercle

(dans trois positions durant le mouvement) représente le champ de speckle dont les grains

sont schématisés par les petits cercles. Le carré correspond au capteur CCD, qui lui est

fixe.

qui ne correspondent pas à la même région du diffuseur. Dans ce cas les deux images

de speckle sont indépendantes, pour la même position de l’objet. Un moyennage de ces

deux images conduit à une réduction du bruit de speckle résiduel contenu dans l’image

résultante. L’image résultante est ensuite utilisée pour des traitements postérieurs à l’ac-

quisition que nous ne traitons pas ici. Nous considérons donc le moyennage de L images

initiales, chacune comportant un bruit de speckle modélisé par la densité de probabilité

exponentielle pN (j) =
1

σN
exp

(
− j

σN

)
pour j ≥ 0 de l’Éq. (4.12) et d’écart-type σN .

Nous allons d’abord vérifier que le speckle résiduel contenu dans l’image résultante de

ce moyennage est réduit lorsqu’on augmente le nombre L d’images initiales. Dans cette

situation, le bruit de speckle contenu dans l’image intermédiaire X(u, v) revient à un

moyennage temporel de L réalisations indépendantes de speckle. Par conséquent, la den-

sité de probabilité du speckle N(u, v) résulte de L convolutions successives de la densité

de probabilité exponentielle de l’Éq. (4.12), qui est la distribution Gamma [97]

pL
N(j) =

(
L

σN

)L
jL−1

Γ(L)
exp

(−Lj

σN

)
pour j ≥ 0 . (6.1)

Dans l’Éq. (6.1) le paramètre L, appelé ordre du speckle, est un entier et la fonction

Gamma peut alors s’écrire Γ(L) = (L − 1)!. Dans le modèle de l’Éq. (6.1), le niveau de

bruit σN contrôle à la fois la moyenne E[N(u, v)] = σN et l’écart-type σN/
√

L du speckle

N(u, v). De ce fait, une augmentation de L réduit l’écart-type du bruit de speckle résiduel
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6.1. Application à la réduction de bruit de speckle

contenu dans l’image intermédiaire X(u, v). Ceci explique que la réduction de bruit est

d’autant plus efficace que le nombre L d’images initiales utilisées pour le moyennage est

grand. Nous avons pris soin de vérifier le modèle de l’Éq. (6.1) au moyen du dispositif

optique illustré sur la Fig. 4.5. En segmentant l’image expérimentale de la Fig. 6.2A

similaire à celle de la Fig. 4.6, on obtient des réalisations indépendantes de speckle que

l’on peut alors moyenner. Les Figs. 6.2B à 6.2H présentent les histogrammes obtenus

Fig. 6.2 – Moyennage à partir d’une image expérimentale de speckle. (A) Segmentation de

l’image de speckle. Histogrammes de l’image résultante du moyennage sur L réalisations

pour (B) L = 1 (C) L = 2 (D) L = 3 (E) L = 4 (F) L = 5 (G) L = 6 et (H) L = 7, vérifiant

la densité de probabilité Gamma de l’Éq. (6.1). (I) Histogramme en échelle logarithmique

pour L = 16, proche de celui d’une gaussienne.

pour différentes valeurs de L. On peut observer sur ces figures que les histogrammes sont

proches du modèle de l’Éq. (6.1), et tendent vers une loi normale quand L augmente

tout comme la densité de probabilité Gamma de l’Éq. (6.1). La gaussianité est illustrée

sur la Fig. 6.2I pour un grand nombre L d’images moyennées. L’image intermédiaire

X(u, v) = S(u, v)×N(u, v), contenant un bruit de speckle d’ordre L du fait du moyennage

temporel par le mouvement du diffuseur, est acquise par le capteur du système imageur
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6. Applications en présence de speckle

décrit par la caractéristique g(·) entrée–sortie à seuil

g[X(u, v)] =

{
0 si X(u, v) ≤ θ

1 si X(u, v) > θ

de l’Éq. (4.6). Le capteur d’image fournit alors l’image de sortie selon Y (u, v) = g[X(u, v)].

Comme nous allons le constater dans la prochaine section, un effet de bruit utile peut

être obtenu sur le traitement réalisé par ce capteur, en contrôlant le niveau du bruit de

speckle dans les images moyennées.

6.1.1 Amélioration par le bruit de speckle

La mesure de performance utilisée est l’écart quadratique moyen QSY =
√

〈(S − Y )2〉 =√
〈S2〉 − 2〈SY 〉 + 〈Y 2〉 de l’Éq. (4.21), faisant intervenir la fonction de répartition F L

N(·)
du bruit de speckle définie par F L

N(j) =
∫ j

−∞
pL

N(x)dx. Il est possible d’obtenir une expres-

sion analytique de cette fonction de répartition à partir de la densité de probabilité pL
N(·)

de l’Éq. (6.1). Nous avons l’intégrale

F L
N(j) =

(
L

σN

)L
1

Γ(L)

∫ j

0

xL−1 exp

(−Lx

σN

)
dx , (6.2)

et des intégrations par partie successives mènent à l’expression

F L
N (j) = 1 − exp

(−Lj

σN

) L−1∑

n=0

1

n!

(
Lj

σN

)n

. (6.3)

L’évolution de l’écart quadratique moyen QS′Y des Éqs. (4.21) et (4.22) est présentée sur la

Fig. 6.3 en fonction du niveau de bruit σN , pour différentes valeurs de l’ordre L du speckle

et avec les autres paramètres fixés. Sur cette figure, les prédictions analytiques montrent

un bon accord avec les simulations numériques. Les courbes présentent une évolution

non monotone, quel que soit le nombre L d’images moyennées, lorsque le niveau σN du

bruit de speckle augmente. Le minimum de l’écart quadratique moyen, correspondant à

la meilleure performance possible de l’acquisition, est atteint pour une valeur optimale

non nulle de σN . Ceci démontre un effet de bruit utile dans le cas de la réduction du

speckle résiduel que nous considérons ici. La Fig. 6.3 montre également qu’augmenter

le nombre L d’images moyennées permet de mieux réduire ce bruit, puisque la valeur

minimale de l’écart quadratique moyen diminue avec une augmentation de L. Dans le cas

limite L → ∞, l’erreur minimale tend vers zéro, ce qui correspond à une suppression du

speckle résiduel.

Nous proposons maintenant une interprétation qualitative de la réduction du bruit de

speckle lors d’une augmentation de L. En introduisant les probabilités p0 = Pr{S = R0} =
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6.1. Application à la réduction de bruit de speckle
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Fig. 6.3 – Écart quadratique moyen QS′Y de l’Éq. (4.21) en fonction du niveau σN du

bruit de speckle, pour différentes valeurs de l’ordre L à un seuil θ = 0.75 du capteur.

Les caractéristiques de l’image d’entrée S(u, v) sont R0 = 0.5, R1 = 1 et p1 = 0.28.

Les prédictions analytiques sont représentées en trait plein. Les croix correspondent aux

simulations numériques, en moyennant L réalisations indépendantes de speckle de densité

de probabilité donnée par l’Éq. (4.12).

1 − p1, l’image intermédiaire X(u, v) peut être décrite par les densités de probabilités

conditionnelles

pX|S=Rk
(j) =

pk

Rk
pL

N

(
j

Rk

)
avec k ∈ {0, 1} . (6.4)

La Fig. 6.4 montre les fonctions pX|S=R0
(·) et pX|S=R1

(·) pour différentes valeurs de L et

pour une valeur donnée du niveau σN de bruit. Le seuil θ du capteur d’image est fixé

et représenté par les pointillés verticaux. La zone noire, située sous la courbe pX|S=R0
(·),

représente la probabilité d’erreur de transmettre R1 comme valeur de pixel pour le fond

au lieu de la valeur correcte R0. De la même façon, la zone grise située sous la courbe

pX|S=R1
(·) représente la probabilité d’erreur de transmettre R0 comme valeur de pixel

pour la région de l’objet au lieu de la valeur correcte R1. Par conséquent, réduire la taille

des deux zones permet d’améliorer la transmission de l’image d’entrée S(u, v). Ceci est

obtenu est augmentant la valeur de L comme illustré sur la Fig. 6.4. Lorsque L augmente,

la variance σ2
N/L du bruit de speckle diminue. Quand L → ∞, les densités de probabilités

conditionnelles pX|S=R0
(·) et pX|S=R1

(·) deviennent des fonctions de Dirac, ce qui se traduit

par l’évolution particulière que prend l’écart quadratique moyen sur la Fig. 6.3 dans ce

cas limite.
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Fig. 6.4 – Densités de probabilité conditionnelles pX|S=R0
(r) et pX|S=R1

(r) de l’Éq. (6.4)

avec un seuil θ = 0.75 et à σN = 0.85, pour (A) L = 1 (B) L = 5 et (C) L = 30. Mêmes

conditions pour l’image d’entrée que sur la Fig. 6.3. Les zones grise et noire correspondent

à la probabilité d’une mauvaise transmission de l’image d’entrée S(u, v), respectivement

dans la région de l’objet et la région du fond.

6.1.2 Niveau optimal du bruit de speckle

Comme dans le chapitre 4 pour L = 1, il est à nouveau possible de calculer le niveau

optimal du bruit de speckle contenu dans les images initiales. Nous obtenons, sous les

hypothèses θ 6= 0 et p1 6= 1, l’expression

σopt =
R0 − R1

R0R1

Lθ

ln(K)
avec K =

(
R0

R1

)L
p1

1 − p1

. (6.5)

Cette forme analytique permet aussi d’avoir accès à l’expression de la meilleure perfor-

mance qu’il est possible d’obtenir, c’est-à-dire la valeur minimale de l’écart quadratique

moyen Qmin entre l’image d’entrée S(u, v) et l’image de sortie Y (u, v). Nous obtenons

Q2
min = p1+(1−p1)K

1

1 − R0/R1

L−1∑

n=0

1

n!




ln(K)

R0

R1

− 1




n

−p1K

R0/R1

1 − R0/R1

L−1∑

n=0

1

n!




R0

R1
ln(K)

R0

R1

− 1




n

(6.6)

avec K donné dans l’Éq. (6.5). Avec l’expression analytique exacte de l’Éq. (6.6), on

peut connâıtre exactement la meilleure performance qu’il est possible d’atteindre pour

le système d’imagerie cohérente avec capteur à seuil, en fonction de l’ordre L du speckle

et les caractéristiques de l’image d’entrée. Comme nous l’avons remarqué sur la Fig. 6.3,

le bruit de speckle a un effet plus important sur la réduction lorsque L est augmenté

en donnant une valeur plus faible de l’écart quadratique moyen minimal. Nous pouvons

vérifier à l’aide de l’Éq. (6.6) que cette erreur minimale tend vers zéro lorsque L → ∞,

ce qui correspond à une suppression du bruit de speckle dans le cas d’images binaires que

nous avons étudié ici, comme nous l’avions noté sur la Fig. 6.3.

Dans d’autres applications que la réduction du bruit de speckle, on peut être amené à

combiner plusieurs images d’une même scène dans des conditions différentes pour chacune
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6.2. Application à l’imagerie de polarimétrie

des images, dans le même but d’extraire plus d’information sur la scène imagée. Ainsi en

imagerie de polarimétrie, deux images d’une même scène sont acquises avec des degrés de

polarisation qui diffèrent de 90̊ . Nous établissons un lien, dans la section suivante, entre

ce type d’application où l’on rencontre souvent du speckle et un mécanisme d’effet de

bruit utile.

6.2 Application à l’imagerie de polarimétrie

En imagerie active de polarisation, une onde cohérente avec un état de polarisation bien

défini illumine une scène. L’état de polarisation de la lumière transmise ou réfléchie par la

scène est ensuite analysé par le système imageur. Plusieurs images sont souvent nécessaires

pour faire cette analyse de la polarisation de la lumière reçue par le capteur. Dans une de

ses formes les plus simples, l’imagerie de polarisation active nécessite l’acquisition de deux

images. Le montage expérimental que nous avons utilisé dans cette situation est le même

que celui du chapitre 4 de cette partie, auquel on ajoute un analyseur placé devant la

caméra. Le laser du montage est polarisé rectilignement selon une direction connue. Une

première image X1(u, v) est acquise avec l’analyseur orienté comme la lumière issue du

laser. Une seconde image X2(u, v) est acquise avec l’analyseur orienté à 90̊ de l’orientation

utilisée pour l’image X1(u, v). Ces images X1(u, v) et X2(u, v) sont présentées sur la

Fig. 6.5. On calcule ensuite l’image

Fig. 6.5 – Images X1(u, v) et X2(u, v) acquises au moyen du dispositif de la Fig. 4.5

auquel on a ajouté un analyseur, avec une orientation de l’analyseur de respectivement

0̊ et 90̊ par rapport à la polarisation de l’onde incidente.

ρ(u, v) =
X1(u, v) − X2(u, v)

X1(u, v) + X2(u, v)
, (6.7)

présentée sur la Fig. 6.6A, donnant le contraste de dépolarisation dans le cas où la scène

illuminée agit comme un pur dépolariseur. Les deux images X1(u, v) et X2(u, v), acquises
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6. Applications en présence de speckle

Fig. 6.6 – (A) Contraste de dépolarisation ρ(u, v) obtenu à partir des images X1(u, v)

et X2(u, v) selon l’Éq. (6.7), en supposant que la scène illuminée agit comme un pur

dépolariseur. (B) Représentation naturelle βX(u, v) du contraste de dépolarisation ρ(u, v),

obtenue selon l’Éq. (6.9).

en illumination cohérente, sont souvent perturbées par un bruit de speckle selon le cou-

plage multiplicatif de l’Éq. (4.5). Ainsi, l’image ρ(u, v) est également bruitée par le speckle.

Quand X1(u, v) et X2(u, v) suivent une distribution de type Gamma de l’Éq. (6.1), le bruit

de speckle contenu dans ρ(u, v) peut être décrit par un bruit multiplicatif de densité de

probabilité [124]

pu(ρ) =
(2L − 1)!

22L−1[(L − 1)!]2
(1 − u2)L (1 − ρ2)L−1

(1 − uρ)2
pour ρ ∈ [−1, 1] . (6.8)

Dans cette situation, il est parfois utile [125] de travailler avec la représentation naturelle

de ρ(u, v), donnée par

βX(u, v) = log[X1(u, v)]/2− log[X2(u, v)]/2 . (6.9)

L’image βX(u, v) ainsi obtenue et montrée Fig. 6.6B est alors perturbée par un bruit additif

avec une densité de probabilité proche de celle d’une gaussienne [125], en supposant que

dans l’image βX(u, v) les composantes S1(u, v) et S2(u, v) sont indépendantes du bruit.

Nous avons pris soin de vérifier ce résultat avec le dispositif optique. En effet, la Fig. 6.7

montre un bon accord entre l’histogramme de la représentation naturelle βN(u, v) et celui

de la gaussienne correspondante. Nous supposons donc un couplage additif entre l’image

d’entrée et le bruit, produisant l’image intermédiaire βX(u, v) selon la relation

βX(u, v) = βS(u, v) + βN(u, v) , (6.10)

où la densité de probabilité pβN
(·) de βN(u, v) est gaussienne de moyenne nulle et d’écart-

type σN

pβN
(j) =

1√
2πσN

exp

(
− j2

2σ2
N

)
. (6.11)
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6.2. Application à l’imagerie de polarimétrie

Fig. 6.7 – Histogrammes en échelle logarithmique de l’image βN(u, v) obtenue selon

l’Éq. (6.9) à partir des images X1(u, v) et X2(u, v) de la Fig. 6.5 (en rouge), et de la

gaussienne correspondante (en bleu) de mêmes moyenne et écart-type.

En reprenant le capteur d’image à seuil θ de l’Éq. (4.6) comme non-linéarité appliquée à

l’image βX(u, v) pour donner l’image de sortie βY (u, v) selon l’Éq. (4.7), on peut étudier

les évolutions de l’écart quadratique moyen dont l’expression générale est donnée par

l’Éq. (4.21), lorsque l’on augmente le niveau du bruit βN(u, v) contenu dans l’image

βX(u, v). La Fig. 6.8 illustre la possibilité d’un effet bénéfique du bruit dans le processus

de transmission d’image. Ceci est possible uniquement quand θ > 1. Il existe donc des

conditions pour lesquelles l’écart quadratique moyen, entre l’image d’entrée βS(u, v) et

l’image βY (u, v) en sortie du capteur à seuil passe par un minimum pour un niveau de

bruit optimal σopt non nul. Nous pouvons déterminer de manière explicite les expressions

théoriques exactes pour le niveau de bruit optimal σopt et pour le minimum de l’écart

quadratique moyen qu’il permet d’atteindre. Nous obtenons pour le niveau de bruit opti-

mal

σopt =

√
(θ − R0)

2 − (θ − R1)
2

2 ln(Kb)
avec Kb =

θ − R0

θ − R1

1 − p1

p1
. (6.12)

On peut voir sur l’Éq. (6.12) qu’il existe des domaines où le niveau optimal σopt du bruit

βN(u, v) est positif et non nul, quand θ > R0, θ > R1, p1 6= 1 et Kb > 1. Par exemple, on

obtient une valeur négative de Kb pour les conditions de la Fig. 6.8 et pour θ < 1, ce qui

interdit l’existence d’un niveau de bruit σopt réel minimisant l’écart quadratique moyen.

Et en effet, on observe sur la Fig. 6.8 que l’image d’entrée est mieux transmise sans bruit

pour θ < 1. Ainsi, dans le cas additif, le signal doit être situé sous le seuil pour pouvoir

profiter du bruit alors qu’une telle condition n’existe pas dans le cas multiplicatif. Comme

nous l’avons fait pour le couplage multiplicatif, il est possible d’exprimer analytiquement

à partir de l’Éq. (6.12) l’écart quadratique minimal Qmin atteint pour le niveau de bruit
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Fig. 6.8 – Écart quadratique moyen de l’Éq. (4.22) en fonction de l’amplitude efficace σN

du bruit additif βN(u, v), pour différentes valeurs du seuil θ. Les autres paramètres sont

R0 = 1/2, R1 = 1, et p1 = 0.22.

optimal σopt. Nous obtenons l’écart quadratique minimal

Qmin =
1√
2


1 − (1 − p1)erf




√√√√√
ln(Kb)

1 −
(

θ − R1

θ − R0

)2


 + p1erf




√√√√√
ln(Kb)(

θ − R0

θ − R1

)2

− 1







1/2

,

(6.13)

6.3 Discussion sur les applications considérées

Nous avons appliqué la théorie du chapitre 4 dans deux types de systèmes d’acquisition

en imagerie cohérente couramment utilisés en pratique. Nous avons retrouvé un mécanisme

d’effet de bruit utile dans ces deux situations. Les systèmes d’acquisition que nous avons

considérés sont modélisés ici dans leur forme la plus simple, dans le but justement d’obtenir

une première preuve de faisabilité. Les études sur l’effet de bruit utile montrent, qu’en

général, l’effet bénéfique du bruit est préservé de façon robuste lorsque l’on considère des

variations plus élaborées en partant des ingrédients minimaux. Ainsi, les résultats de cette

étude nous permettent d’envisager des explorations dans de nombreuses directions. On

pourrait considérer d’autres types de caractéristique entrée–sortie pour le capteur d’image.

Il serait intéressant de vérifier par exemple la robustesse de l’effet pour un quantificateur

plusieurs bits et mesurer ainsi l’effet du bruit de speckle sur l’erreur de quantification.

Concernant les images d’entrée, des modèles plus sophistiqués avec des niveaux de gris

distribués au lieu de niveaux discrets fixés R0 et R1 peuvent être envisagés. L’étude
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préliminaire du chapitre 4 a montré que la possibilité d’un effet de transmission d’image

assistée par le bruit est préservée quand les niveaux de gris sont distribués de façon connue.

Nous pouvons également envisager d’autres types d’applications impliquant une mod-

ification de la distribution du bruit de speckle. Ici, nous avons considéré les situations

d’une modification par moyennage temporel ainsi que le cas de la polarimétrie. En im-

agerie incohérente, un problème courant d’acquisition est lié au bruit thermique, que l’on

peut modéliser par un bruit additif gaussien comme dans le cas où l’on est ramené en

polarimétrie avec la représentation naturelle β(u, v), ce que nous décrivons dans [123].
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Le speckle est un bruit rencontré, de par sa nature, dans beaucoup de systèmes

d’imagerie cohérente. Les systèmes d’acquisition d’image, tout comme les réseaux de la

première partie, comportent des capteurs non linéaires. Nous avons montré un effet de

bruit utile sur la transmission et l’acquisition d’une image par un système imageur en

présence de seuil et de saturation. Nous avons développé une analyse théorique pour cha-

cune des études. Ces analyses permettent à la fois de mieux appréhender le phénomène

d’effet de bruit utile, et de vérifier les propriétés observées sur les simulations au moyen

d’un calcul analytique complet. En particulier, nous avons démontré que le mécanisme par

lequel le bruit de speckle vient aider la transmission est indépendant du seuil du capteur

d’image. Nous avons vu que ceci est dû au couplage multiplicatif entre l’image d’entrée et

le bruit de speckle. Cette propriété ne peut pas être observée dans le cas d’un couplage

additif tel que celui auquel on est ramené en imagerie de polarimétrie. Nous montrons

ainsi que pour n’importe quel capteur utilisé en pratique, on aura intérêt à tirer parti du

speckle. On peut trouver de nouvelles propriétés de l’effet de bruit utile en s’intéressant

à d’autres types de couplages signal–bruit rencontrés en imagerie, comme nous l’avons

fait ici en imagerie cohérente. Nous avons trouvé, grâce aux éléments simples que nous

avons choisis, une expression analytique exacte pour le niveau du bruit de speckle optimal

rendant la meilleure performance qu’il est possible d’atteindre ainsi que l’expression de

cette performance. Ces expressions permettent de connâıtre à l’avance les performances

que l’on peut obtenir pour le système considéré, et peuvent donner un a priori sur les per-

formances que l’on pourrait obtenir en tirant parti du bruit de speckle dans des systèmes

plus proches de ceux utilisés en pratique. Dans le but de nous rapprocher des capteurs

existant dans les systèmes imageurs, nous avons pris en compte la présence de satura-

tion. Nous avons montré un nouveau mécanisme d’effet de bruit utile lorsqu’on prend en

compte la partie saturante du capteur d’image, et on peut ainsi optimiser l’acquisition en

jouant sur le niveau du bruit de speckle.

D’un point de vue expérimental, nous avons réalisé un dispositif optique nous per-

mettant d’analyser le comportement expérimental du bruit de speckle sur le traitement

d’image réalisé par un système d’imagerie cohérente. Le bruit de speckle étant lié à l’inten-

sité de l’onde incidente, nous avons pu étudier l’évolution de la performance du système

imageur lorsque l’on augmente le niveau du bruit de speckle. Nous avons ainsi vérifié une

amélioration de l’acquisition par ce système, au seuil et à la saturation, en augmentant
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le niveau du bruit de speckle ainsi que le propriétés avancées par les études théoriques.

Nous avons considéré deux applications de ces études, implémentées en pratique dans

des systèmes où le speckle est fréquemment rencontré. Ainsi nous avons trouvé pour la

première fois un effet de bruit utile en réduction de bruit de speckle et en imagerie po-

larimétrique. Pour ces deux techniques, une analyse a permis d’aboutir aux expressions

analytiques exactes pour le niveau optimal du bruit de speckle et la performance qui en

résulte. Une étude sur le comportement expérimental du speckle dans ces situations per-

mettrait notamment d’analyser l’influence de la taille des grains de speckle, et de valider

les résultats sur la réduction du bruit de speckle. Nous avons pris comme modèle de

speckle la densité de probabilité Gamma, qui est appropriée pour décrire les fluctuations

contenues dans les images cohérentes. D’autres situations que celles du chapitre 6 faisant

intervenir d’autres modèles de bruit de speckle peuvent être envisagées, comme par ex-

emple la loi K [97].

Ce travail offre des perspectives directes dont certaines ont déjà été abordées dans les

discussions des trois chapitres de cette partie II du manuscrit. D’autre part, nous avons

considéré des images d’entrée dont les caractéristiques sont connues. Dans le cas où les

paramètres de l’image d’entrée ne sont pas parfaitement connus, des informations a priori

sont disponibles dans certaines situations. On pourrait alors examiner la transmission

d’image avec du bruit de speckle par une approche bayésienne comme dans [126]. Si aucune

connaissance a priori sur l’image d’entrée n’est disponible, des procédures adaptatives

peuvent être mises en œuvre afin d’ajuster le niveau de bruit optimal maximisant la

transmission, comme par exemple dans [127]. Plus généralement, on pourrait tenir compte

des autres types de bruit en plus du speckle impliqués dans l’acquisition d’une image,

comme le bruit thermique, ce qui permettrait également de mieux appréhender l’effet de

bruit utile dans les dispositifs d’acquisition. De plus, nous nous sommes concentrés sur

l’acquisition d’une image au niveau du capteur, sans nous préoccuper des traitements de

plus haut niveau habituellement réalisés sur cette image. On peut par exemple penser à

des tâches de détection, de reconnaissance de formes, ou de la poursuite de cible dans les

séquences d’images. Selon le but de ces traitements, il serait intéressant d’analyser, à la

manière du chapitre 6, l’influence du speckle sur ces traitements.
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Nous avons présenté notre contribution à l’étude de l’effet de bruit utile dans les

processus non linéaires. Les travaux se sont orientés vers les réseaux de non-linéarités, le

traitement neuronal de l’information et l’imagerie cohérente. À travers ces domaines, nous

avons montré différents nouveaux mécanismes d’amélioration par le bruit, ayant lieu pour

des signaux autant mal positionnés que bien positionnés par rapport aux non-linéarités

mises en jeu.

En présence de seuil ou de saturation, nous avons montré un nouveau mécanisme

où la réplication de capteurs en réseau parallèle avec bruits permet de mieux estimer le

paramètre d’un signal quelconque, différent de celui agissant dans les non-linéarités isolées.

Nous avons retrouvé ce mécanisme dans les processus neuronaux, comportant également

un seuil et une saturation. Ces non-linéarités se retrouvent dans les dispositifs d’acquisition

d’image. Nous avons exploré le domaine de l’imagerie cohérente, non considéré jusqu’ici

dans le contexte des études sur l’effet de bruit utile. Nous avons ainsi illustré la possibilité

de tirer parti du bruit de speckle lors de l’acquisition d’une image, au moyen de simulations

numériques, d’études analytiques et d’un dispositif optique expérimental. Nous avons été

plus loin que la démonstration de l’existence d’un niveau optimal de bruit en donnant

des expressions pour ce niveau optimal et la performance maximale qui en résulte. Outre

l’intérêt de ces expressions pour régler le niveau du bruit de speckle lors de l’acquisition

d’une image, les expressions analytiques permettent de démontrer des propriétés comme

ici l’indépendance de l’effet par rapport au seuil. Ceci contribue aussi à mieux comprendre

les mécanismes par lesquels les processus non linéaires peuvent bénéficier du bruit.

Dans les situations où le signal porteur d’information est bien positionné par rap-

port aux non-linéarités, nous avons mis en évidence que le bruit peut également être

utile lorsque ces non-linéarités sont répliquées en réseau parallèle, pour l’estimation de

paramètres comme pour la transmission neuronale. L’effet est moins important que dans

le cas d’un signal mal positionné, mais cet effet existe dans des régimes favorables à la

transmission. Par conséquent, une amélioration par le bruit est possible pour une grande

partie de la caractéristique des capteurs considérés. De plus, pour toutes les amplitudes

du signal en entrée d’un réseau parallèle avec bruits, nous montrons une augmentation de

la performance maximale avec le nombre de capteurs répliqués. Globalement, l’ensemble

de ces résultats illustre la diversité des formes que peut prendre l’effet de bruit utile.

Nous avons proposé une application de ces travaux aux processus neuronaux où nous
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avons retrouvé différents mécanismes d’amélioration par le bruit, ce qui suggère que le

bruit joue un rôle important dans le traitement de l’information réalisé par ces proces-

sus. En ce qui concerne la partie imagerie cohérente, nous avons également proposé une

application de l’effet de bruit utile pour la réduction du bruit de speckle ainsi que pour

l’imagerie de polarimétrie. Comme première preuve de faisabilité, nous avons supposé des

situations simples impliquant le bruit de speckle. Cependant, les résultats de ces études

suggèrent une utilité à exploiter le speckle dans les divers domaines de l’imagerie cohérente

où il est fréquemment rencontré, comme par exemple l’imagerie échographique ou l’im-

agerie satellitaire.

Différentes explorations sont possibles à partir des travaux présentés dans ce manuscrit.

Des perspectives directes ont été envisagées dans les conclusions des parties I et II. Nous

avons présenté les premiers travaux sur l’effet bénéfique du bruit en imagerie cohérente.

Le bruit de speckle provenant de la rugosité de la scène imagée, ce bruit est lié à la

scène. Il serait donc intéressant de continuer à étudier les possibilités offertes en utilisant

ce bruit en imagerie cohérente. Dans ce sens, il serait intéressant d’élargir les premiers

résultats présentés en imagerie optique non conventionnelle à d’autres applications que

celles considérées ici. Plus généralement, des études comme en restauration [27] ou en

acquisition [123] laissent envisager de nombreuses perspectives sur l’effet de bruit utile

en imagerie. Étudier l’influence du bruit dans d’autres domaines de l’imagerie, avec leurs

spécificités comme ici le bruit de speckle en imagerie cohérente, permettrait aussi de

mieux appréhender le phénomène d’amélioration par le bruit et ses différents mécanismes.

D’autre part, les réseaux de capteurs sont présents dans de nombreux domaines. Dans les

dispositifs technologiques, les systèmes avec non-linéarités sont à l’heure actuelle souvent

utilisés dans leur régime linéaire pour éviter la distorsion des signaux transmis. Par ex-

emple, les amplificateurs sont utilisés au-dessous de leur pleine puissance et sont donc

employés avec une perte d’efficacité. On pourrait envisager l’utilisation de bruit dans ces

systèmes pour pallier le problème de la distorsion. En traitement neuronal de l’infor-

mation, nous avons montré que l’effet de bruit utile persiste pour différents régimes de

fonctionnement des neurones. Loin d’expliquer les différents mécanismes mis en jeu dans

de tels processus, ces études permettent cependant de remarquer certaines propriétés.

Le domaine des processus neuronaux reste largement ouvert, en particulier pour ce qui

concerne l’influence du bruit dans des structures similaires comme les réseaux [21].
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