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Résumé

On étudie dans ce travail des équations aux dérivées partielles hyperboliques, et plus
particulierement des systémes de lois de conservation intervenant par exemple dans 1’écou-
lement de fluides compressibles, dans la modélisation macroscopique du trafic routier ou
piéton et dans un modéle de chaine de montage. De telles équations apparaissent natu-
rellement en physique via, entre autres, la conservation de la masse, de la quantité de
mouvement, ou de I’énergie. On s’intéressera également aux équations avec terme source de
nature géométrique (& cause de certaines symétries) ou dynamique.

La premiére partie est consacrée a la dynamique des fluides compressibles, et en parti-
culier au temps d’existence des solutions réguliéres et réguliéres par morceaux. Aprés avoir
présenté I'état de I'art en matiére de solutions réguliéres, on montre une extension a des
gaz plus généraux d’un théoréme de M. Grassin donnant l'existence globale en temps de
solutions réguliéres lorsque la densité et ’entropie initiales sont a support compact. D’autre
part, on étudie les solutions ondes de chocs, qui sont des solutions réguliéres de part et
d’autre d’une discontinuité. L’existence en temps grand de solutions proches d’ondes de
choc a symétrie sphérique est un probléme soulevé par A. Majda en 1983 et encore essen-
tiellement ouvert, méme si diverses pistes ont été dégagées depuis par P. Godin et d’autres
auteurs. On développe une approche due a T. T. Li afin d’estimer le temps d’existence dans
le cas isentropique & symétrie plane, cylindrique ou sphérique. On développe également ’ap-
proche de G. B. Whitham qui nous permet d’obtenir une équation approchée vérifiée par la
surface de discontinuité dans le cas des gaz de Van der Waals. On montre que cette équation
admet des solutions & symétrie sphérique globales « proches » des solutions autosimilaires
fournies par I’analyse dimensionnelle et la résolution numérique des EDO associées, dans la
limite des chocs forts. Lorsque les conditions initiales ne sont plus sphériques, mais qu’elles
sont données sur une surface compacte convexe, on montre qu’il existe une solution locale.

Dans une deuxiéme partie, motivée par la modélisation d’un rond-point en trafic routier,
on étudie un systéme de lois de conservation unidimensionnel provenant d’une extension
du modéle macroscopique de Lighthill-Whitham—Richards & plusieurs types de véhicules.
On étudie I'évolution de leur concentration sur une route infinie, découpées en trongons
en raison de la présence de points d’entrée et de sortie de véhicules. On différencie alors
les types de véhicules selon leur origine et leur destination et 'on ajoute des conditions
aux extrémités des troncons pour représenter les priorités au niveau des jonctions ainsi
que les capacités des routes secondaires. Pour modéliser un rond-point, il suffit ensuite
de considérer des conditions périodiques. On montre que le probléme de Riemann pour
ce nouveau modéle admet une solution entropique unique, ce qui est le premier pas vers
la résolution du probléme de Cauchy. L’étude du probléme de Riemann repose sur les
propriétés géométriques des ensembles de Hugoniot. Des simulations numériques semblent
en outre indiquer que les solutions obtenues existent en temps long. On aborde enfin le
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v Résumé

probléme de Cauchy par la méthode de front tracking.

La derniére partie concerne des équations hyperboliques scalaires avec terme source
multidimensionnelles, en particulier avec un flux ou une source non-locale. Ceci comprend
par exemple un modéle de trafic piéton en dimension deux et un modéle simplifié pour les
gaz radiatifs. La premiére question abordée est la stabilité dans L' des solutions entropiques
par rapport aux conditions initiales, au flux et a la source dans le cas classique o le flux et
la source sont des « vraies » fonctions (locales). Ceci passe par un controle de la variation
totale de la solution. Le résultat obtenu nous permet par la suite d’étudier des équations
avec une source et/ou un flux non-local, qui ne rentrent pas dans les théorémes classiques
pour les équations aux dérivées partielles hyperboliques. Une fois établi leur caractére bien
posé, on montre la différentiabilité au sens de Gateaux du semi-groupe obtenu par rapport
aux conditions initiales, afin de caractériser les maxima et minima de fonctionnelles de cofit
sur la solution.



Abstract

In this work, we study hyperbolic partial differential equations, and more precisely
conservation laws appearing in fluid dynamics, in the modelling of traffic flow from a ma-
croscopic point of view (for cars or for pedestrians) and in a supply chain model. Such
equations appear quite naturally in physics, in particular through conservation of mass,
momentum or energy. We are also interested in balance laws, which are conservation laws
with source terms of geometrical nature (for symmetry reasons) or dynamical nature.

The first part is devoted to compressible fluid dynamics, and particularly to the lifespan
of smooth or piecewise smooth solutions. After presenting the “state of art”, we show an
extension to more general gases of a theorem by M. Grassin that gives global existence in
time for regular solutions when the density and the entropy have compact support. We also
study shock waves solutions, which are smooth on both sides of a discontinuity. The long
time existence of shock wave solutions that are close to shock waves with spherical symmetry
is a problem raised by A. Majda in 1983, which is still open even if some authors such as P.
Godin have given partial answers. We extend here Li Ta Tsien’s approach to estimate the
time of existence in the isentropic cylindrical or spherical case. We also develop Whitham’s
ideas to obtain an approximated equation satisfied by the discontinuity surface for a Van
der Waals gas. We show that this equation admits global spherical solutions that are “close”
to the self-similar solutions provided by dimensional analysis and numerical computations,
in the strong shock limit. When the initial conditions are no longer spherical, but are given
on a compact convex surface, we show that there exists a local solution.

In the second part, we set up a new model for a roundabout. This leads us to study a
one-dimensional system of conservation laws that comes from a multi-class extension of the
macroscopic Lighthill-Whitham—Richards’ model. We study the evolution of concentrations
of different classes of vehicles on an infinite road, with some points of discontinuity corres-
ponding to the entry and the exit of vehicles. We distinguish vehicles according to their
origin and their destination. Besides, we add some boundary conditions in order to take
into account priority rules at junctions and also the capacity of secondary roads. A “real”
roundabout amounts to taking periodic conditions. We obtain existence and uniqueness of
a weak entropy solution for the Riemann problem, which is an important step towards the
Cauchy problem. The study of the Riemann problem is based on geometrical properties of
the Hugoniot locii. As a complement, we provide numerical simulations that seem to exhibit
solutions with a long time of existence. Finally, the Cauchy problem is tackled by the front
tracking method.

In the last part, we are interested in scalar hyperbolic balance laws, and especially
those for which the flow or the source is non-local. This comprises for example a model of
pedestrian traffic in two space dimensions, and a toy-model for radiative gases. The first
question addressed is the L! stability in of entropy solutions with respect to flow and source
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when the flow and source are classical functions (local). In order to show stability, we first
have to control the total variation of the solution. Then we obtain the desired result allowing
us to study equations with non-local source and/or flow, which do not fit the framework
of classical theorems. We show here that these kinds of equations are well posed and we
show the Gateaux-differentiability with respect to initial conditions, which is important to
characterize maxima or minima of a given cost functional.
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Introduction générale

L’étude des équations aux dérivées partielles (EDP) hyperboliques est un sujet histori-
quement important dont les premiers pas remontent 4 d’Alembert avec I’équation des ondes
et & Euler, avec les équations du méme nom décrivant 1’évolution d’un fluide. Un exemple
important ’EDP hyperboliques est fourni par les lois de conservation du premier ordre, qui
apparaissent assez naturellement en physique, dés qu'un bilan d’énergie, de masse, de quan-
tité de mouvement, de matiére... est effectué et que les phénomeénes de diffusion (thermique
ou par viscosité) sont négligés. Plus formellement, un systéme de lois de conservation avec
source (ou encore « lois d’équilibre ») est un systéme d’équations aux dérivées partielles
de la forme

Owu; + div fi(t, z,u) = Fi(t, z,u), i=1,..,n (0.0.1)

ou l'inconnue u = (uy,usg,...,u,) est une fonction a valeurs vectorielles, t € R, est géné-
ralement une variable de temps et x € R% est une variable d’espace. Pour tout i = 1...n,
les fonctions f; € €1 (U;R") et F; € €°(U;R) sont appelées respectivement fluz et sources.
Dans une vision classique des lois de conservation, les flux et sources sont des fonctions
ordinaires en la variable u, locales, c’est a dire que I est un ouvert de Ry x R? x R™. Ce-
pendant, il arrive pour certains modéles que les flux et sources soient des fonctionnelles en
u, non-locales, par exemple avec f;(t,u) = [pau(t,y)dy (qui ne dépend pas de x), auquel
cas U sera de la forme M x X(M;R™), ou M est un ouvert de R, et X est un espace
fonctionnel adapté. Au cours de ce travail on s’intéressera a différents types de systémes de

la forme (OOT]).

Le modéle étudié dans la premiére partie est celui des équations d’FEuler pour les fluides
compressibles, qui décrivent I’évolution d’'un gaz a travers les grandeurs p € Ry, u € R? et
e € R représentant respectivement la densité, la vitesse et 1’énergie massique du fluide.
Les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie
s’écrivent alors :

Op + div(pu) =0,
O(pu) +div(pu®@u) + Vp =20,

(0.0.2)
Bu(pe + Splul?) + div ((pe + 3olul? +5) u) —0,

ou p € R est la pression. Pour « fermer » ce systéme, souvent appelé par abus de langage
équations d’Fuler compressibles, on est alors amené a ajouter a ces équations une loi d’état
p: (p,e) — p(p,e), la plus célebre des lois d’état étant p = (v — 1)pe, correspondant & un

1. balance laws en anglais
2. parfois appelée « masse volumique »
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gaz parfait polytropique de coefficient adiabatique 7y (les termes en italiques seront expliqués
par la suite).

Un autre systéme, étudié dans la deuxiéme partie, est un modéle de trafic routier macro-
scopique a n classes de véhicules, dans lequel le flot de véhicules est supposé constitué de n
classes distinctes de véhicules (une classe pouvant correspondre simplement a une couleur).
Ce modéle est une extension multi-classe du modéle « LWR » da a Lighthill-Whitham—
Richards [90, 113]. Le trafic est alors décrit par I’évolution des concentrations respectives
pi, pour ¢ € {1,...,n}, de chaque sorte de véhicules : en supposant qu’on a une loi de vitesse
v:p— v(p) commune a tous les types de véhicules, on écrit la conservation du nombre de
véhicules de chaque type. On obtient le systéme

n
Opi + Oy (pw(z,oj)) =0, pour tout ¢ € [1,n].
j=1

Une loi de vitesse trés simple (attribuée a Greenshields [64]) est donnée par la fonction
affine v : p — Vi (1 — p), qui est maximale lorsque la densité est nulle et nulle lorsque la
densité est maximale (cas d’embouteillage).

Dans la troisiéme partie, on s’intéresse a des lois de conservation scalaires, c¢’est-a-dire
ne comprenant qu’'une seule équation (n = 1) avec flux ou source non-local. Il existe de
nombreux modéles entrant dans ce cadre. Par exemple, un modéle simplifié de gaz radiatifs,
qui entre en jeu notamment dans ’étude des étoiles [78] [79, 1] s’écrit

2
&gu—l—am(%):—u—l—K*mu, pour tout (t,z) € Ry x R.

Le terme source est bien non-local puisqu’il s’agit d’'un produit de convolution entre l'in-
connue u et un noyau K € €(R;R).

Un exemple similaire est un modéle de trafic piéton en dimension 2 d’espace. Pour une
concentration de piétons p, on écrit la conservation du nombre de piétons en deux dimen-
sions d’espace (si on pense & une foule dans un hall) :

Op + div (pV (p)) =0, pour tout (¢,z) € Ry x R?,

ol la loi de vitesse V' n’est plus donnée par une simple fonction de p comme dans le cas
du trafic routier, mais par une fonctionnelle du type V : p — v(u *, p), avec v et p des
fonctions empiriques reflétant la loi de vitesse, la géométrie des trajectoires empruntées par
les piétons et la géométrie des ouverts sur lesquels on fait la moyenne de la concentration
de piétons. De nouveau, un produit de convolution apparait, cette fois au niveau du flux.
Un troisiéme exemple d’équation non-locale est fourni par un modéle de chaine de montage
[4, 5, 6], ou 'on étudie I’évolution de la « masse volumique » p d’un produit manufacturé,
la variable d’espace x représentant le taux d’avancement du produit dans la chaine de
montage. Dans ce modéle, on considére donc qu’un certain produit manufacturé entre en
x = 0 dans la chaine de montage et sort en x = 1. On suppose par ailleurs que 'usine
n’est pas parfaite, c’est-a~-dire qu’il peut arriver que des produits arrivent en xy €]0, 1] sans
que l'étape y < x ait été effectuée normalement, ce qui conduit le gérant et donc aussi le
modélisateur & vouloir redistribuer la densité en zg, non seulement vers ’avant ot x > xg,
mais aussi vers 'arriére. On est donc amené, en écrivant la conservation de la masse de
produit, & considérer ’équation

Op + div <pv< fol p(t,y) dy)) , pour tout (t,z) € Ry xR,



avec v(p) = Vinaz/(1 + p). De nouveau le flux de ce modéle est non-local.

Revenons & la description détaillé de la premiére partie de ce travail concernant la
dynamique des fluides compressibles (gaz), qui fournit un exemple « standard » de systéme
de lois de conservation quasi-linéaire. Pour un systéme du type ((LO.) il n’existe pas de
théorie générale assurant 1'existence et/ou I'unicité d’une solution : le probléme de Cauchy,
pour d > 2 et n > 2 est encore largement ouvert, méme si la théorie s’est considérablement
développée depuis les années 1950.

Par exemple, on sait que le probléme de Cauchy associé & des conditions initiales ré-
guliéres admet des solutions réguliéres locale en temps. On ne peut cependant pas dire
grand chose en général sur le temps maximal d’existence de ces solutions réguliéres. Si ’'on
trouve des solutions particuliéres globales en temps, on sait aussi que pour certains types de
données initiales, le temps d’existence sera nécessairement fini (on parle d’« explosion » en
temps fini).

Avec des données initiales moins réguliéres, ou bien au-deld du temps d’explosion, on
est ainsi amené & considérer des solutions faibles, c’est-a-dire des solutions au sens des
distributions. Ces solutions satisfont, pour toute fonction-test ¢ € €>°(R% R), pour tout
i€[1,n],

//IR+XR‘1 widhp + filt, 2, u)Vap) dxdt*/ ui0(2) (0, 2) dz

//RMW (t,z,u)p(t,x)dt = 0.

Les solutions faibles semblent alors régir des phénoménes réversibles, au moins quand la
source est nulle (F; = 0) et le flux f; ne dépend pas de (t,z). En effet, dans ce cas, si
u(t, x) est solution de ([LOJ]), alors u(t,z) = u(—t, —z) est également une solution (0.0.1]).
Pourtant, on s’attend a ce que des phénomeénes irréversibles se produisent, par exemple lors
d’une explosion dans un gaz. Pour introduire cette notion d’irréversibilité, on est amené a
étudier une classe restreinte de solutions faibles, & savoir les solutions faibles entropiques. En
appelant couple entropie—fluz (E, V) un couple de fonctions tel que toute solution réguliére
de (O.0.J)) satisfasse O,E +div W(u) = dE (u) - F(t,z,u), on dit que u est une solution faible
entropique de ((LOJ]) si, pour tout couple entropie—fluz (E,¥) de fonctions réguliéres telles
que E est convexe et pour toute fonction-test ¢ € €°(R x R?), on a

/ / u)Orp + ¥(u) - Vo +dE(u) - F(u)p)dzdt
Ry JRE

+ ) E(up(z))p(0,z)dz > 0.
R
Autrement dit, on a l'inégalité O,F + div ¥ (u) < dE (u) - F(u) au sens des distributions.
La notion de couple entropie—flux signifie d’autre part qu’on a égalité dans cette inégalité
si u est une solution réguliére de (0.0.I)). Les résultats connus concernant ce type de solu-
tions se limitent essentiellement au cas scalaire (n = 1) ou unidimensionnel (d = 1). Par
conséquent, dans I’étude des équations d’Euler compressibles multidimensionnelles, on se
limite généralement aux solutions faibles qui sont €' par morceaux, et en particulier aux
solutions ondes de choc, réguliéres de part et d’autre d’une surface de discontinuité.

Le but de la premiére partie est d’étudier un phénomeéne d’explosion en temps grand,
ce qui nous ameéne essentiellement & nous intéresser aux ondes de choc a symétrie sphérique
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dans un gaz poussiéreuz. La démarche a été la suivante : d’une part trouver des solutions
réguliéres globales & symétrie sphérique pour un gaz poussiéreux ; d’autre part essayer de
juxtaposer deux solutions réguliéres le long d’une ligne de discontinuité satisfaisant des
conditions de saut adaptées.

On rappellera tout d’abord au Chapitre[Iles relations thermodynamiques fondamentales
ainsi que les propriétés analytiques des équations d’Euler compressibles (L02]).

Dans le Chapitre[2l on traite ensuite la question du temps d’existence des solutions régu-
liéres aux équations d’Euler compressibles. On y fait tout d’abord un état de I’art concernant
les solutions réguliéres : par exemple, on cite des résultats de T. C. Sideris [125] [126], J.-Y.
Chemin [27), 28], T. Makino, S. Ukai & S. Kawashima [I00] donnant des critéres d’explosion
en temps fini. On sait néanmoins aussi qu’il peut exister des solutions réguliéres globales
en temps, telles que les solutions stationnaires ou encore les solutions autosimilaires. Il
existe de plus des résultats assez généraux d’existence globale de solutions réguliéres. Par
exemple, un tel résultat est dit & Li Ta Tsien [88], cependant il ne concerne que les systémes
unidimensionnels (d = 1), & deux équations (n = 2), sans termes sources (F; = 0), pour
lesquels on dispose d’invariants de Riemann forts, ce qui permet de faire des calculs le long
des caractéristiques. Comme application, on obtient des résultats d’existence globale pour
les équations d’Euler compressibles isentropiques unidimensionnelles, sous des hypothéses
d’« expansivité » des invariants de Riemann. Ce résultat donne méme une condition néces-
saire et suffisante d’existence globale, et si la condition n’est pas satisfaite, il prédit le temps
d’existence maximal de la solution réguliére. Ceci est une extension du critére bien connu
d’explosion pour I’équation de Burgersld. Dans le cas multidimensionnel, des résultats de D.
Serre [122] et M. Grassin [63] donnent l'existence globale de solutions pour des conditions

vitesse initiale étant « expansive ».

La plupart des résultats mathématiques cités ci-dessus concernent les gaz parfaits po-
lytropiques ; cependant, sous certaines conditions (haute pression, basses températures...)
la loi des gaz parfaits s’éloigne fortement du comportement des gaz « réels ». On s’intéres-
sera plutdt ici au cas des gaz de Van der Waals, dont la loi prend en compte le volume
des molécules. Cette loi est importante dans certains contextes physiques tels que la sono-
luminescence, phénomeéne au cours duquel la focalisation d’une onde de choc dans un gaz
crée de la lumiére! La loi de Van der Waals peut de plus également modéliser des milieux
poussiéreur, comme par exemple aprés une explosion, pour lesquels on néglige le volume
des molécules mais pas pas le volume des poussiéres. On généralise ici au cas des gaz de
Van der Waals un théoréme de M. Grassin [63] donnant Iexistence globale de solutions
réguliéres, pour obtenir le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1 (voir Théoréme 23.0). Soit m > 14d/2. Soient (po, uo, So) les conditions
initiales pour le probleme de Cauchy associé au systéme d’équations ((0.3) pour un gaz de
Van der Waals polytropique tel que vy > 0. On suppose que 0 < po < 1/b et

20—1
H N 2
( 1) H(WOaSO)HHm(Rd) < g, ou Ty = <1—%> exp(i_z) ;

(H2) up € X = {z: Ry xR? - R%: Dz € L*®,D? 2 € H™ 1},
(H3) Il existe 6 > 0 tel que Vo € R?, dist(Spec(Dug)(z),R_) > 0,

3. Cette équation, qui s’écrit O:u + udyu = 0, admet en effet des solutions globales réguliéres si la
condition initiale ug est croissante, et sinon « explose » au temps T\ = —1/ min uj.



(H4) pg et so ont un support compact,
(H5) le coefficient o vérifie o = ”—ﬂ avecv E Netv>2, oubienveERetv>m> 1—1—%.

v
Soit u la solution de Oyu + (uw- V)u = 0, w(0,x2) = wup(x). Il existe eg > 0 tel que, si
0 < e < g alors il existe une solution (p,u,s) globale réguliére au probléme de Cauchy pour

(00.2) satisfaisant
-1

2
(125;) o) € PRGHPRSRI) N (R B (R RI2).

La preuve de ce théoréme repose sur des estimations d’énergie a priori et sur une
symeétrisation adaptée du systéme, supportant en particulier la présence de zones de vide (ou
la densité s’annule par définition). Lorsque le gaz suit la loi de Van der Waals, le caractére
non-linéaire des équations d’Euler « augmente » et les estimations d’énergie doivent étre
adaptées, ce qui est présenté a la fin du chapitre 21

L’étude des ondes de choc pour les équations d’Euler compressibles fait 'objet du Cha-
pitre Bl Des résultats généraux [98] donnent 'existence locale en temps d’ondes de choc
lorsque les conditions initiales sont €' par morceaux et vérifient des conditions de compa-
tibilités adéquates au niveau des discontinuités. Mais de nouveau, on ne sait pas dire grand
chose sur le temps d’existence de ces solutions. De méme que dans 1’étude des solutions
réguliéres, on généralise au cas des gaz de Van der Waals quelques résultats connus pour les
gaz parfaits polytropiques : on étudie en particulier les solutions autosimilaires, qui four-
nissent un exemple d’existence globale d’onde de choc & symétrie sphérique, dans la limite
des chocs forts. Ces solutions correspondent au cas d’explosions ou d’implosion dans un gaz
au repos [144].

Dans la suite du chapitre Bl on prolonge au cas de la symétrie sphérique des résultats
de Li Ta Tsien déterminant le temps d’existence d’onde de choc pour les équations d’Euler
isentropiques unidimensionnelles (sans source). En effet le cas de la symétrie sphérique
peut étre vu comme un cas « quasi 1D », c’est-a-dire un systéme 1D avec des termes
sources d’origine géométrique. En faisant des calculs le long des caractéristiques similaires
a ceux de Li Ta Tsien, on obtient alors le théoréme [L0.2, qui nous permet d’estimer le
temps d’existence de solutions dans un domaine angulaire bordé par une 1-caractéristique
Cy d’une part, et un 2-choc K d’autre part. Dans ce domaine angulaire, la solution est
en effet « perturbée » par le 2-choc (voir Figure [Il) : si les 2-caractéristiques sont bien
rentrantes au niveau du choc, les 1-caractéristiques sont en revanche entrantes & droite et
sortantes & gauche. Ainsi, les 2-caractéristiques se réfléchissent a gauche du choc pour donner
des 1-caractéristiques! On ne peut donc pas, comme dans le cas scalaire 1D, juxtaposer
simplement deux solutions réguliéres le long d’une ligne de discontinuité, mais on peut les
juxtaposer de part et d’autre d’'un domaine angulaire. Avant de chercher des solutions ondes
de choc, on est donc amené a étudier un probléme angulaire. On obtient pour un gaz de
Van der Waals que si le choc est situé en » = Ry au temps initial £ = 0, alors le temps
d’existence sera d’autant plus grand que Ry est grand. Ces estimations sont possibles en
raison de l'existence d’invariants de Riemann forts permettant de diagonaliser le systéme :
wy =u—Hetwy =u+H,ou H(p) = [ % dy (¢(p) étant la vitesse du son qui s’exprime
dans le cas isentropique seulement en fonction de la densité).

Théoréme 0.0.2. On suppose que les conditions de compatibilité ainsi que les conditions
de Rankine-Hugoniot sont satisfaites en r = Rg. Siwy = 0 sur K et 0 < wy — wy <
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J0—1
3=
b(v0—1)
probleme angulaire pour un gaz de Van der Waals admet une solution locale en temps et,
avec les notations précédentes, le temps d’existence est minoré de la maniére suivante :

sur Cy et K et si de plus —0,wq = C et |Oywa| < 7 le long de Cq, alors le

Tox = RoC(||w™ [|w1ee)

ot C(Hw*HWLw) est une constante ne dépendant pas de Ry.

On obtient ensuite une onde de choc & symétrie sphérique en juxtaposant deux solutions
réguliéres de part et d’autre d’'un domaine angulaire comme décrit précédemment, de plus
le temps d’existence est assez grand (voir les Corollaires 3.3.7 et [3.3.8)).

Finalement, on développe une approche transverse due 4 G. B. Whitham, dont le prin-
cipe est d’étudier 'onde de choc du point de vue géométrique. On introduit une fonction g
dont les surfaces de niveau sont les positions successives au cours du temps t. Aprés quelques
approximations, on obtient une EDP du deuxiéme ordre non-linéaire sur 3, hyperbolique
dans le cas intéressant (& savoir lorsque le fluide est supersonique devant le choc). L’étude
de cette équation est aisée dans le cas de la symétrie sphérique, et nous permet de retrouver
des résultats obtenus pour les solutions autosimilaires, elle devient cependant assez ardue
dans le cas général.

La deuxiéme partie s’intéresse au modéle de trafic routier, qui est unidimensionnel
(d = 1). Or, dans le cas unidimensionnel, il existe des schémas numériques, tels que le
schéma de Glimm ou le schéma de Godunov donnant I'existence globale de solutions faibles
entropiques pour le probléme de Cauchy. Ces schémas se basent sur I’étude du probléeme
de Riemann, qui est un probléme de Cauchy particulier dans le cas unidimensionnel, pour
lequel les données initiales sont constantes de part et d’autre d’un point g € R.

Plus précisément, on s’intéresse a une extension multi-classe du modéle de trafic routier
LWR

Opi + div (pv(pi)) =0, pour i € [1,n],

dans le but d’introduire une nouvelle modélisation de jonction entre deux routes et finale-
ment de modéliser un rond-point en considérant qu’un rond-point est une route périodique
possédant un nombre fini de points d’entrée et de sortie de véhicules.

On modélise tout d’abord une jonction en introduisant un point d’entrée et de sortie
de véhicule sur une route infinie. Ce point d’entrée et de sortie de véhicules, placé sans

choc

1-caractéristique

1-caractéristique

L 2-caré\ctéristique
2-caractéfistique 3

FIGURE 1 — Réflexion des 1-caractéristiques sur le choc dans un domaine angulaire.



perte de généralité en x = 0, est considéré comme un point de discontinuité au niveau
duquel on donne des conditions aux bords. Le caractére multi-classe sert ici a différencier
les véhicules selon leur origine et leur destination. Ainsi, dans le cas d’une route avec une
seule discontinuité il y a trois types de véhicules : les véhicules qui restent sur la route
principale, de densité pi, les véhicules qui arrivent de —oo sur la route principale et qui
tournent en x = 0 sur la route secondaire, de densité po, et les véhicules qui entrent en
x = 0 sur la route principale en allant vers +oc0, de densité ps. Les conditions aux bords en
x = 0, de type Bardos—Leroux—Nédélec [I0], ressemblent aux conditions introduites dans
[37] pour modéliser un péage : il s’agit de conserver le flux de véhicules allant tout droit
et de donner des contraintes sur les flux de véhicules entrant et sortant au niveau de la
discontinuité. Plus formellement, ces conditions se lisent, pour tout ¢ > 0,

p1(t,07)v(p1(t,07) + pa(t,07)) = p1(t, 0" )u(p1 (£, 07) + pa(t,07)),
P2 (tv Oi)v(pl (ta 07) + p2 (tv 07)) O(t) )
p3(t7 0+)U(p1(t, 0+) +p3(t7 0+)) Z(t) )

ou o et i sont des fonctions prescrites, donnant la capacité de la route secondaire.

Dans le Chapitre Ml on étudie ce modéle de jonction et 'on obtient 'existence globale
d’une unique solution faible entropique pour le probléme de Riemann. De méme, on étudie
le modéle de rond-point, qui consiste & avoir un nombre dénombrable de jonctions ne s’accu-
mulant nulle part, et I’on obtient existence locale en temps d’une solution faible entropique
pour le probléme de Riemann ainsi qu’une minoration du temps d’existence :

Théoréme 0.0.3 (voir Théoreme U.2.8)). On considére une route possédant un nombre
dénombrable de jonctions, situées en les points (x;);cr. Sous les hypothéses

b 15()’1.148 leS UéhZC’LLZES ()Tl,lf la méme l()Z de 1)7,156886 v 0, 1 — R ) q’LLZ 651’; ié ) déC?OZSSCLTH’I@,
+

(F) le flux q : [r — rv(r)] est strictement concave et atteint son mazimum q. en r =1, €
10, 1[;
(P) on connait les proportions p; ; de véhicules entrant en x; et sortant en x;j ;

il existe un temps T > 0 tel que le probleme de Riemann pour le probléme de route avec
jonctions en les (x;)icr, avec des conditions auz bords comme décrit ci-dessus, admet une
unique solution faible entropique pour tout t € [0,T].

De plus, on peut donmer une borne inférieure sur le temps d’existence : soit L =
ming{zky1 — xx} >0, alors T > %

Ce théoréme est plus amplement détaillé au chapitre @l qui constitue par ailleurs un
article publié¢ dans JMAA [104].

Dans le Chapitre B on montre des simulations numeériques se basant sur le schéma
de Godunov représentant les solutions du probléme de Riemann résolu au chapitre @ On
représente aussi des solutions du probléme de Cauchy, qui semblent bien se comporter en
temps long.

Notre étude de ce modeéle de trafic routier se termine au Chapitre [l avec une amorce
de résolution du probléme de Cauchy. En effet, quelques cas particuliers, se traitent assez
facilement en suivant la méthode de front tracking.

La troisiéme partie est issue d’une collaboration avec Rinaldo M. Colombo et concerne
les équations scalaires (n = 1). Ce type d’équations est bien mieux connu en matiére
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d’existence et d’unicité de solutions faibles entropiques, du moins dans le cas classique ou
le flux et la source sont des fonctions de u et non des fonctionnelles. Ainsi le théoréme de
Kruzkov [81] affirme que, pour tout ug € L°(R? R), sous de bonnes hypothéses pour le flux
f et la source F, il existe une unique solution faible entropique u € L>*(R; L}Oc(Rd;R))
au probléme de Cauchy pour ((LO]) avec n = 1. De plus, on sait qu’il y a une dépendance
continue dans L! vis & vis des conditions initiales. Ainsi, pour ug, vy € L tels que ug—vg €

L', alors, en notant u et v les solutions faibles entropiques associées on a
[ (u— v)(t)HLl(le;R) < o = voll mag) -

o £ = [|0uF || oo, xrix[—,0)r) (en supposant [|uflpe < Q, [|v]lp. <€)

Au cours du Chapitre [[ on s’intéresse a la dépendance de la solution par rapport au flux
et a la source : étant donnés (f, F) et (g, G) deux couples « flux—source », peut-on estimer
u — v en fonction de f — g et F'— G 7 Dans le cas ou le flux et la source ne dépendent que
de u et pas directement de t et z, il existe déja de tels résultats [21) 45, 96] qui utilisent
de maniére fondamentale le fait suivant : «si f et F' ne dépendent pas de t et = et si
ug € L est a variation totale bornée, alors la solution est a variation totale bornée pour
tout temps », ou la variation totale est définie par

TV (u) = sup { /Rd udivpdz 5 ¢ € 6 (RER?) et [ oo (gapay < 1} .

C’est pourquoi on a tout d’abord voulu donner une estimation de la variation totale de la
solution dans le cas général ou f et F' dépendent de (¢, x,u). Cette question est 'objet du
théoréme :

Théoréme 0.0.4 (voir Théoréme [Z.2.5). Soit ug € BV(RY;R) une application bornée.
Alors, si (f,F) sont assez réguliers et satisfont des hypothéses satisfaisantes (décrites au
chapitre[d). Alors la solution faible entropique u de (0.01) satisfait u(t) € BV (RY;R) pour

tout t > 0. De plus, si kg = NWy ((zN + DIV Buf o ey + \|auF||Lm(Q;R)) ot Wy

est une constante, alors pour tout T > 0,
T
TV (u(T)) < TV (ug) e™T + NWN/ e“O(Tt)/ |V(F = div f)(t, 2, ) || wdz dt .
0 RN

Une fois cette estimation obtenue, on peut étudier la dépendance par rapport au flux
et a la source par l'intermédiaire de la méthode de doublement des variables de Kruzkov.
On obtient le théoréme :

Théoréme 0.0.5 (voir Théoréeme [T.2.0). Soient (f,F), (9,G) deux couples fluz-source
satisfaisant des hypothéses adaptées. Soit

K = 2N Vuflpee@rrxny + 10uF g omy + [|0u(F — G)HLOO(Q;]R) )

M = [|0uglly,0rny -



Alors, pour tout T, R > 0 et g € RY, lestimation suivante est vérifie :

/ (T, z) — o(T,z)|dz < e”T/ |u0(x) — vo(w)| dz
lz—zol| <R |lz—zo|| <R+MT

ko1 rT
T TV (u0) [|0u(f = 9)]|
Ko — R
T elio(T*t) _ en(Tft) )
+ NWxN / / HV(F—lef)(t,x,-)HLoodxdt Hau(f_g)HLoo
0 Ko — K RN

T
w [ | [~y —aiv (7~ 9) (2| _azar.
0 |lz—zo|| <R+M(T—t) Loo

Ces deux estimations, de la variation totale et de dépendance par rapport au flux et a
la source sont trés satisfaisantes, puisque dans des cas simples tels que : f, g ne dépendent
que de u, sans sources F' = G = 0, ou encore f,g, F, G ne dépendent pas de u, on retrouve
des estimations connues.

Cette estimation de dépendance au flux et a la source permet ensuite d’étudier le mo-
déle simplifié du « gaz radiatif » pour lequel le terme source est non-local. En effet, on
peut faire une estimation de contraction dans L' pour un temps assez petit, ce qui nous
permet, par le théoréme de point fixe de Banach de conclure a ’existence locale de solution
faible entropique pour le probléme de Cauchy associé & ce modéle. Ce chapitre, issu d’une
collaboration avec R. M. Colombo et M. D. Rosini, est I'objet de deux articles publiés d’une
part dans Comm. in Math. Sc. [41] et d’autre part dans les CRAS [42].

Dans le chapitre 8, on améliore 'estimation obtenue dans le chapitre [ en contrélant
plus finement les constantes.

Dans le chapitre [@ on étudie des équations de conservation scalaires avec flux non-
local de type Oip + div (pV (p)) = 0, telles que 1’équation de trafic piéton ou ’équation
de chaine de montage présentées précédemment. On se donne de plus une fonctionnelle de
colit J représentant par exemple le temps mis par une foule pour sortir d’une piéce. On
cherche alors assez naturellement & minimiser cette fonctionnelle de cotit. En particulier,
on voudrait connaitre quelles sont les conditions initiales permettant de minimiser J. Ce
probléme nous incite & chercher la dérivée au sens de Gateaux de la solution par rapport
aux conditions initiales. L’étude de ce probléme commence par la preuve de l'existence
d’une unique solution faible entropique pour le probléme de Cauchy associé & ce type de
modéle. On utilise pour cela de nouveau 'estimation de dépendance par rapport au flux et
a la source obtenue précédemment et le théoréme de point fixe de Banach. On obtient

Théoréme 0.0.6 (voir Théoréme 0.2.2)). Pour tous «, 3 > 0 tels que B > «, il existe un
temps T(a, ) > 0 tel que pour tout pg € X, = (L1 NBV)(RY;[0,q]), le probleme

p +div(pV(p)) =0, p(0,x) = po(z), (0.0.3)
admet une unique solution faible entropique p € €° ([0 T (o, B)]; )
)

On montre ensuite que, si p est la solution de d;p + div (pV (p)) = 0, le probléme de
Cauchy pour I’équation linéarisée

Oyr +div (rV(p) + pDV (p)(r)) =0

est bien posé dans L' N L, et I'on montre que la dérivée au sens de Gateaux cherchée est
la solution de cette équation linéarisée. Plus précisément, on obtient le résultat :
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Théoréme 0.0.7 (voir Théoréme [LZI0). Soit pg € (WH* N W2L)(RY;R), ro € (WhHiN
L>)(RY;R), et notons Tex le temps d’existence de la solution du probleme (I.0.3). Alors,
pour tout temps t € lex le semi-groupe local défini au Théoréme est Gateaux différen-
tiable dans L' dans la direction ro. De plus, la dérivée DSy (po)(ro) de Sy en po dans la
direction rq est

DS (po)(ro) = X°(ro) -

ol 3P0 est Dapplication donnant la solution du probléme linéarisé, lorsque p = Sipg, pour
tout t € Ioy.

On peut alors caractériser les minima de J comme étant les points ot la dérivée s’annule.
Ce chapitre, issu d’une collaboration avec R. M. Colombo et M. Herty, est ’'objet d’un article
accepté pour la publication en novembre 2009 & ESAIM-COCYV [40)].



Premiére partie

Mécanique des fluides

11






Chapitre 1

Introduction

Dans cette partie, on s’intéresse au probléme de Cauchy en mécanique des fluides com-
pressibles, c’est-a-dire & la description mathématique de I’évolution d’un gaz dont on connait
les propriétés thermodynamiques et cinétiques au temps ¢ = 0. Le début de I’étude des
fluides compressibles date du XVIIIéme siécle, avec les travaux d’Euler (1707-1783) et de
d’Alembert (1717-1783), qui développérent en particulier la théorie de la propagation du
son. Les équations d’évolution modélisant la dynamique des gaz sont d’ailleurs appelées
équations d’Fuler, voire équations d’Fuler compressibles par abus de langage. Cependant,
la dynamique des fluides compressibles fait encore aujourd’hui ’objet de nombreux travaux,
théoriques, numériques et expérimentaux, liés & des applications variées dans les domaines
civils et militaires comme ’aéronautique, les turbomachines, les explosifs...

Au cours de cette étude, le fil conducteur était de déterminer des conditions, de nature
géométrique, cinématique ou thermodynamique, assurant l'existence en temps grand de
solutions réguliéres, ou réguliéres de part et d’autre d’une surface de discontinuité, aux
équations d’Euler pour des gaz « réels », c’est-a-dire n’obéissant pas nécessairement a la loi
des gaz parfaits polytropiques (GPP, dont la définition est précisée plus loin).

On s’intéressera donc essentiellement & deux types de solutions pour les équations d’Eu-
ler compressibles. On commencera par les solutions réguliéres dans tout 1'espace, qui s’ob-
tiennent localement en temps par des critéres généraux (hyperbolicité, symétrisabilité), et
des résultats désormais classiques (Leray [87], Garding [53], Kato [77] ...). Le probléme du
temps d’existence est beaucoup plus délicat, et néanmoins crucial pour les applications. Si
de nombreux auteurs comme T. C. Sideris [125] [126], T. Makino, S. Ukai & S. Kawashima
[100], J.-Y. Chemin [27) 28] ont donné des critéres d’« explosion » au sens mathématique
avant tout, on sait néanmoins qu’il peut aussi exister des solutions réguliéres globales en
temps. Par exemple, on peut trouver des solutions stationnaires, ou encore des solutions au-
tosimilaires c’est-a-dire ne dépendant que d’une seule inconnue, combinaison des variables
d’espace et de temps (cf. R. F. Chisnell |33} [34], G. B. Whitham [143], Wu & Roberts [144],
Landau & Lifshitz [83]). Par ailleurs, des résultats de Li Ta Tsien [88], D. Serre [122], M.
Grassin [63] prouvent l'existence globale de solutions réguliéres sous des hypothéses d’« ex-
pansivité » a rapprocher de la condition d’existence globale fournie par la méthode des
caractéristiques pour les équations scalaires.

Sachant que la plupart des résultats évoqués sont obtenus pour des gaz parfaits poly-
tropiques, une question naturelle est de déterminer si ces résultats s’étendent a des gaz plus
réalistes, qui suivent par exemple la loi de Van der Waals. Cette loi a en effet I'avantage

13
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de prendre en compte le volume des molécules puisqu’elle interdit au volume massique du
gaz considéré d’étre inférieur & une certaine valeur b, qu’on appelle covolume et qui dépend
de la taille des molécules qui le constitue. Cette loi est importante dans certains contextes
physiques ol le gaz est trés comprimé, comme dans le phénoméne fascinant de la sonolumi-
nescence [18]. Elle est également utile pour modéliser des milieux poussiéreuz : par exemple
aprés explosion d’une bombe, on a un gaz poussiéreuxr pouvant étre modélisé comme un
gaz parfait pollué par des particules équi-réparties, et dont la loi d’état se raméne a celle
de Van der Waals [65], 117, 127, [138].

1l se trouve que la prise en compte du covolume b modifie de facon non-triviale 'analyse
des équations par rapport aux gaz parfaits polytropiques. On généralisera ainsi au chapitre
un théoréme de M. Grassin donnant l'existence globale de solutions réguliéres pour des
gaz parfaits polytropiques au cas des gaz de Van der Waals. Pour cela, il faut tout d’abord
étendre au cas des gaz de Van der Waals la symétrisation de Makino, Ukai & Kawashima,
qui supporte les zones de vide, puis faire des estimations d’énergie dans H™.

On s’intéressera ensuite au chapitre Bl & ce qui se passe lorsque les solutions décrites
précédemment cessent d’étre réguliéres. La théorie des solutions faibles en plusieurs dimen-
sions d’espace étant encore hors de portée (par manque de cadre fonctionnel adéquat), on
se concentrera sur les solutions réguliéres par morceaux et plus particuliérement sur les
« ondes de choc », qui sont des solutions réguliéres de part et d’autre d’une discontinuité
appelée choc. Les premiers travaux importants a ce propos sont diis & Riemann (1826-1866).
La théorie a connu un essor particulier au cours du XXeéme siécle, notamment lors de la
seconde guerre mondiale pour des raisons tout & fait non-pacifiques et elle reste un sujet
d’actualité en raison de l'effet que les ondes de choc peuvent avoir, qu’il soit néfaste, dans
I'industrie, ou bénéfique, en médecine. De méme que pour les solutions réguliéres dans tout
I’espace, on sait par Majda [99] que, lorsque les conditions initiales sont réguliéres de part et
d’autre d’une discontinuité et vérifient certaines conditions de compatibilité, alors il existe
une solution locale en temps de type onde de choc. On est alors de nouveau confronté au
probléme de I'estimation du temps d’existence de ce type de solutions. Les solutions auto-
similaires fournissent un exemple de solution globale en temps et décrivent les phénoménes
d’explosion forte ou d’implosion forte. L’explosion forte fut notamment trés étudiée a partir
des années 1940 en raison du développement de la bombe atomique, ce qui fut & 'origine du
modeéle de Sedov-Taylor [119] [131], également étudié par J. Von Neumann [62], [140] et L. D.
Landau [82]. L’étude de 'implosion, c’est-a-dire la focalisation des ondes de choc, remonte
aux travaux de G. Guderley [66], R. F. Chisnell [33] 34], G. B. Whitham [143] et concerne
des problémes physiques variés tels que la cavitation, qui abime les hélices de bateaux, la
sonoluminescence [I§], ou la réduction des calculs rénaux. De nouveau la question se pose
alors de généraliser les résultats connus pour les gaz parfaits au cas des gaz « réels ».

Notre objectif est de préciser le temps d’existence de solutions ondes de choc pour des
gaz « réels ». Dans le cas de fluides isentropiques unidimensionnels pour lesquels on dispose
d’invariants de Riemann forts, on y parvient en appliquant la méthode de Li Ta Tsien
[88], 89], que 'on poursuit ici pour obtenir une estimation du temps d’existence d’ondes de
choc & symétrie cylindrique ou sphérique. Cette méthode se base sur 'existence d’invariants
de Riemann forts dans le cas isentropique, unidimensionnel. Or dans le cas des symétries
cylindriques et sphériques, les équations sont « quasi-1d » : elles n'ont qu'une variable
d’espace, cependant une source apparait qui empéche de retrouver d’aussi bons résultats
que dans le cas vraiment 1d. On obtient toutefois une estimation du temps d’existence pour
les ondes de chocs possédant ces symétries. En particulier, pour un gaz de Van der Waals,
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on trouve que le temps d’existence de I'onde de choc est d’autant plus grand que le choc se
situe loin de l’origine au temps initial.

On développera par ailleurs une approche transverse se concentrant sur les aspects géo-
métriques de 'onde de choc. En suivant une approche développée par R. F. Chisnell, W.
Chester, G. B. Whitham [31], 33| [143] on obtiendra en effet une équation approchée pour
une fonction 8 dont les surfaces de niveau de valeurs t correspondent & I’emplacement de
la surface de discontinuité au temps t. Cette EDP satisfaite par § est hyperbolique dans le
cas qui nous intéresse. On montrera que les solutions & symétrie sphérique de cette équa-
tion approchée se comportent au voisinage de 'origine comme les solutions autosimilaires
attendues. Dans le cas d’une condition initiale compacte, on obtient I’existence locale d’une
solution dont on conjecture qu’elle existe en temps grand si la surface de discontinuité
initiale est convexe et le choc expansif.

Cette partie commence par des éléments de thermodynamique permettant de décrire les
équations satisfaites par un fluide « réel ». Ensuite, on étudiera les solutions réguliéres, leur
éventuelle explosion en temps fini ainsi que des cas d’existence globale. Enfin, on traitera
le cas des solutions ondes de choc, en s’intéressant plus particuliérement aux solutions
sphériques ou « quasi-sphériques ».

1.1 Thermodynamique

1.1.1 Lois de conservation

La dynamique des fluides compressibles (gaz), non visqueux et non conducteurs de
chaleur est régie par les équations d’Euler, constituées des équations de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie (voir par exemple [48] chap. 2]) :

Op + div(pu) =0,
g+ divipu®u)+Vp=20, (1.1.1)
HE +div ((E+p)u) =0,

ol p est la masse volumique, ¢ = pu est la quantité de mouvement par unité de volume
et £ = % pu? + pe est I'énergie totale, somme de I’énergie cinétique et de I’énergie interne,
par unité de volume. Ceci est un systéme de (d + 2) équations a (d + 3) inconnues : la
densité p € Ry, la vitesse u € RY, I’énergie interne spécifique e € R et la pression p € R.
Il est complété par une équation d’état, par exemple une équation d’état incompléte, aussi
appelée loi de pression, (p,e) — p(p,e).

Définition 1.1.1. On appelle équations d’Euler compressibles le systéme constitué des lois
de conservation (LIJ]) et d’une loi d’état incompléte p = p(p, e).

Un modeéle simplifié est souvent considéré en ne retenant de ces équations que les conser-
vations de masse et de quantité de mouvement, le fluide étant supposé isentropique ou iso-
therme (grace a un dispositif physique violant la loi de conservation de I’énergie en général).
Le systéme se réduit alors a

Op + div(pu) =0, 1)
O+ div(pu @ u) + Vp =0, 1.

et la loi de pression & une relation du type p — p(p).
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Définition 1.1.2. On appelle équations d’Euler isentropiques, respectivement isothermes,
le systéme constitué des lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
(CI2) assorti d’'une loi d’état p = p(p) donnée par

Oe . of
— —| , respectivement p = — —|
ov|, |p

p =
ot v = 1/p est le volume spécifique, T est la température, s l'entropie spécifique et f =
e — T's est I'énergie libre spécifique, en supposant que le fluide est muni d’une équation
d’état exprimant e en fonction de v et s.

Les variables thermodynamiques v, s, e, T, p sont reliées entre elles par des relations décrites
dans la section [[L1.2]
Les équations d’Euler font partie des systémes de lois de conservation du premier ordre,

dont I’étude est développée en particulier dans les livres de C. Dafermos [46] ou de D. Serre
[120, 121].

1.1.2 Lois d’état

L’équation d’état a une forte influence sur ’analyse mathématique des équations d’Euler
compressibles. Les équations d’état des gaz dits « réels » peuvent révéler des comportements
particuliers et soulever des problémes d’existence et/ou d’unicité des solutions ne se pro-
duisant pas pour les gaz « parfaits », voir [103]. On décrit ci-aprés les principes physiques
qu’une loi d’état doit satisfaire.

1.1.2.A Définitions

On considére un fluide dont ’énergie interne est déterminée de fagon réguliére par son
volume spéciﬁque v = 1/p et son entropie spécifique s. Cela revient a dire que le gaz est
muni d’'une équation d’état compléte, ou loi d’énergie, e = e(v, s). Le principe fondamental
de la thermodynamique s’exprime alors

de = —pdv + T'ds (1.1.3)

ou p est la pression et T' la température du gaz, ce qui signifie que la pression p et la
température T peuvent étre définies comme

Oe Oe
—_ = T = — 1.14
b dvl,’ ds|,’ ( )
ou l'on utilise la notation | pour préciser la variable maintenue constante dans la dérivation
partielle.

Les dérivées d’ordre supérieur de e jouent également un réle important ; on définit les

1. spécifique est un synonyme de massique



1.1 Thermodynamique 17

quantités adimensionnées suivantes :

__vop
v = PR (1.1.5)

v OT
P=—2 5 (1.1.6)

pv 0T
T2 9s|

P
g— Vs (1.1.8)

2 9%
Ov? s

s

s

(1.1.7)

Le coefficient v s’appelle exposant adiabatique (on verra qu’il est relié a la wvitesse du son
dite adiabatique), et T' est le coefficient de Griineisen. Les quantités ~,d,I" et & caracté-
risent les propriétés géométriques des courbes isentropes dans le plan (v,p) (cf.[103]). Elles
s’expriment en fonction de e & travers les relations

v 0%e v 0% _pu 0%e

T o T Tasov’ T T209s%

On introduit de plus ¢, la capacité calorifique a volume constant et c, la capacité calo-
rifique & pression constante définies par

Oe T
- 7| = _— 1.1.
C'U aT ; & ) ( 9)
Os2 "
Os
=T —| . 1.1.10
Cp OT » ( )

Ces deux derniéres quantités sont reliées au rapport &= et aux nombres v, d, I' par

v U
ey = 2 _m_1

- N LA — 1.1.11
T PT T e 12 (1.1.11)

Le rapport v, = 2—‘: des capacités calorifiques vaut v, = W;fpg. Il est différent de v en

général. Mais on verra que pour un gaz parfait § =I' = — 1, de sorte que v, = 7.

1.1.2.B Contraintes thermodynamiques

I1 est naturel de supposer v > 0. On suppose de plus que la pression p et la température
T sont positives, ce qui impose que e soit fonction croissante de T et décroissante de v.

Une hypothése thermodynamique classique demande de plus que e soit une fonction
convexe de s et v, ce qui revient a imposer les contraintes de signe suivantes :

v —T%2>0, §>0, v=0.

En particulier, v > 0 signifie que p croit avec la densité p = 1/v, ce qui nous permet de
définir la vitesse du son adiabatique par

dp P
\/ .\ 5 ( )
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(pc)
dp

On montre alors que ¢ s’exprime en fonction de p et ¢ par 4 =

(SR
o5}

S

Définition 1.1.3. On appelle fluide de Bethe-Weyl [15, [142] tout fluide muni d’une équa-
tion d’état compléte, avec e bornée inférieurement, telle que

— la pression et la température définies par (IL.I.4]) soient positives,

— les coefficients v, d,I" et ¢ définis par (L10), (LL7), (LI0) et (LLS8) vérifient :

>0, 6 > T2, >0, 4>0, (1.1.13)

— il existe une densité maximale pp,q. €]0, +00] telle que lim  p(p,s) = +oc.
P—Pmax
La condition I' > 0 n’est pas thermodynamiquement requise mais est vérifiée dans les
exemples considérés plus loin (cf. Tableau [A4]), et assure en particulier que les isentropes
ne se croisent pas dans le plan (v, p).
La condition ¢ > 0 signifie que les isentropes sont strictement convexes dans le plan (v, p).

1.1.2.C Changement de variables

L’une des contraintes thermodynamiques décrites précédemment est 7' > 0. Si de plus
T > 0 alors (v, s) — (v, e) est un diffeomorphisme local et I'on peut exprimer les coefficients
thermodynamiques en variables (v, e) ou (v, s) indifféremment. On a

9
Os

0

0
L e

v

0

R

9
epae

) )
v v

de sorte que les définitions (LI.A)—(TI1.6)—( ) deviennent

__v(op _ op
= p \ Ovl, p@ev '

dp
'=v—

v@ev’

v [ Oy oy

== 1— - 2L —p 2L
v T 7(81}6 p@ev)

De méme, on peut exprimer les équations du mouvement en variables (p,u,e) ou bien
(p,u,s) tant que l'on s’intéresse aux solutions réguliéres. En variables (p,u,e) le systéme
conservatif (LII]) prend la forme quasi-linéaire

Op + div(pu) =0,
deu+ (u-V)u+ %(S—i(evﬁ %LVB) =0, (1.1.14)
e +u-Ve+Ldivu=0.

Pour un écoulement isentropique, on peut aussi écrire (LT.2)) sous forme quasi-linéaire

10) di =0
{ tp+ 1V(pu) ) (1115)

8tu+(u-V)u+@Vp:O.
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En variables (p,u, s), la relation ds = %de — TL;JQ dp nous permet d’obtenir

1 P
Ors = =0e — == 0p.
tS T t€ Tp? tP

Le systéme conservatif (LTI]) prend alors la forme quasi-linéaire

Op + div(pu) =0,
8tu+(u-V)u+%(g—Ip)LVp+ %
Os+u-Vs=0.

Vs) =0, (1.1.16)
p

Sip>0et g—i > 0 alors (v, s) — (p, s) est aussi un difféomorphisme local et 'on peut
S

encore écrire le systéme conservatif (LII]) sous forme quasi-linéaire en variables (p,u, s) :

Op+u-Vp+pctdivu =0,
Opu+ (u-V)u+1Vp=0, (1.1.17)
Os+u-Vs=0.

Selon le contexte, il est plus ou moins commode d’utiliser I'une ou 'autre des formes

quasi-linéaires (LLT4)—(LII6)(LII7).

1.1.2.D Exemples de lois d’état

Le tableau [A 4] regroupe les lois d’état décrites ci-aprés ainsi que les quantités associées.

a) Gaz parfait

Définition 1.1.4. Un gaz est dit parfait (voir [143] p. 152Jou [103]) s’il vérifie la loi de
pression
pV =T, (1.1.18)

ol V est le volume molaire et R est la constante des gaz parfaits dont la valeur est estimée
an =8, 3144J. K L. mol 1.

L’équation d’état des gaz parfaits est compatible avec la principe fondamental de la
thermodynamique (LI3]) si e est de la forme

e=E(w Rexp(s)),
ou & est une fonction réguliére. En effet, la relation fondamentale (ILI3]) implique

@
ov

Oe
=— Zl =1,
p7 aSU

s

Associées & la loi d’état pv = RT, ces relations donnent :

Je
Js

v Oe

=0.
U+9%(9v8
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On introduit alors les nouvelles variables w = v=" et 0 = v exp(s) et on pose e(v,s) =
é(o,w). La nouvelle inconnue é vérifie alors I’équation wd,é = 0, ce qui implique pour
w>0:

é=2E&(o),

oil F est une fonction & déterminer. En variable (v, s) cela revient a e(v, s) = £(v™3

exp(s)).
Pour une telle loi on trouve que 6 = I"' = 7 — 1 de sorte que (LII3) est vérifiée si et

seulement si v > 1.

De plus, la premiére relation de (L.III]) implique 6 = % =

v« = 7 pour les gaz parfaits, comme annoncé plus haut. Cependant on n’a pas d’expression

simple de ¢ pour un gaz parfait général.

I' =~ —1, d’ou effectivement

Définition 1.1.5. On dit qu'un gaz parfait est polytropique [143, p. 154| si sa capacité
calorifique ¢, est constante.

— 1 Qe i i
=% 55|, ce qui devient,

&N

Pour un gaz parfait polytropique, on a donc % =
v

—R

puisque e = E(v™ " exp(s)),

&' (v exp(s)) + v exp(s)€" (v R exp(s)) = —&' (v exp(s),

ou encore en variable (o, w) :

£'(0) = (i - 1) Lo,

Cy o

d'ou &(o) = Col/e ot C est une constante qu’on peut choisir égale & 1. Ainsi, on a
nécessairement e = £(v~"exp(s)) avec £(0) = a/%. Les expressions obtenues dans le cas
général permettent de déduire que les quantités v, &, I', 4 sont des constantes reliées a R

et ¢, par :
S R £13
Cy 2
Pour un gaz parfait polytropique, pmq: = +00 et I'on a bien p — +oo lorsque p — prmaz-
D’autre part, I'exposant adiabatique v peut étre calculé, dans le cas des gaz parfaits
polytropiques, en fonction de la dimension d de 'espace (d < 3 dans les situations physiques
ordinaires) et du nombre (3 de degrés de liberté non translationnels des molécules. On obtient

(cf. [I20, chap.1], [143, p.155])
A+ B2

d+
Ceci donne v = 5/3 pour un gaz « monoatomique » (pas de degré de liberté) en dimension
3,7 = 7/5 pour un gaz « diatomique » (2 degrés de liberté) en dimension 3 ; ainsi que y = 2
pour un gaz monoatomique en dimension 2, v = 5/3 pour un gaz diatomique en dimension
2; et finalement v = 3 en dimension 1. Dans tous ces cas on a bien v > 1. Les gaz parfaits
polytropiques sont des exemples de fluides de Bethe-Weyl.

b) Gaz de Van der Waals
Définition 1.1.6. Un gaz est dit de Van der Waals s’il vérifie la loi de pression

p(V —b) = RT, (1.1.19)

ol V est le volume molaire et b le covolume, qui représente la limite de compressibilité du
fluide, due au volume des molécules.
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La loi de Van der Waals est donc une modification de (LII8]) qui prend en compte
la taille des molécules, ce qui est important dans les situations (extrémes) ou le fluide est
fortement comprimé. Dans ce cas, la densité maximale est pqr = % De méme que pour le
cas du gaz parfait, la relation fondamentale (LI3]) pourvoit une EDP vérifiée par e, de la
forme O0,e+ v—i)jbase = 0. En redéfinissant w, o et é par w = (v—b)"", ¢ = (v—b) " Rexp(s)
et é(w, o) = e(v,s) on obtient de nouveau 9,¢é = 0, d’oit e = E((v — b) R exp(s)). Si 'on

suppose de plus ¢, constant, on a par définition de ¢, et par % = Ci % , d’ol1
v v v
o = (% —1)& et donc £(c) = Cot/e, ce qui nous donne :
R S R e
= — b T — - — .
e = (v=b) exp(), =t
Quelques calculs nous permettent alors d’obtenir
v v Yo+1 w
V=N Ty (o =1)-—, SRR
ou -
Yo=—+1. (1.1.20)
Cy
Les conditions (LII3)) sont donc satisfaites pour vy > 1.
Remarque 1.1.7. 1. Un gaz parfait peut étre vu comme un gaz de Van der Waals avec

b=0.

2. La loi de Van der Waals coincide avec la loi des gaz dits poussiéreux considérée
dans [65] [74, 117, 127, 138]. Selon ce modéle, un gaz poussiéreuzr est un mélange de
petites particules solides et d’un gaz parfait, en supposant que les poussiéres sont
uniformément distribuées dans le gaz. Ces poussiéres ont pour effet de diminuer la
compressibilité du mélange et d’augmenter la masse totale.

Le plus souvent dans la littérature, les gaz parfaits polytropiques sont considérés comme
un exemple canonique de loi d’état. Cependant, leur adéquation avec les observations phy-
siques est moins bonne que la loi des gaz de Van der Waals.

La loi (II19) est elle-méme un cas particulier de p = % — 1, qui auto;ise en outre

a

les changements de phase lorsque 1" passe sous la température critique T = 5o [114].

c) Gaz raidis (stiffened gas)
Définition 1.1.8. Un gaz raidi suit une équation d’état de la forme (voir [103, p. 116])

p+po=RTp. (1.1.21)

Cette équation d’état est souvent utilisée lorsqu’on considére de I’eau sous haute pres-
sion (explosions sous-marines, sono-luminescence). La constante pg y représente I’attraction
moléculaire.

Si ¢, est constant, 1’énergie spécifique s’exprime sous la forme

s v
e=v" exp(Z) + bov ,
Cv 0
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ol 7 est défini comme en (LI20) et I'on a

“Yop

Po
Y= +—, o=(w-1)——,
p ( )70p+P0
1
P:’)/O—l, g:’)’();— .

Par conséquent les relations (LTI3)) sont vérifiées pour vy > 1 et py > 0.

Remarque 1.1.9. On pourrait « mélanger » les deux lois en posant
(p+po)(V —b) =RT

Par la suite on ne considérera que des fluides & capacité calorifique ¢, constante et
strictement positive
cy >0, (1.1.22)

ce qui implique en particulier vy := % +1>1.

1.2 Hyperbolicité

Une notion cruciale pour 'analyse mathématique des systémes de lois de conservation du
premier ordre est leur hyperbolicité (cf. [14, 46} [120]). L’hyperbolicité des équations d’Euler
dépend évidemment des propriétés de la loi d’état. Elle est indépendante en revanche des
variables thermodynamiques choisies. Par souci de simplicité on considére ici les variables

(pru,9).

Le systéme ((LII6]) peut s’écrire matriciellement, en posant V = (p,uT,s)T,
Up pekT 0
10 10
oV + Z - a_p ek uglq - 8_13) ex |0V =0, (1.2.1)
ke[1,d] pOPls P P
0 o ... 0 U,
ol ek est le k-iéme vecteur de la base canonique de R?. On pose
Up pekT 0
10 10
ACV) =D & | pop|,ec| wle |5 ex
k
0 0 0 U
(u, €) p€* 0
] 0
=| 45 ¢ (u, €)1 RARSE (1.2.2)

]

o

o
—~
£
~
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On trouve aisément que les valeurs propres de la matrice A(£, V) sont les solutions de
I’équation

(O~ 0,0’ ((A — {0, ~ e 22

=0.
Pls

0
Elles sont toutes réelles si et seulement si op > 0, ce qui revient & demander v > 0 pour

p >0, p > 0. Ainsi, le systéme est hyperbolique si et seulement si la pression croit lorsque
le volume décroit, ce qui est une condition physiquement raisonnable. Dans ce cas, on a
comme valeurs propres

s Ao :<u7§> :

S

5]
Ae=( ) %€l | 5

On vérifie de plus que les valeurs propres Ay sont simples, tandis que A\g est de multiplicité
géométrique égale a d.

Proposition 1.2.1. Soit V un ouvert de R’ x R? x R, borné dans les directions p et s. Le
systeme (ILI1) muni d’une loi d’état incomplete satisfaisant

Op
— 1.2.
a0, >0 surV (1.2.3)

est hyperbolique sur V, c’est-a-dire que pour tout & # 0, A(&,V) est diagonalisable sur R.
De plus, ses valeurs propres Ay = (u,&) + c|§], o = (u,§), A\ = (u,&) — c|§|, sont de
multiplicité constante. Si (hi)ie[[l,d—l]] est une base de &%, les vecteurs propres associés sont

1 213 1 PlE]
Ty = | — |, ro=—m—= & ;
v+l VA X IS
Ip
0 _ r
1 0
70,4 = T hz ,V’L'G [[1,d—1]], T0,d = 5 P
C

Le champ caractéristique associé a A\ est linéairement dégénéré, c’est-a-dire que dAg - r =0
quel que soit r € Ker(A — \g). Les premier et troisiéme champs quant & eux sont vraiment
non-linéaires, c’est-a-dire que dA\+ - r+ # 0, sous la condition additionnelle

G +£0.

Preuve. Voir [14], 120] pour les détails. Le caractére linéairement dégénéré de g vient du
calcul

dXo-wo; =& hi/|hi] =0
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par définition de h; pour i € [1,d — 1].
Le caractére vraiment non-linéaire de Ay vient du calcul

F[¢] ( @Jrc)
NZETAT
el ope)

N Vp2+c2 Op

dAi-TiIZ

O

Ainsi, les équations d’Euler pour les fluides de Bethe-Weyl sont hyperboliques a valeurs
propres de multiplicité constante.

1.3 Symétrisation

Une autre propriété importante, dont l'utilisation remonte aux travaux de Friedrichs
[51], est la symétrisabilité des équations d’Euler.

1.3.1 Cas sans vide

Sip>0et B_i . > 0 alors le systéme (LI.I6]) peut s’écrire pour les solutions réguliéres sous

la forme (LII7), ot c désigne la vitesse du son, définie en (LIIZ2). La version matricielle
de (LIIT) est 8,V + >, Ap(V)OV =0, avec V = (p,uT,s)T et

3 o u-& pctéT 0
AEV) =D GA (V)= | 2 wu-&ly 0
k 0 0 u-§

Cette matrice est « presque » symétrique puisqu’il suffit de la multiplier a gauche par la

matrice D := Diag p—é, p,...,p,1] pour obtenir une matrice symétrique. Ainsi on obtient

Proposition 1.3.1. Le systéme (L117) est symétrisable au sens de Friedrichs lorsque les
variables (p,u,s) sont a valeurs dans un compact inclus dans R x R? x R, en effet, pour
de telles valeurs de (p,u,s), DA(E, V) est symétrique avec D symétrique définie positive.

1.3.2 Cas avec du vide

Un défaut de la formulation précédente est qu’elle n’autorise pas p a s’annuler (ou méme
a tendre vers 0, comme c’est le cas a I'infini pour les fonctions dans H™ pour m > 0). Makino
et al. [100] sont a l'origine d’une symétrisation pour les gaz parfaits polytropiques valable
aussi dans les régions ot p s’annule. On peut généraliser leur méthode au cas des gaz de Van

"
der Waals. On rappelle que dans ce cas on a v = 1Z%p et p=(y—1) <1—fb—p> ’ exp <é>

On introduit la nouvelle variable

Jo—1

Y0 < p 270
r=2/-" (£
Y —1\-1
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et 'on réécrit le systéme (LII6]) en les variables (m,u,s). Pour cela, on part du systéme
(LII7) en variable (p,u,s). Puisque m# = f(p) = Cp®, il suffit de multiplier la premiére
ligne par f’(p) = Cap® ! pour obtenir une équation en 7. On a alors

o +u-Vr+Cap®1pc?V-u = 0,
Oru+ (u-V)u+ pCT})O‘*l exp(>-)Vr = 0,

Os+u-Vs = 0.

y0—1
Sachant que c* = 11%;)%’ ¢=2 “/(?31(701;1) 20 et a = vS»y_ol, il reste a évaluer les coeffi-
cients
Can® o2 = Yo
ap- pc - bpﬂ’
1 _exp(s/(ocw) (v — 1)V 1caciyyg
pCap™ 1~ 1—bp aCho—D/0oa) " :
On obtient ainsi :
O +u-Va+ 2 IV u = 0,
Opu + (u- V)u 4 15— 1w exp(%c ) = 0, (1.3.1)

Os+u-Vs = 0.
1

2
De plus, 1/(1 —bp) =140 (E> 07 exp (%c > m0-1, Par conséquent, si I’on note

40
1 1 _1
~ —_ -1
e <7° )WO , (1.3.2)
Y — 1 470

on obtient kpr =7(1+ Be*s/(“’oc”)ﬂ”*l), ce qui est bien défini pour tout m > 0 et en
particulier pour p = 0, puisqu’on a supposé en ([LI.22]) 7o > 1. La matrice associée au

systéme (L3.1]) est

R ool gt
A mus) = | B exp(E)E w-gly 0
0 0 u-€

Elle est de nouveau « presque » symétrique, au sens ou elle admet le symétriseur

S = Diag (1,exp(—s/(70¢v)), - - -, exp(—s/(10¢v)), 1) :

ceci est une matrice symétrique définie positive et SA est symétrique. Le symétriseur S
est indépendant de p et en particulier reste défini positif méme lorsque p (ou p) s’annule.
Finalement, on a donc obtenu :

Proposition 1.3.2. Pour un gaz de Van der Waals satisfaisant (I1.22), le systéme des
équations d’Euler (I.31) est symétrisable au sens de Friedrichs pour (p,u,s) € K, ot K est
un compact inclus dans Ry x R% x R.

Notons que dans les inconnues (7, u, s), le systéme (L3.0]) s’écrit

oy +u -V + 25— L(1 + bexp( _8) v Daveou = 0,
O+ (u - V)u + 205 Lexp(=2 )(1+bexp( SN~V
Ooss+u-Vs = 0,

Il
(@)
—
=
@
W
=

YoCuv Y0Cv

ou v et b sont définis par (L3.2).
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1.4 Condition de Rankine-Hugoniot

Pour terminer avec les bases techniques concernant les équations d’Euler, donnons
quelques détails sur les conditions de Rankine-Hugoniot (cf. [I4] p. 312]). Celles-ci inter-
viennent lorsqu’on considére des solutions réguliéres par morceaux des systémes de lois de
conservation du premier ordre, vérifiant ces lois au sens faible. (Il est bien connu que les
solutions classiques « explosent » en temps fini en général : ce sera méme ’'objet du chapitre
B). Pour les équations d’Euler (LII), les conditions de Rankine-Hugoniot s’écrivent :

=Ulp] + [p(u-v)] =0,
—Ulpu] + [p(u - v)u+pv] =0, (1.4.1)
—ULplul? + pe] + [(5plul® + pe) (- ) + plu- )] =0,

a travers une discontinuité de normale v et de vitesse normale U. Les notations habituelles
entre crochets [-| désignent des sauts entre les valeurs limites des quantités considérées de
part et d’autre de la discontinuité.

flux de matiere

zone 2 zone 1

FIGURE 1.1 — Surface de discontinuité X entre les zones 1 et 2.

Une solution comportant une discontinuité est généralement appelée choc lorsque U
est distinct de la vitesse du fluide de part et d’autre de la surface de discontinuité. On
conviendra de numéroter les deux zones que sépare la discontinuité de sorte que le vecteur
v va de la zone 2 vers la zone 1 (voir Figure [[T]) : aussi, la zone 1 est la zone devant le
choc en suivant le fluide si U — (u; - v) (i = 1 ou 2) est positif (et c’est la zone derriére le
choc si U — (u; - v) est négatif). En effet U — (u; - v) et U — (ug - v) sont de méme signe
d’aprés la premiére équation de (L4J) et s’ils sont positifs c’est que le choc se déplace,
dans un référentiel lié au fluide, de I'état 2 vers 'état 1. On notera W; = U — (u; - v), et I'on
supposera sans perte de généralité que ces grandeurs sont positives, de sorte que la zone 1
désignera toujours la zone devant le choc.

Quelques calculs classiques montrent que (L4.1]) équivaut a
2 | p
[pW]=0, [p+pW"]=0, W (5W —|—e+;) =0. (1.4.2)

Par la suite, on notera (p) = W la moyenne des pressions de part et d’autre du choc et
I’on posera j = p1 W1 = paWs le flux de masse a travers la discontinuité. D’aprés I’hypotheése
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faite précédemment on a j > 0. On obtient par la premiére équation [W] = j [%] et par

la deuxiéme équation [p] + 52 [%] = 0. En combinant ces résultats avec la remarque que

p

I’on suppose j # 0 —c’est-a-dire qu’on a vraiment un choc— la derniére condition s’écrit

alors [e] + (p) {%

W] = (p)[W] + (W)[p], la derniére équation de (L4.2]) devient j <[e] + (p) {%) = 0. Si
= 0. Ainsi, pour un choc, (L4IJ]) équivaut a 'existence de j # 0 tel que

[mzﬂﬂ, M+fE}w, M+@E}:. (1.4.3)

Arrivé & ce point, il est assez naturel de se demander sous quelles conditions un choc
détend ou comprime le fluide. D’aprés la relation [p] = —j2[v], on voit que [p] et [v] sont de
signes opposés, ce qui signifie qu’il est équivalent de faire baisser la pression et d’augmenter
le volume. Pour déterminer si une discontinuité est expansive ou compressive, il faut donc
regarder le signe de [p] ou [p] indifféremment. Cependant, cela dépend du signe de j : pour
j > 0, le fluide traverse l'interface de la zone 2 vers la zone 1. D’autre part, j > 0 implique
que la vitesse du fluide est inférieur a la vitesse de la discontinuité dans la direction de la
normale. C’est-a-dire que dans un référentiel lié au fluide, se déplagant a la vitesse (uq - v)v,
> se propage dans la méme direction que v.

On introduit maintenant les nombres de Mach

M; = U= (ui-v) — %7 (1.4.4)
Ci Ci

qui représentent les vitesses relatives du choc de part et d’autre de la discontinuité dans un
référentiel lié au fluide par rapport a la vitesse du son. Si M; > 1, on dira que 1’état i est
supersonique ; on dira qu’il est subsonique si M; < 1. La condition classique d’admissibilité
(condition de choc de Lax) s’écrit alors (voir par exemple [14, p.409)])

Exemple des gaz de Van der Waals. On note ici M = M; et m = M. On
veut exprimer Wa/c1, x = pa/p1 et z = ca/c1 en fonction de M et p; dans le cas d'un
p(1—bp) (1-bp)*

: NI D) _ 2 _ 2
gaz de Van der Waals polytropique, ot I'on a p = = ¢ et e = oG- C - Ces calculs

généralisent ceux de G. B. Whitham [143] chap. 6], effectués dans le cas d’'un gaz parfait.
De plus j = p1c1 M. En remplagant j, p, e par leurs expressions en fonction de p et ¢, (L4.3)

devient :

Wy M
oz
z—1
(1 =bp1) = 2°x(1 = bpr) + yoM* =0,

1—bp1)%2 (1—bpiz)? -1
( p1) _ ( 012) 22 T <1 —bpr + (1 — bplx)22> —0.
Y —1 Y —1 2z
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La résolution de ce systéme nous donne

Wa _ M?(y0 — 14 2bp1) +2(1 — bp1)

_ , 145
c1 M(yo + 1) (1:45)
_ P2 _ M2(y0 +1) (1.4.6)
p1 M?*(yo —1+2bp1) +2(1 —bp1)’
2
2 <0_2>2 _ (M2(y0 — 14 2bp1) +2(1 — bp1))” 290 M — (30 — 1) (147)
c1 M?(yo +1)° (M2(y0—1)+2) a

2 . . . . Qv M2 — -1
On peut également déduire de ces expressions le rapport de pressions g—f = 20M —(%0-1)

Yo+1
ainsi que le nombre de Mach par rapport a la zone 2 :
U—usg- %% M2(y—1)+2
o U—uwr _aWs Mo-1)+2 (1.4.8)
2 c2 1 290M? — (v — 1)

En particulier, on voit que M > 1 implique m < 1, et réciproquement M < 1 implique
m > 1. En effet :

M2(yo—1) +2
29%0M? — (0 — 1)

m—1= -1

_ (yo +D)(1 = M?) ‘
V20 M2 — (y0 = 1)(v/290M? — (30 — 1) +/M%(70 — 1) +2)

On dit que le choc est fort si U > wuy, auquel cas on a aussi po > p; et M > 1. En
faisant tendre U vers +o00, on obtient :

22U —bp1) p2 w1 _2p1(1 = bp1)U?

u2.y ) —7p2
Y +1 p1 7o — 1+ 2bp; Y +1

On remarque notamment que le rapport des densités reste borné lorsque la vitesse du choc
tend vers l'infini.

D’autre part, M > 1 implique U > wuj; 4+ ¢; et l'on obtient grice aux expressions
précédentes

ﬁ(U—U/Q—CQ):M—@
pici pP1C1

()
_ (vo+ DM (1 + M)(1 - M)

VM2 (0 — 1) + 2(\/290M? — (yo — 1) + V/M?(0 — 1) + 2)
<0,

et finalement,
ug +co >U >up + ¢, (1.4.9)

ce qui sont les inégalités de choc de Lax.



Chapitre 2

Solutions réguliéres

2.1 Existence locale

Sous condition de symétrisabilité, le probléme de Cauchy pour les équations d’Euler
compressibles
Op + div(pu) =0,
o+ (u-V)u+ %(g—’p)LV/H— %
Os+u-Vs=0,

Vs) =0, (2.1.1)
p

avec des conditions initiales
p(0,z) = po(x),
) = wo(x), (2.1.2)
s(0,z) = so(x),

suffisamment réguliéres, est connu pour admettre une solution locale unique. Plus précisé-
ment, pour une donnée initiale « sans vide », on a le résultat classique suivant, que ’on peut
déduire de résultats abstraits [53] [77, 87] (voir aussi [14, p.399]) grace a la symétrisation
décrite au paragraphe [[3.11

Théoréme 2.1.1. On consideére les équations d’Euler (I11)) munies d’une équation d’état

incompléte p = p(p, e) vérifiant g—’p’ . > 0 sur un ouvert V de R’ x R? x R, borné dans les

directions s et p. Soient (po, Ui, 50) € V et m > 1+d/2. Si (po, uo, $0) € (po, Uo, 50)+H™(RY)
prend ses valeurs dans un compact inclus dans V, alors il existe un temps T > 0 et une
unique solution classique (p,u,s) € €1([0,T] x R%:R¥2) au probléeme de Cauchy pour la
donnée initiale (pg,uo, so). De plus (p — po,u — 1o, s — 59) € €([0,T]); H™(R% R2)) N
(0, 7], B (RY; R112)).

La symétrisation de T. Makino, S. Ukai & S. Kawashima [I00] (valable pour les gaz
parfaits polytropiques) qu’'on a étendu par la Proposition au cas des gaz de Van
der Waals, est utile pour montrer d’autre part 'existence locale de solutions réguliéres
comportant éventuellement des zones de vide.

Théoréme 2.1.2. On considére un gaz de Van der Waals avec ¢, constant tel que vy €]1, 3].

Soit o
_ Y0 R 70 — 1
Ty = 2 exp( 50)
Y —1 \1—"bpo 290y

29
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1
ot pg € €H(R3;[0,1/b[). On définit aussi v = vgﬂ’ b=> <“/4°—;)1) 071 On suppose que

(0, up, s0) € H™(RY) pour m > 1+ £. Alors il existe T > 0 et une unique solution
(m,u,s) € €4([0,T] x R3) au probléeme de Cauchy pour

O+ u - V7T+7°71(1+l~)77”*1)7rv-u = 0,
ou + (u- V)u + 15— 201 exp(=2-)(1 + bexp(== )" aVr
Os+u-Vs = 0,

Il
o

(2.1.3)

YoCu Yocv

satisfaisant la donnée initiale (mo, uo, so). De plus,
(m,u,8) € €([0, T); H™(REGRT2) n gt ([0, T); H™H(REG RTT2))

On montre plus loin (Proposition [ZT.4) que si divu € L™ et 7y > 0, alors 7 est positif
pour tout temps ¢ € [0,T], ce qui nous permet de définir p de la fagon suivante

1 1
p=511-

)71-702 1

1+ bexp(

En particulier, 0 < p < 1/b tant que la solution est bien définie.

J.-Y. Chemin montre dans [27] un théoréme similaire pour les gaz parfaits polytropiques
mais en se plagant dans I’espace de Sobolev uniformément local HY; pour m > 14d/2, H!)}
étant 'ensemble des u € HJ). tels que, pour tout ¢ € €.°, en notant vz(y) = ¢(x —y), on

y—2
a SUp,cpd ||Patl|gm < 00. L’hypothése sur les conditions initiales est alors (py? ,uo, S0) €
H", ce qui n'impose aucun comportement particulier a I'infini pour pg, ug et sg, contraire-

ment a l'espace de Sobolev normal.

2.1.1 Cas de la symétrie sphérique

Lorsque les conditions initiales sont invariantes par rotation, on montre que les solutions
réguliéres du systéme (ZI.]]) associées & ces conditions initiales le sont également. En effet,
soit R € Og(R) une matrice de rotation. Si (p,u,s) € €' est une solution classique de
(LI, alors (pft, uf?, s®) définie par (p%, u®t sf)(t,z) = (p, R~1u,s)(t, Rx) lest aussi,
et ces deux solutions ont la méme condition initiale si celle-ci est aussi invariante par
rotation[. Par unicité des solutions classiques, (p®,u’t, s%) = (p, u, s), pour toute matrice
de rotation R. Par conséquent, p(xz) = p(|zle1), et s(x) = s(|z|e;) sont des fonctions de
r = |z| seulement. Pour u, on remarque que la norme de u(x) est constante sur les sphéres,
c’est-a-dire qu'il existe p telle que ‘u(x)‘ = u(|z|). On suppose qu’il existe 19 > 0 tel que

|z]
1(ro)
et @(Rx) = Ri(z) pour tout R € Oy(R). Soit y € RY, on peut trouver R, € Oy(R) tel que

R,u(y) = y. On introduit ensuite @ tel que 4(z) = Ryu(x), qui vérifie 4(y) = y. De plus,
pour tout R € O4(R), pour tout x € RN\ {0}, on a 4(Rz) = R, Ri(z).

En dimension 2, toutes les rotations commutent et on peut en déduire u(Rzx) = Ru(z).
Or, pour tout z € R?\{0} tel que |z| = |y, il existe R, € Oyq(R), tel que z = R.y. Par
conséquent

w(rg) > 0 et on considére @ : x — u(roﬁ). L’application @ vérifie alors : ‘ﬂ(:ﬂ)‘ = |z

u(z) = u(Ryy) = Ru(y) = Ry = =

1. On verra d’autre part au paragraphe 2.22.3.Al par une méthode plus analytique, que les équations
d’Euler sont invariantes par les transformations (t,z, p,u, s) — (¢, Rz, p, Ru, s).
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Ainsi, @ est I'identité sur tout cercle de R?, donc @& = Id dans tout I’espace, ce qui revient
a dire
x

x|’

ce qui signifie que u échange les cercles et est une rotation sur chaque cercle. On ne peut
pas conclure que u est radiale en dimension 2 sans argument supplémentaire. Par exemple,
elle peut étre azimutale.

u(rors) = w(ro) Ry

En dimension 3, on peut étudier @ de la méme fagon que précédemment dans le plan
P, généré par z et y € R3. On trouve donc qu'il existe Ry, € O4(R) tel que @ = R,
sur P, ,. Par conséquent, @ est linéaire sur P, , et @(x +y) = u(z) + (y). Comme ceci est
vrai pour tout z,y € R3, cela signifie que @ est linéaire dans tout 1'espace. Ainsi, @ est une
application linéaire de R? qui commute avec toutes les rotations.

Or, en dimension 3, on peut trouver une valeur propre réelle A € R, ainsi qu’un vecteur
propre réel e; € R? pour lesquels on a u(e;) = Aej. Soit z € R3. 11 existe alors R € O3(R)
tel que z/|x| = Re;. Comme u commute avec R, on obtient

u(z) = u(|z|Rey) = |x|Ru(er) = |x|ARe; = Az

Ainsi, @ est une homothétie, et |a(z)| = |z| impose finalement @ = Id. On obtient donc,
pour tout r > 0,

jfu(r @—,) — p(r)z,

c’est-a-dire que u est nécessairement radiale.

Ainsi, dans le cas de données initiales & symétrie sphérique dans R?, la solution est aussi
a symétrie sphérique et les variables p, 1, s ne dépendent que de r = |z| en espace.

Proposition 2.1.1. Si les conditions initiales du probléme de Cauchy pour le systéme
(I11) sont réguli¢res et invariantes par rotation dans R® (cas de la symétrie sphérique), les
solutions régulicres associées le seront aussi et il existe alors (p,,5) € €°([0, T[xR;R3)
telles que

x

p(t,x) :ﬁ(t,|$|), u(t’x) :ﬂ(t’|x|)m’ S(t,:ﬂ) :§(t,|$|).

En supposant (p,,3) € €*([0, T[xRy;R?), les équations d’Euler en variables (p,u, s)
(voir le systéme (2.1.0])) se réduisent pour (p,a,3) a :

951
8 + 0,(pa) + % ~0,

1
05+ 10,5=0.

On voit de plus que, pour que (p,u,s) soit €, il faut en fait demander un peu plus
que (p,,3) € €. Tout d’abord, la forme de u(t,z) = a(t, \x\)ﬁ impose de demander
u(t,0) = 0 pour que u(t,-) soit continue en 0. Regardons maintenant les dérivées. On
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obtient
5 T
V,o(t,:n) = arp(ta |x|)m )
5 z
Vs(t,x) = 0,5(t, \x\)m )

1 1
Vu(t,z) = (9,42% +u (— Id — ?x ®x> .

|| |z
Par conséquent, on demande 9,.5(t,0) = 0, 9,5(¢,0) = 0 et 9,u(t,0) = 0. Plus généralement,
si (p,u,s) € €F pour k > 2, on demande que les dérivées d’ordre 1 a k de p, 3, @ s’annulent

a Porigine. En effet, pour o € N%, de taille k, au sens |a|, = a1 + ... + ag = k, la formule
de dérivation des fonctions composées donne,

C Ty )
— — ttloa.

j=1 Bi+..+B8;=a ’x‘
18], =bi>1

k ag Qg
- P ) X
Fpoleh) = Y cap®pd”lz]...0% 2] = kT

En supposant que les termes d’ordre inférieur s’annulent en = = 0, on obtient 9¥5(¢,0) = 0.

2.1.2 Estimation du temps d’existence

Comme le montre I'exemple des lois de conservation scalaires 1D (voir G. B. Whitham
[143, pp. 21-22]), les solutions classiques ne sont pas globales en général , et lon sait
précisément estimer le temps d’existence en fonction de la donnée initiale. Ainsi, pour une
équation du type dyu + 0,(f(u)) = 0, ou f € €°(R;R), associée a la condition initiale uy,
on a (voir [120, p. 31])

Proposition 2.1.2. Soit ug € €' (R;R) bornée ainsi que sa dérivée. Si f' o uqg est crois-

sante, alors le temps maximal d’existence est Toy = +o0o. Si %(f’ o ug) prend des va-

leurs strictement négatives, alors le temps mazximal d’existence est fini et donné par Tex =
—1/inf <%(f’ o u0)>.

Concernant I'estimation du temps d’existence des solutions réguliéres pour les systémes
1D, les travaux fondateurs sont dtis & P. D. Lax [85], T. P. Liu [93], T. T. Li [88], 89 et L.
Hormander [72]. Concernant plus précisément la dynamique des fluides compressibles, on
doit des avancées a T. C. Sideris [125, [126], J.-Y. Chemin [27, 28], et P. Godin [56] 57, 58], [59].
L’état de 'art est décrit plus en détails ci-apres.

Il existe en fait deux types d’approches, suivant la symétrisation adoptée, ce qui permet
d’admettre ou non des zones de vide. En outre, des outils plus spécifiques sont utilisés pour
étudier le cas d’écoulements & symétrie cylindrique ou sphérique.

On exposera donc séparément les résultats correspondant au cas oul la densité s’annule et
au cas ol la densité ne s’annule pas, puis on développera les résultats obtenus dans le cas
de la symétrie sphérique, sous 'hypothése que la densité ne s’annule pas.

2.1.2.A Cas avec vide

T. Makino, S. Ukai et S. Kawashima [I00] introduisirent en 1986 un symétriseur pour
un gaz suivant la loi des gaz parfaits polytropiques (voir la Définition [[LT.5]) permettant
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de traiter les zones de vide (voir le paragraphe [[LT.2]). Ils complétérent I'existence locale de
solutions réguliéres dans ce cas par un résultat de non-existence globale :

Théoréme 2.1.3. Soit (p,u,s) une solution réguliére sur [0,T] du systéme (21.1) avec
conditions initiales (po,uo,So). Si (po,up) est a support compact et py n'est pas identi-
quement nulle, alors la solution ne peut pas étre globale, c’est-a-dire que nécessairement
T < oo0.

On n’a donc jamais existence globale lorsque la densité et la vitesse sont a support
compact pour un gaz parfait polytropique.

Dans [27], J.-Y. Chemin étudie également les gaz parfaits polytropiques admettant
éventuellement des zones de vide et utilise la symétrisation de T. Makino, S. Ukai & S.
Kawashima pour montrer un résultat d’existence locale pour des données initiales dans un
espace un peu plus grand, a savoir HY} pour m > 1+ d/2, dont la définition est rappelée
page Il fournit de plus un résultat d’explosion en dimension 1 pour un gaz parfait
polytropique isentropique :

Théoréme 2.1.4. On considére un gaz parfait polytropique isentropique en dimension 1.
Soient (po,up) les conditions initiales associées au systéme

{ Byp + div(pu) =0,

8tu+(u-V)u+@Vp:O. (2.1.5)

On suppose que (pév_l)/z,uo) € H pour m > 3/2 et que z%py € LY (R;R). Si pour tout

z €R, |up(z)| < %co(x) =2 %péy_l)p(m), alors le temps mazimal d’existence de la
solution réguliére est fini.
La condition ‘uo(x)‘ < %co(x) signifie que My = Z—g < % Ainsi, pour v > 2 cette

condition signifie que le fluide est subsonique.

2.1.2.B Cas sans vide
En 1985, T. C. Sideris [125] donne un critére d’explosion pour les gaz parfaits polytro-
piques lorsque la densité reste strictement positive :
Théoréme 2.1.5. Soit T > 0 tel que (p,u,s) € ([0, T[xR%R¥2) soit la solution de
(211) pour un gaz parfait polytropique avec v > 1, muni de conditions initiales réguliéres
p(0,z) = p+ po(x), u(0,z) = up(x), 5(0,z) = 5+ so(x)
avec pg, 50 € € (RER) , ug € €°(RERY) (2.1.6)
et Supp(po), Supp(uo), Supp(so) C B(0, Ro).

On introduit les fonctions

1
w) = [ llal = rPp(e)da
|z|>r |$|
1
)= [ (e =)o+ po(e))e - uola) d
jol>r |2|
S’il existe Ry < Ry tel que pour tout r €)Ry, Ro|,
qo(r) >0 et qi(r) 20

et si so(x) = 0, pour tout x € R?, alors le temps d’existence T est fini.
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Ainsi, il suffit que, en moyenne dans un voisinage du bord de la boule B(0, Ry), le gaz
soit comprimé (de densité supérieure & p) et que la vitesse soit dirigée vers l’extérieur pour
que le temps d’existence soit fini.

Un résultat de T. C. Sideéris [126] en 1997 précise le temps d’existence de certaines
solutions en dimension 2 d’espace, pour le systéme isentropique (2.I.5]) pour un gaz parfait
polytropique avec v > 1. Il montre que si les conditions initiales sont une perturbation
d’ordre € de I’état constant (p,0), alors le temps d’existence de la solution associée est au
moins en O(1/e). Pour I’énoncé précis, on considére le systéme ([Z.I.5) dans le cas d = 2.
On se donne des conditions initiales

p(0,2) = p+ po(e, z) , u(0,x) = ug(e, ), (2.1.7)

et 'on introduit les champs de vecteurs z-V donnant la dérivée radiale, 2 = x-V donnant

la dérivée angulaire, ou (z1,z2)" = (=22, 71). On définit également 2 par Qu = Qu — ut,

et 'on note A = (V,Q,z2-V), A= (V,Q,z-V) et

2
HY(RY) = {p e L’®?); Iplluy = > IA%IE2 )
aeN4|jal, <m
2
L2}'

HY(R?) = {u e PR?); Julgy = >, |
aeN|[a]; <m

Théoréme 2.1.6. Soient T >0, m > 7 et (po,ug) € HY x ﬁXL S’il existe Cy > 0 tel que

pour tout € >0 on a

A%y

HPO(E’ )HH;\W +uole, )Hﬁxl < Cog,
alors il existe g > 0 tel que pour tout € €)0,ep[ le probléme isentropique (ou isotherme)

(Z13)-(Z17) pour un gaz parfait polytropique avec v > 1 admet une unique solution
w € Njeom@ (10, ZEHET < HY ).

Ce résultat est obtenu en découplant le probléme en une partie incompressible et une
partie irrotationnelle et en estimant le temps d’existence pour chaque partie.

Par ailleurs, il existe un critére abstrait d’explosion connu pour les systémes généraux
(cf. par exemple [99] p. 47]) :

Théoréme 2.1.7. Soit E un ouvert de RM. On considére une équation du type

N
Oru + Z 0;F;(u) = G(t,z,u),
j=1
ou Fj € €°(E;RM), G € €°(Ry x RY x E;RM) sont régulieres. Soit ug € H™(RY; E),
pour m > 14 d/2 une condition initiale et uw € € ([0, T[; H™) la solution mazimale du

probleme de Cauchy associé. Alors T < oo si et seulement si ['une des conditions suivantes
est satisfaite

1. ||0wu|| o0 + | VUllpec — 400 lorsque t — T,
2. u(t,x) sort de tout compact de E lorsque t — T.

2. analogue du théoréme « des bouts » pour les EDO
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Un résultat di a J.-Y. Chemin [28] en 1990 précise le critére d’explosion général ci-dessus
pour les fluides compressibles.

Théoréme 2.1.8. Soit (p,u,s) € €([0,T*[; H™), pour m > 1+d/2, une solution mazimale
du systeme (L1.1) pour un fluide quelconque tel que g—ﬁ‘ > 0 pour tout (p,s) € R} xR et
S

p=p>0. On aalors
- s0it T* = 400 ;
- soit T" < 400 et

*

[ (1t g + ot g+ 908+ 9500 ) = 00,

Ju;

la partie antisymétrique de la matrice Vu = (aTj)ivjf

\ z —_ T
ot l'on a noté w, = w

appelé tenseur de tourbillon.

2.1.2.C Cas de la symeétrie sphérique

En 1999, Q. Qiu & H. Yin [I47] donnent une estimation du temps d’existence du pro-
bléme isentropique (2.I.5]) en dimension 3, dans le cas de données initiales & symétrie sphé-
rique de la forme

p(0,2) = p+epollal),  u(0,2) = cuo(fe))e (2.1.8)
ou p > 0 est une constante, pg,ug € €-°(R;R) sont a support dans | — Ry, Ryl

Théoréme 2.1.9. Pour tout € > 0, il existe T, > 0 tel que, pour un gaz de loi d’état

p:p— plp) € € strictement croissante, le probléme (2.1.7)) avec les données initiales

(ZI8) admet une unique solution (p,u) € €=([0, T-[xR3;R*) et lim. ¢ (elnT.) = 7., ot
—2¢/(p¢ () + 9)

iy, <, [r20.u0(r) + £(r0:po(r) + po(r))]

, avec c=c(p). (2.1.9)

Te =

De plus, T est le temps mazimal d’existence de (p,u).

Pour montrer cela, Yin et Qiu font la remarque que dans le cas de la symétrie sphérique,
la vitesse est irrotationnelle. On peut donc introduire un potentiel ¢ de sorte que u = V.
Le potentiel ¢ satisfait alors une équation des ondes non-linéaire, ce qui permet, en utilisant
des théorémes généraux sur ce type d’équation, d’obtenir des bornes inférieure et supérieure
sur le temps d’existence.

En particulier ce théoréme affirme que les solutions réguliéres associées & des données
initiales & symétrie sphérique proches (et distinctes) de la condition initiale constante (g, 0),
avec p > 0, explosent en temps fini, de Pordre de e™/¢. Ce temps d’existence est beaucoup
plus grand que lestimation de O(1/e) donnée par le théoréme Ce type de résultat
est d’ailleurs parfais appelé « existence presque globale » (voir [80]).

Remarque 2.1.10. On peut exprimer 7, sous la forme
—2/9
min|r|<Ro T28Tu0(7“) + %(T@T,O()(’I") + IOO(T))

T =
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Par exemple, pour un gaz de Van der Waals, ¥ = 2(71011/3) tend vers %; 1 lorsque p tend
vers 0 et

_ _ =3

¢ _ V-1 [ p 2 exp(=)

p (1—10bp)? 1-— bﬁ 2¢,

s)‘

~5— _1 2
50 V0o —p T exp(ch

Par conséquent, si vy < 3 et s’il existe r < Ry tel que 0,(rpo(r)) # 0, alors 7. — 0 lorsque
p tend vers 0.

Un résultat semblable au Théoréme 219 a été montré par P. Godin [59] en 2005 pour
un gaz parfait polytropique et le systéme complet de Cauchy pour (Z.I.T]) :

Théoréme 2.1.11. Pour un gaz parfait polytropique. Soit € > 0. On considére le probléme
(21.7) et des conditions initiales

p(m‘,O) =p+e (po(’.%”) + Epl(‘x‘ 8)) )

u(z,0) = € (uo(|z|) + eur (2], 8)) Bk (2.1.10)
s(z,0) = 5+ ¢ (so(l2]) + es1(l2],€)) |
ou les fonctions pj, uj, s; (j = 0 ou 1) sont des fonctions €°(Ry;R) en r = |z| et a
support inclus dans [0, Rg[. S’il existe ¢g > 0 tel que, pour tout o € N3 il existe Cy > 0 tel
que
Vz € R3 e € [0,g0], |02 p1(|2],€)|+|02 <u1(|x|, )‘ ‘) +|0gs1(lz],€)| < Ca, (2.1.11)

alors pour tout € € [0, ] il existe T, > 0 tel que (2.1.1)-(2.110) admet une unique solution
(p,u,s) € €([0,T-[xR3;R?) et de plus T. vérifie lim._ g+ (eInT.) = 7., ol T, est défini
par

-2/9
min, g, |20 uo(r) + %(r&npo(r) + po(r))]

Ty =

La démonstration repose sur la construction d’une suite de solutions approchées & partir
de solutions isentropiques et de solutions stationnaires. Comme dans Qiu & Yin [147] un
potentiel ¢ tel que u = Vi est introduit pour traiter le cas isentropique, ce potentiel
satisfaisant alors une équation des ondes non-linéaires.

2.1.3 Positivité de la densité

Pour les solutions réguliéres, la préservation du signe de p est assurée par la théorie des
lois de conservation scalaires appliquée a la loi de conservation de la masse.

Proposition 2.1.3. Soit (p,,5) € €1([0, Tox[xR?) une solution réguli¢re du probleme de
Cauchy (Z11)-(Z1.2) associce a des conditions initiales régulicres (po,ug,s0) € €1(RY).
Si diva € L2([0,T] x RY) pour tout T < Tex, po € L¥(RYR) et si po(z) = 0 pour tout
x € RY, alors pour tout t € [0, Tey],

p(t,x) = 0.
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Preuve. Considérons le probléme

Oyw + div (wu) =0, (2.1.12)
w(0, ) = wo(z) .
Soit Ty < Teyx. Puisque @ € €1([0, Tox[xR?) est réguliére et diva € L([0,Ty] x B(0, M))
pour tout M > 0, on peut appliquer le théoréme de Kruzkov [8I] selon lequel, pour
toute donnée initiale wy € LlOC(Rd,R), il existe une unique solution faible entropique
w € €(0,Ty;LL.(R%R)); de plus, si Pon considére deux conditions initiales wg; et
wo,2 € Lloc(]Rd,]R) satisfaisant w1 < wp2 presque partout dans R?, alors les solutions
faibles entropiques associées w; et wq satisfont pour tout t € [0,Tp], pour presque tout
€ R wi(t,z) < wst, ).
Puisque pg € €1, on a wo1 = py € LZOC(Rd;R+) et une solution de (ZII2]) associée
a cette condition 1n1t1ale est naturellement p, et comme p € €1([0, Tox[<xR?), p est aussi
une solution faible entropique. Par unicité des solutions entropiques, on a donc w; = p .
D’autre part, wy = 0 est la solution de (ZI1.I2) associée a la condition initiale wp2 = 0.
Ainsi, le théoréme de Kruzkov de comparaison des solutions se lit dans ce cas, pour tous
(t,x) € [0,Tp] x RY,
po =0 s p>0. (2.1.13)

Cette inégalité est valable pour tous Ty < Ty, elle est donc valable pour tous (¢,x) €
[0, Tox[xRE. a

Ainsi, en partant d’une densité positive, la densité reste positive tant que la solution
réguliere existe.

Remarque 2.1.12. On peut également se servir de la méthode des caractéristiques pour
obtenir une expression de la solution au probléme de Cauchy (2I1.12). En supposant que
Vu est borné, on obtient :

p(t,x) = po(X(0;t,z)) exp (—/0 divﬂ(T,X(T;t,x))dT> >0,

ol X est solution du probléme de Cauchy
ax
dt

cette solution étant globale grace a ’hypothése Va borné.

:’l_L(t,X), X(to;thxO) = X0,

De méme, on prouve que, pour un gaz de Van der Waals a ¢, constant, la variable m =
y—1

2 ST <V0’: 1) 20 introduite au paragraphe [[.3.2] reste positive si elle I'est initialement.

Ceci implique en particulier que si pg < 1/b, alors, tant que la solution réguliére existe,
cette propriété sera vérifiée.

Proposition 2.1.4. On considére un gaz de Van der Waals a ¢, constant. On pose m =
-1 1

() v =35 b= b ()T Soit (m,3,5) € G0, T xR) une

2 Y—1 \70-1 4,
solution réguliére de
O +u-Vr+ 21+ bexp(=2)m" H)rV-u = 0,

YoCv
Opu+ (u - V)u+ 25 Lexp(=)(1 + bexp(%%) v~ Davr = 0, (2.1.14)
os+u-Vs = 0,

Y0Cv
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satisfaisant les conditions initiales
W(O,l’) :71'0(1'), ’LL(O,.%') - ’LLO(.%')7 S(O,l’) - 80(1'),

avec (po,uo,s0) € CL(RY) et so € L®. Si diva € L¥([0,T] x RY) pour tout T < Tey, si
7o € L¥(RER) et si 0 < po(x) < 1/b pour tout x € R, alors pour tout t € [0, Toy[, ™ > 0.
On peut alors définir p et on a

0<p(t,z) <1/b.

Preuve. Soit Ty < Tex. On introduit le probléme
5 Jw’ " MNwdiva, (2.1.15)
“YoCy

Y0 —

Jyw + div (wa) = g(t, z,w) = (1 — ! (1 + bexp(

w(0,z) = wo(z) .

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Kruzkov [81] [120], la seule hypothése a vérifier est
que g(t,z,w)—wdiv (a(t,x)) = —’YOT*l(l—i—l;e*E/(“fOc”)w”*l)w div @ est bornée uniformément
par rapport a € R%, ce qui est assuré par nos hypothéses. En effet, w est alors considérée
comme une variable et sa dépendance en x n’est pas prise en compte.

De plus, m9 € L°°, par conséquent la solution réguliére 7 coincide avec la solution
entropique w; de (ZII5]) associée & wg 1 = .

D’autre part, la solution entropique wy de (2.I.15]) associée & la condition initiale wg 2 =
0 est la fonction constante égale & 0. D’apreés le théoréme de comparaison des solutions de
Kruzkov wg 1 > wp2 implique donc w; > wy pour tous (¢,z) € [0,Ty] x RY, c’est-a-dire
7(t,x) = 0 pour tous (¢,z) € [0, Tp] x R% La formule

1 1
p=711-

~ 2
1+ bexp(==)mr0-1

YoCv

nous permet de conclure. O

2.2 Cas particuliers d’existence globale

Malgré les résultats d’explosion en temps fini cités plus haut (Théoréme 2.1.4] notam-
ment) il existe des données initiales fournissant des solutions réguliéres (ou réguliéres par
morceaux) globales. Nous allons en donner quelques exemples avant d’énoncer des résultats
généraux.

2.2.1 Solutions stationnaires

Les solutions stationnaires, par définition indépendantes de la variable de temps ¢, sont
naturellement globales en temps. On peut par exemple chercher des solutions stationnaires
de [ZI1J) a symeétrie plane, cylindrique ou sphérique. Ce sont les solutions indépendantes

de t de (2I4), c’est-a-dire de

O (rdilpu) =0,

uaru + orp(p,s) =0 (2.2.1)
P )

ud,s =0,
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ou d vaut 1, 2 ou 3 selon la symétrie requise (respectivement plane, cylindrique ou sphé-
rique). Le systéme ([2Z2.1]) équivaut a

u=0, p(p,s) =po, s quelconque ,
ou bien, en-dehors des régions ou u s’annule
2
_ R U _
§=8, U:W, E+h(ﬂa5):K,
ou 8, k et K sont des constantes et h(p, s f p ;g’; s)dy. Si d = 1, les seules solutions

stationnaires sont donc les constantes, Sauf pour une 101 de pression telle que p?h(p,5) =
K- %2 Si d = 2 ou 3, les seules solutions stationnaires sont obtenues pour v = 0.
D’autre part, Y. Liu & C. Zhu [95] trouvent des solutions stationnaires pour la forme

lagrangienne des équations d’Euler pour un gaz parfait polytropique. En introduisant les
coordonnées lagrangiennes@ T=tet €= f{ r4=1p(t,r)dr, les équations d’Euler deviennent
en posant v = 1/(r?p)

0rv—0cu=0,

Oru — (<d_711)><w e’/ O

= s (17— (= Vel — (3~ e o) |
0,s=0.

Pour ce systéme, les équations stationnaires s’obtiennent sous la forme : @ = cste, 5 € €'
quelconque et

3 = 5(0 —(d-1)/d i (0
o(6) = o0 [14+-d0(0) [ exp (=) gy oxp (100
0 Y v
On peut également chercher, en dimension 2, des solutions de la forme p = g(r?),
u = f(r?)zt (champ de vitesse azimutal) et s = 3, oil 5 est une constante [28]. L’équation

div (pu) = 0 est alors toujours vérifiée et ’équation u - Vu + 5 Lop (g’;’ )Vp = 0 se réduit a,

puisque (u-V)u = ful,
@g' - f2_
[Y
Quelle que soit g fonction positive croissante ne s’annulant pas, on peut choisir f de sorte
que la condition ci-dessus soit satisfaite : on obtient ainsi toute une famille de solutions
stationnaires réguliéeres.

2.2.2 Solutions & symétrie sphérique

S’inspirant de la « fonction potentielle de gravité d’Einstein » G. C. McVittie [102]
puis P. L. Sachdev [116] ont décrit les solutions a symétrie sphérique des équations d’Euler
compressibles isentropiques. Elles sont données en fonction d’un potentiel ¢ radial arbitraire
par

)

. O0rOp N N 2 (arat@)Q /(87’81580)2
pu=—"p,  PETAe p=PO) - Oyet TR 2 [ A dr

olt P est une fonction arbitraire (et Ay = 0%, + 20,¢).

3. voir Tableaux et [A.8] Annexe[Al
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2.2.3 Solutions autosimilaires

La recherche de solutions autosimilaires a été intensément menée au milieu du XXéme

siecle [130], 1311 [66]. Méme si les solutions autosimilaires ont d’abord été étudiées d’un point
de vue « ondes de choc » afin de modéliser une explosion (ce qui fut l'origine du modéle
de Sedov-Taylor) ou une implosion, on peut également traiter ce type de solutions sur tout
I'espace. Les premiers travaux dans ce domaine sont dis a G. I. Taylor [130} [131], L. I. Sedov
[119] (1959) ainsi que J. Von Neumann [62], G. Guderley [66], W. Chester, R. F. Chisnell
& G. B. Whitham [31] [34] 33], [143], qui considérent tous un gaz parfait polytropique. Des
travaux plus récents concernent les gaz de Van der Waals, notamment C. C. Wu & P. H.
Roberts [144].
L’existence de solutions autosimilaires se raméne & un probléme d’EDO en une variable
d’autosimilitude &, « combinaison » des variables d’espace r et de temps ¢, qui n’est pas
connue a priori. On peut chercher £ par des considérations dimensionnelles (voir le para-
graphe B.2]) ou une approche algébrique fondée sur les groupes de Lie [I08]. Cependant, on
doit en général compléter ce travail par I’étude qualitative et numérique du systéme d’EDO
pour déterminer la variable d’autosimilitude £ adaptée au probléme physique (explosion ou
implosion).

2.2.3.A Groupes de transformation

On s’intéresse aux groupes de symétrie des équations, ce qui peut donner des informa-
tions utiles concernant la forme des solutions. L’article de J. Jena & V. D. Sharma [74]
utilise la méthode des groupes de Lie, pour rechercher les invariants des équations d’Euler
compressibles avec la loi de Van der Waals. Il s’agit d’une méthode systématique mais trés
technique. La connaissance de tous les groupes de symétrie leur permet de trouver toutes
les formes possibles pour une éventuelle variable autosimilaire, ainsi que I'expression du
rayon de la surface de discontinuité pour les ondes de choc autosimilaires.

La théorie se développe essentiellement en deux points, explicités dans 'ouvrage d’Ovsian-
nikov [108] ou encore Olver [107]. On donne quelques idées concernant cette méthode :

1. Pour une variété, définie par un systéme d’équations « algébriques » au sens « pas
différentielles » F(x) = 0, on peut chercher les transformations a un paramétre f :
R* x R — RF telles que pour tout (r,a) € R¥ x R, on a la relation :

F(x) =0« F(f(z,a)) =0, (2.2.2)

par la théorie des groupes de Lie & un paramétre. Cela revient & chercher un générateur
infinitésimal ((x) = Oy f (x,0). En dérivant la relation (22.2]) par rapport & a, on voit
que l'invariance par le groupe de transformation associé a ¢ revient a (¢ -9)F(z) =0
pour tout x tel que F(z) = 0, ou la notation ( - O signifie :

o= G

2. Pour un systéme d’EDP (E), on utilise en plus la théorie de la continuation, qui
permet de considérer a la fois les variables dites indépendantes (r et t dans notre cas)
et les fonctions inconnues aussi appelées variables dépendantes (p, u et p) comme des
variables de R¥ avec k = 5, ce qui permet de considérer le systéme d’EDP (E) comme
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un systéme « algébrique ». On peut alors écrire (E) sous la forme :
F(z) =0

ou z = (t,r,p,u,p), z est la continuation premiére de z, dans laquelle les dérivées

premiéres des fonctions p, u, p sont considérées comme des variables supplémentaires,
et oit F : Z; — R3.

On interpréte alors I’ensemble des solutions de (E) comme une variété, ensemble des
zéros de F dans un certain espace, dont on veut trouver les groupes d’invariance. On
utilise pour cela la méthode des groupes de Lie donnée au premier point. Avec les
mémes notations, le probléme revient alors a trouver (.

a) Opérateur d’invariance. Pour le systéme

Ap + Or(pu) + m =0,
owu + ud,u + Orp =0,
atp +Uarp —C (atp—F Uarp) =0,

ol d = 2 en symétrie cylindrique et d = 3 en symétrie sphérique, on a :

— deux variables (indépendantes) : r et t,

— trois inconnues (variables dépendantes) : u, p et p,

— des dérivées d’ordre un : (ug, Up, Dty Dry Pty Pr)-
L’opérateur d’invariance (aussi appelé champ de vecteur généralisé [I07, p. 295|) s’écrit
alors :

C-0=_E0+n0 + 00y + 70, +wd,. (2.2.3)

Le probléme consiste a trouver £, 1, o, 7 et w tels que (¢-0)F(t,r) = 0, ou 'on a réécrit
le systéme ([2.1.4) sous la forme F (ff) = 0. Pour cela, on écrit la continuation premiére de

lopérateur d’invariance ([2.2.3)), ce qui permet de considérer les dérivées premiéres comme
des variables supplémentaires. La continuation premiére suffit ici puisque le systéme (214
est d’ordre un. On appliquera ensuite cet opérateur & chacune des équations du systéme
Z14).

Tout d’abord, pour simplifier un peu les notations, on introduit I’opérateur D, dans lequel

1

apparaissent les opérateurs de dérivation totale D; et D,., opérateurs qui jouent un roéle
particuliérement important dans la théorie de la continuation :

_ Dy _ O Ut Dt Pt

D’aprés [108, chap. 1] ou [107, p. 295, la continuation premiére (aussi appelé « prolonge-
ment ») de V'opérateur ([Z.2.3)) s’écrit alors :

Ca = 5515 + 7787* + Jau + Tap + wap + O'taut + Jraur + Ttapt + Trapr + wtapt + wrapr
1

ou :
o = Dio — ugDi§ — up Dy,
or =Dyo —uDp§ —u.Dyny,
Tt = Dym — p D& — prDyn
T, = Dy — py D§ — pr Dy,
wy = Dyw — py D& — pr Dy,
wr = Dyw — peDr§ — pr Dy

(2.2.4)
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On peut en outre réécrire le systéme (2.1.4) sous la forme :

d—1)pu
pr = —(upr + =Dow | pur),
1
up = —(uu, + ;pr%
d—1)pu
pr = —(CQ% + 2 puy + upy).

Si on applique ¢ -0 au systéme (2.1.4), on obtient donc :
1

( .
d— 1)wu d—1)po U
(d—Dwu r),o —]i2n+wur+par=07

1 w
O-t+ugr+0-ur+_7r__2pr:0a

wi + uwy + pro +

7 + ut + opr — A (wy + uw, + op;)

T pw(l—2bp) o
p(L—=bp)  p*(1 —bp)? ) (pe +upy) =0.

Il reste alors & développer tous les termes. De plus, dans la continuation premiére des incon-
nues, on a trois variables « libres » : u,., p, et p, , et trois variables « dépendantes » : u, p;
et p; : on peut en effet, grace au systéme (Z1.4)), écrire (p, ut, p) en fonction de (py, ur, pr).
On peut ainsi supprimer toutes les occurrences des variables « dépendantes » dans le déve-
loppement des équations.

-0

b) Reésultats. Tous calculs faits (voir Annexe [C]), on obtient :

Proposition 2.2.1 (Groupes de symétrie des équations d’Euler.). Les groupes de symétrie
du systeme (2.1.4), qui donnent les mouvements a symétrie plane (j=0), cylindrique (j=1)
ou sphérique (j=2), d’un gaz de Van der Waals de covolume b, & coefficients calorimétriques
constants, sont donnés dans le tableaw [2.1].

c) Interprétation. On voudrait, grace a ces résultats, obtenir une variable d’autosi-
militude. Si on considére le cas simple de I’équation dyu + 9, f(u) = 0, sa solution w étant
invariante par le changement d’échelle (z,t) — (A\x, At), il apparait alors assez clairement
que les solutions autosimilaires ne dépendront que de x/t.

Dans le cas plus compliqué des équations d’Euler pour un gaz de Van der Waals de
coefficients calorimétriques constants, lorsque b # 0 et d # 1, les invariances par changement
d’échelle sont :

(t,0,0) = (5 X \2p) et (t,7) — (ut, por).

Ceci se vérifie évidemment en terme d’unités de mesure. Soient r* = ur, t* = “y ; On pose :

* )\t*
Wl (1) = (=, 2),
wop
* * gk 2 ™ t*
Py (’I“,t):)\p(—, ),
7;’[/ l/L l/L
r* A
* —
P (Tat)_p(_a_)
bt pop
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Ces fonctions vérifient les mémes équations que (u,p, p), pour tous A, u. Si de plus les
conditions initiales sont aussi invariantes par changements d’échelles, et si le probléme de
Cauchy admet une solution unique, alors en fait u}*w et p§\7 L he dépendent pas de (A, p).
Dot :

L Loyt Lot
p("", t) =p (AUJT> X)? U(’I“, t) = Xu (AUJT? X)a p(T, t) = ﬁp (,U/I“, 7) .

iculi -t - 1 : - T pto_
En part{culler, po.ur.)\.— o etpu= T 0N At AT = et ¥ =«
de solution autosimilaire est donnée par

T ar ar 2
E=ime pmewl®,  u= e, p:(—) pO). (225

oil p; est une constante. La vitesse du son ¢ s’exprime alors sous la forme ¢ = p(?i’;)p) =

(%)2 z(€). Ce résultat est énoncé dans [74] et [124] 112].

Générateurs ‘ Transformations ‘Type
Casb#0etd#1:
Cl'azat t—t+a 1
Co 0=t + 10, (t,r) — (A, A1)
(3-0 = —t0 +udy + 2p0, | (t,u,p) — (£, \u,\?p)
Casb=0etd#1:
Cl'azat t—t+a 1
C2-0 =10 + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(3-0=—t0 + udy +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p) 2
Ca-0 =10 —u0y +2p0, | (t,u,p)— (At,%,)@p) 2
Casb#0etd=1:
Cl'a:at t—t+a 1
Co 0=t + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(30 = —t0 +udy, +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p) 2
C(4-0 =10, + 0y r—r+at, u—uta 3
(5-0 =0, r—r+a 1
Casb=0etd=1":
Cl'a:at t—t+a 1
(-0 =1t + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(30 = —t0 +udy, +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p) 2
C4-0 =10 + 0y r—r+at, u—uta 3
(5-0 =0, r—r+a 1
Co -0 =10 —udy +2p0, | (t,u,p)— (A, %, Np) 2

FIGURE 2.1 — Groupes de symétrie des équations d’Euler pour un gaz de Van der Waals
a coefficient calorifique ¢, constant. Types : 1. translation, 2. changement d’échelle, 3.
changement de référentiel galiléen.
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2.2.3.B Changement de variable

On réécrit le systéme avec une seule variable d’espace r = |z| en les variables (p,u, c?).

2 2 .
On remarque en effet que %LS = —? BBU 4=, ce qui donne pour un gaz de Van der Waals

Oc?

Js

1
— 0(y0 — D)o (v = b) 0" = exp(=) > 0.
) Cy Cy

Ainsi, (p,s) — (p,c?) est bien un changement de variable pour la loi de Van der Waals et
on obtient,

( d—1
Op + Or(pu) + = Dpu _ 0,
) T
Oyu + u0yu + ﬂ87n(02) + C—(l —2bp)0,p = 0, (2.2.6)
o Y0

ot d =1, 2 ou 3 selon la symétrie considérée : plane, cylindrique ou sphérique.

De méme que R. F. Chisnell [33] ou G. B. Whitham [143], on introduit les inconnues
adimensionnées (w,y, z) suggérées par (Z2.35)), a savoir : p = pyw, u = Fy et = (%)2 Z,
ol « est une constante & déterminer. Le systéme (Z2.6) devient

t
— 0w + ryOrw + rwdyy + dwy = 0,
o'
t TZ 1
— 0y + —— (1 = 2bprw)dyw + rydry + —(1 — bprw)rd, z
o' Yow 70 (2.2.7)
1 2z o
= —y(y — E) - %(1 —bprw),
t 1——2b 1 1—7—-2b
“0pe — iD= gy vy, = 2y — =) + dys——
e 1—bprw e 1—bprw

On introduit R : ¢t +— R(t) une fonction de t & déterminer et on lui associe la variable

&= %, qui est adimensionnée si R(t) a la dimension d’une longueur.

On effectue alors le changement de variables (t,7) — (7,£), ou 7 = t. On a alors
10 = £0¢ et Oy = Oy — 5%85. Le systéme (Z2.7) devient, dans les variables (7,¢),

g(aTw - g%agw) + y&0ew + wEey + dwy =0,
g(&y - £%<9§y) + ,Yoiw(l — 2bp1w)Edew + y&dey + m@gz
1 2z
=—yly — a) - %(1 —bprw), (2:2.8)
g(@Tz - {%Bgz) - z%faﬂ/ + y€0ez
= dyz% —2z(y — é) .

La dépendance en T apparait alors seulement sous la forme t9; = 70, —57’%85. Considérant
des solutions ne dépendant que de £ et pas de 7, les dérivées en 7 s’annulent et la dépendance
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en 7 disparait si et seulement si 7’% est une fonction de & seulement. Si on recherche une

variable d’autosimilitude en tant que produit de puissances ou puissances fractionnaires de

r et t, on est amené a considérer que R est une puissance fractionnaire de t. Par conséquent,
. / N .

on obtient T% =a/, ol & € R est une constante. L’expression de R est alors de la forme :

R(t) = A\t!o‘l, ou A et o sont des constantes, ce qui est bien l'expression proposée par
22.3).

On réécrit maintenant le systéme (2.2.8) sous forme matricielle, pour les fonctions U =
(w,y, z) indépendantes de T et avec R(t) = Alt|“.

AU
gA(U}, Y, Z) X d_§ B(U) ) (229)
ou
Lly— L) L 0

Aw,y,2) = | 351 = 20p1w) y—% (1 =bpw) | (2.2.10)

0 _Zl—'yo—Zlew o

1-bprw Yy a

_dy
B(w,y,z)=| —uly—5) —E0-bpw) |. (2.2.11)
~2:(y = 3) + dy= e

Le systeme (2.2.9) s’écrit également sous forme autonome A(U )% = B(U) avec ¢ = Iné.
En revanche il n’est pas résolu (voir [7]) car la matrice A(U) n’est pas inversible partout :
son déterminant est en effet

, -1 o o
detA(w’y’ Z) = ?(y - E) (Z - (y - 5)2) )
—_————
=:A(y,2)

et s’annule donc sur la surface {A(y, z) = 0} (cylindre parabolique) et sur le plan {y = 1}.
Les déterminants de Cramer du systéme AX = B sont :

Ar(w,y,2) = —yly - %/) (y(d— 1)+ é - d%) + i—z(é - %/)(1 —bprw),

Balwind) = 1= D) [Ea-tp - D -ty - D - 1) +ave]

Bswy,2) = [,m (r0tr =)= 1= 2o - ) ) ~ 20— P - 2)
PRIy - Syt - 1) + 5 %)

et dans les régions de l’espace des phases ou le déterminant détA(w,y, z) est non-nul, le
systéme (2.2.10) équivaut a

Ar(w,y,2)

dU 1 o

| As(wuy,2) |- 2.2.12
d¢  détA(w,y,z2) Aigw y z; ( )
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Pour savoir si cette singularité est traversée ou non dans ’espace des phases par la courbe
intégrale de la solution de (Z29]), on s’intéressera par exemple aux valeurs limites des
inconnues w, y et z, lorsque ¢ s’approche des bords de son domaine de définition. Si on
cherche des solutions traversant {A = 0}, pour que la singularité soit factice, il faut passer
par un point (w,y, z) pour lequel A, Ay, Ag et Az s’annulent simultanément (ce qui revient

a B(U) € ImA(U)). On observe que

=2 - D)) A ) + - D)@,
Ayﬁﬂy—%>K%ﬁ%—gwl—mW»+@>A@w%4y—%xxMw],
&:5#(@—%»f%§—%xranQA@w

1 — 90— 2bprw o

—prlwl(ZJ—E)Q(way)},
Qo) = 20 -bp(; - D= -y (- + L -a%) . @21

Par conséquent A, Ay, Ay, Ag s’annulent simultanément si et seulement si y = %’ et z =0,
ou bien Q(w,y) = 0 et A(y,z) = 0, le systéme s’écrivant % = b(U), ot b = (b1, ba,b3)T
avec

w 2 o 1 o Q
bi(U) = | —(———)(1—b - —)=1,
) = o |2 o) — = D)
2.1 d o Q
bo(U)=—(———)(1-0 d - —)=,
(V) = = = )= b —dy + (= )%
z 2.1 o
bs(U ; ———)(1-=2b -2y — —
)= | 2 = 0 =2 2= %)
1 — 9 — 2bprw o
p TP 0%
1—bprw a’A
Pour des solutions planes, on a d = 1 et dans ce cas Q = 0 imphque o =1 ou
y = %/ Tlp_ll;}% Si o # 1, les surfaces d’équation A = 0 et y = & Tlplfu% ne
s’intersectent pas pour y > 0, z > 0 et 0 < w < 1/(bp1), cette derniére contrainte provenant

de la condition sur la densité 0 < p < 1/b. Il n’existe donc pas de solution réguliére
traversant la surface d’équation A = 0. Si 'on veut une telle solution, on est donc amené a
choisir @/ =1 et la solution s’écrit alors

-1 -2
£=¥, w = wo, yzg Yo, Zzg 20 5
ou wy, Yo et zp sont des constantes. On retrouve les ondes planes de détente habituelles :
p = p1wo, u = Yo, ¢* = .

Remarque 2.2.1. Dans le cas d’un gaz parfait, on a b = 0 et, en choisissant o = o/, w
n’apparait pas dans le quotient

G Ay = (A-1a) 42— 1)A+ (o Dy 1)Q
dy Ay y-—1 (% (1= 1/a) +dy)A - (y = 1)Q ’
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oun Q = (— )(y — 1) — y(y(d — 1) + L — d) ne dépend pas de w. Le probléme se
découple alors Tout d’abord, on intégre cette équation qui donne une expression de z(y);
puis, en reportant dans % = ‘éw et dans 2 A = d(lnf)) on peut obtenir w(y) et de {(y) par

quadrature (voir L. D. Landau & E. M. Lifschitz [83, pp. 569-580]).

2.2.3.C Conditions initiales

On cherche le comportement lorsque ¢ — 0 des solutions autosimilaires éventuellement
trouvées par intégration de (Z2.9). Simultanément, on voudrait connaitre le comportement
de (w,y, z) lorsque £ tend vers 0 ou I'infini, selon le signe de «. Plus précisément, on voudrait
savoir de quel coté du cylindre parabolique d’équation z = (y — 1)2, le point (w,y, 2)(£) se
trouve lorsque ¢ tend vers 0 ou +oo.

a) Coefficient d’autosimilitude positif. En examinant les courbes d’équation r =
Leto pour € € (0,400 et a > 0 fixés (voir Figure 222, on voit que p(t,z) = prw(§) est
singuliére en (0,0), & moins d’étre constante, puisque toutes les courbes d’équation r = {t*

J

F1GURE 2.2 — Courbes r = £t% pour a < 1.

passent par le point (0,0).

t

r

Pour retrouver les conditions initiales des solutions autosimilaires obtenues, on est amené

a faire tendre ¢ vers 0, & r > 0 fixé, ce qui revient a faire tendre & vers +00. Or pyw(§) =
p(t,r), Yoy (&) = al/olpl/o—ly(t 1) et £2/%2(€) = a?/*2r2/*=2¢2(t,r). Par conséquent,
on obtient quand ¢ — 0, pour r > 0 fixé :

p1 5131010 w(§) = po(r),
lim (51/0‘?/(5)) = oMol o1y, ()

2 2/a—2,2/a—2 2
lim (6%/°2(€)) = /72?2 (r).
§—o0
Afin que les conditions initiales ne soient pas identiquement infinies ou nulles, on impose
donc

W~ oo 1, Y ~e oo €Y %0, 2 oo £ %%, (2.2.14)
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ol Yo, 2o sont des constantes. Ainsi, (w,y,z)(c0) = (1,0,0). Les conditions (2.2.14) im-
pliquent en retour d’avoir des conditions initiales de la forme :

— 1-1/a,.1-1/« 2 2—2/a, .22/
Po = p1 Uy = & /oy /yo, Cop =« [y /ZO,

pour tout > 0. Pour v € [0,1], les conditions initiales sont donc singuliéres en 0. Elles
sont réguliéres sur R, pour o > 1.

b) Coefficient d’autosimilitude négatif. Pour a < 0, la singularité en 0 de p dispa-
rait et le méme calcul que précédemment nous donne, en faisant tendre & vers 0 au lieu de
400, & r > 0 fixé

wee ol y ~eo %, 2 g €%, (2.2.15)

ol Yo, 2o sont des constantes. On obtient alors (w,y,z)(0) = (1,0,0) et les conditions
(22.15) impliquent en retour d’avoir des conditions initiales de la forme :

_ 1-1/a,.1-1/« 2 2—2/a, .22/
pPo = P1 Up = /7" /yo, Ch =« /7" /ZQ.

Et a < 0 implique qu’il n’y a pas de singularité en 0.

Proposition 2.2.2. Si a > 1, p(t,r) est singuliére en (t,7) = (0,0), et les conditions
initiales (po,ug, c3) sont réguliéres.
Si o € [0,1], p(t,r) est singuliere en (t,r) = (0,0), et les conditions initiales (po,uo,c3)
sont singuliéres en r = 0.
Sia <0, p(t,r) nest pas singuliere en (t,r) = (0,0), et les conditions initiales (po,uo,c3)
sont réguliéres.

D’autre part, pour a > 0, (w,y, z)(c0) = (1,0,0) est sous le cylindre parabolique d’équa-
tion A =z — (y — 1)2 =0, au sens ot z(c0) — (y(o0) — 1) < 0.
Pour a <0, (w,y,2)(0) = (1,0,0) est sous le cylindre parabolique d’équation A = z — (y —
1)2 =0, au sens ou z(0) — (y(0) — 1) < 0.

Dans tous les cas, un point de la courbe intégrale de la solution du systéme d’EDO
(ZZ3) est sous le cylindre parabolique d’équation A = z — (y — 1)? = 0.

2.3 Résultats généraux d’existence globale

Dans le cas de I’équation de Burgers 0;u + u0d,u = 0, les solutions sont globales pour
des données initiales €' croissantes (voir la Proposition ZZI.2)). Par analogie, lorsque les
conditions initiales tendent a disperser le gaz on s’attend a ce que le temps d’existence soit
« grand » pour les équations d’Euler, ce qui est confirmé par les travaux de D. Serre [122]
et M. Grassin [63].

2.3.1 Cas isentropique unidimensionnel

Les équations d’Euler isentropiques 1D ont ’avantage d’admettre des invariants de
Riemann forts permettant de tirer parti de calculs le long des caractéristiques. D’aprés T.
T. Li [88], on a un résultat d’existence globale abstrait pour les systémes 2 X 2 en une
dimension d’espace, qui généralise le cas de I’équation de Burgers.
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Théoréme 2.3.1. On considére un systéeme de deux équations a deuz inconnues, en une
dimension d’espace :

atwl + Al(w)aarwl = 07 (2 3 1)
Oywa + Ao (w)d,we =0, e
en supposant que A1 < Ao et g—fl‘}l > 0, g—fl‘; > 0 pour w € W, un domaine de R%2. On se
donne des conditions initiales
wi(0,z) = wo(x), w(0,z) = wap(x). (2.3.2)

Si A1, A2, wio et wa o sont des fonctions €1, si w0 et wao sont bornées, alors le probléme
de Cauchy (Z.31)-(2:32) admet une unique solution globale w € €*(R; x R;R?) sous la
condition nécessaire et suffisante

wy >0, wy = 0. (2.3.3)

De plus, on a en tout point (t,x) € Ry x R, 0,w; = 0 et dywy = 0.

Preuve. Voir T. T. Li [88] pp. 35-41]. O

Pour les équations d’Euler isentropiques en une dimension d’espace, les invariants de
Riemann s’expriment a I'aide de H(p) = [ ¢(y)/y dy. On vérifie en effet que le systéme

Btu—i-uﬁru—i-@@rpzo, o
s’écrit sous la forme (23.1]) avec
wy =u— H(p), wy =u+ H(p), (2.3.5)
A =u—c, A2 =u+c,
De plus,
Y v

X 1 pc' (p) 10
== =-(1+ = -5 (pep) = 5 -
ow, Owy 2 c(p) 2c0p 2
Pour un fluide de Bethe-Weyl (cf. Définition [LT.3)), la condition (LII3]) nous assure que
3_1)1\}11 = g—z‘; > 0. Le Théoréeme 23] implique donc :

Théoréme 2.3.2. Pour les équations d’Fuler isentropiques unidimensionnelles d’un fluide

de Bethe-Weyl, pour des données initiales (po,ug) € €' NL>, telles que

C(po)pg(x)‘ >0, pour tout © € R,

le probleme de Cauchy admet une unique solution globale (u,p) € €1(R, x R;R?).
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2.3.2 Cas multidimensionnel

Un résultat da a D. Serre [122] donne un résultat d’existence globale lorsque

— la vitesse initiale est proche d’une application linéaire expansive, au sens oul toutes
ses valeurs propres réelles sont positives,

— la densité initiale est faible,

— l'entropie initiale est proche d’une constante.

Théoréme 2.3.3. On considére un gaz parfait polytropique avec v €|1, 1+%[, m > 1+d/2.
Soient Ay € Ma(R) une matrice dont aucune valeur propre n’est réelle négative, up(x) =
Az, et 5 € R. Alors il existe 3 > 0 tel que si

H(p((]771)/2’ Uug — Ug, Sp — §)

H™ (R RA+2) <8
la solution classique mazimale des équations d’Euler (2Z1.1]) pour les conditions initiales
(po, uo, So) est définie sur Ry x R
-1

On remarque que dans ce cas, la quantité p,? (proche de la vitesse du son initiale

o,
co = V(v — 1)p§2_ eﬁ), est supposée petite dans H™(R?;R). En particulier, la den-
sité initiale est elle aussi petite dans L2, ce qui n’était pas du tout le cas dans les théorémes
d’explosion 2.1.5] ol la densité initiale était proche d’une constante non-nulle p ni
dans les les théorémes estimant de temps d’existence 2.1.9] et ZZT.T1l Le théoréme 2.3.3]
utilise d’ailleurs de fagon essentielle la symétrisation de T. Makino, S. Ukai & S. Kawa-
shima (voir Proposition [[3.2]), qui permet de traiter des zones de vide dans le cas des gaz
parfaits. Il utilise de plus une transformation adaptée des variables (¢, x, p, u, e) préservant
essentiellement la structure des équations d’Euler et transformant le demi-axe des temps
en un intervalle borné.

Une extension de ce théoréme a ensuite été obtenue, par M. Grassin [63] en utilisant
une méthode différente, supposant seulement que le spectre de Vug(z) était disjoint de
R~ uniformément en x, ug étant la condition initiale de la vitesse. En particulier, une
application linéaire comme dans le théoréme 2.3.3] convient comme condition initiale de la
vitesse.

Théoréme 2.3.4. On considére un gaz parfait polytropique avec v > 1. Soit m > 1+ d/2.
Il existe g9 > 0 tel que si (po,uo, So) satisfait

y—=1
1. {|(m0, 50)|| g ey < €0, 0% M0 = o

2. up € X = {2: Ry x R? = R%: Dz € L®(R%),D? 2 ¢ H™ 1(RY)}
3. il existe § > 0 tel que Yo € R?, dist(Spec(Dug)(x),R_) > 4,
4. po et sg ont un support compact,

alors le probleme

_ _ - d
{ ou+ (u-V)u 0  surRy xRY (2.3.7)

u(0,x) = wug(z) surR%L

admet une solution globale et le probleme de Cauchy (2Z1.1) pour les conditions initiales
(po, uo, So) admet une solution globale réguliere

(m,u— 1, 5) € ([0, o0[; H™ (RY)) N " ([0, oo, H™ ! (RY)),
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ol T =p 2 = . De plus, Yk € [0,m], Vt >

Hv’W(@HLQ < K(1 + )7 k0/2+d/2 Hv"ﬂs(ze)HL2 < K(1 +t)7FFd/2,
et vt >0
VOl < K@+H772, [s(t)|| e < K,
[VV(#)|[fe <K +1)” 1*9/2, [Vs(t)|[e < K148,

—1
ou'V = (eé"fﬂ,u—TL), K dépend seulement de |upl|x = ||Vuollpe + HVZUOHHm—u J,

-1
70 |le5m , ||S0||xgm, et @ vérifie 0 < 6 < min 1,Ld.
H H B

Ce théoréme repose d’une part sur la symétrisation de T. Makino, S. Ukai et S. Ka-
washima, dont on a donné ici une extension au cas des gaz de Van der Waals dans la
Proposition et d’autre part sur des estimations d’énergie. On en montre une extension
aux gaz de Van der Waals :

Théoréme 2.3.5. Soit m > 1+ d/2. Soient (po,ug, So) les conditions initiales pour le
probleme de Cauchy associé au systéme (ILI11l) pour un gaz de Van der Waals polytropique
satisfaisant (1.1.23) telles que 0 < pg < 1/b. 1l existe 9 > 0 tel que, si
01
SO)HHm(Rd) < €0, 0U Ty = (1f§p0) ’ eXp(z_g) ;
(H2) up € X = {2:R; xR? - R%: Dz € L, D22 € H™ 1},
(H3) 1l existe 6 > 0 tel que Vo € R?, dist(Spec(Dug)(z),R_) > 4,
(H4) po et sg ont un support compact,

(H1) ||(mo,

si u est la solution globale de (Z.377), si de plus Yo = ”—1'1 avec v € N et v > 2, ou bien si

Yo et m sont tels que v = 724-} >m>1+4 5, alors il existe une solution (p,u,s) globale

réguliere au probléme de Cauchy pour (I11) satisfaisant

-1

<<—1 . bp) T u—Ts) € BORGHMREGRY) 16 Ry H U RGRA2)

La démonstration de ce théoréme est détaillée au paragraphe 2.4

N

Solutions & symétrie sphérique. Soit d > 2. Voyons ce que signifie la condition

(H3) dans le cas de la symétrie sphérique. On pose ug(z) = U(r?)z, ot r = |z|. On a alors
Vug = 2U'(r*)(z @ z) + U(r?)1d.

Il existe donc P € O4(R) tel que PTVugP = Diag(U(r?) +2r2U'(v2),U(r?),...,U(r?)), et
le spectre de Vug est {U(r?),U(r?) + 2r2U'(r?)}.

Ainsi, la condition (H3) devient : Vr > 0,U(r?) > § et U(r?) + 2r2U’(r?) > 0. Elle est
vérifise si U > 6 et U’ > 0. En outre, U € € (R; R, ) implique ug € € (R?%; RY).
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Il faut de plus que ug satisfasse la condition (H2) du Théoréeme 2341 Ainsi, on doit
vérifier les conditions Vug € L®(R%;RY) et V2uo € H™ 1(RY; RY). Etant donnée la forme
de Vug, la premiére de ces conditions nous impose d’avoir U et r2U’(r?) bornées sur R .

D’autre part,

m+1
[l <o S (f

n=E[(m+1)/2]

) 1/2
U(n)(z)‘ (1 +Z)m+172n dz)

Ainsi, si on choisit U suffisamment réguliére telle que U > §, U’ > 0, rU’(r) bornée sur
R et telle que que le terme de droite dans I'inégalité ci-dessus soit fini, alors le Théoréme
235 s’ applique avec ug(z) = U(|z]?)x.

2.4 Preuve du Théoréme [2.3.5

Pour montrer ce théoréme on adapte la preuve de M. Grassin [63]. On s’intéresse tout
d’abord au cas isentropique ce qui permet de découpler le probléme. Pour un gaz de Van
der Waals, il apparait désormais des termes non-linéaires dans les estimations, qu’il faut
traiter séparément.

2.4.1 Cas isentropique

Considérons tout d’abord le cas isentropique (ILIIH]), qui est techniquement plus simple
que le cas général, mais qui fournit des estimations qui seront utiles pour traiter le cas

A
général. On rappelle que pour un gaz de Van der Waals p = (7 — 1) (be_p> 0. Le probléme

de Cauchy considéré s’écrit donc

atp + div (pu) = 0 )
Yo+1 2.4.1
O+ (u-Vyu+ 000 -~ ()" Vo = 0, 24
avec les conditions initiales
p(0,2) = po(x), u(0,2) = up(z) . (2.4.2)

On considére d’autre part le probléeme (23.7)), obtenu en négligeant p dans (2.4.1]). D’apreés
[63, Lemme 3.1 et Prop. 3.1] on a le résultat préliminaire suivant

Proposition 2.4.1. Sous les hypotheéses (H2) et (H3), le probleme (2Z.37) admet une
solution réguliere globale w satisfaisant

1. Du (¢, x)—llft—i—K( 2) . pour tout x € RY et t € Ry,

(1+t)2
HDl )H < Kj(1+ )42 pour 1 € [2, M + 1],
3. HD2 H C(1+4t)3

ot K : Ry x R — My(R), HKHLOO(RerRd) < Ky, C et K pour | € [1,m + 1] étant des
réels positifs ne dépendant que de m,d, 9, ||ugl| x-
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2.4.1.A Existence locale.

On construit une solution locale de ([Z4.J)-(24.2) telle que la différence entre cette
solution et (0,7) soit dans €°(R,; H™(R% R™H) NG (R ; H™ (R RYT)). La premiére
étape est la symétrisation du systéme. On utilise pour cela la Proposition La forme
symétrique permet en effet d’utiliser un théoréme général (voir Théoréme 2.1.2)) donnant
I’existence locale de solutions et aussi d’établir des estimations sur la solution. Ainsi, on
pose, en supposant 0 < p < 1/b,

Y0—1 20—1

279 2
=2 l( P ) R l<L> . (2.4.3)
Y% —1\w-1 Yo —1\1-0bp

Le systéme (2.41]) devient, dans les variables (7, u) :

~ 2
om+u-Vr + “/02_1(1+b7770*1)77divu = 0,
2

) (2.4.4)
Ou+ (u-V)u+ %T_l(l +bro-)aVr =

onb=>b <%) 07! On utilise alors la méme méthode que M. Grassin [63] pour montrer
que ce systéme admet une solution locale en temps, avec une donnée initiale ug dans X et
non dans un espace de Sobolev (en particulier, ug ne tend pas vers 0 a U'infini). On utilise
pour cela la compacité du support (hypothése (H4)) de py et I'on se sert de la vitesse finie
de propagation des solutions d’un systéme hyperbolique. Plus précisément, on suppose que
Supp(po) C B(0,R) pour R > 0. Soit > 0 et p € €°(R%Ry) telle que p = 1 sur
B(0, R + 2n). On obtient une solution locale (7%, u¥) du probléme ([2.4.4)) avec conditions
initiales (mo, pup) € H™ pour ¢ € [0, T]. Les Propositions 213 et Z1.4] nous assurent alors
que la condition 0 < p < 1/b est bien satisfaite.

Soit € €]0, T, M = sup{ 222 (|7%| + |7#|") + |u?|; t € [0,T — €], = € R%} appelée vitesse
mazimale de propagation. On introduit alors &' €]0, 5[ et Ty = min(T — ¢, 50 — €') le
temps pour lequel cette construction est valable. On obtient finalement une solution (7, u)

de [Z44)-([242) en posant

() = (7%, u?) dans IC,
U= (0,@) hors de K,

ot K est le cone K = {(¢t,z); 0<t < Ty, x € B(0, R+n+ Mt)}. 1l suffit alors de montrer
que le recollement des solutions se fait de fagon réguliére le long de OK. On utilise pour
cela la propriété d’unicité locale donnée plus loin par la Proposition En effet, soit
zo € S(0,R + n) la sphére de rayon R+ n de centre 0 et E,, = {(t,z); t € [0,T1],x €
B(wg,n — Mt)}. Le choix de Ty implique notamment 0K C Uy,es(0,R4n) Fxo (cf. Fig. 2.3)).
Les conditions initiales de (7%, u?) et (0,u) coincident sur E,, puisque le support de mg est
inclus dans B(0, R). La Proposition .42 nous permet alors d’affirmer que (7%, u%) = (0,u)
sur F,, et donc en particulier sur un voisinage de K.

2.4.1.B Unicité locale

Proposition 2.4.2. Soient Uy = (m,ug)T € H™(RY) et Uy deux données initiales pour
(273). Soient U = (m,u)T, U deux solutions correspondantes définies pour 0 < t < Tp.
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=

FIGURE 2.3 — Recollement des solutions le long de OK.

On suppose que

DUH < 0. Soit zy € R% et R > 0. On note
Lo ([0,To] xR¥)

AJ::sup{(WOé_1\WK1—%BW”71)+—hd)@,x),@,x)E 0,Ty] x B(zo, R)},  (2.4.5)

Cr ={(t,z) € [0,T] x B(xo, R — Mt)} pour T € [0,T71], (2.4.6)
ot Th = min(Ty,n/M). Si Uy = Uy sur B(xo, R) alors U = U sur Cr,.
La preuve de cette proposition est classique pour les systémes hyperboliques (voir par

exemple [IT1]). La constante M désigne ici la plus grande vitesse de propagation.

Preuve. Soient Uy = (mo, uo), Uy = (7o, 1) deux données initiales pour (Z44) telles que
Up € H™. Soient U, U des solutions des problémes de Cauchy associés. On suppose que ces
solutions sont définies sur [0, Tp] avec Ty > 0. Soient de plus 2o € R?, n € R% et M, Cr

comme en (Z475]) et (ZZ6). On a alors

U+ a;(U)0;U =0,
J

ou
uj 0 PYOTA(W +b7)
0
a;(U) = | 222(x+br¥) 0
: 0
0 0 Uj

Par conséquent 0;(U — U) + > a;(U)0;(U — U) + (a;(U) — a;(0))0;U = 0. On fait alors
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le produit scalaire avec (U — U) et on intégre sur Cr pour 1" € [0,7p]. On obtient

=) (U =1)-0(a;(U))(U - U) dardt = —/ (U-0) - (a;(U) = a;(0))3;U dadt .
. Cr
On utilise alors la formule de Stokes, notant que 0Cr = ({0} x B(zo,n))U ({T'} X B(zo,n—

MT))uUc,

1 2 1
—/ ‘U—U‘ (T,x)dx——/ ‘U U( (0,2)d
2 B(xo,R—MT) 2 (zo,m)

Uy U -U)

1 2
+2—T/M2/C‘U—U‘ +;(U—U)-aj(

/C Z U—0)-0;(aj())U -U) = (U-T) - (a;({U) — aj(U))d;U dz dt .

Or ||9;a;(1w)]| o < ClIDU |0 (copy (1 + H?THLOO(C ). Par conséquent

/C<U—U>-aj<aj<U>><U—” (U =) (a(U) — a;(0))0;T dardt

{L'QR Mt

D’autre part, le choix de M implique

/C(U — g‘? +Z(U ~0)-a;(U)U — 0)1\;\]}\ do >0,
J

d’otl 'estimation

1 -2 1 12
—/ ‘U—U‘ (T,x)dx——/ ‘U—U‘ (0,z)dz
2 JB(zo,R—MT) 2 JB(zon)

T
<CIDU g oy (1 + I, ) /0 /

~12
(U _ U( dzdt .
B(zo,R—Mt)

On conclut par le lemme de Gronwall qui nous donne

1 12 1 - 12
—/ ‘U—U‘ (T,m)dxg—e”/ ‘UO—UO‘ (z) dz
2 JB(zo,R—MT) 2 B(x0,R)

ott €' = C|IDU ey (1 + 17 - .
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2.4.1.C Estimations d’énergie.

Par rapport au cas des gaz parfaits [63], le systéme (24.4)) comporte un terme supplé-
mentaire en 7(0tD/(0=1) quj va modifier les estimations d’énergie. On pose U = (m,u—1u),
w=u—1uet U=(0,7). On introduit également,

uj —a; 0 w-lr 0
0 uj —u; 0 0
o
— 20—1 77 —
AJ(U) 2 ™ 0 ) B(DUaU) < (’U} V) ) )
: 0
0 0 R 0 Uj — Uj
(2.4.7)
de sorte que le systéme (ZZ.4]) s’écrive matriciellement
d d
oU + > A;(U);U = —B(DU,U) Zu]a U — F(DU,DU,U) (2.4.8)
=1 =1
ou
— -1 i ) 1
F(DU,DU,U) = %way < div (%U: u) ) ’ avec v = :Zz J_r T (2.4.9)

Etant données les propriétés de @ décrites dans la Proposition 2.4.1] on s’attend & ce
que les termes HDk U HL2 pour k € [0,m] décroissent par rapport au temps avec un taux

qui dépend de k. On introduit donc

Yi(t) = HDk U, .)(

m
Lo = (1+1)%Y5(t) (2.4.10)
k=0

ol gr = k+c, c étant a choisir de sorte que tous les termes de Z aient la méme décroissance
en temps. Pour estimer Z, on applique D¥ a (ZZ.8), on fait le produit scalaire avec D* U
et I'on intégre sur R?. Le systéme ([Z48) différe essentiellement du systéme considéré par

M. Grassin par le terme F(DU ,DU ,U) donné en (ZZ3). On utilise [63, Prop. 3.2 et 3.3]
pour majorer les termes communs. On rappelle ces résultats :

Proposition 2.4.3. Soit o € N un d-uplet de taille k >0, c’est & dire oq + ...+ og = k.
Notons, pour U = (w,u — @),
d
Rk:—/ D*U . DF A (U)o;U | dx
Rd =

d
sk:_/ DFU-DF [ BT, 0) + Y w0, | do
R =

alors il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de m,d telle que

k+r

|Ri| < C(141)"9"%2y27, S < CA+1t) %2y, Z — Y

Yk,
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ou

. d
r=min(1 - 7, (50 —1)d). (2.4.11)

Il nous reste & majorer — [pq D*U - D* (F(DU ,DU ,U)). On note b = “/02_11; et

I:—B/RdeU-D’“ (= ( divv;“” )): JZ—B/RdeU‘Dk (= ( digﬂ )

de sorte que — fRd D* U.D* (F(DU ,DU ,U)) = I+.J. A priori, J est plus facile a traiter que

T
I. Cependant, I'estimation de I est rendue possible par le fait que la matrice 7 < 2 §0 >

est symétrique.

a) On estime I. Pour cela, on montre le

Lemme 2.4.1. Avec les notations introduites dans la Sectionm

1 < Cllrl DU D4 0] (2.4.12)

b) On estime J. Pour cela, on découpe J en deux morceaux. Un premier morceau
J1 ou il n’y a que des dérivées d’ordre 1 pour @, et un deuxiéme morceau Jo oil toutes les
dérivées de @ sont au moins d’ordre 2. Plus précisément,

:—b/ > (0%m)(0%nY) div,

aeN?||al, =k
Jo=J—Jp.

Pour estimer Jp, on utilise le premier point de la Proposition 2.4.1] donnant la décrois-
sance en temps de D% ainsi que le Lemme [B.2.3] donnant ’estimation

0@y < Il ||D*

L2’

pour tout d-uplet o € N¢ de taille k, c’est a dire satisfaisant |a|, = 3" a; = k.
On obtient par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

[l < BIIWWHLaHa‘” ’) HLzlldivﬂllLoo
<C

-1
. 2.4.13
1—{—tH ( )

Pour estimer Js, on utilise le

Lemme 2.4.2. Avec les notations introduites dans la Section [2.4.1} il existe une constante
C > 0 telle que

| J2o] < C(1+t)%

DF UH zv, (2.4.14)
L2

otdy =(—g1 — S+ 1)(r—1)—gp — 2.
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c) On regroupe les estimations. On obtient en assemblant les résultats de la Pro-
position 2.4.3] et les estimations ([2.4.12)-([2.4.13)([2.4.14) de I et J, puis en utilisant le
Lemme [B.2.7]

1 dYk2 k4+1_ o B2 , o9 B4 (B+1)r—1) 172
s q T 1aglk SCAHDYEZ+ O+ N2+ C(L+) Y227
+C(1+ t)(6+1)(u_1)—1yk2zu_1 +O(1+ t)(6+1)(y_1)_gk_gykzy ’
(2.4.15)
ou on a noté
PR
="95n-5-

On choisit & ce moment la constante ¢ introduite dans g = k + ¢ de sorte que 8 = 0 afin
d’avoir une bonne décroissance en temps. Ainsi, on demande g; + d/2 = 0 et on obtient
¢=—1-—d/2 puis

d

On introduit maintenant
a=1+d/2+r>1,

de sorte que k+7 = g+ a. On simplifie maintenant par Y} l'inégalité (Z4.15]), on multiplie
par (1 4+ t)% et on somme sur k pour obtenir une inégalité différentielle en Z (défini en

(Z410)) :
dz a Z
—+——=Z<C( 2 14+t —tzv )
a T C< +(1+t)2+(+)
On pose alors ((t) = (1 +t)% exp (%) Z(t) et I'on déduit de l'inégalité précédente
d¢ c 2, vl
dt = (1+t)a(C +¢)

Or ¢% 4+ ¢¥T1 < 2¢(1 + ¢¥) pour v > 2. Par conséquent

1 de_ O
CL+¢v)dt ~ (141t)e’
c’est & dire

d c
GO <

avec f(z) = 1 1n <1i;"> Par intégration, on en déduit f(¢(2))+-% (1+t) =D < £(¢(0))+
<

—=7- Or f est strictement croissante et réalise une bijection de R* sur R* . Donc finalement,

si £(¢(0)) +C/(a — 1) est dans le domaine de définition de f~!,

C(t) < FH(FC0) +C/(a—1)) .

Or f(¢(0)) + C/(a—1) < 0 est possible si ((0) est assez petit, puisque f(x) tend vers —oco
lorsque x tend vers 0, et ((0) = exp (C) Z(0) = exp(C)||mo||ggm- La condition de petitesse
=

a—1 /"

est donc vérifiée par ’hypothése (H1) avec 0 < g9 < f~! (
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d) Conclusion. Ainsi, on a obtenu

200 < e (147) 1 (reczon + .55 ).

1+t 1+t a—1
Yilt) < (1+1)"9%Z(t)

1 +1t)k+7" P <1_ft> I <f(eCZ(O)) * a(—J 1) '

Les normes L2 des dérivées de la solution locale U n’explosent donc pas en temps fini puisque

t— (14—%)‘1 exp (f—_ﬁ) n’explose pas en temps fini. Supposons que la solution réguliére existe

jusqu’au temps 7. Nos estimations nous donnent, pour tout ¢ € [0, T'[, pour Cp ne dépendant
que de T,

N

H(W,u - ﬂ)(t)HHm < Cr.

Or, notre construction de la solution est valable, lorsque Suppnm C B(0, R), si la norme
dans H™(R?) de (7, u) est bornée, et

H(W’u)(t)HHm(B(O,R)) SOr+ Ha(t)HHm(B(O,R)) < K.

A la constante K7 correspond alors un temps d’existence T} (K7) pour la solution locale.
Soit t1 €]0, T tel que t > T — T (Kr). En utilisant la solution correspondant a la donnée
initiale (7(¢1),u(t1)), on prolonge la solution au-dela du temps 7'

2.4.2 Cas général

2.4.2.A Existence locale

De méme que dans le cas isentropique, on cherche tout d’abord & symétriser le systéme.
On pose

20—1 J0-1
/70—1< p )2% /’Yo—l< p ) 2 (70—18>
T=4— =4/— | — exp — .
Y% \-—1 Y% \1-bp 27 ¢

Le systéeme (LIJ]) s’écrit alors dans les variables (m, u, s) :

Yo+1

es/00ee) gy 4 e/ o)y U+ 20 Les/ o) r dive =~ w0t divu,
B 1
Oru + (u . V)u + ’YOT_leS/('YOCU)ﬂ'VTr = _’y02_1b7rj¥/gt1 Vv, (2416)

(14+t)"%0s+u-Vs) = 0,

o b =b (“/2;)1) 7' On a introduit de plus un paramétre 6 a déterminer afin d’avoir

une estimation de (1 4 t)~%s similaire aux estimations obtenues dans le cas isentropique.
Pour obtenir I'existence locale d’une solution on construit une solution en suivant la méme
méthode que dans le cas isentropique, en utilisant de nouveau une propriété d’unicité locale
donnée par la Proposition 2.4.41
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2.4.2.B Unicité locale

On montre ici un résultat similaire & celui obtenu en section 2.4.1.Bl dans le cas isentro-
pique.

Proposition 2.4.4. Soient Uy = (70, ug, 50)T € H™(RY) et Uy deuz données initiales pour
(273). Soient U = (m,u,s)T, U deuz solutions correspondantes définies pour 0 < t < Tp.

On suppose que HD(?H < 00. Soit g € R% et R > 0. On note
194 q Lo ((0.Tp) xRY) 0 =

M = sup{ew%cv(%; 1\7T\(1 + 07" + Jul)(t, @), (¢, ) € [0,Ty] x B(zo, R)}, (2.4.17)

Cr ={(t,z) € [0,T] x B(zg, R — Mt)} pour T € [0,T71], (2.4.18)

ot Ty = min(Ty,n/M).
Si Uy = Uy sur B(xo, R) alors U = U sur Cr,.
Preuve. Soient Uy = (71'03 Ug, S0), Uy = (7o, Uo, S0) deux données initiales pour (Z4.10) telles

que Uy € H™. Soient U, U des solutions des problémes de Cauchy associés. On suppose que
ces solutions sont définies sur [0, Ty] avec Ty > 0. Soient de plus zy € R% n e R et M, Cp

comme en (24.17) et (Z4.18). On a alors
ao(D)OU + > a;(U);U =0,
J

ol g = Diag(eﬁo%v, 1,...,1,1) et, pour tout j € {1,...,d},

e uj 0 ewew 102—1- (7 + br*)
0 .
aj(U) = | ewe 0L (7 4 brv) 0
; : 0
0 0 Uj

On introduit, pour T € [0, T}],

2 (2.4.19)
En notant ‘U - U‘O = (U-0)ag(U)(U-U) et {U - U]t = fB(mo,nfMt) ‘(U —U)(t,z) de,

on obtient d’une part par la formule de Stokes,

1:/80 (U= 0)- ao(U)(U =Dy + Y (U = 0) - ai(U)(U — Dy | do
=|v-7],-|v-7],

*f%w/c \U_U(O+§j:<z/_z7>.
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Or,

%}U—m%@WU—mﬁ@

1 RCAE P e el Ay 7 YN Clun ) A
—‘U U‘ Mz |—i—2e"fo (m + bn”)(m — 7) M|
4U O 1+ eoremen 2 22 <wuwwn<ﬂ%wm—ﬁﬁ+m—m%$
(U U( ]u\—i—es/Q'YOc”) Ll + b))
~ 12
0

par conséquent

D’autre part, on a

ao(D)0(U = T) + > a;(U)U = T) =Y ao(U)(ao(0) 0 (U) — ag(U) " (U))0;T
r .
et donc

I :/ (U = D)orao(U)U = 0) + 3 (U = 0)0j050)(U - 0)

+ 2/0 Zao 104]'(0) — aO(U)_laj(U))ajU.

Notons

I = /CT(U — D00 (U)U - T),

I = Z(U — U)d;05(U)(U - U),

I3 =2 . Zao 104]'(0) — ao(U)’laj(U))ajf].
T g

On obtient, en calculant explicitement d;o et 0;jc;

1
L = —/ e*/00) (r — 7)2(u - Vs)
CT PYOCU

et

1 ~ |2
I :/ —es/(wc”)(ﬂ'—ﬁ')Q(u-VS)—i—/ div(u)‘U—U‘
Cr 70Cy Cr 0

1 ~ -
+ / (o — 1)/ 00%) (r — 7Y (u — @) - [ (m+br")Ve+ (1+ bV?TV_l)VTF:|
Cr “YoCy

w”—luw)) /OT [U - (?Ldt .

—I1 + | DU |00 (1 + C(1 + ||| o0 ) (1 + b
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Finalement, on majore I3. Pour cela, on calcule

ao(U) o (U) — an(U) oy (U)
uj — iy | 22 (r =7+ b(r” —7))eT | 0
= — Hej (uj — aj)Id 0 s
0 O uj — ﬁj

ot § = 15— 1(6%671 (m+br¥ )—em%v(ﬁ—i—l;ﬁ”)). On note R = max(||s||1,00, || 5]/y,00 ). La fonction
exponentielle étant convexe, on a

e*/(0e0) _ 5/ | < 1/(ype, el (0)|s — 3| .
Ainsi,
e*/(0%) (r 4 pr¥) — €5/00e) (7 4 ba¥) < C(1 + RV (|r||s — 3| + |7 — &
( ) ( ) < C( )(I7lls = 8] + |m = 7),

ce qui nous donne

I < <HDUHLM(1 + O+ [l + b7

HDU|| oo (1 + C(A + || 7||g00 ) (1 + b |7

x/OT[U—ULdt.

Finalement, on obtient

[U - U}T - [U - U]O SCA+CA+ |[7)ge) (A + b

w“HLW))/OT [U - U]tdt.

On conclut par le lemme de Gronwall qui nous donne
1 ~ |2 1 cp
- ‘U—U‘ (T,z)dz < Ze ‘UO—UO‘ (z) da
2 JB(zo,R—MT) 2 B(zo,R)

ot €' = C|DU ey (1 + 17T cp))- -

2.4.2.C Estimations

Le systéme ([ZZ4.10]) s’écrit matriciellement

d o — div (w + )
Aoatv+§;,4jaj = —B(DV,V)->_ C;(V)o;V - 5o vow , (2.4.20)
]:

1-
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ot V = (m,u—1,s) € R™2 V = (0,4,0) et, (ej)1<j<d €¢tant la base canonique de R,
AO = Diag(eS/(fyocv)a 1’ B 1? (1 + t)ie) € Md+2(R) )
Cj = ﬁjAo R

65/(7001))11}]» ’YOT_les/('yOcv)ﬂ-ejT 0

0 0 (1+t) w,

PYOTiles/(’YOCv)ﬂ' le U

B = (w-V)u

0

1/2
On introduit également Ni(t) = (f]Rd DFV - Ag(V) Dkax) et Z(t) = > o1+
t)9Ni(t) avec gy = k+r—aetr =60/2—d/2, § €]0,min(1, “/02_1)]. Pour obtenir des
estimations d’énergie, on applique DF a (2420 puis on fait le produit scalaire avec DFV

et on intégre sur R?. Le terme additionnel par rapport au cas des gaz parfaits considéré par
M. Grassin [63] est alors

_ —1-
F*(DV,DV,V):%Q

br” (div (w+w), V, O) € R%2.

Avec les notations U = (m,w) € R et F étant déterminé comme en (Z.49), la derniére
composante de F* étant nulle, on a

) *VEF(F*(DV , DV ,V))dz = d(?kU(?k(F(DU,DU,U))dx .

R R

En utilisant les estimations précédentes (2.4.12))-([2.4.13))-(2.4.14)) on obtient une estimation
en Y. La définition de la norme a légérement changé entre le cas isentropique et le cas
général. Cependant, pour tout v = (vy...,v44:1) € R siv* = (vq,...,v441,2) € RIH2
on a ||v]|, < ellsollLee/Goco)tyx Agy* - par conséquent Yy, < ellsolliec/(0co) Ny Les estimations
en YY) obtenues dans le cas isentropique donnent donc une estimation de N pour le cas
général.

On obtient ainsi, en ajoutant 'estimation de F' obtenue dans le cas isentropique aux
estimations de M. Grassin

ld_N,f EET 2 A2 ! —gk—2 B+(B+1)(v—1) nr2 v
s T 1Nk SCAH)INGZ+ C A+ TENZ + O+ 1) N2Z

+C(1 +t)BHDE=D=I N2 7v=1 4 O] 4 )BHDE=D=gr =2\, 7v
+C Z N Z2HE(1 + ¢) 9w TO+EB+140/2)

§EE

oﬁﬁ:—gl—%et

Ek:[[o,k]]u{ﬁ; le[[l,k—l]]}.



64 Solutions réguliéres

On choisit alors a pour avoir 8 =0, i.e.

a=1+6/2>1 avec 0 €]0, min(I,

Yo — 1
5

Puis on simplifie par N, on multiplie par (1 + ¢)% et on somme sur k pour obtenir,

dz Z
D 1 ¢ 1/71Z1/+1 Z2+m 1 Ham |
T2 <O (P ot A0 2 (L

On pose alors (t) = (1 +t)*exp (1+t) Z(t) et 'on déduit de l'inégalité ci-dessus
a©_ ¢
at =~ (1+b)e

On conclut de la méme facon que dans le cas isentropique en remplagant v par v* =
maX(lj,m + 1) = 2, puisqu’on a CQ + <V+1 + <m+2 < 2(<2 + CV*-‘,—l).

(CZ +Cu+1 +<m+2).

2.4.3 Lemmes d’estimations 2.4.1] et [2.4.2]

On montre le Lemme 2.4.1] selon lequel, avec les notations introduites dans la Section

24T
11 < Cllrllg= DU [0 U

Preuve du Lemme [2.7.1].
Sik=0, I= —l;fRd ¥ (mdivw + w - Vw) dx. Par intégration par partie on obtient

I=-b v / v+ divw dx
v+1

<

v— 2 .
o llia iy wl e
Sik>1,1estdelaforme
I=-b / 0%mo*(m” divw) —}—Zaaw]@a( Yo;m) .
aGNdHa\ =k
En développant on obtient
I=-b / 0% (m)m” 0% (div w) + Zaa wj) T’ 0% (0;m) +
aENd||a| =k
ot T' est une somme de termes de la forme [p, 0*°UI* (7¥)9*2U, ou U désigne ici
n’importe laquelle de ses composantes et ot |a|; =k, |a1|; =1, ||, =k +1 -1,
avec [ € [1,k] de sorte que les dérivées sont au plus d’ordre k. On traite d’abord un

des termes de la somme ci-dessus pour un d-uplet o € N%, de taille d, c’est a dire tel
que |a|; = aj + ... + og = k. Par intégration par partie on obtient

0%(m)m” 0% (divw) + Z 0%(wj)m” 0%(05m)
J
_ / ™3 0 (0 (m)0° (wy))
RY 5

=— [ 0, (m)2" (wy),

R4

R4
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Ainsi, I est une somme de termes de la forme [9*UI! (7V)oF ! H1U ot 1 <1< k— 1.
On a utilisé ici la notation selon laquelle 9*U désigne 0*U pour un certain o € N¢
tel que |a|; = > a; = k. De plus on a fait un abus de notation consistant a écrire U
pour n’importe quelle composante de U = (7, w). Ainsi, 9*U peut désigner 0%w;. On
utilisera désormais cette notation.

Sik>=1etl+#1,1=#k, en utilisant successivement l'inégalité de Holder et le Lemme
[B.1.1l de Gagliardo-Nirenberg, on obtient :

U (a) ok U da < ||0FU
R4 L2

< ||6FU

8l (ﬂ_u)ak—l-HU‘

L2
o' (7")

(:)k—l-f—lU‘

k1 k1
L2 L3271 L2%=T
-1
E—1

L2

1—1=L
< ||6FU LQHa(w”)HLJ-I o*(n)

k—1
k—1

1= 20| ak
< [|0U o |0 U

L2
On utilise ensuite le Lemme [B.2.3] et I'inégalité
o) goe = [Jom~"r]
ol = Jonom]|
~1
< Clrllges 107 poe

pour obtenir

2
[ U )00 de < O U 10 e R

Si k> 1etl =k, on doit majorer

U (=)0 < HakUHLQHOR(W”)

y I Ciee

<|erv|, migt o4 hovilg~ -

Sik>1etl=1, on doit majorer

U(")O"U < H(?kU‘ 8 (x)

00

Rd L2

< oo

Loo
Et I'inégalité ||0(7") ||y < CH?THE;}H@ITI'HLOO nous permet de conclure.
U

On montre désormais le Lemme Z42] selon lequel, avec les notations introduites dans

la Section 2.4.1]
Jo < C(1+ t)dk

DkU‘

ZV
R

otdy=(B+1)v—1)—gr—2ct f=—g1 — 4.

Preuve du Lemme [2.4.2. Pour k =0, Jo = 0. On considére donc ici k > 1; Jy est alors
une somme de termes de la forme [O*US (7¥)0*~*1udx pour 0 <1 < k — 1. Le choix des
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conditions initiales nous donne U € H™, mais on ne sait pas si D?U € L*®. On distingue
donc deux cas : m > 2 + d/2 auquel cas D*U € L™ et m < 2 + d/2.

Cas m > 2+d/2. On étudie différents cas selon les valeurs de k et [.

1. Si k > 1 et l = 0, on utilise la Proposition ZZ41] et le Lemme [B.2.3] pour obtenir
I’estimation

/Wyakwak+1ﬂdx<||7TVHLOOH3]§UH Ha’”la(
R4 L2

L2

< C(1 4 t)B+bv zv

Dk‘ U” (1 + t)d/Z—k;—Z
L2

< C(1+t)%

DkUH 7v.
L2
Eneffet k—d/2+2=0+14 gr + 2.

2. Sik >2etl=1, on doit majorer

/w“awa’fwakadxguaka Ha’w” ]|Y =197
Rd L2

L2

< C(l + t)d/2fk71(1 + t)(ﬁ‘f’l)(l/fl)‘i’ﬁzl/

8’“U‘

ce qui conclut ce cas puisque d/2—k—1++(f+1)(v—1) = (B+1)(v— 1)L2— gk — 2.
3. Sik=3etl=2
Prd?(n*)0%udr < Ha’cwH Ha%” Ha?w)

Rd L2 Lo

L2

< (1+t)—3+(6+1)(V—1)—92 ak;U

Zl/
Lz

Ce qui se conclut par go + 3 = g3 + 2.
4. Sik > 3etl € [2,k—1], on utilise le Lemme[B.1.2l En posant g = 2% et ¢ = 2,;331
de sorte que 1/¢+1/¢' = 1/2. On obtient :

*nd ()0 de

<R | oku | llo' )|, ||k ||
L2 L¢ La
clpol ol el ol
Or
[o2a]|  <ca+o, [+, < e+ o,
et
[p2 )| <& (Imti2i0ml + p! o2, )
<C(l+ t)(6+1)u—2Zu,
o+ <l o]

< C(l 4 t)(ﬁJrl)(V*l)*ngZV )
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Par conséquent, on obtient

Jo < O(1 + )™

Dkw‘ v

L2

ou
mk:—3<1—§> —§(1+ﬁ+gk)+§((ﬁ+1)u—2)

2
+(1—5) B+ D) —1)—go+1)

=B+ —-1)—gr—2
=d.

Cas m < 2+d/2.
Déja, on remarque que les calculs dans lescas k> 1etl=0,k>2etl=1,k=3etl =2
sont identiques. Il reste a traiter le cas k >3 et 2 <1<k —1. Or k <m < 2+ d/2. Par
conséquent, si d = 1, 2 ou 3, on a nécessairement k < 3, et on a fini.

On suppose maintenant d > 4. On pose h = 3(k+ 1+ d/2) > 2. On a alors h < m et
d—1

Ny P g
O<h—-1< 5

d—1
Sh—(k+1-0)<=——.

DN | —

Onpose hy =h—1Il,hg=h—(k—1+4+1)et 1/q1 =1/2—h1/d, 1/g2 = 1/2 — ha/d. On a
alors 1/q1 + 1/q2 = 2, ce qui permet d’utiliser I'inégalité de Holder.

Jak,1) = | oFxd ()0 Hada < otx| (o) (ot
R4 L2 La1 La2
On applique ensuite le lemme [B.1.3] pour obtenir
k n v h —
AUl o I oA ool A o

Il reste alors a utiliser le Lemme [B.2.3] et la Proposition [Z4.1] :
Ja(k, 1) < CH(?’“UH (1 + £)Y/2=h=1=gn+(B+1)(=1) 7
Y ~ L2

Etd/2—h—-1—gn+(B+1)(r—1)=(B+1)(rv—1)—gr — 2, ce qui termine la preuve du
lemme. U
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Chapitre 3

Ondes de choc

3.1 Introduction

Comme le montrent les résultats décrits au paragraphe 2Z.1.2] des données initiales méme
trés réguliéres donnent lieu au développement de singularités (« explosion ») en temps
fini dans les solutions des systémes hyperboliques en général et des équations d’Euler en
particulier. Ceci conduit a considérer des solutions faibles, c’est-a-dire des solutions au sens
des distributions qui ne sont pas nécessairement continues. L’unicité des solutions faibles
n’étant en général pas assurée, il faut leur imposer une condition d’admissibilité, par exemple
la condition d’entropie de Lax [120, p.102].

Si le schéma de Glimm [55] permet de construire des solutions faibles entropiques glo-
bales pour des systémes de lois de conservation unidimensionnels, il n’a pas d’analogue
en plusieurs dimensions d’espace. La théorie des solutions faibles multidimensionnelle est
encore trés peu avancée, faute d’'un cadre fonctionnel adapté. On peut toutefois signaler
quelques résultats sur les solutions & symétrie sphérique, qui par définition satisfont un
systéme « quasi 1D », c’est-a-dire en fait un systéme 1D avec des termes sources d’origine
géométrique :

d—1)pu
Oep + O (pu) = _(T)p’
1
O + udpu + ;Br(p(p, s)) =0,
0is +udps =0.

Ainsi, en modifiant le schéma de Glimm, et en considérant le probléme en-dehors d’une
boule de rayon 1, sur laquelle la vitesse s’annule, T. Yang [145] 146] montre que, pour un
état parfait polytropique assez proche d’un gaz stationnaire, il existe une solution faible
entropique locale en temps. Le terme source en 1/r est en effet non-intégrable a 'origine,
ce qui crée des difficultés pour trouver des bornes L sur les solutions.

Toutefois, G.-Q. Chen [29] montre l'existence globale de solutions faibles entropiques
dans L sur tout 'espace, pour les équations d’Euler isentropiques, pour un GPP, lorsque
les conditions initiales satisfont

¥ 2 -1
0<2,/ cp=——py° <up<-+oo.
v—1 v—1

Dans le méme contexte (équations d’Euler isentropiques et GPP), mais pour des données
initiales plus générales, N. Tsuge [134], 135] montre grace & un schéma de Godunov [61]
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modifié, d’'une part 'existence locale de solutions faibles entropiques & symétrie sphérique
sur tout ’espace et d’autre part I’existence globale de solutions faibles entropiques en-dehors
d’une boule de rayon 1.

Dans ce qui suit, on se concentre sur les solutions faibles réguliéres par morceaux, et
plus particuliérement sur les solutions réguliéres de part et d’autre d’une seule surface de
discontinuité, que ’on appelle ondes de choc. Par définition, une onde de choc doit satisfaire
la condition de Rankine-Hugoniot & travers le front du choc. Elle doit en outre satisfaire une
condition d’admissibilité, la condition de choc de Lax [120, p. 131] étant la plus commode
(et équivalente & la condition d’entropie de Lax pour les chocs de faible amplitude). Des
ondes de choc peuvent étre observées expérimentalement ou calculées numériquement, mais
il n’existe aucun résultat général d’existence globale en plusieurs dimensions d’espace.

Pour les chocs plans, le probléme se réduit au cas unidimensionnel, ce qui simplifie les
conditions de Rankine-Hugoniot, et se résout de maniére essentiellement algébrique : on
trouve des chocs plans avec des états constants de part et d’autre d’un front se déplagant
a vitesse constante.

Le cas des chocs sphériques est déja plus compliqué. Il a été trés étudié parallelement
au développement de la bombe atomique. Des solutions autosimilaires, pour lesquelles le
nombre de variables est réduit, ont pu étre déduites de considérations dimensionnelles et
comparées favorablement a des résultats enregistrés lors d’essais nucléaires [83) 131]. Ce
domaine de recherche est toujours actif pour étudier par exemple des phénomeénes tels que
la cavitation ou la sonoluminescence [18].

En ce qui concerne des chocs multidimensionnels « quelconques », le principal résultat
d’existence est di a A. Majda [98, [99] : c’est un résultat d’existence locale. On I’énonce
ici dans le cas simple d'un gaz isentropique en dimension deux, afin de ne pas alourdir les
notations, mais il est valable en dimension 3, et s’étend aux équations d’Euler complétes
(cf. 14, p.381]).

Théoréme 3.1.1. Soit Xy une courbe € compacte de R? séparant Uespace en deuz
parties : Q_ (bornée) et Q0 (non-bornée). Soient (py,ug) € H™Q_) et (pf,uj) €
H™(Qy N B(0,Ry)), pour m > 10. On suppose qu’il existe une fonction U € H™ (%))
de sorte que

1. les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites sur X pour la vitesse U,

2. les conditions de compatibilité (cf. [98, p. 24] et [14, p. 270,319])
1 1
ot (w —utP - (=

- )

p
sont satisfaites sur Xg jusqu’a ordre k =17,

3. la condition de choc de Lax

uf (0) - v(@) +1/9,p(pf () < U(0) <y (a) - v(@) + /0oy (@) (3.1.1)

est satisfaite pour tout o € ¥, v(a) étant la normale unitaire a Lo pointant vers €4
en a,

4. la condition de stabilité suivante est satisfaite :

PN < 3,p(py (@) + (v (@) - v~ U(@))?.

(0]

pour tout o € Y.
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Alors il existe T > 0, une hypersurface €2, X(t) définie pour t € [0, T, H™ par rapport a
t, et une solution €' par morceaus satisfaisant les équations d’Buler isentropique (I.1.13)
de part et d’autre de X(t), les conditions de Rankine-Hugoniot (1.4.3) et de choc de Lax
(311) au niveau de X(t) pour tout t € [0,T].

Il existe néanmoins quelques résultats d’existence en temps grand d’ondes de choc, qu’il
s’agisse du cas particulier des solutions autosimilaires ou des résultats généraux de P. Godin
[56, 57, 58]. Dans [57], il s’intéresse en particulier aux fluides isentropiques irrotationnels,
ce qui comprend les solutions & symétrie sphérique, et il obtient I'existence globale pour des
solutions assez proches d’une solution radiale dont le front est le cone r/t = o > 0.

La plupart des résultats connus concernent des gaz parfaits polytropiques. Or, dans
certaines limites (hautes pressions, températures, ...), le comportement des gaz parfaits est
trés éloigné des gaz « réels ». Une loi thermodynamique plus réaliste est celle des gaz de
Van der Waals (voir paragraphe [[LT.2)). Un des objectifs ici est donc d’étendre les résultats
connus d’existence en temps long d’ondes de choc pour les gaz parfaits polytropiques a des
gaz plus réalistes, tels que les gaz de Van der Waals, sur lesquels la littérature mathématique
est beaucoup plus limitée. Le cas vraiment multidimensionnel semblant hors d’atteinte, on
adoptera plusieurs approches « simplificatrices » :

— autosimilaire, se ramenant & un probléme d’EDO,

— 1D/quasi-1D, d’aprés Li Ta Tsien,

— géométrique, d’aprés Chisnell-Chester—Whitham [31], 33} [34] 143].

Les deux premiéres ont déja été abordées dans le contexte des solutions réguliéres au chapitre
précédent. La troisiéme se concentre sur les aspects géométriques de la propagation des
ondes de choc, et fournit une équation approchée pour la position du front : il s’agit d’une
EDP hyperbolique non-linéaire du second ordre.

3.2 Solutions autosimilaires

L’étude des ondes de choc & symétrie sphérique est motivée par ses applications dans de
nombreux domaines tels que ’astrophysique, mais aussi en science nucléaire et en physique
des plasmas. Les solutions autosimilaires pour un choc fort généré par I’apport d’une grande
énergie en un point & un instant donné dans un gaz parfait polytropique au repos ont été
tout d’abord présentées par G. I. Taylor [130] I31], J. Von Neumann [62] et L. I. Sedov
[119]. Ce modéle a ensuite été repris par S. Murata [106], E. Waxman & D. Shvarts [141]
lorsque 'explosion se produit dans gaz parfait polytropique dont la densité varie. Une
autre approche a également été développée par A. Sakurai [118] et S. Takahashi [129], en
introduisant deux nouvelles variables : d’une part la variable d’autosimilitude £ et d’autre
part le nombre de Mach. Lorsque le nombre de Mach est infini, Takahashi obtient les
solutions autosimilaires classiques, puis il linéarise les équations considérées autour de M =
oo afin de trouver des solutions proches des solutions autosimilaires lorsque M est grand.

La focalisation d’onde de choc a également recu beaucoup d’attention depuis les années
1940, des points de vue physique et mathématique. Le phénoméne de focalisation est en effet
un des moyens de générer des hautes pressions et températures au point de convergence, ce
qui est en particulier responsable du phénoméne de sonoluminescence : une bulle d’air étant
comprimée par des ondes sonores, un choc se crée dans la bulle et au moment de I’implosion,
de la lumiére est émise. Les applications de la focalisation sont par ailleurs nombreuses, par
exemple en médecine, oul les ondes de choc sont utilisées pour traiter les calculs rénaux.
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L’étude théorique de ce phénomeéne a tout d’abord été menée par G. Guderley [66] en 1942.
On note également, concernant les gaz parfaits polytropiques, les contributions de Chisnell
[33] B4], Whitham [I43]. Leurs résultats sont obtenus par intégration numérique d’un sys-
téme d’EDO, aprés introduction de la variable d’autosimilitude, en faisant I’hypothése des
chocs fort M > 1, dans le cas des GPP. Chisnell dans [34] donne de plus une description
théorique du systéme d’EDO obtenu en étudiant les points fixes du systéme. Dans le cas
des gaz de Van der Waals, C. C. Wu & P. H. Roberts [144] étudient de méme un systéme
d’EDO sous I’hypothése des chocs forts, ce qui leur donne une valeur approchée du coeffi-
cient d’autosimilitude. H. Steiner & T. Hirschler [127] font de méme dans le cas d'une gaz
poussiéreux, en supposant que le choc est di au mouvement d’un piston, de vitesse connue.

Une autre technique souvent employée, en particulier pour un probléme de piston sphé-
rique (ou la vitesse du piston est connue), est celle du développement en série (en puissances
de t) de la forme ) f,(r)t" : par exemple Sachdev [I15] donne ainsi une expression de solu-
tion autosimilaire. Cette technique de développement en série est reprise par G. Madhumita
& V. D. Sharma [97] qui considérent un milieu ou la densité est variable. Cette technique
est également reprise par R. Arora & V. D. Sharma [8] dans le cas d’'un gaz de Van der
Waals.

3.2.1 Explosions

Un modeéle simple d’onde de choc sphérique concerne les explosions fortes dans un gaz
initialement homogéne et au repos. Supposons qu’on injecte au temps ¢t = 0 une trés grande
énergie E au point O dans un gaz de densité p; = cste, de vitesse u; = 0, d’énergie e; = cste.
Ceci produit trés vraisemblablement une onde de choc sphérique en ’absence d’obstacles.
En utilisant P’analyse dimensionnelle (cf. [62] 82] 83| 130} 131] ou encore Sedov [119] chap.
4], Whitham [143], chap. 6.16]), on trouve facilement que les seules quantités sans dimension
que l'on peut former avec des puissances fractionnaires de py, F, t et R(t) (le rayon du choc

a l'instant ¢) sont A := R(t)p}/5 (Et?)~1/5 et les puissances fractionnaires de A. Le modéle

1/5
dit de Sedov-Taylor suppose en effet que R(t) est de la forme R(t) = A <%2> avec A

constant et sans dimension. Ceci implique en particulier que la vitesse normale du choc est

: 5/2 Fl/2
U=R(t)=24 <£> s = gfﬁiE.
g 1 5/)1 R(t)32

(9]

On peut aussi en déduire la surpression due au choc grice aux conditions de Rankine-

Hugoniot. En supposant que M = % > 1, les relations de Rankine-Hugoniot (L4.35])—

(CZ0)-([T47) impliquent pour un gaz de Van der Waals

_ M?(y0 + 1)
) = 320, 11 2bpr) + 20 ) (3:2.1)
_ 2 _
y(1) = 21 wspi)%z D) ; (3.2.2)

M4 (o + 1)? M?(yo —1) +2
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Pour M > 1, on obtient alors les relations approchées :

u2%2(1—b,01)U p2 0+l
Yo+1 7 pr o —1+20py°
<2>2~ 270 (70 — 1+ 2bp1)2 M2 12~270M2
ca) -1 (0 + 1) ’ pr o+l

Cette derniére expression permet notamment d’estimer qu’en pratique la surpression se
comporte comme %, ce qui est utilisé pour délimiter des zones de danger autour des
installations pyrotechniques (arrété du 26/09/1980)! On note

2
. T . . ar . Yop . ar
(=5, p=pwl), u= Ty(f), ¢ = o(—bp) (7) 2(§), (3.2.4)

ol p; est une constante, avec R(t) = At* et A = AE1/5p;1/5, a = 2/5. Avec ce choix de
la variable autosimilaire qui raméne la position du choc a £ = 17, les expressions ci-dessus
deviennent

Y +1
H~r —2 T 3.2.5
w(1) PO T (3.2.5)
2(1 = bp1)
)~ P 3.2.6
2 — 14 2bpy)?
2(1) ~ 22000 = 1420017 (3.2.7)

(7o — 1)(v0 +1)?

Sous I'hypothése de choc fort M > 1, on peut résoudre analytiquement ou numérique-
ment 'EDO (2.2.9) obtenue aprés changement de variable (¢,x) — (t,£), avec égalité dans
les conditions (B2.H)-(B2.6)-B27) en £ = 1 et estimer A en considérant que Iénergie

totale de la zone derriére le choc est constante et égale & E. On obtient

5 R(t) 2 9
g RA° _ / <(1 bp)~pc n lpu2> Arr? dr
0

t2A° Y(p—-1) 2
5 1 1 1— 2 2
= ARO[ I, (L0, ) e
0 Yo(v0 — 1) 2

d’ot 'on peut déduire la valeur de A.

3.2.2 Implosions

Pour la focalisation d’une onde de choc dans un gaz au repos de densité constante pq,
on suppose de méme que dans le cas de I'explosion qu’un choc se situe en R(t) = A[t|*, avec
t < 0 (voir Figure B.I)). Le choc atteint donc l'origine en ¢ = 0. En posant & = W, ceci
revient de nouveau a considérer que le choc a lieu en £ = 1. On s’intéresse désormais a la
zone {(t,r); Alt|* = R(t) < r < 4o0;; t < 0}, c’est-a-dire que la variable d’autosimilitude
¢ prend ses valeurs dans l'intervalle ]1,4+o00[. On ne peut plus donner a priori de valeur
pour « car on a une donnée de moins : I’énergie totale est une inconnue du probléme. Mais
puisqu’on souhaite que R — 0 quand t — 0, et que U = R/(t) soit grand quand ¢ — 0, on
est amené a supposer au moins « €]0, 1[.
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t A t<1

&r>1

& <1

FIGURE 3.1 — Courbe de choc et lieux ou £ > 1, £ < 1.

Par la Proposition 2.2.2] on sait alors que, avec les notations de la section 2Z.2.3] (w, y, z)(o0)
est sous le cylindre parabolique d’équation z = (y —1)2, c’est-a-dire z(c0) — (y(c0) —1) < 0.
De plus, les conditions de Rankine-Hugoniot donnent de nouveau (3.2.1)-B2.2)-B.23)), et
dans 'hypothése d'un choc fort (B2Z30)-B2Z6)-B27). On a donc, si M > 1,

o (MP(y0 —1+42bp1) +2(1 = bp1))* (o + (M? - 1)
B M4(yo +1)2 M2(yo— 1) +2

z(1) = (y(1) = 1)

= 0.

Le point (w,y, z)(1) est donc au-dessus du cylindre parabolique d’équation z = (y — 1)2.
Par conséquent, pour trouver une solution satisfaisant ces conditions aux bords en 1 et en
+o0, il faut autoriser la trajectoire décrite par (w,y,z) a traverser la surface d’équation
z = (y — 1), qui est singuliére pour le systéme d’EDO ([2.2.9). Il faut donc passer par un
point pour lequel @) et A s’annulent simultanément, puisqu’alors la singularité peut étre
fictive.

On souligne que les solutions autosimilaires trouvées ici ne sont pas des solutions exactes
des équations d’Euler, puisqu’on a fait une approximation au niveau des conditions de saut.
Cependant quelques auteurs (A. Sakurao, S. Takahashi [I18] [129]) traitent le cas exact, en
étudiant I’équation linéarisée autour de la solution approchée, dans la limite des chocs forts.

3.3 Construction analytique d’ondes de choc

Pour une équation scalaire dyu + 9, f(u) = 0 avec f € €' et lipschitzienne, on peut
toujours juxtaposer deux solutions réguliéres globales afin de former une onde de choc
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globale. En effet, il n’y a alors qu’une seule condition de Rankine-Hugoniot & satisfaire :
elle permet de déterminer le lieu de la discontinuité en résolvant 1’équation différentielle
AX _ fut(t, X)) Flu(t,X)
dt ut(t, X) —u(t,X)

[t X)) —fu” (X)) |
(X ) —u (6,X) S

H f/HLOO < o0. On souhaite ici prolonger cette idée pour un systéme isentropique unidi-
mensionnel, ce qui réduit le nombre d’équations & deux. Cependant, lorsque que le nombre
d’équations augmente, le nombre de conditions au niveau du choc augmente également et
il faut alors respecter des conditions de compatibilité. On a alors un probléme de réflexion
des caractéristiques a derriére le choc (cf. Figure B2]), contrairement au cas 1D pour lequel
les caractéristiques sont toutes rentrantes au niveau du choc. Dans ce contexte, on découple

dont les solutions sont globales car f étant lipschitzienne, on a

A A

choc choc
.\-. s .
. 1-caractéristique

\ 3 “C._1-caractéristique
N 2-caractéristique E
caractéristiqgue 2-caragtéristigire

\ \ \'._

\
2

FIGURE 3.2 — Courbe de choc et caractéristiques dans le cas scalaire (& gauche) et dans le
cas d'un systéme de deux équations (& droite).

le probléme : d’une part on résout deux problémes avec conditions initiales réguliéres, en
prolongeant les données initiales a droite et & gauche de maniére réguliére sur tout le do-
maine. En se servant de la vitesse finie de propagation, on peut extraire de ces solutions
réguliéres des solutions correspondant aux conditions initiales de droite et de gauche sur des
domaines « tronqués ». Il reste ensuite & trouver une solution aux équations d’Euler dans
un domaine angulaire (voir Figures B3] et B.4]). Dans le cas isentropique unidimensionnel
sans terme source, les résultats exposés ici sont directement issus de Li Ta Tsien [88] chap.
6 & 7|, cependant on en redonne la preuve, dans un souci de clarté, mais aussi dans le but
de prolonger ces calculs dans le cas « avec source ». Ce dernier cas recouvre notamment le
cas des symétries cylindrique et sphérique et fera I'objet du paragraphe

3.3.1 Fluide isentropique unidimensionnel

De méme qu’au paragraphe 2311 on s’intéresse a des fluides unidimensionnels isentro-
piques. Les équations régissant 1’écoulement du fluide présentent ’avantage d’admettre des

invariants de Riemann forts permettant de tirer parti de calculs le long des caractéristiques.
Elles se mettent en effet sous la forme (23] (cf. paragraphe 23] :

(3.3.1)

Owy + M\ (w)@mwl =0,
Oywo + )\g(w)@gwg =0,
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ou
wy =u— H(p), wy =u+ H(p), A1 =u—c(p), Ao =u+ c(p), (3.3.2)

la fonction H satisfaisant H'(p) = <2\ On a A; < A dans {p > 0} et 'on a vu au

paragraphe 2.3.1] que g—z‘}ll > 0, g—i‘; > 0. Rappelons que les conditions de Rankine-Hugoniot

(voir paragraphe [[4)) associées aux conditions d’entropie de Lax donnent pour un 2-choc :

_ ptat 1 1
UZM? u_u+:\/<___+>(p+_p)7 (333)
p—p pop

p>pt, p>pt, (3.3.4)
Mw™) < U, w™) < Xa(w?)), U(w?) = Xa(w™), (3.3.5)

d’ott en particulier

7= <H1(w2—w1)w2 + wy —p+u+> <H1(w2—w1)_p+>1 |

2 2 2

On reprend ici les idées de T. T. Li 88 Chap. 7] pour montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. Soit un fluide compressible de Bethe- Weyl isentropique unidimensionnel.
On considére le probleme de Cauchy associé auz conditions initiales (po,ug), € par mor-
ceauz, telles que (po,uo) = (py,ug) € €1(] — 00,0];R?) pour x < 0, (po,uo) = (pg,ugd) €
¢1([0, +00; R?) pour x > 0 et satisfaisant, pour un certain § > 0, py =8 >0, p =6 >0,
minwy o — maxw{o >0, max wy o — minwio < —0, ainsi que

c(pg) 1

1/ !
Wiy =uy (¥) ———=p, () >0, (3.3.6)
Po
wyo = ug (@) + C(:O )pa'(x) <0. (3.3.7)
0

On suppose de plus que
— les états (py (Ro),uq (Ro)) et (pg (Ro),ug (Ro)) sont reliés par un 2-choc (dans le plan
de phase ils sont sur le méme 2-ensemble de Hugoniot), c’est-a-dire

1
(Ro)  pg (Ro)

— les conditions de 2-choc de Lax (3-37)-(3:3:3) sont satisfaites au temps t = 0 en
€T = R07
— les conditions initiales (pat,u(j)[) peuvent se prolonger de maniére & avoir existence
globale,
~ pour tout (t,z) € Ry x R, dpw > 0w .
Sous ces hypothéses, il existe une solution €' de part et d’autre d’une courbe passant par
(0, Ro) de (3.31)-(3.32) avec conditions initiales (wy 0, we,0) au moins jusqu’au temps

ug (Ro) — uf (Ro) = ( — )(p(pé (Ro)) — p(po (Ro)))-
Po

emax k(w™)—mink(w™)

Ty =

)

min(dxA; ) min(—wio/)

. P . L e
ot Ay et wy sont définis comme en (3.3.3) et ou k vérifie 01k = e

/

Si de plus wz_ol =u, + ;i:po_, = 0, alors cette solution est globale.
’ 0
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Si la solution réguliére obtenue par prolongement des données initiales (,08L , uar) existe

jusqu’au temps Tey, alors le théoréme précédent est encore valide pour le temps d’existence
T = min(Ty, Tp).
Afin de prouver ce théoréme, on va résoudre trois problémes :
— deux problémes de Cauchy réguliers pour des données initiales obtenues par prolon-
gement de wéc,
— un probléme aux limites dans un domaine « angulaire » & frontiére libre D = {(¢, ) |
t > 0,21(t) < x < z2(t)}, la courbe Cp est la 1-caractéristique issue de Ry a gauche,
la courbe K est « libre », c’est la trajectoire du choc, voir Figure 3.3
Le probléme & frontiére libre revient a chercher des solutions au systéme (2.3.1]) dans D
vérifiant des conditions aux bords du type

wo(t,x1(t)) = w(t), wy(t, xo(t)) = g(t, z2(t), wa(t, x2(t))), (3.3.8)

ou Cp = {(t,x1(t))} et K ={(t,x2(t))} sont des courbes telles que

% = M(w(t @), 21(0) = Ry, (3.3.9)
02— Ut ultma(0) 22(0) = Fo. 55.10)

la vitesse U étant celle d’un 2-choc reliant w™ (¢, z2(t)) & wt (¢, z2(t)) définie par la premiere
équation de (3:3.3)). Par la suite, le but sera de recoller continiment w a w™.

FIGURE 3.3 — Domaine angulaire D et les différentes courbes associées.

De plus, on a ([3.3.5]) le long de K, ce qui signifie que les 2-caractéristiques sont sortantes
de D et les 1-caractéristiques rentrantes dans D le long de K. D’autre part, (3.3.3)) définit
implicitement ¢(¢,x,ws), au moins localement. En effet on écrit (8:33]) sous la forme

Flt,z,w) = F(wt (t,2),w), Flwhw)=u—ut —/F(pT,p), (3.3.11)
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avec F(p*,p) = (; — = )(p(p™) — p(p)). Alors,

oF _ 1
owr  4VF

(3.3.12)

On suppose que .7’?(uﬂL (0, Rp),w(0, Ry)) = 0, c’est-a~dire que la condition de saut donnée
par la deuxiéme équation de ([B.3.3) est satisfaite au temps ¢ = 0. Par le théoréme des
fonctions implicites, il existe donc (localement) une unique fonction g(t,x,ws) telle que
F(t,z,g(t,z,wz),ws) = 0.

On remarque que si (p,u™) = (p,0) est une solution stationnaire des équations d’Euler
isentropiques en une dimension d’espace, alors g et U ne dépendent que de wo et pas de
(t,x).

Si I'on suppose que (pt,ut) est € et que p — pt = § > 0, on obtient, pour ¢t € [0,7],
|lwa| < B, pour des constantes Co(T, B) et C1(T, B) ne dépendant que de T et B,

|U(t, 2, g(t, x,w2),w2)| < Co(T, B) + C1(T, B)|z|. (3.3.13)

En reprenant les calculs de [88, Chap. 7], on obtient le théoréme.

Théoréme 3.3.2. Soit (pT,ut) € €1 (Ry x R%;R2). Pour un fluide compressible isentro-
pique unidimensionnel, le systéme angulaire (3.31)-(3.3.3) —(3.38)- admet une solution
€', locale en temps dans un domaine Dt vérifiant (3.3.3)-(3.3.9)-(3.3.10) au bord de D.
De plus, sous les hypotheéses

. les inégalités (3.34)-(3-30)-(3.313) sont satisfaites,

1
2. lapplication w est croissante bornée sur [0, T,.],
3. la condition de saut at =0 F(0, Ry, g(0, Ry, w(0)),w(0)) = 0 est satisfaite,
4. on a 0yg+U0rg = 0 le long de IC,
5. Uapplication g est bornée sur ([0,T] x R) N K x [—B, B| pour tout B > 0,
cette solution existe au moins jusqu’au temps

e = ) (e () e k)
To = 00 = Ko@) o/ () min Bo)g

(3.3.14)

En particulier, si ' =0, on a existence globale. On a également existence globale si en plus
des hypothéses ci-dessus on a l’estimation a priori

min A > max U , (3.3.15)

et si 0 < tw'(t) < e, pour e assez petit satisfaisant (3-3.23).
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Remarque 3.3.3. On peut exprimer la condition 4 en fonction de F. En effet, en dérivant par

rapport a ¢ Pexpression F(t,x2(t), g(t,x2(t), ws), ws) = 0 on obtient, en notant d; = aiwl
et Oy = 2
2 dws

WF + U0 F 4+ 01 F(0g+ Udrg) =0,
c’est & dire

O F +ULF

Or, d’aprés [B.312), 01 F > 0, par conséquent, d;g + Ud, g est du signe de —(OpF + U0, F)

et la condition 4 peut s’écrire

oF+U0F <0, le long de K.

Preuve. D’aprés T. T. Li & W. C. Yu [89, Chap. 3|, ce probléme admet une solution locale
en temps. Afin d’obtenir une estimation du temps d’existence d’une solution classique sur

D, il suffit d’¢tablir une estimation a priori de [[wllyw1,0(p,), sur tout domaine Dy =
{(t,x) e D |t € [0,T[} (voir T. T. Li |88, Chap. 6, pp. 191-196]).

Estimations dans ©°. Etant donnée une solution réguliére de (3.3.1)(3.3.2) - (8:3.8)) dans
Dr a valeurs dans W, et un point (¢o,z9) € D7, on introduit les courbes caractéristiques
définies par

d

1-caractéristique : % = M (w(t, x1(t))), x1(to) = o, (3.3.16)
d

2-caractéristique : % = Aa(w(t, x2(t))), x2(to) = g . (3.3.17)

Sachant que les caractéristiques d’'une méme famille ne se croisent pas (la solution étant
réguliere sur D), et que pour tout w € W on a A(w) > Aj(w), la 2-caractéristique
passant par un point (¢,x) € Dr croise C; en un unique point (a(t, x), z1(a(t, x))) tel que
a(t,z) <t (voir Figure B3)). De plus, pour tout (¢,x) € Dr, a(t,z) <t < T. De méme, la
1-caractéristique passant par (t,z) € Dy croise K en un unique point (5(¢, ), z2(8(t, x)))
et B(t,z) <t <T.

D’aprés la forme diagonale de (B.3.1]), on a de plus

S funt (1) =0, S (walt xol0))) = 0.

Par conséquent, wa(t,z) = w(a(t,x)) et donc wy est bornée sur Dy par ||w||~. De méme

wi(t,z) = wi(B,22(8)) = g(B,22(8), w2(3,22(8))), ce qui implique que wy et wy sont
bornées uniformément en temps, puisque w et g sont bornées sur [0, 7[. D’autre part,

t
a(t) = Ro + / Ur, 23(r), g, 2 (r), wa(r, 22()))s wa (s 22 (7)) dr .
0
Par conséquent, par (B3I3) on a [U] < Co(T, [wallge) + 2/C1 (T, wallpe),

t
[22(8)] < Co(T, [wallge) + C1(T, w2llg0) /O [a(r)|dr |
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ce qui permet de conclure par le lemme de Gronwall que x9 reste bien bornée sur [0, T'].

Estimations dans ¢'. Au vu du systéme (33.1)), il suffit d’estimer O,w; et dyws, les
deérivées temporelles se déduisant des dérivées spatiales. On introduit alors (cf. Lax [85])
v = MW wq et vy = FW I wy ot b et k vérifient

. (92)\1 o a1)\2
abwsw 8115_)\2_)\1.

Oah

Apreés calcul, on trouve
Dyvg + XaOpvy = —e K (A Xo)v3
ce qui implique

d —k
E&(UZ(EXQ(@)) =e D)z

Par conséquent, en intégrant de «(t,x) a ¢, on obtient

1 1

t
= —k(w(s,x2(s)))
o) vlame(@) /a ¢ D22 (w(s, x2(s))) ds -

Or, par B3] et B3.8)), on a dywa(a, z1(a)) = W):;(%, donc

ek(w(a,ml(a)))w/(a)
A(t) ’

va(t,z) = (3.3.18)

ou

¢
At) = ek(w(a’ml(a)))w/(a)/ e*k(w(s’m(s)))@g)\g(w(s,Xg(s))) ds — (A2 — M) (o, z1()) .

«

Ainsi, A9 — \j étant positif, A(a) < 0 et ve est bien défini tant que A(t) < 0, ce qui s’écrit
t
ek(w(a’xl(a)))w'(a)/ e Fwlsx2)) 9y xo (w(s, x2(s))) ds— (Ao — A1) (e, z1(a)) < 0. (3.3.19)
Puisque daX\y > 0, si w'(a) < 0, va(t, x2(t;, 21 (0))) est bien défini pour tout temps; si
W' () > 0, va(t, x2(t; , 1 (v))) est bien défini pour

(A2 — A1) (o, 21 (o) )e™ax k(w)

t < To(a) = k(@@ (o) min oy

(3.3.20)

Dans tous les cas, O,ws est alors du signe de —w’ tant qu’il est bien défini.
De méme, on a
01 + A10zv1 = —eih(al)\l)?}%,
ce qui implique
Ll () = e o
— —(v =e .
v% A » X1 1A1
D’ow, en intégrant de B(t,x) a t,

1T
’Ul(t,CC) UI(B’$2

@) /ﬁ M 6N gy Ay (w(s, i (s))) s
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Or, par (3.31)-B.33)
(U = M) 0,wi (B, 22(8)) = 0rg + Udpg + (U — A2)Opw2 (B, 22(6))D2g -

On a alors

atg+U<9$g_ )\Q—U

m(ﬁ,xz(ﬁ)):ehwwm[ LU0 222 a5, 29

et vi(t, x1(t; B, 22(3))) est bien défini tant que

t

7 (ﬂ, Cﬂg(ﬁ)) /6 e*hﬁl)\l ds+1>0. (3321)

Or, en dérivant par rapport a we 'expression F(t,x, g(t,x,ws),ws) = 0, on a

Oag(t, z,wa) + 1 1 0

2 2/F(p) 9

F(p) (01p(g, w2)Dag(t, v, w2) + Bap(g,w2)) =0,

c’est-a-dire

0
0 DV F(p) — —(1—=099)=—F(p)=0
(G2g + )V F(p) = o ( 29)ap (p)=0,
ou encore 5 5 o
%g_é%F—¢f:(§%F)—F
ESF+VE (L5 F +VF)?
Comme
P N2 + 1 1 2 1 1 +
—F)y —4F =(—({(" —p)+pc(———F))" —4(—— —)(p" —p
Er) (o0* =0+ pels = )P =4 = )" )
1., I
= (=" —p) —pe(= ——
(o0* =) = pel = )
=0,
on en déduit
D29 >0, (3.3.22)

De plus 1\ = 0, 0,g+U0,g = 0 et O,we = — sgn(w')|0zwe|. Par conséquent, si w’ > 0,
v1 (8, 22(F)) est positif et d,w; est bien défini pour tout temps, sous réserve de I'existence
de d,ws. Si W' < 0, on a éventuellement explosion en temps fini, le temps d’explosion
correspondant au temps ou (3.3.21]) cesse d’étre vrai.

Dans le cas particulier ou w’ = 0, les deux conditions (3.3.19)-(B.3.21)) sont satisfaites
en méme temps et on a existence globale d’une solution onde de choc.

Si on suppose désormais que la condition (3.3.15)) est satisfaite, & savoir min Ao—max U >
0, les 2-caractéristiques croisent alors toutes C; puis K. Si 0 < w’ < 0 pour 6 assez petit,
le « point d’explosion », c’est-a-dire le point de la 2-caractéristique partant de (o, x1())
pour lequel ([B:3:20) n’est plus satisfaite, sera situé a droite de K et donc ne sera pas dans
le domaine considéré Dr. On aura alors également existence globale. Plus précisément, soit

Ti(a) = amax Ao — min \q

min Ao — max U
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le temps maximal de traversée de C; & K en partant de (o, z1(«)). Si Th (o) < Tp(«r), pour
To(e) défini comme en ([B3.3.20]), le point d’explosion sera bien & droite de K, et donc hors
de la zone qui nous intéresse. Cette condition revient a

min Ao — max U (Ay — A1) (e, 21 (a))e™@xkw)

/
wia) < max Ao —min \;  aeF@(@z1(a))) min Gs Ny

Ainsi, si aw'(a) < g, ol € satisfait

min Ay —maxU . (Ao — A\p)(a, 21 (a))eP@xk(w) (3.3.23)
~ max Ay —min )\, o ekw(az1(@))) min Gy Ao e
alors la solution est globale en temps. O

On utilise le Théoréme [3.3.2] pour obtenir :

Preuve du Théoréme [3.3.1l. D’aprés le Théoréme 2311 on peut prolonger (par,uar)
de facon réguliére de sorte que ces conditions initiales prolongées admettent une solution
globale en temps, et cette solution coincide avec la solution tronquée sur le domaine D,
dont le bord gauche est la 2-caractéristique issue de Ry (voir Figure B4). Comme U >
)\; =ut 4", la courbe K est dans ce domaine D, ce qui permet de définir (u™, p™) dans

I'expression de U (cf. (333))).

t €1 bord gauche d®

bord droit deD_

Do

D,

R, X

FIGURE 3.4 — Domaines Dy, D_, D,.

On peut également prolonger (p,,u, ) de facon a avoir existence locale d'une solution
réguliére sur D_ dont le bord droit est la 1-caractéristique issue de xg. En effet, on a bien
w} o = 0, mais en revanche wj o < 0. Le temps d’existence est donc minoré, comme dans la

preuve du Théoréme [3.3.2] de 'explosion de 0,ws par Ty = enimimink —.
min 92\, min(—(wzo)’)
On veut désormais appliquer le Théoréme B.3.2] afin d’obtenir une solution sur D(7p).
On vérifie pour cela que les hypothéses sont satisfaites.

1. L’inégalité p — pt > 0 est satisfaite. En effet, d’aprés les estimations dans L™ de w;
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et wy, on a pour tout (¢,z) € [0,Tp] x R
wy (¢, )
5 (1,7)

minwiog , X <maxwi0,
minwiogw , X <maxw2_,0,

et on a des estimations semblables pour wf et w; . Par conséquent,

— — + +
_ +\ Wy — Wy Wy — Wy
H(p™) - H(p") = —5— ——
min wio — max wio max ws o — Min wi o
2 I
2 2
>0>0.

Comme H' > 0 pour p > 0, et H(0) = 0, H réalise une bijection croissante de R
dans Ry et H(p~) > H(p") implique p~ > p™.

2. L’application w s’exprime en fonction des expressions de p_ et u_ le long de la 1-
caractéristique C;. Comme (p_, u_) est réguliére sur [0, Ty[, pour 7" € [0, Tp[, on a que
W est bornée sur [0, 7.

3. On aw'(t) = (A1 —A2)O,wa, or en remontant la 2-caractéristique, on obtient que 9,ws
est du signe de wio/ < 0. Comme \; < Ao, on obtient w’ > 0.

4. Par hypothése, la relation de compatibilité est satisfaite au temps ¢t = 0.

5. On a vu que 0yg + Ud,g est du signe de —(OwF + U0, F). Or, F a une dépendance
en (¢, z) uniquement par l'intermédiaire de w™(t,x), on peut donc écrire F(t, z,w) =
F(wt(t,z),w). On a alors, en faisant des calculs similaires a ceux effectués pour

I'obtention de (3.3.12)

OF + Ud,F = aif —(Ori + Vo) + aij (@ + Ud,ui)
- (‘71 + ﬁF’(p*)ﬁ—I) U~ A
+ (%1 - ﬁFI(Pﬂ/c)—i) (U = X 4)0wy
— o [~(Va VP - AD0ut + (Va— VBT - 3o
ou
0= =), b= ).

Par conséquent, sachant que U — )\f >U — )\; > 0, on obtient

U—\f
4/F

/ /! P
Comme w;ro = 0 et w;r o = 0, en reprenant les calculs de la preuve précédente, on

— (O F + U0 F) > (a +b)(Dpw] — Dpwy ) 4 2Vab(dpw; + dpwy )

obtient d;wj > 0, dywy > 0. Par hypothése on a de plus d;w] — dzwy > 0 (ce qui
est satisfait par exemple pour wt = (p,0)).
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6. L’application (p*,ut) étant €', F est bien définie et le calcul (3.3.12) reste valable
tant que p > p™. Par conséquent g est bien définie et reste bornée.

On a alors existence dans D(min(77,Tp)), pour

L (e A (@ ())emax k)
B =008 Ko ) /() min o0g

En remarquant qu’on pouvait en fait remonter les 2-caractéristiques de tous les points
passant par (t,z) € Dp, on obtient finalement le méme temps d’explosion que dans le
domaine D_.

Ainsi, on a une solution ¢! par morceaux satisfaisant les conditions de Rankine-Hugoniot
au niveau de la discontinuité. Il reste & montrer que la solution est bien € le long de C;. On
sait déja qu’elle est continue, puisqu’on a choisi les conditions aux bords pour cela. D’autre
part, les caractéristiques sont bien €, puisque w € €° au voisinage de C;. Le méme calcul
que dans la preuve du Théoréme montre alors que d,w; et O,wo s’expriment en fonc-
tion des données initiales ou des données aux bords. Le choix de w nous donne que wo est

&t O

Application : gaz de Van der Waals

-1

Pour un gaz de Van der Waals, on a : ¢(p) = 1%@ Yo(y0 — 1) (be_p) , donc

yo—1

2
H =9 7o _P
Y —1\1—-bp

.. . 7 _ yo—1 % _ o+1
Ce qui implique, en notant b = b(W)VO tetv =209 >1

(3=l)7 T

1+bHv—1
1 N
c(p) = %2 (1+bH""YH.

)

Par conséquent, en remarquant que u = % et H = #2351, on obtient

A1:w1+w2—%_1 <w2_w1+5(w2_wl)y> 7

2 2 2 2
~witwe -1 fwy—w s wy—wiy,
Ay = 5 T3 < 5 + b( 5 ) > ,
1 .
D = dodo = 0L L iE Y S 0,
1 = _

oM =0z = ((3 — o) — b(yo + 1)H 1) .
On a alors : _ )

4(v0 — V)(H + bH")
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ce qui implique
h=k=In <H(2”’)/2(1 n BH”’1)> :

19y — =3
ou2—v 7071<O.

3.3.2 Fluide isentropique a symétrie cylindrique ou sphérique

On veut a présent étudier I'influence de termes sources (géométriques ou non) sur I’ana-
lyse précédente.
Dans le cas de fluide isentropique a symeétrie cylindrique (d = 2) ou sphérique (d=3), le

systéme (LII5) se réécrit

Oup + Or(pu) = =1,
/ 4 3.3.24
{ 8tu+u8ru+%8rp:0. ( )

En définissant wq, wa, A1, A2 comme en (3.3.2]), on réécrit le systéme (B.3.24) sous la forme

dywr + A1 (w)dywy = f(r,w),
{ Oyws + A (w)0rwy = — f(r, w), (3.3.25)

ou f(r,w) = M On a toujours Ay < A9, 91 A1 = 0, O3 = 0.
Théoréme 3.3.4. SoientT > 0, (py,uy ) € 1[0, Ro]; R%XR) et (g, ug) € €1 ([Ro; +00f; RY. x
R). On suppose que (py (Ro),ug (Ro)) et (p7(0, Ro),ut (0, Rp)) satisfont la condition de

compatibilité (3.3.3)
1 1

Uy —ugd = N
(ug (Ro) — ug (Ro)) \/(pa(Ro) po (Ro)

et les conditions de 2-choc de Lazx (3.3.4)-(333) at =0 enr = Ry. On suppose de plus
que

)(p(p¢ (Ro)) — plpy (Ro)))

1. on peut prolonger (py ,ug ) (respectivement (pg,ud)) régulierement sur Ry de fagon a

obtenir une solution réquliere (p~,u™) (resp. (pT,u™)) sur [0,T] du systeme (3.3-27)

satisfaisant cette condition initiale,

Uinégalité O,wy, < —C, est satisfaite pour un certain C € R,

la condition initiale satisfait wy o(Ro) = ug (Ro) — H(py (Ro)) =

Uapplication wt vérifie les inégalités Opwy > Opwy, wi +wy >
5. py (Ro) > max(p™(t,x);t € [0,T),z € Ry).

Alors le probléeme ([3:3-2])) satisfaisant les conditions initiales (po,uo) admet une solution

onde de choc sur [0,T,[ avec T, donné par Uexpression (3.3.11]) ci-apres.

)

0
0

Lo

)

En ¢’inspirant de la méthode de Li Ta Tsien exposée au paragraphe B3l on résout
d’abord le probléme aux limites sur le domaine angulaire D = {(¢,7) | z1(t) < r < z2(t)}
satisfaisant les conditions aux bords (B:3.8]), les bords C; et K étant définis comme en (3.3.9])-
(3310). Comme dans le cas sans source, les conditions de Rankine-Hugoniot donnent les
conditions ([B.3.3]) qui nous permettent, grace a (3.3.12) de définir g le long de . On a encore
B33) et 929 = 0 ([3322). On peut remarquer que le probléme angulaire revient & trouver
un prolongement régulier de (p, ,u, ) de facon a ce que les conditions de compatibilité et
les conditions de Rankine-Hugoniot soient satisfaites le long d’une méme courbe.



86 Ondes de choc

Théoréme 3.3.5. Soit F défini comme dans B3I1)). Si F(0, Ry, w1(0, Rp),w(0)) = 0,
alors on définit g comme étant la solution de F(t,x, g(wsz), we) = 0. On consideére alors le

probléme angulaire (3.3.25)-(3.3.8) avec ce g. Si

1. surCy et K, wy = wy (c’est-a-dire p > 0);

2. linégalité Oyg + UOD,g = 0 est satisfaite sur IC,
3. sur K, wy =0,
4

. Dapplication w est dans €1 (Ry;R) et —0,wy = C, pour un certain C € R, le long de
Cl;

5. la condition initiale satisfait po(Ro) = H " (%) > max(pt(t,z);t € [0,T],x €

R-ﬁ-):
alors le probléme admet une solution locale en temps et on peut estimer le temps d’existence

par (334

Preuve du Théoréme [3.3.5. On se place dans le domaine Dy = {(¢t,r) € D |t € [0,T[},
et on suppose que pour tout (¢,77) € Dp, r = 0 > 0, ce qui est vrai au moins pour 7" assez
petit. En fait, si A\j(t,2) = u — ¢ > 0, ceci est vrai pour tout temps. S’il existe des temps
pour lesquels A\ (¢, z1(t)) < 0, alors on doit prendre T' < %ﬁml

De méme que pour la preuve du Théoréme B35 il suffit d’établir des estimations a
priori uniformes en temps, sur tout domaine Dy = {(¢t,x) € D | t € [0,0[} pour tout
0 < T. En effet, d’aprés T. T. Li & W. C. Yu [89, Chap. 3], le probléme angulaire pour

B325)-(B.3.8)) (avec termes sources) admet une solution réguliére locale en temps.

Estimation dans %°. Notons tout d’abord que p reste bien a valeurs positives ou nulles
dans Dp d’aprés la premiére équation de ([8.3.24)). En effet, pour (t,r0) € Dy, en notant x
la solution de ’'EDO

d
d_;( = u(t7X) ) X(tO) =To,
on a
d d—1 !
3 |\ X et x)exp( [ druds) | =0,
to

Par conséquent, comme la condition ws > wi sur C; et K signifie p > 0 aux bords, on

obtient p > 0 dans Dy pour tout ¢ > 0.
D’autre part, wy; > 0 sur K implique w; > 0 dans Dy. En effet, on peut minorer
l'application f par f(r,w) = @%c(p) > (d;rl)wlc(p). Par conséquent, le long de la

T

1-caractéristique définie comme en (3.3.16)), on obtient

dwy (t,x1(t) _ (d=1)
dt ~ xa(t)

d t c(w)
1 <w1(75,X1)eXP(— /to md5)> =20,

ce qui implique que wy = 0 dans Dy pour tout # > 0 puisque wy > 0 sur K. Finalement,
on a donc wy > wy > 0, mais aussi u = W > 0et f(r,w) = 0 dans Dp. Le long des
2-caractéristiques, définies par ([B.3.17)), on a alors %(MQ(t,XQ(t))) = —f(r,w) <0, ce qui
nous donne, pour tout (¢,7) € Dy, wa(t,7) < w(a(t,r)). Finalement, on a donc

w1 (t, x1)c(w) ,

ou encore

0 < wi S w2 < [[wllgee (o) »
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ce qui nous donne des bornes uniformes en temps pour wi et ws.

On peut alors borner x5 exactement de la méme maniére que dans la preuve du Théo-
réeme 3.3.0] grace a (B.313) et au lemme de Gronwall.

Enfin,

dH (p(t, xo(t

220 (1 5y)(00 — U)(~0p2) — (1~ D29)f — (Dhg + Udrg).
En remarquant que

—2V'F
g —1- —_ <o,
LF +VF
on obtient que H croit le long de K pourvu que
1
—Orwg > ((Beg +UDrg) + (1 — Dag)f) (3.3.26)

(1= 029)(A2 = U)

le long de KC, auquel cas H (p(t, z2(t))) = H(p(0, Ro)). L’hypotheése 5 selon laquelle po(Ry) >
max(pt(t,z);t € [0,T],z € Ry) nous assure alors que p > p* le long de K.

Estimation dans %'. On introduit maintenant I'application vy définie par va(t,r) =

FWEN) (9 wy(t,r) + ®(r,w(t,r))) (qui n'est pas exactement le méme qu’au paragraphe

B3T), ou hk = 81_)‘2 , et ot ® est une fonction de (r,w) & déterminer. On remarque qu’en
A2—A1

dérivant par rapport a r la seconde équation de ([3.3.25]), on obtient
8t8rw2 + Ag@,ﬁrwg + 81)\28,&[11(%102 + (92)\2((9rw2)2 = —8rf — alf(?rwl — 62f8rw2 .

Par conséquent, on a
Oyva + Aa0yvg = € <—3rf — 01 fOpwy — 0o fOywa — D1 A2 0pw1Opwy — Do Ag(Brw2)®
FOD(Dw1 + \aBruwn) + Oa®(Byws + AaDywn) + Aod, D)
+ " (0,wa + @) (01k(Dpwr + AaOrwi) + Dok (Opws + Aayws))

ce qui s’écrit encore, en utilisant le systéme ([B.3.25]), puis en insérant des ® de maniére a
faire apparaitre la quantité 0,ws + @,

8152}2 + )\2(9r1)2
=k (_8rf — 01 fOpwy — Do fOrwe — Oy NaOpw Opwy — Do Xa(Orws)?

+010((h = M)Orwn + f) — fOrD + 120,®)
+ " (0,wa + @) (91k((A2 — M)Orwr + f) — fOak)
= (—8rf — 01 fOrwy — Do f (Opwo + @) + PO f — 01 A20,w1 (Orwa + P) + POy A2Dpwn
— Do (Dpwy + @) — D2 \g + 200 M0 (Dpwy + )P
+01®2((A2 — A1)0rwy + f) — fO2D + 120, D)
+ " (Bpwa + @) (81k((N2 — M1)dpwr + f) — fOok)
—ek [—Brf B0y f — D2Ng + Ned,® + f(D1D — azcb)}
+ " (0pwa + @) [~0af — MOrw1 — o (Orwa + ) + 20000 + O1k (A2 — M) Drwy
+f(01k — 9ok)]
+ " 0wy [—Ouf + P+ (A2 — A1) @] .
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Le choix de k nous permet d’éliminer les occurrences de d,w; dans la deuxiéme parenthése.
Ensuite, on choisit ® de maniére a faire disparaitre la derniére parenthése. On choisit donc

k
® de sorte que 01 (e ®(r,w)) = fﬁl)\fl . On remarque ici que k et ® en tant que fonctions de
w seront bornées sur Dp, tant que w est dans leur domaine de définition, grace aux bornes
dans €° obtenues précédemment. On obtient I’équation de « type Riccati » le long de la,

2-caractéristique :

O + A0y = — e_kvgag)q + [(61k — azk?)f —Oof + 2‘1)62)\2] V9

+ek [q>azf O f — B%da + MO d + (010 — 62q>)f} . (3327
En notant
ag(t) = e F(Dahg) > 0, (3.3.28)
ai (t) = (61k — agk?)f — 62f + 2(82)\2)(1) , (3329)
as(t) = X (Daf® — B, f — D Xo®? + N30, P + (01D — DD f), (3.3.30)
cette équation se réécrit, en posant ya(t) = —va(t, x2(t)),
Yo = aoys — a1y — az. (3.3.31)

D’aprés un lemme de Hormander [72] (voir Annexe [Bl lemme [B.3.2)), si on a pour 6 > «

0

/9|a2(t)\dt/9 ao(t) dt exp (2/ a1 (t)] dt) < 1, (3.3.32)

«

1— 7 |aa(t)| dt [2 ao(t) dtexp (2 [ a1 (t)| i)
f(f ap(t) dtexp (fo(f ‘al(t){ dt)

> ya(a) =0 (3.3.33)

alors 'équation ([B.3.31)) de condition initiale y2(cr) = —v9(er) en t = a a une solution sur
[, 6].

On suppose que ag, as ne sont pas constamment nuls, ce qui n’est pas le cas en particulier
dans le cas 1D ou a1 = ay = 0. Soit alors z(Ag, A1, A2) > 0 l'unique solution sur R, de
I’équation

xZex — 414%
Az Ao’

(3.3.34)
ou

Ap = max(ag), A; =max|ai|, A =max|as|, W = max |8, ws + D) (3.3.35)
1

Comme

6 0 0
/ |as ()] dt / ao(t) dt exp (2 / |ar (t)| dt) < “:ﬁ? 442(0 — )22 (0—2)
«@ « 1

«

la condition ([B.3.32) est satisfaite pour tout 6 < T tel que

x(Ag, A1, A3)

< —
0<T(a)=a+ oA,

(3.3.36)
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La condition ([B3.33)) signifie d’une part d,ws + ® < 0 sur C;. D’autre part, la condition
(3:333)) est satisfaite tant que

1 ) 0 0
m—(ﬂ—a) AQexp</a |a1(t)‘dt) —Wexp(/a \al(t)|dt> >0,
ce qui est vérifié si

1 — ApAs(0 — a2)e2da [ @dt _ o[l lar@lde 5 ¢

ou Ag, A1, Ay sont définis comme en (3.3.35]). Cette condition est donc vérifiée pour

1 0 1
_ _ 2 <0 — aelalanl <~ 2
oA, <W VW +4A2/A0) <(0 — a)e S o4 (W + VW +4A2/A0>

En particulier on obtient que la condition ([B.3.33)) est vérifiée pour tout 8 < T' tel que

= a)e(Gfa)max\aﬂ < 2_;2 (W + /W2 +4A2/A0> ]

En notant (W, Ag, A1, A2) 'unique solution de I’équation

A
pe® = L <W /W 4A2/A0) , (3.3.37)
24,
la condition ([3.3.39)) est donc vérifiée pour tout § < T tel que

0 < (W, Ao, Ay, As) .
e

De plus, si max(g (a? + 4agaz) < 0 ou bien si max|q 7 (a2 — agaz) > 0 et yo(a) >

max a1+ max(a% +apaz2)
2a0
Ainsi, si

, alors yy est croissante et en particulier, yo(t) > y2(«) pour t > a.

maxaj + \/max ‘a% + a0a2‘

—Orwa(a, 1 () = B(a, 1 () + e k@) , (3.3.38)

2 min ag

alors —(9pwo + ®)(t, xa(t)) = —FW@)=F@®) (9 vy (a) + ®(a)) > 0.

On introduit ensuite v = €"d,wy, ot doh = /\‘?2_)‘)1\2. On obtient I’équation

%(Ul(t, Xl(t))) = —eihal)\l?}% + ((31h — 82h)f + 31f)?)1 + 32f€hik(?}2 — ekfb) + eharf .

En notant

bo(t) = —e "o\ <0,
bl(t) = (61h - th)f + alf’
ba(t) = Dafe" " (va — " ®) + €0, f

on obtient existence d’une solution v; pour 'EDO ci-dessus satisfaisant la condition initiale

v1(B) par le lemme [B.3.2] si

0 0 (%
v1(B8) =0, /ﬁ |b2(t)\dt/6 |bo(t)] dt exp (2/5 by (2)] dt) < 1. (3.3.39)
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Comme (U —\)0ywy+ f = 0,9+ Udrg+ (U — A2) D290, wa — fdag le long de K, la condition
Bywn (B, 22(8)) > 0 signifie Byg + Udyg + (Aa — U)Bsg(—Byws) — F(Dag + 1) > 0, ce qui est
vérifié si —0,wa est assez grand. D’on finalement, pour —d,wa(a, x1()) = C(a) le long de
C1 avec

C(a) = ®(a,z1(a)) + e F@) max [m}gx ((% - @)ek(t)> : (3.3.40)

(atg + Uarg + (1 - a2g)f . q))ek(t) max ai + \/Hlax |a% + a0a2| 0
(A2 —U)(1 — Oa9) ’ 2min ag ’

le temps d’existence se minore finalement par

Ag, Ay, A A, A1, A
T..>T. = min (T C(W, Ag, Ay, 2)’ z(Ao, A, 2), x(bo, b1, b2) , (3.3.41)
Ay Ay max |by|
ou x(Ag, A1, Ag) est défini par (3.3.34)) et ((W, Ag, A1, As) est défini par (3.3.37). O
Remarque 3.3.6. Pour montrer que 0,w; reste fini en temps fini, on aurait pu également
suivre la méme procédure que pour O,wo et introduire ¥ tel que Oo(eV¥) = ;f?ﬁ{; et
o1 = e"(0,wy + V). On obtient alors 'équation le long de la 1-caractéristique :
01 + M0, 01 = — €7h171281)\1 + ((81h — 82h)f — 81f + 281)\1‘1’)1_)1
+ e (WOLf — O, f — V2N + MO + (010 — 0 W) f). (3.3.42)
D’apreés le lemme de Hormander [72] (Lemme [B.3.2]), en notant
bo(t) = —e "o\ <0,
l_)l(t) = (81h - agh)f - alf + 281)\1\11,
bo(t) = (VO f — O, f — V2011 + MO, + (010 — 00) f),
sion a
0 0 0
v1(8) =0, / |b2(t)|dt/ |bo(t)] dt exp (2/ |b1(t)] dt) < 1, (3.3.43)
B 5 B

alors I’équation (B.3.42]) de condition initiale 4 (3) en ¢t = 3 a une solution sur [3, ]. D une
part,
f(O2g +1) = V(U — A\y)

dg(A2 —U)
implique v1(83) > 0. D’autre part, la condition ([3.3.43]) est valide au voisinage de 6 = [,
ainsi, on a existence au moins en temps fini tant que

—0rwa(B,22(8)) 2

x(max |Bo , max |61|,max |62|)

0<p+ ) (3.3.44)

max |l_)1‘

ou x(bg, by, ba) est défini par (B.334)).
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Preuve du Théoréme [3.3.7]. De méme que pour la preuve du Théoréme 337 il s’agit
de recoller des morceaux de solutions réguliéres dans les domaines D,, D_ et Dgy. Par
hypothése, on peut construire des solutions réguliéres correspondant aux conditions initiales
(pg »ug ), respectivement (Po , U 1), dans les domaines D_ et Dy. Dans ces domaines, ces
solutions ne dépendent pas du prolongement choisi. Il reste & trouver une solution dans
le domaine angulaire Dy, ce qui est fait par I'intermédiaire du Théoréme Il reste &
vérifier que les hypothéses sont satisfaites

1. Les conditions p, > 0 et pg > 0 assurent que wy > w; sur les bords du domaine
angulaire.

2. De méme que dans le cas sans source, d;g + U0,.g est du signe opposé a 0, F + U0, F.
Or

OF + U0 F = a (&gwl +Ud, w1)+aif(8tw2 + U0, U}2)
Wy

.
(2 +lr <p+,p>’;—+> (U = X0 + F(row)
()

( - 4\/—5)p+F c+> (U = 20wy — f(r,w™))

= = [~V VB = Mo + (Va = VB - )]

+ ) 2O ph 2
T CoVF opt ct
ou
1 1 1
= C+p+(p_p+)’ b_c+p+(p+ ;)
Comme f > 0 car par hypothése wi + wy = 2u™ > 0, et a)%F(p*‘) = —p%(p_
pt) — (p% - p%)c(p+)2 <0, U—-X >U-—X >0, en utilisant les hypothéses

8rwf > 8rw§L > 0, on obtient bien O,F + U0, F < 0.

3. Comme Swy (t,22(t)) = g+ Udrg — d2g((A\y —U)0rwy + f) = 0 pour dwy; < —C
et wy (0, Rg) > 0, en intégrant on obtient w; > 0 sur K.

Par hypothése, les conditions 4 et 5 du théoréme [3.3.5] sont satisfaites. U

Application : gaz de Van der Waals

Pour un gaz de Van der Waals, avec les notations de la Section B.3.1],

Frw) = wh@ ) (wo — wi)(1 + g(w

8r .
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Si on suppose vy # %, on obtient

d—1 4 1 —1 4(vo — 1)b 4(v —1 ~
& — - o+ Do =1 . 4o —1) U(W) )+%HWU
Ar(1+bHY=1) | (370 = 5)(0 — 3) 370 —1 (70 = 3)
ap = _H%ﬂ%__}—l,
2
)

r

d—11].5%-"7 2(70 — 1)? 2 3—%
= 2 u+ (0 — 1 — 1) H4byo-1)— g7,
R e EA ((370 —5)(0 - 3) o= Vg

@zﬁmw7

q, g2 étant des fonctions ne dépendant pas de r.

Si v = 5/3, les valeurs de ®, a; et as changent, cependant on garde pour a; une
expression du type a1 = %ql (w) et pour ag une expression du type as = r%qg(w). De méme,
by = %pl(w), by = T%pg(w), p1 et po ne dépendant pas de r.

D’autre part, on a \; = u — 2L (H +bHY) > >0 H — b2 L HY. Par conséquent, si
y0—1

2
H < 5(3;701) (i.e. p < 35;’0), alors A\ > 0 et la l-caractéristique partant de Ry
-

s’éloigne de l'origine.

En outre, plus le domaine Dy est loin de 'origine, c’est-a-dire plus Ry est grand, plus le
temps d’existence sera grand. En effet les conditions (.3.32)-(33:43)) sont alors satisfaites
plus longtemps. En effet, x(Ag, A1, A2) défini en ([B334) ne dépend pas de Ry puisque

max |a; |2

T [a[ maxag] 1€ dépend pas de Ry. Si de plus on a une estimation de d,ws du type

Orwy (t, )] <

)

¢
.

pour tout (¢,r) € [0,T] x Ry, alors {(W, Ag, A1, Ag) défini en (B:3.37) ne dépend par de 7.

On obtient donc existence sur tout intervalle [0, 6] si § < T satisfait

Ap, A1, A Ag, A1, A bo.bi. b
0 < Ry max (C(W7 0, A1, Ag) (Ao, A1, As) x(bo,bl,b2)>

max [q1 | ’ maX‘Ql(w” " max |p1(w)|

On peut remarquer que la condition ci-dessus de décroissance de 9,w9 par rapport a r ne
semble pas incompatible avec la condition d,we < —C'. En effet, dans (3:3:20), le minorant
de —0,ws a une dépendance en r & travers une combinaison linéaire de (9rwf, (9,41);r et f.
En supposant que d,w; , d,w3 ont une décroissance en 1/r, les conditions (B.3.26))(3.3.40)
permettent donc & la fonction C' d’avoir la méme décroissance en espace que P, f (9rw;r et
Brw; , C’est-a-dire une décroissance en 1/r. La méme décroissance est donc possible pour
(9,402.

Le Théoréme implique :

Corollaire 3.3.7. On suppose que les conditions de compatibilité ainsi que les conditions
de Rankine-Hugoniot sont satisfaites en r = Rg. Si wy = 0 sur K et 0 < wy — wy <
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Ho-1
3=
b(v0—1)
probleme angulaire (3.3.20)-(3.3.8) pour un gaz de Van der Waals admet une solution locale
en temps et, avec les notations précédentes, le temps d’existence est minoré de la maniére
suivante :

sur C1 et K et si de plus —0,wq = C et |0pwa| < 7 le long de Cq, alors le

Tex = RO min C(W AO,Al,A2) s x(AO’Al’A2) , x(l_)o,l_)lal_)?) )
max [qi | max |q | max |p1 |

ou C(VV, AQ,Al,Ag), .%'(AQ,Al,AQ) et .%'(60761,62), de’ﬁms en (Li.i.ﬂ) et (J’.J’.J’é ), ne dé-
pendent pas de Ry.

Finalement, on peut construire une solution onde de choc, comme dans le Théoréme

B34 :

Corollaire 3.3.8. On considére le probléeme de Cauchy pour un gaz de Van der Waals
isentropique a symétrie cylindrique ou sphérique, qui satisfait donc les équations (3.3.27).
On se donne les conditions initiales € par morceauz (pg,ug) satisfaisant

pO(T) = Pa (T) ) pour T S [Oa RO[a
po(r) = pg (), pour r €] Ro, +oof,
up(r) = uq (1), pour r € [0, Ry,
ug(r) = ug (1), pour 1 €] Ry, +oo[ ,
ot py, e ug s ug sont €, et po = 0. On suppose que ug — H(pg) = 0 sur Ry et que

pPo < 3;;]0. On suppose de plus qu’on peut prolonger réqulierement (py,ug) et (pg,ug)

de fagon a obtenir deux solutions régulieres (p~,u~) et (pT,u™) définies pour tout temps
t € [0, Tp[. St de plus la condition de compatibilité [3.33) et les conditions (3.3.4)—(3.3.5))
et U > ut + H(p") sont satisfaites en r = Ry et

1. Uapplication w, satisfait linégalité 0wy < %(t),
2. Uapplication w* satisfait les inégalités Oywl > O,wi > 0, wi +wy >0, 8rwﬂ +
Opwy ( <<,

3. la condition initiale vérifie in(Ro) = 0,
4. la condition initiale vérifie py (Ro) > max(p™ (t,z),t € [0, T,z € Ry).

Alors, on peut construire une solution onde de choc pour t € [0,T1[, ot Ty = min(Ty, Tex),
et

Tex 2 RO min (C(W AO’Al’A2) x(AO’Al’A2) $(60,51,62)>

max|q| 7 max|qp| 7 max|p]

ot ¢ est défini en (3.3.37) et x en (3.5.37).

3.4 Equation de surface

On se concentre plus particuliérement ici sur les aspects géométriques de la propa-
gation de chocs en plusieurs dimensions d’espace. On s’inspire de 'approximation CCW
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(Chisnell, Chester [31], 33, 34], Whitham [I43] pp. 277-281|) pour étudier ’équation de
la surface de discontinuité. Comme Whitham, on introduit les rayons comme étant les
courbes orthogonales aux positions successives du choc, et les tubes de rayon comme étant
des tubes fictifs dont les parois sont constituées de rayons. L’idée est alors de partitionner
I’espace en un ensemble de tubes de rayons assez petits, puis d’étudier la propagation du
choc indépendamment dans chaque tube de rayon, en considérant que les parois d’un tube
sont hermétiques, i.e. que les particules ne sortent pas du tube ot elles sont initialement.
On fait ici une approximation puisque, en-dehors des cas particuliers des symétries plane
cylindrique ou sphérique, les trajectoires des particules n’ont en fait pas de raison d’étre
identiques aux rayons dans le cas général, méme si leur vitesse a méme direction au niveau
du choc. Par conséquent, les particules vont certainement sortir de leur tube de rayon.

Une étude plus poussée de I’évolution du front de choc est par ailleurs menée dans P.
Prasad [I10] particuliérement lorsque le choc est faible, ’approximation de Whitham [143]
étant assez bonne lorsque le choc est fort d’aprés [110, p. 319].

3.4.1 Fluide dans une tuyére

La premiére étape consiste a étudier ’évolution d’un fluide dans un tube de section
variable. On suppose que l'axe du tube est I'axe (Oz) et l'on note A(z) la section du
tube, que I'on suppose varier réguliérement : A € €1 (R;R). Dans ce cas, le fluide n’est
pas monodimensionnel, mais en considérant des moyennes sur les sections des grandeurs
p,u,s,p décrivant le fluide, on obtient aprés une « petite » approximation, les équations
suivantes, o x € R :

Oyp + u0pp + pc?Opu + pczu%' = 0,
ou + udgu + %(%p 0, (3.4.1)
s +udys = 0.

Ce sont les équations d’Euler dans les tuyéres (voir [94]). Les termes sources géométriques
liés aux symétries cylindriques ou sphériques sont des cas particuliers avec A(z) = ", ou
n = 1 en symétrie cylindrique et n = 2 en symétrie sphérique.

On cherche les solutions réguliéres de part et d’autre d’une discontinuité que ’on sup-

posera étre un 3-choc. Ce qui suit étend aux gaz de Van der Waals le calcul classique pour
les gaz parfaits polytropiques [143], pp. 265-274].
On suppose que le nombre de Mach devant le choc M est une fonction de z et 1'on
cherche une relation entre M et A. Soit x = X (t) la courbe caractéristique d’équation
d)(ift) = u(t, X (t)) + c(t, X (t)) se propageant dans la zone derriére le choc et arrivant au
choc en (t.,z.). On obtient alors

(C( 1 1 > <id(p(t,X)) . d(u(t,X))> __L1dAe))

t, X) + u(t, X) pc dt dt A dt

(3.4.2)

D’autre part, les conditions de Rankine-Hugoniot donnent les valeurs de p, u, p au niveau
M?(yg — 1) +2
270M? = (0 — 1)

du choc. On introduit le nombre de Mach derriére le choc m = comme

1. nozzle en anglais
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en ([L48)). Pour un gaz de Van der Waals polytropique on obtient (cf. paragraphe [I.4) :

u _ 2(1—=bpy)(M* 1) P 290M*— (% -1)

0= Meo+D) o

c _ MP(y —142bp1) +2(1 = bp1) P M?*(yo +1)

a1 mM (yo + 1) "o M2(yo — 14 2bp1) +2(1—bp1)

. ... < 1oe , .. L. d
Soit x(t) la position du choc a linstant ¢. L’application y vérifie F = U(t, x(t)). En

différentiant la vitesse u et la pression p le long du choc on obtient aprés calcul

d (u(t, x())) _ 2c1(1 = bp1) <1+ 1 > d (M(x(1)))

dt o +1 M? dt ’
d(p(t,x(1)) _ 4p1ci(1 — bp1) 17 M (X (®)))
dt Yo+ 1 dt ’

On remplace ensuite les dérivées de u et p le long de la caractéristique de vitesse u + ¢ dans
[B422) par les expressions ci-dessus, qui sont des dérivées le long du choc. On fait donc ici

choc

1-caractéristique

r

FIGURE 3.5 — Dérivée le long de la 2-caractéristique vs. dérivée le long du choc.

une erreur qu’on suppose petite (voir Figure B.0). En négligeant cette erreur, on obtient

— 2 _
M <1+ 2(1 — bpy) (M> — 1)m ><1+2m+i>d_M% 1d4

M2 —1 M2(yo — 1+ 2bp1) + 2(1 — bpy) M?2) dz ~ Ads’

Proposition 3.4.1. Lorsque l’on considére I’évolution d’un gaz de Van der Waals polytro-
pique dans un tube de section variable A(x), on obtient la relation approchée suivante entre
le nombre de Mach M = Uz—lul et la section A :

A
fb(M)%VM = —VT, (3.4.3)
ou
_ 2(1 — bp1)(M? — 1)m 1
fo(M) = (1 + V200 — T+ 2bpy) T 2(1 bp1)> (1 +2m + W) : (3.4.4)
i — | M0 =1)+2

290 M? — (0 — 1)
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Remarque 3.4.2. Comme 9 > 1, m est bien défini pour M > 1 > % > 7207_01 D’autre
part, pour M > 1, fp(M) > 1 et

2(1=bp1) [yw-1 Y —1
M) = oo foo = | 1+ 1+2¢/ 22— >1. 3.4.5
RoM) =atoe ] ( 70— 1+2bp1 V' 20 V" 2% (349

Preuve. Il reste a estimer U'erreur effectuée. Réécrivons les équations obtenues. Le long de

la courbe d’équation x = X(¢) on a

1 1 1 1 1 —A
-—+—|= 0, Or 9) Or =—, 3.4.6
<c+u> [pc(wct“ p>+<u+ct“+ “) A (345)
et d’autre part, le long de la courbe d’équation = = x(t)

1 4p1ci(1 —bp)M
ZOip + Oyp = M, 3.4.7
700 + Ozp po— (3.4.7)
1 261(1 — bpl) 1 /
— = —"—"—""—"=S1|14+— | M. 4.
U(?tu—i—@u p—— —|—M2 (3.4.8)

En faisant (3.4.6])— <% + %) (ﬁ (BIZD—(BEED), on obtient au point d’intersection des deux

courbes (t.,z.), on X (t.) = x(t.),
1 1 1 1 1
(G+7) (G 7) [eow+om

11 1 4p1c2(1 —bp )M 2c1(1—b 1 —A
EAY e pici(1 —bp1) N ci(1—bp) 1) )= ’
c u pe Yo+ 1 Yo+ 1 M A

ce qui s’écrit encore

<1+1> ( 1 _i> [i%wﬂ} L MAQD A

c u)\u+tc U M? -1 A
L’approximation effectuée consiste a négliger le premier terme de cette égalité. Or

1 1 —1 1 1
(zﬁ) <7‘u+c>—@<u+c—m

—(p+ 1)1 -m)
2¢3(1 — bpy) (M2 - 1)’

Si le choc est fort, on a M > 1 auquel cas 1—m? = (1—m)(1+m) = (m+gz?;t)lgdﬂgizvlg—1)) =0

doud0<m<1let
1 1 1 1 M
LTy (1 L) (MAODY
U c U u+ec M2 -1

ce qui justifie Papproximation si on suppose par ailleurs que 1/(pc)dsp, dyu et M’ restent

bornés. O
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3.4.2 Equation approchée pour la position du choc

On considére un choc & travers une surface de discontinuité Y se propageant & une
vitesse (normale) non-nulle en tout point, de sorte que I'on peut a chaque instant ¢ décrire
¥ comme l'ensemble %(t) = {z € R% 3(x) — cit = 0}, ot B : R? — R est une fonction
supposée réguliére et sans point critique. On définit les rayons comme les courbes intégrales
du champ v = ‘g—f;', un « tube de rayons » étant alors une région de ’espace délimitée par
deux positions distinctes (Ag C X(to) et Ay C X(t1)) du choc et des rayons (voir Figure [3.6]).
On suppose que, au moins dans un voisinage de g les courbes intégrales de v ne se croisent

A1

Ao
FIGURE 3.6 — Tube de rayon.
pas, ce qui est vrai par exemple si ¥ est une sphére (en allant vers l'extérieur). Cette

condition nous ameéne a choisir ¥ convexe. Soit x € B, C X(t), ou B, C B(z,r)NX(¢). 11
existe alors By, '« image » de B, sur ¥y obtenue en remontant les rayons. On considére

d

alors un tube de rayons reliant B, C X(t) & By, € ¥ et on note A(x) = lim,_,o <ffBT 11;;)
BO,T

(voir [143] p. 280]).

Proposition 3.4.1. Pour A défini comme ci-dessus, on a V - 7 = 0.

Preuve. Soit ¢ le flot de la normale aux surfaces 3 = cste, pas nécessairement unitaire

(un choix intéressant est Jyp = %, ce qui assure %6(@0@, x)) =1 et donc B(p(t,z)) =
y(@) +1).

Soit ¥y = ¢(t, Xp) (voir Figure [3.7)). L’application A représente 'aire locale et pour tout
x €%, r>0etT=¢(t,x) €, A est définie par

A(F) = llg(l] <|Et N cp(t,B(x,r))|> ‘

|EoﬂB(1‘,T)‘
Or, si Xg = {f(u,v); u,v € Q}, en posant D, = f~1(B(x,r)) on a

o , of

55 " Do du dv

|EO ﬂB(az,r)| = /D
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F1GURE 3.7 — Flot allant de ¥g a ;.

D’autre part, on a alors Xy = {p(t, f(u,v)); u,v € Q}. Par conséquent 3y N (L, B(z,7)) =
{o(t, F(u,0): w0 € D, }, et en notant J(u,v) = p(t. f(u,v)) on a

‘Et N cp(t,B(m,r))| = /D

Or 2_5 =D, p(t, f(u,v)) - % et g—f =D, ¢(t, f(u,v)) - % Par conséquent

3f of of  of
8u 9 ‘ ‘detDr o(t, f(u,v) “ 30
—r0 ‘detDrgp (t,x ‘H—f A g
ov
Ainsi, on obtient A(Z ‘det D, o(t,x ‘ Dot
doy () {detDr go(t,g:){ af of
= — A = ||du dv
s, A@)  Jo |detD, o(t,z)|||0u " dv
dog(z)
o A(x)

puisque A(x) = 1 pour tout z € ¥.
On applique maintenant le théoréme de Green-Ostrogradsky & un tube de rayon V
reliant Ay = X0 N B(z,r) a Ay = X, N o(t, B(z,r)), on obtient

v v-n do; dog
V-(—)dV:/ ——do = ——/ —_
/v A av A A A Ja A

n étant la normale sortante du tube tube. En effet, par définition des rayons, v-n = 0
sur les parois constituée de rayons. Il reste donc seulement les intégrales sur les surfaces

transverses. Ainsi
v
V- <—> dV =0.
L9 (4

Comme cela est vrai pour tout tube de rayon, cette égalité implique V - 7 = 0. O
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Proposition 3.4.3. On considére une solution onde de choc des équations d’Euler com-
pressibles (I11l), la zone devant le choc —indicée par 1— étant au repos. La surface de
discontinuité d’une solution onde de choc des équations d’Euler compressibles étant donnée
sous la forme : ¥(t) = {x € R B(x) = c1t}, Uéquation vérifiée par B est donnée de maniére
approchée par :

VB

Ve =

(fbu/rvm) . 1) ver A, (3.4.9)

1—|vpP Vgl
ot fp est défini comme en (34.4).

Preuve La vitesse normale de propagation de la surface X(t) = {z; B(x) — c1t = 0} est :

U= |V/5’| = Mc¢;, donc M = |V/5’| par définition de M (voir (L44)). D’autre part, la
direction normale & la surface X(t) est v = IVgI On considére maintenant un tube de

rayon de volume V' (voir Figure B.0), les rayons étant les trajectoires suivant le champ de
vecteurs v. On suppose que les rayons joignent les surfaces transverses aux rayons Ay € g
et A; € X(t1). Avec la relation entre A et M (B.4.3]), on a finalement

M f,(M) ~v4a 1

T VM = - M = ~a (3.4.10)
_ VB v\ _
= A V. (Z) =0. (3.4.11)

On réunit alors d’une part les deux équations de ([B.4.10) et d’autre part les deux équations
de (B4.I1) afin d’obtenir deux relations entre (3 et A :

fo(1/IVB) V2BVB _ VA

L (vaP VAT A S
V2B(V3,V3) VA
Ag— B g 22 (3.4.13)
va* A
d’ott I'on élimine Y en faisant le produit scalaire par V3 dans (3.4.12). O

Remarque 3.4.4. L’équation (3.4.9) est en fait une équation en Y = V3, de la forme

1 f/IY]) o
VP < 7 1) VY (Y,Y) =divY,

ou Y satisfait la condition supplémentaire VY = VYT,

Soit ¥g une hypersurface de R? et Y un champ de vecteurs transverse a cette hypersur-
face. Le probléme considéré s’écrit alors :

NE (fb<1/\vm;+ )V%(w vg) 0

1—|vg| V" VA (3.4.14)
ﬁ’Eo 07 | ‘
p1—p
vﬁ|20 - lm]\f

ol p1, p2,u1,us vérifient les conditions de compatibilité de Rankine-Hugoniot a travers X
et ot IV est la normale sortante de Y, colinéaire & us et de méme direction.

On étudie désormais plus précisément 'EDP du second ordre non-linéaire (3.4.9). On
rappelle au préalable quelques définitions (cf. Strichartz [128] §§ 8.4 & 8.5]).
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Définition 3.4.5. Pour un opérateur linéaire du second ordre & coefficients constants L =
zj,kEﬂl,dﬂ aj’k(?j@k, le symbole de I'opérateur est le polyndéme

p&)=— > ¢,

J,ke[1,d]

Pour un opérateur a coefficients variables L = jke[Ld] a?*(2)9;0y, le symbole de 'opéra-
teur en x est le symbole de la partie principale du linéarisé autour de ’état constant . On
obtient finalement p(z,&) = =32, ep.q] alk (2)€;&k.

Définition 3.4.6. L'opérateur du second ordre L =3\ cry g a?k(2)0;0) est dit hyperbo-
ligue dans la direction N € R? si pour tout ¢ € R? le polynéme w — p(§ + wN) admet
deux racines réelles. Si de plus, pour tout & € R4\ Vect{ N} ses deux racines sont distinctes,
alors on dit que L est strictement hyperbolique dans la direction N.

L’équation Zj ke[1,d] aj’k(x)ﬁjaku = 0 est hyperbolique si 'opérateur

L= Z aj’kajak
J.ke[1,d]

est hyperbolique.

Définition 3.4.7. Le cone caractéristique en x de Vopérateur L = Zj,ke[[Ld]] a?* (2)9;0y,
hyperbolique dans la direction N, est ’ensemble

cary(L) = {f € Rd;p(az,g) = O} .

Le cone ‘forward’ en z noté I',(L) est alors la composante connexe de R%\car,.(L) contenant
N.

Définition 3.4.8. Une hypersurface S est dite ‘spacelike’ en x € S pour une équation
hyperbolique du type B.420)) si v(x) € I'z(L)N(—I'x(L)), lorsque v(z) représente la normale
a la surface S en .

Proposition 3.4.9. L’équation [B.49) est strictement hyperbolique tant que |V 3| < 1. Elle
est de type elliptique pour |V 3| > 1.

Le cas qui nous intéresse est le cas supersonique, c’est & dire M > 1. Comme, M =
1/|V 3|, cela revient a considérer |[V3| < 1, ce qui correspond au cas hyperbolique.

Preuve. On note F(u) = LU/ - goit B une solution de B49) et v = ‘g—/g'. L’équation

1-u
linéarisée de ([B.4.9) autour de 3 s’écrit :
Vb

Ab=(F(|Vp]) +1) <V2b(% v)— 2V2B(V, v){v - W

2y, Vb
)+ 2900 o)
+ F'(IVB)(v - Vb)V?B(v,v).

Le symbole principal de I’équation ([3.4.9), qui est dans le cas non-linéaire le symbole prin-
cipal du linéarisé s’écrit alors, pour ¢ € R?

p2(VB3,8) = [ = (F(IVB]) +1) (&, v)?
— T (Id — (F(V8]) +1) WT) £
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On remarque ici que la matrice Id — (F (1vg|) + 1) vv'T est symétrique réelle de valeurs
propres (—F(|Vf|),1,...,1). Ainsi, si F' est a valeurs strictement positives, ce qui corres-
pond & |Vj| < 1, la forme quadratique associée est de signature (d — 1,1) et définit donc
une métrique de Lorentz. Plus précisément, cette forme quadratique sera négative selon la
direction v et positive sur le sous-espace vectoriel orthogonal & cette direction. On peut
vérifier que ’équation est alors bien hyperbolique dans la direction v ; en effet, pour £ € R?
et w e R,

p(@,€ +wv) = €+ wrl’ = (F(VA]) +1){€ +wr, 1)’
= 6 +w? + 20(6,0) — (F(VB) + 1) (€, 1% +w? + 2w(e, 1))

Y2 4 (€,V> [

- v TRV

W+ 20(E,v) + (€,

11 suffit de vérifier que les racines de ce polyndéme en w sont toutes réelles. Or le déterminant
associé a ce polyndéme est

A= (W)(\sr (€&0)?) > 0.

On a de plus égalité si et seulement si € est paralléle & v, ce qui donne la stricte hyperbolicité
de I’équation.

Si F est strictement négative, i.e. [V3| > 1, alors la forme quadratique associée est de
signature (d,0). L’équation est alors bien elliptique (voir D. Gilbarg & N. S. Trudinger [54]
chap. 6]). O

Dans le cas elliptique, ’équation ([B.4.9]) peut étre comparée a une équation de courbure
moyenne de la forme (1 + |Vu|?)Au — V2u(Vu, Vu) = dH(1 + |Vul?)3/2 (voir |54, chap.
16]). On s’attend alors & ce que les propriétés de 'équation (B.4.9) soient similaires a celles
de I’équation de courbure moyenne.

3.4.3 Solutions particuliéres

On cherche des solutions particuliéres de I’équation (3.4.9]) ne dépendant que de r = |z|.
En observant que, si f(z) = B(|z|), on a A = B" + %B’ et en coordonnées sphériques

B" 0 0
V23 = 0 B% 0 |, on obtient I’équation
B/
0o 0 Z
fb(|B,(T)|_1) p_d—1_,
B" = B'. 3.4.15
1—|B'(r)]? r ( )

3.4.3.A Ondes planes

Dans le cas des ondes planes, on s’attend a trouver U et M constant et donc aussi
V3 constant. On considére dans ce cas 3 de la forme B(x) = B(x - €), ot e € R? est fixé.
L’équation en [ est alors semblable a (3.4.15) en prenant d = 1 L’équation devient alors

fo(|8')3" = 0. On suppose 3'(0) < 1 de sorte que M (0) = B( 1 > 1. D’ou, par (3.4.4),
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on voit que f5(4(0)) > 0. Ainsi, au voisinage de l’origine et tant que 5 > 1, '’équation
devient 3” = 0. Par conséquent, pour tout r € R, 3(r) > 1 et la solution donnée par
B(r) = B'(0)r + B(0) est définie pour tout r € R. Ainsi, on a bien obtenu U, M, V{3
constants.

3.4.3.B Solutions autosimilaires

Lorsqu’on cherche une onde de choc autosimilaire, on s’attend & ce que la surface de
discontinuité soit régie par une équation de la forme fB(x) = B(|z|) = ci1t avec B(r) =
c1 (%)UQ. En effet, 'emplacement du choc est censé étre donné par R(t) = Alt|*. En
reportant cette forme de 5 dans 1’équation (B.4.15]), on obtient

(J”{;(_Bi;;)) (é_1> =(d-1).
d—1

On ne trouve donc pas de solution exacte, & moins que f(M) = ﬁ(l - #), ce qui
est en contradiction avec la définition (3.4.4) de f,. En prenant la limite lorsque » — 0, en
supposant o < 1 (cas de 'implosion, voir Sections2.2.3let3.2)) on a B’ = 4L (%)1/(171 r—0
Oet M = \Fl’l —_0 +00. On trouve alors foo(é —1)=d—1,00 foo = limps— 00 fo(M) > 1

est défini comme en (.41, et par conséquent

—

n d—1
foo o
En comparant les valeurs obtenues pour le coefficient d’autosimilarité a aux valeurs

numériques données par R. F. Chisnell [34] dans le cas d’un gaz parfait polytropique on

obtient le Tableau 3] : 'erreur relative moyenne est de 0,13% lorsque b = 0, lorsqu’on
compare aux résultats de Chisnell [34]. Cependant, l'erreur augmente avec b, lorsqu’on
compare aux résultats de Arora & Sharma [8] (voir Tableau B.2)). Elle augmente d’ailleurs

plus vite pour d = 3 que pour d = 2, et, a b et d fixés, elle est plus grande pour g = 7/5

que pour vy = 5/3.

1
— =1 3.4.16
o ( )

En posant y = B’ dans I'équation (B.4.I7]), on se rameéne a étudier 1’équation suivante
pour r € RY :
1—y? d—1
/
Y =-—71n—v  y(1)=DB1€01[. (3.4.17)
follyl=1) v

En posant 7 = Inr et z(7) = y(r) cette EDO devient autonome
1—22
follzI71)

Proposition 3.4.10. Soit y la solution de l’équation (3.4.17) avec condition initiale y(1) =
By. Si By €]0,1] alors y est globale et a valeurs dans ]0,1[. De plus :

2 =(d-1) y(1) = By €]0,1]. (3.4.18)

) = B ) Ror i,
ot Ko est une constante positive non-nulle et fo, est définie comme en (34.5]). De plus :

ot Ky est une constante positive non-nulle.
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Yo bp1 d|  foo a par (B.416) | « par [34] | « par [144] | « par [8]
6/5 0 3| 6.1307 0.7540 0.757145
6/5 0 2 " 0.8597 0.861162
7/5 0 3| 5.0743 0.7172 0.717172 0.717
7/5 0 2 " 0.8354 0.835322
5/3 0 3| 4.4360 0.6892 0.688378
5/3 0 2 " 0.81604 0.815625
6/5 | 0.00006 | 3 | 6.1277 0.7539 0.757447
6/5 | 0.0004 | 3| 6.1108 0.7534 0.757263
6/5 0.01 3| 5.6754 0.7394 0.734492
7/5 0.05 3| 4.2779 0.6814 0.661 0.661544
7/5 0.05 2 " 0.8105 0.802926
5/3 1 0.003 | 3| 4.4058 0.68778 0.6864959
5/3 1 0.025 | 3 4.19963 0.6774 0.66979
7/5 0.1 3| 3.7469 0.65199 0.596033
7/5 0.1 2 " 0.78933 0.77411
5/3 0.1 3| 3.6540 0.6462 0.632769
5/3 0.1 2 " 0.7851 0.779399
7/5 0.2 3| 3.0833 0.6065 0.537973
7/5 0.2 2 " 0.7551 0.728344
5/3 0.2 3| 3.1652 0.61279 0.594130
5/3 0.2 2 " 0.7599 0.751708
7/5 0.25 3| 2.8620 0.5886 0.534 0.507834
7/5 0.25 2 " 0.7410 0.71577

TABLE 3.1 — Calcul du coefficient d’autosimilarité «.

Y0 bp1 erreur relative pour d = 3 | erreur relative pour d = 2
6/5 | 0.00006 0.46%

6/5 | 0.0004 0.50%

6/5 0.01 0.66%

7/5 0.05 2.96% 0.94%
5/3 | 0.003 0.19%

5/3 | 0.025 1.12%

7/5 0.1 8.95% 1.94%
5/3 0.1 2.11% 0.73%
7/5 0.2 11.98% 3.61%
5/3 0.2 3.08% 1.08%
7/5 0.25 14.79% 3.57%

TABLE 3.2 — Calcul de l'erreur relative sur « entre (3.4.16) et [8].
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Preuve. Etudier la solution y de ([3ZI7) avec condition initiale y(1) = B; revient a

étudier la solution z de (B4I8]) avec condition initiale z(0) = B;. Comme cette équation

est autonome, on peut étudier ses points fixes, qui sont 0,1 et -1. On note O(z) = (d —
1—22

V= Ona

—2(d—1
@/(_1) _ ( ) ,
fo(1)
d—1
0'(0) = —,
© foo
2(d—1
0'(1) = _f______Z.
fo(1)
La condition initiale se trouvant dans U'intervalle ]0,1[, z va donc de 0 quand 7 tend vers
—oo vers 1 quand 7 tend vers +oo. L’équation linéarisée en 0 est alors 2/ = %z et
d—1
I’équation linéarisée en 1 est 2/ = 2%—3)2. On obtient donc les équivalents z ~_o Kge e
2(d—1)
et 2 ~i00 1+ Kie /M T O

3.4.4 Solutions quasi-sphériques

On s’intéresse désormais a des solutions plus générales de I’équation (3.4.9]). On cherche
a utiliser le résultat d’existence locale suivant (voir [I32] chap. 16]).

Théoréme 3.4.11. On considére une équation scalaire du second ordre quasi-linéaire de la
forme

Oiu— Z a*(t,y, D' u)d;Opu— Z Bi(t,y, D' u)0;0,u = C(t,y,D' u), (3.4.19)
J,ke[l,d-1] Jj€l,d-1]

ot € Ry € R DYu = (u,0u,01u,...,05_1u) € R les coefficients a?*, BI et C
étant réguliers et & valeurs dans R. On suppose de plus qu’il existe une constante K > 0
telle que pour tout (t,y, W) dans R x R¥™1 x R pour tout ¢ € RI~1

ST @ty WgE > Kle

j,ke[1,d—1]

Alors, pour tout f € HFH1 (R, g € HF(RIY), avec k > (d—1)/2+1 I’équation (B.419),
associée aux conditions initiales u(0,y) = f(y), Ou(0,y) = g(y), admet une unique solution
u € €01, HF LRI n (I, HF(RY)), sur un voisinage I de 0 dans R.
De plus, cette solution persiste tant que la quantité
Hu(t)HWZOO(Rd*l;R) + Hatu(t)levoo(Rdfl;R)
est bornée.

Dans le cas qui nous préoccupe, ’équation s’écrit

A: V33 = Z aj’k(Vﬁ)ﬁjakﬁ =0, pour z € RY, (3.4.20)
7,k€[0,d—1]
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avec A =1;— (F(IVB|) + )VB(VA)T. Les coefficients a’* et ¢ sont donc réguliers et

1
NE
a valeurs réelles et la matrice A = (aj’k> helDd—1] définit une métrique de Lorentz sur R,

J,k€|0,d—
si [VB| < 1. On connait de plus ¥y une hypersurface de R? sur laquelle sont données des
conditions de Cauchy :

1
=0, \% =——N,
/3‘ Yo /B‘Eo M(O)
ot N : 09 — S% ! est une application associant & chaque point de ¥y la normale a ¥
en ce point, supposée unitaire et sortante, et M (0) est le nombre de Mach initial. Notons
que la normale sortante est bien définie en supposant g convexe et compacte. Afin de
pouvoir utiliser le Théoréme [B.4TT] on est amené a faire un changement de variable mettant

I'équation ([B.420]) sous la forme (3.4.19).

Proposition 3.4.12. On considére ’équation (3.420), avec des conditions initiales données
sur Yo, hypersurface de classe €%, compacte, strictement convexe. On suppose de plus que
pour tout x € R, A(x) est symétrique réelle et diagonalisable dans une base Q(z) € Og(R)
sous la forme

—ap(z) 0 0
ewtawew-| ¢!
0 ag—1(x)
ol g, ..., Qq_1 sont strictement positifs pour tous x € Xg. Alors

1. Vopérateur L = A : V? est strictement hyperbolique dans la direction v(x) = Q(z)e1,
Vo e RY;

2. si, pour tout xy € Xg la normale p(xo) a Xo est le premier vecteur-colonne de Q(xg)
alors X est ‘spacelike’;

3. Uapplication ) : (t,x9) € R x g +— xg + tp(zg) est un €1-difféomorphisme local en
temps qui met ’équation (B.A20) sous la forme (3.419) ;

4. si de plus, pour tout o € Xy l'endomorphisme de Weingarten W(xg) de 3¢ en xg
n’admet que des valeurs propres négatives, alors ¥ réalise un difféomorphisme de Ry x
Yo dans RN\ Conv (%), ot Conv(Xg) est l'enveloppe conveze de Yg.

On rappelle que W = — DM|T20> ou Ty, Y est 'espace tangent en zp a 2.

Preuve. 1. Hyperbolicité : le symbole associé a 'opérateur L est le polyndéme p(z, &

&) =
>0 i (@)&&; = ETA(z)¢. En posant € = Q(x)n, on obtient p(z,Qn) = —ao(x)ng +
>k o (@)ni. Et pour tout w € R,

p(z,Qn + wQer) = p(r, Q(n + weq))

= —ap(no +w)* + > i
2

= —agw® — 2a0now — agng + Z aRmy -
k
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Le discriminant de ce polynéme en w est alors
A = dafng — dag(aonh — > axnp)

k
=4ap Y apny

ks
= 0.

On a de plus A = 0 si et seulement si 7 = (19,0,...,0)T = nge1, c’est a dire & = npQe;.
Ainsi L est strictement hyperbolique dans la direction N(x) = Q(z)e;.

2. Par définition le cone forward de 'opérateur L est la composante connexe de R?\car, (L)
contenant la direction d’hyperbolicité v; et la surface ¥ est spacelike si sa normale est
dans le cone forward. Or on suppose ici que la normale N & la surface g est exactement
la direction d’hyperbolicité. Par conséquent, >g est bien spacelike.

3. Difféomorphisme. Observons tout d’abord l'effet d’un changement de variable sur I’équa-
tion (3Z20). Soit ¢ : R? — R? un ¢! diffeomorphisme, qu’on définira de maniére adéquate.
Notons @ I’application telle que u = @i o ¢, Vu = (d;u;) et Du = (9ju;) = VuT. Alors, pour
tout h,k € R, Du-h = Dii- (Dp- h) et V2u(h, k) = V2a(Ve - h, Vo k) +Vi-VZ2p(h, k).
Ainsi, en notant 3 = o ¢!, Péquation ZZ20) en [ équivaut a

(Vo)TAV: Vg + > (0kB)A: Vi =0.
ke[0,d—1]

En particulier, si Vo(z) = Q(z)T pour tout x € R?, alors 1'équation sur B est de la

forme (B.4.19).

On considére maintenant I’application 1 définie par
Y (t,z0) € RT x Xg = mg + tN(20) .

Vérifions que cette application définit bien un changement de variables. On commence par
montrer que cette application est un difféomorphisme local en I’écrivant dans une carte
adaptée. Yy étant une variété de dimension d — 1, pour tout xzg € X, il existe U C X
un voisinage de zp dans Xy et 6 : R — U un %'-difféomorphisme. On a alors, pour

U(t,y) = (t,0(y)),

0¥ = N(6(y))
D,V = (I, +tD;, N)D, 0
On remarque ici que la restriction de DN a l’espace tangent T}, % est 'opposé de ’endo-
morphisme de Weingarten, dont on sait qu’il est symétrique, et donc diagonalisable dans
une base de T,,Xp. On note vy,...,v4—1 les vecteurs de T,,%( diagonalisant la restric-

tion de DN & ce sous-espace. Alors, (N (zg),v1,...,v4_1) est une base de R? et pour tout
je{l...,d—1}, il existe wy, z; € R tels que

T _ T AT
vj DN = —wjv;j +2z; N,

oil les w; sont les courbures principales de ¥y. D’autre part || N||, = 1 implique NT DN = 0.
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En notant P = (N(x¢),v1,...,04-1), on a donc
0 0 0 0
proy—| " 7Y PT4| 7| N
—Wqd—1 Zd—1

On remarque ensuite que D est une base de T}, %g. Par conséquent NT D@ = 0 et on a

1 0 . 0
0 1—tw; O
PTY(I; +tDN)Df = , PTDo
1-— twg—1
d’otul finalement
1 0 0
0 1—tw; O .
Dy, W = . P (N\ Do )
1-— twd,1

ce qui montre que Dy , W est inversible, (IV, D) étant de rang d. Par le théoréme d’inversion
locale, on voit que ¥ est un difféomorphisme local. On obtient alors, en posant ¢ = Ul et
en notant M = PT DO, W = Diag(0, w1, ... wg_1)

VT AVe =DV PPTQQRTAQQTPPT (DY 1T

110 .
= < ol m ) (Id - tW)PTQ Dlag(_QOa s aad—l)

x QTP(Iy—tW) ( (1) ]\;T ) :

Il reste alors seulement & remarquer que les premiers vecteur colonne de P et () sont les
mémes. De plus, ces matrices sont toutes deux orthogonales, il existe donc R € Oy4_1(R)

telle que PTQ = ( (1) ]0% ), d’ou

— 0
VT AV = < 00 " ) :

ou

M = MTDiag(l — twi)RDiag(ai)1<i<d,1RTDiag(1 — tw;) M .
Pour ¢ assez petit, 1 — tw; > 0 pour tout i € {2...,d}, et M est alors symétrique définie
positive. L’équation (B.4:20]) se retrouve bien sous la forme souhaitée.

4. Si on suppose de plus que les valeurs propres de ’endomorphisme de Weingarten wy, ..., wg_1
sont toutes négatives, alors DV est inversible pour tout temps, localement en espace. Ainsi,
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on a montré que ¥ est un difféomorphisme local en espace, local en temps. En utilisant
de plus que ¥ est compacte, strictement convexe, on voit que les droites dirigées par les
normales se coupent pour des temps négatifs. En ne considérant que des temps positifs, on
se retrouve alors & I'extérieur de la surface. Réciproquement, si x € Rd\Conv(Eo), il existe
t >0 tel que z € 3.

O

Pour I'équation linéarisée, A = Iy — (Fy + 1)vv'™. Et on peut choisir @ de sorte que P
et @@ coincident. On a alors N = I;_4 et

—F(|VeoVu 0
WTAW:< (v u!)}M>

ot M = MTDiag((1 — tw;)?)aci<caM et M = PTD0.

[Vul \[Vul
Q(x)ey =N = %. On introduit alors x de la fagon suivante :

T
Pour I'équation initiale, A = I;— (F(Vu)+1) 2% ( Vu > , par conséquent on doit avoir

PBL0) — N, 20)),
X(0,40) =

Ainsi, on a bien dyxy = N. Il reste & déterminer si (¢, z¢) — x(t, o) est un difféeomorphisme.
On ne peut pas calculer directement T, X, mais on sait néanmoins que Tz, x(0, zo) = Idr, %,
et que 0,1y, x(t, x0) = =W (x(t,20))Tw,x(t, z0). Par conséquent

t
T$0X = IdTE() - / W(X(T7 xO))TxOX(Tv wO)dT'
0

On voit ainsi que pour ¢ assez petit, T, x est de rang d — 1, ce qui nous permet de conclure
que x est un difféomorphisme local.
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Introduction

Cette partie traite un probléme de modélisation de trafic routier consistant & déterminer
I’évolution de la densité de véhicules sur un rond-point. Des modélisations de réseaux rou-
tiers ont déja été introduits, par exemple par M. Rascle & S. Moutari [68, 69, [105] ou encore
M. Garavello & B. Piccoli [52] ou [32], qui peuvent en particulier s’appliquer au rond-point
méme si le point de vue adopté est peut-étre plus adapté au cas de réseaux autoroutiers. On
choisit ici une approche macroscopique du trafic, ce qui signifie qu’on étudie une densité
de véhicules au lieu d’étudier chaque véhicule séparément, et on adopte le modele LWR
da a Lighthill-Whitham—Richards [90, 113] consistant simplement en la conservation de la
masse des véhicules.

On considére ici qu’un rond-point est une route infinie périodique, comprenant des points
d’entrée et de sortie de véhicules. La période correspond alors au périmétre du rond-point.
En particulier, on ne veut pas étudier ici le trafic sur les routes secondaires de sortie et
d’entrée de véhicules.

Plus précisément, le modéle introduit est tel que, entre deux points d’entrée et de sortie
de véhicules, le trafic suit le modeéle LWR, de sorte que la densité totale r(t,z) vérifie
I’équation :

Or + 0y (rv(r)) =0,

ou v est une loi de vitesse donnée. En fait, on considére plutét une extension multi-classe
du modele LWR, comme dans [86], les catégories de véhicules dépendant de leur origine et
de leur destination. Comme cette distinction est assez artificielle, on donne la méme loi de
vitesse a tous les véhicules. Finalement, si p, est la densité d’un type de véhicule, elle vérifie
I’équation suivante sur n’importe quel segment contenu entre deux points de discontinuité :

atpa + ax(PaU(V")) =0.

En sommant sur tous les a, on retrouve ’équation sur la densité totale r. D’autre part, les
points d’entrée et de sortie de véhicules sont traités par des conditions aux bords spéciales
inspirées des conditions de Bardos—Leroux—Nédélec [10], [121, Chapter 15]. Ces conditions
aux bords sont données par des inégalités et sont comparables aux conditions de R. M. Co-
lombo & P. Goatin [37] au niveau d’un péage : ce sont des bornes sur le flux des véhicules
entrant ou sortant. Ces bornes peuvent étre considérées comme des contraintes correspon-
dant aux capacités des routes secondaires.

On traite tout d’abord le cas de la route « en T », puis on colle les solutions obtenues au
voisinage de chaque point d’entrée et sortie afin de trouver des solutions locales en temps.
Pour le probléme de la route en T, on différencie trois types de véhicules : les véhicules
allant tout droit de densité pi, les véhicules sortant de la route principale de densité po et
les véhicules entrant sur la route principale de densité p3. On demande alors que, au niveau
du point de discontinuité, le flux de p; soit conservé, le flux de ps soit borné par une fonction
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« de sortie » o, et le flux de p3 soit borné par une fonction « d’entrée » i. On résout alors
le probléme de Riemann pour ce modéle qui consiste a prendre des conditions initiales de
part et d’autre de la discontinuité. Ce probléme semble peu intéressant au premier abord,
cependant c’est la brique fondamentale pour des schémas numeériques tels que le schéma de
Godunov et le schéma de Glimm. C’est donc un premier pas important avant d’aborder le
probléme de Cauchy, pour lequel les données initiales sont quelconques. On obtient ainsi,
pour le probléme de Riemann associé & ce modéle de route en T une unique solution faible
entropique.

On traite enfin le cas du probléme de Riemann pour la route & « n-T ». Pour cela, il
suffit de coller les solutions locales au niveau de chaque discontinuité, la vitesse finie de
propagation permettant de calculer dans ce cas une unique solution faible entropique. On
peut de plus donner une borne inférieure pour le temps d’existence de cette solution

On donne ensuite des simulations numériques pour une route avec un ou deux points
d’entrée et sortie en utilisant un schéma de Godunov. Ces simulations laissent a penser que,
méme pour des données initiales sinusoidales la variation totale diminue au cours du temps.

Grace a la méthode de front tracking, on montre finalement que dans certains cas, en
particulier lorsque la densité initiale est assez faible et la capacité des routes secondaire
assez élevées, le probléme de Cauchy pour une route avec n jonctions admet une solution
faible entropique globale.



Chapitre 4

Modélisation d’un rond-point

Dans le but de modéliser le trafic routier sur un rond-point, on est amené a étudier le
trafic sur une route ayant des points d’entrée et de sortie de véhicules. Dans cet article,
publié dans Journal of Mathematical Analysis and Applications en Février 2009 [104], on
décrit la modélisation d’une route avec jonctions et on résout le probléme de Riemann
pour un tel modeéle. Plus précisément, entre deux points de discontinuité, on utilise une
extension multi-classe du modéle LWR pour décrire I’évolution de la densité de véhicules,
I’approche multi-classe étant utilisée afin de distinguer les véhicules selon leur origine et
leur destination. D’autre part, les points d’entrée et de sortie de véhicules sont mis en place
a travers des conditions aux bords donnant des bornes sur les flux des différents types de
véhicules.

Dans le cas d’une route infinie avec une seule jonction —aussi appelée route « en T »,
voir Figure LIl on obtient un résultat d’existence et d’unicité. Cette premiére étape nous
permet d’obtenir un résultat similaire pour une route infinie avec n jonctions. Cet article
prouve ces résultats et décrit également quelques propriétés des solutions obtenues, afin de
voir dans quelle mesure ce modéle est valide.

p1
P2 3

al

FIGURE 4.1 — A ‘T-road’.

Au paragraphe .2 on décrit plus précisément le modéle et on donne nos principaux
résultats ; au paragraphe 3] la preuve des résultats obtenus dans le cas de la route en T
est détaillée; et au paragraphe [£.4] on prouve les résultats du cas général.

La suite est en anglais car c’est la reproduction de l'article [104].
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4.1 Introduction.

Traffic modelling, in particular from a macroscopic point of view has been intensively
investigated since the seminal paper by M. J. Lighthill & G. B. Whitham [90] and P. I.
Richards [113], see for example [105], [52]. This paper is motivated by the modelling of
roundabouts. Some papers have already tackled this problem by considering the rounda-
bouts as special networks, see [69] or [32]. Here, we want rather to consider a roundabout
as an infinite road with points of entry and exit periodically distributed, so that a period
corresponds to the roundabout’s perimeter. In particular, we do not want to study here the
traffic on the roads of arrival and exit.

More precisely, the model we introduce is such that between two points of entry and exit
the traffic is governed by the LWR model, so that the total density of the vehicles, denoted
by r(t,z), verifies the equation :

Or + 0z (rv(r)) =0, (4.1.1)

where v is a given speed law. In fact, we will rather consider here a multi-class extension of
the LWR model, as in [86], differentiating the vehicles after the place they come from and
the place they are going to. As this distinction is quite artificial, we have to give the same
speed law v for all the types of vehicles. Finally, if p, is the density of one type of vehicle, it
verifies the following equation on each open segment between two points of discontinuity :

Iipa + Oz(pav(r)) =0

By summation over all a, we re-find the equation (AI.T]).

Besides, the points of entry and exit are treated thanks to special boundary conditions,
inspired from the Bardos-Leroux-Nédélec ones [10], [I2I, Chapter 15|. These boundary
conditions are given as inequalities and follow in fact the same ideas as R. Colombo and
P. Goatin [37] : they consist in bounds on the flows of vehicles and give a constraint
corresponding to the capacity of the secondary road the vehicles are entering or exiting.

We will first treat the case of the ‘one-T road’ (see Figure 1)), and then glue the
solutions obtained for each point of entry and exit (in order to obtain a local in time
solution).

The idea is that, at one point of entry and exit, we can differentiate three types of

vehicles : the vehicles that go straight, of density pi, the vehicles that are about to exit
the road, of density p2, and the vehicles that have entered the road, of density p3. Then we
require that, across the point of discontinuity, the flow of p; is conserved, the flow of ps is
less than some prescribed output function, and the flow of ps is less than some prescribed
input function. We obtain in this way a unique weak entropy solution.
In order to treat the n-T case, we have only to collate the local solutions at each point of
discontinuity, the finite propagation speed allowing in this case to obtain a unique local in
time weak entropy solution. We can also give a lower bound on the time of existence of the
solution.

This paper is structured as follows : in Section [£.2] we describe more precisely the model
and we give our principal results ; in Section 3] we give the details of the proof in the case
of the ‘one-T road’; and in Section [£4], we give the details of the proof in the general case.
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4.2 Description of the models and main results.

4.2.1 The ‘one-T’ junction.

a) General hypotheses. Throughout, we assume the following conditions on the speed

law :

(V) All the vehicles have the same speed law v : [0,1] — R, which is %!, decreasing
and vanishes at r = 1.
Here we denote €%! the set of continuous Lipschitz functions and R, the interval
[0, +00).

(F) The flow q : [r — rv(r)] is strictly concave and attains its maximum ¢. at r = r. €]0, 1],
see Figure

a(p)
(O

qr) [ A |

o] 0‘(r) re r 1 p

FIGURE 4.2 — Fundamental diagram for the flow density.

Below, we denote o: [0,1] — [0, 1] the continuous map uniquely defined by

ro(r) =o(r)v (0(7“))
and o(r) # r for r # r..

b) Particular case. For a concrete example, we may take
v(r) = V(1 —7r).
In this case, we have q(r) =V, r(1 —7r), r. =1/2, g = Vip/4and o(r) =1 —r.

c) Description of the ‘one-T’ model. Let p; be the density of the population that
neither enters nor exits the road, ps the density of the population that exits and ps the
density of the population that enters. Assuming that the behavior of drivers, modelled by
the speed law r — v(r), is independent from both their origin and their destination, we are
led to the local conservation laws :

Op1 + Ox (pw(m + ,02)) 0 for 2 < 0,
p2 + Op (p2v(pr +p2)) = 0
on 46, ) ; (4.2.1)
tp1 + p1v(p1 + p3
fi > 0.
{ Oip3 + 0 (p3v(p1 +p3)) = 0 o
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Furthermore, we add the initial data :

p1(0,z) = pio(z) forzeR
p2(0,2) = pao(x) forx <O (4.2.2)
p3(0,z) = p3o(z) forax >0,

and the following ‘boundary’ conditions, that can be compared with the ones given in [37],
where a toll-gate is considered :

p1v(p1 + p3)(t,0+) max,
max, (4.2.3)
i(t) max,

pro(p1 + p2)(t,0-)
p2v(p1 + p2)(t,0-)
p3v(p1 + p3)(t, 0+)

NN
)
=

where o and i are some prescribed output and input functions taking values in RT. In these
equations, max means that the flows of p1, p2 and ps are maximized.

These conditions signify that the flow of p; is conserved across the points of discontinuity,
whereas the flow of py (respectively p3) must be less than the capacity of the secondary
road this kind of vehicles is entering (respectively exiting).

At this point, we have to add a priority rule ; otherwise, it will not be possible to decide
which flow is maximized first. Our goal being to treat the case of a roundabout, we choose
to give priority to the vehicles that are already on the road. This means that we maximize
the flows of ps and p; first, and only after the flow of ps.

Remark 4.2.1. 1t is a priori not obvious that we can maximize at the same time the flows
of p1 and po, but it will turn out in the resolution that, except in the special cases where we
have to treat null densities at time ¢ = 0, the maximization of these densities is simultaneous.

d) Definitions.

Definition 4.2.2. Let 0,i € BV ([0, +00);[0,¢.]). A solution to (@2.1)-@22)(£Z3) is

a triple of functions
pP1E BV (Rv [07 1]) , P2 € BV ((_007 0) ) [07 1]) y P3E BV ((07 +OO) ) [07 1])

such that
1. (p1,p2) is a weak entropy solution to ([AL2.1]) for (¢,x) € [0, +00) X (—o0,0);
2. (p1, p3) is a weak entropy solution to [E2.2) for (t,x) € [0,400) X (0,+00);
3. for a.e. z € R, the traces of p1, p2, p3 in t = 0 satisfy (£2.2)).
4. for a.e. t > 0, the traces of p1, p2, p3 in & = 0 satisfy (£.2.3).

We denote below S = {p=(p,p) ER*: p>0,p >0, p+p < 1}.
Definition 4.2.3. By Riemann problem for ([L21]) -#2.2) -([E2Z3]) we mean ([E2T))-E22)-

(£23) with constant boundary values ¢ > 0 and o > 0 for the inflow and the outflow, and
with constant initial data, i.e.

= p, forz € (—00,0) p2(0,2) = p, forz € (—o0,0)

)
) = pfforz € [0,400)  p3(0,2) = pi forz € (0,+00) (4.2.4)

In this case, we obtain the following result :



4.2 Description of the models and main results. 117

Theorem 4.2.4. Under the hypotheses (V) and (R), the Riemann problem for (@21
(4.2.2) -[@.2.3) -(4.2.4) admits a unique solution in the sense of the Definition [{.2.2.

Furthermore, when o > 0, i > 0, there exists some invariant set Ty, = {(p1,p2) €
S;a < p1+ p2 < b}, for a =0 small enough and b < 1 large enough.

On S the Riemann solver for the considered problem is not continuous. However, it is
continuous on some subset : for o € [e,1] with e > 0 and p € Ty, with b < 1 (Tyy being
an invariant set), the solution is obtained continuously.

e) Qualitative properties.

Remark 4.2.5. If p; = 0 at time ¢ = 0, then p;(¢,z) = 0 for all ¢ and x and (L21)-([@.2.2)-
(4.2.3) decouples in two independent IBVPs. From the traffic point of view, it means that
those who exit do not interact with those who enter.

Remark 4.2.6. If i = 0, po = 0 and p3 = 0 at time ¢ = 0, then po(t,x) = p3(t,x) = 0 for
all £ and z, while p; is the usual solution to a scalar conservation law, and we recover the
classical LWR model, as exposed in G. B. Whitham’s book [143].

We observe here that some discontinuities appear when o, p, — 0 and also when r+ — 1,
p; — 0. We can explain this qualitatively as follows : when a road where vehicles can go is
jammed (which corresponds to o = 0, respectively 7+ = 1), the behavior of the traffic on
the left-side of the road will depend dramatically on the presence or the absence of vehicles
willing to go on this jammed road. In fact, in the case o = 0 (respectively r™ = 1), if p; > 0
(respectively p; > 0) then the total density on the left will increase abruptly to 1; whereas
if p; = 0 (respectively p; = 0) then the problem arising from the blocked road is simply
ignored and nothing particular happens.

4.2.2 The ‘n-T’ case.

In order to modelise a roundabout we would like to address the problem of an infinite
road with entries periodically distributed, so that a period corresponds to the perimeter
of a roundabout. More generally, we can also consider an infinite road with a countable
number of points of entry and exit, the points of discontinuity not accumulating in some
point. In fact, we consider first the easier case of a road with n points of entry and exit and
n € N, n < oo. Indeed, thanks to the finite propagation speed, it is sufficient to see what
happens in this case to obtain local in time result, even in the case of a countable number of
points periodically distributed. Later, if we want to study what happens for larger times on
a roundabout, it will be necessary to consider the case of countable periodically distributed
discontinuities.

We have to introduce here some notations. We assume that the points of entry and
exit are located in the points xp € R, for k € [1,n], with zx_1 < xp < T < ...
Furthermore, we number the main entry by 0, and the main exit by n + 1. In this context,
we call p; j the density of vehicles which enter in 7 and exit in j (see Figure 3)); in fact,
the multi-class approach by origin—destination has already been introduced in the previous
work [86]. As no vehicle enters in n + 1 or exits in 0, we finally have (n + 1)? unknowns :
the (pi,j)ie[[o,n}],je[[l,n-l-l]]-

Remark 4.2.7. We do not allow vehicles to do more than one turn. This means that just
after zy, say in xg, pik = 0 for all i € [0,n]\{k}; and just before xy, say in z, , py; = 0
for all j € [1,n + 1]\{k}.



118 Modélisation d’un rond-point

X1 X Xj Xn X

0 ’—l n+1

FIGURE 4.3 — An ‘n-T road’.

We add here the following hypothesis :

(P) We know the numbers p; ; that represent the proportion of vehicles entering in ¢ that
are to exit in j.

We have the following (local) conservation laws on the intervals (—oo,z1), (25, +00) and
(g, Tpt1), for k € [1,n] :

Vi€ [0,n], V5 € [Ln+1], Opij+ e (,ol,jv(zl,m pl,m)) ~0. (4.2.5)

For all k € [1,n], we could prescribe as boundary conditions in zy :

ViF kNG EE pigo Ximom ) (bog) = pigu <Zl,m pl,m) (t,z) max,
Vi e [[0’ n]]’ Pi kv ZI,m Plm (t’ x];) Ok(t) max, (426)

<
VJ € Hlan + 1]]7 Pk,jU Zl,m Plm (tw%']j;_) <

ik(t) max,

the flows of the p; ; being maximized in all these equations.
However, it is better to consider stronger boundary conditions in xj that take into account
the total flow for the exiting and entering vehicles :

Vi 7& k,vj 7£ k Pigv ZI,m Pim (t’ x];) = Pigv <2l,m pl,m) (ta 562—) max,
> oo<i<n PikV | 2oim Pm ) (B2y) < og() max,
Z1<j<n+1 Pk,jV Zl,m Plm (t, x;:) < () max,

(4.2.7)

the flows being maximized first in z;,  and then in x: because of the priority rule. As in the
one-T case, o and i}, are some prescribed output and input functions, taking values in RT
and corresponding to the capacity of the secondary road located in xy.

We denote below
S(n+1)2 =<pec R(n—I—l)Q: Y(i,7) € [0,n] x [1,n + 1]],/)2‘,]' 20, Z’Oi’j <1
%,J

We can remark that the notation of the previous section can be identified here by & = Ss.
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a) The Riemann problem. We are interested in weak entropy solutions of the problem
(A25)—-([A2.7), when the functions oy and ij are taken to be constants and when we choose
initial conditions that are constant on the intervals (—oo, z1), (2, +00) and (zg, xg41), for

kell,n]:

pﬁj{tzo,xe(—oo,xl) = p;:vj’ /

k412
pivj‘t:0,$€($k,xk+1) = pij s k e [[1,77,]], (4.2.8)
Pijli=0we(tn,+o0) — Pig

With the previous notations, we can announce the following :

Theorem 4.2.8. Under the hypotheses (V), (F) and (P), there exists T > 0 such that
the Riemann problem (L23)-(A27)-(E28) admits a unique weak entropy solution fort €
[0, 7).

Furthermore, we can give a lower bound for the time of existence : let L = ming{z11 —
x} >0, then T > £

b) Qualitative properties. As in the case n = 1, some discontinuity phenomena ap-
pear when we make the initial conditions vary.

4.3 Technical analysis for the ‘one-T’ case.

In this section, we solve the Riemann problem for (L2Z1)-(@22)-(£23). In Section
431l we first study the Riemann problem on a standard road with two types of vehicles
which have the same speed law. Then, in Section [£3.2] we study ‘half’ Riemann problems
in the quarter planes {z < 0,¢ > 0} and {x > 0,¢ > 0}. Finally, in Section 3.3] we will
complete the proof of Theorem [£.2.4]

4.3.1 Riemann problem with two types of vehicles.

First, we consider the classical Riemann problem, for a road with two types of vehicles,
of respective densities p; and po, which have the same speed law. We obtain the following
result :

Proposition 4.3.1. Let us consider the two-populations system

Op2 + 0z (p2v(pr +p2)) = 0. o

with the following piecewise constant initial data :

p1(0,z) = p; for z€R*,  pi(0,x) = pf for xeRY, (43.2)
p2(0,z) = p; for z€R*,  pa(0,z) = pg for z€RY. -
Then, for all p~ = (p],p5),pt = (p],p3) in S, there erists a unique weak entropy

solution.

Proof. The 2 x 2 system (£3.1]) is of a standard type (‘straight-line systems’ see [9] ; see
also rich or Temple systems, see [133], [121, Chapters 12& 13]). We also based our study
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on [120] and on the article of S. Benzoni and R. Colombo [12].

Let 7 = p1+p2 and s = p1/p2 when py # 0; we also denote r* = pf +pJ, sT = pi /pF, etc.
We easily obtain that, for smooth solutions with ps # 0, the system (£3.1)) is equivalent
to :

{ Or + (v(r) + 7' (r)0,r = 0,
Os +vu(r)dys = 0.

If po = 0 and p; # 0, we obtain something similar by considering ps2/p; instead of pi/po,
so the only problem is in p = 0. Consequently, we first solve the problem in S\{0}.

The characteristic speeds of (L3.1)) are A1(p) = v(r) + rv'(r) and X2(p) = v(r), with
p = (p1,p2). We remark that A\1(p) < A2(p) when p = (p1,p2) # 0, and that Ay is always

non-negative (except in r = 1). The associated eigenvectors are vy (p) = Zl = p and
2
1 . . . . .
=1 This allows us to see that the 1-characteristic field is genuinely nonlinear

when p # 0, as dA\i(p) - v1(p) does not vanish in S\{0}, ¢ being strictly concave. The

2-characteristic field is linearly degenerate since for all p € § we have dXs - v9 = 0. We

can remark here that the functions r and s are strong Riemann invariants. Let p € S.

The wave curves are O3 (B) = Oy(By, ) = {(p1,p2) € Sip1/ps = PP}, when By # 0,

and O2(p) = {(p1,p2) € S;p1 + p2 = P1 + P2}. In particular, the shock-curves and the

rarefaction-curves coincide and are straight lines.

The 1-waves are made of shocks or rarefaction waves, whereas the 2-waves are contact

discontinuities. More precisely, we have the following :

If p,/py = p{ /p3 and r* <7 | the 1-waves that go from p = (p;,0) to pT = (o], pd)
are rarefaction waves, which are between the lines of equations x/t = ¢/(F) and z/t =
q'(r).

If p,/ps = pf / p; and r+ > 7 | the 1-waves that go from p to pt are shocks of speed

rto(rt) — Fo(T)

c= —
rt —7

In order to solve the Riemann problem, we must find an intermediate state pr = (p1,1, p2,1)

so that s(pr) = s~ and r(py) = r~ (see Figure [L.4]). Clearly, we have py = :Tp_, when
r~ #0.

Now, we want to see what happens when p~ or p* is 0.

If we make p~ tend to 0 along a line p;/py = cst, it looks like we could obtain different
solutions : a 1-wave from 0 to whatever point in A,+ = {p € S; p1 +p2 = r*}, and then a 2-
wave from this intermediate state to p™. However, all these intermediate states correspond

+ _ —
in fact to the same solution, because the 1-shocks are of speed ¢ = M =v(rt)

rt—or-
and the 2-waves are of speed Ao(p™) = v(rt), so the waves are attached. If we do not
accept fictitious waves between p~ = 0 and p™, we take only a shock of speed ¢ = v(r™).

To summarize :

if p~ = p™ =0, we define the solution as p = 0;

if p~ = 0, we define the solution by linking p~ to p™ by a 1-shock;
if p™ = 0, we define the solution by linking p~ to p™ by a l-wave.
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P2

P

fc P1

FIGURE 4.4 — Solution of the Riemann problem ; waves curves.

O

Remark 4.3.2. The set S is invariant under the flow of the system (43.1). More precisely,
the trapezoids whose boundaries are the Hugoniot loci are also invariant under the flow of
the system (43.]). (For some general results on invariant sets, see [70].)

4.3.2 Half-Riemann problems.

We call ‘half-Riemann problem’ the simple case of an initial boundary value problem
in the quarter of plane {z < 0;¢ > 0} or {x > 0;¢ > 0} when the initial condition is a
constant. The problem here is to find the acceptable boundary conditions in x = 0. Some
general criteria have been introduced in the literature in an attempt to characterize the set
of attainable states (see [10], [50], [11]).

4.3.2.A Left-half problem.

We fix a left state and we look for the right states attainable by a wave of negative
speed.

Lemma 4.3.3. Fiz p~ = (p],p; ) € S and denote v~ = p; + p, . Then the set N(p~) of
points p = (p1,p2) € S such that the solution to the Riemann problem

ep1 + 0z (prv(p1 + p2)) =0

Op2 + Oz (,021)(/)1 + p2)) =0
(p1,pz) ifz < 0

0 = A
(p1,p2)(0,2) (P1,p2) ifz > 0

contains only waves with negative speed is :

T 1
If = > r. : the segment with extreme points —p~— and —p~ (see Figure 43, left) ;
r r

1
— )p and — p—, together with the point
r

If r— < r.: the segment with extreme points

p~ (see Figure[.5, right).
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In both cases, for all p~ € S, min p1v(p1 + p2) = 0.
N(p™)

P2 P2

0 re p1 o

FIGURE 4.5 — Left, r~ > r. and N(p~) = [B,C]; right, v~ < r. and N(p~) = {p~} U
(E,C].

Remark 4.3.4. When we want not to consider shocks of zero speed in the left-half problem
(that are fictitious as they are located on the axis x = 0), we have to modify a little the set
AU}

r— T
Proof of Lemma [{.3.3. The study of the left-half problem is equivalent to searching an
artificial right state p = (p1, p2) in a problem like (L31)—([3.2]). We are here only interested
in the waves with negative speed, in order to know what are the states attainable on the
line {z = 0}. We have seen in the proof of Proposition E.3.1] that the 2-waves always have
positive speed, so we can only have a 1-wave : either a shock or a rarefaction wave, depending
on the sign of 7 — r~, which means in particular that N(p~) C {p € S;p1/p2 = p1 /p3 }-

N(p~) in the case r~ < r. and take N'(p~) = {p U {\p~;\ €]

If ¥ >r~, we have a shock of speed ¢ = w, which is negative if and only if
r—r

q(7) — q(r~) < 0. There are two cases :
— when r= >r., q(r) <q(r-) & r>r,
— when r~ <r., q(F) <q(r-)er=zolr).
If 7 <r~, we have a rarefaction wave which is located between the lines of equations
x/t = ¢'(r7) and x/t = ¢/(7). These two lines have negative slopes if and only if
T > 1, because ¢’ is non-increasing. Finally, we obtain 7~ > 7 > r. (in particular
rT >7re).
We can summarize the situation as follows :
— if 7~ > r., we have a wave of negative slope when r. <7 < 1,
— if r= < r., we have a wave of negative slope when o(r~) <7 < 1.
In order to complete the proof, we note that we can always have the state p™ as artificial
right state. In this case, nothing happens and the solution is taken to be constant, equal to

p.
In the special case p~ = 0, we define N(0) = {0} U Ay, where A; = {p € S;p1 + p2 = 1}.
U
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4.3.2.B Right-half problem.

We fix now a right state and we search the states on the left attainable by a wave of
positive speed.

Lemma 4.3.5. Fiz pT = (p],p3) € S and denote r* = p; + p5 . Then, the set P(pTt) of
points p = (p1,p3) € S such that the solution to the Riemann problem

dp1 + 0z (prv(p1 + p3)) =0
dps + 0z (psv(p1 + p3)) =0

(p1,p3)(0,2) = (;?,’fg Zii i 8

contains only waves with positive speed is :
If rt < 7. : the triangle T, of points p € S such that p1 + ps < re (see Figure[J.0, left).

If " > 7. ¢ the triangle Ty(+) of points p € S such that py + p3 < o(r™), together with
the line A+ = {p € S; p1 + pa =t} (see Figure[[.0, right).

In both cases, for all (pf,p?;) €S, migrl p1v(p1 + p3) = 0.
P(p™)

P2 07

p+ To(r+
O rc pl O r= r+ pl

FIGURE 4.6 — Let P = P(pt) : left, v* < r. and P = T, ; right, v > 7, and P =
To(r+) U Ar-o-.

Remark 4.3.6. As before, when we do not want to consider shocks of zero speed, we have
to change a little the definition of P in the case r™ > 7. into P'(pT) = A+ U {p €
S;o(rt)/rt >r >0}

Proof of Lemma [{.3.5. The ideas of the proof are essentially the same as for Lemma
M33l up to replacing ‘negative speed’ by ‘positive speed’. For this reason, the 2-waves are
now always allowed, that is why the line A+ of equation p1 + p3 = 7 is always in P(pT).
It also implies that we only have to search the admissible 1-waves and then add whatever
2-wave. That is why we search the states p that can be linked to pt by a l1-wave. This
I-wave is a shock or a rarefaction wave, depending on the sign of ¥ — r™.
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If # > rT, we have a rarefaction wave located in the quarter plane {z > 0,t > 0} if and
only if ¥ < r.. So, in this case, we have r™ <7 < r.

q(?‘? —q(rt)

> which is positive if and only if
r

If # <rT, we have a shock of speed ¢ =
q(7) < q(r™).
~Iftrt >, e<0ifF<o(rt).
~Ifrt <re,e<0ifr < rt.
Finally,
— if vt > 7, then (p1,03) € Tpipry U D+,
— if r* < 1, then (p1, p3) € Ty..

4.3.3 The Riemann problem.
4.3.3.A Proof of Theorem [4.2.4l

Now we prove Theorem [£2.4] according to which the Riemann problem for ({L2ZT])-
(£22)-(#23)) admits a unique solution.
Proof of Theorem [{.2.4). Let r— = p; + p, and rt = pf + p?{. The solution consists in
(see Figure [47) :
1. the state (p],p5);
a (possibly null) 1-wave with negative speed;
the state (p1,p2) in N(py,p5);
a non-classical discontinuity with 0 speed;
the state (p1,3) in P(p},p3);

a (possibly null) 1-wave with positive speed;

N A R o

the state (p1,p03);

oo

. a (possibly null) 2-wave with positive speed.

The first wave and the last two waves are the restrictions of a standard solution to the
Riemann problem (A3.1)); the states (p1,p2), (p1,p3) are obtained thanks to Lemma £33
and Lemma 435 Now we only have to attach these states in = 0, which is possible if the
boundary conditions (23] are realized. The uniqueness will come from the maximization
of these conditions.

There are several cases, depending on the position of 7~ and r with respect to re.

If rT < r. , we note

N =N(py,py) = N(py,py) N {(p1,p2), p2v(p1 + p2) < 0}

and

P

P(pt . r5)
P(pi,p3) 0 {(p1, p3), pro(py + p3) = M} 0 {(p1, p3), p3v(pr + p3) < i,
with M = piv(p1 + p2), so that N and S are the sets where the boundary conditions

1
are verified. These sets are non-empty : for example the point —(p;, p5 ) is in N, and
r
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t

non-classical discontinuity
l-wave 1-wave

o)
O«
©

2-wave

o) X

FIGURE 4.7 — Solution.

the point (q][alrc} (M),0) is in P since g is bijective from [0, 7] to [0,q.] and M < q.
for all (p1,p2) € N. Now, we need to maximize the flows of p;, p2 and ps on N and
P. The question is : is the maximum uniquely attained ?

First, we maximize the flow of py on N N {p1 + p2 > r.}, which is the same as
maximizing the function f5 : <t — tpgv(tr’)), with ¢t > r./r™.

If p; #0 , we can write fo(t) = f—Q:q(tr_), and we obtain a unique maximum for
this function as we have here tr~ > 7. and ¢ is strictly decreasing on [rc, 1].
Moreover, we have fa(tg) = 0 & tg = T% q|[;cl71] % . Thus we take p = tp~

with £ = max {@, :—E,to}.
Throughout, we can remark that the maximum of the flow of p; is attained at
the same point that realizes also the maximum of the flow of ps. This comes

from the fact that we obtain the maximum of the flow of p; by maximizing
f1: <t — tpfv(tr*)), f1 and f3 being defined on the same set.

If p, =0,p; #0 , then we have fo = 0 and we cannot maximize the flow of po.

Instead we maximize the flow of p;. We get that f; is maximized for ¢t; = p”—i
1

and then we take t = max { o(r”) T—C}

r— r—

If py =p; =0, then we take p = p~ or p € A} = {p € S;r = 1}. It seems here
that the maximum is not uniquely defined, but in fact from (0,0) to whatever
point in Aq, there is a shock of speed zero, hence it does not appear as this
shock is located on the axis x = 0. Finally all these points correspond to the
same solution.

Now, we would like to know if we have continuity of the solution with respect to the
initial conditions. Essentially, we have to examine what happens when p; — 0, since
the definition of ¢ in the cases p # 0 differs in respect to tg, and more generally what
happens when p~ — 0.

We assume at first that o > 0; then, ¢y is well defined when 2— < g..

Pa
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If p7 =0, then O;—: = 0 and {f is invariant when p; — 0; thus we have 7 = tr~ =
2

max{c(py ),7e,q *(0)} = o(py) for p; small enough. Consequently, ¥ — 1 when

p, — 0 and we find the same solution as in the case p~ = 0.

If p; # 0, we have that tor~ — 7. when p, — 0, and even, for p, small enough, ¢

is no longer well defined : for example for p; < %, we have fo(t) < oVt = re/r™,

and the condition is automatically verified. Hence, o does not intervene any longer.

a(r7) re

In this case, we have t = max{ = r_} and we have the same solution as in the

case p, = 0,p] #0.
Finally, let us see what happens if we make r— — 0. As before, ty will not realize
the maximum and we have only to see that ¢ becomes @ for =~ small enough.
Consequently, p tends to a point of Ay, and we are done since all the points of Ay
correspond to the same solution p = 0.
Finally, in the case o > 0, there is no problem of discontinuity when p~ — 0.
Now, if o = 0 we have ty = r% when p;, # 0, hence t =ty, p € A;. But, if p; # 0 and
p; = 0, then we obtain a very different solution p = max{c(p;)/p;,7c/p7 }(p1,0),
and we have a discontinuity in the solution when p; — 0. That is why we have to
impose o > 0 if we want to have a continuity in the Riemann solver.
At this point there are two cases :

Lifr=>2ro, N=Nn{p1 + p2 > r.}, and the work is finished ;

2. if r= < 71, either N = N N {p1 + p2 > r.} and the work is finished, or N' =
{(p1,p3)} U (N N {p1+ p2 >rc}), and the maximum could be obtained in two
points. We have to observe what happens in this last case : the maximum is
obtained in t(py , py ) (with ¢t > r./r7) and in (p; , p, ) and we have :

pav(r) = tpyu(trT)
ie. tr= = o(r).

Finally, in this case, we have two solutions :

= (p1,p2) = (py . p3)

= (p1,p2) = ﬂ_)(pl_,p;), and we have between (py, py ) and (p1, p2) a shock

r

q(o(r7)) —q(r7)
o(r=)—r—
on the axis x = 0.

Moreover, the flows of p; are the same in the two cases. Consequently, we have

in fact two times the same half solution in the quarter {x < 0,¢ > 0}.

of speed ¢ = = 0, so this shock is in fact fictitious as it is

Secondly, we maximize the flow of p3 on P. As v is strictly non-increasing, when

M
M # 0 the elements of P can be written as (py, v < > — p1) so that the flow of

Pl
Pz 1s :
([ M\ M
fs(p1) = v 1<—>——M
P1/) Pl

— o(vE0) -

As we are on T, and q is strictly increasing on [0,7.], we obtain a unique maximum
for f3 that is attained when p; is maximum.
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Besides, f3(p1) =i < p1 = H—quhilrc] (i + M), which is defined when M + i is small
enough, more precisely when M + 7 < g.. For M + i larger we take p € A,, and in

this case, we have p; = %

If M =0, then we have p; = 0 and f3(p3) = q(p3), or r =1 and f3 = 0. As we want
to maximize f3, we take p; = 0 and p3 = min{q\[?)lrc} (1),7c}. We see here that the
choice of p is then continuous, if we assume that M varies continuously.

P2
P3
(2 _ g o
H#;7 = {p;pav(p1+p3) =i}
4" = {pipav(p1+ ps) = M}
2
" L
) P1 © /y{hgll) P1

FIGURE 4.8 — Maximization of the flows of py and p; (left) and of ps (right), when = > r,.
and 7T < 7.

If »+ > 7. the ideas are the same, but we now denote
N = N(py,p3)
= N(p7,p5) [ (o1, p2), p2v(pr + p2) < o} {(p1, p2), pro(pr + p2) < q(r)}.

whereas the definition of P is unchanged. This new definition guarantees that these
sets are non empty. Indeed, if we reconsider the same examples as in the first case,
we see now that M < ¢(rt) = q|[6,1rc] (M) < o(r") and the point (q|[6,1rc] (M),0) is
in T, (p+), thus it is in P.

The way to maximize the flows of p; and ps is the same as in the first case, so we
will not rewrite all. Now we have p = tp~, with tr~ = max{o(r™),rc, tor ,t17~ }

and tor~ = qmiu (%), tir- = qmiu <q(rl‘;)r—>- We have seen before that there

is a lack of continuity when o, p, — 0. This phenomenon is always to consider, but
slightly changed : when o0, p; — 0, p — ¢! (x)(1,0),Vx € [0, min{g(r*), gc, q(p7)}]
when p; # 0 and p tends to (0,0) if also p; — 0.

Besides, here an other phenomenon of discontinuity can appear when we make r™ — 1
and p; — 0, when p, tends to something strictly positive. In this case, ¢ = t; for
q(r*) and p; small enough, and we obtain that for p;, # 0, p — qul(ka)(O, 1), Vk €
[0,min{o, ¢(p5 ), . }]. However, the flow of p is not maximized for all these solutions,

.
but only for x = min{o, ¢(p5 ), ¢.}. We obtain these limits by making (GRS TS

P1
However, the discontinuity disappears if we make also p, — 0, since in this case the

only choice possible for p is (0,0).
The way to maximize the flow of g3 on P is slightly changed.
As before, we obtain a unique maximum of the flow of g3 on P N {p1 + ps < r.}.
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However an other point may attain the maximum on the line A,+. In this case, we
have (51, 5) € P (1 {py + ps < re} and (2, 32) = (7, 73) € A, 50 we have

M
1
olrt).

NN

and p2v(72) = M, p3v(i?) = piv(#l), this last condition giving :

(= phel) = (= )
ie qf)y—M = q(r)-M
SO i = O'(T‘+)
- o~ rt M M
Thus, we have between (51, pi) and (p}, p3) = = <v(a(r+))’a(r+) — W)

a shock of speed ¢ = 0, meaning that it is fictitious. Moreover (p1, p3) = (p?, p3), and
we have in fact the same solution.

Remark 4.3.7. Here, we have given two different definitions of the set A/, depending on ™

greater or less than r.. In fact, this corresponds to giving only one definition :

N(pr,p3) = N(p1, p3) [ Wp1, p2), p2v(pr + p2) < o} (o1, p2), prolpr + p2) < d(r)},

where d is a function equal to g. on [0,r.] and coinciding with ¢ on [r, 1].

4.3.3.B Study of the point of discontinuity.

We observed in the proof just above that there is a lack of continuity of the Riemann
solver when o and p, tend together to 0. We have obtained the following :

Proposition 4.3.8. Some discontinuities appear when o and p; tend together to 0, and
also when r+ — 1, p;7 — 0.

Now, we would like to see what are the different limits obtained, depending on the manner
that p; and o tend to 0 and how we can have access to them in the (p, ,0) plane.

Proposition 4.3.9. In the case 7" < r., when o and p; tend together to 0, we have the
following :

—if p; = rc and i_ — i_, with k < q., then p — q\[;l 1}(,«;)(1,0) ;
p2 pl CH

—if 0 < py <reand i_ — i_, with k < q(py ), then p — q\[;l 1}(,«;)(1,0) ;
p2 pl Cy
—if o,p; and p] tend together to 0, then p — 0.

Proof. We have seen that, when p, # 0 the solution is given by

.t - d(rt)r=
p=—p with ¢ = max {a(r_),rc,qul % ,qul g },
r P P1

2
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where we have denoted qll = q|[;c1 it and the definition of ¢ has been slightly changed by
a multiplicative constant.
We assume first that p| stays strictly positive, so the problem is essentially the beha-

vior of ¢t when o,p, — 0. If qll (‘Z’—_> has not to be taken into account at the limit
2

(so that the maximum has to be taken between o(r~) and 7.), then the solution will be
p = max{o(py ), rc}(1,0). The question is now to know if this are the only possible limits.

or— or—
We can see that the limit of ¢ will be lim q_;l — ] if lim q_;l — | 2 max{o(r ),r.}.
py —0 P2 py —0 P2
Here we have to study two different cases depending on the situation of p;” with respect to
Te.

— If p; = r¢, then the condition is o <1 + Z—L) < ¢.. Consequently, if OZ—E — K < (e,
2 2

the limit will be p = ¢ *(k)(1,0).
— If 0 < p; < e, then for p; small enough, we have also r~ < 7. and the condition is

— - ; o K -~ -1
o < pyv(r~). Then, if e ) <1, we get p— ¢ (k)(1,0).

Now, we want to see what happens when we have also p; — 0 (and so r~ — 0). In
this case, r%p_ tends to whatever points in A;. Besides, t > o(r™) = 0 < p; v(r~) and as
before, we take o, p; , 7~ such that —%— — x < 1. In this case we have —%—r"v(r7) ~

py v(r™) py v(r~)
kq(r—) — 0, because ¢(0) = 0 and r~— — 0. Then ¢ — 1 and p tends to whatever point in
A1, which corresponds in fact to the same solution and it is equivalent to take p = (0,0).

So, we keep continuity by making p; tend to 0. O

Remark 4.3.10. Among all the possible limits, only one limit realizes the maximum condition
on the flow.

Remark 4.3.11. We have not treated here the cases r™ > r. and r™ — 1 because they are
very similar.

4.3.4 Invariant sets.

We would like to describe here some invariant sets of this problem, that is to say that
we want to find the sets U C S such that (p~, p") € U? = (p, p, p) € U>. We will prove
the following :

Proposition 4.3.12. We assume that 0,1 > 0 and we introduce m = q\i)lrc[(i), M =

q|];cll[(o) and Typ ={p € S;a <r <b} for0<a<b< 1. ThenVa <m and Vb > M, T,
is an invariant set for the Riemann problem (4.2:1)-({-2-3)-(4.2-3), see Figure[{.9

Proof. First, we highlight that we have automatically a < r. and b > r.. Then, we have
seen before that there are in fact only few cases for p : 7 < r. and p = p~ ; otherwise 1 > r,

and p € Ay, or p € M = {p. pav(pr+p2) = o} o p € )y = {p. prv(pr +p2) = ()}
Now we examine these cases :

1. if p= p~, it is obvious as we have taken p~ € Tpp;
2. if pe A, :wehave A, C Ty, sincea<rcandb>r.50 p € Tpp;

3. ifpe H? : here we have p2v(p1 + p2) = o so Tu(T) = 0. As ¥ > r. and ¢ decreases
on |re, 1[, then 7 < M, and we are done;
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P2

| -I-a7 b

0] a b P1

FI1GURE 4.9 — Example of an invariant set.

4. if p € Hégﬂ . as above, we see that p1v(7) = ¢(r") implies ¢(r) > ¢(r™) and

consequently 7 < 7t < M, and we have finished.

Then we have to do the same thing for p. Either # > r, and p € A,+; or 7 < r. and
pE HZ@) = {p;p2v(p1 + p2) = i} or p € A,,. As before, we examine very briefly the
different cases :

1. if p € A+, then # = r* and then p € T, .
2. ifpe HZ@), then pov(7) =7 so q(7) > i and consequently, as 7 < 7. then 7 > m.

In order to finish the proof, we have only to say that p € A+, and we have directly that
pE Ta,b~ ]

4.3.5 Particular case.

In the case v(r) = Vi, 7(1 — r), we have ¢(r) = Vi,r(1 — r); and p1v(p1 + p3) = ¢
becomes p? + p1p3 — p1 + i/Vin = 0. We are thus led to study the curve H of equation
2?4+ 2y — x + C/V,, = 0 in the plane (z,y). This is the equation of a hyperbola of centre
(0,1) and of asymptotes the lines of equations x = 0 and y = 1 — x; and if C/V,, < 1/4,
then H NS # 0.

If r~ > r.and r™ < r., then we obtain Figure .8l

4.4 Resolution of the ‘n-T’ problem.

We want to consider an infinite road with only one point of entry and exit. That is why,
in order to treat the half Riemann problems, we first deal with a Riemann problem on a
road without extra entry or exit but with M types of vehicles, with the same speed law.
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4.4.1 Riemann problem with M types of vehicles on an infinite road.

Proposition 4.4.1. The Riemann problem with M types of vehicles :

Vi € [1, M], 0¢pi + Ox | piv Z Pi =0 (4.4.1)
1<i<M

with constant initial conditions :

pi(0,z) = p; forxz <0,

4.4.2
pi(0,x) = pi forz >0, ( )

Vi e [1, M], {
where p—, p* € Sy admits a unique solution.

Proof. Let r =Y i Pi> Si = ﬂ, for i € [2, M]. For regular solutions, the system is
equivalent to :

or + Oy (rv(r)) = 0
Osi +v(r)0ys; = 0for i€ [2,M]

We see here that the characteristic speeds of the system are Ay = v(r) + rv/(r), which is of
order 1, and A2 = v(r) > 0, which is of order M — 1. We also obtain the wave set :

O1(p) = {tp,0<t< 1/},
O:x(p) = {r=r1}

The solution of the Riemann problem consists consequently of a 1-wave followed by a 2-

I 8
wave, the intermediate state being p = —+ p. (]
r

4.4.2 Half-Riemann problem.

We use the same ideas as for the half Riemann problem with only two types of vehicles,
as the second characteristic speed is always positive, so we have only to take the first
characteristic speed into account : only the total density is seen.

Lemma 4.4.2. Fiz p~ € Sy 1y2 and denote r= =3, . p; .. Then the set N(p™) of points
P € S(ny1)2 such that the solution to the Riemann problem [4T)-(E42) contains only
waves with negative speed is :

T 1
If = > r. : the segment with estreme points —p~ and —p~ ;
r r

o(r=) _

1
p~ and —p~, together with the point
r

If r— < r.: the segment with extreme points

p

Lemma 4.4.3. Fiz pT € S(ni1y2 and denote vt =3, ; p;Lj, Then, the set P(p™) of points
p € Siuyr)2 such that the solution to the Riemann problem (EAI)-(EZL2) contains only
waves with positive speed s :

If r* < r.: the set Ty, of points p € S(nt1)2 such that r < re;

If r* >r.: the Sft Ty(r+) of points p € Sq1)2 such that r < o(r), together with the line
A={r=rt}
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4.4.3 Local resolution in z,.
We have now to stick the two half problems in x = xj, taking the boundary conditions
into account.
Proof of Theorem [{.2.8. Locally in a neighborhood of zy, the solution consists of :
1. the state p—;
a (possibly null) 1-wave with negative speed;
the state pin N(p™);
a non classical discontinuity with 0 speed ;
the state p in P(pT);

a (possibly null) 1-wave with positive speed;

=S U

the state p;

Qo

. a (possibly null) 2-wave with positive speed.

The first wave and the last two waves are a standard solution to the Riemann problem ;
the states p, p are obtained thanks to Lemma and Lemma [£.4.3] Now we only have
to stick these states in x = x, which is possible if the boundary conditions (E2.6])—(Z2Z1)
are realized. The uniqueness will come from the maximization of these conditions.

In order to do this we are coming back to a Riemann problem for a ‘one-T’ road
with only three types of vehicles. Let p1 = > .1 . ppijs P2 = Dogicn Pik and p3 =
> i<i<nt1Pk,j- Thanks to the preceding work, we obtain (p1, p2) and (1, p3)-

We get :

P = Zz;ﬁk,j;ﬁk/%w P = Zz‘;ﬁk,ﬁékﬂi,j’
P2 = Zogignpzyk, p3 = 21<j<n+1pk,j-

In particular, we know 7= 3, . p;j = p1 + p2. The py ;, for j # k, seem to miss, but in
fact the correspondent vehicles are disappearing before the road k — 1; their densities are
consequently null. Otherwise, it is sufficient to know 7 in order to know p, as p € N(p™)
and so it is proportional to p~. Hence we have : p = -=p~.

It is the same for 7 = Zi’j pij = p1 + p3. The missing species have indeed their densities
null, as they disappear in xj. This fact allows us to determine the p; ; for ¢ # k, j # k, if
- : ives - 5. = Y05

7 # 1, as the flow conservation gives : p; ; = o7 Pisd

We now have only to determine the py, ; for j € [1,n+1], knowing that p3 = Zl<j<n+1 Pk, j-
As we know the numbers py, ; giving the probability for a vehicle entering in £ to go in j,
we can conclude :

Pk,j = Pk,jP3;
and we are done.

The case #* = 1 arrives if and only if ™ = 1, so nothing happens on the right because
the traffic is blocked. That is why, in this case, we take p = pT. In fact, all the points of
maximal densities are equivalent, as they are linked by a 2-wave of speed v(1) = 0.

Then, it remains to collate these local solutions, which is possible as long as the waves

do not cross each other. As the points of discontinuity are separated by at least L, the time
of existence is T' > L/(2V'), where V' = v(0). O
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4.5 Conclusion.

Thanks to this work, we have obtained a new modellization of the traffic on a round-
about. The main point in this new modellization is the introduction of special boundary
conditions in order to treat the points of entry and exit. Thanks to classical tools of hy-
perbolic systems and maximization of the boundary conditions, we first obtain a result of
existence and uniqueness of a weak entropy solution in the case of the one-T road. Then,
collating the solutions obtained locally, we have been able to derive a result of existence
and uniqueness of a weak entropy solution for the Riemann problem in the case of a round-
about ; the time of existence of this solution is finite, but we can give a lower bound on
it. An other important result is that the obtained Riemann solver is not continuous, what
corresponds to the fact that a road is blocked, and in particular if we want the Riemann
solver to be continuous we have to exclude the points with maximal densities from the set
of initial condition, what can be done since there exists invariant set in the phase plane
avoiding the points of maximal density.

Qualitatively, the discontinuities of the Riemann solver can be understood : if a road is
jammed and nobody wants to enter it, the problem is ignored, but if only one car wants to
go there, then it will stop and block all the traffic.

Finally, we can consider some new problems : if we avoid initial conditions attaining the
maximal density, and if the output functions have a lower bound strictly positive, then we
can think to the front tracking method (see [22], [46], [71]) in order to address the Cauchy
problem, and perhaps prolongate the time of existence.
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Chapitre 5

Simulations numériques

On va illustrer les résultats obtenus dans le chapitre précédent par des simulations en
Matlab®. On veut utiliser le schéma de Godunov (voir [60, pp. 182-186]) afin d’obtenir
numériquement la solution du probléme au Cauchy pour la route en « T », et aussi pour
une route avec deux « T ». Pour cela, on écrit tout d’abord des solveurs de Riemann dans
le cas classique (c’est a dire sans point de sortie et d’entrée de véhicules) et dans le cas avec
discontinuité.

On écrit ensuite un programme rieg, donnant la valeurs p de la solution du probléme de
Riemann lorsque la discontinuité est un point d’entrée et de sortie de véhicules en x = 0~ ;
ainsi qu’un programme ried, donnant la valeurs p de la solution au probléme de Riemann
lorsque la discontinuité est un point d’entrée et de sortie de véhicules en = 0.

5.1 Un point de discontinuité

5.1.1 Probléme de Riemann

On écrit finalement un programme donnant la solution au probléme de Riemann pour
la route en T. On pose :
V=60 (vitesse)
n=50 (nombre de mailles & droite et & gauche de la discontinuité)
h=1/n; (pas d’espace)
k=h/(2%V) ; (pas de temps)
N=2#n (nombre de pas de temps)
ko=1/8
ki=1/8
(ot ko =0/V € [0,1/4], ki =1i/V €]0,1/4])
rhon=[ 0,0]
rhop=[1/4,0]
w=ones(1,n) ;
(données initiales : début des matrices contenant toutes les données)
A=[rhon(1)*w,rhop (1) *w]’ ;
B=[rhon(2)*w,rhop(2) *w|’ ;
On utilise alors un schéma de Godunov pour obtenir une approximation numérique de
la solution. On prend de plus des conditions aux bords sans réflexions (voir [60, p. 454]),
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i.e. on considére que la maille fictive en-dehors du domaine prend la méme valeur que la
maille au bord du domaine, ce qui permet de n’avoir que des ondes sortant du domaine.

Pour le probléme de Riemann, on obtient les figures 5.1} (.31 et B.71 D’autre part,
lorsqu’on examine les cas p; = p; =0eto=1=0, ol

k,=0/V, et ki =1i/V,

on obtient les mémes figures que pour un probléme de Riemann sans point de sortie et
d’entrée de véhicules.

Exemple 1. On donne aux différents paramétres les valeurs suivantes

V =60, n =50, N = 300,
ko, =1/8, ki=1/8,
p~(t=0)=[2/3,1/5], p(t=0)=[1/3,0].

On obtient la figure Bl ot on observe, pour p;, deux détentes de part et d’autre de
la discontinuité, pour ps une détente, et pour ps une détente suivie d’une discontinuité de
contact. Ces résultats sont cohérents avec ce que l'on attend, puisque, d’aprés le diagramme
de phase (voir Figurd5.2)), on passe de p~ a p (qui est la valeurs de p en 0—) par une détente.
On a ensuite g = p, ol p est la valeurs de p en 07, et on va de p a p* par une détente suivie
d’une discontinuité de contact.

evolution de la densite 1 evolutionde |a densite 2

temps 0 05 0

espace espace

FIGURE 5.1 — Résultat du probléme de Riemann pour la route en T avec discontinuité en
x = 0 et espace des phases. A gauche p; pour x < 0 et pf pour x > 0, a droite p, pour
z < 0et ps pour z > 0; pour V =60, n = 50, N=300, k, = 1/8, k; = 1/8, p=(t = 0) =
[2/3, 1/5], p*(t =0) = [1/3, 0] .

Exemple 2. On donne aux différents paramétres les valeurs suivantes
V =60, n =50, N =300,
ko =1/8, ki=1/8,
p(t=0) = [0,1/2], pH(E=0) = [1/3,1/6)].
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On obtient la figure 5.3l ot on observe, pour po, un choc a droite de la discontinuité, pour pq
et ps un choc suivi d’une discontinuité de contact & gauche de la discontinuité. Ces résultats
sont cohérents avec ce que l'on attend. En effet, on voit que 'on passe de p~ & p par un
choc. On a ensuite une discontinuité entre p et pen x = 0 et on va de p a p™ d’abord par
un choc jusque p = p~, puis par une discontinuité de contact jusque p*.

Exemple 3. On donne aux différents paramétres les valeurs suivantes

V =60, n =50, N = 300,
ko =0, ki =1/8,
p~(t=0)=[1/4,0], pT(t=0)=[1/3,1/4].

Par rapport aux deux exemples précédents, on remarque notamment que le coefficient
de sortie k, = 0/V est désormais nul alors qu’il était auparavant strictement positif. Ce
nouveau cas correspond donc au fait de bloquer la sortie en z = 0 mais pas ’entrée puisque
le coefficient d’entrée k; = i/V reste strictement positif. Ce cas est donc l'un des cas
litigieux pour lesquels plusieurs solutions sont possibles, ce qu’on a appelé la non-continuité
du solveur de Riemann. D’autre part, on remarque que la densité p, de véhicules désirant
sortir en 0 est nulle.

On obtient la solution numérique de la Figure Sur le diagramme de phase [5.6] on
voit que la solution est obtenue en prenant p = p~.
Ensuite, le choix de pg est imposé puisqu’il doit majorer le flux de p3 sur I'hyperbole H;. On
obtient ainsi p € H;NA+ en z = 07 (voir Figure 5.6]), qui rejoint pT par une discontinuité
de contact.

<

0.5 1

FIGURE 5.2 — Espace de phase du probléme de Riemann pour la route en T, pour k, = 1/8,
ki =1/8, p~(t =0) = [2/3, 1/5], pT(t = 0) = [1/3, 0] .
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evolution de la densite 1 evolution de la densite 2

temps

temps a 0
P - -0.5

espace espace

FIGURE 5.3 — Résultat du probléme de Riemann pour la route en T avec discontinuité en
x = 0. A gauche py; pour x < 0et pf pour x > 0, a droite p; pour x < 0 et p;{ pour z > 0;
pour V =60, n = 50, k, = 0.1250, k; = 0.1250, p=(t =0) = [0, 1/2], pT(t =0) = [ 1/3,
1/6 ] .

S

1.0

FIGURE 5.4 — Espace de phase du probléme de Riemann pour la route en T, pour k, =
0.1250, k; = 0.1250, p~(t =0) = [0, 1/2], p™(t=0) = [1/3,1/6] .

Exemple 4. On donne aux différents paramétres les valeurs suivantes

V =60, n =50, N =300,
ko =0, ki =1/8,
p~(t=0)=[1/4,1/1000], pT(t=0)=[1/3,1/4].

De nouveau, le coefficient de sortie k, = 0/V est nul, ce qui signifie qu’aucun véhicule
ne peut sortir en z = 0. D’autre part, les données initiales sont trés proches des données
initiales de l'exemple 3, le seul changement étant que désormais la densité de véhicules
désirant sortir en = 0 est p, = 1/1000 # 0, qui n’est pas nulle méme s’il elle reste trés
petite. Ce choix nous améne théoriquement a prendre p de densité maximal (voir Figure
£.8), ce qui est bien ce qu’on obtient numériquement puisqu’on observe un saut jusqu’a un
état de densité maximal.
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evolution de la densite 1 evolution de la densite 2

densite 1
densite 2

0047 :
IR, -

temps

temps [ 0
P 4 -0.5

espace

espace

evolution de la densite 1 evolution de la densite 2
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FIGURE 5.5 — Résultat du probléme de Riemann pour la route en T avec discontinuité en
x = 0. A gauche p; pour x < 0et pf pour x > 0, & droite p;, pour x < 0 et pgr pour z > 0;
pour V=60, n = 50, k, = 0, k; = 1/8, p=(t =0) = [1/4,0], pT(t =0) = [ 1/3,1/4] .

&A p2 ou p3

0.5 1

FIGURE 5.6 — Espace de phase du probléme de Riemann pour la route en T, pour k, = 0,

L’hyperbole H; est dégénérée et constituée des droites p3 = 0 et p1 + p3 = 0, ce qui impose
le choix de p d’oil I'on va, via un choc et une discontinuité de contact, jusque p*. C’est bien
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ce qu’on observe sur la Figure (.71

evolution de la densite 1 evolution de |a densite 2
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>
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~
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densite 2
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evolutionde la densite 1 evolutionde la densite 2
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FIGURE 5.7 — Résultat du probléme de Riemann pour la route en T avec discontinuité en
z = 0. A gauche p; pour z < Oet pf pour z > 0, a droite p; pour z < 0 et pg,f pour z > 0;

pour V =60, n = 50, N=300, k, = 0, k; = 1/8, p~(t = 0) = [ 1/4, 1/1000], p™(t = 0) = |
1/3,1/4] .

4{4\ p2 ou p3

0.5 1

Sl

0,
Lo

FIGURE 5.8 — Espace de phase du probléme de Riemann pour la route en T, pour k, = 0,
ki =1/8, p~(t=0) = [1/4, 1/1000], p*(t =0) = [1/3,1/4] .

Ainsi, on peut observer la discontinuité du solveur de Riemann par rapport aux condi-
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tions initiales lorsque 0 = 0 et p; — 0 : si p, = 0 on obtient les figures B.5] et dans le
cas oil p, est proche de zéro mais strictement positif, on obtient les figures 5.7l On peut
interpréter ces figures comme suit, sachant que o = 0 signifie qu’aucun véhicule ne peut
sortiren z =0 :
— si la sortie en z = 0~ est bloquée (0 = 0) et si aucun véhicule ne veut sortir en z =0
(i.e. p, = 0) alors le probléme est ignoré; on obtient la figure 5.5l
— si la sortie en x = 0 est bloquée (0 = 0) et la densité de véhicules désirant sortir en
x = 0 n’est pas nulle (i.e. p, > 0), alors il y a formation d’'un embouteillage & partir
de x = 0~ vers larriére : les véhicules désirant sortir s’arrétent et bloquent toute la
circulation sur la partie gauche de la route; on obtient la figure (.71
Le méme phénomeéne est observable lorsque 7 = 1 (la densité est maximale & droite) et
p; — 0. En effet, on aura alors deux comportements trés différents en fonction de 'existence
ou non de véhicules désirant aller tout droit.

5.1.2 Probléme de Cauchy

On prend des conditions initiales sinusoidales. Plus précisément, on prend w(x) =
‘sin(27rx)‘, et on se donne rhon=[1/5,1/2] et rhop=[1/3,1/6]. On considére alors les
conditions initiales A = (p,p]) et B = (p5, pg) telles que
A=[rhon (1) *w,rhop(1)*w]’ ;

B=[rhon(2)*w,rhop(2) *w]’ ;
On obtient la Figure 5.9l On observe notamment que les oscillations tendent a diminuer au
cours du temps, ce qui signifie une diminution de la variation totale.

5.2 Deux points de discontinuité

5.2.1 Probléme de Riemann

On modélise maintenant une route avec deux points de discontinuité. La proportion de
véhicules entrant en ¢ et allant en j est notée pij. On choisit pa3 =1 et
pl2=1/3
pl3=1-pil2.
On prend de plus les conditions initiales suivantes, ou p = [pal, P02+ P03 P1.25 P1.30 p£3],
rhon=[1/2, 1/4, 1/4, 0, 0, 0]
rhom=[0, 1/4, 1/4, 1/4, 1/5, 0]
rhop=[0, 0, 1/6, 0, 1/5, 1/6]
On obtient alors les figures .10 B.12] B.13] ou les conditions initiales sont de la forme
pt = 0,z) = ‘cos(xw)‘(p_w,pmilieuw,p+w) oll w est un vecteur de taille n de la forme
w=ones (1,n). Le nombre de mailles total est alors 3n et le nombre de pas de temps est pris
égal & 8n = 400, les tailles des pas d’espace et de temps étant inchangées par rapport au
paragraphe précédent (le pas d’espace est h = 1/n et le pas de temps k = h/(2V)).

Du point de vue théorique, en considérant séparément la discontinuité de droite, située
en x = 2, et la discontinuité de gauche, située en x = 1, on obtient les diagrammes de
phases de la Figure (.11, ou a gauche on a

Py = po2 + pos+p23, 3 = po,i P3= Pzt o,
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evolution de la densite 1 evolution de la densite 2

0.047 "\ Y
0.037 3 0.03

temps 0 0 temps

B 05
espace espace

evolution de la densite 1 evolution de la densite 2

FIGURE 5.9 — Résultat du probléme de Cauchy pour la route en T (discontinuité en
r = 0).A gauche p; pour x < 0 et pf pour x > 0, a droite p, pour z < 0 et ,0§L pour
x > 0; pour V =60, n = 50, k, = 1/8, k; = 1/8, p~ = [|1/5,1/2], p* = [1/3,1/6] et
p(t=0,z) = |Sin(2xﬂ')|(p—,p+).

tandis qu’a droite

Pii = po,1 T P03 + P13, Pg = po2 + P12, Pg = P23 -

Ainsi, on doit avoir autour de x = 1, une détente a gauche, entre les droites d’équation
r=1—Vtetx=1—0.8xV xt. Ensuite, on passe a I’état pY qui se confond avec I’état
p9 puisque ces deux états sont reliés par un choc de vitesse nulle. Ainsi, ’état a gauche de
x =1 est p qui est relié a pz{ par une discontinuité de contact. On remarque en particulier

que pf est trés proche de 1. Aprés calculs, on obtient ;3872 = %pa 9 = 2%,
£03 = %. Il y a donc une augmentation brutale de pgp2 et po3 de 1/4 & 9/20, ce qui est
presque le double! En effet, sur la deuxiéme ligne de la Figure B.I0 et sur la premiére
ligne de la Figure [5.12] on observe bien cette augmentation brutale et étroite, 1’étroitesse

provenant de la faible vitesse de la discontinuité de contact d’équation x = 1+ 0,05 %V x¢.

de méme

D’autre part, a droite, d’apreés le diagramme de phase (diagramme de droite de la Figure
[5.11), on doit voir a gauche de z = 2 une détente de p; a p? et a droite une discontinuité
de contact de p¢ a pj{, ce qu’on observe bien sur la premiére ligne de la Figure 5.12]

On voit qu’assez rapidement, les ondes émises a partir de x = 1 et x = 2 interagissent.
On remarque en particulier que I'onde émise & gauche de x = 2 est réfléchie aprés avoir



5.2 Deux points de discontinuité 143

rencontré la discontinuité de contact et la droite x = 1. D’une part, lorsque la détente
interagit avec la discontinuité de contact, la détente reste inchangée tandis que la pente
de la discontinuité de contact augmente. Cette réflexion ne se retrouve toutefois pas sur la
densité totale (voir Figure [5.13)), ce qui s’explique par le fait que, lorsque le 1-choc rencontre
la discontinuité de contact puis la discontinuité, il crée une discontinuité de contact & droite
a droite et une détente a gauche. Or la discontinuité de contact disparait lorsqu’on considére
la densité totale. On ne voit donc sur la densité totale (voir Figure B.I3]) que les détentes.

evolution des densites 0,1 &t 1,3 evolution des densites 0,1 &t 1,3

densite 1

15 N ’ ™o tamps

evolution de |a densite 0,3 evolution de la densite 0.3

FIGURE 5.10 — Résultat du probléme de Riemann pour la route avec deux T (discontinuités
enxz=1etx=2), pour V=60,n=050k, =1/4 k = 1/4, p~=[1/2,1/4, 1/4, 0, 0, 0],
pmilieu:[oa 1/47 1/47 1/4a 1/57 0]7 P+:[O» 0, 1/67 Oa 1/57 1/6]

5.2.2 Probléme de Cauchy

On considére désormais des conditions initiales variables. Plus précisément, on garde
les mémes données que pour le probléme de Riemann, et on choisit le vecteur w non plus
constant mais de la forme suivante :
for 1= 1 :(n)
w(1)=abs(cos(1*pi/n)) ;
end ;

On obtient alors les figures £.14] 5151 De méme que dans le cas avec une seule
discontinuité, il semble que la variation totale diminue au cours du temps.
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N

\ P2 OU p3

Pg

FIGURE 5.11 — Espaces de phase du probléme de Riemann pour la route avec deux T
(discontinuité en x = 1 a gauche et discontinuité en x = 2 a droite), pour k, = 1/4, k; =
1/4, p==[1/2, 1/4, 1/4, 0, 0, 0], pmitien=|0, 1/4, 1/4, 1/4, 1/5, 0], p*=[0, 0, 1/6, 0, 1/5,

1/6].
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FIGURE 5.12 — Résultat du probléme de Riemann pour la route avec deux T (discontinuités
enz=1etz=2), pour V=60, n= 100, k, = 0.250, k; = 0.250, p—=[1/2, 1/4, 1/4, 0, 0,

0], pmiticu=l0, 1/4, 1/4, 1/4,1/5, 0], p*=[0, 0, 1/6, 0, 1/5, 1/6].
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avolution de la densite totals evolution de la densite totale

FIGURE 5.13 — Résultat du probléme de Riemann pour la route avec deux T (discontinuités
enz =1etz=2), pour V=60, n= 100, k, = 0.250, k; = 0.250, p~=[1/2, 1/4, 1/4, 0, 0,
0], pmitien=|0, 1/4, 1/4,1/4,1/5, 0], pT=[0, 0, 1/6, 0, 1/5, 1/6].

evalution des densites 0,1 st 1,3 evolution des densites 0,1 &t 1.3
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FIGURE 5.14 — Résultat du probléme de Cauchy pour la route avec deux T (discontinuités
enx = 1etz=2), pour V=60, n = 100, k, = 0.250, k; = 0.250, p~=[1/2, 1/4, 1/4,
0, 0, 0", pmitieu=|0, 1/4, 1/4, 1/4, 1/5, 0, p*=[0, 0, 1/6, 0, 1/5, 1/6] et p(t = 0,z) =
‘COS(:UTF)K/)_,pmilieuap+)'
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evolition des densites 0,2 &t 2,3 evolution des densites 0,2 et 2,3
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FIGURE 5.15 — Résultat du probléme de Cauchy pour la route avec deux T (discontinuités
en x = 1 et x = 2), pour V=60, n = 100, k, = 0.250, k; = 0.250, p~=[1/2, 1/4, 1/4,
0, 0, 0’, pmiticu=|0, 1/4, 1/4, 1/4, 1/5, 0", p*=[0, 0, 1/6, 0, 1/5, 1/6]" et p(t = 0,2) =
|cos(a)|(p™, Pmiticus PT)-

evolution de la dansite totals evolution de |a densite totale

FIGURE 5.16 — Résultat du probléme de Cauchy pour la route avec deux T (discontinuités
en x = 1 etz =2), pour V=60, n = 100, k, = 0.250, k; = 0.250, p~=[1/2, 1/4, 1/4,
0, 0, 0’, pmitiecu=|0, 1/4, 1/4, 1/4, 1/5, 0", p*=[0, 0, 1/6, 0, 1/5, 1/6]" et p(t = 0,2) =
|cos(a) | (p™, Pmiticus )



Chapitre 6

Probléme de Cauchy pour une route
avec jonctions

Ce chapitre a pour optique l'application de la méthode de front tracking (cf. [9] 22] 35
46, [71]) au probléme de Cauchy pour une route infinie avec un nombre fini n de points
d’entrée et de sortie de véhicules dans quelques cas particuliers. On traite tout d’abord ce
probléme lorsque n = 1, pour des données initiales bien choisies. On utilise ici les mémes
notations que dans le chapitre dl La résolution par front tracking repose sur 'idée suivante :
on remplace les détentes par une succession de petits chocs non-admissibles, d’amplitude
6 > 0 petite puis on fait tendre ¢ vers 0. On appellera désormais front les ondes rencontrées.

6.1 Un point de jonction

On commence par examiner quels sont les états d’équilibre possible & droite et a gauche
d’un point de discontinuité et ce qui se passe lorsque cet équilibre est modifié par I'arrivée
d’un front par la droite ou par la gauche.

Lemme 6.1.1. Les états d’équilibre possibles (p, p) de part et d’autre d’un point de discon-

tinuité correspondant a une jonction du modele ([7.2.1)-(4.2.9)-(4.2.3) vérifient toujours
(2)

pEextHy’, pe extHZ@) et correspondent a l'un des cas suivants :

L.pelA, ={p;prt+p=rc}etpecl,;
2. pe, et peH” ={p; palps+p2) =i} avec 7 <re;
3. PN, et peHY ={p: prupi +p2) = pro(pr + p2)} avee F > re;
4. peHP i>roetpeA,,;
5 pe H(()Q), F>re.etpe HZ@) avec T < Te;
6. ﬁEng), 7 >re et p € Hpy avee ¥ > re;
7. p€ extH? (avec 7 >r.) et p € Hg) N{p2 =0}, 7 >r.;
8. pe extH) (avec T <r.) et p €N, ;
9. pe extH? (avec T < r.) et p € HZ@) = {p; pav(p1 + p2) =i} avec 7 < 71¢;
10. p € extH?) (avec T < r.) et p € Hg) = {p; pv(p1 + p2) = prv(p1 + p2)} avec

7> 7.

147
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Preuve. Ces résultats découlent directement de la preuve du Théoréeme 2.8 O

Lemme 6.1.2. Lorsqu’un I-front arrive de la gauche (cf. Fig. [6]) sur une discontinuité
correspondant & une jonction telle que 0 = 6 > 0 et > 9§ > 0, alors il n’y a jamais de front
réfléchi partant vers la gauche apres la collision si v~ > r. ou bien si r+ < re.

1-onde discontinuité

. 1-onde
\‘ p . . -’
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FIGURE 6.1 — 1-Front arrivant de la gauche au niveau d’une discontinuité.

Preuve. On note p; l'état a gauche du front arrivant sur la discontinuité et p—, p* les
états de part et d’autre de la discontinuité avant que le front ne rencontre la discontinuité
(cf. Figure [6.1)). On suppose que p; est distinct de p~—, auquel cas il ne se passe rien. Deux
remarques préliminaires sont utiles pour 1’étude de cette interaction 1-front/discontinuité :

— les états p~ et p* sont a l'équilibre avant I'arrivée du 1-front, c’est a dire qu’on se
trouve dans un des cas énoncés dans le Lemme [6.1.1;

— le 1-front arrivant de la gauche est de pente positive, ce qui signifie que p; € P(p~)N
Rp~ (on utilise ici les notations du chapitre @ 'ensemble P(p~) étant décrit par le
Lemme A3.7]).

Dans le cas r~ > r., ces deux remarques, nous permettent de déterminer les valeurs

possibles pour py, qui s’avérent étre toujours dans T,(.—y = {p;p1 + p2 < o(r7)}.

Comme de plus, p~ et p* sont & I’équilibre, p™ est sur H,-. Par conséquent, on a
automatiquement p; € {p; p1v(r) < d(r")}. Par conséquent, lorsqu’on résout le probléme
de Riemann associé & p; et pT, on obtient que I’état a gauche de la discontinuité reste égal
a p; et il n’y a pas de front réfléchi.

Dans le cas 7t < 7., on a p; € T,,NRp~. L’hypothése r™ < r. nous permet alors de voir
que py € {p; prv(r) < d(r*)}. Par conséquent, lorsqu’on résout le probléme de Riemann
associé a p; et p™, on obtient que 1'état a gauche de la discontinuité reste égal a p, et il
n’y a pas de front réfléchi. O

Lemme 6.1.3. Lorsqu’un 2-front arrive de la gauche sur une discontinuité correspondant a
une jonction telle que 0 > 6 >0 eti >0 >0, sirT <r.et py, p~ € E={p;p1/p2 > A},
A =1 1 étant choisi de sorte que 'H(()Q) NE = &, alors il n’y a pas de front réfléchi vers

la gauche apres la collision.
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Preuve. Tout d’abord, d’aprés le Lemme G 11, 7 < 7. implique r~ < 7. ou blen p- € H(Q).

Or, par hypothése, p~ ne peut étre sur HP quesir~ = r.. Eneffet, p € HE ﬂ{pl/,oz = A}
implique g((1+A)p2) = o(1+A) = g, et donc p2 = 175 On aalors p1+pz = (1+A)p2 = 7.
Par conséquent, p~ doit appartenir a 7,,. Comme p; et p~ sont reliés par un 2-choc, on a

donc également p; € T} .
(2)

De plus, la condition p; € E empéche que p; € intH,’. Par conséquent, lorsqu’on
résout le probléme de Riemann associé & p; et pT, aucune onde réfléchie n’est créée apres
la collision. O

Proposition 6.1.4. On considére le probleme de Cauchy pour le probleme (£.2.1)-({{-2-3)-
(4-2-3) modélisant une route avec un point d’entrée et sortie en v = 0, associé auzx conditions
initiales

p1(0,2) = pry € (L' NBV)(R;R), pour x <0,
p2(0,2) = pyo € (L' N BV)(R,R), pour x < 0,
p1(0,2) = piy € (L' NBV)(R;R), pour x>0, (6.1.1)
p3(0,2) = p3, € (L' NBV)(R;R), pour z > 0.

On suppose que pour tout x >0 on a p(0,z) = (pfo,er )( ) € T,. et que pour tout x < 0,

p(0,z) = (p1g:p20)(x) € E = {pip1/p2 =2 A}, A = L — 1 étant choisi de sorte que
(2)

YNnE = o. Alors, la solution au probléme de Cauchy pour une route avec un point
d’entrée et de sortie situé en x = 0 est définie pour tous temps.

Preuve. Tout d’abord, on sait que les trapézoides —dont les bords sont des parties de
lieux de Hugoniot— sont invariants pour le probléme de Riemann pour une route sans
point de discontinuité. On résout d’abord le probléme dans le quart de plan supérieur
droit {(t,z) € R% 2 > 0,t > 0}, en supposant qu’en = 0 on a une condition au bord
p(t,0) € BV(R;R) prenant ses valeurs dans T... On peut alors utiliser la technique de front
tracking (cf. [71], 35, @, [46] 22]) pour montrer que la solution existe pour tous temps. Cette
méthode nécessite dans le cas général de prendre des conditions initiales ayant une variation
totale petite, mais ici, le systéme considéré ([{L2.]]) est en fait un systéme dit de Temple (les
courbes de détente et les courbes de choc coincident), ce qui permet de traiter également
des conditions initiales avec une variation totale bornée, non-nécessairement petite (cf. [9]).
Il reste & savoir comment le point de discontinuité intervient dans cet algorithme. On peut
déja remarquer qu'en x = 0" aucune onde ne vient de la droite puisque dans le quart de
plan supérieur droit toutes les ondes ont une vitesse positive, grace & ’hypothése selon
laquelle la condition initiale pour x > 0 prend ses valeurs dans le triangle 7;...

Il reste & montrer que les fronts émanant de x = 0 restent en nombre fini.

On se place maintenant dans le quart de plan supérieur gauche {(t,z) € R%; 2 < 0,¢ >
0}. Le probléme de Riemann classique laisse invariant I’ensemble E. De plus, d’aprés les
Lemmes [6.1.2] et [6.1.3] les ondes qui arrivent en x = 0~ n’émettent aucune onde réfléchie
a gauche : I'ensemble E est donc invariant également pour le solveur de Riemann & gauche
de la discontinuité. De plus, comme on 1'a déja remarqué dans la preuve du Lemme [6.1.3]
pt €T, et p~ € E implique p~ € T,,.

On peut alors utiliser la méthode de front tracking a gauche de x = 0, en complétant
a droite par les états fictifs p de maniére a ce que le probléme a gauche correspondent aux
probléme sur R tout entier, complété par les états fictifs. Avec les observations précédentes
et les résultats classiques de front tracking [9, [35] 46], on obtient que le nombre de fronts
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restera borné et que seulement un nombre fini de fronts est créé en z = 07. On peut alors
traiter par front tracking la partie droite de la route. ]

Remarque 6.1.5. Un autre cas particulier est le cas p(0,x) € Tq‘—l (0)’ cet ensemble étant
[0,7c]
invariant pour les solveurs de Riemann classiques ou avec discontinuité.

Si on retourne au cas général, on il faudrait éventuellement ajouter des termes dans le
potentiel d’interaction de fagon & prendre en compte les ondes réfléchies en x = 0.

Si on veut considérer un choix plus large pour p, , par exemple p, € U et UN Hg) #+ O,
alors p(t,07) peut étre en-dehors de T;, :

Si c’est une 1-onde |, la positivité de la pente implique r; < o(rq). Par conséquent, il n’y
a pas d’ondes réfléchies et deux chocs peuvent étre créés a droite.

Si c’est une 2-onde , il y a une onde réfléchie et deux ondes a droites. Le probléme est
qu’il semble plus difficile de conclure a la décroissance de la variation totale & gauche
désormais. Néanmoins, le nombre de chocs & gauche ne croit pas.

6.2 Plusieurs points de jonctions

On considére maintenant une route avec un nombre fini n de points de discontinuités
situées en 1 < T9 < ... < Tp.

Proposition 6.2.1. On considére le probléme de Cauchy pour la route avec n points d’en-
trée et de sortie (f-20)~(F27) avec une condition initiale po € L' N BV (R;RE+D*). Op,
suppose que pour tout z, po(x) € T,, N E.Alors le probléme de Cauchy admet une solution
pour tous temps.

Preuve. On a déja vu dans la preuve de la proposition que le triangle 7., N E est
invariant pour le solveur de Riemann classique, mais aussi pour le solveur de Riemann avec
discontinuité. On a également vu précédemment que dans ce cas toutes les ondes ont une
pente positive.

Remarque 6.2.2. Les ondes créées sur la droite ont une vitesse limitée puisque pour tout
(2)

temps ¢, p(t,z;) doit étre dans H,
q(re) _1 Z. , et les 2-ondes sont de vitesse A telle que v(q:l(i)) >\ > o(r.).

re —q_ (i

U T;,. Par conséquent les 1-ondes créées sont au plus

de vitesse ¢ =

Si on essaie de résoudre le probléme de Cauchy sur | — oo, z1[, on obtient que le nombre
de chocs est borné. On peut alors résoudre le probléme de Cauchy sur |z, 23] en ajoutant
les fronts créés en x = z1. En répétant cette procédure jusqu'a lintervalle |x,,oo[, on
obtient finalement une solution pour le probléme de Cauchy en utilisant la méthode de
front tracking. O

Il reste encore & traiter le cas d’une route avec une infinité dénombrable de points
de discontinuité périodiquement distribués avec des données initiales périodiques, afin de
traiter le cas du rond-point.
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Introduction

D’aprés le résultat classique de Kruzkov [81, Theorem 5], le probléme de Cauchy pour
une loi de conservation en N dimension d’espace
Oyu + Divf(t,z,u) = F(t,z,u) (t,z) € R: xRN
u(0,z) = up(x r € RY
admet une unique solution faible entropique. Le méme article prouve également une estima-
tion de stabilité par rapport aux conditions initiales [81, Theorem 1]. Dans le méme cadre
que [81], on s’intéresse a la stabilité des solutions par rapport au flux f et a la source F.

Un résultat intermédiaire important en vue de ce probléme est une borne sur la variation
totale de la solution.

Dans le cas sans source, c’est-a-dire F' = 0, et lorsque le flux f est indépendant de t et x,
la dépendance de la solution par rapport au flux a déja été abordé par Lucier [96], Dafermos
[45] ou encore F. Bouchut & B. Perthame [2I]. Dans ce cas, la borne TV est facilement
obtenue et s’écrit TV (u(t)) < TV (ug). L’estimation de dépendance au flux s’écrit alors |
pour une constante C > 0

() = 0(0)]| g1 vy < 10 — vollga e gy + C TV (uo) Lip (f — g)t
ou v est la solution du probléme de Cauchy

Oy + Divg(v) =0, (t,z) € Ry xRV,
v(0,z) = vo(x), r € RV,

D’autre part, G.-Q. Chen & K. H. Karlsen ont considéré un flux dépendant aussi de
x, et s'écrivant f(xz,u) = () A(u), pour une source contenant une opérateur parabolique
éventuellement dégénéré. Dans ce cadre, la distance dans L' entre deux solutions associées
a des flux distincts est controlée par la distance entre les flux, cependant, des constantes
apparaissent dans cette estimation qui dépendent du terme a priori non-borné TV (u(t))
Dans le cas qui nous intéresse, il n’y a pas d’opérateur parabolique dans le terme source, et
on remarque que dans le cas général TV (u(t)) peut trés bien exploser en temps fini. Par
exemple, pour f(x,u) = cosx avec la condition initiale constante nulle, la variation totale
de la solution u(t,z) = tsinx explose pour tout temps ¢ > 0.

Ainsi, on est amené tout d’abord & chercher des conditions pour lesquelles une borne
de la variation totale de u existe. Une fois cette borne obtenue, on peut alors estimer la
dépendance de la solution par rapport au flux et a la source.

Une telle inégalité peut ensuite servir pour étudier un modéle simplifié des gaz radiatifs.
En effet, Le systéme des gaz radiatifs a déja été étudié dans [39, 49, 78| [79] [84] O1], 92 123].

153



154

Il est constitué d’une loi de conservation avec un terme source non-local, consistant en
un produit de convolution de l'inconnue avec un noyau connu. L’estimation de stabilité
obtenue peut alors étre utile pour obtenir une estimation de point fixe, et donc obtenir des
résultats d’existence et d’unicité qui étendent le résultat de [49, Theorem 2.4] & des flux
plus généraux.

L’estimation de dépendance par rapport au flux et a la source obtenue au chapitre [7]
est de plus améliorée au chapitre 8] o les constantes apparaissant dans cette inégalité sont
plus finement estimées.

Au chapitre 8 on améliore ensuite le résultat obtenu au chapitre [ en affinant esti-
mation des constantes qui interviennent.

Enfin, au chapitre @ dans le prolongement du chapitre [l on considére I’équation de
continuité en dimension N d’espace

dp+div(pV(p)) =0
p(0,z) = po(x)

pour laquelle la loi de vitesse V' est une fonctionnelle non-locale. Ce type d’équation apparait
dans de nombreux exemples tels que le modéle des chaines de montage introduit par [4]

6], on V(p) = v <f01 p(x) dx). Un autre exemple est celui du trafic piéton pour lequel la

fonctionnelle de vitesse s’écrit V(p) = v(p x 1) ¥(x). On adapte nos hypothéses a ces deux
exemples plus particuliérement. Par conséquent, les hypothéses introduites sur ’application
V', satisfaites dans le cas du trafic piéton et des chaines de montage, ne sont a priori pas
satisfaites par des fonctions classiques, mais plutdét par des fonctionnelles non-locales. Il
existe par ailleurs de nombreux modéles similaires, tels qu'un modéle cinétique de trafic
routier [I3] ou encore le modeéle de Keller—Segel [109].

La premiére question a se poser est alors celle du caractére bien-posé de I'équation avec
flux non-local. On montre donc au chapitre @ que pour une donnée initiale pg € L' N L>,
ce probléme admet une unique solution faible entropique, locale en temps sur un intervalle
I. On a de plus une minoration du temps d’existence. En appelant S; le semi-groupe local
obtenu associant & une condition initiale pg la solution Sypg au temps ¢, on se demande
alors s’il est possible de dériver le semi-groupe par rapport aux conditions initiales au sens
de Gateaux dans L. On s’attend a ce que la dérivée au sens de Gateaux soit formellement
la solution de ’équation linéarisée

{ r + div (rV(p) + pDV (p)(r)) = 0
r(0,2) = ro(x),
ol p = Sipp est solution du systéme initial. Avant tout, on montre donc que, pour tout
ro € L' N L™, ce systéme admet une unique solution faible entropique, locale en temps,
le temps d’existence de r étant le méme que celui de p. De plus, on obtient que pour tout

t € I, Vapplication pg — Sipg est Gateaux-différentiable, la dérivée au sens de Gateaux
dans la direction ro € L' ML, étant bien la solution faible entropique du systéme linéarisé.

On souligne que les solutions obtenues pour le probléme initial et le probléme linéarisé
sont construites dans €°(I; L' (RV;R)) et sont des solutions faibles entropiques au sens
de Kruzkov. En effet, cette définition est plus exigeante que celle des solutions faibles. En
outre, pour montrer ’existence de telles solutions, on utilise de fagon cruciale les théorémes
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et [.2.0] dont les preuves sont basées sur la définition de solution faible entropique de
Kruzkov. On remarque cependant que dans le cas d’une équation de transport standard,
les notions de solution faible et solution faible entropique coincident.

Rappelons qu’en général, le semi-groupe engendré par une loi de conservation n’est pas
différentiable dans L', méme dans le cas scalaire 1D (voir [23, Section 1]). Pour traiter ces
problémes, une structure nouvelle a été introduite dans [23], et développée dans [16], 24]
(concernant des problémes de contrdle optimal, voir aussi [25, 38]). A propos du cas scalaire
1D, d’autres résultats sont également décrits dans [19] 20, [67, 136 [137].

Le but final est d’introduire une fonctionnelle de cotit J: Sypg € €° (Iex, L' (RV; R)) —

J(Stpo) € R, et d’étre capable, en utilisant la Gateaux différentiabilité du semi-groupe,
de trouver une condition nécessaire sur les conditions initiales afin de la minimiser.



156



Chapitre 7

Dépendance par rapport au flux et a
la source

Dans cet article, issu d’une collaboration avec R. M. Colombo et M. D. Rosini, publié
dans Communications in Mathematical Sciences en 2009 [41], ainsi que dans Comptes-
Rendus de I’Académie des Sciences dans une version plus courte [42], on considére 'équation
hyperbolique scalaire avec terme source.

Oyu + Divf(t,z,u) = F(t,z,u) (t,z) € R: xRN
u(0, ) = uo(x r € RV,

oit (t,z) € Ry x RV, Le but est d’estimer la dépendance des solutions de cette équation par
rapport au flot f et par rapport a la source F'. Pour cela, on est tout d’abord amené & donner
une estimation de la variation totale en la variable d’espace de la solution. Ce résultat est
ensuite utilisé pour étudier une équation hyperbolique scalaire avec un terme source non-
local en espace telle que I’équation simplifiée des gaz radiatifs. Pour ce type d’équation, on
obtient finalement le caractére bien-posé de I’équation ainsi que des estimations de stabilité.

Au paragraphe [(.2], on introduit les notations, on énonce les principaux résultats et on
les compare avec ceux trouvés dans la littérature. Le paragraphe [Z.3] donne une application
du résultat de stabilité par rapport au flux et & la source pour le modeéle simplifié des
gaz radiatifs. Finalement, aux paragraphes [Z.4] et [[.5] on donne les preuves détaillées des

Théorémes [Z.2.5] et [(.2.0

La suite est en anglais car c’est la reproduction de l'article [41].

7.1 Introduction

The Cauchy problem for a scalar balance law in N space dimensions

(7.1.1)

Ou+ Divf(t,z,u) = F(t,x,u) (t,z) € R:* xRN
u(0,x) = ug(x r € RV

is well known to admit a unique weak entropy solution, as proved in the classical result by
S. N. Kruzkov [81 Theorem 5|. The same paper also provides the basic stability estimate on
the dependence of solutions from the initial data, see [81l Theorem 1|. In the same setting
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established in [81], we provide here an estimate on the dependence of the solutions to (Z.1.1))
on the flow f, on the source F', and recover the known estimate on the dependence from the
initial datum ug. A key intermediate result is a bound on the total variation of the solution
to (ZI11]), which we provide in Theorem

In the case of a conservation law, i.e. where F' = 0, and where f is a flow independent
on t and z, the dependence of the solution on f was already considered in [2I], where
other results were also presented. In this case, the TV bound is obvious, since TV (u(t)) <
TV (up). The estimate provided by Theorem slightly improves the analogous result
in |21, Theorem 3.1] (that was already known, see [45, 06]), which reads (for a suitable
absolute constant C)

Hu(t) - v(t)HLl(RN;R) < ||u0 - UOHLl(RN;R) + CcTV (UO) Lip (f - g)ta

where v is the solution of the Cauchy problem

Oy + Divg(v) =0 (t,z) € R:* xRN
v(0,z) = vo(x) r € RY

Our result, given by Theorem [7.2.6], reduces to the inequality (.ITI]) when f and g are not

dependent on ¢t and z and F = G = 0, but with C = 1.

A flow dependent also on x was considered in [30) [75], though in the special case
f(z,u) = l(z) A(u), but with a source term containing a possibly degenerate parabolic
operator. There, estimates on the L! distance between solutions in terms of the distance
between the flows were obtained, but are dependent on an a prior: unknown bound on
TV (u(t)) Here, with no parabolic operators in the source term, we provide fully explicit
bounds both on TV (u(t)) and on the distance between solutions. Indeed, we remark that
with no specific assumptions on the flow, TV (u(t)) may well blow up to +oo at t = 0+,
as in the simple case f(x,u) = cosz with zero initial datum.

Both the total variation and the stability estimates proved below turn out to be optimal
in some simple cases, in which optimal estimates are known.

As an example of a possible application, we consider in Section [7.3] a toy model for a
radiating gas. This system was already considered in [39 49, [78] [79, 84, [OT] 092 123]. It
consists of a balance law of the type (1)), but with a source that contains also a non
local term, due to the convolution of the unknown with a suitable kernel. Using the present
results, we prove the well posedness of the model, extending [49] Theorem 2.4| to more
general flows, sources, and convolution kernels. Stability and total variation estimates are
also provided.

This paper is organized as follows : in Section [[.2] we introduce the notation, state the
main results, and compare them with those found in the literature. Section [[.3lis devoted to
an application to a radiating gas model. Finally, in sections [(.4] and the detailed proofs
of Theorems and are provided.

7.2 Notation and Main Results

Denote Ry = [0, 4+o00[ and R% = ]0, +oo[. Below, N is a positive integer, 2 = R’ xRN x
R, and B(x,r) denotes the ball in RY with center x € RY and radius r > 0. The volume of
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the unit ball B(0,1) is wy. For notational simplicity, we set wg = 1. The following relation
can be proved using the expression of wy in terms of the Wallis integral Wy :

WN
WN-1

w/2
=2Wy where Wy = / (cos0)N dh. (7.2.1)
0

In the present work, 14 is the characteristic function of the set A and d; is the Dirac
measure centered at t. Additionally, for a vector valued function f = f(z,u) with u = u(x),
Div f stands for the total divergence. On the other hand, div f, respectively V f, denotes
the partial divergence, respectively gradient, with respect to the space variables. Moreover,
0, and 0 are the usual partial derivatives. Thus, Divf = div f + 9, f - Vu.

Recall the definition of weak entropy solution to (ZI1), see [81, Definition 1].

Definition 7.2.1. A function u € L®(R% x RY;R) is a weak entropy solution to (ZI.I])
if :

1. for any constant k € R and any test function ¢ € €2°(R* x RM;R})

/*/RN [(u—k:) At + (f(t,x,u) —f(tam,k)) Vo + (F(t,x,u) —divf(t,x,k)) Lp]

xsign(u — k) dx dt > 0;
(7.2.2)

2. there exists a set £ of zero measure in R, such that for t € Ry \ € the function u(t, z)
is defined almost everywhere in R, and for any r > 0

li tx) — dz =0. 7.2.3
tﬂoigllh\f/fz(o,r) |u(t, z) — uo(x)|da (7.2.3)

Throughout this paper, we refer to [3, [139] as general references for the theory of BV func-
tions. In particular, recall the following basic definition, see |3 Definition 3.4 and Theo-
rem 3.6].

Definition 7.2.2. Let u € L} (R";R). Define

loc

TV (u) = sup{/ uwdivydr - ¥ e €1RY;RY) and [l oo v .mvy < 1}
RN ’

BV(RY;R) = {u e LL (RV;R) : TV (u) < +oo}.
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The following sets of assumptions will be of use below.
[ f e €2(QRY) F € €' (;R)
(H1) { 9uf € L®(;RY)
Ou(F —div f) e L*(Q;R) F —div f € L*(;R)
( f e € RN F € €'(;R)
VO f € L®(Q;RV*N) / / |V (F = div f)(t, ')HLw(R.Rw) dzdt < +oo
(H2) R |
010, f € L®°(Q; RY) O F € L*™®°(;R)
| Oidiv f € L*(R)
f € EHRY) Fe%'(:R)  0,F € L®(;R)

(H3) Ouf € L®(Q;RY) //RNH(F —div f) (¢, z, -)HLOO(R;R) drdt < +o0

The quantity F'—div f has a particular role, since it behaves as the “true” source, see ([Z.2.6]).
We note here that the assumptions above can be significantly softened in specific situations.
For instance, the requirement that f be Lipschitz, which is however a standard hypothesis,
see [21], Paragraph 3|, can be relaxed to f locally Lipschitz in the case f = f(u) and F' = 0,
thanks to the maximum principle [8Il Theorem 3|. Furthermore, the assumptions above
can be obviously weakened when aiming at estimates on bounded time intervals.

Assumptions (H1) are those used in the classical results [81, Theorem 1 and Theorem 5|.
However, we stress that the proofs below need less regularity. As in [81], we remark that no
derivative of f or F'in time is ever needed. Furthermore, f needs not be twice differentiable
in u, for the only second derivatives required are V.0, f and V2f.

We recall below the classical result by Kruzkov.

Theorem 7.2.3 (Kruzkov). Let (H1) hold. Then, for any ug € L=®(RY;R), there ewists
a unique weak entropy solution u to (Z1.1) in L (R+; L} (]RN;R)) which is right conti-

loc
nuous. Moreover, if a sequence u; € L (RM;R) converges to uq in Llloc, then for allt >0

the corresponding solutions u™(t) converge to u(t) in Lj,..

Remark 7.2.4. Under the conditions (H2) and fRifRNH(F —div f)(¢t, z, -)HLOO(R,R) dzdt <

+00, see (H3), the estimate provided by Theorem [.2.5] below, allows to use the technique
described in [46, Theorem 4.3.1], proving the continuity in time of the solution, so that

ue %0 (Ry; L, (RY;R)).

7.2.1 Estimate on the Total Variation

Recall that |75, Theorem 1.3| and [30, Theorem 3.2| provide stability bounds on (Z.1.1)),
in the more general case with a degenerate parabolic source, but assuming a prior: bounds
on the total variation of solutions. Our first result provides these bounds.

Theorem 7.2.5. Assume that (H1) and (H2) hold. Let ug € BV(RY;R) be bounded.
Then, the weak entropy solution u of (Z11) satisfies u(t) € BV(RY;R) for all t > 0.
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Moreover, if
ko = NWy ((2N + DIV Ouf oo (amnxny + HauFHLoo(Q;R)> (7.2.4)

with W as in (ZZ1), then for all T > 0,

T
TV (u(T)) < TV (ug) ™ + NWN/ ero(T=1) / |V(F — div f)(t, 2,")|| o dzdt.
0 RN
(7.2.5)

This estimate is optimal in the following situations :

1. If f is independent from x and F' = 0, then k9 = 0 and the integrand in the right
hand side above vanishes. Hence, (23] reduces to the well known optimal bound
TV (u(T)) < TV (u).

2. In the 1D case, if f and F are both independent from ¢ and u, then ko = 0 and (Z1.1)
reduces to the ordinary differential equation dyu = F — div f. Hence, (23] becomes

TV (u(T)) < TV (up) + T TV (F —div f). (7.2.6)

3. If f =0and F = F(t) then, trivially, TV (u(T")) = TV (uo) and (Z2F)) is optimal.
The constant NWy is related to the choice of the norm in RY, see Lemma [ 41l If N = 1,
then NWy = 1 and this constant is optimal, for instance, in case 2. above. On the other
hand, if N > 1, in the case where f = 0 and F(u) = u, we have that ko = NWy > 1
and the bound (Z2ZF) reduces to TV (u(T)) < TV (ug)exp(koT), whereas TV (u(T)) =
TV (up) exp(T).

A simpler but slightly weaker form of (T.2.5]) is

koT

TV (w(T)) < TV (ug) ™" + NWN% o) /RN [V(F = div f)(t, 2, ) ||, dz
te|0,

when the right hand side is bounded.

7.2.2 Stability of Solutions with Respect to Flow and Source

Consider now (.I1]) together with the analogous problem

. B * N
{ 0o + Divg(t,z,v) = G(t,z,0)  (t,w) € RLxR (7.2.7)

v(0,z) = vo(x) r € RV,

We aim at estimates for the difference v — v between the solutions in terms of f —g, F — G
and ug — vg. Estimates of this type were derived by F. Bouchut & B. Perthame in [21]
when f, g depend only on v and F' = G = 0. Here, we generalize their result by adding the
(t, z)-dependence. The present technique is essentially based on Theorem

Theorem 7.2.6. Let (f,F), (9,G) satisfy (H1), (f,F) satisfy (H2) and (f — g, F — G)
verify (H3). Let ug,vo € BV(RY;R) be bounded. We denote kg as in (7.2.4) and introduce

K = 2N VOufllperrxny + 10uF g o.m) + [|0u(F — G)HLOO(Q;]R) )

M = [|0ugllroc rNy -
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Then, for any T, R > 0 and xo € RY, the following estimate holds :

/ |u(T, ) — v(T,z)|dz < e”T/ |uo(z) — vo(z)| da
lz—zol|<R [lz—zo|| <R+MT

enoT _ enT
Al TV (u0) [|0u(f — 9)|| 1.

T oro(T=t) _ or(T—1)
v ( LIV =i )t )y dt ) [0 = )

Ko — R
T
0 |lz—zo|| <R+M(T—t) Loo

The above inequality is undefined for k = k¢ and, in this case, it reduces to (Z.5.16]). This
bound is optimal in the following situations, where ug, vy € L'(RY;R).

1. In the standard case of a conservation law, i.e. when F' = G = 0 and f, g are inde-
pendent of x, we have k9 = k = 0 and the result of Theorem [7.2.6] becomes, see [17,
Theorem 2.1],

HU(T) - U(T)HLI(RN;R) < fluo — UO”Ll(Rn;R) +T TV (uo) Hau(f - g)HLOO(Q;]RN) .

2. If 8, f = Oyg = 0 and 9, F = 9,G = 0, then k9 = kK = 0 and Theorem [[.2.6] now reads

T,
[w(T) = (D) | o vy < 0 = w0l v gy +/O H [(F—G)—div(f —9)] (t)\ L1 (2N :R)

3. If (f,F) and (g,G) are dependent only on z, then Theorem reduces to
HU(T) - U(T)HLI(RN;R) < HUO - UOHLl(RN;R) +T H(F - G) —div (f - g)HLl(RN;R) .

The estimate obtained in Theorem shows also that, depending on the properties of
specific applications, the regularity requirement f € %2(€; RY) can be significantly relaxed.
For instance, in the case f(t,z,u) = I(z)g(u) considered in [30, [75], requiring g to be of
class €' and [ to be of class €2 is sufficient. See also Section [Z3] for a case in which the
required regularity in time can be reduced.

In the case of conservation laws, i.e. when F' = G = 0, one proves that x < k¢ and the
estimate in Theorem takes the somewhat simpler form

/ (T, ) — v(T,z)|dz < e"““T/ |uo(z) — vo(z)| da
le—zol| <R lz—z0 || <R+MT

+ Te™ TV (ug) ||0u(f — 9)|| oo

+ NWyT?e T sup (/ HVdin(t,x,-)HLoodx) H@u(f—g)HLoo
t€[0,T) RN

+ TeT sup

/ |div (£ = 9)(t,2,) o d
t€[0,T] J ||z —zo|| <R+M (T—t)

when the right hand side is bounded. In the case considered in [21, Theorem 3.1, f = f(u),
ko = 0 and we obtain [21] formula (3.2)] with 1 instead of the constant C' therein.
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7.3 Application to a Radiating Gas Model

The following balance law is a toy model inspired by the Euler equations for radiating

gases :
Ou~+Divf(t,z,u) = —u+ K %5 u. (7.3.1)

This has been extensively studied in the literature when f = f(u), see for instance [78]
79, 84, 92, 123] for the scalar 1D case, [39, Q1] for 1D systems, and [49] for the scalar N
dimensional case.

The estimate provided by Theorem allows us to present an alternative proof of
the well posedness of (Z.3.1]) proved in [49]. Furthermore, we add stability estimates on the
dependence of the solution from f and K, in the case where f is also dependent on ¢, x and
with more general source terms.

Theorem 7.3.1. Let (f, F) satisfy (H1), (H2) and (H3). Assume that
(K) Ke(@2nLo) (R, xRY;R) and K eL® (Rj; W2’1(}RN;R)> :

Then, for any ug € (BV NLY)(RY;R), the Cauchy problem

(7.3.2)

Oou+ Divf(t,x,u) = F(t,z,u) + K %, u (t,z) € Ry xRN
u(0, ) = uo(x r € RY

admits a unique weak entropy solution v € €° <R+; Ll(RN;R)). Moreover, denoting k =
“K“Lw(Ri;LI(RN;R)), for all T > 0, the following estimate holds :

TV (u(T)) < et NWaRT Ty (40)

T
+NWN/ e<“0+NWN’f><Tt>/ |V (F —div f) (t, 2, )| . dz dt.
0 RN

If F(t,x,0) — div f(t,2,0) = 0 for all t € [0,T] and z € RY, then
1. H“(T)HLI(RN;R) < e(ﬁ+k)THu0”L1(RN;R)'
2. Let K satisfy (K) and call @ the solution to (Z32) with K replaced by K. Then,

6lcT

alT) = @(T) | vy < luolles v my ﬁ HK B KHLOO(Ri;Ll(RN;R»'

(7.3.3)

Proof. Fix a positive T' (to be specified below) and consider the Banach space X =
€0 <[O,T]; LI(RN;IR{)> equipped with the usual norm [Ju| y = ||ully, (o 77,11 (RN ;R))- Define
on X the map 7 so that 7 (w) = u if and only if u solves

{3tu—|—D1Vf(790,U):F(t7957u)+K*ww (te) € Ry xRY (7.3.4)

t
(0,7) = up(x z € RN

in the sense of Definition [.2.Tl Note that the source term does not have the regularity
required in (H1). However, by the estimate in Theorem [7.2.6] we can prove that (7.3.4])
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does indeed have a unique weak entropy solution, see Lemma [[.32lfor the details. The fixed
points of 7 are the solutions to (Z.3.]). By Theorem [T.2.3] and Remark [[.2.4] 7w € X for
all w € X. We now show that 7 is a contraction, provided T is sufficiently small. Note that
ko = NWny (2N +1)|Vuflpe + [0uF| 1)
k= 2N[VOuflpe + 10uF Lo -

Moreover, by Theorem [7.2.0]

d(Twi,Twe) = sup [|[Tw —Tws|
t€[0,T]
et — 1

< sup ( sup || K (7) #; (w1 — w2)(T)HL1>

te[0,T] K refoy

eIiT
< sup [ K7 Mg [ = w2)(7)]|,

K TE[ s
kT _

< ¢ L k:d(wl,wQ) .

Therefore, 7 is a contraction as soon as T is smaller than a threshold that depends only on
H(?uFHLOO(Q:R), ||V8uf||Loo(Q:RNxN) and on HKHLDO(Ri;Ll(RN;R))' Therefore, we proved the
well posedness of ([Z.3.2)) globally in time.

Consider the bound on TV (u(t)). By Theorem [7.2.5]

T
TV (w(T)) < TV (uw)+ NWy / efo(T=1) / [V (E = div )t 2, ) || oo ey dee dt
0 RN ’

T
+NWy / e T DL TV (u(t)) dt
0

and an application of Gronwall Lemma gives the desired bound.

We estimate the L' norm of the solution to (7:3.2)), comparing it with the solution to

{ O+ Divf(t,z,u) = F(t,z,u) + K %, u (t,z) € Ri x RN (7.35)

u(0,2) =0 r € RN,

By assumption, the function u(¢,x) = 0 solves the Cauchy problem (T.3.3]), hence it is its
unique solution. Then, evaluating the distance between the solutions of (7.3.2)) and (T.3.5])
by means of Theorem [.2.6] we obtain

T
G_HTHU(T)HU(RN.R) < Huo”Ll(RN;R) +/ e_"‘t/ ‘K o u(t,x)|dxdt
’ 0 RN

and, using the Gronwall Lemma, we obtain
HU(T) HLl(RN;]R) < e(nJrk)THuOHLI(]RN;R) :
The final estimate (Z3.3]) follows from Theorem [7.2.0] :

B%TH (u— a)(T)HLl(RN;]R)

T T
< - KHLOO RLLI(RV, R))/O ™ |u(®) || 1 vy dt+k/0 e[ (w = )(8)| 1 vy A
6k:T -1 B T o 3
HK KHLOO e ) luollgs v iy — +l<:/0 e (1= ) ()] g o e
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and using the Gronwall Lemma, we get the result.

The continuity in time is proved as described in Remark [.2.4] O

Lemma 7.3.2. Let f, F satisfy (H1) and K satisfy (K). If w € L® (R, x RY;R), then
the estimates in Theorem and in Theorem apply also to (7-37).

Proof. Fix positive T, R and let w, be a sequence of ¥ functions converging to w in
L! ([0, T] x RV, ]R). Apply Theorem [[.2.3] to the approximate problem

(7.3.6)

Ou+ Divf(t,x,u) = F(t,z,u) + K %, wy, (t,z) € Ry xRN
u(0,x) = uo(x r € RY

to ensure the existence of its weak entropy solution wu,. Apply Theorem [(.2.0] to estimate
the distance between u,, and u,_1 :

T
Hun _ un—luLOO([O,T];Ll(]RN;]R)) < / en(T—t) /N ‘K * (wn — wn_l)(t, .%'){ dx dt
0 R
T
< e kllw, — wn—l”Ll([o,T]xRN;R)
showing that the wu, form a Cauchy sequence. Their limit u solves ([T.3.2)), as it follows
passing to the limit over n in the integral conditions (7.2.2)-(7.2.3]) and applying the Do-

minated Convergence Theorem. The estimates in Theorems [7.2.5] and [[.2.6] are extended
similarly. U

7.4 Proof of Theorem

Lemma 7.4.1. Fiz a function p1 € €°(Ry;Ry) with

1 n
Supp(lu’l) - [Oa 1[’ / TN_llu’l(’r) dr = N—a :U’/l <0, lu’g )(0) =0 forn > 1.
it wN
(7.4.1)

Define
I
Then, recalling that wg =1,
/ pwlx)de = 1, (7.4.3)
]RN
2 wN-1
[t (lal) do = 525 [l (o] d. (7.4.4)
L el ut@lde = = [ el (lal) do = ¥ (7.45)
[ alst (el do = =v41) [ el (Jol) do. (a0)
RN RN
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Proof. The first relation is immediate. Equalities (Z.4.5]) and (.46]) follow directly from
an integration by parts. Consider (Z.4.4]). The cases N = 1,2, 3 follow from direct compu-
tations. Let N > 4 and pass to spherical coordinates (p,01,...,0n-1),

ry = pcosOy_q
o = psinfy_q cosOy_o

TN—1 = psinfy_1sinfy_o---cosby
rNy = psinfy_1sinfy_o---sinfy

with p € R, 01 € [0,27[ and 6; € [0, 7] for j=2,..., N - 1. If N > 4

/ 21l i (Jlz]) dz

2 N—1
- / / / / lcos O —1| p™ 11 (p) H sin;)7 ' | dfy_1dOn_o---db1 dp
j=2

27 T iy
= / // Hsme 1) doy_o---doy
0 0 0 i=2

X (/ |cos On—1| (sinHN,l)N72 d9N1> / i u1(p)dp
0 R*

2 1
= (N —-1wy_ — d
N = Dewor gy e Lyl (lel) da

2 Wy
- = d
2 [ el (lel) o

completing the proof. O

Recall the following theorem (see [3, Theorem 3.9 and Remark 3.10]) :
Theorem 7.4.2. Let u € L, (RY;R). Then u € BV(RY;R) if and only if there exists a

sequence (uy) in € (RY;R) converging to u in L}, and satisfying

lim HVun(x)H de =L with L<oo.

n—+oo JpN
Moreover, TV (u) is the smallest constant L for which there exists a sequence as above.

Proposition 7.4.3. Fiz 1 as in (741). Let u € L}, (RV;R) admit a constant C' such
that for all positive X\, R and with p as in (7.4.2)

1
S [ ) e =2 et < (r:47)

Then u € BV(RY;R) and TV (u) < C/Cy, where

Ch = /]RN lz1| g (|2]]) da . (7.4.8)
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Note that Cy € 0, 1[. If moreover u € €1 (RY;R), then

TV (u) = —1 - - )dzdz. 4.
V (u) ClAli%)\/RN/RN u(x — z)| p(z)dzdz (7.4.9)

Proof. We introduce now a regularisation of u : up, = u*,uh, with pp(z) = iy (||z]|/R) /BN,
Note that uj, € €>°(RN;R) and u; converges to u in L} as h — 0. Furthermore, for R
and h positive, we have

loc

1
X /]RN /B(me) lun (@) — up (@ — 2)| p(z) dedz
1
S o Lo o @) = e = ) ) dat

N

N

and
up(r) — up(r — A2)
A

1
= / Vup(x — Asz) - zds.
0

Using the Dominated Convergence Theorem, at the limit A — 0 we obtain

/ / |Vuh(x)-z|,u1(HzH)dxdz<C’
RN JB(z0,R)

We remark that for fixed z € B(x¢, R), when Vuy(z) # 0, the scalar product Vuy(z) -z
is positive (respectively, negative) when z is in a half-space, say H; (respectively, H, ). We

can write z = a% + w, with o € R and w in the hyperplane H? = Vuy,(z)*. Hence
h

/ Vun(e) - 2| p(ll) dz = / Vun(@) -z ([12]) d= + / Vun(@) - (—2) (=] d=
RN Hf Hy
= 2/ Vup(x) -z pi(||z]]) dz
HF
= 2/ / a || Vup(@)]] p1(y/ a2 + [w]?) dw da
—+ T
/R /H o] [Vun(@)]| s (y/02 + Jw]®) dw da
Vaun (@) / 21 g (] 211) dz
RN
Define C as in (LA8]) and note that C; € ]0,1[. Then we obtain, for all R > 0,

/ | Vup ()] dz < “ (7.4.10)
B(zo,R) C1

Finally, when R — oo we get [pn ||Vun(a)||dz < C/C; and in the limit h — 0, by
Theorem [TZ 2 we also have that TV (u) < C/C}, concluding the proof of the first statement.
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Assume now that u € €*(R";R). Then, using the same computations as above,

)I‘I_’I%)‘/RN/RN —ux—z‘,u )dx dz

= lim
A—=0 JrN JRN

= ¢ TV (u)

/Vux—)\sz czds| pi(||z]]) dzdz

completing the proof. O

In the following proof, this property of any function « € BV (RY;R) will be of use :
/ |u(z) — u(z — 2)| dz < ||z]] TV (u) for all z € RY. (7.4.11)
RN

For a proof, see [3| Remark 3.25].

Proof of Theorem [7.2.3. First, we assume that uy € €' (R™;R). The general case will
be considered only at the end of this proof.

Let u be the weak entropy solution to (ZLI). Let u = u(t,z) and v = u(s,y) for
(t,z),(s,y) € R} x RY. Then, for all k,I € R and for all test functions ¢ = (¢, z,s,y) in

¢! <(]R’_j_ X ]RN)Q;RJr), we have

/*/RN[(U —k)dtp+ (f(t,x,u) — f(t,x,k)) Ve + (F(t,x,u) — divf(t,x,k)) Lp]
xsign(u — k) dxdt = 0
(7.4.12)
for all (s,y) € R%. x RV, and
/*/RN[(U — 1) 0sp+ (f(s,9,0) — f(5,4,1)) Vyo + (F(s,y,v) — div f(s,y,1 SD]

xsign(v —1)dyds > 0

(7.4.13)

for all (t,z) € R* x RN, Let @ € €°(R% x RV;Ry), ¥ € €°(R x RY; R, ) and set
o(t,z,s,y) =D(t,x)V(t — s,z —y). (7.4.14)

Observe that dtp + 05 = ¥V dt®, Voo = UV, 0 + OV, U, Vyp = -9V, V. Choose
k = v(s,y) in (412) and integrate with respect to (s,y). Analogously, take | = wu(t,x)
in (Z.4£13) and integrate with respect to (¢, x). Summing the obtained inequalities, we obtain

/*/RN/*/slgn u—) [u—v)\ll dt @ + (f(t, 2, u) — f(t,z,v)) - (VO) U
(f(S Yy,v ) f(S,y,u) - f(t,x,v) + f(t,x,u)) . (V\If)q) (7'4.15)

+ (F(t,z,u) — F(s,y,v) + div f(s,y,u) — div f(t,z,v)) <p] dzdtdyds >0

Introduce a family of functions {Yy}g~o such that for any ¢ > 0 :
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Ys(t)

Ys(t)

il

0 3 t 0 9 t

FIGURE 7.1 — Graphs of Yy, left, and of Y}, right.

t 1
Yy(t) :/ Yy(s)ds, Yy(t) = 5Y’ (%) , Y € €F°(R;R), (7.4.16)
Supp(Y’) C 0,1, Y' >0, / Y'(s)ds =1.
R

Let M = ”8uf”L0°(Q;RN) and define for ¢,0, Ty, R > 0, o € RV, (see Figure [[.2) :

X(t)
W(t.x)

[ERSan

X R+M(To—t) R+M(To—t)+6

FIGURE 7.2 — Graphs of x, left, and of v, right. Here a = R+ M(Tp —t) and b = R +
M(Ty—t)+ 0.

X(t) =Ye(t) = Ye(t =T) and  (t,2) =1-Yp ([l — a0l - R— M(Tp - t)) >0,
(7.4.17)
where we also need the compatibility conditions Tp > T and Me < R+ M (T —T). Observe
that x — 197 and X — 0y — 07 as € tends to 0. On x and ¢ we use the bounds

XS 1orye and 1Rt M(To—1) S ¥ S 1B(2o, R4M(To—t)+6) -
In (Z415), choose ®(t,z) = x(t) ¥ (t, ). With this choice, we have

dt® =x"v—MxY, and Vq):—xYéHx_ixo
x_

. 7.4.18
o] (7.4.18)

Setting B(t,x,u,v) = |u — v|M +sign(u—v) (f(t,z,u) — f(t,z,0)) — "0 the first line

l = o’
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in (C4.I5) becomes
/ / / / [(u —0)¥ dt® + (f(t, x,u) — f(t,z, v)) (V) \If] sign(u — v)dz dt dy ds
/RN IR JRN

:/* /RN/* /RN (Ju =[x ¥ — B(t,z,u,v)x Yy) ¥dzdtdyds
+ +

</ / / / lu —v|x ¢ ¥drdtdyds,
3RV R JRN

since B(t,x,u,v) is positive for all (t,z,u,v) € © x R. Due to the above estimate and

to (L4I5), we have

/*/]RN/*/RN [(“—v)x’wﬁl

+ (f(s,y,v) - f(sayau) - f(tvxvv) —i—f(t,x,u)) ’ (V\II)(I)
+ (F(t, 2, u) — F(s,y,v) —div f(t,z,v) + div f(s,y,u)) ¢

xsign(u — v)dez dt dy ds > 0.

Now, we aim at bounds for each term of this sum. We introduce the following notation :

I = / / / / lu —v| X' ¥dodtdyds,
j_ RN ]R: RN

Ja: = /1/IRN/1/RN (f(t,y,v)—f(t,y,u)—l—f(t,x,u)—f(t,x,v)) (V\II) ®
x sign(u —v) de dtdyds,

o= [ L L L G = e+ e - f) (70 @
x sign(u — v) dzdtdyds,

L, = /:/RN/:/RN (F(t,z,u) — F(t,y,v) — div f(t,z,v) + div f(t,y,u)) ¢
x sign(u —v)dedtdyds,

Ly = /1/RN /Ri /RN (F(t,y,v) —F(s,y,v)—divf(t,y,u)—i—divf(s,y,u)) %

x sign(u —v)dedtdyds.

Then the above inequality is rewritten as I+J,+J;+Ly+L; > 0. Choose ¥ (t, x) = v(t) u(x)
where, for n,A > 0, p € €°(R4; Ry ) satisfies (T.4I)-(C42) and

v(t) = %I/l <%> , /Rul(s) ds=1, 1 €% °(R;Ry), Supp(r1) C]-1,0[. (7.4.19)

We have
I

I ; /R /RN/R /RN lu(t,z) —u(t,y)| (YI(t) =Y.t —T)) v ¥dzdtdyds,

L - |
R

N
gl
+
o
=
=
e}
]
o)
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and we get
sty < [ (0, 2) — (0, )| plx — y) da dy
RN ||x—m0||<R+MT()+9

e—0
-/ (T, ) — (T, )| ple — y) dedy,
RN Jljo—aol|<R+M(To-T)

limsuply, < 2 sup / |lu(t,y) — u(s,y)| dy.
e—0 tg]{tozi}l ly—zo|| SRAA+M (To—t)+6
s st

For .J,, we have that by (H1), f € €%(Q;RY) and therefore

[ty 0) = flty,u) + ftz,u) = f(tx,0)]| =
= ‘/v/olvauf (t,x(l —r)+ry,w) (y —z)drdw
< V00l 12 — ol (s, ) — u(t, )]

Then, using (7.4.5)

Ty <IIVOufllm / / / / e — yll [uts ) — u(s, )| VT] x o de d dy ds
R: RN JR* JRN

+

Vot [ [ [ [ o=l [Jutes) — utsi] + futt.z) - utt.)]
’ ’ x ||\V¥| x ¢ dxdtdyds

<N VO, fllp (T +) sup

te[0,T+el, /||y—$0||§R+)\+M(T0—t)+6
sEJt,t+n]

{u(ta y) - u(s, y){ dy

THe
ot [ [ ] o =yl |u(t,2) - u(t,)| [ Vall dzdyat
0 RN JB(zo,R+M(To—t)+0)

t u
Ji < / / / / / / OO f (T, y,w)dwdr
T RN i RN s Jou

<aloduflue [ [ [ [ uteo) ~ uls)] IV9] e drdys.
s s

For L., we get

IV ®&dxdtdyds

L,=L1+ Lo where

L :/ / / / [/ (8u div f(t,x,w) + (9uF(t,y,w)) dw] psign(u — v) dzdtdy ds,
» JRNJRY JRN LJw

o Lok

Then, recalling (Z.4.14)), the definitions ¥ = v u, ® = x v, (41), (CAI9) and (C4IT), we

1
/0 V(F —divf) (t,rz+ (1 —r)y,u) - (z —y) dr] ® (7.4.20)

x sign(u — v) dz dt dy ds.
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obtain

L1 < (N||VOyufllpee + 10uF||g)

X [(T'+¢) sup

t€[0,T+e], /Hy:vo [|[<SRHAM+M (To—t)+6
s€lt,t+n|

T+e
. Jut, 2) — ult, y)] ple — y) dz dy dt |,
0 RN J||z—zo||<R+M (To—t)+0

1
Lo g/ / / / / HV(F—din) (t,y—l—r(m—y),u)HHx—yﬂxwuudrdmdtdyds
= JRN JR: JRNJo

THe
< (/0 /RN HV(F —div f)(t,y, -)HLoodydt) /RN ||| po(x) da:

THe
:)\Ml/ / IV(F = div £)(t,y, )| o dy dt
0 RN

‘u(ta y) - u(87 y)| dy

where

M= [ el (o) o (7.4.21)
RN
For the final term L;,
L < nwy (R+MTo)M (T +¢) (10: div fllgoe + 10:F [[g,0) -

Letting €,7,0 — 0 we obtain
limsupl; = / / |u(0,2) — u(0,y)| p(z — y) dady
RN ||ZB7{L'O||<R+MTO

&,m,0—0
- (T, ) — (T, )| p( — y) dw dy,
RN J||z—zo||<R+M (To—-T)
0,

limsuply, =
e,m,0—0
T
limsupJ, < |[|[VOufllye / / / llz — vyl |u(t,:c) - u(t,y)|
e,m,0—0 0 JRN JB(zo,R+M(Tyo—t))
x||[Vu(z — y)|| dedydt,
limsupJ; = 0,
&,m,0—0
limsup Ly < (N[ VOufllyeo + 10uF]lg00)
€,n,0—0
T
<[] ] Jut, 2) — ult, )] plz — y) dady dt
0 RN ||{L‘7:B0||<R+M(Toft)
T
limsup Ly < )\Ml/ / HV(F—din)(t,y, -)HLOO dy dt,
€,n,0—0 0 RN

limsupL; = 0.
€,n,6—0
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x)” = _)\Nlﬂlull <@)

1 lz — yl!)
uw(l,x) —u(lT,y)| —p < dz dy
/]RN/|x 2o|| <R+M(To—T )‘( )~ )‘AN ! A
1 T —
< [ / 0.2 —u0. )] g (”—Ay”) da dy
RN J||z— J:o||<R+M (To—

9ol [ [, /| o) )

Iz
s (P52 e = ol doayar

T
+(NIVOuSl +10F ) [ [ u(t.2) — u(t.y)
0 JRN J|jz—zo|| <R+M(To—t)

1 _
XS (”x . y”) dz dy dt

T
+)\M1// IV(F — div £) (¢, ||, dy dt.
0 RN

Collating all the obtained results and using the equality,

(7.4.22)
If [VOufllpe = [|0uF||g = 0 and under the present assumption that uy € €1 (RY;R),
using Proposition [[.43] (T4.8]) and (T.4.21]), we directly obtain that

T
TV (u(T)) < TV (uo) + %1 /0 /RN |V (F —div f)(t,y,)||dy dt. (7.4.23)

The same procedure at the end of this proof allows to extend (7.4.23) to more general initial
data, providing an estimate of TV (u(t)) in the situation studied in [21].

Now, it remains to treat the case when |V, f| . # 0. A direct use of Gronwall type
inequalities is apparently impossible, due to the term with Vu. However, we introduce the
function

F@A) / /]RN/|$ zo|| <R+M (To— t)| ulto ) —ult x_2)|)‘N <” ”> drdzdr

so that

OF = -

—f
1y (lI=11/2)
tyw) —ult,r — 2 z|ldz dzdt.
/ /RN /I:v o|| <R+M(To— t)‘ ult, 2) —ult, ) TOANTL 2]

T
Denote C(T') = Ml/ / HV(F —div f)(¢,y, -)HLoody dt and integrate (T.Z22) on [0,7"]
0 RN
with respect to T for T < Ty. This results in

1 T’
ey < [4(0,2) — (0, )| p(x — y) dz dy
A A JRN J|e—ao|| <R+ MTy

AT [[VOufllpe OAF(T', N)
+T'C(T").

T/
+ 5 @NIVOuS g + 19uF ) F(T', )
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Denote a = (2Nuvaufum + (10w F | — TL) (IV0ufllp) ", so that limg_ga = —oco.
The previous inequality reads as, using (A1) for wug,

F(T',\) 1

WOF(T' N+« > — (M TV (ug) + C(T"))

) IV 00 flle *
Hh(AFT,N) = =2 (M TV (uw) + C(T")) N
IV0uf e

Finally, if 7" is such that e < —1, then we integrate in A on [\, +00[ and we obtain

o
IVOufllpe

Furthermore, by (ZZ41]) and (Z42) there exists a constant K > 0 such that for all z € RY

1
—F(T',)\) <

: — (My TV (up) + C(T"))

(7.4.24)

z
—mi(ll2]) < K (@) : (7.4.25)
Divide both sides in ([Z.4.22]) by A, rewrite them using (.4.24)), (C4.25]), apply (.4I1) and

obtain

1 / / 1 ||z — y||>
il w(T,x) —u(T,y —,u1< dx dy
A JBN J oo | <R+ M(Ty-T) (T 2) — (T, y)| N 3

%,Azx) fq’ N NV, fllpe + 10uF g )

T
+M1/ / |V (F —div f)(t,y,)||pdy dt.
0o JrN

< My TV (u) + PAREY ¢ |VOufllgee +

An application of ([7.4.24]) yields an estimate of the type
1 .
- / / |u(T, x) —u(T,x — z)| u(z)dedz < C, (7.4.26)
A JRN JB(eo, R+ M(To-T))

where the positive constant C' is independent from R and . Applying Proposition [[.4.3] we
obtain that u(t) € BV(RY;R) for t € [0,27;[, where
1

T = .
2 ((1+ 2N) [V fllgoe + 10uF |1, )

(7.4.27)

The next step is to obtain a general estimate of the TV norm. The starting point

is (CL422]). Recall the definitions (CA21) of M; and (Z4.27) of 1. Moreover, by (.4.0),
[Pl de =~V + 1) 0y
RN

Divide both terms in (Z.422]) by A, apply (.49) on the first term in the right hand side,
apply (Z.411) on the second and third terms and obtain for all T € [0,77] with T} < Ty

M, [T
TV (D) € TV (uo) + (N + DTS+ [0,F) [TV (utt) a

+%/T/ IV(F = div f)(t, 2, ) || o da dt
Cl 0 RN ) ) Loo °
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An application of the Gronwall Lemma shows that TV (u(t)) is bounded on [0, 7}]. Indeed,

My

TV (u(t)) < €™ TV (ug) + o

! (T—t) i
/0 e /RN HV(F —div f)(t, x, -)HLOO dzdt (7.4.28)

for ¢ € [0,Th], My, Cy as in (T.42])), (T4A8) and ko = [(2N + 1)||VOuf ||~ + HBUFHLOQ]]‘C/I—l1

We now relax the assumption on the regularity of ug. Indeed, let ug € BV (RY;R)
and choose a sequence u? of 1(RY;R) functions such that TV (u}) — TV (ug), as in
Theorem Then, by Theorem [Z.2.3] the solutions u" to (LLI]) with initial datum ug
satisfy

lim u"(t) =wu(t)inL,, and TV (u(t)) < hm inf TV (u"(t)) ,
n—-+o0o n—+o0o

where we used also the lower semicontinuity of the total variation. Note that (.428)), as
well as the relations above, holds for all ¢ € [0,7%], T} being independent from the initial
datum. Therefore, the bound (T4.28]) holds for all BV initial data.

We remark that the bound (7Z.4.28]) is additive in time, in the sense that applying it
iteratively for times T and ¢ yields (Z.4.28)) for time T7 + ¢ :

TV (u(Ty +1))

t My Tt t .
< TV (u(h)) + a/ erolt=s) /N |V(F —div f)(s,2,")|| L dzds
T R
My [T
< et |erolt TV (ug) + ?/ e“O(Tls)/ |V(F —div f)(s,2,")|| o dz ds
1Jo RN
+t
—i—% T eroTitts / |V(F —div f)(s,2,")|| - dzds
Ci Jn

Ti+t
= M) TV (yg) + —1/ 6”°(T1+t_5)/ |V (F = div f)(s,, -)HLOO dzds.
0 RN

The bound (.428)) can then be applied iteratively, due to the fact that 7} is independent
from the initial datum. An iteration argument allows to prove (T.2.5) for ¢ € [0,Tp]. The
final bound (7Z.2.5)) then follows by the arbitrariness of Ty, due to (T21]). O

7.5 Proof of Theorem [7.2.6.

The following proof relies on developing the techniques used in the proof of Theo-
rem [(.2.0]

Proof of Theorem [Z.Z.6. Let ® € €>°(R% x RV;R,), ¥ € €°(R x RY;R,), and set
o(t,x,s,y) = ®(t,x)V(t — s,z —y) as in (TLTI).
By Definition [.2.1] we have VI € R, V(t,z) € R} x RY

/*/RN[(U — D050+ (f(s,y,u) — f(s,9.1)) - Vyo + (F(s,y,u) — div f(s,y,1) (p]

xsign(u —1)dyds > 0
(7.5.1)
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and Vk € R, V(s,y) € R%. x RY

/*/RN[(U — k) 0o + (gt x,v) — g(t,x, k) - Voo + (G(t, x,v) — div g(t, 2, k)) (p}

xsign(v — k)dxdt > 0
(7.5.2)
Choose k = u(s,y) in ((52) and integrate with respect to (s,y). Analogously, take | =
v(t,z) in (Z5J) and integrate with respect to (¢,z). By summing the obtained equations,
we get, denoting u = u(s,y) and v = v(t, z) :

/* /R/ /R [u—v‘ﬁdtw( (t,z,u) — g(t,2,v)) - (VD)

+ (gt ,u) = g(t,2,0) = f(s,9,u) + f(s,9,0)) - (V)
+ (F(s,y,u) — G(t,x,v) +div g(t,z,u) — div f(s,y,v)) ¢

xsign(u — v)dx dtdy ds > 0.
(7.5.3)
We introduce a family of functions {Yy}yso as in (ZAI6). Let M = [[0uglly,qryy and

define x,v as in (TAIT), for €,0,Ty, R > 0, 1o € RY (see also Figure [[Z). Note that
with these choices, equalities (Z.4.I8]) still hold. Note that here the definition of the test
function ¢ is essentially the same as in the preceding proof; the only change is the definition
of the constant M, which is now defined with reference to g. We also introduce as above

the function B(t,z,u,v) = M|u — v| + sign(u — v) (g(t, z,u) — g(t, z,v)) - ﬁ that is
r — X
positive for all (t,z,u,v) € Q x RV, and we have :

/ . /RN /]R /RN [W —v)dt® + (9(t,z,u) — g(t,z,v)) - V@} U sign(u — v) dz dt dy ds

<//// [lu —v|x¥ — B(t,z,u,v)xYy] ¥dadtdyds
LJIRNJRE RN
<//// ju— o] X' ¢ ¥ dedtdyds.

L /RNJRLJRN

Due to the above estimate and (7Z.5.3]), we obtain

/i/RN/i/RN [(U_U)X,T/)‘I’

+ (g(t,m,u) - g(tvxvv) - f(s,y,u) + f(s,y,v)) ’ (V\II)(I)
+ (F(s,y,u) - G(t,x,v) +divg(t,z,u) — div f(s,y,v)) ©

xsign(u — v) dz dtdy ds

WV
o
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ie. I+J,+J;+ K+ L.+ Ly >0, where

I = / / / / |u — v}V de dt dyds, (7.5.4)
3 JRV JRY JRY

o= [ L L U - fe 4 s - fr) - (T
xsign(u —v)dzdtdyds, (7.5.5)

Jy = /’_‘F/]RN/’_‘F/]RN (f(‘S?y?v) - f(S,y,U) +f(t7y7u) —f(t,y,?))) ’ (V\Il)(I)
xsign(u —v) dedtdyds,

K= [ L L L e e - D) e (7.5
xsign(u —v)dzdtdyds,

L, = /i/RN/i/RN (F(t,y,u) — G(t,x,v) + divg(t,z,u) — div f(t,y,v)) ¢
xsign(u —v)dzdtdyds, (7.5.7)

L, = /X/RN/:;/RN (F(s,y,u) — F(t,y,u) + div f(t,y,v) — div f(s,y,v)) ¢

xsign(u —v)dzdtdyds.

Now, we choose ¥(t,z) = v(t) u(z) as in (LAI9), (C4T), (C4L2). Thanks to Lemma [[.5.2]
Lemma [[.5.3l and Lemma [7.5.4]l we obtain

lim sup

< / |u(0,2) — v(0,z)| dz (7.5.8)
57777)‘*'0 ||£E*{L‘0||<R+MTO+9

—/ ‘u(T,x)—v(T,x)!dx,
lz—zol|<R+M (To—T)

T
limsupJ, < N||VO,flpe / / {v(t, x) — u(t, x){ dezdt, (7.5.9)
e,m,A—0 0 B(xzo,R+M(To—t)+0)

T
limsup L, < / / (7~ )~ div (s~ 9)) ()|, _dya
A0 0 JB(xo,R+M(To—t)+6) L~

+ (NIV0uf e + 10uF e + [|0u(F = &)l ) (7.5.10)

T
X / / lv(t, x) — u(t,z)| dzdt.
0 JB(zo,R+M(To—t)+0)

Additionally, we find that :

T < 0190uf g / / / / lu(t, ) — u(s,y)| V] @ ded dyds,
Ri RN 1 RN
Ll < mo (R4 MT)N (T + ) (10, div fllge + [0:F )
so that

limsup |J;| = limsup |Li| = 0. (7.5.11)
0

n— n—
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In order to estimate K as given in (Z.5.6]), we introduce a regularisation of the y de-
pendent functions. In fact, let po(2) = 1p (£) and og(y) = BNO' < ) where p € €°(R; R)

and o € 62°(RY:R,.) are such that o]l s,z = ol vz = | and Supp(p) € J-1,11,
Supp(o) € B(0,1). Then, we introduce

Sa = sign*y pa,
’LLﬁ = O'ﬁ*yu

P(w) = (g_f)(tvwi)7
Tg{(w) = Sa(w—") (Pl-(w) — ,
Tiw) = sign(w—v) (P(w) - Bi(v))

so that we obtain

(1%, (up) — To(u), 9y 0)
= / /51gn (pa(usg — v —w) Pi(ug) — pa(u — v —w) P;(u)) 8y, dwdy
RN

~ [, [ siEnte) (patus — v = w) = palu— v = w)) )30 dudy
= [ s o) (R@) - ) 0 dU dudy
; /R ) /R / " sign(w) pa(U — v — w) PUU) 9,0 dU dwdy.

Now, we use the relation d,sq(u) = 2p (%) to obtain

|(Ch (ug) = Th(w), 9,)|
S /]RN % UE[S(liSA,B)} (p <U; v) (RO - Pi(”))) " {204

+/ /uﬁ |P/(U)]0y,0dU dy .
RN Ju

When « tends to 0, using the Dominated Convergence Theorem we obtain

} Oy, pdy

‘(Ti(uﬁ) — Ti(u),ayi@‘ < /RN |u — ug‘ HpZ!HLooayigody.

Applying the Dominated Convergence Theorem again, we see that

i Ty (64 (us). D) = (X0, Oyp),
;13% il_)mO<Toc(u6)7 Vye) = (Y(u), Vyep).

Consequently, it is sufficient to find a bound independent of o and 8 on K, g, where

Kaﬂ:_/ / / / To(ug) - Vypdrdtdyds.
L /RN IR JRN
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Integrating by parts, we obtain

Kaﬁ:/ / / / Div, T, (ug) ¢ dedtdyds
/RN R JRY

:/*/RN/* RN(%SQ(% —v)Vug - (9 — f)(t,z,up) — (9 — f)(t,2,v)) pdrdtdyds

+ / / / / sa(ug —v) (Ou(g — f)(t, z,ug) - Vug) pdzdtdyds
3 JRY JRY JRY
=K; + K.

We now search for a bound for each term of the sum above.
— For K, recall that 0,s,(u) = %p (%) Hence, by the Dominated Convergence Theo-
rem, we get that K1 — 0 when o — 0. Indeed,

2, (Uﬁ - v> Vug - (9 — )t 2,u8) — (9 — f)(t,2,0)) ¢

« «

< 2o (=) elwustsl [ outs - o)) v

(6]
< 2l [Vus(s I 10uf = Dpeiany e L' (R x RYER) .

— Concerning Ko,

T+e+n
Ko < s = Dlmon) [ [ IVustel dyds

T+e+n
< s =Dy [ TV Cs0)ar.

Finally, letting o, 3 — 0 and €,1, A\ — 0, due to [3, Proposition 3.7|, we obtain

T
limsup K < H@u(f—g)HLoo/ TV (u(t))dt. (7.5.12)
&g,m,A—0 0

Now, we collate the estimates obtained in (Z.5.8), (7.5.9), (Z5.10), (Z5I1) and (T.5.12).
Remark the order in which we pass to the various limits : first €,77,0 — 0 and, after, A — 0.
Therefore, we get

/ |u(T, ) — (T, x)| dz
B(xo,R+M(To—T))

< / |u(0,x) - v(O,x)| dz
B(zo,R+MTp)

+ [2N190u S lloe + 10uFllgee + [[00(F = )l

T
X / / ‘v(t,x) - u(t,x)‘ dz dt
0 J B(zo,R+M(To—t))

T
07 = 9 [ TV 00 a1

" /OT /B(xo,R—i—M(TO_t)) H (F =) —div(f —g)) (ty, .)HLoody dt]

_l’_




180 Dépendance par rapport au flux et a la source

or equivalently

A(T) < A0)+rAT)+ S(T), (7.5.13)
where
T
A(T) = /0 /B(mO,R+M(TOt)) |v(t,x) - u(t,x)‘ dzdt,
K = 2NIVOuS e + 19uF e + [|0u(F — G|y (75.14)
T
ST) = ||ou(f - g)HLOO/O TV (u(t)) dt

L =6 =) o) v

The bound (Z23) on TV (u(t)) gives :

kol __ 1 T _ko(T—t) _ 1 T
S(T) < & a +/ byt +/ c(t)dt,
0 0

ko Ko

where ky is defined in (Z.2.4) and
a = [|0u(f = 9| TV (uo),
bt) = NWy||ou(f — 9), /RN IV(F = div f)(t, 2, )| o de

/ H((F_G)—diV(f—g)) (t7y7-)HLoo dy,
B(zo,R+M(To—t))

since T' < Tp. Consequently

AN(T) < A'(0) + kA(T) + <6HOT —1, + /T &b(t)dt - /T c(t)dt> . (7.5.15)
0 0

Ko ko

By a Gronwall type argument, if kg = x, we obtain

T T
A(T) < e"TA(0) + TeTa + (/ (T — t)e"T=Dp(t) dt) (/ e"T=0¢(t) dt) ,
0 0
yielding
w(T,z) —vo(T,z)|dz < T ug(z) —vo(z)| dz
[ e =) / Juo(a) — vo()

[|z—zo||<R+MT
+ TeTTV (ug) H@u(f — g)HLoo (7.5.16)

T
+ NWy (/O (T—t)e“(Tt)/RN HV(F—divf)(t,:c,-)HLoodxdt> 10u(f = 9)|| e

i /OT o /meo||<R+M(Tt) H (F=G) —div(f - 9)) (t,, .)HLOO dzdt,

while, in the case kg # k, we have

et _ orT /T efo(T—t) _ ok(T—1)
—a-+
0

T
A(T) < eTA©O) + b(t) dt + / eRT=D () dt
0

Ko — K Ko — K

Taking T' = Ty, we finally obtain the result. O
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Remark 7.5.1. Assuming that also (g, G) satisfies (H2) allows us to exchange the role of u

and v in (C5I4]). Let
Fo = NWy (2N +1)[Vaugllpe + [0uCllpe) -
@ = [0u(f —9)llp~ TV (v0),

0 = 0. =)L NWy [ [[9(G = div g)(t. 2.}
io= 2NVl + 110Gl + |0u(F — Ol

and repeating the same computations as above, we obtain
eFuQT -1 T efio(Tft) —1- T
A(T) < A0) + RAT) + | E——Lay / A T yar+ / ct)dt )
Ko 0 Ko 0
so that, finally,

, , ] _ eRQT -1 T K)O(T t) -1
A(T) < A(0)+ min(k,7)A(T) + max | ———a + — b(t) dt,
0

Ko Ko
T
+ / c(t)dt.
0

RoT __ 1 T Ro(T—t) _ 1 -

T la+ / O
Ko 0 Ko

We collect below some lemmas that were used in the previous proof. The first one is

similar to a part of the proof of |21, Theorem 2.1].

Lemma 7.5.2. Let I be defined as in (7.5.4]). Then,

limsupl < / |u(0,2) —v(0,z)| dz
||$ Z‘0||<R+MTO+9

e—0
_/ u(T,z) —v(T,z)|dz+2 sup TV (u(r)) A
lz—zo||<R+M(To—T) 7€{0,T'}
+2 sup / |u(t, y) —u(s,y)| dy.
te{0.7} J||y—wol| <R+A+M (To—t)+6

s€lt,t+n|

Proof. By the triangle inequality I < I + I» + I3, with

I, = / / / / u(t, x) —vtx‘x U(t — s,z —y)dedtdyds,
* RN
ne L
Ri RN JR
ne ]
R% JR

|u(t, x) — u(t, y)| ‘X'(tﬂ Y(t, ) ¥(t — s,z —y)dedtdyds,

{u(t,y) — u(s,y){ {X'(t){ Y(t,x)V(t — s,z —y)dedtdyds,

/R ) — w(t,x)| (Y(8) — YX(t — T)) (t, ) da dt

/ / lu(t,z) — v(t,z)| Y/(t) dz dt
R* J||z—zol| <R+M(To—t)+0

—/ / ‘u(t,x)—v(t,x){Ye'(t—T)dxdt,
“ Jllw—wo|| <R+M(Ty—1)
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and by the L! right continuity of u and v in time, thanks to Theorem [.2.3]

limsup I [u(0,2) — v(0,z)| dz

< /
e—0 ||:L‘7:B0||SR+MT0+9

—/ |u(T,z) — v(T,x)| dz.
llz—xol|<R+M(To—T)

For I and I3, we have

pe< [ [ ] [ult, ) — u(t, )] (Y/(6) + Y.t — T)pudo dy dt,
= JRN J |z —o|| <R M (To—t)+0

2R ly—zo | SRAA+M (To—t)+6

As ¢ — 0, we use on the one hand the L! right continuity in time of u, thanks to Theo-

rem [Z2.3] and on the other hand that u(t) € BV(RY;R), thanks to Theorem [2.5 In
particular, we can use (Z.4.I1]) to obtain

limsupl, < Z sup/ |u(t,z) —u(t,z + h)|dz
e—0 t=0,1 IPISA / llz—20 || <R+M (To—t)+6
< 2 sup / {u(t,x)—u(t,x%—h){dx
II<A J |lo—zo||<R+M(To—t)+6
t€{0,T}
< 2 sup TV (u(t)) X,
te{0,T}
limsup I3 < Z sup / lu(t,y) — u(s,y)| dy
e=0 t=0,1 S€ltt+n[ / ly—wol| SR+A+M (To—t)+0
< 2 sup / |u(t,y) — u(s,y)|dy.
te{0.T} J|ly—ao|| <RAA+M (To—t)+0
s€]t,t+n|

Lemma 7.5.3. Let J, be defined as in (Z.53). Then,

T
limsup J, < NHV@ufHLOO/ / lo(t, @) — u(t,z)|dzdt
e—0 0 JB(zo,R+M(To—t)+0)

+NT||VOuf|lpee sup TV (u(r)) A

T€[0,7T

+NT|VOufpe sup

t€[0,T] /||y—xo||§R+A+M(To—t)+0
s€Jt t+n|

‘u(tay) - U(S,y)‘ dy

Proof. By assumptions (H1), f € €?(2;R") and therefore
Hf(t,y,’l}) - f(tayau) + f(t,.%','LL) - f(t,.%',’l))H
v(t,x) pl
= ‘/ / V@uf(t,x(l—r)—l—ry,w)-(y—x)drdw
u 0

(5,9)
< VOufllpe [l =yl [vt, 2) — u(s,y)] .




7.5 Proof of Theorem [7.2.6. 183

Then,
Jo < [V0uf e / / / / [o(t, 2) — (s, )| o — ol [V pll v x o6 e e dy s
R: RN 1 RN

Similarly to the proof of Lemma [[.52] we apply the triangle inequality and we obtain
Jy < Jy + Jo + J3, where

5= [V0ufle / / / / ot 2) — u(t, @) [ — || | Vall vy o de dt dyds,
]Ri RN *+ RN

B = VOS]l / / / / lu(t,2) — ult, )] lle — gl [Vl v x & ded dyds,
Ri RN i RN

By o= |V0uflp / / / / lu(t ) — u(s, )| |2 — ol [Vl v x o0 e e dy s
Ri RN 1 RN

For Ji, we have, thanks to (7.4.5)

T+e
J1 < N||V(9uf\|Loo/ / lv(t, ) — u(t,z)|dzdt.
0 B(zo,R+M(To—t)+0)

For J,, we have

T+e
Jo < NHV@ufHLOO/ sup lu(t,z) — u(t,z + h)| dzdt
0

IAlI<A /Ilﬂﬁ—xOIISR+M(T0—t)+9
< N|VOufllye(T +€) sup TV (u(T)) A,
T€[0,T+¢]

and for J3

T+e
Js < N|VOuflpe / sup lu(t, ) — u(s, )| dy dt
0

s€tt+n| /Hx—a:o [|[SR+XM+M (To—t)+6

< N|VOufle(T +2) sup

t€[0,T+e] /Hymo [|[<RHAM (To—t)+6
s€lt,t+n|

|u(t7 y) - u(37 y)| dy .

In particular, letting A\, 7n,e,0 — 0, we prove that Jy, J3 — 0 and

T
limsup J; < N||V(9uf\|Loo/ / lo(t, ) — u(t,z)|dzdt,
A,n,e,0—0 0 B(zo,R+M(To—t))

completing the proof. O
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Lemma 7.5.4. Let L, be defined as in (Z2.7) and My as in (7.4.21). Then

T
limsup L, < / / H((F—G)—div(f—g)) (t,, )H dz dt
0 J|z—=zol|<R+M(To—t)+6 Le

e—0

+ (N190uflle + 10uFll e + [|00(F = G| )

T
/ / |v(t, x) — u(t, x)| dz dt
0 JB(xo,R+M(To—t)+0)

+T sup TV (u(1))A
T€[0,T

X

+T sup

te[0,T] /Hy—m() [[SKRHA+M(To—t)+0
s€lt,t+n|

T
+)\M1// IV(F = div f)(t, 2, )| o de dt.
0 RN

|u(t’ y) - U(S, y)‘ dy

Proof. Let

le/* /RN/R /RN (F—G)—div(f —9)) (t,z,u) psign(u — v) dzdtdyds,
Loy :/* /RN /]R /RN (F = G)(t,z,v) = (F — G)(t,z,u)) psign(u —v)dzdtdyds,
L= [ /RN/ /RN (F(ty,u) — Flt,y,0) + div f(t,2,u) — div f(t,2,0))

x sign(u —v)dzdtdyds,
Ly :/ / / / (F —div f)(t,y,v) — (F — div f)(t,z,v)) ¢sign(u — v)dz dtdyds,
* JRN JRY JRN

so that L, = L1 + Lo + L3 + Ly. Clearly,

T+e
L1</ / H((G—F)—div(f—g)) (t,m,-)H _daedr.
0 lz—z0|| <R+M (To—t)+6 L

For Lo and Ls, we have

Ly éH@u(F—G)HLw/* /RN/* /RN lu(s,y) —v(t,x){godxdtdyds,
+ +

L3:/ / / / sign(u — v) (/ ((3udivf(t,x,w)+(9uF(t,y,w))dw>godxdtdyds
1 RN 1 RN v
<(NIVOuS e+ 10uFl) [ [ [ Iote) — sl dededyds.
R% JRN JR: JRN
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Proceeding as for J,, we find the following bound for [[[[ |v(t, x) — u(s, y)‘gp in Lo, L3.

Lo+ Ly <(NIV0uf e + 10uF e + 0u(F = G )

T+
X / / |v(t,2) —u(t,z)|dzdt + (T +¢) sup TV (u(r)) A
0 B(zo,R+M(To—t)+0) T€[0,T+¢]

+ (T'+¢) sup /
t€l0,7+<] J |ly—o|| <R+A+M(To—t)+6
s€lt,t+n[

‘u(tay) - u($7y)| dy .

For L4 we have

/* /]RN/ /RN [/ V(F —div f) (t,rz + (1 - 7)y,v) - (y —fﬂ)dT]so

xsign(u — v) dedtdy ds
T+e
< )\Ml/ / IV(F = div f)(t, 2, )| o de dt.
0 RN

To complete the proof, it is sufficient to note that L, = L1 + Lo + L3 + Ly4. O
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Chapitre 8

Compléments

J. Davila [47] a obtenu un résultat trés proche de celui de la Proposition [[.4.3] Il prouve
méme plus puisqu’il affirme que la limite considérée est exactement la variation totale
de u pour tout u € Ll Lo Tésultat qu’on avait obtenu seulement dans le cas u € €. En
ameéliorant le résultat de la Proposition [7.4.3] on peut alors éliminer la constante NWyx du
Ko intervenant dans l'estimation de la variation totale (Z.2.5)).

8.1 Amélioration de la Proposition [7.4.3]

En s’inspirant de I'article de J. Davila [47], on améliore la Proposition [[.4.3] et on utilise
cette amélioration afin de changer légérement les conclusions des théorémes [7.2.5] et [7.2.0]

Proposition 8.1.1. Soit p; € €°(R,Ry) avec Suppp; C [—1,1]. Soit u € L} (RV;R).
Pour tout X > 0, on introduit py tel que py(z) = )\N,o <”m”) Supposons que u admet une

constante C' telle que pour tous \, R positifs

/ / z) —u(z — 2)| pA(z) dzdz < C. (8.1.1)
RN (zo, R)
Alors u € BV(RV:R) e

TV (u) = =1 —u(z — dzd 1.2
V (u) COAE%A/RN/RN u(x — 2)| pa(z) dzdz, (8.1.2)
ou
Co= [ lealn (lel) d. (8.1.3)
RN

Preuve. On introduit une régularisation de u : u, = w* pp, avec pp(z) = p (||z||/h) /BY,
oil yuy est défini comme en (ZZI]). On remarque que up € € (RY;R) et que uy converge
vers u dans LlloC lorsque h — 0. De plus, pour R et h positifs, on obtient par changement

de variable
+ / #) — un(z — 32)| pr(||2]) de
RN (zo0, R)

< 3] ) - A9) el dedz
RN B(J:(),R-i-h)

< C

187
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et
up(z) —up(z — Az)
A

1
= / Vup(z — Asz) - zds.
0

En utilisant le théoréme de convergence dominée, on a lorsque A — 0,

Lo Vw2l s d:
RN JB(z0,R)

gliminfl/ / ‘u(:c) —u(x—z)|p>\(z) dzdz
A=0 A JRN JB(zo,R11)

D’autre part, pour z € B(xo, R) fixé, lorsque Vuy,(z) # 0, le produit scalaire Vuy(x) - 2
est positif (respectivement, négatif) lorsque z est dans le demi-plan H (respectivement
- P Vup(z)
H_ ). On peut alors écrire z = W

= Vuy(z)t. D’ou

4w, out @ € R et w est un élément de 'hyperplan

/ Vun(@) - 2| (o) dz = / Vun(z) - 2 py(121]) dz + / Vun(@) - (~2) pa(|l#l])
RN HE H;
= 2/}{* Vup(x) -z p1(||z]]) dz
= o[ [ alFu@ oty + fulP)dudo
/R/H lal [[Vun(@)|| p1(y/@? + w]*) dwda
= [Vu@l [ el oz

Soit Cy comme en (8I.3). On obtient alors, pour tout R > 0,

/ HVuh(x)de —hmmf—/ / —u(x—z)|p)\(z) drdz.
B(x0,R) Co X0 RN J B(zo,R+h)
(8.1.4)

Finalement, lorsque R — oo on trouve

/HVuh )|| da < —Ohg\nﬂl(r]lf—/RN/ o z) —u(z — 2)| pA(z) dz dz
(xo,

et lorsque h — 0, par le Théoréme [7.4.2] on a également

TV (u) < —hmmf—/ / z) —u(x — 2)| pa(z) dzdz < Q, (8.1.5)
Co 2—0 RN J B(zo,R+h) Co

ce qui conclut la preuve de la premiére affirmation.

Maintenant, soit (u,) une suite de fonctions de ¥>°(R™,R) qui converge vers u dans
L}, et telle que [ ||Vun(2)| dz converge vers TV (u) lorsque n — oco. Alors, en effectuant
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le méme calcul que ci-dessus, on obtient

1
X/ / |u"(x) _un(x_)\z)|p1(||2||)dxdz
RN JB(zo,R)
1
g/ / / |Vuun( = Asz) - 2] pr (||2]) ds dr d2
RN B($0,R) 0
1
g/ / / |Vup(2) - 2|pr(||2]]) da’ ds dz
RN J0o JB(xo,R+N)

:/ [Vt ()| Co dz
B(zo,R+\)

<CoTV (uy) .

Lorsque n — oo, on a donc

1
A /RN /B(me) |u(@) —u(z = A2)| p1([[2]]) dz dz < Co TV (u).

On fait alors tendre R vers +oo et on prend la limite supérieure lorsque A tend vers 0. On
obtient

lim sup — / / ) —u(z — 2)|pa(2) dzdz < Co TV (u) . (8.1.6)
A—0 RN JRN
On termine la preuve en regroupant (810 et (8I1.6]). O

8.2 Amélioration des Théorémes [7.2.5 et [7.2.6

Grace a la Proposition BTl on est désormais en mesure d’améliorer légérement les
Théorémes [[.2.5] et [[.2.6] On garde les mémes notations que dans le chapitre [

Théoréme 8.2.1. Supposons que (H1) et (H2) soient satisfaites. Soit ugBV (RY; R)NL®®.
Alors la solution faible entropique u de (Z1.1) vérifie u(t) € BV(RY;R) pour tout t > 0.
De plus, si

K1 = (2N + 1) ||V aufHLoo(Q;RNxN) + ||auF||Loo(Q7R) (821)

alors pour tout T > 0, avec W comme en (7.21),

dxdt.
(8.2.2)

T
TV (u(T)) < TV (uo)e’“T—i-NWN/ e (=) / |V (F = div f)(t, 2, u(t, )| oo
0

Théoréme 8.2.2. Supposons que (f,F), (9,G) satisfont (H1), (f,F) satisfait (H2) et
(f —g, F—Q) vérifie (H3). Soit ug,vo € BV(RY;R)NL*>®. On définit k1 comme en (82.1)
et on introdut

K = 2NV f|poe @masny + 10uF |00 r) + || 0u(F — G)HLOO(Q;R) et M = [0uglly,crmy-
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Alors, pour tout T, R > 0 et zg € RY, on a les estimations suivantes :

/ |u(T,x) - v(T,x)‘dx < e“T/ |u0(az) - vo(x)‘ dz
lz—=zoll<R |lz—zo|| <R+MT

e,ﬂT _ emT
+ﬁ TV (UO) Hau(f _g)HL‘X’
T k1 (T—t) _ k(T—t)
+NWx </0 : K1 _Z /RN |V(F —div f)(t, z, u(t,))|| . dz dt) 107 = 0

* /oT o /meo||<R+M(Tt) H (F=G) = div(f = g)) ttult ‘))HL“ drdt:

Preuve du Théoréme [8.2.1l. Tout d’abord, dans le Théoréme [[.2.5] la constante NWy
au-devant du terme fOT S HV(F— divf)(t,a:,-)HLOo vient de l'estimation du terme Lo

deéfini en (C420) :

Ly < / /RN/ /RN/Ol\V(F—divf)(t,x—A(1—7~)z,u)-(Az)\

xxu1(||z]])vdr dzdt dzds

T+e 1
<[/ [, [ 19 —aivnee -xa-nzw- @)
0 B(zo,R+M(To—t)+6) JRN Jo
x 1 (]| z]])dr dz dz dt

THe pr1
SRy [VF — divf) (1, ult, 2!+ M1 —7)2))
0 0 B("L‘Q,R+M(T07t)+€+)\) RN

x 1 (||z|))dz dz’ dr dt

Si F' — div f ne dépend pas de u, alors on est en mesure d’obtenir, avec les mémes calculs
que dans la preuve de la Proposition BT en considérant z — V(F —divf)(t,2’) -z comme
une application linéaire positive sur le demi-espace H; et négative sinon :

THe
Ly < )\/ / \V(F—divf)(t,x')mx'dt/ (2 pan (1] 2]))dz
0 B(x0,R+-M(To—t)+0+)) RN

ce qui nous permet de nous débarrasser de la constante NW . Cependant, dans le cas
général, en raison de la dépendance en u et en particulier de la dépendance de u en z, on
est amené a prendre le supremum de u sur la variable d’espace. On obtient :

T+e

Ly < )\/ / / sup ‘V(F —divf)(t, 2", u(t,y)) - z|,u1(||z||)dzdx/dt.
0 B(zo,R+M(To—t)+0+A)J RN ycRN

Désormais on ne peut alors plus faire les mémes calculs que dans la preuve de la Proposition

R.I.1l En effet il ne nous est plus permis de permuter sup et f]RN' Par conséquent, afin de

séparer une fonction de la variable z des autres variables, on utilise I'inégalité de Cauchy-

Schwarz pour obtenir

T+e
Lo g/\/ / sup |V(F - divf)(t,af,u(t,y))‘ dz’ dt
0 B(zo,R+M (To—t)+0+X) ycRN

< [ elmlalaz.
RN
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La constante NWy apparait donc lorsqu’on divise par C1 = [pn |21|p1(]|2]])dz, puisque,
par le Lemme [7.4.1] C% Jan Izl (]|z]))dz = NWiy. C’est pourquoi, dans le cas général, il
n’est pas possible d’éliminer complétement la constante NWy du coté droit de (82.2)

La constante NWj apparait ensuite dans le k9 du Théoréme Elle provient de
l'utilisation de la Proposition [[.Z.3] qui nous donne une expression de la variation totale
seulement si la fonction est assez réguliére. Puisqu’on dispose désormais de la Proposition
RIT] on peut utiliser (8I.2)), non seulement pour les fonctions réguliéres mais aussi pour les
fonctions qui sont seulement BV. Ainsi, lorsqu’on divise ({.4.22]) par A, au lieu de majorer
le second terme de (.4.22]) de la fagon suivante

! 1 lz = y]
- ult, z) — ult,y) | < 4 ( ) o — yll de dydt
/o /RN /||:1310||<R+M(Tot)| | AN+ A
T

2
< - /0 TV (u(t))dt /R el (lelaz

on peut écrire, en appliquant la Proposition BTl avec p; tel que pi(z) = —zp)(z) pour
tout € R, et en utilisant les résultats du Lemme [.Z.1] on trouve

T
1 |z —yll
— u(t,z) —u(t,y //( x — y||dxdy dt
L L et =t ) s (2 ) =
T

—vea= [l (aDds [TV o)ar

= 2O [ pepulelpas [TV ol
N WN RN 0
2 wN_1 T
—2 ) [ eldleds [TV (o)
N RN 0
2 wN- Nwpy T
AW+ [ alelds [TV o)

T
:(N+1)C’1/0 TV (u(t))dt,

ou C est défini comme en (.4]]). En outre, on peut majorer de fagon identique le troisiéme

terme de (7.4.22) :

T 1 r—y
L L utt.) = )iy (L5 o = g avaya
0 JRN J|z—xo||<R+M(To—t)
T

—))\_,001 /0 TV (u(t)) dt .

Avec ces nouvelles majorations pour les 2éme et 3éme termes du membre de droite de

[CZ22), on a
T
TV (WD) < TV () + (2N + DIVOuS e + [0 ) [ TV (u(0) a

My (T '
+a/0 /RN |V(F —div f)(t, z, u(t,))|| . dz dt.
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En notant k1 = (2N 4+ 1)||VO, [l e + ||OuF ||y, on obtient finalement

T
TV (u(t)) < TV (ugp)e™? + NWN/ e (T=1) / |V(F —div f)(t, 2, ul(t, ))HLoo dzdt .
0 RN

(8.2.3)
O

On utilise désormais l’estimation du Théoréme R.2.T] pour montrer le Théoréme [B.2.2]
Preuve du Théoréme [8.2.2. On utilise notre nouvelle estimation (82.3) pour majorer

le terme S(T') défini par (C5.14]). Pour ce faire, il faut essentiellement remplacer ko par
k1. Un autre léger changement vient du terme [y ||[V(F — div f)(t, 2, u(t,-))|| - dz, qui
remplace désormais le terme [py HV(F —div f) (¢, x, ") HLOO dx. Cette légére amélioration du
Théoréme [7.2.5] change la définition de b(t) défini en (Z.5.15]). Le méme changement s’opére
pour le terme c¢(t) de (C5I5), dont la majoration est donnée par le Lemme B2.3] qui est
une petite amélioration du Lemme [[.5.4l On obtient

T
lim L, < / / (7= 6) —aiv(s - 9)) Ly ute, )| _dyas
£,n,A—0 0 JB(zo,R+M(To—t)+6) L

+ (N190u e + 100l e + [|00(F = G )

T
x/ / lo(t, ) — u(t,z)|dzdt.
0 B(J)o,R-}—M(To—t)-f—G)

Une fois que les définitions de ko, b(t) et c(t) sont changées, les arguments sont exacte-
ment les mémes que dans la preuve du Théoréme [L.2.6] et on obtient ainsi I'estimation du
Théoréme B.2.2

Notons que, en introduisant k = HOU(F - G)HLOO — IVOyfllge, on &

K1t Kt kt _ 1

K1 — K k
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Lemme 8.2.3. Soient L, défini comme en (Z.57) et My comme en (7.4.21]). Alors
e—0

limsup L, < /T/ R (Tot)48) H (F—G)—div(f —9)) (t,z,u(t, ))HLOO dx dt

+H(9u(F —G—div(f—y9g)) T sup TV (u(r))A

[

T7€[0,T]
+T sup / |u(t,y) — u(s, y)| dy
JLelom B, RN M(To—t)+0)

+ (NIVOuS gy + 10uF e + | 0u(F = G|y )

T
/ / ‘v(t, x) — u(t, x)| dzdt
0 JB(xo,R+M(To—t)+0)

+T sup TV (u(1))A
T7€[0,T]

+T sup

t€[0,T] /Hy:z:o [|[<RHMN+M(To—t)+0
s€Jt,t+n(

‘u(t’ y) - U(S, y)‘ dy

T
+)\M1/ / IV(F = div f)(t, 2, )| o de dt.
0 JRN
Preuve. Soit

le/* /RN/ /RN (F—G)—div(f —g)) (t,z,u(t,z)) psign(u — v)dzdt dyds,
L - //N//N ((F—G) —div(f — ) (t.u(s,))

ZF G) — div (f — g)) (t,, u(t, m))} psign(u — v) dz dt dyds
LZ:/;/RN/R; /RN ((F - G)(t,2,v) — (F — G)(t,2,)) wsign(u — v)dz dt dyds,

L3:/ / / / (F(t,y,u)—F(t,y,v)—{—dlvf(t,x,u)—dlvf(t,x,v))gp
s Jr ey Jre
x sign(u —v)dzdtdyds,

Ly :/ / / / ((F—dlvf)(t,y,v) - (F_dlvf)(taxav)) gosign(u—v) dxdtdde,
* RN * RN
+ +

de sorte que L, = Ly + L} + Ly + L3 + Ly4. Clairement,

L < /Oﬂg /” S H ((F = G) —div(f — g)) (t, 2, ult, -))Hmdx dt.

Pour L],

Hau(F—G—div(f—g))HLoo/* /RN/ /RN lu(s, ) — u(t, z)| pda dt dy ds.
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Pour Lo et L3, on a

Lo<louF =Gl [ [ [ [ Jutsn) — (e s deayas,
*+ RN *+ RN
L3:/ / / / sign(u — v) </ ((9udivf(t,x,w)+8uF(t,y,w))dw>godxdtdyds
+ JRN JR% JRN v
<(NVIVOu N+ 10uFl) [ [ [ Iotto) sl deardyds.
R: RN 1 RN

En procédant comme pour J;, on trouve la majoration suivante pour le terme de la forme

I[[S |v(t,x) — u(s,y)‘ap dans Lo, Ls.

Ly + L3<(NHV3ufHLoo + 0uF || + [|0u(F — G)HLoo>

T+e
X / / |v(t, x) — u(t, ﬂ:)‘dxdt +(T+e) sup TV (u(r)) A
0 B(Z‘o,R-ﬁ-M(To—t)-i-e)

T€[0,T+¢]
L (T+e) sup / lu(t,y) — u(s, )| dy | .
€07+ Jly—aol| SRAM(Ty—)+0

Pour L, on a

b ok

xsign(u — v)dz dtdy ds

T+e
< )\Ml/ / IV (F - div f)(t, 2, )| e dt.
0 RN

1
/0 V(F —div f) (t,rm—i— (1 —T’)y,v) Sy — x)dr] 0

On conclut la preuve en remarquant que L, = L1 + Lo + L3 + Ly. O



Chapitre 9

Controle de ’équation de continuité

Cet article [40], issu d’une collaboration avec R. M. Colombo et M. Herty, soumis a
ESAIM-COCYV en Février 2009, s’intéresse aux propriétés analytiques des solutions d’une
équation de continuité avec flux non-local

{ dp+div(pV(p) =0  (tz) Ry xRY (9.0.1)

p(0,2) = po(z) rcRY

Ce genre d’équations comprend en particulier un modéle de chaine de montage ou encore
un modeéle de trafic piéton. On prouve tout d’abord le caractére bien posé des solutions
faibles entropiques d’une classe d’équations comprenant ces exemples. Ensuite, sous des hy-
pothéses de régularité supplémentaires, on prouve la Gateaux différentiabilité des solutions
par rapport aux conditions initiales et on caractérise cette dérivée comme étant la solution
de I'équation linéarisée

(9.0.2)

or + div (rV(p) + pDV(p)(r)) =0 (t,r) el x RN
r(0,2) = ro(x) reRN

Il s’ensuit finalement une condition nécessaire d’optimalité pour une fonctionelle de cofit
bien choisie.

Au paragraphe 0.2] on énonce les principaux résultats. La différentiabilité au sens de
Gateaux est fournie par le Théoreme [0.2.10] et elle est appliquée au contrdle des chaines
de montage par le Théoréme Les paragraphes et fournissent des exemples de
modeéles basés sur (Q.0]]), et au paragraphe [0.0] on donne les détails techniques des preuves
de nos résultats.

La suite est en anglais car c¢’est la reproduction de article [40].

9.1 Introduction

We consider the scalar continuity equation in N space dimensions (Q.0.I)) with a non
local speed function V. This kind of equations appears in numerous examples, a first one

being the supply chain model introduced in [4] 6], where V(p) = v ( fol p(x) dx), see Sec-

tion Another example comes from pedestrian traffic, in which a reasonable model can be
based on (@.0.1)) with the functional V(p) = v(p *n) 0(x), see Section Throughout, our
assumptions are modeled on these examples. Other analytically similar situations are found
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in [I3], where a kinetic model for pedestrians is presented, and in [I09], which concerns the
Keller—Segel model.

In the following we postulate assumptions on the function V' which are satisfied in the
cases of the supply chain model and of the pedestrian model, but not for general functions.
In particular, we essentially require below that V' is a non local function, see (Q.2.1]).

The first question we address is that of the well posedness of (Q.0.]). Indeed, we show in
Theorem that (9.0.1) admits a unique local in time weak entropy solution on a time
interval I. For all ¢ in I, we call Sy the nonlinear local semigroup that associates to the
initial condition pg the solution Sipo of (Q.0.1)) at time . As in the standard case, S; turns
out to be L'-Lipschitz.

Then, we look for the Gateaux differentiability of the map pg — Sipg, in any direc-
tion rg and for all ¢ € I. A weak Géateaux differentiability of the semigroup generated
by (@0 is proved along any solution p € €°(I; (WH N WL)(RN:R)) and in any direc-
tion ro € LY(RY;R). Full differentiability follows under stronger assumptions. Moreover, the
Gateaux derivative of Sy at pg in the direction rg is uniquely characterized as weak entropy
solution to the linear non-local Cauchy problem (@.0.2]), where p(t,z) = (S¢po)(x), that can
be formally obtained by linearizing (Q.0.1]). Thus, also the well posedness of the nonlocal
problem (©.0.2) needed to be proved, see Proposition Remark that, in both (@.0.1)
and (@02, solutions are constructed in €°(I; L*(RY;R)). Therefore, we mostly refer to
Kruzkov solutions, see [81], Definition 1]. Indeed, this definition of solutions is more deman-
ding than that of weak solutions. Besides, it allows us to apply the results in [41], used
in the subsequent part concerning the differentiability of solutions with respect to the ini-
tial datum. However, we note that in the case of the standard transport equation (0.5.2)
and with the regularity conditions assumed below, the two notions of solution coincide, see
Lemma

We recall here the well known standard (i.e. local) situation : the semigroup generated
by a conservation law is in general not differentiable in L', not even in the scalar 1D
case, see |23 Section 1|. To cope with these issues, an entirely new differential structure
was introduced in [23], and further developed in [16] 24], also addressing optimal control
problems, see [25] [38]. However, the mere definition of the shift differential in the scalar
1D case takes alone about a page, see [38] p. 89-90]. We refer to [19] 20} 67, 136} 137] for
further results and discussions about the scalar one—dimensional case.

Then, we introduce a cost function J: (I, L'(RY;R)) — R and, using the differen-
tiability property given above, we find a necessary condition on the initial data py in order
to minimize J along the solutions to (Q.0.]) associated to py. We stress that the present ne-
cessary conditions are obtained within the functional setting typical of scalar conservation
laws, i.e. within L' and L. No reflexivity property is ever used.

The paper is organized as follows. In Section [0.2] we state the main results of this paper.
The differentiability is proved in Theorem and applied to a control in supply chain
management in Theorem The sections and provide examples of models based
on (@.0.J), and in Section we give the detailed proofs of our results.

9.2 Notation and Main Results

Denote Ry = [0,+o00[, R% = ]0,4o00[ and by I, respectively Icy, the interval [0, T,
respectively [0, Tux[, for T,Tex > 0. The open ball in RV centered at 0 with radius ¢ is
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denoted by B(0, ¢). Furthermore, we introduce the norms :

[vllgee = ess SupH )], [vllwir = llvllg + [Vavllpr
zCRN
lolhwaoe = [olge + 1900l + [ V2] o Tollwroe = ollgm + [ Vatlipae

9.2.1 Existence of a Weak Entropy Solution to (0.0.1])

Let V: LY(RY;R) — €2(RY;RY) be a functional, not necessarily linear. A straight-
forward extension of [8I, Definition 1] yields the following definition of weak solutions

for (9.0.1)).

Definition 9.2.1. Fix py € L*®RY A weak entropy solution to (Q.0.1) on [ is a
bounded measurable map p € €° (I < ) which is a Kruzkov solution to
p+ div (pw(t,z)) =0 (
’ where w(t,z) =V (p(t )x
{ (0.2) = pol) (o) = (Vo)) @)

Here, differently from [81], Definition 1|, we require the full continuity in time.

Introduce the spaces
X =(L'NL®NBV)R;R) and X,=(L'NBV) <RN; [O,a]) for > 0

both equipped with the L' distance. Obviously, &, C L>(R™:R) for all a > 0.

We pose the following assumptions on V', all of which are satisfied in the examples on
supply chain and pedestrian flow as shown in Section and Section [@0.4] respectively.

(V1) There exists a function C € €°(R,;R,) such that for all p € L}(RY,R),

V(p) € L®RY;RY),
vav(p)HLoo(RN;RNxN) < C(HPHLOO(RN;R))v
HV:BV(/))HLI(RN;RNXN) < C(HPHLOO(]RN;]R))’
2

|9V 0| gy S CllPloeqezy)

There exists a function C' € €°(R ;R ) such that for all p;, po € L'(RV,R)
HV pl - V P2 HL°° (RN;RN) < C(leuLC’o(RN;]R)) ||p1 - p2||L1(]RN;]R) ’(921)
V2V (p1) — VeV (p2 HLI(RN RVxN) S C(llp1 /Lo mvr)) l1 = P2l @y ) -
(V2) There exists a function C € ¥°(R,;R,) such that for all p € LY(RY,R),

[F2V 0], g gy < Ol vz

(V3) V:LYRY;R) — ¢3(RY;RY) and there exists a function C € ¥°(R, ;R ) such that
for all p € LY(RN R),

[2V O gy < Oz
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Condition (@.21]) essentially requires that V be a non local operator. Note that (V3)
implies (V2). Existence of a solution to ([Q.0.1)) (at least locally in time) can be proved under
only assumption (V1), see Theorem The stronger bounds on V ensure additional
regularity of the solution which is required later to derive the differentiability properties,
see Proposition

Theorem 9.2.2. Let (V1) hold. Then, for all o, > 0 with 8 > «, there exists a time
T(«, B) > 0 such that for all py € X, problem (Q.0.1) admits a unique weak entropy solution
pEEY ([O,T(a,ﬁ)]; Xg) in the sense of Definition [T.21. Moreover,

1. ||p)|| o < B for all t € [0,T(a, 3)].
2. There exists a function L € €°(R4;Ry) such that for all po 1, po2 in Xa, the corres-
ponding solutions satisfy, for all t € [0,T (e, B)],

1) = p2(t) || < L(E) |[p01 — po2|ga

3. There exists a constant L = L(B) such that for all py € Xy, the corresponding solution
satisfies for all t € [0, T (e, ()]

TV (p(t)) < (TV (p0) + Ltlpoll=) €= and  [|o(t)]| g < llp0]g €

The above result is local in time. Indeed, as 3 grows, £(3) may well grow, even unboundedly.
Hence, both the total variation and the L norm of the solution may well blow up in finite
time. To ensure global existence in time we need additional conditions on V :

(A) V is such that for all p € L'(RY;R) and all z € RY, (divV(p)) (z) > 0.
(B) The function C in (V1) is bounded, i.e. C € L*(R;;R,).

Note that in the supply chain model discussed in Section 0.3 condition (A) applies. On
the contrary, in the case of the pedestrian model in Section [@.4] iterating Theorem [0.2.2]
we obtain the existence of solution up to time >, T'(a;, a11). The latter turns out to be a
convergent series, see Remark

Lemma 9.2.3. Assume all assumptions of Theorem [9.2.2. Let also (A) hold. Then, for
all a« > 0, the set X, is invariant for (901), hence if the initial datum po is such that
[P0l g0 (mrmy < v, then Hp(t)HLOO(RN,R) < « as long as the solution p(t) exists.

Condition (B), although it does not guarantee the boundedness of the solution, does
ensure the global existence of the solution to (9.0.1]).

Theorem 9.2.4. Let (V1) hold. Assume moreover that (A) or (B) hold. Then, there
exists a unique semigroup S: Ry x X — X with the following properties :

(S1) : For all py € X, the orbit t — Sipo is a weak entropy solution to (I0.1).
(S2) : S is Li-continuous in time, i.e. for all pg € X, the map t — Sipg is in €°(Ry; X).

(S3) : S is Li-Lipschitz with respect to the initial datum, i.e. for a suitable positive L €
(R ;Ry), for allt € Ry and all p1,p2 € X,

1Stp1 = Stp2llLi @y iry < L) llp1 = p2llp @y r) -

(S4) : There exists a positive constant L such that for all pg € X and allt € Ry,

TV (p(t)) < <TV (po) + Lt HpOHLOO(RN;R)) e
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Higher regularity of the solutions of (9.0.I]) can be proved under stronger bounds on V.

Proposition 9.2.5. Let (V1) and (V2) hold. With the same notations as introduced in
Theorem [9.2.3, if pg € X,, then

p € (WHALYRYR) — vt € [0,T(B)] plt) € WHERVR),
p € WHe(RVR) — Vi € [0,T(f)], pt) € WLS(RVR),

and there exists a positive constant C = C(f3) such that
o) [|ywir < lpolwrr  and  |[p(1)]| i < € llpollwres -
Furthermore, if V' also satisfies (V3), then
oo € (W AL®)RY [0, 8]) — Vi€ [0,T(8), plt) € WHRY;R)
and for a suitable non—negative constant C' = C(3), we have the estimate
lo® s < €425 = 12 pollggan

The proofs are deferred to Section

9.2.2 Differentiability

This section is devoted to the differentiability of the semigroup S (defined in Theo-
rem [0.2.2) with respect to the initial datum pg, according to the following notion. Recall
first that a map F': LY(RY;R) — L'(RY;R) is strongly L' Gateaux differentiable in any
direction at pg € L'(RY;R) if there exists a continuous linear map DF (po): L}(RY;R) —
L'(RV;R) such that for all ro € L'(R";R) and for any real sequence (h,,) with h, — 0,

F(po + hnro) — F(po) n—oo

. DF (po)(ro) strongly in L.

Besides proving the differentiability of the semigroup, we also characterize the differen-
tial. Formally, a sort of first order expansion of (Q.0.1)) with respect to the initial datum can
be obtained through a standard linearizing procedure, which yields (@0.2). Now, we rigo-
rously show that the derivative of the semigroup in the direction r( is indeed the solution
to (@0.2) with initial condition ry. To this aim, we need a forth and final condition on V.

(V4) There exists a function K € €°(R,;R,) such that for all p € LY(RY;R.), for all
r e LYRY;R),

[V(p+7) = V(p) =DV (0)(r)|| e
DV (p)(r

2
K (llpllgee + llo+ rllge) 7[5
K (HP”Loo) HV"HLI-

Consider now system (@.0.2), where p € €V (I, X) is a given function. We introduce a
notion of solution for ([9.0.2]) and give conditions which guarantee the existence of a solution.

<
)Hw2,oo g

Definition 9.2.6. Fix 79 € L®°(RY;R). A function r € ¢ <I;L1 (RN;R+)>, bounded

loc

and measurable, is a weak solution to (@) if for any test function ¢ € €>°(I x RV;R)

' : — di _ a=V(p)
/0 /RN [r O +ra(t,r)  Vyp —div b(t,x)gp] dz dt = 0 where b=p DV (p)(r) (9.2.2)

and 7(0) = rg a.e. in RV,
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We now extend the classical notion of Kruzkov solution to the present non local setting.

loc

Definition 9.2.7. Fix rg € L®°(RY;R,). A function r € €° (I L} (RN ;R+)), bounded

and measurable, is a Kruzkov solution to the nonlocal problem (9.0.2) if it is a Kruzkov

solution to

Or + div (ra(t,z) + b(t,x)) =0 ore q — and b — ,
{ r(0,2) = ro(z) wh =V(p) and b= p DV (p)(r).

In other words, r is a Kruzkov solution to (@.0.2)) if for all £ € R and for any test
function ¢ € €2°(I x RY;R,)

/14N7- JOup + (r = W)V (p) - Vap — div (KV(p) + pDV (p)(r)) ] sen(r — ) dadt > 0

lim { —To‘dx—O forall § > 0.
t—0% JB(0,5)

Condition (V4) ensures that if p € W 1(RN7 R), then DV (p)(r) € €*(RY;RY) and hence
for all ¢ > 0, the map = — p(t,x) DV (p(t)) (r(t,z)) is in WL (RY;R), so that the integral
above is meaningful.

Proposition 9.2.8. Let (V1) and (V4) hold. Fiz p € €° <IeX;L1(RN;R)) such that
p(t) € (Wh* N WL (RN R) for all t € I.x. Then, for all 1o € (L' NL®)(RN;R) there
exists a unique weak entropy solution to (I0.3) in €° <IeX;L1(RN;R)) and for all time
t € L, with C = C (lpllgeqogrvm) o5 in (V1) and K = K (plgeqogmva) 05
in (V4)

I (®)l

Hr(t)HLoo

< MUt (g,
K oo (1
< 6C’t HTOHLOO + KteQCte tlolly, (r;wl1)y HPHLOO(I;WLOO) ||T’0||L1 .
If (V2) holds, p € L™ <Iex; (Wheen W2’1)(RN;R)> and rg € (WHI N L®)(RY;R), then
for all t € Iy, r(t) € WHLH(RN:R) and

()] lyyrn < (1408 7 fIrollwra + Kt(1+ C8) e* " flrollpa llpllpoe roweny

where C' = maX{C,KHpHLoo(IeX;Wl,l(RN;R))}.
Under (V1) and (V4), the following mild differentiability result can be proved.

Proposition 9.2.9. Let (V1) and (V4) hold. Let pg € (WHNWLH)(RN:R) andrg € &Y.
Then, there exist hy > 0 and T, = Ty(||poly, ), such that for all h € [0, hy] the solution p
to (901) and the solution py, to

{ Opn + div (on V(pn)) =0 (t,7) ERy x RY (9.2.3)

pn(0, ) = po(x) + hro(z) zeRN

are defined for all t € [0,T,]. Moreover, if there exists an r € L([0,T,] x RV;R) such that
(pn — p)/h "2y then 1 is a distributional solution to (90.2), i.e. it satisfies (922).
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Below, we consider the following stronger hypothesis, under which we derive a result of
strong Géateaux differentiability and uniqueness of the derivative.

(V5) There exists a function K € €°(R ;R ) such that for all p, 5 € L*(RY;R)

|

and the map r — divDV (p)(r) is a bounded linear operator on L!(RV;R) —
LY (RY;R), i.e. for all p,r € LY(RY;R)

|

Theorem 9.2.10. Let (V1), (V3), (V4) and (V5) hold. Let py € (WH*NW2H) (RN R),
ro € (WHINL®)(RY;R), and denote Tyy the time of existence of the solution of (I0.1) with
initial condition py. Then, for all time t € Io the local semigroup defined in Theorem [9.2.2
is strongly L' Gateaux differentiable in the direction ro. The derivative DSy (po)(ro) of S
at po in the direction rg s

div (V(p) = V(p) =DV (p)(p — p))( o S K (ol + 1Al ) (117 = pll:)”

<K (Ipllgo@va) 17l @y z -

aiv OV (D)), vy <

DS (po)(ro) = X7° (7o) -

where Y0 is the linear application generated by the Kruzkov solution to (91.2), where
p = Spo, for allt € Ioy.

9.2.3 Necessary Optimality Conditions for Problems Governed by (9.0.1])

Aiming at necessary optimality conditions for non linear functionals defined on the
solutions to (@.0.I)), we prove the following chain rule formula.

Proposition 9.2.11. Let T > 0 and I = [0,T[. Assume that f € € H(R;R), o €
L>®(I x RY;R) and that S: I x (L' N L®)(RY;R) — (L! N L®)(RY;R) is strongly L'
Gateaux differentiable. For allt € I, let

J(po) = /R F(Supo) it ) d (9.2.4)

Then, J is strongly L™ Gateauz differentiable in any direction ro € (WH1 N L®)(RN;R).
Moreover,

DI (m)(ro) = [ F'(Sup) B (o))

Proof. Since | f(pn) — £(p) — /(o) (o — p)| < Lip (') |on — pI”, we have

'J(Po+h7“o)—J
h

< [ 17

+Lip (7)1 [ [+ hro) = S it 2)| o

o /RN f'(Stpo) DSy (po)(ro) ¥ (t, z) dx

St(po + hro) — St(po)
h

— DSy (po)(ro) {w(t,x){ dx

The strong Gateaux differentiability of S; in L' then yields

S -8
. s [ St

— DS (po)(ro)

[W(t,x)| dz=0(1) ash—0
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thanks to Sypg € L and to the local boundedness of f’. Furthermore,

Si(po); St(po + hro) € L™

h—0

1 . .
— (St(po + hro) — Si(po)) = DS;(po)(ro) pointwise a.e.

h

St(po + hro) — Si(po) =0 pointwise a.e.

the Dominated Convergence Theorem ensures that the higher order term in the latter
expansion tend to 0 as h — 0. ]

The above result can be easily extended. First, to more general (non linear) functionals
J(po) = T (Stpo), with 7: X — R, such that for all p € X there exists a continuous linear
application D J(p): X — R such that for all p,r € X :

J(p+hr)—T(p)
h

=0,

- D JI(p)(r)

Secondly, to functionals of the type

T T
J(po) = /0 /R F(Supo) Ut ) da i or J(po) = /0 T(Supo) dt .

This generalization, however, is immediate and we omit the details.

Once the differentiability result above is available, a necessary condition of optimality
is straightforward.

Proposition 9.2.12. Let f € €V (R;R,) and ¢ € L™ (I x RY;R). Assume that S: I x
(L' NL®)(RY;R) — (L' N L*)(RN;R) is strongly L' Gateauz differentiable. Define J as
in (923). If po € (L' NL>®)(RN;R) solves the problem

find min J(p) subject to {p is solution to (9.01)}.
PO

then, for all ro € (L' NL>®)(RY;R)

/RN f'(Sepo) Ef°ro(t, z) do = 0. (9.2.5)

9.3 Demand Tracking Problems for Supply Chains

Recently, D. Armbruster et al. [6], introduced a continuum model to simulate the ave-
rage behavior of highly re-entrant production systems at an aggregate level appearing, for
instance, in large volume semiconductor production line. The factory is described by the
density of products p(t,x) at stage x of the production at a time ¢. Typically, see [1L [ [76],
the production velocity V' is a given smooth function of the total load fol p(t,x)dx, for
example

1
v(u) = vmax/(L+u) and V(p)=v (/0 p(t,s) ds) . (9.3.1)

The full model, given by ([@Q.0.I)-(@.31]) with N = 1, fits in the present framework.
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Proposition 9.3.1. Let v € ¢! ([0, 1];R). Then, the functional V' defined as in (9.31)
satisfies (A), (V1), (V2), (V8). Moreover, ifv € €* ([0,1];R), then V satisfies also (V4)
and (V5).

The proof is deferred to Paragraph [0.5.4]

The supply chain model with V' given by (@3] satisfies (V1) to (V5) and (A).
Therefore, Theorem applies and, in particular, the set [0, 1] is invariant yielding global
well posedness. By Theorem 0210} the semigroup S;pg is Gateaux differentiable in any
direction ¢ and the differential is given by the solution to (9.0.2]).

Note that the velocity is constant across the entire system at any time. In fact, in a real
world factory, all parts move through the factory with the same speed. While in a serial
production line, speed through the factory is dependent on all items and machines downs-
tream, in a highly re-entrant factory this is not the case. Since items must visit machines
more than once, including machines at the beginning of the production process, their speed
through factory is determined by the total number of parts both upstream and downstream
from them. Such re-entrant production is characteristic for semiconductor production lines.
Typically, the output of the whole factory over a longer timescale, e.g. following a seasonal
demand pattern or ramping up or down a new product, can be controlled by prescribing
the inflow density to a factory p(t,z = 0) = A(¢). The influx should be chosen in order to
achieve either of the following objective goals [6] :

(1) Minimize the mismatch between the outflow and a demand rate target d(t) over a
fixed time period (demand tracking problem). This is modelled by the cost functional
LT (d(t) — p(1,8))* dt.

(2) Minimize the mismatch between the total number of parts that have left the factory
and the desired total number of parts over a fixed time period d(t). The backlog of a
production system at a given time ¢ is defined as the total number of items that have
been demanded minus the total number of items that have left the factory up to that
time. Backlog can be negative or positive, with a negative backlog corresponding to
overproduction and a positive backlog corresponding to a shortage. This problem is

2

modeled by 3 [T ( JEd(ryu - p(l,T)dT) dt.
In both cases we are interested in the influx A(¢). A numerical integration of this pro-
blem has been studied in [101]. In order to apply the previous calculus we reformulate the

optimization problem for the influx density A(t) = po(—t) where pg is the solution to a
minimization problem for

1
) = 5 [ (@)= Srm(a))?da

1 T 2
nio) = 5 [ ([ @€ - srm©)a) s,

respectively, where S;pg is the solution to (@.0.1]) and ([@3.J). Clearly, J; and Jo satisfy
the assumptions imposed in the previous section. The assertions of Proposition [0.2.12] then
state necessary optimality conditions, which we summarize in the theorem below.

(9.3.2)

Theorem 9.3.2. Let T > 0 be given. Let the assumptions of Proposition [9.531] hold. Let
po € (WL N W2L)(R;R) be a minimizer of Ji as defined in (232), with S being the
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semigroup generated by (901)-(9-31). Then, for all ro € (WL° N W2L)(R;R) we have
1
/ (d(z) = p(T,z)) r(T,z)dz = 0, where
0

<r fol pdx + pfol de)
O¢r + Oz | Vmax = 0, T(O’x) :TO(x)'

(1 + pdac)2

The latter Cauchy problem is in the form ([@.0.2) and Proposition 0.2.8 proves its well
posedness. The latter proof is deferred to Paragraph [0.5.4

9.4 A Model for Pedestrian Flow

Macroscopic models for pedestrian movements are based on the continuity equation,
see [20, 36}, 43], [73], possibly together with a second equation, as in [44]. In these models,
pedestrians are assumed to instantaneously adjust their (vector) speed according to the
crowd density at their position. The analytical construction in Section @2l allows to consider
the more realistic situation of pedestrian deciding their speed according to the local mean
density at their position. We are thus led to consider (Q.0.1]) with

Vip) =v(pxn)v (9.4.1)
where

neec? <]R2; [0, 1]) has support Suppn C B(0,1) and ||n|y1 =1, (9.4.2)

so that (p*n)(x) is an average of the values attained by p in B(z,1). Here, ¥ = ¥(x) is the
given direction of the motion of the pedestrian at = € R?. Then, the presence of boundaries,
obstacles or other geometric constraint can be described through @, see [36].

Note that condition (A) does not allow any increase in the crowd density. Hence, it may
not hold when describing, say, the evacuation through a narrow exit. Therefore, in general,
for this example we have only a local in time solution by Theorem [0.2.2]

As in the preceding example, first we state the hypotheses that guarantee assump-
tions (V1) to (V5).
Proposition 9.4.1. Let V be defined in (94.1) and n be as in (94.3).
1. Ifv € €% (R;R) and v € (€2 N W) (R?%;SY), then V satisfies (V1) and (V2).
2. If moreover v € €3(R;R), v € €3(R?%;R?) and n € €3(R?%;R) then V satisfies (V3).
3. If moreover v € €4(R;R), 7 € €2(R%R?) and n € €*(R?%;R), then V satisfies (V4)
and (V5).
The proof is deferred to Paragraph

A typical problem in the management of pedestrian flows consists in keeping the crowd
density p(t,z) below a given threshold, say p, in particular in a sensible compact region €.
To this aim, it is natural to introduce a cost functional of the type

T
J(p0) = /0 |1 (Sum(a)) wit.) dwat (9.4.3)

where
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(f) f e E " (R;Ry), f(p) =0 for p € [0,p], f(p) >0 and f'(p) >0 for p> p.
(¥) ¥ € €([0,T] x RN;[0,1]), with Suppv(t) = €, is a smooth approximation of the
characteristic function of the compact set 2, with Q # ().

Paragraph [0.2.3] then applies, yielding the following necessary condition for optimality.

Theorem 9.4.2. Let T > 0 and the assumptions of 1.-3. in Proposition [9.4.1] hold, to-
gether with (f) and (). Let pg € (WhH® N W2H(R;R) be a minimizer of J as de-

fined in (97.3), with S being the semigroup generated by (9.01)-(94-1). Then, for all
rg € (W N W2L)(R;R), pg satisfies (Z2.3).

The proof is deferred to Paragraph

Consider the problem of evacuating a meeting room. Then, the optimal py corresponds
to the best distribution of people during meetings, so that the room is evacuated in the
minimal time in case of need.

9.5 Detailed Proofs

Below, we denote by W the Wallis integral

/2
Wy = / (cos )N dex . (9.5.1)
0

9.5.1 A Lemma on the Transport Equation
In what follows, a key role will be played by the transport equation

{ Or +div (rw(t,z)) = R(t, z)

r(0,2) = ro(x) (9.5.2)

The next lemma is similar to other results in recent literature, see for instance [2]. It provides
the existence and uniqueness of solutions to (@.5.2]) with the present regularity conditions,
showing also that the concepts of weak and Kruzkov solution here coincide, see also [148].

Lemma 9.5.1. Let T > 0, so that I =[0,T[, and w be such that

w € F° x RY;RY) w(t) € EHRY;RYN) viel

Assume that R € L™ (I; Ll(RN;]R)> NL> <I X ]RN;R> and rg € (L'NL>®)(RY;R). Then,
1. the function r defined by

r(t,z) = 1o (X(0;t,2)) exp <_/0 divw (1, X (73t,2)) dT)

. ) (9.5.4)
—|—/ R (T,X(T;t,x)) exp <—/ divw (u,X(u;t,x)) du) dr ,
0 T
where t — X (t;to,xo) is the solution to the Cauchy problem
dx
@~ vEx) (9.5.5)

X(to) = zo.-
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is such that r € €° (I; Ll(RN;IR{)> ;
2. the function r, as defined by (9-5.3), is a Kruzkov solution to (95.23);
3. any weak solution to (Z5.3) coincides with r as defined in (9.5.4).

Recall that, in the present case, [81, Definition 1| amounts to define Kruzkov solution
to (@.5.2) a function r € L™ (I; L} (RY; R)), continuous from the right in time, such that

for all k € R, for all test function ¢ € €>°(]0, T[xRY;R,)

T
/ / [(r = k) (8o + w - Vap) + (R — kdivw)y] sgn(r — k)da dt >0 (9.5.6)
0 JRN
and such that for almost every ¢ € [0, 7], for any 6 > 0,

lim |r(t,z) — ro(z)|dz = 0. (9.5.7)
t—0 B(0,6)

On the other hand, by weak solution to (0.5.3) we mean a map r € €°(I;LY(RY;R)) N
L>(I x RY;R) that satisfies (I.5.3) in distributional sense. Remark that as an immediate
corollary of Lemma [0.5.1] we obtain that any weak solution to (@.5.2]) is also a Kruzkov
solution and is represented by (@.5.4)).

Note that the expression (@.5.4) is formally justified integrating (@.5.2) along the cha-
racteristics (@.5.5]) and obtaining

% (7 (£ x(0) ) + 7 (£ x()) dive (8,x(8) = R (£,x(0) -

Recall for later use that the flow X = X (¢;to, x) generated by (9.5.5]) can be used to intro-
duce the change of variable y = X (0;¢,x), so that x = X(¢;0,y), due to standard properties
of the Cauchy problem (@.E5). Denote by J(t,y) = det (V, X (¢;0,y)) the Jacobian of this
change of variables. Then, J satisfies the equation

% — divw (t, X(£0,)) J(t,y) (9.5.8)

with initial condition J(0,y) = 1. Hence J(t,y) = exp <fg divw (7, X(7;0,y)) d7'> which,
in particular, implies J(¢,y) > 0 for all t € I, y € RV,

Proof of Lemmal9.5.1. 1. Let R, € L>®°(I;¢Y(RY;R)) and ry,, € € (RY;R) approxi-
mate R and rg in the sense

[ Rn — Rllgoe (11 iry) — 0 and 7o, — rnHLl(RN;]R) —0 as n— +oo.
Call r,, the corresponding quantity as given by (9.5.4]). Then, by (@.5.4]), also
Hrn - THLOO([;LI(RN;R)) — 0 as n — +o0o

so that r € L(I; L' (RV;R)). Concerning continuity in time, simply note that, by ([@.5.4),
r, € €°(1; LY (RY;R)) and 7 is the uniform limit of the r,,.

2. The boundedness requirement follows from (@.5.4) :

t]|div 0o .
Hr(t)HLoo(RN;R) < <H7"0HL00(RN;R) +t||RHL°°(I><]RN;]R)) NV elloe (e ) (9.5.9)
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Let k € R and ¢ € €°°(I x RV;R,). Then, according to [81] Definition 1|, we prove (I5.0)
for r given as in (@.5.4). By ([@.5.8)), the semigroup property of X and denoting R(t,y) =
fo (7’ X(1;0, y)) J(1,y)dr, so that R is Wb! in time, we get

+00
/ /RN[(T —k)(Orp+w - Vi) + (R — kdiv w)go] sgn(r — k) dz dt

[ G T )

x (atso (t, X(10,y)) +w (t, X (£0,9)) - Vagp (t,X(t;O,y))>

+ (R (£ X(1:0,)) — kdiv (w (&, X (& o,;,)))) o (t X (¢ O,y))]

— ro(y) | R(t,y)
g<J<,y> T(t,y)

— k> J(t,y)dy dt

+00
:/ /[ a tX(tOy))—kJ(t,y)%tp(t,X(t;Qy))
RN

—ko (t,X(t;0,9)) ;ltJ(t y) + % (R(t,y)so(t,X(t;O,y)))]
X sgn (7"0(3/) + R(t,y) — k J(t, y)) dy dt

+oo d
- /0 /RN o () + R(ty) ~ kI (L) @ (1. X (1:0.9))
X sgn (TO(?/) +R(t,y) — k J(t, y)) dy dt

+o00 d
- /0 /RN - (\ro(y) +R(t,y) —kJ(t,y)] gp(t,X(t;O,y))) dy dt
0.

Finally, (@.5.7) holds by the continuity proved above.

3. Let r be a weak solution to (@.5.3]). It is enough to consider the case R = 0 and ry = 0,
thanks to the linearity of ([@.5.3). Then, fix 7 € ]0, 7], choose any ¢ € € <I; CKcl(RN;R)>

and let 8. € €(I;R) such that B.(t) = 1 for t € [e,7 — €], BL(t) € [0,2/e] for t € [0,¢],
BL(t) € [-2/e,0] for t € [t —e,7] and B(t) = 0 for ¢ € [r,T]. By the definition of weak
solution,

T 15 T
0 = / / (r@tcp—l—rw-ch)ﬁgdxdt—l—/ ﬂé/ rapdxdt—i—/ / ropldrdt
0 JRN 0 RN r—e JRN
T 1
= / ﬁe/ (royp+rw-Ve) dxdt—i—/ aﬁé(at)/ r(et,z) p(et,x) da dt
0 RN 0 RN

i /_ g (0) /RN r(t,z) p(t, z) dz dt

Consider the three terms separately. As ¢ — 0, the first summand above converges to
fRN fOTr (Orp +w - Vi) dtdx. Consider the second summand, by the Dominated Conver-



208 Contréle de I’'équation de continuité

gence Theorem, it tends to 0, since r9 = 0. Passing to the latter term, note that :

/T; BL(t) /RN r(t,x) p(t,z)dx dt+/ r(r,2)p(t,z) dz

RN

/i BL(t) /]RN (r(t,x) o(t,z) — T(T,x)gp(T,x)) dz dt

— 0 as e—0

by the continuity of r in time and the smoothness of ¢.

Therefore, choose any 1 € €} (RV;R) and define ¢ as the backward solution to d;p -+
w - Vi =0 with ¢(7) = 7. Then,

0 = / /r(@tw—i—w-V(p)dtdx—/ r(r,z)p(r, ) dx
RN Jo RN

- /R r(na)e(@) de

proving that r(7), and hence r, vanishes identically. O

9.5.2 Proof of Theorem

Corollary 9.5.2. In the same setting of Lemmal9.51), if R = 0 then :

po =0 for a.e.x = p(t) =0 for a.e. x and for allt € I,
divw >0 for a.e. (t,z) = Hp(t)HLoo < lpollgeefor allt € T,

o) o @y < lloolle @y gy exp <tHdinHLoo([o,t]xRN;R)> . (9.5.10)
The proof follows directly from Lemma using in particular ([0.5.4]).
Lemma 9.5.3. In the same setting of Lemma @51, if R =0 and also
divw € L™ (I;Ll(RN;]R)> and  Vydivw € L® <I; Ll(RN;RN)) (9.5.11)
then, setting
ko = NWN(2N + 1)[[Vow|lpeo(rxrymrxny  and & =2N|[Vawl|poo 1 ymy myxn)
we have the following bound on the total variation :

TV (p(t)) < TV (po)e™"

t
+NWN/ e’“’(t_s)/ esldiveliee |17, div (s, 2)|| dz ds ||pol|g,e
0 RN

(9.5.12)

where Hvx div w(s,x)H is the usual Euclidean norm of a vector in RV,
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Let p1, p2 be the solutions of (9.5.2) associated to wy, we with Ry = Ry = 0 and with
initial conditions p1o, p2,0 1 X. Then

| (o1 = p2)(®)]| ..

eﬁot _ okt

< eloro = 2ol + T_Z TV (p1,0)[lw1 — wa e

t eno(tfs) _ en(tfs

) .
+NWN/ /N efldivelive |7, divw, (s, 2)|| dz ds (9.5.13)
R

0 Ko — R
x|[p10/| g0 lwr = wa g0
t
+/ efi(t=s) gslldivw|ly,co / |div (wy — UJQ)(SJU)‘ dz ds levOHLOO ’
0 RN

where

ko = NWN@2N + 1)||Vowr|lgeorurymrxny  and k= 2N[[Vawi |[goerxmymnsy

Proof. The bound ([@.512) follows from [41, Theorem 2.5], the hypotheses on w being
satisfied thanks to (53] and (@.5.11]). More precisely, we do not have here the ¢ regularity
in time as required in [41, Theorem 2.5], but going through the proof of this result, we can
see that only the continuity in time of the flow function f(¢,z,7) = rw(t,z) is necessary.
Indeed, time derivatives of f appear in the proof of |41, Theorem 2.5] when we bound the
terms J; and Ly, see [41l between (4.18) and (4.19)|. However, the use of the Dominated
Convergence Theorem allows to prove that J; and L; converge to zero when 7 goes to 0
without any use of time derivatives. The continuity in times follows from [41, Remark 2.4,
thanks to (@.5.11)) of w and the bound on the total variation.

Similarly, the stability estimate (@.5.13)) is based on [41, Theorem 2.6]. Indeed, we use
once again a flow that is only 4V instead of 42 in time. Besides, in the proof of [41]
Theorem 2.6], the L* bound into the integral term in [41, Theorem 2.6] can be taken only
in space, keeping time fixed. With this provision, the proof of (@.5.I3)) is exactly the same
as that in [41], so we do not reproduce it here. The same estimate is thus obtained, except
that the L° bound of the integral term is taken only in space. O

Lemma 9.5.4. In the same setting of Lemmal[Z01), if R =0 and (@511) holds, together

with

[ve| <C
Loo([XRN;RNxNxN)

for a suitable C' > 0, where we assume that C > || Vaw||gec(rxgygaxny, then

po € WHL(RN; R) { p(t) € WHI(RY;R) - for allt € 1

Hp(t)le,l < 62Ct”p0”W171 )

t) € WHo(RN: R oralltel

Wi (R p(t) ®R)
[0(8) |00 < € llpollwrce -

If moreover HviwuLw(lxRN-RNxNxNxN) < C then pg € W2HRN:R) implies that p(t) €
W2LRN:R) for allt € I and

10) ||y < (1 + C)2e* || polyyan - (9.5.14)
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Proof. The Wh! and W1 bounds follow from the representation (0.5.4) with R = 0,
noting that ||V, X||p < e“*. Indeed,

t
V. X(t;0,z) = Id+/ Vaow(r; X(7;0,2))V4 X(7;0,2) d7 , hence
0
t
HVJCX(t;O,x)H < 1+/ Hvxw(T;X(T;O,x))HHVQCX(T;O,JU)HdT
0
t
< 1+/ CHVxX(T;O,.%')HdT
0

and a direct application of Gronwall Lemma gives the desired bound. Hence, we obtain

ct_ c c
[Vo(t) ||l < (€27 =) [lpollpe + e [ Vool

and consequently
1P| wre < € llpollwrce -
Similarly, the W11 estimate also comes from (Q.5.4).

To obtain the W2! bound (@.5.14)), apply (.5.4) and Gronwall Lemma to the second
derivative to get HV?CX HLOO < 20t — ¢Ct Using the estimates above, together with

[7200)] |, < (262 = 3% + 1) flppllga +3(e7 = 1e2 [T pollgs + 2 | Vg0

L! L'’

we obtain Hp(zﬁ)”vv&1 < (2eCt — 1)2e%! || po|lyy2.1, concluding the proof. O

We use now these tools in order to obtain the existence of a solution for (9.0.1]).

Proof of Theorem[Z.2Z.2. Fix o, > 0 with 8 > a. Let T'(, 3) = (In(8/c)) /C(B), with
C as in (V1). Define the map

¢0(1;x3) — €°(1;Xp)

o — p

Q

where I = [0,T(a, )| and p is the Kruzkov solution to

with

Op +div(pw) =0 w
p(0,x) = po(z) Po

V(o)
.. (9.5.15)

m

Assumptions (V1) imply the hypotheses on w necessary in Corollary[@.5.21land Lemma[0.5.3]
Therefore, a solution p to (Q.5.15) exists, is unique and in X'. Note that by (@.5.10]), by the
choice of T'(a, 3) and by (V1), we have ||p(t)||.. < 8 and hence Q is well defined.

Fix 01,09 in €°(I; X3). Call w; = V(0;) and p; the corresponding solutions. With the
same notations of [41, Theorem 2.6], we let

Ko = N WNEN + 1) [[Vowr || oo (1 xpymaxy » £ =2 N [|[Vawi || oo xrN mN*NY -

Note that by (@.5.7)

Ko 1 /2 2 \V T 1 3
BN+ 1-22) de=Z(1-—)>2L>1
3 < +2>/0 < wx> YT SN+ D)7 8
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hence kg > k. Then, by (V1), we obtain a bound on kg. Indeed,
VeV (00l e iy < € (loallpseqrenva ) -
and since o1 € €°(I; Xg), finally ko < NWx (2N +1) C(8). Let us denote
C=C(3) and C'=NWy(©2N+1)C(3). (9.5.16)
Again, (V1) implies the following uniform bounds on all 01,09 € €°(I; X3) :

N

|v2vien)| c,

Loo(];Ll(RN;RNxNxN))
HV(O-l) - V(O-Q)HLoo([XRN;RN) < C Ho-l - J?HLOO(];LI(RN;R)) 9

div (V(Ul) -V < Clloy - UZ”LOO(I;LI(RN;R)) :

Thus, we can apply [41, Theorem 2.6]. We get, for all t € I,
(o1 = p2) )| < Cte? TV (po) o1 — oallpee (0.1

(02)) HLoo(I;Ll(RN;R))

t
LCENWe | pollgmllon — oallgm o /O (t — £)e ) ds

+C ¢ pully~ /0 e |(o1 = 2)(s)|gr ds -
Therefore, we obtain the following Lipschitz estimate :
1Q(o1) - 9(02)HL0<>(1;L1)
< T [TV (po) + (NWNCT + 1) |pol e | o1 = o2llgm 1)
Here we introduce the strictly increasing function
F(T) = CTeT [TV (po) + (NWNCT + 1) |y | |

and we remark that f(7') — 0 when T — 0. Choose now T} > 0 so that f(71) = 1/2.
Banach Contraction Principle now ensures the existence and uniqueness of a solution p*
to (O] on [0,7] in the sense of Definition @21} with T = min{T(«,3),T1}. In fact, if
T; < T(a, ), we can prolongate the solution until time T'(«, ). Indeed, if we take p*(7}) as
initial condition, we remark that Hp*(TI)HLOO < [ pollyec €T, Consequently, the solution

of (@5I5) on [T, T (e, B)] instead of I satisty, thanks to (O.5.10])
Hp(t)HLOO < Hp*(Tl)HLooeC(ﬁ)(thl) < |]p0|]LooeC(5)T1eC(ﬁ)(t*Tl) < ”po”LweC(ﬁ)T(aﬁ)’

which is less than ( thanks to the definition of T'(«, 3) and since py € X,.

Now, we want to define a sequence (7)) such that T,, > T(«, ) for n sufficiently
large. Let assume that the sequence is constructed up to time T;, with T,, < T'(«, 3). For
Tn+1 €T, T (e, B)], we obtain the contraction estimate

1Q(e1) = Q(02)|| oo (1, 111

< C(Tn = L) T =T [TV (p(Ty)) + (NWNC(Toi = T) + 1™ o]l |
x|lor = o2lgee iz, 100111

< [Tv (po) €9 + C' T, + (NWNC(Tpyr — T) + 1)€CT"||P0”L°°}

) C'(Tpsy — Tn)ec/(TnH—Tn)”g1 _ 02”L°°([Tn,Tn+1];L1)
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where we used the bounds on TV (p(T,)) and HP(T”)HLOO(RN-R) provided by Lemma

and Corollary [0.5.2] associated to (V1). We may thus extend the solution up to time 7,41,
where we take 1,11 > T, such that

[TV (p0) €T + CT,e T 4+ (NWNC(Tpi1 — Tp) + 1) QCT"HPOHLoo] X
XC(Ty1 — Ty)e Tt To)

If T41 > T(a, B), then we are done.

If we assume that the sequence (7},) defined by induction as above remains less than
T(a, 3), in particular it is bounded. Consequently the left hand side above tends to 0, whe-
reas the right hand side is taken equal to 1/2 > 0. Hence, the sequence (73,) is unbounded.
In particular, for n large enough, T, is larger than T'(«, 3); thus the solution to ([@.0.1)) is
defined on all I.

The Lipschitz estimate follows by applying the same procedure as above, in the case
when the initial conditions are not the same. The L* and TV bounds follow from (@.5.10)
and from Lemma dJ

The proof of Lemma [9.2.3] directly follows from Lemma [9.5.3]
Proof of Theorem [9.2.7]. We consider the assumptions (A) and (B) separately.

(A): Let T >0, so that I =[0,T7], and fix a positive a. As in the proof of Theorem 0.2.2]
we define the map
0 (I;X,) — 0L A)

o — p

Q :

where p is the Kruzkov solution to (@Q.5.15) with pg € X,. The existence of a weak en-
tropy solution for (5.15) in €°(1, L*(RY;R)) is given by Lemma [1.5.1] the set of assump-
tions (V1) allowing to check the hypotheses on w necessary to apply Lemma Note
that furthermore (A), thanks to Corollary 0.5.2] gives an L bound on p, so that for all
te I, p(t) €10,a], ae. in z. Fix 01,09 in €° (I; X,), call w; = V(0;) and let p;, pa be the
associated solutions. With the same notations of [41, Theorem 2.6|, we let as in the proof

of Theorem [9.2.2]
ko = NWnNQE2N + 1) [Vaw|[peerurymyxny, & =2N |[[Vowrllpe gy gyxn) -

so that kg > k. Then, by (V1) we have :

VeV (@) g vy < C (Il (v )
and since o1 € €0 (I; X,,), we have ||o1||p. < @ so that kg < NWx (2N + 1)C(a). Denote
C'= NWn(2N +1)C(a) and C=C(a). (9.5.17)
The following bounds are also available uniformly for all o1, 09 € €° (Ry; X,), by (V1) :

[v2vio| < c.
Loo(];Ll(RN;RNxNxN))
HV(O-l) - V(O-2)HLOO([><RN;R) < C HO'I - J?HLDO([;LI(RN;R)) s

div (V(o1) — V(02)) H

|

Lo (I;L1(RV;R)) < C HO’l - Uz”Lw(I;Ll(RN;R)) .
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Applying [41l Theorem 2.6|, we get
[(pr = p2) D)l < Cte“ TV (po) o1 — oallpee (0.0

t
+CNWy [ (=9 ds o1 = oullo gy
0

¢
+/ C €' (t=9) H(O‘l — 02)(5)HL1 ds .
0
So that
|Q(a1) — Q(@)HLOOU;U) < OTeCT [TV (po) + NWNCT +1] [0y — o2llpee L) -

Here we introduce the function f(T) = CTe“ " [TV (pg) + NWnCT + 1] and we remark
that f(T) — 0 when 7' — 0. Choose now 77 > 0 so that f(71) = 1. Banach Contraction
Principle now ensures the existence and uniqueness of a solution to (Q.0.I]) on [0,77] in the
sense of Definition

Let assume that we have defined T7 < Ty < ... < T,. Let Tj,41 > T, then

19(1) - Q(O-Q)HLw([Tn,TnH];Ll)

< O(Tpyy — T,p)eC Tosr=Tn) [Tv (p(T0)) + NWNC(Tpiy — Tp) + 1}
x|loy = 0-2||L°°([Tn,Tn+1];L1)

< [TV (p0) €T 4+ C' TS T + NWxC(Tpsr — To) + 1}

X C'(Tpy — Tn)ec/(TnH—Tn) oy — UQHL“’([T,L,T”H};Ll)

where we used the bounds on Hp(Tn) HLoo RV R) and TV (p(Tn)) provided by Corollary

and Lemma [0.5.3] associated to the conditions (A) and (V1). We may thus extend the
solution up to time T,,41, that we define implicitly by

|:TV (pO) BC/Tn + CTnBC/Tn + NWNC(TnJrl - Tn) + 1} C(TnJrl - Tn)ecl(Tn+l—Tn)
Note that this equation defines a unique 7},11, the function
e [TV (po) e T 4 CT, e T + NWNC(T —Tp,) + 1] C(T — T,,)e" T=Tn) |

being increasing, taking value 0 in 7' = T;, and going to +00 when T" goes to oc.

If the sequence (T},) is bounded, then the left hand side above tends to 0, whereas the
right hand side is taken equal to 1/2 > 0. Hence, the sequence (T,) is unbounded and the
solution to (@.0.1)) is defined on all R;..

(92)) follows from Lemma@.5.Tland (V1). (S3)) is proved as (91). Note that the Lipschitz
constant so obtained is dependent on time. The bound () follows from Lemma [0.5.3] that
gives

TV (p(t)) < TV (po)eS"t + NWxCteC||po| o0 -

(B) :  Repeat the proof of Theorem and, with the notation therein, note that if we
find a sequence (o) such that Y T'(ou,, apt1) = +oo where T'(a, 5) = {ln (ﬁ/a)} /C (),



214 Contréle de I’'équation de continuité

then the solution is defined on the all R,. It is immediate to check that (B) implies that

k
S (o an) = (1€ e, )

n=1

1
Inap — 400 as k — +o0

completing the proof. O

Proof of Proposition [9.2.5. The bounds on p in W' and W1l follow from the
first point in Lemma [@.5.4] thanks to (V2). The W?! bound comes from (@5.14) in
Lemma [0.5.4] thanks to (V3). O

9.5.3 Gateaux Differentiability
First of all, if rp € (L* N LY)(RY;R) and p € L™ (Iex; (Whin WLOO)(RN;R)>, we
prove that the equation (L0.2)) admits a unique solution r € €° <Iex; L!(RY; R))

Proof of Proposition [9.2.8. We use here once again Lemma [0.5.1] in order to get an
expression of the Kruzkov solution for (9.5.2]).

We assume now that p € ¢° (Iex; (Whe qa WL RV, R)) and we define w = V(p) ; we
also set, for all s € € (Iex; LY(RY; R)), R =div (pDV(p)(s)). Thanks to the assumptions

on p and (V4), we obtain R € L™ (Iex; LI(RV; R)) AL® (I x RV:R). Let € € Ioy. Then,
on [0,Tcx — €] we can apply Lemma [0.5.1] giving the existence of a Kruzkov solution to

Or +div (rw) = R, r(z,0) =rg € (L NLYRY;R).

Let T € [0,Tex — €] and I = [0,7]. We denote @ the application that associates to
se€ e <I;L1(RN;]R)> the Kruzkov solution r € € <I;L1(RN;]R)> of (@.5.2)) with initial
condition rg € (L N LY)(RY;R), given by Lemma That is to say

Q : s—r(t,x)=ro(X(0;t,z))exp <—/0 divV (p) (1, X (7:t,x)) dT)

_/0 div (pDV(p)(s)) (1, X(7;¢t,2)) exp (—/ div V(p) (u, X (u; t, z)) du) dr.

Let us give some bounds on r. The representation of the solution ([@.5.4]) allows indeed
to derive a L* bound on r. For all ¢ € I, thanks to (V1) and (V4) we get, with C' =

C <”pHLOO([O,Texfe}X]RN;]R))7
[ ®)]| e < llrollee” + tellpllpoe oo [PV (0) |l r.oe I8 lLoe ..ty -
The same expression allows also to derive a L! bound on r(t)

Hr(t)HLl < HT0HL1€Ct + tGCtHPHLoo([o,t];wm)HDV (p)HWLoo”S”LOO([O,t],Ll) :
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Now, we want to show that @ is a contraction. We use once again the assumption (V4).
For all sq1,s9 € L™ <I; (L' nBV)(RY; R)) continuous from the right, we have

Thus, we get :
HQ(Sl) - Q(SQ)HLOO(I;LI)

div () DV (p)(s1 — 52))|

L1 (RN;R) < C”p”wl’l(RN;]R)Hsl - sQHLl(RN;R) .

T
< Cllpllpserwrnyllst = s2llpeern /0 exp <(T - T)Hdivv(p)HLoo> dr

< (BCT - 1)HIOHLOO([O,TeX—e};Wl»l)HSI - S2HL°°(I;L1) :
Then, for T" small enough, can apply the Fixed Point Theorem, that gives us the existence
of a unique Kruzkov solution to the problem. Furthermore, as the time of existence does
not depend on the initial condition, we can iterate this procedure to obtain existence on
the interval [0, Tex — €]. Finally, as this is true for all € € Iy, we obtain the same result on
the all interval I.y.

The L' bound follows from (@5.4). Let T € I, and ¢t € I, then for a suitable C' =
C <HPHL°°(I><RN;]R))

t
@)l < lrollgse + lpllpe s 1G5V DV (0) e /0 ()l d7 -
A use of (V4) and an application of Gronwall Lemma gives
[P0l < etk Ihemaws gy,

where K = K <HPHL°°(Ix]RN;]R)) is as in (V4).

The L° bound comes from the same representation formula. Indeed, for T € I, and
t € I we have

t
P L ey 10 ) My T
Then, the last ||r(7)||;, is bounded just as above. We get
I (™)l j 8
)] < e lirollgoe + Kt e I a WD g |1 o] oo g 1) -

Finally, we get a W11 bound using the expression of the solution given by Lemma [0.5.1]
Indeed, assuming in addition (V2) and (V4), we get

IV vy < VRl + Cte* ol

t
+K(1+ Ct)GQCtHPHLoo(I;W?J) /0 HT(T)HLl dr
< NN Vrollgs + Cte*rolly
+Kt(1+ Ct)e3CteK”p”L°°<”Wl’1)tH7°0”L1 [ollLee (w21 -
Hence, denoting C" = max{C,KH,OHLoo(Lle)}a we obtain

17(8) o < Mrollwgea (1 + CE2 1 KE(1 + OO o ol (o
concluding the proof. O
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Now, we can address the weak Géateaux differentiability of the semigroup generated
by (@.0.1)).
Proof of Proposition [9.2.9. Let o = max{||pol|y,«,1} and 8 > «. Fix h € [0, h*] with
h* small enough so that 8 > «a(1 + h*). Note that pg, 79 € X,. By Theorem 0.2.2, (@.0.1))
admits the weak entropy solutions p € €°([0, T (v, 8)]; X3), and ([@.2.3)) admits the solution
pn € €°([0, T(a(1 + h), B)]; X5). Note that

_ In(3/(a(1 +h))) _ In(1+h)
C(B) c(B)

and T'(a(14h),3) tends to T'(«, 5) as h goes to 0. In particular, both solutions are defined
on the interval [0, 7], where T, = T'(a(1 + h*), 5).
Write now the definition of weak solution for p, pp. Let ¢ € €°([0, Ti] x RY;R)

T(a(1+h),B) =T (o, ) < T(o, )

/* /RN <p3t<p+ (PV (p)) 'Va:(P) dedt = 0,
/* /RN <Phat90+ (phV(ph)) 'ngo) dzdt = 0,

use (V4) and write, for a suitable function € = €(p, pr), V(pn) = V(p) + DV (p)(pr — p) +
2
6(/)’ Ph), with He(p, ph)HLoo(RN;R) < K(Qﬂ) <th - pHLl(RN;]R)> - Then,

pV(p) = prV(pn) = (p — pr)V (p) + pDV(p)(p — pr) + (p — pr)DV (p)(p — pr) — pre(p; pr)-

Consequently,

/ /‘ p;%@¢+<ﬁ%ﬂwwn+mm%m(ﬂ%@)
; Jan

DV ()= ) = ) 9

A dedt = 0.

Using (V4), p(t) € &3 and the estimate on € we obtain for all ¢ € [0,7}] :

p—=p elp, p
/ \vm\ LoDV (o)~ pn) — pn "L
RN

< /R (CBp—pnl+BE2B) o= palr) |F

— 0 as h—0,

‘p—%

Ll
by the Dominated Convergence Theorem, since 24=2 is bounded in L'([0, 7] x RY;R).
Then, if (pp, — p)/h "0 we get

/ / P@¢+_&VUO+PDV00W»-Vw%dxdt:0.
R JRN

That is to say, r is a distributional solution to (9.0.2]). O
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As this is true for all h* small enough, finally we obtain a solution on the all interval
[0, T(c, B)[. Hence, we observe that if p € €0(I, x RV;R), then r is defined on all ..

Assume now that (V4) and (V5) are satisfied by V. We want to show that with these
hypotheses, we have now strong convergence in L! to the Kruzkov solution of (0.0.2).

Proof of Theorem[9.2.10. Let o, 3 > 0 with 8 > «a, and h € [0, h*] with A* small enough
so that 8 > «a(1 + h*). Let us denote T'(h) = T(a(1 + h),3) for h € [0,h*] the time of
existence of the solution of (@Q.0.I]) given by Theorem

Fix pg € (W N W2H)(RN:[0,a]), 70 € (L= N WL (RY;[0,a]). Let p, respectively
Ph, be the weak entropy solutions of (@.0.1]) given by Theorem 0.2.2 with initial condition py,
respectively pg+ hrg. Note that these both solutions are in € <[O, T(h*)]; LY(RY; R)) . Fur-
thermore, under these hypotheses for pg and rg, we get thanks to Proposition @.2.5] that the
corresponding solutions p and pj, of (.0.1)) are in € <[0, T(h*)]; (WL2NW21)(RY; [0, ﬁ])) ,
condition (V3) being satisfied. Hence, we can now introduce the Kruzkov solution r €
C50<[0,T(h*)[; L' (RY ;R)) of (@02, whose existence is given in this case by Proposi-

tion Note that, 79 being in WHH(RM:R) and p € L™ <[O,T(h*)];W271(RN;IR{)>

and (V2), (V4) being satisfied, r(t) is also in WH!(RY;R) for all ¢ € [0, T(h*)[ thanks to
the Wh! bound of Proposition

Let us denote zp, = p+ hr. We would like to compare pj, and zp, thanks to [41, Theorem
2.6]. A straightforward computation shows that zj is the solution to the following problem,

Ozp, + div (zh (V(p) + hDV (p)(r))) = h?div (r DV (p)(r)) ,
21,(0) = po + hrg € Xa(1+h) .

Note that the source term being in € ( [O, T(h*) [ LY (RY; ]R)), and the flow being regular,
we can apply to this equation Lemma that gives existence of a Kruzkov solution.

As in the proof of Lemma [0.5.1] we make here the remark that [41, Theorem 2.6] can
be used with the second source term in ¢ <[0,T(h*)[;L1(RN ;R)) and the flow 42 in

space and only €° in time. Besides, we also use the same slight improvement as in the
proof of Lemma [0.5.3] taking the L* norm in the integral term only in space, keeping
the time fixed. We get, with kg = NWx(2N + 1) HV Vipn HLoo ([0.T(h* )| xRN R) and Kk =

2N || V2V (pon HLOO(OT ) xRN R)’ for some T € [0,7'(h*)] and with I = [0, T,
lon = 2nllLee (L)
g TeROT TV (PO + hrO)HV(ph) - V([)) - hDV (p)(r)HLOO([O,T(h*)}XRN;]RN)

T
+NWN/O (T — t)eroT=1) /RN |20 (8) || e || Ve div V (pp) || dz dt

<|[V(on) = V(o) — hDV (p)(r)

T
+h2/ eli(Tt)/
0 RN
T
. / R(T—0) /
0 RN

th;gg]{Hp Ol goos 120 (0)[ . -

HLOO([O,T(h*)] XRN RN )

div (rDV (p)(r)) ( da dt

div (V(pn) — V(p) — DV (p (dx dt
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Then, setting C' = C(f) and K = K(23), we use :
— the bound of p and p;, in L* given by Corollary
Hp(t)HLoo < ”POHLooeCt < B and th(t)HLoo < [lpo + hroHLweCt < B
— the properties of V' given in (V1) to get
[V div V (on HLOO(RerRN R) S C and  [|VodivVi(ps HL°° (LLI(RNR)) S C;
— the property (V4), respectively (V5), to get
[V (o) = V(p) = hDV (0)(r)[| oo vy

< K (”Ph - pH]Z'_,OO([;Ll(RN;R)) + th — ZhHLoo(I;Ll(RN;R))> , respectively

Hdiv (V(pn) = V(p) = hDV (p)(r)) HLoo(I;Ll(RN;R»

< K (llon = pllioqrms vy + 1on = 2l oz
— the property (V4) to get
[aiv (rDV (0)) |, < K Irllwea s
Gathering all these estimates, denoting C' = NWx (2N + 1)C, we obtain
lon = 2nllLee (L)
< TeC'T (TV (po + hro) + NWNCTS) K (th — plliee iy + llon — ZhHLOO(I;L1)>

+h2KT€CTHTHLOO(I;WM)HTHLoo(I;Ll)
c'rT 2
+ (ﬁ + hilel? Hr(t)HLoo> Te” K <||Ph - pHLOO(I;Ll) + [lon — ZhHLoo(I;L1)> :
Then, dividing by A and introducing

Fu(T) = KTeT [TV (po) + h TV (ro) + NWNCTS + 5+ hl[r(t)][ | -

we obtain

Note that F}, is a function that vanishes in 7" = 0 and that depends also on pg, 79 and h.
Hence, we can find T' < T'(h*) small enough such that Fj«(T) < 1/2. Furthermore, for all
T < T(h*), h — Fp(T) is increasing and hence h < h* implies Fj,(T) < Fp«(T). Noting

has a uniform bound M in h by 2. in Theorem [0.2.2] we get

Ph — Zh
h

Ph =P
h

Ph — Zh
h

< Fu(1)

+1

lon — PHLoo(I;Ll)

Lee(I;LY) Lee(I;LY) L“(I;Ll)]

+hKTe TH’I"HLoo(];WI,l)HTHLOO(I;Ll) :

_ Lee(LLY)
for T<T
}‘Ph—P_ _ }‘ph—zh
2 h Loo(I;LY) 2 h Loo(I;LY)

M /
< EHPh - pHLOO(I;Ll) + hKTecTHTHLOO(I,WlJ)HTHLOO(I;Ll) :
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The right side above goes to 0 when h — 0, so we have proved the Gateaux differentiability
of the semigroup S for small time. Finally, we iterate like in the proof of Theorem [9.2.2] in
order to have existence on the all interval [0,7(h*)]. Let T1 be such that Fj«(71) = 1/2
and assume 77 < T'(h*). If we assume the Gateaux differentiability is proved until time
T, < T(h*), we make the same estimate on [T},, Tj,+1], Tr+1 being to determine. We get

lon = 2nllyee (i1 100001
(Tn-i-l - Tn)eCl(THrTn) (TV (Ph(Tn)) + NWNC(Tn-H - Tn)ﬁ)

N

2
<K (llon = Pl 1, gy + 108 = 2l g, 120 )

+h2 K (Tng1 — To)e T T 0| oo (0 1wty 7 oo (2 210

! (5 +h sup “T(t)“Lw> (Thy1 — Tn)ecl(T"“*T")
[Tann-Fl]

2
<K (llon = Pl 1, egny + 100 = 20l iz, g )

Then, we divide by h and we introduce, for T' > T,
Fun(T) = K(T —T,)e¢ T~ [(Tv (po) + hTV (10))eCT + BC' T, T

+NWNC(T —T,)3+ B3+ h sup Hr(t)HLOO].

[Tn 7Tn+1

We define T,,11 > T, such that Fj, ,(Thy1) = % This is possible since F}, ,, vanishes in
T =T, and increases to infinity when 7' — oco. Hence, as long as T,,11 < T'(h*), we get

< KMllpn = pllyeeqr, apnn

Ph—p
h

Lo ([T, Ty JiL1)

C, n —4in
+20K (Tpi1 — T)eS T T 10| oo 1 ot I oo, 2 i)

The next question is to wonder if (7)) goes up to T'(h*). We assume that it is not the
case : then necessarily, Fj, »,(Th+1) e 0, since T}, 41 — T, — 0. This is a contradiction to
Fun(Tpy1) = 1/2.

Consequently, T, 3 oo and the Gateaux differentiability is valid for all time t €
[0, T(h*)]. Then, making h* goes to 0, we obtain that the differentiability is valid on in the
interval [0, 7T (v, B)].

It remains to check that the Gateaux derivative is a bounded linear operator, for ¢ and
po fixed. The linearity is immediate. Additionally, due to the L' estimate on the solution r
of the linearized equation (0.0.2) given by Proposition [0.2.8] we obtain

IDSe (o) (ro)l|g. = [[r(®)g < eI e g

so that the Gateaux derivative is bounded, at least for ¢t < T < Tiy. O
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9.5.4 Proofs Related to Sections and

Proof of Proposition [9.3.1. Note that v(p) is constant in z, hence divV(p)
and (A) is satisfied. Besides, we easily obtain HOIV(;))HLOO(R,R) =0, H@;,;V(p)HLl(R_R)

Hagv(p)HLl(R;R) =0 and

p— ()7
=0,

N

|V (p1) — V(P2)HL°°(R;R) HUIHL(’C’(R;R) lor = pallus gy -
H(%V(pﬂ - 3xV(PQ)HLI(R;R) = 0,

so that (V1) is satisfied. Similarly, 92V (p) = 0 and 92V (p) = 0 imply easily that (V2)
and (V3) are satisfied.
We consider now (V4) : is v is € then, for all A, B € R,

1
v(B) =v(A) + v (A)(B - A) + /0 v (sB +(1- S)A) (1-s)(B-— A)2 ds .

Choosing A = fol p(§)d€ and B = fol p(€) d¢, we get

v </01ﬁ(£)d£> —v(/olp(@dE) — </01p<s>d5) /01<,;_p><g>dg

1 .
< 2 lyelo— ol

LOO

and we choose K = %HU”HLW, DV (p)(r) = (fol p(€) d£> fol r(£)d¢. Condition (V4) is

then satisfied since there is no z-dependence, so

|V(5) = V(p) =DV (p)(5— 0)|lwoee = [[V(B)=V(p) =DV (p)(5— )|y

1 _
< o gl ol

Similarly, || DV (P)(T)meo = |IDV (0)(r)|| oo < ||V||oe I7[|y,1 - Finally, consider (V5) :
div [v(/olﬁ(ﬁ)dé“) —v(/olp@)ds) —v’(/olp@)ol&)/o1 (b-n©d]| =0,
Ll
1 1
aiv (v( [ oterae) [ riepac) o
Concluding the proof. O

Proof of Proposition [9.4.1]. The proof exploits the standard properties of the convolu-
tion.
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Consider first (V1) :

VoV (0) || oo =1V [| oo Nollpec IVanllpn [7llpee + [0l poe Vel
<C(llpllge)
V2V (0)|| 1 <lvllwroe 1Tl (1 + ol I Vanlla)

HV?EV(/))(

o Slvlweee [0llwz2a

2 2
[+ 1o IVl + Mol [ 920, + 2ol ¥l

<Cllplg).

V(1) = V(p2)|| e <[Vl 1L InllLee llo1 = p2lLs s
[V (V(on) = Vip))|
Then, we check (V2) :

=l[vllwe.ce 1Tl Il (24 [Vanllps o1l ) llor = p2llps-

Ll

[v2ve)], . < 2elwe 17lwes

2 2
i (1 W I+ ol 72

o Dol Il )

Entirely analogous computations allow to prove also (V3).

Consider (V4). First we look at the Fréchet derivative of V(p) : v being €2, we can
write, for all A,B € R,

1
v(B) =v(A) +v'(4)(B - A) + / v"(sB+ (1 —s)A)(1 —s)(B—A)?ds .
0
If we take A = p*n and B = p 7, then we get, for p, 5 € LY(RY;R)

1 ~ —
< Sl g il 12 = AT 1o

(v(ﬁ*n)—v(p*n)—v'(p*n) ((/3—,0)*77))17 .

and

Ve [(v(ﬁ*n)—v(p*n)—v’(p*n) ((ﬁ—p)*n)ﬁ}

LOO
3 2 ~ 2 1=
< Sl el = ol lollwre
1 2 S
+5 [ g Inleeo llolloe [ Vanlles 15 = ol 8]l ;
Vi[(v(ﬁ*n)—v(p*n)—v’(p*n)((ﬁ—p)*n)ﬁ}
LOO

N

~ 2 2 2 ~ 2=
@115 = Al I I9enlEs (lollae + lee) 1
~ 2 2 ~ o
2| 15— laInlsce (ol + allge) IVnlge 1700

1 ~ 2 2 —
5 |[o @15 = Al (ol Inllwzs + 1) 17w

60" | e 17 = 2T 1717200 11| 2. -
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Then, DV (p)(r) = v'(p*n)r *nv. To satisfy (V4), we have to check that the derivative is
a bounded operator from %2 to L'. We have,

HDV (P)(T)HLOO
V2DV (0)(r)| e

V2DV ()| . < Ivlwaslinlwes [7lwe

2 2
% (44 lolgoe Ilhwen + Il 1932 ) 17

[ e e e P

<
< lollweee 1Tl [l wise (2 + ol nllw ) Il

Finally, we check that also (V5) is satisfied :

< %HUHW?’@O”/S_P”ilH77HL1HnHWLOOHg”WLOO (3 + lpllelInllwrr) -
HdivDV(p)(T)HL1

= ||div (@' (pxm)r xn0)|| 1

< vllwees Inllwra 1Flwiee (2 4+ lollge IVanlip) 7]l

div (V(p) = V(p) =DV (p)(p — p))( L

completing the proof. O

Remark 9.5.5. The above proof shows that (B) is not satisfied by (@.4.1]) : here C grows
linearly, C'(«) = 1+ o. Hence, with the notation in the proof of Theorem [0.2.4] for o; > 0,

n

n n
1 | W] o
T <Y — Sdt < ————dt < ——dt
kz_l (o, 01) S D 7 Q1 / t Z/ 1+ )t /a 1+ )t

k=1 Ok k=1Y% 1

and the latter expression is bounded. This shows that, in the case of (@.4.1]), the technique
used in Theorem [0.2.4] does not apply.



Conclusion et perspectives

Ce travail, effectué sous la direction de Sylvie Benzoni-Gavage, m’a fait découvrir divers
aspects des EDP hyperboliques & travers les différents modéles étudiés : la mécanique des
fluides donne un exemple de systéme de lois de conservation quasi-linéaire multidimension-
nel, le trafic routier fournit un systéme unidimensionnel, et finalement les modéles de trafic
piéton ou de chaine de montage sont des équations multidimensionnelles scalaires.

En mécanique des fluides, on a étudié le temps d’existence des solutions réguliéres et
grice a des estimations d’énergie et & un symétriseur adapté on a obtenu une extension au
cas des gaz de Van der Waals d’un théoréme de M. Grassin [63] donnant existence globale
de solutions réguliéres.

On a également étudié le temps d’existence des solutions « ondes de choc », c¢’est-a-dire
des solutions réguliéres de part et d’autre d’une discontinuité. Des calculs de Li Ta Tsien [88]
donnent par exemple, pour des fluides isentropiques unidimensionnels, des cas d’existence
globale, en se basant sur l'existence d’invariants de Riemann fort et le calcul le long des
caractéristiques. On a réussi & adapter ces calculs dans le cas des symétries cylindriques et
sphériques, pour lesquels le systéme admet une source, et on a ainsi obtenu une estimation
du temps d’existence des ondes de choc possédant ces symétries.

On a de plus étudié une équation donnant le lieu de la discontinuité en suivant une
approche « choc fort » due & Whitham [143].

Par la suite, on aimerait d’'une part compléter ’étude de ’équation du lieu de la dis-
continuité ; d’autre part, on voudrait améliorer les estimations d’existence dans le cadre des
calculs de Li Ta Tsien dans le cas de la symétrie cylindrique ou sphérique.

Enfin, on pourrait étudier I’équation obtenue en suivant la méthode de Whitham en
coordonnées sphériques, si la solutions n’est pas a symétrie sphérique, et aussi étudier la
stabilité des solutions & symétrie sphériques obtenues.

Concernant le trafic routier, on a mis en place un modéle de jonction dans le but de
modéliser un rond-point, et on a résolu le probléme de Riemann associé, en étudiant en
particulier la géométrie des ensembles de Hugoniot du systéme. Dans le cas de multiples
discontinuités, on a obtenu en particulier un résultat d’existence locale et une minoration
du temps d’existence. Cela a fait I'objet d’un article [104], publié dans JMAA en Février
2009.

Des simulations numériques effectuées, basées sur un schéma de Godunov, laissent de
plus espérer une existence en temps long, bien que le solveur de Riemann soit « discontinu ».

Il reste désormais & étudier le probléme de Cauchy en toute généralité, méme si la
méthode de front tracking nous a déja permis de conclure & ’existence globale de solutions
dans certains cas.
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Finalement, dans le cadre d’un séjour « pré-doc » & Brescia, j’ai étudié, en collabora-
tion avec Rinaldo M. Colombo les lois de conservations scalaires. Grace a la méthode de
doublement des variables de Kruzkov et grace & une définition adaptée de la variation to-
tale, on a montré une estimation dans BV de la solution d'une loi de conservation scalaire
dans le cas général ou le flux et la source dépendent non seulement de u mais aussi de la
variable de temps t et de la variable d’espace x. Ce résultat nous a alors permis de montrer
la dépendance continue de la solution par rapport au flux et & la source en appliquant de
nouveau la méthode de doublement des variables. Par la suite, on a pu utiliser ’estimation
de dépendance par rapport au flux et a la source pour montrer existence et unicité d’une
solution faible entropique pour un modéle simplifié¢ de gaz radiatif. Ce modéle est constitué
d’une équation scalaire, dont la particularité est d’avoir une source non-locale. En effet,
par notre estimation, on a obtenu une estimation de contraction permettant d’appliquer
le théoréme de point fixe de Banach. Ces résultats sont exposés dans les articles [42] [41]
publiés en 2009, d’une part aux CRAS et d’autre part & Comm. in Math. Sc..

Enfin, on s’est intéressé a des lois de conservation avec flux non-local, comprenant en
particulier un modéle de trafic piéton et un modéle de chaine de montage. En utilisant de
nouveau l’estimation de dépendance par rapport au flux et a la source et un point fixe de
Banach, on a montré existence (locale) et unicité de solutions faibles entropiques pour ce
type de probléme, et on a donné une borne inférieure pour le temps d’existence. De méme,
on a montré existence et unicité de solutions faibles entropiques pour le probléme linéarisé,
et que le semi-groupe du probléme initial, qui & une condition initiale associe la solution
au temps t, est différentiable au sens de Gateaux. La Gateaux-dérivée est alors la solution
du probléme linéarisé. Ce résultat est en particulier utile pour trouver les extrema d’une
fonctionnelle de cotit bien choisie, représentant par exemple le temps mis pour sortir d’une
piéce (dans le cas du trafic piéton). Ces résultats sont en cours de révision a ESAIM-COCV
[40].

On peut poursuivre cette étude dans de nombreuses directions. Par exemple, on peut
essayer d’améliorer ’estimation dans BV en cherchant une estimation locale en espace.

Pour le modéle de trafic piéton, on aimerait désormais dériver (au sens de Gateaux) le
semi-groupe par rapport au paramétre géométrique. De plus, on suppose que 'existence ne
peut pas étre globale dans certain cas. Il faudrait donc montrer que par exemple la norme
infinie explose bien en temps fini. On peut également se demander si ’étude menée pour les
modéles de trafic piéton et de chaine de montage peut s’adapter a des modéles tels qu'un
modéle cinétique de trafic routier [13] ou encore le modéle de Vlasov—Poisson.



Annexe A

Ailde-mémoire thermodynamique

e | énergie interne spécifique (ou massique)

de=—pdv+Tds

pression p=— % g
T | température T — % .
s | entropie spécifique
v | volume spécifique
p | densité de masse p= %

TABLE A.1 — Variables thermodynamiques
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226 Aide-mémoire thermodynamique
. . v Op v 9%
~v | Exposant adiabatique === y=—-—
p Ov|, p Ov?
oT 0?
I' | Coefficient de Griineisen = —% Em . = —% 83(961)
5 s oT _p 0%e
1?2 s, T2 9s2
0 T
¢, | Capacité calorifique a volume Cy = a—; Cy = —
constant v 057
v
0s e
¢p | Capacité calorifique a pression | ¢, =T —— cp =T o
oT 9%e 0%e _ ( d%e )2
constante 0s2 9v? dsv
o
4 | Coefficient d’ordre 3 g=_2"1ls
2 9%
o? |,
0
¢ | Vitesse du son c= \/_p c= WB
Ip|, P
0
v« | Rapport des capacités calori- Ve = & Y = 772
fiques Co 70— T

TABLE A.2 — Quantités adimensionnées en variables (v, s)

Relations entre les quantités adimensionnées :

B v? 0 <c>
s c Ov \v .
Remarque A.0.6. Si T > 0, alors (v,s) — (v,e) est un difféomorphisme local et on peut
définir toutes les quantités précédentes en les variables (v, e) en remarquant que

d(pc)
dp

v
5cv:%,

G =

1
c

o1 _9o) 9 9l _p 9
8?}8_(%6 p@ev’ 8sv_ de|,
On obtient alors
__v(op _Op
7= p \ Ov del, )’
dp
=y 22
Uaev’
1 v [ Oy oy
== — 1—— —_— — —_—
v 2 T 7(8?) p86v>
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gaz parfait gén. gaz parfait pol. gaz de VAW gaz raidis

Loi p=RTp p=RTp p=2L p+po=NRTp

Cy c(T) constante>0 constante>0 constante >0

Y0 = 3—3 +1
e E(v™Nexp(s)) exp(Z)o 0% | (v —b) 0 exp(Z) | exp(Z)o 0 4 po
E € €*°, bornée inf

p (70 — 1)pe (o —1)755 (0 —1)§ —po

r < 5 L)

7| RO+ FuRe) 1 0 V075 Yo + 5

r v-1 v-1 (o =175 Yo — 1

) y-l=2 7-1 r (0 — D eptis

c Yy —1e =5V 000 — e \/70(70 —1)(e—2%)
Vx Y 70 70 70

TABLE A.4 — Variables thermodynamiques et quantités adimensionnées pour quelques lois

d’état
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Cas général

Gaz de VAW

Forme conservative

A (pu) + Oz (pu® +p) =0,

A (zpu® + pe) + 8, ((5pu” + pe +p)u) =0,

p voor g p
Qe s 1 Op 1 Op
Forme quasilinéaire | 0y [ w | +| , 3, . U 2 Fe ) Oy | w | =0
e 0 P w e
P
Loi de pression p=p(p,e) p=(0-1) 1f%p
Valeurs propres M=u—c, o=u, \g=u-+c
]
—p — o p
Vecteurs propres ry = c , Ty = 0 , T3 = c
0,
—p/p o p/p
Entropie pS
Flux pus
Invariants de Rie- z1 =u+ h(p,e), zo=u, z3 =u— h(p,e)
mann
h=2 w?gl (1—pbp)

. on| _ 1
ou h est tel que 3|, = o

ou bien z1 =8, 20 =p, 23 =S

S

X exp | 5.

Courbes de choc

Pour les 1-chocs et les 3-chocs :

[u] = =v/=[pl[1/p] et [e] + (p)[1/p] = O
avec [p] > 0 pour les 1-chocs

avec [p] < 0 pour les 3-chocs

TABLE A.5 — Dynamique des gaz compléte en coordonnées eulériennes
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Cas général

Gaz de VAW

Forme conservative

Op+ 0z (pu) =0,
O (pu) + 0z (pu? +p) = 0.

Forme quasilinéaire

p u op p
(9 —|— / (91 :0
t(u) ol (u)

Loi de pression

p=p(p)

p= (00— D(g)™

Valeurs propres

M=u—c, a=u-+c

Vecteurs propres

EREG

Entropie Fpu” + pe
Flux u(3pu? + pe) +p
s

Rie-

Invariants de
mann

2= u+hp), 2= u—Hhip)

Ol\lh:prng)dy

J0—1

2
h=2 wggl (Ppbp)

Courbes de choc

Pour les 1-chocs et les 2-chocs :

—[pI[1/p]

avec [p] > 0 pour les 1-chocs

] = -

avec [p] < 0 pour les 2-chocs

TABLE A.6 — Dynamique des gaz isentropique en coordonnées eulériennes
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Cas général Gaz de VAW
0w —Ogu =10,
Forme conservative Ou+ 0:P =0,
O (3u? +€) + 0¢(Pu) = 0.
v 0 -1 0 v
Forme quasilinéaire | 9 + %—5 0 %—5 Ol u | =0
& v
e 0 P 0 e
Loi de pression P = P(v,e) P=(y—1)e/v
Valeurs propres M=-C, X =0, )X3=C
on C?=-2C
oP
1 _9p —1
Vecteurs propres ry = C |,r= 0 , T3 = C
oP
—-P S P
Entropie SouTdS=de+ Pdv
Flux 0

Rie-

Invariants de
mann

z1=u+ H(v,e), zo=u, z3=u— H(v,e)

OH

oP

1

=0
S

oubien z1 =85, 29 =P, z3=5

ou

Courbes de choc

Pour les 1-chocs et les 3-chocs :
[u] = —/=[P][v], [e] = —(P)[v]
avec [v] < 0 pour les 1-chocs

avec [v] > 0 pour les 3-chocs

TABLE A.7 — Dynamique des gaz compléte en coordonnées lagrangiennes
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Cas général Gaz de VAW
Forme conservative O = Ogu =0,
e v 0 -1 v
Forme quasilinéaire on + | ap O =0
U 9% 0 U
Loi de pression P = P(v) P=(y—-1v™"

Valeurs propres

M=-C, \=C

Vecteurs propres

-(2)-()

Entropie
Flux

1/2u? + e
Pu

Invariants de Rie-
mann

z1=u+ H(v,e), za=u, z3 =u— H(v,e)

ot H = [ C(y)dy

Courbes de choc

Pour les 1-chocs et les 3-chocs :
—[P][v]
pour les 1-chocs [v] < 0

) = -

pour les 2-chocs [v] > 0

TABLE A.8 — Dynamique des gaz isentropique en coordonnées lagrangiennes
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Annexe B

Lemmes techniques

B.1 Inégalité de Gagliardo-Nirenberg et ses conséquences

Lemme B.1.1 (Gagliardo-Nirenberg). (Voir [132, Prop. 3.5, p. 4]) Soit r > 0, i € [0,7]
et z € (L NH")(RY). Alors &'z € L¥/(RY) et

On déduit facilement du Lemme [B.1.1] le résultat suivant.

9z < CerZHi;f/THDTZHZL/;

L2r/i

Lemme B.1.2. Soit z € H™ tel que D?z € L, alors pour tout k € [4,m], pour tout
i €[2,k], on a D'z € LY pourqu% et

|

Grace a l'injection de Sobolev (cf. [132, p.4]) et au Lemme [B.1.1] on montre également

2/q

. 1-2/q
0'z ‘ .
L2

Loo

el R
La

Lemme B.1.3. Soit ¢ €]0,d/2[ et 1/q =1/2 —{/d. 1l existe C > 0 dépendant de ¢,q,d tel
que pour tout z € HY(RY) on a

Izl < C||p*2|

L2’

Preuve. On munit HY(R?) de la norme ||-||y2 + HDZ -HL2. L’injection de Sobolev entre H’
et L7 se lit alors, pour un certain C > 0,

), pour tout z € H . (B.1.1)

2lue < Cllzlee + D72,

On définit alors, pour z € HY, A € Ry, la fonction z, € H’ par z)(z) = z(\z). En
appliquant (B.LI)) & 2, et en remarquant

d
= \3

—d
2l = A7l o

Dez‘

" (B.1.2)

on obtient ;
i

da
2

#lhie < CX™ 2 (|12l + XD ]| ),
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/
< 2 e 2, 4
o, par définition g — %l = —/. Par conséquent, en prenant A = <%> ,on a
z
L2

Izl <20 D2

Et, de maniére similaire,

Lemme B.1.4. Soit p > d/2. Il existe C > 0 tel que pour tout z € HP(R?)
1_% D %
[2llpee < Cllzlly2 ™ [[DP 2|2 -
Preuve. On utilise désormais I'injection continue HP(R?) ¢ L>°(R?). Il existe donc C' > 0
tel que
12]lee < C(l2]lg2 + 11D 2]l12) pour tout z € HP.

En appliquant cette inégalité a z) : « — z(Az), on obtient, puisque zy vérifie ||z)||pe =

Il et BLD), -
12l < CA=2 ([[2]lg2 + APIDP 2] g2) -
1/p
En prenant \ = <%> , on obtient I'inégalité souhaitée. O
L

B.2 Lemmes d’estimation

Lemme B.2.1. Soit m > 1 +d/2, U €¢ H*(RY), r,a € R et Z la norme définie par

(410 : -
Z(t) =) (1+t)%

k=0

)

DF U(t)(

L2
avec g, = k+1r —a. Alors on a
1. ||Ut C(1+t)P+1Z(1),
2. |DU (¢ C(1+t)%Z(1),
DU <oz,

Loo

e <
Mg <

3. sim >2-+d/2, alors
avec = —g1 —d/2.

Preuve. 1. En appliquant le lemme [B.1.4]1 & U, on obtient :

1- 5% m
10l < CIUI ™ [D™ U125

Or,
Ul < (1 +1)7%2, D™ Ully. < A +8)7"Z,

par conséquent
[Ullge < C(L+1)°Z,
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o s = —go(1—5%) — (go+m)5e = —go— =B+ 1.
2. En appliquant le lemme m a DU, avec p = m — 1, on obtient

DU |0 < CI!DUHL2 - 1)HD’”UH“’” v
De méme que précédemment, cela donne
|IDU || < C(141)°Z
ou

d d

S:—gl(l—m)—(gl +m—1)m

d

:—91—525-

3. On obtient de méme la troisiéme inégalité en appliquant le lemme [B.1.41 4 D2 U avec
p =m — 2, ce qui est possible puisqu’on a dans ce cas m — 2 > d/2. O

Lemme B.2.2. Soient f,o € H?" NL®(RY), soit o € N? tel que || = k < m. Alors

[0%(£0)|2 < IIfHLooHD’“ L+ ||g0||LOOHD’f

Lemme B.2.3. Soit f ¢ (L*NH™)(R?). SiveNetv >2, oubienv € R etv € [m,+oo|,
on a f¥ € H™(R?) et, pour tout a € N tel que |a| =k < m, on a

10 lea < CIFIE PF £ (B.2.1)

ot C' > 0 est une constante indépendante de f, o, v.

Preuve. Pour v € N, v > 2, on fait une récurrence sur v en utilisant le Lemme [B.2.2

Pour v € [m,4o0], on a

S capttIONy 0%

1<k Bt +Bj=a
|951=b;>1

k
On prend alors 0% f € L %% On applique I'inégalité de Holder puis le Lemme [B.1.1]:

k
o) g < S || Hab ok
j=1 Zb_k
021 Tid I Ty et
Zb_lc
< CllflE [p* |,

en utilisant par ailleurs le fait que pour tout j € [1,m], ‘

7773 < SIS puisque
v—j20.
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B.3 Temps d’existence pour les EDO

Lemme B.3.1 (Principe du maximum pour les EDO.). Soient a,b : [0,7] — R des ap-
plications continues. Supposons que w,z : [0,T] — R sont des applications continues telles
que z(0) > w(0) et w' = aw? +b, 2/ > az® + b dans [0,T]. Alors z(t) > w(t) pour tout
te0,7].

Preuve. Par hypothése,

(z = w)'(t) = ' — (a(t)w(t)® + b(t)) > a(t)(2(t)* — w(t)*),
c'est-a~dire (z — w)'(t) = a(t)(2(t) — w(t))(2(t) + w(t)). Par suite,

d zZTw)(s)as
= (- w@e BaErmma) 5 .
Donc (z — w)(t)e™ Jo a(&)EHw)(s)ds > (z —w)(0) > 0, pour tout ¢t € [0, 7. O

Lemme B.3.2. Soient T > 0 et ag,a1,as € €°([0,T);R). Soit ai = max(ag,0) et K défini

par
T T
K :/0 |laz(t)| dt exp (/0 |ay(t)| dt> . (B.3.1)

1 T T
ot K >/O ag (t) dt exp </O !al(t)|dt> : (B.3.2)
T T
- >/0 |ao(t)| dt exp (/0 \al(t)\dt> ; (B.3.3)

alors la solution maximale du probléme de Cauchy

St wy =0 et

w' = ap(t)w? + a1 (t)w + as(t), w(0) = wy, (B.3.4)

est définie au moins sur [0,T] et vérifie

T T
w(lT) > o i—K —/ ‘a[{(t)‘ dtexp (/0 |ay(t)| dt) , stw(T) >0, (B.3.5)

|w(1T > — —/ |ao(t)] dt exp (/ a1 (t)| dt) , stw(T) <0. (B.3.6)

Preuve. Tout d’abord, en posant w = exp < fo ai(s ds) w, ay = exp (fo ay(s )ds> ap et
Gy = exp < fo ai(s ds) ay, on voit que I'équation (B.3.4]) se raméne a 'EDO

~/
w

= Go(t)w? + ax(t). (B.3.7)
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et w(0) = w(0). On peut donc supposer sans perte de généralité a; = 0.
On introduit la fonction croissante v définie par v(t) = fot ‘&2(8)‘ ds. Soit y la solution
maximale du probléme de Cauchy

y =ag(t)(y+ K)*, y(0) = w .
Alors y est croissante et puisque wg+ K > 0, on a

1 1 b
- — | at(s)ds.
yO+E wo+ K /O%(S) y

Notons que le membre de droite ne s’annule pas pour ¢ € [0, 7], d’aprés (B.3.2). D’autre
part, on a (y + v)(0) = wp et

Par conséquent, d’aprés le Lemme B3] on a w(t) < (y + v)(t) < y(t) + K pour tout
t € [0,7] si w existe. En particulier, tant que w(t) > 0, on obtient
1 1 1 ! 1

= = — at(s)ds =
VDT K wmr kOB E LR

t
0

t t

o) > o _1}_ 7 /0 ag (1) dr elo lar(9)]ds (B.3.8)

Supposons désormais que w s’annule et change de signe en to € [0,7]. On applique
alors le méme raisonnement & W = —w en remplagant wy par W(tg) = Wy = 0 et en
commencant au temps to. L’application W est alors solution de W’/ = AgW?2 + ayW + As,
ol Ay = —ag, Ay = —ao. En notant AaL = max(—ag, 0), on obtient alors, pour tout t > t
tel que W (t) >0

1 1

t
— > | Af(r)dr e |a1(s)|ds,
W(t) K to 0( )

<0

d’ot, pour tout t tel que w(t)

1 1 t ¢
- - fo ‘al(s)’ds
@) > % /0 |ag(7)| d7 e . (B.3.9)

Finalement, les inégalités (B.3.8)-(B.3.9) nous donnent des bornes sur w pour tout
temps, que w soit positif ou négatif, qui ne peut donc pas tendre vers —oo. Par consé-
quent, w existe jusqu'au temps 7. En effet, on a ainsi montré qu’il existe une fonction
¢ € €°([0,T],R) telle que, si w est solution de (B.3.4), alors |w(t)| < ¢(t) tant qu'elle est
définie, pour t € [0, T]. Notons T le temps maximal d’existence de w. Si on avait T, < T,
alors w serait bornée sur [0, Ty [ par maxjo 7] ¥, et ceci contredit le théoreme « des bouts »,
selon lequel w doit sortir de tout compact quand t — T, < oco. O
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Annexe C

Calcul des invariants par les groupes
de Lie.

C.1 Eléments théoriques

C.1.1 Quelques définitions

On donne d’abord quelques définitions concernant les groupes de Lie, qui seront utilisées
ultérieurement pour trouver les groupes de symétrie d’un systéme d’équations différentielles.
On introduit notamment les notions de générateur f d’un groupe de Lie G'(f) et de champ
de vecteurs tangent au groupe de Lie G'(f).

Définition C.1.1 (Groupe de Lie de transformations.). On appelle groupe de Lie de trans-
formations a un paramétre sur l’espace de Banach X la famille de transformations locales
a un paramétre G(f) = f(I), ot I est un intervalle de R, lorsque f : V x I — X ( avec
V C X) vérifie les conditions :

1. Ve eV, f(z,0) = z;
2. Va,beltelsquea+bel, Ve eV, f(f(x,a),b) = f(z,a+b);
3.siacletVreV, f(x,a) =z, alors a = 0;
4. fee>(V xI; X).
On dit alors que la transformation f génére le groupe de Lie G1(f).

Remarque C.1.2. On note parfois : f,(a) = f(z,a) pour x € V et a € I.

Définition C.1.3 (Champ de vecteurs tangent au groupe G'(f).). Soit X un espace de
Banach, V' C X. On appelle champ de vecteurs tangent au groupe G'(f) le champ de
vecteurs ¢ : V — X qui vérifie, pour z € V :

((z) = 0af(2,0),
et qui est un vecteurs tangent a 'orbite f,(I) au point x.

D’aprés la définition de ¢, en différentiant par rapport a b la relation f(f(z,a),b) =
f(xz,a+b), on obtient la relation :

6af(x7a) :g“of(ac,a).
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240 Calcul des invariants par les groupes de Lie.

Associée a f(x,0) = x, cette relation montre que f, est solution d’un probléme de Cauchy
pour une équation différentielle ordinaire :

8@3/ = C(y)7 (C'l'l)
y(0) = =,

ou y : R — X. L’équation (C.I1I]) est alors appelée équation de Lie. On se pose alors
la question de savoir si les solutions d’un tel probléme donnent bien des transformations
générant des groupes de Lie. On dispose pour cela d’'un premier théoréme, donné dans
I'ouvrage d’Ovsiannikov [10§].

Théoréme C.1.4. Soit X un espace de Banach, V C X. Soit { : V — X un champ de
vecteurs de classe €°° sur V avec ((xg) # 0, pour un xo € V donné. Si f est solution de
(CL1), avec comme condition initiale xo, alors f génere un groupe de Lie pour lequel le
champ de vecteurs tangent est .

On sait donc qu’'un champ de vecteurs permet de générer un groupe de Lie. On aimerait
alors savoir si il y a une bijection entre champs de vecteurs et groupe de Lie. Le théoréme
répondant a cette question est également exposé dans le livre d’Ovsiannikov [108].

Théoréme C.1.5. Soit X un espace de Banach, V- C X. Un champ de vecteurs  : V — X
étant donné a un coefficient réel multiplicatif pres, il y a bijection entre champs de vecteurs
et groupes de Lie. On peut alors noter, de maniére un peu abusive : G1(f) = G*(¢), et on
parle aussi de générateur de groupe de Lie en parlant de (.

On voudrait désormais relier les groupe de Lie de transformations & un paramétre aux
transformations laissant invariantes des variétés.

Définition C.1.6. Soient X,Y des espaces de Banach. On considére la carte F': X — Y.
Soit f: X x R — X, le générateur du groupe de Lie G'. On dit que F est un invariant du
groupe de Lie G, si V(7,a) € X x R on a la relation :

F(f(z,a)) = F(z).

C.1.2 Théorie de la continuation

Définition C.1.7 (Continuation kéme d’espaces et de fonctions.). Soient X,Y des espaces
de Banach, k un entier positif. On note Y}, I'espace des formes ¢ : X* — Y k-linéaires sur
X et symétriques. On introduit 'espace :

Zr, =X XY XY x...xY,

appelé continuation kéme de l'espace Z = X X Y.
La continuation kéme d’une fonction u : X — Y, de classe €°, est le vecteur :

xT

zkz(x) = (z,u(z),0pu(),...,8%u(x)) € Z.

La continuation kéme permet donc de considérer en méme temps une fonction et toutes
ses dérivées jusqu’a l'ordre k.

On introduit de méme un opérateur de différentiation 0 sur Z.
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Définition C.1.8 (Continuation kéme des opérateurs différentiels.). On introduit 'opéra-
teur différentiel 0 sur Zy tel que :

a:(a:vaaaay"'aa)’
01 k
ou 9 = 9. L'opérateur D :
0 Y k
D=0, +Y-0+...+ Y -9,
k 1 0 k+1 k

est alors appelé opérateur de différentiation exacte, tronqué a ['ordre k. Il coincide en fait
avec l'opérateur de différentiation exacte D (qui correspond a une somme infinie) pour des
fonctions F' & source dans Zj.

On peut alors définir la continuation kéme du groupe de Lie G*(f) par :
1

G(f)=G"(n).
k k

Si¢=(&n) € Z =X xY estle champ de vecteurs tangent d’un groupe G'(f), on
peut aussi définir la continuation de lopérateur ¢ -0 =& -0, +n - 0y par :

k 1 1 k k

et on peut montrer (cf. Ovsiannikov [108, chap. 1]) que cet opérateur concorde avec le

1
champ de vecteur tangent du groupe G(f).
k

C.1.3 Groupes d’invariance d’équations différentielles

On écrit un systéme d’équations différentielles E et on l'interpréte comme une variété,
dans un certain espace, dont on veut trouver les groupes d’invariances. Pour utiliser les
résultats concernant les groupes de Lie, on doit d’abord se ramener & un systéme linéaire.
On utilise pour cela la théorie de la continuation. Ainsi, si F est un systéme d’ordre k,
de m fonctions inconnues y = (y1,...,Ym), dépendant de n variables indépendantes x =
(x1,...,2p), On pose :

z=(2,y) €Z=XxY =R""™

et on peut alors écrire E sous la forme :

F(z) =0,

ou F : Z;, — R®. On peut alors chercher les continuations kéme des opérateurs ¢ - 0 pour
lesquels cette variété est invariante. En tronquant, on retrouvera ( - 0.

C.2 Application aux équations d’Euler.

C.2.1 Opérateur d’invariance

On considére le systéme

Op + Or(pu) + j% =0,

O+ udyu+ 22 =0, (C.2.1)

Oip + udpp — c2(Orp + udypp) =0,
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ol j vaut 1 en symétrie cylindrique et j = 2 en symétrie sphérique et o ¢ = =22~ Pour

R p(1-bp)
ce probléme, on a

— deux variables (indépendantes) : r et ¢,
— trois inconnues (variables dépendantes) : u, p et p,
— des dérivées d’ordres un : (uy,us,p1,p2, p1,p2), U'indice 1 signifiant ici une dérivée
temporelle et 'indice 2 une dérivée spatiale.
Le systéme (C2.0)) s’écrit alors

| pU
P1+UP2+J%+PU2=0,

uy + uug + %pQ =0, (C.2.2)
p1+upy — *(p1 4+ up2) = 0.
L’opérateur d’invariance s’écrit d’autre part
C-0=¢E0% +n0 + 00y, + 70 +wd,. (C.2.3)

Le probléme de l'invariance de ([C.2.2)) consiste & trouver &, 7, o, 7 et w tels que (¢ -
0)F(t,r) =0, F désignant le systéme (C.2.1]). Pour cela, on écrit la continuation premiére de
lopérateur (C.2.3), ce qui permet de considérer les dérivées premiéres comme des variables
indépendantes. La continuation premiére suffit ici puisque le systéme (C.2.]) est d’ordre
un. On appliquera ensuite cet opérateur a chacune des équations du systéme (C.2.T]).

Tout d’abord, pour simplifier un peu les notations, on introduit I'opérateur D, dans
1

lequel apparaissent les opérateurs de dérivation totale D; et Ds, opérateurs qui jouent un
role particuliérement important dans la théorie de la continuation :

(D1 _|( & Uy p1 p1

D’aprés Ovsiannikov [I08, chap. 1], la continuation premiére de 'opérateur (C.2.3) s’écrit
alors :

g-@ = &0y + 10y + 00y + TOp + w0, + 010y, + 0204, + T10p, + T20p, + w10, + w20, ,

ou :
o1 = D10 —u1D1§ —uz D17,
g9 = DQO’ — U1D2§ — U,QDQ?],
71 = D17 —p1D1§ — p2D17y,
To = DoT — p1 D2 — p2Dan,
w1 = Diw — p1D1§ — p2 D17,
wg = Dow — p1D2§ — paDon.

(C.2.4)

Si on applique ¢ -0 au systéme (C.2.1), on obtient :
1

( . . .
wu g U
w1+uw2+p20+‘77+‘%—j¢277—i—wuz—i-pUQ:O,

w
o1 +uoy +oug + =19 — —p2 =0,

1+ uTy + opa — (w1 + uwz + o p2)
T pw(l — 2bp)>
—% = (p1+up2) =0.
p(1="bp)  p*(1—bp)?
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Il reste alors a développer tous les termes. De plus, parmi la premiére continuation des
inconnues, on a trois variables libres : us, ps et po , et trois variables dépendantes : u, p;

et p1.
C.2.2 Développement de la premiére équation

On développe en éliminant les termes p1,u1,p; grace aux systéme (C.2.2)) qui permet
d’en déduire des expressions en fonction de ps, us9, pa. On obtient

o2 =D20 — u1 Da§ — uz Do
=00 + u20,0 + p20y0 + p20,0 + 22 (6 § 4+ 12046 + p20p§ + p20,€)
+ ug(0pn + u20yn + p20yn + p20p77) :
De méme

w1 + uwz =D1w + uDow — p1(D1€ + uD2§) — pa(D1n — uDon)
=0w + udrw + (u1 + vu2)dyw + (p1 + up2)dpw + (p1 + up2)dpw
— p1(0r€ + u0r€ + (w1 + uug)0u§ + (p1 + up2)0p€ + (p1 + up2)0,p€)
— p2(0¢n + udrn + (ur + uu2)0un + (p1 + up2)dpn + (p1 + up2)0,m)

=0w + udpw + (upa + pug + jl%u)(atéh + u0y&) — p2(9ym + udyn)
— %(&Lw + (upz + pug + j/%u)aug — p20un)
___Jop ) <% + pu2> (Opw + (up2 + pug + j%)apg — p20pn)
- <Pu2 + %) (Opw + (up2 + pug + j—) 9p& — p20,m) -
Par conséquent, la premiére équation devient

0 =0w + udrw + (ups + pug + M)(&s& +u0,&) — p2(9yn + uodrn)

]Z(auw + (up2 + puz + —) ug - p26u77)

_qop (jpu jpu
o0 —p) < " + qu> (Opw + (up2 + pus +7 ) Ip€ — p20pn)

| pU U
- <pU2 + ‘&> (Opw + (up2 + pus + ﬂ)apﬁ — p20,m)
+ p [0ro 4+ u20,0 + p20po + p20,0 + 2 (8 & + u20u€ + p20p€ + p20,€)
+un(9rn + uaByun + padyn + pzapn)]
jwu  jpo  jpun

Tt T T T

On considére I'expression ci-dessus comme pour un polynéme de degré deux en pa, ug, pa.
Par conséquent ce polyndéme est nul si tous les coefficients s’annulent. On regarde tout
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d’abord les coefficients des termes quadratiques. Ainsi le coefficient de p3 donne : 0p€ = 0.
On poursuit de méme pour les autres coefficients. On obtient :

ui i —pudyé — ,02(9p£ + updy& + pudy, & — pdyn =0
= u0,§ — pdy§ — Oun =0
ugpy 1 —ulduE — updp€ — pudp€ + udyn + 02p8p77 + pd,m + u20,€ + up0dp€
—u0yn + updp§ — pd,n =0
< 0pn =0,
ugp2 =06+ 0§ =0,
1 1
b2p2 _u;8u£ + ;aun + 8p£ =0 = udy§ — papg —0un =0,
ps —u28p§ +udpn + u28p§ —ud,n =0.

Ainsi on a obtenu : ‘ 0p€ =0, Opn = 0 et ud,& — pdy§ — Oyn =0

De méme, on reléve les coefficients d’ordre un et d’ordre zéro :

Uy —uQuw — ¢ p(?pw POpw + po§ — u@u Jiu 0p€ — p3p§ +w
+ulyw + upd,€ + Mu&f + paua + pudé — pom =0

<:)—cp8pw papw+p3t§—2 8p§+w+2up8§+p3 o—pon=0,

p2 _%auw — ubpw — %auf + udpw + pdpo + 0:€ = 0
— —%&Lw - ‘%%5 +p0po + 0,£ =0,

U u U
p2 1 —ud,w + udi§ — & 0,§ — ‘&ua b€ — O + ]i Opn + 0 + ud,w + u?,&

+—u8p£ —u0pn + pdyo =0
<= ud€ — —u8p§ o + [;u(?pn + 0 + u?8,& — udyn + pOy,o =0,

0 - 8tw—02‘7'0 Opw qua +]Pua§ (Jiu)zapg Jwu  jpo jpu

ot - Tt udw

| pUu
+%uar£ + parO' =0.
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On procéde de méme pour les deux autres équations. On obtient finalement le systéme :

3p§=5p§=5u§=07 3p77=3p77=3u?7=07 3pT=O,

—c28pw—6pw+6t§+%—i—Zuarf—i-Bua—BTn:O,
1

—; ww + pOpo + 0,6 =0,

u8t§—8t77+0+u28£—uar77+p8020,

Ow — cZqu8 w —
r

U U wu o
3 Jp 8 +JP 3t§+] Jp

_+_
T

Jp n+u8,w—|— uaf—l—p@a—o

oo — czwapa — —(9,)0' +udro + _87’7— +c _87’5 =0,
T T P T
1
—c2p8p0 — p0,0 +ud§ — O+ o + u?0,& — udym + ;auT +c%0,£ =0,

—0u0 +8t§ - g + 2uar§+ apT - 87’77 =0,

atT—CQJp OpT + u0,T — ¢ u@rw—028tw+c4jp Opw + Qquﬁpw
r

+T”°( ( T _];w(l—2bp)>:0,

p(L—bp)  p*(1 —bp)?

—c? pO,T + c4p6pw + 2 POpw + pYo <

i
p(1—bp)  p*(1—bp)?

1 1
—; T 4+ udE — O + o + u20.E — udyn —i—cQ;@uw =0,

—0 — 20,6 + udm —udE +0m=0.

(
pw(l —2bp)\
( ) -0

(C.2.9)

(C.2.10)

(C.2.11)

(C.2.12)

(C.2.13)
(C.2.14)

(C.2.15)
(C.2.16)

On remplace (C.2.8) par (C2.8)+(C2.16), (C2.18) par (C2.15)+(C2.16), ([C213) par

(C213)-2(C2.14), (C.2.0) par (C.2.6)+(C2.12),
et (C210) par (C2.10)+(C216) +c*(C21). On obtient alors :

[C2Z8) < 9,0 = 0,
([C2I0) <= 0y + Ow =0,
(C213) — ot + ud, T — udyw — Fow =0,

([C206) <= —*Opw — Opw + 20;€ + 4ud, & — 20,m+ 9,7 =0,

(C210) < 6, =0.
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Le systéme est donc devenu :

O =0t = 0,6 = 0,6 =0, Oy =0, =08y =0, 7 =0, dyo =0,
Oy — 20w =0,

o + udpT — ¢ [Oyw + udw] =0,

—?0pw — Opw + 20,€ — 20,m + 8,7 =0,

Duw — p*0po =0,

Oy — 0yo + 04 — Oy = %,

O+ udrn —udé = o,

9 T w(1—2bp)>

c@w+6w—87+<——7 =0,
b 00 = T T (1 bp)

] 1

00 + u0po — 02%31,0 + ;874' =0,

Ow + udrw + poro — 02%@,@0 — %apw + %&55 + JUU + P JPt

I 0.
r r 7’277

C.2.3 Résolution du systéme

Quelques manipulations sur la 4éme, la 7éme et la 8¢me équation du systéme précédent,
donnent :

Si on dérive alors ces deux équations par rapport & u, p et p, on obtient que le membre de
gauche est nul, et donc :

p(1 —2bp)
OuT = Quw———+—=,
p(1 = bp)
T p(1 — 2bp)
Oy — — = g0
Pop T p(1 = bp)
p(1—2bp) (1 —2bp)*+ 2bp(1 — bp)
0,7 = 0,w —w = 0,
7T p(1 - bp) p*(1 — bp)?
et alors
1 /(7 w(l- 26p)>
Ouo == - — 20
2 <p p(1 = bp)
Opo = 0.
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Le systéme d’équation devient alors :

_ u (T w(1—2bp)
(0,6 = Dut = By = D¢ A o
€ = 0u§ = = =0 _ _1(z _ w(1—2bp)
Oun = Opn = 81;77 = Op O =08 =3 <P p(1=bp) )
i
1-29, 1-2b,
Czapw + Opw = a1’(‘)11)0(1—175) t wp(l—bZ)

(O + ud,T = (0w + udyw)
oo + uo,o + %aﬂ =0

_ Jpu 2
Oy7 — T = Opubli=20) ot O+ udw + pOro — 1B (2D + Opw)

p = DY) +j$5t§ + % + j% - %77 =0.
u 2 \p p(1—bp)

En particulier, les trois équations en w de la deuxiéme accolade, donnent :

2 _ p(1—2bp) bp (1—2bp+2b%p?) (1—2bp)
(¢ = ST g T 9o 6] = “b0)

= (10— (1=20p))bpw = [(1—2bp)* — (1 —2bp — 20°p*)|w
= 2bp(—1+bp)w.

Donc : b # 0 = w =0.

C.2.3.A Casb#0

Avec w = 0, le systéme se réduit a :

atT+uarT:O 8 B o

0to+u8ra+%aﬂ:0 =0 5

aT_I arn—3t§:2—p

pT = A A A

aua:];l pOyo + 1LLGE + 17— IBty = ().
P

En dérivant la premiére équation par rapport a w, il vient : 9.7 = 0, d’ott 7 = 0
et finalement 7 ne dépend que de p. Or 9,7 = %. Il existe donc une constante réelle a
telle que 7 = ap. De, méme en dérivant la deuxiéme équation par rapport a wu, il vient :
Oro = Oyo = 0. Alors, o ne dépend que de u et 0,0 = 2lp = ¢ donne 0 = au/2 + b, ou
b est une constante. Il reste alors & déterminer 7 et &. Les équations restantes permettent
de trouver si j # 0 :b =0, n =cr et{ = (c—a/2)t +d, tandis que j = 0 entraine :

n="bt+écr+d, £ =(E—a/2)t+e.

C.2.3.B Casb=0

On obtient notamment : d,w = 0 et J,w = w/p. On dérive I'équation p(0io + ud,o) +
9,7 = 0 par rapport a 7. Cela donne : 9,7 = 0. D’autre part, si on dérive 9,7 = ¢*(Ow +
uOyw) par rapport a u, on obtient aussi : d,w = 0. Cela implique : 9,0 = 0, donc dyo = 0
itou, alors 9;7 = 0 et djw = 0. Finalement w ne dépend que de p et la forme de J,w implique :
w = Ap. De méme on obtient : 7 = Bp. Et 0,0 = 1/2(B — A) entraine 0 = u/2(B—A)+C.
Il reste encore & déterminer 7 et . Les derniéres équations permettent d’obtenir, si j # 0 :



C=0,n=Dret&=(D—(B—-A)/2)t+ E; tandis que j = 0 implique n = Ct+ Fr + G

et { =(F —(B—A)/2)t+ H. On a donc bien obtenu :

. b=
j#0

E=(c—a/2)t+d

n=cr
o =au/2
T =ap
w=20,

E=(D—-(B-A)/2)t+ E
n=Dr

o=u/2(B—A)
T=DBp
w=Ap,

C.2.4 Conclusion

On obtient :

si

si .

b0
j=0
0
0

(

E=(c—a/2)t +é

n=>bt+cr+d
o=au/2+Db
T =ap
w=020,

E=F—-(B-A)/2)t+H
n=Ct+Fr+G
oc=u/2(B—A)+C
T=DBp

w=Ap.
\

Proposition C.2.1 (Groupes de symétrie des équations d'Euler.). Les groupes de symétrie
du systéme (2.1.4), qui donne les mouvements a symétrie plane (j=0), cylindrique (j=1) ou
sphérique (j=2), d’un gaz de Van der Waals de covolume b, a coefficients calorimétriques

constants, sont donnés dans le tableau [C1l.

248
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Générateurs ‘ Transformations ‘Type
Casb#0etd#1:
(1'62615 t—t+a 1
Co- 0 =1t + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(30 = —t0 +udy, +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p)
Casb=0etd#1:
C1-8:8t t—t+a 1
C2-0 =10 + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(30 = —t0 +udy, +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p) 2
Ca-0 =10 —udy +2p8, | (t,u,p) — (M, %, Ap) 2
Casb#0etd=1:
(1'62615 t—t+a 1
Co- 0=t + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(30 = —t0 +udy, +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p) 2
C(4-0 =10, + 0y r—r+at, u—uta 3
Cs-0 =0, r—r+a 1
Casb=0etd=1":
(1'62615 t—t+a 1
Co- 0=t + 10, (t,r) — (A, Ar) 2
(30 = —t0 +udy, +2p0, | (t,u,p) — (%,)\u, A2p) 2
C4-0 =10 + 0y r—r+at, u—uta 3
(5-0 =0, r—r+a 1
(60 =10 —uly +2p0, | (t,u,p)— (At,%,)@p) 2

FiGURE C.1 — Groupes de symétrie des équations d’Euler pour un gaz de Van der Waals
a coefficient calorifique ¢, constant. Types : 1. translation, 2. changement d’échelle, 3.
changement de référentiel galiléen.
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Notations

1, n] {1,...,n}
B(0,R) Boule de centre 0 et de rayon R.
Conv(U) Enveloppe convexe de U
M (R)  Matrices carrées de taille d, a valeurs réelles.

O4(R)  Matrices carrées de taille d, a valeurs réelles, associées aux isométries (ma-
trices normales).

AT Transposée de A, pour A € M,, ,(R)
Supp Support d’une fonction

Spec Spectre d'un endomorphisme
Oy Dérivée par rapport a t : 0y = %
o~ o

0%1xy...0%xy

div Divergence. Pour u € €1 (R™";R"), divu = > I, diu;
D*U  Différentielle ko™

Vu Vecteur des dérivées premiéres

€+ Fonctions k fois dérivables

cF Fonctions €* a support compact

L* Espace de Lebesgue. Soit F un espace vectoriel normé, alors L¥(E; F) =

{u mesurable tel que [, lul* < oo}

Lfoc Espace de Lebesgue local. Soit F' un espace vectoriel normé, on a alors
L} .(E; F) = {u mesurable tel que [, lul* < oo pour tout ouvert U C E}

HF Espace de Sobolev. Soit F un espace vectoriel normé, alors H¥(E; F) =
{u mesurable tel que Vj € [1,k],D? u est mesurable et [, Z?:o ‘Dj u‘Q <
oo}

Hfgc Espace de Sobolev local. Soit F' un espace vectoriel normé, HfOC(E; F) =
{u mesurable tel que Vj € [1,k], D/ u est mesurable et [, Z?:o D’ ur <
oo pour tout ouvert U C E}

HF, Ensemble des u € HE _ tels que, Vo € €, si ¢.(y) = ¢(z — y), on a

SUP,cpd || Pzt gre < 00

251
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Wkp

TV

BV

Notations

Espace de Sobolev d’ordre p. Soit F' un espace vectoriel normé, alors
WkP(E:F) = {u : E — F mesurable tel que pour tout j €

A T
{1,...,k}, D’ u est mesurable et [, Z?:o ‘D] u‘ < oo}
Espace {z: Ry x R dz € L*°,D? z ¢ H™ !}

Variation totale pour u : R? — R TV (u) = sup{ [ga udivepdz ; 1 €
G (RERY) et [ g0 maspay < 1} -

Fonctions & variation bornée {u € L} ; TV (u) < oo}

{u e L!NBV NL*™ tel que ||ullp~ < a}
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