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Introduction

Les Alliages à Mémoire de Forme (AMF) sont des métaux qui présentent un com-
portement thermo-mécanique tout à fait particulier par rapport aux autres matériaux
métalliques. Ils font en effet partie d’un groupe de matériaux que l’on dit actifs ou « intel-
ligents » (smart materials en anglais). Cette famille inclut entre autres les matériaux piézo-
électriques, les magnéto-strictifs, certains polymères et des fluides électro-rhéologiques
(p. ex., de Rosnay (2000)).

Ces matériaux sont spéciaux car ils possèdent certaines caractéristiques qui peuvent
leurs permettre d’agir comme un capteur, comme un actionneur ou même parfois comme
un processeur. Ils présentent en effet la capacité à modifier naturellement leurs pro-
priétés physiques lorsqu’ils sont soumis à une stimulation. Par exemple les matériaux
piézo-électriques produisent une tension électrique lorsqu’ils subissent une déformation
ou une contrainte mécanique, et inversement se déforment lorsqu’ils sont soumis à un
courant électrique (p. ex., Arnau (2003)). Les magnéto-strictifs se déforment lorsqu’ils
sont soumis à un champ magnétique (p. ex., Billardon et Hirsinger (1995)). Les fluides
électro-rhéologiques sont, eux, capables de se rigidifier lorsqu’ils sont soumis à un champ
électrique (p. ex., Shulman et al. (1981)). Les Alliages à Mémoire de Forme présentent la
capacité, après avoir été déformés à froid, de retrouver leur forme initiale au delà d’une
certaine température. Au dessus de cette température, ils sont aussi capables de présenter
une importante déformation réversible lorsqu’ils sont soumis à une déformation ou une
contrainte mécanique.

Les Alliages à Mémoire de Forme sont donc utilisés dans un grand nombre d’appli-
cations. La première propriété qui consiste à se déformer lorsqu’une température seuil
est franchie est utilisée par exemple pour réaliser des contrôleurs de température qui
vont adapter le fonctionnement du mécanisme en fonction de la température (Furukawa
Techno Material). Elle permet aussi de concevoir des actionneurs qui vont se déformer
ou appliquer un effort lorsqu’ils seront soumis à un courant électrique qui va chauffer le
matériau par effet Joule (Bellouard (2008)).

La seconde propriété qui consiste à autoriser une grande déformation réversible au
delà d’un effort donné est utilisée dans certaines montures de lunettes « flexibles », qui
peuvent être tordues et reprendre leur forme malgré tout (Eyeglasses-online). Elle permet
aussi de réaliser des outils adaptatifs tels des pinces chirurgicales avec limiteur de force
ou des mèches d’outils dentaires qui vont autoriser une importante déformation.

On peut remarquer que ces applications impliquent majoritairement que le matériau
soit soumis à des chargements cycliques. Cependant lors de ces sollicitations cycliques,
le comportement de l’alliage n’est pas identique à celui observé lors d’un simple cycle.
Des phénomènes tels que l’effet point mémoire ou une déformation résiduelle en fin de
décharge apparaissent (p. ex., Dutkiewicz (1994); Šittner et al. (1995); Strnadel et al.
(1995); Tanaka et al. (1995); Lexcellent et al. (1996); Arrigoni et al. (2001); Gall et Maier
(2002); Krone et al. (2005); Predki et al. (2006) et Wang et al. (2008)). Des modèles
permettant de décrire ces phénomènes sont donc nécessaires pour permettre ou valider la
conception de mécanismes à base d’Alliages à Mémoire de Forme.

Le comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme a donc été lar-
gement étudié depuis une trentaine d’années (p. ex., Edwards et al. (1975); Guélin (1980);
Guenin et Gobin (1980); Melton et Mercier (1981); Funakubo (1987); Patoor et Berveiller
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(1994); Otsuka et Ren (1999) et Otsuka et Wayman (1999)). On retrouve dans ces études
les différentes approches traditionnelles utilisées en mécanique des matériaux, telles que
les modélisations microscopiques, phénoménologiques et micro-macro. Cependant parmi
celles-ci très peu concernent le cas de la modélisation du comportement des Alliages à
Mémoire de Forme sous chargement cyclique (p. ex., Lagoudas et Bo (1999); Auricchio
et Sacco (2001); Zaki et Moumni (2007a) et Malécot (2005)). Pourtant la plupart des
applications sont concernées puisqu’elles imposent généralement un chargement cyclique
sur le matériau. De plus il est nécessaire de bien connaître et de bien savoir modéliser le
comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme si l’on souhaite aborder l’étude
de la tenue en fatigue de ces alliages.

Des choix sont alors à faire avant d’aborder la modélisation du comportement cyclique.
En effet, il existe trois approches possibles pour aborder la modélisation du comporte-
ment d’un matériau, une approche très locale se basant sur les phénomènes physiques, une
approche avec transition d’échelle qui permet de relier un comportement global au com-
portement local, et une approche macroscopique qui ne se base que sur le comportement
global :

– Les modèles microscopiques sont basés comme leur nom l’indique sur la description
d’évènements se produisant à l’échelle micro, tels que la nucléation, le mouvement
d’interfaces, l’apparition de variantes, etc (p. ex., Falk (1980, 1983, 1987, 1989); Ball
et James (1987) et Ball et James (1992)). Les fractions volumiques ne sont alors pas
considérées comme des variables internes mais comme des conséquences des mouve-
ments d’interfaces. Cette approche est donc plus appropriée pour la description des
phénomènes physiques que celle d’un comportement macroscopique.

– Les modèles micro-macro introduits par Patoor et al. (1988), combinent des ingré-
dients de la micro-mécanique (tels que les plans d’habitat, les variantes de mar-
tensite, etc) avec la thermodynamique (p. ex., Patoor et al. (1994); Sun et Hwang
(1993a,b); Fischer et Tanaka (1992); Fischer et al. (1994); Lexcellent et al. (1996);
Lu et Weng (1997, 1998); Tokuda et al. (1999); Nemat-Nasser et al. (2005); Patoor
et al. (2006); Lagoudas et al. (2006) et Sun et He (2008)). Les équations constitu-
tives sont définies à l’échelle microscopique et une méthode de localisation est alors
nécessaire pour déterminer l’état de contrainte locale. De plus les valeurs macro-
scopiques sont obtenues à partir des données microscopiques à l’aide de techniques
d’homogénéisation. Ces modèles permettent donc de rester proche de la physique
des phénomènes, mais le nombre de variables internes nécessaires est important.

– Les modèles macroscopiques s’intéressent uniquement aux quantités macroscopiques,
ce qui entraîne que seule une description globale du comportement mécanique est
possible (p. ex., Tanaka (1986); Raniecki et al. (1992); Raniecki et Lexcellent (1994);
Boyd et Lagoudas (1994); Atanackovic et Müller (1995); Bouvet et al. (2004) et Pa-
nico et Brinson (2007)). L’implémentation numérique est alors beaucoup plus simple
et légère, mais donne des résultats moins prédictifs du comportement.

Un choix entre ces différentes approches est donc à réaliser. Le but de l’étude est de dé-
velopper un modèle de comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme pouvant
être utilisé dans un code de calcul par éléments finis. Pour cela, nous déterminerons le
comportement des Alliages à Mémoire de Forme sous chargements cycliques en réalisant
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des essais qui donnent l’évolution de grandeurs macroscopiques. Un modèle permettant
de décrire l’évolution de variables représentant ces grandeurs a alors été écrit. Enfin le
modèle sera implanté dans le code de calcul pour réaliser des simulations de chargements
macroscopiques. Le passage à une échelle microscopique entraine un nombre important
de variables internes qui alourdirait le modèle. Nous avons donc choisi parmi les trois ap-
proches possibles, une approche macroscopique phénoménologique qui paraît plus adaptée.
Suivant la démarche décrite auparavant le plan du mémoire sera donc le suivant :

Le premier chapitre de ce mémoire présente succinctement les Alliages à Mémoire de
Forme et les différents comportements qui apparaissent en fonction du chargement qu’on
leur impose. Puis une liste non-exhaustive décrit les différentes applications utilisant les
propriétés des Alliages à Mémoire de Forme. Ces applications entraînent généralement un
chargement cyclique sur ces alliages. Nous montrerons donc les propriétés que les Alliages
à Mémoire de Forme présentent pour ce type de chargement.

Enfin nous décrirons différents modèles permettant la simulation du comportement des
Alliages à Mémoire de Forme sous chargement cyclique, afin d’analyser les pistes d’études
présentes dans la littérature et celles qui ne sont pas abordées.

Dans le second chapitre, nous nous sommes intéressés à l’étude du comportement
super-élastique d’un Alliage à Mémoire de Forme en Cu-Al-Be sous chargement cyclique.
Nous avons donc réalisé une série d’essais de traction cycliques permettant de définir au
mieux le comportement de l’alliage, tels que des chargements à différentes amplitudes de
déformation, ou qui montrent l’effet point mémoire, ou encore avec une amplitude variable
au cours du cyclage. L’origine de la déformation résiduelle a été déterminée grâce à un
flash thermique appliqué à la fin des essais cycliques.

À partir de l’analyse des résultats obtenus dans la partie expérimentale, un modèle
permettant de décrire le comportement cyclique multiaxial non-proportionnel est alors
développé. Il se base sur le modèle proposé par Bouvet et al. (2004) et permet de modéliser
l’évolution de la déformation résiduelle au cours du cyclage sans introduire de variable
d’état supplémentaire. Il prend aussi en compte les particularités du comportement des
Alliages à Mémoire de Forme observées lors des essais et dans la littérature, telles que la
dissymétrie traction-compression, l’effet point mémoire, la réorientation de la martensite,
la baisse de la contrainte seuil de transformation au cours du cyclage, la proportionnalité
entre la déformation de transformation et la fraction volumique de martensite. . .

Les paramètres du modèle ont alors été identifiés à partir de certains des essais réalisés.
Puis le comportement du modèle est validé quantitativement en comparant les résultats de
simulations avec ceux des essais réalisés précédemment et non utilisés pour l’identification.
Il est aussi validé qualitativement en comparant avec les résultats d’essais pour différents
types de chargements trouvés dans la littérature.

Dans le troisième chapitre, nous nous sommes intéressés à l’étude du comportement
thermo-mécanique d’un Alliage à Mémoire de Forme en Cu-Al-Be sous chargement cy-
clique. En effet le modèle développé dans le chapitre précédent ne permet pas de décrire
correctement l’apparition de la déformation résiduelle pour l’ensemble des Alliages à Mé-
moire de Forme sous chargement de super-élasticité cyclique. Il ne permet pas non plus
de décrire le comportement sous chargement d’effet mémoire assisté cyclique. Nous avons
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donc réalisé une seconde série d’essais contenant des chargements thermo-mécaniques cy-
cliques.

À partir de l’analyse de ces nouveaux résultats, une seconde version du modèle permet-
tant de décrire le comportement thermo-mécanique cyclique multiaxial non-proportionnel
des Alliages à Mémoire de Forme est alors développée. Elle est similaire au modèle dé-
veloppé dans le chapitre précédent, mais prend en compte la température et introduit la
présence de martensite bloquée qui permettra de décrire l’apparition de la déformation
résiduelle lors des différents chargements cycliques.

Enfin, là aussi, les paramètres du modèle ont été identifiés à partir de certains des essais
réalisés. Puis le comportement du modèle est validé quantitativement en comparant les
résultats de simulations avec ceux des essais réalisés précédemment et non utilisés pour
l’identification. Il est aussi validé qualitativement en comparant avec les résultats d’essais
pour différents types de chargements trouvés dans la littérature.

Dans le quatrième chapitre, l’intégration numérique du modèle dans le code de calcul
par éléments finis CAST3M est décrite et validée sur un point d’intégration puis sur un
élément de volume. Enfin la simulation de chargements mécaniques et thermo-mécaniques
sont réalisées sur différentes structures, afin de vérifier le bon fonctionnement du modèle.

Pour finir, nous présenterons les conclusions de l’étude réalisée, et les différentes pers-
pectives envisageables pour compléter les points non abordés lors de l’étude.
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Chapitre 1

Comportement thermo-mécanique
des Alliages à Mémoire de Forme

Le commencement de toutes les sciences, c’est
l’étonnement de ce que les choses sont ce qu’elles
sont.

Aristote (-384–-322)
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1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

Ce premier chapitre comporte deux parties. La première permet d’expliquer briève-
ment le comportement spécifique des Alliages à Mémoire de Forme et en particulier le
comportement sous chargement cyclique, afin de présenter les différents problèmes ren-
contrés lors de ces chargements.

La seconde présente le fonctionnement de différents modèles de comportement cyclique
des Alliages à Mémoire de Forme proposés dans la littérature. Leur comparaison permettra
de montrer les problèmes de la première partie qui ne sont pas encore pris en compte et
auxquels nous tenterons de répondre dans les chapitres suivants.

1.1 Présentation des Alliages à Mémoire de Forme
Cette section a pour but de présenter rapidement les Alliages à Mémoire de Forme

et en particulier leur comportement macroscopique sous chargement thermo-mécanique
cyclique.

Tout d’abord nous allons présenter l’origine des spécificités des Alliages à Mémoire de
Forme : la transformation de phase solide-solide appelée transformation martensitique par
analogie avec les aciers. Cette présentation est relativement succincte mais il est possible
de trouver des explications plus détaillées dans les références suivantes : Guélin (1980);
Guenin et Gobin (1980); Wayman (1992); Patoor et Berveiller (1994); Berveiller et Fischer
(1997); Otsuka et Wayman (1999) et Otsuka et Ren (1999).

Dans une seconde partie, nous présenterons un ensemble d’applications dont le principe
de fonctionnement se base sur l’utilisation d’Alliages à Mémoire de Forme. La description
de ces applications montrera qu’une grande majorité soumet un chargement cyclique à
l’Alliage à Mémoire de Forme. Or c’est justement ce type de chargement qui entraîne la
dégradation des propriétés des Alliages à Mémoire de Forme et parfois jusqu’à rupture.

Enfin le comportement des Alliages à Mémoire de Forme sous chargement thermo-
mécanique cyclique sera donc étudié plus en détail afin de présenter les points particuliers
du comportement pour ce type de chargement. Des déductions sur les mécanismes phy-
siques mis en jeux seront faites afin d’orienter les essais qui seront mis en place par la
suite.

1.1.1 Transformation martensitique dans les Alliages à Mémoire
de Forme

Les Alliages à Mémoire de Forme tirent leurs propriétés d’un changement de phase dis-
placif, c’est à dire sans diffusion d’atomes et donc de changement de composition chimique.
La transformation de phase consiste en un mouvement de l’interface entre les phases. Elle
est donc indépendante du temps, uniquement limitée par la vitesse de propagation qui ne
peut dépasser la vitesse du son dans l’alliage. Elle se traduit par une déformation homo-
gène du réseau cristallographique et n’entraîne pas de variation de volume (dans le cas des
Alliages à Mémoire de Forme). Ces propriétés permettent donc d’avoir une transformation
de phase quasiment instantanée et généralement réversible.
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1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

Les phases cristallographiques des Alliages à Mémoire de Forme sont respectivement
appelées par analogie avec les aciers :

– martensite pour la phase à basse température,
– austénite pour la phase à plus haute température.
La transformation d’une phase de l’alliage à l’autre se fait sur une plage de tem-

pérature qui varie linéairement en fonction de la contrainte et qui dépend du sens de
la transformation (austénite en martensite, ou martensite en austénite). Ces limites de
transformation sont représentées sur le pseudo-diagramme d’état d’un Alliage à Mémoire
de Forme, figure 1.1. Les températures caractéristiques (c’est-à-dire à contrainte nulle) de
transformation sont notées :

M0
s température de début de transformation directe (austénite en martensite),

M0
f température de fin de transformation directe,

A0
s température de début de transformation inverse (martensite en austénite),

A0
f température de fin de transformation inverse.

Température, T

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ

Martensite

Austénite

M→A

M←A

M
s
0M

f
0 A

s
0 A

f
0

Figure 1.1 – Pseudo-diagramme d’état simplifié d’un Alliage à Mémoire de Forme.

L’interface commune entre les deux phases impose que la transformation soit liée à
une déformation dite « à plan invariant ». Il en résulte que seules certaines déformations
du réseau cristallographique sont acceptables. La martensite peut donc se présenter sous
différentes formes appelées variantes.

Lorsque la transformation directe se fait sous une contrainte suffisamment élevée,
seules les variantes les mieux orientées vont apparaître entraînant alors une déformation
macroscopique. La martensite créée est alors appelée martensite orientée (figure 1.2a).
Par contre, sans contrainte, les différentes variantes de martensite vont apparaître de
manière à s’accommoder entre elles et à ne pas introduire de déformation macroscopique.
La martensite créée est appelée martensite thermique ou auto-accommodée (figure 1.2b).

Lorsque la direction du chargement change, les variantes de martensite présentes dans
le matériau vont se transformer en d’autres variantes mieux orientées. Ce phénomène est
appelé la réorientation de la martensite.

Le pseudo-diagramme prenant en compte la présence de la martensite auto-accommodée
a été introduit par Bekker et Brinson (1997) (figure 1.3). On y observe les cinq transfor-
mations possibles (qui peuvent se faire simultanément) :
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1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

- a -

A

effort

refroidissement

A
M

A

effort

- b -

A
refroidissement

M1

M2

M1

M2

Figure 1.2 – Schématisation des mécanismes de déformation lors de la transformation
directe : a) sous contrainte, et b) en variantes auto-accommodées sans contrainte.

– la transformation directe d’austénite en martensite orientée lorsque la contrainte est
suffisamment élevée (A→Mσ),

– la transformation inverse de la martensite orientée en austénite (Mσ → A),
– la transformation directe d’austénite en martensite auto-accommodée pour de faibles
contraintes (A→Mth),

– la transformation inverse de martensite auto-accommodée en austénite (Mth → A),
– la transformation de la martensite auto-accommodée en martensite orientée (Mth →
Mσ).

On remarque que la transformation de la martensite orientée en martensite auto-accommodée
n’est pas possible sans passer par l’état austénitique.

Température, T

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ

Martensite
orientée

Martensite
thermique

Austénite

M
σ →

A

M
σ ←

A

M
th

→A

M
th

←A

M
th

→
M

σ

Figure 1.3 – Pseudo-diagramme d’état prenant en compte les trois phases d’un Alliage à
Mémoire de Forme (Bekker et Brinson (1997)).

Il existe plusieurs types d’alliages qui présentent cette transformation de phase marten-
sitique et donc ces propriétés. Ils font donc partie des Alliages à Mémoire de Forme mais
présentent des comportements qui peuvent être relativement différents. Ils se répartissent
principalement dans deux familles :
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1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

– Les alliages de Ni-Ti se composent d’environ la moitié de nickel et l’autre moitié
de titane, plus quelques additifs (du cuivre ou du niobium par exemple). Ceux-ci
permettent entre autres de définir les températures caractéristiques de transforma-
tion sur une plage allant de −100℃ à 100℃. La déformation de transformation
de ces alliages peut aller jusqu’à 10% en moyenne. L’évolution des températures
de transformation en fonction de la contrainte est d’environ 7MPa par ℃. Les al-
liages de Ni-Ti présentent la grande majorité du temps, un comportement à plateau
traduisant l’aspect instable de la transformation dans ces alliages (figure 1.4).

Figure 1.4 – Courbe contrainte-déformation d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ni-Ti
soumis à un chargement mécanique (Tobushi et al. (1995)).

– Les alliages à base de cuivre comportent une grande partie de cuivre, de l’aluminium
et généralement un autre composant en faible quantité (zinc, nickel ou béryllium).
Là aussi la composition exacte de l’alliage permet de faire varier les températures
caractéristiques de transformation sur une plage allant de −200℃ à 150℃. Ces
alliages ont une déformation de transformation maximale d’environ 6% en moyenne.
L’évolution des températures de transformation en fonction de la contrainte est
d’environ 3MPa par ℃. Ces alliages ne présentent pas de comportement à plateau
comme pour les Ni-Ti et la taille de l’hystérésis est plus faible (figure 1.5).

Figure 1.5 – Courbe contrainte-déformation d’un Alliage à Mémoire de Forme en Cu-Al-Be
soumis à un chargement mécanique (Bouvet et al. (2004)).
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1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

Bien qu’ils soient très différents dans leurs compositions, tous les Alliages à Mémoire de
Forme présentent les mêmes types de comportement en fonction du trajet de chargement
défini sur le schéma du pseudo-diagramme figure 1.6.

Température, T

C
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tr
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e,

 σ
Mσ

M
th

A

EA

EMS

EMD

EMA

ER
C

SE

Figure 1.6 – Chargements thermo-mécaniques à l’origine des différentes propriétés des
Alliages à Mémoire de Forme.

1.1.1.1 Super-élasticité (SE)

Le chargement de super-élasticité est noté « SE » sur la figure 1.6. Il consiste à se
placer au dessus de la température de fin de transformation inverse, A0

f , lorsque l’alliage
est entièrement austénitique. Si on le soumet à une contrainte, celle-ci va favoriser l’ap-
parition des variantes de martensite les mieux orientées. Ces variantes entraînent alors
une déformation due à la transformation. Lors de la décharge, la transformation inverse
se produit et la déformation de transformation disparaît avec les variantes de martensite.

Comme on peut le voir sur la figure 1.7 montrant le comportement d’un Alliage à
Mémoire de Forme en Cu-Al-Be soumis à un chargement de traction uniaxial, à partir
du point O et jusqu’au point A le comportement de l’alliage est l’élasticité de l’austé-
nite. Entre le point A et le point B la transformation directe se produit et l’austénite se
transforme progressivement en martensite orientée, entraînant une déformation de trans-
formation en plus de la déformation élastique. Lors de la décharge, entre le point B et
le point C la transformation inverse se produit et la martensite ainsi que la déformation
de transformation disparaissent. Enfin jusqu’au point D le comportement est à nouveau
l’élasticité de l’austénite.

On observe le même comportement pour un Alliage à Mémoire de Forme en Ni-Ti
sur la figure 1.8, même si la forme des courbes est différente. À partir du point O et
jusqu’au point SM le comportement de l’alliage est l’élasticité de l’austénite. Entre le
point SM et le point FM la transformation directe se produit et l’austénite se transforme
progressivement en martensite orientée, entraînant une déformation de transformation en
plus de la déformation élastique. Puis le comportement est l’élasticité de la martensite
jusqu’au point M, ainsi que lors de la décharge jusqu’au point SA. Entre le point SA et
le point FA la transformation inverse se produit et la martensite ainsi que la déformation
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1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

Figure 1.7 – Comportement super-élastique d’un Alliage à Mémoire de Forme en Cu-Al-Be
par Bouvet et al. (2004).

O A

M

Figure 1.8 – Comportement super-élastique d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ni-Ti
par Tobushi et al. (1995).

Figure 1.9 – Comportement super-élastique en traction-compression d’un Alliage à Mé-
moire de Forme en Cu-Al-Be par Montecinos et al. (2006).
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1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

de transformation disparaissent. Enfin jusqu’au point A le comportement est à nouveau
l’élasticité de l’austénite.

On peut aussi remarquer lors de chargements de traction-compression comme celui
montré sur la figure 1.9 qu’il existe une dissymétrie entre la contrainte seuil de transfor-
mation en traction et en compression. Celle-ci est en effet plus importante en compression
qu’en traction. Une étude réalisée par Bouvet et al. (2004) a permis de déterminer la forme
de la limite seuil de transformation dans le plan des contraintes principales (σI , σII) (fi-
gure 1.10). On peut voir que la forme ne correspond pas au critère seuil de von Mises
mais dépend apparemment du troisième invariant des contraintes, yσ.

Figure 1.10 – Forme du critère de transformation dans le plan des contraintes principales
(σI , σII) par Bouvet et al. (2004).

1.1.1.2 Effet mémoire simple-sens (EMS)

Comme montré sur la figure 1.6, le chargement d’effet mémoire simple-sens, noté
« EMS », consiste à se placer en dessous de la température de fin de transformation
directe, M0

f , avec un alliage constitué de martensite auto-accommodée (point O sur la
figure 1.11). Le fait d’appliquer un chargement mécanique va orienter les variantes de
martensite et donc entraîner une déformation (entre les points A et B). Lorsque l’on
supprime le chargement les variantes de martensite restent en place et il subsiste alors
une déformation permanente (point C).

Si on chauffe l’alliage au dessus de la température de fin de transformation inverse,
A0
f , la martensite va se transformer en austénite et la déformation va disparaître (entre

les points D et E) et l’alliage retrouve sa forme initiale.
Par contre, le refroidissement de l’alliage en dessous de la température de fin de trans-

formation directe, M0
f , provoque la formation de martensite auto-accommodée et n’en-

traîne donc pas de déformation (entre les points F et O).
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1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

O

A B

C D

E
F

Figure 1.11 – Comportement d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ni-Ti soumis à un
chargement d’effet mémoire simple-sens par Grabe et Bruhns (2009).

1.1.1.3 Effet mémoire assisté (EMA)

L’effet mémoire assisté consiste à réaliser un cycle thermique entre l’austénite et la
martensite orientée en appliquant une contrainte constante au cours du cycle (figure 1.6,
trajet de chargement noté « EMA »). Avec le chargement mécanique, la formation de
martensite orientée entraîne une déformation de transformation.

Lorsque l’on refroidit l’alliage à partir de l’état austénitique (point O sur la figure 1.12),
celle-ci va se transformer en martensite orientée grâce à la contrainte qui va favoriser
l’apparition de certaines variantes de martensite et une déformation de transformation
apparaît (entre les points A et B).

Lors du chauffage, la martensite va se re-transformer en austénite et la déformation va
disparaître (entre les points D et E). Il s’agit de l’effet mémoire assisté par une contrainte.

O
A

B

C
D

E
F

Figure 1.12 – Comportement d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ni-Ti lors d’un charge-
ment d’effet mémoire assisté avec une contrainte imposée de 100MPa par Bo et Lagoudas
(1999a).
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1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

1.1.1.4 Effet mémoire double sens (EMD)

Il est aussi possible d’avoir un effet mémoire dans les deux sens de transformation sans
avoir besoin de contrainte pour orienter la martensite lors de la transformation directe
(figure 1.6, trajet de chargement noté « EMD »). Pour cela il faut appliquer préalablement
à l’alliage une phase d’éducation qui consiste en un cyclage thermique sous contrainte ou en
un cyclage mécanique. La création de défauts (précipités, dislocations, . . .) est à l’origine
d’un champ de contraintes internes. Celui-ci va privilégier par la suite l’apparition de
certaines variantes de martensite et donc l’apparition d’une déformation.

À partir de l’état austénitique (point A sur la figure 1.13), le refroidissement de l’alliage
à contrainte nulle entraîne donc la transformation de l’austénite en martensite orientée
et donc une déformation de transformation apparaît (entre les points Ms et Mf ). En
chauffant, la martensite se transforme en austénite et cette déformation disparaît (entre
les points As et Af ).

A

M

Figure 1.13 – Comportement d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ni-Ti lors d’un char-
gement d’effet mémoire double-sens par Lahoz et Puértolas (2004).

1.1.1.5 Effet retour contraint (ERC)

Un échantillon d’Alliage à Mémoire de Forme sous la forme de martensite orientée
possède une déformation due à la transformation depuis l’état austénitique ou bien de
martensite auto-accommodée. Si l’on bloque la déformation, un chauffage implique alors
une augmentation de la contrainte lors de la transformation (figure 1.6, trajet de charge-
ment noté « ERC »).

À partir de martensite orientée, si l’on bloque la déformation globale de l’échantillon
lors du chauffage, la transformation de la martensite en austénite entraîne la disparition de
la déformation de transformation. Celle-ci est alors compensée par une augmentation de
la déformation élastique. La contrainte qui est proportionnelle à la déformation élastique
augmente donc dans le matériau.

Comme le montre la figure 1.14, le chargement inverse est aussi possible : à partir
de l’austénite pré-chargée (point O), le refroidissement de l’alliage (entre les points O et
A) entraîne la transformation en martensite orientée qui s’accompagne d’une déformation
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1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

de transformation. Or la déformation totale étant fixée, l’apparition de la déformation
de transformation est compensée par la baisse de la déformation élastique et donc de la
contrainte. Lors du chauffage, la transformation inverse se produit (entre les points A et
B), la déformation de transformation disparaît donc, ce qui entraîne l’augmentation de la
déformation élastique et de la contrainte.

O

A

B

Figure 1.14 – Comportement d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ti-Ni-Cu lors d’un
chargement de retour contraint avec une déformation imposée de 6,7% par Šittner et al.
(2000). La courbe en pointillé indique la fraction volumique de martensite évaluée grâce
à des mesures de résistivité.

1.1.1.6 Effet amortissant (EA)

L’effet amortissant utilise la réorientation de la martensite (figure 1.6, trajet de char-
gement noté « EA »). En inversant la direction du chargement (par exemple en traction-
compression comme sur la figure 1.15), on change aussi les variantes de martensite les
mieux orientées. Le frottement interne associé aux mouvements des interfaces entre les
différentes variantes entraîne une dissipation d’énergie permettant par exemple d’amortir
des vibrations.

Figure 1.15 – Comportement d’un Alliage à Mémoire de Forme en Ti-Ni lors d’un char-
gement d’effet amortissant par Liu et al. (1999).
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1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

1.1.2 Utilisation des Alliages à Mémoire de Forme
Les Alliages à Mémoire de Forme présentent donc plusieurs types de comportement en

fonction du trajet de chargement imposé dans l’espace contrainte-déformation-température.
On les retrouve donc dans différentes applications que l’on peut regrouper en deux caté-
gories :

– les systèmes actifs qui agissent sur leur environnement afin de le modifier,
– les systèmes passifs qui subissent les changements de leur environnement et s’ac-
commodent de façon utile à ces changements.

1.1.2.1 Systèmes actifs

Ce sont des systèmes qui agissent directement sur leur environnement. Ils transforment
l’énergie thermique qu’ils reçoivent en énergie mécanique. L’énergie est soit captée de
l’environnement, soit imposée grâce à une commande. On peut donc voir deux types
d’applications :

– les systèmes adaptatifs qui réagissent à un changement de l’environnement,
– les systèmes commandés qui agissent lorsqu’une commande leur est envoyée (géné-
ralement un courant électrique dans le cas des Alliages à Mémoire de Forme).

1.1.2.1.1 Systèmes adaptatifs
Contrôle de la température :

Grâce à l’effet mémoire simple-sens, l’effet mémoire double-sens ou encore l’effet
mémoire assisté, les Alliages à Mémoire de Forme permettent de détecter le fran-
chissement d’une température (correspondant à la température de transformation de
l’alliage utilisé) et d’agir sur le mécanisme. Ce principe est utilisé par exemple pour
des indicateurs de non-rupture de la chaîne du froid dans l’alimentaire (figure 1.16).
Lors de la congélation, le ressort en Alliage à Mémoire de Forme se contracte et
libère un marqueur vert indiquant que le système est armé. Une augmentation de
température entraîne la libération d’un marqueur rouge indiquant la rupture de la
chaîne du froid.

Figure 1.16 – Thermo-marqueur permettant de détecter une rupture de la chaîne du froid
à l’aide d’un ressort en Alliage à Mémoire de Forme, par Nimesis.
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La figure 1.17 présente un mécanisme de robinet thermostatique de douche permet-
tant de réguler automatiquement la température de l’eau. L’eau chaude et l’eau
froide se mélangent et passent dans un ressort en Alliage à Mémoire de Forme qui
positionne un tiroir de distribution. Si l’eau est trop froide, le ressort se contracte
et déplace le tiroir pour faire venir plus d’eau chaude. Si l’eau est trop chaude, le
ressort se détend et déplace le tiroir pour faire venir plus d’eau froide. Le réglage
de la température de l’eau se fait via un ressort élastique qui vient comprimer le
ressort en Alliage à Mémoire de Forme.

Figure 1.17 – Robinet thermostatique de douche réglant automatiquement les débits d’eau
chaude/froide pour obtenir la bonne température, par Furukawa Techno Material.

La figure 1.18 montre le schéma d’un clapet automatique utilisé dans le système
de lubrification du Shinkansen. À grande vitesse la température de l’huile de lubri-
fication augmente et entraîne la fermeture du clapet. Cela permet de diminuer la
quantité du bain d’huile et d’éviter un échauffement trop important de celui-ci.

Figure 1.18 – Clapet automatique permettant de réguler la lubrification en fonction de la
température, par Furukawa Techno Material.

La figure 1.19 présente le schéma d’une soupape de cocotte-minute. Lorsque la tem-
pérature à l’intérieur de la cocotte-minute est trop élevée, un ressort en Alliage à
Mémoire se détend et ouvre une soupape qui permet de libérer de la vapeur d’eau.
Un autre mécanisme consiste à fermer automatiquement un système d’aération de
maison lorsque la température extérieure est trop basse afin d’éviter les déperditions
de chaleur (figure 1.20).
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ressort en AMF
ressort élastique

Figure 1.19 – Soupape de cocotte-minute libérant automatiquement la vapeur pour une
température trop élevée, par Furukawa Techno Material.

Figure 1.20 – Système d’aération se fermant automatiquement lorsque la température
extérieure est trop basse, par Furukawa Techno Material.

1.1.2.1.2 Systèmes commandés
Simple-sens :

L’effet mémoire simple-sens permet de réaliser des actionneurs simple-sens qui en-
traînent une déformation lors du chauffage. Il est utilisé pour réaliser des stents
vasculaires qui sont repliés à température ambiante, insérés dans une artère et se
déplient alors avec la chaleur du corps afin de dilater l’artère et ainsi éviter qu’elle
ne se bouche (figure 1.21).

Figure 1.21 – Stent vasculaire en Alliage à Mémoire de Forme thermo-mécanique servant
à dilater des artères.
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Effet retour contraint :
L’effet retour contraint permet de réaliser des actionneurs qui entraînent un effort
lors du chauffage. Le pilotage se fait par un courant électrique qui chauffe l’Alliage
à Mémoire de Forme par effet Joule. Il permet par exemple grâce à l’effort généré
de casser un système d’accroche. Ce principe est utilisé pour le déploiement de
panneaux solaires ou d’antennes de satellites (figure 1.22) : une bague en Alliage à
Mémoire de Forme est insérée sous la tête d’une vis pré-découpée. Lorsque l’on fait
passer un courant électrique dans la bague, celle-ci s’échauffe et la transformation en
austénite se produit. La déformation étant bloquée par la vis, la contrainte augmente
alors, jusqu’à rupture de celle-ci libérant le mécanisme de déploiement.

Figure 1.22 – Système de découplage par rupture de vis sans explosion à base d’Alliage
à Mémoire de Forme permettant le déploiement de panneaux solaires ou d’antennes de
satellites, par TiNi Aerospace.

La figure 1.23 montre des exemples d’utilisation des Alliages à Mémoire de Forme
pour réaliser des systèmes d’accouplement. Une bague est déformée dans l’état mar-
tensitique. Après mise en place de la bague sur les éléments à assembler, le fait de
la chauffer au dessus de la température de transformation entraîne une déformation
de la bague qui va serrer les éléments afin de les maintenir ensemble.

Figure 1.23 – Système d’accouplement par serrage à l’aide de bagues en Alliage à Mémoire
de Forme, par Intrinsic Devices.

De même, il est utilisé pour réaliser des agrafes osseuses (figure 1.24). À tempé-
rature ambiante l’agrafe est à l’état de martensite orientée, mais lorsque l’Alliage
à Mémoire de Forme est chauffé par la chaleur du corps, la déformation bloquée
entraîne l’apparition d’un effort sur l’os qui permet d’aider la guérison de fractures.

Double-sens :
L’effet mémoire double-sens et l’effet mémoire assisté permettent de réaliser des ac-
tionneurs double-effet qui entraînent un déplacement lors du chauffage et reviennent
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Figure 1.24 – Agrafes osseuses en Alliage à Mémoire de Forme aidant à la guérison de
fractures.

à leur position initiale lors du refroidissement. Le principe utilisé est généralement
celui des ressorts antagonistes : la partie mobile de l’actionneur est fixée entre deux
ressorts, l’un en Alliage à Mémoire de Forme, l’autre dans un matériau classique.
Lors du chauffage piloté par un courant électrique, le ressort en Alliage à Mémoire
de Forme s’allonge et entraîne le déplacement de la partie mobile de l’actionneur.
Lors du refroidissement, le ressort reprend sa forme initiale grâce à l’effort exercé
par l’autre ressort (figure 1.25).

Figure 1.25 – Actionneur mécanique basé sur un ressort en Alliage à Mémoire de Forme
par Gedouin et al. (2009).

Ce principe sert aussi à réaliser des micro-pinces (figures 1.26 et 1.27). Lorsqu’une
partie de la pince est chauffée par effet Joule, celle-ci se déforme et entraîne la
fermeture de la pince. L’ouverture de la pince peut se faire soit par un refroidissement
passif, ce qui a le désavantage d’être généralement lent, soit en chauffant une autre
partie de la pince.

Figure 1.26 – Micro-pince en Alliage à Mémoire de Forme permettant de saisir des micro-
lentilles optiques, par Bellouard (2008).
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Figure 1.27 – Micro-pince en Alliage à Mémoire de Forme permettant de saisir des fibres
optiques d’un diamètre de 140µm par Kohl et al. (2002).

Un autre exemple d’application est un aileron déformable (figure 1.28). Des fils en al-
liages à Mémoire de Forme sont chauffés par effet Joule et entraînent la déformation
de l’aileron.

Figure 1.28 – Aileron déformable utilisant des fils en Alliage à Mémoire de Forme par
Rediniotis et al. (2002).

La figure 1.29 présente le schéma d’une micro-pompe à base d’Alliage à Mémoire de
Forme. Deux clapets anti-retours servent à autoriser l’entrée et la sortie du fluide. La
circulation du fluide est imposée par une membrane en Alliage à Mémoire de Forme
qui se déforme grâce au changement de température induit par un courant électrique.
La membrane reprend sa forme lors du refroidissement grâce à une pression (ou une
dépression selon le sens de fonctionnement de la pompe) de l’autre coté.

Figure 1.29 – Micro-pompe utilisant une membrane en Alliage à Mémoire de Forme par
Makino et al. (2001).
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La figure 1.30 montre la photo d’un micro-robot avançant à l’aide d’un fil en Alliage
à Mémoire de Forme. Il repose sur deux essieux dont la rotation est bloquée dans
le sens d’avancement du robot. Lorsque le fil en Alliage à Mémoire de Forme est
chauffé par effet Joule, il se contracte et le robot se déforme de manière à écarter
l’entraxe entre les essieux. L’essieu avant se déplace alors. Lors du refroidissement, le
robot reprend sa forme initiale grâce à l’action du ressort élastique reliant les deux
parties du robot. L’essieu arrière se rapproche donc de celui-de l’avant. Le robot
s’est donc déplacé à la fin de ce cycle.

Figure 1.30 – Micro-robot utilisant un fil en Alliage à Mémoire de Forme par Chang-jun
et al. (2004).

Il est aussi possible de réaliser des moteurs rotatifs à base d’Alliage à Mémoire de
Forme (figure 1.31). Les fils passent successivement dans de l’eau chaude qui entraîne
leur raccourcissement et dans l’air où ils se refroidissent et s’allongent alors grâce
à l’effort généré par les fils suivants. L’allongement et le raccourcissement successif
des fils entraîne la mise en rotation du mécanisme.

Figure 1.31 – Moteur rotatif à base de fils en Alliage à Mémoire de Forme par Schiller
(2002).

La figure 1.32 présente le schéma de principe d’un mécanisme de blocage de la
trappe de pellicule d’un appareil photo réalisé à l’aide d’un fil en Alliage à Mémoire
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de Forme. Lorsque la pellicule photo est entièrement rembobinée, le fil en Alliage à
Mémoire de Forme soulève un levier, débloquant alors le mécanisme d’ouverture de
la trappe.

Figure 1.32 – Mécanisme de blocage de la trappe de pellicule d’un appareil photo réalisé
à l’aide d’un fil en Alliage à Mémoire de Forme, par Furukawa Techno Material.

1.1.2.2 Systèmes passifs

L’autre type d’application utilisant des Alliages à Mémoire de Forme concerne les
mécanismes passifs. Ils permettent d’adapter automatiquement l’effort appliqué ou sa
déformation à son environnement lors du fonctionnement.
Limiteur de force :

Le comportement super-élastique des Alliages à Mémoire de Forme en Ni-Ti présente
généralement un plateau sur la courbe contrainte-déformation (figure 1.8). Cette
propriété permet d’appliquer un effort constant malgré une déformation qui varie
sensiblement. Ce principe est utilisé par exemple pour des pinces chirurgicales qui
permettent d’éviter d’abîmer les tissus humains à cause d’un effort de serrage trop
important (figure 1.33). Lorsque la pince est fermée l’effort appliqué est identique
quelque soit l’épaisseur de tissu pincé.

Figure 1.33 – Pinces chirurgicales permettant de limiter l’effort appliqué grâce aux Alliages
à Mémoire de Forme, par Memry.
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Ce principe est aussi utilisé dans l’orthodontie pour les appareils dentaires (fi-
gure 1.34). Le fil applique un effort constant sur toutes les dents malgré que celles-ci
bougent pour se remettre en place. Cela évite d’avoir à régler l’appareillage trop
souvent et accélère la « guérison ».

Figure 1.34 – Appareil dentaire en Alliage à Mémoire de Forme permettant l’application
d’un effort constant.

Déformables :
Ce sont des mécanismes qui utilisent la super-élasticité. Malgré une rigidité initiale
assez forte, ils autorisent une grande déformation lorsqu’un certain effort est atteint.
Ce comportement est utilisé par exemple pour réaliser des outils de traitement
endodontique qui doivent être suffisamment rigides pour creuser la dent, mais aussi
s’adapter à la forme complexe des canaux dentaires (figure 1.35).

Figure 1.35 – Instrument endodontique en Alliage à Mémoire de Forme s’adaptant à la
forme des canaux dentaires.

Il permet aussi de réaliser un autre type de stents (figure 1.36) qui sont comprimés et
insérés dans une artère puis relâchés à l’endroit voulu. Leur rigidité permet d’écarter
correctement l’artère, mais leur souplesse permet aussi l’importante déformation
appliquée lors de l’insertion du stent.
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Figure 1.36 – Stent vasculaire en Alliage à Mémoire de Forme super-élastique servant à
dilater des artères.

La figure 1.37 montre des montures de lunettes en Alliage à Mémoire de Forme.
Ces montures autorisent une forte déformation afin qu’elles ne se cassent pas lors
d’utilisation « extrêmes », mais gardent quand même une rigidité forte pour de faible
contrainte.

Figure 1.37 – Montures de lunettes utilisant la super-élasticité des Alliages à Mémoire de
Forme, par Eyeglasses-online.

Le principe est aussi utilisé pour réaliser des structures de tentes ou de pares soleil
qui peuvent se replier pour se ranger facilement (figure 1.38). La rigidité sous faible
contrainte permet le maintien de la structure, mais la déformation autorisée sous
contrainte plus élevée permet de la plier pour la ranger facilement.

Figure 1.38 – Pare-soleil avec une armature en Alliage à Mémoire de Forme permettant
de le plier et de le déplier facilement.
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Amortisseurs :
Ils utilisent la super-élasticité ou l’effet amortissant qui autorisent une déforma-
tion, mais dissipent de l’énergie grâce à une hystérésis dans le comportement et
permettent ainsi d’atténuer des vibrations. Ce principe est utilisé par exemple dans
des constructions anti-sismiques. La structure contenant des Alliages à Mémoire de
Forme permet d’amortir les vibrations dues à un tremblement de terre et évite ainsi
la détérioration du bâtiment.

Figure 1.39 – Système d’amortissement anti-sismique utilisant des Alliages à Mémoire de
Forme par DesRoches et Smith (2004).

Le fonctionnement de pratiquement toutes les applications que l’on vient de présen-
ter implique un chargement thermique ou mécanique cyclique sur la pièce en Alliage à
Mémoire de Forme utilisée. Or ce type de chargement peut entraîner une modification
des propriétés de l’alliage et donc au final un dysfonctionnement voir une rupture du
mécanisme.

1.1.3 Propriétés cycliques des Alliages à Mémoire de Forme
Les Alliages à Mémoire de Forme sont donc soumis généralement à des chargements

cycliques, or, comme le montre la figure 1.40, encore peu d’études concernent le compor-
tement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme comparativement à celles traitant de ce
type de comportement pour les aciers par exemple. Il est donc nécessaire d’approfondir les
recherches dans ce domaine afin de mieux comprendre les phénomènes qui apparaissent
et de pouvoir ainsi les modéliser correctement.
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Figure 1.40 – Nombre de publications par an traitant du comportement cyclique pour les
aciers et pour les Alliages à Mémoire de Forme depuis 1960 sur science-direct.

Dans cette partie, nous allons donc commencer par montrer ce que l’on connaît du
comportement des Alliages à Mémoire de Forme soumis à différents chargements cycliques.
Dans la suite de notre étude, nous tenterons de répondre aux questions soulevées par l’ob-
servation des caractéristiques du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme.
Les applications présentant du cyclage sont majoritairement basées sur les propriétés de
super-élasticité et d’effet mémoire assisté. Nous nous limiterons donc à ces deux types de
chargement.

1.1.3.1 Comportement en super-élasticité cyclique

Les figures 1.41, 1.42 et 1.43 montrent des courbes contrainte-déformation d’un Ni-Ti
lors d’essais de traction cyclique en super-élasticité réalisés respectivement par Gall et
Maier (2002); Olbricht et al. (2008) et Kang et al. (2009).

Er Ed

Figure 1.41 – Courbe de contrainte-déformation en traction cyclique sur un mono-cristal
de Ni-Ti par Gall et Maier (2002).
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Figure 1.42 – Courbe de contrainte-déformation en traction cyclique sur un Ni-Ti par
Olbricht et al. (2008).

- a - - b -

Figure 1.43 – Courbes de contrainte-déformation en traction cyclique sur un Ni-Ti par
Kang et al. (2009) avec une contrainte maximale de : a) 450MPa, et b) 500MPa.

On peut faire plusieurs observations sur le comportement cyclique en super-élasticité :
– La pente au début de la recharge et la pente à la fin de la décharge, respectivement
notées Er et Ed sur la figure 1.41, peuvent être différentes (figures 1.41 et 1.43b) ou
identiques (figures 1.42 et 1.43a). Cette différence peut provenir de la transformation
inverse qui n’est pas forcément terminée lorsque la contrainte nulle est atteinte. Si
elle n’est pas terminée, alors la cinétique de transformation implique que la pente
en fin de décharge, Ed, soit plus faible que la pente en début de recharge, Er, qui
correspond à l’élasticité du matériau. Par contre, si la martensite ne se transforme
plus en austénite (parce qu’elle s’est complètement transformée ou qu’elle reste
bloquée), alors la pente en fin de décharge, Ed, correspond à l’élasticité du matériau
et est donc identique à celle en début de recharge, Er.

– On observe pour la quasi-totalité des chargements cycliques une déformation rési-
duelle à la fin d’un cycle de charge-décharge. Cette déformation résiduelle augmente
à chaque cycle et tend vers une valeur de saturation. L’origine de cette déforma-
tion peut-être la transformation inverse qui n’est pas encore terminée lorsque la
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contrainte nulle est atteinte (dans le cas où la pente à la fin de la décharge est plus
faible que la pente au début de la recharge par exemple). Mais il est aussi pos-
sible que ce soit dû à de la plasticité ou bien à de la martensite bloquée qui ne se
re-transforme pas en austénite malgré la baisse de la contrainte (cas qui correspon-
draient à des pentes à la fin de la décharge et au début de la recharge identiques)
(Kockar et al. (2008)). Lors des essais réalisés, nous chercherons donc à déterminer
l’origine de cette déformation résiduelle afin de mieux modéliser son apparition.

– Pour certains alliages, on peut remarquer que la contrainte seuil de transformation
diminue avec le nombre de cycles (figures 1.42 et 1.43). Ce comportement peut s’ex-
pliquer par une transformation privilégiée de la martensite grâce à de la martensite
résiduelle ou des contraintes internes (Wei et Yang (1988)).

– Un comportement qui peut être relié au précédent est l’augmentation de la défor-
mation maximale lors d’un cyclage à amplitude en contrainte constante, similaire à
de l’effet Rochet en plasticité (figure 1.43). En effet, la baisse de la contrainte seuil
de transformation entraîne plus de transformation avant d’atteindre la contrainte
maximale et donc une déformation de transformation plus grande est créée.

1.1.3.2 Comportement en effet mémoire assisté cyclique

Les figures 1.44, 1.45 et 1.46 montrent l’évolution du comportement d’Alliages à Mé-
moire de Forme en Cu-Zn-Al et en Ni-Ti lors d’essais d’effet mémoire assisté cyclique
réalisés respectivement par Lexcellent et al. (2000), Kockar et al. (2008) et Miller et
Lagoudas (2001).

Figure 1.44 – Courbe de déformation-température lors d’un cyclage thermique sous une
contrainte de 49MPa sur un Cu-Zn-Al par Lexcellent et al. (2000).

On peut aussi faire plusieurs observations sur le comportement cyclique des Alliages
à Mémoire de Forme en effet mémoire assisté :

– L’amplitude en déformation de l’hystérésis augmente avec la contrainte appliquée
(figure 1.47). On peut expliquer ce phénomène par une orientation plus importante
de la martensite lorsque la contrainte appliquée est plus grande. Il y aurait donc
aussi de la martensite auto-accommodée qui se forme lors de chargements d’effet
mémoire assisté et la proportion serait d’autant plus importante que la contrainte
appliquée est faible.

30 Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme



1.1. Présentation des Alliages à Mémoire de Forme

εrbt

εrht

Figure 1.45 – Courbe de déformation-température lors d’un cyclage thermique sous une
contrainte de 150MPa sur un Ni-Ti par Kockar et al. (2008).

Figure 1.46 – Courbe de déformation-température lors d’un cyclage thermique sous une
contrainte de 300MPa sur un Ni-Ti par Miller et Lagoudas (2001).

– Pour chacun des essais, la déformation résiduelle à haute température, εrht, et celle
à basse température, εrbt, (figure 1.45) augmentent à chaque cycle et tendent vers
une valeur de saturation. La déformation résiduelle à haute température, εrht, peut
s’expliquer, comme pour la déformation résiduelle lors d’un chargement de super-
élasticité, par de la martensite bloquée par des contraintes résiduelles provenant de
défauts. Celle-ci ne se re-transforme pas en austénite lors de la transformation in-
verse et entraîne donc une déformation résiduelle. La déformation résiduelle à basse
température, εrbt, peut venir d’une accommodation de la martensite qui entraîne la
transformation d’une plus grande fraction volumique de martensite orientée. Appa-
remment, ces déformations résiduelles dépendent aussi de la contrainte appliquée :
plus celle-ci est importante, plus les déformations résiduelles à basse et haute tem-
pératures sont importantes (figure 1.47).

– On observe aussi sur certaines courbes un décalage progressif des températures de
transformation et en particulier celle de début de transformation directe, Ms (fi-
gure 1.47d). L’origine de ce décalage peut être la même que pour la baisse de la
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Figure 1.47 – Courbes de déformation-température lors de cyclages thermiques sous une
contrainte de : a) 50MPa, b) 125MPa, c) 275MPa, et d) 350MPa sur un Ni-Ti par
Lopez-Cuellar (2002).

contrainte seuil de transformation lors des essais de traction cyclique : la transfor-
mation peut être facilitée par de la martensite résiduelle ou des contraintes internes,
entraînant un début de transformation plus rapide.

Les Alliages à Mémoire de Forme sont donc généralement sollicités de façon cyclique
lors de leur utilisation. Cependant leur comportement pour ce type de chargement pré-
sente des particularités qui peuvent perturber le bon fonctionnement des applications,
telles que la déformation résiduelle, la baisse de la contrainte seuil et le décalage des
températures de transformation au cours du cyclage. Afin de valider ou de concevoir des
structures en Alliage à Mémoire de Forme, il est donc nécessaire de pouvoir modéliser
leur comportement à l’aide d’un modèle adapté.
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1.2 Modélisation macroscopique du comportement cy-
clique des Alliages à Mémoire de Forme

Les Alliages à Mémoire de Forme sont étudiés depuis plusieurs années, leur com-
portement est donc relativement bien connu et un bon nombre de modèles permet de le
simuler. Par contre, comme nous l’avons fait remarqué précédemment, leur comportement
sous chargement cyclique a été relativement peu regardé et donc seul un petit nombre de
modèles prend en compte cet aspect du comportement.

Dans cette partie, différents modèles permettant la simulation du comportement des
Alliages à Mémoire de Forme sous chargement cyclique sont donc présentés afin de faire
une synthèse des caractéristiques prise en compte.

1.2.1 Modèle de Lagoudas et al.
Le modèle développé par Bo et Lagoudas (1999a); Lagoudas et Bo (1999); Lagoudas et

Entchev (2004); Entchev et Lagoudas (2004) et Popov et Lagoudas (2007) est un modèle
de comportement thermo-mécanique cyclique. Il permet de simuler des chargements de
pseudo-plasticité ainsi que des chargements cycliques d’effet mémoire assisté et de super-
élasticité sur des Alliages à Mémoire de Forme. L’identification des paramètres et la
validation du modèle ont été réalisées sur un alliage de Ni-Ti.

La température, T , et la contrainte, ², sont utilisées comme variables observables.
Les variables internes du modèle sont la déformation associée à la transformation de
l’austénite en martensite orientée, ¹tr, la déformation associée à la transformation de la
martensite auto-accommodée en martensite orientée, ¹d, et la déformation plastique, ¹p.
Le comportement cyclique est pris en compte grâce à une fraction volumique de martensite
orientée cumulée, zc, qui entraîne l’apparition de la déformation plastique, ¹p.

Le modèle se base sur la partition de la déformation suivante :

¹ = ¹
e + ¹

θ + ¹
tr + ¹

d + ¹
p (1.1)

Avec ¹e la déformation élastique, ¹θ la déformation thermique, ¹tr la déformation due à
la transformation d’austénite en martensite orientée, ¹d la déformation due à la transfor-
mation de martensite auto-accommodée en martensite orientée (pseudo-plasticité) et ¹p
la déformation plastique.

Les surfaces seuil pilotant la transformation sont décrites par les critères de transfor-
mation suivants :

Φ1 =
{
π1 − Y1

−π1 − Y1

en transformation auto-accommodée directe (ξ̇1 > 0)
en transformation auto-accommodée inverse (ξ̇1 < 0)

Φ2 =
{
π2 − Y2

−π2 − Y2

en transformation orientée directe (ξ̇2 > 0)
en transformation orientée inverse (ξ̇2 < 0)

Φ3 = π3 − Y3 en pseudo-plasticité (ξ̇3 > 0)

(1.2)

Où Y1, Y2 et Y3 sont des paramètres dépendant du matériau, π1, π2 et π3 sont les forces
thermodynamiques associées respectivement aux fractions volumiques transformées, ξ1,
ξ2 et ξ3. Ces fractions volumiques correspondent respectivement à :

Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme 33



1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

1. la fraction volumique d’austénite transformée en martensite auto-accommodée,
2. la fraction volumique d’austénite transformée en martensite orientée,
3. la fraction volumique de martensite auto-accommodée transformée en martensite

orientée (ξ̇3 ≥ 0).
D’où les relations suivantes :

˙zth = ξ̇1 − ξ̇3
żσ = ξ̇2 + ξ̇3

ża = −ξ̇1 − ξ̇2
(1.3)

Les forces thermodynamiques sont définies par :

π1 = π̃(², T )− g1(ξ1, ξ3)
π2 = ² : «tr + π̃(², T )− g2(ξ2, ξ3)
π3 = ² : «d − g3(ξ2, ξ3)

(1.4)

Où g1, g2 et g3 sont des fonctions de forme dépendant du matériau, «tr le tenseur de trans-
formation de l’austénite en martensite, «d le tenseur de transformation de la martensite
auto-accommodée en martensite orientée et :

π̃ = 1
2² : ∆E : ²+∆¡ : ²(T −T0)− ρ∆c

(
(T − T0)− T ln

(
T

T0

))
+ ρ∆s0T − ρ∆u0 (1.5)

Avec ∆E, ∆¡, T0, ρ, ∆c, ∆s0 et ∆u0 des paramètres dépendant du matériau.
L’évolution de chacune des fractions volumiques transformées est donnée par la loi de

normalité par rapport au critère seuil correspondant à la fraction volumique transformée :

ξ̇i = γ
∂Φi

∂πi
∀i ∈ {1; 2; 3} (1.6)

Avec γ un paramètre dépendant du matériau.
L’évolution de la déformation de transformation de l’austénite en martensite orientée,

˙¹tr, et celle de transformation de la martensite auto-accommodée en martensite orientée,
¹̇d, sont définies proportionnellement à celles des fractions volumiques transformées, ξ̇2 et
ξ̇3, respectivement :

˙¹tr = «
trξ̇2 (1.7)

¹̇d = «
dξ̇3 (1.8)

Où «tr et «d sont respectivement le tenseur de transformation de l’austénite en martensite
et le tenseur de transformation de la martensite auto-accommodée en martensite orientée.
Ils sont définis colinéaires au déviateur des contraintes efficaces, seff , en transformation
directe de l’austénite en martensite orientée et colinéaires à la déformation de transfor-
mation maximale, ¹trmax, en transformation inverse de la martensite orientée en austénite :

«
tr =


3
2γ

seff

σeff
(ξ̇2 > 0)

¹trmax

zmax
(ξ̇2 < 0)

(1.9)
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«
d = 3

2γ
seff

σeff
(1.10)

Avec ²eff = ² + ¡ où ¡ est le tenseur du coefficient de dilatation thermique et seff la
partie déviatorique de ²eff .

Afin de prendre en compte l’effet point mémoire (Orgéas et al. (1997)) lors de charge-
ments cycliques avec de la transformation incomplète, l’expression du critère de transfor-
mation de l’austénite en martensite orientée donné dans l’équation 1.2 est modifiée :

Φ1 =
{
π1 + ∆ψn(ξ1)− Y n

1 (ξ1)
−π1 −∆ψn(ξ1)− Y n

1 (ξ1)
(ξ̇1 > 0)
(ξ̇1 < 0) (1.11)

Avec n le nombre de boucles internes « ouvertes » et les valeurs de Y n
1 (ξ1) et ∆ψn(ξ1) qui

sont données par :

Y n
1 = Y n−1

1 (ξn) 1− e−
γ
Cn
|ξ−ξn|

1− e−
γ
Cn
|ξn−1−ξn| (1.12)

∆ψn(ξ) =
{

∆ψn(ξn)− Y n
1 (ξ)

∆ψn(ξn) + Y n
1 (ξ)

(ξ̇1 > 0)
(ξ̇1 < 0) (1.13)

Où Y n−1
1 et ξn sont respectivement les nièmes valeurs mémorisées de Y1 et ξ à chaque

inversion du sens de transformation entre l’austénite et la martensite orientée et ∆ψn(ξn)
qui est donné par :

∆ψn(ξn) =
{

∆ψn−1(ξn) + Y n−1
1 (ξn)

∆ψn−1(ξn)− Y n−1
1 (ξn)

(ξ̇1 > 0)
(ξ̇1 < 0) (1.14)

La figure 1.48 montre le résultat d’une simulation d’un essai d’effet mémoire assisté
avec des boucles internes permettant de vérifier la prise en compte de l’effet mémoire. On
peut y observer la boucle externe présente lorsque les transformations directe et inverse
sont complètes, ainsi qu’une première boucle interne reliant les deux cotés de la boucle
externe et enfin plusieurs petites boucles internes situées à l’intérieur de la première boucle
interne.

Le résultat d’un chargement similaire à du retour contraint mais en refroidissement sur
un alliage de Ni-Ti réalisé par Popov et Lagoudas (2007) est donné sur la figure 1.49. On
observe l’évolution de la contrainte en fonction de la température, qui évolue différemment
selon les transformations qui se produisent au cours du chargement. La première étape
consiste à charger élastiquement l’Alliage à Mémoire de Forme dans l’état austénitique.
Ensuite, un refroidissement entraîne à partir d’une certaine température, la transformation
de l’austénite en martensite orientée, ce qui se traduit par la baisse de la contrainte.
Lorsque la température continue de décroître, elle atteint un autre seuil à partir duquel
l’austénite commence à se transformer en martensite auto-accommodée. En dessous d’une
certaine température la transformation en martensite orientée s’arrête, puis c’est au tour
de la transformation en martensite auto-accommodée lorsque toute l’austénite a disparue.

L’effet du cyclage est pris en compte pour les chargements super-élastiques grâce à la
fraction volumique de martensite orientée cumulée :

zc =
∫ t

0
|ξ̇3|dτ (1.15)

Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme 35



1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

Figure 1.48 – Simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté avec boucles internes
sous une contrainte de 100MPa par Bo et Lagoudas (1999b).

Figure 1.49 – Simulation d’un chargement de retour contraint en refroidissement par
Popov et Lagoudas (2007).

Celle-ci va faire évoluer la déformation plastique de manière similaire à celle utilisée
pour la plasticité induite par de la transformation (Taleb (2006) et Coret (2001)) :

¹̇p =


3
2C

p
1
seff

σeff
e
− zc
C
p
2 żc (ξ̇3 > 0)

Cp
1
¹trmax

zmax
e
− zc
C
p
2 żc (ξ̇3 < 0)

(1.16)

Avec Cp
1 et Cp

2 des paramètres dépendant du matériau.
Les seize paramètres et trois fonctions de forme dépendant du matériau dans le modèle

sont identifiés à partir d’un chargement de traction cyclique à contrainte maximale impo-
sée sur un alliage de Ni-Ti réalisé par Lagoudas et Entchev (2004). Le résultat est donnée
sur la figure 1.50a. Une identification à l’aide d’un essai d’effet mémoire assisté présentant
une boucle interne est aussi nécessaire pour identifier les paramètres permettant la prise
en compte de l’effet point mémoire (figure 1.50b).

Le modèle est ensuite validé sur un autre essai de traction cyclique, avec cette fois
une déformation maximale imposée (figure 1.51a). On observe une bonne correspondance
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- a - - b -

Figure 1.50 – Comparaison des résultats des simulations et des essais permettant l’iden-
tification des paramètres du modèle pour des chargements : a) de traction cyclique à
contrainte maximale imposée pour le premier et le 20e cycle par Lagoudas et Entchev
(2004), et b) d’effet mémoire assisté avec points mémoire sous une contrainte de 100MPa
par Bo et Lagoudas (1999b).

- a - - b -

Figure 1.51 – Comparaison des résultats des simulations et des essais permettant la va-
lidation du comportement du modèle pour des chargements : a) de traction cyclique à
déformation maximale imposée pour le premier et le 20e cycle par Lagoudas et Entchev
(2004), et b) d’effet mémoire assisté avec points mémoire sous une contrainte de 100MPa
par Bo et Lagoudas (1999b).

entre les courbes, notamment l’augmentation de la déformation résiduelle et la diminution
de la contrainte seuil de transformation au cours du cyclage, lors de l’essai et lors de la si-
mulation. Le comportement sous chargement thermo-mécanique avec effet point mémoire
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est aussi validé avec un essai similaire à l’essai d’identification (figure 1.51b). On observe
une bonne correspondance entre les courbes, notamment la taille et la forme de la boucle
interne qui sont relativement bien respectées. Mais ces résultats sont à nuancer à cause de
la faible différence entre les essais servant à l’identification des paramètres et les essais de
validation du modèle. Le tableau 1.1 résume les principales caractéristiques du modèle.

Matériau Ni-Ti
Chargement de super-élasticité oui
Chargement thermo-mécanique oui

Chargement de pseudo-plasticité oui
Dissymétrie traction-compression non

Chargement multiaxial non-proportionnel non
Effet point mémoire oui

Baisse de la contrainte seuil de
transformation au cours du cyclage oui

Variables d’état permettant la
description du comportement cyclique

- déformation plastique
- fraction volumique cumulée

Tableau 1.1 – Caractéristiques principales du modèle de comportement cyclique des Al-
liages à Mémoire de Forme développé par Lagoudas et Entchev (2004).

1.2.2 Modèle d’Auricchio et al.
Le modèle développé par Auricchio et Sacco (2001); Auricchio et Petrini (2004) et

Auricchio et al. (2007) est un modèle de comportement thermo-mécanique multiaxial
cyclique. Il permet de simuler aussi bien le comportement super-élastique que pseudo-
plastique mais pas l’effet mémoire assisté. L’alliage utilisé pour l’identification des para-
mètres et la validation du modèle est en Ni-Ti.

Il utilise la déformation totale, ¹, et la température, T , comme variables observables
et la déformation de transformation, ¹tr, et plastique, ¹p, comme variables internes.

Le modèle se base sur la partition de la déformation suivante :
¹ = ¹

e + ¹
tr + ¹

p (1.17)
La transformation et la plasticité sont pilotées à l’aide d’un unique critère :

f = X + κQ−R (1.18)
Avec κ un paramètre dépendant du matériau et les forces thermodynamiques, X et Q,
sont données par :

X = − ∂Ψ
∂¹tr

= s− β 〈T −Mf〉
¹tr − ¹p

¹tr − ¹p
− h¹tr + A¹p − γ ¹

tr

εtr

Q = −∂Ψ
∂¹p

= β 〈T −Mf〉
¹tr − ¹p

¹tr − ¹p
−H¹p + A¹tr

(1.19)

Avec β, Mf , h, A, H et γ des paramètres dépendant du matériau.
L’évolution de la déformation de transformation suit la loi de normalité :

˙¹tr = ż
∂f

∂X
= ż

X

X
(1.20)
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Le comportement cyclique est pris en compte grâce à la déformation plastique qui
évolue en suivant elle aussi la loi de normalité :

¹̇p = ż
∂f

∂Q
= żκ

Q

Q
(1.21)

L’identification des sept paramètres matériau n’est pas montrée, mais une validation
qualitative est réalisée en observant le comportement du modèle pour différents trajets
de chargements. Tout d’abord un chargement de traction uniaxiale cyclique est simulé
(figure 1.52). On observe la déformation résiduelle qui croît et sature avec le nombre de
cycles. La baisse de la contrainte seuil de transformation est aussi prise en compte.

Figure 1.52 – Simulation d’un chargement super-élastique cyclique par Auricchio et al.
(2007).

Le deuxième chargement utilisé est un chargement de traction-compression (figure 1.53).
On observe que les contraintes seuil de transformation en traction et en compression sont
identiques. La dissymétrie traction-compression n’est donc pas prise en compte dans le
modèle.

Figure 1.53 – Simulation d’un chargement super-élastique de traction cyclique suivie de
compression cyclique par Auricchio et al. (2007).
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Le troisième chargement consiste en un essai de traction dans le domaine martensitique
(pseudo-plasticité) suivi d’un chauffage permettant la disparition de la déformation de
transformation apparue. Ce chargement est répété un certain nombre de fois afin de
voir l’influence du cyclage. On observe sur la figure 1.54 l’apparition d’une déformation
résiduelle qui croît et sature avec l’augmentation du nombre de cycles, ainsi que la baisse
de la contrainte seuil de pseudo-plasticité.

Figure 1.54 – Simulation d’un chargement cyclique de pseudo-plasticité suivi d’un chauf-
fage par Auricchio et al. (2007).

Enfin les derniers chargements utilisés sont des chargements multiaxiaux non-pro-
portionnels (figures 1.55 et 1.56). Ils permettent de vérifier le bon fonctionnement du
modèle en multiaxial non-proportionnel et en particulier l’apparition de la déformation
permanente après un cycle de chargement.

- a - - b -

Figure 1.55 – Simulation d’un chargement multiaxial non-proportionnel cyclique en forme
de sablier par Auricchio et al. (2007) : a) trajet de chargement, et b) réponse en déforma-
tion.
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- a - - b -

Figure 1.56 – Simulation d’un chargement multiaxial non-proportionnel cyclique carré par
Auricchio et al. (2007) : a) trajet de chargement, et b) réponse en déformation.

Le tableau 1.2 résume les principales caractéristiques du modèle.

Matériau Ni-Ti
Chargement de super-élasticité oui
Chargement thermo-mécanique non

Chargement de pseudo-plasticité oui
Dissymétrie traction-compression non

Chargement multiaxial non-proportionnel oui
Effet point mémoire non

Baisse de la contrainte seuil de
transformation au cours du cyclage oui

Variables d’état permettant la
description du comportement cyclique - déformation plastique

Tableau 1.2 – Caractéristiques principales du modèle de comportement cyclique des Al-
liages à Mémoire de Forme développé par Auricchio et al. (2007).

1.2.3 Modèle de Moumni et al.
Le modèle développé par Zaki et Moumni (2007a,b) et Moumni et al. (2008) est

un modèle de comportement multiaxial cyclique des Alliages à Mémoire de Forme. Il
permet de simuler aussi bien le comportement super-élastique que l’effet mémoire assisté
et la pseudo-plasticité. L’identification des paramètres et la validation du modèle ont été
réalisées sur un alliage de Ni-Ti.

Il utilise la déformation, ¹, et la température, T , comme variables observables et la frac-
tion volumique de martensite, z, la déformation de transformation, ¹tr, et la déformation
résiduelle, ¹r, comme variables internes.

Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme 41



1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

Il se base sur la partition de la déformation suivante :

¹ = ¹
e + z¹tr + ¹

r (1.22)

La transformation est pilotée à l’aide de trois critères de transformation qui vont piloter
respectivement la transformation directe, la transformation inverse et la réorientation :

f 1
z =

(1
3ElMAσ

2 + 1
2

(1
3ElMA + PMA

)
tr2(²)− C(T )

)
· · ·

+
(
² + 2

3B
)

: ¹tr − (G+ b)z − a(1− z)−
(

(α− β)z + β

2

)(2
3¹

tr : ¹tr
)

f 2
z = −

(1
3ElMAσ

2 + 1
2

(1
3ElMA + PMA

)
tr2(²)− C(T )

)
· · ·

−
(
² + 2

3B
)

: ¹tr + (G− b)z − a(1− z) +
(

(α− β)z + β

2

)(2
3¹

tr : ¹tr
)

fori = X − zY

(1.23)

Avec ElMA, PMA et Y des paramètres dépendant du matériau et a, b, G, α, β et C(T ) des
paramètres évoluant au cours du cyclage en fonction de la fraction volumique cumulée de
martensite, zc, avec une relation du type :

P = P0 + (Psat − P0)
(
1− e−

zc
τ

)
(1.24)

Où P0, Psat et τ sont des paramètres dépendant du matériau, sauf pour C(T ) pour lequel :

C0(T ) = ξ0
(
T − A0

f 0

)
+ κ0

Csat(T ) = ξsat
(
T − A0

f sat

)
+ κsat

(1.25)

Avec ξ0, ξsat, A0
f 0, A

0
f sat

, κ0 et κsat des paramètres dépendant du matériau.
La force thermodynamique, X, est donnée par :

X =
(
s+ 2

3B
)
− 2

3γ2

((
s+ 2

3B
)

: ¹tr
)
¹
tr (1.26)

Avec γ qui évolue suivant une relation du même type que l’équation 1.24 et s le déviateur
des contraintes.

La déformation de transformation, ¹tr, n’évolue pas lors des transformations directe
et inverse, car la partition de la déformation prend directement en compte la fraction
volumique de martensite (équation 1.22). Par contre, elle évolue en transformation de
réorientation en suivant la loi de normalité :

˙¹tr = η
∂fori
∂X

= 3
2η

X

X
(1.27)

Avec le multiplicateur de transformation, η, qui est défini par :

η =



3
2(αz + β(1− z) + 3µeqz)

ṡ : X
X

√2
3¹

tr : ¹tr < γ


3

2
(

1
γ2

(
s+ 2

3B
)

: ¹tr + 3µeqz
) ṡ : X

X

√2
3¹

tr : ¹tr = γ

 (1.28)
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Avec µeq un paramètre dépendant du matériau.
Le comportement cyclique est pris en compte grâce à trois variables d’état : le tenseur

de déformation résiduelle, ¹r, le tenseur de contrainte interne, B, et la fraction volumique
de martensite cumulée, zc. Celle-ci va croître au cours du cyclage :

zc =
∫ t

0
|ż| dτ (1.29)

Et faire évoluer les deux autres :

¹̇r = 3
2
εrsat
τ

s

σ
e−

zc
τ żc (1.30)

Ḃ = 2
3
Bsat

τ

¹tr√
2
3¹
tr : ¹tr

e−
zc
τ żc (1.31)

Où εrsat et Bsat sont des paramètres dépendant du matériau.
Les vingt-cinq paramètres du modèle qui dépendent du matériau sont identifiés à partir

de quatre essais :
– un essai de calorimétrie différentielle à balayage (DSC) sur un échantillon d’Alliage
à Mémoire de Forme non éduqué, pour déterminer les températures caractéristiques
de transformation, M0

s 0, M0
f 0, A

0
s0 et A0

f 0,
– un autre essai de calorimétrie différentielle à balayage sur un échantillon éduqué,
pour déterminer les températures caractéristiques de transformation à saturation,
M0

s sat, M0
f sat

, A0
ssat et A0

f sat
,

– un essai de traction en pseudo-plasticité sur un échantillon non-éduqué (figure 1.57),

Figure 1.57 – Identification de paramètres dépendant du matériau sur un chargement
pseudo-plastique pour le modèle de Zaki et Moumni (2007b).

– et un essai de traction cyclique en super-élasticité (figure 1.58).
Les échantillons éduqués correspondent à des échantillons qui ont été soumis à un char-
gement cyclique jusqu’à stabilisation du comportement.
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Figure 1.58 – Identification de paramètres dépendant du matériau sur un chargement
super-élastique cyclique pour le modèle de Zaki et Moumni (2007a).

Le résultat de la simulation d’un chargement de super-élasticité cyclique sur un alliage
en Ni-Ti réalisé par Zaki et Moumni (2007b) est donné sur la figure 1.59. On observe
l’évolution de la déformation qui croit jusqu’à saturation au cours des cycles, mais aussi
la contrainte seuil de transformation qui diminue à chaque recharge.

Figure 1.59 – Simulation d’un chargement super-élastique cyclique par Zaki et Moumni
(2007a).

La figure 1.60 montre la simulation d’un essai de cyclage thermique sous contrainte
(100MPa). On observe une faible évolution de la déformation lors du premier cycle, puis
une croissance avec saturation des déformations à basse et haute températures lors des
cycles suivants.

La figure 1.61 montre la comparaison entre un essai de traction multiaxial réalisé par
Tokuda et al. (1999) et le résultat de la simulation de cet essai par le modèle de Moumni
et al. (2008). Ce résultat permet de valider qualitativement le comportement du modèle
pour des chargements multiaxiaux.

Le tableau 1.3 résume les principales caractéristiques du modèle.
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Forme

Figure 1.60 – Simulation d’un chargement thermo-mécanique cyclique par Zaki et Moumni
(2007a) avec une contrainte appliquée de 100MPa.

Figure 1.61 – Comparaison de la simulation d’un chargement multiaxial par Moumni et al.
(2008) avec les résultats d’essais obtenus par Tokuda et al. (1999).

Matériau Ni-Ti
Chargement de super-élasticité oui
Chargement thermo-mécanique oui

Chargement de pseudo-plasticité oui
Dissymétrie traction-compression non

Chargement multiaxial non-proportionnel oui
Effet point mémoire non

Baisse de la contrainte seuil de
transformation au cours du cyclage oui

Variables d’état permettant la
description du comportement cyclique

- fraction volumique cumulée
- contraintes internes

- déformation résiduelle

Tableau 1.3 – Caractéristiques principales du modèle de comportement cyclique des Al-
liages à Mémoire de Forme développé par Zaki et Moumni (2007a).
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1. Comportement thermo-mécanique des Alliages à Mémoire de Forme

1.2.4 Modèle de Lexcellent et al.
Le modèle développé par Tanaka et al. (1995); Lexcellent et Bourbon (1996) et Ma-

lécot (2005) permet de simuler des chargements de super-élasticité, de pseudo-plasticité
et d’effet mémoire assisté cycliques sur des Alliages à Mémoire de Forme. Par contre, il
n’est développé qu’en uniaxial. Les alliages utilisés pour l’identification des paramètres et
la validation du modèle sont en Ni-Ti, Cu-Al-Be et Cu-Zn-Al.

Il utilise la déformation, ε, et la température, T , comme variables observables et la
déformation de transformation, εtr et la déformation thermique, εθ comme variables in-
ternes.

Le modèle se base sur la partition de la déformation suivante :

ε = εe + εθ + εtr (1.32)

La transformation est pilotée à l’aide de deux critères qui vont piloter respectivement
la transformation directe et la transformation inverse :

f 1 = πf + (A1 +B1z) ln(1− z) + C1z

f 2 = −πf + (A2 +B2(1− z)) ln z + C2z
(1.33)

Avec A1, A2, B1, B2, C1 et C2 des paramètres dépendant du matériau et πf la force
thermodynamique donnée par :

πf = ∆u∗ − T∆s∗ + γσ

ρ
− (1− 2z)φ (1.34)

Avec ∆u∗, ∆s∗, γ et ρ des paramètres dépendant du matériau et φ l’énergie libre spéci-
fique :

φ = u0 − Ts0 (1.35)
Où u0 et s0 sont des paramètres dépendant du matériau.

Puisque le modèle n’est défini qu’en uniaxial, la déformation de transformation, εtr,
est directement proportionnelle à la fraction volumique de martensite orientée, zσ :

˙εtr = γżσ (1.36)

Le comportement cyclique est pris en compte en introduisant une fraction de marten-
site orientée bloquée, zc, qui évolue avec saturation selon la loi suivante :

żc = m0(zmaxc − zc)p 〈żσ〉 (1.37)

Où m0, zmaxc et p sont des paramètres dépendant du matériau. Cette martensite bloquée
va alors introduire une déformation résiduelle, εr :

εr = γzc (1.38)

L’identification des quinze paramètres dépendant du matériau n’est pas expliquée,
mais la validation du comportement du modèle a été réalisée sur plusieurs types d’essais
et de matériaux. Le comportement pseudo-plastique est validé sur un alliage en Cu-Al-Be
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Figure 1.62 – Comparaison de la simulation d’un chargement de pseudo-plasticité et de
l’essai correspondant sur un alliage de Cu-Al-Be par Malécot (2005).

(figure 1.62). On observe une bonne correspondance malgré l’orientation de la martensite
auto-accommodée décrite de manière linéaire, cependant l’effet caoutchoutique lors de la
décharge n’est pas pris en compte.

L’effet mémoire assisté est quant à lui validé sur un alliage de Cu-Zn-Al avec une
contrainte imposée de 50MPa. La figure 1.63 montre que l’amplitude de déformation de
l’hystérésis ainsi que les températures de transformations sont bien respectées, par contre,
les cinétiques de transformation en début de transformations directe et inverse sont trop
« brutales » comparées aux résultats d’essai.

Figure 1.63 – Comparaison de la simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté sous
une contrainte de 50MPa et de l’essai correspondant sur un alliage de Cu-Zn-Al par
Malécot (2005).

Le comportement cyclique du modèle a été validé en simulant des chargements de
traction super-élastique sur deux Alliages à Mémoire de Forme différents : un Ni-Ti et un
Cu-Al-Be. La figure 1.64 montre les résultats de la simulation comparés à ceux de l’essai
correspondant. On observe l’évolution de la déformation résiduelle qui correspond bien
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avec les essais (figure 1.64b) ainsi que la diminution de la contrainte seuil de transformation
qui décroît au cours des cycles. Le point négatif est l’évolution de la déformation au début
de la décharge qui suit une pente élastique, alors que la transformation inverse se met
rapidement en place lors de l’essai.

- a - - b -

Figure 1.64 – Comparaison de la simulation d’un chargement super-élastique cyclique et
de l’essai correspondant sur un alliage de Ni-Ti par Malécot (2005) : a) courbes contrainte-
déformation pour les cycles 1, 5, 10 et 20, et b) évolution de la déformation résiduelle.

Le même type de chargement est simulé avec les paramètres d’un alliage en Cu-Al-Be
(figure 1.65). On observe aussi une assez bonne correspondance de l’évolution de la défor-
mation résiduelle (figure 1.65b) et la diminution de la contrainte seuil de transformation
qui décroît au cours des cycles. Par contre, la forme de l’hystérésis est très éloignée de
celle observée lors de l’essai.

- a - - b -

Figure 1.65 – Comparaison de la simulation d’un chargement super-élastique cyclique
et de l’essai correspondant sur un alliage de Cu-Al-Be par Malécot (2005) : a) courbes
contrainte-déformation pour les cycles 1, 10, 20, 30, 40 et 50, et b) évolution de la défor-
mation résiduelle.
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Forme

Le tableau 1.4 résume les caractéristiques principales du modèle.

Matériaux Ni-Ti, Cu-Al-Be, Cu-Zn-Al
Chargement de super-élasticité oui
Chargement thermo-mécanique oui

Chargement de pseudo-plasticité oui
Dissymétrie traction-compression non

Chargement multiaxial non-proportionnel non
Effet point mémoire non

Baisse de la contrainte seuil de
transformation au cours du cyclage oui

Variables d’état permettant la
description du comportement cyclique

- fraction volumique de
martensite bloquée

- déformation résiduelle

Tableau 1.4 – Caractéristiques principales du modèle de comportement cyclique des Al-
liages à Mémoire de Forme développé par Malécot (2005).

1.2.5 Comparaison entre les modèles
Les propriétés de ces modèles de comportement cyclique pour les Alliages à Mémoire

de Forme sont résumées dans le tableau 1.5. On peut remarquer que tous les modèles per-
mettent de simuler des chargements de super-élasticité et de pseudo-plasticité et presque
tous pour des chargements thermo-mécaniques. La moitié des modèles permet de simuler
le comportement sous chargement multiaxial non-proportionnel alors qu’un seul prend
en compte le mécanisme de réorientation et aucun ne prend en compte la dissymétrie
traction-compression. Ce sont pourtant des caractéristiques qui jouent un rôle important
pour ce type de chargement. Seul le modèle développé par Bo et Lagoudas (1999b) per-
met de prendre en compte l’effet point mémoire qui apparaît lors de charges et décharges
partielles. Enfin tous les modèles prennent en compte la diminution de la contrainte seuil
de transformation au cours du cyclage.

Le comportement cyclique est modélisé grâce à l’introduction d’une déformation plas-
tique pour deux des modèles présentés (Lagoudas et Entchev (2004) et Auricchio et al.
(2007)). Les deux autres modèles utilisent des contraintes internes associées à une défor-
mation résiduelle (Zaki et Moumni (2007a)) ou à une déformation résiduelle induite par
de la martensite bloquée (Malécot (2005)).
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1.3. Conclusion

1.3 Conclusion
Les Alliages à Mémoire de Forme présentent donc des propriétés spécifiques qui sont

utilisées dans un grand nombre d’applications. Mais ces applications soumettent géné-
ralement l’Alliage à Mémoire de Forme à un chargement cyclique. Or les propriétés des
Alliages à Mémoire de Forme soumis à ce type de chargement évoluent et peuvent conduire
à leur dégradation, voir à la rupture du mécanisme.

Il est donc nécessaire de pouvoir modéliser les propriétés cycliques des Alliages à
Mémoire de Forme afin de pouvoir développer de nouvelles applications et d’avoir des
outils prédictifs pour leur comportement de structures et leur tenue en service sous un
chargement cyclique. Mais le comportement des Alliages à Mémoire de Forme sous char-
gement cyclique reste très peu étudié. Aucun modèle ne permet de le simuler en prenant
en compte l’ensemble de ses particularités. On remarque aussi que différentes approches
sont envisageables et utilisées dans les modèles proposés afin de décrire spécifiquement le
comportement cyclique.

Dans la suite, nous commencerons donc par étudier expérimentalement le comporte-
ment des Alliages à Mémoire de Forme sous divers chargements cycliques et nous nous
intéresserons en particulier à l’origine de la déformation résiduelle. Puis, à partir des
résultats obtenus, nous proposerons un modèle permettant de décrire, dans un premier
temps, le comportement des Alliages à Mémoire de Forme sous chargement super-élastique
multiaxial non-proportionnel cyclique, tout en prenant en compte la dissymétrie traction-
compression, l’effet point mémoire et la baisse de la contrainte seuil de transformation au
cours du cyclage. Ensuite, nous présenterons une évolution du modèle permettant d’amé-
liorer le modèle précédemment développé et de simuler des chargements d’effet mémoire
assisté.
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Chapitre 2

Étude et modélisation du
comportement super-élastique
cyclique des Alliages à Mémoire de
Forme

C’était une ancienne tradition passée de l’Égypte
en Grèce, qu’un dieu ennemi du repos des hom-
mes était l’inventeur des sciences.

Jean-Jacques Rousseau (1712–1778)
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2.1. Étude expérimentale d’un alliage de Cu-Al-Be

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord présenter le matériau étudié, les conditions
puis les résultats des essais de traction réalisés. Ensuite, nous expliciterons les équations
du modèle développé pour modéliser le comportement sous chargement cyclique observé
lors des essais. Puis nous identifierons les paramètres du modèle à l’aide des résultats de
certains des essais réalisés. Finalement nous validerons le comportement du modèle en
comparant les résultats de simulations aux autres résultats expérimentaux ainsi qu’à des
résultats donnés dans la littérature.

2.1 Étude expérimentale d’un alliage de Cu-Al-Be

2.1.1 Matériau étudié

Le matériau étudié lors des essais est un Alliage à Mémoire de Forme polycristallin
composé de cuivre, d’aluminium et de béryllium que l’on notera Cu-Al-Be1. Il est fourni
par la société Nimesis avec une composition en pourcentages atomiques de : Cu 87%,
Al 11% et Be 2%. Il est livré sous forme de fils de diamètre 1,4mm. Toutes les éprouvettes
ont subi le traitement thermique suivant :

– chauffage à 650℃ pendant vingt minutes à l’air ambiant,
– revenu à l’eau bouillante pendant une heure.
Afin de déterminer la taille des grains de l’alliage après le traitement thermique, nous

avons réalisé une attaque chimique à l’aide d’acide nitrique (concentration de 4%) pendant
quelques secondes. Les observations au microscope optique ont permis de déterminer la
taille moyenne des grains qui est d’environ 400µm (figure 2.1).

Figure 2.1 – Micrographie de la section du fil en Cu-Al-Be1 après traitement thermique.
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2. Étude et modélisation du comportement super-élastique cyclique des Alliages à
Mémoire de Forme

Après traitement thermique, les températures caractéristiques de transformation ont
été déterminées grâce à des mesures de résistivité. La figure 2.2 montre l’évolution de
la résistivité au cours d’un cycle thermique à contrainte nulle. Les températures M0

s ,
M0

f , A0
s, A0

f sont résumées dans le tableau 2.1. L’alliage est donc purement austénitique
à température ambiante et peut donc présenter un comportement super-élastique sous
chargement mécanique à température ambiante.
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Figure 2.2 – Évolution de la résistivité en fonction de la température au cours d’un cycle
thermique sur un fil en Cu-Al-Be1.

M0
s (℃) M0

f (℃) A0
s (℃) A0

f (℃)
-22,5 -35,5 -24 -10,5

Tableau 2.1 – Températures caractéristiques de transformation du Cu-Al-Be1.

2.1.2 Démarche expérimentale
Dans cette partie, nous allons indiquer les conditions utilisées pour réaliser les essais de

traction. Ils ont été effectués sur une machine de traction életro-mécanique Zwick modèle
2050, à température ambiante (approximativement 20℃). Nous verrons la méthode de
pilotage des essais, les moyens de mesure d’effort et de déformation utilisés, ainsi que les
mesures de résistivité qui ont été réalisées.

2.1.2.1 Pilotage des essais

L’ensemble des essais a été réalisé avec un pilotage en déformation. On impose une
vitesse de déformation faible (ε̇ ' 10−4 s−1) pour éviter l’auto-échauffement du matériau.
Afin de le vérifier, nous avons mesuré la température au cours d’un essai de traction
cyclique à 4% d’amplitude de déformation en utilisant un thermocouple. La figure 2.4
montre que la variation de la température moyenne sur un cycle reste très faible avec
une augmentation d’environ 0,15℃ au cours de l’essais. On peut donc considérer que les
essais ont été réalisés dans des conditions isothermes.
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2.1. Étude expérimentale d’un alliage de Cu-Al-Be

Figure 2.3 – Montage utilisé lors des essais de traction.
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Figure 2.4 – Évolution de la température moyenne au cours d’un essai de traction cyclique.

Les essais cycliques sont réalisés avec un chargement variant entre une déforma-
tion maximale (appelée abusivement amplitude de déformation du chargement) et une
contrainte nulle lors de la décharge.
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2. Étude et modélisation du comportement super-élastique cyclique des Alliages à
Mémoire de Forme

2.1.2.2 Mesure d’effort et de déformation

L’effort est mesuré grâce à une cellule d’effort ayant une charge maximale de 50 kN
(figure 2.5).

Figure 2.5 – Capteur de force utilisé lors des essais de traction.

La déformation axiale est mesurée grâce à un extensomètre électro-mécanique avec
une base de mesure de 40mm (figure 2.6) ce qui donne environ 1 800 grains dans la zone
de mesure.

Figure 2.6 – Extensomètre électro-mécanique utilisé lors des essais de traction pour me-
surer la déformation de l’éprouvette.

L’acquisition des données est réalisée à l’aide d’un PC équipé du logiciel TestXware.
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2.1. Étude expérimentale d’un alliage de Cu-Al-Be

2.1.2.3 Suivi de la fraction volumique de martensite par mesure de résistivité

La résistance électrique des éprouvettes a été mesurée au cours des essais afin de suivre
l’évolution de la fraction volumique de martensite. En effet, la résistivité de la martensite
et celle de l’austénite sont différentes. La méthode utilisée est la mesure dite « 4 points »
(figure 2.7) :

– le courant i est imposé dans l’éprouvette,
– la tension U induite par la résistance de l’éprouvette et le courant imposé, est
mesurée sur une longueur L.

i L

U

Figure 2.7 – Méthode des « 4 points » permettant de mesurer la résistivité de l’alliage.

La résistance de la partie centrale de l’éprouvette vaut alors R = U

i
. Afin de déterminer

la résistivité de l’éprouvette, il faut alors prendre en compte la variation de la longueur
de mesure L et la variation de la section S au cours de l’essai. La résistivité ρ vaut :

ρ = R
S

L
(2.1)

La déformation élastique est faible comparée à la déformation de transformation. Si on
néglige la première et puisque la transformation martensitique se fait à volume constant
dans les Alliages à Mémoire de Forme, on peut considérer le volume du fil constant
(V0 = S0L0 = SL = V ), d’où :

ρ = UV0

iL2 (2.2)

La résistivité au cours de l’essai se calcule donc à partir de la tension et de la défor-
mation mesurées :

ρ = UV0

i(1 + ε)2L0
2 (2.3)

En utilisant la mesure de résistivité lors d’un essai d’effet mémoire assisté, on peut
déduire la résistivité de l’austénite et de la martensite pures, ρA et ρM respectivement
(Gedouin et al. (2009)). Puis en utilisant une loi des mélanges (Milton (2002)) on obtient
la fraction volumique de martensite, z :

z = 1− ρ− ρM
ρA − ρM

(
ρA
ρ

) 2
3

(2.4)

On peut donc évaluer la fraction volumique de martensite au cours d’un essai. La
figure 2.8 montre l’évolution de la fraction volumique de martensite, z, évaluée par cette
méthode, en fonction de la déformation de transformation, εtr. On observe bien la relation
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entre la fraction volumique de martensite et la déformation de transformation introduite
par Vacher et Lexcellent (1991) et validée récemment par Taillard et al. (2008) :

z = εtr

γ
(2.5)

Avec γ la déformation de transformation maximale qui est une propriété du matériau
considéré.
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Figure 2.8 – Évolution de la fraction volumique de martensite en fonction de la déformation
de transformation au cours d’un essai de traction cyclique.

2.1.3 Résultats expérimentaux
Dans cette partie, seront présentés tous les résultats des essais sur fils qui ont été réali-

sés. Tout d’abord des essais de traction cyclique à amplitude de chargement constante ont
été effectués. Ils permettront d’identifier par la suite les paramètres du modèle. Un essai de
traction qui permet de vérifier l’effet point mémoire a été réalisé afin de bien appréhender
le phénomène. Puis nous présenterons les résultats des essais de traction cyclique à am-
plitude de chargement variable, qui permettront de valider le comportement du modèle.
Enfin nous montrerons le résultat d’un flash thermique appliqué aux éprouvettes à la fin
des essais de traction cyclique. Ce dernier essai nous permettra de déterminer l’origine de
la déformation résiduelle observée à la fin des essais.

2.1.3.1 Essai de traction charge-décharge

Lors d’un essai de traction simple charge-décharge (figure 2.9), on observe bien la
charge élastique à partir du point O suivi, lorsqu’une contrainte limite est atteinte au
point A, d’une transformation entraînant un mécanisme de déformation supplémentaire.
Lors de la décharge à partir du point B, la décharge élastique n’existe pas ou est très faible
et la transformation inverse se produit quasiment immédiatement. La pente observée à la
fin de la décharge au point C est légèrement plus faible que la pente élastique observée
entre les points O et A. On peut donc penser que la transformation inverse n’est alors pas
encore terminée. Ce qui expliquerait la présence de la déformation résiduelle.
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Figure 2.9 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction simple.

2.1.3.2 Essai de traction cyclique à amplitude de déformation constante

Afin de déterminer l’influence du cyclage sur le comportement de l’alliage, des essais de
traction cyclique ont été réalisés (figure 2.10). Différentes amplitudes de déformation ont
été utilisées afin de vérifier aussi l’influence de l’amplitude du chargement sur l’évolution
de la déformation résiduelle. Pour ne pas influencer les résultats, chaque essai a été réalisé
sur un fil vierge de tout chargement. Les essais n’ont pas été réalisés jusqu’à la rupture
mais ont été interrompus au bout d’un certain nombre de cycles prédéterminé.

La déformation résiduelle observée à la fin du premier cycle augmente à chaque cycle et
tend vers une valeur de saturation. Mais on peut constater que la vitesse d’évolution et la
valeur de saturation de la déformation résiduelle dépendent de l’amplitude de déformation
imposée (figure 2.11a). Plus l’amplitude de déformation du chargement est importante
plus la déformation résiduelle évolue rapidement avec le nombre de cycles avant d’atteindre
une valeur à saturation dépendant de l’amplitude.

Une première hypothèse consiste à supposer que la déformation résiduelle, εr, évolue
en fonction de la « quantité de transformation » produite durant les essais de traction
cyclique. On définit alors la transformation cumulée, tr, comme étant la totalité de la
déformation de transformation qui apparaît ou disparaît au cours d’un essai, divisée par
la déformation de transformation maximale, γ :

tr =
∫ ∣∣∣∣∣dεtrγ

∣∣∣∣∣ (2.6)

La figure 2.11b montre l’évolution de la déformation résiduelle, εr, en fonction de
la transformation cumulée, tr. Cette courbe montre que la transformation cumulée, tr,
n’est pas le seul paramètre qui influence l’évolution de la déformation résiduelle. Une
observation classique dans le domaine de la plasticité cyclique (Chaboche (1991)) est que
l’amplitude du chargement semble être également un aspect important.
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Figure 2.10 – Courbes de contrainte-déformation d’essais de traction cyclique pour des
amplitudes constantes : a) 100 cycles à 1%, b) 120 cycles à 2%, c) 20 cycles à 3%, et
d) 50 cycles à 4% de déformation.
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Figure 2.11 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles, et
b) de la transformation cumulée lors des essais de traction cyclique à amplitude constante.
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La figure 2.12 montre l’évolution de la pente à la recharge, Er (voir figure 2.10d), qui
décroît fortement lors des premiers cycles, puis tend progressivement vers une valeur de
saturation. On remarque une chute de cette pente au niveau du 70e cycle pour l’essai de
cyclage à 2% d’amplitude de déformation. Pourtant rien ne paraît sur la courbe contrainte-
déformation de l’essai (figure 2.10b).
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Figure 2.12 – Évolution de la pente à la recharge, Er, en fonction du nombre de cycles
lors des essais de traction cyclique à amplitude constante.

La figure 2.13 montre l’évolution de la contrainte seuil de transformation, σt0, qui, de
même que la pente à la recharge, décroît fortement lors des premiers cycles, puis tend
progressivement vers une valeur de saturation.
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Figure 2.13 – Évolution de la contrainte seuil de transformation, σt0, en fonction du nombre
de cycles lors des essais de traction cyclique à amplitude constante.

Ces résultats sont eux aussi cohérents avec l’hypothèse d’une déformation résiduelle
provenant d’une transformation incomplète à la fin de la décharge. La fraction volumique
de martensite résiduelle étant de plus en plus importante la déformation résiduelle aug-
mente et la pente à la recharge diminue à chaque cycle.
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2.1.3.3 Effet point mémoire

L’effet point mémoire est une propriété particulière du comportement des Alliages à
Mémoire de Forme. Cet effet à été montré pour la première fois par Ortin (1992). Il est très
similaire à la notion de « mémoire discrète » introduite par Guélin (1980). Cette propriété
implique que lorsque l’on forme des boucles de chargement, alors celles-ci se refermeront
sur le point où elles ont été ouvertes. Pour vérifier cet effet, nous appliquons au matériau
un trajet de chargement permettant de réaliser des boucles (figure 2.14). Il consiste à :

– charger l’éprouvette jusqu’à 4% de déformation (point A),
– décharger jusqu’à 2% (point B),
– recharger jusqu’à 3% (point C),
– décharger jusqu’à 1% (point D),
– recharger jusqu’à 4% (point E),
– et finalement à décharger à contrainte nulle (point F).
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Figure 2.14 – Trajet de chargement en déformation permettant d’illustrer l’effet point
mémoire.

La réponse du matériau (figure 2.15) montre que :
– durant le trajet (OA) il n’y a aucun point mémoire car le matériau est initialement
vierge,

– après la première inversion du sens de chargement, le point A devient un « point
mémoire haut »,

– à la recharge suivante, le point B devient un « point mémoire bas »,
– ensuite, c’est au tour du point C de devenir un « point mémoire haut »,
– lors de la décharge qui suit, on observe que le trajet (CD) passe par le point mémoire
bas B,

– lors de la recharge suivante, les points mémoire B et C sont oubliés car la boucle
(BCB) a été fermée et le trajet (DE) ne passe pas par ces points mémoire, mais
rejoint le point mémoire haut A.

– enfin, lors de la décharge finale, le point mémoire D est oublié car la boucle (ADE)
est fermée et le trajet ne passe donc pas par ce point.
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Figure 2.15 – Courbe de contrainte-déformation de l’essai illustrant l’effet point mémoire.

2.1.3.4 Essai traction cyclique « complexe »

Les essais précédents nous permettront de proposer un modèle de comportement cy-
clique prenant en compte l’effet de l’amplitude du chargement. Afin de vérifier que ce
modèle fonctionne aussi pour des chargements avec une amplitude variable au cours de
l’essai, nous avons réalisé des essais de traction cyclique « complexe ».

Le premier est un essai de traction uniaxiale cyclique à amplitude croissante. Il consiste
à augmenter l’amplitude de déformation maximale de 0,5% à chaque cycle (figure 2.16).
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Figure 2.16 – Trajet de chargement de l’essai de traction cyclique à amplitude de défor-
mation croissante.

La figure 2.17 montre la courbe contrainte-déformation correspondante. On peut ob-
server, lors de cet essai, que l’effet point mémoire est respecté : à chaque cycle, lors de la
recharge, la courbe passe par le point maximal de la boucle en cours ; par contre, elle ne
passe pas par ceux des cycles précédents car les boucles ont déjà été fermées.

La figure 2.18a montre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction du nombre
de cycles et la figure 2.18b son évolution en fonction de la transformation cumulée, tr.
Contrairement aux essais de traction cyclique précédents, la déformation résiduelle ne
sature pas pour cet essai. Ce n’est cependant pas contradictoire avec les résultats des
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Figure 2.17 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction cyclique à amplitude
croissante.

essais de traction cyclique à différentes amplitudes : la déformation résiduelle augmente
de plus en plus car l’amplitude augmente de plus en plus.
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Figure 2.18 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles, et
b) de la transformation cumulée lors de l’essai de traction cyclique à amplitude croissante.

Nous avons ensuite réalisé un essai de traction uniaxiale cyclique à amplitudes alter-
nées. Il consiste à réaliser le chargement suivant (figure 2.19) :

– un cycle à 4% de déformation,
– 50 cycles à 2% de déformation,
– à nouveau un cycle à 4% de déformation,
– suivi aussi de 50 cycles à 2% de déformation.
Cet essai permet de mettre en évidence deux aspects. Il montre l’influence d’une aug-

mentation de l’amplitude du chargement après plusieurs cycles à amplitude de déforma-
tion constante, ainsi que celle d’une baisse d’amplitude après un cycle à grande amplitude.
Pour cet essai aussi, la courbe contrainte-déformation (figure 2.20) montre que l’effet point
mémoire est vérifié.
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Figure 2.19 – Trajet de chargement de l’essai de traction cyclique à amplitudes alternées.
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Figure 2.20 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction cyclique à ampli-
tudes alternées.

Les figures 2.21a et 2.21b montrent l’évolution de la déformation résiduelle en fonction
respectivement du nombre de cycles et de la transformation cumulée, tr, comparées à celles
des essais de traction cyclique à 2% et 4% d’amplitudes de déformation. On observe que
la déformation résiduelle augmente fortement lors des cycles à 4% et plus faiblement lors
des cycles à 2% comme lors des essais de traction cyclique à amplitude de déformation
constante.

On peut aussi remarquer que pour les premiers cycles à 2% d’amplitude de déforma-
tion, l’évolution est plus lente que lors de l’essai de traction cyclique à 2% d’amplitude
de déformation et que les deux courbes tendent à se rejoindre. De même, lors du second
cycle à 4% d’amplitude de déformation, l’évolution de la déformation résiduelle est beau-
coup plus importante comparée à celle de l’essai de traction cyclique à 4% d’amplitude
de déformation pour une valeur de transformation cumulée correspondante.

Ces résultats confirme que la transformation cumulée, tr, ne suffit pas à décrire l’évo-
lution de la déformation résiduelle, mais qu’il faut aussi prendre en compte directement
l’amplitude du chargement.
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Figure 2.21 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles, et
b) de la transformation cumulée lors de l’essai de traction cyclique à amplitudes alternées.

2.1.3.5 Détermination de l’origine de la déformation résiduelle

Le développement de la déformation résiduelle peut avoir deux origines selon l’am-
plitude de déformation du chargement et la constitution de l’alliage considéré. Certains
auteurs l’expliquent par de la plasticité due à un glissement de dislocations dans le ma-
tériau (Gall et Maier (2002) et Brinson et al. (2004)). L’autre possibilité est l’apparition
de martensite résiduelle. Cette martensite résiduelle peut provenir d’une transformation
inverse incomplète, ou bien de martensite bloquée par des contraintes internes (Moreau
(1998); Otsuka et Wayman (1999); Kato et al. (1999); Montecinos et al. (2008); Malard
(2008) et Kang et al. (2009)). Il est aussi possible que les deux mécanismes d’apparition
de la déformation résiduelle se produisent au cours d’un chargement.

Il est important de savoir quelle est l’origine de l’apparition de la déformation rési-
duelle, car elle conditionnera la manière dont celle-ci sera introduite dans le modèle afin
de simuler au mieux le comportement cyclique.

Un essai simple permet de différencier les deux et de confirmer l’origine de la défor-
mation résiduelle (Moreau (1998)). Il s’agit d’appliquer un flash thermique consistant à
chauffer l’éprouvette à 200℃ pendant quelques secondes et à observer l’évolution de la
déformation résiduelle. Si la déformation résiduelle décroît de manière significative on
peut conclure que l’origine physique est majoritairement de la martensite résiduelle. En
effet, la brièveté et le faible niveau de température ne permettent pas la restauration de la
déformation plastique, mais force la martensite résiduelle à se transformer en austénite.

Nous avons donc appliqué un flash thermique après chaque essai de cyclage tout en
mesurant la température à l’aide d’un thermo-couple placé sur l’éprouvette. La figure 2.22
montre l’évolution de la déformation résiduelle (en noir) et de la température (en gris),
au cours de l’essai de traction cyclique à 4% d’amplitude de déformation.
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Figure 2.22 – Évolution de la déformation résiduelle et de la température lors de l’essai
de traction cyclique à amplitude constante suivi d’un flash thermique.

La figure 2.23 est un zoom de la figure précédente sur le flash thermique. On ob-
serve que lors du flash, le niveau de déformation résiduelle diminue rapidement. Une
fois l’éprouvette refroidie, 77% de la déformation résiduelle a disparu. On peut donc en
conclure que la majorité de celle-ci provient de la martensite résiduelle qui disparaît lors
du flash thermique.

27,5 28 28,5 29
−200

−100

0

100

200

Temps, t (x103s)

T
em

pérature, T
 (°C

)

0

0,5

1

1,5

2

D
éf

or
m

at
io

n 
ré

si
du

el
le

, εr  (
%

) 
  Cu−Al−Be1

Figure 2.23 – Évolution de la déformation résiduelle et de la température lors du flash
thermique.

Ces résultats obtenus grâce aux flashs thermiques sont importants car ils ont permis
de déterminer l’origine principale de la déformation résiduelle pour l’Alliage à Mémoire
de Forme que nous avons utilisé. Ils vont donc conditionner les hypothèses ainsi que le
cadre retenu lors du développement du modèle.
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Les résultats des essais réalisés permettent de déterminer plusieurs aspects du com-
portement des Alliages à Mémoire de Forme :

– Les mesures de résistivité effectuées au cours des essais ont montré que la relation
linéaire entre la fraction volumique de martensite, z, et la déformation de transfor-
mation, εtr, est bien vérifiée.

– Les essais de traction cyclique réalisés mettent en évidence l’influence du cyclage
sur le comportement des Alliages à Mémoire de Forme. Ils ont permis de montrer
que l’évolution de la déformation résiduelle dépend de l’amplitude du chargement.
Mais les résultats obtenus grâce aux essais cycliques « complexes » montrent qu’elle
dépend aussi de la déformation résiduelle déjà créée.

– La baisse de la contrainte seuil de transformation a aussi été montrée lors des essais
de traction cyclique.

– Différents essais mettent aussi en évidence l’effet point mémoire : les boucles de
chargement se referment toujours sur le point où elles ont été ouvertes.

– Enfin l’origine de la déformation résiduelle est analysée grâce à deux observations :
la pente à la recharge qui diminue lors des essais de traction cyclique indique une
transformation incomplète et la disparition d’une grande partie de la déformation
résiduelle lors d’un flash thermique appliqué après un essai de cyclage confirme cette
hypothèse.

Cependant comme nous l’avons montré dans la partie 1.2, il n’existe pas de modèle per-
mettant de simuler le comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme et qui
tienne compte de toutes ces observations.
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2.2 Modélisation du comportement super-élastique
cyclique

Dans cette partie, nous allons détailler le développement et les équations constitutives
du modèle macroscopique 3D qui permettront de reproduire les observations expérimen-
tales présentées précédemment. Tout d’abord nous allons présenter le modèle développé
par Bouvet et al. (2004) que nous avons repris, puis les modifications que nous avons
apportées dans le but de prendre en compte le comportement super-élastique cyclique des
Alliages à Mémoire de Forme.

2.2.1 Modèle de base
Le modèle développé par Bouvet et al. (2002, 2004) est un modèle macroscopique

phénoménologique. Il permet de décrire le comportement d’un Alliage à Mémoire de Forme
sous chargement multiaxial non-proportionnel. Le modèle se base sur trois hypothèses,
ainsi que sur l’utilisation de deux critères de transformation. Les hypothèses que nous
présenterons par la suite sont l’hypothèse des petites déformations, la loi de transformation
qui suit la règle de normalité, ainsi que la relation linéaire entre la fraction volumique de
martensite, z, et la déformation de transformation équivalente, εtreq, vérifiée lors des essais
(figure 2.8).

2.2.1.1 Partition de la déformation

La première hypothèse sur laquelle est fondé le modèle, est l’hypothèse des petites
perturbations. Elle permet l’adoption de la partition du tenseur de déformation, ¹, en
déformation élastique, ¹e, et en déformation de transformation, ¹tr :

¹ = ¹
e + ¹

tr = C
−1
² + ¹

tr (2.7)

Avec ² le tenseur des contraintes. Pour ne pas compliquer le modèle, les comportements
élastiques des deux phases (austénite et martensite) sont supposés identiques et sont
représentés par le tenseur d’élasticité de Hooke du quatrième ordre, C.

Il n’y a donc pas de déformation plastique introduite dans le modèle et nous verrons
par la suite qu’il sera inutile d’en rajouter pour introduire la déformation résiduelle.

2.2.1.2 Critères de transformation directe et inverse

Afin de piloter les transformations directe et inverse, deux critères de transformation
sont utilisés. Le premier pilote la transformation directe :

f1 = σ − R(z) + σt0
g(yσ)

≤ 0 (z < 1) (2.8)

Où R(z) caractérise la taille du critère de transformation, z est la fraction volumique

de martensite, σt0 est la limite de transformation directe, σ =
√

3
2s : s est la contrainte
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équivalente de von Mises avec s = ²− tr (²)
3 Id la contrainte déviatorique, yσ = 27

2
det(s)
2σ3

est le troisième invariant du tenseur des contraintes et g est la fonction qui permet de
définir la forme du critère de transformation afin de prendre en compte la dissymétrie de
traction-compression observée dans le comportement des Alliages à Mémoire de Forme
(Vacher et Lexcellent (1991); Patoor et al. (1995); Gall et al. (1997); Liu et al. (1998) et
Orgéas et Favier (1998)).

La figure 2.24 montre les résultats d’un essai de traction et d’un essai de compression
réalisés par Orgéas et Favier (1998). On observe que la contrainte limite de transformation
en traction, σt0, est plus faible que la contrainte limite de transformation en compression,
σc0.

σt
0

σc
0

Figure 2.24 – Comparaison entre les courbes contrainte-déformation d’essais de traction
et de compression réalisés sur un Ni-Ti par Orgéas et Favier (1998).

Cette dissymétrie entre traction et compression est prise en compte grâce à la fonction
g qui permet de décrire la forme du critère de transformation. La fonction utilisée est la
suivante :

g(y) = cos
(

cos−1(1− a(1− y))
3

)
(2.9)

Avec a un facteur permettant de régler la dissymétrie. Elle permet d’obtenir un critère
de transformation convexe pour des valeurs de a allant de 0 à 1 (Bigoni et Piccolroaz
(2004)). Lorsque a vaut 0, g(y) vaut 1 pour tout y et le critère est donc identique à celui

de von Mises. Lorsque a vaut 1, g(y) varie entre
√

3
2 et 1, ce qui donne le maximum de

dissymétrie de traction-compression tout en gardant un critère de transformation convexe.
La figure 2.25 représente la projection sur le plan des déviateurs, des critères de transfor-
mation dans ces deux cas, avec sI , sII et sIII qui représentent les déviateurs des contraintes
principales σI , σII et σIII .

La valeur de a peut être déterminée à partir des limites de transformation directe en
traction, σt0, et en compression, σc0 :

a = 1
2

(
1− cos

(
3 cos−1

(
σt0
σc0

)))
(2.10)
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s
I

s
II

s
III

a=0

a=1

Figure 2.25 – Formes des critères de transformation avec un minimum (a = 0, von Mises)
et un maximum (a = 1) de dissymétrie traction-compression.

La contrainte équivalente, σeq, s’exprime alors en fonction de la contrainte équivalente
de von Mises, σ, et de la fonction g définie dans l’équation 2.9 (Raniecki et Lexcellent
(1998)) :

σeq = σg(yσ) (2.11)

Le second critère de transformation, pilotant la transformation inverse, est un plan
normal à la direction de la déformation de transformation :

f2 = −² : ¹
tr

εtr
+ R(z) + σt0 − δ(z)

g(cos(3α)) cos(θ − α) ≤ 0 (z > 0) (2.12)

Avec εtr =
√

2
3¹

tr : ¹tr la déformation de transformation équivalente de von Mises, δ(z) la
taille caractéristique du domaine élastique du matériau biphasé représentée en gris sur la
figure 2.26.

f
1
=0

f
2
=0

s
I

s
II

s
III

s εtr

 6(R+σ
0
t )/3

√

δ

Figure 2.26 – Formes des critères de transformation du modèle de Bouvet et al. (2004).
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Les angles θ et α sont définis sur la figure 2.27. θ est l’angle dans le plan du déviateur,
entre une direction principale et la déformation de transformation et peut s’écrire sous la
forme :

θ = arccos(yε)
3 (2.13)

Où yε = 4det(¹tr)
εtr

3 est le troisième invariant du tenseur de déformation de transformation.
L’angle α est l’angle dans le plan du déviateur, entre une direction principale et le point
où la déformation de transformation, ¹tr, est normale au critère de transformation directe,
f1 = 0.

εtr
f
1
=0

s
I

s
II

s
III

θ

α

Figure 2.27 – Définition des angles θ et α en fonction de la déformation de transformation.

2.2.1.3 Évolution de la déformation de transformation

Pour la loi de transformation, l’hypothèse retenue est la règle de normalité. Lors de la
transformation directe, la vitesse de déformation de transformation, ˙¹tr, est donc définie
parallèle au tenseur Kσ (équation 2.16), qui est la normale au critère de transformation
directe, f1 = 0 (figure 2.28a). Cette hypothèse a été validée expérimentalement sous
chargement de traction-compression biaxiale par Bouvet et al. (2002) et sous chargement
de traction-torsion par Taillard (2006).

Lors de la transformation inverse, afin de toujours vérifier la relation entre la fraction
volumique de martensite, z, et la déformation de transformation, ¹tr, il est nécessaire de
respecter la condition suivante même lors de chargements complexes : la déformation de
transformation doit revenir à zéro en même temps que la fraction volumique de martensite
à la fin de la transformation inverse. Afin de réaliser cette contrainte simplement, il suffit
de définir la direction de la vitesse de déformation de transformation, ˙¹tr, colinéaire à la
déformation de transformation, ¹tr (figure 2.28b).

Cette relation justifie alors la forme d’un plan normal à la direction de la déformation
de transformation adoptée pour le critère de transformation inverse afin que l’hypothèse
de la règle de normalité soit respectée.
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Figure 2.28 – Évolution de la déformation de transformation, εtr, dans le plan du déviateur
lors : a) de la transformation directe, et b) de la transformation inverse.

La vitesse de déformation de transformation vaut alors :

˙¹tr =


λ̇1
∂f1

∂²
= λ̇1Kσ en transformation directe (ż > 0)

−λ̇2
∂f2

∂²
= −λ̇2

¹tr

εtr
en transformation inverse (ż < 0)

(2.14)

Avec λ̇1 et λ̇2 les multiplicateurs de transformation donnés par les conditions de cohérence :

f1 < 0 et f2 < 0 ⇒ λ̇1 = λ̇2 = 0 (élasticité)
f1 = 0, ḟ1 < 0 et f2 < 0 ⇒ λ̇1 = 0 (décharge élastique)
f2 = 0, ḟ2 < 0 et f1 < 0 ⇒ λ̇2 = 0 (recharge élastique)

f1 = 0, ḟ1 = 0 et f2 < 0 ⇒ λ̇1 = γż

Kε : Kσ

≥ 0 (transformation directe)

f2 = 0, ḟ2 = 0 et f1 < 0 ⇒ λ̇2 = −γż g(−1)
g(−yε)

≥ 0 (transformation inverse){
f1 = 0
ḟ1 = 0 et

{
f2 = 0
ḟ2 = 0 ⇒ λ̇1Kε : Kσ − λ̇2

g(−yε)
g(−1) = γż (réorientation)

(2.15)
Avec le tenseur normal au critère de transformation directe, Kσ, qui vaut :

Kσ = ∂σeq
∂²

= 3
2g(yσ)Nσ + 9

2g
′(yσ)

(
3N2

σ − yσNσ −
2
3 Id
)

(2.16)

Où Nσ = s

σ
et avec Kε le tenseur normal au critère de transformation dans le domaine

des déformations défini par Bouvet et al. (2004), avec Nε = ¹tr

εtr
:

Kε =
∂εtreq
∂¹tr

= 1
g(−1)

(2
3g(−yε)Nε + 2g′(−yε)

(
−2N2

ε + yεNε + Id

))
(2.17)
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Pour le matériau biphasé (en présence d’austénite et de martensite), lorsque l’état de
contrainte se situe à l’intérieur des deux critères de transformation (f1 < 0 et f2 < 0,
zone grisée sur la figure 2.26), la transformation ne se produit pas et le comportement
est donc purement élastique. De même qu’au début d’une décharge élastique après la
transformation directe (f1 = 0, ḟ1 < 0 et f2 < 0) et au début d’une recharge élastique
après la transformation inverse (f1 < 0, f2 = 0 et ḟ2 < 0).

La transformation directe se produit lorsque les conditions f1 = 0, ḟ1 = 0 et f2 < 0
sont vérifiées (figure 2.28a). Dans ce cas, ż est positif car la martensite se crée et λ̇1 peut
être déterminé en utilisant la condition de cohérence ḟ1 = 0.

De la même manière, la transformation inverse se produit lorsque les conditions f1 < 0,
f2 = 0 et ḟ2 < 0 sont vérifiées (figure 2.28b). Dans ce cas, ż est négatif car la martensite
disparaît et λ̇2 peut être déterminé en utilisant la condition de cohérence ḟ2 = 0.

Enfin un cas particulier se produit lorsque les deux critères de transformation sont
atteints en même temps (f1 = 0 et f2 = 0, figure 2.29). C’est le processus de réorientation
de la martensite qui se produit et la fraction volumique de martensite, z, reste quasiment
constante alors que la direction de la déformation de transformation, ¹tr, évolue. Ce cas
particulier ne se rencontre que lors de chargements multiaxiaux non-proportionnels.

εtr
.
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s εtr

 6(R+σ
0
t )/3

√

δ

Figure 2.29 – Évolution de la déformation de transformation, εtr, dans le plan du déviateur
lors de la réorientation.

2.2.1.4 Fraction volumique de martensite

La troisième hypothèse utilisée est la relation linéaire entre la fraction volumique de
martensite, z, et la déformation de transformation équivalente, εtreq :

z =
εtreq
γ

(2.18)

Avec γ un paramètre dépendant du matériau et correspondant à la déformation de trans-
formation maximale en traction et εtreq la déformation de transformation équivalente définie
à partir de l’égalité entre la puissance de transformation et la puissance de transformation
équivalente (Bouvet et al. (2004)) :

² : ˙¹tr = σeq ˙εtreq (2.19)
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εtreq =
√
εtr : εtr
Kσ : Kσ

= εtr√
g2(yσ) + 9g′2(yσ)(1− y2

σ)
(2.20)

εtreq ≈ εtr
g(−yε)
g(−1) (2.21)

Où g est la fonction définie par l’équation 2.9. La relation entre la fraction volumique
de martensite, z, et la déformation de transformation, ¹tr, a été proposée initialement
par Vacher et Lexcellent (1991) et a été validée récemment pour des chargements mul-
tiaxiaux par Taillard (2006); Taillard et al. (2008). Elle a été confirmée durant les essais
(partie 2.1.2.3) grâce à des mesures de résistivité permettant de remonter à la fraction
volumique de martensite (figure 2.8).

2.2.2 Évolution des critères de transformation et effet point mé-
moire

La taille et la position des critères de transformation sont définies respectivement par
les variables R(z) et δ(z). Pour que l’effet point mémoire soit respecté, il est nécessaire
que leurs valeurs soient les mêmes lors de l’ouverture et de la fermeture d’une boucle
de chargement. Pour respecter cette condition, on va mémoriser les valeurs de fraction
volumique de martensite à chaque changement de sens de la transformation : zminn+1 et
zmaxn+1 pour les points mémoire bas et haut de la nième boucle ouverte. zmin1 et zmax1 sont
respectivement les valeurs de fraction volumique minimale et maximale et valent donc
respectivement 0 et 1. Pour prendre en compte l’effet point mémoire, on fait varier la
valeur de δ(z) entre les valeurs qu’elle a prise au niveau des points mémoire précédents
(figure 2.30).

δ(z) =



δmaxn−1 +

p z−zminn−1
zmax
n−1−z

min
n−1 − p

 (δminn−1 − δmaxn−1 ) (ż > 0)

δmaxn +

p z−zminn−1
zmaxn −zmin

n−1 − p

 (δminn−1 − δmaxn ) (ż < 0)

(2.22)

Avec δmini = δ(zmini ), δmaxi = δ(zmaxi ) et p un paramètre dépendant du matériau.
La figure 2.30 montre en grisé l’évolution de la taille caractéristique du domaine élas-

tique du matériau biphasé, δ(z), en 1D lors des trois premières séquences du chargement
utilisé pour montrer l’effet point mémoire dans la partie 2.1.3.3 (figure 2.14). δmin1 et δmax1
sont des paramètres dépendant du matériau qui représentent la taille du domaine élas-
tique du matériau biphasé en tout début et en toute fin de la transformation. Lorsque le
point A est atteint, la valeur de la fraction volumique de martensite, z, est mémorisée en
tant que zmax2 et l’on peut alors calculer la valeur de δ(z) pour ce point mémoire haut à
l’aide de l’équation 2.22, δmax2 = δ(zmax2 ). Durant la seconde séquence la valeur de δ(z)
varie donc entre δmax2 et δmin1 jusqu’au point B. À ce moment la valeur de z est à nouveau
mémorisée, cette fois en tant que zmin2 . On peut là aussi calculer la valeur de δ(z) pour ce
point mémoire bas, δmin2 = δ(zmin2 ), qui dépendra de δmax2 . Pendant la dernière séquence,
la valeur de δ(z) varie alors entre δmin2 et δmax2 .
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Figure 2.30 – Évolution de δ(z) lors : a) du premier chargement (OA), b) de la décharge
(AB), et c) d’un second chargement (BC).

De la même manière, on fait évoluer la variable R(z) entre les valeurs qu’elle a prise
au niveau des points mémoire précédents. Son évolution dépend aussi de l’évolution de la
variable δ(z) pour la transformation inverse (figure 2.31).

R(z) =



Rmin
n−1 + h1

(
z − zminn−1

zmaxn−1 − zminn−1

)
(Rmax

n−1 −Rmin
n−1) (ż > 0)

Rmin
n−1 − δminn−1 + h2

(
z − zminn−1

zmaxn − zminn−1

)
· · · (ż < 0)

· · · (Rmax
n − δmaxn −Rmin

n−1 + δminn−1) + δ(z)

(2.23)

Avec Rmin
i = R(zmini ), Rmax

i = R(zmaxi ), ainsi que h1 et h2 des fonctions de forme qui
peuvent être modifiées en fonction du matériau :

h1(z) = (1 + n1z) (1− e−n2z)
(1 + n1) (1− e−n2) (2.24)

h2(z) =
n4 ln

(
1+n3z
1+n3

)
+ 1− ln

(
1+n5(1−z)

1+n5

)
1 + n4

(2.25)

Avec n1, n2, n3, n4 et n5 des paramètres dépendant du matériau.
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La figure 2.31 montre l’évolution de la taille des critères de transformation, R(z), lors
du même chargement. Rmin

1 vaut zéro et Rmax
1 est un paramètre dépendant du matériau

qui caractérise la taille maximale des critères de transformation. Lorsque le point A est
atteint, la valeur de la fraction volumique de martensite, z, est mémorisée en tant que
zmax2 . On peut alors calculer la valeur de R(z) pour ce point mémoire haut à l’aide de
l’équation 2.23, Rmax

2 = R(zmax2 ). Durant la seconde séquence la valeur de R(z) varie donc
entre Rmax

2 et Rmin
1 . Pour que la forme du trajet en contrainte donnée par la fonction h2(z)

soit respectée, l’évolution de R(z) dépend de celle de δ(z) (figure 2.31b). Lorsque le point
B est atteint, la valeur de z est à nouveau mémorisée, cette fois en tant que zmin2 . On
peut là aussi calculer la valeur de R(z) pour ce point mémoire bas, Rmin

2 = R(zmin2 ), qui
dépendra de Rmax

2 . Pendant la dernière séquence, la valeur de R(z) varie alors entre Rmin
2

et Rmax
2 .
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Figure 2.31 – Évolution de R(z) lors : a) du premier chargement (OA), b) de la décharge
(AB), et c) d’un second chargement (BC).

Le modèle décrit jusque là permet de simuler le comportement des Alliages à Mémoire
de Forme sous chargement super-élastique multiaxial non-proportionnel. La dissymétrie
traction-compression est respectée, ainsi que l’effet point mémoire et la relation linéaire
entre la fraction volumique de martensite et la déformation de transformation équivalente.
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Mais le modèle est limité car il ne prend pas en compte la déformation résiduelle qui
apparaît lors de chargements cycliques.

Par la suite, nous verrons les modifications apportées pour résoudre un problème
rencontré dû à la forme des critères de transformation, lors de certains chargements mul-
tiaxiaux. Puis le comportement cyclique sera pris en compte grâce notamment à l’intro-
duction de la transformation cumulée, tr.

2.2.3 Chargement multiaxial non-proportionnel
Avec la forme du critère de transformation inverse du modèle de base, il se peut, que

lors de chargements complexes, il y ait une incohérence. En effet, lorsque la valeur de
δ(z) est élevée, il est possible d’atteindre des zones du critère seuil de transformation
directe situées entre ses tangentes avec la direction de la déformation de transformation,
¹tr, et l’intersection avec le critère seuil de transformation inverse (zones en rouge clair
sur la figure 2.32). Et ces zones ont une normale qui est orientée dans le sens opposé à
la direction de la déformation de transformation, ¹tr. Puisque l’on respecte la règle de
normalité, l’évolution de la déformation de transformation, ˙¹tr, est colinéaire à la normale
au critère de transformation directe (équation 2.14). La déformation de transformation
équivalente va donc diminuer, alors qu’en transformation directe celle-ci doit augmenter
car elle est reliée par l’équation 2.18 à la fraction volumique de martensite, z, qui, par
définition, augmente durant la transformation directe.
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Figure 2.32 – Erreur dans la direction de l’évolution de la déformation de transformation
en transformation directe, ˙¹tr.

Afin de résoudre ce problème une solution simple est de prendre un critère de transfor-
mation inverse de forme et de taille identiques à celle du critère de transformation directe
(figure 2.33). Alors, même pour une valeur de δ(z) maximale, c’est à dire lorsque les deux
critères de transformation sont quasiment confondus, la direction de la normale au critère
de transformation directe sera dans le même sens que la déformation de transformation.
En effet, on peut voir sur la figure 2.34 que les zones situées entre les tangentes au cri-
tère seuil de transformation directe avec la direction de la déformation de transformation,
¹tr, et l’intersection avec le critère seuil de transformation inverse ne font pas partie du
contour de la zone d’élasticité du matériau biphasé et ne sont donc pas atteignables.
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Figure 2.33 – Formes des surfaces seuils (contrainte équivalente de von Mises en pointillés)
et domaine élastique de l’alliage biphasé (zone grisée).
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Figure 2.34 – Direction de l’évolution de la déformation de transformation, ˙¹tr, en trans-
formation directe avec une forme du critère de transformation inverse modifiée.

L’équation de la fonction seuil de transformation inverse s’écrit alors :

f2 = ² −X− R(z) + σt0
g(yσ−X) ≤ 0 (z > 0) (2.26)

Avec X le tenseur qui détermine le centre du critère de transformation inverse et qui est
colinéaire à la déformation de transformation, ¹tr :

X =
(

(R(z) + σt0)
(

1
g(yε)

+ 1
g(−yε)

)
− δ(z)

)
¹tr√

3
2¹
tr : ¹tr

(2.27)

La figure 2.35 montre la courbe contrainte-déformation d’un essai de traction. Entre
les points O et A le comportement est l’élasticité de l’austénite pure (cas a). Puis la
transformation directe se produit entre A et B (cas d). À la décharge, entre les points B et
C, le comportement est l’élasticité du matériau biphasé (cas c). Ensuite, la transformation
inverse se produit entre les points C et D (cas e).

Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme 81



2. Étude et modélisation du comportement super-élastique cyclique des Alliages à
Mémoire de Forme

0 1 2 3 4
0

50

100

150

200

Déformation axiale totale, ε (%)

C
on

tr
ai

nt
e 

ax
ia

le
, σ 

(M
P

a)

Cu−Al−Be1 @ 20°C, ε=10−4s−1.

O

A

B
C

D

Figure 2.35 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction.

La figure 2.36 montre les différents cas que l’on peut alors rencontrer :
a) Si le matériau est purement austénitique, le comportement est de l’élasticité tant
que la contrainte se situe à l’intérieur du critère de transformation directe (f1 ≤ 0).

b) Si le matériau est purement martensitique, le comportement est de l’élasticité tant
que la contrainte se situe à l’intérieur du critère de transformation inverse (f2 ≤ 0).

c) Pour un matériau contenant à la fois de l’austénite et de la martensite, lorsque
l’état de contrainte se situe à l’intérieur des deux critères de transformation, le
comportement est l’élasticité du matériau biphasé.

d) Lorsque la contrainte atteint le critère de transformation directe, l’évolution de la
déformation de transformation suit la règle de normalité.

e) Par contre, lorsque la contrainte atteint le critère de transformation inverse, l’évolu-
tion de la déformation de transformation ne suit plus cette règle, mais reste colinéaire
à la déformation de transformation comme précédemment. L’utilisation d’un cadre
non associé se justifie de la manière suivante : lorsque la martensite orientée se forme
lors de la transformation directe, elle entraîne une déformation de transformation
associée ; lorsque cette martensite disparaît pendant la transformation inverse, la
déformation de transformation conserve alors en moyenne une direction identique.
La direction de l’évolution de la déformation de transformation restant la même,
l’expression de l’évolution de la déformation de transformation et le multiplicateur
de transformation ne changent pas par rapport à l’équation 2.14 et l’équation 2.15.

f) Enfin pour un matériau contenant à la fois de l’austénite et de la martensite, lorsque
les deux critères de transformation sont atteints simultanément (la contrainte se si-
tue alors au croisement des deux critères de transformation), c’est le processus de
réorientation de la martensite qui se produit. Dans ce cas, la direction d’évolution
de la déformation de transformation est un intermédiaire entre celles des transfor-
mations directe et inverse. Il n’y a donc pas besoin de critère supplémentaire pour
gérer la réorientation, une combinaison de transformation directe et transformation
inverse permet de la simuler. Mais il y a alors un choix à faire sur la direction d’évo-
lution de la déformation de transformation afin de modéliser correctement cette
réorientation, nous verrons dans la partie 4.1.4 sur l’intégration numérique qu’il est
possible de régler simplement ce problème.
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Figure 2.36 – Position des critères de transformation par rapport à la contrainte et évolu-
tion de la déformation de transformation, ˙¹tr, dans le plan du déviateur lors de : a) l’élas-
ticité de l’austénite, b) l’élasticité de la martensite, c) l’élasticité de l’alliage biphasé, d) la
transformation directe, e) la transformation inverse, et f) la réorientation.
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2.2.4 Chargement cyclique
Nous avons ensuite modifié le modèle pour prendre en compte les différents phéno-

mènes observés sous chargements cycliques. Un moyen simple d’introduire de la martensite
résiduelle est de jouer sur la cinétique de transformation inverse. Il est en effet possible en
jouant sur la valeur de la taille du domaine élastique du matériau biphasé en fin de trans-
formation inverse, δmin1 , de revenir à contrainte nulle alors que la transformation inverse
n’est pas terminée. Il reste alors, à la fin de la décharge, une déformation de transfor-
mation associée à la martensite non-re-transformée. Avec une valeur de δmin1 supérieure
à la limite de transformation σt0, le modèle permet donc d’introduire une déformation
résiduelle, εr, après un chargement de traction charge-décharge (figure 2.37).
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Figure 2.37 – Influence de la valeur de δmin1 sur celle de la déformation résiduelle, εr.

Mais si l’on répète ensuite le chargement, la déformation résiduelle n’évolue pas car
les points mémoire créés lors de la première boucle sont fixes (figure 2.38). Or, lors des
essais cycliques réalisés, on observe une évolution progressive de la déformation résiduelle
(figure 2.11).
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Figure 2.38 – Résultat de la simulation d’un chargement de traction cyclique par le modèle
présenté jusqu’à présent.
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Nous avons alors rajouté une variable qui permet de faire évoluer cette déformation
résiduelle en faisant varier la valeur de δmin1 en fonction de cette variable. Comme le montre
la figure 2.37, plus la valeur de δmin1 est supérieure à la limite de transformation, σt0, plus
la déformation résiduelle est importante. L’évolution de la déformation résiduelle, εr, sera
donc directement reliée à celle de δmin1 .

2.2.4.1 Traction cyclique à amplitude de déformation constante

La déformation résiduelle, ¹r, n’évolue que lorsque la transformation se produit. On
peut donc utiliser comme variable de pilotage, la transformation cumulée, tr. Elle prend
en compte la totalité de la transformation effectuée que ce soit de la transformation directe
ou inverse.

tr =
∫ ∣∣∣∣∣dε

tr
eq

γ

∣∣∣∣∣ (2.28)

Avec dεtreq l’incrément de déformation de transformation équivalente et γ le paramètre
dépendant du matériau qui relie la fraction volumique de martensite, z, à la déformation
de transformation équivalente, εtreq (équation 2.18). On a vu partie 2.1.3.2 que l’évolution
de la déformation résiduelle, ¹r, observée lors d’un essai de traction cyclique en fonction de
la transformation cumulée, tr, montre que l’évolution de la déformation résiduelle dépend
aussi de l’amplitude du chargement.

On caractérise l’amplitude du chargement à l’aide de la variation de fraction volumique
introduite par rapport au dernier point mémoire :

∆z =
{
z − zminn−1 (ż > 0)
zmaxn − z (ż < 0)

(2.29)

Qui va servir de paramètre à un facteur noté bc :

bc = AB∆z (2.30)

Où A et B sont des paramètres dépendant du matériau. Ce facteur bc intervient alors dans
l’expression de δmin1 et permet de faire varier correctement la déformation résiduelle, εr, en
fonction de la transformation cumulée, tr, et de l’amplitude du chargement (figure 2.39).

δmin1 = ∆min(1 + bc ln(tr + tr0)) (2.31)

Avec ∆min et tr0 des paramètres dépendant du matériau.

2.2.4.2 Traction cyclique « complexe »

Malheureusement les modifications faites pour simuler correctement l’évolution de la
déformation résiduelle, ¹r, en fonction de la transformation cumulée, tr, et de l’amplitude
du chargement, ne suffisent pas dans le cas de l’essai à amplitudes alternées (partie 2.1.3.4).
Lors du passage d’une amplitude de déformation de 4% à 2%, la valeur de δmin1 retombe
à celle qu’il y aurait lors de cycles à 2% uniquement. Cela implique donc une diminution
de la déformation résiduelle, ce qui ne correspond pas aux observations réalisées pendant
les essais (figure 2.21).
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Figure 2.39 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction de la transformation
cumulée lors de la simulation des essais de traction cyclique à amplitude constante.

On va donc améliorer ce point en faisant évoluer δmin1 (et donc la déformation résiduelle,
¹r) en fonction de la différence entre la valeur actuelle de la déformation résiduelle et celle
qu’elle aurait eue si le chargement était à amplitude constante, dont l’expression est
donnée par l’équation 2.31. On reprend donc cette relation pour définir la variable δminac :

δminac = ∆min(1 + bc ln(tr + tr0)) (2.32)

Qui va servir de référence pour l’évolution de δmin1 :

b = bce
δminac −δmin1

C (2.33)

˙δmin1 = b∆min

tr + tr0
ṫr (2.34)

Comme on peut le voir sur la figure 2.40 l’évolution de la déformation résiduelle lors
de la simulation de l’essai de traction à amplitudes alternées présente bien un saut au
moment du second cycle à 4% d’amplitude de déformation. De même, l’évolution lors
des cycles à 2% d’amplitude de déformation est plus faible que celle observée lors de la
simulation de l’essai de traction cyclique à 2% d’amplitude et les courbes tendent à se
rejoindre.

Le modèle développé permet donc de simuler le comportement macroscopique des
Alliages à Mémoire de Forme sous chargement multiaxial non-proportionnel cyclique en
prenant en compte les différentes caractéristiques observées lors des essais : linéarité entre
la fraction volumique de martensite et la déformation de transformation, dissymétrie
traction-compression, effet point mémoire et déformation résiduelle due à de la martensite
résiduelle. Dans la partie suivante, nous allons identifier les paramètres du modèle à partir
des essais réalisés dans la partie 2.1.3, puis valider le comportement du modèle en le
comparant à d’autres résultats expérimentaux.
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Figure 2.40 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction de la transformation
cumulée lors de la simulation de l’essai de traction à amplitudes alternées après prise en
compte des changements d’amplitude.

2.3 Identification des paramètres et validation du mo-
dèle

Cette partie concerne la validation du modèle développé précédemment. Nous allons
présenter tout d’abord l’identification des paramètres dépendant du matériau à l’aide des
résultats de certains des essais réalisés. Puis la simulation d’autres chargements correspon-
dant aux autres essais non utilisés lors de cette identification ainsi qu’à des chargements
plus complexes disponibles dans la littérature, servira à montrer que le modèle fonctionne
correctement.

2.3.1 Identification des paramètres du matériau

Dix-sept paramètres dépendant du matériau ont été introduits dans les équations
constitutives du modèle développé. Treize d’entre eux (E, σt0, γ, p, δmax1 , Rmax

1 , n1, n2,
n3, n4, n5 et ∆min ) sont directement identifiés à partir de la courbe d’un essai de trac-
tion uniaxiale simple (figure 2.41). Le paramètre a caractérisant la dissymétrie traction-
compression peut être identifié à partir d’un essai de traction-compression. Le reste des
paramètres (A, B, C et tr0) est identifié en utilisant les quatre essais de traction cyclique
à amplitude de déformation constante, ainsi que l’essai de traction cyclique à amplitudes
alternées.

Donc parmi les dix-sept paramètres, quatorze s’identifient directement sur une courbe
d’un essai de traction-compression et seuls quatre sont à identifier à partir d’essais cy-
cliques.

Les tableaux 2.2 et 2.3 montrent les valeurs des paramètres permettant respectivement
la description d’un cycle de chargement et du comportement cyclique. Ces valeurs ont été
identifiées à partir des essais effectués sur l’Alliage à Mémoire de Forme utilisé dont les
résultats d’essais sont présentés dans la partie 2.1.
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Figure 2.41 – Identification de paramètres dépendant du matériau sur une courbe d’essai
de traction uniaxiale simple.

E σt0 a γ p ∆min

42GPa 102MPa 0,7 0,0585 10−15 150MPa

δmax1 Rmax
1 n1 n2 n3 n4 n5

5MPa 110MPa 4,62 28,8 68,1 2,01 44,6

Tableau 2.2 – Paramètres dépendant du matériau du modèle de super-élasticité identifiés
grâce à un essai de traction uniaxial simple pour le Cu-Al-Be1 à température ambiante.

A B C tr0

0,125 47,4 1021 1,92

Tableau 2.3 – Paramètres dépendant du matériau du modèle de super-élasticité identifiés
grâce aux essais de traction cyclique pour le Cu-Al-Be1 à température ambiante.

2.3.1.1 Chargement de traction cyclique simple

La figure 2.42 montre les résultats de simulations utilisés pour faire l’identification
des paramètres du modèle. Il s’agit des chargements de traction cyclique à amplitude
constante, dont les résultats concordent bien avec ceux des essais correspondants.
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Figure 2.42 – Comparaison entre : a) à d) la simulation des chargements de traction
cyclique à amplitude constante, et e) à h) les résultats des essais correspondants.
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La figure 2.43 montre l’évolution de la déformation résiduelle au cours du cyclage
pour ces simulations, comparée à celle des essais correspondants. On observe une bonne
correspondance entre les deux séries de courbes.
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Figure 2.43 – Comparaison entre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction de la
transformation cumulée lors des essais de traction cyclique à amplitude constante et celle
lors des simulations correspondantes.

L’évolution de la pente à la recharge n’évolue pas au cours du chargement comme cela
à été observé lors des essais. Par contre, la figure 2.44a montre que la contrainte seuil de
transformation diminue lors du cyclage conformément aux observations réalisées sur les
résultats d’essais (figure 2.44b).
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Figure 2.44 – Comparaison entre l’évolution de la contrainte seuil de transformation en
fonction de la transformation cumulée lors : a) de la simulation des essais de traction
cyclique à amplitude constante, et b) des essais correspondants.

2.3.1.2 Chargement cyclique « complexe »

Le second essai utilisé pour identifier les paramètres du modèle est l’essai de traction
cyclique à amplitudes alternées. La figure 2.45 montre le résultat de la simulation comparé
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à celui de l’essai correspondant. On observe que le point mémoire haut pour les deux séries
de cycles à 2% d’amplitude de déformation, ainsi que celui pour les cycles à 4%, sont
bien respectés comme lors des essais.

- a - - b -

0 1 2 3 4
0

50

100

150

200

Déformation, ε (%)

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ 
(M

P
a)

0 1 2 3 4
0

50

100

150

200

Déformation axiale totale, ε (%)
C

on
tr

ai
nt

e 
ax

ia
le

, σ 
(M

P
a)

Cu−Al−Be1 @ 20°C, ε=10−4s−1.

Figure 2.45 – Comparaison entre : a) la simulation du chargement de traction cyclique à
amplitudes alternées, et b) les résultats de l’essai correspondant.

La figure 2.46 montre l’évolution de la déformation résiduelle au cours du cyclage de
cette simulation, comparée à celle de l’essai correspondant. On peut remarquer l’évolution
de la déformation résiduelle au cours du second cycle à 4% d’amplitude de déformation,
qui augmente brusquement. Mais son augmentation est plus importante que celle observée
lors des essais.
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Figure 2.46 – Comparaison entre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction de la
transformation cumulée lors de l’essai de traction cyclique à amplitudes alternées et celle
lors de la simulation correspondante.

La forme des courbes contrainte-déformation obtenue lors des simulations correspond
bien à celle observée lors des essais. L’évolution de la déformation résiduelle aussi concorde
bien avec celle des résultats expérimentaux. L’identification est donc correcte et le modèle
doit ensuite être validé en comparant ses prédictions avec les résultats d’autres essais.
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2.3.2 Validation du comportement

Une fois les paramètres dépendant du matériau identifiés avec les quelques essais né-
cessaires, l’autre essai réalisé a été utilisé afin de valider quantitativement le modèle en
dehors du cadre de l’identification. Ensuite, d’autres simulations ont été comparées à des
résultats d’essais donnés dans la littérature afin de valider qualitativement le comporte-
ment du modèle pour des chargements plus complexes que de la traction simple, tels que
la traction compression et des chargements multiaxiaux non-proportionnels.

2.3.2.1 Validation quantitative

La simulation présentée dans cette partie permet de comparer les valeurs obtenues lors
de la simulation d’un essai avec les résultats d’un essai réalisé sur le même matériau que
celui utilisé lors de l’identification. Elle permet donc de réaliser une validation quantitative
du modèle et de l’identification des paramètres dépendant du matériau.

2.3.2.1.1 Chargement cyclique « complexe »

Nous avons donc aussi simulé l’autre chargement cyclique « complexe » réalisé lors
des essais (partie 2.1.3.4) et qui n’a pas été utilisé lors de l’identification. Il consiste à
augmenter l’amplitude de déformation du chargement à chaque cycle. Le résultat de la
simulation concorde bien avec celui de l’essai correspondant (figure 2.47).

- a - - b -

0 1 2 3 4 5 6
0

50

100

150

200

250

300

Déformation, ε (%)

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ 
(M

P
a)

0 1 2 3 4 5 6
0

50

100

150

200

250

300

Déformation axiale totale, ε (%)

C
on

tr
ai

nt
e 

ax
ia

le
, σ 

(M
P

a)

Cu−Al−Be1 @ 20°C, ε=10−4s−1.

Figure 2.47 – Comparaison entre : a) la simulation du chargement de traction cyclique à
amplitude croissante, et b) les résultats de l’essai correspondant.

La figure 2.48 montre que l’évolution de la déformation résiduelle lors de la simulation
et celle observée lors des essais sont similaires malgré la particularité de cet essai. En effet,
pour cet essai la déformation résiduelle ne sature pas car l’amplitude augmente à chaque
cycle et cette réponse se retrouve aussi lors de la simulation.
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Figure 2.48 – Comparaison entre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction de la
transformation cumulée lors de l’essai de traction cyclique à amplitude croissante et celle
lors de la simulation correspondante.

2.3.2.2 Validation qualitative

Les essais réalisés étant uniquement des essais de traction, ils ne permettent pas de
vérifier tous les aspects du comportement du modèle qui a été écrit pour des charge-
ments 3D. Dans cette partie, nous utilisons donc des résultats d’essais disponibles dans
la littérature pour les comparer qualitativement avec les résultats de simulations de char-
gements similaires. Les chargements qui seront testés seront un chargement de traction
compression et des chargements multiaxiaux non-proportionnels.

2.3.2.2.1 Chargement de traction-compression

Nous avons tout d’abord simulé un chargement de traction-compression uniaxial. La
figure 2.49 montre le résultat de cette simulation qui peut être comparé au résultat de
l’essai réalisé par Montecinos et al. (2006) (figure 2.50).
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Figure 2.49 – Résultat de la simulation d’un chargement de traction-compression cyclique.

Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme 93



2. Étude et modélisation du comportement super-élastique cyclique des Alliages à
Mémoire de Forme

Figure 2.50 – Résultat d’un essai de traction-compression cyclique par Montecinos et al.
(2006).

On observe que la forme des courbes est assez similaire pour les deux résultats : la
dissymétrie traction-compression est respectée et l’effet du chargement cyclique n’influence
pas beaucoup le comportement car la déformation résiduelle n’évolue presque pas au cours
du chargement.

2.3.2.2.2 Chargement multiaxial non-proportionnel

Pour élargir la validation nous avons ensuite simulé le comportement de l’Alliage à
Mémoire de Forme soumis à des chargements multiaxiaux non-proportionnels cycliques.
Le premier consiste à appliquer un trajet de chargement carré dans le plan des contraintes
(figure 2.52a).

La figure 2.51 montre la taille et la position des critères de transformation au cours
de la simulation de cet essai multiaxial non-proportionnel :

– Entre les points O et A, le matériau est purement austénitique. Le comportement
est donc l’élasticité de l’austénite.

– Entre les points A et B, la transformation directe se produit et les critères de trans-
formation grossissent pour suivre la contrainte imposée.

– Entre les points B et C, à cause du changement de direction dans le chargement, la
contrainte se situe à l’intérieur des deux critères de transformation. Le comportement
est donc l’élasticité du matériau biphasé.

– Entre les points C et D puis D et E, les deux critères de transformation sont at-
teints simultanément. La réorientation de la martensite se produit et la position
du centre du critère de transformation inverse (déterminé par la déformation de
transformation, ¹tr) évolue alors.

– Entre les points E et F, la transformation inverse se produit et la taille des critères
de transformation diminue.
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Figure 2.51 – Taille et position des critères de transformation au cours de la simulation
de l’essai multiaxial non-proportionnel carré.

La figure 2.52 montre le résultat de la simulation de ce chargement réalisé avec quatre
cycles. L’évolution de la déformation au cours du chargement est représentée figure 2.52b
et les courbes contrainte-déformation suivant les deux directions principales du charge-
ment sont représentées respectivement sur les figures 2.52c et 2.52d. Ces résultats peuvent
être comparés, pour le premier cycle, aux résultats de l’essai multiaxial non-proportionnel
réalisé par Bouvet et al. (2002) (figure 2.53). On observe une forte similarité dans les
formes des courbes.

De la même manière, la figure 2.54 montre le résultat de la simulation d’un chargement
multiaxial non-proportionnel en forme de triangle réalisé avec quatre cycles. L’évolution
de la déformation au cours du chargement est représentée figure 2.54b et les courbes
contrainte-déformation suivant les deux directions principales du chargement sont repré-
sentées respectivement sur les figures 2.54c et 2.54d. Ces résultats peuvent être comparés,
pour le premier cycle, aux résultats de l’essai multiaxial non-proportionnel réalisé par Bou-
vet et al. (2002) (figure 2.55). On observe, là aussi, une forte similarité dans les formes
des courbes.

Le modèle permet donc de simuler correctement les chargements super-élastiques mul-
tiaxiaux non-proportionnels cycliques. Mais il serait préférable de réaliser des essais mul-
tiaxiaux cycliques afin de pouvoir valider quantitativement le comportement du modèle
pour ce type de chargement.
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Figure 2.52 – Résultat de la simulation d’un chargement multiaxial non-proportionnel
cyclique carré : a) trajet de chargement, b) résultat en déformation, c) et d) courbes
contrainte-déformation dans chacune des directions.

Figure 2.53 – Résultat d’un essai multiaxial non-proportionnel carré par Bouvet et al.
(2002).



- a - - b -

−250 −200 −150 −100 −50 0 50 

−200

−150

−100

−50

0

Contrainte, σ
1
 (MPa)

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ 2 (
M

P
a)

 

 

σ
dεtr/dt

−1,25 −1 −0,75 −0,5 −0,25 0 0,2  
−1

−0,75

−0,5

−0,25

0

0,2

Déformation, ε
1
 (%)

D
éf

or
m

at
io

n,
 ε 2 (

%
)

- c - - d -

−1,25 −1 −0,75 −0,5 −0,25 0 0,2  

−200

−150

−100

−50

0

Déformation, ε
1
 (%)

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ 1 (
M

P
a)

−1,25 −1 −0,75 −0,5 −0,25 0 0,2  

−200

−150

−100

−50

0

Déformation, ε
2
 (%)

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ 2 (
M

P
a)

Figure 2.54 – Résultat de la simulation d’un chargement multiaxial non-proportionnel
cyclique triangle : a) trajet de chargement, b) résultat en déformation, c) et d) courbes
contrainte-déformation dans chacune des directions.

Figure 2.55 – Résultat d’un essai multiaxial non-proportionnel triangle par Bouvet et al.
(2002).
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2.4 Conclusion
En conclusion, nous avons construit une large base d’essais de traction cyclique. Elle

permet de montrer les particularités du comportement des Alliages à Mémoire de Forme
pour ces chargements cycliques, telles que l’effet point mémoire, l’apparition de la dé-
formation résiduelle dont l’évolution dépend de l’amplitude du chargement mais aussi
de la variation de cette amplitude, la baisse de la pente à la recharge et la baisse de
la contrainte seuil de transformation. Les mesures de résistivité au cours des essais ont
permis de vérifier la relation linéaire qui existe entre la fraction volumique de martensite
et la déformation de transformation équivalente. Enfin nous avons pu vérifier l’origine de
la déformation résiduelle en appliquant un flash thermique à la fin des essais, qui montre
grâce à la disparition de la majeure partie de la déformation résiduelle que la cause est la
présence de martensite résiduelle.

Puisqu’aucun des modèles présents dans la littérature ne prend en compte toutes les
observations réalisées lors des essais, nous avons ensuite développé un modèle qui permet
de simuler correctement le comportement super-élastique cyclique des Alliages à Mémoire
de Forme observé lors des essais, mais en utilisant une écriture 3D pour permettre la
simulation de chargements multiaxiaux non-proportionnels.

Ce modèle se base sur celui développé par Bouvet et al. (2004). Il a d’abord été modi-
fié afin d’éviter une incohérence dans certains cas de chargement. Puis une modification
a été réalisée afin de prendre en compte l’effet cyclique. Elle consiste à faire évoluer le
point de retour en fin de transformation inverse en fonction de la transformation cumulée
et de l’amplitude du chargement, ce qui entraîne l’augmentation de la déformation rési-
duelle au cours du cyclage. Une modification supplémentaire a été rajoutée afin de simuler
correctement le comportement super-élastique sous chargement cyclique à amplitudes de
déformation alternées, en tenant compte de la position actuelle du point retour dans son
évolution.

Finalement, les paramètres du modèle ont été identifiés à l’aide d’une partie des essais
réalisés. Le reste des essais et certains essais donnés dans la littérature ont été utilisés pour
valider quantitativement et qualitativement le comportement du modèle pour différents
types de chargement dont des chargements multiaxiaux non-proportionnels cycliques.

Ce modèle présente des avantages par rapport aux modèles proposés dans la littérature
qui ont été présentés dans la partie 1.2 et dont un résumé est donné dans le tableau 2.4 :

– Prise en compte de la dissymétrie traction-compression.
– Prise en compte de l’effet point mémoire.
– Prise en compte de la baisse de la contrainte seuil de transformation.
– Modèle développé en 3D et permettant de simuler la réorientation de la martensite
lors de chargements multiaxiaux non-proportionnels.

– Prise en compte de l’effet de cyclage dû à de la martensite résiduelle comme l’ont
montré les résultats expérimentaux.

– Dix-huit paramètres dépendant du matériau dont seulement quatre nécessitent une
identification à partir d’essais cycliques.

– Nombre de variables internes relativement faible.
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Par contre, il ne permet pas de simuler le comportement sous chargement thermo-
mécanique cyclique, ni celui lorsque la transformation inverse se termine avant la décharge
à contrainte nulle (cas que l’on rencontre souvent avec des alliages en Ni-Ti). Dans la suite,
nous présenterons donc le développement d’une seconde version du modèle permettant
de simuler correctement à la fois les chargements super-élastiques et les chargements
thermo-mécaniques cycliques. Pour cela nous introduirons l’influence de la température
sur la contrainte seuil de transformation et partirons d’une hypothèse légèrement diffé-
rente sur l’origine de la martensite résiduelle. Celle-ci ne proviendra plus seulement d’une
transformation inverse incomplète, mais aussi de martensite bloquée qui ne se transforme
plus en austénite.
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Chapitre 3

Étude et modélisation du
comportement d’effet mémoire
assisté cyclique des Alliages à
Mémoire de Forme

On fait la science avec des faits, comme on fait
une maison avec des pierres ; mais une accumu-
lation de faits n’est pas plus une science qu’un tas
de pierres n’est une maison.

Henri Poincaré (1854–1912)
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3.1. Étude expérimentale d’un alliage de Cu-Al-Be

Dans ce chapitre, nous présenterons une seconde version du modèle permettant de si-
muler correctement à la fois le comportement super-élastique et le comportement thermo-
mécanique des Alliages à Mémoire de Forme. Le modèle développé se base sur le modèle
précédent auquel sont apportées quelques modifications. Afin de garder ce chapitre indé-
pendant du précédent, les informations nécessaires seront reprises dans cette partie mais
de façon plus succincte.

Nous présenterons d’abord le matériau utilisé, les conditions et les résultats des essais
super-élastiques et thermo-mécaniques réalisés sur un Alliage à Mémoire de Forme. En-
suite, nous expliciterons les équations de la nouvelle version du modèle développé pour
simuler le comportement cyclique observé lors des essais. Finalement nous identifierons
les paramètres du modèle à l’aide des résultats de certains des essais réalisés et validerons
le comportement du modèle grâce aux autres résultats d’essais ainsi qu’à des résultats
d’essais disponibles dans la littérature.

3.1 Étude expérimentale d’un alliage de Cu-Al-Be

3.1.1 Matériau étudié

Le matériau utilisé dans ce chapitre est quasiment identique à celui utilisé dans la
partie 2.1 pour les essais de super-élasticité, mais présente des températures de transfor-
mation différentes. Il sera donc noté Cu-Al-Be2. Pour rappel, c’est un Alliage à Mémoire
de Forme polycristallin composé de cuivre, d’aluminium et de béryllium. Il est fourni par
la société Nimesis avec une composition en pourcentages atomiques de : Cu 87%, Al 11%
et Be 2%. Le diamètre des fils utilisés pour les essais de ce chapitre est de 0,8mm.

Nous avons changé d’alliage pour des raisons techniques : afin de réaliser des essais
d’effet mémoire assisté il faut refroidir le matériau depuis sa phase austénitique jusqu’à sa
phase martensitique. Or le Cu-Al-Be1 étant austénitique à température ambiante, il faut
le refroidir à très basse température pour atteindre le domaine martensitique. L’enceinte
thermique dont nous disposons ne le permettant pas facilement, nous avons donc utilisé un
autre alliage qui est martensitique à température ambiante et austénitique après chauffage.

La figure 3.1 montre l’évolution de la résistivité au cours d’un cycle thermique sans
contrainte et le tableau 3.1 les températures caractéristiques qui sont mesurées et com-
parées à celles de l’alliage utilisé dans le chapitre précédent. La taille des grains pour cet
alliage est d’environ 100µm dans la section et 200µm dans le sens du fil.

Matériau M0
s (℃) M0

f (℃) A0
s (℃) A0

f (℃)
Cu-Al-Be1 -22,5 -35,5 -24 -10,5
Cu-Al-Be2 43 19 40 63

Tableau 3.1 – Températures caractéristiques de transformation du Cu-Al-Be1 et du Cu-
Al-Be2.
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Figure 3.1 – Évolution de la résistivité en fonction de la température au cours d’un cycle
en température sans contrainte sur un fil en Cu-Al-Be2.

3.1.2 Démarche expérimentale
Les essais d’effet mémoire assisté ont été réalisés sur la même machine de traction que

pour les essais de super-élasticité. Nous avons utilisé une enceinte thermique pour piloter
la température des essais (figure 3.2). Elle permet d’imposer une température allant de
-80℃ à 200℃.

Figure 3.2 – Enceinte thermique utilisée pour les essais à température contrôlée.

3.1.2.1 Pilotage des essais

Le pilotage de la température de l’enceinte thermique se fait grâce à un contrô-
leur Eurotherm (figure 3.3). Il est utilisé pour imposer une rampe de température de
±2,5℃min−1. Cette vitesse de chauffage/refroidissement est volontairement lente pour
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permettre une bonne homogénéité de la température dans l’enceinte tout au long de l’es-
sai.

Figure 3.3 – Contrôleur de température Eurotherm.

3.1.2.2 Mesure d’effort et de déformation

L’effort appliqué est mesuré à l’aide d’une cellule d’effort plus faible que lors des
essais de super-élasticité (figure 3.4). Elle n’accepte qu’une charge maximale de 500N
mais permet de maintenir un effort constant de manière plus précise lors des essais d’effet
mémoire assisté.

Figure 3.4 – Capteur de force utilisé lors des essais.

La déformation de l’éprouvette est mesurée à l’aide du même extensomètre électro-
mécanique avec une base de mesure de 20mm.
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3.1.3 Résultats expérimentaux de super-élasticité
Dans cette partie, seront présentés tous les résultats des essais de traction qui ont été

réalisés. Tout d’abord des essais de traction cyclique à amplitude de chargement constante
ont été réalisés. Ils permettront d’identifier par la suite les paramètres du modèle. Un
essai de traction permettant de vérifier l’effet point mémoire a été réalisé afin de bien
appréhender le phénomène. Puis nous présenterons les résultats des essais de traction
cyclique à amplitude de chargement variable, qui permettront de valider le comportement
du modèle.

3.1.3.1 Essai de traction charge-décharge

Lors d’un essai de traction simple charge-décharge (figure 3.5), on observe bien la
charge élastique à partir du point O suivie, lorsqu’une contrainte limite est atteinte au
point A, d’une transformation entraînant une déformation supplémentaire. Lors de la
décharge à partir du point B, la décharge élastique n’existe pas ou est très faible et la
transformation inverse se produit quasiment immédiatement. La pente observée à la fin de
la décharge au point C est légèrement plus faible que la pente élastique observée entre les
points O et A. On peut donc penser que la transformation inverse n’est alors pas encore
terminée, ce qui expliquerait la présence de la déformation résiduelle.
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Figure 3.5 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction simple.

3.1.3.2 Essai de traction cyclique à amplitude de déformation constante

Afin de déterminer l’influence du cyclage sur le comportement de l’alliage, des essais de
traction cyclique ont été réalisés (figure 3.6). Différentes amplitudes de déformation ont été
utilisées afin de vérifier aussi l’influence de l’amplitude du chargement sur l’évolution de la
déformation résiduelle. Pour ne pas influencer les résultats, chacun des essais a été réalisé
sur une éprouvette vierge de tout chargement. Les essais n’ont pas été réalisés jusqu’à la
rupture mais ont été interrompus au bout d’un certain nombre de cycles prédéterminé.

La déformation résiduelle observée à la fin du premier cycle augmente à chaque cycle et
tend vers une valeur de saturation. Mais on peut constater que la vitesse d’évolution et la
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Figure 3.6 – Courbes de contrainte-déformation d’essais de traction cyclique pour des
amplitudes constantes : a) 120 cycles à 1%, b) 100 cycles à 2%, c) 80 cycles à 3%, et
d) 50 cycles à 4% de déformation.

valeur de saturation de la déformation résiduelle dépendent de l’amplitude de déformation
imposée (figure 3.7a). Plus l’amplitude de déformation du chargement est importante plus
la déformation résiduelle évolue rapidement avec le nombre de cycles avant d’atteindre
une valeur à saturation dépendant de l’amplitude.

Une première hypothèse consiste à supposer que la déformation résiduelle, εr, évolue
en fonction de la « quantité de transformation » produite durant les essais de traction
cyclique. On définit alors la transformation cumulée, tr, comme étant la totalité de la
déformation de transformation qui apparaît ou disparaît au cours d’un essai, divisée par
la déformation de transformation maximale, γ :

tr =
∫ ∣∣∣∣∣dεtrγ

∣∣∣∣∣ (3.1)

Les figures 3.7a et 3.7b montrent l’évolution de la déformation résiduelle, εr, en fonc-
tion respectivement du nombre de cycles et de la transformation cumulée, tr. La différence
entre les courbes montre que la transformation cumulée, tr, ne suffit pas à décrire l’évo-
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lution de la déformation résiduelle, mais qu’il faut aussi prendre en compte directement
l’amplitude du chargement.
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Figure 3.7 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles,
et b) de la transformation cumulée lors des essais de traction cyclique à amplitudes
constantes.

La figure 3.8 montre l’évolution de la pente à la recharge, Er (voir figure 3.6d), qui
décroît fortement lors des premiers cycles, puis tend progressivement vers une valeur de
saturation.
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Figure 3.8 – Évolution de la pente à la recharge en fonction du nombre de cycles lors des
essais de traction cyclique à amplitudes constantes.

La figure 3.9 montre l’évolution de la contrainte seuil de transformation, σt0, qui, de
même que la pente à la recharge, décroît fortement lors des premiers cycles, puis tend
progressivement vers une valeur de saturation.

Ces résultats sont eux aussi cohérents avec l’hypothèse d’une déformation résiduelle
provenant d’une transformation incomplète à la fin de la décharge. La fraction volumique
de martensite résiduelle étant de plus en plus importante, la déformation résiduelle aug-
mente et la pente à la recharge diminue à chaque cycle.
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Figure 3.9 – Évolution de la contrainte seuil de transformation, σt0, en fonction du nombre
de cycles lors des essais de traction cyclique à amplitude constante.

3.1.3.3 Essai de traction cyclique « complexe »

Les essais précédents nous permettront de proposer un modèle de comportement cy-
clique prenant en compte l’amplitude du chargement. Afin de vérifier que ce modèle
fonctionne aussi pour des chargements avec une amplitude variable au cours de l’essai,
nous avons réalisé des essais de traction cyclique « complexe ».

Le premier est un essai de traction uniaxiale cyclique à amplitude croissante. Il consiste
à augmenter l’amplitude de déformation maximale de 0,5% à chaque cycle (figure 3.10).
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Figure 3.10 – Trajet de chargement de l’essai de traction cyclique à amplitude de défor-
mation croissante.

La figure 3.11 montre la courbe contrainte-déformation correspondante. On peut ob-
server lors de cet essai que l’effet point mémoire est respecté : à chaque cycle, lors de la
recharge, la courbe passe par le point maximal de la boucle en cours ; par contre, elle ne
passe pas par ceux des cycles précédents car les boucles ont déjà été fermées.

La figure 3.12a montre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction du nombre
de cycles et la figure 3.12b son évolution en fonction de la transformation cumulée, tr.
Contrairement aux essais de traction cyclique précédents, la déformation résiduelle ne
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Figure 3.11 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction cyclique à amplitude
croissante.

sature pas pour cet essai. Ce n’est cependant pas contradictoire avec les résultats des
essais de traction cyclique à différentes amplitudes : la déformation résiduelle augmente
de plus en plus car l’amplitude du chargement augmente de plus en plus.
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Figure 3.12 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles, et
b) de la transformation cumulée lors de l’essai de traction cyclique à amplitude croissante.

Nous avons ensuite réalisé un essai de traction uniaxiale cyclique à amplitudes alter-
nées. Il consiste à réaliser le chargement suivant (figure 3.13) :

– un cycle à 4% de déformation,
– 50 cycles à 2% de déformation,
– à nouveau un cycle à 4% de déformation,
– suivi aussi de 50 cycles à 2% de déformation.
Cet essai permet de mettre en évidence deux aspects. Il montre l’influence d’un

changement d’amplitude du chargement après plusieurs cycles à amplitude de déforma-
tion constante, ainsi que celle d’une baisse d’amplitude. Pour cet essai aussi, la courbe
contrainte-déformation (figure 3.14) montre que l’effet point mémoire est vérifié.
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Figure 3.13 – Trajet de chargement de l’essai de traction cyclique à amplitudes alternées.
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Figure 3.14 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction cyclique à ampli-
tudes alternées.

Les figures 3.15a et 3.15b montrent l’évolution de la déformation résiduelle en fonction
respectivement du nombre de cycles et de la transformation cumulée, tr, comparés à celles
des essais de traction cyclique à 2% et 4% d’amplitudes de déformation. On observe que
la déformation résiduelle augmente fortement lors des cycles à 4% et plus faiblement lors
des cycles à 2% comme lors des essais de traction cyclique à amplitude de déformation
constante.

On peut aussi remarquer que pour les premiers cycles à 2% d’amplitude de déforma-
tion, l’évolution est plus lente que lors de l’essai de traction cyclique à 2% d’amplitude de
déformation et que les deux courbes tendent à se rejoindre. De même lors du second cycle
à 4% d’amplitude de déformation, l’évolution de la déformation résiduelle est beaucoup
plus importante comparée à celle de l’essai de traction cyclique à 4% d’amplitude de
déformation pour une valeur de transformation cumulée correspondante.

Ces résultats confirment que la transformation cumulée, tr, ne suffit pas à décrire l’évo-
lution de la déformation résiduelle, mais qu’il faut aussi prendre en compte directement
l’amplitude du chargement.
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Figure 3.15 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles, et
b) de la transformation cumulée lors de l’essai de traction cyclique à amplitudes alternées.

3.1.4 Résultats expérimentaux d’effet mémoire assisté
Puisque nous ne cherchons pas à modéliser la présence de la martensite auto-accom-

modée, les essais et les simulations de chargements d’effet mémoire assisté se feront de la
manière suivante :

– chauffage à haute température dans le domaine austénitique,
– chargement élastique jusqu’à la contrainte qui sera maintenue tout au long de l’essai,
– cyclage thermique entre le domaine austénitique et le domaine martensitique.

3.1.4.1 Essai d’effet mémoire assisté simple

Lors d’un essai d’effet mémoire assisté consistant à un refroidissement-chauffage (fi-
gure 3.16), on commence par appliquer à haute température la contrainte qui sera mainte-
nue tout au long de l’essai. On observe donc une déformation élastique qui restera ensuite
constante lors des changements de température. Le refroidissement entraîne une légère
diminution de la déformation due à la dilatation thermique, mais elle reste faible. Lorsque
la transformation directe se produit, la déformation augmente fortement et se stabilise
lorsque la transformation est complète. Lors du chauffage, la déformation due à la trans-
formation disparaît avec la transformation inverse. Il reste cependant une déformation
résiduelle, εr, en plus de la déformation élastique à la fin du cycle. On observe que la
déformation due à la transformation atteint un maximum de 4% seulement.

3.1.4.2 Essai d’effet mémoire assisté avec point mémoire

Afin de vérifier que l’effet point mémoire existe aussi pour des chargements d’effet
mémoire assisté, nous avons réalisé un essai de cyclage thermique sous contrainte avec
boucle interne. Le trajet de chargement utilisé est décrit sur la figure 3.17. Il consiste, à
partir de l’état austénitique (température supérieure à Af ), à :

– charger élastiquement l’éprouvette jusqu’à 250MPa (point A),
– refroidir l’éprouvette à une température inférieure à Mf (point B),
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Figure 3.16 – Courbe de déformation-température d’un essai d’effet mémoire assisté.

– réchauffer à une température comprise entre As et Af (point C),
– refroidir à une température supérieure à Mf (point D),
– réchauffer à une température supérieure à Af (point E).
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Figure 3.17 – Trajet de chargement en température permettant d’illustrer l’effet point
mémoire pour les chargements d’effet mémoire assisté.

Sur la courbe résultat de l’essai (figure 3.18) on observe bien que la boucle interne se
referme sur le point mémoire créé lors de l’ouverture de la boucle (point B).

3.1.4.3 Essai d’effet mémoire assisté cyclique

Afin de vérifier l’influence du cyclage sur le comportement thermo-mécanique, nous
avons réalisé un essai d’effet mémoire assisté cyclique (figure 3.19). On observe une aug-
mentation de la déformation à chaque cycle surtout pour les hautes températures lorsque
le matériau est austénitique. Nous avons réalisé un seul essai cyclique pour une seule
contrainte appliquée car la durée d’un tel essai est importante (24 heures) et surtout le
contrôleur de température ne permettant pas de programmer le cyclage, il était nécessaire
d’être présent toutes les heures.
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Figure 3.18 – Courbe de déformation-température d’un essai d’effet mémoire assisté illus-
trant l’effet point mémoire.
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Figure 3.19 – Courbe de déformation-température d’un essai d’effet mémoire assisté cy-
clique.

Les figures 3.20a et 3.20b montrent l’évolution de la déformation résiduelle observée
à la fin de chaque cycle dans le domaine austénitique (haute température) et dans le
domaine martensitique (basse température) en fonction respectivement du nombre de
cycles et de la transformation cumulée, tr. On observe que les déformations résiduelles
augmentent au cours du cyclage et tendent vers une valeur de saturation. L’évolution de
la déformation résiduelle dans le domaine austénitique étant plus importante, on peut en
déduire que la taille de l’hystérésis diminue à chaque cycle.

Lors de ces essais, nous retrouvons donc le comportement observé dans le chapitre 2
pour des chargements de super-élasticité. Les essais d’effet mémoire assisté ont permi de
déterminer plusieurs aspects du comportement des Alliages à Mémoire de Forme :

– L’effet point mémoire est aussi vérifié pour les chargements d’effet mémoire assisté.
– La déformation résiduelle qui apparaît au cours du cyclage est aussi présente lors
des essais d’effet mémoire assisté à la fois dans le domaine austénitique et dans le
domaine martensitique.

114 Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme



3.2. Modélisation du comportement thermo-mécanique cyclique

- a - - b -

0 2 4 6 8 10  
0

0,5

1

1,5

2

Nombre de cycles, N

D
éf

or
m

at
io

n 
ré

si
du

el
le

, εr  (
%

)

 

 

Haute température
Basse température

Cu−Al−Be2 @ 250MPa, T=2,5°Cmin−1.

0 2 4 6 8 10 12  
0

0,5

1

1,5

2

Transformation cumulée, tr

D
éf

or
m

at
io

n 
ré

si
du

el
le

, εr  (
%

)

 

 

Haute température
Basse température

Cu−Al−Be2 @ 250MPa, T=2,5°Cmin−1.

Figure 3.20 – Évolution de la déformation résiduelle en fonction : a) du nombre de cycles,
et b) de la transformation cumulée lors de l’essai d’effet mémoire assisté cyclique.

Or, dans le modèle développé précédemment, la déformation résiduelle provient de la
martensite résiduelle qui apparaît à cause d’une transformation inverse incomplète. Lors
des essais d’effet mémoire assisté, la transformation est complète et pourtant il y a appa-
rition de la déformation résiduelle. Cependant, l’essai de flash thermique, réalisé dans la
partie 2.1.3.5, indique bien que l’origine de la déformation résiduelle est principalement
due à la présence de martensite.

Pour prendre en compte ces observations, nous allons donc modifier le modèle pré-
cédent afin d’introduire de la martensite bloquée qui sera à l’origine de la déformation
résiduelle même lorsque la transformation inverse est terminée.

3.2 Modélisation du comportement thermo-mécanique
cyclique

Le modèle développé précédemment ne permet pas de simuler correctement le com-
portement des Alliages à Mémoire de Forme soumis à un chargement thermo-mécanique
cyclique. Cependant, dans cette partie, nous allons voir qu’en le modifiant légèrement, il
est possible d’améliorer ces simulations.

3.2.1 Modèle de base
Le modèle présenté dans ce chapitre est basé sur celui développé dans le chapitre

précédent, avant que ne soit pris en compte le comportement cyclique (partie 2.2.4). En
effet, la méthode précédente consistant à introduire une déformation résiduelle à partir
d’une transformation inverse incomplète ne permet pas de modéliser l’apparition de la
déformation résiduelle lors de la simulation d’essais d’effet mémoire assisté puisque la
transformation inverse est complète pour ces chargements (figure 3.21).

Nous utiliserons donc une autre méthode permettant de prendre en compte le com-
portement sous chargements cycliques. Le modèle de base reste cependant le même que
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Figure 3.21 – Simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté cyclique grâce au modèle
développé dans le chapitre 2.

le précédent, mais sans la prise en compte des aspects dus aux chargements cycliques. Il
permet de décrire le comportement super-élastique avec ou sans déformation résiduelle
à la fin du premier cycle due à une transformation inverse incomplète lors de charge-
ments super-élastiques. Mais cette déformation n’évolue pas au cours des cycles suivants
(figure 2.38). Il permet aussi de simuler le comportement lors d’un chargement d’effet mé-
moire assisté, mais sans déformation résiduelle car la transformation inverse est forcément
complète (figure 3.22) et il n’y a donc pas apparition de déformation résiduelle à la fin
d’un cycle.
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Figure 3.22 – Simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté grâce au modèle déve-
loppé dans le chapitre 2 sans prise en compte des aspects dus aux chargements cycliques.

Le modèle se base sur trois hypothèses, ainsi que sur l’utilisation de deux critères de
transformation. Les hypothèses que nous présenterons par la suite sont la partition de
la déformation en déformation élastique et en déformation de transformation, la loi de
transformation qui suit la règle de normalité, ainsi que la relation linéaire entre la fraction
volumique de martensite, z, et la déformation de transformation équivalente, εtreq, vérifiée
lors des essais (figure 2.8).
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3.2.1.1 Partition de la déformation

La première hypothèse sur laquelle est fondé le modèle est l’hypothèse des petites
perturbations. Elle permet l’adoption de la partition du tenseur de déformation, ¹, en un
tenseur de déformation élastique, ¹e, et un tenseur de déformation de transformation, ¹tr :

¹ = ¹
e + ¹

tr = C
−1
² + ¹

tr (3.2)

Avec ² le tenseur des contraintes. Les comportements élastiques des deux phases (austénite
et martensite) sont supposés identiques et sont représentés par le tenseur d’élasticité de
Hooke du quatrième ordre, C.

3.2.1.2 Critères de transformation directe et inverse

Afin de piloter les transformations directe et inverse, deux critères de transformation
sont utilisés. Le premier, pilotant la transformation directe :

f1 = σ − R(z) + σt0(T )
g(yσ)

≤ 0 (z < 1) (3.3)

Où R(z) caractérise la taille du critère de transformation, z est la fraction volumique de

martensite, σ =
√

3
2s : s est la contrainte équivalente de von Mises avec s = ² − tr (²)

3 Id

la contrainte déviatorique, yσ = 27
2

det(s)
2σ3 est le troisième invariant du tenseur des

contraintes et g est la fonction permettant de modifier la forme du critère de transfor-
mation afin de prendre en compte la dissymétrie de traction-compression observée dans
le comportement des Alliages à Mémoire de Forme (Vacher et Lexcellent (1991); Patoor
et al. (1995); Gall et al. (1997); Liu et al. (1998) et Orgéas et Favier (1998)). Et avec
σt0(T ) la contrainte seuil de transformation en traction dépendant de la température :

σt0(T ) = µ(T − T0) (3.4)

Où µ et T0 sont des paramètres dépendant du matériau.
La dissymétrie entre traction et compression, vue dans la partie 2.2.1.2, est prise en

compte grâce à la fonction g qui permet de modifier la forme du critère de transformation.
La fonction utilisée est la suivante :

g(y) = cos
(

cos−1(1− a(1− y))
3

)
(3.5)

Avec a un facteur permettant de régler la dissymétrie. Elle permet d’obtenir un critère
de transformation convexe pour des valeurs de a allant de 0 à 1 (Bigoni et Piccolroaz
(2004)). Lorsque a vaut 0, g(y) vaut 1 pour tout y et le critère est donc identique à celui

de von Mises. Lorsque a vaut 1, g(y) varie entre
√

3
2 et 1, ce qui donne le maximum de

dissymétrie de traction-compression tout en gardant un critère de transformation convexe.
La figure 3.23 représente, dans ces deux cas, la projection des critères de transformation
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Figure 3.23 – Formes des critères de transformation avec un minimum (a = 0, von Mises)
et un maximum (a = 1) de dissymétrie traction-compression.

sur le plan du déviateur, avec sI , sII et sIII qui représentent les déviateurs des contraintes
principales.

La valeur de a peut être déterminée à partir des limites de transformation directe en
traction, σt0(T ), et en compression, σc0(T ) :

a = 1
2

(
1− cos

(
3 cos−1

(
σt0(T )
σc0(T )

)))
(3.6)

La contrainte équivalente, σeq, s’exprime en fonction de la contrainte équivalente de
von Mises, σ, et la fonction g :

σeq = σg(yσ) (3.7)
Le second critère de transformation, pilotant la transformation inverse, est de forme

et de taille identique au critère de transformation directe. Il est seulement décalé dans la
direction de la déformation de transformation, ¹tr :

f2 = X− ² − R(z) + σt0(T )
g(yX−σ)

≤ 0 (z > 0) (3.8)

Avec X le tenseur qui détermine le centre du critère de transformation inverse et qui est
donc colinéaire à la déformation de transformation, ¹tr :

X =
(

(R(z) + σt0(T ))
(

1
g(yε)

+ 1
g(−yε)

)
− δ(z)

)
¹tr√

3
2¹
tr : ¹tr

(3.9)

Où δ(z) est la taille caractéristique du domaine élastique du matériau biphasé représentée
en gris sur la figure 3.24.

3.2.1.3 Évolution de la déformation de transformation

Pour la transformation directe, l’hypothèse retenue est la règle de normalité. Lors de
la transformation directe, la vitesse de déformation de transformation, ˙¹tr, est donc définie
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Figure 3.24 – Formes des critères de transformation du modèle.

parallèle au tenseur Kσ (équation 3.11), qui est la normale au critère de transformation
directe, f1 = 0 (figure 3.25c). Cette hypothèse a été validée expérimentalement sous
chargement de traction-compression biaxiale par Bouvet et al. (2002) et sous chargement
de traction-torsion par Taillard (2006).

Par contre, lors de la transformation inverse, afin de toujours vérifier la relation entre
la fraction volumique de martensite, z, et la déformation de transformation, ¹tr, il est
nécessaire de respecter la condition suivante même lors de chargements complexes : la
déformation de transformation doit revenir à zéro en même temps que la fraction volu-
mique de martensite à la fin de la transformation inverse. Afin de réaliser cette contrainte
simplement, il suffit de définir la direction de la vitesse de déformation de transformation,
˙¹tr, colinéaire à la déformation de transformation, ¹tr (figure 3.25d). La direction de la
déformation de transformation ne respecte donc pas la règle de normalité. On est donc
dans un cadre non associé.

La vitesse de déformation de transformation vaut alors :

˙¹tr =


λ̇1
∂f1

∂²
= λ̇1Kσ en transformation directe (ż > 0)

−λ̇2
¹tr

εtr
en transformation inverse (ż < 0)

(3.10)

Avec le tenseur normal au critère de transformation directe, Kσ, qui vaut :

Kσ = ∂σeq
∂²

= 3
2g(yσ)Nσ + 9

2g
′(yσ)

(
3N2

σ − yσNσ −
2
3 Id
)

(3.11)
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Où Nσ = s

σ
, et avec λ̇1 et λ̇2 les multiplicateurs de transformation donnés par les condi-

tions de cohérence :

f1 < 0 et f2 < 0 ⇒ λ̇1 = λ̇2 = 0 (élasticité)
f1 = 0, ḟ1 < 0 et f2 < 0 ⇒ λ̇1 = 0 (décharge élastique)
f2 = 0, ḟ2 < 0 et f1 < 0 ⇒ λ̇2 = 0 (recharge élastique)

f1 = 0, ḟ1 = 0 et f2 < 0 ⇒ λ̇1 = γż

Kε : Kσ

≥ 0 (transformation directe)

f2 = 0, ḟ2 = 0 et f1 < 0 ⇒ λ̇2 = −γż g(−1)
g(−yε)

≥ 0 (transformation inverse){
f1 = 0
ḟ1 = 0 et

{
f2 = 0
ḟ2 = 0 ⇒ λ̇1Kε : Kσ − λ̇2

g(−yε)
g(−1) = γż (réorientation)

(3.12)
Avec Kε le tenseur normal au critère de transformation dans le domaine des déformations
défini par Bouvet et al. (2004) :

Kε =
∂εtreq
∂¹tr

= 1
g(−1)

(2
3g(−yε)Nε + 2g′(−yε)

(
−2N2

ε + yεNε + Id

))
(3.13)

Où Nε = ¹tr

εtr
.

La figure 3.25 montre les différents cas que l’on peut alors rencontrer :
a) Si le matériau est purement austénitique (z = 0), le comportement est l’élasticité
de l’austénite tant que la contrainte se situe à l’intérieur du critère de transformation
directe (f1 < 0).

b) Si le matériau est purement martensitique (z = 1), le comportement est l’élasticité
de la martensite tant que la contrainte se situe à l’intérieur du critère de transfor-
mation inverse (f2 < 0).

c) Pour un matériau contenant à la fois de l’austénite et de la martensite (0 < z < 1),
lorsque l’état de contrainte se situe à l’intérieur des deux critères de transformation
(f1 < 0 et f2 < 0, zone grisée), le comportement est l’élasticité du matériau biphasé.
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Figure 3.25 – Position des critères de transformation par rapport à la contrainte et évolu-
tion de la déformation de transformation ˙¹tr dans le plan du déviateur lors de : a) l’élasti-
cité de l’austénite, b) l’élasticité de la martensite, c) l’élasticité de l’alliage biphasé, d) la
transformation directe, e) la transformation inverse, et f) la réorientation.
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d) Lorsque la contrainte atteint le critère de transformation directe (f1 = 0, ḟ1 = 0
et z < 1), la transformation directe se produit et l’évolution de la déformation de
transformation suit la règle de normalité. Dans ce cas, ż est positif car la martensite
se crée et λ̇1 peut être déterminé en utilisant la condition de cohérence ḟ1 = 0.

e) Par contre, lorsque la contrainte atteint le critère de transformation inverse (f2 = 0,
ḟ2 = 0 et z > 0), l’évolution de la déformation de transformation ne suit plus cette
règle mais reste colinéaire à la déformation de transformation. L’utilisation d’un
cadre non associé se justifie de la manière suivante : lorsque la martensite orientée
se forme lors de la transformation directe, elle entraîne une déformation de trans-
formation associée ; lorsque cette martensite disparaît pendant la transformation
inverse, la déformation de transformation conserve alors en moyenne une direction
identique. Dans ce cas, ż est négatif car la martensite disparaît et λ̇2 peut être
déterminé en utilisant la condition de cohérence ḟ2 = 0.

f) Enfin pour un matériau contenant à la fois de l’austénite et de la martensite, lorsque
les deux critères de transformation sont atteints simultanément (f1 = 0 et f2 = 0),
c’est le processus de réorientation de la martensite qui se produit. Dans ce cas, la
fraction volumique de martensite, z, reste quasiment constante alors que la direction
de la déformation de transformation, ¹tr, évolue suivant une direction intermédiaire
entre celles des transformations directe et inverse. Ce cas particulier ne se rencontre
que lors des chargements multiaxiaux non-proportionnels.

La figure 3.26 montre la courbe contrainte-déformation d’un essai de traction. Entre les
points O et A le comportement est l’élasticité de l’austénite pure (cas a). Puis la trans-
formation directe se produit entre A et B (cas d). À la décharge, entre les points B et C,
le comportement est l’élasticité du matériau biphasé (cas c). Ensuite, la transformation
inverse se produit entre les points C et D (cas e).
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Figure 3.26 – Courbe de contrainte-déformation d’un essai de traction.

De même, lors d’un essai d’effet mémoire assisté dont la courbe déformation-température
est donnée sur la figure 3.27, entre les points O et A le comportement est l’élasticité de
l’austénite pure (cas a) : la diminution de la température entraîne la baisse de la contrainte
seuil de transformation, σt0. Puis la transformation directe se produit entre A et B (cas
d) lorsque le critère de transformation directe rejoint la contrainte appliquée et la défor-
mation de transformation apparaît alors. Pendant le chauffage, entre les points B et C, le
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comportement est l’élasticité de la martensite (cas b). Ensuite, la transformation inverse
se produit entre les points C et D (cas e) et la déformation de transformation disparaît.
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Figure 3.27 – Courbe de déformation-température d’un essai d’effet mémoire assisté.

3.2.1.4 Fraction volumique de martensite

La troisième hypothèse utilisée est la relation linéaire entre la fraction volumique de
martensite, z, et la déformation de transformation équivalente, εtreq :

z =
εtreq
γ

(3.14)

Avec γ un paramètre dépendant du matériau correspondant à la déformation de transfor-
mation équivalente maximale et εtreq la déformation de transformation équivalente. Celle-ci
est définie par l’égalité entre la puissance de transformation et la puissance de transfor-
mation équivalente (Bouvet et al. (2004)) :

² : ¹tr = σeqε
tr
eq (3.15)

εtreq =
√
εtr : εtr
Kσ : Kσ

= εtr√
g2(yσ) + 9g′2(yσ)(1− y2

σ)
(3.16)

εtreq ≈ εtr
g(−yε)
g(−1) (3.17)

Où g est la fonction définie par l’équation 3.5.
La relation entre la fraction volumique de martensite, z, et la déformation de trans-

formation, ¹tr, a été proposée initialement par Vacher et Lexcellent (1991) et a été validée
récemment pour des chargements multiaxiaux par Taillard (2006); Taillard et al. (2008).
Elle a été vérifiée durant les essais de traction (partie 2.1.2.3) grâce à des mesures de
résistivité permettant de remonter à la fraction volumique de martensite (figure 2.8). On
peut en déduire la valeur de la déformation de transformation équivalente maximale, γ,
qui vaut environ 6%.
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Cependant, on observe lors des essais d’effet mémoire assisté (partie 3.1.4) que la dé-
formation de transformation équivalente maximale est d’environ 4%. L’explication peut
être l’apparition de martensite auto-accommodée quand la contrainte appliquée est trop
faible. En effet, lorsque la contrainte est très faible, l’austénite se transforme uniquement
en martensite auto-accommodée. Mais lorsque que l’on applique une contrainte plus im-
portante, une partie de l’austénite se transforme alors en martensite orientée durant l’essai
d’effet mémoire assisté. Et cela jusqu’à ce que l’on atteigne une contrainte pour laquelle
toute l’austénite se transforme en martensite orientée. La figure 3.28 montre l’évolution
de la déformation de transformation équivalente maximale en fonction de la contrainte
appliquée lors d’un essai sur un alliage de Cu-Zn-Al réalisé par Lexcellent et al. (2000).

Figure 3.28 – Évolution de la déformation de transformation équivalente maximale en
fonction de la contrainte appliquée par Lexcellent et al. (2000).

Afin de prendre en compte ce comportement dans le modèle sans avoir à introduire la
présence de martensite auto-accommodée et les mécanismes de transformation associés,
nous proposons de limiter la fraction volumique de martensite maximale, zmax, que le mo-
dèle peut atteindre en fonction de la contrainte appliquée. Puisque la fraction volumique
de martensite est reliée à la déformation de transformation équivalente par la relation
donnée dans l’équation 3.14, cela permet de limiter celle-ci en fonction de la contrainte
appliquée. Nous n’avons pas pu le faire, mais il serait intéressant de réaliser une série
d’essais d’effet mémoire assisté à différentes contraintes afin d’en déduire les fractions
volumiques de martensite maximales qui correspondent.

3.2.2 Évolution des critères de transformation et effet point mé-
moire

La taille et la position des critères de transformation sont définies respectivement par
les variables R(z) et δ(z). Pour que l’effet point mémoire soit respecté, il est nécessaire
que leurs valeurs soient les mêmes lors de l’ouverture et de la fermeture d’une boucle
de chargement. Pour respecter cette condition, on va mémoriser les valeurs de fraction
volumique de martensite à chaque changement de sens de la transformation : zminn+1 et
zmaxn+1 pour les points mémoire bas et haut de la nième boucle ouverte. zmin1 et zmax1 sont
respectivement les valeurs de fraction volumique minimale et maximale et valent donc
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respectivement 0 et zmax qui dépend de la contrainte. Pour prendre en compte l’effet
point mémoire, on fait varier les valeurs de R(z) et de δ(z) entre les valeurs qu’elles ont
prises au niveau des points mémoire précédents : Rmin

n = R
(
zminn

)
, Rmax

n = R (zmaxn ),
δminn = δ

(
zminn

)
et δmaxn = δ (zmaxn ).

On observe, lors des essais d’effet mémoire assisté (figure 3.16), que la différence entre
les températures de fin de transformation directe, Mf , et de début de transformation
inverse, As, est identique à la différence entre les températures de fin de transformation
inverse, Af , et de début de transformation directe, Ms. Or ces différences de température
dépendent de la taille du domaine élastique du matériau biphasé, δ(z) (figure 3.30). Il
faut donc que celles-ci soient identiques en début et en fin de transformation.

Par contre, sur les boucles internes, la différence de température entre un point mé-
moire et le début de transformation est minime (figure 3.18). Cela rejoint aussi l’observa-
tion sur la taille du domaine élastique du matériau biphasé, δ(z), qui est très faible lors de
la décharge d’un essai traction (figure 3.5). Il faut donc que la taille du domaine élastique
du matériau biphasé, δ(z), soit très petite au cours de la transformation.

On peut simuler ces deux comportements en prenant une évolution de la taille du
domaine élastique qui diminue en début de transformation et ré-augmente en fin de trans-
formation (figure 3.29) :

δ(z) =



δ0 +

p z−zminn−1
zmax
n−1−z

min
n−1 − p

 (δminn−1 − δ0) · · ·

(ż > 0)
· · ·+

p zmaxn−1−z

zmax
n−1−z

min
n−1 − p

 (δmaxn−1 − δ0)

δ0 +

p z−zminn−1
zmaxn −zmin

n−1 − p

 (δminn−1 − δ0) · · ·

(ż < 0)
· · ·+

p zmaxn −z
zmaxn −zmin

n−1 − p

 (δmaxn − δ0)

(3.18)

Avec δmin1 , δmax1 et δ0 des paramètres dépendant du matériau qui caractérisent respective-
ment la taille du domaine élastique en début, en fin et en milieu de transformation.

En prenant δmin1 = δmax1 , la différence entre les températures de fin de transformation
directe, Mf , et de début de transformation inverse, As, est alors identique à la différence
entre les températures de fin de transformation inverse, Af , et de début de transformation
directe, Ms (figure 3.30a).

La figure 3.30 montre en grisé l’évolution de la taille caractéristique du domaine élas-
tique du matériau biphasé, δ(z), lors des trois premières séquences du chargement utilisé
pour montrer l’effet point mémoire dans la partie 3.1.4.2 (figure 3.17).δmin1 et δmax1 sont
des paramètres dépendant du matériau qui représentent la taille du domaine élastique
du matériau biphasé en début et en fin de la transformation. Mais ils représentent aussi,
respectivement et au facteur µ près, la différence entre les températures de début transfor-
mation directe et de fin de transformation inverse et la différence entre les températures
de début transformation inverse et de fin de transformation directe (figure 3.30a). En ef-
fet, dans le domaine élastique du matériau biphasé, dont la taille caractéristiques est δ(z)
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Figure 3.29 – Évolution de la taille du domaine élastique en fonction de la fraction volu-
mique de martensite.
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Figure 3.30 – Évolution de δ(z) lors : a) du premier chargement (OA), b) de la décharge
(AB), et c) d’un second chargement (BC).

(figure 3.23), la taille des critères de transformation dépend uniquement de la contrainte
seuil de transformation. Or l’évolution de celle-ci est proportionnelle à la variation de
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la température au facteur µ près (équation 3.4), d’où la relation entre les différences de
températures et la valeur de δ(z).

Comme le montre la figure 3.30a, lors d’un refroidissement, lorsque le point A est
atteint, la valeur de la fraction volumique de martensite, z, est mémorisée en tant que
zmax2 et l’on peut alors calculer la valeur de δ(z) pour ce point mémoire haut à l’aide de
l’équation 3.18, δmax2 = δ(zmax2 ). Durant la seconde séquence montrée sur la figure 3.30b,
la valeur de δ(z) varie donc entre δmax2 et δmin1 jusqu’au point B. À ce moment, la valeur
de z est à nouveau mémorisée, cette fois en tant que zmin2 . On peut, là aussi, calculer la
valeur de δ(z) pour ce point mémoire bas, δmin2 = δ(zmin2 ), qui dépendra de δmax2 . Pendant
la dernière séquence, la valeur de δ(z) varie alors entre δmin2 et δmax2 (figure 3.30c).

De la même manière, on fait évoluer la variable R(z) entre les valeurs qu’elle a prise
au niveau des points mémoire précédents. Son évolution dépend aussi de l’évolution de la
variable δ(z) pour la transformation inverse (figure 3.31).

R(z) =
{
Rmin
n−1 + h1(z)(Rmax

n−1 −Rmin
n−1) (ż > 0)

Rmin
n−1 − δminn−1 + h2(z)(Rmax

n − δmaxn −Rmin
n−1 + δminn−1) + δ(z) (ż < 0)

(3.19)

Avec Rmin
i et Rmax

i les valeurs de R(z) au niveau des points mémoire bas et haut :

Rmin
i = R(zmini )

Rmax
i = R(zmaxi )

(3.20)

Et avec h1 la fonction de forme décrivant l’évolution de R(z) entre Rmin
n−1 et Rmax

n−1 au cours
de la transformation directe et h2 la fonction de forme décrivant l’évolution de R(z) entre
Rmax
n et Rmin

n−1 au cours de la transformation inverse.
On peut remarquer sur le résultat de l’essai d’effet mémoire assisté montrant l’effet

point mémoire (figure 3.18) que la forme des boucles internes ne ressemble pas à celle de la
forme globale. Lors de la fermeture d’une boucle interne, l’évolution de la déformation en
fonction de la température est quasiment identique à celle avant ouverture et celle après
fermeture de la boucle. Or la forme de la boucle globale présente une tangente horizontale
en fin de boucle. Pour simuler correctement cette évolution, la forme des boucles internes
correspondra à celle de la boucle globale mais uniquement à la partie située entre z = 0 et
z = zmaxn−1 en transformation directe et la partie entre z = 1 et z = zminn−1 en transformation
inverse. Avec h(z) la fonction de forme de la boucle globale, qui peut varier en fonction
du matériau :

h(z) = arccos(1− 2z)
π

(3.21)

Les fonctions de forme pour les transformations directe et inverse s’expriment alors
ainsi :

h1(z) =
h
(
zmaxn−1
zmax1

z−zminn−1
zmaxn−1−z

min
n−1

)
h
(
zmaxn−1
zmax1

) (3.22)

h2(z) =
h
(
z(zmax1 −zminn−1)+zminn−1(zmaxn −zmax1 )

zmax1 (zmaxn −zminn−1)
)
− h

(
zminn−1
zmax1

)
1− h

(
zminn−1
zmax1

) (3.23)
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La figure 3.31 montre l’évolution de la taille des critères de transformation, R(z), lors
du même chargement. Rmin

1 vaut zéro et Rmax
1 est un paramètre dépendant du matériau

qui caractérise la taille maximale des critères de transformation. Au cours d’un chargement
mécanique, lorsque le point A est atteint, la valeur de la fraction volumique de martensite,
z, est mémorisée en tant que zmax2 . On peut alors calculer la valeur de R(z) pour ce point
mémoire haut à l’aide de l’équation 3.19, Rmax

2 = R(zmax2 ). Durant la seconde séquence, la
valeur de R(z) varie donc entre Rmax

2 et Rmin
1 . Pour que la forme du trajet en contrainte

donnée par la fonction h(z) soit respectée, l’évolution de R(z) dépend de celle de δ(z)
(figure 3.31b). Lorsque le point B est atteint, la valeur de z est à nouveau mémorisée,
cette fois en tant que zmin2 . On peut, là aussi, calculer la valeur de R(z) pour ce point
mémoire bas, Rmin

2 = R(zmin2 ), qui dépendra de Rmax
2 . Pendant la dernière séquence, la

valeur de R(z) varie alors entre Rmin
2 et Rmax

2 .
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Figure 3.31 – Évolution de R(z) lors : a) du premier chargement (OA), b) de la décharge
(AB), et c) d’un second chargement (BC).

Ces évolutions de R(z) et δ(z) permettent donc de simuler correctement à la fois les
chargements de super-élasticité et ceux d’effet mémoire assisté. Cependant, lors de la
simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté sur une structure, toutes les parties
de la structure ne seront pas forcément chargées. Celle-ci devrait donc normalement voir
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un chargement d’effet mémoire simple qui fait intervenir la martensite auto-accommodée.
Or nous n’avons pas pris en compte la présence de celle-ci.

Cela pose un souci car, pour une contrainte nulle ou faible par rapport à la valeur
de la taille caractéristique du domaine élastique du matériau biphasé, δ(z), le modèle ne
fonctionne plus correctement lors d’un chargement d’effet mémoire assisté. En effet, lors
de ces chargements, la baisse de température entraîne une diminution de la contrainte seuil
de transformation et donc de la taille des critères de transformation, f1 et f2. Si celle-ci
devient inférieure à celle du domaine élastique du matériau biphasé, δ(z), on atteint une
incohérence car le critère seuil de transformation inverse est violé alors même qu’il n’y a
pas encore de martensite (figure 3.32).

f
1
=0

f
2
=0

δ

s
III

s
II

s
III

s

Figure 3.32 – Incohérence dans la position des critères de transformation au cours d’un
chargement d’effet mémoire assisté sous faible contrainte.

Afin de résoudre ce problème et de simuler la présence de martensite auto-accommodée,
nous limiterons la valeur minimale de la contrainte seuil de transformation, σt0, à une valeur
supérieure à celle de la taille caractéristique maximale du domaine élastique du matériau
biphasé, δmin1 . Dans les zones où la contrainte est trop faible, la transformation ne se
produit donc pas et il n’y a alors pas de déformation de transformation. Ce comportement
est compatible avec l’apparition de martensite auto-accommodée sensée se produire pour
ce type de chargement.

3.2.3 Chargement cyclique
Afin de simuler correctement le comportement des Alliages à Mémoire de Forme sou-

mis à un chargement d’effet mémoire assisté cyclique, il est nécessaire d’introduire une
déformation résiduelle qui persiste à la fin de la transformation inverse. Mais comme cela
a été montré sur les essais de chargement super-élastique avec flash thermique, la déforma-
tion résiduelle observée à la fin de la transformation inverse est majoritairement due à de
la martensite bloquée. L’hypothèse prise pour le modèle développé dans le chapitre précé-
dent (partie 2.2.4) est une transformation inverse incomplète à la fin de la décharge et la
martensite résiduelle entraîne donc une déformation résiduelle. Cependant, lors des essais
d’effet mémoire assisté cyclique, on observe aussi une déformation résiduelle qui évolue à
chaque cycle (figure 3.19) alors que la transformation inverse est complète puisque la tem-
pérature de fin de transformation inverse, Af , est dépassée. L’idée qui a alors été utilisée
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est donc d’introduire de la martensite bloquée, c’est-à-dire qu’une partie de la martensite
créée lors de la transformation directe ne retournera pas sous la forme d’austénite lors
de la transformation inverse. Cette martensite bloquée entraîne donc une déformation de
transformation bloquée, qui reste même lorsque la transformation inverse est terminée.

3.2.3.1 Déformation de transformation bloquée

Puisque cette martensite bloquée apparaît de la même manière que de la martensite
classique, l’évolution de la déformation bloquée associée va suivre lors de la transformation
directe la règle de normalité, comme pour la déformation de transformation :

¹̇b = γżb
Kε : Kσ

∂f1

∂²
= γżb
Kε : Kσ

Kσ (3.24)

On peut remarquer que la déformation bloquée va évoluer lors de la transformation
directe mais pas lors de la transformation inverse. En effet, la martensite bloquée apparaît
lors de la transformation directe en même temps que la martensite orientée mais elle ne
se re-transforme pas en austénite lors de la transformation inverse.

3.2.3.2 Évolution de la fraction volumique de martensite bloquée

De même que pour la détermination de l’évolution de δmin1 lors du développement
de la version précédente du modèle (partie 2.2.4.2), l’évolution de la fraction volumique
de martensite bloquée doit prendre en compte l’amplitude du chargement, mais aussi les
changements d’amplitude.

On commence par déterminer l’évolution que doit avoir la fraction volumique de mar-
tensite bloquée, zb, afin d’avoir une déformation résiduelle, ¹b, qui corresponde à celle
mesurée lors des essais de super-élasticité cyclique à amplitude de déformation constante.
On caractérise l’amplitude du chargement à l’aide de la variation de fraction volumique
introduite par rapport au dernier point mémoire :

∆z =
{
z − zminn−1 (ż > 0)
zmaxn − z (ż < 0)

(3.25)

Qui va servir de paramètre à un facteur, zbmax :
zbmax = AB∆z (3.26)

Où A et B sont des paramètres dépendant du matériau. Ce facteur intervient alors dans
l’expression de la fraction volumique de martensite bloquée pour des chargements à am-
plitude de déformation constante, zbac :

zbac = 1 + zbmax ln(tr + tr0) (3.27)
Avec tr0 un paramètre dépendant du matériau.

Ensuite, pour prendre en compte les changements d’amplitude au cours d’un charge-
ment, on fait évoluer la fraction volumique de martensite bloquée, zb, (et donc la défor-
mation de transformation bloquée, ¹b) en fonction de la différence entre sa valeur actuelle
et celle qu’elle aurait eue si le chargement était à amplitude constante, zbac :

zbav = zbmaxe
zbac

−zb
C (3.28)
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żb =


zbav

tr + tr0
ṫr (ż > 0)

0 (ż < 0)
(3.29)

On peut remarquer que la fraction volumique de martensite bloquée va évoluer lors de
la transformation directe mais pas lors de la transformation inverse. En effet, la martensite
bloquée apparaît lors de la transformation directe en même temps que la martensite
orientée mais elle ne se re-transforme pas en austénite lors de la transformation inverse.

Il faut cependant faire attention à ce que la martensite bloquée n’influence pas le
comportement des points mémoire. En effet, si la fraction volumique de martensite bloquée
dépasse la valeur de fraction volumique d’un point mémoire, alors ce point mémoire ne
sera plus « accessible » et risque de perturber le fonctionnement du modèle. Afin de régler
ce problème nous introduisons donc un décalage des points mémoire proportionnellement
à l’évolution de la fraction volumique de martensite bloquée par rapport à la fraction
volumique de martensite maximale qui vaut 1 (figure 3.33) :

żminn = 1− zminn

1− zb
żb

żmaxn = 1− zmaxn

1− zb
żb

(3.30)

0 z
b

zmin
n

zmax
n 1

0 z
b
+dz

b zmin
n

zmax
n

1

Figure 3.33 – Évolution des points mémoire lors de l’apparition de martensite bloquée.

Le modèle développé permet donc de simuler le comportement macroscopique des
Alliages à Mémoire de Forme sous chargement de super-élasticité multiaxiale non-pro-
portionnelle cyclique ainsi que sous chargement d’effet mémoire assisté cyclique tout en
prenant en compte les différentes caractéristiques observées lors des essais : linéarité entre
la fraction volumique de martensite et la déformation de transformation, dissymétrie
traction-compression, effet point mémoire et déformation résiduelle due à de la martensite
bloquée. Dans la partie suivante, nous allons identifier les paramètres du modèle à partir
de certains des essais réalisés dans les parties 3.1.3 et 3.1.4, puis valider le comportement
du modèle en le comparant à d’autres résultats expérimentaux.
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3.3 Identification et validation du modèle
Cette partie concerne la validation du modèle modifié présenté dans la partie précé-

dente. Nous allons présenter tout d’abord l’identification des paramètres dépendant du
matériau réalisée à partir des essais de traction. Puis les simulations des essais de traction
non utilisées lors de cette identification et des essais d’effet mémoire assisté serviront à
montrer que le modèle fonctionne correctement pour une grande diversité d’essais.

3.3.1 Identification des paramètres du matériau
Treize paramètres dépendant du matériau ont été introduits dans les équations consti-

tutives du modèle développé. Comme pour la première version du modèle, huit d’entre
eux (E, µ, T0, γ, p, δmin1 = δmax1 , δ0 et Rmax

1 ) sont directement identifiés à partir de la
courbe du résultat d’un essai de traction uniaxiale simple (figure 3.34). Le paramètre a
caractérisant la dissymétrie traction-compression peut être identifié à partir d’un essai de
traction-compression. Le reste des paramètres (A, B, C et tr0) est identifié en utilisant les
quatre essais de traction cyclique à amplitude de déformation constante, ainsi que l’essai
de traction cyclique à amplitudes alternées.

Donc, parmi les treize paramètres, huit s’identifient directement sur une courbe d’un
essai de traction-compression et seuls quatre sont à identifier à partir d’essais cycliques.
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Figure 3.34 – Identification de paramètres dépendant du matériau sur une courbe d’essai
de traction uniaxiale simple.

Les tableaux 3.2 et 3.3 montrent les valeurs des paramètres permettant respectivement
la description d’un cycle de chargement et du comportement cyclique. Ces valeurs ont été
identifiées à partir des essais effectués sur l’Alliage à Mémoire de Forme utilisé dont les
résultats sont présentés dans la partie 3.1.

3.3.1.1 Chargement de traction cyclique simple

La figure 3.35 montre les résultats des premières simulations utilisées pour faire l’iden-
tification des paramètres du modèle. Il s’agit des simulations de chargement de traction
cyclique à amplitude constante, dont les résultats concordent bien avec ceux des essais
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E µ T0 a γ

62GPa 3MPa.℃−1 28,7℃ 0,7 0,0585

p δmax1 δ0 Rmax
1

10−15 185MPa 15MPa 330MPa

Tableau 3.2 – Paramètres dépendant du matériau du modèle de super-élasticité identifiés
grâce à un essai de traction uniaxiale simple pour le Cu-Al-Be2 à 80℃.

A B C tr0

0,0057 7,05 0,904 0,123

Tableau 3.3 – Paramètres dépendant du matériau du modèle de super-élasticité identifiés
grâce aux essais de traction cyclique pour le Cu-Al-Be2 à 80℃.

correspondants. On peut cependant remarquer une différence au niveau du point haut
du cyclage. En effet, les essais cycliques sont réalisés à déformation maximale imposée et
avec une décharge à contrainte nulle. Mais pour des raisons de simplicité, la simulation
des essais cycliques a été réalisée avec un pilotage en contrainte pour imposer facilement
la contrainte nulle à la décharge et donc le cyclage a été réalisé à contrainte maximale
imposée. Lors des essais, on observe donc une variation de la contrainte maximale au cours
du cyclage et sur les résultats des simulations, on observe une variation de la déformation
maximale. Cette différence reste cependant faible.
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Figure 3.35 – Comparaison entre : a) à d) la simulation de chargements de traction cyclique
à amplitude constante, et e) à h) les résultats des essais correspondants.
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La figure 3.36 montre les évolutions de la déformation résiduelle au cours du cyclage
pour ces simulations, comparées à celles des essais correspondants. On observe une bonne
correspondance entre les deux séries de courbes.
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Figure 3.36 – Comparaison entre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction de
la transformation cumulée lors des essais cycliques à amplitudes constantes et celle lors
des simulations correspondantes.

L’évolution de la pente à la recharge n’évolue pas au cours du chargement comme cela
à été observé lors des essais. Par contre, la figure 3.37a montre que la contrainte seuil de
transformation diminue lors du second cycle puis reste constante pour les cycles suivants,
alors que l’on observe une diminution progressive de cette contrainte seuil de transforma-
tion lors des essais (figure 3.37b). On peut aussi noter que l’influence de l’amplitude sur
la valeur à saturation ne correspond pas. Cette différence s’explique par le décalage des
points mémoire qui entraîne que les boucles internes créées à chaque cycle ne se referment
pas à la fin de la charge.
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Figure 3.37 – Comparaison entre l’évolution de la contrainte seuil de transformation en
fonction du nombre de cycles lors : a) des simulations des essais de traction cyclique à
amplitude constante, et b) des essais correspondants.
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3.3.1.2 Chargement cyclique « complexe »

Le second essai utilisé pour identifier les paramètres du modèle est l’essai de traction
cyclique à amplitudes alternées. La figure 3.38 montre le résultat de la simulation comparé
à celui de l’essai correspondant. On observe que le point mémoire haut pour les deux séries
de cycles à 2% d’amplitude de déformation, ainsi que celui pour les cycles à 4%, sont
bien respectés comme lors des essais.
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Figure 3.38 – Comparaison entre : a) la simulation du chargement de traction cyclique à
amplitudes alternées, et b) le résultat de l’essai correspondant.

La figure 3.39 montre l’évolution de la déformation résiduelle au cours du cyclage de
cette simulation, comparée à celle de l’essai correspondant. On peut remarquer que l’évo-
lution de la déformation résiduelle au cours des cycles à 2% d’amplitude de déformation
et que le saut de déformation résiduelle réalisé au cours du second cycle à 4% d’amplitude
de déformation, correspondent relativement bien avec ceux observés lors de l’essai.
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Figure 3.39 – Comparaison entre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction de
la transformation cumulée lors de l’essai cyclique à amplitudes alternées et celle lors de
la simulation correspondante.
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La forme des courbes contrainte-déformation obtenue lors des simulations correspond
bien à celle observée lors des essais. L’évolution de la déformation résiduelle aussi concorde
bien avec celle des résultats expérimentaux. L’identification est donc correcte et le modèle
doit ensuite être validé en comparant ses prédictions avec les résultats d’autres essais.

3.3.2 Validation du comportement
Une fois les paramètres dépendant du matériau identifiés avec les quelques essais néces-

saires, les autres essais réalisés ont été utilisés afin de valider quantitativement le modèle
en dehors du cadre de l’identification notamment pour des chargements d’effet mémoire
assisté avec points mémoire ou cyclique. Ensuite, les résultats d’autres simulations ont
été comparés à des résultats d’essais donnés dans la littérature afin de valider qualita-
tivement le comportement du modèle pour des chargements plus complexes que de la
traction simple, tels que la traction-compression et des chargements multiaxiaux non-
proportionnels.

3.3.2.1 Validation quantitative

Les simulations présentées dans cette partie permettent de comparer les valeurs obte-
nues lors de la simulation d’essais avec les résultats des essais réalisés sur le même maté-
riau que celui utilisé lors de l’identification. Ils permettent donc de réaliser une validation
quantitative du modèle et de l’identification des paramètres dépendant du matériau.

3.3.2.1.1 Chargement cyclique « complexe »

Nous avons donc aussi simulé l’autre chargement cyclique « complexe » réalisé lors
des essais (partie 3.1.3.3) et qui n’a pas été utilisé lors de l’identification. Il consiste à
augmenter l’amplitude de déformation du chargement à chaque cycle. Le résultat de la
simulation concorde bien avec celui de l’essai correspondant (figure 3.40).
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Figure 3.40 – Comparaison entre : a) la simulation du chargement de traction cyclique à
amplitude croissante, et b) le résultat de l’essai correspondant.
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La figure 3.41 montre que l’évolution de la déformation résiduelle lors de la simulation
concorde bien avec celle observée lors des essais malgré la particularité de cet essai. En
effet, pour cet essai la déformation résiduelle ne sature pas car l’amplitude augmente à
chaque cycle et ce comportement se retrouve aussi lors de la simulation.
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Figure 3.41 – Comparaison entre l’évolution de la déformation résiduelle en fonction de
la transformation cumulée lors de l’essai cyclique à amplitude croissante et celle lors de
la simulation correspondante.

3.3.2.1.2 Chargement thermo-mécanique avec points mémoire

Nous avons vérifié que l’effet point mémoire est également respecté lors de la simulation
d’essais d’effet mémoire assisté. La figure 3.42 montre la comparaison entre le résultat de
l’essai d’effet mémoire assisté présenté dans la partie 3.1.4.2 avec celui de la simulation
du chargement correspondant. On observe que l’effet point mémoire est bien respecté.
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Figure 3.42 – Comparaison entre : a) la simulation du chargement d’effet mémoire assisté
avec point mémoire, et b) le résultat de l’essai correspondant.
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3.3.2.1.3 Chargement thermo-mécanique cyclique

Nous avons ensuite simulé l’essai d’effet mémoire assisté cyclique réalisé dans la par-
tie 3.1.4.3. La figure 3.43 montre la comparaison entre le résultat de l’essai d’effet mémoire
assisté cyclique avec celui de la simulation du chargement correspondant. On observe que
l’apparition de la déformation résiduelle se produit aussi bien à haute qu’à basse tempé-
rature, alors qu’il n’y a pas d’ingrédient spécifique prévu pour cela dans la modélisation.
La déformation résiduelle à basse température, provient en effet uniquement du décalage
des points mémoire avec l’apparition de la martensite bloquée.
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Figure 3.43 – Comparaison entre : a) la simulation du chargement d’effet mémoire assisté
cyclique, et b) les résultats de l’essai correspondant.

La figure 3.44 montre que l’évolution des déformations résiduelles à basse et à haute
températures lors de la simulation concorde très bien avec celles observées lors des essais.
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Figure 3.44 – Comparaison entre l’évolution des déformations résiduelles à basse et haute
températures en fonction de la transformation cumulée lors de l’essai d’effet mémoire
assisté cyclique et celles lors de la simulation correspondante.
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3.3.2.2 Validation qualitative

Les essais réalisés étant uniquement des essais de traction ou d’effet mémoire assisté,
ils ne permettent pas de vérifier tous les aspects du comportement du modèle qui a
été écrit pour des chargements 3D. Dans cette partie, nous utilisons donc des résultats
d’essais disponibles dans la littérature pour les comparer qualitativement avec les résultats
de simulations de chargements similaires. Les chargements qui seront testés seront un
chargement de traction-compression et des chargements multiaxiaux non-proportionnels.
Enfin le comportement du modèle pour un jeu de paramètres matériau correspondant à
un alliage de Ni-Ti sera aussi simulé.

3.3.2.2.1 Chargement de traction-compression

Nous avons tout d’abord simulé un chargement de traction-compression uniaxiale. La
figure 3.45 montre le résultat de cette simulation qui peut être comparé au résultat de
l’essai réalisé par Montecinos et al. (2006) (figure 3.46).

−1 −0,5 0 0,5 1 1,5 2
−300

−200

−100

0

100

200

300

Déformation, ε (%)

C
on

tr
ai

nt
e,

 σ 
(M

P
a)

Figure 3.45 – Résultat de la simulation d’un chargement de traction-compression cyclique.

Figure 3.46 – Résultat d’un essai de traction-compression cyclique par Montecinos et al.
(2006).
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On observe que la forme des courbes est assez similaire pour les deux résultats : la
dissymétrie traction-compression est respectée et l’effet du chargement cyclique n’influence
pas beaucoup le comportement car la déformation résiduelle n’évolue presque pas au cours
du chargement.

3.3.2.2.2 Chargement multiaxial non-proportionnel

Pour élargir la validation, nous avons ensuite simulé le comportement de l’Alliage à
Mémoire de Forme soumis à des chargements multiaxiaux non-proportionnels cycliques.
Le premier consiste à appliquer un trajet de chargement carré dans le plan des contraintes
(figure 3.48a).

La figure 3.47 montre la taille et la position des critères de transformation au cours
de la simulation de cet essai multiaxial non-proportionnel :

– Entre les points O et A, le matériau est purement austénitique, le comportement
est donc l’élasticité de l’austénite.

– Entre les points A et B, la transformation directe se produit et les critères de trans-
formation grossissent pour suivre la contrainte imposée.

– Entre les points B et C, à cause du changement de direction dans le chargement, la
contrainte se situe à l’intérieur des deux critères de transformation. Le comportement
est donc l’élasticité du matériau biphasé.

– Entre les points C et D puis D et E, les deux critères de transformation sont at-
teints simultanément. La réorientation de la martensite se produit et la position
du centre du critère de transformation inverse (déterminé par la déformation de
transformation, ¹tr) évolue alors.

– Entre les points E et F, la transformation inverse se produit et la taille des critères
de transformation diminue.
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Figure 3.47 – Taille et position des critères de transformation au cours de la simulation
de l’essai multiaxial non-proportionnel carré.

La figure 3.48 montre le résultat de la simulation de ce chargement réalisé avec quatre
cycles. L’évolution de la déformation au cours du chargement est représentée figure 3.48b
et les courbes contrainte-déformation suivant les deux directions principales du charge-
ment sont représentées respectivement sur les figures 3.48c et 3.48d. Ces résultats peuvent
être comparés, pour le premier cycle, aux résultats de l’essai multiaxial non-proportionnel
réalisé par Bouvet et al. (2002) (figures 3.49 et 3.51). On observe une forte similarité dans
les formes des courbes.

De la même manière, la figure 3.50 montre le résultat de la simulation d’un chargement
multiaxial non-proportionnel en forme de triangle réalisé avec quatre cycles. L’évolution
de la déformation au cours du chargement est représentée figure 3.50b et les courbes
contrainte-déformation suivant les deux directions principales du chargement sont repré-
sentées respectivement sur les figures 3.50c et 3.50d. Ces résultats peuvent être comparés,
pour le premier cycle, aux résultats de l’essai multiaxial non-proportionnel réalisé par
Bouvet et al. (2002) (figures 3.51 et 3.51). On observe, là aussi, une forte similarité dans
les formes des courbes.

Le modèle permet donc de simuler correctement les chargements super-élastiques mul-
tiaxiaux non-proportionnels cycliques, mais il serait préférable de réaliser des essais mul-
tiaxiaux cycliques afin de pouvoir valider quantitativement le comportement du modèle
pour ce type de chargement.
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Figure 3.48 – Résultat de la simulation d’un chargement multiaxial non-proportionnel
cyclique : a) trajet de chargement, b) résultat en déformation, c) et d) courbes contrainte-
déformation dans chacune des directions.

Figure 3.49 – Résultat d’un essai multiaxial non-proportionnel carré par Bouvet et al.
(2002).
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Figure 3.50 – Résultat de la simulation d’un chargement multiaxial non-proportionnel
cyclique : a) trajet de chargement, b) résultat en déformation, c) et d) courbes contrainte-
déformation dans chacune des directions.

Figure 3.51 – Résultat d’un essai multiaxial non-proportionnel triangle par Bouvet et al.
(2002).



3.3. Identification et validation du modèle

3.3.2.2.3 Chargement de traction cyclique sur Ni-Ti

Afin de vérifier que le modèle peut être adapté aux différents types d’Alliage à Mémoire
de Forme, nous avons simulé un chargement de traction cyclique avec des paramètres
dépendant du matériau correspondant à un alliage de Ni-Ti. La figure 3.52 montre le
résultat de la simulation que l’on peut comparer avec le résultat d’un essai réalisé par
Lagoudas et Entchev (2004) (figure 3.53). On remarque que la baisse de la contrainte
seuil de transformation n’est pas simulée lorsque la transformation inverse est complète.
Les paramètres matériaux utilisés pour cette simulation sont donnés dans le tableau 3.4.
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Figure 3.52 – Résultat de la simulation d’un chargement de traction cyclique avec des
paramètres dépendant du matériau correspondant à un alliage de Ni-Ti.

Figure 3.53 – Résultat d’un essai de traction cyclique sur un Ni-Ti par Lagoudas et
Entchev (2004).
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3. Étude et modélisation du comportement d’effet mémoire assisté cyclique des Alliages
à Mémoire de Forme

E µ T0 a γ p δmax1

52,5GPa 7MPa.℃−1 -95℃ 0,7 0,0585 10−15 375MPa

δ0 Rmax
1 A B C tr0

375MPa 75MPa 0,0007 5,02 0,0637 1,047

Tableau 3.4 – Paramètres dépendant du matériau du modèle de super-élasticité utilisés
pour simuler un chargement sur un alliage de Ni-Ti.

3.4 Conclusion
En conclusion, nous avons construit une large base d’essais de traction cyclique com-

plétée par des essais d’effet mémoire assisté. Elle permet de montrer les particularités du
comportement des Alliages à Mémoire de Forme pour les chargements de traction cyclique,
telles que l’effet point mémoire, l’apparition de la déformation résiduelle dont l’évolution
dépend de l’amplitude du chargement mais aussi de la variation de cette amplitude, la
baisse de la pente à la recharge et la baisse de la contrainte seuil de transformation. Mais
également les particularités du comportement des Alliages à Mémoire de Forme pour
les chargements d’effet mémoire assisté cyclique dans lesquelles on retrouve l’effet point
mémoire et l’apparition de la déformation résiduelle à basse et haute températures.

Puisque l’hypothèse prise pour simuler l’apparition de la déformation résiduelle lors
de chargements cycliques pour le modèle présenté dans le chapitre 2 ne permet pas de
simuler correctement le comportement des Alliages à Mémoire de Forme sous chargement
d’effet mémoire assisté cyclique, nous avons donc adopté une nouvelle stratégie basée sur
l’apparition de martensite bloquée.

Le modèle se base donc sur celui développé précédemment sans la prise en compte
des aspects dus aux chargements cycliques. Il a d’abord été modifié afin de permettre la
simulation des chargements d’effet mémoire assisté en introduisant l’influence de la tem-
pérature sur la contrainte seuil de transformation. Puis des modifications sur la cinétique
d’évolution de la taille des surfaces seuils, R(z), et l’évolution de la taille du domaine
élastique du matériau biphasé, δ(z), ont été apportées afin de mieux simuler les com-
portements sous chargement d’effet mémoire assisté. Enfin la martensite bloquée a été
introduite dans le modèle. Elle permet de faire apparaître une déformation résiduelle qui
évolue en fonction de l’amplitude du chargement et de la transformation cumulée, tr, à
la fois pour les chargements de super-élasticité et pour ceux d’effet mémoire assisté.

Finalement, les paramètres du modèle ont été identifiés à l’aide d’une partie des essais
réalisés. Le reste des essais et certains essais donnés dans la littérature ont été utilisés pour
valider quantitativement et qualitativement le comportement du modèle pour différents
types de chargement dont des chargements multiaxiaux non-proportionnels cycliques et
un chargement de super-élasticité cyclique sur un alliage en Ni-Ti.

Ce modèle présente des avantages par rapport aux modèles proposés dans la littérature
qui ont été présentés dans la partie 1.2 et dont un résumé est donné dans le tableau 3.5 :
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3.4. Conclusion

– Prise en compte de la dissymétrie traction-compression.
– Prise en compte de l’effet point mémoire.
– Prise en compte de la baisse de la contrainte seuil de transformation.
– Modèle permettant la simulation de chargements de super-élasticité et d’effet mé-
moire assisté cycliques.

– Modèle développé en 3D et permettant de simuler la réorientation de la martensite
lors de chargements multiaxiaux non-proportionnels.

– Prise en compte de l’effet de cyclage dû à de la martensite bloquée comme l’ont
montré les résultats expérimentaux.

– Treize paramètres dépendant du matériau dont seulement quatre nécessitent une
identification à partir d’essais cycliques.

– Nombre de variables internes relativement faible.

Nous allons donc par la suite expliquer l’intégration numérique du modèle qui a été
réalisée dans le code de calcul par éléments finis Cast3M et donner les résultats de si-
mulations de chargements de super-élasticité et d’effet mémoire assisté cycliques sur des
structures en Alliage à Mémoire de Forme.
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3. Étude et modélisation du comportement d’effet mémoire assisté cyclique des Alliages
à Mémoire de Forme
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Chapitre 4

Simulations de structures en Alliage
à Mémoire de Forme sous
chargement cyclique

La science ne sert guère qu’à nous donner une
idée de l’étendue de notre ignorance.

Félicité de Lamennais (1782–1854)
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique

Dans ce chapitre, nous allons présenter la mise en place d’un outil permettant de
réaliser des calculs et du dimensionnement de structures en Alliage à Mémoire de Forme
soumises à des chargements cycliques.

Dans la première partie, nous commencerons donc par décrire la méthode d’intégra-
tion numérique utilisée pour résoudre les équations du modèle présenté dans le chapitre
précédent (partie 3.2). Dans la seconde partie, nous présenterons les résultats de l’implan-
tation sous Matlab, dans le but de valider et de montrer les performances de l’intégration
numérique. Ensuite, nous présenterons les résultats de l’implantation dans le logiciel de
calcul par éléments finis Cast3M (Kichenin et Charras (2003)) afin de valider l’implanta-
tion qui sera utilisée lors des calculs. Enfin dans la dernière partie, nous montrerons les
résultats des calculs sur des structures en Alliages à Mémoire de Forme.

4.1 Intégration numérique du modèle proposé
La présentation de l’intégration numérique se présente en cinq sections. Les quatre

premières expliquent les méthodes utilisées pour décrire respectivement le comportement
global, la transformation directe, la transformation inverse et la réorientation. Dans la
cinquième partie, nous expliquons les détails du schéma d’intégration numérique utilisé :
le return-mapping.

4.1.1 Comportement global du modèle
Pour chaque pas de calcul, le code de calcul par éléments finis Cast3M traduit les

conditions aux limites et les conditions de chargement appliquées à la structure en incré-
ments de déformation totale, ∆¹, au niveau de chaque point de Gauss des éléments. Le
modèle utilisé en déduit la contrainte qui en découle, Cast3M corrige les incréments de
déformation afin de vérifier l’équilibre de la structure et une autre itération du pas de
calcul est alors réalisée.

En entrée du modèle, les données connues au début du pas sont donc le tenseur des
contraintes, ²0, la température imposée, T , et les valeurs des variables internes : le tenseur
des déformations de transformation, ¹tr, le tenseur des déformations bloquées, ¹b, les
fractions volumiques de martensite totale, z, et bloquée, zb, les fractions volumiques de
martensite de chaque point mémoire, zmaxi ou zmini , le nombre de boucles ouvertes, n, et
la transformation cumulée, tr.

La résolution des équations du modèle est décrite sur l’organigramme de la figure 4.1 :
1. Une prédiction élastique à partir de la contrainte en début de pas, ²0 et de l’in-

crément de déformation totale, ∆¹, imposé donne la contrainte supposée en fin de
pas.

2. Les valeurs des critères de transformation directe et inverse sont calculées à partir
de cette contrainte prédite.

3. Quatre cas peuvent alors se produire :
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4.1. Intégration numérique du modèle proposé
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique

(a) Si la contrainte est telle qu’aucun critère de transformation n’est positif, alors
le comportement est bien élastique et le pas de calcul se termine.

(b) Si seul le critère de transformation directe est dépassé et la fraction volumique
de martensite inférieure à 1, la transformation directe se produit.

(c) Si seul le critère de transformation inverse est dépassé et la fraction volumique
de martensite supérieure à la fraction volumique de martensite bloquée, la
transformation inverse se produit.

(d) Si les deux critères de transformation directe et inverse sont dépassés et que la
fraction volumique de martensite est comprise entre la fraction volumique de
martensite bloquée et 1, le mécanisme de réorientation apparaît.

4.1.2 Transformation directe
Lors de la transformation directe, de la martensite va apparaître et va entraîner de

la déformation de transformation qui va s’ajouter à l’incrément de déformation élastique
calculé précédemment. Il faut donc corriger cet incrément de déformation élastique pour
que l’incrément de déformation totale corresponde à l’incrément de déformation, ∆¹,
demandé. La figure 4.2 montre l’organigramme de l’intégration numérique de la transfor-
mation directe. Elle consiste à suivre les étapes suivantes :

1. Si la dernière transformation ayant eu lieu est la transformation inverse, il faut alors
rajouter un point mémoire haut, zmaxn+1 , et incrémenter le nombre de boucles ouvertes,
n.

2. Il faut ensuite estimer l’incrément de fraction volumique de martensite, dz, néces-
saire à compenser le dépassement du critère seuil et l’incrément de fraction volu-
mique de martensite bloquée, dzb, qui correspond. La méthode utilisée pour calculer
cet incrément est le return-mapping introduit par Ortiz et Simo (1986) et dont les
détails sont donnés dans la partie 4.1.5. Elle permet d’obtenir la variation de frac-
tion volumique de martensite, dz, nécessaire pour annuler la valeur du critère de
transformation directe, f1. On peut en déduire la nouvelle valeur de transformation
cumulée, tr, et l’évolution de la fraction volumique de martensite bloquée, dzb.

3. Il faut alors incrémenter la déformation de transformation, ¹tr, et la déformation
de transformation bloquée, ¹b, en fonction des incréments de fraction volumique de
martensite correspondant. Il faut aussi soustraire de la contrainte, ², la partie de la
déformation élastique qui est remplacée par de la déformation de transformation,
puis re-calculer les valeurs de la taille caractéristique du domaine élastique, δ(z), et
de la pseudo-variable d’écrouissage, R(z).

4. Une fois l’incrément terminé, il reste à calculer la nouvelle valeur du critère de
transformation directe, f1.

5. Mais le calcul de la variation de fraction volumique de martensite, dz, lors du return-
mapping est une estimation faite à partir d’un développement limité. La valeur du
critère de transformation directe après correction n’est donc pas nulle. Il faut donc
recommencer l’opération à partir de l’étape 2 jusqu’à ce que la valeur absolue du
critère de transformation directe, f1, soit inférieure à une précision donnée, ou bien
que toute l’austénite soit transformée en martensite (z = 1).
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4.1. Intégration numérique du modèle proposé

Début de la trans-
formation directe

Si la dernière trans-
formation est inverse :
zminn+1 = z, n = n+ 1

dz = −f1
∂f1
∂²

: ∂²
∂z

+ ∂f1
∂R
R′(z)

,

tr = tr + dz,

dzb = zmaxb e
zac
b
−zb
C

1 + tr
dz

¹
tr = ¹

tr + γdz
Kσ : Kε

Kσ, ¹b = ¹
b + γdzb

Kσ : Kε

Kσ,

² = ² − E γdz
Kσ : Kε

Kσ, z = z + dz, zb = zb + dzb,

δ(z) = δ0 +

p z−zminn−1
zmax
n−1−z

min
n−1 − p

(δminn−1 − δ0
)

+
p zmaxn−1−z

zmax
n−1−z

min
n−1 − p

(δmaxn−1 − δ0
)
,

R(z) = Rmin
n−1 +

h
(
zmaxn−1

z−zminn−1
zmaxn−1−z

min
n−1

)
h(zmaxn−1 )

(
Rmax
n−1 −Rmin

n−1

)

f1 = σ + R(z) + σt0
g(yσ)

|f1| <
précision
ou z = 1

Fin de la trans-
formation directe

non

oui

Figure 4.2 – Organigramme de l’intégration numérique de la transformation directe.
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique

4.1.3 Transformation inverse
L’organigramme de l’intégration pour la transformation inverse est globalement iden-

tique à celui de la transformation directe (figure 4.3), mais quelques petites différences
interviennent :

1. De la même manière qu’en transformation directe, si la dernière transformation
ayant eu lieu est la transformation directe, il faut alors rajouter un point mémoire
bas, zminn+1, mais il est inutile d’incrémenter le nombre de boucles ouvertes, n.

2. On utilise aussi le return-mapping pour estimer l’incrément de fraction volumique
de martensite, dz (voir partie 4.1.5). Il permet d’obtenir la variation de fraction
volumique de martensite, dz, nécessaire pour annuler la valeur du critère de trans-
formation inverse, f2. On peut en déduire la nouvelle valeur de transformation cu-
mulée, tr. Lors de la transformation inverse, il n’y a pas de création de martensite
bloquée, la fraction volumique de martensite bloquée, dzb, n’évolue donc pas.

3. On diminue alors la déformation de transformation, ¹tr en fonction de l’incrément de
fraction volumique de martensite, dz, calculé. Il faut aussi rajouter à la contrainte, ²,
la partie de la déformation élastique qui remplace la déformation de transformation,
puis re-calculer les valeurs de la pseudo-variable d’écrouissage, R(z), et de la taille
caractéristique du domaine élastique, δ(z).

4. Une fois l’incrément terminé, il reste à calculer la nouvelle valeur du critère de
transformation inverse, f2.

5. Enfin il faut recommencer l’opération à partir de l’étape 2 jusqu’à ce que la valeur
absolue du critère de transformation, f2, soit inférieure à une précision donnée, ou
bien que toute la martensite non bloquée soit re-transformée en austénite (z = zb).

4.1.4 Mécanisme de réorientation
La réorientation se produit lorsque les deux critères de transformation sont atteints

en même temps. Ce cas se produit lors des chargements multiaxiaux non-proportionnels.
Pendant la réorientation, la direction de la déformation de transformation évolue mais la
fraction volumique de martensite reste à peu près constante. Une méthode simple pour
simuler ce comportement consiste à alterner transformation directe et transformation in-
verse : les variations de fraction volumique de martensite se compensent mais la direction
de la déformation de transformation change. La figure 4.4 montre l’organigramme décri-
vant la procédure utilisée pour réaliser la réorientation :

1. On commence par vérifier quel est le critère de transformation le plus grand.
2. Puis on effectue alors la transformation qui correspond, afin d’annuler ce critère.
3. Enfin il faut recommencer l’opération à partir de l’étape 1 jusqu’à ce que les valeurs

absolues des critères de transformation soient inférieures à une précision donnée.
Ce schéma d’intégration permet de réaliser la réorientation simplement. Mais le fait

d’alterner successivement la transformation directe et la transformation inverse afin de
converger vers la bonne solution engendre de nombreux points mémoire. Ceux-ci sont tem-
poraires car ils disparaissent généralement le pas suivant, mais ils génèrent tout de même
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4.1. Intégration numérique du modèle proposé
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¹
tr = ¹

tr + γdz g(−1)
g(yε)

¹tr

εtr
, ² = ² − Eγdz g(−1)

g(yε)
¹tr

εtr
, z = z + dz,

δ(z) = δ0 +

p z−zminn−1
zmaxn −zmin

n−1 − p

(δminn−1 − δ0
)

+
p zmaxn −z

zmaxn −zmin
n−1 − p

 (δmaxn − δ0),

R(z) = Rmin
n−1 − δminn−1

+
h
(

z
zmaxn

)
− h

(
zminn−1
zmaxn

)
1− h

(
zminn−1
zmaxn

) (
Rmax
n − δmaxn −Rmin

n−1 + δminn−1

)
+ δ(z)

f2 = ² −X− R(z) + σt0
g(yσ−X)

|f2| <
précision
ou z = zb

Fin de la trans-
formation inverse

non

oui

Figure 4.3 – Organigramme de l’intégration numérique de la transformation inverse.

une consommation de mémoire importante. On peut donc limiter le nombre d’itérations
de réorientation, même si cela entraîne que les critères seuils ne seront pas forcément tous
les deux inférieurs à la précision à la fin du pas.
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Début de la
réorientation

f1 > f2 et
z < 1, ou
z = zb

Transformation
directe

Transformation
inverse

f1 < pré.
ou z > 1, et,
f2 < pré.
ou z < zb

Fin de la
réorientation

oui

non

non

oui

Figure 4.4 – Organigramme de l’intégration numérique du mécanisme de réorientation.

4.1.5 Méthode du return-mapping
Le return-mapping est une méthode d’intégration numérique introduite par Ortiz et

Simo (1986). Elle consiste à déterminer l’incrément de fraction volumique de martensite,
dz, qu’il faut introduire grâce à un développement limité du critère de transformation au
voisinage de la contrainte, ², à l’itération j + 1 :

f j+1
1 = f j1 + ∂f j1

∂²
:
(
²
j+1 − ²j

)
+ ∂f j1
∂R

(
Rj+1 −Rj

)
(ż > 0)

f j+1
2 = f j2 + ∂f j2

∂²
:
(
²
j+1 − ²j

)
+ ∂f j2
∂R

(
Rj+1 −Rj

)
+ ∂f j2

∂δ

(
δj+1 − δj

)
(ż < 0)

(4.1)

Que l’on peut aussi écrire sous la forme :

df1 = ∂fj1
∂²

: d² + ∂fj1
∂R

dR (ż > 0)

df2 = ∂fj2
∂²

: d² + ∂fj2
∂R

dR + ∂fj2
∂δ

dδ (ż < 0)
(4.2)
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Le but étant d’avoir la contrainte qui soit sur la surface seuil de transformation directe,
on va chercher à annuler la valeur du critère de transformation à l’itération suivante, f j+1

i .
On a donc :

df1 = −f j1 (ż > 0)
df2 = −f j2 (ż < 0)

(4.3)

L’équation 4.2 s’exprime alors en fonction de la variation de fraction volumique de mar-
tensite, dz :

f j1 + ∂f j1
∂²

: ∂²
∂z

dz + ∂f j1
∂R

∂R

∂z
dz = 0 (ż > 0)

f j2 + ∂f j2
∂²

: ∂²
∂z

dz + ∂f j2
∂R

∂R

∂z
dz + ∂f j2

∂δ

∂δ

∂z
dz = 0 (ż < 0)

(4.4)

On peut donc en déduire la variation de fraction volumique de martensite nécessaire pour
annuler la valeur du critère de transformation directe :

dz = −f j1
∂fj1
∂²

: ∂²
∂z

+ ∂fj1
∂R
R′(z)

(ż > 0)

dz = −f j2
∂fj2
∂²

: ∂²
∂z

+ ∂fj2
∂R
R′(z) + ∂fj2

∂δ
δ′(z)

(ż < 0)
(4.5)

Avec le premier terme des dénominateurs qui correspond à la dérivée des critères de
transformation par rapport au tenseur des contraintes :

∂f j1
∂²

= ∂σ

∂²
+ (R(z) + σt0)

g′(yσ)
g2(yσ)

∂yσ
∂²

(ż > 0)

∂f j2
∂²

= 3
2
s−X
² −X

+ (R(z) + σt0)
g′(yσ−X)
g2(yσ−X)

∂yσ−X
∂²

(ż < 0)
(4.6)

Où ∂σ

∂²
= 3s

2σ et ∂yσ
∂²

= 9
2σ

(
3
(
s

σ

)2
− yσ

s

σ
− 2

3 Id
)

(voir annexe A).

Le second terme du dénominateur est identique en transformations directe et inverse
et correspond à la dérivée du tenseur des contraintes par rapport à la fraction volumique
de martensite :

∂²

∂z
= ∂²

∂¹e
∂¹e

∂¹tr
∂¹tr

∂z
(4.7)

Où ∂²

∂¹e
= E défini le tenseur d’élasticité, ∂¹

e

∂¹tr
= −Id car l’incrément de déformation totale

est fixé donc ¹e + ¹tr = Cste, ∂¹
tr

∂z
= γKσ

Kε : Kσ

en transformation directe pour respecter la

loi de normalité et ∂¹
tr

∂z
= γg(−1)
g(−yε)

¹tr

εtr
en transformation inverse. On a donc :

∂²

∂z
= − γ

Kε : Kσ

EKσ (ż > 0)

∂²

∂z
= −γg(−1)

g(−yε)
E
¹tr

εtr
(ż < 0)

(4.8)
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Le troisième terme du dénominateur est la dérivée des critères de transformation par
rapport à leur taille, R(z) :

∂f j1
∂R

= − 1
g(yσ)

(ż > 0)

∂f j2
∂R

= 3
2
s−X
² −X

: ∂(² −X)
R(z) − 1

g(yσ−X) · · · (ż < 0)

+ (R(z) + σ0)
g′(yσ−X)
g2(yσ−X)

∂yσ−X
∂(² −X) : ∂(² −X)

R(z)

(4.9)

Le quatrième terme du dénominateur correspond à la dérivée de la taille des critères
de transformation, R(z), par rapport à la fraction volumique de martensite :

R′(z) = zmaxn−1 − zdir
zmaxn−1 − zminn−1

h′
(
z(zmaxn−1−zdir)+zmaxn−1 (zdir−zminn−1)

zmaxn−1−z
min
n−1

)
h(zmaxn−1 )− h(zdir)

(
Rmax
n−1 −Rmin

n−1

)
(ż > 0)

R′(z) = 1− zminn−1
zmaxn − zminn−1

h′
(
z(1−zminn−1)+zminn−1(zmaxn −1)

zmaxn −zminn−1

)
1− h(zminn−1)

· · · (ż < 0)
· · ·

(
Rmax
n − δmaxn −Rmin

n−1 + δminn−1

)
+ δ′(z)

(4.10)

Et enfin les termes restants du dénominateur lors de la transformation inverse corres-
pondent à la dérivée du critère de transformation inverse par rapport à la taille caractéris-
tique du domaine élastique du matériau biphasé, δ(z), et à sa dérivée, δ′(z), par rapport
à la fraction volumique de martensite :

∂f j2
∂δ

= 3
2
s−X
² −X

: ¹tr√
3
2¹
tr : ¹tr

+ (R(z) + σ0)
g′(yσ−X)
g2(yσ−X)

∂yσ−X
∂(² −X) : ¹tr√

3
2¹
tr : ¹tr

(4.11)

δ′(z) = ln(p)
zmaxn − zminn−1

p z−zminn−1
zmaxn −zmin

n−1
(
δminn−1 − δ0

)
− p

zmaxn −z
zmaxn −zmin

n−1 (δmaxn − δ0)

 (4.12)

Le return-mapping permet donc de calculer la variation de fraction volumique néces-
saire pour annuler la valeur du critère de transformation.

La figure 4.5 montre le schéma de l’évolution de la contrainte au cours d’un pas de
l’intégration numérique :

– Une première estimation élastique à partir de la contrainte obtenue au pas précédent,
σn, donne la contrainte σ0.

– Si un critère de transformation est violé, on calcule alors l’incrément de fraction
volumique nécessaire pour annuler le critère seuil comme expliqué précédemment.
On peut en déduire l’évolution de la contrainte correspondante grâce à la loi d’écou-
lement de la transformation.

– Tant que la valeur du critère de transformation n’est pas inférieure à une certaine
précision, il faut recommencer le calcul de l’incrément de fraction volumique et faire
ainsi évoluer la contrainte à chaque itération, σi.

– Lorsque la valeur du critère de transformation est inférieure à la précision, la contrainte
calculée est la contrainte finale du pas, σn+1.
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.
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Figure 4.5 – Schéma de l’évolution de la contrainte au cours d’un pas de l’intégration
numérique par la méthode du return-mapping dans l’espace déviatorique.

4.2 Validation de l’intégration numérique
L’algorithme de l’intégration numérique décrit dans la partie précédente a donc été

intégré sous Matlab et le code de calcul par éléments finis Cast3M. En effet, avant de
passer aux calculs sur structures nous avons validé l’intégration numérique de deux façons
différentes : sur un seul point d’intégration sous Matlab et sur un élément de volume sous
Cast3M. La première permet de réaliser des simulations rapides afin de valider la méthode
utilisée pour l’intégration numérique et de montrer les performances de celle-ci. La seconde
est celle utilisée pour les calculs sur structures et doit donc être validée. Les paramètres
matériau utilisés lors de ces validations sont ceux identifiés dans la partie 3.3.1 et donnés
dans les tableaux 3.2 et 3.3.

Afin de ne pas surcharger cette partie, certaines figures ont été placées dans l’annexe B.

4.2.1 Sur un point d’intégration
Les chargements réalisés étant limités en contrainte en fin de décharge lors des es-

sais, nous avons intégré le modèle sous Matlab avec un pilotage en contrainte afin de
faciliter le retour à contrainte nulle. Nous avons alors simulé différents chargements et
observé la réponse en contrainte en fonction de la déformation et la réponse en contrainte
équivalente en fonction de la fraction volumique de martensite lors de ces chargements.
L’évolution du nombre d’itérations à convergence lors des transformations directe et in-
verse est représentée avec celle de la valeur des critères de transformation au cours des
simulations.

Pour valider le comportement global du modèle implanté, nous avons simulé cinq types
de chargements simples mais permettant de balayer l’ensemble du modèle. Les charge-
ments sont des chargements de traction avec effet point mémoire en utilisant deux pas
de calcul (p = 1MPa et p = 10MPa) et deux précisions pour la convergence des critères
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de transformation (e = 0, 01MPa et e = 1MPa) et des chargements de cisaillement, de
compression, de traction-cisaillement non-proportionnel et d’effet mémoire assisté. Ces
derniers sont réalisés avec un pas de calcul p = 1MPa et une précision e = 0, 01MPa.
Le pas de calcul, p, correspond à l’incrément de contrainte imposé entre deux étapes du
chargement. La précision, e, est l’écart maximal par rapport au zéro, autorisé sur la va-
leur des critères de transformation lors des itérations de l’intégration numérique présentée
dans la partie précédente.

La figure 4.6a montre l’évolution de la contrainte en fonction de la déformation pour
les deux simulations du chargement de traction réalisées avec une précision e = 0, 01MPa.
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Figure 4.6 – Évolutions de la contrainte en fonction de la déformation lors des simulations
sous Matlab de chargements de : a) traction avec points mémoire et deux pas de calculs
différents, b) de cisaillement, c) de compression, et d) l’évolution de la déformation en
fonction de la température lors de la simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté.

On observe que l’influence du pas de calcul sur la réponse du modèle est négligeable,
que l’effet point mémoire est correctement simulé car la boucle interne se referme là où
elle a été ouverte et qu’il y a bien apparition d’une déformation résiduelle à la fin de la dé-
charge. Les figures 4.6b, 4.6c et 4.6d montrent respectivement l’évolution de la contrainte
en fonction de la déformation pour les simulations des chargements de cisaillement et de
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compression et l’évolution de la déformation en fonction de la température pour la simu-
lation du chargement d’effet mémoire assisté. On observe aussi pour ces trois chargements
une déformation résiduelle qui apparaît à la fin du cycle.

Comme expliqué dans la partie 4.1.4, la réorientation consiste à alterner transformation
directe et transformation inverse. Cela entraîne donc une alternance entre augmentation
et diminution de la fraction volumique de martensite et provoque l’apparition de points
mémoire (figure 4.7). Afin de limiter la mémoire utilisée lors des calculs, nous avons donc
limité la valeur maximale du nombre d’itérations de réorientation, comax.
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Figure 4.7 – Évolution lors de la simulation sous Matlab d’un chargement de traction-
cisaillement non-proportionnel de la valeur des critères de transformation, du nombre de
boucles ouvertes et de la fraction volumique de martensite pendant la réorientation.

La figure 4.8a montre le trajet de chargement réalisé lors de la simulation des charge-
ments de traction-cisaillement non proportionnels qui consistent en un chargement carré
dans le plan des contraintes de traction et de cisaillement, avec deux valeurs maximales
du nombre d’itérations de réorientation (comax = 20 et comax = 40). La figure 4.8b
montre l’évolution des déformations au cours de la simulation et les courbes contrainte-
déformation suivant les directions de traction et de cisaillement sont représentées sur les
figures 4.8c et 4.8d. On observe une très faible différence entre les résultats, alors que le
temps de calcul est quasiment le double pour comax = 40. Nous garderons donc comax à
20 pour la suite.

La figure 4.9a montre l’évolution de la contrainte équivalente en fonction de la fraction
volumique de martensite lors des essais de traction. Elle est identique à la précision, e,
près pour les quatre simulations. L’évolution de la contrainte équivalente en fonction de la
fraction volumique de martensite pour les chargements de cisaillement et de compression
montrée sur les figures B.2a et B.2b (dans l’annexe B) est aussi identique mais sans la
boucle interne.

La figure 4.9b est un zoom réalisé sur la courbe d’évolution de la contrainte en fonction
de la déformation au niveau du point mémoire bas de la boucle interne avec les quatre
simulations. On observe un décalage de 1MPa de la courbe lorsque la précision pour
la convergence des critères de transformation est justement e = 1MPa. Sur la courbe
de la simulation avec une précision égale au pas de calcul (e = p = 1MPa), on observe
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Figure 4.8 – Résultats de la simulation sous Matlab d’un chargement de traction-
cisaillement non-proportionnel carré avec deux valeurs maximales du nombre d’itéra-
tions de réorientation, comax : a) trajet de chargement, b) résultat en déformation, c)
et d) courbes contrainte-déformation dans chacune des directions.
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Figure 4.9 – Évolutions lors des simulations sous Matlab d’un chargement de traction
avec points mémoire de : a) la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique
de martensite, et b) pour deux pas, p, et deux précisions, e, différents, de la contrainte en
fonction de la déformation au niveau du point mémoire bas de la boucle interne.
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naturellement un phénomène d’escalier par endroits. Pour éviter ce phénomène, il est
en effet nécessaire de prendre une précision inférieure à la moitié du pas. Ces résultats
permettent aussi de vérifier que la différence entre les courbes des simulations réalisées
avec un pas p = 1MPa et un pas p = 10MPa est très faible.

Les figures 4.10a, 4.10b, 4.10c et 4.10d montrent l’évolution au cours de la simulation
des chargements de traction de la valeur des critères de transformation, f1 et f2, du
nombre de boucles ouvertes, n, et du nombre d’itérations en transformation directe, co1
et en transformation inverse, co2, avec les deux pas de calcul et les deux précisions de
convergence différents.
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Figure 4.10 – Évolution lors des simulations avec deux pas et deux précisions différents
sous Matlab d’un chargement de traction avec points mémoire de la valeur des critères de
transformation, du nombre de boucles ouvertes et du nombre d’itérations en transforma-
tions directe et inverse.

On observe que les valeurs des critères de transformation directe, f1, et de transforma-
tion inverse, f2, restent négatives lorsque l’on est en élasticité et s’annulent respectivement
lors des transformations directe et inverse. On peut remarquer le nombre de boucles ou-
vertes, n, qui vaut 1 au début du chargement car on entame la création de la boucle
externe, puis il passe à 2 lorsque l’on ouvre la boucle interne et retourne à 1 lors de la
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fermeture de cette boucle interne. On observe aussi, que pour un pas de calcul p = 1MPa
et une précision e = 0, 01MPa, le nombre d’itérations à convergence en transformations
directe et inverse, co1 et co2, varient entre 1 et 4, sauf en début de transformation où un
léger pic est visible. L’origine de cette légère augmentation est la fonction de forme h(z)
choisie dans le modèle (équation 3.21) qui présente des tangentes verticales en début et fin
de transformation. La dérivée de cette fonction intervient dans l’intégration numérique
(équation 4.10). Nous avons donc limité la valeur de cette dérivée, ce qui explique les
itérations supplémentaires. Les résultats pour un pas de calcul p = 10MPa sont similaires
bien que le nombre d’itérations soit logiquement légèrement supérieur.

Pour les simulations avec une précision e = 1MPa, un à deux pas de calcul suffisent à
la convergence. Là aussi, on observe un pic du nombre d’itérations en début de transforma-
tion dû à la fonction de forme choisie. On peut remarquer par endroit sur la figure 4.10c,
l’alternance entre transformation et élasticité qui correspond au phénomène de marche
d’escalier observé sur la figure 4.9b lorsque le pas est identique à la précision.

De même les figures B.1a, B.1b et B.1c montrent l’évolution au cours des simulations
des chargements respectivement de cisaillement, de compression et d’effet mémoire assisté,
de la valeur des critères de transformation, f1 et f2, du nombre de boucles ouvertes, n, et
du nombre d’itérations en transformation directe, co1 et en transformation inverse, co2.
On observe, là aussi, un nombre d’itérations compris entre 1 et 4, avec des pics en début
et en fin de transformation.

Les figures 4.11a et 4.11b montrent l’évolution au cours des simulations du chargement
de traction-cisaillement non proportionnel avec les deux valeurs de comax, de la valeur
des critères de transformation, f1 et f2, du nombre de boucles ouvertes, n, du nombre
d’itérations de réorientation, co, et de la fraction volumique de martensite, z. On observe
que le critère de transformation directe s’annule lors de la charge en traction pure, puis les
deux critères peu après le début de la charge de cisaillement. On peut remarquer qu’à ce
moment la réorientation se produit car le compteur d’itérations de réorientation dépasse
1.
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Figure 4.11 – Évolution lors de la simulation sous Matlab d’un chargement de traction-
cisaillement non-proportionnel, de la valeur des critères de transformation, du nombre de
boucles ouvertes et de la fraction volumique de martensite lors de la réorientation, avec
deux valeurs maximales du nombre d’itérations de réorientation, comax, égales à : a) 20,
et b) 40.
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4.2. Validation de l’intégration numérique

L’intégration numérique est donc assez performante puisqu’elle permet la convergence
en seulement une à quatre itérations. On peut cependant remarquer que le choix de la
fonction de forme h(z) utilisée dans le modèle (équation 3.21) peut influencer légèrement
le nombre d’itérations en début et en fin de transformation.

4.2.2 Sur un élément de volume
Nous avons alors implanté le modèle dans le code de calcul par éléments finis Cast3M

pour pouvoir simuler des chargements sur des structures. Mais avant cela, nous avons
vérifié que l’implantation a été correctement réalisée.

Nous avons alors effectué la même démarche que lors de la validation sur un point
d’intégration présentée dans la partie précédente, en observant la réponse du modèle, le
nombre d’itérations à convergence et l’évolution de la valeur des critères de transformation
au cours des différentes simulations. L’élément de volume utilisé pour la validation est un
cube composé de huit éléments CUB8 (élément cubique solide avec 8 nœuds par éléments).

Le pas utilisé est p = 1MPa et la précision e = 0, 01MPa.
Les figures 4.12a, 4.12b, 4.13a et 4.13b montrent l’évolution de la contrainte en fonc-

tion de la déformation pour un chargement de traction, de cisaillement, de compression
et d’effet mémoire assisté. On observe que l’effet point mémoire est correctement simulé
lors du chargement de traction car la boucle interne se referme là où elle a été ouverte.
Pour chacun des chargements de super-élasticité, il y a bien apparition d’une déformation
résiduelle lorsque l’on atteint la contrainte nulle. Sous Cast3M, le modèle doit être im-
planté avec un pilotage en déformation comme décrit dans la partie 4.1. Le pilotage de la
simulation est donc aussi réalisé en déformation, ce qui entraîne que ces chargements se
terminent par de la compression jusqu’à une déformation totale nulle. Ces quatre courbes
sont identiques à celles observées lors des simulations sur un seul point d’intégration
(figure 4.6), avec en plus la partie correspondant à la compression en fin de chargement.
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Figure 4.12 – Évolutions de la contrainte en fonction de la déformation lors des simulations
sous Cast3M de chargements de : a) traction avec points mémoire, et b) de cisaillement.

La figure 4.14b montre le trajet de chargement réalisé, qui consiste en un chargement
rectangulaire dans le plan des déformations de traction et de cisaillement. La figure 4.14a
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique
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Figure 4.13 – Évolutions respectivement de la contrainte en fonction de la déformation
et de la déformation en fonction de la température lors des simulations sous Cast3M de
chargements : a) de compression, et b) d’effet mémoire assisté.
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Figure 4.14 – Résultats de la simulation sous Cast3M d’un chargement de traction-
cisaillement non-proportionnel carré : b) trajet de chargement, a) résultat en contrainte,
c) et d) courbes contrainte-déformation dans chacune des directions.
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4.2. Validation de l’intégration numérique

montre l’évolution des contraintes au cours de la simulation et les courbes contrainte-
déformation suivant les directions de traction et de cisaillement sont représentées sur les
figures 4.14c et 4.14d.

La figure 4.15a montre l’évolution de la contrainte équivalente en fonction de la frac-
tion volumique de martensite lors de la simulation de l’essai de traction. Elle est identique
à celles observées pour les quatre simulations de traction sur un point d’intégration (fi-
gure 4.9a), avec en plus la partie correspondant à la compression en fin de chargement.
L’évolution de la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique de martensite
pour les chargements de cisaillement et de compression montrée sur les figures B.4a et
B.4b est aussi identique, mais sans la boucle interne.
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Figure 4.15 – Évolution lors de la simulation sous Cast3M d’un chargement de traction
avec points mémoire de : a) la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique
de martensite, et b) de la valeur des critères de transformation, du nombre de boucles
ouvertes et du nombre d’itérations en transformations directe et inverse.

La figure 4.15b montre l’évolution au cours de la simulation du chargement de traction,
de la valeur des critères de transformation, f1 et f2, du nombre de boucles ouvertes, n, et
du nombre d’itérations en transformation directe, co1 et en transformation inverse, co2.
On observe que les valeurs des critères de transformation directe, f1, et de transformation
inverse, f2, restent négatives lorsque l’on est en élasticité et s’annulent respectivement lors
des transformations directe et inverse. On peut remarquer le nombre de boucles ouvertes,
n, qui vaut 1 au début du chargement car on entame la création de la boucle externe,
puis il passe à 2 lorsque l’on ouvre la boucle interne et retourne à 1 lors de la fermeture
de cette boucle interne. On observe aussi que le nombre d’itérations à convergence en
transformations directe et inverse, co1 et co2, varient entre 1 et 10, sauf au début de la
transformation directe où il peut atteindre une valeur de 25.

De même, les figures B.3a, B.3b et B.3c montrent l’évolution au cours des simulations
des chargements respectivement de cisaillement, de compression et d’effet mémoire assisté,
de la valeur des critères de transformation, f1 et f2, du nombre de boucles ouvertes, n, et
du nombre d’itérations en transformation directe, co1 et en transformation inverse, co2.
On observe, là aussi, un nombre d’itérations compris entre 1 et 10, avec des pics en début
de transformation directe.
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique

La figure 4.16 montre l’évolution au cours de la simulation du chargement de traction-
cisaillement non proportionnel, de la valeur des critères de transformation, f1 et f2, du
nombre de boucles ouvertes, n, du nombre d’itérations de réorientation, co, et de la fraction
volumique de martensite, z. On observe que le critère de transformation directe s’annule
lors de la charge en traction pure, puis les deux critères peu après le début de la charge
de cisaillement. On peut remarquer qu’à ce moment la réorientation se produit et que le
nombre de boucles ouvertes, n, augmente fortement en début et en fin de réorientation.
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Figure 4.16 – Évolution lors de la simulation sous Cast3M d’un chargement de traction-
cisaillement non-proportionnel, de la valeur des critères de transformation, du nombre de
boucles ouvertes, du nombre d’itérations de réorientation et de la fraction volumique de
martensite.

Ces résultats montrent que l’implantation du modèle dans le code de calcul par élé-
ments finis Cast3M est donc réalisée correctement. Le modèle peut donc être utilisé afin
de simuler le comportement de structures en Alliage à Mémoire de Forme soumises à des
chargements thermo-mécaniques cycliques.

4.3 Simulation de chargements sur structures
L’implantation numérique étant validée, nous avons testé le modèle en simulant le char-

gement de différentes structures en Alliage à Mémoire de Forme. Les structures utilisées
pour les calculs sont un ressort hélicoïdal, une mèche d’outil endodontique et des action-
neurs à ressorts antagonistes. Nous avons choisi ces structures car elles correspondent à des
applications courantes des Alliages à Mémoire de Forme sous chargement cyclique (voir
partie 1.1.2). Nous avons simulé les chargements que subissent usuellement ces structures :
un chargement de super-élasticité sur les deux premières structures et un chargement d’ef-
fet mémoire assisté sur le ressort et les actionneurs.

Les chargements ont été réalisés en grands déplacements et petites déformations.
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4.3. Simulation de chargements sur structures

4.3.1 Chargements super-élastiques
Dans une première partie, nous montrerons les résultats des simulations de charge-

ments super-élastiques réalisés sur les deux structures. Les résultats observés sont la dé-
formée des structures, l’évolution de l’effort généré en fonction du déplacement appliqué,
les répartitions de la contrainte équivalente et de la fraction volumique dans la structure,
ainsi que l’évolution de la contrainte en fonction de la fraction volumique sur un point de
Gauss.

4.3.1.1 Ressort hélicoïdal

La figure 4.17 montre le maillage utilisé pour réaliser la simulation d’un chargement
super-élastique sur un ressort hélicoïdal. Il est constitué de quatre spires découpées en 30
sections chacune, une section contenant 48 éléments. On a donc un total de 5 760 éléments.
Les éléments utilisés sont de type CUB20 (élément cubique solide avec 20 nœuds par
élément), ce qui fait donc un total de 26 321 nœuds. Le diamètre du fil du ressort est de
3mm, alors que le diamètre de la spire est de 10mm. Le pas de l’hélice est de 4mm.

- a - - b -

Figure 4.17 – Maillage utilisé pour la simulation d’un chargement super-élastique sur un
ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme : a) maillage des spires, et b) maillage
d’une section.

Les conditions aux limites utilisées sont un encastrement pour l’une des extrémités du
ressort et un déplacement imposé suivant l’axe du ressort sur l’autre extrémité.

Les paramètres matériau utilisés sont ceux identifiés dans le chapitre 3 et donnés dans
les tableaux 3.2 et 3.3. À part pour les valeurs de δmax1 et δ0 qui ont été modifiées :
δmax1 = δ0 = 80MPa.

La figure 4.18 montre l’évolution de l’effort résultant, F , sur le ressort par rapport à
sa déflexion, d. Seuls quelques points du calcul sont sauvegardés à cause de la taille du
fichier de sauvegarde qui est très importante, d’où un « pas apparent » large mais qui ne
correspond pas à celui utilisé lors de la simulation. La déformée réelle (avec un rapport
de 1) du ressort au cours du chargement est aussi représentée en rouge clair par dessus le
maillage non déformé en noir pour certains points du chargement.
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique
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Figure 4.18 – Évolution de l’effort en fonction de la déflexion et représentation de la défor-
mée lors d’un chargement super-élastique sur un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire
de Forme.

La figure 4.19b montre la répartition de la contrainte équivalente dans la section cen-
trale du ressort lorsque le déplacement maximal est appliqué. On observe une dissymétrie
de la répartition, due aux dimensions du ressort qui a un diamètre de fil relativement
proche du diamètre des spires. L’axe du ressort se situe au dessus de la section représen-
tée (figure 4.19a).
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Figure 4.19 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section d’un ressort héli-
coïdal en Alliage à Mémoire de Forme lors d’un chargement super-élastique.

La figure 4.20 montre l’évolution sur un point de Gauss proche de l’axe et dans la
section centrale du ressort, de la contrainte équivalente, σeq, en fonction de la fraction
volumique de martensite, z. La répartition dans la section de la fraction volumique de
martensite est aussi représentée pour certains points du chargement. On observe que
l’apparition progressive de la martensite n’est pas non plus symétrique et une déformation
résiduelle à la fin de la décharge.
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4.3. Simulation de chargements sur structures
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Figure 4.20 – Évolution de la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique de
martensite et répartition de la fraction volumique dans une section lors d’un chargement
super-élastique sur un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme.

La figure 4.21 montre la répartition de la contrainte dans la section centrale du ressort
lorsque la déformation maximale est appliquée. On observe logiquement que la fraction
volumique apparaît aux endroits où la contrainte équivalente dépasse la contrainte seuil
de transformation (σ0 = 154MPa, figure 4.19).
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Figure 4.21 – Répartition de la fraction volumique de martensite dans une section d’un
ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme lors d’un chargement super-élastique.

Quatre cycles de ce chargement ont été simulés. La figure 4.22 montre l’évolution de
l’effort résultant en fonction de la déflexion imposée au ressort au cours de ces quatre
cycles. On observe bien que la déformation résiduelle s’accumule au cours des cycles avec
l’apparition de la martensite bloquée, entraînant d’ailleurs un passage en compression à
la fin de la décharge.

Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme 171



4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique
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Figure 4.22 – Évolution de l’effort en fonction de la déflexion du ressort lors d’un charge-
ment super-élastique cyclique sur un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme.

La figure 4.23 montre la répartition dans la section centrale du ressort, de la frac-
tion volumique de martensite résiduelle à la fin du quatrième cycle. On observe que la
martensite résiduelle est présente aux endroits où il y a eu le plus de transformation.
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Figure 4.23 – Répartition de la fraction volumique de martensite résiduelle dans une
section d’un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme à la fin d’un chargement
super-élastique cyclique.

On remarque que la déformation résiduelle est assez faible comparée à celle observée
lors des simulations de traction sur un point d’intégration ou sur un élément de volume.
La première cause est la déformation qui reste localement faible, mais peut entraîner
de grands déplacements. Il y a donc peu de transformation, d’où peu de déformation
résiduelle. Le second point est l’accommodation des déformations. En effet, une déforma-
tion résiduelle locale peut être gommée par des déformations élastiques dans les zones
avoisinantes et ne pas ou peu influencer la déformation globale.
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4.3. Simulation de chargements sur structures

4.3.1.2 Instrument endodontique

La figure 4.24a montre le maillage utilisé pour réaliser la simulation d’un chargement
super-élastique sur une mèche d’outil endodontique servant à dévitaliser les dents. Il est
constitué d’une hélice conique à pas variable, dont la section est donnée sur la figure 4.24b
(Chevalier et al. (2007)). Il est constitué de 16 200 éléments et ceux-ci sont de type CUB20
(cubique avec 20 nœuds par élément), ce qui fait donc un total de 73 561 nœuds. L’outil
a une longueur de 16mm.

- a -

- b -

Figure 4.24 – Maillage utilisé pour la simulation d’un chargement super-élastique sur un
outil endodontique en Alliage à Mémoire de Forme : a) maillage de l’hélice, et b) maillage
d’une section.

Les conditions aux limites utilisées sont un encastrement pour la base de l’outil et un
déplacement imposé perpendiculairement à l’axe de l’outil sur l’extrémité.

Les paramètres matériau sont identiques à ceux utilisés lors de la simulation du ressort
sous chargement super-élastique vu dans la partie précédente.

La figure 4.25 montre l’évolution de l’effort résultant, F , sur l’outil par rapport à sa
déflexion, d. Là aussi, seuls quelques points du calcul sont sauvegardés à cause de la taille
du fichier de sauvegarde qui est très importante, d’où un « pas apparent » large mais qui
ne correspond pas à celui utilisé lors de la simulation. La déformée réelle (avec un rapport
de 1) de l’outil au cours du chargement est aussi représentée en rouge clair par dessus le
maillage non déformé en noir pour certains points du chargement.
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Figure 4.25 – Évolution de l’effort en fonction de la déflexion et représentation de la
déformée lors d’un chargement super-élastique sur un outil endodontique en Alliage à
Mémoire de Forme.
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4. Simulations de structures en Alliage à Mémoire de Forme sous chargement cyclique

La figure 4.26 montre la répartition de la contrainte équivalente dans la section centrale
de l’outil lorsque la déformation maximale est appliquée. On observe une répartition
proche de la répartition classique de la contrainte équivalente dans une poutre en flexion.
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Figure 4.26 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section d’un outil endo-
dontique en Alliage à Mémoire de Forme lors d’un chargement super-élastique.

La figure 4.27 montre l’évolution sur un point de Gauss situé dans la section centrale
de l’outil de la contrainte équivalente, σeq, en fonction de la fraction volumique de mar-
tensite, z. La répartition dans la section de la fraction volumique de martensite est aussi
représentée pour certains points du chargement. On observe l’apparition progressive de
la martensite sur les zones les plus contraintes et de la martensite résiduelle à la fin de la
décharge.
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Figure 4.27 – Évolution de la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique de
martensite et répartition de la fraction volumique dans une section lors d’un chargement
super-élastique sur un outil endodontique en Alliage à Mémoire de Forme.
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4.3. Simulation de chargements sur structures

La figure 4.28 montre la répartition de la contrainte dans la section centrale de l’outil
lorsque le déplacement maximal est appliqué. On observe logiquement que la fraction
volumique apparaît aux endroits où la contrainte équivalente dépasse la contrainte seuil
de transformation (σ0 = 154MPa, figure 4.26).
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Figure 4.28 – Répartition de la fraction volumique de martensite dans une section d’un
outil endodontique en Alliage à Mémoire de Forme lors d’un chargement super-élastique.

Quatre cycles de ce chargement ont été simulés. La figure 4.29 montre l’évolution
de l’effort résultant en fonction de la déflexion imposée à l’outil au cours de ces quatre
cycles. On observe bien la déformation résiduelle qui s’accumule au cours des cycles avec
l’apparition de la martensite bloquée.
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Figure 4.29 – Évolution de l’effort en fonction de la déflexion de l’outil endodontique lors
d’un chargement super-élastique cyclique sur un outil endodontique en Alliage à Mémoire
de Forme.

La figure 4.30 montre la répartition dans la section centrale de la fraction volumique de
martensite résiduelle à la fin du quatrième cycle. On observe que la martensite résiduelle
est présente aux endroits où il y a eu le plus de transformation.
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Figure 4.30 – Répartition de la fraction volumique de martensite résiduelle dans une
section d’un outil endodontique en Alliage à Mémoire de Forme à la fin d’un chargement
super-élastique cyclique.

4.3.2 Chargement d’effet mémoire assisté sur un ressort hélicoï-
dal

Dans cette partie, nous montrerons les résultats de la simulation d’un chargement
d’effet mémoire assisté réalisé sur la structure du ressort.

La figure 4.31 montre le maillage utilisé pour réaliser la simulation d’un chargement
d’effet mémoire assisté sur un ressort hélicoïdal, après application d’une pré-contrainte.
Il est similaire à celui utilisé lors du chargement de super-élasticité (partie 4.3.1.1), mais
avec un diamètre de spire plus important (20mm) par rapport au diamètre du fil (3mm).

- a - - b -

Figure 4.31 – Maillage utilisé pour la simulation d’un chargement d’effet mémoire assisté
sur un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme après pré-contrainte : a) maillage
des spires, et b) maillage d’une section.

176 Étude et modélisation du comportement cyclique des Alliages à Mémoire de Forme



4.3. Simulation de chargements sur structures

Les conditions aux limites utilisées sont un encastrement pour l’une des extrémités du
ressort et un effort imposé suivant l’axe du ressort sur l’autre extrémité.

Les paramètres matériau utilisés sont identiques à ceux de la partie précédente.
Le chargement consiste à appliquer une pré-contrainte de 250N à haute température

(150℃) dans le domaine élastique de l’austénite. Puis on impose un cyclage thermique
sur l’ensemble du ressort. Cela consiste à refroidir afin de passer dans le domaine marten-
sitique de l’Alliage à Mémoire de Forme, puis à chauffer pour retourner dans le domaine
austénitique.

La figure 4.32 montre l’évolution de la déflexion du ressort, d, par rapport à la tempé-
rature, T . Seuls quelques points du calcul sont sauvegardés à cause de la taille du fichier
de sauvegarde qui est très importante, d’où un « pas apparent » large mais qui ne cor-
respond pas à celui utilisé lors de la simulation. La déformée réelle (avec un rapport de
1) du ressort au cours du chargement est aussi représentée en rouge clair par dessus le
maillage déformé après l’application de la pré-contrainte, en noir pour certains points du
chargement.
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Figure 4.32 – Évolution de la déflexion du ressort en fonction de la température et re-
présentation de la déformée lors d’un chargement d’effet mémoire assisté sur un ressort
hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme.

Les figures 4.33a et 4.33b montrent la répartition de la contrainte équivalente dans la
section centrale du ressort respectivement avant et après le refroidissement. On observe
aussi une dissymétrie de la répartition due aux dimensions du ressort qui a un diamètre de
fil relativement proche du diamètre des spires. Mais cette dissymétrie est plus faible que
lors de la simulation du chargement super-élastique car le rayon de spire utilisé est plus
important par rapport au diamètre du fil. L’axe du ressort se situe au dessus de la section
représentée. On peut remarquer que lors du refroidissement il y a une redistribution des
contraintes due à la transformation. En effet, la contrainte sur les bords de la section
diminue à cause de la déformation de transformation qui apparaît. La contrainte dans la
zone proche du centre de la section augmente alors pour compenser, afin de maintenir le
couple de torsion constant.

La figure 4.34 montre l’évolution sur un point de Gauss dans la section centrale et
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Figure 4.33 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section d’un ressort héli-
coïdal en Alliage à Mémoire de Forme lors d’un chargement d’effet mémoire assisté : a) à
la fin de la pré-contrainte élastique, et b) après refroidissement.

proche de l’axe du ressort, de la fraction volumique de martensite, z, en fonction de la
température, T . La répartition dans la section centrale du ressort, de la fraction volumique
de martensite est aussi représentée pour certains points du chargement. On observe, au
cours du chargement thermique, l’apparition et la disparition progressive de la martensite
qui présente aussi une légère dissymétrie et une déformation résiduelle à la fin du chauffage.
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Figure 4.34 – Évolution de la fraction volumique de martensite en fonction de la tempé-
rature et sa répartition dans une section lors d’un chargement d’effet mémoire assisté sur
un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme.
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La figure 4.35 montre la répartition de la fraction volumique de martensite dans la
section centrale du ressort lorsque la déformation maximale est appliquée. On observe
logiquement que la fraction volumique apparaît aux endroits où la contrainte équivalente
est la plus importante (figure 4.33).
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Figure 4.35 – Répartition de la fraction volumique de martensite dans une section d’un
ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme lors d’un chargement d’effet mémoire
assisté.

Quatre cycles de ce chargement ont été simulés. La figure 4.36 montre l’évolution de
la déflexion du ressort en fonction de la température imposée au cours de ces quatre
cycles. On observe une légère déformation résiduelle qui s’accumule au cours des cycles
avec l’apparition de la martensite bloquée.
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Figure 4.36 – Évolution de la déflexion du ressort en fonction de la température lors d’un
chargement d’effet mémoire assisté cyclique sur un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire
de Forme.

La figure 4.37 montre la répartition dans la section centrale du ressort, de la frac-
tion volumique de martensite résiduelle à la fin du quatrième cycle. On observe que la
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martensite résiduelle est présente aux endroits où il y a eu le plus de transformation.
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Figure 4.37 – Répartition de la fraction volumique de martensite résiduelle dans une
section d’un ressort hélicoïdal en Alliage à Mémoire de Forme à la fin d’un chargement
d’effet mémoire assisté cyclique.

4.3.3 Actionneurs à ressorts antagonistes
Dans cette partie, nous montrerons les résultats des simulations du fonctionnement

d’un actionneur basé sur l’utilisation de ressorts antagonistes. Nous avons réalisé deux si-
mulations. Pour la première, nous avons utilisé un ressort élastique couplé avec un ressort
en Alliage à Mémoire de Forme qui travaillera donc en effet mémoire assisté. Nous appel-
lerons donc ce montage un actionneur AMF/élastique. Dans la seconde simulation, nous
avons remplacé le ressort élastique par un autre ressort en Alliage à Mémoire de Forme qui
reste à température ambiante et travaille donc en super-élasticité. Nous nommerons donc
ce montage un actionneur AMF/AMF. Avant de réaliser le chargement thermique, une
pré-contrainte est appliquée en imposant un déplacement à une extrémité de l’actionneur.

Les figures 4.38a et 4.38b montrent les maillages utilisés pour réaliser les simulations,
une fois la pré-contrainte appliquée. Le maillage de chaque ressort est identique à celui
utilisé lors du chargement d’effet mémoire assisté (partie 4.3.2). Les deux ressorts sont liés
entre eux au niveau des sections centrales mais nous les représenterons avec un espacement
entre les deux pour une meilleure visualisation.

Les conditions aux limites utilisées sont un encastrement à l’une des extrémités du
montage et un déplacement imposé suivant l’axe de l’actionneur sur l’autre extrémité. Le
déplacement suivant l’axe de l’actionneur des extrémités centrales du montages est imposé
identique sur chacun des ressorts et les autres déplacements de ces sections sont bloqués.

Le chargement consiste, dans un premier temps, à appliquer une pré-contrainte sur
l’actionneur en imposant un déplacement à une extrémité de l’actionneur. Ce déplacement
est pris de telle manière à ne pas dépasser une contrainte maximale de 430MPa dans les
ressorts et il est maintenu constant durant le reste du chargement. Ensuite, un cyclage
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- a -

- b -

Figure 4.38 – Maillages utilisés pour la simulation d’un actionneur à ressorts antagonistes
après pré-contrainte pour : a) l’actionneur AMF/élastique, et b) l’actionneur AMF/AMF.

thermique est imposé sur le/un ressort en Alliage à Mémoire de Forme, alors que l’autre
ressort reste à température ambiante (20℃). La transformation de l’austénite entraîne
alors un déplacement de la section centrale de l’actionneur.

Les paramètres matériau utilisés sont identiques à ceux de la partie précédente pour
les ressorts en Alliage à Mémoire de Forme. Pour le ressort élastique, nous avons pris le
même module d’Young et coefficient de Poisson que pour les autres ressorts.

Les figures 4.39a et 4.39b montrent l’évolution du déplacement, d, de la section cen-
trale en fonction de la température, T , pour les deux types de montage. Seuls quelques
points du calcul sont sauvegardés à cause de la taille du fichier de sauvegarde qui est très
importante, d’où un « pas apparent » large mais qui ne correspond pas à celui utilisé lors
de la simulation. La déformée réelle (avec un rapport de 1) des actionneurs au cours du
chargement est aussi représentée en rouge clair par dessus le maillage déformé après la
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Figure 4.39 – Évolution du déplacement d’un actionneur en fonction de la température
et représentation de la déformée des ressorts pour : a) l’actionneur AMF/élastique, et
b) l’actionneur AMF/AMF.
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charge élastique en noir, pour certains points du chargement. On observe que le dépla-
cement généré lors du cyclage thermique de l’actionneur AMF/AMF est plus important
que celui de l’actionneur AMF/élastique.

Les figures 4.40a et 4.40b montrent la répartition de la contrainte équivalente dans
les sections centrales des ressorts de l’actionneur AMF/élastique après l’application de
la pré-contrainte. Pour les ressorts en Alliages à Mémoire de Forme, c’est la contrainte
équivalente donnée par l’équation 3.7 qui est utilisée. Pour le ressort élastique, c’est la
contrainte équivalente de von Mises. Les figures 4.41, 4.42 et 4.43 montrent le même résul-
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Figure 4.40 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section des ressorts héli-
coïdaux de l’actionneur AMF/élastique après pré-contrainte : a) dans le ressort en Alliage
à Mémoire de Forme, et b) dans le ressort élastique (contrainte de von Mises).
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Figure 4.41 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section des ressorts hé-
licoïdaux d’un actionneur AMF/élastique après refroidissement : a) dans le ressort en
Alliage à Mémoire de Forme, et b) dans le ressort élastique (contrainte de von Mises).
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Figure 4.42 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section des ressorts héli-
coïdaux d’un actionneur AMF/AMF après pré-contrainte : a) dans le ressort soumis au
chargement thermique, et b) dans le ressort à température constante.
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Figure 4.43 – Répartition de la contrainte équivalente dans une section des ressorts héli-
coïdaux d’un actionneur AMF/AMF après refroidissement : a) dans le ressort soumis au
chargement thermique, et b) dans le ressort à température constante.

tat pour les ressorts de l’actionneur AMF/élastique après refroidissement et les ressorts de
l’actionneur AMF/AMF après l’application de la pré-contrainte et après refroidissement.
On observe encore une légère dissymétrie de la répartition, due aux dimensions du ressort
qui a un diamètre de fil relativement proche du diamètre des spires. L’axe du ressort se
situe au dessus des sections représentées.

Sur l’actionneur AMF/élastique, on peut remarquer qu’après application de la pré-
contrainte, la répartition des contraintes dans les deux ressorts est quasiment identique,
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ce qui est normal vu qu’ils restent en élasticité tous les deux. Après refroidissement, la
déformation qui apparaît dans le ressort en Alliage à Mémoire de Forme pendant la trans-
formation entraîne une redistribution des contraintes dans ce ressort et une diminution
de la contrainte dans le ressort élastique.

Sur l’actionneur AMF/AMF, la contrainte dans le ressort subissant le cyclage ther-
mique après application de la contrainte est identique à celle observée sur l’actionneur
AMF/élastique. Par contre, elle est plus faible dans le second ressort à cause de la redis-
tribution des contraintes dans la section due à la déformation de transformation. Lors du
refroidissement, on observe, là aussi, une redistribution des contraintes dans le premier
ressort et une diminution de la contrainte dans le ressort à température constante.

La figure 4.44 montre l’évolution sur un point de Gauss dans la section centrale et
proche de l’axe du ressort en Alliage à Mémoire de Forme de l’actionneur AMF/élastique,
de la fraction volumique de martensite, z, en fonction de la température, T . La répartition
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Figure 4.44 – Évolution de la fraction volumique de martensite en fonction de la tempé-
rature et sa répartition dans une section du ressort en Alliage à Mémoire de Forme de
l’actionneur AMF/élastique.
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Figure 4.45 – Évolution de la fraction volumique de martensite en fonction de la tempé-
rature et sa répartition dans une section des ressorts de l’actionneur AMF/AMF.
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dans la section centrale des ressorts, de la fraction volumique de martensite est aussi
représentée pour certains points du chargement. Les figures 4.45a et 4.45b montrent les
mêmes résultats pour les ressorts de l’actionneur AMF/AMF. On observe l’apparition et
la disparition progressive de la martensite au cours du chargement thermique et de la
martensite résiduelle à la fin du chauffage.

Les figures 4.46, 4.47a et 4.47b montrent la répartition de la fraction volumique dans
la section centrale des ressorts des actionneurs AMF/élastique et AMF/AMF lorsque
l’on atteint la température minimale. On observe logiquement que la fraction volumique
apparaît aux endroits où la contrainte équivalente est la plus importante.
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Figure 4.46 – Répartition de la fraction volumique de martensite dans une section du
ressort en Alliage à Mémoire de Forme de l’actionneur AMF/élastique.
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Figure 4.47 – Répartition de la fraction volumique de martensite dans une section des
ressorts de l’actionneur AMF/AMF.
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Quatre cycles de ce chargement ont été simulés sur l’actionneur AMF/élastique et
trois cycles sur l’actionneur AMF/AMF. Les figures 4.36a et 4.36b montrent l’évolution
du déplacement, d, de la section centrale en fonction de la température, T , au cours de ces
cycles. On observe une légère déformation résiduelle qui s’accumule au cours des cycles
avec l’apparition de la martensite bloquée.
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Figure 4.48 – Évolution en fonction de la température, du déplacement de la zone centrale
de : a) l’actionneur AMF/élastique, et b) l’actionneur AMF/AMF.

L’évolution de la force appliquée sur l’actionneur pour maintenir le déplacement im-
posé constant tout au long du chargement thermique est donnée pour les deux actionneurs
sur les figures 4.49a et 4.49b. On observe une diminution logique de l’effort lors du refroi-
dissement. En effet, la transformation induite par l’évolution de la température entraîne
un allongement du ressort subissant le chargement thermique, ce qui implique une baisse
de l’effort dans l’actionneur. La diminution est légèrement plus faible pour le l’actionneur
AMF/AMF à cause du léger comportement à plateau du ressort en Alliage à Mémoire de
Forme qui autorise une variation de la déformation pour un effort quasiment constant.
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Figure 4.49 – Évolution en fonction de la température de l’effort résultant appliqué sur :
a) l’actionneur AMF/élastique, et b) l’actionneur AMF/AMF.
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Les figures 4.50a et 4.50b montrent la répartition, dans la section centrale des ressorts
subissant le chargement thermique, de la fraction volumique de martensite résiduelle à la
fin du troisième cycle. On observe que la martensite résiduelle est présente aux endroits
où il y a eu le plus de transformation. Elle est légèrement inférieure pour le ressort de
l’actionneur AMF/élastique car il y a eu moins de transformation pour ce montage.
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Figure 4.50 – Répartition de la fraction volumique de martensite résiduelle dans une
section du ressort sur lequel est appliqué le chargement d’effet mémoire assisté cyclique
de : a) l’actionneur AMF/élastique, et b) l’actionneur AMF/AMF.

4.4 Conclusion
La méthode du retrun-mapping a été utilisée pour réaliser l’intégration numérique

du modèle. Comme les résultats des validations l’ont montré sur un point d’intégration
ainsi que sur un élément de volume, cette méthode permet une convergence rapide. La
réorientation a été prise en compte par une alternance entre transformations directe et
inverse, permettant l’évolution de la direction de la déformation de transformation tout
en ayant une fraction volumique de martensite constante.

Le modèle développé permet donc de simuler le comportement de structures en Al-
liage à Mémoire de Forme soumises à des chargements thermo-mécaniques cycliques. On
observe naturellement que la transformation se produit dans les zones les plus contraintes
des structures. La martensite résiduelle apparaît alors dans ces mêmes zones, mais elle
influence assez peu le comportement global de la structure. En effet, la déformation rési-
duelle engendrée est accommodée par des déformations élastiques des zones voisines.
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Conclusion

L’objectif de cette étude était de modéliser le comportement des Alliages à Mémoire
de Forme sous chargements cycliques. En effet, ceux-ci affectent sensiblement leur com-
portement. Cependant, peu de modèles présents dans la littérature permettent de décrire
ce comportement et certaines propriétés des Alliages à Mémoire de Forme ne sont pas
prises en compte dans ces modèles.

Le développement s’est réalisé en deux étapes. La première a permis de prendre en
compte le comportement sous chargement super-élastique cyclique. Pour cela, nous avons
donc réalisé différents essais de traction cycliques afin de cerner au mieux le comportement
des Alliages à Mémoire de Forme pour ce type de chargements. Nous avons donc observé
que l’apparition de la déformation résiduelle dépend de l’amplitude du chargement, mais
aussi de l’histoire du chargement. L’effet point mémoire a été vérifié, ainsi que la relation
linéaire entre la fraction volumique de martensite et la déformation de transformation
équivalente grâce à des mesures de résistivité. L’origine de la déformation résiduelle a
été déterminée à l’aide d’un flash thermique appliqué à la fin des chargements cycliques.
Celui-ci entraîne une forte diminution de la déformation résiduelle, ce qui montre qu’elle
provient en majeure partie de martensite résiduelle.

À partir de ces observations, nous avons proposé un modèle basé sur celui développé
par Bouvet et al. (2004). Le modèle dévellopé dans ce chapitre prend en compte les par-
ticularités observées pour des chargements cycliques et nous avons utilisé une écriture 3D
afin de pouvoir simuler des chargements multiaxiaux non-proportionnels. Les paramètres
du modèle ont été identifiés à partir de certains des essais réalisés et le modèle a été validé
sur l’ensemble des autres essais effectués et des essais provenant de la littérature.

La seconde étape a permis d’ajouter le comportement d’effet mémoire assisté. Nous
avons donc réalisé des essais d’effet mémoire assisté permettant de montrer le compor-
tement des Alliages à Mémoire de Forme pour un chargement thermique cyclique. Nous
avons observé l’apparition d’une déformation résiduelle à basse et haute températures lors
de chargements d’effet mémoire assisté cycliques. L’effet point mémoire a aussi été vérifié
pour ce type de chargements.

Ces observations ont permis de proposer des modifications à la première version du
modèle afin de simuler aussi les chargements d’effet mémoire assisté cycliques. La défor-
mation résiduelle provient alors de martensite bloquée qui s’accumule au cours des cycles.
Les paramètres de cette nouvelle version du modèle sont, là aussi, identifiés à partir de
certains des essais réalisés. Le modèle a été validé sur l’ensemble des autres essais effectués
et des essais provenant de la littérature.
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Finalement, le modèle a été implanté dans le logiciel de calcul par éléments finis
Cast3M. La méthode d’intégration utilisée est le return-mapping qui permet une conver-
gence rapide. La réorientation est simulée en alternant transformation directe et trans-
formation inverse. L’intégration numérique a été validée par des simulations de divers
chargements sur un point d’intégration ainsi que sur un élément de volume. Nous avons
ensuite réalisé des simulations de chargements cycliques sur différentes structures en Al-
liage à Mémoire de Forme subissant des chargements de super-élasticité et d’effet mémoire
assisté cycliques.

Le modèle permet donc de simuler le comportement macroscopique de structures sou-
mises à des chargements thermo-mécaniques multiaxiaux non-proportionnels cycliques. Il
prend en compte les particularités du comportement des Alliages à Mémoire de Forme
qui sont : la dissymétrie traction-compression, l’effet point mémoire, la réorientation de
la martensite et l’apparition de martensite bloquée.

Cependant certains points restent encore à étudier.
Pour compléter la base d’essais, il serait intéressant de réaliser des essais pour d’autres

alliages que le Cu-Al-Be afin de valider quantitativement le comportement du modèle
pour différents types d’alliages. En effet la validation qualitative du comportement super-
élastique du modèle pour un alliage de Ni-Ti réalisée n’est pas suffisante pour valider le
bon fonctionnement du modèle pour différents alliages.

De même, aucun essai ne nous a permis de valider quantitativement le comportement
du modèle lors de la réorientation. Il serait donc préférable de réaliser des essais mul-
tiaxiaux non-proportionnels afin de compléter la validation du modèle pour ce type de
chargements.

Au niveau du modèle quelques points sont aussi à ajouter.
En effet, le modèle ne prend pas en compte la présence de la martensite auto-accom-

modée. Or celle-ci intervient lors de chargements thermiques sous de faibles contraintes,
lors de chargements de pseudo-plasticité ou des chargements d’effet retour contraint qui
sont aussi souvent utilisés dans les applications. La martensite auto-accommodée peut
par exemple être modélisée par une fraction volumique dont la somme avec la fraction
volumique de martensite orientée ne peut dépasser 1. La transformation de l’austénite en
martensite auto-accommodée peut être pilotée par un critère de transformation en tem-
pérature, et la transformation de la martensite auto-accommodée en martensite orientée
par un critère de transformation en contrainte.

De plus, il serait aussi intéressant d’écrire le cadre thermodynamique du modèle afin
de vérifier qu’il respecte bien les principes de la thermodynamique.

Enfin, une démarche possible serait de développer un modèle micro-macro avec prise
en compte de l’apparition de la martensite résiduelle lors de chargements multiaxiaux
non-proportionnels cycliques. Cela permettrait, en effet, de comparer les résultats avec
les comportements choisis pour décrire l’apparition de la martensite bloquée ou la réorien-
tation dans le modèle actuel.
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Conclusion

À plus long terme, le modèle peut permettre à l’aide d’une étude du comportement
des Alliages à Mémoire de Forme jusqu’à rupture, d’étudier l’influence de la martensite
résiduelle sur la fatigue de ces matériaux. En effet, il serait intéressant de comparer par
exemple la transformation cumulée au moment de la rupture par fatigue lors de différents
essais cycliques.
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Annexe A

Calcul du terme ∂σ
∂²

Le tenseur de la dérivée partielle de la contrainte équivalente de von Mises, σ, par
rapport au tenseur des contraintes, ², peut s’exprimer simplement en fonction du tenseur
des contraintes déviatoriques, s, et de la contrainte équivalente de von Mises.

Pour cela, il faut d’abord décomposer la dérivée par rapport au tenseur des contraintes
déviatoriques :

∂σ

∂²
= ∂σ

∂s

∂s

∂²
(A.13)

Or σ =
√

3
2s : s, on a donc :

∂σ

∂s
=

1
2

(
3
22s

)
σ

(A.14)

En réinjectant dans l’équation A.13 on obtient :

∂σ

∂²
= 3

2
s

σ

∂s

∂²
(A.15)

On peut aussi l’écrire en utilisant la notation indicielle :

3
2
skl
σ

∂skl
∂σij

= 3
2
skl
σ

∂
(
σkl − 1

3σmmδkl
)

∂σij

= 3
2
skl
σ

(
δkiδlj −

1
3δijδkl

) (A.16)

Or δkiδlj correspond à la matrice identité, et sklδkl = 0 car s est déviatorique. On a
donc :

∂σ

∂²
= 3

2
s

σ
(A.17)
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Calcul du terme ∂yσ
∂²

On cherche à exprimer la dérivée de yσ par rapport au tenseur des contraintes, avec :

yσ = 27
2

det(s)
σ3 (A.18)

On peut montrer que :
tr
(
s

3
)

= 3 det(s) (A.19)

En effet, on a :

s
2 =


s2
11 + s2

12 + s2
13 s11s12 + s12s22 + s13s23 s11s13 + s12s23 + s13s33

· · · s2
12 + s2

22 + s2
23 s12s13 + s22s23 + s23s33

· · · · · · s2
13 + s2

23 + s2
33

 (A.20)

Donc :

tr (s3) = (s2
11 + s2

12 + s2
13)s11 + (s11s12 + s12s22 + s13s23)s12 · · ·

+ (s11s13 + s12s23 + s13s33)s13 + (s11s12 + s12s22 + s13s23)s12 · · ·
+ (s2

12 + s2
22 + s2

23)s22 + (s12s13 + s22s23 + s23s33)s23 · · ·
+ (s11s13 + s12s23 + s13s33)s13 + (s12s13 + s22s23 + s23s33)s23 · · ·
+ (s2

13 + s2
23 + s2

33)s33

= s3
11 + s3

22 + s3
33 + 6s12s13s23 · · ·

+ s2
12(3s11 + 3s22) + s2

13(3s11 + 3s33) + s2
23(3s22 + 3s33)

(A.21)

Or par définition s11 + s22 + s33 = 0, on a alors :

tr
(
s

3
)

= s3
11 + s3

22 + s3
33 − 3s2

12s33 − 3s2
13s22 − 3s2

23s11 + 6s12s13s23 (A.22)

Mais aussi :

s3
11 + s3

22 + s3
33 = −(s22 + s33)3 + s3

22 + s3
33

= −(s3
22 + 3s2

22s33 + 3s22s
2
33 + s3

33) + s3
22 + s3

33

= −3(s22 + s33)s22s33

= 3s11s22s33

(A.23)

Donc en remplaçant dans l’équation A.22 :

tr (s3) = 3(s11s22s33 − s2
12s33 − s2

13s22 − s2
23s11 + 2s12s13s23)

= 3 det(s)
(A.24)

Il faut alors calculer ∂tr (s3)
∂s

:

tr
(
s

3
)

= sijsjkski (A.25)
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Donc :
∂tr (s3)
∂s

= ∂sijsjkski
∂smn

= δmiδnjsjkski + δmjδnkskisij + δmkδnisijsjk

= smkskn + smisin + smjsjn

= 3s2

(A.26)

On a alors la relation suivante :
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= 27
2
∂

tr(s3)
3σ3
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= 27

2σ
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s

σ
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(A.27)

Or comme on l’a vu dans les équations A.16 et A.17 :

s
∂s

∂²
= s (A.28)

On a aussi :
s

2 ∂s
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(A.29)

On obtient alors l’expression de ∂yσ
∂²

:

∂yσ
∂²

= 9
2σ

(
3
(
s

σ

)2
− yσ

s

σ
− 2

3 Id
)

(A.30)
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Annexe B

Cet annexe regroupe les figures de la partie 4.2 qui n’ont pas été insérées dans le texte.

Validation sur un point d’intégration
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Figure B.1 – Évolution de la valeur des critères de transformation et du nombre d’itéra-
tions en transformations directe et inverse lors de la simulation sous Matlab d’un charge-
ment de : a) cisaillement, b) compression, et c) effet mémoire assisté.
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Figure B.2 – Évolution de la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique
de martensite lors de la simulation sous Matlab d’un chargement de : a) cisaillement, et
b) compression.
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Figure B.3 – Évolution de la valeur des critères de transformation et du nombre d’itéra-
tions en transformations directe et inverse lors de la simulation sous Cast3M d’un char-
gement de : a) cisaillement, b) compression, et c) effet mémoire assisté.
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Figure B.4 – Évolution de la contrainte équivalente en fonction de la fraction volumique
de martensite lors de la simulation sous Cast3M d’un chargement de : a) cisaillement, et
b) compression.
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Résumé
Les Alliages à Mémoire de Forme sont utilisés dans un grand nombre d’applications.

Or celles-ci imposent généralement un chargement cyclique qui fait évoluer leur compor-
tement.

Nous avons donc étudié ce comportement en réalisant une base d’essais en super-
élasticité et en effet mémoire assisté montrant l’apparition d’une déformation résiduelle
au cours du cyclage. À la fin de ces essais l’application d’un flash thermique a permis
de déterminer que l’origine de cette déformation résiduelle provient majoritairement de
martensite résiduelle pour l’alliage utilisé.

Un modèle macroscopique a ensuite été développé afin de prendre en compte cet aspect
du comportement des Alliages à Mémoire de Forme. C’est un modèle à seuil permettant de
prendre en compte les différentes propriétés des Alliages à Mémoire de Forme telles que la
dissymétrie traction-compression, l’effet point-mémoire, la réorientation de la martensite
lors de chargements multiaxiaux non-proportionnels ainsi que l’apparition de martensite
bloquée lors de chargements cycliques.

Le modèle a été implanté dans un code de calcul par éléments finis afin de simuler
le comportement de structures sous chargement cyclique. L’utilisation du modèle pour la
validation de comportement ou l’aide à la conception a été montrée sur deux applications
courantes utilisant des Alliages à Mémoire de Forme.

Mots-clés : Alliages à Mémoire de Forme, transformation de phase, essais cycliques,
modélisation macroscopique, chargements thermo-mécaniques, Cu-Al-Be, martensite blo-
quée.

Abstract
The Shape Memory Alloys are used in many applications. But they generally impose

a cyclic loading which is changing their behavior.
We studied this behavior by performing an experimental database in superelastic and

assisted shape memory effect (recovery strain) showing the appearance of a residual strain
during cyclic tests. The application of a thermal flash at the end of these tests was used
to determine the origin of this residual strain which is mainly due to residual martensite
in the used alloy.

A macroscopic model was developed to take into account this aspect of the Shape
Memory Alloy behavior. It is a threshold model taking into account the various properties
of Shape Memory Alloys such as the tension-compression asymmetry, the return point
memory effect, the reorientation of martensite during multiaxial non-proportional loadings
and the appearance of jammed martensite during cyclic loadings.

The model was implemented in a finite elements code in order to simulate the behavior
of structures under cyclic loadings. Its use for validation of the behavior or as a help in
the conception was shown on two common applications using Shape Memory Alloys.

Keywords : Shape Memory Alloys, phase transformation, cyclic tests, macroscopic
modelisation, thermomechanical loadings, Cu-Al-Be, jammed martensite.
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