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Introduction

La modélisation et simulation numérique de I’hydrodynamique fluviale est au coeur de nom-
breuses applications environnementales, telles que les inondations, le transport de polluants, les
phénomeénes de sédimentation, etc. En outre, de nombreux projets de recherche dans la biologie
marine et les ressources aquatiques nécessitent une connaissance précise des milieux fluviaux et en
particulier leur hydrodynamique.

Cette thése entre dans le cadre du GDR Adour entre I’Université de Pau et des Pays de I’Adour
(UPPA) et I'Institut Francais de Recherche pour I’Exploitation de la MER (IFREMER). Le GDR
Adour se consacre & I’étude de 'impact des activités humaines sur le systéme estuarien de I’Adour
et de sa zone d’influence sur le littoral basco-landais. En particulier, la collaboration entre le
Laboratoire de Mathématiques Appliquées de 'UPPA et le Laboratoire Ressources Halieutiques
Aquitaine de PIFREMER s’est effectuée sur I’écriture de modéles hydrodynamiques multidimen-
sionnels et la simulation numérique de ’hydrodynamique dans l'estuaire.

Un modéle réaliste doit prendre en compte, prés de l’estuaire, les effets de la marée, la salinité,
la température de ’eau, etc. Ainsi le modéle physique est un modéle 3D & deux phases (eau
douce/eau salée). Cependant, la simulation de I’hydrodynamique fluviale nécessite la prise en
compte de domaines de tailles trés importantes. Ces domaines se situent de I’embouchure méme
du fleuve, pour remonter sur plusieurs dizaines de kilomeétres en suivant, non seulement le fleuve
lui-méme, mais aussi parfois certains de ses affluents. Il est évident que dans ces conditions, il est
difficile de modéliser tout le domaine de maniére précise, car cela devient trés coliteux en temps
calcul et en place mémoire. De plus, il n’est pas utile de disposer d’une modélisation fine sur toute
I’étendue du fleuve ; d’une part parce que I’on ne s’intéresse bien souvent qu’a une portion du fleuve
et d’autre part, parce que les phénoménes physiques qui entrent en compte peuvent étre moins
complexes selon la topographie et la bathymétrie. Pour ces zones, il est intéressant de disposer de
modéles plus simples, en 1D ou 2D, qui pourront étre implémentés dans les régions adéquates du
fleuve, avec un couplage qui permettra d’obtenir une solution numérique globale.

Dans la suite des premiers travaux effectués lors de cette collaboration, c’est & dire la mise
en place de modéles hydrodynamiques en 1D et 2D, cette thése a pour objectif I’écriture d’un
code effectuant la simulation numérique de ces modéles, mais également la mise en place d’un
modele hydrodynamique en quasi-3D (ou 2.5D), puis 'extension du code par I'implémentation de
ce dernier modéle.

Le probléme physique décrivant 1’écoulement d’un fleuve & surface libre est décrit par les
équations 3D instationnaires de Navier-Stokes, dans un domaine & surface libre Qp(t). Afin de
simplifier ces équations, diverses approximations ont été proposées. On présente ici deux d’entre
elles, qui sont le plus souvent utilisées.

Dans les milieux aqueux naturels, les variations de densité sont relativement faibles. On peut
ainsi considérer 'approximation de Boussinesq [38] qui consiste a négliger ces variations sur la
masse du fluide, mais en tenant compte de leur influence sur la force de pesanteur appliquée au
fluide. Cette approximation permet de supposer la densité constante dans I’équation de continuité
et de considérer un écoulement incompressible.

L’approximation hydrostatique quant & elle consiste & négliger les accélérations de la vitesse
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verticale, ainsi que la diffusion et le terme source dans ’équation de quantité de mouvement sur
la troisiéme composante de la vitesse. La pression est alors considérée hydrostatique, c’est-a-dire
qu’elle ne varie sur la verticale qu’en fonction du poids de la colonne d’eau. Il est usuel de considérer
cette approximation lorsque le ratio entre les échelles verticale et horizontale est trés petit.

Ces approximations ont permis la dérivation de modéles simplifiés, pour éviter de résoudre les
équations 3D de Navier-Stokes.

Les modéles 2D et 1D existants sont le plus souvent basés sur le systéme de Saint-Venant, aussi
appelé shallow water equations, de par son application aux écoulements en eaux peu profondes.
De nombreux modéles hydrodynamiques de ce type existent dans la littérature et sont utilisés
dans I'hydrodynamique fluviale (cf. par exemple [28, 41, 39]). Ces modéles sont obtenus aprés in-
tégration des équations 3D de Navier-Stokes sur une colonne d’eau en 2D, respectivement sur une
section transversale en 1D (cf. par exemple [1, 2]), avec hypothése hydrostatique et approximation
de Boussinesq. Ainsi on néglige la vitesse verticale en 2D, respectivement les vitesses verticale
et transversale en 1D. Cependant, lorsqu’on veut prendre en compte un point de confluence, la
définition d’une vitesse moyenne suivant ’axe d’un cours d’eau introduit une difficulté. De plus
la vitesse moyennée entraine une perte d’information. De méme, I’hypothése d’une pression hy-
drostatique lorsque le lit présente de fortes irrégularités peut étre forte. En outre, les équations
1D de Saint-Venant sont souvent obtenues et utilisées sur des géomeétries simplifiées (canaux par
exemple), sans prendre en compte la courbure du fleuve. Enfin, la justification mathématique de
ces modeéles est plutot heuristique. En effet, le probléme de fermeture est résolu via la modéli-
sation d’un terme de friction par une formule empirique de type Manning-Strickler, Chézy, etc.
Néanmoins, la validité expérimentale et la robustesse reconnues du systéme de Saint-Venant, ainsi
que la grande quantité de méthodes numériques efficaces développées, en font le modéle le plus
utilisé en mécanique des fluides & surface libre.

Plusieurs travaux ont été effectués récemment pour dériver les équations de Saint-Venant a
partir du systéme de Navier-Stokes. Ils sont tous basés sur une analyse asymptotique. On peut
citer les travaux de Gerbeau et Perthame [26], qui établissent rigoureusement un modéle 1D de
Saint-Venant en y incluant frottement et viscosité, dans le cas d’une géométrie simplifiée, notam-
ment un fond plat, et des conditions de bords simples, & 1’aide d’une analyse asymptotique des
équations 2D de Navier-Stokes a surface libre, avec une approximation hydrostatique. Marche [30]
étend cette étude pour proposer un nouveau modéle 2D de Saint-Venant visqueux avec une to-
pographie irréguliére, présentant de faibles variations. Dans le méme esprit, Ferrari et Saleri [20]
développent également cette approche pour un nouveau modéle 2D, en considérant les effets de
la pression atmosphérique et en prenant en compte de légéres variations pour la topographie du
fond. On peut également citer Audusse [6], qui lui aussi étend 'étude de Gerbeau et Perthame
pour proposer une nouvelle variante d’un systéme de Saint-Venant multi-couche, dans le cas d’'un
fond plat. Dans ce cas, approximation des équations de Navier-Stokes consiste en une série de
systémes de Saint-Venant couplés. Cette approche permet d’atteindre le méme niveau de précision
que le modéle hydrostatique de Navier-Stokes, tout en préservant la simplicité et efficacité de
Papproche Saint-Venant classique. Enfin, une étude sur les écoulements gravitaires en eaux peu
profondes, sans restriction sur la topographie, a été réalisée pour proposer de nouveaux modéles
en 1D et 2D dans [12, 13].

Par ailleurs, une alternative au calcul direct de Navier-Stokes 3D a surface libre, bien trop cot-
teux numériquement, est d’utiliser des modéles “Navier-Stokes simplifiés”, encore appelés “équa-
tions de Saint-Venant tridimensionnelles”. Dans [15, 22, 33], Quarteroni, Saleri et al. dérivent
différents modéles & partir d’approximations quasi-3D des équations de Navier-Stokes. En parti-
culier dans [22, 33|, approximation est hydrostatique et I’équation de continuité est intégrée sur
la verticale, permettant d’obtenir une équation supplémentaire sur la variable surface libre. Les
problémes sont ensuite écrits sous la forme 2D+1D a travers le choix de la discrétisation verticale.
Le domaine est divisé en plusieurs couches, puis la méme approximation par éléments finis 2D est
utilisée pour décrire la vitesse horizontale dans chaque couche. Pour la direction verticale, ’ap-
proche par différences finies est choisie dans [33], tandis que les éléments finis linéaires continus



sont proposés dans [22]. Deux types de subdivision en couches sont fréquemment utilisés. Quarte-
roni, Saleri et al. choisissent le systéme de couches fixes, qui consiste en une subdivision a priori
par couches horizontales d’épaisseur fixe. Mais on trouve également une méthode de discrétisation
verticale de domaines tridimensionnels, appelée transformation sigma [19]. Il s’agit d’un systéme
de coordonnées verticales qui permet d’adapter la résolution verticale en fonction de la topogra-
phie. Les modéles basés sur ces “équations de Saint-Venant tridimensionnelles” sont plus riches que
les modéles 2D type Saint-Venant, puisqu’ils donnent un profil vertical & la vitesse et permettent
de calculer sa composante verticale approchée.

Dans cette thése, on étend les études faites dans [3, 4] qui consistent & dériver de nouveaux
modéles hydrodynamiques multidimensionnels, dans le cadre des formulations faibles, & partir
des équations 3D de Navier-Stokes a surface libre. On obtient ainsi un modéle 1D, deux modéles
2D (2D-vertical et 2D-horizontal) ainsi qu’un modéle 2.5D. Il s’agit de modéles hiérarchiques,
puisque le probléme 1D est une approximation conforme des modéles 2D-vertical, respectivement
2D-horizontal, qui sont tous deux des approximations conformes du modéle 3D. A Taide des deux
modéles 2D, on définit le modéle 2.5D qui est également une approximation conforme du modéle
3D. Grace au cadre variationnel, on peut aisément définir et justifier des estimateurs de modéles
entre le modéle 3D et un modéle générique plus simple (2.5D, 2D ou 1D). Ecrits au niveau continu,
leur ro6le est d’indiquer le domaine de validité des modéles hydrodynamiques, d’un point de vue
qualitatif. En pratique, ces estimateurs sont définis entre le probléme 3D et chacune de ses ap-
proximations discrétes et indiquent, & chaque pas de temps, la qualité des résultats donnés par les
modéles 2.5D, 2D ou 1D dans leur zones respectives de calcul (cf. par exemple [3]). La hiérarchie
précédente des modéles permet un couplage naturel, puisque les conditions de transmission entre
les différents modéles sont implicitement contenues dans les formulations.

L’idée de coupler des modéles de différentes dimensions pour réduire les cotits de calcul dans
la simulation d’écoulements tridimensionnels n’est pas nouvelle. Récemment, cette stratégie de
couplage a été largement utilisée dans la simulation de flux sanguins [36, 24, 23, 37, 21]. A partir
des équations incompressibles 3D de Navier-Stokes, sous certaines hypothéses, un modéle 1D
décrit par un systéme d’équations aux dérivées partielles hyperboliques est dérivé. Avec davantage
de simplifications, un modéle 0D représenté par un systéme d’équations différentielles ordinaires
est obtenu. Dans ce cadre multi-échelle, différents types de couplage ont été proposés dans la
littérature. En particulier, le couplage des modéles 3D et 1D est exposé dans [23], celui des modéles
3D et OD est analysé dans [36, 37], tandis que le couplage des modéles 1D et 0D est étudié dans [21].
Enfin le couplage des modéles 0D, 1D et 3D est exposé dans [24]. Puis cette stratégie de couplage
a été étendue & I’hydrodynamique & surface libre. En particulier, le couplage a été effectué entre
les systémes 2D et 1D de Saint-Venant, dans le cas d’un canal & fond plat sans effets de friction
[31], pour une configuration hydrodynamique relativement simple.

Le couplage de modéles est effectué gréice a des conditions adéquates de compatibilité entre les
modéles. Il s’agit de la difficulté la plus importante puisque des quantités de différentes dimensions
sont mises en jeu et qu’une technique de décomposition du domaine est utilisée pour résoudre le
probléme couplé. On considére par exemple la géométrie de la figure Fig. 1; Q) représente le domaine
2D, w le domaine 1D et T la section transversale au niveau du point de croisement a. Concernant
le couplage 2D-1D, la réduction des informations 2D en quantités 1D est plutdt simple. On peut,
par exemple, moyenner les termes 2D le long de la section I'. Dans 'autre sens, le couplage 1D-2D
est moins direct. L’approche la plus simple consiste & assigner la méme valeur le long de la section
I', indépendamment de la localisation des points sur I'. Evidemment, des choix plus sophistiqués
peuvent étre faits.

F1a. 1: Couplage de modéles 2D et 1D

Y apl—— W
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On peut distinguer deux stratégies pour coupler des modéles de différentes dimensions. La
premiére est basée sur une approche a priori [24, 31]. Les régions du domaine ou les différents
modéles doivent étre appliqués, sont choisies au début de la procédure d’approximation. En général,
ce sont les caractéristiques physiques du domaine qui induisent le choix des modéles. Cependant, il
existe plusieurs configurations ot ce choix n’est pas immédiat voire possible. La seconde stratégie
repose sur une approche a posteriori. Dans ce cas, le choix des zones du domaine ot ’on doit
résoudre les modéles est réalisé a ’aide d’un outil automatique, par exemple un estimateur d’erreur
de modéles [3]. D’un point de vue réduction du cotut de calcul, il s’agit de 'approche la plus
performante puisque I'estimateur d’erreur minimise, & chaque pas de temps, la portion du domaine
ou le modéle le plus complexe doit étre résolu.

On note que ’analyse a posteriori représente un domaine d’intérét trés récent et que ’approche
la plus étudiée est basée sur des modéles hétérogénes en caractéristiques physiques et non en
dimension (étudiée notamment dans le calcul des fluides dynamiques [7, 34]). On peut citer Miglio,
Perotto et Saleri [32] qui proposent une stratégie de couplage a posteriori entre deux modéles
hydrodynamiques 2D décrits par des équations de Saint-Venant simplifiées.

Il n’est pas inutile de préciser qu’il existe d’autres techniques de couplage. Celles présentées
ci-dessus sont toutes basées sur une méthode de décomposition de domaines. Mais on peut éga-
lement citer la stratégie de couplage basée sur la superposition d’'un modéle local de zoom a un
modele global, proposée par Gejadze et Monnier [25] pour un modéle 2D Saint-Venant superposé
a un modéle 1D Saint-Venant.

On revient maintenant au travail effectué dans cette thése.

Le chapitre 1 contient les outils mathématiques communs aux différents modéles hydrodyna-
miques. Il se décompose en trois parties principales. Dans la premiére partie, on définit le probléme
physique 3D, décrit par les équations incompressibles et instationnaires de Navier-Stokes, avec les
conditions de bord. On ajoute I’équation de la surface libre pour obtenir un probléme 3D dont les
inconnues sont la hauteur d’eau, la vitesse et la pression. Le probléme est discrétisé en temps puis
posé sous formulation faible. En utilisant notamment un résultat de Girault et Raviart [27], on
montre que ce probléme admet une unique solution. Puis, la seconde partie introduit les coordon-
nées curvilignes associées a la géométrie du fleuve. Le cadre géométrique et physique des modéles
écrits en coordonnées curvilignes (1D, 2D-vertical et 2.5D) est présenté, ainsi que les hypothéses
sur lesquelles seront basés les modéles. On rappelle également ’écriture des opérateurs différen-
tiels en coordonnées curvilignes. On cléture cette partie en écrivant I’équation de la surface libre
en coordonnées curvilignes. Enfin la troisiéme partie présente les estimateurs d’erreur de modéles
a posteriori. On définit un estimateur d’erreur entre le modéle 3D et un modéle approché plus
simple, supposé approximation conforme du modéle 3D. L’analyse est basée sur des hypothéses sur
les modéles simplifiés, qu’il faudra vérifier. Aprés une discrétisation en espace du modéle approché,
on s’intéresse a calculer des estimations d’erreur a priori et a posteriori entre le modeéle 3D et son
approximation discréte. On peut ensuite définir un indicateur de modéle générique, par résidus,
entre le modéle 3D et le modéle discret approché.

Le chapitre 2 présente le modéle 1D, écrit en coordonnées curvilignes sur la courbe médiane
de la surface libre du fleuve. On définit des sous-espaces qui permettent de retrouver une vitesse
tridimensionnelle et tels que le modéle 1D est une approximation conforme du modéle 3D. Une
fois I’équation de la surface libre établie, on donne la formulation faible correspondant au modéle
1D discrétisé en temps. Puis, aprés avoir explicité le probléme aux limites, on peut comparer le
modéle 1D avec le modéle de Saint-Venant. En suivant la démonstration faite pour le probléme
3D, on montre que le probléme 1D admet une unique solution. On peut ensuite s’intéresser a
I’approximation par éléments finis. Une fois I’équation de la surface libre discrétisée en espace par
une méthode de différences finies, on considére la discrétisation par éléments finis du probléme
faible discrétisé en temps. On prend pour approximation une vitesse continue, affine localement,
une pression constante localement et on vérifie que le probléme discret est bien posé. On explicite



ensuite estimateur de modeéles entre le modéle 3D et le modéle 1D discret. Enfin on termine ce
chapitre par des tests numériques qui permettent de valider le modéle.

Le chapitre 3 présente le modéle 2D-vertical, écrit en coordonnées curvilignes sur la surface lon-
gitudinale médiane du fleuve. On définit des sous-espaces qui permettent de retrouver une vitesse
tridimensionnelle et tels que le modéle 2D-vertical est une approximation conforme du modéle
3D. Une fois ’équation de la surface libre établie, on donne la formulation faible correspondant
au modéle 2D-vertical discrétisé en temps. Puis, on peut expliciter le probléme aux limites. On
montre que ce probléme admet une unique solution, sous certaines hypothéses. On peut ensuite
s’intéresser & 'approximation par éléments finis triangulaires de Lagrange. Une fois que I’équation
de la surface libre, calculée seulement sur les points 4 la surface, est discrétisée en espace par une
méthode de différences finies, on considére la discrétisation par éléments finis du probléme faible
discrétisé en temps. On introduit Iespace “P; — bulle localement, continu globalement” pour les
composantes de la vitesse et on prend une pression affine localement, continue globalement, ce
qui permet de vérifier que le probléme discret est bien posé. On explicite ensuite I'estimateur de
modéles entre le modéle 3D et le modéle 2D-vertical discret. Enfin on termine ce chapitre par des
tests numériques qui permettent de valider le modéle.

Dans le chapitre 4, on reprend ’étude faite dans [4] sur le modéle 2D-horizontal, écrit sur la
surface libre du fleuve. Le choix des sous-espaces garantit & nouveau une approximation conforme
par rapport au modéle 3D. Une fois ’équation de la surface libre établie, on donne la formulation
faible correspondant au modéle 2D-horizontal discrétisé en temps, défini par une hauteur d’eau
strictement positive. Puis, on explicite le probléme aux limites et on montre qu’il est bien posé.
Le cas ou la hauteur d’eau peut s’annuler sur les berges est étudié dans [4]; on en donne ici les
résultats principaux. On s’intéresse ensuite & 'approximation par éléments finis triangulaires de
Lagrange. L’équation de la surface libre est discrétisée en espace par une méthode de volumes finis.
Puis on utilise 'espace “P; — bulle” précédent pour la troisiéme composante de la vitesse, tandis
que les deux premiéres composantes de la vitesse et la pression sont affines localement, continues
globalement. Ce choix assure I'existence et 'unicité d’une solution discréte. On finit par expliciter
I’estimateur de modéles entre les modéles 3D et 2D-horizontal discret avant de présenter des tests
numériques.

Enfin le chapitre 5 présente le modéle 2.5D, défini & partir des deux précédentes approches en
2D. L’idée est de chercher une approximation de la vitesse et de la pression dans la somme des
deux espaces. On obtient ainsi une approximation conforme par rapport au modéle 3D. Puis, une
fois I’équation de la surface libre établie, on donne la formulation faible du probléme discrétisé
en temps. On peut ensuite expliciter le probléme aux limites. On définit alors les espaces discrets
pour l'approximation par éléments finis quadrangulaires de Lagrange. On travaille ici sur deux
maillages 2D, 'un horizontal, I'autre vertical. Ainsi on effectue deux assemblages en 2D et non
un assemblage en 3D. L’équation de la surface libre est discrétisée en espace par une méthode de
volumes finis, sur le maillage horizontal. Puis on choisit la vitesse et la pression affines localement,
continues globalement, ce qui vérifie les conditions de stabilité pour le modéle 2.5D. On note que ce
couple d’espaces n’est pas adapté pour le probléme de Stokes. Il convient ici car la forme bilinéaire
du nouveau modéle est plus complexe que celle intervenant dans le probléme de Stokes. Puis, aprés
avoir explicité les estimateurs d’erreur entre les modéles 3D et 2.5D discret, on présente des tests
numériques.

On finit par des tests ou on couple numériquement tous les modéles précédents sur une seule
géométrie.



Introduction




Chapitre 1

Outils d’analyse mathématique
communs aux modéles

1.1 Notations

On commence par introduire quelques notations. Les vecteurs sont écrits en caractéres gras et
le produit vectoriel est représenté par A.

Les différents opérateurs différentiels intervenant dans les équations de Navier-Stokes sont
définis de la fagon suivante, pour une dimension N, un vecteur u = (ul,u27u3)t € RY et une
fonction scalaire f € R :

B o\ N du
V= (am,,axN) s (U'V)u—;uiaimi,

N N
9%u . Ou;
Au = 2 aixlz, leu = ; axl .
Pour N =3 :
Oquz — Ozug
curlu = [ dyu; — dyuz |,
61UQ — (92U1
et pour N =2 :

U1

- 0
uJ‘=< u2>’ curlu = d1us — dhuy et curlf:< 2 )

Enfin la dérivée de f (s) est notée [’ (s).
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1.2 Probléme physique 3D

1.2.1 Description du probléme 3D

Le probléme physique décrivant ’écoulement d’un fleuve est décrit par les équations instation-
naires et incompressibles de Navier-Stokes, dans un domaine a surface libre Qp(t) C R?. Les incon-
nues sont la vitesse u = u (X, ) et la pression p = p (X, t) de l’eau, au point X = (z,y, z) € Qp (t)
a linstant ¢. La vitesse est une fonction vectorielle u = (uy, ug, u3) € R® avec u; = u; (z,y, 2,t),
i =14 3 et la pression p est une fonction scalaire. La densité de I’eau est supposée constante et
la force de Coriolis ainsi que la force de gravitation sont prises en compte. On obtient ainsi les
équations suivantes dans Qp (t) :

divu = 0,

0 -
pa—;l—I—p(u~V)u—,uAu~|—Vp—pf/\u:pg.

La premiére équation correspond a la conservation de la masse (équation d’incompressibilité),
tandis que la deuxiéme représente la conservation de la quantité de mouvement. La densité p > 0,
la viscosité p > 0, la force de gravité g = (0,0, —g) et la vitesse de rotation de la Terre f = (0, 0, f)
sont des constantes données.

La température et la salinité de ’eau sont négligées. On considére seulement les aspects hydrody-
namiques.

Au moyen des formules :
—Au = curl(curlu) — V (divu),
1
(u-V)u = curluAu+ §V|u|2,

I’équation de conservation de la quantité de mouvement peut s’écrire :

du
P ot

ol p représente maintenant la pression dynamique définie par p = p + g |u|2.

+ pcurlu A u + pcurl (curlu) + Vp — pf Au = pg,

La frontiére du domaine Qp (¢) est décomposée en trois parties :
O0r(t) =Tg(t)UTs(t) UT (t),

ou I'g(t) représente le lit du fleuve, I's(t) la surface libre, I';(¢) les sections amont et aval du fleuve
(cf. Fig. 1.1).

Fi1G. 1.1: Domaine 3D
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Le domaine Qp(t) occupé par le fluide est plongé dans un domaine maximal € indépendant du
temps et dont la surface notée ¥ C R? est plane. On désigne par Zp (z,y) la cote du fond, donnée
par la bathymétrie et définie sur ¥. La hauteur de ¥ notée : hy (z,y) = Zp (z,y) + H (x,y) est
constante et donnée. On décompose la frontiére de €2 en trois parties :

oN=XUXpUyp,

avec ¥ = {(z,y,2) € Y z=hx}, Sp={(2,y,2) € % 2= Zp (x,y)} et I les bords amont et
aval de Q.

Enfin, on introduit la hauteur d’eau h (x,y,t) et le domaine 2D X (¢t) C X défini & chaque pas de
temps par h > 0 :

Yrp(t) ={(z,y) €3 h(x,y,t) >0}, Xp(t)CX, VE>0. (1.1)

On peut interpréter Y (t) comme la projection horizontale de la surface libre I's(t) sur X.
Ainsi on obtient :

FB (t) = {(l’,y,Z), (I7yvz)6237 h(xay7t)>0}v
FS(t) = {(x,y,z), (fﬂ,y) GEF (t)7 Z:ZB (‘L’y)+h(‘Layvt)}v
Ir(t) = {(z,y,2); (x,y,2) €31, Zp (z,y) < 2 < Zp (x,y) + h (z,y,t)},

et :
QF (t) = {(x,y,z) € Q; (m,y) €XF (t)’ Zp (xvy) <2< Zp (l‘,y) +h(x,y,t)}.

Note. La bathymétrie désigne le lit du fleuve immergé dans 'eau, défini par I'p (¢); tan-
dis que la topographie représente les zones du lit ou le relief est hors de 'eau, définies par

{(z,y,2): (z,y,2) € Xp; h(2,y,t) =0}

On ajoute la condition initiale, au temps t = 0, u(0) = ug ainsi que des conditions aux limites.
Pour celles-ci, on impose la pression et la force du vent sur la surface libre, le frottement et
Pimperméabilité au fond, tandis que sur I';(t) le flux et les forces tangentielles sont supposés
connus. On obtient ainsi les conditions de bord suivantes :

u-n=0, pcurluAn=—cgu sur I'p(?),
p = ps, pcurlu An =w sur I'g(¢), (1.2)
u-n=k pcurluAn=w sur Iz (1),

ol n est la normale unitaire extérieure & 9Qp (1) ; ps, k, w sont des fonctions données et le coef-
ficient de frottement cg > 0 est une constante donnée. La fonction w représente la force du vent
sur la surface libre du fleuve, la marée en aval et peut étre considérée nulle en amont ; pg est la
pression & la surface et k les flux d’entrée et de sortie.

Remarque. La formulation rot-rot a été choisie pour pouvoir prendre en compte des conditions
de bord physiques, notamment le vent sur la surface et le frottement au fond (cf. [16, 5]).

Equation de la surface libre

Suivant Gerbeau et Perthame [26], un coefficient de phase « est introduit dans le domaine €.
Il permet de définir précisément la section mouillée, au temps ¢, de €. Il est défini par :

1 dans Qp(t)

. (1.3)
0 dans Q\ Qr(?)

a(m,y,z,t):{
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ou bien :

1 sih(z,y,t) >0et Zp (v,y) < 2 < Zp (2,y) + h (2, y,1)

0 sinon

a(z,y,z,t) —{

Le mouvement de « est décrit par I’équation suivante :

da
i 0 dans QF(t),
soit : 5
a—?+u-Vo¢=Odans Qp (t), (1.4)

avec la condition initiale « (0) = ay, qui correspond a la définition de Qp (0). On ajoute la condition
de bord :
a=1 siu-n<0 surI';(t),

ol n est la normale sortante a I'; (¢).
On suppose dans la suite que la solution « de I’équation de transport (1.4) est toujours de la forme
(1.3).

En intégrant par rapport a z I’équation de transport (1.4), on obtient I'équation de la surface
libre du fleuve (cf. [26]).
Pour ¢« = 1, 2, on a formellement :

Zp+H Zp+H
/ Oia(z,y,z,t)dz 0; a(z,y,z,t)dz
ZB ZB

_a(m7yaZB +H7t)az (ZB +H) +a(x7yszvt)aiZB

Zp+h
= 81 dZ+(9¢ZB
ZB
= 81(h+ZB),
et pour i =z :
Zp+H
/ 3za($7y’2’>t)dz = a($7yaZB+H7t)_a(mvyaZBat) = -1
Zp

Enfin, de maniére formelle et similaire :

ZtH Ho oh
/ Oy, O
Zn ot ot

Ainsi I’équation de la surface libre s’écrit :

oh
a‘i’ ul& (h+ZB) — Uus =0 sur E, (15)
i=1

avec une condition initiale h (0) = hg et une condition au bord du type h donné si u-n < 0 sur
35
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Probléme 3D

On obtient un probléme tridimensionnel aux inconnues (h,u,p), discrétisé en temps par un
schéma, d’Euler implicite. L’équation de la surface libre devient :

h7z+1 — K

2
A7 + Zuf@l (R +Zp) —uf =0, sur . (1.6)

i=1

Elle permet de définir le domaine Qp (t”+1) (défini par « (x7 Y, 2, t"“) = 1), sur lequel on résout :

divu = 0,
n+1
{ é (u—1u") + pcurlu A u + pcurl(curlu) + Vp — pf Au = pg. dans 2p (t ) (1.7)

Enfin on ajoute a ce systéme les conditions de bord (1.2) sur la froutiére :

o0 (") =T (1Y) UTs (1) U T (17+1).

tn+1) tn+1

Pour alléger I’écriture, le domaine Qp ( occupé par le fluide & est noté dans la suite
Qp et sa frontiére 00r = Tp UTs UT'1. Les données o™, k" w ™! et pi™! sont notées a, k,

w et pg.

On suppose de plus que Qp est un domaine borné & frontiére continue lipschitzienne. Plus
précisément, on supposera que Qp est de frontiére polyédrique ou suffisamment réguliére (par
exemple CH1).

1.2.2 Analyse du probléme semi-discrétisé

Ce paragraphe reprend 1’étude faite par Amara, Capatina et Trujillo [4] pour prouver que le
probléme (1.7) est bien posé & chaque pas de temps t" 1. L’idée est de poser le probléme sous
formulation faible puis d’utiliser une variante du théoréme de Brouwer (cf. par exemple [27]) pour
montrer I'existence d’une solution et, sous certaines hypothéses, son unicité.

On suppose que les données de bord vérifient la régularité suivante & chaque pas de temps
L

keL?(Iy), pg € HE (0Qp), w € Hay (I; UTs),

ol Pg est un prolongement continu de pg sur tout le bord (i.e. psg = (ﬁs)\rs)-

Espaces et normes

Afin de donner une formulation variationnelle au probléme (1.7), on introduit les espaces de
Hilbert suivants :

M = L*(Qp),
H (div,cur; Qp) = {veL*(Qp); divv € L*(Qp), curlv € L* (Qp)},
X = {veH(dv,curkQp); vr, eL*Tp)}.

Remarque. Tl est nécessaire d’imposer la condition v € L2 (T'p) pour avoir la régularité requise
pour la norme associée & X. En effet, le manque de condition de type v-n=0et v An =0 sur
I's entraine que v € L} . (T'p UT) seulement (cf. [17]).
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Les espaces M et X sont alors munis des normes suivantes :

2
I = ldllog, = / 2,
Qp

1 2 . 2 2 2
Az Vloge + divvllo g, + lleurlvilg g, +Iviior, -

2
Ivilix

Enfin on introduit les espaces X° et X* définis par :

X’ = {veX;v-n=0sur TpUT,},
X* = {veX;v-n=0suwrI'p, v.-n==FksurI's}.

On suppose dans la suite que 'espace X° vérifie les conditions suivantes, & chaque pas de temps
il

e L’injection de X° est continue dans L* (Qr) et compacte dans L? (QF);

e Linjection de tr (X") est compacte dans L* (T's) , ot :

tr (X°) = {@ cH % (Ig); ve X’ v=0 sur rs}.

Formulation faible
Le probléme aux limites (1.7) peut maintenant s’écrire sous la formulation faible suivante :
Trouver (u,p) € X* x M

Vv e X% A(wu,v)+ B(p,v) =F"(v) (1.8)
Vg € M, B(g,u) =0,

avec :
B(p,v) = —/ p divv dS),
QF

A (Wa U,V) = AO (u7v) + Al (W7 u, V) ’
ou :

Ay (wyu,v) = / p (curlu A w) - vdSQ,

QF
Ao (u,v) = / iu~de+/ ucurlu~curlde+/ cBu~Vd7—/ p(EAu)-vdQ
QF At QF l—‘B QF
+A divadivv dQ2, X >0,
Qr

puis :

1
F"(v) :/ p (Atu" —|—g> -vdQ + <V/\an/\n>FsuF, —(v- n,ﬁs)aﬂF,
Qp

1
ou (-, -) représente le produit de dualité entre HZ, (I") et H 2 (T). Grace aux hypothéses précédentes
sur X, la forme non-linéaire A, (-;-, -) est bien définie puisque curlu € L? (Qp) et v, w € L* (Qp).



Probléme physique 3D 15

Etude du probléme semi-discrétisé

Concernant la continuité des formes précédentes on obtient, notamment grice & I'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

B (p,u)

IN

[[allx 12l 5

A

Ao (u,v) < cofullx vk,

avec ¢o = max {u, cg, p(1+ ||f|ly At)}.

La continuité de la forme non-linéaire A; (-;-,-) est obtenue grace a l'inégalité de Holder et
Iinjection continue de X° dans L* (QF) :

A1 (wiu,v) < plleurlull g, [1Wllps o, IVIiLso,) < pet lullx IVIx wlix ,
ol ¢; est la norme de l'opérateur identité Z : (X, ||-[|x) — (L4 (QF), ||-HL4(QF)) )

Les théorémes de trace dans H (div, Q) et H (curl, Q) entrainent, en supposant que 0Qp est
suffisamment régulier :

[N

A

2 . 2
Vonlyon, < (IVIGa, + Idivviige, )" < Clvix,

1
2 2 2
(VI . + lewrtvlif o, )" < C vl

IN

IV Anll_, oo,

ou C' = max {1, At}.

Ainsi F™ (-) est continue avec une constante cs (At) définie par :

ol i
er () = max { (128 4 VATl ) VEF I Al ror, VB [Pl o0, |

Théoréme 1.2.1. Le probléeme (1.8) admet au moins une solution.

Preuve. La démonstration de ce théoréme est basée sur un résultat classique que I’'on peut trouver
dans [27], p.280. L’idée est d’associer au probléme (1.8), le probléme non-linéaire suivant :

{ Trouver ue V* (1.9)

v eVl A(wu,v)=F"(v),
ou :
V = {veX;divv=0dans Qp},
VY = VvnX°=KerB, (1.10)
V* = VnX©

Puis on applique le théoréme de Babuska-Brezzi, en s’appuyant sur le lemme suivant.

Lemme 1.2.1. Si la forme bilinéaire B (-,-) vérifie la condition inf — sup :

B
inf sup 7((]’ v,)

> B3>0, (1.11)
qeEM yex0 ||VHx HqHM

alors, pour chaque solution u du probléme (1.9), il existe un unique p € M tel que le couple
(u,p) est solution du probléme mixzte initial (1.8).
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D’aprés [27], on a le lemme suivant.
Lemme 1.2.2. Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :
e il existe une constante c > 0 telle que
A(v;v,v) > c|lv]x YveV

e lespace VO est séparable et, pour tout v € VO, Uopérateur u — A (u;u,v) est séquentielle-
ment faiblement continu sur VO, soit :

lim w,, =u faiblement dans V°

implique
lim A (W, v) =A(wu,v) Yve Vo

m—00

Alors le probleme (1.9) admet au moins une solution u € V°.

Preuve. On reprend la preuve du Théoréme 1.2.1.

1) Il faut montrer que les hypothéses du Lemme 1.2.2 sont bien vérifiées.
Soit v € VO = {V € X% B(q,v) =0, Vg € M} = {v € X% divv =0 sur QF}. On remarque
tout d’abord que :

Al(v;v,v):/ p(curlv Av) - vdQ =0,
QF
puis

/p(f/\v)-de:().

Qr

Par conséquent,

A(v;v,v) = Ag(v,v)

- / L. de+/ ,ucurlv~curlde+/ epv-vdy+ A [ divudivy dQ
QF At QF 1—‘B QF

P 2 2 2 . 2
= xp Wloe, +ulleurlvig, +eallvior, +Alldivvlye,

avec A > 0.
Comme divv = 0, il en résulte que :

AViv,v) Z e |lv]x

avec
cs =min{p, u, cp}.

De plus, lespace VO est séparable puisque c’est un sous-espace de L2 (Qp). Il reste donc a
prouver que pour tout v € VO, A(+;+,v) est séquentiellement falblement continue sur V°.

On commence par étudier A; (+;-,v). Comme curluAu=u-Vu— §V \u\ , il s’ensuit que :

A (wu,v) = / p(curlu Au) - vdQ
Qp

1
/ pu-Vu-V—f/ oV |u)?
QF 2 QF

Z/ puJ deQ /pV\u|2
Q O Qp

1,7=1
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En appliquant la formule de Green on obtient :
Al (wju,v) = — Z / pujtii s — dv; dQ Z / pa 9 ;0 dSY 4 Z / puiuuing dy
1,j=1 i,j=1
1 2 4. 1 2
+- plul”divvdQ — = plul”v-ndy.
2 Jar 2 Jrg
(1.12)

Or divv =0, d’ou :

A (u;u,v) Z/ pujul dQ—i—/
Q

i,j=1 Is I's
pour tout ve VN D (QF)3 et tout u e V°.

Soit (u,,) une suite de V° telle que :

lim u,, =u faiblement dans V.

m—00
Les injections compactes de X° dans L? (Qr) et L? (I's) impliquent :

lim u,, =u fortement dans L? (Qr) et L?(I's).

m—00

Enfin, comm
81‘] m— 00

lim A; (Um;um,v) =41 (u;u,v).
m—0o0
Puisqu’il est clair que :
lim Ag (un,,v) = Ap (u,v),

m—00

il en résulte que :
lim A(up;um,v) =A(uu,v),

m—00

1
pv-uu-ndv—i/ plul*v-ndy,

(Qr) et lim wpiUm; = u;u; dans L (QF), on obtient :

pour tout ve V0N D (QF)3 et donc pour tout v € VY grace 4 la densité de VO N D (QF)3 dans

AA

Ainsi le probléme (1.9) admet au moins une solution u € VY.

2) 1l reste donc & prouver la condition inf — sup. Pour cela on utilise argument de Fortin, qui
consiste & construire un opérateur continu 7 : M — X° vérifiant B (¢,7q) = ||qH§/I7 Vg € M. Ainsi

pour chaque g € M, on associe le probléme auxiliaire :

—Aw =gq dans Qp
Opw=0 surl'gUIY;
w=20 sur X,

puis on prend 7¢g = Vw. D’ou :

B(¢,Tq) = —/Q qdiV(VW)alQ:—/Q qAwdQ) = A ¢ dQ
F F F

2
= gl

(1.13)
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Grace a la régularité supposée sur Qp, la régularité du probléme elliptique (1.13) entraine (cf.

1
2)) : w e H'T (Qp) avec a > = et :
2

lwlliya,00 < €lldlly

oll ¢ est une constante qui dépend de Qp. Ainsi 7¢ € L2 (QF) et on peut définir la trace de 7 ¢ dans
L? (0QF). Puisque div(7q) = Aw € L? (QF), curlv = curl (Vw) =0 et Tg-n=0 sur [;UTp
par construction de I'opérateur 7, il s’ensuit que 7¢q € X°.

De plus, le théoréme de trace donne :

1Tqllo,r, = IVwllgr, <cllwliyaqa, <cllalhy-
c
En conséquence, |7 < —— ||q|lys et finalement :
1Tqllx T llalln

B
inf sup LV) > eV/At.
9eM yexo [|[Vx lally
]

L’unicité de la solution du probléme (1.9) est établie grace a des hypothéses classiques de
majoration sur la norme cs du second membre :

Théoréme 1.2.2. Sous [’hypothése

1 C3 2
— | = 1.14
“2= % ( ) ’ (L14)

C1

le probléme (1.9) admet une unique solution.

Preuve. Soient u;, up deux solutions de (1.9); on montre que u; = us. Soit v € VO

0 = A(up;uy,v)— A(ug;ug,v)
= Ao (u,v)+ A1 (ur;ug,v) — Ag (ug,v) — Az (ug;uz, v)
= Ao (ur —uz,v) + A (u;ug,v) — Ay (w5 uz,v)
= Ag(ug —ug,v) + A1 (ug;u; —uz, v) + Ap (ursuz,v) — Ay (uz;u,v)
= Ap(ug —ug,v)+ A3 (ug;u; —ug,v) + A1 (ug — ug;ug, v).

On prend ensuite v =u; — uy :

Ao (v,v) = =41 (ug;v,v) — 41 (v;ug,v).
La coercivité de Ay (-, ) entraine :

ca|IvIlx < [Ar (v, v)| + A (viug, V)],

puis grace a la continuité de A; (+;-,-) :

IA

2 2 2
3 X % 1lix bd % 2lIx pd
cs || vl pet lallx [[vilix + pet [[azllx [1v]]

A

2
< pet vlix (laallx + uzllx)-
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Puisque A (u;u,u) > ¢ ||uH§(7 chaque solution u du probléme non-linéaire (1.9) vérifie :
2 C2
e fullx < exlullx = ull < 2

En reprenant u; — us = v, on obtient :

2

C

s —uax < 2pex 5 flwr —uax -
3

2
c

Ceci implique u; = uy dés que 2pco —% < 1.
€3

Remarque. Etant donné que la constante ¢; dépend explicitement de At, il en résulte que la
condition (1.14) est vérifiée pour At suffisamment petit.

Probléme au sens des distributions
Concernant 'interprétation du probléme (1.8) au sens des distributions, on a le résultat suivant.

Théoréme 1.2.3. La solution (u,p) de (1.8) vérifie, au sens des distributions, les équations
semi-discrétisées (1.7), associées aux conditions de bord (1.2) sur OQp.

Preuve. La seconde équation variationnelle B (q,u) =0, Vg € M, entraine immeédiatement la
condition d’incompressibilité.

Puis en prenant une fonction test v € D (Q F)3 C X° dans la premiére équation, on obtient
apreés intégration par parties I’équation de conservation de la quantité de mouvement. On en dé-

duit également curlu € H* (Qp).

En effet le premiére équation variationnelle donne :
soit v € D (Qp)” N X,

/£u~de+/ ucurlu'curldeJr/ cBu~vd77/ p(fAu)-vdQ
rQFAt QF 1—‘B QF

+ Adivu divvdQ + /

p (curlu Au) - vdQQ —/ p divvdQ) =
QF QF

Qp

1
/ p(u"+g)-vd§2—|—/ (v/\n)~(w/\n)d'y—/ DgVv -ndy.
Qp At I'sul'r N

On rappelle la formule d’intégration par parties, pour tout V € H (curl,D), U € H* (D) :

/U-cuerdQ:/curlU-VdQ+(V/\n,(U/\n)/\n}aD.
D D
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De plus, divu = 0. Cela entraine :

p
—(u—u")-de—i—/
ap At Qr P

+/ cBu-vd’y—/ p(fAu)-de+/ p (curlu A u) - vdQ2
I'p Qp Qp

+ Vp~de—/ pv-ndy=
Qp lers

/ pg-de+/ (V/\n)-(w/\n)d'y—/ DgV -ndy.
Qp Isul'y o00p

Par conséquent les termes de bord s’écrivent :

/ cBu-vd'y+/ (vAn)- ((pcurlu An) An) dfy—/ pv-ndy =
s loys

o00r

/ (v/\n)-(w/\n)dv—/ DgVv - ndy.
I'sUl'y op

peurl (curlu) - vdQ + / (vAn) - ((pcurlu An) An) dy

On rappelle que sur ' Uy, v-n =0. En outre, si v-n =0 sur une partie de la frontiére, il

s’ensuit que :
U.v=(UAn) - (vAn),

sur cette partie de la frontiére, pour un champ vectoriel U suffisamment régulier.

Ainsi on obtient sur I'p :

/FBcBu-Vdv—i—/FB(v/\n)-((pcurlu/\n)/\n) d'y:/ (vAD) - (wAn)dy

I's

& cBu-vd'y—l—/ (ucurlu An)-vdy= w - vdy,
I'p I'p I's

puis sur I'y :

/(v/\n)o((ucurlu/\n)/\n)dfy:/ (vAn)-(wAn)dy
Ty Iy

& (pcurlu An) - vdy = w - vdy.
F[ FI

Il reste & regarder les termes sur la surface I's. On rappelle la formule du double produit vectoriel :

uA(VvAW)=(u-w)v—(u-v)w.

Sachant que w et (ucurlu A n) sont orthogonaux a n, il en résulte sur T'g que :

/FS(V/\n)-((,ucurlu/\n)/\n) dy-/rspv.ndvz/rs(vAn).(W/\n) dv—/

& (peurlu An) - vdy — /

pv-ndy = w~vdfyf/ DgVv -ndy.
T's I's I's I's

I's

Pgv-ndy
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Pour le détail du calcul, se référer & I’annexe A.

D’ou :
—cpu+ pcurluAn=0 surp,
pcurluAn=w sur I'y

p=pg, pcurluAn=w sur ['g.

1.3 Domaine en coordonnées curvilignes

1.3.1 Cadre géométrique et physique des modéles

Les modeéles 1D, 2D-vertical et 2.5D sont écrits en coordonnées curvilignes, de maniére & pou-
voir prendre en compte la géométrie du fleuve. Cette partie est consacrée & la présentation générale
du cadre géométrique et physique de ces modéles.

Soit C(t) la courbe médiane de la surface libre I's(¢). On définit la frontiére de T's(t) par (cf.
Fig. 1.2) :
st)=Ts@)NTe)UTs &) NI (t) =~ () U~ (t).

YL (%) v1(t)

F1G. 1.2: Surface libre

v (t) est constituée de deux courbes v} (t) et 7% (). On se limite au cas ou C(t) est la courbe

moyenne entre 77 () et % (t). Cette définition n’est pas adaptée lorsque l'on se trouve dans le
cas d’tles ou de confluences; dans ce genre de situations, il faut employer un modéle sur chaque
branche du fleuve.
On note C' la projection de C (t) C R? sur le domaine fixe ¥ C R?. On suppose que C est une
courbe fixe, indépendante du temps. On admet que C est une courbe réguliére, d’abscisse curviligne
s et décrite par la paramétrisation ¢ : I =]sg,s1[ — C. A chaque point ¢(s) € C, on associe le
repére orthonormal de Frenet {7(s),v(s)} dans le plan ¥ (cf. Fig. 1.3). Pour tout s € I :

T(s) =¢'(s).

Dans la suite, on utilisera le repére tridimensionnel orthonormal {7 (s),v (s),es} et les coordon-
nées curvilignes associées au repére seront notées {s,[, z}.
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FiG. 1.3: Repére de Frenet

9 x

On introduit la courbure r =7 (s) de C, ainsi que les demi-largeurs du fleuve L; (s,t) et
Ly (s,t) : I xRy — Ry qui sont données par la bathymétrie et la topographie.

Ainsi, le domaine 3D Qg (t) occupé par le fluide (cf. Fig. 1.1) est caractérisé par :

Qr(t) ={(s,1,2); s€l, =Ly (s,t) <1< Ly (s,t), Zp(s,]) <2< Zp(s,1) + h(s,l,t)}. (1.15)

On définit ensuite le plan vertical associé a la courbe médiane de la surface libre du fleuve (cf.
Fig. 1.4) :
wp(t)={(s,2); s€l, Zp(s,0)<z<Zp(s,0)+ h(s,0,¢)}. (1.16)

Pour alléger Iécriture, on note wp (t”“) par wp et on pose & chaque pas de temps t" 1 :
Owrp=TpUTgUTy,

ou Y p représente le fond, Y la surface libre et Yy les bords d’entrée/sortie (décrits par s = s¢ et
s =51).

On introduit le domaine fixe maximal (cf. Fig. 1.4) :
w={(s,2); s€l, Zp(s,0) < z<hg}.

On a wr (t) Cw.

F1G. 1.4: Domaine 2D vertical

z=hyg
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Les modeles 1D, 2D-vertical et 2.5D peuvent utiliser les hypothéses suivantes :

e (HO) Les demi-largeurs Ly et Lo sont égales : Ly (s,t) = La (s,t) = L (s, ).
e (HI1) Les berges sont raides, soit :

h=n(s,t), Zp=2Zp(s), L=L(s). (1.17)

En fait, Zp (-) représente en ce cas une moyenne de la cote du fond. Par conséquent, le
domaine wp(t) devient :

wr(t) = {(s,2); s € I, Zp(s) < 2 < Zp (s) + h(s,)}.

o (H2) Les données r, Zp et L vérifient :

0< LO < L < Lmawa

(1.18)
re Wb (I), Zg € W2 (I), L € W2 (I).

e (H2b) Pour le modeéle 2D-vertical, I’hypothése Zg € W (I) suffit.

Pour des raisons techniques, on ajoute I’hypothése :
|1+ Lr|

|1 — Lr|
le cas d’un canal ou1 la courbure est nulle, cette derniére condition n’est pas nécessaire.

1 D
e (H3)SiDi(s) = - In — 2L est positif, alors Dy et 721 sont majorés. Cependant dans

Pour simplifier la présentation, on suppose également :
e (Hj) Les bords I'; sont orthogonaux a 7.

e (H5) Les données de bord pg et w sont indépendantes de la variable [.

La seule hypothése restrictive est ’hypothése (H1), les autres sont nécessaires pour ’étude ma-
thématique (H2), (H3) ou permettent une présentation plus simple (H0), (H4) et (H5).

1.3.2 Opérateurs différentiels en coordonnées curvilignes

On rappelle maintenant quelques résultats sur les opérateurs différentiels en coordonnées cur-
vilignes.

Soit un point quelconque M € Qp(t), de coordonnées cartésiennes {z,y, z} dans {e1, ez, es},
respectivement de coordonnées curvilignes {s, [, z} dans {7 (s),v (s),es} avec :

M = p(s) + v (s) + zes.
D’aprés les formules de Frenet :
7' (s) =rv(s), V' (s) = —r7(s),
ou r désigne la courbure de C, on obtient dans {7 (s),v (s),es} :
dM = ((1—Ir)ds, dl, dz)" .

Or pour une fonction scalaire f = f (s,1,2), df = gradf - dM et pour une une fonction vectorielle
v = (v1,v2,v3)", dv = (gradv) dM. Ainsi on obtient dans la base {7(s),v(s),es} :

1
=i

gradf = of ,
o f
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et

O.vn —

U2 5o O
1—1Ir

gradv=| Ovatro o 5 |,
1—1Ir
0 V3
1 S_ Ir (911)3 8zv3
puis pour la divergence :
01 — T2

divv = tr (gradv) = + Ojvg + O,v3.

1—1Ir

1.3.3 Compléments sur les intégrales curvilignes intervenant dans la
formulation variationnelle

En coordonnées curvilignes, I'intégrale de volume sur Qg s’écrit :

. L(s) Zp(s)+h(s)
/ dQ = // / (1—1Ir) dzdlds.
Zp(s)

Sous les hypothéses (H0) et (H1), les normales aux bords et les intégrales de bord sont de la
forme :

e sur les bords 'y, d’aprés hypothese (H4), n = (1, 0,0)t,

e sur le fond décrit par z = Zp (s) :

1 , .
N sy e )
(1.19)
|- // V(=12 4 (2)? duds,
T's
e sur la berge [ = —L (s) :
1 , .
BV T e (=L, =1+ Lr),0)" et
ZB+h (1.20)
/ dy = // V(L+ Lr)2 + ()2 duds,
e sur la berge [ = L (s) :
Vs Lr1)2 o LA 0) et
(1.21)

Zp+h
/ dy = // V(1= Lr)2 4 (L')? dzds,
I'p
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o surla surface z = Zp (s) + 1 (s,1) -
1
n \/(1 Ir)? + (Z, + /)2 (—(Zg +h),0,(1 - l?'))t ot
B B

(1.22)

Jrgdv = [y J2 A=)+ (Z5; + W) dids,
oll n est la normale unitaire extérieure au bord concerné.

Pour alléger I'écriture, on introduit les coefficients suivants :

L
lr 1 1+ Lr
Dy (s) = /_Ll—lrdl = rln‘l—Lr —2L,
L?
Dy (s) = 7”2L2+7( 3)7
Dy(s) = \JO—Lr)?+ @3+ 0+ D) + (@),

njw
o

Di(s) = (=L + (L))" + (L) + (1?)",
Ds(s) = /LL <(1 )2 (ZE)Q 4 (ng) VO =10+ (Zp) %l
Remarque. Pour une courbure mulle (r = 0), on obtient -
Di(5) =0, D - X
Dy (s) =2y/1+ (L)%, Dy(s) = (1+ (L’)Q)% ,

et
wy

D5(s)2L<1+ 5

+ (ngf) 1+ (Z5)%dl.

L l2

D 2
On a également lim = = / dl = §L3. Si de plus la largeur L est constante, il s’ensuit

r—0 72 _p1=1r

que :
3
2

Dy=Dy=0, Dy=Dy=2 Ds=2L (1 + (Z%)Z) . (1.23)

1.3.4 Equation de la surface libre en coordonnées curvilignes

D’apreés (1.5), pour une vitesse U = (Uy, Us, Ug)t, I’équation de la surface libre s’écrit en coor-
données curvilignes :

oh 1
E—l— mUlaS (h+ZB)—|—U28; (h+ZB) —U;=0.
D’aprés les hypothéses (1.17), I’équation devient :
oh /
E ].—lTUl (h—‘y—ZB) —U3=0 surX. (1.24)

Remarque : On n’explicite pas les équations de Navier-Stokes 3D en coordonnées curvilignes,
puisque ce n’est pas nécessaire a ’étude des chapitres suivants.
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1.4 Estimateurs de modéles a posterior:

On s’intéresse dans cette partie a la définition et a la justification, & chaque pas de temps "1,
d’estimateurs d’erreur entre le modeéle 3D (1.8) et chacune de ses approximations par éléments
finis en 1D, 2D-vertical, 2D-horizontal et 2.5D.

Le role de ces estimateurs est d’indiquer le domaine valide pour chaque modéle, d’'un point
de vue qualitatif . Ils montrent d’une part la qualité des résultats obtenus sur les zones 1D, 2D
ou 2.5D et d’autre part, la qualité du couplage entre les modéles hydrodynamiques (cf. [3] par
exemple).

Ce type d’estimateurs de modéles n’est pas classique puisqu’il mesure aussi l’erreur entre deux
modéles différents et non uniquement entre un probléme donné et sa discrétisation par éléments
finis.

On étudie dans cette partie un indicateur d’erreur générique, a chaque pas de temps ",
entre le modeéle 3D et un modéle approché plus simple (qui représente chaque modéle 1D, 2D ou
2.5D), posé sur les espaces X, x M, et qui est une approximation conforme de la formulation 3D
initiale. On rappelle qu’a chaque pas de temps t" ', les inconnues du modéle 3D sont p (z,, 2) et
u(z,y,z) = (u1, ug, u;:,)t. On note p, et u, la pression et la vitesse re-construite en 3D, données
par le modéle approché.

Hypothéses sur le probléme continu
L’analyse effectuée dans tout cette section est basée sur les hypothéses suivantes (que on
vérifiera pour chaque modéle dans les chapitres suivants) :

e On suppose que le modéle approché peut s’écrire sous la forme :

Trouver (u,,pq) € X, X M,
Vv € XY, A(ugu,,v)+ B (pa,v) = F'(v) , (1.25)
VQ S Nlaa B (Qaua) =0,

ot X, x M, sont les sous-espaces de projection du modéle approché, X9 = X°NX,, X = X*NX,
et F (-) est obtenu a partir de F™ (-) en remplacant u” par u”.

o Il existe une constante c telle que la condition inf — sup suivante soit vérifiée :

B
inf sup _Bla.v) > c. (1.26)

4€Ma yex0 Iviix llally —
Note. On montrera que c est de la forme ¢’v/At, ou ¢’ est une constante indépendante du temps.
e La forme Ag (+,-) est coercive sur le noyau de B (-, ) du modéle approché :

Ay (v,v) > C|lv]%, Vv € Ker,B, (1.27)

avec une constante C' dépendant de A et indépendante de At.

Estimations d’erreur entre le modéle 3D et son approximation

On g’intéresse tout d’abord & établir des estimations d’erreur entre le modéle 3D et son ap-
proximation.

L’idée est d’adapter un résultat basé sur le théoréme des fonctions implicites, établi dans [11].
Plusieurs variantes peuvent étre trouvées dans [14] et [35]. On introduit 'espace Y = X° x M,

muni de la norme : )

2 2\ 2
I @)lly < (IvI + Atlial) "
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On commence par écrire le probléme non-linéaire initial (1.8) sous la forme :
F(u,p) =Z(u,p) = L(f =G (u,p)) =0,

ot f € L3 (QF) représente les données, G : Y — L3 (QF) un opérateur non-linéaire défini comme
suit :
G(v,p) =pcurlvAv, VveX’ pecM,

et £ : LS (Qp) x H= (09F) — X° x M un opérateur linéaire continu qui associe 4 chaque terme
de droite f, 'unique solution (u,p) du probléme mixte variationnel suivant :

Trouver (4,p) € X* x M
vv e X% Ay (a,v)+B((p,v)=F"(v) , (1.28)
Vge M, B(g,u) =0,

ott pour v € XY :

n — j— . m
F (V) = V) o) psan HIVARWA n>H7%(FsUF1)¢HU%o(FSUFI) (VomPs)yd oo mik oar)
1
avecf =p (g + Eﬁ” dans le probléme initial. Pour simplifier la présentation, on considére dans

la suite de la démonstration des données de bord homogénes p, = 0, k = 0 et w = 0. Ainsi on
obtient :

F" (v) ={f,v) vv € X°.

L5 (Qp),L4(Qp)

Le théoréme de Babuska-Brezzi (dont les hypothéses ont été vérifiées dans la preuve du Théoréme
1.2.1 pour le probléme initial et sont émises en (1.26) et (1.27) pour le modéle approché) entraine
le résultat suivant :

Théoréme 1.4.1. Le probléeme (1.28) est bien posé. Il en est de méme pour toute approximation
sur les espaces Xg x M, € X% x M, dont lopérateur est noté Ly :

L3 (Qp) — XY x M. De plus on a les propriétés de stabilité suivantes pour tout f € L3 (Qp) :
£y <clflyg g, 12Oy <clfl g, (1.20)
Si f € L? (Qp), il vient que :

1£E)ly < VALl Lo (B)lly < VAL - (1.30)

En suivant la démonstration classique pour les estimations d’erreur pour les problémes varia-
tionnels mixtes (cf. par exemple [10], p 54), on peut établir 'estimation d’erreur a priori suivante :

Théoréme 1.4.2. Il existe une constante ¢ indépendante de At telle que :

B 7 —
sup (g, —v)

1
L—-L,)(f <c| inf ua— vy + + inf |lp — 1.31
e = £ @y < e nt, (o= vix+ e s ZEE=) b e fpaly ) (130

a

Le probléme approché correspondant & la formulation faible (1.25) peut maintenant étre écrit
sous la forme :

Fa (lla,pa) = I(ua,pa) —Lq (fa -G (umpa)) =0,

ou f, est obtenu en remplacant " par u), dans f.
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Hypothéses sur le probléme discret
La discrétisation en espace du modéle (1.25) est effectuée & laide d’éléments finis conformes

(que ’on explicitera dans les chapitres suivants). Un modéle discret générique s’écrit comme suit, :

Trouver (ug,pq) € X X Mg
Vv € Xga AO (ud; udvv) +B (pd7v) =F" (V) : (132)
Vg € Mg, B(g,uq) =0

On peut effectuer la méme analyse que précédemment, sous les hypothéses :

XIxMy < X%xM,,

Ag(v,v) > ¢ ||VH§(, Vv € Kery B, (1.33)

B .
inf sup (g.v) > VA,

a€Ma yex [[VIlx 19/l

avec des constantes qui sont indépendantes de la discrétisation en temps et en espace. En parti-
culier les théorémes 1.4.1 et 1.4.2 sont établis avec une constante ¢ indépendante du paramétre
de discrétisation. Les hypothéses (1.33) seront vérifiées pour chaque modéle dans les chapitres
suivants.

On suppose dans la suite que la solution exacte (u,p) du modéle 3D discrétisé en temps (1.8)
peut étre suffisamment approchée dans les espaces de projection X9 x My, d.e

(A) a chaque pas de temps il existe 6 > 0 indépendant de At, suffisamment petit, tel que :

Pgu=v)

1
|lu—vl|x + —— sup + inf ||p—qlly < 0.
vexy ( 0 VAtgem,  ldlly "

qeMy4

Il s’agit d’une hypothése assez naturelle pour dériver un modéle approché. En effet si on n’a
pas cette relation, on ne peut pas utiliser un modéle simplifié & la place du modéle 3D.

1.4.1 Estimations d’erreur a prior:
On introduit 'erreur E entre les solutions du probléme 3D continu et de son approximation, a

chaque pas de temps t" ! :
E = H(u,p) - (ua’pa)HYv

ainsi que l'erreur d’intégration numérique entre les deux modéles, calculée & t™ :

1
= ——|lu" — uZHM .

VAL

n

D’aprés [35] ou [14], on peut prouver le résultat suivant.

Théoréme 1.4.3. On suppose que DF (u,p) est un isomorphisme de Y. Alors sous I’hypothése
(A), Fq vérifie les conditions :

(C1) il existe une constante positive c, indépendante de At, telle que pour tout (v,q) €Y :
IDFa(u,p) = DFa (v, q)llpyy < cll(wp) = (v, 9)lly
(C2) il existe une constante positive ¢ indépendante de At, telle que :

1Fa (w,p)lly < e(d+€").
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Preuve. On note ¢, toute constante positive indépendante du temps. On a tout d’abord :
DFq(u,p) =T+ Lqo DG (u,p),
ou DG (u,p) : Y — L3 (QF) est donné par :
DG (u,p) (w,r) = pcurlu Aw + pcurlw Au ¥V (w,r) €Y.

C’est un opérateur borné. Ainsi pour tout (v, q) € Y, la propriété de stabilité (1.29) combinée aux
inégalités de Holder et Cauchy-Schwarz implique :

IDFa(a,p) (w,r) = DFa(v,q) (w, 7’)”5(\()
< c[|DG (u,p) (w,r) — DG (v,q) (WvT)HLg(QF)

<cp (chrl (u—v)

0 ¥l + leurtwily o, u =i, )

<cllu—vlxllwllx -

Ainsi la condition (C1) est bien vérifiée.

Pour montrer la propriété de consistance (C2) on écrit (puisque F (u,p) = 0) :

1Fa (w,p)lly = 17 (w,p) = Fa (wp)lly < (£ = La) (£ =G (w,p)lly + 1 £a (f = fa)lly -

Gréace aux relations (1.30) et (1.31), il vient que :

o s 2R e - gl )
sup inf ||p—gq )
VAL geMy llqllne aE€My M

(¢~ £0) (=G ()l < e inf, vl +

p n n n
1£a (f —fa)lly = A7 [I€a (0" —ug)lly < ce”.

Ainsi 'hypotheése (A) implique (C2).

D’aprés [35], on a le résultat suivant.

Théoréme 1.4.4. On suppose que (A) est vérifié et que DF (u,p) € Isom (Y). Pour 6 + ¢"
suffisamment petit, on peut établir 'estimation a priori suivante :

E<c||Fa(up)ly-

ol ¢ est une constante indépendante de At.
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1.4.2 Estimations d’erreur a posterior:
On applique ici un résultat général de Verfiirth ([40], p. 47).

Théoréme 1.4.5. On suppose que DF (u,p) € Isom (Y) et que DF est Lipschitz dans un voisi-
nage B ((u,p), Ry) de (u,p), de constante lipschitzienne . Soit

1 2|DF (0, )l £ vy
DF (u, *1H ’ g
VH (u,p) )

R :=min | Ry,

Si E <R alors :

1
2[|DF (0, p)ll £y

IF (wa,pa)ly < B < 2| DF (u,p)7 (s, 2y -

17
£(Y)

En rassemblant les résultats précédents, on peut établir I’estimation d’erreur a posteriori suivante.
Théoréme 1.4.6. On suppose que (A) est vérifie, que DF (u,p) € Isom (Y) et que u, curlu €
L (QF). Pour 6, €" et At suffisamment petits, on a :

1
- |7 (wa, pa)lly < E < c||F (ag;pa)lly -

Preuve. On obtient comme dans la démonstration de (C1) que DF est Lipschitz sur Y, de
constante v indépendante de At. On utilise ensuite que DF (u,p) =Z + L o DG (u,p) et on écrit
pour tout (w,r) €Y :

[w,r)lly < IDF(u,p) (w,r)lly +[I£ (pcurlu A w + peurlw A u)ly
< IDF(w,p) (w,r)lly + VAL ([curlu A wlly, + [[curlw A ul|y)
<

IDF () (w, )y + VAL (VAL leurlull . + [ull,.) l[(w, )y

en utilisant (1.30).

Ainsi pour At suffisamment petit (tel que par exemple, cv/ At (\/ At||curlu|| _ + ||u|\oo> <1),on
1

obtient ||(w,r)|y < 2| DF (u,p) (w,r)|y; ce qui implique que R > o Grace & Pestimation a

priori du Théoréme 1.4.4; il s’ensuit que les hypothéses du Théoréme 1.4.6 sont vérifiées pour ¢
et ¢ suffisamment petits. Puisque ||DF (u,p)HL(Y) < ¢, d’aprés la propriété de stabilité (1.29), le
résultat annoncé est établi.

1.4.3 Indicateur de modéle générique

Pour définir un indicateur d’erreur générique sur un sous-domaine © C 2, on considére quatre
sections Y de Xp, Sde [, 2= Sx[Zp, Zgp+h|dewp et A=Sx[-L, L| x [Zp, Zp + h] de Qp.
Puis on construit le sous-domaine 3D © comme suit :

dans le cas cartésien (cf. Fig.1.5),

O0={(s,l,z); s€SCI,—-L<I<L,Zp<z<Zp+h}, (1.35)
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dans le cas curviligne (cf Fig.1.6).
La frontiére du domaine © est décomposée en trois parties : 900 = O gUBOgUOB , olt O p représente
le fond, ©g la surface libre, O les sections amont et aval.

Fia. 1.5: Coordonnées cartésiennes :
Domaine 3D & partir du domaine 2D-horizontal T

(a) Domaine 3D & partir du domaine 1D T (b) Domaine 3D & partir du domaine 2D-
vertical =

On note 7; le maillage sur ©, construit & partir des maillages sur T, S, = et A. On pose 07,
lensemble de tous les bords des cellules du maillage. Enfin on note [-] le saut a travers le bord
d’un élément.

On suppose dans la suite :

X° c H? (Qp), (1.36)
et qu’il existe un opérateur de projection 7 : X° — Xg qui vérifie pour tout v € X° :
Yowlv=rvlgr+ Y wyllv-mvl,, <clvlyg,, (1.37)
KeTy YEIT,

ou les poids sont obtenus par passage & I’élément de référence. On explicitera ces poids pour chaque
modéle dans les chapitres suivants.

Puis on introduit les résidus suivants sur chaque cellule K € 7 :

m = —diVUd,
Ny = Aﬁt (ug — uy) + p (curlug A ug) + peurl (curlug) — pf Aug + Vpg — pg,

et respectivement sur chaque bord (face) v € 974 :

pecurlug An — pgn siyCOsUOBy
Ny = pcurlug An + cguy siyCOp

p[curlug) An — [pg]n ailleurs
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Ensuite on définit un indicateur d’erreur sur O, construit & partir des résidus précédents :

: \ K v 1;( /K' : : / .
§ E . 1.
( ) (At/ " w2 2 w?y 7777 v (1.38)

KeT, yEOT,

On peut maintenant déduire le résultat principal de cette section, sur la fiabilité de I’indicateur
d’erreur I (Qp).

Théoréme 1.4.7. Sous les hypothéses (1.36), (1.37) et en supposant que les hypothéses du Théo-
reme 1.4.6 sont vérifiées, on obtient :

E<c(IQp)+e),
avec ¢ une constante indépendante de At.
Preuve. D’aprés le Théoréme 1.4.5, un indicateur d’erreur est défini par une majoration par
| F (ug, pa)lly - Ainsi on écrit :

E < C/ sup <JT (udapd)v(vv(J»Y.
(v,Q) €Y ||(V7Q)HY

Il faut donc estimer, pour tout (v,q) € Y, la quantité (F (uq,pa), (v, q)) 0l (-, )y représente le
produit scalaire de Y.
Puisque Fy (ug, pg) = 0, on peut écrire :

<f (udvpd) ) (V7 q)>Y = <‘7: (ud,pd) ) (V>Q)>Y - <‘7:d (udvpd) ) (Vd>Qd)>Y )

pour tout (vg, qq) € X x My. Par conséquent :

(F (ua,pa), v,q)y = Ao(uq,v—vg)+B[pa,v—vae)+B(q—qq,uq)
+A1 (ugsug, v —vq) = F* (v) + F} (va) .

On considére ensuite des fonctions (v,q) € Y suffisamment réguliéres, on prend vy = mv,
qq = T2q et aprés quelques intégrations par parties, on obtient :

<T (u(i7pd)7(an)>Y = Z /}(7]1qu+ Z /K’UQ (V —7TV) d<)

KeT, KeT,

+ Z /nw(v—wv)dw+ %(ug—u”)-vdﬂ
~edTy Y Qr

Gréace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, a l'injection continue (1.36) et & la relation (1.37), on
obtient :

[(F (ug,pa), (v, Q))y| < c(I(Qp) +€") (v d)lly

avec une constante ¢ indépendante de At. On obtient ainsi le résultat final.

Commentaire : L’erreur sur toute solution approchée calculée selon cette approche est majorée
par ces indicateurs qui donnent ainsi une trés bonne estimation de I’erreur a priori.
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1.5 Programmation des modéles sous Libmesh

Tous les modéles ont été programmeés sous la bibliothéque Libmesh. Il s’agit d’une librairie de
classes C++ pour les Eléments Finis, dédiée & la simulation numérique des équations aux dérivées
partielles.

La librairie Libmesh est actuellement développée a I'Université du Texas (Austin) au sein de
CFDLab et a ’Université Technique de Hamburg (Hamburg) dans le cadre de Mechanics and
Ocean Engineering.

La page web de Libmesh est & I’adresse : http ://libmesh.sourceforge.net/index.php

La bibliothéque Libmesh met & disposition de nombreux solveurs. On utilisera, pour la pro-
grammation des modéles, le solveur GMRes avec le préconditionneur ILU.
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Chapitre 2

Modéle 1D

Ce chapitre est consacré au modéle 1D (cf. [3]), écrit sur la courbe médiane de la surface libre
du fleuve. Pour prendre en compte la géométrie du domaine, ce modéle est écrit en coordonnées
curvilignes. Il est basé sur les hypothéses (H0) & (H5) de la section 1.3.

2.1 Espaces de projection

Outre la vitesse et la pression, le modéle 1D présente une autre inconnue, la hauteur d’eau h
ou de maniére équivalente, la section transversale o du fleuve.

L [ Zp+h
o(s,t) = [L /ZB dzdl = 2L(s)h(s,t).

On choisit les sous-espaces de projection suivants :

Mip = {QEL2(WF)§QZ(ZB-i-h—z)Q(s),QeLQ(])},

i !
Xip = {v <v1 (117’)7LU1,U3> €X; vy =wv1(s), vs(s,2) U1Z'B+(ZZB)V3(5)},
X{p = {veXip;v =0surdl},

ot wp est défini en (1.16).
Le modeéle 1D est dérivé comme une approximation conforme du modéle 3D : X¢, ¢ X et
M;p C M.

Une importante remarque concerne la troisiéme composante de la vitesse, qui dépend explicite-
ment de z. Cette construction de vs permet d’une part de satisfaire automatiquement la condition
aux limites v - n = 0 sur le fond z = Zg (s), ot n est défini en (1.19), et d’autre part de travailler
dans le cadre d’une approximation 3D de la vitesse. Ainsi les éléments de 1'espace Xip sont dé-
terminés par le vecteur v, = (vy (s), Vs (s)), contrairement aux modéles 1D usuels ot la vitesse
est une fonction scalaire vq (s).

On introduit les espaces suivants :

Mip = {q€L’wr) q=ps+(Ze+h—2)Q(s)},
Xip = {veXip; v =kpsurdl},

ou k1p est une approximation 1D de k (s,1, z) sur les bords amont et aval s = sg et s = s7.

35
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On remarque que le choix des éléments de I’espace M7}, est compatible avec une pression hydro-
statique ps + (Zp + h — 2) pg.

Equation de la surface libre

L’équation de la surface libre est déduite de ’équation (1.24) en prenant la vitesse dans Xip :

%+Ul(h+ZB)I_U1ZJ/B_hU3:O pour z = Zp + h.

Ainsi I’équation de la surface libre s’écrit :

oh
— h' — hUs = 0.
ot +u 3
: e dh _0h ., N
Puisque la formule de la dérivée totale entraine dans ce cas R + h'uy, I'équation de la
surface libre peut s’écrire sous la forme : )
dh
— — hU3 = 0. 2.1
o hUy (21)

En effectuant une discrétisation en temps, I’équation devient :

h— h"
At

+ h'u; — hUs = 0.

Formulation faible

Une fois h calculé, la formulation variationnelle correspondant au modéle hydrodynamique 1D
discrétisé en temps est donnée & chaque pas de temps "1 par :

Trouver (uip,pip) € Xip X Mip
VVEX?D, A(ulD;ulD,v)+B(p1D,v):FI”D(V) (22)
V(] S M1D7 B(q7 ulD) = 07

ou :

/

IL ’
up = (Ul(l—lT%LU1>U1Z§3+(Z—ZB)U3) s mp=ps+(Zp+h-=z)P.

Ainsi les inconnues du probléme sont la vitesse u. (s) = (u1,Us) et la pression P (s) sur I.

2.2 Le probléme aux limites

On explicite maintenant les formes A(-;-,-), B(:,-) et F{, (-) sur les nouveaux espaces de
projection XV, et Mjp. Les expressions de gradv, divv et curlv, pour v € XY, sont données
en annexe B.1.

Soient ¢ € Myp, u, v € XY5. On donne ici les expressions des formes A (+;-,-), B (-,-) et Fi'5 (-)
aprés intégration par rapport & z et [. Pour le détail des calculs, se référer a 'annexe B.2. Les
coefficients D1, Do, D3, Dy et D5 sont définis au paragraphe 1.3.3.
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Forme bilinéaire B (-, )

On obtient pour la forme bilinéaire B (-, ) :

B(q,v) = f/Ih2Q((Lv1)’+LV3) ds. (2.3)

Forme linéaire Ao (-, ")

On rappelle que la forme linéaire Ag (-, ) s’écrit :

Ao (u,v) = £u~de+/ ,ucurlu~curlde+/
Qp T

cBu~Vd'yf/ p(EAu)-vdQ
ap At Jag

B

+A divadivv dQ, X >0.
QF

On précise ci-aprés chaque terme de Ag (-, -).

p
—u-vdf) =
/QF Al
2

o h h h
/1% {(1 + Dy) ugvy + (U1Z§3 + 2U3> (U1Z§3 + 2V3) + 12U3V3} ds,

puis :
/ pcurlu - curlvd() =
Qp
Y / h / Y / h / h2 Iy
,uh (D1+2L) (UIZB) —ZBU3+§U3 (UIZB) _ZB‘/%J'_E‘/?) +EUS‘/3 ds
I
mDy (L' \' /L
—I—/Iu <40r2u1v1 + 71 (Lu1> (LU1> > ds,
etsiA>0:

A divudivv df) =
Qf

N2

L L L
)\/2Lh (u’l + T + U3) <v’1 + U + Vs) ds + )‘/th((T)Q)ulvlds.
I I (Lr)

Pour le terme de bord / cpu - vdy, on rappelle que I' g est composé du fond décrit par z = Zg(s)
I's
et des berges décrites par [ = L(s) et | = —L(s).
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Il s’ensuit que :

/ cpu-vdy =
I's
. h . h h2
CB (D5 + hD4) u1v1d8 + hCBDg U1ZB + §U3 'UIZB + 5‘/3 + EU?)% ds.
I 1

On finit par remarquer que :

0 1—Ir)u; (A—-1Ir)v

/ /
(fAu)-v=det| 0 %Ul %Ul =0.
f us U3

Forme non-linéaire A; (-, )
Enfin la forme non-linéaire s’écrit :

h 2
Aj (wju,v) = / pTJ ((uleB)/ — ZpUs + 3hU§> uy - v, ds.
I

Terme de droite F[(-)

Pour finir, le terme de droite F}’,(-) est défini comme suit :

Lo po n
/QFp<Atu —|—g)~de = /IKt(1+D2)ulvlds
po ([ ho h n

—/pag (leg + hV3> ds.
I 2

Il reste les termes de bord intervenant dans F7',(-). On obtient sur la surface :

/FS<vAn>-<wAn>dv—/ psv - ndy =

s

/ ((Wl + Z/BW3) V1 + thVj) dS — /QLpS (—hl’Ul —+ th) dS,
I I

ol 'on a posé :

/L {(1 —lIr)w; + lélwg} \/(1 —r)2+(Zy+ W) dl
L
[L ws\ /(1= 1r)? + (Z + )2 dl

Wy, correspondant & la force du vent sur la surface libre du fleuve.
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Sur les bords I'g UT';, on rappelle que v-n = 0. Ainsi il ne reste plus que le terme de bord

/ (vAn)-(wAn)dy. Or v; =0 sur 9. Ainsi on obtient :
Iy

/ (vAn)-(wAn)dy= Lh?>ws3Vs pour s =sg et s = s1.
Ty

Probléme au sens des distributions

On peut maintenant interpréter le probléme faible (2.2) au sens des distributions. La seconde
équation variationnelle B (¢,u;p) = 0, Vg € M;p, associée & (2.3) entraine directement I’équation
de continuité sur 'intervalle I :

(Luy) + LU3 = 0. (2.5)
L’équation de conservation de la quantité de mouvement est obtenue aprés intégration par
parties des termes B (p1p, V) et / pcurlu; p - curlvdQ). On obtient le systéme d’équations au

Qp
dérivées partielles suivant :

7 \2 8U1 ﬁ ’ 8U3
po (14 D24 (Z5)°) G+ 9oy 2, /
h ' L' (h Ly
A (h (D1 +2L) ((uleg)/ — ZpUs + 2U;§)> + dporiug — b (7’2D1 (LU1) )
1 \2 h? / (2.6)
tep <D5 + hDy + (Z}y) hDg) us + e Z; DaUs

h 2
_% ((ulzjg)’ — ZpUs + 3hU§> Us + L (h2P)’

= —pogZp + (W1 + ZpWs),

h 8u1 h2 6U3
7 = -2
L TR W7

h h h h? '

h? h3
—‘rCB?ZIBDg’U,l + CB§D3U3

h 2
+% ((ulzjg)’ — ZLUs + 3hU§> uy — Lh?P

h
=—pogsy + hWs.

(2.7)
Les conditions aux limites consistent & imposer u; sur 91 (d’aprés la définition de X7 ). 1l faut
tenir compte des conditions aux limites qui proviennent des intégrations par parties sur les termes
B (p1p,v) et / pcurlu; p - curlvd(), mais aussi de celles intervenant dans le second membre

QF
F'5(+). Ainsi il reste :

2
(D1 + 21 (5 a2y = 3250+ 22 0) = oo
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pour s = sg et s = s1. Or uy = k1p sur 01 ; on obtient :

1 h 1
ph (Dy + 2L) (—QZJ’BU3 + 3U§,> =3 (—uh (kipZy) (D1 +2L) + O"wg) , (2.8)

pour s = sg et s = s7.

Ainsi le modéle 1D complet est décrit par les équations (2.1), (2.5), (2.6), (2.7) et les conditions
de bord (2.8).

2.3 Comparaison avec les équations 1D du modéle Saint-
Venant

Le modéle usuel pour simuler I’écoulement d’un fleuve est le modéle Saint-Venant. On compare
dans ce paragraphe les équations du modéle 1D avec les équations de Saint-Venant.

Tout d’abord on remarque qu’en combinant (2.1) et (2.5) on obtient la relation suivante :

oo
a—‘z + div (oug) = 0. (2.9)

Il s’agit de ’équation de continuité classique du systéme de Saint-Venant, ou u; représente main-
tenant la vitesse moyenne 1D. Le détail du calcul est donné en annexe B.3.

Dans le cas particulier d'un canal (r = 0, L constant), ’équation de continuité (2.5) devient :
uy +Us =0, (2.10)

et ’équation de conservation de la quantité de mouvement se simplifie d’aprés (1.23). Les conditions
aux limites (2.8) s’écrivent :

2

m (—ZjBUg + 3hU§) = —u(kipZly) + ws.

Si on suppose de plus que le fond est plat (i.e. Zp constant), les équations (2.6) et (2.7) deviennent :

0 h?
pa% +2cg (L+h)uy — pagU?’,Ug + L (hQP)/ =W,

h2 dU. 2\ 2 h2 h
poga—; — i (03U§> + gCBh?)U;g + pUEUéul — Lh*P = —Pogg + hWs,

soit :

d h?
paﬂ — po (u’lul + U§U3> +2cg (L+h)u; + L (hQP)/ =W,

dt 3
h2 dU. 2N\ 2. h h
pagd—; — i <O’3Ué) + gCBh3U3 - O'§P =—pogy + hWs.

Pour comparer les deux modéles, il faut se placer dans le méme cadre que Saint-Venant. Pour
cela on suppose que la pression est hydrostatique et que la vitesse verticale est déterminée par la
vitesse longitudinale, i.e. u3 = u; Z%. Ceci revient a prendre P (s) = pg, Uz = 0 et a négliger les
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équations associées aux fonctions tests @, V3.
Ainsi le modéle 1D s’écrit sous la forme :

g0 + div (ou1) =0,

ot
)
po (1 + Dy + (ng)z) % + dpor?uy + cp <D5 WDy + (Z75)° hDg) w

v NY
_,UZ/B ((th =+ O') (uleB)/) — /.Lf <T2D1 <LU1) >

ou (o, u1) représentent maintenant les inconnues du systéme et W la force du vent. Si de plus
on suppose qu’il s’agit d’'un canal (r = 0, L constant) et que l'on néglige le vent, I’équation de
conservation de la quantité de mouvement devient :

o (1 n (ngf) % + 2%3 (L\/l 4 (Z5) + h) (1 + (ng)z) ui — %ng (a (ulzjg)’)/
= —0g(Zg+h).

D’aprés la formule de la dérivée totale :

du1 aul

I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit finalement :

o (1 + (zjg)?) % e (1 + (z}a)z) urtd + 2073 (L\/l (25 + h) (1 + (ng)z) w

li
*%Z%; (Cf (ulle)/> =—0g(Zp+h).

(2.12)

Le coefficient Z/; vient du fait que la vitesse verticale n’est pas nulle mais de la forme ug = u1 2.
Ce choix assure notamment la condition u - n = 0 au fond. Si on suppose que le fond est plat (alors
uz = 0), équation précédente s’écrit :

d 2
0% — ouyu + % (L +h)uy = —ogh'.

On rappelle maintenant que le modéle Saint-Venant 1D est décrit par le systéme d’équations
suivant :

il + div (ou,) =0,
gt (2.13)
) 4 (oud) +J = ~og (Zs + 1),

1 L Zs+h
ol U, (,t) = ;/ / uy (x,y, z,t) dzdy et J est un terme de friction.
-LJzg
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En général J est calculé & partir de formules empiriques du style Manning-Strickler ou Chézy. De
plus, d’apreés la formule (2.11) et ’équation de continuité, on obtient :

9 (ouy) oy _duy
ot + (oul) —O’W.

Ainsi le modéle 1D simplifié (2.12) et le modéle Saint-Venant classique (2.13) sont décrits par
les mémes opérateurs, excepté pour le terme de friction.

2.4 Analyse du probléme faible

2.4.1 Régularité des fonctions-test

On rappelle qu’on a choisi les fonctions-test v associées a la vitesse de la forme suivante, dans
la base locale {T,v,es} :

/

I t
v(s,l,z)= (vl (1=1r), %vhleg +(z — ZB)V3> .

De plus on a imposé dans la définition que 'espace Xip est un sous-espace de X. On doit
ainsi vérifier que v € H (div, curl; Qr), i.e. v € L? (QF), divv € L? (QF), curlv € L? (QF) et que
vAnecL*(Tp).

Proposition 2.4.1. 8i v, = (v1,Vs)" € H' (I), alors v € X.

Preuve. Grace aux calculs précédents, on obtient :
2 2 h 2 h2 9
/ [v[©dQ = /2Lh (1+Do)vi + (viZp+ =V5 ) +—=V5 ¢ ds,
Qr I 2 12

ho\o | 2
/Q lcurlv|®dQ = /Ih (2L + Dy) { ((leg)/ —ZpVa+ 2V3’) t 133 (‘/;)2} ds (2.14)
F

2
hD L\
*/ SL’"%“#((L“)) -
I

I 2 Lr)')?
/ |divv|® dQ = /2Lh <v'1 + —v + V3) ds + / thwvfds,
Qp I L I (Lr)

et sur le fond I'p :

ho \°  h?
/ vAn?dy = /(D5+hD4)u§ds+/hD3 02+ =V | + —V2Z}ds.
I'p I I 2 12

On rappelle que d’aprés les hypothéses (1.18), L est borné et les coefficients Dy, D3, Dy, Ds
D

sont, positifs et majorés. De plus, ’hypothése (H3) entraine que D; et —21 sont majorés si D; est
T

positif.

Ainsi on en déduit que si v. = (vi,V3) € Hy (I) x Hy (I), alors v € X{ .



Analyse du probléme faible 43

2.4.2 Existence et unicité

On montre dans ce paragraphe que le probléme faible non linéaire (2.2) est bien posé. L’ana-
lyse est & nouveau basée sur les théorémes de Brouwer et de Babuska-Brezzi pour les formulations
mixtes, en suivant la démonstration faite pour la formulation faible en 3D. On montre que les
hypothéses du Lemme 1.2.2 sont vérifices sur VO = Ker; p B.

Lemme 2.4.1. Soit :
KeripB ={veX{py; B(qv)=0,YgeMp}={veXly (Lvi) +LV3=0 surl}.
Alors la forme non linéaire A (-;-,-) = A1 (+;-,-) + Ao (-, ) vérifie :

1. A(v;v,v)>C Hv||§(7 Vv € KerpB,

2. A1 (-, ) est séquentiellement faiblement continue sur KeripB, pour tout v € KeripB.

Preuve. On commence par vérifier la coercivité de A (+; -, -), soit, la coercivité de Ag (-, -) (puisque
Ay (v;v,v) = 0). Compte tenu de Iexpression de Ay (-, -), on a pour tout v € X, :

P 2 2 2 . 2
Ao (v,v) = e (£ IVIE g, + llcurtvl g, + e VI, + A ldivvilF g, ) - (2.15)
Si A > 0, il vient immédiatement que :
Ay (v,v) > C|lv|%, Vv eKerpB,

ou C =min{p, p, cg, A}.
Si A = 0, on doit controler la norme L? (r) de divv pour avoir la coercivité de Ay (-,-) sur
Ker1pB. Or pour v € Ker;pB, on a :

divv = —

1(Lr)
o= (2.16)

D’ou :
. 2 2
[divvg . < cllvillo; < cdo (v, v),

d’apres (2.14) (on peut majorer ||'U1H§J par chrlvH?)_QF) avec ¢ une constante qui dépend de L
et r.
On en déduit :

Ap (v,v) >C ||VH§(7 Vv € Ker1pB,

ou C est une constante indépendante de At.

On vérifie maintenant la seconde condition. Soient v € Ker1p BN D (Q)S et u € Ker1pB; on
écrit Ap (+;-,-) sous la forme (1.12). En utilisant (2.16), on obtient :

3 3
an 1 2
A (gu,v) = — Z /QF pug'uiamj dQ+”Z_1/FS pUituing dy — 2/FSP|U| v -ndy

1,j=1

2
—/gphLQ’/‘ (Lr) u?vy ds,
T

pour tout v € KerypBN D (9)3 et tout u € KerypB. Le détail du calcul est donné en annexe B.4.
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Grace aux hypothéses de régularité sur Pespace X°, notamment les injections compactes de
X dans L% (Qr) et L?(TI's), on en conclut que si (u,,) C Ker;pB converge faiblement vers u,

alors A (u,,;uy,, v) converge vers A (u;u,v), pour tout v € KerypBN D (Q)‘3 et donc pour tout
v € Ker; pB grace 4 la densité de Ker;p BN D (Q)3 dans Ker;pB.

|
De plus lespace Ker;pB est séparable puisque c’est un sous-espace de L? (Qp).
Il faut montrer maintenant que la condition inf — sup est vérifiée.
Lemme 2.4.2. [ existe une constante c indépendante du temps, telle que :
B(q,v
inf  sup Blg,v,) > cV At (2.17)

9€M1D yexo HVHX ||‘J||M B

Preuve. On note ¢ toute constante positive indépendante du temps. La forme bilinéaire B (-, -)
s’écrit, via le changement de variables v, = Lv, :

B(q,v) = —/Ih2Q (17/1 + ‘73) ds.

A tout ¢ €M;p on associe la fonction v, = (171, Vg) € H' (I) définie par :
_ 1 o _
ng—m/th& o1 (9):—/ (hQ—i—Vg) ds p.p sur 1.
I S0

Puisque/ (hQ + V3) ds = 0, il s’ensuit que 0y (s1) = 0, et donc v; € H (). De plus, v} + V3 = —hQ
I
sur 1. D’ou :

B(q,v) = /h3Q2 ds.
I
"2
Or Hq||12vI = /I thSQst. Puisque L est borné, on en conclut :

B(q,v) > c|lqll;. (2.18)

On a également :
1¥elly r < ellh@llg.r < cllally
car L et h sont minorés.

Enfin, en posant :

1 o, _\!
v=g | A=ln)o, 70,0 Zp + (2= ZB) V3 |
on obtient v € X9, et :
c c

vy < —||ve < —= . 2.19
[vllx < \/E” ||1,1 \/EHQHM ( )

Ainsi les relations (2.18) et (2.19) entrainent la condition inf-sup requise.
|

Les lemmes 2.4.1 et 2.4.2 entrainent le résultat suivant.

Théoréme 2.4.1. Sous les hypothéses (HO) o (H5) définies dans la section 1.3, le probléme (2.2)
admet au moins une solution (u1p,p1p). L'unicité est assurée sous la méme hypothése que pour
le probléme 3D (Théoréme 1.2.2).
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2.5 Approximation par éléments finis

Soit 7; un maillage régulier du domaine, composé de segments K tels que :
- K&
KeTy

Le maillage est construit a I’aide de la bibliothéque Libmesh (cf. section 1.5).

Calcul de la surface libre

On commence par regarder ’équation de la surface libre. On rappelle qu’aprés la discrétisation
en temps, ’équation est donnée par :

h—h"

At + h'u1 — hUs; = 0.

La discrétisation en espace est effectuée par une méthode de volumes finis. La hauteur d’eau h est
approchée par une fonction continue affine sur chaque élément K de 7y (h est P; par élément).

On résout, a chaque pas de temps At et sur chaque noeud ¢ du maillage :

1-At(Us),

P =

i

ou h est la dérivée calculée sur chaque noeud ¢ par différences finies :

hiv1—h; ;y hi—hi

————— ou h;=———
Ax Az

ou Ax représente le pas d’espace entre les noeuds 7 et i + 1 ou entre les noeuds i — 1 et 4.
Enfin, (uy), et (u3), représentent les composantes de la vitesse calculées aux point i.

h) = (2.20)

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d’eau calculée, on s’intéresse au probléme faible discrétisé en temps (2.2).
Le choix d’espaces compatibles X1p 4 et Mip 4 & partir du maillage 7; est crucial pour la perfor-
mance de 'approximation. On doit vérifier que le probléme discret est bien posé & chaque pas de
temps ¢"*1. Ainsi les espaces d’approximation Xip 4 et Myp 4 doivent assurer, & chaque pas de
temps "1, la condition inf — sup discréte ainsi que la coercivité de Ag (-, -) sur le noyau discret
de B (-, ), uniformément en d.

On choisit les espaces de dimension finie X;p 4 et M;p 4 suivants :

Mipa = {g€Mip; VK € Ty, Q|x € Py} C Mip,
Xipa = {veXip; ve € H'(I), VK € Ty, (v)x € P1} € Xip,

Par conséquent, chaque élément K du maillage contient 5 degrés de liberté : 2 pour vy, 2 pour V3
et 1 pour Q.

On pose également :

Xipa=1{v€Xipd; v1 =kipasur dl},
Xpa={veXipa v1 =0sur dI} C XYp,
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ol k1p,q est une approximation P; - continue de k;p sur 01.
Ainsi on résout, a chaque pas de temps, le probléme discret suivant :

Trouver (Wip.d4,P1D,d) € Xip.axMipg
Vv € X{p 4, A(wipaiwipav) + B(pip.a,v) = Fip 4(v) (2.21)
Vq € Mip,4, B(g,uip,a) =0,

ott F1'p 4 () est obtenu & partir de Fi' (-) en remplagant ujp, par ufp 4.

Ce choix d’espaces de dimension finie X p.da X Mip a permet d’établir les résultats suivants.

Lemme 2.5.1. Il existe une constante c; indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :
Av;v,v) > Hv||§( Vv € Kerip.aB. (2.22)

Preuve. Le noyau discret de B est défini par :

Kerip 4B = {v € X9p 4 /hQQ (0] 4+ V3)ds =0, Vg € MlD’d} ,
JI

ol l'on a posé v. = Lv,.
Compte tenu de l'inégalité (2.15) valable sur X9, O X?Dyd, on distingue deux cas selon si
A>0o0u =0
Si A > 0, on a immédiatement la coercivité de A (-;-,-) sur Ker;p ¢B.
Si A =0, on doit estimer la divergence de v € Ker;p 4B. Or on a :

2
. 2 2h ) ((LT‘)/) _\2
AF ‘leV| @y = /If (Ui + ‘/3) ds +/IhD1W (’Ul) ds

c(/Ih(‘/fg)2ds+/1h(v1)2ds+/Ih(v’1)2ds>.

En prenant g =0} € Myp 4, on obtient a l'aide de linégalité de Young : pour tout v €
KerlD’dB,

IN

/h2 () ds < 5/h2 ()% ds + i/hQ (V3)? ds,
JI I de J;

1
avec € > 0. En fixant ¢ = 3 par exemple, il s’ensuit que :

/Ih2 (@)% ds < /h2 (V5)? ds.

I

Comme h est borné inférieurement et supérieurement, il vient :

/h(@;)st < /h(ffg)st.

I I

Par conséquent :

/ (divv]2 dQ < c(/h(vl)QdH/h(ngds) <clvlZ;,
Qp I I

et la relation (2.22) est vérifiée.
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Lemme 2.5.2. I existe une constante co indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :

B
inf sup _Blav) > oV AL (2.23)
gEMip,q vex9, ”V”X ”‘JHM

Preuve. Pour établir la condition inf — sup, on reprend les idées de la démonstration dans le cas
continu. A tout ¢ EM;p,, on associe la fonction ¥, = (01, V3) € H' (I) définie par :

1 5 >
Vs = _m/ths, 01 (6;) = —/ (hQ + V3) ds p.p sur I,
I

S0
ol #; sont les noeuds du maillage. Puisque / (hQ + \73) ds = 0, il s’ensuit que 7; (s1) = 0, et donc

JI
v, € Hy (I).
1

De plus (1) = — (P*Q + V3) out h* = —/ hds. Ainsi :
K| Jx

B(q,v)=— /1 h2Q (171 + ‘73) ds = /Ith*Qst.

Pour terminer la démonstration de la condition inf — sup, on établit le résultat suivant.

Lemme 2.5.3. Soit K € Ty et P un espace polynomial donné sur K. Alors il existe c1, co >0
indépendantes de h et K, telles que :

Yv e P, cl/ h|v|ds§/ h*|v|ds§62/ h|v|ds.
K K K

1
Preuve. On rappelle que h est linéaire et strictement positif sur K, alors que h* = @ / hds
K

est une constante strictement positive. On définit deux applications Ny, Ny sur P telles que :

Nl(v)z/Kths, Nz(v):(/Khds> (/K|U|ds), o e P.

N et Ny sont deux normes équivalentes sur I’espace de dimension finie P. En effet, par passage
sur 1’élément de référence, on déduit qu’il existe deux constantes, dépendantes a priori de h mais
indépendantes de K, telles que :

Yv € P, cl(h)/Khvds<[1(|(/Khds) (/des><02(h)/Khv|ds.

Il reste & prouver que c; et ¢y sont indépendantes de h. Pour cela on écrit que :

h=>" h(0)\,

i=1,2

ot h(6;) sont les valeurs de h aux noeuds 6; de K. Puisque A; sont positifs sur K, la relation
précédente reste vraie si on remplace h par \;, pour i = 1,2. Ainsi on obtient le résultat voulu
puisque h (a;) > 0, avec ¢; = m}nzc (Ai) et co = _mzluéc()\i).

=1, =1,
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Preuve. On reprend la preuve du Lemme 2.5.2. Le Lemme 2.5.3 entraine :
B(q,v) = /h* (hQ)* ds > c/h(hQ)st.
I I

2
Or ||gl3; = /I th3Q2ds. Puisque L est borné, on en conclut B (q,v) > ¢|q|3;. La suite de la

démonstration est la méme que dans le cas continu et on en déduit la condition inf-sup (2.23).

Ainsi, les hypothéses du théoréme de Brouwer sont vérifiées et on en déduit le résultat suivant.

Théoréme 2.5.1. A chaque pas de temps t" 1, le probleme (2.21) admet au moins une solution
<u1D7d7p1D,d>-

2.6 Estimateur de modéle 1D

Dans la section (1.4), on a défini et justifié sous certaines hypothéses, des estimateurs de mo-
déles a posteriori entre le modéle 3D et un modéle approché, approximation conforme du modéle
3D. On vérifie dans cette partie que le modéle 1D vérifie ces hypothéses, de maniére & pouvoir
justifier les estimateurs d’erreur entre le modéle 1D discret et le modéle 3D.

Le modéle 1D est une approximation conforme du modéle 3D et il s’écrit sous la forme (2.2).
On a montré la coercivité de Ag (-, -) sur KerypB avec une constante indépendante de At et on
a vérifié la condition inf —sup (2.17). Ainsi les hypothéses (1.25), (1.26) et (1.27) sont vérifiées.
Concernant le probléme discret, on a X?D,d x Mip.g C XY x M;p. Puis grace aux lemmes 2.5.1
et 2.5.2, les hypothéses (1.33) sont satisfaites. On peut donc appliquer l'indicateur d’erreur défini
en (1.38) au modéle 1D.

On rappelle qu’on construit un domaine 3D © (1.35) a partir du domaine 1D et que l'indicateur
d’erreur est défini comme suit :

1 1 1
1(0)* = (/ nfd9+—/ ngm) + —/n%m,
K;_d At K wg( K 'ye;f'd U}?{ ~ v

ott 74 est le maillage 3D du domaine ©, composé d’hexaédres. Par conséquent les poids w)x et
w|, s’écrivent pour le modele 1D :

h h
1 1 1 — 4+ —+1 Si’yC(@BU@S),
As 2L R’ K 14 As + As 1
5T 5 ailleurs,

ot As représente la longueur de la maille K (ou face v) et ou 2L, respectivement h, représentent
la largeur du domaine, respectivement la hauteur d’eau, sur la maille K (ou face 7).

On peut maintenant expliciter 71, 2 et 1, pour le modéle 1D. On obtient sur chaque cellule
K du maillage 7; :

2

1 I1(Lr)
29—_/7 Luy) + LU3 — Q.
/ nyd I (Luy) 5T d
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Puis il vient que :

/ m3dQ =
K

2
/ (é (uip —ufp) + p(curlu;p Auip) + pcurl (curlu;p) — pf Auip + Vpip — Pg) dq,
K

avec :
(I =1r)(uy —ul)
n 25 n
Wp—Up= T(Ul_ul) ’
Zp (w1 —ui) + (2 — Zp) (Us — Uy)

_L’ _LL/ L E ,_|_2
s T\ \ o™ i

_ Loy
curlujp Auyp = (1—Ir)uy (1llr (Lul) + 2ru1) )

!
1 l Ly
curl (curlu;p) = S ( <u1> +2ru1> )

1—ir\1—-Ir \ L
(Y
1—Ir\1—1Ir 3

g
L

fAwmp=fu | 15 |-
0

1
VplD: 0 ’

-P
ol us = w1 Zy + (2 — Z) Us et ul = (ur1 Zy) — ZUs + (2 — Zp) Us.
Enfin sur les bords on obtient, :
/nzd’y = (pcurlu;p An — pan)2 dy siyCOgUOy,
.

avec curlu1p An=0si~v C Oy,

!
Uus

l r
curlu;pAn = — 1 (25 +hY <1—lr (Lm) i 2m1> siy C Og,
V=10 (Z 4 )2

1 ;o
m(23+h) Us
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puis :
/ nid’y = (ucurlu;p An — cBu1D)2 dy sivy C0Op,
.
avec
uy
/
1 l L
curlujp An= Zg (1_” (LU1> + 27’“1> siy C Og.
V- 4 (2 )
T3 %8s

Les normales sont définies dans le paragraphe 1.3.3.

2.7 Reésultats numériques

Pour tous les tests numeériques, la viscosité est égale & 1 = 1073 et le terme de frottement au
fond est ¢ =0, 1.

2.7.1 Test sur un canal a fond plat

On commence par tester le modéle 1D sur un canal & fond plat : le rayon de courbure r et le
fond Zp sont nuls et la largeur est constante (on prend L = 50 métres; le canal a donc une largeur
de 100 meétres). La longueur est de 8000 métres et le maillage est régulier, décomposé en nx = 400
intervalles. Le pas de temps est At = 1s.

Pour les conditions de bord, on rappelle que la vitesse est imposée sur la frontiére : u; = k1p
sur 0I. D’aprés [28], la vitesse au bord est donnée par :

Uy = g)
o
ou q représente le débit d’eau imposé en amont ou en aval du fleuve et 0 = 2Lh la section
transversale. On impose un débit positif (¢ = 200) en amont et un débit négatif (¢ = —250) en
aval pour que le canal se remplisse. La hauteur d’eau initiale (hauteur de la cote de la surface libre
hy = Zp + h) est de 10 métres.
On obtient les résultats suivants pour la surface libre hy, = h + Zp et la vitesse uy :

. ‘ hb‘ cal‘lal t"ont} pl?lt ‘ N ‘ul gaqal fpnq pla}t
0.2 3
0.1 E
10 g o E
70.1: 3
| 70.2: E
9 T T T T T T T 70.37 T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Légende :

t=40s t=120s t=200s t=280s t=360s
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On vérifie que uy = 1 _ 0,2 en entrée et uy = —0,25 en sortie. D’un point de vue physique,
g

on sait que la vitesse de déplacement de ’onde est de ’ordre de u; £+ v/ gh métres par secondes.
On peut ainsi vérifier que 'onde du modéle avance & la bonne vitesse. On obtient dans ce cas
= \/g>h ~ 10,1 m/s. Sachant que le canal mesure 8000 métres, la hauteur d’eau doit monter au
bout de 396 secondes environ :

hb ‘time 380 S hb ‘time 490 S

10.2 B 10.2 B

10.1 B 10.1 B

99 09
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 E 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 E

On vérifie cette estimation sur les courbes ci-dessus, on peut donc valider le test.
Pour finir on peut regarder les estimateurs d’erreur :
estim time 200 s

o1 estilq time 400 s

0.09: 3
0.08: E
0.07: E
0.06: E
0.05: E
0.04: E
0.03: E
0.02: E

0014 E

o o
10 000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 7990 10 000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 7990

Les estimateurs d’erreur sont faibles et suivent le front de ’onde.

2.7.2 Test sur un canal a fond irrégulier

On teste maintenant le modéle sur un canal & fond irrégulier : le rayon de courbure r est nul,
la largeur est constante (L = 40) mais le fond Zp varie comme sur la figure 2.1.

FiG. 2.1: Fond irrégulier

2

N AVAVE

I
L |

L
L
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Le domaine a une longueur de 800 métres et le maillage est régulier, décomposé en nz = 400
intervalles. On prend le pas de temps At = 0,5s. On impose le méme débit en amont et en aval,
¢ = 80. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres et la largeur de 80 métres (L = 40).

Les résultats pour la cote de la surface libre hy et la vitesse uq sont les suivants :

. hb canal fond irregulier . hb canal fond irregulier

160 200 300 400 500 600 700 8 " 160 200 300 400 500 600 700 8

ul canal fond irregulier ) ul canal fond irregulier

N
& | 7

8 160 200 300 400 500 600 700 8 ¢ 160 200 300 400 500 600 700 8

Légende :

t=20s t=40s t=60s t=80s t=100s

On a bien u; = q_ 0, 25 en entrée et sortie du canal. Par contre, on observe que des oscillations
g
apparaissent lorsque 'onde arrive au niveau des bosses. Une modélisation 1D n’est pas suffisam-
ment précise pour ce genre de géométrie. Par conséquent, on regarde les estimateurs d’erreur 1D
at=100s :
estim time 100 S

03 E

02 B
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Effectivement les estimateurs d’erreur sont élevés au niveau des bosses (cf. Fig. 2.1). Il faut donc
passer & un modélisation 2D dans cette zone.

2.7.3 Tests sur un méandre

On teste maintenant le modéle sur un méandre. On étudie deux cas, en faisant varier la largeur.
On prend un méandre décrivant un arc de cercle de rayon R = 100, donc de rayon de courbure
r = % = T%ov avec z € [0,100]. Le fleuve a une longueur de 157 métres. La largeur est soit
constante, soit en forme d’entonnoir comme dans la figure 2.2. Dans le deuxiéme cas, la largeur se
rétrécit entre d = 31,4 et 62, 8 métres puis s’élargit entre d = 94, 2 et 125, 6 métres, ol d représente

I’abscisse curviligne.

FiG. 2.2: Largeur en forme d’entonnoir

Test L constant

On commence par tester le modéle sur I’arc de cercle avec une largeur constante de 50 métres
(L = 25). Le fond Zp est plat et le domaine est découpé en nx = 100 intervalles. On impose
un débit positif (¢ = 100) en amont et un débit négatif (¢ = —100) en aval pour que le canal se
remplisse. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres. On prend le pas de temps At =0,1s.

On obtient les résultats suivants pour la cote de la surface libre hy et la vitesse ug :

hb meandre L. constant ul meandre L constant

06

| : | |

-06
160 1571 160 1571

Légende :

t=4s t=6s t=8s t=10s t=12s t=14s
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On vérifie que u; = £ = 0,5 aux bords. Si on regarde les estimateurs d’erreur on obtient :

estim meandre L constantt=8 s estim meandre L. constant t= 14 s

o o
077854 150 1563 07854 150 1563

Les estimateurs d’erreur sont relativement petits et suivent le front de ’onde.

Test L variable

On regarde maintenant les résultats pour ce méme arc de cercle mais avec une largeur qui varie
(cf. Fig. 2.2). On prend les mémes données que pour le cas précédent et la légende des couleurs
reste la méme :

hb meandre L variable ul meandre L variable

0.7

4] i

T T
0 100 157.1 0 100 157.1

On remarque que la vitesse accélére lorsque la largeur se rétrécit. Pour les estimateurs d’erreur
on obtient :

. estim meandre L variabl‘e t=8s estim meandre L variabl? t=14s

20

07854 150 1563 07854 150 1563



Résultats numériques 55

Dans ce cas, les estimateurs d’erreur sont assez élevés. Si on se référe a la géométrie du méandre,
on remarque qu’ils sont élevés dans les zones ou la largeur n’est pas constante. On rappelle que la
largeur se rétrécit entre d = 31,4 et 62,8 métres puis s’élargit entre d = 94,2 et 125, 6 métres.

2.7.4 Comparaison avec le modéle Saint-Venant
Test canal

On commence par comparer les modeéles dans le cas d'un canal (cf. test 2.7.1). Pour utiliser
le modéle Saint-Venant, on doit définir un domaine de 8000 métres de long avec un fond plat
et une largeur constante de 100 métres. On impose une hauteur d’eau initiale de 10 métres, un
débit positif en entrée (¢ = 200) et un débit négatif en sortie (¢ = —250). Le terme de friction est
considéré nul.

Le nombre de Froude est égal & Fr = U

Vh

On superpose, & des temps donnés, les courbes données par Saint-Venant avec les courbes du
modéle 1D. On obtient les résultats ci-dessous.

~ 0, 02.

Comparaison du modéle 1D (courbe en bleu) et du modéle Saint-Venant (courbe en
pointillés rouges) :

1 time 40 s 1 time 160 s
{\\ /‘ ”””””” ,

o R 104 R
9 T T T T T T T 9 T T T T T T T

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 & 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 &
1 time 360 s 1 time 400 s
104 = R 104 R
9 T T T T T T T 9 T T T T T T T

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 & 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 &

Les courbes se superposent quasiment et confortent ainsi les résultats donnés par le modéle 1D.
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Test méandre

On compare maintenant les modéles dans le cas du méandre (cf. paragraphe 2.7.3). Etant
donné que le modéle Saint-Venant ne prend pas en compte le rayon de courbure, on doit définir
un domaine rectilighe de méme longueur que le méandre, c’est-a-dire de 157 métres de long. Le
fond est plat et la largeur est constante, égale & 50 métres. On impose un débit positif en en-
trée (¢ = 100) et un débit négatif en sortie (¢ = —100). Le terme de friction est considéré nul. Le
nombre de Froude est égal & F'r ~ 0, 08.

On obtient les résultats suivants.
Comparaison du modéle 1D (courbe en bleu) et du modéle Saint-Venant (courbe en
pointillés rouges) :

time S5 s ‘ ‘ time 9 s

160 1571 160 1571

time 12 s ‘ ‘ time 20 s

160 1571 160 1571

Dans ce test on remarque une légére différence entre les deux courbes. En effet, le nouveau
modéle prend en compte la courbure, contrairement au modéle Saint-Venant.

2.7.5 Test avec un point de confluence

On teste maintenant le modéle sur un fleuve qui présente des points de confluence. La géométrie
est donnée sur la figure 2.3. Le fond est plat et le maillage est divisé en na = 345 intervalles. On
impose des débits aux bords d’entrée/sortie tels que le canal se remplit par les deux branches de
gauche et se vide par les deux branches de droite. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres. On
prend le pas de temps At = 0,4 s.
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F1G. 2.3: Géométrie confluence

q=-15

y
L=24
436 =
q=5
. L=26
220 + \y
q=30
> =52 i ] i "
0 1
'| U ‘ 1000 2
| I
10 140 587
220 + 7 L=26

Vu la géométrie, si on regarde les résultats en 1D, on ne va pas distinguer 1’évolution de I’onde.
On regarde par exemple ce que donnent les courbes de la surface libre hy, et de la vitesse u; & des
temps donnés :

hb time 1 s

4.1

ul timels

0.1 e

—0.1 —

39 T T —0. T
10 1000 10 1000

Effectivement, on ne voit pas comment se comportent les courbes. Il serait intéressant de
visualiser ces résultats en 2D. Pour cela, on construit un domaine 2D & partir de la géométrie 1D
puis on maille le domaine avec Bamg'. On obtient le maillage de la figure 2.4.

Puis on reconstruit numériquement les solutions 1D en 2D.

I1e logiciel Bamg est un générateur de maillages bidimensionnels isotropes ou anisotropes. Il permet de construire
un maillage a partir d’une géométrie (une frontiére) ou de construire un maillage adapté en partant d’un maillage
précédent et en se donnant une solution ou une métrique. Il permet aussi, dans ce cas, d’interpoler sur le maillage
créé les solutions, dans le cas P, définies sur le maillage précédent.

Une géomeétrie est définie par un maillage de contours : une liste de sommets, une liste d’arétes et des informations
sur la continuité G1 souhaitée.
http ://www.ann.jussieu.fr/~hecht/ftp /bamg/bamg.pdf
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FiG. 2.4: Re-construction du maillage 1D en 2D

T, L2
ARSI,

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hy.

Surface libre hy :

t = 15s t = 25s
' s | 5
4,0590 4,0590
I4,01 85 I4,01 85
13,9780 13,9780
I3,9375 I3,9375

t = 3bs t = 50s
ii%'c%% iﬁ%’é’é%

4,0590 4,0590
-L 40185 I 40185
3.9780 3.9780
I3,9375 I3,9375
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t = "75s

scalars
I4,0995

4,0590
|4,01 85
3.9780
I3,9375

t = 100s

4,0590
|4,01 85
3.9780
I3,9375

scalars
I4,0995

On remarque que ’onde n’évolue pas correctement au niveau du premier point de confluence.

Ceci vient, du fait que le maillage est trop grossier dans cette zone.

Puis on regarde la vitesse uy.

Vitesse uq :

t = 15s
t = 3bs
t =17bs

GlyphVector Magnituc

I0,1537660

0,1153245
i0,07688300
003844150
Io,oooooo

S
R
>

GlyphVector Magnitude

I 153601
1,501
I7,<54e-02
382002
5\:\\\\ I

. ®206e-15

GlyphVector Magnituc

I0,1541 000
) 0,1224988
|0,09089758

_ 0.05929637
\\i\\\§ I0,0276951 6

t = 2bs

t = 50s

= 100s

GlyphVector Magnituc

I0,1530170
01147627
i0,07650850

0,03825425

N Io,oooooo

]

GlyphVector Magnitude

'1 80e-01
1,356-01
Is,ose-oz

I4 49e-02

\\\ 1.04e-06

GlyphVector Magnituc

IO ,2390080

0,1869113

= |0,1348147

.

N

IO,0827 1804

0,03062139
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On peut faire un zoom sur la premiére confluence pour mieux voir les vitesses :

t = 25s t = T75s

DU
S,

—— B
——————— e — —— et .

Etant donné que I'on est en 1D, on ne peut pas voir les vitesses se propager dans la branche
perpendiculaire. Une modélisation 1D, sur une telle géométrie, n’est pas suffisamment précise.

Par conséquent, on regarde les estimateurs d’erreur, & t = 75 s par exemple.

Estimateurs d’erreur :

estim time 75 s

15

o T T T T T T T T T T
12.5 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

On se rend compte que les estimateurs sont élevés au niveau des deux points de confluence (en-
viron 140 meétres et 600 métres si on se référe a la géométrie du fleuve). On en conclut qu’un
canal présentant des intersections requiert plutét une modélisation 2D, au moins dans les zones
de croisement.

2.7.6 Convergence de maillage et de pas de temps

On effectue dans ce paragraphe une convergence de maillage et de pas de temps, pour regarder
le comportement des estimateurs d’erreur. On prend la géométrie du test 2.7.2 (méme fond et
méme largeur). Le débit imposé et la hauteur d’eau initiale sont les mémes que dans le test 2.7.2.
La légende des couleurs est donnée ci-dessous.

t=20s t=40s t=60s t=80s t=100s

On obtient les résultats suivants.
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Az =10, At=1s

4 b . _etim time 100
03 1
| |
| ’,
02 [
f/\ﬁ Tl
g ’n\/\ \l\/ "A\ /““/U‘ ‘N‘/\‘ 0|w ol
] FUV Y L ]
[t I | \
N, / \ \ } J \ \/, \ ’
P \/ .
: R M ST M BT T S~ M= To5

Ax =5, At =0.5s

hb estim time 100 s

* o
04 1
03] 1
’ f
o] | ;\ /\ \/ ” ]
’/’\ (” \\ /‘ \ ),/ ‘ [‘M “‘N ",/\
] AT AR J (FAAETARY ]
Ty
o J P
3'4 100 200 300 400 500 600 700 § 02.5 00 ;éo 300 400 500 600 7\1);;’* \7975
Ar =2, At =0.255
“* T T bb . , . o ‘ estim time 100 s
04 1
03] 1
| | ||
} | y 7
e ‘ ‘ ]
o1 - // L } }" rv 1
v \VAR! N
// L \v/ - ‘\ S
} 160 200 300 400 500 600 700 o 100 200 3007400 500 600 700 799
Ar=1, At=0.1s
* T T !lb ; . . . o ‘ estim time 100 s
04 1
— v
\\ A\ A 034 ]
n \ N\
02] 1
014 “’\\ ]
A |
- AN N e

160 200 300 400 500 600 700 3 %3 100 260 300 %0 500 600 T 7905

La solution se stabilise avec le raffinement de maillage et de pas de temps. L’estimateur reste
¢élevé au niveau des bosses, plus précisément au niveau des cassures du fond. On en conclut qu’au
bout d’un certain raffinement de maillage, 'estimateur de dépend plus de la discrétisation en
espace. Il indique alors I’erreur de modélisation entre le modéle 3D et le modéle 1D.



Chapitre 2. Modéle 1D 62

2.7.7 Conclusion

Le modéle 1D donne de bons résultats lorsqu’on la géométrie est simple, notamment avec un
fond plat. On a pu valider ces résultats puisqu’ils sont similaires & ceux du modéle Saint-Venant.
De plus il a avantage de prendre en compte la courbure du fleuve. Par contre sur des géométries
plus complexes, il est préférable de passer aux modéles 2D.

De plus, on a pu vérifier que I'estimateur de modéles indique également I'erreur commise entre
deux modéles et non uniquement entre un probléme et sa discrétisation en espace.



Chapitre 3

Modéle 2D-vertical

Ce chapitre est consacré au modéle hydrodynamique 2D-vertical (cf. [3]), écrit sur la surface
médiane longitudinale du fleuve. Il est écrit en coordonnées curvilignes, pour pouvoir prendre en
compte la géométrie du fleuve. Il est basé sur les hypothéses (HO) & (H5) de la section 1.3.

3.1 Espaces de projection

On se propose d’écrire un probléme approché posé sur le domaine plan wg (t) défini en (1.16).
On choisit les sous-espaces de projection suivants :

Maopy = {q€L2 (wr); q=q(s,2)},
1L ¢
Xopy = v = (’U1 (1—=1r), T’Ul, 1)3) €X; v3(s,Zg) =v1(s,Zp) Z5 (s) 7,

ol v1, vy dépendent seulement des variables s, z. Ce choix d’espaces implique que la vitesse sur la
o1 Ay t
surface médiane, caractérisée par [ = 0, est (v1,0,v3)".

On note dans la suite :

vy = (v1 (s,2),vs (s, z))t ,

la vitesse inconnue 2D-verticale. On précise que les opérateurs différentiels appliqués & vy sont les
opérateurs classiques (par rapport aux variables s, z) :

divvy = 0sv1 + 0,v3, curlvy = Osvs — 9,01.

On note également ky (s, z) Papproximation 2D-verticale de k (s,, z) sur Y.
On introduit les espaces X5y et X5y -

XSpy = {veXaopy; v =0sur Y},

Xspvy = {ve€Xopy;vi=kysur Tr}.
X9, est une approximation conforme de X°.

On établit le résultat suivant.

Proposition 3.1.1. XgDV est un sous-espace de X0 et Mspy un sous-espace de M.

63
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Preuve. En utilisant les normales données dans le paragraphe (1.3.3), on obtient :

v-n=0surl'; & v;=0 sur Y.
Au fond, il s’ensuit que :
v.-n=0 surI'p & wv3=v1Zp sur Vp.
Enfin sur les berges décrites par [ = L (s), respectivement, [ = —L (s), il vient que :

v(s,L,2) n(s,L,2) =0 < wvy(s,L,z) =L'v(s,2),

v(s,—L,z) -n(s,—L,z)=0 & wy(s,—L,z)=—L"v(s,2)

iy . . o I
Ces conditions sont vérifiées grace au choix de vs, linéaire par rapport a [ (ve = Tvl)'

.. . 0 0
Ainsi on a bien X5, C X.

Puisque pour tout ¢ € Mapy :

L
/ ¢2dQ = / / ¢ (1 —1Ir)dldzds = 2/ Lq?dzds,
Qr wp J—L WE

on obtient Mspy C M.

L’inclusion suivante est également vraie :
Mip C Mopy ¢ M, X9, c X9, c X°.

Ainsi le modeéle 1D est une approximation conforme du modéle 2D-vertical.

Equation de la surface libre

De méme que pour le modéle 1D, 'équation de la surface libre est déduite de ’équation (1.24)
en prenant la vitesse U dans Xspy. Par conséquent, on obtient :

%—&—(h—&—ZB)/ul—ug:O pour z = Zg + h. (3.1)

Aprés une discrétisation en temps, on résout & chaque pas de temps t" ! :

h—h"
At

—i—(h—i—ZB)/ul—u;;:O pour z = Zg + h.

Formulation faible

Une fois h calculé, on peut définir la formulation variationnelle correspondant au modéle hydro-
dynamique 2D-vertical discrétisé en temps, a chaque pas de temps t"*!, de la maniére suivante :

Trouver (UQD\/,pgpv> S X;DV X Mspy
Vv € X9y, A(uzpy;uspy,v) + B(pepv,v) = Fipy (V) (3.2)
Vq € Mapy, B(q,u2py) =0,
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/ t
ol uopy = ( (1 —Ir)uy, —ui,uz | et ou Fipy () est obtenu & partir de F™ () en remplacant
I 2DV

u” par ujpy .

Les inconnues de (3.2) sont uy (s, z) = (u1,u3)" et papy (s, z) sur le domaine wp.

3.2 Le probléme aux limites

On explicite maintenant les expressions de A (+;+, ), B (-, ) et Fypy () sur les nouveaux espaces
de projection XgDV et Mapy. Les expressions de gradv, divv et curlv, pour v € XgDV, sont
données en annexe C.1.

Soient ¢ € Mapy, u, v € X5, On donne ici les expressions des formes A (-;-,-), B(-,-) et

F3hy () aprés intégration par rapport a [. Pour le détail des calculs, se référer & ’annexe C.2. Les
coefficients D1, Do, D3, Dy et Ds sont définis au paragraphe 1.3.3.

Forme bilinéaire B (-, ")

On obtient pour la forme bilinéaire B (-, -) :

B(q,v) = —2/ qdiv (Lvy ) dzds. (3.3)

Forme linéaire A (-, ")

On rappelle que la forme linéaire Ay (-, ) s’écrit :

Ao (u,v) = / Lu~de—|—/ ,ucurlu-curlde—f—/
ap At Op

cBu~Vd7—/ p(fAu)-vdQ
I'p Qp

+A divadivvdQ, X >0.
QF

On précise ci-aprés chaque terme de Ag (-, -).

2pL
/QF Aiu -vdQ = 5 % {(1 4+ D3) uyv1 + ugvs} dzds,

puis :

/ pcurlu - curlvd() =
Qp

/ w{2Lcurluycurlvy + 2LD20,u10,v1 + D10su30sv3} dzds
wF

D L r
+/ 7 {72185 (Lm) Os (Lv1> + 8Lr2u1@1} dzds.
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Remarque. Dans le cas particulier d’un canal (r = 0, L constant), ce dernier terme devient :

/ pcurlu - curlvd() = / 2uLeurlay curlvy dzds.
Qp

WF

Ensuite si A > 0 :
r L Dy (L)’
/\/ divudivv df2 = /\/ {QL (divuv + Lm) (divvv + Lm) + —21 <( ) ) ulvl} dzds.
SZF wWE r L

Pour le terme de bord sur I'p, on doit prendre en compte le fond décrit par z = Zg(s) et les
berges décrites par | = L(s) et [ = —L(s). Il s’ensuit :

/ cgu - Vd")/ = /CBD5 Ul’UldS + / (63 (D4 u1v1 + D3 ’ugvg) .
I'p

JI wpE

Enfin on remarque, comme dans le modéle 1D, que (f Au)-v = 0.

Forme non-linéaire A; (-;-, )

Pour la forme non-linéaire, elle s’écrit :

A (wu,v) = / 2pL (— (1+ D) 0.uq ué - vy + Osus u‘L, . vv) dzds
wp

/ 2pL (curluy — Do 0,uy) uJ‘; - vy dzds.
wp

Terme de droite Fiy ()

Enfin concernant le terme de droite Fiy (.) sur X3y, il s’ensuit que :

1 2pL
/ p (Atu" + g) -vdQ = % {(1+ D) ufvy + ufvs}dzds — / 2pLgvsdzds.
Qp wFE wWE

Pour les termes de bord, on obtient sur la surface : soit v € L? (092r),

/ (VAD)  (wAn) d’y—/ p5v~nd7:/Wv-vvds—l—/QLpS((ZB—Fh)'vl—1}3)ds.
T's I's I I

ou Wy est défini en (2.4).

On rappelle que sur les bords 'g UT';, v - n = 0. Ainsi il reste seulement :

/ (vAn) - (wAn)dy= / 2Lvsws dz.
I'r

Tr
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Probléme au sens des distributions

On peut maintenant interpréter le probléme faible (3.2) au sens des distributions. La seconde
équation variationnelle B (¢, uspy) = 0, Vg € Mapy, associée a (3.3) entraine directement I’équa-

tion de continuité sur wg (¢) :
div (Luy) = 0. (3.4)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement est obtenue aprés intégration par

parties des termes B (papy,V) et / pcurluspy - curlvdQ). On obtient le systéme d’équations
QF
au dérivées partielles suivant sur wp () :

(14 Dy) 2 2
2) —~ _
pL dus dt — pLDyu1Vuy — peurl (Leurlay ) + pL ( Artu 0D2522u1 )
dt

L' (D, (L (3.5)

—0s | =05 | — c D
—% L <r2 (Lul)) "r;( D4zl > + LV (pgpv—g‘uV‘Q)

85 (D185U3) 37

= pLg.

Le détail des calculs est donné en annexe C.3.

Remarque. Dans le cas particulier d’un canal (r = 0 et L constant), le modéle 2D-vertical est
décrit par le systéme d’équations suivant sur wg (t) :

divuy = 0,
duv

c
P + peurl (curluy) + fBuV +Vv (pZDV _ g \uv|2) = pg.

Pour finir, on doit regarder les conditions aux limites sur YT;, Tp et Tg. Les intégrations par

parties sur les termes B (papy,V) et / pcurluspy - curlvdQ) dans (3.2), pour toute fonction-
F
test v € X9y, entrainent les termes de bord suivants :

D L/ /
/ 1 {2Lcurluv (nAvy)+2LDs 0.uq vy n3 + D1 Osugvsng + —2188 (Lu1> Lvlnl} dvy
8UJF r

- / 2Lpopy vy - ndy,
awF

soit :
L' D L
2L.D2 azul ns + f—;(‘?s (Lul) niy
/ 2uLcurluyt + p r —2Lpepyn p - vy dy,
Owr D1 Osuz ny

ou t = (ng, —n1)".
En prenant en compte tous les termes de bord, on obtient :
e sur Yy, sachant que v; =0et vy -n=0":
u; = ky, d’aprés la définition de X35y,

2uLeurlay — puDy Osuz + 2Lws = 0,
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e sur Y p, sachant que usz = ulZg et vp -n=0:

L'D L
—2Lcurluy (1 + (2}3)2) —2LD5 0,u1+Dq Osus (Zg)2+f—2185 <Lu1> Z}B+CED5U1 =0,
r w
e sur Tg:
L' D L
2LDs 0,u1 ng + ——2165 <U1> ni
2uLcurlayt + p Lr L —2Lpspyn
D1 8Su3 nq
1
= WV - 2Lpsn.

1+ (Z} + h')?

Ainsi le modéle 2D-vertical complet est décrit par les équations (3.1), (3.4), (3.5) et les condi-
tions aux limites précédentes.

3.3 Analyse du probléme faible

3.3.1 Régularité des fonctions-test

On rappelle qu’on a choisi les fonctions-test v associées a la vitesse, de la forme suivante dans
la base locale {T,v,es} :

/

v (s,l,2) = (vl (5,2) (1 —Ir), %vl (s,2), 03 (s,z))t.

Pour montrer que Xopy est un sous-espace de X, on doit vérifier que v € H (div, curl; Qr) et
vAneL*(p).

Proposition 3.3.1. Si vy € H' (wp), alors v € X.

Preuve. Grace aux calculs précédents, on obtient :

/ lv|? dQ
Qp

/ lcurlv?dQ = / {2L (curlvy)? + 2LDs (8,v1)? + Dy (asvg)“'} dzds
Qp wWr

D L 2 3.6
+/ {21 (35 (Lm)) +8Lr2v%}dzds, (3.6)
wE r
' \* D (L)
/ |divv[?dQ = / {QL (divvv+v1> +—21 (( r)) v? b dzds,
Qp Jwp L T L

alors que sur le fond I'p il vient que :

/ 2L ((1+ D2) v} + v3) dzds,
WF

/ v An]>dy = / (D40} + D3v3) dzds + /D5Uf (s, Zp)ds.
I's wF 1
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On rappelle également que, grace aux hypothéses initiales (1.18), les quantités r, ', L, L', L”
sont bornées et les coefficients Do, D3, Dy, D5 sont positifs et majorés. Ainsi on distingue deux
cas, selon si Dy est positif ou non.

e Si Dy (s) >0, alors v € X si vy = (v, v3) vérifie :

vy € H (div, curl;wp) N L2 (Tg),

3.7)
VD VD (
vV D3 0.v1, \/ D1 Osvs, Tl V1, 71 dsv1 € L? (wp).
e Si Dy (s) <0, alors v € X si vy vérifie :
vy € H (div, curl;wp) N L2 (T5),
(3.8)

v Do 82111 S L2 (WF) .

Par conséquent, d’apres les relations (3.7), (3.8) et 'hypothése (H8) définie dans le paragraphe
(1.3), v € X si viy € H (wp).

Remarque. Dans le cas particulier d’une courbure nulle, v € X est équivalent a :

vy € H (div, curl; wp) NL2 (Tg),
L'0,v1, L'O,v, € L2 (wp).
Si de plus la largeur L est constante, on doit simplement supposer :

vy € H (div, curlwr) NL2 (Tg) .

3.3.2 Existence et unicité

On montre dans ce paragraphe que le probléme faible non linéaire (3.2) est bien posé. L’ana-
lyse est & nouveau basée sur les théorémes de Brouwer et de Babuska-Brezzi pour les formulations
mixtes, suivant la démonstration faite pour la formulation faible en 3D. On montre que les hypo-
theéses du Lemme 1.2.2 sont vérifiées sur V¥ = Kerapy B.

Lemme 3.3.1. Soit :
KerspyB = {v € XJ,y; B(q,v) =0, Vg€ Mapy } = {v € XJpy; div(Lvy) =0 surwp}.
Alors la forme non linéaire A (+;-,-) = Ay (+5+,-) + Ao (+,-) vérifie :

1. A(v;v,v) >C Hv||§(7 Vv € Kerspy B,

2. A1 (-, ) est séquentiellement faiblement continue sur Kerapy B, pour toul v € Kerapy B.
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Preuve. Comme dans le modeéle précédent, pour montrer la coercivité de A (+;-, ), on doit
montrer que Ag (-, ) est coercive.
Si A > 0, il vient immédiatement que :

Ay (v,v) > Clv]%, Vv eKerapyB,
ou C =min{p, p, cg, A}.

Si A =0, on doit controler la norme L? (Qr) de divv. On a pour tout v € Keropy B :

divy = ) o (3.9)

L1-1Ir

d’ou :

ldivvlly g, < clloll, < cdo(v,v),

d’aprés (3.6) (on peut majorer ||111H3 wp DAL ||cur1v|\(2) ,) avec c une constante qui dépend de L
et r. Il en résulte que :
Ay (v,v) > C Hv||§<7 Vv € Kerapy B,

ou C est une constante indépendante de At.

On vérifie maintenant la seconde condition. Soient v € Keropy B N D (Q)3 et u € Kerapy B
on écrit A; (+;-,) sous la forme (1.12). En utilisant (3.9), on obtient :

3 3
Ov; 1 2
Ar(wuv) = =) /QFpujuiaxdeJr”z::l/rH pviua‘umidv—g/ plul*v - ndy

i.j=1 T
2
- / ZpL?r (Lr) udvy dzds,
Jwp 3

pour tout v € Keropy BN D (Q)3 et tout u € Kerspy B. Le détail du calcul est donné en annexe
CA4.

Grace aux hypothéses de régularité sur espace X°, notamment les injections compactes de
X dans L? (QF) et L?(I's), on en conclut que si (u,,) C Kerypy B converge faiblement vers u,

alors A (u,,; w,y,, v) converge vers A (u;u,v), pour tout v € Kerapy BN D (Q)S et donc pour tout
v € Kerypy B grace a la densité de Kergpy BN D (Q)3 dans Kerypy B.

De plus I’espace Keropy B est séparable puisque c’est un sous-espace de L2 (Qf).

On doit montrer maintenant que la condition inf — sup est vérifiée.

Lemme 3.3.2. On suppose que w admet une partition de sous-domaines converes w = Ui]\ilwi.
Alors il existe une constante ¢ indépendante du temps, telle que :

inf sup _Blev) > cVAL. (3.10)

9€Mapy yex9 ||V||x HQHM N

Preuve. La forme bilinéaire B (-, -) s’écrit, via le changement de variables Lvy = Vy :

B(q,v) = 72/ qdivVy dzds.
wp
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Grace aux hypothéses (1.18), on a I’équivalence entre vy, € H' (wp) et Vi, € H! (wp), ainsi que
I’équivalence entre leur norme.

Pour chaque g € Mspy, on note ¢ son prolongement par zéro sur tout le domaine w. On note
également Y% la surface de w*, pour tout ¢ =1,..., N. Puis pour chaque ¢ € Mapy et chaque
sous-domaine convexe w’, on associe les problémes auxiliaires suivants :

AZ'=§ surw’ Ay’ =0 sur o'
OnZ'=0 surdw'\ YTy et o' =—8,Z  sur 9w’ .
7t =0 sur Y P =0 sur Jw’

La régularité de Popérateur de Laplace sur le domaine convexe w’ assure que Z' ¢ H? (wl) et
HZi ; < c||qllg i- On déduit automatiquement du probléme biharmonique que Yt e H? (wl) et

HQ,uﬂ :
[/l e < 002

< el

1 J
5,0w

En posant Vi, = VZ' + curly?, on obtient :

V%/ € Hl (wl) ’ H €/||1,wi S c Hq~HO,wi7
divVy, = div (VZZ) + div (cuer) =AZ' =G sur w'.
De plus, on rappelle que pour toute fonction scalaire f on a curlf -n = —0;f et curlf -t =0, f.
D’ou :

Lon=-01)'=0 et VL.t=0 surdw'\Yy.

Ainsi on peut définir Vi € H' (w) en posant (Vy),; = V. Enfin on définit v de la maniére

suivante :

|w?

1 9% K
V=7 ((1 —Lr)Vy, LVl,Vg) .

Il s’ensuit que v € X9,

En outre, on a pour la forme bilinéaire B (-, ) :

B(g,v) =2 / ¢ dzds > cllqllsy,
wp
car L est borné.

Enfin on a :
CI

VAL

On en déduit la condition inf — sup requise.

Ivilx < Vvl <

- al
N dling -

Les lemmes 3.3.1 et 3.3.2 entrainent le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses (HO) 4 (H5) définies dans la section 1.8, le probléme faible
(8.2) admet auw moins une solution (Wapy,papv). L'unicité est assurée sous la méme hypothése
que pour le probléme 3D (Théoréme 1.2.2).
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3.4 Approximation par éléments finis

Soit 74 un maillage régulier du domaine, composé de triangles K tels que :
Wp = U K.
KeT,

Le maillage est construit a I’aide de la bibliothéque Libmesh (cf. section 1.5).

Calcul de la surface libre

Etant donné que la borne supérieure du maillage est la hauteur d’eau h, on doit re-mailler le
domaine & chaque pas de temps, en fonction de h.

On commence par regarder I’équation de la surface libre. Il faut la résoudre seulement sur les
points & la surface du fleuve. La discrétisation en espace est effectuée par une méthode de volumes
finis (puisque I’équation est en 1D). La hauteur d’eau h est approchée par une fonction continue
affine sur chaque élément K de 7y (h est P, par élément).

On rappelle qu’apreés la discrétisation en temps, I’équation en h est donnée par :
h—h™
At

—|—(h—|—ZB)/U1—U3:O pour z = Zg +h

Ainsi on peut résoudre ’équation sur les points 7 de la surface, & chaque pas de temps At, de
la maniére suivante : )
hi = hi — At (h+ Zg), (u1), + At (us),,
oll (ul)i, (u;;)l sont les composantes de la vitesse calculées au point i et k), (Z7), sont les dérivées
calculées sur chaque noeud ¢ par différences finies, comme en (2.20).

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d’eau calculée, on s’intéresse au probléme faible discrétisé en temps (3.2).
Le couple d’espaces en vitesse-pression (P; — Py) choisi pour le modéle 1D n’est pas judicieux
en dimension 2 (cf. par exemple [27], p. 133). En effet, ce couple implique la plupart du temps
V% =0,0u V?=KerB = {v € X; B(q,v) =0, Vg € M} (ici V° = Kerypy B).

Pour cela, on introduit un nouvel espace P; — bulle, défini comme la somme de ’espace P;
avec l’espace des fonctions-bulle sur K. Soient A1, A2, A3 les trois coordonnées barycentriques sur
le triangle courant K. La fonction-bulle est le produit de ces trois fonctions. Elle engendre donc
un espace de dimension 1. Le nouvel espace P; — bulle est donc de dimension 4.

Py —bulle (K) = Py +vect {A\1A2A3}.
Ainsi on a 4 degrés de liberté (et non 3) sur chaque triangle K, comme sur la figure 3.1.
Fia. 3.1: Exemple de degrés de liberté pour l'espace P; — bulle

L
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On choisit les espaces de dimension finie Xopy 4 et Mapy 4 suivants :

Mopva = {q€Mapyv; g€ H' (wp), VK €Ty, q|x € P1},
XQDV’d = {V S XQD\/; vy € I‘I1 (wp), VK € 7:1, (Vv)lK c (Pl — bulle)2} .

Par conséquent, chaque élément K du maillage contient 11 degrés de liberté : 4 pour v, 4 pour
vs et 3 pour q.

On pose également, :

X5pv.a =1V € Xapv,d; v1 = kapy,a sur Tr},
0 C oy — 0
Xapv,a ={v € Xopv,a; v1 =0sur T} C Xypy,

ol kapv,q est une approximation P;—continue de ky sur Y.
On résout a chaque pas de temps le probléme discret suivant :

Trouver (u2pv,d; P2pv,d) € X3py,a X Mipy,g
Vv € X9py 4, A(uapv,aiuapvia, V) + B(p2pv,a, v) = Fapy 4(v) (3.11)
Vq € Mapv,q, B(g,uzpv,q) =0,

ot Fypy 4 (+) est obtenu & partir de Fyhy (+) en remplacant uypy par uypy 4-

Ce choix d’espaces de dimension finie XgDVd X Mapy,q permet d’établir les résultats suivants.

Lemme 3.4.1. Il existe une constante c; indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :

inf sup M > VAL
qgE€EMapv,a VGXgDV,d ||VHX Hq”M

Preuwve. On s’inspire de la démonstration pour la condition inf — sup du probléme de Stokes 2D
(cf. par exemple [10]). Soit ¢ € Mapy 4 et soit v € X9, la fonction associée & ¢ dans (3.10). T1
suffit de construire une fonction v4 € X9 pv.q satisfaisant :

lvallx <Clivlx et B(g,va) = B(g,v).

On effectue le changement de variable Vy, = Lvy. Il suffit de construire un opérateur d’interpo-
lation 2D w4 tel que :

/ qdiv (Vy — mqVy)dzds = 0,
wp
7Vl we S CIVVIL G, -
Soit Vi € H! (wp) avec Vi -n =0 sur T U Y ; on définit sur chaque triangle K :
maVy = RaVv + bk,

ou Rq est Popérateur d’interpolation de Clément, bx la bulle sur K (bx = vect {\1A2A3}) et la
constante y est déterminée par la relation :

/ (VV — RdVV) dzds
K

/ bKdZdS
K

/ (Vy —7mqVy)dzds =0 v =
K
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Il s’ensuit que :
/ (Vv — 7TdVV) . Vq dzds = O, Vq S MQDV}d,
K

puisque Vq est constant sur chaque maille K. Ainsi,

/ qdiv(Vy —m4Vy)dzds = Z / qdiv (Vy — mqVy) dzds
“r Ker, 'K
= - Z (Vy —mqVy) - Vqdzds = 0.
KeTy K

Ainsi la condition inf — sup est vérifiée.

Lemme 3.4.2. Il existe une constante co indépendante de la discrétisation en temps et en espace,
telle que :
A(v;v,v) > ¢y Hv||§(7 Vv € Kerapy.aB.

Preuve. Le noyau discret de B est défini par :
Kel"zDv_’dB = {V € X(2)DV,d; / qdivVy dzds =0, Vq € h/‘[QDV,d}7
wp

ou VV = LVV.

Pour montrer la coercivité de A (+; -, -), soit la coercivité de Ay (-, -), on distingue deux cas selon
siA>0oul=0.
Si A > 0, on a immédiatement la coercivité de Ag (-, ) sur Kerapy,¢B.
Si A = 0, on doit controler la norme L? (wr) de divv Pour cela, on applique une technique de
stabilisation. On considére dans le probléme discret la forme bilinéaire :

Aﬂ (u,v) = AO (u,v) + ﬁAQ (uv V) )

ol (3 est un parameétre de stabilisation indépendant de la discrétisation et As (-, -) est donnée par :
1. .
As (u,v) = —divUydivVydzds.
wpE L

Puisque :

2
divvl? . 2. 2 ((Lr)/) 2
|divv|®dQ) = Z(leVV) dzds + DlW(Vl) dzds
QF wp

(s (vov) + V120, ).

IN

la coercivité de Ag (-, -) sur tout espace X, et par conséquent sur Xgvad C X9,y est imme-
diate. Ainsi on a bien la coercivité de Ag (-, -) sur Kerapy ¢B.

Les hypothéses du théoréme de Brouwer sont vérifiées et on en déduit le résultat suivant.

Théoréme 3.4.1. A chaque pas de temps t" 1, le probleme (8.11) admet au moins une solution
(u2pv,d; P2DV,d)-
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3.5 Estimateur de modéle 2D-vertical

De méme qu’en 1D, on vérifie dans cette partie que le modéle 2D-vertical satisfait les hypo-
théses émises pour les estimateurs d’erreur a posteriori, pour pouvoir utiliser I'indicateur d’erreur
entre le modéle 2D-vertical discret et le modéle 3D.

Tout d’abord, le modéle 2D-vertical est une approximation conforme du modéle 3D et il s’écrit
sous la forme (3.2). On a montré la coercivité de Ag (-, -) sur Kerapy B avec une constante indépen-
dante de At et on a vérifié la condition inf — sup (3.10). Ainsi les hypothéses (1.25), (1.26) et (1.27)
sont vérifiées. Concernant le probléme discret, on a X9 pv.a X Mapv,a C X9 v X Mapy . Puis grace
au Lemme 3.4.1 et & la coercivité de Ay (-, ) sur le noyau discret Kerapy, 4B, les hypothéses (1.33)
sont satisfaites. On peut donc appliquer I'indicateur d’erreur défini en (1.38) au modéle 2D-vertical.

On rappelle qu’on construit un domaine 3D © (1.35) a partir du domaine 2D-vertical et que
I'indicateur d’erreur est défini comme suit :
/ n2dy,
Wl Jy

1 1
1(0) = — [ pdo+ — / 2dQ
(©) Z(At/Km oz [
ot 7y est le maillage 3D du domaine ©, composé d’hexaédres. Par conséquent les poids w)x et

KeTy 7687’
w|, s’écrivent pour le modele 2D-vertical :

A A
1 1 1 724—724—1 siyC (©pUBOg),
A 2L A2’ K 1+AS+AS 1l
5Tt AL ailleurs,

ou As, respectivement Az, représentent la longueur, respectivement la hauteur, de la maille K
(ou face 7) et ou 2L représente la largeur du domaine, sur la maille K (ou face 7).

On peut maintenant expliciter 11, 72 et n, pour le modéle 2D-vertical. On obtient sur chaque
cellule K du maillage 7y :

2

1 1(Lr)
2 _
/KnldQ_/ 3 <d1v(LuV) 1_lru1> ds.

Puis il vient que :

/ modQ =
K

2
/ (At (uepy — uhpy ) + p (curlugpy A uapy) + pcurl (curluspy ) — pf Auspy + Vpapy — pg) ds,

avec :
(1 =1r) (ug —up)
n 1 .
U2pv — Ugpy = T (uy —uy) ’
Uz — Uy
L l L
u3<(1—lr)é)zu1 T 8u3>—L (1—[ s < >—|—2ru1)
/
curluspy Auspy = (1—1Ir)u (1 (L ur | + 27“U1> —0,ujus ,

i’ 1
_ (L) urOyu; — (1 =1Ir)u ((1 Ir)O,u; — MaSU3)
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/
1
1)285 (Lu1> — (1 — ZT’) 8zzu1 + mazasu,g,

(1—=1r L
g 1 1oy
curl (curluspy) = —Tazzul — mas <1—lr (Lul) + 2ru1> ,
1 1 S
—— (1= - =
T <( Ir)0,uq = 17)65u3> + 7 0 uq
r 1
e o,
L 1—1Ir p
fAwepy = fur | 1y et Vpapy = 0
0 9:p

Enfin sur les bords on obtient :

/nf,d’y = (peurlugpy An — papyn)’dy siy C OgUOy,
y

avec, pour 7 C Oy :
0
l r
curluzpy An = mas <LU1> + 2rus

1
_ (1 — lT) 6ZU1 + m@su:{

pour v C Og :
curluspy An =
(1- lr)2 d,uq — Osug

! !
1 —(Zp —i—h)’( l D, (L ) +2ru1> +(1=1Ir) %@ul

L

\/(1—lr)2+(ZjB+h’)2 1_lf - 1

(Zp +h) ((1 —1r) Ozur — 10 5su3>
—r

puis :

/n,zyd’y = (ucurlugpy An — cBugDv)2 dy sivy COp,
~

avec dans ce cas :

1 2, (—a, (£ 2 11— g
curluspy An = - - B T ful =+ 2ruq | — ( — r) T U]
V=12 4 (2p) ,

Les normales sont définies dans le paragraphe 1.3.3.
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3.6 Résultats numériques

Pour tous les tests numériques, la viscosité est égale & p = 1072 et le terme de frottement au
fond est cg =0, 1.

3.6.1 Test sur un canal a fond plat

On commence par tester le modéle 2D-vertical sur un canal rectiligne & fond plat. Le rayon de
courbure r et le fond Zp sont nuls et la largeur est constante (L = 20 métres donc le canal a une
largeur de 40 métres). La longueur est de 800 métres et décomposée en nx = 200 intervalles. La
hauteur d’eau initiale est de 3 métres et le nombre d’intervalles en hauteur est nz = 3. On obtient
le maillage de la figure 3.2. Toutes les figures de ce test ont une échelle dilatée en hauteur de 20.

Fia. 3.2: Maillage 2D vertical du canal

AR R AR -w‘w,w-mwmm

800 m

On impose le méme débit en entrée et sortie du canal, ¢ = 100. Enfin on prend le pas de temps
At =0, 5s.

On commence par regarder la cote de la surface libre h,. Pour bien se rendre compte de I’évo-
lution de la surface libre, on a tracé sur les figures une ligne rouge représentant la hauteur d’eau

initiale de 3 m.

Surface libre hy :

t = 50s t = 65s
t = 80s t = 140s

On rappelle que la vitesse de déplacement de 'onde est de 'ordre de vy + \/gih métres par
secondes. Dans ce test, cette approximation donne 6,25m/s. Or le domaine a une longueur de
800 meétres. Ainsi les ondes arrivant de gauche et droite doivent se rencontrer au bout d’environ
64 secondes. Effectivement on observe sur les figures qu’au bout de 65 secondes les deux ondes se
rejoignent.

On peut maintenant regarder la vitesse vy,. Pour mieux se rendre compte du comportement
de la vitesse, on affiche les lignes de courant plutdt que les vecteurs vitesse :

Vitesse vy :

t = 50s t = 65s
iaf'lhﬂégf‘fiﬁ: lvéc%dé"é?
" 6.86-01 07540
4 45001 40,5093
23601 0.26451

49e-09 IO,OW 9728
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t = 80s t = 140s
MEAN §i4582°
1,1248 1 1.2581
1 oy e | ‘ e
0,7301£ 0,7778%
0,563282 0,5377%

On observe que les lignes de courant ne sont pas paralléles a la surface. Ce comportement
montre que la composante vz de la vitesse est un paramétre important, qu’il ne faut pas négliger
si on ne veut pas perdre d’information.

On regarde ensuite les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t = 50s t = 100s
scalars scalars
I2,Oe+00 I2,Oe+00
e W IS
1.0e+00 1.0e+00
5,0e-01 5,0e-01
I3,8e—08 I6,5e—05

Les estimateurs d’erreur sont relativement petits et suivent le front de 'onde.

3.6.2 Tests sur un canal a fond irrégulier

Test avec un fond irrégulier sur la longueur

On teste maintenant le modéle sur un canal a fond irrégulier. Le rayon de courbure r est nul
et la largeur est constante (L = 5 métres). Le canal a une longueur de 80 métres, décomposée en
nz = 80 intervalles. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres et le nombre d’intervalles sur la
hauteur est nz = 10. Le fond Zp et le maillage sont représentés sur la figure 3.3.

Toutes les figures de ce test ont une échelle dilatée de 10 en hauteur.

F1G. 3.3: Maillage 2D-vertical du fond irrégulier

-10

0 20 22 5052 80m

On impose le débit ¢ = 100 en entrée et un débit nul en sortie. Le pas de temps est At = 0, 2s.
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On commence par regarder la cote de la surface libre hy. De méme que précédemment, on a
tracé une ligne rouge représentant la hauteur d’eau initiale de 4 m.

Surface libre hy :

t=2s t=5s

Puis, on obtient pour les résultats suivants pour les vitesses.

Vitesses et lignes de courant :

t=2s t=>5s
GlyphVector Magni GlyphVector Magni
2,0025 J2002
15019 15019
|[1.0013 |[1.0013
I0,500<>4 Io,500¢4
0.0000 0.0000
t=29s t=13s
GlyphVector Magni GlyphVector Magni
J2002 20025
© 15019 ' - &= T15019
{10013 {10013
I0,50064 Io,500¢4
0,0000 0.0000

Ce qui est intéressant dans ce test, c’est que ’on voit trés nettement la zone de recirculation
en aval de la premiére marche. Ceci vient du fait que 'on a imposé un débit élevé en entrée par
rapport & o pour avoir une vitesse assez grande, et que par conséquent ’écoulement n’est plus
laminaire.

On peut regarder les résultats pour la pression, & t = 10 s par exemple.

Pression :

t = 10s

scalars
I] 5e+05

1,1e+05

|7,3e+04

3.7e+04

I0,0e+00
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La pression est proche de la pression hydrostatique p ~ pgh.
On obtient les résultats suivants pour les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t=2s t=9s
scalars scalars
I3,1e+00 I3,7486
“r 2,3e+00 2,8286
1,6e+00 1.9087
7.8e-01 098872
I3,1 e-06 0.068766

Les estimateurs d’erreur suivent le front de ’onde mais sont tout de méme assez élevés au
niveau des cassures du fond.

Test avec un fond irrégulier sur la largeur

On peut maintenant tester le modéle sur un canal dont le fond présente une pente, dans le sens
de la largeur. Le plan médian longitudinal a un fond plat mais c’est lorsqu’on regarde le domaine
en 3D que 'on se rend compte que dans une zone, le fond est pentu dans le sens de la largeur.
Le canal a une longueur de 1050 métres et une largeur de 52 métres. On impose le débit ¢ = 100
en amont et nul en aval. Il n’est pas nécessaire de visualiser les résultats pour la surface libre et
les vitesses sur le domaine vertical puisqu’on est dans le cas d’un canal & fond plat comme dans
le test 3.6.1. Les résultats sont donc similaires. Par contre il est plus intéressant de regarder les
estimateurs d’erreur sur le domaine 3D reconstruit. On inverse la figure sur la hauteur, pour mieux
visualiser le fond :

Estimateurs d’erreur domaine 3d

scalars
-26,8
20,1

134
6.69

.0,00

N

En effet, on se rend compte que sur le plan médian les estimateur sont faibles. Par contre sur
les cotés, o le fond n’est plus symétrique par rapport & la ligne médiane, les estimateurs sont
trés élevés. Ce résultat donne les limites du modéle qui est basé sur une symétrie par rapport a la
ligne médiane. On en conclut que lorsque la géométrie présente des irrégularités sur la largeur, le
modéle 2D-vertical n’est pas le mieux adapté.
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3.6.3 Test sur un méandre a largeur variable

On regarde maintenant un test présentant une courbure, une largeur variable et un fond plat.

Le fleuve a la forme d’un arc de cercle de rayon R = 100, donc de rayon de courbure r = % = ﬁ

et une longueur de 157 métres, avec nz = 100. La géométrie de la largeur est donnée sur la figure
2.2

La hauteur d’eau initiale est de 4 métres et on prend nz = 4. Le maillage est représenté sur la
figure 3.4. Toutes les figures de ce test ont une échelle dilatée de 4 en hauteur.

On impose le débit ¢ = 100 en amont et aval, pour que le canal se remplisse. Le pas de temps
est At = 0,25s.

FiG. 3.4: Maillage 2D vertical du méandre

IR

On obtient les résultats suivants pour la cote de la surface libre Ay, :

Surface libre hy :

t=1s t=>5s
t = 10s t = 15s
t = 20s t = 30s

Puis on regarde les lignes de courant.

Lignes de courant :

t=1s

oo
IA,ae"-m

3.6e-01

(124601

1.2e-01

I2 Ae-07
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t = 10s t=15s

Iﬁfﬁéﬁ“@b"i“ lﬁff%’%%é’

0,382404 0,343504

0,255417 0,230454

0,128430 0,117405

0,001443¢ 0,004355¢
t = 20s t = 30s

Iﬁfﬁﬁé“?"a"’i” Idfi%ﬁ%%‘é“

! 0,337756 0,344467

| 0,226731 0,229950

0,115705 0,115432

0,004680:

Pour les estimateurs d’erreur, on obtient les

Estimateurs d’erreur :

scalars
I] ,5e+00

L A
L

7.3e-01
3.6e-01

5,1e-07

résultats suivants.

t = 15s

|
_

Les estimateurs d’erreur suivent le front de 'onde.

3.6.4 Conclusion

,000914¢

scalars
I] A412

1.0839
0,72659
0.36929
0.01199¢

On a pu constater dans tous les tests que la vitesse n’est jamais totalement paralléle a la
surface. On peut en conclure que la composante verticale de la vitesse est un paramétre important
dans le comportement de la vitesse et qu’il n’est pas judicieux de la négliger (comme le font la
plupart des modéles existants de type Saint-Venant). De plus ce modeéle permet de visualiser les
zones de recirculation lorsque le fond présente des marches, ce qui n’est pas forcément possible
avec le modéle 1D ou le modéle 2D-horizontal. Le modéle 2D-vertical est donc trés bien adapté
pour des géométries & fond irrégulier.



Chapitre 4

Modéle 2D-horizontal

On s’intéresse dans ce chapitre au modéle 2D-horizontal écrit par Amara, Capatina et Trujillo
[4]. Il est écrit sur la surface libre du fleuve, en coordonnées cartésiennes.

On ne considére ici que le cas ol la hauteur d’eau h est strictement positive et ne s’annule pas
sur les berges. Pour le cas ou la hauteur d’eau s’annule, on référe a larticle [4].

4.1 Espaces de projection

Le probléme approché 2D-horizontal est posé sur le domaine X (¢) défini en (1.1). Il est basé
sur les hypothéses suivantes :

e (H1) la hauteur d’eau est strictement positive (elle ne s’annule pas sur les berges) :
h > hmzn > 01

e (H2) les bords d’entrée/sortie 'y sont supposés verticaux,

e (H3) T'p est composé du fond décrit par z = Zg (x,y) pour (z,y) € X, ainsi que des deux
berges verticales décrites par (z,y) € Xjq:. De plus Zp vérifie :

Zp € W™ (Zp),
oit ¥ représente le domaine occupé par le fluide & t" 1. On suppose que ¥ est polygonal.

La deuxiéme hypothése est ni restrictive ni nécessaire, elle permet seulement une présentation plus
simple. Dans le méme souci de clarté, on suppose que w = 0 sur I';.

On note a chaque pas de temps t"*! : 9Xp = X; U X4y, ot X7 correspond aux bords amont et
aval tandis que ¥4, représente les berges verticales.

On choisit les sous-espaces de projection suivants :

Mopr = {g q(z,y,2) = (Z+h—2)Q(z,y); Qe L? (Zp)},
Xoon = {(VH’”3)t; vy € H(div,curl; Sp), vig - VZg € H' (Zp), Vs € H' (EF)},
Xopr = {v€Xopu; vi-ng =0sur 9%},

ou :
VH = (Ul (may) , V2 (:Uay))t’ U3 (mayVZ) =Vvg- VZB + (Z - ZB) V3 (may)v

83
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et ny est la normale unitaire extérieure & 0¥ p. Pour alléger 1’écriture on note :

VB =Vg - VZB

Ainsi les éléments de Maopy et Xopy sont entiérement déterminés par les fonctions Q, vy et
V3 qui sont toutes indépendantes de la variable z.

On introduit les espaces M54 et X5, suivants :

Mipy = {¢ q(@,y,2) =ps+ (Zp+h—2)Qz,y); Qe L*(Zp)},

*
Xipg = {veXopu; vy -ng =kgsur Xy, vy -ng =0sur X4},

ol kg = ky (z,y) représente une approximation de k (z,y, z) sur X;.

1 Zp+h
Par exemple kg (x,y) = f/ k(x,y,z)dz.

hJz,

Ce choix de sous-espaces garantit une approximation conforme par rapport au modéle 3D ini-
tial. De plus la vitesse verticale et la pression sont reconstruites et sont affines en z.

Proposition 4.1.1. On a X5, C X% et Mopy C M.

Preuve. La condition v - n = 0 sur I'g est automatiquement vérifiée par la construction de vg
et par la condition vy -ng =0 sur 90X p. En effet, ' est composé du fond et des berges. Or
un vecteur normal au fond est donné par (0175, 0275, —1)t ; par conséquent, pour z = Zg (x,y)
on obtient v-n =vy -VZg —v3 = 0. Ensuite, sur les berges un vecteur normal est donné par
(ng,0)"; ainsi il vient que v-n = vy -ng = 0.

De plus si v € X, alors v € L2 (') puisque :

/VZd’}/:/ v2\/1+\VZB\2da:dy§c/ vidrdy < oo.
I'p XF Xr

On remarque ensuite que la normale unitaire extérieure & I'; est n = (nH,O)t; d’ot pour tout
v E XgDH, il vient que v -n = 0 sur I';. Enfin, pour tout v € Xoppy, ¢ € Mapy :

) ) ho \> W%,
lv|? dQ b val?+ (vs+=Vs ] +—=V2 | dzdy,
Qp Sp 2 12

2
[ fewtvae = [ <cw»sz>2+‘wB+hvv3
Qp S 2

+ m IVVs|* | dad
192 3 Y,

(4.1)
/ |divv[>dQ = / h (divvy + V3)? dady,
QF z:F

1
/ q*dS) = = / h3Q2dxdy,
QF 3 EF
et le résultat est établi.
[ |

Quelques précisions sur le choix de 'espace Xapy sont apportées dans [4].
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Equation de la surface libre

L’équation de la surface libre est déduite de 1’équation (1.6) en prenant la vitesse du fluide U

dans Xsppg. On obtient :

%—FVh-uH:hUS sur X,

4 laquelle une condition initiale sur h est ajoutée.
Apreés une semi-discrétisation sur cette derniére équation, on résout a chaque pas de temps
h—h"™
At

tn+1 .

+ Vh-uf — hU3 = 0sur 2.

Formulation faible

Une fois h calculé, on peut définir le domaine de calcul Xz par h > 0. On introduit ensuite les
espaces XgDH et Maoppy associés & h et Xy et on considére ’approximation conforme de (1.8)
suivante :

Trouver (uspm,p2pm) € Xopg X Mipy

v € XOpp, A(epm;wepm,v) + B (p2pu,v) = Fipg (v) (4.2)
Vg € Mapp, B(q,u2pr) =0,
ou :
wspy = (up,up + (2 — Zp)Us)' et papu =ps+(Zp+h—2)P.

Le membre de droite Fipp (+) est obtenu en remplacant u” par uj,y dans F™ (). Ainsi les
inconnues de (4.2) sont uy, Us et P, toutes indépendantes de z, sur Xp.

4.2 Le probléme aux limites

On explicite maintenant les formes A (+;-,+), B(-,-) et Fypy (+) sur les espaces de projection
X9 et Mapg. Soi 5
9ODH opm. Soient u, v € Xopy et ¢ € Maopp -

Forme bilinéaire B (-, ")

h2
B(q,v) = —/ ?Q (divvyg + V3) dady.
XF

Forme linéaire A (-, ")

h h h h?
Ao (u,v) = / Liald (uH vy + (UB + 2U3> (UB + 2V3) + 12U3V3> dxdy
XF

h2
—|—/ wh <12VU3 -VVs+ curluchrlvH) dzxdy
XF

~+

h h
—|—/ wh <VUB + §VU3 — UgVZB> . (V'UB + §VV3 — V3VZB> dxdy
XF

A / h (divug + Us) (divvy + Va) dady.
YF

+/ CB(uH~VH+UB”UB)\/1+‘VZB‘QdIEdyf/ phfuﬁ~dexdy.
ZF z)F
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Forme non-linéaire A; (+;-, )
i h h
A (wyu,v) = ph | curlugug — | up + §U3 Vup + §VU3 —U3VZp - vy dzdy
XF
h h
—I—/ phug - [ Vug + §VU3 —U3VZg | v + §V3 dxdy
P
h3
pEU;),VUg - vy dzdy.

h3
—|—/ p—ug - VU3V dzdy — /
X 12 Xr

Terme de droite Fi,(+)
2

Fyng (V) /EF At (uH vy + (uB + 2U3> <UB—|- 2V3> + EU3V3 dzxdy

/ phg (UB + ];Vg> dxdy +/ pu (v - Vh — hV3) dedy
EF EF

/ w - V\/l + |V (Zp + ) dxdy.
YF

Probléme au sens des distributions

On peut alors interpréter le probléme (4.2) au sens des distributions. Le modéle 2D-horizontal
aux inconnues (h, ugy, Us, P) est décrit par ’équation suivante sur X :

dh
— —hU3 =0 4.3
dt 3 ) ( )

et le systéme d’équations suivant sur le domaine X (t), défini par h > 0 :

divuy + Us = 0, (4.4)

du dup  hdU h h
h <a;’ + curluHuﬁ) +h (dtB + zdt‘“’) VZs —h <uB + 2U3> <qu + 5 VUs U3VZB)

h3 h?
~35UsVUs — hUsupV Zp + E curl (heurlug) — Ediv (hqu + 5 VUs - hU3VZB) VZs
p p

1_ (h?
+C7B\/1 +|VZs|* (ug + upVZp) — hfuj; + v <2P> = —ghVZp + W,

h?dup h3dUs  h? wh h
rn&p A3 R _ KR n _ Zn) -VZ
5 i + 3 3 Usup p <VUB + 2VU3 UsV B) VZg

W h2 h3 h2 h2 h2
_E il v/ VU — —UsVZp )| — —P=—" g+ W
ple(2 up + 3 Us 2U3 B % 29+ 3

ou :
de _ 0p

a o T Ve



Analyse du probléme faible 87

pour la dérivée totale d’une fonction scalaire ¢ (z,y,t). Les termes W et W3 représentent le vent
et sont définis de la maniére suivante :

1
W = p ((wl,wz)t + w3VZB> \/1 +|V (Zs + M),

Wy = wgh\/l +|V (Zs+h)|.

Il manque les conditions initiales sur h, ug et Us ainsi que les conditions de bord. Ces derniéres
sont obtenues & partir des intégrales de bord venant des intégrations pas parties :

h
/ wh (curlquH -tg +up (VuB + §VU3 — UgVZB> ~nH) dvy+
s p

h h? h h?
pwhVs | =Vug + —VUs — —UsVZp | -ngdy — —P+ hps | vy -ngdy =0.
o 2 3 2 oSy 2

(4.7)
Ainsi sur Y7 il reste :

uyg -ng = kg,

h
curluyg — 687,,U33tZB =0,

2h
opup + ?anUd —U30,Zp =0,
tandis que sur ¥, il vient que :

ug -ng =0,

h
curluyg — 687,,U33tZB =0,

2h
Opup + ?anUd —U30,Zp = 0.

4.3 Analyse du probléme faible

On reprend dans ce paragraphe 1’étude du probléme (4.2) faite dans [4] pour montrer que le
probléme faible (4.2) est bien posé.
D’apreés ’écriture de la forme bilinéaire B (-, -), il s’ensuit que :
KeropyB = {veX3,y; Blq,v)=0, Vg€ Mapp}
{veXiyy; divvy + V3 =0sur Sp} CVO,

ot VY représente le noyau de la forme B (-,-) du probléme 3D (défini en (1.10)).

Cette derniére inclusion, associée & A; (u;u,u) = 0 pour chaque u € X3, 5, entraine la X —coercivité
de A(;-,-) sur Kerapy B, avec la méme constante de coercivité que dans le modéle 3D. Puisque
Kerspg B C VU, la forme A (+;+,v) est séquentiellement faiblement continue sur Kerspy B, pour
tout v € Keropy B.

Ainsi il suffit de vérifier la condition inf — sup pour s’assurer de 'existence d’une solution au pro-
bléme (4.2), avec le théoréme de Brouwer (cf. la démonstration du Théoréme 1.2.1).
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Lemme 4.3.1. On suppose que 0 < hpin < h < Apmae el que Xp est un domaine lipschitzien.
Alors la condition inf — sup suivante est vérifiée :

inf sup M > cV At

qEMapH vexX9p, ||V||X ”(JHM B

Preuve. Iargument de Fortin est & nouveau utilisé pour la démonstration. D’aprés [27], pour
q=(Zp+h—2)Q € Mypy donné, il existe vy € H} (Sr) tel que :

1
—divvyg = h@Q — — hQ@Q dxdy dans Xp.
XF| Jsp
1
On pose V5 = —ﬁ h@ dzdy et on définit 'opérateur Rq = (vy,vy - VZg + (2 — Zp) Vg)t.
FlJsp

On vérifie que R : Mapy — X9y satisfait :

1

3
B(q,Rq) = 5/2 h3Q2d$d3/:§HQ||12v1’
F

Rmaz
Cy/ hmam ||hQ||0,ZF <c h anl\/l’

min

IN

1Vllo.p + 1divvlly o, + lleurlvily o +[[vllor,

ce qui implique [|Rq|x < Ainsi la condition inf — sup est vérifiée avec une constante

c

—— gl -
[h

¢ proportionnelle & 2% et dépendant du domaine Y.

min

En conclusion il existe une solution pour le probléme mixte non linéaire (4.2); 'unicité est
assurée sous la méme hypothése que pour le probléme 3D (Théoréme 1.2.2).

4.4 Cas ou la hauteur d’eau s’annule sur les berges
On explicite rapidement dans cette partie les modifications du modéle 2D-horizontal dans le
cas ol la hauteur d’eau s’annule sur les berges. Ceci complique ’analyse mathématique puisque

dans ce cas on travaille avec des équations dégénérées et des espaces & poids.

Pour une fonction donnée oo > 0 et un domaine donné =, on définit I’espace de Hilbert & poids :

L? (w,a) = {q; / Pado < oo} ,
1
9 2
e = ([ #ad=)

L’espace H' (w, @) est défini de maniére similaire. Ainsi pour h donné, on introduit les sous-
espaces de projection suivants :

muni de la norme :

1\/IZDH = {q;q(x,y,Z)Z(ZB—l—h—Z)Q(x,y);QELQ(ZF,h?’)},
Xopy = {(VH7’U3)t; vy € H(div,curl; X, h) NL* (XF), vy - VZp € H (Sp, h)
U3 (CC,y,Z) =V vZB + (Z_ZB) V3 (xvy)a VB € Hl (Ethg) mL2 (EFah)}v

XSpy = {v€Xopm; vy -ng =0sur I},
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De méme les espaces M3,y et X3y deviennent :

son = @ a(x,y,2) =pu+ (Zp+h—2)Q(z,y); Q € L? (Zp,h°)},

* . .
oDH = {VEXQDH, VH~nH—kHSUI"E]}.

Pour vérifier la condition inf — sup dans ce cas ou h s’annule sur les berges, Amara, Capatina et
Trujillo [4] utilisent un résultat technique de [9] concernant la régularité d’un probléme elliptique
dégénéré dans des espaces de Sobolev & poids. On rappelle ce résultat.

Lemme 4.4.1. On suppose que Yp est un domaine C>, h € W' (Zp) et h(z,y) =
o (dist ((x,y),0XF)), ot la fonction ¢ est une fonction lipschitzienne non décroissante vérifiant
les conditions ¢ (0) =0 et :

!
Je>0 tel que Vs >0, #' (5) SE,
p(s)]| s
Ver, o € Ry, 3C, Cp € R tels que ¢ < 2 <e=0< i((S)) < (Cs.
T T

Soit Vh f € L? (Sp). Alors la solution du probleme :

—div (%Vw) =f dans Xp
%anw =0 sur X (4.8)
w=20 SUr Xt

1

Vh

plus, les normes L? (Xr) de toutes ces quantités sont bornées par || fl, s, , avec une constante
multiplicative dépendant du domaine Xp.

1
admet les régularités suivantes : w € H' (Xf), Vuw e L2 (r), VAV (th> € L?(ZF). De

Lemme 4.4.2. On suppose que les hypothéses du Lemme 4.4.1 sont vérifiées. Alors la condition
inf — sup suivante est vraie :

inf sup M > eV At.

9€MapH vex9 ||V||x ||QHM

Preuve. L’argument de Fortin est & nouveau utilisé. Soit ¢ € Mapy ; on considére le probléme
auxiliaire (4.8) avec f = hQ € L? (X, h). On pose vy = va, V3 = 0 et on considére le vecteur

tridimensionnel v = (v, vy - VZp + (2 — Zp) V3)". Alors :
1 3
Blav) =5 [ nQusdy =3 lalfy.
X

tandis que le Lemme 4.4.1 entraine vy € H' (Sp, h). Grace a la régularité de Zp, on obtient
vp € H' (Sp, h) et finalement v € H! (Qr). Sa norme est bornée comme suit :

1

2 2
Ysen) < elhQllos, s < cllaly-

v

2
1,Qp — (HVH”LZF’}L + HVH . VZB
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Par le théoréme de trace, on obtient v € X3, et [|[v[x < Ainsi la condition

C
\/Trt HQHM'

inf — sup est vérifiée avec une constante ¢ dépendant de Xp.

Pour finir, une autre modification par rapport au cas non dégénéré concerne les conditions de
bord satisfaites par uy et Uz sur X4, ou cette fois-ci il n’y a plus de conditions de bord puisque
h =0 sur Zlat-

4.5 Approximation par éléments finis

On se replace dans le cas ot h > 0 et X p est un domaine polygonal. On suppose que h est
borné par hiez €6 Amin, O Bpmae €6 Rimin sont des constantes strictement positives.

Soit 74 un maillage régulier du domaine, composé de triangles K tels que :

se= |J K.

KeTy

Le maillage est construit avec le mailleur Bamg®.

Calcul de la surface libre

On commence par regarder ’équation de la surface libre. On rappelle que I’équation est donnée
par :
oh

— +Vh- — hUs = 0.
8t+ ug 3

D’aprés (4.4), elle peut s’écrire de la maniére suivante :

oh
En + div (huy) = 0. (4.9)

La discrétisation en espace est effectuée par une méthode de volumes finis. La hauteur d’eau h est
approchée par une fonction continue affine sur chaque élément K de 7, (h est Py par élément).

Yp = UK

Les mailles sont alors notées K;, leur mesure de surface (ou volume) est s;. La normale sortante
est n; = (nf,nY). Deux mailles voisines ont comme interface un segment de droite noté 3;; = ;.
La normale sortante du c6té K; est notée n;; = —nj;. La mesure de longueur au bord est dv.

Pour plus de clarté on note :

I1e logiciel Bamg est un générateur de maillages bidimensionnels isotropes ou anisotropes. Il permet de construire
un maillage a partir d’une géométrie (une frontiére) ou de construire un maillage adapté en partant d’un maillage
précédent et en se donnant une solution ou une métrique. Il permet aussi, dans ce cas, d’interpoler sur le maillage
créé les solutions, dans le cas P, définies sur le maillage précédent.

Une géomeétrie est définie par un maillage de contours : une liste de sommets, une liste d’arétes et des informations
sur la continuité G1 souhaitée.
http ://www.ann.jussieu.fr/~hecht/ftp /bamg/bamg.pdf
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FiG. 4.1: Notations pour les volumes finis

On intégre l’équation (4.9) sur la maille K :

ﬁ/ h(a:,y)da:dy+/ div (hug) dzdy

= 9 h(z,y)dxdy + / h(z,y)ug -ndy d’apres la formule de Stokes
ot Jk, OK;
9 y

=— h(z,y)dxdy + h(z,y) (uinf + ugn!)dy = 0.
ot Jk, OK;

En décomposant sur tous les bords voisins, on obtient :

9
e h(x,y)dxdy + Z/ h(z,y) (uln‘f] + u2nfj) dy=0.
ot K; PR

Si la maille K; n’est pas voisine de la maille K; alors X;; = @. Une discrétisation de type Euler
explicite en temps et volumes finis en espace donne :

h; — h} . i
SiTAL + Zlij hi ((m)ijnij + (u2)ijn7jj) =0.
J

La quantité l;; hl' ((ul)wnfj + (ug)ijnfj> est le flur numérique au travers de l'interface entre les

mailles ¢ et j. La bibliothéque Libmesh contient une fonction qui calcule ce flux ainsi qu’une fonc-
tion qui calcule le volume d’une face.

On résout ainsi a chaque pas de temps At et sur chaque noeud i du maillage :

At
J

Calcul de la vitesse et de la pression approchées

Une fois la hauteur d’eau calculée, on s’'intéresse au probléme faible discrétisé en temps (4.2).
On introduit les espaces de dimension finie Xopg g et Mapp g suivants :

Mopra = {q€Mapn; VK €Ty, Qi € Po},
XopHa = {V € Xop; (vir,vs) €H' (Sp), VK € Ty, (Vi) € P1, (V) € (P1— bulle)},
ou :

vir = (v (2,y) 02 (2,9))", v3 = vy - VZg + (2 — Zp) V3 (2,y) .
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Par conséquent, chaque élément K du maillage contient 11 degrés de liberté : 3 pour v1, 3 pour
vg, 4 pour V3 et 1 pour Q.

On pose également, :

%
X2DH7d = {V € X2DH,d§ Vg -ng = kj?DHq,d sur Z[, Vg -ng = 0 sur Zlat}

XgDH,d ={v € Xopn4; vu -ng = 0sur 0¥},

ol kapm,q est une approximation P;—continue de kg sur .

Ainsi on résout & chaque pas de temps le probléme discret suivant :

Trouver (W2pm,d, P2pH,d) € X5pma X MapH 4
Vv e X(Q)DH,dv A(w2pm,d;92pH,a; V) + Bapw,a(P2pH,0, V) = F2nDH,d(V) (4.11)

Vg € Mapr,a, Bapm,a(g,u2pm,qa) =0,

ot Fy'pp 4 () est obtenu & partir de Fyh (-) en remplagant uyp g par uypy 4 et By (-, ) est défini
par :
1

Ba(q,v) = _5/2 (h*)? Q (divvy + V3) dzdy, Y (q,v) € Mapr,a X XS m.a-
F

Pour montrer que le probléme (4.11) est bien posé, il faut utiliser une variante du Lemme 2.5.3,
olt h et h* sont remplacés respectivement par h® et (h*)“, avec a € N*. Puis le résultat suivant
est établi.

Théoréme 4.5.1. Sous [’hypothése :

*

h
dog, 01 > 0; VK€72{, o9 < K <oy,

1 =

K|>

le probléme non linéaire (4.11) admet au moins une solution. L’unicité de la solution est assurée
sous U’hypothése classique du Théoréme 1.2.2.

Pour la démonstration de ce théoréme, on référe a [4].

4.6 Estimateur de modéle 2D-horizontal

De méme que pour les modéles précédents, on vérifie dans cette partie que le modéle 2D-
horizontal satisfait les hypothéses émises pour les estimateurs d’erreur a posteriori, pour pouvoir
utiliser I'indicateur d’erreur entre le modéle 2D-horizontal discret et le modéle 3D.

Tout d’abord, le modéle 2D-horizontal est une approximation conforme du modéle 3D et
il s’écrit sous la forme (4.2). La coercivité de Ag(,+) a été montrée sur Keropy B avec une
constante indépendante de At et la condition inf —sup a été donnée dans le Lemme (4.3.1).
Ainsi les hypothéses (1.25), (1.26) et (1.27) sont vérifiées. Concernant le probléme discret, on a
X9ph.a X Mapra C X3py x Mapy. Puis grace au Théoreme 4.5.1, les hypotheéses (1.33) sont
satisfaites. On peut donc appliquer I'indicateur d’erreur défini en (1.38) au modeéle 2D-horizontal.
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On rappelle qu’on construit un domaine 3D © (1.35) & partir du domaine 2D-horizontal et que
I'indicateur d’erreur est défini comme suit :

1 1 1
1(0)? = (/ n3dQ + —/ nng) + —/7]2d7,
Kze;d At K w%( K 7626":7?1 ’LU,2Y v !

ot 74 est le maillage 3D du domaine ©, composé de prismes triangulaires. Par conséquent les poids
w|k et wy, s’écrivent pour le modeéle 2D-horizontal :

h
— 41 siy C (©pUBg),
1 PK
WK = p?+ﬁ7 wvz
(14 pTK ailleurs,

ol px représente le diamétre de la maille K et o h représente la hauteur d’eau sur la maille K
(ou face 7).

On peut maintenant expliciter 1y, 72 et 7, pour le modéle 2D-horizontal. On obtient sur chaque
cellule K du maillage 75 :

/ n2dS :/ (divvy + V3)* dQ.
K K

Puis il vient que :

/ mdQ =
K

2
/ (Ait (uepy —uspy) + p(curluepy Auspy) + peurl (curluspy) — pf Avepy + Vpapy — pg) dQQ,
K

avec :

u uy = s~ U
2DH — Uppy = ) ,
(up —up) + (2 — Zp) (Us — Ug')

curlugug; — (up + (z — Zg) Us) (Vug — VZpUs + (2 — Zp) VUs) )

curluspg Auspyg =
( uH-(VuB—VZBU3+(Z—ZB) VUg)

— (curlug)™ + VU,

curl (curlu =
(curluzpi) curl ((VuB NV ZpUs + (2 — Z) VUg)L)

)

f Awopy = fug,

V(Zs+ W) P+ (Zg+h—2) VP
Vpapma = 0 .

Enfin sur les bords on obtient :

/nid’y = (ucurluzpy An _pQDHn)2 dy siyCOgsUOy,
¥
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avec, pour v C Oy :

curlugny
curluspg An = ,

(Vup —VZgUs+ (z — Zp) VUs) -ng
pour v C Og :
curluspy An =
1 —curluy (V (Zg + h))" — (VYup — VZgUs + (z — Zp) VUs)
\/1+|V(ZB+h)|2 ( —(Vup — VZpUs + (2 — Zp)VUs) -V (Zp + h) )

puis :

/773657 = (ucurlugpy An — cBugpy)2 dy si~vy COp,
N

avec dans ce cas :

1 ( curlug (VZp)* + (VYug — VZpUs + (2 — Zp) VUs) )
curluopy An = .

1+ |VZp|? (Vup — VZpUs + (z — Z)VUs) - VZg

Les normales sont définies dans le paragraphe 1.3.3.

4.7 Reésultats numériques

Pour tous les tests numeériques, la viscosité est égale & 1 = 1072 et le terme de frottement au
fond est cg =0, 1.

4.7.1 Test sur un canal a fond plat

On commence par tester le modéle 2D-horizontal sur un canal a fond plat. On rappelle que le
rayon de courbure r et le fond Zp sont nuls et la largeur constante (on prend L = 26 métres). Le
canal a une longueur de 500 métres. Le domaine est maillé avec Bamg (cf. Fig. 4.2). On prend le
pas de temps At =0,2s.

Fi1G. 4.2: Maillage 2D horizontal du canal (longueur : 500 métres, largeur : 52 métres)

R R R N K RS KRR R
s CONDEK, s A Favare KK

LTS

On impose le débit ¢ = 80 en amont et aval du canal. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres.
On commence par regarder la surface libre hy.

Surface libre hy :

t = 20s t = 38s
scalars scalars
\ I4,239(J — I4,2376
S 41160 B 41258
— 59925 \ 40140
3.8689 39023

3.7454 3.7905
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t =T0s t = 90s
955 955
~ [ [
4,1161 4,1258
4
Sy (39992 {40140
I3,8823 I3,9023
3.7654 3.7905

On obtient les résultats suivants pour la vitesse vy.

Vitesse vy :

t = 20s = 38s
Giyphvector Magnit Giyphvector Magnit
po1e-01 o411
0,36306
[0.31479
1.0e-01 0,26651
I3,6e-09 I0,21 824
t ="70s t =90s
GlyphVector Magnit GlyphVector Magniti
jo77292 §o-77248
. 067047 ) _ 0.67002
@ 1056801 : 1056755
0,46556 0,46508
I0,3(>31 1 I0,3(>2<52

D’un point de vue physique, on rappelle que la vitesse de déplacement de I’onde est de ’ordre
de vy £+ /gh métres par secondes. Dans ce test, cette approximation donne 6,6 m/s. Or le domaine
a une longueur de 500 métres. Ainsi les ondes arrivant de gauche et droite doivent se rencontrer
au bout de 37,8 secondes environ. Effectivement, on observe sur les figures précédentes que c’est
bien le cas. On peut donc valider le test.

On regarde pour finir les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t =20s t = 38s
scalars scalars
I4,2e-02 I4,2e-02
3,2e-02 . 3.2e-02
12,1e-02 [2.1e-02
1.1e-02 1.1e-02
I],4e—15 I],Ae—15

Les estimateurs d’erreur sont faibles et suivent le front de ’onde.
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4.7.2 Test sur un canal a fond irrégulier

On regarde dans ce paragraphe les résultats donnés par le modéle 2D-horizontal sur le test
2.7.2 effectué pour le modéle 1D. Le fond en 2D est représenté sur la figure Fig. 4.3. On rappelle
que la largeur du fleuve est de 80 métres (L = 40) et la longueur de 800 métres. Le domaine est

maillé avec Bamg.

On impose le débit ¢ = 80 en amont et aval. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres. Le pas de

temps est At =0,2s.

Fic. 4.3: Fond irrégulier 2DH

_w_

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hy.

Surface libre hy :

t =20s
—————— scalars
I4,]573
e 40770
M -
3.9166
I3,8364

t = 60s
T scalars
\ I4,2008
4,0976
W L oocs
3,8911
I3,7879

t = 100s

— scalars

\ I4,2108
40940
1139771

|3 8603
37434

t = 40s

scalars
I4,1 568

4,0655
13,9742

3,8829

3,7916

scalars
I4,1 890

4,0866
13,9842

3.8818

3.7794

scalars
I4,'I 833

40759
[3.9684
3,8609
Is 7535
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Puis on regarde la vitesse vy .
t = 20s t = 40s
Glyphvector Magnitt GlyphVector Magnitt
I2,ée—01 l 1e-01
20e-01 3.1e-01
111.3e-01 112,101
I6,5e—02 I1 0e-01
22607 3.56-06
t = 60s t = 80s
GlyphVector Magni GlyphVector Magnit
Jo48019 §0-71340
036785 058398
: [ 0.24952 [ 0.45457
I0,13118 I0,32515
0.01284C 0.19574
t = 100s t =120s
GlyphVector Magnit GlyphVector Magnit
I0,7 1340 IO,86335
058398 0,70512
[ 0.45457 1054690
IO,32515 IO,38868
0.19574 0.23046

On observe des accélérations au niveau des bosses, comme lors de la modélisation 1D. Cepen-

dant, la surface libre présente moins d’oscillations qu’en 1D.
On affiche ainsi les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur, t = 120s :

scalars
I3,Oe—02

2.3e-02
1,502
7.6e-03
I9,3e—07

On remarque que les estimateurs sont toujours un peu plus élevés au niveau des bosses.

De plus avec ce modéle, on ne peut pas voir si des zones de recirculation apparaissent derriére les

bosses.
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4.7.3 Test sur un canal a largeur irréguliére

On peux maintenant tester le modéle 2D-horizontal sur un canal ayant une largeur irréguliére.
La géométrie du canal et son maillage sont donnés dans la figure Fig. 4.4. La largeur du canal
varie entre 30 et 50 métres (L = 15 & 25) et sa longueur est de 500 métres. Le fond est plat et la
courbure nulle. Le domaine est maillé avec Bamg.

On impose le débit ¢ = 50 en amont et en aval. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres. Le pas
de temps est At =0,5s.

FiG. 4.4: Maillage canal avec largeur irréguliére

0 100 200 300 400 500 m

On obtient les résultats suivants pour la surface libre hy,.

Surface libre hy :

t = 20s t = 40s
scalars scalars
I4‘1586 l4,1%1
40778 — 4,0962
'“\ e \ 3.9964
IS 9162 3.8965
3.8354 3,7967

t = 60s t = 80s
scalars scalars
I4,1961 I4,1537

\ ™ )
40962 \ -
\ 3,9964 4,0293
3.8965 3.9672
I3‘7%7 I3,905O

Puis on regarde la vitesse vp.

Vitesse vy :

t = 20s t = 40s
GlyphVector Magnit GlyphVector Magnit
2 66- 033372
| |
20e-01 7 029847
13e01 , 026322
6,50-02 022798

I8,ée—07 IO,] 9273
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t = 60s t = 80s
ahprvector Mgt -
§0.68005 §0.80833
0,56502 066529
045000 0,52225
033498 0,37921
0.21995 023617

Enfin on obtient les résultats suivants pour les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur, t =80s :

scalars
Ié,ée—OS

) 5,0e-03
— 3.3e-03
1.7e-03

3.1e-07

On observe cette fois-ci que les estimateurs sont faibles. On peut en conclure que le modéle 2D-
horizontal est bien adapté sur des géométries & largeur variable.

4.7.4 Test avec un point de confluence

On reprend dans ce paragraphe le test 2.7.5 effectué pour le modéle 1D. On rappelle que le
fond est plat et la largeur variable. Le maillage est divisé en nx = 345 intervalles. Les débits aux
bords d’entrée/sortie sont les mémes qu’en 1D, tels que le fleuve se remplisse par les deux branches
de gauche et se vide par les deux branches de droite. La hauteur d’eau initiale est de 4 métres et
le pas de temps At = 0,2. Le domaine est maillé avec Bamg. On obtient le maillage sur la figure
4.5.

F1c. 4.5: Maillage 2D confluence
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On obtient les résultats suivants pour la surface libre h,,.
Surface libre hy :
t=15s t = 25s
| o | i
4,0304 4,0304
= |4,0027 b |4,0027
3.9751 3.9751
I3,9474 I39474
t = 35s t = 50s
%% 1%
. 40304 40304
I |4,0027 |4,0027
3.9751 3.9751
I39474 I39474
t ="T5s t = 100s
13 13
4,0304 4,0304
|4,0027 |4,0027
3.9751 3.9751
I39474 I39474

Contrairement 4 la modélisation 1D, I'onde évolue correctement au niveau du premier point

de confluence.
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On regarde maintenant le comportement de la vitesse v.

Vitesse vy :

t = 15s t = 2bs
m GlyphVector Magnitude GlyphVector Magnitude
I1 53e-01 I1 53e-01
115601 115001
7.,65e-02 B 7.,65e-02
3.,83e-02 3.,83e-02
1.21e-09 1.21e-09
t = 35s t = 50s

GlyphVector Magnitude GlyphVector Magnitude

I 1,53e-01 I 1.53e-01

| 1,15e-01 1,15e-01
7,65e-02 7,65e-02

3,83e-02 3,83e-02

1.21e-09 1.21e-09

GlyphVector Magnitude GlyphVector Magnitude

I 1,53e-01 I 1,53e-01
1,15e-01 1,15e-01
7,65e-02 7.65e-02
3.83e-02 3.83e-02
1.21e-09 1.21e-09

On peut faire un zoom sur le premier point de confluence :

t = 25s t="T5s
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Les vecteurs vitesse se propagent correctement dans les différentes branches du canal au niveau
de l'intersection.

On affiche les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t = 15s t="T75s

! scalars scalars
IO,O20363 I4,5e-03
0,015273 3.4e-03
. 0,010182 , 2,3e-03

3 5
0,00509C 1,1e-03
,0000 7.5e-13

Les estimateurs d’erreur sont faibles et suivent le front de 'onde. Ils ne sont plus élevés au
niveau des poins de confluence.

On peut remarquer que sur les branches du fleuve, en dehors des points de confluence, on
obtient des résultats identiques en 1D et 2D. Une modélisation 2D n’est donc pas nécessaire sur
tout le domaine. Il serait alors intéressant de coupler numériquement les modéles 1D et 2D, de
facon & modéliser seulement les points de confluence en 2D.

4.7.5 Couplage numérique des modéles 1D et 2D-horizontal

On présente dans ce paragraphe le couplage numérique des modéles 1D et 2D-horizontal, sur
le fleuve présentant des points de confluence. Les zones de croisement sont modélisées en 2D et le
reste du domaine en 1D. On crée deux domaines au niveau des embranchements, que ’on maille
avec Bamg (cf. Fig 4.6).

Fic. 4.6: Maillage 2D des zones de confluence

VAYAVAVAVAVAYIRNPAV AN
AR

VAN
KRN AVAVAVAY;
g SNAPAANAAAAAANAAKK
BOANANAAAAAAAK

Le reste du domaine est maillé & partir de la géométrie 1D, comme sur la figure Fig. 2.4. On
regarde quelques résultats obtenus pour la surface libre sur chaque domaine.




Résultats numériques 103

Surface libre h; - modéle 1D :

t = 20s t = 30s t = 60s

scalars scalars scalars
IA,OSSO I4.0580 |4,0580

I
4,0304 I 40304 4,0304
[4.0027 ] [4.0027 14,0027
- 3.9750 _—— 3.9750 3.9750
I3,9474 Ia,9474 I3,947A

Surface libre h; - modéle 2D-horizontal :

t = 20s t = 30s t = 60s
scalars scalars scalars
I4,0580 IA,OSSO |4,0580
| |
4,0304 4,0304 4,0304
I3,9750 I3,9750 |3,975O
39474 39474 39474

Si on couple numériquement les deux modéles, on obtient les résultats suivants.

Couplage numérique des deux modéles :

t = 20s t = 30s t = 60s
scalars scalars scalars
14,0580

IA,OSBU I4,0580

4,0304 I 40304 4,0304
14,0027 I 1140027 ||4.0027
[
I3,9750 I3,9750 I3,9750
3.9474 3.9474 3.9474

Puis on procéde de maniére similaire avec les vitesses.
Ainsi une modélisation 2D seulement sur les points de confluence, couplée & une modélisation
1D sur tout le domaine, restitue une bonne solution sur tout le domaine.

Test réaliste

Pour finir ce paragraphe on peut regarder un deuxiéme test ot on couple les modéles 1D
et 2D-horizontal. 11 s’agit ici d’'un test réalisé avec des données réelles, sur le fleuve I’Adour et
particuliérement autour de l'ile de Broc. Le domaine a une longueur de 3000 métres environ et est
représenté sur la figure Fig. 4.7.

F1G. 4.7: ile de Broc
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On obtient les résultats suivants pour la surface libre hy, a différents pas de temps.

Surface libre hy :

Puis on regarde la vitesse vy .

Vitesse vy :

4.7.6 Conclusion

Le modéle 2D-horizontal est trés bien adapté sur des géométries & largeur variable, ainsi que
sur des géométries avec des points de confluence. Par contre lorsque le fond est irrégulier, d’apreés
les résultats du chapitre précédent, le modéle 2D-vertical est plus adéquat.



Chapitre 5

Modéle 2.5D

Ce chapitre est consacré au modéle hydrodynamique 2.5D, ou quasi-3D, écrit dans la somme
des espaces 2D-horizontal et 2D-vertical. Il est en coordonnées curvilignes, basé sur les hypothéses

(H0) a (H5) de la section 1.3.
5.1 Espaces de projection

On se propose d’écrire un probléme approché posé sur le domaine 3D Qp (¢), défini en (1.15).
On choisit les sous-espaces de projection suivants :

Masp = {¢ q(s,l,2)=(Zp+h—2)qu (s,1)+qv (s,2); qu €L? (Zp), qv € L (wp)},
Xosp = {v;v(s,l,2)=Vg(s,l,2)+Vy (s,1,2);
Vi (s,1,2) = ((1 =1Ir)vig (s,1), vam (s,1), Zvig (5,1) + (2 — Zg) Vag (s, l))t ,
Vv (s,1,2) = ((1 —Ir)vy (s,2), %vlv (s,2), vav (s, z))t ,
(1= Ir) vy, vop)' € H(div, curl; $p), Zpoig € H (Sp), Vag € H (Sp),
vop (8,L) = L'vig (s, L), vap (s,—L) = —L'v1y (s, —L),
Vv €X, vy (s, Zp) = Zzviy (s, ZB)},

Xg_sD = {veXosp; vig=0surX; et viy =0sur T},

oll wp représente le domaine 2D-vertical défini en (1.16) et X le domaine 2D-horizontal défini en
(1.1).

Pour assurer 'unicité de la solution, on doit ajouter les hypothéses de compatibilité suivantes :

vy (S,ZB+h) =g (5,0), V3 (S, ZB+h) = hV3y (S,O) et qvy (S,ZB) :th (5,0)

Pour alléger I’écriture, on pose :

v (5,0) = (1 = Ir)vig, varr)', vy (5,2) = (v1v, vay)' .

105
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. . * * 3 .
Enfin on introduit les espaces X3 5, et M}, suivants :

Mssp = {aa(s,,2)=ps+ (Zp+h—2)qu(s,l)+qv (s,2); qu € L* (Sr), qv € L? (wr)},
X5op = {veXosp; vig =kgsur X1 et viy =ky sur Yr}.

ol kg = kg (s,1), respectivement ky = ky (s, z), sont des approximations de k (s, [, z) sur Xy,
respectivement Y;.

Ce choix de sous-espaces garantit une approximation conforme par rapport au modéle initial
3D. On a le résultat suivant.

Proposition 5.1.1. Xg_5D est un sous-espace de XY et My sp un sous-espace de M.

Preuve. Soit v € X .. Grace & Phypothése 7 L 'y, il vient sur I'; que :
v-n=(1-1Ir)(vig +viy)=0.

Puis un vecteur normal extérieur & la surface z = Zp(s), dans la base locale {T,v, es}, est donné
par (Z3,0,—(1 —Ir)). On obtient au fond :

ven=(1-1Ir)(vig +viv)Z5 — (1 =Ir) (Zzvig + Zgviyv) = 0.

Sur les berges décrites par | = L (s), respectivement | = —L (s), un vecteur normal extérieur est
(—L',1— Lr,0), respectivement (L', 1+ Lr,0). Il s’ensuit que :

v-n=-L'(1-Lr)(vig +v1v)+ (1 — Lr) (L'vig + L'viv) = 0,
respectivement :

v-n=L (1+Lr)(vig +viv)+ 1+ Lr) (=L'vig — L'vv) = 0.
On en conclut que v-n=0sur ' UT};.

De plus, siv € Xy 5p alors v € X. En effet, v= Vg (s,1,2) + Vv (s,1, 2) avec Vy € X. Ainsi
il suffit de prouver que Vg € X. Au fond, on a :

Vidy= [ V(s Zp) \/(Z;B)2 + (1 —1Ir)%dlds < c/

I'e Py Py

(V%{ + (Z%U1H)2) dlds < oo,

tandis que sur les berges on obtient :

Vidy = [ V(s L2 (1) + (1 - Lr)ds
FB EF
9 y h > on? 9
S C h VH+ ZBrUlH+7V3H +7V3H dS<OO7
- 2 12
respectivement :
2 _ 2 N2 2
Vidy = [ Viu(s,—L 2> (1) + (1 + Lr)ds
FB EF
<

' he, \?, »?
c/ h{vi+ <Z’BU1H + V3H> + — V& ¢ ds < o0.
Sp 2 12
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Enfin il s’ensuit que :

' h 2 p2
/ IV a|?do :/ h(l—1r) v + (ngvw + ng) + vz, b dids,
o - 2 12
/ |cuI'1VH|2 aQ = / h(1—1r) {(curlvH)2 + (V (Zyvim) + %VV;),H)Z} dlds,
QF EF
divVy|2dQ = / h(1 = Ir) (divvy + Vag)? dids,
QF EF

Par conséquent, X§ .,  XO°.

Soit ¢ € Mo sp;alors q=(Zp+h—2)qu +qy. Ona:

/ q‘z/ dQ) = 2/ Lq%/dzds < c/ q‘z/dzds,
Qp wp WF
3

/ (Zp+h—2)72¢d0 = / W (1 —1r) ¢ dlds < c/ ¢ dlds.
QF EF 3 EF

D’ou M245D C M.

Equation de la surface libre

De méme que pour les modéles 1D et 2D-vertical, ’équation de la surface libre est déduite de
Péquation (1.24) en prenant la vitesse du fluide U dans Xs 5p. On obtient :

oh
N + (uig +ury) (h+ Zg) — (Zguig + hUsg +ugy) = 0,

soit :

oh
E + h'uig + (h+ Zg) ury = hUsy +ugy  pour z = Zp + h,

avec une condition initiale. Aprés une discrétisation en temps, on résout a chaque pas de temps
L
h—h"
At

+ W uly 4+ (Zp +h) uly, — hUsy —uly, =0 pour z = Zg + h.

Formulation faible

Une fois h calculé, on peut définir le domaine de calcul Qr par h > 0. On considére la formula-
tion variationnelle correspondant au modéle hydrodynamique 2.5D discrétisé en temps, a chaque
pas de temps t" ! :

Trouver (u25p,p25p) € X5:p X M} < p
Vv eX).p A(uwspiussp,v)+ B(pasp,v) = Fisp (V) (5.1)
Vg € Masp, B(q,uz5p) =0

avec :

(1 =1r) (wrg +ury)
I
Uo5p = usy + TUIV , D2sp=(Zp+h—2z)pa +pv.

Zpuig + (2 — Zp) Usyg + usy
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Le terme de droite FJ'.p, (-) est obtenu en remplacant u™ par uj ;, dans F™ (-). Les inconnues
de (5.1) sont wig (s,1), usm (s,1), Us (s,1), pu (s,1) sur le domaine Er et uyy (s, 2), usy (s, 2),
pv (8, z) sur le domaine wp.

5.2 Le probléme aux limites

On explicite maintenant les expressions de A (+;+,), B (+,) et Fy'5p () sur les nouveaux espaces
de projection X8.5D et My sp. Les expressions de gradv, divv et curlv, pour v € Xg_5D sont
données en annexe (D.1). Pour alléger I’écriture, on introduit la notation, pour toute fonction

f(s,0) -
1 t
Vuf=|——0sf, of) .
1—1Ir
Toujours dans le souci de simplifier les notations, on pose :
usg = Zguig + (2 — Z) Usy.

Enfin, on rappelle que les coefficients Dy, Do, D3, D4 et Dy sont définis au paragraphe 1.3.3.
Soient ¢ € My 5p, u,v € X9 5 . Le détail des calculs est donné en annexe (D.2).

Forme bilinéaire B (-, ")

2

B(q,v) = —/ 2qydiv (Lvy) dzds — / %qH (1 —=1Ir)(divvyg + Vag) dids
wr EF

—/ (1 —1r)qv (divvg + Vapr) dzdlds
Qp

1 (L)
- /QF (1-Ir)(Zp+h—2)qu (Ldlv (Lvy) — L(l—lr)le) dzdlds.

Forme linéaire Ay (-, )

On rappelle que la forme linéaire Ay (-, -) s’écrit :

Ao (u,v) = / Aitu~vd9+/ ucurlu'curldeJr/ cBu~vd*yf/ p(EAu)-vdQ
Qp Qp I's Qp

+A divudivvdQ, X >0.
Qp

On précise ci-aprés chaque terme de Ag (-, -).

P
—u-vdf) =
L&

2pL
Kt {(1 + D2) uiyviv + usyvsy } dzds

wFp

ph , h , h h?
+ — ({1 =Ilr)lug vy + | Zguig + =Usm Zpgvig + =Vag | + —=UsuVag | dlds
S At 2 2 12

!
+/ s (1—1Ir) {(117")2 (ulvleJrUlH'UlV)Jrf(
Q

At U1y U2m + Uaa U1V ) + U3y UsH + U3H’Usv} dzdlds,
F
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puis :
/ pcurlu - curlv dS) =
QF
/ I {2L (curluvcurlvv + D90, u1v0,v1v + 4r2ulvvlv)
wr
+ Dy (0 0, + L 0 L 0 L dzd
1 sU3V UsU3V ﬁ s ful S fvl zZas
h2
+/ w(l=1Ir)h {mVHU”’ -VuaVsg + curlugcurivyg
Y
/ h / h
+| Vu (ZBulH) + §VHU3H —UsgVuZp |- | Vm (ZBU1H) + §VHV3H —VauVuZpg dlds

L'
+/ p(l—1Ir) {_L (0 urv Oz + Orus 0,v1v)
Qp

1 1
+0su ———— 053y — O,V + | ———=0, — 0,u Osv
3H <(1 - ZT)Q 3V 1V> <(1 - ZT)Q ugy 1v> 3H

l L l L
+ | ———0s | =—ury | + 2rury | curlvyg + curlug | ———0s | —v1v | + 2rviy dzdlds.
1—1Ir L 1-—1Ir L

Ensuite, il vient que :
/ p(fAQ)-vdQ = / pfh (1= 1) ug - vydlds
QF EF

r
+/ pf (1 - lT)Q {L (UlH'UIV - u1vU1H) + Uy veg — UQHU1V} dzdlds,
Qp

etsiA>0:

. 2 j Dy (L)Y’
A divudivvdQ = A —div (Luy)div (Lvy) + — uy vy p dzds
Qp W L T L
+)\/ h(1—1r) (divag + Usg) (divvyg + Vag) dids
XF

+A /QF (1—1r) {(diqu + Usn) <idiv (Lvy) — Ll((lL_r)l;)vlv)

/
+ (idiv (Luy) — Ll((le)lr)ulV> (divvy + V3H)} dzdlds.
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Pour le terme de bord sur I'g, on obtient :

/ cpu-vdy =
I's

/IcBquW {/_LL ((1 —)? (%)2 4 (ng)2> Ja—m+ (Z§3)2dl} ds

+/Z ¢s {(uH v+ (25 ulelH) n ((1 ) (2;3)2) (ury (5, Z5) vipr +wrgory (s, Z5))

Iy

+T (urv (s, Zp) vag + usgviy (s, ZB))} \/(1 —1r)2 + (Z})?dlds

+/ cp {((1 = Lr)> + (L')?) uivory + ugvosy } /(1 — Lr)2 + (L')2 dzds

h h
+/CBh{((1 — Lr)> + (I)?) wigvim + <Z§U1H + 2U3H) (ZlelH + 2V3H)
I

h2
iT)

UgvaH} V(1 = Lr)2 4 (L')2ds

+/ e {((1 = Lr)* + (L")?) (wivvin (s, L) + uip (s, L) v1y)

+usy (ZIBUIH (s, L)+ (z — ZB) Vam (s, L))

+ (Zguipg (s, L) + (2 — Zp) Usy (s, L)) vay } \/(1 — Lr)?2 4 (L)?dzds

+/ e {((1+ Lr)* + (L')?) wrvory +ugvosy } /(1 + Lr)2 + (L')? dzds

h h
+/03h{((1 + Lr)* + (L')?) wigvim + (Z)I_E;’UJH + 2U3H) (ZIBUIH + 2V3H)
T

h2
+12U3HV3H} \/(1 — LT)2 + (L/)2 ds

+/ B {((1 + Lr)* + (L/)Q) (urvvipg (s,—L) +uipg (s,—L) v1iv)

“+usy (Z/BUIH (S, —L) + (Z — ZB) Vam (S, —L))

+ (Zgurg (s,—L) + (2 — Zp) Usr (s, —L)) vsy } /(1 + L)% + (L')2 dzds.
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Forme non-linéaire A; (-;-,-)
La forme non-linéaire s’écrit :

Al (u7 u, V) =

/ 2pL (curluy — Dy 0,uq) u‘L/ -vydzds

F

h h
—‘r/ p(l — l?") h { (curluHuIL{ — (Z};ulH + 2U3H> (VH (Z/BU1H) + §VHU3H — USHVHZB)> vy
ZF

h h
+ug - (VH (Zguim) + §VHU3H - U3HVHZB> (Z/BUIH + 2V3H>

h? h?
+ﬁuH -VuaUsg Vg — EUSHVHUSH . VH} dlds

L
+/ p(1—1Ir) {<asu3H + L81U3H> (uﬁ vy 4+ urvvsg — usgviv) + (Vause) - (Wpvsy — ugyve)
QF

1L'\?
+ <82U1V ((1 — lr)2 + (L) ) - aSU3v> (U3H’U1V — ’ulvng)

+ (Bury (1 = Ir)* = Osusy ) (usgvim — wimvsn) + (Oury (1 — Ir)* — dsusy ) (usvvig — urgvsy)

L L
+Tazu1V (usHV2H — U2HV3H) + Taz’uw (usyvam — U2HV3V)

/

—curlug (1 —1Ir) <u2HU1V — Uy VaH + T (urvvig — U1H1}1v)> } dzdlds.

Terme de droite Fy'- ()

Enfin concernant le terme de droite Fj's(.) sur X - 5, il s’ensuit que :

1
i ) vdQ =
/Ssz<Atu —|—g> vd

2pL
/ AL (1+ D2) uiyviy + ugyvsy } dzds
WF t

ph n /I n h n / h h? n
+ AL uy vy + ZBu1H+§U3H ZBle+§V3H +EU3HV3H dids

/

! n
+/ é (1 — lr) {(1 — lr)2 ('U/?VUIH + U?Hvlv) + T (U?V'UQH + u?H”lV) + U/QLV/USH + U/BHU?)V} dzdlds
QF

h
—/ 2pLgvsydzds — / phg (1 —1r) <Z§3U1H + VgH) dlds.
(755 EF 2
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Pour les termes de bord, on obtient sur la surface ; soit v € L? (9Qp) :

/Fs<vAn>-<wAn>dw—/ psv - mdy =

s

{(1 = 1) vaprwn + varws + (Zgorr + WVap) ws} /(L= 1n)2 + (Zp + )2 dlds
I's

I
+/ {(1 — lT) vy wy + TUN/UJQ + ’Ungg} \/(1 — l?”)2 + (Z,B + h/)2 dlds
I's

_/ ps(l—lr){—(ZB—i—h)/(’UlH+Ulv)—|—Z’BU1H—|—hV3H+Ugv}dld8.
Ts

On rappelle que sur les bords 'g UT;, v - n = 0. Ainsi il reste seulement, pour s = sp et s = s7 :

/ (vAn) - (wAn)dy= {(1 = Ir)vigwy + vagws + (Zgvig + (2 — Zg) Vag ) ws} dzdl
FI 1_‘I

L
+/ {(1 — lr) vy wy + Tvlvwz + Ungg} dzdl
I;

Or vig =v1y =0sur I'y, d’our :
1H 1V I,

/ (vAD)-(wAnD) dyz/ {varws + (2 — ZB) Vau + vav) ws} dzdl.
NG T'r

5.3 Analyse du probléme faible

5.3.1 Régularité des fonctions-test

On rappelle qu’on a choisi les fonctions-test v associées a la vitesse de la forme suivante, dans
la base locale {T,v,es} :

(1 —=1r)(vig +v1v)
iy
v(s,l,2) = V2H + U1y

Zgvig + (2 — Zp) Vag + vsv
Pour montrer que X 5p est un sous-espace de X, on doit vérifier que Vv € X5 5p, v € X. Or

v = Vg +Vy et on a montré précédemment que Vg € X. Ainsi il suffit de montrer que Vy € X.
Ceci a été prouvé dans le paragraphe 3.3.1 du chapitre 3 sous la condition vy € H* (wp).

5.3.2 Existence et unicité

L’existence et l'unicité de la solution du probléme faible non linéaire (5.1) est & nouveau
basée sur les théorémes de Brouwer et de Babuska-Brezzi pour les formulations mixtes, suivant la
démonstration faite pour la formulation faible en 3D. On admet les deux lemmes suivants.



Approximation par éléments finis 113

Lemme 5.3.1. Soit :

K6T2.5DB = {V S Xg.E)D; B (q,V) = O7 Vq S M2,5D} =
{v € XY :p; fﬂp 1=y (Zg+h—2)qu +qv) (diUVH + Vag + %div(va) — %mv) =0Vq e M2_5D} )

Alors la forme non linéaire A(+;-,-) = A1 (+;-,) + Ao (-, ) vérifie :

1. A(vyv,v) >C Hv||§(7 Vv e Kery5pB,

2. A1 (-, ) est séquentiellement faiblement continue sur Kers spB, pour tout v € Kery spB.

Remarque. On rappelle que A (v;v,v) =0 et que :

p 2 2 2 . 2
Ao (viv) = o (L IVIE g, + llewrlvl g, + e V]G p, +Alldivvilg, ) -

Si A > 0, la coercivité de Ag (-, -) est immeédiate :
Ao (v,v) > C|lv|%, Vv eKerapyB,

avec C' = min{p, p, cp, A}
Si A =0, la démonstration est plus technique.

On admet ensuite que la condition inf — sup est vérifiée.

Lemme 5.3.2. [l existe une constante c, telle que :

B
inf sup (g,v,)

Blav) (5.2)
qEMa2.5p vex9., HV”X ”an

5.4 Approximation par éléments finis

Soit T4 un maillage régulier du domaine ¥, composé de quadrangles Ky tels que :

Sr= |J Eu,
Kp€Tha

et Ty 4 un maillage régulier du domaine wg, composé de quadrangles Ky tels que :

Puis on construit un maillage 3D du domaine Qp a partir de ces deux maillages. On rappelle
que le domaine 2D X définit la surface du domaine 3D Qg et que le domaine 2D wp définit le
plan médian longitudinal du domaine 3D Q. On obtient un maillage composé d’hexaédres. La
figure 5.1 représente le couplage des deux maillages, & partir du domaine X g tracé en rouge et du
domaine wg tracé en bleu.
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F1G. 5.1: Couplage des deux maillages 2D :
le domaine X g est en rouge et le domaine wg est en bleu.

& X

Les maillages sont construits & 'aide de la bibliothéque Libmesh. De méme que pour le modéle
2D-vertical, on doit re-mailler le domaine & chaque pas de temps, en fonction de la hauteur d’eau h.

Calcul de la surface libre

On commence par regarder I’équation de la surface libre. Il faut la résoudre seulement sur
les points & la surface du domaine, c’est 4 dire sur X . On rappelle qu’aprés la discrétisation en
temps, I’équation en h est donnée par :

h—h"

Al + WUty 4+ (Zp +h) uly, — hUSy —uly, =0 pour z = Zg + h.

La discrétisation en espace est effectuée par une méthode de volumes finis. La hauteur d’eau h est
approchée par une fonction continue affine sur chaque élément, K g de Tgg (h est Q1 par élément).
Par conséquent, il suffit de reprendre la méthode utilisée dans le modéle 2D-horizontal et d’injecter
la vitesse obtenue avec le modéle 2.5D dans I’équation (4.10).

Calcul de la vitesse et de la pression approchées
Une fois la hauteur d’eau calculée, on s’intéresse au probléme faible discrétisé en temps (5.1).
On introduit les espaces de dimension finie X9 5p 4 et Mg 5p 4 suivants :
Maspa= {q€Masp; qv € H (wp), qu € H' (Zp);
(av) |k, € Q1(Kv),VKy € Ty,, et (qu)x, € Q1 (Kn), VKu € THd}~

X25D,d = {V € Xosp; (niv,v3v)' € H' (wp), (viar,vam, Vam)' € H (Zp);
(v1v) 1k, > (V3v) g, € Q1 (Kv), VKy € Tvq,
(V1a) Ky (V20) 15y » (Vam) g, € Q1 (Kn), VK € THd} :

On pose également :

0 0
X2.5D,d = {V (S X2.5D,d; ViH = 0 sur E[ et vy = 0 sur T[} - X2.5D?

X§.5D,d = {V S X2.5D,d; Vi = k'H,d sur X7 et vy = kV,d sur T[},

ol kg 4 est une approximation ()1 —continue de kg sur X; et ky ¢ une approximation ()1 —continue
de ky sur Yj.
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On résout a chaque pas de temps le probléme discret suivant :

Trouver (u2'5D’d,p2.5D,d) S X;BD,d X M§‘5D,d
Vv € X9 5p 40 A(U2spaizsp.a,v) + B (p2sp.a,v) = Fysp 4 (V) (5.3)
Vg € Masp,a, B(q,u25p,4) =0,

ot Fy'sp 4 (+) est obtenu & partir de Fy's, (+) en remplagant uy 5, par uy 5p 4.

Assemblage du systéme

Il n’est pas inutile de donner quelques précisions sur I’assemblage. En effet, on ne fait pas un
assemblage en 3D mais deux assemblages en 2D : 'un sur le maillage horizontal, le deuxiéme sur
le maillage vertical. Pour cela, dans I’espace discret X3 5p 4, on distingue les fonctions de base
{@in}i—y . 4 associées aux inconnues horizontales et les fonctions de base {¢iv },_; 3, associées
aux inconnues verticales. Puis on suppose que {¢;n},_, , sont constantes sur la hauteur z et
{¢iv}i—; 3 sont constantes sur la largeur [ (cf. Fig. 5.2). Par conséquent, a chaque élément Ky
du maillage T4, on couple tous les degrés de liberté de la colonne verticale, tandis qu’a chaque
élément Ky du maillage 7y 4, on couple tous les degrés de liberté de la colonne horizontale.

F1G. 5.2: Fonctions de base

Y
& X
(a) Fonctions de bases associées aux inconnues verticales

(b) Fonctions de bases associées aux inconnues horizontales

D’aprés les résultats numériques obtenus, ce choix d’espaces de dimension finie
Xg‘SD’d x My 5p,q permet de vérifier la condition inf —sup discréte.

Remarque. Compte tenu de la complexité de la forme bilinéaire B (-,-), on n’a pu obtenir de
résultat de LBB-stabilité pour les couples d’éléments finis utilisés usuellement dans le probléme



Chapitre 5. Modéle 2.5D 116

de Stokes. 11 est connu que le couple ()1/Q1 n’est pas LBB-stable pour Stokes. Toutefois, pour ce
modéle et dans les cas tests réalisés, ce couple d’éléments finis donne des résultats corrects.

5.5 Estimateur de modéle 2.5D

De méme que pour les modéles précédents, on vérifie dans cette partie que le modéle 2.5D
vérifie les hypothéses émises pour les estimateurs d’erreur a posteriori, pour pouvoir utiliser I'in-
dicateur d’erreur entre le modéle 2.5D discret et le modéle 3D.

Tout d’abord, le modéle 2.5D est une approximation conforme du modéle 3D et il s’écrit sous
la forme (5.1). On a admis la coercivité de Ay (-, -) sur Kers 5pB ainsi que la condition inf — sup.
Ainsi les hypothéses (1.25), (1.26) et (1.27) sont vérifiées. Concernant le probléme discret, on
a X9 :pgXMaspag C X9 5p x Masp. De plus, sur les tests numériques réalisés, le modele est
resté stable. Ainsi on admet que le probléme discret est bien posé. Par conséquent les hypothéses
(1.33) sont satisfaites. On peut donc appliquer 'indicateur d’erreur défini en (1.38) au modele 2.5D.

L’indicateur d’erreur est défini sur le domaine 3D O, comme suit :
1©?2=>" (1/ nfdeLi/ nng)Jr > i/n%h
- a2 2 R
KeT, At Jx Yk JK veor; W I

ott 74 est le maillage 3D du domaine ©, composé d’hexaédres. Par conséquent les poids w)x et
w|, s’écrivent pour le modele 2.5D :

Az Az

— 4+ —+1 i OpUOB
o — i+i+i o AS+AI+ siyC (Op S)7
As Al AZ v . As As a1
+E+A—Z allleurs,

ou As, Al et Az représentent la longueur, la largeur et la hauteur de la maille K (ou face 7).

On peut maintenant expliciter 71, n2 et 7, pour le modéle 2.5D. Pour alléger I’écriture, on
garde la notation uzg = ZgulH + (2 — Zg) Usg. On obtient sur chaque cellule K du maillage 7 :

' 1 1 (Lr) 2
2dQ = / di —div (L - ds2.
/th L\ divva + Vo + div(Lvy) L=

Puis il vient que :

/ nng =
K

2
/ (A% (u2.5p —uy5p) + p(curlug sp Aussp) + peurl (curlus sp) — pf Aussp + Vpasp — pg) ds?,
K
avec :
(1—=1r) (wig —uly + v — uly)
" R i %
2.5D — — u — U —U — U 5
5 2.5D 2H 2H L 1V L v

usg — uzy + Uy — ugy

puis :

curlus sp Aussp = curlUyg AUpg + curlUg AUy + curlUy A Upg + curlUy A Uy,
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ou :
1
. lru3Hasu3H — curlugusyg
curlUy ANUp = (1 —=Ir)uygcurlug — usgOiusy )
Ua g OjusH + u1HO0susH
1 L’
7mu3Vasu3H - T“lVCUTZUH
curlUy AUy = (1 —Ir)uiycurlug — usvOuspy )
L
Tulvalu?)H + Uy Osuspy
1 l L
U3H ((1 —1r) O;u1y — Masu3v> — U2H <1—l7“as (Lulv) + 27”“1\/)
l / A
curlUyAUgy = (1 — l’l“) UL (1”5)5 (L’U,lv> =+ 27‘ulv> + TazulvugH
L 1
_TUQHaqu - =Ir)ury ((1 —Ir)Q,ury — Masuw)
1 L l L
usy ((1 —1r) O,ury — Masuw) - Ty (1_”33 (Luw) + 27’U1v>
l ! i
curlUy AUy = (I —=Ir)uy (1_”35 (LUW) + 2NLH/) + fazulVUSV
1L\ ? 1
-7 uryOyury — (1= Ir)ury | (1 —Ir) Oyury — masum/

Puis il vient que :

curl (curluy 5p) = curl (curlUy) + curl (curlUy ),

avec :
Ojcurlugy
1
curl (curlUy) = —1 g Oscurluy ,
1 1
—mas (l—lTaSuSH> — Oyusm
1 L 1
- = (11— -
(1 _ l’r)2 as (L ul\/) ( Z’I") azzulV + 1_ lrazasu?)
L 1 l L
curl (curlUy) = *Tazzulv — mas <1—l7"88 <LU1> + 27’U1V>
1 1 /
m@s ((1 — l?”) 8Zu1 — 1—17‘8‘9%) + fazul
Enfin :
! n L
U2H TUIV
fAwsp = f(l —l?”) (ulv +U1H) ’
0
et 1
T (0spv + (Zg + h) pu + (Zp + h — 2) Ospn)
Vp2-5D = (ZB+h—z)BlpH

O.pv — pu
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Sur les bords on obtient :
/ nid’y = (pecurlugsp An — paspn)’dy siy C OgUO,
-

avec, pour vy C Oy :

0 z 0
curlUg An = TUT’ZUH et curlUy An= = s (L“W) + 2rury
- 1
1— lrasu?’H (1 — lr) O ury + =0 ——Osuzy

pour v C Og :

curlUy An =

—0suzy
1 —(Zp + h) curlug — (1 — Ir) Qusp
2 2
\/(1 —Ir) "+ (Z5+ ) —% (Zp + h) dsusy
et
curlUy An =
(1 —1r)* d.ury — Dsusy
l L/ lL/
1 —(Zp+h) | —=0s 7wy | +2ruay ) + (1 = Ir) —d.urv
\/ - ; - 1-—1Ir L L
L—Ir)"+ (Zg + 1 1
( 7) (Zp + 1) (Zp + h)/ <(1 —Ir) 0, ury — 1_lrasu3V>
Puis :

/n?/dﬂy = (pcurlug sp An — CBu2‘5D)2 dy siyCOp,
.

avec dans ce cas :

Osuzpg
curlUg An = ! Zyeurlug + (1 —1r) Qusg |
V=17 +(2)? L s
et
—(1=1r) 2 0ury + Osuzy
curlUy An = 1 (1 = (Tl ) + 2ru1v) (1—=1r) %(‘Lulv
a7 + (2 A (LT X—————

Les normales sont définies dans le paragraphe 1.3.3.
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5.6 Résultats numériques

Pour tous les tests numériques, la viscosité est égale & p = 1072 et le terme de frottement au
fond est cg =0, 1.

5.6.1 Test sur un canal a fond et largeur irréguliers

On teste dans ce paragraphe le modéle 2.5D sur un canal d’une longueur de 500 métres avec
une largeur et un fond irréguliers. La géométrie est donnée sur la figure Fig. 5.3. La hauteur d’eau
initiale est de 5 métres. On impose le méme débit ¢ = 125 en amont et en aval du canal. On prend
le pas de temps At = 0,2 s et nx = 200, nl = 20 et nz = 5. On obtient ainsi un maillage composé
de 20000 éléments (cf. Fig. 5.3).

Toutes les figures sont dilatées de 8 en hauteur et de 2 en largeur.

F1c. 5.3: Géométrie

0 100 200 300 400 500 m 0 100 200 300 400 500 m

(a) Plan horizontal (b) Plan vertical

(c¢) Domaine 3D

On obtient les résultats suivants pour les lignes de courant.

Lignes de courant :

t = 20s t = 40s

vector Magnitude vector Magnitude
% IOA”OWS — |1,o29s75
04375291 &Q 0,8489662

IO,3980390 !0,6680570
0,3585488 0.4871478
IO,3190587 0,3062385
t ="70s t = 100s

vector Magnitude vector Magnitude
I2,839379 I4,6é 1594
2,239995 & 3,615172

-

I 1.640612 !2,568750
| |

I] 041228 I] 522327

04418448 0,4759050
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Puis on regarde les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t = 20s t =40s
scalars scalars
I1 ,000000 I1 ,000000
0,7500000 0,7500000
| 0,5000000 {10,5000000
Io,zsooooo |0,25ooooo
0,000000 0,000000
t ="70s t = 100s
scalars scalars
l1 ,000000 I1 ,000000
0,7500000 0,7500000
| 0,5000000 | 05000000
0,2500000 0,2500000
0,000000 0,000000

Les estimateurs d’erreur sont élevés seulement au niveau du front de 'onde. On peut en conclure
que les résultats sont satisfaisants sur ce test.

On affiche ensuite la pression.

Pression a t = 100s :

scalars
I5 1926,90

38916,75

|125906,61

12896 ,46

I—] 13,6870

La pression est proche de la pression hydrostatique.
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5.6.2 Convergence du maillage et du pas de temps

On teste dans ce paragraphe la stabilité du modéle par convergence du maillage et du pas de
temps, sur la géométrie du test précédent.

On obtient les résultats suivants pour les lignes de courant.

Lignes de courant :

nr=40,nl =4, nz=2, At =04s nr=80,nl=8 nz=4At=02s
vector Magnitude vector Magnitude
/ Io,9393441 Io,9393441
0.7926499 u 0.7926499
I0,6459556 I0,645955(>
|
Io,4992<s13 IU,4992613
0,3525671 0,3525671
nx =160, nl =16, nz=8 At =0.1s nx = 320, nl = 32, nz = 16, At =0.05s
ector Magnitude ector Magnitude
o 9393441 o 9393441
=
u’f/ : 0,7926499 w 07926499
£ /
/i
:.“ o Q‘“ fpoeos
Io 4992613 o 4992613
0,3525671 o 3525671

Les résultats restent stables.

On ¢’intéresse maintenant a 'ordre de convergence de erreur. D’aprés le Théoréme 1.4.7,
Ierreur sur toute solution approchée est majorée par les indicateurs d’erreur. En se référant aux
travaux de Bergam, Bernardi et Mghazli [8], on majore dans ce paragraphe l'erreur E de la maniére
suivante :

N

Z%/vﬁdv :

~edTy; VU

tN
1 1
At — 240 + — 2dQ)
2 Z(At/x’“ *w%/K"Q )*

m=ty KeTy

sur un intervalle de temps [t1,tn], avec le pas de temps At, et ou les résidus 71, 72 et 1, sont
définis dans la section 5.5.
On obtient les résultats suivants sur Uintervalle de temps T'=[5s, 40 ] :

Nombre d’éléments (nx x nl X nz) et Pas de temps At ‘ Erreur E

Nefom =20 x2x 1 et At =0,8s 164,833
Nuten =40 x 4 x 2 et At =0,4s 81,7593
Nefom =80 x 8 x 4 et At =0,2s 35,3087

Noutern = 160 x 16 x 8 et At =0,1s 17,8182

Nojem = 320 x 32 x 16 et At = 0,05 s 10,2596

La convergence de ’erreur est d’ordre 1.
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5.6.3 Couplage numérique de tous les modéles

L’idée dans ce paragraphe est d’utiliser tous les modéles précédents en les couplant sur une
configuration donnée.

5.6.3.1 Test avec courbure

La géomeétrie est donnée sur la figure Fig. 5.4 (la figure est dilatée de 8 sur la hauteur). Il s’agit
d’un méandre avec une largeur et un fond irréguliers. Le méandre a une longueur de 1257 métres,
une largeur variant entre 20 et 60 métres et un fond entre —10 et 2 métres. Les géométries sur les
plans horizontal et vertical sont données sur la figure Fig. 5.5 (la figure sur le plan horizontal est
dilatée de 4 sur la largeur, celle sur le plan vertical de 8 sur la hauteur). La hauteur d’eau initiale
est de 4 métres. On impose le débit ¢ = 100 en amont et ¢ = 50 en aval. Le pas de temps est
At =0,2s.

Fi1Gc. 5.4: Géométrie 3D

Fic. 5.5: Géométries sur les plans horizontal et vertical

30
10
-10

-30

o] 78,5 345,6 895.3 1178,1 12566 m
(a) Plan horizontal

[=] NH

-10

0 486,9 754 895,3 1178,1 1256,6 m
(b) Plan vertical
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Modéle 1D

On commence par appliquer le modéle 1D. On obtient les résultats suivants pour la surface

libre hb.

Surface libre hy :

hb at time 50 s hb at time 80 s
4| \WH i 4| i
] W

1000 1257 1000 1257

hb at time 100 s hb at time 160 s
4] E 4] —
e— S

]

1000

1257

1000

1257

De nombreuses oscillations apparaissent lorsque 'onde arrive dans les zones ou le fond est irrégu-
lier. On regarde ainsi les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

estimator at time 100 s

estimator at time 160 s

] MMM

ey

0
1571

Zb:

1255

0
1571

—

1000

1255



Chapitre 5. Modéle 2.5D 124

Les estimateurs d’erreur sont élevés dans toutes les zones ol la géomeétrie est irréguliére. On passe
au modeéle 2D-horizontal.

Modéle 2D-horizontal

On applique ensuite le modéle 2D-horizontal. On obtient les résultats suivants pour la surface libre
hy et les vitesses vy.

Surface libre hy :

t =10s t = 30s
w ‘
I4,3O76 I4,3O76
42015 \ 42015
140954 140954
3,9894 3,9894
I3,8833 I3,8833
Vitesse vy :
t =10s t = 30s
G‘V"ivs??‘élﬁ‘fé?“’e ‘iVS,hZS?SEAZ%""‘
4,326-01 04770959
lz,sse-m IO,3182575
1446-01 ‘0,1594190
|1 99e-07 |0,00058062

On observe que dans les zones ou le fond est irrégulier, le modéle 2D-horizontal n’est pas adapté.
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On regarde ainsi les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t = 10s t = 30s
scalars scalars
2,0000 2,0000
| |
1,5000 1,5000
{10000 {1,000
IO,50000 IO,SO(IJO
0,0000 0,0000

On a ajouté sur les figures ci-dessus le domaine 3D, pour pouvoir visualiser la topographie. Effec-
tivement, les estimateurs d’erreur sont élevés dans les zones ot le fond est irrégulier. On passe au

modéle 2D-vertical.

Modéle 2D-vertical

Les figures sont dilatées de 10 sur la hauteur. On obtient les résultats suivants pour les vitesses.

Vitesses (lignes de courant |+ vecteurs vitesse) :

t =40s
vector Magnitude

Io,5o1 6269
0,4450445
110,2984621
0,1518797

0,00529729:

t =90s
vector Magnitude

IO 0916269

- 0,4450445

110,2984621
0,1518797

IO,00529729(
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t = 100s

vector Magnitude

IO 0916269

04450445
%

110,2984621
0,1518797

0,00529729:
t = 150s

vector Magnitude

I2,674276

2,017653

1,361029
0,7044053

0,04778175
On remarque que le modéle devient instable dans la zone ot le fond et la largeur sont irréguliers,
au bout de 150 secondes.
On regarde ainsi les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t = 40s t = 150s

-,

I5,0(ID I5,0(ID
3,7500 3,7500
12,5000 12,5000
1,2500 1,2500

IO,O(ID ‘ IO,O(ID

Effectivement, les estimateurs d’erreur deviennent élevés dans cette zone. On passe au modéle
2.5D.
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Modéle 2.5D

Les figures sont dilatées de 2 sur la largeur et de 5 sur la hauteur. On obtient les résultats suivants
pour les vitesses.

Vitesses :

t = 40s

GlyphVector Magnitude

I7,00e—01
5,25e-01

3.50e-01

1,75e-01

2,19e-09

t = 100s

GlyphVector Magnitude

IO,68091 14
0.,5454387

0,4099660

0,2744932

0,1390205

t = 200s

GlyphVector Magnitude

I] 403306
1,111034

0,8187616

0,5264893

0,2342170
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t = 250s

GlyphVector Magnitude

IO,9744421
0,7843374

I0,5942326

IO,4041278

0,2140230
Il n’y a pas de probléme d’instabilité cette fois-ci. On regarde les estimateurs d’erreur.

Estimateurs d’erreur :

t = 40s t = 250s
j' o000 ji-0000
0,75000 0,75000
lo,soooo !o,soooo
025000 025000
Io,oooo Io,oooo

L’estimateur d’erreur suit le front de 'onde. Le modéle 2.5D est bien adapté a la géométrie.
Cependant, il n’est pas nécessaire de l'utiliser sur toute le méandre. En effet, les résultats précé-
dents montrent que les différents modéles sont adaptés sur des zones spécifiques du fleuve. Ainsi,
I'idée est de coupler numériquement les modéles sur les zones adéquates, pour retrouver une solu-
tion globale sur toute la géométrie.

Couplage numérique des modéles

On découpe le domaine comme sur la figure Fig. 5.6.

FiG. 5.6: Couplage des modéles sur la géométrie
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Pour le modeéle 2D-horizontal, on obtient les vitesses et les estimateurs suivants.

Vitesses modéle 2D-horizontal :

t = 20s
_—
~=_ o GlyphVector Magnituc
T 0.5819650
0,4424813
1103029976
0,1635139
0,02403020

Estimateurs d’erreur modéle 2D-horizontal :

t = 20s

scalars
IO,5OOOO

)

0.,37500
0,25000
0,12500

0,0000

t = 50s

GlyphVector Magnitt

IO,5694844
04278618
| 02862392
0,1446166

0,00299394(

scalars
IO,SOOOO

0.37500
0,25000
0,12500
0,0000

Les estimateurs d’erreur sont faibles et suivent le front de 'onde. Dans cette zone du fleuve, le

modéle 2D-horizontal est bien adapté.

Pour le modéle 2D-vertical, on obtient les vitesses et les estimateurs suivants (les graphiques

sont dilatés de 5 sur la hauteur).

Vitesses modéle 2D-vertical :

t = 80s
vector Magnitude

IO,BW 77800

0,2401422

0,1625045

0,08486670

0,00722893¢

t=110s

vector Magnitude

IO 6941441
0,56352900
0,3764358
0.2175816

0,06872747
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Estimateurs d’erreur modéle 2D-vertical :

t = 80s t =110s
scalars scalars
IO,5OOOO I0,5OOOO
037500 | 0,37500
10.25000 10,25000
IO,12500 IO,12500
0,0000 0,0000

Les estimateurs d’erreur sont élevés au niveau des bords amont et aval de la section. Ceci vient
du couplage entre les modéles 1D et 2D-vertical. Malgré cela, le modéle 2D-vertical est relative-

ment bien adapté sur cette partie du fleuve.

Enfin pour le modéle 2.5D, on obtient les vitesses suivantes (les graphiques sont dilatés de 2

sur la largeur et de 5 sur la hauteur).

Vitesses modéle 2.5D :

t = 20s

GlyphVector Magnitude

Is Ade-01
2,586-01
[11.72¢-01

8.,60e-02

1,16e-06

GlyphVector Magnitude

IO,6632463
0.5699695
110.4766926
0.3834157

IO,QQO] 388

On a vu précédemment que le modéle 2.5D est bien adapté sur toute la géométrie du fleuve.

On peut quand méme regarder les estimateurs d’erreur sur cette zone.

Estimateurs d’erreur modéle 2.5D :

t = 20s t =120s

scalars
IO,SOOOO

0.37500

10,25000

IO,] 2500
0,0000

scalars
|0,5000O

0.37500
10,25000
0,12500
0,0000

Comme précédemment, les estimateurs d’erreur sont relativement faibles et suivent le front de

I'onde.
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Aprés le couplage numérique des modéles, on obtient les vitesses et les estimateurs d’erreur
suivants sur le plan horizontal.

Vitesses modéles couplés :

t = 20s

GlyphVector Magnitude GlyphVector Magnitude
Ié,05e—01 Ié,05e—01
4,54e-01 4,54e-01
3.02e-01 3.02e-01
151e-01 151e-01
I4,46e—08 B I4,46e—08

GlyphVector Magnit GlyphVector Magnitude
I0,7115245 Y I1,481131
0,5337420 | 1,187071
I0,3559594 I0,8930101
0,1781768 0,5989494
IO,000394261 I0,3048887

GlyphVector Magnitude GlyphVector Magnituc

I] 454853 IO,7200826
1,143774 0,5548272
IO,8326958 i 0,3895718
. '
IO,5216172 : ; 0,2243164

0.2105385 0,05906096
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Estimateurs d’erreur modéles couplés :

t = 20s t = 250s
|

n scalars
scalars |0'56500

|0,56500
0,42402

0,42402
0.28305

0.28305
0,14207

0,14207

,00109%
,00109%
I

5.6.3.2 Test avec confluence

Pour ce test, les plans horizontal et vertical de la géométrie sont donnés sur la figure Fig.
5.7. Le domaine présente un point de confluence, un fond et une largeur variables. La hauteur
d’eau initiale est de 4 métres. On impose le débit ¢ = 100 en amont et ¢ = —50 dans la branche
perpendiculaire pour que le canal se remplisse par les deux branches de gauche. Le débit est nul

en aval.

F1G. 5.7: Géomeétrie

436

1D

26
%] 1o | 2D-H | 1D ‘ 2DV | 1D | 25D 1D
26

o} 128 152 750 850 1200 1300 1375 m

(a) Plan horizontal

o] 350 450 500 600 750 850 1200 1300 1375m

(b) Plan vertical

D’aprés les tests effectués dans les chapitres précédents, on déduit qu’au niveau du point de
confluence il est préférable d’utiliser le modéle 2D-horizontal, tandis qu’au niveau de la fosse il
s’agit du modéle 2D-vertical et enfin dans la zone ou la largeur et le fond sont irréguliers, le modéle
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2.5D est le mieux adapté. Ailleurs, le modéle 1D est suffisamment précis.

Aprés couplage des modéles sur les zones adéquates, on obtient les vitesses suivantes, sur le
plan horizontal. [’échelle représente 'intensité des vecteurs vitesses.

Vitesses modéles couplés :

|

t = 20s

GlyphVector Magnitude

I3,87e—01
2,90e-01

1,94e-01

9,68e-02

1.43e-14

t = 50s

’ GlyphVector Magnift
IO,5771 200

0,4328870

0,2886539

0,1444209

IO,OOO18787(

t =120s

GlyphVector Magnitude

IO,581 3130

0,4625172

0,3437214

0,2249256

0,1061298
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t = 200s

GlyphVector Magnituc

I0,5389660
0,4206757

0,3023854

0,1840951

0,06580480

t = 300s

GlyphVector Magnituc

I0,5666 180

0,4468887

i
= : T ] 0,3271594

0,2074301

0,08770079

Sur le plan vertical, on représente les vitesses données par le modéle 2D-vertical. Le graphique
est dilaté de 10 sur la hauteur et I’échelle représente 'intensité des vitesses (lignes de courant).

Vitesses modéle 2D-vertical :

t = 50s t = 80s
vector Magnitude vector Magnitude
I0,41 24696 I0,5862564
0,3111335 % 0.4453077
0,2097975 0,3043591
0,1084615 0,1634104
0,00712546. 0,02246166
t = 100s t = 200s
vector Magnitude vector Magnitude
I0,5689269 I0A908148
= 0,4384820 . 0,3833109
' ae i
0,3080371 0,2758070
0,1775921 0,1683031
0,06079923

0,04714717
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Puis on visualise les vitesses en 3D, données par le modéle 2.5D. Le graphique est dilaté de 10
sur la hauteur et de 2 sur la largeur ; I’échelle représente l'intensité des vitesses (lignes de courant).

Vitesses modéle 2.5D

t = 120s
vector Magnitude
I0,423 571
0,3572009
— -— I0,2910447
IO,2248885
0,1587324
t = 180s
vector Magnitude
Io,sao 125
0,6939501
m— e 0 20O TS
— e 0.5474877
0,4010254
0,2545630
t = 220s
vector Magnitude
I],OéSE]S
0,8384075
== IO,6134016
IO,3883958
0,1633900
t = 300s
vector Magnitude
I1,3Hg18
1,082852
e
= S IO,8540858
Io,czsswo

0.3965533
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Pour vérifier que les modéles sont utilisés sur les zones adéquates du canal, on regarde les
estimateurs d’erreur sur chaque domaine. L’échelle représente les valeurs de I’estimateur.

Estimateurs modéle 2D-horizontal :

t = 20s t = 50s
scalars scalars
lO,50[DO IO,SOGJO
0.37500 0.37500
0,25000 110,25000
i0,12500 I0,12500
0,0000 0,0000
Estimateurs modéle 2D-vertical (le graphique est dilaté de 10 sur la hauteur) :
t = 50s t = 100s
{550 R
0.37500 0.378500
0,25000 10,25000
I0,125OO IO,125OO
0.0000 0.0000

Estimateurs modéle 2.5D (le graphique est dilaté de 10 sur la hauteur et de 2 sur la lar-
geur) :

t = 120s t = 200s
I%C,%&?o I %%
0.37500 0.,37500
10.25000 10.25000
0,12500 0,12500
Io,oooo Io,oooo

Les estimateurs d’erreur sont élevés au niveau du front de 'onde et non pas en fonction de
la géométrie du canal. Ils confirment que les différents modéles ont été utilisés sur les zones
appropriées.



Conclusion

On s’est intéressé dans cette thése a la modélisation et simulation multidimensionnelle de
I’hydrodynamique fluviale, notamment prés de 'estuaire. Le modéle physique de référence est le
modéle 3D, mais au vu de son important cott de calcul, il est intéressant de disposer de modéles
plus simples en 1D, 2D ou 2.5D, que l'on peut utiliser dans les zones adéquates du fleuve, en
fonction de la topographie et de la bathymétrie.

Ainsi, a partir du modéle 3D basé sur les équations instationnaires et incompressibles de Navier-
Stokes, des modéles plus simples ont été dérivés par projection du probléme 3D, en utilisant des
formulations faibles. On a ainsi obtenu un modéle en 1D, écrit sur la courbe médiane de la surface
libre, deux modéles en 2D, le 2D-vertical écrit sur la surface longitudinale médiane du fleuve et
le 2D-horizontal écrit sur la surface libre. Enfin on a défini un modéle en quasi-3D, le modéle
2.5D, écrit dans la somme des espaces 2D-vertical et 2D-horizontal. Tous ces modéles prennent en
compte la géométrie du fleuve et fournissent une vitesse tridimensionnelle ainsi que la pression,
qui n’est pas supposée hydrostatique mais qui est une inconnue entiére du probléme.

On a de plus défini et justifié un estimateur de modéles, entre le modéle 3D et chacune de
ses approximations en 1D, 2D et 2.5D. Cet estimateur calcule 'erreur entre le modéle 3D et son
approximation et donne également une indication sur la qualité des résultats, obtenus a partir de
chaque modéle 1D, 2D ou 2.5D dans leurs zones respectives de calcul.

Les tests numériques effectués ont montré que lorsque la géométrie est simple, comme dans le
cas d’un canal, le modéle 1D est bien adapté. Par contre, lorsque le fond est irrégulier, le modéle
2D-vertical est plus approprié, et lorsque c’est la largeur qui est variable, il est préférable d’utiliser
le modéle 2D-horizontal. Enfin, lorsque le fond et la largeur sont irréguliers sur une méme zone, le
modéle 2.5D restitue une meilleure solution. Les résultats ont été validés soit par des comparaisons
avec le modéle Saint-Venant (en 1D), soit grace aux estimateurs d’erreur par rapport au modeéle 3D.

Dans la suite de ces travaux, il sera intéressant d’automatiser le couplage des modéles, grace
aux estimateurs d’erreur. A partir du modéle 1D, les estimateurs donneront les zones & recalculer
en 2D. Une fois les modéles 2D-horizontal et 2D-vertical appliqués & ces zones, les estimateurs
indiqueront les zones & recalculer en 2.5D. Enfin, aprés avoir appliqué le modéle 2.5D sur ces
derniéres zones, les estimateurs d’erreur donneront les zones a recalculer en 3D.

Il est aussi intéressant de prendre en considération I’écoulement diphasique, eau douce - eau
salée, notamment au niveau du front de marée. On peut aussi introduire la thermique, en ajoutant
une équation d’énergie, pour calculer la température de ’eau. Enfin pour couvrir tous les aspects
physiques, on pourra ajouter une équation de transport, pour traiter de la turbidité.
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Annexes

A Calculs pour le probléme 3D

Les termes de bords du probléme 3D sur I'g sont obtenus de la maniére suivante :

/(v/\n)-((,ucurlu/\n)/\n)d*y—/ pv-ndy =
I's s

/Fs<vAn>-<wAn>dv—/ Psv - ndy

s

& {n/\((ucurlu/\n)/\n)}vd’yf/ pv-ndy =
Fs l—‘S‘

{n/\(w/\n)}-vd'y—/ DgV -ndy

I's Ts

& {(n-n) (pcurlu An) — (n- (pcurlu An))n}-vdy— / pv-ndy =
T's Ts

(n~n)wf(n~w)n}~vd'yf/ Dgv -ndy

Fs - 1—‘S

= (,ucurlu/\n)-vd*y—/ pv-ndy =
I's s

w-vdv—/ DoV -ndy.
T's T's
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B Calculs pour le modéle 1D

B.1 Opérateurs différentiels du modéle 1D

1 !
Soit v € X9, ; on rappelle que v = (u; (1 —1Ir),

7 u,u1 25 + (2 — Zg)Us | . D’aprés les

opérateurs différentiels en coordonnées curvilignes donnés dans le paragraphe 1.3.2, on a les rela-
tions suivantes dans la base {7T,v,e3} :

I1(Lr)
Byvy — —t ) - 0
T Ta—m™ e
_ 1oy L
gradv = T (Lm) + g T 0o |-
1
-0 (('UIZ/B)I ~ZpVs+ (2 — Zp) Vs/) 0o W

1(Lr) L
divv = 9sv1 — L((l—T)lr)Ul + fvl + Vs,
0
curlv = 1

P ((UlZ/B)/ ~ZpVs + (2 — Zp) V3’>

Loy
m (L’U1> +2'I"U1

B.2 Calcul des formes A(-;-,-), B(-,-) et F|; (-) pour le modéle 1D

75 !
Soient g = (Zp+h—2)Q € Mip et v= <v1 (1 —lr),fvl,le}B + (2 —Zp) VEg) €X9p.

Forme bilinéaire B (-, )

La forme bilinéaire B (-, -) s’écrit :

Zp+h L
B(q,v) =- /I/Z /L qdivv (1 —Ir) dldzds
5 _

:_/I/ZZBB+h/LL(ZB+h—z)Q{8sv1— L(Lr) L

T0- lr)vl + fm + Vg} (1 —1Ir)dldzds
- —/hQQ ((Lv1) + LV3) ds.

I
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Forme linéaire A (-, ")

Soient u, v € X{. On obtient tout d’abord :

0 Zo+h (L,
/ —u-vdQl = // / —u-v(1l—Ir)dldzds
ap At _ At
Zp+h L 1 2
// /_LApt<(1—zr)2+(L) )ulvl(l—lr)dldzds—i-

Zp+h
// / é (1 Zp + (2 = Zp) Us) (01 Zp + (2 — Zp) V3) (1 = Ir) dldzds
L

soit aprés intégration par rapport &l et z :

L')?
/ —u vd) = /QLLh 1—|—L27"2—|—u ujv1ds +
QF I At 3

h h?
/Qth ( )2 ULV + = (U3U1ZB + V3U1ZB) + 3 U3‘/3> ds

Ainsi on obtient :

/ —u vdS) =
QF
po 2,2, (L) , b , L, h h?
At 1+L T U1v1 + U1ZB+§U3 leB+§V3 +EU3‘/3 ds

En ce qui concerne le terme / pcurlu - curlvd(), il s’écrit :
Qr

ZB+h
/ pcurlu - curlvd() = // / peurlu - curlv (1 — Ir) dldzds.
Qr -L

Or,

(1 =Ir)curlu- curlv =

1
— ((0Zp) = ZpUs + (== Z5) U3) (01 25) — ZVa + (= — Zp) Vi)

2 o/ N\ /L o\ Ly I
+1—lr <Lu1> <LU1) + 4r%uqvy + 2r (Lu1> vy + (L’U1> uy |.

D’ou une intégration par rapport & [ entraine :

L
/ (1 =1Ir)curlu- curlvdl =

—L
1 14 Lr
Tlnll | (i 2p) = ZpUs + (2 = Zo) Us ) (125) = ZsVa + (= — Z1) V5
1 (1 |1+Lr r N/ oy )
—4-1 —2L¢ (= = L :
+r2{r D‘ILT }(Lul) (Lv1> + 8Lr uiv;
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Il s’ensuit que :

/ pcurlu - curlvd() =

Qp

/ h In 1+ Lr
I b 1—Lr

h (1 1+ Lr
4or? —<-1
+/Iu<mnu1vl+r2{rn’1[m

Puissi A > 0:

h h h?
{((nzp) - zpva+ 503) (0 20) = Zva+ 535 ) + [5033% } s

) (Fo) (£0) )

ZB+h
A divadivvdQ = /\// / divudivv (1 — Ir) dldzds

Qr
Zp+h L I I/
= // / (L—1r) (u’l + —uy + U3) (v’l + v + Vg) dldzds—

_L L L

Zo+h (L1 I/ I

// /L (LT) {Ul (9/1 + fvl + Vé) + v (ull + ful + U3> } dldzds+
' P
) T lrulvldldzds,

YRAC

soit aprés intégration par rapport a [ et z :

L L (Lr)\"
/\/ divudivv d) = /\/QLh (u’l + T + Ug) (vi + Tu + V3> ds—i—)\/th ( 7 ) u1v1ds.
Qp I I T

Pour le terme de bord / cgu - vdy, on rappelle que I'g est composé du fond décrit par z =

I's
Zp(s) et des berges décrites par | = L(s) et | = —L(s). Les normales aux bords sont définies
respectivement en (1.19), (1.21) et (1.20), dans la partie 1.3.3. On obtient :
/ cpu-vdy =
I's

// (1_” (lffﬂ%)z)“1”1\/<1—">2+<Z'B>2dlds

ZBJrh
// 1+Lr) (L’)2)ulvl\/(1+Lr)2+(L’)2dzds

ZB+h
// 5 (i + (2 — Z5) Us) (0120 + (= — Z1) Vi) /(L + Lr)2 + (L)) dzds

ZB+h
// 1 —Lr)’ + (L/)z) uv1y/ (1 — Lr)? + (I')? dzds

Zp+h
// ' 5 (W Zly + (2 — Z) Us) (1 2y + (2 — Z5) Va) /(L — Lr)2 + (L')2 dzds,
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soit apreés intégration par rapport a 2 :

/ cpu-vdy =

I's

/ICB (/_LL ((1 S <l§>2 + (ng) Ja -2+ (2 dl) oy ds
+/1th ((1 + Lr urv1\/ (1 + Lr)2 4 (L')? ds

/th(l—Lr )2

h h?
+/th (<u123+ 2U3> leBJr V3> +12U3V£3> \/(17Lr)2+(L/)2 ds.
I

uiviy/(1 — Lr)2 + (L')2 ds

Ly’)

/th (<u123 + ZU;;) (leB + V3> + ]gUSVS> VA + Lr)2 + (L))2 ds
o)
(

Il en résulte enfin que :

/ cpu-vdy =
I'p

/IcBum {/LL ((1 —Ir)* + <l§/>2 +(

/1 hes {((1 L2 () + (- D+ ) } wronds +

N
o~
—,

N~
=

[u—

|
g
o
S~—"
N
&
—

U
V2]

+

Forme non-linéaire A; (-, )

En ce qui concerne la forme non-linéaire, elle s’écrit, :

Zp+h L
(u;u,v) // / p(curlu Au)-v (1 —Ir)dldzds.
~L

Or:

(curluAu)-v(1—=1Ir)=

0 (1 - lT) Uy (1 — lT) V1
1 7\ ’ , lL/ ZL/
det| 1—1Ir <(U1ZB) - ZB[{B +e=25) US) I hn
l L
1—1Ir <Lu1> +2ruy wZp+(z—2Zp)Us v Zp+(2—Zp)Vs

(1—1r) (2 — Zp) (w1 Vs — 01Us) ((ulzjg)’ — ZWUs + (2 — Zp) Ug) .



Annexes 144

D’ou : .
A (uju,v) = /% ((uleB) ZpUs + hU3) Ve ds.
1

Terme de droite F{'; (.)

Pour finir on regarde le terme de surface intervenant dans Fy}, (.). La normale & la surface est
donnée en (1.22), dans le paragraphe 1.3.3.

On rappelle que :

/ (vAn)-(wAn)dy= w - vdy.
FS 1—‘S

Il s’ensuit que :

/(V/\n)-(w/\n)dv—/ psv -ndy =
I's I's

L LL’
/ </ {(1 — lr) V1w + f?]lwg + (U1Z/B + th,) w3} \/(1 — l’r)2 + (Z}B + h/)2 dl | ds
I —L

— J;2Lps (=h'vy + hV3) ds.

B.3 Comparaison avec le modéle Saint-Venant

En combinant les relations (2.1) et (2.5), on obtient :

h

soit :
oh , /
2La + 2Luyh’ — 2LhUs 4 2h (Luy) 4+ 2LhUs =0

9 (2Lh)
ot

+ (2Lhuy) =0

0
& a—j + (ouy)" = 0.

On obtient I’équation de continuité clagsique du modéle Saint-Venant, ot u; désigne la vitesse
moyenne 1D.

B.4 Analyse du probléme faible 1D

Soient v € KerypBN D (Q)3 et u € KerypB, on rappelle que divu = 0, d’ou :

v,
A (wyu,v) = —Z/ puJuZ dQ Z/ p8 quZdQ—l-Z/ PV uing dry

7,7=1 7,7=1

1 f 1
+7/ p|u|2divvdf277/ plul*v-ndy.
2 Jar 2 Jrg
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1(Lr)
L(1-1r)

Zp+h L L 2 L 4
/ pu-wdivvdQ) = -— // / pl(1— lv")2 + () l( r) uiviwy dldzds
QF 1JZp "y L L

Zp+h L L /
—// / pl( ) viugws dldzds
IJZp —L L

4
/ gphL2T (Lr)/ u v wy ds.
I

Or divv = — v1, d’oi pour tout w € X9, :

Ainsi on obtient :

3 3
an 1 2
A (wuy) = —Z/%pujuiaxjdsz+ij21/“pwujumidv—2/Fsp|u| vondy

ij=1

2
—/ gphLQ’l‘ (Lr) u?vy ds,
I

pour tout v € KerypBN D (Q)3 et tout u € Ker;pB.
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C Calculs pour le modéle 2D-vertical

C.1 Opérateurs différentiels du modéle 2D-vertical

/ t

Soit v € X9, ; on rappelle que v = (u1 (1—=1r), 7 UL u3> . D’aprés les opérateurs différen-

tiels en coordonnées curvilignes donnés dans le paragraphe 1.3.2; on a les relations suivantes dans
la base {T,v,e3} :

1(Lr)
Osv1 — T ((1 r)lr) 1 —rv; (1 =1r)d,v
. l L' L r
v = | o (Tn) e T o |
1
masvg 0 azv?)
) 1(Lr) L
divv = 83’01 — L((l—)l’l“)vl + fvl + az”Sv
L
o
curlv = | (1 —-1r)d,0, — 1 Osv3
1—1Ir

l L
mas <LY)1> + 27"01

C.2 Calcul des formes A(-;-,-), B(-,:) et Fj,, (-) pour le modéle 2D-
vertical

/

IL !
Solent ¢ = ¢ (s,2) € Mapy et v = <v1 (1—1r), Lm,v;;) € X9y

Forme bilinéaire B (-, )

La forme bilinéaire B (-, -) s’écrit :

B(g,v) = —/wF </_Lquivv(1—lr)dl> dzds

= —2/ q (LOsv1 + L'vy + LO,v3) dzds
wr

= —2/ qdiv (Lvy ) dzds.
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Forme linéaire A (-, ")

Soient u, v € X3, ; on obtient tout d’abord :

/QFApt““’dQ = /UJFAF)t(/LLU~V(1lr)dZ>dzds
/wFApt{/_LL (1—1r) [((1—%)24- (ZLLI>2> U101 + U3v3

2pL
= ALt{(l—i—Dg)ulvl + ugvz } dzds.

dl} dzds

WF

En ce qui concerne le terme / pcurlu - curlvd(?, il s’écrit :
QF

L
/ pcurlu - curlv d§Q) = / / peurlu - curlv(1l — ir)dl | dzds.
QF wWr —L

Puisque :

(1 —=Ir)curlu- curlv =

I\ 2
((1 —Ir) 12 (i) +(1- lr)3> 0,u10,v1 + %551138503 — (1 —=Ir) (0,v10sus + Osv30,u1)

—Ir
l2 L/ L/ L/ L/
—1-71 — lras (Lu1> Os (Lm) +4r% (1 —Ir) uyvy + 2Ir (uu?s (Lvl) + v10s (Lu1>) ,
une intégration par rapport & [ entraine :
/ pcurlu - curlvd() =
Qr
/ w{2L (14 D3) 0,u10,v1 + (2L + D7) Osu30sv3 — 2L (0,v10su3 + Osv30,u1)} dzds
wF

D L L
+/wF I {7"2163 (Lul) Os (LU1> + 8Lr2u101} dzds =

/ w{2Lcurluy curlvy + 2LD0,u10,v1 + D10susdsvs} dzds
wp

D L L
+/WF W {7;85 (LU1) O, (Lv1> + 8Lr2u1v1} dzds.



Annexes 148

Puissi A > 0:
L
)\/ divudivvdQ = )\/ / divudivv (1 — Ir)dl | dzds
Qp wp —L

( [ 0 (v + ) (e ) )

L / / /
I(Lr . L : L
/_L (L ) {m (leVv + Lv1) + vy (leuV + Lul) } dl) dzds+
L AMNZ g2
/\/ / ((LY) ) ! urvidl | dzds
wr \J_L L 1—1Ir

soit apreés intégration par rapport &l :

r L Dy (L)’
A divudivv df2 = / A {QL (divuv + Lu1> (divvv + Lm) + —21 <( r) ) ulvl} dzds.
SZF wWEp T L

Pour le terme de bord / cgu - vdy, on rappelle que I'g est composé du fond décrit par z =
I's
Zp(s) et des berges décrites par | = L(s) et | = —L(s). Les normales aux bords sont définies

respectivement en (1.19), (1.21) et (1.20), dans le paragraphe 1.3.3. On obtient :

/ cpu-vdy =
I's

/ICB {/LL [((1 —1Ir)? + <€>2> u1v1 + u3v3

+ / e {((1 = Lr)® + (L)) wyvy +ugvs} V(1 = Lr)?2 + (L)% dzds

V=12 4 (Z,)? dl} ds

+/ e {((L+ Lr)* + (L')?) wyor + ugvs } /(1 + Lr)? + (I')? dzds.

Or au fond, uz = u; Zj, d’ot :

/ cpu-vdy = /CBD5 u1v1ds + / ¢ (Dyuivy + D3 ugvs) .
T'p I wr
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Forme non-linéaire A; (+;-, )

Pour le terme non-linéaire, quelques calculs impliquent :

Ar (wyu,v) = /w P </L (curlu Au)-v(1— lr)dl) dzds

—L

L 1L\ 2
/ P </ ((1 - ZT)2 + <L> ) 82“1 (U3’Ul — Ul’Ug) dl) dzds
wp —L
L
+/ p (/ Osug (u1v3 — uzvy) dl) dzds
wp —L

= 2pL (— (1 4+ D3) 0w uy - vy + dsus up - vy ) dzds
v %

F

= / 2pL (curluy — Do 0 uq) u# - vy dzds.
wWFr

Terme de droite Fipy (.)

On finit avec le second membre Fipy (.). En ce qui concerne le terme de surface, la normale a la
surface est donnée en (1.22), dans le paragraphe 1.3.3. On obtient :

/Fs<vAn>-<wAn>dv—/ psv - ndy =

Ts

L LL'
/ / {(1 —Ir)yviwy, + V1w + vgwg} \/(1 —Ir)2+(Zy+HR)2dl|ds
I L

L
_/1 </_LPS{_(ZB+h)'(1—lr)v1+(1—lr)v3}dl> ds —
/IWV VY ds+/12LpS ((ZB-l-h)/vl —1;3) ds.

Puis on rappelle que sur les bords I'g UT';, v - n = 0. Ainsi il reste seulement :

L L/
/ (VvADn)-(wAn)dy = / (/ {(1—Zr)v1w1+lv1w2+v3w3} dl) dz
r; T, \J-L L

/ 2L (viwy + vsws) dz.
Tr

Or vy =0sur Yy, d’ou :

/(vAn)-(w/\n)dfy:/ 2Lvsws dz.
I'r

T
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C.3 Interprétation du probléme 2D-vertical au sens des distributions

L’équation de conservation de la quantité de mouvement est obtenue aprés intégration par

parties des termes B (papv, V) et / pcurluspy - curlvd(). On rappelle que diva = 0. On obtient
Qp
le systéme d’équations au dérivées partielles suivant sur wp (¢) :

(]. + Dg) % 47'2U1 - Dgazzul
pL 5 ot + pcurl (Leuriuy ) + pL
u3
— 0
ot
o (o (o)
—0s | —50s | —u1 Dyu
s o Ys 4 U]l
—g L r L + %3 + pL (curluy — D2 ,uq) u%/ + LVpapy
0y (Dlasu;),) D3 us

= plLg.
Au moyen de la formule :

1
(curluy) up + §V luy)? = uy - Vuy,

I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

du1

(1+D2)7 (1+D2) uy 'V’U,l
oL dt —pL
% uy - Vu
gt 1% 3
L D L
47'2u1 — D50, ,uq m faq <2169 <Lu1>>
+upcurl (Leurlay ) + pL -3 r
0 as (Dlasu?))
CRB D4 U1 1 9 n
+7 + pLuy - Vuy — §PLV luy | — pL D3 0,uruy; + LVpapy
D3 us
- pLga
soit :
dU1 2
(1 + DQ) - 4r Uy — Dg@zzul
pL p dt — pLDyu1Vuy — peurl (Leurlay ) + pL
us
— 0
dt
AE )
—0 —0 —U1 Diu
S 2 S C 4 1
—% L " L + 7}3 + LV (p2DV - g |uv|2)
05 (D10su3) D3 usg

=plg.
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C.4 Analyse du probléme faible 2D-vertical
Soient v € Kerapy BN D (Q)B et u € Kergpy B,

3 3
avi 1 2
A (wu,v) = - Z /QFPujuiaxjdQ-&-i;l/FHPUiujumidV—Q/FHPu v-ndy

i,j=1

3
+= pul” divv dQ — E / p—=—>u;v; dSY.
2 Qp Qr a.’Ej v

ij=1

1(Lr)
L(1-1r)

L I\ 2 !/
L L
/ pu - wdivv dfQ —/ (/ p ((1 — lr)2 + (lL) > l( [7:) UV W dl) dzds
QF wg —L
!

L
- / / pz(”) vyusws dl | dzds
wpE —L L
_ /WF

Or divv = — v1, d’oll pour tout w € XgDV :

[SCLG

pL?r (Lr)/ wviw; dzds.

Ainsi on obtient :

3 3
(97)2- 1 2
A (wu,v) = — Z /QFPUjuiaxjdQ+i;1/FHPUinumid’YQ/FHPU v-ndy

ij=1

2
—/ “pLPr (Lr) wlvy dzds,
wp 3

pour tout v € Keropy BN D (Q)3 et tout u € Kerypy B.
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D Calculs pour le modéle 2.5D

D.1 Opérateurs différentiels du modéle 2.5D

Soit v € X3 -1 ; on rappelle que v = Vg (s,1,2) + Vy (5,1, 2), avec :

Vu(s,l,2) = ((1=Ir)vig (s,1), vap (s,1), Zgvim (s,01) + (2 — ZB) Vau (s,l))t,

Vv (s,1,2) = ((1 —Ir)vy (s,2), %vlv (s,2), vy (s, z)> )

D’aprés les opérateurs différentiels en coordonnées curvilignes donnés dans le paragraphe 1.3.2,
on a les relations suivantes dans la base {7T,v,es} :

gradv = gradVy + gradVyv,

ou
1 /
OsV1H — m(h‘ V1H —‘r’l“’UQH) —ruig + (1 —l’l“) oy 0
1
gradVy = masm + roig Ovap 0 J
1
mas (Zgvim + (2= Zp) Vau) 0 (Zgvim + (2 — Zg) Vau) Vam
et
1(Lr)
Osv1y — L((l—r)lr)vlv —rvyy (1 —=1r)du1y
l L L L
gradVy = mas (Lvlv) + roiy fvlv T(’?Zvlv
1
masUBV 0 0 v3v
Puis :
divv = divVy +divVy
1 1(Lr)
= divvg + Vsg + Zdiv (Lvy) — L((l—r)lr)vlv’
avec
1
divvy = Oyuig — T (Ir'vig + rvam) + O,
—r
div (LVV) = Losvuiy + LlUlV + Lo v3y
Enfin :
curlv = curlVy + curlVy,,
ou

Zp0wig + (2 — Zg) 0,Vay
1
curlVy = T lras (Zgvig + (2= Z) Vau) |-

curlvy
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et ,
L
_Tazvlv
1
CuerV = (1 — l'l") 82'01\/ — masvg,v s
l L
mas <Lvlv> + 2rv1y
avec )
curlvyg = masng + 2rvig — (1= 1r) Ov1 .

On note que curlvy = dsv3y — O,v1v .

D.2 Calcul des formes A(-;-,-), B(-,-) et Fy';,, (-) pour le modéle 2.5D
Soient ¢ = (Zp +h — 2) qu (s,1) + qv (5,2) € Masp et v € XS ..

Forme bilinéaire B (-, )

La forme bilinéaire B (-, -) s’écrit :

Zp+h
/ / / qdivv (1 — Ir) dzdlds

ZB+h ,
// / 1=ir{(Zp+h—2)qug +qv} {diva + Vs + %div (Lvy) — %vlv} dzdlds,

B (q,v)

soit apres intégration :

2

h
B(q,v) = 7/ 2qydiv (Lvy) dzds — / > (1 —1r) (divvyg + Vag) dlds
wWE 2F

— /QF (1—1Ir) {qv (divvg +Vag) + (Zp +h — 2) qu (idiv (Lvy) — Ll<(1L_7n)lr)v1V> } dzdlds.

Forme linéaire A (-, ")

Concernant la forme bilinéaire Ay (-, ), on a tout d’abord :

p
—u-vdf) =
/QF At

Zp+h
// / —u v(l—Ir)dldzds =
Zp+h 1 2
// / (1—=1r) (1-— lr)2 + (L) U1y U1y + usyvsy o dzdlds

Zp+h
// / 1717’) {uH VH+(ZBU1H+(Z*ZB)U3H) (ngle+(Z*ZB)VE;H)}dZdld$

Zp+h 5 L
// / (1—1Ir) {(1 —Ir)" (uvryvig +urgoiy) + A (u1vvem + u2gv1v)

tuzy (Zgvim + (2 — Zp) Van) + (Zpuim + (2 — Zp) Usy ) vsy } dzdlds,
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soit aprés intégration :

/ —u vdf) =
QF

2pL
% (1 + Dz) U1y vy + U3vvgv} dzds
F
h h h h?
+ Z (1—1r) (uH vy + (Z/BUIH + U3H) (ZJIBMH + V3H) + U3HV3H> dlds
s, At 2 2 12
li
+ Apt (1—1r) {(1 —1r)? (urvor g + urgvry) + T (u1yveg + uagviy)
Qp

+usy (ZlelH + (Z — ZB) ‘/3]-[) + (ZgulH + (Z — ZB) UgH) ’Ugv} dzdlds.

Puis :

/ pcurlu - curlv dQ2 =

Zp+h
// / pecurlu - curlv(l — Ir)dzdlds =

ZB+h
// / (1 —1r){Va (Zguig + (2 — Zp)Usy) - Va (Zgvig + (2 — Z) Vag) + curlugcurlvy } dzdlds
Zp+h lL/ 2
// / w(l—=1Ir) < curluycurlvy + | (1 — lr)2 + <L> — 1| 0,ur1y0.v1v
1
+ 3 1| OsusyOsv3y p dzdlds
(1—=1r)

Zp+h lL/
// / 1 — ZT {8Zulv (Z}BBlle + (Z — ZB) alVSH)

+ (Z}galulH =+ (Z — ZB) 61U3H) aZ’Ulv} dzdlds

Zp+h 1
// / 1 — ZT' 83 (Z/B'U,lH + (Z — ZB) U3H) Wasvgv — 521)1\/
— T

+ <(11l)235u3v - azUlV) as (Z/BUIH + (z — ZB) VSH)} dzdlds
— T

ZB+h l I
// / (1=1r) {(1”88 (Lulv) + 2ru1v) curlvy

l L
+curluyg | ———0s | —v1v | + 2rv1y dzdlds,
1—1Ir L
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soit aprés intégration :

/ pcurlu - curlv dQ2 =
QF

/ u2L (curluvcurlvv + D20, u1y 0,01y + 4r2ulvvlv) dzds
wWF

1 L L
+/ Dy (8 U3y OsV3y + —0s ( u1> Os (Lm)) dzds
WF

2

h
+ u(l—lr)h(12

T

VaUsyg - VaVsg + curluchrlvH> dlds

F

+

T

h h
12 (1 — lr) h (VH (ngulH) + §VHU3H - U3HVHZB) . (VH (Z/Ble) + §VHVE’>H - VE%HVHZB) dlds

F

L
W (1 — l’l‘) (8 U1y (ZB{?le + (Z — ZB) 8[‘/?3[{) (Zg@lulH + (Z — ZB) 81U3H) 8z1]1\/) dzdlds

F

|
S~

+

5

w(l—1Ir) {&; (Z/BulH-l-(Z—ZB)UgH) ( 283113\/ —82’Ulv>

_
(1—=1r)

F

1
+ ((1[)285”3‘/ - az’UJV) as (ngle + (Z — ZB) V3H)} dzdlds
T

L L
+/ w(l—=1r) { ( l Os ( ulv) + 2ru1v) curlvyg + curlug < ! Os < v1v> + 2rv1v) } dzdlds.
o, 1—ir 1—1Ir

Ensuite, il vient que :

/ p(fAu) vdQ =

Zp+h

// / p(EAu)-v(1—1Ir)dzdlds=
ZBJrh

// / f(1—ir)’uy - vydzdlds

ZB+h 1L
// / 1 — l’l“) {L (UIHU1V — ulvle) + Uy vog — UQHvlv} dZdldS,

soit apres intégration :

/p(f/\u)'de: / pfh(1—Ir)’ug - vydlds
QF ZF

o
-I—/ pf (1 — Zr)2 {L (ulelV — UlV'UlH) + Uy v — UQH'Ulv} dzdlds.
QF
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Concernant le terme de bord sur I'g, on doit prendre en compte le fond décrit par z = Zg(s) et
les berges décrites par | = L(s) et | = —L(s). Cela améne aux trois contributions suivantes :

/ cpu-vdy =
I's

L N\ 2
[ e { ((1 )+ (Zf) " %)2) vy +ug v+ (Z)? uHH} J =+ (Z,) duds

(urvvem + UQHUlV)} \/(1 —1r)2+ (Z%)? dlds

/

L
+ // cB ((1 —Ir)? + (ZB)Q) (wivvig +uigviv) + —
rJ-r L

ZB+h
// Cp { 1 — L?“) + (L/)Q) (ulvvlv + ulelH) + U3v’l)3v} \/(1 — L?“)2 + (L’)z dzds

Zp+h
// e {((1 = Lr)* + (L")?) (wivvig + wigviv) + (Zguig + (2 — Zp) Usw) (Zgvim + (2 — Zg) Van)

+usy (ZlelH + (Z — ZB) V3H) + (Z/BUIH + (Z — ZB) UgH) ’03\/} \/(1 — LT)2 + (L/)2 dzds

Zp+h
// eg {((L+ Lr)*> + (L')?) (urvviv + uigvim) + usvvsy } /(1 + Lr)? + (I/)? dzds

Zp+h
/ / es {((1+ L) + (I')?) (urvory + wigow) + (Ziguss + (= — Z5) Usp) (Zisorsr + (= — Z5) Vanr)

+usy (Z};le + (Z — ZB) VgH) + (Z/BulH + (Z — ZB) UgH) Ugv} \/(1 + LT)2 + (L/)2 dzds,
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soit aprés intégration :

/ cgu-vdy =
I'p

/IcBulva {/LL <(1 —)? (lé)z 4 (Zg)2> Ja—me s (z;g)wz} ds

+/ CB (UH vy + (Z/B)Q UlHU1H> \/(1 - l’l“)z + (ZIB)2 dlds
XF

L /
L
+ // cB {((1 —Ir)* + (ZE)Q) (wvivvig +urgviv) + T (uryvam + U2H711V)} X
1J-r
VU =102+ (Z,)2 duds

+/ e {((1 = Lr)* + (L')?) uivviy + ugyvsy | V(1 = Lr)? + (L)% dzds

h h h?
+/CBh{((1 — Lfr)2 4 (L/)2) UTgV1H + <ZJ/5,U,1H =+ 2U3H) (Z,Ble =+ 2V3H) + 12U3HV3H} X
I
VO + (D2 ds

ZB+h
// cg {((1 = Lr)* + (L')?) (wivvig + wigviv) + usv (Zgvig + (2 — Zg) Van)

+ (Zguig + (2 — Zg) Usy) vsv } \/(1 — Lr)2 + (L)% dzds

+/ e {((1+ Lr)* + (L')?) wrvvry +ugvosy } /(1 + Lr)2 + (L')? dzds

h h h?
+/CBh{((1 + Lr)* + (L')?) urgvim + (Z/BUIH + 2U3H) (ngle + 2V3H) + 12U3HV3H} X
I
V(A = Lr)2 + (L) ds

Zp+h
// e {((L+Lr)* + (L')?) (wivvig +wigviv) + usv (Zgvig + (2 — Zg) Van)

+ (Zury + (2 — Zg) Usy ) vay } /(1 + L)% + (L')2 dzds.
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Pour le terme non-linéaire, quelques calculs impliquent :

Al (u7 u, V) =

Zp+h
// / p(curlu Au) - v(1 —Ir)dzdlds =
Zp+h ZL, 2
// / 1 - l’/‘ 8SU3V - (1 - lT)2 + (L) 6zu1V u# ~Vvdzdld5

Zp+h

// / p(1—1r) (curluguy; — Vu (Zguig + (2 — Z) Ush) (Zpuim + (2 — Zp) Usy)) - vy dzdlds
Zp+h

// / 1—lT uH VH (ZBU1H+(Z—ZB) U3H> (ZIB’U1H+(Z—ZB) V3H)dzdld8

Zp+h lL/
// / 1—17’ {85 (Z;;'I.LlH'F(Z—ZB) U3H)+L(Z};(’?lulH—k(z—ZB)BlUgH)}x
{ué “Vy + Uy (ZlelH + (Z - ZB) ‘/3]-[) - (Z/BulH + (Z - ZB) UgH)’Ulv} dzdlds

Zp+h
// / 1 — l’l“ (VH (Z§3u1H + (Z — ZB) UgH)) . (qugv — U3va) dzdlds

LT e (e (5)) )

{(Z}gulH + (Z — ZB) U3H) My — U1y (Z;B'UIH =+ (Z — ZB) VgH)} dzdlds

Zp+h
// / p(l—1Ir) (8 upy (1 — lr)2 — aSU3v) X

{(Zguim + (2 — Zg) Usg) vim —wim (Zgvim + (2 — Zg) Vag) + usyvvim — uigvsy } dzdlds

Zp+h lL/
// / p(1—1r) 6Zulv {(Zgurm + (2 — ZB) Usg) vy — v (Zpvig + (2 — Zp) Vau)}

+ugyveg — usgvsy } dzdlds

Zp+h 1L
// / p(1=1Ir)curlug (1 —1r) (quvlv — U1y v2H + T (uryvig — Ulelv)) dzdlds,
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soit aprés intégration :

Al (u; u, V) =

2pL (curluy — Dy 0,uq) u$ -vydzds

\

h h
+/ ,O 1 — lT’ (curluHuH <ZBU1H + U3H> <VH (Zj3u1H) + §VHU3H — U3HVHZB)> - v dlds
X
g
“,
’

IL
+/ p 1717‘ { (Z%u1H+(szB) U3H)+L(Z}33lu1H+(ZZB)alUBH)}X
QF

h h
p 1 — lT hupy - (VH (Z/BU1H) + §VHU3H — U3HVHZB> (Z}gle + 2V3H> dlds

\e}

F

h? h?
p 1717‘ (12uH VHUgHV;),H* 2U3HVHU3H‘VH>}dldS
F

e}

{uy vy +uy (Zgoig + (2 — Zp) Van) — (Zpwim + (2 — Z) Usy) viv | dzdlds

+/ p(l — l?") (VH (Z;3’LL1H + (Z - ZB) U3H)) . (U.H’Ugv — U3va) dzdlds
QF

+/QF p(1—1Ir) {@ulv ((1 —Ir)? 4+ <l5>2> - 3susv} X

{(Z};ulH + (Z — ZB) U3H) My — ULV (ZIBUIH + (Z — ZB) ViH)} dzdlds

+ p(1—1r) (Qury (1 —1r)? — Osuzv ) {(Zpuim + (2 — ZB) Us) viw — wim (Zgvim + (2 — Z) Vo) } dzdlds

F

5

+

S~

14 (1 — l’l“) (8zulv(1 — l’l“)2 — 85u3V) (USVUIH — ulH’U3v) dZdldS

F

1
+ p(l — l?") Tﬁzulv {(Zj;ulH + (Z — ZB) U3H) V2g — UH (ZIB’U1H + (Z - ZB) V3H)} dzdlds

F

S~

i
p(l—1Ir) T(‘Lulv (usyvag — uagvsy ) dzdlds
F

+

5

L/

p(1=1Ir)curlug (1 —1Ir) (uQHvW — Uy vy + A (uryvig — ulelv)) dzdlds.

|
5

F
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Enfin concernant le terme de droite F3's ,(.) sur X3 -, il s’ensuit que :

[ )
Zp+h 1

// / p(1—1r) (Atu" + g) -vdzdlds =
Zp+h s [IL'\?

LI LT G mf(ammms () )y s s e

Zp+h
// / 1—lr) {uy v+ (Zguly + (2 — Zp)UYy) (Zgvig + (2 — Zp) Vau) } dzdlds

Zp+h 9 ZL/
// / (1—1r) {(1 —Ir)” (ufyvim +uigviv) + A (uiyvem + ujgviv)

+uly (Zpvim + (2 — Zg) Vag) + (Zguly + (2 — Zp) Uiy ) vav } dzdlds
ZB+h
// / 1 - l’l“) (’Ugv + Z}3U1H + (Z — ZB) V},H> dzdlds,

soit aprés intégration :

1
= vdQ =
oo (e e
2pL

Yy (14 Dy) ufyviy + usyvsy } dzds

wr
, h , h h?
/ {(uH vy + (ZBU?H + QUP?H) (ZBle + 2V3H) + 12U§LHV3H> } dlds

/
(1—1r) {(1 —Ur)? (W vim + ulgoiy) + T (ulyvam + usgviv)
+7.Lgv (ZIB’UlH + (Z — ZB) VgH) + (Z/BU?H + (Z — ZB) UZ?H) Ugv} dzdlds

h
7/ 2pLgvsydzds — / phg (1 —1Ir) <ngle + 2V3H> dlds.
WE ZF
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