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♣rés❡♥té❡ à

▲✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s P❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r

➱❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ ❊❉ ✷✶✶

♣❛r

❆❣♥ès P❊❚❘❆❯

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❣r❛❞❡ ❞❡

❉❖❈❚❊❯❘ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s P❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r

❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s
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s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✼ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✾

❆♣rès ❛✈✐s ❞❡ ✿

▼✳ ▼✳ ❆❩❆■❊❩ Pr♦❢❡ss❡✉r ✲ ❊◆❙❈❇P ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❚❘❊❋▲❊ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼✳ ❏✳ ▼❖◆◆■❊❘ Pr♦❢❡ss❡✉r ✲ ■◆❙❆ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

❉❡✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❛♠❡♥ ❢♦r♠é❡ ❞❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❡t ❞❡ ✿

▼✳ ▼✳ ❆▼❆❘❆ Pr♦❢❡ss❡✉r ✲ ❯PP❆ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡

▼♠❡✳ ❉✳ ❈❆P❆❚■◆❆ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✲ ❯PP❆ ■♥✈✐té❡

▼✳ P✳ ❏❖▲❨ ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙ ✲ ❯♥✐✈✳ P❛r✐s✻ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼♠❡✳ ▼✳ ▼❆❉❆❯◆❊✲❚❖❘❚ Pr♦❢❡ss❡✉r ✲ ❯PP❆ Prés✐❞❡♥t❡

▼✳ ❉✳ ❚❘❯❏■▲▲❖ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✲ ❯PP❆ ❈♦❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ P❛✉

❯♥✐té ▼✐①t❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙ ✺✶✹✷





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts ♣♦✉r r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é✱ ❞❡ ♣rès ♦✉ ❞❡ ❧♦✐♥✱ à
❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

▼❡r❝✐ à ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ▼♦❤❛♠❡❞ ❆♠❛r❛✱ q✉✐ ♠✬❛ ♣r♦♣♦sé ❝❡ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ❛❧♦rs q✉❡
❥✬ét❛✐s ❡♥ st❛❣❡ ❞❡ ▼❛st❡r ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧✱ ♣✉✐s q✉✐ ❛ ❞✐r✐❣é ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ ✈❡✉① ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ♣❛rt ❞❡ ♠❛
♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ r❡s♣❡❝t✳

❏❡ ♥✬❛✉r❛✐s ♣✉ ✈❡♥✐r à ❜♦✉t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t s❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥ ❝♦❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❉❛✈✐❞
❚r✉❥✐❧❧♦✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r s❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s
❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❈✰✰✱ ❞♦♥t ❥✬❛✐ ♣✉ ♣r♦✜t❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣♦✉r s❛
❣r❛♥❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳

❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ❡♥✈❡rs ❉❛♥✐❡❧❛ ❈❛♣❛t✐♥❛✳ ❊❧❧❡ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s✳

❏❡ s✉✐s très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉❡ ♠✬♦♥t ❢❛✐t ▼♦♥s✐❡✉r ▼❡❥❞✐ ❆③❛✐❡③ ❡t ▼♦♥s✐❡✉r ❏érô♠❡
▼♦♥♥✐❡r ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❡t ❞❡ ❥✉❣❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ t❛♥t q✉❡ r❛♣♣♦rt❡✉rs✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡
♣♦✉r ❧❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ▼❛❞❛♠❡ ▼♦♥✐q✉❡ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r②
❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ▼♦♥s✐❡✉r P❛s❝❛❧ ❏♦❧② q✉✐ ❛✉r❛✐t ❞û êtr❡ ❞❡s ♥ôtr❡s ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✱
♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛ ♣✉ ✈❡♥✐r ♣♦✉r ❝❛✉s❡ ❞❡ ❣r✐♣♣❡✳

❏✬❡①♣r✐♠❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡♥✈❡rs t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t
❞❡ ❧❡✉rs ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ P❛✉✱ q✉✐ ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é ❛✉ ❜♦♥ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❯♥ ❣r♦s ♠❡r❝✐ à ♠❡s ❛♠✐s ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ❞♦❝t❡✉rs ❡t ✐♥❣é♥✐❡✉rs q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ s❡
❞ér♦✉❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ❥♦✐❡ ❡t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡r❝✐ à ❏✉❧✐❡✱ ❱ér♦✱ ❈②r✐❧✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡
❡t P✐❡②r❡ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ❞é❥❡✉♥❡rs ❡t t♦✉t❡s ❝❡s ♣❛✉s❡s s✐ s②♠♣❛t❤✐q✉❡s ✦

❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❆♥♥❡✲●❛ë❧❧❡ ❡t ❏✉❧✐❡♥ q✉✐ ♠✬♦♥t ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥té❣ré❡ ❧♦rsq✉❡ ❥❡ s✉✐s
❛rr✐✈é❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡✱ ♣✉✐s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❡♥t✐èr❡s✳ ❆♥♥❡✲
●❛ë❧❧❡✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❛❤ ❝❡s ✈♦②❛❣❡s✳✳✳✮ ❡t t♦♥ s♦✉t✐❡♥
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦r❛❧ ét❛✐t ❡♥ ❜❛✐ss❡✳ ❏✉❧✐❡♥✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ❢❛✐t r✐r❡✳✳✳
♠ê♠❡ s✐ t✉ ❛✈❛✐s ❧❡ ❞♦♥ ❞❡ ♠❡ ♠❡ttr❡ ❤♦rs ❞❡ ♠♦✐ q✉❛♥❞ t✉ ❧❡ ✈♦✉❧❛✐s ✦

▲❡♥❛✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t❡s ✏❊❧❧❡ ❡st ❜❡❧❧❡ ❧❛ ✈✐❡✑ ✦ ❚✉ ét❛✐s t♦✉❥♦✉rs ❧à ♣♦✉r ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t ♣rêt❡ à
♠✬❛✐❞❡r✳ ❏❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r été à ♠❡s ❝ôtés ❞✉r❛♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳✳✳ ❡t ✐❧
② ❡♥ ❛ ❡✉✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦✉t❡♥✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧❛ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐❞é✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♠❡r❝✐ à ❈❛r♦ ❡t ❘♦♥❛♥ q✉✐ ♠❡ s✉♣♣♦rt❡♥t ❞❡♣✉✐s ❜✐❡♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✦ ❈❛r♦✱ ❝❡❧❛ ❢❛✐t
❤✉✐t ❛♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ s✉✐t✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s ❡t ♣♦✉r ❝♦♥t✐✲
♥✉❡r ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✜♥✐ ❞❡ s❡ s✉✐✈r❡ ✦ ❘♦♥❛♥✱ ❥❡ t✬❛❞r❡ss❡ ✉♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
◗✉❡ ❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❞❡ r✐❣♦❧❛❞❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦❧èr❡s✱ ❞❡ ❞é♣r✐♠❡s✳✳✳ ❖♥ ❡♥ ❛ ♣❛ssé ❞❡s ♠♦♠❡♥ts
❡♥s❡♠❜❧❡ ✦ ❏❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r ♣♦✉r t♦♥ é❝♦✉t❡ ❡t t♦♥ ré❝♦♥❢♦rt✳

❯♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♠❡r❝✐ à ❆✉❞r❡② ❡t ▲❛ët✐t✐❛✳ ◗✉❡ ❥✬❛✐♠❛✐s ❝❡s ♠✐❞✐s ♦ù ✈♦✉s ✈❡♥✐❡③ ❞é❥❡✉♥❡r ❛✈❡❝
♠♦✐ ✦ ❉❡ ✈r❛✐s ❜♦✉✛é❡s ❞✬♦①②❣è♥❡ q✉✐ ♠❡ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ❞❡ s♦rt✐r ❧❛ têt❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❞✉r❛♥t q✉❡❧q✉❡s
✐♥st❛♥ts✳✳✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❛♠✐t✐é ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ ❢❛❝✳ ❯♥ ❣r♦s ♠❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à



❈❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ❡st ✈❡♥✉❡ ♠❡ s♦✉t❡♥✐r ❧❡ ❥♦✉r ❏✱ ❝❡❧❛ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ t♦✉❝❤é❡✳

❯♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ♠❡s ❝♦♣✐♥❡s ❞❡ ❇✐❞❛❝❤❡✱ q✉✐ ♦♥t s✉✐✈✐ ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❧♦✐♥ ♠❛✐s q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été ♣rés❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ❧❡ ✇❡❡❦✲❡♥❞ ❡t ❧❡s ✈❛❝❛♥❝❡s ✦
▼❛❣❛❧✐✱ ❋❧♦ ❡t ❆✉❞r❡②✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠✐t✐é ❞❡♣✉✐s t❛♥t ❞✬❛♥♥é❡s✳

❱✐r❣✐♥✐❡✱ t✉ ❡s ❞✬✉♥❡ ❛♠✐t✐é s❛♥s ❢❛✐❧❧❡✱ ❡t ❝❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬â❣❡ ❞❡ ♥♦s ✼ ❛♥s✳ ❚✉ ❛s été✱ ✜❞è❧❡ à t♦✐✲
♠ê♠❡✱ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ s♦✉t✐❡♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ é❝♦✉t❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉
t✉ ét❛✐s ❧à ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ❡♥ êtr❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✳✳✳ ❏❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡❧❛✳

❏❡ t✐❡♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝♦❡✉r ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠❛ s♦❡✉r✳ ❏❡ s❛✐s q✉❡
❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs été ❢❛❝✐❧❡✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧à✱ s✉rt♦✉t s✉r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❱♦✉s ❛✈❡③ t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦rté
♠♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ✭❞✐s♦♥s✲❧❡ ♣❧✉tôt ❢♦rt✮✱ ❡t ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ t♦✉❥♦✉rs s♦✉t❡♥✉❡ ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣é❡✳ ▼❛♠❛♥✱
P❛♣❛✱ ♠❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞✬❛rr✐✈❡r s✐ ❧♦✐♥ ❞❛♥s ♠❡s ét✉❞❡s✳ ❏❡ ✈♦✉s ❞♦✐s ♠❛ ré✉ss✐t❡✳ ❙♦♣❤✐❡✱
t✉ ♥✬ét❛✐s ♣❛s ❧à ❧❡ ❥♦✉r ❏ ✭❥❡ s❛✐s q✉❡ t✉ ét❛✐s très ❞éç✉❡✮✱ ♠❛✐s ❝✬ét❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝❛✉s❡ ✦ ❚✉ ♠✬❛
❛♣♣♦rté ✉♥❡ ❥♦✐❡ ✐♠♠❡♥s❡ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦♠♣r❡ss❡r ❧❛ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ✿ ✉♥ ♥❡✈❡✉
❛❞♦r❛❜❧❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐❞é❡s ❞❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠✐♥✉t❡ ✦

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♠❡s ❞❡r♥✐❡rs ♠♦ts ✐r♦♥t ♣♦✉r ❈❤r✐st♦♣❤❡✳ P♦✉r t♦✐ ♥♦♥ ♣❧✉s ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
été ❢❛❝✐❧❡✳ ❊t ♦✉✐✱ t♦✉❥♦✉rs ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡✳✳✳ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛✉r❛ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ été ❜✐❡♥ ✉t✐❧❡ ✦
▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ t✉ ♠✬❛s t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é❡✱ é♣❛✉❧é❡ ❡t ♣♦✉ssé❡ ✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t q✉❡ t✉
ét❛✐s ❧à✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ r❡♣♦sé❡ s✉r t♦✐✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦♥ s♦✉t✐❡♥✱ t❛ ♣❛t✐❡♥❝❡✳✳✳ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t♦♥
❛♠♦✉r✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✢✉✈✐❛❧❡ ❡st ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♣♦❧❧✉❛♥ts✱ ❧❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡
♠❛r✐♥❡ ❡t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛q✉❛t✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ✢✉✈✐❛✉① ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡✉r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ●❉❘ ❆❞♦✉r ❡♥tr❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s P❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r
✭❯PP❆✮ ❡t ❧✬■♥st✐t✉t ❋r❛♥ç❛✐s ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧✬❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼❊❘ ✭■❋❘❊▼❊❘✮✳ ▲❡ ●❉❘
❆❞♦✉r s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st✉❛r✐❡♥ ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r
❡t ❞❡ s❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❧✐tt♦r❛❧ ❜❛s❝♦✲❧❛♥❞❛✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ ❧✬❯PP❆ ❡t ❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❘❡ss♦✉r❝❡s ❍❛❧✐❡✉t✐q✉❡s
❆q✉✐t❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬■❋❘❊▼❊❘ s✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✉❛✐r❡✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐st❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♣rès ❞❡ ❧✬❡st✉❛✐r❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ♠❛ré❡✱ ❧❛ s❛❧✐♥✐té✱
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❡t❝✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ à ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✭❡❛✉
❞♦✉❝❡✴❡❛✉ s❛❧é❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✢✉✈✐❛❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s très ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❈❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❞❡ ❧✬❡♠❜♦✉❝❤✉r❡ ♠ê♠❡
❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ♣♦✉r r❡♠♦♥t❡r s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ✢❡✉✈❡
❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s ❛✤✉❡♥ts✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡✱ ❝❛r ❝❡❧❛ ❞❡✈✐❡♥t très ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✜♥❡ s✉r t♦✉t❡
❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❀ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t q✉✬à ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ✢❡✉✈❡
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦✐♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s s❡❧♦♥ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡✳ P♦✉r ❝❡s ③♦♥❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡
♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❡♥ ✶❉ ♦✉ ✷❉✱ q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s ❞✉
✢❡✉✈❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥ ✶❉ ❡t ✷❉✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ q✉❛s✐✲✸❉ ✭♦✉ ✷✳✺❉✮✱ ♣✉✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣❛r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢❡✉✈❡ à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✸❉ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ΩF (t)✳ ❆✜♥ ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡
❡❧❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❛q✉❡✉① ♥❛t✉r❡❧s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❬✸✽❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♥é❣❧✐❣❡r ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ♠❛✐s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣❡s❛♥t❡✉r ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉
✢✉✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té
❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹

✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉r
❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ s✉r ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡ q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳ ■❧ ❡st ✉s✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st très ♣❡t✐t✳

❈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✸❉ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✷❉ ❡t ✶❉ ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❜❛sés s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❛✉ss✐
❛♣♣❡❧é s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ♣❛r s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥ ❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t s♦♥t ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✢✉✈✐❛❧❡ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✽✱ ✹✶✱ ✸✾❪✮✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ✐♥✲
té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸❉ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✉r ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡♥ ✷❉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡♥ ✶❉ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✱ ✷❪✮✱ ❛✈❡❝ ❤②♣♦t❤ès❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥ ✷❉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡
❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡♥ ✶❉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉rs ❞✬❡❛✉ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❉❡ ♣❧✉s
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥é❡ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②✲
❞r♦st❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❧✐t ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ♣❡✉t êtr❡ ❢♦rt❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✶❉ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ✭❝❛♥❛✉① ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ♣❧✉tôt ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡st rés♦❧✉ ✈✐❛ ❧❛ ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❛♥♥✐♥❣✲❙tr✐❝❦❧❡r✱ ❈❤é③②✱ ❡t❝✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ r❡❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ❡♥ ❢♦♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ré❝❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t à
♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ■❧s s♦♥t t♦✉s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●❡r❜❡❛✉ ❡t P❡rt❤❛♠❡ ❬✷✻❪✱ q✉✐ ét❛❜❧✐ss❡♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡♥ ② ✐♥❝❧✉❛♥t ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ✈✐s❝♦s✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ✉♥ ❢♦♥❞ ♣❧❛t✱ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s s✐♠♣❧❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✷❉ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳ ▼❛r❝❤❡ ❬✸✵❪
ét❡♥❞ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✈✐sq✉❡✉① ❛✈❡❝ ✉♥❡ t♦✲
♣♦❣r❛♣❤✐❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❋❡rr❛r✐ ❡t ❙❛❧❡r✐ ❬✷✵❪
❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧é❣èr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉
❢♦♥❞✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❆✉❞✉ss❡ ❬✻❪✱ q✉✐ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ét❡♥❞ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ●❡r❜❡❛✉ ❡t P❡rt❤❛♠❡
♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❢♦♥❞ ♣❧❛t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡
s②stè♠❡s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❝♦✉♣❧és✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❣r❛✈✐t❛✐r❡s ❡♥ ❡❛✉① ♣❡✉
♣r♦❢♦♥❞❡s✱ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s
❡♥ ✶❉ ❡t ✷❉ ❞❛♥s ❬✶✷✱ ✶✸❪✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✸❉ à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❜✐❡♥ tr♦♣ ❝♦û✲
t❡✉① ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✏◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠♣❧✐✜és✑✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧és ✏éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✑✳ ❉❛♥s ❬✶✺✱ ✷✷✱ ✸✸❪✱ ◗✉❛rt❡r♦♥✐✱ ❙❛❧❡r✐ ❡t ❛❧✳ ❞ér✐✈❡♥t
❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s q✉❛s✐✲✸❉ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❬✷✷✱ ✸✸❪✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡st ✐♥té❣ré❡ s✉r
❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❡s
♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ é❝r✐ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✷❉✰✶❉ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s✱ ♣✉✐s ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✷❉ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡✳ P♦✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❬✸✸❪✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉s
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s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✷✷❪✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés✳ ◗✉❛rt❡✲
r♦♥✐✱ ❙❛❧❡r✐ ❡t ❛❧✳ ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ✜①❡s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐
♣❛r ❝♦✉❝❤❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✜①❡✳ ▼❛✐s ♦♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐❣♠❛ ❬✶✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛✲
♣❤✐❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❝❡s ✏éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✑ s♦♥t ♣❧✉s r✐❝❤❡s q✉❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✷❉ t②♣❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ♣r♦✜❧ ✈❡rt✐❝❛❧ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ét❡♥❞ ❧❡s ét✉❞❡s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❬✸✱ ✹❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞ér✐✈❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✱ à ♣❛rt✐r
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸❉ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
✷❉ ✭✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶❉ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ q✉✐ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ✷❉✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✸❉✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❡t ❥✉st✐✜❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭✷✳✺❉✱ ✷❉ ♦✉ ✶❉✮✳ ➱❝r✐ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥t✐♥✉✱
❧❡✉r rô❧❡ ❡st ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
q✉❛❧✐t❛t✐❢✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ✐♥❞✐q✉❡♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ✷✳✺❉✱ ✷❉ ♦✉ ✶❉ ❞❛♥s ❧❡✉r ③♦♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸❪✮✳ ▲❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① s❛♥❣✉✐♥s ❬✸✻✱ ✷✹✱ ✷✸✱ ✸✼✱ ✷✶❪✳ ❆ ♣❛rt✐r
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ✸❉ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉
❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡st ❞ér✐✈é✳ ❆✈❡❝ ❞❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✵❉ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s
❡st ♦❜t❡♥✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ❡t ✶❉ ❡st ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❬✷✸❪✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✸❉ ❡t ✵❉ ❡st ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ❬✸✻✱ ✸✼❪✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ✵❉ ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✷✶❪✳
❊♥✜♥ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✵❉✱ ✶❉ ❡t ✸❉ ❡st ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❬✷✹❪✳ P✉✐s ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❛ été ét❡♥❞✉❡ à ❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❡♥tr❡
❧❡s s②stè♠❡s ✷❉ ❡t ✶❉ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t s❛♥s ❡✛❡ts ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❬✸✶❪✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é ❣râ❝❡ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❡t q✉✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✶ ❀ Ω r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✷❉✱ ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶❉ ❡t Γ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t a✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✷❉✲✶❉✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✷❉ ❡♥ q✉❛♥t✐tés ✶❉ ❡st ♣❧✉tôt s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠♦②❡♥♥❡r ❧❡s t❡r♠❡s ✷❉ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ Γ✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✶❉✲✷❉
❡st ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss✐❣♥❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
Γ✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r Γ✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉és
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐ts✳

❋✐❣✳ ✶✿ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✷❉ ❡t ✶❉



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❝♦✉♣❧❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❬✷✹✱ ✸✶❪✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és✱ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱
❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦ù ❝❡ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t ✈♦✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ str❛té❣✐❡
r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞♦✐t
rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❬✸❪✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉✳

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt très ré❝❡♥t ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❧❛ ♣❧✉s ét✉❞✐é❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ♥♦♥ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭ét✉❞✐é❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❬✼✱ ✸✹❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ▼✐❣❧✐♦✱
P❡r♦tt♦ ❡t ❙❛❧❡r✐ ❬✸✷❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✷❉ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s✐♠♣❧✐✜é❡s✳

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❈❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s
❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t t♦✉t❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ③♦♦♠ à ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●❡❥❛❞③❡ ❡t ▼♦♥♥✐❡r ❬✷✺❪ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s✉♣❡r♣♦sé
à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳

❖♥ r❡✈✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s✳ ■❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❤②s✐q✉❡ ✸❉✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡t ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ❞♦♥t ❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ♣✉✐s
♣♦sé s♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ●✐r❛✉❧t ❡t ❘❛✈✐❛rt ❬✷✼❪✱ ♦♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P✉✐s✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
é❝r✐ts ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ✭✶❉✱ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ✷✳✺❉✮ ❡st ♣rés❡♥té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❜❛sés ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✳ ❖♥ ❝❧ôt✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦sé ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és✱ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ✈ér✐✜❡r✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t s♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣❛r rés✐❞✉s✱
❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❛♣♣r♦❝❤é✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠é❞✐❛♥❡
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳ ❯♥❡
❢♦✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ét❛❜❧✐❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡
✶❉ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✳ P✉✐s✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①♣❧✐❝✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✸❉✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶❉ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❢❛✐❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛✣♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱
✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
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❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✐s❝r❡t✳ ❊♥✜♥ ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❞❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧♦♥✲
❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✸❉✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ét❛❜❧✐❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✳ P✉✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡
s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡
❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ✏P1 − bulle ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥t✐♥✉ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✑ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✣♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡
♠♦❞è❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✳ ❊♥✜♥ ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❞❡s
t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✹❪ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ é❝r✐t s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❣❛r❛♥t✐t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ét❛❜❧✐❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ P✉✐s✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳
▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♣❡✉t s✬❛♥♥✉❧❡r s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✹❪ ❀ ♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡
▲❛❣r❛♥❣❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳
P✉✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✏P1 − bulle✑ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t ❛✣♥❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✳ ❖♥ ✜♥✐t ♣❛r ❡①♣❧✐❝✐t❡r
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ❡t ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝r❡t ❛✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s t❡sts
♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✱ ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥
✷❉✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳ P✉✐s✱ ✉♥❡
❢♦✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ét❛❜❧✐❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝rét✐sé
❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐s❝r❡ts
♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✳ ❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ✐❝✐ s✉r ❞❡✉①
♠❛✐❧❧❛❣❡s ✷❉✱ ❧✬✉♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❧✬❛✉tr❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡✉① ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❡♥ ✷❉ ❡t ♥♦♥
✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡♥ ✸❉✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✱ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ P✉✐s ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✣♥❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱
❝♦♥t✐♥✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❝❡
❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ✐❝✐ ❝❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡
❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✳ P✉✐s✱ ❛♣rès
❛✈♦✐r ❡①♣❧✐❝✐té ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✸❉ ❡t ✷✳✺❉ ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s t❡sts
♥✉♠ér✐q✉❡s✳

❖♥ ✜♥✐t ♣❛r ❞❡s t❡sts ♦ù ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡
❣é♦♠étr✐❡✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽
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❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s

✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡s ❣r❛s ❡t
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ∧✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s♦♥t
❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r u = (u1, u2, u3)

t ∈ R
N ❡t ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ f ∈ R ✿

∇ =

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xN

)t

, (u · ∇)u =

N∑

i=1

ui

∂u

∂xi

,

∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

, ❞✐✈u =
N∑

i=1

∂ui

∂xi

.

P♦✉r N = 3 ✿

curlu =




∂2u3 − ∂3u2

∂3u1 − ∂1u3

∂1u2 − ∂2u1


 ,

❡t ♣♦✉r N = 2 ✿

u⊥ =

(
−u2

u1

)
, curlu = ∂1u2 − ∂2u1 ❡t curlf =

(
∂2f

−∂1f

)
.

❊♥✜♥ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f (s) ❡st ♥♦té❡ f ′ (s)✳

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✶✵

✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✸❉

✶✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢❡✉✈❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ΩF (t) ⊂ R

3✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥✲
♥✉❡s s♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u = u (X, t) ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p̃ = p̃ (X, t) ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❛✉ ♣♦✐♥t X = (x, y, z) ∈ ΩF (t)
à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ u = (u1, u2, u3) ∈ R

3 ❛✈❡❝ ui = ui (x, y, z, t)✱
i = 1 à 3 ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p̃ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t
❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❈♦r✐♦❧✐s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s ΩF (t) ✿





❞✐✈u = 0,

ρ
∂u

∂t
+ ρ (u · ∇)u − µ∆u + ∇p̃− ρf ∧ u = ρg.

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✮✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ρ > 0✱
❧❛ ✈✐s❝♦s✐té µ > 0✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té g = (0, 0,−g) ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ f = (0 , 0 , f )
s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞♦♥♥é❡s✳
▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ s❛❧✐♥✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ s♦♥t ♥é❣❧✐❣é❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❤②❞r♦❞②✲
♥❛♠✐q✉❡s✳

❆✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

−∆u = curl (curlu) −∇ (❞✐✈u) ,

(u · ∇)u = curlu ∧ u +
1

2
∇ |u|2 ,

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

ρ
∂u

∂t
+ ρcurlu ∧ u + µcurl (curlu) + ∇p− ρf ∧ u = ρg,

♦ù p r❡♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r p = p̃+
ρ

2
|u|2✳

▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ΩF (t) ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿

∂ΩF (t) = ΓB(t) ∪ ΓS(t) ∪ ΓI(t),

♦ù ΓB(t) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❧✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ΓS(t) ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ΓI(t) ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧ ❞✉ ✢❡✉✈❡
✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ✸❉
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▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΩF (t) ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧ Ω ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
t❡♠♣s ❡t ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥♦té❡ Σ ⊂ R

2 ❡st ♣❧❛♥❡✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ZB (x, y) ❧❛ ❝ôt❡ ❞✉ ❢♦♥❞✱ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ s✉r Σ✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ Σ ♥♦té❡ ✿ hΣ (x, y) = ZB (x, y) + H (x, y) ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿

∂Ω = Σ ∪ ΣB ∪ ΣI ,

❛✈❡❝ Σ =
{
(x, y, z) ∈ Ω; z = hΣ

}
✱ ΣB =

{
(x, y, z) ∈ Ω; z = ZB (x, y)

}
❡t ΣI ❧❡s ❜♦r❞s ❛♠♦♥t ❡t

❛✈❛❧ ❞❡ Ω✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h (x, y, t) ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉ ΣF (t) ⊂ Σ ❞é✜♥✐ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s ♣❛r h > 0 ✿

ΣF (t) = {(x, y) ∈ Σ; h (x, y, t) > 0} , ΣF (t) ⊂ Σ, ∀t > 0. ✭✶✳✶✮

❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ΣF (t) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ΓS(t) s✉r Σ✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ΓB (t) = {(x, y, z) ; (x, y, z) ∈ ΣB , h (x, y, t) > 0},
ΓS (t) = {(x, y, z) ; (x, y) ∈ ΣF (t) , z = ZB (x, y) + h (x, y, t)},
ΓI (t) = {(x, y, z) ; (x, y, z) ∈ ΣI , ZB (x, y) < z < ZB (x, y) + h (x, y, t)},

❡t ✿
ΩF (t) = {(x, y, z) ∈ Ω; (x, y) ∈ ΣF (t) , ZB (x, y) < z < ZB (x, y) + h (x, y, t)} .

◆♦t❡✳ ▲❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ✐♠♠❡r❣é ❞❛♥s ❧✬❡❛✉✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ΓB (t) ❀ t❛♥✲
❞✐s q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❧✐t ♦ù ❧❡ r❡❧✐❡❢ ❡st ❤♦rs ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r
{(x, y, z) ; (x, y, z) ∈ ΣB ; h (x, y, t) = 0}✳

❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❛✉ t❡♠♣s t = 0✱ u(0) = u0 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ✈❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t
❧✬✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❛✉ ❢♦♥❞✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r ΓI(t) ❧❡ ✢✉① ❡t ❧❡s ❢♦r❝❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés
❝♦♥♥✉s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s✉✐✈❛♥t❡s ✿





u · n = 0, µcurlu ∧ n = −cBu s✉r ΓB(t),

p = pS , µcurlu ∧ n =w s✉r ΓS(t),

u · n = k, µcurlu ∧ n = w s✉r ΓI(t),

✭✶✳✷✮

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à ∂ΩF (t) ❀ pS ✱ k✱ w s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t cB ≥ 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ w r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ✈❡♥t
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ❧❛ ♠❛ré❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❀ pS ❡st ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t k ❧❡s ✢✉① ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r♦t✲r♦t ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❜♦r❞ ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ✈❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉ ❢♦♥❞ ✭❝❢✳ ❬✶✻✱ ✺❪✮✳

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❙✉✐✈❛♥t ●❡r❜❡❛✉ ❡t P❡rt❤❛♠❡ ❬✷✻❪✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ α ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳
■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♠♦✉✐❧❧é❡✱ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❞❡ Ω✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

α (x, y, z, t) =

{
1 ❞❛♥s ΩF (t)

0 ❞❛♥s Ω \ ΩF (t)
, ✭✶✳✸✮



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✶✷

♦✉ ❜✐❡♥ ✿

α (x, y, z, t) =

{
1 s✐ h (x, y, t) > 0 ❡t ZB (x, y) ≤ z ≤ ZB (x, y) + h (x, y, t)

0 s✐♥♦♥
.

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ α ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dα

dt
= 0 ❞❛♥s ΩF (t) ,

s♦✐t ✿
∂α

∂t
+ u · ∇α = 0 ❞❛♥s ΩF (t) , ✭✶✳✹✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ α (0) = α0✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ΩF (0)✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❜♦r❞ ✿

α = 1 s✐ u · n < 0 s✉r ΓI (t) ,

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ à ΓI (t)✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ α ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭✶✳✹✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭✶✳✸✮✳

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à z ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡ ✭❝❢✳ ❬✷✻❪✮✳
P♦✉r i = 1, 2✱ ♦♥ ❛ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

∫ ZB+H

ZB

∂iα (x, y, z, t) dz = ∂i

∫ ZB+H

ZB

α (x, y, z, t) dz

−α (x, y, ZB +H, t) ∂i (ZB +H) + α (x, y, ZB , t) ∂iZB

= ∂i

∫ ZB+h

ZB

dz + ∂iZB

= ∂i (h+ ZB) ,

❡t ♣♦✉r i = z ✿

∫ ZB+H

ZB

∂zα (x, y, z, t) dz = α (x, y, ZB +H, t) − α (x, y, ZB , t) = −1.

❊♥✜♥✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿

∫ ZB+H

ZB

∂α

∂t
dz =

∂h

∂t
.

❆✐♥s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t ✿

∂h

∂t
+

2∑

i=1

ui∂i (h+ ZB) − u3 = 0 s✉r Σ, ✭✶✳✺✮

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ h (0) = h0 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ t②♣❡ h ❞♦♥♥é s✐ u · n < 0 s✉r
ΣI ✳



Pr♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✸❉ ✶✸

Pr♦❜❧è♠❡ ✸❉

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s (h,u, p)✱ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

hn+1 − hn

∆t
+

2∑

i=1

un
i ∂i

(
hn+1 + ZB

)
− un

3 = 0, s✉r Σ. ✭✶✳✻✮

❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΩF

(
tn+1

)
✭❞é✜♥✐ ♣❛r α

(
x, y, z, tn+1

)
= 1✮✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ rés♦✉t ✿

{
❞✐✈u = 0,
ρ

∆t
(u − un) + ρcurlu ∧ u + µcurl(curlu) + ∇p− ρf ∧ u = ρg.

❞❛♥s ΩF

(
tn+1

)
✭✶✳✼✮

❊♥✜♥ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❝❡ s②stè♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✭✶✳✷✮ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✿

∂ΩF

(
tn+1

)
= ΓB

(
tn+1

)
∪ ΓS

(
tn+1

)
∪ ΓI

(
tn+1

)
.

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΩF

(
tn+1

)
♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ à tn+1 ❡st ♥♦té ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡

ΩF ❡t s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂ΩF = ΓB ∪ ΓS ∪ ΓI ✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s α
n+1✱ kn+1✱ wn+1 ❡t pn+1

S s♦♥t ♥♦té❡s α✱ k✱
w ❡t pS ✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ΩF ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é à ❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ΩF ❡st ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ♦✉ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ C1,1✮✳

✶✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ r❡♣r❡♥❞ ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ♣❛r ❆♠❛r❛✱ ❈❛♣❛t✐♥❛ ❡t ❚r✉❥✐❧❧♦ ❬✹❪ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✼✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✼❪✮ ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ s♦♥ ✉♥✐❝✐té✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
tn+1 ✿

k ∈ L2 (ΓI) , pS ∈ H
1

2 (∂ΩF ) , w ∈ H
1

2

00 (ΓI ∪ ΓS) ,

♦ù pS ❡st ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ pS s✉r t♦✉t ❧❡ ❜♦r❞ ✭✐✳❡✳ pS = (pS)|ΓS
✮✳

❊s♣❛❝❡s ❡t ♥♦r♠❡s

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✼✮✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❍✐❧❜❡rt s✉✐✈❛♥ts ✿

M = L2 (ΩF ) ,

H (❞✐✈, curl; ΩF ) =
{
v ∈ L2 (ΩF ) ; ❞✐✈v ∈ L2 (ΩF) , curlv ∈ L2 (ΩF)

}
,

X =
{
v ∈ H (❞✐✈, curl; ΩF ) ; v|ΓB

∈ L2 (ΓB)
}
.

❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v ∈ L2 (ΓB) ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té r❡q✉✐s❡
♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à X✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ v · n = 0 ❡t v ∧ n = 0 s✉r
ΓS ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ v ∈ L2

loc (ΓB ∪ ΓI) s❡✉❧❡♠❡♥t ✭❝❢✳ ❬✶✼❪✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✶✹

▲❡s ❡s♣❛❝❡s M ❡t X s♦♥t ❛❧♦rs ♠✉♥✐s ❞❡s ♥♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

‖q‖2
M = ‖q‖0,ΩF

=

∫

ΩF

q2dΩ,

‖v‖2
X

=
1

∆t
‖v‖2

0,ΩF
+ ‖❞✐✈v‖2

0,ΩF
+ ‖curlv‖2

0,ΩF
+ ‖v‖2

0,ΓB
.

❊♥✜♥ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s X0 ❡t X∗ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

X0 = {v ∈ X; v · n = 0 s✉r ΓB ∪ ΓI} ,
X∗ = {v ∈ X; v · n = 0 s✉r ΓB , v · n = k s✉r ΓI}.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X0 ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
tn+1 ✿

❼ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X0 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s L4 (ΩF ) ❡t ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s L2 (ΩF ) ❀

❼ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr
(
X0
)
❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s L2 (ΓS) ✱ ♦ù ✿

tr
(
X0
)

=
{
Θ ∈ H− 1

2 (ΓS) ; ∃v ∈ X0, v = Θ s✉r ΓS

}
.

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✶✳✼✮ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




❚r♦✉✈❡r (u, p) ∈ X∗ × M

∀v ∈ X0, A (u;u,v) +B (p,v) = Fn (v)

∀q ∈ M, B (q,u) = 0,

✭✶✳✽✮

❛✈❡❝ ✿

B (p,v) = −
∫

ΩF

p ❞✐✈v dΩ,

A (w;u,v) = A0 (u,v) +A1 (w;u,v) ,

♦ù ✿

A1 (w;u,v) =

∫

ΩF

ρ (curlu ∧ w) · v dΩ,

A0 (u,v) =

∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ +

∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ, λ ≥ 0,

♣✉✐s ✿

Fn (v) =

∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ + 〈v ∧ n,w ∧ n〉ΓS∪ΓI

− 〈v · n, pS〉∂ΩF
,

♦ù 〈·, ·〉 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ H
1

2

00 (Γ) ❡t H− 1

2 (Γ)✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
s✉r X0✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣✉✐sq✉❡ curlu ∈ L2 (ΩF ) ❡t v, w ∈ L4 (ΩF )✳



Pr♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✸❉ ✶✺

➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✿

B (p,u) ≤ ‖u‖
X
‖p‖M ,

A0 (u,v) ≤ c0 ‖u‖X ‖v‖
X
,

❛✈❡❝ c0 = max {µ, cB , ρ (1 + ‖f‖M ∆t)} .

▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t
❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ X0 ❞❛♥s L4 (ΩF ) ✿

A1 (w;u,v) ≤ ρ ‖curlu‖0,ΩF
‖w‖

L4(ΩF ) ‖v‖L4(ΩF ) ≤ ρc21 ‖u‖X ‖v‖
X
‖w‖

X
,

♦ù c1 ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té I ✿
(
X0, ‖·‖

X

)
→
(
L4 (ΩF ) , ‖·‖

L4(ΩF )

)
✳

▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s H (❞✐✈,ΩF ) ❡t H (curl,ΩF ) ❡♥tr❛î♥❡♥t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ∂ΩF ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ✿

‖v · n‖− 1

2
,∂ΩF

≤
(
‖v‖2

0,ΩF
+ ‖❞✐✈v‖2

0,ΩF

) 1

2 ≤ C ‖v‖
X
,

‖v ∧ n‖− 1

2
,∂ΩF

≤
(
‖v‖2

0,ΩF
+ ‖curlv‖2

0,ΩF

) 1

2 ≤ C ‖v‖
X
,

♦ù C = max {1, ∆t}✳

❆✐♥s✐ Fn (·) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c2 (∆t) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

c2 (∆t) = max

{
ρ

(‖un‖M√
∆t

+
√

∆t ‖g‖M

)
,
√

∆t ‖w ∧ n‖ 1

2
,ΓS∪ΓI

,
√

∆t ‖pS‖ 1

2
,∂ΩF

}
.

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✽✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡ ✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❞❛♥s ❬✷✼❪✱ ♣✳✷✽✵✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
❚r♦✉✈❡r u ∈ V∗

∀v ∈ V0, A (u;u,v) = Fn (v) ,
✭✶✳✾✮

♦ù ✿
V = {v ∈ X; ❞✐✈v = 0 ❞❛♥s ΩF } ,
V0 = V ∩ X0 = ❑❡rB,

V∗ = V ∩ X∗.

✭✶✳✶✵✮

P✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛❜✉s❦❛✲❇r❡③③✐✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ✿

inf
q∈M

sup
v∈X0

B (q,v, )

‖v‖
X
‖q‖M

≥ β > 0, ✭✶✳✶✶✮

❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✾✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ p ∈ M t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(u, p) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐①t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✶✳✽✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✶✻

❉✬❛♣rès ❬✷✼❪✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷✳ ❙✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

❼ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

A (v;v,v) ≥ c ‖v‖2
X

∀v ∈ V0,

❼ ❧✬❡s♣❛❝❡ V0 ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r u → A (u;u,v) ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ s✉r V0✱ s♦✐t ✿

lim
m→∞

um = u ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s V0

✐♠♣❧✐q✉❡
lim

m→∞
A (um;um,v) = A (u;u,v) ∀v ∈ V0.

❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✾✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ V0✳

Pr❡✉✈❡ ✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✳

✶✮ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷ s♦♥t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡s✳
❙♦✐t v ∈ V0 =

{
v ∈ X0; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M

}
=
{
v ∈ X0; ❞✐✈v = 0 s✉r ΩF

}
✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡

t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿

A1 (v;v,v) =

∫

ΩF

ρ (curlv ∧ v) · v dΩ = 0,

♣✉✐s ∫

ΩF

ρ (f ∧ v) · v dΩ = 0.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

A (v;v,v) = A0 (v,v)

=

∫

ΩF

ρ

∆t
v · v dΩ +

∫

ΩF

µcurlv · curlv dΩ +

∫

ΓB

cBv · v dγ + λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ

=
ρ

∆t
‖v‖2

0,ΩF
+ µ ‖curlv‖2

0,ΩF
+ cB ‖v‖2

0,ΓB
+ λ ‖❞✐✈v‖2

0,ΩF
,

❛✈❡❝ λ ≥ 0.
❈♦♠♠❡ ❞✐✈v = 0✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ✿

A (v;v,v) ≥ c3 ‖v‖2
X
,

❛✈❡❝
c3 = min {ρ, µ, cB} .

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ V0 ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ L2 (ΩF )✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0✱ A (·; ·,v) ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r V0✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ét✉❞✐❡r A1 (·; ·,v)✳ ❈♦♠♠❡ curlu ∧ u = u · ∇u − 1

2
∇ |u|2✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

A1 (u;u,v) =

∫

ΩF

ρ (curlu ∧ u) · v dΩ

=

∫

ΩF

ρu · ∇u · v − 1

2

∫

ΩF

ρ∇ |u|2 · v dΩ

=
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρuj

∂ui

∂xj

vi dΩ − 1

2

∫

ΩF

ρ∇ |u|2 · v dΩ.



Pr♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✸❉ ✶✼

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρ
∂uj

∂xj

uivi dΩ +
3∑

i,j=1

∫

ΓS

ρviujuini dγ

+
1

2

∫

ΩF

ρ |u|2 ❞✐✈v dΩ − 1

2

∫

ΓS

ρ |u|2 v · n dγ.
✭✶✳✶✷✮

❖r ❞✐✈v = 0✱ ❞✬♦ù ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ +

∫

ΓS

ρv · uu · n dγ − 1

2

∫

ΓS

ρ |u|2 v · n dγ,

♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0 ∩D
(
Ω̄F

)3
❡t t♦✉t u ∈ V0✳

❙♦✐t (um) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ V0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

lim
m→∞

um = u ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s V0.

▲❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞❡ X0 ❞❛♥s L2 (ΩF ) ❡t L2 (ΓS) ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✿

lim
m→∞

um = u ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2 (ΩF ) ❡t L2 (ΓS) .

❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡
∂vi

∂xj

∈ L∞ (ΩF ) ❡t lim
m→∞

umiumj = uiuj ❞❛♥s L1 (ΩF )✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

lim
m→∞

A1 (um;um,v) = A1 (u;u,v) .

P✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ✿
lim

m→∞
A0 (um,v) = A0 (u,v) ,

✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ✿
lim

m→∞
A (um;um,v) = A (u;u,v) ,

♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0 ∩D
(
Ω̄F

)3
❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V0 ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ V0 ∩D

(
Ω̄F

)3
❞❛♥s

V0✳

❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✾✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ V0✳

✷✮ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋♦rt✐♥✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ T : M → X0 ✈ér✐✜❛♥t B (q, T q) = ‖q‖2

M✱ ∀q ∈ M✳ ❆✐♥s✐
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q ∈ M✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✿





−∆w = q ❞❛♥s ΩF

∂nw = 0 s✉r ΓB ∪ ΓI

w = 0 s✉r Σ,

✭✶✳✶✸✮

♣✉✐s ♦♥ ♣r❡♥❞ T q = ∇w✳ ❉✬♦ù ✿

B (q, T q) = −
∫

ΩF

q ❞✐✈ (∇w) dΩ = −
∫

ΩF

q∆w dΩ =

∫

ΩF

q2 dΩ

= ‖q‖2
M .



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✶✽

●râ❝❡ à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té s✉♣♣♦sé❡ s✉r ΩF ✱ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭✶✳✶✸✮ ❡♥tr❛î♥❡ ✭❝❢✳

❬✷✾❪✮ ✿ w ∈ H1+a (ΩF ) ❛✈❡❝ a >
1

2
❡t ✿

‖w‖1+a,ΩF
≤ c ‖q‖M ,

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ΩF ✳ ❆✐♥s✐ T q ∈ L2 (ΩF ) ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ T q ❞❛♥s
L2 (∂ΩF )✳ P✉✐sq✉❡ ❞✐✈ (T q) = ∆w ∈ L2 (ΩF )✱ curlv = curl (∇w) = 0 ❡t T q · n = 0 s✉r ΓI ∪ ΓB

♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r T ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ T q ∈ X0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡ ❞♦♥♥❡ ✿

‖T q‖0,ΓB
= ‖∇w‖0,ΓB

≤ c ‖w‖1+a,ΩF
≤ c ‖q‖M .

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ‖T q‖
X

≤ c√
∆t

‖q‖M ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

inf
q∈M

sup
v∈X0

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c
√

∆t.

�

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✾✮ ❡st ét❛❜❧✐❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ c2 ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

c2 <
1

2ρ

(
c3
c1

)2

, ✭✶✳✶✹✮

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✾✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t u1✱ u2 ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✾✮ ❀ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ u1 = u2✳ ❙♦✐t v ∈ V0 ✿

0 = A (u1;u1,v) −A (u2;u2,v)

= A0 (u1,v) +A1 (u1;u1,v) −A0 (u2,v) −A1 (u2;u2,v)

= A0 (u1 − u2,v) +A1 (u1;u1,v) −A1 (u2;u2,v)

= A0 (u1 − u2,v) +A1 (u1;u1 − u2,v) +A1 (u1;u2,v) −A1 (u2;u2,v)

= A0 (u1 − u2,v) +A1 (u1;u1 − u2,v) +A1 (u1 − u2;u2,v) .

❖♥ ♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ v = u1 − u2 ✿

A0 (v,v) = −A1 (u1;v,v) −A1 (v;u2,v) .

▲❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) ❡♥tr❛î♥❡ ✿

c3 ‖v‖2
X

≤ |A1 (u1;v,v)| + |A1 (v;u2,v)| ,

♣✉✐s ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ A1 (·; ·, ·) ✿

c3 ‖v‖2
X

≤ ρc21 ‖u1‖X ‖v‖2
X

+ ρc21 ‖u2‖X ‖v‖2
X

≤ ρc21 ‖v‖2
X

(‖u1‖X + ‖u2‖X).



Pr♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✸❉ ✶✾

P✉✐sq✉❡ A (u;u,u) ≥ c3 ‖u‖2
X
✱ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭✶✳✾✮ ✈ér✐✜❡ ✿

c3 ‖u‖2
X

≤ c2 ‖u‖X ⇔ ‖u‖
X

≤ c2
c3
.

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t u1 − u2 = v✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

‖u1 − u2‖2
X

≤ 2 ρ c2
c21
c23

‖u1 − u2‖2
X
.

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ u1 = u2 ❞ès q✉❡ 2 ρ c2
c21
c23
< 1✳

�

❘❡♠❛rq✉❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ❞é♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ ∆t✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ∆t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✽✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✸✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ (u, p) ❞❡ ✭✶✳✽✮ ✈ér✐✜❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé❡s ✭✶✳✼✮✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✭✶✳✷✮ s✉r ∂ΩF ✳

Pr❡✉✈❡ ✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ B (q,u) = 0, ∀q ∈ M✱ ❡♥tr❛î♥❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳

P✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v ∈ D (ΩF )
3 ⊂ X0 ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❡♥ ❞é✲
❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t curlu ∈ H➵ (ΩF )✳

❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✿
s♦✐t v ∈ D

(
Ω̄F

)3 ∩ X0✱

∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ +

∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+

∫

ΩF

λ ❞✐✈u❞✐✈vdΩ +

∫

ΩF

ρ (curlu ∧ u) · v dΩ −
∫

ΩF

p ❞✐✈v dΩ =

∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ +

∫

ΓS∪ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

∂ΩF

pSv · n dγ.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t V ∈ H (curl,D)✱ U ∈ H➵ (D) ✿
∫

D

U · curlVdΩ =

∫

D

curlU · VdΩ + 〈V ∧ n, (U ∧ n) ∧ n〉∂D .



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✷✵

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✐✈u = 0✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ✿

∫

ΩF

ρ

∆t
(u − un) · v dΩ +

∫

ΩF

µcurl (curlu) · v dΩ +

∫

∂ΩF

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ

+

∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ +

∫

ΩF

ρ (curlu ∧ u) · v dΩ

+

∫

ΩF

∇p · v dΩ −
∫

∂ΩF

pv · n dγ =

∫

ΩF

ρg · v dΩ +

∫

ΓS∪ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

∂ΩF

pSv · n dγ.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
∫

ΓB

cBu · v dγ +

∫

∂ΩF

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ −
∫

∂ΩF

pv · n dγ =

∫

ΓS∪ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

∂ΩF

pSv · n dγ.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ΓB ∪ ΓI ✱ v · n = 0✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ v · n = 0 s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ✐❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

U · v = (U ∧ n) · (v ∧ n) ,

s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ U s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✳

❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ΓB ✿
∫

ΓB

cBu · v dγ +

∫

ΓB

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ =

∫

ΓB

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ

⇔
∫

ΓB

cBu · v dγ +

∫

ΓB

(µcurlu ∧ n) · v dγ =

∫

ΓB

w · v dγ,

♣✉✐s s✉r ΓI ✿
∫

ΓI

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ =

∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ

⇔
∫

ΓI

(µcurlu ∧ n) · v dγ =

∫

ΓI

w · v dγ.

■❧ r❡st❡ à r❡❣❛r❞❡r ❧❡s t❡r♠❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ΓS ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✿

u ∧ (v ∧ w) = (u · w)v − (u · v)w.

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ w ❡t (µcurlu ∧ n) s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à n✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ s✉r ΓS q✉❡ ✿
∫

ΓS

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

(µcurlu ∧ n) · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫

ΓS

w · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ.



❉♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ✷✶

P♦✉r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ s❡ ré❢ér❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳

❉✬♦ù ✿

−cBu + µcurlu ∧ n = 0 s✉r ΓB ,

µcurlu ∧ n = w s✉r ΓI

p = pS , µcurlu ∧ n = w s✉r ΓS .

�

✶✳✸ ❉♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s

✶✳✸✳✶ ❈❛❞r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉✱ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ✷✳✺❉ s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✲
✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❞✉ ❝❛❞r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳

❙♦✐t C(t) ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ΓS(t)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ΓS(t) ♣❛r ✭❝❢✳
❋✐❣✳ ✶✳✷✮ ✿

∂ΓS (t) = (ΓS (t) ∩ ΓB (t))︸ ︷︷ ︸
γL(t)

∪ (ΓS (t) ∩ ΓI (t))︸ ︷︷ ︸
γI(t)

= γL (t) ∪ γI (t) .

❋✐❣✳ ✶✳✷✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

γL (t) ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s γ1
L (t) ❡t γ2

L (t)✳ ❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù C(t) ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡
♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ γ1

L (t) ❡t γ2
L (t)✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬î❧❡s ♦✉ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡s ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳
❖♥ ♥♦t❡ C ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ C (t) ⊂ R

3 s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡ Σ ⊂ R
2✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ C ❡st ✉♥❡

❝♦✉r❜❡ ✜①❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ C ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❞✬❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡
s ❡t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ϕ : I = ]s0, s1[ → C✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ϕ(s) ∈ C✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡
r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❋r❡♥❡t {τ (s),ν(s)} ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ Σ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✸✮✳ P♦✉r t♦✉t s ∈ I ✿

τ (s) = ϕ′ (s) .

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ r❡♣èr❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ {τ (s) ,ν (s) , e3} ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ r❡♣èr❡ s❡r♦♥t ♥♦té❡s {s, l, z}✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✷✷

❋✐❣✳ ✶✳✸✿ ❘❡♣èr❡ ❞❡ ❋r❡♥❡t

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ r = r (s) ❞❡ C✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡♠✐✲❧❛r❣❡✉rs ❞✉ ✢❡✉✈❡ L1 (s, t) ❡t
L2 (s, t) : I × R+ → R+ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ ΩF (t) ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿

ΩF (t) = {(s, l, z) ; s ∈ I, −L1 (s, t) ≤ l ≤ L2 (s, t) , ZB (s, l) < z < ZB (s, l) + h (s, l, t)} . ✭✶✳✶✺✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡ ✭❝❢✳
❋✐❣✳ ✶✳✹✮ ✿

ωF (t) = {(s, z) ; s ∈ I, ZB (s, 0) ≤ z ≤ ZB (s, 0) + h (s, 0, t)} . ✭✶✳✶✻✮

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ωF

(
tn+1

)
♣❛r ωF ❡t ♦♥ ♣♦s❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ✿

∂ωF = ΥB ∪ ΥS ∪ ΥI ,

♦ù ΥB r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢♦♥❞✱ ΥS ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t ΥI ❧❡s ❜♦r❞s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ✭❞é❝r✐ts ♣❛r s = s0 ❡t
s = s1✮✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✳✹✮ ✿

ω = {(s, z) ; s ∈ I, ZB (s, 0) ≤ z ≤ hΣ} .

❖♥ ❛ ωF (t) ⊂ ω✳

❋✐❣✳ ✶✳✹✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ✷❉ ✈❡rt✐❝❛❧



❉♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ✷✸

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉✱ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ✷✳✺❉ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❼ ✭❍✵✮ ▲❡s ❞❡♠✐✲❧❛r❣❡✉rs L1 ❡t L2 s♦♥t é❣❛❧❡s ✿ L1 (s, t) = L2 (s, t) = L (s, t)✳
❼ ✭❍✶✮ ▲❡s ❜❡r❣❡s s♦♥t r❛✐❞❡s✱ s♦✐t ✿

h = h(s, t), ZB = ZB(s), L = L (s) . ✭✶✳✶✼✮

❊♥ ❢❛✐t✱ ZB (·) r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❞✉ ❢♦♥❞✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ωF (t) ❞❡✈✐❡♥t ✿

ωF (t) = {(s, z) ; s ∈ I, ZB (s) ≤ z ≤ ZB (s) + h (s, t)} .

❼ ✭❍✷✮ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s r✱ ZB ❡t L ✈ér✐✜❡♥t ✿

0 < L0 ≤ L ≤ Lmax,

r ∈W 1,∞ (I) , ZB ∈W 2,∞ (I) , L ∈W 2,∞ (I) .
✭✶✳✶✽✮

❼ ✭❍✷❜✮ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ZB ∈W 1,∞ (I) s✉✣t✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿

❼ ✭❍✸✮ ❙✐ D1(s) =
1

r
ln

|1 + Lr|
|1 − Lr| − 2L ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs D1 ❡t

D1

r2
s♦♥t ♠❛❥♦rés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ♦ù ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

❼ ✭❍✹✮ ▲❡s ❜♦r❞s ΓI s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à τ ✳

❼ ✭❍✺✮ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜♦r❞ pS ❡t w s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ l✳

▲❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✶✮✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭❍✷✮✱ ✭❍✸✮ ♦✉ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭❍✵✮✱ ✭❍✹✮ ❡t ✭❍✺✮✳

✶✳✸✳✷ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✲
✈✐❧✐❣♥❡s✳

❙♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ M ∈ ΩF (t)✱ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s {x, y, z} ❞❛♥s {e1, e2, e3}✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s {s, l, z} ❞❛♥s {τ (s) ,ν (s) , e3} ❛✈❡❝ ✿

M = ϕ(s) + lν (s) + ze3.

❉✬❛♣rès ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❋r❡♥❡t ✿

τ
′ (s) = rν (s) , ν

′ (s) = −rτ (s) ,

♦ù r ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ C✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s {τ (s) ,ν (s) , e3} ✿

dM = ((1 − lr) ds, dl, dz)
t
.

❖r ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ f = f (s, l, z)✱ df = gradf · dM ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡
v = (v1, v2, v3)

t✱ dv = (gradv) dM✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ {τ (s),ν(s), e3} ✿

gradf =




1

1 − lr
∂sf

∂lf

∂zf


 ,



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✷✹

❡t

gradv =




∂sv1 − rv2
1 − lr

∂lv1 ∂zv1

∂sv2 + rv1
1 − lr

∂lv2 ∂zv2

∂sv3
1 − lr

∂lv3 ∂zv3




,

♣✉✐s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✿

❞✐✈v = tr (gradv) =
∂sv1 − rv2

1 − lr
+ ∂lv2 + ∂zv3.

✶✳✸✳✸ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r ΩF s✬é❝r✐t ✿

∫

ΩF

dΩ =

∫

I

∫ L(s)

−L(s)

∫ ZB(s)+h(s)

ZB(s)

(1 − lr) dz dl ds.

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✵✮ ❡t ✭❍✶✮✱ ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞ s♦♥t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✿

❼ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ΓI ✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✹✮✱ n = (1, 0, 0)
t✱

❼ s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z = ZB (s) ✿

n =
1√

(1 − lr)2 + (Z ′
B)2

(Z ′
B , 0,− (1 − lr))

t ❡t

∫

ΓB

dγ =

∫

I

∫ L

−L

√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dlds,

✭✶✳✶✾✮

❼ s✉r ❧❛ ❜❡r❣❡ l = −L (s) ✿

n =
1√

(1 + Lr)2 + (L′)2
(−L′,− (1 + Lr) , 0)

t ❡t

∫

ΓB

dγ =

∫

I

∫ ZB+h

ZB

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds,

✭✶✳✷✵✮

❼ s✉r ❧❛ ❜❡r❣❡ l = L (s) ✿

n =
1√

(1 − Lr)2 + (L′)2
(−L′, (1 − Lr) , 0)

t ❡t

∫

ΓB

dγ =

∫

I

∫ ZB+h

ZB

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds,

✭✶✳✷✶✮



❉♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ✷✺

❼ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ z = ZB (s) + h (s, t) ✿

n =
1√

(1 − lr)2 + (Z ′
B + h′)2

(− (Z ′
B + h′) , 0, (1 − lr))

t ❡t

∫
ΓS
dγ =

∫
I

∫ L

−L

√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dlds,

✭✶✳✷✷✮

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❝♦♥❝❡r♥é✳

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

D1 (s) =

∫ L

−L

lr

1 − lr
dl =

1

r
ln

∣∣∣∣
1 + Lr

1 − Lr

∣∣∣∣− 2L,

D2 (s) = r2L2 +
(L′)

2

3
,

D3 (s) =

√
(1 − Lr)

2
+ (L′)

2
+

√
(1 + Lr)

2
+ (L′)

2
,

D4 (s) =
(
(1 − Lr)

2
+ (L′)

2
) 3

2

+
(
(1 + Lr)

2
+ (L′)

2
) 3

2

,

D5 (s) =

∫ L

−L

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)√
(1 − lr)

2
+ (Z ′

B)
2
dl.

❘❡♠❛rq✉❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥✉❧❧❡ ✭r = 0✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

D1 (s) = 0, D2 (s) =
(L′)

2

3
,

D3 (s) = 2

√
1 + (L′)

2
, D4 (s) =

(
1 + (L′)

2
) 3

2

,

❡t

D5 (s) = 2L

(
1 +

(L′)
2

3
+ (Z ′

B)
2

)√
1 + (Z ′

B)
2
dl.

❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t lim
r→0

D1

r2
=

∫ L

−L

l2

1 − lr
dl =

2

3
L3. ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r L ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t

q✉❡ ✿

D1 = D2 = 0, D3 = D4 = 2, D5 = 2L
(
1 + (Z ′

B)
2
) 3

2

. ✭✶✳✷✸✮

✶✳✸✳✹ ➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s

❉✬❛♣rès ✭✶✳✺✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ U = (U1, U2, U3)
t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r✲

❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ✿

∂h

∂t
+

1

1 − lr
U1 ∂s (h+ ZB) + U2 ∂l (h+ ZB) − U3 = 0.

❉✬❛♣rès ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✶✼✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

∂h

∂t
+

1

1 − lr
U1 (h+ ZB)

′ − U3 = 0 s✉r Σ. ✭✶✳✷✹✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♥✬❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❛s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✸❉ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✱
♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✷✻

✶✳✹ ❊st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✱
❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ✭✶✳✽✮ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ❡♥ ✶❉✱ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✷✳✺❉✳

▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡st ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ✶❉✱ ✷❉
♦✉ ✷✳✺❉ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭❝❢✳ ❬✸❪ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳

❈❡ t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♠❡s✉r❡ ❛✉ss✐ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ❡t s❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✳

❖♥ ét✉❞✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✱
❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ ✷❉ ♦✉
✷✳✺❉✮✱ ♣♦sé s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Xa × Ma✱ ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✸❉
✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✱ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ s♦♥t p (x, y, z) ❡t
u (x, y, z) = (u1, u2, u3)

t✳ ❖♥ ♥♦t❡ pa ❡t ua ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡✲❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✸❉✱ ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é✳

❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭q✉❡ ❧✬♦♥
✈ér✐✜❡r❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✮ ✿

❼ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




❚r♦✉✈❡r (ua, pa) ∈ X∗
a × Ma

∀v ∈ X0
a, A (ua;ua,v) +B (pa,v) = Fn

a (v)

∀q ∈ Ma, B (q,ua) = 0,

, ✭✶✳✷✺✮

♦ù Xa × Ma s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é✱ X0
a = X0∩Xa✱ X∗

a = X∗∩Xa

❡t Fn
a (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Fn (·) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un ♣❛r un

a ✳

❼ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿

inf
q∈Ma

sup
v∈X0

a

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c. ✭✶✳✷✻✮

◆♦t❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ c ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c′
√

∆t✱ ♦ù c′ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳

❼ ▲❛ ❢♦r♠❡ A0 (·, ·) ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡ s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ B (·, ·) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✿

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡raB, ✭✶✳✷✼✮

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ λ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳

❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ét❛❜❧✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t s♦♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛❞❛♣t❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❜❛sé s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❬✶✶❪✳
P❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬✶✹❪ ❡t ❬✸✺❪✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ Y = X0 × M✱
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✿

‖(v, q)‖
Y

≤
(
‖v‖2

X
+ ∆t ‖q‖2

M

) 1

2

.



❊st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✷✼

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✶✳✽✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

F (u, p) = I (u, p) − L (f − G (u, p)) = 0,

♦ù f ∈ L
4

3 (ΩF ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ G : Y → L
4

3 (ΩF ) ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

G (v, p) = ρcurlv ∧ v, ∀v ∈ X0, p ∈ M,

❡t L : L
4

3 (ΩF ) ×H
1

2 (∂ΩF ) → X0 × M ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ f ✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ū, p) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐①t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿





❚r♦✉✈❡r (ū, p̄) ∈ X∗ × M

∀v ∈ X0, A0 (ū,v) +B (p̄,v) = Fn (v)

∀q ∈ M, B (q, ū) = 0,

, ✭✶✳✷✽✮

♦ù ♣♦✉r v ∈ X0 ✿

Fn (v) = 〈f ,v〉
L

4

3 (ΩF ),L4(ΩF )
+〈v ∧ n,w ∧ n〉

H−
1

2 (ΓS∪ΓI),H
1

2

00
(ΓS∪ΓI)

−〈v · n, pS〉H−
1

2 (∂ΩF ),H
1

2 (∂ΩF )
,

❛✈❡❝ f = ρ

(
g +

1

∆t
ūn

)
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s

❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦❣è♥❡s ps = 0✱ k = 0 ❡t w = 0✳ ❆✐♥s✐ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

Fn (v) = 〈f ,v〉
L

4

3 (ΩF ),L4(ΩF )
, ∀v ∈ X0.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛❜✉s❦❛✲❇r❡③③✐ ✭❞♦♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦♥t été ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡
✶✳✷✳✶ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t s♦♥t é♠✐s❡s ❡♥ ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é✮ ❡♥tr❛î♥❡
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✽✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s X0

a × Ma ⊂ X0 × M✱ ❞♦♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ♥♦té La :

L
4

3 (ΩF ) → X0
a × Ma✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r t♦✉t f ∈ L

4

3 (ΩF ) ✿

‖L (f)‖
Y

≤ c ‖f‖
L

4

3 (ΩF )
, ‖La (f)‖

Y
≤ c ‖f‖

L
4

3 (ΩF )
. ✭✶✳✷✾✮

❙✐ f ∈ L2 (ΩF )✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

‖L (f)‖
Y

≤ c
√

∆t ‖f‖M , ‖La (f)‖
Y

≤ c
√

∆t ‖f‖M . ✭✶✳✸✵✮

❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥♥❡❧s ♠✐①t❡s ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵❪✱ ♣ ✺✹✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖(L − La) (f)‖
Y

≤ c

(
inf

v∈X0
a

(
‖ū − v‖

X
+

1√
∆t

sup
q∈Ma

B (q, ū − v)

‖q‖M

)
+ inf

q∈Ma

‖p̄− q‖M

)
✭✶✳✸✶✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✶✳✷✺✮ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ é❝r✐t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Fa (ua, pa) = I (ua, pa) − La (fa − G (ua, pa)) = 0,

♦ù fa ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ūn ♣❛r ūn
a ❞❛♥s f ✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✷✽

❍②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t

▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✷✺✮ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦♥❢♦r♠❡s
✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡r❛ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✮✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❣é♥ér✐q✉❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿





❚r♦✉✈❡r (ud, pd) ∈ X∗
d × Md

∀v ∈ X0
d, A0 (ud;ud,v) +B (pd,v) = Fn (v)

∀q ∈ Md, B (q,ud) = 0

. ✭✶✳✸✷✮

❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿

X0
d × Md ⊂ X0

a × Ma,

A0 (v,v) ≥ c ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡rdB,

inf
q∈Md

sup
v∈X0

d

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c
√

∆t,

✭✶✳✸✸✮

❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✳✹✳✶ ❡t ✶✳✹✳✷ s♦♥t ét❛❜❧✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✸✸✮ s❡r♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
s✉✐✈❛♥ts✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ (u, p) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ✭✶✳✽✮
♣❡✉t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ X0

d × Md✱ ✐✳❡ ✿

✭❆✮ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ∆t✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ t❡❧ q✉❡ ✿

inf
v∈X0

d

(
‖u − v‖

X
+

1√
∆t

sup
q∈Md

B (q,u − v)

‖q‖M

)
+ inf

q∈Md

‖p− q‖M ≤ δ.

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ♦♥ ♥✬❛
♣❛s ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳

✶✳✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡rr❡✉r E ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ à
❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ✿

E = ‖(u, p) − (ua, pa)‖
Y
,

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ à tn ✿

ǫn =
1√
∆t

‖un − un
a‖M .

❉✬❛♣rès ❬✸✺❪ ♦✉ ❬✶✹❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ DF (u, p) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Y✳ ❆❧♦rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✭❆✮✱ Fd ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

✭❈✶✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (v, q) ∈ Y ✿

‖DFd (u, p) −DFd (v, q)‖L(Y) ≤ c ‖(u, p) − (v, q)‖
Y
,

✭❈✷✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

‖Fd (u, p)‖
Y

≤ c (δ + ǫn) .



❊st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✷✾

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ c✱ t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✿

DFd (u, p) = I + Ld ◦DG (u, p) ,

♦ù DG (u, p) : Y → L
4

3 (ΩF ) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

DG (u, p) (w, r) = ρcurlu ∧ w + ρcurlw ∧ u ∀ (w, r) ∈ Y.

❈✬❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜♦r♥é✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t (v, q) ∈ Y✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✶✳✷✾✮ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✉①
✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

‖DFd (u, p) (w, r) −DFd (v, q) (w, r)‖L(Y)

≤ c ‖DG (u, p) (w, r) −DG (v, q) (w, r)‖
L

4

3 (ΩF )

≤ cρ
(
‖curl (u − v)‖0,ΩF

‖w‖L4(ΩF ) + ‖curlw‖0,ΩF
‖u − v‖L4(ΩF )

)

≤ c ‖u − v‖
X
‖w‖

X
.

❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❈✶✮ ❡st ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✭❈✷✮ ♦♥ é❝r✐t ✭♣✉✐sq✉❡ F (u, p) = 0✮ ✿

‖Fd (u, p)‖
Y

= ‖F (u, p) −Fd (u, p)‖
Y

≤ ‖(L − Ld) (f − G (u, p))‖
Y

+ ‖Ld (f − fd)‖Y .

●râ❝❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✸✵✮ ❡t ✭✶✳✸✶✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

‖(L − Ld) (f − G (u, p))‖
Y

≤ c

(
inf

v∈X0

d

‖u − v‖
X

+
1√
∆t

sup
q∈Md

B (q,u − v)

‖q‖M

+ inf
q∈Md

‖p− q‖M

)
,

‖Ld (f − fd)‖Y =
ρ

∆t
‖Ld (un − un

d )‖
Y

≤ cǫn.

❆✐♥s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❆✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭❈✷✮✳

�

❉✬❛♣rès ❬✸✺❪✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭❆✮ ❡st ✈ér✐✜é ❡t q✉❡ DF (u, p) ∈ Isom (Y)✳ P♦✉r δ + ǫn

s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E ≤ c ‖Fd (u, p)‖
Y
.

♦ù c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✸✵

✶✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✐❝✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❱❡r❢ürt❤ ✭❬✹✵❪✱ ♣✳ ✹✼✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✺✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ DF (u, p) ∈ Isom (Y) ❡t q✉❡ DF ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ B ((u, p) , R0) ❞❡ (u, p)✱ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ γ✳ ❙♦✐t

R := min


R0,

1

γ
∥∥∥DF (u, p)

−1
∥∥∥
L(Y)

,
2 ‖DF (u, p)‖L(Y)

γ


 .

❙✐ E ≤ R ❛❧♦rs ✿

1

2 ‖DF (u, p)‖L(Y)

‖F (ud, pd)‖Y ≤ E ≤ 2
∥∥∥DF (u, p)

−1
∥∥∥
L(Y)

‖F (ud, pd)‖Y .

❊♥ r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✭❆✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ q✉❡ DF (u, p) ∈ Isom (Y) ❡t q✉❡ u, curlu ∈
L∞ (ΩF )✳ P♦✉r δ✱ ǫn ❡t ∆t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐ts✱ ♦♥ ❛ ✿

1

c
‖F (ud, pd)‖Y ≤ E ≤ c ‖F (ud, pd)‖Y .

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❈✶✮ q✉❡ DF ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ s✉r Y✱ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡ γ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ DF (u, p) = I + L ◦DG (u, p) ❡t ♦♥ é❝r✐t
♣♦✉r t♦✉t (w, r) ∈ Y ✿

‖(w, r)‖
Y

≤ ‖DF (u, p) (w, r)‖
Y

+ ‖L (ρcurlu ∧ w + ρcurlw ∧ u)‖
Y

≤ ‖DF (u, p) (w, r)‖
Y

+ c
√

∆t (‖curlu ∧ w‖M + ‖curlw ∧ u‖M)

≤ ‖DF (u, p) (w, r)‖
Y

+ c
√

∆t
(√

∆t ‖curlu‖∞ + ‖u‖∞
)
‖(w, r)‖

Y
,

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✸✵✮✳

❆✐♥s✐ ♣♦✉r ∆t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✭t❡❧ q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ c
√

∆t
(√

∆t ‖curlu‖∞ + ‖u‖∞
)
≤ 1

2 ✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ‖(w, r)‖
Y

≤ 2 ‖DF (u, p) (w, r)‖
Y
❀ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ R ≥ 1

2γ
✳ ●râ❝❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛

♣r✐♦r✐ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✹✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✻ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r δ
❡t ǫn s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐ts✳ P✉✐sq✉❡ ‖DF (u, p)‖L(Y) ≤ c✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✶✳✷✾✮✱ ❧❡
rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é ❡st ét❛❜❧✐✳

�

✶✳✹✳✸ ■♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡

P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ Θ ⊂ ΩF ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❛tr❡
s❡❝t✐♦♥s Υ ❞❡ ΣF ✱ S ❞❡ I✱ Ξ = S× [ZB , ZB + h] ❞❡ ωF ❡t Λ = S× [−L, L]× [ZB , ZB + h] ❞❡ ΩF ✳
P✉✐s ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ Θ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Θ = {(x, y, z) ; (x, y) ∈ Υ ⊂ ΣF , ZB ≤ z ≤ ZB + h} , ✭✶✳✸✹✮

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❛rtés✐❡♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳✶✳✺✮✱

Θ = {(s, l, z) ; s ∈ S ⊂ I, −L ≤ l ≤ L, ZB ≤ z ≤ ZB + h} , ✭✶✳✸✺✮



❊st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✸✶

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ✭❝❢ ❋✐❣✳✶✳✻✮✳
▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Θ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ∂Θ = ΘB ∪ΘS ∪ΘI , ♦ù ΘB r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ❢♦♥❞✱ ΘS ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ΘI ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧✳

❋✐❣✳ ✶✳✺✿ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ✿
❉♦♠❛✐♥❡ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ Υ

❋✐❣✳ ✶✳✻✿ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s

✭❛✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶❉ I ✭❜✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉✲
✈❡rt✐❝❛❧ Ξ

❖♥ ♥♦t❡ Td ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r Θ✱ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r Υ✱ S✱ Ξ ❡t Λ✳ ❖♥ ♣♦s❡ ∂Td

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ♥♦t❡ [·] ❧❡ s❛✉t à tr❛✈❡rs ❧❡ ❜♦r❞
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

X0 ⊂ H
1

2 (ΩF ) , ✭✶✳✸✻✮

❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π : X0 → X0
a q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ X0 ✿

∑

K∈Td

wK ‖v − πv‖0,K +
∑

γ∈∂Td

wγ ‖v − πv‖0,γ ≤ c |v| 1
2
,ΩF

, ✭✶✳✸✼✮

♦ù ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡r❛ ❝❡s ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

P✉✐s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s rés✐❞✉s s✉✐✈❛♥ts s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ K ∈ Td ✿

η1 = −❞✐✈ud,

η2 =
ρ

∆t
(ud − un

d ) + ρ (curlud ∧ ud) + µcurl (curlud) − ρf ∧ ud + ∇pd − ρg,

❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞ ✭❢❛❝❡✮ γ ∈ ∂Td ✿

ηγ =





µcurlud ∧ n − pdn s✐ γ ⊂ ΘS ∪ ΘI

µcurlud ∧ n + cBud s✐ γ ⊂ ΘB

µ [curlud] ∧ n − [pd]n ❛✐❧❧❡✉rs

.



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✸✷

❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r s✉r Θ✱ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✐❞✉s ♣ré❝é❞❡♥ts ✿

I (Θ)
2

=
∑

K∈Td

(
1

∆t

∫

K

η2
1dΩ +

1

w2
K

∫

K

η2
2dΩ

)
+
∑

γ∈∂Td

1

w2
γ

∫

γ

η2
γdγ. ✭✶✳✸✽✮

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
❞✬❡rr❡✉r I (ΩF )✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✼✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✸✻✮✱ ✭✶✳✸✼✮ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✹✳✻ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

E ≤ c (I (ΩF ) + ǫn) ,

❛✈❡❝ c ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✺✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♣❛r
‖F (ud, pd)‖Y✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ é❝r✐t ✿

E ≤ c′ sup
(v,q)∈Y

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y
‖(v, q)‖

Y

.

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡st✐♠❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t (v, q) ∈ Y✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té 〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y ♦ù 〈·, ·〉
Y

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ Y✳
P✉✐sq✉❡ Fd (ud, pd) = 0✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y = 〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y − 〈Fd (ud, pd) , (vd, qd)〉Y ,

♣♦✉r t♦✉t (vd, qd) ∈ X0
d × Md✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y = A0 (ud,v − vd) +B (pd,v − vd) +B (q − qd,ud)

+A1 (ud;ud,v − vd) − Fn (v) + Fn
d (vd) .

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s (v, q) ∈ Y s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ vd = π1v✱
qd = π2q ❡t ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y =
∑

K∈Td

∫

K

η1qdΩ +
∑

K∈Td

∫

K

η2 (v − πv) dΩ

+
∑

γ∈∂Td

∫

γ

ηγ (v − πv) dγ +

∫

ΩF

αρ

∆t
(un

d − un) · vdΩ.

●râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭✶✳✸✻✮ ❡t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✼✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

|〈F (ud, pd) , (v, q)〉Y| ≤ c (I (ΩF ) + ǫn) ‖(v, q)‖
Y
,

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

�

❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ▲✬❡rr❡✉r s✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡
♣❛r ❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐✳



Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s ▲✐❜♠❡s❤ ✸✸

✶✳✺ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s ▲✐❜♠❡s❤

❚♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ♣r♦❣r❛♠♠és s♦✉s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▲✐❜♠❡s❤✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡
❝❧❛ss❡s ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❡s ➱❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s✱ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ▲✐❜♠❡s❤ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ❚❡①❛s ✭❆✉st✐♥✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡
❈❋❉▲❛❜ ❡t à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❍❛♠❜✉r❣ ✭❍❛♠❜✉r❣✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳

▲❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❞❡ ▲✐❜♠❡s❤ ❡st à ❧✬❛❞r❡ss❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴❧✐❜♠❡s❤✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴✐♥❞❡①✳♣❤♣

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▲✐❜♠❡s❤ ♠❡t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s♦❧✈❡✉rs✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ●▼❘❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ■▲❯✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❖✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼♦❞è❧❡ ✶❉

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✭❝❢✳ ❬✸❪✮✱ é❝r✐t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
❞✉ ✢❡✉✈❡✳ P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✵✮ à ✭❍✺✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

✷✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❖✉tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h
♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ σ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳

σ(s, t) =

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

dzdl = 2L(s)h(s, t).

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

M1D =
{
q ∈ L2 (ωF ) ; q = (ZB + h− z)Q (s) , Q ∈ L2 (I)

}
,

X1D =

{
v =

(
v1 (1 − lr) ,

lL′

L
v1, v3

)t

∈ X; v1 = v1 (s) , v3 (s, z) = v1Z
′
B + (z − ZB)V3 (s)

}
,

X0
1D = {v ∈ X1D; v1 = 0 s✉r ∂I} ,

♦ù ωF ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✻✮✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❡st ❞ér✐✈é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ✿ X0

1D ⊂ X0 ❡t
M1D ⊂ M✳

❯♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡✲
♠❡♥t ❞❡ z✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ v3 ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉① ❧✐♠✐t❡s v · n = 0 s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ z = ZB (s)✱ ♦ù n ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✾✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✸❉ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X1D s♦♥t ❞é✲
t❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vc = (v1 (s) , V3 (s))

t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ✉s✉❡❧s ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ v1 (s)✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

M∗
1D =

{
q ∈ L2(ωF ); q = pS + (ZB + h− z)Q(s)

}
,

X∗
1D = {v ∈ X1D; v1 = k1D s✉r ∂I} ,

♦ù k1D ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶❉ ❞❡ k (s, l, z) s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧ s = s0 ❡t s = s1✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✸✻

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ M∗
1D ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②❞r♦✲

st❛t✐q✉❡ pS + (ZB + h− z) ρg✳

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s X1D ✿

∂h

∂t
+ u1 (h+ ZB)

′ − u1Z
′
B − hU3 = 0 ♣♦✉r z = ZB + h.

❆✐♥s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t ✿

∂h

∂t
+ u1h

′ − hU3 = 0.

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
dh

dt
=
∂h

∂t
+ h′u1, ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

dh

dt
− hU3 = 0. ✭✷✳✶✮

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

h− hn

∆t
+ h′u1 − hU3 = 0.

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

❯♥❡ ❢♦✐s h ❝❛❧❝✉❧é✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✶❉
❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ♣❛r ✿





❚r♦✉✈❡r (u1D, p1D) ∈ X∗
1D × M∗

1D

∀v ∈ X0
1D, A(u1D;u1D,v) +B(p1D,v) = Fn

1D(v)

∀q ∈ M1D, B(q,u1D) = 0,

✭✷✳✷✮

♦ù ✿

u1D =

(
u1 (1 − lr) ,

lL′

L
u1, u1Z

′
B + (z − ZB)U3

)t

, p1D = pS + (ZB + h− z)P.

❆✐♥s✐ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ uc (s) = (u1, U3) ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ P (s) s✉r I✳

✷✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t Fn
1D (·) s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ X0
1D ❡t M1D✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ gradv✱ ❞✐✈v ❡t curlv✱ ♣♦✉r v ∈ X0

1D✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳✶✳

❙♦✐❡♥t q ∈ M1D✱ u, v ∈ X0
1D✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t Fn

1D (·)
❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à z ❡t l✳ P♦✉r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ s❡ ré❢ér❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳✷✳ ▲❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts D1✱ D2✱ D3✱ D4 ❡t D5 s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✸✼

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) ✿

B (q,v) = −
∫

I

h2Q
(
(Lv1)

′
+ LV3

)
ds. ✭✷✳✸✮

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·) s✬é❝r✐t ✿

A0 (u,v) =

∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ +

∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ, λ ≥ 0.

❖♥ ♣ré❝✐s❡ ❝✐✲❛♣rès ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ A0 (·, ·)✳
∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

I

ρσ

∆t

{
(1 +D2)u1v1 +

(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds,

♣✉✐s ✿

∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫

I

µh (D1 + 2L)

{(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

h

2
U ′

3

)(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 +

h

2
V ′

3

)
+
h2

12
U ′

3V
′
3

}
ds

+

∫

I

µ

(
4σr2u1v1 +

hD1

r2

(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′
)
ds,

❡t s✐ λ > 0 ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ =

λ

∫

I

2Lh

(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
ds+ λ

∫

I

hD1

(
(Lr)

′)2

(Lr)
2 u1v1ds.

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞
∫

ΓB

cBu · vdγ✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ΓB ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z = ZB(s)

❡t ❞❡s ❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L(s) ❡t l = −L(s)✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✸✽

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿
∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cB (D5 + hD4)u1v1ds +

∫

I

hcBD3

{(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds.

❖♥ ✜♥✐t ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ✿

(f ∧ u) · v = det

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 (1 − lr)u1 (1 − lr) v1

0
lL′

L
u1

lL′

L
v1

f u3 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

❋♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·)
❊♥✜♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐t ✿

A1 (u;u,v) =

∫

I

ρhσ

2

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

2

3
hU ′

3

)
u⊥

c · vc ds.

❚❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
1D(·)

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
1D(·) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫

I

ρσ

∆t
(1 +D2)u

n
1 v1 ds

+

∫

I

ρσ

∆t

((
un

1Z
′
B +

h

2
Un

3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
Un

3 V3

)
ds

−
∫

I

ρσg

(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
ds.

■❧ r❡st❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s Fn
1D(·)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿

∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫

I

((W1 + Z ′
BW3) v1 + hW3V3) ds−

∫

I

2LpS (−h′v1 + hV3) ds,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ✿

WV (s) =




∫ L

−L

{
(1 − lr)w1 +

lL′

L
w2

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dl

∫ L

−L

w3

√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dl


 , ✭✷✳✹✮

WV ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ✈❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✸✾

❙✉r ❧❡s ❜♦r❞s ΓB ∪ ΓI ✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ v · n = 0✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ✳ ❖r v1 = 0 s✉r ∂I✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ = Lh2w3V3 ♣♦✉r s = s0 ❡t s = s1.

Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✷✳✷✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ B (q,u1D) = 0, ∀q ∈ M1D✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✷✳✸✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ✿

(Lu1)
′
+ LU3 = 0. ✭✷✳✺✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r

♣❛rt✐❡s ❞❡s t❡r♠❡s B (p1D,v) ❡t
∫

ΩF

µcurlu1D · curlvdΩ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉

❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t ✿

ρσ
(
1 +D2 + (Z ′

B)
2
) ∂u1

∂t
+ ρσ

h

2
Z ′

B

∂U3

∂t

−µZ ′
B

(
h (D1 + 2L)

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

h

2
U ′

3

))′

+ 4µσr2u1 − µ
L′

L

(
h

r2
D1

(
L′

L
u1

)′
)′

+cB

(
D5 + hD4 + (Z ′

B)
2
hD3

)
u1 + cB

h2

2
Z ′

BD3U3

−ρσh
2

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

2

3
hU ′

3

)
U3 + L

(
h2P

)′

= −ρσgZ ′
B + (W1 + Z ′

BW3) ,

✭✷✳✻✮

ρσ
h

2
Z ′

B

∂u1

∂t
+ ρσ

h2

3

∂U3

∂t

−µhZ ′
B (D1 + 2L)

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

h

2
U ′

3

)
− µ

(
h (D1 + 2L)

(
h

2
(u1Z

′
B)

′ − h

2
Z ′

BU3 +
h2

3
U ′

3

))′

+cB
h2

2
Z ′

BD3u1 + cB
h3

3
D3U3

+
ρσh

2

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

2

3
hU ′

3

)
u1 − Lh2P

= −ρσgh
2

+ hW3.

✭✷✳✼✮
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐♠♣♦s❡r u1 s✉r ∂I ✭❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ X∗

1D✮✳ ■❧ ❢❛✉t
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s

B (p1D,v) ❡t
∫

ΩF

µcurlu1D · curlvdΩ✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡

Fn
1D(·)✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ r❡st❡ ✿

µh (D1 + 2L)

(
h

2
(u1Z

′
B)

′ − h

2
Z ′

BU3 +
h2

3
U ′

3

)
= σ

h

2
w3,



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✹✵

♣♦✉r s = s0 ❡t s = s1✳ ❖r u1 = k1D s✉r ∂I ❀ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

µh (D1 + 2L)

(
−1

2
Z ′

BU3 +
h

3
U ′

3

)
=

1

2

(
−µh (k1DZ

′
B)

′
(D1 + 2L) + σw3

)
, ✭✷✳✽✮

♣♦✉r s = s0 ❡t s = s1✳

❆✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮✱ ✭✷✳✺✮✱ ✭✷✳✻✮✱ ✭✷✳✼✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❜♦r❞ ✭✷✳✽✮✳

✷✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶❉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲

❱❡♥❛♥t

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉s✉❡❧ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢❡✉✈❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡
❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✺✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂σ

∂t
+ ❞✐✈ (σu1) = 0. ✭✷✳✾✮

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ♦ù u1 r❡♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✶❉✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳✸✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✭r = 0✱ L ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭✷✳✺✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

u′1 + U3 = 0, ✭✷✳✶✵✮

❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✷✸✮✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✷✳✽✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

µ

(
−Z ′

BU3 +
2

3
hU ′

3

)
= −µ (k1DZ

′
B)

′
+ w3.

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ♣❧❛t ✭✐✳❡✳ ZB ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✮ ❡t ✭✷✳✼✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

ρσ
∂u1

∂t
+ 2cB (L+ h)u1 − ρσ

h2

3
U ′

3U3 + L
(
h2P

)′
= W1,

ρσ
h2

3

∂U3

∂t
− µ

(
σ
h2

3
U ′

3

)′

+
2

3
cBh

3U3 + ρσ
h2

3
U ′

3u1 − Lh2P = −ρσgh
2

+ hW3,

s♦✐t ✿

ρσ
du1

dt
− ρσ

(
u′1u1 +

h2

3
U ′

3U3

)
+ 2cB (L+ h)u1 + L

(
h2P

)′
= W1,

ρσ
h2

3

dU3

dt
− µ

(
σ
h2

3
U ′

3

)′

+
2

3
cBh

3U3 − σ
h

2
P = −ρσgh

2
+ hW3.

P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✱ ✐✳❡✳ u3 = u1Z

′
B ✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ P (s) = ρg✱ U3 = 0 ❡t à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶❉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✹✶

éq✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts Q✱ V3✳

❆✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂σ

∂t
+ ❞✐✈ (σu1) = 0,

ρσ
(
1 +D2 + (Z ′

B)
2
) ∂u1

∂t
+ 4µσr2u1 + cB

(
D5 + hD4 + (Z ′

B)
2
hD3

)
u1

−µZ ′
B

(
(hD1 + σ) (u1Z

′
B)

′
)′

− µ
L′

L

(
h

r2
D1

(
L′

L
u1

)′
)′

= −ρσg (Z ′
B + h′) +W,

♦ù (σ, u1) r❡♣rés❡♥t❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t W ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ✈❡♥t✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✭r = 0✱ L ❝♦♥st❛♥t✮ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡ ✈❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t ✿

σ
(
1 + (Z ′

B)
2
) ∂u1

∂t
+

2cB
ρ

(
L

√
1 + (Z ′

B)
2

+ h

)(
1 + (Z ′

B)
2
)
u1 −

µ

ρ
Z ′

B

(
σ (u1Z

′
B)

′
)′

= −σg (ZB + h)
′
.

❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t♦t❛❧❡ ✿

du1

dt
=
∂u1

∂t
+ u1u

′
1, ✭✷✳✶✶✮

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

σ
(
1 + (Z ′

B)
2
) du1

dt
− σ

(
1 + (Z ′

B)
2
)
u1u

′
1 +

2cB
ρ

(
L

√
1 + (Z ′

B)
2

+ h

)(
1 + (Z ′

B)
2
)
u1

−µ
ρ
Z ′

B

(
σ (u1Z

′
B)

′
)′

= −σg (ZB + h)
′
.

✭✷✳✶✷✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Z ′
B ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡ ♠❛✐s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u3 = u1Z

′
B ✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❛ss✉r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ u · n = 0 ❛✉ ❢♦♥❞✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ♣❧❛t ✭❛❧♦rs
u3 = 0✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬é❝r✐t ✿

σ
du1

dt
− σu1u

′
1 +

2cB
ρ

(L+ h)u1 = −σgh′.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✶❉ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t ✿ 




∂σ

∂t
+ ❞✐✈ (σum) = 0,

∂ (σu1)

∂t
+
(
σu2

1

)′
+ J = −σg (ZB + h)

′
,

✭✷✳✶✸✮

♦ù um (x, t) =
1

σ

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

u1 (x, y, z, t) dzdy ❡t J ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✹✷

❊♥ ❣é♥ér❛❧ J ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞✉ st②❧❡ ▼❛♥♥✐♥❣✲❙tr✐❝❦❧❡r ♦✉ ❈❤é③②✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂ (σu1)

∂t
+
(
σu2

1

)′
= σ

du1

dt
.

❆✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ s✐♠♣❧✐✜é ✭✷✳✶✷✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✷✳✶✸✮ s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r
❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥✳

✷✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡

✷✳✹✳✶ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st v ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ {τ ,ν, e3} ✿

v (s, l, z) =

(
v1 (1 − lr) ,

lL′

L
v1, v1Z

′
B + (z − ZB)V3

)t

.

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ ✐♠♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X1D ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X✳ ❖♥ ❞♦✐t
❛✐♥s✐ ✈ér✐✜❡r q✉❡ v ∈ H (❞✐✈, curl; ΩF )✱ ✐✳❡✳ v ∈ L2 (ΩF )✱ ❞✐✈v ∈ L2 (ΩF )✱ curlv ∈ L2 (ΩF ) ❡t q✉❡
v ∧ n ∈ L2 (ΓB)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ❙✐ vc = (v1, V3)
t ∈ H1 (I)✱ ❛❧♦rs v ∈ X✳

Pr❡✉✈❡✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

ΩF

|v|2 dΩ =

∫

I

2Lh

{
(1 +D2) v

2
1 +

(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)2

+
h2

12
V 2

3

}
ds,

∫

ΩF

|curlv|2 dΩ =

∫

I

h (2L+D1)

{(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 +

h

2
V ′

3

)2

+
h2

12
(V ′

3)
2

}
ds

+

∫

I


8Lhr2v2

1 +
hD1

r2

((
L′

L
v1

)′
)2

 ds,

✭✷✳✶✹✮

∫

ΩF

|❞✐✈v|2 dΩ =

∫

I

2Lh

(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)2

ds+

∫

I

hD1

(
(Lr)

′)2

(Lr)
2 v2

1ds,

❡t s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ΓB ✿
∫

ΓB

|v ∧ n|2 dγ =

∫

I

(D5 + hD4) v
2
1ds+

∫

I

hD3

{(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)2

+
h2

12
V 2

3

}
ds.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✶✽✮✱ L ❡st ❜♦r♥é ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts D2, D3, D4, D5

s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♠❛❥♦rés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✸✮ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ D1 ❡t
D1

r2
s♦♥t ♠❛❥♦rés s✐ D1 ❡st

♣♦s✐t✐❢✳

❆✐♥s✐ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ vc = (v1, V3) ∈ H1 (I) ×H1 (I)✱ ❛❧♦rs v ∈ X0
1D✳

�



❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✹✸

✷✳✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✷✳✷✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ▲✬❛♥❛✲
❧②s❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡t ❞❡ ❇❛❜✉s❦❛✲❇r❡③③✐ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♠✐①t❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✸❉✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✉r V0 = ❑❡r1DB✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❙♦✐t ✿

❑❡r1DB =
{
v ∈ X0

1D; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M1D

}
=
{
v ∈ X0

1D; (Lv1)
′
+ LV3 = 0 s✉r I

}
.

❆❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ A (·; ·, ·) = A1 (·; ·, ·) +A0 (·, ·) ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ A (v;v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r1DB,

✷✳ A1 (·; ·, ·) ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❑❡r1DB✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r1DB✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A (·; ·, ·)✱ s♦✐t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) ✭♣✉✐sq✉❡
A1 (v;v,v) = 0✮✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ A0 (·, ·)✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ X0

1D ✿

A0 (v,v) ≥ c
( ρ

∆t
‖v‖2

0,ΩF
+ µ ‖curlv‖2

0,ΩF
+ cB ‖v‖2

0,ΓB
+ λ ‖❞✐✈v‖2

0,ΩF

)
. ✭✷✳✶✺✮

❙✐ λ > 0✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ✿

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r1DB,

♦ù C = min {ρ, µ, cB , λ}✳
❙✐ λ = 0, ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 (ΩF ) ❞❡ ❞✐✈v ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r

❑❡r1DB✳ ❖r ♣♦✉r v ∈ ❑❡r1DB✱ ♦♥ ❛ ✿

❞✐✈v = − l (Lr)
′

L (1 − lr)
v1. ✭✷✳✶✻✮

♠
❉✬♦ù ✿

‖❞✐✈v‖2
0,ΩF

≤ c ‖v1‖2
0,I ≤ cA0 (v,v) ,

❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✹✮ ✭♦♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r ‖v1‖2
0,I ♣❛r ‖curlv‖2

0,ΩF
✮ ❛✈❡❝ c ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ L

❡t r✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r1DB,

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t v ∈ ❑❡r1DB ∩D
(
Ω̄
)3

❡t u ∈ ❑❡r1DB ❀ ♦♥
é❝r✐t A1 (·; ·, ·) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✶✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫

ΓS

ρviujuini dγ − 1

2

∫

ΓS

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫

I

2

3
ρhL2r (Lr)

′
u2

1v1 ds,

♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r1DB ∩D
(
Ω̄
)3

❡t t♦✉t u ∈ ❑❡r1DB✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳✹✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✹✹

●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ X0✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞❡
X0 ❞❛♥s L2 (ΩF ) ❡t L2 (ΓS)✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ s✐ (um) ⊆ ❑❡r1DB ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs u✱

❛❧♦rs A (um;um,v) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs A (u;u,v)✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r1DB ∩D
(
Ω̄
)3

❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t

v ∈ ❑❡r1DB ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❑❡r1DB ∩D
(
Ω̄
)3

❞❛♥s ❑❡r1DB✳

�

❉❡ ♣❧✉s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❑❡r1DB ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ L2 (ΩF )✳

■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❡st ✈ér✐✜é❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

inf
q∈M1D

sup
v∈X0

1D

B (q,v, )

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c
√

∆t. ✭✷✳✶✼✮

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ c t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)
s✬é❝r✐t✱ ✈✐❛ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s v̄c = Lvc ✿

B (q,v) = −
∫

I

h2Q
(
v̄′1 + V̄3

)
ds.

❆ t♦✉t q ∈M1D ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v̄c =
(
v̄1, V̄3

)
∈ H1 (I) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V̄3 = − 1

|I|

∫

I

hQds, v̄1 (θ) = −
∫ θ

s0

(
hQ+ V̄3

)
ds ♣✳♣ s✉r I.

P✉✐sq✉❡
∫

I

(
hQ+ V̄3

)
ds = 0, ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ v̄1 (s1) = 0, ❡t ❞♦♥❝ v̄1 ∈ H1

0 (I)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ v̄′1 + V̄3 = −hQ
s✉r I✳ ❉✬♦ù ✿

B (q,v) =

∫

I

h3Q2 ds.

❖r ‖q‖2
M =

∫

I

2

3
Lh3Q2ds✳ P✉✐sq✉❡ L ❡st ❜♦r♥é✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t ✿

B (q,v) ≥ c‖q‖2
M. ✭✷✳✶✽✮

❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿
‖v̄c‖1,I ≤ c ‖hQ‖0,I ≤ c ‖q‖M ,

❝❛r L ❡t h s♦♥t ♠✐♥♦rés✳

❊♥✜♥✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

v =
1

L

(
(1 − lr) v̄1,

lL′

L
v̄1, v̄1Z

′
B + (z − ZB) V̄3

)t

,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t v ∈ X0
1D ❡t ✿

‖v‖
X

≤ c√
∆t

‖v̄c‖1,I ≤ c√
∆t

‖q‖M . ✭✷✳✶✾✮

❆✐♥s✐ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✽✮ ❡t ✭✷✳✶✾✮ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ r❡q✉✐s❡✳

�

▲❡s ❧❡♠♠❡s ✷✳✹✳✶ ❡t ✷✳✹✳✷ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✵✮ à ✭❍✺✮ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✷✮
❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u1D, p1D)✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❡st ❛ss✉ré❡ s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✮✳



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✹✺

✷✳✺ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❙♦✐t Td ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s❡❣♠❡♥ts K t❡❧s q✉❡ ✿

Ī =
⋃

K∈Td

K.

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▲✐❜♠❡s❤ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡♥ t❡♠♣s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

h− hn

∆t
+ h′u1 − hU3 = 0.

▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h ❡st
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✣♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞❡ Td ✭h ❡st P1 ♣❛r é❧é♠❡♥t✮✳

❖♥ rés♦✉t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ❡t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ i ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿

hi =
hn

i −
(
u1

)
i
h′i ∆t

1 − ∆t
(
U3

)
i

.

♦ù h′i ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ i ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✿

h′i =
hi+1 − hi

∆x
♦✉ h′i =

hi − hi−1

∆x
, ✭✷✳✷✵✮

♦ù ∆x r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s i ❡t i+ 1 ♦✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s i− 1 ❡t i✳
❊♥✜♥✱

(
u1

)
i
❡t
(
u3

)
i
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉① ♣♦✐♥t i✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ✭✷✳✷✮✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s X1D,d ❡t M1D,d à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Td ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s tn+1✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ X1D,d ❡t M1D,d ❞♦✐✈❡♥t ❛ss✉r❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s tn+1✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❞✐s❝rèt❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✐s❝r❡t
❞❡ B (·, ·)✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ d✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ X1D,d ❡t M1D,d s✉✐✈❛♥ts ✿

M1D,d = {q ∈ M1D; ∀K ∈ Td, Q|K ∈ P0} ⊂ M1D,

X1D,d =
{
v ∈ X1D; vc ∈ H1 (I) , ∀K ∈ Td, (vc)|K ∈ P1

}
⊂ X1D.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✺ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿ ✷ ♣♦✉r v1✱ ✷ ♣♦✉r V3

❡t ✶ ♣♦✉r Q✳

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

X∗
1D,d = {v ∈ X1D,d; v1 = k1D,d s✉r ∂I} ,

X0
1D,d = {v ∈ X1D,d; v1 = 0 s✉r ∂I} ⊂ X0

1D,



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✹✻

♦ù k1D,d ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P1 ✲ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ k1D s✉r ∂I✳

❆✐♥s✐ ♦♥ rés♦✉t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t s✉✐✈❛♥t ✿




❚r♦✉✈❡r (u1D,d, p1D,d) ∈ X∗
1D,d × M∗

1D,d

∀v ∈ X0
1D,d, A(u1D,d;u1D,d,v) +B(p1D,d,v) = Fn

1D,d(v)

∀q ∈ M1D,d, B(q,u1D,d) = 0,

✭✷✳✷✶✮

♦ù Fn
1D,d (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Fn

1D (·) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un
1D ♣❛r un

1D,d✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ X0
1D,d × M1D,d ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

A (v;v,v) ≥ c1 ‖v‖2
X

∀v ∈ ❑❡r1D,dB. ✭✷✳✷✷✮

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞✐s❝r❡t ❞❡ B ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❑❡r1D,dB =

{
v ∈ X0

1D,d;

∫

I

h2Q
(
v̄′1 + V̄3

)
ds = 0, ∀q ∈ M1D,d

}
,

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé v̄c = Lvc✳
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✺✮ ✈❛❧❛❜❧❡ s✉r X0

1D ⊃ X0
1D,d✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ s✐

λ > 0 ♦✉ λ = 0✳
❙✐ λ > 0✱ ♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A (·; ·, ·) s✉r ❑❡r1D,dB✳
❙✐ λ = 0✱ ♦♥ ❞♦✐t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ v ∈ ❑❡r1D,dB✳ ❖r ♦♥ ❛ ✿

∫

ΩF

|❞✐✈v|2 dΩ =

∫

I

2h

L

(
v̄′1 + V̄3

)2
ds+

∫

I

hD1

(
(Lr)

′)2

L4r2
(v̄1)

2
ds

≤ c

(∫

I

h
(
V̄3

)2
ds+

∫

I

h (v̄1)
2
ds+

∫

I

h (v̄′1)
2
ds

)
.

❊♥ ♣r❡♥❛♥t q = v̄′1 ∈ M1D,d✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿ ♣♦✉r t♦✉t v ∈
❑❡r1D,dB✱ ∫

I

h2 (v̄′1)
2
ds ≤ ε

∫

I

h2 (v̄′1)
2
ds+

1

4ε

∫

I

h2
(
V̄3

)2
ds,

❛✈❡❝ ε > 0✳ ❊♥ ✜①❛♥t ε =
1

2
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∫

I

h2 (v̄′1)
2
ds ≤

∫

I

h2
(
V̄3

)2
ds.

❈♦♠♠❡ h ❡st ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
∫

I

h (v̄′1)
2
ds ≤

∫

I

h
(
V̄3

)2
ds.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿
∫

ΩF

|❞✐✈v|2 dΩ ≤ c

(∫

I

h (v̄1)
2
ds+

∫

I

h
(
V̄3

)2
ds

)
≤ c ‖v̄c‖2

0,I ,

❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✹✼

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c2 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

inf
q∈M1D,d

sup
v∈X0

1D,d

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c2
√

∆t. ✭✷✳✷✸✮

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥t✐♥✉✳ ❆ t♦✉t q ∈M1D,h ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ v̄c =

(
v̄1, V̄3

)
∈ H1 (I) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V̄3 = − 1

|I|

∫

I

hQds, v̄1 (θi) = −
∫ θi

s0

(
hQ+ V̄3

)
ds ♣✳♣ s✉r I,

♦ù θi s♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P✉✐sq✉❡
∫

I

(
hQ+ V̄3

)
ds = 0, ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ v̄1 (s1) = 0, ❡t ❞♦♥❝

v̄1 ∈ H1
0 (I)✳

❉❡ ♣❧✉s (v̄′1)|K = −
(
h∗Q+ V̄3

)
♦ù h∗ =

1

|K|

∫

K

hds✳ ❆✐♥s✐ ✿

B (q,v) = −
∫

I

h2Q
(
v̄′1 + V̄3

)
ds =

∫

I

h2h∗Q2ds.

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✳ ❙♦✐t K ∈ Td ❡t P ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❞♦♥♥é s✉r K✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c1, c2 > 0
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ h ❡t K✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀v ∈ P, c1
∫

K

h |v| ds ≤
∫

K

h∗ |v| ds ≤ c2

∫

K

h |v| ds.

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ h ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ s✉r K✱ ❛❧♦rs q✉❡ h∗ =
1

|K|

∫

K

hds

❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s N1, N2 s✉r P t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

N1 (v) =

∫

K

h |v| ds, N2 (v) =

(∫

K

hds

)(∫

K

|v| ds
)
, ∀v ∈ P.

N1 ❡t N2 s♦♥t ❞❡✉① ♥♦r♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ P✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡
s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ h ♠❛✐s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ K✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀v ∈ P, c1 (h)

∫

K

h |v| ds ≤ 1

|K|

(∫

K

hds

)(∫

K

|v| ds
)

≤ c2 (h)

∫

K

h |v| ds.

■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ c1 ❡t c2 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ h✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ é❝r✐t q✉❡ ✿

h =
∑

i=1,2

h (θi)λi,

♦ù h (θi) s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h ❛✉① ♥♦❡✉❞s θi ❞❡ K✳ P✉✐sq✉❡ λi s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s s✉r K✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡st❡ ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ h ♣❛r λi✱ ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉
♣✉✐sq✉❡ h (ai) ≥ 0✱ ❛✈❡❝ c1 = min

i=1,2
c (λi) ❡t c2 = max

i=1,2
c (λi)✳

�



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✹✽

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✷✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸ ❡♥tr❛î♥❡ ✿

B (q,v) =

∫

I

h∗ (hQ)
2
ds ≥ c

∫

I

h (hQ)
2
ds.

❖r ‖q‖2
M =

∫

I

2

3
Lh3Q2ds✳ P✉✐sq✉❡ L ❡st ❜♦r♥é✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t B (q,v) ≥ c‖q‖2

M. ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❢✲s✉♣ ✭✷✳✷✸✮✳

�

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✶✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✷✶✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
(u1D,d, p1D,d)✳

✷✳✻ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✹✮✱ ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❡t ❥✉st✐✜é s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
✸❉✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✈ér✐✜❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r
❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✷✮✳
❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❑❡r1DB ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t ❡t ♦♥
❛ ✈ér✐✜é ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ✭✷✳✶✼✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✷✺✮✱ ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ❛ X0

1D,d × M1D,d ⊂ X0
1D × M1D✳ P✉✐s ❣râ❝❡ ❛✉① ❧❡♠♠❡s ✷✳✺✳✶

❡t ✷✳✺✳✷✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✸✸✮ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❞é✜♥✐
❡♥ ✭✶✳✸✽✮ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ Θ ✭✶✳✸✺✮ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✶❉ ❡t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r
❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

I (Θ)
2

=
∑

K∈Td

(
1

∆t

∫

K

η2
1dΩ +

1

w2
K

∫

K

η2
2dΩ

)
+
∑

γ∈∂Td

1

w2
γ

∫

γ

η2
γdγ,

♦ù Td ❡st ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Θ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s w|K ❡t
w|γ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✿

wK =

√
1

∆s
+

1

2L
+

1

h
, wγ =





√
h

∆s
+

h

2L
+ 1 s✐ γ ⊂ (ΘB ∪ ΘS) ,

√
1 +

∆s

2L
+

∆s

h
❛✐❧❧❡✉rs,

♦ù ∆s r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K ✭♦✉ ❢❛❝❡ γ✮ ❡t ♦ù 2L✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t h✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ s✉r ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K ✭♦✉ ❢❛❝❡ γ✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡r η1✱ η2 ❡t ηγ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡
K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Td ✿

∫

K

η2
1dΩ =

∫

K

1

L2

(
(Lu1)

′
+ LU3 −

l (Lr)
′

1 − lr
u1

)2

dΩ.



❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✹✾

P✉✐s ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
∫

K

η2
2dΩ =

∫

K

( ρ

∆t
(u1D − un

1D) + ρ (curlu1D ∧ u1D) + µcurl (curlu1D) − ρf ∧ u1D + ∇p1D − ρg
)2

dΩ,

❛✈❡❝ ✿

u1D − un
1D =




(1 − lr) (u1 − un
1 )

lL′

L
(u1 − un

1 )

Z ′
B (u1 − un

1 ) + (z − ZB) (U3 − Un
3 )


 ,

curlu1D ∧ u1D =




− 1

1 − lr
u′3u3 −

lL′

L
u1

(
l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1

)

(1 − lr)u1

(
l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1

)

u1u
′
3




,

curl (curlu1D) =




1

(1 − lr)
2

(
L′

L
u1

)′

− 1

1 − lr

(
l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1

)′

− 1

1 − lr

(
1

1 − lr
u′3

)′




,

f ∧ u1D = fu1




− lL
′

L
1 − lr

0


 ,

∇p1D =




1

1 − lr

(
(ZB + h)

′
P + (ZB + h− z)P ′

)

0

−P


 ,

♦ù u3 = u1Z
′
B + (z − ZB)U3 ❡t u′3 = (u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 + (z − ZB)U ′

3✳

❊♥✜♥ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu1D ∧ n − p1Dn)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘS ∪ ΘI ,

❛✈❡❝ curlu1D ∧ n = 0 s✐ γ ⊂ ΘI ✱

curlu1D∧n = − 1√
(1 − lr)

2
+ (Z ′

B + h′)
2




u′3

(ZB + h)
′

(
l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1

)

1

1 − lr
(ZB + h)

′
u′3




s✐ γ ⊂ ΘS ,



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✺✵

♣✉✐s ✿ ∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu1D ∧ n − cBu1D)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘB ,

❛✈❡❝

curlu1D ∧ n =
1√

(1 − lr)
2

+ (Z ′
B)

2




u′3

Z ′
B

(
l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1

)

1

1 − lr
Z ′

Bu
′
3




s✐ γ ⊂ ΘB .

▲❡s ♥♦r♠❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳

✷✳✼ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

P♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st é❣❛❧❡ à µ = 10−3 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉
❢♦♥❞ ❡st cB = 0, 1✳

✷✳✼✳✶ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t ✿ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ r ❡t ❧❡
❢♦♥❞ ZB s♦♥t ♥✉❧s ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♦♥ ♣r❡♥❞ L = 50 ♠ètr❡s ❀ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r
❞❡ 100 ♠ètr❡s✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❞❡ 8000 ♠ètr❡s ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ nx = 400
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ∆t = 1 s✳

P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✿ u1 = k1D

s✉r ∂I✳ ❉✬❛♣rès ❬✷✽❪✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

u1 =
q

σ
,

♦ù q r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❞✬❡❛✉ ✐♠♣♦sé ❡♥ ❛♠♦♥t ♦✉ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❡t σ = 2Lh ❧❛ s❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ❞é❜✐t ♣♦s✐t✐❢ ✭q = 200✮ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ✉♥ ❞é❜✐t ♥é❣❛t✐❢ ✭q = −250✮ ❡♥
❛✈❛❧ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s❡ r❡♠♣❧✐ss❡✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝ôt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
hb = ZB + h✮ ❡st ❞❡ 10 ♠ètr❡s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb = h+ ZB ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u1 ✿

▲é❣❡♥❞❡ ✿



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✶

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ u1 =
q

σ
= 0, 2 ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t u1 = −0, 25 ❡♥ s♦rt✐❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱

♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ u1 ±
√
gh ♠ètr❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❛♥❝❡ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
u1 ±

√
gh ≃ 10, 1 m/s✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♠❡s✉r❡ 8000 ♠ètr❡s✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❞♦✐t ♠♦♥t❡r ❛✉

❜♦✉t ❞❡ 396 s❡❝♦♥❞❡s ❡♥✈✐r♦♥ ✿

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ t❡st✳
P♦✉r ✜♥✐r ♦♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳

✷✳✼✳✷ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r

❖♥ t❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r ✿ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ r ❡st ♥✉❧✱
❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭L = 40✮ ♠❛✐s ❧❡ ❢♦♥❞ ZB ✈❛r✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❋♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✺✷

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 800 ♠ètr❡s ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ nx = 400
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t = 0, 5 s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❜✐t ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧✱
q = 80✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ 80 ♠ètr❡s ✭L = 40✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ ❝ôt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u1 s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

▲é❣❡♥❞❡ ✿

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ u1 =
q

σ
= 0, 25 ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛rr✐✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦ss❡s✳ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✶❉
à t = 100 s ✿



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✸

❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t é❧❡✈és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦ss❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
♣❛ss❡r à ✉♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✷❉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

✷✳✼✳✸ ❚❡sts s✉r ✉♥ ♠é❛♥❞r❡

❖♥ t❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ♠é❛♥❞r❡✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❞❡✉① ❝❛s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♠é❛♥❞r❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R = 100✱ ❞♦♥❝ ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
r = 1

R
= 1

100 ✱ ❛✈❡❝ x ∈ [0, 100]✳ ▲❡ ✢❡✉✈❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 157 ♠ètr❡s✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st s♦✐t
❝♦♥st❛♥t❡✱ s♦✐t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥t♦♥♥♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r s❡
rétré❝✐t ❡♥tr❡ d = 31, 4 ❡t 62, 8 ♠ètr❡s ♣✉✐s s✬é❧❛r❣✐t ❡♥tr❡ d = 94, 2 ❡t 125, 6 ♠ètr❡s✱ ♦ù d r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✳

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ▲❛r❣❡✉r ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥t♦♥♥♦✐r

❚❡st ▲ ❝♦♥st❛♥t

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ 50 ♠ètr❡s
✭L = 25✮✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ZB ❡st ♣❧❛t ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡♥ nx = 100 ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡
✉♥ ❞é❜✐t ♣♦s✐t✐❢ ✭q = 100✮ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ✉♥ ❞é❜✐t ♥é❣❛t✐❢ ✭q = −100✮ ❡♥ ❛✈❛❧ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s❡
r❡♠♣❧✐ss❡✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s △t = 0, 1 s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝ôt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u1 ✿

▲é❣❡♥❞❡ ✿
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❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ u1 = q
σ

= 0, 5 ❛✉① ❜♦r❞s✳ ❙✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐ts ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳

❚❡st ▲ ✈❛r✐❛❜❧❡

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡ ♠ê♠❡ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r q✉✐ ✈❛r✐❡
✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✿

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛❝❝é❧èr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r s❡ rétré❝✐t✳ P♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
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❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❛ss❡③ é❧❡✈és✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠é❛♥❞r❡✱
♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧s s♦♥t é❧❡✈és ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
❧❛r❣❡✉r s❡ rétré❝✐t ❡♥tr❡ d = 31, 4 ❡t 62, 8 ♠ètr❡s ♣✉✐s s✬é❧❛r❣✐t ❡♥tr❡ d = 94, 2 ❡t 125, 6 ♠ètr❡s✳

✷✳✼✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

❚❡st ❝❛♥❛❧

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✭❝❢✳ t❡st ✷✳✼✳✶✮✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ 8000 ♠ètr❡s ❞❡ ❧♦♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦♥❞ ♣❧❛t
❡t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ 100 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ 10 ♠ètr❡s✱ ✉♥
❞é❜✐t ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ❡♥tré❡ ✭q = 200✮ ❡t ✉♥ ❞é❜✐t ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ s♦rt✐❡ ✭q = −250✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❡st
❝♦♥s✐❞éré ♥✉❧✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st é❣❛❧ à Fr =
u1√
gh

≃ 0, 02✳

❖♥ s✉♣❡r♣♦s❡✱ à ❞❡s t❡♠♣s ❞♦♥♥és✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ✶❉✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✭❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❝♦✉r❜❡ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és r♦✉❣❡s✮ ✿

▲❡s ❝♦✉r❜❡s s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❡t ❝♦♥❢♦rt❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✺✻

❚❡st ♠é❛♥❞r❡

❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠é❛♥❞r❡ ✭❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✼✳✸✮✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞é✜♥✐r
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡ ❧❡ ♠é❛♥❞r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ 157 ♠ètr❡s ❞❡ ❧♦♥❣✳ ▲❡
❢♦♥❞ ❡st ♣❧❛t ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ é❣❛❧❡ à 50 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ❞é❜✐t ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ❡♥✲
tré❡ ✭q = 100✮ ❡t ✉♥ ❞é❜✐t ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ s♦rt✐❡ ✭q = −100✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ♥✉❧✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❋r♦✉❞❡ ❡st é❣❛❧ à Fr ≃ 0, 08✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✭❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❝♦✉r❜❡ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és r♦✉❣❡s✮ ✿

❉❛♥s ❝❡ t❡st ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳

✷✳✼✳✺ ❚❡st ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

❖♥ t❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ✢❡✉✈❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡
❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ❡st ♣❧❛t ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ nx = 345 ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❖♥
✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉① ❜♦r❞s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s❡ r❡♠♣❧✐t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❡t s❡ ✈✐❞❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ ✹ ♠ètr❡s✳ ❖♥
♣r❡♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t = 0, 4 s✳
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❋✐❣✳ ✷✳✸✿ ●é♦♠étr✐❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

❱✉ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ s✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✶❉✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳
❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡ q✉❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u1 à ❞❡s
t❡♠♣s ❞♦♥♥és ✿

❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ✈♦✐t ♣❛s ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
✈✐s✉❛❧✐s❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✷❉✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✶❉
♣✉✐s ♦♥ ♠❛✐❧❧❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ❇❛♠❣✶✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳

P✉✐s ♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✶❉ ❡♥ ✷❉✳

✶▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❇❛♠❣ ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✐s♦tr♦♣❡s ♦✉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✭✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡✮ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝réé ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P1✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❯♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✿ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s ❡t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ●✶ s♦✉❤❛✐té❡✳
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛♥♥✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❤❡❝❤t✴❢t♣✴❜❛♠❣✴❜❛♠❣✳♣❞❢



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✺✽

❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❘❡✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✶❉ ❡♥ ✷❉

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✾

t = 75s t = 100s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳
❈❡❝✐ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st tr♦♣ ❣r♦ss✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u1✳

❱✐t❡ss❡ u1 ✿

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s

t = 75s t = 100s



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✻✵

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ✈♦✐r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ✿

t = 25s t = 75s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ ✶❉✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✈♦✐r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡✳ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉✱ s✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣é♦♠étr✐❡✱ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✱ à t = 75 s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

❖♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t é❧❡✈és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭❡♥✲
✈✐r♦♥ 140 ♠ètr❡s ❡t 600 ♠ètr❡s s✐ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✮✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✉♥
❝❛♥❛❧ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s r❡q✉✐❡rt ♣❧✉tôt ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✷❉✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s
❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳

✷✳✼✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r r❡❣❛r❞❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ t❡st ✷✳✼✳✷ ✭♠ê♠❡ ❢♦♥❞ ❡t
♠ê♠❡ ❧❛r❣❡✉r✮✳ ▲❡ ❞é❜✐t ✐♠♣♦sé ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡st ✷✳✼✳✷✳
▲❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✶

∆x = 10, ∆t = 1 s

∆x = 5, ∆t = 0.5 s

∆x = 2, ∆t = 0.25 s

∆x = 1, ∆t = 0.1 s

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❡ st❛❜✐❧✐s❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r r❡st❡
é❧❡✈é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦ss❡s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛ss✉r❡s ❞✉ ❢♦♥❞✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬❛✉
❜♦✉t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥
❡s♣❛❝❡✳ ■❧ ✐♥❞✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ✻✷

✷✳✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥
❢♦♥❞ ♣❧❛t✳ ❖♥ ❛ ♣✉ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳
❉❡ ♣❧✉s ✐❧ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✷❉✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ♣✉ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✐♥❞✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t s❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✭❝❢✳ ❬✸❪✮✱ é❝r✐t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
♠é❞✐❛♥❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✵✮ à ✭❍✺✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

✸✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣♦sé s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧❛♥ ωF (t) ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✻✮✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

M2DV =
{
q ∈ L2 (ωF ) ; q = q (s, z)

}
,

X2DV =

{
v =

(
v1 (1 − lr) ,

lL′

L
v1, v3

)t

∈ X; v3 (s, ZB) = v1 (s, ZB)Z ′
B (s)

}
,

♦ù v1✱ v3 ❞é♣❡♥❞❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✱ z✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞✬❡s♣❛❝❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ♠é❞✐❛♥❡✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r l = 0✱ ❡st (v1, 0, v3)

t✳

❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿
vV = (v1 (s, z) , v3 (s, z))

t
,

❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❖♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❛♣♣❧✐q✉és à vV s♦♥t ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s, z✮ ✿

❞✐✈vV = ∂sv1 + ∂zv3, curlvV = ∂sv3 − ∂zv1.

❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t kV (s, z) ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ k (s, l, z) s✉r ΥI ✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s X0
2DV ❡t X∗

2DV ✿

X0
2DV = {v ∈ X2DV ; v1 = 0 s✉r ΥI} ,

X∗
2DV = {v ∈ X2DV ; v1 = kV s✉r ΥI} .

X0
2DV ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ X0✳

❖♥ ét❛❜❧✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ X0
2DV ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X0 ❡t M2DV ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ M✳

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✻✹

Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✶✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

v · n = 0 s✉r ΓI ⇔ v1 = 0 s✉r ΥI .

❆✉ ❢♦♥❞✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

v · n = 0 s✉r ΓB ⇔ v3 = v1Z
′
B s✉r ΥB .

❊♥✜♥ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L (s)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t l = −L (s)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

v (s, L, z) · n (s, L, z) = 0 ⇔ v2 (s, L, z) = L′v1 (s, z) ,

v (s,−L, z) · n (s,−L, z) = 0 ⇔ v2 (s,−L, z) = −L′v1 (s, z)

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ v2✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l ✭v2 =
lL′

L
v1✮✳

❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ X0
2DV ⊂ X0✳

P✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ M2DV ✿

∫

ΩF

q2dΩ =

∫

ωF

∫ L

−L

q2 (1 − lr) dldzds = 2

∫

ωF

Lq2dzds,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t M2DV ⊂ M✳
�

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ✿

M1D ⊂ M2DV ⊂ M, X0
1D ⊂ X0

2DV ⊂ X0.

❆✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ U ❞❛♥s X2DV ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂h

∂t
+ (h+ ZB)

′
u1 − u3 = 0 ♣♦✉r z = ZB + h. ✭✸✳✶✮

❆♣rès ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♦♥ rés♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ✿

h− hn

∆t
+ (h+ ZB)

′
u1 − u3 = 0 ♣♦✉r z = ZB + h.

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

❯♥❡ ❢♦✐s h ❝❛❧❝✉❧é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





❚r♦✉✈❡r (u2DV , p2DV ) ∈ X∗
2DV × M2DV

∀v ∈ X0
2DV , A (u2DV ;u2DV ,v) +B (p2DV ,v) = Fn

2DV (v)

∀q ∈ M2DV , B (q,u2DV ) = 0,

✭✸✳✷✮



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✻✺

♦ù u2DV =

(
(1 − lr)u1,

lL′

L
u1, u3

)t

❡t ♦ù Fn
2DV (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Fn (·) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t

un ♣❛r un
2DV ✳

▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ✭✸✳✷✮ s♦♥t uV (s, z) = (u1, u3)
t ❡t p2DV (s, z) s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ωF ✳

✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t Fn
2DV (·) s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❡s♣❛❝❡s

❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ X0
2DV ❡t M2DV ✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ gradv✱ ❞✐✈v ❡t curlv✱ ♣♦✉r v ∈ X0

2DV ✱ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳✶✳

❙♦✐❡♥t q ∈ M2DV ✱ u, v ∈ X0
2DV ✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t

Fn
2DV (·) ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l✳ P♦✉r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ s❡ ré❢ér❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳✷✳ ▲❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts D1✱ D2✱ D3✱ D4 ❡t D5 s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) ✿

B (q,v) = −2

∫

ωF

q❞✐✈ (LvV ) dzds. ✭✸✳✸✮

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·) s✬é❝r✐t ✿

A0 (u,v) =

∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ +

∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ, λ ≥ 0.

❖♥ ♣ré❝✐s❡ ❝✐✲❛♣rès ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ A0 (·, ·)✳
∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u1v1 + u3v3} dzds,

♣✉✐s ✿ ∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫

ωF

µ {2LcurluV curlvV + 2LD2∂zu1∂zv1 +D1∂su3∂sv3} dzds

+

∫

ωF

µ

{
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 8Lr2u1v1

}
dzds.



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✻✻

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✭r = 0✱ L ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫

ωF

2µLcurluV curlvV dzds.

❊♥s✉✐t❡ s✐ λ > 0 ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ = λ

∫

ωF

{
2L

(
❞✐✈uV +

L′

L
u1

)(
❞✐✈vV +

L′

L
v1

)
+
D1

r2

(
(Lr)

′

L

)2

u1v1

}
dzds.

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ΓB ✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z = ZB(s) ❡t ❧❡s
❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L(s) ❡t l = −L(s)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ✿

∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cBD5 u1v1ds+

∫

ωF

cB (D4 u1v1 +D3 u3v3) .

❊♥✜♥ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ q✉❡ (f ∧ u) · v = 0✳

❋♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·)

P♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

A1 (u;u,v) =

∫

ωF

2ρL
(
− (1 +D2) ∂zu1 u⊥

V · vV + ∂su3 u⊥
V · vV

)
dzds

=

∫

ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1)u
⊥
V · vV dzds.

❚❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2DV (·)

❊♥✜♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2DV (.) s✉r X0

2DV ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u

n
1 v1 + un

3 v3} dzds−
∫

ωF

2ρLgv3dzds.

P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿ s♦✐t v ∈ L2 (∂ΩF )✱
∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫

I

WV · vV ds+

∫

I

2LpS

(
(ZB + h)

′
v1 − v3

)
ds.

♦ù WV ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✹✮✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ΓB ∪ ΓI ✱ v · n = 0✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ r❡st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✿
∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =

∫

ΥI

2Lv3w3 dz.



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✻✼

Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✸✳✷✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
éq✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ B (q,u2DV ) = 0, ∀q ∈ M2DV ✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✸✳✸✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té s✉r ωF (t) ✿

❞✐✈ (LuV ) = 0. ✭✸✳✹✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r

♣❛rt✐❡s ❞❡s t❡r♠❡s B (p2DV ,v) ❡t
∫

ΩF

µcurlu2DV · curlvdΩ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

❛✉ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t s✉r ωF (t) ✿

ρL




(1 +D2)
du1

dt
du3

dt


− ρLD2 u1∇u1 − µcurl (LcurluV ) + µL

(
4r2u1 −D2∂zzu1

0

)

−µ
2




L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))

∂s (D1∂su3)


+

cB
2

(
D4 u1

D3 u3

)
+ L∇

(
p2DV − ρ

2
|uV |2

)

= ρLg.

✭✸✳✺✮

▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳✸✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ✭r = 0 ❡t L ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st
❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t s✉r ωF (t) ✿

❞✐✈uV = 0,

ρ
duV

dt
+ µcurl (curluV ) +

cB
L

uV + ∇
(
p2DV − ρ

2
|uV |2

)
= ρg.

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✉r ΥI ✱ ΥB ❡t ΥS ✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r

♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s B (p2DV ,v) ❡t
∫

ΩF

µcurlu2DV · curlvdΩ ❞❛♥s ✭✸✳✷✮✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲

t❡st v ∈ X0
2DV ✱ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ s✉✐✈❛♥ts ✿

∫

∂ωF

µ

{
2LcurluV (n ∧ vV ) + 2LD2 ∂zu1 v1 n3 +D1 ∂su3 v3 n1 +

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
L′

L
v1n1

}
dγ

−
∫

∂ωF

2Lp2DV vV · ndγ,

s♦✐t ✿

∫

∂ωF





2µLcurluV t + µ




2LD2 ∂zu1 n3 +
L′

L

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
n1

D1 ∂su3 n1


− 2Lp2DV n





· vV dγ,

♦ù t = (n3,−n1)
t✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❼ s✉r ΥI ✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ v1 = 0 ❡t vV · n = 0 ✿

u1 = kV , ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ X∗
2DV ,

2µLcurluV − µD1 ∂su3 + 2Lw3 = 0,



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✻✽

❼ s✉r ΥB ✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ u3 = u1Z
′
B ❡t vV · n = 0 ✿

−2LcurluV

(
1 + (Z ′

B)
2
)
−2LD2 ∂zu1+D1 ∂su3 (Z ′

B)
2
+
L′

L

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
Z ′

B+
cB
µ
D5u1 = 0,

❼ s✉r ΥS ✿

2µLcurluV t + µ




2LD2 ∂zu1 n3 +
L′

L

D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
n1

D1 ∂su3 n1


− 2Lp2DV n

=
1√

1 + (Z ′
B + h′)

2
WV − 2LpSn.

❆✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✱ ✭✸✳✹✮✱ ✭✸✳✺✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡

✸✳✸✳✶ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st v ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ {τ ,ν, e3} ✿

v (s, l, z) =

(
v1 (s, z) (1 − lr) ,

lL′

L
v1 (s, z) , v3 (s, z)

)t

.

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ X2DV ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X✱ ♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ v ∈ H (❞✐✈, curl; ΩF ) ❡t
v ∧ n ∈ L2 (ΓB)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❙✐ vV ∈ H1 (ωF )✱ ❛❧♦rs v ∈ X✳

Pr❡✉✈❡✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

ΩF

|v|2 dΩ =

∫

ωF

2L
(
(1 +D2) v

2
1 + v2

3

)
dzds,

∫

ΩF

|curlv|2 dΩ =

∫

ωF

{
2L (❝✉r❧vV )

2
+ 2LD2 (∂zv1)

2
+D1 (∂sv3)

2
}
dzds

+

∫

ωF

{
D1

r2

(
∂s

(
L′

L
v1

))2

+ 8Lr2v2
1

}
dzds,

∫

ΩF

|❞✐✈v|2 dΩ =

∫

ωF

{
2L

(
❞✐✈vV +

L′

L
v1

)2

+
D1

r2

(
(Lr)

′

L

)2

v2
1

}
dzds,

✭✸✳✻✮

❛❧♦rs q✉❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ΓB ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
∫

ΓB

|v ∧ n|2 dγ =

∫

ωF

(
D4v

2
1 +D3v

2
3

)
dzds+

∫

I

D5v
2
1 (s, ZB) ds.



❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✻✾

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭✶✳✶✽✮✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés r✱ r′✱ L✱ L′✱ L′′

s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts D2, D3, D4✱ D5 s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♠❛❥♦rés✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉①
❝❛s✱ s❡❧♦♥ s✐ D1 ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥♦♥✳

❼ ❙✐ D1 (s) ≥ 0✱ ❛❧♦rs v ∈ X s✐ vV = (v1, v3) ✈ér✐✜❡ ✿

vV ∈ H (❞✐✈, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) ,

√
D2 ∂zv1,

√
D1 ∂sv3,

√
D1

r
v1,

√
D1

r
∂sv1 ∈ L2 (ωF ) .

✭✸✳✼✮

❼ ❙✐ D1 (s) < 0, ❛❧♦rs v ∈ X s✐ vV ✈ér✐✜❡ ✿

vV ∈ H (❞✐✈, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) ,
√
D2 ∂zv1 ∈ L2 (ωF ) .

✭✸✳✽✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✼✮✱ ✭✸✳✽✮ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍✸✮ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✭✶✳✸✮✱ v ∈ X s✐ vV ∈ H1 (ωF )✳

�

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥✉❧❧❡✱ v ∈ X ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿

vV ∈ H (❞✐✈, ❝✉r❧;ωF ) ∩ L2 (ΥB) ,

L′∂zv1, L
′∂sv1 ∈ L2 (ωF ) .

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❧❛r❣❡✉r L ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ ❞♦✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r ✿

vV ∈ H (❞✐✈, curl;ωF ) ∩ L2 (ΥB) .

✸✳✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✳✷✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ ▲✬❛♥❛✲
❧②s❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡t ❞❡ ❇❛❜✉s❦❛✲❇r❡③③✐ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♠✐①t❡s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✸❉✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✷ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✉r V0 = ❑❡r2DV B✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐t ✿

❑❡r2DV B =
{
v ∈ X0

2DV ; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M2DV

}
=
{
v ∈ X0

2DV ; ❞✐✈ (LvV ) = 0 s✉r ωF

}
.

❆❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ A (·; ·, ·) = A1 (·; ·, ·) +A0 (·, ·) ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ A (v;v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r2DV B,

✷✳ A1 (·; ·, ·) ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❑❡r2DV B✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r2DV B✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✼✵

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A (·; ·, ·)✱ ♦♥ ❞♦✐t
♠♦♥tr❡r q✉❡ A0 (·, ·) ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡✳

❙✐ λ > 0✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ✿

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r2DV B,

♦ù C = min {ρ, µ, cB , λ}✳
❙✐ λ = 0✱ ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 (ΩF ) ❞❡ ❞✐✈v✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r2DV B ✿

❞✐✈v = − l (Lr)
′

L (1 − lr)
v1, ✭✸✳✾✮

❞✬♦ù ✿
‖❞✐✈v‖0,ΩF

≤ c ‖v1‖0,ωF
≤ cA0 (v,v) ,

❞✬❛♣rès ✭✸✳✻✮ ✭♦♥ ♣❡✉t ♠❛❥♦r❡r ‖v1‖2
0,ωF

♣❛r ‖curlv‖2
0,ΩF

✮ ❛✈❡❝ c ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ L
❡t r✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ✿

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r2DV B,

♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t v ∈ ❑❡r2DV B ∩D
(
Ω̄
)3

❡t u ∈ ❑❡r2DV B ❀
♦♥ é❝r✐t A1 (·; ·, ·) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✶✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫

ΓH

ρviujuini dγ − 1

2

∫

ΓH

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫

ωF

2

3
ρL2r (Lr)

′
u2

1v1 dzds,

♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r2DV B ∩D
(
Ω̄
)3

❡t t♦✉t u ∈ ❑❡r2DV B✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡
❈✳✹✳

●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ X0✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞❡
X0 ❞❛♥s L2 (ΩF ) ❡t L2 (ΓS)✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ s✐ (um) ⊆ ❑❡r2DV B ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs u✱

❛❧♦rs A (um;um,v) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs A (u;u,v)✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r2DV B ∩D
(
Ω̄
)3

❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t

v ∈ ❑❡r2DV B ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❑❡r2DV B ∩D
(
Ω̄
)3

❞❛♥s ❑❡r2DV B✳

�

❉❡ ♣❧✉s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❑❡r2DV B ❡st sé♣❛r❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ L2 (ΩF )✳

❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❡st ✈ér✐✜é❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ω ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥✈❡①❡s ω = ∪N
i=1ω

i✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

inf
q∈M2DV

sup
v∈X0

2DV

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c
√

∆t. ✭✸✳✶✵✮

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) s✬é❝r✐t✱ ✈✐❛ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s LvV = VV ✿

B (q,v) = −2

∫

ωF

q❞✐✈VV dzds.



❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✼✶

●râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✶✽✮✱ ♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ vV ∈ H1 (ωF ) ❡t VV ∈ H1 (ωF )✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ♥♦r♠❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ q ∈ M2DV ✱ ♦♥ ♥♦t❡ q̃ s♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r ③ér♦ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ω✳ ❖♥ ♥♦t❡
é❣❛❧❡♠❡♥t Υi

H ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ωi✱ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , N ✳ P✉✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q ∈ M2DV ❡t ❝❤❛q✉❡
s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ωi✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿





∆Zi = q̃ s✉r ωi

∂nZ
i = 0 s✉r ∂ωi \ Υi

H

Zi = 0 s✉r Υi
H

❡t





∆
2

ψi = 0 s✉r ωi

∂nψ
i = −∂tZ

i

s✉r ∂ωi

ψi = 0 s✉r ∂ωi

.

▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥✈❡①❡ ωi ❛ss✉r❡ q✉❡ Zi ∈ H2
(
ωi
)
❡t∥∥Zi

∥∥
2,ωi ≤ c ‖q̃‖0,ωi ✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❤❛r♠♦♥✐q✉❡ q✉❡ ψi ∈ H2

(
ωi
)
❡t

∥∥ψi
∥∥

2,ωi ≤ c
∥∥∥∂tZ

i
∥∥∥

1

2
,∂ωi

≤ c ‖q̃‖0,ωi ✳

❊♥ ♣♦s❛♥t Vi
V = ∇Zi + curlψi✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Vi
V ∈ H1

(
ωi
)
,
∥∥Vi

V

∥∥
1,ωi ≤ c ‖q̃‖0,ωi ,

❡t ✿
❞✐✈Vi

V = ❞✐✈
(
∇Zi

)
+ ❞✐✈

(
curlψi

)
= ∆Zi = q̃ s✉r ωi.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ f ♦♥ ❛ curlf · n = −∂tf ❡t curlf · t = ∂nf ✳
❉✬♦ù ✿

Vi
V · n = −∂tψ

i = 0 ❡t Vi
V · t = 0 s✉r ∂ωi \ Υi

H .

❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r VV ∈ H1 (ω) ❡♥ ♣♦s❛♥t (VV )|ωi = Vi
V ✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t v ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

v =
1

L

(
(1 − Lr)V1,

lL′

L
V1, V3

)t

.

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ v ∈ X0
2DV ✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) ✿

B (q,v) = 2

∫

ωF

q2 dzds ≥ c ‖q‖2
M ,

❝❛r L ❡st ❜♦r♥é✳

❊♥✜♥ ♦♥ ❛ ✿

‖v‖
X

≤ c′√
∆t

‖VV ‖1,ωF
≤ C√

∆t
‖q‖M .

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup r❡q✉✐s❡✳

▲❡s ❧❡♠♠❡s ✸✳✸✳✶ ❡t ✸✳✸✳✷ ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍✵✮ à ✭❍✺✮ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡
✭✸✳✷✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u2DV , p2DV )✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❡st ❛ss✉ré❡ s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✼✷

✸✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❙♦✐t Td ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s K t❡❧s q✉❡ ✿

ωF =
⋃

K∈Td

K.

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▲✐❜♠❡s❤ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡✲♠❛✐❧❧❡r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❧❛ rés♦✉❞r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s
♣♦✐♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s
✜♥✐s ✭♣✉✐sq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ✶❉✮✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❛✣♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞❡ Td ✭h ❡st P1 ♣❛r é❧é♠❡♥t✮✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ h ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

h− hn

∆t
+ (h+ ZB)

′
u1 − u3 = 0 ♣♦✉r z = ZB + h

❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts i ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✱ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

hi = hn
i − ∆t

(
h+ ZB

)′
i

(
u1

)
i
+ ∆t

(
u3

)
i
,

♦ù
(
u1

)
i
✱
(
u3

)
i
s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ ♣♦✐♥t i ❡t h′i✱ (Z ′

B)
i
s♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s

❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ i ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭✷✳✷✵✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ✭✸✳✷✮✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❡♥ ✈✐t❡ss❡✲♣r❡ss✐♦♥ ✭P1 − P0✮ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ♥✬❡st ♣❛s ❥✉❞✐❝✐❡✉①
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✼❪✱ ♣✳ ✶✸✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s
V0 = 0✱ ♦ù V0 = ❑❡rB = {v ∈ X; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M} ✭✐❝✐ V0 = ❑❡r2DV B✮✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ P1 − bulle✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ P1

❛✈❡❝ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲❜✉❧❧❡ s✉r K✳ ❙♦✐❡♥t λ1, λ2, λ3 ❧❡s tr♦✐s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s s✉r
❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦✉r❛♥t K✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲❜✉❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞♦♥❝
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡ P1 − bulle ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹✳

P1 − bulle (K) = P1 + vect {λ1λ2λ3} .

❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ✹ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❡t ♥♦♥ ✸✮ s✉r ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ K✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ P1 − bulle



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✼✸

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ X2DV,d ❡t M2DV,d s✉✐✈❛♥ts ✿

M2DV,d =
{
q ∈ M2DV ; q ∈ H1 (ωF ) , ∀K ∈ Td, q|K ∈ P1

}
,

X2DV,d =
{
v ∈ X2DV ; vV ∈ H1 (ωF ) , ∀K ∈ Td, (vV )|K ∈ (P1 − bulle)

2
}
.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✶✶ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿ ✹ ♣♦✉r v1✱ ✹ ♣♦✉r
v3 ❡t ✸ ♣♦✉r q✳

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

X∗
2DV,d = {v ∈ X2DV,d; v1 = k2DV,d s✉r ΥI} ,

X0
2DV,d = {v ∈ X2DV,d; v1 = 0 s✉r ΥI} ⊂ X0

2DV ,

♦ù k2DV,d ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P1−❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ kV s✉r ΥI ✳

❖♥ rés♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t s✉✐✈❛♥t ✿




❚r♦✉✈❡r (u2DV,d, p2DV,d) ∈ X∗
2DV,d × M∗

2DV,d

∀v ∈ X0
2DV,d, A(u2DV,d;u2DV,d,v) +B(p2DV,d,v) = Fn

2DV,d(v)

∀q ∈ M2DV,d, B(q,u2DV,d) = 0,

✭✸✳✶✶✮

♦ù Fn
2DV,d (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Fn

2DV (·) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un
2DV ♣❛r un

2DV,d✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ X0
2DV,d × M2DV,d ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

inf
q∈M2DV,d

sup
v∈X0

2DV,d

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c1
√

∆t.

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ✷❉
✭❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵❪✮✳ ❙♦✐t q ∈ M2DV,d ❡t s♦✐t v ∈ X0

2DV ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à q ❞❛♥s ✭✸✳✶✵✮✳ ■❧
s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ vd ∈ X0

2DV,d s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✿

‖vd‖X ≤ C ‖v‖
X

❡t B (q,vd) = B (q,v) .

❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ VV = LvV ✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ✷❉ πd t❡❧ q✉❡ ✿ ∫

ωF

q❞✐✈ (VV − πdVV ) dzds = 0,

‖πdVV ‖1,ωF
≤ C ‖VV ‖1,ωF

.

❙♦✐t VV ∈ H1 (ωF ) ❛✈❡❝ VV · n = 0 s✉r ΥB ∪ ΥI ❀ ♦♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ K ✿

πdVV = RdVV + γbK ,

♦ù Rd ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❧é♠❡♥t✱ bK ❧❛ ❜✉❧❧❡ s✉r K ✭bK = vect {λ1λ2λ3}✮ ❡t ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ γ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

∫

K

(VV − πdVV ) dzds = 0 ⇔ γ =

∫

K

(VV −RdVV ) dzds
∫

K

bKdzds

.



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✼✹

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿ ∫

K

(VV − πdVV ) · ∇q dzds = 0, ∀q ∈ M2DV,d,

♣✉✐sq✉❡ ∇q ❡st ❝♦♥st❛♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡ K✳ ❆✐♥s✐✱
∫

ωF

q❞✐✈ (VV − πdVV ) dzds =
∑

K∈Td

∫

K

q❞✐✈ (VV − πdVV ) dzds

= −
∑

K∈Td

∫

K

(VV − πdVV ) · ∇q dzds = 0.

❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❡st ✈ér✐✜é❡✳

�

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c2 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

A (v;v,v) ≥ c2 ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r2DV,dB.

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞✐s❝r❡t ❞❡ B ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❑❡r2DV,dB =

{
v ∈ X0

2DV,d;

∫

ωF

q❞✐✈VV dzds = 0, ∀q ∈ M2DV,d

}
,

♦ù VV = LvV ✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A (·; ·, ·)✱ s♦✐t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·)✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥

s✐ λ > 0 ♦✉ λ = 0✳
❙✐ λ > 0✱ ♦♥ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❑❡r2DV,dB✳
❙✐ λ = 0✱ ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 (ωF ) ❞❡ ❞✐✈v P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ✿

Aβ (u,v) = A0 (u,v) + β A2 (u,v) ,

♦ù β ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t A2 (·, ·) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

A2 (u,v) =

∫

ωF

1

L
❞✐✈UV ❞✐✈VV dzds.

P✉✐sq✉❡ ✿

∫

ΩF

|❞✐✈v|2 dΩ =

∫

ωF

2

L
(❞✐✈VV )

2
dzds+

∫

ωF

D1

(
(Lr)

′)2

L4r2
(V1)

2
dzds

≤ c
(
A2 (v,v) + ‖v‖2

0,ΩF

)
,

❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ Aβ (·, ·) s✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ X0
2DV ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✉r X0

2DV,d ⊂ X0
2DV ❡st ✐♠♠é✲

❞✐❛t❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❑❡r2DV,dB✳

�

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✶✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
(u2DV,d, p2DV,d)✳



❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✼✺

✸✳✺ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧

❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ✶❉✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s é♠✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r
❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✐❧ s✬é❝r✐t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✷✮✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❑❡r2DV B ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t ❡t ♦♥ ❛ ✈ér✐✜é ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ✭✸✳✶✵✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✷✺✮✱ ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮
s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ❛ X0

2DV,d × M2DV,d ⊂ X0
2DV × M2DV ✳ P✉✐s ❣râ❝❡

❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶ ❡t à ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✐s❝r❡t ❑❡r2DV,dB✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✸✸✮
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✸✽✮ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ Θ ✭✶✳✸✺✮ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t q✉❡
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

I (Θ)
2

=
∑

K∈Td

(
1

∆t

∫

K

η2
1dΩ +

1

w2
K

∫

K

η2
2dΩ

)
+
∑

γ∈∂Td

1

w2
γ

∫

γ

η2
γdγ,

♦ù Td ❡st ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Θ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s w|K ❡t
w|γ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✿

wK =

√
1

∆s
+

1

2L
+

1

∆z
, wγ =





√
∆z

∆s
+

∆z

2L
+ 1 s✐ γ ⊂ (ΘB ∪ ΘS) ,

√
1 +

∆s

2L
+

∆s

∆z
❛✐❧❧❡✉rs,

♦ù ∆s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ∆z✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K
✭♦✉ ❢❛❝❡ γ✮ ❡t ♦ù 2L r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ s✉r ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K ✭♦✉ ❢❛❝❡ γ✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡r η1✱ η2 ❡t ηγ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Td ✿

∫

K

η2
1dΩ =

∫

K

1

L2

(
❞✐✈ (LuV )− l (Lr)

′

1 − lr
u1

)2

dΩ.

P✉✐s ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
∫

K

η2
2dΩ =

∫

K

( ρ

∆t
(u2DV − un

2DV ) + ρ (curlu2DV ∧ u2DV ) + µcurl (curlu2DV ) − ρf ∧ u2DV + ∇p2DV − ρg
)2

dΩ,

❛✈❡❝ ✿

u2DV − un
2DV =




(1 − lr) (u1 − un
1 )

lL′

L
(u1 − un

1 )

u3 − un
3


 ,

curlu2DV ∧u2DV =




u3

(
(1 − lr) ∂zu1 −

1

1 − lr
∂su3

)
− lL′

L
u1

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)

(1 − lr)u1

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
+
lL′

L
∂zu1u3

−
(
lL′

L

)2

u1∂zu1 − (1 − lr)u1

(
(1 − lr) ∂zu1 −

1

1 − lr
∂su3

)



,



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✼✻

curl (curlu2DV ) =




1

(1 − lr)
2 ∂s

(
L′

L
u1

)
− (1 − lr) ∂zzu1 +

1

1 − lr
∂z∂su3

− lL
′

L
∂zzu1 −

1

1 − lr
∂s

(
l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1

)

1

1 − lr

(
(1 − lr) ∂zu1 −

1

1 − lr
∂su3

)′

+
L′

L
∂zu1




,

f ∧ u2DV = fu1




− lL
′

L
1 − lr

0


 ❡t ∇p2DV =




1

1 − lr
∂sp

0

∂zp


 .

❊♥✜♥ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu2DV ∧ n − p2DV n)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘS ∪ ΘI ,

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r γ ⊂ ΘI ✿

curlu2DV ∧ n =




0
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

− (1 − lr) ∂zu1 +
1

1 − lr
∂su3



,

♣♦✉r γ ⊂ ΘS ✿

curlu2DV ∧ n =

1√
(1 − lr)

2
+ (Z ′

B + h′)
2




(1 − lr)
2
∂zu1 − ∂su3

− (ZB + h)
′

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
+ (1 − lr)

lL′

L
∂zu1

(ZB + h)
′

(
(1 − lr) ∂zu1 −

1

1 − lr
∂su3

)



,

♣✉✐s ✿ ∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu2DV ∧ n − cBu2DV )

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘB ,

❛✈❡❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

curlu2DV ∧ n =
1√

(1 − lr)
2

+ (Z ′
B)

2




− (1 − lr)
2
∂zu1 + ∂su3

Z ′
B

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
+ 2ru1

)
− (1 − lr)

lL′

L
∂zu1

−Z ′
B

(
(1 − lr) ∂zu1 −

1

1 − lr
∂su3

)



.

▲❡s ♥♦r♠❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✼✼

✸✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

P♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st é❣❛❧❡ à µ = 10−3 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉
❢♦♥❞ ❡st cB = 0, 1✳

✸✳✻✳✶ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ r ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ZB s♦♥t ♥✉❧s ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭L = 20 ♠ètr❡s ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❛ ✉♥❡
❧❛r❣❡✉r ❞❡ 40 ♠ètr❡s✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❞❡ 800 ♠ètr❡s ❡t ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ nx = 200 ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❛
❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 3 ♠ètr❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥ ❤❛✉t❡✉r ❡st nz = 3✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❝❡ t❡st ♦♥t ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✐❧❛té❡ ❡♥ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ 20✳

❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❜✐t ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ q = 100✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
∆t = 0, 5s✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❝ôt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳ P♦✉r ❜✐❡♥ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♦♥ ❛ tr❛❝é s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ 3 ♠✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 50s t = 65s

t = 80s t = 140s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ v1 ±
√
gh ♠ètr❡s ♣❛r

s❡❝♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ t❡st✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ 6, 25m/s✳ ❖r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
800 ♠ètr❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ♦♥❞❡s ❛rr✐✈❛♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❞♦✐✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❛✉ ❜♦✉t ❞✬❡♥✈✐r♦♥
64 s❡❝♦♥❞❡s✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s q✉✬❛✉ ❜♦✉t ❞❡ 65 s❡❝♦♥❞❡s ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s s❡
r❡❥♦✐❣♥❡♥t✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vV ✳ P♦✉r ♠✐❡✉① s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ♦♥ ❛✣❝❤❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ✈✐t❡ss❡ ✿

❱✐t❡ss❡ vV ✿

t = 50s t = 65s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✼✽

t = 80s t = 140s

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ v3 ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡r
s✐ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 50s t = 100s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐ts ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳

✸✳✻✳✷ ❚❡sts s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r

❚❡st ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

❖♥ t❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r✳ ▲❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ r ❡st ♥✉❧
❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭L = 5 ♠ètr❡s✮✳ ▲❡ ❝❛♥❛❧ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 80 ♠ètr❡s✱ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥
nx = 80 ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✉r ❧❛
❤❛✉t❡✉r ❡st nz = 10✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ZB ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❝❡ t❡st ♦♥t ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✐❧❛té❡ ❞❡ 10 ❡♥ ❤❛✉t❡✉r✳

❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞✉ ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 100 ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ✉♥ ❞é❜✐t ♥✉❧ ❡♥ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ∆t = 0, 2s✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✼✾

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ❝ôt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛
tr❛❝é ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ 4 ♠✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 2s t = 5s

t = 9s t = 13s

P✉✐s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s✳

❱✐t❡ss❡s ❡t ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✿

t = 2s t = 5s

t = 9s t = 13s

❈❡ q✉✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ❝❡ t❡st✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✐t très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛r❝❤❡✳ ❈❡❝✐ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✐♠♣♦sé ✉♥ ❞é❜✐t é❧❡✈é ❡♥ ❡♥tré❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à σ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✱ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❧✉s
❧❛♠✐♥❛✐r❡✳

❖♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ à t = 10 s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

Pr❡ss✐♦♥ ✿

t = 10s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✽✵

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ p ≃ ρgh✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 2s t = 9s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ♠❛✐s s♦♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛ss❡③ é❧❡✈és ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛ss✉r❡s ❞✉ ❢♦♥❞✳

❚❡st ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞♦♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛ ✉♥ ❢♦♥❞ ♣❧❛t ♠❛✐s ❝✬❡st ❧♦rsq✉✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❡♥ ✸❉ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡✱ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ♣❡♥t✉ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r✳
▲❡ ❝❛♥❛❧ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 1050 ♠ètr❡s ❡t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ 52 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 100
❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ♥✉❧ ❡♥ ❛✈❛❧✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡t
❧❡s ✈✐t❡ss❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ t❡st ✸✳✻✳✶✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉✐t✳ ❖♥ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✱ ♣♦✉r ♠✐❡✉①
✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡ ❢♦♥❞ ✿

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❞

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉r s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s✉r
❧❡s ❝ôtés✱ ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ♥✬❡st ♣❧✉s s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠é❞✐❛♥❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t
très é❧❡✈és✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❧✐❣♥❡ ♠é❞✐❛♥❡✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✽✶

✸✳✻✳✸ ❚❡st s✉r ✉♥ ♠é❛♥❞r❡ à ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡st ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ❢♦♥❞ ♣❧❛t✳
▲❡ ✢❡✉✈❡ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R = 100✱ ❞♦♥❝ ❞❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ r = 1

R
= 1

100
❡t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 157 ♠ètr❡s✱ ❛✈❡❝ nx = 100✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✷✳✷

▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s ❡t ♦♥ ♣r❡♥❞ nz = 4✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❝❡ t❡st ♦♥t ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✐❧❛té❡ ❞❡ 4 ❡♥ ❤❛✉t❡✉r✳

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = ±100 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s❡ r❡♠♣❧✐ss❡✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❡st ∆t = 0, 25s✳

❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✉ ♠é❛♥❞r❡

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝ôt❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 1s t = 5s

t = 10s t = 15s

t = 20s t = 30s

P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳

▲✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✿

t = 1s t = 5s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✽✷

t = 10s t = 15s

t = 20s t = 30s

P♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 5s t = 15s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳

✸✳✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ ❛ ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s t❡sts q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧❛
s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ♥é❣❧✐❣❡r ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ❞❡ t②♣❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s
③♦♥❡s ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♠❛r❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ❞♦♥❝ très ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té
♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s à ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ é❝r✐t ♣❛r ❆♠❛r❛✱ ❈❛♣❛t✐♥❛ ❡t ❚r✉❥✐❧❧♦
❬✹❪✳ ■❧ ❡st é❝r✐t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✳

❖♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s
s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ♦♥ ré❢èr❡ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹❪✳

✹✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st ♣♦sé s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF (t) ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✮✳ ■❧ ❡st ❜❛sé
s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❼ ✭❍✶✮ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s✮ ✿

h ≥ hmin > 0,

❼ ✭❍✷✮ ❧❡s ❜♦r❞s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ΓI s♦♥t s✉♣♣♦sés ✈❡rt✐❝❛✉①✱

❼ ✭❍✸✮ ΓB ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z = ZB (x, y) ♣♦✉r (x, y) ∈ ΣF ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞❡✉①
❜❡r❣❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r (x, y) ∈ Σlat✳ ❉❡ ♣❧✉s ZB ✈ér✐✜❡ ✿

ZB ∈W 2,∞ (ΣF ) ,

♦ù ΣF r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ à tn+1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ΣF ❡st ♣♦❧②❣♦♥❛❧✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♥✐ r❡str✐❝t✐✈❡ ♥✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ w = 0 s✉r ΓI ✳

❖♥ ♥♦t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ✿ ∂ΣF = ΣI ∪ Σlat✱ ♦ù ΣI ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❜♦r❞s ❛♠♦♥t ❡t
❛✈❛❧ t❛♥❞✐s q✉❡ Σlat r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❜❡r❣❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

M2DH =
{
q; q (x, y, z) = (ZB + h− z)Q (x, y) ; Q ∈ L2 (ΣF )

}
,

X2DH =
{

(vH , v3)
t
; vH ∈ H (❞✐✈, curl; ΣF ) , vH · ∇ZB ∈ H1 (ΣF ) , V3 ∈ H1 (ΣF )

}
,

X0
2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = 0 s✉r ∂ΣF } ,

♦ù ✿
vH = (v1 (x, y) , v2 (x, y))

t
, v3 (x, y, z) = vH · ∇ZB + (z − ZB)V3 (x, y) ,

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✽✹

❡t nH ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à ∂ΣF ✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

vB = vH · ∇ZB .

❆✐♥s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ M2DH ❡t X2DH s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Q✱ vH ❡t
V3 q✉✐ s♦♥t t♦✉t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s M∗
2DH ❡t X∗

2DH s✉✐✈❛♥ts ✿

M∗
2DH =

{
q; q (x, y, z) = pS + (ZB + h− z)Q(x, y); Q ∈ L2 (ΣF )

}
,

X∗
2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = kH s✉r ΣI , vH · nH = 0 s✉r Σlat} ,

♦ù kH = kH (x, y) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ k (x, y, z) s✉r ΣI ✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ kH (x, y) =
1

h

∫ ZB+h

ZB

k (x, y, z) dz✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ✐♥✐✲
t✐❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t r❡❝♦♥str✉✐t❡s ❡t s♦♥t ❛✣♥❡s ❡♥ z✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❖♥ ❛ X0
2DH ⊂ X0 ❡t M2DH ⊂ M✳

Pr❡✉✈❡ ✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ v · n = 0 s✉r ΓB ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ v3
❡t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ vH · nH = 0 s✉r ∂ΣF ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ΓB ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡s ❜❡r❣❡s✳ ❖r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ❢♦♥❞ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r (∂1ZB , ∂2ZB ,−1)

t ❀ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r z = ZB (x, y)
♦♥ ♦❜t✐❡♥t v · n = vH · ∇ZB − v3 = 0. ❊♥s✉✐t❡✱ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
(nH , 0)

t ❀ ❛✐♥s✐ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ v · n = vH · nH = 0.
❉❡ ♣❧✉s s✐ v ∈ X0

2DH ✱ ❛❧♦rs v ∈ L2 (ΓB) ♣✉✐sq✉❡ ✿
∫

ΓB

v2dγ =

∫

ΣF

v2

√
1 + |∇ZB |2 dxdy ≤ c

∫

ΣF

v2
Hdxdy <∞.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à ΓI ❡st n = (nH , 0)
t ❀ ❞✬♦ù ♣♦✉r t♦✉t

v ∈ X0
2DH ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ v · n = 0 s✉r ΓI ✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ X2DH ✱ q ∈ M2DH ✿

∫

ΩF

|v|2 dΩ =

∫

ΣF

h

(
|vH |2 +

(
vB +

h

2
V3

)2

+
h2

12
V 2

3

)
dxdy,

∫

ΩF

|curlv|2 dΩ =

∫

ΣF

h

(
(curlvH)

2
+

∣∣∣∣∇vB +
h

2
∇V3

∣∣∣∣
2

+
h2

12
|∇V3|2

)
dxdy,

∫

ΩF

|❞✐✈v|2 dΩ =

∫

ΣF

h (❞✐✈vH + V3)
2
dxdy,

∫

ΩF

q2dΩ =
1

3

∫

ΣF

h3Q2dxdy,

✭✹✳✶✮

❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❛❜❧✐✳
�

◗✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X2DH s♦♥t ❛♣♣♦rté❡s ❞❛♥s ❬✹❪✳



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✽✺

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ U

❞❛♥s X2DH ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∂h

∂t
+ ∇h · uH = hU3 s✉r Σ,

à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r h ❡st ❛❥♦✉té❡✳
❆♣rès ✉♥❡ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ rés♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ✿

h− hn

∆t
+ ∇h · un

H − hUn
3 = 0 s✉r Σ.

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

❯♥❡ ❢♦✐s h ❝❛❧❝✉❧é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ΣF ♣❛r h > 0✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s X0

2DH ❡t M2DH ❛ss♦❝✐és à h ❡t ΣH ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡ ✭✶✳✽✮
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 




❚r♦✉✈❡r (u2DH , p2DH) ∈ X∗
2DH × M∗

2DH

∀v ∈ X0
2DH , A (u2DH ;u2DH ,v) +B (p2DH ,v) = Fn

2DH (v)

∀q ∈ M2DH , B (q,u2DH) = 0,

✭✹✳✷✮

♦ù ✿
u2DH = (uH , uB + (z − ZB)U3)

t ❡t p2DH = pS + (ZB + h− z)P.

▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2DH (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un ♣❛r un

2DH ❞❛♥s Fn (·)✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡ ✭✹✳✷✮ s♦♥t uH ✱ U3 ❡t P ✱ t♦✉t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ z✱ s✉r ΣF ✳

✹✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t Fn
2DH (·) s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

X0
2DH ❡t M2DH ✳ ❙♦✐❡♥t u, v ∈ X0

2DH ❡t q ∈M2DH ✳

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)

B (q,v) = −
∫

ΣF

h2

2
Q (divvH + V3) dxdy.

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)

A0 (u,v) =

∫

ΣF

ρh

∆t

(
uH · vH +

(
uB +

h

2
U3

)(
vB +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

)
dxdy

+

∫

ΣF

µh

(
h2

12
∇U3 · ∇V3 + curluHcurlvH

)
dxdy

+

∫

ΣF

µh

(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)
·
(
∇vB +

h

2
∇V3 − V3∇ZB

)
dxdy

+λ

∫

ΣF

h (divuH + U3) (divvH + V3) dxdy.

+

∫

ΣF

cB (uH · vH + uBvB)

√
1 + |∇ZB |2 dxdy −

∫

ΣF

ρhfu⊥
H · vH dxdy.



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✽✻

❋♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·)

A1 (u;u,v) =

∫

ΣF

ρh

(
curluHu⊥

H −
(
uB +

h

2
U3

)(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

))
· vH dxdy

+

∫

ΣF

ρhuH ·
(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)(
vB +

h

2
V3

)
dxdy

+

∫

ΣF

ρ
h3

12
uH · ∇U3V3 dxdy −

∫

ΣF

ρ
h3

12
U3∇U3 · vH dxdy.

❚❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2DH(·)

Fn
2DH (v)

∫

ΣF

ρh

∆t

(
un

H · vH +

(
un

B +
h

2
Un

3

)(
vB +

h

2
V3

)
+
h2

12
Un

3 V3

)
dxdy

∫

ΣF

ρhg

(
vB +

h

2
V3

)
dxdy +

∫

ΣF

pH (vH · ∇h− hV3) dxdy

∫

ΣF

w · v
√

1 + |∇ (ZB + h)|2dxdy.

Pr♦❜❧è♠❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s (h, uH , U3, P ) ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r Σ ✿

dh

dt
− hU3 = 0, ✭✹✳✸✮

❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF (t)✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r h > 0 ✿

❞✐✈uH + U3 = 0, ✭✹✳✹✮

h

(
∂uH

∂t
+ curluHu⊥

H

)
+ h

(
duB

dt
+
h

2

dU3

dt

)
∇ZB − h

(
uB +

h

2
U3

)(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)

−h
3

12
U3∇U3 − hU3uB∇ZB +

µ

ρ
curl (hcurluH) − µ

ρ
❞✐✈

(
h∇uB +

h2

2
∇U3 − hU3∇ZB

)
∇ZB

+
cB
ρ

√
1 + |∇ZB |2 (uH + uB∇ZB) − hfu⊥

H +
1

ρ
∇
(
h2

2
P

)
= −gh∇ZB + W,

✭✹✳✺✮

h2

2

duB

dt
+
h3

3

dU3

dt
− h2

2
U3uB − µh

ρ

(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)
· ∇ZB

−µ
ρ
❞✐✈

(
h2

2
∇uB +

h3

3
∇U3 −

h2

2
U3∇ZB

)
− h2

2ρ
P = −h

2

2
g +W3,

✭✹✳✻✮

♦ù ✿
dϕ

dt
=
∂ϕ

∂t
+ uH · ∇ϕ,



❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✽✼

♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t♦t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ϕ (x, y, t)✳ ▲❡s t❡r♠❡s W ❡t W3 r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ✈❡♥t
❡t s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

W =
1

ρ

(
(w1, w2)

t
+ w3∇ZB

)√
1 + |∇ (ZB + h)|2,

W3 = w3h

√
1 + |∇ (ZB + h)|2 .

■❧ ♠❛♥q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r h✱ uH ❡t U3 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✈❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛s ♣❛rt✐❡s ✿

∫

∂ΣF

µh

(
curluHvH · tH + vB

(
∇uB +

h

2
∇U3 − U3∇ZB

)
· nH

)
dγ+

∫

∂ΣF

µhV3

(
h

2
∇uB +

h2

3
∇U3 −

h

2
U3∇ZB

)
· nHdγ −

∫

∂ΣF

(
h2

2
P + hpS

)
vH · nHdγ = 0.

✭✹✳✼✮
❆✐♥s✐ s✉r ΣI ✐❧ r❡st❡ ✿

uH · nH = kH ,

curluH − h

6
∂nU3∂tZB = 0,

∂nuB +
2h

3
∂nU3 − U3∂nZB = 0,

t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r Σlat ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

uH · nH = 0,

curluH − h

6
∂nU3∂tZB = 0,

∂nuB +
2h

3
∂nU3 − U3∂nZB = 0.

✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✮ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✹❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✷✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳
❉✬❛♣rès ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

❑❡r2DHB =
{
v ∈ X0

2DH ; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M2DH

}

=
{
v ∈ X0

2DH ; ❞✐✈vH + V3 = 0 s✉r ΣF

}
⊂V0,

♦ù V0 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B (·, ·) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ✭❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✵✮✮✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é❡ àA1 (u;u,u) = 0 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ u ∈ X0
2DH ✱ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ X−❝♦❡r❝✐✈✐té

❞❡ A (·; ·, ·) s✉r ❑❡r2DHB✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦❡r❝✐✈✐té q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳ P✉✐sq✉❡
❑❡r2DHB ⊂ V0✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ A1 (·; ·,v) ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❑❡r2DHB✱ ♣♦✉r
t♦✉t v ∈ ❑❡r2DHB✳

❆✐♥s✐ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✭✹✳✷✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ✭❝❢✳ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✽✽

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ 0 < hmin ≤ h ≤ hmax ❡t q✉❡ ΣF ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥✳
❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

inf
q∈M2DH

sup
v∈X0

2DH

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c
√

∆t.

Pr❡✉✈❡ ✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋♦rt✐♥ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬✷✼❪✱ ♣♦✉r
q = (ZB + h− z)Q ∈ M2DH ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ vH ∈ H1

0 (ΣF ) t❡❧ q✉❡ ✿

−❞✐✈vH = hQ− 1

|ΣF |

∫

ΣF

hQdxdy ❞❛♥s ΣF .

❖♥ ♣♦s❡ V3 = − 1

|ΣF |

∫

ΣF

hQdxdy ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Rq = (vH ,vH · ∇ZB + (z − ZB)V3)
t✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ R : M2DH → X0
2DH s❛t✐s❢❛✐t ✿

B (q,Rq) =
1

2

∫

ΣF

h3Q2dxdy =
3

2
‖q‖2

M ,

‖v‖0,ΩF
+ ‖❞✐✈v‖0,ΩF

+ ‖curlv‖0,ΩF
+ ‖v‖0,ΓB

≤ c
√
hmax ‖hQ‖0,ΣF

≤ c

√
hmax

hmin

‖q‖M,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ‖Rq‖
X

≤ c√
∆t

‖q‖M . ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

c ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à

√
hmax

hmin

❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF ✳

�

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐①t❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✷✮ ❀ ❧✬✉♥✐❝✐té ❡st
❛ss✉ré❡ s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✮✳

✹✳✹ ❈❛s ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s✳ ❈❡❝✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❣é♥éré❡s ❡t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s à ♣♦✐❞s✳

P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ α ≥ 0 ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞♦♥♥é ̟✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ♣♦✐❞s ✿

L2 (̟,α) =

{
q;

∫

̟

q2αd̟ <∞
}
,

♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✿

‖q‖0,̟,α =

(∫

̟

q2αd̟

) 1

2

.

▲✬❡s♣❛❝❡ H1 (̟,α) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r h ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

M2DH =
{
q; q (x, y, z) = (ZB + h− z)Q (x, y) ; Q ∈ L2

(
ΣF , h

3
)}
,

X2DH =
{

(vH , v3)
t
; vH ∈ H (❞✐✈, curl; ΣF , h) ∩ L2 (ΣF ) , vH · ∇ZB ∈ H1 (ΣF , h) ,

v3 (x, y, z) = vH · ∇ZB + (z − ZB)V3 (x, y) , V3 ∈ H1
(
ΣF , h

3
)
∩ L2 (ΣF , h)

}
,

X0
2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = 0 s✉r ΣI} .



❈❛s ♦ù ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s ✽✾

❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s M∗
2DH ❡t X∗

2DH ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

M∗
2DH =

{
q; q (x, y, z) = pH + (ZB + h− z)Q(x, y); Q ∈ L2

(
ΣF , h

3
)}
,

X∗
2DH = {v ∈ X2DH ; vH · nH = kH s✉r ΣI} .

P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦ù h s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s✱ ❆♠❛r❛✱ ❈❛♣❛t✐♥❛ ❡t
❚r✉❥✐❧❧♦ ❬✹❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❬✾❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
❞é❣é♥éré ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ à ♣♦✐❞s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ΣF ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ C3✱ h ∈W 1,∞ (ΣF ) ❡t h (x, y) =
ϕ (dist ((x, y) , ∂ΣF ))✱ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ϕ (0) = 0 ❡t ✿

∃c > 0 t❡❧ q✉❡ ∀s > 0,

∣∣∣∣
ϕ′ (s)

ϕ (s)

∣∣∣∣ ≤
c

s
,

∀c1, c2 ∈ R
∗
+, ∃C1, C2 ∈ R

∗
+ t❡❧s q✉❡ c1 ≤ s

τ
≤ c2 ⇒ C1 ≤ ϕ (s)

ϕ (τ)
≤ C2.

❙♦✐t
√
h f ∈ L2 (ΣF )✳ ❆❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





−❞✐✈
(

1
h
∇w
)

= f ❞❛♥s ΣF

1
h
∂nw = 0 s✉r ΣI

w = 0 s✉r Σlat

✭✹✳✽✮

❛❞♠❡t ❧❡s ré❣✉❧❛r✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ w ∈ H1 (ΣF )✱
1√
h
∇w ∈ L2 (ΣF )✱

√
h∇
(

1

h
∇w
)

∈ L2 (ΣF )✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s L2 (ΣF ) ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r ‖f‖0,ΣF ,h✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
inf − sup s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡ ✿

inf
q∈M2DH

sup
v∈X0

2DH

B (q,v)

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c
√

∆t.

Pr❡✉✈❡ ✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋♦rt✐♥ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐sé✳ ❙♦✐t q ∈ M2DH ❀ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✭✹✳✽✮ ❛✈❡❝ f = hQ ∈ L2 (ΣF , h)✳ ❖♥ ♣♦s❡ vH =
1

h
∇w, V3 = 0 ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ v = (vH ,vH · ∇ZB + (z − ZB)V3)
t✳ ❆❧♦rs ✿

B (q,v) =
1

2

∫

ΣF

h3Q2dxdy =
3

2
‖q‖2

M ,

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✶ ❡♥tr❛î♥❡ vH ∈ H1 (ΣF , h)✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ZB ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
vB ∈ H1 (ΣF , h) ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t v ∈ H1 (ΩF )✳ ❙❛ ♥♦r♠❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

‖v‖1,ΩF
=
(
‖vH‖2

1,ΣF ,h + ‖vH · ∇ZB‖2
1,ΣF ,h

) 1

2 ≤ c ‖hQ‖0,ΣF ,h ≤ c ‖q‖M .



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✾✵

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ tr❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t v ∈ X0
2DH ❡t ‖v‖

X
≤ c√

∆t
‖q‖M✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

inf − sup ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ΣF ✳

�

P♦✉r ✜♥✐r✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ ❞é❣é♥éré ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❜♦r❞ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r uH ❡t U3 s✉r Σlat✱ ♦ù ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣✉✐sq✉❡
h = 0 s✉r Σlat✳

✹✳✺ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❖♥ s❡ r❡♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù h > 0 ❡t ΣF ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ h ❡st
❜♦r♥é ♣❛r hmax ❡t hmin✱ ♦ù hmax ❡t hmin s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❙♦✐t Td ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s K t❡❧s q✉❡ ✿

ΣF =
⋃

K∈Td

K.

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❇❛♠❣✶✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

∂h

∂t
+ ∇h · uH − hU3 = 0.

❉✬❛♣rès ✭✹✳✹✮✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂h

∂t
+ ❞✐✈ (huH) = 0. ✭✹✳✾✮

▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h ❡st
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✣♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞❡ Td ✭h ❡st P1 ♣❛r é❧é♠❡♥t✮✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté ♦♥ ♥♦t❡ ✿

ΣF =
⋃

i

Ki.

▲❡s ♠❛✐❧❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♥♦té❡s Ki✱ ❧❡✉r ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭♦✉ ✈♦❧✉♠❡✮ ❡st si✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡
❡st ni = (nx

i , n
y
i )✳ ❉❡✉① ♠❛✐❧❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ♦♥t ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♥♦té Σij = Σji✳

▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ ❞✉ ❝ôté Ki ❡st ♥♦té❡ nij = −nji✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ❜♦r❞ ❡st dγ✳

✶▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❇❛♠❣ ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✐s♦tr♦♣❡s ♦✉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✭✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡✮ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝réé ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s P1✱ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❯♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✿ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s ❡t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ●✶ s♦✉❤❛✐té❡✳
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛♥♥✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴⑦❤❡❝❤t✴❢t♣✴❜❛♠❣✴❜❛♠❣✳♣❞❢



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✾✶

❋✐❣✳ ✹✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s

❖♥ ✐♥tè❣r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ s✉r ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ Ki ✿

∂

∂t

∫

Ki

h (x, y) dxdy +

∫

Ki

❞✐✈ (huH) dxdy

=
∂

∂t

∫

Ki

h (x, y) dxdy +

∫

∂Ki

h (x, y)uH · ndγ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s

=
∂

∂t

∫

Ki

h (x, y) dxdy +

∫

∂Ki

h (x, y) (u1n
x
i + u2n

y
i ) dγ = 0.

❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t s✉r t♦✉s ❧❡s ❜♦r❞s ✈♦✐s✐♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂

∂t

∫

Ki

h (x, y) dxdy +
∑

j

∫

Σij

h (x, y)
(
u1n

x
ij + u2n

y
ij

)
dγ = 0.

❙✐ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ Kj ♥✬❡st ♣❛s ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ Ki ❛❧♦rs Σij = Ø✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❊✉❧❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦♥♥❡ ✿

si

hi − hn
i

∆t
+
∑

j

lij h
n
i

((
u1

)
ij
nx

ij +
(
u2

)
ij
ny

ij

)
= 0.

▲❛ q✉❛♥t✐té lij h
n
i

((
u1

)
ij
nx

ij +
(
u2

)
ij
ny

ij

)
❡st ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

♠❛✐❧❧❡s i ❡t j✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▲✐❜♠❡s❤ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡ ✢✉① ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✳

❖♥ rés♦✉t ❛✐♥s✐ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ❡t s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ i ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿

hi = hn
i − ∆t

si

∑

j

lij h
n
i

((
u1

)
ij
nx

ij +
(
u2

)
ij
ny

ij

)
. ✭✹✳✶✵✮

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ✭✹✳✷✮✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ X2DH,d ❡t M2DH,d s✉✐✈❛♥ts ✿

M2DH,d =
{
q ∈ M2DH ; ∀K ∈ Td, Q|K ∈ P0

}
,

X2DH,d =
{
v ∈ X2DH ; (vH , v3)

t ∈ H1 (ΣF ) , ∀K ∈ Td, (vH)|K ∈ P1, (V3)|K ∈ (P1 − bulle)
}
,

♦ù ✿
vH = (v1 (x, y) , v2 (x, y))

t
, v3 = vH · ∇ZB + (z − ZB)V3 (x, y) .



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✾✷

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✶✶ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✿ ✸ ♣♦✉r v1✱ ✸ ♣♦✉r
v2✱ ✹ ♣♦✉r V3 ❡t ✶ ♣♦✉r Q✳

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

X∗
2DH,d = {v ∈ X2DH,d; vH · nH = k2DH,d s✉r ΣI , vH · nH = 0 s✉r Σlat}

X0
2DH,d = {v ∈ X2DH,d; vH · nH = 0 s✉r ∂ΣF },

♦ù k2DH,d ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P1−❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ kH s✉r ΣI ✳

❆✐♥s✐ ♦♥ rés♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t s✉✐✈❛♥t ✿




❚r♦✉✈❡r (u2DH,d, p2DH,d) ∈ X∗
2DH,d × M2DH,d

∀v ∈ X0
2DH,d, A(u2DH,d;u2DH,d,v) +B2DH,d(p2DH,d,v) = Fn

2DH,d(v)

∀q ∈ M2DH,d, B2DH,d(q,u2DH,d) = 0,

✭✹✳✶✶✮

♦ù Fn
2DH,d (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Fn

2DH (·) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un
2DH ♣❛r un

2DH,d ❡t Bd (·, ·) ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✿

Bd (q,v) = −1

2

∫

ΣF

(h∗)
2
Q (❞✐✈vH + V3) dxdy, ∀ (q,v) ∈ M2DH,d × X0

2DH,d.

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✹✳✶✶✮ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✱
♦ù h ❡t h∗ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r hα ❡t (h∗)

α✱ ❛✈❡❝ α ∈ N
∗✳ P✉✐s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t

❡st ét❛❜❧✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✶✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿

∃σ0, σ1 > 0; ∀K ∈ Td, σ0 ≤ h∗K

|K|
1

2

≤ σ1,

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✹✳✶✶✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡
s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✳

P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ré❢èr❡ à ❬✹❪✳

✹✳✻ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲
❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s é♠✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t
✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✷✮✳ ▲❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) ❛ été ♠♦♥tré❡ s✉r ❑❡r2DHB ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ∆t ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❛ été ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✭✹✳✸✳✶✮✳
❆✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✷✺✮✱ ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ❛
X0

2DH,d × M2DH,d ⊂ X0
2DH × M2DH ✳ P✉✐s ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✶✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✸✸✮ s♦♥t

s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✸✽✮ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳



❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✾✸

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ Θ ✭✶✳✸✺✮ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t q✉❡
❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

I (Θ)
2

=
∑

K∈Td

(
1

∆t

∫

K

η2
1dΩ +

1

w2
K

∫

K

η2
2dΩ

)
+
∑

γ∈∂Td

1

w2
γ

∫

γ

η2
γdγ,

♦ù Td ❡st ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Θ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣r✐s♠❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s
w|K ❡t w|γ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✿

wK =

√
1

ρK

+
1

h
, wγ =





√
h

ρK

+ 1 s✐ γ ⊂ (ΘB ∪ ΘS) ,
√

1 +
ρK

h
❛✐❧❧❡✉rs,

♦ù ρK r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K ❡t ♦ù h r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✉r ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K
✭♦✉ ❢❛❝❡ γ✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡r η1✱ η2 ❡t ηγ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Td ✿ ∫

K

η2
1dΩ =

∫

K

(❞✐✈vH + V3)
2
dΩ.

P✉✐s ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
∫

K

η2
2dΩ =

∫

K

( ρ

∆t
(u2DH − un

2DH) + ρ (curlu2DH ∧ u2DH) + µcurl (curlu2DH) − ρf ∧ u2DH + ∇p2DH − ρg
)2

dΩ,

❛✈❡❝ ✿

u2DH − un
2DH =

(
uH − un

H

(uB − un
B) + (z − ZB) (U3 − Un

3 )

)
,

curlu2DH ∧ u2DH =

(
curluHu⊥

H − (uB + (z − ZB)U3) (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

uH · (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

)
,

curl (curlu2DH) =


 − (curluH)

⊥
+ ∇U3

curl
(
(∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

⊥
)

,

f ∧ u2DH = fu⊥
H ,

∇p2DH =

(
∇ (ZB + h)P + (ZB + h− z)∇P

0

)
.

❊♥✜♥ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu2DH ∧ n − p2DHn)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘS ∪ ΘI ,



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✾✹

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r γ ⊂ ΘI ✿

curlu2DH ∧ n =

(
curluHn⊥

H

(∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3) · nH

)
,

♣♦✉r γ ⊂ ΘS ✿

curlu2DH ∧ n =

1√
1 + |∇ (ZB + h)|2

(
−curluH (∇ (ZB + h))

⊥ − (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

− (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3) · ∇ (ZB + h)

)
,

♣✉✐s ✿ ∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu2DH ∧ n − cBu2DH)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘB ,

❛✈❡❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

curlu2DH ∧ n =
1√

1 + |∇ZB |2

(
curluH (∇ZB)

⊥
+ (∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3)

(∇uB −∇ZBU3 + (z − ZB)∇U3) · ∇ZB

)
.

▲❡s ♥♦r♠❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳

✹✳✼ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

P♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st é❣❛❧❡ à µ = 10−3 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉
❢♦♥❞ ❡st cB = 0, 1✳

✹✳✼✳✶ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ♣❧❛t✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡
r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ r ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ZB s♦♥t ♥✉❧s ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♦♥ ♣r❡♥❞ L = 26 ♠ètr❡s✮✳ ▲❡
❝❛♥❛❧ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 500 ♠ètr❡s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♠❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❇❛♠❣ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t = 0, 2 s✳

❋✐❣✳ ✹✳✷✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❧♦♥❣✉❡✉r ✿ ✺✵✵ ♠ètr❡s✱ ❧❛r❣❡✉r ✿ ✺✷ ♠ètr❡s✮

❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 80 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 20s t = 38s



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✾✺

t = 70s t = 90s

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vH ✳

❱✐t❡ss❡ vH ✿

t = 20s t = 38s

t = 70s t = 90s

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ v1±

√
gh ♠ètr❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ t❡st✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ 6, 6m/s✳ ❖r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 500 ♠ètr❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ♦♥❞❡s ❛rr✐✈❛♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❞♦✐✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r
❛✉ ❜♦✉t ❞❡ 37, 8 s❡❝♦♥❞❡s ❡♥✈✐r♦♥✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ❝✬❡st
❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ t❡st✳

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♣♦✉r ✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 20s t = 38s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✾✻

✹✳✼✳✷ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✉r ❧❡ t❡st
✷✳✼✳✷ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ❡♥ ✷❉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❡st ❞❡ 80 ♠ètr❡s ✭L = 40✮ ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 800 ♠ètr❡s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st
♠❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❇❛♠❣✳
❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 80 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s ❡st ∆t = 0, 2 s✳

❋✐❣✳ ✹✳✸✿ ❋♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡r ✷❉❍

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 20s t = 40s

t = 60s t = 80s

t = 100s t = 120s



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✾✼

P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vH ✳

t = 20s t = 40s

t = 60s t = 80s

t = 100s t = 120s

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦ss❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ♣rés❡♥t❡ ♠♦✐♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s q✉✬❡♥ ✶❉✳

❖♥ ❛✣❝❤❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✱ t = 120 s ✿

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s é❧❡✈és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦ss❡s✳
❉❡ ♣❧✉s ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✈♦✐r s✐ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡rr✐èr❡ ❧❡s
❜♦ss❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✾✽

✹✳✼✳✸ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❧❛r❣❡✉r ✐rré❣✉❧✐èr❡

❖♥ ♣❡✉① ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✐rré❣✉❧✐èr❡✳
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡t s♦♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧
✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 30 ❡t 50 ♠ètr❡s ✭L = 15 à 25✮ ❡t s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❞❡ 500 ♠ètr❡s✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ❡st ♣❧❛t ❡t ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♠❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❇❛♠❣✳
❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 50 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s✳ ▲❡ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s ❡st ∆t = 0, 5 s✳

❋✐❣✳ ✹✳✹✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❛r❣❡✉r ✐rré❣✉❧✐èr❡

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 20s t = 40s

t = 60s t = 80s

P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vH ✳

❱✐t❡ss❡ vH ✿

t = 20s t = 40s



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✾✾

t = 60s t = 80s

❊♥✜♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✱ t = 80 s ✿

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s à ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✹✳✼✳✹ ❚❡st ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ t❡st ✷✳✼✳✺ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡
❢♦♥❞ ❡st ♣❧❛t ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ nx = 345 ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❡s ❞é❜✐ts ❛✉①
❜♦r❞s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬❡♥ ✶❉✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ✢❡✉✈❡ s❡ r❡♠♣❧✐ss❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t s❡ ✈✐❞❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s ❡t
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t = 0, 2✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♠❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❇❛♠❣✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✺✳

❋✐❣✳ ✹✳✺✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✶✵✵

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s

t = 75s t = 100s

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉✱ ❧✬♦♥❞❡ é✈♦❧✉❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✶

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vH ✳

❱✐t❡ss❡ vH ✿

t = 15s t = 25s

t = 35s t = 50s

t = 75s t = 100s

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✿

t = 25s t = 75s



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✶✵✷

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ✈✐t❡ss❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳

❖♥ ❛✣❝❤❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 15s t = 75s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ■❧s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s é❧❡✈és ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥ ✶❉ ❡t ✷❉✳ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✷❉ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✉r
t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ✷❉✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ♠♦❞é❧✐s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡♥ ✷❉✳

✹✳✼✳✺ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ s✉r
❧❡ ✢❡✉✈❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ✷❉ ❡t ❧❡
r❡st❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✶❉✳ ❖♥ ❝ré❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛✐❧❧❡
❛✈❡❝ ❇❛♠❣ ✭❝❢✳ ❋✐❣ ✹✳✻✮✳

❋✐❣✳ ✹✳✻✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

▲❡ r❡st❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♠❛✐❧❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✶❉✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❖♥
r❡❣❛r❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✵✸

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✲ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✿

t = 20s t = 30s t = 60s

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✲ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✿

t = 20s t = 30s t = 60s

❙✐ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✿

t = 20s t = 30s t = 60s

P✉✐s ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s✳
❆✐♥s✐ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✷❉ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

✶❉ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ r❡st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❚❡st ré❛❧✐st❡

P♦✉r ✜♥✐r ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st ♦ù ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉
❡t ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✉♥ t❡st ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱ s✉r ❧❡ ✢❡✉✈❡ ❧✬❆❞♦✉r ❡t
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬î❧❡ ❞❡ ❇r♦❝✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 3000 ♠ètr❡s ❡♥✈✐r♦♥ ❡t ❡st
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳

❋✐❣✳ ✹✳✼✿ î❧❡ ❞❡ ❇r♦❝



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✶✵✹

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb✱ à ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vH ✳

❱✐t❡ss❡ vH ✿

✹✳✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st très ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s à ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
s✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ✐rré❣✉❧✐❡r✱ ❞✬❛♣rès
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷✳✺❉✱ ♦✉ q✉❛s✐✲✸❉✱ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✱ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
✭❍✵✮ à ✭❍✺✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

✺✳✶ ❊s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣♦sé s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ ΩF (t)✱ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✺✮✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

M2.5D =
{
q; q (s, l, z) = (ZB + h− z) qH (s, l) + qV (s, z) ; qH ∈ L2 (ΣF ) , qV ∈ L2 (ωF )

}
,

X2.5D = {v; v (s, l, z) = VH (s, l, z) + VV (s, l, z) ;

VH (s, l, z) = ((1 − lr) v1H (s, l) , v2H (s, l) , Z ′
Bv1H (s, l) + (z − ZB)V3H (s, l))

t
,

VV (s, l, z) =

(
(1 − lr) v1V (s, z) ,

lL′

L
v1V (s, z) , v3V (s, z)

)t

,

((1 − lr) v1H , v2H)
t ∈ H (❞✐✈, curl; ΣF ) , Z ′

Bv1H ∈ H1 (ΣF ) , V3H ∈ H1 (ΣF ) ,

v2H (s, L) = L′v1H (s, L) , v2H (s,−L) = −L′v1H (s,−L),

VV ∈ X, v3V (s, ZB) = Z ′
Bv1V (s, ZB)} ,

X0
2.5D = {v ∈ X2.5D; v1H = 0 s✉r ΣI ❡t v1V = 0 s✉r ΥI} ,

♦ù ωF r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✻✮ ❡t ΣF ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞é✜♥✐ ❡♥
✭✶✳✶✮✳

P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡s ✿

v1V (s, ZB + h) = v1H (s, 0) , v3V (s, ZB + h) = hV3H (s, 0) ❡t qV (s, ZB) = hqH (s, 0) .

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

vH (s, l) = ((1 − lr) v1H , v2H)
t
, vV (s, z) = (v1V , v3V )

t
.

✶✵✺
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❊♥✜♥ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s X∗
2.5D ❡t M∗

2DH s✉✐✈❛♥ts ✿

M∗
2.5D =

{
q; q (s, l, z) = pS + (ZB + h− z) qH(s, l) + qV (s, z) ; qH ∈ L2 (ΣF ) , qV ∈ L2 (ωF )

}
,

X∗
2.5D = {v ∈ X2.5D; v1H = kH s✉r ΣI ❡t v1V = kV s✉r ΥI} .

♦ù kH = kH (s, l)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t kV = kV (s, z)✱ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ k (s, l, z) s✉r ΣI ✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ΥI ✳

❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧
✸❉✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳ X0
2.5D ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X0 ❡t M2.5D ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ M✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t v ∈ X0
2.5D✳ ●râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ τ ⊥ ΓI ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t s✉r ΓI q✉❡ ✿

v · n = (1 − lr) (v1H + v1V ) = 0.

P✉✐s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡①tér✐❡✉r à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ z = ZB(s)✱ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ {τ ,ν, e3}✱ ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r (Z ′

B , 0,−(1 − lr))✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ ❢♦♥❞ ✿

v · n = (1 − lr) (v1H + v1V )Z ′
B − (1 − lr) (Z ′

Bv1H + Z ′
Bv1V ) = 0.

❙✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L (s)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t l = −L (s)✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡①tér✐❡✉r ❡st
(−L′, 1 − Lr, 0)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (L′, 1 + Lr, 0)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

v · n = −L′ (1 − Lr) (v1H + v1V ) + (1 − Lr) (L′v1H + L′v1V ) = 0,

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

v · n = L′ (1 + Lr) (v1H + v1V ) + (1 + Lr) (−L′v1H − L′v1V ) = 0.

❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ v · n = 0 s✉r ΓB ∪ ΓI ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ v ∈ X2.5D ❛❧♦rs v ∈ X✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ v = VH (s, l, z) + VV (s, l, z) ❛✈❡❝ VV ∈ X✳ ❆✐♥s✐
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ VH ∈ X✳ ❆✉ ❢♦♥❞✱ ♦♥ ❛ ✿
∫

ΓB

V2
Hdγ =

∫

ΣF

VH (s, l, ZB)
2
√

(Z ′
B)

2
+ (1 − lr)

2
dlds ≤ c

∫

ΣF

(
v2

H + (Z ′
Bv1H)

2
)
dlds <∞,

t❛♥❞✐s q✉❡ s✉r ❧❡s ❜❡r❣❡s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

ΓB

V2
Hdγ =

∫

ΣF

VH (s, L, z)
2
√

(L′)
2

+ (1 − Lr)
2
ds

≤ c

∫

ΣF

h

{
v2

H +

(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)2

+
h2

12
V 2

3H

}
ds <∞,

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

∫

ΓB

V2
Hdγ =

∫

ΣF

VH (s,−L, z)2
√

(L′)
2

+ (1 + Lr)
2
ds

≤ c

∫

ΣF

h

{
v2

H +

(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)2

+
h2

12
V 2

3H

}
ds <∞.



❊s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✶✵✼

❊♥✜♥ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∫

ΩF

|VH |2 dΩ =

∫

ΣF

h (1 − lr)

{
v2

H +

(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)2

+
h2

12
V 2

3H

}
dlds,

∫

ΩF

|curlVH |2 dΩ =

∫

ΣF

h (1 − lr)
{

(curlvH)
2

+
(
∇ (Z ′

Bv1H) + h
2∇V3H

)2}
dlds,

∫

ΩF

|divVH |2 dΩ =

∫

ΣF

h (1 − lr) (divvH + V3H)
2
dlds,

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ X0
2.5D ⊂ X0✳

❙♦✐t q ∈ M2.5D ❀ ❛❧♦rs q = (ZB + h− z) qH + qV ✳ ❖♥ ❛ ✿

∫

ΩF

q2V dΩ = 2

∫

ωF

Lq2V dzds ≤ c

∫

ωF

q2V dzds,

∫

ΩF

(ZB + h− z)
2
q2H dΩ =

∫

ΣF

h3

3
(1 − lr) q2Hdlds ≤ c

∫

ΣF

q2Hdlds.

❉✬♦ù M2.5D ⊂ M✳

�

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ U ❞❛♥s X2.5D✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∂h

∂t
+ (u1H + u1V ) (h+ ZB)

′ − (Z ′
Bu1H + hU3H + u3V ) = 0,

s♦✐t ✿
∂h

∂t
+ h′u1H + (h+ ZB)

′
u1V = hU3H + u3V ♣♦✉r z = ZB + h,

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♦♥ rés♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
tn+1 ✿

h− hn

∆t
+ h′un

1H + (ZB + h)
′
un

1V − hUn
3H − un

3V = 0 ♣♦✉r z = ZB + h.

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

❯♥❡ ❢♦✐s h ❝❛❧❝✉❧é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ΩF ♣❛r h > 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷✳✺❉ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s✱ à ❝❤❛q✉❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s tn+1 ✿





❚r♦✉✈❡r (u2.5D, p2.5D) ∈ X∗
2.5D × M∗

2.5D

∀v ∈ X0
2.5D, A (u2.5D;u2.5D,v) +B (p2.5D,v) = Fn

2.5D (v)

∀q ∈ M2.5D, B (q,u2.5D) = 0

✭✺✳✶✮

❛✈❡❝ ✿

u2.5D =




(1 − lr) (u1H + u1V )

u2H +
lL′

L
u1V

Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H + u3V


 , p2.5D = (ZB + h− z) pH + pV .
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▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2.5D (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un ♣❛r un

2.5D ❞❛♥s Fn (·)✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
❞❡ ✭✺✳✶✮ s♦♥t u1H (s, l)✱ u2H (s, l)✱ U3H (s, l)✱ pH (s, l) s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF ❡t u1V (s, z)✱ u3V (s, z)✱
pV (s, z) s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ωF ✳

✺✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t Fn
2.5D (·) s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❡s♣❛❝❡s

❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ X0
2.5D ❡t M2.5D✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ gradv✱ ❞✐✈v ❡t curlv✱ ♣♦✉r v ∈ X0

2.5D s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✭❉✳✶✮✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f (s, l) ✿

∇Hf =

(
1

1 − lr
∂sf, ∂lf

)t

.

❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

u3H = Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H .

❊♥✜♥✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts D1✱ D2✱ D3✱ D4 ❡t D5 s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳

❙♦✐❡♥t q ∈ M2.5D✱ u,v ∈ X0
2.5D✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✭❉✳✷✮✳

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)

B (q,v) = −
∫

ωF

2qV div (LvV ) dzds−
∫

ΣF

h2

2
qH (1 − lr) (divvH + V3H) dlds

−
∫

ΩF

(1 − lr) qV (divvH + V3H) dzdlds

−
∫

ΩF

(1 − lr) (ZB + h− z) qH

(
1

L
div (LvV ) − l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1V

)
dzdlds.

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·) s✬é❝r✐t ✿

A0 (u,v) =

∫

ΩF

ρ

∆t
u · v dΩ +

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ +

∫

ΓB

cBu · v dγ −
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · v dΩ

+λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ, λ ≥ 0.

❖♥ ♣ré❝✐s❡ ❝✐✲❛♣rès ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ A0 (·, ·)✳
∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u1V v1V + u3V v3V } dzds

+

∫

ΣF

ρh

∆t
(1 − lr)

(
uH · vH +

(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

)
dlds

+

∫

ΩF

ρ

∆t
(1 − lr)

{
(1 − lr)

2
(u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V ) + u3V v3H + u3Hv3V

}
dzdlds,



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✶✵✾

♣✉✐s ✿

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫

ωF

µ
{
2L
(
curluV curlvV +D2∂zu1V ∂zv1V + 4r2u1V v1V

)

+ D1

(
∂su3V ∂sv3V +

1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

))}
dzds

+

∫

ΣF

µ (1 − lr)h

{
h2

12
∇HU3H · ∇HV3H + curluHcurlvH

+

(
∇H (Z ′

Bu1H) +
h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)
·
(
∇H (Z ′

Bv1H) +
h

2
∇HV3H − V3H∇HZB

)}
dlds

+

∫

ΩF

µ (1 − lr)

{
− lL

′

L
(∂zu1V ∂lv3H + ∂lu3H∂zv1V )

+∂su3H

(
1

(1 − lr)
2 ∂sv3V − ∂zv1V

)
+

(
1

(1 − lr)
2 ∂su3V − ∂zu1V

)
∂sv3H

+

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
curlvH + curluH

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

)}
dzdlds.

❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · vdΩ =

∫

ΣF

ρfh (1 − lr)
2
u⊥

H · vHdlds

+

∫

ΩF

ρf (1 − lr)
2

{
lL′

L
(u1Hv1V − u1V v1H) + u1V v2H − u2Hv1V

}
dzdlds,

❡t s✐ λ > 0 ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ = λ

∫

ωF

{
2

L
❞✐✈ (LuV ) ❞✐✈ (LvV ) +

D1

r2

(
(Lr)

′

L

)2

u1V v1V

}
dzds

+λ

∫

ΣF

h (1 − lr) (❞✐✈uH + U3H) (❞✐✈vH + V3H) dlds

+λ

∫

ΩF

(1 − lr)

{
(❞✐✈uH + U3H)

(
1

L
❞✐✈ (LvV ) − l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1V

)

+

(
1

L
❞✐✈ (LuV ) − l (Lr)

′

L (1 − lr)
u1V

)
(❞✐✈vH + V3H)

}
dzdlds.



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✶✵

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ΓB ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cBu1V v1V

{∫ L

−L

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dl

}
ds

+

∫

ΣF

cB

{(
uH · vH + (Z ′

B)
2
u1Hv1H

)
+
(
(1 − lr)2 + (Z ′

B)
2
)

(u1V (s, ZB) v1H + u1Hv1V (s, ZB))

+
lL′

L
(u1V (s, ZB) v2H + u2Hv1V (s, ZB))

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2dlds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

cBh

{(
(1 − Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)

+
h2

12
U3HV3H

}√
(1 − Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1H (s, L) + u1H (s, L) v1V )

+u3V (Z ′
Bv1H (s, L) + (z − ZB)V3H (s, L))

+ (Z ′
Bu1H (s, L) + (z − ZB)U3H (s, L)) v3V }

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

cBh

{(
(1 + Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)

+
h2

12
U3HV3H

}√
(1 − Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1H (s,−L) + u1H (s,−L) v1V )

+u3V (Z ′
Bv1H (s,−L) + (z − ZB)V3H (s,−L))

+ (Z ′
Bu1H (s,−L) + (z − ZB)U3H (s,−L)) v3V }

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds.



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✶✶✶

❋♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·)

▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐t ✿

A1 (u;u,v) =

∫

ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1)u
⊥
V · vV dzds

+

∫

ΣF

ρ (1 − lr)h

{(
curluHu⊥

H −
(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
∇H (Z ′

Bu1H) +
h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

))
· vH

+uH ·
(
∇H (Z ′

Bu1H) +
h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)

+
h2

12
uH · ∇HU3HV3H − h2

12
U3H∇HU3H · vH

}
dlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)

{(
∂su3H +

lL′

L
∂lu3H

)(
u⊥

V · vV + u1V v3H − u3Hv1V

)
+ (∇Hu3H) · (uHv3V − u3V vH)

+

(
∂zu1V

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2
)

− ∂su3V

)
(u3Hv1V − u1V v3H)

+
(
∂zu1V (1 − lr)2 − ∂su3V

)
(u3Hv1H − u1Hv3H) +

(
∂zu1V (1 − lr)2 − ∂su3V

)
(u3V v1H − u1Hv3V )

+
lL′

L
∂zu1V (u3Hv2H − u2Hv3H) +

lL′

L
∂zu1V (u3V v2H − u2Hv3V )

−curluH (1 − lr)

(
u2Hv1V − u1V v2H +

lL′

L
(u1V v1H − u1Hv1V )

)}
dzdlds.

❚❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2.5D(·)

❊♥✜♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2.5D(.) s✉r X0

2.5D✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u

n
1V v1V + un

3V v3V } dzds

+

∫

ΣF

ρh

∆t

{(
un

H · vH +

(
Z ′

Bu
n
1H +

h

2
Un

3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
+
h2

12
Un

3HV3H

)}
dlds

+

∫

ΩF

ρ

∆t
(1 − lr)

{
(1 − lr)

2
(un

1V v1H + un
1Hv1V ) +

lL′

L
(un

1V v2H + un
2Hv1V ) + un

3V v3H + un
3Hv3V

}
dzdlds

−
∫

ωF

2ρLgv3V dzds−
∫

ΣF

ρhg (1 − lr)

(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
dlds.



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✶✷

P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❀ s♦✐t v ∈ L2 (∂ΩF ) ✿
∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫

ΓS

{(1 − lr) v1Hw1 + v2Hw2 + (Z ′
Bv1H + hV3H)w3}

√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dlds

+

∫

ΓS

{
(1 − lr) v1V w1 +

lL′

L
v1V w2 + v3V w3

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dlds

−
∫

ΓS

pS (1 − lr)
{
− (ZB + h)

′
(v1H + v1V ) + Z ′

Bv1H + hV3H + v3V

}
dlds.

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ΓB ∪ ΓI ✱ v · n = 0✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ r❡st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r s = s0 ❡t s = s1 ✿
∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =

∫

ΓI

{(1 − lr) v1Hw1 + v2Hw2 + (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)w3} dzdl

+

∫

ΓI

{
(1 − lr) v1V w1 +

lL′

L
v1V w2 + v3V w3

}
dzdl

❖r v1H = v1V = 0 s✉r ΓI ✱ ❞✬♦ù ✿
∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =

∫

ΓI

{v2Hw2 + ((z − ZB)V3H + v3V )w3} dzdl.

✺✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡

✺✳✸✳✶ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✲t❡st v ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ {τ ,ν, e3} ✿

v (s, l, z) =




(1 − lr) (v1H + v1V )

v2H +
lL′

L
v1V

Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H + v3V


 .

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ X2.5D ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X✱ ♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ∀v ∈ X2.5D✱ v ∈ X✳ ❖r
v = VH +VV ❡t ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ VH ∈ X✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ VV ∈ X✳
❈❡❝✐ ❛ été ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ vV ∈ H1 (ωF )✳

✺✳✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✺✳✶✮ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡t ❞❡ ❇❛❜✉s❦❛✲❇r❡③③✐ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✐①t❡s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✸❉✳ ❖♥ ❛❞♠❡t ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✶✶✸

▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✶✳ ❙♦✐t ✿

❑❡r2.5DB =
{
v ∈ X0

2.5D; B (q,v) = 0, ∀q ∈ M2.5D

}
={

v ∈ X0
2.5D;

∫
ΩF

(1 − lr) ((ZB + h− z) qH + qV )
(
❞✐✈vH + V3H + 1

L
❞✐✈ (LvV ) − l(Lr)′

L(1−lr)v1V

)
= 0 ∀q ∈ M2.5D

}
.

❆❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ A (·; ·, ·) = A1 (·; ·, ·) +A0 (·, ·) ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ A (v;v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r2.5DB,

✷✳ A1 (·; ·, ·) ❡st séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❑❡r2.5DB✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r2.5DB✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ A (v;v,v) = 0 ❡t q✉❡ ✿

A0 (v,v) ≥ c
( ρ

∆t
‖v‖2

0,ΩF
+ µ ‖curlv‖2

0,ΩF
+ cB ‖v‖2

0,ΓB
+ λ ‖❞✐✈v‖2

0,ΩF

)
.

❙✐ λ > 0✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✿

A0 (v,v) ≥ C ‖v‖2
X
, ∀v ∈ ❑❡r2DV B,

❛✈❡❝ C = min {ρ, µ, cB , λ}✳
❙✐ λ = 0✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❖♥ ❛❞♠❡t ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❡st ✈ér✐✜é❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✸✳✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

inf
q∈M2.5D

sup
v∈X0

2.5D

B (q,v, )

‖v‖
X
‖q‖M

≥ c. ✭✺✳✷✮

✺✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❙♦✐t THd ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s KH t❡❧s q✉❡ ✿

ΣF =
⋃

KH∈THd

KH ,

❡t TV d ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ωF ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s KV t❡❧s q✉❡ ✿

ωF =
⋃

KV ∈TV d

KV .

P✉✐s ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ΩF à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉ ΣF ❞é✜♥✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ ΩF ❡t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✷❉ ωF ❞é✜♥✐t ❧❡
♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ ΩF ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✺✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF tr❛❝é ❡♥ r♦✉❣❡ ❡t ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ωF tr❛❝é ❡♥ ❜❧❡✉✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✶✹

❋✐❣✳ ✺✳✶✿ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✷❉ ✿
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ΣF ❡st ❡♥ r♦✉❣❡ ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ωF ❡st ❡♥ ❜❧❡✉✳

▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ▲✐❜♠❡s❤✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ ♦♥ ❞♦✐t r❡✲♠❛✐❧❧❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❧❛ rés♦✉❞r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ♣♦✐♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✉r ΣF ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥
t❡♠♣s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ h ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

h− hn

∆t
+ h′un

1H + (ZB + h)
′
un

1V − hUn
3H − un

3V = 0 ♣♦✉r z = ZB + h.

▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h ❡st
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✣♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t KH ❞❡ THd ✭h ❡st Q1 ♣❛r é❧é♠❡♥t✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t❡r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ t❡♠♣s ✭✺✳✶✮✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ X2.5D,d ❡t M2.5D,d s✉✐✈❛♥ts ✿

M2.5D,d =
{
q ∈ M2.5D; qV ∈ H1 (ωF ) , qH ∈ H1 (ΣF ) ;

(qV )|KV
∈ Q1 (KV ) , ∀KV ∈ TVd

, ❡t (qH)|KH
∈ Q1 (KH) , ∀KH ∈ THd

}
.

X2.5D,d =
{
v ∈ X2.5D; (v1V , v3V )

t ∈ H1 (ωF ) , (v1H , v2H , V3H)
t ∈ H1 (ΣF ) ;

(v1V )|KV
, (v3V )|KV

∈ Q1 (KV ) , ∀KV ∈ TV d,

(v1H)|KH
, (v2H)|KH

, (V3H)KH
∈ Q1 (KH) , ∀KH ∈ THd

}
.

❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

X0
2.5D,d = {v ∈ X2.5D,d; v1H = 0 s✉r ΣI ❡t v1V = 0 s✉r ΥI} ⊂ X0

2.5D,

X∗
2.5D,d = {v ∈ X2.5D,d; v1H = kH,d s✉r ΣI ❡t v1V = kV,d s✉r ΥI} ,

♦ù kH,d ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Q1−❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ kH s✉r ΣI ❡t kV,d ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Q1−❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ kV s✉r ΥI ✳



❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✶✶✺

❖♥ rés♦✉t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t s✉✐✈❛♥t ✿




❚r♦✉✈❡r (u2.5D,d, p2.5D,d) ∈ X∗
2.5D,d × M∗

2.5D,d

∀v ∈ X0
2.5D,d, A (u2.5D,d;u2.5D,d,v) +B (p2.5D,d,v) = Fn

2.5D,d (v)

∀q ∈ M2.5D,d, B (q,u2.5D,d) = 0,

✭✺✳✸✮

♦ù Fn
2.5D,d (·) ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Fn

2.5D (·) ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t un
2.5D ♣❛r un

2.5D,d✳

❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✉♥
❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡♥ ✸❉ ♠❛✐s ❞❡✉① ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❡♥ ✷❉ ✿ ❧✬✉♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t X2.5D,d✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡
{ϕiH}i=1,...,4✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ {ϕiV }i=1,...,3✱ ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ P✉✐s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ {ϕiH}i=1,...,4 s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r z ❡t
{ϕiV }i=1,...,3 s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r l ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t KH

❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ THd✱ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬à ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t KV ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ TV d✱ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✿ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s

✭❜✮ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
X0

2.5D,d × M2.5D,d ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup ❞✐s❝rèt❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣✉ ♦❜t❡♥✐r ❞❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ▲❇❇✲st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✉t✐❧✐sés ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✶✻

❞❡ ❙t♦❦❡s✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ Q1/Q1 ♥✬❡st ♣❛s ▲❇❇✲st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❙t♦❦❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s t❡sts ré❛❧✐sés✱ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡❝ts✳

✺✳✺ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s é♠✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥✲
❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ✐❧ s✬é❝r✐t s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✺✳✶✮✳ ❖♥ ❛ ❛❞♠✐s ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ A0 (·, ·) s✉r ❑❡r2.5DB ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ inf − sup✳
❆✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✷✺✮✱ ✭✶✳✷✻✮ ❡t ✭✶✳✷✼✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥
❛ X0

2.5D,d × M2.5D,d ⊂ X0
2.5D × M2.5D✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉r ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ré❛❧✐sés✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st

r❡sté st❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❜✐❡♥ ♣♦sé✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
✭✶✳✸✸✮ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✸✽✮ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✳

▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉ Θ✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

I (Θ)
2

=
∑

K∈Td

(
1

∆t

∫

K

η2
1dΩ +

1

w2
K

∫

K

η2
2dΩ

)
+
∑

γ∈∂Td

1

w2
γ

∫

γ

η2
γdγ,

♦ù Td ❡st ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Θ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s w|K ❡t
w|γ s✬é❝r✐✈❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✿

wK =

√
1

∆s
+

1

∆l
+

1

∆z
, wγ =





√
∆z

∆s
+

∆z

∆l
+ 1 s✐ γ ⊂ (ΘB ∪ ΘS) ,

√
1 +

∆s

∆l
+

∆s

∆z
❛✐❧❧❡✉rs,

♦ù ∆s✱ ∆l ❡t ∆z r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ K ✭♦✉ ❢❛❝❡ γ✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡r η1✱ η2 ❡t ηγ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✳ P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♦♥
❣❛r❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ u3H = Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ K ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ Td ✿

∫

K

η2
1dΩ =

∫

K

(
❞✐✈vH + V3H +

1

L
❞✐✈ (LvV ) − l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1V

)2

dΩ.

P✉✐s ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

∫

K

η2
2dΩ =

∫

K

( ρ

∆t
(u2.5D − un

2.5D) + ρ (curlu2.5D ∧ u2.5D) + µcurl (curlu2.5D) − ρf ∧ u2.5D + ∇p2.5D − ρg
)2

dΩ,

❛✈❡❝ ✿

u2.5D − un
2.5D =




(1 − lr) (u1H − un
1H + u1V − un

1V )

u2H − un
2H +

lL′

L
u1V − lL′

L
u1V

u3H − un
3H + u3V − un

3V


 ,

♣✉✐s ✿

curlu2.5D ∧ u2.5D = curlUH ∧ UH + curlUH ∧ UV + curlUV ∧ UH + curlUV ∧ UV ,



❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✶✼

♦ù ✿

curlUH ∧ UH =




− 1

1 − lr
u3H∂su3H − curluHu2H

(1 − lr)u1HcurluH − u3H∂lu3H

u2H∂lu3H + u1H∂su3H


 ,

curlUH ∧ UV =




− 1

1 − lr
u3V ∂su3H − lL′

L
u1V curluH

(1 − lr)u1V curluH − u3V ∂lu3H

lL′

L
u1V ∂lu3H + u1V ∂su3H


 ,

curlUV ∧UH =




u3H

(
(1 − lr) ∂zu1V − 1

1 − lr
∂su3V

)
− u2H

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)

(1 − lr)u1H

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
+
lL′

L
∂zu1V u3H

− lL
′

L
u2H∂zu1V − (1 − lr)u1H

(
(1 − lr) ∂zu1V − 1

1 − lr
∂su3V

)



,

curlUV ∧UV =




u3V

(
(1 − lr) ∂zu1V − 1

1 − lr
∂su3V

)
− L′

L
u1V

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)

(1 − lr)u1V

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
+
lL′

L
∂zu1V u3V

−
(
lL′

L

)2

u1V ∂zu1V − (1 − lr)u1V

(
(1 − lr) ∂zu1V − 1

1 − lr
∂su3V

)



.

P✉✐s ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿

curl (curlu2.5D) = curl (curlUH) + curl (curlUV ) ,

❛✈❡❝ ✿

curl (curlUH) =




∂lcurluH

− 1

1 − lr
∂scurluH

− 1

1 − lr
∂s

(
1

1 − lr
∂su3H

)
− ∂llu3H



,

curl (curlUV ) =




1

(1 − lr)
2 ∂s

(
L′

L
u1V

)
− (1 − lr) ∂zzu1V +

1

1 − lr
∂z∂su3

− lL
′

L
∂zzu1V − 1

1 − lr
∂s

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
+ 2ru1V

)

1

1 − lr
∂s

(
(1 − lr) ∂zu1 −

1

1 − lr
∂su3

)
+
L′

L
∂zu1



.

❊♥✜♥ ✿

f ∧ u2.5D =




−f
(
u2H +

lL′

L
u1V

)

f (1 − lr) (u1V + u1H)

0


 ,

❡t

∇p2.5D =




1

1 − lr

(
∂spV + (ZB + h)

′
pH + (ZB + h− z) ∂spH

)

(ZB + h− z) ∂lpH

∂zpV − pH


 .



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✶✽

❙✉r ❧❡s ❜♦r❞s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu2.5D ∧ n − p2.5Dn)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘS ∪ ΘI ,

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r γ ⊂ ΘI ✿

curlUH ∧ n =




0

curluH

1

1 − lr
∂su3H


 ❡t curlUV ∧ n =




0
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

− (1 − lr) ∂zu1V +
1

1 − lr
∂su3V



,

♣♦✉r γ ⊂ ΘS ✿

curlUH ∧ n =

1√
(1 − lr)

2
+ (Z ′

B + h′)
2




−∂su3H

− (ZB + h)
′
curluH − (1 − lr) ∂lu3H

− 1

1 − lr
(ZB + h)

′
∂su3H


 ,

❡t

curlUV ∧ n =

1√
(1 − lr)

2
+ (Z ′

B + h′)
2




(1 − lr)
2
∂zu1V − ∂su3V

− (ZB + h)
′

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
+ (1 − lr)

lL′

L
∂zu1V

(ZB + h)
′

(
(1 − lr) ∂zu1V − 1

1 − lr
∂su3V

)



.

P✉✐s ✿ ∫

γ

η2
γdγ = (µcurlu2.5D ∧ n − cBu2.5D)

2
dγ s✐ γ ⊂ ΘB ,

❛✈❡❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿

curlUH ∧ n =
1√

(1 − lr)
2

+ (Z ′
B)

2




∂su3H

Z ′
BcurluH + (1 − lr) ∂lu3H

1

1 − lr
Z ′

B∂su3H


 ,

❡t

curlUV ∧ n =
1√

(1 − lr)
2

+ (Z ′
B)

2




− (1 − lr)
2
∂zu1V + ∂su3V

Z ′
B

(
l

1−lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
− (1 − lr) lL′

L
∂zu1V

−Z ′
B

(
(1 − lr) ∂zu1V − 1

1 − lr
∂su3V

)


 .

▲❡s ♥♦r♠❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✶✾

✺✳✻ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

P♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st é❣❛❧❡ à µ = 10−3 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉
❢♦♥❞ ❡st cB = 0, 1✳

✺✳✻✳✶ ❚❡st s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ à ❢♦♥❞ ❡t ❧❛r❣❡✉r ✐rré❣✉❧✐❡rs

❖♥ t❡st❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 500 ♠ètr❡s ❛✈❡❝
✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❡t ✉♥ ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡rs✳ ▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 5 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❜✐t q = 125 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❖♥ ♣r❡♥❞
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t = 0, 2 s ❡t nx = 200✱ nl = 20 ❡t nz = 5✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ 20000 é❧é♠❡♥ts ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s s♦♥t ❞✐❧❛té❡s ❞❡ 8 ❡♥ ❤❛✉t❡✉r ❡t ❞❡ 2 ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✳

❋✐❣✳ ✺✳✸✿ ●é♦♠étr✐❡

✭❛✮ P❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭❜✮ P❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧

✭❝✮ ❉♦♠❛✐♥❡ ✸❉

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳

▲✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✿

t = 20s t = 40s

t = 70s t = 100s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✷✵

P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 20s t = 40s

t = 70s t = 100s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t é❧❡✈és s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts s✉r ❝❡ t❡st✳

❖♥ ❛✣❝❤❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳

Pr❡ss✐♦♥ à t = 100 s ✿

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✷✶

✺✳✻✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

❖♥ t❡st❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❞✉ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s✱ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ t❡st ♣ré❝é❞❡♥t✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳

▲✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✿

nx = 40, nl = 4, nz = 2, ∆t = 0.4 s nx = 80, nl = 8, nz = 4 ∆t = 0.2 s

nx = 160, nl = 16, nz = 8 ∆t = 0.1 s nx = 320, nl = 32, nz = 16, ∆t = 0.05 s

▲❡s rés✉❧t❛ts r❡st❡♥t st❛❜❧❡s✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✼✱

❧✬❡rr❡✉r s✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳ ❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉①
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❡r❣❛♠✱ ❇❡r♥❛r❞✐ ❡t ▼❣❤❛③❧✐ ❬✽❪✱ ♦♥ ♠❛❥♦r❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧✬❡rr❡✉r E ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E ≤ c




tN∑

m=t1

∆t




∑

K∈Td

(
1

∆t

∫

K

η2
1dΩ +

1

w2
K

∫

K

η2
2dΩ

)
+
∑

γ∈∂Td

1

w2
γ

∫

γ

η2
γdγ








1

2

,

s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [t1, tN ]✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✱ ❡t ♦ù ❧❡s rés✐❞✉s η1✱ η2 ❡t ηγ s♦♥t
❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s T = [5 s, 40 s] ✿

◆♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts (nx× nl × nz) ❡t P❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t ❊rr❡✉r E

Nelem = 20 × 2 × 1 ❡t ∆t = 0, 8 s ✶✻✹✱✽✸✸

Nelem = 40 × 4 × 2 ❡t ∆t = 0, 4 s ✽✶✱✼✺✾✸

Nelem = 80 × 8 × 4 ❡t ∆t = 0, 2 s ✸✺✱✸✵✽✼

Nelem = 160 × 16 × 8 ❡t ∆t = 0, 1 s ✶✼✱✽✶✽✷

Nelem = 320 × 32 × 16 ❡t ∆t = 0, 05 s ✶✵✱✷✺✾✻

▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✶✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✷✷

✺✳✻✳✸ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

▲✬✐❞é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡♥ ❧❡s ❝♦✉♣❧❛♥t s✉r ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

✺✳✻✳✸✳✶ ❚❡st ❛✈❡❝ ❝♦✉r❜✉r❡

▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ✭❧❛ ✜❣✉r❡ ❡st ❞✐❧❛té❡ ❞❡ 8 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ♠é❛♥❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❡t ✉♥ ❢♦♥❞ ✐rré❣✉❧✐❡rs✳ ▲❡ ♠é❛♥❞r❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 1257 ♠ètr❡s✱
✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ 20 ❡t 60 ♠ètr❡s ❡t ✉♥ ❢♦♥❞ ❡♥tr❡ −10 ❡t 2 ♠ètr❡s✳ ▲❡s ❣é♦♠étr✐❡s s✉r ❧❡s
♣❧❛♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ✭❧❛ ✜❣✉r❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st
❞✐❧❛té❡ ❞❡ 4 s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r✱ ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ 8 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✮✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡
❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 100 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t q = 50 ❡♥ ❛✈❛❧✳ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st
∆t = 0, 2 s✳

❋✐❣✳ ✺✳✹✿ ●é♦♠étr✐❡ ✸❉

❋✐❣✳ ✺✳✺✿ ●é♦♠étr✐❡s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧

✭❛✮ P❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✭❜✮ P❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✷✸

▼♦❞è❧❡ ✶❉

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡ hb✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛rr✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ✐rré❣✉✲
❧✐❡r✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✷✹

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t é❧❡✈és ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ✐rré❣✉❧✐èr❡✳ ❖♥ ♣❛ss❡
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

▼♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
hb ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s vH ✳

❙✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ hb ✿

t = 10s t = 30s

❱✐t❡ss❡ vH ✿

t = 10s t = 30s

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ✐rré❣✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✷✺

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 10s t = 30s

❖♥ ❛ ❛❥♦✉té s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✸❉✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❊✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t é❧❡✈és ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ✐rré❣✉❧✐❡r✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❛✉
♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳

▼♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧

▲❡s ✜❣✉r❡s s♦♥t ❞✐❧❛té❡s ❞❡ 10 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s✳

❱✐t❡ss❡s ✭❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✰ ✈❡❝t❡✉rs ✈✐t❡ss❡✮ ✿

t = 40s

t = 90s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✷✻

t = 100s

t = 150s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r s♦♥t ✐rré❣✉❧✐❡rs✱
❛✉ ❜♦✉t ❞❡ 150 s❡❝♦♥❞❡s✳

❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❛✐♥s✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 40s t = 150s

❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t é❧❡✈és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
✷✳✺❉✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✷✼

▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉

▲❡s ✜❣✉r❡s s♦♥t ❞✐❧❛té❡s ❞❡ 2 s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞❡ 5 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts
♣♦✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s✳

❱✐t❡ss❡s ✿

t = 40s

t = 100s

t = 200s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✷✽

t = 250s

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ✿

t = 40s t = 250s

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬❡rr❡✉r s✉✐t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r s✉r t♦✉t❡ ❧❡ ♠é❛♥❞r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é✲
❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛❞❛♣tés s✉r ❞❡s ③♦♥❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ ✢❡✉✈❡✳ ❆✐♥s✐✱
❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❛❞éq✉❛t❡s✱ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳

❈♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❖♥ ❞é❝♦✉♣❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳

❋✐❣✳ ✺✳✻✿ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✷✾

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✿

t = 20s t = 50s

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✿

t = 20s t = 50s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✭❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s
s♦♥t ❞✐❧❛tés ❞❡ 5 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✮✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✿

t = 80s t = 110s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✸✵

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✿

t = 80s t = 110s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t é❧❡✈és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜♦r❞s ❛♠♦♥t ❡t ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ✈✐❡♥t
❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳ ▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳

❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❞✐❧❛tés ❞❡ 2
s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞❡ 5 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✮✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✿

t = 20s t = 120s

❖♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡✳
❖♥ ♣❡✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✿

t = 20s t = 120s

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡
❧✬♦♥❞❡✳



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✸✶

❆♣rès ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r
s✉✐✈❛♥ts s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦✉♣❧és ✿

t = 20s t = 50s

t = 100s t = 150s

t = 200s t = 250s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✸✷

❊st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♠♦❞è❧❡s ❝♦✉♣❧és ✿

t = 20s t = 250s

✺✳✻✳✸✳✷ ❚❡st ❛✈❡❝ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡

P♦✉r ❝❡ t❡st✱ ❧❡s ♣❧❛♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s♦♥t ❞♦♥♥és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❋✐❣✳
✺✳✼✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ❢♦♥❞ ❡t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ 4 ♠ètr❡s✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ ❞é❜✐t q = 100 ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t q = −50 ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ s❡ r❡♠♣❧✐ss❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡ ❞é❜✐t ❡st ♥✉❧
❡♥ ❛✈❛❧✳

❋✐❣✳ ✺✳✼✿ ●é♦♠étr✐❡

✭❛✮ P❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✭❜✮ P❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧

❉✬❛♣rès ❧❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦ss❡ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ❡♥✜♥ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ s♦♥t ✐rré❣✉❧✐❡rs✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✸✸

✷✳✺❉ ❡st ❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té✳ ❆✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s✳

❆♣rès ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❛❞éq✉❛t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ s✉r ❧❡
♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✈✐t❡ss❡s✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦✉♣❧és ✿

t = 20s

t = 50s

t = 120s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✸✹

t = 200s

t = 300s

❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❡st ❞✐❧❛té ❞❡ 10 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡t ❧✬é❝❤❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✭❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✮✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✿

t = 50s t = 80s

t = 100s t = 200s



❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✶✸✺

P✉✐s ♦♥ ✈✐s✉❛❧✐s❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡♥ ✸❉✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❞✐❧❛té ❞❡ 10
s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡t ❞❡ 2 s✉r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❀ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✭❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✮✳

❱✐t❡ss❡s ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✿

t = 120s

t = 180s

t = 220s

t = 300s



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▼♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✸✻

P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés s✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❛❞éq✉❛t❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳

❊st✐♠❛t❡✉rs ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✿

t = 20s t = 50s

❊st✐♠❛t❡✉rs ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✭❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❞✐❧❛té ❞❡ 10 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✮ ✿

t = 50s t = 100s

❊st✐♠❛t❡✉rs ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✭❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❞✐❧❛té ❞❡ 10 s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡t ❞❡ 2 s✉r ❧❛ ❧❛r✲
❣❡✉r✮ ✿

t = 120s t = 200s

▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t é❧❡✈és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ■❧s ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés s✉r ❧❡s ③♦♥❡s
❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✢✉✈✐❛❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣rès ❞❡ ❧✬❡st✉❛✐r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✸❉✱ ♠❛✐s ❛✉ ✈✉ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ✶❉✱ ✷❉ ♦✉ ✷✳✺❉✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❛❞éq✉❛t❡s ❞✉ ✢❡✉✈❡✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡✳

❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❜❛sé s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♦♥t été ❞ér✐✈és ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✶❉✱ é❝r✐t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❧✐❜r❡✱ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ✷❉✱ ❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ é❝r✐t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❡t
❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ é❝r✐t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ q✉❛s✐✲✸❉✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✷✳✺❉✱ é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡t ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❚♦✉s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ♠❛✐s q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡♥t✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❞é✜♥✐ ❡t ❥✉st✐✜é ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ✶❉✱ ✷❉ ❡t ✷✳✺❉✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❡t s♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ ✷❉ ♦✉ ✷✳✺❉ ❞❛♥s ❧❡✉rs ③♦♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡s t❡sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉és ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ✐rré❣✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r q✉✐ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r s♦♥t ✐rré❣✉❧✐❡rs s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ③♦♥❡✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ r❡st✐t✉❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ✈❛❧✐❞és s♦✐t ♣❛r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s
❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❡♥ ✶❉✮✱ s♦✐t ❣râ❝❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✸❉✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❣râ❝❡
❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞♦♥♥❡r♦♥t ❧❡s ③♦♥❡s à r❡❝❛❧❝✉❧❡r
❡♥ ✷❉✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✷❉✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❡s ③♦♥❡s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
✐♥❞✐q✉❡r♦♥t ❧❡s ③♦♥❡s à r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ✷✳✺❉✳ ❊♥✜♥✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ s✉r ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ③♦♥❡s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❞♦♥♥❡r♦♥t ❧❡s ③♦♥❡s à r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ✸❉✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡✱ ❡❛✉ ❞♦✉❝❡ ✲ ❡❛✉
s❛❧é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ♠❛ré❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✳ ❊♥✜♥ ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r t♦✉s ❧❡s ❛s♣❡❝ts
♣❤②s✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❧❛ t✉r❜✐❞✐té✳

✶✸✼



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✽



❆♥♥❡①❡s

❆ ❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸❉ s✉r ΓS s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫

ΓS

(v ∧ n) · ((µcurlu ∧ n) ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

{n ∧ ((µcurlu ∧ n) ∧ n)} · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫

ΓS

{n ∧ (w ∧ n)} · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

{(n · n) (µcurlu ∧ n) − (n · (µcurlu ∧ n))n} · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫

ΓS

{(n · n)w − (n · w)n} · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ

⇔
∫

ΓS

(µcurlu ∧ n) · v dγ −
∫

ΓS

pv · n dγ =

∫

ΓS

w · v dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ.

✶✸✾



❆♥♥❡①❡s ✶✹✵

❇ ❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉

❇✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✶❉

❙♦✐t v ∈ X0
1D ❀ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ v =

(
u1 (1 − lr) ,

lL′

L
u1, u1Z

′
B + (z − ZB)U3

)t

✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ {τ ,ν, e3} ✿

gradv =




∂sv1 −
l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1 −rv1 0

l

1 − lr

(
L′

L
v1

)′

+ rv1
L′

L
v1 0

1

1 − lr

(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 + (z − ZB)V ′

3

)
0 V3




,

❞✐✈v = ∂sv1 −
l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1 +

L′

L
v1 + V3,

curlv =




0

− 1

1 − lr

(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 + (z − ZB)V ′

3

)

l

1 − lr

(
L′

L
v1

)′

+ 2rv1




.

❇✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t F n

1D
(·) ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉

❙♦✐❡♥t q = (ZB + h− z)Q ∈ M1D ❡t v =

(
v1 (1 − lr) ,

lL′

L
v1, v1Z

′
B + (z − ZB)V3

)t

∈ X0
1D✳

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)

▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) s✬é❝r✐t ✿

B (q,v) = −
∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

q❞✐✈v (1 − lr) dldzds

= −
∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

(ZB + h− z)Q

{
∂sv1 −

l (Lr)
′

L (1 − lr)
v1 +

L′

L
v1 + V3

}
(1 − lr) dldzds

= −
∫

I

h2Q
(
(Lv1)

′
+ LV3

)
ds.



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✶✹✶

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)
❙♦✐❡♥t u, v ∈ X0

1D✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✿

∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

∆t
u · v (1 − lr) dldzds

=

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

∆t

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2
)
u1v1 (1 − lr) dldzds+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

∆t
(u1Z

′
B + (z − ZB)U3) (v1Z

′
B + (z − ZB)V3) (1 − lr) dldzds

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l ❡t z ✿

∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

I

2
ρ

∆t
Lh

(
1 + L2r2 +

(L′)
2

3

)
u1v1ds+

∫

I

2
ρ

∆t
Lh

(
(Z ′

B)
2
u1v1 +

h

2
(U3v1Z

′
B + V3u1Z

′
B) +

h2

3
U3V3

)
ds

❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

I

ρσ

∆t

{(
1 + L2r2 +

(L′)
2

3

)
u1v1 +

(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds.

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡r♠❡
∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ✱ ✐❧ s✬é❝r✐t ✿

∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

µcurlu · curlv (1 − lr) dldzds.

❖r✱

(1 − lr) curlu · curlv =

1

1 − lr

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 + (z − ZB)U ′

3

)(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 + (z − ZB)V ′

3

)

+
l2

1 − lr

(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′

+ 4r2u1v1 + 2lr

((
L′

L
u1

)′

v1 +

(
L′

L
v1

)′

u1

)
.

❉✬♦ù ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l ❡♥tr❛î♥❡ ✿

∫ L

−L

(1 − lr) curlu · curlvdl =

1

r
ln

∣∣∣∣
1 + Lr

1 − Lr

∣∣∣∣
(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 + (z − ZB)U ′

3

)(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 + (z − ZB)V ′

3

)

+
1

r2

{
1

r
ln

∣∣∣∣
1 + Lr

1 − Lr

∣∣∣∣− 2L

}(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′

+ 8Lr2u1v1.



❆♥♥❡①❡s ✶✹✷

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿
∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫

I

µ
h

r
ln

∣∣∣∣
1 + Lr

1 − Lr

∣∣∣∣
{(

(u1Z
′
B)

′ − Z ′
BU3 +

h

2
U ′

3

)(
(v1Z

′
B)

′ − Z ′
BV3 +

h

2
V ′

3

)
+
h2

12
U ′

3V
′
3

}
ds

+

∫

I

µ

(
4σr2u1v1 +

h

r2

{
1

r
ln

∣∣∣∣
1 + Lr

1 − Lr

∣∣∣∣− 2L

}(
L′

L
u1

)′(
L′

L
v1

)′
)
ds.

P✉✐s s✐ λ > 0 ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ = λ

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

❞✐✈u❞✐✈v (1 − lr) dldzds

= λ

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

(1 − lr)

(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
dldzds−

λ

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

l (Lr)
′

L

{
u1

(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
+ v1

(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)}
dldzds+

λ

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

(
(Lr)

′

L

)2
l2

1 − lr
u1v1dldzds,

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l ❡t z ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ = λ

∫

I

2Lh

(
u′1 +

L′

L
u1 + U3

)(
v′1 +

L′

L
v1 + V3

)
ds+λ

∫

I

hD1

(
(Lr)

′

Lr

)2

u1v1ds.

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞
∫

ΓB

cBu · vdγ✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ΓB ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z =

ZB(s) ❡t ❞❡s ❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L(s) ❡t l = −L(s)✳ ▲❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉① ❜♦r❞s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✭✶✳✶✾✮✱ ✭✶✳✷✶✮ ❡t ✭✶✳✷✵✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✸✳✸✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

∫ L

−L

cB

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)
u1v1

√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dlds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB

(
(1 + Lr)

2
+ (L′)

2
)
u1v1

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB (u1Z
′
B + (z − ZB)U3) (v1Z

′
B + (z − ZB)V3)

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB

(
(1 − Lr)

2
+ (L′)

2
)
u1v1

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB (u1Z
′
B + (z − ZB)U3) (v1Z

′
B + (z − ZB)V3)

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds,



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✶✹✸

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à z ✿
∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cB

(∫ L

−L

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dl

)
u1v1 ds

+

∫

I

hcB

(
(1 + Lr)

2
+ (L′)

2
)
u1v1

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

I

hcB

((
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

)√
(1 + Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

I

hcB

(
(1 − Lr)

2
+ (L′)

2
)
u1v1

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

I

hcB

((
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

)√
(1 − Lr)2 + (L′)2 ds.

■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡♥✜♥ q✉❡ ✿
∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cBu1v1

{∫ L

−L

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2dl

}
ds+

∫

I

hcB

{(
(1 + Lr)

2
+ (L′)

2
) 3

2

+
(
(1 − Lr)

2
+ (L′)

2
) 3

2

}
u1v1ds+

∫

I

hcB

(√
(1 + Lr)

2
+ (L′)

2
+

√
(1 − Lr)

2
+ (L′)

2

){(
u1Z

′
B +

h

2
U3

)(
v1Z

′
B +

h

2
V3

)
+
h2

12
U3V3

}
ds.

❋♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·)
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

A1 (u;u,v) =

∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ (curlu ∧ u) · v (1 − lr) dldzds.

❖r ✿

(curlu ∧ u) · v (1 − lr) =

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 (1 − lr)u1 (1 − lr) v1

− 1

1 − lr

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 + (z − ZB)U ′

3

) lL′

L
u1

lL′

L
v1

l

1 − lr

(
L′

L
u1

)′

+ 2ru1 u1Z
′
B + (z − ZB)U3 v1Z

′
B + (z − ZB)V3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(1 − lr) (z − ZB) (u1V3 − v1U3)
(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 + (z − ZB)U ′

3

)
.



❆♥♥❡①❡s ✶✹✹

❉✬♦ù ✿

A1 (u;u,v) =

∫

I

ρhσ

2

(
(u1Z

′
B)

′ − Z ′
BU3 +

2

3
hU ′

3

)
u⊥

c · vc ds.

❚❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
1D (.)

P♦✉r ✜♥✐r ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s Fn
1D (.)✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st

❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✶✳✷✷✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =

∫

ΓS

w · v dγ.

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿
∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫

I

(∫ L

−L

{
(1 − lr) v1w1 +

lL′

L
v1w2 + (v1Z

′
B + hV3)w3

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dl

)
ds

−
∫

I
2LpS (−h′v1 + hV3) ds.

❇✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

2L

(
∂h

∂t
+ u1h

′ − hU3

)
= 0 ❡t 2h

(
(Lu1)

′
+ LU3

)
= 0,

s♦✐t ✿

2L
∂h

∂t
+ 2Lu1h

′ − 2LhU3 + 2h (Lu1)
′
+ 2LhU3 = 0

⇔ ∂ (2Lh)

∂t
+ (2Lhu1)

′
= 0

⇔ ∂σ

∂t
+ (σu1)

′
= 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ♦ù u1 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♠♦②❡♥♥❡ ✶❉✳

❇✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✶❉

❙♦✐❡♥t v ∈ ❑❡r1DB ∩D
(
Ω̄
)3

❡t u ∈ ❑❡r1DB✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞✐✈u = 0✱ ❞✬♦ù ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρ
∂uj

∂xj

uivi dΩ +

3∑

i,j=1

∫

ΓS

ρviujuini dγ

+
1

2

∫

ΩF

ρ |u|2 ❞✐✈v dΩ − 1

2

∫

ΓS

ρ |u|2 v · n dγ.



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ✶✹✺

❖r ❞✐✈v = − l (Lr)
′

L (1 − lr)
v1✱ ❞✬♦ù ♣♦✉r t♦✉t w ∈ X0

1D ✿

∫

ΩF

ρu · w❞✐✈v dΩ = −
∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρ

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2
)
l
(Lr)

′

L
u1v1w1 dldzds

−
∫

I

∫ ZB+h

ZB

∫ L

−L

ρl
(Lr)

′

L
v1u3w3 dldzds

=

∫

I

4

3
ρhL2r (Lr)

′
u1v1w1 ds.

❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ +
3∑

i,j=1

∫

ΓS

ρviujuini dγ − 1

2

∫

ΓS

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫

I

2

3
ρhL2r (Lr)

′
u2

1v1 ds,

♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r1DB ∩D
(
Ω̄
)3

❡t t♦✉t u ∈ ❑❡r1DB✳



❆♥♥❡①❡s ✶✹✻

❈ ❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧

❈✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧

❙♦✐t v ∈ X0
2DV ❀ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ v =

(
u1 (1 − lr) ,

lL′

L
u1, u3

)t

✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥✲

t✐❡❧s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✷✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ {τ ,ν, e3} ✿

gradv =




∂sv1 −
l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1 −rv1 (1 − lr) ∂zv1

l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1

)
+ rv1

L′

L
v1

lL′

L
∂zv1

1

1 − lr
∂sv3 0 ∂zv3




,

❞✐✈v = ∂sv1 −
l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1 +

L′

L
v1 + ∂zv3,

curlv =




− lL
′

L
∂zv1

(1 − lr) ∂zv1 −
1

1 − lr
∂sv3

l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 2rv1




.

❈✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t F n

2DV
(·) ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲

✈❡rt✐❝❛❧

❙♦✐❡♥t q = q (s, z) ∈ M2DV ❡t v =

(
v1 (1 − lr) ,

lL′

L
v1, v3

)t

∈ X0
2DV ✳

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)

▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) s✬é❝r✐t ✿

B (q,v) = −
∫

ωF

(∫ L

−L

q❞✐✈v (1 − lr) dl

)
dzds

= −2

∫

ωF

q (L∂sv1 + L′v1 + L∂zv3) dzds

= −2

∫

ωF

q❞✐✈ (LvV ) dzds.



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✶✹✼

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)

❙♦✐❡♥t u, v ∈ X0
2DV ❀ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✿

∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

ωF

ρ

∆t

(∫ L

−L

u · v(1 − lr)dl

)
dzds

=

∫

ωF

ρ

∆t

{∫ L

−L

(1 − lr)

[(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2
)
u1v1 + u3v3

]
dl

}
dzds

=

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u1v1 + u3v3} dzds.

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡r♠❡
∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ✱ ✐❧ s✬é❝r✐t ✿

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫

ωF

(∫ L

−L

µcurlu · curlv(1 − lr)dl

)
dzds.

P✉✐sq✉❡ ✿

(1 − lr) curlu · curlv =
(

(1 − lr) l2
(
L′

L

)2

+ (1 − lr)
3

)
∂zu1∂zv1 +

1

1 − lr
∂su3∂sv3 − (1 − lr) (∂zv1∂su3 + ∂sv3∂zu1)

+
l2

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 4r2 (1 − lr)u1v1 + 2lr

(
u1∂s

(
L′

L
v1

)
+ v1∂s

(
L′

L
u1

))
,

✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l ❡♥tr❛î♥❡ ✿

∫

ΩF

µcurlu · curlvdΩ =

∫

ωF

µ {2L (1 +D2) ∂zu1∂zv1 + (2L+D1) ∂su3∂sv3 − 2L (∂zv1∂su3 + ∂sv3∂zu1)} dzds

+

∫

ωF

µ

{
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 8Lr2u1v1

}
dzds =

∫

ωF

µ {2LcurluV curlvV + 2LD2∂zu1∂zv1 +D1∂su3∂sv3} dzds

+

∫

ωF

µ

{
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

)
+ 8Lr2u1v1

}
dzds.



❆♥♥❡①❡s ✶✹✽

P✉✐s s✐ λ > 0 ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ = λ

∫

ωF

(∫ L

−L

❞✐✈u❞✐✈v (1 − lr) dl

)
dzds

= λ

∫

ωF

(∫ L

−L

(1 − lr)

(
❞✐✈uV +

L′

L
u1

)(
❞✐✈vV +

L′

L
v1

)
dl

)
dzds−

λ

∫

ωF

(∫ L

−L

l (Lr)
′

L

{
u1

(
❞✐✈vV +

L′

L
v1

)
+ v1

(
❞✐✈uV +

L′

L
u1

)}
dl

)
dzds+

λ

∫

ωF

(∫ L

−L

(
(Lr)

′

L

)2
l2

1 − lr
u1v1dl

)
dzds

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à l ✿

λ

∫

ΩF

❞✐✈u❞✐✈v dΩ =

∫

ωF

λ

{
2L

(
❞✐✈uV +

L′

L
u1

)(
❞✐✈vV +

L′

L
v1

)
+
D1

r2

(
(Lr)

′

L

)2

u1v1

}
dzds.

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞
∫

ΓB

cBu · vdγ✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ΓB ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z =

ZB(s) ❡t ❞❡s ❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L(s) ❡t l = −L(s)✳ ▲❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛✉① ❜♦r❞s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✭✶✳✶✾✮✱ ✭✶✳✷✶✮ ❡t ✭✶✳✷✵✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cB

{∫ L

−L

[(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
u1v1 + u3v3

]√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dl

}
ds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
u1v1 + u3v3

}√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
u1v1 + u3v3

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds.

❖r ❛✉ ❢♦♥❞✱ u3 = u1Z
′
B ✱ ❞✬♦ù ✿

∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cBD5 u1v1ds+

∫

ωF

cB (D4 u1v1 +D3 u3v3) .



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✶✹✾

❋♦r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ A1 (·; ·, ·)

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✿

A1 (u;u,v) =

∫

ωF

ρ

(∫ L

−L

(curlu ∧ u) · v(1 − lr)dl

)
dzds

=

∫

ωF

ρ

(∫ L

−L

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
∂zu1 (u3v1 − u1v3) dl

)
dzds

+

∫

ωF

ρ

(∫ L

−L

∂su3 (u1v3 − u3v1) dl

)
dzds

=

∫

ωF

2ρL
(
− (1 +D2) ∂zu1 u⊥

V · vV + ∂su3 u⊥
V · vV

)
dzds

=

∫

ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1)u
⊥
V · vV dzds.

❚❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2DV (.)

❖♥ ✜♥✐t ❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ Fn
2DV (.)✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛

s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✶✳✷✷✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✸✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∫

ΓS

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ −
∫

ΓS

pSv · n dγ =

∫

I

(∫ L

−L

{
(1 − lr) v1w1 +

lL′

L
v1w2 + v3w3

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B + h′)2 dl

)
ds

−
∫

I

(∫ L

−L

pS

{
− (ZB + h)

′
(1 − lr) v1 + (1 − lr) v3

}
dl

)
ds =

∫

I

WV · vV ds+

∫

I

2LpS

(
(ZB + h)

′
v1 − v3

)
ds.

P✉✐s ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ΓB ∪ ΓI ✱ v · n = 0✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ r❡st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✿

∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =

∫

ΥI

(∫ L

−L

{
(1 − lr) v1w1 +

lL′

L
v1w2 + v3w3

}
dl

)
dz

=

∫

ΥI

2L (v1w1 + v3w3) dz.

❖r v1 = 0 s✉r ΥI ✱ ❞✬♦ù ✿

∫

ΓI

(v ∧ n) · (w ∧ n) dγ =

∫

ΥI

2Lv3w3 dz.



❆♥♥❡①❡s ✶✺✵

❈✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r

♣❛rt✐❡s ❞❡s t❡r♠❡s B (p2DV ,v) ❡t
∫

ΩF

µcurlu2DV · curlvdΩ✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❞✐✈u = 0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t s✉r ωF (t) ✿

ρL




(1 +D2)
∂u1

∂t
∂u3

∂t


+ µcurl (LcurluV ) + µL




4r2u1 −D2∂zzu1

0




−µ
2




L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))

∂s (D1∂su3)


+

cB
2




D4 u1

D3 u3


+ ρL (curluV −D2 ∂zu1)u

⊥
V + L∇p2DV

= ρLg.

❆✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

(curluV )u⊥
V +

1

2
∇ |uV |2 = uV · ∇uV ,

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✬é❝r✐t ✿

ρL




(1 +D2)
du1

dt
du3

dt


− ρL




(1 +D2)uV · ∇u1

uV · ∇u3




+µcurl (LcurluV ) + µL




4r2u1 −D2∂zzu1

0


− µ

2




L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))

∂s (D1∂su3)




+
cB
2




D4 u1

D3 u3


+ ρLuV · ∇uV − 1

2
ρL∇ |uV |2 − ρLD2 ∂zu1u

⊥
V + L∇p2DV

= ρLg,

s♦✐t ✿

ρL




(1 +D2)
du1

dt
du3

dt


− ρLD2 u1∇u1 − µcurl (LcurluV ) + µL




4r2u1 −D2∂zzu1

0




−µ
2




L′

L
∂s

(
D1

r2
∂s

(
L′

L
u1

))

∂s (D1∂su3)


+

cB
2




D4 u1

D3 u3


+ L∇

(
p2DV − ρ

2
|uV |2

)

= ρLg.



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧ ✶✺✶

❈✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ✷❉✲✈❡rt✐❝❛❧

❙♦✐❡♥t v ∈ ❑❡r2DV B ∩D
(
Ω̄
)3

❡t u ∈ ❑❡r2DV B ✱

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ +

3∑

i,j=1

∫

ΓH

ρviujuini dγ − 1

2

∫

ΓH

ρ |u|2 v · n dγ

+
1

2

∫

ΩF

ρ |u|2 ❞✐✈v dΩ −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρ
∂uj

∂xj

uivi dΩ.

❖r ❞✐✈v = − l (Lr)
′

L (1 − lr)
v1✱ ❞✬♦ù ♣♦✉r t♦✉t w ∈ X0

2DV ✿

∫

ΩF

ρu · w❞✐✈v dΩ = −
∫

ωF

(∫ L

−L

ρ

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2
)
l
(Lr)

′

L
u1v1w1 dl

)
dzds

−
∫

ωF

(∫ L

−L

ρl
(Lr)

′

L
v1u3w3 dl

)
dzds

=

∫

ωF

4

3
ρL2r (Lr)

′
u1v1w1 dzds.

❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A1 (u;u,v) = −
3∑

i,j=1

∫

ΩF

ρujui

∂vi

∂xj

dΩ +

3∑

i,j=1

∫

ΓH

ρviujuini dγ − 1

2

∫

ΓH

ρ |u|2 v · n dγ

−
∫

ωF

2

3
ρL2r (Lr)

′
u2

1v1 dzds,

♣♦✉r t♦✉t v ∈ ❑❡r2DV B ∩D
(
Ω̄
)3

❡t t♦✉t u ∈ ❑❡r2DV B✳



❆♥♥❡①❡s ✶✺✷

❉ ❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉

❉✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉

❙♦✐t v ∈ X0
2.5D ❀ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ v = VH (s, l, z) + VV (s, l, z)✱ ❛✈❡❝ ✿

VH (s, l, z) = ((1 − lr) v1H (s, l) , v2H (s, l) , Z ′
Bv1H (s, l) + (z − ZB)V3H (s, l))

t
,

VV (s, l, z) =

(
(1 − lr) v1V (s, z) ,

lL′

L
v1V (s, z) , v3V (s, z)

)t

.

❉✬❛♣rès ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✷✱
♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ {τ ,ν, e3} ✿

gradv = gradVH + gradVV,

♦ù

gradVH =




∂sv1H − 1

1 − lr
(lr′v1H + rv2H) −rv1H + (1 − lr) ∂lv1H 0

1

1 − lr
∂sv2H + rv1H ∂lv2H 0

1

1 − lr
∂s (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H) ∂l (Z
′
Bv1H + (z − ZB)V3H) V3H



,

❡t

gradVV =




∂sv1V − l (Lr)
′

L (1 − lr)
v1V −rv1V (1 − lr) ∂zv1V

l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1V

)
+ rv1V

L′

L
v1V

lL′

L
∂zv1V

1

1 − lr
∂sv3V 0 ∂zv3V



.

P✉✐s ✿

❞✐✈v = ❞✐✈VH + ❞✐✈VV

= ❞✐✈vH + V3H +
1

L
❞✐✈ (LvV ) − l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1V ,

❛✈❡❝

❞✐✈vH = ∂sv1H − 1

1 − lr
(lr′v1H + rv2H) + ∂lv2H ,

❞✐✈ (LvV ) = L∂sv1V + L′v1V + L∂zv3V

❊♥✜♥ ✿
curlv = curlVH + curlVV ,

♦ù

curlVH =




Z ′
B∂lv1H + (z − ZB) ∂lV3H

− 1

1 − lr
∂s (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)

curlvH



,



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✺✸

❡t

curlVV =




− lL
′

L
∂zv1V

(1 − lr) ∂zv1V − 1

1 − lr
∂sv3V

l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V



,

❛✈❡❝

curlvH =
1

1 − lr
∂sv2H + 2rv1H − (1 − lr) ∂lv1H .

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ curlvV = ∂sv3V − ∂zv1V ✳

❉✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s A (·; ·, ·)✱ B (·, ·) ❡t F n

2.5D
(·) ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉

❙♦✐❡♥t q = (ZB + h− z) qH (s, l) + qV (s, z) ∈ M2.5D ❡t v ∈ X0
2.5D✳

❋♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·)
▲❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ B (·, ·) s✬é❝r✐t ✿

B (q,v) = −
∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

q ❞✐✈v (1 − lr) dzdlds

= −
∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

(1 − lr) {(ZB + h− z) qH + qV }
{
❞✐✈vH + V3H + 1

L
❞✐✈ (LvV ) − l(Lr)′

L(1−lr)v1V

}
dzdlds,

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿

B (q,v) = −
∫

ωF

2qV ❞✐✈ (LvV ) dzds−
∫

ΣF

h2

2
qH (1 − lr) (❞✐✈vH + V3H) dlds

−
∫

ΩF

(1 − lr)

{
qV (❞✐✈vH + V3H) + (ZB + h− z) qH

(
1

L
❞✐✈ (LvV ) − l (Lr)

′

L (1 − lr)
v1V

)}
dzdlds.

❋♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ A0 (·, ·)✱ ♦♥ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✿

∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
u · v (1 − lr) dldzds =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1 − lr)

{(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}
dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1 − lr) {uH · vH + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1 − lr)

{
(1 − lr)

2
(u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

+u3V (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V } dzdlds,



❆♥♥❡①❡s ✶✺✹

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿

∫

ΩF

ρ

∆t
u · vdΩ =

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u1V v1V + u3V v3V } dzds

+

∫

ΣF

ρh

∆t
(1 − lr)

(
uH · vH +

(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

)
dlds

+

∫

ΩF

ρ

∆t
(1 − lr)

{
(1 − lr)

2
(u1V v1H + u1Hv1V ) +

lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

+u3V (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V } dzdlds.

P✉✐s ✿

∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µcurlu · curlv(1 − lr)dzdlds =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1 − lr) {∇H (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) · ∇H (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H) + curluHcurlvH} dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1 − lr)

{
curluV curlvV +

(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2

− 1

)
∂zu1V ∂zv1V

+

(
1

(1 − lr)
2 − 1

)
∂su3V ∂sv3V

}
dzdlds

−
∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1 − lr)
lL′

L
{∂zu1V (Z ′

B∂lv1H + (z − ZB) ∂lV3H)

+ (Z ′
B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H) ∂zv1V } dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1 − lr)

{
∂s (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H)

(
1

(1 − lr)
2 ∂sv3V − ∂zv1V

)

+

(
1

(1 − lr)
2 ∂su3V − ∂zu1V

)
∂s (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)

}
dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

µ (1 − lr)

{(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
curlvH

+curluH

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

)}
dzdlds,



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✺✺

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿
∫

ΩF

µcurlu · curlv dΩ =

∫

ωF

µ2L
(
curluV curlvV +D2∂zu1V ∂zv1V + 4r2u1V v1V

)
dzds

+

∫

ωF

µD1

(
∂su3V ∂sv3V +

1

r2
∂s

(
L′

L
u1

)
∂s

(
L′

L
v1

))
dzds

+

∫

ΣF

µ (1 − lr)h

(
h2

12
∇HU3H · ∇HV3H + curluHcurlvH

)
dlds

+

∫

ΣF

µ (1 − lr)h

(
∇H (Z ′

Bu1H) +
h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)
·
(
∇H (Z ′

Bv1H) +
h

2
∇HV3H − V3H∇HZB

)
dlds

−
∫

ΩF

µ (1 − lr)
lL′

L
(∂zu1V (Z ′

B∂lv1H + (z − ZB) ∂lV3H) + (Z ′
B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H) ∂zv1V ) dzdlds

+

∫

ΩF

µ (1 − lr)

{
∂s (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H)

(
1

(1 − lr)
2 ∂sv3V − ∂zv1V

)

+

(
1

(1 − lr)
2 ∂su3V − ∂zu1V

)
∂s (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)

}
dzdlds

+

∫

ΩF

µ (1 − lr)

{(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
u1V

)
+ 2ru1V

)
curlvH + curluH

(
l

1 − lr
∂s

(
L′

L
v1V

)
+ 2rv1V

)}
dzdlds.

❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · vdΩ =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (f ∧ u) · v (1 − lr) dzdlds =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρf (1 − lr)
2
u⊥

H · vHdzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρf (1 − lr)
2

{
lL′

L
(u1Hv1V − u1V v1H) + u1V v2H − u2Hv1V

}
dzdlds,

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿
∫

ΩF

ρ (f ∧ u) · vdΩ =

∫

ΣF

ρfh (1 − lr)
2
u⊥

H · vHdlds

+

∫

ΩF

ρf (1 − lr)
2

{
lL′

L
(u1Hv1V − u1V v1H) + u1V v2H − u2Hv1V

}
dzdlds.



❆♥♥❡①❡s ✶✺✻

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ΓB ✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r z = ZB(s) ❡t
❧❡s ❜❡r❣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r l = L(s) ❡t l = −L(s)✳ ❈❡❧❛ ❛♠è♥❡ ❛✉① tr♦✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

∫ L

−L

cB

{(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)
u1V v1V + uH · vH + (Z ′

B)
2
u1Hv1H

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dlds

+

∫

I

∫ L

−L

cB

(
(1 − lr)2 + (Z ′

B)
2
)

(u1V v1H + u1Hv1V ) +
lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

}√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dlds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1V + u1Hv1H) + u3V v3V

}√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1H + u1Hv1V ) + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)

+u3V (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }
√

(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1V + u1Hv1H) + u3V v3V

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1H + u1Hv1V ) + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)

+u3V (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }
√

(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds,



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✺✼

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿
∫

ΓB

cBu · vdγ =

∫

I

cBu1V v1V

{∫ L

−L

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2

+ (Z ′
B)

2

)√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dl

}
ds

+

∫

ΣF

cB

(
uH · vH + (Z ′

B)
2
u1Hv1H

)√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dlds

+

∫

I

∫ L

−L

cB

{(
(1 − lr)2 + (Z ′

B)
2
)

(u1V v1H + u1Hv1V ) +
lL′

L
(u1V v2H + u2Hv1V )

}
×

√
(1 − lr)2 + (Z ′

B)2 dlds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

cBh

{(
(1 − Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

}
×

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 − Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1H + u1Hv1V ) + u3V (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)

+ (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

ωF

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
u1V v1V + u3V v3V

}√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds

+

∫

I

cBh

{(
(1 + Lr)2 + (L′)2

)
u1Hv1H +

(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
+
h2

12
U3HV3H

}
×

√
(1 − Lr)2 + (L′)2 ds

+

∫

I

∫ ZB+h

ZB

cB
{(

(1 + Lr)2 + (L′)2
)
(u1V v1H + u1Hv1V ) + u3V (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)

+ (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) v3V }

√
(1 + Lr)2 + (L′)2 dzds.



❆♥♥❡①❡s ✶✺✽

P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✿

A1 (u;u,v) =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (curlu ∧ u) · v(1 − lr)dzdlds =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)

(
∂su3V −

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2
)
∂zu1V

)
u⊥

V · vV dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)
(
curluHu⊥

H −∇H (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H)
)
· vH dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)uH · ∇H (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H) dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)

{
∂s (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) +
lL′

L
(Z ′

B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H)

}
×

{
u⊥

V · vV + u1V (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) − (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V

}
dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr) (∇H (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H)) · (uHv3V − u3V vH) dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)

{
∂zu1V

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2
)

− ∂su3V

}
×

{(Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V − u1V (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)
(
∂zu1V (1 − lr)2 − ∂su3V

)
×

{(Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) v1H − u1H (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H) + u3V v1H − u1Hv3V } dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)
lL′

L
∂zu1V {(Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v2H − u2H (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)}

+u3V v2H − u2Hv3V } dzdlds

−
∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr) curluH (1 − lr)

(
u2Hv1V − u1V v2H +

lL′

L
(u1V v1H − u1Hv1V )

)
dzdlds,



❈❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷✳✺❉ ✶✺✾

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿

A1 (u;u,v) =

∫

ωF

2ρL (curluV −D2 ∂zu1)u
⊥
V · vV dzds

+

∫

ΣF

ρ (1 − lr)h

(
curluHu⊥

H −
(
Z ′

Bu1H +
h

2
U3H

)(
∇H (Z ′

Bu1H) +
h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

))
· vH dlds

+

∫

ΣF

ρ (1 − lr)huH ·
(
∇H (Z ′

Bu1H) +
h

2
∇HU3H − U3H∇HZB

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
dlds

+

∫

ΣF

ρ (1 − lr)h

(
h2

12
uH · ∇HU3HV3H − h2

12
U3H∇HU3H · vH

)}
dlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)

{
∂s (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) +
lL′

L
(Z ′

B∂lu1H + (z − ZB) ∂lU3H)

}
×

{
u⊥

V · vV + u1V (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) − (Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V

}
dzdlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr) (∇H (Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H)) · (uHv3V − u3V vH) dzdlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)

{
∂zu1V

(
(1 − lr)2 +

(
lL′

L

)2
)

− ∂su3V

}
×

{(Z ′
Bu1H + (z − ZB)U3H) v1V − u1V (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)
(
∂zu1V (1 − lr)2 − ∂su3V

)
{(Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v1H − u1H (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)
(
∂zu1V (1 − lr)2 − ∂su3V

)
(u3V v1H − u1Hv3V ) dzdlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)
lL′

L
∂zu1V {(Z ′

Bu1H + (z − ZB)U3H) v2H − u2H (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+

∫

ΩF

ρ (1 − lr)
lL′

L
∂zu1V (u3V v2H − u2Hv3V ) dzdlds

−
∫

ΩF

ρ (1 − lr) curluH (1 − lr)

(
u2Hv1V − u1V v2H +

lL′

L
(u1V v1H − u1Hv1V )

)
dzdlds.



❆♥♥❡①❡s ✶✻✵

❊♥✜♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ Fn
2.5D(.) s✉r X0

2.5D✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ (1 − lr)

(
1

∆t
un + g

)
· vdzdlds =

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1 − lr)

{(
(1 − lr)

2
+

(
lL′

L

)2
)
un

1V v1V + un
3V v3V

}
dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1 − lr) {un

H · vH + (Z ′
Bu

n
1H + (z − ZB)Un

3H) (Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H)} dzdlds

+

∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρ

∆t
(1 − lr)

{
(1 − lr)

2
(un

1V v1H + un
1Hv1V ) +

lL′

L
(un

1V v2H + un
2Hv1V )

+un
3V (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′
Bu

n
1H + (z − ZB)Un

3H) v3V } dzdlds

−
∫

I

∫ L

−L

∫ ZB+h

ZB

ρg (1 − lr) (v3V + Z ′
Bv1H + (z − ZB)V3H) dzdlds,

s♦✐t ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿
∫

ΩF

ρ

(
1

∆t
un + g

)
· v dΩ =

∫

ωF

2ρL

∆t
{(1 +D2)u

n
1V v1V + un

3V v3V } dzds

+

∫

ΣF

ρh

∆t

{(
un

H · vH +

(
Z ′

Bu
n
1H +

h

2
Un

3H

)(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
+
h2

12
Un

3HV3H

)}
dlds

+

∫

ΩF

ρ

∆t
(1 − lr)

{
(1 − lr)

2
(un

1V v1H + un
1Hv1V ) +

lL′

L
(un

1V v2H + un
2Hv1V )

+un
3V (Z ′

Bv1H + (z − ZB)V3H) + (Z ′
Bu

n
1H + (z − ZB)Un

3H) v3V } dzdlds

−
∫

ωF

2ρLgv3V dzds−
∫

ΣF

ρhg (1 − lr)

(
Z ′

Bv1H +
h

2
V3H

)
dlds.



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
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