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Introduction

Le point de départ de la théorie des représentations de groupes semble remonter a
un échange épistolaire du printemps 1896 entre G. Frobenius et R. Dedekind [Cur92,
HawT71], qui se préoccupaient alors de groupes finis. L’essor de la théorie au XX¢me
siécle fut considérable et les interactions avec d’autres domaines mathématiques ou
physiques sont aujourd’hui innombrables.

Un des points de vue modernes sur cette théorie est celui de la géométrie non-
commutative, ou I’étude de certains objets singuliers pour lesquels les outils clas-
siques de 'analyse sont inadéquats, est menée au moyen d’algébres d’opérateurs.
Nous nous intéressons ici au dual unitaire d’un groupe de Lie semi-simple. Plus
précisément, si G est groupe topologique, on note GG la famille des classes d’équi-
valence de représentations irréductibles unitaires de G. Il s’agit d’un ensemble, qui
peut étre muni d’une topologie naturelle, la topologie de Fell, qui en fait générale-
ment un espace non-séparé. Lorsque G est abélien, la dualité de Pontrjagin montre
que G est un groupe topologique. Dans ce cas les C*-algébres pleine et réduite du
groupe s’identifient avec l'algébre des fonctions continues nulles a l'infini sur G via
la transformation de Fourier :

F:CHG) ~ Co(G).

Cela suggére que, dans le cas général, G doive étre compris comme un espace non-
commutatif, qui sera mieux décrit par les C*-algébres associées a G que par des
algébres de fonctions.

Dans le cas des groupes de Lie semi-simples, la partie du dual unitaire asso-
ciée a la représentation réguliére, appelée dual réduit et notée G, est bien connue,
notamment grace aux travaux initiés par Harish-Chandra dés les années 1950 [HC53,
HC54b, HC54¢, HC55, HC56a, HC56b, HC76|. Les résultats de classification montrent
que tous les éléments de @r peuvent étre obtenus comme sous-représentations de
représentations d’un type particulier, induites de sous-groupes paraboliques cuspi-
daux, c’est-a-dire admettant une décomposition de Langlands de la forme M AN ou
M possede une série discrete. Ces représentations sont induites de représentations
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de la forme 0 ® x ® 1, oll 0 est une représentation de la série discréte de M, notée
My, et x un caractére unitaire de A. Plus précisément, il existe une décomposition
du dual réduit comme réunion indexée par les classes d’association de sous-groupes

paraboliques cuspidaux :
G, =| |Gp.
(P]

ot G p désigne I'’ensemble des classes d’équivalence de sous-représentations irréduc-
tibles des induites de la forme Indga ® x ® 1. Lorsque le sous-groupe parabolique
considéré est minimal, le sous-groupe M est compact et les représentations corres-
pondantes constituent une famille de GG, indexée par M x A, appelée série principale
unitaire. Dans le cas ol G posséde une série discréte, il est lui-méme cuspidal et la
famille correspondante n’est autre que la série discréte.

L’espace G p est naturellement paramétré par ]\/4\d X E, moyennant la reconnais-
sance des éléments irréductibles parmi les représentations de la forme IndIGD oRx®1 et
I’identification des équivalences unitaires entre ces éléments. Les résultats de F. Bru-
hat |[Bru56| pour la série principale unitaire, étendus par Harish-Chandra [HC76| a
des situations plus générales, établissent 'irréductibilité des représentations induites
pour une grande partie de I'espace des parameétres. Les valeurs donnant éventuel-
lement lieu a de la réductibilité sont les points fixes sous 'action du groupe de
Weyl Wp défini comme quotient du normalisateur L = Ng(a) par le centralisateur
L = Z;(a). Les objets permettant de résoudre la question de l'irréductibilité dans
les cas restants sont les opérateurs d’entrelacement introduits par Knapp et Stein
dans [KS71, KS80]. Ces opérateurs, associés aux éléments de Wp, fournissent des
équivalences unitaires permettant de démontrer que des représentations induites de
paramétres provenant d’une méme orbite sous Wp sont équivalentes. Enfin, ’étude
de leurs singularités permet de caractériser les phénomenes de réductibilité aux
points fixes. On obtient finalement une surjection

@p — (]\//Td X A\) /Whp.

Dans certains cas particuliers, celui des groupes complexes par exemple, ou plus
généralement, pour les groupes admettant une seule classe de conjugaison de sous-
groupes de Cartan, cette application est bijective, et la topologie du dual réduit
est alors séparée. Dans le cas général, le défaut d’injectivité est mesuré par les
singularités des opérateurs de Knapp et Stein.

Dans le cadre de la géométrie non-commutative, la connaissance détaillée du dual
réduit constitue une étape fondamentale dans la détermination de la K-théorie de la
C*-algebre réduite du groupe. Plus précisément, les travaux relatifs a la conjecture
de Connes-Kasparov dus a M. Penington et R. Plymen pour les groupes complexes
[PP83|, en rang 1 et dans le cas plus général des groupes a classe de conjugaison



de sous-groupes de Cartan unique & A. Valette [Val84, Val85|, et A. Wassermann
[Was87| pour les groupes de Lie linéaires connexes réductifs en général, s’appuient
sur une décomposition de la C*-algébre réduite du groupe reflétant la structure du
dual réduit. En particulier, les résultats de [Val84] montrent que la compréhension
de l'induction de Dirac repose sur la description de la série discréte d’une part, et
des phénoménes de réductibilité dans la série principale d’autre part. Au niveau de
la C*-algébre réduite, A. Wassermann énonce dans [Was87| un isomorphisme

@)~ @ (ad oK) (M

P,w

La somme directe est indexée par les classes d’équivalences (P,w), ou P = M AN

désigne un sous-groupe parabolique cuspidal, w € My une représentation de la série
discréte du groupe réductif M et H, I'espace de la représentation Indgw ®1® 1.
L’action du stabilisateur W,, de w dans W sur Co(A)®/K(H,,) est implémentée par les
opérateurs de Knapp et Stein. La détermination des représentations intervenant dans
le calcul de la K-théorie repose sur l'analyse des groupes W,,. La théorie développée
dans [KS71, KS80] montre que ces groupes s’écrivent en fonction des R-groupes
comme des produits semi-directs W, = W/ x R,,. Les représentations w contribuant
a la K-théorie sont exactement celles pour lesquelles le groupe W/ est réduit a
I’élément neutre. Dans les cas mentionnés plus haut ou le dual réduit est séparé, la
C*-algébre réduite est stablement isomorphe a celle des fonctions continues nulles &
I’infini sur le dual réduit. L’équivalence de Morita

~

Ci(G) ~ Co(Gy)

Morita

prolonge dans ce cas la correspondance établie dans le cas commutatif par 'analyse
de Fourier!.

Soit G' un groupe de Lie semi-simple. Les représentations de la série principale
sont les induites a G de représentations unitaires irréductibles de dimension finie de
sous-groupes paraboliques minimaux. Si P est un tel sous-groupe, de décomposition
de Langlands P = M AN, les représentations a induire sont de la forme

cRe’ ®1,

1. Le Théoréme 2.9 de [Val85] est un résultat plus précis : il fournit un isomorphisme entre C; (G)

et Co(Gy, KC(H)) sous des hypothéses recouvrant, outre les cas d’une unique classe de conjugaison
de sous-groupes de Cartan, ceux de SL3(R) et SO(2n,1).
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avec 0 € M et ¢” € A donnée par v € az. On note alors
7 =IndSo®e” @ 1.

Cette représentation est unitaire lorsque v est imaginaire pur. Le Théoréme 2.4.1,
da a Bruhat [Bru56| fournit une condition suffisante d’irréductibilité en donnant,
a l'aide de techniques mettant en ceuvre la théorie des distributions, une borne

g,

supérieure pour les nombres d’entrelacement. Il implique que 775" est irréductible

pour un ouvert dense de valeurs de (o,v) € M x E, complémentaire de 1’ensemble
des points fixes sous ’action du groupe de Weyl W.

Les résultats de Knapp et Stein [KS71, KS80| complétent cette analyse en per-
mettant de déterminer les cas de réductibilité aux parametres singuliers. Ces travaux
s’appuient sur les différentes réalisations possibles de la série principale unitaire. En
effet, la réalisation classique des représentations induites telles qu’elles sont utilisées
par Mackey [Mac49, Macb1, Mac52| et Blattner [Bla61, Bla63| définit les espaces de
ces représentations comme des complétés d’espaces de sections du fibré G-équivariant

G ><U,z/ Ha,z/

|

G/P

et la connaissance de la structure des groupes Lie semi-simple permet de décrire ces
espaces en termes de sous-groupes particuliers. Ainsi, la décomposition d’Iwasawa
permet, moyennant le choix d’un sous-groupe compact maximal K et I’lhoméomor-
phisme G/P ~ K /M, de considérer les représentations de la série principale comme
agissant sur des espaces de fonctions sur K. Enfin, en se restreignant a la cellule
ouverte NMAN dans la décomposition de Bruhat, I’espace de 75’ peut étre réa-
lisé comme un espace de fonctions L?*(N). En raison des propriétés topologiques
des sous-ensembles de G utilisés pour les définir, ces réalisations sont respective-
ment appelées modéle compact et modéle ouvert pour les représentations de la série
principale.

De la définition des représentations induites, il suit que I'espace de 75" est le
complété d’un ensemble de fonctions N-invariantes. Si P = LN et P’ = LN’ sont
deux paraboliques minimaux partageant la méme composante de Levi L = M A et
(o,v) € M x A, un opérateur d’entrelacement entre 75" et w5 doit transformer
une fonction N-invariante en une fonction N’-invariante. On vérifie que 'intégrale

17" f(g) = / fgn’) dn’

Nl
NNN/

par laquelle la fonction f est moyennée afin de la rendre N’-invariante, posséde

formellement les propriétés souhaitées. Cette expression ne définit cependant pas
un opérateur d’entrelacement, car I'intégrale est en général non convergente.



[’analyse menée par Schiffmann dans [Sch71| permet de se restreindre au cas
des groupes de rang 1 et a des opérateurs, dits standard, de la forme

I f(g) = /N f(gwn) dn

ol w est un représentant de ’élément non trivial du groupe de Weyl et N I'image
de N par l'involution de Cartan. La technique utilisée par Knapp et Stein consiste,
pour o fixée, & autoriser v a prendre des valeurs non imaginaires pures, c¢’est-a-dire
a considérer des représentations de la série principale non-unitaire. Pour certaines
valeurs de la partie réelle de v les intégrales 17" f sont convergentes et, vues comme
des fonctions de v, peuvent se prolonger méromorphiquement a ag, avec des poles.
L’irréductibilité fournie par le Théoréme de Bruhat et le Lemme de Schur permettent
alors de construire des fonctions méromorphes scalaires 7, de v, dont I'étude des
singularités permet de caractériser 'irréductibilité des représentations de la série
principale, y compris dans les cas ne relevant pas du résultat de Bruhat. On en
déduit également des fonctions 7, () qui normalisent les opérateurs d’entrelacement
au sens ou les opérateurs
1 o,V
Yo (V)

sont de véritables opérateurs d’entrelacement, réalisant des équivalences unitaires
entre les représentations de la série principale. Ces résultats sont rappelés au Cha-
pitre 2.

L’objet de ce travail est la description de la série principale unitaire d'un groupe
de Lie semi-simple en termes de C*-algébres et de C*-modules, et la construction
d’opérateurs analogues aux intégrales d’entrelacement de Knapp et Stein et leurs
normalisations. Le point de départ est la formulation de la théorie des représenta-
tions induites dans un cadre C*-algébrique par M. A. Rieffel. Nous présentons brie-
vement, au Chapitre 2, la machinerie qu’il développe dans [Rie71], o sont construits
les C*-modules permettant 'induction pour les C*-algébres et ot le théoréme d’im-
primitivité de Mackey est exprimé par une équivalence de Morita.

Dans le cas des C*-algébres de groupes, la construction de M. A. Rieffel produit,
pour H sous-groupe fermé de G, un C*-module sur C*(H), noté £(G) et muni
d’une action a gauche de C*(G) de sorte que pour tout espace de Hilbert H sur
lequel C*(H) est représentée, le produit tensoriel £(G) ®c«yy H est un nouvel
espace de Hilbert sur lequel C*(G) agit. Le module £(G) est obtenu comme complété
de C.(G) et peut étre considéré comme un objet encodant globalement toutes les
représentations induites de H a G. En effet, il existe, pour chaque représentation
(7w, H,) une application :

qr : E(G) & HW - Hh’ldgﬂ'
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qui spécialise £(G) sur Ind% 7 en réalisant un isomorphisme unitaire d’espaces de
Hilbert qui entrelace les actions de C*(G).

Soient a présent un groupe de Lie semi-simple G et P = LN un sous-groupe para-
bolique minimal de composante de Levi L. Les représentations de la série principale
provenant de P sont 1ndu1tes a partir de couples (o,v) € M x A = L. Pour un tel
couple, la représentation 75" agit sur le complété d’un espace de sections du produit
fibré G X,, H,, sur G/P. Afin de décrire cette famille de représentations indexée
par Z, on est donc porté a construire un C*-module d’induction sur C*(L). D’autre
part, le groupe L normalisant N, la variété de drapeau G/ P s’identifie au quotient
(G/N)/L. Une idée naturelle est de reprendre la construction de M. A. Rieffel en
remplacant G par G/N muni de 'action a droite de L provenant de celle de P et
de laction a gauche, de G. L’espace G/N n’étant pas un groupe, la construction
originale doit étre légérement adaptée, et nous obtenons finalement, au Chapitre 3
un C*-module

c+(@E(G/N)c+(w).-
Ces modules sont liés aux modules d’induction habituels par un isomorphisme
E(G/N) = E(G) @c+p) C*(L)

et réalisent encore I'induction au sens ou l'on dispose encore d’applications de loca-
lisation

qva,u : E(G/N) ® Hg"y — H,T;,V.

Ainsi, si 'on considére tous les sous-groupes paraboliques minimaux P, = LN;
partageant la méme composante de Levi L, les représentations de la série principale
associées sont encodées par la famille des £(G/N;) qui sont tous des C*(L)-modules.

La structure et les propriétés du groupe semi-simple GG peuvent ensuite étre
exploitées pour décrire £(G/N). 1l est ainsi possible de réaliser ce module comme
un espace de sections du produit fibré

G/N x; C*(L)

|

G/P.

Cela s’apparente a la description classique de la série principale comme famille de
représentations induites, les espaces des représentations o, v étant remplacés par
I'objet global C*(L), et 'on parle donc de modéle induit pour £(G/N). D’autre
part, nous établissons, en considérant l'image dans G/N de la cellule de Bruhat
ouverte de GG, le résultat suivant :



Théoréme. Le C*(L)-module hilbertien E(G/N) est isométrique au produit
tensoriel

L*(N) ® C*(L).

Cet énoncé (Proposition 3.3.4) constitue I’analogue du modéle ouvert classique,
originellement associé a chaque représentation de la série principale.

Afin de transposer dans ce cadre les résultats de Bruhat, ainsi que ceux de Knapp
et Stein, considérons ensuite deux sous-groupes paraboliques P, = LNy et P, = LN,
de G et les C*(L)-modules £(G/Ny) et E(G/N3) associés. Idéalement, les analogues
des opérateurs d’entrelacement seraient des éléments de

L) (E(G/N), E(G/N2))

qui commutent aux actions a gauche respectives de C*(G) sur ces modules. L’étude
d’objets possédant des propriétés approchantes est menée au Chapitre 4.

Tout d’abord, nous caractérisons, pour les groupes de rang 1, les opérateurs
bornés du C*(L)-module hilbertien £(G/N) qui commutent a l’action de C*(G).

Théoréme. Les opérateurs T € Leo=1)(E(G/N)) qui commutent & laction
de G sur E(G/N) sont exactement les multiplicateurs centrauz de C*(L).

Ceci constitue un résultat d’irréductibilité analogue a celui de Bruhat, au sens
ou le commutant de I'action de C*(G) sur £(G/N) est réduit a ce qui tient lieu d’ho-
mothéties dans le cadre C*-algébrique. La démonstration de ce résultat (Théoréme
4.2.1) est d’ailleurs inspirée de la preuve de Bruhat : elle repose sur la caractérisation
des distributions homogénes fournies par les formes d’entrelacement associées aux
opérateurs considérés.

L’étape suivante consiste a essayer de construire des opérateurs analogues aux
opérateurs d’entrelacement standards, ¢d est a donner un sens a l'intégrale

I,F(x) = /NF(MW_L) dn

pour F' dans un sous-module de £(G/N). La présence des poles dans les opéra-
teurs de Knapp et Stein laisse supposer qu'un tel opérateur ne s’étendra pas en
un opérateur borné de £(G/N) dans I'analogue £(G/N)" tordu par 'action de w.
Aux Paragraphes 4.3 et 4.4, I,, est exprimé dans les différents modéles de £(G/N).
Nous démontrons alors la convergence de 'intégrale définissant ’opérateur noté Z,,
dans le modeéle ouvert pour des fonctions continues a support compact (Proposition
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4.4.1). Tl apparait que cet opérateur ne prend pas ses valeurs dans L2(N)® C*(L) et
ne peut donc méme pas étre considéré comme un opérateur densément défini entre
C*-modules.

Il est néanmoins possible d’analyser comment ce phénomeéne refléte les singu-
larités des opérateurs classiques. Plus précisément, 'opérateur d’entrelacement se
décompose en une somme

To =TI + 10 + Ry

ou I se prolonge en un opérateur (conjecturalement) borné de C*-modules et
70 est un opérateur densément défini entre C*-modules. Enfin, la partie résiduelle
R., est donnée par une mesure de Radon sur L, que nous calculons concrétement
pour SLy(R) ou la commutativité de L offre des simplifications permettant de faire
apparaitre nettement la singularité de cet opérateur. Nous démontrons enfin au
Paragraphe 4.4.4 la convergence de I'intégrale I,,F(x) pour F' dans des sous-espaces
de fonctions inclus dans les autres modéles. En particulier, on démontre le résultat
suivant :

Théoréme. L intégrale

/_ F(gwn) dn

N
définit une application linéaire I, : C.(G/N) — C(G/N).

Ce résultat constitue le Théoréme 4.3.1, ou C.(G/N) est vu comme sous-espace
de £(G/N) dans le modéle initial, inspiré de la construction de M. A. Rieffel.

La singularité des opérateurs obtenus ne permet pas de les composer pour essayer
d’appliquer le résultat d’irréductibilité et construire un analogue des fonctions 7 de
Knapp et Stein. Le principe de la normalisation, exposé au Paragraphe 4.5.2 consiste
alors & construire un unitaire ¢ de Leo«(1)(E(G/N)) tel que la composée I ol agisse
seulement par multiplication sur C*(L), ou I désigne 'opérateur I,, tordu par w et
donc C*(L)-linéaire. Nous proposons une telle construction dans le modéle ouvert
pour les groupes SLs(K) avec K = R ou C. Plus précisément, on obtient le résultat
suivant :

Théoréme. Soit G = SLy(R) ou SLy(C). Il existe un unitaire U de la
C*-algebre Low1)(E(G/N)) et une fonction v : L — C, tels que l'on ait,

(
pour f @ ¢ € L*(N) ® C.(L) dans le modéle ouvert,

ToU(f@p)=f@p*7.



Cela résulte des propositions 5.4.4 et 5.5.2 ou les fonctions v sont explicitées,
et pour la démonstration desquelles on exploite le fait que N s’identifie & K et L,
commutatif, & K*, en appliquant du calcul fonctionnel a des opérateurs différentiels
sur R et C ~ R? respectivement. La méthode employée laisse supposer que le procédé
puisse étre adapté pour les autres groupes de rang 1, en considérant des opérateurs
différentiels sur une certaine sous-variété de L. Cela constituera sans doute la suite
de ce travail, de méme que l'extension au cas des groupes de rang supérieur des
résultats obtenus ici.

La description en termes des C*-modules £(G/N) et des opérateurs d’entrelace-
ment normalisés associés a la série principale d’un groupe de Lie devra étre reliée
aux résultats existants sur la structure de la C*-algébre réduite de ce groupe pré-
sentés dans [Val84| et [Was87|, qui permettent le calcul des groupes de K-théorie
de la C*-algebre réduite de G et sont a la base de la démonstration de la conjecture
de Connes-Kasparov pour les groupes de Lie considérés. Une premiére étape sera
’écriture, a ’aide de nos modules d’une décomposition analogue a la formule (). Si
P=Lx N = MAN désigne un parabolique cuspidal, ou plus simplement minimal,
on notera C'5(G) I'image de C(G) dans Kc- () (E(G/N)), et 'on cherchera & décom-
poser C*(G) en somme directe indexée par les classes d’association de paraboliques
cuspidaux des algeébres C}(G). La conjugaison par les opérateurs U™ doit fournir
une action de Wp par automorphismes sur la C*-algeébre des opérateurs compacts
de E(G/N) :

Wp — Aut (Kexr) (E(G/N))).

Le fait que laction de Ng(a) se factorise par Wp est analogue a la relation de
cocycle vérifiee par les opérateurs de Knapp et Stein [Was87|. La seconde étape
serait d’identifier la composante C}(G) comme les points fixes sous cette action,
c’est-a-dire de démontrer un isomorphisme

Cp(G) = (Kowmy (E(G/N))™.

Le lien avec la formule (T) sera la décomposition suivante, selon les caractéres de
M

Ko=) (E(G/N)) = @Co(fl) ® K(H.),

ainsi que sa généralisation au cas cuspidal, ou la somme sera indexée par Mj.

Enfin, on cherchera a faire le lien avec «1’analogie de Mackey » déja développée
par N. Higson dans le cas des groupes complexes |Hig07], et consistant a comparer
le dual réduit de G a celui du groupe Gy = K x g/, qui lui est associé moyen-
nant le choix d’un sous-groupe compact maximal K. Le point de départ consistera
a généraliser le Théoréme 5.5.1, en s’appuyant sur la décomposition précédente de
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Ke+r) (E(G/N)). Une autre perspective serait d’étendre la construction des C*-
modules £(G/N) aux produits croisés en suivant les techniques présentées dans
[Gre78], et 'on peut imaginer une construction d’opérateurs d’entrelacement a co-
efficients dans une C*-algebre.

L’organisation de ce mémoire est la suivante :

Au premier chapitre, nous introduisons les définitions et faits basiques sur les
groupes topologiques et leurs représentations. Nous présentons également certains
des objets de la géométrie non-commutative, C*-algébres et C*-modules hilbertiens
utilisés dans la suite. Nous rappelons en outre un certain nombre de faits sur le dual
unitaire d’un groupe et sa topologie.

Le début du second chapitre est consacré a la formulation de I'induction des
représentations dans le cadre C*-algébrique due & M. A. Rieffel. Nous y rappelons
les faits principaux a propos des C*-modules d’induction pour les C*-algébres de
groupes, ainsi que la formulation du théoréme d’imprimitivité en termes d’équiva-
lence de Morita. Sont ensuite exposés certains faits liés a la structure des groupes
de Lie semi-simples et de leurs sous groupes paraboliques. Nous rappelons enfin la
définition de la série principale d’'un groupe de Lie semi-simple et ses différentes
réalisations, puis le résultat d’irréductibilité de Bruhat, ainsi que ceux de Knapp et
Stein sur les opérateurs d’entrelacement et leur normalisation.

Dans le troisiéme chapitre, nous construisons des C*-modules £(X), cette constuc-
tion généralisant légérement celle de |Rie71]. Nous l'appliquons ensuite a la des-
cription de la série principale d'un groupe de Lie semi-simple G en considérant le
module £(G/N) et démontrons que ’action & gauche de C*(G) sur ce module se
factorise par la projection sur C*(G). Cela manifeste, dans notre cadre, I'apparte-
nance des représentations de la série principale au dual réduit @T. Nous donnons
ensuite deux descriptions de £(G/N) correspondant aux réalisations classiques de
la série principale. Le modéle induit &; fait apparaitre le C*-module comme le com-
plété d'un espace de sections. Enfin, le modéle ouvert constitué par I'isomorphisme
E(G/N) ~ L*(N) ® C*(L) s’appuie sur la restriction de la construction a la cellule
de Bruhat ouverte.

Le quatriéme chapitre est consacré a la construction des opérateurs d’entrelace-
ment. Aprés quelques rappels sur Iaction de A sur N par dilatations, nous démon-
trons, pour les groupes de rang 1, le résultat d’irréductibilité global qui consiste a
caractériser les opérateurs de Le»(1)(E(G/N)) qui commutent a 'action de C*(G)
comme des multiplicateurs centraux sur C*(L). Nous exprimons ensuite ['opérateur
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d’entrelacement standard dans les différents modéles, avant de démontrer la conver-
gence de l'intégrale dans le modéle ouvert. Nous décomposons ensuite 'opérateur
standard en somme d’un opérateur borné, d’un opérateur densément défini et d’une
partie résiduelle, qui consitue I’analogue des poles dans le cas classique. Nous dé-
montrons enfin la convergence de l'intégrale d’entrelacement pour certaines fonctions
dans les autres modéles.

Le dernier chapitre est consacré a 'application de ce qui précéde aux cas par-
ticuliers de SLs(R) et de SLy(C). Nous décrivons tout d’abord la structure de ces
groupes, leur dual réduit ainsi que les opérateurs de Knapp et Stein avec leur nor-
malisation dans le cas de SLy(R). Nous décrivons ensuite les modules intervenant
pour ces groupes comme des champs continus d’espaces de Hilbert ainsi que les
opérateurs d’entrelacement correspondants. Nous construisons enfin explicitement
des opérateurs unitaires sur ces modules analogues aux opérateurs normalisés et
décomposons ces unitaires suivant les caractéres de M.






Chapitre 1

Préliminaires C'*-algébriques et
rappels sur les groupes topologiques

Ce chapitre présente certaines définitions et résultats basiques au sujet des groupes
topologiques et de leurs représentations. On y introduit également certains des ob-
jets de la géométrie non-commutative, C*-algébres et C*-modules hilbertiens utilisés
dans la suite ainsi qu'un certain nombre de faits sur le dual unitaire d’un groupe et
sa topologie.

1.1 (C"-algebres, C*-modules et multiplicateurs
Les références pour cette partie sont [Dix64| et [Lan95].

Définition 1.1.1 [C*-algébres]
On appelle C*-algebre une algébre de Banach A munie d’une involution
isométrique, anti-multiplicative et anti-linéaire, notée *, telle que la relation

la*all = [|a]®

soit vérifiée pour tout a dans A.

Remarque 1.1
e C est une C*-algebre.
e La construction de Gelfand-Naimark-Segal permet de réaliser toute C*-algebre
comme une sous-algébre involutive fermée de l'algébre B(H) des opérateurs
bornés sur un espace de Hilbert H.

13
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e La transformée de Gelfand permet de montrer que toutes les C*-algébres com-
mutatives sont de la forme Cy(X), c’est-a-dire des algébres de fonctions conti-
nues nulles & l'infini sur un espace localement compact X.

Soit A une C*-algébre. Un élément a € A est dit positif s’il existe ¢ € A tel que
a = c*c. L’ensemble A, des éléments positifs d'une C*-algébre est un céne convexe
saillant et induit une relation d’ordre partiel sur A : pour a,b € A, on dira que a < b
sib—a € A;.

Définition 1.1.2 [C*-modules]

Soit A une C*-algébre. On appelle C*-module hilbertien sur A un C-espace
vectoriel possédant une structure de A-module & droite compatible avec la
multiplication scalaire et muni d’une application

() ExFE— A

linéaire & droite et vérifiant en outre, pour z,y € F et a € A :

(i) (.ya) = (z,y)a
(it) {y,x) = (r,9)"

(iii) (x,xz) >0et (z,2) =0=2=0

(iv) E est complet pour la norme donnée par ||z| = ||(z, z)]|2.

Si la condition (7v) n’est pas vérifiée, on parle de C*-module préhilbertien ; de
méme, si 'agébre A vérifie toutes les propriétés de la Définition 1.1.1 a I'exception
de la complétude, on parlera de pré-C*-module.

Remarque 1.2
e Les C*-modules hilbertiens sur C sont les espaces de Hilbert. Plus générale-
ment, si A = Cy(X) est une C*-algébre commutative, un C*-module sur A
s’identifie aux sections continues nulles & 'infini d’un champ continu d’espaces
de Hilbert sur X |Dix64].
e Une C*-algébre A est un C*-module sur elle-méme, en considérant (a,b) = a*b
pour a,b € A.

Définition 1.1.3 [A-norme]
Soient A une C*-algébre et ' un C*-module sur A. Pour x € E, on note

1
jz] = (z, 2)7.

L’application | - | est appelée A-norme sur E.
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Remarque 1.3

e En dépit de la terminologie, cette application n’est pas a valeurs réelles. En
outre, elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire dans A.
1
e Lorsque £ = A, on a |a| = (a*a)?.

Proposition 1.1.4 Soient A une C*-algébre et E un C*-module sur A. L’inégalité

[{z, y)| < llz[l-y|

est vérifiée dans A pour tous x,y € E.

Définition 1.1.5 [Morphismes de C*-modules]

Soient A une C*-algébre, F; et Fs, des C*-modules sur A. On note
L 4(Ey, Ey) 'ensemble des applications T : E; — E, admettant un ad-
joint, ¢d est une application T : £y — FE; telle que 'on ait

(Tx,y) = (z,T"y)

pour tous x € Fy, y € Fs.

Une telle application est en fait nécessairement A-linéaire, bornée et son adjoint
est unique.

Proposition 1.1.6 Soient A une C*-algébre et E un C*-module sur A. L’espace
LA(E, E), muni de la composition, de l'involution donnée par ’adjonction et de la
norme d’opérateur continu, est une C*-algébre, encore notée LA(E).

Définition 1.1.7 [Opérateurs compacts]
Soient A une C*-algébre, F; et Ey deux C*-modules sur A. Pour z; € Ej,
T9 € By, on définit un opérateur 0,, ., : &y — E5 par

Oy o () = mo (21, T).

Il s’agit d'un élément de La(Eh, Ey), d’adjoint 6,,,, et dont la norme
verifie |04, 4,1 < ||x1]l.[|z2]]. On appelle opérateurs compacts les élé-
ments du sous-espace vectoriel fermé de L4(E;, E;) engendré par
{02,425 | T1 € By, 29 € Es}. Cet ensemble sera noté K4(FEy, E2) ou encore
K(E1, Es).
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Lorsque Fy = E, = E, 'espace vectoriel I(E) est une sous-C*-algébre de L(F).
De plus lorsque F = A, la densité de 'ensemble des éléments de la forme ab dans A
permet 'identification

K(A) ~ A

en associant & a € A l'opérateur m, de multiplication & gauche par a, d’adjoint
My, = Mg~

Plus généralement, lorsque F; = A et Es = E, on peut identifier
K(AE)~ FE
en associant & x € E 'opérateur de multiplication

m, : A—FE

av+— .0
dont I'adjoint est obtenu, toujours en utilisant la densité de E.A dans F, par

m, : E— A
y— (2,9)

La théorie des multiplicateurs de C*-algébres, qu’elle soit présentée en termes de
doubles centralisateurs ou de complétions strictes, comme par exemple dans [WO93],
s’exprime simplement dans le langage des C*-modules.

Définition 1.1.8 [Multiplicateurs d’un C*-module]
Soient A une C*-algébre et E un C*-module sur A. On appelle multiplica-
teurs de E les éléments de L£4(A, E) et 'on note M(E) cet espace.

Lorsque E = A, la Proposition 1.1.6 montre que ’on obtient une C*-algébre. De
plus, l’application identique de A constitue une unité et M(A) s’identifie a la plus
grande C*-algébre unifére admettant A, identifiée & IC(A), comme idéal essentiel.

Proposition 1.1.9 Soient A une C*-algébre et E un C*-module sur A. L’applica-
tion

(my, mg) — (my, ma) := mimy

fait de M(E) un C*-module sur M(A) et la norme associée coincide avec la norme
d’opérateur borné.
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Cette construction est fonctorielle : si E; et E, sont deux C*-modules sur A et
T € L(Ey, Es), Vopérateur M(T) = T o - de composition a gauche par T est un
morphisme de C*-modules M(E;) — M(E,), d’adjoint M (T')* = M(T™).

Enfin, si z; € F; et 21 € Ey, alors
MUT (21),22) = (M(T) (Mg, ), May),

les produits scalaires étant respectivement pris dans Fy et M(E,).

1.2 Intégration dans les groupes topologiques et les
espaces homogeénes

Suivant [Wei65], on considérera les mesures de Haar invariantes a gauche.

1.2.1 Fonctions modulaires

Si G est un groupe topologique muni d’une mesure de Haar dg, sa fonction
modulaire Ag est définie par la formule suivante, valable pour toute fonction f
mesurable sur GG et tout élément gy € G :

/Gf(ggo)dgzAe(go‘l)/Gf(g)dg,

qui s’écrit encore symboliquement d(ggo) = Ag(go)dg.

Dans le cas ot GG est un groupe de Lie, la fonction modulaire se calcule en utilisant
la représentation adjointe [Kna02| :

Proposition 1.2.1 Soit G un groupe de Lie. Alors pour g € G,
Ag(g) = |det Ad(g)[ "

1.2.2 Intégration dans les espaces homogénes

Soient G un groupe topologique localement compact et H un sous-groupe fermé
de G. Suivant |Bou63| et [BAIHV08|, on indique ici des conditions d’existence pour
des mesures sur l'espace homogéne G/H vérifiant certaines conditions d’invariance
sous l'action de GG. Dans le cas ou H est réduit a ’élément neutre, la mesure de Haar
est une telle mesure.
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Rappelons la terminologie :

Définition 1.2.2 [Mesures quasi-invariantes et relativement invariantes]

Soit (X, ;) un espace mesuré muni d’une action de G & gauche. La mesure

i est dite

— quasi-invariante o gauche si elle est équivalente a gu pour tout g € G,
c’est-a-dire si les translations préservent la classe des ensembles de mesure
nulle,

— relativement invariante a gauche s’il existe un morphisme continu ¢ :
G — R tel que l'on ait g~y = §(g)p pour tout g € G. Le morphisme
0 est alors appelé caractére de la mesure pu.

Il est clair qu'une mesure relativement invariante est quasi-invariante. Il est pos-
sible de démontrer I’existence de mesures quasi-invariantes en général sur les espaces
homogénes. En ce qui concerne les mesures relativement invariantes, on dispose du
résultat suivant :

Proposition 1.2.3 Sl existe une mesure p relativement invariante d gauche sur
G/H, la restriction de son caractére 6 o H coincide avec la fonctzon . Récipro-

quement, s’il existe un morphisme continu O prolongeant AH, alors zl eriste une
mesure relativement invariante sur G/H, de caractére §, unique a une constante
multiplicative strictement positive pres.

Si p est une mesure relativement invariante sur G/H, de caractére §, alors pour
toute fonction f € C.(G) :

/ F(9)6(g) dg = /G B /H F(gh) dhdp(gH).

La proposition précédente implique également qu’il existe une mesure G-invariante
sur G/H si et seulement si Ay coincide avec la restriction de Ag a H.

1.2.3 Décompositions de la mesure dans les groupes de Lie

Dans le cas des groupes de Lie, la structure de variété différentielle permet d’ex-
primer la théorie de I'intégration ua moyen des formes différentielles. En particulier,
aux différentes décompositions classiques de certains groupes et sous-groupes (dé-
composition d’Iwasawa des groupes semi-simples ou décomposition de Langlands
des sous-groupes paraboliques), sont associées des décompositions de la mesure, en
fonction des mesures de Haar des différentes composantes.
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Théoréme 1.2.1 Soient G un groupe de Lie, S et T deux sous-groupes fermés de
G tels que SNT soit compact, Uapplication m : (s,t) — st soit ouverte de S x T
dans G et que G\ m(S x T) soit de mesure de Haar nulle. Alors les mesures de
Haar de G, S etT" peuvent étre normalisées de sorte que [’égalité

_ . Ag(t) .
/G flada = [ psn 3o dse

soit vérifiée pour toute fonction [ borélienne positive sur G.

1.2.4 Intégrales a valeurs vectorielles

Soient X un espace localement compact, muni d’une mesure de Borel réguliére
i et H un espace de Hilbert. Si f : X — H est une fonction continue & support
compact, [, f(x)du(x) désigne P'unique vecteur de H vérifiant

< /X £ () du(a),v) = /X (f(2), v) du(x)

pour tout v € H.

De méme, si f : X — B(H) est une fonction faiblement continue a support
compact, alors il existe un unique opérateur sur H, noté [, f(z)dp(x), vérifiant
pour tous &,n € H, la relation

([ @ au) e = [ g duto)

Si f prend ses valeurs dans une C*-algébre A, réalisée comme sous-algébre de B(H),
on montre en approchant uniformément f par des fonctions du produit tensoriel
algébrique C.(X) ® A a supports contenus dans un compact fixé, que 'intégrale
Jx f(x) du(x) est encore un élément de A.

1.3 Dual d’un groupe topologique

Tout au long de ce paragraphe, G désignera un groupe topologique localement
compact et dg une mesure de Haar a gauche fixée. Les références pour cette partie
sont [BAIHV08] et [Dix64].
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1.3.1 Représentations unitaires

Dans ce paragraphe, on introduit les définitions et faits généraux relatifs a la
théorie des représentations unitaires des groupes qui seront utilisés dans la suite du
mémoire.

Définition 1.3.1 [Représentations unitaires]
On appelle représentation unitaire continue de G tout couple (7, H) ou H
est un espace de Hilbert complexe et

m:G— U(H)

un morphisme fortement continu de G dans le groupe unitaire de H, c’est-
a~dire que pour tout & € H, l'application g — m(g)¢ est continue de G
dans H.

Une représentation (m,H) sera souvent désignée par 7, l'espace sur lequel le
groupe agit étant tantot sous-entendu, tantot noté H, pour éviter d’éventuelles
confusions. D’autre part, toutes les représentations considérées seront continues,
aussi cette hypothése sera-t-elle le plus souvent implicite.

Exemples :

e [’application constante 1 : g — Id de G dans H; = C est une représentation
unitaire continue de G, appelée représentation triviale.

e Le groupe G est admet toujours une représentation unitaire continue sur
L*(G,dg) : pour g € G et f € L*(G), on pose

Aa(9)f x— f(g ).

La représentation \g est appelée représentation réguliere gauche de G.

On associe aux représentations de G des fonctions qui généralisent les coefficients
des matrices associées aux opérateurs 7(g) lorsque H, est de dimension finie :

Définition 1.3.2 [Fonctions de type positif, coefficients]
Soit (7, H) une représentation de G. On appelle coefficient de 7 toute fonc-
tion sur G de la forme

g (m(9)&,m)

ou & et 1 sont des vecteurs de ‘H. Une telle application est appellée fonction
de type positif associée a 7 lorsque & = 1.
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L’étude de ces fonctions, et en particlier de leur comportement asymptotique, est
un élément crucial de la théorie des représentations, comme le montre par exemple
la Proposition 1.3.7 citée plus bas.

On appelle sous-représentation de (m,H) toute représentation p de G sur un
sous-espace fermé m(G)-invariant H' de H telle que p(g) soit la restriction de 7(g) a
‘H’ pour tout g € G. Introduisons & présent une classe de représentations unitaires
« minimales » :

Proposition 1.3.3 Soit (7w, H) une représentation unitaire continue de G. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) Les seuls sous-espaces fermés de H stables par n(G) sont H et {0}.
ii) Le commutant de w(G) dans H est réduit auz scalaires.

iii) Tout vecteur & non nul de H est totalisateur pour w(G), id est m(G)E est dense
dans H.

Définition 1.3.4 [Représentations irréductibles]
Une représentation vérifiant les conditions de la proposition précédente est
dite topologiquement irréductible.

Remarque 1.4 On parle d’erréductibilité algébrique lorsque les espaces de la condi-
tion 7) ne sont pas supposés fermés. Les deux notions sont équivalentes pour les re-
présentations de dimension finie. Dans la suite, les représentations dites irréductibles
seront toujours topologiquement irréductibles.

Terminons ce paragraphe par la définition d'une notion d’équivalence entre re-
présentations unitaires.
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Définition 1.3.5 [Entrelacement et équivalence unitaire]

Soient (71, Hi) et (7, Ha) deux représentations unitaires de G. On appelle
opérateur d’entrelacement entre m et my une application linéaire continue
T : Hy — Hs telle que 1’égalité

Tmi(g) = ma(g)T

soit vérifiée pour tout g € G.
Les représentations m; et my sont dites unitairement équivalentes s’il existe
entre elles un opérateur d’entrelacement U qui soit un isomorphisme unitaire

UZH1—>H2.

On a alors
Umi(9)U" = m(g)

pour tout g € GG. Le cas échéant, on notera m; >~ ms.

Les classes d’équivalences de représentations unitaires peuvent étre partiellement
ordonnées :

Définition 1.3.6 [Contenance]
Soient 7 et 7’ des représentations de G. On dit que 7" est contenue dans 7
et ’on note
T Crw

si 77 est unitairement équivalente & une sous-représentation de .

La proposition suivante [Dix61| permet de caractériser les représentations uni-
taires irréductibles qui sont contenues dans la représentation réguliére en termes de
coefficients matriciels et de fonctions de type positif associées.

Proposition 1.3.7 Soit ™ une représentation unitaire irréductible de G. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une fonction de type positif associée a ™ non nulle dans L*(G)
i) tous les coefficients de m sont dans L*(G)

iii) ™ C Ag

Définition 1.3.8 |[Représentations de carré intégrable|
Une représentation unitaire irréductible est dite de carré intégrable si elle
satisfait aux conditions de la proposition précédente.
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Il est clair que toutes les représentations irréductibles unitaires d’un groupe com-
pact sont de carré intégrable.

Enfin, il existe une notion d’intégrabilité pour les représentations unitaires.

Proposition 1.3.9 Soit m une représentation unitaire irréductible de GG. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une fonction de type positif associée a ™ non nulle dans L'(G)

ii) il existe un sous-espace dense H' de H, tel que tous les coefficients de w de la
forme g — (m(9)&,n) avec &, € H' soient dans L'(G).

De maniére analogue a ce qui préceéde pour les représentations de carré intégrable,
on pose alors :

Définition 1.3.10 [Représentations intégrables]
Une représentation unitaire irréductible est dite intégrable si elle satisfait
aux conditions de la proposition précédente

Remarque 1.5 Une représentation intégrable est également de carré intégrable.

Les notions introduites ci-dessus se traduisent par des propriétés topologiques
de '« espace » des représentations unitaires irréductibles, qui fait 'objet des para-
graphes suivants.

1.3.2 Dual topologique

Les classes d’équivalences de représentations unitaires d’un groupe G ne consti-
tuent pas un ensemble. Cependant, on peut démontrer (voir [BAIHV08]), en utilisant
une construction de type GNS, que les représentations cycliques sont paramétrées,
a équivalence unitaire prés, par des éléments de ’ensemble des fonctions de type
positif sur G. En particulier, les classes d’équivalences des représentations unitaires
irréductibles de GG constituent bien un ensemble, d’ou la définition suivante :

Définition 1.3.11 [Dual unitaire]
On appelle dual unitaire de G I’ensemble G des classes d’équivalence de
représentations unitaires irréductibles de G.
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La dualité de Pontrjagin montre que dual unitaire d’un groupe localement com-
pact et abélien GG est ’ensemble des caractéres unitaires de GG : muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact, il s’agit encore d’un groupe locale-
ment compact. Dans le cas général, G n’est pas un groupe, mais peut étre muni
d’une topologie qui généralise celle de la convergence uniforme sur les compacts : la
topologie de Fell.

Topologie de Fell

La définition de cette topologie repose sur la notion de contenance faible :

Définition 1.3.12 [Contenance faible]
Soient 7 et p deux représentations unitaires de G. On dit que 7 est faiblement
contenue dans p, et I’on note

T™=<p

si toute fonction de type positif associée a m peut étre approchée unifor-
mément sur tout compact de G par des sommes finies de fonctions de type
positif associées a p.

Sim < petp=<m alors m et p sont dites faiblement équivalentes et 1’on
note m ~ p.

Il est clair que la contenance implique la contenance faible. Les deux notions
coincident pour une représentation irréductible (faiblement) contenue dans une re-
présentation de dimension finie. D’autre part, la relation m < p ne dépend que des
classes d’équivalence unitaire de 7 et p, et s’applique donc aux éléments de GG. Dans
la suite, on commettra fréquemment I’abus de langage consistant & assimiler un
élément du dual a I'un de ses représentants.

Il est alors possible de définir la topologie de Fell par ses voisinages, ou encore
en décrivant ’opération de fermeture qui la caractérise :

Définition 1.3.13 [Adhérence de Fell]
Soit R une partie de GG. Une représentation unitaire irréductible = de G sera
dite adhérente a R si et seulement si

W%@p.

PER
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Propriétés topologiques

Avant de préciser quelques propriétés topologiques du dual unitaire d’un groupe,
rappelons quelques définitions :

Définition 1.3.14 [Propriétés de séparation]
Un espace topologique X est appelé :
— Ty-espace si pour tous points x # y € X, il existe un ouvert U tel que

xeUety¢U ou yeUetax¢U

— Ti-espace si pour tous points x # y € X, il existe des ouverts U et V tels
que
relUety¢U e yeVetaxgV

— Ts-espace ou encore séparé ou de Hausdorff s’il est T} et que les voisinages
de la définition précédente peuvent étre choisis disjoints.

Remarque 1.6 Un espace topologique est un 7j-espace si et seulement si les sin-
gletons sont des fermés de sa topologie.

Ces propriétés, en particulier celle de Ty-espace, s’expriment de maniére com-
mode en termes des C*-algébres associées au groupe G, comme cela apparaitra au
Paragraphe 1.4.2.

1.3.3 Dual réduit

Une partie de GG nous intéressera plus particuliérement. Il s’agit du dual rédusit,
associé a la représentation réguliere.

Définition 1.3.15 [Support d’une représentation]
Soit 7 une représentation unitaire de G. On appelle support de w 'ensemble
des éléments p € GG faiblement contenus dans .

La proposition suivante exprime une sorte de compléte réductibilité au sens de
I’équivalence faible pour les représentation unitaires.

Proposition 1.3.16 Soit 7 € G. Alors

’/TN®p.

pE€Supp()
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On peut a présent introduire le dual réduit de G :

Définition 1.3.17 [Dual réduit]
On appelle dual réduit de G et ’on note CAJT le support de la représentation
réguliére gauche :
@T:{ﬂe§]7r<)\g}.

Contrairement au dual unitaire tout entier, le dual réduit des groupes de Lie
semi-simples est assez bien connu, notamment grace aux travaux d’Harish-Chandra.

Le résultat suivant [Dix61| donne une interprétation topologique du fait qu’un
représentation faiblement contenue dans la réguliére soit en fait contenue dans la
réguliere.

Proposition 1.3.18 Soit ™ une représentation unitaire irréductible de G de carré
intégrable. Alors {rm} est fermé dans G,.

Il existe également une condition plus forte |Dix61] :

Proposition 1.3.19 Soit m une représentation unitaire irréductible et intégrable de
G. Alors {m} est ouvert et fermé dans G,.

Enfin, pour les groupes séparables post-liminaires, il existe une condition néces-
saire pour qu’'un singleton soit ouvert dans G,. En particulier,

Proposition 1.3.20 Soient G est un groupe de Lie semi-simple ou nilpotent et
reG,. Si {r} est un ouvert de G,, alors 7 est de carré intégrable.

Tous les objets de ce paragraphe s’interprétent naturellement dans le cadre de
certaines C*-algébres associées au groupe GG, qui font 'objet du paragraphe suivant.

1.4 (C*-algébres de groupes

Dans cette partie, G désigne toujours un groupe topologique localement compact,
dg une mesure de Haar a gauche fixée, Ag la fonction modulaire correspondante et
LP(G,dg) sera simplement noté LP(G).



1.4. C*-algébres de groupes 27

1.4.1 (*-algébre pleine et C*-algébre réduite

Le produit de convolution défini par

(w5 0)(g0) = / u(g)o(g~g0) dg

G

pour u,v € LY(G) fait de L'(G) une algeébre de Banach. D’autre part opération
u +— u* définie par
u(9) = Aalg) " Mulg™")

confére & L'(G) une structure d’algebre de Banach involutive, appelée algébre de
convolution de G. Cette x-algébre n’est en général pas une C*-algébre; elle est
unifére si et seulement si G est discret.

Il existe une correspondance entre les représentations unitaires du groupe G et
les *-représentations de l'algébre de convolution de G, c’est-a-dire les x-morphismes
continus L'(G) — B(H), ou ‘H est un espace de Hilbert. Plus précisément, si 7 est
une représentation unitaire continue de G, on définit une représentation de L!(G),
encore notée 7, en posant

w()= [ 1)mlo)dg
G
pour f € L*(G). La représentation ainsi obtenue est non-dégénérée, ¢’est-a-dire qu’il
n’existe aucun vecteur non nul £ € H, tel que 7(L'(G))E soit réduit a {0}.

Dans le cas de la représentation réguliére gauche, la représentation de L'(G) ob-
tenue en intégrant \g associe a toute fonction intégrable 'opérateur de convolution
a gauche par cette fonction :

VEELG),  Aa(f)E=Ff*¢
pour f € LY(G).

On montre que toutes les *-représentations non-dégénérées de L'(G) sont obte-
nues en intégrant des représentations unitaires de G |Dix64].

D’autre part, il est possible, étant donnée une représentation unitaire de GG, de
compléter L'(G) en une C*-algébre, aprés y avoir défini une norme vérifiant 1'égalité
C*-algébrique. Ainsi I'on pose pour f € LY(G) :

£l = A (A,

le deuxiéme terme désignant la norme de l'opérateur continu Ag(f) agissant sur
’espace de Hilbert L?(G).
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Une maniére de prendre en compte « toutes » les représentations unitaires de GG
est de considérer la représentation universelle ,,,, définie comme la somme directe
de toutes les représentations unitaires cycliques de G. On note alors

| fllmaz = 1Tmaz (F)I-

Pour f € L'(G), les normes introduites ci-dessus vérifient les inégalités suivantes :

LAl < A1 Fllmae < N[ Fl]

On peut a présent introduire les C*-algébres associées a G :

Définition 1.4.1 [C*-algébre maximale]
On appelle C*-algebre pleine ou mazimale de G et ’on note C, .. (G) ou sim-
plement C*(G) la C*-algébre obtenue en complétant L'(G) pour la norme

De méme, il existe une C*-algébre associée a la représentation réguliére :

Définition 1.4.2 [C*-algébre réduite]
On appelle C*-algébre réduite de G et 1'on note C*(G) la C*-algébre obtenue
en complétant L'(G) pour la norme || - ||,

Remarque 1.7 La C*-algébre réduite de G coincide avec la fermeture de A\g(L'(G))
dans lalgébre B(L?(G)) des opérateurs bornés sur L?(G).

1.4.2 Représentations de G et de C*(G)

L’intégration d’une représentation unitaire 7 de GG permet de ’étendre en une
représentation non-dégénérée de L'(G). Une représentation unitaire = de G pouvant
s’écrire comme somme directe de représentations cycliques, 'inégalité

17 (O < N1 f llmae

vérifiée pour toute fonction f € L'(G), montre que 7 s’é¢tend en une représentation
non-dégénérée de C*(G), encore notée .

Dans le cas de la représentation réguliére A\g, on obtient ainsi un *-morphisme
surjectif
¢ : C(G) — CXH(Q),
qui fait explicitement apparaitre la C*-algébre réduite comme un quotient de la
C*-algébre maximale. Cette application est un isomorphisme si et seulement si le
groupe G est moyennable.
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Définition 1.4.3 [Noyau d’une représentation)|
Soit 7 une représentation unitaire de GG. On appelle noyau de 7 et ’'on note
Ker 7 le noyau de la représentation de C*(G) obtenue a partir de 7.

L’intégration des représentations préserve les équivalences unitaires et les vec-
teurs cycliques. Il s’ensuit que le dual unitaire de GG est en bijection avec ’ensemble

—

des classes d’équivalences de représentations irréductibles de C*(G), noté C*(G) et
appelé dual de C*(G).

La proposition suivante caractérise la contenance faible des représentations au
niveau des extensions a L'(G) et C*(G).

Proposition 1.4.4 Soient 7 et p des représentations unitaires de G. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

i) m<p
ii) Kerp C Kerm
i) [|[m(O)N < llp(f)]l pour toute fonction f € LY(G)

Cette expression de la contenance faible au niveau C*-algébrique permet par
exemple de formuler simplement la propriété de Ty-espace en termes de noyaux.

Proposition 1.4.5 Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) G est un Ty-espace.

ii) Deux représentations unitaires irréductibles de G ayant méme noyau sont équi-
valentes.

Rema/gque 1.8 Ces propriétés sont encore équivalentes au fait que la surjection
entre G et I'espace Prim(C*((G)) des idéaux primitifs de C*(G), muni de la toplogie
de Jacobson soit un homéomorphisme. D’autre part, on peut démontrer que tout
Ty-espace peut étre réalisé comme le dual d’une certaine C*-algébre.

Le dual unitaire des groupes qui nous intéresseront dans la suite de ce mémoire
vérifie une propriété de séparation plus forte :

Proposition 1.4.6 Si G est un groupe de Lie semi-simple ou nilpotent, alors G est
un 17 -espace.
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Il s’agit d’'un cas particulier d’un résultat plus général qui se démontre en consi-
dérant des noyaux de représentations : tous les groupes liminaires vérifient cette
propriété. On peut d’autre part énoncer un résultat plus précis : si une représenta-
tion 7 est telle que pour tout g € G, 'opérateur 7(g) soit compact, alors {7} est un
fermé de G. La réciproque est vraie pour un groupe séparable.

Le dual unitaire d’un groupe topologique n’est en général pas un espace séparé,
comme le prouve l'exemple de SLy(R), décrit en 5.2.

D’autres propriétés topologiques sont connues pour le dual topologique d’un
groupe G. Ainsi, I'espace G est toujours localement compact et posséde la propriété
de Baire. Si GG est compact, alors G est discret. Une réciproque partielle est due & L.
Baggett [Bag72| : si G est a base dénombrable et G est discret, alors G est compact.

1.4.3 Le cas commutatif

Lorsque G est commutatif, la dualité de Pontrjagin montre que le dual topolo-
gique G de G est un groupe localement compact, et que le dual de G s’identifie a G.
La transformée de Gelfand prolonge alors la transformée de Fourier

F CG) — GG
: [XH/f jis]

et permet d’identifier le spectre de C(G) a @, ce qui incite a considérer G en général
comme un espace non-commutatif. En effet, les phénomeénes de non-séparation qui
se manifestent dans le cas non-abélien rendent I'algébre des fonctions continues sur
le dual inadéquates pour I’étude de cet espace. Les différentes C*-algébres associées
au groupe seront en revanche plus appropriées, et généralisent le cas commutatif,
comme le montre la remarque précédente au sujet de la transformation de Fourier.

1.4.4 Multiplicateurs de C*(G)

Soit GG un groupe topologique. Il existe un morphisme de groupes entre G et
le groupe des unitaires de la C*-algébre M (C*(G)). Pour ¢ € G, on note U, le
multiplicateur de C*(G) associé & g par la formule

Ug-o(h) = (g~ 'h)

pour ¢ € C.(GQ) et h € G. De méme, on définira .U, par ¢.U,(h) = Ag(h) to(gh™).
Cette définition est compatible avec le produit de convolution sur G et pour toute
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fonction ¢ € C.(G), il vient

cette égalité étant valable dans C*(G).






Chapitre 2

Induction et série principale

La premiére partie de ce chapitre présente la machinerie permettant I’'induction
des représentations pour les groupes topologiques et pour les C*-algébres, introduite
par M.A Rieffel dans [Rie71]. On rappelle ensuite certains éléments de théorie des
groupes de Lie nécessaires a la construction et a I’étude de la série principale pour un
groupe de Lie semi-simple, avant de résumer les résultats de Bruhat [Bru56| Knapp
et Stein [KST71] relatifs & ces représentations.

2.1 L’induction, de Frobenius a Rieffel

Dans toute cette partie, G est un groupe topologique localement compact, muni
d’une mesure de Haar a gauche dg, de fonction modulaire Ag et I'on note LP(G) pour
LP(G,dg). Enfin, C*(G) et C}(G) désignent respectivement la C*-algébre pleine et
la C*-algebre réduite de G.

2.1.1 Induction pour les groupes topologiques

L’induction est un procédé de construction de représentations d’un groupe a
partir de représentations de ses sous-groupes. Il fut mis en ceuvre pour la premiére
fois par F. G. Frobenius en 1898 dans le cadre des groupes finis [Fro98|, avant d’étre
adapté aux groupes compacts par Nakayama [Nak38| et Weil [Wei65| en 1940, puis
généralisé aux groupes localement compacts par G. Mackey a la fin des années 1940
[Mac49, Macb1, Mac52|.

On rappelle ici les définitions et certains des faits principaux de la théorie. Les ré-
férences utilisées pour cette partie sont essentiellement la thése de F. Bruhat [Bru56]

33



34 CHAPITRE 2. Induction et série principale

et les appendices de |[BAIHVO0S].

Soient H un sous-groupe fermé de GG, de mesure de Haar dh et o une représen-
tation unitaire de H sur un espace de Hilbert H,. On note p la surjection naturelle
G — G/H.

Soit Hy l’espace des fonctions continues f : G — H,, telles que p(Supp f) soit
une partie compacte de G/H et vérifiant I’égalité

flgh) = o (h)~"f(g)
pour tous g € G et h € H.

Il existe des éléments non triviaux de Hj, obtenus a partir des fonctions continues
a support compact sur G : si a € C.(G) et v € H,, 'application définie pour g € G
par

faw(g) = / a(gh)o(h)vdh
H
est uniformément continue a gauche et appartient a H.

L’espace Hp est muni d’une structure préhilbertienne : si f; et fy sont des élé-
ments de Hy, g € G et h € H, alors

(filgh), f2(gh)) = (o (h™" fi(g)), o (™" fa(9))) = (f1(9), fo(9)),

ce qui permet de poser sans ambiguité

i fa) = /G | L5(0), 50 i),

ou i désigne une mesure borélienne quasi-invariante sur G/H.

Ce produit scalaire est bien défini car le support de dyu est G/H tout entier. Soit
H,, 'espace de Hilbert obtenu en complétant H, pour la norme associée. L’ensemble
des fonctions de la forme f,, pour a € C.(G) et v parcourant une famille totale de
H, constitue une famille totale de H,,.

Supposons a présent que la mesure p soit relativement invariante, id est que le
morphisme ﬁ—’; se prolonge continiment de H a GG. Cette hypothese sera en général
vérifiée dans les cas abordés dans le reste de ce mémoire. Le prolongement de 4/ ﬁ—f{

a (G est alors noté ~.

La proposition suivante décrit 'action de G sur H,,.

Proposition 2.1.1 L’opérateur m,(g) donné par

m(9)f =(9)flg7" )

pour f € H, et g € G, définit une représentation unitaire de G.



2.1. L’induction, de Frobenius a Rieffel 35

La construction précédente repose sur le choix d’'une mesure quasi-invariante p
sur G/H. La représentation obtenue est en fait indépendante de ce choix. En effet,
si v est une autre mesure quasi-invariante sur G/H, on peut montrer que p et v
sont équivalentes [BAIHV08|. Plus précisément, si 0 désigne la dérivée de Radon-
Nikodym fl—‘:, Iapplication définie sur Hy par f — VOf s'étend en un unitaire
u:H, — H,, qui entrelace 7, et ,.

Définition 2.1.2 [Représentation induite]
La représentation de G définie & équivalence unitaire prés par la construction
ci-dessus est appelé représentation induite de o a G et noté

Ind% o.

Remarque 2.1 La représentation obtenue en induisant la représentation triviale
du sous-groupe réduit a I’élément neutre est la représentation réguliére gauche :

Indf, 1 = A
Indiquons pour terminer un résultat de transitivité :

Théoréme 2.1.1 [Inductions successives]

Soient H, et Hy deux sous-groupes fermés de G tels que Hy < Hs et o une re-
présentation unitaire de Hy. Alors Indgf ([nde 0’) et [ndgla sont unitairement
équivalentes.

Ce théoreéme s’exprime naturellement dans la description de I'induction en termes
de C*-modules, qui fait 'objet du paragraphe suivant.

2.1.2 Induction pour les C*-algébres

Dans ce paragraphe, on rappelle briévement certains résultats de [Rie71| ou est
développée une théorie de I'induction pour les C*-algébres, exprimée en termes de
C*-modules hilbertiens et contenant le cas des représentations de groupes comme
cas particulier.

Il est souvent commode d’utiliser le vocabulaire des modules pour décrire les
représentations :
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Définition 2.1.3 [Modules hermitiens]
Soit A une C*-algébre. On appelle A-module hermitien un espace de Hilbert
H sur lequel A agit par une #-représentation A — B(H) non dégénérée et
normiquement continue.

L’intégration des représentations, qui associe & une représentation de G une
représentation de L'(G), puis de C*(G) préserve les opérateurs d’entrelacement et
établit une équivalence de catégories entre G-modules unitaires et C*(G)-modules
hermitiens.

Dans tout ce qui suit on considére des C*-modules hilbertiens a droite.

Définition 2.1.4 [C*-modules d’induction]
Soient A et B des C*-algébres. On appelle C*-modules d’induction entre B
et A un C*-module hilbertien F sur B muni d’une structure de A-module

a gauche donnée par un *-morphisme A — Lg(F) tel que A.E soit dense
dans L.

Remarque 2.2 Le cas ou B = C redonne exactement la définition des A-modules
hermitiens.

Soit 4 Eg un C*-module d’induction entre A et B. Le Théoréme d’induction per-
met, étant donné un B-module hermitien gH, de construire un A-module hermitien
en considérant un produit tensoriel de la forme

AFE @ H.
B

L’énoncé suivant est di & M. A. Rieffel |[Rie71].

Théoréme 2.1.2 Soient A et B des C*-algébres et E un C*-module d’induction
entre B et A. Pour tout B-module hermitien 'H, la forme sesquilinéaire définie sur
les tenseurs élémentaires de E @ H par

(e@uv,e @) = (e, ) pv,v)
est positive. De plus, Lg(E) agit sur E @ H en posant
T(e®v) = (Te) ®v

pourT € LB(E) La norme d’opérateur de T relative a la forme bilinéaire sur EQpH
verifie | T|| < ||T)| et T* agit comme un adjoint de T. Cette action s’étend donc en
une x-représentation non dégénérée de Lp(E) sur l’espace de Hilbert H' obtenu en
séparant et complétant E ®p H. La restriction de cette représentation a ['image de
A dans Lg(E) est encore non dégénérée, et fait de H' un A-module hermitien.
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L’induction des représentations de groupes s’inscrit dans ce cadre plus général.
En effet, si H est un sous-groupe fermé de G, il est toujours possible de construire
un C*-module d’induction entre C*(H) et C*(G). Plus précisément, de tels modules
sont obtenus dans [Rie71| comme complétés de I'espace C.(G) équipé d’un produit
scalaire a valeurs dans la sous-algébre C.(H) de C*(H). L’action a gauche de C*(G)
est alors définie par convolution au niveau des fonctions & support compact. Les
détails de cette construction seront repris au Paragraphe 3.1. Notons pour I'instant

E5(G)
le C*-module hilbertien obtenu par complétion. Il s’agit d’un C*-module d’induction
entre C*(H) et C*(G).

Le théoréme ci-dessous explicite le lien entre ce cadre C*-algébrique et les travaux
de Mackey et Blattner |Bla61| sur 'induction des représentations de groupes. Ici
encore, on suppose que G/H admet une mesure relativement invariante et ’on note

encore 7y un prolongement continu de v = ﬁ/ﬁ—fl a@q.

Théoréme 2.1.3 Soient H un sous-groupe fermé d’un groupe topologique G et 'H
un C*(H )-module hermitien associé a une représentation o de H.

L’application q, : C.(G) x Hy, — C(G,H,) définie par

4(f.0)(9) = / +(gh) £ (gh)o(hyo dh

H

s’étend en une application linéaire

gg(G) ® HU - HlndG o
C*(H) "

qui entrelace laction de G sur ces deux espaces et préserve leurs produits scalaires
respectifs, définissant ainsi une équivalence unitaire entre les deux représentations.

Concluons ce paragraphe par une remarque sur la fonctorialité de la construction
ci-dessus. Si A et B sont des C*-algébres, £ un C*-module comme dans le Théoréme
2.1.2, et p: H;y — Hs un morphisme de B-modules hermitiens, alors

Idg ® p

définit un morphisme de A-modules hermitiens entre £ ® H; et E® H,. L’induction
B B

par le C*-module E apparait donc comme un foncteur entre la catégorie des B-
modules hermitiens et celle des A-modules hermitiens.

On peut enfin énoncer I'analogue du Théoréme 2.1.1. Ce résultat, ainsi que le
précédent sont dus & Rieffel [Rie71| et furent étendus par Green |Gre78, Gre80).
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Théoréme 2.1.4 [Inductions successives]
Soient Hy et Hy deux sous-groupes fermés de G tels que Hy < H,. Le foncteur

E5(G) ®
C*(Hn)

est canoniquement équivalent au "foncteur composé”

(5};‘2(0) ® 5}}3(}12)) ®

C*(H2) C*(Hl)

Il est a noter que ce théoréme ne s’applique pas en toute généralité, id est en
remplagant C*(Hy), C*(H;) et C*(G) et les modules correspondants par des algébres
et des modules d’induction vérifiant seulement les hypothéses de la Définition 2.1.4.

2.1.3 Imprimitivité

La question de I'imprimitivité consiste a identifier parmi les représentations d’un
groupe G celles qui sont induites d’un sous-groupe H donné. Elle fut d’abord résolue
par Mackey [Mac49| avant d’étre reformulée et généralisée dans de multiples cadres.
L’ensemble des méthodes et résultats associés a cette idée sont parfois évoqués sous
le nom de machinerie de Mackey-Rieffel-Green. Nous nous intéresserons ici a la
formulation C*(G)-algébrique du théoréme d’imprimitivité pour les groupes, due a
Rieffel [Rie71]. L’extension de ce théoréme aux produits croisés est due a Green
[Gre78, Gre80|. On trouve dans [EKQRO6| un traitement trés général de ces ques-
tions et dans [Vae05| une généralisation au cas des groupes quantiques localement
compacts.

Dans [Bla63], les systémes d'imprimitivité intervenant dans le théoréme de Mac-
key sont définis de la maniére suivante : soient H un sous-groupe fermé de G et
(7, H) une représentation unitaire de G.

Définition 2.1.5 [Systéme d’imprimitivité]
On appelle systéme d’imprimitivité sur G/H pour (7, H), toute représen-
tation p de Cy(G/H) sur H telle que, 1’égalité

p(g.F) = (g9)p(F)m(g)~"

soit vérifice pour tous F' € Co(G/H) et g € G, et g.F définie par F(g~'+).

Le résultat de Mackey établit une correspondance entre les systémes d’impri-
mitivité sur G/H et les classes d’équivalence de représentations unitaires de H.
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La définition précédente montre que les systémes d’imprimitivité sur G/H corres-
pondent aux représentations covariantes du produit croisé G'x Cy(G/H). La théorie
des équivalences de Morita entre C*-algébres développée dans [Rie74, Rie76| permet
de donner une formulation compacte de ce résultat :

Théoréeme 2.1.5 Soient G un groupe topologique localement compact et H un sous-
groupe fermé de G, alors

G x Co(G/H) ~ C*(H).

Morita

Cette équivalence de Morita est réalisée par le module £5(G).

Remarque 2.3 Dans le cas ou G/H est compact, C*(G) s’envoie dans le produit
croise G x C(G/H) et non seulement dans les multiplicateurs de cette algébre.
Cela montre que l'action de C*(G) a gauche sur £5(G) se fait par des opérateurs
compacts, la situation étant résumée par le diagramme commutatif ci-dessous :

(@) Lo (EF(G))

| !

G x C(G/H) —=Kc-m)(EG(G))

2.2 Structure des groupes de Lie semi-simples

On rappelle briévement dans cette section un certain nombre de faits relatifs a
la structure des groupes de Lie semi-simples et de leurs sous-groupes paraboliques.
Les preuves et détails figurent dans [Kna86| et [Kna02].

Dans tout ce qui suit, G est un groupe de Lie linéaire, connexe et semi-simple,
c’est-a-dire un groupe fermé de matrices inversibles réelles ou complexes, stable par
transposition et conjugaison, a centre fini dont on note g = Lie(G) ’algébre de Lie.

2.2.1 Deécomposition d’Iwasawa

On note respectivement © l'involution de Cartan, 6 sa différentielle & I'unité et
By la forme bilinéaire sur g donnée par By(X,Y) = Tr(XY). La décomposition
de Cartan de g s’écrit g = € @ p. On note enfin K le sous-groupe analytique de
G, d’algébre de Lie €. C’est un sous-groupe compact maximal de G; tous les tels
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sous-groupes sont conjugués dans G. Soit a un sous-espace abélien maximal de p.
Les éléments de ad(p) sont symétriques pour le produit scalaire donné sur g par
(X,Y) = —Re(By(X,0Y)). Par conséquent, ad(a) constitue une famille d’appli-
cations linéaires symétriques qui commutent, et peuvent donc étre simultanément
diagonalisées, avec des valeurs propres réelles. Pour toute forme linéaire A\ sur a, on

pose :
g)\:{X EQ‘VHE a, [H7X] :)‘(H)X}

Si A # 0 et gy # {0}, on dit que X\ est une racine restreinte. On note A(a : g)
I’ensemble des racines restreintes. Cet ensemble constitue un systéme abstrait de
racines ; il est en particulier fini.

Proposition 2.2.1 [Racines restreintes]
Les racines restreintes et les espaces radiciels correspondants possédent les propriétés
sutvantes :

—g=009 Z,\GA(W) gy, cette somme directe étant orthogonale pour le produit

scalaire donné par By

= [ox, 94) € @t

— 0g) = g_», donc A € Aa: g) implique —\ € A(a : g)

—go=a®m, oum= Za)

Il existe une notion de positivité pour les racines restreintes. En effet, une base
de o' étant fixée, on appelle strictement positifs les éléments dont la premiére coor-
donnée non nulle est strictement positive. Cela donne lieu & un ordre sur a’ et ’on
note alors A(a : g)* 'ensemble des racines restreintes positives.

Notation : désormais on notera py, ou encore p si aucune confusion n’est a craindre,
la demi-somme des racines positives comptées avec multiplicité :

p:% > (dimA)A.

AEA(a:g)t

Soit enfin

n-—= Z axr-

AEA(a:g)t

On peut a présent décrire la décomposition d’Iwasawa, au niveau de l'algébre de
Lie tout d’abord,
Proposition 2.2.2 [Décomposition d’Iwasawa des algébres de Lie]

Pour G linéaire, connexe et semi-simple, g s’écrit comme une somme directe

g=tDadn,
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dans laquelle a est abélienne, n est nilpotente, a @ n résoluble et [a dn,a d n] = n.

Cela se traduit au niveau du groupe :

Proposition 2.2.3 [Décomposition d’Iwasawa des groupes de Lie]

Pour G linéaire, connexe et semi-simple, soient A et N les sous-groupes analytiques
d’algebres de Lie respectives a et n. Alors A, N et AN sont des sous-groupes fermés
simplement connezes de G, et le produit K x A x N — G,

(k,a,n) — kan

est un difféomorphisme surjectif.

Exemple : considérons G = SL,(R). Une décomposition d’Iwasawa est donnée par
K = SO,(R) compact maximal, A = D, (R"), le sous-groupe abélien de SL,(R)
constitué des matrices diagonales & coeffiecients positifs, et N = T, (R), le sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux égaux a 1.

2.2.2 Sous-groupes paraboliques, décomposition de Langlands

Certains sous-groupes occupent une place centrale dans la théorie : il s’agit des
sous-groupes paraboliques de GG. On note désormais Ag et Ny les sous-groupes notés
A et N dans la décomposition d’Iwasawa de G, et 1'on pose My = Zx(Ap). Les
algebres de Lie correspondantes sont notées ag, ng et mg.

Définition 2.2.4 [Sous-groupes paraboliques]
On a appelle sous-groupe parabolique de G tout sous-groupe fermé de G
contenant un conjugué de MyAyNy. Les conjugués de MyAqNy sont appelés
sous-groupes paraboliques minimauz. Le groupe Py = MyAgNy est lui-méme
nommeé parabolique minimal standard.

Il existe pour les sous-groupes paraboliques un résultat de décomposition, qui
s’énonce, comme la décomposition d’Iwasawa, au niveau des algébres de Lie puis au
niveau des groupes.
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Proposition 2.2.5 [Décomposition de Langlands pour les algébres de Lie]
Soit S un sous-groupe parabolique de G, d’algébre de Lie s. La sous-algébre s de g
se décompose en somme directe s = m @ adn. Cette décomposition est entierement
caractérisée par les propriétés suivantes :
—m, a et n sont mutuellement orthogonaux pour le produit scalaire donné par la
forme By
-mda=sN0s
—a=pNZuea
Cette décomposition posséde en outre les propriétés suivantes :
- m, a et n sont des sous-algebres de Lie de g, a est abélienne, n est nilpotente,
m et a normalisent n
- m®a=Z(a)
— ad(a) agit comme une famille d’opérateurs hermitiens sur n, qui se décompose
en somme directe orthogonale :

n:Zg“

uGFg
ot T'Y est une famille finie d’éléments non nuls de o' et

g, ={Xen|VH €aq,[H,X|=pH)X}.

Soient & présent :

— A, sous-groupe analytique d’algébre de lie a

— N, sous-groupe analytique d’algebre de lie n

M, sous-groupe analytique d’algébre de lie m
M = Zg(a)M.

La décomposition de l'algébre de Lie se manifeste alors au niveau du groupe :

Proposition 2.2.6 [Décomposition de Langlands des sous-groupes paraboliques]
Soient S, M, A et N comme précédemment.
— Le produit M x A x N — S, (m,a,n) — man est un diffécomorphisme
surjectif.
— M est linéaire, connexe, réductif et son centre est compact.
- MA est réductif.
- ONNMAN = {1}.

Notation : le produit M A dans la décomposition de Langlands d’un sous-groupe
parabolique P = M AN est appelée composante de Levi de P et notée L.
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2.2.3 Décomposition de Bruhat

Cette décomposition est due a F. Bruhat et Harish-Chandra. Elle fut utilisée
pour la premiére fois dans [Brub56| pour déterminer les équivalences parmi les repré-
sentations induites des groupes de Lie. Elle relie le double quotient d’un groupe de
Lie par un sous-groupe parabolique au groupe de Weyl associé, dont on rappelle la
définition :

Définition 2.2.7 [Groupe de Weyl]
Soit G = KAN une décomposition d’Iwasawa d’un groupe de Lie semi-
simple d’algébre de Lie g = tan. On appelle groupe de Weyl le quotient

Nk (a)/Zk(a),

que noté W (A : G).
On peut alors énoncer le résultat de décomposition :

Théoréme 2.2.1 [Décomposition de Bruhat]

Soient G = KAN wune décomposition d’lwasawa d’un groupe de Lie semi-simple
d’algebre de Lie g = tan et M = Zg(a). Si P désigne le sous-groupe parabolique
minimal standard M AN, alors le double quotient P\G/P est en bijection avec le
groupe de Weyl W (A : G), via Uapplication w — PwP, ot W est un représentant
quelconque de w dans Nx(a).

2.2.4 Décompositions de la mesure associées

Les décomposistions du paragraphe précédent donnent lieu, via la Proposition
1.2.1 a des décompositions de la mesure de Haar sur G. En particulier, on démontre
que dg peut étre normalisée de sorte que 'on ait

dg = e*'°8%k da dn
ou k, a, n et p sont relatifs a la décomposition d’Iwasawa de G.

De méme, si P est un sous-groupe parabolique de décomposition de Langlands
P = MAN, la mesure de Haar de G peut étre normalisée de sorte qu’elle se décom-
pose en
dg = €’k dm da dn

car la décomposition d’Iwasawa montre que G = KM AN.

Enfin, la décomposition de la mesure de P s’écrit dp = e**'°¢%dm da dn et celle
de la composante de Levi dl = dm da.
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2.3 La série principale : définitions

La proposition suivante décrit les représentations unitaires irréductibles de di-
mension finie des sous-groupes paraboliques :

Proposition 2.3.1 Soient P un sous-groupe parabolique de G, de décomposition de
Langlands P = MAN. Les représentations m unitaires irréductibles de dimension
finie de P sont exactement celles de la forme

T=0QX®I1,

ol o est une représentation unitaire irréductible de dimension finie de M, x un
caractére de A et 1 désigne la représentation triviale de N.

— Démonstration.

Soit 7 une représentation irréductible de P, d’espace H,. Le sous-groupe AN étant
connexe et résoluble, le théoréme de Lie (cf. 'appendice de [God52|) assure que
toutes ses représentations irréductibles de dimension finie sont de dimension 1.
Comme H, est de dimension finie, on en déduit ’existence d’'un vecteur v € H, non
nul et d’une représentation de AN de dimension 1 telle que, pour tout an € AN
on ait w(an)v = x(an)v. Etant normalisé par A, le sous-groupe N est égal au sous-
groupe dérivé de AN et tout élément n € N s’écrit comme un produit fini de com-
mutateurs. Pour un tel élément, de la forme anga='ngy?, il vient y(anga™'ng') = 1,
d’ott x(n) = 1. Montrons a présent que le sous-espace vectoriel £ de H, engendré par
w(M)v est stable par w. En effet, soit man € M AN, les éléments de A commutant
a ceux de M, on a

m(an)m(m)v = 7(m)w(a)m(m 'nm)v = x(a)7(m)v,

la derniére égalité résultant de ce que M normalise N. Comme v est non nul et 7
irréductible, E = H,, d’ou le résultat, avec o = 7|y;. O

Dans tout ce qui suit, P = M AN désigne le sous-groupe parabolique minimal
standard du groupe G de décomposition d’Iwasawa G = K AN fixée.

Définition 2.3.2 [Série principale unitaire]
Soit G un groupe de Lie semi-simple. On appelle série principale unitaire
I’ensemble des représentations unitaires de G' de la forme

dSo®y®1

ou P = MAN désigne le sous-groupe parabolique minimal standard, ¢ une
représentation unitaire irréductible de M et y un caractére unitaire de A.
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Remarque 2.4 Les caractéres de A peuvent s’exprimer en fonctions de formes li-
néaires complexifiées sur a. En effet, si v € o’ ® C, application a — €”1°8(®) est un
caractére de A, unitaire si et seulement si v est imaginaire pur. Tous les caractéres
unitaires de A s’écrivent ainsi et ’on notera désormais y = e”.

Les représentations de la série principale unitaire peuvent étre réalisées de plu-
sieurs facons équivalentes. Dans ce qui suit, P = M AN, o, v sont choisis comme dans
la définition et la remarque ci-dessus. Comme au paragraphe précédent, p désigne
la demi-somme des racines positives, comptées avec multiplicité. On notera

3 =IndSo®e” @ 1.

On omettra en général I'indice en notant 77".

Remarque 2.5 Une famille plus générale de représentations est obtenue en consi-
dérant des sous-groupes paraboliques P’ = M’A’N’ non nécessairement minimaux
mais tels que M’ admette une série discréte M'y, et en induisant les représentations
de la forme 0 ® € ® 1 avec 0 € M’,4. Les représentations obtenues constituent alors
une famille nommeée P’-série, qui s’identifie & la série principale lorsque P’ = P est
le parabolique minimal standard. Ces représentations jouent un role central dans la
théorie d’apres les résultats de Harish-Chandra. Néanmoins, on se borne dans ce qui
suit a ’étude la série principale.

2.3.1 Modéle induit

Les représentations introduites ci-dessus consituent des exemples de représenta-
tions induites, définies au Paragraphe 2.1.1. Un sous-espace dense de la représen-
tation 75" considérée est 1’ensemble HJ" des fonctions f continues de G dans H,
vérifiant 1’égalité

F(gman) = e~ 0150 (1m=1) f(g)

pour g € G et man € P = MAN. Cet espace est muni de la norme définie par

1] = /K P dk

et 'action de GG est donnée par les translations a gauche :

75 (90)f(9) = f95'9)

pour f € H" et go,g € G.
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Le lien avec la définition des représentations induites du Paragraphe 2.1.1 repose
sur le fait que les fonctions de H" sont déterminées par leur restriction a K et une
décomposition appropriée de la mesure de Haar de G. En effet, la décomposition
d’Iwasawa montre que G = KMAN, avec KN MAN = K N M et que ’application
de K x MAN dans G donnée par le produit est ouverte. On en déduit, grace au
Théoréme 1.2.1 que la mesure de Haar de GG se décompose en

dg = €’k dm da dn

a une normalisation prés. D’autre part, G est unimodulaire et P admet pour fonction

modulaire Ap(man) = e=2°1°8¢ comme cela apparaitra dans la démonstration de la
Proposition 3.2.3. Le morphisme ~ = ﬁ—}f s’é¢tend donc & G en posant

v(kman) = P8,

Ainsi, les fonctions de H" vérifient la relation

flgp) =~v(p HNlowe @1)(p~ ") f(g)

pour g € G et p € P, et 'application f +— ~f envoie HJ" dans HindS oevsr- Cette

application s’étend en une équivalence unitaire entre 735" et Indg oc®e’ ®I1.

2.3.2 Modéle compact

Le modéle compact des représentations de la série principale unitaire consiste en
la restriction des fonctions du modéle induit a K. Plus précisément, un sous-espace
dense de la représentation est I’ensemble Hg des fonctions f continues de K dans
H, vérifiant 1'égalité

f(km) = o(m™") f (k)
pour k € K et m € KN M. L’espace de Hilbert de la représentation est le complété
de 'H§ pour la méme norme que dans le modeéle précédent.

Un élément g € GG, se décompose suivant KM AN, et I'on note :

g9 = r(g)u(g)e"Wn.

L’action de G est alors donnée par :

5 (g0) () = €005 00 (g 1) (95 ).

L’entrelacement entre cette action et celle du modéle induit est donnée par 'appli-
cation f — f|k.
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Un aspect remarquable de ce modéle est que la dépendance en v ne se manifeste
que dans ’action : l'espace Hf est indépendant de ce parameétre. Ce fait intervient
de maniére déterminante dans la construction des opérateurs d’entrelacement de
Knapp et Stein, dans les travaux [KS71] et [KS80]. Il est également exploité dans
[Hig07], ou l'indépendance par rapport & v se manifeste par la trivialité locale de
certain fibré.

2.3.3 Modéle ouvert

Cette derniére description des représentations de la série principale repose sur une
conséquence de la décomposition de Bruhat. En effet, P = M AN désignant toujours
le sous-groupe parabolique minimal standard de G, un élément de la décomposition
de Bruhat selon P s’écrit alors

PwP = NwMAN = w(w 'Nw)MAN

avec w € N(a). Cette classe est donc un translaté de (w™'Nw)MAN. On montre
en raisonnant au niveau des algébres de Lie que (w™ ' Nw)MAN est 'image dans G
d’une variété de dimension strictement inférieure a celle de GG, sauf pour une valeur
particuliére de w, telle que (w™!Nw)MAN = NMAN, ouvert dans G, ot N désigne
le conjugué de N par l'involution de Cartan. Il s’ensuit que le complémentaire de la
cellule de Bruhat ouverte NMAN est de dimension strictement inférieure a celle de
G, et donc de mesure nulle.

Une nouvelle application du Théoréeme 1.2.1 permet encore de décomposer la
mesure de Haar de G :
dg = €*’'°5%di dm da dn.

L’espace du modéle ouvert pour la représentation de la série principale induite
du couple (o,v) est L*(N,H,, eZReWH() dn). Presque tout élément g € G, admet
une décomposition suivant NM AN, notée :

g =n(g)m(g)a(g)n.

L’action de G est alors donnée par :

m5 (go)f () = e~ B Do (m(gy ') T f (A(gy 1)),
L’équivalence entre cette action et celle du modéle induit est donnée par la restriction

Remarquons pour conclure ce paragraphe que les représentations de la série prin-
cipale unitaire sont faiblement contenues dans la représentation réguliére.
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Proposition 2.3.3 Soit 77" une représentation de la série principale de G. Alors

T < Ag.

— Démonstration.

(C’est une conséquence de la moyennablité des sous-groupes paraboliques minimaux :
un tel groupe P est I'extension de sa composante de Levi L, moyennable comme
produit direct du groupe compact M et du groupe abélien A, par sa composante
nilpotente, également moyennable. On en déduit que c ®e” ®1 < Ap. Or 'induction
préserve la contenance faible (voir [BAIHV08]), donc

77 < Ind% Ap.
Le théoréeme d’inductions successives 2.1.1 montre que
IndZ Ap = Ind@ Ind{}y 1 ~ Indf}y 1 = Ag,

d’ou le résultat. O

Il s’ensuit que les représentations irréductibles de la série principale unitaire
fournissent des éléments du dual réduit G,.

2.4 Irréductibilité des représentations de la série
principale

Décrire les éléments de G fournis par les représentations de la série principale
d’un groupe de Lie consiste a savoir lesquelles de ces représentations 77" sont ir-
réductibles d’une part, et a déterminer d’autre part quelles sont les équivalences
unitaires possibles entre deux représentations 7% et 7" données.

2.4.1 Premiers résultats

Une condition nécessaire d’irréductibilité pour 7%" est fournie par le Théoréme
2.4.1, da a F. Bruhat, qui s’exprime en termes de cardinal du stabilisateur de (o, v)
dans le groupe de Weyl W (A : G).
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Définition 2.4.1 [Stabilisateur W, |

Soit w un élément de N (a) dont on note w la classe dans W (A : G). Pour
o et v représentations de M et A respectivement, on note wo = o o ¢y et
wr = v o cg. Les classes d’équivalence unitaires de wo et wr ne dépendent
que de w. Le stabilisateur du couple (o, V) est noté

Wy, ={w e W(A:G)|wo ~ocetwr~v}.

Le théoréme d’irréductibilité suivant figure dans [Brub6|. Le sous-groupe para-
bolique P = M AN est supposé minimal.

Théoréme 2.4.1 Soient o et v des représentations unitaires irréductibles de M et
A respectivement et ©>" la représentation de la série principale associée. L’espace
vectoriel des opérateurs d’entrelacement de ©%" avec elle-méme, c’est-a-dire des ap-
plications linéaires bornées I telles que

179 = a%%]

est de dimension inférieure ou égale au cardinal |W,,| du stabilisateur de (o, v).

Il s’ensuit que, pour o fixé, w7 est irréductible pour v provenant d’un ouvert

dense de ia’. Ce résultat a été étendu par Harish-Chandra dans [HC76| au cas ou P
est un parabolique cuspidal et o une représentation de la série discréte de M.

Remarque 2.6 Le théoréme 2.4.1 est un cas particulier d’un résultat plus fort,
également démontré dans [Bru56| : pour (o,v) et (0/, 1) dans M x A, la dimension
de espace des entrelacements entre 7% et 7 est dominée par le cardinal de

w e wo~o etwy ~Vt.
W ~ / ~ /

Enfin, Bruhat démontre également 'équivalence de 7% et 7%%%" pour tout w € W.

Des résultats complémentaires furent obtenus par Kostant qui démontra dans
[Kos69| lirréductibilité de w'¥ pour tout v et Wallach qui établit dans [Wal71]
I'irréductibilité de toutes les représentations de la série principale unitaire pour les
groupes possédant une seule classe de sous-groupes de Cartan, en particuliers les
groupes complexes. Enfin, ’étude des cas de réductibilité dans la série principale fut
complétée grace a la construction des opérateurs d’entrelacement de Knapp et Stein
et de leurs facteurs de normalisation [KS71, KS80|.
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2.4.2 Opérateurs de Knapp et Stein

Soient P = MAN et P = MAN' deux sous-groupes paraboliques minimaux
partageant la méme composante de Levi L = M A. Les opérateurs entrelagant 75"
et 77, sont des applications linéaires L : H3” — H%/ telles que I'égalité

Lrp" =n3/L

soit, vérifiée pour tout g € G. Les i images respectives de N et N’ par l 1nvolut1on de
Cartan sont désignées par N et N'. On note encore P = MAN et P = MAN .

Opérateurs formels entre 775" et 77/

L’espace de 73" vue dans le modéle induit, est le complété d’un espace de fonc-
tions N-invariantes. Un moyen naturel pour construire une fonction N’-invariante a
partir d’une fonction N-invariante est de la moyenner sur N'. Plus précisément, si
F est une fonction dans ‘H%"”, on pose pour = € G

P >

I3/ pF () = Ny F(xn')dn’
NN

sans présumer de la convergence de cette intégrale.

/

Le quotient - s’identifie a N N N, l'identification préservant les mesures

invariantes et un calcul formel démontre que I'opérateur défini par
NNN’

vérifie la relation d’entrelacement entre 75" et 73, .

Remarque 2.7 Il n’est pas nécessaire, pour poser ces définitions formelles, que les
représentations considérées soient unitaires ; ¢’est ce qui permet dans la suite de faire
varier v hors des éléments imaginaires purs de ag.

Opérateurs standard

Un cas particulier fondamental, notamment lorsque G est de rang réel 1, est celui
ot N’ est le conjugué de N par un élément w du groupe de Weyl :

N =w 'Nw.
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Soit R(w)F' la fonction z +— F(zw), ou w désigne encore un représentant dans
Nk (a) de w. L’ opérateur d’entrelacement standard associé a 73" est la composée :

oV __ oV
IP,w - R(w)lwfle,P‘

Cet opérateur est donné par l'intégrale

129 F(z) = / Fzwn) dn,

NNnw—1Nw

en général non convergente, comme il apparaitra dans un cas particulier au Para-
graphe 5.4.1. 1l satisfait formellement I'idendité :

wWo,WY 7o,V

IO’,Z/ oV __
Pwlp —Tp Pw*

Domaines de convergence

La premiére étape dans la méthode msie en ceuvre par Knapp et Stein [KS71,
KS80] pour obtenir effectivement des opérateurs d’entrelacement standard bien dé-
finis entre les représentations de la série principale unitaire consiste a considérer les
formules intégrales du paragraphe précédent pour des caractéres non-unitaires de A,
c’est-a-dire associés a des formes v € ai de partie réelle non nulle. La convergence

de l'intégrale
/ o~ (EDH) g
Nnw—1Nw

établie dans [HC5H8] pour certaines valeurs de v permet alors de démontrer le résultat
suivant :

Proposition 2.4.2 Soit v € ai telle que ['inégalité (Re(v),3) > 0 soit vérifiée
pour toute racine 3 positive pour N et négative pour N', c’est-a-dire telle que 3
et —wf soient dans A(a : g)*. Alors lintégrale définissant l'opérateur I3/, est
convergente pour toute fonction I continue et tout v € G. De méme, si v vérifie
la condition précédente avec N' = w™Nw, alors lintégrale définissant ’opérateur
I;:ZJ est également convergente. Le cas échéant, les relations d’entrelacement sont
vérifiées par les opérateurs obtenus.

La construction des opérateurs d’entrelacement pour les représentations de la sé-
rie principale unitaire repose ensuite sur un prologement méromorphe des intégrales
précédentes, considérées comme des fonctions du paramétre complexifié v. On se
rameéne pour ce faire au cas ou a; = C.
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Réduction au cas de rang 1

La composante de Levi L = M A et le couple o, v étant toujours fixés, les opé-
rateurs d’entrelacement associés a des sous-groupes paraboliques différant par les
parties nilpotentes de leurs décompositions de Langlands vérifient certaines relations
de composition. En effet, supposons que P = MAN, P’ = MAN' et P" = MAN"
soient tels que n” Nn C ' Nn et que v vérifie les hypothéses de la Proposition 2.4.2
pour N et N”. Alors on peut démontrer que

o,V o,V o,V
IP’”,P - ]P”,P’IP”,P‘

En ce qui concerne les opérateurs standard, il est possible de se ramener au
cas ol w est une des symétries qui engendrent le groupe de Weyl. Soit en effet
w dans Ng(a). On note [(w) la longueur de w, c’est-a-dire le nombre minimal de
symétries par rapport aux racines simples intervenant dans une décomposition de
w. Si w = wywy est une décomposition de w telle que I(w) = I(wy) + I(wy), alors la
formule de décomposition

o JW20,W2V JO,V
IP,w - [P,wl IP,wQ

est valide dés que v satisfait les hypothéses de la Proposition 2.4.2.

Cette formule permet, grace a l'analyse de [Sch71|, de se ramener au cas ou G
est de rang réel 1. En effet, il suffit & présent de considérer w parmi les réflexions
relatives aux racines simples. Si A € A(a : (g))" est réduite, ¢’est-a-dire telle que
IX ¢ Afa: g)", on peut considérer la sous-algebre de Lie g™ de g engendrée par
gx, O2x, 0 et g_ox. Le sous-groupe analytique de G correspondant, noté G, est
semisimple connexe. La décomposition de Cartan de g™ est obtenue en considérant
les intersections respectives €™ et p™) de € et p avec gV, 11 apparait que a®, défini
comme 'intersection aN g™, est un sous-espace abélien maximal de p™ et que a®
coincide avec la droite engendrée par I’élément H) représentant A pour la forme By,
c’est-a-dire vérifiant A\(H) = By(H, Hy) pour tout H € a®™. Le groupe G™ est donc
de rang réel 1.

D’aprés [Sch71]|, si w désigne la classe modulo M de la symétrie s, par rapport
a une telle racine A\, 'opérateur standard IIUD’L se déduit de l'opérateur standard

ovl,on .
a
IP(A)M,w via la formule

o,V oy
IgnF(k) = Innsy, Fi(D),

oil Fy, désigne la restriction & GM M de I'application F(k-) pour k € K, qui est bien
a,u\ao\)

212 9 , .
un élément de l'espace de la représentation Mo
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Prolongement méromorphe

Grace a I’étude menée par G. Schiffman, il suffit donc de se placer dans le cas
ou G est de rang réel 1. Soient A la racine restreinte positive, p et ¢ les dimensions
respectives de gy et goy, de sorte que p = %(p + 2¢)\ et que toute forme v € ag
s’écrit v = zp avec z € C. Enfin, w désigne 1’élément non trivial du groupe de Weyl.

Le théoréme ci-dessous est di & Knapp et Stein [KS71|. Soit F' une fonction de
classe C°° dans l’espace de la représentation 75", réalisée dans le modéle compact,
c’est-a-dire une fonction de classe C'° sur K, a valeurs dans H, vérifiant la relation
F(km) = o~ (m)F (k) pour tous m € M et k € K. La Proposition 2.4.2 assure que
I'intégrale définissant

15 (k)

est convergente pour Re(z) > 0.
Théoréme 2.4.2 La fonction définie pour Re(z) > 0 par
z e Ip0F

se prolonge méromorphiquement a C avec des poles d’ordre inférieur ou égal a 1 aux

multiples entiers positifs de . L'application (2, F) —— I7VE est continue en

+ 2q
dehors de ces poles entre C x C*°(K, H,) et C°(K,H,).

Remarque 2.8 Ce résultat sera illutré dans le cas particulier de SLo(R) au Para-
graphe 5.2.5.

L’analyse ébauchée au paragraphe précédent permet d’étendre ce résultat en
rang supérieur : les expressions définissant les opérateurs d’entrelacement 17, et
I;:Zj, valides pour les valeurs de v données par la Proposition 2.4.2, se prolongent
méromorphiquement a ag.

2.4.3 Normalisation des opérateurs d’entrelacement

L’objet de ce paragraphe est de présenter la construction de certains facteurs sca-
laires dépendant de v et permettant de normaliser les opérateurs d’entrelacement
obtenus plus haut par prolongement méromorphe. Les opérateurs ainsi normalisés
réalisent des équivalences unitaires entre représentations de la série principale uni-
taire et I'étude des singularités des facteurs scalaires associés permet d’élucider les
phénomeénes de réductibilité non détectés par le Théoréme de Bruhat. On se placera
dans le cas ou GG est de rang réel 1.
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Facteurs de normalisation

Supposons v imaginaire et non nul. Les relations de commutation vérifiées par

les opérateurs fournis par le Théoréme 2.4.2 montrent que la composée [;’%[%’ZD

entrelace 73" avec elle-méme. D’aprés le Théoréme 2.4.1 de Bruhat, cet opérateur
est donc scalaire, d’oll 'existence d’une fonction 7 a valeurs scalaires définie par

17217 = i, (v) 1d.

La proposition suivante, due a Knapp et Stein [KS71, KS80|, présente certaines
propriétés, en particulier de symétrie, de la fonction 7.

Proposition 2.4.3 La fonction 1% , est holomorphe et ses poles sont réels. Elle
vérifie en outre les relations suivantes :

@) Npp =Tpp

b) 1% ,(v) > 0 pour v imaginaire

¢) np p(v) = 1% p(=7)

d) 157, (wv) = 0% ,(v) pour tout w € Nk (a)

) 1 p(v) = 1,

Un lemme d’analyse complexe montre qu’a une fonction méromorphe 7 non nulle
sur C, paire et prenant des valeurs positives sur I’axe imaginaire, on peut associer
une fonction v méromorphe, dont les ensembles de poles et de zéros sont inclus dans
ceux de 7, prenant des valeurs réelles sur ’axe réel et vérifiant la relation

n(z) = v(z)7(=2)
pour toute valeur de z ol ) est définie. La fonction v est essentiellement obtenue en

considérant des produits de Weierstrass.

La Proposition 2.4.3 montre que I'on peut associer une telle fonction a 77 . On
notera 'y% p cette fonction.
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On peut a présent définir les opérateurs d’entrelacement normalisés :

Définition 2.4.4 [Opérateurs normalisés]
Soient P, P’, o et v comme précédemment. On appelle opérateur d’entrela-
cement normalisé 'opérateur

1
R —
P,P 7%,13(’/) P,P

Y
|

De méme, on appelle opérateur d’entrelacement normalisé standard 1’opé-
rateur

ov __

— IU’,I/ .
P, P,
v Z P(V) v

Cette construction se généralise au rang supérieur et les opérateurs .#7,", vérifient
la relation

o,V o,V
PP PP T Id.

D’autre part, si P, = MAN,, P, = MAN, et P; = MAN3 sont trois sous-
groupes paraboliques de GG ayant la méme composante de Levi M A, les opérateurs
normalisés associés vérifient la relation de composition suivante :

o o o,V

Ps,Pr = Py, Py Py Py

Conséquences : équivalences et irréductibilité pour la série principale

La proposition suivante énonce quelques propriétés des opérateurs d’enrelace-
ment normalisés :

Proposition 2.4.5 Les opérateurs d’entrelacement normalisés, appliqués auxr vec-
teurs K-finis des espaces sur lesquels ils sont définis, vérifient les propriétés sui-
vantes :

o,V _ov oV gov

a) Ipipmp =7p" Ipip

b) S5 = R(w) "I 1 pu-r B(w) pour tout w € Ni(a)
o,V * o,—U

c) pp = <pp

d) I3 se prolonge holomorphiquement comme fonction de v pour v imaginaire et
les opérateurs obtenus pour de tels v sont unitaires.
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Le dernier point démontre en particulier que les représentations 75" et 77, sont
unitairement équivalentes.

Enfin, les opérateurs normalisés standard vérifient également des propriétés de
composition et des relations d’entrelacement analogues.

Proposition 2.4.6 Les opérateurs d’entrelacement normalisés standard, appliqués
aux vecteurs K-finis des espaces sur lesquels ils sont définis, vérifient les propriétés
suivantes :

) oV _oW __ _WOWV g0V
4) SpuwTp = Tp P
o,V o WoO, W2V 7O,V
b) Provws = Py P, POUT tous wy, wy dans Nk (a)
) o,vx wo,—wv
¢ Pw — < Pw-!

d) 77 se prolonge holomorphiquement comme fonction de v pour v imaginaire et
’
les opérateurs obtenus sont unitaires.

Comme précédemment, le dernier point démontre que les représentations 73" et

77" sont unitairement équivalentes.

Le Théoréeme de Bruhat donnait une majoration de la dimension de 'espace
des opérateurs d’entrelacement. La normalisation des opérateurs de Knapp et Stein
permet d’établir le résultat suivant, qui minore cette dimension :

Théoréme 2.4.3 Soit v imaginaire dans ai. On pose

R;’V = {7“ eW,, | Ne-1pr p €St Téqulire en 1/.}

/
oW

vV

Alors pour r € R, ,, les opérateurs U(T)JI‘;T sont linéairement indépendants.

Dans ’énoncé précédent, o(r) désigne l'extension de o & Nk(a) appliquée a r,
définie a une racine de 'unité pres, c’est-a-dire au signe prés dans le cas des groupes
de rang 1.

Il en résulte le théoréme suivant, qui relie 'irréductibilité de la représentation
7T73’0 a 'existence d’un pole en 0 pour la fonction % . On suppose G de rang réel 1.

Théoréme 2.4.4 La représentation de la série principale 7rj'3’0 est réductible si et
seulement si :

— wo est équivalent @ o

— la fonction 77%713 n’a pas de pole en 0.

Remarque 2.9 On trouve un énoncé plus général, sans hypothése sur le rang réel
de G et sans supposer que les représentations sont induites a partir d’un parabolique
minimal dans [KS80].



Chapitre 3
C*-modules d’induction généralisés

Nous construisons dans cette partie des C*-modules hilbertiens £5(X), ot X est
un espace mesuré sur lequel agissent des groupes topologiques G et H, généralisant
la construction de |Rie71| qui correspond au cas X = G. On donne ensuite plusieurs
descriptions de ces modules dans le cas du quotient d'un groupe de Lie semi-simple
G par la composante nilpotente N d’une décomposition d’Iwasawa : X = G/N.
Ces modules d’induction se spécialisent sur les représentations de la série principale
unitaire et leurs différentes descriptions correspondent aux réalisations classiques de
ces représentations.

3.1 Construction générale

Soit X un espace topologique localement compact et G, H deux groupes topolo-
giques localement compacts munis de mesures de Haar a gauche, agissant respective-
ment a gauche et a droite sur X. On suppose que les deux actions commutent et que
l'action de H est propre, ce qui implique que X/ H est localement compact. Dans les
situations étudiées par la suite, X/H sera compact, donc a fortiori paracompact.
On suppose enfin que X est muni d’'une mesure p, invariante sous ’action de G et
relativement invariante sous celle de H. Les données sont donc résumées par

G (X p) A~ H,

ol la relative invariance de la mesure p sous 'action de H se traduit par I'existence
d’un morphisme de groupes dx : H — R% tel que l'on ait, pour f € L'(H) et
heH:

/X F () dpu() = 6x (h ™) /X f () dp(z).

o7
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Notation : les fonctions modulaires de GG et H sont notées Ag et Ay et 'on pose

Considérons a présent I'espace C,(X) des fonctions continues a support compact
sur X. Les actions de G et H respectivement définies par

v(h)
dx (h)

pour g € G, h € H, f € C.(X) et € X donnent lieu a des actions de C.(G) et
C.(H) données par

(9-N@)=flg2) et (fh)(x)= fla.h™)

whe) = [ elora ety e (fae) = [ JEk o dn

pour ¢ € C.(G), ¥ € C.(H) et f € C.(X). Il est clair que ces deux actions com-
mutent.

L’espace C.(X) peut étre muni d’un produit scalaire a valeurs dans C*(H).

Proposition 3.1.1 L’application C.(X) x C.(X) — C.(H) donnée par

(f, /f g(w-h) du(z)

pour f,g € C.(X) est C.(H)-sesquilinéaire, définie et positive.

— Démonstration.
Soient f,g € C.(X) et h € H. Vérifions que (f,g)* = (g, f) dans C*(H) :

L) = Ag(y / F(@)g@h ) du(x)
P2Eh A=LSl5 () /th (@) du(x) = (g, £) ()

On vérifie également la sesquilinéarité attendue :

(f,g9.0) = (f, g).
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En effet, si ¢ € C.(H) et h € H, alors

(f.g0)(R) = / f(2)9-0@@h) dy(x)

=2 [ /H mﬂx)g(mht-lw(wdtdu(@

D’aure part,
Fav) = [ Faounetyie= [ [ sor@aEene i) d
A / / (ht) () g @Rt (1) du(z) dt
cmi = [ A A @GR duo) .
1(?)

et Iégalité résulte du fait que v(ht ™) Ag(t™1) = v(h)——*.

oy (t

Il reste & s’assurer que la condition de positivité est vérifiée, id est que (f, f) est
un élément positif de C*(H). On s’appuie pour cela sur un lemme similaire a celui
da a Blattner et cité dans [Rie71]. Rappelons d’abord une propriété topologique,
démontrée dans [Bou63] :

Lemme 3.1.2 Supposons X/H paracompact. Il existe alors une fonction b, conti-
nue, positive et bornée sur X, dont le support a une intersection compacte avec le
saturé C'H de toute partie compacte C' de X, et telle que fH b(x.t)dt =1 pour tout
reX.

Remarque 3.1 Une telle fonction est parfois appelée section transverse ou encore
section de Bruhat.

La positivité de la forme définie plus haut se déduit alors du lemme précédent :

Lemme 3.1.3 Si f est une fonction continue a support compact sur X, alors (f, f)
est un élément positif de C.(H). Plus précisément, si H agit sur un espace de Hilbert
H par une représentation unitaire continue, alors pour u,v € H et f,g € Co(X),

(F g0, v} = / () (g1, fo0) i

X

oit f, = f(a.-).
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— Démonstration.
Soient f et g dans C.(X) et v une mesure de Radon sur H.

/ / Tlgxh)d pu(x) dv(h / / ) / b(aet) dt dp() du(h)

e = / / / Flat Dg(at— h)b()ox (1) dpu(z) dt du(h)
= [ [T gt ) S dute)

- / /H QL W60 AR didv(h) dp(o)

La troisiéme ligne résulte de I'égalité v(h)dx (™) = v(h)y(t) 2Ag(t™1).

On conclut en considérant f = ¢, la mesure v de type positif, et en choisissant
enfin dv(h) = (h.u,v) dh. O

On déduit également de ce lemme que pour f € C.(X), la condition (f, f) =0
implique f = 0, ce qui achéve la preuve de la Proposition 3.1.1. 0

Remarque 3.2 Dans le cas particulier ot H = {e}, le résultat de la construction
précédente est 'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur X :

E(X)=L*(X,p).

La proposition suivante décrit les modules associés a certains espaces en les in-
dentifiant & des produits tensoriels d’espaces L? par la C*-algébre du groupe agissant
a droite.

Proposition 3.1.4 Soit (B, db) un espace mesuré. Supposons que X est de la forme
B x H, muni de Uaction de H donnée par (x,h).hg = (x, hhy), et d’une mesure de
la forme du(b, h) = n(h) dbdh, ot n est un morphisme continu de H dans R,.. Alors
le C*-module E(X) s’identifie a L*(B) @ C*(H).

— Démonstration.
La forme de l'action de H sur X implique que 6x = nAg, d’'on v = /5. Soient
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f € C.(B) et g e C.(H). Lapplication P définie par P(f, g) : (b,h) — =2 f(b)g(h)
se factorise en une application sur le produit tensoriel P : C.(B)QC.(H) — C.(X).
On montre au moyen d’une partition de I'unité de B que tous les éléments de C,(X)
sont des limites uniformes d’éléments de P(C.(B) ® C.(H)). Montrons que P est
C*(H)-linéaire : soient ¢ € C.(H), b€ B et hy € H,

1

“H(ho) f(B)(g * ) (ho) = 1 E (ho) £ (B) /H g(h)p(h~"ho) dh
(o) £ (1) / AR (W) g(h)p(hho) dh
(h > hhg') = /A )go(h)dh

- /H A (R (W) P(F, 9) (b, hoh™ ) (k) dh
= P(f®g).9(0, ho),

wl»a

P(f@g.(p)(b, hO) =

[N

(h=h~1) =

car vy = A;n_%.
Calculons a présent ||P(f ® g)||* dans C.(H) C C*(H) :

IP(f @ g)| Gy (o) = ~(ho) F(B)g(h)n~2 (h) £ (b)g(hho)n™ 2 (hho)n(h) db dh

BxH

— 2 /H a(Wg(hho) dh = |fI29"5.

Cette égalité montre que P préserve les normes a valeurs dans C*(H), et se
prolonge donc en une isométrie entre les C*(H)-modules L?(B) @ C*(H) et £(X),
d’image dense, d’ou le résultat. 0

[’isomorphisme de la proposition précédente est une isométrie entre modules
hilbertiens sur C*(H). L’action a gauche de C*(G) sur £(X) peut-étre transportée
sur L*(B) @ C*(H) via P.

Remarque 3.3 Le résultat ci-dessus s’étend au cas ou B x H est un sous-ensemble
de X dont le complémentaire est de mesure nulle. Dans ce cas, G n’agit pas en
général sur B x H, mais le C*(H)-module obtenu est tout de méme muni d’une
action de C*(G) a gauche. Cette situation se présente en particulier dans le cas de
la cellule ouverte de la décomposition de Bruhat d’un groupe de Lie semi-simple.
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3.2 (C*-modules adaptés a la série principale

Les représentations de la série principale unitaire obtenues a partir de sous-
groupes paraboliques partageant la méme composante de Levi L sont induites de re-
présentations agissant trivialement sur les parties nilpotentes qui, seules, distinguent
ces sous-groupes. Il est donc naturel d’essayer de réaliser I'induction de ces repré-
sentations au moyen de C*-modules sur C*(L) plutot que sur les C*-algébres des
différents paraboliques intervenant. La situation est donc la suivante : G est un
groupe de Lie linéaire connexe semi-simple, a centre fini, P = M AN = L x N est le
sous-groupe parabolique minimal de G de composante de Lévi L avec M = Zx(A).
Le module étudié est

c+cgE(G/N)cxr.

L’action a droite G/N « L provient de celle de P sur GG, car L normalise N. Les
propriétés de la décomposition d’Iwasawa permettent de montrer que cette action
est libre et propre. L’existence d’une mesure G-invariante sur G/N résulte de ’éga-
lite de Ag|ny et Ay, les groupes G et N étant unimodulaires. Cette mesure est
unique & une constante prés [Bou63|; plus précisément, la décomposition d’ITwasawa
permet d’indentifier 'espace topologique G/N a 'espace KA et la décomposition
correspondante de la mesure de Haar dg = €29 dk da dn donnée au paragraphe
2.2.4 montre que la mesure dyu a considérer sur G/N s’identifie &

dp(ka) = €8 dk da

ou p désigne la demi-somme des racines positives de A(a : g).

3.2.1 Fonctions modulaires

Calculons les fonctions dy qui caractérisent la relative invariance sous ’action
de G des mesures sur les espaces X intervenant. Soient P, = MAN; et P, = M AN,
deux sous-groupes paraboliques minimaux de méme composante de Lévi L = M A,
les parties nilpotentes N; et Ny correspondant & des choix d’ordres différents sur le
systéme de racines A(a : g), pour lesquels les ensembles de racines positives seront
respectivement notés Aj(a : g)* et Aq(a: g)*. Enfin, pour i € {1,2}, on notera p;
la demi-somme des éléments de A;(a: g)*.

Suivant [Bou63|, si I' est un groupe topologique et ¢ € Aut(I'), la fonction
modulaire de o, notée mod" (¢), ou encore mod(c) si aucune confusion ne peut en
résulter, est définie par la formule suivante, valide pour toute fonction f intégrable

sur I' :
/Ffog:mod(a)—l/Ff.
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Notation : si L normalise un sous-groupe H de G, 'automorphisme de H donné
par la conjugaison par [ € L sera noté ¢;. Ainsi, pour h € H, on note ¢;(h) = [7'hl.

Dans le cas d'un automorphisme intérieur c, de I', il proceéde des définitions que

mod' (¢c,) = Ar (7).

Avec les notations ci-dessus, L normalise N; N N5, d’ou une action a droite de L
sur X = G/(Ny N Ny), provenant encore de celle de P sur G.

Lemme 3.2.1 Soit Q = Lx (N1NNy). Alors, pourl € L, mod(¢;) = 200) Ag(D).

— Démonstration.
D’apreés le Théoréme 1.2.1, pour f borélienne positive,

ANlﬁNz (77,)
dg = In)——————=dldn.
/Q /) dq /L><(N1F1N2) fim) Ag(n) "

Or, N1 N Ny est nilpotent donc unimodulaire et Ny N Ny < @), ce qui implique que
Ag(n) = An,nn, (n) pour n € Ny N Ny. Par conséquent,

/ f(q)dq = / f(In)dl dn.
Q Lx(N1NN2)

Soit a présent [y € L.

/Qf(qlo)dq = AQ(ZO)_I/Qf(q)dq:/L/NmNQf(lnlo)dldn

= // f(lloclo(n))dldn:mod(clo)1// f(llgn) dldn
L J NiNN» L J NiNN»
— Aullymod(a) ! | fa)da
Q

d’ou la relation Ag(l) = Ar(l)mod(¢;) pour | € L. La derniére égalité résulte du
fait que L est réductif donc unimodulaire. O

Ce résultat est relié au calcul de la fonction modulaire de 'action de L sur
G /(N1 N Ny) par le résultat suivant :

Lemme 3.2.2 Avec les notations précédentes, on a pourl € L,

5@/(]\/10]\72)([) = mod(cl)_l.
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— Démonstration.
Soient [ € L et f € L'(G). Comme N; N Ny et G sont unimodulaires, les mesures
peuvent étre normalisées de sorte que 1’on ait

/ flg)dg = / F(g) du(g)
G G/(N1NN3)

o, par définition, F(g) = [y, f(gn) dn.

Il vient alors :
/ flg)dg = / F(§) di(§) = b v (1) / (1) du(9)
G G/(N1NN2)

G/(N1NN2)
= Oq/(ninng) (1) /
G/(NlﬂNQ)

/N  Hgln)dndu(s)

= 6G/(N10N2)(l)m0d(cl)/

G/(NlﬂNQ)

= ey (Dmod(a) [ flal)dg

/N  fgnt)dndus)

= d/(ninny) ([)mod(c) /G f(g)dyg,

d’ou I'égalité. O
On en déduit le calcul de dg/(n,nn,) -

Proposition 3.2.3 Pour |l =ma € L,

6G/(N1|’1N2) (l) — e(p1tp2)log(a)

— Démonstration.

D’apreés les deux lemmes précédents, il suffit de calculer Ag pour @ = L x (N7 N Ns).
En notant q l'algébre de Lie de Q, I'égalité Ag(ma) = |det(Ady(ma))|”" résulte
de la Proposition 1.2.1. La compacité de M, sous-groupe fermé de K implique que
Ag(m) = 1 pour tout m € M. D’autre part, tout élément a € A agit trivialement sur
m et a, donc Ag(ma) = |det(Ady,nn,(a))| . Or, si gy est le sous-espace associé a la
racine restreinte \, I'élément a agit sur g, par e*'°¢(@ donc det(Ady, n,(a)) = e2198(@),

ol
A= > A

AEA1(a:g)TNA2(a:g)t
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Or
2p1+2,02 = Z /\+ Z A
AeA;(a:g)t AeAs(a:g)t
T VI
A€A1(a:g)tNA2(a:g)~ A€A1(a:g)~NA2(a:g)t
= 2A

car les racines de Aj(a: g)" N Ay(a: g)~ sont exactement les opposées de celles de
Ai(a:g)” NAy(a: g)T. Par conséquent, Ag(ma) = e~ P1Fr2)le@)  q'on le résultat.
U

Le calcul de g/ s’en déduit alors :

Corollaire 3.2.4 Pourl = ma € L, 5G/N(l) — e2plog(a)

— Démonstration.
Cela résulte en fait de la définition de la mesure sur G/N identifié & KA donnée au

début du paragraphe. Il suffit sinon d’appliquer la proposition précédente dans le
cas Ny = N, = N. O

3.2.2 Le module £(G/N)

Le C*-module £(G/N) associé ci-dessus a l'espace X = G/N peut étre considéré
comme un module d’induction adapté a la description de la série principale unitaire.
Le résultat suivant explicite le lien entre ce module et ceux de [Rie71].

Proposition 3.2.5 Le C*-module E(G/N) est isométriquement isomorphe au pro-
duit tensoriel £(G) ®@c=py C*(L). Cet isomorphisme est un isomorphisme de C*-
bimodules.

— Démonstration.

Pour toute fonction f définie sur G' ou sur P, on note My(f) = [y f(-n)dn. L’ap-
plication My s’étend en une surjection ey : C*(P) —» C*(L) et vérifie, pour
f€C(G) CE(G) et a € C(P) C C*(P),

() My (f.a) = My(f).My(a) = My(f).en(a)
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les actions de a et My(«a) étant celles de C*(P) et C*(L) sur £(G) et E(G/N)
respectivement. En effet, si ¢ € G admet pour décomposition d’Iwasawa kang, il
vient, en choisissant ka comme représentant de g € G/N :

/fa kangn) dn—/ /A f(kanp™)a(p) dp dn.

D’autre part, la mesure de Haar de P se décomposant en dp = dldn, on a

My (f)-My(a)(§) = / AL My () () My () (1) dI

_ / / / AL f (gl n)a(lv) dn dv di
_ /// Dmod(ci1) f (kanl™ a(lv) dn dv di

(neonm ) = //A Dmod(ci—1) f (kanp™ ) a(p) dn dp
= Mn(f.a)(g)

en écrivant dp = dldv et en utilisant le Lemme 3.2.1.

L’application My vérifie d’autre part la propriété d’isométrie suivante : pour

f.g9 € C(G)

() (My(f), Mn(9))ea/ny = Mn((f, 9)e@) = en({f; 9e@))-

En effet, pour [ € L, on a

Mn((f, 9))( //f g(~In) d~y dn,

car Ap est N-invariante. D’autre part,

(My(f), Mu(g)(1) = A2 [ DIn(HG)Mu(g)(31) dun(5)

G/N

- a0 [ N [ FGman [ gty vduts)
ey = A (mod(e) /G R / TGn) dn /N GGyl dv dp(%)

= é lymod(¢ //f g(yvl) dv dry

wew = My((f,9)) =en({f,g)).
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Le produit scalaire sur £(G) ® C*(L) a valeurs dans C*(L) est défini sur les
tenseurs élémentaires, en utilisant la surjection naturelle £, par la formule suivante :

(f@e.g0v) = {0, en((f, 9e) ) = ¢"(f, Dey¥-
Considérons a présent I'application A : C.(G) x C.(L) — E(G/N) définie par

A(f, ) = Mn(f)-p.

L’égalité (x) montre que A se factorise par C.(G) ® C*(L). Cette application est en
outre isométrique : pour f,g € C.(G) et v, € C*(L), il vient

(A(f ©@ ), Alg®@V))eavy = (Mn(f)-@, Mn(9)-)
= " (Mn(f), Mn(9))¥
= @'en({f,9))¥ d’aprés Pégalité (xx)
= (f® v, 9@ V)ewer (L)

Enfin, A est d’image dense dans £(G/N). En effet, soit m € C.(N) est telle que
Jym = 1. Associons & f € C.(G/N), vue comme fonction sur K x A grace a
la décomposition d’Iwasawa, la fonction f, définie sur G = KAN par la formule
fo(kan) = f(ka)m(n) : cette fonction est un antécédent pour f par My. Par ailleurs,
la théorie élémentaire des modules hilbertiens montre que si £ est un C*-module
sur une C*-algébre B, alors F.B est dense dans E [Lan95|. L’application A fournit
donc I'isomorphisme isométrique attendu. 0

Remarque 3.4 Les C*-modules £(G/N) sont introduits et utilisés dans |[Pie01]
sous la forme des produits tensoriels intervenant dans la proposition précédente.

Le résultat précédent permet d’écrire les applications de localisation du Théo-
réme 2.1.3 au niveau de £(G/N). En reprenant les notations du paragraphe 2.3, ces
applications

Qo - gg(G) ®C*(P) H0®e”®1 — H;’V

entrelacent les actions de G sur ces deux espaces de Hilbert, le second étant par
définition 'espace de la représentation 75" = IndIGg o ®e”®1, et spécialisent donc
'action globale de G sur £(G) sur chacun des espaces induits.

Proposition 3.2.6 Pour tout (o,v) € M x A\, il existe une application de localisa-
tion

(o : EC(GIN) @c(1) Hower — HE
réalisant une équivalence unitaire entre les actions de G sur ces deux espaces de
Hilbert.
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— Démonstration.

Il s’agit essentiellement d’un corollaire de la proposition précédente et d’'une consé-
quence de l'associativité du produit tensoriel. En effet, si H désigne ’espace de
Hilbert H,ger = Hogers1, 1a Proposition 3.2.5 se traduit par un isomorphisme

EXG/N) @c+(1) H =~ (E5(G) ®cxp) C*(L)) @ H.
Comme 'action de N sur H est triviale, on en déduit un isomorphisme
E(GIN) ®@c-1) H = EF(G) ®c=(p) H.

Cet isomorphisme, composé avec les applications du Théoréme 2.1.3 fournit les ¢,
cherchés. ]

Remarque 3.5 Il est également possible de construire explicitement les applica-
tions ¢,, en les définissant par la méme formule que celle du Théoreme 2.1.3, en

remplagant v par vg/N-.

Il apparait donc que les modules £(G/N) encodent globalement la série princi-
pale. En effet, les applications de localisation permettent de garder la trace du pro-
cédé d’induction en spécialisant I'action de C*(G) sur chaque espace induit. D’autre
part, des modules £(G/N;) et £(G/Ns) provenant de paraboliques P, = LN; et
P, = LN, partageant la méme composante de Levi L seront des C*-bimodules sur
les mémes C*-algébres C*(L) et C*(G). Cela traduit le fait que les représentations
que ’on induit pour construire la série principale agissent trivialement sur la com-
posante nilpotente et permet d’envisager les opérateurs d’entrelacement entre des
représentations de la série principale associées a ces modules comme des opérateurs
C*(L)-linéaires entre £(G/Ny) et £(G/N3), commutant a I’action a gauche de C*(G).

3.2.3 Action de C}(G)

Comme l'indique la Proposition 2.3.3, les classes d’équivalence de représentations
irréductibles de la série principale apparaissent dans le dual réduit G, de G , la raison
en étant la moyennabilité des paraboliques minimaux. Ce fait doit se traduire au
niveau C*-algébrique par le fait que 'action & gauche sur £(G/N), initialement
définie pour C*(G) se factorise par la C*-algébre réduite C(G). Ce résultat est
obtenu ci-dessous comme conséquence du Théoréme 2.1.5 d'imprimitivité di a Rieffel
et de la moyennabilité de P.

Proposition 3.2.7 L’action de C*(G) sur E(G/N) se factorise par C(G).
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— Démonstration.
Soient ey la surjection canonique C*(P) —» C*(L) et 7 'application

CxG~C"G)— C(G/P)xG~K(E(R))

considérée a la Remarque 2.3 (G/ P est une variété compacte). Considérons a présent
TN =T Q¢ 1. Alors

75 : C*(G) — K(E(G/N)).

Comme le groupe P est moyennable, toutes ses actions le sont également. Le
théoréme d’imprimitivité implique que 'action de G sur G/ P est Morita-équivalente
a celle de P sur G/G [ADO02| et donc aussi moyennable [ADROO]. Il s’ensuit que
C(G/P) »x G est isomorphe & C(G/P) x, G ou C}(G) agit naturellement.

™V : C*(G) —— C(G/P) x G ——= K(E(G/N))

o4

C*(G) —=C(G/P) %, G

3.3 Autres modéles

L’existence des applications de localisation de la Proposition 3.2.6 montre que les
modules £(G/N) encodent globalement la série principale unitaire. Les paragraphes
suivants ont pour but de donner des descriptions de £(G/N) qui traduisent a ce
niveau global les différents modéles exposés pour ces représentations au Paragraphe
2.3.

3.3.1 Modéle induit

Le C*-module £(G/N) s’apparente par sa construction, a l'interprétation C*-
algébrique des représentations induites qui fait 'objet de [Rie71], et la Proposition
3.2.5 précise cette relation. L’objet de ce paragraphe est de réaliser £(G/N) comme le
complété d’un espace de fonctions a valeurs dans C*(L) vérifiant certaines conditions
de compatibilité sous l'action de C*(L), a I'instar du modéle induit classique de la
série principale unitaire décrit au paragraphe 2.3 et obtenu en complétant, pour
chaque donnée (o,v), un espace de fonctions soumises a des relations dépendant
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de ce couple. Dans ce qui suit, les groupes G et P = L x N, ainsi que la forme p
vérifient les mémes hypothéses que précédemment.

Soit &£ Pespace des fonctions F' : G/N — C,(L) continues vérifiant la relation
F(xl) = e P81 F(z),

pour z € G/N et | = ma € L. La composante de Levi L agit naturellement sur &
par F.l(z) = F(z).U;, d’ou une action de C.(L) C C*(L) par convolution & droite.

Soit 1 une section transverse sur G/N. D’aprés le Lemme 3.1.2, 'existence d’une
telle fonction est garantie par la compacité du quotient (G/N)/L ~ G/P ~ K/M.

L’espace & est muni d’une forme bilinéaire a valeurs dans C*(L) définie par
(FuFo= | File) B@)u(e) dula)
G/N
pour f,g € &Y.

Proposition 3.3.1 L’application (-,-), définie ci-dessus est indépendante du choiz

de 1.

— Démonstration.

Soient 1y et ¥y deux sections transverses sur G/N et u = ¢, — ). Pour F}, F) € &),
r € G/N et ly = mpag € L, 1l vient Fy(zl)*Fy(xl) = e 2180 F)(z)* Fy(x), d’olt en
décomposant € G/N sur KM A de sorte que z = kma,

Fi(kma)* Fy(kma) = e~ 218 [y (k)* Fy (k).

Il s’ensuit, en vertu de la décomposition de la mesure associée a la décomposition
G = KMAN au paragraphe 2.2.4 que

/ Fi(x) Fy(z)u(z)du(z) = / Fy(kma)* Fy(kma)u(kma)e*°¢® dk dm da
G/N KxMA

_ /KFl(k:)*Fg(k:)/u(kl) dkdl.

L

Cette derniére quantité est nulle car fL u(kl)dl = 0 pour tout k € K par définition
de ¢1 et 77[)2. Il s’ensuit que <F1, F2>¢1 = <F1, F2>¢2. O

La proposition précédente permet de noter sans ambiguité (-, -); la forme associée
a une section transverse, indépendamment du choix de cette section.
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Proposition 3.3.2 L’application f — f définie sur C.(G/N) par

fa)(1) = eroee f(al) = f17} ()

pour x € G/N et l = ma € L, prend ses valeurs dans E.. Elle est C.(L)-linéaire et
préserve les normes a valeurs dans C*(L).

— Démonstration.
Soient f € C.(G/N), v € G/N et ly = myag,l = ma des éléments de L. Alors

Flal)(lo) = er'o8% f(xlly). Or [UH f(x)] (o) = f(x)(lly) = e’'8% f(glly), don
I’expression attendue : . .
f(al) = e Up-1 f(g)
qui montre que f € &Y. Tl suffit, pour vérifier la C.(L)-linéarité de I'application
f +— f de montrer que }Vl(x) = f(a:)Ul. Or
Fl)lo) = e fo(a) = €5 f(alyl™)

= F@)l™) = |[f@)U] 1)

ce qui montre bien ’égalité annoncée. Vérifions a présent que cette application pré-
serve le produit scalaire : pour f1, fo € C.(G/N),

(o Fille) = evloses / 0 B ) dut)

= evosay / ) / T @) (D) Pl Uo) di () du()
_ eplosa / / 2010897 (3 fo (o) () dl dpa(z)
G/NJL

wmy = e [ Rl [ ol dldut)
L

G/N
= (i Fo)eem () / Gl dl = (fr, ) ey (o)

ou v désigne une section transverse quelconque sur G/N. U

La positivité et la C*(L)-sesquilinéarité de (-,-); sont des corollaires de cette
proposition.

Définition 3.3.3 [Modéle induit]
On note &; le C*-module sur C*(L) obtenu en étendant 'action de C.(L) et
en complétant £ pour la norme associée au produit scalaire de la Proposi-
tion 3.3.1.
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La proposition précédente montre que &; est isomorphe a £(G/N) en tant que
C*(L)-module. Cet isomorphisme commutant a I’action de C*(G), il fournit bien une
autre réalisation de £(G/N) comme C*-module d’induction généralisé, interprété
comme espace de sections du fibré G-équivariant suivant :

G/N x; C*(L)

|

G/P

L’utilisation des sections transverses permet de pallier au défaut d’intégrabilité
de ces sections.

L’action a gauche de C*(G) sur le module &; peut étre transportée par 'isomor-
phisme de C*(L)-modules avec £(G/N), ou définie directement sur la sous-algébre
C.(G) agissant par convolution.

3.3.2 Modéle ouvert

Il est enfin possible de réaliser £(G/N) comme un espace de fonctions de carré
sommable sur un espace euclidien, a valeurs dans C*(L). Comme dans le cas clas-
sique, ot la série principale unitaire apparait comme une famille de représentations
agissant sur L?(N), cette description du module £(G/N) repose, moyennant I’ap-
plication de la Proposition 3.1.4, sur le fait que le complémentaire de la cellule de
Bruhat ouverte NMAN est de mesure nulle dans G.

Rappelons la notation suivante : pour ¢ € NL = NMA, on écrit

g =n(g)l(g) = n(g)m(g)a(g).

D’autre part, Ng désigne I’ensemble des éléments de g N admettant une décomposi-
tion suivant NMAN.

Enfin, la Proposition 1.2.1 fournit la décomposition suivante de la mesure de
Haar de G :
dg = e*'°8% dn dm da dn

Si G est de rang réel 1, le groupe de Weyl est d’ordre 2 et G = P Ll PwP
ol w désigne un représentant de I’élément non trivial de W. Si g € G, 1'élément
gv se décompose suivant NM AN sauf pour une seule valeur de v. En effet, si g1y
et gvy sont tous deux dans G\ NMAN = w 'NwMAN, alors ni wgvi, ni wgv,
n’appartiennent a PwP. Ce sont donc des éléments de P = M AN et

v tvy = (wgry) H(wgre) € MAN NN = {1}.
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Enfin, toujours dans le cas de rang réel 1, on a N, = N \ {1}.

La proposition suivante permet de réaliser £(G/N) dans le modéle ouvert.

Proposition 3.3.4 Le C*(L)-module hilbertien E(G/N) est isométrique au produit
tensoriel B
L*(N) ® C*(L).

— Démonstration.

Il s’agit d'une conséquence de la Proposition 3.1.4 appliquée au module £(X) avec
X = N x M A qui est isomorphe & £(G/N) comme C*(L)-module car G/N privé de
NMA est de mesure nulle. Plus précisément, les fonctions de la forme

F :mima — e P18 £(@)p(ma)

avec f € C,(N) et ¢ € C.(L) constituent un sous-module dense de £(G/N). Pour
une telle fonction F' et [y = mgag, on a

Fly(ima) = e P15 f(7)p(malyt).

O

La structure de C*(G)-module n’est pas donnée automatiquement lors de la
construction de E(NMA) car G n’agit pas sur NMA. La situation est celle de la
remarque 3.3 et Paction de C*(G) sur L}(N) ® C*(L) est donc définie via 'isomor-
phisme de la proposition précédente. Il est toutefois possible d’expliciter I’action sur
L*(N) ® C*(L) des multiplicateurs associés & certains éléments de G. La décom-
position de Bruhat indique qu’il est suffisant de décrire les actions respectives des
éléments de P et de w.

Proposition 3.3.5 Soient f @ ¢ € L}(N) ® C*(L), g € N et ly = moag € MA.
Alors,

- o-(f @) = Ax(mo)(f) @
- lo(f & SD) = 6p10g_(a0)f SEEN ® Ulo‘sp
— Pour tout vA € NL,

W © ) = 5ol Aw'D) Uiarme) O

N — -1y
ot ['on note |v| = erlosaw™7),
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— Démonstration.

C’est une conséquence immédiate du fait que L normalise N et de la définition de
I’appplication réalisant ’isomorphisme de la Proposition 3.3.4. La derniére formule
a un sens pour 7 # 1. La notation |7| sera justifiée au chapitre suivant. O

La décomposition de Bruhat fait apparaitre I'importance d’un élément particulier
w de W, qui conjugue N en N. La connaissance de la transformation induite par cet
élément sur N vu comme sous-ensemble dense de G/ P constitue une étape cruciale
dans I'expression des opérateurs d’entrelacement classiques. Nous I'interprétons ici
dans le cadre du module £(G/N), ou le comportement de cette transformation
vis-a-vis des dilatations par les éléments de A ou des translations de N apparait
directement, sans privilégier de représentation particuliére de L.

G/P~K/M

=

|
(@)
R

FIGURE 3.1 — Action de w sur N

Les formules du lemme suivant précisent 'action de w sur N. Cet élément agit
naturellement sur la variété compacte K/M ~ G/P, qui s’envoie sur N par la
« projection stéréographique » fournie par la décomposition de Bruhat et rappelée au
début de ce paragraphe. La transformation de la mesure associée a cette projection
est décrite par la formule (%) suivante, valable pour toute fonction f continue sur K
et M-invariante :

/K F(k) dk = /N F(s())e=20 ) apy, (*)

ou H est la fonction logarithmique associée a la décomposition d’Iwasawa.
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Lemme 3.3.6 Soient g € G, iy € N, et v € N \ {1}. Soit u=w* € M. Alors,
(i) n(g~'n(gi0)) = 1

(it) n(wn(wr)) = ¢, (V)

(iii) m(wn(wr)) = pm(wr)™!

(w) a(wn(wr)) = a(wv)™!
(v) Lwn(wr)) = pl(wr)™?

— Démonstration. B
Si gy se décompose suivant NM AN en g = n(grp)p, alors

g 'ng) = g 'nlgm)pp ™ = g tgrop .

L’égalité (i) résulte alors de I'unicité de la décomposition suivant NMAN. La se-
conde égalité s’en déduit en remarquant que, si g € G est tel que 7(g) existe, et
m € M, alors i(gm) = 7(g). En effet,

n(wn(wr)) = a(wn(w ' pr)) = a(wn(w ¢, (7)),

d’ou le résultat. Enfin, si wr = ngpy ou la décomposition de Langlands de pg est
Po = Mopagng € P et w’f_L() = nimiain, = 7_11])1; alors

g = w ™ 'ypy = wp Tp = weu (M) py

d’ou
wy = wcu(ﬁl)u’1p1p0 = wcu(ﬁl)uflmlmoalaon’,

avec n’ € N. Comme m(wn(wr)) = my et a(wn(wr)) = ay, les égalités (iii) et (iv)
s’en déduisent et impliquent (v). O

L’effet de la transformation du lemme précédent sur la mesure de N est donnée
par le résultat suivant :

Proposition 3.3.7 Pour f € L*(N),

[ statwrye e s = [ ) ao

— Démonstration.
Comme w € K, 'application L, : f — f(w-) préserve la C*(L)-norme de E(G/N),
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isométrique & L*(N) ® C*(L) via I'application P de la Proposition 3.3.4 qui envoie
f®p e C(N)® C.(L) sur

P(f ® ) : ima — e P18 f(R)p(ma).

0 € C.(N)® C.(L). Pour tout x € NMA et ly € L, on a fa(xly) = ni(z) et
I(x)ly, donc pour nma € NM A,

P(f @ p)(wnma) = e~?%8e P18 e f (7 (wn))p(L(wn)ma),

Soit f ®
l([[’lo) =

et Pexpression de L,, au niveau de L?>(N) ® C*(L) est donnée par
Lo(f ® ¢)(ima) = e f (@ (wn)) AL (L(wn) (o) (ma).

La C*(L)-norme étant donnée dans le modeéle ouvert par |f ® ¢|* = || flla¢*¢, et
préservée par L., il vient, en notant f,(n) = e~?182() (@ (wn)),

1l = 11£15,

car l'action de Ap(l(wn)) ne change pas la norme. La derniére égalité établit la
proposition pour les fonctions positives, et le résultat s’en déduit par combinaisons
linéaires. ([l

Terminons ce chapitre en montrant que la conjugaison des éléments de L par w
s’étend a la C*-algébre C*(L) :

Proposition 3.3.8 L’application ¢ —— v définie par ¢ = ¢ o ¢, pour toute
fonction p € C.(L) C C*(L) s’étend en un automorphisme de C*(L).

— Démonstration.

Soient ¢y, vy € C.(L). Les égalités (07)” = (¢¥)* et (p192)" = mod”(c, )y sont
immédiates. Comme la mesure de Haar de L = M x A s’écrit dl = dmda et que
la conjugaison par w inverse les éléments de A, il apparait que modA(cw) =1, dou
mod”(c,,) = mod™(c,). Enfin, (modM(cw))2 = mod"(c,). Or u € M compact, ce
qui implique que mod™ (c,) = 1. Pour montrer que I'application ¢ —— ¢" préserve
la norme, L étant moyennable, il suffit de montrer que || Aa(¢™)| = [[Aa(p)]]. Or si
f € L*(L), ce qui précéde montre que ||f“|ls = || f||o- Enfin, un calcul montre que

A(e®)(f) = (AL(QO)(fwfl))w, et donc

L) NI = A @)

L’application ¢ —— " se prolonge donc isométriquement & C*(L) en un automor-
phisme. 0



Chapitre 4

Opérateurs d’entrelacement

Ce chapitre est consacré a la construction et I’é¢tude d’opérateurs analogues aux
intégrales d’entrelacement de Knapp et Stein au niveau des C*-modules du cha-
pitre précédent. Nous caractérisons tout d’abord les opérateurs bornés commutant
a laction a gauche de C*(G) comme des multiplicateurs centraux, ce qui s’inter-
préte comme un résultat d’irréductibilité semblable a celui de Bruhat. Nous intro-
duisons ensuite un opérateur d’entrelacement standard dans les différents modéles
de £(G/N), avant de démontrer la convergence de I'intégrale le définissant dans le
modéle ouvert. Nous décomposons ensuite 'opérateur standard en somme d’un opé-
rateur borné, d’un opérateur densément défini et d’une partie résiduelle, qui consitue
I’analogue des poles dans le cas classique. Nous démontrons enfin la convergence de
I'intégrale d’entrelacement pour certaines fonctions dans les autres modéles.

4.1 Fonctions homogénes et fonction norme

Dans ce qui suit, le groupe G est supposé de rang réel 1, et 'on note G = KAN
une décomposition d’Iwasawa. On considére en outre un sous groupe parabolique
P = MAN fixé avec M = Zk(A), et w désigne 1’élément non trivial du groupe de
Weyl W(A : G) = M'/M ou M’ = Nk(A). Enfin, le parabolique opposé a P sera
noté P, et sa décomposition de Langlands P = MAN. Les autres notations sont
celles du Paragraphe 2.2 :

a désigne la plus petite racine restreinte de (g : a)

n= g-aDPg 24

— p et ¢ sont les dimensions respectives de g_, et g_o,

- p=3+20a

— les conjugaisons sur N par les éléments de A sont appelées dilatations.

7
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4.1.1 Action de A par dilatations

Le sous-groupe abélien A agit sur N identifié & son algébre de Lie par des ho-
mothéties sur les différents espaces radiciels. Nous rappelons dans ce paragraphe
comment cette action se manifeste sur les différentes composantes de G, avant que
d’introduire certaines fonctions ayant des propriétés d’invariance sous les dilatations.

La proposition suivante précise le comportement sous les dilatations de la dé-
composition suivant NMAN des éléments de w='N.

Proposition 4.1.1 Soient ly = mgag € L et 7 € N. Alors,
(i) m(w e, (7)) = cw(mo) m(w10)mg
(ii) a(w e, (7)) = aia(w™ D)

(iii) L(w ™ ey, (V) = cow(mo) M (w™t0)lhag

— Démonstration.
Il est clair que la derniére égalité résulte des deux premiéres. Pour celles-ci,

wlytwly = cu(lgHw ol = el )R U (w ™ 'o)n'l

= e, (IgHl(w™ o) lgn”,

avecn € N et i’ € N. L’identification des composantes selon M donne (i). L’égalité
(17) résulte de 'identification des composantes selon A, compte tenu du fait que la
conjugaison par w inverse les éléments de A : pour tout a € A, on a c,(a) =a™ 1. O

Certaines fonctions présentent un comportement particulier sous les dilatations :

Définition 4.1.2 [Fonctions a-homogeénes]|
Une fonction f définie sur N est dite a-homogene de degré d si 1’égalité

flama™) = =05 f(7)
est vérifiée pour tous 7 € N et a € A.
Exemple : Passertion (i) de la Proposition 4.1.1 montre que Iapplication définie

sur N \ {1} par 7 —— m(w~'n) est invariante sous les dilatations, c’est-a-dire a-
homogene de degré 0.
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D’autres exemples de fonctions a-homogénes sont fournis par les polynomes ho-
mogenes sur N, définis comme suit. On identifie n et N wvia 'application exponen-
tielle. Soient (X3,...,X,) et (Yi,...,Y,) des bases de g_, et g_o, respectivement.

On note (z1,...,2p,Y1,.-.,Yq) les coordonnées de n € N dans n relativement a ces
bases.

Proposition 4.1.3 Soient (ay,...,a,) et (by,...,b,) des nombres entiers. La fonc-
tion

_ . b
fin— Hﬁglyj]

,J
est a-homogéne de degré >, a; + 2 Zj b;.
— Démonstration.
Soient a = e et 7 = eX. Alors ana™! = A X et fana™') = [, rf"s?j, oil les
nombres 7;, s; désignent les coordonnées de Ad(a)X dans la base de nn choisie. D’autre
part Ad(a) = @) et ad(T) = [T, X] = —a(T) (X_o +2X_54) ot X, et X_o,

désignent les composantes de X suivant la décompostion n = g_, @b g_o,. Il s’ensuit
que Ad(a)(X) = e DX _, +e 22N X 4, soit r; = e Dy et s; = e 22Ty, On
en déduit donc que

f(aﬁa_l) _ He_aia(T)x?i€_2bja(T)y?j

i,J
= ef(zi ait23.; bj)a(T) H xqiyl?j
v 7]
7;7j

_ ei(zi a2}, bj)alog(a)f(ﬁ)

O

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate de I’égalité (ii) de la Propo-
sition 4.1.1 et de la définition de p.

Proposition 4.1.4 L’application n — ePlosalw™'n) ggp a-homogene de degré p+2q.

Cette fonction revét une importance particuliére dans ’analyse sur N considéré
comme un sous-ensemble de G/ P. Ses propriétés font ’objet du paragraphe suivant.
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4.1.2 Propriétés de la fonction norme

Suivant [KST71], ce paragraphe présente une généralisation de la norme sur un es-
pace euclidien pour les groupes nilpotents intervenant dans la décomposition d’Iwa-
sawa d’'un groupe de Lie semi-simple, ou plus généralement les groupes de Lie nil-
potents munis d’un groupe a un parameétre de dilatations.

Définition 4.1.5 [Fonction norme sur N]| o B
On appelle fonction norme sur N la fonction définie sur N, = N\ {1} par

‘ﬁ‘ _ eploga(w_lﬁ).

La Proposition 4.1.4 montre que la fonction norme est a-homogéne. Elle est de
classe C* sur N \ {1}, se prolonge par 0 pour 7 = 1 et posséde également les
propriétés suivantes :

Proposition 4.1.6 Soit i € N \ {1}.
(i) In~*| = |l

(i1) la mesure H est imvariante sous les dilatations.
n

— Démonstration.
Décomposons w~'n = ngman. Il vient alors w='n~
ment w conjugue N en N et agit comme l'inversion sur A, donc

1 1 1 1 1 1

=wn e tm g tw Tt Léle-

w Tt = cp(nHew(a ) ew(m ew(fgt) = cw(n™Hacy(m e, (igh)
est la décomposition de w™'n~" suivant NMAN et a(w™'n™") = a(w™'n), ce qui
prouve (i). Le second point est résulte du calcul de mod™ (c,) pour a € A. O

La terminologie est justifiée par le fait que la fonction norme sur un groupe de
Lie nilpotent muni d’un groupe a un parameétre d’automorphismes posséde des pro-
priétés analogues a celles de la norme d’un espace euclidien. On vérifie par exemple
qu'il existe une constante ¢ > 1 telle que l'on ait |7 + 7’| < c¢(|a| + |7']) ou 'addi-
tion est celle de 'algébre de Lie 11 & laquelle 'application exponentielle identifie V.
D’autre part, elle coincide respectivement avec la valeur absolue et le module dans
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avec K =R ou C, comme on le verra au dernier

.~ _ |10
le cas de SLy(K) ou N = [ K 1 }
chapitre.

Dans le cas général, on peut comparer la fonction norme a une norme euclidienne
sur l'algébre de Lie n :

Proposition 4.1.7 Pour i € N identifié a son algébre de Lie on note ||| la norme
euclidienne de n vu dans n, obtenue dans une base compatible avec la décomposition
radicielle de n. Alors il existe des constantes ¢ > 0 et d > 0 telles que 'on ait

I7ll < c.|al®

pour tout n € N tel que |n| < 1.

La propriété fondamentale suivante, démontrée dans [KS71| constitue une sorte
de passage en coordonnées polaires pour les intégrales sur V.

Proposition 4.1.8 Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit 2 une fonction
continue sur N \ {1} a valeurs dans B(H), a-homogéne de degré 0. Alors il existe
un opérateur M(QY) € B(H) tel que l'on ait

/ o) f(alydn=M@) [ f(e)di

N 0

pour toute fonction f continue sur R a valeurs complezes telle que l'une des deux
quantités sotent définies.

4.2 Caractérisation de certains opérateurs bornés

L’objet de ce paragraphe est de caractériser les éléments de Lo (1) (E(G/N)) qui
commutent a l'action & gauche de C*(G). La méthode qui consiste a associer & un
tel opérateur une forme bilinéaire sur un sous-module de fonctions test, et a étudier
les propriétés du noyau distributionnel ainsi obtenu, est inspirée de [Bru56|.

Le lemme suivant caractérise les distributions possédant certaines propriétés d’in-
variance. Dans tout ce qui suit, les distributions considérées sont a valeurs dans des
espaces de Banach. La théorie générale concernant ces objets est présentée dans
[Bru56].
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Lemme 4.2.1 Soient M une variété différentiable et I' un groupe de Lie de mesure
de Haar dvy. Soit T une distribution sur M x I' a valeurs dans un espace de Banach
E. Si T est invariante sous les transformations (m,~) — (m, oY), alors il existe
une distribution S sur M a valeurs dans E telle que [’on ait

(T, ) = / (8,01 dr

ol @, désigne la fonction ¢(-,7) pour ¢ € C(M x I').

— Démonstration.

Soit ¢ une fonction test sur M xI" de la forme (m, ) — a(m)3(y) avec a« € C (M)
et € C(I"). Lorsque « est fixée, 'application T, : 8 —— (T, ) = (T, af) est
une distribution sur I" & valeurs dans F, invariante sous les translations. Pour toute
fonction test ¢ € C°(I"), la convolée T, % ¢ est une fonction de classe C* sur I
a valeurs dans F/, invariante sous les translations a gauche, donc constante. Or T,
est adhérente dans L(C2°(T"), E') a ’'ensemble des T, * 1, donc Ty, est une constante.
Notons k() cet élément de E. Choisissons ( telle que [.3 = 1; il apparait que
lapplication o — k() est une distribution sur M a valeurs dans E et l'on a

(T, aB) = k(a) / B(y) dv.

d’on, par continuité, en notant S la distribution o — k(«),

(T, ) = / (S, 1) d,

pour toute fonction test ¢ € C°(M x T'). O

Remarque 4.1 Un cas particulier du lemme précédent, traité dans le courant de
la démonstration est celui des distributions sur un groupe de Lie & valeurs dans un
espace de Banach et invariantes par les translations a gauche. Il s’agit des multiples
de la mesure de Haar sur le groupe.

Le théoréme suivant caractérise les « entrelacements bornés » de £(G/N) dans
lui-méme, dans le cas ou G est de rang 1 :

Théoréme 4.2.1 Les opérateurs T € Lo=1)(E(G/N)) qui commutent & Uaction de
G sur E(G/N) sont exactement les multiplicateurs centrauz de C*(L).
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— Démonstration.
Soit M € M(C*(L)) vérifiant

M(ab) = aM(b) (#)

pour tous a,b € C*(L). L’action de C*(L) définissant la structure de C*-module sur
E(G/N) s’étend & M(C*(L)), et 'on pose

Ty(z) = o.M,

pour x € £(G/N). La condition (f) étant vérifiée, Ty, est C*(L)-linéaire, d’adjoint

Réciproquement, soit 7' € L¢=(1)(E(G/N)) vérifiant

T(g.x) =g.T(x)
pour tous z € E(G/N), g € G.
Considérons le modele ouvert de £(G/N) : le module M(E(G/N)) contient
L*(N) ® M(C*(L)) d’ou une injection
L*(N) = M(E(G/N)),

via laquelle f € L2(N) s’identifie au multiplicateur f @1y (1)), encore noté my, de
sorte que myg, = Mgmy,, pour a € C*(L), en conservant les notations du Paragraphe
1.1. Il vient également :

M(T)(mysga) = M(T)(mg)mq
d’on, pour f; ® ay, fo ® ay € E(G/N),

<M(T) (mf1®al)7 mf2®a2> = Mg <M(T) (mf1)7 mf2>ma2‘

Considérons & présent 'application linéaire By : C.(N) x C.(N) — M(C*(L))
définie par
BT(flﬁ f2) = <M(T)(mf_1)> mf2>'

Montrons que Br est une mesure de Radon sur N x N. Soient K une partie
compacte de N x N, et f1, fo € C.(N) des fonctions dont les supports vérifient
Supp(f1) x Supp(f2) € K. On a, d’aprés la Proposition 1.1.4, I'inégalité suivante
dans M(C*(L)) :

| Br(f1; f2)| < [[M(T)(mp)|l- [my,]-
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On en déduit, en notant ||7']| la norme d’opérateur de T,

| Br(f1, f)ll < NT([ frll2-ll f2ll2,

d’ou la continuité pour la topologie de la convergence uniforme sur K. La forme By
définit donc une distribution sur N x N dont on note k7 le noyau, de sorte que Br
s’écrit symboliquement

Br(fi, f2) = / J1(71) fo () ko (M1, T02) dy diy.

NxN
L’action & gauche de G sur £(G/N) étant isométrique, la commutation de T" a cette
action implique que Br(Tg.f1,70.f2) = Br(fi1, f2). En considérant, comme dans
[Bru56], le diffsomorphisme (7;,7,) —— (7] M2, 72) de N x N, les distributions
N-invariantes sur N étant des multiples de la mesure de Haar, il apparait, d’aprés
le Lemme 4.2.1 que le noyau distributionnel kr vérifie ’équation

kr (M, M) = kr(1,70, '72).
Soit & présent cp(7) = kr(1,7). La distribution cp sur N, satisfait Pégalité
ko (71, o) = e (T 'g).
L’invariance sous I’action de A permet a présent de caractériser cette distribution.
En effet, I'action d’un élément [ = ma € L sur f ® ¢ € L*(N) ® C*(L) est donnée

par la formule
L.f@p=e%%foc @ U.p.

La commutation de 7" a I’action de L implique que Br(a.f1,a.f2) = Br(fi, f2) pour
tout a € A. Il s’ensuit que

(20108(a) /N _ rlealm)) fafealma) o (. o) dmy dm
e 2plog(a) /_ _ @) fa(Ma)kr (gt (), ¢ ' (72)) diy dig
NxN
_ /__fl(ﬁl)fg(ﬁg)k:r(ﬁhﬁQ) dm, dm,
NxN

la premiére égalité résultant de ce que modﬁ(ca) = e?log@)  Qaprés le Lemme 3.2.1
appliqué au cas Ny = N, = N.

La distribution ¢r vérifie donc la propriété d’invariance suivante :
— 2plog(a —
cr(cg(m)) = e?e@ e (7).
Cela s’écrit encore, pour ¢ une fonction test sur N,

{er, 0 ca) = (er, ). (*)
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Proposition 4.2.2 Si G est de rang réel 1, les mesures de Radon sur N vérifiant
la relation (%) sont exactement les multiples de la mesure de Dirac.

— Démonstration.
Le groupe N s’identifie via ’application exponentielle & son algébre de Lie

n=g, D g ~RFORL

Comme N est connexe et simplement connexe, Pespace des fonctions test (resp. des
distributions) sur N s’identifie & celui des fonctions test (resp. des distributions) sur
n [Sch68]. Sous ces identifications, les conjugaisons par les éléments de A agissent
par dilatations : pour 7 identifié & (u,v), on a

ca(@) =~ (a(a)u, ala)v).
On notera a.(u, v) cette derniére expression.

Dans le cas particulier ou ¢ = 0, la distribution ¢y est homogéne de degré —p.
Lorsque G = SLy(R), par exemple, p = 1, le probléme se raméne a I’équation d'Euler
sur R et les solutions sont des combinaisons linéaires de la mesure de Dirac &y et
de la distribution Vp (i) Cette derniére, étant d’ordre 1, n’est pas une mesure de
Radon, donc

Cr = (50

a une constante multiplicative pres.

Considérons la restriction ¢ de ¢y a P'ouvert N\ {1}. Pour (u,v) € R* ® R, on
pose

r(u,0) = (lul* + o]2)

Cette fonction est ’analogue au niveau de ’algebre de Lie de la fonction norme
introduite en 4.1.5. Pour ¢ € R, on note S; la surface d’équation r(u,v) =t. On a
alors, pour a € A ~ R,

r(a.(u,v)) = ar(u,v),

et I'application

(w,0)

r(u,v)
est un diffsomorphisme entre N \ {1} et R% x Si.

(u, v) — (r(u, v),

Soit ¥y € C(S1) fixée. Si ¢ est une fonction test sur R, alors ¢ ® 1y est un
élement de C°(RY) @ C°(S1) € C°(N \ {1}) et l'application ¢ — (cr, ¢ ® o)
est une distribution homogéne sur RY. D’aprés 4.2.1, (cr, ¢ ® o) est de la forme

o) [ oL,

r
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et ne peut donc pas étre la restriction d’une mesure de Radon. En effet, si K désigne
un compact de N contenant 1, et My une constante positive telle que 'inégalité
[ {(cr, o @ V)| < Mgl ® ||X soit vérifite pour ¢ ® 1 € Cx(N), on montre, en
considérant la suite o, ® 1y, avec 1y telle que () # 0 et p, comme ci-dessous,
que My ne saurait étre fini.

¥n

3=
RN

Par conséquent, le support de ¢y est réduit a {1}, et ¢r est donc une combinaison
linéaire de dérivées au sens des distributions de la mesure de Dirac §. La condition
d’homogénéité montre que

cr = 01 1pmc#(ny),

a une constante pres. [

D’aprés la proposition ci-dessus, il existe un multiplicateur U € M(C*(L)) tel
que ¢y = Ud;. On en déduit 'expression du noyau distributionnel :

ko (71, M2) = U.01 (7] 7o)
et donc de la forme bilinéaire :

Br(fi, f2) = (f1, f2)12 U
pour fy, fo € L*(N).
Par conséquent, pour aj,ay € C*(L), on a
(M(T)(myp, @ may),myp @may) = (f1, f2) 2 My, U Ma,
= (fi®@U(a1), f» ® ag)

dans M(C*(L)), et M(T) s’identifie & la composition a droite par U*. Cette appli-
cation est C*(L)-linéaire seulement si U vérifie la condition (f), ce qui termine la
preuve de la proposition. O
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Remarque 4.2 L’hypothése sur le rang réel de G' n’est pas nécessaire pour dé-
montrer que la distribution c¢p vérifie la propriété (). Il est vraisemblable que le
Théoréme 4.2.1 soit vrai en rang supérieur. En effet, ce résultat est analogue au
théoréme de Bruhat 2.4.1 qui établit 'irréductibilité de la plupart des représenta-
tions de la série principale. Cette analogie sera précisée au Paragraphe 5.3.3 dans le
cas particulier de SLy(R).

4.3 Opérateurs standard

L’objet des paragraphes suivants est la construction au niveau du C*-module
E(G/N) d’opérateurs analogues aux opérateurs standard introduits en 2.4.2.

L’expression primitive définissant 'opérateur d’entrelacement standard I, est,
pour une fonction N-invariante F' définie sur G :

I,F(g) = /N F(gwn) dn.

De méme que les travaux de Knapp et Stein [KS71| permettent de donner un sens a
cette expression pour F' appartenant a un espace H%", de sorte que l'opérateur ainsi
construit entrelace les représentations 7" et 7*%"“¥, notre but est ici de donner un
sens a [, sur (un sous-module de) £(G/N). Sur le plan formel, ¢’est-a-dire sans pré-
sumer de la convergence de l'intégrale, ni du type de la fonction éventuellement ob-
tenue, I,, commute a l'action de C*(G) et vérifie une propriété de C*(L)-w-linéarité,
du type I,,(F.¢) = I,(F).¢". C’est donc dans ce sens qu’il faut considérer I,, comme
un opérateur d’entrelacement au niveau de £(G/N).

On démontre dans la suite que cette intégrale est bien définie pour les fonctions
a support compact sur G/N :

Théoréme 4.3.1 L’intégrale

/_ F(gwn) dn

Iy
définit une application linéaire I, : C.(G/N) — C(G/N).

Ce résultat, qui sera démontré en étudiant I, dans le modéle ouvert du module
hilbertien £(G/N), contraste avec la théorie classique de Knapp et Stein [KS71], ou
les intégrales d’entrelacement, considérées représentation par représentation, sont
données par des noyaux non localement intégrables.
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4.3.1 Expression dans le modéle induit

Rappelons quelques notations relatives aux décompositions de G et de P : pour
g € G, la décomposition d’Twasawa s’écrit g = x(g)a(g)v(g) = k(g)e’Wu(g). Si
de plus ¢ appartient & NL = NMA, dont le complémentaire est de mesure de
Haar nulle, on écrit ¢ = n(g)l(g) = n(g)m(g)a(g). Enfin, I'on note & lespace
des fonctions F' : G/N —— C.(L) continues a support compact et vérifiant, pour
x € G/N et | =ma € L la relation

F(zl) = e P80+ F ().

Cet espace est muni d’un produit scalaire & valeurs dans C*(L) défini en 3.3.1 par :
(P.G)i= [ Pla)G(o) (@) dulo)
G/N

ou ¢ désigne une section transverse quelconque sur G/N.

Le lemme suivant précise les relations entre les deux décompositions d’un élément

de N.

Proposition 4.3.1 Soient 1 € N et n = k(ii)a(R)n sa décomposition d’lwasawa.

Alors

— Démonstration.

L'égalité n = k(n)a(n)n implique que x(7) = nla(n) 'n' avec n’ € N. On en
déduit les deux premiéres égalités, par unicité de la décomposition sur NMAN.
Remarquons a présent que a(w 'x(n)) = a(k(w™'n)) car w € K. D’autre part,
a(w™n) = a(k(wR)a(w™n)) = a(k(w™'n))a(w™'n), et a(w™n) = a(n) car
w € K, d’ou le résultat. O

Les formules ci-dessus et la transformation de la mesure (x) associée au Para-
graphe 3.3.4 & la projection stéréographique de N sur K permettent de donner les
expression formelles suivantes de 'opérateur standard I, : si F € & et z € G/N,
alors
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F(zwk(n)a(n)) dn

ePlog a(k(n)) Ua(ﬁ(ﬁ))p(xwﬁ(ﬁ))e%ff(ﬁ)e*2pH(ﬁ) dn

J

_ /e_ploga(ﬁ)Ua(ﬁ)1F(xwﬁ(ﬁ))dﬁ
g
Js

_ /N PR, P () e di

L’égalité (x) du Paragraphe 3.3.2 donne

/N F(xwn)dn = /K e~ rlsa® o F(vwk) dk
ePlosalw Ry gy F(ak) dk
(par (*)) = 67p10ga(w71'{(ﬁ))Ul(w—ln(ﬁ))F(.T/-i(ﬁ))672pH(ﬁ) dn

emPlogatw W mp Oy oo F(ek(R)a(n)a(n) ™Y di

e Plos a(wilﬁ)Ul(wfln(ﬁ))a(ﬁ)F(xﬁ) dn

dn
= /Ul(wlﬁ)F(xﬁ) on

N Id

Les calculs précédents sont légitimés par la proposition suivante :
Théoréme 4.3.2 Soit F' € £. Pour tout v € G/N, lintégrale
dn
LF(@) = [ Vo Fan) o

N ‘”‘

est bien définie.

Cet énoncé est une reformulation dans le modéle induit du Théoréme 4.3.1 et
sera démontré en méme temps, dans le modéle ouvert. Il apparait que les fonctions
obtenues en appliquant I, ne vérifient pas I'équation définissant £(G/N). Plus
précisément, 1’égalité

[,F(zl) = e "' 290, _ o.1,F(z),
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est formellement vérifiée pour F' € C.(G/N,C.(L)), x € G/N et | = ma € L, en
étendant 1’action de U; a des fonctions a support non compact sur L. Cette mani-
festation de ’action de w peut s’interpréter algébriquement en considérant que I,
prend ses valeurs dans un module de fonctions contenant l'espace E2(G/N)* défini
par la relation précédente. Cependant, I, prend ses valeurs dans un espace stricte-
ment plus grand que le C*-module obtenu en complétant £2(G/N)*. Ce phénoméne
sera étudié au paragraphe suivant en considérant les supports des fonctions obtenues
en appliquant I, dans le modéle ouvert, et dans un cas particulier au Chapitre 5.

4.3.2 Expression dans le modéle ouvert

Etudions a présent l'intégrale définissant 'opérateur d’entrelacement standard
dans le modele ouvert.

Soit F' définie sur NMA par nma —— e ?'8@ f(a)p(ma) ot f € L?*(N) et
p € C.(L).

On pose, pour f ® ¢ € C.(N) ® C.(L) et 29 = fgmoay,

Lo (f ® @) (o) = €' / e Plos e f(n(zgwp))p(I(zgwp)) dp.
N

Proposition 4.3.2 Soient f ® ¢ € C.(N)®C.(L) et xy = ngmoag = figly € NMA.

Alors
T, (f © ¢) (o) = /ﬁ F(6) [Unwrmy]* (1) 2.

7l

sous réserve de la convergence de l’intégrale.

— Démonstration.
Il est clair que

m(zowr) = mem(wv)

a(rowr) = apa(ww)

d’ou l'expression

L © ¢)(w0) = [ €715 e (m(wr)lal(wr) .

N
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D’aprés les formules du Lemme 3.3.6 et la formule intégrale associée par la Pro-
position 3.3.7, le changement de variables v < fa(wr) donne :

eplos(atwnlumatwr?)  [p ot ((wi(wp)))] ¢ [l (wi(wp))] dp

L(f o)) = [

N

_ /Neploga(WV)f [7ocs (e, (7))] ¢ [lopd (wp) ] dp

L’effet des conjugaisons de N par les éléments de L, se traduit au niveau de la
mesure par la fonction modulaire

mod~ ¢, = e?loge

pour [ = ma € L, d’aprés le Lemme 3.2.1. D’autre part, la définition de y = w? e M
implique que we,(7) = wu™'vp = w™ ' pour v € N d’on
a(we, (7)) = a(w™'D),
m(we, (7)) = m(w™7)
d’out

L(we, (7)) = Hw™'D)p.

On déduit des remarques précédentes et de la Proposition 4.1.1 que :

e—Ploga(wen(®)) ¢ [ﬁocl—ol(,;)] © [zoul(wcu(ﬁ))ﬂ] dv

N

_ / e108 ™) £ (061 ()] o [lob(w17) "] di
N

L(f o) = [

_ modﬁ(clo)/ e—ploga(wflczo(ﬂ))f(ﬁﬂ)(p [lol(w_lclo(ﬂ))_l} dv
N

= modN(clO)eQ”log“O/ e Plogalw™?) £(75) 0 [ag ' U(w™'D) " ew(mo)] do
N
Comme ¢, (ag) = ay* et que |7| est défini pour 7 # 1 par

_ ~1p
‘l/‘ — eploga(w 1/)7

il s’ensuit que

To(f @ ) (o) = / IO i 519) culls)] do.

~ [n1y|
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Les notations introduites dans la Proposition 3.3.8 permettent enfin d’écrire
I’opérateur standard sous la forme compacte de 1’énoncé :

dv

T (f ® ¢)(0) = /N F(6) [Uwrmr] " (10) 2.

7l

O

Il apparait alors que Z,, posséde formellement la propriété de C*(L)-w-linéarité

Zp(§.a) =Ty(§).a".

Cette propriété est seulement formelle, au sens ou les objets obtenus en appliquant
T, n’appartiennent pas au C*-module L?(N) ® C*(L). Le paragraphe suivant sera
consacré a I’étude de ces fonctions.

4.4 Existence et propriétés des opérateurs d’entre-
lacement

On se place dans le modéle ouvert, afin d’étudier la convergence des intégrales
définissant les opérateurs des paragraphes précédents et les propriétés des fonctions
obtenues en les appliquant.

4.4.1 Existence dans le modéle ouvert

L’intégrale définissant Z,, est convergente pour certaines fonctions a support
compact.

Proposition 4.4.1 Soient f ® p € C.(N) ® C.(L) et xg = ngly = Ngmoag. L’inté-
grale

T.(f © @) (o) = /N £ (70) [Uu-10r]" (1) &

7l

est convergente.

— Démonstration.
La compacité du support de f implique que I'intégrale porte sur une partie compacte
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de N. Ainsi, f et o étant continues, il suffit d’étudier I'intégrabilité au voisinage de
1, ou le facteur ﬁ est susceptible d’introduire une singularité. Or, [y étant fixé,
L(w™')~ Yyt sort de tout compact de L lorsque # — 1. En effet, en identifiant A
a R wvia a — er18(@) il apparait que a(w™'7) — 0 lorsque 7 — 1. Il s’ensuit
que [Uyw-10y¢]" (lo) = ¢ (L(w™'7) ey (lp)) est nul au voisinage de v = 1, et que
I’intégrale est bien définie. ([l

L’argument assurant, dans la démonstration précédente, I'intégrabilité au voi-
sinage de ¥ = 1 a [y fixé met en évidence le phénoméne qui empéche Z,,, méme
restreint & C,(N) ® C.(L) de prendre ses valeurs dans £(G/N). En effet, moyennant
I'identification entre A ~ R%, 'ensemble des a € R% tels que a(w™'7) 'a demeure
dans un intervalle compact prescrit de R* lorsque 7 est voisin de 1 est de la forme
10, m], avec m > 0 et n’est donc pas compact. Ce phénoméne sera analysé plus en
détail dans les paragraphes suivants.

Rappelons que la conjugaison par w inverse les éléments de A. La définition
suivante permet de décrire le support des fonctions obtenues en appliquant Z,, aux
fonctions de C.(N) ® C.(L).

Définition 4.4.2 [Fonctions i support semi-compact]
Soit k € NU {oo}. On dit qu'une fonction de classe C* sur L est a support
semi-compact si son support est contenu dans un ensemble de la forme
M x [m,+oo[ et I'on note C% (L) ensemble de ces fonctions.

La proposition suivante précise le comportement des images par Z,, de certains
éléments de C.(N) @ C.(L).

Proposition 4.4.3 Soient ly € L et ng € N fizés.
i) Pour f € C.(N), Uapplication o — L, (f @¢)(ng ) envoie C.(L) dans Cy(L).
ii) Pour ¢ € C°(L), Uapplication

fr—Zu(f @ ¢)(-lo)

s’étend en un opérateur borné de L?(N).

— Démonstration.
Le premier point est une reformulation des remarques précédant I’énoncé, en uti-
lisant les notations de la Définition 4.4.2. Pour le second, la Proposition 4.3.2 fait
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apparaitre Z,, comme une convolution sur N. Plus précisément, ¢ étant fixée, I’ap-
plication wy, : 1 — [Uy-1yp]" (lo) = ¢ (L{w™'n) e, (l)) est de classe C*, a
support compact sur N \ {1}, en particulier nulle au voisinage de n = 1. L’identifi-
cation de NV a I’espace euclidi(er; n par la fonction exponentielle préservant la mesure,
we (N

la convolution par n — 7]
n

s’¢tend en un opérateur borné de L?(N). O

Le fait que cet opérateur d’entrelacement ne s’applique pas au C*-module £(G/N)
peut étre mis en paralléle avec le fait que les opérateurs de la théorie de Knapp et
Stein sont obtenus par prolongement méromorphe et présentent des poles. De méme
qu’il est possible de localiser ces poles lors de la construction de 'opérateur classique
de la Proposition 2.4.2, 'opérateur Z,, peut étre décomposé afin de faire apparaitre
une partie bornée et a isoler ce qui tient lieu de singularité dans ce modéle.

Plus précisément, soient

T35 (f © ¢) o) = le@mm[MWAdea@%;
0 @ ¢)(a0) = /|<1 (F(009) = F0) [Via ] ()

Rdf®@@d:fmd/ Vi) (o)

|7]<1 ’

de sorte que
T =T0 + I + Ry

Les différents termes de cette décomposition seront étudiés séparément au cours
des paragraphes suivants.

4.4.2 Parties densément définies

Considérons tout d’abord Z%° : soit f ® ¢ € C.(N) ® C.(L). La troncature
du domaine d’intégration et la compacité des supports de f et ¢ impliquent que
I'intégrale porte sur une partie compacte de N\ {1}. L’analyse menée au paragraphe
précédent montre que si ng est fixé, le support de I'application

L— L7 (f @ @) (nol)

est compact.
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La troncature du domaine d’intégration permet en fait d’exclure complétement
la singularité. Ce résultat s’énonce en tenant compte de 1’action de w sur C*(L). En
effet, si F/ est un C*-module hilbertien sur une C*-algebre B et 3 un automorphisme
de B, on définit un C*-module Ej en munissant E de Paction .30 = £.6(b) et
du produit scalaire (£,7)s = 7' ((§,n)g). Ici, on notera £(G/N)™ le C*-module
hilbertien obtenu ainsi en considérant 5(¢) = ¢* pour ¢ € C*(L).

Ceci donne un sens précis a la C*(L)-w-linéarité évoquée a la fin du Paragraphe
4.3 et permet d’énoncer le résultat suivant, qui montre que ’'opérateur, convenable-
ment tronqué, prend bien ses valeurs dans le C*-module E(G/N)™.

Proposition 4.4.4 L’application I.° est définie sur une partie dense de E(G/N)
et prend ses valeurs dans E(G/N)™.

— Démonstration.

Soit I’ une combinaison linéaire de tenseurs élémentaires du modéle induit C,.(N) ®
C.(L), considérée comme une fonction de N dans C.(L). Pour une telle fonction,
Pexpression de Z;°F' est la suivante :

T*F(n)(l) = / U1y F(017)] (1) 2.
|7|>1 4
Il suffit de montrer que (Z;3°F,Z°F) est un élément de C*(L). Pour ce faire, on
domine la norme par 'inégalité suivante :
- - o . dvy dry
jezrzzr< [ [ [ rLFew) 2 2
N Jm|>1 J|m|>1 ] |15
L’application

_ ., dv
v 1F ()| =

|7|>1 4
est de carré sommable car il s’agit de la convolée de la fonction a support compact
11
y | M | -
la Proposition 4.1.8. Il s’ensuit que la quantité (Z;°F, Z;7 F') est finie, ce qui établit
que Z2° envoie bien C.(N) ® C.(L) dans E(G/N)". O

v — ||F(nv)|| avec la fonction v — , qui est de carré sommable en vertu de

Remarque 4.3 Bien que nous ne soyons pas parvenu a I’établir ici, il nous semble

que l'opérateur Z:° se prolonge en un opérateur borné de C*-modules entre £(G/N)
et £(G/N)". L'opérateur défini par I'expression

_ w1 AU

F(Ro?)Up11y¢ P2z

7[>1 7|
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est également densément défini sur £(G/N)¥, prend ses valeurs dans £(G/N) et
vérifie formellement la relation d’ajonction avec Z:°.

Considérons a présent opérateur Z°. Le domaine d’intégration est tel que cet

opérateur ne s’étend pas en un opérateur borné entre C*-modules. Il existe cependant
un sous-espace dense de £(G/N) envoyé dans £(G/N) par Z0.

Proposition 4.4.5 Soit xy = noly € NL. L’expression

0 ® o) (o) = / (F(Ro7) — £(70)) [Uw10y2]” (1) 2

lp|<1 4

définit un opérateur sur un sous-espace dense de L*(N) @ C*(L) a valeurs dans

L*(N)® C*(L)“.

— Démonstration.

Soit f ® ¢ € CH(N) ® C.(L). Démontrons que Z°(f ® ) est un élément du produit
tensoriel L*(N) @ C*(L). On identifie N & son algébre de Lie fi munie d’une base
compatible avec la décomposition n = g_, + g_o,. La formule de Taylor a ’ordre 1

montre que f(nor) — f(ng) = O(||7]|) onr la norme || - || est la norme euclidienne sur
n. D’apres la Proposition 4.1.7, cela signifie encore que
f(now) — f(n) = O(|7|), (©)

avec d > 0. Posons, pour g € N,

P = [ 00w £00) Ui

[ S S, dv
- —1d l(wilﬁ) —l11—d
pl<1 4 7|
D’aprés (o), la quantité nouy)’—df(n ) est bornée sur le domaine d’intégration.
7

D’autre part, ’application
Ut(w-19)
|| 1=d

= 1. Il s’ensuit que F(7g) est un multiplicateur

est intégrable car HUl(wﬂl;) HM(C*(L))

de C*(L) et le produit scalaire a évaluer s’écrit

(T(f ), T © ) = ¢ /_ F (o) F (o) diig .

N
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Linégalitée F(7g)*F (o) < ||F(io)]|* montre qu’il suffit de démontrer que I'appli-
cation nig — || F'(71g)]| est de carré sommable. Le support de la fonction F' est compact
car le support de f et 'adhérence du domaine d’intégration le sont. Elle est en outre
bornée. En effet, I'inégalité des accroissement finis montre que la constante domi-
f(o7) — [ (7o)

77
et v varie dans un compact. Cette fonction est donc de carré sommable et il vient

nant est uniforme en 7y sur le support de F' car f est de classe C*

(Tf ©0). I8 ®9) < o'p /N | (o)1 di,

d’ou le résultat. O

4.4.3 Partie résiduelle

Le dernier terme dans la décomposition de l'opérateur standard Z,, agit par
définition uniquement sur C..(L). Il est responsable de la transformation des supports
compacts en parties non compactes de L. La proposition suivante fait apparaitre R,,
comme un opérateur de convolution par une certaine distribution.

Proposition 4.4.6 Soit T, la distribution définie sur L par
Ty(N) = 61 (-1 (L(w™'w) 1) A).

T: / led—jj
|p|<1 |7

définit une mesure de Radon sur L. De plus, l'opérateur R, est donné par T sur
L*(N) ® C.(L) au sens ot l'on a, pour f @ ¢ dans cet espace,

Ru(f@p)=f (T *¢").

Alors 'intégrale

— Démonstration.
Soit ¢ = oy ® pa € CX(M) ® CP(A). Par définition de 75,

To(p) = eu (cw(m(w™'D))) a (cula(w 7))
= o (cu(m(w™'7))) pa(a(w 7))

La Proposition 4.1.1 montre que le premier facteur est a-homogéne de degré
0, cependant que le second ne dépend que de |p|, d’aprés la définition méme de la
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fonction norme. Plus précisément, p4 (a(w™'2)™1) = ¢4(|7|) ou ¢ est une constante
positive dépendant de I'identification entre choisie entre a et R.

La Proposition 4.1.8 s’applique donc, et il vient

T(0) = CMuton) | o)

ou C est une constante et M, (¢nr) désigne la valeur moyenne associée par M a la
fonction 7 — oy (cw(m(w™'0))). Cette valeur moyenne définit bien une mesure
de Radon sur M. En effet, si ¢ est une fonction continue a support compact sur R
telle que l'on ait

dr

r

—+00

W(r)dr =1,
0

la Proposition 4.1.8 implique que

Mulow) = [ o (eulmiw ) w(lo]) do

N

ol | o el '5)) do

IN

d’out

| Mo (par)| < C Ml llo
ou C’ est une constante positive. La distribution T" agit sur ¢4 comme la mesure de
Haar, d’ou le résultat. 0

Nous calculerons explicitement la distribution 7" dans les cas particuliers de
SLy(R) et SLy(C) au Chapitre 5. Il apparait déja que cette mesure est en geé-
néral supportée par la sous-variété de L déterminée par l'image de N \ {1} sous
I’application

n+— L(w™'n).

Remarque 4.4 La partie résiduelle R,, de l'opérateur Z,, agit trivialement sur
L%*(N) et comme une mesure de Radon sur M. La singularité est donc concentrée
dans Paction sur C.(A), que l'on peut identifier en rang 1 a C.(R). Sur cette partie,
T agit comme la convolution par la fonction indicatrice x[o o[- Cette convolution
est un opérateur C.(R) — C(R) qui ne prend pas ses valeurs dans C*(A) et ne peut
donc pas méme définir un opérateur densément défini. Sous I'identification, par la
transformée de Fourier, de C*(A) a Cy(R), cette convolution consiste en la multipli-
cation par une distribution combinaison de la mesure de Dirac en 0 et de la valeur
principale de i et n’est donc pas un multiplicateur, méme non borné, de Cy(R).
Cette distribution peut encore étre obtenue comme prolongement méromorphe, qui

présente les mémes poles que les opérateurs obtenus par Knapp et Stein.
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4.4.4 Démonstration de ’existence dans les autres modéles

On établit a présent les théorémes 4.3.1 et 4.3.2 énoncés plus haut, qui affirment
que l'opérateur d’entrelacement standard [I,, donné dans le modéle initial et le
modéle induit par la méme formule intégrale

I,F(x) = /NF(MW_L) dn

est bien défini pour F' € C.(G/N) C E(G/N) et F € £?.

Soit I une fonction a support compact sur G/N. Le groupe G étant de rang réel
1, la décomposition de Bruhat G = PwP U P permet d’écrire G comme la réunion

NPUw P,

le second terme étant de dimension inférieure et donc de mesure nulle. On note p la
projection
G/N

|

G/P.

Supposons d’abord que le support de F' se projette sur une partie de G/P ne
contenant pas la classe [w™!] = [w] de w™!. La fonction F est donc supportée par un
compact de N x L et peut alors étre vue comme une fonction sur N & valeurs dans
C.(L). ’expression de I'opérateur appliqué a F' est alors identique & celle obtenue
dans le modéle ouvert :

a la séparation des variables prés. On remarque en outre que cette expression coincide
avec la restriction & N de celle calculée au Paragraphe 4.3.1 dans le modéle induit :
cela procéde de ce que 'on considére F' comme une fonction de N dans C.(L).

La démonstration de la Proposition 4.4.1 s’applique alors en considérant, au lieu
des deux constituants d’un tenseur élémentaire, les applications partielles obtenues
en fixant la composante suivant N et celle suivant L, et établit la convergence de
I'intégrale définissant I, F'.

Traitons a présent le cas général : soit v une fonction continue a support compact
sur G/P, valant 1 sur un voisinage de [w] et nulle au voisinage de [1], de sorte que
(u, 1 —u) soit une partition de I'unité. On peut alors relever cette partition sur G/N
via p et décomposer F' en

F =puF +p*(1 —u)F.
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Le cas de p*(1 — u)F reléve de la remarque précédente. Considérons enfin p*uF :
la composée de cette application avec la translation L(w) a gauche par w, vérifie la
méme condition de support que p*(1 — u)F. On peut donc, d’aprés ce qui précéde,
appliquer I, & L(w)p*(1 —u)F. Or, on a vu que I, commute a l’action & gauche de
G, donc I, s’applique bien au second terme de la somme, et finalement a F'.

Le Théoréme 4.3.2 se démontre de la méme maniére ou se déduit de ce qui
précéde en composant [, par l'application F' —— F' de la Proposition 3.3.2 qui
réalise I’équivalence entre le modéle induit de £(G/N) et le modéle de la construction
initiale.

4.5 Comparaison avec les opérateurs de Knapp et
Stein

L’idée originale des intégrales d’entrelacement, telles qu’elle sont présentées dans
[KS71] et [KS80] consiste a obtenir des fonctions Np-invariantes a partir de fonctions
Ni-invariantes en moyennant sur No/(N7 N Ny). Le travail accompli dans [Sch71]
montre que l’'on peut se ramener au cas des groupes de rang 1 et aux opérateurs
d’entrelacement standard, donnés par l'intégrale

/ F(zwn) dn,

N

oit N désigne I'image de N par Iinvolution de Cartan.

4.5.1 Domaine de définition

Dans la théorie classique, on essaie d’appliquer, pour un couple (o, v) fixé, les
intégrales d’entrelacement a des sections du fibré

G/N Xy, H, .

|

G/P

Les intégrales considérées sont alors données par des noyaux qui ne sont pas locale-
ment intégrables, et nécessitent alors d’étre définies par prolongement méromorphe.

Au contraire, 'approche globale au niveau du C*-module £(G/N) permet de
considérer des fonctions a support compact sur G/N, pour lesquelles le Théoréme
4.3.1 montre que l'intégrale est convergente.
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4.5.2 Normalisation des opérateurs d’entrelacement : prin-
cipe

Comme on I’a vu au Paragraphe 2.4.3, il est possible de construire des fonc-
tions scalaires v destinées a compenser les singularités des opérateurs obtenus par
prolongement méromorphe, afin de rendre ces derniers unitaires. Ces fonctions sont
obtenues a partir des fonctions 7, elles-mémes fournies par 'application du lemme de
Schur aux représentations de la série principale dont le théoréme de Bruhat montre
lirréductibilité.

Les opérateurs d’entrelacement construits au niveau de C.(G/N) ne se compo-
sant pas en raison des problémes de support décrits plus haut, il n’est pas possible
a priori de construire 'analogue des fonctions n pour définir des opérateurs norma-
lisés, c’est-a-dire des unitaires C*(L)-linéaires et C*(G)-invariants définis au niveau
de £(G/N). En reprenant et en simplifiant les notations du Paragraphe 2.4.3, il
apprait donc difficile de fournir un analogue a la relation I*I = 7, ou a la définition
I = %I . En revanche, ’expression

I =~

invite & tenter de définir un unitaire Y de £(G/N) au niveau de C.(G/N) tel que
la composée

LyolU®

soit définie sur C.(G/N) et se comporte comme un scalaire, dans le sens ou elle
n’agisse que sur C*(L).

Le but de la construction de tels opérateurs normalisés est de décrire 'action du
groupe de Weyl intervenant dans la formule () de Wassermann, citée dans 'intro-
duction et permettant d’analyser la C*-algébre réduite de G en termes des classes
d’association de sous-groupes paraboliques de GG. On présente une telle construction
au chapitre suivant, dans les cas particuliers de SLs(R) et SLy(C), pour lesquels le
groupe M intervenant dans la décomposition de Langlands du parabolique minimal
est abélien.






Chapitre 5

Etude de cas particuliers : SLo(R) et
SLy(C)

Nous étudions ici en détail les objets présentés dans le reste de ce mémoire dans
le cas de groupes de Lie semi-simples particuliers, de rang réel 1 : les groupes des
matrices carrées réelles d’ordre 2, de déterminant 1, & coefficients respectivement
réels et complexes, d’algébres de Lie sl3(R) et sl3(C) composées des matrices carrées
d’ordre 2, de trace nulle. Nous décrivons explicitement le dual réduit de ces groupes,
ainsi que les opérateurs d’entrelacement de Knapp et Stein pour SLs(R). La norma-
lisation envisagée au dernier paragraphe du chapitre précédent est présentée pour
ces deux groupes, et décrite en exploitant la commutativité de la composante de
Levi.

5.1 Structure, intégration

5.1.1 Décomposition d’Iwasawa

Le groupe K = SO5(R) des rotations du plan est un sous-groupe compact maxi-
mal de SLy(R). La rotation plane d’angle § € R/27Z sera désignée par

Ry — { cosf@ —sinf } '

sinf cosf

Soit A le sous-groupe abélien de SLy(R) constitué des matrices diagonales de

103
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déterminant 1 & coefficients strictement positifs :

a{[r 2] eem) {2 0] ien).

Son algébre de Lie a est ’algébre des matrices réelles diagonales de trace nulle.

Enfin, N et N désignent respectivement les sous-groupes nilpotents de SLy(R)
constitués des matrices triangulaires supérieures et inférieures a coefficients diago-
naux égaux a 1 :

Les décompositions d’Iwasawa d'un élément g € SLy(R) suivant KAN et KAN
seront respectivement notées x(g)a(g)v(g) et ®(g)a(g)v(g). Plus précisément, on a

pour g = { CCL Z } dans SLy(R),

B 1 a —c | v a* +c? 0
/i(g) = \/(ﬁjﬁ—cQ c a = RArctg(g) 3 a(Q) - 0 \/mfl
1 o
)=y 57|
et
. 1 d b N VL& 0
r(g) = N [ b d ] = Bprcig(z) alg) = 0 12 + 2

70) = | e |

b2+d?
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On commettra fréquemment ’abus de notation correspondant aux isomorphismes
A~RI ~R N ~Ret N ~R consistant & identifier une matrice avec le coefficient
qui la caractérise, par exemple

ou encore

On aura ainsi, avec les notations ci-dessus,

sin
acosf atcosl —
_ a
Rg.a.t = . . COSH
asinf atsinf +
a
et
s sin 0
acosf — —sinf —
_ a a
Ry.a.s = . g cosh
asinf + — cosf
a a

5.1.2 Composante de Lévi et groupe de Weyl

Soient M’ et M respectivement le normalisateur et le centralisateur de A dans
K. Le groupe M est réduit & {—1, [r} ~ Z/2Z.

On note L le produit direct M x A et P le sous-groupe parabolique minimal
L x N. Le groupe L est isomorphe au groupe multiplicatif R*, agissant sur N ~ R
par
at=a"?t

et P est le groupe des matrices triangulaires supérieures de SLy(R). Le groupe de
Weyl de SLy(R), W = M'/M = Nk (A)/Zk(A), est d’ordre deux. Un représentant
dans N (A) de ’élément non trivial de W est

w51
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1l vérifie w? = —I, donc w? = 1 dans W et conjugue N en N : w 'Nw = N.

L’action de L ~ R* sur N ~ R est donnée par

a.s = GQS.

Enfin, la conjugaison des éléments de L par w vérifie w=w = 7! pour | € L.
L’automorphisme de C*(L) correspondant est donc donné par

e (1) = (i)

pour ¢ € C,(L).

5.1.3 Décomposition de Bruhat et Langlands, fonction norme

La décomposition de Bruhat relative a& P s’écrit :
SLy(R) = P PwP
d’ou

wl'G = wl'PUw 'PwP=w'PUw 'NwP
= w'PUNMAN.

*
Or w™'P = { 2 % } est une sous-variété de codimension 1 de SLs(R), donc I'en-

semble G\ NMAN est de mesure nulle dans SLy(R). Ainsi, presque tout élément
de SLy(R) se décompose suivant NMAN.

Pour g = [CCL Z} avec a # 0, on note

g = n(g)m(g)a(g)ny,

avec

Qo =
)

1
I

IS
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Cette décomposition est unique pour les éléments qui en admettent une. On
notera parfois I(g) = m(g)a(g). D’aprés ce qui précéde,

l(g) = {g a(_]l]:a.

—-s —1

Soit enfin 7 = [ i 0 } identifié & s € R. On a alors w™ v = {

1

lw™ ') = —s,

et la fonction norme coincide avec la valeur absolue sur R.

5.1.4 Intégration

L’algébre de Lie a de A est 'algébre des matrices réelles diagonales de trace

nulle :
r 0
o= {[7 0] ser)

On choisit un ordre sur les racines restreintes, si bien que la demi-somme des racines
positives est la forme linéaire p : @ — R définie par

p({lg _Ox})zx-

Ainsi, pour a € A identifié a son coefficient de la premiére ligne et de la premiére
colonne, le réel e”1°2(®) est exactement a. Par conséquent, en notant d\ des mesures
de Lebesgue sur la droite réelle, le cercle S' ou leurs restrictions a des ouverts, la
décomposition de la mesure de Haar de SLs(R),

d(kan) = e*'¢@dk da dn
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relative a la décomposition d’Iwasawa s’écrit a une constante preés :

/S LQ(R)f(g)dg: /S /0+°° /R F(0,a,t) dA(0) adA(a) dA(t)

pour toute fonction f mesurable sur SLy(R).

Comme SLs(R) est semi-simple, il est unimodulaire : la mesure de Haar a gauche
est également invariante a droite. Il n’en va pas de méme pour le sous-groupe parabo-
lique P : la composante de Lévi L = M x A est un groupe réductif donc unimodulaire
mais le produit semi-direct L X N ne I’est pas. La décomposition de la mesure de
Haar de P relative a sa décomposition de Langlands est

d(man) = dm da dn,
et la fonction modulaire associée est

Ap(man) = e~ 218l@ — =2,

5.1.5 Transformée de Fourier : notations et rappels

On fixe ici les notations pour la transformée de Fourier sur R". Les références
utilisées sont les ouvrages [SW71| et [SS03|, ainsi que [RS72| et [RS75|. Soit enfin
a = (ai,...,a,) € N* un multi-indice.

Alors,

si f est une fonction sur R”, on note f la fonction z — f(27x)
on note |« la longueur de «, définie par |o| = oy + ... +
pour z = (z1,...,2,) € R", on note z® = 2" ... z0"

— on définit de méme P(x) pour P € R[X7,..., X,]
— lopérateur différentiel D, est défini par

o n ol
D= (2 (2)'-__9"
0xq oz, Oz{t ... Oxon

Définition 5.1.1 [Espace de Schwartz]
On appelle espace de Schwartz sur R" 'ensemble S(R™) des fonctions de
classe C* a décroissance rapide, id est telles que

sup |z*Dgf(x)| < 0o
rER?

pour tous multi-indices a et (3.
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On rappelle enfin qu'une distribution tempérée sur R™ est une forme linéaire
continue sur S(R") et que 'espace de ces fonctionnelles est noté S'(R™).

Définitions et propriétés élémentaires

Soit f dans S(R™). La transformée de Fourier de f est la fonction, notée f et
définie, pour ¢ € R” par

~

fle) = [ fapemsan.

L’application F : f — f est une bijection de S(R™), dont la réciproque est donnée
par [ — f, ol

fl) = | freer==sac

et ’¢tend, grace a la formule de Plancherel, en une isométrie de L?(R™).
Notation : il sera parfois plus lisible de noter f = F*(f).

La transformée de Fourier posséde la propriété d’envoyer les produits de convo-
lution sur des produits ponctuels :

— ~

fg(&) = f(£)g(8),

pour f,g € S(R") et £ € R™. L’opérateur F s’étend aux distributions tempérées en
posant

pour 7' € §'(R") et p € S(R™).

Multiplicateurs de Fourier

Soit A un opérateur linéaire défini sur une classe de fonctions sur R contenant
S(R™), par exemple LP(R™). Supposons qu’il existe une distribution tempérée 7" telle
que ’on ait

Af=Tx f
pour toute fonction f € S(R™). Le cas échéant, on a
Af =T},

et la distribution tempérée T est appelée multiplicateur associé a A. Par exemple, si
A est un opérateur borné de L*(R™) dans lui-méme qui commute aux translations,
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alors A agit sur S(R") comme la convolution par une certaine distribution T4 et le
multiplicateur associé T’y est une fonction mesurable bornée.

Pour les opérateur différentiels, on se raméne au cas des dérivées partielles. On

montre ainsi que le multiplicateur associé a % est 'application £ —— 2im§;. 1l
s’ensuit que si D est opérateur différentiel associé au polynome P € R[ X7, ..., X,],

le multiplicateur associé a D est P(i-), c’est-a-dire
& — P(2im§).

Plus généralement, on définit a ’aide des multiplicateurs les images du gradient
par calcul fonctionnel borné :

Définition 5.1.2 [Calcul fonctionnel pour —iV]
Soient u € L>(R™) et f € L*(R™). On pose

w(—iV) f = F*(af).

La proposition ci-dessous permet, moyennant certaines conditions sur u, d’expri-
mer u(—iV) comme une convolution.

Proposition 5.1.3 Soient u € L°(R") et f € L*(R"). Si en outre u € L*(R") ou
u € LY(R™), alors
u(=i)f(x) = [ o= )f)dy

[intégrale étant convergente pour tout x dans le premier cas et pour presque tout x
dans le second.

Puissances du Laplacien

On désigne par A le Laplacien habituel sur R" :

On peut démontrer [RS75] que —A s’étend en un opérateur auto-adjoint positif
sur le domaine

D=/{feL*R") | Af € L*(R") au sens des distributions} .
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Soit @ > 0. On pose, pour f € S(R") et z € R",

Ay s = [ (b ie e,

Les considérations du paragraphe précédent au sujet des opérateurs différentiels
montrent que I'opérateur ainsi défini coincide avec le a-iéme itéré de —A lorsque a
est un entier naturel. On vérifie également que (—A)®f est toujours de classe C'™,
mais pas nécessairement a décroissance rapide lorsque a n’est pas entier.

L’énoncé ci-dessous précise le calcul fonctionnel mesurable pour 'opérateur (—A)z.
Il s’agit d'une version « radiale » des opérateurs introduits au paragraphe précédent.

Définition 5.1.4 [Calcul fonctionnel pour (—A)%]
Soient u € L*(R,) et f € L*(R™). On pose

u((—A)2)f = F*(a.f),

ou 1, désigne la fonction x — u(27||z|]).

Comme précédemment, u((—A)2) est un opérateur borné bien défini sur L2(R™),
car la multiplication par u est bornée.

Transformée de Hilbert

Il s’agit de 'opérateur de convolution par la distribution valeur principale de Tr—lx :

Définition 5.1.5 [Transformée de Hilbert]
Pour f € C°(R), on pose

Hf(x)= V.p.l /+OO ) dy = lim l/| ) dy.

™ o LY =0T z—yl>e T — Y

On montre que le multiplicateur associé a cette distribution est ’application

§ — —isgn(§).



112 CHAPITRE 5. Etude de cas particuliers : SLy(R) et SLy(C)

5.2 Représentations de SL,(R)

On décrit ci-dessous les représentations unitaires irréductibles faiblement conte-
nues dans la représentation réguliére de SLy(R), ainsi que les équivalences unitaires
—_—

entre elles, et donc leurs classes dans 1’espace dual SLs(R).

5.2.1 Série discréte

Dans ce qui suit, H désigne le demi-plan de Poincaré, c’est-a-dire I’ensemble des
nombres complexes de partie imaginaire strictement positive. Soit n > 2 un entier.
On considére 'espace des fonctions f analytiques sur H et telles que

1] = / / FEP Y2 dedy < +oo,

ou z = x + 1y. Cet espace n’est pas réduit a 0 : il contient en particulier la fonction
& iz — (zJ:i)” et la formule ci-dessus définit une norme qui en fait un espace de
Hilbert sur lequel SLs(R) agit par

(2 ) (2555)

Pour n > 2, les représentations ;" sont unitaires et irréductibles. D’autre part,
ces représentations sont de carré intégrable : le coefficient

9+ (2, (9)&n: &n)

est un élément de L?(G). D’aprés [Dix61| tous les coefficients de &, sont de carré
intégrable et les classes d’équivalence de ces représentations sont des points isolés

—

du dual réduit SLy(R),.

On définit de méme une famille de représentations (2, ),>2 en conjuguant l’ac-

tion précédente. Cette famille vérifie les mémes propriétés que (Z,7),>o.

5.2.2 Série principale

Il s’agit des représentations induites a partir de représentations unitaires irréduc-
tibles de dimension finie de P = M AN =~ (Z/2Z x R*.) xR. Une telle réprésentation
de P est nécessairement de la forme o ®@e™ ®1 ot o € {1,¢}, € désignant le caractére
non trivial de Z/27Z et v est une forme linéaire sur I’algébre de Lie de R, identifiée
a R, de sorte que iv est un nombre imaginaire pur.
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On note respectivement,

25 =ndiP® 1@ @1 et P, =Ind*® gt @l

Ces représentations agissent toutes sur I'espace de Hilbert L?(R), par

S E——

_(|a b sgn(—bx + d) ax —c
P = , .
({c de("”) (—be+d)vw T\ Zoe 1 d
On dispose donc ainsi d’une famille de représentations unitaires de SLy(R), in-
dexée par R xR. On montre en utilisant I’analyse de Fourier, ou les travaux généraux

de Bruhat, Knapp et Stein présentés au Chapitre 2, que ces représentations sont ir-
réductibles, a 'exception de &, . On décrira aux paragraphes suivants les éléments

—

de SLy(R) associés a ces représentations, ¢’est-a-dire leurs classes d’équivalence uni-
taire.

5.2.3 Série complémentaire

La construction précédente est encore possible en remplagant i par un nombre
complexe quelconque u + v, mais fournit des représentations non unitaires lorsque
u # 0. On montre cependant que ces représentations peuvent étre unitarisées lorsque
0 < u < 1. Les représentations ainsi obtenues constituent la série complémentaire
de SLy(R). Ces représentations ne sont pas faiblement contenues dans la réguliére
et n’apparaissent donc pas dans le dual réduit.

5.2.4 Limites de la série discréte

Comme au Paragraphe 5.2.1, H désigne le demi-plan de Poincaré. On considére
I’espace des fonctions f analytiques sur H et telles que

“+o00
IfI? = sup / |f(z +iy)|* de < +o0.

z+iyeH J —oo

L’espace de la représentation Z;" est le complété obtenu pour cette norme, sur
lequel SLy(R) agit par

2 ({Ccl ZD f(z) = _bzl—i-d f (jgz:tcd)‘
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On définit de maniére analogue une représentation 2! sur le méme espace. Ces
représentations sont irréductibles et faiblement contenues dans la réguliére, mais
leurs coefficients ne sont pas de carré intégrable comme les éléments de la série
discréte indexés par n > 2.

On peut montrer que

Py~ d 9y,

ce qui constitue un cas particulier de I’égalité de Schmid [Sch75, Sch77|.

5.2.5 Opérateurs d’entrelacement

Les notations sont celles du Paragraphe 5.2.2. Les équivalences entre représen-
tations de la série principale de SLy(R), interprétées dans le modeéle ouvert sont
données par les intégrales suivantes :

+o00 1
I f(z) = ) f(f—y)Wdy
et
+oo
i) = [ re- 0 g,

ot f € L*(R). Il s’agit des intégrales définissant les opérateurs standard : formelle-
ment, elles entrelacent respectivement ;) avec 2%, et &, avec 22—, . On constate
cependant que les noyaux définissant ces intégrales ne sont pas localement inté-
grables. Ces objets ne sont donc pas bien définis par les expressions ci-dessus, mais
sont obtenus par prolongement méromorphe. On fixe désormais o = 1.

Soit T la distribution définie par
T (z) = |27

lorsque Re(z) > 0. Cette expression se prolonge méromorphiquement a C tout entier,
avec des poles simples au entiers pairs négatifs. L’opérateur IS apparait donc comme
une convolution :

Ly(f) =Ty = [

pour f dans l'espace de la représentation 22 identifié a L*(R), a valeurs dans
lespace de 22, également identifié & L?(R).
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On peut considérer, pour v # 0, la composée I*, It qui entrelace Z2; avec
elle-méme. Le Théoréme 2.4.1 de Bruhat assurant que cette représentation est irré-
ductible, il s’ensuit que

15,15, =y (iv),

—w

ol 1, est une fonction a valeurs scalaires.

L’étude des zéros et des poles de cette fonction et de son analogue n_ pour le cas
o = ¢ permet de déterminer la réductibilité des représentations de la série principale
induites de (0,0). Ces fonctions sont en outre liées a la formule de Plancherel :
I’inverse de 7, est un multiple de la densité associée a ¢ figurant dans la mesure de
Plancherel.

Normalisation

La méthode permettant de ramener 1’étude de la réductibilité de certaines repré-
sentations a celle de la fonction 7. consiste & normaliser les opérateurs d’entrelace-
ment. Comme on ’a vu au Paragraphe 2.4.2, il s’agit de construire une fonction v4
liée & 4 par la relation

N+ (2) = 72(2)7=(=2).

On vérifie alors que 'opérateur
Loy
ve(z) °
est unitaire pour z imaginaire pur et fournit I’équivalence unitaire attendue entre
PE et PE ) lorsque v # 0.

w)

Remarque 5.1 L’opérateur I* correspond a celui noté ;Z au Paragraphe 2.4.2
avec v = zp et o désigné par l'indice £ selon qu’il s’agit ou non du caracteére trivial
de Z/2Z.

Lorsque v = 0, on montre par I’absurde que si n+ admet un pole en 0, alors @5—“
est irréductible. D’autre part, si 7+ n’admet ni pole ni zéro pour z = 0 il en va de
méme pour v+ et 'opérateur normalisé est un multiple de ISE. Ce dernier n’étant
pas scalaire, la représentation 93[ est réductible. Enfin, n+ ne saurait s’annuler en
0. En effet, cela impliquerait que I="IF et donc IF s’annulent également en 0, et
donc que I3 soit scalaire.

Il reste donc a calculer les fonctions 7, et n_ intervenant. Il est possible de les
déduire de la formule de Plancherel, ou de déterminer directement les facteurs de
normalisation v, et v_. En effet, 'opérateur I= étant donné par la convolution par
la distribution 7%, on peut déterminer le multiplicateur associé.
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En T'occurrence,

e) = 2008 () T Il = VA2 s

T () = 2isin (5 ) D(z)sgn(€) 6]~

et

Il s’ensuit que ’on normalise les opérateurs I et I en posant

Tz Tz

v+ (%) = cos <7> I'(2) et  7y_(z) =sin <7> ['(2).

Les expressions des fonctions n+ associées s’en déduisent a une constante multi-
plicative pres :

ne(2) = (Cos (%)QF(Z)P(_Z)) |

Or la fonction I' vérifie les relations suivantes

s
rzra-—-z = t r 1) = z2I'(2).
Er0-2)=gis o e+ =:T0)

Il vient donc :

()= ——.
T ztan (%)
On montre de méme que
TZ
(T o)

Il apparait donc que 774 a un pole double en 0. En revanche, _ n’y admet ni pole
ni zéro. L’analyse présentée plus haut montre que 2 est irréductible, au contraire
de &, qui se décompose en somme directe des limites de la série discréte.

Du point de vue de la topologie, ce phénoméne se traduit par le fait que le dual
de SLs(R) n’est pas séparé. En effet, les limites suivantes ont lieu pour la topologie
de Fell :

lim &, =92 et lim &, = 9, .

v—0 v—0

Les limites de la série discrétes n’étant pas unitairement équivalentes, il s’ensuit que

—

SLy(R) n’est pas un Ty-espace. Notons que ce genre de phénoméne ne se produit
pas dans le cas des groupes complexes. Le topologie du dual réduit des groupes
considérés ici fut décrite par Lipsman dans [Lip70].
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5.2.6 Dual tempéré de SLy(R)

Série principale unitaire : (gz_i

N

ZV) veR

Ve

Pt
wow
2y
S

+

—iv

-—————————— = —— — -

N
¥

N 7

. @2_
. @3_
. Py =29 ®9 .

Zi,
P

w

@—i—

-—————————— = —= ——

P : limites de la série discréte

S

FIGURE 5.1 — Dual réduit de SLy(R)

5.3 (C*-modules associés

~

Série discréte : (9,::)7122

Ce paragraphe est consacré a la description des différents modéles pour le module
hilbertien £(G/N) lorsque G = SLy(R). On notera £ ce module dans tout le reste

de ce chapitre.
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5.3.1 Fonction modulaire

D’aprés la décomposition d’Iwasawa, 'espace X = G/N s’identifie topologique-
ment au produit K x A, id est & un cylindre S* x R%. La mesure dyu considérée,

dp(ka) = e*'°2@dk da
s’écrit alors explicitement

du(0,z) = xdA\(0) d\(x).

La fonction modulaire dg/n associée vaut donc

dg/n(ma) = a®

pour ma € M A, et le facteur de normalisation du produit scalaire est

Ya/n(ma) = a.

On en déduit les expressions du produit scalaire et des actions de SLy(R) et L a
gauche et a droite respectivement : pour fi, fo € C.(K x A) = C(S" x RY%) et
l=(c,a) € L~{-1,1} xRY :

+0o0

(1, 2)(e,0) = a/ (0, 2) f2(0, ax) x dA(0) dA(x).

st Jo

Enfin, 'action du multiplicateur U; sur f € C.(S' x R%) est donnée par

fU0,z) = %f(sﬁ, ax).

5.3.2 Modéle ouvert

Les décompositions décrites dans les paragraphes précédents, indiquent que les

matrices { i b } de SLy(R) admettant une décomposition dans NM AN sont celles

d
pour lesquelles le coefficient a est non nul, id est dont la composante suivant S' dans
la décomposition d’Iwasawa est une rotation d’angle différent de +7. L’ouvert du
cylindre St x R% correspondant s’identifie donc topologiquement a la réunion des

deux demi-plans

T T . T 3T .
]‘5’5[XR+U]§’7[XR+
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que la décomposition de Langlands identifie a

NMA~RXZ/2Z xR, ~RxRY U R xR

La Proposition 3.1.4 montre que £(G/N) est isomorphe & L*(N) ® C*(L). Dans
le cas de SLy(R), ce module s’identifie a

£~ [*(R) @ C*(R").

Plus précisément un sous-module dense de £ est constitué par les fonctions sur
R x R* de la forme

(12) = T S (D) ()
avec f € L*(R) et ¢ € C.(R*).
D’autre part, R* ~ Z/27 x R’ via x — (sgn(z), |z|) et C*(Z/2Z) ~ C @ C
via Vapplication f — (f(1), f(e)) = (f(1) + f(=1), f(1) = f(=1)). On en déduit

la décomposition C.(R*) = C.(R%) ® C.(R% ) correspondant & la décomposition des
fonctions sur R* comme somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

On considérera parfois les sous-modules suivants de £ :

&l ={f®vl|feL’R), p € C(R}) paire}

et
£ ={f®¢|f e L*(R), € C.(R}) impaire}

ou encore £Y @ &Y, dense dans &.

5.3.3 Le C*-module £ comme champ continu d’espaces de
Hilbert

Le cas de SLy(R), bien qu’il permette d’illustrer un certain nombre de propriétés
générales des groupes de Lie semi-simples, présente une particularité simplificatrice :
les sous-groupes K, M et donc L sont abéliens. La théorie des C*-modules hilbertiens
et la caractérisation des C*-algébres commutatives par la transformée de Gelfand
impliquent donc que £ peut étre réalisé comme ’espace des sections continues nulles
a U'infini d'un champ continu d’espaces de Hilbert sur le spectre de C*(L). Celui-ci
consiste en la réunion de deux droites, indexées par les caractéres 1 et € de Z/2Z,
chacune correspondant a I’espace des formes linéaires imaginaires pures v sur a ~ R.

Il apparait, dans modéle induit de &, que les fibres s’identifient toutes a L*(R).
D’autre part, action de SLy(R) sur chaque fibre, notée L*(R),, se fait par les
opérateurs &7 (g) présentés au Paragraphe 5.2.2.
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Dans ce cadre, le résultat 4.2.1 s’interpréte comme une version globale du théo-
reme de Bruhat 2.4.1 : en effet, fibre par fibre, les entrelacements bornés se spé-
cialisent en des opérateurs scalaires, car ils sont tous implémentés par des multi-
plicateurs de M(C*(L)), ¢’est-a-dire des fonctions bornées sur le spectre de C*(L).
L’étude de £ dans le modéle ouvert, et en particulier dans ce cas commutatif, contri-
bue donc a faire apparaitre 4.2.1 comme un théoréme d’irréductibilité.

De méme que le théoréme de Bruhat fournit seulement une condition suffisante
d’irréductibilité, la formulation globale au niveau de £ ne permet pas de détecter la
réductibilité de &7 .

Remarque 5.2 Une autre approche globale de la série comme fibré sur L est uti-
lisée dans la description de la C*-algébre réduite des groupes étudiés dans [BM76],
ainsi que dans [Hig07|, ou les fibres sont des espaces L? sur le sous-groupe compact
maximal K qui est un compactifié de N.

5.4 Opérateurs d’entrelacement

5.4.1 Opérateur 7,

L’expression générique de l'opérateur d’entrelacement étudié est la suivante :
Lo(f) = /f(~wﬁ) an,
N

ou f désigne, par exemple dans les travaux de Knapp et Stein [KS71, KS80|, une
fonction dans l’espace d’une représentation de la série principale. Dans le but de
définir un opérateur d’entrelacement sur £ dans le modéle ouvert, appliquons [, a
une fonction de la forme

Lt o)

B

avec f € L*(R) et ¢ € C.(R). Soit (t,7) € NL ~ R x R*, pour i = [ 31’ (1) ], on a

D’aprés les formules du Paragraphe 5.1.3,
1

x2s’

n(tzwn) =t —
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et
l(tzwn) = xs'.

On en déduit I'expression d’un opérateur d’entrelacement dans le modéle ouvert
L*(R) ® C*(R*) :

1 1
L@ ote) = [ (= )elas) s,
Le changement de variables s = ¢ — $218, donne enfin
f(s) 1
Tw t,r) = ds.
Featn = [ Lo as

Notation : suivant la Définition 4.4.2 on note C'; ’ensemble des fonctions continues
sur R* dont le support est inclus dans une partie de la forme | — oo, —A] U [A, +o0],
avec A > 0.

Proposition 5.4.1 Soient xo € R* et tg € R fizés.
i) Pour f € C.(R), Uapplication ¢ — L,(f®@¢)(to-) envoie C.(R*) dans C(R*).
ii) Pour ¢ dans ’espace de Schwartz S(R*), Uapplication

f = Tu(f @ ¢)(- x)

s’étend en un opérateur borné de L*(R).

— Démonstration.

C’est un cas particulier de la Proposition 4.4.3. La derniére expression de 'opérateur
T, le fait apparaitre, x et ¢ étant fixés, comme l'opérateur de convolution par la
fonction u — |—11L‘g0 (%), ne contenant pas 0 dans son support. ([l

Explicitons enfin la partie résiduelle R,, de I'opérateur d’entrelacement en cal-
culant la distribution qui la définit. Rappelons que cette distribution a été définie a
la Proposition 4.4.6 par la formule

T\ = /_<1 1 (cw (Lw™'2)~1) N v

vl

Proposition 5.4.2 Pour SLy(R), la distribution T définissant la partie résiduelle
R de Uopérateur d’entrelacement L, est la fonction indicatrice du sous-ensemble
] — 00, —1J U [1, +0o0].
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— Démonstration.
Les formules de la partie 5.1 montrent que 71" vérifie

ﬂ@:/mpP§%

pour toute fonction test ¢ sur R*. Le résultat attendu s’en déduit par un changement
de variables. U

On constate sur cet exemple que la distribution 7" refléte la singularité de 'opé-
rateur d’entrelacement, au sens ot son comportement asymptotique non décroissant
fait que l'opérateur de convolution associé envoie le sous-module L?(R) @ C.(R*)
dans un espace qui n’est pas inclus dans le C*-module £. On peut encore décrire la
distribution 7" dans le cas de SLy(C) : un calcul similaire montre qu’elle coincide
avec l'indicatrice de C\ D ou D désigne le disque unité. Ces deux résultats précisent
la Remarque 4.4, dans les cas particuliers ot N ~ K et [(w™!N \ {1}) = L ~ K*.

5.4.2 Normalisation

Bien qu’il ne soit pas a valeurs dans le C*-module &, 'opérateur Z,, posséde la
propriété de C*(L)-w-linéarité au sens ou il vérifie, pour f ® ¢ € L*(N) ® C.(L),
légalite Z,,(f @ p.U1) = L, (f®p).Ue, 1), en définissant, pour [ € R*, I'action a droite
de U; sur L*(R) ® C' (R*) comme celle sur £ dans le modéle ouvert, ¢’est-a-dire par
translation a droite.

Soit & présent Z, analogue C*(L)-linéaire de Z,, défini par la relation

Ty, =To(1®cy).

L’opérateur Z est donné par

ds
5]

pour f ® ¢ € L*(R) ® C.(R*) et (¢,2) € R x R*, soit encore

I(f ® o) (t, ) = / £t — 8)p(as)

d
I:/M@®mﬁi,
R ||

ou A désigne la représentation réguliére.
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Identifions le sous-espace C°(R) ® C.(R*) de £ avec C.(R*, C*(R)). Pour ¢y, @2
dans C.(R*,C(R)), 'expression du produit scalaire a valeurs dans C.(R*) est la
suivante :

(p1(x), p2(2y)) L2 %

(01, p2)(y) = /

pour tout y € R*. On note encore Z 'opérateur sur cet espace.

*

La comparaison des multiplicateurs de Fourier montre que 1'opérateur s’écrit

alors
T(e)e) = [ e Piplon)

R |5|

ou ’on note p
D=—1—.
i (1

Introduisons a présent ’analogue des opérateurs d’entrelacement normalisés du
Paragraphe 5.2.5. Soient f ® p € L*(R) ® C.(R*). On pose

U(f @ ¢)(x) = ¢(xD)f,

pour tout x € R*.

Lemme 5.4.3 L’application U s’étend en un opérateur unitaire U du C*-module
L*(R) ® C*(R*).

— Démonstration.
Soit f ® ¢ € L*(R) ® C.(R*). Alors, pour y € R*

d
W@ QUG & Dheran®) = [ (o). elayD) s T
P A d
_ /*<¢7(x)f, &(xy) f) e ﬁ daprés 5.1.2
4
— [ S@etn) 1
R* ||
= (f®p, [@p)lc®)(Y),
d’ou le résultat, U étant d’image dense dans L*(R) @ C*(R*). O

Contrairement au cas classique, on ne construit pas directement de facteur de
normalisation comparable aux fonctions 7, introduites au Paragraphe 5.2.5 : celui-
ci est obtenu en composant 'opérateur d’entrelacement par I'unitaire construit ci-
dessus.
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Proposition 5.4.4 Soit f @ ¢ € L*(R) @ C.(R*). Alors

ToU(f@p)=f@7*p,

ou 7y est la fonction définie sur R* par v(z) = o—ia !

— Démonstration.
Soient f @ p € L*(R) ® C.(R*) et (z,t) € R* x R. Alors

Tol(f &) (o t) — / 50 (p(szD) ) () =

E
= [ et o

5]

Comme dans la démonstration du lemme précédent, le « changement de variables »
s < sD est rendu licite en passant aux multiplicateurs de Fourier, ce qui revient a
considérer la décomposition spectrale de D et & appliquer le changement de variables
s «» X\ pour chaque valeur propre . O

L’unitaire U est un véritable opérateur borné du C*(R*)-module &, mais ne
commute pas a Iaction & gauche de SLy(R). La proposition précédente le met en
relation avec Z. Considérons a présent

U = (1® ey,

qui est au contraire C*(R*)-w-linéaire mais commute a I'action de SLy(R) a gauche.
C’est en ce sens qu’il peut étre considéré comme un opérateur d’entrelacement stan-
dard, et manifeste l'action du groupe de Weyl au niveau du C*-module £.

Enfin, la Proposition 5.4.4 montre que 'on a
TyolU" =~

ou 7 agit par convolution sur C.(R*). Cette égalité constitue I’analogue pour Zw
de la normalisation des opérateurs standards dans le cas classique, pour lesquels la

relation
1
[; (_[a) = Yo
Yo

est vérifiée pour chaque représentation o.



5.5. Cas de SLy(C) 125

5.5 Cas de SLy(C)

On étudie dans ce paragraphe 'opérateur d’entrelacement et sa normalisation
pour le groupe SLy(C).

5.5.1 Structure

Les formules algébriques du Paragraphe 5.1 donnant les décompositions d’Twa-
sawa de SLy(C) et de Langlands des sous-groupes paraboliques des matrices trian-
gulaires sont encore valables pour les matrices a coefficients complexes. On conserve
donc les mémes notations. Le sous-groupe compact maximal K considéré est désor-
mais SU,. La composante abélienne A de la décomposition d’Iwasawa est inchangée.
Les groupes nilpotents intervenant sont a présent

vo[ ] w o[} ]=c

le centralisateur dans K de A est le groupe

€it 0 1
M_H 0 e—it] ,teR}_S

et la composante de Levi L s’identifie donc a C*.

Les fonctions n, m, a et [ sont identiques a celles du cas réel, en remplacant

la valeur absolue sur R par le module sur C et la fonction z —— sign (z) = [a] bar

0 _ 2z

’analogue complexe z = pe? — ¢! =

5.5.2 Dual et ("*-algébre réduite

Le fait que SLs(C) soit un groupe complexe simplifie la description de son dual.
En effet, pour un tel groupe G, on sait d’'une part que toutes les représentations de
la série principale sont irréductibles [Zel68, Wal71] et d’autre part que toute repré-
sentation unitaire irréductible faiblement contenue dans la représentation réguliére
est unitairement équivalente a une représentation de la série principale. La formule
de Plancherel démontrée dans [HC54a| montre que la représentation réguliére se
décompose entierement sur la série principale. L’étude du dual réduit se rameéne
donc a considérer les classes d’équivalence d’éléments de M x A sous Paction par
conjugaison du groupe de Weyl, et 1’'on a :

G, ~ (M x A)/W.
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Dans le cas de SLy(C), il vient M ~ 7 et A ~ R, l'action de I’élément non trivial

0 1 .
= { } du groupe de Weyl sur ces espaces étant respectivement donnée par

-1 0

n+—— —n et v — —v. On en déduit la figure suivante de SLy(C),.

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | y
1 1 ‘@k
I I w
I I
| |
l l/: 2 29 P
| |
1 S 1
| P ] |
| | |
| | |
| | I
| | I
| | I
| | |
| | I
| | |
| | I
| | |
| | I
) i Py 2z 5z

FIGURE 5.2 — Dual réduit de SLy(C)

Notons a présent & le module £(G/N) associé a SLy(C). Le modéle ouvert de
ce module est donné par ’isomorphisme
& ~ L*(C) ® C*(C*).
Le méme argument de commutativité que dans le cas de SLy(R) permet de Voir &c
comme ’espace des sections d’un champ continu &c d’espaces de Hilbert sur Mx A.

Il est alors possible de reformuler, dans ce cas particulier, le Théoréeme 1.2 de

[Val84], sous sa forme adaptée aux groupes complexes, tel qu'il est énoncé dans
[Hig07] (Théoréme 3.3).
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Théoréme 5.5.1 Supposons G = SLy(C). Soit © laction de C'(G) définie sur
chaque fibre de Ec par la représentation de la série principale associée. Alors w
définit un x-isomorphisme

CHG) — Co(M x A, K(E))W

ot CO(J\//T x A, lC(g(c))W désigne 'algeébre des points fizes sous laction de W de
Co(M x A, K(&c)).

L’action du groupe de Weyl W est donnée dans les fibres par les opérateurs
d’entrelacement normalisés de Knapp et Stein. Les opérateurs U, introduit au para-
graphe précédent, et 1V analogue pour SL,(C) qui fait 'objet du paragraphe suivant
transportent donc cette action au niveau du C*-module £(G/N).

5.5.3 Opérateur d’entrelacement et normalisation

D’aprés ce qui précéde, le modéle ouvert du module £(SLy(C)/N) est donc
L*(R?*) ® C*(C*). L’expression de l'opérateur d’entrelacement standard dans ce mo-
dele est similaire a celle du Paragraphe 5.4.2 :

7 = / /\(8) X US—1 @
C |s]

et 'on procéde de la méme maniére pour normaliser cet opérateur. On introduit
cette fois 'opérateur

3} 0 0
D=2=2 12
0z O oy
avec lidentification usuelle C ~ R? donnée par z = x + iy, sous laquelle le produit
scalaire est donné par (x,y).(z',y") = Re(z2').
Le multiplicateur de Fourier associé a Ac(2) = Ag2(z, %) étant & — e2"(@¥)< on
en déduit ’identification
w2 4v
AMu,v) = e"o= "oy,

Or, le calcul fonctionnel pour D montre que

2ilm(sD) = (5D — sD")

— *(3 + g) + (3 — g)

-0 ox Zay y ox Z@y
0 0

= (s+s)% —z(s—s)a—y.
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d’ou 'égalité
)\(S) — e—iIm(gD)’

pour s € C, et une expression analogue a () pour Z :

T(p)(x) = / eI 6D) () L )

5]
valable pour ¢ € C.(C*, L*(C)).
Soit & présent V' défini sur L?(C) ® C.(C*) par

V(f®p)(r) =p(xD)f,

pour x € C*.

Lemme 5.5.1 L’application V' s’étend en un opérateur unitaire V du C*-module
L*(C) ® C*(C).

La démonstration est exactement la méme que celle du Lemme 5.4.3. On peut
enfin normaliser 'opérateur Z sur SLy(C) :

Proposition 5.5.2 Soit f @ ¢ € L*(C) @ C.(C*). Alors

ToV(f®e)=f@7*xp,

ou 7y est la fonction définie sur R* par v(z) = e~im(z™!)

La démonstration est identique a celle de la Proposition 5.4.4 : il s’agit essentiel-
lement d’effectuer le changement de variables s «» sD.

On introduit, de méme que pour SLy(R), Popérateur V¥ = (1 ® ¢,)V, qui est
C*(C*)-w-linéaire et commute a I'action de SLy(C) & gauche. La Proposition 5.5.2
montre que cet opérateur vérifie I’égalité Z,, o V¥ = , ou y agit par convolution sur

C.(C*).

5.6 Décomposition suivant les caractéres de M

On exploite ici le fait que M ~ Z/27 dans le cas de SLy(R) et M ~ 7 dans le
cas de SLy(C).
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5.6.1 Cas de SLy(R)

La proposition suivante décrit l'opérateur Z en le décomposant suivant les ca-
ractéres de M, c’est-a-dire en fonction de la parité des fonctions sur R*.

Proposition 5.6.1 Soient ¢ € C.(R*) et x € R*. L'opérateur f — Z(f @ ¢)(z)
coincide sur C2°(R) avec

/O+OO <Cos(8(—A)%) - Hsin(s(_A)§)> o(52) ds

S

ot H est 'opérateur de transformée de Hilbert.

— Démonstration.
Supposons d’abord ¢ paire. Alors,

ﬂf@@@ww=éwbwwu@wawﬂnﬂw@,

5
c’est-a~dire, en considérant ¢ & valeurs dans L*(R),

ﬂmmzlmu@+xﬂmwmﬂ§

S

D’aprés le Paragraphe 5.1.5, le multiplicateur de Fourier associé a A(s) est 1'appli-
cation & —— €¥™¢. On en déduit, conformément a 5.1.4,

ds

() .

D=

ﬂmmzlwkmwﬂ>

Supposons & présent ¢ impaire. Il vient alors

ﬂmmzﬁah@—mﬂmmmﬁﬁ

S

Or,

~

F (M) = AM(=9)).f) (§) = 2isin(2ms) f(§) = 2isgn(§) sin(2ms|¢]),

et 'on reconnait le multiplicateur associé a la transformée de Hilbert, introduit au
Paragraphe 5.1.5, d’ott 'on déduit 'égalité
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oo 1 ds
I@)@) =—2 [ H sin(s(-A)})p(sz) 2.
0 s
Ce résultat se déduit également de la formule (f) en exploitant la décomposition
polaire D = iH(—A)% et la décomposition de ¢ en somme de sa partie paire ¢,
vérifiant ¢, (x) = ¢,(|z|), et de sa partie impaire ¢; vérifiant o;(x) = sign(z)e;(|z|).
U

On décompose également I'opérateur &/ de la méme maniére.

Proposition 5.6.2 Soient ¢ € C.(R*) et x € R*. Si ¢ = ¢, + @i, avec g, paire et
@; impaire, Uopérateur f—— U(f ® p)(x) coincide sur CP(R) avec

op(|2|(=A)2) + iH sign(z)p(|z](—A)?).

— Démonstration.
C’est une application du calcul fonctionnel, appliqué séparément & ¢, et ¢; sur la
décomposition polaire D = iH (—A)z2. O

Remarque 5.3 Cette somme constitue la décomposition de U correspondant a la
somme directe £ @ & introduite a la fin du Paragraphe 5.3.2 et correspondant a
la décomposition

E=L*R)®C*R}) @ L*(R) ® C*(RY),

le premier terme étant associé a la représentation triviale de Z/27Z, et le second au
caractere .

5.6.2 Cas de SLy(C)

Introduisons tout d’abord I'analogue sur R? ~ C de la transformée de Hilbert.
Comme on I’a vu plus haut, le multiplicateur de Fourier associé a D est 'application
(&1,&) — 2im(&r + i&s), on & et & sont les composantes de la variable duale sur
R2. On note encore, abusivement, £ la variable complexe associée : £ = &, +1i&,. Cela
permet de considérer que le multiplicateur de Fourier associé a D est 'application
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& —— 2im€. Celui de la racine carrée du laplacien (—A)% s’écrit encore & — 27[¢].
On introduit donc l'opérateur H¢e donné par le multiplicateur de Fourier

1

Cet opérateur est unitaire et D se décompose en D = He(—A)z.

Pour ¢ définie sur C*, on décompose ¢ suivant les caractéres de M ~ U(1) en
© = ez Pn Ol @, vérifie la relation

Qon(pew) - emoﬁpn(p)a
pour tout pe’? non nul dans C.

On peut a présent écrire et U suivant la décomposition

E=P LR ®C(R,):

neZ

Proposition 5.6.3 Soient p = Y. _, ¢, € Co(C*) et x = pe” € C*. L'opérateur
fr—V(f®@)(x) coincide sur CX(C) avec

> e HE on(p(—A)

neL

N|=

).

Comme dans le cas de SLy(R), la démonstration de ce résultat consiste en I’ap-
plication du calcul fonctionnel & I'opérateur normal D.
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Pierre CLARE
C*-modules et opérateurs d’entrelacement associés a la série principale de
groupes de Lie semi-simples

Cette thése est consacrée a l'étude de la série principale unitaire de certains groupes de Lie
semi-simples, du point de vue de la géométrie non-commutative. Pour une famille de sous-
groupes paraboliques minimaux de composante de Levi L fixée, nous décrivons la famille des
représentations de la série principale unitaire associées au moyen de C*-modules sur C*(L).
Cette construction s’inspire de celle des modules d’'induction de M. A. Rieffel et nous proposons
plusieurs modeles pour les C*-modules obtenus, qui refletent a ce niveau global les réalisations
classiques des représentations de la série principale. En rang réel 1, nous caractérisons certains
opérateurs bornés sur ces modules, obtenant ainsi un résultat d’irréductibilité analogue a celui de
F. Bruhat dans le cas classique. Nous démontrons ensuite la convergence, sur des sous-modules,
d’intégrales d’entrelacement analogues a celles définissant les opérateurs de Knapp et Stein. Ces
intégrales peuvent étre décomposées en somme d’un opérateur densément défini et vraisembla-
blement borné, d’un opérateur densément défini et d’'un terme résiduel, étudiés séparément. Nous
indiquons enfin, dans certains cas particuliers, une procédure de normalisation aboutissant a la
construction d’opérateurs d’entrelacement unitaires entre C'*-modules. Ces opérateurs manifestent
'action du groupe de Weyl régissant les équivalences entre représentations de la série principale
au niveau de la C*-algébre réduite du groupe.

Mots-clefs : groupes de Lie semi-simples, représentations unitaires, série principale, opérateurs
d’entrelacement, dual réduit, C*-algébres de groupes, C*-modules hilbertiens, C*-modules d’in-
duction.

Hilbert C*-modules and intertwining operators associated to the principal series of semisimple
Lie groups

This thesis is devoted to the study of the unitary principal series of certain semisimple Lie groups,
within the framework of non-commutative geometry. For a family of minimal parabolic subgroups
sharing the same Levi component L, we describe the associated unitary principal series represen-
tations by means of C*(L)-Hilbert modules. This construction is inspired from the work of M. A.
Rieffel and we provide different realisations for the modules that it yields, thus translating at a global
level the classical pictures of the principal series. For real-rank 1 groups, we characterise a certain
class of bounded operators on those modules, and obtain an irreducibility result, analogous to
Bruhat'’s classical one. We then establish the convergence, on certain submodules, of intertwining
integrals close to the ones defining Knapp and Stein operators. Those integrals can be written as
the sum of a densely defined and likely bounded operator, a densely defined unbounded operator
and a residual term. We finally indicate, in special cases, a normalisation process which yields
unitary intertwining operators between Hilbert modules. Those operators implement the Weyl group
action related to unitary equivalences among the principal series at the level of the group reduced
C*-algebra.

Keywords : semisimple Lie groups, unitary representations, principal series representations, intert-
wining operators, reduced dual, group C*-algebras, Hilbert C*-modules, induction Hilbert modules.
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