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Introduction
Le point de départ de la théorie des représentations de groupes semble remonter àun échange épistolaire du printemps 1896 entre G. Frobenius et R. Dedekind [Cur92,Haw71], qui se préoccupaient alors de groupes �nis. L'essor de la théorie au XXèmesiècle fut considérable et les interactions avec d'autres domaines mathématiques ouphysiques sont aujourd'hui innombrables.Un des points de vue modernes sur cette théorie est celui de la géométrie non-commutative, où l'étude de certains objets singuliers pour lesquels les outils clas-siques de l'analyse sont inadéquats, est menée au moyen d'algèbres d'opérateurs.Nous nous intéressons ici au dual unitaire d'un groupe de Lie semi-simple. Plusprécisément, si G est groupe topologique, on note Ĝ la famille des classes d'équi-valence de représentations irréductibles unitaires de G. Il s'agit d'un ensemble, quipeut être muni d'une topologie naturelle, la topologie de Fell, qui en fait générale-ment un espace non-séparé. Lorsque G est abélien, la dualité de Pontrjagin montreque Ĝ est un groupe topologique. Dans ce cas les C∗-algèbres pleine et réduite dugroupe s'identi�ent avec l'algèbre des fonctions continues nulles à l'in�ni sur Ĝ viala transformation de Fourier :

F : C∗
r (G) ' C0(Ĝ).Cela suggère que, dans le cas général, Ĝ doive être compris comme un espace non-commutatif, qui sera mieux décrit par les C∗-algèbres associées à G que par desalgèbres de fonctions.Dans le cas des groupes de Lie semi-simples, la partie du dual unitaire asso-ciée à la représentation régulière, appelée dual réduit et notée Ĝr, est bien connue,notamment grâce aux travaux initiés par Harish-Chandra dès les années 1950 [HC53,HC54b, HC54c, HC55, HC56a, HC56b, HC76]. Les résultats de classi�cation montrentque tous les éléments de Ĝr peuvent être obtenus comme sous-représentations dereprésentations d'un type particulier, induites de sous-groupes paraboliques cuspi-daux, c'est-à-dire admettant une décomposition de Langlands de la formeMAN où

M possède une série discrète. Ces représentations sont induites de représentations1



2 Introductionde la forme σ ⊗ χ⊗ 1, où σ est une représentation de la série discrète de M , notée
M̂d, et χ un caractère unitaire de A. Plus précisément, il existe une décompositiondu dual réduit comme réunion indexée par les classes d'association de sous-groupesparaboliques cuspidaux :

Ĝr =
⊔

[P ]

ĜP ,où ĜP désigne l'ensemble des classes d'équivalence de sous-représentations irréduc-tibles des induites de la forme IndGP σ ⊗ χ ⊗ 1. Lorsque le sous-groupe paraboliqueconsidéré est minimal, le sous-groupe M est compact et les représentations corres-pondantes constituent une famille de Ĝr indexée par M̂×Â, appelée série principaleunitaire. Dans le cas où G possède une série discrète, il est lui-même cuspidal et lafamille correspondante n'est autre que la série discrète.L'espace ĜP est naturellement paramétré par M̂d × Â, moyennant la reconnais-sance des éléments irréductibles parmi les représentations de la forme IndGP σ⊗χ⊗1 etl'identi�cation des équivalences unitaires entre ces éléments. Les résultats de F. Bru-hat [Bru56] pour la série principale unitaire, étendus par Harish-Chandra [HC76] àdes situations plus générales, établissent l'irréductibilité des représentations induitespour une grande partie de l'espace des paramètres. Les valeurs donnant éventuel-lement lieu à de la réductibilité sont les points �xes sous l'action du groupe deWeyl WP dé�ni comme quotient du normalisateur L̃ = NG(a) par le centralisateur
L = ZG(a). Les objets permettant de résoudre la question de l'irréductibilité dansles cas restants sont les opérateurs d'entrelacement introduits par Knapp et Steindans [KS71, KS80]. Ces opérateurs, associés aux éléments de WP , fournissent deséquivalences unitaires permettant de démontrer que des représentations induites deparamètres provenant d'une même orbite sous WP sont équivalentes. En�n, l'étudede leurs singularités permet de caractériser les phénomènes de réductibilité auxpoints �xes. On obtient �nalement une surjection

ĜP −→−→
(
M̂d × Â

)
/WP .Dans certains cas particuliers, celui des groupes complexes par exemple, ou plusgénéralement pour les groupes admettant une seule classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan, cette application est bijective, et la topologie du dual réduitest alors séparée. Dans le cas général, le défaut d'injectivité est mesuré par lessingularités des opérateurs de Knapp et Stein.Dans le cadre de la géométrie non-commutative, la connaissance détaillée du dualréduit constitue une étape fondamentale dans la détermination de la K-théorie de la

C∗-algèbre réduite du groupe. Plus précisément, les travaux relatifs à la conjecturede Connes-Kasparov dus à M. Penington et R. Plymen pour les groupes complexes[PP83], en rang 1 et dans le cas plus général des groupes à classe de conjugaison



3de sous-groupes de Cartan unique à A. Valette [Val84, Val85], et A. Wassermann[Was87] pour les groupes de Lie linéaires connexes réductifs en général, s'appuientsur une décomposition de la C∗-algèbre réduite du groupe re�étant la structure dudual réduit. En particulier, les résultats de [Val84] montrent que la compréhensionde l'induction de Dirac repose sur la description de la série discrète d'une part, etdes phénomènes de réductibilité dans la série principale d'autre part. Au niveau dela C∗-algèbre réduite, A. Wassermann énonce dans [Was87] un isomorphisme
C∗
r (G) '

⊕

P, ω

(
C0(Â) ⊗K(Hω)

)Wω

. (†)La somme directe est indexée par les classes d'équivalences (P, ω), où P = MANdésigne un sous-groupe parabolique cuspidal, ω ∈ M̂d une représentation de la sériediscrète du groupe réductif M et Hω l'espace de la représentation IndGP ω ⊗ 1 ⊗ 1.L'action du stabilisateurWω de ω dansW sur C0(Â)⊗K(Hω) est implémentée par lesopérateurs de Knapp et Stein. La détermination des représentations intervenant dansle calcul de la K-théorie repose sur l'analyse des groupes Wω. La théorie développéedans [KS71, KS80] montre que ces groupes s'écrivent en fonction des R-groupescomme des produits semi-directs Wω = W ′
ω oRω. Les représentations ω contribuantà la K-théorie sont exactement celles pour lesquelles le groupe W ′

ω est réduit àl'élément neutre. Dans les cas mentionnés plus haut où le dual réduit est séparé, la
C∗-algèbre réduite est stablement isomorphe à celle des fonctions continues nulles àl'in�ni sur le dual réduit. L'équivalence de Morita

C∗
r (G) ∼

Morita
C0(Ĝr)prolonge dans ce cas la correspondance établie dans le cas commutatif par l'analysede Fourier 1.

Soit G un groupe de Lie semi-simple. Les représentations de la série principalesont les induites à G de représentations unitaires irréductibles de dimension �nie desous-groupes paraboliques minimaux. Si P est un tel sous-groupe, de décompositionde Langlands P = MAN , les représentations à induire sont de la forme
σ ⊗ eν ⊗ 1,1. Le Théorème 2.9 de [Val85] est un résultat plus précis : il fournit un isomorphisme entre C∗

r
(G)et C0(Ĝr ,K(H)) sous des hypothèses recouvrant, outre les cas d'une unique classe de conjugaisonde sous-groupes de Cartan, ceux de SL3(R) et SO(2n, 1).



4 Introductionavec σ ∈ M̂ et eν ∈ Â donnée par ν ∈ a′
C
. On note alors

πσ,νP = IndGP σ ⊗ eν ⊗ 1.Cette représentation est unitaire lorsque ν est imaginaire pur. Le Théorème 2.4.1,dû à Bruhat [Bru56] fournit une condition su�sante d'irréductibilité en donnant,à l'aide de techniques mettant en ÷uvre la théorie des distributions, une bornesupérieure pour les nombres d'entrelacement. Il implique que πσ,νP est irréductiblepour un ouvert dense de valeurs de (σ, ν) ∈ M̂ × Â, complémentaire de l'ensembledes points �xes sous l'action du groupe de Weyl W .Les résultats de Knapp et Stein [KS71, KS80] complètent cette analyse en per-mettant de déterminer les cas de réductibilité aux paramètres singuliers. Ces travauxs'appuient sur les di�érentes réalisations possibles de la série principale unitaire. Ene�et, la réalisation classique des représentations induites telles qu'elles sont utiliséespar Mackey [Mac49, Mac51, Mac52] et Blattner [Bla61, Bla63] dé�nit les espaces deces représentations comme des complétés d'espaces de sections du �bréG-équivariant
G×σ,ν Hσ,ν

��
G/Pet la connaissance de la structure des groupes Lie semi-simple permet de décrire cesespaces en termes de sous-groupes particuliers. Ainsi, la décomposition d'Iwasawapermet, moyennant le choix d'un sous-groupe compact maximal K et l'homéomor-phisme G/P ' K/M , de considérer les représentations de la série principale commeagissant sur des espaces de fonctions sur K. En�n, en se restreignant à la celluleouverte NMAN dans la décomposition de Bruhat, l'espace de πσ,νP peut être réa-lisé comme un espace de fonctions L2(N). En raison des propriétés topologiquesdes sous-ensembles de G utilisés pour les dé�nir, ces réalisations sont respective-ment appelées modèle compact et modèle ouvert pour les représentations de la sérieprincipale.De la dé�nition des représentations induites, il suit que l'espace de πσ,νP est lecomplété d'un ensemble de fonctions N-invariantes. Si P = LN et P ′ = LN ′ sontdeux paraboliques minimaux partageant la même composante de Levi L = MA et

(σ, ν) ∈ M̂ × Â, un opérateur d'entrelacement entre πσ,νP et π′σ,ν
P doit transformerune fonction N-invariante en une fonction N ′-invariante. On véri�e que l'intégrale

Iσ,νf(g) =

∫

N′

N∩N′

f(gn′) dn′par laquelle la fonction f est moyennée a�n de la rendre N ′-invariante, possèdeformellement les propriétés souhaitées. Cette expression ne dé�nit cependant pasun opérateur d'entrelacement, car l'intégrale est en général non convergente.



5L'analyse menée par Schi�mann dans [Sch71] permet de se restreindre au casdes groupes de rang 1 et à des opérateurs, dits standard, de la forme
Iσ,νw f(g) =

∫

N

f(gwn̄) dn̄où w est un représentant de l'élément non trivial du groupe de Weyl et N l'imagede N par l'involution de Cartan. La technique utilisée par Knapp et Stein consiste,pour σ �xée, à autoriser ν à prendre des valeurs non imaginaires pures, c'est-à-direà considérer des représentations de la série principale non-unitaire. Pour certainesvaleurs de la partie réelle de ν les intégrales Iσ,νw f sont convergentes et, vues commedes fonctions de ν, peuvent se prolonger méromorphiquement à a′
C
, avec des pôles.L'irréductibilité fournie par le Théorème de Bruhat et le Lemme de Schur permettentalors de construire des fonctions méromorphes scalaires ησ de ν, dont l'étude dessingularités permet de caractériser l'irréductibilité des représentations de la sérieprincipale, y compris dans les cas ne relevant pas du résultat de Bruhat. On endéduit également des fonctions γσ(ν) qui normalisent les opérateurs d'entrelacementau sens où les opérateurs

1

γσ(ν)
Iσ,νsont de véritables opérateurs d'entrelacement, réalisant des équivalences unitairesentre les représentations de la série principale. Ces résultats sont rappelés au Cha-pitre 2.L'objet de ce travail est la description de la série principale unitaire d'un groupede Lie semi-simple en termes de C∗-algèbres et de C∗-modules, et la constructiond'opérateurs analogues aux intégrales d'entrelacement de Knapp et Stein et leursnormalisations. Le point de départ est la formulation de la théorie des représenta-tions induites dans un cadre C∗-algébrique par M. A. Rie�el. Nous présentons briè-vement, au Chapitre 2, la machinerie qu'il développe dans [Rie71], où sont construitsles C∗-modules permettant l'induction pour les C∗-algèbres et où le théorème d'im-primitivité de Mackey est exprimé par une équivalence de Morita.Dans le cas des C∗-algèbres de groupes, la construction de M. A. Rie�el produit,pour H sous-groupe fermé de G, un C∗-module sur C∗(H), noté E(G) et munid'une action à gauche de C∗(G) de sorte que pour tout espace de Hilbert H surlequel C∗(H) est représentée, le produit tensoriel E(G) ⊗C∗(H) H est un nouvelespace de Hilbert sur lequel C∗(G) agit. Le module E(G) est obtenu comme complétéde Cc(G) et peut être considéré comme un objet encodant globalement toutes lesreprésentations induites de H à G. En e�et, il existe, pour chaque représentation

(π,Hπ) une application :
qπ : E(G) ⊗Hπ −→ HIndG

H π



6 Introductionqui spécialise E(G) sur IndGH π en réalisant un isomorphisme unitaire d'espaces deHilbert qui entrelace les actions de C∗(G).Soient à présent un groupe de Lie semi-simpleG et P = LN un sous-groupe para-bolique minimal de composante de Levi L. Les représentations de la série principaleprovenant de P sont induites à partir de couples (σ, ν) ∈ M̂ × Â = L̂. Pour un telcouple, la représentation πσ,νP agit sur le complété d'un espace de sections du produit�bré G ×σ,ν Hσ,ν sur G/P . A�n de décrire cette famille de représentations indexéepar L̂, on est donc porté à construire un C∗-module d'induction sur C∗(L). D'autrepart, le groupe L normalisant N , la variété de drapeau G/P s'identi�e au quotient
(G/N)/L. Une idée naturelle est de reprendre la construction de M. A. Rie�el enremplaçant G par G/N muni de l'action à droite de L provenant de celle de P etde l'action à gauche, de G. L'espace G/N n'étant pas un groupe, la constructionoriginale doit être légèrement adaptée, et nous obtenons �nalement, au Chapitre 3un C∗-module

C∗(G)E(G/N)C∗(L).Ces modules sont liés aux modules d'induction habituels par un isomorphisme
E(G/N) ' E(G) ⊗C∗(P ) C

∗(L)et réalisent encore l'induction au sens ou l'on dispose encore d'applications de loca-lisation
q̃σ,ν : E(G/N) ⊗Hσ,ν −→ Hπσ,ν

P
.Ainsi, si l'on considère tous les sous-groupes paraboliques minimaux Pi = LNipartageant la même composante de Levi L, les représentations de la série principaleassociées sont encodées par la famille des E(G/Ni) qui sont tous des C∗(L)-modules.La structure et les propriétés du groupe semi-simple G peuvent ensuite êtreexploitées pour décrire E(G/N). Il est ainsi possible de réaliser ce module commeun espace de sections du produit �bré

G/N ×L C
∗(L)

��
G/P.Cela s'apparente à la description classique de la série principale comme famille dereprésentations induites, les espaces des représentations σ, ν étant remplacés parl'objet global C∗(L), et l'on parle donc de modèle induit pour E(G/N). D'autrepart, nous établissons, en considérant l'image dans G/N de la cellule de Bruhatouverte de G, le résultat suivant :



7Théorème. Le C∗(L)-module hilbertien E(G/N) est isométrique au produittensoriel
L2(N) ⊗ C∗(L).Cet énoncé (Proposition 3.3.4) constitue l'analogue du modèle ouvert classique,originellement associé à chaque représentation de la série principale.A�n de transposer dans ce cadre les résultats de Bruhat, ainsi que ceux de Knappet Stein, considérons ensuite deux sous-groupes paraboliques P1 = LN1 et P2 = LN2de G et les C∗(L)-modules E(G/N1) et E(G/N2) associés. Idéalement, les analoguesdes opérateurs d'entrelacement seraient des éléments de

LC∗(L)(E(G/N1), E(G/N2))qui commutent aux actions à gauche respectives de C∗(G) sur ces modules. L'étuded'objets possédant des propriétés approchantes est menée au Chapitre 4.Tout d'abord, nous caractérisons, pour les groupes de rang 1, les opérateursbornés du C∗(L)-module hilbertien E(G/N) qui commutent à l'action de C∗(G).Théorème. Les opérateurs T ∈ LC∗(L)(E(G/N)) qui commutent à l'actionde G sur E(G/N) sont exactement les multiplicateurs centraux de C∗(L).Ceci constitue un résultat d'irréductibilité analogue à celui de Bruhat, au sensoù le commutant de l'action de C∗(G) sur E(G/N) est réduit à ce qui tient lieu d'ho-mothéties dans le cadre C∗-algébrique. La démonstration de ce résultat (Théorème4.2.1) est d'ailleurs inspirée de la preuve de Bruhat : elle repose sur la caractérisationdes distributions homogènes fournies par les formes d'entrelacement associées auxopérateurs considérés.L'étape suivante consiste à essayer de construire des opérateurs analogues auxopérateurs d'entrelacement standards, id est à donner un sens à l'intégrale
IwF (x) =

∫

N

F (xwn̄) dn̄pour F dans un sous-module de E(G/N). La présence des pôles dans les opéra-teurs de Knapp et Stein laisse supposer qu'un tel opérateur ne s'étendra pas enun opérateur borné de E(G/N) dans l'analogue E(G/N)w tordu par l'action de w.Aux Paragraphes 4.3 et 4.4, Iw est exprimé dans les di�érents modèles de E(G/N).Nous démontrons alors la convergence de l'intégrale dé�nissant l'opérateur noté Iwdans le modèle ouvert pour des fonctions continues à support compact (Proposition



8 Introduction4.4.1). Il apparaît que cet opérateur ne prend pas ses valeurs dans L2(N)⊗C∗(L) etne peut donc même pas être considéré comme un opérateur densément dé�ni entre
C∗-modules.Il est néanmoins possible d'analyser comment ce phénomène re�ète les singu-larités des opérateurs classiques. Plus précisément, l'opérateur d'entrelacement sedécompose en une somme

Iw = I∞
w + I0

w + Rwoù I∞
w se prolonge en un opérateur (conjecturalement) borné de C∗-modules et

I0
w est un opérateur densément dé�ni entre C∗-modules. En�n, la partie résiduelle

Rw est donnée par une mesure de Radon sur L, que nous calculons concrètementpour SL2(R) où la commutativité de L o�re des simpli�cations permettant de faireapparaître nettement la singularité de cet opérateur. Nous démontrons en�n auParagraphe 4.4.4 la convergence de l'intégrale IwF (x) pour F dans des sous-espacesde fonctions inclus dans les autres modèles. En particulier, on démontre le résultatsuivant :Théorème. L'intégrale ∫

N

F (gwn̄) dn̄dé�nit une application linéaire Iw : Cc(G/N) −→ C(G/N).Ce résultat constitue le Théorème 4.3.1, où Cc(G/N) est vu comme sous-espacede E(G/N) dans le modèle initial, inspiré de la construction de M. A. Rie�el.La singularité des opérateurs obtenus ne permet pas de les composer pour essayerd'appliquer le résultat d'irréductibilité et construire un analogue des fonctions η deKnapp et Stein. Le principe de la normalisation, exposé au Paragraphe 4.5.2 consistealors à construire un unitaire U de LC∗(L)(E(G/N)) tel que la composée I ◦U agisseseulement par multiplication sur C∗(L), où I désigne l'opérateur Iw tordu par w etdonc C∗(L)-linéaire. Nous proposons une telle construction dans le modèle ouvertpour les groupes SL2(K) avec K = R ou C. Plus précisément, on obtient le résultatsuivant :Théorème. Soit G = SL2(R) ou SL2(C). Il existe un unitaire U de la
C∗-algèbre LC∗(L)(E(G/N)) et une fonction γ : L −→ C, tels que l'on ait,pour f ⊗ ϕ ∈ L2(N) ⊗ Cc(L) dans le modèle ouvert,

I ◦ U(f ⊗ ϕ) = f ⊗ ϕ ∗ γ.



9Cela résulte des propositions 5.4.4 et 5.5.2 où les fonctions γ sont explicitées,et pour la démonstration desquelles on exploite le fait que N s'identi�e à K et L,commutatif, à K×, en appliquant du calcul fonctionnel à des opérateurs di�érentielssur R et C ' R2 respectivement. La méthode employée laisse supposer que le procédépuisse être adapté pour les autres groupes de rang 1, en considérant des opérateursdi�érentiels sur une certaine sous-variété de L. Cela constituera sans doute la suitede ce travail, de même que l'extension au cas des groupes de rang supérieur desrésultats obtenus ici.La description en termes des C∗-modules E(G/N) et des opérateurs d'entrelace-ment normalisés associés à la série principale d'un groupe de Lie devra être reliéeaux résultats existants sur la structure de la C∗-algèbre réduite de ce groupe pré-sentés dans [Val84] et [Was87], qui permettent le calcul des groupes de K-théoriede la C∗-algèbre réduite de G et sont à la base de la démonstration de la conjecturede Connes-Kasparov pour les groupes de Lie considérés. Une première étape seral'écriture, à l'aide de nos modules d'une décomposition analogue à la formule (†). Si
P = LnN = MAN désigne un parabolique cuspidal, ou plus simplement minimal,on notera C∗

P (G) l'image de C∗
r (G) dans KC∗(L) (E(G/N)), et l'on cherchera à décom-poser C∗

r (G) en somme directe indexée par les classes d'association de paraboliquescuspidaux des algèbres C∗
P (G). La conjugaison par les opérateurs Uw doit fournirune action de WP par automorphismes sur la C∗-algèbre des opérateurs compactsde E(G/N) :
WP −→ Aut

(
KC∗(L) (E(G/N))

)
.Le fait que l'action de NG(a) se factorise par WP est analogue à la relation decocycle véri�ée par les opérateurs de Knapp et Stein [Was87]. La seconde étapeserait d'identi�er la composante C∗

P (G) comme les points �xes sous cette action,c'est-à-dire de démontrer un isomorphisme
C∗
P (G) '

(
KC∗(L) (E(G/N))

)WP .Le lien avec la formule (†) sera la décomposition suivante, selon les caractères de
M :

KC∗(L) (E(G/N)) '
⊕

ω∈M̂

C0(Â) ⊗K(Hω),ainsi que sa généralisation au cas cuspidal, où la somme sera indexée par M̂d.En�n, on cherchera à faire le lien avec � l'analogie de Mackey � déjà développéepar N. Higson dans le cas des groupes complexes [Hig07], et consistant à comparerle dual réduit de G à celui du groupe G0 = K n g/k, qui lui est associé moyen-nant le choix d'un sous-groupe compact maximal K. Le point de départ consisteraà généraliser le Théorème 5.5.1, en s'appuyant sur la décomposition précédente de



10 Introduction
KC∗(L) (E(G/N)). Une autre perspective serait d'étendre la construction des C∗-modules E(G/N) aux produits croisés en suivant les techniques présentées dans[Gre78], et l'on peut imaginer une construction d'opérateurs d'entrelacement à co-e�cients dans une C∗-algèbre.

L'organisation de ce mémoire est la suivante :Au premier chapitre, nous introduisons les dé�nitions et faits basiques sur lesgroupes topologiques et leurs représentations. Nous présentons également certainsdes objets de la géométrie non-commutative, C∗-algèbres et C∗-modules hilbertiensutilisés dans la suite. Nous rappelons en outre un certain nombre de faits sur le dualunitaire d'un groupe et sa topologie.Le début du second chapitre est consacré à la formulation de l'induction desreprésentations dans le cadre C∗-algébrique due à M. A. Rie�el. Nous y rappelonsles faits principaux à propos des C∗-modules d'induction pour les C∗-algèbres degroupes, ainsi que la formulation du théorème d'imprimitivité en termes d'équiva-lence de Morita. Sont ensuite exposés certains faits liés à la structure des groupesde Lie semi-simples et de leurs sous groupes paraboliques. Nous rappelons en�n ladé�nition de la série principale d'un groupe de Lie semi-simple et ses di�érentesréalisations, puis le résultat d'irréductibilité de Bruhat, ainsi que ceux de Knapp etStein sur les opérateurs d'entrelacement et leur normalisation.Dans le troisième chapitre, nous construisons des C∗-modules E(X), cette constuc-tion généralisant légèrement celle de [Rie71]. Nous l'appliquons ensuite à la des-cription de la série principale d'un groupe de Lie semi-simple G en considérant lemodule E(G/N) et démontrons que l'action à gauche de C∗(G) sur ce module sefactorise par la projection sur C∗
r (G). Cela manifeste, dans notre cadre, l'apparte-nance des représentations de la série principale au dual réduit Ĝr. Nous donnonsensuite deux descriptions de E(G/N) correspondant aux réalisations classiques dela série principale. Le modèle induit Ei fait apparaître le C∗-module comme le com-plété d'un espace de sections. En�n, le modèle ouvert constitué par l'isomorphisme

E(G/N) ' L2(N) ⊗ C∗(L) s'appuie sur la restriction de la construction à la cellulede Bruhat ouverte.Le quatrième chapitre est consacré à la construction des opérateurs d'entrelace-ment. Après quelques rappels sur l'action de A sur N par dilatations, nous démon-trons, pour les groupes de rang 1, le résultat d'irréductibilité global qui consiste àcaractériser les opérateurs de LC∗(L)(E(G/N)) qui commutent à l'action de C∗(G)comme des multiplicateurs centraux sur C∗(L). Nous exprimons ensuite l'opérateur



11d'entrelacement standard dans les di�érents modèles, avant de démontrer la conver-gence de l'intégrale dans le modèle ouvert. Nous décomposons ensuite l'opérateurstandard en somme d'un opérateur borné, d'un opérateur densément dé�ni et d'unepartie résiduelle, qui consitue l'analogue des pôles dans le cas classique. Nous dé-montrons en�n la convergence de l'intégrale d'entrelacement pour certaines fonctionsdans les autres modèles.Le dernier chapitre est consacré à l'application de ce qui précède aux cas par-ticuliers de SL2(R) et de SL2(C). Nous décrivons tout d'abord la structure de cesgroupes, leur dual réduit ainsi que les opérateurs de Knapp et Stein avec leur nor-malisation dans le cas de SL2(R). Nous décrivons ensuite les modules intervenantpour ces groupes comme des champs continus d'espaces de Hilbert ainsi que lesopérateurs d'entrelacement correspondants. Nous construisons en�n explicitementdes opérateurs unitaires sur ces modules analogues aux opérateurs normalisés etdécomposons ces unitaires suivant les caractères de M .





Chapitre 1Préliminaires C∗-algébriques etrappels sur les groupes topologiques
Ce chapitre présente certaines dé�nitions et résultats basiques au sujet des groupestopologiques et de leurs représentations. On y introduit également certains des ob-jets de la géométrie non-commutative, C∗-algèbres et C∗-modules hilbertiens utilisésdans la suite ainsi qu'un certain nombre de faits sur le dual unitaire d'un groupe etsa topologie.1.1 C∗-algèbres, C∗-modules et multiplicateursLes références pour cette partie sont [Dix64] et [Lan95].Dé�nition 1.1.1 [C∗-algèbres]On appelle C∗-algèbre une algèbre de Banach A munie d'une involutionisométrique, anti-multiplicative et anti-linéaire, notée *, telle que la relation

‖a∗a‖ = ‖a‖2soit véri�ée pour tout a dans A.Remarque 1.1
• C est une C∗-algèbre.
• La construction de Gelfand-Naimark-Segal permet de réaliser toute C∗-algèbrecomme une sous-algèbre involutive fermée de l'algèbre B(H) des opérateursbornés sur un espace de Hilbert H.13



14 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupes
• La transformée de Gelfand permet de montrer que toutes les C∗-algèbres com-mutatives sont de la forme C0(X), c'est-à-dire des algèbres de fonctions conti-nues nulles à l'in�ni sur un espace localement compact X.Soit A une C∗-algèbre. Un élément a ∈ A est dit positif s'il existe c ∈ A tel que

a = c∗c. L'ensemble A+ des éléments positifs d'une C∗-algèbre est un cône convexesaillant et induit une relation d'ordre partiel sur A : pour a, b ∈ A, on dira que a ≤ bsi b− a ∈ A+.Dé�nition 1.1.2 [C∗-modules]Soit A une C∗-algèbre. On appelle C∗-module hilbertien sur A un C-espacevectoriel possédant une structure de A-module à droite compatible avec lamultiplication scalaire et muni d'une application
〈·, ·〉 : E × E −→ Alinéaire à droite et véri�ant en outre, pour x, y ∈ E et a ∈ A :(i) 〈x, ya〉 = 〈x, y〉a(ii) 〈y, x〉 = 〈x, y〉∗(iii) 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0 ⇒ x = 0(iv) E est complet pour la norme donnée par ‖x‖ = ‖〈x, x〉‖ 1

2 .Si la condition (iv) n'est pas véri�ée, on parle de C∗-module préhilbertien ; demême, si l'agèbre A véri�e toutes les propriétés de la Dé�nition 1.1.1 à l'exceptionde la complétude, on parlera de pré-C∗-module.Remarque 1.2
• Les C∗-modules hilbertiens sur C sont les espaces de Hilbert. Plus générale-ment, si A = C0(X) est une C∗-algèbre commutative, un C∗-module sur As'identi�e aux sections continues nulles à l'in�ni d'un champ continu d'espacesde Hilbert sur X [Dix64].
• Une C∗-algèbre A est un C∗-module sur elle-même, en considérant 〈a, b〉 = a∗bpour a, b ∈ A.Dé�nition 1.1.3 [A-norme]Soient A une C∗-algèbre et E un C∗-module sur A. Pour x ∈ E, on note

|x| = 〈x, x〉 1
2 .L'application | · | est appelée A-norme sur E.



1.1. C∗-algèbres, C∗-modules et multiplicateurs 15Remarque 1.3
• En dépit de la terminologie, cette application n'est pas à valeurs réelles. Enoutre, elle ne véri�e pas l'inégalité triangulaire dans A.
• Lorsque E = A, on a |a| = (a∗a)

1
2 .Proposition 1.1.4 Soient A une C∗-algèbre et E un C∗-module sur A. L'inégalité

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖.|y|est véri�ée dans A pour tous x, y ∈ E.Dé�nition 1.1.5 [Morphismes de C∗-modules]Soient A une C∗-algèbre, E1 et E2 des C∗-modules sur A. On note
LA(E1, E2) l'ensemble des applications T : E1 −→ E2 admettant un ad-joint, id est une application T ∗ : E2 −→ E1 telle que l'on ait

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉pour tous x ∈ E1, y ∈ E2.Une telle application est en fait nécessairement A-linéaire, bornée et son adjointest unique.Proposition 1.1.6 Soient A une C∗-algèbre et E un C∗-module sur A. L'espace
LA(E,E), muni de la composition, de l'involution donnée par l'adjonction et de lanorme d'opérateur continu, est une C∗-algèbre, encore notée LA(E).Dé�nition 1.1.7 [Opérateurs compacts]Soient A une C∗-algèbre, E1 et E2 deux C∗-modules sur A. Pour x1 ∈ E1,

x2 ∈ E2, on dé�nit un opérateur θx1,x2 : E1 −→ E2 par
θx1,x2(x) = x2〈x1, x〉.Il s'agit d'un élément de LA(E1, E2), d'adjoint θx2,x1 et dont la normevéri�e ‖θx1,x2‖ ≤ ‖x1‖.‖x2‖. On appelle opérateurs compacts les élé-ments du sous-espace vectoriel fermé de LA(E1, E2) engendré par

{θx1,x2 | x1 ∈ E1, x2 ∈ E2}. Cet ensemble sera noté KA(E1, E2) ou encore
K(E1, E2).



16 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesLorsque E1 = E2 = E, l'espace vectoriel K(E) est une sous-C∗-algèbre de L(E).De plus lorsque E = A, la densité de l'ensemble des éléments de la forme ab dans Apermet l'identi�cation
K(A) ' Aen associant à a ∈ A l'opérateur ma de multiplication à gauche par a, d'adjoint

m∗
a = ma∗ .Plus généralement, lorsque E1 = A et E2 = E, on peut identi�er

K(A,E) ' Een associant à x ∈ E l'opérateur de multiplication
mx : A −→ E

a 7−→ x.adont l'adjoint est obtenu, toujours en utilisant la densité de E.A dans E, par
m∗
x : E −→ A

y 7−→ 〈x, y〉La théorie des multiplicateurs de C∗-algèbres, qu'elle soit présentée en termes dedoubles centralisateurs ou de complétions strictes, comme par exemple dans [WO93],s'exprime simplement dans le langage des C∗-modules.Dé�nition 1.1.8 [Multiplicateurs d'un C∗-module]Soient A une C∗-algèbre et E un C∗-module sur A. On appelle multiplica-teurs de E les éléments de LA(A,E) et l'on note M(E) cet espace.Lorsque E = A, la Proposition 1.1.6 montre que l'on obtient une C∗-algèbre. Deplus, l'application identique de A constitue une unité et M(A) s'identi�e à la plusgrande C∗-algèbre unifère admettant A, identi�ée à K(A), comme idéal essentiel.Proposition 1.1.9 Soient A une C∗-algèbre et E un C∗-module sur A. L'applica-tion
(m1, m2) 7−→ 〈m1, m2〉 := m∗

1m2fait de M(E) un C∗-module sur M(A) et la norme associée coïncide avec la normed'opérateur borné.



1.2. Intégration dans les groupes topologiques et les espaces homogènes 17Cette construction est fonctorielle : si E1 et E2 sont deux C∗-modules sur A et
T ∈ L(E1, E2), l'opérateur M(T ) = T ◦ · de composition à gauche par T est unmorphisme de C∗-modules M(E1) −→ M(E1), d'adjoint M(T )∗ = M(T ∗).En�n, si x1 ∈ E1 et x1 ∈ E2, alors

m〈T (x1),x2〉 = 〈M(T )(mx1), mx2〉,les produits scalaires étant respectivement pris dans E2 et M(E2).1.2 Intégration dans les groupes topologiques et lesespaces homogènesSuivant [Wei65], on considérera les mesures de Haar invariantes à gauche.1.2.1 Fonctions modulairesSi G est un groupe topologique muni d'une mesure de Haar dg, sa fonctionmodulaire ∆G est dé�nie par la formule suivante, valable pour toute fonction fmesurable sur G et tout élément g0 ∈ G :
∫

G

f(gg0)dg = ∆G(g−1
0 )

∫

G

f(g)dg,qui s'écrit encore symboliquement d(gg0) = ∆G(g0)dg.Dans le cas oùG est un groupe de Lie, la fonction modulaire se calcule en utilisantla représentation adjointe [Kna02] :Proposition 1.2.1 Soit G un groupe de Lie. Alors pour g ∈ G,
∆G(g) = |detAd(g)|−1 .1.2.2 Intégration dans les espaces homogènesSoient G un groupe topologique localement compact et H un sous-groupe ferméde G. Suivant [Bou63] et [BdlHV08], on indique ici des conditions d'existence pourdes mesures sur l'espace homogène G/H véri�ant certaines conditions d'invariancesous l'action de G. Dans le cas où H est réduit à l'élément neutre, la mesure de Haarest une telle mesure.



18 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesRappelons la terminologie :Dé�nition 1.2.2 [Mesures quasi-invariantes et relativement invariantes]Soit (X,µ) un espace mesuré muni d'une action de G à gauche. La mesure
µ est dite� quasi-invariante à gauche si elle est équivalente à gµ pour tout g ∈ G,c'est-à-dire si les translations préservent la classe des ensembles de mesurenulle,� relativement invariante à gauche s'il existe un morphisme continu δ :
G −→ R∗

+ tel que l'on ait g−1µ = δ(g)µ pour tout g ∈ G. Le morphisme
δ est alors appelé caractère de la mesure µ.Il est clair qu'une mesure relativement invariante est quasi-invariante. Il est pos-sible de démontrer l'existence de mesures quasi-invariantes en général sur les espaceshomogènes. En ce qui concerne les mesures relativement invariantes, on dispose durésultat suivant :Proposition 1.2.3 S'il existe une mesure µ relativement invariante à gauche sur

G/H, la restriction de son caractère δ à H coïncide avec la fonction ∆H

∆G
. Récipro-quement, s'il existe un morphisme continu δ prolongeant ∆H

∆G
, alors il existe unemesure relativement invariante sur G/H, de caractère δ, unique à une constantemultiplicative strictement positive près.Si µ est une mesure relativement invariante sur G/H , de caractère δ, alors pourtoute fonction f ∈ Cc(G) :

∫

G

f(g)δ(g) dg =

∫

G/H

∫

H

f(gh) dh dµ(gH).La proposition précédente implique également qu'il existe une mesureG-invariantesur G/H si et seulement si ∆H coïncide avec la restriction de ∆G à H .1.2.3 Décompositions de la mesure dans les groupes de LieDans le cas des groupes de Lie, la structure de variété di�érentielle permet d'ex-primer la théorie de l'intégration ua moyen des formes di�érentielles. En particulier,aux di�érentes décompositions classiques de certains groupes et sous-groupes (dé-composition d'Iwasawa des groupes semi-simples ou décomposition de Langlandsdes sous-groupes paraboliques), sont associées des décompositions de la mesure, enfonction des mesures de Haar des di�érentes composantes.



1.3. Dual d'un groupe topologique 19Théorème 1.2.1 Soient G un groupe de Lie, S et T deux sous-groupes fermés de
G tels que S ∩ T soit compact, l'application m : (s, t) 7−→ st soit ouverte de S × Tdans G et que G \ m(S × T ) soit de mesure de Haar nulle. Alors les mesures deHaar de G, S et T peuvent être normalisées de sorte que l'égalité

∫

G

f(g)dg =

∫

S×T

f(st)
∆G(t)

∆T (t)
ds dtsoit véri�ée pour toute fonction f borélienne positive sur G.1.2.4 Intégrales à valeurs vectoriellesSoient X un espace localement compact, muni d'une mesure de Borel régulière

µ et H un espace de Hilbert. Si f : X −→ H est une fonction continue à supportcompact, ∫
X
f(x) dµ(x) désigne l'unique vecteur de H véri�ant

〈
∫

X

f(x) dµ(x), v〉 =

∫

X

〈f(x), v〉 dµ(x)pour tout v ∈ H.De même, si f : X −→ B(H) est une fonction faiblement continue à supportcompact, alors il existe un unique opérateur sur H, noté ∫
X
f(x) dµ(x), véri�antpour tous ξ, η ∈ H, la relation

〈
(∫

X

f(x) dµ(x)

)
ξ, η〉 =

∫

X

〈f(x)ξ, η〉 dµ(x).Si f prend ses valeurs dans une C∗-algèbre A, réalisée comme sous-algèbre de B(H),on montre en approchant uniformément f par des fonctions du produit tensorielalgébrique Cc(X) ⊗ A à supports contenus dans un compact �xé, que l'intégrale∫
X
f(x) dµ(x) est encore un élément de A.1.3 Dual d'un groupe topologiqueTout au long de ce paragraphe, G désignera un groupe topologique localementcompact et dg une mesure de Haar à gauche �xée. Les références pour cette partiesont [BdlHV08] et [Dix64].



20 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupes1.3.1 Représentations unitairesDans ce paragraphe, on introduit les dé�nitions et faits généraux relatifs à lathéorie des représentations unitaires des groupes qui seront utilisés dans la suite dumémoire.Dé�nition 1.3.1 [Représentations unitaires]On appelle représentation unitaire continue de G tout couple (π,H) où Hest un espace de Hilbert complexe et
π : G −→ U(H)un morphisme fortement continu de G dans le groupe unitaire de H, c'est-à-dire que pour tout ξ ∈ H, l'application g 7−→ π(g)ξ est continue de Gdans H.Une représentation (π,H) sera souvent désignée par π, l'espace sur lequel legroupe agit étant tantôt sous-entendu, tantôt noté Hπ pour éviter d'éventuellesconfusions. D'autre part, toutes les représentations considérées seront continues,aussi cette hypothèse sera-t-elle le plus souvent implicite.Exemples :

• L'application constante 1 : g 7−→ Id de G dans H1 = C est une représentationunitaire continue de G, appelée représentation triviale.
• Le groupe G est admet toujours une représentation unitaire continue sur
L2(G, dg) : pour g ∈ G et f ∈ L2(G), on pose

λG(g)f : x 7−→ f(g−1x).La représentation λG est appelée représentation régulière gauche de G.On associe aux représentations de G des fonctions qui généralisent les coe�cientsdes matrices associées aux opérateurs π(g) lorsque Hπ est de dimension �nie :Dé�nition 1.3.2 [Fonctions de type positif, coe�cients]Soit (π,H) une représentation de G. On appelle coe�cient de π toute fonc-tion sur G de la forme
g 7−→ 〈π(g)ξ, η〉où ξ et η sont des vecteurs de H. Une telle application est appellée fonctionde type positif associée à π lorsque ξ = η.



1.3. Dual d'un groupe topologique 21L'étude de ces fonctions, et en particlier de leur comportement asymptotique, estun élément crucial de la théorie des représentations, comme le montre par exemplela Proposition 1.3.7 citée plus bas.On appelle sous-représentation de (π,H) toute représentation ρ de G sur unsous-espace fermé π(G)-invariant H′ de H telle que ρ(g) soit la restriction de π(g) à
H′ pour tout g ∈ G. Introduisons à présent une classe de représentations unitaires� minimales � :
Proposition 1.3.3 Soit (π,H) une représentation unitaire continue de G. Les condi-tions suivantes sont équivalentes :i) Les seuls sous-espaces fermés de H stables par π(G) sont H et {0}.ii) Le commutant de π(G) dans H est réduit aux scalaires.iii) Tout vecteur ξ non nul de H est totalisateur pour π(G), id est π(G)ξ est densedans H.
Dé�nition 1.3.4 [Représentations irréductibles]Une représentation véri�ant les conditions de la proposition précédente estdite topologiquement irréductible.
Remarque 1.4 On parle d'irréductibilité algébrique lorsque les espaces de la condi-tion i) ne sont pas supposés fermés. Les deux notions sont équivalentes pour les re-présentations de dimension �nie. Dans la suite, les représentations dites irréductiblesseront toujours topologiquement irréductibles.

Terminons ce paragraphe par la dé�nition d'une notion d'équivalence entre re-présentations unitaires.



22 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesDé�nition 1.3.5 [Entrelacement et équivalence unitaire]Soient (π1,H1) et (π2,H2) deux représentations unitaires de G. On appelleopérateur d'entrelacement entre π1 et π2 une application linéaire continue
T : H1 −→ H2 telle que l'égalité

Tπ1(g) = π2(g)Tsoit véri�ée pour tout g ∈ G.Les représentations π1 et π2 sont dites unitairement équivalentes s'il existeentre elles un opérateur d'entrelacement U qui soit un isomorphisme unitaire
U : H1 −→ H2.On a alors
Uπ1(g)U

∗ = π2(g)pour tout g ∈ G. Le cas échéant, on notera π1 ' π2.Les classes d'équivalences de représentations unitaires peuvent être partiellementordonnées :Dé�nition 1.3.6 [Contenance]Soient π et π′ des représentations de G. On dit que π′ est contenue dans πet l'on note
π′ ⊂ πsi π′ est unitairement équivalente à une sous-représentation de π.La proposition suivante [Dix61] permet de caractériser les représentations uni-taires irréductibles qui sont contenues dans la représentation régulière en termes decoe�cients matriciels et de fonctions de type positif associées.Proposition 1.3.7 Soit π une représentation unitaire irréductible de G. Les asser-tions suivantes sont équivalentes :i) il existe une fonction de type positif associée à π non nulle dans L2(G)ii) tous les coe�cients de π sont dans L2(G)iii) π ⊂ λGDé�nition 1.3.8 [Représentations de carré intégrable]Une représentation unitaire irréductible est dite de carré intégrable si ellesatisfait aux conditions de la proposition précédente.



1.3. Dual d'un groupe topologique 23Il est clair que toutes les représentations irréductibles unitaires d'un groupe com-pact sont de carré intégrable.En�n, il existe une notion d'intégrabilité pour les représentations unitaires.Proposition 1.3.9 Soit π une représentation unitaire irréductible de G. Les asser-tions suivantes sont équivalentes :i) il existe une fonction de type positif associée à π non nulle dans L1(G)ii) il existe un sous-espace dense H′ de Hπ tel que tous les coe�cients de π de laforme g 7→ 〈π(g)ξ, η〉 avec ξ, η ∈ H′ soient dans L1(G).De manière analogue à ce qui précède pour les représentations de carré intégrable,on pose alors :Dé�nition 1.3.10 [Représentations intégrables]Une représentation unitaire irréductible est dite intégrable si elle satisfaitaux conditions de la proposition précédenteRemarque 1.5 Une représentation intégrable est également de carré intégrable.Les notions introduites ci-dessus se traduisent par des propriétés topologiquesde l'� espace � des représentations unitaires irréductibles, qui fait l'objet des para-graphes suivants.1.3.2 Dual topologiqueLes classes d'équivalences de représentations unitaires d'un groupe G ne consti-tuent pas un ensemble. Cependant, on peut démontrer (voir [BdlHV08]), en utilisantune construction de type GNS, que les représentations cycliques sont paramétrées,à équivalence unitaire près, par des éléments de l'ensemble des fonctions de typepositif sur G. En particulier, les classes d'équivalences des représentations unitairesirréductibles de G constituent bien un ensemble, d'où la dé�nition suivante :Dé�nition 1.3.11 [Dual unitaire]On appelle dual unitaire de G l'ensemble Ĝ des classes d'équivalence dereprésentations unitaires irréductibles de G.



24 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesLa dualité de Pontrjagin montre que dual unitaire d'un groupe localement com-pact et abélien G est l'ensemble des caractères unitaires de G : muni de la topologiede la convergence uniforme sur tout compact, il s'agit encore d'un groupe locale-ment compact. Dans le cas général, Ĝ n'est pas un groupe, mais peut être munid'une topologie qui généralise celle de la convergence uniforme sur les compacts : latopologie de Fell.Topologie de FellLa dé�nition de cette topologie repose sur la notion de contenance faible :Dé�nition 1.3.12 [Contenance faible]Soient π et ρ deux représentations unitaires deG. On dit que π est faiblementcontenue dans ρ, et l'on note
π ≺ ρsi toute fonction de type positif associée à π peut être approchée unifor-mément sur tout compact de G par des sommes �nies de fonctions de typepositif associées à ρ.Si π ≺ ρ et ρ ≺ π, alors π et ρ sont dites faiblement équivalentes et l'onnote π ∼ ρ.Il est clair que la contenance implique la contenance faible. Les deux notionscoïncident pour une représentation irréductible (faiblement) contenue dans une re-présentation de dimension �nie. D'autre part, la relation π ≺ ρ ne dépend que desclasses d'équivalence unitaire de π et ρ, et s'applique donc aux éléments de Ĝ. Dansla suite, on commettra fréquemment l'abus de langage consistant à assimiler unélément du dual à l'un de ses représentants.Il est alors possible de dé�nir la topologie de Fell par ses voisinages, ou encoreen décrivant l'opération de fermeture qui la caractérise :Dé�nition 1.3.13 [Adhérence de Fell]Soit R une partie de Ĝ. Une représentation unitaire irréductible π de G seradite adhérente à R si et seulement si

π ≺
⊕

ρ∈R

ρ.



1.3. Dual d'un groupe topologique 25Propriétés topologiquesAvant de préciser quelques propriétés topologiques du dual unitaire d'un groupe,rappelons quelques dé�nitions :Dé�nition 1.3.14 [Propriétés de séparation]Un espace topologique X est appelé :� T0-espace si pour tous points x 6= y ∈ X, il existe un ouvert U tel que
x ∈ U et y /∈ U ou y ∈ U et x /∈ U� T1-espace si pour tous points x 6= y ∈ X, il existe des ouverts U et V telsque
x ∈ U et y /∈ U et y ∈ V et x /∈ V� T2-espace ou encore séparé ou de Hausdor� s'il est T1 et que les voisinagesde la dé�nition précédente peuvent être choisis disjoints.Remarque 1.6 Un espace topologique est un T1-espace si et seulement si les sin-gletons sont des fermés de sa topologie.Ces propriétés, en particulier celle de T0-espace, s'expriment de manière com-mode en termes des C∗-algèbres associées au groupe G, comme cela apparaîtra auParagraphe 1.4.2.1.3.3 Dual réduitUne partie de Ĝ nous intéressera plus particulièrement. Il s'agit du dual réduit,associé à la représentation régulière.Dé�nition 1.3.15 [Support d'une représentation]Soit π une représentation unitaire de G. On appelle support de π l'ensembledes éléments ρ ∈ Ĝ faiblement contenus dans π.La proposition suivante exprime une sorte de complète réductibilité au sens del'équivalence faible pour les représentation unitaires.Proposition 1.3.16 Soit π ∈ Ĝ. Alors

π ∼
⊕

ρ∈Supp(π)

ρ.



26 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesOn peut à présent introduire le dual réduit de G :Dé�nition 1.3.17 [Dual réduit]On appelle dual réduit de G et l'on note Ĝr le support de la représentationrégulière gauche :
Ĝr =

{
π ∈ Ĝ | π ≺ λG

}
.Contrairement au dual unitaire tout entier, le dual réduit des groupes de Liesemi-simples est assez bien connu, notamment grâce aux travaux d'Harish-Chandra.Le résultat suivant [Dix61] donne une interprétation topologique du fait qu'unreprésentation faiblement contenue dans la régulière soit en fait contenue dans larégulière.Proposition 1.3.18 Soit π une représentation unitaire irréductible de G de carréintégrable. Alors {π} est fermé dans Ĝr.Il existe également une condition plus forte [Dix61] :Proposition 1.3.19 Soit π une représentation unitaire irréductible et intégrable de

G. Alors {π} est ouvert et fermé dans Ĝr.En�n, pour les groupes séparables post-liminaires, il existe une condition néces-saire pour qu'un singleton soit ouvert dans Ĝr. En particulier,Proposition 1.3.20 Soient G est un groupe de Lie semi-simple ou nilpotent et
π ∈ Ĝr. Si {π} est un ouvert de Ĝr, alors π est de carré intégrable.Tous les objets de ce paragraphe s'interprètent naturellement dans le cadre decertaines C∗-algèbres associées au groupe G, qui font l'objet du paragraphe suivant.1.4 C∗-algèbres de groupesDans cette partie,G désigne toujours un groupe topologique localement compact,
dg une mesure de Haar à gauche �xée, ∆G la fonction modulaire correspondante et
Lp(G, dg) sera simplement noté Lp(G).



1.4. C∗-algèbres de groupes 271.4.1 C∗-algèbre pleine et C∗-algèbre réduiteLe produit de convolution dé�ni par
(u ∗ v)(g0) =

∫

G

u(g)v(g−1g0) dgpour u, v ∈ L1(G) fait de L1(G) une algèbre de Banach. D'autre part l'opération
u 7→ u∗ dé�nie par

u∗(g) = ∆G(g)−1u(g−1)confère à L1(G) une structure d'algèbre de Banach involutive, appelée algèbre deconvolution de G. Cette ∗-algèbre n'est en général pas une C∗-algèbre ; elle estunifère si et seulement si G est discret.Il existe une correspondance entre les représentations unitaires du groupe G etles ∗-représentations de l'algèbre de convolution de G, c'est-à-dire les ∗-morphismescontinus L1(G) 7−→ B(H), où H est un espace de Hilbert. Plus précisément, si π estune représentation unitaire continue de G, on dé�nit une représentation de L1(G),encore notée π, en posant
π(f) =

∫

G

f(g)π(g) dgpour f ∈ L1(G). La représentation ainsi obtenue est non-dégénérée, c'est-à-dire qu'iln'existe aucun vecteur non nul ξ ∈ Hπ tel que π(L1(G))ξ soit réduit à {0}.Dans le cas de la représentation régulière gauche, la représentation de L1(G) ob-tenue en intégrant λG associe à toute fonction intégrable l'opérateur de convolutionà gauche par cette fonction :
∀ξ ∈ L2(G) , λG(f)ξ = f ∗ ξpour f ∈ L1(G).On montre que toutes les ∗-représentations non-dégénérées de L1(G) sont obte-nues en intégrant des représentations unitaires de G [Dix64].D'autre part, il est possible, étant donnée une représentation unitaire de G, decompléter L1(G) en une C∗-algèbre, après y avoir dé�ni une norme véri�ant l'égalité

C∗-algébrique. Ainsi l'on pose pour f ∈ L1(G) :
‖f‖r = ‖λG(f)‖,le deuxième terme désignant la norme de l'opérateur continu λG(f) agissant surl'espace de Hilbert L2(G).



28 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesUne manière de prendre en compte � toutes � les représentations unitaires de Gest de considérer la représentation universelle πmax dé�nie comme la somme directede toutes les représentations unitaires cycliques de G. On note alors
‖f‖max = ‖πmax(f)‖.Pour f ∈ L1(G), les normes introduites ci-dessus véri�ent les inégalités suivantes :
‖f‖r ≤ ‖f‖max ≤ ‖f‖1.On peut à présent introduire les C∗-algèbres associées à G :Dé�nition 1.4.1 [C∗-algèbre maximale]On appelle C∗-algèbre pleine oumaximale de G et l'on note C∗

max(G) ou sim-plement C∗(G) la C∗-algèbre obtenue en complétant L1(G) pour la norme
‖ · ‖max.De même, il existe une C∗-algèbre associée à la représentation régulière :Dé�nition 1.4.2 [C∗-algèbre réduite]On appelle C∗-algèbre réduite de G et l'on note C∗

r (G) la C∗-algèbre obtenueen complétant L1(G) pour la norme ‖ · ‖r.Remarque 1.7 La C∗-algèbre réduite deG coïncide avec la fermeture de λG(L1(G))dans l'algèbre B(L2(G)) des opérateurs bornés sur L2(G).1.4.2 Représentations de G et de C∗(G)L'intégration d'une représentation unitaire π de G permet de l'étendre en unereprésentation non-dégénérée de L1(G). Une représentation unitaire π de G pouvants'écrire comme somme directe de représentations cycliques, l'inégalité
‖π(f)‖ ≤ ‖f‖max,véri�ée pour toute fonction f ∈ L1(G), montre que π s'étend en une représentationnon-dégénérée de C∗(G), encore notée π.Dans le cas de la représentation régulière λG, on obtient ainsi un ∗-morphismesurjectif

λG : C∗(G) −→−→ C∗
r (G),qui fait explicitement apparaître la C∗-algèbre réduite comme un quotient de la

C∗-algèbre maximale. Cette application est un isomorphisme si et seulement si legroupe G est moyennable.



1.4. C∗-algèbres de groupes 29Dé�nition 1.4.3 [Noyau d'une représentation]Soit π une représentation unitaire de G. On appelle noyau de π et l'on note
Kerπ le noyau de la représentation de C∗(G) obtenue à partir de π.L'intégration des représentations préserve les équivalences unitaires et les vec-teurs cycliques. Il s'ensuit que le dual unitaire de G est en bijection avec l'ensembledes classes d'équivalences de représentations irréductibles de C∗(G), noté Ĉ∗(G) etappelé dual de C∗(G).La proposition suivante caractérise la contenance faible des représentations auniveau des extensions à L1(G) et C∗(G).Proposition 1.4.4 Soient π et ρ des représentations unitaires de G. Les conditionssuivantes sont équivalentes :i) π ≺ ρii) Ker ρ ⊂ Ker πiii) ‖π(f)‖ ≤ ‖ρ(f)‖ pour toute fonction f ∈ L1(G)Cette expression de la contenance faible au niveau C∗-algébrique permet parexemple de formuler simplement la propriété de T0-espace en termes de noyaux.Proposition 1.4.5 Les assertions suivantes sont équivalentes :i) Ĝ est un T0-espace.ii) Deux représentations unitaires irréductibles de G ayant même noyau sont équi-valentes.Remarque 1.8 Ces propriétés sont encore équivalentes au fait que la surjectionentre Ĝ et l'espace Prim(C∗(G)) des idéaux primitifs de C∗(G), muni de la toplogiede Jacobson soit un homéomorphisme. D'autre part, on peut démontrer que tout

T0-espace peut être réalisé comme le dual d'une certaine C∗-algèbre.Le dual unitaire des groupes qui nous intéresseront dans la suite de ce mémoirevéri�e une propriété de séparation plus forte :Proposition 1.4.6 Si G est un groupe de Lie semi-simple ou nilpotent, alors Ĝ estun T1-espace.



30 Chapitre 1. Préliminaires C∗-algébriques et rappels sur les groupesIl s'agit d'un cas particulier d'un résultat plus général qui se démontre en consi-dérant des noyaux de représentations : tous les groupes liminaires véri�ent cettepropriété. On peut d'autre part énoncer un résultat plus précis : si une représenta-tion π est telle que pour tout g ∈ G, l'opérateur π(g) soit compact, alors {π} est unfermé de Ĝ. La réciproque est vraie pour un groupe séparable.Le dual unitaire d'un groupe topologique n'est en général pas un espace séparé,comme le prouve l'exemple de SL2(R), décrit en 5.2.D'autres propriétés topologiques sont connues pour le dual topologique d'ungroupe G. Ainsi, l'espace Ĝ est toujours localement compact et possède la propriétéde Baire. Si G est compact, alors Ĝ est discret. Une réciproque partielle est due à L.Baggett [Bag72] : si G est à base dénombrable et Ĝ est discret, alors G est compact.1.4.3 Le cas commutatifLorsque G est commutatif, la dualité de Pontrjagin montre que le dual topolo-gique Ĝ de G est un groupe localement compact, et que le dual de Ĝ s'identi�e à G.La transformée de Gelfand prolonge alors la transformée de Fourier
F : Cc(G) −→ C0(Ĝ)

f 7−→
[
χ 7→

∫

G

f(g)χ(g)dg

]et permet d'identi�er le spectre de C∗
r (G) à Ĝ, ce qui incite à considérer Ĝ en généralcomme un espace non-commutatif. En e�et, les phénomènes de non-séparation quise manifestent dans le cas non-abélien rendent l'algèbre des fonctions continues surle dual inadéquates pour l'étude de cet espace. Les di�érentes C∗-algèbres associéesau groupe seront en revanche plus appropriées, et généralisent le cas commutatif,comme le montre la remarque précédente au sujet de la transformation de Fourier.1.4.4 Multiplicateurs de C∗(G)Soit G un groupe topologique. Il existe un morphisme de groupes entre G etle groupe des unitaires de la C∗-algèbre M (C∗(G)). Pour g ∈ G, on note Ug lemultiplicateur de C∗(G) associé à g par la formule

Ug.ϕ(h) = ϕ(g−1h)pour ϕ ∈ Cc(G) et h ∈ G. De même, on dé�nira ϕ.Ug par ϕ.Ug(h) = ∆G(h)−1ϕ(gh−1).Cette dé�nition est compatible avec le produit de convolution sur G et pour toute



1.4. C∗-algèbres de groupes 31fonction ψ ∈ Cc(G), il vient
ψ =

∫

G

ψ(g)Ug dg,cette égalité étant valable dans C∗(G).





Chapitre 2Induction et série principale
La première partie de ce chapitre présente la machinerie permettant l'inductiondes représentations pour les groupes topologiques et pour les C∗-algèbres, introduitepar M.A Rie�el dans [Rie71]. On rappelle ensuite certains éléments de théorie desgroupes de Lie nécessaires à la construction et à l'étude de la série principale pour ungroupe de Lie semi-simple, avant de résumer les résultats de Bruhat [Bru56] Knappet Stein [KS71] relatifs à ces représentations.2.1 L'induction, de Frobenius à Rie�elDans toute cette partie, G est un groupe topologique localement compact, munid'une mesure de Haar à gauche dg, de fonction modulaire∆G et l'on note Lp(G) pour

Lp(G, dg). En�n, C∗(G) et C∗
r (G) désignent respectivement la C∗-algèbre pleine etla C∗-algèbre réduite de G.2.1.1 Induction pour les groupes topologiquesL'induction est un procédé de construction de représentations d'un groupe àpartir de représentations de ses sous-groupes. Il fut mis en ÷uvre pour la premièrefois par F. G. Frobenius en 1898 dans le cadre des groupes �nis [Fro98], avant d'êtreadapté aux groupes compacts par Nakayama [Nak38] et Weil [Wei65] en 1940, puisgénéralisé aux groupes localement compacts par G. Mackey à la �n des années 1940[Mac49, Mac51, Mac52].On rappelle ici les dé�nitions et certains des faits principaux de la théorie. Les ré-férences utilisées pour cette partie sont essentiellement la thèse de F. Bruhat [Bru56]33



34 Chapitre 2. Induction et série principaleet les appendices de [BdlHV08].Soient H un sous-groupe fermé de G, de mesure de Haar dh et σ une représen-tation unitaire de H sur un espace de Hilbert Hσ. On note p la surjection naturelle
G −→ G/H .Soit H0 l'espace des fonctions continues f : G −→ Hσ, telles que p(Supp f) soitune partie compacte de G/H et véri�ant l'égalité

f(gh) = σ(h)−1f(g)pour tous g ∈ G et h ∈ H .Il existe des éléments non triviaux deH0, obtenus à partir des fonctions continuesà support compact sur G : si a ∈ Cc(G) et v ∈ Hσ, l'application dé�nie pour g ∈ Gpar
fa,v(g) =

∫

H

a(gh)σ(h)v dhest uniformément continue à gauche et appartient à H0.L'espace H0 est muni d'une structure préhilbertienne : si f1 et f2 sont des élé-ments de H0, g ∈ G et h ∈ H , alors
〈f1(gh), f2(gh)〉 = 〈σ(h−1f1(g)), σ(h−1f2(g))〉 = 〈f1(g), f2(g)〉,ce qui permet de poser sans ambiguité

〈f1, f2〉 =

∫

G/H

〈f1(ġ), f2(ġ)〉 dµ(ġ),où µ désigne une mesure borélienne quasi-invariante sur G/H .Ce produit scalaire est bien dé�ni car le support de dµ est G/H tout entier. Soit
Hµ l'espace de Hilbert obtenu en complétant H0 pour la norme associée. L'ensembledes fonctions de la forme fa,v pour a ∈ Cc(G) et v parcourant une famille totale de
Hσ constitue une famille totale de Hµ.Supposons à présent que la mesure µ soit relativement invariante, id est que lemorphisme ∆H

∆G
se prolonge continûment de H à G. Cette hypothèse sera en généralvéri�ée dans les cas abordés dans le reste de ce mémoire. Le prolongement de √

∆G

∆Hà G est alors noté γ.La proposition suivante décrit l'action de G sur Hµ.Proposition 2.1.1 L'opérateur πµ(g) donné par
πµ(g)f = γ(g)f(g−1 ·)pour f ∈ Hµ et g ∈ G, dé�nit une représentation unitaire de G.



2.1. L'induction, de Frobenius à Rie�el 35La construction précédente repose sur le choix d'une mesure quasi-invariante µsur G/H . La représentation obtenue est en fait indépendante de ce choix. En e�et,si ν est une autre mesure quasi-invariante sur G/H , on peut montrer que µ et νsont équivalentes [BdlHV08]. Plus précisément, si ∂ désigne la dérivée de Radon-Nikodym dµ
dν
, l'application dé�nie sur H0 par f 7−→

√
∂f s'étend en un unitaire

u : Hµ −→ Hν , qui entrelace πµ et πν .Dé�nition 2.1.2 [Représentation induite]La représentation deG dé�nie à équivalence unitaire près par la constructionci-dessus est appelé représentation induite de σ à G et notéIndGH σ.Remarque 2.1 La représentation obtenue en induisant la représentation trivialedu sous-groupe réduit à l'élément neutre est la représentation régulière gauche :IndG{e} 1 = λG.Indiquons pour terminer un résultat de transitivité :Théorème 2.1.1 [Inductions successives]Soient H1 et H2 deux sous-groupes fermés de G tels que H1 < H2 et σ une re-présentation unitaire de H1. Alors IndH2
H1

(IndGH2
σ
) et IndGH1

σ sont unitairementéquivalentes.Ce théorème s'exprime naturellement dans la description de l'induction en termesde C∗-modules, qui fait l'objet du paragraphe suivant.2.1.2 Induction pour les C∗-algèbresDans ce paragraphe, on rappelle brièvement certains résultats de [Rie71] où estdéveloppée une théorie de l'induction pour les C∗-algèbres, exprimée en termes de
C∗-modules hilbertiens et contenant le cas des représentations de groupes commecas particulier.Il est souvent commode d'utiliser le vocabulaire des modules pour décrire lesreprésentations :



36 Chapitre 2. Induction et série principaleDé�nition 2.1.3 [Modules hermitiens]Soit A une C∗-algèbre. On appelle A-module hermitien un espace de Hilbert
H sur lequel A agit par une ∗-représentation A −→ B(H) non dégénérée etnormiquement continue.L'intégration des représentations, qui associe à une représentation de G unereprésentation de L1(G), puis de C∗(G) préserve les opérateurs d'entrelacement etétablit une équivalence de catégories entre G-modules unitaires et C∗(G)-moduleshermitiens.Dans tout ce qui suit on considère des C∗-modules hilbertiens à droite.Dé�nition 2.1.4 [C∗-modules d'induction]Soient A et B des C∗-algèbres. On appelle C∗-modules d'induction entre Bet A un C∗-module hilbertien E sur B muni d'une structure de A-moduleà gauche donnée par un ∗-morphisme A −→ LB(E) tel que A.E soit densedans E.Remarque 2.2 Le cas où B = C redonne exactement la dé�nition des A-moduleshermitiens.Soit AEB un C∗-module d'induction entre A et B. Le Théorème d'induction per-met, étant donné un B-module hermitien BH, de construire un A-module hermitienen considérant un produit tensoriel de la forme

AE ⊗
B
H.L'énoncé suivant est dû à M. A. Rie�el [Rie71].Théorème 2.1.2 Soient A et B des C∗-algèbres et E un C∗-module d'inductionentre B et A. Pour tout B-module hermitien H, la forme sesquilinéaire dé�nie surles tenseurs élémentaires de E ⊗B H par

〈e⊗ v, e′ ⊗ v′〉 = 〈〈e, e′〉Bv, v′〉est positive. De plus, LB(E) agit sur E ⊗B H en posant
T̃ (e⊗ v) = (Te) ⊗ vpour T ∈ LB(E). La norme d'opérateur de T̃ relative à la forme bilinéaire sur E⊗BHvéri�e ‖T̃‖ ≤ ‖T‖ et T̃ ∗ agit comme un adjoint de T̃ . Cette action s'étend donc enune ∗-représentation non dégénérée de LB(E) sur l'espace de Hilbert H′ obtenu enséparant et complétant E ⊗B H. La restriction de cette représentation à l'image de

A dans LB(E) est encore non dégénérée, et fait de H′ un A-module hermitien.



2.1. L'induction, de Frobenius à Rie�el 37L'induction des représentations de groupes s'inscrit dans ce cadre plus général.En e�et, si H est un sous-groupe fermé de G, il est toujours possible de construireun C∗-module d'induction entre C∗(H) et C∗(G). Plus précisément, de tels modulessont obtenus dans [Rie71] comme complétés de l'espace Cc(G) équipé d'un produitscalaire à valeurs dans la sous-algèbre Cc(H) de C∗(H). L'action à gauche de C∗(G)est alors dé�nie par convolution au niveau des fonctions à support compact. Lesdétails de cette construction seront repris au Paragraphe 3.1. Notons pour l'instant
EGH(G)le C∗-module hilbertien obtenu par complétion. Il s'agit d'un C∗-module d'inductionentre C∗(H) et C∗(G).Le théorème ci-dessous explicite le lien entre ce cadre C∗-algébrique et les travauxde Mackey et Blattner [Bla61] sur l'induction des représentations de groupes. Iciencore, on suppose que G/H admet une mesure relativement invariante et l'on noteencore γ un prolongement continu de γ =

√
∆G

∆H
à G.Théorème 2.1.3 Soient H un sous-groupe fermé d'un groupe topologique G et Hun C∗(H)-module hermitien associé à une représentation σ de H.L'application qσ : Cc(G) ×Hσ −→ C(G,Hσ) dé�nie par

qσ(f, v)(g) =

∫

H

γ(gh)f(gh)σ(h)v dhs'étend en une application linéaire
EGH(G) ⊗

C∗(H)
Hσ −→ HIndG

H σqui entrelace l'action de G sur ces deux espaces et préserve leurs produits scalairesrespectifs, dé�nissant ainsi une équivalence unitaire entre les deux représentations.Concluons ce paragraphe par une remarque sur la fonctorialité de la constructionci-dessus. Si A et B sont des C∗-algèbres, E un C∗-module comme dans le Théorème2.1.2, et ρ : H1 −→ H2 un morphisme de B-modules hermitiens, alorsIdE ⊗ ρdé�nit un morphisme de A-modules hermitiens entre E⊗
B
H1 et E⊗

B
H2. L'inductionpar le C∗-module E apparaît donc comme un foncteur entre la catégorie des B-modules hermitiens et celle des A-modules hermitiens.On peut en�n énoncer l'analogue du Théorème 2.1.1. Ce résultat, ainsi que leprécédent sont dus à Rie�el [Rie71] et furent étendus par Green [Gre78, Gre80].



38 Chapitre 2. Induction et série principaleThéorème 2.1.4 [Inductions successives]Soient H1 et H2 deux sous-groupes fermés de G tels que H1 < H2. Le foncteur
EGH1

(G) ⊗
C∗(H1)

·est canoniquement équivalent au "foncteur composé"
(
EGH2

(G) ⊗
C∗(H2)

EH2
H1

(H2)

)
⊗

C∗(H1)
·Il est à noter que ce théorème ne s'applique pas en toute généralité, id est enremplaçant C∗(H1), C∗(H2) et C∗(G) et les modules correspondants par des algèbreset des modules d'induction véri�ant seulement les hypothèses de la Dé�nition 2.1.4.2.1.3 ImprimitivitéLa question de l'imprimitivité consiste à identi�er parmi les représentations d'ungroupe G celles qui sont induites d'un sous-groupe H donné. Elle fut d'abord résoluepar Mackey [Mac49] avant d'être reformulée et généralisée dans de multiples cadres.L'ensemble des méthodes et résultats associés à cette idée sont parfois évoqués sousle nom de machinerie de Mackey-Rie�el-Green. Nous nous intéresserons ici à laformulation C∗(G)-algébrique du théorème d'imprimitivité pour les groupes, due àRie�el [Rie71]. L'extension de ce théorème aux produits croisés est due à Green[Gre78, Gre80]. On trouve dans [EKQR06] un traitement très général de ces ques-tions et dans [Vae05] une généralisation au cas des groupes quantiques localementcompacts.Dans [Bla63], les systèmes d'imprimitivité intervenant dans le théorème de Mac-key sont dé�nis de la manière suivante : soient H un sous-groupe fermé de G et

(π,H) une représentation unitaire de G.Dé�nition 2.1.5 [Système d'imprimitivité]On appelle système d'imprimitivité sur G/H pour (π,H), toute représen-tation ρ de C0(G/H) sur H telle que, l'égalité
ρ(g.F ) = π(g)ρ(F )π(g)−1soit véri�ée pour tous F ∈ C0(G/H) et g ∈ G, et g.F dé�nie par F (g−1·).Le résultat de Mackey établit une correspondance entre les systèmes d'impri-mitivité sur G/H et les classes d'équivalence de représentations unitaires de H .



2.2. Structure des groupes de Lie semi-simples 39La dé�nition précédente montre que les systèmes d'imprimitivité sur G/H corres-pondent aux représentations covariantes du produit croisé GnC0(G/H). La théoriedes équivalences de Morita entre C∗-algèbres développée dans [Rie74, Rie76] permetde donner une formulation compacte de ce résultat :Théorème 2.1.5 Soient G un groupe topologique localement compact et H un sous-groupe fermé de G, alors
Gn C0(G/H) ∼

Morita
C∗(H).Cette équivalence de Morita est réalisée par le module EGH(G).Remarque 2.3 Dans le cas où G/H est compact, C∗(G) s'envoie dans le produitcroisé G n C(G/H) et non seulement dans les multiplicateurs de cette algèbre.Cela montre que l'action de C∗(G) à gauche sur EGH(G) se fait par des opérateurscompacts, la situation étant résumée par le diagramme commutatif ci-dessous :

C∗(G)

��

// LC∗(H)(EGH(G))

Gn C(G/H)
' // KC∗(H)(EGH(G))

OO

2.2 Structure des groupes de Lie semi-simplesOn rappelle brièvement dans cette section un certain nombre de faits relatifs àla structure des groupes de Lie semi-simples et de leurs sous-groupes paraboliques.Les preuves et détails �gurent dans [Kna86] et [Kna02].Dans tout ce qui suit, G est un groupe de Lie linéaire, connexe et semi-simple,c'est-à-dire un groupe fermé de matrices inversibles réelles ou complexes, stable partransposition et conjugaison, à centre �ni dont on note g = Lie(G) l'algèbre de Lie.2.2.1 Décomposition d'IwasawaOn note respectivement Θ l'involution de Cartan, θ sa di�érentielle à l'unité et
B0 la forme bilinéaire sur g donnée par B0(X, Y ) = Tr(XY ). La décompositionde Cartan de g s'écrit g = k ⊕ p. On note en�n K le sous-groupe analytique de
G, d'algèbre de Lie k. C'est un sous-groupe compact maximal de G ; tous les tels



40 Chapitre 2. Induction et série principalesous-groupes sont conjugués dans G. Soit a un sous-espace abélien maximal de p.Les éléments de ad(p) sont symétriques pour le produit scalaire donné sur g par
〈X, Y 〉 = −Re(B0(X, θY )). Par conséquent, ad(a) constitue une famille d'appli-cations linéaires symétriques qui commutent, et peuvent donc être simultanémentdiagonalisées, avec des valeurs propres réelles. Pour toute forme linéaire λ sur a, onpose :

gλ = {X ∈ g | ∀H ∈ a, [H,X] = λ(H)X} .Si λ 6≡ 0 et gλ 6= {0}, on dit que λ est une racine restreinte. On note ∆(a : g)l'ensemble des racines restreintes. Cet ensemble constitue un système abstrait deracines ; il est en particulier �ni.Proposition 2.2.1 [Racines restreintes]Les racines restreintes et les espaces radiciels correspondants possèdent les propriétéssuivantes :� g = g0 ⊕
∑

λ∈∆(a:g) gλ, cette somme directe étant orthogonale pour le produitscalaire donné par B0� [gλ, gµ] ⊆ gλ+µ� θgλ = g−λ, donc λ ∈ ∆(a : g) implique −λ ∈ ∆(a : g)� g0 = a ⊕ m, où m = Zk(a)Il existe une notion de positivité pour les racines restreintes. En e�et, une basede a′ étant �xée, on appelle strictement positifs les éléments dont la première coor-donnée non nulle est strictement positive. Cela donne lieu à un ordre sur a′ et l'onnote alors ∆(a : g)+ l'ensemble des racines restreintes positives.Notation : désormais on notera ρN , ou encore ρ si aucune confusion n'est à craindre,la demi-somme des racines positives comptées avec multiplicité :
ρ =

1

2

∑

λ∈∆(a:g)+

(dimλ)λ.Soit en�n
n =

∑

λ∈∆(a:g)+

gλ.On peut à présent décrire la décomposition d'Iwasawa, au niveau de l'algèbre deLie tout d'abord,Proposition 2.2.2 [Décomposition d'Iwasawa des algèbres de Lie]Pour G linéaire, connexe et semi-simple, g s'écrit comme une somme directe
g = k ⊕ a ⊕ n,



2.2. Structure des groupes de Lie semi-simples 41dans laquelle a est abélienne, n est nilpotente, a ⊕ n résoluble et [a ⊕ n, a ⊕ n] = n.Cela se traduit au niveau du groupe :Proposition 2.2.3 [Décomposition d'Iwasawa des groupes de Lie]Pour G linéaire, connexe et semi-simple, soient A et N les sous-groupes analytiquesd'algèbres de Lie respectives a et n. Alors A, N et AN sont des sous-groupes ferméssimplement connexes de G, et le produit K × A×N −→ G,
(k, a, n) 7−→ kanest un di�éomorphisme surjectif.Exemple : considérons G = SLn(R). Une décomposition d'Iwasawa est donnée par

K = SOn(R) compact maximal, A = Dn(R
+), le sous-groupe abélien de SLn(R)constitué des matrices diagonales à coe�ecients positifs, et N = Tn(R), le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures à coe�cients diagonaux égaux à 1.2.2.2 Sous-groupes paraboliques, décomposition de LanglandsCertains sous-groupes occupent une place centrale dans la théorie : il s'agit dessous-groupes paraboliques de G. On note désormais A0 et N0 les sous-groupes notés

A et N dans la décomposition d'Iwasawa de G, et l'on pose M0 = ZK(A0). Lesalgèbres de Lie correspondantes sont notées a0, n0 et m0.Dé�nition 2.2.4 [Sous-groupes paraboliques]On a appelle sous-groupe parabolique de G tout sous-groupe fermé de Gcontenant un conjugué de M0A0N0. Les conjugués de M0A0N0 sont appeléssous-groupes paraboliques minimaux. Le groupe P0 = M0A0N0 est lui-mêmenommé parabolique minimal standard.Il existe pour les sous-groupes paraboliques un résultat de décomposition, quis'énonce, comme la décomposition d'Iwasawa, au niveau des algèbres de Lie puis auniveau des groupes.



42 Chapitre 2. Induction et série principaleProposition 2.2.5 [Décomposition de Langlands pour les algèbres de Lie]Soit S un sous-groupe parabolique de G, d'algèbre de Lie s. La sous-algèbre s de gse décompose en somme directe s = m⊕ a⊕ n. Cette décomposition est entièrementcaractérisée par les propriétés suivantes :� m, a et n sont mutuellement orthogonaux pour le produit scalaire donné par laforme B0� m ⊕ a = s ∩ θs� a = p ∩ Zm⊕aCette décomposition possède en outre les propriétés suivantes :� m, a et n sont des sous-algèbres de Lie de g, a est abélienne, n est nilpotente,
m et a normalisent n� m ⊕ a = Zg(a)� ad(a) agit comme une famille d'opérateurs hermitiens sur n, qui se décomposeen somme directe orthogonale :

n =
∑

µ∈Γ+
S

gµoù Γ+
S est une famille �nie d'éléments non nuls de a′ et

gµ = {X ∈ n | ∀H ∈ a, [H,X] = µ(H)X} .Soient à présent :� A, sous-groupe analytique d'algèbre de lie a� N , sous-groupe analytique d'algèbre de lie n� M̃ , sous-groupe analytique d'algèbre de lie m� M = ZK(a)M̃ .La décomposition de l'algèbre de Lie se manifeste alors au niveau du groupe :Proposition 2.2.6 [Décomposition de Langlands des sous-groupes paraboliques]Soient S, M , A et N comme précédemment.� Le produit M × A × N −→ S, (m, a, n) 7−→ man est un di�éomorphismesurjectif.� M̃ est linéaire, connexe, réductif et son centre est compact.� MA est réductif.� ΘN ∩MAN = {1}.Notation : le produit MA dans la décomposition de Langlands d'un sous-groupeparabolique P = MAN est appelée composante de Levi de P et notée L.



2.2. Structure des groupes de Lie semi-simples 432.2.3 Décomposition de BruhatCette décomposition est due à F. Bruhat et Harish-Chandra. Elle fut utiliséepour la première fois dans [Bru56] pour déterminer les équivalences parmi les repré-sentations induites des groupes de Lie. Elle relie le double quotient d'un groupe deLie par un sous-groupe parabolique au groupe de Weyl associé, dont on rappelle ladé�nition :Dé�nition 2.2.7 [Groupe de Weyl]Soit G = KAN une décomposition d'Iwasawa d'un groupe de Lie semi-simple d'algèbre de Lie g = kan. On appelle groupe de Weyl le quotient
NK(a)/ZK(a),que noté W (A : G).On peut alors énoncer le résultat de décomposition :Théorème 2.2.1 [Décomposition de Bruhat]Soient G = KAN une décomposition d'Iwasawa d'un groupe de Lie semi-simpled'algèbre de Lie g = kan et M = ZK(a). Si P désigne le sous-groupe paraboliqueminimal standard MAN , alors le double quotient P \G/P est en bijection avec legroupe de Weyl W (A : G), via l'application w 7−→ Pw̃P , où w̃ est un représentantquelconque de w dans NK(a).2.2.4 Décompositions de la mesure associéesLes décomposistions du paragraphe précédent donnent lieu, via la Proposition1.2.1 à des décompositions de la mesure de Haar sur G. En particulier, on démontreque dg peut être normalisée de sorte que l'on ait

dg = e2ρ log adk da dnoù k, a, n et ρ sont relatifs à la décomposition d'Iwasawa de G.De même, si P est un sous-groupe parabolique de décomposition de Langlands
P = MAN , la mesure de Haar de G peut être normalisée de sorte qu'elle se décom-pose en

dg = e2ρ log adk dmda dncar la décomposition d'Iwasawa montre que G = KMAN .En�n, la décomposition de la mesure de P s'écrit dp = e2ρ log admda dn et cellede la composante de Levi dl = dmda.



44 Chapitre 2. Induction et série principale2.3 La série principale : dé�nitionsLa proposition suivante décrit les représentations unitaires irréductibles de di-mension �nie des sous-groupes paraboliques :Proposition 2.3.1 Soient P un sous-groupe parabolique de G, de décomposition deLanglands P = MAN . Les représentations π unitaires irréductibles de dimension�nie de P sont exactement celles de la forme
π = σ ⊗ χ⊗ 1,où σ est une représentation unitaire irréductible de dimension �nie de M , χ uncaractère de A et 1 désigne la représentation triviale de N .� Démonstration.Soit π une représentation irréductible de P , d'espace Hπ. Le sous-groupe AN étantconnexe et résoluble, le théorème de Lie (cf. l'appendice de [God52]) assure quetoutes ses représentations irréductibles de dimension �nie sont de dimension 1.Comme Hπ est de dimension �nie, on en déduit l'existence d'un vecteur v ∈ Hπ nonnul et d'une représentation de AN de dimension 1 telle que, pour tout an ∈ ANon ait π(an)v = χ(an)v. Etant normalisé par A, le sous-groupe N est égal au sous-groupe dérivé de AN et tout élément n ∈ N s'écrit comme un produit �ni de com-mutateurs. Pour un tel élément, de la forme an0a

−1n−1
0 , il vient χ(an0a

−1n−1
0 ) = 1,d'où χ(n) = 1. Montrons à présent que le sous-espace vectoriel E deHπ engendré par

π(M)v est stable par π. En e�et, soit man ∈ MAN , les éléments de A commutantà ceux de M , on a
π(an)π(m)v = π(m)π(a)π(m−1nm)v = χ(a)π(m)v,la dernière égalité résultant de ce que M normalise N . Comme v est non nul et πirréductible, E = Hπ, d'où le résultat, avec σ = π|M . �Dans tout ce qui suit, P = MAN désigne le sous-groupe parabolique minimalstandard du groupe G de décomposition d'Iwasawa G = KAN �xée.Dé�nition 2.3.2 [Série principale unitaire]Soit G un groupe de Lie semi-simple. On appelle série principale unitairel'ensemble des représentations unitaires de G de la formeIndGP σ ⊗ χ⊗ 1où P = MAN désigne le sous-groupe parabolique minimal standard, σ unereprésentation unitaire irréductible de M et χ un caractère unitaire de A.



2.3. La série principale : dé�nitions 45Remarque 2.4 Les caractères de A peuvent s'exprimer en fonctions de formes li-néaires complexi�ées sur a. En e�et, si ν ∈ a′ ⊗C, l'application a 7−→ eν log(a) est uncaractère de A, unitaire si et seulement si ν est imaginaire pur. Tous les caractèresunitaires de A s'écrivent ainsi et l'on notera désormais χ = eν .Les représentations de la série principale unitaire peuvent être réalisées de plu-sieurs façons équivalentes. Dans ce qui suit, P = MAN , σ, ν sont choisis comme dansla dé�nition et la remarque ci-dessus. Comme au paragraphe précédent, ρ désignela demi-somme des racines positives, comptées avec multiplicité. On notera
πσ,νP = IndGP σ ⊗ eν ⊗ 1.On omettra en général l'indice en notant πσ,ν .Remarque 2.5 Une famille plus générale de représentations est obtenue en consi-dérant des sous-groupes paraboliques P ′ = M ′A′N ′ non nécessairement minimauxmais tels que M ′ admette une série discrète M̂ ′

d, et en induisant les représentationsde la forme σ⊗ eν ⊗ 1 avec σ ∈ M̂ ′
d. Les représentations obtenues constituent alorsune famille nommée P ′-série, qui s'identi�e à la série principale lorsque P ′ = P estle parabolique minimal standard. Ces représentations jouent un rôle central dans lathéorie d'après les résultats de Harish-Chandra. Néanmoins, on se borne dans ce quisuit à l'étude la série principale.2.3.1 Modèle induitLes représentations introduites ci-dessus consituent des exemples de représenta-tions induites, dé�nies au Paragraphe 2.1.1. Un sous-espace dense de la représen-tation πσ,νP considérée est l'ensemble Hσ,ν

0 des fonctions f continues de G dans Hσvéri�ant l'égalité
f(gman) = e−(ρ+ν) log aσ(m−1)f(g)pour g ∈ G et man ∈ P = MAN . Cet espace est muni de la norme dé�nie par

‖f‖2 =

∫

K

|f |2 dket l'action de G est donnée par les translations à gauche :
πσ,νP (g0)f(g) = f(g−1

0 g)pour f ∈ Hσ,ν
0 et g0, g ∈ G.



46 Chapitre 2. Induction et série principaleLe lien avec la dé�nition des représentations induites du Paragraphe 2.1.1 reposesur le fait que les fonctions de Hσ,ν
0 sont déterminées par leur restriction à K et unedécomposition appropriée de la mesure de Haar de G. En e�et, la décompositiond'Iwasawa montre que G = KMAN , avec K ∩MAN = K ∩M et que l'applicationde K ×MAN dans G donnée par le produit est ouverte. On en déduit, grâce auThéorème 1.2.1 que la mesure de Haar de G se décompose en

dg = e2ρ log adk dmda dnà une normalisation près. D'autre part,G est unimodulaire et P admet pour fonctionmodulaire ∆P (man) = e−2ρ log a, comme cela apparaîtra dans la démonstration de laProposition 3.2.3. Le morphisme γ =
√

∆G

∆P
s'étend donc à G en posant

γ(kman) = eρ log a.Ainsi, les fonctions de Hσ,ν
0 véri�ent la relation

f(gp) = γ(p−1)[σ ⊗ eν ⊗ 1](p−1)f(g)pour g ∈ G et p ∈ P , et l'application f 7→ γf envoie Hσ,ν
0 dans HIndG

P σ⊗eν⊗1. Cetteapplication s'étend en une équivalence unitaire entre πσ,νP et IndGP σ ⊗ eν ⊗ 1.2.3.2 Modèle compactLe modèle compact des représentations de la série principale unitaire consiste enla restriction des fonctions du modèle induit à K. Plus précisément, un sous-espacedense de la représentation est l'ensemble Hσ
0 des fonctions f continues de K dans

Hσ véri�ant l'égalité
f(km) = σ(m−1)f(k)pour k ∈ K et m ∈ K ∩M . L'espace de Hilbert de la représentation est le complétéde Hσ

0 pour la même norme que dans le modèle précédent.Un élément g ∈ G, se décompose suivant KMAN , et l'on note :
g = κ(g)µ(g)eH(g)n.L'action de G est alors donnée par :

πσ,νP (g0)f(k) = e−(ν+ρ)H(g−1
0 k)σ(µ(g−1

0 k))−1f(κ(g−1
0 k)).L'entrelacement entre cette action et celle du modèle induit est donnée par l'appli-cation f 7−→ f |K .



2.3. La série principale : dé�nitions 47Un aspect remarquable de ce modèle est que la dépendance en ν ne se manifesteque dans l'action : l'espace Hσ
0 est indépendant de ce paramètre. Ce fait intervientde manière déterminante dans la construction des opérateurs d'entrelacement deKnapp et Stein, dans les travaux [KS71] et [KS80]. Il est également exploité dans[Hig07], où l'indépendance par rapport à ν se manifeste par la trivialité locale decertain �bré.2.3.3 Modèle ouvertCette dernière description des représentations de la série principale repose sur uneconséquence de la décomposition de Bruhat. En e�et, P = MAN désignant toujoursle sous-groupe parabolique minimal standard de G, un élément de la décompositionde Bruhat selon P s'écrit alors

PwP = NwMAN = w(w−1Nw)MANavec w ∈ NK(a). Cette classe est donc un translaté de (w−1Nw)MAN . On montreen raisonnant au niveau des algèbres de Lie que (w−1Nw)MAN est l'image dans Gd'une variété de dimension strictement inférieure à celle de G, sauf pour une valeurparticulière de w, telle que (w−1Nw)MAN = NMAN , ouvert dans G, où N désignele conjugué de N par l'involution de Cartan. Il s'ensuit que le complémentaire de lacellule de Bruhat ouverte NMAN est de dimension strictement inférieure à celle de
G, et donc de mesure nulle.Une nouvelle application du Théorème 1.2.1 permet encore de décomposer lamesure de Haar de G :

dg = e2ρ log adn̄ dmda dn.L'espace du modèle ouvert pour la représentation de la série principale induitedu couple (σ, ν) est L2(N,Hσ , e
2Re(ν)H(n̄) dn̄). Presque tout élément g ∈ G, admetune décomposition suivant NMAN , notée :

g = n̄(g)m(g)a(g)n.L'action de G est alors donnée par :
πσ,νP (g0)f(n̄) = e−(ν+ρ) log a(g−1

0 n̄)σ(m(g−1
0 n̄))−1f(n̄(g−1

0 n̄)).L'équivalence entre cette action et celle du modèle induit est donnée par la restriction
f 7−→ f |N .Remarquons pour conclure ce paragraphe que les représentations de la série prin-cipale unitaire sont faiblement contenues dans la représentation régulière.



48 Chapitre 2. Induction et série principaleProposition 2.3.3 Soit πσ,ν une représentation de la série principale de G. Alors
π ≺ λG.� Démonstration.C'est une conséquence de la moyennablité des sous-groupes paraboliques minimaux :un tel groupe P est l'extension de sa composante de Levi L, moyennable commeproduit direct du groupe compact M et du groupe abélien A, par sa composantenilpotente, également moyennable. On en déduit que σ⊗eν⊗1 ≺ λP . Or l'inductionpréserve la contenance faible (voir [BdlHV08]), donc

πσ,ν ≺ IndGP λP .Le théorème d'inductions successives 2.1.1 montre queIndGP λP = IndGP IndP{1} 1 ∼ IndG{1} 1 = λG,d'où le résultat. �Il s'ensuit que les représentations irréductibles de la série principale unitairefournissent des éléments du dual réduit Ĝr.2.4 Irréductibilité des représentations de la sérieprincipaleDécrire les éléments de Ĝ fournis par les représentations de la série principaled'un groupe de Lie consiste à savoir lesquelles de ces représentations πσ,ν sont ir-réductibles d'une part, et à déterminer d'autre part quelles sont les équivalencesunitaires possibles entre deux représentations πσ,ν et πσ′,ν′ données.2.4.1 Premiers résultatsUne condition nécessaire d'irréductibilité pour πσ,ν est fournie par le Théorème2.4.1, dû à F. Bruhat, qui s'exprime en termes de cardinal du stabilisateur de (σ, ν)dans le groupe de Weyl W (A : G).



2.4. Irréductibilité des représentations de la série principale 49Dé�nition 2.4.1 [Stabilisateur Wσ,ν ]Soit w̃ un élément de NK(a) dont on note w la classe dans W (A : G). Pour
σ et ν représentations de M et A respectivement, on note w̃σ = σ ◦ cw̃ et
w̃ν = ν ◦ cw̃. Les classes d'équivalence unitaires de w̃σ et w̃ν ne dépendentque de w. Le stabilisateur du couple (σ, ν) est noté

Wσ,ν = {w ∈W (A : G) | w̃σ ' σ et w̃ν ' ν} .Le théorème d'irréductibilité suivant �gure dans [Bru56]. Le sous-groupe para-bolique P = MAN est supposé minimal.Théorème 2.4.1 Soient σ et ν des représentations unitaires irréductibles de M et
A respectivement et πσ,ν la représentation de la série principale associée. L'espacevectoriel des opérateurs d'entrelacement de πσ,ν avec elle-même, c'est-à-dire des ap-plications linéaires bornées I telles que

Iπσ,ν = πσ,νIest de dimension inférieure ou égale au cardinal |Wσ,ν | du stabilisateur de (σ, ν).Il s'ensuit que, pour σ �xé, πσ,ν est irréductible pour ν provenant d'un ouvertdense de ia′. Ce résultat a été étendu par Harish-Chandra dans [HC76] au cas où Pest un parabolique cuspidal et σ une représentation de la série discrète de M .Remarque 2.6 Le théorème 2.4.1 est un cas particulier d'un résultat plus fort,également démontré dans [Bru56] : pour (σ, ν) et (σ′, ν ′) dans M̂ × Â, la dimensionde l'espace des entrelacements entre πσ,ν et πσ′,ν′ est dominée par le cardinal de
{w ∈W | w̃σ ' σ′ et w̃ν ' ν ′} .En�n, Bruhat démontre également l'équivalence de πσ,ν et πw̃σ,w̃ν pour tout w ∈W .Des résultats complémentaires furent obtenus par Kostant qui démontra dans[Kos69] l'irréductibilité de π1M ,ν pour tout ν et Wallach qui établit dans [Wal71]l'irréductibilité de toutes les représentations de la série principale unitaire pour lesgroupes possédant une seule classe de sous-groupes de Cartan, en particuliers lesgroupes complexes. En�n, l'étude des cas de réductibilité dans la série principale futcomplétée grâce à la construction des opérateurs d'entrelacement de Knapp et Steinet de leurs facteurs de normalisation [KS71, KS80].



50 Chapitre 2. Induction et série principale2.4.2 Opérateurs de Knapp et SteinSoient P = MAN et P ′ = MAN ′ deux sous-groupes paraboliques minimauxpartageant la même composante de Levi L = MA. Les opérateurs entrelaçant πσ,νPet πσ,νP ′ sont des applications linéaires L : Hσ,ν
P −→ Hσ,ν

P ′ telles que l'égalité
Lπσ,νP = πσ,νP ′ Lsoit véri�ée pour tout g ∈ G. Les images respectives de N et N ′ par l'involution deCartan sont désignées par N et N ′. On note encore P = MAN et P ′

= MAN
′.Opérateurs formels entre πσ,νP et πσ,νP ′L'espace de πσ,νP vue dans le modèle induit, est le complété d'un espace de fonc-tions N-invariantes. Un moyen naturel pour construire une fonction N ′-invariante àpartir d'une fonction N-invariante est de la moyenner sur N ′. Plus précisément, si

F est une fonction dans Hσ,ν
P , on pose pour x ∈ G

Iσ,νP ′,PF (x) =

∫

N′

N∩N′

F (xn′) dn′sans présumer de la convergence de cette intégrale.Le quotient N ′

N ∩N ′
s'identi�e à N ∩ N ′, l'identi�cation préservant les mesuresinvariantes et un calcul formel démontre que l'opérateur dé�ni par

Iσ,νP ′,PF (x) =

∫

N∩N ′

F (xn̄) dn̄véri�e la relation d'entrelacement entre πσ,νP et πσ,νP ′ .Remarque 2.7 Il n'est pas nécessaire, pour poser ces dé�nitions formelles, que lesreprésentations considérées soient unitaires ; c'est ce qui permet dans la suite de fairevarier ν hors des éléments imaginaires purs de a′
C
.Opérateurs standardUn cas particulier fondamental, notamment lorsque G est de rang réel 1, est celuioù N ′ est le conjugué de N par un élément w du groupe de Weyl :

N ′ = w−1Nw.



2.4. Irréductibilité des représentations de la série principale 51Soit R(w)F la fonction x 7→ F (xw), où w désigne encore un représentant dans
NK(a) de w. L'opérateur d'entrelacement standard associé à πσ,νP est la composée :

Iσ,νP,w = R(w)Iσ,νw−1Pw,P .Cet opérateur est donné par l'intégrale
Iσ,νP,wF (x) =

∫

N∩w−1Nw

F (xwn̄) dn̄,en général non convergente, comme il apparaîtra dans un cas particulier au Para-graphe 5.4.1. Il satisfait formellement l'idendité :
Iσ,νP,wπ

σ,ν
P = πwσ,wνP Iσ,νP,w.Domaines de convergenceLa première étape dans la méthode msie en ÷uvre par Knapp et Stein [KS71,KS80] pour obtenir e�ectivement des opérateurs d'entrelacement standard bien dé-�nis entre les représentations de la série principale unitaire consiste à considérer lesformules intégrales du paragraphe précédent pour des caractères non-unitaires de A,c'est-à-dire associés à des formes ν ∈ a′

C
de partie réelle non nulle. La convergencede l'intégrale ∫

N∩w−1Nw

e−(ν+ρ)H(n̄) dn̄établie dans [HC58] pour certaines valeurs de ν permet alors de démontrer le résultatsuivant :Proposition 2.4.2 Soit ν ∈ a′
C
telle que l'inégalité 〈Re(ν), β〉 > 0 soit véri�éepour toute racine β positive pour N et négative pour N ′, c'est-à-dire telle que βet −wβ soient dans ∆(a : g)+. Alors l'intégrale dé�nissant l'opérateur Iσ,νP ′,P estconvergente pour toute fonction F continue et tout x ∈ G. De même, si ν véri�ela condition précédente avec N ′ = w−1Nw, alors l'intégrale dé�nissant l'opérateur

Iσ,νP,w est également convergente. Le cas échéant, les relations d'entrelacement sontvéri�ées par les opérateurs obtenus.La construction des opérateurs d'entrelacement pour les représentations de la sé-rie principale unitaire repose ensuite sur un prologement méromorphe des intégralesprécédentes, considérées comme des fonctions du paramètre complexi�é ν. On seramène pour ce faire au cas où a′
C

= C.



52 Chapitre 2. Induction et série principaleRéduction au cas de rang 1La composante de Levi L = MA et le couple σ, ν étant toujours �xés, les opé-rateurs d'entrelacement associés à des sous-groupes paraboliques di�érant par lesparties nilpotentes de leurs décompositions de Langlands véri�ent certaines relationsde composition. En e�et, supposons que P = MAN , P ′ = MAN ′ et P ′′ = MAN ′′soient tels que n′′ ∩ n ⊂ n′ ∩ n et que ν véri�e les hypothèses de la Proposition 2.4.2pour N et N ′′. Alors on peut démontrer que
Iσ,νP ′′,P = Iσ,νP ′′,P ′I

σ,ν
P ′,P .En ce qui concerne les opérateurs standard, il est possible de se ramener aucas où w est une des symétries qui engendrent le groupe de Weyl. Soit en e�et

w dans NK(a). On note l(w) la longueur de w, c'est-à-dire le nombre minimal desymétries par rapport aux racines simples intervenant dans une décomposition de
w. Si w = w1w2 est une décomposition de w telle que l(w) = l(w1) + l(w2), alors laformule de décomposition

Iσ,νP,w = Iw2σ,w2ν
P,w1

Iσ,νP,w2est valide dès que ν satisfait les hypothèses de la Proposition 2.4.2.Cette formule permet, grâce à l'analyse de [Sch71], de se ramener au cas où Gest de rang réel 1. En e�et, il su�t à présent de considérer w parmi les ré�exionsrelatives aux racines simples. Si λ ∈ ∆(a : (g))+ est réduite, c'est-à-dire telle que
1
2
λ /∈ ∆(a : g)+, on peut considérer la sous-algèbre de Lie g(λ) de g engendrée par

gλ, g2λ, g−λ et g−2λ. Le sous-groupe analytique de G correspondant, noté G(λ), estsemisimple connexe. La décomposition de Cartan de g(λ) est obtenue en considérantles intersections respectives k(λ) et p(λ) de k et p avec g(λ). Il apparaît que a(λ), dé�nicomme l'intersection a∩ g(λ), est un sous-espace abélien maximal de p(λ) et que a(λ)coïncide avec la droite engendrée par l'élément Hλ représentant λ pour la forme B0,c'est-à-dire véri�ant λ(H) = B0(H,Hλ) pour tout H ∈ a(λ). Le groupe G(λ) est doncde rang réel 1.D'après [Sch71], si w désigne la classe modulo M de la symétrie sλ par rapportà une telle racine λ, l'opérateur standard Iσ,νP,w se déduit de l'opérateur standard
I
σ,ν|

a(λ)

P (λ)M,w
via la formule

Iσ,νP,wF (k) = I
σ,ν|

a(λ)

P (λ)M,w
Fk(1),où Fk désigne la restriction à G(λ)M de l'application F (k·) pour k ∈ K, qui est bienun élément de l'espace de la représentation πσ,ν|a(λ)

P (λ)M,w
.



2.4. Irréductibilité des représentations de la série principale 53Prolongement méromorpheGrâce à l'étude menée par G. Schi�man, il su�t donc de se placer dans le casoù G est de rang réel 1. Soient λ la racine restreinte positive, p et q les dimensionsrespectives de gλ et g2λ, de sorte que ρ = 1
2
(p + 2q)λ et que toute forme ν ∈ a′

Cs'écrit ν = zρ avec z ∈ C. En�n, w désigne l'élément non trivial du groupe de Weyl.Le théorème ci-dessous est dû à Knapp et Stein [KS71]. Soit F une fonction declasse C∞ dans l'espace de la représentation πσ,zρP , réalisée dans le modèle compact,c'est-à-dire une fonction de classe C∞ sur K, à valeurs dans Hσ véri�ant la relation
F (km) = σ−1(m)F (k) pour tous m ∈M et k ∈ K. La Proposition 2.4.2 assure quel'intégrale dé�nissant

Iσ,zρP,w F (k)est convergente pour Re(z) > 0.Théorème 2.4.2 La fonction dé�nie pour Re(z) > 0 par
z 7−→ Iσ,zρP,w Fse prolonge méromorphiquement à C avec des pôles d'ordre inférieur ou égal à 1 auxmultiples entiers positifs de −1

p+ 2q
. L'application (z, F ) 7−→ Iσ,zρP,w F est continue endehors de ces pôles entre C × C∞(K,Hσ) et C∞(K,Hσ).Remarque 2.8 Ce résultat sera illutré dans le cas particulier de SL2(R) au Para-graphe 5.2.5.L'analyse ébauchée au paragraphe précédent permet d'étendre ce résultat enrang supérieur : les expressions dé�nissant les opérateurs d'entrelacement Iσ,νP ′,P et

Iσ,νP,w, valides pour les valeurs de ν données par la Proposition 2.4.2, se prolongentméromorphiquement à a′
C
.2.4.3 Normalisation des opérateurs d'entrelacementL'objet de ce paragraphe est de présenter la construction de certains facteurs sca-laires dépendant de ν et permettant de normaliser les opérateurs d'entrelacementobtenus plus haut par prolongement méromorphe. Les opérateurs ainsi normalisésréalisent des équivalences unitaires entre représentations de la série principale uni-taire et l'étude des singularités des facteurs scalaires associés permet d'élucider lesphénomènes de réductibilité non détectés par le Théorème de Bruhat. On se placeradans le cas où G est de rang réel 1.



54 Chapitre 2. Induction et série principaleFacteurs de normalisationSupposons ν imaginaire et non nul. Les relations de commutation véri�ées parles opérateurs fournis par le Théorème 2.4.2 montrent que la composée Iσ,ν
P,P
Iσ,ν
P ,Pentrelace πσ,νP avec elle-même. D'après le Théorème 2.4.1 de Bruhat, cet opérateurest donc scalaire, d'où l'existence d'une fonction η à valeurs scalaires dé�nie par

Iσ,ν
P,P
Iσ,ν
P ,P

= ησ
P ,P

(ν) Id.La proposition suivante, due à Knapp et Stein [KS71, KS80], présente certainespropriétés, en particulier de symétrie, de la fonction η.Proposition 2.4.3 La fonction ησ
P,P

est holomorphe et ses pôles sont réels. Ellevéri�e en outre les relations suivantes :a) ησ
P ,P

= ησ
P,Pb) ησ

P ,P
(ν) ≥ 0 pour ν imaginairec) ησ

P ,P
(ν) = ησ

P ,P
(−ν̄)d) ηwσ

P ,P
(wν) = ησ

P ,P
(ν) pour tout w ∈ NK(a)e) ησ

P ,P
(ν) = ησ

P ,P
(−ν)Un lemme d'analyse complexe montre qu'à une fonction méromorphe η non nullesur C, paire et prenant des valeurs positives sur l'axe imaginaire, on peut associerune fonction γ méromorphe, dont les ensembles de pôles et de zéros sont inclus dansceux de η, prenant des valeurs réelles sur l'axe réel et véri�ant la relation

η(z) = γ(z)γ(−z̄)pour toute valeur de z où η est dé�nie. La fonction γ est essentiellement obtenue enconsidérant des produits de Weierstrass.La Proposition 2.4.3 montre que l'on peut associer une telle fonction à ησ
P ,P

. Onnotera γσ
P ,P

cette fonction.



2.4. Irréductibilité des représentations de la série principale 55On peut à présent dé�nir les opérateurs d'entrelacement normalisés :Dé�nition 2.4.4 [Opérateurs normalisés]Soient P , P ′, σ et ν comme précédemment. On appelle opérateur d'entrela-cement normalisé l'opérateur
I

σ,ν

P ,P
=

1

γσ
P,P

(ν)
Iσ,ν
P ,P

.De même, on appelle opérateur d'entrelacement normalisé standard l'opé-rateur
I

σ,ν
P,w =

1

γσ
P,P

(ν)
Iσ,νP,w.Cette construction se généralise au rang supérieur et les opérateurs I

σ,ν
P ′,P véri�entla relation

I
σ,ν
P ′,PI

σ,ν
P,P ′ = Id.D'autre part, si P1 = MAN1, P2 = MAN2 et P3 = MAN3 sont trois sous-groupes paraboliques de G ayant la même composante de Levi MA, les opérateursnormalisés associés véri�ent la relation de composition suivante :

I
σ,ν
P3,P1

= I
σ,ν
P3,P2

I
σ,ν
P2,P1

.Conséquences : équivalences et irréductibilité pour la série principaleLa proposition suivante énonce quelques propriétés des opérateurs d'enrelace-ment normalisés :Proposition 2.4.5 Les opérateurs d'entrelacement normalisés, appliqués aux vec-teurs K-�nis des espaces sur lesquels ils sont dé�nis, véri�ent les propriétés sui-vantes :a) I
σ,ν
P ′,Pπ

σ,ν
P = π′σ,ν

P I
σ,ν
P ′,Pb) I

σ,ν
P ′,P = R(w)−1I

σ,ν
wP ′w−1,wPw−1R(w) pour tout w ∈ NK(a)c) I

σ,ν
P ′,P

∗ = I
σ,−ν̄
P ′,Pd) I

σ,ν
P ′,P se prolonge holomorphiquement comme fonction de ν pour ν imaginaire etles opérateurs obtenus pour de tels ν sont unitaires.



56 Chapitre 2. Induction et série principaleLe dernier point démontre en particulier que les représentations πσ,νP et πσ,νP ′ sontunitairement équivalentes.En�n, les opérateurs normalisés standard véri�ent également des propriétés decomposition et des relations d'entrelacement analogues.Proposition 2.4.6 Les opérateurs d'entrelacement normalisés standard, appliquésaux vecteurs K-�nis des espaces sur lesquels ils sont dé�nis, véri�ent les propriétéssuivantes :a) I
σ,ν
P,wπ

σ,ν
P = πwσ,wνP I

σ,ν
P,wb) I

σ,ν
P,w1w2

= I
w2σ,w2ν
P,w1

I
σ,ν
P,w2

pour tous w1, w2 dans NK(a)c) I
σ,ν
P,w

∗ = I
wσ,−wν̄
P,w−1d) I

σ,ν
P,w se prolonge holomorphiquement comme fonction de ν pour ν imaginaire etles opérateurs obtenus sont unitaires.Comme précédemment, le dernier point démontre que les représentations πσ,νP et

πwσ,wνP sont unitairement équivalentes.Le Théorème de Bruhat donnait une majoration de la dimension de l'espacedes opérateurs d'entrelacement. La normalisation des opérateurs de Knapp et Steinpermet d'établir le résultat suivant, qui minore cette dimension :Théorème 2.4.3 Soit ν imaginaire dans a′
C
. On pose

R′
σ,ν =

{
r ∈Wσ,ν | ησr−1Pr,P est régulière en ν.}Alors pour r ∈ R′

σ,ν , les opérateurs σ(r)I σ,ν
P,r sont linéairement indépendants.Dans l'énoncé précédent, σ(r) désigne l'extension de σ à NK(a) appliquée à r,dé�nie à une racine de l'unité près, c'est-à-dire au signe près dans le cas des groupesde rang 1.Il en résulte le théorème suivant, qui relie l'irréductibilité de la représentation

πσ,0P à l'existence d'un pôle en 0 pour la fonction ησ
P ,P

. On suppose G de rang réel 1.Théorème 2.4.4 La représentation de la série principale πσ,0P est réductible si etseulement si :� wσ est équivalent à σ� la fonction ησ
P ,P

n'a pas de pôle en 0.Remarque 2.9 On trouve un énoncé plus général, sans hypothèse sur le rang réelde G et sans supposer que les représentations sont induites à partir d'un paraboliqueminimal dans [KS80].



Chapitre 3
C∗-modules d'induction généralisés

Nous construisons dans cette partie des C∗-modules hilbertiens EGH(X), où X estun espace mesuré sur lequel agissent des groupes topologiques G et H , généralisantla construction de [Rie71] qui correspond au cas X = G. On donne ensuite plusieursdescriptions de ces modules dans le cas du quotient d'un groupe de Lie semi-simple
G par la composante nilpotente N d'une décomposition d'Iwasawa : X = G/N .Ces modules d'induction se spécialisent sur les représentations de la série principaleunitaire et leurs di�érentes descriptions correspondent aux réalisations classiques deces représentations.3.1 Construction généraleSoit X un espace topologique localement compact et G, H deux groupes topolo-giques localement compacts munis de mesures de Haar à gauche, agissant respective-ment à gauche et à droite sur X. On suppose que les deux actions commutent et quel'action de H est propre, ce qui implique que X/H est localement compact. Dans lessituations étudiées par la suite, X/H sera compact, donc a fortiori paracompact.On suppose en�n que X est muni d'une mesure µ, invariante sous l'action de G etrelativement invariante sous celle de H . Les données sont donc résumées par

G y (X,µ) x H,où la relative invariance de la mesure µ sous l'action de H se traduit par l'existenced'un morphisme de groupes δX : H −→ R∗
+ tel que l'on ait, pour f ∈ L1(H) et

h ∈ H : ∫

X

f(x.h) dµ(x) = δX(h−1)

∫

X

f(x) dµ(x).57



58 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisésNotation : les fonctions modulaires de G et H sont notées ∆G et ∆H et l'on pose
γ =

√
δX
∆H

.Considérons à présent l'espace Cc(X) des fonctions continues à support compactsur X. Les actions de G et H respectivement dé�nies par
(g.f)(x) = f(g−1.x) et (f.h)(x) =

γ(h)

δX(h)
f(x.h−1)pour g ∈ G, h ∈ H , f ∈ Cc(X) et x ∈ X donnent lieu à des actions de Cc(G) et

Cc(H) données par
(ϕ.f)(x) =

∫

G

ϕ(g)f(g−1.x) dg et (f.ψ)(x) =

∫

H

γ(h)

δX(h)
f(x.h−1)ψ(h) dhpour ϕ ∈ Cc(G), ψ ∈ Cc(H) et f ∈ Cc(X). Il est clair que ces deux actions com-mutent.L'espace Cc(X) peut être muni d'un produit scalaire à valeurs dans C∗(H).Proposition 3.1.1 L'application Cc(X) × Cc(X) −→ Cc(H) donnée par

〈f, g〉(h) = γ(h)

∫

X

f(x)g(x.h) dµ(x)pour f, g ∈ Cc(X) est Cc(H)-sesquilinéaire, dé�nie et positive.� Démonstration.Soient f, g ∈ Cc(X) et h ∈ H . Véri�ons que 〈f, g〉∗ = 〈g, f〉 dans C∗(H) :
〈f, g〉∗(h) = ∆H(h−1)γ(h−1)

∫

X

f(x)g(x.h−1) dµ(x)

x↔x.h
= ∆−1

H γ−1δX(h)

∫

X

f(x.h)g(x) dµ(x) = 〈g, f〉(h)On véri�e également la sesquilinéarité attendue :
〈f, g.ψ〉 = 〈f, g〉ψ.



3.1. Construction générale 59En e�et, si ψ ∈ Cc(H) et h ∈ H , alors
〈f, g.ψ〉(h) = γ(h)

∫

X

f(x)g.ψ(xh) dµ(x)

= γ(h)

∫

X

∫

H

γ(t)

δX(t)
f(x)g(xht−1)ψ(t) dt dµ(x)D'aure part,

〈f, g〉.ψ(h) =

∫

H

〈f, g〉(t)ψ(ht−1) dt =

∫

H

∫

X

γ(t)f(x)g(xt)ψ(ht−1) dµ(x) dt

(t ↔ ht) =

∫

H

∫

X

γ(ht)f(x)g(xht)ψ(t−1) dµ(x) dt

(t ↔ t−1) =

∫

H

∫

X

γ(ht−1)∆H(t−1)f(x)g(xht−1)ψ(t) dµ(x) dt,et l'égalité résulte du fait que γ(ht−1)∆H(t−1) = γ(h)
γ(t)

δX(t)
.Il reste à s'assurer que la condition de positivité est véri�ée, id est que 〈f, f〉 estun élément positif de C∗(H). On s'appuie pour cela sur un lemme similaire à celuidû à Blattner et cité dans [Rie71]. Rappelons d'abord une propriété topologique,démontrée dans [Bou63] :Lemme 3.1.2 Supposons X/H paracompact. Il existe alors une fonction b, conti-nue, positive et bornée sur X, dont le support a une intersection compacte avec lesaturé CH de toute partie compacte C de X, et telle que ∫
H
b(x.t) dt = 1 pour tout

x ∈ X.Remarque 3.1 Une telle fonction est parfois appelée section transverse ou encoresection de Bruhat.La positivité de la forme dé�nie plus haut se déduit alors du lemme précédent :Lemme 3.1.3 Si f est une fonction continue à support compact sur X, alors 〈f, f〉est un élément positif de Cc(H). Plus précisément, si H agit sur un espace de Hilbert
H par une représentation unitaire continue, alors pour u, v ∈ H et f, g ∈ Cc(X),

〈〈f, g〉.u, v〉H =

∫

X

b(x)〈γgx.u, γfx.v〉 dxoù fx = f(x. ·).



60 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisés� Démonstration.Soient f et g dans Cc(X) et ν une mesure de Radon sur H .
∫

H

γ(h)

∫

X

f(x)g(xh) d µ(x) dν(h) =

∫

H

γ(h)

∫

X

f(x)g(xh)

∫

H

b(xt) dt dµ(x) dν(h)

(x ↔ xt−1) =

∫

H

γ(h)

∫

H

∫

X

f(xt−1)g(xt−1h)b(x)δX(t−1) dµ(x) dt dν(h)

=

∫

X

b(x)

∫

H×H

f(xt−1)γ(t−1h)g(xt−1h)
dt dν(h)

γ(t)∆H(t)
dµ(x)

=

∫

X

∫

H×H

(γfx)
∗(t)(γgx)(t

−1h)∆H(t−1) dt dν(h) dµ(x)La troisième ligne résulte de l'égalité γ(h)δX(t−1) = γ(h)γ(t)−2∆H(t−1).On conclut en considérant f = g, la mesure ν de type positif, et en choisissanten�n dν(h) = 〈h.u, v〉 dh. �On déduit également de ce lemme que pour f ∈ Cc(X), la condition 〈f, f〉 = 0implique f = 0, ce qui achève la preuve de la Proposition 3.1.1. �Remarque 3.2 Dans le cas particulier où H = {e}, le résultat de la constructionprécédente est l'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur X :
E(X) = L2(X,µ).La proposition suivante décrit les modules associés à certains espaces en les in-denti�ant à des produits tensoriels d'espaces L2 par la C∗-algèbre du groupe agissantà droite.Proposition 3.1.4 Soit (B, db) un espace mesuré. Supposons que X est de la forme

B ×H, muni de l'action de H donnée par (x, h).h0 = (x, hh0), et d'une mesure dela forme dµ(b, h) = η(h) db dh, où η est un morphisme continu de H dans R+. Alorsle C∗-module E(X) s'identi�e à L2(B) ⊗ C∗(H).� Démonstration.La forme de l'action de H sur X implique que δX = η∆H , d'où γ =
√
η. Soient



3.1. Construction générale 61
f ∈ Cc(B) et g ∈ Cc(H). L'application P dé�nie par P (f, g) : (b, h) 7−→ η−

1
2f(b)g(h)se factorise en une application sur le produit tensoriel P : Cc(B)⊗Cc(H) −→ Cc(X).On montre au moyen d'une partition de l'unité de B que tous les éléments de Cc(X)sont des limites uniformes d'éléments de P (Cc(B) ⊗ Cc(H)). Montrons que P est

C∗(H)-linéaire : soient ϕ ∈ Cc(H), b ∈ B et h0 ∈ H ,
P (f ⊗ g.ϕ)(b, h0) = η−

1
2 (h0)f(b)(g ∗ ϕ)(h0) = η−

1
2 (h0)f(b)

∫

H

g(h)ϕ(h−1h0) dh

(h ↔ h−1) = η−
1
2 (h0)f(b)

∫

H

∆−1
H (h)g(h−1)ϕ(hh0) dh

(h ↔ hh
−1

0
) = f(b)

∫

H

∆−1
H (h)g(h0h

−1)ϕ(h) dh

=

∫

H

∆−1
H (h)η−

1
2 (h)P (f, g)(b, h0h

−1)ϕ(h) dh

= P (f ⊗ g).ϕ(b, h0),car γδ−1
X = ∆−1

H η−
1
2 .Calculons à présent ‖P (f ⊗ g)‖2 dans Cc(H) ⊂ C∗(H) :

‖P (f ⊗ g)‖2
C∗(H)(h0) = γ(h0)

∫

B×H

f(b)g(h)η−
1
2 (h)f(b)g(hh0)η

− 1
2 (hh0)η(h) db dh

= ‖f‖2
2

∫

H

g(h)g(hh0) dh = ‖f‖2
2g

∗g.Cette égalité montre que P préserve les normes à valeurs dans C∗(H), et seprolonge donc en une isométrie entre les C∗(H)-modules L2(B) ⊗ C∗(H) et E(X),d'image dense, d'où le résultat. �L'isomorphisme de la proposition précédente est une isométrie entre moduleshilbertiens sur C∗(H). L'action à gauche de C∗(G) sur E(X) peut-être transportéesur L2(B) ⊗ C∗(H) via P .Remarque 3.3 Le résultat ci-dessus s'étend au cas où B×H est un sous-ensemblede X dont le complémentaire est de mesure nulle. Dans ce cas, G n'agit pas engénéral sur B × H , mais le C∗(H)-module obtenu est tout de même muni d'uneaction de C∗(G) à gauche. Cette situation se présente en particulier dans le cas dela cellule ouverte de la décomposition de Bruhat d'un groupe de Lie semi-simple.



62 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisés3.2 C∗-modules adaptés à la série principaleLes représentations de la série principale unitaire obtenues à partir de sous-groupes paraboliques partageant la même composante de Levi L sont induites de re-présentations agissant trivialement sur les parties nilpotentes qui, seules, distinguentces sous-groupes. Il est donc naturel d'essayer de réaliser l'induction de ces repré-sentations au moyen de C∗-modules sur C∗(L) plutôt que sur les C∗-algèbres desdi�érents paraboliques intervenant. La situation est donc la suivante : G est ungroupe de Lie linéaire connexe semi-simple, à centre �ni, P = MAN = LnN est lesous-groupe parabolique minimal de G de composante de Lévi L avec M = ZK(A).Le module étudié est
C∗GE(G/N)C∗L.L'action à droite G/N x L provient de celle de P sur G, car L normalise N . Lespropriétés de la décomposition d'Iwasawa permettent de montrer que cette actionest libre et propre. L'existence d'une mesure G-invariante sur G/N résulte de l'éga-lité de ∆G|N et ∆N , les groupes G et N étant unimodulaires. Cette mesure estunique à une constante près [Bou63] ; plus précisément, la décomposition d'Iwasawapermet d'indenti�er l'espace topologique G/N à l'espace KA et la décompositioncorrespondante de la mesure de Haar dg = e2ρ log(a) dk da dn donnée au paragraphe2.2.4 montre que la mesure dµ à considérer sur G/N s'identi�e à

dµ(ka) = e2ρ log(a) dk daoù ρ désigne la demi-somme des racines positives de ∆(a : g).3.2.1 Fonctions modulairesCalculons les fonctions δX qui caractérisent la relative invariance sous l'actionde G des mesures sur les espaces X intervenant. Soient P1 = MAN1 et P2 = MAN2deux sous-groupes paraboliques minimaux de même composante de Lévi L = MA,les parties nilpotentes N1 et N2 correspondant à des choix d'ordres di�érents sur lesystème de racines ∆(a : g), pour lesquels les ensembles de racines positives serontrespectivement notés ∆1(a : g)+ et ∆2(a : g)+. En�n, pour i ∈ {1, 2}, on notera ρila demi-somme des éléments de ∆i(a : g)+.Suivant [Bou63], si Γ est un groupe topologique et σ ∈ Aut(Γ), la fonctionmodulaire de σ, notée modΓ(σ), ou encore mod(σ) si aucune confusion ne peut enrésulter, est dé�nie par la formule suivante, valide pour toute fonction f intégrablesur Γ : ∫

Γ

f ◦ σ = mod(σ)−1

∫

Γ

f.



3.2. C∗-modules adaptés à la série principale 63Notation : si L normalise un sous-groupe H de G, l'automorphisme de H donnépar la conjugaison par l ∈ L sera noté cl. Ainsi, pour h ∈ H , on note cl(h) = l−1hl.Dans le cas d'un automorphisme intérieur cγ de Γ, il procède des dé�nitions quemodΓ(cγ) = ∆Γ(γ).Avec les notations ci-dessus, L normalise N1 ∩N2, d'où une action à droite de Lsur X = G/(N1 ∩N2), provenant encore de celle de P sur G.Lemme 3.2.1 Soit Q = Ln(N1∩N2). Alors, pour l ∈ L, mod(cl) =
∆Q(l)

∆L(l)
= ∆Q(l).� Démonstration.D'après le Théorème 1.2.1, pour f borélienne positive,

∫

Q

f(q) dq =

∫

L×(N1∩N2)

f(ln)
∆N1∩N2(n)

∆Q(n)
dl dn.Or, N1 ∩ N2 est nilpotent donc unimodulaire et N1 ∩ N2 C Q, ce qui implique que

∆Q(n) = ∆N1∩N2(n) pour n ∈ N1 ∩N2. Par conséquent,
∫

Q

f(q) dq =

∫

L×(N1∩N2)

f(ln) dl dn.Soit à présent l0 ∈ L.
∫

Q

f(ql0) dq = ∆Q(l0)
−1

∫

Q

f(q) dq =

∫

L

∫

N1∩N2

f(lnl0) dl dn

=

∫

L

∫

N1∩N2

f(ll0cl0(n)) dl dn = mod(cl0)−1

∫

L

∫

N1∩N2

f(ll0n) dl dn

= ∆L(l−1
0 )mod(cl0)−1

∫

Q

f(q) dq,d'où la relation ∆Q(l) = ∆L(l)mod(cl) pour l ∈ L. La dernière égalité résulte dufait que L est réductif donc unimodulaire. �Ce résultat est relié au calcul de la fonction modulaire de l'action de L sur
G/(N1 ∩N2) par le résultat suivant :Lemme 3.2.2 Avec les notations précédentes, on a pour l ∈ L,

δG/(N1∩N2)(l) = mod(cl)
−1.



64 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisés� Démonstration.Soient l ∈ L et f ∈ L1(G). Comme N1 ∩ N2 et G sont unimodulaires, les mesurespeuvent être normalisées de sorte que l'on ait
∫

G

f(g) dg =

∫

G/(N1∩N2)

F (ġ) dµ(ġ)où, par dé�nition, F (ġ) =
∫
N1∩N2

f(gn) dn.Il vient alors :
∫

G

f(g) dg =

∫

G/(N1∩N2)

F (ġ) dµ(ġ) = δG/(N1∩N2)(l)

∫

G/(N1∩N2)

F (ġl) dµ(ġ)

= δG/(N1∩N2)(l)

∫

G/(N1∩N2)

∫

N1∩N2

f(gln)dndµ(ġ)

= δG/(N1∩N2)(l)mod(cl) ∫

G/(N1∩N2)

∫

N1∩N2

f(gnl)dndµ(ġ)

= δG/(N1∩N2)(l)mod(cl) ∫

G

f(gl) dg

= δG/(N1∩N2)(l)mod(cl) ∫

G

f(g) dg,d'où l'égalité. �On en déduit le calcul de δG/(N1∩N2) :Proposition 3.2.3 Pour l = ma ∈ L,
δG/(N1∩N2)(l) = e(ρ1+ρ2) log(a).� Démonstration.D'après les deux lemmes précédents, il su�t de calculer ∆Q pour Q = Ln(N1∩N2).En notant q l'algèbre de Lie de Q, l'égalité ∆Q(ma) = |det(Adq(ma))|−1 résultede la Proposition 1.2.1. La compacité de M , sous-groupe fermé de K implique que

∆Q(m) = 1 pour toutm ∈M . D'autre part, tout élément a ∈ A agit trivialement sur
m et a, donc ∆Q(ma) = |det(Adn1∩n2(a))|−1. Or, si gλ est le sous-espace associé à laracine restreinte λ, l'élément a agit sur gλ par eλ log(a) donc det(Adn1∩n2(a)) = eΛ log(a),où

Λ =
∑

λ∈∆1(a:g)+∩∆2(a:g)+

λ.



3.2. C∗-modules adaptés à la série principale 65Or
2ρ1 + 2ρ2 =

∑

λ∈∆1(a:g)+

λ+
∑

λ∈∆2(a:g)+

λ

= 2Λ +
∑

λ∈∆1(a:g)+∩∆2(a:g)−

λ+
∑

λ∈∆1(a:g)−∩∆2(a:g)+

λ

= 2Λcar les racines de ∆1(a : g)+ ∩ ∆2(a : g)− sont exactement les opposées de celles de
∆1(a : g)− ∩ ∆2(a : g)+. Par conséquent, ∆Q(ma) = e−(ρ1+ρ2) log(a), d'où le résultat.
� Le calcul de δG/N s'en déduit alors :Corollaire 3.2.4 Pour l = ma ∈ L, δG/N (l) = e2ρ log(a).� Démonstration.Cela résulte en fait de la dé�nition de la mesure sur G/N identi�é à KA donnée audébut du paragraphe. Il su�t sinon d'appliquer la proposition précédente dans lecas N1 = N2 = N . �3.2.2 Le module E(G/N)Le C∗-module E(G/N) associé ci-dessus à l'espace X = G/N peut être considérécomme un module d'induction adapté à la description de la série principale unitaire.Le résultat suivant explicite le lien entre ce module et ceux de [Rie71].Proposition 3.2.5 Le C∗-module E(G/N) est isométriquement isomorphe au pro-duit tensoriel E(G) ⊗C∗(P ) C

∗(L). Cet isomorphisme est un isomorphisme de C∗-bimodules.� Démonstration.Pour toute fonction f dé�nie sur G ou sur P , on note MN (f) =
∫
N
f(·n) dn. L'ap-plication MN s'étend en une surjection εN : C∗(P ) −→−→ C∗(L) et véri�e, pour

f ∈ Cc(G) ⊂ E(G) et α ∈ Cc(P ) ⊂ C∗(P ),
(∗) MN (f.α) = MN (f).MN(α) = MN(f).εN(α)



66 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisésles actions de α et MN (α) étant celles de C∗(P ) et C∗(L) sur E(G) et E(G/N)respectivement. En e�et, si g ∈ G admet pour décomposition d'Iwasawa kan0, ilvient, en choisissant ka comme représentant de ġ ∈ G/N :
MN (f.α)(ġ) =

∫

N

f.α(kan0n) dn =

∫

N

∫

P

∆
− 1

2
P (p)f(kanp−1)α(p) dp dn.D'autre part, la mesure de Haar de P se décomposant en dp = dldn, on a

MN(f).MN(α)(ġ) =

∫

L

∆
1
2
P (l)MN (f)(ġl−1)MN (α)(l) dl

=

∫

L

∫

N

∫

N

∆
1
2
P (l)f(ġl−1n)α(lν) dn dν dl

=

∫

L

∫

N

∫

N

∆
1
2
P (l)mod(cl−1)f(kanl−1)α(lν) dn dν dl

(n ↔ nν−1) =

∫

P

∫

N

∆
1
2
P (l)mod(cl−1)f(kanp−1)α(p) dn dp

= MN (f.α)(ġ)en écrivant dp = dldν et en utilisant le Lemme 3.2.1.L'application MN véri�e d'autre part la propriété d'isométrie suivante : pour
f, g ∈ Cc(G)

(∗∗) 〈MN(f),MN(g)〉E(G/N) = MN (〈f, g〉E(G)) = εN(〈f, g〉E(G)).En e�et, pour l ∈ L, on a
MN (〈f, g〉)(l) = ∆

− 1
2

P (l)

∫

N

∫

G

f(γ)g(γln) dγ dn,car ∆P est N-invariante. D'autre part,
〈MN (f),MN(g)〉(l) = ∆

− 1
2

P (l)

∫

G/N

MN (f)(γ̇)MN(g)(γ̇l) dµ(γ̇)

= ∆
− 1

2
P (l)

∫

G/N

∫

N

f(γ̇n) dn

∫

N

g(γ̇lν) dν dµ(γ̇)

(lν ↔ nνl) = ∆
− 1

2
P (l)mod(cl)

∫

G/N

∫

N

f(γ̇n) dn

∫

N

g(γ̇nνl) dν dµ(γ̇)

= ∆
− 1

2
P (l)mod(cl)

∫

N

∫

G

f(γ)g(γνl) dν dγ

(νl ↔ lν) = MN(〈f, g〉)(l) = εN(〈f, g〉)(l).



3.2. C∗-modules adaptés à la série principale 67Le produit scalaire sur E(G) ⊗ C∗(L) à valeurs dans C∗(L) est dé�ni sur lestenseurs élémentaires, en utilisant la surjection naturelle εN , par la formule suivante :
〈f ⊗ ϕ, g ⊗ ψ〉 = 〈ϕ, εN(〈f, g〉E(G)).ψ〉 = ϕ∗〈f, g〉E(G)ψ.Considérons à présent l'application A : Cc(G) × Cc(L) −→ E(G/N) dé�nie par

A(f, ϕ) = MN (f).ϕ.L'égalité (∗) montre que A se factorise par Cc(G)⊗C∗(L). Cette application est enoutre isométrique : pour f, g ∈ Cc(G) et ϕ, ψ ∈ C∗(L), il vient
〈A(f ⊗ ϕ), A(g ⊗ ψ)〉E(G/N) = 〈MN (f).ϕ,MN(g).ψ〉

= ϕ∗〈MN(f),MN(g)〉ψ
= ϕ∗εN(〈f, g〉)ψ d'après l'égalité (∗∗)
= 〈f ⊗ ϕ, g ⊗ ψ〉E(G)⊗C∗(L)En�n, A est d'image dense dans E(G/N). En e�et, soit m ∈ Cc(N) est telle que∫

N
m = 1. Associons à f ∈ Cc(G/N), vue comme fonction sur K × A grâce àla décomposition d'Iwasawa, la fonction f0 dé�nie sur G = KAN par la formule

f0(kan) = f(ka)m(n) : cette fonction est un antécédent pour f parMN . Par ailleurs,la théorie élémentaire des modules hilbertiens montre que si E est un C∗-modulesur une C∗-algèbre B, alors E.B est dense dans E [Lan95]. L'application A fournitdonc l'isomorphisme isométrique attendu. �Remarque 3.4 Les C∗-modules E(G/N) sont introduits et utilisés dans [Pie01]sous la forme des produits tensoriels intervenant dans la proposition précédente.Le résultat précédent permet d'écrire les applications de localisation du Théo-rème 2.1.3 au niveau de E(G/N). En reprenant les notations du paragraphe 2.3, cesapplications
qσ,ν : EGP (G) ⊗C∗(P ) Hσ⊗eν⊗1 −→ Hσ,ν

Pentrelacent les actions de G sur ces deux espaces de Hilbert, le second étant pardé�nition l'espace de la représentation πσ,νP = IndGP σ ⊗ eν ⊗ 1, et spécialisent doncl'action globale de G sur E(G) sur chacun des espaces induits.Proposition 3.2.6 Pour tout (σ, ν) ∈ M̂ × Â, il existe une application de localisa-tion
q̃σ,ν : EGL (G/N) ⊗C∗(L) Hσ⊗eν −→ Hσ,ν

Préalisant une équivalence unitaire entre les actions de G sur ces deux espaces deHilbert.



68 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisés� Démonstration.Il s'agit essentiellement d'un corollaire de la proposition précédente et d'une consé-quence de l'associativité du produit tensoriel. En e�et, si H désigne l'espace deHilbert Hσ⊗eν = Hσ⊗eν⊗1, la Proposition 3.2.5 se traduit par un isomorphisme
EGL (G/N) ⊗C∗(L) H '

(
EGP (G) ⊗C∗(P ) C

∗(L)
)
⊗H.Comme l'action de N sur H est triviale, on en déduit un isomorphisme

EGL (G/N) ⊗C∗(L) H ' EGP (G) ⊗C∗(P ) H.Cet isomorphisme, composé avec les applications du Théorème 2.1.3 fournit les q̃σ,νcherchés. �Remarque 3.5 Il est également possible de construire explicitement les applica-tions q̃σ,ν en les dé�nissant par la même formule que celle du Théorème 2.1.3, enremplaçant γ par γG/N .Il apparaît donc que les modules E(G/N) encodent globalement la série princi-pale. En e�et, les applications de localisation permettent de garder la trace du pro-cédé d'induction en spécialisant l'action de C∗(G) sur chaque espace induit. D'autrepart, des modules E(G/N1) et E(G/N2) provenant de paraboliques P1 = LN1 et
P2 = LN2 partageant la même composante de Levi L seront des C∗-bimodules surles mêmes C∗-algèbres C∗(L) et C∗(G). Cela traduit le fait que les représentationsque l'on induit pour construire la série principale agissent trivialement sur la com-posante nilpotente et permet d'envisager les opérateurs d'entrelacement entre desreprésentations de la série principale associées à ces modules comme des opérateurs
C∗(L)-linéaires entre E(G/N1) et E(G/N2), commutant à l'action à gauche de C∗(G).3.2.3 Action de C∗

r (G)Comme l'indique la Proposition 2.3.3, les classes d'équivalence de représentationsirréductibles de la série principale apparaissent dans le dual réduit Ĝr de G, la raisonen étant la moyennabilité des paraboliques minimaux. Ce fait doit se traduire auniveau C∗-algébrique par le fait que l'action à gauche sur E(G/N), initialementdé�nie pour C∗(G) se factorise par la C∗-algèbre réduite C∗
r (G). Ce résultat estobtenu ci-dessous comme conséquence du Théorème 2.1.5 d'imprimitivité dû à Rie�elet de la moyennabilité de P .Proposition 3.2.7 L'action de C∗(G) sur E(G/N) se factorise par C∗

r (G).



3.3. Autres modèles 69� Démonstration.Soient εN la surjection canonique C∗(P ) −→−→ C∗(L) et τ l'application
C oG ' C∗(G) −→ C(G/P ) oG ' K(E(G))considérée à la Remarque 2.3 (G/P est une variété compacte). Considérons à présent

τN = τ ⊗εN
1. Alors

τN : C∗(G) −→ K(E(G/N)).Comme le groupe P est moyennable, toutes ses actions le sont également. Lethéorème d'imprimitivité implique que l'action de G sur G/P est Morita-équivalenteà celle de P sur G/G [AD02] et donc aussi moyennable [ADR00]. Il s'ensuit que
C(G/P ) oG est isomorphe à C(G/P ) or G où C∗

r (G) agit naturellement.
τN : C∗(G)

λG
����

// C(G/P ) oG

'

��

// K(E(G/N))

C∗
r (G) // C(G/P ) or G

�

3.3 Autres modèlesL'existence des applications de localisation de la Proposition 3.2.6 montre que lesmodules E(G/N) encodent globalement la série principale unitaire. Les paragraphessuivants ont pour but de donner des descriptions de E(G/N) qui traduisent à ceniveau global les di�érents modèles exposés pour ces représentations au Paragraphe2.3.3.3.1 Modèle induitLe C∗-module E(G/N) s'apparente par sa construction, à l'interprétation C∗-algébrique des représentations induites qui fait l'objet de [Rie71], et la Proposition3.2.5 précise cette relation. L'objet de ce paragraphe est de réaliser E(G/N) comme lecomplété d'un espace de fonctions à valeurs dans C∗(L) véri�ant certaines conditionsde compatibilité sous l'action de C∗(L), à l'instar du modèle induit classique de lasérie principale unitaire décrit au paragraphe 2.3 et obtenu en complétant, pourchaque donnée (σ, ν), un espace de fonctions soumises à des relations dépendant



70 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisésde ce couple. Dans ce qui suit, les groupes G et P = L n N , ainsi que la forme ρvéri�ent les mêmes hypothèses que précédemment.Soit E0
i l'espace des fonctions F : G/N −→ Cc(L) continues véri�ant la relation

F (xl) = e−ρ log aUl−1.F (x),pour x ∈ G/N et l = ma ∈ L. La composante de Levi L agit naturellement sur E0
ipar F.l(x) = F (x).Ul, d'où une action de Cc(L) ⊂ C∗(L) par convolution à droite.Soit ψ une section transverse sur G/N . D'après le Lemme 3.1.2, l'existence d'unetelle fonction est garantie par la compacité du quotient (G/N)/L ' G/P ' K/M .L'espace E0

i est muni d'une forme bilinéaire à valeurs dans C∗(L) dé�nie par
〈F1, F2〉ψ =

∫

G/N

F1(x)
∗F2(x)ψ(x) dµ(x)pour f, g ∈ E0

i .Proposition 3.3.1 L'application 〈·, ·〉ψ dé�nie ci-dessus est indépendante du choixde ψ.� Démonstration.Soient ψ1 et ψ2 deux sections transverses sur G/N et u = ψ1 −ψ2. Pour F1, F2 ∈ E0
i ,

x ∈ G/N et l0 = m0a0 ∈ L, Il vient F1(xl)
∗F2(xl) = e−2ρ log a0F1(x)

∗F2(x), d'où endécomposant x ∈ G/N sur KMA de sorte que x = kma,
F1(kma)

∗F2(kma) = e−2ρ log aF1(k)
∗F2(k).Il s'ensuit, en vertu de la décomposition de la mesure associée à la décomposition

G = KMAN au paragraphe 2.2.4 que
∫

G/N

F1(x)
∗F2(x)u(x) dµ(x) =

∫

K×MA

F1(kma)
∗F2(kma)u(kma)e

2ρ log a dk dmda

=

∫

K

F1(k)
∗F2(k)

∫

L

u(kl) dk dl.Cette dernière quantité est nulle car ∫
L
u(kl) dl = 0 pour tout k ∈ K par dé�nitionde ψ1 et ψ2. Il s'ensuit que 〈F1, F2〉ψ1 = 〈F1, F2〉ψ2 . �La proposition précédente permet de noter sans ambiguïté 〈·, ·〉i la forme associéeà une section transverse, indépendamment du choix de cette section.



3.3. Autres modèles 71Proposition 3.3.2 L'application f 7−→ f̃ dé�nie sur Cc(G/N) par
f̃(x)(l) = eρ log af(xl) = f.l−1(x)pour x ∈ G/N et l = ma ∈ L, prend ses valeurs dans E0

i . Elle est Cc(L)-linéaire etpréserve les normes à valeurs dans C∗(L).� Démonstration.Soient f ∈ Cc(G/N), x ∈ G/N et l0 = m0a0, l = ma des éléments de L. Alors
f̃(xl)(l0) = eρ log a0f(xll0). Or [

Ul−1 f̃(x)
]
(l0) = f̃(x)(ll0) = eρ log aa0f(gll0), d'oùl'expression attendue :

f̃(xl) = e−ρ log aUl−1 f̃(g)qui montre que f̃ ∈ E0
i . Il su�t, pour véri�er la Cc(L)-linéarité de l'application

f 7−→ f̃ de montrer que f̃.l(x) = f̃(x)Ul. Or
f̃.l(x)(l0) = eρ log a0f.l(xl0) = eρ log a0a−1

f(xl0l
−1)

= f̃(x)(l0l
−1) =

[
f̃(x)Ul

]
(l0)ce qui montre bien l'égalité annoncée. Véri�ons à présent que cette application pré-serve le produit scalaire : pour f1, f2 ∈ Cc(G/N),

〈f̃1, f̃2〉i(l0) = eρ log a0

∫

G/N

(f̃1(x)
∗f̃2(x))(l0)ψ(x) dµ(x)

= eρ log a0

∫

G/N

∫

L

f̃1(x)(l)f̃2(x)(ll0) dl ψ(x) dµ(x)

= eρ log a0

∫

G/N

∫

L

e2ρ log af1(xl)f2(xll0)ψ(x) dl dµ(x)

(x ↔ xl−1) = eρ log a0

∫

G/N

f1(x)f2(xl0)

∫

L

ψ(xl−1) dl dµ(x)

= 〈f1, f2〉E(G/N)(l0)

∫

L

ψ(xl) dl = 〈f1, f2〉E(G/N)(l0)où ψ désigne une section transverse quelconque sur G/N . �La positivité et la C∗(L)-sesquilinéarité de 〈·, ·〉i sont des corollaires de cetteproposition.Dé�nition 3.3.3 [Modèle induit]On note Ei le C∗-module sur C∗(L) obtenu en étendant l'action de Cc(L) eten complétant E0
i pour la norme associée au produit scalaire de la Proposi-tion 3.3.1.



72 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisésLa proposition précédente montre que Ei est isomorphe à E(G/N) en tant que
C∗(L)-module. Cet isomorphisme commutant à l'action de C∗(G), il fournit bien uneautre réalisation de E(G/N) comme C∗-module d'induction généralisé, interprétécomme espace de sections du �bré G-équivariant suivant :

G/N ×L C
∗(L)

��
G/PL'utilisation des sections transverses permet de pallier au défaut d'intégrabilitéde ces sections.L'action à gauche de C∗(G) sur le module Ei peut être transportée par l'isomor-phisme de C∗(L)-modules avec E(G/N), ou dé�nie directement sur la sous-algèbre

Cc(G) agissant par convolution.3.3.2 Modèle ouvertIl est en�n possible de réaliser E(G/N) comme un espace de fonctions de carrésommable sur un espace euclidien, à valeurs dans C∗(L). Comme dans le cas clas-sique, où la série principale unitaire apparaît comme une famille de représentationsagissant sur L2(N), cette description du module E(G/N) repose, moyennant l'ap-plication de la Proposition 3.1.4, sur le fait que le complémentaire de la cellule deBruhat ouverte NMAN est de mesure nulle dans G.Rappelons la notation suivante : pour g ∈ NL = NMA, on écrit
g = n̄(g)l(g) = n̄(g)m(g)a(g).D'autre part, N g désigne l'ensemble des éléments de gN admettant une décomposi-tion suivant NMAN .En�n, la Proposition 1.2.1 fournit la décomposition suivante de la mesure deHaar de G :

dg = e2ρ log a dn̄ dmda dnSi G est de rang réel 1, le groupe de Weyl est d'ordre 2 et G = P t PwPoù w désigne un représentant de l'élément non trivial de W . Si g ∈ G, l'élément
gν se décompose suivant NMAN sauf pour une seule valeur de ν. En e�et, si gν1et gν2 sont tous deux dans G \ NMAN = w−1NwMAN , alors ni wgν1, ni wgν2n'appartiennent à PwP . Ce sont donc des éléments de P = MAN et

ν−1
1 ν2 = (wgν1)

−1(wgν2) ∈MAN ∩N = {1} .



3.3. Autres modèles 73En�n, toujours dans le cas de rang réel 1, on a Nw = N \ {1}.La proposition suivante permet de réaliser E(G/N) dans le modèle ouvert.Proposition 3.3.4 Le C∗(L)-module hilbertien E(G/N) est isométrique au produittensoriel
L2(N) ⊗ C∗(L).� Démonstration.Il s'agit d'une conséquence de la Proposition 3.1.4 appliquée au module E(X) avec

X = N ×MA qui est isomorphe à E(G/N) comme C∗(L)-module car G/N privé de
NMA est de mesure nulle. Plus précisément, les fonctions de la forme

F : nma 7→ e−ρ log(a)f(n)ϕ(ma)avec f ∈ Cc(N) et ϕ ∈ Cc(L) constituent un sous-module dense de E(G/N). Pourune telle fonction F et l0 = m0a0, on a
F.l0(n̄ma) = e−ρ log(a)f(n̄)ϕ(mal−1

0 ).

�La structure de C∗(G)-module n'est pas donnée automatiquement lors de laconstruction de E(NMA) car G n'agit pas sur NMA. La situation est celle de laremarque 3.3 et l'action de C∗(G) sur L2(N) ⊗C∗(L) est donc dé�nie via l'isomor-phisme de la proposition précédente. Il est toutefois possible d'expliciter l'action sur
L2(N) ⊗ C∗(L) des multiplicateurs associés à certains éléments de G. La décom-position de Bruhat indique qu'il est su�sant de décrire les actions respectives deséléments de P et de w.Proposition 3.3.5 Soient f ⊗ ϕ ∈ L2(N) ⊗ C∗(L), n0 ∈ N et l0 = m0a0 ∈ MA.Alors,� n0.(f ⊗ ϕ) = λN (n0)(f) ⊗ ϕ� l0.(f ⊗ ϕ) = eρ log(a0)f ◦ cl0 ⊗ Ul0 .ϕ� Pour tout ν̄λ ∈ NL,

w.(f ⊗ ϕ) =
1

|ν̄|f(n̄(w−1ν̄))
(
Ul(w−1ν̄)ϕ

)
(λ)où l'on note |ν̄| = eρ log a(w−1ν̄).



74 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisés� Démonstration.C'est une conséquence immédiate du fait que L normalise N et de la dé�nition del'appplication réalisant l'isomorphisme de la Proposition 3.3.4. La dernière formulea un sens pour ν̄ 6= 1. La notation |ν̄| sera justi�ée au chapitre suivant. �La décomposition de Bruhat fait apparaître l'importance d'un élément particulier
w deW , qui conjugue N en N . La connaissance de la transformation induite par cetélément sur N vu comme sous-ensemble dense de G/P constitue une étape crucialedans l'expression des opérateurs d'entrelacement classiques. Nous l'interprétons icidans le cadre du module E(G/N), où le comportement de cette transformationvis-à-vis des dilatations par les éléments de A ou des translations de N apparaîtdirectement, sans privilégier de représentation particulière de L.

b
κ(ν̄)

b

0
b

n̄(wν̄)

b

ν̄

b

N

w·

G/P ' K/M

Figure 3.1 � Action de w sur NLes formules du lemme suivant précisent l'action de w sur N . Cet élément agitnaturellement sur la variété compacte K/M ' G/P , qui s'envoie sur N par la� projection stéréographique � fournie par la décomposition de Bruhat et rappelée audébut de ce paragraphe. La transformation de la mesure associée à cette projectionest décrite par la formule (?) suivante, valable pour toute fonction f continue sur Ket M-invariante : ∫

K

f(k) dk =

∫

N

f(κ(n̄))e−2ρH(n̄) dn̄, (?)où H est la fonction logarithmique associée à la décomposition d'Iwasawa.



3.3. Autres modèles 75Lemme 3.3.6 Soient g ∈ G, ν̄0 ∈ N g et ν̄ ∈ N \ {1}. Soit µ = w2 ∈M . Alors,(i) n̄(g−1
n̄(gν̄0)) = ν̄0(ii) n̄(wn̄(wν̄)) = c−1

µ (ν̄)(iii) m(wn̄(wν̄)) = µm(wν̄)−1(iv) a(wn̄(wν̄)) = a(wν̄)−1(v) l(wn̄(wν̄)) = µ l(wν̄)−1� Démonstration.Si gν̄0 se décompose suivant NMAN en g = n̄(gν̄0)p, alors
g−1

n̄(gν̄0) = g−1
n̄(gν̄0)pp

−1 = g−1gν̄0p
−1.L'égalité (i) résulte alors de l'unicité de la décomposition suivant NMAN . La se-conde égalité s'en déduit en remarquant que, si g ∈ G est tel que n̄(g) existe, et

m ∈M , alors n̄(gm) = n̄(g). En e�et,
n̄(wn̄(wν̄)) = n̄(wn̄(w−1µν̄)) = n̄(wn̄(w−1c−1

µ (ν̄))),d'où le résultat. En�n, si wν̄ = n̄0p0 où la décomposition de Langlands de p0 est
p0 = m0a0n0 ∈ P et wn̄0 = n̄1m1a1n1 = n̄1p1, alors

n̄0 = w−1n̄1p1 = wµ−1n̄1p1 = wcµ(n̄1)µ
−1p1d'où

wν̄ = wcµ(n̄1)µ
−1p1p0 = wcµ(n̄1)µ

−1m1m0a1a0n
′,avec n′ ∈ N . Comme m(wn̄(wν̄)) = m1 et a(wn̄(wν̄)) = a1, les égalités (iii) et (iv)s'en déduisent et impliquent (v). �L'e�et de la transformation du lemme précédent sur la mesure de N est donnéepar le résultat suivant :Proposition 3.3.7 Pour f ∈ L2(N),

∫

N

f(n̄(wν̄))e−2ρ log a(wν̄) dν̄ =

∫

N

f(ν̄) dν̄.� Démonstration.Comme w ∈ K, l'application Lw : f 7−→ f(w·) préserve la C∗(L)-norme de E(G/N),



76 Chapitre 3. C∗-modules d'induction généralisésisométrique à L2(N) ⊗ C∗(L) via l'application P de la Proposition 3.3.4 qui envoie
f ⊗ ϕ ∈ Cc(N) ⊗ Cc(L) sur

P (f ⊗ ϕ) : n̄ma 7−→ e−ρ log af(n̄)ϕ(ma).Soit f ⊗ ϕ ∈ Cc(N) ⊗Cc(L). Pour tout x ∈ NMA et l0 ∈ L, on a n̄(xl0) = n̄(x) et
l(xl0) = l(x)l0, donc pour n̄ma ∈ NMA,

P (f ⊗ ϕ)(wn̄ma) = e−ρ log ae−ρ log a(wn̄)f(n̄(wn̄))ϕ(l(wn̄)ma),et l'expression de Lw au niveau de L2(N) ⊗ C∗(L) est donnée par
Lw(f ⊗ ϕ)(n̄ma) = e−ρ log a(wn̄)f(n̄(wn̄))λL(l(wn̄))(ϕ)(ma).La C∗(L)-norme étant donnée dans le modèle ouvert par |f ⊗ ϕ|2 = ‖f‖2ϕ

∗ϕ, etpréservée par Lw, il vient, en notant fw(n̄) = e−ρ log a(wn̄)f(n̄(wn̄)),
‖fw‖2

2 = ‖f‖2
2,car l'action de λL(l(wn̄)) ne change pas la norme. La dernière égalité établit laproposition pour les fonctions positives, et le résultat s'en déduit par combinaisonslinéaires. �Terminons ce chapitre en montrant que la conjugaison des éléments de L par ws'étend à la C∗-algèbre C∗(L) :Proposition 3.3.8 L'application ϕ 7−→ ϕw dé�nie par ϕw = ϕ ◦ cw pour toutefonction ϕ ∈ Cc(L) ⊂ C∗(L) s'étend en un automorphisme de C∗(L).� Démonstration.Soient ϕ1, ϕ2 ∈ Cc(L). Les égalités (ϕ∗

1)
w = (ϕw1 )∗ et (ϕ1ϕ2)

w = modL(cw)ϕw1 ϕ
w
2 sontimmédiates. Comme la mesure de Haar de L = M × A s'écrit dl = dmda et quela conjugaison par w inverse les éléments de A, il apparaît que modA(cw) = 1, d'où

modL(cw) = modM(cw). En�n, (
modM(cw)

)2
= modM(cµ). Or µ ∈ M compact, cequi implique que modM(cµ) = 1. Pour montrer que l'application ϕ 7−→ ϕw préservela norme, L étant moyennable, il su�t de montrer que ‖λG(ϕw)‖ = ‖λG(ϕ)‖. Or si

f ∈ L2(L), ce qui précède montre que ‖fw‖2 = ‖f‖2. En�n, un calcul montre que
λL(ϕ

w)(f) =
(
λL(ϕ)(fw

−1
)
)w, et donc

‖λL(ϕw)(f)‖ = ‖λL(ϕw)(fw
−1

)‖.L'application ϕ 7−→ ϕw se prolonge donc isométriquement à C∗(L) en un automor-phisme. �



Chapitre 4Opérateurs d'entrelacement
Ce chapitre est consacré à la construction et l'étude d'opérateurs analogues auxintégrales d'entrelacement de Knapp et Stein au niveau des C∗-modules du cha-pitre précédent. Nous caractérisons tout d'abord les opérateurs bornés commutantà l'action à gauche de C∗(G) comme des multiplicateurs centraux, ce qui s'inter-prète comme un résultat d'irréductibilité semblable à celui de Bruhat. Nous intro-duisons ensuite un opérateur d'entrelacement standard dans les di�érents modèlesde E(G/N), avant de démontrer la convergence de l'intégrale le dé�nissant dans lemodèle ouvert. Nous décomposons ensuite l'opérateur standard en somme d'un opé-rateur borné, d'un opérateur densément dé�ni et d'une partie résiduelle, qui consituel'analogue des pôles dans le cas classique. Nous démontrons en�n la convergence del'intégrale d'entrelacement pour certaines fonctions dans les autres modèles.4.1 Fonctions homogènes et fonction normeDans ce qui suit, le groupe G est supposé de rang réel 1, et l'on note G = KANune décomposition d'Iwasawa. On considère en outre un sous groupe parabolique

P = MAN �xé avec M = ZK(A), et w désigne l'élément non trivial du groupe deWeyl W (A : G) = M ′/M où M ′ = NK(A). En�n, le parabolique opposé à P seranoté P , et sa décomposition de Langlands P = MAN . Les autres notations sontcelles du Paragraphe 2.2 :� α désigne la plus petite racine restreinte de (g : a)� n̄ = g−α ⊕ g−2α� p et q sont les dimensions respectives de g−α et g−2α� ρ = 1
2
(p+ 2q)α� les conjugaisons sur N par les éléments de A sont appelées dilatations.77



78 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacement4.1.1 Action de A par dilatationsLe sous-groupe abélien A agit sur N identi�é à son algèbre de Lie par des ho-mothéties sur les di�érents espaces radiciels. Nous rappelons dans ce paragraphecomment cette action se manifeste sur les di�érentes composantes de G, avant qued'introduire certaines fonctions ayant des propriétés d'invariance sous les dilatations.La proposition suivante précise le comportement sous les dilatations de la dé-composition suivant NMAN des éléments de w−1N .Proposition 4.1.1 Soient l0 = m0a0 ∈ L et ν̄ ∈ N . Alors,(i) m(w−1cl0(ν̄)) = cw(m0)
−1

m(w−1ν̄)m0(ii) a(w−1cl0(ν̄)) = a2
0a(w−1ν̄)(iii) l(w−1cl0(ν̄)) = cw(m0)

−1
l(w−1ν̄)l0a0� Démonstration.Il est clair que la dernière égalité résulte des deux premières. Pour celles-ci,

w−1l−1
0 ν̄l0 = cw(l−1

0 )w−1ν̄l0 = cw(l−1
0 )n̄′

l(w−1ν̄)n′l0

= n̄′′cw(l−1
0 )l(w−1ν̄)l0n

′′,avec n ∈ N et n̄′ ∈ N . L'identi�cation des composantes selonM donne (i). L'égalité
(ii) résulte de l'identi�cation des composantes selon A, compte tenu du fait que laconjugaison par w inverse les éléments de A : pour tout a ∈ A, on a cw(a) = a−1. �Certaines fonctions présentent un comportement particulier sous les dilatations :Dé�nition 4.1.2 [Fonctions α-homogènes]Une fonction f dé�nie sur N est dite α-homogène de degré d si l'égalité

f(an̄a−1) = e−dα(log(a))f(n̄)est véri�ée pour tous n̄ ∈ N et a ∈ A.Exemple : l'assertion (i) de la Proposition 4.1.1 montre que l'application dé�niesur N \ {1} par n̄ 7−→ m(w−1n̄) est invariante sous les dilatations, c'est-à-dire α-homogène de degré 0.



4.1. Fonctions homogènes et fonction norme 79D'autres exemples de fonctions α-homogènes sont fournis par les polynômes ho-mogènes sur N , dé�nis comme suit. On identi�e n̄ et N via l'application exponen-tielle. Soient (X1, . . . , Xp) et (Y1, . . . , Yq) des bases de g−α et g−2α respectivement.On note (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) les coordonnées de n̄ ∈ N dans n̄ relativement à cesbases.Proposition 4.1.3 Soient (a1, . . . , ap) et (b1, . . . , bq) des nombres entiers. La fonc-tion
f : n̄ 7−→

∏

i,j

xai

i y
bj
jest α-homogène de degré ∑

i ai + 2
∑

j bj.� Démonstration.Soient a = eT et n̄ = eX . Alors an̄a−1 = eAd(a)X et f(an̄a−1) =
∏

i,j r
ai

i s
bj
j , où lesnombres ri, sj désignent les coordonnées de Ad(a)X dans la base de n̄ choisie. D'autrepart Ad(a) = ead(T ), et ad(T ) = [T,X] = −α(T ) (X−α + 2X−2α) où Xα et X−2αdésignent les composantes de X suivant la décompostion n̄ = g−α⊕ g−2α. Il s'ensuitque Ad(a)(X) = e−α(T )X−α + e−2α(T )X−2α, soit ri = e−α(T )xi et sj = e−2α(T )yj. Onen déduit donc que

f(an̄a−1) =
∏

i,j

e−aiα(T )xai

i e
−2bjα(T )y

bj
j

= e−(
∑

i ai+2
∑

j bj)α(T )
∏

i,j

xai

i y
bj
j

= e−(
∑

i ai+2
∑

j bj)α log(a)f(n̄)

�Le résultat suivant est une conséquence immédiate de l'égalité (ii) de la Propo-sition 4.1.1 et de la dé�nition de ρ.Proposition 4.1.4 L'application n̄ 7−→ eρ log a(w−1n̄) est α-homogène de degré p+2q.Cette fonction revêt une importance particulière dans l'analyse sur N considérécomme un sous-ensemble de G/P . Ses propriétés font l'objet du paragraphe suivant.



80 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacement4.1.2 Propriétés de la fonction normeSuivant [KS71], ce paragraphe présente une généralisation de la norme sur un es-pace euclidien pour les groupes nilpotents intervenant dans la décomposition d'Iwa-sawa d'un groupe de Lie semi-simple, ou plus généralement les groupes de Lie nil-potents munis d'un groupe à un paramètre de dilatations.Dé�nition 4.1.5 [Fonction norme sur N ]On appelle fonction norme sur N la fonction dé�nie sur Nw = N \ {1} par
|n̄| = eρ log a(w−1n̄).

La Proposition 4.1.4 montre que la fonction norme est α-homogène. Elle est declasse C∞ sur N \ {1}, se prolonge par 0 pour n = 1 et possède également lespropriétés suivantes :Proposition 4.1.6 Soit n̄ ∈ N \ {1}.(i) |n̄−1| = |n̄|(ii) la mesure dn̄|n̄| est invariante sous les dilatations.� Démonstration.Décomposons w−1n̄ = n̄0man. Il vient alors w−1n̄−1 = w−1n−1a−1m−1n̄−1
0 w−1. L'élé-ment w conjugue N en N et agit comme l'inversion sur A, donc

w−1n̄−1 = cw(n−1)cw(a−1)cw(m−1)cw(n̄−1
0 ) = cw(n−1)acw(m−1)cw(n̄−1

0 )est la décomposition de w−1n̄−1 suivant NMAN et a(w−1n̄−1) = a(w−1n̄), ce quiprouve (i). Le second point est résulte du calcul de modN (ca) pour a ∈ A. �La terminologie est justi�ée par le fait que la fonction norme sur un groupe deLie nilpotent muni d'un groupe à un paramètre d'automorphismes possède des pro-priétés analogues à celles de la norme d'un espace euclidien. On véri�e par exemplequ'il existe une constante c ≥ 1 telle que l'on ait |n̄ + n̄′| ≤ c (|n̄| + |n̄′|) où l'addi-tion est celle de l'algèbre de Lie n̄ à laquelle l'application exponentielle identi�e N .D'autre part, elle coïncide respectivement avec la valeur absolue et le module dans



4.2. Caractérisation de certains opérateurs bornés 81le cas de SL2(K) où N =

[
1 0
K 1

] avec K = R ou C, comme on le verra au dernierchapitre.Dans le cas général, on peut comparer la fonction norme à une norme euclidiennesur l'algèbre de Lie n̄ :Proposition 4.1.7 Pour n̄ ∈ N identi�é à son algèbre de Lie on note ‖n̄‖ la normeeuclidienne de n̄ vu dans n̄, obtenue dans une base compatible avec la décompositionradicielle de n̄. Alors il existe des constantes c > 0 et d > 0 telles que l'on ait
‖n̄‖ ≤ c.|n̄|dpour tout n̄ ∈ N tel que |n̄| ≤ 1.La propriété fondamentale suivante, démontrée dans [KS71] constitue une sortede passage en coordonnées polaires pour les intégrales sur N .Proposition 4.1.8 Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit Ω une fonctioncontinue sur N \ {1} à valeurs dans B(H), α-homogène de degré 0. Alors il existeun opérateur M(Ω) ∈ B(H) tel que l'on ait

∫

N

Ω(n̄)f(|n̄|) dn̄ = M(Ω)

∫ +∞

0

f(t) dtpour toute fonction f continue sur R∗
+ à valeurs complexes telle que l'une des deuxquantités soient dé�nies.4.2 Caractérisation de certains opérateurs bornésL'objet de ce paragraphe est de caractériser les éléments de LC∗(L)(E(G/N)) quicommutent à l'action à gauche de C∗(G). La méthode qui consiste à associer à untel opérateur une forme bilinéaire sur un sous-module de fonctions test, et à étudierles propriétés du noyau distributionnel ainsi obtenu, est inspirée de [Bru56].Le lemme suivant caractérise les distributions possédant certaines propriétés d'in-variance. Dans tout ce qui suit, les distributions considérées sont à valeurs dans desespaces de Banach. La théorie générale concernant ces objets est présentée dans[Bru56].



82 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementLemme 4.2.1 Soient M une variété di�érentiable et Γ un groupe de Lie de mesurede Haar dγ. Soit T une distribution sur M ×Γ à valeurs dans un espace de Banach
E. Si T est invariante sous les transformations (m, γ) 7−→ (m, γ0γ), alors il existeune distribution S sur M à valeurs dans E telle que l'on ait

〈T, ϕ〉 =

∫

Γ

〈S, ϕγ〉 dγoù ϕγ désigne la fonction ϕ(·, γ) pour ϕ ∈ C∞
c (M × Γ).� Démonstration.Soit ϕ une fonction test surM×Γ de la forme (m, γ) 7−→ α(m)β(γ) avec α ∈ C∞

c (M)et β ∈ C∞
c (Γ). Lorsque α est �xée, l'application Tα : β 7−→ 〈T, ϕ〉 = 〈T, αβ〉 estune distribution sur Γ à valeurs dans E, invariante sous les translations. Pour toutefonction test ψ ∈ C∞

c (Γ), la convolée Tα ∗ ψ est une fonction de classe C∞ sur Γà valeurs dans E, invariante sous les translations à gauche, donc constante. Or Tαest adhérente dans L(C∞
c (Γ), E) à l'ensemble des Tα ∗ψ, donc Tα est une constante.Notons k(α) cet élément de E. Choisissons β telle que ∫

Γ
β = 1 ; il apparaît quel'application α 7−→ k(α) est une distribution sur M à valeurs dans E et l'on a

〈T, αβ〉 = k(a)

∫

Γ

β(γ) dγ,d'où, par continuité, en notant S la distribution α 7−→ k(α),
〈T, ϕ〉 =

∫

Γ

〈S, ϕγ〉 dγ,pour toute fonction test ϕ ∈ C∞
c (M × Γ). �Remarque 4.1 Un cas particulier du lemme précédent, traité dans le courant dela démonstration est celui des distributions sur un groupe de Lie à valeurs dans unespace de Banach et invariantes par les translations à gauche. Il s'agit des multiplesde la mesure de Haar sur le groupe.Le théorème suivant caractérise les � entrelacements bornés � de E(G/N) danslui-même, dans le cas où G est de rang 1 :Théorème 4.2.1 Les opérateurs T ∈ LC∗(L)(E(G/N)) qui commutent à l'action de

G sur E(G/N) sont exactement les multiplicateurs centraux de C∗(L).



4.2. Caractérisation de certains opérateurs bornés 83� Démonstration.Soit M ∈ M(C∗(L)) véri�ant
M(ab) = aM(b) (])pour tous a, b ∈ C∗(L). L'action de C∗(L) dé�nissant la structure de C∗-module sur

E(G/N) s'étend à M(C∗(L)), et l'on pose
TM(x) = x.M,pour x ∈ E(G/N). La condition (]) étant véri�ée, TM est C∗(L)-linéaire, d'adjoint

T ∗
M = TM∗ .Réciproquement, soit T ∈ LC∗(L)(E(G/N)) véri�ant

T (g.x) = g.T (x)pour tous x ∈ E(G/N), g ∈ G.Considérons le modèle ouvert de E(G/N) : le module M(E(G/N)) contient
L2(N) ⊗M(C∗(L)) d'où une injection

L2(N) ↪→ M(E(G/N)),via laquelle f ∈ L2(N) s'identi�e au multiplicateur f⊗1M(C∗(L)), encore noté mf , desorte que mf⊗a = mfma, pour a ∈ C∗(L), en conservant les notations du Paragraphe1.1. Il vient également :
M(T )(mf⊗a) = M(T )(mf )mad'où, pour f1 ⊗ a1, f2 ⊗ a2 ∈ E(G/N),

〈M(T )(mf1⊗a1), mf2⊗a2〉 = ma∗1
〈M(T )(mf1), mf2〉ma2 .Considérons à présent l'application linéaire BT : Cc(N)×Cc(N) −→ M(C∗(L))dé�nie par

BT (f1, f2) = 〈M(T )(mf1
), mf2〉.Montrons que BT est une mesure de Radon sur N × N . Soient K une partiecompacte de N × N , et f1, f2 ∈ Cc(N) des fonctions dont les supports véri�entSupp(f1) × Supp(f2) ⊂ K. On a, d'après la Proposition 1.1.4, l'inégalité suivantedans M(C∗(L)) :

|BT (f1, f2)| ≤ ‖M(T )(mf1)‖. |mf2 | .



84 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementOn en déduit, en notant ‖T‖ la norme d'opérateur de T ,
‖BT (f1, f2)‖ ≤ ‖T‖.‖f1‖2.‖f2‖2,d'où la continuité pour la topologie de la convergence uniforme sur K. La forme BTdé�nit donc une distribution sur N ×N dont on note kT le noyau, de sorte que BTs'écrit symboliquement

BT (f1, f2) =

∫

N×N

f1(n1)f2(n2)kT (n1, n2) dn1 dn2.L'action à gauche de G sur E(G/N) étant isométrique, la commutation de T à cetteaction implique que BT (n0.f1, n0.f2) = BT (f1, f2). En considérant, comme dans[Bru56], le di�éomorphisme (n1, n2) 7−→ (n−1
1 n2, n2) de N × N , les distributions

N -invariantes sur N étant des multiples de la mesure de Haar, il apparaît, d'aprèsle Lemme 4.2.1 que le noyau distributionnel kT véri�e l'équation
kT (n1, n2) = kT (1, n−1

1 n2).Soit à présent cT (n) = kT (1, n). La distribution cT sur N , satisfait l'égalité
kT (n1, n2) = cT (n−1

1 n2).L'invariance sous l'action de A permet à présent de caractériser cette distribution.En e�et, l'action d'un élément l = ma ∈ L sur f ⊗ ϕ ∈ L2(N) ⊗ C∗(L) est donnéepar la formule
l.f ⊗ ϕ = eρ log(a)f ◦ cl ⊗ Ul.ϕ.La commutation de T à l'action de L implique que BT (a.f1, a.f2) = BT (f1, f2) pourtout a ∈ A. Il s'ensuit que

e2ρ log(a)

∫

N×N

f1(ca(n1))f2(ca(n2))kT (n1, n2) dn1 dn2

= e−2ρ log(a)

∫

N×N

f1(n1)f2(n2)kT (c−1
a (n1), c

−1
a (n2)) dn1 dn2

=

∫

N×N

f1(n1)f2(n2)kT (n1, n2) dn1 dn2,la première égalité résultant de ce que modN(ca) = e2ρ log(a), d'après le Lemme 3.2.1appliqué au cas N1 = N2 = N .La distribution cT véri�e donc la propriété d'invariance suivante :
cT (ca(n)) = e2ρ log(a)cT (n).Cela s'écrit encore, pour ϕ une fonction test sur N ,

〈cT , ϕ ◦ ca〉 = 〈cT , ϕ〉. (∗)



4.2. Caractérisation de certains opérateurs bornés 85Proposition 4.2.2 Si G est de rang réel 1, les mesures de Radon sur N véri�antla relation (∗) sont exactement les multiples de la mesure de Dirac.� Démonstration.Le groupe N s'identi�e via l'application exponentielle à son algèbre de Lie
n = gα ⊕ g2α ' Rp ⊕ Rq.Comme N est connexe et simplement connexe, l'espace des fonctions test (resp. desdistributions) sur N s'identi�e à celui des fonctions test (resp. des distributions) sur

n [Sch68]. Sous ces identi�cations, les conjugaisons par les éléments de A agissentpar dilatations : pour n identi�é à (u, v), on a
ca(n) ' (α(a)u, α(a)2v).On notera a.(u, v) cette dernière expression.Dans le cas particulier où q = 0, la distribution cT est homogène de degré −p.Lorsque G = SL2(R), par exemple, p = 1, le problème se ramène à l'équation d'Eulersur R et les solutions sont des combinaisons linéaires de la mesure de Dirac δ0 etde la distribution Vp (

1
x

). Cette dernière, étant d'ordre 1, n'est pas une mesure deRadon, donc
cT = δ0à une constante multiplicative près.Considérons la restriction c0T de cT à l'ouvert N \ {1}. Pour (u, v) ∈ Rp⊕Rq, onpose

r(u, v) =
(
‖u‖4 + ‖v‖2

) 1
4 .Cette fonction est l'analogue au niveau de l'algèbre de Lie de la fonction normeintroduite en 4.1.5. Pour t ∈ R+, on note St la surface d'équation r(u, v) = t. On aalors, pour a ∈ A ' R∗

+,
r(a.(u, v)) = a r(u, v),et l'application

(u, v) 7−→ (r(u, v),
(u, v)

r(u, v)
)est un di�éomorphisme entre N \ {1} et R∗

+ × S1.Soit ψ0 ∈ C∞
c (S1) �xée. Si ϕ est une fonction test sur R∗

+, alors ϕ ⊗ ψ0 est unélément de C∞
c (R∗

+) ⊗ C∞
c (S1) ⊂ C∞

c (N \ {1}) et l'application ϕ 7−→ 〈cT , ϕ ⊗ ψ0〉est une distribution homogène sur R∗
+. D'après 4.2.1, 〈cT , ϕ⊗ ψ0〉 est de la forme

c(ψ0)

∫ +∞

0

ϕ(r)
dr

r
,



86 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementet ne peut donc pas être la restriction d'une mesure de Radon. En e�et, si K désigneun compact de N contenant 1, et MK une constante positive telle que l'inégalité
‖〈cT , ϕ ⊗ ψ〉‖ ≤ MK‖ϕ ⊗ ψ‖K∞ soit véri�ée pour ϕ ⊗ ψ ∈ CK(N), on montre, enconsidérant la suite ϕn ⊗ ψ0, avec ψ0 telle que c(ψ0) 6= 0 et ϕn comme ci-dessous,que MK ne saurait être �ni.

1

1
n

2
n

ϕn

Par conséquent, le support de cT est réduit à {1}, et cT est donc une combinaisonlinéaire de dérivées au sens des distributions de la mesure de Dirac δ. La conditiond'homogénéité montre que
cT = δ1.1M(C∗(L)),à une constante près. �D'après la proposition ci-dessus, il existe un multiplicateur U ∈ M(C∗(L)) telque cT = Uδ1. On en déduit l'expression du noyau distributionnel :

kT (n1, n2) = U.δ1(n
−1
1 n2)et donc de la forme bilinéaire :

BT (f1, f2) = 〈f1, f2〉L2 Upour f1, f2 ∈ L2(N).Par conséquent, pour a1, a2 ∈ C∗(L), on a
〈M(T )(mf1 ⊗ma1), mf2 ⊗ma2〉 = 〈f1, f2〉L2 m∗

a1
U ma2

= 〈f1 ⊗ U∗(a1), f2 ⊗ a2〉dans M(C∗(L)), et M(T ) s'identi�e à la composition à droite par U∗. Cette appli-cation est C∗(L)-linéaire seulement si U véri�e la condition (]), ce qui termine lapreuve de la proposition. �



4.3. Opérateurs standard 87Remarque 4.2 L'hypothèse sur le rang réel de G n'est pas nécessaire pour dé-montrer que la distribution cT véri�e la propriété (∗). Il est vraisemblable que leThéorème 4.2.1 soit vrai en rang supérieur. En e�et, ce résultat est analogue authéorème de Bruhat 2.4.1 qui établit l'irréductibilité de la plupart des représenta-tions de la série principale. Cette analogie sera précisée au Paragraphe 5.3.3 dans lecas particulier de SL2(R).4.3 Opérateurs standardL'objet des paragraphes suivants est la construction au niveau du C∗-module
E(G/N) d'opérateurs analogues aux opérateurs standard introduits en 2.4.2.L'expression primitive dé�nissant l'opérateur d'entrelacement standard Iw est,pour une fonction N-invariante F dé�nie sur G :

IwF (g) =

∫

N

F (gwn̄) dn̄.De même que les travaux de Knapp et Stein [KS71] permettent de donner un sens àcette expression pour F appartenant à un espace Hσ,ν , de sorte que l'opérateur ainsiconstruit entrelace les représentations πσ,ν et πwσ,wν, notre but est ici de donner unsens à Iw sur (un sous-module de) E(G/N). Sur le plan formel, c'est-à-dire sans pré-sumer de la convergence de l'intégrale, ni du type de la fonction éventuellement ob-tenue, Iw commute à l'action de C∗(G) et véri�e une propriété de C∗(L)-w-linéarité,du type Iw(F.ϕ) = Iw(F ).ϕw. C'est donc dans ce sens qu'il faut considérer Iw commeun opérateur d'entrelacement au niveau de E(G/N).On démontre dans la suite que cette intégrale est bien dé�nie pour les fonctionsà support compact sur G/N :Théorème 4.3.1 L'intégrale ∫

N

F (gwn̄) dn̄dé�nit une application linéaire Iw : Cc(G/N) −→ C(G/N).Ce résultat, qui sera démontré en étudiant Iw dans le modèle ouvert du modulehilbertien E(G/N), contraste avec la théorie classique de Knapp et Stein [KS71], oùles intégrales d'entrelacement, considérées représentation par représentation, sontdonnées par des noyaux non localement intégrables.



88 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacement4.3.1 Expression dans le modèle induitRappelons quelques notations relatives aux décompositions de G et de P : pour
g ∈ G, la décomposition d'Iwasawa s'écrit g = κ(g)α(g)ν(g) = κ(g)eH(g)ν(g). Side plus g appartient à NL = NMA, dont le complémentaire est de mesure deHaar nulle, on écrit g = n̄(g)l(g) = n̄(g)m(g)a(g). En�n, l'on note E0

i l'espacedes fonctions F : G/N 7−→ Cc(L) continues à support compact et véri�ant, pour
x ∈ G/N et l = ma ∈ L la relation

F (xl) = e−ρ log aUl−1.F (x).Cet espace est muni d'un produit scalaire à valeurs dans C∗(L) dé�ni en 3.3.1 par :
〈F,G〉i =

∫

G/N

F (x)∗G(x)ψ(x) dµ(x)où ψ désigne une section transverse quelconque sur G/N .Le lemme suivant précise les relations entre les deux décompositions d'un élémentde N .Proposition 4.3.1 Soient n̄ ∈ N et n̄ = κ(n̄)α(n̄)n sa décomposition d'Iwasawa.Alors� m(κ(n̄)) = 1� a(κ(n̄)) = α(n̄)−1� si n̄ 6= 1, a(w−1κ(n̄)) = a(w−1n̄)α(n̄)−1� Démonstration.L'égalité n̄ = κ(n̄)α(n̄)n implique que κ(n̄) = n̄1α(n̄)−1n′ avec n′ ∈ N . On endéduit les deux premières égalités, par unicité de la décomposition sur NMAN .Remarquons à présent que a(w−1κ(n̄)) = a(κ(w−1n̄)) car w ∈ K. D'autre part,
a(w−1n̄) = a(κ(w−1n̄)α(w−1n̄)) = a(κ(w−1n̄))α(w−1n̄), et α(w−1n̄) = α(n̄) car
w ∈ K, d'où le résultat. �Les formules ci-dessus et la transformation de la mesure (?) associée au Para-graphe 3.3.4 à la projection stéréographique de N sur K permettent de donner lesexpression formelles suivantes de l'opérateur standard Iw : si F ∈ E0

i et x ∈ G/N ,alors
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∫

N

F (xwn̄) dn̄ =

∫

N

F (xwκ(n̄)α(n̄)) dn̄

=

∫

N

e−ρ logα(n̄)Uα(n̄)−1F (xwκ(n̄)) dn̄

=

∫

N

eρ log a(κ(n̄))Ua(κ(n̄))F (xwκ(n̄))e2ρH(n̄)e−2ρH(n̄) dn̄

=

∫

N

e−ρ log a(κ(n̄))Ul(κ(n̄))F (xwκ(n̄))e−2ρH(n̄) dn̄L'égalité (?) du Paragraphe 3.3.2 donne
∫

N

F (xwn̄) dn̄ =

∫

K

e−ρ log a(k)Ul(k)F (xwk) dk

=

∫

K

e−ρ log a(w−1k)Ul(w−1k)F (xk) dk

(par (?)) =

∫

N

e−ρ log a(w−1κ(n̄))Ul(w−1κ(n̄))F (xκ(n̄))e−2ρH(n̄) dn̄

=

∫

N

e−ρ log a(w−1n̄)e−ρH(n̄)Ul(w−1κ(n̄))F (xκ(n̄)α(n̄)α(n̄)−1) dn̄

=

∫

N

e−ρ log a(w−1n̄)Ul(w−1κ(n̄))α(n̄)F (xn̄) dn̄

=

∫

N

Ul(w−1n̄)F (xn̄)
dn̄

|n̄|Les calculs précédents sont légitimés par la proposition suivante :Théorème 4.3.2 Soit F ∈ E0
i . Pour tout x ∈ G/N , l'intégrale

IwF (x) =

∫

N

Ul(w−1n̄)F (xn̄)
dn̄

|n̄|est bien dé�nie.Cet énoncé est une reformulation dans le modèle induit du Théorème 4.3.1 etsera démontré en même temps, dans le modèle ouvert. Il apparaît que les fonctionsobtenues en appliquant Iw ne véri�ent pas l'équation dé�nissant E0
i (G/N). Plusprécisément, l'égalité

IwF (xl) = e−ρ log(a)Ucw−1 (l).IwF (x),



90 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementest formellement véri�ée pour F ∈ Cc(G/N,Cc(L)), x ∈ G/N et l = ma ∈ L, enétendant l'action de Ul à des fonctions à support non compact sur L. Cette mani-festation de l'action de w peut s'interpréter algébriquement en considérant que Iwprend ses valeurs dans un module de fonctions contenant l'espace E0
i (G/N)w dé�nipar la relation précédente. Cependant, Iw prend ses valeurs dans un espace stricte-ment plus grand que le C∗-module obtenu en complétant E0

i (G/N)w. Ce phénomènesera étudié au paragraphe suivant en considérant les supports des fonctions obtenuesen appliquant Iw dans le modèle ouvert, et dans un cas particulier au Chapitre 5.4.3.2 Expression dans le modèle ouvertEtudions à présent l'intégrale dé�nissant l'opérateur d'entrelacement standarddans le modèle ouvert.Soit F dé�nie sur NMA par n̄ma 7−→ e−ρ log(a)f(n̄)ϕ(ma) où f ∈ L2(N) et
ϕ ∈ Cc(L).On pose, pour f ⊗ ϕ ∈ Cc(N) ⊗ Cc(L) et x0 = n̄0m0a0,

Iw(f ⊗ ϕ)(x0) = eρ log a0

∫

N

e−ρ log a(x0wν̄)f(n̄(x0wν̄))ϕ(l(x0wν̄)) dν̄.Proposition 4.3.2 Soient f ⊗ϕ ∈ Cc(N)⊗Cc(L) et x0 = n̄0m0a0 = n̄0l0 ∈ NMA.Alors
Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

f(n̄0ν̄)
[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄| ,sous réserve de la convergence de l'intégrale.� Démonstration.Il est clair que
m(x0wν̄) = m0m(wν̄)

a(x0wν̄) = a0a(wν̄)

n̄(x0wν̄) = n̄0cl−1
0

(n̄(wν̄)) = n̄0l0n̄(wν̄)l−1
0d'où l'expression

Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

e−ρ log a(wν̄)f(n̄0cl−1
0

(n̄(wν̄)))ϕ(l0l(wν̄)) dν̄.



4.3. Opérateurs standard 91D'après les formules du Lemme 3.3.6 et la formule intégrale associée par la Pro-position 3.3.7, le changement de variables ν̄ ↔ n̄(wν̄) donne :
Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

e−ρ log(a(wn̄(wν̄))a(wν̄)2)f
[
n̄0c

−1
l0

(n̄(wn̄(wν̄)))
]
ϕ [l0l(wn̄(wν̄))] dν̄

=

∫

N

e−ρ log a(wν̄)f
[
n̄0c

−1
l0

(c−1
µ (ν̄))

]
ϕ

[
l0µl(wν̄)−1

]
dν̄L'e�et des conjugaisons de N par les éléments de L, se traduit au niveau de lamesure par la fonction modulairemodNcl = e2ρ log apour l = ma ∈ L, d'après le Lemme 3.2.1. D'autre part, la dé�nition de µ = w2 ∈Mimplique que wcµ(ν̄) = wµ−1ν̄µ = w−1ν̄ pour ν̄ ∈ N d'où

a(wcµ(ν̄)) = a(w−1ν̄),

m(wcµ(ν̄)) = m(w−1ν̄)µ,d'où
l(wcµ(ν̄)) = l(w−1ν̄)µ.On déduit des remarques précédentes et de la Proposition 4.1.1 que :

Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

e−ρ log a(wcµ(ν̄))f
[
n̄0c

−1
l0

(ν̄)
]
ϕ

[
l0µl(wcµ(ν̄))

−1
]
dν̄

=

∫

N

e−ρ log a(w−1ν̄)f
[
n̄0c

−1
l0

(ν̄)
]
ϕ

[
l0l(w

−1ν̄)−1
]
dν̄

= modN(cl0)

∫

N

e−ρ log a(w−1cl0(ν̄))f(n̄ν̄)ϕ
[
l0l(w

−1cl0(ν̄))
−1

]
dν̄

= modN(cl0)e
−2ρ log a0

∫

N

e−ρ log a(w−1ν̄)f(n̄ν̄)ϕ
[
a−1

0 l(w−1ν̄)−1cw(m0)
]
dν̄Comme cw(a0) = a−1

0 et que |ν̄| est dé�ni pour ν̄ 6= 1 par
|ν̄| = eρ log a(w−1ν̄),il s'ensuit que

Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

f(ν̄)

|n̄−1ν̄|ϕ
[
l(w−1n̄−1ν̄)−1cw(l0)

]
dν̄.



92 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementLes notations introduites dans la Proposition 3.3.8 permettent en�n d'écrirel'opérateur standard sous la forme compacte de l'énoncé :
Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

f(n̄0ν̄)
[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄| .

�Il apparaît alors que Iw possède formellement la propriété de C∗(L)-w-linéarité
Iw(ξ.a) = Iw(ξ).aw.Cette propriété est seulement formelle, au sens où les objets obtenus en appliquant

Iw n'appartiennent pas au C∗-module L2(N) ⊗ C∗(L). Le paragraphe suivant seraconsacré à l'étude de ces fonctions.4.4 Existence et propriétés des opérateurs d'entre-lacementOn se place dans le modèle ouvert, a�n d'étudier la convergence des intégralesdé�nissant les opérateurs des paragraphes précédents et les propriétés des fonctionsobtenues en les appliquant.4.4.1 Existence dans le modèle ouvertL'intégrale dé�nissant Iw est convergente pour certaines fonctions à supportcompact.Proposition 4.4.1 Soient f ⊗ ϕ ∈ Cc(N) ⊗ Cc(L) et x0 = n̄0l0 = n̄0m0a0. L'inté-grale
Iw(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

N

f(n̄0ν̄)
[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄|est convergente.� Démonstration.La compacité du support de f implique que l'intégrale porte sur une partie compacte



4.4. Existence et propriétés des opérateurs d'entrelacement 93de N . Ainsi, f et ϕ étant continues, il su�t d'étudier l'intégrabilité au voisinage de
1, où le facteur 1

|n̄|
est susceptible d'introduire une singularité. Or, l0 étant �xé,

l(w−1ν̄)−1l−1
0 sort de tout compact de L lorsque ν̄ → 1. En e�et, en identi�ant Aà R∗

+ via a 7→ eρ log(a), il apparaît que a(w−1ν̄) → 0 lorsque ν̄ → 1. Il s'ensuitque [
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0) = ϕ (l(w−1ν̄)−1cw(l0)) est nul au voisinage de ν̄ = 1, et quel'intégrale est bien dé�nie. �L'argument assurant, dans la démonstration précédente, l'intégrabilité au voi-sinage de ν̄ = 1 à l0 �xé met en évidence le phénomène qui empêche Iw, mêmerestreint à Cc(N)⊗Cc(L) de prendre ses valeurs dans E(G/N). En e�et, moyennantl'identi�cation entre A ' R∗

+, l'ensemble des a ∈ R∗
+ tels que a(w−1ν̄)−1a demeuredans un intervalle compact prescrit de R∗

+ lorsque ν̄ est voisin de 1 est de la forme
]0, m], avec m > 0 et n'est donc pas compact. Ce phénomène sera analysé plus endétail dans les paragraphes suivants.Rappelons que la conjugaison par w inverse les éléments de A. La dé�nitionsuivante permet de décrire le support des fonctions obtenues en appliquant Iw auxfonctions de Cc(N) ⊗ Cc(L).Dé�nition 4.4.2 [Fonctions à support semi-compact]Soit k ∈ N ∪ {∞}. On dit qu'une fonction de classe Ck sur L est à supportsemi-compact si son support est contenu dans un ensemble de la forme

M × [m,+∞[ et l'on note Ck
+(L) l'ensemble de ces fonctions.La proposition suivante précise le comportement des images par Iw de certainséléments de Cc(N) ⊗ Cc(L).Proposition 4.4.3 Soient l0 ∈ L et n̄0 ∈ N �xés.i) Pour f ∈ Cc(N), l'application ϕ 7−→ Iw(f ⊗ϕ)(n̄0 ·) envoie Cc(L) dans C+(L).ii) Pour ϕ ∈ C∞

c (L), l'application
f 7−→ Iw(f ⊗ ϕ)(· l0)s'étend en un opérateur borné de L2(N).� Démonstration.Le premier point est une reformulation des remarques précédant l'énoncé, en uti-lisant les notations de la Dé�nition 4.4.2. Pour le second, la Proposition 4.3.2 fait



94 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementapparaître Iw comme une convolution sur N . Plus précisément, ϕ étant �xée, l'ap-plication ωϕ : n̄ 7−→
[
Ul(w−1n̄)ϕ

]w
(l0) = ϕ (l(w−1n̄)−1cw(l0)) est de classe C∞, àsupport compact sur N \ {1}, en particulier nulle au voisinage de n̄ = 1. L'identi�-cation de N à l'espace euclidien n̄ par la fonction exponentielle préservant la mesure,la convolution par n̄ 7−→ ωϕ(n̄)

|n̄| s'étend en un opérateur borné de L2(N). �Le fait que cet opérateur d'entrelacement ne s'applique pas au C∗-module E(G/N)peut être mis en parallèle avec le fait que les opérateurs de la théorie de Knapp etStein sont obtenus par prolongement méromorphe et présentent des pôles. De mêmequ'il est possible de localiser ces pôles lors de la construction de l'opérateur classiquede la Proposition 2.4.2, l'opérateur Iw peut être décomposé a�n de faire apparaîtreune partie bornée et à isoler ce qui tient lieu de singularité dans ce modèle.Plus précisément, soient
I∞
w (f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

|ν̄|>1

f(n̄0ν̄)
[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄|

I0
w(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

|ν̄|<1

(f(n̄0ν̄) − f(n̄0))
[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄|

Rw(f ⊗ ϕ)(x0) = f(n̄0)

∫

|ν̄|<1

[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄|de sorte que
Iw = I0

w + I∞
w + Rw.Les di�érents termes de cette décomposition seront étudiés séparément au coursdes paragraphes suivants.4.4.2 Parties densément dé�niesConsidérons tout d'abord I∞

w : soit f ⊗ ϕ ∈ Cc(N) ⊗ Cc(L). La troncaturedu domaine d'intégration et la compacité des supports de f et ϕ impliquent quel'intégrale porte sur une partie compacte de N \{1}. L'analyse menée au paragrapheprécédent montre que si n̄0 est �xé, le support de l'application
l 7−→ I∞

w (f ⊗ ϕ)(n̄0l)est compact.



4.4. Existence et propriétés des opérateurs d'entrelacement 95La troncature du domaine d'intégration permet en fait d'exclure complètementla singularité. Ce résultat s'énonce en tenant compte de l'action de w sur C∗(L). Ene�et, si E est un C∗-module hilbertien sur une C∗-algèbre B et β un automorphismede B, on dé�nit un C∗-module Eβ en munissant E de l'action ξ.βb = ξ.β(b) etdu produit scalaire 〈ξ, η〉β = β−1 (〈ξ, η〉E). Ici, on notera E(G/N)w le C∗-modulehilbertien obtenu ainsi en considérant β(ϕ) = ϕw pour ϕ ∈ C∗(L).Ceci donne un sens précis à la C∗(L)-w-linéarité évoquée à la �n du Paragraphe4.3 et permet d'énoncer le résultat suivant, qui montre que l'opérateur, convenable-ment tronqué, prend bien ses valeurs dans le C∗-module E(G/N)w.Proposition 4.4.4 L'application I∞
w est dé�nie sur une partie dense de E(G/N)et prend ses valeurs dans E(G/N)w.� Démonstration.Soit F une combinaison linéaire de tenseurs élémentaires du modèle induit Cc(N)⊗

Cc(L), considérée comme une fonction de N dans Cc(L). Pour une telle fonction,l'expression de I∞
w F est la suivante :

I∞
w F (n̄)(l) =

∫

|ν̄|>1

[
Ul(w−1ν̄)F (n̄ν̄)

]w
(l)

dν̄

|ν̄| .Il su�t de montrer que 〈I∞
w F, I∞

w F 〉 est un élément de C∗(L). Pour ce faire, ondomine la norme par l'inégalité suivante :
‖〈I∞

w F, I∞
w F 〉‖ ≤

∫

N

∫

|ν̄1|>1

∫

|ν̄2|>1

‖F (n̄ν̄1)‖.‖F (n̄ν̄2)‖
dν̄1

|ν̄1|
dν̄2

|ν̄2|
dn̄.L'application

ν̄ 7−→
∫

|ν̄|>1

‖F (n̄ν̄)‖ dν̄|ν̄|est de carré sommable car il s'agit de la convolée de la fonction à support compact
ν̄ 7−→ ‖F (n̄ν̄)‖ avec la fonction ν̄ 7−→ 1|ν̄|>1

|ν| , qui est de carré sommable en vertu dela Proposition 4.1.8. Il s'ensuit que la quantité 〈I∞
w F, I∞

w F 〉 est �nie, ce qui établitque I∞
w envoie bien Cc(N) ⊗ Cc(L) dans E(G/N)w. �Remarque 4.3 Bien que nous ne soyons pas parvenu à l'établir ici, il nous sembleque l'opérateur I∞

w se prolonge en un opérateur borné de C∗-modules entre E(G/N)et E(G/N)w. L'opérateur dé�ni par l'expression
∫

|ν̄|>1

f(n̄0ν̄)U
−1
l(w−1ν̄−1)ϕ

w−1 dν̄

|ν̄|



96 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementest également densément dé�ni sur E(G/N)w, prend ses valeurs dans E(G/N) etvéri�e formellement la relation d'ajonction avec I∞
w .Considérons à présent l'opérateur I0

w. Le domaine d'intégration est tel que cetopérateur ne s'étend pas en un opérateur borné entre C∗-modules. Il existe cependantun sous-espace dense de E(G/N) envoyé dans E(G/N) par I0
w.Proposition 4.4.5 Soit x0 = n0l0 ∈ NL. L'expression

I0
w(f ⊗ ϕ)(x0) =

∫

|ν̄|<1

(f(n̄0ν̄) − f(n̄0))
[
Ul(w−1ν̄)ϕ

]w
(l0)

dν̄

|ν̄|dé�nit un opérateur sur un sous-espace dense de L2(N) ⊗ C∗(L) à valeurs dans
L2(N) ⊗ C∗(L)w.� Démonstration.Soit f ⊗ϕ ∈ C1

c (N)⊗Cc(L). Démontrons que I0
w(f ⊗ϕ) est un élément du produittensoriel L2(N) ⊗ C∗(L). On identi�e N à son algèbre de Lie n̄ munie d'une basecompatible avec la décomposition n̄ = g−α + g−2α. La formule de Taylor à l'ordre 1montre que f(n̄0ν̄)− f(n̄0) = O(‖ν̄‖) où la norme ‖ · ‖ est la norme euclidienne sur

n̄. D'après la Proposition 4.1.7, cela signi�e encore que
f(n̄0ν̄) − f(n̄0) = O(|ν̄|d), (�)avec d > 0. Posons, pour n̄0 ∈ N ,

F (n̄0) =

∫

|ν̄|<1

(f(n̄0ν̄) − f(n̄0)) Ul(w−1ν̄)

dν̄

|ν̄|

=

∫

|ν̄|<1

f(n̄0ν̄) − f(n̄0)

|ν̄|d Ul(w−1ν̄)

dν̄

|ν̄|1−dD'après (�), la quantité f(n̄0ν̄) − f(n̄0)

|ν̄|d est bornée sur le domaine d'intégration.D'autre part, l'application
ν̄ 7−→ Ul(w−1ν̄)

|ν̄|1−dest intégrable car ∥∥Ul(w−1ν̄)

∥∥
M(C∗(L))

= 1. Il s'ensuit que F (n̄0) est un multiplicateurde C∗(L) et le produit scalaire à évaluer s'écrit
〈I0

w(f ⊗ ϕ), I0
w(f ⊗ ϕ)〉 = ϕ∗

∫

N

F (n̄0)
∗F (n̄0) dn̄0 ϕ.



4.4. Existence et propriétés des opérateurs d'entrelacement 97L'inégalité F (n̄0)
∗F (n̄0) ≤ ‖F (n̄0)‖2 montre qu'il su�t de démontrer que l'appli-cation n̄0 7→ ‖F (n̄0)‖ est de carré sommable. Le support de la fonction F est compactcar le support de f et l'adhérence du domaine d'intégration le sont. Elle est en outrebornée. En e�et, l'inégalité des accroissement �nis montre que la constante domi-nant ∣∣∣∣

f(n̄0ν̄) − f(n̄0)

|ν̄|d
∣∣∣∣ est uniforme en n̄0 sur le support de F car f est de classe C1et ν̄ varie dans un compact. Cette fonction est donc de carré sommable et il vient

〈I0
w(f ⊗ ϕ), I0

w(f ⊗ ϕ)〉 ≤ ϕ∗ϕ

∫

N

‖F (n̄0)‖2 dn̄0,d'où le résultat. �4.4.3 Partie résiduelleLe dernier terme dans la décomposition de l'opérateur standard Iw agit pardé�nition uniquement sur Cc(L). Il est responsable de la transformation des supportscompacts en parties non compactes de L. La proposition suivante fait apparaître Rwcomme un opérateur de convolution par une certaine distribution.Proposition 4.4.6 Soit Tν̄ la distribution dé�nie sur L par
Tν̄(λ) = δ1(cw−1

(
l(w−1ν̄)−1

)
λ).Alors l'intégrale

T =

∫

|ν̄|<1

Tν̄
dν̄

|ν̄|dé�nit une mesure de Radon sur L. De plus, l'opérateur Rw est donné par T sur
L2(N) ⊗ Cc(L) au sens où l'on a, pour f ⊗ ϕ dans cet espace,

Rw(f ⊗ ϕ) = f ⊗ (T ∗ ϕw) .� Démonstration.Soit ϕ = ϕM ⊗ ϕA ∈ C∞
c (M) ⊗ C∞

c (A). Par dé�nition de Tν̄ ,
Tν̄(ϕ) = ϕM

(
cw(m(w−1ν̄))

)
ϕA

(
cw(a(w−1ν̄))

)

= ϕM
(
cw(m(w−1ν̄))

)
ϕA

(
a(w−1ν̄)−1

)La Proposition 4.1.1 montre que le premier facteur est α-homogène de degré
0, cependant que le second ne dépend que de |ν̄|, d'après la dé�nition même de la



98 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementfonction norme. Plus précisément, ϕA (a(w−1ν̄)−1) = ϕA(|ν̄|c) où c est une constantepositive dépendant de l'identi�cation entre choisie entre a et R.La Proposition 4.1.8 s'applique donc, et il vient
T (ϕ) = C.Mw(ϕM)

∫ +∞

0

ϕA(r)
dr

roù C est une constante et Mw(ϕM) désigne la valeur moyenne associée par M à lafonction ν̄ 7−→ ϕM (cw(m(w−1ν̄))). Cette valeur moyenne dé�nit bien une mesurede Radon sur M . En e�et, si ψ est une fonction continue à support compact sur R∗
+telle que l'on ait ∫ +∞

0

ψ(r) dr = 1,la Proposition 4.1.8 implique que
Mw(ϕM) =

∫

N

ϕM
(
cw(m(w−1ν̄))

)
ψ(|ν̄|) dν̄

≤ ‖ψ‖∞
∫

Supp(ψ)

ϕM
(
cw(m(w−1ν̄))

)
dν̄d'où

|Mw(ϕM)| ≤ C ′. ‖ϕM‖∞où C ′ est une constante positive. La distribution T agit sur ϕA comme la mesure deHaar, d'où le résultat. �Nous calculerons explicitement la distribution T dans les cas particuliers de
SL2(R) et SL2(C) au Chapitre 5. Il apparaît déjà que cette mesure est en gé-néral supportée par la sous-variété de L déterminée par l'image de N \ {1} sousl'application

n̄ 7−→ l(w−1n̄).Remarque 4.4 La partie résiduelle Rw de l'opérateur Iw agit trivialement sur
L2(N) et comme une mesure de Radon sur M . La singularité est donc concentréedans l'action sur Cc(A), que l'on peut identi�er en rang 1 à Cc(R). Sur cette partie,
T agit comme la convolution par la fonction indicatrice χ[0,+∞[. Cette convolutionest un opérateur Cc(R) −→ C(R) qui ne prend pas ses valeurs dans C∗(A) et ne peutdonc pas même dé�nir un opérateur densément dé�ni. Sous l'identi�cation, par latransformée de Fourier, de C∗(A) à C0(R), cette convolution consiste en la multipli-cation par une distribution combinaison de la mesure de Dirac en 0 et de la valeurprincipale de 1

x
et n'est donc pas un multiplicateur, même non borné, de C0(R).Cette distribution peut encore être obtenue comme prolongement méromorphe, quiprésente les mêmes pôles que les opérateurs obtenus par Knapp et Stein.



4.4. Existence et propriétés des opérateurs d'entrelacement 994.4.4 Démonstration de l'existence dans les autres modèlesOn établit à présent les théorèmes 4.3.1 et 4.3.2 énoncés plus haut, qui a�rmentque l'opérateur d'entrelacement standard Iw, donné dans le modèle initial et lemodèle induit par la même formule intégrale
IwF (x) =

∫

N

F (xwn̄) dn̄est bien dé�ni pour F ∈ Cc(G/N) ⊂ E(G/N) et F ∈ E0
i .Soit F une fonction à support compact sur G/N . Le groupe G étant de rang réel

1, la décomposition de Bruhat G = PwP t P permet d'écrire G comme la réunion
NP t w−1P,le second terme étant de dimension inférieure et donc de mesure nulle. On note p laprojection

G/N

��
G/P.Supposons d'abord que le support de F se projette sur une partie de G/P necontenant pas la classe [w−1] = [w] de w−1. La fonction F est donc supportée par uncompact de N × L et peut alors être vue comme une fonction sur N à valeurs dans

Cc(L). L'expression de l'opérateur appliqué à F est alors identique à celle obtenuedans le modèle ouvert :
IwF (n̄0) =

∫

N

Ul(w−1n̄)F (n̄0n̄)
dn̄

|n̄| ,à la séparation des variables près. On remarque en outre que cette expression coïncideavec la restriction à N de celle calculée au Paragraphe 4.3.1 dans le modèle induit :cela procède de ce que l'on considère F comme une fonction de N dans Cc(L).La démonstration de la Proposition 4.4.1 s'applique alors en considérant, au lieudes deux constituants d'un tenseur élémentaire, les applications partielles obtenuesen �xant la composante suivant N et celle suivant L, et établit la convergence del'intégrale dé�nissant IwF .Traitons à présent le cas général : soit u une fonction continue à support compactsur G/P , valant 1 sur un voisinage de [w] et nulle au voisinage de [1], de sorte que
(u, 1−u) soit une partition de l'unité. On peut alors relever cette partition sur G/Nvia p et décomposer F en

F = p∗uF + p∗(1 − u)F.



100 Chapitre 4. Opérateurs d'entrelacementLe cas de p∗(1 − u)F relève de la remarque précédente. Considérons en�n p∗uF :la composée de cette application avec la translation L(w) à gauche par w, véri�e lamême condition de support que p∗(1 − u)F . On peut donc, d'après ce qui précède,appliquer Iw à L(w)p∗(1− u)F . Or, on a vu que Iw commute à l'action à gauche de
G, donc Iw s'applique bien au second terme de la somme, et �nalement à F .Le Théorème 4.3.2 se démontre de la même manière ou se déduit de ce quiprécède en composant Iw par l'application F 7−→ F̃ de la Proposition 3.3.2 quiréalise l'équivalence entre le modèle induit de E(G/N) et le modèle de la constructioninitiale.4.5 Comparaison avec les opérateurs de Knapp etSteinL'idée originale des intégrales d'entrelacement, telles qu'elle sont présentées dans[KS71] et [KS80] consiste à obtenir des fonctions N2-invariantes à partir de fonctions
N1-invariantes en moyennant sur N2/(N1 ∩ N2). Le travail accompli dans [Sch71]montre que l'on peut se ramener au cas des groupes de rang 1 et aux opérateursd'entrelacement standard, donnés par l'intégrale

∫

N

F (xwn̄) dn̄,où N désigne l'image de N par l'involution de Cartan.4.5.1 Domaine de dé�nitionDans la théorie classique, on essaie d'appliquer, pour un couple (σ, ν) �xé, lesintégrales d'entrelacement à des sections du �bré
G/N ×σ,ν Hσ

��
G/P

.

Les intégrales considérées sont alors données par des noyaux qui ne sont pas locale-ment intégrables, et nécessitent alors d'être dé�nies par prolongement méromorphe.Au contraire, l'approche globale au niveau du C∗-module E(G/N) permet deconsidérer des fonctions à support compact sur G/N , pour lesquelles le Théorème4.3.1 montre que l'intégrale est convergente.



4.5. Comparaison avec les opérateurs de Knapp et Stein 1014.5.2 Normalisation des opérateurs d'entrelacement : prin-cipeComme on l'a vu au Paragraphe 2.4.3, il est possible de construire des fonc-tions scalaires γ destinées à compenser les singularités des opérateurs obtenus parprolongement méromorphe, a�n de rendre ces derniers unitaires. Ces fonctions sontobtenues à partir des fonctions η, elles-mêmes fournies par l'application du lemme deSchur aux représentations de la série principale dont le théorème de Bruhat montrel'irréductibilité.Les opérateurs d'entrelacement construits au niveau de Cc(G/N) ne se compo-sant pas en raison des problèmes de support décrits plus haut, il n'est pas possiblea priori de construire l'analogue des fonctions η pour dé�nir des opérateurs norma-lisés, c'est-à-dire des unitaires C∗(L)-linéaires et C∗(G)-invariants dé�nis au niveaude E(G/N). En reprenant et en simpli�ant les notations du Paragraphe 2.4.3, ilappraît donc di�cile de fournir un analogue à la relation I∗I = η, ou à la dé�nition
I = 1

γ
I. En revanche, l'expression

I
∗I = γinvite à tenter de dé�nir un unitaire Uw de E(G/N) au niveau de Cc(G/N) tel quela composée

Iw ◦ Uwsoit dé�nie sur Cc(G/N) et se comporte comme un scalaire, dans le sens où ellen'agisse que sur C∗(L).Le but de la construction de tels opérateurs normalisés est de décrire l'action dugroupe de Weyl intervenant dans la formule (†) de Wassermann, citée dans l'intro-duction et permettant d'analyser la C∗-algèbre réduite de G en termes des classesd'association de sous-groupes paraboliques de G. On présente une telle constructionau chapitre suivant, dans les cas particuliers de SL2(R) et SL2(C), pour lesquels legroupe M intervenant dans la décomposition de Langlands du parabolique minimalest abélien.





Chapitre 5Etude de cas particuliers : SL2(R) et
SL2(C)

Nous étudions ici en détail les objets présentés dans le reste de ce mémoire dansle cas de groupes de Lie semi-simples particuliers, de rang réel 1 : les groupes desmatrices carrées réelles d'ordre 2, de déterminant 1, à coe�cients respectivementréels et complexes, d'algèbres de Lie sl2(R) et sl2(C) composées des matrices carréesd'ordre 2, de trace nulle. Nous décrivons explicitement le dual réduit de ces groupes,ainsi que les opérateurs d'entrelacement de Knapp et Stein pour SL2(R). La norma-lisation envisagée au dernier paragraphe du chapitre précédent est présentée pources deux groupes, et décrite en exploitant la commutativité de la composante deLevi.5.1 Structure, intégration5.1.1 Décomposition d'IwasawaLe groupe K = SO2(R) des rotations du plan est un sous-groupe compact maxi-mal de SL2(R). La rotation plane d'angle θ ∈ R/2πZ sera désignée par
Rθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.Soit A le sous-groupe abélien de SL2(R) constitué des matrices diagonales de103



104 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)déterminant 1 à coe�cients strictement positifs :
A =

{[
a 0
0 a−1

]
, a ∈ R∗

+

}
=

{[
et 0
0 e−t

]
, t ∈ R

}
.Son algèbre de Lie a est l'algèbre des matrices réelles diagonales de trace nulle.En�n, N et N désignent respectivement les sous-groupes nilpotents de SL2(R)constitués des matrices triangulaires supérieures et inférieures à coe�cients diago-naux égaux à 1 :

N =

{[
1 x
0 1

]
, x ∈ R

}
,

N =

{[
1 0
y 1

]
, y ∈ R

}
.Les décompositions d'Iwasawa d'un élément g ∈ SL2(R) suivant KAN et KANseront respectivement notées κ(g)α(g)ν(g) et κ(g)α(g)ν(g). Plus précisément, on apour g =

[
a b
c d

] dans SL2(R),
κ(g) =

1√
a2 + c2

[
a −c
c a

]
= RArctg( c

a
) , α(g) =

[ √
a2 + c2 0

0
√
a2 + c2

−1

]

ν(g) =

[
1 ab+cd

a2+c2

0 1

]
,et

κ(g) =
1√

b2 + d2

[
d b
−b d

]
= RArctg(−b

d
) , α(g) =

[ √
b2 + d2

−1
0

0
√
b2 + d2

]

ν(g) =

[
1 0

ab+cd
b2+d2

1

]
.



5.1. Structure, intégration 105On commettra fréquemment l'abus de notation correspondant aux isomorphismes
A ' R∗

+ ' R, N ' R et N ' R consistant à identi�er une matrice avec le coe�cientqui la caractérise, par exemple
[
a 0
0 a−1

]
:=: a ou [

et 0
0 e−t

]
:=: tou encore

[
1 t
0 1

]
:=: t et [

1 0
s 1

]
:=: s.On aura ainsi, avec les notations ci-dessus,

Rθ.a.t =



a cos θ at cos θ − sin θ

a

a sin θ at sin θ +
cos θ

a


et

Rθ.a.s =



a cos θ − s

a
sin θ −sin θ

a

a sin θ +
s

a
cos θ

cos θ

a


 .5.1.2 Composante de Lévi et groupe de WeylSoient M ′ et M respectivement le normalisateur et le centralisateur de A dans

K. Le groupe M est réduit à {−I2, I2} ' Z/2Z.On note L le produit direct M × A et P le sous-groupe parabolique minimal
L nN . Le groupe L est isomorphe au groupe multiplicatif R∗, agissant sur N ' Rpar

a.t = a−2tet P est le groupe des matrices triangulaires supérieures de SL2(R). Le groupe deWeyl de SL2(R), W = M ′/M = NK(A)/ZK(A), est d'ordre deux. Un représentantdans NK(A) de l'élément non trivial de W est
w =

[
0 1
−1 0

]
.



106 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)Il véri�e w2 = −I2 donc w2 = 1 dans W et conjugue N en N : w−1Nw = N.L'action de L ' R∗ sur N ' R est donnée par
a.s = a2s.En�n, la conjugaison des éléments de L par w véri�e w−1lw = l−1 pour l ∈ L.L'automorphisme de C∗(L) correspondant est donc donné par

ϕw(l) = ϕ(l−1)pour ϕ ∈ Cc(L).5.1.3 Décomposition de Bruhat et Langlands, fonction normeLa décomposition de Bruhat relative à P s'écrit :
SL2(R) = P t PwPd'où

w−1G = w−1P t w−1PwP = w−1P t w−1NwP

= w−1P tNMAN.Or w−1P =

[
0 ** * ] est une sous-variété de codimension 1 de SL2(R), donc l'en-semble G \ NMAN est de mesure nulle dans SL2(R). Ainsi, presque tout élémentde SL2(R) se décompose suivant NMAN .Pour g =

[
a b
c d

] avec a 6= 0, on note
g = n̄(g)m(g)a(g)ng,avec
n̄(g) =

[
1 0
c
a

1

]
=
c

a
,

m(g) =

[ sgn(a) 0
0 sgn(a)

]
= sgn(a),
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a(g) =

[
|a| 0
0 |a|−1

]
= |a|,

ng =

[
1 b

a

0 1

]
=
b

a
.Cette décomposition est unique pour les éléments qui en admettent une. Onnotera parfois l(g) = m(g)a(g). D'après ce qui précède,

l(g) =

[
a 0
0 a−1

]
= a.Soit en�n ν̄ =

[
1 0
s 1

] identi�é à s ∈ R. On a alors w−1ν̄ =

[
−s −1
1 0

], d'où
a(w−1ν̄) = |s|,

l(w−1ν̄) = −s,et la fonction norme coïncide avec la valeur absolue sur R.5.1.4 IntégrationL'algèbre de Lie a de A est l'algèbre des matrices réelles diagonales de tracenulle :
a =

{[
x 0
0 −x

]
, x ∈ R

}
.On choisit un ordre sur les racines restreintes, si bien que la demi-somme des racinespositives est la forme linéaire ρ : a −→ R dé�nie par

ρ(

[
x 0
0 −x

]
) = x.Ainsi, pour a ∈ A identi�é à son coe�cient de la première ligne et de la premièrecolonne, le réel eρ log(a) est exactement a. Par conséquent, en notant dλ des mesuresde Lebesgue sur la droite réelle, le cercle S1 ou leurs restrictions à des ouverts, ladécomposition de la mesure de Haar de SL2(R),

d(kan) = e2ρ log(a)dk da dn



108 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)relative à la décomposition d'Iwasawa s'écrit à une constante près :
∫

SL2(R)

f(g)dg =

∫

S1

∫ +∞

0

∫

R

f(θ, a, t) dλ(θ) a dλ(a) dλ(t)pour toute fonction f mesurable sur SL2(R).Comme SL2(R) est semi-simple, il est unimodulaire : la mesure de Haar à gaucheest également invariante à droite. Il n'en va pas de même pour le sous-groupe parabo-lique P : la composante de Lévi L = M×A est un groupe réductif donc unimodulairemais le produit semi-direct L n N ne l'est pas. La décomposition de la mesure deHaar de P relative à sa décomposition de Langlands est
d(man) = dm da dn,et la fonction modulaire associée est

∆P (man) = e−2ρ log(a) = a−2.5.1.5 Transformée de Fourier : notations et rappelsOn �xe ici les notations pour la transformée de Fourier sur Rn. Les référencesutilisées sont les ouvrages [SW71] et [SS03], ainsi que [RS72] et [RS75]. Soit en�n
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn un multi-indice.Alors,� si f est une fonction sur Rn, on note f̃ la fonction x 7−→ f(2πx)� on note |α| la longueur de α, dé�nie par |α| = α1 + . . .+ αn� pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, on note xα = xα1

1 . . . xαn
n� on dé�nit de même P (x) pour P ∈ R[X1, . . . , Xn]� l'opérateur di�érentiel Dα est dé�ni par

Dα =

(
∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xn

)αn

=
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαn

nDé�nition 5.1.1 [Espace de Schwartz]On appelle espace de Schwartz sur Rn l'ensemble S(Rn) des fonctions declasse C∞ à décroissance rapide, id est telles que
sup
x∈Rn

|xαDβf(x)| <∞pour tous multi-indices α et β.



5.1. Structure, intégration 109On rappelle en�n qu'une distribution tempérée sur Rn est une forme linéairecontinue sur S(Rn) et que l'espace de ces fonctionnelles est noté S ′(Rn).Dé�nitions et propriétés élémentairesSoit f dans S(Rn). La transformée de Fourier de f est la fonction, notée f̂ etdé�nie, pour ξ ∈ Rn par
f̂(ξ) =

∫

Rd

f(x)e−2iπx.ξdx.L'application F : f 7−→ f̂ est une bijection de S(Rn), dont la réciproque est donnéepar f 7−→ f̌ , où
f̌(x) =

∫

Rd

f(ξ)e2iπx.ξdξ,et s'étend, grâce à la formule de Plancherel, en une isométrie de L2(Rn).Notation : il sera parfois plus lisible de noter f̌ = F∗(f).La transformée de Fourier possède la propriété d'envoyer les produits de convo-lution sur des produits ponctuels :̂
f ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ),pour f, g ∈ S(Rn) et ξ ∈ Rn. L'opérateur F s'étend aux distributions tempérées enposant

T̂ (ϕ) = T (ϕ̂)pour T ∈ S ′(Rn) et ϕ ∈ S(Rn).Multiplicateurs de FourierSoit A un opérateur linéaire dé�ni sur une classe de fonctions sur Rn contenant
S(Rn), par exemple Lp(Rn). Supposons qu'il existe une distribution tempérée T telleque l'on ait

Af = T ∗ fpour toute fonction f ∈ S(Rn). Le cas échéant, on a
Âf = T̂ f̂ ,et la distribution tempérée T̂ est appelée multiplicateur associé à A. Par exemple, si

A est un opérateur borné de L2(Rn) dans lui-même qui commute aux translations,



110 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)alors A agit sur S(Rn) comme la convolution par une certaine distribution TA et lemultiplicateur associé T̂A est une fonction mesurable bornée.Pour les opérateur di�érentiels, on se ramène au cas des dérivées partielles. Onmontre ainsi que le multiplicateur associé à ∂
∂xi

est l'application ξ 7−→ 2iπξi. Ils'ensuit que si D est l'opérateur di�érentiel associé au polynôme P ∈ R[X1, . . . , Xn],le multiplicateur associé à D est P̃ (i·), c'est-à-dire
ξ 7−→ P (2iπξ).Plus généralement, on dé�nit à l'aide des multiplicateurs les images du gradientpar calcul fonctionnel borné :Dé�nition 5.1.2 [Calcul fonctionnel pour −i∇]Soient u ∈ L∞(Rn) et f ∈ L2(Rn). On pose

u(−i∇)f = F∗(ũf̂).La proposition ci-dessous permet, moyennant certaines conditions sur u, d'expri-mer u(−i∇) comme une convolution.Proposition 5.1.3 Soient u ∈ L∞(Rn) et f ∈ L2(Rn). Si en outre u ∈ L2(Rn) ou
ǔ ∈ L1(Rn), alors

u(−i∇)f(x) =

∫

Rn

ˇ̃u(x− y)f(y) dyl'intégrale étant convergente pour tout x dans le premier cas et pour presque tout xdans le second.Puissances du LaplacienOn désigne par ∆ le Laplacien habituel sur Rn :
∆f =

n∑

i=1

∂2

∂x2
i

.On peut démontrer [RS75] que −∆ s'étend en un opérateur auto-adjoint positifsur le domaine
D =

{
f ∈ L2(Rn) | ∆f ∈ L2(Rn) au sens des distributions} .



5.1. Structure, intégration 111Soit a > 0. On pose, pour f ∈ S(Rn) et x ∈ Rn,
(−∆)af(x) =

∫

Rn

(2π|ξ|)2af̂(ξ)e2iπx.ξ dξ.Les considérations du paragraphe précédent au sujet des opérateurs di�érentielsmontrent que l'opérateur ainsi dé�ni coïncide avec le a-ième itéré de −∆ lorsque aest un entier naturel. On véri�e également que (−∆)af est toujours de classe C∞,mais pas nécessairement à décroissance rapide lorsque a n'est pas entier.L'énoncé ci-dessous précise le calcul fonctionnel mesurable pour l'opérateur (−∆)
1
2 .Il s'agit d'une version � radiale � des opérateurs introduits au paragraphe précédent.Dé�nition 5.1.4 [Calcul fonctionnel pour (−∆)

1
2 ]Soient u ∈ L∞(R+) et f ∈ L2(Rn). On pose

u((−∆)
1
2 )f = F∗(ũrf̂),où ũr désigne la fonction x 7−→ u(2π‖x‖).Comme précédemment, u((−∆)

1
2 ) est un opérateur borné bien dé�ni sur L2(Rn),car la multiplication par ũ est bornée.Transformée de HilbertIl s'agit de l'opérateur de convolution par la distribution valeur principale de 1

πx
:Dé�nition 5.1.5 [Transformée de Hilbert]Pour f ∈ C∞

c (R), on pose
Hf(x) = v.p.

1

π

∫ +∞

−∞

f(y)

x− y
dy = lim

ε→0

1

π

∫

|x−y|>ε

f(y)

x− y
dy.

On montre que le multiplicateur associé à cette distribution est l'application
ξ 7−→ −i sgn(ξ).



112 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)5.2 Représentations de SL2(R)On décrit ci-dessous les représentations unitaires irréductibles faiblement conte-nues dans la représentation régulière de SL2(R), ainsi que les équivalences unitairesentre elles, et donc leurs classes dans l'espace dual ŜL2(R).5.2.1 Série discrèteDans ce qui suit, H désigne le demi-plan de Poincaré, c'est-à-dire l'ensemble desnombres complexes de partie imaginaire strictement positive. Soit n ≥ 2 un entier.On considère l'espace des fonctions f analytiques sur H et telles que
‖f‖2 =

∫ ∫

H

|f(z)|2 yn−2 dx dy < +∞,où z = x+ iy. Cet espace n'est pas réduit à 0 : il contient en particulier la fonction
ξn : z 7−→ 1

(z+i)n et la formule ci-dessus dé�nit une norme qui en fait un espace deHilbert sur lequel SL2(R) agit par
D

+
n

([
a b
c d

])
f(z) =

1

(−bz + d)n
f

(
az − c

−bz + d

)
.Pour n ≥ 2, les représentations D+

n sont unitaires et irréductibles. D'autre part,ces représentations sont de carré intégrable : le coe�cient
g 7−→ 〈D+

n (g)ξn, ξn〉est un élément de L2(G). D'après [Dix61] tous les coe�cients de D+
n sont de carréintégrable et les classes d'équivalence de ces représentations sont des points isolésdu dual réduit ŜL2(R)r.On dé�nit de même une famille de représentations (D−

n )n≥2 en conjuguant l'ac-tion précédente. Cette famille véri�e les mêmes propriétés que (D+
n )n≥2.5.2.2 Série principaleIl s'agit des représentations induites à partir de représentations unitaires irréduc-tibles de dimension �nie de P = MAN '

(
Z/2Z × R∗

+

)
nR. Une telle réprésentationde P est nécessairement de la forme σ⊗eiν⊗1 où σ ∈ {1, ε}, ε désignant le caractèrenon trivial de Z/2Z et ν est une forme linéaire sur l'algèbre de Lie de R∗

+, identi�éeà R, de sorte que iν est un nombre imaginaire pur.



5.2. Représentations de SL2(R) 113On note respectivement
P

+
iν = Ind

SL2(R)
P 1⊗ eiν ⊗ 1 et P

−
iν = Ind

SL2(R)
P ε⊗ eiν ⊗ 1.Ces représentations agissent toutes sur l'espace de Hilbert L2(R), par

P
+
iν

([
a b
c d

])
f(x) =

1

(−bx + d)1+iν
f

(
ax− c

−bx + d

)et
P

−
iν

([
a b
c d

])
f(x) =

sgn(−bx+ d)

(−bx+ d)1+iν
f

(
ax− c

−bx + d

)
.On dispose donc ainsi d'une famille de représentations unitaires de SL2(R), in-dexée par R×R. On montre en utilisant l'analyse de Fourier, ou les travaux générauxde Bruhat, Knapp et Stein présentés au Chapitre 2, que ces représentations sont ir-réductibles, à l'exception de P

−
0 . On décrira aux paragraphes suivants les élémentsde ŜL2(R) associés à ces représentations, c'est-à-dire leurs classes d'équivalence uni-taire.5.2.3 Série complémentaireLa construction précédente est encore possible en remplaçant iν par un nombrecomplexe quelconque u+ iν, mais fournit des représentations non unitaires lorsque

u 6= 0. On montre cependant que ces représentations peuvent être unitarisées lorsque
0 < u < 1. Les représentations ainsi obtenues constituent la série complémentairede SL2(R). Ces représentations ne sont pas faiblement contenues dans la régulièreet n'apparaissent donc pas dans le dual réduit.5.2.4 Limites de la série discrèteComme au Paragraphe 5.2.1, H désigne le demi-plan de Poincaré. On considèrel'espace des fonctions f analytiques sur H et telles que

‖f‖2 = sup
x+iy∈H

∫ +∞

−∞

|f(x+ iy)|2 dx < +∞.L'espace de la représentation D
+
1 est le complété obtenu pour cette norme, surlequel SL2(R) agit par

D
+
1

([
a b
c d

])
f(z) =

1

−bz + d
f

(
az − c

−bz + d

)
.



114 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)On dé�nit de manière analogue une représentation D1
− sur le même espace. Cesreprésentations sont irréductibles et faiblement contenues dans la régulière, maisleurs coe�cients ne sont pas de carré intégrable comme les éléments de la sériediscrète indexés par n ≥ 2.On peut montrer que

P
−
0 ' D

+
1 ⊕ D

−
1 ,ce qui constitue un cas particulier de l'égalité de Schmid [Sch75, Sch77].5.2.5 Opérateurs d'entrelacementLes notations sont celles du Paragraphe 5.2.2. Les équivalences entre représen-tations de la série principale de SL2(R), interprétées dans le modèle ouvert sontdonnées par les intégrales suivantes :

I+
iνf(x) =

∫ +∞

−∞

f(x− y)
1

|y|1−iν dyet
I−iνf(x) =

∫ +∞

−∞

f(x− y)
sgn(y)

|y|1−iν dyoù f ∈ L2(R). Il s'agit des intégrales dé�nissant les opérateurs standard : formelle-ment, elles entrelacent respectivement P
+
iν avec P

+
−iν et P

−
iν avec P

−
−iν . On constatecependant que les noyaux dé�nissant ces intégrales ne sont pas localement inté-grables. Ces objets ne sont donc pas bien dé�nis par les expressions ci-dessus, maissont obtenus par prolongement méromorphe. On �xe désormais σ = 1.Soit T+

z la distribution dé�nie par
T+
z (x) = |x|−1+zlorsque Re(z) > 0. Cette expression se prolonge méromorphiquement à C tout entier,avec des pôles simples au entiers pairs négatifs. L'opérateur I+

ν apparaît donc commeune convolution :
I+
iν(f) = T+

iν ∗ fpour f dans l'espace de la représentation P
+
iν identi�é à L2(R), à valeurs dansl'espace de P

+
−iν également identi�é à L2(R).



5.2. Représentations de SL2(R) 115On peut considérer, pour ν 6= 0, la composée I+
−iνI

+
iν qui entrelace P

+
iν avecelle-même. Le Théorème 2.4.1 de Bruhat assurant que cette représentation est irré-ductible, il s'ensuit que

I+
−iνI

+
iν = η+(iν),où η+ est une fonction à valeurs scalaires.L'étude des zéros et des pôles de cette fonction et de son analogue η− pour le cas

σ = ε permet de déterminer la réductibilité des représentations de la série principaleinduites de (σ, 0). Ces fonctions sont en outre liées à la formule de Plancherel :l'inverse de ησ est un multiple de la densité associée à σ �gurant dans la mesure dePlancherel.NormalisationLa méthode permettant de ramener l'étude de la réductibilité de certaines repré-sentations à celle de la fonction η± consiste à normaliser les opérateurs d'entrelace-ment. Comme on l'a vu au Paragraphe 2.4.2, il s'agit de construire une fonction γ±liée à η± par la relation
η±(z) = γ±(z)γ±(−z̄).On véri�e alors que l'opérateur

1

γ±(z)
I±zest unitaire pour z imaginaire pur et fournit l'équivalence unitaire attendue entre

P
±
iν et P

±
−iν , lorsque ν 6= 0.Remarque 5.1 L'opérateur I±z correspond à celui noté I

σ,ν
P,w au Paragraphe 2.4.2avec ν = zρ et σ désigné par l'indice ± selon qu'il s'agit ou non du caractère trivialde Z/2Z.Lorsque ν = 0, on montre par l'absurde que si η± admet un pôle en 0, alors P

±
0est irréductible. D'autre part, si η± n'admet ni pôle ni zéro pour z = 0 il en va demême pour γ± et l'opérateur normalisé est un multiple de I±0 . Ce dernier n'étantpas scalaire, la représentation P

±
0 est réductible. En�n, η± ne saurait s'annuler en

0. En e�et, cela impliquerait que I±z ∗
I±z et donc I±z s'annulent également en 0, etdonc que I±0 soit scalaire.Il reste donc à calculer les fonctions η+ et η− intervenant. Il est possible de lesdéduire de la formule de Plancherel, ou de déterminer directement les facteurs denormalisation γ+ et γ−. En e�et, l'opérateur I±z étant donné par la convolution parla distribution T±

z , on peut déterminer le multiplicateur associé.



116 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)En l'occurrence,
T̂+
z (ξ) = 2 cos

(πz
2

)
Γ(z) |ξ|−z =

√
π 2z

Γ
(
z
2

)

Γ
(

1−z
2

) |ξ|−zet
T̂−
z (ξ) = 2i sin

(πz
2

)
Γ(z) sgn(ξ) |ξ|−z .Il s'ensuit que l'on normalise les opérateurs I+

z et I−z en posant
γ+(z) = cos

(πz
2

)
Γ(z) et γ−(z) = sin

(πz
2

)
Γ(z).Les expressions des fonctions η± associées s'en déduisent à une constante multi-plicative près :

η+(z) =

(
cos

(πz
2

)2

Γ(z)Γ(−z)
)
.Or la fonction Γ véri�e les relations suivantes

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin(πz)
et Γ(z + 1) = zΓ(z).Il vient donc :

η+(z) =
π

z tan
(
πz
2

) .On montre de même que
η−(z) =

πz

tan
(
πz
2

) .Il apparaît donc que η+ a un pôle double en 0. En revanche, η− n'y admet ni pôleni zéro. L'analyse présentée plus haut montre que P
+
0 est irréductible, au contrairede P

−
0 , qui se décompose en somme directe des limites de la série discrète.Du point de vue de la topologie, ce phénomène se traduit par le fait que le dualde SL2(R) n'est pas séparé. En e�et, les limites suivantes ont lieu pour la topologiede Fell :

lim
ν→0

P
−
iν = D

+
1 et lim

ν→0
P

−
iν = D

−
1 .Les limites de la série discrètes n'étant pas unitairement équivalentes, il s'ensuit que

ŜL2(R) n'est pas un T2-espace. Notons que ce genre de phénomène ne se produitpas dans le cas des groupes complexes. Le topologie du dual réduit des groupesconsidérés ici fut décrite par Lipsman dans [Lip70].



5.3. C∗-modules associés 1175.2.6 Dual tempéré de SL2(R)

Série principale unitaire : (
P

±
iν

)
ν∈R

︷ ︸︸ ︷

bP
+
0

b

P
+
iν

b

P
+
−iν

P+

w
b b P

−
0 ' D

+
1 ⊕ D

−
1

b

P
−
iν

b

P
−
−iν

P−

w

Série discrète : (D±
n )n≥2

︷ ︸︸ ︷

b D
−
2

b D
−
3

b

b

b

b

b...
D+

b D
+
2

b D
+
3

b

b

b

b

b...
D−

D
±
1 : limites de la série discrèteFigure 5.1 � Dual réduit de SL2(R)

5.3 C∗-modules associésCe paragraphe est consacré à la description des di�érents modèles pour le modulehilbertien E(G/N) lorsque G = SL2(R). On notera E ce module dans tout le restede ce chapitre.



118 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)5.3.1 Fonction modulaireD'après la décomposition d'Iwasawa, l'espace X = G/N s'identi�e topologique-ment au produit K ×A, id est à un cylindre S1 × R∗
+. La mesure dµ considérée,

dµ(ka) = e2ρ log(a)dk das'écrit alors explicitement
dµ(θ, x) = x dλ(θ) dλ(x).La fonction modulaire δG/N associée vaut donc

δG/N (ma) = a2pour ma ∈ MA, et le facteur de normalisation du produit scalaire est
γG/N(ma) = a.On en déduit les expressions du produit scalaire et des actions de SL2(R) et L àgauche et à droite respectivement : pour f1, f2 ∈ Cc(K × A) = Cc(S

1 × R∗
+) et

l = (ε, a) ∈ L ' {−1, 1} × R∗
+ :

〈f1, f2〉(ε, a) = a

∫

S1

∫ +∞

0

f1(θ, x)f2(εθ, ax) x dλ(θ) dλ(x).En�n, l'action du multiplicateur Ul sur f ∈ Cc(S
1 × R∗

+) est donnée par
f.Ul(θ, x) =

1

a
f(εθ, ax).5.3.2 Modèle ouvertLes décompositions décrites dans les paragraphes précédents, indiquent que lesmatrices [

a b
c d

] de SL2(R) admettant une décomposition dans NMAN sont cellespour lesquelles le coe�cient a est non nul, id est dont la composante suivant S1 dansla décomposition d'Iwasawa est une rotation d'angle di�érent de ±π
2
. L'ouvert ducylindre S1 × R∗

+ correspondant s'identi�e donc topologiquement à la réunion desdeux demi-plans ]
−π

2
,
π

2

[
× R∗

+ t
]
π

2
,
3π

2

[
× R∗

+



5.3. C∗-modules associés 119que la décomposition de Langlands identi�e à
NMA ' R × Z/2Z × R∗

+ ' R × R∗
+ t R × R∗

+.La Proposition 3.1.4 montre que E(G/N) est isomorphe à L2(N)⊗C∗(L). Dansle cas de SL2(R), ce module s'identi�e à
E ' L2(R) ⊗ C∗(R∗).Plus précisément un sous-module dense de E est constitué par les fonctions sur

R × R∗ de la forme
(t, x) 7−→ 1

|x| f(t)ϕ(x)avec f ∈ L2(R) et ϕ ∈ Cc(R
∗).D'autre part, R∗ ' Z/2Z × R∗

+ via x 7−→ (sgn(x), |x|) et C∗(Z/2Z) ' C ⊕ Cvia l'application f 7−→ (f̂(1), f̂(ε)) = (f(1) + f(−1), f(1) − f(−1)). On en déduitla décomposition Cc(R∗) = Cc(R
∗
+)⊕Cc(R

∗
+) correspondant à la décomposition desfonctions sur R∗ comme somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.On considérera parfois les sous-modules suivants de E :

E0
+ =

{
f ⊗ ϕ | f ∈ L2(R) , ϕ ∈ Cc(R

∗
+) paire}et

E0
− =

{
f ⊗ ϕ | f ∈ L2(R) , ϕ ∈ Cc(R

∗
+) impaire} ,ou encore E0

+ ⊕ E0
−, dense dans E .5.3.3 Le C∗-module E comme champ continu d'espaces deHilbertLe cas de SL2(R), bien qu'il permette d'illustrer un certain nombre de propriétésgénérales des groupes de Lie semi-simples, présente une particularité simpli�catrice :les sous-groupesK,M et donc L sont abéliens. La théorie des C∗-modules hilbertienset la caractérisation des C∗-algèbres commutatives par la transformée de Gelfandimpliquent donc que E peut être réalisé comme l'espace des sections continues nullesà l'in�ni d'un champ continu d'espaces de Hilbert sur le spectre de C∗(L). Celui-ciconsiste en la réunion de deux droites, indexées par les caractères 1 et ε de Z/2Z,chacune correspondant à l'espace des formes linéaires imaginaires pures ν sur a ' R.Il apparaît, dans modèle induit de E , que les �bres s'identi�ent toutes à L2(R).D'autre part, l'action de SL2(R) sur chaque �bre, notée L2(R)ν , se fait par lesopérateurs Pσ

iν(g) présentés au Paragraphe 5.2.2.



120 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)Dans ce cadre, le résultat 4.2.1 s'interprète comme une version globale du théo-rème de Bruhat 2.4.1 : en e�et, �bre par �bre, les entrelacements bornés se spé-cialisent en des opérateurs scalaires, car ils sont tous implémentés par des multi-plicateurs de M(C∗(L)), c'est-à-dire des fonctions bornées sur le spectre de C∗(L).L'étude de E dans le modèle ouvert, et en particulier dans ce cas commutatif, contri-bue donc à faire apparaître 4.2.1 comme un théorème d'irréductibilité.De même que le théorème de Bruhat fournit seulement une condition su�santed'irréductibilité, la formulation globale au niveau de E ne permet pas de détecter laréductibilité de P
−
0 .Remarque 5.2 Une autre approche globale de la série comme �bré sur L̂ est uti-lisée dans la description de la C∗-algèbre réduite des groupes étudiés dans [BM76],ainsi que dans [Hig07], où les �bres sont des espaces L2 sur le sous-groupe compactmaximal K qui est un compacti�é de N .5.4 Opérateurs d'entrelacement5.4.1 Opérateur IwL'expression générique de l'opérateur d'entrelacement étudié est la suivante :

Iw(f) =

∫

N

f(·wn) dn,où f désigne, par exemple dans les travaux de Knapp et Stein [KS71, KS80], unefonction dans l'espace d'une représentation de la série principale. Dans le but dedé�nir un opérateur d'entrelacement sur E dans le modèle ouvert, appliquons Iw àune fonction de la forme
(t, x) 7−→ 1

|x| f(t)ϕ(x)avec f ∈ L2(R) et ϕ ∈ Cc(R). Soit (t, x) ∈ NL ' R o R∗, pour n =

[
1 0
s′ 1

], on a
txwn =

[
xs′ x

xts′ − 1
x

xt

]
.D'après les formules du Paragraphe 5.1.3,

n̄(txwn) = t− 1

x2s′



5.4. Opérateurs d'entrelacement 121et
l(txwn) = xs′.On en déduit l'expression d'un opérateur d'entrelacement dans le modèle ouvert

L2(R) ⊗ C∗(R∗) :
Iw(f ⊗ ϕ)(t, x) =

∫

R

1

|xs′|f(t− 1

x2s′
)ϕ(xs′) ds′.Le changement de variables s = t− 1

x2s′
donne en�n

Iw(f ⊗ ϕ)(t, x) =

∫

R

f(s)

|t− s|ϕ
(

1

x(t− s)

)
ds.Notation : suivant la Dé�nition 4.4.2 on note C+ l'ensemble des fonctions continuessur R∗ dont le support est inclus dans une partie de la forme ]−∞,−A]∪ [A,+∞[,avec A > 0.Proposition 5.4.1 Soient x0 ∈ R∗ et t0 ∈ R �xés.i) Pour f ∈ Cc(R), l'application ϕ 7−→ Iw(f⊗ϕ)(t0 ·) envoie Cc(R∗) dans C+(R∗).ii) Pour ϕ dans l'espace de Schwartz S(R∗), l'application

f 7−→ Iw(f ⊗ ϕ)(· x0)s'étend en un opérateur borné de L2(R).� Démonstration.C'est un cas particulier de la Proposition 4.4.3. La dernière expression de l'opérateur
Iw le fait apparaître, x et ϕ étant �xés, comme l'opérateur de convolution par lafonction u 7−→ 1

|u|
ϕ

(
1
u

), ne contenant pas 0 dans son support. �Explicitons en�n la partie résiduelle Rw de l'opérateur d'entrelacement en cal-culant la distribution qui la dé�nit. Rappelons que cette distribution a été dé�nie àla Proposition 4.4.6 par la formule
T (λ) =

∫

|ν̄|<1

δ1(cw
(
l(w−1ν̄)−1

)
λ)
dν̄

|ν| .Proposition 5.4.2 Pour SL2(R), la distribution T dé�nissant la partie résiduelle
Rw de l'opérateur d'entrelacement Iw est la fonction indicatrice du sous-ensemble
] −∞,−1] ∪ [1,+∞[.



122 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)� Démonstration.Les formules de la partie 5.1 montrent que T véri�e
T (ϕ) =

∫

|s|<1

ϕ(−1

s
)
ds

|s|pour toute fonction test ϕ sur R∗. Le résultat attendu s'en déduit par un changementde variables. �On constate sur cet exemple que la distribution T re�ète la singularité de l'opé-rateur d'entrelacement, au sens où son comportement asymptotique non décroissantfait que l'opérateur de convolution associé envoie le sous-module L2(R) ⊗ Cc(R
∗)dans un espace qui n'est pas inclus dans le C∗-module E . On peut encore décrire ladistribution T dans le cas de SL2(C) : un calcul similaire montre qu'elle coïncideavec l'indicatrice de C\D où D désigne le disque unité. Ces deux résultats précisentla Remarque 4.4, dans les cas particuliers où N ' K et l(w−1N \ {1}) = L ' K×.5.4.2 NormalisationBien qu'il ne soit pas à valeurs dans le C∗-module E , l'opérateur Iw possède lapropriété de C∗(L)-w-linéarité au sens où il véri�e, pour f ⊗ ϕ ∈ L2(N) ⊗ Cc(L),l'égalité Iw(f⊗ϕ.Ul) = Iw(f⊗ϕ).Ucw(l), en dé�nissant, pour l ∈ R∗, l'action à droitede Ul sur L2(R)⊗C+(R∗) comme celle sur E dans le modèle ouvert, c'est-à-dire partranslation à droite.Soit à présent I, analogue C∗(L)-linéaire de Iw dé�ni par la relation

Iw = I ◦ (1 ⊗ cw).L'opérateur I est donné par
I(f ⊗ ϕ)(t, x) =

∫

R

f(t− s)ϕ(xs)
ds

|s|pour f ⊗ ϕ ∈ L2(R) ⊗ Cc(R
∗) et (t, x) ∈ R × R∗, soit encore

I =

∫

R

λ(s) ⊗ Us−1

ds

|s| ,où λ désigne la représentation régulière.



5.4. Opérateurs d'entrelacement 123Identi�ons le sous-espace C∞
c (R)⊗Cc(R∗) de E avec Cc(R∗, C∞

c (R)). Pour ϕ1, ϕ2dans Cc(R∗, C∞
c (R)), l'expression du produit scalaire à valeurs dans Cc(R∗) est lasuivante :

〈ϕ1, ϕ2〉(y) =

∫

R∗

〈ϕ1(x), ϕ2(xy)〉L2

dx

|x|pour tout y ∈ R∗. On note encore I l'opérateur sur cet espace.La comparaison des multiplicateurs de Fourier montre que l'opérateur s'écritalors
I(ϕ)(x) =

∫

R

e−isDϕ(sx)
ds

|s|où l'on note
D = −i d

ds
. (†)Introduisons à présent l'analogue des opérateurs d'entrelacement normalisés duParagraphe 5.2.5. Soient f ⊗ ϕ ∈ L2(R) ⊗ Cc(R
∗). On pose

U(f ⊗ ϕ)(x) = ϕ(xD)f,pour tout x ∈ R∗.Lemme 5.4.3 L'application U s'étend en un opérateur unitaire U du C∗-module
L2(R) ⊗ C∗(R∗).� Démonstration.Soit f ⊗ ϕ ∈ L2(R) ⊗ Cc(R

∗). Alors, pour y ∈ R∗

〈U(f ⊗ ϕ), U(f ⊗ ϕ)〉C∗(R∗)(y) =

∫

R∗

〈ϕ(xD)f, ϕ(xyD)f〉L2

dx

|x|

=

∫

R∗

〈ϕ̃(x)f̂ , ϕ̃(xy)f̂〉L2

dx

|x| d'après 5.1.2
=

∫

R∗

ϕ(x)ϕ(xy)
dx

|x| ‖f‖
2
2

= 〈f ⊗ ϕ, f ⊗ ϕ〉C∗(R∗)(y),d'où le résultat, U étant d'image dense dans L2(R) ⊗ C∗(R∗). �Contrairement au cas classique, on ne construit pas directement de facteur denormalisation comparable aux fonctions γσ introduites au Paragraphe 5.2.5 : celui-ci est obtenu en composant l'opérateur d'entrelacement par l'unitaire construit ci-dessus.



124 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)Proposition 5.4.4 Soit f ⊗ ϕ ∈ L2(R) ⊗ Cc(R
∗). Alors

I ◦ U(f ⊗ ϕ) = f ⊗ γ ∗ ϕ,où γ est la fonction dé�nie sur R∗ par γ(x) = e−ix
−1.� Démonstration.Soient f ⊗ ϕ ∈ L2(R) ⊗ Cc(R

∗) et (x, t) ∈ R∗ × R. Alors
I ◦ U(f ⊗ ϕ)(x, t) =

∫

R

e−isD (ϕ(sxD)f) (t)
ds

|s|

=

∫

R

e−isϕ(sx)f(t)
ds

|s|Comme dans la démonstration du lemme précédent, le � changement de variables �
s ↔ sD est rendu licite en passant aux multiplicateurs de Fourier, ce qui revient àconsidérer la décomposition spectrale de D et à appliquer le changement de variables
s↔ λ pour chaque valeur propre λ. �L'unitaire U est un véritable opérateur borné du C∗(R∗)-module E , mais necommute pas à l'action à gauche de SL2(R). La proposition précédente le met enrelation avec I. Considérons à présent

Uw = (1 ⊗ cw)U ,qui est au contraire C∗(R∗)-w-linéaire mais commute à l'action de SL2(R) à gauche.C'est en ce sens qu'il peut être considéré comme un opérateur d'entrelacement stan-dard, et manifeste l'action du groupe de Weyl au niveau du C∗-module E .En�n, la Proposition 5.4.4 montre que l'on a
Iw ◦ Uw = γoù γ agit par convolution sur Cc(R∗). Cette égalité constitue l'analogue pour Iwde la normalisation des opérateurs standards dans le cas classique, pour lesquels larelation

I∗σ

(
1

γσ
Iσ

)
= γσ,est véri�ée pour chaque représentation σ.



5.5. Cas de SL2(C) 1255.5 Cas de SL2(C)On étudie dans ce paragraphe l'opérateur d'entrelacement et sa normalisationpour le groupe SL2(C).5.5.1 StructureLes formules algébriques du Paragraphe 5.1 donnant les décompositions d'Iwa-sawa de SL2(C) et de Langlands des sous-groupes paraboliques des matrices trian-gulaires sont encore valables pour les matrices à coe�cients complexes. On conservedonc les mêmes notations. Le sous-groupe compact maximal K considéré est désor-mais SU2. La composante abélienne A de la décomposition d'Iwasawa est inchangée.Les groupes nilpotents intervenant sont à présent
N =

[
1 C

0 1

]
' C et N =

[
1 0
C 1

]
' C,le centralisateur dans K de A est le groupe

M =

{[
eit 0
0 e−it

]
, t ∈ R

}
' S1et la composante de Levi L s'identi�e donc à C∗.Les fonctions n̄, m, a et l sont identiques à celles du cas réel, en remplaçantla valeur absolue sur R par le module sur C et la fonction x 7−→ sign (x) = x

|x|
parl'analogue complexe z = ρeiθ 7−→ eiθ = z

|z|
.5.5.2 Dual et C∗-algèbre réduiteLe fait que SL2(C) soit un groupe complexe simpli�e la description de son dual.En e�et, pour un tel groupe G, on sait d'une part que toutes les représentations dela série principale sont irréductibles [Zel68, Wal71] et d'autre part que toute repré-sentation unitaire irréductible faiblement contenue dans la représentation régulièreest unitairement équivalente à une représentation de la série principale. La formulede Plancherel démontrée dans [HC54a] montre que la représentation régulière sedécompose entièrement sur la série principale. L'étude du dual réduit se ramènedonc à considérer les classes d'équivalence d'éléments de M̂ × Â sous l'action parconjugaison du groupe de Weyl, et l'on a :

Ĝr ' (M̂ × Â)/W.



126 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)Dans le cas de SL2(C), il vient M̂ ' Z et Â ' R, l'action de l'élément non trivial
w =

[
0 1
−1 0

] du groupe de Weyl sur ces espaces étant respectivement donnée par
n 7−→ −n et ν 7−→ −ν. On en déduit la �gure suivante de ŜL2(C)r.

. . . . . . b

P0
0

+
P0

1

+
P0

n

. . . . . . . . . . . .w

P−2 P−1 P0 P1 . . . Pn

b

b

P
−ν
−k

Pν
k

Figure 5.2 � Dual réduit de SL2(C)Notons à présent EC le module E(G/N) associé à SL2(C). Le modèle ouvert dece module est donné par l'isomorphisme
EC ' L2(C) ⊗ C∗(C∗).Le même argument de commutativité que dans le cas de SL2(R) permet de voir ECcomme l'espace des sections d'un champ continu ẼC d'espaces de Hilbert sur M̂× Â.Il est alors possible de reformuler, dans ce cas particulier, le Théorème 1.2 de[Val84], sous sa forme adaptée aux groupes complexes, tel qu'il est énoncé dans[Hig07] (Théorème 3.3).



5.5. Cas de SL2(C) 127Théorème 5.5.1 Supposons G = SL2(C). Soit π l'action de C∗
r (G) dé�nie surchaque �bre de ẼC par la représentation de la série principale associée. Alors πdé�nit un ∗-isomorphisme

C∗
r (G) −→ C0(M̂ × Â , K(ẼC))Woù C0(M̂ × Â , K(ẼC))W désigne l'algèbre des points �xes sous l'action de W de

C0(M̂ × Â , K(ẼC)).L'action du groupe de Weyl W est donnée dans les �bres par les opérateursd'entrelacement normalisés de Knapp et Stein. Les opérateurs U , introduit au para-graphe précédent, et V analogue pour SL2(C) qui fait l'objet du paragraphe suivanttransportent donc cette action au niveau du C∗-module E(G/N).5.5.3 Opérateur d'entrelacement et normalisationD'après ce qui précède, le modèle ouvert du module E(SL2(C)/N) est donc
L2(R2)⊗C∗(C∗). L'expression de l'opérateur d'entrelacement standard dans ce mo-dèle est similaire à celle du Paragraphe 5.4.2 :

I =

∫

C

λ(s) ⊗ Us−1

ds

|s|et l'on procède de la même manière pour normaliser cet opérateur. On introduitcette fois l'opérateur
D =

∂

∂z̄
=

∂

∂x
+ i

∂

∂yavec l'identi�cation usuelle C ' R2 donnée par z = x+ iy, sous laquelle le produitscalaire est donné par (x, y).(x′, y′) = Re(z̄z′).Le multiplicateur de Fourier associé à λC(z) = λR2(x, y) étant ξ 7→ e2iπ(x,y).ξ, onen déduit l'identi�cation
λ(u, v) = eu

∂
∂x

+v ∂
∂y .Or, le calcul fonctionnel pour D montre que

2iIm(s̄D) = (s̄D − sD∗)

= s̄(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
) + s(

∂

∂x
− i

∂

∂y
)

= (s + s̄)
∂

∂x
− i(s− s̄)

∂

∂y
.



128 Chapitre 5. Etude de cas particuliers : SL2(R) et SL2(C)d'où l'égalité
λ(s) = e−iIm(s̄D),pour s ∈ C, et une expression analogue à (†) pour I :

I(ϕ)(x) =

∫

C

e−iIm(sD)ϕ(sx)
ds

|s| (‡)valable pour ϕ ∈ Cc(C
∗, L2(C)).Soit à présent V dé�ni sur L2(C) ⊗ Cc(C

∗) par
V (f ⊗ ϕ)(x) = ϕ(xD)f,pour x ∈ C∗.Lemme 5.5.1 L'application V s'étend en un opérateur unitaire V du C∗-module

L2(C) ⊗ C∗(C∗).La démonstration est exactement la même que celle du Lemme 5.4.3. On peuten�n normaliser l'opérateur I sur SL2(C) :Proposition 5.5.2 Soit f ⊗ ϕ ∈ L2(C) ⊗ Cc(C
∗). Alors

I ◦ V(f ⊗ ϕ) = f ⊗ γ ∗ ϕ,où γ est la fonction dé�nie sur R∗ par γ(x) = e−iIm(x−1).La démonstration est identique à celle de la Proposition 5.4.4 : il s'agit essentiel-lement d'e�ectuer le changement de variables s↔ sD.On introduit, de même que pour SL2(R), l'opérateur Vw = (1 ⊗ cw)V, qui est
C∗(C∗)-w-linéaire et commute à l'action de SL2(C) à gauche. La Proposition 5.5.2montre que cet opérateur véri�e l'égalité Iw ◦ Vw = γ, où γ agit par convolution sur
Cc(C

∗).5.6 Décomposition suivant les caractères de MOn exploite ici le fait que M̂ ' Z/2Z dans le cas de SL2(R) et M̂ ' Z dans lecas de SL2(C).



5.6. Décomposition suivant les caractères de M 1295.6.1 Cas de SL2(R)La proposition suivante décrit l'opérateur I en le décomposant suivant les ca-ractères de M , c'est-à-dire en fonction de la parité des fonctions sur R∗.Proposition 5.6.1 Soient ϕ ∈ Cc(R
∗) et x ∈ R∗. L'opérateur f 7−→ I(f ⊗ ϕ)(x)coïncide sur C∞

c (R) avec
∫ +∞

0

(
cos(s(−∆)

1
2 ) −H sin(s(−∆)

1
2 )

)
ϕ(sx)

ds

soù H est l'opérateur de transformée de Hilbert.� Démonstration.Supposons d'abord ϕ paire. Alors,
I(f ⊗ ϕ)(t, x) =

∫ +∞

0

ϕ(sx) [λ(s) + λ(−s)] f(t)
ds

s
,c'est-à-dire, en considérant ϕ à valeurs dans L2(R),

I(ϕ)(x) =

∫ +∞

0

[λ(s) + λ(−s)] (ϕ(sx))
ds

s
.D'après le Paragraphe 5.1.5, le multiplicateur de Fourier associé à λ(s) est l'appli-cation ξ 7−→ e2iπsξ. On en déduit, conformément à 5.1.4,

I(ϕ)(x) =

∫ +∞

0

2 cos(s(−∆)
1
2 )ϕ(sx)

ds

s
.Supposons à présent ϕ impaire. Il vient alors

I(ϕ)(x) =

∫ +∞

0

[λ(s) − λ(−s)] (ϕ(sx))
ds

s
.Or,

F ((λ(s) − λ(−s))f) (ξ) = 2i sin(2πsξ)f̂(ξ) = 2i sgn(ξ) sin(2πs|ξ|),et l'on reconnaît le multiplicateur associé à la transformée de Hilbert, introduit auParagraphe 5.1.5, d'où l'on déduit l'égalité
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I(ϕ)(x) = −2

∫ +∞

0

H sin(s(−∆)
1
2 )ϕ(sx)

ds

s
.Ce résultat se déduit également de la formule (†) en exploitant la décompositionpolaire D = iH(−∆)

1
2 et la décomposition de ϕ en somme de sa partie paire ϕpvéri�ant ϕp(x) = ϕp(|x|), et de sa partie impaire ϕi véri�ant ϕi(x) = sign(x)ϕi(|x|).

� On décompose également l'opérateur U de la même manière.Proposition 5.6.2 Soient ϕ ∈ Cc(R
∗) et x ∈ R∗. Si ϕ = ϕp + ϕi, avec ϕp paire et

ϕi impaire, l'opérateur f 7−→ U(f ⊗ ϕ)(x) coïncide sur C∞
c (R) avec

ϕp(|x|(−∆)
1
2 ) + iHsign(x)ϕi(|x|(−∆)

1
2 ).� Démonstration.C'est une application du calcul fonctionnel, appliqué séparément à ϕp et ϕi sur ladécomposition polaire D = iH(−∆)

1
2 . �Remarque 5.3 Cette somme constitue la décomposition de U correspondant à lasomme directe E0

+ ⊕ E0
− introduite à la �n du Paragraphe 5.3.2 et correspondant àla décomposition
E = L2(R) ⊗ C∗(R∗

+) ⊕ L2(R) ⊗ C∗(R∗
+),le premier terme étant associé à la représentation triviale de Z/2Z, et le second aucaractère ε.5.6.2 Cas de SL2(C)Introduisons tout d'abord l'analogue sur R2 ' C de la transformée de Hilbert.Comme on l'a vu plus haut, le multiplicateur de Fourier associé à D est l'application

(ξ1, ξ2) 7−→ 2iπ(ξ1 + iξ2), où ξ1 et ξ2 sont les composantes de la variable duale sur
R2. On note encore, abusivement, ξ la variable complexe associée : ξ = ξ1 + iξ2. Celapermet de considérer que le multiplicateur de Fourier associé à D est l'application
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ξ 7−→ 2iπξ. Celui de la racine carrée du laplacien (−∆)

1
2 s'écrit encore ξ 7−→ 2π|ξ|.On introduit donc l'opérateur HC donné par le multiplicateur de Fourier

ξ 7−→ i
ξ

|ξ| .Cet opérateur est unitaire et D se décompose en D = HC(−∆)
1
2 .Pour ϕ dé�nie sur C∗, on décompose ϕ suivant les caractères de M ' U(1) en

ϕ =
∑

n∈Z
ϕn où ϕn véri�e la relation

ϕn(ρe
iθ) = einθϕn(ρ),pour tout ρeiθ non nul dans C.On peut à présent écrire et U suivant la décomposition

E =
⊕

n∈Z

L2(R) ⊗ C∗(R∗
+) :Proposition 5.6.3 Soient ϕ =

∑
n∈Z

ϕn ∈ Cc(C
∗) et x = ρeiθ ∈ C∗. L'opérateur

f 7−→ V(f ⊗ ϕ)(x) coïncide sur C∞
c (C) avec

∑

n∈Z

einθHn
C
ϕn(ρ(−∆)

1
2 ).Comme dans le cas de SL2(R), la démonstration de ce résultat consiste en l'ap-plication du calcul fonctionnel à l'opérateur normal D.
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C∗-modules et opérateurs d’entrelacement associés à la série principale de
groupes de Lie semi-simples

Cette thèse est consacrée à l’étude de la série principale unitaire de certains groupes de Lie

semi-simples, du point de vue de la géométrie non-commutative. Pour une famille de sous-

groupes paraboliques minimaux de composante de Levi L fixée, nous décrivons la famille des

représentations de la série principale unitaire associées au moyen de C∗-modules sur C∗(L).
Cette construction s’inspire de celle des modules d’induction de M. A. Rieffel et nous proposons

plusieurs modèles pour les C∗-modules obtenus, qui reflètent à ce niveau global les réalisations

classiques des représentations de la série principale. En rang réel 1, nous caractérisons certains

opérateurs bornés sur ces modules, obtenant ainsi un résultat d’irréductibilité analogue à celui de

F. Bruhat dans le cas classique. Nous démontrons ensuite la convergence, sur des sous-modules,

d’intégrales d’entrelacement analogues à celles définissant les opérateurs de Knapp et Stein. Ces

intégrales peuvent être décomposées en somme d’un opérateur densément défini et vraisembla-

blement borné, d’un opérateur densément défini et d’un terme résiduel, étudiés séparément. Nous

indiquons enfin, dans certains cas particuliers, une procédure de normalisation aboutissant à la

construction d’opérateurs d’entrelacement unitaires entre C∗-modules. Ces opérateurs manifestent

l’action du groupe de Weyl régissant les équivalences entre représentations de la série principale

au niveau de la C∗-algèbre réduite du groupe.

Mots-clefs : groupes de Lie semi-simples, représentations unitaires, série principale, opérateurs

d’entrelacement, dual réduit, C∗-algèbres de groupes, C∗-modules hilbertiens, C∗-modules d’in-

duction.

Hilbert C∗-modules and intertwining operators associated to the principal series of semisimple
Lie groups

This thesis is devoted to the study of the unitary principal series of certain semisimple Lie groups,

within the framework of non-commutative geometry. For a family of minimal parabolic subgroups

sharing the same Levi component L, we describe the associated unitary principal series represen-

tations by means of C∗(L)-Hilbert modules. This construction is inspired from the work of M. A.

Rieffel and we provide different realisations for the modules that it yields, thus translating at a global

level the classical pictures of the principal series. For real-rank 1 groups, we characterise a certain

class of bounded operators on those modules, and obtain an irreducibility result, analogous to

Bruhat’s classical one. We then establish the convergence, on certain submodules, of intertwining

integrals close to the ones defining Knapp and Stein operators. Those integrals can be written as

the sum of a densely defined and likely bounded operator, a densely defined unbounded operator

and a residual term. We finally indicate, in special cases, a normalisation process which yields

unitary intertwining operators between Hilbert modules. Those operators implement the Weyl group

action related to unitary equivalences among the principal series at the level of the group reduced

C∗-algebra.

Keywords : semisimple Lie groups, unitary representations, principal series representations, intert-

wining operators, reduced dual, group C∗-algebras, Hilbert C∗-modules, induction Hilbert modules.
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