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✼✳✷✳✷ ❚❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✼✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✼✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ t✐♠❡s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✼✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹



✻ ❈❖◆❚❊◆❚❙

■■■ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✹✺

✽ ❚♦♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s ✶✹✼

✽✳✶ ▼❡tr✐❝s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✽✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✾ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✶✺✺

✾✳✶ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
✾✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✾✳✷✳✶ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✾✳✷✳✷ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✾✳✸ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✾✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✶✵ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✶✼✸

✶✵✳✶ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
✶✵✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✶✵✳✷✳✶ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✶✵✳✷✳✷ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
✶✵✳✷✳✸ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✶✵✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

✶✶ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✶✾✶

✶✶✳✶ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶
✶✶✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

✶✶✳✷✳✶ 128 × 128 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸
✶✶✳✷✳✷ 300 × 300 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽
✶✶✳✷✳✸ 600 × 600 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

✶✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✵✻

❆♣♣❡♥❞✐① ✷✶✸

❆ ❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✷✶✸

❇ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡ ✷✶✺

❇✳✶ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ t❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺
❇✳✷ ❚❤❡ ▲❯❚ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻

❈ ❚❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ✷✷✸



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✼

❉ ❆ ♠✐♣♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✷✷✺

❉✳✶ ❘❡✲❝❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ▼■P ♠❛♣♣✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺
❉✳✷ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

❉✳✷✳✶ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
❉✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✽

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✸✸

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✷✸✻



✽ ❈❖◆❚❊◆❚❙



✾

❋r❡♥❝❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥





❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡st✐♥é à tr♦✉✲
✈❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛❞r❡✱ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és
❡t ❧✬❛❝❝ès à ❞❡ ❣r❛♥❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉①
❡t à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛s✱ ❛ t♦✉✲
❥♦✉rs été ❞❡ tr♦✉✈é ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ❡t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞✉ s②stè♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts ♠✉❧t✐♠é❞✐❛s s♦♥t ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s
♣♦rt❛t✐❢s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♠♦❜✐❧❡s ♦✉ ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣♦rt❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡✉r ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞♦✐t ✐♥té❣r❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❬✶❪✳ ❈❡tt❡
♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s✬✐♥s❝r✐t✱ ❛✈❛♥t t♦✉t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♦♣t✐♠✐sé❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❡t ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ✉♥❡
t❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❡✉t é✈✐t❡r ❞❡ ✏❤❡✉rt❡r✑✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s✱ ✏❧❡ ♠✉r ♠é✲
♠♦✐r❡✑ ❬✷❪✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢♦ssé t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡
❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r êtr❡ rés♦❧✉✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠✉r ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉①
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡s q✉✐♥③❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ s❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① s②stè♠❡s✱ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
♦r✐❡♥té❡s ♠é♠♦✐r❡✱ ❡✛❡❝t✉é❡s tôt ❞❛♥s ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉
s②stè♠❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉①
♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♦r✐❡♥té❡s ♠é♠♦✐r❡✱ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s à t❛❜❧❡❛✉① ❛✣♥❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s très ❜r✐❧❧❛♥t❡s
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r tr❛♥s❢❡rt✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞✐t ❞❛♥s ❬✸❪✱ ✏❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s à ♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
tr✐ ❡t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ s♣❛t✐♦✲✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s à t❛❜❧❡❛✉①
♥♦♥✲❛✣♥❡s✱ q✉✐ r❡q✉✐èr❡♥t ❞❡s ❛❝❝ès ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡s✑✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❛❞❛♣✲
té❡s à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦✉t✐❧
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é ▼❊❳P ✭♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s ▼❡♠♦r② ❊❳P❧♦✲
r❛t✐♦♥✮✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ▼❊❳P ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♦r✐❡♥té❡s ♠é♠♦✐r❡ ét✉❞✐é❡s ❛✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s à ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥✲❛✣♥❡s✱ ❞❛♥s ❧❡
❜✉t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲✈❛r✐❛♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ●■P❙❆✲❧❛❜ ❬✹❪✳

▲❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t ❡t s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✿ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ✭✶✳✶✮ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s
♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ré❛❧✐s❡r✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ✭✶✳✷✮ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦♣✲



✶✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

t✐♠✐s❡r ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ♠é♠♦✐r❡ ✿ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
♠❛tér✐❡❧❧❡s✳ ❯♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t ✭ ✶✳✸✮ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❡t
s♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡st ♣rés❡♥té ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✉t✐❧✐sé
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t s❡♣t ❝❤❛♣✐tr❡s ✿ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬♦✉t✐❧
❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t s♦♥ ✢♦t✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❝✐❜❧❡✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹✱ ✺✱ ✻ ❡t
✼ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ✢♦t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s ❛♥❛❧✲
②s❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s✱ ré❛❧✐sé❡s s✉r tr♦✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐❜❧❡s✱ ❡t ♠♦♥tr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧
❞é✈❡❧♦♣♣é✳

❈♦♥t❡①t❡

❈❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ q✉✐ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠é♠♦✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡t
♦✉t✐❧ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ á ❞❡s ❜❧♦❝s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉
●■P❙❆✲❧❛❜✳
▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① s②stè♠❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ P❧✉s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛q✉és ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❛❝❝ès ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ♠❛♥✐♣✲
✉❧❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ✈♦✉s ♣rés❡♥t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tèr✐st✐q✉❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡
q✉✐ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ s✉✐t❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛
s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢✱ q✉✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭t②♣❡ ❈✮✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s q✉✐ ✐tèr❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❡s ♣✐①❡❧s✳ ❯♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ rés❡❛✉ s②st♦❧✐q✉❡✳ ❯♥ rés❡❛✉ s②st♦❧✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡
♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t ♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ♣♦✐♥t✲à✲♣♦✐♥t ♦✉ ♣❛r ❞❡s ♠é♠♦✐r❡s
✐♥t❡r♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s tr❛✐t❡ ❡t ❧❡s ♣❛ss❡ à
s❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥
✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❡st ❛♣♣❧❡❧é ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❍❛✉t ◆✐✈❡❛✉ ✭❙❍◆✮✳ ▲❛ ❙❍◆✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♥♦♥ t✐♠é ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t t✐♠é✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♠♦❞è❧❡ ❘❚▲ ♣♦✉r ❘❡❣✐st❡r ❚r❛♥s❢❡r ▲❡✈❡❧✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
❞❡ ❧❛ ❙❍◆ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ❞✉ ❞❡s✐❣♥❡r✱
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ♣❤❛s❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❘❚▲ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦✉ts
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ❙❍◆ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥ ❈ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ✏❜♦✉❝❧❡s ❢♦r✑ ✐♠❜r✐q✉é❡s ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡♥ s♦rt✐❡
❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✉ t②♣❡ rés❡❛✉① s②st♦❧✐q✉❡✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t✱ ❞♦♥❝✱ ❛❞❛♣tés ❛✉ ❝❛s ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ♦✉t✐❧s✱ ❧❛ ❙❍◆ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r ❞❡✉① ét❛♣❡s
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♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ❡t ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ str✉❝t✉r❛❧❡✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✐♥✲
t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐♠❜r✐q✉é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡
ét❛♣❡ ✿ ❧✬♦✉t✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ✐❧ tr♦✉✈❡ ❞❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥ts ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t✱ ❡♥✜♥✱ ❣é♥èr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞✉ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉r
❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ str✉❝t✉r❛❧❡✱ ❧✬♦✉t✐❧ ❣é♥èr❡ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐♠❜r✐q✉é❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ❡①♣❧♦r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❣é♥éré ❡t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥ts
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳
❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦✐t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦✉❜❧❡
✿ ❞✬✉♥ ❝♦té ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té
❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ▲❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ✐♥t❡r♥❡ ❝❛✉s❡ ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡
❝❛✉s❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❝✐r❝✉✐t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❧❛✲
t❡♥❝❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✬✉♥❡
✉♥✐té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ♠é♠♦✐r❡ tr❛✐t❡
❞❡s r❡q✉êt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r♦♥s ✉♥ ❝❛s ❝♦♥❝r❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞ér❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❛ rét✐♥❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ♣ré✲
tr❛✐t❡♠❡♥t ✭❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮✱ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ♣♦st✲ tr❛✐t❡♠❡♥t ✭❧❛ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡✮ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✱ q✉✐ ❡st à s♦♥ t♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❜❧♦❝s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛ss✲❤❛✉t t❡♠♣♦r❡❧
❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❛♠❜✐❛♥t❡✳ ❚♦✉s ❝❡s ❜❧♦❝s ♦♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♣❧✉s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ✐❧ ❢❛✉t st♦❝❦❡r ✶✼ ✐♠❛❣❡
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✸✵✵ ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r ♣✐①❡❧ ❡t✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✈♦✐r
❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ t❛✉① ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✶✺ ✐♠❛❣❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦✐❡♥t st♦❝❦é❡s ❡♥ ✐♥t❡r♥❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❝❡❧❛ ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡
❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
✐♥t❡r♥❡ r❡q✉✐s❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✵♠♠✷✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡
t♦✉t❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ré❡❧❧❡ t✐❡♥t s✉r ✷✵♠♠✷✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✱
❝❛r ❝❡❧❛ ❞é❣r❛❞❡r❛✐t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡
✈✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞é❥à é❧❡✈é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡
st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❈❡



✶✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❝♦♠♣r♦♠✐s s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈✳à ❞✳ q✉❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t st♦❝❦é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠♠é❞✐❛t s♦♥t r❡❝♦♣✐é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡♥ ❝ré❛♥t ❝❡
q✉✐ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✲
t❡r♥❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✉t✐❧❡s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡s s✉❜st✐t✉❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♠ê♠❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛❧❧♦✉é❡ ♣❡r♠❡t
❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♥✢✐ts ❡♥ ❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤❡r ✭♦✉ ❜✐❡♥ ❝♦♣✐❡r à
♣r✐♦r✐✮ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ t❛❄❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝✲
t✉♦♥s ❧❛ t❛❄❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❡t ❛❧❧♦✉❛♥t ❧❡s q✉❛♥✲
t✐tés ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s ✐♥t❡r♥❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t ❡♥ ❛ss✐❣♥❛t à ❝❤❛q✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❛❧❧♦✉é❡
❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❙✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❡t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛❝❝é❞é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t
tr♦✉✈❡r ❧❡s ❢♦♦t♣t✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❖ù ❧❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❛❝❝é❞é❡s ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s
❢♦♦t♣r✐♥ts ✿ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ♦✉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦♥
❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡s ❛❝❝ès ❢❛✐ts à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❡s ❢♦♦t♣r✐♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧♦✐s
❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛✣♥❡s ❡t ❧❡s ❢♦♦t♣r✐♥ts ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❝❛r ✐❧ s♦♥t ❛✣♥❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♦t♣r✐♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P♦✉r ❢❛✐r❡
❝❡❧❛✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r❡✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡ ✿ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤✲
♠✐q✉❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ❛❧❧❛♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲
♥❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❛✣♥❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✐♥s✐ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❞♦✐t
✐♥❝❧✉r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦ût❡✉① s✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♦t♣r✐♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥st❛t❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢♦r ✐♠❜r✐q✉é❡✳ ✭P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✐♥❞❡①❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❡t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❛♥❛❧②s❡
st❛t✐q✉❡✮ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✮✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ❡♥tr❡ ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✮ ❡st ❧❡ ✁ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ❛✳ ❆❄ ❝❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❜❧♦❝s ✭♦✉ t✉✐❧❡s✮ q✉✐ s♦♥t ❛✣♥❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✺

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❛✣♥❡s ❡t q✉✐
♣❡✉t ❞❡♠❛♥❞❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♥❡
♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞✬❛❝❝ès ❛✣♥❡s ♠❛✐s q✉✐ r❡q✉✐èr❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❡
tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❞❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❛ été ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛✐t❡r ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❛✣♥❡s ❡t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳
P❧✉s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t ❛ été ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠é♠♦✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡t ♦✉t✐❧
❞❡✈❛✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ❛❝❝ès ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥✲❛✣♥❡s ❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❡♥ s♦rt✐❡
❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❈ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s②s♥❤tèsé ♣❛r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❞❡ ❙❍◆✳ P❧✉s ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬♦✉t✐❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❈✱ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ❛❝❝ès ❛✉①
❞♦♥♥é❡s✱ ♦♣t✐♠✐s❡ ❝❡s ❛❝❝ès ❡t ❣é♥èr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❈ ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❙❍◆✳
▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❝✉st♦♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ▼❊❳P✳ ▼❊❳P ♣❡r♠❡t
❞✬❡①♣❧♦r❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ t✐❧✐♥❣ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❛②❛♥t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉① t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥ ❛✣♥❡s✳
▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❣é♥éré✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡ à ❣é♥éré ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ▼❊❳P ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❝♦❞❡✲❈ ♦♣t✐♠✐sé✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s②♥t❤ét✐sé
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳
▲❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ❝♦❞❡ s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡st✐♠é❡s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❝✐❜❧❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝✐❜❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❝✉st♦♠✐sé❡ ♣❛r ▼❊❳P
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ❝♦❞❡✲❈ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s t✉✐❧❡s
✭❚✐❧❡ Pr♦❝❡ss✉s ❯♥✐t ❄ ❚P❯✮ ❡t ré❛❧✐s❡ ❞❡✉① ♠❛❝r♦✲t✌❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✿ ❧❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♣✐❡r ❧❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❛♥s ❞❡s t❛♠♣♦♥s ✐♥✲
t❡r♥❡s✳
P♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t❛♠♣♦♥s ❞❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❧❡s
t❛♠♣♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡st ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ▼❊❳P ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❚P❯ ❝✉st♦♠✐sé
♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
▲❡ ❚P❯ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és ❡♥ ✿ ✉♥ ♣❛r✲
❛❧❧é❧✐s♠❡ ❛ss✉ré ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ▼❊❳P ❡t ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✐♥t❡r✲t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞é❞✉✐ts ♣❛r ▼❊❳P✳
▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✐♥t❡r✲t✉✐❧❡ r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s



✶✻ ❈❖◆❚❊◆❚❙

ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱ ❡♥ ✈✉❡
❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ♣❡✉t ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❛✐t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉♣❡r♣♦sé ✭❙P ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s✱ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣✮ q✉✐
❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✣♥❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❙P ❡st ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ t✉✐❧❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r✳
❊♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ♣r♦❥❡té s✉r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tré❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① t❛❜❧❡❛✉①✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tré❡
❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ❙P ❛ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ✉♥
♣r♦✜❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉① t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉✐
r❡❧✐❡ ❧❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ■❧ r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲❛✣♥✐té ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉① t❛❜❧❡❛✉① ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt
❧❛r❣❡✉r✲❤❛✉t❡✉r ❡t ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ré❛❧✐sé✳
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
✈✐s❡ à ré♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ ❚P❯✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ tr♦✐s ❝♦ûts ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✲
t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ q✉✐
❝❤❛♥❣❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡✉① t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛✲
❝✉♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❝♦ûts ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s♦✐t s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❡
s②stè♠❡✱ s♦✐t s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳
❙❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s rés♦✉❞r❡ s♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r
❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭P❱❈✮ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ s♦✐t ❧❡ P❱❈ q✉✐ é✈✐t❡ ❧❡s ❣♦✉❧♦ts ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜✲
❧è♠❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡ P❱❈ rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ rés♦❧✉t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ rés♦❧✉t❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿ ❧❡
❝♦♥❝♦r❞❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ tr♦✉✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❛♥ ❞❛♥s ✾✵ ✪ ❞❡s ❝❛s✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈és ♣❛r ❧❡
rés♦❧✉t❡✉r ▲✐♥✲❑❡r✐❣❤❛♥ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ s♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✸✺ ✪✳ ▲❛
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❈♦♥❝♦r❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❈♦♥❝♦r❞❡
tr♦✉✈❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✽✻ ✪ ❞❡s ❝❛s✳ ▲✬é❝❛rt ♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ ❡st ❞❡ ✶✻ ✪✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
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❣é♥ét✐q✉❡ ❡st ❥✉sq✉✬à ✼✻ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝♦r❞❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡ ♠❛♣♣❛❣❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ♠❛♣♣❛❣❡s
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ▼❊❳P✳ ▲❡ ♠❛♣♣❛❣❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞✐✈✐s❡ ❧❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐ ❡♥ ◆♣ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❛❧❧♦✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ à ✉♥ s❡✉❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡
❞❡s ◆♣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐♥st❛♥❝✐és✳ ▲❡s t✉✐❧❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r
❧❡ ♠ê♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts
♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ▲❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é séq✉❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐♣❡❧✐♥❡s s♦♥t s②♥❝❤r♦♥✐sés à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s
◆♣ ♣✐①❡❧s ❞❡ s♦rt✐❡s✳ ▲❡ ♠❛♣♣❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✈✐s❡ à ♣❧❛❝❡r ❧❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s
♠é♠♦✐r❡s t❛♠♣♦♥ ✐♥t❡r♥❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♠❛♣♣❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞❡
❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s t❛♠♣♦♥ ✐♥t❡r♥❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t✉✐❧❡ ❞❡
s♦rt✐❡✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s t❛♠♣♦♥s ✐♥t❡r♥❡s✳ ▲❡ ♠❛♣♣❛❣❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ s♦♥t ❝♦♣✐é❡s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①✲
t❡r♥❡✳ ■❧ ❛ss✉r❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞✉ ❚P❯ ♣❡✉✈❡♥t
❛❝❝é❞❡r s❛♥s ❝♦♥✢✐t ❛✉① ♠é♠♦✐r❡s t❛♠♣♦♥ ✐♥t❡r♥❡s✳
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❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❛✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠é♠♦✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✭❊❊❆▼P✮✳ ■❧ ❞é❝r✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲✬❊❊❆▼P ❡st ré❛❧✐sé❡ à tr❛✈❡rs ✉♥
✁†✜❧tr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥†❛q✉✐ ré❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ✉♥ ✁†✜❧tr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té†❛
q✉✐ q✉❛❧✐✜❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ♦✉ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲✬❊❊❆▼P ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❡st✐♠és ❡t ❧❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❛ ♣rés❡♥té ✺ ❝r✐tèr❡s ❡t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s
♣rés❡♥t❛✐❡♥t s♦♥t ✿

• ❚r♦✐s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❊❳P s✉r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✿ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❊❳P ✭▼❊❳P
❙❯ ✲ ♣♦✉r ▼❊❳P ❙♣❡❡❞ ❯♣✮✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✭P❛r❛❧❧❡❧ ❙❯✮ ❡t
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳



✶✽ ❈❖◆❚❊◆❚❙

• ❉❡✉① ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ s✉r❝♦ût s✉r❢❛❝✐q✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞û s♦✐t ❛✉① ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❊❳P ✭▼❊❳P ❆❖ ✲ ♣♦✉r ▼❊❳P ❆r❡❛ ❖✈❡r❤❡❛❞✮ ♦✉ ❛✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
✭P❛r❛❧❧❡❧ ❆❖✮✳

▲❡s ♦✉t✐❧s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ✿

• ❧❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❊❳P✱ q✉✐ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦ré✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r
tr♦✐s ❢♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ✭✸✵✱ ✻✵ ❡t ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✮ ❡t
tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✭◆♣ ❂ ✶✱ ✷✱ ✹✮❀

• ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✭❚P ♣♦✉r ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❈❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐❄tr❡ tr♦✐s ré❣✐♠❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚P
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲
❝❤❛r❣❡♠❡♥t s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✱ ❧❛ ❚P ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡t r❡st❡ ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r❛♣♣♦rt ✈❛✉t ❡♥✈✐✲
r♦♥ ✶✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳
◗✉❛♥❞ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❧❛ ❚P ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡
❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr♦✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ✭❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❡t ❍❉❚❱✮✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❞❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ➽ ♣❛r✲
t✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❊❳P ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s
t❛✐❧❧❡s ❞❡ t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t
❡♥ s♦rt✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠❛❣❡
❞✬❡♥tré❡ ✭❱●❆ ❡t ❍❉❚❱✮ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✐♠❛❣❡ ✭❙◗❈■❋✮✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉❡ ❛✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❊❳P ♣❡✉t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
✾✸✳✸ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✷✼✳✷✶ ✭rés✉❧t❛ts ♦❜s❡r✈és ❛✈❡❝ ❧❡
❢♦r♠❛t ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❍❉❚❱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ◆♣ ❂ ✹✮✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❛tt❡✐♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
✷✸✳✼ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✾✳✶✶✳ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ s✉r ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❍❉❚❱✮✳ ▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡
❙◗❈■❋ ❡t ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❍❉❚❱ ✭❡✣❝❛❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✳✾✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❞❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✾

❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡ ✭❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❡t ❍❉❚❱✮✳ ➽ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❊❳P s♦♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❛ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
♣②r❛♠✐❞❛❧ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❛♥❛❧②sé❡s s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s
à ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉❡s ❛✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
❞❡ ▼❊❳P ♣❡✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✶✸✹✳✶✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ ✷✶✳✾ ✭rés✉❦t❛ts ♦❜s❡r✈és ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❍❉❚❱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ◆♣ ❂ ✹✮✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s♠❡ ✭◆♣ ❂ ✶✮✱ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✸✹✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ✻✳✾ ✭♣♦✉r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❍❉❚❱✮✳ ▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞✬❡♥tré❡ ❙◗❈■❋ ❡t ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❱●❆ ❡t ❍❉❚❱ ✭❊❃✵✳✾✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♣♦❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❞❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡
✭✶✷✽①✶✷✽✱ ✸✵✵①✸✵✵ ❡t ✻✵✵①✻✵✵✮✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉❡ ❛✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ▼❊❳P ♣❡✉t ♠♦♥t❡r ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
✹✵✳✾ ♣♦✉r ✉♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✸✵✳✺ ✭rés✉❧✲
t❛ts ♦❜s❡r✈és ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ✸✵✵①✸✵✵ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡
◆♣ ❂ ✹✮✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❛tt❡✐♥t ✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✷✷ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✾✳✹ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ✸✵✵①✸✵✵✮✳ ▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡
❞❡ ✶✷✽①✶✷✽ ❡t ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ✸✵✵①✸✵✵ ❡t ❞❡ ✻✵✵①✻✵✵
✭❊❃✵✳✾✮✳ ▲✬é❝❛rt ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ▼❊❳P ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡s✉ré❡s
❛♣rès s②♥t❤ès❡ s✉r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❙❍◆ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✪✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ét❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ tr❛♥s✲
❢❡rt ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥✲❛✣♥❡s✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❝✉r✲
s✐❢s ❡t q✉✐ ♦♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s st❛t✐q✉❡s✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞✉
❝♦❞❡✲❈ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t s✉❜✐r ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭❙❍◆✮ q✉✐
❞é❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❘❚▲ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡✲❈ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❙❍◆ ♣❡✉t êtr❡
♦♣t✐♠✐sé✱ ♣❛r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❡t ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t✱
❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ♣ré✲
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st
❛tt❡✐♥t à tr❛✈❡rs ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é t✐❧✐♥❣ ✭✑t✉✐❧❛❣❡✑✮✳ ●r✌❝❡ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❙❉◆ ❡①✐st❛♥t s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❞❡ ❤❛✉t❡



✷✵ ❈❖◆❚❊◆❚❙

q✉❛❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts q✉✐ ② s♦♥t r❡❧✐és✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é
q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥ ❛✣♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s
❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥✲❛✣♥❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛♣♣❡❧é ▼❊❳P ✭♣♦✉r ▼❡♠♦r②
❊❳P❧♦r❛t✐♦♥✮✳ ▼❊❳P ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❞❡st✐♥é à
tr♦✉✈❡r ✉♥ t✉✐❧❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ✭❊✴❙✮ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❛②❛♥t ❞❡s
ré❢ér❡♥❝❡s à ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥✲❛✣♥❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡s ❝❛❧✲
❝✉❧s ❞❡s s♦rt✐❡s✳ ▲❡ ♠❛tér✐❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✉st♦♠✐s❛❜❧❡
❛♣♣❡❧é ❯♥✐té ❞❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❚✉✐❧❡s ✭❚P❯✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❚✐❧❡ Pr♦❝❡ss ❯♥✐t✮✳ ❉❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❡t ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❝✐❜❧❡ ❝✉st♦♠✐s❛❜❧❡✳
▼❊❳P ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t✉✐❧❡s ❞✬❊✴❙ à ❧❛ ♥♦♥✲❛✣♥✐té ❞❡s
ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ t✉✐❧❡s ❞✬❊✴❙ ♣❡✉t ♠❛s✲
q✉❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❛ss✉r❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❚P❯ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡ t✉✐❧❛❣❡s ❞✬❊✴❙ ✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱
q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✱ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❛❞❛♣t❡♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦♣éré❡ ♣❛r ▼❊❳P✳ ▼❊❳P ❡st ❛✉ss✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❚P❯✳ ▲❡ ❝❤♣✐tr❡ ✺ ❞é❝r✐t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré✲♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ❚P❯ ❛❝❝è❞❡ ❛✉①
❞♦♥♥é❡s ❣r✌❝❡ à ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♠❛♣♣❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t✉✐❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡s ♠é♠♦✐r❡s
t❛♠♣♦♥s ✐♥t❡r♥❡s✳ ▲❛ t❛❜❧❡s ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ▼❊❳P ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✳ ▼❊❳P
♣❡✉t ❡①♣❧♦r❡r ❡t ♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❧ ❝❧❛ss✐✜❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✿ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st✐♠é❡ ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
♠❛♣♣❛❣❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❡①é❝✉t❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ▼❊❳P é✈❛❧✉❡
❛✉ss✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ✉♥
♠❛tér✐❡❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❚P❯✳ ▲❡ ♠❛♣♣❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❄❄✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✾✱ ✶✵ ❡t ✶✶✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r
tr♦✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐❜❧❡ ✿ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡
♣②r❛♠✐❞❛❧ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
❞❡ ▼❊❳P ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t✉✐❧❡s ❞✬❊✴❙ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❊✴❙✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t é✈❛❧✉és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡
▼❊❳P ♣❡r♠❡tt❡♥t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t s✉r ❧❡ s✉r❝♦ût s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❧✉s
❢♦rt❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✶✸✹✳✶✷ ♣♦✉r ✉♥ s✉r❝♦ût s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ✷✶✳✾
✭rés✉❧t❛ts ♦❜s❡r✈és ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✹ t✉✐❧❡s ❞❡
s♦rt✐❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐✲
❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ❣r✌❝❡ à ✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t✉✐❧❡s
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❞✬❊✴❙✱ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ✐❞é❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣ré✲❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❊❳P ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡✲❈ s②♥✲

t❤ét✐s❛❜❧❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❙❍◆ ét✉❞✐é✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♦♣éré❡
♣❛r ▼❊❳P ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s ❍▲❙ ♦✉ ♣♦✉r ♠❛♣♣❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❞✬✐♠❛❣❡ s✉r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡ ♣❛tr♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡✲❈ s②♥t❤ét✐s❛❜❧❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛❞❛♣té à ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❝✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ▼❊❳P rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦✉t✐❧
♥✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é q✉✬à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ét❛♣❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛✲
❜❧❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲ét❛♣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❛✉ tr❛✈❡rs
❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ✐♥t❡r✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ r❡q✉❡rr❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝✐❜❧❡ ❡t ❞✉ ✢♦t✳ ❯♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r
✉♥ ❚P❯ ♣❛r ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝♦♥trô❧❡✉r s②♥❝❤r♦♥✐s❡r❛✐t ❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❡t ❧❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❚P❯✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❚P❯ ♣♦✉rr❛✐t r❡st❡r ❧❛ ♠ê♠❡✱ ♠✐s à ♣❛rt q✉❡
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❚P❯ s❡r❛✐t r❡❧✐é à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡s t✉✐❧❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❚P❯✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮ ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t✇♦
♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❛♥❞ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♠❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❢ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ s②st❡♠s✱ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ t♦ ✜♥❞
❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
s②st❡♠✳

◆♦✇❛❞❛②s t❤❡ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❝✐r❝✉✐ts ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ♣♦rt❛❜❧❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s t❤❡✐r
❞❡s✐❣♥ ❤❛s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡r♥✿ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬✶❪✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❝♦♥❝❡r♥s ✭❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✱ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠✐❝r♦✲
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❉❙❚▼✮✳

❚❤❡ ❉❙❚▼ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✏♠❡♠♦r② ✇❛❧❧✑ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ t❤❡
♠❡♠♦r② ✇❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧❛st ✜❢t❡❡♥ ②❡❛rs ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ r✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ♠❡♠♦r② ❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ✢♦✇✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜②
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ♠❛②
♣r❡✈❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛r❡❛✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥✳

Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ♠❡♠♦r② ❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛✣♥❡
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s❛ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✈❡r② ❜r✐❧❧✐❛♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❛s s❛✐❞ ✐♥ ❬✸❪✿ ✏♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ s♦rt✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ✐♠❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱
✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✑✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s
P❤✳❉✳✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛

❛❛♥ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ y = a.x + b
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❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ▼❊❳P✱ ❢r♦♠ ▼❡♠♦r② ❊❳P❧♦r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ▼❊❳P ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❡♠♦r② ❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t♦ t❤❡

✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ●■P❙❆✲❧❛❜ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧ ❬✹❪✳

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✿
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦s✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s✿

• ❙✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❛♥❞
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡♠✳

• ❙✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❙②st❡♠ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ✐ts ❛✉t♦♠❛t✐♦♥✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s t♦♦❧ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✳

• ❙✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠✿
t❤❡ ❝♦❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s
s❡✈❡♥ ❝❤❛♣t❡rs✿

• ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦♦❧ ❛♥❞ ✐ts ✢♦✇✳

• ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡✳

• ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s
♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ✢♦✇✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ t❛r❣❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦♦❧✳
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P❛rt ■

❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s
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❈❤❛♣t❡r ✶

❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✭❍▲❙✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❉❙❚▼✮✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥
✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t

• ❢❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ♦✉r
❝❛s❡❀

• t❤❡ ❍▲❙ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s❀

• t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤
❧❡✈❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❛s t❤❡ ✏❈✑✮ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛
✢♦✇ ♦❢ ❞❛t❛✿ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳

❆♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ♠❡s❤ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s
❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠
❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲t✐♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ❬✺❪✳

❚❤❡ ❍▲❙ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡rs ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡
❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❛♣✐❞✐t② ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ♣❡r♠✐ts t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s
❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❬✻❪✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧s t❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❈✲
♣r♦❣r❛♠ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ❛s ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ t♦♦❧s✱ t❤❡ ❍▲❙ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❛
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s②♥t❤❡s✐s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s②♥t❤❡s✐s✱ t❤❡ t♦♦❧



✷✽ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

❛♣♣❧✐❡s s♦♠❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❛s❦
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✜♥❞s ❛ ✜rst ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡❛❝❤
❧♦♦♣ ♥❡st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s②♥t❤❡s✐s✱ t❤❡ t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡
❞❛t❛ ♣❛t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ❝♦r❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t♦♦❧s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s ❞♦✉❜❧❡✿ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ♦❢ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s ❛♥❞ ♦❢ tr❛♥s✲
❢❡rr✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ st♦r❛❣❡ ✐♥t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❛r❡❛ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ t❛r❣❡t ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❝❢✳ ❬✼❪ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ✐♥ ✐t✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✿ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s②s✲
t❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✿

• ❚❤❡ t❛r❣❡t ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

• ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s

• ❚❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✳

✶✳✶ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❛ ✇✐❞❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡
st♦r✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭❣r❛② ❧❡✈❡❧s ♦r ❝♦❧♦r✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✐s
❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡s s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ✐s ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s✿

• t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛② ✐♠♣❡❞❡ ♦r ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞

• t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥t❛✐♥✳

❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳



✶✳✶✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✷✾

❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡
♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ♠❛②
r❡❛❧✐③❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡♠❜❡❞❞❛❜❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❛
❧♦✇ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳
❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ ❛ ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧✲

❧❡❧✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣✐♣❡❧✐♥✐♥❣❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ❛
❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❞❛t❛ ♦r t❛s❦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✭✐♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ s❡t✮ ✉♥❞❡r❣♦
t♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭❛♥❞ ✐♥t❡r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❛t❛ s❡ts✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦t❤ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ t❤❡ ♦♥❡
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❛s❦s✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts✿

• ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

• t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❞✐❣♠s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

✶✳✶✳✶ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♠❛✐♥

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ ✉s❡❞ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥✳

✶✳✶✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠s✿

• Dn ✐s ❛ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥

• I ✐s ❛ s❡t ✭❝❛❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡✮ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝❛❧❧❡❞ ♣✐①❡❧s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Dn

• It(p) ✐s ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ p ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡
It(p) ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ❛♥❞ It−1(q) ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s

• W (p) ✐s ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p) ❛♥❞ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ m ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ Dn✱ ♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② n = 2 ♦r 3 ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳

❛❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡❛❧✐③❡❞ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❱❡r② ▲♦♥❣ ■♥str✉❝t✐♦♥ ❲♦r❞ ✭❱▲■❲✮
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥❦s t♦ ❛ ✜①❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠



✸✵ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ♣②r❛♠✐❞❛❧ str✉❝t✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ t❡①t✉r❡✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ It−1 ❛♥❞ It ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Dn✱ ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ ❛ ✇✐♥❞♦✇ W (p) ♦❢ m ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s✳

∀p, It(p) = f(W (p))

❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ W (p) ❝♦♥t❛✐♥s ♣✐①❡❧s ✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ p✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s✿

• t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞

• t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ It(p)✳

✶✳✶✳✶✳✷ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

●✐✈❡♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥
❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s✿

• P❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

• ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s✱ s♦ t❤❛t W (p) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
It−1✳

■♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡

W (p) = {It−1(q1), . . . , It−1(qm1)}
⋃

{It(p1), . . . , It(pm2)}

✇✐t❤ m1 + m2 = m✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ♣✐①❡❧s W (p) ❝♦♥t❛✐♥s m1 ♣✐①❡❧s ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ m2 ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ It(p)✳

✶✳✶✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p)✳

▲❡t g(p) ❛♥❞ h(p) ❜❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s✳ ■❢ g(p) ❛♥❞ h(p) ❛r❡
❛✣♥❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

g(p) = Ap + b

h(p) = Ap + c

❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s It−1(g(p)) ❛♥❞ It−1(h(p)) ❛r❡ s❛✐❞ ❛✣♥❡
t❤❡♠s❡❧✈❡s✳



✶✳✶✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✸✶

Output Image

p q

Input Image

rW(p) W(q) W(r)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❋♦r ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p) ❤❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s
It−1(g(p)) ❛♥❞ It−1(h(p)) ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ g(p) ❛♥❞ h(p)

dgh = b − c

❘❡♠❛r❦ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❛✣♥❡ t❤❡ ✇✐♥✲
❞♦✇ W (p) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ♣r❡s❡r✈❡s ✐ts s❤❛♣❡ ❛♥❞
s✐③❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✣♥❡✱ W (p) s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p

♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p) t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♠❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

I1(2i, 2j) = f (I0(2i, 2j − 2), I0(2i − 2, 2j), I0(2i, 2j), I0(2i, 2j + 2), I0(2i + 2, 2j))

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p) ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳

✶✳✶✳✶✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❈✲❧✐❦❡ ❝♦❞❡

❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧♦♦♣
♥❡st tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧❛✇✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st
❞❡♣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ t♦ ♣r♦❝❡ss✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ A r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
♥❡st❡❞ ❧♦♦♣ L ✭❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳

S ❛♥❞ T ❛r❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st❛t❡♠❡♥ts✳
❆ ❧♦♦♣ ♥❡st ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st❛t❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡

❛✣♥❡✳

■♥ s✉❝❤ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st✱ t❤❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
s♣❛❝❡ Dn ❛r❡ ❛✣♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
✐♥ ❛♥ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st✱ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✲✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ t♦ st♦r❡
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞✳



✸✷ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

L✿ ❢♦r 1 ≤ i ≤ N

L✿ ❢♦r 1 ≤ j ≤ M

S✿ I1(i, j) = f(I0(g1(i, j)), . . . , I0(gm(j)))
T✿ I0(i, j) = I1(i, j)

❡♥❞

❡♥❞

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❚❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧♦♦♣ ♥❡st

■♥ ❛♥ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st t❤❡ ❧♦♦♣ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ♦r ♠❛♥✐❢❡st✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡
✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡
♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ✐♥ ✐t✮✳

✶✳✶✳✶✳✺ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❚✇♦ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ s❛✐❞ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r ❝②❝❧❡s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t ❛r❡ s❛✐❞
t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠✱ ✐❢ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ✭♦r ❤②♣❡r✲♣❧❛♥❡✮ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② s♦♠❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♦r❣❛♥✐③❡
❜♦t❤ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❧❛②♦✉t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ✉♥✐❢♦r♠
♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳

❱❡r② ❢❡✇ st✉❞✐❡s ✭❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✸✳✷✳✸✮ ❛tt❡♠♣t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❧♦♦♣ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤

❡✐t❤❡r ❛✣♥❡ ♦r ♥♦♥ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞❛♣t s♦♠❡
♦❢ ♠❡♠♦r②✲❛✇❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡sts✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲❛✣♥❡ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✇❡❧❧ r❡❛❧✐③❡❞ ♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞
♦r s②st♦❧✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡s✳

✶✳✶✳✷ P❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❧②♥♥✬s t❛①♦♥♦♠② ❬✽❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦st t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛❧❧❡❧
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❞✐❣♠s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❛s❦
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙✐♥❣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛ ✭❙■▼❉✮
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛s❦s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥str✉❝t✐♦♥s
▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛ ✭▼■▼❉✮ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳



✶✳✶✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✸✸

video

p.e. p.e.
Video

source

Pipeline

Control

a.d.c. d.a.c. monitorp.e.

High Level

image processor

sync

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✭✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✮

❆♥♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ✈❡r② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡s❡ ✉♥✐ts ❛❧❧♦✇ ✐t❡r❛t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✢♦✇ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❇② ♣✐♣❡❧✐♥✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡✐t❤❡r ❞❛t❛ ♦r t❛s❦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✭♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

✶✳✶✳✷✳✶ P✐♣❡❧✐♥❡

❆ ♣✐♣❡❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❛s❦s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✭♦r ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② str❡❛♠✐♥❣ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ✉♥✐t ❛s ✐♥♣✉t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✉♥✐t ❬✾❪✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳
❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✿ ✏t❤❡ r❛st❡r s❝❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❞❡♦ s♦✉r❝❡ ✐s ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❛✳❞✳❝✳✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧
✭s②♥❝✮ t♦ t❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✭P❊✮ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✧✳ ❊❛❝❤ P❊ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥❧② ❢❡✇
❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r❛♠❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✸✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✜❧t❡r ♦♥ ❛ ✸×✸ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ ✐s r❛st❡r❡❞ ❜② ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ✜❧❧❡❞ ✭✐✳❡✳ ✐t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ✜rst ✷ ❧✐♥❡s ♣❧✉s t❤r❡❡ ♣✐①❡❧s✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ s♦♠❡
✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st
❦✐♥❞ ♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ❙②st♦❧✐❝ ❆rr❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s❜ ❬✶✸❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ❞✐✣❝✉❧t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❀ t❤✐s ✐s str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❵❤♦✇ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

❜❯s✉❛❧❧② ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
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Output

Input

line − 3

a1 a2 a3

b1

a4 a5 a6

b2

a7 a8 a9

b3

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐ts❡❧❢✳

✇✐t❤ ❞❛t❛✬✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ sq✉❛r❡❞ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ t♦♣✱ ❜♦tt♦♠✱ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ■♥ ❬✶✹❪✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❤❛s ❦❡♣t t❤❡ ♠♦st ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❞❡s✐❣♥✱ ✐s✿ ✏❤♦✇ t♦ ♠❛♣ ♦♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ P❊s ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✧✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st
♦❜✈✐♦✉s✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠❛♥② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t♦ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤
❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡
✭s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✭♠❛♣♣✐♥❣✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✜①❡❞✲s✐③❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②s✿

• ❉✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❜❧♦❝❦s ✇❤♦s❡ s✐③❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✶✺❪✳ ❚❤❡♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲♦❝❛❧❧② P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ●❧♦❜❛❧❧② ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ✭▲P●❙✮ ♠❛♣♣✐♥❣✳

• ❉✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❜❧♦❝❦s✳ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❋✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣s ✭✇❤♦s❡
♥✉♠❜❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❣r♦✉♣✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t
❬✶✻❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲♦❝❛❧❧② ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ●❧♦❜❛❧❧② P❛r❛❧❧❡❧ ✭▲❙●P✮
♠❛♣♣✐♥❣✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❛r❡❛ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳



✶✳✷✳ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐st♦r② ✸✺

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t P❊s ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦r ✐♥ ❛ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ❝❛♥ r❡❛❧✐③❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦✱
❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛ ❙■▼❉ str✉❝t✉r❡✱ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✱
❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✲t❛s❦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼■▼❉ str✉❝t✉r❡s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✭✉s✉❛❧❧②✮ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t
✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛r❡ ❛✣♥❡✱ t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦♦♣
♥❡st ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛✣♥❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❆♥ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲
♦r❣❛♥✐③❡ ✐ts ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛②♦✉t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❞✐❣♠s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r❡ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ❛r❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥
❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❝❡ss t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✿ t❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s✳

✶✳✷ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐st♦r②

❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✭❍▲❙✮ ❛❧❧♦✇s ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t✐♠❡❞ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧
❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ✉♥t✐♠❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❍▲❙ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣ ✐♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧
❤❛s r♦s❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪✱ t❤r❡❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❤❛s❡s
❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

• ❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡✲❛♥❞✲s✐♠✉❧❛t❡ ♣❤❛s❡ ✭❢r♦♠ ✶✾✻✵s t♦ ✶✾✽✵s✮✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇❛s
♠❛♥❞❛t♦r② t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r
t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡✲❛♥❞✲s②♥t❤❡s✐③❡ ♣❤❛s❡ ✭❢r♦♠ ❧❛t❡ ✶✾✽✵s t♦ ❧❛t❡ ✶✾✾✵s✮✳ ❉✉r✐♥❣
✇❤✐❝❤ t✇♦ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝t
❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❢♦r❡ ✐ts r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❣❛t❡✲❧❡✈❡❧ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✾✵s ❛ ♥❡✇ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✿ t❤❡ ❘❡❣✐st❡r ❚r❛♥s❢❡r ▲❡✈❡❧ ✭❘❚▲✮ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧♦❣✐❝ r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ ❝❧♦❝❦✲❝②❝❧❡✱ t❤❡
st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❣✐st❡rs✳

• ❚❤❡ ❙♣❡❝✐❢②✱ ❊①♣❧♦r❡✲❛♥❞✲❘❡✜♥❡ ♣❤❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵✵✵s✱ ❛ ♥❡✇ tr❡♥❞
❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✿ t♦ s♣❡❝✐❢② ♠♦❞❡❧s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t♦



✸✻ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

r❡✜♥❡ t❤❡♠ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ s②♥t❤❡s✐s st❡♣✳ ❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❘❚▲ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ t❤❡ ❙②st❡♠ ▲❡✈❡❧ ✭❙▲✮ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s❡❞✿ t❤❡ ❜✉ss❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❦s ♣♦✐♥t✲t♦✲
♣♦✐♥t✱ ❡t❝✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✭t❤❡ ❙▲✱
t❤❡ ❘❚▲ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✮ ✐s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♣❡❝✐❢②✲❡①♣❧♦r❡✲❛♥❞✲r❡✜♥❡ st❡♣✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇❛❞❛②s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✽❪✱ ✏t❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❉❡s✐❣♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥
✭❊❉❆✮ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ♥♦t s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❧❛②❡r ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✉♥✐✲
✈❡rs❛❧❧② ❛❣r❡❡❞ ✉♣♦♥ ✭✳✳✳✮✧ ❛s t❤❡ ❘❚▲✳ ❆❧✇❛② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✽❪✿ ✏❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❘♦❛❞✲♠❛♣ ❢♦r ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ✭■❚❘❙✮ ✐♥ ✷✵✵✹ ♣❧❛❝❡❞ ❙▲ ❉❡s✐❣♥ ✏❛ ❧❡✈❡❧
❛❜♦✈❡ ❘❚▲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❍❲ ❛♥❞ ❙❲ ❞❡s✐❣♥✧✳ ❙▲ ❉❡s✐❣♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ✏❝♦♥s✐st
♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✭❜❡❢♦r❡ ❍❲✴❙❲ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭❛❢t❡r✮✧ ❛♥❞
✐s ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❜② ✷✵✵❑ ❣❛t❡s✴❞❡s✐❣♥❡r✲②❡❛r✧✳

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❨✲❝❤❛rt ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❧❡✈❡❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❨✲❝❤❛rt✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❉✳ ●❛❥s❦✐ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✶✼❪✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❨✲❝❤❛rt ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ❛♥② ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤r❡❡
♠♦❞❡❧s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣❡rt②✿

• t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❀

• t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❜❧♦❝❦s t❤❛t r❡❛❧✐③❡ t❤❡ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞

• t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t str✉❝t✉r❡✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ❛①❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✏❨✧✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡
✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼✱ ✶✾❪✳

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ✜❣✉r❡ ✶✳✺✭❛✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t t❤❡ ❙②st❡♠
▲❡✈❡❧✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❝♦✲♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❜✉ss❡s ❛♥❞ ♠❡♠♦r✐❡s❀ ❛t t❤❡
♣r♦❝❡ss♦r ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts ✭s✉❝❤ ❛s ❆▲❯s✮ ❛♥❞ s♦♠❡
st♦r❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡❣✐st❡r ✜❧❡s✮❀ ❛t t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✢✐♣✲✢♦♣ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❛t t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
t❤❡ tr❛♥s✐st♦rs✳

❚❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦♥ t❤❡ ❨✲❝❤❛rt ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s ✇❤✐❝❤
✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ✏❨✧ ❛①❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✶✳✺✭❜✮✱ ❡❛❝❤ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♦r ❛❝r♦ss t❤❡ ✏❨✧
❛①❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ st❡♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❢②✲❡①♣❧♦r❡✲r❡✜♥❡ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿ ❛ r❛❞✐❛❧
♠♦✈❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛①❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦r ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧❀
❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♠♦✈❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s②♥t❤❡s✐s✱ ✇❤❡♥ ✐t ❧❡❛❞s ❢r♦♠ ❛



✶✳✷✳ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐st♦r② ✸✼

❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ t♦ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧❀ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛s❡❀ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✐t ❜r✐♥❣s
❢r♦♠ ❛ str✉❝t✉r❛❧ t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛s❡✳

❆t ❡❛❝❤ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ✏❡①♣❧♦r✲
✐♥❣✧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❆s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✶✳✺✭❝✮ ❛♥❞ ❜② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡
t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥t❤❡s❡s✿

• ❚❤❡ ❙②st❡♠ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✭❙▲❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ s②s✲
t❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s②st❡♠ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ♠✐❝r♦✲
♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ■Ps✱ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ❜✉s❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✐s ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✭❛✮✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ❡✣❝✐❡♥t ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❙▲❙ ✭❆rt❡♠✐s❬✷✵❪✱
▼❡tr♦♣♦❧✐s❬✷✶❪✮✳

• ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✭❍▲❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r t♦ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❘❚▲ ❧♦❣✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✭❜✮ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳

❚❤❡ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❋✐♥✐t❡ ❙t❛t❡
▼❛❝❤✐♥❡ ✭❋❙▼✮✮ ❛♥❞ ❛ ❉❛t❛ P❛t❤ ❯♥✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡
❋❙▼ ❝♦♥tr♦❧✳

• ❚❤❡ ▲♦❣✐❝ ❙②♥t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❛ ❘❚▲ ♠♦❞❡❧✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❛t❡
❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✲s♣❡❝✐✜❝ ♥❡t✇♦r❦

❖♥ ❛ s❛♠❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
t✐♠❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✲t✐♠❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥t❡❣r❛t❡
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛♥ ✉♥✲t✐♠❡❞ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❝②❝❧❡✲❛❝❝✉r❛t❡
✭✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ t❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s✳

✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ❍▲❙ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❍▲❙ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛
♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❆♥ ✉♥✲t✐♠❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝♦❞❡ ✭✉s✉❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ♦r ❈✰✰✮ ❤❛s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡
❢r♦♠ ✶✵ ✉♣ t♦ ✶✵✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛ ❍❉▲❝ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❛♣✐❞❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡
❬✷✷❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❍❉▲ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✭❛♥❞ t❤✉s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡✮ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❡
❍▲❙ ✐♥♣✉t ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t ❜✉t ✐ts ❛❜str❛❝t✐♦♥
❧❡✈❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈ ♥❡❡❞s s♦♠❡ ❡①♣❡❞✐❡♥ts t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❍▲❙✳

❝❍❛r❞✇❛r❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡



✸✽ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

■♥ ❬✷✸❪ ✐t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t✿ ✏❈✴❈✰✰ ✐s ❛ ♣♦♦r ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✑ ❛♥❞ t❤❛t
✏❈✲❧✐❦❡ t❤✐♥❦✐♥❣ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥✧✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❈✴❈✰✰
❝♦♥❝❡r♥s ✜rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❛t❛✲
t②♣❡s❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❈✴❈✰✰ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡r②
✢❡①✐❜❧❡ ❛❝❝❡ss✲r❛♥❞♦♠ ♠❡♠♦r②✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❝♦st t♦ ❛❝❝❡ss✳
❲❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞❡❧❛②s t❤❛t ♠❛② ♣r❡✈❡♥t t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①✐st t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❈✲❧✐❦❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❢♦r
❍▲❙✿

• t♦ ❛❞❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥str✉❝ts t♦ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙②st❡♠❈ ✭✇❤✐❝❤
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❍❉▲✲❧✐❦❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮ ♦r ♦t❤❡r s♦❢t✇❛r❡✲❧✐❦❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥✲
str✉❝t t♦ ❞✐s♣❛t❝❤ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❍❛♥❞❧❡✲❈ ❬✷✹❪✱ ❙♣❡❝✲
❈❬✷✺❪ ♦r ❇❛❝❤ ❈ ❬✻❪✳

• t♦ ❧❡t t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

■♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✐t s❡❡♠s ❛ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❜❡tt❡r
s✐♥❝❡ t❤❡ ❈✲❝♦❞❡ t♦ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤❛♥❞✇❛r❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ ✉♥✲t✐♠❡❞ ❛♥❞
s❡q✉❡♥t✐❛❧✮ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦✿

• ❣✐✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✲s♣❡❝✐✜❝

• ♠❛❦❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✶✵✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r ❬✻❪

• r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ str✉❝t✉r❡ ♦r t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②

❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r✐s❡
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✷✷❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✢♦✇
✇❤✐❝❤ ✐♥❢❡rs ❛ ❘❚▲ ❢r♦♠ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② s♣❡❡❞s ✉♣ ❛♥❞ s❡❝✉r❡s t❤❡
❡rr♦r✲♣r♦♥❡ t❛s❦ ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ str✉❝t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❍▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ❛r❡ t❤❡ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❈✲ t♦♦❧s ❬✷✷✱ ✷✻❪ ✇❤✐❝❤
♠✐① t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣r❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ❞❛t❛✲✇✐❞t❤
t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈ ❛♥❞ ♣r❛❣♠❛s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

✶✳✷✳✸ ❚❤❡ ❍▲❙ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ t♦♦❧s

■♥ ♠♦st ♦❢ ❍▲❙ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ✉♥✲t✐♠❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
t✇♦ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❍▲❙ ♣r♦❝❡ss ❬✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪✿

❞✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛ ♦♥❡ ❜✐t✲❜♦♦❧ t②♣❡



✶✳✷✳ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐st♦r② ✸✾

• ❆ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s②♥t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s✱ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❞❛t❛ ♣❛t❤ ✉♥✐t❀

• ❆ str✉❝t✉r❛❧ s②♥t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❛t❛✲♣❛t❤ ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ♥❡t✲❧✐st r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❘❚▲ ❧✐❜r❛r②✳ ❆t t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ❜❛❝❦✲❛♥♥♦t❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ ❛ ❢❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡
✜♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ t❛r❣❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ P❤❉ t❤❡s✐s ❛♥❞
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✻✱ ✷✼✱ ✸✶✱ ✸✷❪✳ ■t ✐s ❛ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❈✲t♦♦❧✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❈✲❝♦❞❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧♦♦♣✲♥❡sts✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♥t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✼
❛♥❞ ♣❛♣❡r ❬✷✻❪✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❱❡r② ▲♦♥❣ ■♥str✉❝t✐♦♥ ❲♦r❞ ✭❱▲■❲✮ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ❛
❙②st♦❧✐❝ ❆rr❛②✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❙②st♦❧✐❝ ❛rr❛②✳

❚❤❡ s②st♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss♦r ❛rr❛② ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦ t❤❡ ❱▲■❲ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ t♦ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✭P❊s✮✳
❚❤❡ P❊ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✽ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧♦♦♣✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡✲
q✉❡♥❝❡r ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ ♣❛t❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts ✭❋❯✮✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡❣✐st❡rs ❛♥❞
s♣❛rs❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ❬✷✻❪✳

❚❤❡ ❍▲❙ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ t♦♦❧ ❤❛s t✇♦ ♣❤❛s❡s ❬✷✼❪✿ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s②♥t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✲t✐♠❡❞ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❈✲❝♦❞❡ t♦ ❛ t✐♠❡❞ s♣❛❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✱ ❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s②♥t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ❢r♦♠
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠ t♦ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s②♥t❤❡s✐s ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

• ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♥t❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳

• ❚❤❡ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❚✐❧✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✮✳ ❚❤❡
t✐❧✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s✳

• ❚❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥✲❞❡❡♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳

• ❚❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❧♦♦♣✲s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡r
♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t✐❧❡
♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt
♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❛❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧✳

❚❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✲❞❡❡♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿
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✹✵ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

✇❤❡r❡ S ✐s ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ Π ✐s ❛
♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②s✳

❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙
t♦♦❧ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ t♦ ❛♥ ✭♥✲✶✮✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛rr❛② ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t✐❧❡ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✈✐rt✉❛❧ P❊s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✼✱ ✶✻❪ ❛♥❞ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ t✐❣❤t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✸✸❪✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s②♥t❤❡s✐s ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤

• ❚❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❯♥✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

• ❚❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

• ❚❤❡ ❉❛t❛ ♣❛t❤ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

• ❙②st❡♠ s②♥t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✶✳✼✮✳

❚❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❯♥✐t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ❧❡❛st✲❝♦st s❡t ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❯♥✐ts ❜② t❛❦✐♥❣
t❤❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❧✐❜r❛r②✳ ❊❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤
♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ✐♥❢❡r✐♦r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
❋❯s ♣❡r ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭■■✮❡

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✐❣♥❡❞ ❋❯s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s s✉♣❡r✐♦r
✭♦r ❡q✉❛❧✮ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❱▲■❲ ❝♦♠♣✐❧❡r ✱ ❊❧❝♦r ❬✸✷❪✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✐❧❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❛❜str❛❝t ❱▲■❲✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ♦♥❧② t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✲♣❛t❤ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✐❧❡r ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠♦❞✉❧♦✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❜② r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ■■ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦st ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣✳

✶✳✷✳✹ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧

▲♦♦♣✲♥❡st ❜❛s❡❞ ❈ ❝♦❞❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛s ❛ P✐♣❡❧✐♥❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆rr❛② ✭♦r s②st♦❧✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝✲

t✉r❡✮ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ♠♦r❡ s❡ts ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s ✐♥

❡✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t②♣❡ ✏♦✧✱
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❋❯ ♦❢ ❛ t②♣❡ ✏❢✧✱ ✐❢ ■■❂✷✳



✶✳✷✳ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐st♦r② ✹✶

❛♥ ✐♠❛❣❡ ✢♦✇✮✳ ❊❛❝❤ ❧♦♦♣✲♥❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛s ❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊❧❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ❛♥❞ ❞❛t❛✲♣❛t❤❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✲♣❛t❤ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡✳

❆s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✳✷✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❈ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ t❤❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❈ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✳

• ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❈✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✐t s✐❣♥❛❧s ♦r
s✐❣♥❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✽✱ ✶✻✱ ✸✷ ❛♥❞ ✻✹ ✭✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❈ ❞❛t❛ t②♣❡ ❝❤❛r✱ s❤♦rt✱ ✐♥t✱ ❧♦♥❣✮✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜✐t✲✇✐❞t❤ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❛❣♠❛ ❛♥❞✱ r❡❝❡♥t❧②✱
✇✐t❤ ❛ ❈✰✰ ❝❧❛ss ✭ ❛❝❴✐♥t❁✳✳✳ ♥❜r✳ ♦❢ ❜✐ts ✳✳✳❃ ✮✳

• ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❈ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❢❡rr❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ✢❡①✐❜❧❡ ❛❝❝❡ss✲r❛♥❞♦♠ ♠❡♠♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ❈✲❝♦❞❡
❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❡❞✐❡♥t ❝♦♥s✐st✐♥❣
✐♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❍▲❙ ❝♦♠♣✐❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✲❉▼❊▼❖❘❨❴▲❆❚❊◆❈❨❂✳✳✳ ✮ ❛♥❞ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✉♥s✐❣♥❡❞ ❝❤❛r ❞❡❧❛②✭✉♥s✐❣♥❡❞ ❝❤❛r ❞✉♠♠②✮④
★♣r❛❣♠❛ ❜✐ts✐③❡ ❞❡❧❛②
★♣r❛❣♠❛ ❜✐ts✐③❡ ❞✉♠♠②
r❡t✉r♥ ❞✉♠♠②❀

⑥

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ♠♦r❡ ❝②❝❧❡s✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❈✲❝♦❞❡ ✐s ✉♥✲t✐♠❡❞ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ ❜✉t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱
s❡✈❡r❡❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ✜rst ✇❛② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s t♦ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ♣❛rts ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ ❛♣♣❧② t✐❧✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ P❊s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
❧♦♦♣✲♥❡st✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♦♣✲♥❡sts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
P❊s ❜✉t✱ t❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧ ❛❧s♦ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❧♦♦♣✲♥❡sts
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ str❡❛♠s✳

❚❤❡ str❡❛♠s ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧♦♦♣ ♥❡sts✱ t❤❡ ♦♥❡
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿

❢✐✳❡✳ ❛ s❡t ♦❢ ❋❯s



✹✷ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ♥❡st ✉♥t✐❧
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ ♥❡st ✉s❡s t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✭❤❛♥❞s❤❛❦❡✮
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ t❡♠♣♦r❛r② r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✜rst ❧♦♦♣ ♥❡st ❛r❡ ❡✐t❤❡r st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② r❡❣✐st❡rs ✉♥t✐❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣
♥❡st ✐s r❡❛❞② t♦ st❛rt ♦r ❞✐r❡❝t❧② ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣✲♥❡st✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❧♦♦♣✲♥❡sts✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

■❢ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♦♣ ♥❡sts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ♠❡♠♦r✐❡s t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✸✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✉♣❧✐❝❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜✉✛❡r ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦♦♣ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛ ✜❧❧s t❤❡ ✜rst ❜✉✛❡r
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❛❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉✛❡r ❛♥❞✱ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ t❤❡ ❧♦♦♣
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛ ✜❧❧s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉✛❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❛t❛ r❡❛❞s t❤❡ ✜rst
❜✉✛❡r✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♦♣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ ♠❡♠♦r✐❡s✱ ❜✉t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦♦
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t✐❧✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ♥❡st ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✾✭❛✮✮ ✇❤✐❝❤
❛❝❝❡ss❡s ❛ ♠❡♠♦r② ♦❢ ◆ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡
✶✳✾✭❜✮✳ ❇② ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣s ✭♦♥ t✐❧❡s✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✾✭❝✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ♠❡♠♦r② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② N

T ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛
❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ t✇♦ ❧♦♦♣ ♥❡sts
❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳

❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✾✭❝✮✮ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s✱ t❤✉s ✐t ✐s ♥♦t s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤✐s ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛s ✐t ✇❛s ❢❡❛s✐❜❧❡✱
✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ s②st♦❧✐❝
❛rr❛②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❱▲■❲ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

■♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐❢ t❤❡
✈❡♥❞♦r ♦❢ t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✭❛s ❢♦r t❤❡ str❡❛♠s✮ ❤❛s t✇♦
✈❡rs✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛❝❝❡ss ♣r♦t♦❝♦❧✮✳

✶✳✷✳✺ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t♦♦❧✿ ✐♥t❡r✲
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥tr❛✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❧♦♦♣s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡
t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ t❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❧♦♦♣s ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✸✶❪✳

❚♦ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✶✵✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ opi(opj , ) ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ opi ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ opj ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡ ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ rs(RQ : ws, s) ✭✐♥



✶✳✷✳ ❚❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❤✐st♦r② ✹✸

t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ str❡❛♠ s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ❛❝❝❡ss
t♦ s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❘◗✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ str❡❛♠ s✳

✶✳✷✳✺✳✶ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ❝♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦r ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ s❤♦✇s t✇♦
♣♦ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❘◗ ❧♦♦♣ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵
❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❚❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ ✇❤✐❝❤ ❢♦✉♥❞
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♦♣
❝♦r❡✳

✶✳✷✳✺✳✷ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ❝❛♥ ❜❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✢✐❝ts ♦♥ str❡❛♠s ❛♥❞ ♠❡♠♦r✐❡s ❛❝❝❡ss❡s✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ✭■■✲
■♥✐t✐❛t✐♦♥ ■♥t❡r✈❛❧✮ ❤❛s t♦ ♣❛ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✉s❡r ❝❛♥ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ■■
❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ❘◗✳ ❚❤❡
❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❛t t❤✐s st❡♣ ❝♦✉♥ts ❛ ❞❛t❛ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✉s❡❞ t♦ ♣✐♣❡❧✐♥❡
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s❀ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st✳

✶✳✷✳✺✳✸ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲❧♦♦♣s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❉✐✛❡r❡♥t ❧♦♦♣✲♥❡sts r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜✉t t❤❡✐r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♠❡♠♦r②
♦r ❛ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss✮ ❝r❡❛t❡ ✐♥t❡r✲❧♦♦♣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✳ ❚✇♦
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❧♦♦♣ ♥❡sts ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ❛ str❡❛♠ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦♦♣ ♥❡sts ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♦♣s ❘◗ ❛♥❞
❋❍✳

❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s t♦♦❧ ✐s t❤❛t t❤❡
♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r
❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡ ♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛
❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❦✐♥❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡♠♦r②✲❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣



✹✹ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s
❛ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐t ❤❛s t♦ r❡✜♥❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❈✲♠♦❞❡❧ t♦✇❛r❞s
❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡♠♦r②✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

✶✳✸ ❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙t♦r❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❙②st❡♠s
❉❡s✐❣♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❞✐❣✐t❛❧ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r
❛♥❞ ❙t♦r❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭❉❚❙▼✮ ❬✸✺✱ ✶❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡r♥ ✐s ✐♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ✓♠❡♠♦r② ✇❛❧❧✔ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r s♣❡❡❞ ❬✸✻❪✳ ❚❤✐s ❣❛♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ tr❡♥❞
♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♥❡✇ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❉❚❙▼ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣❡
q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✭❝❢✳ ❍✐❣❤ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❚❱✮✳

❚❤❡ ❉❚❙▼ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ✐t ❤❛s r❡t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✐❧❡r✱
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❛✐❞❡❞ ❞❡s✐❣♥ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❉❚❙▼✿

• t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

• t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t r❡s❡r✈❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛
st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s ❛s s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ❡t❝✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❉❚❙▼ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡✲♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s
❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❛t ✐s ❛ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
r❡❧❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛✐♠❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❉❚❙▼✳

✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①✐st✐♥❣ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❡♠♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss t✐♠❡✱
t❤❡ ❛❝❝❡ss ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ st♦r❡✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❢❛st❡st ❛♥❞ ♠♦st
❡①♣❛♥s✐✈❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡s✳ ❆ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r♥t ♠❡♠♦r✐❡s ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r ♣❤✐s✐❝❛❧ ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❝❛♥ st♦r❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♥❞



✶✳✸✳ ❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙t♦r❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❙②st❡♠s ❉❡s✐❣♥ ✹✺

s❧♦✇❡r ♦✛✲❝❤✐♣ ♠❡♠♦r② ✭✉s✉❛❧❧② ❛ ❉❘❆▼ ❬✸✼❪✮✳ ❚❤❡♥✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss t✐♠❡✱
t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥✲❝❤✐♣ ♠❡♠♦r✐❡s ✭✉s✉❛❧❧② ❙❘❆▼✮ t♦ ❝♦♣② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞
❞❛t❛ ♥❡①t t♦ t❤❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✳

❚❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♦✛✲❝❤✐♣ st♦r❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✏❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✑ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹ ❛♥❞ ❬✸✽❪✮✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡q✉❡st ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t ❝❛♥ ❜❡ q✉❡✉❡❞ ❞✉❡ t♦ ♦t❤❡r r❡q✉❡sts
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐♦r✐t②✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥✲❝❤✐♣ ♠❡♠♦r✐❡s ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❡♠♦r✐❡s✿

• t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r②

• t❤❡ s❝r❛t❝❤✲♣❛❞ ♠❡♠♦r②

❚❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ❬✸✾❪ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳
❆ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ✐❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t✉♠ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✭❝❛❝❤❡
❤✐t✮ ♦r ✐s ♥♦t ❝❛❝❤❡❞ ②❡t ✭❝❛❝❤❡ ♠✐ss✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t✉♠
✭❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮ ✐s ❢❡t❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ s❝r❛t❝❤✲♣❛❞ ❬✹✵✱ ✹✶❪ ✐s ❛ ♠❡♠♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✭❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✮✳ ❋♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐t ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝r❛t❝❤✲♣❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s t❤❛t t❤❡ s❝r❛t❝❤✲♣❛❞
❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦✲❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡
❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s✳

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❤❡❧♣ ♠❛s❦✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ❜② ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧
♠❡♠♦r✐❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❬✹✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t❛s❦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❛s❦✳ ❚❤❡ ♣r❡✲
❢❡t❝❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♦♥ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❝✉rr❡♥t t❛s❦ ❛♥❞ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡①t t❛s❦✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣
✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ❬✸✹❪✳

✶✳✸✳✶✳✶ ▼❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❤❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿

• t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ❬✹✸✱ ✹✹✱ ✹✺✱ ✹✻❪

• t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦s❡♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t②♣❡s ✭s✐♥❣❧❡✲♣♦rt✱ ❞✉❛❧✲♣♦rt✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ ✉s❡❞
♠❡♠♦r✐❡s ❬✹✼✱ ✹✽✱ ✹✾❪

• t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss
♣❛tt❡r♥ ✭❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ ❛ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✜♥❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❢t❡r✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡ t❤❡



✹✻ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❛rr❛② ❝❛s❡s ❛❝❝❡ss❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❬✹✺✱ ✺✵❪✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ❬✺✶❪✳

❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠✲
♦r✐❡s✳ ■t ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿

• t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ❬✺✷✱
✺✸✱ ✺✹❪

• t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ ♠❡♠♦r② ♣♦rts ❬✼✱ ✺✺❪

• t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬✺✻✱ ✺✼❪

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✉♠♠② ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❬✺✽❪❀ ❜② t✐❧✐♥❣ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st
❝❛s❡ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❤❛s t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❛♥❞ ♠❛s❦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❧❛t❡♥❝② ❬✺✸✱ ✺✾✱ ✻✵✱ ✻✶❪✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② ♣♦rts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✢✐❝t
❣r❛♣❤ ❬✼❪ ♦r str❡❛♠ ❜✉✛❡rs ❬✺✺❪✳

❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s st♦r✐♥❣ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r②
♠♦r❡ ❞❛t❛ ❛rr❛②s ♦❝❝✉♣② ♠♦r❡ ❝✐r❝✉✐t ❛r❡❛✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s
❝❛✉s❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ▼❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ✜♥❞ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❬✺✻✱ ✺✼❪✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜✉s
❛❝t✐✈✐t② ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❛t❛ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❬✻✷❪ ♦r ❜② r❡♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s ❬✺✻❪✳

✶✳✸✳✷ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

❚❤❡ t❛r❣❡t ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✾✵s ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣✐❧❡r ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛✐♠❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧
❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❛s❦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡✐r ❡❢✲
❢❡❝t ♦♥ t❤❡ ❉❚❙▼ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ♠❡♠♦r②
s✉❜s②st❡♠✳ ▼♦st ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❢♦❝✉s ♦♥ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢
♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s✳

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❛ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✉s ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❉❚❙▼✳



✶✳✸✳ ❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙t♦r❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❙②st❡♠s ❉❡s✐❣♥ ✹✼

✶✳✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❛❞❞r❡ss ♦♥❧② ✭st❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✮ ♦r ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ st❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❛❞❞r❡ss❡s✱ ✐♥ t❤❡✐r t✉r♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛✣♥❡ ♦r ♥♦♥ ❛✣♥❡ ✭❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✶✳✶✳✸✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡r❡ ❡①✐st ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s
t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✿

• t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥

• t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❛❧②s✐s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣
t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✱ ✻✸✱ ✻✹❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❢♦♦t♣r✐♥t✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡ss❡❞
❞❛t❛✱ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦r s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❛❞❞r❡ss ❛✣♥✐t②✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s ❬✻✺✱ ✻✻❪ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✻✼❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜② ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛✣♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✻✺❪ ❛♥❞ ❬✻✻❪✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✈❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛✣♥❡ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①❡s ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❛
♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛rr❛② ✐s v = (v1, v2, . . . , vn)✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❡✳❣✳ v ❛♥❞ w✱ ✇✐t❤ v ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ w r❡❢❡r❡♥❝❡✮✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤✿

• ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs r❡♣✲
r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s❀ ❡✳❣✳ d = v − w = (v1 − w1, v2 − w2, . . . , vn − wn)
♦r

• ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❧❡ss
t❤❛♥✱ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵❀ t❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜✉t ❣✐✈❡s ❧❡ss ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡❀ ❡✳❣✳ d = (d1, . . . , dn) ✇✐t❤ di =







= ✐❢ vi − wi = 0
< ✐❢ vi < wi

> ✐❢ vi > wi

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡
t❤r❡❡ tr✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s (A[i0][i1], A[i0 + 1][i1])✱
(A[i0][i1], A[i0][i1 + 1]) ❛♥❞ (A[i0][i1], A[i0 − 1][i1 − 1])✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ (1, 0)✱ (0, 1) ❛♥❞ (−1,−1)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✈❡❝t♦rs ❛r❡ (>,=)✱ (=, >) ❛♥❞ (<,<)✳

❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡
✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ❜② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ✐s ❛ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳



✹✽ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

✶✳✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✻✽✱ ✻✾❪✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣ ❝♦❞❡ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s✳ ▼❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦❞❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ❬✼✵❪✳ ❆
❝♦❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦❞❡
❜② t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r❣ ♠❛tr✐① ❬✼✶✱ ✼✵✱ ✼✷✱ ✼✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐♠♦❞✉❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❬✼✹❪✱ s✉❝❤ ❛s✿ t❤❡ ❧♦♦♣ ❢✉s✐♦♥ ❬✼✺❪✱ t❤❡ ❧♦♦♣ ♣✐♣❡❧✐♥✐♥❣ ❬✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽❪✱ t❤❡ ❧♦♦♣ ✉♥r♦❧❧✐♥❣
❬✼✾❪ ❡t❝✳✳✳

❯♥✐♠♦❞✉❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ T ✱
❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♦♥ N

n×n✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✇✐t❤ det(T ) = ±1✱ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣✱
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡② tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦♦♣ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❛❧❧♦✇ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡✿ ❧♦♦♣ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ✭♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮✱ ❧♦♦♣
r❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❧♦♦♣ s❦❡✇✐♥❣ ❬✼✷✱ ✼✸✱ ✸✵❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❤♦rt❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻ ❛♥❞ ❛r❡
❧❡❣❛❧ ✐❢ t❤❡② r❡s♣❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳

❚✐❧✐♥❣ ❚❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
✐s t❤❡ t✐❧✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧✐♥❣ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬✽✵❪ ❛♥❞ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧❡ s❤❛♣❡ ❬✽✶❪ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧❡ s✐③❡ ❬✽✷✱ ✽✸✱ ✽✹❪ ✭s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ r❡s♦❧✈❡ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t ♦♥❝❡ ❬✽✺❪✮✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ s❤❛♣❡ ♦r s✐③❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡
t✐❧✐♥❣ ✉s❡✳ ❇❛s✐❝❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♣✉r♣♦s❡s✿ t✐❧✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
❬✺✽✱ ✽✻❪ ❛♥❞ t✐❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❬✽✼✱ ✽✶✱ ✽✽❪✳

❚✐❧✐♥❣ ❢♦r ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥✿ ✇❤✐❝❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭❡✳❣✳ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✱ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✱ ❡t❝✳✳✳✮❀ ✇❤✐❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✉s❡❞ ✭❡✳❣✳ ❤❡✉r✐st✐❝ s❡❛r❝❤ ❜❛s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✽✾✱ ✾✵❪✱ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ❡t❝✳✮❀ ✇❤✐❝❤ ❝♦st ♠❡tr✐❝ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦st ✭❡✳❣✳
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❬✺✾❪✮ ♦r ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦♥❡ ✭❡✳❣✳ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s ❬✾✶✱ ✾✵❪✮✳

❚✐❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠❡tr✐❝ ❝♦st✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦st
❬✾✷✱ ✾✸❪✳

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ✈❛❧✐❞✐t② ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✾✷❪✱ ❛ ✈❛❧✐❞ t✐❧❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡✿

❣✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❂ ±1



✶✳✸✳ ❚❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙t♦r❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❙②st❡♠s ❉❡s✐❣♥ ✹✾

• ❇♦✉♥❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳

• ■❞❡♥t✐❝❛❧ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐t ✐s ❛♥
✐♥t❡❣❡r ♠❛tr✐①✳

• ❘❡s♣❡❝t❢✉❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡s ❤❛s t♦ r❡♠❛✐♥ ❧❡①✐❝♦❣r❛✜❝❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✐❧✐♥❣✳ ❲❡ r❡✲❝❛❧❧✿

• ❚❤❡ r❡✲✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚✐❧❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐❧❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼✱ ✐❢ t❤❡ t✐❧❡ s❤❛♣❡
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r✲t✐❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❣r♦✉♣s ♦❢ t✐❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

✶✳✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛✣♥❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡
♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♥♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

▼♦st ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
■♥ ❬✾✹❪✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❛✣♥❡

r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❛rr❛② a❀ ❜✉t t❤❡ ✜rst s✉❜s❝r✐♣ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❛rr❛② ✭i2 ❛♥❞ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮
❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡❣❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ i2 = 3❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜s❝r✐♣ts ♦❢ t❤❡
t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭2i ❛♥❞ 2i + 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦❞❞
❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ t❤❡ ❡✈❡♥ ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✇♦ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❬✸✱ ✻✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛ r✉♥✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡
♥♦♥✲❛✣♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡✲s♦rt t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ✏❜✉❝❦❡t
t✐❧❡s✧ ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st♦r❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r② r❡s✉❧t ✉♥✐❢♦r♠✳

❬✻✹❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t✐❧✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦♦♣ t❤❛t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥✲❛✣♥❡
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥ t✐❧❡s s♦♠❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts✱ ✐✳❡✳
❜❧♦❝❦s ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞ t♦
tr❛♥s❢❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡ss ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✭♦r ❛❝❝❡ss❡❞✮ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳
❨❡t t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ✉s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛r❡❛✱ ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✳



✺✵ ✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦s

✶✳✹ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡♠♦r②✲❛✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s❤♦✉❧❞
❣♦ tr♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

• ❆ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ✉♥✐✲
❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s

• ❛ ♣❤❛s❡ ❢♦r t✐❧✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❞❛t❛ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣

• ❛ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❉❛t❛ ❚r❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙t♦r❛❣❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❚❙❊✮
♣r♦❥❡❝t ❬✶✱ ✸✺❪✱ ❊❳P❘❊❙❙■❖◆ ❬✾✺❪✱ P❍■❉❊❖ ❬✾✻❪✱ ▼▼❛❧♣❤❛ ❬✾✼❪ ❛♥❞ ❬✻✹❪✳



✶✳✹✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✺✶

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧
❙②♥t❤❡s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❉❛t❛ ❙t♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❚r❛♥s❢❡r ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛✣♥❡
♦r ♥♦♥✲❛✣♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ✇❡❧❧ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s r❡❛❧✐③✐♥❣
s✉❝❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②s✳

❙♦♠❡ ❍▲❙ t♦♦❧s ❛❧❧♦✇ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ s②st♦❧✐❝ t✐♠❡❞ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❧♦♦♣
❜❛s❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t♦♦❧s ♦❜t❛✐♥
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡② ❧❛❝❦ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢②
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ♠❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❙❚▼ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡
t♦ ✐ts ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✜rst ✇♦r❦s ♦♥ ❝♦❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡rs ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❡r❡
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ✇♦r❦s
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❬✾✽❪ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st❡❞ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❍▲❙✳
❆♥ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♦r❣❛♥✐③❡ ✐ts ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡ ❧❛②♦✉t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s✱ ✐✳❡✳ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r
✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❜② st♦r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛
✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♣②✐♥❣ ♦♥❧② ♣❛rt ♦❢ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉s❡❞ ❞❛t❛ ♥❡①t t♦ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✳ ❙♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❡①✐st t♦ ♠❛s❦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♦♣ ❤❛✈✐♥❣ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❢❡✇ ✇♦r❦s ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r
❧♦♦♣ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r✉♥✲t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❛ss♦❝✐❛t❡ ❢♦♦t♣r✐♥ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
✐♠♣♦s❡ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦ s✐③❡✱ ✐♥ ✐ts t✉r♥✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r②
❡①♣❡♥s✐✈❡✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡
❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
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❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ ❍▲❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣
t❤❡ ✉s❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ t✐❧✐♥❣
✇❤✐❝❤✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r✉♥✲t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✉s❡s ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧✲❜②✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t✐❧❡s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡ts✳ ❚❤❡
♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
t✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ t✐❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ✐s✱
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝❤❡❛♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧✳
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



a0 a1 a2

a3 a4 a5

a6 a7 a8









b0 b1 b2

b3 b4 b5

b6 b7 b8





✭❛✮ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

Systolic Array
C

T

R

L

I

F
3 4

MEM MEM

0 1 2

5

MEM INTERFACE

❛✭✐✮❂❜✭✐✮✰❛✭✐✲✶✮

. . .

. . .

. . .

❢♦r✭✐❂✶❀✐❁◆❀✐✰✰✮

❢♦r✭✐❂✶❀✐❁◆❀✐✰✰✮

❢♦r✭✐❂✶❀✐❁◆❀✐✰✰✮
❛✭✐✮❂❑✯❛✭✐✲✶✮

❛✭✐✮❂❑✯❛✭✐✰✶✮

✐♥t ❙❨❙✭✮{

. . .

}

. . .

✭❜✮ st❡♣ ✵✿ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

alignement in time

b6 b4

b7

b2

b5

b8

a2

a3

a1

a4a5

a6a7a8

b3 b1

a0 ∗ b0

✭❝✮ st❡♣ ✶

alignement in time

a0 ∗ b1

a7a8

b6 b4

b7

b2

b5

b8

a4a5

a2 +a1 ∗ b3

a3 ∗ b0

a6

a0 ∗ b0

✭❞✮ st❡♣ ✷

alignement in time

+a7 ∗ b3

a0 ∗ b1
+a1 ∗ b4
+a2 ∗ b7

a0 ∗ b2
+a1 ∗ b5
+a2 ∗ b8

a3 ∗ b1
+a4 ∗ b4
+a5 ∗ b7

a6 ∗ b1
+a7 ∗ b4
+a8 ∗ b7

a3 ∗ b2
+a4 ∗ b5
+a5 ∗ b8

a6 ∗ b2
+a7 ∗ b5

a3 ∗ b0

+a8 ∗ b8

+a4 ∗ b3
+a5 ∗ b6

+a1 ∗ b3
+a2 ∗ b6

a6 ∗ b0

+a8 ∗ b6

a0 ∗ b0

✭❡✮ st❡♣ ✺✿ ❡♥❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
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ALU, REGs, MUX

(Function)

Phisical
(Layout)

System

Structure
(Netlist)

CPUs, ASICs, BUS, Links, MEM
Logic

Circuit GATEs, FLIP−FLOP

TransistorsTransistor function

Processor

Algorithm

Boulean eq.

System Specs

Transistor layout

Standard−cell

Macro−cell, Blocks

Board

Axes: Specification Domains

Circles: Abstraction Levels

Behavior

✭❛✮

Optimization

(Function)

Phisical
(Layout)

Structure
(Netlist)

Refinement

Abstraction

Generation

Extraction

Analysis

SynthesisBehavior

✭❜✮

4. Physical Design

(Layout)

Behavior
(Function)

Structure
(Netlist)

ALU, REGs, MUX

GATEs, FLIP−FLOP

TransistorsTransistor function

Algorithm

Boulean eq.

System Specs

2

4

CPUs, ASICs, 
BUS, Links, MEM

1

3

1. System Level Synthesis

2. High Level Synthesis

3. Logic Synthesis

Phisical

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❨✲❝❤❛rt✱ ✜❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼✱ ✶✾❪
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Transaction Level Model

Custom Processor

IP

Main 

Memory

IO devices

Cycleaccurate

communication 

model

Communication

Synthesis

InterfaceInterface

Interface Interface

µ♣r♦❝❡ss♦r

✭❛✮

Circuit

Synthesis

CK, RESET

Data Path Unit

FSM

State Register

Control Unit

High Level Synthesis

CTRL

COND

Processor Algorithm

Logic

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❙②st❡♠ ▲❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇

Memory Bus

C

T

R

L

I

F

MEM MEM

PE PE

PEPEPE

PE

Systolic Array

Cache Memory controller

Processor

VLIW

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❍▲❙ t♦♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✷✻❪
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ShiftQ

Loop−specific

sequencer

Command 

Interface

Sparse interconnect 1

FU FU FUFU

Sparse interconnect 2

Sparse interconnect 1

LiteralsStatic

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊❧❡♠❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✷✻❪

P✿ ❋♦r✭❦❂✵✿◆✮④
. . .
. . .
■▼❬❦❪❂ . . .

⑥
❈✿ ❋♦r✭❦❂✵✿◆✮④

. . .

. . .

. . .❂■▼❬❦❪
⑥

✭❛✮ ■♥♣✉t ❝♦❞❡

❋♦r✭✐❂✵✿◆✴❚✮④
P✿ ❋♦r✭❦❂✵✿❚✮④

. . .

. . .
■▼❬✐✯❚✰❦❪❂ . . .

⑥
⑥
❋♦r✭✐❂✵✿◆✴❚✮④

❈✿ ❋♦r✭❦❂✵✿❚✮④
. . .
. . .
. . .❂■▼❬✐✯❚✰❦❪

⑥
⑥

✭❜✮ ❚✐❧❡❞ ❝♦❞❡

❋♦r✭✐❂✵✿◆✴❚✮④
P✿❋♦r✭❦❂✵✿❚✮④

. . .

. . .
■▼❬b1❪❬❦❪❂ . . .

⑥
❈✿ ❋♦r✭❦❂✵✿❚✮④

. . .

. . .

. . .❂■▼❬b2❪❬❦❪
⑥

⑥

✭❝✮ ❋✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥✲
t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❈♦❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♦♣✲♥❡sts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞✳ ✏P✧ st❛♥❞s ❢♦r ✏❧♦♦♣
Pr♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛✧ ❛♥❞ ✏❈✧ st❛♥❞s ❢♦r ✏❧♦♦♣ ❈♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❛t❛✧✳
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❘◗ ✿ ❢♦r ✭✐❂✵✿◆✮ ④

❝❂❛✰❜❀ ✴✴ ♦♣✶✭✱✰✮

✇r✐t❡❴str❡❛♠❴s✭❝✮❀ ✴✴ ✇❴s✭♦♣✶✱s✮

❝✶❂✷✯❝❀ ✴✴ ♦♣✷✭♦♣✶✱✯✮

✇r✐t❡❴str❡❛♠❴s✭❝✶✮❀ ✴✴ ✇❴s✭♦♣✷✱s✮

❛❂❝✰❛❀ ✴✴ ♦♣✸✭♦♣✶✱✰✮

❜❂❝✰❜❀ ✴✴ ♦♣✹✭♦♣✶✱✰✮

⑥

❋❍ ✿ ❢♦r ✭✐❂✵✿◆✮ ④

s✶❂r❡❛❞❴str❡❛♠❴s✭✮❀ ✴✴ r❴s✭❘❊◗✿✇❴s✱s✮

s✷❂r❡❛❞❴str❡❛♠❴s✭✮❀ ✴✴ r❴s✭❘❊◗✿✇❴s✱s✮

❛❞❂s✶✰s✷❀ ✴✴ ♦♣✶✭r❴s✱✰✮

✐♥t❡r♥❛❧❴♠❡♠♦r②❬❛❞❪❂✐❀ ✴✴ ✇❴❛✭♦♣✶✱❛✮

⑥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ▲♦♦♣✲❜❛s❡❞ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡❀ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ✏s✧ st❛♥❞s ❢♦r str❡❛♠ ❛♥❞ ✏❛✧ ❢♦r ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss✳

+

+

*

Stream communication

Operation

2

1 2 43

cycles

a

b

+

*2

c

c

a

b

RQ core possible schedulings Possible corresponding architectures

op1 op2

op1

op4

s1 s2

opi

si

s1op2 s2

op3 op4

op1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

Stream communication

Operation

Memory access

1 2 43

cycles

RQ

II

s2

op1 opi

si

aiIT2

IT1
s1op2 s2

op3 op4

op1 op2

op3 op4

s1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❧♦♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
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FH

Stream communication

Operation

Memory access

1 2 43

cycles

RQ

II

due to the stream

dependences

communication

op1

opi

si

ai

IT2

IT1
s1op2

s1 s2 op1 a1 IT1

s2

op3 op4

op1 op2

op3 op4

s1 s2

s1 s2 op1 IT2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥tr❛✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✐♥t❡r ❧♦♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

PU

A : possible delay due to a queued request and to the physical request transmission 

B : convertion of a request into a commande sequence (can be queued)

C : Commands sent to a DRAM

D : delay due to the access mode (conventional, FPM, burst)

E: Transaction sent back to the Processing Unit (PU)

"DRAM latency"= A+B+C+D+E

DRAM

controller

Memory 

C

E

B

A

❉

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❚❤❡ ❉❘❆▼ ❧❛t❡♥❝②✱ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✸✽❪

❢♦r✭✐❂✵❀✐❁◆❀✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✵❀❥❁▼❀❥✰✰✮④
❆❬i0❪❬i1❪❂❆❬i0 ✰✶❪❬i1❪✰ ❆❬i0❪❬i1✰✶❪✰ ❆❬i0✲✶❪❬i1✲✶❪❀

⑥
⑥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❧♦♦♣



✶✳✹✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✺✾

❢♦r✭✐❂✶❀✐❁◆❀✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✶❀❥❁▼❀❥✰✰✮④
❆❬✐❪❬❥❪❂❆❬✐✲✶❪❬❥✲✶❪❀

⑥
⑥

✭❛✮ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡

i

j

✭❜✮ ❉❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✭❝✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss
♣❛tt❡r♥

(
0 1
1 0

)(
i

j

)

=

(
j

i

)

✭❞✮ ▲♦♦♣ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ♦r
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

❢♦r✭❥❂✶❀❥❁▼❀❥✰✰✮④
❢♦r✭✐❂✶❀✐❁◆❀✐✰✰✮④
❆❬✐❪❬❥❪❂❆❬✐✲✶❪❬❥✲✶❪❀

⑥
⑥

✭❡✮ ♦✉t♣✉t ❝♦❞❡

✭❢✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛
❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥

(
1 0
0 −1

)(
i

j

)

=

(
i

−j

)

✭❣✮ ▲♦♦♣ r❡✈❡rs❛❧

❢♦r✭✐❂✶❀✐❁◆❀✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✲▼❀❥❁✲✶❀❥✰✰✮④
❆❬✐❪❬❥❪❂❆❬✐✲✶❪❬✶✲❥❪❀

⑥
⑥

✭❤✮ ♦✉t♣✉t ❝♦❞❡

✭✐✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛
❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥

(
1 0
−1 1

)(
i

j

)

=

(
i

j − i

)

✭❥✮ ▲♦♦♣ s❦❡✇✐♥❣

❢♦r✭i
′

❂✶❀i
′

❁◆❀i
′

✰✰✮④

❢♦r✭j
′

❂✶✰i
′

❀j
′

❁▼ ✰ i
′

❀j
′

✰✰✮④

❆❬i
′

❪❬j
′

− i
′

❪❂❆❬i
′

✲✶❪❬j
′

✲i
′

✲✶❪❀
⑥

⑥

✭❦✮ ♦✉t♣✉t ❝♦❞❡

j

i

✭❧✮ ❚r❛♥s❢♦r♠❡❞
❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♣❛tt❡r♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❯♥✐♠♦❞✉❧❛r ▲♦♦♣ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

GR4

GR2

GR3

GR1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t✐❧❡s

❢♦r ✐❂✶✵ ✿ ✷✵
❛❬i2❪❬✷✐❪❂❛❬✸❪❬✷✐✰✶❪✰✸❀

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s
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✻✶

P❛rt ■■

❘❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s





✻✸

❈❤❛♣t❡r ✷

▼❊❳P✿ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥

t♦♦❧

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ▼❊❳P✱ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❛✐♠❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❤❛r❞✇❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ▼❊❳P ✉s❡s t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦st ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■t ❝❤♦♦s❡s t❤❡
♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡❛ ❈✲❝♦❞❡ ❜② ❝✉st♦♠✐③✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞
❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s t♦♦❧✱ ✇❤✐❝❤
✐♥❢❡rs ❛ ❘❚▲ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ ❈✲❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈✲❝♦❞❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❘❚▲ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ t✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡s
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ❜❧♦❝❦s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞✱ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❤❛✈✐♥❣ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤
♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✿

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧ ✢♦✇

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡

❛✐✳❡✳ ✇r✐tt❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t♦♦❧ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❘❚▲✳



✻✹ ✷✳ ▼❊❳P✿ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st ✷✵ ②❡❛rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✐st❡❞ t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥
♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❈✉rr❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✷✮ r❡✜♥❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❡♣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ st❡♣ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛ ❘❡❣✐st❡r ❚r❛♥s❢❡r
▲❡✈❡❧ ✭❘❚▲✮ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✭❍▲❙✮✳

❊❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮✱ ✇❤✐❝❤
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❙❊
❝❤♦♦s❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦st✱ ✇✐t❤✲
♦✉t r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ s✉♣❡r✢✉♦✉s ❝♦sts ♦❢ ✉s❡❧❡ss ♦r
s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r✐s❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦st✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤
❝♦♣② ❞❛t❛ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥✐t ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠❛s❦ t❤❡
t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛♥❦s t♦ ❛ ❞❛t❛ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛✳

■♥ t❤❡ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❈✲❝♦❞❡✱ t❤❡ ♠❡♠♦r②✲
❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✸✮✳

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡✱ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❛t❛
♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ✐s ✉s❡❞
✐♥ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❉❙❊ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ❜✉t ❛s ✐t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡ ❛r❡ ❛✣♥❡ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✸ ✮✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❉❙❊ t♦♦❧ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
t✐❧✐♥❣ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞❛t❛ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉❙❊ t♦♦❧✱ ❝❛❧❧❡❞
▼❊❳P ✭❢r♦♠ ▼❡♠♦r② ❊❳P❧♦r❛t✐♦♥✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❍▲❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❘❚▲ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥ts t✇♦ st❡♣s✿ ❛♥ ❡❛r❧② ❉❙❊ r✉♥
t❤r♦✉❣❤ ▼❊❳P ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❉❙❊ r✉♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍▲❙ t♦♦❧✳

❚❤❡ ▼❊❳P ❉❙❊ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❝♦❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲
❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❈✲♠♦❞❡❧s ❜②
❝✉st♦♠✐③✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ ❍▲❙ ❉❙❊ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❘❚▲ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝❧♦❝❦ r❛t❡ freq ❛♥❞ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❘❚▲ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❜♦t❤ ✭t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❞ t❤❡ ❍▲❙✮ ❉❙❊ ❛♥❞ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳



✷✳✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✻✺

Infos and

HLS tool

RTL

C−code

MEXP

loop core

freq. and

tempo. constr.

constraints

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢♦✇

✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

▼❊❳P ✐s ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ t❤❛t ❛♥❛❧②s❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
▼❊❳P ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ❝♦♥str✉❝ts
t✇♦ s❡ts ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛ t✐❧✐♥❣✮✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✭❝❛❧❧❡❞ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣✮✳ ▼❊❳P ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝ts
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s✳ ■t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t✐❧✐♥❣s✳ ■t
❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■t ❝✉st♦♠✐③❡s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡
❈✲t❡♠♣❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
t✐❧✐♥❣✳
❚❤❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❍▲❙✳ ❆♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❍▲❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥❞♦rs❡ t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡



✻✻ ✷✳ ▼❊❳P✿ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

❝❤♦s❡♥ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s ❛r❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠♦st ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ✭❡st✐♠❛t❡❞✮ ❤❛r❞✇❛r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡t✳

❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ t♦
❡①❡❝✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✐t ♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝r♦✲t❛s❦s✿ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✐♥♣✉t
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♣❡r s♦❧✉t✐♦♥✱ ▼❊❳P r❡❝❦♦♥s ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞
t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ♥❡①t ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② r❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡
♠♦st ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ▼❊❳P t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ t✐❧❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

❆ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ s✐③❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛s❦ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡✲
❢❡t❝❤ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ✉s✐♥❣ ▼❊❳P✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❛❞❛♣ts t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❍▲❙ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛t ❛
❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❍▲❙✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s✱ s♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡♠♦r② ❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s✿

✶✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛s ❛ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✳

✷✳ ❚❤❡ r❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✸✳ ❙♦♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✭s✉❝❤ ❛s ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✱
❡t❝✳✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛♥❞ t♦❧❡r❛t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

✹✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ r❡❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ t✐❧❡s t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r tr♦✉❣❤
❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳



✷✳✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✻✼

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ t✐❧✐♥❣ ✭✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ t✐❧✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s ❛❧s♦ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t✐❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡✲s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ t✐❧❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡t❝❤❡❞✳

❚❤❡ r❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐❧❡s ❝❛♥ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡✳

❙♦♠❡ ♠✐♥♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❈✲t❡♠♣❧❛t❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❜②
▼❊❳P✳ ❆s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ s❤✐❢ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐✈✐❞❡rs ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛❜❧❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❍▲❙✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s✿

• ❚❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞

• ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ✢♦✇

✷✳✷✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❚✐❧❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭❚P❯✮✳

❆ ❚P❯ ♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝r♦✲t❛s❦s✿ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ s✉❜✲t❛s❦s ✭❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳

❚❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
✐♥t♦ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉✛❡rs✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ t❛❜❧❡s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✭❝❢✳ ▼▼ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳

❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❘❊◗ r❡❛❞s
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❣✐st❡r ✭❖❚ ✐♥ ✜❣✉r❡
✷✳✷✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t✉♠ ✐♥ t❤✐s ♦✉t♣✉t t✐❧❡✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲♦♦❦ ❯♣
❚❛❜❧❡ ✭▲❯❚✮✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t r❡q✉❡sts
t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❋❊❚❈❍✳

❋❊❚❈❍ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ❘❊◗ ❛♥❞ ✐♥❢❡rs ❢r♦♠ t❤❡♠ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡♥ ✐t ♣❛ss❡s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡
❈❆▲❈✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s
✭❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ▼❊❳P ✢♦✇

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾✾❪✱ t❤❡ ▼❊❳P ❉❙❊ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤✿

• ❛ ✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t t❤❡ ✉s❡r✬s
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s



✻✽ ✷✳ ▼❊❳P✿ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

Memory

TPU

REQ CALC

Output

Tiles

Stream

or
internal

system bus

Buffers

Input

MM

external

DRAM

OT

LUT

PRE−FETCH

FETCH

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ❚P❯ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡

• ❛♥❞ ❛ q✉❛❧✐t② ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ▼❊❳P ✢♦✇ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ❛♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ▼❊❳P r✉♥s ❛
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❈✲❢✉♥❝t✐♦♥
✭❘❊◗✳❝✮ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦♥❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♥♦r
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳

❆❢t❡r t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t✐❧❡s✱ t❤❡ t♦♦❧ s❡❧❡❝ts t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❡ts ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts ✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡❀ t❤✐s st❡♣ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t✐❧✐♥❣✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣✱ ▼❊❳P ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣✳ ■t ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢❡rs
✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ❛ ✜rst
✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ✜①❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥t✳

✷✳ t❤❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■t ♦r❞❡rs t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳



✷✳✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✻✾

Maximum amount of 

Memory Latency

II of the loop core

Mem Word Width

Nbr. of parallel PEs

Internal Memory

IT OT

Maximum Temporal

Performances

O tiling setI tiling set

Image and Tile

sizes

REQ.c

CALC.c

HLS C−to−RTL synthesis

Choice

Tiling

Super−Tiling

TPU

Generation

MEXP

Scheduling

Mapping

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ▼❊❳P ✢♦✇

✸✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣✳ ■t ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ♦❢
♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣✳ ■t ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❚P❯ ❡①❡❝✉t❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✢✐❝ts
✐♥ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳

❆❢t❡r t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦✉r st❡♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡
◗✉❛❧✐t② ✜❧t❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ P❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ▼❊❳P ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚P❯ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❈✲t❡♠♣❧❛t❡✱
t❤❡ ❚P❯ ❣❡♥❡r❛t♦r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚P❯✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡



✼✵ ✷✳ ▼❊❳P✿ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❍▲❙✳
❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♣t❡r✿ t❤❡ ❙✉♣❡r✲

t✐❧✐♥❣ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ◗✉❛❧✐t② ✜❧t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✼ ❛♥❞ t❤❡ ❚P❯ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

✷✳✷✳✹ ▼❊❳P ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t

❚❤❡ ❚P❯ t❡♠♣❧❛t❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤✿

• ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

• ❤❛✈❡ st❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s❜ ❛♥❞

• ❛r❡ ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝✉st♦♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ✉s❡r✲
s♣❡❝✐✜❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✿

• ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉❡sts ✭❘❊◗✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❈❆▲❈✮❀

• ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡ ✭▲❯❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❀

❛♥❞ t❤r❡❡ ▼❊❳P ✐♥❢❡rr❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✿

• t❤❡ t❛❜❧❡s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs❀

• ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞

• ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❡t❝✳✮✳

✷✳✷✳✹✳✶ ❚❤❡ ▼❊❳P ■♥♣✉t

❚❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ▼❊❳P ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ t❛✐❧♦r t❤❡ ❉❙❊ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞
✐♥♣✉t ❈✲❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❈✲❝♦❞❡✳

✷✳✷✳✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✐♥♣✉t ❈✲❢✉♥❝t✐♦♥s ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❚P❯
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡s✿ ♦♥❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ▲❯❚ ✇❤✐❝❤
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦❞❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥t❛✐♥s ✭❛t ❧❡❛st✮ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

• ❘❊◗✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❯❚
❛♥❞

❜✐✳❡✳ ✐♥♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✈♦❧✉♠❡



✷✳✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✼✶

• ❈❆▲❈✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t✳

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍▲❙ t♦♦❧✱ t❤✉s t❤❡②
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s t♦♦❧ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✷ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ▲❯❚ ♦r ❞❡✜♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ▲❯❚ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭❡✳❣✳ t❤❡ ▲❯❚ s✐③❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❯❚s✱ ❡t❝✳✳✮ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡
❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❯❚✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦❞❡
✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ▼❊❳P t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ st❛t✐❝ ❛rr❛② ▲❯❚ ✉s❡❞ ✐♥ ❘❊◗✳

✷✳✷✳✹✳✶✳✷ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❈✲❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ▼❊❳P t❛❦❡s ❛s
✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t t❛✐❧♦r t❤❡ ❉❙❊✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿

• ❆ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t
t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ t✐❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ✈♦❧✉♠❡s V ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts ✭V

2 × 2✱ V
4 × 4✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣✳

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭■▼✮ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♠❛② ❤❛✈❡✳

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❝❧♦❝❦ r❛t❡✱ ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ ❍▲❙✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❛t❡ ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❛t❡ ✐ts❡❧❢✳

■❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♦♥ ■▼ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s✮ ❛r❡ t♦♦ t✐❣❤t✱ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

• ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ✇♦r❞ ✇✐❞t❤

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ♦✉t♣✉t
❞❛t✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts
t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❝②❝❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡❧❛② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r②
❧❛t❡♥❝②✱ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❡r ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✮✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② s✉❜✲s②st❡♠✱ ▼❊❳P ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♠❡♠♦r② ✇♦r❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❧❛②♦✉t ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡
♠❡♠♦r② ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧② ♠❡♠♦r② ❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ▼❊❳P
t♦ t❤❡ ❈ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡✳



✼✷ ✷✳ ▼❊❳P✿ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧

✷✳✷✳✹✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ♦✉t♣✉t

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❚P❯ ❡①❡❝✉t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✷✳✷✱ ▼❊❳P ♣r♦❞✉❝❡s ❛s ♦✉t♣✉t ❛ s❡t ♦❢ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❈✲♠♦❞❡❧s
♦❢ ❚P❯ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✿

• ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛②♦✉ts ♦❢ t❤❡ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s

• ❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

• ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s s♣❡❝✐✜❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ▼❊❳P✳ ▼❊❳P ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣❧♦r❡
❛ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t✐❧✐♥❣s ❢♦r ❛ ❞❛t❛✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈✐♥❣
♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ s②st❡♠✳

❇② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ▼❊❳P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❈✲❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍▲❙ t♦♦❧✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡✳



✼✸

❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❜② ▼❊❳P✳ ❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s
s♦♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡♠♦r②✲❛✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s✿ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡♠♦r②✲❛✇❛r❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❜r✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡
✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ ❈✲❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡✳

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✿

❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❚P❯

❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❈✲❝♦❞❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡ ✐s
t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❘❚▲ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ ❍▲❙ t♦♦❧✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚▲
♠♦❞❡❧ ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❛❧❧❡❞ ❚✐❧❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t
✭❚P❯✮✳

❆ ❚P❯ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞
r❡❛❞s t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦r❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❛t❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳



✼✹ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❈

❚✐♠❡

●❖❖❉ ❈❍❖■❈❊ ♦❢ ❚■▲❊ ❙■❩❊❙

P❆❘❆▲▲❊▲■❙▼ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ ❈

❚■▲■◆●

◆❖ ❚■▲■◆●❈❖▼P❯❚■◆●✿ ❈
P❘❊❋❊❚❈❍■◆●✿ P

P
❈

P
❈

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮ P

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t✐❧✐♥❣✱ ♦❢ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ♦❢ t✐❧❡ s✐③❡s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❚P❯ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡
t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❡✛❡❝ts ✭♦♥ t❤❡ ❚P❯ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮ ♦❢ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✿

• t❤❡ t✐❧✐♥❣ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❜✮✮ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❜♦t❤ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ■t ♠❛② ♦❝❝✉r t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛rr❛②
r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s♦♠❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❛♥❞ ♥♦♥✲s✉❝❝❡ss✐✈❡✮ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞ ✇✐t❤
❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ r❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ❚P❯ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t❧② ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❝✮✮✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠
✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠✲
♦r② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞✮✳

• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♦✉t♣✉t t✐❧❡ s✐③❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❞✮✮ ❝❛♥
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳



✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✼✺

✸✳✷ ❚❤❡ ♠❡t❛✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ ❚P❯ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❆ ❚P❯ ♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧
♠❛❝r♦✲t❛s❦s✿ ✐t ♣r❡❢❡t❝❤❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳

❚❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P❘❊✲❋❊❚❈❍✳ ❆♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❛♥❞s❤❛❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

❚❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ s♦♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs
❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳

❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✳✸✱ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞
Np t✐♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ Np ✐s ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

PRE−FETCH

Output

C

T

R

L

I

F

OT

pipeline 

DRAM

or
internal

system bus

@

@

TPU

req

OT read MM read

data

Buffers

User defined

D

Input Data

external

Tiles

Memory

Stream

IDXMM

INIT

Buffers

REQ

CALC

FETCH

LUT

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ●❡♥❡r✐❝ ❚P❯ t❡♠♣❧❛t❡

❚❤❡ ❚P❯ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈✮ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ■t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❜✉✛❡rs
❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡✳

❚❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t✇♦ t❛❜❧❡s✿

✶✳ ♦♥❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✭▼▼ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡
✸✳✷✮



✼✻ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✷✳ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡❛❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✭■❉❳ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ✸✳✷✮

▼▼ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ▼❊❳P ❛♥❞ ■❉❳ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡ ❜② t❤❡ ❚P❯✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❣r❛♣❤s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✇♦ t❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❛❣❡✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ▼▼ t❛❜❧❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②

▼▼ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡① c ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥
♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c) ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥❞❡① r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r✳ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t
mm(c, r) ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡▼▼ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
OT (c)✳ ❚❤✐s ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r r✳ ❆ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ▼▼
t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳ ❆ ❧✐♥❡
♦❢ ▼▼ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▼▼ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s
r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❜✉✛❡r ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ r❡✲❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳
❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ▼▼ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✇r✐tt❡♥ ❜② P❘❊✲❋❊❚❈❍
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs r❡❛❞ ❜② ❋❊❚❈❍✳


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
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







■❇ ✐♥❞✐❝❡s

︸ ︷︷ ︸

❖❚ ✐♥❞✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ▼▼ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ▼▼ t❛❜❧❡
♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❝✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❧❧ ♦✈❡r
t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ ❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r✱ ✐✳❡✳ ✐❢ MM [c][r] 6= 0✱ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ t✐❧❡ ✐s ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♣② ❡❛❝❤ ❞❛t✉♠ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s♣❡❡❞ ❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦✇s ✐t✱ t❤❡ ❞❛t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡✳



✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✼✼

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c) t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ■❇ ✐♥❞✐❝❡s (r)
❈❤❡❝❦ if(▼▼[c][r]! = 0){

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ■❚ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s = f(▼▼[c][r]);
❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡
■❇[r][x][y] = read❴from❴ext❴mem(x + ■❚ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s );

}
✭❛✮ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

MM =





1 0 4 6
2 3 0 7
0 0 5 8





0
1
2

}

■❇ ✐♥❞✐❝❡s

1 2 3 4

︸ ︷︷ ︸

❖❚ ✐♥❞✐❝❡s
✭❜✮ ▼▼ t❛❜❧❡

i

1 2 3 4

time

2

1

0

y

x internal memory

for OT = 4

6

7

85

411

2 3 3
✐♥❞✐❝❡s

■❇

❖❚ ✐♥❞✐❝❡s

✭❝✮ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ MM t❛❜❧❡



✼✽ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡▼▼ t❛❜❧❡ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❚P❯ ❝❛❧❧
❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ✭♦r ❛ ❢❡✇✮ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✭s✮ ❛ t✐♠❡✱ t❤✉s▼▼ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❛ t✐♠❡✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ ■❉❳ t❛❜❧❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❚❤❡ ▼▼ t❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥
❛ ❜✉✛❡r ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ st♦r❡❞ ✐♥ ✐t✱ ✐s r❡❛❞ ❢r♦♠ ▼▼ ✐♥ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✐♥❞❡①✱ ✐t ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ M ❝②❝❧❡s t♦ s❡❛r❝❤
✐♥▼▼ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✐s st♦r❡❞✱ ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡❛r❝❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✱
❛ ♣r✐♦r✐✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❧♦♥❣ t♦✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r t❛❜❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ■❉❳✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳











1
✳✳✳

■▼ ♥✉♠❜❡r
✳✳✳

M

















■❚ ♥✉♠❜❡r

✭❛✮ ❣❡♥❡r✐❝ ■❉❳ t❛❜❧❡















?
?
?
?
?
0
1
2















1
2
3
4
5
6
7
8







■❚ ♥✉♠❜❡r

✭❜✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ■❉❳ t❛❜❧❡ ✭❄❂❞♦♥✬t ❝❛r❡✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❍❛s❤ t❛❜❧❡ ■❉❳ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs

■❉❳ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ■❉❳ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✭❜✮ s❛②s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✭■❚✮ ✻ ✐s
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✭■❇✮ ✵✱ t❤❛t t❤❡ ■❚ ✼ ✐s ✐♥ t❤❡ ■❇ ✶✱ ❡t❝ ✳ ✳ ✳

✸✳✷✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❚P❯ t✐♠❡✲❧✐♥❡

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛❜❧❡s ▼▼ ❛♥❞ ■❉❳✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧
❚P❯ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❘❊◗ r❡q✉❡sts t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c)✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❋❊❚❈❍ ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ r❡q✉❡st ♦❢ ❘❊◗✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❝♦♥✲
t❛✐♥s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❛❝❝❡ss❡s ■❉❳ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡ ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ r❡❛❞s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤✐s ❜✉✛❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡
r❡❛❞ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❈❆▲❈✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ■◆■❚ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ t❛❜❧❡ ▼▼✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡①t ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c + 1)✳ ❆❢t❡r ■◆■❚ ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡



✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✼✾

Task3Task2Task1

P❘❊❋❊❚❈❍✿
■◆■❚ ❛♥❞

t✐♠❡

❘❊◗✿

❋❊❚❈❍✿

❈❆▲❈✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❚P❯ t✐♠❡✲❧✐♥❡

♠♦❞✉❧❡ P❘❊❋❊❚❈❍ r❡❛❞s ▼▼ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤❀ ❝♦♣✐❡s t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ■❉❳✳

❚❤❡ t❛❜❧❡s ▼▼ ❛♥❞ ■❉❳✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦rt ❘❆▼s✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② s✉♣♣♦rt ❛ s✐♥❣❧❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❞ ♣❡r
❝②❝❧❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ■◆■❚ ❛♥❞ P❘❊✲❋❊❚❈❍ ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ■◆■❚ ❛♥❞ P❘❊✲❋❊❚❈❍ ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❘❊◗✱
❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈✳

❙♦♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
▼▼ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

✸✳✷✳✹ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s

■♥ t❤❡ ❚P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛ ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❀ ✇❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡♠ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ P❘❊❋❊❚❈❍ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ P❘❊❋❊❚❈❍ ♠♦❞✐✜❡s ❛ ❜✉✛❡r r❡❛❞ ❜② ❋❊❚❈❍✳ ❚❤✐s ❝♦♥✢✐❝t
✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs
❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡✳

• ❙♦♠❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉s✳ ❚♦ ❡❛s❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❚P❯ ❛ t✐♠❡ ✉s❡s t❤❡ s②st❡♠ ❜✉s ❛♥❞
t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❉✐r❡❝t ❊①t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❆❝❝❡ss✳ ■♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❚P❯s
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉s✱ ❛♥ ❛r❜✐t❡r ✇✐❧❧ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ❜✉s ❛❝❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
s❡t ♦❢ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✏✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡❛❞✧ ❛♥❞ t❤❡ ✏♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ✇r✐t❡✧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❚P❯ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉s ❛❝❝❡ss✱ t❤✉s t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ s❧♦ts ♦❢ t✐♠❡



✽✵ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✿ ✶✮ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀ ✷✮ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛
❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ t❡♠♣♦r❛r② st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞
❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡✳

✸✳✸ ❚❤❡ ❍▲❙ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚P❯

✸✳✸✳✶ ❘❡✲❝❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❍▲❙ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

❚❤❡ ❍▲❙✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✷✱ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧♦♦♣✲❜❛s❡❞ ❈✲❝♦❞❡ ❛♥❞
s②♥t❤❡s✐③❡s ✐t ❛s ❛ P✐♣❡❧✐♥❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆rr❛②✳ ❚❤❛t ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♠♦r❡ s❡ts
♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✮ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❊❛❝❤ ❧♦♦♣ ♥❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s
s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛s ❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊❧❡♠❡♥t ✭P❊✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ ♣❛t❤
✭❉P✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❉P ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❧♦♦♣✲❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡✳

❚✇♦ P❆s ✭♦r ❧♦♦♣ ♥❡sts✮✱ ♦♥❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ str❡❛♠s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ P❊s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✷ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❚❤❡ ❍▲❙ ♦✛❡r ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✿

✶✳ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡ ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮✱

✷✳ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♦♣ ✭❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥s ♦r
✐♥tr❛✲❧♦♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮

✸✳ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦♦♣ ♥❡sts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✲❧♦♦♣s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮
❛♥❞

✹✳ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ♦❢ t❤❡ PP❆ ✭❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✲t❛s❦s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮

❚❤❡ ✐♥t❡r✲❧♦♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧ ✉♥❞❡r

t✇♦ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✿ t❤❡ ■♥✐t✐❛t✐♦♥ ■♥t❡r✈❛❧ ✭■■✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ■♥t❡r ❚❛s❦ ■♥t❡r✈❛❧
✭▼■❚■✮✳

❚❤❡ ■■ ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛ ❧♦♦♣✲♥❡st ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ♣❛ss✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛rt ♦❢ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✲♥❡st ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥
t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ■■ ❢♦r❝❡s t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❤❛r❞✇❛r❡
r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲
✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❤❡ ▼■❚■ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡s ♣❛ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛rt ♦❢ t✇♦
s✉❝❝❡ss✐✈❡ PP❆ t❛s❦s✳

❆ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ PP❆ ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ PP❆ ♦♥ ❛
s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ▼■❚■ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❛s❦s
♦♥ ❛ PP❆ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s ✐♥ ❛ ✈✐❞❡♦✮✳



✸✳✸✳ ❚❤❡ ❍▲❙ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✽✶

❇② ✈❛r✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ■■ ❛♥❞ t❤❡ ▼■❚■ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ ❛ ❉❙❊ t♦ ✜♥❞ ❛
tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ❚P❯ ❈✲♠♦❞❡❧

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍▲❙ r♦❧❡s✱ ▼❊❳P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❚P❯ ❈✲♠♦❞❡❧ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ✜✈❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s❛✳ ❚❤❡ ❚P❯ ❝♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳

❚❤✐s ❝♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✺ ❧♦♦♣✲♥❡sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚P❯ ❜❧♦❝❦s ✭■◆■❚✱ ❘❊◗✱ P❘❊✲
❋❊❚❈❍✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈✮✳

❚❤❡ ❜♦❧❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❜② ❛ ▼❊❳P
❛♥❛❧②s✐s ✭❖❚✱ ■❚✱ ▼▼✱ ✳✳✳✮✱ ♦r ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈✮✱ ♦r str❡❛♠s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈✱ t❤❡ ❚P❯ ✉s❡s t❤❡ str❡❛♠s
✭❆❉❉❴❘❊◗ ❛♥❞ ❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱
t❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ✐t✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❈✲❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❚P❯✱ ▼❊❳P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❍▲❙ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✭▼■❚■ ❛♥❞ ■■✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍▲❙✲✈❡♥❞♦r r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ t✐❣❤t❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❍▲❙ ✐♥t❡r✲t❛s❦s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❚P❯✱ ✐♥ ❢❛❝t t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
t❛s❦s ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡s❡
r❡❛s♦♥s t❤❡ ▼■❚■ ✐s s❡t t♦ ✶✳

❍♦✇❡✈❡r ▼❊❳P ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥t❡r✲t✐❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r Np ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ▼❊❳P
❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❈✲❝♦❞❡✱ ✇✐t❤ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❘❊◗✲
❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈✳

❚❤❡ ■■s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦♦♣✲♥❡sts ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❘❊◗ ❛♥❞ ❋❊❚❈❍ ❤❛✈❡ ❛♥ ■■❂◆❴❉❆❚❆✱ ✇❤❡r❡ ◆❴❉❆❚❆ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ str❡❛♠s
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞❛t❛ ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✮✳

• ❈❆▲❈ ❤❛s t♦ r❡❛❞ ◆❴❉❆❚❆ ❛♥❞ t♦ ✇r✐t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❡
Np ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ❘❊◗✲❋❊❚❈❍✲❈❆▲❈ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱ t❤✉s ✐t ❤❛s ❛
■■❂max✭◆❴❉❆❚❆, Np✮✳

• P❘❊✲❋❊❚❈❍ ❤❛s ❛♥ ■■❂✶✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❛❞s ✶ ❞❛t✉♠ ♣❡r ❝②❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r②✳

❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r✲✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❛r✲
❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ s♦♠❡ ▼❊❳P ❞❡✜♥❡❞ ♠❛❝r♦s
❛✐✳❡✳ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡



✽✷ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❚P❯ ❝✉st♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛❝r♦s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

• ❖❚❴♦r❞❡r❬❪ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞✳ ■t ❤❛s ❛ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ Np✳

• ❖❚❴✐ ❛♥❞ ■❚❴✐ ❛r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ith s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧s i ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳

• ◆❴❖❚❴✐= log2(OT❴i) ❛♥❞ ◆❴■❚❴✐= log2(IT❴i) t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❞✐✈✐s✐♦♥s ✇✐t❤ s❤✐❢ts✳

• ♦✉t❴✐ ❛♥❞ ✐♥❴✐ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ i✱ ✇✐t❤
◆❴♦✉t❴✐= log2(out❴i) ❛♥❞ ◆❴✐♥❴✐= log2(in❴i)✳

• ❖❴❲■❉❚❍❴✐ ❛♥❞ ■❴❲■❉❚❍❴✐ ❛r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ s✐③❡ i ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

• ▲❯❚✱ ▲❯❚❴❲■❉❚❍ ❛♥❞ ▲❯❚❴❙❚❊P ❞❡✜♥❡s t❤❡ ▲❯❚ ✐ts❡❧❢ ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✜❧❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ▲❯❚ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯❚
st❡♣✱ ✇✐t❤ ▲❯❚❴❙❚❊P❴❇■❚❲■❉❚❍❂log2(LUT❴STEP )

• P❘❊❈ ✐s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✭✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
P❘❊❈❂✽ ❜✐ts✮✳

✸✳✸✳✸ ❚❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ▼❊❳P✿ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ r✉♥ ❢♦r ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥t❡r✲t✐❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ Np✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ r❡q✉✐r❡s ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

■♥ t❤❡ ❚P❯ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✷✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈✲❝♦❞❡ ❤❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
✜✈❡ ❧♦♦♣ ♥❡sts✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✿ ■◆■❚✱ ❘❊◗✱ ❈❆▲❈✱ P❘❊❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❋❊❚❈❍✳
❆♥❞ ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ♥❡st ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛s ❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ♣❛t❤✳

■♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❚P❯✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦♦♣ ♥❡sts ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ Np t✐♠❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛t❤s DPi ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

❘❊◗✱ ❈❆▲❈ ❛♥❞ ❋❊❚❈❍ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡s❡r✈❡❞ s❡t ♦❢ str❡❛♠s✱
t❤❡② ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ❛ ❚P❯ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✐t
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛t❤s DP0 ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ str❡❛♠s ADD❴REQ❴0 ❛♥❞ FROM❴FETCH❴0✱ ❛❝❝❡ss t♦
t❤❡ ❜✉✛❡rs IM0 ❛♥❞ ❢♦r♠ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ p0✳



✸✳✹✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✽✸

❖♥❧② t❤❡ ❉Ps ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈
❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✐s ♠❛❞❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❜✉s ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ ❉Ps ✐s t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s s❤❛r❡❞ t❤✉s ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❚P❯ ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ✐s ♥♦t ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❜✉t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t❤❛t t❤❡
♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✽ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦
❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❜✉s ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦rt ♠❡♠♦r②✱
t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡
❚P❯✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❚P❯ ❝♦♥t❛✐♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤
❞❛t❛ ❜❡❝♦♠❡s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✇❤♦s❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ❢♦r ❛ ❚P❯ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳
■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s
OT5 ❛♥❞ OT6 ✐s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡
♦✉t♣✉t t✐❧❡s OT3 ❛♥❞ OT4 ✭t❛s❦ ✸✮✳

❋♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❡st❡❞ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮ ✐s ♠❛①✐♠✉♠
❢♦r Np < 4 ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

✸✳✹ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❚P❯ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ▼❊❳P✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❝♦✉♥ts✿

• ❛ ♠❛✐♥✳❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❚P❯ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ t❤❡
❘❚▲ ❜② t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧✳ ●✐✈❡♥ d t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ Np t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ♠❛✐♥✳❝ ❝❛❧❧s t❤❡ ❚P❯ ❢✉♥❝t✐♦♥ d

Np

t✐♠❡s ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ t❤❡ ❚P❯ ❝♦♠♣✉t❡s Np ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳

• ❛ ❚P❯❴❚❖P✳❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❚P❯ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❧♦♦♣ ♥❡sts✳ ❚❤❡
❚P❯❴❚❖P✳❝ ❝❛❧❧s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❚❚❈✱ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈✳

• ❛ ❚❚❈✳❝✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■◆■❚ ❛♥❞ P❘❊✲❋❊❚❈❍ ♠❛❝r♦✲
❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉s✳ ❚❚❈ st❛♥❞s ❢♦r ❚✐❧❡s ❚r❛♥s❢❡r ❈♦♥tr♦❧✳

• ❛ ❤❛r❞✇❛r❡❴❝♦♥✜❣✳❤ ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❊❳P
❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■✴❖ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ str❡❛♠s✳



✽✹ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

• ❛ ❍▲❙❴❝♦♥✜❣✳t❝❧ ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧
❙②♥t❤❡s✐s✳

• ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ Np t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❚P❯❴❚❖P✳❝ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❛❧❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛s ♠✉❝❤
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥t❡r✲t✐❧❡s
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

• ❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❯❚ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❇② ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❈✲❝♦❞❡s✱ ▼❊❳P ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♠❛✐♥✳❝✱
t❤❡ ❚P❯❴❚❖P✳❝✱ t❤❡ ❚❚❈✳❝✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡❴❝♦♥✜❣✳❤ ❛♥❞ t❤❡ ❍▲❙❴❝♦♥✜❣✳t❝❧ ❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✉s❡r ❤❛s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ▲❯❚ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s
✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❜② ▼❊❳P t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ✐ts ♦✉t♣✉t ❈✲❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❚✐❧❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭❚P❯✮ ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝r♦✲t❛s❦s✿ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡
✐♥♣✉t t✐❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✐s ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▼❊❳P ❛♥❞ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❚P❯ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳

❚❤❡ ❚P❯ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥✿ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍▲❙ t♦♦❧ ✉♥❞❡r ▼❊❳P ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡r✲♦✉t♣✉t t✐❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ▼❊❳P✳

❚❤❡ ✐♥t❡r✲t✐❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❜✉s ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥s✳



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✺

✈♦✐❞ ❚P❯❴❚❖P✭✐♥t ❧✮④

■◆■❚✿ ■◆■❚✭❧✮❀

❘❊◗✿ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❖❚❴✵❀ ✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❖❚❴✶❀ ❥✰✰✮④

✐❢✭❧❃✵✮④
✐♥t ❉❳❬✶❪❀
✐♥t ❆❉❉❴❘❊◗❬◆❴❉❆❚❆❪❀
❘❊◗✭✐ ✱ ❥✱ ✵✱ ❉❳✱ ❆❉❉❴❘❊◗✮❀
❍▲❙❴str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❉❳✭❉❳❬✵❪✮❀

★♣r❛❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③
❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴❉❆❚❆❀③✰✰✮
❍▲❙❴str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❆❉❉❴❘❊◗✭❆❉❉❴❘❊◗❬③❪✮❀

⑥
⑥

⑥

P❘❊✲❋❊❚❈❍✿ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁♥❜r❴♦❢❴❜✉✛❡rs❀❦✰✰✮④
❢♦r✭✐❂✵❀✐❁■❚❴✵❀✐✰✰✮④

❢♦r✭❥❂✵❀❥❁■❚❴✶❀❥✰✰✮④
✭■❚❴x0✱■❚❴x1✮❂❢✉♥❝✭▼▼❬❦❪✮❀ ★■❚ ♦r✐❣✐♥
■▼❬❦❪❬✐❪❬❥❪❂r❡❛❞❴❢r♦♠❴❡①t❴♠❡♠✭✐✰■❚❴x0✱ ❥✰■❚❴x1✮❀

⑥
⑥

⑥

❋❊❚❈❍✿❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❖❚❴✵❀✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✵❀❥❁✵❚❴✶❀❥✰✰✮④

✐❢✭❧❃✵✮④
✐♥t ①❴✐♥❬◆❴❉❆❚❆❪✿
❢♦r✭✐✐ ❁◆❴❉❆❚❆✮

①❴✐♥❬✐✐❪❂str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❆❉❉❴❘❊◗✭✮❀
❞❛t❛❴♦✉t❂❋❊❚❈❍✭❞✱①❴✐♥✱■▼✱▼▼❴✐❞①✮❀
str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍✭✮❀

⑥
⑥

⑥
❈❆▲❈✿ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❖❚❴✵❀ ✐✰✰✮④

❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❖❚❴✶❀ ❥✰✰✮④
✐❢✭❧❃✵✮④

✐♥t ❞①❀
✐♥t ❉❆❚❆❬◆❴❉❆❚❆❪❀
✐♥t ♦✉t❴❉❆❚❆❬◆❴❉❆❚❆❪✱ ♦✉t❴❆❉❉❬◆❴❉❆❚❆❪❀
❞① ❂ ❍▲❙❴str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❉❳✭✮❀

★♣r❛❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③
❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴❉❆❚❆❀③✰✰✮

❉❆❚❆❬③❪❂❍▲❙❴str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍✭✮❀
❈❆▲❈✭✐ ✱ ❥✱ ✵✱ ❞①✱ ❉❆❚❆✱ ♦✉t❴❉❆❚❆✱ ♦✉t❴❆❉❉✮❀

⑥
⑥

⑥
⑥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ ❚P❯✱ t❤✐s ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝✉st♦♠✐③❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② ▼❊❳P✳

0

1index  i

❖❚❴✶❖❚❴✵

♦✉t❴✶ ❂ ♥❜r✳ ♦❢ t✐❧❡s ♦♥ s✐❞❡ ✵

❖❴❲■❉❚❍❴✶

♦✉t❴✶ ❂ ♥❜r✳ ♦❢ t✐❧❡s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ✶

❖❴❲■❉❚❍❴✵

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♦♠❡ ▼❊❳P ❞❡✜♥❡❞ ♠❛❝r♦s ❢♦r ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡



✽✻ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

REQ CALCFETCH

REQ CALCFETCH

REQ CALCFETCH

1 2 3 4

5 6 7 8

1 2

1 2

3 4 5 6 7 8

3 4

5 6

7 8

REQFETCH

PREFETCH

PREFETCH

PREFETCH

CALC

REQ CALCFETCH

REQ CALCFETCH

TPU

REQ CALCFETCH

TPU

TPU

time

produced 

output tiles

p1

p0

p0

p0

p1

p2

p3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✽ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✿ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ✷ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ✹ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✼

PRE−FETCH

Time [cycles]  − − − − − − >

Pipe1

REQ1

FETCH1

CALC1

REQ2

FETCH2

CALC2

Task1Task0 Task3 Task4

Init OT1//OT2 OT3//OT4 OT5//OT6

Pipe2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ❢♦r ❛ ❚P❯ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s

    Call_TPU();

For ___

     REQ(0);

     .....

     REQ(1);

For____

     .....

     CALC(0);

     CALC(1);

For___

    ....

    prefetch(0,1);

For____

    ....

    fetch(0);

    fetch(1);

REQ(...){

....

}

CALC(...){

....

}

LUT[...]={

....

}

TPU_TOP.c TTC.cmain.c hardware_config.h

MM declaration

io_streams

IT, OT layouts

internal_streams

other...

MEXP automatically generated files 

HLS_config.tcl

II of loop0

II of loop1

other...

clock rate

...

For___

User−defined file

    ....

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙❡t ♦❢ ✜❧❡s✱ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❚P❯



✽✽ ✸✳ ❚❤❡ ❚❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✈♦✐❞ ❚P❯❴❚❖P✭✐♥t ❧✮④

■◆■❚✿ ■◆■❚✭❧✮❀

❘❊◗✿ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❖❚❴✵❀ ✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❖❚❴✶❀ ❥✰✰✮④

✐❢✭❧❃✵✮④

✐♥t ❉❳❴✵❬✶❪❀
✐♥t ❆❉❉❴❘❊◗❴✵❬◆❴❉❆❚❆❪❀
❘❊◗✭✐ ✱ ❥✱ ✵✱ ❉❳❴✵✱ ❆❉❉❴❘❊◗❴✵✮❀
❍▲❙❴str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❉❳❴✵✭❉❳❴✵❬✵❪✮❀

★♣r❛❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③
❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴❉❆❚❆❀③✰✰✮
❍▲❙❴str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❆❉❉❴❘❊◗❴✵✭❆❉❉❴❘❊◗❴✵❬③❪✮❀

DP0

✐♥t ❉❳❴✶❬✶❪❀
✐♥t ❆❉❉❴❘❊◗❴✶❬◆❴❉❆❚❆❪❀
❘❊◗✭✐ ✱ ❥✱ ✶✱ ❉❳❴✶✱ ❆❉❉❴❘❊◗❴✶✮❀
❍▲❙❴str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❉❳❴✶✭❉❳❴✶❬✵❪✮❀

★♣r❛❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③
❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴❉❆❚❆❀③✰✰✮
❍▲❙❴str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❆❉❉❴❘❊◗❴✶✭❆❉❉❴❘❊◗❴✶❬③❪✮❀

DP1

⑥
⑥

⑥

P❘❊✲❋❊❚❈❍✿ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁♥❜r❴♦❢❴❜✉✛❡rs❀❦✰✰✮④
❢♦r✭✐❂✵❀✐❁■❚❴✵❀✐✰✰✮④

❢♦r✭❥❂✵❀❥❁■❚❴✶❀❥✰✰✮④
✐❢✭❦❁♥❜r❴♦❢❴❜✉✛❡rs❴✵✮④

✭■❚❴x0✱■❚❴x1✮❂❢✉♥❝✭▼▼❬❦❪✮❀ ★■❚ ♦r✐❣✐♥
■▼❴✵❬❦❪❬✐❪❬❥❪❂r❡❛❞❴❢r♦♠❴❡①t❴♠❡♠✭✐✰■❚❴x0✱ ❥✰■❚❴x1✮❀

⑥
✐❢✭❦❃♥❜r❴♦❢❴❜✉✛❡rs❴✵ ✫✫ ❦❁♥❜r❴♦❢❴❜✉✛❡rs❴✶ ✮④

✭■❚❴x0✱■❚❴x1✮❂❢✉♥❝✭▼▼❬❦❪✮❀ ★■❚ ♦r✐❣✐♥
■▼❴✶❬❦❪❬✐❪❬❥❪❂r❡❛❞❴❢r♦♠❴❡①t❴♠❡♠✭✐✰■❚❴x0✱ ❥✰■❚❴x1✮❀

⑥
⑥

⑥
⑥

❋❊❚❈❍✿❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❖❚❴✵❀✐✰✰✮④
❢♦r✭❥❂✵❀❥❁✵❚❴✶❀❥✰✰✮④

✐❢✭❧❃✵✮④

✐♥t ①❴✐♥❴✵❬◆❴❉❆❚❆❪✿
❢♦r✭✐✐ ❁◆❴❉❆❚❆✮

①❴✐♥❴✵❬✐✐❪❂str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❆❉❉❴❘❊◗❴✵✭✮❀
❞❛t❛❴♦✉t❂❋❊❚❈❍✭✵✱①❴✐♥❴✵✱■▼❴✵✱▼▼❴✐❞①❴✵✮❀
str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍❴✵✭✮❀

DP0

✐♥t ①❴✐♥❴✶❬◆❴❉❆❚❆❪✿
❢♦r✭✐✐ ❁◆❴❉❆❚❆✮

①❴✐♥❴✶❬✐✐❪❂str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❆❉❉❴❘❊◗❴✶✭✮❀
❞❛t❛❴♦✉t❂❋❊❚❈❍✭✶✱①❴✐♥❴✶✱■▼❴✶✱▼▼❴✐❞①❴✶✮❀
str❡❛♠❴♦✉t♣✉t❴❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍❴✶✭✮❀

DP1

⑥
⑥

⑥
❈❆▲❈✿ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❖❚❴✵❀ ✐✰✰✮④

❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❖❚❴✶❀ ❥✰✰✮④
✐❢✭❧❃✵✮④

✐♥t ❞①❀

✐♥t ❉❆❚❆❴✵❬◆❴❉❆❚❆❪❀
✐♥t ♦✉t❴❉❆❚❆❴✵❬◆❴❉❆❚❆❪✱ ♦✉t❴❆❉❉❴✵❬◆❴❉❆❚❆❪❀
❞① ❂ ❍▲❙❴str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❉❳❴✵✭✮❀

★♣r❛❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③
❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴❉❆❚❆❀③✰✰✮

❉❆❚❆❴✵❬③❪❂❍▲❙❴str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍❴✵✭✮❀
❈❆▲❈✭✐ ✱ ❥✱ ✵✱ ❞①✱ ❉❆❚❆❴✵✱ ♦✉t❴❉❆❚❆❴✵✱ ♦✉t❴❆❉❉❴✵✮❀

DP0

✐♥t ❉❆❚❆❴✶❬◆❴❉❆❚❆❪❀
✐♥t ♦✉t❴❉❆❚❆❴✶❬◆❴❉❆❚❆❪✱ ♦✉t❴❆❉❉❴✶❬◆❴❉❆❚❆❪❀
❞① ❂ ❍▲❙❴str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❉❳❴✶✭✮❀

★♣r❛❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③
❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴❉❆❚❆❀③✰✰✮

❉❆❚❆❴✶❬③❪❂❍▲❙❴str❡❛♠❴✐♥♣✉t❴❋❘❖▼❴❋❊❚❈❍❴✶✭✮❀
❈❆▲❈✭✐ ✱ ❥✱ ✶✱ ❞①✱ ❉❆❚❆❴✶✱ ♦✉t❴❉❆❚❆❴✶✱ ♦✉t❴❆❉❉❴✶✮❀

DP1

⑥
⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈✲❝♦❞❡ ♦❢ ❛ ❚P❯✱ t❤✐s ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝✉st♦♠✐③❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② ▼❊❳P✳



✽✾

❈❤❛♣t❡r ✹

❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✿ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦♦♣✲♥❡st✱ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ t✐❧❡ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ✐s ♥♦♥✲❛✣♥❡✳ ❚❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡♣❛r❛t❡❧②
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ■✴❖ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ■✴❖
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❝❛❧❧❡❞ t✐❧✐♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡
❧❛✇ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss ❧❛✇✳ ❚❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣✳

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ❛♥❞ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣
✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✸✮ ❛♥❞ ✐t ❣♦❡s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✿

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✐❧✐♥❣ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✢♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣s

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣

❘❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

✹✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✐❧✐♥❣ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❧♦♦♣
♥❡st

▼❊❳P ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❈✲♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
❞❛t❛✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s❡t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡ t❤r♦✉❣❤
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣✳



✾✵ ✹✳ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✸✮✱ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✐♠❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐t ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣✐❧❡r ♦r ✐♥ ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s t♦♦❧s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❣r♦✉♣s ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ❡①♣❧♦✐ts ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❲♦r❦s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❧❡ ♦✉r
❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t✐❧✐♥❣ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♥♦♥ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❲❡ ❣✐✈❡ ✸ r❡❛s♦♥s t❤❛t ♠❛② ♣r❡✈❡♥t t❤❡ t✐❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st✿

✶✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛✉s❡s ❛ ♥♦♥✲r❡❣✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t ❛❞❞r❡ss s♣❛❝❡

■♥ ❛ ❛✣♥❡✲❧♦♦♣ ♥❡st ❛❧❧ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛✣♥❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t♦ t❤❡
❧♦♦♣ ✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ■✴❖ ❛❞❞r❡ss s♣❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥✐t②✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ❝❛✉s❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■✴❖ ❛❞❞r❡ss s♣❛❝❡s ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✣♥❡✱ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥
✐rr❡❣✉❧❛r ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ ❛❞❞r❡ss ✭✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s i ❛♥❞ j✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s s♣❛❝❡ ❜✉t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭✐✳❡✳
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ii ❛♥❞ jj ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮ ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❞❞r❡ss s♣❛❝❡✳

▲❖●❴❙❆▼P▲■◆●✭❦✮④
✳✳✳
r✵❂▼✴❦❀
r❴▲■▼❂▼✴✷❀
✳✳✳
❢♦r✭✐❂✵❀✐❁◆❀✐✰✰✮④

❢♦r✭❥❂✵❀❥❁▼❀❥✰✰✮④
✳✳✳

r✶❂sqrt✭i2✰j2✮❀
r❂r✵✴✭r❴▲■▼ ✲ r✶✮❀
✐✐ ❂ r ✯ ✐❀
❥❥ ❂ r ✯ ❥❀
❆✶❬✐❪❬❥❪❂ ❆✵❬✐✐❪❬❥❥❪❀

⑥
⑥

✳✳✳
⑥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ Ps❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ♦❢ ❛
▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❙❛♠♣❧✐♥❣

i

j

output data Input data 

ii

jj

g(i, j)

A0 A1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚✐❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛
♥♦♥✲❛✣♥❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♦✉t♣✉t
❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥ r❡❣✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❆❙■❈✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ t♦ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ t❤❡
❡❛s✐❡st ❛♥❞ ❝❤❡❛♣❡st ✇❛② t♦ r❡❛❧✐③❡ ✐t ✐s t♦ tr❛♥s❢❡r ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❛t❛✳

✷✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❧❡❣❛❧✐t② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❛❧✲

②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s



✹✳✶✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✐❧✐♥❣ ♥♦♥✲❛❢❢✐♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ✾✶

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ✐s ❧❡❣❛❧ ♦♥❧② ✐❢ ✐t r❡s♣❡❝ts ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧s ♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✐❧❡r ❡①tr❛❝t ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✸✮✱ t❤✉s✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t❤❛t t❤❡ ❛rr❛②
r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❛✣♥❡✳

❚❤❡ ✜rst ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❢♦r ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s
♥❡✐t❤❡r t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❧❡❣❛❧✐t② ♥♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❛t✐❝
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳

✸✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡s✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧✐♥❣ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧ t✐❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧❡ s✐③❡✳ ■♥ ❛♥ ❛✣♥❡✲❧♦♦♣ ♥❡st t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♦r
✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ✏❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✧ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ❄❄ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

• t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱
✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s❀

• t❤❡ ■✴❖ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳

❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
■✴❖ ❞❛t❛ s♣❛❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ■♥♣✉t ❛♥❞ ❖✉t♣✉t ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡✳

■♥ ❛♥ ❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st t❤❡ t✐❧❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✈❡❝t♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts
t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐❧❡s✳

■♥ ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❧♦♦♣ ♥❡st t❤❡ ✈❡❝t♦r✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ■✴❖ ❞❛t❛✱
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s✐③❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❤♦s❡♥
❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ t✐❧❡ ❡❞❣❡s✳



✾✷ ✹✳ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

Input data 

Super−Tiling

output data 

A1A0

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣

❖✉r ✇♦r❦ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✏❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✧ ✇✐t❤ ❛♥ ■✴❖
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛rr❛②
r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s✉♣❡r♣♦s❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❝❛✉s❡s ❛ t✐❧✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t✐❧✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦♦♣ t✐❧✐♥❣ ♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t✐❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❍❲ ♠♦❞❡❧ t♦ tr❛♥s❢❡r ❞❛t❛ ♣❡r ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡
✭t❤❡ t✐❧❡s✮ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s t♦ tr❛♥s❢❡r ♣❡r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✱
❛❞❛♣ts t❤❡ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✹✳✷ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ✢♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳
❋✐rst ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st✱ ✐✳❡✳

✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠✳ ❚❤❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s✱ ❛ t✐❧✐♥❣
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡♠
t❤r♦✉❣❤ ❛ Σ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❚✐❧✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ t✐❧❡❞ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢
s❝❛❧❛rs✳ ❊❛❝❤ s❝❛❧❛r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ t✐❧❡ ❛♥❞
✐s ❝❛❧❧❡❞ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s ❛♥❞
❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s ♦r ❛s ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡✱ ✜rst✱ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ t❤❛t ❛ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡✱
t❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ t❤r❡❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣✿ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦✜❧✐♥❣✱ t✐❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✿



✹✳✷✳ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❢❧♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢

♣♦ss✐❜❧❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ✾✸

Image and Tile

sizes

list

dependence
I/O

set of all possible

couples of I/O tilings

O tiling setI tiling set

REQ.c

Tiling

Projection

Profiling

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❋❧♦✇

✶✮t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✮ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✸✮ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

✹✳✷✳✶ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❆ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t✐❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛✲❞♦♠✐♥❛t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ st❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞❛t❛
✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐s ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✮✳

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✺✳

L✿ ❢♦r 1 ≤ p ≤ N

S✿ It(p) = f(Wt−1(p))
❡♥❞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆ ✈❡❝t♦r p ♣❛rs❡s ❛ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ N = (N1, . . . , Nn) ✱ ✇❤❡r❡ p ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ❛♥
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ N

✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❙ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ It(p) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛

✇✐♥❞♦✇ ✭♦r s❡t✮ ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ Wt−1(p)✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

W (p) =

m⋃

i=1

{It−1(gi(p))}
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✇✐t❤ Wt−1(p) ⊆ It−1 ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ It−1(gi(p)) ✇❤✐❝❤ ❝♦✲

♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ gi(p) ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s p✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦♦♣✲♥❡st ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡
t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ✐s t❤❛t✿

✶✳ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s

✷✳ t❤❡ s❡❧❢✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✭✐✳❡✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t r❡❝✉rs✐✈❡✮✳

✹✳✷✳✷ Pr♦✜❧✐♥❣

❚❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
❧✐st ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st❀ ✐t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❘❊◗✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥♦♥✲
❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡s ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛t✉♠ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡✳

✖ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✖
❞✐♠✿ s♣❛❝❡ ✭❛♥❞ t✐❧❡✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✿ ✐♥❞❡① ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✭❛♥❞ t✐❧❡✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✈♦❬❪✿ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
✈✐✿ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ st❦✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧✐st ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛
✇s❬❪✿ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ ❜♦✉♥❞s
❝✉rr❴❞❛t✉♠✿ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ st❛❝❦✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧✐st ♦❢ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
✖✖✖✖✖✖✖✖

❡①t❡r♥ st❛❝❦ ✯❝✉rr❴❞❛t✉♠❀ ✈♦✐❞ ✐♥♣✉t♠❛♣✭✐♥t ❞✐♠✱ ✐♥t ❞✱ ✐♥t ✈♦❬❪✱ ✐♥t ✇s❬❪✮④
✐❢✭❞❃✵✮④

❢♦r✭♣❂✵❀♣❁✇s❬❞❪❀♣✰✰✮④
✈♦❬❞❪❂♣❀
✐♥♣✉t♠❛♣✭❞✐♠✱ ❞✲✶✱ ✈♦✱ ✇s✮❀

⑥
⑥❡❧s❡④

❢♦r✭❧❂✵❀❧❁✇s❬❞❪❀ ❧✰✰✮④
✈♦❬❞❪❂❧❀
✈✐❂❘❊◗✭✈♦✱ ✫q✮❀
❝✉rr❴❞❛t✉♠❂❛❞❞❴s❛t❝❦✭❝✉rr❴❞❛t✉♠✱✈♦✱✈✐✱ q✱ ❞✐♠✮❀

⑥
❞❂❞✐♠❀

⑥
⑥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r✉♥ ❢♦r ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ t♦ ♦♥❡
♦r ♠♦r❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❀ ❛♥❞ t❤❡ ■✴❖ ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡ts ✇✐t❤ n ∈ N

∗✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s

❧✐st ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ t❤❛t ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❘❊◗ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡✳

✹✳✷✳✸ ◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❧♦♦♣ ♥❡st ❛♥❞ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st

●✐✈❡♥ ❛ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✷✳✶✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ■✴❖ ❞❛t❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❧✐st✐♥❣ t❤❡♠✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥str✉❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠
t❤❡ s✉❜✲❧✐st ♦❢ ✐♥♣✉t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✿

DI/O(p) = {gi(p), It−1(gi(p)) ∈ Wt−1(p),∀i ∈ [1,m]} ✭✹✳✶✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❧✐st t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✹✳✷✳ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❢❧♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢

♣♦ss✐❜❧❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ✾✺

DI/O =
{
DI/O(p),∀p ∈ N

}
✭✹✳✷✮

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦♦♣ L2 ✿
L2✿ ❢♦r 1 ≤ p1 ≤ n1

❢♦r 1 ≤ p2 ≤ n2

S2✿ It(p1, p2) = f(It−1(g1(p1, p2), g2(p1, p2)), It−1(g3(p1, p2), g4(p1, p2)))
❚❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ ✐♥❞❡① ✐♥♣✉t ♥❡❡❞❡❞ ❞❛t❛ ✐♥❞❡①❡s

✵✱✵
→֒ g1(0, 0), g2(0, 0) g3(0, 0), g4(0, 0)
✵✱✶
→֒ g1(0, 1), g2(0, 1) g3(0, 1), g4(0, 1)
✳ ✳ ✳

✹✳✷✳✸✳✶ ❚❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❘❊◗ ❤❛s t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

• ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❦ ✯❘❊◗✭✐♥t ✈♦❬❪✱ ✐♥t✯q✮

✐✳❡✳ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❘❊◗✳ ❘❊◗ t❛❦❡s ❛s ❡♥tr✐❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r vo ❛♥❞
❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r q✳ vo✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ t♦ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ q ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t
❞❛t✉♠✳ ❘❊◗ r❡t✉r♥s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ q ❡❧❡♠❡♥ts ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s vi

♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

• ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s vi ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
st❦ ✯❛❞❞❴st❦✭st❦✯ ❝✉rr✱ ✐♥t ✈✐❬❪✱ ✐♥t ❞✐♠✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡①♣✳❤ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ✐♥ t❤❡
❈✲✜❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❘❊◗✳

★✐♥❝❧✉❞❡ ✧♠❡①♣✳❤✧
st❦ ✯❘❊◗✭✐♥t ✈♦❬❪✱ ✐♥t ✯q✮④

✳✳✳
✯q❂✳✳✳
✜rst❂ ♥❡✇❴st❦✭✮❀
❝✉rr❂✜rst❀
✳✳✳
✖ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛❞❞r❡ss❡s✖✲
✈✐❬❪❂✳✳✳
✳✳✳
❝✉rr❂❛❞❞❴st❦✭❝✉rr✱ ✈✐✱ ❞✐♠✮❀
✳✳✳✳
r❡t✉r♥ ✜rst❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ t❡♠♣❧❛t❡ ♦❢ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❘❊◗ ❢✉♥❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❘❊◗ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❊◗ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯❀ ❡①❝❡♣t t❤❛t✱
✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲❝♦❞❡✱ t❤❡ ▼❊❳P str❡❛♠s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ str❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡r ✭✈♦✐❞ ❘❊◗✭ ✐♥t ✈♦❬❪✱ ✳✳✳✮✮✳



✾✻ ✹✳ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

✹✳✷✳✹ ❚✐❧✐♥❣

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

• ❚✐❧❡s ❛r❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡ t❤❛t t❤❡② ❞✐✈✐❞❡✳

• ❖♥❧② t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t✐❧✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥t❡♥❞❡❞
t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❙✉♣❡rt✐❧✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳

• ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❤❛r❞✇❛r❡✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ t✐❧❡❞ ❛r❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✷✳

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r✿

• ❛ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ Sn =
∏n−1

i=0 Si ✇✐t❤ Si = 2αi ❛♥❞ αi ∈ N
∗

• ❛ s❡t ♦❢ ▼ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ VT =
⋃M

z=1 V z ✇✐t❤ V z = 2βz

❛♥❞ βz ∈ N
∗

❋♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V z✱ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ✜♥❞s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②♦✉ts ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥ V z ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①❛❝t❧② ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s♣❛❝❡ Sn ✐♥t♦ t✐❧❡s ❡q✉❛❧ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V z✱ t❤❡r❡ ❛r❡ C(n, βz) ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛②✲
♦✉ts✱ ✇✐t❤ C(n, βz) =

∑β
i=0 C(n − 1, βz − i) ❛♥❞ C(2, βz) = βz + 1✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t✐❧❡ ❧❛②♦✉t✱ ❛ t✐❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t✐❧❡ T z

k ✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ t✐❧✐♥❣s ✐s

T =







C(n,βz)
⋃

k=1

T z
k ,∀z ∈ [1,M ]






✭✹✳✸✮

❋♦r ❡❛❝❤ t✐❧✐♥❣ T z
k t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ tr✉❡✿

• T z
k =

∏n−1
i=0 2βz

i ✇✐t❤
∑n−1

i=0 βz
i = βz✳

• βz
i ∈ [0, βz]✳

• βz
i ≤ αi, ∀i

❊①❛♠♣❧❡ ❋♦r S = 8 × 8 ❛♥❞ VT = {4, 8} t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿

• V z = 4 → βz = 2 → C(2, 2) = 3 ❧❛②♦✉ts✿ (22, 20); (21; 21); (20; 22)✳

• V z = 8 → βz = 3 → C(2, 3) = 4 ❧❛②♦✉ts✿ (23, 20); (22; 21); (21; 22); (20, 23)✳

❚❤✉s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐❧✐♥❣s ✐s

T = {(4, 1); (2, 2); (1, 4); (8, 1); (4, 2); (2, 4); (1, 8)}



✹✳✷✳ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❢❧♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢

♣♦ss✐❜❧❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ✾✼

✹✳✷✳✹✳✶ ❚❤❡ ❚✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ ■t ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡
❢♦r ❛♥② ■✴❖ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭n✮ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ■✴❖ s♣❛❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭bound[]✮✳ ■t ✜♥❞s ❛❧❧
t❤❡ t✐❧❡s t❤❛t ❡①❛❝t❧② ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ■✴❖ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✈♦❧✉♠❡ V ✳

✖ ▲❡❣❡❞ ✕
❯❉✿ ❯s❡r ❉❡✜♥❡❞
❈ ✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞
✖ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✖
♥✿ s♣❛❝❡ ✭❛♥❞ t✐❧❡✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✖ ❯❉
❱✿ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✐✳❡✳ ♥❜r ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ t✐❧❡✮ ✖ ❯❉
❜♦✉♥❞❬❪✿ s♣❛❝❡ ❜♦✉♥❞s ✖ ❯❉
❚✿ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐❧✐♥❣s s❡t ✖ ❈
♠❛①❚✿ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐❧❡ ❡❞❣❡ ✖ ❈
t✐❧❡❬❪✿ t✐❧❡ ❡❞❣❡s ✖ ❈
✖✖✖✖✖✖✖✖
❚❖P✭✮④

s❡t ❚❂❀ ♠❛①❚❂❱❀
❆▲●❖✭♥✲✶✮❀

⑥
✖✖✖✖✖✖✖✖✲
❆▲●❖✭❥✮④

❢♦r✭ ✐❂✶✿♠❛①❚✮④
✐❢ ✭❥✰≥✶✮④

✐❢ ✭❜♦✉♥❞❬❥❪✪✐❂❂✵✮④
t✐❧❡❬❥❪❂✐❀
❆▲●❖✭❥✲✶✮❀

⑥
⑥❡❧s❡④

r❂✰
Q

kt✐❧❡❬❦❪❀
✐❢ ✭✵❁r❁❱✮④

✐❢✭❜♦✉♥❞❬❥❪✪✭❱✴r✮ ❂❂ ✵ ✫✫ ❜♦✉♥❞❬❥❪❃❂ ❉♣❲✮④
t✐❧❡❬❥❪❂❱✴r❀
❚❂❚

S

④t✐❧❡❬❪⑥
⑥

⑥
✐❂♠❛①❚❀

⑥
⑥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈♦❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ t✐❧❡ ❜♦✉♥❞ ❤❛s t♦ ❡①❛❝t❧② ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❧❛②♦✉t ✐♥t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ❞❡s✐❣♥s
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡♠♦r✐❡s ✇✐t❤ ✻✹ ❜✐ts ♣❡r ♠❡♠♦r② ✇♦r❞ ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ❇✫❲ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ♦♥ ✷✺✻ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣r❛②✳ ❚❤✉s ❛ ❞❛t✉♠
✭✐✳❡✳ ❛ ♣✐①❡❧✮ ✐s ❝♦❞❡❞ ♦♥ ✽ ❜✐ts ❛♥❞ ❛ ♠❡♠♦r② ✇♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥s ✽ ❞❛t❛✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲r❡❛❧✐③❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱
t❤❡ t✐❧❡ ❜♦✉♥❞s ❧❛❜❡❧❡❞ x(0) ❤❛s t♦ ❜❡ s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣❡r ♠❡♠♦r②
❲♦r❞ ✭❉♣❲✮✱ ✐✳❡✳ ✽✳

✹✳✷✳✹✳✷ ❚❤❡ t✐❧❡s ❧❛❜❡❧✐♥❣

❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
s♣❛❝❡s✱ SI ❛♥❞ SO r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s (IT zin

kin
, OT zout

kout
)✱ ✇❤❡r❡ IT

st❛♥❞s ❢♦r ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (kin, zin) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐❧❡ ❧❛②♦✉t ❛♥❞ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✭❖❚✮✳

❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ SI ❝♦♥t❛✐♥s s t✐❧❡s



✾✽ ✹✳ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ SO ❝♦♥t❛✐♥s d t✐❧❡s✱ s♦ t❤❛t

SI =

s⋃

j=1

IT zin

kin
(j) ❛♥❞ SO =

d⋃

i=1

OT zout

kout
(i)

✇✐t❤ s = SI

2βzin ❛♥❞ d = SO

2βzout ✳
❚❤❡ t✐❧❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ i ❛♥❞ j ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝ t✐❧❡

✐♥ ❛ t✐❧✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❣✐✈❡s t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢
✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹✳

23

49 50 51 52

54 56

60595852

61 62 63 64

5553

21

32313129

25 26 27 28

2422

20191817

17 18 19 20

22 24

28272625

29 31 31 32

21 23

x(1)

x(3)

x(2)

x(0)

x(0)

x(1) x(1)

x(2)

x(0)
1 2 3 4

6 8

1211109

13 15 16

5 7

14

33

75

16151413

86

432

9 10 11 12

1

75

16151413

9 10 11 12

86

432

3937

48474645

41 42 43 44

4038

363534

1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ t✐❧❡ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ✹✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡

❲❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ✏✵✧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t✐❧❡ ✐♥❞❡①❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t✉♠ x = (x(0), x(1), . . . , x(n)) t❤❡ t✐❧❡ ✐♥❞❡① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛✿

i =

⌊
x(0)

tk(0)

⌋

+

n−1∑

δ=1

{⌊
x(δ)

tk(δ)

⌋ δ−1∏

i=0

Si

tk(i)
+ 1

}

✭✹✳✹✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✉s❡❞ t✇✐❝❡✿ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t



✹✳✷✳ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❢❧♦✇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢

♣♦ss✐❜❧❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ✾✾

t✐❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❢❡t❝❤ t❤❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ t✐❧❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ❛r❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✱ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ✹✳✹ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

i = (x(0) >> β0) +

n−1∑

δ=1

{

(x(δ) << (

δ−1∑

z=0

(αz − βz) − βδ)

}

✭✹✳✺✮

❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❞✲
❞r❡ss❡s✳

✹✳✷✳✺ ❚✐❧✐♥❣ Pr♦❥❡❝t✐♦♥

❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s (IT zin

kin
, OT zout

kout
)✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❙✉♣❡r✲

❚✐❧✐♥❣ ♠❛tr✐① Σd×s ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ ❆♥
❡❧❡♠❡♥t σi,j ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s 1 ✐❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ g(OT zout

kout
(i))

✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT zin

kin
(j)✿

σi,j =

{

1 ✐❢ g(OT zout

kout
(i)) ∩ IT zin

kin
(j) 6= ∅

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✹✳✻✮

❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (IT zin

kin
, OT zout

kout
) ✐s✱ t❤❡♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧

♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✿

IM
zin,zout

kin,kout
= V βzin ∗ max

i
(
∑

j

σi,j), i ∈ [1, d] ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ V βzin ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ✐❢ ✐t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠

✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✿

IM
zin,zout

kin,kout
< IMmax ✭✹✳✽✮

✹✳✷✳✺✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦❞❡
❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✭❜✮✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✳ ❚❤❡ t✐❧❡ ✐♥❞✐❝❡s
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✭❛✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♣❡r ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢
t❤❡ Σ ♠❛tr✐①✮✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s✳



✶✵✵ ✹✳ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

1 2

3 4Super−Tiling

1 2 3 4

6 85 7

t✐❧✐♥❣
■♥♣✉t ❖✉t♣✉t

t✐❧✐♥❣

✭❛✮ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❧❛②♦✉t

P

j σi,j

OTkout
nbr.

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

4
3
3
4
3
1
1
3
3
1
1
3
4
3
3
4

| {z }

ITkin
♥❜r✳

maxi(
P

j σi,j) = 4

✭❜✮ Σ16×16 ♠❛tr✐①

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣

✹✳✷✳✺✳✷ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤✿

• ♣❛rs❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡❀

• r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❧✐st ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞❀

• ❝♦♠♣✉t❡s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✹✳✹✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ■✴❖ t✐❧❡s❀

• s❡ts t♦ ✶ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t σi,j ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT zout

kout
(i) ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT zin

kin
(j)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ Σ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✐❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❡♥ ✸✷ ❡❧❡♠❡♥ts ✐t ✐s ❜r♦❦❡♥ ✐♥ s

32 ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st♦r❡❞
✐♥t♦ ✇♦r❞s ♦❢ ✸✷ ❜✐ts✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ Σ ♠❛tr✐①
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✐t✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ❛s ✭■❚✱❖❚✮
✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❧❛②♦✉t ✭❦✱③✮✳

✹✳✸ ❖❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿



✹✳✸✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✶✵✶

✖ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✖✕
❉▼❆❳✐✱ ❉▼❆❳♦✿ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■✴❖ ❞❛t❛ s♣❛❝❡s
■❚❬❪✿ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❡❞❣❡s
❖❚❬❪✿ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❡❞❣❡s
■❲❬❪✱ ❖❲❬❪✿ ■✴❖ ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ❡❞❣❡s
❝✉rr❴❞❛t✉♠✱ ✜rst ❴❞❛t✉♠✿ ♣♦✐♥t❡rs t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ st❛❝❦✱

✐✳❡✳ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ■✴❖ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s❀ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s✿
✳✈♦❬❪✿ ✈❡❝t♦r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✳✈✐✿ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✳❞✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✳✈♦❬❪

✖✖✖✖✖✖✖✖✖
✐♥t ❙✉♣❡r❚✐❧✐♥❣✭✮④
✳✳✳✳✐♥✐t✳✳✳✳✳✳✳

❝✉rr❴❞❛t✉♠❂✜rst❴❞❛t✉♠❀
✇❤✐❧❡✭❝✉rr❴❞❛t✉♠✦❂◆❯▲▲✮④

✐❢✭✭✯❝✉rr❴❞❛t✉♠✮✳q✦❂✵✮④
❖❚❴✐♥❞❡①❂✜♥❞❴✐♥❞❡①✭❖❚✱❖❲✱✭✯❝✉rr❴❞❛t✉♠✮✳✈♦✱❉▼❆❳♦✮❀
❝✉rr❴✐♥♣✉t❂✭✯❝✉rr❴❞❛t✉♠✮✳✈✐❀
✇❤✐❧❡✭❝✉rr❴✐♥♣✉t✦❂◆❯▲▲✮④

■❚❴✐♥❞❡①❂✜♥❞❴✐♥❞❡①✭■❚✱■❲✱✭✯❝✉rr❴✐♥♣✉t✮✳✈✐✱❉▼❆❳✐✮❀
❙✐❣♠❛❴♠❛tr✐①❬❖❚❴✐♥❞❡①❪❬■❚❴✐♥❞❡①❪❂✶❀
❝✉rr❴✐♥♣✉t❂✭✯❝✉rr❴✐♥♣✉t✮✳♥❡①t❀

⑥
⑥

⑥
r❡t✉r♥ ❈♦♠♣✉t❡❴■▼✭❙✐❣♠❛❴♠❛tr✐①✮❀
⑥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

• ❆ ▼❡❛♥ ✜❧t❡r ♦♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ 2×2 ♣✐①❡❧s ✭▼✷✷✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ 128×128
♣✐①❡❧s

• ❘♦t❛t✐♦♥ ✭❘❖❚✮ ♦❢ 90◦ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ 128 × 128 ♣✐①❡❧s

• ❆ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭▲❖●✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ 256 × 256 ♣✐①❡❧s ✭t❤❡ ♦✉t♣✉t
✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s 128 × 128 ♣✐①❡❧s✮

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸✷✱ ✶✻ ❛♥❞ ✽ ❞❛t❛ ❡❛❝❤✳
❚❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t✐❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ x(0) s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸✻ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s ♣❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✸ ❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳
❚❤❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡✿ ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✶ t♦ ✶✽ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✸✷ ❞❛t❛✱ ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥
✶✾ t♦ ✸✵ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✶✻ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✸✶ t♦ ✸✻ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✽ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸✭❛✮ ✱ ✹✳✶✸✭❜✮ ❛♥❞ ✹✳✶✸✭❝✮ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ■▼ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛♥②
♦❢ t❤❡ ✸✻ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ■▼ ❛♠♦✉♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■❚ ♣❡r ❖❚
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸✭❛✮ ✱ ✹✳✶✸✭❜✮
❛♥❞ ✹✳✶✸✭❝✮✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ■▼ ❛r❡ r❡✲♦r❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡✳ ❋r♦♠
t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞ ■▼ ❛♠♦✉♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r

✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭❛✮✮ ❛r❡ t❤♦s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡s✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❛ ❜✐❣❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❛ ❜✐❣❣❡r ✐♥♣✉t t✐❧❡ s✐③❡✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭❜✮ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ✹✳✶✷✮ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ■✴❖ t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡



✶✵✷ ✹✳ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣

❢♦r✭✐❂✵✿✶✷✽✮④

❢♦r✭❥❂✵✿✶✷✽✮④

❆❬✐❪❬❥❪❂❇❬❥❪❬✲✐✰✶✷✽❪❀

⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❘❖❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts i ❛♥❞ j ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦
t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❘❖❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❧❛②♦✉t ❤❛✈✐♥❣
♠♦r❡ ❧✐♥❡s t❤❛♥ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ✸ ❣r♦✉♣s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ t✐❧❡s
❧❛②♦✉t ✐s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐❧❡ s✐③❡✳

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ✐♥ ✜❣✉r❡s ✹✳✶✸✭❛✮ ✱ ✹✳✶✸✭❜✮ ❛♥❞ ✹✳✶✸✭❝✮✳ ❋♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ✈❛r✐❛t❡ ❜② st❡♣s✳ ❋♦r t❤❡ ▲♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣
✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭❝✮✮✱ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s s♠♦♦t❤❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ st❡♣ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✶✽ ❛♥❞ ✸✻ ❢♦r t❤❡ ▲♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✸✻ ✉s❡s ❛ ♠✐♥♦r
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭❝✮✱ ❜✉t ✐t ❛❝❝❡ss❡s ❛ ❣r❡❛t❡r ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♣❡r ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✭ s❡❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✮ ❛♥❞ t❤✉s✱
✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦rs❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♦t❤❡r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ t✐❧✐♥❣ t♦ t❤❡
❧♦♦♣✲♥❡sts ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛✣♥❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡❧② ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
❞❛t❛ s❡ts✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r t✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧✐♥❣
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛✇✳

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧✐♥❣ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳

❚❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ❤❛s t❤r❡❡ st❡♣s✿ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ t✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t❤❡ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ t✐❧✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳
❚❤✉s✱ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■t ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ t✐❧❡ ❧❛②♦✉t
❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳



✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✸

✭❛✮ ▼❊❆◆ ✷✷✱ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s

✭❜✮ ❘❖❚✱ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐ ❛♥❞ ❥

✭❝✮ ▲❖●✱ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❍✐st♦❣r❛♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❜r✳ ♦❢ ■❚ ♣❡r ❖❚ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳
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s♦❧ ■❚ ❖❚ ♥❜r✳ ♦❢ ■❚ ♣❡r ❖❚

▲❖● ❘❖❚ ▼✷✷

✶✾ ✭✶✻✱✶✮ ✭✸✷✱✶✮ ✸✸ ✸✷ ✻
✷✵ ✭✶✻✱✷✮ ✸✼ ✸✷ ✻
✷✶ ✭✽✱✹✮ ✸✻ ✶✻ ✶✵
✷✷ ✭✶✻✱✶✮ ✷✻ ✶✻ ✶✵
✷✸ ✭✽✱✷✮ ✷✾ ✶✻ ✻
✷✹ ✭✽✱✶✮ ✷✾ ✽ ✻
✷✺ ✭✽✱✷✮ ✭✸✷✱✶✮ ✷✺ ✶✻ ✹
✷✻ ✭✶✻✱✷✮ ✷✶ ✶✻ ✻
✷✼ ✭✽✱✹✮ ✶✾ ✽ ✻
✷✽ ✭✶✻✱✶✮ ✶✼ ✽ ✹
✷✾ ✭✽✱✷✮ ✶✹ ✽ ✹
✸✵ ✭✽✱✶✮ ✶✷ ✹ ✹

s♦❧ ■❚ ❖❚ ♥❜r✳ ♦❢ ■❚ ♣❡r ❖❚

▲❖● ❘❖❚ ▼✷✷

✸✶ ✭✽✱✶✮ ✭✸✷✱✶✮ ✹✶ ✸✷ ✶✵
✸✷ ✭✶✻✱✷✮ ✹✽ ✸✷ ✾
✸✸ ✭✽✱✹✮ ✹✽ ✶✻ ✶✵
✸✹ ✭✶✻✱✶✮ ✷✽ ✶✻ ✻
✸✺ ✭✽✱✷✮ ✷✽ ✶✻ ✻
✸✻ ✭✽✱✶✮ ✶✼ ✽ ✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❢♦r ❘❖❚✱▲❖● ❛♥❞ ▼✷✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠s



✶✵✺

❈❤❛♣t❡r ✺

❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✿ t❤❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❤❛s t✇♦ ❡✛❡❝ts✿ ✐t r❡❞✉❝❡s
t❤❡ s②st❡♠ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✉s❡❧❡ss
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✜rst ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡
✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ r❡✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♠❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣♦❡s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✿

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❘❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❆❢t❡r t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ▼❊❳P ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞
♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✐s ❛ ♠❛tr✐① Σ✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡
♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳

❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❛s t❤r❡❡ st❡♣s✿

• ❚❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳



✶✵✻ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

• ❚❤❡ r❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r t❤❛t ❛ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛
✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐st✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞ ❞❛t❛
r❡q✉❡st✳

●❡♥❡r❛❧❧② ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ❛s r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ✐♥✈❛❧✐❞
✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉❡st✳ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♥✈❛❧✐❞ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ r❡q✉❡sts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❜♦r❞❡rs

■❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (i) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐♥✈❛❧✐❞ ❞❛t❛ r❡q✉❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② 0s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ σi ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣ ♠❛tr✐① Σ✱ ▼❊❳P

s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ✉s❡❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (i) ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ σi ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐①✳

tiled output space

ω2,1

OTx

OTy v1 v2

v3v4

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ✹ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

❯♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ s❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s❛✱
❛✐✳❡✳ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s



✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✶✵✼

t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✲♦r❞❡r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t✐♠❡t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t❤❡ ❙✉♣❡r✲t✐❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✺✳✷✮✳

❊❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛r❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ♣❛ss❛❣❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❡✐t❤❡r
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦st✳

Tiling de sortie

Cout Total = 42

Cout le plus élevé = 22

a b

c d

1 22

16

15

a b

c d

15

4

1 22

16

15

a b

c d

15

4

1 22

15

4

15 16

Cout Total = 50

Cout le plus élevé = 16

EPVC  : a, b, d, c

PVC   : a, b, c, d

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❇❚❙P ❛♥❞ ❚❙P ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❜❧✉❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❚❙P ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞ tr✐♣ ♦❢ ✶✶ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❡❞❣❡ ❝♦st ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♦❢ ✻❀ t❤❡ r❡❞ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❚❙P ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ ✶✷ ❛♥❞ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ❡❞❣❡ ❝♦st ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♦❢ ✹

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✿ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❚r❛✈✲
❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❚❙P✮ ♦r t❤❡ ❇♦tt❧❡♥❡❝❦ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❇❚❙P✮✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡st r♦✉♥❞✲tr✐♣✳

▼❛♥② r❡❛❞❡rs ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❚❙P✮
✇❤✐❝❤ ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙✐r ❲✐❧❧✐❛♠ ❘♦✇❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶✽✵✵s ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥
❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

●✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ ❛ ❝✐t② t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤❡ ❚❙P
✇❛♥ts t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❡ss ❡①♣❛♥s✐✈❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ✇❤✐❝❤ ✈✐s✐ts ❛❧❧ t❤❡ ❝✐t✐❡s ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳

❚❤❡ ❇♦tt❧❡♥❡❝❦ ❚❙P ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❚❙P ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ tr✐♣ ✐t



✶✵✽ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✇❛♥ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦sts t❤❛t t❤❡ tr❛✈❡❧❡r ❤❛s t♦ ❛✛♦r❞ ❞✉r✐♥❣
❤✐s tr✐♣✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❧❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❡ ❇❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❚❙P ❤❛✈❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✺✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P

❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✵✵❪

❈♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞✮ ❣r❛♣❤ ♦❢ ♦r❞❡r d ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤
d ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞✮ ❛r❝ t♦ ❡✈❡r②
♦t❤❡r✳

❚❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞✮ ❣r❛♣❤ ♦❢ ♦r❞❡r d✱ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ sq✉❛r❡❞ d × d ♠❛tr✐①

VC =









0 ω1,2 . . . ω1,d

ω2,1 0 . . .
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

ωd,1 . . . . . . 0









❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ωr,c ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦st t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ vr t♦ t❤❡
♥♦❞❡ vc✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ d ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ G(V,E)✱ ✇❤❡r❡ V ❛r❡
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡
π = (v1, v2, . . . , vd, v1) t❤❛t ✈✐s✐ts ♦♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ d ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ G(V,E)✱ ❛
❝♦st ♠❛tr✐① VC ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦st t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡s Π ♦❢ G✱ t❤❡ ❚❙P ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝②❝❧❡ π = (v1, v2, . . . , vd, v1) ∈ Π
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❝②❝❧❡ ❝♦st ✭❚❈❈✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✿

TCC = min

{

ωd,1 +

n−1∑

i=1

ωi,i+1

}

✭✺✳✶✮

❚❤❡ ❇♦tt❧❡♥❡❝❦ ❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ d ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤
G(V,E)✱ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐① VC ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡s Π ♦❢ G✱ t❤❡ ❇❚❙P
❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝②❝❧❡ π = (v1, v2, . . . , vd, v1) ∈ Π s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❞❣❡ ❝♦st

✭▲❊❈✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✿

LEC = min

{

max

{

ωd,1,

n−1⋃

i=1

{ωi,i+1}
}}

✭✺✳✷✮

❚❤❡ ❝♦st ωr,c ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳



✺✳✸✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦sts ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯ ✶✵✾

✺✳✸ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦sts ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ✐s ❛ Σ ♠❛tr✐①
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s✳ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t
σi,j ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐① ✐s ✶ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡ OT (i)✳

●✐✈❡♥ t✇♦ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s OT (c) ❛♥❞ OT (r)✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ Σ ♠❛tr✐①
❛r❡ ❜✐♥❛r② ✇♦r❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✿

• ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ✏♦r✧✱ ♥♦t❡❞ +✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✉t❤ t❛❜❧❡✿

(
σc,j σr,j σc,j + σr,j

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

)

• ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ✏❛♥❞✧✱ ♥♦t❡❞ •✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✉t❤ t❛❜❧❡✿

(
σc,j σr,j σc,j•σr,j

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

)

• ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ✏❳❖❘✧✱ ♥♦t❡❞ ⊕✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr✉t❤ t❛❜❧❡✿

(
σc,j σr,j σc,j•σr,j

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

)

• ❆ ❜♦♦❧❡❛♥ ✏♥♦t✧✱ ♥♦t❡❞ σr,j ✳

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❚P❯ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ t✐❧❡s OT (r) ❛♥❞ OT (c) ♦♥❡ ❛❢t❡r
t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝r♦✲t❛s❦s✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (r)
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡①t ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c)✳

❚❤❡ r❡✲♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤r❡❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦sts✮✿

• ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

• ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

• ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs
✐s✿

ω1(r, c) =

s−1∑

j=0

{σc,j•σr,j} ✭✺✳✸✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ❣✐✈❡♥ σr = (0 1 1 0) ❛♥❞ σc = (1 1 1 0)✱ t❤❡♥ ω1(r, c) = 1 ❛♥❞ ω1(c, r) = 0✳

❆s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ✺✳✹✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ω1(r, c) ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r②✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳



✶✶✵ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

time

TP ∝∑σr,j•σc,j

OT (r)

TC : ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

OT (c)

TP

TC

TP : ❚❡♠♣s ❞❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤

✭❛✮

Internal Memory 

charger de la 

mémoire externe

Total des tuiles d’entée qui changent

Tuiles d’entrée

Tuiles d’entrée à

❡♥tr❡ OT (r) ❡t OT (c)

∑
σr,j•σc,j

∑s
j=0 σc,j

∑
σc,j•σr,j

❞❡ OT (r) ♥♦♥

✉t✐❧❡s à OT (c)

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❇❚❙P ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ω1(r, c) ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t✐♠❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛✐♠❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤❡❞ ❞❛t❛✳

■❢ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❚❙P ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ω1(r, c) ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s
♣r❡✲❢❡t❝❤❡❞ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❋♦r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t✇♦ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s OT (r) ❛♥❞ OT (c)✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧

♠❡♠♦r② ✐s✿

ω2(r, c) =

s−1∑

j=0

{σr,j + σc,j} ✭✺✳✹✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ❣✐✈❡♥ σr = (0 1 1 0) ❛♥❞ σc = (1 1 1 0)✱ t❤❡♥ ω2(r, c) = ω2(c, r) = 3✳

❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ❝♦st✱ ✐s ❢✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❇❚❙P✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ω2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ω2(r, c) = ω1(r, c) +

s−1∑

j=0

σr,j



✺✳✸✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦sts ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯ ✶✶✶

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❇❚❙P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ω2✱ ✇❡ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡ t✐♠❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳

❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❝❤❛♥❣✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s OT (r) ❛♥❞ OT (c)✳
❚❤✐s ❝♦st ✐s

ω3(r, c) =

s−1∑

j=0

{σr,j ⊕ σc,j} ✭✺✳✺✮

❊①❛♠♣❧❡✿ ❣✐✈❡♥ σr = (0 1 1 0) ❛♥❞ σc = (1 1 1 0)✱ t❤❡♥ ω3(r, c) = ω3(c, r) = 1✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ω3 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ω3(r, c) =

s−1∑

j=0

{σc,j•σr,j + σr,j•σc,j}

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❛t ω3 ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❇❚❙P
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦st ω3 ✇❡ r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ❞❛t❛✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ ■❢ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❚❙P
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦st ω3 ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❛r❣❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❇❚❙P ♦r ❛

❚❙P ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ t❤❡
✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r
t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✈♦❧✉♠❡s t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❧❛②♦✉ts✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ■✴❖ ❧❛②♦✉ts r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❇❚❙P ♦r ❛ ❚❙P
✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✉s ❛ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❇❚❙P ♦r ❚❙P
✐♥st❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ❝♦st s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❢❛❝t ω1(r, c) 6= ω1(c, r) ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦st t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ OT (r)
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ OT (c) ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝♦st t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ OT (c) t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ OT (r)✳

❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❇❚P❙ ♦r ❚❙P ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❇❚P❙ ♦r
❚❙P✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❇❚❙P ♦r ❚❙P ♠❛② r❡q✉✐r❡ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❇❚❙P ♦r ❚❙P✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦sts
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❣✐✈❡s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t Vc ♠❛tr✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❝♦sts✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✺✭❝✮✱ ✺✳✺✭❞✮ ❛♥❞ ✺✳✺✭❡✮ ❣✐✈❡ t❤❡ Vc ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦sts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✸✮✱ ✭✺✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❝✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❧❡ ✺✳✺✭❞✮



✶✶✷ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❛♥❞ ✺✳✺✭❡✮ ❣✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❇❚❙P ♦r ❚❙P
s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✭d✮ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ ❜❡

v4

OTx

OTy v1 v2

v3

✭❛✮ ❚❤❡ t✐❧❡❞ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣r❛♣❤

Σ =







0 0 0 1 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
1 0 1 0 0







✭❜✮ ❚❤❡ Σ ♠❛tr✐① ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣

VC =







0 0 1 2
1 0 1 2
2 1 0 1
2 1 0 0







✭❝✮ ❚❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸

VC =







0 2 3 4
0 0 2 3
0 0 0 2
0 0 0 0







✭❞✮ ❚❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✹

VC =







0 1 3 4
0 0 2 3
0 0 0 1
0 0 0 0







✭❡✮ ❚❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✭❇✮❚❙P ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✷✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✹ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✐✳❡✳ ❞❃✷✵✮✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳

✺✳✹ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❚❙P ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❚❚❈ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▲❊❈ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✳✹✮✳

❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭●❆s✮ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏♦❤♥ ❍♦❧❧❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✼✵s ❛♥❞ t❤❡ ✽✵s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❛r✇✐♥✬s
❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✏s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜tt❡st✧✳

❚❤❡ ●❆s ♠❛❦❡ ❡✈♦❧✈❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❣❡♥♦✲
t②♣❡s ✭●❚❨P❊✮ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s✳ ❆ ❣❡♥♦t②♣❡ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✇❛② ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣♦ss❡ss❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝❀ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ✜t♥❡ss

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❤❡✲

♥♦t②♣❡ ✭P❚❨P❊✮✳
■♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥✮✱ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥♦t②♣❡ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥
s♦❧✉t✐♦♥✳



✺✳✹✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P ✶✶✸

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❇❚❙P ❛ ❣❡♥♦t②♣❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ▲❊❈ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦sts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✮✱ ✭✺✳✹✮ ♦r ✭✺✳✺✮✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ❣❡♥♦t②♣❡s ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❤❡♥♦t②♣❡s✱
✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✷✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✸✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛r❡♥ts t♦ ♠❛❦❡ ❡✈♦❧✈❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✹✳ ❚❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝r♦ss♦✈❡r✮

✺✳ ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✻✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ✷ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❡①✐st ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀
❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✭t❤❡ ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❍♦❧❧❛♥❞ ✇❛s t❤❡
❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦st s♣r❡❛❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙P ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧
❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ♣❡r ❡❛❝❤ ❝✐t② ✐♥ ❛ t♦✉r✮

• ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠✉✲
t❛t✐♦♥

• ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t st♦♣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❆❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦✛❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ●❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s
t❤❛t ✇❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✶✵✶❪ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙P❀ ♦♥ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡
♠✉t❛t✐♦♥❀ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✵✷❪ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❤②❜r✐❞ ●❆✱ ✐✳❡✳ ❛ ●❆ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✱
❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r ❛♥❞ ✜♥❞s ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤✉s ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
❛s ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✭❇✮❚❙P ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤②❜r✐❞
●❆✳

✺✳✹✳✶ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ d ❣r❛♣❤ G(V,E)✱ ✇✐t❤ d ∈ N
∗✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳



✶✶✹ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✺✳✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆ ✐s ❛ s✉❜✲s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣✳ ■t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ◆❡❛r❡st
◆❡✐❣❤❜♦r ✭◆◆✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❚❙P ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✺✳✷ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❝②❝❧❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ●❆ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❬✶✵✷❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s d ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ d ≤ Npop ≤ 2 ∗ d✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡ ♦❢ d ✭❡①✳ ✽✶✾✷✮ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❧✐♠✐t
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ t♦ t❤❡ max(d, 256)✳

❚❤❡ ◆◆ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ s❡❧❡❝t ❛ ✈❡rt❡① ❛s st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ♠❛r❦ ✐t ❛s ✈✐s✐t❡❞

✷✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ♥❡①t ✈❡rt❡① ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝❝❡ss ❝♦st ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rt❡① ❛♥❞
♠❛r❦ ✐t ❛s ✈✐s✐t❡❞

✸✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ✐t❡r❛t❡ ✷ ❛♥❞ ✸

✹✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t♦✉r ✐s ❢♦✉♥❞ ❝♦♣② ✐t ❜❛❝❦ ❛s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡♠❜❡r

✺✳✹✳✶✳✷ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts

❖♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ♣❡r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ▲❛r❣❡st ❊❞❣❡ ❈♦st ✭▲❊❈✮ ❢♦r t❤❡
❇❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❈②❝❧❡ ❈♦st ✭❚❈❈✮ ❢♦r t❤❡ ❚❙P✳

❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t✇♦ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❝②❝❧❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ♣❛r❡♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t❤r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿

• ❚❤❡ ❡❧✐t✐s♠❀ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡st t✇♦ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝②❝❧❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❢✉t✉r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛r❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ▲❊❈ ❢♦r t❤❡ ❇❚❙P
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❚❚❈ ❢♦r t❤❡ ❚❙P✳

• ❚❤❡ r♦✉❧❡tt❡ ✇❤❡❡❧❀ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♣❤❡♥♦t②♣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♣❛r❡♥t✳ ❇✉t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ♦❢
t❤❡ ❡❧✐t✐s♠✱ ✐t ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜tt❡st ♠❡♠❜❡rs ❣♦ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❚♦✉r♥❛♠❡♥t❀ ✇❤❡r❡ ✹ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st t✇♦
♦♥❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✹ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ♣❛r❡♥ts✳

❚❤❡ t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡ t✇♦ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t✇♦ ✇♦rst
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡✳ ❚❤❡ ❡❧✐t✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ r♦✉❧❡tt❡ ✇❤❡❡❧ ✇✐❧❧



✺✳✹✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P ✶✶✺

❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞
❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ t♦✉r♥❛♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇❡
❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦♠❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠
❝❤✐❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✷ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤✐❧❞r❡♥
❡❛❝❤ ✶✵ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r❡✈❡♥t t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡♥♦✉❣❤
❞✐✈❡rs✐t②✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r✳

✺✳✹✳✶✳✸ ❚❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r

❚❤❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❡♥ts ✐s r✉♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛t♦r ❝❛❧❧❡❞
♦r❞❡r ❝r♦ss♦✈❡r ✭❖❳✶✮ ✐♥ ❬✶✵✶❪✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ❖❳✶ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜✲♣❛t❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛r❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ◆❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✵✶❪

❊①❛♠♣❧❡ ▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ♣❛r❡♥ts

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

❛♥❞
(2, 4, 6, 8, 7, 5, 3, 1)

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t✇♦ ❝✉ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✿ t❤❡ ✜rst ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❡❧❡♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❢t❤ ❛♥❞ s✐①t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts✿

(1, 2|3, 4, 5|6, 7, 8)

❛♥❞
(2, 4|6, 8, 7|5, 3, 1)

❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉ts ❢♦r♠ ❛ s✉❜✲♣❛t❤ sp✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤✐❧❞ t❛❦❡s t❤❡ s✉❜✲♣❛t❤
sp ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❛r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤✐❧❞ t❛❦❡s t❤❡ s✉❜✲♣❛t❤ sp ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛r❡♥t✳

(∗, ∗|3, 4, 5|∗, ∗, ∗)
❛♥❞

(∗, ∗|6, 8, 7|∗, ∗, ∗)
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ◆❖❚ ✐♥❤❡r✐t❡❞ t❤❡ s✉❜✲♣❛t❤ sp✳

(8, 7|3, 4, 5|1, 2, 6)

❛♥❞
(4, 5|6, 8, 7|1, 2, 3)



✶✶✻ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✺✳✹✳✶✳✹ ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠✉t❛t✐♦♥ ✭❉▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❬✶✵✶❪✳
❚❤❡ ❉▼ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ■t t❛❦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤✐❧❞ t♦ ❜❡ ♠✉t❛t❡❞ ❛ s✉❜✲♣❛t❤

♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ✐t ✐♥ ❛♥♦t❤❡r r❛♥❞♦♠✲❝❤♦s❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳

(1  2  3  4  5  6  7  8)

(1  2  6  7  3  4  5  8)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ▼✉t❛t✐♦♥

✺✳✹✳✶✳✺ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ st♦♣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❡①✐st t♦ st♦♣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥ ❢♦r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡✿

• 100 ≤ Niterations ≤ 1000

• ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❣❡♥♦t②♣❡

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤r❡❡ ❚❙P s♦❧✈❡rs✿

• ❚❤❡ ❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ❇❚❙P s♦❧✈❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t❡❞ ●❆❚❙P ❛♥❞ ●❆❇❚❙P✳

• ❆ ❚❙P s♦❧✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✳

• ❚❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❙P s♦❧✈❡r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

• ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆▲●❖✶✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✶✷✽ ① ✶✷✽ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✻✹①✻✹

• ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆▲●❖✷✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✺✶✷ ① ✺✶✷ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✷✺✻①✶✷✽



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✼

• ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆▲●❖✸✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✶✵✷✹ ① ✶✵✷✹ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✷✺✻①✷✺✻

❋♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳

♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✈♦❧✉♠❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❧❛②♦✉t ♥❜r✳ ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥st❛♥❝❡s

❊❳P✶ ✶✷✽ ✶✷✽①✶✱ ✻✹①✷✱ ✸✷①✹✱ ✶✻①✽✱ ✽①✶✻ ✷✺
❊❳P✷ ✻✹ ✻✹①✶✱ ✸✷①✷✱ ✶✻①✹✱ ✽①✽ ✷✵
❊❳P✸ ✸✷ ✸✷①✶✱ ✶✻①✷✱ ✽①✹ ✶✺
❊❳P✹ ✶✻ ✶✻①✶✱ ✽①✷ ✶✵
❊❳P✺ ✽ ✽①✶ ✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s r✉♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✶✷✽ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❧❛②♦✉t ❛♠♦♥❣ ✶✷✽①✶✱
✻✹①✷✱ ✸✷①✹✱ ✶✻①✽✱ ✽①✶✻

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❊❳P✶✱ ❊❳P✷✱ ❊❳P✸✱ ❊❳P✹ ❛♥❞ ❊❳P✺
❢♦r ❆▲●❖✶❀ ❊❳P✶✱ ❊❳P✷✱ ❊❳P✸ ❢♦r ❆▲●❖✷ ❛♥❞ ❊❳P✶ ❢♦r ❆▲●❖✸ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✺✺
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✭❇✮❚❙P ❛♥❛❧②③❡❞✳

❆▲●❖ ❊❳P ★ ✐♥st ★ ❣r❛♣❤ ✈❡rt✐❝❡s

♠✐♥✳ ❛✈✳ ♠❛①✳
❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✵ ✲ ✸✷ ✲

❊❳P✷ ✷✵ ✻✸ ✻✸✳✼✺ ✻✹
❊❳P✸ ✶✺ ✶✷✹ ✶✷✸✳✸ ✶✷✻
❊❳P✹ ✶✵ ✷✹✹ ✷✹✺✳✺ ✷✹✻
❊❳P✺ ✺ ✲ ✹✽✶ ✲

❆▲●❖✷ ❊❳P✶ ✷✺ ✲ ✷✺✻ ✲
❊❳P✷ ✷✵ ✲ ✺✶✷ ✲
❊❳P✸ ✶✺ ✲ ✶✵✷✹ ✲

❆▲●❖✸ ❊❳P✶ ✷✺ ✹✽✵ ✹✾✶✳✻ ✺✶✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❚❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❜❡
✈✐s✐t❡❞✳ ✏♠✐♥✳✱ ❛✈✳ ❛♥❞ ♠❛①✳✧ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✭★ ✐♥st✮

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❜❡
✈✐s✐t❡❞✳

✺✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❆❚❙P✱ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ❛♥❞
t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ●❆❚❙P t♦ ❛ ❚❙P s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❙P s♦❧✈❡r✿ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ s♦❧✈❡rs ✭●❆❚❙P✱ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❛♥❞ ❈♦♥❝♦r❞❡✮ ❛r❡ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤✉s ✐t
✐s ♥♦t s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇✉t✱ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ ❬✶✵✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s



✶✶✽ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠ ❈♦♦❦✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❚❙P✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♦♥❡s❜✱ t❤✉s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡
✉s❡s t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡s s②♠♠❡tr✐❝ ❚❙P ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
s♦❧✈❡r✿ t❤❡ ◗s♦♣t✳

❚❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✉s❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦✈❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ❦✐❝❦s✮ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❙P ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ❢✉r♥✐s❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡
♣r♦❥❡❝t✳

❚❤❡ t❛❜❧❡ ✺✳✸ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
●❆❚❙P✳ ❚❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦✐❝❦s ♦❢ d× 100✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡
s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ●❆❚❙P
s♦❧✈❡r✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ r❛♥❦❝ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❧✈❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❚❈❈✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ●❆❚❙P ✜♥❞s s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✾✾✪ ♦❢
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❆❚❙P s♦❧✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ t♦ ✶✵✶✪✳

❆▲●❖ ❊❳P ★ ✐♥st ❚❈❈ ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ▲❑ ❡rr♦r
✭s❡❝✳✮ ❲❘❚ ●❆❚❙P

●❆❚❙P ▲❑ ❝♦♠♠ ●❆❚❙P ▲❑
❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✵ ✶✾ ✶ ✵ ❁✶ ❁✶ ✹✹

❊❳P✷ ✷✵ ✷✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✻✾
❊❳P✸ ✶✺ ✶✺ ✵ ✵ ✷ ✷ ✾✷
❊❳P✹ ✶✵ ✶✵ ✵ ✵ ✺ ✹ ✽✻
❊❳P✺ ✺ ✺ ✵ ✵ ✽ ✺ ✶✵✶

❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✺ ✷✺ ✵ ✵ ✷✽ ✷✵ ✹✶
❊❳P✷ ✷✵ ✷✵ ✵ ✵ ✺✽ ✸✻ ✹✾
❊❳P✸ ✶✺ ✶✺ ✵ ✵ ✶✷✽ ✺✽ ✻✼

❆▲●❖✸ ❊❳P✶ ✷✺ ✷✺ ✵ ✵ ✾ ✾ ✻✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ●❆❚❙P ❛♥❞ ❛ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❦✐❝❦s ♦❢ d × 100✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆▲●❖✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭❊❳P✮

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ✇✐t❤
106 ❦✐❝❦s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
●❆❚❙P✳ ❚❤❡ ●❆❚❙P ✜♥❞s st✐❧❧ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ 90% ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❆♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤ ●❆❚❙P
✐s ✉♣ t♦ ✸✺✪✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ●❆❚❙P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❈♦♥❝♦r❞❡✳ ❆s ❛tt❡♥❞❡❞ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ ❤❛s ❜❡tt❡r ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ✽✻✪ ♦❢ ❝❛s❡s✳

❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❚❙P●❆ ✐s ✉♣ t♦ ✼✻ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡
❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✉s✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❉❙❊ t♦♦❧✳

❜✉♣ t♦ ✶✺✳✶✶✷ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚❙P s♦❧✈❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✳
❝♥❜r✳ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦❧✈❡r ❤❛s ❛

❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥✳



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✾

❆▲●❖ ❊❳P ★ ✐♥st ❚❈❈ ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ▲❑ ❡rr♦r
✭s❡❝✳✮ ❲❘❚ ●❆❚❙P

●❆❚❙P ▲❑ ❝♦♠♠ ●❆❚❙P ▲❑
❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✵ ✶✼ ✸ ✵ ❁✶ ✷✾ ✶✼

❊❳P✷ ✷✵ ✶✺ ✺ ✵ ✶ ✼✶ ✸✶
❊❳P✸ ✶✺ ✶✷ ✷ ✶ ✷ ✶✵✻ ✸✺
❊❳P✹ ✶✵ ✶✵ ✵ ✵ ✺ ✶✶✸ ✷✹
❊❳P✺ ✺ ✺ ✵ ✵ ✽ ✼✽ ✷✾

❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✺ ✷✺ ✵ ✵ ✷✽ ✸✼✻ ✶✸
❊❳P✷ ✷✵ ✷✵ ✵ ✵ ✺✽ ✸✽✽ ✶✻
❊❳P✸ ✶✺ ✶✺ ✵ ✵ ✶✷✽ ✸✸✾ ✷✹

❆▲●❖✸ ❊❳P✶ ✷✺ ✷✶ ✹ ✵ ✾ ✶✼✺ ✷✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❚❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ●❆❚❙P ❛♥❞ ❛ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❦✐❝❦s ♦❢ 106✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆▲●❖✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭❊❳P✮

❚❤❡ t❛❜❧❡ ✺✳✺ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❚❙P●❆ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❈♦♥❝♦r❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ✐s ✉♣ t♦ ✶✻ ✪ ❢♦r t❤❡ ❚❚❈✳

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❧❡t t❤❡ ✉s❡r ❝❤♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡
✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚❙P●❆ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s
♦♥ s♠❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❢❛st❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❧❛r❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳

❆▲●❖ ❊❳P ★ ✐♥st ❚❈❈ ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ●❆❚❙P ❡rr♦r
✭s❡❝✳✮ ❲❘❚ ❈❖◆❈

●❆❚❙P ❈❖◆❈ ❝♦♠♠ ●❆❚❙P ❈❖◆❈
❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✵ ✺ ✶✵ ✺ ❁✶ ✷ ✹

❊❳P✷ ✷✵ ✶ ✶✸ ✻ ✶ ✸ ✺
❊❳P✸ ✶✺ ✵ ✶✹ ✶ ✷ ✻ ✻
❊❳P✹ ✶✵ ✶ ✾ ✵ ✺ ✸✷ ✶✵
❊❳P✺ ✺ ✵ ✺ ✵ ✽ ✻✶✶ ✶✻

❆▲●❖✶ ❊❳P✶ ✷✺ ✵ ✷✺ ✵ ✷✽ ✷✾✻ ✹
❊❳P✷ ✷✵ ✵ ✷✵ ✵ ✺✽ ✽✶✽ ✻
❊❳P✸ ✶✺ ✵ ✶✺ ✵ ✶✷✽ ✹✶✼✼ ✶✵

❆▲●❖✸ ❊❳P✶ ✷✺ ✶ ✷✸ ✶ ✾ ✸✹ ✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❚❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ●❆❚❙P ❛♥❞ ❚❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆▲●❖✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭❊❳P✮

✺✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❆❇❚❙P ❛♥❞ t❤❡ ●❆❚❙P

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♣❡r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✱ ❞✉r✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❇❚❙P ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❧❡ss ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛♥
t❤❡ ❚❙P✳ ❚❤❡ ❚❙P ❤❛s ♦♥❡ ♦r ❢❡✇ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥



✶✷✵ ✺✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❇❚❙P s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡s❡ ♠❛①✐♠❛ ✐t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♣✐❡s ❧❡ss
✐♥♣✉t t✐❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❚❙P ❛♥❞ ❛ ❇❚❙P s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✶✷✽ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛
❣r❛♣❤✱ ✐✳❡✳ ✶✷✽ ❖❚ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❆▲●❖✶✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊❳P✶

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚❙P s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t❤❛t ♥❡❡❞s t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜✲t✐❧❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡
❧❡ss ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ r❡✲♦r❣❛♥✐③❡
t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡ ❝♦sts✿ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ❝♦sts ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦r
♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇❡ s❤♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❚❙P ♦r ❛ ❇❚❙P✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❚❙P ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●❆❚❙P✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❛
▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❙P s♦❧✈❡r✿ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ●❆❚❙P ✜♥❞s ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ ✐♥ ✾✵✪ ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦❢
t❤❡ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●❆❚❙P s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ✉♣ t♦ ✸✺✪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❆❚❙P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡
✜♥❞s ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ●❆❚❙P ✐♥ ✽✻✪ ♦❢ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ●❆❚❙P s♦❧✉t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ✉♣ t♦ ✶✻✪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ t❤❡ ●❆❚❙P s♦❧✈❡r
✐s ✉♣ t♦ ✼✻ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ●❆❚❙P✳



✶✷✶

❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣
❛❧❧♦❝❛t❡s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ♠❛♣s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ▼❡♠♦r②
▼❛♣♣✐♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s s❤❛r❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣♦❡s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✿

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ■♥t❡r♥❛❧ ❇✉✛❡rs

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❛❜❧❡s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿

• ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ Np ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s t♦ t❤❡ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❚P❯✳ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np ✐s s♣❡❝✐✜❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❆♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

• ❛ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Np ♣✐♣❡❧✐♥❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠❛♣s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✐♥t♦



✶✷✷ ✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs ✐s ❝♦♥✢✐❝t✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤✐s
♠❛tr✐① ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ MM ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ Σ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ MM ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱
t❤✉s t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s♦rt❡❞✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣ MM ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ MM ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

• ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡① c ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞

• ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥❞❡① r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✇❤❡r❡ ✐s st♦r❡❞ ❛ ♥❡❡❞❡❞
✐♥♣✉t t✐❧❡❀

• ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t MM(r, c) ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡✱ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c) ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r r✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ MM ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❝❦♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r M ♦❢ t❤❡
♥❡❡❞❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳

M ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ Np ❛♥❞
t♦ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ t❛r❣❡t❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣❛rt ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛ ♣❛rt ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ✐♥♣✉t ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡
t✐♠❡✳

❊❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳ ❚✇♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ♦♥❡ t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ P❘❊❋❊❚❈❍ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❜❡ r❡❛❞
❢r♦♠ t❤❡ ❋❊❚❈❍ ♠♦❞✉❧❡ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❞♦ ♥♦t ❡r❛s❡ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❛❞ ❜② t❤❡ ❢❡t❝❤✐♥❣✳

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ MM ♠❛tr✐① ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ▲❡t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚P❯
❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s OT (c) ❛♥❞ OT (c + 1)✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐❧❡
OT (c) t❤❡ ❚P❯ ♥❡❡❞s t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✭✶ ❛♥❞ ✷✮ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐❧❡ OT (c + 1) ✐t
♥❡❡❞s t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✭✷ ❛♥❞ ✸✮✳ ❚❤❡ MM ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t✇♦ ❚P❯ t❛s❦s✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ t✇♦ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❚P❯ t❛s❦ c✱ t❤❡
❚P❯ ✇✐❧❧ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐❧❡ OT (c)✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❚P❯
t❛s❦ c + 1✱ t❤❡ ❚P❯ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c) ❛♥❞ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❢♦r
OT (c + 1)✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t✿

• t❤❡ s❤❛r❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✭✷ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ t❤❛t

• t❤❡ t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ OT (c) ❛r❡ ♥♦t ❡r❛s❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ t✐❧❡s ♣r❡✲❢❡t❝❤❡❞✳

❋♦r ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱ t❤❡ MM ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡



✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✷✸

1

0

0

0

3

2

1

0

0

?

0

MM c c+1

2

OT (c + 1) ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣
OT (c) ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

OT (c) ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ MM ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭Np = 1✮✳ ❊❛❝❤
❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ❛♥❞ t❤✉s✱ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡
OT (c)✳ ■❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✐s ♥♦t ✉s❡❞✳

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ MM t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
③♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ✻✳✷✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✵✱ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♥❡❡❞❡❞ ❜②
❜♦t❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✭❡①✳ t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ✶ ❛♥❞ ✸✮✳

Pipeline 2

1

0

0

0

3

2

1

0

0

?

0

MM c c+1

4

3

1

0

0 4

03

Pipeline 1

2

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ MM ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛ t✇♦ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np = 2✮✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥
♦❢ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚P❯ ❝❛❧❧ ❛♥❞ t❤✉s✱ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ■❇ ❛♠♦✉♥t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣✳



✶✷✹ ✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

✻✳✷ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❚P❯ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ♦❢
❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ❢❡❡❞s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❆♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
♠♦r❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ ✐t✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ✐s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ t❤❡ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❜② r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r OTorder✳

❚❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ⌈ d
Np

⌉
♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ t❤❡ ✜rst Np − 1 ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐❧❡s t♦ t❤❡ ❧❛st ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ♣✐♣❡❧✐♥❡ r❡♠❛✐♥ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❛
❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✭❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✮ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈✐t② t✐♠❡ ✭Tinact✮
♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭TP ✮ ♥❡❡❞❡❞

t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✭Tinact

TP % ≈ Np(Np−1)
d ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ✶✵✪ ❢♦r d = 120 ❛♥❞

Np ≤ 4✮✳

k=0

87654321

k=0 k=1 k=3k=2

21

21 98

k=3k=2k=1k=0

876543

876543 9

k=0 k=1 k=2 k=3

87654321 109 11

k=3k=2k=1

❞❂✶✵ Np = 4

❞❂✽ Np = 4

❞❂✾ Np = 4

❞❂✶✶ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r Np = 4 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ d✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ⌈ d

Np
⌉ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ t❤❡ ✜rst d%Np ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ⌊ d

Np
⌋ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳
❚❤✐s ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s



✻✳✸✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉❢❢❡rs ✶✷✺

❛r❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✶ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t ♠♦st✳

✻✳✸ ❚❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭Np = 1✮✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣
✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❚P❯✳

Time

OT (4)

■❇ ▼❛① ♦❢

✉s❡❞ ■❇

❊♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦✉r❛♥ts

❊♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉❝❝❡ss✐❢s

OT (3)OT (0) OT (1) OT (2)

❛♠♦✉♥t

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✱ ❤❛s t♦ ❝♦✉♥t t✇♦ ♣❛rts✿ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❈✉rr❡♥t ■♥♣✉t ❚✐❧❡s ✭❈■❚✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ■♥♣✉t ❚✐❧❡s ✭❙■❚✮✳ ❆s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥
♠❛❦❡ t❤❡ ❈■❚ ❛♥❞ t❤❡ ❙■❚ ♣❛rts ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❧♦♥❣✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✭■❇✮ ✐s✿

IB = maxd
i=1(SIT (i) + CIT (i)) ✭✻✳✶✮

❲❤❡r❡ SIT (i) + CIT (i) = ω2(i, i + 1) ❛♥❞ ω2(i, i + 1) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ♦❢
❝❤❛♣t❡r ✺✳

■♥ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np > 1✮✱ ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ st♦r✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t IB[k] ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ k ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠♦❞✲
✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✻✳✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

IB[k] = maxUB
i=LB(SIT (i) + CIT (i)) ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ LB ❛♥❞ UB ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢
♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ k✳ ❚❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥
▼❛♣♣✐♥❣✳



✶✷✻ ✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣

LB = k

⌈
d

Np

⌉

❛♥❞ UB = (k + 1)

⌈
d

Np

⌉

❢♦r t❤❡ Np − 1 ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛♥❞

LB = (Np − 1)

⌈
d

Np

⌉

❛♥❞ UB = d

❢♦r t❤❡ ❧❛st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳
❋♦r t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ✱

LB = k

⌊
d

Np

⌋

+ dk2 ❛♥❞ UB = (k + 1)

⌊
d

Np

⌋

+ dk2 + dk1

✇✐t❤ k ∈ [0, Np[✱ dk1 =

{

1 ✐❢ k < d%Np

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
❛♥❞ dk2 =

{

k ✐❢ k < d%Np

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✳

✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✻✳✷ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳

✻✳✹ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❚P❯ ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t t✐❧❡s (IT,OT ) ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦✿

• ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ✐♥ s ✐♥♣✉t t✐❧❡s IT (j) ✇✐t❤ j ∈ [1, s]

• ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s♣❛❝❡ ✐♥ d ✉s❡❢✉❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s OT (i) ✇✐t❤ i ∈ [1, d]

• ❛ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ♠❛tr✐① Σd×s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞
♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t❡❞ σi,j ❀

• ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r OTorder ♦❢ d ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❚P❯ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ Σ ♠❛tr✐① ❛r❡ r❡✲♦r❞❡r❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t IB ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡
Σ✲♠❛tr✐① ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳

■♥ t❤✐s ❝♦❞❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉✛❡rs ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ st❛❝❦✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ❜✉✛❡r t♦
t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❛ ✐♥♣✉t t✐❧❡✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t ✐t ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦✳ ❲❤❡♥ ❛ ■❚ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉s❡❞ ✇❡
r❡✲✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❜✉✛❡r ✐♥ t❤❡ st❛❝❦✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭0 ≤ k < Np✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t❤❛t
t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ (LB ≤ i < UB)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿



✻✳✹✳ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ✶✷✼

✖ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✖
t②♣❡❞❡❢ str✉❝t ■❇④ ✴✴ ❊❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs
str✉❝t ■❇ ♥❡①t❀
✐♥t ❜❀

⑥■❇❀

t②♣❡❞❡❢ str✉❝t PP④ ✴✴ ❙tr✉❝t✉r❡ st♦r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣
str✉❝t PP ♥❡①t❀
✐♥t ▼❛♣♣❬❙▼❆❳❪❀ ✴✴ ▼❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■❚ ❛♥❞ t❤❡ ■❇
✐♥t ▼❛♣♣❴t♦❴♣r❡s❡r✈❡❬❙▼❆❳❪❀ ✴✴ ❋❧❛❣ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛ ❜✉✛❡r ♠❛♣♣✐♥❣
■❇ t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦❀ ✴✴ P♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉✛❡rs

⑥PP❀
✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✲
✳✳✳✳
PP ♣✐♣❡❬◆❴♣r♦❝❪❀
✳✳✳✳
✴✴ ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❬❦❪✳■❇ st❛❝❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉✛❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✳✳✳✳
❢♦r✭❦❂✵❀❦❁◆❴♣✐♣❡❀❦✰✰✮④
✳✳✳✳
❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❯❇❀✐✰✰✮④
♥❡✇❴✐❂▲❇✰✐❀
❆✿ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁s♦❧✉t✐♦♥✳s❀❥✰✰✮④
✴✴ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞
✐❢✭s♦❧✉t✐♦♥✳❙✐❣♠❛❬♥❡✇❴✐❪❬❥❪❂❂✵ ✫✫ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪✦❂✲✶✫✫ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❴t♦❴♣r❡s❡r✈❡❬❥❪❂❂✲✶✮④
♣✐♣❡❬❦❪✳t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦❂P✉s❤✭ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪✱ ♣✐♣❡❬❦❪✳t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦✮❀
♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❂✲✶❀

⑥
⑥
❇✿ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁s♦❧✉t✐♦♥✳s❀❥✰✰✮④
✴✴ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞
✐❢✭s♦❧✉t✐♦♥✳❙✐❣♠❛❬♥❡✇❴✐❪❬❥❪❂❂✶ ✫✫ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❂❂✲✶✮④
♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❂P♦♣✭✫ ♣✐♣❡❬❦❪✳t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦✮❀
s♦❧✉t✐♦♥✳▼▼❬ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❪❬✐❪❂❥❀

⑥
⑥
❈✿ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁s♦❧✉t✐♦♥✳s❀❥✰✰✮④
✐❢✭s♦❧✉t✐♦♥✳❙✐❣♠❛❬♥❡✇❴✐❪❬❥❪❂❂✶✮
♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❴t♦❴♣r❡s❡r✈❡❬❥❪❂✶❀

❡❧s❡
♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❴t♦❴♣r❡s❡r✈❡❬❥❪❂✲✶❀

⑥
⑥
❢r❡❡❴■❇✭ ♣✐♣❡❬❦❪✳t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦✮❀

⑥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❈✲❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ MM ♠❛tr✐①

• ❲❡ ✜rst ❢r❡❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ t✐❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞



✶✷✽ ✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

✭❧♦♦♣ ♥❡st ❆ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✱ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ❤❛s ♥♦t t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs ✭solution.Sigma[newi][j] == 0✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✭✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ pipe[k].Mapp[j] ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
❜✉✛❡r t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦✮✳ ■❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✭pipe[k].Mapptopreserve[j] == −1✮✱ t❤❡♥
✇❡ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✉✛❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉s❤ t❤❡ ❢r❡❡ ❜✉✛❡r ✐♥t♦ t❤❡ st❛❝❦
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉✛❡rs✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ t❛s❦ i ❛r❡ t❤♦s❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ i−1
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

• ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ♠❛♣ t❤❡ ♥❡✇ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✭❧♦♦♣ ♥❡st ❇ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡
♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ❤❛s t♦
❜❡ ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭solution.Sigma[newi][j] == 1✮ ❛♥❞ ✐t ✐s
♥♦t ❛❧r❡❛❞② ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✭pipe[k].Mapp[j] == −1✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❡①tr❛❝t t❤❡ ✜rst ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐♣❡ ✭✐✳❡✳ P❖P ♦♥
pipe[k].top❴of❴the❴stack✮ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛♣ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✐♥ ✐t✳

❊①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✭❛✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙✐❣♠❛ ♠❛tr✐①✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❙✐❣♠❛ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ r❡✲♦r❞❡r❡❞ ❜②

t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✭❝✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✭❞✮ ❣✐✈❡s t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❝♦♥t❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✉s❡❞ ✐s
IB = 3✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ▼▼ ❢♦r ❛
❚P❯ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭Np = 1✮✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ♠❛♣♣❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤✉s ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r t❤❛t s♦♠❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ♠❛② ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉✛❡r✳ ❋♦r
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ♦✉t♣✉t
t✐❧❡ ✭OTindex = 1✮✱ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r 2✱ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ❛❣❛✐♥
✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r 0✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❧♦♦♣ ✭❇✮
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❲❡ ❛❞❞ ❛ ✈❡❝t♦r Current❴IB❴Content ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧
❇✉✛❡rs✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t t✐❧❡ t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r Current❴IB❴Content

❝♦♥t❛✐♥s ✐t✳



✻✳✹✳ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ✶✷✾

• ■❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r Current❴IB❴Content✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ ❛❣❛✐♥
❛♥❞ t❤❡ ❜✉✛❡r ✇❤✐❝❤ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❛✐♥s ✐t ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡①tr❛❝ts t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs s❝❛♥s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡
st❛❝❦ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❜✉✛❡r ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳

✴✴ ❈✉rr❡♥t❴■❇❴❈♦♥t❡♥t ❣✐✈❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❇✉✛❡rs
✴✴ ❇❂

∑

k IB[k] ✇❤❡r❡ IB[k] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷ ✮
✐♥t ❈✉rr❡♥t❴■❇❴❈♦♥t❡♥t❬❇❪❀
✳✳✳✳✳✳✳

❇✿ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁s♦❧✉t✐♦♥✳s❀❥✰✰✮④
✴✴ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ IT (j) ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞
✐❢✭s♦❧✉t✐♦♥✳❙✐❣♠❛❬♥❡✇❴✐❪❬❥❪❂❂✶ ✫✫ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❂❂✲✶✮④
❈♦♣②❴■❚❂✲✶❀
❢♦r✭✉❂▲❇❀✉❁❯❇❀✉✰✰✮④
✐❢✭❈✉rr❡♥t❴■❇❴❈♦♥t❡♥t❬✉❪❂❂❥✮
❈♦♣②❴■❚❂✉❀

⑥
✐❢✭❈♦♣②❴■❚❂❂✲✶✮④
♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❂P♦♣✭✫ ♣✐♣❡❬❦❪✳t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦✮❀
s♦❧✉t✐♦♥✳▼▼❬ ♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❪❬✐❪❂❥❀
❈✉rr❡♥t❴■❇❴❈♦♥t❡♥t❬✉❪❂❂♣✐♣❡❬❦❪✳▼❛♣♣❬❥❪❀

⑥❡❧s❡④
❡①tr❛❝t✭❈♦♣②❴■❚✱♣✐♣❡❬❦❪✳t♦♣❴♦❢❴t❤❡❴st❛❝❦✮❀

⑥
⑥

⑥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❈✲❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳

✻✳✹✳✶ ❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s

❙♦♠❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ♥♦t s✉❝❝❡ss✐✈❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ❝❛♥ ❜❡✿

• ❊r❛s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲✉s❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❜✉t r❡q✉✐r❡s t❤❛t
t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

• ❑❡♣t ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦r❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✜♥❞ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❤❛r❞✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ r❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✭❝♦st ω3 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤✉s ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✳



✶✸✵ ✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣

✻✳✺ ❍♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢
▼▼

❚❤❡ ❚P❯ ♥❡❡❞s t♦ r❡❛❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ▼❡♠♦r②

▼❛♣♣✐♥❣✳ ❇✉t✱ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢ d × IB ❢♦r Np = 1 ❛♥❞ ❛ s✐③❡ ♦❢
⌈

d
Np

⌉

×
∑Np−1

k=0 IB(k) ❢♦r Np > 1✱ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ■❇
✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✉s❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❧♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ ❚P❯✳

❚❤❡ ✜rst ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ ❛ MM ❝♦❧✉♠♥ ❛ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❧❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t✐♦ RIB ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡r ✉s❡❞✿

RIB[k] =
maxi ω1(i, i + 1)

IB[k]

✇❤❡r❡ ω1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ IB[k] ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷ ❛♥❞ ✇✐t❤
0 ≤ RIB ≤ 1✳

❲❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ✐t
✐♥t♦ ✷ ♠❛tr✐❝❡s✿ ♦♥❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♦♥❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✇❤❡r❡ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
✉s❡❢✉❧ ♦♥❧② ✐❢ RIB < 1

2 ✳

▼▼ ♠❛tr✐①






✵ ✷ ✵ ✵
✶ ✵ ✵ ✵
✵ ✵ ✵ ✹
✵ ✵ ✸ ✵







=⇒
✭ ✶ ✷ ✸ ✹ ✮ ■❚ ✐♥❞✐❝❡s

✭ ✶ ✵ ✸ ✷ ✮ ■❇ ✐♥❞✐❝❡s

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▼▼ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ t❛❜❧❡s

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ Np ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Np ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ t✐❧❡s ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡



✻✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✶

❞❛t❛ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ t❛s❦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳

❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛✐♠❡❞ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ✐s t♦ r❡❝❦♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡❡❞❡❞
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✱ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ■t ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❚P❯ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❋✐♥❛❧❧② ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ❝♦♥t❡♥t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❛✈♦✐❞ ✉s❡❧❡ss ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r②✳
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Input space Output space

2

3

1

4

1 2

43

■❚ ✐♥❞❡①= 1, 2, 3, 4 ❖❚ ✐♥❞❡①= 1, 2, 3, 4

✭❛✮ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s

Σ =

0

B

B

@

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1

1

C

C

A

2
3
4
1

9

>

>

>

=

>

>

>

;

❖❚ ✐♥❞❡① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ OTorder

1 2 3 4

| {z }

■❚ ✐♥❞❡①

✭❜✮ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
■✴❖ t✐❧✐♥❣s

MM =

0

B

@

0 3 0 ✶
2 0 4 0

✶ 0 0 0

1

C

A

0
1
2

9

>

=

>

;

■▼ ❧♦❝❛t✐♦♥s

2 3 4 1

| {z }

❖❚ ✐♥❞❡①

✭❝✮ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ 1 ✐s ♠❛♣♣❡❞
t✇✐❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ▼▼ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦
❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

2 3

time

1

2

1

0

4

1

3 1

2

3

11

2

1

44■▼ ❜✉✛❡rs

❖❚ ✐♥❞❡①

✭❞✮ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ MM ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ Σ ♠❛tr✐①✳
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Mem. Mapping

of available

IBs

0

1

2

j=0

0

1

2

0

j=2

2

1 Pop

2 Push

Mapp={−1,−1,0,1}

MTP ={−1,−1,−1,1}

2

1

j=1

0

No Push

1 Pop

MTP ={−1,−1,1,−1}

Mapp={2,1,0,−1}

j=3

2

MTP ={....}

Mapp={0,−1,−1,1}

1 Pop

2

0

1 Push

Mapp[j] contains the internal buffer in which is mapped the IT(j)

MTP[j] says if the buffer storing IT(j) can be released

MTP = Mapping To Preserve

No Push

2 Pop

Mapp={2,1,−1,−1}

MTP ={1,1,−1,−1}

Initial stack

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼



✶✸✹ ✻✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣



✶✸✺

❈❤❛♣t❡r ✼

❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❙②st❡♠

st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚
❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❉❙❊✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❛ ✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t✳ ❲❡
❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r②
tr❡❡ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡♠✳

❈❤❛♣t❡r ❝♦♥t❡♥ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t❡♥ts✿

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❉❙❊

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛♥❞ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞

✼✳✶ ❚❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ❬✾✾❪✱ t❤❡ ▼❊❳P ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r ❛♥❞ ❛ q✉❛❧✐t② ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ✜❧t❡r ✜♥❞s t❤❡ ♣❛r❡t♦
s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡t✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ✜❧t❡r ✉s❡s t✇♦ ♠❡tr✐❝s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ r❡❧❛t❡s t❤❡♠ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r tr♦✉❣❤ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡
✉s❡❞ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✶✸✻
✼✳ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❙②st❡♠ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

✶✳ ▲❡t si✱ ✇✐t❤ i ∈ [1, Ns]✱ ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s fIM (si) ❛♥❞ fNC(si)✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ si ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❤❛r❞✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ si✳

✷✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s si ❛♥❞ sj ✇✐t❤ i, j ∈ [1, Ns]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡

❝r✐t❡r✐♦♥✿ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ si ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ sj ✐❢ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ sj ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s fIM (si) ❛♥❞ fNC(si)✱ ✐✳❡✳ ✐❢

(fIM (si) < fIM (sj)) ∧ (fNC(si) < fNC(sj))

✸✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s si ❛♥❞ sj ✇✐t❤ i, j ∈ [1, Ns]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥✿ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s si ❛♥❞ sj ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ si ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ sj ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ sj ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ si ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡tr✐❝✱
✐✳❡✳ ✐❢

(fIM (si) < fIM (sj) ∧ fNC(si) > fNC(sj)) ∨ (fIM (si) > fIM (sj) ∧ fNC(si) < fNC(sj))

✹✳ ❆ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦r ✐s ❛t ❧❡❛st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛
s❡t✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤r❡❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s s1✱ s2 ❛♥❞ s3 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s4✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
s♣❛❝❡ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ ❜② t✇♦ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ✭IMMAX ❛♥❞ NCMAX✮✳

TPMAX

s3

s2

s1

s4

IMMAX

■▼

❚P

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❆ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ IMMAX ❛♥❞ NCMAX ✳ ❚❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s s1✱ s2 ❛♥❞ s3 ❛r❡ ♣❛r❡t♦✱ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s4 ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✼✳✷✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥♦t❤❡r ❜❡❝♦♠❡s ✐ts ❧❡❛❢✿ t❤❡ r✐❣❤t ✐❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ❧❡❢t ✐❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✼✳✷✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✶✸✼

♦❢ ❝②❝❧❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ fIM (s3) < fIM (s1) <

fIM (s2) ❛♥❞ fNC(s2) < fNC(s1) < fIM (s3)✳ ■❢ ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡
tr❡❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❢t ♦r t❤❡ r✐❣❤t s✉❜♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦r s✉❜st✐t✉t❡ ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♦r s✉❜st✐t✉t❡ ❛
✇❤♦❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❡ ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✭❜✮✮✳

TP dominance

IM domnance

s1

s3

s4

s2

✭❛✮ ❚❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❡✳

s2

s1

s3

s5

s4

✭❜✮ ❆ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥s❡rt❡❞

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉❙❊ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇
s♦❧✉t✐♦♥✳

✼✳✷ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❚❤❡ t✇♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ r✉♥ t❤❡ ❉❙❊ ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❛♥❞

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t❤❛t ❛ ❚P❯ ♥❡❡❞s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡s❡
t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✳

✼✳✷✳✶ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞

■♥ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✐s ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝
♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦✉♥t t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛✲
t♦rs ❛♥❞ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐st❡rs t❤❛t t❤❡ ❍▲❙ ❝♦✉❧❞ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♥♦r t❤❡ ❛r❡❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡
t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❯❚s✳



✶✸✽
✼✳ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❙②st❡♠ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

❆ ❚P❯ ✉s❡s s♦♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❛❜❧❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
✉s❡s ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞
❜② t❤❡ ❚P❯ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥ts ❢♦✉r ❦♥♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

• t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs IB✱

• t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❛tr✐① ▼▼ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✷ s♠❛❧❧❡r ♠❛tr✐❝❡s ❛s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✺

• t❤❡ t❛❜❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t r❡❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✭✐✳❡✳ ■❉❳✮ ❛♥❞

• t❤❡ ❚P❯ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐st❡r✭s✮ ✭✐✳❡✳ OT ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡✭s✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✭s✮ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t t✐❧❡✭s✮ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❜✐ts✮ ♦❢ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭■▼✮ ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② t♦ st♦r❡ ■❇ ✭IMIB✮

▲❡t t❤❡ ❚P❯ ❤❛✈❡ Np ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k ∈ [0, Np − 1]✱ ✇✐t❤ IB[k] t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✉s❡❞ ♣❡r ❡❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ VIT t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡❛ ❛♥❞ m t❤❡
♠❡♠♦r② ✇♦r❞ ❜✐t✲✇✐❞t❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐t✮ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✉s❡❞ ✐s✿

IMIB = m ∗ VIT ∗
Np−1
∑

k=0

IB[k]

❚❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② t♦ st♦r❡ ▼▼ ✭IMMM✮

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✺ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ▼▼ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✱
♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ■❇ ✉s❡❞ ♣❡r ❡❛❝❤
♣✐♣❡❧✐♥❡✳

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ■▼ ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡
❚P❯ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ▼▼ ❛ t✐♠❡ ❛♥❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ▼▼ ✐♥ ✷ s♠❛❧❧❡r ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛t✐♦ RIB[k] ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✻✳✺✳

❆❢t❡r t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ▼▼♠❛tr✐①
✐s✿

IMMM = 2 ∗ ⌈lg2(s)⌉ ∗ (

Np−1
∑

k=0

RIB[k] ∗ IB[k])

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ♠❛tr✐❝❡s❀
⌈lg2(s)⌉ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞

∑Np−1
k=0 RIB[k] ∗ IB[k]

❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ▼▼ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❧✐t✳

❛VIT ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r



✼✳✷✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✶✸✾

❚❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② t♦ st♦r❡ ■❉❳ ✭IMIDX✮ t❛❜❧❡

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♦❢ ■▼ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ t❛❜❧❡ ■❉❳ ✐s✿

IMIDX = s ∗







lg2





Np−1
∑

k=0

IB[k]











✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❛♥❞
⌈

lg2

(
∑Np−1

k=0 IB[k]
)⌉

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts

♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✐♥❞❡①✳

❚❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② t♦ st♦r❡ ❖❚ r❡❣✐st❡r ✭IMOT ✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✭❛♥❞ t❤✉s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✐st❡r
OT ✮ ✐s

IMOT = ⌈lg2(d)⌉ ∗ Np

✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❚P❯ ♠♦❞❡❧ ✐s ✭❛t ❧❡❛st❜✮

IM = IMIB + IMMM + IMIDX + IMOT

❆ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s (IT,OT ) ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ✐t r❡s♣❡❝ts
t❤❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♣♦ss✐❜❧❡✿

IM ≤ IMMAX ✭✼✳✶✮

✼✳✷✳✷ ❚❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ▼❊❳P ✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ st♦r❡ ♦♥❧② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡✳

❚❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥✿

• t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s✱

• t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✱

• t❤❡ t❛r❣❡t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❜✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐st❡rs t❤❛t t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧ ♠❛② ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♥♦r t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❯❚ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳



✶✹✵
✼✳ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❙②st❡♠ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ ♦✉r ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦rt ❘❆▼ ❛❝❝❡ss❡❞ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜✉rst ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡
♦t❤❡r ❜② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❞❞r❡ss t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉rst ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✶✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❜✉rst ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡♠♦r②✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ ❜✉rst ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ♠❡♠♦r②
✇♦r❞ ❝♦♥t❛✐♥s m ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳ ♣✐①❡❧s✮✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜✉rst ♠♦❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ L ❝②❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t✇♦
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❚P❯ t❛s❦✱ t✇♦ s✉❜✲t❛s❦s ❛r❡
❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✿ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦rt ❘❆▼✱ ✐♥ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤
Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ s✉❜✲t❛s❦ ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♣✐❡s t❤❡
♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❚P❯ ❝♦♥t❛✐♥s Np

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡ts ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
s✉❜✲t❛s❦s ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ Np ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❆t t❤❡ ❛♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❚P❯
t❛s❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❣✐✈❡s
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ♦❢ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ✷ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ✈❛❧✉❡s✿

• TP ✿ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯✳

• TP
p
i ✿ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✳

• TP c
i ✿ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❚P❯ t❛s❦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t

t✐❧❡ ✇❤❡♥ Np = 1 ♦r Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✇❤❡♥ Np > 1✳

• TPi✿ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❚P❯ t❛s❦✱ ✐✳❡✳ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ❚❡♠✲

♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❚P❯ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✐♠❡s ✭TPi✮ t♦ ❡①❡❝✉t❡
⌈

d
Np

⌉

❚P❯ t❛s❦s✿

TP =

l

d
Np

m

∑

i=1

TPi ❝②❝❧❡s ✭✼✳✷✮

❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ✭TPi✮ ✭✐✳❡✳ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✮ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❚P❯ t❛s❦✿

TPi = max {TP
p
i , TP c

i } ❝②❝❧❡s ✭✼✳✸✮

❋♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✱ t❤❡ ❚P❯ ♣r❡✲❢❡t❝❤❡s ω1 ✐♥♣✉t t✐❧❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭✇✐t❤
ω1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✺✳✸ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❝♦♥t❛✐♥s m ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳
♣✐①❡❧✮ ♣❡r ♠❡♠♦r② ✇♦r❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ L ❝②❝❧❡s✳



✼✳✷✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✶✹✶

❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

TP
p
i =

(

L +
V zin

m

)

∗ ω1(i, i + 1) ✭✼✳✹✮

✇❤❡r❡ V zin ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡✳
❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❚P❯ t❛s❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿

• ❆ ❚P❯ t❛s❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✶ ♦r Np ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❚P❯ ❝♦♥t❛✐♥s ✹ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ♥❡sts ✭❘❊◗✱
Pr❡❢❡t❝❤✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢
str❡❛♠s t❤❡ ✹ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦♦♣ ♥❡sts ✭❘❊◗✱ Pr❡❢❡t❝❤✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈✮ ❝❛♥ ❜❡
❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ Np ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡ts
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ ❧♦❣✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✮✱ t❤❡ Np

♣✐♣❡❧✐♥❡s ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ ❛ tr✉❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

• ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦♦♣ ♥❡sts ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦♦♣s ✭❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞
❈❆▲❈✮ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠✳

• ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✳✺✳✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✷✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ❝❛♥
❜❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳

❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

✶✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ■♥✐✲
t✐❛t✐♦♥ ■♥t❡r✈❛❧ ✭■■✮✮ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ✭❡✮
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✭✇✮✳

✷✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧♦♦♣ ♥❡st ✐s TP = II∗(◆❜r✳ ♦❢ ❧♦♦♣ ✐t❡r❛t✐♦♥s)+
T ✱ ✇✐t❤ T ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦r❡✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ T ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

▲❡t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❚P❯✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ ♥❡❡❞s ✭❛t
♠♦st✮ e ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❊❛❝❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❛❝❝❡ss ✐ts ♦✇♥ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ❛t ♠♦st e

t✐♠❡s✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♣② t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛r②
♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦♥❧② ❜② ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛ t✐♠❡✱
t❤✉s Np ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✇✐❧❧ t❛❦❡ Np ❝②❝❧❡s t♦ st♦r❡ t❤❡✐r ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s t✐♠❡✲❧✐♥❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❚P❯✱ t❤❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡sts ✭❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈✮
✐s ✿

II = max(e,Np)



✶✹✷
✼✳ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❙②st❡♠ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

3

4

2

1

Nbr. of iterations

in the loop nest

w = Nbr. of cycles

to write the output 

c = Nbr. of cycles

to compute the output 

e = Nbr. of cycles

to read the input 

Time

delay between the beginning of two successive iterations

called Initiation Interval (II)

✇

■■

■■

■■ ❡ ❝

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

..
..
..
.

..
..

..
.

1

2

3

4

to read the input 

of the pipeline k

to write the output 

to compute the output 

of the pipeline k

..
..

..
.

Nbr. of iterations

in the loop nest

Time

II

..
..

..
.

..
..

..
.

..
..

..
.

..
..

..
.

..
..
..
.

Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s

ek ◆❜r✳ ♦❢ ❝②❝❧❡s

Np ◆❜r✳ ♦❢ ❝②❝❧❡s

♦❢ t❤❡ Np ♣✐♣❡❧✐♥❡s

ck ◆❜r✳ ♦❢ ❝②❝❧❡s

e1

cNp

c1

Np
eNp

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ✇✐t❤ Np ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s✳



✼✳✷✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✶✹✸

❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦♦♣ ♥❡sts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡
V zout ✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ✐s✿

TP c
i = V zout ∗ II

❖♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣s (IT,OT ) ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ✐❢ ✐t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢
♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿

TP ≤ TPMAX ✭✼✳✺✮

✼✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ❚P❯ t❛s❦

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚P❯ t❛s❦✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ✭▼▼✮ ♠❛tr✐①✳

❆s t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ✐s r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❛
s✐♥❣❧❡ ♣♦rt ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ✐♥♣✉t t✐❧❡s ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❚P❯
t❛s❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② st♦r✐♥❣ t❤❡ ▼▼
❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✷✳✹ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✶✳✷✳

❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❚P❯ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡
✉s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❜❡❝♦♠❡s

IM = IMIB + ✷ ∗ IMMM + IMIDX + IMOT

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❜✉✛❡r✐♥❣✳
❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ❜❡❝♦♠❡s

TPi = max
{
TP

p
i + TP INIT

i , TP c
i

}
❝②❝❧❡s

✇❤❡r❡ TP INIT
i ✐s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ❛♥❞ ✐t ✐s✿

TP INIT = L + 2 ∗
Np−1
∑

k=0

{RIB[k] ∗ IB[k]}

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▼▼ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ t✇♦ s♠❛❧❧❡r ♠❛tr✐❝❡s✳

✼✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ t✐♠❡s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❚P❯ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t✇♦ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s✿

• ❚❤❡ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ♥❡sts ❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈✳

• ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳



✶✹✹
✼✳ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✿ ❙②st❡♠ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❘❊◗✱ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❛r❡ ♥♦t ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ ❛ tr✉❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❈❆▲❈ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❋❊❚❈❍✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❘❊◗✳ ❇✉t t❤❡ ❞❡❧❛② t♦
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿

✶✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧❛t❡♥❝② t♦ ✇r✐t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
t✐♠❡ t♦ ❝♦♣② ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s t❤❡ s❛♠❡
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✷✳ ■♥ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❚P❯s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ♦❢ ❛ ❚P❯
❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♣✐❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❚P❯✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛
t❡♠♣♦r❛r② ♦✉t♣✉t ❜✉✛❡r ♥♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

✼✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❜② t❛✐❧♦r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ ❉❙❊ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❛❧✐❞✐t② ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s♣❛❝❡✱
❛♥❞ ❛ q✉❛❧✐t② ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐❢② s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ❞♦♠✐♥❛♥t ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤❡ ❉❙❊ ✐s r✉♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✿ t❤❡ s②st❡♠ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r
❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳



✶✹✺

P❛rt ■■■

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s





✶✹✼

❈❤❛♣t❡r ✽

❚♦♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

❚❤✐s ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ▼❊❳P ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦
❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍▲❙ t♦♦❧✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ●■P❙❆✲❧❛❜ ❬✹❪✳

❚❤❡ ●■P❙❆✲❧❛❜ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❛
❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣✳ ❆ ❍✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ❝♦✉♥ts t❤r❡❡ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ✭♣❤♦t♦✲
r❡❝❡♣t♦rs✱ ❜✐♣♦❧❛r ❛♥❞ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ❝❡❧❧s✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t✇♦ s②♥❛♣s❡s✳ ❚❤❡ s②♥❛♣s❡s ❛r❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs✳ ❚❤❡② ❛r❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣s❡✉❞♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧❛✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛
✈✐s✐♦♥ r♦✉❣❤❧② s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ❜❧✉rr❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ❛♥❞ ♥❡❛t ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

❚❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡♠✉❧❛t❡❞ ❜② t✇♦ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✿ ❛ s♣❛t✐❛❧✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇ ♣❛ss ❛♥❞ ❛ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇ ♣❛ss ❤❛s
❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ❛♥❞ ❡♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ✈✐s✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs s❝❡♥❡✳ ❚❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❡♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs ♦♥ t❤❡ r❡t✐♥❛✳

❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs ❤❛✈❡ ❝❛✉❣❤t t❤❡ s❝❡♥❡✱ t❤❡② tr❛♥s❢❡r ✐t t♦ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
❝♦rt❡① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐❝ ♥❡r✈❡✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ✐s t❤❡ ❜r❛✐♥ ♣❛rt ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣
t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛
♣♦❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❬✶✵✹❪✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧ ❛r❡✿

• ❚❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

• ❚❤❡ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠

• ❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣s❡✉❞♦ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
❧❛✇✳

❚❤❡ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ♦♥❡s✳



✶✹✽ ✽✳ ❚♦♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❛ ♠✐♣✲♠❛♣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ▼❊❳P ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❍▲❙ t♦♦❧✳

❆❧❧ t❤❡ ❍▲❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❛ ❝❧♦❝❦ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✵ ▼❤③ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✹✺♥♠
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❍▲❙ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛
♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

✽✳✶ ▼❡tr✐❝s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✿

• ❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❛♥❞ ❍❉❚❱ ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

• ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 128x128✱ 300x300 ❛♥❞ 600x3600 ♣✐①❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r tr❛♥s✲
❢♦r♠

❊❛❝❤ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♦❢
✸✵✱ ✻✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✹ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❚❤✉s ❡❛❝❤
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ s❡❝ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ❛♥❞ ✶✵
s❡❝ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ♦♥❧② ❡①❡❝✉t❡ ❛ s❤♦rt s✉❜✲♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ✢♦✇✳

❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡

• ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❍▲❙ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❘❚▲ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✇✐t❤
❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❡tr✐❝s✿

• ❚❤❡ ❙♣❡❡❞ ❯♣ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ■t
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏▼❊❳P ❙❯✧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s✿

MEXP SU(s.i,Np) =
TP (NO IM)

TP (s.i,Np)



✽✳✶✳ ▼❡tr✐❝s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s ✶✹✾

✇❤❡r❡ TP (NO IM) ✐s t❤❡ ❚P ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞
TP (s.i,Np) ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚P ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s.i ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧
Np = 1, 2 or 4✳

MEXP SU > 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

• ❚❤❡ ❙♣❡❡❞ ❯♣ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■t
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏P❛r❛❧❧✳ ❙❯✧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s✿

Parall. SU(s.i,Np) =
TP (s.i,Np = 1)

TP (s.i,Np = 2, 4)

✇❤❡r❡ TP (s.i,Np = 2, 4) ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s.i✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np = 2 or 4✱ ❛♥❞ TP (s.i,Np = 1) ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s.i ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

Parall SU > 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❊✣❝❛❝② ❛s✿

E =
Parall. SU

Np

✇✐t❤ 0 ≤ E ≤ 1✳ ■❢ E ≥ 0.5 t❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ E ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❊❂✶ ❛❧❧ t❤❡
❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

❚❤❡ ❛r❡❛ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s✿

• ❚❤❡ ❆r❡❛ ❖✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
✏▼❊❳P ❆❖✧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

MEXP AO(s.i,Np) =
Total cost(s.i,Np)

Total cost(NO IM)

✇❤❡r❡ Total cost(s.i,Np) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❘❚▲
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s.i ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ Np ❛♥❞ Total cost(NO IM) ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛t❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❛❧✐③❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

• ❚❤❡ ❆r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Parall. AO =
Total cost(s.i,Np = 2 or 4)

Total cost(s.i,Np = 1)

❚❤❡ Parall. AO s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ Np✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t✇♦ t❛❜❧❡s✿

✶✳ ❆ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✷✳ ❆ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❆r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳



✶✺✵ ✽✳ ❚♦♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P
❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ❣✐✈❡s t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❚P✿ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t❡❞ ❚P
❛♥❞ t❤❡ ❚P ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦❣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙✳ ❚❤❡
❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡✳

❚❤✐s t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
✭❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐s♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s✿ t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭▼❊❳P ❙❯✮✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭P❛r❛❧❧✳ ❙❯✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝②
✭❊✮✳

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✳✳✳

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✳✳✳
✶✵✵ ✳✳✳

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊

s✳✐
✸✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳
Np = 1 ✶✵✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

✸✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

Np = 2 ✶✵✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

✸✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

Np = 4 ✶✵✵ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✳✳✳
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✳✳✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚P✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✽✳✷✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥ s.i ✇✐t❤
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭◆❖ ■▼✮✳ ❆❧❧ t❤❡
❛r❡❛ ❝♦sts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

• ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❛❜❧❡s✱
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✱ ❡t❝✳✳✮

• ❚❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❯❚ ❛♥❞

• ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✐st❡rs ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍▲❙ t♦♦❧✳

❚❤❡ t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❆r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭▼❊❳P ❆❖✮ ❛♥❞ t❤❡
❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭P❛r❛❧❧ ❆❖✮✳



✽✳✷✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s ✶✺✶

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✳✳✳✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮

s✳✐
✶ ✳✳✳ ✳✳✳
✷ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳
✹ ✳✳✳ ✳✳✳ ✳✳✳

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥

✽✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✿

• ❆ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧♦r❡❞
❜② ▼❊❳P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝②✳
❆ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞
♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣✮✳

❛ s♦❧✉t✐♦♥

■▼

❚P

❛ P❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

• ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t✐♦ TP p

TP c ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ TP p ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ TP c✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t❡ t❤r❡❡ ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❚P r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✿



✶✺✷ ✽✳ ❚♦♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s

▲❛t❡♥❝②

TP p

TP c ≈ 1TP p

TP c < 1

TP c t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥

TP p t❡♠♣s ❞❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ♠♦②❡♥

❚P

TP p

TP c > 1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳

✶✳ ❆ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡
t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

✷✳ ❆ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ st❛rt t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✳

✸✳ ❆ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✐s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ t❤✉s t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ Np✳

✽✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜✈❡ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ t✇♦ t②♣❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝s✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♠❡tr✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡✿

• ❚❤r❡❡ ♠❡tr✐❝s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ t❤❡ ❙♣❡❡❞ ❯♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭▼❊❳P
❙❯✮✱ t❤❡ ❙♣❡❡❞ ❯♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭P❛r❛❧❧ ❙❯✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝②
✭❊✮✳

• ❚✇♦ ♠❡tr✐❝s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ▼❊❳P
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✭▼❊❳P ❆❖✮ ♦r t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭P❛r❛❧❧✳❆❖✮✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛r❡✿



✽✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✺✸

• ❆ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ s♣❛❝❡✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡✐r t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡✐r ✉s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭✸✵✱ ✻✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧
✭Np = {1, 2, 4}✮✳

• ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✭❚P✮ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳ ■♥ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ③♦♥❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚P ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r
t❤❛♥ ✶✱ t❤❡ ❚P r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶ t❤❡ ❚P ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✇❛②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✶✱ t❤❡ ❚P ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳



✶✺✹ ✽✳ ❚♦♦❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s



✶✺✺

❈❤❛♣t❡r ✾

❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✮ ✐s ❛ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤
s❛♠♣❧❡s t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧❛✇✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ✏t❤❡ s✐③❡
♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✧ ❬✶✵✺✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼❪✳ ❚❤❡s❡
❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞
❞✐❣✐t❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳

■♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ●■P❙❆ ❧❛❜ ❬✹❪✱ t❤❡ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs ✭❝♦♥❡s ❛♥❞ r♦❞s✮ ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✳ ❆s t❤❡
♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦✈❡❛❧ ③♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✱
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡✳

✭❛✮ ✐♥♣✉t ✭❜✮ ♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ρin ❛♥❞ ρout✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✷
❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✶✺✻ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

Hin

ρin
ρout

xin

yin

yout

xout

Win

Hout

Wout

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ρin ❛♥❞ ρout✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧❛✇✿

ρout = ρlim ∗ ρin

ρin + ρ0
✭✾✳✶✮

✇✐t❤ ρin =
√

(xin − Win

2 )2 + (yin − Hin

2 )2 ❛♥❞ ρout =
√

(xout − Wout

2 )2 + (yout − Hout

2 )2❀
ρlim ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✜①✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ❛♥❞ ρ0 ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ρlim ❛♥❞ ρ0 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

ρlim =
1

k
∗
(

max(
Win

2
,
Hin

2
) + ρ0

)

❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✾✳✸✳

✭❛✮ ρ0 = Win
2

❛♥❞ k = 2

✭❜✮ ρ0 = Win
2

❛♥❞ k = 4

✭❝✮ ρ0 = Win
4

❛♥❞ k = 2

✭❞✮ ρ0 = Win
4

❛♥❞ k = 4

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ0 ❛♥❞ k

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ρ0 = Win

2 ❛♥❞ k = 2✳



✾✳✶✳ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✺✼

❋r♦♠ ✾✳✶ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛✇ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s t♦
❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛✇ ✐s✿

(
xin − Win

2

yin − Hin

2

)

=
ρ0

ρlim − ρout
∗
(

xout − Wout

2

yout − Hout

2

)

✭✾✳✷✮

■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
❛♥♥❡① ❆✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s r❡❛❧✐③❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ❛ ▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡ ✭❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♥♥❡① ❇✮✳

✾✳✶ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❖♥❝❡ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❧❧ t❤❡ st✉❞✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ▲❯❚✱ ❤❡ ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r ❛ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✉st♦♠✐③❡ t❤❡ ❚P❯ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
♦❢ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡✱ t❤r♦✉❣❤ ▼❊❳P✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❚P❯ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❘❊◗ ❝♦♠♣✉t❡s ✭❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❯❚✮ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✹ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡q✉❡sts t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❋❊❚❈❍ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❈❆▲❈ ♠♦❞✉❧❡ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡
✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ❈✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❢♦r t❤❡
▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❘❊◗ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❖❚① ❛♥❞ ❖❚② ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳ ■t ✐♥❢❡rs ❢r♦♠ t❤❡♠ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❛✵ ❛♥❞
❛✶ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐t ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ▲❯❚ ❡♥tr② ❛♥❞✱ t❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❯❚✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t
tr❛♥s❢❡rs t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧ t♦ t❤❡ ❋❊❚❈❍ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② str❡❛♠s✳ ❚❤❡ ❈❆▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❋❊❚❈❍ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ♦✉t♣✉t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

✾✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ s✐③❡s✿ ❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❛♥❞ ❍❉❚❱✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐③❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❡✈❡r❛❧ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥✳
II ❛♥❞ IO ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s s♣❛❝❡s❀ SI ❛♥❞ SO ❛r❡ t❤❡ ■✴❖ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s II ❛♥❞ IO ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦✱ VIT ❛♥❞ VOT ❛r❡ t❤❡ s❡ts
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞❀ Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖
t✐❧✐♥❣s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧❡s
✐s (IT,OT ) = (4 × 4, 4 × 2)✳



✶✺✽ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

★❞❡✜♥❡ ▼❆❙❑✭▲✮✭✶<<▲✮✲✶
★❞❡✜♥❡ ◆❴P■❳❊▲ ✹
✈♦✐❞ ❘❊◗✭ ✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥ ✱ ✐♥t ♥♣ ✱ ✐♥t ✯❉❳✱ ✐♥t ✯❆❉❉❴❘❊◗✮④
✳✳✳✳ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✳✳✳✳
❖❚② ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮✫▼❆❙❑✭◆❴♦✉t❴✵✮✮<<◆❴❖❚❴✵❀
❖❚① ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮>>◆❴♦✉t❴✵✮<<◆❴❖❚❴✶❀

❛✵ ❂ ✐ ✰ ❖❚①❀
❛✶ ❂ ❥ ✰ ❖❚②❀

✐♥❞❡① ❂ ✭❛✵ ✲ ❖❴❲■❉❚❍❴✵✮✯✭❛✵ ✲ ❖❴❲■❉❚❍❴✵✮
✰ ✭❛✶ ✲ ❖❴❲■❉❚❍❴✶✮✯✭❛✶ ✲ ❖❴❲■❉❚❍❴✶✮❀

✐♥❞❡①❴✐♥t ❂ ✐♥❞❡① >>▲❯❚❴❙❚❊P❴❇■❚❲■❉❚❍❀

✐❢✭ ✐♥❞❡①❴✐♥t ❃ ▲❯❚❴❲■❉❚❍ ✲ ✷✮④
★♣r❡❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③

❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴P■❳❊▲❀③✰✰✮
❆❉❉❴❘❊◗❬③❪❂✵①❋❋❋❋❋❋❋❋❀

⑥❡❧s❡④
♣✶ ❂▲❯❚❬✐♥❞❡①❴✐♥t❪❀
♣✷ ❂▲❯❚❬✐♥❞❡①❴✐♥t ✰✶❪❀
❞② ❂ ♣✷✲♣✶❀
❞① ❂ ✭✐♥❞❡①✮✫▼❆❙❑✭P❘❊❈✮❀
♣❂✭✭❞①✯❞②✮>>✭▲❯❚❴❙❚❊P❴❇■❚❲■❉❚❍✰P❘❊❈✮✮✰♣✶❀

① ❂ ♣✯✭❛✵ ✲ ✭❖❴❲■❉❚❍❴✵>>✶✮✮
✰ ✭■❴❲■❉❚❍❴✵>>✶✮<<P❘❊❈❀
② ❂ ♣✯✭❛✶ ✲ ✭❖❴❲■❉❚❍❴✶>>✶✮✮
✰ ✭■❴❲■❉❚❍❴✶>>✶✮<<P❘❊❈❀

❞① ❂ ①✫▼❆❙❑✭P❘❊❈✮❀ ① ❂ ① >> P❘❊❈❀
❞② ❂ ②✫▼❆❙❑✭P❘❊❈✮❀ ② ❂ ② >> P❘❊❈❀

✐❢✭① ❁ ■❴❲■❉❚❍❴✵ ✫✫ ② ❁ ■❴❲■❉❚❍❴✶✮④
❉❳❬✵❪ ❂ ✭❞①<<✶✻✮⑤❞②❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✵❪ ❂ ✭①<<✶✻✮⑤②❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✶❪ ❂ ✭✭①✰✶✮<<✶✻✮⑤②❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✷❪ ❂ ✭①<<✶✻✮⑤✭②✰✶✮❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✸❪ ❂ ✭✭①✰✶✮<<✶✻✮⑤✭②✰✶✮❀

⑥❡❧s❡④
★♣r❡❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③

❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴P■❳❊▲❀③✰✰✮
❆❉❉❴❘❊◗❬③❪❂✵①❋❋❋❋❋❋❋❋❀

⑥
⑥
⑥

✈♦✐❞ ❈❆▲❈✭✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥✱ ✐♥t ♥♣✱ ✐♥t ✯❉❳✱
✐♥t ✯❉❆❚❆✱ ✐♥t ✯♦✉t❴❆❉❉✱ ✐♥t ✯♦✉t❴❉❆❚❆✮④

✳✳✳✳ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✳✳✳✳
❖❚② ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮✫▼❆❙❑✭◆❴♦✉t❴✵✮✮<<◆❴❖❚❴✵❀
❖❚① ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮>>◆❴♦✉t❴✵✮<<◆❴❖❚❴✶❀
❞② ❂ ❉❳ ❬✵❪ ✫▼❆❙❑✭✶✻✮❀
❞① ❂ ✭❉❳ ❬✵❪>> ✶✻✮ ✫▼❆❙❑✭✶✻✮❀
✯♦✉t❴❉❆❚❆ ❂ ■♥t❡r♣♦❧✭❞①✱ ❞②✱ ❉❆❚❆❬✵❪✱

❉❆❚❆❬✶❪✱ ❉❆❚❆❬✷❪✱ ❉❆❚❆❬✸❪✮❀
✯♦✉t❴❆❉❉ ❂ ✭✭✐✰♦❚①✮<<✶✻✮⑤✭❥✰♦❚②✮❀
⑥
✐♥t ■♥t❡r♣♦❧✭✐♥t ❞①✱ ✐♥t ❞②✱ ✐♥t ❛✱ ✐♥t ❜✱ ✐♥t ❝✱ ✐♥t ❞✮④
✈❛❧ ❂ ✭✶✲❞①✮✯✭✶✲❞②✮✯❛✰❞①✯✭✶✲❞②✮✯❜✰✭✶✲❞①✮✯❞②✯❝✰❞①✯❞②✯❞❀
⑥

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✿ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❝♦❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝r♦s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡r✲
❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳

II IO SI SO VIT VOT Ns

❙◗❈■❋ ✶✷✽ × ✾✻ ✻✹ × ✹✽ ✶✷✽ × ✶✷✽ ✻✹ × ✻✹ ✸✷✱ ✶✻✱ ✽ ✸✷✱ ✶✻✱ ✽ ✸✻
❱●❆ ✻✹✵ × ✹✽✵ ✸✷✵ × ✷✹✵ ✶✵✷✹ × ✺✶✷ ✺✶✷ × ✷✺✻ ✺✶✷✱ ✷✺✻✱ ✶✷✽ ✺✶✷✱ ✷✺✻✱ ✶✷✽ ✸✷✹
❍❉❚❱ ✶✾✷✵ × ✶✵✽✵ ✾✻✵ × ✺✹✵ ✷✵✹✽ × ✷✵✹✽ ✶✵✷✹ × ✶✵✷✹ ✷✵✹✽✱✶✵✷✹ ✷✵✹✽✱✶✵✷✹ ✷✼✷

❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s

❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ✶✱ ✷✱ ♦r ✹ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s Ns × 3
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ✸✵✱ ✻✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤✉s
❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡ Ns × 9 ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥✳

❚❤❡ t♦♦❧s ✉s❡❞ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✳

✾✳✷✳✶ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✸✷✱ ✶✻✱ ✽✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✵✽ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s



✾✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✺✾

❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✺ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r
❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ s✉❜✲✜❣✉r❡s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝②
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s
✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❝✐r❝❧❡✮ ❛r❡ ♣❛r❡t♦✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ s❤♦✇s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P
❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

❚❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❜r✐♥❣ t♦ ❛ r❡❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r t❤❡
t✇♦ ▼❊❳P ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻✮✳ ❋♦r♠ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡
▼❊❳P ❙❯ ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✷ ❛♥❞ ✻✳✼ ❛♥❞ t❤❡ ✏P❛r❛❧❧ ❙❯✧ ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✾✼ ❛♥❞
✶✳✷✾✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✪✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✹ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ▼❊❳P
s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻✮✳ ❆s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❜✉✛❡rs✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦st ♦❢ ❛ ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r 2.5 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣❛rt✱ ❜✉t ✐ts ❛♠♦✉♥t r❡♠❛✐♥s ♥♦♥✲
♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ✐♥ ❢❛❝t ❛
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇✐t❤ Np = 2 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❛r♦✉♥❞ 1.6 ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇✐t❤
Np = 4 ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ❛r♦✉♥❞ 2.6✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺ ❣✐✈❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❝❤♦s❡♥
s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻✮ ❛♥❞ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻✮✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦
♣r❡✲❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ 1✳ ❚❤✉s ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✾✳✻✭❛✮✱ ✾✳✻✭❜✮ ❛♥❞ ✾✳✻✭❝✮ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P s♦✲
❧✉t✐♦♥s s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻ ❤❛s ❛
❜❡tt❡r t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✶✸✱ ❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t s✳✻ ✉s❡s ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ s✳✶✸✳

●r❛♣❤ ✾✳✻✭❞✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❙♣❡❡❞ ❯♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥
✸✳✷ ❛♥❞ ✻✳✼✳



✶✻✵ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❙◗❈■❋✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✸ ✭✶✻×✷✱ ✸✷×✶✮ ✶✵✶✹✹ ✶✻✽✼✽ ✸✵✼✽✵ ✹✾✼✵✵
s✳✶✸ ✭✽×✹✱ ✶✻×✶✮ ✾✸✶✷ ✷✷✸✺✹ ✹✵✶✷✽ ✻✹✼✷✽
s✳✻ ✭✽×✹✱ ✸✷×✶✮ ✶✵✹✵✵ ✶✻✽✾✻ ✸✵✺✶✻ ✹✾✶✶✻

s✳✸✺ ✭✽×✶✱ ✽×✶✮ ✶✽✸✾✵ ✼✷✼✾✻ ✶✸✾✺✼✻ ✷✷✽✻✶✻

❚❛❜❧❡ ✾✳✷✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s s✳✸✱ s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻ ❛r❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ s✳✸✺ ✐s ❛ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥✳



✾✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✻✶

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✼✾✽✽✸

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✼✷✵✹✸
✶✵✵ ✷✾✹✾✷✸

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊

s✳✶✸
✸✵ ✷✷✸✺✹ ✷✹✾✺✷ ✲✶✵✳✹✶ ✸✳✷

▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✹✵✶✷✽ ✸✼✹✷✵ ✼✳✷✹ ✹✳✻
Np = 1 ✶✵✵ ✻✹✼✷✽ ✺✹✻✷✵ ✶✽✳✺✶ ✺✳✹

✸✵ ✶✽✸✵✸ ✷✵✵✸✵ ✲✽✳✻✷ ✹ ✶✳✷✺ ✵✳✻✷
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✸✸✼✻✼ ✸✸✶✺✺ ✶✳✽✺ ✺✳✷ ✶✳✶✸ ✵✳✺✻

❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✺✹✹✹✼ ✺✵✻✼✺ ✼✳✹✹ ✺✳✽ ✶✳✶ ✵✳✺✹

✸✵ ✶✻✺✺✹ ✶✾✷✾✽ ✲✶✹✳✷✷ ✹✳✷ ✶✳✷✾ ✵✳✸✷
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✸✵✹✵✶ ✸✷✼✾✽ ✲✼✳✸✶ ✺✳✷ ✶✳✶✹ ✵✳✷✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✹✽✽✽✶ ✺✵✼✾✽ ✲✸✳✼✽ ✺✳✽ ✶✳✶ ✵✳✷✼

s✳✻
✸✵ ✶✻✽✾✻ ✶✽✹✽✵ ✲✽✳✺✼ ✹✳✸

▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✸✵✺✶✻ ✷✾✶✽✺ ✹✳✺✻ ✺✳✾
Np = 1 ✶✵✵ ✹✾✶✻✻ ✹✹✺✽✺ ✶✵✳✷✼ ✻✳✻

✸✵ ✶✹✼✾✹ ✶✻✻✾✵ ✲✶✶✳✸✻ ✹✳✼ ✶✳✶✶ ✵✳✺✺
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✼✶✷✹ ✷✽✹✽✵ ✲✹✳✼✻ ✻ ✶✳✵✷ ✵✳✺✶

❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✹✸✺✻✹ ✹✹✷✵✵ ✲✶✳✹✹ ✻✳✼ ✶ ✵✳✺

✸✵ ✶✸✺✼✹ ✶✻✻✾✵ ✲✶✾✳✽✻ ✹✳✼ ✶✳✵✾ ✵✳✷✼
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✹✽✹✽ ✷✾✸✺✽ ✲✶✺✳✸✻ ✺✳✾ ✵✳✾✾ ✵✳✷✺

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✸✾✽✷✾ ✹✺✾✶✽ ✲✶✸✳✷✻ ✻✳✹ ✵✳✾✼ ✵✳✷✹

♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✾✳✹
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✻✳✼

❚❛❜❧❡ ✾✳✸✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋✳

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✸✾ ✭✵✱✵✸ ✲ ✵✱✵✵✾✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮

s✳✶✸
✶ ✵✳✵✾✻ ✭✵✳✵✻ ✲ ✵✳✵✸✻✮ ✷✳✹✾ ✭✶✳✾✾ ✲ ✹✳✶✮
✷ ✵✳✶✺✸ ✭✵✳✵✾✸ ✲ ✵✳✵✻✮ ✸✳✾✺ ✭✸✳✶✹ ✲ ✻✳✺✻✮ ✶✳✺✽ ✭✶✳✺✽ ✲ ✶✳✺✽✮
✹ ✵✳✷✹ ✭✵✳✶✻ ✲ ✵✳✵✽✮ ✻✳✷ ✭✺✳✷✾ ✲ ✾✳✶✮ ✷✳✹✾ ✭✷✳✻✺ ✲ ✷✳✷✸✮

s✳✻
✶ ✵✳✵✾✼ ✭✵✳✵✻ ✲ ✵✳✵✸✼✮ ✷✳✺ ✭✶✳✾✾ ✲ ✹✳✶✾✮
✷ ✵✳✶✻✸ ✭✵✳✵✾ ✲ ✵✳✵✼✸✮ ✹✳✷ ✭✸✳✷ ✲ ✼✳✹✻✮ ✶✳✻✼ ✭✶✳✻ ✲ ✶✳✼✽✮
✹ ✵✳✷✼✵ ✭✵✳✶✻ ✲ ✵✳✶✶✮ ✻✳✾ ✭✺✳✺ ✲ ✶✶✳✽✮ ✷✳✼ ✭✷✳✼✻ ✲ ✷✳✽✶✮

❚❛❜❧❡ ✾✳✹✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥



✶✻✷ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4

✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

L2

L1

▲✸

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❙◗❈■❋✳



✾✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✻✸

✾✳✷✳✷ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❱●❆✭✻✹✵×✹✽✵✮
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✺✶✷✱ ✷✺✻✱ ✶✷✽✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✾✼✷ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✼ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r♠ t❤✐s
✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ❧❡ss ♦♥ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙◗❈■❋ ❛♥❞

• t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
❛ ❙◗❈■❋

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❛r♦✉♥❞ 3 ∗ 105 ❝②❝❧❡s ❢♦r Np = 1 ❛♥❞ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 1.5 ∗ 105 ❛♥❞ 2 ∗ 105 ❢♦r Np = 2✳ ■t ✈❛r✐❡s ♠♦r❡ ❢♦r Np = 4✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✺ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✷✷✵
❛♥❞ s✳✷✷✸✮✳ ❲❤❡r❡ s✳✷✷✵ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ s✳✷✷✸ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✾✳✺✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ▼❊❳P ❙❯ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✻✳✹✸ ❛♥❞ ✸✻✳✶✸✳ ❚❤❡ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s s✉♣❡r✐♦r
t❤❛♥ ✵✳✾ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ Np = 4✳ ❇✉t ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✻✪✱ t❤✉s t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✻ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✷✷✵ ❛♥❞
s✳✷✷✸✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ❆r❡❛ ❖✈❡r❤❡❛❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✹ ✭❢♦r ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮ ❛♥❞
❛r♦✉♥❞ ✾ ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np = 4✳ ❚❤❡ ❆❖ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✳✻ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✳✾ ❢♦r Np = 4✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✷✷✵✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ ✶ ❢♦r Np = 1✱ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶ ❢♦r
Np = 4❀

• ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✷✷✸✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ t❤✐s r❛t✐♦
✐s ❛r♦✉♥❞ ✶ ❢♦r Np = 1 ❛♥❞ Np = 2 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶ ❢♦r Np = 4✳



✶✻✹ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳



✾✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✻✺

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✶✾✾✻✽✹✶

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✹✸✾✾✽✶
✶✵✵ ✼✸✼✷✽✹✶

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✷✷✵

✸✵ ✸✵✷✶✼✾ ✸✶✵✻✺✵ ✲✷✳✼✷ ✻✳✹✸
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✸✵✸✺✶✶ ✸✶✶✹✸✶ ✲✷✳✺✹ ✶✸✳✽

Np = 1 ✶✵✵ ✸✷✽✶✹✸ ✸✷✶✺✼✼ ✷✳✵✹ ✷✷✳✾✸
✸✵ ✶✺✷✽✹✹ ✶✺✺✽✹✺ ✲✶✳✾✸ ✶✷✳✽✶ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✼✸✻✵✻ ✶✼✶✼✽✶ ✶✳✵✻ ✷✺✳✵✹ ✶✳✽✶ ✵✳✾✶
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✷✻✵✼✷ ✷✶✶✾✵✻ ✻✳✻✽ ✸✹✳✼✾ ✶✳✺✶ ✵✳✼✺

✸✵ ✾✼✼✻✽ ✼✾✾✸✻ ✷✷✱✸✶ ✷✹✳✾✽ ✸✳✽✽ ✵✳✾✼
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✹✶✻✺✵ ✶✹✻✶✻✷ ✲✸✳✵✾ ✷✾✳✹✷ ✷✳✶✸ ✵✳✺✸

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✷✵✸✸✷✷ ✷✵✹✵✺✵ ✲✵✳✸✺ ✸✻✳✶✸ ✶✳✺✽ ✵✳✸✾
s✳✷✷✸

✸✵ ✷✽✷✼✷✼ ✷✽✾✽✸✷ ✲✷✳✹✺ ✻✳✽✾
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✷✾✼✺✼✶ ✷✾✾✶✶✽ ✲✵✳✺✷ ✶✹✳✸✽

Np = 1 ✶✵✵ ✸✺✻✶✺✺ ✸✸✽✼✶✽ ✺✳✶✹ ✷✶✳✼✼
✸✵ ✶✺✸✸✵✻ ✶✹✺✺✸✺ ✺✳✸✹ ✶✸✳✼✷ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✾✸✻✺✻ ✶✽✾✷✼✾ ✷✳✸✶ ✷✷✳✼✷ ✶✳✺✽ ✵✳✼✾
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✻✸✸✼✻ ✷✹✼✼✽✶ ✻✳✷✾ ✷✾✳✼✺ ✶✳✸✻ ✵✳✻✽

✸✵ ✶✶✶✽✻✷ ✼✼✸✸✷ ✹✹✳✻✺ ✷✺✳✽✷ ✸✳✼✹ ✵✳✾✸
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✻✷✻✸✽ ✶✻✸✶✻✺ ✲✵✳✸✷ ✷✻✳✸✻ ✶✳✽✸ ✵✳✹✺

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✷✸✸✶✽✷ ✷✷✽✾✾✸ ✶✳✽✸ ✸✷✳✶✾ ✶✳✹✼ ✵✳✸✼
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✻✳✷
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✸✻✳✶✸

❚❛❜❧❡ ✾✳✺✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✳✵✹✶ ✭✵✳✵✸✶✱ ✵✳✵✶✮

Np ❝♦st ✲ ❣❛t❡s ❆❖ ❲❘❚ ❆❖ ❞✉❡ t♦
◆❖ ■▼ ✭♥❳✮ t❤❡ P❛r❛❧❧✳ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✷✷✵

✶ ✵✳✶✹ ✭✵✳✵✻✱ ✵✳✵✽✮ ✸✳✺✻ ✭✷✳✵✻✱ ✽✳✷✸✮
✷ ✵✳✷✺ ✭✵✳✶✱ ✵✳✶✺✮ ✻✳✶✶ ✭✸✳✶✾✱ ✶✺✳✶✺✮ ✶✳✼✶ ✭✶✳✺✺✱ ✶✳✽✹✮
✹ ✵✳✹✺ ✭✵✳✶✼✱ ✵✳✷✽✮ ✶✵✳✾✾ ✭✺✳✺✷✱ ✷✼✳✾✮ ✸ ✭✷✳✻✽✱ ✸✳✸✾✮

s✳✷✷✸
✶ ✵✳✶✼ ✭✵✳✵✻✱ ✵✳✶✶✮ ✹✳✷ ✭✷✳✶✹✱ ✶✵✳✻✷✮
✷ ✵✳✷✼ ✭✵✳✶✱ ✵✳✶✼✮ ✻✳✼✭✸✳✷✺✱ ✶✼✳✺✷✮ ✶✳✺✾ ✭✶✳✺✷✱ ✶✳✻✹✮
✹ ✵✳✹✽ ✭✵✳✶✼✱ ✵✳✸✶✮ ✶✶✳✻ ✭✺✳✹✼✱ ✸✵✳✻✮ ✷✳✼✺ ✭✷✳✺✺✱ ✷✳✽✽✮

❚❛❜❧❡ ✾✳✻✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✶✻✻ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4

✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

L1

L3

L2

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✾✳✽✿ ▼❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳



✾✳✸✳ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✶✻✼

✾✳✸ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱✭✶✾✷✵❳✶✵✽✵✮ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡✱ ✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡s s✐③❡s ♦❢ ✷✵✹✽ ❛♥❞ ✶✵✷✹✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✷✼✷ s♦❧✉t✐♦♥s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭✸✵✱ ✻✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✾ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤✐s
✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♥❡✐✲
t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♥♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ Np = 4 ❛♥❞ L = 100✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
❛r♦✉♥❞ 2 ∗ 105 ❢♦r Np = 1❀ 1 ∗ 105 ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ 5 ∗ 104 ❢♦r Np = 4✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✳✷✺✷ ❛♥❞ s✳✶✻✺ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ s✳✷✺✷
✐s ❛ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s✳✶✻✺ ✐s ♥♦♥✲♣❛r❡t♦✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❛❜❧❡ ✾✳✼✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❚▲ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✷✺✷ ❛♥❞ s✳✶✻✺✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t ✿

• ❚❤❡ ▼❊❳P ❙❯ ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✻✳✹ ❛♥❞ ✾✸✳✸ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛❧✇❛②s s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ 0.9 ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉✲
t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✾✳✹✪✳

❚❛❜❧❡ ✾✳✾ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

• t❤❡ ❆❖ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❢♦r♠ ✾✳✶✶ t♦ ✷✼✳✷✶ ❢♦r t❤❡
♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✷✺✷ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✷✽✳✻ t♦ ✽✼✳✺ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✶✻✺✮✳ ❚❤✐s
♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ✿

✕ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s

✕ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t t✐❧❡s✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤✐s ❛♠♦✉♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ■❉❳
♠❡♠♦r② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✲ s❡❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤
✸✳✷✳✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✷✺✷ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ ✾✸✳✸ ✭❢♦r Np = 4✮ ✇✐t❤ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✷✼✳✷❳✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✶✻✺ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r s♣❡❡❞ ✉♣ ✭✻✺ ❢♦r Np = 4✮ ❢♦r ❛♥ ❛r❡❛
♦✈❡r❤❡❛❞ ✹ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r ✭✐✳❡✳ ✽✼✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞
❘❚▲✱ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t✐❧✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡
t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵ ❣✐✈❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❧❛t❡♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡



✶✻✽ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

❧❛t❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲
❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ♦❢ 0.14✳

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✾✳✾✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❍❉❚❱✳



✾✳✸✳ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✶✻✾

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4 ✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✵✿ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❍❉❚❱✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❝♦st ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✭❜✐ts✮ ✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✷✺✷ ✭✸✷×✸✷✱ ✻✹×✶✻✮ ✸✵✹✹✷✵ ✷✵✽✾✹✼✻ ✷✵✽✾✺✾✻ ✷✵✽✾✼✺✻

s✳✶✻✺ ✭✷✺✻×✹✱ ✸✷×✻✹✮ ✶✶✸✽✺✹✵ ✷✷✶✸✽✶✹ ✷✷✶✺✼✵✽ ✷✷✷✺✹✽✹

❚❛❜❧❡ ✾✳✼



✶✼✵ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✶✸✹✼✽✹✶✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✾✵✸✵✹✶✾
✶✵✵ ✹✾✼✻✻✹✶✾

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✷✺✷

✸✵ ✷✽✾✹✼✻ ✷✵✾✽✵✾✼ ✲✵✳✹✶ ✻✳✹✷
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✷✵✽✾✺✾✻ ✷✵✾✽✵✾✼ ✲✵✹ ✶✸✳✽

Np = 1 ✶✵✵ ✷✵✽✾✼✺✻ ✷✵✾✽✵✾✼ ✲✵✳✸✾ ✷✸✳✼
✸✵ ✶✵✹✺✵✵✶ ✶✵✺✶✽✻✻ ✲✵✳✻ ✶✷✳✽✶ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✵✹✺✶✷✶ ✶✵✺✶✽✻✻ ✲✵✳✻ ✷✼✳✻ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✶✵✹✺✷✽✶ ✶✵✺✶✽✻✻ ✲✵✳✻ ✹✼✳✸ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

✸✵ ✺✶✼✹✵✵ ✺✸✸✸✾✵ ✲✷✳✵✾ ✷✺✳✷✻ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✺✷✷✷✸✷ ✺✸✸✸✾✵ ✲✷✳✵✾ ✺✹✳✹✷ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✺✻✷✸✻✵ ✺✸✸✸✾✵ ✺✳✹ ✾✸✳✸ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽
s✳✶✻✺

✸✵ ✷✷✶✸✽✶✹ ✷✷✷✸✺✺✸ ✲✵✳✹✹ ✻
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✷✷✶✺✼✵✽ ✷✷✷✺✹✼✸ ✲✵✳✹✹ ✶✸

Np = 1 ✶✵✵ ✷✷✷✺✹✽✹ ✷✷✷✸✻✶✶✷ ✲✵✳✹✼ ✷✷✳✷✺
✸✵ ✶✶✶✼✺✸✻ ✶✶✷✼✽✾✷ ✲✵✳✾✶ ✶✶✳✾ ✶✳✾✼ ✵✳✾✽

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✶✸✷✹✷✵ ✶✶✹✷✷✾✵ ✲✵✳✽✻ ✷✺✳✹ ✶✳✾✹ ✵✳✾✼
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✶✶✻✺✵✼✵ ✶✶✽✽✶✶✻ ✲✶✳✾✹ ✹✶✽✽ ✶✳✽✽ ✵✳✾✹

✸✵ ✻✵✺✸✾✵ ✻✶✵✶✹✾ ✲✵✳✼✼ ✷✷ ✸✳✻✹ ✵✳✾✶
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✻✹✽✵✺✹ ✻✺✷✼✺✵ ✲✵✳✼✷ ✹✹✳✺ ✸✳✹ ✵✳✽✺

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✼✶✸✷✶✵ ✼✺✽✸✺✵ ✲✺✳✾ ✻✺✳✻✷ ✷✳✾✹ ✵✳✼✹
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✾✳✹
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✾✸✳✸

❚❛❜❧❡ ✾✳✽✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✹✶ ✭✵✱✵✸ ✲ ✵✱✵✶✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✷✺✷

✶ ✵✳✸✼ ✭✵✳✵✼ ✲ ✵✳✸✮ ✾✳✶✶ ✭✷✳✷ ✲ ✸✵✳✼✮
✷ ✵✳✻ ✭✵✳✶ ✲ ✵✳✺✮ ✶✹✳✽ ✭✸✳✸✹ ✲ ✺✵✳✸✼✮ ✶✳✻✷ ✭✶✳✺✹ ✲ ✶✳✻✹✮
✹ ✶✳✶✷ ✭✵✳✶✼ ✲ ✵✳✾✺✮ ✷✼✳✷✶ ✭✺✳✺✾ ✲ ✾✹✳✸✮ ✷✳✾✽ ✭✷✳✺✽ ✲ ✸✮

s✳✶✻✺
✶ ✶✳✶✽ ✭✵✳✵✾ ✲ ✶✳✵✾✮ ✷✽✳✻ ✭✷✳✼✺ ✲ ✶✵✾✳✺✮
✷ ✷✳✵✷ ✭✵✳✶✸ ✲ ✶✳✾✮ ✹✽✳✾ ✭✹✳✸✷ ✲ ✶✽✼✳✻✮ ✶✳✼ ✭✶✳✻ ✲ ✶✳✼✮
✹ ✸✳✻ ✭✵✳✷ ✲ ✸✳✹✮ ✽✼✳✺ ✭✻✳✽✺ ✲ ✸✸✼✳✾✮ ✸✳✵✺ ✭✷✳✺ ✲ ✸✮

❚❛❜❧❡ ✾✳✾✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✾✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼✶

✾✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤r❡❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✭❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❛♥❞ ❍❉❚❱✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t
t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ■✴❖ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ s✐③❡s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❧❛r❣❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❱●❆ ❛♥❞
❍❉❚❱✮ t❤❛♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♠❛❣❡ ✭❙◗❈■❋✮✳

❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
✉♣ t♦ ✾✸✳✸ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✷✼✳✷✶ ✭r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍❉❚❱
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np = 4✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✉♣ t♦ ✷✸✳✼ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✾✳✶✶ ✭❢♦r ❛
❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✮✳

❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t
❢♦r t❤❡ ❍❉❚❱ ✭❊❃✵✳✾✮✳



✶✼✷ ✾✳ ❚❤❡ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣



✶✼✸

❈❤❛♣t❡r ✶✵

❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿

• ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ◆②q✉✐st✲❙❤❛♥♥♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❆s t❤❡ ▲❖●
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t✱ ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❧♦✇✲♣❛ss ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❛♥❞
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ✜❧t❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❤❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢
t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

• ❚❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐s✐♦♥ ❜❧✉rr❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ❛♥❞ ♥❡❛t ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s♣❛❝❡✲
✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s

✭❛✮ ✐♥♣✉t ✭❜✮ ♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ▲❖●
s❛♠♣❧✐♥❣

❜❧✉rr❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ❛♥❞ ♥❡❛t ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳



✶✼✹ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t❤❡ st♦r❛❣❡
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛② ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❛♥♥❡① ❈ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞
❜② t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ▼■P ♠❛♣♣✐♥❣ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ▼■P
st❛♥❞s ❢♦r ✏▼✉❧t✉♠ ✐♥ P❛r✈♦✧❛✳

❚❤❡ ▼■P✲♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥❞❡①❡❞
❜② C✳ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ C ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ C − 1✳

■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖●✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ▼■P✲
♠❛♣ ❝♦♥t❛✐♥s ✸ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ❛❝❝❡ss t❤❡ ▼■P✲♠❛♣ ❧❡✈❡❧s ✐s
logk(f(xout, yout))✱ ✇❤❡r❡ f(xout, yout) = ρ0

ρlim−ρout
✐s t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

k ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s k = 2, 4, 8 . . . ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ✇❤②
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ logk() ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ s❡❡
❛♥♥❡① ❉✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ✇✐t❤ ✸ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇
s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧

❚❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣✐①❡❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ tr✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s s❛♠♣❧❡❞ ✐♥ ❛ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣✐①❡❧s s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧❡✈❡❧s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❡
❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡s t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ f(xout, yout)
❛♥❞ ❛ ▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛❝❝❡ss ❧❛✇ logk()✳

❛♠❛♥② t❤✐♥❣s ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ s♣❛❝❡



✶✵✳✶✳ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✼✺

✶✵✳✶ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖●
s❛♠♣❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖●
s❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✉s❡s
t✇♦ ▲❯❚s ✿ LUT0 r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ LUT1 r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ logk() ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ LUT0 ♦✉t♣✉t✱ ❘❊◗ ❝♦♠♣✉t❡s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣✐①❡❧ t♦ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✭① ❛♥❞ ② ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ LUT1✳
❚❤❡ ▲❯❚ ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ s❡❡ ❛♥♥❡① ❇✳

❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ♥♦t❡❞ C✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ C ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ t❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣✱ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞✿ t❤♦s❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❛♥❞
✐♥❢❡r✐♦r ✐♥t❡❣❡rs ♦❢ C✳

❋r♦♠ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ✹ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡q✉❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ① ❛♥❞ ②✳

■♥ t♦t❛❧ ❘❊◗ s❡♥❞s ✽ r❡q✉❡sts t♦ ❋❊❚❈❍✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥❞s ❜② s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✽ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❈❆▲❈✳

❈❆▲❈ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✽ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦r❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s v1 ❛♥❞ v2✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡✱ t❤❡♥✱ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❆▲❈ s❡♥❞s ♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ st♦r❡❞✳

❚❤❡ ❧♦♦♣s r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❘❊◗✱ ❈❆▲❈ ❛♥❞ ❋❊❚❈❍ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✶✵✳✸✮ ❧❛sts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ✽ t✐♠❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✱ ❋❊❚❈❍ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ♦❢ ✽ ❝②❝❧❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ ♦❢ ✽ ❝②❝❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❈❆▲❈✳

✶✵✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❆s ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r✉♥ t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s✿
❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❛♥❞ ❍❉❚❱✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ✸ ❧❡✈❡❧s ♣②r❛♠✐❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ II ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ IO ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ t❛❜❧❡ ✶✵✳✶ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✭❙◗❈■❋✱ ❱●❆ ❛♥❞ ❍❉❚❱✮✱
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣②r❛♠✐❞ ✭II✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡
✭IO✮✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡s ✭SI ❛♥❞ SO✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦ ❛♥❞
❝♦♥t❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✉s❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s VIT ❛♥❞ VOT ✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t ♦r ♦✉t♣✉t
t✐❧✐♥❣ ❧❛②♦✉ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r Ns ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s✳

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Ns ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡
♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭✸✵✱ ✻✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✮ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢



✶✼✻ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

II IO SI SO VIT VOT Ns

❙◗❈■❋ ✷✷✹ × ✶✻✽ ✻✹ × ✹✽ ✷✺✻ × ✷✺✻ ✻✹ × ✻✹ ✶✷✽✱ ✻✹ ✶✷✽✱✻✹ ✼✷
❱●❆ ✶✶✷✵ × ✽✹✵ ✸✷✵ × ✷✹✵ ✷✵✹✽ × ✶✵✷✹ ✺✶✷ × ✷✺✻ ✶✵✷✹✱ ✺✶✷ ✶✵✷✹✱ ✺✶✷ ✷✶✵
❍❉❚❱ ✸✸✻✵ × ✶✽✾✵ ✾✻✵ × ✺✹✵ ✹✵✾✻ × ✷✵✹✽ ✶✵✷✹ × ✶✵✷✹ ✷✵✹✽ ✶✵✷✹ ✼✷

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s

♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲t✐❧❡s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭✐✳❡✳ Np ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ Np ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱
✇✐t❤ Np = {1 2 4}✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s Ns × 9 ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✽✳✶ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✽✳

✶✵✳✷✳✶ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✶✷✽ ❛♥❞ ✻✹✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✷✶✻ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲

❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷ ❣✐✈❡s t✇♦ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✸✸ ❛♥❞ s✳✻✺✮ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦
s♦❧✉t✐♦♥ ✭s✳✼✶✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉s❡ ❧❡ss
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✼✶✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❧❛②♦✉t✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✸✸ ✭✶✻×✽✱ ✸✷×✷✮ ✷✵✾✺✻ ✷✹✼✺✶ ✷✹✾✻✾ ✷✻✵✷✷
s✳✻✺ ✭✶✻×✹✱ ✸✷×✷✮ ✶✼✾✷✵ ✷✹✽✹✷ ✷✺✶✽✹ ✷✼✼✻✵
✳ ✳ ✳

s✳✼✶ ✭✽×✽✱ ✽×✽✮ ✷✶✵✸✻ ✷✹✼✻✽ ✷✺✼✻✽ ✸✶✼✽✹

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡

❋♦r Np = 1✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✸✸ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✺ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✵✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ▼❊❳P ❙❯ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✼✳✽ ❛♥❞ ✹✽✳✾✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✶✺✳✷✻✪✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✽ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✵✳✺ ❢♦r Np = 4✳✳ ❚❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞
t❤✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✺ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✵✳✹ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿



✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✼✼

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✺✳✽❳❀ t❤❡ ❛r❡❛
♦✈❡r❤❡❛❞ ❞❡♣❡♥❞s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✶✳✺✻ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✸ ❢♦r
Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺ ❣✐✈❡s t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❧❛t❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡s ✶✵✳✺✭❛✮✱ ✶✵✳✺✭❜✮ ❛♥❞ ✶✵✳✺✭❝✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s
✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ ✶ ❢♦r Np = 1✱ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❢♦r NP = 2 ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶ ❢♦r Np = 4✳

❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡s ✶✵✳✺✭❡✮ ❛♥❞ ✶✵✳✺✭❢✮ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ t❤❡ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r Np = 1 ❛♥❞ Latency = 30✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✭L2✮ ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧♦♦♣s L0✱ L3 ❛♥❞ L4✳

❇✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✺ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥
t❤❛t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✸✸✱ t❤✉s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✺ ✐s ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧✱ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✸✸✳

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✷✵✷✽✶✼

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✹✼✾✷✽✼
✶✵✵ ✽✹✼✾✷✼

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✸✸

✸✵ ✷✹✼✺✶ ✷✺✼✻✸ ✲✸✳✾ ✼✳✽✼
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✷✹✾✻✾ ✷✻✵✽✺ ✲✹✳✷ ✶✽✳✹

Np = 1 ✶✵✵ ✷✻✵✷✷ ✷✻✾✺✷ ✲✸✳✹ ✸✶✳✺
✸✵ ✶✷✹✻✼ ✶✸✽✾✼ ✲✶✵✳✸ ✶✹✳✻ ✶✳✽✺ ✵✳✾✸

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✸✶✵✸ ✶✹✽✶✹ ✲✶✶✳✺ ✸✷✳✸ ✶✳✼✻ ✵✳✽✽
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✶✺✹✶✷ ✶✼✸✷✸ ✲✶✶ ✹✽✳✾ ✶✳✺✺ ✵✳✼✼

✸✵ ✻✹✾✾ ✾✻✷✺ ✲✸✷✳✺ ✷✶✳✵✼ ✷✳✻✼ ✵✳✻✻
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✽✵✹✶ ✶✷✼✹✽ ✲✸✻✳✾ ✸✼✳✻ ✷✳✹ ✵✳✺✶

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✶✵✹✾ ✶✼✽✼✾ ✲✸✽✳✷ ✹✼✳✹✷ ✶✳✺ ✵✳✸✼
s✳✻✺

✸✵ ✷✹✽✹✷ ✷✺✽✸✼ ✲✸✳✽✺ ✼✳✽
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✷✺✶✽✷ ✷✻✷✾✸ ✲✹✳✷✻ ✶✽✳✷✷

Np = 1 ✶✵✵ ✷✼✼✻✵ ✷✼✼✼✹ ✲✵✳✵✺ ✸✵✳✺✸
✸✵ ✶✷✺✻✶ ✶✹✵✹✶ ✲✶✵✳✺ ✶✹✳✹✹ ✶✳✽✹ ✵✳✾✷

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✹✸✷✼ ✶✺✾✼✽ ✲✶✵✳✸ ✷✾✳✾✾ ✶✳✻✹ ✵✳✽✷
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✶✵✾✷ ✷✷✻✶✽ ✲✻✳✼✹ ✸✼✳✺ ✶✳✷✷ ✵✳✻✶

✸✵ ✼✸✷✻ ✶✵✺✵✹ ✲✸✵✳✷✺ ✶✾✳✸ ✷✳✹✻ ✵✳✻✶
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✷✷✵✹ ✶✼✶✻✹ ✲✷✽✳✾ ✷✼✳✾ ✶✳✺✸ ✵✳✸✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✽✽✽✹ ✷✻✶✻✹ ✲✷✼✳✽✷ ✸✷✳✹ ✶✳✵✻✼ ✵✳✷✻
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✶✺✳✷✻
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✹✽✳✾

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✸✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳



✶✼✽ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✸✾ ✭✵✱✵✸ ✲ ✵✱✵✵✾✮

Np ❝♦st ✲ ❣❛t❡s ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✸✸

✶ ✵✳✶✹ ✭✵✳✵✽ ✲ ✵✳✵✻✮ ✶✳✾ ✭✶✳✹✷ ✲ ✹✮
✷ ✵✳✷✶✽ ✭✵✳✶✷✹ ✲ ✵✳✵✾✹✮ ✸ ✭✷✳✶ ✲ ✻✳✽✮ ✶✳✺✻ ✭✶✳✹✼ ✲ ✶✳✼✮
✹ ✵✳✹✶ ✭✵✳✷✶ ✲ ✵✳✷✮ ✺✳✽ ✭✸✳✼ ✲ ✶✹✳✹✮ ✸ ✭✷✳✻✸ ✲ ✸✳✼✮

s✳✻✺
✶ ✵✳✶✸✼ ✭✵✳✵✽✹ ✲ ✵✳✵✺✸✮ ✶✳✽✽ ✭✶✳✹✸ ✲ ✸✳✽✮
✷ ✵✳✷✶✭✵✳✶✷ ✲ ✵✳✵✾✮ ✷✳✾✷ ✭✷✳✶ ✲ ✻✳✹✮ ✶✳✺✺ ✭✶✳✹✻ ✲ ✶✳✻✾✮
✹ ✵✳✹✷ ✭✵✳✷✸ ✲ ✵✳✶✾✺✮ ✺✳✼✽ ✭✸✳✼ ✲ ✶✹✳✸✮ ✸ ✭✷✳✻✻ ✲ ✸✳✼✮
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✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✶✵✷✹ ❛♥ ✺✶✷✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✻✸✵ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤✐s
✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❚P ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s
❛r♦✉♥❞ 8 ∗ 105 ❢♦r Np = 1✱ ❛r♦✉♥❞ 4 ∗ 105 ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ 2 ∗ 105 ❢♦r Np = 4✳

❋♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥❝② L = 30, 60, 100 ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np = 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧♦✉❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ 9 ∗ 105✱
7 ∗ 105 ❛♥❞ 6 ∗ 105✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s ❧❛②♦✉t✱ ✐♥ ❢❛❝t
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rs❡ ❚P ❤❛✈❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❧❛②♦✉t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❡ss
sq✉❛r❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❝❛♥ ❜❡❝❛♠❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭t❤❡ ♣❛r❡t♦ s✳✷✵✵ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s✳✶✺✵✮ ✇✐t❤ Np = 1✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✷✵✵ ✭✶✻×✸✷✱ ✸✷×✶✻✮ ✶✻✶✸✶✵ ✺✾✽✸✸✼ ✺✾✽✹✺✼ ✺✾✽✻✶✼

s✳✶✺✵ ✭✶✻×✸✷✱ ✻✹×✶✻✮ ✷✶✸✾✵✵ ✻✶✺✵✾✾ ✻✶✺✸✸✾ ✻✶✺✻✺✾

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡①♣❧♦r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❧❛t❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❜✉t s ✳✷✵✵ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ❚P t❤❛♥ s✳✶✺✵ ❛♥❞ ✉s❡s ❧❡ss ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✵✳✻✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ▼❊❳P ❙❯ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✽✳✷✷ ❛♥❞ ✶✷✼✳✽✶✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✺✳✻✾✪✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛❧✇❛②s s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✵✳✾✸ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ♣❛r❡t♦
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ Np = 4✮✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✵✳✼ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✶✹✳✹✼ ❢♦r t❤❡
♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ✶✷✳✸ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✮ ♦❢ ✶✳✽✹ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✸✳✹ ❢♦r Np = 4✳



✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✽✸

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❍▲❙ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r ❛♥❞ ✉s❡s
❧❡ss ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✶✵✳✼✭❛✮✱ ✶✵✳✼✭❜✮ ❛♥❞ ✶✵✳✼✭❝✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼✭❞✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡
s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ t♦ ✶✷✼✳✽✶✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✳✼✭❡✮ ❛♥❞ ✶✵✳✼✭❢✮
❝♦♥✜r♠ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛r❡t♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦
♣r❡✲❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ ✶✳ ❇✉t t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡s ✹ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✱
♦♥ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉❡sts ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞
❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✻✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳



✶✽✹ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✺✵✻✽✽✻✺

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✶✾✽✵✽✺✺
✶✵✵ ✷✶✶✾✻✽✺✺

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✶✺✵

✸✵ ✻✶✺✵✾✾ ✻✶✻✻✼✸ ✲✵✳✷✺ ✽✳✷✷
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✻✶✺✸✸✾ ✻✶✻✻✼✸ ✲✵✳✷✶ ✶✾✹

Np = 1 ✶✵✵ ✻✶✺✻✺✾ ✻✶✻✻✼✸ ✲✵✳✹✺ ✸✹✳✷✼
✸✵ ✷✾✺✻✷✷ ✸✶✺✺✺✷ ✲✻✳✸✶ ✶✻✳✵✻ ✶✳✾✺ ✵✳✾✼

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✾✺✽✻✷ ✸✶✺✺✺✷ ✲✻✳✷✸ ✸✼✳✾✼ ✶✳✾✺ ✵✳✾✼
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✾✻✶✽✷ ✸✶✺✺✺✷ ✲✻✳✶✸ ✻✼✳✶✼ ✶✳✾✺ ✵✳✾✼

✸✵ ✶✹✵✷✹✺ ✶✻✸✻✽✾ ✲✶✹✳✸✷ ✸✵✳✾✷ ✸✳✼✻ ✵✳✾✹
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✹✵✷✹✺ ✶✻✸✻✽✾ ✲✶✹✳✸✷ ✼✸✳✶✾ ✸✳✼✻ ✵✳✾✹

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✹✵✺✻✺ ✶✼✹✷✽✾ ✲✶✾✳✸✹ ✶✷✶✳✻✶ ✸✳✺✹ ✵✳✽✽
s✳✷✵✵

✸✵ ✺✾✽✸✸✼ ✻✵✵✽✽✷ ✲✵✳✹✷ ✽✳✹✸
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✺✾✽✹✺✼ ✻✵✵✽✽✷ ✲✵✳✹ ✶✾✳✾✹

Np = 1 ✶✵✵ ✺✾✽✻✶✼ ✻✵✵✽✽✷ ✶✲✵✳✻ ✸✺✳✷
✸✵ ✷✾✾✸✸✸ ✸✵✶✸✹✺ ✲✵✳✻✻ ✶✺✳✼✼ ✶✳✽✼ ✵✳✾✸

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✾✾✸✺✸ ✸✵✶✸✹✺ ✲✵✳✻✸ ✸✼✳✷✽ ✶✳✽✼ ✵✳✾✸
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✾✾✻✶✸ ✸✵✶✸✺✾ ✲✵✳✺✼ ✻✺✳✾✻ ✶✳✽✼ ✵✳✾✸

✸✵ ✶✹✸✽✷✾ ✶✺✽✹✸✺ ✲✾✳✷✶ ✸✶✳✾✾ ✸✳✼✾ ✵✳✾✹
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✹✸✽✷✾ ✶✺✽✹✸✺ ✲✾✳✷✶ ✼✺✳✻✷ ✸✳✼✾ ✵✳✾✹

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✹✹✶✸✵ ✶✻✺✽✸✺ ✲✶✸ ✶✷✼✳✽✶ ✸✳✻✸ ✵✳✾
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✺✳✾
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✶✷✼✳✽✶

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✻✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✼ ✭✵✱✵✻ ✲ ✵✱✵✶✮

Np ❝♦st ✲ ❣❛t❡s ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✶✺✵

✶ ✵✳✸✭✵✳✵✽ ✲ ✵✳✷✸✮ ✹✳✷✹ ✭✶✳✹✹ ✲ ✶✻✳✹✮
✷ ✵✳✺✽ ✭✵✳✶✸ ✲ ✵✳✹✺✮ ✼✳✽ ✭✷✳✶✾ ✲ ✸✷✳✶✺✮ ✶✳✽✹ ✭✶✳✺✷ ✲ ✶✳✾✻✮
✹ ✶✳✵✽✭✵✳✷✹ ✲ ✵✳✽✹✮ ✶✹✳✹✼ ✭✺✳✷✾ ✲ ✻✵✮ ✸✳✹ ✭✷✳✼ ✲ ✸✳✻✻✮

s✳✷✵✵
✶ ✵✳✷✼ ✭✵✳✵✽ ✲ ✵✳✶✾✮ ✸✳✻ ✭✶✳✹✷ ✲ ✶✸✳✷✮
✷ ✵✳✹✽ ✭✵✳✶✸ ✲ ✵✳✸✺✮ ✻✳✹ ✭✷ ✲ ✷✺✳✻✮ ✶✳✼✼ ✭✶✳✹✹ ✲ ✶✳✾✸✮
✹ ✵✳✾✷ ✭✵✳✷✸ ✲ ✵✳✻✾✮ ✶✷✳✸ ✭✸✳✽ ✲ ✹✾✳✺✮ ✸✳✹ ✭✷✳✻✼ ✲ ✸✳✼✹✮

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✼✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✽✺

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4
✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

✭❢✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✼✿ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳



✶✽✻ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✶✵✳✷✳✸ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ s✐③❡ ♦❢ ✷✵✹✽ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ s✐③❡ ♦❢ ✶✵✷✹✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s
✷✶✻ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ Np = 1✿ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❡t♦ ✭s✳✹✹ ❛♥❞ s✳✺✺✮
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ ✭s✳✹✺✮ ✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s✳✹✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✭s✳✺✺✮✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✹✹ ✭✻✹×✸✷✱ ✻✹×✶✻✮ ✹✵✻✼✶✻ ✹✶✼✽✽✶✻ ✹✶✼✽✾✸✻ ✹✶✼✾✵✾✻
s✳✺✺ ✭✸✷×✻✹✱ ✽×✶✷✽✮ ✸✹✷✻✶✵ ✹✽✽✸✵✹✶ ✹✽✽✸✶✸✶ ✹✽✽✸✷✺✶

s✳✹✺ ✭✻✹×✸✷✱ ✸✷×✸✷✮ ✺✵✺✵✾✽ ✹✶✼✽✽✶✾ ✹✶✼✽✾✸✻ ✹✶✼✾✵✾✻

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡

❚❤❡ ♥♦♥ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✇♦rs❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉s❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✵✳✾✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✻✳✾✼ ❛♥❞ ✶✸✹✳✶✷✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✶✳✷✪✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛❧✇❛②s s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✵✳✾✽ ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✵✳✶✵ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✷✶✳✾✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✶✳✼✶ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✸✳✶ ❢♦r
Np = 4

❋✐❣✉r❡s ✶✵✳✾✭❡✮ ❛♥❞ ✶✵✳✾✭❢✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦♦♣s✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡✐r ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❧❛②♦✉ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❜ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡

❜❚❤✐s t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛❧r❡❛❞② ✐s ✐♥ ❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❝❧♦❝❦ ❝②❝❧❡✳



✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✽✼

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦❢ ✾✻✵✯✺✹✵✯✽❂✹✶✹✼✷✵✵ ❝②❝❧❡s ✭✇❤❡r❡ ✾✻✵✯✺✹✵ ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞
✽ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♥❡❡❞❡❞ ♣❡r ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✮✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✺✺✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡
❧❛②♦✉t ✐s s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ✉s❡❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✽✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❍❉❚❱✳



✶✽✽ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✸✹✷✶✹✸✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✽✵✽✼✹✸✺
✶✵✵ ✶✹✸✵✼✽✹✸✺

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✹✹

✸✵ ✹✶✼✽✽✶✻ ✹✶✾✻✶✶✻ ✲✵✳✹✶ ✽✳✶
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✹✶✼✽✾✸✻ ✹✶✾✻✶✶✻ ✲✵✳✹✹ ✶✾✳✸

Np = 1 ✶✵✵ ✹✶✼✾✵✾✻ ✹✶✾✻✶✶✻ ✲✵✳✹ ✸✹
✸✵ ✷✵✽✾✽✻✵ ✷✶✵✺✻✺✵ ✲✵✳✼ ✶✻✳✷ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✵✽✾✾✽✵ ✷✶✵✺✻✺✵ ✲✵✳✼ ✸✽✳✹ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✵✾✵✶✹✵ ✷✶✵✺✻✺✵ ✲✵✳✼✺ ✻✼✳✾ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

✸✵ ✶✵✸✸✶✵✷ ✶✵✻✻✼✺✵ ✲✸✳✶✺ ✸✷ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✵✸✸✷✷✷ ✶✵✻✻✼✺✵ ✲✸✳✶✹ ✼✺✳✽ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✵✸✸✸✽✷ ✶✵✻✻✼✺✵ ✲✸✳✶✷ ✶✸✹✳✶✷ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽
s✳✺✺

✸✵ ✹✽✽✸✵✹✶ ✹✾✵✷✻✾✷ ✲✵✳✹ ✻✳✾✼
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✹✽✽✸✶✸✶ ✹✾✵✷✻✾✷ ✲✵✳✸✾ ✶✻✳✺

Np = 1 ✶✵✵ ✹✽✽✸✷✺✶ ✹✾✵✷✻✾✷ ✲✵✳✸✾ ✷✾✳✶✽
✸✵ ✷✹✹✶✽✷✾ ✷✹✺✾✶✺✸ ✲✵✳✼ ✶✸✳✾ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✹✹✶✾✶✾ ✷✹✺✾✶✺✸ ✲✵✳✼ ✸✷✳✽✽ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✹✹✷✵✸✾ ✷✹✺✾✶✺✸ ✲✵✳✼ ✺✽✳✶✽ ✶✳✾✾ ✵✳✾✾

✸✵ ✶✷✷✶✷✹✷ ✶✷✹✺✵✻✹ ✲✶✳✾✶ ✹✳✷ ✷✼✳✺ ✵✳✾✽
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✷✷✶✸✸✷ ✶✷✹✺✵✻✹ ✲✶✳✾ ✻✾✳✾ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✷✷✶✹✺✷ ✶✷✹✺✵✻✹ ✲✶✳✽✾ ✶✶✹✳✾ ✸✳✾✸ ✵✳✾✽
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✶✳✷
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✶✸✹✳✶✷

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✾✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✼ ✭✵✱✵✺ ✲ ✵✱✵✷✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✹✹

✶ ✵✳✺ ✭✵✳✵✾ ✲ ✵✳✹✶✮ ✻✳✾ ✭✶✳✻ ✲ ✷✹✳✾✮
✷ ✵✳✽✻ ✭✵✳✶✸ ✲ ✵✳✼✸✮ ✶✶✳✾ ✭✷✳✷✸ ✲ ✹✹✳✸✮ ✶✳✼✶ ✭✶✳✹✹ ✲ ✶✳✼✼✮
✹ ✶✳✺✼ ✭✵✳✷✷ ✲ ✶✳✸✺✮ ✷✶✳✾ ✭✹✲ ✽✶✳✺✮ ✸✳✶ ✭✷✳✺✾ ✲ ✸✳✷✻✮

s✳✺✺
✶ ✵✳✹✸ ✭✵✳✵✽✺ ✲ ✵✳✸✹✮ ✻ ✭✶✳✺✹ ✲ ✷✶✮
✷ ✵✳✽ ✭✵✳✶✷✻ ✲ ✵✳✻✽✮ ✶✶✳✷ ✭✷✳✷✽ ✲ ✹✵✳✾✮ ✶✳✼ ✭✶✳✹✽ ✲ ✶✳✼✽✮
✹ ✶✳✺✸ ✭✵✳✷✷ ✲ ✶✳✸✶✮ ✷✶✳✷✼ ✭✹ ✲ ✼✽✳✽✮ ✸✳✶ ✭✷✳✻ ✲ ✷✳✽✶✮

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✵✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✶✵✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✶✽✾

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4
✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

✭❢✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✾✿ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❍❉❚❱✳



✶✾✵ ✶✵✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲♦❣ ❙❛♠♣❧✐♥❣

✶✵✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖●
s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✭❙◗❈■❋✱
❱●❆ ❛♥❞ ❍❉❚❱✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❛♥ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛r❡❛
♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s
❛r❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
✉♣ t♦ ✶✸✹✳✶✷ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✷✶✳✾ ✭r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❍❉❚❱
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np = 4✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✉♣ t♦ ✸✹ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✻✳✾ ✭❢♦r ❛
❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✮✳

❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❱●❆ ❛♥❞ t❤❡ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❊❃✵✳✾✮✳



✶✾✶

❈❤❛♣t❡r ✶✶

❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡✿

x = ρ ∗ cos(θ)

y = ρ ∗ sin(θ) ✭✶✶✳✶✮

❲❤❡r❡ x✱ y✱ ρ✱ θ ❛r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✳

①

②

θ

ρ

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❡♥❡ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡①✳ ❆♥❞
t❤❛♥❦s t♦ ✐t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ❝♦❞❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ s❝❡♥❡ ❛s
❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ♦✉r
❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✶✶✳✶ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ▲❯❚s ✇❤♦s❡
s✐③❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ Θmax✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ Θmax = 128✳

✶✶✳✶ ❚❤❡ ❚P❯ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s✲
❢♦r♠

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠✳



✶✾✷ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

✭❛✮ ✐♥♣✉t ✭❜✮ ♦✉t♣✉t

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠

■♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ LUT0 r❡❛❧✐③❡s t❤❡ sin(θ) ❛♥❞ LUT1 r❡❛❧✐③❡s cos(θ)✳

❋r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭OTx ❛♥❞ OTy ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮✱ ❘❊◗ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❇② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ LUT0

❛♥❞ LUT1✱ ❘❊◗ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭① ❛♥❞ ② ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✮✳

❆s t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡❣❡r✱ ❘❊◗ r❡q✉❡sts t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s
✇❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❛♥❞ ✐♥❢❡r✐♦r ✐♥t❡❣❡r ♦❢ ① ❛♥❞ ②✳

■♥ t♦t❛❧ ❘❊◗ s❡♥❞s ✹ r❡q✉❡sts t♦ ❋❊❚❈❍✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥❞s ❜② s❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✹ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❈❆▲❈✳

❈❆▲❈ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ✹ ❞❛t❛✱ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡♥❞s ♦✉t t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ♦✉t♣✉t ❞❛t✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ st♦r❡❞✳

✶✶✳✷ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠

❲❡ ❤❛✈❡ r✉♥ t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥♣✉t sq✉❛r❡❞ ✐♠❛❣❡s✿ 128 × 128✱ 300 × 300
❛♥❞ 600×600✳ ❆s Θmax = 128✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s IO✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥♣✉ts✱ ❛r❡ width

2 × 128✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭IO✮ ✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡s ✭SI ❛♥❞ SO✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t✇♦
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✉s❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s VIT ❛♥❞ VOT ✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ t✐❧✐♥❣ ❧❛②♦✉ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
Ns ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣s✳

II IO SI SO VIT VOT Ns

128 × 128 64 × 128 ✶✷✽ × ✶✷✽ ✻✹ × ✶✷✽ ✶✷✽✱ ✻✹✱✸✷ ✶✷✽✱✻✹✱✸✷ ✶✸✷
300 × 300 150 × 128 ✺✶✷ × ✺✶✷ ✷✺✻ × ✶✷✽ ✺✶✷✱✷✺✻ ✺✶✷✱✷✺✻ ✶✺✻
600 × 600 300 × 128 ✶✵✷✹ × ✶✵✷✹ ✺✶✷ × ✶✷✽ ✶✵✷✹✱✺✶✷ ✶✵✷✹✱✺✶✷ ✷✶✵

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✶✾✸

✶✶✳✷✳✶ 128 × 128 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ 128 × 128
✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✶✷✽✱ ✻✹ ❛♥❞ ✸✷✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✸✾✻ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❡♠✲
♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❢♦r Np = 4 ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❢♦r Np = 2 ✐s ❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡
♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤✐t t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✷ ❣✐✈❡s t✇♦ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✳✸✽ ❛♥❞ s✳✾✻✮ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦
s♦❧✉t✐♦♥ ✭s✳✽✻✮❀ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✸✽ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ s✳✾✻ ✉s❡s ❧❡ss ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ s✳✽✻✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✽✻ ❤❛s ❛
tr✐✈✐❛❧ ❧❛②♦✉t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❧❛②♦✉t✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✸✽ ✭✽×✶✻✱ ✶✻×✹✮ ✶✹✵✶✻ ✸✷✽✹✽ ✸✹✼✽✸ ✹✶✺✵✵
s✳✾✻ ✭✽×✽✱ ✸✷×✶✮ ✾✽✶✽ ✸✸✼✶✸ ✹✵✵✼✸ ✺✻✸✾✸
✳ ✳ ✳

s✳✽✻ ✭✽×✽✱ ✽×✽✮ ✶✹✹✽✵ ✸✷✾✽✵ ✸✽✹✻✵ ✺✹✺✹✵

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✳✾ ❛♥❞ ✸✶✳✼✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✽✳✻✪✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ ✵✳✺ ❢♦r Np = 4✳
❚❤✉s ❢♦r Np = 4 t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✳✹ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✼✳✻✽✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✶✳✻ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✷✳✾ ❢♦r
Np = 4✳

❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✺✭❛✮✱ ✶✶✳✺✭❜✮ ❛♥❞ ✶✶✳✺✭❝✮ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r Np = {1 2}✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✳ ❋♦r Np = 4✱ t❤✐s r❛t✐♦
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✜❣✉r❡s ✶✶✳✺✭❡✮ ❛♥❞ ✶✶✳✺✭❢✮ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ Np = 1✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤✳ ❇✉t✱ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥ s✳✾✻✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺✭❞✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡
▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ✉♣ t♦ ✸✶✳✼✳



✶✾✹ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✷✶✸✵✷✽

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✹✺✽✼✽✽
✶✵✵ ✼✻✻✹✻✽

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✸✽

✸✵ ✸✷✽✹✽ ✸✹✸✷✹ ✲✹✳✸ ✻✳✷
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✸✹✼✽✸ ✸✹✺✽✷ ✵✳✺✽ ✶✸✳✷✻

Np = 1 ✶✵✵ ✹✶✺✵✵ ✸✼✵✽✷ ✶✶✳✾ ✷✶✳✷
✸✵ ✶✻✼✵✹ ✶✼✻✺✺ ✲✺✳✸✽ ✶✷✳✵✻ ✶✳✾✹ ✵✳✾✼

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✵✷✽✽ ✶✾✹✵✷ ✲✹✳✺✻ ✷✸✳✻✹ ✶✳✼✽ ✵✳✽✾
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✷✽✺✾✹ ✷✹✻✺✾ ✶✺✳✾ ✸✶✳✽✾ ✶✳✺ ✵✳✼✺

✸✵ ✶✵✹✻✽ ✶✶✻✽✽ ✲✶✵✳✸ ✶✽✳✷✻ ✷✳✾✹ ✵✳✼✸
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✵✷✽✽ ✶✼✵✾✼ ✲✺✳✸ ✷✻✳✽ ✷ ✵✳✺

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✷✽✺✾✹ ✷✹✽✶✶ ✲✶✳✼ ✸✶✳✼ ✶✳✺ ✵✳✸✼
s✳✾✻

✸✵ ✸✸✼✶✸ ✸✻✵✾✼ ✲✻✳✻ ✺✳✾
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✹✵✵✼✸ ✸✾✷✶✹ ✷✳✶ ✶✶✳✼

Np = 1 ✶✵✵ ✺✻✸✾✸ ✹✺✽✾✹ ✷✷✳✽ ✶✼✳✶✸
✸✵ ✶✽✶✼✹ ✸✻✵✾✼ ✲✽✳✺ ✶✵✳✼ ✶✳✽✶ ✵✳✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✻✾✺✼ ✸✾✷✶✹ ✹✳✶ ✶✼✳✼ ✶✳✺✶ ✵✳✼✺
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✹✶✺✺✼ ✹✺✽✾✹ ✶✻✳✶✶ ✷✶✳✾ ✶✳✷✽ ✵✳✻✹

✸✵ ✶✸✵✺✺ ✶✺✽✼✷ ✲✶✼✳✼✹ ✶✸✳✹✷ ✷✳✷✼ ✵✳✺✻
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✷✸✶✷ ✷✺✺✷✷ ✲✶✷✳✻ ✶✼✳✾✽ ✶✳✺✸ ✵✳✸✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✸✹✽✼✷ ✸✻✷✵✷ ✲✸✳✼ ✷✶✳✼✷ ✶✳✷✻ ✵✳✸✶
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✽✳✺✽
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✸✶✳✼

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✸✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
128x128 ♣✐①❡❧s

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✷✽ ✭✵✱✵✷ ✲ ✵✱✵✵✽✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✸✽

✶ ✵✳✵✼✺ ✭✵✳✵✹ ✲ ✵✳✵✸✺✮ ✷✳✻✽ ✭✷✳✶✶ ✲ ✹✳✷✮
✷ ✵✳✶✷ ✭✵✳✵✼ ✲ ✵✳✵✺✮ ✹✳✸ ✭✷✳✶ ✲ ✼✳✷✮ ✶✳✻ ✭✶✳✺✷ ✲ ✶✳✼✮
✹ ✵✳✷✷ ✭✵✳✶✷ ✲ ✵✳✶✮ ✼✳✼✼ ✭✸✳✼ ✲ ✶✸✳✹✮ ✷✳✾ ✭✷✳✻✽ ✲ ✸✳✷✮

s✳✾✻
✶ ✵✳✵✼ ✭✵✳✵✹ ✲ ✵✳✵✸✮ ✷✳✹✽ ✭✷✳✵✸ ✲ ✸✳✻✽✮
✷ ✵✳✶✶✭✵✳✵✻ ✲ ✵✳✵✺✮ ✹✳✷ ✭✸✳✷ ✲ ✻✳✽✮ ✶✳✻✽ ✭✶✳✺✽ ✲ ✶✳✽✹✮
✹ ✵✳✷ ✭✵✳✶✶ ✲ ✵✳✵✽✹✮ ✼✳✶ ✭✺✳✻ ✲ ✶✵✳✾✽✮ ✷✳✽✻ ✭✷✳✼✽ ✲ ✷✳✾✼✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✹✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✶✾✺

★❞❡✜♥❡ ▼❆❙❑✭▲✮✭✶<<▲✮✲✶
★❞❡✜♥❡ ◆❴P■❳❊▲ ✹
✈♦✐❞ ❘❊◗✭ ✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥ ✱ ✐♥t ♥♣ ✱ ✐♥t ✯❉❳✱ ✐♥t ✯❆❉❉❴❘❊◗✮④
✳✳✳✳ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✳✳✳✳
❖❚② ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮✫▼❆❙❑✭◆❴♦✉t❴✵✮✮<<◆❴❖❚❴✵❀
❖❚① ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮>>◆❴♦✉t❴✵✮<<◆❴❖❚❴✶❀

❛✵ ❂ ✐ ✰ ❖❚①❀
❛✶ ❂ ❥ ✰ ❖❚②❀

①❂❛✶✯▲❯❚❴✵❬❛✶❪❀
②❂❛✶✯▲❯❚❴✶❬❛✶❪❀
❞①❂①✫▼❆❙❑✭P❘❊❈✮❀
❞②❂②✫▼❆❙❑✭P❘❊❈✮❀
①✶❂①>>P❘❊❈ ✰■❴❲■❉❚❍❴✵>>✶❀
②✶❂②>>P❘❊❈ ✰■❴❲■❉❚❍❴✵>>✶❀

✐❢✭①✶ ❁ ■❴❲■❉❚❍❴✵ ✫✫ ②✶ ❁ ■❴❲■❉❚❍❴✶✮④

❉❳❬✵❪ ❂ ✭❞①<<✶✻✮⑤❞②❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✵❪ ❂ ✭①✶<<✶✻✮⑤②✶❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✶❪ ❂ ✭✭①✶✰✶✮<<✶✻✮⑤②✶❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✷❪ ❂ ✭①✶<<✶✻✮⑤✭②✶✰✶✮❀
❆❉❉❴❘❊◗❬✸❪ ❂ ✭✭①✶✰✶✮<<✶✻✮⑤✭②✶✰✶✮❀

⑥❡❧s❡④
★♣r❡❣♠❛ ✉♥r♦❧❧ ③

❢♦r✭③❂✵❀③❁◆❴P■❳❊▲❀③✰✰✮
❆❉❉❴❘❊❉❬③❪❂✵①❋❋❋❋❋❋❋❋❀

⑥
⑥
⑥

✈♦✐❞ ❈❆▲❈✭✐♥t ✐✱ ✐♥t ❥✱ ✐♥t ♥♣✱ ✐♥t ✯❉❳✱
✐♥t ✯❉❆❚❆✱ ✐♥t ✯♦✉t❴❆❉❉✱ ✐♥t ✯♦✉t❴❉❆❚❆✮④

✳✳✳✳ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✳✳✳✳
❖❚② ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮✫▼❆❙❑✭◆❴♦✉t❴✵✮✮<<◆❴❖❚❴✵❀
❖❚① ❂ ✭✭❖❚❴♦r❞❡r❬♥♣❪✲✶✮>>◆❴♦✉t❴✵✮<<◆❴❖❚❴✶❀
❞② ❂ ❉❳ ❬✵❪ ✫▼❆❙❑✭✶✻✮❀
❞① ❂ ✭❉❳ ❬✵❪>> ✶✻✮ ✫▼❆❙❑✭✶✻✮❀
✯♦✉t❴❉❆❚❆ ❂ ■♥t❡r♣♦❧✭❞①✱ ❞②✱ ❉❆❚❆❬✵❪✱

❉❆❚❆❬✶❪✱ ❉❆❚❆❬✷❪✱ ❉❆❚❆❬✸❪✮❀
✯♦✉t❴❆❉❉ ❂ ✭✭✐✰♦❚①✮<<✶✻✮⑤✭❥✰♦❚②✮❀ ⑥

✐♥t ■♥t❡r♣♦❧✭✐♥t ❞①✱ ✐♥t ❞②✱ ✐♥t ❛✱ ✐♥t ❜✱ ✐♥t ❝✱ ✐♥t ❞✮④
✈❛❧ ❂ ✭✶✲❞①✮✯✭✶✲❞②✮✯❛✰❞①✯✭✶✲❞②✮✯❜✰✭✶✲❞①✮✯❞②✯❝✰❞①✯❞②✯❞❀
⑥

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸✿ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ❚P❯ ❝♦❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝r♦s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳



✶✾✻ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ 128 × 128✳



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✶✾✼

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4 ✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

✭❢✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺✿ ▼❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ 128 × 128✳



✶✾✽ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

✶✶✳✷✳✷ 300 × 300 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢
300 × 300 ♣✐①❡❧s✱ ✇✐t❤ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✺✶✷ ❛♥❞ ✷✺✻✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✹✻✽
♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳
❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❲❤❡♥ Np = 1✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝②✳

• ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♣❛r❡t♦
s♦❧✉t✐♦♥s✮✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭ s✳✻✽ ❛♥❞ t❤❡ s✳✼✶✮ ✇✐t❤ Np = 1✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✻✽ ✭✸✷×✶✻✱ ✻✹×✹✮ ✼✼✻✽✽ ✾✽✺✷✽ ✾✽✻✶✽ ✾✽✾✸✻
s✳✼✶ ✭✸✷×✶✻✱ ✽×✸✷✮ ✶✻✽✾✸✷ ✼✽✻✽✷ ✼✾✸✶✷ ✽✵✹✼✷

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡①♣❧♦r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✽ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✼✶
✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✳✻✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✹✵✳✾✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✻✳✶✹✪✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✾ ❡①❝❡♣t ❢♦r Np = 4✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✳✼ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✸✵✳✹✽ ❢♦r t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ s✳✼✶ ❛♥❞ ♦❢ ✷✶✳✾ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✽✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✶✳✾ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✸✳✹ ❢♦r
Np = 4✳

❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✼✭❛✮✱ ✶✶✳✼✭❜✮ ❛♥❞ ✶✶✳✼✭❝✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✼✶ ❤❛s ❜❡tt❡r t❡♠✲
♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✽✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ s✳✻✽ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ✇❤❡♥ Np = {1 2}✳ ❋♦r



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✶✾✾

Np = 4 ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✳

❋✐❣✉r❡✶✶✳✼✭❞✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉♣ t♦ ✹✵✳✾✳
❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✼✭❡✮ ❛♥❞ ✶✶✳✼✭❢✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ Np = 1 ❛♥❞ ❛ ❧❛t❡♥❝②
♦❢ ✸✵ ❝②❝❧❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤ ✭❧♦♦♣ L2✮ ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡✳

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s 300 × 300 ♣✐①❡❧s✳



✷✵✵ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✹✾✾✷✸✻

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✵✼✺✷✸✻
✶✵✵ ✶✽✹✸✷✸✻

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✻✽

✸✵ ✾✽✺✷✽ ✾✾✽✸✶ ✲✶✳✸ ✺
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✾✽✻✶✽ ✾✾✽✸✶ ✲✶✳✷ ✶✵✳✽

Np = 1 ✶✵✵ ✾✽✾✸✻ ✶✵✵✻✸✶ ✲✶✳✼ ✶✽✳✸
✸✵ ✹✾✸✼✾ ✺✵✼✽✸ ✲✷✳✽ ✾✳✽ ✶✳✾✼ ✵✳✾✽

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✹✾✹✻✾ ✺✵✼✽✸ ✲✷✳✻ ✷✶✳✷ ✶✳✾✼ ✵✳✾✽
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✺✸✾✹✼ ✺✹✼✶✸ ✲✶✳✹ ✸✸✳✼ ✶✳✽✹ ✵✳✾✷

✸✵ ✷✺✾✽✵ ✷✼✽✽✹ ✲✻✳✽ ✶✼✳✾ ✸✳✺✽ ✵✳✾
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✺✾✽✵ ✷✼✽✽✹ ✲✻✳✽ ✸✽✳✻ ✸✳✺✽ ✵✳✾

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✹✶✺✸✷ ✹✻✺✻✺ ✲✶✵✳✽ ✸✾✳✻ ✷✳✶✻ ✵✳✺
s✳✼✶

✸✵ ✼✽✻✽✷ ✽✵✵✽✺ ✲✶✳✽ ✻✳✷
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✼✾✸✶✷ ✽✵✵✽✺ ✲✶ ✶✸✳✹

Np = 1 ✶✵✵ ✽✵✹✼✷ ✽✸✾✻✻ ✲✹✳✷ ✷✷
✸✵ ✸✾✽✻✻ ✹✶✾✸✹ ✲✹✳✾ ✶✶✳✾ ✶✳✾ ✵✳✾✺

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✸✾✽✻✻ ✹✶✾✸✹ ✲✹✳✾ ✷✺✳✻ ✶✳✾ ✵✳✾✺
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✹✹✵✵✵ ✹✾✸✷✽ ✲✶✵✳✽ ✸✼✳✹ ✶✳✼ ✵✳✽✺

✸✵ ✷✷✶✺✽ ✷✺✷✶✼ ✲✶✷✳✶ ✶✾✳✽ ✸✳✷ ✵✳✽
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✷✶✺✽ ✷✺✷✶✼ ✲✶✷✳✶ ✹✷✳✻ ✸✳✷ ✵✳✽

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✸✹✸✹✹ ✹✺✵✷✽ ✲✷✸✳✼ ✹✵✳✾ ✶✳✾ ✵✳✺
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✻✳✶✻
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✹✵✳✾

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✻✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
300x300 ♣✐①❡❧s✳

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✸ ✭✵✱✵✷ ✲ ✵✱✵✶✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✻✽

✶ ✵✳✷✷ ✭✵✳✵✹ ✲ ✵✳✼✽✮ ✼✳✼✻✭✷✳✷ ✲ ✷✹✳✷✮
✷ ✵✳✸✻ ✭✵✳✵✼ ✲ ✵✳✷✾✮ ✶✷✳✻ ✭✸✳✸ ✲ ✹✵✳✸✮ ✶✳✻✸ ✭✶✳✺✺ ✲ ✶✳✻✻✮
✹ ✵✳✻✸ ✭✵✳✶✸ ✲ ✵✳✺✮ ✷✶✳✾ ✭✻✳✷ ✲ ✻✽✳✼✮ ✷✳✽✸ ✭✷✳✽ ✲ ✷✳✽✹✮

s✳✼✶
✶ ✵✳✷✼✭✵✳✵✺ ✲ ✵✳✷✷✮ ✾✳✹ ✭✷✳✺ ✲ ✷✾✳✾✮
✷ ✵✳✹✾ ✭✵✳✵✼ ✲ ✵✳✹✷✮ ✶✼ ✭✸✳✻ ✲ ✺✼✮ ✶✳✽✶ ✭✶✳✹✸ ✲ ✶✳✾✮
✹ ✵✳✽✼✭✵✳✶✸ ✲ ✵✳✼✹✮ ✸✵✳✺ ✭✺✳✽ ✲ ✶✵✸✳✸✮ ✸✳✷ ✭✷✳✸✺ ✲ ✸✳✹✺✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✼✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✷✵✶

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4
✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

✭❢✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✼✿ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳



✷✵✷ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

✶✶✳✷✳✸ 600 × 600 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ 600 × 600 ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ s✐③❡s ♦❢ ✶✵✷✹ ❛♥❞ ✺✶✷✳ ❚❤❡
❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✻✸✵ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✸ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②
❧❛t❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✳
❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳
❚❛❜❧❡ ✶✶✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✿ t❤❡ s✳✶✾✼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛r❡❛
♦❝❝✉♣❛♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ s✳✷✵✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❡t♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥
t❤✐s t❛❜❧❡✱ Np = 1✳

s♦❧✳ ✭■❚✱❖❚✮ ❆r❡❛ ❊st✳ ❚P ✭❢♦r ▲❛t❡♥❝②✮
✸✵ ✻✵ ✶✵✵

s✳✶✾✼ ✭✶✻×✸✷✱ ✷✺✻×✷✮ ✶✺✵✽✶✻ ✷✻✵✺✺✻ ✷✻✷✾✹✹ ✷✻✷✾✹✹
s✳✷✵✵ ✭✶✻×✸✷✱ ✸✷×✶✻✮ ✶✽✸✸✷✵ ✶✻✷✷✻✷ ✶✼✸✵✽✷ ✶✼✸✵✽✷

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✳✾✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✼✼ ❛♥❞ ✸✵✳✻✶✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✶✸✳✼✽✪✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❡✣❝❛❝② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✾✾✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r Np = 4✳

❋r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✳✶✵ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✿

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✸✹✳✶✽✳

• ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✶✳✾ ❢♦r Np = 2 ❛♥❞ ♦❢ ✸✳✼ ❢♦r
Np = 4

❋r♦♠ ✜❣✉r❡s ✶✶✳✾✭❛✮✱ ✶✶✳✾✭❜✮ ❛♥❞ ✶✶✳✾✭❝✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✿

• ❋♦r s♦❧✉t✐♦♥ s✳✶✾✼✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦✲♣r❡❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ ✶ ❢♦r Np = 1 ❛♥❞ Np = 2 ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ✶ ❢♦r Np = 4 ❛♥❞
❛ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✳

• ❋♦r s♦❧✉t✐♦♥ s✳✷✵✵✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t♦✲♣r❡❢❡t❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ✐s ✐♥❢❡r✐♦r ❛r♦✉♥❞ ✶ ❢♦r Np = 1 ❛♥❞ ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✶ ❢♦r Np = {2 4} ❛♥❞ ❛
❧❛t❡♥❝② ♦❢ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✳



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✷✵✸

❋✐❣✉r❡s ✶✶✳✾✭❡✮ ❛♥❞ ✶✶✳✾✭❢✮ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ✐s s❤♦rt❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦♦♣s✱ ❢♦r ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ Np = 1 ❛♥❞ ❛ ❧❛t❡♥❝②
♦❢ ✸✵ ❝②❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥ s✳✷✵✵✱ ✇❤✐❝❤
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✾✭❞✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ✸✹✳✶✽
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

✭❛✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❜✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 1 ✭❝✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 1

✭❞✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❡✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 2 ✭❢✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 2

✭❣✮ ▲❂✸✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭❤✮ ▲❂✻✵ ❛♥❞ Np = 4 ✭✐✮ ▲❂✶✵✵ ❛♥❞ Np = 4

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✽✿ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮✳



✷✵✹ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

▼❡❛s✉r❡❞ ❚P ◆❖ ■▼ ✭❝②❝❧❡s✮
✸✵ ✾✾✽✹

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✷✶✺✵✹✶✺
✶✵✵ ✸✻✽✻✹✶✺

❊st✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ▼❡❛s✳ ❚P ✭❝②❝❧❡s✮ ❡rr♦r ✭✪✮ ▼❊❳P ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❙❯ P❛r❛❧❧✳ ❊
s✳✶✾✼

✸✵ ✷✻✵✺✺✻ ✷✻✹✺✸✶ ✲✶✳✺ ✸✳✽
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✷✻✵✺✺✻ ✷✻✹✺✸✶ ✲✶✳✺ ✽✳✶

Np = 1 ✶✵✵ ✷✻✷✾✹✹ ✷✻✻✶✸✶ ✲✶✳✷ ✶✸✳✾
✸✵ ✶✸✶✻✺✻ ✶✸✸✻✻✶ ✲✶✳✺ ✼✳✺ ✶✳✾✽ ✵✳✾✾

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✸✶✻✺✻ ✶✸✸✻✻✶ ✲✶✳✺ ✶✻✳✶ ✶✳✾✽ ✵✳✾✾
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✶✸✹✻✷✹ ✶✸✽✺✸✽ ✲✷✳✽ ✷✻✳✻ ✶✳✾✷ ✵✳✾✻

✸✵ ✽✽✺✼✶ ✼✵✷✹✹ ✷✻✳✶ ✶✹✷ ✸✳✼✼ ✵✳✾✹
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✽✽✺✼✶ ✼✵✷✹✹ ✷✻✳✶ ✸✵✳✻ ✸✳✼✼ ✵✳✾✹

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✶✻✶✸✶ ✶✷✺✻✺✾ ✲✼✳✻ ✷✾✳✸ ✷✳✶✷ ✵✳✺✸
s✳✷✵✵

✸✵ ✶✻✷✷✻✷ ✶✻✻✵✾✼ ✲✷✳✸✶ ✻
▲❛t❡♥❝② ❢♦r ✻✵ ✶✻✷✷✻✷ ✶✻✻✵✾✼ ✲✷✳✸ ✶✷✳✾✺

Np = 1 ✶✵✵ ✶✼✸✵✽✷ ✶✼✹✼✼✶ ✲✵✳✾ ✷✶✳✵✾
✸✵ ✶✵✵✾✶✶ ✽✺✻✻✸ ✶✼✳✽ ✶✳✻ ✶✳✾✹ ✵✳✾✼

▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✶✵✵✾✶✶ ✽✺✻✻✸ ✶✼✳✽ ✷✺✳✶ ✶✳✾✹ ✵✳✾✼
❢♦r Np = 2 ✶✵✵ ✶✷✻✷✸✽ ✶✸✵✶✶✷ ✲✷✳✾✽ ✷✽✳✸ ✶✳✸✹ ✵✳✻✼

✸✵ ✾✶✸✾✻ ✺✻✻✸✶ ✻✶✳✸✾ ✶✼✳✻✸ ✷✳✾✸ ✵✳✼✸
▲❛t❡♥❝② ✻✵ ✾✶✸✾✻ ✺✻✻✸✶ ✻✶✳✸✾ ✸✼✳✾✼ ✷✳✾✸ ✵✳✼✸

❢♦r Np = 4 ✶✵✵ ✶✷✵✷✼✻ ✶✸✺✻✼✺ ✲✶✶✳✸✺ ✷✼✳✶✼ ✶✳✷✾ ✵✳✸✷
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✶✸✳✼✽
♠❛① ✈❛❧✉❡ ✸✵✳✻

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✾✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
600x600 ♣✐①❡❧s✳

◆❖ ■▼

❝♦st ✲ mm2

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
✵✱✵✸ ✭✵✱✵✷ ✲ ✵✱✵✶✮

Np ❝♦st ✲ mm2 ▼❊❳P ❆❖ P❛r❛❧❧✳ ❆❖
✭♥❳✮ ✭♥❳✮

t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮ t♦t❛❧ ✭❝♦♠❜✐✱ s❡q✮
s✳✶✾✼

✶ ✵✳✷✹ ✭✵✳✵✺ ✲ ✵✳✶✾✮ ✼✳✾ ✭✷✳✷✷ ✲ ✷✹✳✽✮
✷ ✵✳✸✺ ✭✵✳✵✼ ✲ ✵✳✷✼✮ ✶✶✳✹ ✭✸✳✷✼ ✲ ✸✺✳✹✮ ✶✳✹✸✭✶✳✹✼ ✲ ✶✳✹✷✮
✹ ✵✳✻✹ ✭✵✳✶✸✷ ✲ ✵✳✺✷✮ ✷✶ ✭✺✳✷✼✲ ✻✻✳✸✮ ✷✳✻✺ ✭✷✳✺✾ ✲ ✷✳✻✼✮

s✳✷✵✵
✶ ✵✳✷✾ ✭✵✳✵✺ ✲ ✵✳✷✹✮ ✾✳✻ ✭✷✳✸✶ ✲ ✸✶✳✶✻✮
✷ ✵✳✺✹ ✭✵✳✵✽ ✲ ✵✳✹✻✮ ✶✼✳✼ ✭✸✳✺✺ ✲ ✺✾✳✻✮ ✶✳✽ ✭✶✳✺✸ ✲ ✶✳✾✶✮
✹ ✶✳✵✺ ✭✵✳✶✹✹ ✲ ✵✳✾✮ ✸✹✳✶✽ ✭✻✳✷✾ ✲ ✶✶✻✳✹✸✮ ✸✳✺✺ ✭✷✳✼ ✲ ✸✳✼✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✵✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳



✶✶✳✷✳ ❚❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✷✵✺

✭❛✮ Np = 1 ✭❜✮ Np = 2

✭❝✮ Np = 4 ✭❞✮ ◆♦ ■♥t❡r♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✈s ▼❊❳P s♦❧✉t✐♦♥s

✭❡✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

✭❢✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ✈❡r✐❧♦❣ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✾✿ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮



✷✵✻ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

✶✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r t❛♥s❢♦r♠✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✭128x128✱ 300x300 ❛♥❞
600x600✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ t♦ ✹✵✳✾ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞
♦❢ ✸✵✳✺ ✭r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ 300x300 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❧❡✈❡❧ Np = 4✮✳
❚❤❡ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✉♣ t♦ ✷✷ ❢♦r ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✾✳✹ ✭❢♦r ❛ 300x300 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✮✳

❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ 128x128 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ✈❡r②
❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ 300x300 ❛♥❞ t❤❡ 600x600 ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭❊❃✵✳✾✮✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ▼❊❳P ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶✵✪✳



✷✵✼





✷✵✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r
❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥✲
r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ st❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧♦♦♣
❜❛s❡❞ ❈✲❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❍✐❣❤ ▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s ✭❍▲❙✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢❡r ❛ ❘❚▲
♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t ❈✲❝♦❞❡✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❍▲❙ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ❜② t❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ t✐❧✐♥❣✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ❍▲❙ t♦♦❧s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❤❛r❞✇❛r❡✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
♥♦♥ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡
❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ▼❊❳P ✭▼❡♠♦r② ❊❳P❧♦r❛t✐♦♥✮✳

▼❊❳P ✐s ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❛✐♠❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ❢♦r
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♣r❡✲❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝✉st♦♠✐③❛❜❧❡
♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ ❚✐❧❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐t ✭❚P❯✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡
t♦♦❧ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉st♦♠✐③❛❜❧❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡✳

▼❊❳P ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ t♦ t❤❡
♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ❝❛♥
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠❛s❦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣r❡❢❡t❝❤ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❯ t❡♠♣♦r❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ■✴❖ t✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t✇♦ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ t❛✐❧♦r t❤❡ ▼❊❳P ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

▼❊❳P ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡✲s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♣❡r♠✐ts ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥✲



✷✶✵ ✶✶✳ ❚❤❡ P♦❧❛r ❚r❛♥s❢♦r♠

s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❚P❯ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ r❡✲s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❚P❯ ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛♥❦s t♦ ❛ t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
t✐❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ▼❊❳P ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✳

▼❊❳P ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡s❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ♠❡tr✐❝s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡❞
✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✳

❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

▼❊❳P ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉t
t✐❧❡s ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❚P❯✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥
▼❛♣♣✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳

■♥ ❝❤❛♣t❡rs ✾✱ ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ t❛r❣❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ■✴❖ t✐❧❡ s✐③❡s ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ■✴❖ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ s✐③❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙♣❡❡❞ ❯♣ t❤❛t
t❤❡ ▼❊❳P ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❙♣❡❡❞ ❯♣ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ✉♣ t♦ ✶✸✹✳✶✷
❢♦r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ✷✶✳✾ ✭r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✹ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ✶✵✵ ❝②❝❧❡s✮✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ■✴❖
t✐❧✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❆ ✜rst ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❊❳P ✐s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲❝♦❞❡ ✐s ♦♥❧②
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❍▲❙ t♦♦❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❊❳P ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r
❍▲❙ t♦♦❧s ♦r t♦ ♠❛♣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❡♠♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❛❜❧❡ ❈✲❝♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❊❳P✱ ✐s t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
st❡♣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲
st❡♣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t st❡♣s✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ s❡✈❡r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❊❳P t❛r❣❡t
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ✢♦✇✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ❛ ❚P❯ ♣❡r ❡❛❝❤ st❡♣
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇♦✉❧❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ❚P❯s st❛rt ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❚P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✜rst ❚P❯ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❚P❯✳
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❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ♥♦♥✲❛✣♥❡✱ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ✐♥t❡❣❡r✳ ❇✉t t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✱
t❤✉s ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ r♦✉♥❞ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❧✐❛s✐♥❣✳

Output Pixel

Non−linear

Transformation

dy

dx

a

c

b

d

Input Pixels

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡s ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ✐♥♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭t❤❡ s♣♦tt❡❞ ❜♦❧❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱
t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✹ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❛✱ ❜✱ ❝ ❛♥❞ ❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
✭dx ❛♥❞ dy ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r ✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

val = (1 − dx) ∗ (1 − dy) ∗ a + dx ∗ (1 − dy) ∗ b + (1 − dx) ∗ dy ∗ c + dx ∗ dy ∗ d



✷✶✹ ❆✳ ❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ✜❣✉r❡s✿ ✜❣✉r❡ ❆✳✷✭❛✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r ✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ❆✳✷✭❜✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳

✭❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ▼❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥



✷✶✺

❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡

❇✳✶ ❘❡❝❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ t❛❜❧❡s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛st❡st ❛♥❞ ❡❛s✐❡r ✇❛② t♦ r❡❛❧✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ▲♦♦❦✲✉♣
t❛❜❧❡ ✭▲❯❚✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❢❛st❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ❞❛t✉♠ ❢r♦♠ ❛ ♠❡♠♦r② t❤❡♥ t♦ ✉♥❞❡r❣♦
✏❡①♣❛♥s✐✈❡✧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✳ ❆ ▲❯❚ ✐s ❛ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s
♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛s ♦✉t♣✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ▲❯❚ s✐③❡❀ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦r ♥♦t
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t✇♦ ▲❯❚s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t
✉♥✐❢♦r♠ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ▲❯❚ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❞❡❝♦❞❡r✳

v4

x0 x1 x4x2 x3

v0

✭❛✮ ❯♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

x4

v4

x0

v0

✭❜✮ ◆♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❯❚s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✐♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s [xi, xi+1[ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯❚ ♦✉t♣✉t ❛r❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞❛t❛ vi✱ ✇✐t❤ i ∈ [0, 4]✳

❘❡❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦s❡♥



✷✶✻ ❇✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡

s❛♠♣❧❡s xi✱ t❤✉s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr✐❡s✳ ●✐✈❡♥ x ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ s♦ t❤❛t xi ≤ x ≤ xi+1✱ x ❝❛♥ ❜❡ r♦✉♥❞❡❞ ❞♦✇♥
t♦ xi ♦r ✉♣ t♦ xi+1✳

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▲❯❚ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❧♦✇ ✐ts s✐③❡ ✐s t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❣✐✈❡♥ t✇♦
s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ xi ❛♥❞ xi+1✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ❧✐♥❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ v1 ❛♥❞ v2✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ x ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ s♦ t❤❛t
xi ≤ x ≤ xi+1✱ t❤❡ ▲❯❚ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s v1

❛♥❞ v2✳
■♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❛ ▲❯❚ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ▲❯❚
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ s❛♠♣❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ▲❯❚ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧♦❣❛r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛
♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❇✳✷ ❚❤❡ ▲❯❚ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐s✿

f(xout, yout) =
ρ0

ρlim − ρout
✭❇✳✶✮

✇✐t❤ ρ0 = max(Wout

2 , Hout

2 ) ❛♥❞ k = 2 ✭✐✳❡✳ ρlim = ρ0✮❛✳
❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❇✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

f(xout, yout) =
ρ0

ρlim −
√

(xout − Wout

2 )2 + (yout − Hout

2 )2
✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡ e(xout, yout) = (xout − Wout

2 )2 +(yout − Hout

2 )2 ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ❛♥❞
✐❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Wout

2 > Hout

2 ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ✐s ❛ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✿ 0 ≤ e(xout, yout) < 2 ∗ (Wout

2 )2✳ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ❣✐✈❡s
t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ❢✉♥❝t✐♦♥ e(xout, yout)✱ ♦♥❡ ❢♦r Wout = Hout = 128 ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r
Wout = 256 ❛♥❞ Hout = 128✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ❢✉♥❝t✐♦♥ e(x, y) ✐s (Wout

2 )2 + (Hout

2 )2 ✱ ❜✉t ✐t ✐s ♦✈❡r❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ❛s 2 ∗ (w

2 )2 ✱ ✇❤❡r❡ w = max(Wout,Hout)✳ ❚❤✉s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr②
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡✳

❋♦r ❛ ●✐✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚ ♥♦t❡❞ Lsize✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ s❛♠♣❧❡s ♦r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❯❚ ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
▲❯❚ st❡♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Lstep =
2 ∗ (w

2 )2

Lsize

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❣♦♦❞ Lsize t❤❛t ❣✐✈❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠❛❣❡

q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛r❡❛ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▲❯❚ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳

❛❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦✲r❡❝❡♣t♦rs ✐♥ ❛ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✳



❇✳✷✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✷✶✼
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✭❜✮ Wout = 256 ❛♥❞ Hout = 128

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❚❤❡ ❡♥tr② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣❧② t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡✱ t❤❡ ▲❯❚ s✐③❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐t ❡✐t❤❡r✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ ✐ts ❞❡♣t❤ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐s ♦❢
✶✻ ❜✐ts ♣❡r ▲❯❚ ✇♦r❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♦✉r ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✶✻ ❜✐ts ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts✮ ♦❢ ✽❜✐ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❣♦♦❞ Lsize✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Lsize

✭W
4 ✱ W

2 ✱ W ❛♥❞ 2W ✮❜ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❇✳✷ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ✜❣✉r❡ ❇✳✸✭❛✮✳
❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✭❜✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❛ ▲❯❚ ♦❢ ✸✷ ❡♥tr✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✈❛❧✉❡s✿

• ❚❤❡ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

RMSD =

√
√
√
√ 1

Wout ∗ Hout
∗

Wout∗Hout∑

i=0

(f(x, y) − f(x, y))2

✇❤❡r❡ f(x, y) ❛♥❞ f(x, y) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts

❜W = max(Wout, Hout)



✷✶✽ ❇✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡
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✭❞✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ f(x, y) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ✶✷✽ × ✾✻ ♣✐①❡❧s✮✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳ ❆♥ ❡rr♦r ♦♥ ❛ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦❢
♦♥❡ ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y✳

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ f(x, y)− f(x, y) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❘▼❙❉ ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✳

• ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡rr♦r
♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✇✐❧❧
❜❡ ♥♦t❡❞ Pǫ✳

• ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

• ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t❡❞ maxǫ✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ❇✳✸✭❝✮ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛t❡s t❤❡ ♠♦st ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲❯❚ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s



❇✳✷✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✷✶✾

t❤❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✭❞✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ ❛ ❜❧✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜❧❛❝❦
♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇r♦♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ♦❢ ±1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡rr♦r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❝t ♣✐①❡❧ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✽ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
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❘▼❙❉ ✵✱✵✹✶ ✵✱✵✷✶ ✵✱✵✶ ✵✱✵✵✺ ✵✱✵✵✷ ✵✱✵✵✽ ✵✱✵✵✹ ✵✱✵✵✷ ✵✱✵✵✶ ✵✱✵✵✵✻ ✵✱✵✵✸ ✵✱✵✵✶ ✵✱✵✵✵✽ ✵✱✵✵✵✹ ✵✱✵✵✵✷
Pǫ ✻✺✱✹✺ ✹✵✱✸✷ ✷✸✱✷✸ ✶✶✱✹✶ ✺✱✺✹ ✺✽✱✻✾ ✸✺✱✸✼ ✶✾✱✾✾ ✶✵✱✽✼ ✹✱✾✻ ✺✺✱✼✹ ✸✸✱✶✶ ✶✼✱✹✾ ✽✱✾✸ ✹✱✹✾

maxǫ ✸ ✶ ✶ ✶ ✶ ✸ ✷ ✶ ✶ ✶ ✸ ✷ ✶ ✶ ✶

❚❛❜❧❡ ❇✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s✿ ❙◗❈■❋ ✭✶✷✽ × ✾✻✮✱ ❱●❆ ✭✻✹✵
× ✸✷✵✮ ❛♥❞ ❍❉❚❱ ✭✶✾✷✵ × ✶✵✽✵✮

❚❛❜❧❡ ❇✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❘▼❙❉✱ Pǫ ❛♥❞ maxǫ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❙◗❈■❋ ✭✶✷✽ × ✾✻✮✱ ❱●❆ ✭✻✹✵ × ✸✷✵✮ ❛♥❞ ❍❉❚❱ ✭✶✾✷✵ × ✶✵✽✵✮✳ ❚❤❡s❡
✐♥❞✐❝❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ▲❯❚ ✭W

4 ✱
W
2 ✱ W ✱ 2W ❛♥❞ 4W ✮❝✳

❚❛❜❧❡ ❇✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣✐①❡❧s ✐♥❢❡r✐♦r t❤❛♥ 10%✱ ❛
▲❯❚ ♦❢ 4Win s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ❛ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ▲❯❚ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡
s✐③❡ ♦❢ ✵✱✶✷ mm2❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s s✐③❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t♦❧❡r❛t❡ s♦♠❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐ts q✉❛❧✐t② r❡♠❛✐♥s ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ P❡❛❦ ❙✐❣✲
♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✭P❙◆❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙■▼✐❧✐❛r✐t② ✭❙❙■▼✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♥❞✐❝❛t♦rs
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ P❙◆❘ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

PSNR = 10 ∗ log10

(
1

Wout ∗ Hout

√

(I(x, y) − I(x, y))2
)

✇❤❡r❡ I(x, y) ❛♥❞ I(x, y) ❛r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❆ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ P❙◆❘ s✉♣❡r✐♦r t❤❛♥ ✸✵❞❇✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ P❙◆❘ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♣✐①❡❧ ❜② ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱
t❤❡ ❙❙■▼ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ❙❙■▼ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✶✵✽❪ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

SSIM =
(2µxµy + C1)(2covxy + C2)

(µ2
x + µ2

y + C1)(σ2
x + σ2

y + C2)

❝W = max(Wout, Hout) ❛♥❞ Wout = Win

k
✇✐t❤ k = 2✳

❞❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ✹✺ nm t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ 16×Lsize ×

0, 91✱ ✇❤❡r❡ ✶✻ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐t ♣❡r ▲❯❚ ✇♦r❞ ❛♥❞ ✵✱✾✶ ❛ ❢❛❝t♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳



✷✷✵ ❇✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡

✇❤❡r❡ x = I(x, y) ❛♥❞ y = I(x, y) ❛r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ µx✱ µy✱ σ2

x✱ σ2
y ❛♥❞ σxy ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ x✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ y✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ x✱

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ y ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ x ❛♥❞ y✳
C1 = (k1L)2 ❛♥❞ C2 = (k2L)2 ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❙❙■▼ ❢♦r♠✉❧❛❀ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳ L = 255 ❢♦r ✽
❜✐t✴♣✐①❡❧ ❣r❛② s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s✮❀ k1 = 0.01 ❛♥❞ k2 = 0.03 ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✶✵✽❪✳

❚❤❡ ❙❙■▼ ✈❛r✐❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✲✶ ❛♥❞ ✶✳ ■t ✐s ✶ ❢r♦ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ x = I(x, y) ❛♥❞
y = I(x, y)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❙❙■▼ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ 8 × 8 ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❛
♠❡❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rs❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ✭▼❙❙■▼✮ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳

❧❡♥❛ s❛✉r✉s ❝❛rs ♠❛♥
P❙◆❘ ▼❙❙■▼ P❙◆❘ ▼❙❙■▼ P❙◆❘ ▼❙❙■▼ P❙◆❘ ▼❙❙■▼

❙◗❈■❋
W
4

✷✸✳✷✷ ✵✳✾✾✾✾✶✽ ✷✻✳✾✸ ✵✳✾✾✾✹✵✸ ✷✽✳✸✻ ✵✳✾✾✾✾✺✼ ✷✵✳✾✻ ✵✳✾✽✶✾✷✻
W
2

✷✼✳✷✹ ✵✳✾✾✾✾✼✶ ✸✷✳✼✷ ✵✳✾✾✾✽✼✹ ✸✸✳✹✽ ✵✳✾✾✾✾✽✹ ✷✹✳✼✸ ✵✳✾✾✺✼✺✵
W ✸✷✳✵✾ ✵✳✾✾✾✾✾✻ ✸✾✳✷✻ ✵✳✾✾✾✾✾✺ ✸✽✳✹✼ ✵✳✾✾✾✾✾✹ ✷✽✳✸✼ ✵✳✾✾✽✻✷✻
2W ✸✼✳✺✷ ✶ ✹✺✳✽✼ ✵✳✾✾✾✾✾✺ ✹✼✳✼✸ ✶ ✸✹✳✽ ✵✳✾✾✾✾✸✽
4W ✺✵ ✶ ✺✸✳✶✺ ✵✳✾✾✾✾✾✾ ✺✻✳✶✻ ✶ ✹✾✳✽ ✵✳✾✾✾✾✼✹

❱●❆
W
4

✷✾✳✾✸ ✵✳✾✾✾✾✾✻ ✸✸✳✼✾ ✵✳✾✾✾✾✻✷ ✸✻✳✸✽ ✵✳✾✾✾✾✾✻ ✷✽✳✶✸ ✵✳✾✺✶✷✶✶
W
2

✸✸✳✾✾ ✵✳✾✾✾✾✾✾ ✸✾✳✶ ✵✳✾✾✾✾✾✶ ✸✾✳✼✺ ✵✳✾✾✾✾✾✽ ✸✵✳✻✸ ✵✳✾✺✼✷✺✽
W ✸✽✳✶✾ ✶ ✹✺✳✷✸ ✵✳✾✾✾✾✾✽ ✹✸✳✶ ✶ ✸✸✳✾✾ ✵✳✾✺✾✹✾✸
2W ✹✵✳✽✺ ✶ ✺✶✳✶✸ ✶✹✻✳✶✾ ✶ ✸✺✳✾ ✵✳✾✻✵✷✷✾
4W ✹✷✳✹✷ ✶ ✺✻✳✹✾ ✶ ✹✼✳✻✼ ✶ ✸✼✳✻✸ ✵✳✾✻✵✸✶✸

❍❉❚❱
W
4

✸✼✳✷✻ ✵✳✾✾✾✾✾✾ ✹✷✳✽✹ ✵✳✾✾✾✾✾✹ ✹✷✳✻✷ ✵✳✾✾✾✾✾✾ ✸✸✳✺✶ ✵✳✾✼✻✷✹✷
W
2

✹✵✳✺✶ ✶ ✹✽✳✼✷ ✵✳✾✾✾✾✾✾ ✹✺✳✷ ✶ ✸✺✳✺✽ ✵✳✾✾✹✶✶✼✵
W ✹✸✳✾✹ ✶ ✺✹✳✷✽ ✶ ✹✽✳✶ ✶ ✸✽✳✼ ✵✳✾✾✼✼✹✾
2W ✹✻✳✶✺ ✶ ✺✽✳✾✺ ✶ ✺✵✳✹ ✶ ✹✵✳✼✾ ✵✳✾✾✾✶✵✻
4W ✹✾✳✶✸ ✶ ✻✷✳✻✺ ✶ ✺✸✳✹✷ ✶ ✹✸✳✹✹ ✵✳✾✾✾✷✶✽

❚❛❜❧❡ ❇✳✷✿ P❙◆❘ ❛♥❞ ▼❙❙■▼ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ W = Wout✳

❚❛❜❧❡ ❇✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ P❙◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ❙❙■▼ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✭❧❡♥❛✱ s❛✉r✉s✱ ❝❛rs✱ ♠❛♥✮
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s❡✳

❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t ❛ ▲❯❚ s✐③❡ ♦❢ Wout

2 ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡
q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡ t❡st❡❞✳

■♠❛❣❡ ❇✳✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❛ ❱●❆ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛
▲❯❚ s✐③❡ ♦❢ Wout

4 ♦r Wout

2 ✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢
▲❯❚ s✐③❡ ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ▲❯❚ s✐③❡ ♦❢ Wout

2 ✳

❡■t ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❡st ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ P❙◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ❙❙■▼ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❝♦♥t❡♥t✳



❇✳✷✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✷✷✶

✭❛✮ Lsize = Wout
4

✭❜✮ Lsize = Wout
2

✭❝✮ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ❇✳✹✿ ❖✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❱●❆ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
▲❯❚ s✐③❡



✷✷✷ ❇✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦♦❦✲❯♣ ❚❛❜❧❡



✷✷✸

❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❚❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss

❚❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇ ♣❛ss ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡t✐♥❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ●■P❙❆✲❧❛❜ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇ ♣❛ss✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✭①✱②✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛②s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❆s s❤♦✇♥ ❜② ✜❣✉r❡ ❈✳✶✱ t❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛tr✐❛♥t ❧♦✇ ♣❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ✜❧t❡rs
F1, F2, F3 ❛♥❞ F4✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡ ✭①✱②✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛②s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ ✉♣♣❡r✇❛r❞s✱ ❢r♦♠ ✉♣
❜♦tt♦♠✇❛r❞s✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t r✐❣❤t✇❛r❞s ❛♥❞ ❢r♦♠ r✐❣❤t ❧❡❢t✇❛r❞s✮✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs F1, F2, F3 ❛♥❞ F4 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❈✳✶✳
❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭♥♦t❡❞ I0✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭♥♦t❡❞ I4✮✳

F1 : I1(x, y) = (1 − α(x, y))I0(x, y) + α(x, y)I1(x, y − 1)

F2 : I2(x, y) = (1 − α(x, y))I1(x, y) + α(x, y)I2(x, y + 1) ✭❈✳✶✮

F3 : I3(x, y) = (1 − α(x, y))I2(x, y) + α(x, y)I3(x − 1, y)

F4 : I4(x, y) = (1 − α(x, y))I3(x, y) + α(x, y)I4(x + 1, y)

❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r α(x, y) ✈❛r✐❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s



✷✷✹ ❈✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛

α(x, y) =

√
√
√
√

|x − Height
2 | + |y − Width

2 |
Height+Width

2

■♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✿

• t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ♦♥ ❛ ❧✐♥❡ ❢♦r ✜❧t❡rs F1 ❛♥❞ F2✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡s❡
✜❧t❡rs r❡✲✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❢♦r F1 ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❢♦r F2✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧✳

• t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ♦♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❢♦r ✜❧t❡rs F3 ❛♥❞ F4✱ ✐♥ ❢❛❝t
t❤❡s❡ ✜❧t❡rs r❡✲✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ✭♦♥ t❤❡ t♦♣ ❢♦r F1 ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ❢♦r F2✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧✳

• t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs F1, F2, F3 ❛♥❞ F4✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
✜❧t❡rs ✐s ♥♦t str✐❝t✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♦r❞❡r ✇✐t❤
❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ✜❧t❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♦✉t♣✉t ❛♥❞✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r ✇❡ ❝❤♦♦s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st♦r❡✱ ❛t ❧❡❛st
♦♥❝❡✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❣✐✈❡
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r❞❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ r❡q✉✐r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡
r❡s♦✉r❝❡s✿

✕ F1 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ t❤❡♥✱ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜rst ❧✐♥❡✱
F2 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ✇❤✐❧❡ F1 ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ t✇♦
✜❧t❡rs ❛r❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❧✐♥❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✳ ❆❢t❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r F1 ❛♥❞
F2✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② F3 ♦♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❡♥✱ ❛❢t❡r ✐t
❤❛s ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥✱ F4 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥
✇❤✐❧❡ F3 ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t♦
♣r♦❝❡ss t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ r✐❣❤t❡st ❝♦❧✉♠♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡
♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ❛r❡ ✿ ❛
❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ st♦r❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② F1 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ F2✱
❛ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ st♦r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② F2 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ F4 ❛♥❞
❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ F2 ❜❡❢♦r❡
t❤❡ st❛rt ♦❢ F3✳

✕ F1 ❛♥❞ F3 ❛r❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❝❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t t♦ t❤❡
❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡♥ F2 ❛♥❞ F4 ❛r❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ t♦ ♣r♦❝❝❡ss ❛
s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t t♦ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡
♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ❛r❡✿ t✇♦
❧♦❝❛❧ r❡❣✐st❡rs t♦ st♦r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ F1 ❛♥❞ F2 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ F3 ❛♥❞ F4

r✐s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ t♦ st♦r❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ F3 ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ F2✳



✷✷✺

❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❆ ♠✐♣♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡

P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❉✳✶ ❘❡✲❝❛❧❧s ♦♥ t❤❡ ▼■P ♠❛♣♣✐♥❣

❚❤❡ ▼■P ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ✸❉ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❡①t✉r❡
♦❜❥❡❝ts✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✽✸ ❜② ▲❛♥❝❡ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✶✵✾❪✳

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✸❉ ♦❜❥❡❝t✱ ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡✲s✐③❡❞ ♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♥❞❡r❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥ts t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
r❡❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❆ ▼■P✲♠❛♣ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡①t✉r❡✳
❚❤❡s❡ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡❞ ❜❡❧♦✈❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧s ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s♠❛❧❧❡r
❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ✐♠❛❣❡s✳ ❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❤❛❧❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭ ❛♥❞ ❛ q✉❛rt❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛♠♣❧❡s✮ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t✳
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U

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U

V
U

V

U

V

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ▼■P✲♠❛♣ ✇✐t❤ ✹ ❧❡✈❡❧s



✷✷✻ ❉✳ ❆ ♠✐♣♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❆ ▼■P✲♠❛♣ ❤❛s ❛ ♣②r❛♠✐❞❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❉✳✶❛✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞
❜② t❤r❡❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❯✱❱ ❛♥❞ ❉ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❯ ❛♥❞ ❱ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
♠❛♣ ❛♥❞ ❉ ✐♥❞❡①❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t♦♣
❧❡❢t ❧❡✈❡❧ t♦ ♠❛♣ ③♦♥❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❧❡✈❡❧ t♦ ♠❛♣ ③♦♥❡s ✇✐t❤
❧❡ss ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦r ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t✳

❚❤❡ ▼■P✲♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛❧✐❛s✐♥❣✳
❚❤❡ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢
❛ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✳

❉✳✷ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ ▼■P ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡✲
✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣②r❛♠✐❞ ❛♥❞ t❤❡♥ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ ❛ ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❡①❝❡♥tr✐❝✐t②✿ ✐❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ t♦
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❧❡✈❡❧s✱ ✐❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t
♣✐①❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❧❡✈❡❧s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ st♦r❡ t❤❡
▼■P✲♠❛♣✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ st♦r❡ t❤❡ ▼■P✲♠❛♣ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ t✐❧✐♥❣
t♦ ♣r❡✲❢❡t❝❤❡s ♦♥❧② s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✐t ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ▼■P✲♠❛♣
s✐③❡ r❡♠❛✐♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② s✐③❡✳

❚✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳
❆ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr②✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦♥ t❤❡ ❞②❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼■P✲♠❛♣✳
❆ s❡❝♦♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧♦✇✲♣❛ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s

♦❢ t❤❡ ▼■P✲♠❛♣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❧❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣②r❛♠✐❞s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❉✳✷❀ t❤❡s❡ ♣②r❛♠✐❞s ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✜❧t❡rs✿

• ❆ ♠❡❛♥ ✢✐t❡r ♦♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ 5 × 5 ♣✐①❡❧s

• ❆ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r ✇❤♦s❡ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣②r❛♠✐❞
❤❛✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❧❡✈❡❧s t❤❡ s❛♠❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧✉rr✐♥❣ ❛s ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ♦r ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss t♦ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡
❧❛st s♦❧✉t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ st♦r❡ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✐t✳

❛■♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♦❢ ▲❛♥❝❡ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✶✵✾❪ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t❤❡ ♦✉rs✳



❉✳✷✳ ❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✷✷✼

✭❛✮ P②r❛♠✐❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r 5 × 5

✭❜✮ P②r❛♠✐❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛
✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡

❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣②r❛♠✐❞s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❧♦✇✲♣❛ss✳

❉✳✷✳✶ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✾✳✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✾❀ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② ❛
❢✉❝t✐♦♥ f(xout, yout)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❡①❝❡♥tr✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✿

f(xout, yout) =
ρ0

ρlim − ρout
✭❉✳✶✮

❲❤❡r❡ ρ0 = W
2 ❛♥❞ ρlim = W

k ✱ ✇✐t❤ W = max(Wout,Hout) ❛♥❞ k ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s k = 2, 4, 8 . . .✳

❆s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(xout, yout) ✐s ✉s❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞
✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❛❝❝❡ss ❧❛✇ t♦ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ❤❛s t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡



✷✷✽ ❉✳ ❆ ♠✐♣♠❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣

❛❝❝❡ss ❧❛✇ s❡❛r❝❤❡❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ L − 1✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞✳

❘❡♠❛r❦ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(xout, yout) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❡①❝❡♥tr✐❝✐t② ✐s

♠❛①✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ ❡①❝❡♥tr✐❝✐t② ✐s ρout =
√

(Wout

2 )2 + (Hout

2 )2 < W
2

√
2 − ǫ✱ ✇✐t❤

W = max(Wout,Hout) ❛♥❞ ǫ ❛ ♥❡❣❧✐❣❡❛❜❧❡ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ρout < ρlim✳ ❲❡
❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(xout, yout) ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧

k

2
≤ f(xout, yout) <

k

2 − k
√

2 + ǫ

✇✐t❤ ǫ = Kǫ
W ❛ ♥❡❣❧✐❣❡❛❜❧❡ t❡r♠✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝❡ss ❧❛✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ logk()✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1.41 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ❉✳✶✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣②r❛♠✐❞

❦ logk

(
k
2

)
logk

(
k

2−k
√

2+ǫ

)

✷ ✵ ✶✳✹✶
✹ ✵✳✺ ✶✳✷
✽ ✵✳✻ ✶✳✶✸
✶✻ ✵✳✼✺ ✶✳✶✵

❚❛❜❧❡ ❉✳✶✿ ❇♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ logk(f(xout, yout)) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k

❤❛s t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② l ∈ {0, 1, 2} ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ logk() ✐s ✉s❡❞ t✇✐❝❡✿

• ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r ✇✐♥❞♦✇ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ✐s n×n ✇✐t❤ n = m(logk(l)+1)✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡
❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t m = 11 ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

• ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s✳

❉✳✷✳✷ ❚❤❡ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s

❚❤❡ P②r❛♠✐❞❛❧ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

• ❋r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ f(xout, yout) ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥✲
♣✉t ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (xin, yin)✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛✣♥✐t② ♦t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s✱ t❤❡
❢♦✉♥❞ ✐♥♣✉t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡❣❡r✱ t❤✉s ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✹ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧ s✉rr♦✉♥❞✲
✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧ l = logk(f(xout, yout))✱ ❛s t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s l1 = ⌊l⌋ ❛♥❞ l2 = l1 + 1✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳



✷✷✾

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❋♦r ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣✐①❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✐①❡❧ It(p) ❤❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✷ ❆ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✭✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐ts❡❧❢✳ ✳ ✸✹
✶✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✶✳✺ ❨✲❝❤❛rt✱ ✜❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼✱ ✶✾❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✶✳✻ ❙②st❡♠ ▲❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✶✳✼ ❍▲❙ t♦♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✷✻❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✶✳✽ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊❧❡♠❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✷✻❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✶✳✾ ❈♦❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦♦♣✲♥❡sts ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞✳ ✏P✧ st❛♥❞s ❢♦r ✏❧♦♦♣ Pr♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛✧ ❛♥❞ ✏❈✧ st❛♥❞s
❢♦r ✏❧♦♦♣ ❈♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❛t❛✧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✶✳✶✵ ▲♦♦♣✲❜❛s❡❞ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡❀ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ✏s✧ st❛♥❞s ❢♦r str❡❛♠ ❛♥❞ ✏❛✧
❢♦r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✶✳✶✶ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✶✳✶✷ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❧♦♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✶✳✶✸ ✐♥t❡r✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥tr❛✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✐♥t❡r ❧♦♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
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✺✳✻ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ▼✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
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✺✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❚❙P ❛♥❞ ❛ ❇❚❙P s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✶✷✽
✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✱ ✐✳❡✳ ✶✷✽ ❖❚ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❆▲●❖✶✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❊❳P✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ MM ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭Np =
1✮✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚P❯ t❛s❦ ❛♥❞ t❤✉s✱
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t t✐❧❡ OT (c)✳ ■❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
✐s 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✉✛❡r ✐s ♥♦t ✉s❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ MM ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛ t✇♦ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np = 2✮✳
❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚P❯ ❝❛❧❧ ❛♥❞ t❤✉s✱ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t♣✉t t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ■❇ ❛♠♦✉♥t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r Np = 4 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ d✳ ✳ ✶✷✹
✻✳✺ ❈✲❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✻✳✻ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❈✲❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ MM ♠❛tr✐① ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✻✳✼ ❊①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ MM ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ Σ ♠❛tr✐①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✻✳✽ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ▼❡♠♦r② ▼❛♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ■✴❖ t✐❧✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ✶✸✸

✼✳✶ ❆ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✬s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ IMMAX ❛♥❞ NCMAX ✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s1✱ s2 ❛♥❞ s3 ❛r❡ ♣❛r❡t♦✱ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s4 ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✼✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❉❙❊ s♦❧✉t✐♦♥ tr❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✼✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st✳ ❚❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✼✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦♦♣ ♥❡st ✇✐t❤
Np ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✽✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✽✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r②

✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✾✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ ❧♦❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✾✳✷ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ρin ❛♥❞ ρout✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✾✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ0 ❛♥❞ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
✾✳✹ ❘❊◗ ❛♥❞ ❈❆▲❈ ❝♦❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝r♦s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✾✳✺ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❙◗❈■❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✾✳✻ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②

✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s
❛ ❙◗❈■❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✾✳✼ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹
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✾✳✽ ▼❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮
❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛
❱●❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✾✳✾ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❍❉❚❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✾✳✶✵ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②
✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s
❛ ❍❉❚❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✶✵✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ s♣❛❝❡✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇✲♣❛ss ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✶✵✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ✇✐t❤ ✸ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ❤❛✈✐♥❣
❛ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✶✵✳✸ P②r❛♠✐❞❛❧ ❚P❯ ❝♦❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝r♦s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✶✵✳✹ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❙◗❈■❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✶✵✳✺ ▼❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮
❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛
❙◗❈■❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✶✵✳✻ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❱●❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✶✵✳✼ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②
✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s
❛ ❱●❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✶✵✳✽ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❍❉❚❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✶✵✳✾ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②
✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s
❛ ❍❉❚❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✶✶✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✶✶✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

✶✶✳✸ P♦❧❛r tr❛♥s❢♦r♠ ❚P❯ ❝♦❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❝r♦s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❤❛r❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ▼❊❳P ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡ ❛r❡ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

✶✶✳✹ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ 128 × 128✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

✶✶✳✺ ▼❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮
❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❛
128 × 128✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

✶✶✳✻ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s 300 × 300 ♣✐①❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾
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✶✶✳✼ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②
✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮❀ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s
❛ ❱●❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

✶✶✳✽ ❉❙❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

✶✶✳✾ ❊st✐♠❛t❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝②
✭▲✮ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ✭Np✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

❆✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸
❆✳✷ ▼❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲❛❧✐❛s✐♥❣

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

❇✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❯❚s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❞❛t❛ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s [xi, xi+1[ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯❚ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞❛t❛ vi✱ ✇✐t❤
i ∈ [0, 4]✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺

❇✳✷ ❚❤❡ ❡♥tr② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼
❇✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ f(x, y) ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳ ✶✷✽ ×

✾✻ ♣✐①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡rr♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳ ❆♥ ❡rr♦r
♦♥ ❛ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦❢ ♦♥❡ ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y✳ ✳ ✷✶✽

❇✳✹ ❖✉t♣✉t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▲❖● s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❱●❆ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❯❚ s✐③❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶

❈✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧✲✈❛r✐❛♥t ❧♦✇ ♣❛ss✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭①✱②✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛②s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸

❉✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ▼■P✲♠❛♣ ✇✐t❤ ✹ ❧❡✈❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✺
❉✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣②r❛♠✐❞s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❧♦✇✲♣❛ss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶✳✶ ❚❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧♦♦♣ ♥❡st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✹✳✶ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲❚✐❧✐♥❣ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❢♦r ❘❖❚✱▲❖● ❛♥❞ ▼✷✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✶✵✹

✺✳✶ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s r✉♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✶✷✽ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t t✐❧❡ ❧❛②♦✉t
❛♠♦♥❣ ✶✷✽①✶✱ ✻✹①✷✱ ✸✷①✹✱ ✶✻①✽✱ ✽①✶✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✷ ❚❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞✳ ✏♠✐♥✳✱ ❛✈✳ ❛♥❞ ♠❛①✳✧ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥st❛♥❝❡s ✭★ ✐♥st✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✸ ❚❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ●❆❚❙P ❛♥❞ ❛ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦✐❝❦s ♦❢ d × 100✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆▲●❖✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭❊❳P✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✹ ❚❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ●❆❚❙P ❛♥❞ ❛ ▲✐♥✲❑❡r♥✐❣❤❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦✐❝❦s ♦❢ 106✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆▲●❖✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭❊❳P✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✺ ❚❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ●❆❚❙P ❛♥❞ ❚❤❡ ❈♦♥❝♦r❞❡ s♦❧✈❡r✱ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆▲●❖✮ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭❊❳P✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▼▼ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ t❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✽✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✽✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✶✺✶

✾✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✾✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s s✳✸✱ s✳✶✸ ❛♥❞ s✳✻ ❛r❡ ♣❛r❡t♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ s✳✸✺ ✐s ❛ ♥♦♥✲♣❛r❡t♦

s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✾✳✸ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✾✳✹ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✾✳✺ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❱●❆ ✐♥♣✉t

✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✾✳✻ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺



✷✸✻ ▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙

✾✳✽ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t
✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✾✳✾ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✶✵✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✶✵✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✶✵✳✸ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❙◗❈■❋ ✐♥♣✉t

✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
✶✵✳✹ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽
✶✵✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡①♣❧♦r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
✶✵✳✻ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❱●❆ ✐♥♣✉t

✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹
✶✵✳✼ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹
✶✵✳✽ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻
✶✵✳✾ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛ ❍❉❚❱ ✐♥♣✉t

✐♠❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽
✶✵✳✶✵▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✶✶✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts r✉♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
✶✶✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸
✶✶✳✸ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 128x128 ♣✐①❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹
✶✶✳✹ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹
✶✶✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡①♣❧♦r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽
✶✶✳✻ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 300x300 ♣✐①❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
✶✶✳✼ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵
✶✶✳✽ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷
✶✶✳✾ ❊st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❡♠♣♦r❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❚P✮ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 600x600 ♣✐①❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹
✶✶✳✶✵▼❡❛s✉r❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛❢t❡r t❤❡ ❘❚▲ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹

❇✳✶ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ s✐③❡s✿ ❙◗❈■❋ ✭✶✷✽ ×
✾✻✮✱ ❱●❆ ✭✻✹✵ × ✸✷✵✮ ❛♥❞ ❍❉❚❱ ✭✶✾✷✵ × ✶✵✽✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

❇✳✷ P❙◆❘ ❛♥❞ ▼❙❙■▼ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ W = Wout✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵

❉✳✶ ❇♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ logk(f(xout, yout)) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✽



✷✸✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❋ ❈❛tt❤♦♦r ❡t ❛❧✳ ❉❛t❛ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡
♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✵✷✳

❬✷❪ ❲❆ ❲✉❧❢ ❛♥❞ ❙❆ ▼❝❑❡❡✳ ❍✐tt✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✇❛❧❧✳ ❆❈▼ ❙■●❆❘❈❍ ❈♦♠♣✉t❡r
❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ◆❡✇s✱ ✷✸✭✶✮✿✷✵✕✷✹✱ ✶✾✾✺✳

❬✸❪ ◆ ▼✐t❝❤❡❧❧✱ ▲ ❈❛rt❡r✱ ❛♥❞ ❏ ❋❡rr❛♥t❡✳ ▲♦❝❛❧✐③✐♥❣ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ P❛r❛❧❧❡❧
❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✶✾✾✾✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✶✾✾✾ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✾✷✕✷✵✷✱ ✶✾✾✾✳

❬✹❪ ❏❡❛♥♥② ❍ér❛✉❧t ❛♥❞ ❇❛rt❤é❧é♠② ❉✉r❡tt❡✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❢♦r ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❲❆◆◆✱ ✹✺✵✼✿✻✻✷✕✻✼✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✺❪ ❉ ●❛❥s❦✐ ❛♥❞ ▲ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s②♥t❤❡s✐s✳ ■❊❊❊ ❉❡s✐❣♥
✫ t❡st ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ✶✶✿✹✹✕✺✹✱ ✶✾✾✹✳

❬✻❪ ❚ ❑❛♠❜❡ ❡t ❛❧✳ ❆ ❈✲❜❛s❡❞ s②♥t❤❡s✐s s②st❡♠✱ ❇❛❝❤✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐♥✈✐t❡❞
t❛❧❦✮✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❆❙P✲❉❆❈✬✵✶✱ ♣❛❣❡s ✶✺✶✕✶✺✺✱ ✷✵✵✶✳

❬✼❪ P❘ P❛♥❞❛✱ ❋ ❈❛tt❤♦♦r✱ ◆❉ ❉✉tt✱ ❑ ❉❛♥❝❦❛❡rt✱ ❊ ❇r♦❝❦♠❡②❡r✱ ❈ ❑✉❧❦❛r♥✐✱ ❆ ❱❛♥✲
❞❡r❝❛♣♣❡❧❧❡✱ ❛♥❞ P● ❑❥❡❧❞s❜❡r❣✳ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❉❡s✐❣♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙②st❡♠s
✭❚❖❉❆❊❙✮✱ ✻✭✷✮✿✶✹✾✕✷✵✻✱ ✷✵✵✶✳

❬✽❪ ▼ ❋❧②♥♥✳ ❱❡r② ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡s
✶✾✵✶✕✶✾✵✾✱ ✶✾✻✻✳

❬✾❪ ❘ ❉✉♥❝❛♥✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ✷✸✿✺✕✶✻✱ ✶✾✾✵✳

❬✶✵❪ ◆ ❙t♦r❡② ❛♥❞ ❘❈ ❙t❛✉♥t♦♥✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ Pr♦❝✳ ❙P■❊✱ P❛♣❡r✱ ✶✶✾✼✿✷✸✽✕✷✹✻✱ ✶✾✽✾✳

❬✶✶❪ ❘ ▲♦✉❣❤❡❡❞ ❛♥❞ ❉ ▼❝❈✉❜❜r❡②✳ ❚❤❡ ❝②t♦❝♦♠♣✉t❡r✿ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss♦r✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✼t❤ ❛♥♥✉❛❧ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱
♣❛❣❡s ✷✼✶✕✷✼✼✱ ✶✾✽✵✳

❬✶✷❪ ❊❲ ❑❡♥t✱ ▼❖ ❙❤♥❡✐❡r✱ ❛♥❞ ❘ ▲✉♠✐❛✳ P✐♣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✿✺✵✕✼✽✱ ✶✾✽✺✳



✷✸✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❬✶✸❪ ❍ ❑✉♥❣t ❛♥❞ ❈ ▲❡✐s❡rs♦♥t✳ ❙②st♦❧✐❝ ❛rr❛②s ✭❢♦r ❱▲❙■✮✱ ♣❛❣❡s ✷✺✻✕✷✽✷✳ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❞ ♠❛t❤❡♠❛t❤✐❝s✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✹❪ ❆❜❜❛s ❇✐❣❞❡❧✐ ❡t ❛❧✳ ❆ ♥❡✇ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②✲❜❛s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ♠❛tr✐①
✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❋P●❆s ✇✐t❤ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❊❯❘❆❙■P ❏✳ ❆♣♣❧✳ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✳✱ ✷✵✵✻✿✶✕✶✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✺❪ ❉ ▼♦❧❞♦✈❛♥ ❛♥❞ ❏ ❋♦rt❡s✳ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥t♦ ✜①❡❞ s✐③❡
s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ❈✲✸✺✿✶✕✶✷✱ ✶✾✽✻✳

❬✶✻❪ ❆ ❉❛rt❡✳ ❘❡❣✉❧❛r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ✜①❡❞✲s✐③❡ s②st♦❧✐❝ ❛rr❛②s✳ ■◆❚❊✲
●❘❆❚■❖◆✱ t❤❡ ❱▲❙■ ❥♦✉r♥❛❧✱ ✶✷✿✷✾✸✕✸✵✹✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✼❪ ❉❉ ●❛❥s❦✐✳ ❙②st❡♠✲❧❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❝❛❧✐❢♦r✲
♥✐❛✳ ❤tt♣✿✴✴❝❛♠❛rs✳❦❛✐st✳❛❝✳❦r✴ ❛❡♥❣✴❝s✼✶✵✴❡s❞✵✼✴❙②st❡♠ ▲❡✈❡❧ ❉❡s✐❣♥ ▼❡t❤♦❞♦❧✲
♦❣②✳♣❞❢✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✽❪ ❆ ❙❛♥❣✐♦✈❛♥♥✐✲❱✐♥❝❡♥t❡❧❧✐✳ ◗✉♦ ✈❛❞✐s✱ s❧❞❄ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ tr❡♥❞s ❛♥❞ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s ♦❢ s②st❡♠ ❧❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✾✺✭✸✮✿✹✻✼✕✺✵✻✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✾❪ ❈ ❏❡❣♦✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡ ❝♦❞❡s✐❣♥✱ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥st ❜r❡t❛❣♥❡✳
❤tt♣✿✴✴♣✉❜❧✐❝✳❡♥st✲❜r❡t❛❣♥❡✳❢r✴ ♠❛r③❡❧✴❝♦❞❡s✐❣♥✴❝♦✉rs❴❈♦❉❡s✐❣♥✳♣♣t✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✵❪ ❆ P✐♠❡♥t❡❧ ❡t ❛❧✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞✲s②st❡♠s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛rt❡♠✐s✳ ❈♦♠✲
♣✉t❡r✱ ✸✹✿✺✼✕✻✸✱ ✷✵✵✶✳

❬✷✶❪ ❆ ❙❛♥❣✐♦✈❛♥♥✐✲❱✐♥❝❡♥t❡❧❧✐✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♠❡tr♦♣♦❧✐s✳ ❙❡❝♦♥❞ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ✭❊▼❙❖❋❚✮✱ ✷✹✾✶✿✾✸✕✶✵✼✱ ✷✵✵✷✳

❬✷✷❪ ▼❡♥t♦r ●r❛♣❤✐❝s✳ ❈❛t❛♣✉❧t ❈ s②♥t❤❡s✐s✲❜❛s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇✿ ❙♣❡❡❞✐♥❣ ✐♠✲
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❬✶✵✼❪ ▲ ◗✐❛♥❣ ❛♥❞ ◆ ❆❧❧✐♥s♦♥✳ ❙♣❛t✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❢♣❣❛✳ ■❊❊❊
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✻✽✕
✷✼✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✵✽❪ ❆❈ ❇r♦♦❦s ❛♥❞ ❚◆ P❛♣♣❛s✳ ❯s✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② q✉❛❧✐t② ♠❡tr✐❝s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤
❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✵✼✳ ■❈❆❙❙P ✷✵✵✼✱ ✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✵✾❪ ▲❛♥❝❡ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ P②r❛♠✐❞❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝s✳ ❙■●●❘❆P❍ ❈♦♠♣✉t✳ ●r❛♣❤✳✱ ✶✼✭✸✮✿✶✕✶✶✱
✶✾✽✸✳
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❘és✉♠é ❞❡ t❤ès❡ ✿

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭❙❍◆✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
str✉❝t✉r❛❧ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ♦♣t✐✲
♠✐s❡r ❧✬❛❝❝ès ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❝✐❜❧❡✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠é♠♦✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❛ été
♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡
❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❣é♥éré✳
❉❡✉① ♥✐✈❡❛✉ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ✿

✶✳ ❯♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♠é♠♦✐r❡✱

✷✳ ❯♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❡♥ ✐♥t❡r♥❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠♠é❞✐❛t✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ➚ ❧❛ ✜♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ♦✉ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣❛r❡t♦✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♦✉t✐❧✱ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❙❍◆✱ q✉✐ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✷ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
▲✬♦✉t✐❧ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❙❍◆✱ ❡♥ ❝✉st♦♠✐s❛♥t
✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳

❆❜str❛❝t✿

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ❛ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ ❍▲❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣
t❤❡ ✉s❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♠❡♠♦r② ♠✐❝r♦✲ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲ ❛✣♥❡ ❛rr❛② r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s✳ ■t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♣❛✈✐♥❣ ✇❤✐❝❤✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r✉♥✲t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s❡s ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧✲❜②✲ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s t♦ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡ts✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛✈✐♥❣✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ✐s✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤❡ ♥♦♥✲ ❛✣♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝❤❡❛♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡
❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s✳


