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Introduction générale

L'ingénieur automaticien fait appel à beaucoup de méthodes pour la conduite
des procédés, notamment basées sur des représentations par modèle. Les modèles
font aussi l'objet de manipulations mathématiques à des �ns d'analyse. La déter-
mination d'un modèle, qui soit d'une part exploitable par les méthodes d'analyse
et de synthèse de commande, et d'autre part qui soit su�samment représentatif du
système, est du ressort de l'automaticien (en collaboration bien sur avec des experts
du domaine de modélisation concerné par l'application).

En réalité, le modèle décrivant un processus comporte généralement des para-
mètres physico-chimiques qui ne sont pas a priori tous connus de façon précise.
Ces paramètres devront donc être identi�és pour obtenir un modèle qui représente
de manière satisfaisante le processus. L'identi�cation paramétrique du modèle d'un
procédé est donc une tâche primordiale a�n d'assumer la conception et l'évolution
des performances de contrôle. L'identi�cation consiste à réaliser des expérimenta-
tions sur le processus réel, par excitation sur l'entrée de commande du système à
contrôler, et à traiter les données entrée/sortie obtenues pour en extraire la valeur
des paramètres du modèle de comportement du processus. Le choix de cette entrée
d'excitation est une question décisive pendant la phase d'identi�cation, puisqu'elle
in�ue sur la qualité des mesures utilisées lors de l'identi�cation, et donc sur la valeur
de ces paramètres.

Le problème de conception du contrôle optimal pour l'identi�cation a suscité une
certaine attention dans la littérature. En e�et, il est l'un des problèmes classiques
dans l'identi�cation qui cherche à aborder une question essentielle, à savoir : est-il
possible de concevoir une certaine expérience de telle manière que les paramètres
dans la structure du modèle puissent être uniquement identi�és ? D'ailleurs, com-
ment concevoir un signal d'entrée qui maximise une norme choisie a priori par la
Matrice d'Information de Fisher (MIF) liée à l'expérience spéci�que et au signal
d'entrée choisi ?

Ce travail de thèse porte sur le contrôle optimal d'un procédé, non pas pour
assurer sa conduite lors de l'exploitation (comme cela est fait classiquement), mais
principalement pour assurer l'identi�cation, de façon optimale, des paramètres in-
connus du modèle choisi. Il s'agit de trouver la commande à appliquer pendant
l'expérience qui permet d'optimiser un critère qui est fonction des sensibilités des
mesures, utilisées pour l'identi�cation, par rapport aux paramètres du modèle à
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identi�er. Le tout, en prenant tout de même compte des contraintes d'utilisation du
procédé. On se focalise donc ici sur le problème couplé de design optimal d'expé-
rience et d'identi�cation en ligne, où la question principale est la suivante : comment
le signal d'excitation d'un procédé (à son entrée), à appliquer pour obtenir les me-
sures utilisées pour l'identi�cation, peut-il être choisi en ligne (d'une façon optimale)
de telle manière que le paramètre inconnu du modèle soit en même temps estimé,
et ce en prenant compte de diverses contraintes d'exploitation ?

Cette approche, couplant contrôleur prédictif et estimateur, résout en ligne le
problème d'identi�cation à chaque instant en utilisant l'observateur. Un modèle
dynamique de sensibilité paramétrique est également employé en ligne pour obtenir
la sensibilité paramétrique qui doit être optimisée. Ce modèle est explicitement
dérivé du modèle et est employé par le contrôleur. La stratégie de la commande pour
l'identi�cation est la commande prédictive. C'est une approche qui est relativement
simple à mettre en ÷uvre, les contraintes d'exploitation sont conjointement prises
en compte dans la formulation du problème.

Dans le cadre de cette étude, on se propose d'étendre l'utilisation de la stratégie
de commande prédictive avec un observateur non linéaire pour résoudre le problème
d'identi�cation optimale en ligne des paramètres inconnus du modèle. Ceci constitue
la première ambition de ce travail.

D'autre part, la démarche méthodologique proposée est orientée dans un souci
d'applicabilité, notamment par l'aspect implémentation en temps réel. Dans ce
contexte, et c'est la deuxième contribution de ce travail, des exemples réels issus
du Génie des Procédés ont été traités.

L'organisation de ce mémoire est la suivante :

• Dans le chapitre 1, nous faisons un point sur quelques travaux récents sur
le contrôle optimal pour l'identi�cation pour des systèmes linéaires et non li-
néaires. Plus particulièrement, nous citons les travaux de Keesman, Stigter et
Vries sur l'identi�cation optimale des paramètres d'un bioréacteur.

• Le chapitre 2 est consacré aux quelques généralités sur l'observation des sys-
tèmes non linéaires. Nous présentons les propriétés nécessaires et su�santes
à la synthèse d'un observateur ainsi que les équations de l'observateur pour
des classes de systèmes non linéaires. Nous développons une théorie pour la
synthèse des observateurs pour des systèmes non uniformément observables.
Ce dernier travail constitue une de nos contributions dans ce mémoire. .

• Le chapitre 3 est dédié à la commande prédictive. Les principes de base
de la commande prédictive sont rappelés. La formulation et la structure de la
commande prédictive utilisée dans ce travail sont présentées. Deux stratégies
de commande prédictive sont �nalement rappelées, l'une basée sur un mo-
dèle non linéaire et l'autre sur un modèle linéaire temps variant autour d'un
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fonctionnement nominal (plus soucieux de la problématique liée au temps de
calcul).

• Dans le chapitre 4, l'apport principal de cette thèse liée à l'approche du
contrôle optimal pour l'identi�cation en ligne des paramètres inconnus du mo-
dèle est donné. La stratégie couplant le contrôleur prédictif et l'observateur non
linéaire est présentée. Deux stratégies de contrôle optimal pour l'identi�cation
seront retenues : la première concerne la structure de commande prédictive
à modèle interne non linéaire et la deuxième à modèle linéaire temps variant
(qui remplace la première approche si le temps de calcul devient un paramètre
critique pour l'implémentation de l'approche). Ceci mène à la formulation des
problèmes d'optimisation sous contraintes pour l'identi�cation en ligne, à tra-
vers deux algorithmes basés sur une méthode de descente de type gradient que
nous utilisons dans cette étude.

• Dans le chapitre suivant, en vue de la mise en ÷uvre de l'approche, les
méthodologies utilisées pour la prise en compte des contraintes sont intro-
duites. Employées dans un contexte d'optimisation en ligne, ces méthodolo-
giques permettent d'aboutir aux deux structures �nales du contrôleur prédictif
par modèle pour les deux approches proposées.

Les deux derniers chapitres, 6 et 7, concernent les applications étudiées :

• Le premier exemple est consacré au contrôle optimal d'un procédé chimique
simple : un procédé de saponi�cation. Un modèle non linéaire constitué par une
équation aux dérivées ordinaires est considéré. La problématique d'identi�ca-
tion optimale est d'estimer la vitesse de réaction tout en assurant la limitation
des contraintes physiques d'exploitation en jouant sur le débit d'entrée.

• Le deuxième exemple concerne le problème de cuisson radiatif étudié dans
l'équipe "transferts couplés de matière et de chaleur" du laboratoire LAGEP.
Il s'agit de cuisson des peintures en poudre sous infrarouge. Le modèle non
linéaire est décrit par des équations aux dérivées partielles à commande fron-
tière. La problématique d'identi�cation optimale est d'estimer le paramètre
principal, le coe�cient d'absorption, sur la face supérieure, en jouant sur le
�ux infrarouge. Le tout, en assurant la conduite sous des contraintes d'exploi-
tation. Ceci est basé sur un autre récent travail de thèse.

Ces deux applications permettent de conclure sur cette approche de contrôle
optimal et de donner quelques perspectives.
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Chapitre 1

Etat de l'art sur l'identi�cation
optimale

1.1 Introduction
Peu de personnes a�rment que les automaticiens ont été parmi les acteurs clé

dans le développement de la théorie de l'identi�cation. Mais, il est juste d'indiquer,
que pour une grande partie des années 70 et des années 80 (l'âge d'or du dévelop-
pement de la théorie d'identi�cation), seulement une attention limitée a été donnée
au design de la commande optimale couplée à la conception des méthodes d'identi-
�cation.

Dans ce chapitre, nous allons, dans un premier temps, rappeler les di�érentes
techniques de contrôle optimal pour l'identi�cation pour des systèmes linéaires et
non linéaires. Puis, nous nous focaliserons sur les travaux les plus intéressants dans
ce domaine : ceux de Keesman, Stigter et Vries sur l'identi�cation optimale des
paramètres d'un bioréacteur.

1.2 Contrôle optimal pour l'identi�cation
La simulation et l'optimisation des modèles mathématiques des procédés exigent

que le problème de l'estimation des paramètres du modèle doit être abordé. Les
études sur l'estimation des paramètres des modèles physiques ont montré que l'iden-
ti�cation, sous la présence du bruit de mesure, peut être pratiquement non accessible.
Une question essentielle se pose dans le cadre de l'estimation paramétrique : pendant
une certaine expérience, comment le signal d'entrée peut-il être choisi de telle ma-
nière que les paramètres sont estimés d'une façon optimale ? C'est le problème bien
connu de la conception d'entrée optimale qui est un problème classique dans la lit-
térature d'identi�cation [Goodwin 1977][Zarrop 1979]. L'étude pour la synthèse du
signal d'entrée optimal pour l'estimation des paramètres, dans le cas des systèmes
linéaires, a commencé au début des années 70 (voir par exemple [Mehra 1974] et
[Krolikowski 1985]). Un critère basé sur la matrice d'information de Fisher (MIF),

4



ou son inverse, était fréquemment utilisé. Kalaba et Spingarn [Kalaba 1973] ont
donné une solution optimale pour le cas d'un modèle linéaire de premier ordre, avec
un critère quadratique sur l'entrée u(t) et la sensibilité paramétrique ∂y

∂θ
.

Pendant les années 70, la théorie d'identi�cation des systèmes linéaires a connu
un grand essor, où les acteurs [Goodwin 1977] [Zarrop 1979] sont les pionniers dans la
conception de l'entrée optimale en boucle ouverte. Certaines approches pour l'iden-
ti�cation en boucle fermée ont été introduites dans la littérature, celles-ci peuvent
être classées dans : la famille des méthodes d'erreurs de prédiction [Ljung 1987],
l'approche de sous-espace [Overschee 1996], et la méthode par analyse de corréla-
tion non paramétrique et spectrale [Brillinger 1981].
Parmi les techniques d'identi�cation en boucle fermée trouvées dans la littérature
est l'utilisation des algorithmes d'erreur de sortie. L'erreur de prédiction entre la
sortie réelle du système bouclé et la sortie du prédicteur de la boucle fermée est une
mesure de l'écart entre le vrai modèle du procédé et son estimation. Cette erreur
peut être utilisée a�n d'adapter le modèle du procédé dans le but de minimiser l'er-
reur de prédiction en boucle fermée. L'utilisation de cette méthode se base sur la
connaissance du régulateur. D'après [Landau 1997], les algorithmes d'identi�cation
appartenant à cette classe sont :

� CLOE-Erreur de sortie en boucle fermée,
� F-CLOE-Erreur de sortie en boucle fermée �ltrée,
� AF-CLOE-Erreur de sortie en boucle fermée avec �ltrage adaptatif,
� X-CLOE-Erreur de sortie en boucle fermée avec prédicteur étendu.

Pour plus de détails sur ces techniques et des résultats expérimentaux voir [Landau 1997].
Dans l'ouvrage récent [Garnier 2008], les auteurs ont donné un point sur les travaux
récents dans le domaine de la modélisation expérimentale et de l'identi�cation des
systèmes.

Le problème fondamental des données en boucle fermée est la corrélation entre le
bruit immesurable et l'entrée. C'est la raison pour laquelle plusieurs méthodes, qui
fonctionnent en boucle ouverte, seront inapplicables en boucle fermée. Cela concerne
par exemple l'approche et les méthodes non paramétriques, à moins que des mesures
spéciales soient prises. Dans [Forssell 1999], on trouve un point sur les travaux sur
l'identi�cation en boucle fermée existant depuis les années 70, où le cadre commun
de ces di�érentes approches est basé sur la méthode d'erreur de prédiction. Ils ont
traité les méthodes de dérivée dans le cadre d'erreur de prédiction et la plupart des
résultats sont donnés dans le cas des systèmes multi-entrées multi-sorties.

Toutes les approches de la conception d'une expérience pour le contrôle opti-
male se sont jusqu'ici concentrées sur la dérivée d'un signal d'entrée (ou le spectre
de signal d'entrée) qui réduit au minimum une certaine mesure entre le système
en boucle fermée nominal et le système en boucle fermée réel, sous une contrainte
sur l'entrée (par exemples les travaux de [Cooley 2001] [Forssell 2000] [Gevers 1986]
[Hildebrand 2003] [Ljung 1999]). Dans [Bombois 2006], a été abordé le problème de
conception d'expérience de point de vue dual et en boucle fermée, où l'objectif est
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de concevoir une expérience d'identi�cation au plus petit possible coût qui satisfait
juste les demandes de l'exécution de commande robuste en termes de contraintes de
qualité sur le modèle de prédiction.

Des problèmes typiques rencontrés lors de conception du contrôle optimal en
boucle ouverte correspondent aux programmes non convexes. Par conséquent, les
aspects informatiques peuvent limiter l'application de la conception d'entrée opti-
male. Une façon pour éviter ce problème est de considérer des expressions d'ordre
plus élevé pour l'exécution du modèle. Des outils informatiques, fournissant une cer-
taine robustesse contre les propriétés du système fondamental, sont alors utilisés.
Dans ce contexte, les auteurs [Jansson 2005] ont prolongé en boucle fermée les ré-
sultats de boucle ouverte récemment présentées par [Jansson 004a] [Jansson 004b].

Dans le domaine des bioréacteurs, beaucoup des travaux ont été abordés [Versyck 1999],
[Stigter 2004], [Keesman 2002] [Stigter 2001], [Stigter 2003]. Les auteurs dans [Versyck 1999]
ont présenté une méthodologie optimale du plan d'expérience pour l'estimation pré-
dictive des paramètres dans le domaine de la microbiologie. Cette étude précise
que la conception optimale des signaux dynamiques d'entrée est nécessaire a�n de
maximiser l'information contenue dans les données expérimentales. Ils ont mon-
tré qu'à partir de peu d'expériences dynamiques, une information plus convenable
peut être extraite, plutôt qu'à partir d'expériences statiques classiques. Par la pré-
sentation optimale du plan d'expérience dans le champ de la microbiologie, une
nouvelle expérience pour la maximisation de la teneur en information des données
expérimentales pour l'estimation des paramètres est fournie. Ces résultats ont été
appliqués et améliorés par [Bernaerts 2000]. La méthodologie du plan d'expérience
optimal pour l'estimation des paramètres est appliquée pour obtenir des évaluations
non-corrélatives des paramètres du modèle [Ratkowsky 1982]. Indépendamment de
la conception optimale d'une variable dans le temps, le pro�l de température est
basé sur une étude de sensibilité du modèle. Une contribution importante de cette
publication est une première validation expérimentale d'une approche dynamique
innovatrice pour l'identi�cation des paramètres non-corrélés. Cela concerne une ap-
plication avec l'Escherichia coli.

Dans le domaine des sciences aérospatiales, une technique de conception d'entrée
optimale pour l'estimation des paramètres d'avions est présentée dans [Jauberthie 2006].
L'idée originale est la combinaison d'une méthode de programmation dynamique
avec un algorithme de gradient pour la synthèse d'entrée optimale. Cette approche
inclut des contraintes physiques sur les variables d'entrée et de sortie. Une description
de cette approche est présentée, suivi d'un exemple au sujet d'un vol d'avion. Dans
ce cadre d'étude, les méthodes qui sont seulement basées sur la programmation dy-
namique exigent un grand nombre de calculs [Morelli 1999] et sont ainsi sujet à beau-
coup de contraintes de temps réel. Les méthodes du gradient ou quasi-newtoniennes
ont par ailleurs besoin d'une condition initiale a�n d'exécuter les algorithmes cor-
respondants. La méthode proposée dans [Jauberthie 2007] réduit sensiblement la
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complexité informatique et la durée de la transformation nécessaire tout en agran-
dissant l'ensemble des entrées admissibles. Elle est basée sur deux étapes successives
qui combinent l'e�cacité de la programmation dynamique et des méthodes quasi-
newtoniennes.

En 2001-2002, Stigter et Keesman ont trouvé des solutions analytiques pour la
conception d'un signal d'entrée optimal en ce qui concerne un paramètre spéci�que θi

dans la structure du modèle [Keesman 2002] [Stigter 2001]. Dans ce cas, la matrice
d'information de Fisher est réduite à une valeur scalaire, qui peut être optimisée
en utilisant une loi de commande u singulière, appliquée sur un arc singulier dans
l'espace d'état qui peut être atteint par la loi de commande de type bang-bang.
La loi de commande singulière est dérivée en résolvant un ensemble d'équations
algébriques, produit par la di�érentiation répétée de la condition d'optimalité de
Pontryagin ∂H

∂u
≡ 0 sur l'intervalle [t1, t2], avec H est la formulation hamiltonienne

associée au modèle et à la fonction coût, dépendant de la sensibilité paramétrique
∂y(t)
∂θ

. La solution de cet ensemble d'équations algébriques a mené à une expression
explicite pour la fonction d'entrée u?(t). En outre, si le critère de coût est basé sur
la trace de la matrice d'information de Fisher (c.-à-d., le critère-A), le problème de
conception de commande peut également être résolu analytiquement. Cela conduit
à une maximisation de fonction de sensibilité d'un certain nombre de paramètres
pour trouver le signal d'entrée optimal.

Les travaux de Versyck [Versyck 2000] incluent la solution du problème optimal
de conception d'entrée concernant le critère E-modi�é pour plusieurs cas d'études, en
utilisant une approche dans laquelle l'évolution dynamique des équations de sensibi-
lité est analysée en détail [Versyck 2000]. Cette analyse a conduit à un problème de
contrôle optimal qui est résolu numériquement et qui est appliqué pour un bioréac-
teur. Bien que les résultats analytiques et numériques rapportés soient prometteurs,
leur application dans un cas d'étude pratique pour une vraie installation expéri-
mentale est encore limitée. C'est particulièrement le cas en biochimie où le nombre
de sondes est habituellement limité. Egalement, les incertitudes élevées présentes
sur les mesures détériorent l'estimation des paramètres et la conception du contrôle
correspondant. La recherche des algorithmes les plus avancés qui dépassent ces limi-
tations est donc un problème qui a une signi�cation pratique importante. Dans ce
cadre, Stigter, Vries et Keesman [Stigter 2003] ont présenté une nouvelle approche
adaptative pour laquelle le problème de conception du contrôle est résolu en ligne
pour le cas d'un bioréacteur. Dans ce cas, les meilleurs estimations de l'ensemble des
paramètres θ, c.-à-d. θ̂(tk), sont introduites dans la loi de commande pour concevoir
un signal d'entrée optimal avec un critère de coût (basé sur la MIF). L'estimation
courante de θ̂(tk+1) est trouvée en utilisant un algorithme récursif d'estimation pa-
ramétrique.
Ces travaux de Stigter, Vries et Keesman sont �nalement les plus proches de ceux
que nous allons proposés ici, et nécessite donc d'être discutés plus en détails.
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1.3 Travaux de Stigter et Keesman
Les travaux de Stigter et Keesman [Stigter 2004] sont basés sur une loi de com-

mande qui maximise la sensibilité paramétrique de la sortie y mesurée par rap-
port au paramètre à identi�er θ : ∂y

∂θ
. La méthode fournit une alternative à un

problème de conception d'entrée et tout récemment a été appliqué [Stigter 2001]
[Keesman 2002] [Keesman 2003]. En outre, un problème de conception d'entrée for-
mulé avec le critère-A, c.-à-d. la trace de la matrice d'information de Fisher, a été
également résolue, mais c'est seulement pour comparer avec d'autres résultats dans
la littérature d'identi�cation des systèmes. En cas de modèles plus complexes struc-
turellement, des lois de commande optimales ne peuvent être facilement obtenues
et on doit se fonder sur des méthodes d'optimisation numérique, impliquant des
calculs numériques intensifs. Pour cela, et dans le but d'une démonstration de l'idée
de la commande optimale de sensibilité paramétrique, Stigter et Keesman ont pré-
senté une solution analytique au problème de contrôle optimal pour un simple cas
d'étude impliquant deux paramètres et une équation d'état. On peut se référer à
[Keesman 2002] [Stigter 2003].

1.3.1 Contrôle optimal de la sensibilité paramétrique dans un
bioréacteur

Les auteurs cherchent un contrôleur singulier qui excite au maximum les sensibi-
lités de l'état par rapport aux deux paramètres spéci�és {θk, θl, k 6= l} de l'ensemble
des parties du modèle {θi, i = 1, ..., p}. L'expérience prise ici est un exemple de
bioréacteur qui est conçue, par exemple, pour déterminer le taux respiratoire d'une
population de bactéries en alimentant un substrat par u(t) [Vanrolleghem 1995]
[Dochain 1995]. Dans cette étude, la dynamique de croissance inclut la cinétique de
Monod, de sorte que le modèle est :

ẋ1(t) = −µmaxX(t)

Y

x1(t)

KS + x1(t)
+ u(t) (1.1)

où x1(t) est la concentration en substrat dans le bioréacteur, X(t) est la biomasse
et u(t) est le débit d'alimentation. Le réacteur est supposé parfaitement agité.

L'observation de la concentration en substrat peut alors être employée pour dé-
terminer certaines combinaisons des paramètres biocinétiques caractéristiques, c.-à-
d. le taux maximum de croissance µmax, le coe�cient de rendement Y et la constante
de saturation KS. Le pro�le optimal de taux d'alimentation u(t) (en termes du cri-
tère de conception E-optimal modi�é) est obtenu dans cette expérience pour estimer
µmax et KS. Pour éviter un problème de mesure de substrat (parfois rencontré dans
le traitement des eaux usées), l'étude se concentre sur les substrats directement
observables tels que le nitrate et l'ammonium. Tandis que l'observation d'autres
substrats est di�cile à réaliser dans la pratique, ceci ne forme pas une contrainte
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sérieuse pour la méthode proposée. En e�et, la méthode peut être modi�ée pour uti-
liser, par exemple, la mesure de l'oxygène ou la vitesse de la consommation d'oxygène
au lieu de la concentration de substrat [Keesman 2002].

Un contrôleur singulier, pour l'excitation optimale de la sensibilité x2(t) ≡ ∂x1(t)
∂KS

et x3(t) ≡ ∂x1(t)
∂(µmaxX/Y )

, a été présenté. La fonction coût est dé�nit par :

J =

∫ tf

τ=0

q1x
2
2(τ) + q2x

2
3(τ)dτ (1.2)

avec q1, q2 ∈ R+. L'Hamiltonien est dé�nit par :

H(x(t), λ(t)) = −q1x
2
2 − q2x

2
3 +

3∑
i=0

λi(t)ẋi(t) (1.3)

avec {λi(t), i = 1, 2, 3} des sous-états. La variable de commande u(t) est un contrô-
leur singulier qui réduit au minimum l'Hamiltonien H pour toutes les séquences des
entrées possibles u(t), et est dérivé par l'expression :

∀i ∈ {0, 1, 2, ...} :
di

dti
∂H
∂u

= 0 (1.4)

u(t) est alors ici déterminé explicitement par deux di�érentiations [Stigter 2001].

1.3.2 Résultats
L'étude mène à un contrôleur pour l'estimation de la constante KS (la cinétique

supposée de Monod pour la consommation de substrat). Les résultats sont satisfai-
sants, dans le sens que la commande excite de façon optimale la sensibilité de la
concentration mesurée en substrat par rapport au paramètre KS. En outre, l'esti-
mation des deux paramètres (la combinaison µmaxX/Y et la constante de saturation
KS) a également été démontrée et une solution optimale a été présentée. La solution
générale était étudiée en plus de détails pour chacune des di�érentes sensibilités
paramétriques [Stigter 2004]. Pour le cas d'une sensibilité paramétrique plus com-
pliquée, l'Hamiltonien impliquant des expressions plus compliquées, une solution
numérique a été considérée qui optimise les sensibilités sur la base d'un gradient
[Bryson 1999]. Dans [Keesman 2002] [Keesman 2003], ce problème est discuté plus
en détail pour une étude de cas semblable. En cas de modèle complexe comme on
en trouve en Génie des Procédés, cette approche reste donc limitée et complexe, et
ne peut être utilisée.
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1.4 Travaux de Stigter, Vries et Keesman
1.4.1 Problème de contrôle optimal

La structure du modèle considéré est la suivante :

M(θ)

{
ẋ(t) = f(x(t), u(t), θ)
y(tk) = h(x(tk), u(tk), θ) + η(tk)

(1.5)

où f : Rn × Rr × Rp → Rn est une fonction de vecteurs à valeurs réelles, h :
Rn × Rr × Rp → Rm est l'équation d'observation, θ est un vecteur des paramètres
de p- dimension, x(t) est un vecteur d'état de n-dimension, u(t) est un vecteur de
commande de r-dimension et y(t) est un vecteur de sortie de m-dimension. Les ob-
servations sont Y (tN) = {y(tk), 0 < k < N}, où N marque la �n de l'expérience,
avec le bruit de mesure Gaussien {η(tk), 0 < k < N}. La structure classique du
modèle dé�ni ci-dessus est continu-discret. Le problème de contrôle pour identi�er
d'une façon optimale l'ensemble de paramètre θ est dé�ni par :

maxu(t)∈Uadm φ(tf ) = ‖F(θ, tf‖E (1.6)

sous les contraintes dynamiques (1.5), y compris l'évolution dynamique de la sensi-
bilité paramétrique de sortie yθ(t) ≡ ∂y(t)

∂θ
(qui est simplement dérivée des équations

du modèle (1.5) et des équations d'observation). Le critère-E de la matrice d'infor-
mation de Fisher est utilisé (c.à.d. la maximisation de sa valeur propre minimale au
temps �nal tf ). D'autres critères peuvent être appliqués pour ce cas d'étude (critère-
D, critère-E-modi�é, ou critère-A)(Annexe A), chacun avec ses propres avantages et
inconvénients [Munack 1989]. La fonction coût φ(tf ) dépend des paramètres θ dont
la valeur est a priori inconnue. La commande optimale u?(tk | tk) est calculée sur la
base d'estimation θ̂(tk) et des données de procédé Y (tk).
Le problème d'identi�cation est résolu comme problème de commande adaptative sur
un horizon récursif telle que l'estimation paramétrique est donnée à chaque instant
en prenant nouvelles mesures y(tk+1). L'algorithme de reconstruction paramétrique
utilisé est "l'erreur de prédiction récursive", algorithme de format continu-discret
[Ljung 1983],[Munack 1989]. L'avantage de cet algorithme est qu'il utilise la sensi-
bilité paramétrique des états, c.à.d W (t) ≡ ∂x(t,θ̂)

∂θ
, pour minimiser l'erreur de la

prédiction ŷ(tk+1, θ). Cet algorithme utilise la formule suivante :

ε(tk) = y(tk)− ŷ(tk, θ̂(tk)) (1.7)

L'interprétation de cette formule est donnée par le calcul de la matrice de gain
qui est calculée explicitement sur la base d'une matrice de variance-covariance pour
l'estimation des paramètres du modèle. Alors, les sensibilités paramétriques W (t),
deviennent disponibles sur un horizon récursif une fois le problème de commande
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optimale résolu à l'instant tk. Ces sensibilités peuvent être employées immédiatement
pour une mise à jour du vecteur de paramètre θ̂(tk).

1.4.2 Cas d'étude et résultats
Le cas d'étude adressé dans ces travaux a été dé�nie initialement dans le travail

de Vanrolleghem [Vanrolleghem 1994] pour la détermination des paramètres µmax

et KS d'un bioréacteur pour une identi�cation expérimentale avec un dispositif
rapide de toxicité d'oxygène (RODTOX). Pour cette expérience, la fonction coût
à minimiser a été choisie pour le critère-E (c.à.d. la maximisation au minimum de
la valeur propre de F(tf )). D'autres critères ont été appliqués pour ce cas d'étude,
a�n de faire une comparaison de diverses solutions optimales. Plus de détails sur les
résultats de l'expérience sont donnés dans [Stigter 2003].

1.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons cités des travaux sur les techniques de contrôle

optimal pour l'identi�cation pour les systèmes linéaires et non linéaires. Plus préci-
sément, nous nous sommes concentrés sur les travaux de Keesman, Stigter et Vries
pour l'identi�cation optimale des paramètres d'un bioréacteur. Bien que ces mé-
thodes analytiques et numériques sont assez satisfaisantes, leur application dans
un cas d'étude pratique, est encore limitée. C'est particulièrement le cas des mo-
dèles plus complexes où le nombre de variables d'état est plus élevé, et où surtout
la solution analytique du modèle dans ce cas reste compliqué voir impossible. Par
exemple, pour un modèle décrit par des équations aux dérivées partielles (EDP)
non linéaires, la résolution du problème d'optimisation, dans ce cas, doit se fonder
sur des méthodes d'optimisation numérique, impliquant des calculs numériques in-
tensifs. La recherche d'algorithmes plus avancés qui dépassent ces limitations est
donc un problème ouvert. Tous ces facteurs, nous a motivé à apporter une nouvelle
contribution de contrôle optimal pour la phase d'identi�cation en ligne.
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Chapitre 2

Observabilité et les observateurs des
systèmes non linéaires

2.1 Introduction
De nos jours les modèles dynamiques décrivant les systèmes physiques (systèmes

électriques, mécaniques, thermiques, chimiques, etc.) font partie non seulement de
la culture des universitaires, mais aussi du monde industriel. Un modèle dynamique
d'un système physique est sensé prédire l'évolution du système ou au moins donner
la tendance de son évolution. Pour les automaticiens le développement d'un modèle
a comme objectif la conduite, la commande ou encore le diagnostic du système.
Pour réaliser l'un des trois objectifs, l'accès en ligne à l'état du système est souvent
nécessaire. L'état du système est formé d'un nombre de variables décrivant l'évolu-
tion du système. Ces variables décrivent généralement un comportement physique et
peuvent inclure certains paramètres intervenant dans le modèle. Les modèles considé-
rés dans les problèmes de l'automatique sont décrits par des équations di�érentielles
ordinaires ou par des équations aux dérivées partielles. Dans la plupart des procédés
physiques, l'état du système n'est pas mesuré en ligne ; seulement quelques mesures
en ligne donnant une information sur l'évolution du système sont à la disposition
de l'opérateur. A�n de reconstituer l'état du système, l'automaticien fait recours
aux méthodes d'estimation en ligne. Un observateur ou capteur logiciel est un
système dynamique combinant le modèle du système et les informations contenues
dans les mesures en ligne des entrées et des sorties pour donner en ligne une esti-
mation de l'état inconnu du système. La �gure 2.1 ci-dessous fournit le schéma de
principe de l'observateur.

Comme pour la plupart des problèmes d'estimation, l'analyse de sensibilité est
une étape nécessaire avant toute réalisation d'algorithme d'estimation. En ce qui
concerne la synthèse de l'observateur (estimation de l'état), l'analyse de l'observabi-
lité permet de savoir si la reconstitution de l'état est réalisable. Ce problème consiste
à analyser si pour une entrée donnée, la sortie associée contient su�samment d'in-
formation sur l'état du système. En d'autre terme, si la connaissance de cette sortie
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Figure 2.1 � Schéma de principe d'un observateur.

sur un intervalle de temps [0, T ] permet de reconstituer l'état du système. Mathéma-
tiquement, cela veut dire qu'il y a une correspondance biunivoque entre la condition
initiale de l'état et la sortie dé�nie sur l'intervalle [0, T ]. En e�et en l'absence de
toute perturbation et pour un modèle parfait, la donnée de la condition initiale et
de l'entrée dé�nit d'une manière unique l'état du système.
Dans les paragraphes qui suivent, nous allons donner quelques notions sur l'obser-
vabilité et sur la synthèse des observateurs.

2.2 Quelques notions d'observabilité
Pour les systèmes non linéaires plusieurs notions d'observabilité existent dans la

littérature. Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques unes d'elles.

Considérons le système non linéaire suivant :
{

ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t))

(2.1)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U ⊂ Rm et y(t) ∈ Rp sont respectivement le vecteur d'état,
l'entrée et la sortie à l'instant t. U est un domaine de Rm.

Dé�nition 2.1 Observabilité
Le système (2.1) est dit observable si, pour deux conditions initiales quelconques
x(0) 6= x(0) ; il existe une entrée u dé�nie sur [0, T ] ; il existe t0 ∈ [0, T ] tels que
h(x(t0)) 6= h(x(t0)) où x(t), x(t) sont respectivement les trajectoires (2.1) associées
à u. Dans ce cas, on dira que u distingue les conditions initiales x(0), x(0) sur [0, T ].
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Dé�nition 2.2 Entrée universelle
Une entrée u est dite universelle sur [0, T ], si elle distingue tout couple de points
distincts x, x sur [0, T ]. On dit que u rend le système observable sur [0, T ]. Dans le
cas contraire, nous dirons que u est une entrée singulière (entrée qui rend le système
non observable sur [0, T ]).

Exemple 2.1 L'exemple qui suit montre que bien qu'un système non linéaire est
observable, il peut avoir des entrées qui le rendent non observable :





ẋ1(t) = −x1(t) + u(t)x2(t)
ẋ2(t) = −x2(t)
y(t) = x1(t)

(2.2)

Il est clair que pour un T > 0, l'entrée u qui est nulle sur [0, T ] est singulière.
Maintenant considérons l'entrée ũ dé�nie sur [0, 2T ], qui est nulle sur [0, T ] et non
identiquement nulle sur [T, 2T ]. Alors ũ est universelle sur [0, 2T ].

Pour les systèmes linéaires stationnaires, cette situation n'existe pas. Autrement
dit, si un système linéaire est observable, alors toute entrée est universelle. De plus
l'observabilité est caractérisée par une condition de rang, donnée par le critère de
Kalman. En e�et considérons un système linéaire stationnaire :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(2.3)

Le critère de Kalman a�rme que ce système est observable si, et seulement si, le

rang de la matrice




C
CA
...

CAn−1


 = n.

Ci-dessous nous allons étendre cette condition du rang aux systèmes non linéaires
(2.1) de la manière :

Dans toute la suite si X est un champ de vecteur sur Rn (autrement dit une
application di�érentiable de Rn dans lui même) et si ϕ est une application di�éren-
tiable de Rn dans R, on note par LX(ϕ) la dérivée de Lie de ϕ par rapport à X.
Cette dérivée est donnée par LX(ϕ)(x) = limε→0

ϕ(x + εX(x))− ϕ(x)

ε
. Un simple

calcul donne LX(ϕ)(x) =
∑n

i=1 Xi(x) ∂ϕ
∂xi

(x), où Xi est la ième composante de X.

Maintenant notons par fu la fonction de Rn dans lui même dé�nie par fu(x) =
f(x, u) ou f(x, u) est la fonction dé�nissant la dynamique du système (2.1). Notons
aussi par O le plus petit espace vectoriel réel contenant les fonctions de sorties
h1, . . . , hp est tel que pour tout ϕ ∈ O, Lfu(ϕ) ∈ O.
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Dé�nition 2.3 1) On appelle espace d'observation du système (2.1) et on le
note par O, le plus petit espace vectoriel contenant les fonctions de sorties
h1, . . . , hp, et tel que pour tout ϕ ∈ O, Lfu(ϕ) ∈ O, pour tout u ∈ U .

2) Le système (2.1) est dit observable au sens du rang en un point x0 ∈ Rn, si on
peut trouver n fonctions ϕ1, . . . , ϕn de O telles que le jacobien de Φ en x0 est
égal à n ; où Φ est la fonction de Rn dans Rn ayant pour composantes les ϕi.

3) Le système (2.1) est observable au sens du rang s'il est en tout point de Rn.

Exemple 2.2 {
ẋ(t) = u(t)
y(t) = x2(t)

(2.4)

Ici O est l'espace vectoriel engendré par x2, x et 1. si on prend Φ = x, on voit que
le système est observable au sens du rang.
Ce système est également observable. En e�et, considérons l'entrée constante u(t) =
1, comme x2(t) = x2(t) sur [0, T ], alors les dérivées temporelles sont aussi égales,
donc, x(t) = x(t).

Dans cet exemple l'observabilité au sens du rang et l'observabilité sont toutes les
deux satisfaites. Il n'en est pas le cas en général. En e�et l'exemple suivant donne
un système qui est observable au sens du rang, mais qui n'est pas observable sur
tout l'espace.

Exemple 2.3 {
ẋ(t) = u(t)
y(t) = cos(x(t))

(2.5)

Ici O est l'espace vectoriel engendré par cos(x), sin(x). Si on prend Φ(x) = (cos(x), sin(x)),
alors le rang de son jacobien est toujours égal à 1, quelque soit x.
En revanche, le système n'est pas observable. En e�et, prenons x(0) = x(0) + 2π,
alors cos(x(t)) = cos(x(t)), pour tout t. Donc x(0) et x(0) + 2π ne peuvent jamais
être distingués par aucune entrée.

Par contre si |x(0) − x(0)| < 2π, ces conditions initiales peuvent être distinguées
par une entrée (il su�t de prendre u = 1 pour exemple). Cela nous conduit à une
dé�nition plus faible que celle de l'observabilité :

Dé�nition 2.4 Le système (2.1) est dit localement faiblement observable en x0, s'il
existe un voisinage V de x0 tel que pour tout voisinage de V ′ et pour toutes conditions
initiales x(0), x(0) dans V ′ ; il existe une entrée sur [0, T ] telle que les trajectoires
x(t) et x(t) restent dans V ′ et h(x(t0) 6= h(x(t0)) pour un certain t0 ∈ [0, T ].
Le système est faiblement observable s'il est en tout point de l'espace d'état considéré.
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Remarque 2.1 Le système de l'exemple ci-dessus est faiblement observable.

On a le résultat général suivant :

Théorème 2.1 [Hermann 1977]
Si le système (2.1) est observable au sens du rang, alors il est localement faible-
ment observable en x0. Donc l'observabilité au sens du rang implique la locale faible
observabilité.

Dans les paragraphes qui vont suivre, nous allons présenter l'état de l'art de
ces notions d'observabilité, ainsi que les observateurs pour deux classes de systèmes.
Tout d'abord, nous allons traiter les systèmes qui sont a�nes en l'état, ensuite, nous
présenterons quelques classes de systèmes dont l'observabilité n'est pas a�ectée par
les entrées (systèmes uniformément observables).

2.3 Systèmes a�nes en l'état
2.3.1 Observabilité

Les systèmes a�nes en l'état sont de la forme :
{

ẋ(t) = A(u(t))x(t) + B(u(t))
y(t) = Cx(t)

(2.6)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U ⊂ Rm, y(t) ∈ Rp, A(u) est une matrice n × n, B(u) de
dimension n × 1, C est une matrice constante de type p × n. A(u) et B(u) sont
continues par rapport à u.

En utilisant des arguments mathématiques développés par [Sussman 1979], voir
aussi [Hammouri 2010], il est montré que les diverses notions d'observabilités du
paragraphe ci-dessus sont équivalentes dans le cas des systèmes a�nes en l'état.
Cependant, l'universalité des entrées peut être caractérisée par la dé�nie positivité
du Grammien d'observabilité que nous allons donner ci-dessous.

Dans la suite, nous notons par φu(t, t0) la matrice de transition du système (2.6)
associée à l'entrée u qui est l'unique solution de :

dφu(t, t0)

dt
= A(u(t)).φu(t, t0) (2.7)

avec la condition initiale φu(t0, t0) = I la matrice identité.

Cette matrice de transition a les propriétés suivantes :
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{
φu(t, t0) = φ−1

u (t0, t)
φu(t1, t2)φu(t2, t3) = φu(t1, t3)

On appelle Grammien d'observabilité associée à une entrée u sur l'intervalle
[t0, t0+T ], la matrice symétrique positive G(u, t0, t0+T ) =

∫ t0+T

t0
φT

u (t, t0)C
T Cφu(t, t0)dt.

Il n'est pas di�cile de voir :

Proposition 2.1 u est universelle sur l'intervalle [t0, t0 + T ], si, et seulement si,
G(u, t0, t0 + T ) est symétrique dé�nie positive.

Cette proposition nous conduit à la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.5 Entrée régulièrement persistante
Une entrée bornée u : R+ → U est dite régulièrement persistante si, ∃α1 > 0, α2 >
0;∃t0 ≥ 0 tel que ∀t ≥ t0. Le Grammien de système (2.6) véri�e :

{
λmin(G(u, t, t + T )) ≥ α1

λmax(G(u, t, t + T )) ≤ α2
(2.8)

où λmin (resp. λmax) désigne la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre
du Grammien.

Le résultat ci-dessous fait partie de la littérature classique du �ltrage de Kal-
man et des observateurs des systèmes linéaires temps variants (voir par exemple
[Kalman 1961] [Hammouri 1990]).

Théorème 2.2 Soit S(t) la solution de l'une des équations suivantes :

Ṡ = −SQS − AT (u)S − SA(u) + CT RC (2.9)

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT RC (2.10)

où S(0), Q et R sont des matrices symétriques dé�nies positives.
Si u est une entrée régulièrement persistante, alors :

αI ≤ S(t) ≤ βI, ∀t ≥ 0 (2.11)

où α > 0, β > 0 sont des constantes et I désigne la matrice identité.

Ce résultat est fondamental dans la synthèse des observateurs des systèmes a�nes
en l'état que nous allons donner dans le sous paragraphe 2.3.3.

17



2.3.2 Observateurs
L'observateur du système (2.6) prend la forme suivante :
• le premier type d'observateur est l'observateur de type Kalman donné par :

{
˙̂x = A(u)x̂ + B(u)− S−1CT (Cx̂− y)

Ṡ = F (u, S)
(2.12)

où Ṡ = F (u, S) prend l'une des équations citée ci-dessus ((2.9) et (2.10)) ; S(0)
est symétrique dé�nie positive
.

• dans la situation stochastique et lorsque Ṡ = F (u, S) est donnée par l'équation
de Riccati, les matrices Q et R représentent respectivement les matrices de
covariance du bruit sur l'état et sur la sortie, qui sont supposées être blancs et
Gaussiens. Dans le cas déterministe, Q et R sont des matrices de pondération
quelconques.

• le deuxième type d'observateur est basé sur la minimisation d'un critère qua-
dratique avec facteur d'oubli exponentiel (voir [Hammouri 1990] et [Bornard 1988]).
L'obtention de l'observateur dont le gain provient de l'équation de Lyapunov
di�érentielle donnée dans (2.9) provient de la minimisation du critère de type
moindre carrée avec facteur d'oublie ci-dessous :

e−θot‖ξ − x̂(0)‖2 +

∫ t

0

e−θo(t−s)‖CΦu(s, 0)ξ + CΦu(s, τ)dτ − y(s)‖2
Rds (2.13)

où ‖z‖2
R = zT Rz, pour un p-vecteur colonne z. La minimisation de ce critère

se fait par rapport à ξ ∈ Rn. La variable ξ obtenue dépend de t, et constitue
la condition initiale telle que si le système (2.6) est initialisé en cette valeur, la
sortie associée devient la plus proche de la sortie mesurée au sens du critère ci-
dessus. L'exponentiel qui �gure dans le critère est introduit pour oublier l'e�et
des mesures passées a�n de remettre à jour l'estimation en tenant compte des
mesures les plus récentes.

2.3.3 Une extention aux systèmes a�nes en l'état
Les systèmes a�nes en l'état modulo une injection de sortie s'écrivent sous la

forme : {
ẋ(t) = A(u(t), y(t))x(t) + B(u(t), y(t))
y(t) = C(t)x(t)

(2.14)

x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et y(t) ∈ Rp.

En termes de commande, ces systèmes sont fortement non linéaires. Quand à leur
observabilité, ils ont une structure semblable à celle des systèmes a�nes en l'état.
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En e�et, vue que les vecteurs u(t) et y(t) sont mesurés, (u(t), y(t)) peut être consi-
déré comme entrée pour le problème de l'estimation.
Les auteurs dans [Fargeot 1994] ont montré le résultat suivant :

Proposition 2.2 : Si u : [t0, t0+T ] → U, est une entrée universelle pour le système
(2.14) alors, (u(t), y(t)) est une entrée universelle pour le système :

{
ż(t) = A(u(t), y(t))z(t) + B(u(t), y(t))
y(t) = C(t)z(t)

(2.15)

Notons que seulement quand z(t0) = x(t0), on a z(t) = x(t),∀t ≥ t0.

Comme pour les systèmes qui sont a�nes en l'état, un observateur pour la classe
de systèmes (2.14) prend la forme (2.12) en rajoutant à sa dynamique l'injection de
sortie y(t).

2.4 Formes canoniques et observateurs des systèmes
uniformément observables

2.4.1 Formes canoniques
Nous avons vu que l'observabilité des systèmes non linéaires dépend des entrées

qui lui sont appliquées. Dans cette section, nous allons nous intéresser à une classe de
systèmes qui sont observables indépendamment de l'entrée (systèmes uniformément
observables).

Dé�nition 2.6 Observabilité uniforme
Le système (2.1) est dit uniformément observable, si toute entrée le rend observable
sur tout intervalle [0, T ].

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons rappeler quelques formes cano-
niques (formes normales) pour les systèmes uniformément observables.

2.4.1.1 Cas mono-sortie
Tout d'abord, nous commençons par le cas des systèmes non linéaires qui sont

a�nes en la commande, ensuite nous donnerons le cas général.

Considérons les systèmes mono-sortie, a�nes en la commande suivant :
{

ẋ = f0(x) +
∑m

i=1 uigi(x)
y = h(x)

(2.16)

x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ R. Les auteurs dans [Gauthier 1981] et [Gauthier 1992]
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ont donné une forme canonique pour les systèmes (2.16), qui sont uniformément
observables. Cette forme canonique prend la forme suivante :

{
ż = Az + G(z) +

∑m
i=1 uiFi(z)

y = Cz
(2.17)

avec :

A =




0 1 . . . 0

0 0 . . .
...

... ... . . . 1
0 0 . . . 0


 , C = [1, 0, . . . , 0]

G(z) =




0
0
...

Gn(z)




Fi(z) =




Fi1(z1)
Fi2(z1, z2)

...
Fin(z1, . . . , zn)




En e�et, dans [Gauthier 1981], [Gauthier 1992], les auteurs montrent le résultat
suivant :

Théorème 2.3 Forme canonique
Si le système (2.16) est uniformément observable, alors il se transforme localement
presque par tout par changement de coordonnées sous la forme (2.18).
Réciproquement, tout système se transformant sous la forme canonique (2.18) est
uniformément observable.

Le changement de variables utilisé est de la forme z = φ(x), où φ(x) = [h(x), Lf0(h)(x),
. . . , Ln−1

f0
(h)(x)]T .

Dans le cas des systèmes non a�nes par rapport à l'entrée, le résultat ci-dessus
a été étendu par [Gauthier 1994] dans le cas mono-sortie et par [Hammouri 2003].
A�n de simpli�er l'exposé, le système (2.1) est dit uniformément in�nitésima-
lement observable, si le système (2.1) augmenté par son linéarisé autour de ses
trajectoires est uniformément observable.

En �xant un u0 ∈ U , il a été démontré ([Gauthier 1994]) que comme dans le cas
a�ne en la commande, la transformation z = [h(x), Lfu0

(h)(x), . . . , Ln−1
fu0

(h)(x)]T
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où fu(x) = f(u, x) transforme le système (2.1) dans le cas mono-sortie (lorsque ce
dernier est uniformément in�nitésimalement observable) sous la forme :

{
ż = F (u, z)
y = Cz

(2.18)

où Fi(u, z) = Fi(u, z1, . . . , zi+1), avec ∂F i

∂zi+1 (u, z) 6= 0, ∀(u, z).

2.4.1.2 Cas multi-sorties
L'extension du résultat ci-dessus aux systèmes multi-sorties a été réalisé par

[Hammouri 2003].
La notion d'observabilité in�nitésimal a été formulé d'une manière géométrique et
analytique plus simple. La notion utilisée par les auteurs est celle de la structure
d'observabilité uniforme. Cette notion se résume de la façon suivante :
Considérons :

{
ẋ = f(u, z)
y = h(x)

(2.19)

Ici, h = (h1, . . . , hp).
1) Nous considérons la co-distribution engendrée par les 1-formes di�érentielles
{dh1, . . . , dhp} que nous la notons par D1

u. Notons que l'indice u n'a pas d'im-
portance dans ce cas-ci, mais les codistributions qui vont suivre, vont en dé-
pendre.

2) Par récurrence, nous dé�nissons Dk+1
u , comme la co-distribution engendrée

par la codistribution Dk
u et par toutes les 1-formes di�érentielles Lfu(ω), où

ω ∈ Dk
u.

Ici fu est le champ de vecteur dé�ni par fu(x) = f(u, x) et Lfu(
∑n

i=1 ai(x)dxi) =∑n
i=1 Lfu(ai)(x)dxi +

∑n
i=1 ai(x)dLfu(xi) et dLfu(xi) = dfui(x), où fui(x) est

la ième composante de fu.
Maintenant, nous considérons les co-distributions d'observabilité du système (2.1)
qui sont dé�nies comme suit :

1) Nous considérons la co-distribution engendrée par les 1-formes di�érentielles
{dh1, . . . , dhp} que nous notons par D1 (D1 = D1

u).
2) Par récurrence, nous dé�nissons la co-distribution Dk+1, comme étant la co-

distribution engendrée par la codistribution Dk et par toutes les 1-formes dif-
férentielles Lfu(ω), avec u décrivant le domaine des entrées U et ω décrivant
la codistribution Dk.

Dé�nition 2.7 On dit que le système (2.1) possède la structure d'observabilité uni-
forme sur un ouvert V de Rn, si :
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i) Pour tout k, Dk a une dimension constante sur V :
∀x, x′ ∈ V ; ∀k, dim Dk(x) = dim Dk(x′) = nk

ii) ∀x ∈ V ; ∀k, dim Dk
u(x) = dim Dk(x)

Théorème 2.4 ([Hammouri 2003])
Si le système (2.19) possède la structure d'observabilité uniforme sur un ouvert V ,
alors il se transforme localement par changement de coordonnées sous la forme :





ż1 = F 1(u, z1, z2)
...
żi = F i(u, z1, . . . , zk+1)
...
żq = F (u, z)
y = Cz

(2.20)

z =




z1

...
zq


, zi ∈ Rni ,

p = n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq ; n1 + n2 + . . . + nq=n.

Rang
(

∂F i

∂zi+1
(u, z)

)
= ni+1 ∀z ∈ Rn;∀u ∈ U (2.21)

2.4.2 Observateurs à grand gain
La dénomination observateur à grand gain provient du fait qu'on utilise des gains

assez grands pour amortir l'e�et de la non linéarité du système. La synthèse de ces
observateurs est basée sur des formes canoniques (comme celles citées ci-dessus).

2.4.2.1 Cas mono-sortie
Tout d'abord, nous commençons par examiner les observateurs pour la forme

canonique (2.18) :
{

ż = Az + G(z) +
∑m

i=1 uiFi(z)
y = Cz

(2.22)

A est la matrice anti-shift donnée ci-dessus, C = [1, 0, . . . , 0], Fij(z) = Fij(z1, . . . , zj),
Gj = 0 pour 1 ≤ j ≤ n− 1.

A�n de montrer la convergence de l'observateur à grand gain (voir ci-dessous),
l'hypothèse suivante est suggérée :
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Hypothèse 2.1 Les fonctions G et Fi sont globalement Lipschitziennes. Autrement
dit, il existe une constante c > 0, telle que ∀(z, z′) ∈ Rn,‖ψ(z)−ψ(z′)‖ ≤ c‖z− z′‖,
où c ne dépend que de l'ensemble borné U dans lequel u(t) prend ses valeurs.

Théorème 2.5 Sous l'hypothèse 2.1, un observateur exponentiel pour le système
(2.22) prend la forme :

˙̂z = Aẑ + G(ẑ)
n∑

i=1

Fi(ẑ) + K∆θo(Cẑ − y) (2.23)

où ∆θo =




θo 0 . . . 0

0 θ2
o . . .

...
... ... . . . 0
0 0 . . . θn

o


 et K = [k1, . . . , kn]T tel que A + KC admet toutes

ses valeurs propres à valeurs réelles négatives.
Plus précisément, pour toute entrée bornée prenant ses valeurs dans U :
∃θ0 ≥ 1 ; ∀θo > θ0 ; ∃λ > 0 ; ∃µ ∈ [0, 1[ ; ∀x(0) ; ∀x̂(0), ‖ẑ(t)−z(t)‖2 ≤ λe−µθot‖ẑ(0)−
z(0)‖2.

Ce résultat a été étendu aux systèmes mono-sortie non a�nes par rapport à
l'entrée [Gauthier 1994]. L'observateur pour les formes canoniques (2.18) prend la
forme suivante :

˙̂z = F (u, ẑ) + ∆θoK(Cẑ − y) (2.24)
Le choix de K est plus compliqué que dans le cas des systèmes a�nes par rap-
port à l'entrée (donné ci-dessus). En e�et, il est démontré dans [Gauthier 1994] que
si a1(t), . . . , an−1(t) sont n − 1 fonctions non forcément connues et satisfaisant les
inégalités suivantes :

0 < a ≤ ai(t) ≤ a′, a, a′ sont des constantes (2.25)

alors, on a le lemme suivant :

Lemma 2.1 il existe un n-vecteur colonne K, une matrice symétrique dé�nie posi-
tive P et une constante α > 0 tels que :

(A(t) + KC)T P + P (A(t) + KC) ≤ −αI (2.26)

où A(t) =




0 a1(t) . . . 0

0 0 . . .
...

... ... . . . an−1(t)
0 0 . . . 0




En utilisant ce lemme, les auteurs dans [Gauthier 1994] montrent le résultat
suivant :
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Théorème 2.6 Si pour tout i, 1 ≤ i ≤ n−1, ∂Fi

∂zi+1

(u, z) ne change jamais de signe

et que a ≤ | ∂F i

∂zi+1
(u, z)| ≤ a′, pour tout (u, z), où 0 < a < a′ sont des constantes et

Fi est la ième composante de F (u, z) donnée dans (2.18), alors il existe un n-vecteur
colonne K tel que le système (2.24) forme un observateur exponentiel de (2.18).

Ce résultat a été étendu par [Hammouri 2001] et ensuite par [Hammouri 2003] dans
le cas multi-sorties que nous donnerons par la suite.

2.4.2.2 Cas multi-sorties
L'extension des observateurs à grand gain ont été étudiés par plusieurs auteurs,

nous donnons quelques références sur ce sujet :
Dans [Bornard 1991], les auteurs ont proposé une classe de systèmes sous une forme
canonique. Ces systèmes sont composés de sous systèmes interconnectés. Chaque
sous système est sous la forme canonique par rapport aux variables de son bloque,
un couplage structuré existe entre les variables des divers bloques. Le gain de l'ob-
servateur doit être judicieusement bien choisi en fonction du couplage d'intercon-
nection. Une synthèse détaillée de ces observateurs a été donnée dans les thèses de
[Busawon 1996], de [Kaboré 1998] et de [Ticlea 2006].
Deux types d'observateurs ont été donnés pour la classe de systèmes (2.20) (voir
[Hammouri 2003]).

Ici, nous nous contentons de donner un de ces observateurs basé sur une hypo-
thèse de convexité. Ensuite, nous omettons cette hypothèse pour donner un obser-
vateur dont le gain dépendra de l'entrée et de l'état estimé.

Observateur à gain constant :

Notons par M(k, l) l'espace vectoriel réel des matrices k × l et considérons
une matrice N ∈ M(k, l) de rang l. Considérons le convexe de M(k, l) dé�ni par
C(k, l; α; N) = {M ∈M(k, l); t.q. MT N + NT M < αIl} où α est une constante non
nulle et Il est la matrice identité de type l × l.
Nous supposons que les fonctions F i(u, z) du système (2.20) satisfont l'hypothèse
de convexité suivante :





Pour 1 ≤ k ≤ q − 1, il existe nk × nk+1 une matrice constante Sk,k+1 telle que :
∂F k

∂zk+1
(u, z) ∈ (nk, nk+1;−1; Sk,k+1); pour chaque (u, z) ∈ U × Rn

(2.27)
où n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq et zi ∈ Rni .

Comme dans le cas mono-sortie, la condition de Lipschitz suivante est fondamentale
dans la preuve de la convergence de l'observateur :
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Hypothèse 2.2 ∃c > 0;∀u ∈ U ;∀z, z′ ∈ Rn, ‖F (u, z)− F (u, z′)‖ ≤ c‖z − z′‖.

Proposition 2.3 Sous l'hypothèse 2.2 et la condition (2.27), il exist une n×n ma-
trice symétrique dé�nie positive P et deux constantes ρ > 0, η > 0 satisfaisant les
inégalités suivantes :

PA(u, z) + AT (u, z)P − ρCT C ≤ −ηI, ∀(u, z) ∈ U × Rn (2.28)

où A(u, z) =




0 A1(u, z) 0 . . . 0
... 0 A2(u, z) 0 . . .

...
... . . .

. . . . . . . . . ...
... . . . . . .

. . . . . . 0
... . . . . . .

. . . . . . Aq−1(u, z)
0 . . . . . . . . . . . . 0




où Ak(u, z) =
∂F k

∂zk+1
(u, z)

En utilisant cette proposition un observateur à gain constant est formulé comme
suit :

Théorème 2.7 Sous l'hypothèses 2.2 et la condition (2.27), un observateur pour le
système (2.20) prend la forme suivante :

˙̂z = F (u, ẑ)−∆θoP
−1CT (Cẑ − y) (2.29)

où P est donnée par la proposition 2.3,

∆θo =




θoIn1 0 . . . 0

0 θ2
oIn2 0

...
... . . . 0
0 . . . 0 θq

oInq


, Ink

est la matrice identité de type nk×nk,

θo > 0 est un paramètre de réglage.

Remarque 2.2 La condition de convexité (2.27) est trop forte. En e�et les systèmes
(2.20) véri�ant la condition (2.27) forment une classe particulière de la classe de
systèmes ayant une structure d'observabilité uniforme, autrement dit les systèmes
(2.20) véri�ant la condition du rang (2.21).

En omettant l'hypothèse de convexité (2.27), dans [Hammouri 2003] les auteurs ont
montré le résultat suivant :

Théorème 2.8 Si le système (2.20) véri�e la condition (2.21). Si les entrées sont
absolument continues et de dérivées essentiellement bornées, alors un observateur
pour le système (2.20) est de la forme :
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˙̂z = F (u, ẑ)− Λ(u, ẑ)∆θoK̃(Cẑ − y) (2.30)

où ∆θo =




θoIn1 0 . . . 0

0 θ2
oIn1 0

...
... . . . 0
0 . . . 0 θq

oIn1


, In1 est la matrice identité n1 × n1.

K̃ est une matrice constante de type qn1 × n1 et Λ(u, ẑ) est une matrice n × qn1

dépendant continûment de la variable (u, ẑ).

2.5 Observateurs à grand gain pour des systèmes
non uniformément observables

Dans ce chapitre, nous considérons des systèmes de la forme :
{

ż = A(u)z + F (u, z)
y = Cz

(2.31)

où u ∈ U un sous ensemble mesurable borné de Rm, z ∈ Rn, F est supposée su�-
samment di�érentiable par rapport (u, z),

A(u) =




0 A12(u) . . . 0

0 0 A23(u)
...

... 0
. . . Aq−1,q(u)

0 . . . 0 0


, F (u, z) =




F 1(u, z1)
...

F k(u, z1, . . . , zk)
...

F q(u, z)



,

z =




z1

...
zk

...
zq



, zk ∈ Rnk , C =

(
I1 0 . . . 0

)
,

I1 est la matrice identité de type n1×n1, Ak,k+1(u) est une matrice de type nk×nk+1

dépendant continûment de u.
Les observateurs pour les systèmes (2.31) ont été étudiés dans le cas où ces systèmes
possèdent la structure d'observabilité uniforme (voir les théorèmes 2.6, 2.7 et 2.8
ci-dessous). Dans ce qui suit nous allons faire la synthèse des observateurs pour les
systèmes (2.31) n'ayant pas forcément la structure de l'observabilité uniforme.

Ce paragraphe est organisé de la façon suivante : dans la première partie, nous
allons rappeler un observateur basé sur l'hypothèse que l'entrée est localement ré-
gulière (voir dé�nition ci-dessous) et nous concluons cette partie par quelques re-
marques. Dans la deuxième partie, nous donnerons notre contribution sur ce sujet.
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En e�et, nous donnerons une synthèse de l'observateur pour des entrées satisfaisantes
une hypothèse plus faible que la locale régularité.

2.5.1 Quelques remarques sur les observateurs pour les en-
trées localement régulières

Avant de donner la synthèse d'observateur pour la classe de systèmes (2.31), nous
allons faire quelques remarques.

• Dans le cas où les nk sont tous égaux à 1 (les Ak,k+1(u) sont donc des scalaires),
on peut alors faire la remarque suivante :
Remarque 2.3 En remplaçant dans le système (2.18) l'expression Fk(u, z1,
. . . , zk+1) par Ak,k+1(u)zk+1 + Fk(u, z1, . . . , zk), si pour une entrée u(.) donnée
à valeur dans U , Ak,k+1(u(.)) véri�e l'hypothèse suivante :

Hypothèse 2.3 Pour 1 ≤ k ≤ n− 1, pour tout t ≥ 0, Ak,k+1(u(.)) ne change
pas de signe et qu'il existe une constante a > 0 telle que |Ak,k+1(u(t))| ≥ a ,
pour tout t ≥ 0.
Alors d'après le théorème 2.6, un observateur pour (2.31) est de la forme
(2.24).

• Dans le cas où les nk ne sont pas tous égaux à 1, la remarque 2.3 peut se
généraliser de la manière suivante.
Remarque 2.4 Supposons que pour une entrée u(.) prenant ses valeurs dans
U , l'hypothèse de convexité (2.27) est véri�ée pour u(t), à savoir :
{

Pour 1 ≤ k ≤ q − 1, il existe une matrice constante nk × nk+1 Sk,k+1 telle
que : Ak,k+1(u(t)) ∈ (nk, nk+1;−1; Sk,k+1); pour tout t ≥ 0

(2.32)
Alors pour cette entrée u(.), un observateur pour le système (2.31) prend la
forme (2.29).

Pour clari�er cette situation, considérons l'exemple suivant :

Exemple 2.4 Considérons le système suivant :




ż1 = uz2 + F (u, z1)
ż2 = F (u, z1, z2)
y = z1

(2.33)

Si u(.) est une entrée bornée, ne change pas de signe et telle que |u(t)| ≥ a > 0, où
a est une constante, alors l'hypothèse 2.3 est satisfaite et pour cette entrée u(.), on
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peut concevoir un observateur à grand gain de type (2.24). La question qu'on peut
se poser maintenant est comment peut-on concevoir un observateur pour des entrées
qui changent de signe à des instants tk avec lim tk = ∞ ? C'est l'objet du travail que
nous allons développer dans la suite.

Historiquement, la synthèse de l'observateur à grand gain pour les systèmes sous
la forme canonique : {

ż = Az + F (u, z)
y = z1

(2.34)

où A =




0 1 . . . 0

0 0 . . .
...

... ... . . . 1
0 0 . . . 0


, C = (1, 0, . . . , 0) et Fi(u, z) = Fi(u, z1, . . . , zi)

peut prendre l'expression :
˙̂z = Aẑ + F (u, ẑ)− Sθ

−1
o CT (Cẑ − y) (2.35)

où Sθo est l'unique solution de l'équation stationnaire :

θoSθo + AT Sθo + SθoA− CT C = 0 (2.36)

Notons que Sθo est aussi la solution stationnaire de l'équation :

Ṡ = −θoS + AT S + SA− CT C (2.37)

et que : {
˙̂z = Aẑ + F (u, ẑ)− Sθ

−1
o CT (Cẑ − y)

Ṡ = −θoS + AT S + SA− CT C
(2.38)

Cette idée a été étendue pour les systèmes (2.31) dans [Bornard 1993] dans le cas
où tous les ni sont égaux à 1 et dans [Besançon 2007] dans le cas où les ni sont
quelconques. Le résultat énoncé par ces auteurs fonctionne pour des entrées dites
localement régulières données par la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.8 Une entrée u est dite localement régulière pour le système (2.31),
s'il existe t0 ≥ 0, θ0 > 0, α > 0, tels que pour tout θo ≥ θ0 ; pour tout t ≥ max{ 1

θ0
, t0}

on a :
G(u, t− 1

θo

, t) =

∫ t

t− 1
θo

φT
u (s, t)CT Cφu(s, t)ds ≥ αθo∆θ

−2
o (2.39)

où A(u) est la matrice donnée dans (2.31), où ∆θo =




θoIn1 0 . . . 0

0 θ2
oIn2 0

...
... . . . 0
0 . . . 0 θq

oInq



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et φu(s, t) est la matrice de transition n×n : du système d(φu(s, t))

ds
= A(u(s))φu(s, t),

φu(t, t) = I.

Théorème 2.9 ([Besançon 2007])
Si u est une entrée locale régulière, alors un observateur pour le système (2.31) prend
la forme : {

˙̂z = A(u)ẑ + F (u, ẑ)−∆θoS
−1CT (Cẑ − y)

Ṡ = −θo(γS + AT (u)S + SA(u)− CT C)
(2.40)

où θo > 0 est un paramètre qui doit être su�samment grand et γ > 0 est une
constante assurant la stabilité du système Ṡ0 = −γS0 + AT (u)S0 + S0A(u)−CT C),
dans le sens que α0I ≤ S0(t) ≤ β0I, pour tout t ≥ 0, α0 > 0, β0 > 0 sont des
constantes.

Avant de donner notre résultat concernant les observateurs pour les systèmes
(2.31), nous allons commenter ce théorème.

• Commençons par le cas où tous les ni sont égaux à 1, donc :

A(u) =




0 a1(u) . . . 0

0 0 . . .
...

... ... . . . an−1(u)
0 0 . . . 0


 C = [1, 0, . . . , 0],

on a alors le résultat suivant :
Lemma 2.2 Si u(.) est une entrée continue localement régulière, alors :

i) ∃a > 0 ; ∀t ≥ max{t0, 1
θ0
} ; ∀i, 1 ≤ i ≤ n− 1, on a |a1(u(t))| ≥ a

ii) Il existe un n-vecteur constant K tel que

ż = A(u)ẑ + F (u, ẑ) + ∆θoK(Cẑ − y) (2.41)

est un observateur qui converge exponentiel pour le système (2.31).

Démonstration.

i) A(u) est une matrice nilpotente et C = [1, 0, . . . , 0], on obtient alors :
Cφu(s, t) = [1,

∫ s

t
a1(u(t1))dt1, . . . ,

∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
a1(u(t1)) . . .

an−1(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1].
Posons α1(t, s) = 1, α2(t, s) =

∫ s

t
a1(u(t1))dt1, . . . ,

αn(t, s) =
∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
a1(u(t1)) . . . an−1(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1, on ob-

tient :
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∫ t

t− 1
θo

φT
u (s, t)CT Cφu(s, t)ds = ψ(t, θo) =




ψ11(t, θo) ψ12(t, θo) . . . ψ1n(t, θo)
ψ12(t, θo) ψ22(t, θo) . . . ψ2n(t, θo)

... ... . . . ...
ψ1n(t, θo) ψ2n(t, θo) . . . ψnn(t, θo)


,

où ψij(t, θo) =
∫ t

t− 1
θo

αi(t, s)αj(t, s)ds.

La condition (2.39) implique :
{ ∃θ0 > 0; ∃t0 ≥ 0;∃β > 0; ∀θo ≥ θ0, on a :
∀t ≥ max{t0, θo};∀i, 1 ≤ i ≤ n, ψii(t, θo) ≥ β

θ2i−1
o

(2.42)

Analysons la condition (2.42) pour i = 2, . . . , n :
Pour i = 2,




ψ22(t, θo) =
∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t
a1(u(t1))dt1)

2ds ≤ max{a2
1(u(τ)), t− 1

θo
≤ τ ≤ t}

∫ t

t− 1
θo

(t− s)2ds ≤ max{a2
1(τ), t− 1

θo
≤ τ ≤ t} 1

3θ3
o

(2.43)
Pour i > 2, posons γi = max{a2

1(u(τ1)) . . . a2
i−1(u(τi−1)), t − 1

θo
≤ τj ≤

t, 1 ≤ j ≤ i− 1}, on a alors :




ψii(t, θo) =
∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t
. . .

∫ ti−2

t
a1(u(t1)) . . . ai−1u((ti−1))dt1 . . . dti−1)

2ds

≤ γi

∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t
. . .

∫ ti−2

t
dt1 . . . dti−1)

2ds ≤ γi

(2i− 1)((i− 1)!)2θ2i−1
o

(2.44)

Combinons (2.42) et (2.43), nous déduisons pour |ai(u(t))| ≥ γ̃, pour 1 ≤
i ≤ n−1 et γ̃ est une constante positive. Comme a(.) et u(.) sont continu,
donc a(u(.)) ne change pas de signe.

ii) est une conséquence du lemme 2.1 et du théorème 2.6 :
En e�et, en utilisant (2.42)-(2.43)-(2.44), nous déduisons :

∃γ > 0, ∀t ≥ max{t0, 1

θ0

};∀θo ≥ θ0, |ai(u(t))| ≥ γ, pour 1 ≤ i ≤ n− 1

(2.45)
Comme ∂(Fi(u, z))

∂zi+1

= ai(u), on en déduit que les conditions du théorème
2.6 sont satisfaites, d'où le lemme ci-dessus.

Remarque 2.5 Ce lemme montre que si une entrée bornée est continue et
satisfaisant la condition (2.39) de la dé�nition 2.8, alors un observateur à gain
constant peut être synthétisé. Par conséquent, on peut se passer des n2 + n

2
équations di�érentielles permettant de calculer le gain de l'observateur énoncé
dans le théorème 2.9.
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• Maintenant, nous allons examiner le cas général où les ni ne sont pas forcément
égaux à 1 et nous considérons des entrées u(.) continues, bornées.
Nous allons procéder comme dans le cas précédent :

Ici, A(u) =




0 A12(u) . . . 0

0 0 . . .
...

... ... . . . Aq−1,q(u)
0 0 . . . 0


 est une matrice nilpotente, A12(u)

est une matrice ni−1 × ni et C = [In1 , 0, . . . , 0].

Lemma 2.3 Si le système (2.31) admet une entrée u(.) continue, bornée et
véri�ant la condition (2.39) de la dé�nition 2.8, alors :
1) n1 ≥ . . . ≥ nq, de plus :
∃a > 0 ; ∀t ≥ max{t0, 1

θ0
} ; ∀i, 1 ≤ i ≤ q−1, on a AT

i,i+1(u(t))Ai,i+1(u(t)) ≥
aIni+1

.
2) Si en plus u(.) satisfait la condition de convexité ([Hammouri 2003])

(resp. si u(.) est absolument continue), alors un observateur pour le sys-
tème (2.31) est de la forme (2.29) (resp. (2.30)). Sinon dans le cas général
un observateur prend la forme (2.30).

Démonstration.
1) Utilisons le fait que A(u) est une matrice nilpotente et que C = [In1 , 0, . . . , 0],

on obtient :

Cφu(s, t) = [In1

∫ s

t
A12(u(t1))dt1 . . .∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
A12(u(t1)) . . . An−1,n(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1].

Posons ϕ1(t, s) = In1 , ϕ2(t, s) =
∫ s

t
A12(u(t1))dt1, . . . ,

ϕn(t, s) =
∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
A12(u(t1)) . . . An−1,n(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1, on ob-

tient :

∫ t

t− 1
θo

φT
u (s, t)CT Cφu(s, t)ds = ψ(t, θo) =




ψ11(t, θo) ψ12(t, θo) . . . ψ1n(t, θo)
ψ12(t, θo) ψ22(t, θo) . . . ψ2n(t, θo)

... ... . . . ...
ψ1n(t, θo) ψ2n(t, θo) . . . ψnn(t, θo)


,

où ψij(t, θo) =
∫ t

t− 1
θo

ϕT
i (t, s)ϕj(t, s)ds.

Et par conséquent, la condition (2.39) implique :
{ ∃θ0 > 0; ∃t0 ≥ 0;∃β > 0; ∀θo ≥ θ0, on a :
∀t ≥ max{t0, θo}; ∀i, 1 ≤ i ≤ n, ψii(t, θo) ≥ β

θ2i−1
o

Ini

(2.46)
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Comme ci-dessus, analysons la condition (2.42) pour i = 2, . . . , n :
Pour i = 2,




ψ22(t, θo) =
∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t
AT

12(u(t1))dt1)(
∫ s

t
A12(u(t1))dt1)ds

=
∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t
AT

12(u(t) + ET (t, t1))dt1)(
∫ s

t
A12(u(t1)) + E(t, t1)dt1)ds

où limt1→t E(t, t1) = 0 car A(u(.)) est continue.
(2.47)

Comme la matrice A(u(.)) est continue et bornée, posons
a∞ = sup{‖A(u(t))‖, t ≥ 0}, ε(t, θo) = sup{‖E(t, t1)‖, t − 1

θo
≤ t1 ≤ t},

d'où limθo→∞ ε(t, θo) = 0.
De (2.47), nous déduisons :

ψ22(t, θo) ≤ 1

3θ3
o

AT
12(u(t))A12(u(t)) + (

2a∞ε(t, θo)

3θ3
o

+
ε2(t, θo)

3θ3
o

)In2 (2.48)

Combinons (2.46), (2.48) et le fait que limθo→∞ ε(t, θo) = 0, on obtient :

∃β̃2 > 0;∀t ≥ max{t0, θ−1
0 }, AT

12(u(t))A12(u(t)) ≥ β̃In2 (2.49)

De la même façon, pour i > 2, utilisons la continuité de Aj,j+1(u(.)), on
obtient :

Aj,j+1(u(τ)) = Aj,j+1(u(t)) + Ej(t, τ), avec lim
τ→t

Ej(t, τ) = 0 (2.50)

Comme ci-dessus, posons ε(t, θo) = sup{‖Ej(t, τ)‖, t− 1
θo
≤ τ ≤ t,

1 ≤ j ≤ i− 1}, on a alors limθo→∞ ε(t, θo) = 0 et,




ψii(t, θo) =
∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ ti−2

t
AT

i−1,i(u(ti−1))

. . . AT
12(u(ti−1))dt1 . . . dti−1)(

∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ t1

t
A12(u(t1)) . . . Ai−1,i(u(ti−1))dt1

. . . dti−1)ds ≤ γi

∫ t

t− 1
θo

(
∫ s

t
. . .

∫ ti−2

t
dt1 . . . dti−1)

2ds ≤ γi

(2i− 1)((i− 1)!)2θ2i−1
o

(2.51)

Combinons (2.50), (2.51) avec le fait que limθo→∞ ε(t, θo) = 0, il existe
une constante a > 0, il existe θ1 ≥ θ0 tels que pour tout θo ≥ θ1 ; pour
tout t ≥ max{t0, θ−1

0 }, on ait :

ψii(t, θo) ≤ a

θ2i−1
o

(AT
i−1,i(u(t)) . . . AT

12(u(t))A12(u(t)) . . . Ai−1,i(u(t))+ε(t, θo)Ini
)

(2.52)
En combinant (2.49) et (2.52), une simple récurrence donne :

• n1 ≥ . . . ≥ nq
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• ∃β̃i > 0 ; ∀t ≥ max{t0, θ−1
0 }, AT

i−1,i(u(t)) . . . AT
12(u(t))A12(u(t)) . . . Ai−1,i

(u(t)) ≥ β̃iIni
.

2) est une conséquence immédiate des théorèmes 2.7 et 2.8.

Les lemmes 2.2 et 2.3 montrent qu'un observateur du type (2.29) ou (2.30) peut
être utilisé pour estimer l'état du système (2.31). De plus, le système (2.31) doit
véri�er nécessairement la condition n1 ≥ . . . ≥ nq.

2.5.2 Synthèse des observateurs pour les systèmes (2.31) n'ayant
pas la structure d'observabilité uniforme

Les lemmes 2.2 et 2.3 montrent que si une entrée u(.) continue, bornée et véri-
�ant la condition (2.39) de la dé�nition 2.8, alors un observateur à grand gain de
type (2.24) (dans le cas mono-entrée) ou encore de type (2.29) ou (2.30) (dans le
cas multi-sorties) peut être synthétisé.

Dans ce paragraphe, nous allons donner une condition su�sante caractérisant
la classe des entrées pour lesquelles un observateur de type grand gain peut être
synthétisé. Contrairement aux entrées véri�ant la condition (2.39) de la dé�nition
2.8, un observateur de type (2.24), (2.29) et (2.30) ne peut pas fonctionner pour
cette classe d'entrées.

Revenons sur l'équation de Lyapunov :

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT C (2.53)

où A(u) est la matrice n× n du système (2.31) et S(0) est une matrice symétrique
dé�nie positive. Les solutions de (2.53) sont données par :

S(t) = e−θotΦT
u (0, t)S(0)Φu(0, t) +

∫ t

0

e−θo(t−s)ΦT
u (s, t)CT CΦu(s, t)ds (2.54)

où Φu(0, t) = Φ−1
u (t, 0) et Φu(t, 0) est la matrice de transition du système ẋ = A(u)x

telle que Φu(0, 0) = I la matrice identité. Dans toute la suite u(.) est une entrée
bornée et donc, ‖Φu(s, t)‖ ≤ em(t−s) où m = ‖A(u(.))‖∞.

Remarque 2.6 1) Pour θo > 2m, e−θotΦT
u (0, t)S(0)Φu(0, t) tend exponentielle-

ment vers 0 et par conséquent, pour t grand, S(t) se comporte comme :

Ψ(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)ΦT

u (s, t)CT CΦu(s, t)ds =




Ψ11(t, θo) Ψ12(t, θo) . . . Ψ1n(t, θo)
Ψ12(t, θo) Ψ22(t, θo) . . . Ψ2n(t, θo)

... ... . . . ...
Ψ1n(t, θo) Ψ2n(t, θo) . . . Ψnn(t, θo)




(2.55)
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2) Ψij(t, θo) = ΨT
ji(t, θo) est une matrice ni × nj dé�nie par :

• Ψ11(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)dsIn1

• Ψ12(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)

∫ t

s
A12(u(t1))dt1ds

• Pour i ≥ 3, Ψ1i(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)

∫ t

s

∫ t1
s

. . .
∫ ti−2

s
A12(u(t1)) . . . A1i(u(t1))dt1

. . . dti−1ds

• Pour i = 2, Ψ22(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)(

∫ t

s
AT

12(u(t1))dt1)(
∫ t

s
A12(u(t1))dt1)ds

• Pour i ≥ 3, Ψ2i(t, θo) =∫ t

0
e−θo(t−s)(

∫ t

s
AT

12(u(t1))dt1)(
∫ t

s

∫ t1
s

. . .
∫ ti−2

s
A12(u(t1)) . . . Ai−1,i(u(t1))dt1 . . .

dti−1)ds

• Pour i, j ≥ 3, Ψij(t, θo) =∫ t

0
e−θo(t−s)(

∫ t

s
AT

12(u(t1)) . . . AT
i−1,i(u(t1))dt1 . . . dti−1)(

∫ t

s

∫ t1
s

. . .
∫ ti−2

s
A12(u(t1))

. . . Aj−1,j(u(t1))dt1 . . . dtj−1)ds

Notons par CRP la classe des entrées régulièrement persistantes, autrement dit les
entrées satisfaisant la condition (2.8) de la dé�nition 2.5. Notons également par CLR

la classe des entrées localement régulières (des entrées satisfaisant la condition (2.39)
de la dé�nition 2.8). Finalement, notons par CFP la classe des entrées fortement
persistantes. Ces entrées sont dé�nies comme suit :
Notons par Γ(t, θo) la diagonale de Ψ(t, θo) (la matrice dé�nie dans (2.55)). Par
construction, celle-ci est positive.
Dé�nition 2.9 Nous dirons qu'une entrée bornée u(.) est fortement persistante si :
∃θ0 > 0 ; ∃t0 ≥ 0 ; ∀θo > θ0 ; ∀t ≥ t0 :

i) Γ(t, θo) est inversible et satisfaisant :
Γ(t, θo) ≤ α(θo)Ψ(t, θo), avec limθo→∞

α(θo)

θo

= 0.

ii) ∃γ > 0, ‖Γ−1
jj (t, θo)‖‖Γii(t, θo)‖ ≤ γ, for 1 ≤ j ≤ i.

L'ensemble de ces entrées est noté par CFP .

Remarque 2.7 : CLR ⊂ CFP ⊂ CRP

Exemple 2.5 



ẋ(t) =

(
0 u(t)
0 0

)
x(t)

y(t) = (1 0)x(t)
(2.56)

L'entrée u(t) = cos(t) est dans CFP mais elle n'appartient pas à CLR

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 2.10 Supposons que F (u, z) est une fonction globalement Lipschitzienne
par rapport à z, localement uniformément par rapport à u. Alors pour tout u ∈ FP,
un observateur exponentiel pour le système (2.31) prend la forme suivante :

{
˙̂z = A(u)ẑ + F (u, ẑ)− S−1CT (Cẑ − y)

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT C
(2.57)
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Démonstration.
Soit z(t) l'état à estimer du système (2.31) et ẑ(t) son estimé donné par (2.58).

Notons par e(t) = ẑ(t) − z(t) l'erreur d'estimation, utilisons les équations (2.31)-
(2.58), nous obtenons :

{
ė = (A(u)− S−1CT C)e + δ(F )

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT C
(2.58)

où δ(F ) = F (u, ẑ)− F (u, z).

Posons S(t) = Λ(t)ΛT (t) où Λ(t) est une matrice triangulaire inférieure dont la
diagonale est formée de termes positifs, donnée par la décomposition de Cholesky.
Faisons le changement de variables ε(t) = ΛT (t)e(t), nous déduisons :

ε̇ = (ΛT A(u)Λ−T − Λ−1CT CΛ−T )ε + ΛT δ(F ) + Λ̇T Λ−T ε (2.59)

où Λ−T désigne l'inverse ΛT .

Utilisons la relation S(t) = Λ(t)ΛT (t) et le fait que S(t) est une solution de la
deuxième équation de (2.58), on obtient :

Λ̇ΛT + ΛΛ̇T = −θoΛΛT − AT (u)ΛΛT − ΛΛT A(u) + CT C (2.60)

Multiplions les deux membres de l'équation (2.60) à gauche et à droite par Λ−1 et
par Λ−T respectivement, nous déduisons la relation suivante :

Λ−1Λ̇ + Λ̇T Λ−T = −θoI − Λ−1AT (u)Λ− ΛT A(u)Λ−T + Λ−1CT CΛ−T (2.61)

Posons V (t) = εT (t)ε(t), on obtient :




V̇ = ε̇T ε + εT ε̇
= εT [Λ−1AT (u)Λ− Λ−1CT CΛ−T ]ε + εT [ΛT A(u)Λ−T − Λ−1CT CΛ−T ]ε

+2εT ΛT δ(F ) + (δ(F ))T ΛΛT δ(F ) + εT [Λ−1Λ̇ + Λ̇T Λ−T ]ε

(2.62)

De (2.61) et (2.62), il découle :
{

V̇ = −θo‖ε‖2 + 2εT ΛT δ(F ) + (δ(F ))T ΛΛT δ(F )− εT Λ−1CT CΛ−T ε
≤ −θo‖ε‖2 + 2‖ε‖‖ΛT δ(F )‖+ (δ(F ))T ΛΛT δ(F )

(2.63)

où ‖‖ désigne la norme euclidienne.

Utilisons 1) de la remarque 2.6, il existe τ0 > 0 ; il existe a > 0, tels que pour
tout t ≥ τ0, on ait S(t) = Λ(t)ΛT (t) ≤ aΨ(t, θo). Combinons cette inégalité avec
(2.63), nous déduisons que pour t ≥ t0 :

V̇ ≤ −θo‖ε‖2 + 2
√

a‖ε‖
√

(δ(F ))T Ψ(t, θo)δ(F ) + a(δ(F ))T Ψ(t, θo)δ(F ) (2.64)
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Ψ(t, θo) étant une matrice diagonale, nous obtenons :
(δ(F ))T Ψ(t, θo)δ(F ) =

∑q
i=1(δ(F ))T

i Ψii(t, θo)δ(F )i. En utilisant le théorème des ac-
croissements �nis, δ(F )i =

∑i
j=1 Aij(.)ej où ej = ẑj − zj et Aij(.) est une matrice

ni × nj qui est une fonction bornée de (u, z, ẑ), et donc :
{

(δ(F ))T
i Ψii(t, θo)δ(F )i =

∑i
l,k=1 eT

k AT
ik(.)Ψii(t, θo)Ail(.)el

≤ ã‖Ψii(t, θo)‖
∑i

l=1 eT
l el, où ã > 0 est une constante (2.65)

Maintenant posons Ψii(t, θo) = Ψ̃iiΨ̃
T
ii où Ψ̃ii est une matrice triangulaire inférieure

de diagonale positive donnée par la décomposition de Cholesky. Posons également
ε̃i = Ψ̃iiei et ε̃ = (ε̃T

1 , . . . , ε̃T
q )T , de (2.65) et de l'inégalité ii) de la dé�nition 2.9, nous

déduisons :
{

(δ(F ))T
i Ψii(t, θo)δ(F )i ≤ ã‖Ψii(t, θo)‖

∑i
l=1 ‖Ψ−1

ll (t, θo)‖ε̃T
l ε̃l

≤ b
∑i

l=1 ε̃T
l ε̃l, où b > 0 est une constante. (2.66)

Combinons (2.64) et (2.66), on peut trouver deux constantes α1 > 0 et α2 > 0 ne
dépendant pas de θo, telles que pour tout t ≥ τ0 on a :

V̇ ≤ −θo‖ε‖2 + α1‖ε‖
√

ε̃T ε̃ + α2ε̃
T ε̃ (2.67)

Par dé�nition de ε̃ on a ε̃T ε̃ = eT Γ(t, θo)e, où Γ(t, θo) est la matrice diagonale par
bloc dont la diagonale est formée des Ψii. Maintenant utilisons i) de la dé�nition
2.9 :
∃θ0 > 0 ; ∃t0 ≥ 0 ; ∀θo > θ0 ; ∀t ≥ t0, Γ(t, θo) ≤ α(θo)Ψ(t, θo), avec limθo→∞

α(θo)

θo

=

0,
et le fait que εT ε = eT S(t)e et que Ψ(t, θo) a le même comportement que S(t) (voir
1) de la remarque 2.6), il existe alors deux constantes α̃1 > 0, α̃2 > 0 ne dépendant
pas de θo telles que :

V̇ ≤ −θo‖ε‖2 + α̃1

√
α(θo)‖ε‖2 + α̃2α(θo)‖ε‖2 (2.68)

Comme limθo→∞
α(θo)

θo

= 0, nous concluons que V (t) tend exponentiellement vers
0. Il en est de même pour ‖e(t)‖.

2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions d'observabilité. Ces no-

tions ont été explicitées dans le cas des systèmes linéaires stationnaires et dans le
cas des systèmes non linéaires a�nes en l'état. Des formes normales des systèmes
observables indépendamment des entrées ont été présentées. Nous avons fait le lien
entre ces formes normales et les observateurs à grand gain existants dans la lit-
térature. Dans le dernier paragraphe, nous avons rappelé un résultat concernant
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les observateurs à grand gain pour une classe de systèmes non linéaires, ayant une
forme normale et pour lesquels il existe des entrées qui les rendent non observable.
Nous avons donc donné un observateur provenant de la littérature. Cet observateur
converge dans le cas où les entrées appliquées satisfont une hypothèse d'observa-
bilité assez forte (la régularité locale des entrées). Cet observateur admet un gain
dérivant d'une équation de Lyapunov dynamique. Sous la même hypothèse de régu-
larité locale, nous avons montré qu'on peut synthétiser un observateur dont le gain
ne nécessite aucune résolution d'équation di�érentielle. Ensuite, nous avons a�aibli
l'hypothèse de la régularité locale a�n d'élargir la classe des entrées pour laquelle
on peut synthétiser un observateur pour la même classe de systèmes. Ce dernier
résultat constitue une de nos contributions de ce mémoire.
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Chapitre 3

Commande prédictive

3.1 Introduction
L'objectif de ce travail est de résoudre en ligne le problème d'identi�cation en

employant une approche couplant la commande prédictive par modèle interne et un
observateur non linéaire.

Avant de présenter la structure et le principe de fonctionnement de cette approche,
il est nécessaire de présenter la commande prédictive, les bases de la stratégie de
commande adoptée, ainsi que les éléments et les points clefs de sa mise en ÷uvre.

Dans ce chapitre, on trouve d'abord un bref aperçu historique sur l'essor de la
commande prédictive. Le principe de base et la structure de cette stratégie sont
ensuite énoncés. En�n, nous posons les problèmes d'optimisation sous contraintes
liés à une problématique générale de commande.

3.2 Généralités sur la commande prédictive
3.2.1 Bref aperçu de l'évolution de la commande prédictive

L'idée de la commande prédictive se trouve déjà entre les lignes de l'ouvrage
fondateur de la commande optimale de [Bellman 1957]. L'étude de la stabilité d'une
telle loi de commande en boucle fermée remonte quand à elle à Kalman en 1960,
qui note que l'optimalité n'implique pas la stabilité [Kalman 1960a] [Kalman 1960b]
et à [Propoï 1963] avec sa forme de commande prédictive basée sur un modèle en
utilisant une méthode de programmation linéaire.

Historiquement, cette idée ne sera mise en oeuvre industriellement qu'avec Ri-
chalet en 1978 dans le logiciel IDCOM (identi�cation, commande) [Richalet 1978].
Le formalisme choisi alors permet de considérer les systèmes linéaires comme des
�ltres à réponse impulsionnelle �nie (FIR pour Finite Impulse Response). Les coûts
considérés sont quadratiques, la partie estimation repose sur une approche de type
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moindres carrés. En 1980 apparaît DMC (Dynamic Matrix Control) de Cutler et
Ramaker. DMC reprend de nombreuses idées de IDCOM, mais les systèmes y sont
représentés par leur réponse à l'échelon. Dans ces deux approches, le modèle était
de type boite noire, l'objectif était de poursuivre une référence mais les contraintes
n'étaient pas encore prises en compte. Ces algorithmes eurent un impact énorme
sur la commande des procédés industriels et permirent de dé�nir le paradigme de
commande prédictive basée sur un modèle.

Peu de temps après, [Garcia 1986] donnent une description détaillée de l'algo-
rithme Quadratic Dynamic Matrix Control (QDMC). Cette formulation sous forme
de problème quadratique implémente directement les contraintes d'entrée et de sor-
tie et apparaît comme la seconde génération de cette variété de commande. En 1988,
il est possible grâce à SMOC (Shell Multivariable Optimizing Control) de considérer
les systèmes sous forme de modèle d'état. La partie estimation est assurée par un
�ltre de Kalman. Outre ces outils plus modernes de l'automatique, SMOC intègre la
notion de contraintes dures (à véri�er absolument) et molles (à véri�er si possible)
et permet de les ordonner. C'est en e�et en pratique une possibilité intéressante.

La troisième génération (IDCOM-M, HEICON, SMCA, SMOC) s'attache à amé-
liorer les algorithmes existant tout en étant capable de traiter une variété plus im-
portante de procédés. Elle fait la distinction de plusieurs niveaux de contraintes et
fournit un panel plus étendu en termes de solutions et d'objectifs.

La génération actuelle (DMC+ et RMPCT) constitue une amélioration des so-
lutions déjà proposées, avec une interface graphique, des possibilités d'optimisation
et des méthodes d'identi�cation plus perfectionnées. Le lecteur peut se reporter à
[Qin 2003] pour suivre la généalogie des algorithmes et pour obtenir de plus d'amples
précisions sur les évolutions technologiques et industrielles de la commande prédic-
tive.

3.2.2 Domaines d'application en industrie

De toutes les commandes dites "avancées", la commande prédictive est la plus
utilisée dans l'industrie, aussi bien pour les qualités techniques auxquelles elle doit
ses performances que pour sa facilité de mise en oeuvre. Son champ d'application
s'étend à tous les domaines industriels, notamment aux cas où la régulation PID
n'est pas e�cace.
Depuis les années 1970, la commande prédictive a été utilisée avec succès dans di�é-
rentes applications industrielles et pour plusieurs champs d'activités. Selon [Qin 2003],
cela concernent en 2003 plus de 4000 applications au total dans le monde (tableau
3.1 pour les approches linéaires et tableau 3.2 pour les approches non linéaires), sans
rajouter les solutions locales développées en interne des entreprises.
Les auteurs de cette étude concluent que la commande prédictive a prouvé ses per-
formances au travers de nombreuses applications industrielles, qu'elle est toujours
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Area Aspen
Technology

Honeywell
Hi-Spec

Adersa Invensys Total %

Ra�nage 1200 480 280 25 1985 48,5
Pétrochimie 450 80 - 20 550 13,4
Chimie 100 20 3 21 144 3,5
Papier 18 50 - - 68 1,7
Air et Gaz - 10 - - 10 0,2
Métallurgie 8 6 7 16 37 0,9
Alimentaire - - 41 10 51 1,3
Polymère 17 - - - 17 0,4
Cuisson - - 42 3 45 1,1
Aérospatial - - 13 - 13 0,3
Automobile - - 7 - 7 0,2
Autre 40 50 1045 30 1165 28,5
Total 1833 696 1438 125 4092 100

Tableau 3.1 � Bilan des applications industrielles de la commande prédictive li-
néaire, en 2003 [Qin 2003]

Area Adersa Aspen
Technology

Continental
Controls

DOT
Products

Pavillon
Technologies

Total %

Chimie 2 15 5 22 23,7
Polymère 1 5 15 21 22,6
Air et gaz 18 18 19,3
Ra�nage 13 13 14
Alimentaire 9 9 9,7
Autres 1 5 3 9 9,7
Papier 1 1 1
Total 3 6 36 5 43 93 100

Tableau 3.2 � Bilan des applications industrielles de la commande prédictive non
linéaire, en 2003 [Qin 2003]
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présente dans la majorité des domaines, et que pour des raisons di�érentes, deux
secteurs industriels ont été les premiers intéressés et ont �nancé le développement
de la méthode. En e�et, même si la commande prédictive o�re de nombreuses ca-
ractéristiques intéressantes, historiquement, seules deux entre elles ont joué un rôle
déterminant : le domaine du ra�nage et la pétrochimie.
En�n, l'application de cette technique n'a cessé d'évoluer et de multiples avancées
ont été réalisées dans des domaines plus variés, par exemple les robots de chirurgie
[Ginhoux 2003].

3.3 Principes de base de la commande prédictive
Un objectif général de toute structure de commande est de maintenir les variables

de sortie proches de leurs consignes tout en respectant les contraintes opératoires
du procédé. La commande prédictive basée sur le modèle a été conçue pour remplir
ces buts. Elle a pour idée d'insérer dans la boucle de retour un élément prédictif,
constitué par le modèle de procédé à commander. Le calculateur détermine alors,
à l'instant d'échantillonnage présent, la séquence de commande à appliquer sur un
horizon de prédiction. A la prochaine période d'échantillonnage, seule la première
composante de cette séquence est réellement appliquée au procédé. La structure de
la commande prédictive est basée sur les éléments suivants :

1. des grandeurs variables du système : variables de commande (à manipuler) et
de sortie (à mesurer et/ou à commander),

2. un critère d'optimisation formulant les objectifs du fonctionnement désiré du
procédé,

3. un modèle du procédé à commander,

4. une méthode de résolution qui permet de trouver une solution au problème
d'optimisation et la séquence de commande à appliquer au procédé.

3.3.1 Variables de commande et de sortie
Les contraintes peuvent concerner les variables de commande, les variables régu-

lées et plus généralement les variables d'état :

- les variables manipulées (les entrées) doivent rester dans une zone de fonction-
nement des contraintes physiques, car les actionneurs sont limités en ampli-
tude, voir en vitesse et voir aussi en accélération,

- les grandeurs du système (sortie et état) doivent rester dans une certaine plage
de fonctionnement connu par les contraintes d'exploitation. Elles peuvent être
liées à la qualité du produit, à la marge de sécurité.
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3.3.2 Objectif de fonctionnement
L'utilisateur dé�nit un objectif de fonctionnement souhaité à partir du cahier

des charges, qui impose au procédé un certain comportement répondant aux perfor-
mances exigées du procédé en boucle fermé. Cet objectif peut être :

� de réaliser la régulation ou bien la poursuite de trajectoire de référence en sortie
du procédé. C'est un problème de commande qui traduit les performances
souhaitées telles que la rapidité, la précision et la stabilité du comportement
du procédé en boucle fermée. La consigne ou la référence sont fournis par
l'utilisateur. La question qui se pose est : ce choix est-il optimal vis-à-vis du
fonctionnement du procédé ?

� d'optimiser un critère qui traduit mathématiquement certaines performances :
augmenter le rendement, maximiser la vitesse, maximiser la fonction de sen-
sibilité paramètrique, minimiser la consommation en matières premières ou
énergétique, etc. Ceci remplacee donc implicitement le choix ci-dessus de la
référence.

3.3.3 Modèle
Le modèle de commande, ou modèle de prédiction, intervient directement dans la

stratégie de commande prédictive. Il traduit l'évolution prévisible du comportement
du procédé en fonction des entrées appliquées. L'élaboration de ce modèle peut se
faire selon deux méthodes :

1. Modèle' boite noire' : L'établissement du modèle se fait à partir d'un en-
semble de couples entrées-sorties. Il s'agit de choisir une représentation (fonc-
tion de transfert, réseaux de neurones, etc.) de la sortie en fonction de l'entrée
et d'e�ectuer une identi�cation des paramètres du modèle. Toutefois, pour être
exploité en commande, il devra être dynamique pour représenter les variations
du procédé au cours du temps. Le modèle obtenu est donc purement mathéma-
tique et a priori n'a aucune signi�cation physique. Cette approche s'avère plus
simple et plus rapide, mais peut être très di�cile voir impossible à la mettre
en oeuvre dans le cas des systèmes multivariables ou de fortes non-linéarité.
Le domaine de validité est plus restreint que celui obtenu avec un modèle de
connaissance.

2. Modéle de connaissance : La prise en compte des phénomènes en jeu (phy-
siques, chimiques, biologiques, etc.) permet, à partir des bilans (d'énergie,
de population, etc.) d'établir un modèle de connaissance. Cette modélisation
donne lieu à des équations dynamiques, souvent non linéaires, aux dérivées
ordinaires, voir à des équations aux dérivées partielles dès lors que les évolu-
tions spatio-temporelles pour des variables du procédé sont prisent en compte.
Cette approche permet d'arriver à une représentation plus proche que la réa-
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lité. La complexité de cette méthode réside dans la di�culté de simuler le
comportement du procédé et à l'analyser formellement.

Si la commande prédictive permet d'augmenter les exigences en terme de contrôle,
c'est en partie du au fait qu'elle fait appel explicitement en ligne au modèle du
procédé, contrairement à d'autres types de commande et notamment le PID. Le
modèle joue donc un rôle central dans la conception de la commande prédictive.
Il doit être capable de rendre compte de la dynamique du processus pour prédire
précisément les sorties futures et doit être simple à implementer et à comprendre.

3.3.4 Problème d'optimisation
Le problème d'optimisation se traduit mathématiquement à une certaine fonc-

tion J . Le plus souvent, il s'agit de minimiser ou de maximiser cette fonctionnelle (
appelé critère de performances ou fonction coût) qui dépend :

� des variables manipulables de commande représentées par le vecteur u(t) ∈
Rm,

� des variables d'état avec le vecteur x(t) ∈ Rn.

Cette fonction peut s'écrire sous la forme :

J(x(ti), u(.)) =

∫ tf

ti

F (x(t), u(t))dt + E(x(tf )),∀t > 0 (3.1)

où la fonction coût F : X × U −→ R+ est souvent continue et satisfait F (0, 0) = 0.
Souvent, une forme quadratique pour F est employée :

F (x, u) = xT Qx + uT Ru (3.2)
avec Q et R des matrices de pondération symétriques dé�nie positive. Le terme de
pénalité terminal E dépend de la région terminale des contraintes x(tf ) ∈ X . L'en-
semble U (respectivement X ) est dé�ni par la véri�cation des contraintes sur les
entrées (respectivement sur les variables d'état) du système.

Le problème d'optimisation est ramené, le plus souvent, à la minimisation du
critère qui détermine la commande optimale sur l'horizon de prédiction �ni :

ũ = arg( min
u(.)∈U

J(x(ti), u(.))) (3.3)

La commande prédictive cherche donc à déterminer une séquence de commandes
futures u(t) qui permet de minimiser le critère de performance (3.1), tout en assu-
rant la véri�cation des contraintes. La résolution de ce problème d'optimisation peut
être simple et exploitable lorsque l'argument recherché u(t) est ramené à une suite
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d'arguments u(k) pris à des instants discrets k connus ou à une fonction du temps
paramétrisée par un nombre �ni npu de coe�cients qui sont alors les arguments à
déterminer.

La résolution de ce problème d'optimisation constitue la pièce maîtresse de la
commande prédictive. Cependant, il s'appuie sur le principe de base de ce type
de commande : la prédiction. Le prédicteur établit un projet de commande sur un
horizon futur �ni, en s'e�orçant de faire coïncider le comportement prédit à partir
du modèle au comportement futur souhaité.

3.3.5 Principe général de fonctionnement
Le problème de commande prédictive revient à déterminer le vecteur de com-

mande ũ qui permet de minimiser le critère de performance choisi J . Son principe
permet de transformer ce problème d'optimisation en temps continu in�ni en un pro-
blème en temps discret sur un horizon �ni. La méthodologie de l'approche prédictive
peut s'illustrer sur le schéma représenté sur la �gure 3.1 :

1. A chaque instant discret k, les sorties futures sur un horizon déterminé Np,
appelé l'horizon de prédiction, sont prédites à l'aide du modèle de processus à
commander. Ces prédictions sont notées y(k + j|k) avec j = 1, ..., Np−1. Elles
dépendent des valeurs des entrées et des mesures connues jusqu'à l'instant k
et des commandes futures u(k+j|k), j = 0, .., Np−1 qui doivent être calculées.

2. L'ensemble des commandes futures u(k + j|k), j = 0, .., Np − 1 est calculé en
optimisant un certain critère déterminé a�n que la sortie prédite y(k + j|k)
soit aussi proche que possible de la trajectoire de référence yref (k + j|k). Si le
critère est quadratique et, si le modèle linéaire et s'il n'y a pas des contraintes
sur la sortie ou sur la commande, la solution est obtenue explicitement. Sinon
une méthode d'optimisation itérative doit être utilisée.

3. La première composante u(k|k) de la séquence de commande optimale u(k +
j|k), j = 0, .., Np−1 est appliquée au procédé et les autres valeurs de commande
sont oubliées. A l'instant suivant k + 1, la résolution recommence avec l'étape
1 en prenant en compte les nouvelles mesures actualisées du procédé yp(k + 1)
et une nouvelle séquence de commande u(k + 1 + j|k + 1), j = 0, .., Np − 1 est
déterminée. La séquence de commande est améliorée à chaque période d'échan-
tillonnage puisque des nouvelles mesures ont pu être prise et par conséquent
le vecteur du signal de commande u(k +1+ j|k+1), j = 0, .., Np−1 sera assez
probablement di�érente de u(k + j|k), j = 1, .., Np. Ceci est connu comme le
concept de l'horizon fuyant (ou glissant).

En résumé, le principe de la commande prédictive revient à optimiser un critère
de performance à chaque période d'échantillonnage sur un horizon de prédiction
Np dont la solution est la meilleure séquence de commandes. A la prochaine période
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Figure 3.1 � Schéma de principe d'une commande prédictive

d'échantillonnage, seul le premier élément de la séquence est appliqué et la résolution
du problème d'optimisation recommence en prenant en considération les nouvelles
mesures.

La résolution du problème d'optimisation est une partie fondamentale de la stra-
tégie de commande et dépend étroitement de la complexité du modèle. En e�et,
à chaque période d'échantillonnage, la méthode d'optimisation retenue est associée
à la méthode de résolution choisie du modèle du procédé sur l'horizon de prédic-
tion. La complexité du problème d'optimisation dépend du nombre de variables, de
la valeur des di�érents horizons mais également de la présence des contraintes sur
les commandes et/ou sur les sorties. Pour ces raisons, et malgré la puissance crois-
sance des calculateurs, la résolution en temps réel à l'aide d'algorithmes coûteux en
temps de calcul s'avère parfois compliquée et devient de plus en plus complexe. Nous
abordons justement dans le chapitre suivant l'aspect implémentation des solutions
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proposées ici.

3.4 Méthodologie de la commande prédictive
De nombreux aspects théoriques pour la commande prédictive sont présentés

dans la littérature. Des formulations mathématiques, ainsi que des études théo-
riques de la stabilité, sont abordées. Toute étude varie en fonction de problème du
commande posé.

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes intéressés à la stratégie de com-
mande prédictive non linéaire. La formulation adoptée dans cette section reprend
notamment les éléments théoriques de [Findeisen 2002] bien que des notations uti-
lisées dans la synthèse e�ectuée par [Mayne 2000] ainsi que la reformulation reprise
par [Silva 2008]. En outre, les conditions et les hypothèses garantissant la stabilité
pour di�érentes approches portant sur l'horizon de prédiction seront abordées, même
si cet important aspect n'est pas étudié dans cette thèse.

3.4.1 Formulation mathématique
Nous considérons le problème de formulation de commande prédictive pour une

classe de systèmes non linéaires décrits par des équations di�érentielles ordinaires
suivantes :





ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t ∈ R∗
ẏ(t) = h(x(t)), t ∈ R∗
x(0) = x0

(3.4)

avec les contraintes d'entrée et d'état de la forme :

u(t) ∈ U ,∀t ≥ 0 x(t) ∈ X ,∀t ≥ 0, (3.5)

où x(t) ∈ X ⊆ Rn et u(t) ∈ U ⊆ Rm sont respectivement les vecteurs d'état et
de commande du modèle. L'ensemble des valeurs des entrées admissibles est noté
par U et l'ensemble des états par X . Les ensembles U et X satisfont les hypothèses
suivantes :

Hypothèse 3.1 U est un ensemble compact de Rm, X est un ensemble convexe
fermé de Rn et (0, 0) ∈ X × U .
Sous la forme plus simple, U et X sont donnés par les contraintes suivantes :

U := {u(t) ∈ Rm | umin ≤ u(t) ≤ umax}, ∀t ≥ 0 (3.6)
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X := {x(t) ∈ Rn | xmin ≤ x(t) ≤ xmax}, ∀t ≥ 0 (3.7)

avec umin, umax des vecteurs constants et xmin, xmax des vecteurs constants ou temps
variants.

Hypothèse 3.2 Le champ de vecteur f : Rn×Rm → Rn est une application conti-
nue et qui satisfait f(0, 0) = 0. f est localement Lipschitzienne continue en x.

Hypothèse 3.3 Le système (3.4) a une solution unique et continue pour tout état
initial et pour toute fonction d'entrée continue par morceaux u(.) : [0, Np] → U .

Le système à contrôler est habituellement décrit, ou rapproché, par des équa-
tions di�érentielles ordinaires continues, mais puisque la commande prédictive est
implémentée numériquement sur un calculateur, on considère le système (3.4) à des
instants discrets k. La commande a pour objectif de stabiliser le système à l'origine
ou en un point d'équilibre xr pour lequel la sortie yr = h(xr) = r où r est la référence
constante. A chaque temps d'échantillonnage k et pour tout état x, la fonction coût
est dé�nie par :

V (x, k, ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
F (x(j), u(j), k)

)
+ E(x(k + Np)) (3.8)

où le pro�l de commande ũ est dé�ni par :

ũ = {pu(1), ..., pu(npu)} (3.9)

et x(j) dans l'équation (3.8) désigne l'état du système à l'instant j sous l'application
de la séquence de commande ũ :

x(j) = xũ(j, (x, k)) ; j ∈ {k, . . . , k + Np} (3.10)

La fonction F du terme intégral (3.8) portant sur la trajectoire est supposée satis-
faire l'hypothèse technique :

F (x, u) ≥ c(| (x, u) |)2 (3.11)

Cette hypothèse est équivalente à F (x, u) ≥ c(| (z, u) |)2 où z = h(x), (f, h) est
détectable et F (0, 0) = 0.

La fonction coût V comporte un terme de pondération E sur l'état �nal x(k+Np).
Le temps �nal k + Np qui augmente suivant k se rattache à la notion d'horizon glis-
sant. De nombreuses formulations stabilisantes imposent une contrainte �nale :

x(k + Np) ∈ Xf ⊂ X (3.12)
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où Xf est un sous ensemble fermé convexe de X .

Pour tout état x à chaque l'instant k, le problème de commande optimale P(x, k),
lié à la minimisation de la fonction coût V (x, k, ũ) qui satisfait les contraintes sur les
entrées et la contrainte terminale, est donné par la séquence de commande suivante :

ũ(x, k) = (u(k; (x, k))u(k + 1; (x, k)) . . . u(k + Np − 1; (x, k))) (3.13)
et la fonction de valeur :

V (x, k, ũ) = V (x, k, ũ(x, k)) (3.14)

où l'argument (x, k) désigne l'état initial x à l'instant k .La première composante
u(k; (x, k)) de la séquence optimale ũ(x, k) est appliquée au système à l'instant k.
Ceci dé�nit une loi de commande prédictive implicite et indépendant du temps qui
s'écrit comme suit :

κ(x, k) := u(k; (x, k)) (3.15)
Puisque les fonctions f et F sont invariants dans le temps, il su�t donc de résoudre
le problème d'optimisation PNp(x) := P(x, k) en prenant comme origine du temps
k = 0.

Par conséquent, le problème PNp(x) est dé�ni par :

PNp(x) : min
ũ
{VNp(x, ũ) | ũ ∈ UNp(x)} (3.16)

VNp(x, ũ) =

Np−1∑
j=0

F (x(j), u(j)) + E(x(Np)) (3.17)

soit UNp(x), l'ensemble des pro�ls de commandes admissibles satisfaisant les contraintes
sur les entrées, les états et la contrainte terminale. Comme l'horizon de prédiction
Np est �ni, il existe un minimum pour le problème d'optimisation généralement non
convexe, si les fonctions f , E et F sont continues.

Pour un état x à un instant quelconque, la solution du problème d'optimisation
PN p(x) est donnée par la séquence suivante :

ũ0(x) = (u0(0; x) u0(1; x) . . . u0(Np − 1; x)) (3.18)
reliée à la trajectoire optimale de l'état :

x0(x) = (x0(0; x) x0(1; x) . . . x0(Np; x)) (3.19)

conduisant à la valeur optimale :

VN
0
p(x) = VN p(x, ũ0(x)) (3.20)
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Avec x0(0; x) = 0. La première composante u0(0; x) de la séquence optimale ũ0(x)
est appliquée sur l'intervalle [k, k + 1]. La loi de commande prédictive implicite est
donné donc par :

κNp(x) := u0(0; x) (3.21)

3.4.2 Notions de stabilité
Pour toute loi de commande, une étude de stabilité est toujours abordée. Dans le

cas de la commande prédictive linéaire non contrainte, une solution explicite est in-
troduit et l'étude de la stabilité est résumé à une loi de commande par retour d'état
u = Kx. Sous la présence des contraintes, les auteurs [Oliviera 1995] introduisent
des termes de pénalités dans le critère d'optimisation de sorte que la solution opti-
male s'exprime par un retour d'état augmenté. Cette technique s'avère cependant
di�cile à exploiter voir impossible dans le cas de la commande non linéaire.

De nombreux travaux existent dans la littérature sur l'étude de la stabilité dans
le cas de la commande non linéaire prédictive :

• Horizon de prédiction in�ni

La méthode la plus intuitive à atteindre la stabilité en boucle fermée est le
cas où l'horizon de prédiction est in�ni. Les preuves de stabilité sont basées
en principe sur l'utilisation de la fonction coût comme fonction de Layapu-
nov [Keerthi 2003] [Meadows 1993]. Sous certaines conditions, la stabilité du
système en boucle fermée est garantie. La littérature montre que les résultats
obtenus par cette technique est plus simples en théorie et irréalisable pratique-
ment. Cependant, la troncature de l'horizon de prédiction introduit di�érentes
hypothèses.

• Conditions de stabilité sur horizon �ni

Di�érentes formulations sont proposées pour l'étude de la stabilité de la com-
mande prédictive sur un horizon �ni voir [Alamir 1995] [Oliveira 2000] [Mayne 1990].
La plupart de ces approches modi�ent le problème de commande de sorte que
la stabilité puisse être garantie indépendamment du choix des paramètres de
performances dans la fonction coût. Cet aspect de formulation introduit des
contraintes d'égalités terminales ou tout ou moins un terme de pondération
�nale dans le critère. Ces contraintes additionnées n'ont aucune spéci�cations
physiques, mais leurs objectif unique est d'enforcer la stabilité en boucle fer-
mée. Elles sont connus comme des contraintes de stabilité.

• Horizon quasi-in�ni

Sur un horizon de prédiction quasi-in�ni, les auteurs [Chen 1996] ont posés
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une contrainte inégalitaire de stabilité et un terme de pénalité quadratique
portant sur l'état dans la problématique de commande initiale. La résolution
de problème d'optimisation est alors mené à la résolution d'un problème d'op-
timisation sur un horizon �ni.

L'étude de stabilité est liée donc à certains hypothèses : à la convergence de
l'algorithme d'optimisation, à la fonction coût et au choix des pondérations, à l'ajout
de contraintes, aux paramètres de l'algorithme (horizon de prédiction, conditions
d'arrêt...), aux erreurs de modélisation et aux perturbations qu'il est nécessairement
di�cile de prendre en compte dans la prédiction, alors ils sont parmi les éléments
qui détruisent l'aspect stable du système.

Les hypothèses que nous venons de citer conduisons à nous pencher, sans ren-
trer dans les détails, sur les problèmes de la faisabilité et de la robustesse liées à la
commande prédictive non linéaire.

• Faisabilité et robustesse

L'étude de la faisabilité est liée étroitement à la stabilité. Il s'agit de l'existence
ou non de solution au problème d'optimisation sous contraintes qui traduit l'objectif
de commande. L'ensemble admissible dé�nit par les contraintes peut être vide au
départ ou passer pendant un instant dans un ensemble vide. Cela revient en d'autres
termes a se retrouver dans une situation où le système n'est pas commandable, tout
au moins tel que le problème a été formulé.

Les raisons principales provoquant ce phénomène d'infaisabilité en pratique sont
les suivantes :

� Le mauvais choix des paramètres de l'algorithme d'optimisation engendre un
problème d'optimisation mal dé�ni.

� Les objectifs de commande sont incompatibles avec les contraintes : la référence
n'est pas atteignable compte tenu des contraintes.

� Le comportement du modèle de commande et celui du procédé di�èrent de
manière trop importante.

� Une perturbation extérieure agit sur le procédé. Ce signal de perturbation est
non mesuré ou tout au moins sa dynamique est inconnue.

Les causes d'infaisabilité sont donc nombreuses et variées, les deux dernières
listées ci-dessus prennent en considération les incertitudes de modèle et les per-
turbations. Par ailleurs, la formulation prédictive n'est pas des plus appropriée à
l'analyse de la robustesse et les travaux e�ectués sur la robustesse dans le cadre de
commande prédictive non linéaire utilisent des hypothèses restrictives sur le signal de
perturbation ou sur des informations portant sur les perturbations [Boucher 2006].
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3.5 Structure de commande prédictive utilisée
Nous présentons, dans cette section, la structure de commande à modèle interne

et plus précisément deux stratégies de commande : à modèle non linéaire et à modèle
linéaire temps variant. L'idée est aussi de proposer des stratégies de commande
predictive pour les systèmes dont le problème d'implémentation en temps réel s'avère
di�cile.

3.5.1 Formulation du problème d'optimisation

Figure 3.2 � Structure de commande prédictive en boucle fermée

La structure de commande prédictive en boucle fermée est présentée par la con�-
guration basique �gure 3.2. Une fois la problématique de commande posée par l'utili-
sateur du procédé, un critère de performance est dé�ni traduisant les objectifs issues
du cahier des charges. Le problème d'optimisation est alors déterminé et un algo-
rithme numérique est utilisé qui permet de déterminer, à chaque instant k, le projet
de commandes à appliquer à chaque période d'échantillonnage sur un horizon de
prédiction Np en minimisant le critère de performance J . A partir de la formulation
de commande prédictive établie (section 3.4.1), ce critère s'écrit :

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (yp(j), u(j − 1)) (3.22)

où la séquence de commande à déterminer est donnée par :

ũ = {pu(1), ..., pu(npu)} (3.23)

Les commandes à appliquer sur la �n de l'horizon de prédiction étant :

u(j) = fu(pu(1), ..., pu(npu)), ∀ j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} (3.24)
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Le problème d'optimisation s'écrit alors :

PNp : min
ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp} (3.25)

où UNp est l'ensemble des pro�ls de commandes admissibles sur l'horizon de prédic-
tion Np. Ce problème d'optimisation est résolu, sur l'horizon de prédiction, sous des
contraintes sur les variables de commande u et les variables de sortie yp du procédé :





ci (yp(j), u(j − 1)) ≤ 0

u ∈ U
i ∈ {1, . . . , ncon}
j ∈ {k + 1, . . . , k + Np}

(3.26)

avec ncon le nombre de contraintes sorties.

Hypothèse 3.4 La fonction F intervenant dans la dé�nition de la fonction coût J
est de forme quadratique sur les fonctions de sortie.

Hypothèse 3.5 Les fonctions de contraintes ci sont de classe C1.

Hypothèse 3.6 Les variables intervenant dans l'évolution de la fonction coût sont
soit directement mesurées, soit estimées.

Le problème d'optimisation sous contraintes, comme il est dé�nit de (3.22) à
(3.26), ne peut être résolu car les sorties futures du procédé yp ne sont pas connues
dans le futur. Cependant, l'introduction du modèle dans la structure de commande
va permettre de poser un problème resolvable sur l'horizon de prédiction Np.

3.5.2 Structure de commande prédictive par modèle interne
non linéaire

Largement étudié pour les systèmes linéaires [Morari 1983], la structure de com-
mande prédictive à modèle interne a souvent été appliquée pour des procédés indus-
triels.

La structure de commande par modèle interne est utilisée ici pour ses propriétés
de robustesse par rapport aux incertitudes du modèle et aux perturbations qui joint
sa structure et son action intégrale. Dans sa con�guration donnée sur la �gure 3.3,
la commande est non seulement appliquée au procédé, mais aussi à son modèle. Le
modèle de prédiction du procédé à commander constitue la pierre angulaire dans la
stratégie de la commande prédictive. Il est un élément indispensable pour maîtri-
ser idéalement le procédé car il prédit l'évolution des sorties en fonction des entrées
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Figure 3.3 � Structure de commande prédictive par modèle interne

appliquées. Il doit être su�samment simple, doit traduire correctement le comporte-
ment du procédé et doit surtout qualitativement être juste au niveau des tendances
vis-à-vis du procédé. La structure présentée dans la �gure 3.3 permet d'écrire la
sortie du procédé yp(k) via la sortie du modèle ym(k) et l'écart e(k) entre le procédé
et le modèle :

yp(k) = ym(k) + e(k) (3.27)

Aux instants futurs j, l'equation (3.27) est utilisée, combiné à l'hypothèse suivante :

Hypothèse 3.7 Sur l'horizon de prédiction Np, le vecteur d'écart e(j) existant entre
les sorties du procédé et celles du modèle est pris constant et égal à la dernière valeur
disponible e(k). A chaque période d'échantillonnage, cet écart est mise à jour par les
nouvelles mesures actualisées du procédé.

Étant adopté l'hypothèse 3.7, le nouveau problème d'optimisation à résoudre
soumis à la contrainte inhérente au modèle est élaborée comme suit :





PNp : min
ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp}

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (ym(j), u(j − 1))

ũ = {pu(1), ..., pu(npu)}
u ∈ U
ci (ym(j), u(j − 1)) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , ncon}

(3.28)
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3.5.3 Structure de commande prédictive par modèle interne
linéaire temps variant

Du point de vue pratique, la réalisation d'une loi de commande prédictive pour
des systèmes comportant de fortes nonlinéarités est possible, mais c'est une mé-
thode gourmande en temps de calcul. [Dufour 2000] et [Dufour 2003] proposent une
modi�cation de la structure précédente pour faciliter la mise en ÷uvre de la com-
mande. En e�et, cette approche est utilisée pour réduire le temps de calcul, qui peut
s'avérer critique dans le cas des systèmes à paramètres distribués qui nécessitent
le plus souvent un temps de calcul important. Cette stratégie visant à diminuer le
temps de calcul peut bien entendu être utilisée dans le cas de système de dimension
in�nie, puisqu'elle est basée sur un modèle de contrôle non linéaire à paramètres
localisés obtenu par discrétisation du système d'équations aux dérivées partielles.
L'idée consiste à supposer que la variation vers un comportement désiré peut être
décrite par une linéarisation du modèle initial autour d'un fonctionnement nominal.

Soit le système non linéaire à contrôler modélisé par un système d'équations dif-
férentielles continues :

(SNL)





ẋm(t) = f(xm(t), u(t)), t ∈ R∗
ym(t) = h(xm(t), u(t)), t ∈ R∗
xm(0) = x0

m

(3.29)

où xm ∈ Rn, u ∈ Rm et ym ∈ Rp sont respectivement les vecteurs d'état, de com-
mande et de sortie du modèle.

Une approximation du système non linéaire est traitée en deux étapes (Figure
3.4) :

� la détermination hors ligne d'un comportement nominal en tenant compte
des objectifs et des contraintes ; c'est la résolution hors ligne (S0) du sys-
tème non linéaire (SNL) pour une trajectoire nominale dé�nie par le triplet
(u0,x0,y0).

� la mise en place d'un modèle linéaire qui décrit les variations en ligne du
modèle par rapport au comportement nominal. Le système linéarisé est déter-
miné autour du fonctionnement nominal (u0,x0,y0). Le modèle de commande
utilise conjointement le système non linéaire déterminé hors ligne (S0) et le
système linéaire temps variant (SLTV ) intégré en ligne.

Hypothèse 3.8 Pour un système non linéaire (SNL), on suppose qu'il existe un
triplet (u0,x0,y0) véri�ant le modèle (S0) considéré, et cela pour toute condition
initiale.

Dé�nition 3.1 Modèle linéaire temps variant (SLTV )
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Figure 3.4 � Schéma de linéarisation du modèle non linéaire autour d'un fonction-
nement nominal

Soit le comportement nominal dé�ni par le triplet (x0(t), u0(t), y0(t)) :




u0(t) = u(t)−∆u(t)
x0(t) = xm(t)−∆xm(t)
y0(t) = ym(t)−∆ym(t)

(3.30)

avec ∆xm ∈ Rn, ∆u ∈ Rm, ∆ym ∈ Rp.
Au voisinage du comportement nominal (x0(t), u0(t), y0(t)), une approximation de
l'évolution du système est e�ectuée en utilisant un développement en série de Taylor
à l'ordre 1 des fonctions non linéaires f et h.
Le modèle linéaire temps variant (SLTV ) est donné par :

(SLTV )





∆ẋm(t) =
∂f

∂xm

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆xm(t) +
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆u(t)

∆ym(t) =
∂h

∂xm

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆xm(t) +
∂h

∂u

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆u(t)

(3.31)

avec ∆xm(t) = xm(t)− x0(t) et ∆u(t) = u(t)− u0(t), dé�nit dans (3.30)

Toutes les grandeurs dépendent à priori du temps puisque le triplet (u0(t), x0(t),
y0(t)) décrit une trajectoire du système. Le modèle linéaire temps variant (SLTV )
peut s'écrire sous la forme :

(SLTV )

{
∆ẋm(t) = A(t)∆xm(t) + B(t)∆u(t)

∆ym(t) = C(t)∆xm(t) + D(t)∆u(t)
(3.32)

avec les matrices temps variant A(t) (n×n), B(t) (n×m), C(t) (p×n) et D(t) (p×m).
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Figure 3.5 � Structure de commande prédictive avec linéarisation du modèle

La formulation générale du critère (3.22) devient alors dans le cas d'un modèle
de commande linéaire temps variant :

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (∆ym(j), ∆u(j − 1)) (3.33)

où la séquence de commande à déterminer est donnée par :

∆ũ = {∆pu(1), ..., ∆pu(npu)} (3.34)

Les commandes à appliquer sur la �n de l'horizon de prédiction sont :

u(j) = fu(∆pu(1), ..., ∆pu(npu)), ∀ j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} (3.35)

Finalement, la structure de commande (Figure 3.3), après la linéarisation du
modèle interne, devient celle de la �gure 3.5 et le problème d'optimisation (3.28)
devient :
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



PNp : min
∆ũ
{J(∆ũ) | ∆ũ ∈ UNp}

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (∆ym(j), ∆u(j − 1))

∆ũ = {∆pu(1), ..., ∆pu(npu)}
u ∈ U
ci (∆ym(j), ∆u(j − 1)) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , ncon}

(3.36)

3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe de la commande prédictive en

insistant sur ses particularités qui en font une méthode de commande particulière-
ment e�cace et très répondue dans le milieu industriel.

Nous nous sommes intéressés à une stratégie de commande prédictive utilisant le
modèle de commande non linéaire. Si le temps de calcul devient critique, une autre
structure à modèle interne utilisant un modèle linéarisé autour d'un fonctionnement
nominal, à la place du modèle non linéaire, peut être utilisée. En e�et, cette solution
permet de réduire le temps de calcul dédié à la résolution du modèle mathématique,
et donc le temps considéré par l'optimisation.

Ces deux stratégies de commande seront employées dans l'approche de l'identi-
�cation optimale qui fait sujet du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Approche d'identi�cation couplant
observateur et commande prédictive

4.1 Introduction

L'objectif principal de ce travail est de proposer une méthode de résolution du
problème d'identi�cation optimale en ligne des paramètres inconnus du modèle en
utilisant des mesures entrée/sortie et le modèle du procédé. Ceci se fait en injectant
au procédé une entrée spécialement conçue de façon optimale. Nous proposons donc
une stratégie couplant un contrôleur prédictif sous contraintes et un observateur non
linéaire. L'aspect temps réel pouvant être un problème, il doit pouvoir être aussi pris
en compte dans la formulation de la solution apportée.

Dans cette partie, nous commençons par spéci�er le problème d'identi�cation
optimale dans son cadre générale. Ensuite, la stratégie adoptée pour l'identi�cation
optimale en ligne des paramètres inconnus du modèle est exposée, où nous introdui-
sons deux approches de commande :

• la première est basée sur un modèle de prédiction non linéaire et est uti-
lisable si le temps de calcul de la commande n'est pas important devant le
temps d'échantillonnage disponible,

• la seconde sur un modèle linéaire temps variant, qui peut remplacer l'ap-
proche non linéaire si le temps de calcul de la commande devient un paramètre
critique face à la dynamique du système.

Ces outils d'optimisation pour l'identi�cation en ligne sont exposés avant d'en
voir les aspects de résolution numérique dans le chapitre concernant la mise en ÷uvre
de ces deux approches.
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4.2 Présentation de l'approche
Il est bien connu que la qualité des paramètres identi�és pendant une expérience

d'identi�cation dépend du signal d'excitation appliqué. En e�et, en fonction de ce
signal d'entrée, les informations contenues dans les mesures ne seront pas forcément
assez riches (sensibles) à chaque paramètre à identi�er, ce qui mène ensuite à des
problèmes structurel et numérique dans cette identi�cation.

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés à présenter un contrôleur basé
sur la sensibilité paramétrique pour l'identi�cation optimale des paramètres incon-
nus du modèle. Pour ce faire, nous utilisons des outils contraints de commande en
boucle fermée et un observateur, dans le but de maximiser la sensibilité des mesures
vis-à-vis des paramètres à identi�er, tout en tenant compte des diverses contraintes :
c'est ce qu'on appelle ici problème de commande ou de contrôle optimal.

Cette approche couplant contrôleur prédictif et estimateur résout en ligne le pro-
blème d'identi�cation à chaque instant en utilisant l'observateur. Cette approche
peut être employée pour un procédé modélisé par un modèle dynamique continu
en temps (appartenant à une famille particulière de modèles), décrit par des équa-
tions aux dérivées ordinaires non linéaires (EDO) ou par des équations aux dérivées
partielles (EDP). Le modèle de sensibilité paramétrique est explicitement déduit
du modèle et est employé par le contrôleur. Le contrôle optimal et l'estimation des
paramètres du modèle sont donc obtenus conjointement en ligne.

4.3 Formulation initiale du problème d'identi�ca-
tion optimale

Dans les modèles paramétriques, la sensibilité de la sortie du procédé yp par rap-
port aux paramètres du modèle θ détermine si les paramètres peuvent être identi�és
à partir des données expérimentales entrée/sortie. Si la sensibilité d'une sortie yp

par rapport à un paramètre θ est petite ou nulle, alors soit le paramètre n'in�uence
pas sur la sortie, soit la sortie n'est pas bien choisie, soit le signal d'entrée choisi
n'excite pas su�samment la sensibilité paramétrique. Ici, on s'interesse quant à la
troisième problématique.

D'autre part, les méthodes d'identi�cation ne peuvent être appliquées que si cer-
taines conditions sont satisfaites : les paramètres doivent être identi�ables et les
sorties mesurées doivent être su�samment sensibles aux paramètres à identi�er.
L'analyse des sensibilités permet d'étudier l'in�uence d'un paramètre sur la sortie
de système. Cette approche est un outil de décision important quant à la nécessité
d'identi�er ou non certains paramètres. Dans [Dotsch 1996], il a été montré que,
pour un système linéaire, l'identi�abilité peut être interprétée en termes de contrô-
labilité et d'observabilité du système augmenté (comprenant le modèle du système
linéaire et le modèle de sensibilité associé).
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Entre autres, on sait également que le gradient dyp

dθ
donne les informations conte-

nues dans les mesures expérimentales. Plus précisément, ce gradient apparaît dans
la matrice bien connu de l'information de Fisher (M) :

M =

∫ tf

0

∂yp(τ)T

∂θ
Q−1 ∂yp(τ)

∂θ
dτ (4.1)

où Q est une matrice de pondération (le plus souvent sous forme diagonale), où
chaque élément est inversement proportionnel à la covariance du bruit sur les me-
sures. La matrice M fournit (selon la dé�nition et le choix a priori du critère) les
informations contenus dans les mesures données par une expérience spéci�que.

Dans ce cadre, l'idée principale de notre l'algorithme d'identi�cation proposé est
d'estimer en ligne les paramètres inconnus du modèle du procédé en utilisant : le
modèle, l'observateur, et un modèle de sensibilité issu du modèle, le tout dans une
approche de commande prédictive. La question est : comment choisir la séquence
d'entrée u(t) optimale telle que ce signal de sortie soit le plus riche pour son utilisa-
tion dans l'observateur ? Ceci est traduit comme maximisation de la sensibilité dyp

dθ

des mesures du procédé yp par rapport aux paramètres θ.

Hypothèse 4.1 La sensibilité dyp

dθ
des mesures du procédé yp par rapport aux para-

mètres θ est non nulle.

Par ailleurs, pendant l'utilisation du procédé pour l'identi�cation, on exige que
quelques contraintes doivent être satisfaites à tout moment, a�n de maintenir l'uti-
lisation du procédé dans une zone de fonctionnement :

� en e�et, les entrées doivent rester dans une zone de fonctionnement des contraintes
physiques. Tout actionneur, selon la technologie utilisée, aura une plage d'uti-
lisation limitée, une vitesse et une accélération caractéristiques.

� les grandeurs mesurées ou estimées doivent rester dans une certaine zone de
fonctionnement dé�nie pour les contraintes d'activité. Elles peuvent être étroi-
tement liées à la sécurité, à la stabilité, ou à l'objectif à atteindre en terme de
produit �nal.

Ces deux types de contraintes s'écrivent donc selon :

• celles portant uniquement sur l'entrée du procédé u qui doit pouvoir être
appliqué physiquement :

{
umin ≤ u(t) ≤ umax , ∀ t ≥ 0

∆umin ≤ du(t)
dt

≤ ∆umax , ∀ t ≥ 0
(4.2)
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• celles ne portant pas uniquement sur l'entrée du procédé, notamment celles
portant sur la sortie du procédé yp et également quelques sorties non mesurés
(obtenus en fonction de l'état de procédé) peuvent être contraints :

ci(yp, xp, α, θ, u) ≤ 0, ∀ t ≥ 0 ∀ i ∈ Inc = {1, ..., nc} (4.3)
Remarque 4.1 La di�érence entre les deux vecteurs α et θ est que α est
le vecteur des paramètres du modèle à valeurs connues, tandis que θ est le
vecteur des paramètres du modèle à valeurs inconnues pour lequel le problème
de conception de l'entrée optimale est énoncé ici.

Hypothèse 4.2 Les fonctions de contraintes ci sont de classe C1.

4.4 Formulation du problème de commande prédic-
tive sous contraintes pour l'identi�cation

4.4.1 Problème initial d'optimisation sous contraintes
Le principe de la commande prédictive permet de transformer un problème d'op-

timisation en temps continu in�ni en un problème en temps discret sur un horizon
�ni. Cela revient à optimiser un critère de performance J à chaque période d'échan-
tillonnage sur un horizon de prédiction Np dont la solution est le projet de commande
ũ. Dans les formulations de commande prédictive, le modèle peut être : soit explicite-
ment sous forme discrète, soit sous forme continue résolue par un solveur numérique
à des temps discrets. Le problème d'identi�cation est implémenté sur un calculateur,
par conséquent on considère ici les signaux issus du modèle continu à des instants
discrets.

Puisque la résolution du problème d'identi�cation optimale est implémentée sur
un calculateur, on considère le modèle à des instants discrets. Le signal d'entrée,
l'état et la sortie sont considérés à l'instant présent (resp. futur) de l'indice de
temps discrétisé k (resp. j), où t = k ∗ Te (resp. t = j ∗ Te) et où Te est la période
d'échantillonnage.

Cette approche s'applique pour toute formulation de modèle continu, et notam-
ment aux systèmes qui ont des entrées qui les rendent inobservables. En e�et, ces
entrées interdites peuvent être formulées en tant que nouvelles contraintes dans le
problème d'optimisation posé. Il est possible d'ajouter nco contraintes introduites par
l'analyse d'observation, a�n d'avoir une entrée qui maintient le système observable.

La formulation de la commande prédictive établie peut s'écrive via la fonction
coût J :

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(dyp

dθ
(j)

)2

(4.4)
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Selon la formulation initiale du problème d'optimisation pour l'identi�cation, il
peut être reformulé comme problème d'optimisation contraint pour l'identi�cation
(POCII) :

(POCII)





PNp : max
ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp}

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(dyp

dθ
(j)

)2





umin ≤ u(j) ≤ umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

∆umin ≤ u(j)− u(j − 1) ≤ ∆umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

ci (yp(j), xp(j), α, θ, u(j − 1)) ≤ 0, ∀ k ≥ 0 ∀ j ∈ [k + 1, k + Np],
∀ i ∈ Inc+nco = {1, ..., nc + nco}

(4.5)

Hypothèse 4.3 Les fonctions de contraintes ci sont de classe C1.

Quelques problèmes pratiques sont présents dans cette formulation par modèle
interne :

• Le premier est lié à l'argument ũ dans la tâche d'optimisation, qui est l'en-
semble des paramètres d'entrée à élaborer en ligne par l'approche d'optimisation.
A�n d'être résolu numériquement, l'argument ũ est paramètrisé dans le temps en
dimension �nie, qui peut être fait de plusieurs manières :

1. soit la séquence ũ est une fonction de temps paramètrisée de npu paramètres :
{

ũ = [pu(1) . . . pu(npu)]
T

u(j) = fu(pu(1), . . . , pu(npu), k ∗ Te, j ∗ Te) k ≥ 0, ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]
(4.6)

2. soit ũ est un cas particulier du cas précédent, selon une série Nc échelons :




ũ = [uk uk+1 . . . uk+Nc−1]
T

u(k) = uk, ∀k ≥ 0
. . .
u(k + Nc − 1) = uk+Nc−1, ∀k ≥ 0
u(j) = uk+Nc−1 ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + Nc, k + Np − 1]

(4.7)

En résumé, la commande prédictive procède de façon spéci�que, cherchant à éta-
blir un projet de commandes futures u(t) pris à des instants discrets k. Le problème
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est ouvert lorsque la forme de la suite d'arguments discrets notés u(k) est laissé
entièrement libre. Il est possible de restreindre la recherche à un sous domaine
fonctionnel des contraintes, ou de la modi�er en paramétrisant l'argument u(t)
comme une fonction du temps avec un nombre �ni de coe�cients qui sont alors
les arguments à optimiser.

• Le second problème dans la formulation (4.5) est que, à l'instant présent k,
cette formulation est basée sur des signaux dans le futur j : la sensibilité dyp

dθ
de la

sortie mesurée yp du procédé par rapport aux paramètres θ, la mesure du procédé
yp, les paramètres θ et l'état du procédé xp. Malheureusement, ces valeurs ne sont
pas disponibles dans le futur à l'instant présent k, alors que la mesure du procédé
yp est la seule valeur disponible à chaque instant k. A�n d'obtenir un problème
d'optimisation résolvable, l'idée est d'approcher ces signaux en utilisant les me-
sures ou les états estimés à l'instant k, et l'intégration du modèle du procédé dans
une structure de commande par modèle interne (où l'entrée u est appliquée en
parallèle sur le procédé et sur des modèles).

L'approche proposée résout en ligne deux problèmes, le contrôle optimal et l'iden-
ti�cation, couplés comme problème global de commande où les paramètres inconnus
sont estimés à chaque période de temps par un observateur. Leurs valeurs sont éga-
lement introduites dans le contrôleur a�n d'améliorer le choix de la séquence de
commande.
Dans ce cadre, nous développons une stratégie de commande combinant un modèle
de procédé, un modèle de sensibilité paramétrique, un observateur non linéaire et
une stratégie de commande prédictive par modèle. Il faut donc décrire ces éléments
puis les adapter à la structure de la commande prédictive par modèle interne.

4.4.2 Modèle du procédé
Le modèle fait partie intégrante de la commande prédictive et doit par consé-

quent susciter une attention particulière lors de sa conception. Il est nécessaire de
prendre en compte certains paramètres indépendants de la modélisation qui inter-
viennent directement dans la stratégie de commande : le temps de simulation du
modèle pendant une période d'échantillonnage fait ainsi parti de ces particularités
à considérer lors de la validation du modèle que l'on appelle communément �modèle
de commande� ou �modèle de prédiction�. L'approche est basée ici sur un modèle
du procédé, qui permet :

1. de concevoir un observateur qui estime l'état du système et les paramètres à
estimer,

2. de générer le signal de sensibilité à maximiser, via un contrôleur prédictif qui
permet de régler la commande u appliquée au procédé et à l'observateur qui,
d'une part, maximise la sensibilité de la mesure yp par rapport au paramètre
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estimé θ, et d'autre part garantie l'utilisation du procédé dans une zone spé-
ci�ée explicitement à travers les contraintes,

3. de générer divers modèles de sensibilité.

Pour l'élaboration d'une loi de commande par modèle interne, un modèle décri-
vant le comportement du processus sous une certaine sollicitation connue de l'entrée
est nécessaire. Soit le modèle de procédé à contrôler décrit par un système d'équa-
tions di�érentielles continues :

(M)





ẋm(t) = f(xm(t), α, θ, u(t)), t ∈ R∗
ym(t) = h(xm(t), α, θ, u(t)), t ∈ R∗
xm(0) = x0

m

(4.8)

où xm ∈ Rn, u ∈ Rm et ym ∈ Rp sont respectivement les vecteurs d'état, de com-
mande et de sortie du modèle, α et θ des vecteurs des paramètres du modèle. La
commande prédictive se base sur la connaissance à priori du procédé par l'inter-
médiaire d'un modèle plus ou moins précis. Le modèle doit être correct au niveau
des tendances vis-à-vis du procédé et traduire quantitativement le comportement
du procédé. Ainsi, le modèle, qui représente l'élément essentiel de la structure de
commande, peut assurer la prédiction de l'évolution des sorties.

4.4.3 Observateur non linéaire
L'observateur (ou bien l'estimateur) occupe une place clef dans la stratégie de

l'approche proposée. En e�et, en fonction des informations contenues dans les me-
sures entrée/sortie et le modèle du procédé (M), on résout le problème d'identi�ca-
tion des paramètres θ a priori inconnus du modèle.

Rappelons que notre intérêt s'est inévitablement penché sur des observateurs
fournissant une estimation des paramètres inconnus du modèle. C'est une autre
utilisation des observateurs qui est liée au problème d'identi�cation. Pour cela, les
paramètres à estimer sont considérés comme de nouvelles variables d'états. Leurs
évolutions sont décrites à partir des connaissances disponibles sur eux. On obtient
alors un système augmenté pour lequel on cherche à réaliser un observateur d'état.
L'utilisation de cette approche initiée par Kalman [Kalman 1958] est de plus en plus
utilisée notamment dans le domaine de la chimie pour l'identi�cation des cinétiques
de réactions.

Plusieurs facteurs doivent être pris en compte lors de l'application des observa-
teurs non linéaires : la forme du modèle, l'observabilité des états et la sensibilité des
mesures vis-à-vis des changements d'état. Par conséquent, la conception et la syn-
thèse d'un tel observateur est étroitement liée à la structure du modèle (M) et aux
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projets de commande (élaboré par le régulateur) appliqué au système. Cet aspect de
formulation du problème d'estimation, nous amène à énoncer l'hypothèse suivante :

Hypothèse 4.4 L'état augmenté de l'observateur x̃, constitué de l'état estimé du
procédé x̂p augmenté de celui des paramètres à estimer θ̂ : x̃ = [x̂p θ̂], est observable.

En utilisant l'hypothèse 4.4 et la synthèse des observateurs pour les systèmes non
linéaires établie (chapitre 2), un observateur est basé sur le modèle (M) pour estimer
en ligne les variables d'états x̂p et les paramètres inconnus θ̂. Ces paramètres sont
donc estimés à chaque période de temps par cet observateur, et leurs valeurs est
également introduite dans le contrôleur prédictive a�n d'améliorer le choix de la
séquence de commande.

4.4.4 Modèle de sensibilité
Le modèle de sensibilité détermine si la sortie du modèle ym est sensible au

paramètre du procédé θ pour l'identi�er d'une façon optimale. L'état de ce modèle
de sensibilité est la sensibilité de l'état du modèle (M) par rapport au paramètre θ,
et est donné par l'intégration du modèle (Mxmθ) :

(Mxmθ
)





ẋmθ(t) =
∂

∂t

∂f

∂xm

∂xm

∂θ
= fxmθ(xmθ(t), xm(t), α, θ, u(t))

ymθ(t) =
∂h

∂xm

xmθ(t) = hxmθ(xmθ(t), xm(t), α, θ, u(t))

xmθ(0) = x0
mθ

(4.9)

où xmθ = dxm

dθ
∈ Rn et ymθ = dym

dθ
∈ Rp sont respectivement la sensibilité de l'état et

de la sortie du modèle par rapport au paramètre θ.

Remarque 4.1 En toute généralité, la résolution de (Mxmθ) est donc couplée à celle
de (M).

Le modèle de sensibilité de la sortie du procédé yp par rapport au vecteur de
paramètres θ est issue de (Mxmθ), et est donné par l'integration du modèle (Mxpθ) :

(Mxpθ
)





ẋpθ(t) =
∂

∂t

∂f

∂xp

∂xp

∂θ
= fxpθ(xpθ(t), xp(t), α, θ, u(t))

ypθ(t) =
∂h

∂xp

xpθ(t) = hxpθ(xpθ(t), xp(t), α, θ, u(t))

xpθ(0) = x0
pθ

(4.10)

où xpθ = dxp

dθ
∈ Rn et ypθ = dyp

dθ
∈ Rp sont respectivement la sensibilité de l'état et

de la sortie du procédé par rapport au paramètre θ.

Remarque 4.2 En toute généralité, la résolution de (Mxpθ) dépend donc de l'état
du procédé (mesuré ou estimé).
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4.4.5 Approche de la commande par modèle pour l'identi�-
cation

Dans ce cadre, nous développons une stratégie de commande combinant un mo-
dèle du procédé, un modèle de sensibilité paramétrique, un observateur non linéaire
et une stratégie de commande prédictive par modèle. Dans le cas de la commande
prédictive, la sortie du modèle (ym) est utilisée pour prédire le comportement futur
du procédé (yp) sur l'horizon de prédiction, en tenant compte de l'écart (e) actuel
entre le procédé et le modèle. Cette erreur étant classiquement supposée constante
sur l'horizon de prédiction, cette relation est valable aux instants futurs j. Grâce
à l'hypothèse 3.7 (chapitre 3), les signaux, utilisés dans la formulation initiale de
commande prédictive par modèle du problème d'optimisation sous contraintes pour
l'identi�cation, peuvent être approchés à chaque instant présent k dans les instants
futures j :





yp(j) = ym(j) + (yp(k)− ym(k)), ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + 1, k + Np]
xp(j) = xm(j) + (x̂p(k)− xm(k)), ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + 1, k + Np]

dyp

dθ
(j) = dym

dθ
(j) + (dyp

dθ
(k)− dym

dθ
(k)), ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + 1, k + Np]

θ = θ̂(k), ∀k ≥ 0

(4.11)

où :
� yp(k) est le vecteur des mesures disponibles du procédé à l'instant k.

� θ̂(k) est le vecteur des paramètres estimés à l'instant k, calculé à l'instant
k− 1 par l'observateur, avec la meilleure entrée u(k− 1) et les conditions initiales
[x̂p(k− 1) θ̂(k− 1)]T . A l'instant k = 0, θ̂(k) doit être initialisé. θ̂(k) est introduit
dans le terme de retour d'état.

� x̂p(k) est l'état du procédé estimé à l'instant k − 1 par l'observateur, avec la
meilleure entrée u(k − 1), sous les conditions initiales [x̂p(k − 1) θ̂(k − 1)]T . A
l'instant k = 0, x̂p(k) doit être initialisé. x̂p(k) est introduit dans le terme de
retour d'état.

� xm(k) est l'état de modèle obtenu à l'instant k− 1 par l'intégration des équa-
tions du système (M)de k − 1 à k, avec la meilleure entrée u(k − 1), sous l'état
initial x̂m(k − 1) et le paramètre estimé θ̂(k − 1). A l'instant k = 0, x̂m(0) doit
être initialisé.

� ym(k) est la sortie du modèle donné par xm(k).

� xm(j) est l'état du modèle à l'instant future j, trouvé à l'instant k, par l'in-
tégration des équations du système (M) sur l'horizon de prédiction Np avec la
séquence de commande ũ, sous l'état initial x̂m(k) et avec le paramètre estimé
θ̂(k).
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� ym(j) est la sortie du modèle donné par xm(j).

� dyp

dθ
(k) est la sensibilité modélisée de la sortie du procédé yp par rapport au

vecteur de paramètres θ, donnée à l'instant k − 1, par l'intégration du modèle de
sensibilité (Mxpθ) de k− 1 à k, avec la meilleure entrée u(k− 1), avec l'estimation
de paramètre θ̂(k − 1), l'état estimé du procédé x̂p et l'état initial dxp

dθ
(k − 1). A

l'instant k = 0, dxp

dθ
(k) doit être initialisé.

� dym

dθ
(k) est la sensibilité modélisée de la sortie du modèle ym par rapport au

vecteur de paramètres θ donnée à l'instant k − 1, par l'intégration du modèle de
sensibilité (Mxmθ) de k−1 à k, avec la meilleure entrée u(k−1), avec l'estimation
de paramètre θ̂(k − 1), couplé avec l'intégration du modèle (M) et l'état initial
dxm

dθ
(k − 1). A l'instant k = 0, dxm

dθ
(k) doit être initialisé.

� dym

dθ
(j) est la sensibilité modélisée de la sortie du modèle ym par rapport au

vecteur de paramètres θ à l'instant j, donné à l'instant k, par l'integration du
modèle de sensibilité (Mxmθ) sur l'horizon de prédiction Np, avec la séquence de
commande ũ, avec l'estimation de paramètre θ̂(k − 1), couplé avec l'intégration
du modèle (M) et l'état initial dxm

dθ
(k).

4.4.6 Formulation �nale
4.4.6.1 Structure de commande prédictive par modèle interne non li-

néaire

Basée sur ces approximations, la formulation initiale du commande prédictive
du problème d'optimisation contrainte pour l'identi�cation (POCII) est reformulée
comme suit (POCINL) :

(POCINL)





PNp : max
ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp}

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(dym

dθ
(j) + (

dyp

dθ
(k)− dym

dθ
(k))

)2

soumis aux contraintes sur la commande :
{

umin ≤ u(j) ≤ umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]
∆umin ≤ u(j)− u(j − 1) ≤ ∆umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

soumis aux contraintes sur la sortie :
{

ci

(
ym(j) + (yp(k)− ym(k)), xm(j) + (x̂p(k)− xm(k)), α, θ̂(k), u(j)

)

≤ 0, ∀ k ≥ 0 ∀ j ∈ [k + 1, k + Np], ∀ i ∈ Inc+nco

basé sur la résolution des modèles (M) et (Mxmθ).
(4.12)
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Cette formulation de commande prédictive par modèles du problème d'optimisation
contraint pour l'identi�cation peut être présentée par le schéma de la �gure 4.1. Cela
schématise les instructions suivantes :

� Détermination du pro�l du procédé prédictif sur un horizon �ni :
à chaque instant k, à l'aide du modèle du procédé commandé, les sorties futures
sont déterminées sur l'horizon de prédiction Np. Ces prédictions à l'instant k sur
l'intervalle de temps discret [k + 1, k + Np] dépendent des entrées et des mesures
connues jusqu'à l'instant k et de la séquence de commandes futures ũ.

� Estimation paramètrique : les valeurs des paramètres incertains du modèle
θ̂(k) sont estimés par un observateur non linéaire conjointement aux variables
d'états x̂p(k) non mesurées. A partir des mesures yp(k), de la commande u(k) et
du modèle du procédé, les variables du modèle sont déterminées avec la correction
des erreurs entre la sortie du modèle ym(k) et celle du procédé mesurée yp(k).

� Calcul de la sensibilité paramètrique : à l'aide du modèle du procédé
commandé et du modèle de sensibilité paramétrique, la sensibilité dyp

dθ
(j) est cal-

culé sur l'horizon de prédiction Np.

� Détermination du projet de commande en minimisant un critère sur
un horizon �ni : les signaux de commande futurs u(j), j = 0, .., Np sont déter-
minés en résolvant (4.12) pour que la sensibilité paramètrique dym

dθ
(k) soit aussi

maximale que possible. La minimisation de la fonction coût est généralement ob-
tenue par itération dans le cas de systèmes non linéaires.

L'idée de cette stratégie est de résoudre en ligne un problème d'optimisation
en temps discret sur un horizon prédictif �ni. En résumé, cela revient à maximi-
ser la sensibilité paramétrique à chaque période d'échantillonnage sur l'horizon de
prédiction Np dont la solution est le projet de la commande. Seule la première com-
posante u(k) de la séquence de commande ũ est appliquée pendant le prochain temps
d'échantillonnage. La résolution du problème d'optimisation recommence à k +1 en
prenant en compte les nouvelles mesures du procédé.

La résolution du problème d'optimisation dépend étroitement de la complexité du
modèle et des objectifs à atteindre. A chaque période d'échantillonnage, la méthode
d'optimisation retenue est associée à la méthode de résolution choisie du modèle du
procédé sur l'horizon de prédiction. Dans le cas d'un modèle linéaire et d'une fonc-
tion coût quadratique, la solution du problème d'optimisation est simplement une
fonction explicite des entrées futures et des sorties passées. Dans cette approche, la
résolution du problème d'optimisation s'avère plus compliquée du fait du nombre de
variables, de la complexité des équations dynamiques à résoudre mais également de
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Figure 4.1 � Structure de commande prédictive, pour l'identi�cation, avec modèle
non linéaire

la présence des contraintes sur les commandes et/ou sur les sorties. Pour ces raisons,
et malgré la puissance croissance des calculateurs, la résolution en temps réel à l'aide
d'algorithmes coûteux en temps de calcul, s'avère parfois compliquée et devient de
plus en plus complexe. Pour ces raisons, on propose ici une version linéarisée de
cette approche, qui permet de baisser le temps de calcul de la commande.

4.4.6.2 Structure de commande prédictive par modèle interne linéaire
temps variant

Un des problèmes numériques liés à la commande prédictive basé sur un modèle
est de réduire le temps de calcul nécessaire pour résoudre le problème d'optimisation
sous contrainte au cours d'une petite période d'échantillonnage (petite devant la
dynamique du procédé). Pour pallier à ce problème, les auteurs dans [Dufour 2000]
et [Dufour 2003] ont donné une approche de commande prédictive, où le problème
de contrôle optimal est résolu en ligne, basé sur des calculs faits hors ligne.

Nous employons cette approche sur la méthode d'identi�cation basée sur le mo-
dèle non linéaire (4.8) et de modèle non linéaire de sensibilité paramétrique (4.10).
La résolution de ces systèmes non linéaires est traitée en deux étapes (Figure 4.2) :

• la détermination hors ligne d'un comportement nominal en tenant compte
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des objectifs et des contraintes ; c'est la résolution hors ligne de :

- (M0) du système non linéaire (M) pour une trajectoire nominale dé�nie par
(u0,x0,θ0,y0).
- (Mxmθ0) du système non linéaire (Mxmθ) pour une trajectoire nominale dé�nie
par (u0,x0,θ0,xθ0,y0).

• la mise en place des modèles linéaires qui décrivent les variations en
ligne du modèle de procédé et du modèle de sensibilité paramètrique rapport au
comportement nominal. Les systèmes linéarisés sont déterminés autour du fonc-
tionnement nominal (u0,x0,θ0,xθ0,y0). Le modèle de commande utilise conjoin-
tement les systèmes non linéaires déterminés hors ligne (M0) et (Mxmθ0) et les
systèmes linéaires temps variant (MLTV ) et (MxmθLTV ) intégrés en ligne.

Figure 4.2 � Schéma de linéarisation d'un modèle de sensibilité non linéaire autour
d'un modèle nominal

Hypothèse 4.5 Pour les systèmes non linéaire (M) et (Mxmθ), on suppose qu'il
existe (u0,x0,θ0,xθ0,y0) véri�ant les modèles (M0) et (Mxmθ0) considérés, et cela
pour toute condition initiale.
Dé�nition 4.1 Les variations dans les modèles linéaires temps variant (MLTV ) et
(MxmθLTV ) sont dé�nies autour du comportement nominal dé�ni par (u0,x0,θ0,xθ0,y0) :




u0(t) = u(t)−∆u(t)
x0(t) = xm(t)−∆xm(t)
θ0 = θ −∆θ
xθ0(t) = xmθ(t)−∆xmθ(t)
y0(t) = ym(t)−∆ym(t)

(4.13)

70



avec ∆xm ∈ Rn, ∆u ∈ Rm, ∆ym ∈ Rp, ∆θ ∈ Rq, ∆xmθ ∈ Rn.

Au voisinage du comportement nominal (u0,x0,θ0,y0) et (u0,x0,θ0,xθ0,y0), une
approximation de l'évolution des systèmes est e�ectuée en utilisant un développe-
ment en série de Taylor à l'ordre 1 des fonctions non linéaires f , h, fxmθ et hxmθ.

Les modèles linéaires temps variant (MLTV ) et (MxmθLTV ) sont donnés par :

(MLTV )





∆ẋm(t) =
∂f

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆xm(t) +
∂f

∂θ

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆θ +
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆u(t)

∆ym(t) =
∂h

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆xm(t) +
∂h

∂θ

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆θ +
∂h

∂u

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆u(t)

(4.14)

(MxmθLTV )





∆ẋmθ(t) =
∂fxmθ

∂xmθ

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t) +
∂fxmθ

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂fxmθ

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂fxmθ

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

∆ymθ(t) =
∂hxmθ

∂xmθ

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t) +
∂hxmθ

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂hxmθ

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂hxmθ

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

(4.15)

avec ∆xm(t), ∆xmθ(t) , ∆θ et ∆u(t) issus de (4.13).

Toutes les grandeurs dépendent a priori du temps puisque (u0,x0,θ0,y0) et (u0,x0,θ0,xθ0,y0)
décrivent une trajectoire des systèmes (M) et (Mxmθ). Les modèles linéaires temps
variant (MLTV ) et (MxmθLTV ) peuvent donc s'écrire sous la forme :

(MLTV )

{
∆ẋm(t) = A(t)∆xm(t) + Bu(t)∆u(t) + Bθ(t)∆θ

∆ymt) = C(t)∆xm(t) + Du(t)∆u(t) + Dθ(t)∆θ
(4.16)

avec les matrices temps variant A(t) (n × n), Bu(t) (n × m), Bθ(t) (n × q), C(t)
(p× n), Du(t) (p×m) et Dθ(t) (p× q).
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(MxmθLTV )





∆ẋmθ(t) = AS(t)∆xmθ(t) + BSu(t)∆u(t) + BSθ
(t)∆θ

∆ymθ(t) = CS(t)∆xmθ(t) + DSu(t)∆u(t) + DSθ
(t)∆θ

(4.17)

avec les matrices temps variant AS(t) (n×n), BSu(t) (n×m), BSθ
(t) (n× q), CS(t)

(p× n), DSu(t) (p×m) et DSθ
(t) (p× q).

La résolution du modèle non linéaire (M0) et du modèle non linéaire de sensibilité
(Mxmθ0) se fait hors ligne. Le problème initial de résolution en ligne des systèmes
non linéaires (M) et (Mxmθ) est donc remplacé par un problème de résolution en
ligne des systèmes linéarisés (MLTV ) et (MxmθLTV ). Le temps de calcul en ligne des
modèles s'en trouve donc diminué.

La formulation générale du critère dé�ni dans (4.12) devient alors :

Figure 4.3 � Structure de commande prédictive, pour l'identi�cation, avec modèle
linéaire temps variant

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
dy0

dθ0

(j) +
d∆ym

d∆θ
(j) +

(dyp

dθ
(k)− (

dy0

dθ0

(k) +
d∆ym

d∆θ
(k))

))2

(4.18)

où ∆ũ est issu soit de la dé�nition (4.6), soit de la dé�nition (4.7) et de la linéari-
sation (4.13). Finalement, la structure de commande dé�nie sur la �gure 4.1, après
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linéarisation du modèle interne, est explicitée sur la �gure 4.3, et le problème d'op-
timisation (POCINL) devient (POCILTV ) :

(POCILTV )





PNp : max
∆ũ

{J(∆ũ) | ∆ũ ∈ UNp}

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
(
dy0

dθ0

(j) +
d∆ym

d∆θ
(j)) +

(dyp

dθ
(k)− (

dy0

dθ0

(k) +
d∆ym

d∆θ
(k))

))2

soumis aux contraintes sur la commande :




umin ≤ u0(j) + ∆u(j) ≤ umax,∀j ∈ [k, k + Np − 1]
∆umin ≤ u0(j) + ∆u(j)− (u0(j − 1) + ∆u(j − 1)) ≤ ∆umax,
∀j ∈ [k, k + Np − 1]

soumis aux contraintes sur la sortie :




ci (y0(j) + ∆ym(j) + (yp(k)− (y0(k) + ∆ym(k))), x0(k) + ∆xm(k)+
(x̂p(k)− (x0(k) + ∆xm(k))), α, θ0 + ∆θ, ∆u(j) ≤ 0,
∀ k ≥ 0 ∀ j ∈ [k + 1, k + Np], ∀ i ∈ Inc+nco = {1, ..., nc + nco}

(4.19)

4.5 Conclusion
Nous avons proposé un algorithme pour l'identi�cation optimale des paramètres

inconnus du modèle. Cette nouvelle approche a permis de dé�nir le problème d'op-
timisation sous contraintes pour l'identi�cation à résoudre en ligne.

Etant donné la problématique liée au problème d'identi�cation paramétrique,
nous avons utilisé la technique des observateurs qui fournissent une estimation en
ligne des paramètres du modèle via un système augmenté.

Entres autres, nous nous sommes intéressés à deux structures de commande
prédictive à modèle interne l'une non linéaire et l'autre linéaire temps variant. Si
le temps devient un paramètre critique pour l'implémentation de l'approche, cette
seconde structure vise à réduire le temps de calcul lié à l'optimisation ainsi que le
temps alloué à l'optimisation. Les problèmes d'optimisation sous contraintes pour les
deux structures de commande utilisées on été posées. A ce niveau, ces deux problèmes
d'optimisation peuvent être résolus par n'importe quel algorithme disponible pour
ce type du problème.

Une fois le problème d'optimisation sous contraintes dé�ni, un appel aux outils
numériques pour la résolution du problème d'optimisation en ligne est nécessaire, ce
qui est l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Mise en ÷uvre

5.1 Introduction
Dans le chapitre précédent, nous avons décrit le problème d'identi�cation opti-

male comme étant un problème d'optimisation sous contraintes.

Avant de présenter les résultats de simulation relatifs au contrôle optimal de pro-
cédés pour l'identi�cation, il est nécessaire de présenter des outils possibles concer-
nant la prise en compte des contraintes (entrées et sorties) dans la résolution du
problème d'identi�cation en ligne, ainsi qu'une méthode de résolution adaptée. Les
structures du contrôleur prédictif pour l'identi�cation seront présentées, pour les
deux approches proposées précédemment.

5.2 Méthodes d'optimisation utilisées
L'inconvénient majeur des problèmes d'optimisation avec contraintes est que la

solution du problème contraint n'est pas forcément un optimum de la fonction ob-
jectif. Il s'agit seulement du minimum de la fonction objectif sur l'ensemble des
éléments du domaine de recherche consistants avec les contraintes du problème. Or,
cet ensemble de points consistants n'est pas nécessairement un ensemble continu,
c'est-à-dire connexe ou convexe.

Il existe des méthodes de résolution numérique performantes et robustes pour
le problème d'optimisation sous contraintes. Mais, dans l'approche d'identi�cation
optimale proposée, la résolution du problème se répète plusieurs fois dans un instant
donné et change à chaque instant. L'objectif n'est pas d'obtenir un optimum absolu,
ni seulement une bonne solution qui garantie l'existence d'une solution sensiblement
meilleure, mais d'atteindre une résolution au bout d'un temps de calcul imparti.

Dans le cadre de notre approche de la commande prédictive pour l'identi�cation,
nous avons considéré deux types de contrainte :
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1. les contraintes sur les entrées : des contraintes "dures" qui doivent être res-
pectées en tout cas, à chaque instant, à chaque itération dans la recherche de
la solution,

2. les contraintes sur les sorties : des contraintes "douces" qui peuvent ne pas
être véri�ées à chaque instant (soit car le temps de calcul est trop court pour
trouver une solution, soit car il n'y a pas de solution).

Si les contraintes ne sont pas considérées dans la conception de la commande, il
en résulte une dégradation des performances en boucle fermée et même un risque
d'avoir un comportement indésirable, voire instable.

On considère l'écriture du problème d'optimisation (5.1) contraint sur l'argument
Λ. 




min
Λ

J(Λ)

Λ ∈ Rn

avec des contraintes sur Λ

(5.1)

La prise en compte des contraintes relatives aux variables de commande et aux
grandeurs du système (sortie et état) sera ici réalisée par des méthodes ramenant
le problème contraint initialement en un problème approché non contraint. Pour les
contraintes sur les commandes, la méthode de transformation de variable employée
est la transformation hyperbolique [Fletcher 1987]. En ce qui concerne la prise en
compte des contraintes sur les grandeurs de sortie, la méthode qui sera préférée est
celle des pénalités externes [Fletcher 1987]. Ces deux méthodes déjà discutées dans
[Dufour 2000] seront rappelées dans les paragraphes suivants.

5.2.1 Contraintes sur les entrées : méthode hyperbolique
La méthode de transformation de variable est la méthode la plus simple permet-

tant de ramener le problème d'optimisation en un autre non contraint [Minoux 1983].

Etant donné Λ ∈ Rn l'argument d'optimisation, les variables sont contraintes sur
leur amplitude :

Λmin ≤ Λ ≤ Λmax (5.2)

soit g une famille de fonctions faisant intervenir des nouvelles variables non contraintes
w :

{
Λ = g(w)
w ∈ Rn (5.3)

Hypothèse 5.1 La fonction g est inversible et univoque.
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Le problème d'optimisation contraint 5.1 est alors transformé en un problème
non contraint sur w :

{
min

w
J(w)

w ∈ Rn
(5.4)

ainsi le problème d'optimisation se ramène au choix d'une fonction de transformation
par exemple, (5.5) a été choisie par [Dufour 2000] et est utilisée dans notre travail :

Λ = gmoy + gamp tanh

[
w − gmoy

gamp

]
(5.5)

avec 



gmoy =
Λmax + Λmin

2

gamp =
Λmax − Λmin

2

(5.6)

Dans le cadre de notre approche de commande prédictive, nous utilisons cette
transformation pour les contraintes sur la commande (u ∈ R) sur :

� l'amplitude :

umin ≤ u(j) ≤ umax, j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} (5.7)

� la vitesse de variation :

∆umin ≤ u(j)− u(j − 1)

Te

≤ ∆umax j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} (5.8)

avec Te : la période d'échantillonnage.

En utilisant la transformation hyperbolique (5.5) pour les contraintes (5.7) et
(5.8), on obtient :

� dans le cas de contraintes portant uniquement sur l'amplitude :




u(j) = g(w(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w(j)− gmoy

gamp

]

w(j) ∈ R

gmoy =
umax + umin

2

gamp =
umax − umin

2

(5.9)
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� dans le cas de contraintes portant uniquement sur la vitesse :




u(j) = g(w(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w(j)− gmoy

gamp

]

w(j) ∈ R

gmoy = u(j − 1) +
Te(∆umax + ∆umin)

2

gamp =
Te(∆umax −∆umin)

2

(5.10)

� dans le cas de contraintes portant conjointement sur l'amplitude et la vitesse
(Figure 5.1) :





u(k) = g(w(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w(j)− gmoy

gamp

]

w(j) ∈ R

gmoy =
gmax + gmin

2

gamp =
gmax − gmin

2

gmin = max(umin, u(j − 1) + Te∆umin)

gmax = min(umax, u(j − 1) + Te∆umax)

(5.11)

Les valeurs de gmoy et gamp sont mises à jour à chaque instant k selon l'action de
commande u(k − 1) trouvée à l'instant précédent k − 1.

Figure 5.1 � Schéma de la loi de transformation hyperbolique

L'inconvénient est que cette transformation présente une forte diminution de
sensibilité de la fonction coût par rapport à l'argument d'optimisation quand u
atteint ses limites (c.à.d. dJ

dw
tend vers zéro). Par contre, l'un des avantages est que

la fonction non linéaire g (5.11) se comporte de manière linéaire quand u(j) tends
vers u(j−1), c.à.d. quand il y a des petits changements dans l'action de commande.
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Concernant notre problème d'identi�cation en ligne, cette transformation mène au
changement des paramètres d'argument pu de ũ aux paramètres d'argument pw de
w̃.

5.2.2 Contraintes sur les sorties : méthode des pénalités ex-
ternes

Les pénalités permettent de transformer un problème d'optimisation sous contraintes
en un problème d'optimisation non contraint. Le principe des pénalités est tout na-
turellement de pénaliser les points non consistants du domaine. On optimise alors
la nouvelle fonction objective, dé�nie par la somme de la fonction objectif initiale
avec des pénalités appliquées pour chaque contrainte du problème.

Notons que l'optimisation d'une telle fonction ne garantit pas de résoudre le pro-
blème contraint initial. En e�et, on peut imaginer que la fonction objectif initiale
présente un bassin d'attraction non consistant telles que les pénalités appliquées à ce
bassin ne soient pas su�santes pour éviter au processus d'optimisation non contraint
de déterminer ce bassin comme la solution du problème courant. L'équivalence entre
le problème initial et le problème pénalisé s'obtient à l'in�ni du temps : on applique
aux pénalités un coe�cient positif ω évolué qui tend vers l'in�ni. Ceci implique un
nombre non déterminé d'itérations jusqu'à atteindre l'équivalence.

Le choix de ces méthodes revient à leur simplicité de mise en oeuvre et à leur
e�cacité. Il s'agit de transformer le problème primal en un problème pénalisé en
ajoutant au critère de performance J , une fonction de pénalité à valeurs positives
ou nulles H liée aux contraintes. Le problème initial contraint est remplacé par un
problème pénalisé non contraint, alors la nouvelle fonction coût Jtot à minimiser
s'écrit :

{
min

Λ
Jtot(Λ) = J(Λ) + ωH(ci(Λ))

Λ ∈ Rn
(5.12)

où ω est le coe�cient de pénalité positif.

On note les contraintes portant sur les sorties :

ci(Λ) ≤ 0, i ∈ {1, ..., ncon} (5.13)

Hypothèse 5.2 Les fonctions de contraintes ci sont de classe C1.

L'idée est de trouver la solution à ce problème d'optimisation pénalisé et de faire
évoluer le poids ω pour que la quantité ωH(ci(Λ)) soit su�samment prise en compte
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au cours de la résolution numérique du problème.

Le processus de la résolution du problème d'optimisation se déroule comme suit
[Minoux 1983] :

1. �xer une pénalité ω,
2. dé�nir le critère augmenté Jtot,
3. résoudre le problème pénalisé avec un algorithme d'optimisation sans contrainte,
4. si la solution obtenue veri�e les contraintes, la solution est retenue. La péna-

lité ω augmente quand la fonction H(ci(Λ)) tend vers zéro, il diminue quand
H(ci(Λ)) tend vers l'in�ni.

On distingue deux types de méthode des pénalités :

• la méthodes des pénalités internes : l'idée est de faire approcher la solution
par l'intérieur du domaine des contraintes. Cela implique qu'à l'initialisation,
les contraintes doivent être véri�ées. Cette méthode assure la véri�cation des
contraintes, mais présente des inconvénients d'ordre numérique, notamment
aux frontières du domaine des contraintes. L'inconvénient majeur est qu'une
solution doit être donnée initialement.
• la méthode des pénalités externes : l'idée est de faire approcher la solution
par l'extérieur du domaine admissible. Ce qui facilite l'initialisation de Λ dans
sa recherche. Cela traduit qu'à l'initialisation ces contraintes ne sont pas forcé-
ment véri�ées : l'initialisation est libre. Par ailleurs, s'il n'y a pas de solution,
le cas le moins pire est trouvé.

En regard des types de contraintes considérés sur la sortie, nous avons retenu la
méthode des pénalités externes. Soient ci les contraintes traitées par la méthode des
pénalités externes. La fonction de pénalité externe hi, associée à chaque contrainte
ci, doit être continue, à dérivée continue, et respecter :

{
h(ci(Λ)) = 0 si ci(Λ) ≤ 0
h(ci(Λ)) > 0 si ci(Λ) > 0

(5.14)

La fonction (5.15) remplit les conditions énoncées précédemment, comme on peut le
voir �gure 5.2 :

hi(ci(Λ)) = [max(0, ci(Λ))]2 (5.15)
Ainsi, quand la contrainte est loin du domaine admissible, la fonction de pénalité
associée hi augmente et pénalise la minimisation du critère. La fonction de pénalité
externe H associée à l'ensemble des contraintes s'écrit :

H(ci(Λ)) =
ncon∑
i=1

hi(ci(Λ)) =
ncon∑
i=1

[max(0, ci(Λ))]2 (5.16)
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Figure 5.2 � Exemple de fonction de pénalité externe

Ce terme de pénalité H doit être minimisé durant la procédure d'optimisation. La
solution idéale est que l'argument d'optimisation Λ soit obtenu tel que toutes les
contraintes sont satisfaites (H = 0).

5.3 Formulation �nale de problème d'optimisation
pénalisé sans contraintes pour l'identi�cation

L'idée de l'approche proposée est de transformer le problème d'optimisation
contraint basé par le modèle initial pour l'identi�cation (POCINL) et (POCILTV )
en un problème d'optimisation pénalisé sans contrainte pour l'identi�cation. Deux
formulations peuvent donc être écrites, une basée sur un modèle non linéaire et
l'autre sur un modèle linéaire autour d'un fonctionnement nominal.

5.3.1 Approche basée sur le modèle non linéaire
Les contraintes sur la sortie considérées ici dans le problème d'optimisation

(POCINL) s'écrivent en utilisant Jext la fonction de pénalité externe (5.16) :

Jext(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
nc+nnco∑

i=1

(
max2(0, ci(j))

))
(5.17)

avec :

ci(j) =
(
ym(j) + (yp(k)− ym(k)), xm(j) + (x̂p(k)− xm(k)), α, θ̂(k), u(j)

)
(5.18)

Pour le problème d'identi�cation, l'idée est d'utiliser le terme Jext pour péna-
liser la minimisation de la fonction coût dé�nie positive basée sur la sensibilité de
sortie de procédé yp par rapport aux paramètres du modèle θ, tel que toutes les
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contraintes de sortie tendent à être satisfaites pendant la tâche d'optimisation. Le
problème d'optimisation pénalisé est formulé :

min
ũ

Jtot(ũ) = Jmin(ũ) + ωJext(ũ) (5.19)

avec Jmin(ũ) déduit de J(ũ) dé�ni dans (4.12) :

Jmin(ũ) =

k+Np∑

j=k+1


 1(

dym

dθ
(j) + (dyp

dθ
(k)− dym

dθ
(k))

)2

+ κ2


 (5.20)

où κ est une constante non nulle réglée pour éviter d'éventuelles divisions par zéro.

Pour les contraintes sur les entrées, l'argument d'optimisation ũ, qui manipule
les contraintes sur les entrées u, est transformé en argument w̃, tel que l'entrée w
transformée par (5.9), (5.10) ou (5.11) selon les contraintes d'entrée présentes, est
sans contrainte.

A partir du (POCINL), il en découle le nouveau problème d'optimisation pénalisé
sans contrainte pour l'identi�cation en ligne (POPSCINL) utilisant un modèle de
commande et un modèle de sensibilité non linéaire s'écrit :

(POPSCINL)





min
w̃

Jtot(w̃) = Jmin(w̃) + ωJext(w̃)

avec :
w̃ = [pw(1), ..., pw(npu)]

Jmin(w̃) =
∑k+Np

j=k+1


 1(

dym
dθ

(j)+(
dyp
dθ

(k)− dym
dθ

(k))

)2

+κ2




Jext(w̃) =
∑k+Np

j=k+1

(∑nc+nco

i=1

(
max2(0, ci(j))

))

avec :
ci(j) =

(
ym(j) + (yp(k)− ym(k)), xm(j) + (x̂p(k)− xm(k)), α, θ̂(k), w(j)

)

basé sur la résolution des modèles (M) et (Mxmθ) dé�nit dans le chapitre 4
(5.21)

5.3.2 Approche basée sur le modèle linéaire temps variant
Pour le problème d'optimisation basé sur le modèle linéaire temps variant (POCILTV ),

on considère la transformation hyperbolique (5.9), (5.10) ou (5.11) qui permet de
dé�nir w0 autour du (u0(t),x0(t),θ0,xθ0(t),y0(t)) donné page 59 :
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� dans le cas de contraintes portant uniquement sur l'amplitude :




u0(j) = g(w0(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w0(j)− gmoy

gamp

]

w0(j) ∈ R

gmoy =
umax + umin

2

gamp =
umax − umin

2

(5.22)

� dans le cas de contraintes portant uniquement sur la vitesse :




u0(j) = g(w0(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w0(j)− gmoy

gamp

]

w0(j) ∈ R

gmoy = u0(j − 1) +
Te(∆umax + ∆umin)

2

gamp =
Te(∆umax −∆umin)

2

(5.23)

� dans le cas de contraintes portant conjointement sur l'amplitude et la vitesse :




u0(k) = g(w0(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w0(j)− gmoy

gamp

]

w0(j) ∈ R

gmoy =
gmax + gmin

2

gamp =
gmax − gmin

2

gmin = max(umin, u0(j − 1) + Te∆umin)

gmax = min(umax, u0(j − 1) + Te∆umax)

(5.24)

avec les variations qui sont calculées en ligne :




∆w(j) = w(j)− w0(j)

∆u(j) = g(w0(j) + ∆w(j))− g(w0(j))

g(.) = gmoy + gamp tanh

[
.− gmoy

gamp

] (5.25)
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Cette méthode de la transformation de variable permet donc de ramener un pro-
blème d'optimisation contraint sur sa commande (u ou ∆u), à un problème non
contraint. Le vecteur de commande contraint (ũ ou ∆ũ) est transformé en un vec-
teur de commande non contraint (w̃ ou ∆w̃) à l'aide d'une fonction g(.). La fonction
inverse g−1(.) permet de revenir à la commande réelle appliquée au procédé.

Les contraintes portant sur les grandeurs de sortie, par la pénalisation externe,
s'écrivent :

Jext(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
nc+nco∑

i=1

(
max2(0, ci(j))

))
(5.26)

avec :

ci(j) =
(
y0(j) + ∆ym(j) + (yp(k)− (y0(k) + ∆ym(k))), x0(j)+

∆xm(j) + (x̂p(k)− (x0(k) + ∆xm(k))), α, θ0 + ∆θ, ∆u(j)
) (5.27)

Il est alors possible d'écrire une nouvelle fonction coût Jtot à minimiser :

min
ũ

Jtot(∆ũ) = Jmin(∆ũ) + ωJext(∆ũ) (5.28)

avec Jmin(∆ũ) déduit de J(∆ũ) donnée en (4.19) :

Jmin(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1


 1(

dy0

dθ0
(j) + d∆ym

d∆θ
(j) + (dym

dθ
(k)− (dy0

dθ0
(k) + d∆ym

d∆θ
(k)))

)2

+ κ2




(5.29)

où κ est une constante non nulle réglée pour éviter d'éventuelles divisions par zéro.

Finalement à partir du (POCILTV ), le problème d'optimisation pénalisé sans
contraint pour l'identi�cation en ligne (POPSCILTV ) utilisant un modèle de com-
mande et un modèle de sensibilité linéaires temps variant autour d'un comportement
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nominal s'écrit :

(POPSCILTV )





min
∆w̃

Jtot(∆w̃) = Jmin(∆w̃) + ωiJext(∆w̃)

Jmin(∆w̃) =
∑k+Np

j=k+1


 1(

dy0
dθ0

(j)+ d∆ym
d∆θ

(j)+( dym
dθ

(k)−(
dy0
dθ0

(k)+ d∆ym
d∆θ

(k)))

)2

+κ2




Jext(∆w̃) =
∑k+Np

j=k+1

(∑nc+nco

i=1

(
max2(0, ci(j))

))

avec :
ci(j) =

(
y0(j) + ∆ym(j) + (yp(k)− (y0(k) + ∆ym(k))), x0(j)+

∆xm(j) + (x̂p(k)− (x0(k) + ∆xm(k))), α, θ0 + ∆θ, ∆u(j)
)

basé sur la résolution en ligne des modèles (MLTV ) et (MxmθLTV )
dé�nit dans le chapitre 4.

(5.30)

avec le vecteur de commande des systèmes (MLTV ) et (MxmθLTV ) :

∆ũ = g(∆w̃) (5.31)

avec g les fonctions de transformation pour chaque entrée ∆ũ ∈ Rm.

∆w̃ est issu de la dé�nition de ũ ((4.6) et (4.7)) et de la linéarisation.

5.4 Méthode de résolution du gradient et structure
du contrôle

Nous avons présenté deux approches de commande prédictive par modèle pour
l'identi�cation optimale en ligne, une utilise un modèle non linéaire et l'autre un
modèle linéarisé autour d'un fonctionnement nominal. Les problèmes pénalisés sans
contrainte étant posés, un appel aux outils numériques pour la résolution est né-
cessaire. Le choix de la méthode de résolution et la prise en compte des contraintes
sont étroitement liés.

5.4.1 Résolution du problème pénalisé basé sur le modèle non
linéaire

Le choix d'un algorithme d'optimisation n'est pas chose aisée. Il existe de nom-
breux méthodes avec ou sans contraintes. Chaque calcul est fonction de la résolution
du modèle. La méthode retenue doit être robuste et être capable d'atteindre un op-
timum en nombre réduit de simulations. De plus, le nombre total de paramètres à
déterminer ne doit pas avoir une in�uence important sur son coût de calcul. Ainsi on
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élimine les algorithmes probabilistes qui semblent en e�et beaucoup trop gourmands
en nombre d'évaluations de la fonction. En conséquence, il semble plus raisonnable
d'utiliser des algorithmes de descente moins coûteux en temps de résolution dans la
recherche de la solution optimale.

Largement connu et utilisé pour ses propriétés de robustesse et de convergence,
l'algorithme de Levenberg-Marquardt ([Dufour 2000],[Fletcher 1987]) est utilisé dans
notre cas d'étude ou le problème d'optimisation est non contraint et pénalisé. L'ar-
gument d'optimisation pw(.) est déterminé de manière itérative (index l) à chaque
instant k en utilisant les mesures de procédé, les estimations et les divers modèles
introduit dans (POPSCINL) :

{
pk,l+1

w (i) = pk,l
w (i) + δpk,l

w (i)

(∇2J l
tot(i) + λI)δpk,l

w (i) = −∇J l
tot(i)

(5.32)

• ∇J l
tot(i) =

∂Jtot

∂pw(i)
: gradient de la fonction coût par rapport aux paramètres

d'optimisation pw à l'itération l,

• ∇2J l
tot(i) =

∂2Jtot

∂p2
w(i)

: hessien de la fonction coût par rapport aux paramètres
d'optimisation pw à l'itération l,

Dans le but d'éviter des problèmes numériques dûs à des écarts trop importants entre
l'ordre des variables, une normalisation des variables pour assurer le bon condition-
nement de la matrice hessienne est nécessaire. Pour le cas des contraintes prises en
compte par la méthode des pénalités externes, il est élémentaire d'e�ectuer une nor-
malisation de ces contraintes, par exemple entre 0 et 1 pour que toutes les contraintes
dans le cadre des pénalités externes aient le même poids.

Des modi�cations ont été introduit à l'algorithme de Levenberg Marquardt [Dufour 2000]
pour que celui puisse résoudre le problème d'optimisation posé en prenant en compte
de :

� la limitation du temps de calcul,
� la méthode de pénalité externe, en formulant un test d'arrêt [Fletcher 1987] :

max(ci(u(j), ym(j))) ≤ εcon (5.33)

Le choix des di�érents paramètres d'initialisation (λ0, ω0), des pas d'évolution
(αλ ≥ 1, αω ≥ 1, αTe ≤ 1), les di�érents tests d'arrêts (εcon) in�uencent sur la
précision des solutions et la convergence de l'algorithme. Le choix de chacun de ces
paramètres di�ère pour chaque problème posé.
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5.4.1.1 Etude des sensibilités

L'étude des sensibilités intervient à deux niveaux :
� dans l'étude de faisabilité du problème,
� dans l'algorithme d'optimisation et dans le calcul de la matrice hessienne.
a) Etude de faisabilité

L'étude de faisabilité est une approche pratique de la commandabilité du système.
Le critère doit être sensible aux variations des commandes à déterminer :

∂Jtot

∂pw(i)
6≡ 0 (5.34)

b) Calcul des sensibilités
Les équations de sensibilité du modèle (M) intervenant dans l'algorithme d'optimi-
sation permettent de calculer la sensibilité de chaque sortie considérée par rapport à
chaque argument de commande pw. Trois sensibilités peuvent être obtenues à partir
du modèle de procédé (M) :

• Le modèle de sensibilité paramétrique (Mxmθ).

• Le deuxième modèle de sensibilité détermine si la sortie du modèle ym est
sensible à l'entrée u. L'état de ce modèle est la sensibilité de l'état du modèle
par rapport à la commande u, et est la solution du modèle (Mxmu) :

(Mxmu)





ẋmu(t) =
d

dt
(
dxm

du
) = fxmu(xmu(t), xm(t), α, θ, u(t))

ymu(t) =
dym

du
(t) = hxmu(xmu(t), xm(t), α, θ, u(t))

xmu(0) = x0
mu

(5.35)

où fxmu et hxmu sont des fonctions non linéaires obtenues des fonctions f et h.

Remarque 5.1 La résolution de ce modèle (Mxmu) est donc couplée avec celle
du modèle (M) car fxmu et hxmu sont en fonction de xm.

• Le troisième modèle de sensibilité détermine si la sensibilité paramétrique
dym

dθ
est sensible par rapport à l'entrée u. L'état de ce modèle xmxmθu = d2xm

dθdu

est la sensibilité de l'état du modèle de sensibilité xmxmθ = dxm

dθ
du modèle

(Mxmθ
) par rapport à la commande u (qui est équivalente à la sensibilité de

l'état de modèle de sensibilité xmxmu = dxm

du
du modèle (Mxmu) par rapport au
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paramètre du modèle θ, et est la solution du modèle (Mxmθu) :

(Mxmθu)





ẋmxmθu(t) =
d

dt

( d

dθ
(
dxm

du
)
)

= fxmθu(xmxmθu(t), xmxmθ(t), xmu(t),

xm(t), α, θ, u(t))

ymxmθu(t) =
d

dθ

(dym

du

)
= hxmθu(xmxmθu(t), xmxmθ(t), xmu(t), xm(t),

α, θ, u(t))

d2xm

dθdu
(0) = d2xm

dθdu

0

(5.36)

avec fxmxmθu et hxmxmθu sont des fonctions non linéaires obtenues des fonctions
f et h.

Remarque 5.2 La résolution de ce modèle (Mxmθu) est donc couplée avec
la résolution des modèles (M), (Mxmθ) et (Mxmu) car l'état xmxmθu est en
fonction de xm, xmxmθ et xmxmu.

c) Calcul du hessien
Pour le calcul du déplacement des paramètres dans l'algorithme d'optimisation, les
gradients et hessiens peuvent être calculés numériquement. La fonction de coût J est
quadratique et Q est une matrice de pondération symétrique dé�nie semi-positive.
Soit Jtot le critère à minimiser par rapport au vecteur pw(i) dé�ni par :





Jtot(pw(i)) = J(pw(i)) + ωJext(pw(i))

J(pw(i)) =

k+Np∑

j=k+1

ε(j)T Q ε(j)

Jext(pw(i)) =

k+Np∑

j=k+1

nc+nco∑
i=1

2
max[0, ci(j)]

(5.37)

Les gradients par rapport à pw(i) s'écrivent :





∇J(pw(i)) = 2

k+Np∑

j=k+1

∇ε(j)T Q ε(j)

∇Jext(pw(i)) = 2

k+Np∑

j=k+1

i=nc+nco∑
i=1

∇ci(j) max(0, ci(j))

(5.38)
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et les hessiens par rapport à pw(i) :




∇2J(pw(i)) = 2

k+Np∑

j=k+1

(∇2ε(j)
)T

Q ε(j) +∇ε(j)T Q∇ε(j)T

∇2Jext(pw(i)) = 2

j=k+Np∑

j=k+1

i=nc+nco∑
i=1

(∇2ci(j)ci(j) +∇T ci(j)∇ci(j)
) max(0, ci(j))

ci(j)

(5.39)

Hypothèse 5.3 le hessien ∇2Jtot(i) est calculé par l'approximation de Gauss-Newton,
et on ne garde que les termes du premier ordre quadratique par rapport au gradient.

Les expressions approchées des hessiens sont :




∇2J(pw(i)) ≈ 2

k+Np∑

j=k+1

(∇2ε(j)
)T

Q ε(j)

∇2Jext(pw(i)) ≈ 2

j=k+Np∑

j=k+1

i=nc+nco∑
i=1

(∇T ci(j)∇ci(j)
) max(0, ci(j))

ci(j)

(5.40)

Ces expressions sont utilisées dans l'algorithme d'optimisation et nécessitent la ré-
solution des équations de sensibilité du modèle par rapport aux paramètres pw(i).

5.4.2 Résolution du problème pénalisé basé sur le modèle
linéaire temps variant

Dans ce cas, les adaptations nécessaires dans la méthode de résolution concernent :
les modi�cations à l'algorithme d'optimisation en ligne (Levenberg-Marquardt), le
calcul des sensibilités et le calcul de la matrice hessien, ont étaient prises en compte.
A chaque instant k, la loi de variation du paramètre ∆pw(.) à chaque itération l est
donnée par : {

∆pk,l+1
w (i) = ∆pk,l

w (i) + δ(∆pk,l
w (i))

(∇2J l
tot(i) + λI)δ(∆pk,l

w (i)) = −∇J l
tot(i)

(5.41)

• ∇J l
tot(i) =

∂Jtot

∂∆pw(i)
: gradient de la fonction coût par rapport aux paramètres

d'optimisation ∆pw à l'itération l,

• ∇2J l
tot(i) =

∂2Jtot

∂∆p2
w(i)

: hessien de la fonction coût par rapport aux paramètres
d'optimisation ∆pw à l'itération l,
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Quelques modi�cations de cet algorithme sont nécessaires pour que celui-ci puisse ré-
soudre le problème d'optimisation (POPSCILTV ) posé en reformulant le test d'arret
de la façon suivante :

max(ci(∆u(j), ∆ym(j))) ≤ εcon (5.42)

5.4.2.1 Etude des sensibilités
a) Etude de faisabilité

Le critère doit être sensible aux variations des commandes ∆pw(i) à déterminer :
∂Jtot

∂∆pw(i)
6≡ 0 (5.43)

b) Calcul des sensibilités
L'idée consiste à calculer la sensibilité de chaque sortie des modèles linéaires temps
variant par rapport à chaque argument de commande ∆pw(i). Ces modèles sont liées
par les modèles de linéarisation des modèles initials (M , Mxmθ, Mxmu et Mxmθu) au-
tour de (u0,x0,θ0,xθ0,y0) :

• Le modèle de sensibilité paramétrique linéaire temps variant (MxmθLTV ) dé-
�ni page 60.

• Le modèle de sensibilité de commande linéaire temps variant détermine si la
sortie du modèle linéarisé ∆ym est sensible à l'entrée ∆u. L'état de ce modèle
est la sensibilité de l'état du modèle (MLTV ) par rapport à la commande ∆u,
et est la solution du modèle (MxmuLTV ) :

(MxmuLTV )





∆ẋmu(t) =
∂fxmu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂fxmu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂fxmu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ + ∂fxmu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

= f∆xmu(∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆ymu(t) =
∂hxmu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂hxmu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂hxmu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ + ∂hxmu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

= h∆xmu(∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆xmu(0) = ∆x0
mu

(5.44)
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avec f∆xmu et h∆xmu des fonctions linéaires obtenues par la linéarisation des
fonctions fxmu et hxmu.

Remarque 5.3 La résolution de ce modèle est couplée avec celle du modèle
(MLTV ) car f∆xmu et h∆xmu sont en fonction de ∆xm.

• Le modèle de sensibilité paramètrique de commande linéaire temps variant
détermine si la sensibilité paramétrique ∆ym

∆θ
est sensible par rapport à l'en-

trée ∆u. L'état de ce modèle ∆xmxmθu = ∆2xm

∆θ∆u
est la sensibilité de l'état du

modèle de sensibilité xmxmθ = dxm

dθ
du modèle (MxmθLTV ) par rapport à la

commande ∆u (qui est équivalente à la sensibilité de l'état de modèle de sen-
sibilité ∆xmxmu = ∆xm

∆u
du modèle (MxmuLTV ) par rapport à la variation ∆θ,

et est la solution du modèle (MxmθuLTV ) :

(MxmθuLTV )





∆ẋmθu(t) =
∂fxmθu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂fxmθu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂fxmθu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂fxmθu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)+

∂fxmθu

∂xmθ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t)

= f∆xmxmθu(∆xmxmθu(t), ∆xmxmθ(t), ∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆ymθu(t) =
∂hxmθu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂hxmθu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂hxmθu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂hxmθu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)+

∂hxmθu

∂xmθ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t)

= h∆xmxmθu(∆xmxmθu(t), ∆xmxmθ(t), ∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆2xm

∆θ∆u
(0) = ∆2xm

∆θ∆u

0

(5.45)

avec f∆xmxmθu et h∆xmxmθu des fonctions linéaires obtenues par la linéarisation
des fonctions f et h.
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Remarque 5.4 La résolution de ce modèle (MxmθuLTV ) est couplée avec la
résolution du modèle (MLTV ), (MxmθLTV ) et (MxmuLTV ).

c) Calcul du hessien
Soit le nouveau critère Jtot à minimiser par rapport au vecteur ∆pw(i) dé�ni par :

Jtot(∆pw(i)) = J(∆pw(i)) + ωJext(∆pw(i)) (5.46)

Pour le calcul numérique des gradients et des hessiens du problème d'optimisa-
tion, il su�t de remplacer le vecteur ∆pw(i) par pw(i) dans les expressions (5.38),
(5.39) et (5.40).

5.4.3 Structure �nale du contrôle pour l'identi�cation

Figure 5.3 � Structure de commande prédictive par modèle non linéaire pour l'iden-
ti�cation, dans une approche de type gradient

Finalement, deux structures de contrôle optimal pour l'identi�cation en ligne se-
ront adoptées. La première associée à la méthode d'optimisation basé sur le modèle
non linéaire dans une méthode du gradient et la seconde est une méthode d'optimi-
sation basé sur le modèle linéarisé dans une méthode du gradient.
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Figure 5.4 � Structure de commande prédictive par modèle linéaire temps variant
pour l'identi�cation, dans une approche de type gradient

5.4.3.1 Structure de contrôle basé sur le modèle non linéaire

Dans le cas non linéaire, la structure du contrôle optimal pour l'identi�cation
introduit la sortie de procédé, l'observateur pour l'estimation des états du procédé
non mesurées et les paramètres du modèle, le modèle de commande non linéaire, les
trois modèles de sensibilités déduits à partir du modèle de procédé (Figure 5.3) et
le modèle de procédé de sensibilité (Mxpθ).

5.4.3.2 Structure de contrôle basé sur le modèle linéaire temps variant

Dans l'algorithme précédent, la limitation du temps du calcul était peut-être
à prendre en compte dans la résolution en temps réel. Dans le cadre du problème
d'identi�cation optimale, la structure du contrôle implique la sortie de procédé,
l'observateur pour l'estimation des états du procédé non mesurées et des paramètres
du modèle, le modèle de commande non linéaire, les trois modèles de sensibilités non
linéaires, ainsi que le modèle linéarisé, les trois modèles de sensibilités linéaires temps
variant déduit à partir du modèle de procédé (Figure 5.4) et le modèle de procédé
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de sensibilité (Mxpθ).

5.5 Conclusion
Dans ce chapitre ont été présentées les grandes étapes de la mise en oeuvre

algorithmique de la stratégie du contrôle optimal pour l'identi�cation paramétrique.

La formulation des contraintes portant sur les commandes et sur les grandeurs de
sortie ont par la suite conduit à l'écriture �nale du problème d'optimisation pénalisé
sans contrainte pour l'identi�cation en ligne. En ce qui concerne les contraintes sur
la commande, l'outil adopté est la méthode de transformation hyperbolique, tandis
que les contraintes portant sur la sortie sont traitées par la méthode des pénalités
externes.

Notre intérêt s'est penché sur la problématique du temps de calcul. Pour cette
raison, nous avons retenus deux approches de commandes pour l'identi�cation op-
timale : une utilise le modèle non linéaire et l'autre un modèle linéarisé autour d'un
fonctionnement nominal. Ceci à permis d'aboutir, pour les stratégies proposées, aux
deux structures de contrôle optimal pour l'identi�cation en ligne :

• la première utilise un modèle de prédiction non linéaire et est basée sur une
méthode de résolution de type gradient.

• la seconde introduit un modèle linéaire temps variant et une méthode de
résolution de type gradient.

Dans les chapitres suivants, sont présentées des applications de ces stratégies de
contrôle optimal pour l'identi�cation en ligne telles que nous l'avons considéré dans
ce chapitre.
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Chapitre 6

Réacteur chimique : réaction de
saponi�cation

6.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous appliquons l'approche de contrôle optimal pour l'iden-

ti�cation en ligne d'un paramètre du modèle sur un premier procédé simple : un
procédé chimique de saponi�cation. Dans le chapitre suivant, on traitera un procédé
modélisé de façon plus complexe.

Deux stratégies de commande prédictive par modèle pour l'identi�cation, précé-
demment décrites dans cette thèse, seront traitées pour ce cas d'étude : l'une basée
sur le modèle non linéaire, l'autre sur le modèle linéaire temps variant. Une étude
de comparaison des deux approches de contrôle pour l'identi�cation sera menée.

A�n de valider l'algorithme de contrôle optimal pour l'identi�cation sur un pro-
cédé relativement simple, un modèle non linéaire de réaction de saponi�cation consti-
tué par une équation aux dérivées ordinaires a été considéré. Nous nous sommes
intéressés à l'estimation de la vitesse de la réaction d'une façon optimale, tout en
garantissant le contrôle sous contraintes du débit d'alimentation.

6.2 Description du procédé de saponi�cation
La saponi�cation est la réaction de base pour faire du savon. Il existe plusieurs

procédés de saponi�cation :

� le procédé discontinu (ou marseillais) qui est ancien mais toujours utilisé ;

� les procédés continus.
Pour accélérer la réaction, on peut jouer sur plusieurs facteurs :

94



� maintenir une température élevée ;

� agiter le mélange pour permettre aux réactifs de se rencontrer plus facilement
et maintenir une émulsion.

Le procédé de saponi�cation considéré est un réacteur parfaitement agité continu
isotherme avec une double-enveloppe. Il est le siège d'une réaction exothermique,
caractérisée par une enthalpie de réaction négative. On souhaite saponi�er l'acétate
d'éthyle (A) par la soude (B) en un produit (C). La réaction est de type :

A + B −→ C (6.1)

La vitesse de réaction suit une loi d'Arrhénius du type

kv = k0 exp(−Ea/RT ) (6.2)

avec

• k0 : le facteur de fréquence [l.mol−1.min−1]
• Ea : l'énergie d'activation [J.mol−1]
• R : la constante universelle des gaz parfaits [J.mol−1.K−1]
• T : la température du milieu réactionnel [K]

6.3 Modèle
Le modèle mathématique du procédé de saponi�cation est issu de deux bilans :

un bilan de matière et un bilan d'énergie. La modélisation est réalisée sous les hy-
pothèses suivantes :

� le réacteur est considéré parfaitement agité : les températures et les concen-
trations sont donc identiques en tout point du réacteur,

� les températures de la paroi du réacteur et de la paroi de la double enveloppe
sont supposées uniformes,

� les débits d'alimentation en soude et en acétate d'éthyle sont identiques,

� il n'y a pas d'échange thermique entre l'extérieur et le milieu réactionnel.

Le comportement dynamique du réacteur est donné par un système d'équations
di�érentielles ordinaires non linéaires :
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



Ċa = −kvCaCb + Din(Cain
− Ca)/V

Ċb = −kvCaCb + Din(Cbin
− Cb)/V

Ṫ = Din/V (Tin − T )−∆Hkv CaCb/(ρ Cp)− UA(T − Tj)/(ρV Cp)

Ṫj = Dj/Vj(Tjin
− Tj) + UA(T − Tj)/(ρjVjCj)

kv = k0 exp(−Ea/RT )
Ca(0) = C0

a

Cb(0) = C0
b

T (0) = T 0

Tj(0) = T 0
j

(6.3)

• A : surface d'échange entre le réacteur et la double enveloppe [m2]
• Ca : concentration de l'acétate d'éthyle dans le réacteur [mol.l−1]
• C0

a : concentration initiale de l'acétate d'éthyle dans le réacteur [mol.l−1]
• Cain

: concentration d'alimentation en acétate d'éthyle [mol.l−1]
• Cb : concentration de la soude dans le réacteur [mol.l−1]
• C0

b : concentration initiale de la soude dans le réacteur [mol.l−1]
• Cbin

: concentration d'alimentation en soude [mol.l−1]
• Cp : capacité calori�que du produit dans le réacteur [kg.mol−1]
• Cj : capacité calori�que du �uide dans double-enveloppe [kg.mol−1]
• Din : débit d'alimentation en soude et en l'acétate d'éthyle [mol.min−1]
• Dj : débit constant de �uide dans la double-enveloppe [mol.min−1]
• T : température dans le réacteur [K]
• T 0 : température initiale dans le réacteur [K]
• Tin : température d'alimentation dans le réacteur [K]
• Tj : température dans la double-enveloppe [K]
• T 0

j : température initiale dans la double-enveloppe [K]
• Tjin

: température d'entrée du �uide dans la double-enveloppe [K]
• U : coe�cient d'échange thermique entre le réacteur et la double enveloppe

[kJ.m−2.min−1]
• V : volume constant du réacteur [l]
• Vj : volume de la double-enveloppe [l]
• ∆H : enthalpie de réaction [kJ.mol−1]
• kv : constante de vitesse de la réaction [l.mol−1.min−1]
• ρ : masse volumique dans le réacteur [kg.mol−1]
• ρj : masse volumique du �uide dans la double enveloppe [kg.mol−1]

Du point de vue du système (6.3), l'état est (Ca(t), Cb(t), T (t), Tj(t))
T , la com-

mande est Din(t) et la sortie mesurée T (t). Le système (6.3) est donc clairement un
système non linéaire continu auquel il faut ajouter les contraintes physiques d'ex-
ploitation : seuils sur la sortie (zone de fonctionnement limitée), amplitude et vitesse
d'entrée limitées (débit et variation du débit d'ouverture des vannes d'alimentation
limités).
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6.3.1 Modèle simpli�é considéré
En vu d'une application de l'approche d'identi�cation optimale sur un modèle

assez simple, on prend un système réduit : on suppose que la concentration d'entrée
en soude et la concentration d'entrée en acétate d'éthyle sont identiques, et qu'ini-
tialement, les concentrations en soude et d'acétate d'éthyle sont les mêmes dans le
réacteur. On suppose aussi que la réaction est isotherme et que la concentration
en acétate d'éthyle est mesurée en ligne. On considère alors le modèle simpli�é qui
s'écrit sous la forme d'une équation non linéaire :

{
Ċa(t) = −kvC

2
a + Din(t)

V
(Cain

− Ca)
Ca(0) = C0

a

(6.4)

où Ca est la concentration d'acétate d'éthyle mesurée en ligne et Din(t) le débit
manipulable . Les paramètres V et Cain

sont connus et kv est le paramètre à dé-
terminer par l'approche. En notant x1 = Ca, θ1 = kv, u(t) = Din(t), α1 et α2 sont
respectivement V et Cain

, ce modèle est ainsi reformulé selon la forme générale du
modèle (M) utilisée dans l'approche développée dans le chapitre 4 :

{
ẋ1(t) = −θ1x

2
1 + u(t)

α1
(α2 − x1)

y(t) = x1(t)
(6.5)

6.4 Problématique de contrôle pour l'identi�cation
Les réacteurs chimiques exothermiques ont plusieurs points stationnaires, doivent

être commandés autour d'un point instable et leurs caractéristiques sont fortement
non linéaires. Pour ces raisons, la commande non linéaire s'avère bien adaptée au
contrôle d'un tel système. Notre objectif de contrôle optimal pour l'identi�cation est
de maximiser la sensibilité de la sortie mesurée (la concentration d'acétate d'éthyle
Ca dans le réacteur) par rapport à la constante de vitesse de réaction kv à estimer.
Ceci en jouant sur le débit d'alimentation en soude Din.

6.4.1 Synthèse de l'observateur
L'idée consiste en la synthèse d'un observateur pour l'estimation de la vitesse

de réaction qui n'est pas modélisé. Cet aspect pour la synthèse de tels observateurs
a été exploitée par plusieurs auteurs pour l'estimation des vitesses de réactions
biologiques [Dochain 1986] [Nadri 2001] : elle consiste à augmenter le modèle du
procédé par des équations décrivant la dynamique des variables que l'on considère
non modélisées, telles que les vitesses de réactions. L'auteur dans [Nadri 2001] a
proposé deux hypothèses : la première suppose que la dynamique de la vitesse de
réaction est décrite par une fonction du temps qui est inconnue. La deuxième consiste
à augmenter le modèle du procédé par les vitesses de réaction et par leur dérivée
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première par rapport au temps et à considérer que les dynamiques des dérivées
premières sont décrites par des fonctions inconnues (qui dépendent du temps).

Nous allons considérer dans cette application que la vitesse de réaction est un
paramètre constant à dynamique nulle. Pour étudier le problème d'estimation en
ligne de la vitesse de réaction kv, nous utilisons le modèle simpli�é (6.5). Nous sup-
posons que :

� la mesure en ligne de concentration d'acétate d'éthyle est à notre disposition,

� la vitesse de réaction de saponi�cation est constante.

La première étape consiste à augmenter le vecteur d'état du modèle initial (6.5)
par le paramètre kv à estimer, puis à appliquer l'algorithme d'observation d'état. Le
modèle augmenté prend la forme :

{
ẋ1(t) = −θ1x

2
1 + u(t)α2−x1

α1

θ̇1 = 0
(6.6)

La connaissance à chaque instant de la concentration permet de remonter à la vitesse
de réaction. Le système (6.6) se met sous la forme :

{
ẋ(t) = A(y(t))x(t) + B(u(t), y(t))
y = Cx(t)

(6.7)

où x(t) = (x1, θ1)
T .

Le système (6.7) est observable et prend la forme (2.14) du chapitre 2. Par consé-
quent, un estimateur est donné par [Hammouri 1990] :

{
˙̂x(t) = A(y(t))x̂(t) + B(u(t), y(t))− S−1CT (Cx̂− y)
˙Sθo = −θoSθo − AT (y(t))Sθo − SθoA(y(t)) + CT C

(6.8)

où x̂(t) = (x̂1, θ̂1)
T est l'estimation de x(t), u(t) et y(t) sont respectivement l'entrée

et la sortie, où :

A(y(t)) =

(
0 −y(t)2

0 0

)
, B(u(t), y(t)) =

(
u(t)α2−y(t)

α1

0

)
, C = [1 0]

6.4.2 Formulation du problème d'optimisation
Le problème d'optimisation pour l'identi�cation en ligne est de trouver un pro�l

optimal de débit d'alimentation en soude Din(t) qui maximise la sensibilité dCa

dkv
(t)

de la concentration d'acétate d'éthyle Ca(t) par rapport à la constante de vitesse de
réaction kv. Le problème d'optimisation s'écrit :
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



max
D̃in

J(D̃in) =

k+Np∑

j=k+1

(dCa

dkv

(j)
)2

D̃in = [Din(k), ..., Din(k + Nc − 1)]T

(6.9)

ce qui revient au problème de minimisation suivant :




min
D̃in

J(D̃in) =

k+Np∑

j=k+1


 1(

dCa

dkv
(j)

)2

+ κ2




D̃in = [Din(k), ..., Din(k + Nc − 1)]T

(6.10)

avec des contraintes d'amplitude et de vitesse sur la commande :




Dmin ≤ Din(j) ≤ Dmax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

∆Dmin ≤ Din(j)−Din(j − 1) ≤ ∆Dmax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]
(6.11)

Par ailleurs, la concentration d'acétate d'éthyle dans le réacteur doit être limitée
pour des questions de qualité du produit �nal :

Ca(.) ≤ Cmax
a (6.12)

Tout ceci revient donc à �xer comme objectif de contrôle optimal la maximisation de
sensibilité dCa

dkv
sans dépasser le maximum Cmax

a avec une commande physiquement
appliquable.

6.5 Résultats de simulation
Les deux stratégies de commande détaillées dans les chapitres précédents ont été

appliquées, l'une basée sur le modèle non linéaire (POPSCINL), l'autre utilisant un
modèle linéaire temps variant (POPSCILTV ). Elles sont comparées ici sans bruit et
avec bruit de mesure.

6.5.1 Conditions de simulation
Dans les simulations, les conditions dans chaque cas traité sont les suivantes :
� l'horizon de commande Nc est égal à 1,
� l'horizon de prédiction Np est �xé à 10,
� la période d'échantillonnage Te est 60 s,
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� concernant les contraintes d'amplitude et de vitesse sur l'entrée, les limitations
sont : 




Dmax = 5× 10−3 mol.s−1

Dmin = 0 mol.s−1

∆Dmax = +8.33× 10−6mol.s−2

∆Dmin = −8.33× 10−6mol.s−2

(6.13)

� concernant les contraintes sur la sortie, les limitations sont :

Cmax
a = 15× 10−2mol.l−1 (6.14)

� les paramètres du procédé simulé sont donnés dans le tableau 6.1

Paramètre Dé�nition Valeur

k0 le facteur préexponentiel de fréquence 1, 83× 108 l.mol−1.s−1

Ea l'energie d'activation 1, 0360× 104 J.mol−1

T température de réacteur 25oC
V volume de réacteur 100l
Cain concentration d'alimentation en acétate d'éthyle 1mol.l−1

Tableau 6.1 � Paramètres de simulation du procédé simulé pour la réaction de
saponi�cation

� de fait, avec (6.2) la valeur recherchée de kv est 7.89× 10−2l.mol−1.s−1,
� les paramètres du modèle et de l'observateur sont : V = 100 l et Cain =1

mol.l−1,
� les conditions initiales sont :





pour le procédé simulé :

Ca(0) = 10−4mol.l−1

pour l'observateur et le modèle :

Ĉa(0) = 0.7× 10−4mol.l−1

k̂v(0) = 5.52× 10−2l.mol−1.s−1

(6.15)

Pour la résolution du problème d'optimisation :

• les contraintes portant sur l'amplitude et la vitesse de la commande posées
dans le chapitre 5 sont traitées en utilisant une transformation hyperbolique ;
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• la contrainte sortie est introduite à l'aide d'une fonction de pénalités ex-
ternes H ;

• les simulations sont e�ectuées sous Matlab R14 pour Windows XP sur un
Pentium(R)4 CPU cadencé à 2.80Ghz avec 1Go de mémoire vive.

6.5.2 Estimation en boucle ouverte
Nos premières simulations sont e�ectuées en boucle ouverte, avec deux entrées

di�érentes : la première, où le débit est un échelon de valeur 2× 10−3 mol.s−1 et la
deuxième, où le débit évolue sous forme d'un système de premier ordre (Figure 6.1).

a) Mesure non bruitée :

Les résultats de simulation sont reportés sur les �gures 6.2, 6.3 et 6.4. Ils corres-
pondent à l'estimation de la concentration d'acétate d'éthyle Ca, à la vitesse de
réaction kv et à la sensibilité de la sortie Ca par rapport à kv en boucle ouverte. La
valeur de θo dans l'observateur (6.8) est prise égale à 0.02. Nous pouvons remarquer
que les estimées Ĉa et k̂v convergent rapidement vers les valeurs réelles (données par
la simulation du procédé). Sur la �gure 6.3, l'évolution de l'estimée de la vitesse de
réaction k̂v converge vers la valeur réelle constante. Une erreur sur la valeur initiale
de la vitesse de réaction a été introduite (30 %) lors de la simulation de l'estimateur
pour observer son comportement vis-à-vis de cet erreur d'initialisation, ainsi que
l'in�uence de celle-ci sur la vitesse de convergence. Après convergence, cet erreur est
très faible. Par conséquent, notre stratégie d'estimation fonctionne bien.
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Figure 6.1 � Débit d'alimentation en mode continu, en boucle ouverte
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Figure 6.2 � Concentration d'acétate d'éthyle, en boucle ouverte
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Figure 6.3 � Estimation de la vitesse de réaction, en boucle ouverte

b) Mesure bruitée :

La mesure de Ca issue des simulations a été bruitée par un bruit blanc de moyenne
nulle et dont l'amplitude est égale à 5 % de l'amplitude de la sortie. Le paramètre
de réglage de l'observateur considéré (donnant un compromis entre la convergence
et la sensibilité de mesures) est θo = 0.02. Les résultats obtenus dans ce cas sont

102



0 10 20 30 40 50 60
−0.16

−0.14

−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

Temps (min)

dC
a/d

k k (
m

ol
2 /l2 .s

)

Entrée echelon
Entrée premier ordre

Figure 6.4 � Sensibilité de la concentration d'acétate d'éthyle par rapport à la
vitesse de réaction, en boucle ouverte
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Figure 6.5 � Concentration d'acétate d'éthyle, avec mesure bruitée, en boucle ou-
verte

présentés dans les �gures 6.5, 6.6 et 6.7.

Nous pouvons observer dans le cas de la mesure bruitée que les performances
de l'observateur se sont dégradées en présence du bruit. Toutefois, les résultats
d'estimation restent satisfaisants et ce paramètre principale kv est estimé entre 10
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et 15% d'erreur.
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Figure 6.6 � Estimation de la vitesse de réaction, avec mesure bruitée, en boucle
ouverte
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Figure 6.7 � Sensibilité de la concentration d'acétate d'éthyle par rapport à la
vitesse de réaction, avec mesure bruitée, en boucle ouverte
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6.5.3 Identi�cation optimale basée sur le modèle non linéaire
Nous considérons ici la structure de contrôle pour l'identi�cation basée sur la

commande prédictive par modèle interne non linéaire et la méthode de résolution
associée. Pour l'optimisation, nous avons opté pour la routine fmincon de la boîte
à outils d'Optimisation de Matlab (Toolbox Optimization). Ce solveur est une im-
plémentation de programmation quadratique successive avec recherche linéaire et
gestion des contraintes actives. Il construit une approximation quasi-newtonienne
du Hessien. Là aussi, les cas non bruité et bruité ont été traités, avec ou sans la
contrainte sortie.

a) Mesure non bruitée :

Deux cas ont été simulés dans les conditions suivantes :

• Cas 1 : la maximisation recherchée de sensibilité n'est soumis qu'aux deux
contraintes d'amplitude sur la commande, l'évolution de la sortie est libre.

• Cas 2 : idem cas 1, mais la sortie doit désormais rester en dessous d'un
maximum �xé par (6.14). Ceci a�n de se placer dans le cas général de l'algo-
rithme d'optimisation sous contraintes.

En termes de maximisation de sensibilité de la sortie par rapport au paramètre
recherché, la �gure 6.8 montre que la prise en compte de la contrainte sortie réduit
la valeur de la sensibilité maximisée et que cette sensibilité est bien supérieure à
celle obtenue en boucle ouverte (Figure 6.4) dans le cas non contraint. En termes
de commande, cette maximisation se traduit sur la �gure 6.9 où la commande est à
chaque fois saturée (cas 1) soit en vitesse, soit en amplitude, . Dans le cas 2, après
avoir suivi pendant les 5 premières minutes le même comportement que dans le cas
1, la commande diminue en amplitude pour aller se stabiliser à une valeur constante.
Ceci est dûe à la prise en compte de la contrainte sortie (Figure 6.10) qui arrive à
saturation à partir de 30 minutes. Parallèlement, dans les deux cas, la commande
appliquée au procédé et à l'observateur permet d'identi�er le paramètre constant
inconnu, et ce malgré une erreur initiale d'estimation de 30% (Figure 6.11). La
convergence vers cette valeur est assez similaire dans les deux cas, alors que le cas
deux permet de garantir un fonctionnement optimal (pour l'identi�cation) désiré
du réacteur, via la contrainte de sortie qui est posée et véri�ée. Par ailleurs, la
dynamique de la convergence de l'observateur et la prise en compte des contraintes
ont lieu en même temps (entre 10 et 20 minutes), ce qui montre que l'observation
et l'optimisation sous contraintes sont bien traités de façon couplée dynamiquement
en même temps.

b) Mesure bruitée :

La sortie simulée est maintenant bruitée par un bruit blanc de moyenne nulle et
dont l'amplitude est égale à 5 % d'amplitude de la sortie. Les résultats sont reportés
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Figure 6.8 � Sensibilité de la concentration d'acétate d'éthyle par rapport à la
vitesse de réaction, en boucle fermée, modèle de commande non linéaire
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Figure 6.9 � Débit d'entrée optimal pour l'identi�cation, en boucle fermée, modèle
de commande non linéaire

sur les �gures 6.12 à 6.15. Nous pouvons observer que les estimées dans ce cas ont
un comportement acceptable vis-à-vis du rejet de bruit de mesures. La commande
a peu changé par rapport au cas non bruité.
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Figure 6.10 � Concentration d'acétate d'éthyle, en boucle fermée, modèle de com-
mande non linéaire
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Figure 6.11 � Estimation de la vitesse de réaction, en boucle fermée, modèle de
commande non linéaire

6.5.4 Identi�cation optimale basée sur le modèle linéaire temps
variant

Pour cette approche de commande, nous avons utilisé le logiciel MPC@CB1,
basé sur une méthodologie initialement proposée par [Dufour 2000]. Les auteurs

1MPC-AT-CB.univ-lyon1.fr
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Figure 6.12 � Sensibilité de la concentration d'acétate d'éthyle par rapport à la
vitesse de réaction, avec mesure bruitée, en boucle fermée, modèle de commande
non linéaire
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Figure 6.13 � Débit d'entrée optimal pour l'identi�cation, avec mesure bruitée, en
boucle fermée, modèle de commande non linéaire

[Abid 2007] l'ont développé pour les systèmes mono-entrée mono-sortie. Il a été
étendu dans le cadre des travaux de thèse [Silva 2008] aux cas multi-entrées multi-
sorties pour une application au modèle de polymérisation en émulsion.

108



0 10 20 30 40 50 60
0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

0.13

0.14

Temps (min)

k v (
l/m

ol
/s

)

Avec contrainte sortie
Sans contrainte sortie
Valeur réelle

Figure 6.14 � Estimation de la vitesse de réaction, avec mesure bruitée, en boucle
fermée, modèle de commande non linéaire
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Figure 6.15 � Concentration d'acétate d'éthyle, avec mesure bruitée, en boucle
fermée, modèle de commande non linéaire

Pour la résolution du problème d'identi�cation, où la commande prédictive est
basé sur le modèle linéarisé autour d'un comportement nominal, on utilise les mêmes
conditions initiales considérées dans l'approche de commande prédictive non linéaire
pour l'identi�cation. La linéarisation autour des modèles (M0) et (Mxmθ0) s'e�ectue
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hors ligne avec les conditions initiales (6.15) et pour :




Din0(t) = 4.75× 10−3 mol.s−1

kv0 = 0.11 l.mol−1.s−1

dCa0

dkv0
(0) = 0

(6.16)
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Figure 6.16 � Concentration d'acétate d'éthyle, en boucle fermée, modèle de com-
mande linéaire temps variant

a) Mesure non bruitée :

Dans la première série de simulations, l'objectif est de tester la performance de l'al-
gorithme d'identi�cation pour le cas du modèle de commande linéaire temps variant
en absence du bruit. Nous avons e�ectué des simulations pour deux cas considérés
dans l'approche non linéaire :

• la maximisation de sensibilité sans contrainte sur la mesure Ca (cas 1).

• la sensibilité paramètrique dCa

dkv
est maximisée sous condition que la concen-

tration d'acétate d'éthyle est limitée.

Les �gures 6.16 à 6.19 montrent la performance de l'algorithme pour les deux cas.
Le problème couplé d'identi�cation et du contrôle optimal est bien traité. Nous pou-
vons remarquer que les résultats sont satisfaisants et sont proches de ceux obtenus
en non linéaire.

b) Mesure bruitée :
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Figure 6.17 � Estimation de la vitesse de réaction, en boucle fermée, modèle de
commande linéaire temps variant
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Figure 6.18 � Sensibilité de la concentration d'acétate d'éthyle par rapport à la
vitesse de réaction, en boucle fermée, modèle de commande linéaire temps variant

Dans la seconde série de simulations, le but est de traiter le même cas en pré-
sence du bruit de mesure.
Les courbes des �gures 6.20 à 6.23 corespondent aux résultats de simulations avec
des données buitées. Ici aussi on remarque que l'estimation de la vitesse de réac-
tion k̂v est acceptable. La sensibilité à maximiser est moins sensible que dans le cas
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Figure 6.19 � Débit d'entrée optimal pour l'identi�cation, en boucle fermée, modèle
de commande linéaire temps variant
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Figure 6.20 � Concentration d'acétate d'éthyle, avec mesure bruitée, en boucle
fermée, modèle de commande linéaire temps variant

non linéaire. Par contre, c'est le contraire pour la commande qui est cette fois plus
sensible au bruit, car l'estimation du paramètre est injectée dans la commande.
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Figure 6.21 � Estimation de la vitesse de réaction, avec mesure bruitée, en boucle
fermée, modèle de commande linéaire temps variant
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Figure 6.22 � Sensibilité de la concentration d'acétate d'éthyle par rapport à la
vitesse de réaction, avec mesure bruitée, en boucle fermée, modèle de commande
linéaire temps variant

6.5.5 Comparaison des deux approches de commande pour
l'identi�cation

Les résultats obtenus dans le cas non linéaire et linéaire temps variant, en termes
de commande, de sensibilité paramétrique et d'estimation, sont assez similaires.
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Figure 6.23 � Débit d'alimentation optimal pour l'identi�cation, avec mesure brui-
tée, en boucle fermée, modèle de commande linéaire temps variant
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Figure 6.24 � Temps nécessaire au programme pour résoudre le problème d'iden-
ti�cation optimale, comparaison entre les approches non linéaire et linéaire temps
variant

L'utilisation d'un modèle linéaire temps variant à la place d'un modèle non linéaire
permet cependant de diminuer le temps de calcul d'un facteur 3 (Figure 6.24).
Comme, le temps de calcul maximal est toujours inférieur à la période d'échan-
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Loi de commande Temps de calcul
moyen (s)

Temps de calcul
maximum (s)

Non linéaire 5.38 7,52
Linéaire temps variant 1.27 2.45

Tableau 6.2 � Comparaison des résultats obtenus pour la réaction de saponi�cation
avec les deux lois de commande

tillonnage, les deux lois de commande sont implémentables en ligne.
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6.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons établis des résultats de simulations sur un modèle

simple de procédé de saponi�cation non linéaire constitué par une équation aux
dérivées ordinaires. Ce modèle simple a permis de valider l'algorithme d'identi�ca-
tion optimale basé sur le modèle de commande non linéaire, ainsi que l'algorithme
d'identi�cation optimale basé sur le modèle linéaire temps variant. Nous avons pu
comparer le temps de calcul ainsi que la qualité des résultats obtenus avec les deux
stratégies de contrôle optimal dans le cadre d'une identi�cation en ligne. Nous avons
pu voir l'impact du bruit de mesure sur la commande et sur le paramètre à estimer.
Le temps de calcul occupé par l'algorithme de commande non linéaire n'est pas
critique pour cette application, et les résultats obtenus en non linéaire et linéaire
temps variant sont quasi-identiques.
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Chapitre 7

Procédé de cuisson radiatif des
peintures en poudre

7.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous cherchons à montrer la faisabilité de l'algorithme d'iden-

ti�cation, et à comparer les deux approches de commande prédictive par modèle
pour l'identi�cation sur un procédé de cuisson des peintures en poudre, l'une basée
sur le modèle non linéaire, l'autre sur le modèle linéaire temps variant.

Nous nous sommes intéressés au contrôle optimal pour l'identi�cation d'un pro-
cédé de cuisson sous infrarouge, basé sur un modèle régi par des équations aux déri-
vées partielles. Notre attention s'est penché sur le problème d'estimation d'un para-
mètre principal du modèle, tout en assurant la conduite du procédé sous contraintes
du �ux infrarouge.

7.2 Peintures en poudre
Les peintures en poudre sont des polymères organiques thermoplastiques ou ther-

modurcissables �nement divisés et contenant en général un ou plusieurs liants, des
pigments, des charges et des additifs. Les peintures thermoplastiques sont formées
à partir de polymères qui fondent sous l'action de la chaleur mais conservent la
même composition chimique quand ils se solidi�ent par refroidissement, tandis que
les poudres thermodurcissables permettent d'obtenir des feuils de peinture par fu-
sion des particules de polymères (coalescence) puis par polymérisation. Elles sont
généralement classées suivant la nature chimique des liants : époxy, polyester, poly-
uréthane.

L'utilisation des peintures en poudre est l'un des meilleurs moyens pour faire face
aux normes environnementales de plus en plus strictes, car ces peintures, composées
de 100 % d'extraits secs ne contiennent pas de COV (Composés Organiques Vo-
latils). C'est pourquoi, depuis l'introduction des poudres thermodurcissables dans
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les années 1960, leur développement a subi une forte croissance. Les revêtements
en poudre sont maintenant utilisés dans de nombreux domaines industriels, comme
le bâtiment ou l'industrie de l'électroménager. Les peintures en poudre deviennent
ainsi une alternative qui se justi�e de plus en plus sur le plan technologique et éco-
nomique, et le monde industriel, en particulier automobile, semble s'intéresser par
cette technique. Pourtant, la grande percée des peintures en poudre ne pourra en
e�et avoir lieu que lorsque leur technique sera reconnue comme étant la meilleure,
tant du point de vue de la consommation des ressources que de la consommation
d'énergie primaire, par rapport aux autres procédés de peinturage non polluants.
Toutefois, le contrôle commande des émetteurs qui assure une procédure de cuisson
optimisée reste encore un problème. Dans ce contexte, une thèse au sein de Labo-
ratoire de Génie des Procédés a porté sur l'étude concernant l'optimisation de la
cuisson des peintures en poudres [Bombard 2007].

En ce qui concerne les modes de cuisson des peintures en poudre, la plus grande
partie des pièces peintes est actuellement cuite dans des fours à convection et/ou
des fours équipés d'émetteurs infrarouges moyens. Le suivi de cuisson est réalisé
principalement au moyen de pro�ls de température. Néanmoins d'autres techniques
comme l'utilisation du proche infrarouge et de l'UV existent et se développent. En
�n de cuisson, les tests classiques de contrôle de la qualité du revêtement sont gé-
néralement appliqués : mesure de la couleur et brillance, épaisseur, rugosité, dureté,
adhérence, etc.

Une thèse a porté sur l'étude théorique et expérimentale de cuisson des peintures
en poudres par rayonnement infrarouge avec validation d'un modèle sur un four
pilote monté au sein du laboratoire[Bombard 2007].

On s'intéresse dans ce travail de thèse au contrôle optimal de ce procédé de
cuisson en terme d'identi�cation optimal en ligne des paramètres du modèle.

Dans ce qui suit, nous présentons tout d'abord le procédé pilote de cuisson des
peintures sous infrarouge existant au sein du laboratoire. Après avoir décrit les phé-
nomènes physico-chimiques mis en jeu, le modèle non linéaire à commande frontière
est dé�ni. Le problème de contrôle optimal pour l'identi�cation est alors posé. Une
étude numérique de la résolution du modèle est d'abord mené puis l'algorithme d'es-
timation est donné et en�n les résultats de simulation pour les deux stratégies de
contrôle optimal sont présentés.

7.3 Description du procédé de cuisson
Un four infrarouge de laboratoire a été conçu pour le travail de thèse cité ci-dessus

[Bombard 2007]. Avec une densité de �ux variant de 0 à 23, 2kW.m−2, il permet de
cuire un �lm de peinture déposé sur un échantillon. Ce four instrumenté a permis, à
partir des mesures de température au cours de cinétiques expérimentales de cuisson
de peintures, de valider un modèle de connaissance que nous utilisons dans le cadre
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de ce travail.

La �gure 7.1 est une représentation schématique du four expérimental développé
et utilisé pour étudier les cuissons de peinture en poudre. L'application de la poudre
se fait sur des panneaux standards Q-PANEL de dimension 76 x 127 x 0,8 mm3

à l'aide d'un pistolet électrostatique à décharge Corona Gema PGC1. Ce four est
constitué des éléments suivants [Bombard 2007] :

• la surface de travail est la partie inférieure du four sur laquelle est posé le porte-
échantillon, elle est rendue isotherme par une circulation d'eau alors que sa couleur
noire mat permet l'élimination (par absorption) d'une grande partie du �ux infra-
rouge parasite ré�échi.

• les quatre parois en aluminium ré�échissantes sont en contact avec la surface
de travail sur 25 mm, ce qui permet de limiter leur échau�ement et l'emission para-
site d'énergie infrarouge.

• le panneau infrarouge positionné entre les quatre parois, est ajustable en hau-
teur, au moyen de tiges �letées soudées sur sa paroi arrière et �xées sur la structure
du four. Cette conception du four permet ainsi un changement rapide du module
infrarouge, ce qui permet de tester aisément la cuisson sous di�érents types d'infra-
rouges et de �ux énergétiques incidents.

• le porte échantillon coulissant sur un rail permet de positionner rapidement et
précisément l'échantillon au centre du panneau infrarouge dans le champ de la me-
sure de température de surface sans contact par pyrométrie.

• un pyromètre Heiman KT 15.82 permet de mesurer la température au support
de l'échantillon. La mesure est faite dans la gamme de longueur d'onde comprise
entre 8 et 14 µm.

Figure 7.1 � Procédé pilote de cuisson des peintures en poudre [Bombard 2007]
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7.4 Modèle
Au cours de la cuisson, la face supérieure de l'échantillon de peinture est irradiée

par le �ux infrarouge (IR) émis par les émetteurs IR et la peinture absorbe φabs,
une fraction de la densité de puissance incidente selon sa capacité d'absorption du
rayonnement IR, représentée par le coe�cient d'absorptivité αp .

Le �ux de chaleur ainsi apporté à la surface de l'échantillon de peinture est ensuite
transmis par conduction au sein du �lm de peinture et de son support. L'élévation
de température au sein de ces domaines est régie par la loi de transfert de chaleur
décrite par la loi de Fourier (conduction pure). La couche de peinture et le support
sont supposés être homogènes et aucune résistance au transfert de chaleur entre les
deux domaines n'est considérée.

En�n, l'épaisseur cumulée du �lm de peinture et de son support est su�sam-
ment faible pour considérer que les pertes de chaleur dues aux échanges radiatifs
et convectifs des surfaces latérales avec le milieu ambiant sont négligeables. Les
échanges radiatifs et convectifs du système considéré ont donc uniquement lieu au
niveau des surfaces supérieures et inférieures de ce dernier et une modélisation en une
dimension des transferts de chaleur intervenant lors de la cuisson peut-être réalisée.

L'étude cinétique de la réaction chimique d'une peinture thermodurcissable a
pour �nalité l'établissement d'un modèle cinétique permettant la prévision du degré
de conversion et du �ux de chaleur dégagé par la réaction en fonction de l'histoire
thermique. Le couplage de ce modèle cinétique avec l'équation de la chaleur permet-
tra ensuite la prédiction de l'évolution des champs de conversion et de température
qui dé�nissent les propriétés du système réactif lors de la mise en oeuvre du procédé.

Finalement le modèle de cuisson de peinture des poudres sous infrarouge peut
être représenté par les variables d'état T (z, t) et X(z, t). L'écriture de bilan ther-
mique et la cinétique de réticulation permet d'aboutir à un système d'équations aux
dérivées partielles à commande frontière.

7.4.1 Cinétique de reticulation
La plupart des travaux existant utilisent les méthodes d'analyse thermique comme

la thermogravimétrie ou la calorimétrie à balayage di�érentielle pour caractériser la
cuisson des peintures en poudre en termes de cinétique. Certaines études corrèlent
aussi l'analyse thermique avec une analyse rhéologique, parfois à température va-
riable. Dans tous les cas, les cinétiques de nombreuses réactions en phase condensée
(décomposition, cristallisation, polymérisation, etc.) la cinétique de polymérisation
des peintures en poudre étudiées est décrite par le modèle de Sestak - Berggren sont
généralement décrites par l'équation suivante :

dX

dt
= k(T )f(X) (7.1)

120



avec :
{

k(T ) = A exp(− E
RT

)
f(X) = Xm(1−X)n (7.2)

avec :

• A :facteur-pré-exponentiel (encore appelé facteur de fréquence) [s−1]
• E : énergie d'activation [J.mol−1]
• R : constante des gaz parfaits [J.mol−1.K−1]
• T : température [K]
• X : degré de conversion (−)
• f(X) : expression mathématique du modèle cinétique
• k(T ) : constante de vitesse d'Arrhenius [s−1]
• m : paramètre cinétique (−)
• n :paramètre cinétique (−)

7.4.2 Bilan thermique
La cuisson des peintures en poudre est régie par les lois de transferts de chaleur.

Les �ux thermiques représentés schématiquement sur la �gure 7.2 sont traduits par
les équations (7.3) et (7.4). Le modèle de transferts thermiques consiste ainsi à inté-
grer numériquement l'équation de la chaleur écrite, dans chacun des milieux (support
et peinture), sous la forme :

∇(λc,s∇Ts) = ρsCps

∂Ts

∂t
, dans le support d'épaisseur es (7.3)

∇(λc,p∇Tp) = ρpCpp

∂Tp

∂t
+ φreaction, dans la peinture d'épaisseur ep (7.4)

où ρ est la masse volumique, Cp la capacité calori�que massique, λc la conductivité
thermique et ou les indices p et s correspondent à la peinture et au support res-
pectivement. La chaleur de réaction φreaction correspond à la chaleur dégagée par la
réaction exothermique de polymérisation :

φreaction = ρpep∆H0
dX

dt
(7.5)

où ep représente l'épaisseur de la couche de peinture et ∆H0 l'enthalpie de la réaction
de polymérisation Ce terme de chaleur de réaction représente le couplage entre les
modèles thermique et cinétique.
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Figure 7.2 � Echanges thermiques dans le système peinture+support

7.4.3 Conditions aux limites et initiales
Les équations aux dérivées partielles (EDP) (7.3) et (7.4) sont d'ordre deux avec

deux conditions initiales aux frontières et une condition initiale pour chacune.

- Conditions aux limites

• pour z = 0, à la surface du �lm de peinture :

−λc,p
∂Tp

∂z
(z, t) = φabs(t) − εpσ(T 4

p − T 4
1 )− hp(Tp − T1) (7.6)

φabs = αpφir(t) (7.7)

où hp est le coe�cient d'échange convectif de la peinture, φabs représente le �ux
absorbé par le système � support + peinture �, φir le �ux infrarouge incident
sur la surface de la peinture et αp le coe�cient d'absorption de la peinture.
La température T1 représente la température du milieu ambiant. L'hypothèse
majeure retenue dans l'écriture de cette condition limite supérieure est que
le rayonnement infrarouge est absorbé à la surface de l'échantillon et que ce
dernier est parfaitement opaque au rayonnement infrarouge.

• pour z = ep, à l'interface peinture-support : Le contact entre la peinture
et le support est supposé parfait ; aucune résistance au transfert thermique
n'est considérée et il y a continuité des �ux de chaleur à l'interface peinture-
support.

−λc,p
∂Tp

∂z
= −λc,s

∂Ts

∂z
(7.8)
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• pour z = ep + es, à la surface inférieure du support :

−λc,s
∂Ts

∂z
= εsσ(T 4

s − T 4
2 )− hs(Ts − T2) (7.9)

où hs est le coe�cient d'échange convectif de la peinture et T2 la température
du milieu ambiant.

- Conditions initiales

Initialement, le système � support+échantillon � est à température ambiante et
la réaction de polymérisation n'a pas commencé.





Tp(z, 0) = T1, ∀z
Ts(z, 0) = T2, ∀z
Xp(z, 0) = 0+, ∀z

(7.10)

7.4.4 Système non linéaire à paramètres distribués
Le modèle s'écrit donc sous la forme d'un système non linéaire décrit par des

équations aux dérivées partielles :




∂Tp(z,t)

∂t
= f1(∇2(Tp(z, t)), X(z, t)), ∀z ∈ [0, ep], ∀t > 0

∂Ts(z,t)
∂t

= f2(∇2(Ts(z, t)), ∀z ∈]ep, ep + es[, ∀t > 0

avec les conditions aux limites :

∂Tp(z,t)

∂z
= f3(Tp(z, t), φir(t)), z = 0, ∀t > 0

−λc,p
∂Tp(z,t)

∂z
= −λc,s

∂Ts(z,t)
∂z

, z = ep, ∀t > 0

∂Ts(z,t)
∂z

= f4((Ts(z, t)), z = ep + es, ∀t > 0

avec les conditions initiales :

Tp(z, t) = T1, Ts(z, t) = T2 ∀z ∈ [ep + es], t = 0

X(z, t) = 0+ ∀z ∈ [0, ep], t = 0

(7.11)

Dans le modèle utilisé pour la stratégie de contrôle optimal, le terme φreaction

sera négligé, l'énergie dégagée par la réaction étant négligeable par rapport à l'éner-
gie apportée par le rayonnement infrarouge [Bombard 2007]. La non-linéarité du
système intervient donc �nalement uniquement dans les conditions aux limites, le
terme di�érentiel à l'intérieur du domaine ]0, ep + es[ étant un opérateur linéaire.
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Par ailleurs, le système d'équations aux dérivées partielles est à commande frontière,
ce qui signi�e que la variable de commande apparaît dans les conditions limites du
problème (ici, la condition à la limite supérieure).

Une des contraintes les plus importantes dans la stratégie de commande pré-
dictive est le temps de calcul de la commande qui doit être inférieur à la période
d'échantillonnage caractéristique de la mesure de sortie. Le modèle résolu dans la
loi de commande doit donc l'être en un temps minimum. Une étude préliminaire à
l'établissement de la commande concerne donc la résolution numérique du modèle
non linéaire.

7.4.5 Méthodes numériques de résolution
7.4.5.1 Généralités

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont des équations di�érentielles met-
tant en jeu plusieurs variables indépendantes : des variables d'espace et de temps.
Cependant, dans un problème d'évolution temporelle posé sur un domaine spatiale,
la résolution à l'aide d'un calculateur est impossible sans qu'il soit transformé en un
nombre �ni d'inconnues.

Figure 7.3 � Classi�cation des méthodes de résolution numérique [Pourhiet 1988]

Les méthodes de résolution des équations aux dérivées partielles sont générale-
ment classés en deux grandes familles radicalement opposées dans leurs principes
(Figure 7.3) :

• la première famille est basée sur les équations continues discrétisées et réso-
lues de proche en proche. L'opérateur di�érentiel est exprimé en un point en
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fonction des inconnues aux points voisins, on parle de méthode d'approxima-
tion d'équations ou aux di�érences �nies,
• la seconde regroupe les méthodes qui traitent le problème non pas par les
équations approchées, mais directement par une approximation de la solution.

Nous avons utilisé la méthode des di�érences �nies qui pour son avantage de
préserver la structure du système, identique quelque soit le nombre de points de
discrétisation, seul l'opérateur discrétisé est approché.

7.4.5.2 Discrétisation du bilan thermique par di�érences �nies

La résolution numérique du modèle de cuisson des peintures en poudres s'e�ectue
en transformant le problème initial de dimension in�nie en un système d'équations
aux dérivées ordinaires par une discrétisation spatiale. La transformation s'e�ectue
ici par la méthode la méthode des di�érences �nies. Considérons le problème dé�nit
par l'équation suivante :

L[y(z, t)] = m(x, t) (7.12)

avec les conditions aux limites du type Dirichlet sur l'éxtrémité gauche :

y(zmin, t) = q(x) (7.13)

et la condition initiale :

y(z, 0) = v(z) (7.14)

dans lequel l'inconnue est la fonction y dé�nie pour (z, t) ∈ [zmin, zmax]×]0, +∞[,
l'opérateur L est un opérateur linéaire. Les conditions (7.13) et (7.14) sont compa-
tibles :v(zmin) = q(0).

La méthode des di�érences �nies est un outil numérique basé sur l'équation
locale qui est discrétisée et résolue de proche en proche. Le schéma aux di�érences
�nies établit un maillage de l'espace z et le divise en un nombre �ni d'intervalles
qui est le pas de discrétisation ∆z, il peut être variable ou constant. Ces points de
discrétisation se composent d'un nombre �ni de points zi du domaine [zmin, . . . , zmax].
Notons yi(t) = y(zi, t) la solution numérique obtenue aux point zi. Sur l'axe discrétisé
à pas constant ∆z, les développements de Taylor au voisinage de zi s'écrivent :

y(zi+∆z, t) = yi+1(t) = yi(t)+∆z
∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

+
∆z2

2

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

+
∆z3

6

∂3y(t)

∂z3

∣∣∣∣
z=zi

+...

(7.15)
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y(zi−∆z, t) = yi−1(t) = yi(t)−∆z
∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

+
∆z2

2

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

−∆z3

6

∂3y(t)

∂z3

∣∣∣∣
z=zi

+...

(7.16)

En limitant le développement à l'ordre 1, la dérivée première s'ecrit :
� les di�érences �nies à droite ou progressive :

∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+1(t)− yi(t)

∆z
(7.17)

� le schéma de di�érences �nies à gauche ou rétrograde :

∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi(t)− yi−1(t)

∆z
(7.18)

� la di�érence, membre à membre, des équations (7.15) et (7.16) approchées à
l'ordre 1, donne le schéma de di�érences �nies centré :

∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+1(t)− yi−1(t)

2∆z
(7.19)

Il est aussi possible d'obtenir les approximations pour des dérivées d'ordre supérieur
en utilisant plus de points de discrétisation voins de zi. En considérant le dévelop-
pement à l'ordre 2, la dérivée seconde en schéma centré s'écrit :

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+1(t)− 2yi(t) + yi−1(t)

∆z2
(7.20)

Il existe également une formulation à gauche et à droite pour la dérivée seconde :

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+2(t)− 2yi+1(t) + yi(t)

2∆z2
(7.21)

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi(t)− 2yi−1(t) + yi−2(t)

2∆z2
(7.22)

En appliquant la méthode aux équations du modèle de di�érences �nies aux équa-
tions du modèle (7.11) de cuisson des peintures. Les équations sont approchées sur
un nombre �ni de points de discrétisation Np +Ns− 1 tel que Np et Ns représentent
le nombre de points de discrétisation dans la peinture et le support respectivement.
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Appliquée au modèle (7.11), les équations issues de cette discrétisation sont :




dTpi

dt
= λp

ρpCp∆z2
1
(Tpi−1

− 2Tpi
+ Tpi+1

), ∀i ∈]1, Np[, ∀t > 0

dTsi

dt
= λs

ρsCs∆z2
2
(Tsi−1

− 2Tsi
+ Tsi+1

), ∀i ∈]1, Ns[, ∀t > 0

avec les conditions aux limites :

dTp1

dt
= λp

ρpCp∆z2
1
(Tp1 + 2Tp2) + 2h1

λp
[αpφir − σεp(T

4
p1
− T 4

1 )

−hap(Tp1 − T1)], ∀t > 0

dTpNp

dt
= λp

ρpCp∆z2
1
[TpNp−1

− (1 + λsh1

λph2
)TpNp

+ λsh1

λph2
Ts+1]

−ρp∆H0
dX1

dt
, ∀t > 0

dTsNs

dt
= λs

ρsCs∆z2
2
[(TsNs−1

− 2TsNs
)− 2h2

λs
(σεs(T

4
sNs

− T 4
2 )

+has(TsNs
− T2))], ∀t > 0

avec les conditions initiales :

Tp(z, t) = T1, Ts(z, t) = T2 ∀z ∈ [ep + es], t = 0

X(z, t) = 0+ ∀z ∈ [0, ep], t = 0
(7.23)

7.4.6 Résolution numérique du modèle en boucle ouverte
Dans la section précédente, nous avons discrétisé les équations du système (7.11)

du modèle étudié. Les paramètres du modèle sont issus de [Bombard 2007] et repris
dans le tableau 7.1. Les équations aux dérivées ordinaires obtenu après discrétisa-
tion des équations aux dérivées partielles sont résolues numériquement en utilisant
les routines d'intégration de Matlab. Nous faisons varier le nombre de points de
discrétisation dans le �lm de peinture Np et dans le support Ns. Les �gures 7.4 et
7.5 représentent le taux de conversion et le pro�l de température à la face inférieure
de support pour φir = 23200 W.m−2. La �gure 7.6 représente l'écart entre la sortie
expérimentale et la sortie du modèle. L'utilisation de Np = Ns = 3 points de dis-
crétisation conduit à une représentation de la température de cuisson assez bonne
puisque l'écart entre la température du procédé et du modèle est assez acceptable.
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Paramètre Dé�nition Valeur

αp coe�cient d'absorption 0.5286 (−)
Cpp chaleur spéci�que dans le �lm de peinture 1500 J.kg−1.K−1

Cps chaleur spéci�que dans le support 469 J.kg−1.K−1

λp conductivité thermique dans le �lm de peinture 0.08 W.m−1.K−1

λS conductivité thermique dans le support 44.5 W.m−1.K−1

ρp masse volumique dans le �lm de peinture 1590 kg.m−3

ρs masse volumique dans le support 8237 kg.m−3

εp emissivité dans le �lm de peinture 0.9424 (−)
εs emissivité volumique dans le support 0.5 (−)
hp coe�cient d'échange convectif dans le �lm de

peinture
5.7 W.K.m−2

hs coe�cient d'échange convectif dans le support 3 W.K.m−2

A facteur préexponentiel 4814400 s−1

E énergie d'activation 67722.25 J.mol−1

m constante 1.0752 (−)
n constante 0.0966 (−)
R constante des gaz parfaits 8.314 J.mol−1.K−1

σ constante de Stefan-Bolzmann 5.67× 10−4 J.mol−1.K−1

Tableau 7.1 � Paramètres de simulation pour la cuisson des peintures en poudre
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Figure 7.4 � Taux de conversion en boucle ouverte (u = 23200 W.m−2)

7.5 Problématique de contrôle pour l'identi�cation
La stratégie de commande prédictive précédemment décrites dans le chapitre 3

a été appliquée à ce procédé de cuisson de peintures en poudres durant des travaux
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Figure 7.5 � Température de sortie en boucle ouverte (u = 23200 W.m−2)
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Figure 7.6 � Ecart entre la sortie expérimentale et celle du modèle en boucle ouverte
(u = 23200 W.m−2)

de thèse [Bombard 2007] dans l'objectif de conduite du cycle de cuisson.

Dans ce contexte, notre étude s'est penché ici sur le contrôle pour l'optimisation
de la cuisson de peintures dans un problème d'identi�cation en ligne du paramètre
principal du modèle a priori inconnu.
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Nous nous sommes intéressés à trouver la commande optimale φir(t) qui maxi-
mise la sensibilité de la mesure Ts(ep +es, t) par rapport au paramètre αp, tel que αp

est identi�é d'une façon optimale . En e�et, une étude à conclure que le paramètre
qui in�ue plus sur la cinétique de cuisson de peinture est le coe�cient d'absorption
αp qui est di�cile à identi�er et est modélisé constant dans la loi de commande
[Bombard 2010].

Le problème de contrôle pour l'identi�cation est donc de trouver un pro�l optimal
de �ux infrarouge φir(t) appliqué au procédé de cuisson des peintures en poudre
et à l'observateur qui, d'une part, maximise la sensibilité de la sortie de procédé
mesurée Ts(ep + es, t) par rapport au coe�cient d'absorption αp, et d'autre part
d'assurer la conduite de système tout en tenant compte des divers contraintes de
fonctionnement : le �ux infrarouge calculé doit être physiquement admissible et le
�lm de peinture doit être acceptable en terme de qualité.

7.5.1 Synthèse de l'observateur

Il s'agit ici de mettre en ÷uvre les observateurs donnés dans le chapitre 2 pour
l'estimation du paramètre αp et les températures (états) non mesurées à partir de la
mesure de température disponible sur la face inférieure du support. Toutefois, avant
d'utiliser ces observateurs, une étude est nécessaire sur l'observabilité du système
global et sur une synthèse de l'observateur permettant l'estimation simultanée du
coe�cient d'absorption et des températures.

Nous reprenons dans cette section le modèle discrétisé de cuisson de peinture
(7.23). La seule mesure disponible est celle de la température en bas de support
Ts(ep + es, t). Notre objectif consiste à utiliser cette mesure pour estimer simultané-
ment le coe�cient d'absorption αp ainsi que les températures dans le �lm de peinture
et support (Ts et Tp) non mesurées et cela en utilisant la synthèse des observateurs.

L'étude de l'observabilité du système global nous a mené à faire une rotation au
modèle (7.23) et à augmenter le vecteur d'état pour que le système global puisse
être observable. Nous obtenons alors le nouveau système écrit sous la forme suivante :
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



dTsNs

dt
= λs

ρsCs∆z2
2
[(TsNs−1

− 2TsNs
)− 2h2

λs
(σεs(T

4
sNs

− T 4
2 )

+has(TsNs
− T2))], ∀t > 0

dTsi

dt
= λs

ρsCs∆z2
2
(Tsi−1

− 2Tsi
+ Tsi+1

), ∀i ∈]1, Ns[, ∀t > 0

dTpNp

dt
= λp

ρpCp∆z2
1
[TpNp−1

− (1 + λsh1

λph2
)TpNp

+ λsh1

λph2
TsNp+1

]

−ρp∆H0
dX1

dt
, ∀t > 0

dTpi

dt
= λp

ρpCp∆z2
1
(Tpi−1

− 2Tpi
+ Tpi+1

), ∀i ∈]1, Np[, ∀t > 0

dTp1

dt
= λp

ρpCp∆z2
1
(Tp1 + 2Tp2) + 2h1

λp
[αpφir − σεp(T

4
p1
− T 4

1 )

−hap(Tp1 − T1)], ∀t > 0

dαp

dt
= 0, ∀t > 0

(7.24)

On remarque que le système (7.24) est sous la forme (2.6) a�ne en l'état. Par
conséquent, l'estimation de αp et de (Ts, Tp) peut être obtenue en utilisant un ob-
servateur donné par [Hammouri 1990], où le paramètre αp rajouté au vecteur d'état
est considéré avec un état dont la dynamique est nulle. L'observateur s'écrit donc
sous la forme suivante :

{
˙̂x(t) = A(u)x̂(t) + ϕ(y, x̂)− S−1

θo
CT (Cx̂− y)

˙Sθo = −θoSθo − AT (u)Sθo − SθoA(u) + CT C
(7.25)

où x̂(t) = (T̂si
, T̂pi

, α̂p)
T est l'estimation de x(t) = (Tsi

, Tpi
, αp)

T , u(t) = φir(t) et
y(t) = Ts(ep + es, t) = TsNs

(t) sont respectivement l'entrée et la sortie, où :

A(u) =




0 2 λs

ρsCsh2
2

0 · · · 0
... 0 λs

ρsCsh2
2

0 · · · ...
... · · · . . . . . . . . . ...
... · · · · · · . . . . . . 0
... · · · · · · · · · . . . λp

ρpCph2
2

2∆z2
1

λp
u

0 · · · · · · · · · · · · 0



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ϕ(y, x̂) =




−2 λs

ρsCsh2
2

2∆z2

λs
σs(y

4 − T 4
2 )

λs

ρsCsh2
2
(−2TsNs−1 + y)

...
−(1 + λsh1

λph2
)TpNp

+ λsh1

λph2
TsNp+1

...
λp

ρpCph2
1
(−2Tp2 + Tp3)

...
λp

ρpCph2
1
(−2Tp1 + 2Tp2 − 22∆z1

λp
σpεp(T

4
p1
− T 4

1 ) + hap(Tp1 − T1))




et :

C = (1 0 . . . 0)

7.5.2 Formulation du problème d'optimisation
L'objectif du contrôle optimal est de déterminer le �ux infrarouge φir(t) qui

maximise la sensibilité dTs(ep+es)

dαp
, du coe�cient d'absorption αp par rapport à la

température de support Ts(ep + es) mesurée. Le tout, en respectant la contrainte
d'amplitude du �ux infrarouge ainsi que la limitation en température de la sortie
mesurée. Le problème d'optimisation s'écrit :





min
φ̃ir

J(φ̃ir) =

k+Np∑

j=k+1


 1(

dTs(ep+es)

dαp
(j)

)2

+ κ2




φ̃ir = [φir(k), ..., φir(k + Nc − 1)]T

(7.26)

avec des limitations sur l'amplitude de la commande :

φirmin ≤ φir(j) ≤ φirmax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1] (7.27)

et la température de support Ts(ep + es) doit être limitée pour des questions de
qualité du produit �nal :

Ts(ep + es)(.) ≤ Ts(ep + es)
max (7.28)
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7.6 Résultats de simulation

Les deux approches d'identi�cation détaillées dans le chapitre 5 ont été appli-
quées, une basée sur le modèle non linéaire (POPSCINL), l'autre utilisant un modèle
linéaire temps variant (POPSCILTV ).

7.6.1 Conditions de simulation

Les simulations ont été réalisés dans les conditions suivantes :

• la période d'échantillonnage Te vaut 1s (ce qui rend le temps de calcul cri-
tique vis-à-vis de la dynamique du procédé),

• pour la résolution numérique du modèle, di�érentes simulations utilisant
la méthode des di�érences �nies ont été e�ectuées. Le procédé est simulé avec
une discrétisation de 3 points dans le �lm peinture et 3 points dans le support
métallique. Ce choix parait un nombre optimal de points assurant une discré-
tisation optimale, dans le sens que si on prend plus de points, la solution du
modèle n'est gère améliorée alors que le temps de calcul augmente fortement,

• l'horizon de commande Nc est égal à 1,

• l'horizon de prédiction Np est �xé à 10,

• les bornes des contraintes sur l'amplitude de la commande sont les suivantes :

0 W.m−2 ≤ φir(t) ≤ 23200 W.m−2 (7.29)

• concernant les contraintes sur la sortie, la température maximale à ne pas
dépasser :

Ts(ep + es)
max = 420 K (7.30)

• les paramètres du modèle, du procédé simulé et du paramètre à identi�er αp

sont donnés dans le tableau 7.1,
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• les conditions initiales sont :




pour le procédé simulé :

Tpi
(0) = 306.12 K

Tsi
(0) = 306.12 K

pour l'observateur et le modèle :

T̂pi
(0) = 299 K

T̂si
(0) = 299 K

α̂p(0) = 0.42

(7.31)

• les contraintes portant sur l'amplitude de la commande posées dans (7.29)
sont traitées en utilisant une transformation hyperbolique ;

• la contrainte restante est introduite à l'aide d'une fonction de pénalités
externes H.

• les simulations sont e�ectuées sous Matlab R14 pour Windows XP sur un
Pentium(R)4 CPU cadencé à 2.80Ghz avec 1Go de mémoire vive.

7.6.2 Estimation en boucle ouverte
Les simulations sont e�ectuées en boucle ouverte, avec deux entrées di�érentes : la

première, où le �ux infrarouge φir est pris constant (u = 5000 W.m−2) et la deuxième,
où le �ux infrarouge évolue sous forme d'un système de premier ordre (Figure 7.7).
Une erreur sur la valeur initiale du coe�cient d'absorption a été introduite lors de
la simulation pour observer son comportement vis-à-vis l'estimation.

a) Mesure non bruitée :

Le paramètre de réglage choisi θo est pris égale 165. La courbe de la �gure 7.8 pré-
sente l'estimation de αp délivrée par l'estimateur comparée avec sa valeur de procédé
simulé. Nous pouvons observer que les valeurs estimées converge rapidement vers les
valeurs réelles (Figures 7.9 et 7.8). La �gure 7.10 montre que la sensibilité est plus
forte avec le premier ordre. Par ailleurs, l'estimation fonctionne donc bien sans bruit
de mesures.

b) Mesure bruitée :

Pour se placer dans le cadre de mesures réalistes, la mesure Ts(ep + es), issue du
procédé simulé, a été bruitée avant son utilisation par l'estimateur, via un bruit
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blanc de moyenne nulle et d'espérance égale à 3% de la mesure initiale (voir �gures
7.11 et 7.12). De plus, nous avons intentionnellement introduit une erreur (égale à
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Figure 7.7 � Flux infrarouge, en boucle ouverte
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Figure 7.8 � Estimation du coe�cient d'absorption, en boucle ouverte

20%) sur la condition initiale du paramètre à estimer, et une erreur de 3% sur des
températures à estimer. Les résultats obtenus sont reportés sur la �gure 7.11 et 7.12
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Figure 7.9 � Température face inférieure du support, en boucle ouverte

où les variables estimées sont comparées à leur "vraies" valeur, issues du procédé
simulé avec uniquement u = 5000 W.m−2. Nous remarquons dans les deux cas que
l'estimée de αp converge vers sa valeur réelle. Notons également la bonne concor-
dance entre les estimées de αp et (Ts, Tp) et leurs valeurs données par le procédé
simulé.

7.6.3 Identi�cation optimale basée sur le modèle non linéaire
Dans cette section, nous avons utilisé pour les di�érents simulations les conditions

de simulation dé�nies précédemment et la structure de contrôle pour identi�cation
basé sur la commande prédictive par modèle interne non linéaire dé�nie dans le
chapitre 4 et par la méthode de résolution donnée dans le chapitre 5 de mise en
÷uvre de l'approche proposée. Pour l'optimisation, nous avons opté pour la routine
fmincon de la boîte à outils d'Optimisation de Matlab (Toolbox Optimization).

A�n de tester les performances de l'algorithme d'identi�cation proposé, nous
avons e�ectué deux simulations dans deux conditions di�érentes :

• la première : la maximisation recherchée de sensibilité n'est soumis qu'à la
contrainte d'amplitude sur la commande, l'évolution de la sortie est libre.

• la deuxième : idem première condition, mais la sortie doit désormais res-
ter en dessous d'un maximum �xé. Ceci a�n de se placer dans le cas général
de l'algorithme d'optimisation sous contraintes.
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Figure 7.10 � Sensibilité de la température face inférieure du support par rapport
au coe�cient d'absorption, en boucle ouverte
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Figure 7.11 � Température face inférieure du support, avec mesure bruitée, en
boucle ouverte (u = 5000 W.m−2)

La �gure 7.14 montre que la prise en compte de la contrainte sortie réduit la
valeur de la sensibilité maximisée. En termes de commande, cette maximisation se
traduit sur la �gure 7.15 où l'amplitude de la commande reste limitée en respectant
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Figure 7.12 � Estimation du coe�cient d'absorption, avec mesure bruitée, en boucle
ouverte (u = 5000 W.m−2)
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Figure 7.13 � Sensibilité de la température face inférieure du support par rapport au
coe�cient d'absorption, avec mesure bruitée, en boucle ouverte (u = 5000 W.m−2)

les contraintes. Dans le cas où la sortie est contrainte (deuxième cas), après avoir
suivi pendant les 70 secondes le même comportement que dans le cas précédent, la
commande diminue en amplitude pour aller se stabiliser à une valeur constante. Ceci
est dûe à la prise en compte de la contrainte sortie qui arrive à saturation à partir de
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Figure 7.14 � Sensibilité de la température face inférieure du support par rapport
au coe�cient d'absorption, en boucle fermée, modèle de commande non linéaire
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Figure 7.15 � Flux infrarouge optimal pour l'identi�cation, en boucle fermée, mo-
dèle de commande non linéaire

80 secondes (Figure 7.16). En termes d'identi�cation, dans les deux cas, la commande
appliquée au procédé et à l'observateur permet d'estimer le coe�cient d'absorption
avec une vitesse de convergence élevé, et ce malgré une erreur initiale d'estimation
de 20% (Figure 7.17). La convergence vers cette valeur est assez similaire dans les
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Figure 7.16 � Température face inférieure du support, en boucle fermée, modèle
de commande non linéaire
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Figure 7.17 � Estimation du coe�cient d'absorption, en boucle fermée, modèle de
commande non linéaire

deux cas, alors que le cas deux permet de garantir un fonctionnement optimal (pour
l'identi�cation) désiré du procédé de cuisson, via la contrainte de sortie qui est posée
et véri�ée.
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7.6.4 Identi�cation optimale basée sur le modèle linéaire temps
variant
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Figure 7.18 � Sensibilité de la température face inférieure du support par rapport
au coe�cient d'absorption, en boucle fermée, modèle de commande linéaire temps
variant

Pour la résolution de problème d'identi�cation, dont la commande prédictive est
basée sur le modèle linéaire autour d'un comportement nominal, on utilise les mêmes
conditions initiales considérés dans l'approche de commande prédictive non linéaire
pour identi�cation. La linéarisation autour des modèles (M0) et (Mxmθ0) s'e�ectue
hors ligne avec les conditions initiales (7.31) et pour :





φir0(t) = 2900 W.m−2

θ0 = 0.5339
dαp0

dTs(ep+es)0
(0) = 0

(7.32)

Les résultats sont donnés sur les �gures de 7.18 à 7.21. Ces résultats montrent la
performance de l'algorithme d'identi�cation utilisé pour les deux cas traités dans
l'approche non linéaire. Nous remarquons aussi que les résultats sont proches de
ceux trouvés en non linéaire.

7.6.5 Comparaison des deux approches de commande pour
l'identi�cation

A�n de comparer les résultats obtenus avec les deux stratégies de commande,
nous allons nous intéresser aussi au temps de calcul occupé par l'optimisation et la
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Figure 7.19 � Flux infrarouge optimal pour l'identi�cation, en boucle fermée, mo-
dèle de commande linéaire temps variant
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Figure 7.20 � Température face inférieure du support, en boucle fermée, modèle
de commande linéaire temps variant

résolution des modèles. Ce paramètre est important dans le cadre d'une application
en ligne. Le tableau 7.2 montre le temps de calcul moyen ainsi que le temps de calcul
maximum. La �gure 7.22 montre le temps de calcul nécessaire aux deux approches
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Figure 7.21 � Estimation du coe�cient d'absorption, en boucle fermée, modèle de
commande linéaire temps variant
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Figure 7.22 � Temps nécessaire au programme pour résoudre le problème d'iden-
ti�cation optimale, comparaison entre les approches non linéaire et linéaire temps
variant

d'identi�cation optimal tout au long de la simulation. L'utilisation d'un modèle li-
néaire temps variant à la place d'un modèle non linéaire permet de diminuer le temps
de calcul d'un facteur 250. D'autre part, pour les deux approches, le signal de sensi-
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bilité de la sortie par rapport au paramètre garantit le fonctionnement optimal pour
l'identi�cation, sous présence de la contrainte de sortie, qui est véri�ée. Cependant,
le temps de calcul maximal pour l'approche de commande linéaire temps variant
étant toujours inférieur à la période d'échantillonnage, cette loi de commande est
implémentable en ligne. Par contre, la mise en ÷uvre expérimentale de l'algorithme
d'identi�cation utilisant le modèle de commande non linéaire est impossible à ce
jour. Au niveau des résultats d'estimation et de commande, les deux approches sont
assez si similaires. Pour ce procédé, la méthode linéaire est donc recommandée.

Loi de commande Temps de calcul
moyen (s)

Temps de calcul
maximum (s)

Non linéaire 38,29 250,83
Linéaire temps variant 0,60 0,93

Tableau 7.2 � Comparaison des résultats obtenus pour le procédé de cuisson des
peintures avec les deux lois de commande
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7.7 Conclusion
Les résultats de simulation ont été établis sur un modèle de procédé de cuisson de

peinture non linéaire régi par des équations aux dérivées partielles non linéaire et à
commande frontière. Ce modèle complexe a permis de valider l'algorithme d'identi�-
cation optimale basé sur le modèle de commande non linéaire, ainsi que l'algorithme
d'identi�cation optimale basé sur le modèle linéaire temps variant. Nous avons pu
comparer le temps de calcul ainsi que la qualité des résultats obtenus avec les deux
stratégies de contrôle optimal dans le cadre d'une identi�cation en ligne. Dans les
deux cas, les deux approches sont exploitable en termes de simulation et d'estima-
tion. Seule l'approche linéaire temps variant pour le moment peut être utilisée en
expérience car le temps de calcul occupé par l'algorithme de commande est critique
pour cette application.
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Conclusion et perspectives

L'objectif principal de ce travail a été d'apporter une nouvelle contribution quant
à l'approche de contrôle optimal en boucle fermée pendant la phase d'identi�cation.
Il s'agissait de trouver la commande à appliquer pendant l'expérience et qui permet-
tait d'optimiser un critère qui est fonction des sensibilités des sorties par rapport
aux paramètres du modèle à identi�er. En ce sens, c'est une approche permettant
d'automatiser et d'optimiser le design d'expérience, tout en réalisant conjointement
l'identi�cation d'un paramètre du modèle spéci�é.

Cette approche couplant un contrôleur prédictif et un estimateur a permis de
déterminer une méthodologie assurant d'une part, le mode de fonctionnement pour
la conduite de système sous la limitation des contraintes physiques d'exploitation et
d'autre part, d'assurer l'identi�cation optimale en ligne des paramètres inconnus du
modèle. En vue d'un contrôle optimal, la commande prédictive par modèle interne a
été retenue, et dans l'objectif d'une identi�cation, des observateurs ont été adoptés
pour une estimation des paramètres du modèle. Les deux problèmes, le contrôle
optimal et l'identi�cation, ont été couplés comme problème global de commande.
Deux approches ont été déduites : la première basée sur une approche totalement non
linéaire au niveau des modèles, la seconde basée sur une linéarisation des modèles non
linéaires, a�n de diminuer le temps de calcul nécessaire pour calculer la commande,
aidant à l'implémentation en ligne de cet algorithme. Diverses contraintes ont pu
être prises en compte : celles classiques sur l'entrée et la sortie (aussi l'état qui est
estimé ici), mais aussi celles sur les contraintes d'observabilité.

L'approche d'identi�cation optimale a �nalement été appliquée à deux exemples
issus du Génie des Procédés. Ces exemples ont permis de véri�er en simulation, l'ef-
�cacité et la faisabilité de l'approche :

• La première application concernait le réacteur chimique pour une réaction de
saponi�cation, un modèle non linéaire constitué par une équation aux dérivées
ordinaires est considéré. On a montré que pour les deux approches adoptées
de l'identi�cation, les résultats sont quasi-identiques. Les approches étaient
implémentables en ligne puisque le temps de calcul n'etait pas critique,

• Pour la deuxième application, il s'agissait de procédé radiatif de cuisson
des peintures en poudre. Un modèle non linéaire était décrit par des équations
aux dérivées partielles à commande frontière. Vu les résultats obtenus, nous
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avons constaté que l'approche linéaire temps variant était plus intéressante
tandis que l'approche non linéaire était très gourmande en temps de calcul,
d'où l'intérêt d'utiliser la première pour l'implémentation en temps réel.

Les perspectives de ce travail sont assez nombreues et peuvent se résumer comme
suit :

• Etudes de cas et applications de l'approche pour les systèmes non unifor-
mément observables, où le problème principal va être la prise en compte de
nouvelles contraintes issues de l'étude de l'observabilité.

• Améliorer l'approche pour le cas de mesure bruitée, a�n de diminuer l'im-
pact du bruit sur les sorties et les paramètres. Par exemple, l'utilisation de
l'observateur à horizon glissant pour atténuer l'impact du bruit.

• Développer l'approche pour des paramètres temps variants, dans le cas d'une
commande adaptative.

• Application sur des EDP où le nombre de points est plus élevé.

• Application pour un cas d'étude plus complexe où l'identi�cation comporte
un cas d'étude multi-entrées multi-sorties et multi-paramètres.

• Etude théorique de la faisabilité et de la stabilité du système ainsi bou-
clé.

• Applications pratiques : réalisation d'un logiciel en vue de son utilisation
pour le design optimal d'expériences couplé à l'identi�cation paramétrique.
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Annexe A

Le gradient de sensibilité dyp

dθ
donne les informations contenues dans les mesures

expérimentales. Plus précisément, ce gradient apparaît dans la matrice bien connu
de l'information de Fisher (M) :

M =

∫ tf

0

∂yp(τ)T

∂θ
Q−1 ∂yp(τ)

∂θ
dτ (33)

où Q est une matrice de pondération (le plus souvent sous forme diagonale), où
chaque élément est inversement proportionnel à la covariance du bruit sur les me-
sures et θ = θi, ..., θl est le vecteur de paramètres à identi�er.

Plusieurs critères de la conception optimale, chacun d'eux ont basé sur une fonc-
tion scalaire de la matrice d'information de Fisher, ont été proposé dans la littérature
pour mesurer la qualité de l'estimation des paramètres (par exemple, [Munack 1989]
[Walter 1997]). Tous les critères de conception sont basés sur la matrice de l'infor-
mation de Fisher.

Le plan d'expérience décrit une région commune où les paramètres peuvent être
tous estimer. Cette région constitue un ellipsoïde qui est l'interprétation géométrique
des critères dé�nit par la matrice d'information de �sher. Ces critères sont :

� critère-A : Réduisant au minimum la longueur moyenne de la moitié-axe de
l'ellipsoïde respectivement la variance moyenne des paramètres. Ceci maxi-
mise la trace de la matrice d'information ou réduit au minimum la matrice de
variance-covariance

φA(M) =
1

l
trace(M) (34)

� critère-E : Maximise la plus petite valeur propre de la matrice d'information
ou réduit au minimum la plus grande valeur propre de la matrice de variance-
covariance.
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φE(M) = λmax(M) (35)

où λmax dénote la plus grande valeur propre du M.

� critère-E-modi�é :

φE−modifi(M) =
λmax(M)

λmin(M)
(36)

� critère-D : Minimisation du volume de l'ellipsoïde. Ce qui maximise le déter-
minant de la matrice d'information ou réduit celui de la matrice de variance-
covariance.

φD(M) = (detM)
1
l (37)

le critère D-optimal vise à réduire au minimum le volume de cette région de
con�ance commune, l'E-optimal la taille de son axe principal et A-optimal les
dimensions autour de la région de con�ance commune.
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Résumé

L'objectif principal de ce travail a été d'apporter une nouvelle contribution
quant à l'approche de contrôle optimal pendant la phase d'identi�cation. Il
s'agissait de trouver la commande à appliquer pendant l'expérience qui permet
d'optimiser un critère qui est fonction des sensibilités des sorties par rapport
aux paramètres du modèle à identi�er. Cette approche couplant contrôleur
prédictif sous contraintes et estimateur a résoulu en ligne le problème d'iden-
ti�cation à chaque instant en utilisant l'observateur. En ce sens, c'est une
approche permettant d'automatiser et d'optimiser le design d'expérience, tout
en réalisant conjointement l'identi�cation d'un paramètre du modèle spéci�é.
L'aspect temps réel a été pris en compte dans la formulation de la solution ap-
portée. Dans ce contexte, nous avons introduit deux stratégies de commande
pour l'identi�cation optimale. La première était basée sur un modèle de prédic-
tion non linéaire et la seconde sur un modèle linéaire temps variant. Si le temps
devient un paramètre critique pour l'implémentation de l'approche, cette der-
nière vise à réduire le temps alloué à l'optimisation. L'approche d'identi�cation
optimale en ligne a été appliquée à deux problèmes concrets du Génie des Pro-
cédés (réaction de saponi�cation et cuisson de peintures). Ces exemples ont
permis de véri�er en simulation, l'e�cacité et la faisabilité de cette approche.

Mots-clés
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Abstract

The main aim of this work is to give a new approach of optimal control during
the phase of identi�cation. The question is how to tune the control action to
be applied during the experiment that optimize a criterion which is function
of the sensitivities of the mesure with respect to the parameters of the model
to be identi�ed. This approach coupling constrained predictive controller and
estimator solves on line the problem of identi�cation by using the observer. In
that sense, it is an approach allowing an optimal and automatic design of expe-
riment, while performing at the same time the identi�cation of one parameter
of the speci�ed model. The real time aspect was taken into account in the
formulation of the solution. In this context, we introduced two strategies for
optimal identi�cation : the �rst one is based on a nonlinear model of prediction
and the second one is based on a linear time varying model that may be used
if the real time aspect becomes a critical parameter for the implementation
of the approach. This approach of on line optimal identi�cation was applied
on two concrete problems in Chemical Engineering. These examples show the
performance and the feasibility of this approach.
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