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 �	 #������ ��	 	
���
 ��� ����	���� �����	����� ���
 ��
������	��� ���� ������ ����	

� ��	���� �� �� ��� �����
�� �� ��
��$	
� ��
��%��� θi

���� �� �	
��	�
� �� ���$�� &#������ ����' &"	��	�
 ��� '� (��� �� ���! �� ��	
���
������
��	��� �� )����
 ��	 

���	� * ��� �����
 ������
�! ��� ���	 +	
� ��	����
�
�� �	������	 ��� ��� �� �������� u �������$
�! �������
� ��
 �� �
� ��������
 ����
�������� ��
	�	 ��� ���	 +	
� �		���	 ��
 �� ��� �� �������� �� 	��� ����������
,� ��� �� �������� �������$
� ��	 �
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� �� �� �����	��� ����	�����	
 ��
.��	
����� ∂H

∂u
≡ 0 ��
 ����	�
����� [t1, t2]! �/ H ��	 �� ��
����	��� �����	�������

������
� �� ���$�� �	 * �� ����	��� ��0	! �
������	 �� �� ���������	
 ��
��
	
����
∂y(t)
∂θ

� ,� ����	��� �� ��	 �������� ��
���	���� ���
�
����� � ���
 * ��� ���
������
�������	� ���
 �� ����	��� ����	

� u⋆(t)� �� ��	
�! �� �� �
�	$
� �� ��0	 ��	 ���
 ��
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��� �� �� ��	
��� ������
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� ��	���	���� �� ���������� ���
��
��$	
�� θ! ���*��� θ̂(tk)! ���	 ��	
����	�� ���� �� ��� �� �������� ���
 ��������

�� ������ ����	
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��� ����� ���� ����� ��� ��� ��� 
� ����
���
� ��� ��	����� �� ����������� ������������ 
� �� ������ y ������� ��� ����
���� �� ��������� � �
���� �� θ ! ∂y

∂θ
" �� ���#�
� $������ ��� ����������� � ��

�������� 
� ���������� 
%������ �� ���� ��������� � ��� ��������� ����
��� ���&�
�������� ����� �������� ���'�" (� �����) �� �������� 
� ���������� 
%������ $���
���� ���� �� ��������*) �"���
" �� ����� 
� �� ������� 
%��$�������� 
� +��#��) � ���
�
������� �������) ���� �%��� ��������� ���� �������� ���� 
%������ ��������� 
���
�� ����������� 
%�
���� ������ 
�� �,������" (� ��� 
� ��
���� ���� ������	�� ������
�����������) 
�� ���� 
� ������
� ��������� �� ������� -��� $��������� ��������
�� �� 
��� �� $��
�� ��� 
�� ���#�
�� 
%������������ ���������) ���������� 
��
������� ���������� �������$�" .��� ����) �� 
��� �� ��� 
%��� 
������������ 
� �%�
��

� �� ������
� �������� 
� ����������� ������������) ���
��� �� ������� ��� ����
����� ��� �������� ����,����� �� �������� 
� �����/�� ������� ���� �� ������ ���

%���
� ���������� 
��	 ���������� �� ��� �������� 
%����" 0� ���� �� ��$���� �
�������� ����� ����
��� ���'�"

����� �����	
� ���
��
 �� 
� ����
�


�� ��������
��� ���� ��

�
���������

��� ������� �#���#��� �� �����/���� ���
����� ��� �	���� �� ��	���� ��� ��������
����� 
� �%���� ��� ������� ��	 
��	 ���������� ����� �� {θk, θl, k �= l} 
� �%��������

�� ������� 
� ��
��� {θi, i = 1, ..., p}" �%�	�������� ����� ��� ��� �� �	����� 
�
����������� ��� ��� ���1��) ��� �	�����) ���� 
��������� �� ���	 ������������ 
%���
���������� 
� ��������� �� ���������� �� �������� ��� u(t) �2�������
#�� &334�
�5��#��� &334�" 5��� ����� ���
�) �� 
,������� 
� ���������� ������ �� ��������� 
�
6���
) 
� ����� ��� �� ��
��� ��� !

ẋ1(t) = −μmaxX(t)

Y

x1(t)

KS + x1(t)
+ u(t) 7&"&8

�9 x1(t) ��� �� ������������� �� �������� 
��� �� �����������) X(t) ��� �� ��������
�� u(t) ��� �� 
���� 
%������������" �� �������� ��� ������� ���$�������� �
���"

�%����������� 
� �� ������������� �� �������� ���� ����� -��� �����,�� ���� 
��
�������� ��������� ������������ 
�� ���������� ������������� ����������������) �"���

" �� ���	 ��	���� 
� ���������� μmax) �� ���:����� 
� ���
����� Y �� �� ���������

� ���������� KS" �� ��� �� ������� 
� ���	 
%������������ u(t) 7�� ������ 
� ����
���� 
� ���������� (�������� ��
� �8 ��� ������ 
��� ����� �	�������� ���� �������
μmax �� KS" .��� ������ �� �������� 
� ������ 
� �������� 7���$��� ��������� 
���
�� ���������� 
�� ���	 �����8) �%���
� �� ��������� ��� ��� ��������� 
����������
����������� ���� ��� �� ������� �� �%��������" ;��
�� ��� �%����������� 
%������
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�:���� � �������� 
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 ��������
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� � ����
� !""!#�

$� �����%	��� �����	���� ���� 	������
���� �����
	� �� 	
 �������	��� x2(t) ≡ ∂x1(t)
∂KS

�� x3(t) ≡ ∂x1(t)
∂(μmaxX/Y )

� 
 ��� ��������� &
 '������� ��(� ��� ������ �
� )

J =

∫ tf

τ=0

(q1x
2
2(τ) + q2x

2
3(τ))dτ *+�!,


��� q1, q2 ∈ R
+� &�-
��	������ ��� ����� �
� )

�(x(t), λ(t)) = −q1x
2
2(t) − q2x

2
3(t) +

3∑

i=0

λi(t)ẋi(t) *+�.,


��� {λi(t), i = 1, 2, 3} ��� �������
��� &
 �
��
�	� �� ����
��� u(t) ��� �� �����%�
	��� �����	��� /�� ������ 
� ������� 	�-
��	������ � ���� ������ 	�� ��/������ ���
������� ������	�� u(t)� �� ��� ������ �
� 	����������� )

∀i ∈ {0, 1, 2, ...} :
di

dti
∂�

∂u
= 0 *+�0,

u(t) ��� 
	��� ��� ��������� ���	��������� �
� ���� ���������
����� �1������ !""+#�

����� ����	
�
�

&������ ���� 2 �� �����%	��� ���� 	������
���� �� 	
 �����
��� KS *	
 ������/��
�������� �� 3���� ���� 	
 �������
���� �� ������
�,� &�� ����	�
�� ���� �
���'
��
�
���� �
�� 	� ���� /�� 	
 ����
��� ������ �� '
4�� �����
	� 	
 �������	��� �� 	

��������
���� ������� �� ������
� �
� �
����� 
� �
�
����� KS� �� ������ 	������
�
���� ��� ���� �
�
������ *	
 ������
���� μmaxX/Y �� 	
 �����
��� �� �
���
����
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	����� ��� ��������� �� ��� ��	����� �����
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�� ��������� 	� 
�	�
� �����	��� ��� 
� �������� �

M(θ)

{
ẋ(t) = f(x(t), u(t), θ)
y(tk) = h(x(tk), u(tk), θ) + η(tk)

�����

�� f � R
n × R

r × R
p → R

n ��� ��� �������� 	� �������� � ��
���� ���

��� h �
R

n × R
r × R

p → R
m ��� 
��������� 	������������� θ ��� �� ������� 	�� ����
�����

	� � 	�
������� x(t) ��� �� ������� 	����� 	� � 	�
������� u(t) ��� �� ������� 	�
��

��	� 	� � 	�
������ �� y(t) ��� �� ������� 	� ������ 	� 
 	�
������� ��� �� 
���������� ���� Y (tN) = {y(tk), 0 < k < N}� �� N 
����� 
� !� 	� 
��"���������
���� 
� ����� 	� 
����� #������� {η(tk), 0 < k < N}� �� ��������� �
������� 	�

�	�
� 	�!�� �� 	����� ��� ������� 	������� �� ����
�
� 	� �����$
� ���� �	����!��
	���� ��%�� ����
�
� 
�����
�
� 	� ����
���� θ ��� 	�!�� ��� �

maxu(t)∈U���
φ(tf ) = ‖F(θ, tf‖E ���&�

���� 
�� ����������� 	'��
����� ������ ' ��
���� 
����
����� 	'��
���� 	� 
� ����� 

��
��� ����
������� 	� ������ yθ(t) ≡ ∂y(t)
∂θ

���� ��� ��
�
�
��� 	������ 	�� ���������
	� 
�	�
� ����� �� 	�� ��������� 	�������������� �� ������� ( 	� 
� 
������ 	������ 

����� 	� )��*�� ��� ���
��� �����	� 
� 
�"�
������� 	� �� ��
��� ������ 
���
�
� ��
��
�� !��
 tf �� +������� �������� ������� ,��� ���
����� ���� �� ��� 	����	� �������� 
+� ������� ( 
�	�!�� �� ������� -��-���"� -�� �*���� ���� ��� ������� ������.�� ��
������������� /0����1 �2324� �� �������� ��5� φ(tf ) 	����	 	�� ����
����� θ 	���

� ��
��� ��� � ������ ��������� �� ��

��	� ����
�
� u⋆(tk | tk) ��� ��
��
�� ��� 
�
���� 	�����
����� θ̂(tk) �� 	�� 	������ 	� �����	� Y (tk)�
�� ����
�
� 	��	����!������ ��� ����
� ��

� ����
�
� 	� ��

��	� �	��������
��� �� *���6�� �������� ��

� ��� 
�����
����� ����
������� ��� 	����� � �*����
������� �� ������� 	�� �����

�� 
������ y(tk+1)� ���
.����*
� 	� ��������������
����
������� ���
��� ��� 7
������� 	� ���	������ ���������7� �
.����*
� 	� ���
��
������� 	������ /�8��. �2394�/0����1 �2324� ��������.� 	� ��� �
.����*
� ��� ����


���
��� 
� �������
��� ����
������� 	�� ������ ����	 W (t) ≡ ∂x(t,θ̂)
∂θ

� ���� 
���
����

������� 	� 
� ���	������ ŷ(tk+1, θ)� :�� �
.����*
� ���
��� 
� ���
�
� �������� �

ǫ(tk) = y(tk) − ŷ(tk, θ̂(tk)) ���;�

���������������� 	� ����� ���
�
� ��� 	����� ��� 
� ��
��
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�	�
�� -
���� 
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���� ����
�������� W (t)�
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�� ��� �� *���6�� �������� ��� ���� 
� ����
�
� 	� ��
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���� ������������ ���� �� �	�����
�� ���	��������  ���	�������� !""#$ ���	 �� �
��	�������� ��� ��	����	�� μmax

�� KS ���� ���	
�����	 ���	 ��� ������������� ���
	�������� ���� �� ���������%
	����� �� �������
 ��������� &'()*(+,� -��	 ����� ���
	�����. �� %������� ��/�

 ��������	 � 
�
 ������� ���	 �� �	���	�01 &��
��� �� ������������ �� ������� ��
�� �����	 �	��	� �� F(tf ),� )����	�� �	���	�� ��� 
�
 �����2�
� ���	 �� ��� ��
����.
��� �� %��	� ��� �����	����� �� ����	��� ��������� ���������� -��� �� �
����� ��	 ���
	
������� �� �����
	����� ���� ����
� ����  3�����	 4556$�
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)��� �� ������	�. ���� ����� ���
 ��� �	����� ��	 ��� ������2��� �� ����	7��
������� ���	 ��������������� ���	 ��� �������� ���
��	�� �� ��� ���
��	��� -��� �	
��0
�
����. ���� ���� ������ �������	
� ��	 ��� �	����� �� 8������. 3�����	 �� �	���
���	 ��������������� �������� ��� ��	����	�� ���� ���	
�����	� 9��� 2�� ��� �
0
������ �������2��� �� ���
	�2��� ���� ����: �����%��������. ���	 ����������� ����
�� ��� ��
���� �	���2��. ��� ����	� �����
�� ����� ��	�������	����� �� ��� ��� ��0
����� ���� ��������� �; �� ����	� �� ��	������ ��
��� ��� ���� 
���
. �� �; ��	����
�� �������� �������2�� �� ������ ���� �� ��� 	���� ������2�
 ���	� ����������� -�	
�������. ���	 �� ������ �
�	�� ��	 ��� 
2������� ��� �
	��
�� ��	������� &1)-, ���
���
��	��. �� 	
�������� �� �	������ ��������������. ���� �� ���. ���� �� %����	 ��	
��� �
������ �������������� ���
	�2��. �����2���� ��� ������� ���
	�2��� �����0
��%�� �� 	����	��� ������	������ ���� �����
� 2�� �
������� ��� ����������� ��� ����
�� �	������ ����	�� *��� ��� %�����	�. ���� ��� �����
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ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t))

)���*

�+ x(t) ∈ R
n� u(t) ∈ U ⊂ R

m �� y(t) ∈ R
p ���� ���
������	��� �� ������� ����
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ẋ1(t) = −x1(t) + u(t)x2(t)
ẋ2(t) = −x2(t)
y(t) = x1(t)
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ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
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���� ����� �� ���
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 ���
 �� �� "���� �

{
ẋ(t) = A(u(t))x(t) + B(u(t))
y(t) = Cx(t)

!%�&#

�' x(t) ∈ R
n� u(t) ∈ U ⊂ R

m� y(t) ∈ R
p� A(u) ��
 	�� ��
���� n × n� B(u) ��

��������� n × 1� C ��
 	�� ��
���� ����
��
� �� 
��� p × n� A(u) �
 B(u) ���

���
��	�� ��� ������
 ( u�

)� 	
������
 ��� ���	���
� ��
����
��	�� ��
������� ��� *+	����� ,-.-/� 
���
�	��� *0����	�� %1,1/� �� ��
 ���
�� �	� ��� ��
����� ��
���� �������
�����
�� �	
���������� ��2����	� ���
 ��	�
����
�� ���� �� ��� ��� ���
���� ����� �� ���
�
�
3�������
� ��	��
������
� ��� ��
���� ��	
 4
�� �����
������ ��� �� ��5��� ����
�
�
�
�	 6������� �������
�����
� �	� ��	� ������ ������ ��2�����	��

���� �� �	�
�� ��	� ��
��� ��� φu(t, t0) �� ��
���� �� 
�����
��� �	 ���
��� !%�&#
�������� ( ����
��� u �	� ��
 ��	���	� ���	
��� �� �

dφu(t, t0)

dt
= A(u(t)).φu(t, t0) !%�.#

�
�� �� �����
��� ���
���� φu(t0, t0) = I �� ��
���� ����
�
��

3�

� ��
���� �� 
�����
��� � ��� �������
�� �	�
��
�� �
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{
φu(t, t0) = φ−1

u (t0, t)
φu(t1, t2)φu(t2, t3) = φu(t1, t3)

�� ������� �������� �	
����
������� ����	
�� � 
�� ������ u �
� ��
���������
[t0, t0+T ]� �� ����
	� ������
�
� ���
�
�� G(u, t0, t0+T ) =

∫ t0+T

t0
φT

u (t, t0)C
T Cφu(t, t0)dt�

�� ����� ��� �
�	
�� �� ��
� �

��
�
����
� ��� u ��� ��������		� ��� 	
�������		� [t0, t0 + T ]� ��� �� ���	�
��� ���
G(u, t0, t0 + T ) ��� ��
������� ������ ���������

����� ������
�
�� ��
� 	���

� � �� ����
�
�� �

����� �

�������
� ��� ������ ����	����
��� �����������
��� ������ ������ u : R

+ → U ��� ���� ����	����
��� ����������� ��� ∃α1 > 0, α2 >
0;∃t0 ≥ 0 tel que ∀t ≥ t0� �� ���

��� �� �����
� ���� ������ !

{
λmin(G(u, t, t + T )) ≥ α1

λmax(G(u, t, t + T )) ≤ α2
���� 

�" λmin (resp. λmax) ������� 	� �	�� ������ �resp. la plus grande ��	��� ������
�� ���

����

!� ���
���� 	
"�����
� #�
� ����
� �� �� �
������
�� 	����
�
� �
 �����$� �� %��"
��� �� ��� �&�������
�� ��� ����'��� �
���
��� ����� ���
���� ���
� ��� �(�����
)%����� *+,*- ).����
�
 *++/- �

���
���� ��� #��� S(t) 	� ��	����� �� 	
��� ��� ��������� ��������� !

Ṡ = −SQS − AT (u)S − SA(u) + CT RC ���+ 

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT RC ���*/ 

�" S(0)� Q �� R ���� ��� 
����$�� ��
�������� ������� ����������
#� u ��� ��� ������ ����	����
��� ������������ �	��� !

αI ≤ S(t) ≤ βI, ∀t ≥ 0 ���** 

�" α > 0� β > 0 ���� ��� $��������� �� I ������� 	� 
����$� ���������

�� ���
���� ��� #���������� ���� �� ����0'�� ��� �&�������
�� ��� ����'��� �����
�� ������ �
� ��
� ������ ������ ���� �� ��
� ����$���0� ��1�1�
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�
��� ����� ����� �	 ����� ����	�
� �

• �� ������� 

�� ��������	
��� ��
 ��������	
��� �� 

�� �	��	� ����� �	� �

{
˙̂x = A(u)x̂ + B(u) − S−1CT (Cx̂ − y)

Ṡ = F (u, S)
������

�� Ṡ = F (u, S) ����� ����� ��� ���	
����  �
��  �!������ ����"� �
 ����#�� $ S(0)
��
 �
��
����� ��%��� ����
���
�

• �	�� �	 ��
�	
��� �
� &	�
���� �
 ������� Ṡ = F (u, S) ��
 ������ �	� �����	
���
�� '�  	
�( ��� �	
�� �� Q �
 R ��������
��
 ����� 
������
 ��� �	
�� �� ��
 ��	��	� � �� ����
 ��� ���
	
 �
 ��� �	 ���
��( ��� ���
 ��������� )
�� ��	� � �

*	�������� +	�� ��  	� ��
�������
�( Q �
 R ���
 ��� �	
�� �� �� ������	
���
���� �������

• �� ���,���� 

�� ��������	
��� ��
 �	�� ��� �	 �������	
��� ����  ��
��� ��	!
��	
���� 	�� �	 
��� ������� �,�����
��� ����� -.	������ �""#/ �
 -0���	�� �"11/��
����
��
��� �� ��������	
��� ���
 �� 2	�� �������
 �� �����	
��� �� �
	�����
��3����
����� ������ �	�� ���"� �������
 �� �	 �������	
��� ��  ��
��� �� 

��
�������  	��� 	�� �	 
��� �������  �!������� �

e−θot‖ξ − x̂(0)‖2 +

∫ t

0

e−θo(t−s)‖CΦu(s, 0)ξ + CΦu(s, τ)dτ − y(s)‖2
Rds ����4�

�� ‖z‖2
R = zT Rz( ���� �� p!�� 
���  ������ z� �	 �������	
��� ��  �  ��
���

�� �	�
 �	� �	����
 5 ξ ∈ R
n� �	 �	��	��� ξ ��
���� ������ �� t( �
  ���
�
��

�	  ����
��� ���
�	�� 
���� ��� �� �� �
�
��� ����� ��
 ���
�	���� ��  �

� �	����(
�	 ���
�� 	��� ��� ������
 �	 ���� ��� &� �� �	 ���
�� ������� 	� ���� ��  ��
���
 �!������� ���,�����
����� ��� %2��� �	�� ��  ��
��� ��
 ��
�����
 ���� �������
���3�
 ��� ������� �	����� 	%� �� ����

�� 5 6��� ����
��	
��� �� 
��	�
  ���
�
��� ������� ��� ���� �� ��
���

����� 
�� ��������� 
�� �������� 
���� �� ����
�

��� �
�
���� 	7��� �� ���
	
 ������ ��� ��6� 
��� �� ���
�� ��� �����
 ���� �	
����� � {

ẋ(t) = A(u(t), y(t))x(t) + B(u(t), y(t))
y(t) = C(t)x(t)

����8�

x(t) ∈ R
n( u(t) ∈ R

m �
 y(t) ∈ R
p�

9� 
����� ��  ���	���(  �� �
�
���� ���
 ���
����
 ��� ����	����� :�	�
 5 ����
������	����
�( ��� ��
 ��� �
�� 
��� �����	��� 5  ���� ��� �
�
���� 	7��� �� ���
	
�
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�� ����� ��� 	�� 
�� ������
� u(t) �� y(t) ���� ����
��� (u(t), y(t)) ���� ��
� ������
��
� ����� ���
�� ���
 
� �
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��� �� 
������������
��� �����
� ���� ���
���� �  !" ��� ����
� 
� 
���
��� ������� #

����������� 	
	 � �� u : [t0, t0+T ] → U� ��� �	� �	�
�� �	���
��

� ���
 
� �������
������ �
�
�� (u(t), y(t)) ��� �	� �	�
�� �	���
��

� ���
 
� ������� �

{
ż(t) = A(u(t), y(t))z(t) + B(u(t), y(t))
y(t) = C(t)z(t)

$%��&'

����	� ��� ���
���	� ���	� z(t0) = x(t0)� �	 � z(t) = x(t),∀t ≥ t0�

(���� ���
 
�� �)������ 	�� ���� �*��� �� 
������ �� ����
�����
 ���
 
� �
����
�� �)������ $%��!' �
��� 
� +�
�� $%��%' �� 
�,������ - �� �)����	�� 
���,������ ��
��
��� y(t)�

��� �����	 
����
���	 �� ��	��������	 ��	 	�	����	

��
��������� ��	�������	

����� ����	
 ��
�
���	
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����	
����
��� �	� ������	� ��� 
�����
	� ���	�� �	� 	��
�	�
��� 
�� ���� ���
����	�� ���� �	��	 �	������ ���� �

��� ���� ����
	��	
 � ��	 �
���	 �	
������	� ��� ���� ���	
���
	� �����	�����	�� �	 
�	��
�	 �������	� �����
���	��
���	
���
	���

��������� �	
 ���������	�
� �
������
�� ���
��� ����� ��
 ��
 �
��������

 ��������	�� �� 
��
� �

��� 	� ��
� ��������	�
��� 
��
 �

����		� [0, T ]�

���� 
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���	� ��� ����	��� ���� �
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���	
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{
ẋ = f0(x) +

∑m
i=1 uigi(x)

y = h(x)
�&�'(�

x(t) ∈ R
n� u(t) ∈ R

m� y(t) ∈ R� )	� ���	�
� ���� *+�����	
 ',-'. 	� *+�����	
 ',,&.
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��� ����� ��� ��	
� �����
��� ���	 ��� �����
�� ������� ��
 ���� ��
��	
�
���
����	������� ����� ��	
� �����
��� �	��� �� ��	
� ��
����� �

{
ż = Az + G(z) +

∑m
i=1 uiFi(z)

y = Cz
������

���� �

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 . . . 0

0 0 . . .
���

���
���
� � � 1

0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , C = [1, 0, . . . , 0]

G(z) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
���

Gn(z)

⎞
⎟⎟⎟⎠

Fi(z) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Fi1(z1)
Fi2(z1, z2)

���
Fin(z1, . . . , zn)

⎞
⎟⎟⎟⎠

 � �!��� ���� "#���$
�	 �%&�'� "#���$
�	 �%%�'� ��� �����	� 
���	��� �� 	�������
��
���� �

�������� 	
� ����� �����	
��
�	 
� ������� ������ ��� ��	��������� ��������
�� �
��� 	
 �� ���������� 
���
�����
����
�� ��� ���� ��� ����������  � ���� ������ ���� 
� ����� ����!��
"��	���
������� ���� ������� �� ������������ ���� 
� ����� �����	
�� ����!� ���
��	��������� ��������
��

(� �$��)�
��� �� ��	
����� ��
�
�� ��� �� �� ��	
� z = φ(x)� �* φ(x) = [h(x), Lf0
(h)(x),

. . . , Ln−1
f0

(h)(x)]T �

+��� �� ��� ��� �����
�� ��� �,��� ��	 	����	� - �.���	��� �� 	������� �
/������
� ��� ������ ��	 "#���$
�	 �%%0' ���� �� ��� 
���/��	�
� �� ��	 "1�

��	
 �223'�
45� �� �

��
5�	 �.�6����� �� �����
� ����� ��� �
� �
��������
� �
�
��������

����
� ����������� �
 �� �����
� ����� ��)
���� ��	 ��� �
���	
�� �����	 �� ���
�	�7����
	�� ��� ��
��	
�
��� ����	������

 � 56��� �� u0 ∈ U � 
� � ��� ��
���	� �"#���$
�	 �%%0'� ��� ��

� ���� �� ���
�,�� �� �� ��

����� �� �	�����	
��
�� z = [h(x), Lfu0

(h)(x), . . . , Ln−1
fu0

(h)(x)]T

�2



�� fu(x) = f(u, x) ��������	
 �
 ����
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 ��� 	���������
 �������
 �

�
���
� 
�� ������	�	
�� ���������	��
	
�� ���
�����
� ���� �� ���	
 �

{
ż = F (u, z)
y = Cz

������

�� Fi(u, z) = Fi(u, z1, . . . , zi+1)� ��
�
∂F i

∂zi+1 (u, z) �= 0, ∀(u, z)�

������� ��� �	
��
�������

 !
"�
����� �� �������� ����
���� ��" ����
	
� 	����������
� � ��� ������� #��
$%�		���� �&&'(�
 � ������ �!���
��������� ���������	�� � ��� ���	��� �!��
 	���
�
 )��	������
 
�
���������
 #��� ��	#�
�  � ������ �������
 #�� �
� ���
��� 
�� �
��
 �
 �� ��������

�!���
��������� ������	
� *
��
 ������ �
 ����	
 �
 �� ��+�� �������
 �
*���������� �

{
ẋ = f(u, z)
y = h(x)

����,�

-��� h = (h1, . . . , hp)�

�� .��� ����������� �� ��������������� 
�)
����
 #�� �
� �����	
� ��/��
���
��
�
{dh1, . . . , dhp} ��
 ���� ������ #�� D1

u� .����� ��
 �!�����
 u �!� #�� �!�	#���
����
 ���� �
 ������� 	��� �
� ��������������� ��� ���� �����
� ���� 
� ��#
���
�

�� 0�� ������
��
� ���� ���������� Dk+1
u � ��		
 �� ��������������� 
�)
����


#�� �� �������������� Dk
u 
� #�� ����
� �
� �����	
� ��/��
���
��
� Lfu

(ω)� ��
ω ∈ Dk

u�
-�� fu 
�� �
 �1�	# �
 �
��
�� ����� #�� fu(x) = f(u, x) 
� Lfu

(
∑n

i=1 ai(x)dxi) =∑n
i=1 Lfu

(ai)(x)dxi +
∑n

i=1 ai(x)dLfu
(xi) 
� dLfu

(xi) = dfui(x)� �� fui(x) 
��
�� i
	
 ��	#�����
 �
 fu�

2����
����� ���� ����������� �
� ���������������� �!���
��������� �� ����
	
 �����
��� ���� �����
� ��		
 ���� �

�� .��� ����������� �� ��������������� 
�)
����
 #�� �
� �����	
� ��/��
���
��
�
{dh1, . . . , dhp} ��
 ���� ������ #�� D1 �D1 = D1

u��

�� 0�� ������
��
� ���� ���������� �� ��������������� Dk+1� ��		
 ����� �� ���
������������ 
�)
����
 #�� �� �������������� Dk 
� #�� ����
� �
� �����	
� ����
���
���
��
� Lfu

(ω)� ��
� u ��������� �
 ��	���
 �
� 
����
� U 
� ω ���������
�� �������������� Dk�

��������� ��� �� ��� ��� 	� 
�
��
� ����� ��

��� 	� 
�������� ����
������	��� ����
���
� 
�� �� ������ V �� R

n� 
� �

��  ��� ���� k� Dk � ��� ��
��
��� ���
����� 
�� V �
∀x, x′ ∈ V ! ∀k� dim Dk(x) = dim Dk(x′) = nk

��



��� ∀x ∈ V � ∀k� dim Dk
u(x) = dim Dk(x)

�������� 	
� ����		
��� 
�����
�� �� �����	� �
���� �
����� �� ��������� ��
���� ������! �"�#
�	� ��� �" 
� ��� V �
��
�� �� �� ���"�#
�	� �
����	�"� ��� �$�"%�	�"� �� �

��
""!�� �
�� �� #
�	� &

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż1 = F 1(u, z1, z2)
���
żi = F i(u, z1, . . . , zi+1)
���
żq = F (u, z)
y = Cz

������

z =

⎛
⎜⎝

z1

���
zq

⎞
⎟⎠� zi ∈ R

ni �

p = n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq � n1 + n2 + . . . + nq�	�


�	�

(
∂F i

∂zi+1
(u, z)

)
= ni+1 ∀z ∈ R

n;∀u ∈ U ����
�

����� �����	
����� 
 ��
�� �
��

�� ��	���	����	 ����������� � ���	� ���	 ������	� �� ���� ����	 ��� ��� ��� ���	�
����! ���	�� ���� �������  ��"�� ��  � 	�	  �	������ �� �#��$��� �� �#	�%$�� �� &��
������������ ��� ����� ��� ��� ������ &�	�	����� �&���� &�  �� &����� &�'��������

	
�
	
� 
�� �����������

(��� �������� 	��� &����	)�	� ��� �*���	��  �� ������������ ����  � �����
&�	�	���� ���
+� ,

{
ż = Az + G(z) +

∑m
i=1 uiFi(z)

y = Cz
������

A ���  � �����&� �	��'�%��� ��		�� &�'������� C = [1, 0, . . . , 0]� Fij(z) = Fij(z1, . . . , zj)�
Gj = 0 ���� 1 ≤ j ≤ n − 1�

-.	 �� ��	����  � &�	�����	&� ��  ������������ � ���	� ���	 ����� &�'���������
 �%#���%$�� �����	�� ��� �������� ,

��������� 	
� '�� #
"���
"� G �� Fi �
"� %�
����	�"� '����$��(��""��� )����	�"�
���� �� �*���� �"� �
"���"�� c > 0� ����� +�� ∀(z, z′) ∈ R

n�‖ψ(z)−ψ(z′)‖ ≤ c‖z − z′‖�

, c "� �!��"� +�� �� ���"��	��� �
�"! U ��"� ��+��� u(t) ���"� ���  �������

��
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� 	���� �� ����� �

˙̂z = Aẑ + G(ẑ)
n∑

i=1

Fi(ẑ) + K∆θo
(Cẑ − y) ������

�� ∆θo
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

θo 0 . . . 0

0 θ2
o . . .

���
���

���
� � � 0

0 0 . . . θn
o

⎞
⎟⎟⎟⎠ �
 K = [k1, . . . , kn]T 
�� ��� A + KC ����
 
��
��

��� ������� 	��	���  ������� �!����� �!"�
�����
#��� 	�!$��!���
� 	��� 
��
� ��
�!� ����!� 	�����
 ��� ������� ���� U �
∃θ0 ≥ 1 % ∀θo > θ0 % ∃λ > 0 % ∃μ ∈ [0, 1[ % ∀x(0) % ∀x̂(0)� ‖ẑ(t)−z(t)‖2 ≤ λe−μθot‖ẑ(0)−
z(0)‖2�

�� �	
��
�
 � 	
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�
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 �����
��
�� ��� ����
 ��� ������
 �
����
�	� ����
���� �  !"� #��$
��%�
��� ���� ��
 &����
 '�����(��
 ����)� ����� ��
&���� 
��%��
� *

˙̂z = F (u, ẑ) + ∆θo
K(Cẑ − y) ����!�

#� '���� �� K �

 ���
 '�����(�	 (�� ���
 �� '�
 ��
 
�

���
 ����
 ��� ����
���
 � ����
�	� �����	 '����

�
�� +� �,�
- �� �

 �	���
�	 ���
 ����
���� �  !" (��

� a1(t), . . . , an−1(t) 
��
 n − 1 &��'
���
 ��� &��'	���
 '�����
 �
 
�
�
&��
��
 ��

��	.���
	
 
��%��
�
 *

0 < a ≤ ai(t) ≤ a′, a, a′ 
��
 ��
 '��

��
�
 ����/�

����
- �� � �� ����� 
��%��
 *

����
 	
� �� ����
� �� n&��$
��� $������ K� ��� ��
��$� ���!
����� �!'��� 	���&

��� P �
 ��� $���
��
� α > 0 
��� ��� �

(A(t) + KC)T P + P (A(t) + KC) ≤ −αI ����0�

�� A(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 a1(t) . . . 0

0 0 . . .
���

���
���

� � � an−1(t)
0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

+� �
���
��
 '� �����- ��
 ��
���
 ���
 ����
���� �  !" ���
���
 �� �	
��
�
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 i� 1 ≤ i ≤ n−1�
∂Fi

∂zi+1

(u, z) �� $���"� (����� �� ��"��

�
 ��� a ≤ | ∂F i

∂zi+1
(u, z)| ≤ a′� 	��� 
��
 (u, z)� �� 0 < a < a′ ���
 ��� $���
��
�� �


Fi ��
 �� i��� $��	����
� �� F (u, z) ����!� ���� �
��)�� ����� �� ����
� �� n&��$
���
$������ K 
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�
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	��	�� �������� ���������� ��� �� ����� �
���� ��	����
 ���� � ��� ������� 	�� ��	�	�� ��� ������ 
� �!��"#�� �	�� ��� �	�#�
���	�����$ %�� �!��"#�� �	�� �	#�	��� 
� �	�� �!��"#�� ������	�������$ %&����
�	�� �!��"#� ��� �	�� �� �	�#� ���	����� ��� ����	�� ��� 
�������� 
� �	� ��	�� ��
�	������ ��������� ������ ����� ��� 
�������� 
�� 
�
��� ��	��$ �� ���� 
� ��	����
�����

	�� '��� ��
�������#��� ���� �&	��� �� �	����	� 
� �	������ 
�������	������	�$ (��
�!��&"�� 
�������� 
� ��� 	����
������ � ��� 
	���� 
��� ��� �&"��� 
� �����)	� ���* �

� �+��	�� ���, �� 
� �-����� .//* $
���� �!��� 
�	����
������ 	�� ��� 
	���� �	�� �� ������ 
� �!��"#�� 0.$./1 0
	��
���
��� 
� �2�##	��� .//3 1$

4��� �	�� �	�� �	�����	�� 
� 
	���� �� 
� ��� 	����
������ ���� ��� ��� &!�	5
�&"�� 
� �	�
�����$ 6������� �	�� 	#���	�� ����� &!�	�&"�� �	�� 
	���� �� 	����5

����� 
	�� �� ���� 
����
�� 
� �������� �� 
� ������ ����#�$

�������
��� � ���� �
��
��
 �

7	�	�� ��� M(k, l) �������� 
���	���� ���� 
�� #������� k × l �� �	���
��	��
��� #������ N ∈ M(k, l) 
� ���� l$ %	���
��	�� �� �	�
��� 
� M(k, l) 
�8�� ���
C(k, l; α; N) = {M ∈ M(k, l); t.q. MT N + NT M < αIl} 	9 α ��� ��� �	������� �	�
����� �� Il ��� �� #������ �
������ 
� �!�� l × l$
7	�� ����	�	�� ��� ��� �	����	�� F i(u, z) 
� �!��"#� 0.$./1 ������	�� ��&!�	�&"��

� �	�
����� ���
���� �

⎧
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:	�� 1 ≤ k ≤ q − 1, �� ������ nk × nk+1 ��� #������ �	������� Sk,k+1 ����� ��� �
∂F k

∂zk+1
(u, z) ∈ (nk, nk+1;−1; Sk,k+1); �	�� �&���� (u, z) ∈ U × R

n

0.$.;1
	9 n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq �� zi ∈ R

ni $

%	##� 
��� �� ��� #	�	5�	����� �� �	�
���	� 
� �����&��< ���
���� ��� �	�
�#������

��� �� ����
� 
� �� �	�
������� 
� ��	����
����� �

���

���� ��� ∃c > 0;∀u ∈ U ;∀z, z′ ∈ R
n, ‖F (u, z) − F (u, z′)‖ ≤ c‖z − z′‖�

��
�
��
�
� ��� ���� ���	
�����
 ��� 
� �� ��������� ������� �� 
���� ��
 n×n ���
����
 �	�������
 �����
 
������
 P 
� �
�� ��������
� ρ > 0� η > 0 ����� ������ �
�
���!������ �������
� "

PA(u, z) + AT (u, z)P − ρCT C ≤ −ηI, ∀(u, z) ∈ U × R
n 0.$.,1

.=



�� A(u, z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 A1(u, z) 0 . . . 0
��� 0 A2(u, z) 0 . . .

���
��� . . .

� � � � � � � � �
���

��� . . . . . .
� � � � � � 0

��� . . . . . .
� � � � � � Aq−1(u, z)

0 . . . . . . . . . . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� Ak(u, z) =
∂F k

∂zk+1
(u, z)
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�
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�� ������ ����� �� ����� �������� �

˙̂z = F (u, ẑ) − ∆θo
P−1CT (Cẑ − y) ������

�� P ��� ���� � ��� �� ����������� ��!�

∆θo
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

θoIn1
0 . . . 0

0 θ2
oIn2

0
���

���
� � � 0

0 . . . 0 θq
oInq

⎞
⎟⎟⎟⎠� Ink

��� �� ������� ������� �� �
�� nk ×nk�

θo > 0 ��� �� �����
��� �� � "��"��

���
���� 	
	 #� ��������� �� �����$�� ������ ��� ���� ������ %� �&�� ��� �
��
���
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�
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��� �%%&' �
� ���
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� �� �� �
��
�� ������ � ��'� �� ��������� ����(�� �� ��� ���� �� ����
���������� ��������� �� �� � ��� �� ��������������� ���� ��� ����� �� �����������
���� �� �
��
�� ������ ��� �� �� ����� �

˙̂z = F (u, ẑ) − Λ(u, ẑ)∆θo
K̃(Cẑ − y) ���&%�

�� ∆θo
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

θoIn1
0 . . . 0

0 θ2
oIn1

0
���

���
� � � 0

0 . . . 0 θq
oIn1

⎞
⎟⎟⎟⎠� In1

��� �� ������� ������� n1 × n1�

K̃ ��� ��� ������� ��������� �� �
�� qn1 × n1 �� Λ(u, ẑ) ��� ��� ������� n × qn1

� ������� ������)���� �� �� �������� (u, ẑ)�

�(
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�� ��� ���
���� �� �� �
��� �

{
ż = A(u)z + F (u, z)
y = Cz

������


� u ∈ U �� �
�� �������� ��������� �
��� �� R
m� z ∈ R

n� F ��
 ����
��� ��� 
������
 �	!����
	���� ��� ����
�
 (u, z)�

A(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 A12(u) . . . 0

0 0 A23(u)
���

��� 0
� � � Aq−1,q(u)

0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠� F (u, z) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F 1(u, z1)
���

F k(u, z1, . . . , zk)
���

F q(u, z)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z1

���
zk

���
zq

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� zk ∈ R
nk � C =

(
I1 0 . . . 0

)
�

I1 ��
 �� ��
�	�� 	���
	
� �� 
��� n1×n1� Ak,k+1(u) ��
 ��� ��
�	�� �� 
��� nk×nk+1
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 ���� �� �
�
��� ������ ������������ Fk(u, z1,
. . . , zk+1) ��� Ak,k+1(u)zk+1 + Fk(u, z1, . . . , zk)� �� ���� ��� ��
��� u(.) ������
� ������ ���� U � Ak,k+1(u(.)) ������ ���
��
���� ������
�  

��������	 
�� !��� 1 ≤ k ≤ n − 1� ���� 
��
 t ≥ 0� Ak,k+1(u(.)) �� "���#�
��� �� ��#�� �
 $���� ����
� ��� "���
��
� a > 0 
���� $�� |Ak,k+1(u(t))| ≥ a �
���� 
��
 t ≥ 0�

%���� ������� �� 
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 �� �� )����
����*��
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 ��
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�������� �	� +�������� $�� ���� ��� ��
��� u(.) ������
 ��� ������� ����
U � ���
��
���� �� "������
� ����,� ��
 ������� ���� u(t)� � ������  
{

!��� 1 ≤ k ≤ q − 1, �� ����
� ��� ��
��"� "���
��
� nk × nk+1 Sk,k+1 
����
que : Ak,k+1(u(t)) ∈ (nk, nk+1;−1; Sk,k+1); ���� 
��
 t ≥ 0
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ż1 = uz2 + F (u, z1)
ż2 = F (u, z1, z2)
y = z1
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ż = Az + F (u, z)
y = z1

����(�

�	 A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 . . . 0

0 0 . . .
���

���
���

� � � 1
0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎠� C = (1, 0, . . . , 0) �
 Fi(u, z) = Fi(u, z1, . . . , zi)

�)
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˙̂z = Aẑ + F (u, ẑ) − Sθ
−1
o CT (Cẑ − y) ������


� Sθo ��� �	������ �
����
� �� �	������
� �����
������ �

θoSθo + AT Sθo + SθoA − CT C = 0 ������

�
�
�� ��� Sθo ��� ����� �� �
����
� �����
������ �� �	������
� �

Ṡ = −θoS + AT S + SA − CT C ������

�� ��� � {
˙̂z = Aẑ + F (u, ẑ) − Sθ

−1
o CT (Cẑ − y)

Ṡ = −θoS + AT S + SA − CT C
������

����� ���� � ��� ������� �
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�� ��� ��� ������ u ��� �	�� 
��

����� ����
	��� ���� 
� ������� �������
��	
 ��	��� t0 ≥ 0� θ0 > 0� α > 0� ��
� ��� ���� ���� θo ≥ θ0 � ���� ���� t ≥ max{ 1

θ0
, t0}

�� 
 �

G(u, t − 1

θo

, t) =

∫ t

t− 1

θo

φT
u (s, t)CT Cφu(s, t)ds ≥ αθo∆θ

−2
o ����$�

� A(u) ��� 

 �
��	�� ������ �
�� ������� � ∆θo
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

θoIn1
0 . . . 0

0 θ2
oIn2

0
���

���
� � � 0

0 . . . 0 θq
oInq
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⎟⎟⎟⎠

�� φu(s, t) ��� 

 �
��	�� �� ��
��	�	�� n×n � �� �������
d(φu(s, t))

ds
= A(u(s))φu(s, t)�

φu(t, t) = I�
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˙̂z = A(u)ẑ + F (u, ẑ) − ∆θo
S−1CT (Cẑ − y)

Ṡ = −θo(γS + AT (u)S + SA(u) − CT C)
���/*�

� θo > 0 ��� �� �
�
����� ��	 ��	� +��� ��,�
����� ��
�� �� γ > 0 ��� ���
�����
��� 
����
�� 

 ��
(	
	�� �� ������� Ṡ0 = −γS0 + AT (u)S0 + S0A(u)−CT C)�
�
�� 
� ���� ��� α0I ≤ S0(t) ≤ β0I� ���� ���� t ≥ 0� α0 > 0� β0 > 0 ���� ���
�����
�����

��
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A(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 a1(u) . . . 0

0 0 . . .
���

���
���

� � � an−1(u)
0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ C = [1, 0, . . . , 0]�
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�	� 
� 	
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��� ��#���� "

����� ��� �� u(.) ��� ��� ����	� 
������� ��

������ �	�������� 
���� �

�� ∃a > 0 � ∀t ≥ max{t0, 1
θ0
} � ∀i� 1 ≤ i ≤ n − 1� �� 
 |a1(u(t))| ≥ a

��� �� ������ �� n���
���� 
����
�� K ��� ���

˙̂z = A(u)ẑ + F (u, ẑ) + ∆θo
K(Cẑ − y) ���$��
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���� ����������� ���� �� ������� ��� !��
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���	
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#� A(u) ��� ��� ���	#�� �#
������� �� C = [1, 0, . . . , 0]� �� ���#��� �
�	� "
Cφu(s, t) = [1,

∫ s

t
a1(u(t1))dt1, . . . ,

∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
a1(u(t1)) . . .

an−1(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1]�
%����� α1(t, s) = 1, α2(t, s) =

∫ s

t
a1(u(t1))dt1, . . . ,

αn(t, s) =
∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
a1(u(t1)) . . . an−1(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1� �� ��&

�#��� "

∫ t

t− 1

θo

φT
u (s, t)CT Cφu(s, t)ds = ψ(t, θo) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

ψ11(t, θo) ψ12(t, θo) . . . ψ1n(t, θo)
ψ12(t, θo) ψ22(t, θo) . . . ψ2n(t, θo)
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� � �
���

ψ1n(t, θo) ψ2n(t, θo) . . . ψnn(t, θo)

⎞
⎟⎟⎟⎠�

�� ψij(t, θo) =
∫ t

t− 1

θo

αi(t, s)αj(t, s)ds�

'� ����#�#�� ����(� #��
#)�� "
{ ∃θ0 > 0;∃t0 ≥ 0;∃β > 0;∀θo ≥ θ0, �� � "

∀t ≥ max{t0, θo};∀i, 1 ≤ i ≤ n, ψii(t, θo) ≥ β

θ2i−1
o

���$��

���
����� 
� ����#�#�� ���$�� ���	 i = 2, . . . , n "
%��	 i = 2�
⎧
⎨
⎩

ψ22(t, θo) =
∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t
a1(u(t1))dt1)

2ds ≤ max{a2
1(u(τ)), t − 1

θo
≤ τ ≤ t}

∫ t

t− 1

θo

(t − s)2ds ≤ max{a2
1(τ), t − 1

θo
≤ τ ≤ t} 1

3θ3
o

���$��

�(



���� i > 2� ������ γi = max{a2
1(u(τ1)) . . . a2

i−1(u(τi−1)), t − 1
θo

≤ τj ≤
t, 1 ≤ j ≤ i − 1}� �� 	 	
��� �
⎧
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ψii(t, θo) =
∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t
. . .

∫ ti−2

t
a1(u(t1)) . . . ai−1u((ti−1))dt1 . . . dti−1)

2ds

≤ γi

∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t
. . .

∫ ti−2

t
dt1 . . . dti−1)

2ds ≤ γi

(2i − 1)((i − 1)!)2θ2i−1
o
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��������� �
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� �� �
����� ���� ��������� ���� |ai(u(t))| ≥ γ̃, ���� 1 ≤
i ≤ n − 1 �� γ̃ ��� ��� �����	��� ��������� ����� a(.) �� u(.) ���� ������
����� ���� a(u(.)) �� ��	��� �	� �� ������
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∃γ > 0, ∀t ≥ max{t0,
1

θ0

};∀θo ≥ θ0, |ai(u(t))| ≥ γ, ���� 1 ≤ i ≤ n − 1

�
��%�

�����
∂(Fi(u, z))

∂zi+1

= ai(u)� �� �� ������ ��� 
�� ���������� �� �����!��
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��	�* +  �� ���� ����������� ��� ������� u(.) ���������� ��������
,��� 	

��� �������� ����� �	�� 
� �	� ��������� �

-��� A(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 A12(u) . . . 0

0 0 . . .
���

���
���

� � � Aq−1,q(u)
0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ��� ��� �	����� ��
�������� A12(u)

��� ��� �	����� ni−1 × ni �� C = [In1
, 0, . . . , 0]�

����� �	� '� �� �!��&�� ����(� ����� 
�� ����
� u(.) ������
�� ����
� ��
�
������ �� ��������� ������ �� �� �
������� ���� ����� )

(� n1 ≥ . . . ≥ nq� �� ��
� )
∃a > 0 * ∀t ≥ max{t0, 1

θ0
} * ∀i� 1 ≤ i ≤ q−1� �� � AT

i,i+1(u(t))Ai,i+1(u(t)) ≥
aIni+1

�

�.
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 A(u) 
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 C = [In1
, 0, . . . , 0]�
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	� �

Cφu(s, t) = [In1

∫ s

t
A12(u(t1))dt1 . . .∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
A12(u(t1)) . . . An−1,n(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1]�

����	� ϕ1(t, s) = In1
, ϕ2(t, s) =

∫ s

t
A12(u(t1))dt1, . . . ,

ϕn(t, s) =
∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ tn−2

t
A12(u(t1)) . . . An−1,n(u(tn−1))dt1 . . . dtn−1� �	 ���

��
	� �

∫ t

t− 1

θo

φT
u (s, t)CT Cφu(s, t)ds = ψ(t, θo) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

ψ11(t, θo) ψ12(t, θo) . . . ψ1n(t, θo)
ψ12(t, θo) ψ22(t, θo) . . . ψ2n(t, θo)

���
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� � �
���

ψ1n(t, θo) ψ2n(t, θo) . . . ψnn(t, θo)

⎞
⎟⎟⎟⎠�

�� ψij(t, θo) =
∫ t

t− 1

θo

ϕT
i (t, s)ϕj(t, s)ds�

�� ��� ��	��
�
	�� �� ��	�����	 ���� � �����
�
 �
{ ∃θ0 > 0;∃t0 ≥ 0;∃β > 0;∀θo ≥ θ0, �	 � �

∀t ≥ max{t0, θo}; ∀i, 1 ≤ i ≤ n, ψii(t, θo) ≥ β

θ2i−1
o

Ini

���!"�
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 ����
����� �	��$��	� �� ��	�����	 ���!�� ���� i = 2, . . . , n �
���� i = 2�
⎧
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ψ22(t, θo) =
∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t
AT

12(u(t1))dt1)(
∫ s

t
A12(u(t1))dt1)ds

=
∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t
AT

12(u(t) + ET (t, t1))dt1)(
∫ s

t
A12(u(t1)) + E(t, t1)dt1)ds

�� limt1→t E(t, t1) = 0 ��� A(u(.)) 
�� ��	��	�
�
���!%�
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 �� ������
 A(u(.)) 
�� ��	��	�
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a∞ = sup{‖A(u(t))‖, t ≥ 0}� ǫ(t, θo) = sup{‖E(t, t1)‖, t − 1

θo
≤ t1 ≤ t}�

�&�� limθo→∞ ǫ(t, θo) = 0�
'
 ���!%�� 	��� �������	� �

ψ22(t, θo) ≤
1

3θ3
o

AT
12(u(t))A12(u(t)) + (

2a∞ǫ(t, θo)

3θ3
o

+
ǫ2(t, θo)

3θ3
o

)In2
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 limθo→∞ ǫ(t, θo) = 0� �	 ����
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∃β̃2 > 0;∀t ≥ max{t0, θ−1
0 }, AT

12(u(t))A12(u(t)) ≥ β̃In2
���! �
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��� �� Aj,j+1(u(.))� 	
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Aj,j+1(u(τ)) = Aj,j+1(u(t)) + Ej(t, τ), ���� lim
τ→t

Ej(t, τ) = 0 ������

�	��� �������
�� �	�	
� ǫ(t, θo) = sup{‖Ej(t, τ)‖, t − 1
θo

≤ τ ≤ t,
1 ≤ j ≤ i − 1}� 	
 � ��	�� limθo→∞ ǫ(t, θo) = 0 ���

⎧
⎪⎪⎨
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ψii(t, θo) =
∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ ti−2

t
AT

i−1,i(u(ti−1))

. . . AT
12(u(ti−1))dt1 . . . dti−1)(

∫ s

t

∫ t1
t

. . .
∫ t1

t
A12(u(t1)) . . . Ai−1,i(u(ti−1))dt1

. . . dti−1)ds ≤ γi

∫ t

t− 1

θo

(
∫ s

t
. . .

∫ ti−2

t
dt1 . . . dti−1)

2ds ≤ γi

(2i − 1)((i − 1)!)2θ2i−1
o
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ψii(t, θo) ≤
a

θ2i−1
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i−1,i(u(t)) . . . AT

12(u(t))A12(u(t)) . . . Ai−1,i(u(t))+ǫ(t, θo)Ini
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• n1 ≥ . . . ≥ nq

• ∃β̃i > 0 # ∀t ≥ max{t0, θ−1
0 }� AT

i−1,i(u(t)) . . . AT
12(u(t))A12(u(t)) . . . Ai−1,i
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Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT C ���'��


( A(u) 
�� �� ������
 n × n �� ����)�
 ����*� 
� S(0) 
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 �������$�
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S(t) = e−θotΦT
u (0, t)S(0)Φu(0, t) +

∫ t

0

e−θo(t−s)ΦT
u (s, t)CT CΦu(s, t)ds ���'��


( Φu(0, t) = Φ−1
u (t, 0) 
� Φu(t, 0) 
�� �� ������
 �
 ��������
� �� ����)�
 ẋ = A(u)x
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u (0, t)S(0)Φu(0, t) �	
� 	�
�
	
��	��	�

�	
� �	�� � 	� 
�� ��
����	
�� 
��� t ���
�� S(t) �	 ���
���	 ����	 �

Ψ(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)ΦT

u (s, t)CT CΦu(s, t)ds =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Ψ11(t, θo) Ψ12(t, θo) . . . Ψ1n(t, θo)
Ψ12(t, θo) Ψ22(t, θo) . . . Ψ2n(t, θo)

���
���

� � �
���

Ψ1n(t, θo) Ψ2n(t, θo) . . . Ψnn(t, θo)

⎞
⎟⎟⎟⎠

���''�

�� Ψij(t, θo) = ΨT
ji(t, θo) 	�� �
	 ������	 ni × nj ���
�	 
�� �

• Ψ11(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)dsIn1

• Ψ12(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)

∫ t

s
A12(u(t1))dt1ds

• ���� i ≥ 3� Ψ1i(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)

∫ t

s

∫ t1
s

. . .
∫ ti−2

s
A12(u(t1)) . . . A1i(u(t1))dt1

. . . dti−1ds

• ���� i = 2� Ψ22(t, θo) =
∫ t

0
e−θo(t−s)(

∫ t

s
AT

12(u(t1))dt1)(
∫ t

s
A12(u(t1))dt1)ds

• ���� i ≥ 3� Ψ2i(t, θo) =∫ t

0
e−θo(t−s)(

∫ t

s
AT

12(u(t1))dt1)(
∫ t

s

∫ t1
s

. . .
∫ ti−2

s
A12(u(t1)) . . . Ai−1,i(u(t1))dt1 . . .

dti−1)ds

• ���� i, j ≥ 3� Ψij(t, θo) =∫ t

0
e−θo(t−s)(

∫ t

s
AT

12(u(t1)) . . . AT
i−1,i(u(t1))dt1 . . . dti−1)(

∫ t

s

∫ t1
s

. . .
∫ ti−2

s
A12(u(t1))

. . . Aj−1,j(u(t1))dt1 . . . dtj−1)ds

��



������ ��� CRP 	� 
	���� ��� ����
�� �
��	�������� ������������� ��������� ��� 	��
����
�� ������������ 	� 
�������� ����� �� 	� �
������� ���� ������ 
��	����� ��� CLR

	� 
	���� ��� ����
�� 	�
�	����� �
��	����� ���� ����
�� ������������ 	� 
�������� ������
�� 	� �
������� ����� ����	������ ������ ��� CFP 	� 
	���� ��� ����
�� ���������
������������� ��� ����
�� ���� �
����� 
���� ����  
������ ��� Γ(t, θo) 	� �������	� �� Ψ(t, θo) �	� �����
� �
���� ���� �������� !��

������
����� 
�		�"
� ��� ������#��

��������� �	
 ���� ������ 	�
��� ����
� ����
� u(.) ��� ��������� ����������� �� �
∃θ0 > 0 � ∃t0 ≥ 0 � ∀θo > θ0 � ∀t ≥ t0 �

�� Γ(t, θo) ��� ���������� �� ������������ �

Γ(t, θo) ≤ α(θo)Ψ(t, θo)� ���� limθo→∞

α(θo)

θo

= 0�

��� ∃γ > 0� ‖Γ−1
jj (t, θo)‖‖Γii(t, θo)‖ ≤ γ� ��� 1 ≤ j ≤ i�

�
�������� �� ��� ����
�� ��� ���
 ��� CFP �

��
����� �	� � CLR ⊂ CFP ⊂ CRP

���
��� �	� ⎧
⎨
⎩

ẋ(t) =

(
0 u(t)
0 0

)
x(t)

y(t) = (1 0)x(t)
����$�

�
����
� u(t) = cos(t) ��� ���� CFP ���� ���� �
���������� ��� � CLR

%� �
��	��� ����
���	 �� 
� 
&������ ��� 	� ���#���  

������
� �	�� ��������� 	�� F (u, z) ��� ��� �������� ����������� �������� �����
��� ������� � z� ���������� �������
���� ��� ������� � u� !���� ���� ���� u ∈ FP�
�� ����������� �"��������� ���� �� �#��$�� %&�'(� ����� �� ����� �������� �

{
˙̂z = A(u)ẑ + F (u, ẑ) − S−1CT (Cẑ − y)

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT C
����'�

��
����������	

(��� z(t) 	)
��� * ������� �� �+����� ����,� �� ẑ(t) ��� �����
 ����
 ��� �������
������ ��� e(t) = ẑ(t) − z(t) 	)������ �)����������� ���	����� 	�� 
-������� ����,�"
������� ���� �.������  

{
ė = (A(u) − S−1CT C)e + δ(F )

Ṡ = −θoS − AT (u)S − SA(u) + CT C
������

�/ δ(F ) = F (u, ẑ) − F (u, z)�

�0



������ S(t) = Λ(t)ΛT (t) �� Λ(t) ��� ��� 	
���
� ���
����
��� ���������� ���� �

��
���
�� ��� ���	�� �� ���	�� ��������� ������ �
� �
 ��
�	�������� �� ���������
�
����� �� 
�
���	��� �� �
��
���� ǫ(t) = ΛT (t)e(t)� ���� ��������� �

ǫ̇ = (ΛT A(u)Λ−T − Λ−1CT CΛ−T )ǫ + ΛT δ(F ) + Λ̇T Λ−T ǫ ��� !"

�� Λ−T ������� �#������� ΛT �

$�������� �
 ���
���� S(t) = Λ(t)ΛT (t) �� �� �
�� %�� S(t) ��� ��� �������� �� �

���&�'	� �%�
���� �� ��� ("� �� ������� �

Λ̇ΛT + ΛΛ̇T = −θoΛΛT − AT (u)ΛΛT − ΛΛT A(u) + CT C ���)*"

+���������� ��� ���& 	�	���� �� �#�%�
���� ���)*" , �
�
�� �� , ������ �
� Λ−1 ��
�
� Λ−T �����
����	���� ���� ��������� �
 ���
���� ����
��� �

Λ−1Λ̇ + Λ̇T Λ−T = −θoI − Λ−1AT (u)Λ − ΛT A(u)Λ−T + Λ−1CT CΛ−T ���)-"

������ V (t) = ǫT (t)ǫ(t)� �� ������� �

⎧
⎨
⎩

V̇ = ǫ̇T ǫ + ǫT ǫ̇
= ǫT [Λ−1AT (u)Λ − Λ−1CT CΛ−T ]ǫ + ǫT [ΛT A(u)Λ−T − Λ−1CT CΛ−T ]ǫ

+2ǫT ΛT δ(F ) + (δ(F ))T ΛΛT δ(F ) + ǫT [Λ−1Λ̇ + Λ̇T Λ−T ]ǫ

���)�"

.� ���)-" �� ���)�"� �� ��
���� �

{
V̇ = −θo‖ǫ‖2 + 2ǫT ΛT δ(F ) + (δ(F ))T ΛΛT δ(F ) − ǫT Λ−1CT CΛ−T ǫ
≤ −θo‖ǫ‖2 + 2‖ǫ‖‖ΛT δ(F )‖ + (δ(F ))T ΛΛT δ(F )

���)/"

�� ‖‖ ������� �
 ���	� ��
���������

$�������� -" �� �
 ��	
�%�� ��)� �� �&���� τ0 > 0 0 �� �&���� a > 0� ���� %�� ����
���� t ≥ τ0� �� 
�� S(t) = Λ(t)ΛT (t) ≤ aΨ(t, θo)� ��	������ 
���� ����
���� 
��

���)/"� ���� ��������� %�� ���� t ≥ t0 �

V̇ ≤ −θo‖ǫ‖2 + 2
√

a‖ǫ‖
√

(δ(F ))T Ψ(t, θo)δ(F ) + a(δ(F ))T Ψ(t, θo)δ(F ) ���)1"

Ψ(t, θo) ��
�� ��� 	
���
� ��
���
��� ���� �������� �
(δ(F ))T Ψ(t, θo)δ(F ) =

∑q
i=1(δ(F ))T

i Ψii(t, θo)δ(F )i� 2� ������
�� �� �����'	� ��� 

3


������	���� 4���� δ(F )i =
∑i

j=1 Aij(.)ej �� ej = ẑj − zj �� Aij(.) ��� ��� 	
���
�
ni × nj %�� ��� ��� ���
���� ������ �� (u, z, ẑ)� �� ���
 �

{
(δ(F ))T

i Ψii(t, θo)δ(F )i =
∑i

l,k=1 eT
k AT

ik(.)Ψii(t, θo)Ail(.)el

≤ ã‖Ψii(t, θo)‖
∑i

l=1 eT
l el, �� ã > 0 ��� ��� 
����
���

���) "

+
�����
�� ������ Ψii(t, θo) = Ψ̃iiΨ̃
T
ii �� Ψ̃ii ��� ��� 	
���
� ���
����
��� ����������

�� ��
���
�� �������� ������ �
� �
 ��
�	�������� �� ��������� ������ ��
��	���

/ 



ǫ̃i = Ψ̃iiei �� ǫ̃ = (ǫ̃T
1 , . . . , ǫ̃T

q )T � �� ����	
 �� �� ��
�����
�� 


 �� �� ����
�
�� ���� ����
����
���� �

{
(δ(F ))T

i Ψii(t, θo)δ(F )i ≤ ã‖Ψii(t, θo)‖
∑i

l=1 ‖Ψ−1
ll (t, θo)‖ǫ̃T

l ǫ̃l

≤ b
∑i

l=1 ǫ̃T
l ǫ̃l, �� b > 0 ��� ��� ����������

�����


����
���� �����
 �� �����
� �� ���� ���� �� ���! ���������� α1 > 0 �� α2 > 0 ��
��������� ��� �� θo� ������ "�� ���� ���� t ≥ τ0 �� � �

V̇ ≤ −θo‖ǫ‖2 + α1‖ǫ‖
√

ǫ̃T ǫ̃ + α2ǫ̃
T ǫ̃ ����#


$�� ����
�
�� �� ǫ̃ �� � ǫ̃T ǫ̃ = eT Γ(t, θo)e� �� Γ(t, θo) ��� �� ����
�� �
������� ���
���� ���� �� �
������� ��� %����� ��� Ψii� &�
������� ��
�
���� 

 �� �� ����
�
��
��� �

∃θ0 > 0 ' ∃t0 ≥ 0 ' ∀θo > θ0 ' ∀t ≥ t0� Γ(t, θo) ≤ α(θo)Ψ(t, θo)� � �� limθo→∞

α(θo)

θo

=

0�
�� �� %�
� "�� ǫT ǫ = eT S(t)e �� "�� Ψ(t, θo) � �� �(�� ������������ "�� S(t) � �
�
)
 �� �� �����"�� ���
� 
� �!
��� ����� ���! ���������� α̃1 > 0� α̃2 > 0 �� ���������
��� �� θo ������ "�� �

V̇ ≤ −θo‖ǫ‖2 + α̃1

√
α(θo)‖ǫ‖2 + α̃2α(θo)‖ǫ‖2 ����*


����� limθo→∞

α(θo)

θo

= 0� ���� ��������� "�� V (t) ���� �!������
��������  ���

+� ,� �� ��� �� �(�� ���� ‖e(t)‖�

��� �����	
���

-��� �� �.��
���� ���� � ��� ������� "���"��� ���
��� ������� ��
�
��� ��� ��/
�
��� ��� ��� �!��
�
���� ���� �� ��� ��� �0��1��� �
���
��� ����
����
��� �� ���� ��
��� ��� �0��1��� ��� �
���
��� �2��� �� ������� -�� %����� �������� ��� �0��1���
����� ����� 
������������� ��� ������� ��� ��� ����������� 3��� � ��� %�
� �� �
��
����� ��� %����� �������� �� ��� ����� ������ 4 ����� ��
� �!
������ ���� �� �
�/
��������� -��� �� ����
�� ��������.�� ���� � ��� ������� �� �������� ����������
��� ����� ������ 4 ����� ��
� ���� ��� ������ �� �0��1��� ��� �
���
���� �0��� ���
%���� ������� �� ���� ���"���� 
� �!
��� ��� ������� "�
 ��� ������� ��� ����� �����
3��� � ��� ���� ����� �� ����� ����� ��� ����� �� �� �
���������� ��� ����� �����
��� ���� ���� �� ��� �� ��� ������� ����
"���� ���
�%��� ��� .0���.1�� ������� �/
�
�
�� ����5 %���� ��� �������
�� ������ ��� �������
� ��� ����� ����� ����� �� ��
�
���
 ��� ����� �"���
�� �� 60����� �0���
"��� 7��� �� �(�� .0���.1�� �� ����/
���
�� ������� ���� � ��� ������ "���� ���� �0��.��
��� �� ����� ����� ���� �� ��
�
�� ������
�� ������ �������
�� ���"���
�� �
8�����
����� 9���
��� ���� � ��� �8�
��

��.0���.1�� �� �� �������
�� ������ ��� �������
� �� ������ ��� ������� ���� ��"�����
�� ���� �0��.��
��� �� ����� ����� ���� �� �(�� ������ �� �0��1���� �� ����
��
�������� �����
��� ��� �� ��� �����
���
��� �� �� ����
���

:�
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	� ��� ������
	�� �� ��������� �
 ����
��� ����	��	��� ��� �
��� �� �
 ���
���	� ��
����
��� 
������� 
	��	 ��� ��� �������� �� ��� ��	��� ���
� �� �
 �	�� �� ������

 
�� �� ��
�	���� �� ������ ��
���� �� ���
 
���!� �	����	��� ��� ������� �� �

����
��� ����	��	��� �� ��	��	�� �� �
�� �� �
 ��������� �� ����� ���
���	� ����
����	�� �������� "���� ���� ������ ��� ��������� �����	�	�
�	�� ���� �����
	����
�	�� # ��� �������
�	��� �����
�� �� ����
����

��
 ����������� �
� �� ������	� ���	������

����� ���� 	
���� 
� ����������� 
� �	 ����	�
� 
��
������

��	��� �� �
 ����
��� ����	��	�� �� ������ ���# ����� ��� �	���� �� ������
��

���
���� �� �
 ����
��� ���	�
�� �� $%����
� &'()*� ������� �� �
 ��
�	�	�� �����
����� ��	 �� ����
��� �� ������ 
����� ������� ��
�� # ���� # +
��
� �� &',-�
��	 ���� ��� �����	�
�	�� ��	���	��� �
� �
 ��
�	�	�� $+
��
� &',-
* $+
��
� &',-�*
�� # $.����/ &',0* 
��� �
 
���� �� ����
��� ����	��	�� �
��� ��� �� ������ ��
��	�	�
�� ��� ������� �� �����
��
�	�� �	��
	���

1	����	�������� ����� 	��� �� ���
 �	�� �� ������ 	������	�������� ���
��� 2	3
��
��� �� &')4 �
�� �� ���	�	�� 5 678 9	����	��
�	��� ����
���: $2	��
��� &')4*�
�� 
���
�	��� ���	�	 
���� ������ �� ����	����� ��� �������� �	��
	��� ����� ���
������ # ������� 	�����	������� ��	� 9;52 ���� ;	�	�� 5������ 2�������:� ��� ��<��
����	����� ���� ��
��
�	����� �
 �
��	� ���	�
�	�� ������ ��� ��� 
������� �� ����
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��	 �
���� �������� �� ������ ��
�
�
���� ��� ������� �� ��� ������ ����� �� !��"�# �
�� ��� ����$��� � ����
����������� �
� ���� ������� % �&�	'����� �
�� 	�� ���� 
����	'��# �� ���$�� ��
��
�� ����  ���� �����# �&� (�	��) ��
�� �� �������*�� ��� ��)����	� �
�� ��� 	����
�����
�&��
���� �
� ��	��� ������ �� 	������ ��� 
�+����'��� ������ �� ���
	� ������
��� �
 	���
��� ��� ���	���� ����������� �� ��������� �� ��,��� �� �
�
��+�� ��
	���
��� �����	��*�  
��� ��� �� ���$���

-�� �� ����� 
��$�# ./
�	�
 ���01 ������� ��� ���	������� ���
����� �� �&
�+�2
���'�� 3�
��
��	 ���
��	 �
���� ������� �3����� ����� )�����
���� ���� )����
�� ��� �$�� 4�
��
��4�� ���������� ����	������ ��� 	����
����� �&������ �� �� ���2
��� �� 
��
�
�� 	���� �
 ��	���� +����
���� �� 	���� *
����� �� 	���
���� 
� ����#
�� ��� ����� �� +�5	� % 6�"� �6'��� �����*
��
 �� "�����7��+ �������� �� 	���������
��� ����$��� ���� )���� �� ���$�� �&��
�� 8
 �
���� �����
���� ��� 
������ �
� ��
,���� �� 9
��
�� "���� 	�� ������ ���� �������� �� �&
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 �����
 �� �
	
�
��� �� ��

��� �� ��������	�� �"�
�
 J � (�	 ��
	�
��
�����
 �� 
��	������� �� �������� ����

�
��

�	 �	 
���� ��	

	� 
	�	
 �	 �	 ���'
����� �	 
���� �
����
 ��� �	 "��
#�	 �	
� �� ��
"������
� �� ��������"� ����
�

��
���
 ��
����
��� ��� �� ��"��� �������	
� ��� �� ����� )�*  

*� + �"���� 
	�
�	
 �
����
 k� ��� ���

�� ��
���� ��� �	 "��
#�	 ��
���
	� Np�
������ ��������� 	
 ���	�
����� ��	
 ����

�� � ���
�� �� ������ �� ��������� �
�����	���� ��� ����
�

�	� ��	
 	�
��� y(k + j|k) ���� j = 1, ..., Np −1� ,����
����	��	
 ��� ������� ��� �	
���� �
 ��� ������� ��		��� !������ ��
	�
�	
 k
�
 ��� �����	��� ��
���� u(k+j|k)� j = 0, .., Np−1 ��
 ��
��	
 -
�� ����������

.� ���	������ ��� �����	��� ��
���� u(k + j|k)� j = 0, .., Np − 1 ��
 ������� �	
��

�
��	
 �	 ���
�
	 ��

��� ��
���
	� ��	 ��� �� ���

� ����

� y(k + j|k)
��

 ����
 ����"� ��� ����
��� �� �� 
��!��
�
�� �� ������	�� yref (k + j|k)� (
 ��
��

��� ��
 ������

��� �
� �
 �� ������ �
	��
�� �
 ��
� 	�� � ��� ��� ��	
��
	
��
��� �� ���

� �� ��� �� �����	��� �� ����

�	 ��
 ��
�	�� �/��
�

���	
� (
	�	
�	� ��
"��� ����

�
��

�	 

���

�� ��

 -
�� �

�
����

)� �� ����
��� �������	
� u(k|k) �� �� �����	�� �� �����	�� ��

���� u(k +
j|k)� j = 0, .., Np−1 ��
 ����
���� �� ������� �
 ��� ��
��� ������� �� �����	��
��	
 ����
���� + ��
	�
�	
 ��
��	
 k + 1� �� ������

�	 �������	�� ���� ���
���
* �	 ���	�	
 �	 ����
� ��� 	�������� ������� ��
���
���� �� ������� yp(k + 1)
�
 �	� 	������� �����	�� �� �����	�� u(k + 1 + j|k + 1)� j = 0, .., Np − 1 ��

��
���
	��� �� �����	�� �� �����	�� ��
 ����
���� � �"���� ���
��� ����"�	'


���		��� ��
���� ��� 	�������� ������� �	
 �� -
�� ��
��� �
 ��� ��	�����	

�� ���
��� �� �
�	�� �� �����	�� u(k +1+ j|k +1)� j = 0, .., Np−1 ���� ����#
����������	
 �
$���	
 �� u(k + j|k)� j = 1, .., Np� ���
 ��
 ��		� ����� ��
��	���
 �� ��"��
#�	 ����	
 0�� ��
���	
1�

,	 ������� �� ��
	�
�� �� �� �����	�� ����
�

�� ���
�	
 � ��

�
��� �	 ��

���
�� ��������	�� � �"���� ���
��� ����"�	

���		��� ��� �	 "��
#�	 �� ����
�

�	
Np ��	
 �� ����

�	 ��
 �� ��
������ �����	�� �� �����	���� + �� ����"�
	� ���
���

2)



Horizon de prédiction

Sortie du procédé

 Référence

Commande

FuturPassé Présent

py

refy

u

pN

pNk
cNk1k1k k

������ ��� � ����	
 �� 
�����
� ����� ��		
��� 
���������

�����
��������
��� ���� �� 
��	��� ���	��� �� �
 �������� ��� 


����� �� �
 ����������
�� 
�����	� ���
��	��
���� ����		���� �� 
���
�� �� ��������
���� ��� ���������
	�������

�
 ���������� �� 
�����	� ���
��	��
���� ��� ��� 

���� ����
	���
�� �� �
 ���
�
����� �� ��		
��� �� ��
��� �������	��� �� �
 ��	
�� ��� �� 	������ !� �"���
# ��
��� 
������ �����
��������
��� �
 	������ ���
��	��
���� ������� ��� 
�������
# �
 	������ �� ���������� ������� �� 	����� �� 
������ ��� ������$�� �� 
������
����� �
 ��	
�� ��� �� 
�����	� ���
��	��
���� ��
��� �� ��	��� �� �
��
����� ��
�
 �
���� ��� ��"������ ����$��� 	
�� ��
��	��� �� �
 
������� ��� �����
����� ���
��� ��		
���� ��%�� ��� ��� �������� &��� ��� �
������ �� 	
���� �
 
����
��� ������
�
��� ��� �
����
������ �
 ���������� �� ��	
� ���� # ��
��� ��
�������	�� ��'��� ��
��	
� �� �
���� ��
���� 

����� ��	
������ �� ������� �� 
��� �� 
��� ��	
�� �� (���

������� )����	��� �
�� �� ��

���� ����
�� ��
�
��� �	
��	���
���� ��� ���������

**



��������� ���	

��� �����	�
���
 	
 
� ������	
 ���	�����



� ���
���� ������� ���������� ���� �� �������� ���������� ���� ���������
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���� ��
�������� ����	


��� �� ����� �� �� �������� ���� ���� ������ ���������� � �� ��������� �� ����
����� ���������� ��� ��������	 �� ����������� ������� ���� ����� ������� �������
��������� ��� �������� ���������� �� � �������� !""!# 
��� ��� ��� ��������� ����
������ ���� �� �$������ �%������ ��� �&�$�� !"""# ����� ��� �� ������������� �������
��� �'���� !""(#	 )� ������ ��� ���������� �� ��� �$�������� ������������ �� ���
�����
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⎨
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ẋ(t) = f(x(t), u(t)), t ∈ R
∗

ẏ(t) = h(x(t)), t ∈ R
∗

x(0) = x0

/0	12

���� ��� ����������� �*������ �� �*���� �� �� ����� .

u(t) ∈ U ,∀t ≥ 0 x(t) ∈ X ,∀t ≥ 0, /0	32

�4 x(t) ∈ X ⊆ R
n �� u(t) ∈ U ⊆ R

m ���� �������������� ��� �������� �*���� ��
�� �������� �� ������	 �*�����
�� ��� ������� ��� ������� �������
��� ��� ����
��� U �� �*�����
�� ��� ����� ��� X 	 ��� �����
��� U �� X ��������� ��� �$��������
��������� .

��������	 
�� U ��� �� �������� 	
���	� 
� R
m� X ��� �� �������� 	
�����

����� 
� R
n �� (0, 0) ∈ X × U �

�
�� �� �
��� �� ���� ������� U �� X �
�� 

���� ��� ��� 	
��������� ��������� �

U := {u(t) ∈ R
m | umin ≤ u(t) ≤ umax}, ∀t ≥ 0 /0	52

13



X := {x(t) ∈ R
n | xmin ≤ x(t) ≤ xmax}, ∀t ≥ 0 �����
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� �� �����	
 f : R
n ×R

m → R
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V (x, k, ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
F (x(j), u(j), k)

)
+ E(x(k + Np)) ���+�

�& �� ���)� �� �������� ũ ��
 ��)�� ��� *
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���
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�� Xf ��� �� ���� �����	
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ũ(x, k) = (u(k; (x, k))u(k + 1; (x, k)) . . . u(k + Np − 1; (x, k))) � �! "
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� �������� �� ��
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u(k; (x, k)) �� 
� �
������ ������
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κ(x, k) := u(k; (x, k)) � �!)"
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������
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(x) := P(x, k) �� ������� ����� ���$��� �� �����
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� ���	
��� PNp
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j=0

F (x(j), u(j)) + E(x(Np)) � �!,"
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� ��� 
� �
������ �������� �

ũ0(x) = (u0(0; x) u0(1; x) . . . u0(Np − 1; x)) � �!."
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� ���/������� ������
� �� 
�
��� �

x0(x) = (x0(0; x) x0(1; x) . . . x0(Np; x)) � �!0"

���������� � 
� ��
��� ������
� �

VN
0
p(x) = VN p(x, ũ0(x)) � �12"
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��� �� ���"���
	�� J � * �
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 "�����

��	 �� ����
	�� ������
��� �

���� +���
��	 ��,�-.� �� ���
��� ������
 �

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (yp(j), u(j − 1)) +����.

�/ �
 ��%��	�� �� ����
	�� � ��
����	�� ��
 ��		�� �
� �

ũ = {pu(1), ..., pu(npu)} +����.

��� ����
	��� � 
����%��� ��� �
 #	 �� ��(���)�	 �� ������
��	 �

	
 �

u(j) = fu(pu(1), ..., pu(npu)), ∀ j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} +���,.
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PNp
: min

ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp

} ������

�� UNp
��� ������	��� 
�� ������ 
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�� �
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����� 
� ��		��
� u �� ��� "��
����� 
� ����
� yp 
� �����
� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ci (yp(j), u(j − 1)) ≤ 0

u ∈ U
i ∈ {1, . . . , ncon}
j ∈ {k + 1, . . . , k + Np}

����#�

�"�� ncon �� ��	��� 
� ������
���� ����
���

��������	 
�� �� �������� F ���	
�	���� ���
 �� ��������� �	 �� �������� ���� J
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PNp
: min

ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp

}

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (ym(j), u(j − 1))

ũ = {pu(1), ..., pu(npu)}
u ∈ U
ci (ym(j), u(j − 1)) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , ncon}
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�	��� �	 ������ �	�� ��	� 	��	��� (��	 �������	 ���� �	 ��� �	 ������	 �	 ���	�����
��"��	� ����
��	��	 	�� ����	 ��� �� �����	 �	 �����)�	 ��� �������	 & ��������	�
��������� ���	�� ��� �������������� �� ������	 ���
������� ��* ����
�	� �����	��	��
+����	 �������	 & ������	� 
�	 �� 
�������� 
	�� �� �������	�	�� ������ �	�� (��	
������	 ��� ��	 ������������� �� �����	 ������� ������ ���� ���������	�	�� ��������

,��� �	 ������	 ��� �������	 & �����)�	� �������� ��� �� ������	 ���
������� ����
���	���	��	� �������	� -

(SNL)

⎧
⎨
⎩

ẋm(t) = f(xm(t), u(t)), t ∈ R
∗

ym(t) = h(xm(t), u(t)), t ∈ R
∗

xm(0) = x0
m

.!��/0

�1 xm ∈ R
n� u ∈ R

m 	� ym ∈ R
p ���� �	��	���
	�	�� �	� 
	��	��� ������� �	 ����

����	 	� �	 �����	 �� �����	�

2�	 �����*������� �� ������	 ��� �������	 	�� ������	 	� �	�* ����	� .3����	
!�40 -

5 �� ���	��������� ���� ����	 ���� ������������ ���	�
� 	� �	���� �����	
�	� ��6	����� 	� �	� ���������	� 7 ��	�� �� ���������� ���� ����	 (S0) �� ����
���	 ��� �������	 (SNL) ���� ��	 ���6	�����	 �������	 ��"��	 ��� �	 �����	�
.u0�x0�y00�

5 �� ���	 	� ����	 ���� ���
�� �	��
	�� ��	 ����	� ��� �
�	
�	��� 	� ����	 ��
�����	 ��� ������� �� �������	�	�� �������� +	 ������	 ��������� 	�� ���	��
���� ������ �� ���������	�	�� ������� .u0�x0�y00� +	 �����	 �	 �������	
������	 ���6����	�	�� �	 ������	 ��� �������	 ���	����� ���� ����	 .S00 	� �	
������	 �������	 �	��� 
������ .SLTV 0 ������� 	� ����	�

������
�� ��� ���� �� ����	
� ��� �
���
�� �SNL�� �� ������� ���
� ��
��� ��
��
���� �u0�x0�y0� ���
���� �� 
��	�� �S0� ����
����� �� ���� ���� ����� ����
�
��

�
�
����

����	�	�� ��� ���	�� �
���
�� ��
�� ���
��� (SLTV )
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�	��� (x0(t), u0(t), y0(t)) �

⎧
⎨
⎩

u0(t) = u(t) − ∆u(t)
x0(t) = xm(t) − ∆xm(t)
y0(t) = ym(t) − ∆ym(t)

������

���� ∆xm ∈ R
n� ∆u ∈ R

m� ∆ym ∈ R
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∆ẋm(t) =
∂f

∂xm

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆xm(t) +
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆u(t)

∆ym(t) =
∂h

∂xm

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆xm(t) +
∂h

∂u

∣∣∣∣
(x0,u0)

∆u(t)
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{
∆ẋm(t) = A(t)∆xm(t) + B(t)∆u(t)

∆ym(t) = C(t)∆xm(t) + D(t)∆u(t)
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J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (∆ym(j), ∆u(j − 1)) ������
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∆ũ = {∆pu(1), ..., ∆pu(npu)} ����"�
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u(j) = fu(∆pu(1), ..., ∆pu(npu)), ∀ j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} ������
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PNp
: min

∆ũ
{J(∆ũ) | ∆ũ ∈ UNp

}

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

F (∆ym(j), ∆u(j − 1))

∆ũ = {∆pu(1), ..., ∆pu(npu)}
u ∈ U
ci (∆ym(j), ∆u(j − 1)) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , ncon}
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umin ≤ u(t) ≤ umax , ∀ t ≥ 0
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	��� ��	��
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����
	���� �� ��������� �� ������ % ��� ���	
�	� ������	�� �� ����
� ����	����
���	
	 �	 �
 ���	�� ���	 ���������� % �����	
�	 ������	 ������ ��	��� �� �������� ��
	���� ������	��� k ������ j�� �* t = k ∗ Te ������ t = j ∗ Te� �	 �* Te ��	 �
 �������
����"
�	������
���
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� 
���	 
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�� ��	 ��� ��	���� 
�� ��� ������	 ��������
����� ,� �-�	� ���
��	���� ��	����	�� ������	 �	�� ��������� �� 	
�	 
�� ��������� ���	�
��	�� �
�� ��
�������� ����	����
	��� ����� .� ��	 �������� ��
&��	�� nco ���	�
��	�� ��	�����	�� �
�
��
�
�+�� ��������
	���� 
!� ��
���� ��� ��	��� 
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��	���	 �� �+�	��� ������
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	��� �� �
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��� ������	��� �	
���� ���	 �������� ��
 �
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��/	 J �

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(∂yp

∂θ
(j)

)2
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 ������	� 
�����	������� ��
� ���
������������ ��
��
� ���� �����	
�� ��		� ������	� 
�����	������� ��������� ��
� ���
�����������
(POCII) �

(POCII)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PNp
: max

ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp

}

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(∂yp

∂θ
(j)

)2

⎧
⎨
⎩

umin ≤ u(j) ≤ umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

∆umin ≤ u(j) − u(j − 1) ≤ ∆umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

ci (yp(j), xp(j), α, θ, u(j − 1)) ≤ 0, ∀ k ≥ 0 ∀ j ∈ [k + 1, k + Np],
∀ i ∈ Inc+nco = {1, ..., nc + nco}

�����

��������	 
�� ��� �����	��� 
� ������	���� ci ���� 
� �
���� �1.

�
���
�� ������	�� ������
�� ���� �������� 
��� ����� ���	
������ ��� 	�
���
������� �

•  � ���	��� ��� ��� ! ����"
	��� ũ 
��� �� �#�$� 
�����	�������� �
� ��� ����%
��	��� 
�� ����	����� 
������� ! �������� �� ��"�� ��� ��������$� 
�����	��������
&�� 
����� �����
 �
	����
�	���� ����"
	��� ũ ��� ����	������ 
��� �� ��	�� ��

�	������ ����� �
� ��
� ���� ���� 
� ��
���
�� 	������� �

'� ���� �� ���
���� ũ ��� 
�� �������� 
� ��	�� ����	������� 
� npu ����	����� �

{
ũ = [pu(1) . . . pu(npu)]

T

u(j) = fu(pu(1), . . . , pu(npu), k ∗ Te, j ∗ Te) k ≥ 0, ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]
���(�

)� ���� ũ ��� 
� ��� ������
���� 

 ��� �����
���� ����� 
�� ����� Nc ��$����� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ũ = [uk uk+1 . . . uk+Nc−1]
T

u(k) = uk, ∀k ≥ 0
. . .
u(k + Nc − 1) = uk+Nc−1, ∀k ≥ 0
u(j) = uk+Nc−1 ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + Nc, k + Np − 1]

���*�
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� 
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�
��� u(t) ���� ! 
�� �������� 
������� k�  � ������	�
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�
yp� ��� �
�
������ θ �� ����
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(M)
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⎨
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ẋm(t) = f(xm(t), α, θ, u(t)), t ∈ R
∗

ym(t) = h(xm(t), α, θ, u(t)), t ∈ R
∗

xm(0) = x0
m

$%�&'

�( xm ∈ R
n� u ∈ R

m �� ym ∈ R
p ���� ���
���������� ��� �������� �	��
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� ������
������ ���� �
��� � ����	�� ����������� ��������  

��������	 
�
 ������ ����	
�� �	 ��
��	����	�� x̃� �

������ �	 ������ 	����� ��
��
���� x̂p ����	
�� �	 �	��� �	� ��������	� � 	����	� θ̂ � x̃ = [x̂p θ̂]� 	�� 
��	�����	�

!� ��������� ����������� "�" �� �� �������� ��� ������������ ���� ��� �����
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��������� ������� 
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(� 
����� �� ����������� �����
��� �� �� ������ �� 
����� ym ��� �������� ��
����
���� �� ���	��� θ ���� ��������&�� ����� ��)�� ����
���� (����� �� 	� 
�����
�� ����������� ��� �� ����������� �� ������ �� 
����� (M) ��� ������� �� ����
���� θ�
�� ��� ����� ��� ������������� �� 
����� (Mxmθ)  

(Mxmθ
)
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ẋmθ(t) =
∂

∂t

∂f

∂xm

∂xm

∂θ
= fxmθ(xmθ(t), xm(t), α, θ, u(t))

ymθ(t) =
∂h

∂xm

xmθ(t) = hxmθ(xmθ(t), xm(t), α, θ, u(t))

xmθ(0) = x0
mθ


"�*�

�+ xmθ = ∂xm

∂θ
∈ R

n �� ymθ = ∂ym

∂θ
∈ R

p ���� �����	����
��� �� ����������� �� ������
�� �� �� ������ �� 
����� ��� ������� �� ����
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 �	 (Mxmθ) 	�� �

� �
����	 � �	��	
�	 (M)�

(� 
����� �� ����������� �� �� ������ �� ���	��� yp ��� ������� �� ��	���� ��
����
����� θ ��� ����� �� (Mxmθ)� �� ��� ����� ��� ������������� �� 
����� (Mxpθ)  

(Mxpθ
)

⎧
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ẋpθ(t) =
∂

∂t

∂f

∂xp

∂xp

∂θ
= fxpθ(xpθ(t), xp(t), α, θ, u(t))

ypθ(t) =
∂h

∂xp

xpθ(t) = hxpθ(xpθ(t), xp(t), α, θ, u(t))

xpθ(0) = x0
pθ


"�,-�

�+ xpθ = ∂xp

∂θ
∈ R

n �� ypθ = ∂yp

∂θ
∈ R

p ���� �����	����
��� �� ����������� �� ������ ��
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�� ��
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�
���� �� ��
����	 �� �
���� �� ����������� ������������	 �� 
����
����� �
� ��������
�� ��� ��������� �� �
������ ��������
� ��� �
����� ���� �� ��� �� �� �
������
��������
�	 �� �
���� �� �
���� �ym� ��� �������� �
�� ������� �� �
��
������� �����
�� ��
���� �yp� ��� ���
���
� �� ��������
�	 �� ������ �
���� �� ������� �e� ������
����� �� ��
���� �� �� �
����� ����� ������ ����� ������������� ����
��� �
�������
��� ���
���
� �� ��������
�	 ����� ������
� ��� 
������ �� �������� ������ j� !�"��
# ���$�
����� %�& ��������� %�	 ��� ������ 	 �������� ���� �� �
�������
� �������� ��
�
������ ��������
� ��� �
���� �� ��
����� ��
���������
� �
�� �
��������� �
��
��������'����
�	 ���
��� (��� ����
���� # ������ ������� ������� k ���� ��� ��������
������� j )

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

yp(j) = ym(j) + (yp(k) − ym(k)), ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + 1, k + Np]
xp(j) = xm(j) + (x̂p(k) − xm(k)), ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + 1, k + Np]

∂yp

∂θ
(j) = ∂ym

∂θ
(j) + (∂yp

∂θ
(k) − ∂ym

∂θ
(k)), ∀k ≥ 0, ∀ j ∈ [k + 1, k + Np]

θ = θ̂(k), ∀k ≥ 0

�*�++�


, )
- yp(k) ��� �� 
������ ��� ������� ����
������ �� ��
���� # ��������� k�

- θ̂(k) ��� �� 
������ ��� ���������� ������� # ��������� k	 ������� # ���������
k− 1 ��� ��
����
�����	 �
�� �� ��������� ������ u(k− 1) �� ��� �
�����
�� ���������
[x̂p(k− 1) θ̂(k− 1)]T � . ��������� k = 0	 θ̂(k) �
�� (��� ����������� θ̂(k) ��� ����
����
���� �� ����� �� ���
�� �������

- x̂p(k) ��� ������ �� ��
���� ������ # ��������� k − 1 ��� ��
����
�����	 �
�� ��

��������� ������ u(k − 1)	 �
�� ��� �
�����
�� ��������� [x̂p(k − 1) θ̂(k − 1)]T � .
��������� k = 0	 x̂p(k) �
�� (��� ����������� x̂p(k) ��� ����
���� ���� �� ����� ��
���
�� �������

- xm(k) ��� ������ �� �
���� 
����� # ��������� k − 1 ��� �����������
� ��� �����
��
�� �� �$����� (M) �� k − 1 # k	 �
�� �� ��������� ������ u(k − 1)	 �
�� ������
������� xm(k − 1) �� �� ��������� ������ θ̂(k − 1)� . ��������� k = 0	 xm(k) �
��
(��� �����������

- ym(k) ��� �� �
���� �� �
���� �
��� ��� xm(k)�

- xm(j) ��� ������ �� �
���� # ��������� ����� j	 ��
�
� # ��������� k	 ��� �����
�������
� ��� ������
�� �� �$����� (M) ��� ���
���
� �� ��������
� Np �
�� ��
�������� �� �
������ ũ	 �
�� ������ ������� xm(k) �� �
�� �� ��������� ������
θ̂(k)�

/0



� ym(j) ��� �� ����	� 
� ��

�� 
���� ��� xm(j)�

� ∂yp

∂θ
(k) ��� �� ����	�	�	�� ��
��	��� 
� �� ����	� 
� �����
� yp ��� ������� ��

������� 
� �����
���� θ� 
����� � ��	������ k − 1� ��� ��	�������	�� 
� ��

�� 
�
����	�	�	�� (Mxpθ) 
� k− 1 � k� ���� �� ��	������ ������ u(k− 1)� ���� �����	���	��


� �����
��� θ̂(k − 1)� ������ ���	�� 
� �����
� x̂p �� ������ 	�	�	�� ∂xp

∂θ
(k − 1)� �

��	������ k = 0� ∂xp

∂θ
(k) 
�	� ���� 	�	�	��	���

� ∂ym

∂θ
(k) ��� �� ����	�	�	�� ��
��	��� 
� �� ����	� 
� ��

�� ym ��� ������� ��

������� 
� �����
���� θ 
����� � ��	������ k − 1� ��� ��	�������	�� 
� ��

�� 
�
����	�	�	�� (Mxmθ) 
� k−1 � k� ���� �� ��	������ ������ u(k−1)� ���� �����	���	��

� �����
��� θ̂(k − 1)� ������ ���� ��	�������	�� 
� ��

�� (M) �� ������ 	�	�	��
∂xm

∂θ
(k − 1)� � ��	������ k = 0� ∂xm

∂θ
(k) 
�	� ���� 	�	�	��	���

� ∂ym

∂θ
(j) ��� �� ����	�	�	�� ��
��	��� 
� �� ����	� 
� ��

�� ym ��� ������� ��

������� 
� �����
���� θ � ��	������ j� 
���� � ��	������ k� ��� ��	�������	�� 
�
��

�� 
� ����	�	�	�� (Mxmθ) ��� �����	��� 
� ���
	��	�� Np� ���� �� �������� 
�

������
� ũ� ���� �����	���	�� 
� �����
��� θ̂(k − 1)� ������ ���� ��	�������	��

� ��

�� (M) �� ������ 	�	�	�� ∂xm

∂θ
(k)�

����� �����	
���
 �
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������� ����	���
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���
 �����	���
 ��� 
����
 ���
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�����


����� ��� ��� ������	���	���� ��  �������	�� 	�	�	��� 
� ������
� ���
	��	��

� �����
�� 
����	�	���	�� ������	��� ���� ��	
���	!���	�� (POCII) ��� �� �������
����� ��	� (POCINL) "

(POCINL)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PNp
: max

ũ
{J(ũ) | ũ ∈ UNp

}

J(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(∂ym

∂θ
(j) + (

∂yp

∂θ
(k) − ∂ym

∂θ
(k))

)2

����	� ��� ������	���� ��� �� ������
� "
{

umin ≤ u(j) ≤ umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]
∆umin ≤ u(j) − u(j − 1) ≤ ∆umax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

����	� ��� ������	���� ��� �� ����	� "
{

ci

(
ym(j) + (yp(k) − ym(k)), xm(j) + (x̂p(k) − xm(k)), α, θ̂(k), u(j)

)

≤ 0, ∀ k ≥ 0 ∀ j ∈ [k + 1, k + Np], ∀ i ∈ Inc+nco

���� ��� �� �������	�� 
�� ��

��� (M) �� (Mxmθ)�
#$�%&'

((
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������ Np� ��� ���
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������ [k + 1, k + Np] 
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�� ������� �� 
�� �������
������� #�� ��� 	�����
�� k �� 
� 	
 �� ����� 
� ����
�
�� ������� ũ�

� �����	��
� 
	�	�������� � 	�� �
	���� 
�� �
�
������ ������
��� 
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�	�
θ̂(k) ���� ������� �
� �� ������
���� ��� 	���
��� ���#��������� 
�$ �
��
�	��

���
�� x̂p(k) ��� ��������� % �
���� 
�� ������� yp(k)! 
� 	
 ����
�
� u(k) ��

� ��
�	� 
� �����
�! 	�� �
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�	�� 
� ��
�	� ���� 
���������� 
��� 	
 ����������

�� ������� ����� 	
 ������ 
� ��
�	� ym(k) �� ��		� 
� �����
� ������� yp(k)�
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	�	�������� � � 	�
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�
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�
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 �������	��� ∂yp

∂θ
(j) ��� �
	&

��	� ��� 	�����"�� 
� ���
������ Np�

� ��������	��
� �� 
�
��� �� �
��	��� �� �������	�� �� ������� ���

�� �
���
� ��� � 	�� ����
�$ 
� ����
�
� ������ u(j)! j = 0, .., Np ���� 
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�
����� �� ∂ym

∂θ
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����
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�
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 �������� ���&
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� 	
 �� ����� 
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�
� ũ ��� 
��	� ��� ���
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�� �����
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��� *
 ����	����� 
� ����	��� 
��������
���� ���������� � k +1 ��
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��� ������	
� �� ��� �����
	���� � ����� �
 �������	�� ���� �	��� �� �

� (M0) �� ������� ��� �	��
	�� (M) ���� ��� ��
�����	�� ���	�
�� ����	� �
�
(u0�x0�θ0�y0)�
� (Mxmθ0) �� ������� ��� �	��
	�� (Mxmθ) ���� ��� ��
�����	�� ���	�
�� ����	�
�
� (u0�x0�θ0�xθ0�y0)�

• �
 �	�� �� ��
�� ��� ������� ��	
����� 
�� �
�����	� ��� ��������	� ��
�	��� �� ������ �� ������� �� �� ������ �� ����	�	�	�� �
�
����	��� �
����� 
�
������������ ���	�
�� ��� �������� �	��
�	��� ���� ������	��� 
����� �� 
����
�	�������� ���	�
� (u0�x0�θ0�xθ0�y0)� �� ������ �� ����
��� ��	�	�� �����	��
������ ��� �������� ��� �	��
	��� ������	��� ���� �	��� (M0) �� (Mxmθ0) �� ���
�������� �	��
	��� �����  
�	
�� (MLTV ) �� (MxmθLTV ) 	������� �� �	����

������ !�" # $����
 �� �	��
�	�
�	�� ���� ������ �� ����	�	�	�� ��� �	��
	�� 
�����
���� ������ ���	�
�

��������� ��� ���� ��� ���	
��� ��� �
���
�� (M) �	 (Mxmθ)� �� ������� ���
�
��
�	� (u0�x0�θ0�xθ0�y0) ���
���	 ��� ���
��� (M0) �	 (Mxmθ0) ����
������ �	 ����
���� 	��	� ����
	
�� 
�
	
����

�
�	����	 ��� ��� ���
�	
��� ���� ��� ���
��� �
���
��� 	���� ���
��	 �MLTV � �	
�MxmθLTV ) ���	 ����
�� ��	��� �� ������	����	 ���
��� ����
 ��� �u0�x0�θ0�xθ0�y0� �⎧

⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

u0(t) = u(t) − ∆u(t)
x0(t) = xm(t) − ∆xm(t)
θ0 = θ − ∆θ
xθ0(t) = xmθ(t) − ∆xmθ(t)
y0(t) = ym(t) − ∆ym(t)

%!�&'(

)*



���� ∆xm ∈ R
n� ∆u ∈ R

m� ∆ym ∈ R
p� ∆θ ∈ R

q� ∆xmθ ∈ R
n�

�� �	
�
��
� �� �	��	������� �	�
��� �u0�x0�θ0�y0� �� �u0�x0�θ0�xθ0�y0�� ���
����	�
���
	� �� ����	���
	� ��� �������� ��� �������� �� ��
�
���� �� �����	����
���� �� ���
� �� ����	� � ��	���� � ���  	���
	�� �	� �
���
��� f � h� fxmθ �� hxmθ�

!�� �	����� �
���
��� ����� ���
��� (MLTV ) �� (MxmθLTV ) �	�� �	���� ��� "

(MLTV )

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∆ẋm(t) =
∂f

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆xm(t) +
∂f

∂θ

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆θ +
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆u(t)

∆ym(t) =
∂h

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆xm(t) +
∂h

∂θ

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆θ +
∂h

∂u

∣∣∣∣
(x0,θ0,u0)

∆u(t)

������

(MxmθLTV )

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∆ẋmθ(t) =
∂fxmθ

∂xmθ

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t) +
∂fxmθ

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂fxmθ

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂fxmθ

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

∆ymθ(t) =
∂hxmθ

∂xmθ

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t) +
∂hxmθ

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂hxmθ

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂hxmθ

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

������

���� ∆xm(t)� ∆xmθ(t) � ∆θ �� ∆u(t) 
���� �� �#��$��

��	
�� 
�� ������	�� ��������
 � ������ �	 
���� �	���	� (u0�x0�θ0�y0) �
 (u0�x0�θ0�xθ0�y0)
��������
 	�� 
�����
���� ��� ���
���� (M) �
 (Mxmθ)� ��� ����
�� 
�������� 
����
������
 �MLTV � �
 �MxmθLTV ) ��	���
 ���� �������� ��	� 
�  ���� !

(MLTV )

{
∆ẋm(t) = A(t)∆xm(t) + Bu(t)∆u(t) + Bθ(t)∆θ

∆ymt) = C(t)∆xm(t) + Du(t)∆u(t) + Dθ(t)∆θ
����"�

���� 
�� ��
����� 
���� ������
 A(t) �n × n�� Bu(t) �n × m�� Bθ(t) �n × q�� C(t)
�p × n�� Du(t) �p × m� �
 Dθ(t) �p × q��

#$



(MxmθLTV )

⎧
⎨
⎩

∆ẋmθ(t) = AS(t)∆xmθ(t) + BSu
(t)∆u(t) + BSθ

(t)∆θ

∆ymθ(t) = CS(t)∆xmθ(t) + DSu
(t)∆u(t) + DSθ

(t)∆θ
������

��	
 �	� 
����
	� �	
�� ������� AS(t) �n×n�� BSu
(t) �n×m�� BSθ

(t) �n× q�� CS(t)

�p × n�� DSu
(t) �p × m� 	� DSθ

(t) �p × q��

�� ���������� �� 
����	 ��� �������	 (M0) 	� �� 
����	 ��� �������	 �	 �	���������
(Mxmθ0) �	 ���� ���� ����	� �	 ������
	 ������� �	 ���������� 	� ����	 �	� �����
	�
��� �������	� (M) 	� (Mxmθ) 	�� ���
 �	
���
� ��� �� ������
	 �	 ���������� 	�
����	 �	� �����
	� ���������� (MLTV ) 	� (MxmθLTV )� �	 �	
�� �	 
��
�� 	� ����	 �	�

����	� ��	� �����	 ���
 ��
�����

�� ���
������� �������	 �� 
�����	 �� �� ���� ����!� �	��	�� ����� "

������ ��# $ %���
���	 �	 
�

���	 �����
���	� ���� ����	��� 
������ ��	
 
����	
�������	 �	
�� �������

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
∂y0

∂θ0

(j) +
∂∆ym

∂∆θ
(j) +

(∂yp

∂θ
(k) − (

∂y0

∂θ0

(k) +
∂∆ym

∂∆θ
(k))

))2

����&�

�' ∆ũ 	�� ���� ���� �	 �� �� ������ ���(�� ���� �	 �� �� ������ ����� 	� �	 �� �������)
������ ����#�� *����	
	��� �� ����
���	 �	 
�

���	 �� ��	 ��� ��  ���	 ���� �����

��



�����������	� 
� �	

�� �������� ��� ���������� ��� �� ����� ���� �� �� ��	��
�� 
�	��
��������	� (POCINL) 
������ (POCILTV ) �

(POCILTV )

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PNp
: max

∆ũ
{J(∆ũ) | ∆ũ ∈ UNp

}

J(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
(
∂y0

∂θ0

(j) +
∂∆ym

∂∆θ
(j)) +

(∂yp

∂θ
(k) − (

∂y0

∂θ0

(k) +
∂∆ym

∂∆θ
(k))

))2

�	���� ��� �	��������� ��� �� �	����
� �
⎧
⎨
⎩

umin ≤ u0(j) + ∆u(j) ≤ umax,∀j ∈ [k, k + Np − 1]
∆umin ≤ u0(j) + ∆u(j) − (u0(j − 1) + ∆u(j − 1)) ≤ ∆umax,
∀j ∈ [k, k + Np − 1]

�	���� ��� �	��������� ��� �� �	���� �
⎧
⎨
⎩

ci (y0(j) + ∆ym(j) + (yp(k) − (y0(k) + ∆ym(k))), x0(k) + ∆xm(k)+
(x̂p(k) − (x0(k) + ∆xm(k))), α, θ0 + ∆θ, ∆u(j) ≤ 0,
∀ k ≥ 0 ∀ j ∈ [k + 1, k + Np], ∀ i ∈ Inc+nco = {1, ..., nc + nco}

����� 

��� �����	
���

!	�� ��	�� ��	�	�� �� ���	���"�� �	�� ���
���������	� 	������� 
�� �����
����
���	���� 
� �	

��� #���� �	������ ����	�"� � ������ 
� 
����� �� ��	��
�� 
�	��
��������	� �	�� �	��������� �	�� ���
���������	� $ ���	�
�� �� ������

%���� 
	��� �� ��	�������&�� ���� �� ��	��
�� 
��
���������	� ���������&���
�	�� ��	�� ������� �� ���"��&�� 
�� 	����������� &�� '	��������� ��� ��������	� ��
����� 
�� �����
���� 
� �	

�� ��� �� �(��
�� ���������

%����� ������� �	�� �	�� �	���� ���������� $ 
��� ���������� 
� �	����
�
���
������ $ �	

�� ������� ����� �	� �������� �� ������� �������� ����� �������� )�
�� ����� 
������ �� �����
��� �����&�� �	�� ��������������	� 
� ������	�"�� �����
���	�
� ��������� ���� $ ��
���� �� ����� 
� ������ ��� $ ��	���������	� ����� &�� ��
����� ���	�� $ ��	���������	�� *�� ��	��
��� 
�	���������	� �	�� �	��������� �	�� ���

��� ���������� 
� �	����
� ��������� 	� ��� �	����� + �� ������� ��� 
��� ��	��
���

�	���������	� ������� ,��� ���	��� ��� �����	��� &��� ���	���"�� 
���	����� �	��
�� �(�� 
� ��	��
���

-�� '	�� �� ��	��
�� 
�	���������	� �	�� �	��������� 
����� �� ����� ��� 	�����
������&��� �	�� �� ���	����	� 
� ��	��
�� 
�	���������	� �� ����� ��� ����������� ��
&�� ��� ��	�.�� 
� �"������ ��������

/0
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�� ��
	������� ��
����
����
�� �� �
���� �
��
  ����� �
����� �� �
�����
�� ���	�
�� !��
���������� �� ���������� 	�
�
��
� 	��� ��
����
����
�� ������ 	�
����
��� 	��� ���
���" �		������ 	��	��
�� 	�
�
��������

��
 �����	�� 	������������� 
��������

!�
�����
�
��� ��#��� ��� 	�������� ���	�
�
���
�� ���� ������
���� ���  �� ��
�����
�� �� 	������� ������
�� ����� 	�� ����
���� �� �	�
��� �� �� �����
�� ���
#���
�� $� ����
� ��������� �� �
�
��� �� �� �����
�� ��#���
� ��� ���������� ���

�
����� �� ����
�� �� ��������� ����
������ ���� ��� ������
���� �� 	�������� %��
��� �������� �� 	�
��� ����
������ ����� 	�� �
�����
������ �� �������� ����
���
������&��
�� �����"� �� �����"��

$� �"
��� ��� �
������ �� �
�����
�� ���
�
 �� 	����������� �� �������� 	���
�� 	������� ���	�
�
���
�� ���� ������
����� '�
�� ���� ���		����� ��
����
����
��
�	�
���� 	��	��
�� �� �
�����
�� �� 	������� �� �
	��� 	���
���� ��
� ���� �� 
������
����
 �� ������ & ��� �� 
������� !���#���
� ����� 	�� �������
� �� �	�
��� �������
�
 ��������� ��� ����� �����
��  �
 ������
� ���"
������ ����� �����
�� ����
�������
��
������� ��
� ������
���� ��� �
�����
�� �� ���� ���� ���	� �� ������ 
�	���
�

���� �� ����� �� ����� �		����� �� �� �������� 	�
�
��
�� 	��� ��
����
����
���
���� ����� ����
�
�
 ���" �(	�� �� ������
���� )
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�� ��� ���	
���	�� �

 ��� ��	
��� � ��� ���	
���	�� ��

��� �
� ������	 �	
� 
���
���	��� �� 	�
	 ���� � ����
� ���	��	� � ����
� �	�
�	��� ���� �� 
����
��� ��
�� ���
	����

�� ��� ���	
���	�� �

 ��� ��
	��� � ��� ���	
���	�� ���
���� �
� ��
���	 �� ���
�	
� ��
����� � ����
� ���	��	 ����	 ��
 �� 	���� �� ����
� ��	 	
�� ��

	 ��


	
�
��
 
�� ���
	���� ���	 ��
 �� ��� � ��� �� ���
	��� �

!� ��� ���	
���	�� �� ���	 ��� �������
��� ���� �� ������	��� �� �� ��������� ��
�� 
��
�	� 
�� ��"
���	��� ��� ��
#�
������ �� $�
��� #�
��� �	 ���� 
� 
���
�
������
 
� �����
	����	 ������
�$��� ���
� ���	�$���

%� ������&
� ����
�	

� �
 �
�$�&�� ����	�����	��� �'�� ���	
���	 �

 ���
"
���	
Λ� ⎧

⎨
⎩

min
Λ

J(Λ)

Λ ∈ R
n

���� ��� ���	
���	�� �

 Λ

�'�� 

(� �
��� �� ����	� ��� ���	
���	�� 
���	���� �
) ��
��$��� �� �������� �	 �
)
"
����

� �
 ���	&�� ���
	�� �	 �	�	 ��
� ��� 
������� ��
 ��� ��	����� 
������	
�� �
�$�&�� ���	
���	 ���	�������	 �� 
� �
�$�&�� ���
���� ��� ���	
���	� *�

 ���
���	
���	�� �

 ��� ���������� �� ��	���� �� 	
���#�
��	��� �� ��
��$�� ��������
��	 �� 	
���#�
��	��� ����
$����
� +,��	���
 �-./0� 1� �� �
� �����
�� �� �
��� ��
����	� ��� ���	
���	�� �

 ��� "
����

� �� ��
	��� �� ��	���� �
� ��
� �
�#�
�� ��	
����� ��� ������	�� �)	�
��� +,��	���
 �-./0� 2�� ��
) ��	����� ��3� ����
	��� ����
+4
#�

 �5550 ��
��	 
�������� ���� ��� ��
�"
����� �
����	��

����� ����	
����
 
�	 ��
 ���	��
 � ������� ����	�������

(� ��	���� �� 	
���#�
��	��� �� ��
��$�� ��	 �� ��	���� �� ��
� ������ ��
��	�
	��	 �� 
�����
 �� �
�$�&�� ����	�����	��� �� 
� �
	
� ��� ���	
���	 +6���
) �-.70�

1	��	 ����� Λ ∈ R
n ���
"
���	 ����	�����	���� ��� ��
��$��� ���	 ���	
���	�� �



��

 �����	
�� �

Λmin ≤ Λ ≤ Λmax �'�� 

���	 g 
�� #������ �� #���	���� #�����	 ��	�
����
 ��� ��
������ ��
��$��� ��� ���	
���	��
w �

{
Λ = g(w)
w ∈ R

n �'�7 

��������	 
�� �� �������� g 	
� ���	�
�
�	 	� �������	�
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�� ������	� 
����
	
���
�� ������
�� ��� ��� ����� ��������	� �� �� ������	�
��� ������
�� ��� w �

{
min

w
J(w)

w ∈ R
n

�����

�
��
 �� ������	� 
����
	
���
�� �� ��	��� �� ���
� 
���� �����
�� 
� ��������	��
��
��� ���	���� ����� � ��� ���
�
� ��� � ����� !"""# �� ��� ��
�
��� 
��� ����� ���$�
� �

Λ = gmoy + gamp tanh

[
w − gmoy

gamp

]
�����

�$�� ⎧
⎪⎨
⎪⎩

gmoy =
Λmax + Λmin

2

gamp =
Λmax − Λmin

2

���%�

 ��� �� ��
�� 
� ����� �������� 
� ��		��
� ���

��
$�� ���� ��
�
���� �����
��������	��
�� ���� ��� ������
���� ��� �� ��		��
� �u ∈ R� ��� �
& ���	��
��
� �

umin ≤ u(j) ≤ umax, j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} ���'�

& �� $
����� 
� $��
��
�� �

∆umin ≤ u(j) − u(j − 1)

Te

≤ ∆umax j ∈ {k, . . . , k + Np − 1} ���(�

�$�� Te � �� ���
�
� 
�������
������)��

*� ��
�
���� �� ��������	��
�� �+������
,�� ����� ���� ��� ������
���� ���'� ��
���(�� �� ���
��� �

& 
��� �� ��� 
� ������
���� ������� ��
,��	��� ��� ���	��
��
� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(j) = g(w(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w(j) − gmoy

gamp

]

w(j) ∈ R

gmoy =
umax + umin

2

gamp =
umax − umin

2

���-�

'�



� ���� �� ��� �� �	�
����
�� 
	�
��
 ���������
 ��� �� ��
���� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(j) = g(w(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w(j) − gmoy

gamp

]

w(j) ∈ R

gmoy = u(j − 1) +
Te(∆umax + ∆umin)

2

gamp =
Te(∆umax − ∆umin)

2

������

� ���� �� ��� �� �	�
����
�� 
	�
��
 �	��	��
����
 ��� ����
��
��� �
 �� ��
����
������� ���� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(k) = g(w(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w(j) − gmoy

gamp

]

w(j) ∈ R

gmoy =
gmax + gmin

2

gamp =
gmax − gmin

2

gmin = max(umin, u(j − 1) + Te∆umin)

gmax = min(umax, u(j − 1) + Te∆umax)

������

��� ������� �� gmoy �
 gamp �	�
 ����� � �	�� � ������ ���
��
 k ���	� ����
�	� ��
�	������ u(k − 1) 
�	�� � � �����
��
 
� � ���
 k − 1�

������ ��� � !�� �� �� �� �	� �� 
����"	���
�	� �#
��$	�����

�����	�� ����
 ��
 ��� ��

� 
����"	���
�	� 
� ���
� ��� "	�
� ������
�	� ��
�����$���
 �� �� "	��
�	� �	%
 
�� ��

	�
 � ���������
 ��	

�����
�	� ����� u
�

���
 ��� ����
�� ������� dJ

dw

��� ���� & �	�� '�� �	�
��( ���� ��� ����
���� ��
 ���

�� "	��
�	� �	� ��� ���� g ������ �� �	�
	�
� �� ����)�� ��� ���� ����� u(j) 
����
���� u(j−1)( ������ ����� �� # � ��� 
�
�
� ���������
� ���� ����
�	� �� �	�������

*+
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��� pu �� ũ ��� 	���
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� �� �� �������� �
������ ��������
���� ��� 	�������� �		�� ���� 	��� ��� �� ���������� �� 	��
��
��

!�����  �� ���	��
������� ����� ����� �������� �� �������� 	�� �� �������� �� 	���

��
� ��������� �������� "� �#��� �� 	��� �
������  �� �� �������� �
������ ��������
	������� �� 
����� ������������ ��� ���������� ������  �� ��� 	�������� �		�� ���� $ ��

����� �� ������ 	�� ��%������ 	��� ������ �� 	�������� ���	��
������� ��� ���������
�� �����
���� �� 
����� ��

� �� �������� �� 	��
��
� �������� ��� ��������� �����
�� 	��
��
� ������� �� �� 	��
��
� 	������� ���
����� $ ������� �� ��
	� & �� �		�� ��
��� 	�������� �� ���%����� 	������ ω ������  �� ���� ���� �������� ���� �
	�� �� ��
��

�� ��� �����
��� ������������ ��� ��$ ��������� ��� ����������

�� ����� �� ��� 
������� ������� $ ���� ��
	������ �� 
��� �� ������ �� $ ����
�%������� '� ������ �� ��������
�� �� 	��
��
� 	��
�� �� �� 	��
��
� 	������� ��
�������� �� ������� �� 	�����
���� J � ��� �������� �� 	������� $ ������� 	��������
�� ������ H ���� ��� ������������ �� 	��
��
� ������� ��������� ��� ��
	���� 	�� ��
	��
��
� 	������� ��� ���������� ����� �� �������� �������� ��(� Jtot $ 
���
����
������� &

{
min

Λ
Jtot(Λ) = J(Λ) + ωH(ci(Λ))

Λ ∈ R
n

)*�+,-

�. ω ��� �� ���%����� �� 	������� 	�������

�� ���� ��� ����������� 	������ ��� ��� ������� &

ci(Λ) ≤ 0, i ∈ {1, ..., ncon} )*�+/-

��������	 
�� ��� �����	��� 
� ������	���� ci ���� 
� �
���� �1.

������ ��� �� ������� �� �������� $ �� 	��
��
� ���	��
������� 	������� �� �� �����
������� �� 	���� ω 	���  �� ��  ������� ωH(ci(Λ)) ���� ��%��

��� 	���� �� ��
	��

00
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��	����
 �� ����	��� �������������
 �� �
���	� ����� ����
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��� ����� �

�� ���� �
� �

�	��
 ω 

!� �
�
�� 	� ������� ��"��
�
 Jtot 

�� �
������ 	� ����	��� �

�	��
 �#�� �
 �	"����$�� �������������
 ��
� ��
����
�� 

%� �� 	� ��	����
 ����
�� #����� 	�� ��
����
��� 	� ��	����
 ��� ����
��� �� �

�&
	��
 ω ��"��
�� ���
� 	� '�
����
 H(ci(Λ)) ��
� #��� (
�� �	 ����
�� ���
�
H(ci(Λ)) ��
� #��� 	��
�
��

)
 �����
"�� ���� �*��� �� �
�$��� ��� �

�	��
� �

• 	� �
�$���� ��� �

�	��
� �
���
�� � 	���
� ��� �� '���� ������$�� 	� ��	����

��� 	��
�
����� �� �����
� ��� ��
����
���� +�	� ���	���� ���, 	��
����	������
 
	�� ��
����
��� ���#�
� -��� #
���
��� +���� �
�$��� ������ 	� #
��������
 ���
��
����
��� ���� ��
��
�� ��� �
��
#

��
�� ������� 
��
����� 
������
�
��� '��
������ �� �����
� ��� ��
����
���� ���
��
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��
� ��.��� ��� ����
�
��	����
 ���� -��� ��
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• 	� �
�$��� ��� �

�	��
� �����
�� � 	���
� ��� �� '���� ������$�� 	� ��	����

��� 	����
����� �� �����
� ��������	�� +� ��� '���	��� 	��
����	������
 �� Λ ��
�
�� ���$���$�� +�	� ������� ���, 	��
����	������
 ��� ��
����
��� 
� ��
� ��� '���
&
��
� #
���
�� � 	��
����	������
 ��� 	����� /�� ��		���� ���	 
�* � ��� �� ��	����
 
	� ��� 	� ���
� ���� ��� ����#
�

0
 ��"��� ��� �*��� �� ��
����
��� ��
���
�
� ��� 	� ������ 
��� �#�
� ����
� 	�
�
�$��� ��� �

�	��
� �����
��� 1���
� ci 	�� ��
����
��� �����
�� ��� 	� �
�$��� ���
�

�	��
� �����
��� �� '�
����
 �� �

�	��
 �����
� hi ������
� , �$���� ��
����
��
ci ���� -��� ��
��
�� , �
��#
� ��
��
�� �� ��������� �

{
h(ci(Λ)) = 0 �� ci(Λ) ≤ 0
h(ci(Λ)) > 0 �� ci(Λ) > 0

23��%4

�� '�
����
 23��34 ����	�� 	�� ��
�����
� 

�
�
�� ��
�
�����
� ����� �
 ���� 	�
#��� �"��� 3�! �

hi(ci(Λ)) = [max(0, ci(Λ))]2 23��34

5�
�� ���
� 	� ��
����
�� ��� 	��
 �� �����
� ��������	� 	� '�
����
 �� �

�	��

������
� hi ��"��
�� �� �

�	��� 	� ��
��������
 �� �������� �� '�
����
 �� �

�	��

�����
� H ������
� , 	��
����	� ��� ��
����
��� ��
���� �

H(ci(Λ)) =
ncon∑

i=1

hi(ci(Λ)) =
ncon∑

i=1

[max(0, ci(Λ))]2 23��64
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������ ��� � ����	
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�� ����� �� 	���
��� H �
�� ���� �������� ������ 
� 	�
������ ��
	��������
�� ��
�

���
� ����
� ��� ��� 
��������� ��
	��������
� Λ �
�� 
����� ��
 ��� �
���� 
��
�
��������� �
�� ����������� (H = 0)�

��� �����	
���
 �

	� �� ����	��� ���������
���
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� ��
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�
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� ������
 	
�� 
������� ����
� (POCINL) �� (POCILTV )
�� �� 	�
�
��� ��
	��������
� 	���
��� ���� �
�������� 	
�� 
������� ����
�� !���
�
���
���
�� 	��"��� �
�� ���� �������# ��� ����� ��� �� �
��
� �
� 
������� ��

������ ��� �� �
��
� 
������� ���
�� ���� �
����
������� �
����
�

����� �����	
� �
��� ��� �� ������ ��� ����
���

��� �
��������� ��� 
� �
���� �
��������� ��� ���� 
� 	�
�
��� ��
	��������
�
(POCINL) ������"��� �� ���
����� Jext 
� �
����
� �� 	���
��� ������� $��%&' (

Jext(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
nc+nnco∑

i=1

(
max2(0, ci(j))

))
$��%)'

�"�� (

ci(j) =
(
ym(j) + (yp(k) − ym(k)), xm(j) + (x̂p(k) − xm(k)), α, θ̂(k), u(j)

)
$��%*'

+
�� 
� 	�
�
��� �������� ����
�# 
����� ��� �����
���� 
� ����� Jext 	
�� 	���,

���� 
� ����������
� �� 
� �
����
� �
-� �� ��� 	
����"� ����� ��� 
� �������
��� ��
�
���� �� 	�
���� yp 	�� ��		
�� ��� 	��������� �� �
��
� θ# ��
 ��� �
���� 
��

).
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� 	����� ���
��� � ���� 	���	
����	 ���
��� �� ����� 
�������	������ ��
�������� 
�������	����� ������	� �	� 
������ �

min
ũ

Jtot(ũ) = Jmin(ũ) + ωJext(ũ) ������

� �� Jmin(ũ) 
�
��� 
� J(ũ) 
�!�� 
��	 �"��#� �

Jmin(ũ) =

k+Np∑

j=k+1

⎛
⎜⎝

1
(

∂ym

∂θ
(j) + (∂yp

∂θ
(k) − ∂ym

∂θ
(k))

)2

+ κ2

⎞
⎟⎠ ���#$�

�% κ �	� ��� ���	����� ��� ����� ��&��� ���� � ���� 
�� ��������	 
� �	���	 ��� '����

(��� ��	 ����������	 	�� ��	 ������	) ����&����� 
�������	����� ũ) *�� ��������
��	 ����������	 	�� ��	 ������	 u) �	� ����	
���� �� ��&����� w̃) ��� *�� �������� w
����	
����� ��� �����) ����$� �� ������ 	���� ��	 ����������	 
������� ���	����	) �	�
	��	 �����������

+ ������ 
� (POCINL)) �� �� 
������ �� ��� ��� �������� 
�������	����� ������	�
	��	 ���������� ���� ���
����!������ �� ��&�� (POPSCINL) �����	��� �� ��
��� 
�
������
� �� �� ��
��� 
� 	��	������� ��� �������� 	������ �

(POPSCINL)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
w̃

Jtot(w̃) = Jmin(w̃) + ωJext(w̃)

� �� �
w̃ = [pw(1), ..., pw(npu

)]

Jmin(w̃) =
∑k+Np

j=k+1

⎛
⎝ 1(

∂ym
∂θ

(j)+(
∂yp
∂θ

(k)− ∂ym
∂θ

(k))

)2

+κ2

⎞
⎠

Jext(w̃) =
∑k+Np

j=k+1

(∑nc+nco

i=1

(
max2(0, ci(j))

))

� �� �

ci(j) =
(
ym(j) + (yp(k) − ym(k)), xm(j) + (x̂p(k) − xm(k)), α, θ̂(k), w(j)

)

��	� 	�� �� ��	������� 
�	 ��
���	 (M) �� (Mxmθ) 
�!��� 
��	 �� �������� "
���#��

����� �����	
� �
��� ��� �� ������ ����
��� ����� �
��
��

(��� �� �������� 
�������	����� ��	� 	�� �� ��
��� �������� ����	  ������ (POCILTV ))
�� ���	�
��� �� ����	
�������� �,�������*�� �����) ����$� �� ������ *�� ������ 
�

�!��� w0 ������ 
� �u0(t))x0(t))θ0)xθ0(t))y0(t)� 
���� ��&� �� �

-$
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0(j) = g(w0(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w0(j) − gmoy

gamp

]

w0(j) ∈ R

gmoy =
umax + umin

2

gamp =
umax − umin

2

������

� ���� �� ��� �� �	�
����
�� 
	�
��
 ���������
 ��� �� ��
���� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0(j) = g(w0(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w0(j) − gmoy

gamp

]

w0(j) ∈ R

gmoy = u0(j − 1) +
Te(∆umax + ∆umin)

2

gamp =
Te(∆umax − ∆umin)

2

������

� ���� �� ��� �� �	�
����
�� 
	�
��
 �	��	��
����
 ��� ����
��
��� �
 �� ��
���� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0(k) = g(w0(j)) = gmoy + gamp tanh

[
w0(j) − gmoy

gamp

]

w0(j) ∈ R

gmoy =
gmax + gmin

2

gamp =
gmax − gmin

2

gmin = max(umin, u0(j − 1) + Te∆umin)

gmax = min(umax, u0(j − 1) + Te∆umax)

������

���� ��� �����
�	�� ��� �	�
 ��������� �� ����� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∆w(j) = w(j) − w0(j)

∆u(j) = g(w0(j) + ∆w(j)) − g(w0(j))

g(.) = gmoy + gamp tanh

[
. − gmoy

gamp

] ������

��
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���� �� ������� �� ����
��� �����
��� �ũ �� ∆ũ� �
� ��
�
����� �� �� ����
���� �� ����
��� ��� �����
��� �w̃ �� ∆w̃� � 	�
��� ����� �������� g(.)� �
 ��������
�����
� g−1(.) ������ �� ������� � 	
 ����
��� ���		� 
��	����� 
� ��������

��
 �����
����
 ����
�� 
�� 	�
 ��
�����
 �� 
������ �
� 	
 ���
	�

���� � ������

��������� !

Jext(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

(
nc+nco∑

i=1

(
max2(0, ci(j))

))
�"�#$�


��� !

ci(j) =
(
y0(j) + ∆ym(j) + (yp(k) − (y0(k) + ∆ym(k))), x0(j)+

∆xm(j) + (x̂p(k) − (x0(k) + ∆xm(k))), α, θ0 + ∆θ, ∆u(j)
) �"�#%�

&	 �
� 
	��
 ��

��	� �������� ��� �����		� �������� ��'� Jtot � ������
�� !

min
ũ

Jtot(∆ũ) = Jmin(∆ũ) + ωJext(∆ũ) �"�#(�


��� Jmin(∆ũ) ������ �� J(∆ũ) ������ �� �)�*+� !

Jmin(∆ũ) =

k+Np∑

j=k+1

⎛
⎜⎝

1
(

∂y0

∂θ0
(j) + ∂∆ym

∂∆θ
(j) + (∂ym

∂θ
(k) − (∂y0

∂θ0
(k) + ∂∆ym

∂∆θ
(k)))

)2

+ κ2

⎞
⎟⎠

�"�#+�

�, κ �
� ��� ���
�
��� ��� ��		� ���	�� ���� ������ ���������		�
 ����
���
 �
� -����

.��
	����� � �
���� �� (POCILTV )� 	� ����	��� ��������

���� ���
	�
� 

�

�����
��� ���� 	�������/�
���� �� 	���� (POPSCILTV ) ���	�

�� �� ����	� �� ����
�
��� �� �� ����	� �� 
��
���	��� 	���
���
 ����
 �
��
�� 
����� ���� ������������

(#



������� ��	
��� 


(POPSCILTV )

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min
∆w̃

Jtot(∆w̃) = Jmin(∆w̃) + ωiJext(∆w̃)

Jmin(∆w̃) =
∑k+Np

j=k+1

⎛
⎝ 1(

∂y0
∂θ0

(j)+ ∂∆ym
∂∆θ

(j)+( ∂ym
∂θ

(k)−(
∂y0
∂θ0

(k)+ ∂∆ym
∂∆θ

(k)))

)2

+κ2

⎞
⎠

Jext(∆w̃) =
∑k+Np

j=k+1

(∑nc+nco

i=1

(
max2(0, ci(j))

))

���
 


ci(j) =
(
y0(j) + ∆ym(j) + (yp(k) − (y0(k) + ∆ym(k))), x0(j)+

∆xm(j) + (x̂p(k) − (x0(k) + ∆xm(k))), α, θ0 + ∆θ, ∆u(j)
)

���	 ��� �� �	�������� �� ����� ��� ������� (MLTV ) �� (MxmθLTV )
�	���� ���� �� 
������� ��

������

���
 �� ��
���� �� 
������� ��� �������� (MLTV ) �� (MxmθLTV ) 


∆ũ = g(∆w̃) ���� �

���
 g ��� !��
����� �� �����!�������� ���� 
��"�� ����	� ∆ũ ∈ R
m�

∆w̃ ��� ���� �� �� �	������� �� ũ ����#� �� ���$�� �� �� �� ���	����������

��� �����	
 	
 ����
����� 	� ���	�
�� 
� ��������


	� ������



%��� ����� ��	����	 ���& �����
��� �� 
������� ��	��
���� ��� ������ ����
���������
����� �������� �� �����' ��� ������� �� ������ ��� ���	���� �� ������� ��
������ ���	����	 ������ ���� !��
���������� �������� (�� ��������� �	�����	� ����

��������� 	���� ���	�' �� ����� ��& ������ ���	��"��� ���� �� �	�������� ��� �	)

�������� (� 
���& �� �� �	����� �� �	�������� �� �� ����� �� 
����� ��� 
����������
���� 	���������� ��	��

����� ����	
���
 �
 ����	��� ��
�	��� ���� �
� 	� ����	� 
�


	�
�����

(� 
���& ���� ���������� �������������� ����� ��� 
���� ���	�� *� �&���� �� ���)
����& �	������ ���
 �� ���� 
����������� +��"�� 
��
�� ��� !��
���� �� �� �	��������
�� ������� (� �	����� ������� ���� ,��� ������� �� ,��� 
������ ����������� �� ��)
����� �� ������ �	���� �� ������������ -� ����' �� ������ ����� �� ���������� .
�	�������� �� ���� ��� ����� ��� ��/���
� ��������� ��� ��� 
�0� �� 
��
��� 1���� ��

2�



������� ��� ��	
���
��� ��
���������� ��� �������� �� ���� �����
�� ��
� 	
�������
�� �
���� ����������
�� �� �� �
����
�� �� �
���������� �� ������ ���� ����
������
���������� ��� ��	
���
��� �� �������� �
��� �
����� �� ����� �� ���
����
� ���� ��
���
���
� �� �� �
����
� 
��������

���	����� �
��� �� ������� �
�� ��� ��
������� �� �
�������� �� �� �
����	�����
����	
���
�� �� ��������	����������  !"��
�� #$$$%�!&����
�� '()*%+ ��� ������� ����
�
��� ��� ������� 
� �� ��
��,�� ��
���������
� ��� �
� �
������� �� ��������� �����
	����� ��
���������
� pw(.) ��� ��������� �� ����,�� ���������  ����� l+ - �
����
������� k �� ��������� ��� ������� �� ��
����� ��� ��������
�� �� ��� ������ �
�,���
����
���� ���� (POPSCINL) .

{
pk,l+1

w (i) = pk,l
w (i) + δpk,l

w (i)

(∇2J l
tot(i) + λI)δpk,l

w (i) = −∇J l
tot(i)

 /�0#+

• ∇J l
tot(i) =

∂Jtot

∂pw(i)
. 	������� �� �� �
����
� �
�� ��� ����
�� ��� �����,����

��
���������
� pw - ���������
� l�

• ∇2J l
tot(i) =

∂2Jtot

∂p2
w(i)

. 
������ �� �� �
����
� �
�� ��� ����
�� ��� �����,����

��
���������
� pw - ���������
� l�

"��� �� ��� �������� ��� ��
��,��� ���������� ��� - ��� ������ ��
� ���
������ �����
��
���� ��� ���������� ��� �
���������
� ��� ��������� �
�� ������� �� �
� �
�����
��
������ �� �� ������� 
�������� ��� ����������� 1
�� �� ��� ��� �
��������� ������ ��
�
���� ��� �� ���

�� ��� ��������� ��������� �� ��� ����������� ���������� ��� �
��
��������
� �� ��� �
���������� ��� ������� ����� 0 �� 1 �
�� ��� �
���� ��� �
���������
���� �� ����� ��� ��������� �������� ����� �� �2�� �
����

"�� �
��3����
�� 
�� ��� ����
���� - ����	
���
�� �� ��������	 ��������� !"��
�� #$$$%
�
�� ��� ����� ������ ���
���� �� ��
��,�� ��
���������
� �
�� �� ������� �� �
����
�� .

4 �� ��������
� �� ����� �� �������
4 �� ���

�� �� �������� �������� �� �
������� �� ���� �����2� !&����
�� '()*% .

max(ci(u(j), ym(j))) ≤ εcon  /�00+

�� �

�� ��� ��������� �����,���� ��������������
�  λ0� ω0+� ��� ��� ����
����
�
 αλ ≥ 1� αω ≥ 1� αTe

≤ 1+� ��� ��������� ����� �����2��  εcon+ ��5������� ��� ��
�������
� ��� �
����
�� �� �� �
����	���� �� ����	
���
��� �� �

�� �� �
���� �� ���
�����,���� ���,�� �
�� �
���� ��
��,�� �
���
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�
�
��� 
	��
�
�	� � ���� 	
����� �

� ��	� ������� �� ��
���
�
�� �� �
�������
� ��	� ������

���� �����
�
���
�	 �� ��	� �� ������ �� �� ���

�� ����
�		��

�� ����	 �	 ���
�
�����
������� �� ��
���
�
�� ��� �	� ���
���� �
��
��� �� �� �����	���
�
�� �� ��������
�� �

��
� ��
�  �
� ��	�
��� ��� ��

��
�	� ��� �����	��� � ����
�
	�
 �

∂Jtot

∂pw(i)
�≡ 0 !"�#$%


� ������ �	
 
	�
�
�����

��� �����
�	� �� ��	�
�
�
�� �� ������ !M) 
	��
��	�	� ��	� ������

���� �����
�
&
���
�	 ��
�����	� �� �������
 �� ��	�
�
�
�� �� ������ ��
�
� ��	�
��
�� ��
 
����
� �
������ �
����	� �� �����	�� pw� '
�
� ��	�
�
�
��� �����	�  �
� ����	��� � ��
�


�� ������ �� �
����� (M) �

• �� ������ �� ��	�
�
�
�� ��
����

��� (Mxmθ)�

• �� ����
��� ������ �� ��	�
�
�
�� ����
�
	� �
 �� ��
�
� �� ������ ym ���
��	�
��� � ���	�
�� u� ������ �� �� ������ ��� �� ��	�
�
�
�� �� ������ �� ������
��
 
����
� � �� �����	�� u� �� ��� �� �����
�	 �� ������ (Mxmu) �

(Mxmu)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋmu(t) =
d

dt
(
∂xm

∂u
) = fxmu(xmu(t), xm(t), α, θ, u(t))

ymu(t) =
∂ym

∂u
(t) = hxmu(xmu(t), xm(t), α, θ, u(t))

xmu(0) = x0
mu

!"�#"%

�( fxmu �� hxmu ��	� ��� ��	��
�	� 	�	 �
	��

�� ����	��� ��� ��	��
�	� f �� h�

�	�����	 ��� �� ������	
�� �
 �
 �����
 (Mxmu) 
�	 ���� ������
 ��
� �
��


�� �����
 (M) ��� fxmu 
	 hxmu ���	 
� ����	
�� �
 xm�

• �� �
�
�
��� ������ �� ��	�
�
�
�� ����
�
	� �
 �� ��	�
�
�
�� ��
����

���
∂ym

∂θ
��� ��	�
��� ��
 
����
� � ���	�
�� u� ������ �� �� ������ xmxmθu = ∂2xm

∂θ∂u

��� �� ��	�
�
�
�� �� ������ �� ������ �� ��	�
�
�
�� xmxmθ = ∂xm

∂θ
�� ������

(Mxmθ
) ��
 
����
� � �� �����	�� u !��
 ��� ���
����	�� � �� ��	�
�
�
�� ��

������ �� ������ �� ��	�
�
�
�� xmxmu = ∂xm

∂u
�� ������ (Mxmu

) ��
 
����
� ��

)"



��������� �	 �
���� θ� �� �
� �� 

�	��
� �	 �
���� (Mxmθu) �

(Mxmθu)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋmxmθu(t) =
d

dt

( ∂

∂θ
(
∂xm

∂u
)
)

= fxmθu(xmxmθu(t), xmxmθ(t), xmu(t),

xm(t), α, θ, u(t))

ymxmθu(t) =
∂

∂θ

(∂ym

∂u

)
= hxmθu(xmxmθu(t), xmxmθ(t), xmu(t), xm(t),

α, θ, u(t))

∂2xm

∂θ∂u
(0) = ∂2xm

∂θ∂u

0

������

���� fxmxmθu �� hxmxmθu 

�� ��
 �
����
�
 �
� ��������
 
����	�
 ��
 �
����
�

f �� h�

�������� �	
 �� ������	
�� �
 �
 �����
 �Mxmθu) 
�	 ���� ������
 ��
�
�� ������	
�� �
� �����
� (M)� (Mxmθ) 
	 (Mxmu) ��� ���	�	 xmxmθu 
�	 
�
����	
�� �
 xm� xmxmθ 
	 xmxmu�

�� 
����� �� �������
�
	� �� ����	� �	 ����������� ��
 ���������
 ���
 �����
������ ��
�����
���
�� ��

��������
 �� ��

���
 ��	����  ��� ����	��
 �	����!	������ "� �
����
� �� �
#� J �
�
!	������!	� �� Q �
� 	�� ������� �� �
�������
� 
$�����!	� ��%��� 
���&�

������
'
�� Jtot �� ������� ( ������
�� ��� ����
�� �	 �����	� pw(i) ��%�� ��� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Jtot(pw(i)) = J(pw(i)) + ωJext(pw(i))

J(pw(i)) =

k+Np∑

j=k+1

ε(j)T Q ε(j)

Jext(pw(i)) =

k+Np∑

j=k+1

nc+nco∑

i=1

2
max[0, ci(j)]

����)�

"�
 ��������
 ��� ����
�� ( pw(i) 
��������� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇J(pw(i)) = 2

k+Np∑

j=k+1

∇ε(j)T Q ε(j)

∇Jext(pw(i)) = 2

k+Np∑

j=k+1

i=nc+nco∑

i=1

∇ci(j) max(0, ci(j))

����*�

*�



�� ��� �������� �	
 
	���
� � pw(i) 


⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇2J(pw(i)) = 2

k+Np∑

j=k+1

(
∇2ε(j)

)T
Q ε(j) + ∇ε(j)T Q∇ε(j)T

∇2Jext(pw(i)) = 2

j=k+Np∑

j=k+1

i=nc+nco∑

i=1

(
∇2ci(j)ci(j) + ∇T ci(j)∇ci(j)

) max(0, ci(j))

ci(j)

������

��������	 
�� �� ������� ∇2Jtot(i) ��� ������� 	�
 ���		
�
������� �� �������������

�� �� �� ��
�� ��� ��� ��
��� �� 	
����
 �
�
� ����
������ 	�
 
�		�
� �� �
�������

��� ���������	� 
������
�� ��� ������	� ��	� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇2J(pw(i)) ≈ 2

k+Np∑

j=k+1

(
∇2ε(j)

)T
Q ε(j)

∇2Jext(pw(i)) ≈ 2

j=k+Np∑

j=k+1

i=nc+nco∑

i=1

(
∇T ci(j)∇ci(j)

) max(0, ci(j))

ci(j)

������

��� ���������	� ��	� ������
�� �
	� ��
��������� ���������
���	 �� 	
�������	� �
 �
�
�������	 ��� 
��
���	� �� ��	�������
 �� ��� �� �
� �
����� 
�� �
�
� ���� pw(i)�

����� ����	
���
 �
 ����	��� ��
�	��� ���� �
� 	� ����	�

	�
����� ����� �����
�

!
	� �� �
�" ��� 
�
��
���	� 	
����
���� �
	� �
 �
����� �� �
�������	 ��	���	�	� �
��� ����#�
���	� $ ��
��������� ���������
���	 �	 ���	� ���%�	�����&
���
����" ��
�
���� ��� ��	�������
� �� �� �
���� �� �
 �
����� ������	" �	� 
�
��	� ������ �	 �������
' ��
��� �	��
	� k" �
 ��� �� %
��
���	 �� �
�
� ��� ∆pw(.) $ ��
��� ��
�
���	 l ���
��		
� �
� � {

∆pk,l+1
w (i) = ∆pk,l

w (i) + δ(∆pk,l
w (i))

(∇2J l
tot(i) + λI)δ(∆pk,l

w (i)) = −∇J l
tot(i)

����(�

• ∇J l
tot(i) =

∂Jtot

∂∆pw(i)
� ��
���	� �� �
 )�	����	 ��*� �
� �
����� 
�� �
�
� ����

���������
���	 ∆pw $ ����
�
���	 l"

• ∇2J l
tot(i) =

∂2Jtot

∂∆p2
w(i)

� ������	 �� �
 )�	����	 ��*� �
� �
����� 
�� �
�
� ����

���������
���	 ∆pw $ ����
�
���	 l"

+,
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��� ���� ��� ����
��
 ��
��� ���
���	�� �� �������� 	����
�
�
�
�� (POPSCILTV ) ���� �� ��������
�� �� ���� 	�
����
	� �
 �
��� ��
�
��� �

max(ci(∆u(j), ∆ym(j))) ≤ εcon ��� !"

������� ���	
 	
� �
��
�
�
���

�� ���	
 	
 ��
���
�
��
#� ��
���� 	�
� $��� ����
��� 
�% �
�

�
��� 	�� ����
�	�� ∆pw(i) & 	�����
��� �

∂Jtot

∂∆pw(i)
�≡ 0 ��� '"

�� ������ 	
� �
��
�
�
���
#�
	�� ����
��� & �
������ �
 ����
�
�
�� 	� ��
��� ����
� 	�� ��	���� �
��

��� �����
�
�

�� �
� �
����� & ��
��� 
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∆ẋmu(t) =
∂fxmu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂fxmu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂fxmu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ + ∂fxmu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

= f∆xmu
(∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆ymu(t) =
∂hxmu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂hxmu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂hxmu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ + ∂hxmu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)

= h∆xmu
(∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆xmu(0) = ∆x0
mu
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���� ����� �����
�
�
�����
� �� �� ��
�������
 �����
������ ∆ym

∆θ
��� ��
����� ��� ����	�� � ���
�

��
� ∆u� ��
��� �� �� �	���� ∆xmxmθu = ∆2xm

∆θ∆u
��� �� ��
�������
 �� ��
��� ��

�	���� �� ��
�������
 xmxmθ = ∂xm

∂θ
�� �	���� (MxmθLTV ) ��� ����	�� � ��

�	���
�� ∆u ���� ��� 
�������
�� � �� ��
�������
 �� ��
��� �� �	���� �� ��
�
�������
 ∆xmxmu = ∆xm

∆u
�� �	���� (MxmuLTV ) ��� ����	�� � �� �������	
 ∆θ�

�� ��� �� �	����	
 �� �	���� (MxmθuLTV ) �

(MxmθuLTV )
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∆ẋmθu(t) =
∂fxmθu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂fxmθu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂fxmθu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂fxmθu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)+

∂fxmθu

∂xmθ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t)

= f∆xmxmθu(∆xmxmθu(t), ∆xmxmθ(t), ∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆ymθu(t) =
∂hxmθu

∂xmu

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmu(t) +
∂hxmθu

∂xm

∣∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xm(t)+

∂hxmθu

∂θ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆θ +
∂hxmθu

∂u

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆u(t)+

∂hxmθu

∂xmθ

∣∣∣
(x0,θ0,xθ0,u0)

∆xmθ(t)

= h∆xmxmθu(∆xmxmθu(t), ∆xmxmθ(t), ∆xmu(t), ∆xm(t), α, ∆θ, ∆u(t))

∆2xm

∆θ∆u
(0) = ∆2xm

∆θ∆u

0
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Jtot(∆pw(i)) = J(∆pw(i)) + ωJext(∆pw(i)) ������
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���� ��������� ��� ��
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�� �!�������
"
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� pw(i) �
�� ��� �%��������� ���&'�#
���&(� �� ����)��
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 ��
�
 �� 	������
 ���� ����
����	
����

������ ��& * ��������� �� ����
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��� ���� �!����"
����
����# �
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������� �� �+�� ��
�����
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�	� ����������
�� ��������� 	�� ��	������

�� 
������ �� ��
���������� ��������� ��� 	� ������	� 
����������� ����� ������	
��������� �
�� 	�� ��	������
���

�� �� ��� �� ����� ��	�� �������� ����������	� 
������������ 
�� 	�� ������
�� �� �������� ������
�� !� ��	����� ��
������ ���������
�����"�� (A) 
�� �� ��	�� (B) �� 	� 
���	�� (C)� �� �������� ��� �� �"
� #

A + B −→ C $%�&'

�� 
������ �� �������� �	�� 	�� ��� ��(������	� �	 �"
�

kv = k0 exp(−Ea/RT ) $%�)'

�
��

• k0 # �� �����	� �� ����	���� [�.���−1.���−1]
• Ea # ��������� ������
����� [*.���−1]
• R # �� ��������� 	��
������� ��� ��+ 
������� [*����−1.,−1]
• T # �� ���
����	�� �	 �����	 ����������� [,]
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����������� ����� # ��� ���
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Ċa = −kvCaCb + Din(Cain
− Ca)/V

Ċb = −kvCaCb + Din(Cbin
− Cb)/V

Ṫ = Din/V (Tin − T ) − ∆Hkv CaCb/(ρ Cp) − UA(T − Tj)/(ρV Cp)

Ṫj = Dj/Vj(Tjin
− Tj) + UA(T − Tj)/(ρjVjCj)

kv = k0 exp(−Ea/RT )
Ca(0) = C0

a

Cb(0) = C0
b

T (0) = T 0

Tj(0) = T 0
j

�����

• A � ��	
��
 ��������
 
��	
 �
 	����
�	 
� �� �����
 
��
����
 [�2]
• Ca � ����
��	����� �
 ��������
 �������
 ���� �
 	����
�	 [���.�−1]
• C0

a � ����
��	����� �������
 �
 ��������
 �������
 ���� �
 	����
�	 [���.�−1]
• Cain

� ����
��	����� ������
������� 
� ������
 �������
 [���.�−1]
• Cb � ����
��	����� �
 �� ����
 ���� �
 	����
�	 [���.�−1]
• C0

b � ����
��	����� �������
 �
 �� ����
 ���� �
 	����
�	 [���.�−1]
• Cbin

� ����
��	����� ������
������� 
� ����
 [���.�−1]
• Cp � �������� ����	����
 �� �	����� ���� �
 	����
�	 [��.���−1]
• Cj � �������� ����	����
 ��  ���
 ���� �����
!
��
����
 [��.���−1]
• Din � ����� ������
������� 
� ����
 
� 
� ��������
 �������
 [���.���−1]
• Dj � ����� �������� �
  ���
 ���� �� �����
!
��
����
 [���.���−1]
• T � �
���	���	
 ���� �
 	����
�	 ["]
• T 0 � �
���	���	
 �������
 ���� �
 	����
�	 ["]
• Tin � �
���	���	
 ������
������� ���� �
 	����
�	 ["]
• Tj � �
���	���	
 ���� �� �����
!
��
����
 ["]
• T 0

j � �
���	���	
 �������
 ���� �� �����
!
��
����
 ["]
• Tjin

� �
���	���	
 ��
��	�
 ��  ���
 ���� �� �����
!
��
����
 ["]
• U � ��
#��
�� ��������
 ��
	����
 
��	
 �
 	����
�	 
� �� �����
 
��
����


[�$.�−2.���−1]
• V � �����
 �������� �� 	����
�	 [�]
• Vj � �����
 �
 �� �����
!
��
����
 [�]
• ∆H � 
�������
 �
 	������� [�$.���−1]
• kv � ��������
 �
 ���
��
 �
 �� 	������� [�.���−1.���−1]
• ρ � ����
 ��������
 ���� �
 	����
�	 [��.���−1]
• ρj � ����
 ��������
 ��  ���
 ���� �� �����
 
��
����
 [��.���−1]

%� ����� �
 ��
 �� ����&�
 �����' ������ 
�� (Ca(t), Cb(t), T (t), Tj(t))
T ' �� ���!
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�� Din(t) 
� �� ��	��
 �
��	�
 T (t)� (
 ����&�
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�� ���� ����	
�
�� ��
����&�
 ��� ������	
 ������� ����
� �� 
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���� �� ��		��� ����� ��� 
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����� �
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� ������
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�� ���
�
� ���
��
� ��
 ������� �� 
����� �� ��������� �
��� 
� ����
� ���	
��� ���
������
 ���� 
�  ���� ����� ����
��� ��� 
������� �

{
Ċa(t) = −kvC

2
a(t) + Din(t)

V
(Cain

− Ca(t))
Ca(0) = C0

a

!"�#$

�% Ca ��
 
� ������
��
��� �����
�
� ���
��
� ������� �� 
���� �
 Din(t) 
� ��&�

����	�
�&
�� '�� 	�����
��� V �
 Cain

���
 ������ �
 kv ��
 
� 	�����
�� ( ��
���
����� 	�� 
��		������ �� ��
��
 x1(t) = Ca(t)� θ1 = kv� u(t) = Din(t)� α1 �
 α2 ���

���	��
������
 V �
 Cain

� �� ����
� ��
 ����� �� ����
� ��
�� 
�  ���� ������
� ��
����
� (M) �
�
���� ���� 
��		����� ����
�		�� ���� 
� ���	�
�� # �

{
ẋ1(t) = −θ1x

2
1(t) + u(t)

α1
(α2 − x1(t))

y(t) = x1(t)
!"�)$

��� �����	
��
��� �� �������� ���� ��
����
����
��

'�� ����
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���$ 	�� ��		��
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� ����
��
� �� ��
���� �� ����
��� kv ( ��
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	���� ��
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 	������

��
� ������ 
��������� ���� 
�		� �����
�	��� �
� �� ��	���� �� ���
	��� ��	 
�
������	�� 
���	��	 � �������
� �
���� ��
� �	
���� �� �������� ����	���	��� ��
����� �� �� ��	���� �� ���
	��� kv� ��
� 
	������� �� ������ �������� � �!�� ��
� �
�"
������ �
� #

$ �� ���
�� �� ����� �� 
��
��	��	��� ���
�	�	� ���	%��� ��	 � ��	�� �������	����

$ �� ��	���� �� ���
	��� �� �������
�	��� ��	 
���	��	��

&� �������� �	��� 
�����	� � �
����	�� �� ��
	�
� ���	�	 �
 ������ ���	��� � �!�
��� �� ������	�� kv � ��	����� �
�� � ������
�� ��������	%�� ���������	��� ���	�	� &�
������ �
����	� ����� �� ����� #

{
ẋ1(t) = −θ1x

2
1 + u(t)α2−x1

α1

θ̇1 = 0
� � �

&� 
���������
� � 
%��
� ���	��	 �� �� 
��
��	��	��� �����	 �� �����	�� � �� ��	����
�� ���
	���� &� ���	��� � � � �� ��	 ��
� �� ����� #

{
ẋ(t) = A(y(t))x(t) + B(u(t), y(t))
y = Cx(t)

� �'�

�( x(t) = (x1, θ1)
T �

&� ���	��� � �'� ��	 ���������� �	 ����� �� ����� �)�*+� �
 
%���	�� )� ��� 
����"
�
��	� 
� ��	���	�
� ��	 ����� ��� ,-����
�� *../0 #

{
˙̂x(t) = A(y(t))x̂(t) + B(u(t), y(t)) − S−1CT (Cx̂ − y)

Ṡθo
= −θoSθo

− AT (y(t))Sθo
− Sθo

A(y(t)) + CT C
� �1�

�( x̂(t) = (x̂1, θ̂1)
T ��	 ����	���	��� �� x(t)� u(t) �	 y(t) ���	 �����
	������	 ����	���

�	 �� ���	��� �( #

A(y(t)) =

(
0 −y(t)2

0 0

)
, B(u(t), y(t)) =

(
u(t)α2−y(t)

α1

0

)
, C = [1 0]
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�� �	 ����
��� �����
�
���
��

&� �������� ����	�����	��� ��
� ������	��
�	��� �� ����� ��	 �� 	��
��� 
� �����
��	���� �� ����	 ��������	�	��� �� ��
�� Din(t) �
� ��2����� �� ���������	� ∂Ca

∂kv
(t)

�� �� 
��
��	��	��� ���
�	�	� ���	%��� Ca(t) ��� ������	 � �� 
���	��	� �� ��	���� ��
���
	��� kv� &� �������� ����	�����	��� ���
��	 #
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max
D̃in

J(D̃in) =

k+Np∑

j=k+1

(∂Ca

∂kv

(j)
)2

D̃in = [Din(k), ..., Din(k + Nc − 1)]T

�����

�� �	
 ���
�
� �	 �������� �� �


�
���
�
 �	
��
� �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min
D̃in

J(D̃in) =

k+Np∑

j=k+1

⎛
⎜⎝

1
(

∂Ca

∂kv
(j)

)2

+ κ2

⎞
⎟⎠

D̃in = [Din(k), ..., Din(k + Nc − 1)]T

������

���� ��� ��
���

��� ������
�	�� �� �� �
����� �	� �� �����
�� �

⎧
⎨
⎩

Dmin ≤ Din(j) ≤ Dmax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]

∆Dmin ≤ Din(j) − Din(j − 1) ≤ ∆Dmax , ∀ j ∈ [k, k + Np − 1]
������

��� �
���	��� �� ��
��
����
�
 ��������� ����� �� ��
� �� ������	� ��
� !��� �
�
���
��	� ��� �	���
�
� �� �	��
�� �	 ����	
� "
�� �

Ca(.) ≤ Cmax
a ����#�

$�	� ���
 ���
�
� ��
� % "&�� ����� ��'���
( �� ��
��)�� ���
��� �� ��&
�
���
�
 ��
��
�
�
�
�� ∂Ca

∂kv
��
� �������� �� ��&
�	� Cmax

a ���� 	
� �����
�� �� �
�	���
�
����
�	�����

��� �����	
	� �� �
���
	
��

*�� ��	& ������+
�� �� �����
�� ����
����� ��
� ��� ����
���� �������
�� �
� ���
����
�	���� ��	
� ����� �	� �� ������ 
�
 �

��
�� (POPSCINL)� ���	��� 	�
�
��
� 	

������ �

��
�� ����� ���
�
� (POPSCILTV )� ,���� ��
� ��������� 
�
 ��
� ��	
� ��
���� ��	
� �� ���	���

����� ����	
	��� �� �	
���
	��

-�
� ��� �
�	���
�
�� ��� ��
�
�
�
� ��
� ����	� ��� ���
�� ��
� ��� �	
��
��� �

. �����
/�
 �� �����
�� Nc ��� �+�� % ��

. �����
/�
 �� ����
��
�
 Np ��� "&� % ���

. �� ���
��� ������
�
���

�+� Te ��� 60 ��
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⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Dmax = 5 × 10−3 ��	�
−1

Dmin = 0 ��	�
−1

∆Dmax = +8.33 × 10−6��	�
−2

∆Dmin = −8.33 × 10−6��	�
−2

������

� ���������� 	�
 ����������
 
�� 	� 
������ 	�
 	���������
 
��� �

Cmax
a = 15 × 10−3��	�	−1 ������

� 	�
 ���������
 �� ������� 
���	� 
��� �����
 ���
 	� ���	��� ���

��������� �� ������ !�	���

k0 	� "������ ����#��������	 �� "��$����� 1, 83 × 108 	.��	−1.
−1

Ea 	
����%�� �
���������� 1, 0360 × 104 &���	−1

T ����������� �� �������� 25o'
V ��	��� �� �������� 100	
Cain

������������� �
�	���������� �� ������� �
��()	� 1��	�	−1

������� ��� � ���������
 �� 
���	����� �� ������� 
���	� ���� 	� �������� ��

����� ������

� �� "���� ���� ���*� 	� ��	��� ���(���(�� �� kv �
� 7.89 × 10−2	.��	−1.
−1�
� 	�
 ���������
 �� ����	� �� �� 	
��
�������� 
��� � V = 100 	 �� Cain

=�
��	�	−1�
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⎧
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

���� 	� ������� 
���	� :

Ca(0) = 10−4��	�	−1

���� 	
��
�������� �� 	� ����	� :

Ĉa(0) = 0.7 × 10−4��	�	−1

k̂v(0) = 5.52 × 10−2	.��	−1.
−1
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 �� 
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 $%&'()* �+	� �(� �	 ������	 +�+	%
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 ���
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��� 	�	����	
 	� �����	 ��+	��	. �+	� �	�� 	����	

�����	��	
 / �� ��	��-�	. �0 �	 ����� 	
� �� ��)	��� �	 +��	�� 2 × 10−3 ���%
−1 	�
�� �	���-�	. �0 �	 ����� �+���	 
��
 ����	 ���� 
1
�-�	 �� ��	��	� ����	  2�3��	
4%�!%

�� ������� �	� 
����
�� �
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�� �	
 63��	
 4%$. 4%7 	� 4%�% 8�
 ����	
�
����	�� 
 ��	
�������� �	 �� ����	�������� ��������	 ����)1�	 Ca. 
 �� +��	

	 �	
�������� kv 	� 
 �� 
	�
������� �	 �� 
����	 Ca ��� ������� 
 kv 	� �����	 ��+	��	% 5�
+��	�� �	 θo ���
 ����
	�+��	��  4%&! 	
� ���
	 �3��	 
 '%'$% ,��
 ���+��
 �	���9�	�
9�	 �	
 	
����	
 Ĉa 	� k̂v ���+	�3	�� �����	�	�� +	�
 �	
 +��	��
 ��	��	
  �����	
 ���
�� 
��������� �� �������!% :�� �� 63��	 4%7. ���+������� �	 ��	
����	 �	 �� +��	

	 �	
�������� k̂v ���+	�3	 +	�
 �� +��	�� ��	��	 ���
����	% #�	 	��	�� 
�� �� +��	�� �������	
�	 �� +��	

	 �	 �������� � ��� ���������	  7' ;! ���
 �	 �� 
��������� �	 ��	
�����	��
���� ��
	�+	� 
�� �������	�	�� +�
�
�+�
 �	 �	��	 	��	�� ����������
�����. ���
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{
k(T ) = A exp(− E

RT
)

f(X) = Xm(1 − X)n ���	


���� �

• A ������
����������������� ������� ������ �����
� �� ����
����
 [�−1]
• E � ������� ������������ [�����−1]
• R � ��������� ��� ��� �������� [�����−1.�−1]
• T � ��������
�� [�]
• X � ����� �� ���������� (−)
• f(X) � ���������� ��� ������
� �
 ���!�� �������
�
• k(T ) � ��������� �� ������� ��"�� ���
� [�−1]
• m � �����!��� �������
� (−)
• n ������!��� �������
� (−)
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� �� %�
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���� �
�����
����� ����
����� �� �� � ���
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��
) ��
� �� ����� �

∇(λc,s∇Ts) = ρsCps

∂Ts

∂t
, ���� �� �
����� ���������
� es ���&


∇(λc,p∇Tp) = ρpCpp

∂Tp

∂t
+ φreaction, ���� �� �����
�� ���������
� ep ���'


�* ρ ��� �� ����� ���
���
�) Cp �� �������� ������%�
� ������
�) λc �� ����
�������
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φreaction = ρpep∆H0
dX

dt
���,
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• ���� z = 0& ' �� ���%��� �� (�� �� ���	
��� )

−λc,p
∂Tp

∂z
(z, t) = φabs(t) − εpσ(T 4

p − T 4
1 ) − hp(Tp − T1) ���*!

φabs = αpφir(t) ����!

�+ hp ��
 �� ���,���	
 �$����	
� ��	���
�% �� �� ���	
���& φabs �������	
� �� -��
�.���.� ��� �� ���
��� / ������
 � ���	
��� 0& φir �� -�� �	%�����
� �	����	

��� �� ���%��� �� �� ���	
��� �
 αp �� ���,���	
 �$�.����
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• ���� z = ep + es� � �� 	��
��� 
�
��
���� �� 	������ �

−λc,s
∂Ts

∂z
= εsσ(T 4

s − T 4
2 ) − hs(Ts − T2) �����

�� hs �	� �� �����
��� ��������� �������

 �� �� ��
����� �� T2 �� �����������
�� �
�
�� ���
����

� ���������� �����	
��

 �
�
�������� �� 	!	�"�� # 	������$������
���� % �	� � ����������� ���
���� ��
�� �����
�� �� ���!���
	��
�� ��� ��	 ���������

⎧
⎨
⎩

Tp(z, 0) = T1, ∀z
Ts(z, 0) = T2, ∀z
Xp(z, 0) = 0+, ∀z

���&'�
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 ��� 
������
 � ����	���
� ����������
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∂Tp(z,t)

∂t
= f1(∇2(Tp(z, t)), X(z, t)), ∀z ∈ [0, ep], ∀t > 0

∂Ts(z,t)
∂t

= f2(∇2(Ts(z, t)), ∀z ∈]ep, ep + es[, ∀t > 0

���� ��	 ����
�
��	 ��* �
�
��	 �

∂Tp(z,t)

∂z
= f3(Tp(z, t), φir(t)), z = 0, ∀t > 0

−λc,p
∂Tp(z,t)

∂z
= −λc,s

∂Ts(z,t)
∂z

, z = ep, ∀t > 0

∂Ts(z,t)
∂z

= f4((Ts(z, t)), z = ep + es, ∀t > 0

���� ��	 ����
�
��	 
�
�
���	 �

Tp(z, t) = T1, Ts(z, t) = T2 ∀z ∈ [ep + es], t = 0

X(z, t) = 0+ ∀z ∈ [0, ep], t = 0

���&&�
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� �� �����,�� ���
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L[y(z, t)] = m(x, t) #$�%&'
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y(zmin, t) = q(x) #$�%)'

�� �� ��������� �������� "

y(z, 0) = v(z) #$�%*'

���	 ���
�� ��������
� �	� �� �������� y ������ 
�
� (z, t) ∈ [zmin, zmax]×]0, +∞[�
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�����	 yi(t) = y(zi, t) �� 	��
���� �
�����
� �����
� �
� 
���� zi� ,
� ����� ��	�����	�
- 
�	 ���	���� ∆z� ��	 ������

�����	 �� .����� �
 ���	����� �� zi 	��������� "

y(zi+∆z, t) = yi+1(t) = yi(t)+∆z
∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

+
∆z2

2

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

+
∆z3

6

∂3y(t)

∂z3

∣∣∣∣
z=zi

+...
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y(zi−∆z, t) = yi−1(t) = yi(t)−∆z
∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

+
∆z2

2

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

−∆z3

6

∂3y(t)

∂z3

∣∣∣∣
z=zi

+...
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��� �����
� �
� 	�� �
�������� ��
�� � ���
�� �� ��� ����
�� �

∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+1(t) − yi(t)

∆z
������

� 	� ��!��
 �� �
�������� ��
�� �  
��!� �� ����� �
�� �

∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi(t) − yi−1(t)

∆z
����"�

� 	
 �
�������� ���#�� � ���#��� ��� �$�
�
��� ����%� �� ������ 
�����!��� �
	������ �� ����� 	� ��!��
 �� �
�������� ��
�� ������ �

∂y(t)

∂z

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+1(t) − yi−1(t)

2∆z
����&�

'	 ��� 
���
 ����
#	� ���#���
� 	�� 
����(
�
�
��� ���� ��� ���
���� ������� �����
���
�� ��
	
�
�� �	�� �� ��
��� �� �
�����
�
�
�� ��
�� �� zi� �� ����
���
�� 	� ����	��)
������ � 	������ *� 	
 ���
��� ������� �� ��!��
 ������ �����
� �

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+1(t) − 2yi(t) + yi−1(t)

∆z2
���*+�

'	 �(
��� � 
	����� ��� ,����	
�
�� �  
��!� �� � ���
�� ���� 	
 ���
��� ������� �

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi+2(t) − 2yi+1(t) + yi(t)

2∆z2
���*��

∂2y(t)

∂z2

∣∣∣∣
z=zi

≈ yi(t) − 2yi−1(t) + yi−2(t)

2∆z2
���**�

-
�� ./��#
�� *++�0� ��� ����� �����
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�
�
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�� ���#�� ��
 �� ��
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�
�
�� Np +Ns − 1 ��	 $�� Np �� Ns ������������
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�
�
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�� 	
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dTpi

dt
= λp

ρpCp∆z2
1

(Tpi−1
− 2Tpi

+ Tpi+1
), ∀i ∈]1, Np[, ∀t > 0

dTsi

dt
= λs

ρsCs∆z2
2

(Tsi−1
− 2Tsi

+ Tsi+1
), ∀i ∈]1, Ns[, ∀t > 0

	��� ��� ���������� 	�� ��
���� �

dTp1

dt
= λp

ρpCp∆z2
1

(Tp1
+ 2Tp2

) + 2h1

λp
[αpφir − σεp(T

4
p1
− T 4

1 )

−hap
(Tp1

− T1)], ∀t > 0

dTpNp

dt
= λp

ρpCp∆z2
1

[TpNp−1
− (1 + λsh1

λph2
)TpNp

+ λsh1

λph2
Ts+1]

−ρp∆H0
dX1

dt
, ∀t > 0

dTsNs

dt
= λs

ρsCs∆z2
2

[(TsNs−1
− 2TsNs

) − 2h2

λs
(σεs(T

4
sNs

− T 4
2 )

+has
(TsNs

− T2))], ∀t > 0

	��� ��� ���������� �����	��� �

Tp(z, t) = T1, Ts(z, t) = T2 ∀z ∈ [ep + es], t = 0

X(z, t) = 0+ ∀z ∈ [0, ep], t = 0

������

����� ����	
���
 

�����
� �
 ����	� �
 ��
�	� �
�����

�	�� �	 ������� ����������� ���� 	���� ���������� ��� ���	����� �� ����

� ������
�� 
��
�� �������  �� �	�	

���� �� 
��
�� ���� ����� �� !"�
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�	�� �� �	#��	� ����  �� ���	����� 	�� �������� �����	���� �#���� 	��
� ���������	&
���� ��� ���	����� 	�� �������� �	�������� ���� �������� ��
������
��� �� ������	��
��� �������� �'����(�	���� �� )	��	#� *��� +	����� �	���� �� ��
#�� �� ������ ��
���������	���� �	�� �� ,�
 �� �������� Np �� �	�� �� ������� Ns�  �� ,(���� ��- ��
��. ������������ �� �	�� �� ���������� �� �� ���,� �� ��
���	���� / �	 +	�� ��+�������
�� ������� ���� φir = 23200 0.
−2�  	 ,(��� ��1 ���������� �'��	�� ����� �	 ������
������
���	�� �� �	 ������ �� 
��
���  '������	���� �� Np = Ns = 3 ������ �� ���&
������	���� ������� / ��� ���������	���� �� �	 ��
���	���� �� ������� 	���2 #����
������� �'��	�� ����� �	 ��
���	���� �� ������� �� �� 
��
�� ��� 	���2 	�����	#���

��1



��������� �	
����
� ������

αp �
������� �����
����
� 0.5286 (−)
Cpp

������� ��	��
��� ���� �� 
�� �� �������� 1500 �.��−1.�−1

Cps
������� ��	��
��� ���� �� ����
�� 469 �.��−1.�−1

λp �
���������	 ��������� ���� �� 
�� �� �������� 0.08 �.�−1.�−1

λS �
���������	 ��������� ���� �� ����
�� 44.5 �.�−1.�−1

ρp ����� �
������� ���� �� 
�� �� �������� 1590 �� �−3

ρs ����� �
������� ���� �� ����
�� 8237 �� �−3

εp ���������	 ���� �� 
�� �� �������� 0.9424 (−)
εs ���������	 �
������� ���� �� ����
�� 0.5 (−)
hp �
������� ��	������ �
������! ���� �� 
�� ��

��������
5.7 �.�.�−2

hs �
������� ��	������ �
������! ���� �� ����
�� 3 �.�.�−2

A !������ ��	�"�
������� 4814400 �−1

E 	������ ����������
� 67722.25 � �
�−1

m �
������� 1.0752 (−)
n �
������� 0.0966 (−)
R �
������� ��� ��# ���!���� 8.314 �.�
�−1.�−1

σ �
������� �� $��!��%&
�#���� 5.67 × 10−4 �.�
�−1.�−1

������� ' ( ) ���������� �� ��������
� �
�� �� �����
� ��� ��������� �� �
����
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���� ���� ������ ��	
����
� � 	���
�� �� �������� ��	����� φir(t) ��� �����
���� �� ���������	
 �� �� ������ Ts(ep +es, t) ��� ������	 �� ������	�� αp� 	�� ��� αp

��	 ����	��
 ����� ����� ��	������ �� ���	� ��� 
	��� � �������� ��� �� ������	��
��� �� �� ���� ��� �� ���
	���� �� ������� �� ����	��� ��	 �� ���!����	 ��������	���
αp ��� ��	 ��!���� � ����	���� �	 ��	 ���
���
 ����	��	 ���� �� ��� �� ��������
"#������ $%&%'�

(� �������� �� ���	�)�� ���� ������	����	��� ��	 ���� �� 	���
�� �� ����� ��	����
��  �� ��������*� φir(t) �������
 �� ����
�
 �� ������� ��� ����	���� �� ������
�	 � �������
�	��� ���� ����� ���	� �������� �� ���������	
 �� �� ���	�� �� ����
�

�����
� Ts(ep + es, t) ��� ������	 �� ���!����	 ��������	��� αp� �	 ����	�� ���	
��������� �� ������	� �� �+�	��� 	��	 �� 	����	 ����	� ��� ��
��� ���	����	�� ��
����	��������	 , ��  �� ��������*� ������
 ���	 -	�� �.+��������	 ���������� �	 ��
��� �� ����	��� ���	 -	�� �����	���� �� 	���� �� �����	
�

����� ����	
�� 
� �������������

/� ���*�	 ��� �� ��		�� �� 0�
�� ��� �����
�	���� ����
� ���� �� �.���	�� $ ����
����	���	��� �� ������	�� αp �	 ��� 	���
��	���� 1
	�	�2 ��� �����
�� � ���	�� �� ��
������ �� 	���
��	��� ���������� ��� �� ���� ���
������ �� ������	� 3��	������ �
��	
���	������ ��� �����
�	����� ��� 
	��� ��	 �
�������� ��� �������
�����	
 �� �+�	���
*����� �	 ��� ��� �+�	.��� �� �������
�	��� �����		��	 ����	���	��� �����	��
� ��
���!����	 ��������	��� �	 ��� 	���
��	�����

���� ��������� ���� ��		� ���	��� �� ������ �����
	��
 �� ������� �� ����	���
14�$52� (� ����� ������ ���������� ��	 ����� �� �� 	���
��	��� �� ��� �� ������	
Ts(ep + es, t)� ��	�� ��6��	�� ������	� � �	������ ��		� ������ ���� ��	���� �����	��
�
���	 �� ���!����	 ��������	��� αp ����� ��� ��� 	���
��	���� ���� �� ��� �� ����	���
�	 ������	 1Ts �	 Tp2 ��� �����
�� �	 ���� �� �	������	 �� �+�	.��� ��� �����
�	�����

(�
	��� �� �������
�����	
 �� �+�	��� *����� ���� � ���
 � ����� ��� ��	�	��� ��
������ 14�$52 �	 � ��*���	�� �� 
��	��� ��
	�	 ���� ��� �� �+�	��� *����� ������
-	�� �����
����� ���� ��	����� ����� �� ���
��� �+�	��� 
���	 ���� �� ����� ���
��	� ,
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dTsNs

dt
= λs

ρsCs∆z2
2

[(TsNs−1
− 2TsNs

) − 2h2

λs
(σεs(T

4
sNs

− T 4
2 )

+has
(TsNs

− T2))], ∀t > 0

dTsi

dt
= λs

ρsCs∆z2
2

(Tsi−1
− 2Tsi

+ Tsi+1
), ∀i ∈]1, Ns[, ∀t > 0

dTpNp

dt
= λp

ρpCp∆z2
1

[TpNp−1
− (1 + λsh1

λph2
)TpNp

+ λsh1

λph2
TsNp+1

]

−ρp∆H0
dX1

dt
, ∀t > 0

dTpi

dt
= λp

ρpCp∆z2
1

(Tpi−1
− 2Tpi

+ Tpi+1
), ∀i ∈]1, Np[, ∀t > 0

dTp1

dt
= λp

ρpCp∆z2
1

(Tp1
+ 2Tp2

) + 2h1

λp
[αpφir − σεp(T

4
p1
− T 4

1 )

−hap
(Tp1

− T1)], ∀t > 0

dαp

dt
= 0, ∀t > 0
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{
˙̂x(t) = A(u)x̂(t) + ϕ(y, x̂) − S−1

θo
CT (Cx̂ − y)

Ṡθo
= −θoSθo

− AT (u)Sθo
− Sθo

A(u) + CT C
����.�

�* x̂(t) = (T̂si
, T̂pi

, α̂p)
T 
�� ��
��������� �
 x(t) = (Tsi

, Tpi
, αp)

T � u(t) = φir(t) 
�
y(t) = Ts(ep + es, t) = TsNs

(t) ���� 	
��
���#
�
�� ��
��	�
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A(u) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 2 λs

ρsCsh2
2

0 · · · 0
��� 0 λs

ρsCsh2
2

0 · · · ���
��� · · · � � � � � � � � �

���
��� · · · · · · � � � � � � 0
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