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Introduction

Si un terme peut caractériser aube du troisieme millénaire, d’un point de vue scientifique et techno-
logique, c’est la maitrise de la complezité. Cette notion de complexité surgit de toutes parts et inonde
notre environnement naturel ou artificiel. On la redécouvre ou on la crée.

Avec le développement de la théorie du chaos, de plus en plus de systémes qui pouvaient apparaitre
bien modélisés, se révelent &tre d’une extréme complexité car complétement imprévibles a long terme,
chaotiques. La nature aujourd’hui mienx modélisée que jamais, se révéle toujours plus complexe.

Du c6té des réalisations humaines, grice aux bouleversements apportés par l’ere électronique, et la
foudroyante évolution de l'informatique, nos sociétés technologiques engendrent des systéemes de plus
en plus performants, rapides, optimisés, automatisés et ainsi de plus en plus complexes. Mais paralléle-
ment a cette complexité grandissante et au nombre des systémes ainsi qualifiés, il ¥ a un domaine qu’il
est fondamental de faire évoluer, c’est celui de la sécurité. Premierement, il est impératif d’accroitre
les normes de sécurité, particulierement dans des domaines critiques comme le nucléaire, automo-
bile, et 'aéronautique. ... Deuxiémement cet impératif de sécurité, lié aux enjeux économiques en cas
d’accident ou de panne, impose une grande maitrise des techniques de surveillance, de diagnostic de
pannes et de diagnostic préventif.

Dans cette perspective, on peut distinguer deux types de systémes : ceux pour lesquels les fautes ne sont
pas tolérées et les autres. Pendant longtemps, la siireté de fonctionnement était un domaine privilégié
des secteurs de pointe tels que I"aéronautique, le nucléaire, le spatial, pour des raisons évidentes de
sécurité et de coiit en cas d’accident. Dans de tels secteurs, les erreurs ne sont pas admissibles, et les
contraintes de sécurité sont prioritaires dans les dépenses de développement. Différentes techniques
ont été étudiées pour accroitre la fiabilité des systemes et notamment les techniques de redondance
(matérielle et logicielle pour les systémes informatisés). Mais Iassurance de la défaillance-nulle coiite
évidemment trés cher et est restreinte & peu de domaines trés critiques. Dans la majorité des systémes,
ot la fiabilité coite relativement cher, il faut quand méme savoir maitriser les défaillances : détecter
les pannes et leurs origines, et agir en conséquence. Clest notre champ privilégié de travail.

Le diagnostic de systémes a longtemps été considéré comme faisant partie des tiches de dépannage,
et a souvent été traité par des experts du domaine qui résolvaient les problemes grace a I’expérience
acquise, avec une documentation comme seul outil d’aide an diagnostic. Mais du fait de la croissance de
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la complexité des systémes mis en jeu, du principe de disponibilité maximale et de la compétitivité, la
sécurité de fonctionnement et le diagnostic sont devenus des techniques trés importantes et s’insérent
dans toute la chaine de production d’un produit, de la conception a la maintenance. Dés la conception,
de plus en plus de systémes intégrent des fonctionnalités de diagnostic interne : les machines s’autodia-
gnostiquent. Elles ne sont donc plus constituées uniquement d’organes propres A la fonction devant étre
réalisée, mais elles comportent aussi un systéme de surveillance, de contréle, de diagnostic... Quand
les fonctions d’autodiagnostic sont inexistantes pour des raisons de coiit, ou ne sont pas suffisantes
pour déterminer la panne, c’est au niveau de la maintenance que des outils d’aide au diagnostic sont
développés.

Ces quinze derniéres années, "automobile a été marquée par !'introduction massive de Uélectronique
a de multiples niveaux : allumage, injection, ABS... Le nombre de calculateurs par véhicule, déja
important sur les véhicules haut de gamme, est encore en croissance. Cette évolution n’est pas terminée,
La longueur totale des cables et connexions diverses commence 2 se chiffrer en kilomatres. L'intégration
des réseaux VAN ou CAN, véritable réseau informatique au sein de la voiture, devrait permettre de
limiter la complexité du cablage. Mais une telle croissance de la complexité des systémes, si elle apporte
de fabuleux progrés, rend la tache du diagnostic de pannes de plus en plus difficile.

Il est nécessaire de développer des outils de plus en plus puissants pour connaitre l'origine d’une
panne et réparer le véhicule. La société ACTIA développe et commercialise de tels preduits. Mais le
développement de ces outils lui aussi devient de plus en plus complexe. La diversité des véhicules, des
calculateurs et des systémes & diagnostiquer rend le développement de nouveaux produits de plus en
plus difficile et cher. Cette évolution a done incité la société ACTIA i investir dans la recherche de
nouvelles méthodologies répondant & plusieurs contraintes, dont la généricité est la plus importante.

Cette these a été effectuée dans le cadre d’une convention CIFRE entre la société ACTIA et le LA AS-
CNRS. L’objectif de ce travail de thése était la conception d'un systeme de diagnostic de pannes
automobiles générique sans informations symboliques sur les systémes ni modélisation. L’outil de
diagnostic doit &tre développé uniquement a partir d’observations en bon fonctionnement et dans
les divers cas de pannes que I’on désire diagnostiquer. C'est donc une approche du diagnostic par
une stratégie de type reconnaissance de formes. Un des objectifs est de n’avoir & modifier qu’un
minimum de choses dans le coeur du systéme pour développer un produit pour une nouvelle voiture
et méme pour le diagnostic d'une nouvelle fonction prise en main par le raz de marée électronique.
L’ensemble des systémes est considéré comme une boite noire et ses entrées-sorties sont analysées dans
diverses situations. Un tel systéme peut é&tre considéré, non plus comme un systéme de diagnostic, mais
plutdét comme générateur de systémes de diagnostic. Les avantages d’un tel systéme sont importants :
diminution du temps et des coiits de développement et indépendance vis-a-vis des constructeurs.
Pour atteindre cet objectif, assez ambitieux, notre idée d’origine était d’utiliser les capacités d’appren-
tissage des réseauz de neurones artificiels. Aprés une premiére phase d’étude qui a prouvé Pintérét
des réseaux de neurones, I'utilisation couplée d’autres techriques parut nécessaire et notamment des
méthodes statistiques. De plus, V'utilisation des réseaux de neurones a posé de nombreux probléemes
théoriques. Ce travail a finalement abouti au développement de nouveaux algorithmes neuronaux et
a une nouvelle méthodologie de diagnostic. Cette méthodologie dénommée STANDING (STAtistiques
et Neurones artificiels pour un systdme de DlagNostic Générique) est basée sur deux principes : la
modélisation des zones de bon fonctionnement pour une détection de défauts avec une sensibilité
réglable et la discrimination des effets des pannes dans un espace caractéristique du mauvais fonction-
nement pour I'identification des pannes. STANDING a 6té testé sur des données réelles.

Dans un premier chapitre nous ferons un état de I’art non exhaustif des méthodes de diagnostic de
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systemes. Nous insisterons plus particulierement sur les méthodes de diagnostic par reconnaissance
de formes. Aprés avoir abordé le probleme du diagnostic de pannes automobiles nous définirons les
objectifs de cette étude.

Le second chapitre est consacré a la description du systéme d’acquisition et de traitement qui a été
cong¢u. La premiére maquette d’un systéme de diagnostic générique avec réseaux de neurones sera
détaillée. Bien que Iidentification des pannes n’a pas toujours été facile & mettre au point et dans
certains cas tres difficile, cette maquette a montré intérat des reéseaux de neurones et la, possibilité de
développer un systéme de diagnostic uniquement a partir d’observations. Ce premier développement
a pourtant soulevé de nombreux problémes.

Le chapitre trois présente un état de I'art de Papprentissage des réseaux de neurones & couches. Ce
domaine s’étant particulitrement enrichi ces derniéres années, I'exhaustivité n’était pas possible. Nous
avons essayé de développer certains modéles importants, historiquement, ou pour la compréhension
de la suite de ce manuscrit, et nous avons simplement abordé les autres techniques.

Un développement assez particulier fait [’objet du chapitre quatre : une étude des structures de I’hyper-
cube pour caractériser les fonctions booléennes lindairement séparables. Dans le domaine des réseaux
de neurones binaires, ce probléme est fondamental car les fonctions booléennes sont en nombre trés
faible par rapport an nombre total de fonctions pour une dimension donnée, et ces fonctions définissent
de maniére exhaustive les positions pertinentes que peut prendre un hyperplan qui coupe I’hypercube,
c’est-a-dire la valeur des coefficients synaptiques d’un neurone binaire travaillant sur des données bi-
naires en entrées. Bien que cette étude n’ait pas complétement abouti, plusieurs résultats théoriques
ont été établis.

Dans le chapitre cing, nous présenterons une nouvelle famille d’algorithmes pour I'apprentissage des
réseaux de neurones & couches et plus particulierement pour les algorithmes de construction de réseaux
de neurones binaires. Plusieurs algorithmes d’apprentissage d’une unité binaire sont proposés pour des
applications diverses. Les nombreuses simulations qui ont été réalisées pour comparer ces algorithmes
a ceux utilisés le plus souvent, montrent I"efficacité des méthodes proposées. Basés sur une stratégie de
construction particuliére, plusieurs algorithmes de construction de réseaux sont proposés. La derniére
évolution est apparemment le premier algorithme de ce genre aussi général : les entrées peuvent
étre quelconques et le nombre de sorties aussi (mais binaires). N’ayant a priori pas de concurrent &
neurones binaires, ce dernier sera comparé avec un algorithme basé sur des neurones continus : Cascade
Correlation. Une possible implantation VLSI des réseanx fournis par cet algorithme sera proposée.
Le dernier chapitre sera consacré 3 I'aboutissement de ce travail : la méthodologie STANDING. Nous
détaillerons successivement les nouvelles techniques employées dans la détection de défauts et dans
Iidentification des pannes : neuronales, statistiques et géométriques. Nous terminerons le chapitre par
une série de résultats obtenus sur des données réelles qui illustre les diverses phases de la conception
du systéme.







Les sciences n’essaient pas d’ezpliquer; c’est tout Jjuste st
elles tentent d’interpréter; elles font essentiellement des
modéles. Par modéle, on entend une construction mathé-
matique qui, & 'aide de certaines interprétations verbales,
décrit les phénoménes observés. La justification d’une telle
construction mathématique réside uniquement et précise-
ment dans le fait qu’elle est censée fonctionner.

JOHN VON NEUMANN

Chapitre 1

Méthodes de diagnostic et définition
des objectifs

1.1 Introduction

Nos sociétés technologiques engendrent des systémes de complexité croissante dont nous sommes de
plus en plus dépendants. Cette dépendance nécessite de pouvoir leur faire confiance. Or les catastrophes
qui arrivent encore trop souvent montrent qu’une défaillance mineure peut avoir des conséquences
dramatiques : humaines, économiques ou environnementales. La maitrise de la sécurité de fonction-
nement et des méthodes de diagnostic des systémes complexes est donc un enjeu fondamental.

Dans nos civilisations occidentales, la qualité d’un médecin est estimée en fonction de ses capacités 3
guérir ses patients, donc A faire un bon diagnostic et & prendre les bonnes décisions. En revanche dans
la médecine chinoise traditionnelle le médecin intervient avant que survienne la maladie car son activité
est principalement préventive, il vaut mieuz prévenir que guérir. Ce principe peut étre transposé au
domaine qui nous intéresse : les défaillances, méme détectées et réparées rapidement coiitent cher et
peuvent &tre dangereuses. La maitrise des méthodes de diagnostic ne se cantonne pas au domaine du
diagnostic curatif, mais concerne aussi le diagnostic préventif. Le diagnostic des systémes est ainsi un
domaine scientifique en plein essor impliqué dans de nombreux domaines industriels.

L’automobile n’échappe pas a cet accroissement, de la complexité des systémes. En effet, ’automobile
subit depuis le début des années 80 une mutation similaire & 'évolution de 'aéronautique vers ce que
'on nomme le fly by wire : commandes de vol électriques, navigation et pilotage automatique, atter-
rissage assisté. .. Les voitures d’aujourd’hui sont pourvues d’une multitude de systemes électroniques
dirigés par un nombre grandissant de calculateurs. Cette évolution bouleverse le métier de garagiste,
particulierement dans la phase de diagnostic. Le développement d’outils de diagnostic automatique
est donc indispensable, et leur puissance doit suivre I’évolution de la complexité des systémes.

Le mot diagnostic vient du grec diagnosis signifiant ”action de discerner” dont la racine gnosis signifie
"connaissance”. Le diagnostic est I'utilisation des connajssances pour reconnaitre un état défaillant
ou non. Quand on observe un homme réalisant une tiche de diagnostic, il utilise des informations
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tres diverses : issues de ses sens, de son expérience, de sa connaissance du systeme. .. et les traite
avec des processus cognitifs variés. Cette variété d’informations et de méthodes utilisées consciemment
ou inconsciemment par I’homme, peut expliquer la multitude de méthodes de diagnostic qui ont été
développées. Le diagnostic est ainsi un domaine de recherche difficile et passionnant car pluridiscipli-
naire. Les domaines particulierement impliqués sont 'automatique et Iintelligence artificielle, dont les
principes constituent le coeur d’une grande partie des méthodes de diagnostic. Mais des techniques de
nombreux autres domaines sont aussi utilisées, en particulier les statistiques et le traitement du signal
pour le prétraitement des données.

Dans un premier paragraphe, nous ferons un état de I'art des méthodes de diagnostic. On définira trois
catégories de méthodes de diagnostic qui se différencient par le type d’information qui est traité : les
méthodes symboliques, internes et externes. Les deux premiéres catégories seront simplement abordées.
La présentation de la derniére catégorie sera plus précise, car c'est une méthodologie de ce type qui
sera développée dans cette thése. Une classification précise n’est pas aisée, et certaines techniques
appartiennent & plusieurs catégories. Les réseaux de neurones sont une de ces méthodes. s seront
présentés séparément car leur développement trés important ces derniéres années a fourni diverses
possibilités d’utilisation de cette technique dans les trois catégories. Nous développerons ensuite le
probleme du diagnostic de pannes automobiles, ce qui nous aménera dans un dernier paragraphe a
une définition précise des objectifs de ces travaux.

1.2 Les méthodes de diagnostic de systémes : état de ’art

Le diagnostic des systemes industriels a fait ’objet d’une normalisation nationale et internationale
(AFNOR et CEI). La définition du diagnostic qui a été adoptée est la suivante :

Le diagnostic est Uidentification de la cause probable de la (o des) défaillance(s) d laide
d’un raisonnement logique fondé sur un ensemble d’informations provenant d'une inspec-
tion, d'un contréle ou d’un test.

Un systeme de diagnostic est donc un procédé de mise en relation d’un effet ohservé et de sa cause. 1]
doit donc comporter deux fonctionnalités :

e la détection d’une défaillance : toute modification du comportement du systéme par rapport 3
celui attendn doit étre détectée.

e DUidentification : la cause de la défailiance doit étre déterminée  partir d’informations diverses.

Hl est évident que ’objectif final d’identification ne peut &tre atteint que si on posséde assez d’informa-
tions : la causalité doit implicitement se trouver dans ’ensemble des informations traitées.
Nous classerons les méthodes de diagnostic en trois catégories, suivant le type d'information utilisé.

o les méthodes symboliques de diagnostic - les informations utilisées sont principalement des don-
nées de haut niveau, la plupart du temps symboliques, au sens large, et non numériques. Elles
sont en général basées sur une description symbolique du systéme et/ou de son comportement.
Les informations utilisées sont des connaissances structurelles et comportementales. Les liens de
cause a effet entre les défaillances et leurs causes, sont souvent explicites dans les données.

¢ les méthodes internes de diagnostic : ce type de diagnostic est aussi appelé diagnostic par modéle.
C’est principalement le domaine de I'automatique. Les informations utilisées sont numériques et
le fonctionnement interne du systéme est modélisé mathématiquement. Les liens de cause 3 effet
se trouvent dans les divers modéles utilisés.
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o les méthodes externes de diagnostic : les informations utilisées sont aussi numériques, mais aucun
modele mathématique n'est utilisé. C'est principalement le domaine de I'analyse de données. Les
liens de cause a effet doivent étre définis par un ensemble d’observations du systeme en bon et
en mauvais fonctionnement,

Nous n’aborderons pas explicitement les méthodes de diagnostic préventif. Celui-ci n’est possible que
sl on a une estimation de I’évolution du comportement du systéme, ce qui nécessite des informations
numériques. Il est donc envisageable seulement avec les deux dernjéres catégories de méthodes. ||
peut étre réalisé en fixant plusieurs seuils de détection, ou en quantifiant ’éloignement, d’un mode de
fonctionnement encore estimé normal par rapport au fonctionnement nominal.

Deux ouvrages ont servi de base & la constitution de cet état de ’art - un livre trés complet sur les
diverses méthodes de diagnostic [201], et un autre dédié aux méthodes de diagnostic par reconnaissance
de formes [58]. Deux rapports de recherche de synthése et un article assez général ont également été
utilisés {22, 8 134], ainsi que divers articles de synthése mais dans des domaines plus précis, que 'on
citera successivement. H convient enfin de signaler que cet état de I’art n’est pas du tout exhaustif.
Nous avons plutot essayé de dégager les méthodes les plus significatives afin de montrer la grande
diversité de celles-ci, des domaines scientifiques impliqués et des données utilisées.

1.2.1 Les méthodes symboliques de diagnostic
Les techniques d’analyse fonctionnelle

Ces méthodes d’'analyse de systémes ne sont pas a proprement parler des méthodes de diagnostic.
Mais elles sont d’une importance capitale dans la chaine de développement d’un produit et peuvent,
servir a |'élaboration d’une méthode de diagnostic basée sur des informations symboliques. Ce sont
des méthodes d’analyses et de description en amont de I’étude des défaillances et du développement de
stratégies de détection et d’identification [19]. Parmi ces méthodes on peut citer : SADT, RELIASEP,
FAST, MERISE. ..

Nous allons expliquer briévement la méthodologie SADT (Structured Analysis and Design Technique)
car elle est assez générale et permet une description structurée de systémes trés complexes et hétéro-
genes. De plus elle intégre une notion importante de gestion de documentation qui est un probléme
difficile & gérer sur de grands systémes. Le principe de SADT [98] est de décrire le systéme par un
modele symboligue. Cette méthodologie est graphique et utilise des boites connectées entres elles. Une
utilisation avancée nécessite donc un outil informatique.

L’application de SADT part de la description la plus abstraite du systéme. Si nous considéroas cette
description comme contenue dans un seul module, représenté par une boite, nous pouvons alors éclater
cette boite en plusieurs boites, chacune représentant une composante de la boite initiale. Chacune des
nouvelles boites est a son tour décomposée pour exposer I'information qu’elle récele. Cette approche
d’abstraction hiérarchique permet de ne pas considérer trop de détails trop tot. La précision de I’analyse
est progressive. A chaque étape, le nombre de boites admissible sur le méme diagramme est limité,
Cette contrainte permet une exposition systématique et uniforme des niveaux successifs de détail.
Deux décompositions complémentaires peuvent atre réalisées. La décomposition en actigrammes et
la décomposition en datagrammes. La premiere se focalise sur les fonctions 3 réaliser : los fonctions
sont dans les boites et les données alimentent ou contrélent les boites ou en sortent, ce sont les divers
arcs qui relient les boites. La seconde est une approche plus orientée objet. Les données sont dans les
boites, et ce sont les fonctions qui relient les données par les arcs.

Bien que cette méthodologie soit particulierement bien adaptée au génie logiciel, elle est trés générale
et peut étre utilisée pour décrire de maniére aussi précise que I’on veut un systéme aussi complexe qu’il
soit. La décomposition fonctionnelle (hiérarchique et descendante) obtenue peut alors &tre utilisée dans
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une AMDE (Analyse des Modes de Défaillance et de leur Effets) et dans le développement d’arbres
de défaillances ou d’arbres de tests.

AMDE et AMDEC

L’AMDE (Aralyse des Modes de Défaillance et de leur Effets) et TAMDEC (Analyse des Modes de
Défaillance, de leur Effets et de leur Criticité) sont des méthodes trés utilisées dans les études de sireté
de fonctionnement lors de la conception de systémes industriels. Bergot dans [19] décrit 'AMDEC
comme une méthode d’analyse critique consistant a identifier de facon inductive et systématique les
risques de dysfonctionnement d’un systeme puis & en rechercher les origines et leurs conséquences, Une
AMDEC procede en deux étapes. Premiérement, elle consiste & examiner comment et pourquoi les
fonctions du systéme étudié risquent de ne plus étre assurées correctement, en définissant les modes
de défaillances potentielles, en recherchant les causes possibles & l'origine de chaque mode, et enfin,
en recherchant pour chaque combinaison cause-mode de defaillance, les effets sur le systéeme et sur
I"utilisateur, ainsi que les niveaux de détection possibles. La seconde étape, qui concerne uniquement
"AMDEC consiste & évaluer la criticité des modes de défaillance & partir de trois critéres : gravité,
fréquence d’apparition et probabilité de non-détection. Cette derniére étude permet de hiérarchiser
les défaillances potentielles, et de proposer des actions correctives. Les résultats de cette analyse sont
présentés sous forme d’un tableau 4 colonnes. LAMDEC est particulierement utile pour le diagnostic
des systemes opérationnels. Si elle a été bien faite, elle contient toute les défaillances possibles relides
a leurs causes. Le probléme du diagnostic est alors la démarche déductive qui consiste A analyser le
tableau et & déterminer toutes les causes possibles d’une défaillance observée. L’avantage de cette
méthode, qui est son exhaustivité dans la détermination des liens de cause a effet, devient aussi
un inconvénient : son extréme lourdeur d'utilisation. Pour des systémes industriels complexes, une
AMDEC peut conduire A la réalisation de milliers de tableaux. Dans ces conditions, I'utilisation
de PAMDEC pour le diagnostic impose Dutilisation de méthodes informatisées qui permettent de
générer automatiquement les connaissances nécessaires a la conception d’un outil d’aide an diagnostic.
L’article [186] traite de ce sujet et plus particulisrement de la génération automatique d*une base de
connajssances pour un systéme expert i partir des données de FAMDEC.

Arbres de défaillances

La méthode des arbres de défaillances est une méthode inductive avec laquelle on identifie toutes
les combinaisons d’événements possibles qui entrainent la réalisation d’un événement, indésirable. Les
conditions et les événements sont organisés sous la forme d'un arbre utilisant. les connecteurs logiques
el et ou. L'arbre de défaillances est constitué de niveaux successifs d’événements tel que chaque
événement & un niveau donné est généré i partir de combinaisons logiques d’événements de niveaux
inférieurs. Cette procédure est itérée jusqu’a atteindre les événements élémentaires appelés événements
de base. Ces derniers qui sont les feuilles de I’arbre, correspondent a la défaillance d’un élément de
base du systéme qui ne peut plus étre expliquée plus finement. Ce sont les causes possibles de Ia
défaillance observée. Il est possible d’associer 4 chaque événement une probabilité d’apparition, qui
peut étre utilisée dans 'exploitation de ces arbres.

Arbres de tests

Les arbres de tests ressemblent, aux arbres de défaillances. Clest la méme représentation mais enrichie
et présentée a des fins opérationnelles. Un arbre de tests [62] est constitué de deux types de noeuds. Les
premiers représentent 1’état du systéme d’un point de vue diagnostic, c’est-a-dire I’état de défaillance
observé et les hypothéses sur I'origine de cette défaillance (par exemple plusieurs composants sont
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suspects et d’autres non). Le second type de noeuds correspond aux tests qui doivent étre réalisés
pour augmenter la connaissance et permettre de déterminer la cause de la défaillance parmi les causes
possibles. L’arbre est constitué de maniére & avoir une alternance de noeuds d’état et de noeuds de
tests. Un noeud d’état a plusieurs noeuds de test fils connectés par un ou qui correspondent & un
choix possible de tests qui permettent de faire avancer la recherche, et un noeud de test a plusieurs
noeuds d’état fils connectés par un et qui sont les sous-problémes qui devront étre résolus. Comme dans
les arbres de défaillances, les feuilles correspondent 3 un é&lément de base du systéme, un composant
élémentaire. On parcourt arbre en faisant les tests Jjusqu’a ce que tous les problémes soient résolus,
c’est-a-dire que tous les composants soient connus comme non-défaillants ou défaillants. Les arbres
de tests sont particulitrement utilisés dans I’automobile oit ils sont construits & partir des données
d’une AMDEC. lls permettent de présenter de maniére simple toutes les actions & mener pour faire
un diagnostic. Le probleme de cette méthode est la construction de ces arbres. Clest un travail trés
long et complexe, car divers critéres d’optimisation interviennent dans leur élaboration (trouver les
tests, minimisation de la profondeur de I’arbre, prise en compte de 'inaccessibilité d’un élément. . .
C’est un probléme combinatoire qui nécessite une méthodologie de génération automatique. Clest
dans ce cadre qu’une thése a été réalisée par M. Olivier Duffaut 3 ACTIA [62] : une approche muiti-
modeles pour la génération automatique d’arbres de tests. Le probléeme est de considérer différentes
modélisations complémentaires du systéme, dans un méme processus de génération d’arbres de tests :
modeéle de systéme en bon fonctionnement, modéle en mauvais fonctionnement, modéle fonctionnel,
modeéle électrique. ..

Les méthodes de diagnostic par simulations

Ces méthodes utilisent une approche comportementale du systeme. Celui-ci est modélisé par un langage
spécifique et son fonctionnement est simulé. Les résultats de cette simulation sont ensuite comparés
a I’état réel du systéme. Les plus couramment utilisés sont ceux qui s’intéressent aux changements
d’états des différentes entités : {‘approche par événements. Les modéles utilisés sont principalement :
les graphes a automates finis, les réseaur de Pétri et les Grafeet,

Les réseaux de Pétri constituent un domaine de recherche actif dans I’automatique séquentielle. Di-
verses extensions au formalisme classique ont été développées, entre autres les réseanx de Pétri généra-
lisés, temporisés, colorés, continus. . .

Dans [50], Pauteur fait un état de I’art détaillé de ces nouvelles extensions des réseaux de Pétri pour
la modélisation des systémes dynamiques. Une utilisation des réseaux de Petri temporisés pour le
diagnostic est présentée dans [185].

Les systémes experts de premiére génération

Avec les systémes experts, l'intelligence artificielle tente de calquer les raisonnements humains de haut
niveau a partir d’une logique formelle, et notamment les processus déductifs utilisés par exemple dans
le diagnostic réalisé par un médecin. Un systéme expert est constitué de deux composants : la base
de connaissances et le moteur d’inférence. La base de connaissances peut étre décomposée en deux
parties : la base de faits et la base de régles. La base de faits représente I’état du systéme observé. La
base de régles est un ensemble de régles logiques qui permettent de déduire, d’inférer de nouveaux faits
a partir d’autres faits déja établis dénommés les prémisses. Le moteur d’inférence a la lourde tache
de déduire tous les faits susceptibles d’étre déduits 3 partir de la base de connaissances. Plusieurs
techniques sont possibles : chainage avant, chainage arriére, recherche en profondeur, en largeur. ..
et plusieurs logiques peuvent &tre utilisées : logique des prédicats, logiques non monotones, logiques
floues, logiques probabilistes ...
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Les premiers systémes experts, dont le célebre MYCIN (pour le diagnostic de maladies infectieuses), ont
été largement médiatisés et paraissaient trés prometteurs. Mais 'engouement pour ce type d’approche
en diagnostic a largement diminué. Les raisons en sont assez nombreuses. Premidrement il faut codifier
toutes les régles de diagnostic que expert avait, acquis par son expérience. Ce travail est extrémement
délicat et nécessite non seulement I'expert du domaine mais aussi ja participation d’un cognitien, quj
code les connaissances dans la logique formelle adoptée. Clest la méthode de diagnostic de I’étre humain
qui est modélisée et la performance du diagnostic réalisé par le systéme expert dépend complétement
des capacités de 'expert et du succés de la codification. De plus les systémes de diagnostic obtenus
sont tres spécialisés et leur utilisation est complétement restreinte aux applications couvertes par
I’expérience qui a été implantée.

Les nouvelles approches de Uintelligence artificielle

Ces nouvelles approches du diagnostic par intelligence artificielle ont été précisément formalisées par
Reiter [167]. Ces nouvelles méthodes sont appelées méthode de diagnostic du premier principe et
aussi diagnostic par modéle. Au lien de modéliser les regles de diagnostic utilisées, ¢’est la structure
du systéme qui est modélisée : ses composants et leurs connexions. Deux approches sont possibles :
Papproche par maintien de consistance et 'approche abductive.

Dans 'approche par maintien de consistance, Reiter définit le modéle par < 5D, COMPS > avec S
la description du systeme et COMPS I'ensemble des composants qui est un ensemble de constantes.
La description du systéme est un ensemble de propositions du premier ordre qui définit comment les
composants du systéme sont connectés entre eux, et comment ils se comportent en fonctionnement
normal. I définit alors un prédicat unaire AB(c) avec ¢ € COMPS qui signifie que le composant du
systéme ¢ est en défaillance. Une observation O BS est un ensemble de propositions du premier ordre.
Un diagnostic A pour le triplet (SD,COM PS,OBS) est alors défini comme le sous-ensemble minimal
A € COMPS tel que

SD U OBS U {AB(c)/ce A} U {~AB(c) /c€ COMPS — A}

est consistant. Une vérification systématique pour tous les sous-ensembles de COM PS est totalement
inefficace dés que le nombre de composants du systeme est un peu important. Un systéme beaucoup
plus performant a été réalisé en 1987, dénommé GDE {General Diagnosis Engine). D’antres méthodes
récentes ont été proposées basées sur les TMS (Truth Maintenance Systems) et les ATMS (Asumption
Truth Maintenance System).

Dans I"approche abductive, le systéme est décrit uniquement par S qui contient différentes regles
de fonctionnement sans distinction entre les modes de fonctionnement normaux et anormaux. Un
diagnostic abductif est alors un ensemble minimal d’hypothéses sur le mode de fonctionnement de
certains composants qui permet d’inférer les observations, soit

SD U {MODE(c)/ce A} = OBS

Cette approche a aussi été étudiée récemment et a fourni diverses méthodes de génération de diagnostic
{voir [141] pour des références).

1.2.2  Les méthodes internes de diagnostic

Ces méthodes sont basées sur la connaissance d’un modale paramétrique du systéme et de la valeur
de ses parameétres en fonctionnement normal. Ce modéle traduit la réalité physique du systeme et il
a une expression analytique. Cette connaissance permet alors de calculer des quantités qui doivent
étre toujours nulles en fonctionnement normal et non nulles en cas de défailance. Ces quantités sont
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appelées résidus. Une analyse de ces résidus basée sur la théorie de la décision, sur la théorie de la
détection de changements {12] ou sur des tests statistiques simples permet de détecter les défauts ;
I'identification du défaut se faisant par correspondance de la composante d’un résidu avec un organe.
Parmi ces méthodes, on en distingue deux types : les méthodes de redondance analytique [70] et les
méthodes d’estimation paramétrigue [100, 99].

Avant de décrire brievement les principes de ces deux types de méthodes, il convient de mentionner
le nombre important d’études, depuis le début des années 80, sur I'identification des processus non
linéaires [96, 83, 183, 103, 51].

Les méthodes de redondances analytiques

Par utilisation de relations redondantes dans le modéle, on réécrit les expressions analytiques du
modele afin de génerer des quantités qui doivent &tre toujours nulles en fonctionnement normal et
dont le calcul ne nécessite que des grandeurs mesurables ou estimables. Ces quantités constituent les
résidus a étudier.

Le cas particulier oll le vecteur d’état est calculable et ainsi la sortie estimable grace au modéle est le
domaine de 'estimation d’état. Le résidu est alors simplement la différence entre la sortie estimée et
la sortie calculée (un exemple linéaire est le filtre de Kalman).

Les méthodes d’estimation de paramétres

A partir des quantités mesurables on fait une estimation des parametres du modéle. Le résidu est
alors la différence entre cette estimation et les valeurs des parametres du modéle {un exemple est la
modélisation ARMA d’un processus stationnajre).

1.2.3 Les méthodes externes de diagnostic

Contrairement aux deux catégories précédentes, ces méthodes de diagnostic ne se basent sur aucune
modélisation du systéme. Le systéme est observé de Pextérieur, et on le considére comme une boite
noire. Les informations traitées sont numériques et la prise de décision est basée sur une étude de
la valeur d’un signal observé par rapport & un ensemble de valeurs connues et stockées dans une
base de données représentant le systéme en bon fonctionnement ou dans divers modes de défaillance.
Le probleme a résoudre est donc de décider si un signal est dans une certaine zone ou plutdt dans
une autre. C'est donc un probléme essentiellement statistique et les régles de décision font souvent
intervenir les lois de probabilité des signaux.

Apres avoir décrit quelques tests simples qui permettent une premiere approche de ce probléme, nous
présenterons le probléme général de reconnaissance de formes. Nous décrirons tros préciséement la
théorie probabiliste de la décision bayésienne, nous aborderons ensuite les techniques d’estimation de
densité de probabilité et les diverses méthodes de classification supervisée et non supervisée.

Les méthodes statistiques simples

La méthode la plus simple consiste & comparer la valeur du signal & des seuils déterminés en observant
le systéme en bon fonctionnement. Il peut y avoir plusieurs intervalles de validité, ainsi que deux types
de seuil : les seuils de prévention et les seuils de défaillance. Cette méthode est souvent utilisée car
extrémement simple & mettre en place. Son probléme est son imprécision. Les signaux sont souvent
bruités et une valeur peut temporairement ne pas étre dans les intervalles de confiance sans avoir une
défaillance. Si les intervalles de confiance sont trop étroits il ¥ a alors des risques de fausses alarmes
et si les intervalles sont trop larges il y des risques de défaillances non détectées.
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Une solution est d’estimer des caractéristiques statistiques simples des signaux, moyenne et écart-type,
en les calculant dans une fenétre glissante pour éliminer une partie du bruit : c’est un filtrage passe-bas.
Ainsi on peut calculer une estimation de la moyenne d’un signal y; par

]

=2

1 t
:;Zy{

i=t—n+41

C’est ensuite cette moyenne qui sera com parée au seuil. On peut aussi tester un estimatenr de Pécart-

type &, calculé par
t

- 1 =2
Uﬁi;{ E (y: — 7)

i=t—n+l
ou alors par Iestimateur non biaisé
1 i 2
~2 =
Gy = Y, w-17)

i=t—n+41

Cet estimateur est ensuite comparé A la valeur calculée sur un trés grand nombre d’échantillons de
fonctionnement sans défaillance.

I} existe une grande quantité d’autres tests simples : basés sur la médiane, basés sur la différence entre
deux mesures qui est une estimation de la dérivée du signal (dans le cas ot I’échantillonnage se fait &
intervalle régulier)...

La méthode générale est de calculer un estimateur d’une quantité statistique représentative du signal et
de la. comparer & sa valeur en bon fonctionnement. Un moyen de fixer les seunils de détection en fonction
de la base de données de bon fonctionnement est utilisation de la loi de Tchebychev-Bienaymé, qui
s’exprime par

_ 1
Pz — 7| ZkU)SP

Si la base de données est assez renseignée, on aura une bonne estimation de I'espérance de z et de son
écart-type. Dans ce cas si on se fixe une probabilité maximale de fausse alarme 2 k%— (c’est-a-dire que
les valeurs extrémes sont considérées comme défauts), on peut fixer les seuils de détection & 7 + ko.
Il convient de préciser que cette méthode est tris imprécise car elle ne tient compte que des moments
du premier et du second ordre de la distribution de probabilité. Par exemple, elle ne tient absolument
pas compte d’une asymétrie possible de la distribution. Mais c’est une premiére approche trés simple

a implanter.

Les méthodes de reconnaissance de formes

Le probléme de reconnaissance de formes peut &tre défini comme suit. Apres avoir choisi un espace de
représentation du systéme, c’est-a-dire un ensemble de signaux qui peuvent subir divers prétraitements,
on réalise 'acquisition d’un grand nombre de données de divers modes de fonctionnement. Nous
appellerons ces observations |'ensemble d’apprentissage. On a connaissance de I’existence de M modes
de fonctionnement appelés classes. Pour chaque observation, on sait & quel mode de fonctionnement
elle appartient. Le probléme qui se pose est de définir a partir de ces connaissances, un procédé de
discrimination qui permette de déterminer la classe d’une observation non contenue dans la base
d’apprentissage. Ce probleme est équivalent a la recherche des frontieres entre les classes qui minimise
lerreur de classification. Il y a diverses approches de ce probléeme et une littérature trés abondante.
Nous donnerons un apergu de ces diverses méthodes.
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Théorie bayésienne de la décision [61]. La théorie probabiliste de ce probléeme est trés intéres-
sante car elle formule la solution optimale par minimisation du risque conditionnel, que I'on peut
souvent assimiler au risque de mauvaise classification. Cette théorie est nommée théorie bayésienne
de la décision car elle est basée sur le calcul des probabilités conditionnelles grace a la régle de Bayes.
Cette méthode est souvent prise comme référence pour estimer la qualité d’autres procédés. Nous
allons décrire précisément, les principes de cette théorie.

On définit trois ensembles.

e Premierement 'espace des classes @ = (Wiy..-,war), qui est muni d’une loi de probabilité a

priori notée v. On a
M

Vwe vw)>0 et dovlw) =1
=1
e L’espace des observations Y. Les observations de chaque classe w sont régies par la loi de pro-
babilité conditionnelle F,. La probabilité d’avoir Fobservation ¥ sachant qu’elle appartient 4 la

classe w est I, (y) que I'on note aussi P(y/w). D’un point de vue global, la probabilité d’avoir
’observation y est alors

M
P(y) = 3 v(wi) Puy(y)
=1

® L'espace de décision D. C'est ’ensemble des décisions que 1’on peut prendre quand on est en
présence d’une certaine observation. On définit alors une fonction notée s de O dans I qui est
la stratégie de décision. On définit aussi une fonction de coit A (ou fonction de perte) de 2 x D
dans R. Ainsi A(w, 6) représente le coiit de la décison & alors que I’on a la classe w.

Les stratégies optimales utilisent un critére nommé le risque conditionnel : c’est-a-dire le coiit moyen
de la décision § lorsqu’on est en présence de I'observation y. Cette fonction de risque est définie par

M
R(b,y) =Y Mwi, 8) Plwi/y)

=1
Avec P(w;/y) la probabilité & posteriori d’avoir la classe w; sachant que ’on a l'observation y. La
stratégie optimale est alors celle qui minimise ce risque conditionnel soit

s*(y) = arg géig{R(ﬁ, ¥}

Le probléme du calcul de cette fonction de risque réside dans le calcul des probabilités P(w;/y}, car
la fonction de risque est définie par I'utilisateur. Mais d’aprés la loi de Bayes, nous avons

V(‘-"i) Pw;‘(ﬂ)
P(y)

dans le cas discret. Dans le cas continu, les lois de probabilité P et P,, sont alors munies de leurs
densités p et p,,, et on peut montrer simplement que l’on a alors

Plwi/y) =

Pluy) = 1Bl

La fonction de coit s’exprime alors dans le cas discret et dans le cas continu par

1 M 1 X
R(&y):p@ S OMwi, 8 Poly)v(ws) et R(é,y)zm D Mwir 8) puy () wle)
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Nous allons détailler deux types de décision importante : la décision sans ambiguité (ure observation
est classée systématiquement) et la décision avec rejet d’ambiguité (une observation peut &tre rejetée).
Nous aborderons aussi une extension de cette derniére, a laquelle est ajoutée une notion de rejet de
distance, mais qui ne rentre pas exactement dans le cadre de la théorie du coiit minimal.

e Décision sans ambiguité :

Dans ce type de décision nous avons une bijection entre les ensembles Q et 1. Clest--dire qu’une
décision d; correspond & une classe w;, et de maniére urivoque. On notera b cette bijection de
dans D. La fonction X est alors nommée indicatrice d’erreurs et on a

Mw,6) =0 si 6= bw)
AMw,8)=1 si &4 blw)

La fonction de risque peut alors s’exprimer par

R{d,y)

M
Z Alws, o) Plwify)

-
-

P(wi/y) — P(b™'(5)/y)

= 1 = PO7T'(8)/y)

La strategie optimale est donc donnée par la minimisation de cette fonction donc

I
.Ma

...
il
-

s'(y) = argmin R(4,y)
feD
_ -1
= argmax P(b7(8)/y)
= argmax P(w/y)

= argmax[F,(y) v(w)]

o Décision avec rejet d’ambiquité :

Pour cette stratégie, on introduit une décision de rejet, que I’on notera o. On a donc une bijection
seulement entre 2 et D — {o}. La fonction de coiit est alors définie par

Aw,8) =0 si 8= bw)
Alw,d) =1 si & # b(w)
AMw,d) =1—-r si d=o

avec le coeflicient r dans [0,1]. On verra plus loin sa signification. Dans ce cas, la fonction de
risque s’exprime par

sl d=o alors R, y)=1—r
si d#£0 alors R(&,y) =1 - P (&) /y)

On peut alors montrer simplement que la stratégie optimale est définie par
s*(y) =9 st max Plw/y) <r
we

* — H P
s"(y) = argmax P(w/y)  si max P(w/y) > r
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On a donc un rejet lorsque toutes les probabilités a posteriori P(w/y) sont inférieures au seuil r.
Ceci peut arriver dans les zones de chevauchement des classes, il y a ambiguité sur la décision,
d’olt le nom de cette stratégie de décision. On peut montrer simplement que le rejet d’ambiguité
peut se produire seulement si

—A}/"—Srgl

e Décision avec rejet d’ambiguité et rejet de distance :

Dans [58], I'auteur introduit aussi une notion de rejet de distance. Ce rejet de distance intervient,
si la probabilité d’apparition d’une observation y est globalement trop faible. On teste donc
d’abord la probabilité P(y) et on fait un rejet de distance si elle est inférieure & un seuil, sinon
on applique la regle de décision avec rejet d’ambiguité.

v(m,) P(y / @5)

v(w) Ply / o))

Rejet de distance Rejet d’ambiguité Rejet de distance

FI1G. 1.1: Rejet d’ambiguité et rejet de distance

La figure 1.1 symbolise ces deux types de rejet dans le cas monodimensionnel de deux classes
régies par des lois gaussiennes.

Le probleme de ’application de cette théorie de la décision bayésienne est qu’en général on ne connait
pas les lois de probabilité. Il faut donc les estimer & partir d’un ensemble d’observations, le plus
grand possible. L’estimation de loi de densité de probabilité est un probléme d’ordre statistique qui
a donc une grande importance en reconnaissance de formes. Il existe de nombreuses méthodes pour
résoudre ce probleme. On peut les classer en deux catégories : les estimations non-paramétriques et
les estimations paramétriques.

Les méthodes non-paramétriques d’estimation de densité. Le principe de ces méthodes [120]
est de considérer qu’une densité p(z) ne présente pas de variations brusques dans une région R assez
petite. Si /V est le nombre total d’observations et k le nombre d’observations dans cette petite région,
alors un bon estimateur de la probabilité P{R) de se trouver dans cette région est simplement k/N.
Donc une estimation de la densité de probabilité en tout point x de cette région est
5(z) ~ P(R) ~ k
v VN
avec V le volume de la région R. Pour estimer p(z) en un point zy on définit une suite de régions
(Rn(zo))nzl‘"_,N contenant o et utilisées respectivement avec 1...N observations. Avec la méthode
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précédente on obtient alors une suite d’estimateurs de la densité en g, que 'on notera (Pn(zo)}ney n-
5i on note k, le nombre d’observations parmi n qui se trouvent dans la région R,(z9) de volume V,

nous avons
kn

nV,

Il y a deux stratégies possibles pour générer les régions R, [58] :

pn(m()) =

® La premiére consiste a lier la taille de R,, au nombre d’observations n. Ce sont les méthodes des
histogrammes, du noyau ou des fenétres de Purzen. Dans les trois cas la région considérée est
un hypercube. Pour la méthode des histogrammes on fait simplement un quadrillage de la zone,
alors que dans les deux autres on définit un hypercube centré sur chaque point. Il convient de
noter que dans {148], les auteurs proposent une méthode de détection de défaillance utilisant les
histogrammes.

¢ La seconde est de fixer le nombre d’observations k,, en fonction du nombre d’observations n et de
construire les régions R, de maniére a ce qu’elles contiennent k. observations. C'est la. méthode
des k-plus proches voisins. On utilise généralement des hypersphéres.

Avec ces deux stratégies, on montre sous certaines conditions [61] que I'estimateur p,(zo) est asymp-
totiquement sans biais et consistant : il converge vers la densité de probabilité réelle quand n tend
vers l'infini.

Malgré leur grande généricité, ces méthodes d’estimation non-paramétrique de densité posent quelgues
problemes : le nombre d’observations nécessaires pour avoir une bonne approximation est généralement
important et 'utilisation de ces méthodes demande beaucoup de calculs, Elles sont malgré tout large-
ment utilisées pour la classification, notamment la méthode des k-plus proches voisins, dont plusienrs
variantes ont été développées [58].

Les méthodes paramétriques d’estimation de densité. Le principe de ces méthodes est de
supposer que la loi de probabilité suit un modgle analytique p(x) défini par un ensemble de paramatres.
On procéde alors a une estimation des paramétres du modéle par la méthode des moments ou du
mazimum de vraisemblance, grace i la base de données des observations.

La méthode des moments consiste & calculer les moments empiriques sur les observations que |'on
posseéde et a écrire les égalités avec les moments théoriques calculés analytiquement & partir des
modeles. Sauf dans des cas simples, cette méthode généralement conduit 3 un systeme d’équations
non linéaires. La méthode du maximum de vraissemblance consiste & écrire la vraissemblance du
modele, qui est le produit des p{z) pour toutes les observations, et 2 maximiser cette vraissemblance
par rapport aux parametres du modéle.

L’utilisation des densités gaussiennes multi-dimensionnelles est particuliérement. attrayante car celles-
ci ne sont définies que par leurs deux premiers moments : le vecteur moyenne u et la matrice de
covariance V. De plus, il est montré qu’une somme pondérée de gaussiennes peut approcher une
fonction avec la précision voulue si elle a suffisamment de composantes {ce nombre peut bien siir
étre infini). D’une maniére générale, le modele utilisé est donc une somme pondérée de g gaussiennes
multidimensionnelles, appelé mélange de gaussiennes. On a alors

1 q
p(z) = Z o pe(z)  avec Z o = 1
k=1

k=1

1 1 .
et pr(z) = mexp[—§ (z = )T Vi (o — )]
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Tres souvent ce mélange est restreint A une seule gaussienne de moment (u,V). Dans ce cas les
équations du maximum de vraissemblance conduisent aux estimateurs classiques du vecteur moyenne
et de la matrice de covariance soit

N
ﬁ:F. z; et ﬁ:NZ(zi*ﬁ)t(«Ti“ﬁ)
=1 =1

On peut noter que la maximisation de la vraissemblance fournit I’estimateur biaisé de la matrice de
covariance.

Mais dés le cas bidimensionnel, ’estimation des parametres du modele pose des problémes. Les équa-
tions du maximum de vraissemblance sont insolubles de maniere directe {probléme du type poule et
oeuf) et la méthode des moments aboutit 3 une équation non linéaire complexe qui peut s’écrire, aprés
de laborieux calculs, sous la forme d’un polynéme du neuvitme degré [164]. Avec certaines hypothéses
simplificatrices sur les matrices de covariance, les calculs sont plus simples, mais on perd en généralité.
Ces dernieres années ont vu le développement d’une nouvelle méthode appelée EM ( Ezpectation Mazi-
mization) {164, 54]. Cette méthode est a priori parmi les plus efficaces actuellement, car elle permet
Pestimation de tous les paramétres d’un mélange de gaussiennes quelconque : les coefficients ay de
pondération des gaussiennes, les vecteurs moyens iy, et les matrices de covariance V. Nous décrirons
cette méthode, ainsi qu'une méthode dérivée dans le chapitre 6. Il est trés important de noter que
cette méthode d’estimation n’est absolument pas restrictive sur le choix du modéle de densité. Elle
peut étre utilisée pour un mélange de densités quelconques. Il convient enfin de noter que le probleme
de maximisation de la fonction de vraissemblance peut aussi étre abordé par les méthodes classiques
d’optimisation : descente de gradient, méthodes du second ordre. . .

Les méthodes de classification supervisée. En général, ces méthodes de classification n’utilisent
pas d’estimation de densité de probabilité et ne font donc pas partie du cadre de la théorie bayésienne.
Cependant, certaines réalisent une classification optimale au sens bayésien quand le nombre de points
devient trés grand. Ce sont des stratégies de classification qui utilisent la base d’apprentissage afin
de définir au mieux les frontiéres entre les classes. Le probleme de 'optimalité au sens de la théorie
bayésienne est alors appelé le probléme de généralisation. Le pouvoir de généralisation est défini comme
la capacité du discriminant 3 donner la bonne décision sur des données non contenues dans la base
d’apprentissage.

Parmi ces méthodes le cas du discriminant linéaire entre deux classes a particulierement été étudié.
Une multitude de méthodes a été proposée. Elles font partie du cadre général de 'apprentissage d’une
unité d’un réseau de neurones. On en détaillera certaines dans le chapitre 3 : le perceptron et ses
diverses extensions, I’adaline et la rétropropagation du gradient. Dans le chapitre 5, nous présenterons
une autre méthode : algorithme BCP avec ses diverses extensions, dont une version qui converge vers
la  position optimale dans le cas linéairement séparable. 1l existe beaucoup d’autres méthodes ([61]
pour les références manquantes) : d’autres extensions du perceptron, la méthode de I'Optimal Margin
Classifier [190] et sa récente modification nommée Soft Margin Classifier[46], le discriminant de Fisher,
la méthode de la pseudo-inverse, la programmation linéaire, la méthode Ho-Kashyap, la méthode des
fonctions potentielles, la méthode du perceplron avec mazimum de stabilité [171], ’algorithme Window
Training [26], et bien d’autres encore. Ces diverses méthodes se différencient sur plusieurs critéres : le
comportement sur des bases d’apprentissage non linéairement séparables (nous définirons précisément
cette notion dans le chapitre 3 mais intuitivement cela signifie qu’avec les données de la base on ne peut
pas trouver un hyperplan qui sépare les deux classes sans erreurs), la convergence vers ) erreur dans
le cas linéairement séparable, ]a convergence vers la position optimale au sens de la théorie bayésienne
dans les deux cas linéairement séparables ou non. Parmi ces méthodes, beaucoup ont été développées
récemment,
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Le probleme de classification en plusieurs classes est un des domaine de prédilection des réseaux de
neurones. Suivant les algorithmes employés, les frontizres entre les classes peuvent &tre linéaires ou non.
Nous développerons largement ces techniques dans le chapitre 3. Quelques techniques non neuronales
ont été proposées, notamment une extension de la méthode Ho-Kashyap 4 plusieurs classes [58], dont
la technique d’opposition d’une classe au reste est un des principes des algorithmes MOBCPSL et
MOBCPSLhd, qui sont des algorithmes de construction de réseaux de neurones binaires pour la
classification multi-classes que nous présenterons dans le chapitre 5.

On peut enfin citer la méthode de classification avec des discriminants quadratiques présentée dans
[58].

Les méthodes de classification automatique. Jusqu’a présent nous avons supposé que nous
connaissions la classe de chaque observation. Or dans un méme mode de défaillance, un systéme peut
avoir plusieurs modes de fonctionnement, représentés dans I'espace des observations par des zones
distinctes. De plus, méme sans défaillance, un systdme a souvent plusieurs modes de fonctionnement.
Donc le probléme qui se pose est de pouvoir déterminer ces divers groupements d’observations sans
connaissance a priori des classes. C'est le probleme de classification automatique de données, ou de
classification non supervisée.

Beaucoup d’algorithmes ont été proposés. On les regroupera en cinq catégories :

o les méthodes basées sur le critére d’inertie : le principe de ces méthodes est de minimiser l'inertie
intraclasse qui est définie comme la somme sur toutes les classes de la somme des distances au
carré de chague point au centre de sa classe. Intuitivement, on cherche a trouver des classes
compactes. L’algorithme le plus connu est sans doute I'algorithme k-mean [57, 65]. Un des pro-
blemes de cet algorithme, et de beaucoup d’autres d’ailleurs, est qu’il faut donner le nombre
de classes a priori. Dans 'algorithme des Clusters Principauz {136), il n’est pas nécessaire de
donner cette information, c’est un résultat de Palgorithme. Nous verrons dans le chapitre 6 que
ces algorithmes posent un autre probleme lié au critére optimisé.

 l'apprentissage non supervisé par réseauzr de neurones : une multitude d’algorithmes a été pro-
posée pour faire de la classification automatique par apprentissage non supervisé de réseaux de
neurones [113, 168]. Les réseaux de neurones s’auto-organisent suivant diverses stratégies sou-
vent lides & un critére de proximité. On peut citer notamment : les résequr de Kohonen [110],
Competitive Learning, Adaptative Resonance Theory (ART1 et ART2), Reinforcement Learning,
Learning Vector Quantization (LVQ1, LVQ2 et LvQ3)...

o les méthodes arborescentes ou hiérarchigues : ces méthodes construisent un arbre, ol chaque
noeud représente une division du probleme en sous-problémes. Les différentes profondeurs de
Parbre correspondent & des partitions successives des observations. Au cas limite, les feuilles sont
des classes constituées d’un seu! élément. Deux approches sont utilisées : I'ure montante dite
approche par agglomération et Pautre descendante dite approche par division, On peut citer les
algorithmes [61] : Agglomerative Hierarchical Clustering, Nearest Neighbor Algorithm, Furthest
Neighbor Algorithm et Stepwise Optimal Hierarchical Clustering. On peut aussi citer 'algorithme
plus récent DYSECT [4].

® les méthodes basées sur les graphes (voir [61]) : le principe est de construire un graphe dont les
sommets sont les observations. Deux observations seront liées par un arc si la distance qui les
sépare est inférieure & un certain seuil. Les classes sont alors définies comme les composantes
connexes de ce graphe. Avant de déterminer ces composantes connexes, on procéde & I’élimination
d'arcs inconsistants, définis comme les ares dont la longueur est bien supérieure a la moyenne
des arcs qui partent de ce sommet.
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o les méthodes basées sur un mélange de densités : une de ces méthodes sera décrite dans le chapitre
6. Le principe est d’utiliser un mélange de densités (par exemple un mélange de gaussiennes), et
d’associer a chaque observation la classe qui maximise la probabilité a posteriori d’appartenance,
soit Pw;/y).

Les méthodes de prétraitement en reconnaissance de formes. Tout type de prétraitement
peut &tre utilisé avant d’appliquer les techniques de reconnaissance de formes. On peut grossierement
en distinguer deux classes : les méthodes statistiques et les méthodes de traitement du signal.,

Parmi les méthodes statistiques, une particulierement utilisée est l'analyse en composantes princi-
pales (ACP) (par exemple [59]) que nous détaillerons et utiliserons dans le chapitre 6. Mais d’autres
techniques peuvent étre appliquées, notamment les projection pursuits ou projections révélatrices
[74, 73, 35, 36]. Il y a aussi toutes les méthodes d’extraction de caractéristiques simples d’un signal
(moyenne, écart-type...) présentées précédemment.

Une grande partie des méthodes de traitement du signal peuvent aussi étre utilisées pour extraire
des caractéristiques, notamment le calcul des autocorrélations et intercorrélations, la transformée de
Fourier, les analyses temps-fréquence (Gabor-Ville, ondelettes. . . ). La théorie de la transformée en
ondelettes {132, 44, 43] est assez récente et fort prometteuse dans de multiples domaines ol les signaux
n’ont pas de stationnarité dans leur spectre. Cette théorie a de multiples applications : étude de
signaux tels que la parole, compression d’informations, étude d’images [30], analyse des turbulences
en mécanique des fluides [130]... On peut enfin citer les méthodes de recherche de raies pour "analyse
des modes vibratoires, entre autres les méthodes de Prony et Pisarenko. On peut bien sir utiliser
toutes les méthodes d’identification paramétriques de l'automatique et traiter les estimateurs ou les
résidus par une approche de reconnaissance de formes {notamment la modélisation ARMA pour les
processus stationnaires).

1.2.4 Diagnostic et réseaux de neurones

Les réseaux de neurones peuvent étre décrits comme un ensemble d’unités simples (les neurones)
connectées entre elles en un réseau a couches, comme le montre la figure 1.2. I existe aussi des réseaux
dits bouclés mais nous ne les aborderons pas dans cette thise. Chaque unité calcule la somme de
ses entrées pondérées par les coefficients synaptiques et réalise une certajne fonction d’activation, en
général non linéaire, pour calculer sa sortie : une fonction 3 seuil (neurone binaire} ou une sigmoide
(approximation continue d’un neurone binaire).

[Z1es]les sl d e
T3 O

Une couche cachée

FiG. 1.2: Un téseau de neurones & couches
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La spécificité du réseau réside dans la valeur des poids synaptiques. Ce sont des coefficients attribués 3
chaque connexion liant deux neurones et qui sont déterminés grace a un apprentissage. Nous décrirons
précisément ces techniques dans le chapitre 3 ofi nous ferons un état de ’art des méthodes d’appren-
tissage supervisé des réseaux de neurones 3 couches, qui sont les plus utilisées dans le diagnostic.
Bien que le domaine d’application de prédilection des réseaux de neurones dans le diagnostic soit les
approches de type reconnaissance de formes, donc les approches externes, ils sont aussi utilisés dans
les deux autres catégories de diagnostic.

Dans les méthodes symboliques, des études ont été faites pour implanter un systéme expert avec un
réseau de neurones. Ce type d’implantation est un palliatif & I’explosion combinatoire de la recherche
a effectuer par le moteur d’inférence [153]. De plus, les approches symboliques par la logique floue
peuvent aussi s’intégrer sous la forme d’un réseau de neurones flous.

Dans les méthodes de diagnostic interne, les réseaux de neurones sont actuellement beaucoup étudiés
(28, 111, 82]. IIs peuvent notamment étre utilisés pour Iidentification, le contréle et le diagnostic des
systémes non linéaires [97)].

Dans les méthodes de diagnostic externe, nous avons vu que c’est une technique fondamentale principa-
lement pour la classification multi-classes, mais aussi pour la classification non supervisée (par exemple

[60]).

1.3 Le diagnostic de pannes automobiles

La construction automobile 2 été marquée ces deux dernitres décennies par I'arrivée massive de
I"électronique dans les véhicules. Ceux qui n’étaient que de petits modules avec quelques transistors
(allumages transistorisés) sont maintenant de puissants calculateurs architecturés autour de micro-
processeurs. Les faits les plus marquants sont sans doute l'injection-allumage électronique qui permet
une grande optimisation du fonctionnement du moteur, et le systéme de freinage ABS qui a accru la sé
curité. Depuis quelques années 'augmentation du nombre de calculateurs est permanente. La Safrane
en possede déja douze. Comme dans les avions de derniére génération, toute commande, tout controle
passe par une puce en silicium. 1l est évident qu’une telle évolution bouleverse le métier de mécanicien
automobile, en particulier la phase de diagnostic. 1l n’est plus question de tendre I’oreille & ’écoute
du moindre bruit suspect comme le faisaient les bons mécaniciens aprés des années d’expérience. En
parallele & cette évolution, il était donc nécessaire de développer des outils de diagnostic de pannes
performants, capable de trouver les moindres pannes dans cet imbriglio de cébles et de boites noires
qu’est devenu le dessous d’un capét. La société ACTIA s’est imposée sur ce marché, et a développé
toute une gamme de produits de plus en plus puissants, ces produits devant suivre I’évolution de la
complexité des véhicules.

Les calculateurs eux aussi de plus en plus performants, font maintenant leurs propres diagnostics qu'ils
délivrent sur une ligne série, avec d’autres paramétres. On distingue donc deux types de diagnostic : le
diagnostic série et le diagnostic paralléle. I.e diagnostic série est la lecture et I'affichage des informations
que délivrent les calculateurs. 1l est donc restreint 3 ce que voit le calculateur et surtout a ce qu’il
veut bien donner. Le diagnostic paralléle est lui beaucoup plus exhaustif mais aussi beaucoup plus
complexe. Il est réalisé grace aux informations qui sont captées entre les calculateurs et les organes
moteurs mais aussi en d’autres points de mesure (par exemple une mesure de haute tension avec une
pince pour le controle de la présence d’étincelles). Un outil de diagnostic paralléle doit donc traiter
tous ces signaux et déterminer la panne s’il v en a une. La société ACTIA a développé un outil de
diagnostic paralléle : le testeur universel (TU). Nous allons décrire les principes de son fonctionnement.
Le diagnostic réalisé par le TU repose sur deux types de méthodes : des méthodes simples de diagnostic
externe pour la détection de défauts sur les divers signaux séparément et une méthode d’identification
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similaire a un arbre de défaillances. Le module d’identification est appelé le Gestionnaire de Hiérarchie
(GH). -

Le TU recoit une grande quantité de signaux principalement relatifs aux fonctions d’allumage et
d’injection. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, ces signaux sont trés hétérogénes et cer-
tains subissent des prétraitements. En général les défauts sont détectés avec de simples seuils. Il y a
quelques exceptions qui nécessitent un algorithme particulier (comme la présence d’une étincelle sur
chaque front montant d’un signal de commande). Le réle du module d'identification est de déduire la
panne avec les défauts élémentaires sur les signaux. La méthode est en fait un arbre de défaillances.
Ce sont les défauts élémentaires sur les signaux qui constituent toutes les feuilles de 'arbre. Ainsi une
liaison est faite entre des pannes {données symboliques) et leurs manifestations sur les signaux. Cet
arbre est assez simple : & part quelques exceptions il comporte deux niveaux. La majorité des connec-
teurs logiques sont des ou (quelques pannes correspondent & des noeuds et). Cet arbre est construit
par une expertise des systémes diagnostiqués. Il nécessite une analyse fontionnelle des systémes. La
détection de certaines pannes nécessite aussi une étude expérimentale.

Les seuils de détection sont fixés aussi & partir d’une analyse des systémes : par exemple si le signal
issu du capteur de température d’eau a une dynamique de 1 4 2, 5 volts pour des températures de ~30
4 +40 degrés, on pourra fixer les seuils 3 0,5 et 3 volts,

1.4 Objectifs de ’étude

Du fait de I'augmentation des fonctionnalités gérées par I'électronique, la conception d’outils comme le
TU devient de plus en plus difficile, du fait des informations symboliques nécessaires  leur conception
qui doivent &tre fournies par les constructeurs. De plus, les défauts élémentaires sont détectés sur les
signaux traités séparément, les détections sont mono-dimensionnelles, Enfin, le TU est particuliére-
ment dédié au diagnostic des fonctions allumage-injection, les plus importantes dans le fonctionnement
d’une voiture. Pour développer un produit sur un nouveau véhicule, en général il faut changer des
tables de paramatres (pour les seuils, le GH et les prises de mesures). Mais pour des véhicules trés
différents (calculateurs ”exotiques” ou passage d'une voiture & essence & une voiture au diese]) ou pour
diagnostiquer d’autres fonctions il est trés souvent nécessaire de modifier les programmes.

Le point de départ de ce travail est lutilisation des Réseauzr de Neurones Artificiels (RNA)
et de leur capacité d’apprentissage pour réaliser un systéme générique, qui s’adapte a tout
véhicule, d tout calculateur, et tout type de Jonctions, sans avoir d¢ modifier les programmes,
mais seulement des paramétres, et sans avoir de connaissances symboliques sur les sys-
témes. Le principe d’un tel produit est done un diagnostic externe par reconnaissance de
formes qui n'utilise aucune modélisation mais seulement des observations en bon et en
mauvais fonctionnement,

Les avantages potentiels d’un tel systéme sont importants : diminution des coiits de développement,
indépendance vis-a-vis des constructeurs, plus grande sensibilité de détection grace aux réseaux de
neurones, généric{{té du produit, potentialités pour le diagnostic préventif. ..

I est évident qu’un tel objectif n’est réalisable qu'avec une plus grande puissance de calculs que celle
disponible sur le TU (deux micro-controleurs). Actuellement les produits de diagnostic évoluent vers
des micro-ordinateurs portables de type PC, donc avec une puissance de calcul suffisante (qui peut
facilement évoluer) pour le systéme de diagnostic que nous nous sommes proposés de développer. En
outre, la possibilité d’utiliser des langages de programmation évolués est un avantage considérable par
rapport a Passembleur utilisé sur les micro-contréleurs - puissance, plus grande rapidité de dévelop-
pement, plus grande facilité de maintenance. ..
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Enfin, dans la mesure du possible, on essayera de concevoir un systeme de diagnostic dont 'implémen-
tation est assez rapide pour pouvoir effectuer le diagnostic en temps réel (comme le font certains des
outils déja existants) et dont la mise au point ne nécessite qu’un minimum d’intervention humaine :
c’est-d-dire que I'on essayera d’automatiser un maximum d’étapes dans I’élaboration de 1'outil de
diagnostic, et notamment lors de la construction des réseaux de neurones.
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Je me fais 'impression de n'avoir été qu’un enfant jouant sur la plage

et 8’y amusant @ y trouver de temps en temps un galet particuliérement lisse
ou un coquillage plus joli que les autres, tandis que s’étendait devant moti,
inconny, le grand océan de la vérité.

Isaac NEwTON

Chapitre 2

Développement de la maquette ANDI

2.1 Introduction

Le développement de cette premiére maquette avait trois buts : mettre au point le systéme d’acquisition
(aux niveaux matériel et logiciel de bas niveau), prouver I'intérét des réseaux de neurones pour le
diagnostic et concevoir un systéme de diagnostic parallle entierement paramétrable avec des observa-
tions, sans modélisation quelconque.

Cette maquette est constituée de deux organes : un boitier d’acquisition des signaux et un PC pour les
analyser et faire le diagnostic en temps réel ou en temps différé. D’un point de vue logiciel, le boitier
d’acquisition intégre un petit logiciel trés générique et en partie commandable par le PC, qui sert
uniquement & la conformation des signaux et & gérer la communication avec le PC. La partie logicielle
du systéme est donc essentiellement constituée par ANDI (ANalyse et Dlagnostic), qui fonctionne sur
PC.

Pour bien traiter les nombreux signaux trés hétérogénes issus des organes du véhicule et définir les
prétraitements adéquats, le développement de plusieurs outils d’analyse en temps réel ou en temps
différé parut nécessaire. La partie diagnostic est basée sur deux modules : I'un détecte des défauts dits
élémentaires, c’est-a-dire un défaut d’un certain type sur un signal, ou un défaut sur plusieurs signaux
détecté par un réseau de neurones, et le second détermine le défaut pére, c’est-a-dire Dorigine de la
panne, la cause symbolique. Le premier module réalise donc la détection alors que le second réalise
Videntification.

L’ensemble du logiciel ANDI est complétement paramétrable : les outils d’analyse comme les outils de
diagnostic. Il n’y a pratiquement aucune ligne de programme a modifier pour passer d’un véhicule &
Pautre. Le paramétrage du module de détection est réalisé aprés analyse des données de bon fonction-
nement et le module d’identification est réglé avec des données de mauvais fonctionnement caractéris-
tiques des pannes que l'on désire identifier. Les outils d’analyse peuvent étre paramétrés suivant les
besoins (les outils couramment utilisés sont paramétrés par défaut).

Apres avoir décrit le systéme d’une maniére trés geénérale (la partie matérielle, le protocole de commu-
nication et les divers logiciels), nous détaillerons les diverses fonctionnalités du logiciel ANDM, et
particulierement les méthodes de détection de défauts élémentaires et la méthode d’identification.
Avant de conclure ce chapitre, nous présenterons les essais réalisés avec cette maquette.
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2.2 Description générale de la maquette

2.2.1 Le systeme vu de ’extérieur

Comme on peut le voir sur la figure 2.1 qui suit, le systeme se compose d’un boitier d’acquisition
qui est un TU (Testeur Universel : un produit ACTIA existant, modifié pour ne servir que de boitier
d’acquisition) lequel recueille les informations sur le véhicule, et d’un PC qui traite ces informations.

F1G. 2.1: Vue générale du systéme
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2.2.2 La partie matérielle

Comme le montre la figure 2.2, les sighaux sont collectés au niveau du moteur par des dérivateurs,
sous haute impédance pour ne pas les altérer. Pour une configuration classique de diagnostic injection-
allumage, il y a un dérivateur principal au niveau du calculateur oi la majorité des signaux sont captés.
Il y a aussi d’autres dérivateurs au niveau des MPA (Module de Puissance Allumage) et des captures
d’informations diverses telle que la pince haute tension pour capter la présence des étincelles. . .

PC Portable
Carte mere PC

Carte CPU = Prétraitement | _Alimentation |
& Adaptation protocole uC

EPROMss RAM uC

Carte Hard = Mesure
& Conformation

Boitier TU

Actionneurs

Moteur

i Capteurs

Voiture

Fic. 2.2: Partie matérielle

La carte Hard du TU a pour but de conformer les signaux, de les numériser. Certains signaux analo-
giques sont numérisés par des CAN, d’autres sont rendus booléens. .. Cette carte ne comporte que de
I'électronique passive, sans microprocesseurs.
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Les informations numérisées de la carte Hard sont fournies 3 la seconde carte qui réalise certains
prétraitements tres simples (et le méme quelque soit le véhicule), intégre ces informations dans la RAM
double accés et gére le protocole de communication avec le PC. Cette seconde carte comporte entre
autres deux microcontréleurs, deux EPROMs (o1t sont stockés leurs programmes) et I'alimentation du
TU.

Cette dernidre carte est connectée au PC par un port parallele. Le PC récupére les données suivant
un protocole de communication que "on détaillera ci-aprés, et les traite.

2.2.3 Les données captées & le protocole

Le TU envoie continuellement des informations au PC qui les utilise ou non selon les besoins de
Putilisateur. Il les envoie par paquets : les trames. Une trame comporte les informations sur ce qui
s’est passé pendant un cycle moteur, soit deux tours moteur. En général, le TU capte les informations
pendant deux tours moteur, puis les traite et les place dans la RAM double accés pendant un tour.
Ce n'est pas rigoureusement exact car il peut y avoir des problemes de synchronisation pouvant lui
faire sauter un tour. La fréquence avec laquelle le TU envoie les trames est donc fonction du régime
moteur, elle peut varier approximativement de 1 Hz & 35 Hz. Les contraintes temps réel sont donc
assez dures : il faut faire le diagnostic en moins de 25ms pour ne pas manquer de trames.

Les données de la trame sont de quatre types :

e les signauz analogiques : température, pression, tension. .., ces données ne variant pas trés rapi-
dement, le TU ne donne qu’une seule valeur par trame,

o les signauz booléens : alimentation démarreur, allumage, masses correctes ... , ces données sont
en général des défauts qui sont déja diagnostiqués électroniquement par la carte Hard du TU,
par des comparateurs.

e les signaur fréquentiels : PMH (Point Mort Haut), commande allumage .... , ce sont des signaux
booléens mais qui varient & des fréquences élevées dépendant du régime moteur. Le TU donne
doac la valeur initiale, et les temps (en micro secondes) de tous les fronts. Le T'U gére 5 signaux
fréquentiels. Ce sont des signaux trés importants car ils commandent tout le sytéeme d’injection
et d’allumage. Le signal PMH (c’est un abus de langage, il se nomme en fait signal dent) est tout
a fait particulier. Il est en fait généré avec une roue dentée relide 3 I'arbre moteur qui posséde une
dent manquante. C'est ce signal qui permet & tout le systéme électronigue de se synchroniser.
Ce signal est prétraité par le TU, qui le simplifie et le vérifie.

¢ les signaux spéciaur : il y a enfin d’autres signaux assez divers tels que le signal du contréle haute
tension qui est en fait une succession de présence / non présence d’étincelles lors des fronts d’un
des signaux fréquentiels, celui du primaire bobine. Il y a aussi sur la carte Hard deux entrées
pour lesquelles le TU calcule la période du signal et son rapport cyclique, qu’il donne dans la
trame...

Cette trame comporte enfin un compteur, qui est incrémenté A chaque nouvelle trame pour vérifier si
on n’en a pas manqué, 3 cause d’une erreur de protocole ou parce que le traitement a été trop lent, et
un octet qui sert dans le logiciel & mettre des marqueurs, c’est-a-dire des repéres lors d’une acquisition
par exemple.

La RAM double accés ne doit jamais étre adressée en méme temps par le TU et par le PC, il a donc
fallu établir un protocole de communication pour se synchroniser et éviter tout conflit, et pour définir
la. maniére dont le PC va envoyer les commandes de mesures au TU. Ce protocole est basé sur deux
principes : la RAM est par défaut au PC, et le TU informe le PC par une interruption matérielle
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lorsqu’il en a besoin (il en a besoin en fait uniquement lorsqu’il veut mettre une nouvelle trame, car il
fait ses calculs en interne et prépare sa trame dans une autre RAM )- Il a aussi fallu définir un systéme
de resynchronisation, et un mode d’envoi de mots de commande au TU.

On peut symboliser le protocole sur la figure 2.3 qui suit :

Acces TU

Acces PC

Lecturé de la trame

Travail du PC

F1G. 2.3: Symbolisation du protocole de communication

2.2.4 Environnement logiciel

L’ensemble des logiciels du systéme est représenté sur la figure 2.4,

Données Génération bases
d’apprentissage
Logiciels TU Logiciel principal
Acquisition & ——— Analyse / Diagnostic Bases
Conformation |Trames de ANDI
mesures
brutes
) Apprentissage des
Réseaux réseaux de neurones

P'IG. 2.4: Les diverses couches logicielles mise en Jjeu

Le TU comporte deux logiciels pour les deux microcontraleurs. Ils sont écrits en assembleur, mais sont
trés généraux et ne devraient pratiquement jamais étre modifiés. Les diverses options de mesures qui
pourraient se présenter en passant d’un véhicule & "autre sont envoyées sous forme de commandes au
TU par le PC.

Sur PC trois logiciels ont été développés en C :

e Le logiciel principal d’Analyse / Diagnostic : ANDI.

e Un logiciel de création de bases de données pour 'apprentissage des réseaux de neurones i partir
de données générées par le logiciel principal en temps différé.

31



CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENT DE LA MAQUETTE ANDI

e Un logiciel de création de réseaux de neurones, qui apprend les réseaux & partir des bases
d’apprentissage générées par le précédent, en vue de les intégrer dans le module de diagnostic.
L’apprentissage est réalisé avec la rétropropagation du gradient, qui fournit des réseaux de
neurones continus. Nous détaillerons cet algorithme classique dans le chapitre 3.

2.3 Description du logiciel ANDI

2.3.1 Introduction

Les principaux modules du logiciel ANDI sont représentés sur la figure 2.5 qui suit :

Utilisateur &
Développeur

’—-F- Analyse

Acquisition Générateur de
trames données

A

— Diagnostic

Y

Paramétrage

F1G. 2.5: Schéma général du logiciel ANDI

Ce logiciel est a la fois un outil d’analyse des données moteur et un outil de diagnostic de pannes, en
temps réel et en temps différé. En effet, dés les premiers développements et essais sur véhicule, il nous
a paru nécessaire de munir ce programme de toute une gamme d’outils d’analyse intégrés au logiciel,
et surtout de rendre tous ces outils d’analyse ou de diagnostic completement paramétrables, pour ne
pas avoir a modifier le programme quand on passe d’un véhicule 4 un autre. Il ¥ a donc toute une
série de modules qui servent & paramétrer I’application.

Au départ de beaucoup de procédures, d’analyse ou de diagnostic, il faut extraire des informations
spécifiques des trames envoyées par le TU. Il nous est donc apparu essentiel de centraliser ces calculs
dans un module appelé le générateur de signaux. Cette centralisation permet ainsi de rendre le systéme
trés ouvert comme nous le verrons.

Tous les outils du logiciel accessibles par 'utilisateur peuvent donc étre regroupés en quatre catégories :
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Les outils d’analyse

Les outils de diagnostic
e Les outils de paramétrisation
» Les autres outils divers (gestion de fichiers, shell DOS, aide en ligne en hypertexte...)
Aprés avoir présenté les fonctionnalités du générateur de signaux, nous présenterans briévement les

différents outils d’analyse et plus précisément les outils de diagnostic avec les méthodes employées.
Nous finirons cette section en décrivant Putilisation des réseaux de neurones et son intérét.

2.3.2 Le générateur de données

Introduction

Le but de ce module, représenté sur la figure 2.6, est d’extraire une information de la trame et si on
le désire, lui faire subir un prétraitement (que 'on nommera post-calcul).

Extraction Post-calcul
———— . . 3~ -calcu EEEm—
information
frame e Données
de mesures
brutes
D1 D2

F1c. 2.6: Le générateur de données

Aprés avoir détaillé le cas trés important des données extraites des signaux fréquentiels, nous décrirons
de fagon générale ces deux blocs.

Dounées extraites des signaux fréquentiels

Nous avons vu plus haut que les signaux fréquentiels sont envoyés dans la trame sous la forme d’un
état initial et du temps d’apparition de chaque front (changement d’état). Le but est de transformer
ces informations temporelles en informations atem porelles qui représentent au mieux ce qui s’est passé
pendant le temps d’analyse, sachant qu’en général, s'il 0’y a pas de problemes, ces signaux sont assez
réguliers sur un cycle moteur. Il s’agit d’une forme de compression d’informations.

Quatre caractéristiques de chaque signal fréquentiel sont calculées :

e le nombre de fronts filtrés : nbf;
¢ la moyenne du rapport cyclique : RC
e |'écart-type du rapport cyclique : opo

e la phase par rapport au signal PMH : ¢pasg.

Le nombre de fronts filtrés est le nombre de fronts apparus uniquement pendant le cycle moteur, donc
entre le premier et le dernier front du PMH. Dans le cas d’un moteur classique avec une roue dentée
qui n’a qu’une dent manquante, représenté sur la figure 2.7, le signal PMH a toujours 5 fronts. Un
tour moteur correspond exactement & un cycle du signal PMH et un cycle moteur correspond & deux
cycles du signal PMH. Dans le cas d'un V6, la roue dentée a trois dents manquantes. Un tour moteur
correspond & 3 cycles du signal PMH, et ce signal a alors 13 fronts pour un cycle moteur. Donc dans
ce cas on prendra tous les fronts entre les fronts 1 et 13 du PMH (le nombre de dents manquantes est
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I eyele moteur = 2 tours moteurs

q)/PMH

PMH

Signal

eycle 1 cycle 2 cyclé 3 eyele 4 cyele 5

Temps
FIG. 2.7: Données extraites des signaux fréquentiels

un parametre du programme). Ce nombre de fronts filtrés est une information trés intéressante car il
ne varie pratiquement pas, donc il permet déji de détecter un grand nombre de défauts.
Pour un cycle du signal (trois fronts, succession palier haut / palier bas ou inversement, cela dépend
de Iétat initial du signal), on définit le rapport cyclique par la durée du palier haut divisée par la
durée totale du cycle, multiplié par 100, pour obtenir un pourcentage :
¢
RC; = 100 —&— (2.1)
t, + 1t

Si n. est le nombre de cycles du signal, on calcule alors la moyenne et I’écart-type du rapport cyclique

par :
3 RC;

RC == (2.2)
fic
> (RC: - RC)?
oo = =1 (23)
nC

Ces deux quantités sont également intéressantes pour diagnostiquer un défaut sur le signal fréquen-
tiel. L’écart-type du rapport cyclique doit étre en temps normal trés proche de zéro (empiriquement
rarement supérieur a 3 sauf dans de trés fortes accélérations ol il peut monter jusqu’a 5). Cecl signifie
que lorsque tout va bien, sur un cycle de mesure les cycles du signal sont constants. Mais dés qu'il y a
un défaut, le signal peut perdre complétement cette régularité. Il suffit de fixer une limite acceptable
et de considérer qu’au-dela il y a défaut sur ce signal.

La moyenne du rapport cyclique est constante uniquement pour le PMH (elle oscille légérement entre
49,3 et 50,5), mais absolument pas pour les autres signaux. En revanche, on peut observer généralement
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qu’elle varie en fonction du régime (surtout pour les signaux relatifs & "allumage). On peut fixer dans
le logiciel un intervalle de valeurs acceptables. Mais comme nous le verrons plus loin, un diagnostic
beaucoup plus fin sera réalisé avec les réseaux de neurones.

La phase du signal par rapport au PMH est définie comme le tem ps entre le signal 2 du PMH (donc
toujours un front montant) et le front montant du signal le plus proche. Cette quantité que 'on norme
(en pourcentage par rapport au cycle moteur complet) est signée (différence de deux temps). De méme
que la moyenne du rapport cyclique, on peut utiliser cette donnée pour diagnostiquer le signal en fixant
un intervalle de valeurs acceptable, mais I'utilisation des réseaux de neurones sera préférable, beaucoup
plus précise.

Remarque : Si le nombre de fronts du signal est pair, cela signifie que le dernier cycle est incomplet.
Dans ce cas, on affine le calcul en considérant que le dernier palier, dont nous ne possédons que le début,
est identique a I'avant-dernier de méme type. Enfin si le nombre de fronts est inférieur strictement 3
3, on force Pécart-type a une valeur que V'on peut paramétrer, et la moyenne A zéro.

Les données que I'on peut générer

Nous allons présenter toutes les données que I’on peut générer, en décomposant le diagramme D 1 de la
figure 2.6 en sous-diagrammes successifs (le petit rond symbolise les choix possibles). La décomposition
du bloc D 1 peut étre représentée sur la figure 2.8.

| Données extraites | P11
| des signaux fréquentiels I

[ D12
] D ées analogiques

[ D13
l l"\ & h J45 nes

D14
ﬁ—-l Données spéciales I——

Frc. 2.8: Les divers types de données extraites des trames

La figure 2.9 représente la décomposition des blocs de niveaux 2 et 3.

Les données du bloc D 1-1 ont été décrites dans le paragraphe précédent. Dans la décomposition du
bloc DD 1-2, les données analogiques p1 et u2 correspondent aux signaux des entrées analogiques du TU.
Pour le bloc D 1-3, les données des ports des micros correspondent aux différents ports de sortie des
deux microcontréleurs (pour ce bloc il faut spécifier octet et le numéro du bit que l'on veut extraire).
Les données du bloc D 1-2-3 sont calculées avec les signaux fréquentiels : le PMH pour calculer le
régime (en tours/min), et les signaux d’allumage pour l’avance (en degrés) et le temps de charge (en
micro secondes).

Les post-calculs

Apres avoir extrait une information de base, il est possible d’effectuer un post-calcul sur cette donnée.
La figure 2.10 représente le détail du diagramme D 2 qui décrit les calculs implantés dans le logiciel.
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ne tion D> 11 D ion D) 1.2
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Dé ition D 1-2-3 Dé tion D [-2-4
_’._{ Régime mot } *’—{ RCO1
—-‘lmm:e a t'athmmge‘!—— ———l Période 1
‘—L Temps de charge—’— &' RCO 2
—
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I'1G. 2.9: Décomposition des blocs de niveaux 2 et 3

X

®

I'1G. 2.10: Les post-calculs implantés
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2.3.3 Les outils d’analyse

Il y a deux types d’analyse : celle du développeur d’application, et celle de 'utilisateur qui veut observer
le comportement d’une certaine donnée moteur. L’analyse du développeur devra se faire sur un PC
puissant a partir de fichiers de trames acquis sur le vehicule, grace & deux outils d’acquisitions que I'on
détaillera plus loin. L’ensemble des fichiers de trames devra couvrir au mieux toutes les conditions de
fonctionnement de la voiture (charge, type de route, température, vitesse ...), pour pouvoir fixer les
settils le mieux possible et apprendre les réseaux de maniere précise.

Il y a quatre outils d’analyse :

¢ Visnalisation de type oscilloscope (voir figure 2.18),
¢ Tracé de signaux en fonction du temps (voir figure 2.19),
e Tracé d’un signal en fonction d’un autre,

¢ Etude statistique : estimation de Pdf {Probability density function) (voir figure 2.20).

Comme le montrent les figures 2.11 et 2.12, l'oscilloscope et lestimation de Pdf fonctionnent en
temps réel ef en temps différé, alors que les tracés de signaux ne fonctionnent qu’en temps différé.
L’oscilloscope est un outil trés important dans la premieére phase d’analyse du fonctionnement d’une
voiture et il était impératif qu’il puisse fonctionner en temps réel sans manquer une seule trames de
données. Ces contraintes temps réels ont imposées une programmation particuliére : toutes les données
sont calculées directement & partir des trames sans passer par le générateur de données, qui prend un
peu plus de temps. Du fait de ces contraintes de temps, 'oscilloscope en temps réel ne permet pas
d’enregistrer en méme temps les trames, il n’a pas assez de temps. En revanche il travaille sur un
buffer tournant d’une centaine de trames (4 secondes au plus haut régime) que 'on peut sauvegarder
pour analyser en temps différé.

Analyse

> Visualisation
oscilloscope

*. pt A

Tracés temporels

Générateur
" 4, de données

pt

Traces 2D

. pt

vJ " J

Estimation de Pdf
*. pdf *. pdf

. pt

FIG. 2.11: Les outils d’analyse en temps différé
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» Visualisation »

oscilloscope

Générateur

de données [~ Estimation de Pdf [~ ——————=

Trames

FIG. 2.12: Les outils d’analyse en temps réel

Comme on peut le voir sur la figure qui suit, les outils d’analyse en temps différé peuvent étre utilisés
de plusieurs maniéres, avec plusieurs entrées :
Les tracés temporels et les tracés 2D peuvent fonctionner soit 3 partir d’un fichier de trames, soit a
partir d'un fichier de points (+.pt ). Ces fichiers de points sont générés par ces méme outils si on le
désire. Cela évite d’effectuer plusieurs fois les mémes calculs sur les mémes trames. La génération des
fichiers de points peut se faire suivant deux formats : un format avec en-téte pour les réutiliser dans
ANDI, et un format sans en-téte si on veut les utiliser dans d’autres logiciels (grapheurs, tableurs...).
Le format de ces fichiers est tout a fait classique : format ASCII avec des tabulations comme séparateurs
des données dans un vecteur, et un retour chariot pour séparer les vecteurs.
L’analyse statistique calcule la moyenne, I’écart-type, et une approximation de la fonction de densité de
probabilité d’une donnée. La qualité de cette approximation dépend du nombre de pas de discrétisation
choisi. Cet outil peut générer un fichier (¥.pdf), ot sont stockées toutes les informations nécessaires
pour tracer cette Pdf : le nombre d’éléments dans chaque intervalle, la moyenne et "écart-type exact.
Ces fichiers sont écrits en ASCII, dans un format un peu spécial, mais sont facilement réutilisables.
Avant de poursuivre, il convient de signaler que les fichiers sur lesquels travaille le logiciel sont de 5
types :

® +.cnf : ce sont les fichiers de configuration (ASCII)

e +.do : ce sont des fichiers de trames (Binaire)

® +.pt : ce sont des fichiers de points (ASCII)

e *.pdf : ce sont des fichiers de Pdf (ASCII)

¢ +.hlp : ce sont des fichiers d’aide (ASCII)

2.3.4 Les outils de diagnostic
Généralités

Une panne réelle, due & la défaillance d’un organe mécanique, électrique ou autre pent générer un
ensemble de défauts élémentaires. Quand on a une certaine combinaison de défauts élémentaires, il
faut pouvoir déterminer I'origine de ces défauts : le défaut pere. De plus, des défauts peuvent apparaitre
aléatoirement & cause de bruits de mesure, ou de perturbations diverses. Avant de déclarer quil y a
eu effectivement un défaut, il faut filtrer. A un instant donné, un défaut non filtré est dit présent, et
un défaut filtré est dit permanent.

Deux outils de diagnostic, nommés simple et complet, sont utilisables soit en temps réel, soit en temps
différé.

Le premier détecte les défauts élémentaires, les filtre mais ne génére pas de défauts peres. En revanche il
calcule des informations statistiques sur I'apparition des défauts élémentaires : il calcule la, probabilité
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d’apparition de chaque défaut sur I'ensemble de I'expérience (ou du fichier si on travaille en temps
différé) et dans une fenétre glissante. 1l calcule aussi la moyenne et 'écart-type des intervalles de
temps entre deux apparitions successives, ce qui peut, &tre intéressant pour analyser des défauts qui
apparaissent peu mais régulitrement (voir figure 2.21).

Le second filtre les défauts élémentaires et calcule les défauts peres, grace au GH (Gestionnaire de
Hiérarchie). A la fin d’un diagnostic complet, on informe I'utilisateur de ’apparition comparative des
défauts peres par un histogramme (voir figure 2.22), pour lever toute ambiguité s'il y en a.

La méthode de détection des défauts péres peut donc étre symbolisée par le schéma de la figure 2.13.

Générateur Détecteur de défauts
de si iy . A ™ Filtrage 1 GH
e signaux élémentaires
Données brutes ldentification
défaut pére

FIG. 2.13: Principe de détection des défants péres

Les défauts élémentaires

Il y a 6 catégories de défauts élémentaires :

e les défauts sur les signauz fréquentiels : utilisateur peut définir un défaut élémentaire pour cha-
cun des 5 signaux fréquentiels de la trame. La détection de ce défaut peut se fajre en testant une
ou plusieurs des données extraites (expliquées plus haut). Tester le nombre de fronts non filtrés
est moins intéressant que le nombre de fronts filtrés, ce dernier étant plus constant. L utilisateur
va donc choisir une combinaison de tests sur : le nombre de fronts filtrés, la moyenne du rapport
cyclique, I'écart-type du rapport cyclique et la phase. Si une de ces caractéristiques est en défaut,
alors on dira qu’il y a un défaut élémentaire sur ce signal fréquentiel. Pour tester le nombre de
fronts filtrés, le module de détection vérifie si celui-ci est égal & une des valeurs acceptables,
lesquelles auront été définies aprés analyse. Pour la moyenne du rapport cyclique et la phase, il
y a défaut si la valeur n’est pas comprise dans un intervalle défini par l'utilisateur (avec un seuil
bas et un seuil haut), alors que pour Uécart-type il n’y a qu’un seuil haut, le seuil bas étant 0.
Ces signaux sont de loin les plus difficiles 3 diagnostiquer, particulitrement celui d’injection.

o les défauts sur les signaur analogiques : D'utilisateur peut définir un défaut élémentaire pour
chacun des signaux analogiques définis dans le générateur de données. Il y a deux options de .
détection : sur la valeur et sur la valeur absolue de sa dérivée. Pour la premiére, un défaut est
declaré st la valeur n’est pas dans un intervalle défini par I'utilisateur (seuil bas - seuil haut), et
pour la seconde, si la valeur absolue de la dérivée est supérieure & un seuil, le seuil bas étant mis
a zéro.

o les défauts sur les signaur booléens : un défaut élémentaire peut &tre défini pour chaque donnée
booléenne définie dans le générateur de données. La mise en défaut se fait sur un état 0 ou
1 selon ce qui est défini par I'utilisateur. Celui-ci peut aussi demander d’effectuer un premier
filtrage pour cette catégorie de défauts élémentaires, en entrant un nombre de mises & défaut
successives égal a n. Le module de détection attendra d’avoir n mauvaises valeurs successives
avant de déclarer un défaut présent.
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o les défauts spéciauz : c'est la catégorie dans laquelle on a classé les détections particulieres qui
n'ont pas de procédures génériques. Par exemple, le controle haute tension par pince. li faut
réaliser une détection avec un algorithme spécialisé. Celui-ci va vérifier que pour chaque front
montant du signal primaire bobine il y a une étincelle, et qu’il n’en existe pas d’autres non
synchronisées. C’est le seul cas rencontré pour l'instant. L’implémentation logicielle a été assez
générale, pour pouvoir définir facilement de nouveaux défauts spéciaux et programmer facilement
leur algorithme de détection.

o les défauts détectés avec les réseauzr de neurones: c'est la catégorie de défauts qui nous intéresse
particuliérement. Ce principe de détection a été implanté d’une maniére tros générale. Le principe
est de définir un réseau de neurones avec comme entrées des données quelconques issues du
générateur de données (en nombre quelconque) et en sortie le réseau répond défaut ou fonction-
nement normal. Nous détaillerons plus loin cette méthode de détection.

e les défauts sur un signal quelcongue : cette catégorie, implantée en dernier lieu, est aussi trés
générale. On peut définir un défaut sur une donnée quelconque issue du générateur de données.
L’avantage de ce type de défauts est que P'utilisateur peut définir plusieurs intervalles (seuil bas
- seuil haut) de validité. Le diagnostic est donc beaucoup plus fin dans le cas d’une donnée qui
ne varie pas de fagon continue. Le défaut sera déclaré si la donnée ne se trouve dans aucun des
intervalles.

Le filtrage

Le filtrage consiste a attendre que le défaut apparaisse suffisamment de fois avant de déclarer qu'il y
a effectivement un défaut : s’il persiste on le nommera permanent. Un défaut qui existe & un instant
est nommé défaut présent. Le but est d’éviter les bruits de mesure.

Le principe est trés simple, il consiste 3 dire qu’il y a un défaut permanent Dp si le nombre d’appari-
tions de ce défaut pendant une certaine période est supérieur a un seuil. En terme de probabilités cela
consiste a dire que la probabilité d’apparition du défaut Dp, dans une fenétre glissante est supérieure
a un certain seuil. Si on note par 0 et 1, respectivement 1'absence et la présence d’un défaut (présent
ou permanent), alors on a

t
> Dp.(i)
Dpi)=1 &> =—— >p,

La largeur de la fenétre glissante T est paramétrable, ainsi que la probabilité d’apparition Pa.
On peut visualiser ce principe sur le schéma de la figure 2.14. Les graphiques représentent la présence
ou |'absence d’un défaut en fonction du temps. Les deux premiers correspondent au défaut présent et
le dernier au défaut permanent. Sur le premier graphique, le défaut n’a pas été présent suffisamment,
longtemps dans la fenétre glissante, donc il n’est pas permanent au temps ¢;. Sur le second graphique,
il a été assez persistant, sa probabilité d’apparition dans la fenétre dépasse le seuil de 50%, il est donc
déclaré permanent au temps 5.
Un défaut qui aura été permanent mais qui ne l'est plus est appelé fugitif. On appellera enfin un défaut

qui est devenu permanent lors d’une expérience, et qui Pest toujours resté jusqu’a la fin, un défaut
établi,

Remarques

e Ce principe de filtrage est une forme de filtrage passe-bas.

40




2.3. DESCRIPTION DU LOGICIEL ANDI
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F1G. 2.14: Principe du filtrage

e La notion de défaut permanent est relative a une fenétre glissante,

e Comme on peut le voir sur le troisidme graphique de la figure qui suit, il y a un phénoméne
d’inertie. Le défaut peut étre encore permanent alors qu’il n’est plus présent. La probabilité
peut étre supérieure au seuil sans que le défaut soit présent. On peut éliminer ce phénoméne en
exigeant de plus que le défaut soit présent pour le déclarer permanent (ET logique du premier
et du troisieme graphique). Mais ce n’est pas forcément intéressant.

Gestionnaire de Hiérarchie

Une fonction mécanique ou électronique de haut niveau qui est défaillante va engendrer des défauts
sur tout un ensemble de signaux élémentaires. Il faut donc pouvoir déterminer & partir d’un ensemble
de défauts élémentaires les défauts peres responsables. Mais une combinaison donnée de défauts élé-
mentaires peut &tre engendrée par plusieurs défauts peres. 1l faut donc déterminer parmi ceux-ci le
véritable responsable : c’est le réle du Gestionnaire de Hiérarchie (GH).

Le GH fonctionne donc en deux phases. Une premiere phase détermine tous les défauts peres suscepti-
bles d’étre responsables, et une seconde phase calcule ceux qui sont les véritables péres, donc élimine
les défauts peres qui sont engendrés par d’autres peéres, qui sont des conséquences et non des causes.
Définitions :

e {={e1,...,e,} Pensemble de tous les défauts élémentaires que Pon détecte,
¢ P ={p1,...,pn} Vensemble des défauts péres définis,

e Les défauts péres sont définis comme des combinaisons de défauts élémentaires, des sous-ensem-
bles de défauts élémentaires, donc nous avons Vi P C&,

e |’ensemble P est muni d’une relation d’ordre partiel, pour traduire les dépendances hiérarchiques.
Nous aurons alors (p; fils de p;) <= (p; C p;)- Ce qui veut dire que lorsqu’un pére p; est fils de
pj, donc engendré par p;, les défauts élémentaires que génere p; sont aussi engendrés par Pis
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e L est un diagnostic élémentaire, c’est-a-dire I'ensemble des défauts élémentaires qui sont présents
a un instant donné,

e P est 'ensemble des péres potentiellement responsables, c’est le résultat de la premiére phase
de calcul,

e P est 'ensemble des péres responsables, ce que ’on cherche.

Premiére phase
Pour calculer P, il suffit de prendre tous les péres dont les défauts élémentaires sont inclus dans

'ensemble des défauts élémentaires courants K, on peut donc écrire :
P={pic P/p;C E}

Seconde phase

Cette phase est aussi trés simple, il suffit d’enlever de P tous les péres qui sont fils d’un autre pére,
qui est lui aussi potentiellement responsable. Donc mathématiquement cela s’écrit

=P /{pi € P/ 3p; € P avec (p; fils de p;}}

Le principe de GH est illustré par un exemple sur la figure 2.15.

P Pz Pj E={fe;..e5 lesdéfauts élémentaires
5 ’ {py. Py, p3} les défauts péres

S ]/\ -

Pr={e;., e, 3}

Définition des défauis peres : | P2 = (€3, €4}
P;={e;.e3,e3,¢e4,e5}

Digenostics dlémenta e - P2 "
E={e;,e; e4, e5} P=0 P=0@
E={e;. e;, e;5, €55} B={ps} P={p}
E={e;, ey, e3,e4 5} P=i{p;. py} P=ip;, p3}
E=fe;. ey €3, 64,054} B={p;. ps p3} P=i{p3}

FiG. 2.15: Gestionnaire de Hiérarchie : exemple didactique

Remarque

Cette description de la méthode est un peu simplifiée par rapport i celle effectivement implantée
dans le logiciel. En réalité on peut associer plusieurs vecteurs de défauts élémentaires 3 un pére, ceci
pour essayer de traduire les états transitoires 4 ’établissement d’un défaut pere, et la non unicité des
vecteurs de défauts élémentaires pour un défaut pére. . .
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Cette méthode d’identification est une forme d’arbre de défaillances. Cet arbre est plutdét un graphe
orienté. Les pannes sont détectées avec des combinaisons de défauts élémentaires. Mais il y a de mul-
tiples différences entre ce nouvean GH et celuj développé pour le TU. La différence la plus importante
est la génération automatique des liens de dépendance entre les pannes. La hiérarchie est calculée
grace a I’hypothése combinatoire que nous avons faite sur la notion de filialits. De plus la structure
de cet arbre peut étre quelconque, elle dépend des diverses combinaisons de défauts élémentaires qui
définissent les péres. La premiére étape recherche les peres potentiels. La seconde étape de la recherche
de pannes a été formalisée de maniére combinatoire comme la fermeture transitive de ’ensemble des
péres potentiels par rapport a la relation binaire de filialité. Le calcul de ces causes d’un point de vue
graphe consiste a partir de tous les péres trouvés par la premiére étape et & remonter le graphe en ne
passant que par des causes potentielles jusqu’a ce que ce ne soit plus possible. Les véritables pannes
sont en définitive tous les points d’arrét de cette remontée. Contrairement & celui du TU, le para-
métrage de ce nouveau GH ne nécessite aucune information sur les systémes, ce qui est un avantage
primordial.

2.3.5 Les réseaux de neurones dans ANDI

L’utilisation des réseaux de neurones dans ce systeme pose un gros probléme : celui de la constitution
de la base d’apprentissage, ceci parce qu’il est impossible d’acquérir une base d’apprentissage équilibrée
avec assez d’informations, c’est-a-dire des frontiéres entre le fonctionnement normal et le fonctionne-
ment avec défauts bien définis. Pourquoi ?

L’ensemble des points de bon fonctionnement peut étre bien défini. Par contre, le mauvais fonction-
nement est en fait défini comme tout ce qui n’est pas du bon fonctionnement (voir figure 2.16). 1l
est donc beaucoup plus difficile de créer des points de fonctionnement avec défauts de manidre a
entourer correctement l’espace de bon fonctionnement, pour avoir des frontidres précises. Les défauts
que P'on peut générer sont trop francs et peu nombreux. Il est donc impossible de construire une base
d’apprentissage correcte de maniére purement empirique.

A

Fonctionnement
normal

F'1G. 2.16: Le mauvais fonctionnement défini comme complémentaire du bon fonctionnement

Au début de cette étude nous pensions résoudre ce probléeme en faisant ’hypothése suivante : I’en-
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semble des points de bon fonctionnement est convexe (c’est-a-dire sans trous). Dans cette hypothése,
il semblait possible de créer une base d’apprentissage satisfaisante en calculant 1’enveloppe convexe
de ce nuage et en générant arbitrairement des points de mauvais fonctionnement tout autour de cette
enveloppe. On aurait pu en plus limiter le nombre de points de bon fonctionnement et avoir ainsi
une base d’apprentissage parfaitement, renseignée et équilibrée. Mais ’expérience a montré que les
nuages de fonctionnement normal sont rarement convexes. Cette premiére idée sera reprise dans la
méthodologie présentée dans le chapitre 6, mais avec un traitement préliminaire important pour régler
le probleme de non-convexité des nuages de points.

Dans ce premier systéme, nous avons alors contourné le probleme pour les RNA A deux entrées.
Dans ce cas on peut visualiser graphiquement I’ensemble des points de bon fonctionnement et créer
manuellement la base d’apprentissage trés rapidement. Clest ce que nous avons implanté. Voici la
succession des étapes & suivre pour créer un défaut sur 2 signaux corrélés avec les RNAs -

e choisir les deux données que I'on veut diagnostiquer,

e générer un fichier de points qui couvre au maximum I’ensemble de bon fonctionnement,

* visualiser cet ensemble dans le logiciel de génération de bases,

¢ créer la base d’apprentissage manuellement {outil logiciel avec souris),

¢ créer un embryon de réseau (permet de dimensionner de manjdre presque optimale, d’initialiser

une partie des poids et de faciliter I’apprentissage)

T

e apprendre le réseau avec le logiciel d’apprentissage,

définir le défaut dans ANDI et intégrer le réseau a la configuration.

Les expériences menées dans ANDI avec les réseaux de neurones ont montré le grand intérét du
diagnostic multi-dimensionnel réalisé par les réseaux, méme en deux dimensions. La figure 2.17 en est
un exemple. Sur ce graphique, nous avons tracé le temps de charge des bobines en fonction du régime
moteur pour 42000 trames de bon fonctionnement (les petits points) et un ensemble de trames de
mauvais fonctionnement correspondant i une panne générée artificiellement sur 'alimentation apreés
relais (APR) (les plus). Comme on peut le voir, le temps de charge dépend du régime, et cette
dépendance suit, une loi non évidente qui doit faire intervenir d’autres variables. Mais la zone de bon
fonctionnement dans ce plan n'est pas du tout quelconque. Elle semble trés bien définie. CVest une
forme complexe et absolument pas convexe. Les points de mauvais fonctionnement sont en dehors de
la zone de bon fonctionnement (les plus dans la zone de bon fonctionnement correspondent au début et
ala fin de {’expérience ol la panne n’est pas présente mais oil on enregistre les données). Un tel défaut
est impossible a détecter avec des méthodes monodimensionnelles, car le temps de charge n’est pas
possible & ces régimes mais il est courant & des régimes plus élevés. Le diagnostic multidimensionnel
est donc nécessaire pour détecter ce défaut. Un réseau de neurones a alors été congu avec ces deux
variables, et il s’est montré trés sensible & ce défaut qui n’était pas détecté autrement.

Le probléeme de la génération de bases d’apprentissage n’a pas été résolu pour les réseaux i plus de
deux entrées. Ces réseaux sembleraient bien adaptés au diagnostic de I'injection par exemple, oi il
est nécessaire de corréler de multiples signaux. Il est donc nécessaire de s'engager dans des recherches
théoriques.

Les essais sur véhicule ont aussi révélé un autre probléme : Putilisation des réseaux de neurones continus
(nécessitant le calcul d’une fonction de transfert assez complexe) utilise trop de temps de caleul. Le
temps de calcul avec seulement trois réseaux (totalisant environ 50 neurones) devient rapidement trop
important et on manque des trames,

Une solution & ce probléme est 1'utilisation de neurones binaires qui ne peuvent &tre constitués qu'avec
les algorithmes de construction (sauf des cas simples avec le perceptron) que nous aborderons dans le
chapitre suivant.
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F1a. 2.17: Intérét du diagnostic multi dimensionnel

2.4 Les essais réalisés

2.4.1 Motronic, Lada & ZX

Lia totalité du logiciel a pu &tre développée sur un PC classique. La valise Motronic {(qui est un systéme
qui simule une injection avec un calculateur de marque Motronic) nous a servi & développer "embryon
du logiciel : la communication avec le TU et Pacquisition de données; et a servi constamment 3 tester
les outils de détection, temps réel. Les essais sur la Lada et la ZX ont montré 'intérét des outils
d’analyse et surtout la nécessité de paramétrer au maximum le logiciel.

Une premiere validation de 'ensemble du systéme a été réalisée sur la valise Motronic (détection
élementaire, GH...) et a fourni d’excellents résultats.

2.4.2 Peugeot 605V6

Les essais sur ce véhicule avaient pour but de valider I’ensemble du systeme. Bien que le passage
d’un systeme artificiel & un véhicule réel révele une autre complexité, on peut considérer les résultats
comme assez satisfaisants. Voici comment s’est déroulée cette campagne d’essais.

Aprés avoir branché le systéme, et paramétré les ordres de mesures 3 envoyer au TUJ, nous avons
enregistré des données & I'arrét. Nous avons commencé a paramétrer les divers outils d’analyse (défini-
tion des données, des tracés temporels et 2D intéressants. . . ). Ensuite nous avons roulé sur autoroute,
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en ville et en campagne en essayant de couvrir toute la gamme de vitesses. Nous avons pu enregistrer
42000 trames, soit environ 1 heure d’enregistrement. Aprés avoir fait une premiére analyse des données
(répartition statistique et recherche de corrélations), nous avons branché des buggers en série avec les
prises de signaux. Ce sont des sytémes d’interrupteurs pour générer des défauts (on peut faire des
circuits ouverts, & la masse, au plus de I"alimentation...). Nous avons généré toute une série de
défauts en enregistrant en méme temps. Avec ces derniers fichiers nous avons pu définir les défauts
élémentaires, régler leurs seuils de détections, définir les réseaux de neurones. .. Nous avons enfin défini
les défauts péres et leurs combinaisons de défauts élémentaires, et vérifié la détection de ces défauts
péres.

Aprés avoir détaillé les défauts élémentaires (au nombre de 29) de la configuration que nous avons
définie, nous présenterons les 18 défauts peres, et les résultats de I’identification des pannes, avec une
note entre 1 et 10.

Description des défauts élémentaires

Les défauts sur signaux fréquentiels :

* FR1 Référence commande allumage
FR2 Signal d’injection
FR3 Variation commande allumage
FR4 Variation primaire bobine
FR5 Signal PMH

Les défauts sur signaux analogiques :
AN1 Tension batterie

AN2 Richesse

ANS3 Pression collecteur

AN4 Température eau

AND5 Température air

ANGB Position papillon

ANT7 Alimentation capteur pression
ANS8 Alimentation capteur papillon
AN9 Rapport cyclique 2 (RCO2)
AN10 Période 2

Les défauts sur signaux booléens :

BO1 Problémes dents

BO2 Second enroulement EVR

BO3 Chauffe sonde 02

BO4 Commande relais puissance
BOS5 Alimentation aprés relais (APR)
BO6 Tension Batterie Permanent (Vbat)
BO7 Alimentation allumage

BO8 Masse puissance

BO9 Référence masse

BO10 Masse allumage

Les défauts spéciaux :
e SP1 Contrdle haute tension par pince

Les défauts détectés avec réseaux de neurones :

46




2.4. LES ESSAIS REALISES

e NNI Avance = f(régime)
e NN2 Temps de charge = f(régime)
¢ NN3 Phase primaire bobine = f(régime)

Remarques

o la détection de défauts sur le signal PMH a été définje parmi les défauts sur signaux fréquentiels.
Ces défauts sont normalement déja détectés par le TU (défaut BO1), mais on s’est apercu que
l'on détectait des défauts non détectés par BO1 (des trames ol le nombre de fronts était correct
mais leur apparition non réguliére).

e les réseaux de neurones que 'on a intégrés i ces essais ont montré leur puissance de détection.
Ainsi on a pu détecter des défauts tres fins sur 'avance, le temps de charge et le primaire bobine,
qu’il était impossible de détecter avec un systéme de seuils monodimensionnels. La dépendance
du régime, méme si elle n'est pas toujours claire comme une droite ou un ensemble de droites,
est présente pour ces trois signaux et en tenir compte apporte une grande finesse du diagnostic.

Description des défauts péres

Voici les défauts peres qui ont été définis, avec la note attribuée estimée subjectivement, en tepant
compte de la difficulté de mise au point et de la qualité d’identification, ¢’est-a-dire si la panne a été
identifiée sans équivoque.

P01 Contact Coupé : 6/10

P02 Moteur arrété : 6/10

P03 Electrovanne : 9/10

P04 Panne d’essence : 6/10

P05 Commande relais puissance : 7/10

P06 Alimentation potentiométre papillon : 6/10
P07 Vbat permanent : 10/10

P08 Capteur température eau : 10/10

P09 Capteur température air : 10/10

P10 Papillon, curseur potentiométre : 7/10

P11 Alimentation allumage, MPA : 10/10

P12 Commande allumage : 10/10

P13 Primaire bobine : 10/10

P14 Injecteurs : 8/10

P15 Masses : 1/10

P16 Référence masse eau + air : 9/10

P17 Référence masse pression 4 papillon : 9/10
P18 Alimentation capteur pression : 9/10

Le défaut le plus délicat & détecter est le défaut de masse. Lorsque I'on créé un défaut sur les masses
(puissance et référence) séparément, il n'y a aucun défaut &émentaire généré. Il faut donc créer un
défaut sur les deux en méme temps (circuits ouverts). Mais dés que I'on crée ces défauts, la voiture
cale. Il faut donc les créer brievement. Ainsi il n'y a pas de permanence dans la combinaison de
défauts générés. De plus ces défauts géndrent beaucoup de défauts élémentaires. Il est donc trés
difficile de définir des combinaisons pour le GH, et on a des interférences avec les défauts peres Pl et
P2. Normalement ces deux défauts de masses sont traités par le TU, mais le temps de présence de ces
défauts n’était vraissemblablement pas assez important, car le TU ne les détectait que rarement.
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Les défauts P7, P8 et P9 sont simplement une copie des défauts élémentaires, d’od une parfaite
détection.

Les trois défauts peres relatifs 3 lallumage P11, P12 et P13 sont détectés parfaitement.

Le défaut P4 a été défini suite 4 'enregistrement de données de fonctionnement normal pendant lequei
nous sommes tombés en panne d’essence. Aprés avoir analysé les données enregistrées pendant cette
panne, on s’est apergu que pendant les 30 secondes qui ont précédé la panne, les réseaux de neurones
ont détecté des défauts sur le temps de charge et sur ’avance 3 allumage (en fait on avait un retard
a l'allumage). On a donc essayé de définir un défaut pere qui détecte une panne d'essence juste avant
qu’elle n’arrive. On a une bonne détection pendant les 30 secondes avant la panne. Mais le probléme
est que ce défaut est généré pendant des transitoires d’autres défauts peres car il est assez simple, il
¥ a peu de défauts élémentaires dans sa définition.

Le défaut P14 sur les injecteurs fut assez difficile 3 mettre au point. En fait on a affiné le diagnostic
élémentaire du signal fréquentiel. Ce défaut pére est ainsi une simple copie du défaut élémentaire.
La détection des autres défauts péres a assez bien fonctionné.

2.5 Conclusion

Le développement de cette maquette s’est basé sur un produit ACTIA de diagnostic paralléle déja
existant et largement distribué chez les garagistes. La partie matérielle a été un peu modifide pour
pouvoir servir essentiellement de centrale d’acquisition d’un maximum d’informations et les communi-
quer au PC pour leur traitement. Une telle association nous a donc ouvert la voie au développement
d’outils beaucoup plus complexes que ceux développés en assembleur sur des microcontrdleurs : taille
mémoire, rapidité, espace disque, langage évolué. .. Certaines informations sont déja traitées au niveau
du TU. Celui-ci délivre alors des informations booléennes qui sont déja des défauts élémentaires (ce
sont des contacts, des controles de masses réalisés avec des comparateurs, la validité du signal dent .. .).
D’autres signaux sont simplement numérisés, ce sont les données analogiques. Les 5 signaux fréquentiels
sont trés importants car ils commandent Pinjection et l'allumage. Les données correspondantes en-
voyées au PC sont donc trés précises.

Par rapport au systéme de diagnostic existant, nous avons développé de nouvelles méthodes de dé-
tection de défauts élémentaires et une nouvelle méthode d’identification. Sachant que les signaux
fréquentiels sont assez réguliers sur un cycle moteur, la détection de défauts par le calcul de I’écart-
type du rapport cyclique s'est montrée trés pertinente. Ce simple test statistique a pu détecter des
défauts sur le signal PMH non détectés par le TU qui normalement détecte ce type de défaut. Le fait
de pouvoir tester plusieurs caractéristiques d’un signal (2 pour les signaux analogiques et 4 pour les
signaux fréquentiels) offre une large gamme de sensibilité de détection.

L’introduction des réseaux de neurones, qui permettent de prendre en compte les relations entre
plusieurs signaux, accroit de maniére substancielle la puissance de détection du systéme. Ils peuvent
detecter des défauts impossibles 3 détecter avec des méthodes monodimensionnelles. s sont donc
particulierement intéressants.

Le Gestionnaire de Hiérarchie a été développé de maniere 3 pouvoir étre paramétré avec des observa-
tions du systeme en défaillance. Son principe est un peu similaire & celui du systéme existant au
niveau de sa représentation mais sa génération est complétement automatique a partir d’observations
de mauvais fonctionnement. De plus son exploitation est différente.

Cette premiére étude a donc abouti 3 une maquette d’un systeme Analyse - Diagnostic complétement
paramétrable par expérimentation, sans modification de programmes. Mais plusieurs problémes liés
au Gestionnaire de Hiérarchie et a I’utilisation des réseaux de neurones restent a résoudre.
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Pour le paramétrage du GH, pour des défauts francs générés artificiellement, on a réussi & définir une
configuration assez satisfaisante. Mais avec des défauts sur des voitures réellement en panne, le systéme
peut ne pas répondre correctement. La raison en est simple. En définissant le fonctionnement du GH
de maniére combinatoire, en fonction des effets des défauts francs générés artificiellement, celui-ci est
complétement. dépendant de ces défauts, et il semble extrémement difficile de créer un ensemble de
defauts représentatifs de toutes les pannes réelles possibles de manitre purement empirique. De plus
le principe combinatoire de la définition des dépendances pose de gros problemes d'interférence lors
des transitoires. Ce systeme fonctionne bien lorsque les défauts sont permanents. Cette méthode ne
parait donc pas idéale.

En ce qui concerne |'utilisation des réseaux de neurones, de nombreux problémes ont été soulevés.
Premiérement la génération automatique d’une base d’apprentissage pertinente est un probléme im-
portant qui doit étre résolu. Une méthode automatique doit étre étudide, qui puisse fonctionner en
dimension quelconque. Deuxiémement, comme nous |’avons signalé dans le paragraphe sur les essais,
les temps de calcul des réseaux de neurones continus peuvent é&tre longs quand le nombre de neurones
devient important. Le systeme ne respecte alors plus les contraintes temps réel. Il est vrai gue pour
faire du diagnostic de pannes automobiles, ce n'est pas un probléme fondamental, on peut enregistrer
les données et faire le diagnostic en tem ps différé. Mais si c’est possible, il vaut mieux avoir un systéme
temps réel. Dans cette optique, les réseaur de neurones binaires apparaissent plus intéressants. Un
second probleme plus délicat posé par I'utilisation de réseaux de neurones continus appris par la
rétropropagation du gradient ou des algorithmes d’optimisation du second ordre {voir chapitre 3)
est Pautomatisation de Iapprentissage. En effet comme nous le verrons dans le chapitre suivant,
ces algorithmes posent de nombreux problemes {choix de la structure, détermination des paramétres
d’apprentissage, lenteur de convergence ou convergence dans un minimum local} qui nécessitent la
supervision de I’apprentissage par un expert du domaine. Il semble assez difficile de réaliser un systéme
d’apprentissage entiérement automatisé. Et si ¢’était réalisable, le processus serait certainement tres
long. Les réseaux de neurones intégrés dans ANDI lors des essais ont été appris avec la rétropropaga-
tion. Malgré une bonne initialisation et une structure de réseau proche de I'optimum (réalisées grace a
'outil graphique de génération de bases et d’embryons de réseaux), Papprentissage a été relativement
long et délicat. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, une solution & ces probléemes est
l'utilisation des algorithmes de construction. Finalement le dernier probléme, qui est en fait le plus
important, est celui de la qualité de Ia réponse du réseau : la généralisation. Celle-ci doit, étre parfaite,
c’est-a-dire que le réseau doit répondre bon fonctionnement uniquement a l'intérieur du nuage de
points et mauvais fonctionnement uniquement i ’extérieur. En général, avec un résean de neurones
continus la sortie du réseau n’est parfaitement connue que dans le voisinage des points constituant la
base d’apprentissage. Donc pour satisfaire A cette contrainte avec les modeles classiques (méme appris
avec les quelques algorithmes de construction qui existent pour ces modeles) il est pratiquement
nécessaire de couvrir de points tout ’espace dans lequel les variables diagnostiquées peuvent prendre
leurs valeurs, ce qui n’est pas envisageable. Avec une base d’apprentissage contenant essentiellement
des points de la frontiere ou des points de bon fonctionnement, une solution est d’utiliser des réseaux de
neurones & activité localisée : les réseaus de neurones ¢ base radiale. Dans le cadre des algorithmes de
construction de réseaux de neurones binaires, aucun algorithme ne permet de respecter cette contrainte.
Une autre solution serait de générer le réseau de maniére purement géométrique & partir de la base
d’apprentissage.

Finalement il nous a semblé plus facile de développer un algorithme satisfaisant & ces contraintes dans
le cadre des réseaux de nenrones binaires. Mais comme nous le verrons dans le chapitre 6, les trois
solutions seront en fait utilisées : réseaux de neurones 3 activité localisée construits par un procédé
particulier, réseaux de neurones binaires construits grace a un nouvel algorithme développé dans le
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chapitre 5 et la solution géométrique sera utilisée temporairement en cas de non-convergence de ce
dernier,

Enfin, Putilisation des réseaux de neurones est intéressante lorsque les signaux mis en relation ont une
certaine corrélation (plus ou moins évidente). Dans la maquette, les trois réseaux ont été congus en
faisant une recherche de corrélation par une analyse visuelle, grace aux outils d'analyse d’ANDI. Mais
il convient de se pencher sur une méthode moins empirique.

Nous verrons dans le dernier chapitre comment ces problémes ont été résolus. Mais avant cela, apres
le paragraphe suivant qui présente quelques aspects du logiciel ANDI, nous allons présenter un état
de I'art succinct et non exhaustif de apprentissage des réseaux de neurones i couches et Jes dévelop-
pements théoriques réalisés dans ce domaine.

2.6 Quelques aspects du logiciel ANDI

2.6.1 Oscilloscope

Comme on peut le voir sur la figure 2.18 cet outil permet de visualiser une grande partie des informa-
tions de la trame, et surtout les signaux fréquentiels. Cette fenétre est divisée en 4 parties. La premiere
qui occupe la majeure partie de l'oscilloscope est l’affichage des signaux fréquentiels. Cet affichage qui
n’est pas trés précis car en mode texte (il est nécessaire de respecter les contraintes temps réet & haut
régime ) est toujours cadré sur un cycle moteur (sauf exceptions pour lesquelles il y a des problemes
avec le signal PMH). Le signal Variations Primaire Bobine est un peu spécial, c’est sur ce signal que
sont symbolisées les étincelles détectées par la pince haute tension (les petites étoiles sur les fronts
montants}. La seconde fenétre contient les données analogiques, la troisiéme les données booléennes
et la derniére des données diverses. A part pour les signaux fréquentiels, I'affichage des informations
est entiérement paramétrable.

2.6.2 Analyse temporelle de signaux

La figure 2.19 représente ’outil de tracé temporel. La fenétre principale contient les signaux en fonction
du temps. La fenétre du bas, des informations suivant le mode de fonctionnement. Entre les deux une
petite fenétre indique de maniére graphique quelle est la partie du fichier qui est actuellement visualisée,
car on peut visualiser la partie que 'on veut avec un systéme de zoom. Un mode curseur perinet. de
voir la valeur des signaux et de basculer sur Poscilloscope en temps différé si on le désire. Le nombre
de signaux peut aller de 1 3 7.

2.6.3 Tracé de densité de probabilité

La fonction de densité de probabilité est visualisée sous forme d’histogramme (figure 2.20). On peut
donc voir la répartition de cette donnée sur I’intervalle que ’on désire. Cet outil a un seul mode qui
est un mode curseur. Ceci permet de visualiser & une position donnée des informations sur les valeurs
et les probabilités.

2.6.4 Outil d’analyse des défauts élémentaires

Cet outil fonctionne en temps différé et en temps réel (figure 2.21). De gauche & droite les informations
visualisées sont :

e la liste des défauts élémentaires,
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*

un feu vert ou rouge pour visualiser le défaut present,

la probabilité d’apparition depuis le début de Pexpérience ou du fichier,

la probabilité d’apparition dans la fenétre glissante (propre au défaut),

la moyenne du temps séparant deux apparitions du défaut présent,
Pécart-type de ce temps,

le cumul du nombre d’apparitions depuis le début de expérience ou du fichier,

la présence ou la non présence du défaut permanent, aprés filtrage,

2.6.5 Outil de diagnostic avec identification des pannes

Quand le diagnostic est en cours, cette fenétre affiche les informations suivantes de gauche a droite :

L ]

A la

la liste des défauts élémentaires

visualisation des défauts élémentaires présents (sans filtrage)

visualisation des défauts élémentaires permanents (filtrage sur les défauts élémentaires)
la liste des défauts pares

visualisation des défauts péres présents (sans filtrage)

visualisation des défauts péres permanents (filtrage sur les défauts péres)

fin de 'expérience de diagnostic avec cet outil, le logiciel affiche I’apparition des défauts péres

présents par un histogramme. Le défaut qui est apparu le plus souvent définit la dynamique du systeme
de barres. Ceci est utile pour lever les ambiguités lorsque il y a des interférences entre les défauts peres
{figure 2.22).
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L’univers n’était pas gros de la vie, ni la biosphére de Uhomme.

Notre numéro est sorti au jeu de Monte-Carlo. Quoi d’étonnant ¢ ce que,
tel celui-ci qui vient d’y gagner un milliard, nous éprouvions

Uétrangeté de notre condition ?

JACQUES MonNob, Le Hasard et la Nécessité

Chapitre 3

Apprentissage des réseaux de neurones
a couches

3.1 Introduction

Le systéme nerveux central des mammiferes supérieurs et particulidrement celui des humains est Je
chef d’ceuvre de la nature, le fruit de milliards d’années d’évolution. Les merveilleuses capacités de
notre cerveau, ce centre de traitement de la multitude d’informations sensorielles que nous recevons
constamment de I'univers qui nous entoure, ce centre de décision qui dirige nos actions, cette machine 3
penser qui nous permet de communiquer, réver, écrire, raisonner, aimer. .. , font du cerveau un organe
exceptionnel, siége de la conscience, dont on commence seulement & cerner quelques propriétés.
Face a I’échec des ordinateurs dans la réalisation de taches triviales pour un jeune enfant, ces trente
derniéres années ont vu naitre un mouvement scientifique dont le but est d’essayer de comprendre,
de modéliser des mécanismes propres au cerveau : les sciences cognitives (du latin cognitio : acte
de reconnaitre). Ce mouvement prend aujourd’hui beaucoup d’ampleur, touche de plus en plus de
domaines et parait trés prometteur. Les domaines d’études de prédilection en sont la perception, le
raisonnement, la représentation des connaissances et la linguistique. ” L'enjeu est fondamental car
il s’agit de mettre en valeur Uintelligence humaine, de {’assister et d’en amplifier les pouvoirs”, écrit
André Holley dans ’éditorial d’'un numéro du Courrier du CNRS dédié aux sciences de la cognition
[92].
Cet axe de recherche peut &tre abordé par ses deux extrémes : I’approche descendante, globale, exté-
rieure, observationnelle, c'est I’étude des logiques (IA, logique floue ... ), des structures linguistiques
., et 'approche montante. Cette derniere, basée sur la connaissance des structures biologiques du
cerveat et de nos organes des sens, tente d’expliquer et de copier la nature en modélisant ses moyens
d’action. C’est dans ce cadre que s'est développée I'étude des réseaux de neurones.
Les capacités extraordinaires du cerveau semblent émerger du travail paralléle de 100 milliards de neu-
rones fortement interconnectés. Ainsi chaque neurone est connecté 3 10000 autres cellules nerveuses.
Les scientifiques du domaine essayent de comprendre comment un assemblage de neurones (plus ou
moins modélisés) peut avoir les propriétés observées. A l'origine les modéles de réseaux de neurones
formels ont été créés par la biologie pour la biclogie. Mais trés vite, ces systémes constitués d’unités
simples travaillant en paralléle et connectées en réseaux complexes, se sont avérés trés intéressants
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dans de multiples domaines. Bien que les études biologiques inspirent le développement de nouveaux
modéles, la majorité des études et algorithmes développés est probablement éloignée des réalités bio-
logiques. Les réseaux de neurones sont devenus un nouveau systéme de traitement de P’information et
on lui donne d’ailleurs le nom plus systémique de résequz d’autornates.

Ce qui différencie le plus les réseaux de neurones des autres systemes de traitement de l'information,
c’est la capacité d’apprentissage. L'information n’est plus modélisée mais elle est apprise grace &
un ensemble d’exemples appelé base d’apprentissage. On distingue deux types d’apprentissage : le
supervisé et le non-supervisé. L’apprentissage non-supervisé est une forme d’extraction de caractéris-
tiques des données. L’apprentissage supervisé consiste 3 forcer la réponse du réseau pour les éléments
de la base d’apprentissage en modifiant la structure du réseau ou ses parametres, ou les deux. Ce type
d’apprentissage nécessite donc la connaissance de la sortie pour les éléments de la base d'apprentissage.
Ces deux types d’apprentissage semblent coexister dans le cerveau - ’apprentissage non-supervisé dans
les taches sensorielles d’assez bas niveau et le supervisé dans des tiches de plus haut niveau, ol la
conscience de la réussite ou de I’échec, du bien ou du mal, ou d’un antre critére de qualité permet la
supervision.

D’un point de vue connectivité, on distingue deux grands types de réseaux : les réseaus bouclés et les
réseaur 4 couches. Les derniers ont des entrées et des sorties bien défi nies, et I'information se propage
sans passer deux fois par la méme unité. On peut en théorie fournir une expression analytique des
sorties du réseau en fonction des entrées, indépendante du temps. Les réseaux bouclés peuvent étre
caractérisés par l’existence d’au moins un couple de neurones (¢,7) pour lequel il existe un chemin
pour aller de ¢ & j, et un pour aller de j & i. La propagation de I'information est alors plus complexe a
cause de ces bouclages. Le temps intervient et on dit qu’il y a une dynamique des états. L’expression
analytique des sorties en fonction des entrées est forcément, dépendante du temps.

Les réseaux de ncurones constituent maintenant un domaine vaste, et particuliérement les réseaux a
couches. Nous restreindrons donc notre présentation & certains algorithmes d’apprentissage supervisé.
Apres une rapide présentation des origines biologiques, nous détaillerons le Perceptron qui fut le
premier modele de réseaux de neurones doté d’un mécanisme d’apprentissage. En suivant le chemine-
ment historique, nous présenterons ensuite I’Adaline et finalement la célebre rétropropagation du
gradient. Cet algorithme et ses versions améliorées est encore le plus utilisé actuellement. Cest celui
qui a été employé dans ANDI. Ensuite nous présenterons bridvement les méthodes de simplification
de réseaux, et enfin plus précisément certains algorithmes de construction, basés sur des versions
améliorées du Perceptron pour apprendre une unité, que nous présenterons en détails.

3.2 L’origine biologique et le premier modele de neurone

3.2.1 Le neurone biologique

La naissance des réseaux de neurones est directement issue des recherches neuro-biologiques. Avant de
décrire les réseaux formels, il convient donc de s’intéresser aux cousins biologiques. Le systéme nerveux
central [39] est constitué de quelques cent milliards de neurones fortement interconnectés entre eux.
Chaque neurone est connecté a environ une dizaine de milliers d’autres par 'intermédiaire de systémes,
en général constitués d’un axone, d’une synapse et d’une dendrite (la synapse étant en réalité 'espace
entre le bout de l’axone et le corps de la dendrite et dans lequel circulent les neuro-transmetteurs)
comme on peut le voir sur la figure 3.1,

1

Chaque neurone regoit des informations, sous forme d’impulsions électriques : les influx nerveux,
provenant de toutes les ramifications des dendrites. A partir de tous ces signaux, il décide d’émettre
ou non un signal. 5’il émet un signal, il le fait grace & la sortie du neurone, I’axone. La synapse est
donc le lieu de passage des impulsions d’un neurone 3 I’autre. Ce passage d’informations est réalisé
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Noya Synapse

Dendrites

Neurone

Corps celiulaire

FI1G. 3.1: Neurone biologique et chemin des influx nerveux

par des procédés chimiques, car un influx nerveux ne peut pas passer directement d’un corps cellulaire
a un autre. Les vecteurs de cette transmission sont les neuro-transmetteurs. Une synapse peut étre
inhibitrice ou excitatrice. Dans le premier cas le neurone émetteur aura tendance a inhiber le neurone
récepteur, alors que dans le second cas il aura tendance A I'activer. De plus, par sa géométrie, son lieu
de ramification, les structures des processus chimiques. .., une synapse est caractérisée par Vefficacité
avec laquelle elle assure la liaison.

On considére qu’a chaque ramification de dendrites, la somme des influx est effectuée. La somme des
influx des neurones émetteurs pondérés par les efficacités synaptiques semble donc arriver & Porgane
central de décision du neurone. Celui-ci est caractérisé par un seuil. Si le signal requ est supérieur &
ce seuil, le neurone génére alors un influx nerveux qu’il émet par I’intermédiaire de ses axones vers
d’autres neurones, sinon le neurone reste inactif. On peut donc représenter le fonctionnement d’un
neurone par le schéma de la figure 3.2 :

——m{  eff]

— eff2

— eff3

F1G. 3.2: Symbolisation du fonctionnement d’un neurone biologique

Comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre, dans le cadre des réseaux de neurones 2 couches, les
procédés d’apprentissage développés depuis le début du connexionisme n’ont en général plus rien & voir
avec la biologie. Le modéle de neurone comme unité élémentaire de calcul a été plus ou moins conservé,
mais les processus d’apprentissage sont des développements mathématiques abstraits et aucunement
basés sur des réalités biologiques.

3.2.2 Le neurone formel

Le premier modéle de neurone formel fut présenté en 1943, par Mc Culloch et Pitts [131], deux
chercheurs de I'université de Chicago. Ce modéle reproduit exactement les caractéristiques du modéte
de neurone biologique présenté ci-dessus. (est une unité a sortie binaire, soit il est actif, soit il est
inactif (sortie & 1 ou & 0). Pour calculer sa sortie, le neurone calcule d’abord son entrée totale en
faisant la somme de toutes ses entrées pondérées par les poids synaptiques correspondants. Ensuite
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il compare I’entrée totale & un seuil qui est une valeur caractéristique de chaque neurone. Si 'entrée
totale est supérieure au seuil alors le neurone s’active, sinon il est inactif.

Mathématiquement, si on note z; les n entrées, w; le poids de chaque connexion (les efficacités synap-

tiques) alors I’unité calcule sa sortie en faisant la somme des entrées pondérées par les poids plus la
quantité & et seuillée par une fonction de Heaviside ¢.

s:(,b(i:w,-z,-+8):¢(w.:c+0) (3.1)
i=1
pA)=1 s A>10 et d(A)=0 si A<0 (3.2)

En général § est appelé le biais (bias en anglais), et le seuil est —4,

3.2.3 Le regle de Hebb

Historiquement, le premier mécanisme d’évolution des synapses, donc le premier mécanisme d’appren-
tissage, fut proposé par le chercheur D). Hebb en 1949 [90]. Le principe biologique est le suivant :
"Lorsqu’une connezion entre deur cellules est trés forte, si la cellule émettrice s active alors la cellule
récepirice s’active aussi. Pour lui permettre de jouer ce réle déterminant lors du mécanisme d’eppren-
tissage il faut denc augmenter le poids de cette connerion. En revanche, si la cellule émettrice s’active
sans que la cellule réceptrice le fasse, ou si la cellule réceptrice s’active alors que la cellule émetirice ne
§'était pas activée, cela traduit le fait que la connezion entre ces deuz cellules nest pas prépondérante
dans le comportement de la cellule réceptrice. On peut done, dans la phase d’apprentissage, laisser un
poids faible d cette connezion”. La régle pour les neurones formels est : "Si deux neurones connectés
entre eux sont activés en méme temps, alors on renforce la connexion qui les relie. Dans le cas contraire
elle n’est pas modifiée.” Cette régle est symbolisée sur le schéma de la figure 3.3.

Conventions utilisées :

Neurone actif Neurone inactif

;%—» Connexion renforcée
Reégle de Hebb - 9%_‘ Non renforcée

;}9_» Non renforcée

9}% Non renforcée

F1G. 3.3: Rigle de Hebb

Cette régle d’apprentissage est le début de P’histoire des réseaux de neurones, qui servira au début des
années 80 sous sa forme originelle & ’apprentissage des réseaux bouclés.
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3.3 Du Perceptron a la rétropropagation

3.3.1 Le Perceptron

Le Perceptron, proposé par F'. Rosenblatt en 1962 [169], fut le premier modéle de réseau de neurones
doté d’un mécanisme d’apprentissage. Comme le montre la figure 3.4, il comprend trois parties :

YN

VRN

nH~=" 0w

Neurones Neurones
Rétine d'association de décision

WA « ¥R

FI1G. 3.4: Le Perceptron

o la rétine : elle est constituée de cellules sur lesquelles s’inscrivent les stimuli. Dans la plupart des
modeles, ces cellules sont binaires mais elles peuvent aussi fournir une réponse modulée suivant
intensité du stimulus.

¢ une couche de neurones d’association : chacun de ces neurones peut étre connecté i des cellules de
décision (voir ci-dessous). Les connexions reliant les cellules de la rétine aux neurones d’associa-
tion ont des poids non modifiables. Ces cellules ne servent donc qu’a effectuer un prétraitement
sur les données d’entrée fournies i la rétine. Les véritables entrées du réseau sont donc les sorties
de cette couche.

® une couche de neurones de décision : elle représente la sortie du Perceptron. Chaque neurone de
décision est connecté & des neurones d’association. Ce sont des unités & seuil et les valeurs des
connexions des neurones de cette couche vont étre modifiées pendant Papprentissage.

L’apprentissage du Perceptron est supervisé. Il consiste donc a modifier les poids des neurones de
décision pour que les sorties calculées sur un ensemble d’exemples en entrées, que ’on nommera
vecteurs d'entrée ou plus simplement exemples, correspondent aux sorties désirées nommées les cibles.
Comme la couche de cellules d’association a ses poids figés, on peut la considérer comme un prétraite-
ment spécifique. Les véritables entrées du systéme adaptatif sont les sorties de cette couche.
Considérons un Perceptron simple constitué d’un seule cellule de décision. Ce Perceptron peut dissocier
deux classes de vecteurs d’entrée : ceux pour lesquels la sortie est 1 et ceux pour lesquels la sortie est
0. La base d’apprentissage est constituée de N paires (é*,1#), oil £ est I'entrée des cellules de décision
(donc le vecteur de sortie de la couche d’association dans le Perceptron général), et t* est la sortie
désirée.
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Eo=1

F1G. 3.5: Un Perceptron simple

L’apprentissage de ce Perceptron consiste alors & présenter les éléments de la base d’apprentissage,
calculer la sortie du réseau et modifier les poids jusqu’a ce que le nombre d’erreurs soit acceptable. Le
seuil # de Punité de sortie est aussi un paramétre modifiable, et on le considere généralement comme
la composante wg = 6 de w qui est alors un vecteur de IR™*!, et on ajoute une cellule d’association
d’indice 0 dont la sortie est toujours 1, ce qui revient & ajouter une composante 1 & chaque vecteur
d’entrée de la base d’apprentissage. Dans ces conditions, la sortie de I’unité pour exemple d’indice p
se calcule alors par s = ¢(w.£#). Ce Perceptron simple est représenté sur la figure 3.5. Si on suppose
que l'on a n cellules d’association nous avons £&# € R™! et t# € {0,1}.

Si on note s# la sortie pour exemple y, la regle de modification des poids est alors

Aw; = v (s* — t*) ¢ (3.3)

Cette régle sera nommée PLR (Perceptron Learning Rule). Le paramatre v positif est appelé taux
d’apprentissage (ou learning rate). Ce paramétre peut varier au cours de I"apprentissage, mais dans
ce cas il doit étre décroissant.

Définition 3.1 On dira que la base d’apprentissage (€#,t*) est linéairement séparable si et seulement
si dw € R™! tel que

Hw) >0 < th=1

Pwe) <0 = =0 (3.4)

Vued{l,...,N} {

Cette définition est en fait trés simple intuitivement. Si on représente les exemples de la base d’appren-
tissage comme des points dans 'espace d’origine IR™ (sans la composante mise 1), une base linéaire-
ment séparable signifie que l'on peut trouver un hyperplan affine qui sépare les points de cible 1 de
ceux de cible 0. Le vecteur normal & cet hyperplan correspond au vecteur des poids de 'unité et la
constante au seuil.

Nous avons alors le théroréme suivant :

Théoréme 3.1 Si pour une base d’apprentissage (£, %), les poids d’un Perceptron stmple sont mis a
Jour avec la PLR (équation 3.3) alors le Perceptron converge vers une solution, c’est-a-dire un vecteur
w € R™1 qui vérifie 3.4, si et seulement si la base est linéairement séparable.

Ce théoréme peut étre visualisé simplement sur les schémas de la Sigure 3.6.
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Classe A
o * ®

mn Classe §

Probléme linéairement Probléme non linéairement
séparable : convergence séparable : pas de convergence

FiG. 3.6: Convergence du Perceptron

Démonstration 3.1 Dans le cas ot la base n'est pas linéairement séparable, il est évident que le
Perceptron ne peut pas converger vers une solution car il n’en eziste pas par définition de la sépara-
bilité linéaire. En effet, il n'eriste pas de vecteur w qui vérifie | ‘équation 3.4. Dans le cas d'une base
linéairernent séparable, on montre que le Perceptron converge vers une solution en un nombre fini de
présentations des ezemples de la base d ‘apprentissage. Le lecteur pourra trouver plusieurs démonstra-
tions de ce théoréme dans [135, 146, 61].

Le Perceptron fut développé a I'origine pour essayer d’exhiber certaines propriétés des organes senso-
riels. Son nom est d’ailleurs un néologisme né de 'union de perception et électronique. 1l eut beaucoup
de succes jusqu’a ce que Minsky et Papert en aient démontré les séveres limitations [135], notamment,
Pimpossibilité de reconnaitre la connexité d’une forme avec un Perceptron & champ limité. En fait
un Perceptron général avec ses deux couches (association et décision) peut résoudre n’importe quelle
fonction booléenne exprimée sous sa forme normale disjonctive. Les neurones de décision peuvent
réaliser les OU et ceux d’association les ET. Mais les problémes sont de deux ordres : il faut que
les cellules d’association soient connectées 3 toutes les cellules de la rétine pour résoudre certaines
fonctions (notamment la fonction parité) et deuxidmement les poids des cellules d’association sont
figés car I'algorithme d’apprentissage ne permet que 'adaptation des poids des cellules de décision.
Cette étude mathématique pertinente des incapacités du Perceptron brisa 'élan scientifique pour les
réseaux de neurones pendant plus de dix années. Mais les bases des futurs algorithmes d’apprentissage
étaient en place. De plus, comme nous allons le voir, I'arrivée des algorithmes de construction 3 la fin
des années 80, replaga 'algorithme d’apprentissage du Perceptron dans I'actualité connexioniste.

3.3.2 Adaline et Madaline

L’Adaline (ADAptative LINear element) [198] fut développé pour pallier un probléme de robustesse
des solutions trouvées par le Perceptron dans le cas de la discrimination de deux classes de vecteurs
d’entrée. En effet, I'apprentissage du Perceptron doit étre arrété lorsque plus aucune erreur n’est
commise, car une autre modification des poids pourrait générer & nouveau des erreurs. Or I’hyperplan
séparateur ainsi obtenu peut étre trés proche de certains points. Ce qui implique ene robustesse limitée.
Lors de la présentation de nouveaux exemples non pris en compte dans la base d’apprentissage, le
pouvoir de généralisation sera d’autant plus faible que I'hyperplan est proche de certains points : le
moindre bruit pourra faire passer I'exemple de I’autre c6té de I'hyperplan,

De plus, dans le cas d’une base non linéairement séparable, aucune solution n’est trouvée et le Percep-
tron va passer par un nombre important (mais fini) de positions différentes [135]. On montre méme
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qu’il passera par au moins une position pour chaque partition des vecteurs d’entrée en deux classes
[29]. Sans un critére de qualité, le Perceptron est donc sans intérét pour les problémes non linéairement.
separables. Nous verrons par la suite plusieurs méthodes pour utiliser le Perceptron sur ce type de
problemes.

Pour pallier ces deux problémes, I'idée est de minimiser une fonction d’erreur qui est la somme sur les
exemples de la différence entre la sortie désirée et la sortie calculée, mais avant le seuillage. Pour cela,
Punité utilisée est un peu différente de I'unité utilisée dans le Perceptron. La fonction d’activation du
neurone est 2¢ — 1, c’est-a-dire que les sorties ne sont plus 0 et 1 mais —1 et 1. Donc les cibles # sont
dans {1, -1}.

On définit la fonction d’erreur E* pour un vecteur d’entrée £% et la fonction d’erreur £ sur la base
entiere par

N
1
B = (we -t e« E=3 E* (3.5)
=1

II convient de signaler que la valeur absolue du produit scalaire w.§* est la distance du point £* a
I’hyperplan multipliée par la norme du vecteur normal A cet hyperplan. Cette fonction d’erreur pourra
étre égale a zéro si et seulement si tous les points de cible —1 sont sur un hyperplan et tous les points
de cible 1 se trouvent sur un autre hyperplan paralléle au premier. L’hyperplan solution sera alors la
position intermédiaire entre ces deux hyperplans, soit la solution optimale.

Cette fonction d’erreur peut alors étre minimisée par une descente de gradient. Deux implémentations
sont possibles. Soit on réalise une modification des poids aprés le passage de toute la base, donc

proportionnelle & %, soit une modification aprés le passage de chaque élément de la base, donc

proportionnelle & %E;U—F. La premiére est une optimisation par descente de gradient standard et la
seconde une optimisation par descente de gradient stochastique.

La régle d’apprentissage de la version stochastique s’exprime alors par

dE*

3111,' B

Aw; = —v —v{w."* —t*) ¢* (3.6)

Cette regle d’apprentissage est généralement appelée la régle Delta, ou régle de Widrow-Heoff. Elle
converge vers la solution des moindres carrés qui minimise la fonction d’erreur E.

Widrow-Hoff Perceptron Widrow-Hoff

Exemple i Exemple 2

F1G. 3.7: Comparaison des solutions fournies par la régle du Perceptron et la régle de Widrow-Hoff

Dans certains cas de bases lindairement séparables, la solution des moindres carrés est une solution au
probleme de séparation des deux classes. Et dans de telle situations, la régle de Widrow-Hoff donne une
solution plus robuste que celle du Perceptron. Mais elle ne donne pas systématiquement une solution
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Widrow-Hoff

Perceptron

Probléme non liné¢airement séparable

F1G. 3.8: Comparaison Perceptron - Widrow-Hoff pour un probleme non linéairement, séparable

car la fonction d’erreur définie en 3.5 n'est pas une vraie fonction d’erreur (par rapport au but de
séparation des classes). Ainsi, la figure 3.7 représente un exemple de ces deux situations.

Dans les cas non linéairement séparables, la réponse de I’Adaline est en général beaucoup plus intéres-
sante que le Perceptron simple qui peut donner une position sans intérét, comme le montre la figure
3.8.

L’Adaline fut utilisé deux années plus tard pour la création de réseaux de neurones 3 deux couches :
Madaline (Multiple Adaline) [197]. La premiére couche est constitude d’unités adaptatives Adaline et
la couche de sortie est constituée d’unités non adaptatives réalisant une fonction logique (ET, OU,
majorité ...). L'algorithme d’apprentissage nommé MRI permet I'apprentissage des éléments de la
premiére couche simultanément. C'est une structure similaire a celle du Perceptron général dans le
sens ol une couche est constituée d’éléments adaptatifs et la seconde d’unités figées.

Plus récemment, deux autres modeles fut développés. MRII [200] permet 'apprentissage d’un réseau
de deux couches d’unités a seuil adaptatives. Et enfin, MRIII [3] permet P’apprentissage de n’importe
quel réseau de neurones i couches constitué d’unités continues. En fait, cet algorithme récent est tout
a fait similaire 4 la rétropropagation que 'on va présenter maintenant,.

3.3.3 La rétropropagation

La rétropropagation constitue en fait la suite logique de I’enchainement Perceptron - Adaline. Le
probléme du Perceptron est qu’il minimise une erreur en tout ou rien, sans prendre en compte une
notion de distance. Il est donc trés peu robuste mais c’est une véritable fonction d’erreur. L’Adaline ne
travaille plus en tout ou rien mais minimise une fonction d’erreur quadratique, donc est plus robuste
et donne des solutions approchées lorsqu'’il n’y a pas de solutions. Mais le probléme est que la fonction
d’erreur de I’Adaline n’est pas une véritable fonction d’erreur, car le signal est pris avant le seuillage.
De plus, et c’est ceci qui est trés limitatif, le Perceptron et ’Adaline ne fonctionnent que sur des
réseaux avec une couche de poids adaptatifs.

Le probléme était donc de trouver une fonction d’erreur véritable qui ne travaille pas en tout ou
rien et qui permette 'apprentissage des réseaux multi-couches. La solution & ce probleéme était de
changer de neurone formel, de passer d’automates 3 seuil & des automates continus, et de trouver
un mécanisme simple de calcul des dérivées composées, car la sortie du réseau devient une fonction
continue et dérivable de tous les poids.

La fonction d’activation d’un neurone continu est une approximation d’une unité & seuil par une
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fonction continue. La fonction utilisée le plus couramment est la sigmoide, c’est a dire

1

Plus le coefficient 4 est grand, plus cette fonction se rapproche de la fonction de Heaviside. Dans le cas
oll on désire une approximation de la fonction 2¢ — 1 (la fonction signe) on prend o(z) = tanh(Bz).
En fait, I'algorithme que 'on va présenter n’est pas du tout restrictif, on peut prendre une fonction

quelconque tant qu'elle est dérivable. La figure 3.9 représente allure de la fonction a(z) définie en
3.7 (la pente en 0 est égale 3 3/4).

A
1

7

Fi1c. 3.9: Allure de la sigmoide

D’un point de vue connectivité, le réseau peut étre quelconque mais a couches : on peut avoir un
nombre de couches quelconque avec des connexions pontées (non directement connectées d’une couche
aI'autre). Les couches de neurones qui ne sont ni la couche de sortie ni la couche d’entrée sont appelées
couches cachées (exemple sur la figure 1.2). Les fonctions d’activation ne sont pas forcément les mémes
pour chaque neurone, mais elles doivent toutes étre des fonctions continues,

La base d’apprentissage est encore notée (£#,¢#) avec £¢ € R*H! (la premiere composante de chaque
vecteur d’entrée étant un 1 que I'on ajoute pour traiter le seuil de la méme maniére que les connexions).
La sortie désirée est un vecteur de dimension égale an nombre de neurones de sortie. Si tous les neurones
de sortie ont la méme fonction d’activation o, il faut avoir t* € (o(IR))? (ce n’est pas strictement
obligatoire mais préférable). On introduit alors une unité dont la sortie est toujours a 1 et connectée
a toutes les cellules qui ne sont pas des cellules d’entrées du réseau. On notera alors w;; le poids de
la connexion entre la cellule émetrice j et la cellule réceptrice ¢. Si on présente l'exemple d’indice
# en entrée du réseau, 'entrée totale d’un neurone ¢ sera notée AY, et sa sortie si = g;(AY), avec
o; sa fonction d’activation. Pour la suite, on n’indiquera pas Iindice x de Pexemple pour alléger les
écritures, mais il y est toujours implicitement.

570, (4)) 5=0; (4,

F1G. 3.10: Notations pour la rétropropagation

Si on note S I'ensemble des indices des neurones de sortie, les fonctions d’erreur partielle et globale
sont alors définies par
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N

1 2

E":§Z (s; —t;) et E=) E* (3.8)
JES p=1

La minimisation de la fonction d’erreur globale va se faire par une descente de gradient. Donc aprés

la présentation de tous les vecteurs d’entrée de la base d’apprentissage nous modifierons la valeur de
chaque connexion par la régle

9E _ <~ 9E*
dwy; Ow;;

Aw,-j = -y {3.9)

u=1
Cette regle d’apprentissage est généralement appelée la régle Delta généralisée. Dans Pexpression de
E*, seule la sortie s; dépend du paramétre w;;. Ot ce paramétre ne sert que dans le calcul de I'entrée
totale du neurone d’indice 7. Nous pouvons donc décomposer la dérivée par

OE* _ 8E* 9s; 8A; _9E* ,
Bwi; — s, DA; Bwy s oi(4:) 5, (3.10)

Tous le probléme réside donc dans le calcul de

que l'on notera D! pour tous les neurones du
5
réseau sauf les neurones d’entrée.

Deux cas se présentent :

® 5Si le neurone d’indice 7 est un neurone de sortie, alors le calcul est trés simple. Nous avons

1 d 18
»“__E:___ ) = s (s —t)2 =5 — g .
D! = 2 Si(sJ t;) 3 s.-(s’ L) 8 — I (3.11)

¢ Dans le cas oil le neurone d’indice i n’est Pas un neurone de sortie, alors le signal s; va servir au
calcul de I'entrée totale de tous les neurones connectés au neurone : en aval. Donc si on note F;

I'ensemble des indices des neurones connectés a i en aval, nous pouvons alors décomposer cette
dérivée par

aL# Bsk ask 3Ak
D;u = e D# —_— = D# G‘L(Ak) Wi (3.12)
kg.- 8s; Bs; keEF.- k 84, s, k‘g} k

Aprés avoir calculé D? pour tous les neurones de sortie avec la relation 3.11, le calcul de D! pour
les autres neurones se fait grace 4 la relation de récurrence 3.12, en allant de la sortie vers 'entrée :
on rétropropage le signal d’erreur. Clest de 13 que vient le nom de cet algorithme. Ce calcul est
simplement une formulation récurrente du calcul de dérivées composées. Dans 1'algorithme MRIII
{3], la derniére évolution de Madaline 3 des neurones continus, le calcul de D¥ ne se fait pas par la
rétropropagation, mais par un procédé de perturbation qui s’apparente en fait 4 un calcul de dérivées
partielles par la méthode des différences finies. D’aprés 'auteur [199], MRIII serait moins sensible que
la rétropropagation classique, nécessite un peu plus de calculs mais ils sont moins compliqués et plus
facilement intégrables sur silicium.

La régle de modification des poids décrite par Péquation 3.9 est la régle dite du gradient total. La
convergence de l'algorithme avec cette régle est trés difficile, car la fonction d’erreur totale posséde de
nombreux minima locaux. La version stochastique, similaire 4 la régle 3.6 pour I’Adaline, est préférable
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car elle a beaucoup moins tendance & converger dans des minima locaux. Ainsi, la modification des
poids se fait aprés la présentation de chaque exemple suivant la regle

aF#
Bw,-j

Awi}- ==V (313)
Le probléme majeur de cette version stochastique est que la modification des poids apres la présentation
d’un exemple ne prend pas en compte les informations calculées sur le précédent, il y a un phénomene
d’oubli. Pour résoudre ce probléme, on ajoute un terme d’inertie. Ainsi la regle d’apprentissage utilisée
le plus est la régle du gradient stochastique avec inertie, soit

JEH
Bwij

t
Awij = =V

+ A AwT! (3.14)
La meodification d’un poids lors de la présentation d’un vecteur d’entrée quelconque au temps ¢ prend
en compte la modification réalisée lors de la présentation au temps £ — 1 de I'exemple précédent.

La paternité de cet algorithme est un sujet de polémiques. Il semblerait d’apreés [199] que la premi&re
personne a avoir utilisé cette méthode de calcul des dérivées partielles est P. Werbos en 1971. Il publia
ses résultats en 1974 dans son manuscrit de theése [194]. Mais son travail ne fut pas remarqué par
la communauté scientifique. Par la suite D. Parker redécouvrit cette technique en 1982 qu’il publia
dans un rapport de recherche du MIT en 1985 [150]. Une équipe frangaise [47] a aussi découvert cette
procédure a la méme époque. Quelques temps plus tard, D.E. Rumelhart, G.E. Hinton et R.J. Williams
publiérent le fameux PDP (Parallele Distributed Processing), le livre qui fit connaitre mondialement
Palgorithme de rétropropagation du gradient [174].

Malgré la possibilité d’apprentissage de problémes complexes, que peut illustrer la célebre application
NetTalK [178], I'utilisation de la rétropropagation pose de nombreux problémes :

o une des limitations importantes est le ternps de caleul : Papprentissage est trés long. Dans [91]
une complexité algorithmique empirique de O(N?) est donnée.

e de nombreux problémes sont diis & la géométrie de la fonction d’erreur : minima locauz, ravins et
plateauz. Le probléme des minima locaux est en partie résolu avec le gradient stochastique, mais
il subsiste quand méme. La forme de la fonction sigmoide implique une dérivée tres faible hors de
la zone autour de 0. Ainsi dans des zones oil toutes les sigmoides sont saturées, les composantes
du vecteur gradient sont toutes tres faibles. Ce sont les plateaux, et il est trés difficile de s’en
dégager. Dans le cas ol certaines dérivées ne sont pas saturées et d’autres oui, on nomme ces
zones des ravins. Si le paramaétre d’apprentissage n’est pas trés bien réglé, on observe alors des
oscillations trés importantes (comme une bille lichée dans un cylindre sans vitesse initiale). Dans
[31], les auteurs proposent plusieurs exemples trés simples de classification en deux classes ol
la rétropropagation est beaucoup moins performante que le simple Perceptron. La cause de cet
échec est la géometrie de la fonction d’erreur, qui posséde de larges minima locaux.

e l'algorithme est trés sensible aux conditions initiales, c’est-a-dire & la manidre dont sont initialisés
les poids du réseau.

e Enfin, le probleme le plus important est celui du dimensionnement du résean. La rétropropaga-
tion apprend une base d’apprentissage sur un réseau dont la structure est fixée a priori. La
structure est définie par le nombre de couches cachées, le nombre de neurones par couches
et la topologie des connexions. Il s’agit donc de définir cette structure en fonction de la base
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d’apprentissage a apprendre. C'est un probléeme extrémement difficile qui n’a pas de solutions
pertinentes actuellement. De plus, une mauvaise structure dégrade considérablement les perfor-
mances du réseau. S'il est sous-dimensionné, Palgorithme n’arrivera pas a apprendre. S'il est sur-
dimensionné, la base d’apprentissage sera apprise mais ses performances en généralisation seront
faibles, car le nombre de parametres libres du réseau étant trop grand, la base d’apprentissage
sera apprise par coeur.

La fin des années 80 a vu le développement d’une multitude de variantes de la rétropropagation afin
de résoudre les deux premiers problémes liés 3 la difficulté de convergence. En général, le principe
est de prendre en compte les informations du second ordre, c’est-a-dire les dérivées secondes. Ainsi
de nombreux algorithmes ont été développés basés sur des méthodes d’optimisation plus efficaces que
la descente de gradient : gradient conjugué, quasi-newton et toutes leurs méthodes dérivées... Ils
se basent tous sur le calcul des dérivées secondes (le hessien), soit de manidre exacte, soit par une
approximation. Deux articles de synthése sur ce domaine sont particulierement intéressants et com-
plémentaires. L’un [32} fait une synthése des méthodes de calculs des dérivées secondes, et I'autre [14]
une synthese des méthodes qui les utilisent. ’autres algorithmes basés sur des ajustements heuris
tiques du parameétre d’apprentissage ont aussi été proposés. En général, tous ces algorithmes dérivés
accélerent de manjére significative la convergence,

Parmi les algorithmes les plus connus, on peut citer Palgorithme QuickProp [66] qui utilise une heu-
ristique de calcul simple avec une méthode de style Newton, la méthode Bold Driver [13] utilisant
une heuristique d’adaptation du paramatre d’apprentissage, le Scaled Conjugate Gradient (139] qui
est une version du gradient conjugué qui ne nécessite aucun réglage de paramétres et la méthode de
style quasi-Newton de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno [15]. On peut enfin citer une méthode assez
particuliere Least Squares Backpropagation [24] qui minimise une erreur couche par couche par les
moindres carrés, en utilisant la fonction inverse de la sigmoide. Il semblerait que parmi ces méthodes,
le Scaled Conjugate Gradient soit dans les plus efficaces.

En général, ces méthodes utilisent des approximations des dérivées secondes. Le calcul exact du Hes
sien, dont un algorithme a été proposé par Bishop [25], est assez complexe et long (avec un réseau
sans connexion pontée}. Afin de diminuer ces calculs complexes, une méthode trés performante a été
proposée par Pearlmutter [152], qui permet de calculer sans approximation le produit du Hessien par
un vecteur. Dans les méhodes du second ordre, le Hessien intervient généralement sous la forme d’un
tel produit. Ces méthodes de calcul exact ou approximatif des dérivées secondes sont importantes, car
outre leurs applications dans les algorithmes précédemment cités, elles sont souvent utilisées dans les
méthodes de simplification de réseau que I’on abordera daas le paragraphe suivant.

La sensibilité i l'initialisation a aussi été étudiée, et quelques techniques ont été proposées pour
initialiser le réseau de maniére assez satisfaisante, dont certaines fournissent aussi la structure du
réseau. Ces méthodes sont généralement basées sur une analyse des données de la base d’apprentissage
{sélection de prototypes, classification, analyse discriminante, statistiques. ..} [55, 195, 105, 187]. On
peut aussi citer une méthode géométrique basée sur les diagrammes de Vorono (18].

Le probléme du dimensionnement du réseau est pour l'instant sans réponse pertinente, mis & part les
quelques techniques d'initialisation qui fournissent aussi une structure, et quelques résultats théoriques
difficilement applicables [17, 16]. Les utilisateurs procédent alors par une série essais - validation en
modifiant la structure & chaque essai et en validant le réseau sur une base de test.

Pour pallier ce probleme de dimensionnement, 3 la fin des années 80 deux axes de recherches se sont
développés :
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e Les méthodes de simplification de réseau ou d’élagage : on a au départ d'un réseau sur-dimension-
né et on essaye d’enlever les connexions et les neurones superflus.

¢ Les algorithmes de construction : la construction du réseau est réalisée de maniére incrémentale.
Des unités sont ajoutées lorsque cela est nécessaire, suivant diverses stratégies.

Apres avoir abordé trés succinctement les méthodes de simplification de réseau, nous développerons
plus précisément les méthodes constructives, et particulierement celles basées sur des neurones binaires,
car c’est dans ce domaine que de nouveaux algorithmes ont été développés et qui seront présentés dans
le chapitre 5.

I convient enfin de signaler que les réseaux de neurones continus ont une application de prédilection
qui est I’"approximation de fonctions avec une base d’exemples, car toute fonction peut étre approchée
d’aussi prés que 'on désire par un réseau de neurones : ce sont des approzimateurs universels [123, 95,
93, 94]. Ce domaine d’application ne peut &tre abordé par les réseaux de neurones binaires, 4 moins
de concevoir un réseau avec des neurones continus en sortie (linéaires par exemple) et binaires dans
les couches cachées. Une telle architecture n’a pas été trouvée dans la littérature.

3.4 Les méthodes de simplification de réseau

De multiples méthodes d’élagage de réseau ont été développées depuis le début des années 90. Un
excellent article de R. Reed [165] en présente une synthése que nous allons résumer sans entrer dans
les détails.

Certaines de ces méthodes sont basées sur le fait que lorsqu’une connexion a un poids nul, elle peut
étre retirée. Les unités sont ensuite enlevées du réseau si et seulement si elles n'ont plus de connexions
en amont ou plus de connexion en aval. D’autres méthodes retirent directement des unités du résean.
Mise & part la méthode triviale, peu efficace et longue, qui consiste i successivement enlever les
connexions et évaluer les modifications de la réponse du réseau, ces méthodes peuvent étre classées en
trois catégories :

 les méthodes qui calculent sous diverses formes la sensibilité du réseau a une connexion ou i un
neurone. La méthode proposée par Mozer ef al [140] calcule I'importance des neurones durant
Papprentissage et enléve directement un neurone si son importance est faible. La technique déve-
loppée par Karnin {104] calcule aprés apprentissage la sensibilité du réseau a la suppression des
connexions. Cette sensibilité est estimée en fonction des valeurs initiales et finales des con nexions,
et des variations de poids qui ont été calculées. Dans la méthode Optimal Brain Damage, Le
Cun et al [48] estime la pertinence d’une connexion aprés apprentissage par un calcul basé sur
la différentielle de la fonction d’erreur au point solution trouvé par I’algorithme. Il uatilise une
hypothése simplificatrice en considérant le Hessien comme une matrice diagonale. Une technique
similaire est utilisée dans la méthode Optimal Brain Surgeon développée par Hassibi et Stork
[89], mais sans hypothese simplificatrice sur le Hessien, car d’aprés les auteurs des termes non
diagonaux peuvent étre aussi importants que les termes diagonaux.

® les méthodes qui ajoutent un terme a la fonction d’erreur afin de faire décroitre la valeur des
poids vers 0, que 'on peut grouper sous le terme de Weight Decay. Dans cette catégorie on
peut citer [40, 193, 102, 101] qui se différencient dans le type de terme ajouté a la fonction
d’erreur. La méthode Soft Weight-Sharing proposée par Hinton et Nowlan [147] utilise un terme
d’erreur plus complexe en modélisant la distribution de probabilité de la valeur des poids par
un mélange de gaussiennes. Une méthode originale a aussi été proposée par Poulard et al [154].
Elle est dédiée aux problemes 4 sorties booléennes. Elle utilise une fonction d’erreur quadratique
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spéciale, avec un intervalle non réduit 3 un point sur lequel I'erreur est nulle. Cette méthode
est justifiée par le caractére binaire des sorties, et permet intuitivement d’élargir I'espace des
solutions en créant des bassins solutions. Aprés la convergence dans un bassin, un second terme
d’erreur est introduit pour faire décroitre les poids vers 0. Ce terme d’erreur est uniguement
fonction des poids. Plusieurs type de termes ont été utilisés dont un est similaire A celuj utilisé
dans [193]. Cette méthode s’est révélée assez efficace, et optimale sur certains problemes simples
{XOR par exemple) méme en ayant au départ des structures largement sur-dimensionnées. Le
manque de temps n’a pas permis de comparer cette méthode avec les autres,

les autres méthodes utilisent des stratégies assez diverses. La méthode Interactive Pruning pro-
posée par Sietsma et Dow [181] repose sur une analyse numérique des sorties des neurones. Si
un neurone a une sortie constante sur ’ensemble de la base, alors il ne sert & rien et il peut
étre retiré en modifiant le sevil des unités connectées en aval, Si plusieurs unités ont des sorties
fortement corrétées sur ’ensemble de la base, alors il y a de grandes chances pour qu’elles soient
redondantes. Elle peuvent donc étre remplacées par une seule unité en additionnant leurs poids.
[Yautres heuristiques sont proposées. La méthode Local Bottlenecks proposée par Kruschke [114]
est basée sur une sorte de compétition des unités cachées pour survivre. Une quantité nommée le
gain (le score} est calculée pour chaque unité. Cette quantité est nulle pour un neurone qui a une
sortie constante. Elle est toujours positive, mais plus elle est faible plus le neurone est superflu.
Apres chaque cycle de la rétropropagation, une compétition est engagée entre les cellules. Cette
compétition se résume & réajuster le gain des unités i en fonction du gain des autres unités j £ i,
et des angles entre le vecteur des poids de i et les différents vecteurs des poids des unités j.
Cette modification du gain est toujours négative et lorsque le gain d'une unité devient négatif
ou nul, 'unijté est éliminée. Une autre méthode nommée Distributed Bottlenecks a été proposée
par Kruschke [114] dans le méme article. Cette stratégie est trés particuliére car elle est destinée
4 atteindre les objectifs de simplification du réseau, c’est-a-dire Poptimisation du pouvoir de gé-
néralisation, sans retirer effectivement des neurones ou des connexions. Le principe est en fait de
restreindre ’espace dans lequel les poids peuvent prendre leur valeur en ajoutant des contraintes.
Ces contraintes ont le méme effet que P’élimination de degrés de liberté par suppression d’unités
ou de poids. Intuitivement, le principe est le suivant : lorsque les vecteurs des poids de deux
unités sont proches ils vont étre encore rapprochés, et lorsqu'ils sont loin ils vont étre éloignés.
Ce principe est implémenté par une modification des poids particuliére aprés chaque cycle de
la rétropropagation, et est équivalent 3 une descente de gradient sous contraintes. La méthode
proposée par Whitley et Bogart {196] utilise des algorithmes génétiques. Ces derniers ont aussi
été utilisés par Paugam-Moisy [151] pour la recherche d’un réseau ayant de bonnes performances
grace a un espion qui estime et sélectionne la qualité de réseaux dans une population de réseaux
appris simultanément sur une architecture massivement parallele.

En paralléle a ces multiples développements de méthodes de simplification de réseau, que Ion pourrait
qualifier de destructives, une multitude de méthodes constructives ont été proposées : ce sont les
algorithmes de construction que nous allons présenter maintenant.

3.5 Les algorithmes de construction

(zénéralités

Comme on I’a écrit précédemment, les méthodes de construction de réseaux sont de récents algorithmes
b
particuliérement intéressants car ils permettent la construction de réseaux sans avoir & définir de
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structure a priori. D’autre part, la construction est généralement beaucoup plus rapide qu’un appren-
tissage avec la rétropropagation, car elle est réalisée de maniére incrémentale et chaque phase d’appren-
tissage est réalisée sur un sous-probléme beaucoup plus simple que le problame global.

Une trés grande quantité d’algorithmes de construction a été proposée. On peut classer ces algorithmes
en trois catégories, suivant le type de neurones utilisés, et les structures des réseaux obtenus sont tros
variées suivant le type d’algorithme.

e les méthodes basées sur la formation de prototypes utilisant des neurones ¢ activité localisée.
Les algorithmes les plus connus de cette catégorie sont GAL (Grow And Learn) [2] et RCE
(Restricted Coulomb Energy) [166]. Ce dernier algorithme appartient i la classe des réseaux de
neurones a base radiale (Radial Basis Function Neural Networks).

¢ les méthodes basées sur un apprentissage de type rétropropagation utilisant des neurones conti-
nus (généralement des neurones & sigmoide). L’algorithme DNC (Dynamic Node Creation) [7]
est une utilisation assez simple de la rétropropagation pour un apprentissage constructif. Le plus
connu de cette catégorie est sans aucun doute Cascade Correlation [67]. Cet algorithme a encore
beaucoup de succes aujourd’hui pour sa rapidité. Il convient de signaler que cet algorithme peut
utiliser deux types d’unités : des neurones a sigmoide et des neurones & activation gaussienne.
Récemment un autre algorithme nommé FNNCA (Feedforward Neural Network Construction
Algorithm) {179] a été proposé. Ce dernier utilise une stratégie similaire 3 I"algorithme DNC mais
avec une méthode d’optimisation du second ordre. On peut aussi citer ’algorithme IRO (Internal
Representation Optimization) [121], qui n'utilise pas la rétropropagation mais un procédé d’opti-
misation d’un critére sur les représentations internes.

¢ les méthodes basées sur un apprentissage de type Perceptron, purement géométrique ou autre
utilisant des neurones a seuil. C’est cette dernidre catégorie qui nous intéresse particuliérement.
Une multitude d’algorithmes de ce type ont été développés : Stepwise [109], Tiling [133], Upstart
[71], Offset [128, 126, 129], Pyramid [77], Tower [78], Bincor [182], Perceptron Cascade [33],
Sequential Learning [125], BLTA (Boolean Like Training Algorithm) [80], Target Switch [34],
SWL (Sequential Window Learning) [145], méthode basée sur les diagrammes de Voronoi [27]

Nous nous intéresserons particulitrement & cette derniére catégorie, car ce sont les plus intéressants
d’un point de vue implémentation silicium et du fait de la simplicité de la fonction d’activation, ils sont
plus rapides. Dans ANDI, I'utilisation de neurones  sigmoides posa des problémes de temps de calcul.
Les contraintes temps réel n’étaient pas respectées a cause des sigmoides 4 calculer. Pour la conception
de puces neuronales, deux voies sont possibles : 'implantation analogique et Pimplantation numérique.
La premiére possibilité pose des problemes au niveau du stockage de la valeur des connexions. Ce
stockage peut se faire de maniére capacitive ou résistive. La premiére solution est imprécise et occupe
de la place sur le circuit, la seconde occupe aussi de la place et pose des problémes d’échauffement.
De plus ces deux types d’intégration n’échappent pas aux différents inconvénients liés  la technologie
analogique : les instabilités électriques, la sensibilité aux bruits... Donc la solution numeérique parait
beaucoup plus intéressante. Et dans ce cadre, la conception de neurones binaires est beaucoup plus
simple que tout type de neurones, notamment les neurones 3 sigmoide, d’ou Ilintérét des algorithmes
de construction de réseaux de neurones binaires.

Les algorithmes de construction de réseaux de neurones binaires peuvent aussi étre classés en trois
catégories, suivant la méthode utilisée pour apprendre une unité :

¢ chaque unité est apprise afin de minimiser le nombre d’erreurs sur une certaine base d’apprentis-
sage. C'est la catégorie qui compte le plus d’algorithmes : Stepwise, Tiling, Upstart, Offset,
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Pyramid, Tower, Bincor, Perceptron Cascade ... Les stratégies sont diverses et fournissent des
structures de réseaux variées. Les variantes du Perceptron utilisées sont principalement le Pocket
algorithme [76], la version Ratchet [78] de ce dernier et le Thermal [72] Perceptron. Nous pré-
senterons dans le chapitre 5 un autre algorithme utilisable par ces procédures de construction,

le BCP Min.

e chaque unité est apprise afin de maximiser le nombre de vecteurs d’entrée exclus, c’est-a-dire que
d’un c6té de I'hyperplan, un nombre maximum d’exemples de méme classe est séparé des autres.
C’est la stratégie développée dans le Sequential Learning. I’algorithme SWL utilise aussi cette
stratégie mais avec des neurones spéciaux appelés Window Neuron. Ce sont en fait des unités
a double seuil dont la sortie est & un dans une zone délimitée par deux hyperplans paralléles.
L’algorithme Target Switch est un peu particulier car il utilise une procédure de minimisation du
nombre d’erreurs et modifie le seuil de I'’hyperplan pour obtenir un ensemble d’exemples exclus.
Dans le chapitre 5 nous présenterons une nouvelle méthode efficace pour trouver un ensemble de
vecteurs d’entrée exclus, le BCP Max. Et apparemment c’est la premiére méthode de ce genre.

e les unités sont construites par d’autres procédés souvent géométriques (diagrammes de Voro-
noi...). Le BLTA est basé sur une recherche dans des tables de vérités (il ne peut apprendre
que des fonctions booléennes).

Apres avoir détaillé les extensions du Perceptron les plus utilisées pour minimiser le nombre d’erreurs
commises par une unité, nous décrirons deux algorithmes de construction : I'Upstart et le Sequential
Learning.

Il convient de signaler que cette liste n’est pas du tout exhaustive car les algorithmes de construction
sont un sujet particulidrement étudié et de nouveaux algorithmes sont proposés regulidrement.

3.5.2 Les extensions du Perceptron pour minimiser le nombre d’erreurs

L’algorithme 3.1 décrit une procédure trés simple de calcul du nombre d’erreurs pour une position
donnée de 'hyperplan. Cette procédure servira dans la présentation des divers algorithmes. La base
d’apprentissage est toujours notée (£#, t#) avec £# € IR™*! {la premidre composante de chaque vecteur
d’entrée étant 1).

Algorithme 3.1 Fonction Err(w) qui fournit le nombre d’erreurs commises par ’hyperplan w

Err(w)=0
Boucle sur les exemples £#

5 = B(u.£¥)

Si (s#1t*) alots Err(w) «— Err(w)+1
Fin Boucle [§#]

Les extensions du Perceptron que I'on va présenter sont les plus utilisées, mais 13 encore, cette liste
n’est pas exhaustive. D’autres algorithmes ont été proposés, dont certains assez récemment, que nous
n’avons pas eu le temps de tester : {’Adatron [5], le Minimerror [163], et le Minover [112]. On peut
aussi citer le Cone Percepiron [191], qui est une version généralisée du Perceptron pour les bases
d’apprentissage linéairement séparables, mais qui ne minimise pas le nombre d’erreurs.
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Extension simple du Perceptron

Algorithme 3.2  Extension simple du Perceptron

Nerr = N + 1, t = 0 et initialisation de w au hasard
Tant que (t < tpuz) et (Neer # 0) faire
Boucle sur les exemples £¥ (présentation aléatoire)
s = p(w.£¥)
€ == st — t#
Si (e#0) alors w +— wHvegH
Fin Boucle [¢#]
Si (Err(w) < Nepy) alors N, = Err(w) et w, =w
Fin Tant que

Comme on 'a déja abordé plus haut, sur des problémes non linéairement séparables, le Perceptron
va passer successivement par une multitude de positions. Afin de trouver la position qui minimise
le nombre d’erreurs, I'idée la plus simple est de tester la qualité de la position aprés la présentation
des exemples de la base d’apprentissage, et on conserve en mémoire la meilleure position trouvée.
L’algorithme 3.2 décrit cette méthode.

Le Pocket algorithm

Le Pocket algorithm {76] est basé sur I'idée que dans le cas de problemes non linéairement séparables, le
Perceptron va passer par au moins une position pour toutes les partitions en deux ensembles de la base
d’apprentissage. 1l va donc passer par la position optimale, celle qui minimise le nombre d’erreurs. Pour
ne pas la manquer, un systéme de mémorisation (une mise en poche) de la meilleure position trouvée
est utilisé comme dans 1’algorithme précédent. Mais le test est différent. L'auteur de cet algorithme
propose de tester le nombre d’exernples qui sont bien classés successivement. Il montre alors que cette
méthode tend vers la solution optimale.

Algorithme 3.3 L’algorithme Pocket

Nop =0, N2 =0, t = 0 et initialisation de w au hasard
Tant que (t < tqz) et (N7 < 2N) faire
Boucle sur les exemples £€# (présentation aléatoire)
s = p(w.£¥)
E = gt —t#
Si (e#0) alors w +— wHved” et Nyp=0
Sinon faire
Nog +— Ny+1
Si (Nop > N2} alors N =Ny, et w, =w
Fin Sinon
Fin Boucle [¢¥]
Fin Tant que
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La version Ratchet du Pocket algorithm

C’est une amélioration directe du dernier algorithme, afin de trouver plus rapidement la position
optimale [78]. Le probléme du Pocket est qu'il peut passer par cette position mais ne pas y rester,
car le nombre successif de présentations d’exemples sans erreur dépend de |'ordre dans lequel ils sont
présentés. Ainsi une autre position pourrait remplacer la position optimale car sur un sous-ensemble
d’exemples présentés successivement, elle ne commet pas d’erreur, alors que globalement elle n’est
pas optimale. Le principe est donc de calculer le nombre d’erreurs lorsqu’une position est susceptible
d’étre mémorisée. Finalement, elle ne le sera que si le nombre d’erreurs commises est inférieur 3 celui
de la position déja en mémoire.

Comme nous le verrons dans les simulations présentées dans le chapitre 5, cette version est beaucoup
plus efficace que le Pocket simple. Mais son probléeme majeur est le temps de calcul qui croit trés
rapidement avec la taille de la base d’apprentissage. La complexité algorithmique du Perceptron simple
et de I’extension présentée précédemment est de O(nN). Pour le Pocket et le Ratchet, le calcul de la
complexité algorithmique est beaucoup plus complexe et nous n’avons pas trouvé une réponse i cette
question dans la littérature. Etant donnée la croissance des temps de calculs, le Pocket est peut-éire
en O(nN) mais certainement pas le Ratchet,

Algorithme 3.4 La version Ratchet du Pocket

Nepr =N+ 1, Ny =0, Nz =0, t=0 et initialisation de w au hasard
Tant que (t < tmar) et (N, # 0) faire
Boucle sur les exemples £* (présentation aléatoire)
o = g(wE¥)
£ =gt — (#
Si (e#0) alors w ¢— wH+vef” et Nyp=0
Sinon faire
Nogp — Nk +1
Si (Nox > NT) faire
Si (Err(w) < Ne,) alors N, = Err{w), N7 =N, et w,, =w
Fin Si
Fin Sinon
Fin Boucle [£#]
Fin Tant que

Le Thermal Perceptron

Le Thermal Perceptron développé par M. Frean [72] est une extension relativement simple du Percep-
tron. La pertinence de la méthode réside dans la valeur du parametre d’apprentissage qui dépend 2 la
fois de la position du vecteur d’entrée considéré et du temps. Le but de la technique est double :

e faire décroitre 'amplitude des modifications du vecteur w pour atteindre en fin d’algorithme une
position stabilisée,

e favoriser [es modifications de position pour les vecteurs d’entrée qui sont proches de I’hyperplan.
Intuitivement, cela signifie que les exemples qui sont mal classés, proches de I’hyperplan, ne
nécessitent que de faibles variations du vecteur w donc il ¥ a peu de risques d’altérer la qualité
de la position déja prise, alors que les exemples loin de I’hyperplan nécessitent de fortes variations
et donc risquent de fortement modifier le nombre d’erreurs.
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La regle d’apprentissage proposée nommée Thermal PLR, est alors la suivante

w.g#
Aw; = vy (s* — tH) £ e_'Tfrl (3.15)
Dans cette équation, le terme |w.£#| représente la distance euclidienne du vecteur d’entrée &* multipliée
par la norme du vecteur normal & I’hyperplan. Le paramétre 7; agit comme une température qui
controle 'amplitude des modifications au cours de Fapprentissage. Pour les exemples trés proches de
’hyperplan, 'exponentielle sera pratiquement égale & 1, donc la modification de la position ne sera pas
atténuée. En revanche, pour les vecteurs d’entrée éloignés de I'hyperplan, I'exponentielle sera proche
de 0 et ’hyperplan ne bougera que trés peu.
La stabilisation de la solution est assurée par la convergence vers 0 du paramétre v, et de la température
T;. L’auteur suggere simplement une décroissance linéaire vers 0 & partir de i et de Ty, Le paramétre
d’apprentissage initial v peut étre pris & 1. Pour la température initiale, le choix est trés difficile. Dans
[72], certaines simulations donnent des températures initiales optimales entre 1 et 1,5 pour certains
problémes, mais proche de 15 pour un autre.

Algorithme 3.5 Le Thermal Perceptron

Nerr = N+1,8=0,T =Ty, v = 11 et initialisation de w au hasard
Tant que (t < tyay) et (Nepr # 0) faire
Boucle sur les exemples £# (présentation aléatoire)

Al = gn
st = ¢(A*)
& =gk —t#

Si (€#0) alors w +— w4 pegre AT
Fin Boucle [¢¥]
Si (Err(w) < N} alors N, = Err(w) et wy, =w
V 4 V—tftmas
T «— T - To/tmar
Fin Tant que

Nous verrons dans le chapitre 5 que le choix de cette température initiale est extrémement délicat, et
qu’une mauvaise valeur dégrade beaucoup les performances. Mais en MOyenne nous verrons que cet
algorithme est plus efficace que les précédents, et assez rapide, malgré le calcul des exponentielles.

3.5.3 Deux algorithmes de construction

Nous allons présenter un algorithme de la premidre catégorie 'Upstart, et un de la seconde, le Sequen-
tial Learning. Parmi les algorithmes qui apprennent une unité par minimisation du nombre d’erreurs,
PUpstart est I'un des plus efficaces en termes de nombre de neurones construits. Cet algorithme sera
utilisé dans les simulations présentées dans le chapitre 5. Le Sequential Learning utilise une stratégie
naturelle et tres différente de celle de 1'Upstart. Nous décrirons cette stratégie de construction car elle

est 4 la base d’algorithmes que nous présenterons plus loin.

L’algorithme Upstart

L’algorithme Upstart proposé par M. Frean [71], construit un réseau de neurones binaires sous forme
d’arbre binaire pas forcément équilibré. Chaque unité est connectée & ses unités filles (deux au maxi-
mum) et & I'ensemble des entrées. La profondeur de I’arbre correspond donc au nombre de couches
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(P Unice pére

Unité fille Unité fille
Won Holff

Structure du réseau Symboligue

F1G. 3.11: Un réseau Upstart

du réseau. Chaque unité est apprise sur une base d’apprentissage spéciale, par une des extensions du
Perceptron, afin de minimiser le nombre de vecteurs d’entrée mal classés,

L’algorithme commence par apprendre la base d’apprentissage d’origine sur un premier neurone. S'il
ne commet pas d’erreurs alors la base est linéairement séparable et Palgorithme s’arréte. Sinon les
exemples mal classés sont de deux types :

¢ ceux dont la cible était 0 et pour lesquels le réseau donne 1, ils seront appelés Won (Wrongly

On)

¢ ceux dont la cible était 1 et pour lesquels le réseau donne 0, ils seront appelés Woff {Wrongly

Off)

Ensuite deux nouvelles bases d’apprentissage sont créées, avec tous les vecteurs d’entrée de la base
d’origine mais avec des cibles particuliéres, et apprises sur deux unités filles : une unité pour corriger
les exemples Won et une autre pour corriger les Woff. Les exemples de la premigre base ont pour cible
1 si ce sont des Won et 0 sinon. Les exemples de la seconde base ont pour cible 1 si ce sont des Woff
et 0 sinon. Lorsque ces deux unités sont apprises, la valeur des connexions les reliant & 'unité pére est
déterminée en fonction des connexions reliant cette unijté pére aux entrées, nous noterons logiquement
ces poids par w,, et w,ss. Supposons que les unités filles ajent appris leur base d'apprentissage et
qu’elles répondent correctement, alors

¢ pour les exemples qui étaient bien classés par I'unité pere, les unités filles répondent 0. Donc
quelle que soit la valeur des connexions Won €t W, sy, la sortie de ’unité pére ne sera pas modifiée.

® pour les exemples Won, I'unité pere répond 1, ['unité fille Won 1 et I'unité fille Woff 0.

® pour les exemples Woff, I'unité pere répond 0, ['unité fille Won 0 et 'unité fille Woff 1.
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L’unité Won répond 1 uniquement pour les exemples Won. On peut donc se servir de cette sortie
pour inverser la sortie de ['unité pére qui est fausse pour ces exemples. Si on note par w; la valeur des
connexions reliant I’entrée a 1'unité peére, cette inversion peut étre réalisée simplement en prenant,

Won, = —(max |w.£"| + «)

Avec @ un réel positif pour avoir une marge.
De la méme maniére, I'unité Woff répond 1 uniquement pour les exemples Woff. On peut donc utiliser
cette sortie pour inverser {a sortie de 'unité pere qui est fausse pour ces exemples. On prend alors

Woypp = max |w.b*| + o

Si les unités filles ont appris exactement leur base d’apprentissage, on peut vérifier facilement que
I'unité pére répond parfaitement sur toute la base. Dans le cas ol les unités filles font des erreurs sur
leur base d’apprentissage alors le méme procédé de construction leur est appliqué. Des unités filles sont
alors récursivement construites tant qu'il existe une unité qui commet encore des erreurs. Ce procédé
fournit donc un arbre binaire qui peut ne pas étre équilibré, car une unité peut ne commettre que des
erreurs Wrongly On ou que des erreurs Wrongly Off. La figure 3.11 représente un tel réseau.

La convergence de cet algorithme est assurée si et seulement si les unités filles d’une unité quelconque
commettent moins d’erreurs que le nombre d’exemples de cible 1 dans leur base d’apprentissage, car
sinon leur pére commettra plus d’erreurs aprés leur construction qu’avant. Si cette condition n’est pas
vérifiée, le procédé de construction ne s’arréte pas. Cette condition de convergence est assurée dans
le cas ol tous les exemples de la base d’apprentissage sont en nombre fini et disposés sur un convexe.
Car en utilisant le Pocket ou le Ratchet avec un nombre d’itérations suffisamment grand on pourra
toujours séparer un exemple des autres et donc I'unité commettra moins d’erreurs que le nombre de 1
dans sa base. Si l'algorithme ne trouve pas un tel hyperplan en un temps raisonnable, on peut toujours
séparer un exemple des autres avec I'hyperplan tangent au convexe au point considéré. Dans le cas
de problémes booléens, cette condition est vérifiée car les vecteurs d’entrée se trouvent tous sur une
hypersphére (voit chapitre 4). L’hyperplan tangent & I’hypersphére en un point correspondant & un
exemple est appelé neurone grand-meére. Mais dans le cas analogique, il faut nécessairement faire une
projection sur un convexe (des exemples de telles projections sont utilisés dans (127]).

La structure arborescente obtenue est, assez particulidre, plus difficile 3 gérer qu’une struture i couches
normale et plus lente. Mais [’auteur propose une méthode pour transformer arbre en une seule couche
cachée comprenant autant d’unités cachées qu’il y avait d’unités dans I’arbre (ce qui fait une unité
supplémentaire si on compte la sortie).

Le Sequential Learning

Cette stratégie de construction [125] est assez naturelle, car intuitivement elle consiste 3 apprendre la
base d’apprentissage par une modélisation des frontieres entre les exemples de cible 1 et les exemples
de cible 0. Une seule couche cachée est générée. Chaque unité est construite de manidre 3 ce que des
exemples de méme cible soit séparés des autres et qu'ils se trouvent du bon cGté de hyperplan :
si ce sont des exemples de cible 1 ils doivent se trouver du coté positif de I’hyperplan et sinon du
coté négatif. Apres la construction de chaque neurone, les exemples exclus sont retirés de la base
d’apprentissage, et la construction de cette couche se poursuit jusqu’a ce que la base restante soit
linéairement séparable. Ce procédé est représenté sur la figure 3.12.

Avec une telle stratégie, I'auteur de I’algorithme montre que la base obtenue pour apprendre le neurone
de sortie, c’est-a-dire la base des représentations internes, est linéairement séparable. Sa démonstration
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Base d'apprentissage Exclusion d'un groupe Nouvelle base
d'origine d'apprentissage

FI1G. 3.12: Principe de la stratégie d’exclusion

est constructive : elle donne une solution explicite. Mais la croissance exponentielle de la valeur des
connexions limite son utilisation. Aussi, il propose d’apprendre le neurone de sortie avec le Perceptron.
Nous ne détaillerons pas sa démonstration car nous en ferons une similaire dans le chapitre 5 (dans le
cadre du développement d’une version multi-sorties de cette stratégie). Un exemple d’application de
cette stratégie est détaillé sur la figure 3.13. On peut vérifier que la base d’apprentissage du neurone
de sortie, représentée comme un ensemble de sommets d’un hypercube en dimension 3 {car 3 neurones
ont été construits) est LS.

000:0 100: 0
001 :1 101 : .
010:0 110 :1
011:1 111:1

Création de la couche cachée Représentations internes

Fic. 3.13: Séparabilité linéaire des représentations internes

La convergence de cette méthode est assurée si et seulement si un algorithme peut trouver un hy-
perplan qui exclut un ensemble d’exemples de méme cible. Un tel algorithme n'existait pas. L’auteur
propose une méthode utilisant le Perceptron avec de multiples bases d’apprentissage pour tester si
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des ensembles de vecteurs d’entrée de méme cible sont LS. Mais cette solution est trés longue et
complétement rédhibitoire pour de grosses bases d’apprentissage.

Dans algorithme SWL [145], auteur utilise cette stratégie d’exclusion, et régle le probléme précédent
par P'utilisation de neurones & deux seuils donc actifs dans une zone délimitée par deux hyperplans
paralléles. La construction de chaque neurone est réalisée en recherchant un ensemble d’exemples
coplanaires par programmation linéaire. L’algorithme Target Switch n’utilise pas J]a méme stratégie de
construction mais a besoin de trouver un hyperplan qui exclut des exemples. Pour cela, il utilise un
algorithme de minimisation du nombre d’erreurs tel que le Pocket et il modifie le seuil de I’hyperplan
obtenu pour n’avoir que des exemples de méme cible d’un co1é.

Dans le chapitre 5, nous allons présenter une nouvelle méthode d’exclusion d’exemples. Son utilisation
dans le Sequential Learning est trés efficace et permet Papprentissage de bases importantes en peu de
temps de calcul.

3.6 Conclusion

Aprés avoir expliqué les fondements biologiques et les premiers modéles qui en découlérent, nous avons
présenté un état de I’art non exhaustif des méthodes d’apprentissage des réseaux de neurones 4 couches.
Nous avons premierement détaillé successivement le Perceptron, I’Adaline et la rétropropagation du
gradient. Ce dernier algorithme est sans conteste le plus largement étudié et utilisé. Une multitude
d’articles traite de cette méthode ou de ses diverses extensions.

Mais comme on Ia expliqué, la rétropropagation du gradient présente de nombreux problémes. Les
problemes de convergence ont été largement étudiés et des algorithmes d’optimisation beaucoup plus
puissants ont été proposés. Mais I'apprentissage de grosses bases d’apprentissage complexes demande
toujours beaucoup de temps de calcul. De plus, le probléme majeur est le dimensionnement a prior:
du réseau, qui impose de procéder par une série de plusieurs apprentissages avec des structures diffé-
rentes pour obtenir une solution satisfaisante. Afin de résoudre ces divers problémes, les méthodes de
simplification de réseau et de construction se sont largement développées. Ces méthodes peuvent étre
regroupées sous le terme d’apprentissage par modifications structurelles. Les méthodes de simplification
de réseau ont été simplement abordées.

Les algorithmes de counstruction de réseaux de neurones binaires sont particulierement intéressants.
Afin d’apprendre une unité de maniére efficace sur des problémes non linéairement séparables, plusieurs
extensions du Perceptron ont été proposées. Nous avons détaillé les plus utilisées. Toutes les extensions
proposées optimisent le méme critére : la minimisation du nombre d’erreurs. Nous avons enfin décrit
deux algorithmes de construction : P'Upstart car c’est un des plus utilisés, les résultats obtenus sont
parmi les meilleurs et il sera utilisé plus loin ; et le Sequential Learning car cette stratégie va nous
servir de base au développement de plusieurs algorithmes de construction dans le chapitre 5.
Coemme nous ’avons vu, 'Upstart utilise une des méthodes de minimisation du nombre d’erreurs pour
apprendre chaque unité. Nous présenterons dans le chapitre 5 une nouvelle méthode de ce type, le BCP
Min. Elle sera comparée trés favorablement aux algorithmes présentés dans ce chapitre. Le Sequential
Learning nécessite une méthode de maximisation du nombre d’exclus. Nous présenterons aussi une
telle méthode : le BCP Max, qui est a priori la premiére méthode efficace pour maximiser le nombre
d’exclus. La base de ces deux nouvelles méthodes est un algorithme qui converge trés rapidement
vers une solution dans le cas linéairement séparable. Dans le cas non linéairement séparable leur
comportement differe car le critére optimisé n’est pas le méme.

Les algorithmes de construction de réseaux de neurones binaires sont tous restreints 4 une sortie
binaire. Bien que certaines possibilités d’extensions aient été envisagées dans certains articles, aucun
développement théorique n’a été trouvé dans la littérature. Ce n’est que trés récemment qu’une équipe
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américaine {149] a développé des extensions 3 plusieurs sorties de plusieurs algorithmes : Tower, Ups-
tart, Tiling...Bien que les expérimentations présentées ne soient pas trés extensives, I'extension de
I'Upstart donne les meilleurs résultats. Ces extensions permettent ainsi la construction de réseaux de
neurones binaires pour la classification multi-classes.

Une sévere limitation de la grande majorité des algorithmes utilisant la stratégie de minimisation du
nombre d’erreurs est que la convergence est assurée seulement si les vecteurs d’entrée se trouvent SUr un
convexe. La raison en a été détaillée pour le cas de I'Upsart. Pour le traitement de données analogiques,
cette condition impose donc une projection des vecteurs d’entrée sur un convexe ou un codage binaire
des données. Ce probléme n’est pas présent avec le Sequential Learning. Mais ce dernier n’a pas eu
le succes escompté par manque d’une méthode efficace pour apprendre une unité en maximisant le
nombre de vecteurs d’entrée exclus.

Dans le chapitre 5, nous présenterons un ensemble d’algorithmes efficaces résolvant ces problémes.
Basés sur le méme principe, plusieurs algorithmes d’apprentissage d’une unité binaire ont été dévelop-
pés. Les simulations ont montré une grande efficacité, tant pour la convergence dans le cas de problemes
LS, que pour 'optimisation d'un critére dans le cas non LS {minimisation du nombre d’erreurs ou
maximisation du nombre de vecteurs d’entrée exclus). De plus la convergence d’une des versions a été
démontrée dans le cas LS. Cette version a un grand intérét car elle converge vers la solution optimale
au sens du pouvoir de généralisation, Un des aboutissements en est deux algorithmes de construction,
basés sur la stratégie du Sequential Learning, rapides, avec de bons pouvoirs de généralisation et
trés généraux : les entrées peuvent étre quelconques et les sorties binaires avec les différentes classes
codées comme on le désire. Des bases d’apprentissage trés importantes peuvent étre apprises en de
relativement faibles temps de calcul.

Avant de décrire ces nouvelles méthodes, nous allons présenter une étude plus théorique un peu
particuliere, mais assez fondamentale dans le domaine des réseaux de neurones binaires. Cette étude
est une analyse de ’hypercube afin de caractériser les fonctions booléennes linéairement séparables. Ce
probléme est fondamental car ce sont les fonctions booléennes linéajrement séparables qui définissent
les positions pertinentes de I’hyperplan dans le cas d’entrées booléennes. Ces positions pertinentes sont
en noibre fini. Le cas d’entrées booléennes est important car méme dans Je cas de données analogiques,
apres la premiéres couche de neurones qui réalise une découpe de 'espace d’entrée en zones polyédrales,
le nouveau probléme est booléen, Plusieurs résultats ont été établis, dont un qui servira & la conception
d’une amélioration de deux algorithmes de construction présentés dans le chapitre 5.
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Newton, pardonne-moi. Tu as trouvé tout ce qui éiait possible en ton temps de trouver
pour un homme doué de Uintelligence et de la créativité les plus puissantes (... ).
Les idées dont tu es Uauteur dominent encore notre fagon de penser la physique.

ALBERT EINSTEIN

Chapitre 4

Une étude de I’hypercube

4.1 Introduction

L’hypercube, que I'on peut s’imaginer comme la généralisation du carré et du cube & n dimensions,
est un objet mathématique qui a passionné beaucoup de chercheurs depuis fort longtemps. Le carré
et le cube furent I'objet d’études dés ’Antiquité : le carré pour sa simplicité et le célebre théoreme de
Pythagore, et le cube qui a fasciné les Grecs avec les quatre autres solides platoniciens [6] (tetraddre,
octaédre, isocaédre et dodécaédre réguliers).

Depuis une trentaine d’années, I'hypercube a été énormément étudié, et une vaste littérature traite
de cet objet. De multiples noms lui ont été donnés : hypercube, n-cube, cosmic-cube, parallélotope. . .
Avec une définition trés simple, I’hypercube a une trés grande richesse mathématique. Ces recherches
se sont généralement focalisées sur les propriétés de graphes, algébriques et combinatoires (par exemple
[137, 175]). Beaucoup de ces recherches ont en des applications en informatique, car ses propriétés de
graphes sont fondamentales dans le domaine des réseaux informatiques. Une trés grande proportion
des publications sur I'hypercube traite de ce sujet, et notamment du probleme de plongement d’un
graphe dans un hypercube [23, 49, 106]. Des résultats ont aussi &té obtenus dans le domaine des codes
correcteurs par exemple [138).

Dans le domaine des réseaux de neurones, I'hypercube est étudié de maniére géométrique : c’est
I’étude de la position d’un hyperplan coupant I’hypercube et séparant ainsi ses sommets en deux
parties linéairement séparables. Cet hyperplan est la représentation d'un neurone binaire. Dés le
début des réseaux de neurones la résolution des fonctions booléennes par des unités i seuil a suscité
un vif intérét [56, 124]. L’hypercube est implicitement étudié de manriére essentiellement algébrique
et diverses propriétés des fonctions lindairement séparables sont démontrées. Durant toute I’histoire
du connexionisme, divers études, méthodes et algorithmes basés sur une étude de I'hypercube ont été
proposés, aussi bien dans le domaine des réseaux récurrents (9, 10] que dans celui des réseaux i couches
(107, 172, 180].

4.2 Motivations

Pour un réseau de neurones i couches constitué d’unités binaires, la premiére couche réalise une
décomposition de I'espace d’entrée en diverses zones polyédrales (pouvant &tre infinies) et implémente
une fonction de IR™ dans {0,1}". Les autres couches, s'il y en a, réalisent une fonction booléenne de
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{0,1}" dans {0,1}?, avec p étant le nombre de neurones de sortie.

L’idée de départ de cette étude est le développement d’un algorithme de construction en deux étapes :
la décomposition de I'espace d’entrée en zones, puis la résolution de la fonction booléenne résultante
de la représentation interne.

Or les diverses méthodes de construction de réseaux de neurones binaires sont applicables aussi bien
sur des problémes binaires qu’analogiques (mais généralement avec projection sur un convexe}, alors
que le probléme binaire est tout a fait particulier. [,’idée était donc de concevoir un algorithme de
résolution de fonctions booléennes basé sur une étude géométrique de I"hypercube, spécialisé et plus
efficace que les autres méthodes.

Un hyperplan coupant I’hypercube définit deux parties linéairement séparables. Mais il y a une infinité
d’hyperplans qui pourraient séparer ces deux parties. Elles définissent donc un ensemble d’hyperplans
qui ont exactement le méme effet, d’un point de vue neuronal. Donc dans une recherche, un seul de cet
ensemble d’hyperplans peut étre considéré. L’étude des parties lindairement séparables est donc trés
intéressante car ce sont elles qui définissent les positions pertinentes des hyperplans. Et ces positions
pertinentes sont en nombre fini bien inférieur au nombre de fonctions booléennes en dimension n. Une
bonne définition de ces positions pourrait alors servir & des algorithmes de recherche sur des espaces
discrets et non continus, ce qui devrait fournir une plus grande efficacité.

Comme nous allons le voir, cette étude de I’hypercube n’a pas abouti 3 la conception d’une telle mé-
thode. Mais plusieurs résultats ont été trouvés. Un résultat particulier sur la structuration des sommets
dans I’hypercube sera utilisé dans le chapitre suivant pour améliorer un algorithme de construction
[156]. Plusieurs propriétés des parties linéairement, séparables sont démontrées [161] dont une équi-
valente & une propriété étudiée dans les années soixante, mais exprimée dans le cadre d'une vision
topologique de ’hypercube.

4.3 Définitions

L’hypercube en dimension n (ou n-cube) noté H”, est défini comme 'ensemble des vecteurs binaires
en dimension n. Si IN,, est I’ensemble des entiers {1,...,n}, alors

H*={(p1,--.,pn) e R* /¥i € N, p; € {0,1}}

Les éléments de H™ sont les sommets de ’hypercube, et il ¥ en a 2". Dans la suite, une fonction
booléenne sera considérée comme une partie de H?, une bijection entre I’'ensemble des parties de H™
et ensemble des fonctions booléennes de {0, 1}" dans {0, 1} pouvant étre facilement définie. Si f est
une telle fonction, on lui associe la partie de I’hypercube constituée des sommets de I’hypercube qui
sont des vecteurs z € {0,1}" tels que f(z) = 1. Cette application est évidemment une bijection. Le
nombre de ces fonctions booléennes ou le nombre de parties de Ihypercube est 22".
D’un point de vue géométrique, on peut montrer que les sommets de I’hypercube se situent tous sur
une hypersphere de centre (1/2,...,1/2) et de rayon \/n/2. En effet si s — (s15...,8,) € H™ alors
(1= 3+t (o= 22 = 7 = (L2
Soit B: = (ey,...,ey) la base canonique de R™. Un vecteur z € R™ défini par z = Vo1 &€ Sera
noté de la méme maniére que le point de I'espace euclidien (Q, B;) qui a les mémes coordonnées, le
contexte permettant de savoir si on parle d’un point ou d’un vecteur. On notera (z1,...,2,) et on
parlera indifféremment de points ou de vecteurs de R®. Si B B, le complémentaire de B dans B,
sera noté B.
Si B = (e;,...,6;,) C B. avec r € IN,,, on définit 'application de IR™ dans IR™ associant A un vecteur
P={p1,--.,pn) le vecteur (p;,,...,p;, ) noté p/B- On appellera cette application la B-projection. Pour
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un ensemble de points P C R™ la B-projection de P est alors définje par Fygp = {p;p/p € P}. Par
convention YP C IR™ Py = 0.
Nous allons tout d’abord définir la notion de souscube.

Définition 4.1 Un ensemble de sommets P C H™ est un souscube de dimension r dans Phypercube de
dimension n (que l'on appellera un r,-souscube) <= Card (P) = 2" et 3B C B, avec Card (B)y =r,
Is€ H*" tel que Py = H” and Py = {s}.

L’ensemble B est la base paralléle du souscube, et B la base perpendiculaire, s étant la position du
souscube. Celui-ci sera alors noté P = H™(B,s). Par convention HZ(B,..) = H" (l'unique n,-
souscube est I’hypercube entier) et ¥Ys € H™ HE(0,s) = {s} (les Oy-souscubes sont les sommets du
n-cube).

Voici un exemple de 25-souscube. Si B = (e1,e3), B = (e3,€4,€5) et 5 = (0,0,1) alors H3(B,s) =
{(21,0,p2,0,1) / (p1,p2) € {0,1)*}. L’hypercube est ainsi composé d’une multitude de souscubes, des
sommets (dimension 0) & I'hypercube tout entier (dimension n). Les souscubes de dimension n ~ 1
sont généralement appelés facettes.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 4.1 Le nombre de rn-souscubes est 2°~"("), et le nombre total de souscubes est 3".

Démonstration 4.1 Un souscube est entiérement déterminé par sa base paralléle et sa position. Le
choiz de la base paraliéle offre (:) possibilité, et le choiz de la position 2", d’oti le premier résultat.
Le second est obtenu en sommant sur r € {0,1,...,n} O,

On peut montrer que le centre de tout r,-souscube (barycentre des sommets) se trouve sur wne
hypersphére de centre (1/2,...,1/2) et de rayon /n — r/2. En effet si ¢ = (e1,-.. 60} € H™ est le
centre d’un r,-souscube P = H?(B,s). Nous avons alors cp = (1/2,...,1/2) et ¢/5 = 8. Donc si
B = (&;,...,¢€;, ) nous avons alors

—r vun-—-r

_1e IS TP V" o _le_ = _ 2
(st =37+t (sn 5= (0 =54+ (s, ) == (5

Pour un sommet p = (py,...,p,) € H™ le sommet opposé Opp(p) est défini par Opp(p) = (71, ...,Pn),
avec p; la négation de p; exprimée par §; = 1 — p; pour tout i dans IN,. De la méme maniére, I'opposé
d’un ensemble de sommets est défini par VP C H™ Opp(P) = {Opp(p) /p € P}. On peut alors montrer
facilement que

Théoréme 4.2 Opp(H](B, s)) = H(B,Opp(s)) (s et Opp(s) étant des éléments de Hrr ).

Nous allons maintenant introduire des notions relatives 3 des couples de sommets, La distance utilisée
entre deux sommets u et v est fa distance de Hamming notée d(u, v), soit le nombre de bits qui différent
dans les réprésentations binaires de ces deux sommets. Cette distance est aussi le carré de la distance
euclidienne.

Définition 4.2 P est le souscube propre des deuz sommets (u,v) noté P(u,v) <= P = HM(B,s) tel
que u;p = OPP(U/B) et ug=vg=-s.

Deux sommets u et v appartiennent & leur souscube propre et la distance entre ces deux sommets est
la dimension de ce souscube. Le couple (u,v) est aussi appelé une diagonale du souscube propre. Un
ra-souscube posséde donc 27! diagonales. Par exemple si s; = (0,1,1,0,0) et s3 = (0,0,1,1,0) leur
souscube propre est défini par sa base B = (ey, e4) et sa position s — (0,1,0).
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Pour un sommet u € H™ on définit ’ensemble de ses voisins N(u) par
N () = {v € H"/d{u,v) = 1}

Chaque sommet u a exactement n voisins, que l'on peut obtenir simplement en inversant un bit et un
seul dans la représentation binaire de w.

Soient u; et uz deux sommets tels que d(u;, uz) = a. L’ensemble Nu, (1) est défini comme ’ensemble
des voisins de u; qui sont plus proches de u, que 1y, c’est-a-dire

Nup (1) = {u € H"/d(ug,u) = 1 et d{ug,u) = a — 1}

Nous avons alors

Card (N, (#1)) = a

car les éléments de A, (u;) peuvent tre obtenus en inversant un des a bits de 21 qui sont différents
dans la représentation binaire de u,. Cet ensemble représente donc les voisins de u; dans le souscube
propre du couple (uy, uz). On peut donc montrer facilement

Nz (1) = N (ur) NP (uyg, uy) (4.1)
Par définition de la distance de Hamming, on a la propriété suivante
d(Opp(u), Opp(v)) = ;| — &1l = T [(1 - w) — (1 — v)| = Ty loi — wil = d(u,v)  (4.2)

Le graphe (H™, V) est défini de manire naturelle avec V I’ensemble des couples de sommets voisins.
Un chemin entre deux sommets s; et s, est une suite § = (u1,...,u41) de sommets telle que uy = sy,
w1 = 82 et Vi € {1,...,1} d(u;, 411} = 1. La longueur du chemin est L(S) = I. L’ensemble des
chemins entre s; et s, est noté W(s1, 52). Pour un sous-ensemble P ¢ H™ le graphe (P, Vp) est le
graphe induit.

On définit alors les notions suivantes :

Définition 4.3 VP C H®, P est connere <= (P, Vp) est conneze.
Définition 4.4 V(sy,s2) € (H")?> VS € W(s1,52), S est un chemin minimal <= L£{8) = d(sy, s3)

Définition 4.5 YP C H™, P est conneze minimal <= V(s1,82) € P2 35 € W(s1,52) /S C P est
un chemin minimal.

La connexité minimale représente une forme de compacité de la partie. Il est évident que si P est
connexe minimal alors P est connexe.

Si la distance entre deux sommets est {, un chemin minimal peut étre construit en partant d’un des
sommets et en inversant succcessivement. les bits qui different dans la représentation binaire des deux
sommets. On peut donc en déduire que si S est un chemin minimal entre 51 et s alors 5 C Pfsy, s2).

On peut montrer par récurrence sur la dimension que tout r,-souscube est minimal connexe. Le nombre
de chemins minimaux entre deux sommets d’une diagonale est r!.

Le complémentaire P dans H™ est noté P. Cette partie correspond & la fonction booléenne qui est la
négation de la fonction booléenne correspondante & P. 1l ne faut pas confondre cette définition avec
la définition de I'opposé d’une partie.

On définit alors une partie Non Certainement Linéairement Séparable (NC-LS) par
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Définition 4.6 VP C H®, P est NC-LS I(s1,52) € P F(uy,uz) € P tel que P(sy,37) =
P(ul,ug).

Une fonction Certainement Linéairement Séparable est le contraire, c’est-a-dire une fonction qui n’est
pas NC-LS. Nous verrons par la suite pourquoi ce nom a été choisi.
Pour tout vecteur w € R™, on définit 'application affine f, de R™ dans R par

Ve € R" fu(e)=wo+wizi +...+ wpz,

Une partie linéairement séparable (LS} est alors

Définition 4.7 VP C H*, P est LS <= 3w ¢ R /VpeEP fu(p)>0 et YpeP f,(p)<0

4.4 Stratification de Phypercube

Pour un sommet « € H™ (un hypercube ou un souscube), soit £7*(u) 'ensemble des sommets v € H™
obtenus en inversant exactement j bits de u. On peut montrer facilement que Card (e7*(u)) = (’;‘),
€5 (u) = {u} et el (u) = {Opp(u)}.

Soit C(P) le centre de gravité des points de P. Le théoreme de stratification peut alors s’exprimer
comme suit :

Théoréme 4.3 Soit un r,-souscube P = HY(B,s), avec s = (s1,...,8,_,) € H"™. Le vecteur
w € R* est défini par w = C(P) -~ C(Opp(P)) avec g = i=1 si (le nombre de bits ¢ 1 dans s). Pour
tout j € {0,...,n—r} on considére Uhyperplan H;(P):w.x+j—q=0, et 'ensemble des r,-souscubes
p;(Py={HMB,v)/ve €77"(s) }. Nous avons alors

YQ e u;(P) VzeQ zeH;(P)

Démonstration 4.3 On peut montrer que le centre des souscubes P = HZ(B,s) et Opp(P) vérifie
C(P)p = C(Opp(PY) /5 = (1/2,...,1/2), C(Pyg=set C(Opp(P))fg = Opp(s). On en déduit alors
que wyp =0 et w5 = s — Opp(s).

5t on considére 7 € {0,1,...,n — r} et Q € u;(P), alors Iv € €777 (s) tel que Q = H™(B,v).
Considérons un sommet z € Q, nous avons alors JE=V On en déduit

wz=w/g.2/5+wpg.25= (s — Opp(s)) Z25=(s—Opp(s)) v

On peut supposer sans perte de généralité que v est obtenu 4 partir de s en inversant les j premiéres
composanies. On en déduit alors

n—r i n—r k] n—r 3 n—r
w.r =sv-Opp(s)v= 3 s~ &= 3 si—3 (1-s) = > Si—j-i-ZSi:ZS:‘—j:q—j
i=g41 i=1 i=3+1 i=1 i=j+1 i=1 i=1

Dans Pezemple qui suit, nous avons n — r = 12, j = 5 et g = 6. On peut alors vérifier que s.v = 4,
Opp(s).v =3 et s.v— Opp(s)v=1=q—j.

| 1 ili+l a-r
s 01100[1111000
Opp(s) {10011{ 00060111
v 100111111000
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Ainsiwz+j—g=0, et 2 € H;(P). Ce qui achéve la démonstration 0.

Ce théoreme, dont I'expression est un peu compliquée, signifie que si J’on regarde I’hypercube suivant
un axe liant un r,-souscube et son opposé, tous les sommets sont organisés en n — r + 1 couches de
rn-souscubes. Et tous les sommets des souscubes d’une certaine couche sont inclus dans un unique
hyperplan. Pour j = 0 la couche contient un souscube qui est P et pour j = n — r la couche contient
un souscube qui est Opp(P). Pour un j quelconque la couche contient ("J_.r) souscubes.

Pour j € {0,n — r — 1}, on définit I’hyperplan #H’(P) dont I'équation est w.z + (j — ¢ + 3) =10. Cet
hyperplan est I'hyperplan intermédiaire entre H;(P) et Hipr(P).

Cette stratification du n-cube est représentée de manidre symbolique sur la figure 4.1 relativement 3
un 3,-souscube,

J Opp(P)

FiG. 4.1: Stratification de I’hypercube pour n =7 et r = 3

Théoréme 4.4 Si on considére P un r,-souscube H!(B,s), le vecteur w € R™ tel que wg = 0 et
wg=38—0pp(s) = (251~ 1,...,25,_, — 1) avec s = (81, -y8nr) € H*". Alors si ¢ = 307 s,
(le nombre de 1 dans s), Uhyperplan Hy(P) : f(z) = 0 avee f(@) =wz 4 {—q+ 1) vérifie :

Vpe H” peP= f(p)>0 et pgP = f(p)<0

L’hyperplan Hy(P) sépare les sommets de PP du reste des sommets de Uhypercube.
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Démonstration 4.4 La preuve est une conséquence directe du théoréme précédent {c’est en fait un
cas particulier). Pour les sommets p inclus dans P, c’est-d-dire j = 0, w.p = ¢ alors fm=1/2>0
et pour les autres , c’est-d-dire § > 1, w.p = q — j donc nous obtenons fp)=q¢g-7-g+1/2=
-j+1/2<-1/2<00O.

Les célébres neurones grandméres (exprimés généralement dans un formalisme binaire en (—1,1)) sont
les hyperplans Ho(P) avec P étant les sommets de I'hypercube, les 0,-souscubes.

On définit Sy, ’ensemble des parties linéairement séparables, 8,,; I'ensemble des souscubes de H™
et Scsup I’ensemble des parties constituées de couches successives de souscubes. Ces derniéres sont
évidemment linéairement séparables, Nous avons alors les inclusions

Saub C Sc.mb C Sls
i #

Comme il a été signalé plus haut nous avons Card (Ssup) = 3™,
Théoréme 4.5 Card (Syu) = 1 + 20371

Démonstration 4.5 Pour r = n nous n'avons qu’une partie de ce type qui est Uhypercube entier.
Pour r # n le nombre de ces parties est n — r pour chaque r,-souscube (c’est le nombre d hyperplans
intermédiaires défint plus haut). Donc nous avons alors

Card (Scsup) = 1+ E(n —rj2"r (:')

r=0

Sachant que (r —r)(?) = n("_"), nous avons enfin

n—1
Card (Seoup) =14 3 n2™" (" : 1) =1+2n3""!

r=0

0.

Ce résultat nous permet donc de minorer le nombre de parties linéairement séparables. Mais ce mi-
norant n'est pas trés fin. Un résultat beaucoup plus précis est donné dans [142] pour n > 8. Avec les
majorants donnés dans [124] valables pour n > 2, nous avons alors ’encadrement

n{n—1) n n __ n2+l
272 2432 < Card (S;,) < 2 Z (2 k 1) < -2—n— < 2“2
k=0

D’oll la relation sur le comportement asymptotique

l < lil’l’l lo—gM < 1
2 n—+o0 n?

Il semblerait que ce soit le résultat le plus précis obtenu sur le dénombrement des parties LS, qui est
encore un probléme ouvert. La derniére expression est un peu abusive, car on ne sait méme pas si la
limite existe.

95



CHAPITRE 4. UNE ETUDE DE L’HYPERCUBE

4.5 Caractérisation des parties linéairement séparables

Théoréme 4.6 VP C H* P est C-LS = P est connexe minimal

Démonstration 4.6 Nous allons démontrer la contraposée. Soit P ¢ H™ une partie non conneze
minimale. Donc 3 (s;,5;) € P? tel que VS ¢ W(sy,s2), S C P = S n'est pas un chemin minimal.
Supposons que d(s1,52) = a. Nous allons tout de méme essayer de construire un chemin minimal entre
51 €t s, en commencant par le chemin incomplet S = (51, — , 53).

Tout d’abord supposons que N, (s1) N P # 0 et soit py un élément de cette intersection. Supposons
que Ny, (s2) NP #£ B et soit p, un élément de cette intersection. On peut alors compléter notre chemin
S avec

S= (p11p21 - aPmPa+1) avec p = 5 et Dat1 = 52
Cette méthode de rapprochement ne peut pas continuer Jusqu’a ce que S soit complet, sinon nous

aurions un chemin minimal, ce qui contredirait notre hypothése. Donc cette construction se termine
avec le chemin incomplet

S = (p17p2y---tpia - 7pj1"')pa7pﬂ.+l)
tel que i< et N, (s)NP=N,(s;)NP=0 {4.3)

3

Les constructions des deuz parties de ce chemin (gauche et droite) ne s’arrétent pas forcément en
méme temps, une partie peut se lerminer avant Uautre. Mais il est obligatoire que les deuz s’arrétent
avant qu’elles ne se rencontrent.

Dans ces conditions soit vi € N, (s;) donc d’aprés (4.3) nous avons v; € P et d’aprés (4.1) nous
obtenons vy € P(p;,p;).

Le sommet vy est alors défini comme opposé de v, dans P(piypj), c'est-d-dire tel que P(p;,p;) =
P(vy,va). 57 P(pi, p;) = H (B, s), vy est ezactement défini par ses projections complémentaires

v/ = Opplviyp) et V25 = Vg =S

Mais piyg = Opp(pj/E) et pi/g = Pijg = 5, el d(pi,m1) = 1, donc en utilisant la propriété (4.2) nous
obtenons d(p;, v2) = d(Opp(p;), Opp(v1)) = d(pi,v1) = 1. On peut en déduire v, € N (s;) et donc que
vg € P. Ce qui nous permet de conclure que P est NC-L.5, terminant lo démonstration. O,

Théoréme 4.7 VP C H*® P est LS = P est C-LS

Démonstration 4.7 Preuve par {’absurde. Soit P C H™ une partie LS et NC-LS. Donc Jw € R™*!
tel que
Ve P fu(z) >0 et VYzeP f,(z)<0 (4.4)

El nous avons aussi
3 (s1,52) € P2 3 (ug,u2) € P* tel que  P(sy, 53) = Pluy, ug) = H"(B, s)
Dans ces conditions nous obtenons
31/5252/§:ﬂ1/§:’M2/§:S

S1/p = Opp(sle) et g = Opp{ug/B)
Nous avons done
(Sl + Sg)/g = (”l + UQ)/E =2s
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et (SI + 32)/3 = (ul +u2)/5 = (1,...,1)

On peut alors en déduire

fu(s1) + fu(s2) = 2wo+ wp.(s; + s2)/8 + w (st + s2)/5
= 2w+ wyp.(w +ux)/p + W g-(u1 + u2) 5
= fulw} + fu(uz)
Or P est LS, et donc d'aprés ({.4)
fw(Sl) >0 fw(32) >0 fw(“l) <0 fw(u2) <0

Ce qui est absurde. Le théoréme est démontré O.

Soient S5, Sem et S, respectivement 1’ensemble des parties C-LS, connexes minimales et connexes.
Les théorémes précédents prouvent que :

Sh C Scl’a g Scm g Sc

La figure 4.2 représente une partie P, connexe mais non connexe minimale en dimension 3, la figure
4.3 une partie P, connexe minimale mais non C-LS, et la figure 4.4 une partie P; C-LS et LS.

0 ) N

e fu! s Fa:

Fig. 4.2: B, FiGc. 43: B, Fic. 4.4: P

Afin de saisir ce que la propriété d’étre C-1.S implique sur la notion de séparabilité, nous allons analyser
ce que signifie le fait que deux couples de sommets aient le méme souscube propre.

Théoréme 4.8 5i V(u,v) € R"?, M[u,v] est le milicu du segment [u,v], alors V(s1,sq,53,54) €
(H™)! distincts, on a les équivalences suivantes :
(P1) P(s1,52) = P(s3,84) <= M5y, 83] = M(s3,54] (P2)
<= (51, 33, 52, 54) est un rectangle (P3)
== Jsus2[N]ss,sa[#0 (P4
T~ [31,32] (] [83, 34] ;{-‘ @ (P5)
Démonstration 4.8 L’équivalence (P4) <> (P5) est simplement die au fait que les points sont

distincts et que les sommets de Uhypercube sont sur un convere. On montre alors le théoréme par la
permutation circulaire suivante (P1l) = (P2) = (P3) => (P4) = (P1).

(P1) = (P2) : Supposons que P(s1,53) = P(s3,584) = H(B,s). Donc

2M[81,82] =51+ 52 et 2M[83,S4] = 83+ 84
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On a alors
2M[31132]/§ = 81/'§+32/§ =28= S3/§+S4/§ - 2M[-€3,S4]/‘B‘
De plus

2 Ms1,52])p = 5178 + Opp(s1/8) = (1,...,1) = s3/p + Opp(sa/p) = 2M(s3,54]/5

Dot on conclut

Msy, s3] = Ms3, s4]

(P2) = (P3) : Supposer (P2) implique que (51, 53, 82, 54) est un parallélogramme et que ¥i € IN,,
81, + 82, = 83, + sq,. Comme (sy,, 53;,83;,54,) € {0,1), il y a seulement siz quadruplets possibles
donnés dans le tableau qui suit

LCas[1]2]8 45 6]

sy, o6t 1 0
g, 0|1 0 1
s3; |G| 11|01 ]0
sa;, || O 1 1lo|1

A partir de ce tableau on obtient alors

(31 —_ 83).(51 - .5'4) = (52 - 33).(32 - 84) = (53 - Sl).(.‘)‘g - Sg) - (84 - Sl).(84 - 5’2) =0

Done le parallélogramme (sq, 53, 52, 54) est un rectangle.
(P3) = (P4) : Evident.

(P4) = (P1) : (P4) implique 3p €]y, 52[ N ] 53, 54 [, denc
I, A) €10,1[% tel que  ps; + (1 — pr)s; = Asy + (1—A)sy=p

Comme ¥i € IN,, (s, 92, 53,,84,) € {0,1}*, il ewiste seulement siz quadruplets (les mémes que ceuz
détaillés dans le tableau précédent) qui conduisent & des équations possibles () = 0,1 =1, u=2Aet
p+A=1

En analysant ce tableau on peut en déduire que

§1; = 8§3; == S3; = 84, = 51; = Sy, et 81, = 82, == 83, = &4
St on suppose que P(sy,s2) = H*(B, s), alors
S3;g=5%yg et syp= OPP(54/B)
donc P(s3,s4) = HF (B, s) O.
Dans le cas oil nous avons (sy,s,) € P et (s3,34) € P,

la propriété (P3) est appelée une position de XOR généralisé.

En étudiant de multiples exemples en faibles dimensions, le fait d’étre C-L.S semble &tre une caracté.
risation des parties LS. Nous P’avons conjecturé trés longtemps et vérifté par simulations en faibles
dimensions.
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Toutes les parties C-LS jusqu’d la dimension 8 sont linéairement séparables.

La vérification n’a pas été faite par une génération systématique des parties de I'hypercube, car en
dimension 8 le nombre de parties & générer est 22° = 2256 ~ 1077 co qui est déja de l'ordre de grandeur
du nombre estimé de particules dans I'univers. En fait, seulement un élément de chaque type de fonction
C-LS a été généré par un algorithme assez complexe (voir paragraphe suivant).

Si la conjecture (C-LS <= LS) était vraie, d’aprés le théoréme précédent on peut en déduire que
la nonséparabilité est toujours causée par au moins deux couples de sommets en position de XOR
généralisé. Comme le XOR caractérise la nonséparabilité en dimension 2, les XOR généralisés caracté-
risent la nonséparabilité en dimension quelconque.

4.6 Automorphismes affines et simulations

Le but des simulations était de vérifier la véracité de la conjecture en dimension la plus élevée possible.
Avant de détailler la méthode et ’algorithme employé nous introduisons plusieurs notions relatives
aux propriétés de symétrie de 'hypercube, qui permettent de réduire de manidre trés importante la
quantité de calculs pour vérifier cette conjecture.

Définition 4.8 Une isométrie affine h laissant globalement Uhypercube invariant sera appelée un
automorphisme affine de H™. On notera I, Uensemble de ces applications.

Théoréme 4.9 L’ensemble I, a une structure de groupe et Card (In) = 2™n!

Démonstration 4.9 La structure de groupe est simple a montrer, mais on pourra reporter le lecteur
d une étude trés détaillée dans [6]. Dans cet ouvrage le dénombrement de I, esi aussi réalisé par des
considérations purement algébriques. Nous allons donner une démonstration intuitive de ce théoréme.
Pour construire une isométrie affine il faut définir 'image de n + 1 points affinement indépendants,
autrement dit, I'image d’un point par Uapplication affine et | ‘image de n vecteurs indépendants par
Uapplication linéaire associée. Il faut de plus que cetle application soil une isométrie. On va donc
définir 'image de Uorigine et de ses n voisins. L’image de [ ‘origine O peut étre n’importe quel autre
sommet de Uhypercube, nous avons donc 2" possibilités, on la notera h(O) € H™. Mais pour conserver
les distances il faut nécessairement que I'image des voisins de O soit des voisins de h(O). Si on choisit
l'image du premier voisin de O dans les voisins de h(O) nous avons n possibilités. Ensuite pour le
second nous avons n — 1... Le nombre d’affectations possibles est donc nl. Il est aisé de vérifier
qu’une lelle application est une isométrie qui laisse | hypercube globalement invariant, et que ce sont
les seules. Nous avons donc bien Card (In) = 2"n!. Du point de vue des fonctions booléennes, ces
automorphismes affines peuvent aussi étre considérés comme des permutations des variables, combinées
avec des inversions.

Définition 4.9 Sur l'ensemble des parties de H™ on définit la relation binaire suivante
PRQ = dhel, [ MP)=Q

1l est évident de montrer que cette relation est une relation d’équivalence. Elle induit donc une partition
de P’ensemble des parties de H". Deux éléments de la méme classe d’équivalence seront dits de méme
type. D’un point de vue de graphe, quand deux parties sont de méme type, alors leurs graphes induits
sont isomorphes. Dans [184], I'auteur arrive & dénombrer le nombre de types de fonctions booléennes
en dimension quelconque. Cet article est considéré comme ”a tour de Jorce research paper” par F.
Harary (spécialiste des graphes [85] qui a beaucoup étudié I'hypercube (88, 86]) dans un article [87]
o il étudie les fonctions booléennes considérées comme des parties de Phypercube.
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Théoréme 4.10 Si on note par P la classe d’équivalence de P, et par fipy ensemble des éléments
de I, qui laissent invariante la partie P, alors nous avons

Card (1) = Card (P) Card (I(p))

Démonstration 4.10 I est facile de montrer que [py est un sous-groupe de I, donc Card (py)
divise Card (1,,). Le quotient peut alors étre interprété grace au théoréme de la théorie des groupes,
dit de "la transitivité des indices”, donné dans [6]. Mais on peut démontrer ce théoréme de la maniére
suivante. Si on considére P et ( de la méme classe d’équivalence soil P= Q, alors on peut montrer
que Card (Ijp)) = Card (fiq)), en éladblissant une bijection entre Iipy et Iy grace i Pisométrie qui
transforme P en Q. Donc si on prend un élément h de I,, soit h € I(py, soit h ¢ Iipy mais dans
ce cas h(P) € P, donc Card (Iingpy) = Card ({(p)). En itérant ce processus jusqu’a ce qu’il n’y ait
plus d’élément dans I,, nous pouvons donc en déduire que Uensemble I, est partitionné en Card (f’)
sous-ensembles de cardinalité Card (I(py). Dot le théoréme. O.

Ce dernier théoréme n’a pas été utilisé dans les simulations, mais il permet de calculer le nombre
d’éléments d’une classe d’équivalence a partir d’un seul de ses éléments, et du nombre d’isométries qui
laissent cet élément invariant.

Théoréme 4.11 VP C H" Vhel, P estlS <= h(P)est LS

Démonstration 4.11 Si P est LS cela sinitfie qu'il existe un hyperplan f, qui sépare les sommets
de P du reste des sommets de Uhypercube. Alors Uhyperplan h(f,) sépare les sommets de R(P) du
reste des sommels, car une isométrie conserve les distances O,

Ce théoreme, évident, est trés important car il permet de réduire de manidre trés substancielle la
quantité de calculs pour vérifier la conjecture, et nous a permis de la vérifier jusqu’a la dimension 8.

Ainsi pour une dimension donnée n, la vérification de la conjecture ne nécessite que la géné-
ration d’un seul élément de chaque type de partie C-15 et la vérification de sa séparabilité.

La génération des parties C-LS se fait de manidre récursive sur p le nombre de sommets d’une partie.
Avant de présenter la méthode utilisée, nous définirons la notion de voisinage d’une partie.

Définition 4.10 Soit P C H"™, le voisinage de P, noté Vois(P) est ensemble des sommets qui ne
sont pas dans la partie P, mais qui onl au moins un voisin dans P soit

Vois(P) = {s€ H"/s ¢ P et Ip € P avec s € N(p)}

Le principe de l'algorithme 4.1 présenté ci-dessous, est de générer une partie () de n + 1 éléments
par union d’une partie & n éléments P et d’un élément du voisinage de P. Donc cette partie () est
forcément connexe. Ensuite on teste si elle est minimale connexe, mais en testant uniquement les
chemins qui ont le nouvean sommet s comme extrémité. Ce nlest pas la peine de vérifier les autres car
P était connexe minimale. Enfin on teste si cette partie est C-LS. Si elle I'est alors on vérifie que les
parties déja calculées ne soient pas de méme type.

Le temps de calcul croit trés rapidement avec la dimension. Ainsi pour n = 7 le calcul a nécessité une
semaine sur une SPARC 10, et pour » = 8l a fallu 5 mois (avec un "plantage” de machine par semaine
au moins!}. Toutes les parties C-LS générées sont LS. La vérification a été faite assez rapidement, avec
I"algorithme BCP présenté dans le chapitre suivant.

Un résultat intéressant de cette simulation est la répartition du nombre de types de parties C-LS en
fonction du nombre de sommets. Ainsi les figures 4.5 et 4.6 qui suivent, représentant le nombre de
type de fonctions C-1.S en fonction du nombre de sommets, nous montrent plusieurs phénoménes.
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Algorithme 4.1  Génération des parties C-LS en dimension n.

Cy = {0}
Boucleden =2 — 2% .1
Co=9

Boucle sur P e C,_;
Boucle sur v € Vois(P)
Q=Pu{n)
Si (Q est connexe minimale) faire
Si (Q est C-LS) faire
deja—=vrai
Boucle sur R € C,
Si (Q == R) deja=vrai
Fin Boucle [R]
Si (deja==faux) C,, +— C,UQ
Fin si
Fin S5i
Fin Boucle [v]
Fin Boucle [P]
Fin Boucle [n]

¢ Premiérement les courbes sont symétriques autour de 2*~1, Dans le cas ot la conjecture est
vraie, ceci est tout a fait normal et a confirmé la validité du programme de génération, et la
conjecture pour les dimensions testées. En effet si on définit C_ et C4 comme Pensemble des
parties C-LS qui ont un nombre de sommets respectivement inférieur strict et supérieur strict a
2"~1, on peut aisément définir une bijection entre ces deux ensembles, car en prenant une partie
LS dans I'un de ces ensembles on peut lui associer de maniére unique la partie complémentaire
qui est dans 'autre ensembile.

e Deuxiémement le nombre de types de fonctions C-LS pour 27! devient comparativement au
maximum tres faible quand la dimension augmente. De méme on peut remarquer un petit ra-
lentissement des taux de croissance des courbes pour 2"~!, Ces phénoménes doivent g’expliquer
par le fait que pour ces nombres de sommets les parties C-LS ont beaucoup de symétries. Donc
le nombre de ces parties est trés important mais le nombre de types devient faible par rapport &
des parties qui ont beaucoup moins de chances d’avoir des symétries. Mis 4 part ce phénoméne,
ces courbes ont une allure générale trés proche d’une gaussienne.

Le nombre total de types de fonctions booléennes C-LS est résumé dans le tableau 4.6 pour les diverses
dimensions testées, avec en comparaison le nombre de types de fonctions booléennes trouvés par D.
Slepian dans [184], le nombte de fonctions linéairement séparables et le nombre total de fonctions.
Ce tableau nous montre la trés grande rapidité de la croissance doublement exponentielle du nombre
de parties quelconques de H™. Le nombre de types de fonctions booléennes quelconques croit lui aussi
trés rapidement. Le nombre de fonctions linéairement séparables a une croissance beaucoup moins
forte (inférieure 3 O(27%)), et le nombre de types de fonctions C-LS encore moins, ce qui a permis le
calcul jusqu’a la dimension 8. Il convient de noter que la complexité de algorithme de génération des
parties NC-L8S semble difficile & calculer car elle doit dépendre du nombre de types de parties NC-LS
et du nombre de parties connexes minimales, deux dénombrements qui ne paraissent pas aisés.
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FiG. 4.5: Nombre de types de parties C-LS
en fonction du nombre de sommets pour un
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FIG. 4.6: Nombre de types de parties C-LS
en fonction du nombre de sommets pour un

l[ Dimension ” Nombre total de parties

Nombre de types ”

Card {5);) [ Types C—LS_H
4

1 4 3 3
2 16 6 14 5
3 256 22 104 10
4 65.536 402 1.882 27
5 4.294.967.296 1.228.158 94.572 119
6 1.8446 10 | 400.507.806.843.728 15.028.134 1.113
7 3.4028 10°8 8.378.070.864 29.375
8 1.1579 1077 17.561.539.552 946 2.730.166

TAB. 4.1: Nombre total de parties, nombre de types de parties quelconques, nombre de parties LS
nombre de types de parties C-LS (et LS).

H
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4.7. CONCLUSION

Aprés cette simulation la conjecture nous semblait indubitable. Une démonstration théorique de I'im-
plication C-LS == LS a été recherchée sans succes. Ce n'est que trés récemment que nous avons pris
conscience qu’une telle recherche était vaine, car malgré ses apparences trompeuses la conjoncture est
fausse. En effet, d’aprés la propriété (P2) du théoréme 4.8 la propriété C-LS est en fait totalement
équivalente & une propriété dénommée 2—assommabilité [142] qui s’exprime par :

P est 2 —assommable <= V(s1,52) € P V(p1,p2) € P s, + 59 o+

Or il a été montré que cette dernitre propriété est équivalente & une propriété plus anciennement
étudiée, nommée la monotonie compléte. Pendant de nombreuses années, cette derniére propriété a
été considérée comme étant équivalente A la séparabilité linéaire, jusqu’a ce que Gabelman [75] trouve
un contre-exemple en dimension 9. Ensuite d’autres contre-exemples ont été exhibés en dimensions
plus élevées [142], mais apparement en nombre assez restreint.

La grande période de I’étude de la logique & seuil semble s’8tre terminée principalement sur I’4tude de
ce principe d’assommabilité. La seule condition nécessaire et suffisante découverte dans ce cadre est
une généralisation nommée I'assommabilité compleéte - propriété qui est en fait totalement équivalente
au principe de non-intersection des enveloppes convexes.

Les simulations réalisées étaient exactes car la propriété de 2—assommabilité est bien équivalente a
la séparabilité linéaire jusqu'en dimension 8. Ce résultat a aussi été obtenu par Muroga [143] par
énumération de toutes les parties complétement monotones jusqu’en dimension 8. Les nombres de
types de parties LS jusqu’en dimension 8 donnés dans cet article correspondent exactement 3 ceux
que nous avons trouvé.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une étude de ’hypercube ayant pour but la caractérisation des
parties linéairement séparables. Plusieurs résultats ont été établis.

Le théoreme de stratification de I'hypercube apparait comme une généralisation des neurones grand-
meres, et un cas particulier sera utilisé dans le chapitre suivant pour exclure les sommets d'un souscube
des autres sommets. Avec ce théoréme, nous avons donc défini un sous-ensemble particulier de parties
LS.

Concernant la caractérisation des parties linéairement séparables, nous avons cru i la véracité de la
conjecture pendant pratiquement toute la durée de ce travail de thése. Ce n’est que trés récemment que
nous avons découvert les nouveaux éléments présentés dans le paragraphe précédent. Mais, n’étant
pas influencé par ces études antérieures, nous avons développé une nouvelle approche du probléme
en nous intéressant aux propriétés de graphe. Certains résultats (connexité, connexité-minimale et la
propriété (P3)) semblent &tre nouveaux. Par cette nouvelle approche, le dénombrement des parties
C-LS, donc 2—assommables, est peut-&tre plus facile a envisager. Un tel dénombrement est intéressant
car il fournirait certainement un majorant plus fin que le majorant classique.

Le probleme de la caractérisation des parties LS reste donc posé. Peut-étre que 'analyse des contre-
exemples dans le cadre topologique que nous avons développé pourrait fournir de nouveaux résultats.
En tous cas, il semble que le concept de souscube ait une importance capitale dans cette étude. Une
voie de recherche possible est le développement d’une représentation simplifiée des parties LS par un
graphe de souscubes, deux sous-cubes étant définis comme ad jacents si et seulement si leur intersection
est non vide et I'un n’inclut pas 'autre.

La richesse des structures mathématiques de I’hypercube en fait une source inépuisable de problémes.
Etant donnée son implication dans de multiples domaines, son étude est d’une grande importance.
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Mais cette étude est difficile. Cette difficulté d’approche tient beaucoup au fait qu’il est impossible
d’avoir des idées géométriques intuitives en dimensions supérieures a 3. Vu le nombre grandissant
d’études et de publications touchant 3 cet objet complexe, ’hypercube va certainement nous révéler
encore beaucoup de secrets dans les années 3 venir.
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Jadmire la beauté de cette simplicité logique en laguelle je crois,
faite d’harmonie, que nous ne pouvons qu’eppréhender avec humilité,
et de fagon seulement imparfaite.

ALBERT EINSTEIN

Chapitre 5

BCP : une méthode efficace
d’apprentissage d’une unité

5.1 Introduction

Comme on I’a vu dans le chapitre 3, les algorithmes de construction offrent un excellent palliatif aux
probléemes majeurs de la rétropropagation : minima locaux, choix a prieri de la structure du réseau et
temps de calcul trés longs. Une grande partie de ces algorithmes, Upstart [71}, Tiling [133], Offset [128],
utilisent les versions améliorées du Perceptron pour apprendre une unité. Ces versions utilisées sont
principalement : le Pocket algorithme [76], la version Ratchet de ce dernier et le Thermal Perceptron
[72]. Ces améliorations permettent d’obtenir une solution satisfaisante quand le probléme est non
linéairement séparable (NLS) : elles essayent de placer le mieux possible I’hyperplan et de minimiser
le nombre d’erreurs résiduelles. Quand le probleme est linéairement séparable (LS), ces algorithmes
convergent vers une solution de la méme manitre que le Perceptron.

Leur utilisation pose deux problémes. Premitrement ils sont assez sensibles & la maniére dont on
initialise les poids et deuxi®mement, ils sont assez, voire treés sensibles, aux divers parametres d’appren-
tissage. Ainsi le Pocket et le Ratchet sont assez sensibles au taux d’apprentissage et le Thermal
Perceptron est trés sensible a la température initiale. Quand celle-ci est bien initialisée, le Thermal
Perceptron donne de trés bons résultats. Mais comme nous allons le voir par la suite, le réglage de
cette température est extrémement difficile, il dépend complétement du type de probleme.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un nouvel algorithme d’apprentissage d’une unité binaire,
basé sur des principes géométriques. Cet algorithme nommé Barycentric Correction Procedure (BCP)
ou Procédure de Correction Barycentrique [155, 159], est particulierement efficace et surclasse les
précédents algorithmes & tous les niveaux, pour les problémes LS : trés grande rapidité de convergence
et possibilité de convergence vers la solution optimale (au sens du pouvoir de généralisation), et pour
les problémes NLS : trés bonne minimisation du nombre d’erreurs résiduelles, possibilité de trouver
rapidement un ensemble d’exemples exclus pour une utilisation avec le Sequential Learning [125]. De
plus le bon positionnement des hyperplans fournit finalement un bon pouvoir de généralisation aux
réseaux construits.

Historiquement cet algorithme fut développé pour tester la séparabilité linéaire des parties C-LS (voir
chapitre précédent) pour vérifier la conjecture C-LS &= LS que nous pensions vraie. Son développe-
ment est parti de I'intuition géométrique suivante : comme les parties C-LS sont connexes minimales,
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elles sont trés compactes et de plus sur un convexe. En observant quelques exemples en faibles dimen-
sions, la propriété d’étre C-LS fait qu’elles sont encore plus compactes. Si on prend un axe liant le
barycentre d'une partie avec le barycentre de son complémentaire qui est aussi une partie C-LS, on
a de grandes chances de pouvoir séparer ces deux parties. Ainsi une premiere simulation fut réalisée
en prenant comme vecteur des poids le vecteur liant ces deux barycentres, et le seuil fut calculé de
maniere & séparer ces deux parties. Une telle méthode donna déja de bons résultats : une grande
proportion des parties C-LS furent découpées. Mais certaines résistérent et la possibilité, dans le cas
analogique, d’avoir des distributions LS trés irrégulidres, imposa alors une correction itérative de la
position de ces barycentres. Ainsi la premiére version opérationnelle de cet algorithme naquit et se
révéla d’une extréme rapidité pour les problemes LS. Par la suite, un théoréme de convergence fut
recherché. Basé sur I'idée que deux parties .S ont deux enveloppes convexes disjointes, une version
spéciale fut développée pour converger vers le connecteur minimal {le vecteur de norme minimal liant
les deux enveloppes convexes). Cette version est plus rapide que le Perceptron, mais son principal
avantage est de converger vers le connecteur minimal [157]. Enfin la dernidre phase du développement
du BCP fut 'ajout d’un systéme de Pocket et de deux procédures, pour optimiser le nombre d’er-
reurs ou le nombre d’exclus pour les problémes NLS, et enfin "amélioration heuristique des quelques
parameétres de I'algorithme initial.

Ce développement a ainsi abouti & un algorithme d’apprentissage d’unité a seuil trés efficace, utilisable
dans une grande partie des algorithmes de construction de réseaux binaires, y compris le Sequential
Learning.

Aprés une présentation générale de {’algorithme (haut niveau de description), les diverses méthodes
utilisables, heuristiques ou déterministes, sont détaillées (bas niveaux de description). La section sui-
vante présente les simulations réalisées pour apprendre une unité. Les simulations de la section sui-
vante concernent ’utilisation du BCP dans les algorithmes de construction. La section 5.7 décrit une
amélioration du BCPSL, association du BCP et du Sequential Learning, particulitrement rapide et
permettant 'apprentissage de problemes trés complexes en un temps trés faible comparativement aux
autres algorithmes. Cette amélioration est basée sur le théoréme de stratification de I’hypercube pré-
senté dans le chapitre précédent [156]. La dernizre évolution de cette association efficace est décrite
dans la section 5.8 : un algorithme de construction multi-sorties [158]. Une amélioration similaire &
celle du BCPSL sera aussi présentée. Nous conclurons ce chapitre aprés avoir évoqué une possibie
implantation des réseaux fournis par ces derniers algorithmes.

5.2 L’algorithme général

5.2.1 Rappels et notations

Comme on I'a présenté dans le chapitre 3, une unité a seuil est un systéme A une sortie connecté i n
entrées ;. Chaque connexion est caracterisée par son poids w;. L unité calcule sa sortie en faisant la
somme pondérée des entrées par les poids plus la quantité # seuillée par une fonction de Heaviside ¢.

s:¢(iwizi+9):¢(w.z+6) (5.1)
=1
d(Ay=1 si A>0 et HA) =0 si A< (5.2)

En général # est appelé le biais (biasen anglais), et le seuil est —f. Par abus de langage nous nommerons
6 le seuil. La quantité A = w.z 4 ¢ est nommée entrée totale.

La base d’apprentissage C = C; U C est composée de deux ensembles de vecteurs d’entrée. Un
ensemble C'y = {p1,...,pn, } de Ny vecteurs de cible 1 (ou target) et un ensemble Co = {my,...,mn, }
de No vecteurs de cible 0. On définit les ensembles f; = {1,..., N1} et Iy = {1,..., No}.
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Dans I'espace d’entrée IR", les équations 5.1 et 5.2 définissent deux demi-espaces de IR™ séparés par
I’hyperplan d’équation w.z 4+ = 0, un demi-espace pour lequel A > 0 que I’on nommera, demi-espace
positif, et I'autre demi-espace négatif oit A < 0.

L’apprentissage d’une telle unité consiste donc a trouver, s’ils existent, un vecteur w et un seuil 8 tels
que 'hyperplan w.z + # = 0 sépare les points de (] des points de Cp, c’est-a-dire que les points de
C se situent dans le demi-espace positif et ceux de Co dans le demi-espace négatif. Si un tel couple
existe on dira que cette base d’apprentissage est LS, sinon elle est NLS. Sans perte de généralité, on
définira une fonction LS si les points sont du bon c6té et si aucun ne se trouve sur I’hyperplan (on
peut facilement montrer que les deux définitions sont équivalentes).

Ainsi on aura C et Cp LS si et seulement s'il existe un vecteur w € IR™ et un seuil # ¢ R vérifiant

Ve, €eCr wp;+8>0 et Vm, € Co wm;+60<0 (5.3)

Dans le cas ot la base est NLS, le but est de trouver la meilleure solution possible en optimisant
un critere, dépendant de l'algorithme utilisé : minimisation du nombre d’ezemples mal classés ou
magimisation du nombre d’ezclus de méme cible. Dans le cas o deux solutions ont la méme performan-
ce, on gardera celle qui offre les meilleures caractéristiques pour le pouvoir de généralisation.

5.2.2 Description de haut niveau de 1’algorithme général
Principes

Le BCP est un algorithme itératif. A chaque itération deux hyperplans seront calculés : #! pour garder
une convergence rapide dans le cas LS, et ’H:,oc qui sert & optimiser le critére choisi. L’expression de
ces hyperplans est la suivante :

Ho: wlz4+et=0
Moot € W2+ 85, =0 avec ¢ e {~1,1}

Pour une base d’apprentissage inconnue, Ialgorithme est lancé avec un nombre d’itérations limité
tmaz- Au cours de 'apprentissage la meilleure position prise par ’hyperplan Hyoo €8t sauvegardée
dans un troisiéme hyperplan Hyoc- Si cette base est LS, et que le BCP trouve une solution avant fy.p
itérations, I’algorithme est arrété et la solution retenue est M. Si ce n’est pas le cas (base NLS ou LS
mais la solution n’est pas trouvée) la solution retenue est Hpoc.

En général on sauvegarde Hpoe dans Hpo, lors d’une amélioration du critére optimisé (nombre de mal
classés plus faible ou nombre d’exclus Plus élevé). Dans le cas d’égalité du critére, }},, sera aussi
sauvegardé si la quantité Goc que P’on nommera marge (ou gap) est plus grande que celle que I’on a
sauvegardée Gpo.. Cette quantité est définie par I'équation suivante :

Groe = min{d (z,H,.)/¢" w'a + 62, > 0} + min{d (2, H;,;) /e* w'.z + 6}, < 0}

avec d (z, HL,.) la distance entre le point z et I'hyperplan %,

L’optimisation de la marge permet d’accroftre la robustesse de la solution. Cette quantité représente
la largeur de la zone qui ne contient pas de vecteurs d’entrée autour de I'hyperplan. Plus cette marge
est grande, meilleur sera le pouvoir de généralisation. 1l est bien entendu plus important d'optimiser
le critére choisi que la marge, 'optimisation de celle-ci est donc reléguée & un niveau inférieur. En
général, on a pu observer que le critére était rapidement optimisé au début de 'apprentissage, et s'il
y a suffisamment d'itérations, la marge est optimisée jusqu’a la fin dés que le critere stagne.
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Calcul du vecteur des poids

Soit b] (resp. b)) le barycentre des poiats de C; (resp. Cy) pondérés par I'ensemble de coefficients de

pondération positifs of = (af,...,af ) (resp. p* = (uf,.. -y i3y, ))- Leur expression est donc
Z afp,- Z mei
b]i = ﬂ"—t— et bt = &t_ (5.4)
Z Q; Z H;

'-*.Ell iEI()

Ces barycentres sont aussi appelés combinaison convere car b (resp. bp) est a 'intérieur de 'enveloppe
convexe des points de Cy (resp. de Cy), et les coefficients de pondération coordonnées barycentriques.
Le vecteur w est alors calculé avec

w' = b} — b {5.5)

Comme on I'a abordé dans I'introduction, le principe de base de 'algorithme est une correction itérative
de la position de ces barycentres. A I'itération ¢ + 1, les coefficients de pondération seront augmentés
d’une quantité nommée modification de pondération 3¢ = (3}, .. -1 BN,) et 88 = (8f, ..., 84 ). Ainsi :

Yie l aft!t = of + gt
Viel ,LL;-+1 = ,uj; + 6t (5.6)

On ne modifiera pas la pondération des exemples bien classés, donc pour ceux-ci les modifications de
pondération seront prises & 0. Pour les exemples mal-classés les modifications de pondérations seront
supérieures ou égales & 0, avec au moins une de ces quantités strictement positive pour avoir une
modification de w.

On peut analyser géométriquement I'effet d'une telle méthode et avoir une idée intuitive de la maniere
dont converge le BCP vers une solution dans le cas LS. Augmenter la pondération des exemples mal
classés implique que le barycentre de leur classe va se déplacer dans leur direction. Ainsi le vecteur w
sera mieux orienté pour trouver un seuil qui permette la séparation. Cette idée sera développée plus
loin sur des bases théoriques.

Les modifications de pondération seront calculées par des méthodes déterministes ou heuristiques.

Calcul des seuils

La différence dans le calcul de #* et H!,, réside dans des techniques différentes de calcul des seuils
#t et 9:,06, car ces hyperplans n’ont pas le méme objectif. Le premier doit assurer une convergence
rapide en cas de probleme LS, et le second est calculé dans le but d’optimiser le critére choisi, pour
une position donnée du vecteur w imposée par le calcul de H!. Le seuil # est ainsi calculé par des

procédures heuristiques, et G;OC par des méthodes complétement déterministes.

Arrét de Dalgorithme

Avant de calculer les seuils et les modifications de pondération, on peut tester simplement si une
solution peut étre trouvée avec le vecteur w courant. On définit la fonction 9 : R* — R qui associe
a un point p le seuil d’un hyperplan perpendiculaire & w et passant par le point P. L’équation de cet
hyperplan doit donc vérifier w.p + #(p) = 0 (I’hyperplan doit aussi &tre orienté de manidre & ce que
le vecteur w soit dans le sens demi-espace négatif vers demi-espace positif). Cette fonction s’exprime
alors par :

d(p) = —w'p
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Il est important de noter que si on représente les valeurs prises par cette fonction sur un axe paralléle
a w, cette fonction est croissante dans le sens opposé au sens de w. En effet si on considare deux points
) et z; tels que 22 — 21 = aw avec a > 0 alors on aura #(z,) — I(z2) = wizy — ) =allw|’>0.
Pour un point p on appellera par abus de langage la valeur 9(p) sa projection. En fait cette valeur est
exactement la coordonnée de la projection du point sur une droite quelconque paralléle & w, orientée
dans le sens contraire de w et ayant pour origine du repére le point o de cet axe tel que o.w = 0. Mais
une définition aussi précise ne nous est pas nécessaire, en fait P’origine du repere n'est pas importante,
c’est la relation d’ordre induit par cette fonction qui est fondamentale.

On définit les ensembles

o ={d(p)/p e C1}  do={I(m;)/m; € Co} et P=a,Udp

L’indice ¢ a été omis dans ces définitions, mais ces ensembles dépendent évidemment de ['itération.
Dans le cas
max®y < min ¥

alors ceci signifie que les ensembles 9 et ?p ne se chevauchent pas, et ainsi en prenant comme seuil

o — max -2|—min g (5.7)

le couple w* et # est une solution verifiant 5.3, et I'algorithme peut étre arrété.
En effet, si p; € Cy, alors —#(p;) > — max ¥, donc

max ¢y + min 9 __ min # — max 9,
2 - 2

De la méme maniére pour les points m; de € nous avons —#{(m;) < — min 9y donc

w'.p; + 6 = —9(p;) + 6° > —max ¥, +

>0

axd; + min 9 ¥, — min 9
wf.m.-+ﬂt:~—19(m,-)+9t<—minﬂo+m 1;_ 1% . Mmax 12 1 2 <0
De plus méme dans le cas oii on ne trouve pas de solutions, le calcul de ces ensembles est nécessaire

dans les procédures de calcul des seuils.

Initialisation de ’algorithme

L’initialisation de cet algorithme réside uniquement dans la valeur initiale des coefficients de pondéra-
tion o and u°. L'efficacité de lalgorithme n’est pas trop sensible & cette initialisation. En général, on
peut simplement prendre tous les coefficients de pondération i 1.

Mais les expériences ont montré que pour certaines fonctions booléennes, cetie initialisation uniforme
peut poser des problémes de precision numérique dans les procédures déterministes de calcul des seuils
que 'on détaillera plus loin. Ainsi la méthode est d’initialiser tous les coefficients de pondération de
maniére aléatoire dans I'intervalle [1, a], avec @ = 2 par exemple.

Présentation de I’algorithme général

Dans |’algorithme décrit ci-dessous, la premiére étape est I'initialisation. Si on minimise le nombre de
mal classés, le critére sera noté n;oc et sera initialisé & Ny + Ny. Au cours de 1’algorithme, la meilleure
valeur du critére est sauvegardée dans 7,,.. Dans le cas d’une maximisation des exclus, le critére sera
Ez},. et sera initialisé a 0. La meilleure valeur du critére est sauvegardée dans Fx,,..

A Détape 5, (M}, meilleurs que H,,.) signifie alors fhoe < Mpoe dans le premier cas et Bzt > Ep,

t 4 H X t —_ i —
dans le second, (#},, équivalent & H,,.) Mpoc = Mpoc OU Bzp, = Exg,..
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Algorithme 5.1  Algorithme général

Etape 0: ¢ =0, initialisation de a®, 40, et du critére
Etape 1: Calcul de bf, 6] et w avec (5.4) et (5.5),
Etape 2 : Calcul de 9, et ¥, si maxd; < min Do, ' donné par (5.7) Stop et on garde H?,
Etape 3 : Calcul de 6 (section 5.3.1 ou 5.3.2),
Etape 4 : Calcul 8, €' et G . (section 5.3.3 ou 5.3.4),
Etape 5: si (#},. meilleur que #,,.) ou (Mo quivalent & Hpoe et Goe > Gpoe)

alors Hpoe ¢— Hip €t Gpop ¢— Gpoc-
Etape 6 : Calcul des modifications de pondération (8)icr, et (5;)].610 (section 5.3.1 ou 5.3.2),
Etape 7 : Calcul de o**! et u**! avec (5.6),
Etape 8 : t«— t+1,sit < t;,, retour 3 PEtape 1 sinon Stop et on garde Hpoc-

Remarques

Une des principales originalités du BCP est la séparation du calcul du vecteur des poids w du calcul
du seuil 8. En général dans les autres algorithmes, ces deux calculs sont faits en méme temps en
travaillant dans un espace de dimension n 4+ 1 : on ajoute une entrée dont la valeur est toujours & 1,
et le poids de la connexion de cette entrée a I"unité est @.

Comme b} est A l'intérieur de 'enveloppe convexe des points de (; et by a Vintérieur de 'enveloppe
convexe des points de Cy, la norme du vecteur w est bornée. Les composantes de ce vecteur ne peuvent
donc pas prendre des valeurs trés importantes comme avec le Perceptron ou la rétropropagation.

5.2.3 Quelques résultats théoriques

Le but est de voir comment varient les positions des barycentres et I'orientation du vecteur w apres
la modification des poids.

Soit Ef C Cy un sous-ensemble de vecteurs d’entrée mal classés de cible 1, et Ef C Cp un sous-ensemble
de vecteurs d’entrée mal classés de cible 0. On notera J? et J§ les ensembles d’indices correspondants.
Les modifications de pondération pour les exemples (bien ou mal classés) qui ne sont pas dans ces
deux ensembles seront pris & zéro.

ElCM{={peC/wpt+# <0} et Ji={ie h/p e B!
E§CMf={meCo/wm+8 >0} et J§={i¢c I/m; € Et}
On peut prendre Ff = ¢ ou E} = 0 mais on doit avoir E U Ef # 0. On suppose bien entendu que

M{U M+ 0, sinon I'algorithme aurait trouvé une solution. Pour ces exemples mal classés, on définit
les modifications de pondération réduites et leurs sommes par :

ﬂz t t 5}::
VEeld ni=—=—"f——— et Vkc Jo Ap = =t (5.8)
DRI RN
iedt i€l ieJg il
K=Y nf et vt= > (5.9)
ieJ: e}

On peut noter tout d’abord que § ¢, 3¢ = Yies B et Fieq 8 = >Ziegt 8f. De plus les modifications
de pondération réduites appartiennent a I'intervalle [0, 1] et leurs sommes & 10, 1.
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Soit by, le barycentre des points de E{ pondérés par les modifications de pondérations (6})ic, , et bf
le barycentre des points de Ef pondérés par les modifications (6%)ica,. Nous avons alors

Z Bip; Z &m;

iei 1€J§

Bl = —— et b =10 (5.10)
S Y BN oF:
ieJ; ey
Les vecteurs el et e sont alors définis par
ef =b, — b at e = be, — b
On montre (voir Annexe A.1), que les variations b}, b}, et w* s’expriment par
b b = 3 alei b)) = kel (5-11)
€]
bt —0h = 3 M(mi—bh) = vteh (5.12)
ieJg
wt—w' = 37 gl —0)) — 3 Al(m; — b) (5.13)
ieJd} iEJg
= klel —vle (5.14)

Le barycentre bi*! est donc dans le segment ouvert 16, 0%, [ et b+ dans ]bh, b2 [. Donc le vecteur wt*!
est beaucoup mieux orienté que w' pour pouvoir trouver un seuil #+! tel que les exemples mal classés
de E{U Ef puissent &tre corrigés. Cette vision intuitive de la convergence est illustrée sur la figure 5.1.

F1G. 5.1: Illustration de la convergence du BCP

Pour avoir une convergence dans le cas LS, il faut donc choisir correctement les modifications de
pondération et le seuil 8. Le choix des sous-ensembles E} et E¢ ne pose pas de probléme, en général
on prendra toujours E] = M} et Ef = M{.

5.3 Les diverses méthodes

Cette section décrit de maniére détaillée les diverses méthodes pour calculer premiérement le seuil §*
et les modifications de pondération (Etape 3 et 6), et deuxiemement les paramétres de H; ,  soit £,
8;,c 6t G (Etape 4).

Pour le calcul de 8 et des modifications de pondérations, deux versions sont présentées :
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¢ la version dont la convergence a été prouvée, et dont la propriété principale est la convergence
vers le connecteur minimal quelque soit le probléme. Donc s%il est LS, I"algorithme converge vers
la solution optimale (tant qu’il y a des erreurs) et dans le cas NLS le vecteur w' tend vers 0.
Nous appellerons cette version BCP Prouvé. Comme nous allons le voir cette versjon nécessite le
choix de 8! sous contrainte, et le calcul des modifications de pondération de maniére déterministe
afin de minimiser une fonction.

e la version heuristique du BCP qui pour Pinstant donne les meilleurs résultats. Nous nommerons
cette version BCP Heuristique. Les modifications de pondération et le senil 8 sont calculés par
des heuristiques.

Nous détaillerons ensuite les deux procédures d’optimisation du critére pour le calcul des paramétres
H},. (Etape 4) :

e une procédure pour minimiser le nombre d’exemples mal classés,
e une procédure de maximisation des exclus.

Comme nous le verrons, bien qu’elles peuvent étre utilisées avec le BCP Prouvé, ces deux dernieres
procédures sont beaucoup plus efficaces avec le BCP Heuristique. Car dans le cas oi il est nécessaire
d’optimiser le critére, c’est-a-dire le cas NLS, le BCP Prouvé a un comportement tres singulier :
le vecteur w® converge vers 0. Cette convergence est tres rapide et l'algorithme n’a pas le temps
d’optimiser le critére. Comme nous le verrons, ce comportement déterministe dans le cas NLS peut
étre utilisé pour détecter la non séparabilité d’un probléme.

5.3.1 BCP Prouvé
Le connecteur minimal

Avant tout développement, il convient de définir exactement le connecteur minimal. Soit &1 Penveloppe
convexe des points de C et £y celle des points Cp. Par abus de langage, on appellera enveloppe convexe
Iintérieur de I’enveloppe plus la frontiére.

Définition 5.1 Le connecteur minimal w,, est défini comme le vecteur de norme minimale qui joint
un point de £ @ un point de £,. Clest-a-dire

Wm = a1 —ag tel que [lay — aq|| = min {||a] — af|| /a] € & et af € &} (5.15)
On démontre alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.1 Les ensembles Cy ef Cy sont LS <= le vecteur Wy, = @) — ag défint par 5.15 et le
seuil 8, dans Uintervalle | — Wiy .05, —Wr,.ah [ vérifient la condition 5.3.

Démonstration 5.1 La condition suffisanie est évidente. La condition nécessaire est prouvée par
Uabsurde. Supposons Cy et Cy LS, et soit w., et 8, un vecteur et un sewil défini comme ci-dessus. Soit
Hs Uhyperplan d’équation wy,.z +8; = 0. Cet hyperplan coupe le segment laga1[. Le point ay se trouve
dans le demi-espace négatif défini par H, et a; dans le positif. Soit D une boule ouverte, doni un
diamétre est le segment laoa,[. Supposons que la relation 5.3 n'est pas vérifice, ulors on peut supposer
par ezemple que Jp € C/w,.p+ 8, < 0. Deuz cas sont possibles.

Premiérement, si le point p appartient & la boule D, alors le point h, défint comme la projection
perpendiculaire de ag sur la droite (a,p), n'appartient pas au segment (a1p]. Mais dans ce cas, on a
lp — aoll < [lwmll, ce qui est une contradiction d’aprés la définition de w,,.
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Deuziémement, si le point p n’appartient pas & la boule D, alors h appartient au segment [a;p]. Les
points a1 et p se trouvent dans £, ainsi que le segment [@1p] et donc h. Mais par construction on a
I — aol] < |lwml|l- Ce qui est absurde.

Une démonstration similaire pourrait étre faite en supposant que Jm € Co/wn.p+ 8, > 0 0.

Ce théoréme est une version constructive du théoréme classique (voir [192] par exemple)
CretCosont LS <= &n& =0
On peut en déduire

Cret Cosont LS <= |lwm|l >0 et ) et Cp sont NLS <= lwm]f =0 (5.16)
Généralités
Avant toute chose il convient de faire une remarque importante. Cette version du BCP a3 applications :
trouver une solution dans le cas LS, savoir si un probleme est NLS ou LS, et converger vers le connecteur
minimal. Bien qu’en théorie, elle peut &tre utilisée pour optimiser un critére dans le cas NLS, son
principe méme la rend totalement inefficace, du fait de sa rapidité de convergence vers le connecteur

minimal qui est le vecteur nul dans ce cas.
La convergence du BCP va étre prouvée dans les conditions suivantes

* le seuil #' est calculé tel que I’hyperplan ¢ coupe le segment ouvert ], bi[. Le seuil doit donc
vérifier la condition 8" € ] — w'.b}, —w'.bf [. Mais une convergence théorique en un nombre fin
d’itérations nécessite un intervalle fermé, on devra donc avoir

0 €K' ave K'=[-w'b +lw|’,—w'by—y[wf’] et velo il (517)

¢ les modifications de pondération seront calculées de maniére 3 minimiser & chaque itération la
variation du carré de la norme du vecteur w*, donc pour minimiser la fonction

2 2
Al = [l "~ | (5.18)

On supposera que 'on a toujours w' # 0, car dans le cas w* = 0 lalgorithme est arrété et on peut
conclure que le probléme est NLS. Comme nous le verrons dans la section suivante, dans le cas du BCP
Heuristique, ce cas peut se produire, et il est alors réglé de maniere simple pour pouvoir continuer
I’algorithme normalement afin de trouver une solution satisfaisante en optimisant le critére désiré.
Dans le cas ol 'on prend des modifications de pondération identiques pour tous les éléments de E?
et identiques pour tous les éléments de Ef, c’est-a-dire

Veeld] Bi=pni=1' et VkelJi & =4 A=A (5.19)

les modifications de pondérations réduites sont alors données par

t gt £ 5t
t 18 t it
K= ——— et V= —2_ (5-20)
4B+ 3 of g68t + >
i€n i€l
avec ¢} = Card (Ef) et gf = Card (E}). Dans ces conditions, les barycentres by et b sont des

isobarycentres, et ne dépendent donc plus des modifications de pondération,

2P 2™
t _ i€l t _ i€l
be, = —u——qi et b, = —qf)

On définit enfin la constante d par d = max {|je; — eol| /(co, 1) € (£ U &1)?).
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Théoréme de convergence

Dans les définitions qui suivent on supposera que E! # 0 ou Ef # @, soit gi > 0 ou ¢4 > 0. Soit
7' = qi + ¢}, donc ¢' > 0. Le vecteur y' est la concaténation des modifications de pondération des
exemples contenus dans I'ensemble EGU EY, et le vecteur z* est la concaténation des modifications de
pondération réduites. Si on suppose que Ei # @ et E} # § alors

= ( fl,...,ﬁfq{,éjl,...,ﬁjqé) et a;t:(T,fl,...,nfq:,)‘jl,“.,,\j»t)

avec {z'l':"'!iqi}:‘]l et {j],...,qu}:Jg

Deux définitions similaires pourraient &tre données en supposant que Ef =0ou E} = 0.
Par définition, on a z* € [0,1{", et (%, 1*) € 10,1[*. Quand la modification de pondération réduite
d’un exemple p tend vers 1, sa modification de pondération tend vers +o00. Autrement dit, le barycentre

des points mal classés choisis tend vers le point p. Pour éviter de travailler sur des infinis, on doit
définir un domaine fermé que I’on notera Uy défini par

U= {z' ¢ IR?,_‘/.%’ <fetv' <€} avec f¢€ [%,
Avec une telle définition, on a U, C [0,§]qt, et on peut montrer que la fonction F, de A; dans U,, tel
que F;(y*) = z' définie par les relations 5.8 est une bijection (Voir Annexe A.2). La fonction réciproque
F71 peut s’exprimer simplement. Le domaine A; est défini par A, = ft_l(Ug).

Soit le domaine U] C Uy, défini comme I’ensemble des vecteurs z¢ de Uy tels que =t et y* = F7 ' (zt)
vérifient la condition 5.19. Donc

1 (5.21)

Uy = {z' € U/ Yk € J} n} = 7' et Vk € JE AL = X'} (5.22)

En élevant au carré la relation 5.13, on peut calculer la fonction A = w2 - ||lw!|i* comme une
fonction des composantes du vecteur z*. On notera donc cette fonction At(zh).
Soit la fonction w! de U; dans [0, 2£] définie par

W) =Y ni+ Y A =r ot (5.23)
iei ieJs
On définit aussi la fonction G, de R dans IR avec G'(y) = 2d? — 29y [fwt]® et finalement la fonction
M? de Uy dans R par M = Gt o w'.

Théoréme 5.2 Théoréme de convergence avec parameétre de relaxation variable.

Si Uy’ est un domaine vérifient Ul C Ul C U, et (rt)yng une suite telle que

p—1
Vetr,€l]0,1] et Ir2£0 Vp> 1 Zr'tz > pr?
i=0
alors un algorithme BCP, tel que tant que o prend des ezemples mal classés dans ELUEL, cest-a-dire
¢' > 0, prend 8* dans K* et calcule les modifications de pondération par la formule y* = F7 ' (ry2})
avec

xt, € arg m](}l Mi(z) (ALg)
re t'

ou 2t € arg n;gl, Al(z) (ALy)
el

ou zt, € arg min Al(z) (AL2)
zell

vérifie alors les propriétés
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e (P1) :Cy et Cy sont LS == Tty / g* = 0.
o (P2):Cy et Cp sont NLS = |jw]| — 0.

Démonstration 5.2 Voir Anneze A.6.

Une implémentation de 1algorithme AL,

Cette partie propose une implémentation simple de la version AL;. Les modifications de pondération
sont calculées de maniere & minimiser la fonction Af(z?) dans le domaine U]. Les composantes des
vecteurs £’ et y' vérifient la condition 5.19. La fonction A peut alors étre exprimée comme une
fonction de k! et »* uniquement, car les barycentres bt et b ne dépendent pas des modifications de
pondération. Si on suppose que E} # B et £} #£ 0, on obtient :

2 2
G V) =ar” 100t — okt —dvt + ents?

Les constantes a, b, ¢, d et e sont données en annexe, les quatres premieres sont strictement positives.
Il faut donc rechercher le minimum de cette fonction dans ’ensemble P = (0,£]*. Les conditions du
premier ordre donnent deux équations de droites :

dg’ t t
Dy  ==0 <= 2ax'—ct+et=0

Okt

dg’ t t
Dyl M E/?ZO = 2bV—’d+8K =0

Le déterminant de ce systéme est alors :

2a e

Det = 2%

2 2 2
= dab— ¢ = 4 [lef | le)” — 4 (¢}.e})

L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous montre que ce déterminant est nul si et seulement si les vecteurs
el et €}, sont colinéaires, ce qui peut arriver. Maintenant si on suppose que Det # 0, le minimum
absolu de g* dans IR? est donné par

ot 2bc — ed oty = 2ad — ec
abs — Det abs — Det

Soit J Pensemble des intersections des droites D,: et D,+ avec les droites d’équations k* = 0, k? = ¢,
vt =0 et v* = £, définissant le pavé de recherche. On a Card (()/) < 8. Soit J' C J le sous-ensemble
de ces points qui appartiennent au pavé P, alors J' = J N P, et Card (0J") < 4. Finalement, J" est
Pensemble des points extrémes du pavé P, soit J” = {(0,0), (0,€), (£,0), (£,8)}.

Pour calculer le minimum de g* dans P, trois cas sont possibles

o si Det 7 0 et (rgy,,15,) € P alors (s, 1) = (s, 0%,,).

® sinon si J' # @ alors (x',»") =arg min_ g'(k,v)
(xp)eJt
. t .t . ¢
e sinon (k°, ) =arg min g‘(k,v
() = arg min g'(x,0)

Dans le premier cas, le minimum absolu est dans P, les deux conditions du premier ordre sont satis-
faites. Dans le second cas une des conditions est satisfaite et au moins une contrainte saturée. Dans
le troisiéme cas, deux contraintes sont saturées et les deux conditions non satisfaites. Cette méthode
de minimisation peut alors se justifier par la nature convexe de la fontion, qui est un paraboloide.
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Apreés avoir choisi un paramétre de relaxation r; € 10, 1], les modifications de pondération peuvent étre
calculées simplement avec les relations (voir Annexe A2)

T}{,t 11 I'I/t 1]
Vk € Jf ﬂL:“—lt_rﬁ:Zaf et Vk e Jg 6:‘;:%1‘_,_{";2#5
] t€ly

En pratique, les bonnes valeurs du paramétre de relaxation se situent entre 0,15 et 0,25, pour une
convergence rapide vers une solution quand le probléme est LS. Pour la détection de non séparabilité,
il vaut mieux prendre 1.0. Pour les ensembles de travail Ef et Ef, on peut prendre simplement M} et
ML

Si Ef = @ ou Ef =, Je minimum de A? peut étre facilement calculé dans Pensemble [0,&]. 11 suffit de
calculer le minimum d’une parabole dans un intervalle fermé.

Remarques

La premiére méthode de calcul des modifications de pondération ALg est la base du théoréme de
convergence. Le calcul est trivial. En pratique elle converge mais trés lentement. La méthode ALy,
présentée ci-dessus offre un trés bon rapport performance sur temps de calcul. La procédure de mi-
nimisation est de complexité O(nN), car il faut calculer les barycentres des éléments de El et Ef, et
donc I'algorithme général en O(nN). La derniére méthode est la plus générale. Dans le cas on U¥ = U,
la minimisation de la fonction A,(x*) se fait par rapport & toutes les modifications de pondération
réduites. Cette méthode devrait fournir une plus grande rapidité, mais les calculs sont complexes : il
faut minimiser une fonction quadratique de ¢* variables sous g'+2 contraintes (toutes les modifications
de pondérations réduites doivent étre positives et leurs sommes ! et ¢ inférieures ou égales a £). Un
compromis peut étre développé entre cette méthode et la méthode ALy, en partitionnant les ensembles
Ef et Ef en un nombre limité de sous-ensembles. Dans chacun de ces sous-ensembles, les modifications
de pondération sont égales. Ainsi, un domaine de recherche Ul est défini et vérifie U} C Ul C U,.
On peut noter qu’une minimisation globale de la norme du vecteur w! en fonction des coefficients de
pondération peut &tre réalisée. Mais la complexité des calculs d’une telle méthode est tros importante,
car elle nécessite alors la minimisation d’une fonction quadratique de NV variables sous N 42 contraintes,
car la somme des coefficients de pondération pour chaque cible doit étre égale a 1.
On notera enfin que dans le cas LS, on peut continuer Palgorithme méme si une solution a été trouvée,
en forgant des erreurs. Si la partie est L.S alors nous avons #9(b}) < max ¥y < mindy < 9(b}), donc en
prenant

0 € K' o (]9(b%), max#;] U [min 9y < F(65) )

la norme du vecteur w' continuera i decroitre strictement Jusqu’au connecteur minimal.
En résumé, cette méthode tend vers le connecteur minimal tant qu’il ¥ a des exemples mal classés.

5.3.2 BCP Heuristique

Nous allons détailler les méthodes heuristiques du calcul de 8 (Etape 3) et des modifications de
pondération {Etape 6). Cette version donne pour linstant les meilleurs résultats, mais il en existe
peut-étre de meilleurs. Avant de décrire ces heuristiques, nous donnerons quelques définitions, qui
seront utiles ultérieurement.

Définitions

A D’étape 3 de lalgorithme les ensembles 9, et ¥ sont déja calculés, ainsi que les extréma max ¥
et min ¥o pour tester Ia possible séparation avec le vecteur w' courant. Il faut alors calculer les deux
autres extréma min #; et max 9.
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On ordonne ces quatre extrémes et on définit alors
{exty, exty, exts, exts} = {min 9y, max 91, min o, max o} avec ext; < exty < exty < exiy
Les trois ensembles suivants sont alors définis
P_ = [ext,exta[ NP Py =lexts, exty] N 9 et Po, = [exty, exts] N @

Il est tres important de noter que tous les éléments de P_ sont les projections de vecteurs d’entrée de
meme cible. Celle-ci peut étre 0 ou 1, et nous la noterons ¢_. De la méme maniere, tous les éléments
de F; sont des projections de vecteurs d’entrée qui ont méme cible, celle-ci sera notée t4. L’ensemble
F,, contient les projections d’exemples de cible 0 et 1, nous I'appellerons la zone de chevauchement.
On définit enfin N_, N et N,, par

N_ = Card P_ Ny =Card Py et Nyy=Card P,, =N - N_ — Ny

Intuitivement, on a tendance i penser que la zone P_ contient des exemples de cible 1 et la zone P,
des exemples de cible 0, car comme nous ’avons dit [’axe des éléments de 9 est orienté dans le sens
contraire & w'. C'est un cas qui se produit souvent pour des distributions de points régulidres, avec
deux zones assez distinctes pour les deux cibies, et une zone ol les deux types de points sont mélangés.
Mais dans le cas général, on peut tout a fait avoir d’autres configurations.

En fait si on analyse les ordres possibles pour ces quatres extrémes, il y en a seulement 4. On a déja
min ¢ < (b)) < maxd et mindy < 9(b)) < maxdy. it par définition du vecteur w' nous avons
9(b1) < 9(b}), donc min¥; < maxdp. Ainsi si on fait exception du cas Co LS détecté a I’Etape 2
de I’algorithme, on suppose alors que max#, > min#y. Or pour ordonner 4 quantités il suffit de
(g) == 6 relations d’ordre et nous en avons déja 4, donc il en reste deux. Ces deux relations d’ordre
nous donnent donc 4 cas de chevauchement possibles :

Cas C; : min?; < min¥dy < max¥; < maxdy alors t_ =1et ty =0
Cas C, : min¥; € min¥y < max?¥y < maxd; alors t_ = | et ty =1
Cas (4 : min ?p < min#; < maxd; < maxdy alors t_ = 0 et ity =0
Cas (4 : min 99 < min¥; < maxdy < maxd; alors t_ =0et ty =1

Modification des pondérations

On suppose que les coefficients de pondération initiaux ont été initialisés dans 'intervalle [1,a], et que
a chaque itération on considére tous les exemples mal classés, c’est-a-dire que E} = M} et E} = M},
On prendra les modifications de pondérations égales pour tous les exemples mal classés de cible
identique, et elles resteront constantes durant tout 'apprentissage.

ViVie Ji Bi=8 et ViVie J, §i=6 (5.24)

En prenant simplement # = § ~ 1 on obtient déja de trés bons résultats sur différents types de base
d’apprentissage LS. Mais une convergence un peu lente apparait pour certaines bases d’apprentissage
pour lesquelles les nombres de points des deux cibles ne sont pas du méme ordre de grandeur, une des
classes a beaucoup plus de points que I'autre. Pour améliorer la rapidité de convergence pour ce genre
de problemes, sans ralentir la convergence pour les autres, une meilleure heuristique a été trouvée,
Son principe est d’augmenter la valeur de /3 (resp. &) si Ny >> Ny (resp.si Ny >> N 1)- Ainsi on aura
alors

N,
8 = max{Bmin, min{Smaz, —%Nl 1} et 6 = max{8pmin, min{dpnezr, —0}}
No N

En pratique, on peut prendre 8., = 8 € [1, a] et Braz = 6mex ~ 30.
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Choix du #

Le seul #* est pris au hasard dans Iintervalle

lexty — y,exta+y] avec 7=, (exts — exly) (5.25)

Le paramétre v, doit étre strictement plus grand que —1/2. En pratique v, € [0,2], et en moyenne
une bonne valeur est v, = 0,25 pour les problemes analogiques et v, = 0 pour les probléemes booléens.
Avec v, = 0.25, les expériences ont montré que certaines fonctions analogiques étaient plus rapidement
résolues qu’avec 5, = 0. Mais quelques fonctions booléennes LS (2 peu prés 1 pour 2000 en dimensions
8 et 9 seulement) étaient difficiles & séparer.

En résumé, le meilleur choix pour un probléeme pour lequel on n’a aucune information est d’initialiser
Yr 2 0.25, et de faire décroitre cette valeur jusqu’a 0 pendant 'apprentissage.

Pour conclure cette partie, on peut dire que le seuil 8 est choisi au hasard dans la zone de chevauche-
ment, un peu élargie quand v, > 0. Cette heuristique en association avec la précédente, donne une
convergence extrémement rapide pour les problémes LS.

Remarques

Si'on ne prend pas en compte I’étape 4 de I'algorithme général, le BCP Heuristique a une complexité
en O(nN), comme le Perceptron et le Thermal Perceptron.

Il convient de souligner un petit probleme d'implantation de 'algorithme. Dans le cas de problémes
NLS, les deux barycentres b} et b5 peuvent étre confondus, le vecteur w! est alors égal a zéro. Cette
situation apparait par exemple pour des problémes trés symétriques comme le XOR, dés la premidre
itération si les coefficients de pondération ont été initialisés de maniere uniforme. Tl peut aussi appa-
raitre pour tout probléme NLS car Vintersection des enveloppes convexes des vecteurs d’entrée des
deux cibles n’est pas vide. Une solution simple & ce probléme est de soustraire temporairement 1 & un
des coefficients de pondération. On aura alors w! # 0, et on pourra optimiser le critere.

Cette version heuristique est beaucoup plus rapide que la version prouvée du BCP pour trouver une
solution dans le cas LS (voir les simulations). Mais le BCP Prouvé peut &tre utilisé pour accroitre la
robustesse de la solution trouvée, comme nous ’avons vu dans la section 5.3.1.

De plus, méme quand le probléme est NLS, et que Phyperplan retenu est Hpoc, la robustesse de celui-ci
peut aussi étre améliorée avec le BCI> Prouvé. Bien que la marge soit optimisée pendant ’algorithme,
sa valeur dépend des diverses positions prises par le vecteur wt. La meilleure position de cet hyperplan
est le connecteur minimal entre enveloppe convexe des points contenus dans le demi-espace positif et
enveloppe convexe des points du demi-espace négatif. Cette position optimale peut ainsi &tre atteinte
avec le BCP Prouvé, en prenant une base d’apprentissage avec des cibles modifiées : un vecteur d’entrée
est de cible 1 sil est dans le demi-espace positif, et 0 s’il est dans le demi-espace négatif.

5.3.3 Minimisation du nombre d’exemples mal classés : 1’algorithme BCP Min

Le but de cette procédure est de trouver le seuil 0. et et € {—1,1},quifournit un minimum d’exemples
mal classés par ’hyperplan ¢t wt.z + 0r5c = 0. Lors de la recherche, si deux hyperplans fournissent le
méme nombre d’erreurs, on conservera celui qui permet d’avoir la plus grande marge g;m. Le BCP
Heuristique utilisant cette procédure de minimisation du nombre d’erreurs sera nommé BCP Min.

On définit les fonctions Err)(#) associant & une valeur de seuil @ le nombre d’exemples mal classés
par I'hyperplan w'.z + 8 = 0, et la fonction Err_i(f} le nombre de mal classés par I’hyperplan
—w'.z — 8 = 0. Si on suppose qu’aucun point ne se trouve exactement sur un de ces hyperplans {qui
sont d’ailleurs confondus), nous avons alors la propriété évidente Erri(8)+Err_(8) = N. La fonction
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Erri(8) est définie exactement par :
Err1(0) = Card (p; € C1/w'.p; + 6 < 0) + Card (m; € Co/w'.m; + 6 > 0)

Le principe de cette procédure est simple et basé sur I'idée suivante. Si on considére deux valeurs de
seuil #; et 2 n'appartenant pas i l'ensemble 4 alors si on pose T' = [6y, 8], on obtient la relation
suivante :

Erry(62) = Erry(61) — Card {p€ C1/9(p) € T} + Card {m € Co/?(m) € T} (5.26)

En effet lorsque 'on prend Phyperplan w’.z + ; = 0 on obtient Erry(61) erreurs. Si on déplace cet
hyperplan parallelement a lui-méme pour obtenir wt.z + f2 = 0, tous les exemples de cible 1 situés
entre ces deux hyperplans et qui étaient mal classés vont devenir bien classés. Et tous les exemples
de cible 0 situés entre ces deux hyperplans qui étaient bien classés deviennent mal classés. Dol la
relation 5.26.

Maintenant supposons que 7" =] f3, 8, avec {6s, 04) € 92, et qu’il n’y ait aucun élément de @ dans 7",
Siet=1let Bfm € T, on montre alors que la marge est obtenue simplement par :

84—

t
gpoc - ”wtll (5.27)

En effet, considérons les deux ensembles :

Ct={peCluw'zc+ O;OC >0} et C - ={peClutzx +9;0c < 0}

Nous avons w'.p+6],. = —9(p) + 6%,.. La marge s'exprime alors par :
~9(p) + 8¢ 9(z) - 8
Ghoe = min d{p, H:, ) + min d(p, H: ) = min ——u’ T 7poc ¢ o TAP) 7 Ppoc
poo = pech 1P My ¥ 030 e M) = ity e o fmin =0

Or 8,,. € T' donc nous avons 0,c— 03 > 0et Oroc — 04 < 0. Ainsi Ips € C* tel que (ps) = 04
et Ips € C~ tel que d(py) = b4. De plus comme aucun élément de 9 ne se trouve dans 17, et que
Vpe Ct dp) <8, etVpe Cdp) < Fpocs On peut en déduire que Vp € C* 9(p) < B(ps) et
Vp € C~ 9(p) > ¥(ps). Dans I'expression de la marge, les deux minima sont donc atteints par ps et
P4, d’oll on conclut gque :

—ﬂ(p:;) + B;DC ’19(p4) - 0:;:;: - b3 + eyfaoc _04 - g_faoc _ 03 — 04
[Jwt] [[wt]] {w?]| [Jwt]| [lwt]

4
gpoc =

On définit I'ensemble #' = P,, U {max(P.), min(P,)}, et la suite 9, de ses éléments rangés par ordre
croissant, avec Card (9') = N’, avec N’ qui peut &tre inférieur strictement & Card (Poy) + 2.

Le fonctionnement de I'algorithme 5.2 est le suivant. La méthode consiste 3 faire varier un seuil @
sur toutes les valeurs pertinentes, (celles-ci étant des valeurs croissantes, milieux de deux éléments
consécutifs de la suite 9'), et & calculer ainsi de proche en proche le nombre d’erreurs commises
par I'hyperplan w'.z + 6 = 0. A linitialisation le seuil est placé au premier de ces milieux qui est
¢ = (9] + 93)/2 (mais nous avons en fait # = max(P.) et ¥y = min(F,,)), et le nombre courant
d’erreurs n, = Err(0) est mis & Ny — N_sit_ = 1 et a Ny + N_sit_ = 0, car P_ contient la
projection des vecteurs d’entrée de méme cible £_. Le nombre courant d’erreurs est mis & jour grice
a la relation 5.26, et la marge courante G est calculée pour chaque position avec la relation 5.27. On
peut utiliser cette relation car le seuil est le milieu de deux &léments consécutifs de la suite #’. Pour
chacune des positions, on teste aussi le nombre d’erreurs commises par 'hyperplan —w?.x — § = 0,
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Algorithme 5.2  Algorithme de minimisation du nombre d’exemples mal classés

Etape a: Prétraitement
1: Calcul de exty, exty, exts, exty, t_ et Ly
2: Calcul de max(P.), min(Py) et N_
3 . Calcul de la suite (Pieqr, . N1}
Etape b : [Initialisation de la boucle
i 0= (8 +95)/2 et G = (8 — )|
2: si (t- =1)alors n, = Ny — N_ sinon n, = N+ N_
3: st (N—n;2n)alors nl, =mn,, 6, =9, Gle=Get et =1
sinon nl,. =N - mn,, 6, = -0, Gloe =G et gt = -1
Etape ¢: Pourk =34 N'
1: ne¢—mn,—Card {pec C/d(p) =9_,} +Card {m e Co/P(m) = 9, _,}
2: 0= (0 +9_,)/2 et G= (9, —9_,)/|lw|

3: si (ne <mp,e) ou (ne =nb, et G > Groc) alors

n;oc = Mg, gfpoc =46, g;ztmc =Get =1
si (N —n, <npy.) ou (N —n, =nt etG> Groo) alors
n;oc =N - e, 9;;05 = ‘0, G;OC =Get gt = 1

donné simplement par Frr_; (#) = N —n,, car avec cette méthode on est siir qu’aucun vecteur d’entrée
ne se trouve sur ’hyperplan. C’est aussi pour la méme raison que ’on peut utiliser la relation 5.26.
[’étape c.1 est 'implémentation de la relation 0.26, et 'étape .3 minimise n!,. et maximise G!

poc poc
dans les cas d’égalité entre n, et n,.. Ala fin de la boucle, la meilleure position est donnée par 8¢,

t

et £f, le nombre d’erreurs par nt__ et la marge par Gf .

poc
Zone d’exclusion Zone d’exclusion
- P Zone de chevauchement -
X >0
K
o x
ety ext, ekls 21

| | e
4 5 4 5 4 3 4 5 6 5

mal classés
;’ la meilleure position

F1G. 5.2: Choix de #__. dans le BOP Min

poc

Nombre d’exemples

Un des grands principes de cette procédure dont le principe est illustré sur la figure 5.2, est que
la boucle ne se fait que sur les exemples de la zone de chevauchement. Il est inutile de la faire sur
les éléments de P_ et P, car ces derniers contiennent la projection de points de méme cible. La
conséquence est que le nombre d’erreurs dans ces deux zones est une fonction monotone stricte. Donc
si on considére uniquement ces deux zones, le minimum d’erreur est & une des extrémités. Avec
'algorithme, on teste les deux extrémités intérieures uniquement, mais c’est volontaire car il serait
absurde de placer I’hyperplan complétement & Iextérieur du nuage, car dans ce cas il ne sert 3 rien,
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méme si cette position minimise le nombre d’erreurs.

C’est un des avantages de cet algorithme par rapport au Pocket par exemple. Dans une situation oi la
position qui minimise le nombre d’erreurs est complétement 3 Pextérieur, le Pocket va conserver cette
solution. Et dans une telle situation les algorithmes de construction ne convergent pas. Le BCP Min lui
va volontairement trouver une solution sous-optimale, mais qui permettra la poursuite de 'algorithme.
Une telle situation est par exemple quatre points de cible 1 aux sommets d’un carré et un point de
cible 0 au centre. Si on utilise I'Upstart avec le Pocket, il ne convergera pas sur ce probléme, alors que
I"Upstart avec le BCP Min convergera trés rapidement.

D’un point de vue complexité algorithmique, le calcul de la suite ¥ nécessite un tri réalisé en
O(NlogN), alors que la boucle se fait en O(N). Dii au calcul de I’ensemble ?, le BCP Heuristique a
une complexité de O(nN). Donc le BCP Min a une complexité algorithmique de O(nN + NlogN).
Mais cette complexité est calculée au pire des cas, quand tous les vecteurs d’entrée de 9 sont dans
la zone de chevauchement. En pratique, le BCP est beaucoup plus rapide que la version Ratchet
du Pocket. De plus, dés que le nombre de vecteurs d’entrée est assez grand, le Pocket est plus lent.
Par rapport au Thermal Perceptron, le BCP Min est plus lent, mais seulement de 47% dans le cas
de problémes hautement NLS comme des fonctions booléennees aléatoires contenant 212 exemples.
Comme nous allons le voir dans les simulations, cet algotithme fournit une solution assez bonne en
peu d’itérations.

Le BCP Min minimise le nombre d’erreurs et maximise la marge a deux niveaux : pour un w' fixé,
la précédente procédure trouve la solution optimale (si on considére les solutions extérieures comme
absurdes), et dans ’algorithme général pour différentes valeurs de w?. De plus le calcul du seuil comme
le milieu de deux éléments de ¥ en association avec la maximisation de la marge fait que ’hyperplan
est bien positionné, et en final doit fournir un bon pouvoir de généralisation. Nous le verrons dans les
simulations.

5.3.4 Maximisation du nombre d’exclus : I’algorithme BCP Max

Le but de cette procédure est de trouver H} e qui exclut un maximum de vecteurs d’entrée de cible 1
ou 0, & w fixé. Ce nombre est noté Ez},.. Ces exemples exclus doivent étre bien classés, c’est-a-dire
que si Pon exclut des exemples de cible 1, ils doivent se trouver dans le demi-espace positif et dans le
demi-espace négatif si ce sont des exemples de cible 0.

Zone d’exclusion Zone d’exclusion
- Zone de chevauchement -
X [ o) ™ 0
X
¢ x X
€ tl ex l2 [:4 tt3 e t4
P

‘\ les deux positions d’exclusion /i

Fi1G. 5.3: Choix de #¢

poc

dans le BCP Max

Le principe de cet algorithme 5.3, illustré sur la figure 5.3, est extrémement simple. Si N_ > Ny (resp.
N. < N,) les exemples exclus seront ceux dont la projection se trouve dans P_ (resp. P;). Dans
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le cas ol N_ = N, on prendra la position avec la marge la plus grande. Le calcul de cette marge
nécessite le calcul des deux autres extréma qui sont max{F_) et min(FPy).

Algorithme 5.3  Algorithme de maximisation du nombre d’exemples exclus

Etape a : Calcul de exty, exty, exty, exty, t_ et ty
Etape b : Calcul de max(P_), min(P;), N_ et N,
Etape c: §7 = (ext; — max{P_))/||[w!|| et G+ = (min(Py) — exts)/||w!||
Etape d: Si (N_ > Ny)ou (N_ =Ny >0et G- > GF) alors
0roc = (exty + max(P_))/2, Groe =G et Exl = N._
Si to=1) et=1
Si (t-=0) &' =—-let8, -0
Etape e: S5i (N_ > Ny)ou (N_= Ny >0et G~ < GF) alors
Oroc = (min(Py) + ext3)/2, Gl =Gt et Bz, = Ny
Si (t+ = 0) et =1
St (ty=1) = -letf «— —¢

poc poc

Le BCP Heuristique utilisant cette procédure sera appelé BCP Maz. Comme dans la procédure pré-
cédente, le seuil est toujours calculé comme le milieu de deux éléments consécutifs de 9, ce qui accroit
la robustesse, en association avec la maximisation de la marge.

Dans le cas particulier ot N_ = N, = 0, c’est-a-dire que les éléments sont dans la zone de chevau-
chement, alors ext; = exrt; et ezts = exts. Dans une telle situation aucun point ne peut étre exclu. Une
solution & ce probleme est simplement d’ajouter 1 temporairement au coefficient de pondération d’un
exemple qui ne se trouve pas sur la droite (64b5). On pent alors calculer un vecteur w (temporaire)
qui permet d’exclure un ensemble d’exemples.

Cette procédure est simple et sa complexité est de O(N), car elle nécessite le calcul de 2 extréma en
plus des 4 déja calculés. Ainsi en final, le BCP Max a une complexité en O(nN), comme le Perceptron.
Empiriquement, il est méme plus rapide que le Thermal Perceptron (voir les simulations qui suivent).

5.4 Simulations pour apprendre une unité sur des problémes LS

5.4.1 Fonctions booléennes complétes LS

Cette simulation a été réalisée pour comparer la rapidité de convergence du Perceptron simple, du
BCP Prouvé et du BCP Heuristique (sans procédure d’optimisation d’un critére), sur des fonctions
booléennes complétes LS. Complite signifie qu’en dimension n, les 2" vecteurs binaires sont dans la
base d’apprentissage avec une cible définie.

Pour construire de telles bases d’apprentissage, on choisit un hyperplan au hasard qui coupe ’hypercu-
be, et la cible de chaque sommet est alors 1 si le sommet est dans Je demi-espace positif et 0 sinon.
Cing types de simulations ont été faites. Trois avec le Perceptron utilisant des valeurs différentes du
taux d’apprentissage (0.01, 0.05 et 0.2), une avec le BCP Prouvé et la derniére avec le BCP Heuristique
simple. Ces cinq simulations furent lancées sans limitation du nombre d’itérations.

Pour les cinq simulations, la moyenne du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une solution
fut calculée sur 10000 tirages. Sauf pour le Perceptron pour les dimensions supérieures a 10 et pour le
BCP Prouvé pour les dimensions supérieures & 12, pour des rajsons évidentes de temps de calcul.
Les résultats obtenus sont représentés sur la figure 5.4, en fonction de la dimension. Les lignes pleines
représentent les moyennes du nombre d’itérations nécessaire pour chaque algorithme, et les lignes en
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pointillés la moyenne plus I'écart-type.

Cette figure nous montre la grande efficacité du BCP Heuristique. Le BCP Prouvé est en moyenne un
ordre de grandeur plus rapide que le Perceptron. Le BCP Heuristique est déja 500 fois plus rapide que
le Perceptron en dimension 10 pour la méme complexité algorithmique. Mais {’allure de ces courbes
est totalement différente. Ainsi en dimension 16, le BCP Heuristique ne prend en moyenne que 14,6
itérations avec un écart-type de 4, 4. En extrapolant les courbes, on peut estimer le nombre d’itérations
requises par le Perceptron & 10° (5.10? pour le BCP Prouvé), ce qui fait une accélération de 70000 par
rapport au Perceptron.

4
Wy v T T T T v T T T

Percepiron
10°F — - BCP Prouve
—— BCP Heuristique

Perceptron J;"';

] 2
5 BCP Prouvé s
g 2
Rl o
e am - 5
£ £
<] 2
z ra
0.05
. -
10 o020
BCP Heuristique
10°Ls L . L L
2 4 [} 8 10 12 14 16
Dimension Nombre dexemples
F1G. 5.4: Fonctions booléennes complétes LS. FiG. 5.5: Problémes analogiques LS.
q

5.4.2 Problémes analogiques

Dans cette simulation, la comparaison est faite sur des problemes analogiques. Un hyperplan est choisi
au hasard de maniére & couper le cube [0.2, 0.8]". Chaque vecteur d’entrée tiré au hasard dans le cube
unité est alors de cible 1 s'il se trouve du c6té positif de I'hyperplan et 0 sinon.

Trois types de simulations ont été réalisés, sans limitation du nombre d’itérations, avec quatre valeurs
différentes de dimensions de l'espace (5, 10, 63 et 100) : le Perceptron avec le paramétre d’apprentissage
mis a 0,1, le BCP Prouvé et le BCP Heuristique. Ces simulations ont été faites avec 20 valeurs
différentes du nombre d’exemples dans la base d’apprentissage, réparties uniformément sur une échelle
logarithmique.

La valeur moyenne du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre une solution est tracée en fonction
du nombre d’exemples dans la base, pour chaque algorithme et chacune des dimensions testées, sur la
figure 5.5. Pour chaque courbe, la dimension est indiquée sur le coté.

Ce graphique nous montre que le BCP Prouvé est au minimum 2 fois plus rapide que le Perceptron,
et le BCP Heuristique au minimum un ordre de grandeur plus rapide. Mais 13 encore, I'allure des
courbes nous montre la grande efficacité du BCP Heuristique. Ainsi en dimension 5 avec 2500 vecteurs
d’entrée, il faut en moyenne moins de 10 itérations au BCP Heuristique, alors qu’on peut extrapoler
le nombre d’itérations nécessaires au Perceptron a plus de 10%. Ce qui fait une accélération de plus de
1000.
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5.4.3 Justification de la convergence du BCP Heuristique
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Fic. 5.6: Evolution de la norme du vecteur w! F1G. 5.7: Evolution de Dorientation de ’hyper-
pour des problemes LS. plan pour des problemes LS.

Les deux simulations qui suivent ont pour but de Jjustifier la convergence du BCP Heuristique, car
pour cette version aucun théoréme de convergence n’a été trouvé.

La premiére simulation fut réalisée sur des fonctions booléennes LS completes en dimension 11. Cing
bases d’apprentissage parmi les plus difficiles & séparer furent sélectionnées (quand le BCP Heuristique
mettait plus de 30 itérations pour converger).

La figure 5.6 représente ’évolution de la norme du vecteur w' lors de 'apprentissage de ces bases.
Pour le BCP Prouvé, cette norme est strictement décroissante tant qu’il reste des exemples mal classés.
Ceci est normal, car I'algorithme a été congu afin de minimiser la norme du vecteur w', pour qu’il
converge vers le connecteur minimal. Mais on peut noter que pour le BCP Heuristique, la norme de
w' est en moyenne aussi décroissante. Le taux de décroissance n’est pas aussi important, et quelques
fluctuations peuvent apparaitre. Néanmoins, I’expérience a montré qu’en moyenne, ||w!|| decroit.

Dans la seconde expérience, on analyse lorientation de Phyperplan pendant ’apprentissage. Les pro-
blemes étudiés sont des probléemes analogiques LS en dimension 2 avec 1000 exemples. Quatre bases
d’apprentissage difficiles & résoudre furent sélectionnées, avec la méme méthode que dans I'expérience
précédente. L.’angle que fait le vecteur w’ avec ’axe des abscisses a été calculé pendant I'apprentissage
de ces problemes, et est représenté sur la figure 5.7 en fonction des itérations. On peut noter que pour
le BCP Prouvé, il y a beaucoup de fluctuations, certainement dies 3 la procédure de minimisation de
la fonction A*. Au contraire, le BCP Heuristique converge rapidement vers la bonne orientation sans
fluctuation.

Ces deux simulations nous permettent de comprendre pourquoi le BCP Heuristique est si rapide &
converger, ce qui peut se résumer comme suit :
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La ropidité de convergence du BCP Heuristique semble provenir de la décroissance
moyenne de la norme du vecteur w', et surtout d’une convergence de ['orientation de
Uhyperplan sans fluctuations. Alors que la convergence du BCP Prouvé est die & la décrois-
sance stricte de la norme de w', celle du BCP Heuristique est plutét die d une meilleure
évolution de Uorientation de Ihyperplan.

5.5 Simulations pour apprendre une unité sur des problémes NLS

Le but des deux premiéres simulations est de montrer les performances du BCP Prouvé pour la
détection de la non séparabilité d'une base d’apprentissage. On étudie donc la rapidité de décroissance
de la norme du vecteur w? vers 0, sur des bases NLS.

La troisiéme simulation compare P’évolution de la norme du vecteur wt en utilisant le BCP Prouvé et
le BCP Heuristique, ce qui améne 3 conclure que I'utilisation du BCP Prouvé pour optimiser un des
deux critéres n’est pas efficace.

Les deux suivantes présentent les performances de BCP Max pour exclure des vecteurs d’entrée, en
vue d’une utilisation avec le Sequential Learning.

Les trois derniéres simulations concernent le BCP Min et les performances obtenues pour minimiser
le nombre d’erreurs, en comparaison avec le Pocket, le Ratchet et le Thermal Perceptron.

Une comparaison des temps de calcul termine cette section.

5.5.1 BCP Prouvé sur des fonctions booléennes aléatoires

Dans cette premiére simulation, les bases d’apprentissage soni constituées de fonctions booléennes
complétes pour lesquelles les cibles sont tirées au hasard avec des probabilités égales de cibles 1 et
de cibles 0. A Pexception de quelques bases en faibles dimensions, ces bases d’apprentissage sont
hautement NLS. Cette simulation a été faite pour des dimensions allant de 3 & 17,

Le BCP Prouvé fut arrété dans trois cas :

e le BCP Prouvé détecte une base LS,

¢ la norme du vecteur w' était inférieure 2 1078, 1| est alors raisonnable d’estimer que la base est
NLS et que le BCP Prouvé I’a détecté.

e le nombre d’itérations atteint la limite fixée & 1000. Dans ce cas le probléme peut étre LS, mais
il y de grandes chances qu’il soit NLS et que le BCP Prouvé ne Dait pas détecté. Ces probtemes
serontt nommés NLS durs (NLSy). Ce cas exceptionnel est apparu seulement pour les dimensions
4 et 5, et au vu de la figure 5.4, si ces bases avaient été LS, il est vraisemblable que I’algorithme
P'aurait détecté en moins de 1000 itérations.

Pour les dimensions allant de 3 & 13, on a réalisé un nombre d’essais suffisant pour avoir 20000 bases
NLS détectées par ’algorithme, moins pour les dimensions supérieures. Le tableau suivant récapitule
le nombre d’essais réalisés, le nombre de fonctions NLS détectées, le nombre de fonctions LS trouvées

et le nombre de fonctions NLSy, pour chaque dimension.

[ Dimension [ "3 [ 4 | 5 [6..13] 14 | 15 | 16 | 17 ]
Fssais || 33465 | 22010 | 20028 [ 20000 | 5000 | 1000 [ 1000 | 500
NLS 20000 | 26000 | 20000 | 20000 | 5000 | 1000 | 1000 | 500
LS 13465 | 621 1 0 0 0 0o [0
NLS, 0 | 1389 | 27 0 0 0 0 [0
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F1G. 5.8: Rapidité de convergence de la norme du vecteur w! vers
0 pour des fonctions booléennes complétes NLS.

La figure 5.8 représente, en fonction de la dimension, le nombre moyen (ligne pleine} d'itérations
nécessaires pour avoir |jw!|| < 107 sur les essais pour lesquels la fonction a été détectée NLS. La
moyenne plus I'écart-type est tracée en pointillés. Les parties LS et NLS, n’ont donc pas été prises en
compte dans ce graphique.

On peut noter le faible nombre d’itérations nécessaire pour arriver & une trés faible valeur de la norme
de w', ce qui démontre efficacité de la méthode. Les cas exceptionnels en dimensions 4 et 5 semblent
apparaitre quand la dimension affine de ’intersection entre les enveloppes convexes des points de cible
1 et des points de cible 0 est inférieure & n. Dans ce cas, on a pu observer que la norme de w' décroit
mais la décroissance est lente. De tels cas ne se produisent pas souvent.

5.5.2 BCP Prouvé sur des distributions gaussiennes avec chevauchement

Dans cette seconde simulation, les bases d’apprentissage sont. constituées de deux distributions gaus-
siennes qui se chevauchent. §%il y a suffisamment d’exemples, ce type de base est trés NLS. Chaque
distribution est constituée de N/2 vecteurs d’entrée, une d’exemples de cible 1 et 'autre d’exemples de
cible 0, les centres étant les points de coordonnées (—1,0,...) et (1,0,...). La matrice de covariance est
la matrice unité. Les essais furent réalisés pour N € {100, 300, 500, 1000, 2000} et pour des dimensions
allant de 3 4 13.

Sur la figure 5.9, la moyenne du nombre d’itérations nécessaire pour avoir [fwt]| < 1078 est tracée
(lignes pleines) en fonction de la dimension pour chaque valeur de N. Pour chaque dimension et
chaque N, la moyenne fut calculée sur 1000 tirages. La moyenne plus I’écart-type est représentée en
pointillés.

Quelques fonctions LS furent détectées et non prises en compte dans cette figure, seulement pour
N =100 et de hautes dimensions : 1 pour » = 9, 2 pour n = 11, 3 pour n = 12 et 5 pour n = 13.
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F1G. 5.9: Rapidité de convergence de la norme du vecteur w' vers
0 pour deux distributions gaussiennes qui se chevauchent.

Le BCP Prouvé détecta donc toutes les parties NLS avec un nombre assez faible d’itérations. Aucune
partie NLS; ne fut détectée.

5.5.3 Comparaison de I’évolution de ||w|| pour des problémes NLS

Les bases d’apprentissage utilisées sont constituées de deux distributions gaussiennes en dimension 6
avec 400 exemples de cible 1 et 400 de cible 0. La figure 5.5.3 représente 1’évolution de la norme du
vecteur w' pendant I'apprentissage pour le BCP Prouvé et le BCP Heuristique.

Pour le BCP Prouvé, ||w'|| converge rapidement vers 0. Il a fallu seulement de 40 3 45 itérations pour
avoir ||w!|| < 10710 pour les cing bases d’apprentissage testées.

Pour le BCP Heuristique, la norme du vecteur w® décroit faiblement au début puis ne décroit plus,
avec beaucoup de fluctuations. Ce sont ces fluctuations qui permettent aux deux procédures présentées
précédemment d’optimiser le critére désiré. Avec le BCP Prouve, la convergence vers 0 est trop rapide
pour avoir le temps d’optimiser le critére,

5.5.4 BCP Max sur des fonctions booléennes aléatoires

Cette simulation et la suivante concernent le BCP Max, et I’étude du nombre de vecteurs d’entrée
exclus trouvés par algorithme. Comme on I’a déja signalé, cette version est destinée a atre utilisée
avec le Sequential Learning proposé par Marchand [125]. Dans son article, Marchand propose un
algorithme pout trouver un ensemble d’exemples exclus, mais cette méthode est trés lourde en temps
de calcul. Le Perceptron doit étre utilisé sur de multiples bases d’apprentissage pour avoir un ensemble
d’exemples exclus. Mis & part le BCP Max, la méthode proposée par Marchand semble étre la seule.
Mais elle ne peut étre comparée & BCP Max.
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F1G. 5.10: Comparaison de I’évolution de ||| avec
BCP Heuristique et BCP Prouvé sur des problémes
NLS.

La premiére simulation a été menée avec des fonctions booléennes aléatoires en dimension 8. Pour un
nombre fixe d’itérations, le BCP Max a été lancé sur plusieurs bases d’apprentissage tirées au hasard.
La moyenne du nombre d’exemples exclus est représentée sur la figure 5.11 en fonction du nombre
d’itérations.

Vingt valeurs différentes du nombre d’itérations ont été considérées, uniformément réparties sur une
échelle logarithmique. Chaque point de la courbe est une moyenne de 1500 tirages. Les lignes en
pointillés représentent la moyenne plus ou moins Pécart-type du nombre d’exemples exclus.

Cette figure nous montre que pour ce probleme, il n’est pas nécessaire de prendre plus de 500 itérations,
car le nombre d’exclus augmente peu (cect est plus marqué sur un graphique i échelles normales, non
logarithmiques).

5.5.5 BCP Max sur deux distributions gaussiennes

Deux bases d’apprentissage seulement ont été considérées dans cette simulation. Elles consistent en
deux distributions gaussiennes qui se chevauchent en dimension 2, constituées de 200 exemples de cible
1 et 200 exemples de cible 0.

La valeur moyenne du nombre d’exclus a été tracée en fonction du nombre d’itérations sur la figure
5.12, pour les deux bases d’apprentissage. Dans cette simulation, pour un nombre d’itérations fixé et
une base d’apprentissage donnée, la moyenne est calculée sur différentes utilisations du BCP Max, car
dans ce dernier le choix du seuil 8 est aléatoire, done deux utilisations peuvent donner des résultats
différents. Les lignes en pointillés représentent la moyenne du nombre d’exclus plus ou moins I'écart-
type.

Cette figure nous montre que 200 itérations sont suffisantes pour avolr une bonne position.

128



5.5. SIMULATIONS POUR APPRENDRE UNE UNITE SUR DES PROBLEMES NLS

14r

[

Nombre d'exclus
Nombre d'exclus
z

&

35 1 i L L SR |
= - 10' 10° 10’
10 10 Nombre d'itérations
Nombre ditérations

FiG. 5.12: Nombre d’exemples exclus par BCP
Max en fonction du nombre d’itérations pour des
distributions gaussiennes qui se chevauchent en
dimension 2.

P'1G. 5.11: Nombre d’exemples exclus par BCP
Max en fonction du nombre d’itérations pour des
fonctions booléennes aléatoires en dimension &.

5.5.6 BCP Min sur des fonctions booléennes aléatoires

Dans cette simulation et les deux qui suivent, nous comparons les performances du BCP Min avec
d’autres algorithmes pour la minimisation du nombre d’exemples mal classés.

La premiere simulation est réalisée avec des fonctions booléennes aléatoires en dimension 8. On compare
le nombre d'erreurs résiduelles aprés un nombre fixe d’itérations pour les différents algorithmes : le
Pocket, le Ratchet, le Thermal Perceptron avec trois températures initiales différentes et le BCP Min.
L'utilisation du Perceptron simple, du Pocket et du Ratchet pose un probléme délicat qui est le choix
du paramétre d’apprentissage. Dans le cas du Thermal Perceptron ce parameétre d’apprentissage est
toujours mis & 1 au début et decroit linéairement pendant I'algorithme. Mais avec celui-ci le probleme
majeur réside dans le choix de la température initiale. Comme on I’a déja abordé dans Iintroduction,
la performance de ces algorithmes dépend plus ou moins de ces divers parametres, et particulidrement
le Thermal Perceptron. Donc pour faire une comparaison honnéte, nous avons décidé de rechercher la
température initiale optimale pour le Thermal Perceptron. Il convient de signaler que cette recherche
est trés longue et gue, comme nous allons le voir, la température optimale dépend complétement de
la base d’apprentissage. Il semble que cette température dépende méme du nombre d’itérations. Avec
la méme base d’apprentissage, le Thermal Perceptron fut lancé 20 fois avec des températures initiales
différentes réparties uniformément sur une échelle logarithmique, avec un nombre d’itérations fixé a
500. La moyenne du nombre d’exemples mal classés, calculée sur 2000 tirages différents est représentée
sur la figure 5.13 en fonction de la température initiale. La température initiale optimale est environ
égale a T,y >~ 1,24,

Les deux autres températures initiales utilisées dans la simulation qui suit sont Tp = 4 et Ty = 0, 3.
Durant 'algorithme, la température decroit linéairement de la température initiale jusqu’a 0. Pour le
Pocket et le Ratchet le paramatre d’apprentissage utilisé est 0, 1.

Les six algorithmes sont lancés sur la méme base d’apprentissage et relancés depuis le début pour
chaque valeur du nombre d’itérations (20 valeurs). La figure 5.14 représente la moyenne du nombre
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I1G. 5.13: Recherche de la température initiale FiG. 5.14: Minimisation du nombre d’exemples
optimale pour le Thermal Perceptron avec des mal classés pour des fonctions booléennes aléa-
fonctions booléennes aléatoires en dimension 8. toires en dimension 8.

d’exemples mal classés en fonction du nombre d'itérations pour les divers algorithmes. Les moyennes
sont calculées sur 500 tirages différents,

Le BCP donne de meilleurs résultats que le Ratchet qui est plus efficace que le Pocket. Le Thermal
Perceptron avec la température optimale est meilleur que le BCP, mais donne de plus mauvais résultats
avec les deux autres températures.

5.5.7 BCP Min sur des problémes analogiques

Dans cette simulation, les bases d’apprentissage sont analogiques, et constituées de 500 vecteurs d’en-
trée tirés au hasard dans le cube unité, avec les cibles prises au hasard équitablement réparties entre
0 et 1. Pour le Thermal Perceptron, la température initiale optimale a été recherchée avec 500 itéra-
tions. Les résultats représentés sur la figure 5.15 nous indiquent une température initiale optimale de
Topt =2 0, 56.

Comme le Pocket donne toujours de plus mauvais résultats que le Ratchet (ce qui est logique d’aprés
leurs fonctionnements), la comparaison est faite avec le Ratchet et Thermal avec deux températures
initiales, 'optimale et une autre prise égale 3 Ty = 1, 0, et le BCP Min. Le paramétre d’apprentissage
du Pocket est pris égal 4 0,1. Comme dans la simulation précédente, les quatre algorithmes sont
relancés depuis le début sur la méme base d’apprentissage pour les différentes valeurs du nombre
d’itérations. La figure 5.16 représente la moyenne du nombre d’exemples mal classés en fonction du
nombre d’itérations. Les moyennes sont calculées sur 700 bases d’apprentissage différentes.

Pour cette simulation, le BCP est plus performant que le Thermal avec la température initiale T; et
que le Ratchet. Avec seulement 10 itérations, il fournit le méme résultat que le Thermal ou le Ratchet
avec plus de 1500 itérations. En utilisant la température optimale, le Thermal donne de meilleurs
résultats, mais il arrive au niveau de performance du BCP avec plus de 1500 itérations. Le BCP donne
donc les meilleurs résultats pour ce probleme.
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toires en dimension 4.

5.5.8 BCP Min sur le probléme deux spirales

La figure 5.18 présente les résultats d’une simulation similaire  la précédente, réalisée sur un probleme
deux spirales. La base d’apprentissage est constituée de deux spirales de 300 exemples chacune, une
d’exemples de cible 1 et autre d’exemples de cible 0. Ces deux spirales entrelacées sont symétriques
par rapport & l'origine du repére et sont constituées de 50 points par , ce qui fait en fait 3 tours
complets pour chacune. La moyenne du nombre d’exemples mal classés est calculée sur 1000 essais
pour chaque algorithme et chaque valeur du nombre d’itérations.

Comme dans les deux simulations précédentes, la température initiale optimale a été recherchée avec
500 itérations. Les résultats sont représentés sur la figure 5.17 et nous indique une température optimale
a Topr = 12. Cette figure nous montre extréme difficulté du réglage de cette température pour ce
probleme, diie & la finesse de la zone optimale. La seconde température utilisée dans la simulation a
été prise & 75 = 100.

Comme on peut le voir sur la figure 5.18, le Ratchet donne de meilleurs résultats que le Thermal
avec Ty, el aprés 350 itérations le Thermal avec sa température optimale devient meilleur. Cette
simulation nous montre la grande efficacité du BCP. Un excellent résultat est obtenu dés 10 itérations,
atteint par le Thermal Perceptron avec la température initiale optimale avec plus de 1400 itérations.
En conclusion, pour ce probleme, le BCP Min est le plus performant méme quand le Thermal est
complétement optimisé. Le BCP Min n’a besoin d’aucun réglage, alors que le réglage du Thermal
nécessite de trés longs calculs.

Pour conclure cette série de simulations, ces trois derniéres nous ont montré que la température initiale
optimale dépend beaucoup du type de probléme (Topt = 1.24,0.56 and 12}, et que quand celleci n’est
pas utilisée, les performances de ce dernier sont beaucoup plus faibles que celles atteintes par le BCP
Min.
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F1G. 5.17: Recherche de la température optimale
pour le probléme deux spirales.

Fic. 5.18: Minimisation du nombre d’exemples
mal classés pour le probléme deux spirales.

5.5.9 Comparaison des temps de calcul

Dans cette section, nous comparons le temps de calcul des divers algorithmes utilisés précédemment,
sur plusieurs types de bases d’apprentissage. Les résultats sont résumés dans le tableau 5.1. Pour
chaque type de base et chaque algorithme, le résultat présenté est le temps de calcul par itération
divisé par ce méme temps pour le BCP Min sur la méme base. Ces valeurs sont des moyennes de
plusieurs essais sur la méme base, sur 500 bases différentes de chaque type. Le nombre d’essais réalisés
pour chaque base dépend de I’algorithme et du type de base utilisée. Par exemple, le BCP Min et
BCP Max étant beaucoup plus rapides (en nombre d’itérations) que les autres algorithmes pour les
problémes LS, le nombre d’essais réalisés est beaucoup plus important pour ces deux algorithmes, afin
d’avoir des temps globaux comparables et assez importants pour minimiser les erreurs dues  la faible
précision de la base de temps (20ms). Toutes ces simulations ont été réalisées sur le méme systéme
d’exploitation monotiche, et les programmes écrits dans le méme langage et compilés avec les mémes
options.

On peut noter premierement que le BCP Min est le plus rapide, un peu plus rapide que le Thermal
Perceptron, ce qui doit é&tre di au calcul de I’exponentielle. Deuxiémement, le temps de calcul du
Ratchet croit de maniére trés importante avec le nombre de vecteurs d’entrée. Le BCP Min aussi,
mais de maniere moins significative. Troisiemement, dans le cas de problemes LS, et en fait d’une
maniere générale quand le nombre d’exemples dans la zone de chevauchement est faible, le temps
de calcul du BCP Min est sensiblement le méme que pour le BCP Max, et méme plus faible que le
Thermal Perceptron. Les temps de calcul du BCP Prouvé n’ont pas été mis dans ce tableau, car ils
sont tres proches de ceux de BCP Max.

5.6 Le BCP et les algorithmes de construction : simulations

L’objectif de cette section est une comparaison des algorithmes de construction utilisant le Thermal,
le Ratchet, le BCP Min et le BCP Max, en termes de nombre d’unités construites et de pouvoir de
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TaB. 5.1: Comparaison des temps de calcul

I Problémes BCP Min. | BCP Exc. I Thermal ] Ratchet Pocketﬂ
Fonctions booléennes aléatoires n=8 1 0,641 0,677 0,59 0,672
Fonctions booléennes aléatoires n=10 1 0,598 0,679 1,660 0,633
Fonctions booléennes aléatoires n=12 1 0,561 0,679 3,390 0,620

Fonctions booléennes 1.S n=10 1 0,991 1,210 8,970 1,190
Prob. analog. NLS 1000 exemples n=3 1 0,454 (0,528 1,679 0,441
2 distrib. gaus. 1000 exemples n=6 1 0,539 0,588 3,211 0,549

généralisation. Comme algorithme "conventionnel”, c’est-a dire qui utilise une stratégie de minimisa-
tion du nombre d’erreurs, nous avons utilisé }'Upstart [71], car il semble que ce soit le plus efficace
[128]. Le Sequential Learning a bien siir été utilisé. La comparaison est donc faite avec Upstart +
Thermal, Upstart 4 Ratchet, Upstart + BCP Min et Sequential Learning + BCP Max.

5.6.1 Fonctions booléennes aléatoires en dimension 6

T

N BCP Seq Leaming
N . Upstart + BGP Min
~ ===~ Upslart + Thermal

~ - ~ =~ Upstart « Ratchat

Nombre de neurones

10 10° 10
Nombre d'iérations

FIG. 5.19: Nombre d’unités construites pour des fonctions booléennes aléatoires en dimension 6.

Le nombre d’unités construites par les différents algorithmes est étudié pour plusieurs valeurs du
nombre d’itérations pour apprendre une unité. Avec 'algorithme Upstart, si le nombre d’erreurs
résiduelles d’une unité fille est plus grand ou égal au nombre d’exernples de cible 1 dans la base
apprise, alors un exemple de cible 1 est séparé des autres avec un neurone grand-mére. Cette situation
apparait pour les nombres d’itérations faibles, et peut rendre impossible la convergence, c’est pour
cette raison qu’il est résolu avec un neurone grand-meére. La température initiale pour le Thermal
Perceptron a été prise a 1, ce qui est proche de I'optimal calculé pour la dimension 8.

La figure 5.19 représente la moyenne sur 2000 essais du nombre d’unités construites en fonction du
nombre d’itérations. Le Ratchet a donné de faibles résultats. Pour un nombre faible d'itérations, le BCP
donne les meilleurs résultats, avec le Sequential Learning et avec |'Upstart. Entre 20 et 300 itérations,
Upstart + Themal donne les meilleurs résultats, mais aprés 300 itérations le BCP Sequential Learning
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(BCPSL) donne le plus faible nombre d’unités. Tl convient enfin de noter que le nombre d’unités
construites considéré ici avec I’Upstart est le nombre d’unités pour la structure de réseaux en arbre
binaire. Ce nombre d’unité est d’une unité supérieur au nombre d’unité utilisé dans la structure a une
couche cachée. Donc en prenant cette remarque en compte, si on compare a structure équivalente, le
BCPSL donne toujours le meilleur résultat.

3.6.2 Probléme symétrie miroir
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F1G. 5.20: Pouvoir de généralisation pour Fia. 5.21: Nombre d’unités construites
le probléme symétrie miroir. pour le probléme symétrie miroir.

Les bases d’apprentissage considérées ici sont constituées de 150 vecteurs binaires en dimension 20. La
base de test est de 1500 vecteurs. Un vecteur est de cible 1 si sa représentation binaire est symétrique
par rapport au centre, et de cible 0 sinon. Chaque vecteur est constitué en fixant d’abord sa cible,
équitablement répartie entre 0 et 1. Ensuite la moitié de ce vecteur est générée aléatoirement, et la
seconde est générée aléatoirement si c’est un exemple de cible 0, ou construite a partir de la premijére
si c’est un exemple de cible 1, pour avoir un vecteur symétrique. Pour chaque nombre d’itérations, les
algorithmes sont utilisés sur les mémes bases d’apprentissage et les réseaux construits testés sur les
mémes bases de tests. Les résultats sont des moyennes sur 500 essais.

La figure 5.20 nous montre le pourcentage d’exemples bien classés dans la base de test en fonction du
nombre d’itérations, et la figure 5.21 le nombre d’unités construites.

Avec seulement 200 itérations, le BCPSL donne de trés bons résultats en généralisation et le plus
faible nombre d’unités. Avec le Sequential Learning ou avec 'Upstart le BCP est plus performant
que le Thermal, au niveau du nombre d’unités construites et de la capacité de généralisation. Avec
plus de 1400 itérations, la capacité de genéralisation des réseaux construits avec le BCPSL est de 13%
supérieure & celle des réseaux construits avec "Upstart + Thermal.

5.6.3 Probléme de détection de décalage

Dans ce probleme, les bases d’apprentissage se composent de 100 vecteurs en dimension 30, et les bases
de test de 1000 vecteurs. Pour générer un vecteur, la cible est tirée au hasard, ainsi que les 15 premiers
bits, qui sont dupliqués dans la seconde partie du mot binaire (sans symétrie). Si la cible est 1, les 15
derniers bits subissent une rotation a droite, et dans le cas d’une cible 0 une rotation & gauche.
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Cette simulation est similaire & la précédente, les résultats étant des moyennes sur 2500 tirages. Les
capacités de généralisation (pourcentage de bien classés dans la base de test) sont représentées sur la
figure 5.22 en fonction du nombre d’itérations, et le nombre d’unités construites sur la figure 5.23 .
L’Upstart plus le BCP donne de trés bons résultats avec seulement 100 & 200 itérations. Ce résultat
n’est pas atteint par ’'Upstart + Thermal, méme avec plus de 1400 itérations.

5.6.4 Probléme de parité en dimension 8
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F1G. 5.25: Nombre d’unités construites
pour le probléeme de parité en dimension

8.

F1G. 5.24: Pouvoir de généralisation pour
le probleme de parité en dimension 8.

Daans cette derniere simulation, le nombre d’itérations est fixé 3 1000 pour les trois algorithmes. Le
probleme parité en dimension 8 est généré. Ce probléme est séparé en deux parties d'une maniére
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aléatoire, une base d’apprentissage et une base de test. La proportion de ce partage pouvant aller de
10% & 90%.

La figure 5.24 représente le pourcentage de bien classés dans la base de test en fonction de la proportion
de la base totale qui constitue la base de test. Comme dans les précédentes simulations, les algorithmes
sont lancés sur les mémes bases d’apprentissage et testés sur les mémes bases de test. Les moyennes
sont calculées sur 500 tirages, pour chaque proportion (17 valeurs différentes). La figure 5.25 représente
le nombre d’unités construites en fonction de la proportion de partage.

On peut noter premierement que le BCPSL n’est pas efficace sur ce probleme. Dans cette simulation,
le plus intéressant est que Putilisation du BCP i la place du Thermal accroit de maniere significative
les capacités de généralisation des réseaux, méme 3 nombre de neurones égal. Par exemple, pour
une proportion de 50% de vecteurs d’entrée dans la base de test, 'Upstart + Thermal donne 60, 7%
d’exemples bien classés dans la base de test, et Upstart + BCP 67,3%, pour un nombre d’unités
respectivement égal 3 14 et 13, 7.

5.7 Amélioration du BCPSL : ’algorithme BCPSLhd

5.7.1 BCPSL et BCPSLml : leurs limitations

Comme on I’a déja signalé, le BCPSL est I’association de la stratégie Sequential Learning, décrite dans
le chapitre 3 et du BCP Max pour apprendre les unités de la premiére couche. De plus les hyperplans
correspondant & ces unités sont bien orientés, Clest-a-dire que si les exemples exclus sont de cible 1
(resp. 0) la sortie de 1'unité correspondante est 1 (resp. 0), ou en d’autres termes les exemples exclus
se trouvent dans le demi-espace positif (resp. négatif) défini par Phyperplan. Le nouveau probléme
alors généré par la représentation interne de cette couche cachée est lindairement séparable. Donc
il peut étre appris simplement avec le BCP Heuristique, sans procédure d’optimisation d’un critére
et sans limitation du nombre d’itérations. C’est cette implémentation que 'on nommera BCPSL.
La convergence de cette méthode de construction est assurée par le fait que BCP Max peut toujours
trouver un ensemble d’exemples exclus, en un nombre faible d’itérations. Donc un nombre fini d unités
seront construites dans la premiére couche cachée. Ce nombre est majoré par le nombre de vecteurs
d’entrée.

Dans le cas ol pour apprendre le neurone de sortie, la nouvelle base d’apprentissage est trés compliquée
et que le BCP Heuristique ne converge pas tres vite, une stratégie identique & celle utilisée pour
construire la premiére couche peut étre appliquée pour résoudre ce probléme. Ainsi une seconde couche
cachée est construite avec le BCPSL. On calculera alors le nouveau probléme généré par cette seconde
couche cachée, qui va contenir beaucoup moins de neurones que la premiére. Ce nouveau probléme
est alors appris de maniére identique. Si une solution est trouvée en un nombre d’itérations inférieur
a la limite, la construction du réseau se termine, sinon elle continue avec une autre couche. Cette
méthode de construction sera nommée BCPSI.ml (BCPSL Multi Layer). Elle peut étre appliquée sur
de complexes problémes de classification.

Pour les problemes extrémement complexes, deux limitations majeures interviennent dans application
de ces deux versions. En effet, si le nombre de neurones de la couche cachée m est tros important, le
temps de calcul du nouveau mapping peut étre trés long, car il faut calculer toutes les représentations
internes et enlever toutes les redondances de la base ainsi générée. Et apprentissage de cette nouvelle
base peut alors &tre lent, méme si peu d’itérations sont nécessaires. (est pour cela que le BCPSLm! a
été développé. Mais un autre probléme trés important limite aussi PPapplication de ces deux méthodes,
c’est la trés grande occupation mémoire. En effet, si m est important, alors le nombre d’exemples de la
nouvelle base sera important, ainsi cette base sera constituée de beaucoup de vecteurs en trés grande
dimension. Méme si ceux-ci sont des vecteurs booléens, 'occupation mémoire est trés grande. Lors de
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simulations sur des problémes trés complexes, cette limite a été atteinte.

Afin de résoudre ces problémes, de temps de calcul et d’occupation mémoire, une version spéciale du
BCPSL a été développée, par un procédé original de construction d’une seconde couche cachée d’au
plus m/2 neurones de maniére directe, et le calcul des connexions liant cette couche au neurone de
sortie est trivial. Le calcul est instantané et V'occupation mémoire trés faible. Tl nlest pas nécessaire
de calculer les représentations internes. Cette méthode, basée sur le théoreme de stratification de
’hypercube présenté dans le chapitre 4, a uniquement besoin de la cible des groupes d’exemples
successivement exclus lors de la construction de la premiére couche.

5.7.2 La méthode

On notera ici la base d’apprentissage sous la forme de N paires (£#,0") ol £# est le vecteur d’entrée
et o € {0,1} sa cible. Soit m le nombre d’unités construites dans la premiére couche cachée. On a
donc m groupes d’exemples qui ont été successivement exclus. Soit ¥ € C avec k € IN,,, Pensemble
des exemples du k** groupe. Pour tout k € IN,, t; € {0,1} est la cible des exemples du k*# groupe, et
par extension on dira que c’est la cible de ce groupe. Donc

Ve e{l,...,N} & € oy => t}, = o*

Soit 5 Ja représentation interne de Iexemple £4. C'est la sortie de la premiére couche cachée pour cet
exemple, c’est donc un vecteur de {0, 1}™. Ce vecteur peut donc étre interprété comme un sommet de
’hypercube en dimension m, donc S* € H™,.

Du fait de la stratégie de construction, nous avons alors

Vue{lvaN} f“ETpk — S#:(ﬁ!t‘;l“‘!f};—l?tki*1"‘!*) (528)

avec # pouvant étre 1 ou 0, cela dépend de I’exemple. Pour tout & ¢ IN,,, on définit alors le sous-
ensemble de la base canonique

Bf = (€kt1,-.rm) C B,
le sommet
k= (t1y. - b1, tx) € HF

et le (m — k),,-souscube
Py = HT_4(Bg, s1)

m—k

I est alors évident, d’apres 5.28
Vee{l,.. N} ey = S*c P,

La représentation interne de tout exemple du ¥** groupe est donc un sommet du (m—k),,-souscube Py.
En appliquant le théoreme 4.4, ces sommets peuvent &tre séparés du reste des sommets de ’hypercube
par ’hyperplan #4(Py}. Si on construit une unité sur la seconde couche cachée qui implémente cet
hyperplan, sa sortie sera 1 pour tous les sommets de Py, c’est-a-dire pour tous les exemples du k**
groupe, et 0 pour tous les autres sommets de ’hypercube. Si on note par wj-‘ avec j € {0,1,...,m} les
poids de cette unité, avec w§ le seuil, leur expression est simple et donnée par le théoréme 4.4. Ainsi
on aura

- . - 1

wE = —h-f— e et g (5.29)

Vie{l,....k—=1}  wf = of; -1 (5.30)
wf = 21 (5.31)

Viefk+1,...,m}  wF 0 (5.32)
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On peut noter que ces poids sont trés simples. Mis & part le seuil leur valeur est I, =1 ou 0. En fait
une unité k peut n'étre connectée qu'avec les k premiers neurones de la premiere couche cachée. De
plus dans le cas d’unités classiques pour lesquelles la sortie est 1 si entrée totale est supérieure ou
égale a 0, le 1/2 qui figure dans expression du seuil peut &tre enlevé, Dans ce cas le seuil sera alors
un entier relatif dans l'intervalle {—k, ..., +k}.

La construction de la seconde couche cachée va étre réalisée par exclusion des souscubes de groupes
de méme cible. Mais deux solutions sont possibles, on exclut soit les souscubes des groupes de cible
1, soit les souscubes des groupes de cible 1. Cest ce choix qui permet, d’avoir toujours un nombre
d’unités construites sur cette seconde couche inférieur ou égal & m/2. Soit m, le nombre de groupes
de cible 1, et mp de cible 0 donc m; + mg = m. Si ™1 > mg on va alors découper les souscubes de
groupes de cible 0, et si m; < my on va découper les souscubes de groupes de cible 1. Donc on aura
toujours un nombre de souscubes découpés inférieur ou égal 2 m/2.

Enfin, la construction du neurone de sortie est trivial.

Dans le cas oil I'on découpe les souscubes de groupes de cible 1, le neurone de sortie doit répondre
I si et seulement si au moins une des unités de la seconde couche répond 1, car cela veut dire que
la représentation interne de I’exemple est un sommet de I’hypercube appartenant 3 un souscube d’un
groupe de cible 1. Ce neurone de sortie doit donc résoudre un QU logique, ce qui est réalisé trés
simplement en prenant toutes les connexions 4 1 et le seuil & —1/2. En fait ce seuil peut étre pris a
—1 dans le cas d’une unité classique.

Dans le second cas, la sortie du neurone doit étre 1 si et seulement si toutes les unités de Ja premiére
couche répondent 0. Donc cette unité doit réaliser un NOR.. Ceci peut étre fait de maniere trés simple
en prenant toutes les connexions & —1 et le seuil & 1/2, ou 1 pour une unité conventionnelie (c’est la
négation du OU, donc les poids et le seuil sont opposés).

Ainsi avec cette méthode de découpe successive de souscubes de dimension décroissante, la seconde
couche cachée contenant au plus m/2 unités, et le neurone de sortie sont construits par un calcul direct

trés simple. La valeur des connexions est aussi trés simple. Cette version du BCPSL a été nommée
BCPSLhd (hypercube dichotomy).

5.7.3 Simulations

10" — . . : : . ! )
BCPSLTI
w0} Upstart /
BCPSLhd _
B 16° 3
3 3
5 -
1
310 3 s
H 8
£
£ 8
W't
o ; s 1 1 12 1
s ' s s ! Dimeension ’ 1 ! 2 Mombre dexemples dans la base
F1G. 5.26: Fonctions booléennes aléatoires F1G. 5.27: Probleme deux spirales
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5.7. AMELIORATION DU BCPSI, : L’ALGORITHME BCPSLHD

Les deux simulations suivantes ont pour but de comparer les temps de calcul du BCPSLmI et du
BCPSLhd. Les résultats sont présentés relativement 4 un temps de référence, qui est la moyenne du
temps de calcul d’un probléme de référence sur un grand nombre d’essais avec le BCPSLml. Pour les
deux simulations, le nombre d’itérations t,nq; a été fixé 4 80 pour la premiére couche, et & 200 pour
les autres couches dans le cas du BCPSLml.

La premiére simulation a été faite sur des fonctions booléennes aléatoires en dimensions allant de 3a
11 avec le BCPSLml et de 3 4 13 avec le BCPSLhd. Le probléme de référence est défini en dimension
7. La figure 5.26 représente le temps de calcul moyen en fonction de la dimension. Le nombre d'essais
réalisés est supérieur a 1000 pour les dimensions inférieures a 7 et moins pour les dimensions supérieures
(décroissant jusqu'a 20 en dimension 13 avec le BCPSLhd et 11 avec le BCPSLml).

Par comparaison, des simulations ont été réalisées avec 'Upstart, utilisant le Thermal Perceptron. Le
nombre d’itérations pour le Thermal Perceptron a été fixé & 600. Cette valeur a été choisie de manidre
a avoir en moyenne le méme nombre d’unités construites pour le probléme de référence traité avec le
BCPSLhd. Ce nombre moyen d’unités est d’a peu prés 30 pour I'Upstart et le BCPSLhd, et de 20 pour
le BCPSLml. La température initiale a été prise @ priori 4 100. Elle décroit linéairement de 100 4 0 et
le parametre d’apprentissage de 1 4 0. Si pour une unité fille, le nombre d’erreurs ne diminue pas aprés
600 itérations, le Thermal Perceptron est relancé avec 1200 itérations, et si le nombre d’erreurs ne
décroit toujours pas, un exemple est exclu avec un neurone grand-mére. Premiérement, on peut noter
que les algorithmes BCPSLmlet BCPSLhd sont plus rapides que ['Upstart d’un ordre de grandeur, et
cela avec un nombre relativement faible d'itérations utilisé par le Thermal Perceptron. En fait pour
les dimensions supérieures & 8, 'Upstart a fourni des réseaux avec beaucoup plus de neurones que
les deux autres algorithmes. Le Thermal Perceptron aurait nécessité beaucoup plus d’itérations pour
fournir un nombre de neurones comparable, donc il aurait été encore plus lent.

Pour les dimensions inférieures 4 8, BCPSLmlet BCPSLhd ont les mémes temps de calcul, car le calcul
des représentations internes n’est pas trés compliqué et le temps de calcul est négligeable par rapport
a la construction de la premiére couche. De plus I'apprentissage du neurone de sortie est trés simple.
Pour les grandes dimensions, une différence apparait entre ces deux algorithmes, car le calcul des
représentations internes devient complexe, ce qui ralentit le BCPSLml, alors que le BCPSLhd garde
le méme comportement. Pour chaque courbe, la ligne pointillée représente la valeur moyenne plus
I’écart-type. Pour ce probléme le temps de référence était de trey = 0.81s pour une implémentation
sur un ordinateur de type PC.

La seconde simulation a été réalisée sur le probleme deux spirales, avec une complexité croissante. En
dimension 2, la base d’apprentissage consiste en 2 ensembles de N/2 points dont les coordonnées sont
données par I’équation paramétrique suivante

Ty =€ prcosgy ety =¢ pesingy avec Mm=¢ et b =+ A

Le parametre A¢ est choisi de maniére & avoir 50 points dans un demi-cercle pour chaque spirale, donc
A¢ = m/50. La génération des points commence avec ¢; = Adg, jusqu’a N/2 exemples. Les points de
cible 1 sont générés avec £ = 1, et ceux de cible 0 avec £ = —1. Ces deux spirales sont symétriques
par rapport au point de coordonnées (0,0). Le nombre de points N varie de 100 3 2000 (seulement
1700 pour BCPSLml), donc la variation totale de 'angle Pny2 est égale A 20m pour chaque spirale.
Le probleme de référence est défini pour N = 400. Le temps de calcul moyen du BCPSLml et du
BCPSLhd en fonction du nombre total de points N est représenté sur la figure 5.27. 200 essais ont été
réalisés pour N < 1000 et entre 50 et 10 pour N > 1000. Les résultats sont qualitativement similaires a
ceux de la précédente simulation, et prouvent la grande efficacité du BCPSLhd. Le temps de référence
est égal a t,.; = 1.44s.
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5.8 MOBCPSL : un algorithme de construction multisorties

5.8.1 Principes

Le principe de cet algorithme de construction MOBCPSL (pour Multiple Qutput BCPSL) est similaire
a celui du BCPSL. C’est une généralisation a plus d’un neurone de sortie, donc & plus de deux
classes. Cet algorithme peut apprendre toute base d’apprentissage de IR™ dans {0,1}7, le codage des
classes pouvant étre quelconque. Il convient de remarquer qu’a notre connaissance, c’est le premier
algorithme de construction aussi général (entrées booléennes ou analogiques queleonques et sorties
binaires multiples) fournissant des réseaux binaires.

La construction de la premiére couche cachée est toujours une stratégie d’exclusion d’exemples de méme
classe. Chaque unité est apprise sur une base d’apprentissage particulidre, avec une version modifiée
du BCP Max, de maniére i exclure uniquement des exemples d’une seule classe. On appellera cette
version le BCP Max & cible fixe, plus précisément BCP Maz CF si la cible des exclus doit étre 1,
et BCP Maz CFj si la cible des exclus doit étre 0. La construction de cette premiere couche réalise
donc une découpe de 'espace d’entrée en zones polyédrales, et dans chacune d’elles il n'y a que des
exemples de méme classe, ¢’est-i-dire de méme vecteur de sortie.

Avec une telle construction, on démontre que I’apprentissage de chaque neurone de sortie consiste 3
apprendre une base LS, donc aisément résolue avec le BCP Heuristique. Cette démonstration est tout
a fait similaire & celle faite par Marchand [125]. Mais c’est un cas un peu particulier ne rentrant pas
dans les hypothéses du théoréme de Marchand, et donc nécessitant une démonstration.

Pour les bases d’apprentissage trés complexes, cet algorithme souffre des mémes maux que le BCPSL
ou le BCPSLml : temps de calcul des représentations internes trés important, et cccupation mémoire
trés grande. Une amélioration similaire au BCPSLhd est alors proposée. Son principe repose aussi sur
la découpe de souscubes, et est. pratiquement aussi simple.

Apres avoir présenté le BCP Max & cible fixe, nous détaillerons ’algorihme MOBCPSL.. Ensuite nous
présenterons I'amélioration de cet algorithme, nommée MOBCPSLhd. Nous terminerons par quelques
résultats de simulations, en comparant le MOBCPSL et le MOBCPSLhd a l'algorithme Cascade
Correlation. Temps de calcul et pouvoir de généralisation seront comparés pour divers problémes de
classification.

5.8.2 BCP Max a cible fixe

Dans cet algorithme, le BCP Heuristique est toujours utilisé de la méme maniére, c'est la procédure
d’exclusion qui est modifiée, pour que I’hyperplan n’exclue que des exemples d’une cible donnée ¢;.
L’algorithme est le suivant.

Comme on peut le constater, cet algorithme est pratiquement le méme que Dalgorithme 5.3, avec
quelques tests supplémentaires au début pour éviter les calculs superflus, et I'exclusion d’exemples
uniquement si la cible correspond A la cible ¢;. Lorsqu’il y a la possibilité, la marge est aussi optimisée.
Quelle que soit la cible, il y a toujours 1 cas sur les 4 cas possibles de positionnement des extréma
qui rend impossible I’exclusion d’exemples d’une cible donnée ty. Il est clair que le BCP Max a cible
fixe peut ne pas pouvoir exclure d’exemples, méme avec un grand nombre d’itérations. En effet, si on
considére la base d’apprentissage constituée d’un point de cible 1 au centre d’un cercle de points de
cible 0, et que I'on veuille exclure le point de cible 1, ce sera impossible. Mais si on lance une fois
BCP Max CFyp et une fois BCP Max CFy, on est siir d’avoir un ensemble d’exclus, de cible 1 ou de
cible 0. C’est sur ce principe que 'on peut justifier la convergence de I'algorithme que P'on va décrire
maintenant.
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Algorithme 5.4  Algorithme de maximisation du nombre d’exemples exclus d’une cible donnée ¢,

Etape a: Calcul de erty, exty, exts, exty, t_ et ty
Etape b : Sit. #i;etty #t;alors Ezl,,=0et Stop
Etape c: Si (t_ = iy) alors calcul de max(P.), N. et G~ = (ext; — max(P_})/|lw!|
Etape d : Si (¢4 = ty) alors calcul de min(Py), Ny et G+ = (min(P}) — exts)/|lw!||
Etape e: Si[t_=tf]et[(N_>Nyjou (No.=N,>0et g > Gty 1 alors
broc = (exty + max(P_))/2, Groe =6 et Ezt, = N_
Si t-=1) et =1
Si (t-=0) e=-1et b, +—
Etape f: Si[ty =t;]et [ (N_>Ny)ou (N_=N, >0et G- < G*) | alors
8. = (min(Py) + exis)/2, Groc =Gt et Exl, =N,
Si (ty =0) =1
Si (ty=1) e'=—-let 8 +— -4

poc poc

5.8.3 IL’algorithme
Construction de la premiére couche

La base d’apprentissage est toujours un ensemble de N paires {£# o) oli £* € R™ est le vecteur
d’entrée, mais o* est sa classe, c’est-a-dire un vecteur de {0, 1}?, correspondant au vecteur des cibles
de cet exemple pour les p sorties. L’ensemble des N exemples est toujours noté C.

On va définir d’abord I'ensemble des classes C{ par :

Cl={o*/ue{l,...,N}}

On a alors Card (CI) = g, le nombre de classes différentes généralement trés inférieur 3 N. Tout élément
c® de Cl avec Yk € {1,.. -,q} est dans {0,1}7,
Pour un sous-ensemble d’exemples C' C C, ’ensemble partiel des classes est alors -

Cliey ={o*/p e {1,..., N} et £* € "}

On définit alors l'indicatrice des classes T par -
P

I =1 si o*=c*

Yk € {l,....,q} Ype{l,..., N} al
{ ab Vmed } alors {I}: =0 si o*#cF

Pour un sous-ensemble d’exemples C' C (7, on définit alors la base partielle relative & la classe £ pour
ke {1,...,q} par
BH(C') = {(¢, 1¢)/e* e C')

C’est-a-dire qu’a tout exemple de C” on associe la cible 1 si cet exemple est de la classe ¢* et 0 sinon.
Ce sont ces bases d’apprentissage qui vont nous servir & apprendre les unités de la premiére couche.
Le principe de I'algorithme 5.5 est de partir de ’ensemble des vecteurs d’entrée d’origine, et de créer
successivement des unités avec des hyperplans qui excluent un maximum d’exemples de méme classe.
It est trés important de noter que les exemples exclus seront toujours du c6té positif de I’hyperplan
qui les exclut. Pour un sous-ensemble €’ de (', on va rechercher I'hyperplan qui exclut un maxi-
mum d’exemples de méme classe, en tentant d’exclure successivement des exemples des classes encore
présentes. Et on prendra la position qui en exclut un maximum. Pour cela, le BCP Max CFy est
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Algorithme 5.5 MOBCPSL : Construction de la couche cachée

a. C’:C’, Cl(cf) =Clet _’,’ =0
b. Tant que Card (Cl(¢+)) > 2 faire
1. EFz, =0, Gpo=0et j j+1
2. Boucle sur ¢* ¢ Clicn
L (w,0,Ez,G) «— BCP Max CF; avec la base B*(C")
ii. Si (Ez> Ez,)ou (Ez = Fz,, et G > G,,) alors
(Wrs Oy BT, Gin) +— (w, 8, Ez,G) et e, = *
Fin Boucle [c¥]
3. ¥;={z€Cwyn.z+6, >0}
4. ' — C'/”q[!j
5. T, =¢,
6. Création neurone j avec w,, et ,,
7. Mise & jour Cliey)
Fin Tant que
d. Tipr = {/{c5} = Clien)
e. it =C"

utilisé avec B*(C’) comme base d’apprentissage, pour toutes les classes ¢* encore présentes dans le
sous-ensemble C’. Dans la mesure du possible, la marge sera encore optimisée,

Le sous-ensemble C” est le sous-ensemble courant d’exemples non encore exclus, et Clion est 'ensemble
des classes de ce sous-ensemble d’exemples, I’ensemble des classes présentes. Le compteur j est le
nombre courant d’unités. L'initialisation est évidente. Le processus de création de neurones continue
Jusqu’a ce que les exemples qui restent dans C” soient de méme classe, donc tant que Card (Clign) > 2.
Ensuite les étapes b.1 et b.2 servent & maximiser le nombre d’exclus de méme classe. Pour chaque
classe présente ¥, on lance le BCP Max CF; sur la base constituée des exemples de (' associés de
la cible 1 si ce sont des exemples de la classe ¢* et 0 sinon. Le résultat de cet algorithme d’exclusion
est le quadruplet {w,8, Exz, G), c’est-a-dire les paramétres de 'hyperplan w et 8, le nombre d’exclus
et la marge. Si ce résultat est meilleur que le meilleur résultat rencontré jusque la et sauvegardé dans
(Wi, 0m, EZm, Gm), on le conserve. De plus, on garde aussi dans ¢, la classe des exclus. Une position
est meilleure si le nombre d'exclus est supérieur, ou en cas d’égalité si la marge est plus grande.

Aprés cette boucle, I’étape b.3 consiste & grouper dans 1 les exemples exclus. Ce groupe est alors
enlevé de 'ensemble des exemples courants C* 4 I’étape b.4. A I’étape b.4, on sauvegarde la classe ¢,
des exclus dans une matrice (car les classes sont des vecteurs). On créé le nouveau neurone i 'étape
suivante avec les paramétres w,, et 6,,, et on met & jour I’ensemble des classes actives. Les deux étapes
finales servent & récupérer les informations du groupe d’exemples qu’il reste a la fin : la classe de ce
groupe et les exemples eux-mémes (en fait cette derniére étape n’est pas nécessaire, mais nous I’avons
indiqué pour une meilleure compréhension).

Pour une implémentation réelle de I'algorithme, la gestion des classes actives peut se faire simplement
avec un compteur par classe qui indique le nombre d’exemples de chaque classe qui sont encore dans la
base. Et lorsque I'on calcule les exemples i retirer de la base, on décrémente le compteur de la classe
des exclus. Si ce compteur atteint zéro, cela veut dire que cette classe n’est plus présente, et on peut
décrémenter un compteur du nombre de classes présentes utilisable pour arréter la boucle,
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Apprentissage des neurones de sortie

Nous allons tout d’abord étudier les représentations internes obtenues sur la premiére couche cachée.
Supposons que nous avons m neurones construits dans la couche cachée avec la méthode précédente,
Nous avons donc exclu successivement m groupes ¥; de classe t;. Le dernier groupe restant Y+l
étant de classe t,,, 1. Du fait que lors de ’exclusion, ’hyperplan est toujours positionné de maniére
ce que les exclus soient du coté positif, la représentation interne des exemples est donc :

Ve e{l,...,N} Eh ey avec je{l,...,m} = 5% =(0,...,0,1,%,..., %) (5.33)
Vp e {l,...,N} €4 € i = §*=(0,0,...,0) (5.34)

Dans le vecteur de la relation 5.33, le 1 est a la j°™¢ position, et les * peuvent &tre des 0 ou des 1,
dépendant de la position de I"'exemple.

Pour k € {1,...,m,m+ 1}, on définit S(yx) 'ensemble des représentations internes différentes pour
lesquelles les vecteurs d’entrée correspondants sont dans le groupe ¥

Stun) = 15"/6" € ¥}

L’union de ces ensembles S pour tous les groupes constituera donc les vecteurs d’entrée des bases
d’apprentissage pour apprendre les neurones de sortie :

S:S(%)U US(djm)US(zpmH)

Il est évident que cette union est une union disjointe, et qu’en général nous aurons Card (S) = M,
avec M inférieur a N.

On va démontrer alors que toute base d’apprentissage constituée des représentations internes de §
auxquelles on associe une cible quelconque mais identique pour tous les éléments qui sont des repré-
sentations internes d’exemples d’un méme groupe 4, est LS.

Théoréme 5.3 Pour tout vecteur u = (uj, ..., Uy, Umat) € 0,1} le vecteur des cibles des re-
présentations internes des groupes, la base d’apprentissage B.(S) définie par

By(S) = {{v,ui)/ve S et ve Sy,)
est une base linéairement séparable.

Démonstration 5.3 Il faut donc trouver un vecteur des poids w = (wi,...,wy) € R™ et un seuil
wp tel que
Vie{l,...mm+1} Vve Sy, owv+w)=u

avec ¢ la fonction de Heaviside. Le vecteur w et le seuil wg doivent done vérifier :

] wrv+we>0 si u, =1
Vze{l,...,m,m—i-l} VUGSW,_.) wotwe <0 s w =0

Les différents vecteurs v sont donnés par les expressions 5.93 et 5.34.
Pour 1 = m 41, nous devons done avoir ¢{wg) = U4, donc si Ums1 = 1 o suffit de prendre wy > 0,
par exemple wo = 1, et dans le cas unq; = 0, ¢ faut avoir wy < 0, par ezemple wy = —1. Donc
Uezpression générale de wg est :

Wy = (2um+1 - 1) 20

Pour i = m, nous devons avoir ¢(wm, + wo) = u,,. Donc si u,, = 1, ¢ faut que wy, + wp > 0. Cect
est vérifié quelle que soit la valeur de wo si Wy > Jwg|. On peut donc prendre w,, = lwo| +1 = 2. De
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-la méme maniére, dans le cas ot u,, =0, on doit avoir w,, < |wol|, donc on peut prendre simplement
W = —(|wg| + 1) = —2. L’ezpression générale du poids w,, est done :

Wi = (2um — 1){|wo| + 1) = (2up, — 1) 2!

Pour i = m — 1, nous devons avoir A Wpoy + Wy * +w0) = Up_y, avec + qut peut étre 0 ou 1. Donc
dans le cas ot up,—y = 1, on peut prendre w,,_; = |wem ]| + |wo| + 1 = 2wn,|, et st up_y = 0, on peut
prendre Wy, —1 = —(twm| 4+ |wol + 1) = —2|w,,|. L'ezpression générale est done -

W1 = (2un_1 ~ 1){|wn| + [wol + 1) = (2um-1 — 1)2|1] = (2um—y — 1) 22

On peut alors montrer par une récurrence simple que la valeur de la connezion w; pourt € {1,...,m}
est donnée par :

wi = (20 = 1)(jwi| + -4 ] + o] + 1) = (2ugu_y — 1)20wi41] = Ry — 1) 271

On peut donc en conclure que quelque soit le vecteur u = (uy, . . ., tm, Um1) € {0, 1}"*" la base B.(5)
est linéairement séparable, et une solution est donnée par

Wy = (2um+1 - 1) 20
Vie{l,...,m} w; = (2u — 1) 2mHL-

a.

Cette démonstration est un peu différente de la. démonstration de Marchand [125], car les points
exclus sont toujours du coté positif de I’hyperplan qui les exclut, et la cible de ces exclus peut étre
quelconque. La solution proposée dans cette démonstration n’est pas utilisable, & cause de la croissance
exponentielle de la valeur des connexions.

Avec ce théoréme, on en déduit que apprentissage des neurones de sortie est Papprentissage de bases
LS. Ces bases sont alors définies & partir des vecteurs des classes et de la classe de chacun des groupes
d’exclus. On rappelle que les classes des groupes successivement exclus sont rangées dans la matrice
T=(T1,....,Tn, Tra1) = (t;1) de dimension p x (m + 1), car les éléments de T sont des classes donc
des vecteurs binaires de p composantes. Ainsi pour apprendre le neurone de sortie [ avec { € {1,.. ., g},
il faut associer a chaque représentation interne correspondant 3 un exemple d’un groupe de classe ¢,
la cible 1 si la composante { de ¢ est un 1, et 0 sinon.

Donc pour apprendre le neurone de sortie {, il suffit d’apprendre la base B, (S) avec le vecteur des

cibles u! = (ul,..., 4}, “£n+1) défini par :

ué:l — iy =1
i

Vied{l,...,m,m+1 alors
{ ) { w =0 < ;=0

On peut remarquer que le vecteur «' est simplement la {*™¢ ligne de la matrice T,
Pour chaque neurone de sortie, la base d’apprentissage associée est alors a rise simplement avec le
q ) P P

BCP Heuristique.

9.8.4 Amélioration du MOBCPSL : I'algorithme MOBCPSLhd

Le principe est le méme que dans le BCPSLhd : au licu de calculer les représentations internes sur
la premiére couche cachée pour réaliser I'apprentissage des neurones de sortie, une seconde couche
cachée est construite par calcul direct. Chaque neurone de cette seconde couche réalise 'exclusion
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d’un sous-cube qui contient toutes les représentations internes des exemples contenus dans un groupe
d’exclus. Comme la dimension des sous-cubes est décroissante, cette couche réalise une dichotomie de
I'hypercube. Cette version est donc nommée MOBCPSLhd (hypercube dichotomy).

Mais on ne peut pas appliquer la méme stratégie que dans le BCPSLhd pour minimiser le nombre de
neurones sur cette seconde couche. Car dans le cas multisorties, le nombre de classes est supérieur a 2.
Donc si on n’exclut que les sous-cubes contenant les représentations internes des exemples d’une seule
classe, toutes les autres classes auront une sortie identique sur cette seconde couche cachée, c’est-a-dire
(0,...,0). Il est nécessaire d’associer un neurone pour chacun des groupes d’exclus, plus un neurone
pour les exemples restant aprés ’exclusion du dernier groupe. On va donc créer un neurone pour
exclure chaque sous-cube défini par les relations 5.33 et 5.34.

Alors que la premiére couche cachée contient m neurones, la seconde va ainsi contenir m+ 1 neurones.
On note wf, aveck € {1,...,m,m+1} et § € {1,...,m}, la valeur de la connexion liant un neurone
k de la seconde couche cachée avec le neurone j de la premigre couche, et wk le seuil.

Pour k € {1,...,m}, nous avons alors :

1
wh = 14 5 (5.35)
Vie{l,...,k-1} wf = —1 (5.36)
wf = 1 (5.37)
Vietk+1,...m} wf = 0 (5.38)
Pour le dernier neurone & = m + 1, les poids sont définis par :

m+1 1
'LUO 5 (5.39)
Vie{l,...,m} WPt = -1 (5.40)

Ces relations sont similaires aux relations de 5.29 3 5.32, mais particularisées car les exemples exclus
sont toujours du coté positif de I'hyperplan, et les réprésentations internes sont particulieres 5.33 et
5.34.

Si on met les poids wf sous la forme d’une matrice W = (wg;), de dimension (m + 1) X m, nous avons
alors :

1 0 ... 0
-1 . -
W = L (|
-1 -1 1
-1 ... ... -1

Cette découpe de ’hypercube est une dichotomie compléte : tout sommet est dans un des sous-cubes
découpés. Donc quelle que soit [a représentation interne sur la premiere couche cachée, il y aura un et
un seul neurone de la seconde couche dont la sortie sera 1, tous les autres auront une sortie égale 3 0.

La construction des neurones de sortie est alors trés simple. A chaque neurone de la seconde couche
cachée on peut associer la classe des exemples du groupe dont les représentations internes sont des
sommets du sous-cube qui a été exclu par ce neurone. On rappelle que ces classes sont regroupées
en une matrice 7, de dimension p x (m + 1). La sortie du neurone de sortie I doit &tre 1 pour un
sous-ensemble de classes. Donc il suffit de faire un QU logique de la sortie de tous les neurones de la
seconde couche dont ia classe est dans ce sous-ensemble.
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Ainsi si on note z;; le poids de la connexion reliant le neurone de sortie { avec le neurone de |a seconde

couche cachée j, avec { € {1,...,p}etj€{l,....m,m+ 1}, nous avons alors :
ty=1 = zg=1 (5.41)
ti=10 = z;; =10 (5.42)

et le seuil de ce neurone est :
1

0= (5.43)

Sion note Z = (z;) la matrice des poids des connexions liant la seconde couche cachée aux neurones
de sortie, nous avons donc Z = T.

Comme on peut le voir, le calcul des connexions liant, la premiere couche cachée a la seconde, et la
seconde 3 la couche de sortie est direct. Tl faut seulement avoir les classes des divers groupes d’'exclus
lors de la construction de la premiére couche, et le codage des classes. De plus, toutes les connexions
ont pour valeur 1, —1 ou 0. Dans les expressions 5.35, 5.39 et 5.43, le 1/2 peut étre remplacé par 0
dans le cas d’unités & seuil classiques dont la sortie est 1 si I’entrée est 0.

Il convient enfin de remarquer que le calcul des sorties de la seconde couche cachée avec un calcul
classique en utilisant les poids que I'on vient de définir a une complexité en O(m?). Mais la fonction
particuliere de cette couche rend possible une diminution substancielle de ces calculs. En effet, nous
verrons dans le paragraphe suivant, traitant d’une possible implantation VI.SI, que ces sorties peuvent,
étre calculées de maniere récursive en O(m). En conclusion, nous pouvons dire que I'ajout de cette
seconde couche cachée n’a pratiquement aucun inconvénient et qu’elle a des avantages importants
pour 'apprentissage des bases complexes.

5.8.5 Simulations

N’ayant pas trouvé dans la littérature un algorithme de construction de réseaux de neurones binaires
pouvant traiter des probléemes de classification multi-classes analogiques, sans codage binaire ou projec-
tion sur un convexe, nous allons comparer les performances du MOBCPSL et du MOBCPSLhd &
Cascade Correlation. Les deux bases testées sont des problémes de référence assez souvent utilisés pour
tester les algorithmes de classification neuronaux ou non. Ils proviennent de |’Université d’Irvirne en
Californie, ol est gérée une base de données trés importante contenant la plupart des problémes de
référence utilisés et beaucoup d’autres [144].

La base Glass

Cette base de données résume une analyse chimique de 6 types de verre. Elle est constituée de 214
résultats d’analyse. Chaque résultat se compose de 9 données analogiques caractéristiques de la com-
position chimique et de la catégorie a laquelle le verre appartient. La répartition de ces analyses par
type de verre est la suivante : 70, 76, 17, 13, 9 et 29. La premiére des caractéristiques chimiques est
I'indice de réfraction. Les 8 autres sont les proportions de sodium, magnésium, aluminium, silicium,
potassium, calcium, barium et fer.

Cette base de données a été séparée en deux : la base d’apprentissage contenant 75 exemples (35%)
et la base de test 139. Les 6 classes ont, été codées sur 6 neurones. Donc chaque neurone de sortie est
actif pour une classe. Nous avons fait. des simulations pour les deux versions du MOBCPSL avec trois
nombres d’itérations différents (40, 100 et 200) et pour Cascade Correlation. Ce dernier a été utilisé
avec 200 itérations pour l'apprentissage des neurones (a sigmoide).
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Algorithmes MOBCPSL MOBCPSLhd CasCor

Nb itérations 40 100 200 40 100 I 200 200
Généralisation 7 86,0 | 86,1 | 86,0 | 86,0 86,1859 86.0
(% sur base de test) e 148 1 1,51 1,49 1,49 | 1,48 | 1,47 1,46
Tps de calcul H 0,71 | 1,42 | 2,55 0,71 1,43 2,57 9,96
(en seconde) oy 0,139 1 0,279 | 0,554 || 0,139 [ 0,276 0,54 1,66

Nb neurones e 13,3 12,1 11,6 27,3 | 25,2 | 24,2 6,74
T, 2001 1,71 | 1,76 | 3,67 3,35]3,27 1,25

TaB. 5.2: Résultats de simulations sur la base Glass.

Le tableau 5.2 rassemble les résultats obtenus en faisant des moyennes sur 500 tirages différents. Apres
apprentissage, chaque réseau est testé sur la base de test. Ce tableau contient la moyenne et 'écart-
type de trois quantités : le pourcentage d’exemples bien classés dans ia base de test (exactement le
nombre de bits de sortie correct), le temps de calcul et le nombre de neurones cachés.

En analysant ce tableau, on peut faire quatre remarques. Premigrement, les résultats en généralisation
sont presque semblables pour les trois algorithmes, et parfois légérement supérieurs pour e MOBCPSL
ou le MOBCPSLhd. De plus, avec Cascade Correlation chaque base d’apprentissage n’est pas apprise
parfaitement, il y a toujours quelques erreurs résiduelles. Deuxiemement, on peut remarquer qu’avec le
MOBCPSL ou le MOBCPSLhd, il n’est pas nécessaire de prendre beaucoup d’itérations pour avoir une
bonne généralisation. Troisigmement, le temps de calcul est trés supérieur pour Cascade Correlation.
Ainsi pour des pouvoirs de généralisation identiques, nous avons des accélérations d’environ 14 avec 40
itérations. Quatriémement, le nombre de neurones utilisés par Cascade Correlation est trés inférieur
au nombre de neurones obtenu avec les deux autres algorithmes. Mais ces nombres sont difficilement
comparables car les neurones ne sont pas du méme type et ils sont beaucoup plus connectés avec
Cascade Correlation. Finalement on peut remarquer que le nombre de neurones important utilisé par
le MOBCPSLhd n’a aucun impact sur le pouvoir de généralisation. Par rapport au MOBCPSL, ceci
est tout a fait normal car la construction de la seconde couche cachée est simplement une autre maniére
de calculer les fonctions booléennes que doivent réaliser les neurones de sortie.

Des simulations avec Cascade Correlation ont été réalisées avec plus et moins d’itérations mais sans
amélioration significative des résultats.

La base Vowel

Des simulations similaires aux précédentes ont été réalisées sur la base Vowel. Cette base de données
est constituée de signatures de 11 prononciations différentes (prononciations anglophones) de voyelles.
La prononciation de 8 personnes a 6té enregistrée (chacune 6 fois chaque phonéme). Des méthodes
d’extraction de caractéristiques par traitement du signal ont été utilisées sur chaque enregistrement
pour fournir 10 données numériques par enregistrement. L.a base de données contient donc 528 vecteurs
(de 10 composantes analogiques) appartenant i ’une des 11 classes. Pour I'apprentissage des réseaux,
nous avons codé les 11 classes sur quatre neurones de sortie. Comme dans I'expérience précédente,
35% de la base (185 exemples) est tirée au hasard pour constituer la base d’apprentissage, le reste sert
de base de test.

Le tableau 5.3 rassemble les résultats obtenus en moyenne sur 500 tirages différents. Les résultats sont
qualitativement similaires aux précédents. Le pouvoir de généralisation est légérement meilleur (1%)
pour MOBCPSL et MOBCPSLhd. L'accélération est plus faible que dans la simulation précédente
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Algorithmes MOBCPSL MOBCPSLhd CasCor

Nb itérations 40| 100 200 40 1007 200 200
Généralisation g 838835833 838 |83,2|83,0 82,6
(% sur base de test) | o, | 1,86 | 1,97 | 1,96 || 2,16 1,99 | 2,32 1,70
Tps de calcul t || 738148255 6,46 ]143]250 29,0
(en seconde) oy | 1,79 3,89 16,91(1,66|3,71]09,80 7,62
Nb neurones Ty || 27,8 | 24,6 | 22,5 || 56,9 | 50,5 | 47,1 12,4
On, || 4,47 14,55 1 425 | 9,04 | 9,04 | 9,16 2,24

TaB. 5.3: Résultats de simulations sur la base Vowel.

(4,5 maximum). En revanche, la base de données devenant importante et assez complexe, le calcul
des représentations internes prend du temps. Ainsi on peut observer qu’avec un nombre d’itérations
identique le MOBCPSLhd est un peu plus rapide que le MOBCPSL. Clest un de ses intéréts.

5.9 Vers une implémentation VLSI

5.9.1 Implémentation des réseaux fournis par le MOBCPSLhd
Principes

Pour une implémentation VLSI, un des avantages fondamentaux de I"algorithme MOBCPSLhd par
rapport au MOBCPSI, est le calcul des neurones de sortie qui peut s’exprimer sous la forme d’expres-
sions logiques. De plus, la seconde couche cachée est toujours la méme quelque soit le réseau construit.
Ainsi nous allons voir que les difficultés d’intégration d’un tel réseau résident dans I'intégration de la
premiére couche cachée. La solution que nous proposons est basée sur le travail de M. Amine Bermak
[20, 21] pour l'intégration de la premiére couche cachée sur une architecture systolique. Les avantages
d’une telle solution résident dans un bon rapport vitesse - surface. La réalisation de la seconde couche
cachée est extrémement simple et nécessite peu de composants. De plus, la solution proposée pour le
calcul des neurones de sortie est aussi relativement simple. La figure 5.28 présente le schéma général
de I'intégration du réseau.

Architecture systolique

Une architecture systolique est agencée en forme de réseau composé d’un grand nombre de processeurs
élémentaires identiques et localement connectés. Chacun d’eux recoit des informations provenant des
cellules voisines, effectue un calcul simple puis transmet les résultats i d’autres cellules voisines un
temps de cycle plus tard. Les caractéristiques principales des architectures systoliques se résument par
les trois propriétés suivantes : communications locales, simplicité et régalarité des unités de calcul et
parallélisme important qui permet des calculs intensifs.

Le systeme adopté pour intégrer la premiére couche est; principalement constitué d’une unité arithmé-
tique et d’une unité de contréle. L’unité arithmétique est une architecture systolique rectangulaire oll
chaque ligne va implanter la fonction d’un neurone.

L’architecture systolique est représentée sur la figure 5.29.

Chaque processeur élémentaire recoit les données z,, de la cellule du dessus, les signaux sh;, et Sy,
de la cellule de gauche et fournit les résultats sho,: et S, & la cellule de droite et ZTout 2 la cellule
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du dessous. Les calculs réalisés par chaque processeur élémentaire sont les mémes, donnés par les
équations :

.,
Tout = Tip Shout = Shin et S, = Wi Tin + Sin

Chaque processeur est donc muni d’un multiplieur, d’un additionneur et d’une mémoire locale oil est
stockée une partie des connexions du réseau. Ces processeurs travaillent au niveau bit. Nous n’entrerons
pas dans les détails du fonctionnement {20, 21] de cette architecture, qui nécessite une étude détaillée
du séquencement des processeurs et des divers flux de données,

En final, les entrées totales des neurones sont générées en sortie, du bit de poids faible au bit de poids
fort. En complément A deux, le dernier bit généré est le bit de signe. Le signal sh qui est un signal de
contréle généré par I'unité de contréle est transmis latéralement dans "architecture et indique, quand
il arrive en sortie d’une ligne, que la ligne a fini de calculer I’entrée totale du neurone correspondant.
Le bit disponible en sortie & cet instant est donc le bit de signe. Un cycle d’horloge suivant, c’est le
neurone suivant qui a fini le calcul et qui délivre le bit de signe de son entrée totale, et ainsi de suite
jusqu’au dernier neurone.

La précision des caleuls est réglable et est contrblée par I'unité de controle qui intégre entres autre un
registre de précision. Le séquencement de Parchitecture est contréié par le sh.

Seconde couche cachée

On note z; la sortie des neurones de la premiere couche cachée. On suppose que le nombre de neurones
construits (par I'algorithme) sur cette couche est N — 1. Le nombre de neurones sur la seconde couche
cachée est donc N. Leur sortie sera notée Yi. La sortie y; du neurone ¢ doit étre égale & 1 si ot
seulement si la représentation interne sur la premiere couche est S* = (0,...,0,1, +,.. ., %), avec le
L en ¢*™¢ position pour tout i dans {1,..., N — 1} (équation 5.34). Pour le dernier neurone d’indice
N, sa sortie doit &tre & 1 pour la représentation interne S* = (0,...,0) (équation 5.34). On peut alors
écrire 'expression logique des y; en fonction des ;. S5i on note le OU logique additivement et le ET
multiplicativement, nous avons :

n =T

Y2 =T.22

Y3 =T .Tz.x3

Ya =71.T2.T3.-24
YN-1 —T1.-T2.T3. e EN-2 TN
YN =T).T3.Z3....TN-2.TN-1

Afin d’éviter un cas particulier dans le calcul de il faut ajouter un neurone d'indice N sur la
Ny
premiere couche caché